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Kurzfassung

Die Wechselwirkung zwischen Fluid und Struktur ist in Natur und Technik weit verbreitet.
Daher gibt es auf diesem Gebiet bereits zahlreiche Untersuchungen. Nichtsdestotrotz ist
das Problem noch nicht vollstandig verstanden.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die lineare und nichtlineare analytische Untersuchung
der stromungsinduzierten Schwingungen eines schlanken Kanals. Daher wird ein reduzier-
tes Modell eines durchstromten elastischen Kanals betrachtet. Dieses soll fiir nichtlineare
analytische Untersuchungen zugénglich sein und gleichzeitig die wesentlichen Aspekte der
Fluid-Struktur-Wechselwirkung abbilden.

Mit diesem Ziel werden in dieser Arbeit drei Modelle eingefiihrt, untersucht und miteinan-
der verglichen. Modell A enthélt eine inkompressible oder kompressible Potentialstromung
und eine Naherung zur Berticksichtigung der Fluidviskositiat. Beim Modell B wird von ei-
nem schlanken Kanal und einer Schleichstromung ausgegangen. Modell C' enthélt ebenfalls
die Annahme eines schlanken Kanals, hier wird jedoch die Fluidtragheit unter Verwendung
einiger Naherungen berticksichtigt. Der Kanal wird in allen Modellen eben und unendlich
ausgedehnt modelliert. Dabei wird von einer starren und einer visko-elastisch gebetteten,
biegesteifen Wand mit axialer Vorspannung ausgegangen.

Mittels analytischer Untersuchungen der linearisierten Gleichungen der drei Modelle wer-
den die wesentliche Anregungsmechanismen der selbsterregten Schwingungen identifiziert.
Die Analyse der nichtlinearen Gleichungen ermoglicht dariiber hinaus Aussagen beziig-
lich des postkritischen Verhaltens. Hierfiir wird eine Stérungsrechnung mit verschiedenen
Zeitskalen verwendet.

Die lineare Analyse der Modelle zeigt, dass die Grundstréomungsgeschwindigkeit entschei-
dend fiir die Stabilitdt des stationdren Zustandes ist: Ab einer bestimmten Geschwindigkeit
wird der stationdre Zustand instabil. Zusétzlich wird der Einfluss der einzelnen Modellpa-
rameter, der Kanalh6he und der Fluidviskositat auf diese kritische Geschwindigkeit und
somit die Stabilitét des stationdren Zustandes untersucht. Anhand des Modells A wird der
Unterschied zwischen einem kompressiblem und inkompressiblem Fluid untersucht.

Die nichtlinearen Untersuchungen werden anhand der Modelle B und C' durchgefiihrt. Es
kann gezeigt werden, dass je nach Grofle der Modellparameter und ihrem Verhaltnis zu-
einander sub- oder superkritische Hopf-Bifurkationen auftreten.

Ein Vergleich der Modelle ergibt, dass die Ergebnisse der Modelle A und C' fiir grofie
Wellenléngen gut tibereinstimmen. Auch zeigt sich, dass das Modell B nur in bestimm-
ten Féllen zuléssig ist. Das Modell C' hingegen erfiillt alle Forderungen: Es ermdoglicht
analytische nichtlineare Untersuchungen und bildet die wesentlichen Aspekte der Fluid-
Struktur-Wechselwirkung ab.
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1 Einleitung

Die Wechselwirkung zwischen Fluid und Struktur ist in Natur und Technik weit verbreitet.
Besonders eindriicklich lésst sie sich beim Loslassen eines durchstromten Gartenschlauchs
oder beim Stehversuch auf einer schwimmenden Luftmatratze erleben. In unserem Korper
findet eine Interaktion zwischen den Blut- und Luftgefiflen und den zugehorigen Fluiden
statt. Diese ist beispielsweise an der Stimmtonerzeugung und dem Fortpflanzen des Pul-
ses in den Arterien aber auch an der Entstehung unerwiinschter Atemgerausche oder dem
Venenkollaps beteiligt [36]. Auch in technischen Anwendungen sind die Wechselwirkungen
préasent, zum Beispiel bei stromungsinduzierten Schwingungen von Kiihl- oder Brennstoft-
leitungen in Kraftwerken [76] oder bei Steigleitungen von Olbohrschiffen [78]. Die Inter-
aktion wird aber auch ausgenutzt, zum Beispiel im Coriolis-Massendurchflussmesser [25]
oder beim Energy-Harvesting [23]. Diese Beispiele zeigen einerseits die groe Relevanz und
andererseits die notwendige Beschrinkung auf ein spezielles Gebiet.

Es gibt bereits zahlreiche Untersuchungen auf dem Gebiet der Fluid-Struktur-Interaktion,
diese reichen von abstrahierten analytischen Modellen zu detaillierten numerischen Si-
mulationen [75]. Nichtsdestotrotz ist das Problem noch nicht vollstdndig verstanden. Der
Vorteil von reduzierten Modellen besteht darin, dass analytische Ausdriicke der interes-
sierenden Groflen ermittelt werden konnen. Sie erlauben einen Einblick in die Physik des
Problems und erméglichen Riickschliisse auf wichtige Zusammenhédnge und wesentliche
Einflussparameter, was jedoch keinesfalls die detaillierteren Modelle ersetzt. Vielmehr ist
ein Zusammenspiel aus allen Disziplinen erstrebenswert. Die einfachen Modelle ermogli-
chen eine erste Abschéitzung der Wertebereiche der physikalischen Parameter, in denen
interessierende Effekte zu erwarten sind. Im eingegrenzten Bereich folgt die detaillierte
Analyse und Auslegung durch zeitaufwéndige Simulationen der umfangreicheren Model-
le. Die Untersuchung von vereinfachten Modellen erhéht somit das Verstandnis und kann
durch erste Abschiatzungen im Vorfeld aufwéndiger Simulationen viel Zeit einsparen.

In der vorliegenden Arbeit wird ein reduziertes Modell eines durchstréomten schlanken,
elastischen Kanals betrachtet. Das Modell soll soweit reduziert werden, dass einerseits
analytisch zugangliche Gleichungen erhalten und andererseits die wesentlichen Aspekte
der Fluid-Struktur-Interaktion abgebildet werden. Mit diesem Ziel werden verschiedene
Modellierungsanséatze verwendet und miteinander verglichen. Mittels analytischer Unter-
suchungen der linearisierten Gleichungen dieses Modells werden die wesentliche Anregungs-
mechanismen der selbsterregten Schwingungen identifiziert. Die Analyse der nichtlinearen
Gleichungen ermoglicht dariiber hinaus Aussagen beztiglich des postkritischen Verhaltens.
Erkenntnisse aus abstrahierten Modellen koénnen auch auf andere Beispiele aus verwandten
Bereichen tiibertragen werden (siche Abschnitt[[LT]). Die vorliegende Arbeit soll daher einen
Beitrag zum Verstdndnis der stromungsinduzierten Schwingungen in schlanken Kanélen
und den grundsétzlichen Aspekten der Fluid-Struktur-Wechselwirkung leisten.
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1.1 Literaturiibersicht

Fluid-Struktur-Interaktion bezeichnet zunéchst eine beliebige Wechselwirkung zwischen
einem Fluid und einer Struktur. Diese Ubersicht beschriankt sich auf selbsterregte Schwin-
gungen von durchstromten, elastischen Strukturen, wobei von einer stationdren Grund-
stromung ausgegangen wird. Es werden verschiedenen Modellierungsansatze und wichtige
Erkenntnisse zusammengefasst.

Die Modellierung dieser Schwingungssysteme fiihrt auf gekoppelte nichtlineare, partielle
Differentialgleichungen, fiir die keine exakten Losungen bekannt sind. Eine Moglichkeit, auf
welche hier nicht weiter eingegangen wird, ist das System moglichst detailliert zu model-
lieren und anschliefend mit aufwandiger Numerik zu simulieren. Eine andere Moglichkeit
ist, das Modell sinnvoll zu vereinfachen, sodass es fiir (semi)analytische Untersuchungen
zuganglich ist. Dieser Ansatz ermoglicht einen Einblick in die Physik und die grundlegen-
den Mechanismen. Paidoussis liefert in den Biichern [75], |[76] eine ausfiihrliche Einfithrung
in die Thematik und eine gute Literaturiibersicht. In [16] wird ein Uberblick iiber Arbei-
ten zu durchstromten Rohren und Kanélen gegeben und im Speziellen auf Instabilitdten
eingegangen.

Stromungen, die mit angrenzenden Strukturen interagieren, sind weit verbreitet, daher
wurde bereits sehr frith versucht, diese zu beschreiben (z. B. [115]). Doch erst ab der zwei-
ten Halfte des 20. Jahrhunderts finden sich verstirkt Untersuchungen. Die ersten Arbeiten
zu durchstromten Rohren entstanden durch Beobachtungen an Pipelines (z. B. [49]) und
auch aufgrund der Tatsache, dass dieses verhéltnisméaflig einfache Modell eine reichhaltige
Dynamik besitzt (siehe [6], [32] und die Literaturtibersicht in |77]). Aus dem Bereich der
Aerodynamik entstanden Arbeiten zu iiberstromten Platten und Schalen (z. B. [68], [24])
und Beobachtungen an nuklearen Reaktoren verstarkten die Forschung zu durchstromten
Kanélen (vgl. [33], [69], [111], Uberblick in [70]). Zeitgleich wurde im Bereich der Fluid-
mechanik der Einfluss von flexiblen Wénden auf die Stréomung untersucht (z. B. [31], [41]).
Etwas spater kamen medizinisch motivierte Arbeiten mit Kanélen und Rohren zur Erkla-
rung von Erkrankungen im Bereich der Luft- und Atemwege hinzu (z. B. [34], [56], [92],
Ubersichten [9] und [36]). Diese Untersuchungen mit tiber- bzw. durchstromten Platten,
Rohren und Kanélen und teils sehr unterschiedlichen Ausrichtungen entstanden paral-
lel. Die Erkenntnisse sind jedoch teilweise iibertragbar, weshalb sich die verschiedenen
Forschergruppen auch gegenseitig beeinflussten: Das macht eine chronologische Ubersicht
schwer, sodass hier stattdessen die wesentlichen Ansdtze und Erkenntnisse zusammenge-
fasst werden.

Als Kanéle werden im Rahmen dieser Arbeit Strukturen mit urspriinglich rechteckigem
Querschnitt bezeichnet, siche Abbildung [Tl In den diskutierten Arbeiten werden nur die
obere und untere Wand als flexibel angenommen. Diese werden meist als einparametrige,
nicht permeable Kontinua mit (visko)elastischer Bettung (siehe [37], [60], [61], [112]) model-
liert. Haufig wird eine Riickstellung aufgrund eine Vorspannung beriicksichtigt (z. B. [90]
und [112]) und meistens werden die Kontinua zusétzlich als biegesteif angenommen. In
den aufgefithrten Arbeiten werden die Transversalschwingungen dieser elastischen Struk-
turen betrachtet. Es gilt jedoch zu beachten, dass je nach Parameterbereich zuséatzliche
Langsschwingungen einen Einfluss auf das Stabilitdtsverhalten haben kénnen [110]. Bei ei-
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nigen Arbeiten wird anstatt einer elastischen Struktur eine nachgiebige Schicht betrachtet
(z.B. [17], [29], [80]). Bei Stewart et al. [101] wird die Tragheit vernachléssigt, wéhrend
bei Rotenberry und Saffman [87] nur die elastische Riickstellung berticksichtigt wird.

Das Fluid wird bei durchstromten Kanélen meist iiber die Kontinuitatsgleichung und die
laminaren Navier-Stokes-Gleichungen beschrieben. Die Gleichungen vereinfachen sich stark
fiir ebene und inkompressible Stromungen. Bei nicht viskosen Strémungen wird das Fluid
héufig als Potentialstromung modelliert (z.B. [60], [90], [112]), wodurch eine Fluidglei-
chung eingespart werden kann. Bei Grotberg und Reiss [37] und den Folgearbeiten [35],
[38], [83] wird die Gleichung einer ebenen, inkompressiblen Potentialstromung um einen
Reibungs- bzw. Kompressibilitatsparameter erweitert. Teilweise werden die Schubspan-
nungsterme an den Wanden durch Reibungsansitze genédhert [52], [63] oder Naherungen
fur Stromungen mit kleiner [29] oder grofier [101] Geschwindigkeit eingefiihrt. Vereinfachte
Gleichungen fiir viskose, langsame Stromungen in schlanken Spalten finden sich auch in der
Gleitlager-Theorie zur Beschreibung von Schmierfilmen unter der englischen Bezeichnung
Lubrication-Theory (z.B. [42] und [105]). Bei einer viskosen Strémung kénnen verschie-
dene Stromungsschichten unterschieden werden. Einige Arbeiten beschéftigen sich damit
und untersuchen insbesondere den Einfluss der Grenzschicht (siehe [27], [93], [101]).

Im Bereich der durchstromten Rohre gibt es zahlreiche, interessante Arbeiten, welche
von einem konstanten Querschnitt ausgehen und einen sogenannten Plug Flow annehmen
(z.B. [53], [75], [99]). Diese Arbeiten sind fiir die Untersuchung von Schwingungen von
Kanalen aber weniger relevant, da hier meist ein veranderlicher Querschnitt vorausgesetzt
wird. Untersuchungen zu Rohren mit verdnderlichem Querschnitt sind bei Paidoussis [75]
gelistet. Die Fluidmodellierung ist unterschiedlich detailliert, zur Modellierung der Struk-
tur werden héufig Schalenelemente verwendet.

Die Erkenntnisse aus Untersuchungen mit Rohren oder Kanélen, sind teilweise tibertragbar.
So nutzt Walsh |[110] beispielsweise Erkenntnisse, welche anhand eines Kanals gemacht wur-
den, zur Verbesserung einer eindimensionalen Fluidmodellierung in durchstromten Rohren.
Und sowohl bei Rohren als auch bei Kanélen kann iiber die linearisierten Gleichungen eine
kritische Geschwindigkeit der stationdren Grundstromung bestimmt werden, ab der die
stationare Losung instabil wird. Auflerdem kann ein abgeflachtes Rohr in guter Naherung
als Kanal modelliert werden (siehe [50], [57], [114]). Nicht nur Grotberg und Davis [34],
Grotberg und Gavriely [35] und Webster et al. [116] verwenden absichtlich dieses stark ver-
einfachte Modell, um die eher rohrférmigen Luftgefédfie zu modellieren und damit anschauli-
che Erklarungen fiir physiologische Phdnomene zu finden. Von Weaver und Paidoussis [114]
wird zudem gezeigt, dass das Verhalten eines abgeflachten Rohres durch einen Kanal bes-
ser abgebildet wird, als durch ein Modell unter Verwendung von Schalenelementen.

In durchstromten Kanélen konnen sowohl statische als auch dynamische Instabilitdten be-
obachtet werden. Vor allem tiber die Frage, ob nach der statischen Divergenz-Instabilitéit
die dynamische Flatter-Instabilitat (Post-divergence Flutter) auftritt, wurde viel disku-
tiert, weshalb es zahlreiche Arbeiten dazu gibt (z.B. [37], [59], [60], [114]). Zur Erkla-
rung und Deutung der Instabilitdten werden haufig die von Benjamin [5], [7] und Land-
ahl |64] eingefiihrten Klassifikationen von Instabilitdten verwendet. Hierbei wird der Ener-
gieaustausch zwischen Fluid und Struktur betrachtet. Als Ursache fiir Flattern wird haufig
die Phasenverschiebung zwischen der Auslenkung der Struktur und dem Druck angefiihrt
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Abbildung 1.1: Schema eines durchstromten Kanals

(z.B. [35], [114]). Es kann gezeigt werden, dass manche Stérungen durch Ddmpfung stabili-
siert und andere destabilisiert werden, z. B. [7]. Manche Instabilitaten treten erst bei einem
viskosen Fluid auf [20]. Andere treten erst aufgrund der elastischen Wénde auf und wieder
andere Storungen konnen dadurch stabilisiert werden (siehe [31], [41]). Zusatzlich kénnen
die verschiedenen Storungen miteinander interagieren. Zahlreiche Arbeiten beschaftigen
sich mit diesem Zusammenspiel (z.B. [16], [29], [50], [101]). In diesen Arbeiten liegt der
Fokus auf den stromungsmechanischen Instabilitaten.

Anhand von Abbildung[[.Tlwerden im Folgenden einige Begriffe und Modellierungen erléu-
tert. Die Ausdehnungen des Kanals in den drei Raumrichtungen werden in der vorliegenden
Arbeit als Hohe, Linge und Breite bezeichnet. Von einem schlanken Kanal wird gespro-
chen, wenn die Hohe im Vergleich zur Lange sehr viel kleiner ist [44].

Die Kontaktbedingungen zwischen Fluid und Wand werden in dieser Arbeit als Ubergangs-
bedingungen bezeichnet, die Bedingungen an den Kanalenden bzw. Réandern als Randbe-
dingungen. Bei einem Kanal mit endlicher Linge werden die Randbedingungen bertick-
sichtigt und es kommen meist Spektralmethoden zum Einsatz, siche Uberblick in [75]. Im
Gegensatz dazu flielen diese bei einem unendlich langen Kanal nicht ein. Bei Betrachtung
eines unendlich langen Kanals wird das sogenannte lokale Stabilitatsverhalten diskutiert.
Doaré und de Langre [22] untersuchen den Ubergang vom lokalen Stabilitétsverhalten
unendlicher Strukturen zum globalen Verhalten endlicher Strukturen: Bei groflen Langen
und fiir bestimmte Randbedingungen sind die Kriterien fiir globale Instabilitat den lokalen
Kriterien nahe. Kudou et al. [63] und Webster [116] weisen nach, dass die theoretischen
Ergebnisse unter Betrachtung eines unendlich langen Kanals fiir bestimmte Wellenldngen
gut mit Experimenten iibereinstimmen. Stewart et al. [100] zeigen aber auch, dass ein in-
stabiler globaler Mode sich aus stabilen lokalen Moden zusammensetzen kann. Allerdings
werden instabile lokale Moden als Ursache fiir globale Instabilitidten gesehen und somit ist
auch die Untersuchung der lokalen Stabilitdt sinnvoll [101].

Zur Untersuchung des Stabilitatsverhaltens des stationaren Zustandes werden Storungen
dieses Zustandes betrachtet. Diese Storungen werden als sich ausbreitende Wellen model-
liert und ihr Verhalten wird untersucht. In den meisten Arbeiten werden dabei zweidimen-
sionale Storungen betrachtet, das heifit die Wellen breiten sich lediglich in Hohen- und
Léngsrichtung aus. Das lasst sich dadurch begriinden, dass diese fiir viele Parameterkon-
stellationen im Vergleich zu 3D-Stérungen instabiler und somit kritischer sind [93]. Des
Weiteren zeigen Rotenberry und Saffman [87] fiir viskose Stromungen, dass das Squire-
Theorem [98] auch fiir einen Kanal mit flexiblen Wénden gilt. Laut diesem Theorem sind
bei einer viskosen Stromung in einem Kanal die 2D-Stérungen entscheidend fiir die kriti-
sche Geschwindigkeit [20]. Bei Betrachtung dieser 2D-Stérungen und unter Annahme eines
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Abbildung 1.2: Skizze eines unendlich langen Kanals im symmetrischen Mode aus [114]

unendlich breiten Kanals ist eine ebene Modellierung des Systems zuldssig [117].

Es gibt verschiedene Moéglichkeiten, die Ausbreitung der Storungen und somit das Stabili-
tatsverhaltens zu untersuchen, siehe z. B. [16]. Dazu wird meistens die sogenannte Disper-
sionsgleichung hergeleitet, welche die Frequenzen mit den Wellenzahlen verkntipft. Eine
Méglichkeit ist, die Frequenz vorzugeben (Spatial Approach) und in Abhéngigkeit davon
die Wellenzahlen zu bestimmen. Dieser Ansatz wird vor allem bei periodischer Anregung
verwendet [75]. Eine weitere Moglichkeit ist, die Antwort des Systems auf eine impulsartige
Storung zu betrachten. Je nach Systemantwort wird von absoluter oder konvektiver Insta-
bilitdt gesprochen. Diese Stabilitdtsbetrachtung stammt aus der Plasma-Physik [75], wird
aber auch bei durchstromten Kanélen angewendet (z. B. [19] und [21]). Die dritte Moglich-
keit besteht in der Vorgabe der Wellenzahl ( Temporal Approach) und der anschlieenden
Bestimmung der davon abhangenden Frequenzen aus der Dispersionsgleichung. Dadurch
konnen bestimmte Wellen untersucht oder periodische Randbedingungen berticksichtigt
werden [75]. Diese Vorgehensweise wird meistens bei unendlich langen Kanélen verwendet

(z.B. [37, [60], [112)).

1.1.1 Lineare Untersuchungen

Im Folgenden werden die Erkenntnisse zu linearen Untersuchungen des stationdren Grund-
zustandes von durchstromten Systemen zusammengefasst. Zur Beurteilung ist die soge-
nannte kritische Geschwindigkeit Uy,.;; notwendig, welche die Grundstrémungsgeschwin-
digkeit kennzeichnet, ab welcher der stationére Zustand instabil wird. Diese kann aus dem
linearisierten Gleichungssystem durch Einsetzen eines Wellenansatzes berechnet werden.
Aus der entstehenden Dispersionsgleichung kann Uy,;; in Abhéngigkeit von der Wellen-
zahl und den restlichen Parametern entweder analytisch oder numerisch bestimmt werden.
Die kritische Geschwindigkeit hangt stark von der Wellenzahl bzw. der Wellenldnge ab
(134], [60]). In zahlreichen Arbeiten wird diese Tatsache fiir Vereinfachungen genutzt und
beispielweise nur groe Wellenldangen (siehe [20], [29], [50], [116]) betrachtet.
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Bei einem ebenen Kanal mit zwei flexiblen Wanden wird zwischen symmetrischen und
antisymmetrischen Bewegungsmoden unterschieden (siche Abb. [[2). Bei nicht viskosem
Fluid ist der symmetrische Mode der kritischere, da hier Uy,.; deutlich kleiner ist (z. B. [317],
[60], [114]). In diesem Fall sind die Ubergangsbedingungen die gleichen wie fiir den Fall mit
nur einer flexiblen Wand [60]. Fiir ein viskoses Fluid gilt dies aufgrund der Haftbedingung
nicht. Laut Nagata und Cole [71] sowie Stewart et al. [101] ist bei einem viskosen Fluid
der antisymmetrische Mode der kritischere. Weitere Uberlegungen sind bei Gaurav und
Shankar|29], Huang |50] und Stewart et al. [101] zu finden.

Die Kanalhohe hat ebenfalls einen Einfluss auf Uy, (vgl. [35], [104]): Je kleiner die Hohe
umso grofer wird der Einfluss und umso kleiner die kritische Geschwindigkeit.

Sowohl die Biegesteifigkeit als auch die Vorspannung der Struktur haben eine stabilisie-
rende Wirkung und erhéhen die kritische Geschwindigkeit (siehe [30], [35], [60], [63]). Bei
einer viskoelastischen Bettung haben sowohl die Steifigkeit als auch die Dampfung einen
groflen Einfluss auf die Stabilitat des Grundzustandes. Die Steifigkeit der Bettung wirkt bei
einem nicht viskosen Fluid stets stabilisierend [60]. Fiir ein viskoses Fluid ist eine entspre-
chende Untersuchung nicht bekannt. Durch die Beriicksichtigung der Dampfung sind bei
einem nicht viskosen Fluid bestimmte Geschwindigkeitsbereiche instabil, die zuvor noch
grenzstabil waren: Dadmpfung wirkt hier destabilisierend und bei Vernachlassigung einer
vorhandenen Dampfung wird dadurch ein zu groBes Uy,;+ berechnet (vgl. [34], [60], [114]).
Bei einem viskosen Fluid hingegen kann duflere Dampfung sowohl stabilisierend als auch
destabilisierend wirken (siche [7], [101]). Dieses kann durch das Zusammenspiel der ver-
schiedenen Instabilitdten begriindet werden, z. B. [101].

Wichtige Fluideigenschaften sind die Viskositdt und die Kompressibilitat. Fiir den Fall
einer nicht viskosen, aber kompressiblen Stromung fithren Hordcek und Zolotarev [47] und
Wauer [112] einen Kopplungsparameter ein, wodurch es moglich ist, die Kopplung zwi-
schen Struktur und Fluid zu untersuchen. Durch Nullsetzen dieses Parameters wird das
System entkoppelt. In diesem Fall gibt es bei einem kompressiblen Fluid einen Struktur-
mode und mehrere Fluidmoden, welche miteinander interagieren. Fiir manche Parame-
terkonstellationen sind die Eigenkreisfrequenzen des gekoppelten Systems kleiner als die
des ungekoppelten Systems (Added-Mass-Effekt), siehe [112]. Ein ausfithrlicher Vergleich
zwischen Systemen mit inkompressiblem und kompressiblem Fluid und eine Untersuchung
der Auswirkungen auf Uy,;; wird in diesen Arbeiten nicht durchgefiihrt. Nach dem Modell
von Grotberg und Shee [38] gibt es keinen eindeutigen Zusammenhang zwischen Uy,.; und
dem eingefiihrten Kompressibilitatsfaktor, die kritische Schwingungsfrequenz steigt hinge-
gen mit zunehmender Kompressibilitat.

Die linearen Untersuchungen zeigen, dass die Erkenntnisse unter Verwendung eines nicht
viskosen Fluids nur bedingt auf Systeme mit viskosem Fluid iibertragbar sind (z. B. [35],
[50]). AuBerdem kann gerade fiir die interessierenden Kanéle mit geringer Hohe die Visko-
sitdt nicht vernachléssigt werden (siehe [37], [96]). Daher ist die Betrachtung eines viskosen
Fluids unerlasslich. Bei einem viskosen Fluid kommen aufgrund der Haftbedingung zwi-
schen Fluid und Struktur zusitzliche Ubergangsbedingungen hinzu und die Strémungsglei-
chungen werden um viskose Terme erweitert. Neben dem Modell von Grotberg [37], bei dem
die Haftbedingung umgangen wird, gibt es auch andere vereinfachte Ansitze. Huang [50]
verwendet beispielweise ein Fluidmodell mit nicht viskosen Eigenschaften (Stromungsglei-
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chungen ohne viskose Terme) und viskosen Eigenschaften (Poiseuille-Grundstromung). In
anderen Arbeiten werden die vollstdndigen viskosen Gleichungen verwendet und die Rand-
wertprobleme, welche nach Einfithrung eines Wellenansatzes entstehen, mittels Spektral-
methoden naherungsweise gelost (siehe [20], [31], [90], [101]).

1.1.2 Nichtlineare Untersuchungen

Gerade bei schlanken Kanélen ist die kritische Geschwindigkeit gering. Auflerdem ist zu
erwarten, dass sich hier die Kopplung zwischen Fluid und Struktur und somit die Aus-
lenkung der Struktur besonders stark auswirkt. Bei linearisierten Gleichungen wird diese
Verschiebung der Grenzflache zwischen Fluid und Struktur jedoch nicht berticksichtigt [17].
Im Falle einer subkritischen Bifurkation kann der stationdre Zustand je nach Stérung be-
reits fiir eine kleinere Geschwindigkeit als Uy,;; instabil werden. Auflerdem ist auch von
Interesse, ob sich Schwingungen mit konstanter Amplitude einstellen.

Die Arbeit von Wambsganss |111] aus dem Jahr 1967 gehort zu den ersten Arbeiten mit
nichtlinearer Untersuchung eines durchstromten Kanals. Hier wird das stationare Modell
von Miller [69] um die Trégheit der Struktur erweitert und Prognosen fiir die maximalen
Schwingungsamplituden der Struktur gemacht. Fir das Fluid wird ein 1D-Modell unter
Vernachlassigung der Fluidtragheit verwendet. Fiir nichtlineare Untersuchungen von Stro-
mungen in starren Rohren bzw. Kandlen wurden zur ahnlichen Zeit auch asymptotische
Methoden verwendet (siehe [95], [102]). Aufbauend auf diesen Erkenntnissen entstanden
Arbeiten zur Untersuchung des Einflusses von elastischen Wénden auf die hydrodynami-
schen Instabilitaten (z. B. [27], [29], |86], [87]).

Eine Besonderheit der nichtlinearen Gleichungen stellen die Ubergangsbedingungen an der
aktuellen Position der flexiblen Struktur in Form von impliziten Funktionen dar. Unter
Annahme von kleinen Verschiebungen der Grenzfliche werden diese in den meisten Arbei-
ten mittels einer Taylorentwicklung um die stationdre Lage approximiert (z.B. [27], [35],
[37], [38], [83] und [112]). Aufgrund der Integration tiiber die Kanalhéhe und der damit
verbundenen direkten Einbindung der Ubergangsbedingungen kann diese Niherung bei
schlanken Kanalen umgangen werden. In Verbindung mit nichtlinearen Untersuchungen
sind hierzu jedoch keine Arbeiten bekannt.

Zusatzlich zu den Randbedingungen kénnen weitere Nichtlinearitdten hinzukommen. Bei
Verwendung eines viskosen Fluids sind das die konvektiven Terme in den Navier-Stokes-
Gleichungen. Teilweise weisen die Strukturen Nichtlinearitédten in Form von Bettungen mit
kubischen Steifigkeiten (z. B. [35], [112]) oder durch Betrachtung einer von Karmén-Platte
mit groffen Durchbiegungen (siehe [37]) auf.

Dass es zu Schwingungen mit konstanter Amplitude kommen kann, wurde bereits sehr
frith bei durchstromten Kanélen in Reaktoren (z. B. [111]) und auch in Experimenten mit
Rohren beobachtet (z. B. [30], [114] ). Dieses Wissen wird bei den analytischen Stabilitats-
untersuchungen mittels asymptotischer Methoden ausgenutzt. Grotberg und Reiss |37] und
die Folgearbeiten [35], [38] verwenden sowohl die Poincaré-Linstedt- als auch die Multiple-
Scales-Methode. Hier werden die konvektiven Terme durch einen linearen Reibungsterm
ersetzt und der Einfluss durch die Nichtlinearitat der Struktur als dominant angenom-
men. Unter diesen Annahmen ergibt sich fiir die Schwingungsamplitude der Struktur eine
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superkritische Bifurkation vom nicht ausgelenkten Grundzustand. Sowohl eine Nichtlinea-
ritdt der Struktur [37] als auch eine kubische Bettung [35] fithren zu einer Versteifung
durch Biegung und somit zu héheren Frequenzen bei steigender Amplitude bzw. Grund-
stromungsgeschwindigkeit (siche auch [114]). Zusétzlich wird von Grotberg und Shee [3§]
gezeigt, dass die Schwingungsamplituden mit steigendem Kompressibilitatsparameter stei-
gen. Grundsétzlich ergeben die Vergleiche in [30] und [35] qualitativ gute Ubereinstimmun-
gen zwischen den experimentellen und theoretischen Ergebnissen. Es ist zu erwahnen, dass
im Experiment [30] auch andere, nicht untersuchte, niederfrequente Schwingungen beob-
achtet wurden. Prince [83] erweitert das Modell von Grotberg und Reiss [37] fiir mehrere
Platten und weist nach, dass es aufgrund der mehrfachen Eigenwerte der verschiedenen
Platten auch mehrere Verzweigungen gibt.

Rottenberry und Saffman [86], [87] ndhern die Losung mit Hilfe einer Stérungsrechnung
mit unterschiedlichen Orts- und Zeitskalen an. Hier geht es um den Einfluss der elastischen
Wand auf die Stabilitat der Stromung, daher wird eine stark vereinfachte Struktur ange-
nommen. Es wird gezeigt, dass die Bifurkation bei zunehmender Wandsteifigkeit von sub-
zu superkritisch iibergeht. Betrachtet wird dabei die Amplitude der Stromungsgeschwin-
digkeit. Auch bei Gajjar und Sibanda [27] geht es um den Einfluss der flexiblen Struktur.
Zur Untersuchung wird ebenfalls ein asymptotisches Verfahren verwendet und es wird ei-
ne Naherung fiir hohe Stromungsgeschwindigkeiten vorgenommen. Es ergibt sich, dass die
Tréagheit, die Vorspannung und die Dampfung der Struktur einen deutlichen Einfluss ha-
ben. Wauer [112] wendet eine Lindstedt-Poincaré Storungsrechnung an, um die Korrektur
der Eigenkreisfrequenzen durch die Nichtlinearitaten fiir ein kompressibles Fluid zu be-
stimmen. Es wird von einer starren Struktur ausgegangen, eine Stabilitdtsuntersuchung
wird nicht durchgefiihrt.

1.2 Ziel der Arbeit

Das Ziel der Arbeit ist die lineare und nichtlineare analytische Untersuchung der stro-
mungsinduzierten Schwingungen eines schlanken Kanals. Anhand der linearisierten Glei-
chungen sollen die Anregungsmechanismen, die zu einer Instabilitdt des stationédren
Zustandes fiihren, analysiert werden. Des Weiteren gilt es, eine geeignete Vorgehensweise
fir die analytische Untersuchung der nichtlinearen Gleichungen zu erarbeiten, um an-
schlieend das postkritische Verhalten ermitteln zu kénnen. Im Speziellen geht es dabei
um die Frage, ob und wann sich periodische Losungen einstellen.

Zur linearen Untersuchung der Stabilitit des stationdren Zustandes wird bei unendlich
ausgedehnten Strukturen haufig ein Wellenansatz unter Vorgabe der Wellenzahl ( Temporal
Approach) verwendet, siehe Abschnitt [Tl Die Literaturtibersicht (siehe Abschnitt [LT.2))
ergab, dass fiir die nichtlinearen Untersuchungen eine Storungsrechnung, ggf. mit mehreren
Zeitskalen, geeignet ist (z. B. [46], [72]).

Es wird ein Modell angestrebt, welches fiir nichtlineare analytische Untersuchungen zu-
génglich und gleichzeitig die wesentlichen Aspekte der Fluid-Struktur-Wechselwirkung
abbilden kann. Im Folgenden werden daher Modellanforderungen und zuléssige Vereinfa-
chungen zusammengefasst, welche sich auf die Erkenntnisse aus der Literaturiibersicht in
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Abschnitt [LL1] stiitzen. Dort werden die getroffenden Aussagen durch die entsprechenden
Literaturverweise untermauert.

Der Fokus der Untersuchungen in der vorliegenden Arbeit liegt auf der vollstandigen
Beriicksichtigung der nichtlinearen Ubergangsbedingungen zwischen Fluid und Struktur.
Des Weiteren wird ein Strukturmodell verwendet, welches dessen Trégheit, Biegesteifig-
keit und axiale Vorspannung enthélt und auch die Berticksichtigung einer viskoelastischen
Bettung ermoglicht. Bei der Literaturdurchsicht wurden keine Arbeiten gefunden, welche
alle angesprochenen Eigenschaften in einem Modell vereinen und diese systematisch un-
tersuchen. Zusatzlich wird aufgrund der schwerpunktmafligen Betrachtung von schlanken
Kanélen und den zu erwartenden interessanten Effekten durch die zusatzliche Dampfung
eine viskose Modellierung des Fluids angestrebt. Aus der Literatur geht hervor, dass eine
antisymmetrische Modellierung des Kanals in diesem Fall interessant ist.

Um trotz dieser Modelleigenschaften analytisch behandelbare Gleichungen zu erhalten,
sind Vereinfachungen an anderen Stellen notwendig. Die Literaturiibersicht ergab, dass
die Untersuchung eines ebenen und unendlich ausgedehnten Kanals sinnvoll ist. Struktur-
geometrische Nichtlinearitdten konnen vernachlassigt werden, da sie fiir das Auftreten von
stromungsinduzierten Schwingungen nicht wichtig sind. Da es bereits zahlreiche Untersu-
chungen zu stromungsmechanischen Instabilitdten gibt, sollen diese in der vorliegenden
Arbeit nicht untersucht werden. Es wird ein moglichst einfaches Fluidmodell angestrebt.

Aus diesen Modellanforderungen und -vereinfachungen wurden drei Modelle herausgear-
beitet. Modell A stellt in der Gesamtheit der beriicksichtigten Effekte eine Erweiterung
bestehender Modelle dar. Es dient vor allem zum besseren Verstandnis des gekoppelten
Problems und zur Begriindung der Vereinfachungen der Modelle B und C'. Bei der Lite-
raturiibersicht wurden keine analytischen, nichtlinearen Untersuchungen eines schlanken
Kanals mit viskosem Fluid unter vollstindiger Beriicksichtigung der Ubergangsbedingun-
gen, Strukturtragheit und -biegesteifigkeit gefunden. Diese Liicke soll mit der vorliegenden
Arbeit anhand der Untersuchungen der Modelle B und C' geschlossen werden.

Die aufgestellten Modelle sollen im Hinblick auf die eingangs formulierte Zielsetzung der
Arbeit untersucht und miteinander verglichen werden.

1.3 Aufbau der Arbeit

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in sieben Kapitel. Im aktuellen Kapitel werden die
Motivation und das Ziel der Arbeit formuliert. Anschliefend wird eine Einordnung in den
Kontext bereits bestehender Arbeiten aus dem Bereich der Fluid-Struktur-Wechselwirkung
vorgenommen und ein Uberblick iiber die fiir diese Arbeit relevante Literatur gegeben.
In Kapitel 2 werden die Grundlagen fiir die linearen und nichtlinearen Untersuchungen in
dieser Arbeit erlautert. Dabei wird auf einige Aspekte der Wellenausbreitung, der selbster-
regten Schwingungen, dem Begriff der Stabilitat und der nichtlinearen Naherungsmethoden
eingegangen.

In Kapitel 3 wird die Modellierung des durchstréomten Kanals vorgestellt. Dabei wird der
grundsétzliche Aufbau erkléirt, notwendige Annahmen begriindet und die Gleichungen zur
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Beschreibung der Strémung, der Struktur und der Ubergangsbedingungen hergeleitet. Au-
Berdem werden sowohl der stationédre Zustand als auch vier Testfélle definiert.

Berlcksichtigung der Fluidtragheit

Ja Nein
T c
8 g Modell A
)
X
C
©
S ®©
8 S Modell C Modell B

Abbildung 1.3: Ubersicht der verschiedenen Modelle

Anschliefend erfolgt die Einfithrung und Untersuchung der verschiedenen Modelle. Ab-
bildung gibt einen Uberblick iiber die verwendeten drei Modelle und die wesentlichen
Unterschiede. In Kapitel 4 wird das Modell A hergeleitet und einer linearen Stabilitdtsana-
lyse unterzogen. Anhand dieses Modells mit kompressibler oder inkompressibler Potenti-
alstromung werden die grundséatzliches Phanomene und Effekte der stromungsinduzierten
Schwingungen in einem Kanal diskutiert und die Vereinfachungen der folgenden Modelle
begriindet. Diese sind fiir die nichtlinearen Untersuchungen notwendig.

Das Modell B wird in Kapitel 5 untersucht. Bei diesem Modell wird von einem schlan-
ken Kanal und einer vernachléssigbaren Fluidtragheit ausgegangen. Diese Vereinfachungen
ermoglichen die lineare und nichtlineare Untersuchung der Stabilitat des stationdren Zu-
standes, stellen jedoch auch eine starke Einschrankung des Modells dar.

Diese sollen durch das in Kapitel 6 eingefithrte Modell C' umgangen werden. Dieses Modell
geht ebenfalls von den Schlankkanalgleichungen aus, beriicksichtigt aber die Fluidtragheit.
Dadurch werden jedoch andere Vereinfachungen und Néherungen notwendig. Es wird so-
wohl eine lineare und eine nichtlineare Stabilitdtsanalyse als auch ein Vergleich mit den
anderen beiden Modellen durchgefiihrt.

Abschliefend werden in Kapitel 7 die Ergebnisse aus den Untersuchungen und den Ver-
gleichen der einzelnen Modelle zusammengefasst. Zusétzlich werden noch offene Punkte
diskutiert und interessante Aspekte fiir weitere Untersuchungen genannt.
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Der betrachtete durchstromte Kanal wird durch autonome, nichtlineare Differentialglei-
chungen beschrieben (siche Kapitel B]). In einem solchen System konnen sich aus dem
stationdren Zustand selbsterregte Schwingungen entwickeln. Sie entstehen durch kleine
Storungen des Grundzustandes in Form von Wellen. Das Aufklingen dieser Wellen lasst
sich als kinetische Instabilitdt der stationdren Losung interpretieren. Aufgrund der Nicht-
linearitaten konnen sich auch neue stabile, periodische Losungen einstellen. In diesem Ka-
pitel werden die notwendigen Begriffe, Grundlagen und nichtlinearen Naherungsmethoden
zur Untersuchung der Stabilitdt des stationdren Zustandes und zur Berechnung der davon
abzweigenden Losungen erlautert.

2.1 Selbsterregte Schwingungen

Die Gleichungen zur Beschreibung von selbsterregten Schwingungen sind stets nichtlinear
und meist autonom [67]. Autonom bedeutet, dass kein explizit von der Zeit abhingiger
Anregungsterm vorhanden ist (siehe z.B. [65]). Allerdings muss stets eine Energiequelle
vorhanden sein, aus welcher der Schwinger in jedem Zyklus Energie entnehmen kann, um
die Schwingungen aufrecht zu erhalten. Trotzdem wird von selbsterregten Schwingungen
gesprochen, da ihr Auftreten und ihre Erscheinungsweise (z. B. die Frequenz) vollstéandig
vom System bestimmt sind und nicht von auen aufgepragt oder gesteuert werden [45]. Der
Unterschied zu den freien Schwingungen liegt somit in dem Mechanismus ihrer Entstehung,
der Aufrechterhaltung und dem Losungsverhalten [67].

2.1.1 Selbsterregungsfahige Systeme

Selbsterregungsfihige Systeme lassen sich nach Magnus et al. [67] in Speicher- und
Schwinger-Typen unterteilen. Der Schwinger-Typ besteht grundsétzlich aus einem Schwin-
ger, einer Energiequelle und einem Steuermechanismus. Auflerdem ist auch eine (kleine)
Anfangsstorung, z. B. in Form einer kleine Auslenkung, erforderlich. In der Natur sind
kleinste Storungen stets vorhanden, bei der mathematischen Behandlung miissen sie
kiinstlich eingefiihrt werden. Fiir diese Arbeit sind vor allem die stromungserregten
Schwingungen (englisch: Flow Induced Vibrations) relevant. Dabei stellt die Struktur den
Schwinger, die Stromung die Energiequelle und die instationdren Wechselwirkungen an
der schwingenden Struktur den Steuermechanismus dar. Weitere Beispiele sind Schwin-
gungen von umstromten Tragfliigeln, freihdngenden Leitungskabeln oder von Luft- oder
Blutgeféfien (siche z. B. |32]).

11
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2.1.2 Energiehaushalt

In selbsterregungsfahigen Schwingungsystemen gibt es sowohl Energiequellen als auch
Energiesenken. Aus diesem Grund tragt ein Blick auf den Energiehaushalt zum Verstédnd-
nis des Erregungs-Mechanismus bei. Entscheidend ist dabei die Energiebilanz tiber einen
Zyklus. Ist die Energiebilanz iiber einen Zyklus positiv, d. h. es wird Energie zugefiihrt, so
findet eine Anfachung statt und der stationare Zustand wird instabil (vgl. [45], [81]).

Im Folgenden wird die Berechnung des Energieeintrags am Beispiel des durchstromten Ka-
nals skizziert. Die Energie, welche an einer bestimmten Position x iiber einen Zyklus vom
Fluid auf die Struktur iibergeht, wird unter Vernachléssigung von Schubspannungen durch

d(AE) = 7! (=N (z,1)) aqgi, D at (2.1)

beschrieben (siehe [3], [67]). Hierbei ist N(z,t) die durch das Fluid an der Stelle = aufge-
brachte Normalkraft und ¢(z,t) die Auslenkung der Struktur aus dem stationiren Zustand
an der betreffenden Stelle. Betrachtet wird der Kontakt an einem infinitesimal kleinen
Flachenelement da. Die Normalkraft ergibt sich als Produkt aus dieser Flédche und der
Fluid-Spannung 7,, an der Wand. Die Eigenkreisfrequenz w wird tber einen Zyklus als
konstant angenommen und es folgt

da (27 dq(x,t
am) = -2 [7 7w, 2000

w
Fiir den Fall eines nicht viskosen Fluids gilt 7, = —pp (sieche dazu Abschnitt 3.2]). Unter
der Annahme, dass fiir die Druck-Fluktuation p = P cos(kx + wt + ¢,) gelte, folgt fiir
die Auslenkung der Struktur ¢ = @ cos(kx + wt + ¢,). Hierbei stellt ¢ = ¢, — ¢, eine
mogliche Phasenverschiebung zwischen Druck und Auslenkung dar. Eingesetzt ergibt sich
die Energiebilanz

d(wt). (2.2)

2w
d(AFE) = —daPQ/ cos(kx + wt + ¢,) sin(kz + wt + @, — @) d(wt) (2.3)
0
= daPQmsin(p)

iiber einen Zyklus an der Stelle z. Es ist ersichtlich, dass der Energieeintrag an einer
bestimmten Position x lediglich von der Phasenverschiebung zwischen Druck und Auslen-
kung abhéngt (siche auch [35], [45], [114]). Fur sin(¢) > 0 ist der Energiecintrag iiber
einen Zyklus positiv und der stationire Zustand wird instabil [3].

2.1.3 Losungsverhalten

Bei der Untersuchung von dynamischen Systemen interessiert vor allem das asymptotische
Verhalten von Losungstrajektorien fir ¢ — oo, d.h. es wird direkt der eingeschwungene
Zustand berticksichtigt [12].

Ein moglicher Losungstyp ist die Gleichgewichtslosung, d.h. eine konstante Losung fiir
alle Zeiten. Im Rahmen dieser Arbeit wird dieser Zustand, fiir den alle Fluktuationen ver-
schwinden, als stationdrer Zustand bzw. Grundzustand bezeichnet. Im Phasendiagramm
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2.1 Selbsterregte Schwingungen

stellt diese Losung einen singuldaren Punkt dar. Bei selbsterregten Schwingungen gibt es
aufgrund der nichtlinearen Terme jedoch weitere mogliche Losungtypen.

Fiir periodische Losungen mit der Periodendauer T' gilt, dass die Losungen zu den Zeit-
punkten ¢ und ¢+ T identisch sind. Eine isolierte periodische Losung liegt vor, wenn in der
unmittelbaren Nachbarschaft keine weitere geschlossene Losung existiert [12]. Im autono-
men Fall wird eine isolierte periodische Losung als Grenzzykel bezeichnet. Im Phasenraum
ergibt sich eine geschlossene Kurve.

Abbildung 211 zeigt exemplarisch zwei Phasenportraits von selbsterregten Schwingern.
Auf der linken Seite ist ein Schwinger mit stabilem Grenzzykel dargestellt. Der stationére
Grundzustand (z; = xo = 0) wird, aufgrund von positiver Energiezufuhr tiber einen Zy-
klus, instabil. Die Losung entfernt sich von diesem Zustand und strebt asymptotisch einer
neuen, periodischen Losung (Grenzmenge) zu. Jede Trajektorie, die innerhalb des Grenz-
zykels im Anfachungsgebiet startet, geht mit der Zeit auf den Grenzzykel tiiber. Jenseits des
Grenzzykels liegt das sogenannte Dampfungsgebiet und alle dort startenden Trajektorien
laufen ebenfalls auf den Grenzzykel zu. Abbildung 2.Th zeigt einen instabilen Grenzzyklus.
Hier sind Dampfungs- und Anfachungsgebiet vertauscht. Eine Trajektorie, die innerhalb
des Dampfungsgebietes startet, strebt dem stabilen Grundzustand zu, wiahrend eine au-
Berhalb startende Trajektorie sich von der geschlossenen Kurve entfernt.

Hier liegt der wesentliche Unterschied zwischen selbsterregten und freien Schwingungen.
Auch bei freien, ungeddmpften Schwingungen gibt es geschlossene Kurven im Phasenraum
(siehe Abb. 22)), allerdings ergeben sich dort fiir jede Anfangsbedingung konzentrische
Kurven. Es sind somit Schwingungen mit beliebiger Amplitude moglich [67]. Bei freien
Schwingungen kann nicht von isolierten periodischen Lésungen und somit auch nicht von
Grenzzyklen gesprochen werden.

In Anlehnung an vorhergehende Untersuchungen von durchstromten Strukturen (siehe
Abschnitt [LT.2]) werden in dieser Arbeit lediglich Gleichgewichtslosungen und periodi-
sche Losungen betrachtet. Weitere Losungstypen stellen quasi-periodische und chaotische
Lésungen dar [12].

T2 X2

C
N

€

N
N
"

(a) stabiler Grenzzykel (b) instabiler Grenzzykel

Abbildung 2.1: Phasenportraits von selbsterregten Schwingern

13



2 Grundlagen zur Stabilitdtsuntersuchung

2.2 Grundbegriffe der Wellenausbreitung

Fir eine grundlegende und detaillierte Einfithrung in die Wellenausbreitung wird auf die
Lehrbiicher [11], [18], [40], |58] verwiesen. In diesem Abschnitt sollen lediglich einige Grund-
lagen und Begrifflichkeiten vorgestellt werden, die zum Verstidndnis der Arbeit benotigt
werden.
Die Ausbreitung einer Stoérung in einem kontinuierlichen Medium wird als Welle bezeich-
net [58]. Thre Funktion hdngt von den Ortskoordinaten und der Zeit ab.
Lineare skalare, harmonische Wellen in einem eindimensionalen Medium werden durch den
Wellenansatz

w(z, t) = Weteten i k= 2; (2.4)
beschrieben. Hierbei ist W die komplexe Amplitude, k die Wellenzahl, w die Kreisfrequenz
und A die Wellenldnge. Der Ansatz wird in die lineare Gleichung des Wellenleiters einge-
setzt. Dieses Finsetzen des Wellenansatzes entspricht einer Fouriertransformation in den
Bildbereich (siehe [22], [101]). Nach dem Einsetzen und Ausklammern von W ei(k#+«t) ey
gibt sich die sogenannte Dispersionsgleichung fy;s,(k,w) = 0.
Je nach Ansatz wird eine reelle Wellenzahl ( Temporal Approach) oder Frequenz (Spatial Ap-
proach) vorgegeben [22]. Bei Vorgabe der Frequenz wird untersucht, welche Wellenldngen
bei einer bestimmten Frequenz auftreten konnen. Dieser Ansatz eignet sich besonders bei
periodischer Anregung. Bei Vorgabe der Wellenzahl wird die Entwicklung einer bestimm-
ten Welle tiber die Zeit untersucht. Hierzu wird die im Allgemeinen komplexe Frequenz
w(k) mithilfe der Dispersionsgleichung bestimmt. Durch das Einsetzen von w = w, +iw; in
Gleichung wird deutlich, dass es sich bei dem Realteil w, um die tatsiachliche Frequenz
und bei dem Imaginarteil w; um einen Dampfungsanteil handelt:

w=W ezkx—l—z(wr—&—zwi)t _ We—wit ezkm—&—zwrt ) (25)

Mithilfe des Realteils kann die Phasengeschwindigkeit der Welle bestimmt werden |101]:
c= % = «=. Diese Geschwindigkeit sagt aus, wie schnell und in welche Richtung sich ein
bestimmter Punkt der Welle ausbreitet [18]. Bei Verwendung des Ansatzes [(2.4)] bedeutet
ein positives Vorzeichen (¢ > 0) eine Ausbreitung in negative z-Richtung |11]. Wenn die
Phasengeschwindigkeit ¢ von der Wellenzahl £ abhéngt, handelt es sich um eine dispersive
Welle [73]. In einem Wellenleiter bewegen sich stets mehrere Wellen mit verschiedenen
Wellenzahlen. Bei dispersiven Wellen bewegen sich die Wellen mit unterschiedlichen Wel-
lenzahlen im gleichen Medium somit unterschiedlich schnell.

In einem unendlich ausgedehnten Medium koénnen alle Wellenzahlen vorkommen. In ei-
nem Medium mit periodischen Stiitzstellen (Abstand ¢) und einfacher Lagerung kénnen

dagegen nur ganzzahlige Vielfache n von 7 auftreten:

m
= n—. 2.
k ny (2.6)

Bei einer linearen Welle gilt das Superpositionsprinzip und die Losung setzt sich additiv
aus den Wellen mit verschiedenen Wellenzahlen &k zusammen.
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2.3 Stabilitatsbegriff

Das Betrachten von komplexen Wellen ist rechnerisch vorteilhaft. Der Zusammenhang
zwischen einer reellen Welle w,¢e;(,t) und einer komplexen Welle w(zx,t) mit komplexer
Frequenz w lautet

Wree (1, 1) = R{w(z, 1)} = Wyeen € cos(kz + w,t + @) (2.7)

mit W = W, € und der moglichen Phasenverschiebung ¢ [58].

In der vorliegenden Arbeit werden auch nichtlineare Gleichungen und somit nichtlineare
Wellen betrachtet. Wahrend bei linearen Wellen lediglich w eine Funktion von k ist, hangt
bei nichtlinearen Wellen auch die ,,Amplitude“ von w und k ab |58]. Da nur kleine Abwei-
chungen von den linearen Losungen untersucht werden, wird weiterhin von harmonischen
Wellen, allerdings mit verdnderter, zeitabhdngiger Amplitude und Phasenverschiebung,
ausgegangen. Es wird somit untersucht, wie sich die Nichtlinearitdten auf die Amplitude
W bzw. W,eep und die Phase ¢ auswirken und ob sich periodische Losungen mit konstanten
Amplituden einstellen.

2.3 Stabilitatsbegriff

In den vorhergehenden Abschnitten wurde bereits von Stabilitdt gesprochen und aus dem
alltaglichen Sprachgebrauch scheint die Bedeutung des Begriffs intuitiv klar. Jedoch gibt
es, selbst wenn von der Verwendung im Alltag (im Sinne von Standfestigkeit, Haltbar-
keit etc.) abgesehen wird, auch im Bereich der mathematischen Stabilitdtstheorie keine
eindeutige Definition des Stabilitatsbegriffs [85]. Das liegt daran, dass es sich bei der Sta-
bilitdt nicht um eine objektive physikalische Grofle handelt und sie beispielsweise von der
Methode und dem gewéhlten Bezugssystem abhédngt. Die hier verwendeten BegrifHichkei-
ten und Erlauterungen basieren auf den Biichern von Leipholz [65] und Riemer et al. [85].
Was alle Stabilitatskonzepte gemeinsam haben, ist die Definition eines ungestorten Grund-
zustandes (siehe hierzu die Trajektorie des Punktes A in Abb. 22)). Durch eine Stérung
wird dieser Grundzustand in einen gestorten Zustand tberfithrt (Trajektorie des Punk-
tes B). Anschliefend wird ein Maf fir die Stérung und ein Ma8 fiir die Abweichung bzw.
den Abstand des gestorten Zustandes vom Grundzustand eingefithrt. Der Grundzustand
gilt als stabil, wenn sich durch eine beschrinkte Storung auch stets eine Abweichung inner-
halb des Abstandsmafles einstellt. Die Wahl der Abstandsmafle ist jedoch nicht eindeutig
festgelegt und darin unterscheiden sich die Stabilitdtsmethoden. Abbildung soll zur
Veranschaulichung der kinematischen und geometrischen Stabilitdtsmethode dienen. Die
ungestorte Trajektorie des Punktes A geht zum Zeitpunkt ¢y durch den Punkt A(ty). Durch
eine leicht veranderte Anfangsbedingung startet die gestorte Trajektorie im Punkt B(t).
Die dargestellte Phasenkurve, konnte beispielsweise zu einem ungedédmpften, hangenden
Pendel gehoren. Das Pendel startet jeweils mit einer leicht abweichenden Anfangsauslen-
kung und anhand dieses gestorten Zustandes wird die Stabilitat beurteilt:

e Es ist ersichtlich, dass die Trajektorien unabhéangig von der Zeit stets den gleichen
Abstand d = d(ty) haben. Wird ein Schlauch mit einem kleinen Radius um die
Grundlosung definiert, so bleibt die gestorte Losung stets innerhalb dieses Schlau-
ches. Nach der geometrischen Stabilitdtsmethode ist die Grundlésung bahnstabil oder
orbital stabil [108].
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X2
A

Abbildung 2.2: Trajektorien einer Grundlésung A und einer gestorten Losung B im Pha-
senraum

e Andererseits verursacht die leicht veranderte Anfangsauslenkung eine gestorte Bewe-
gung mit leicht veranderter Schwingdauer. Aufgrund dieser Anfangsstorung besitzen
die Punkte A und B zu einem spéteren Zeitpunkt ¢,, den Abstand d(¢,,). Die Betrach-
tung der gestorten Bewegung und die damit verbundene Wahl des zeitabhangigen
Abstandsmafles entspricht der kinetischen Stabilitdtsmethode. Da es nicht gelingt die-
sen Abstand beliebig klein zu halten, ist die periodische Losung nach dieser Definition
nicht stabil.

Es wird sich in den spéteren Kapiteln zeigen, dass bei dem betrachteten System dynamische
Flatter-Instabilitaten auftreten konnen. Zur Stabilitdtsanalyse wird daher eine kinetische
Stabilitdtstheorie benotigt [45]. Hier wird die Stabilitdtstheorie nach Ljapunow verwendet:

e Eine ungestorte Bewegung x((t) heifit stabil im Sinne Ljapunows, wenn zu jedem
(beliebig kleinen) € > 0 ein §(g) > 0 gefunden werden kann, sodass bei Wahl einer
begrenzten Anfangsstorung Ax(ty) = x(to) — xo(to)

|Ax(to)| < d() (2.8)
der gestorte Zustand Ax(t) = x(t) — xo(t) fur alle Zeiten ¢t > ¢, beschrénkt ist und

|Ax(t)| < e (2.9)
gilt.

e Kann ein () > 0 so gewdhlt werden, dass fiir eine begrenzte Anfangsstorung
|Az(ty)| < 6(e) die Stérungen im Laufe der Zeit verschwinden

lim [Az(t)] =0, (2.10)

t—o0

so ist die ungestorte Bewegung attraktiv.
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e Die ungestorte Bewegung @ () ist asymptotisch stabil, wenn sie sowohl stabil als
auch attraktiv ist [12].

e Die ungestorte Bewegung xq(t) heifit instabil, wenn sie nicht stabil ist.

Bisher wurde stets von einer begrenzten Anfangsstorung gesprochen, beziiglich der ein
Grundzustand asymptotisch stabil oder instabil ist. In diesem Zusammenhang ist der
Begriftf des Einzugsbereichs zu erwihnen. Bei dem Losungsverhalten der selbsterregten
Schwingungen (siehe Abb. [Z1]) wurde bereits gezeigt, dass sich je nach Anfangsstorung
verschiedene Losungen ergeben konnen. Umfasst dieser Einzugsbereich alle Punkte des
Phasenraums bzw. alle Punkte von denen Bewegungen ausgehen kénnen, so wird von Sta-
bilitat im Ganzen bzw. im Groflen gesprochen. Wenn der Einzugsbereich hingegen nur
einen kleinen Bereich einschliefit, kann es sich um praktische Stabilitét (instabil im Klei-
nen) oder praktische Instabilitat (stabil im Kleinen) handeln (siehe z. B. [40], [85]).

2.4 Lineare Stabilitatsuntersuchung

Die erste Methode von Ljapunow umfasst alle Methoden, die zur Beurteilung der Stabi-
litdt die Losungen der Storungsgleichungen betrachten [85]. Hierzu werden die Ansétze
Tn, = To, + Az, in die Differentialgleichungen des zu untersuchenden Systems eingesetzt,
um die Gleichungen fiir die Stérungen Az = (Azxy, ..., Ax,) zu finden.

Fir lineare Storungsgleichungen werden zur Abschétzung der Stabilitéit die charakteristi-
schen Groéflen verwendet. Diese sind bei Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizi-
enten die charakteristischen Exponenten, bei periodischen Koeffizienten die charakteristi-
schen Multiplikatoren und bei beliebigen Koeffizienten die charakteristischen Zahlen [85].
Bei nichtlinearen Gleichungen kénnen die Storungsgleichungen der Ersten Naherung ermit-
telt werden. Das bedeutet, dass die nichtlinearen Ausgangsgleichungen um die auf Stabilitat
zu untersuchende Losung linearisiert werden. Dadurch kann aber nur auf asymptotische
Stabilitdt oder Instabilitdt geschlossen werden.

Beim durchstromten Kanal ergeben sich nach Linearisierung der Fluktuations-Gleichungen
um den stationdren Grundzustand lineare partielle Differentialgleichungen mit konstanten
Koeflizienten. Somit geniigt zur Stabilitdtsuntersuchung eine Betrachtung der charakteris-
tischen Exponenten. Die Fluktuationen stellen die gestorten Losungen dar und kénnen als
Wellen mit dem Ansatz Az(x,t) = X e*@+t aus Abschnitt 2.2 beschrieben werden. Bei
der kinetischen Stabilitdtstheorie wird das zeitliche Verhalten der gestorten Losung unter-
sucht und somit ist w = w, +1w; der zu untersuchende charakteristische Exponent. Werden
Real- und Imaginarteil von w in den Wellenansatz Ax(z,t) = X ek tiwrt e=wit gingesetzt,
so ist ersichtlich, dass die Losung fiir negative Imaginéarteile aufklingt. Dies steht scheinbar
im Gegensatz zu den Aussagen zur Stabilitdt in vielen Biichern (z.B. [65], [85]) und liegt
an dem anderen Losungsansatz. Die Verwendung des Wellenansatzes ist vor allem in der
Literatur zu stromungsinduzierten Schwingungen weit verbreitet (siehe [37], [60]).

Nach Einsetzen des Ansatzes in die linearisierten Gleichung ergibt sich die sogenannte
Dispersionsgleichung, welche der charakteristischen Gleichung bei diskreten Systemen ent-
spricht. Hieraus kann der charakteristische Exponent w als Funktion der Systemparameter
und der Wellenzahl £ bestimmt werden. In einem unbegrenzten System koénnen prinzipiell
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2 Grundlagen zur Stabilitdtsuntersuchung

alle Wellenzahlen k auftreten, bei periodischen Stiitzstellen dagegen nur noch bestimmte
(sieche Abschnitt [Z2]). Das bedeutet aber auch, dass, im Gegensatz zu begrenzten Sys-
temen, prinzipiell abzahlbar unendlich viele charakteristische Exponenten moglich sind.
Daher muss die Stabilitat entweder fiir alle k£ tiberpriift oder die Stabilitdt des Grundzu-
standes beziiglich einer bestimmten Storung der Wellenzahl £ untersucht werden.

Fir die Stabilitat im Sinne von Ljapunow beziiglich einer Stérung mit Wellenzahl & gilt
bei linearen Storungsgleichungen mit konstanten Koeffizienten und unter Verwendung des
Wellenansatzes:

e Besitzt der charakteristische Exponent w(k) einen positiven Imagindrteil, dann ist
die ungestorte Gleichgewichtslage o asymptotisch stabil.

e Besitzt der charakteristische Exponent w(k) einen negativen Imagindrteil, dann ist die
ungestorte Gleichgewichtslage @ instabil. Im Falle eines verschwindenden Realteils,
handelt es sich um monotone Instabilitit (Divergenz). Ansonsten handelt es sich um
oszillatorische Instabilitit (Flattern) [85].

e Hat der charakteristische Exponent dagegen einen verschwindenden Imagindrteil, so
liegt eine nicht-hyperbolische Gleichgewichtslage vor. Hier ist asymptotische Stabili-
tat ausgeschlossen.

Im dritten Fall mit verschwindenden Imaginarteil muss anhand der nichlinearen Gleichun-
gen untersucht werden, ob die Losung schwach stabil oder instabil ist. Mit der ersten
Methode nach Ljapunow kann nur iiber die Stabilitat von hyperbolischen Gleichgewichts-
lagen entschieden werden [12].

Bei linearen bzw. linearisierten Storungsgleichungen mit nicht konstanten, aber periodi-
schen Koeflizienten werden die charakteristischen Multiplikatoren untersucht. Hierzu wird
die sogenannte Floquet-Theorie verwendet [85]. Dieser Typ von Gleichungen ergibt sich bei
Linearisierung der Storungsgleichungen um eine periodische Losung (Grenzzykel). Die ge-
fundene nichtlineare Losung kann auf Stabilitdt im Sinne von Ljapunow untersucht werden.
Lineare Storungsgleichungen mit beliebigen Koeffizienten haben nach Riemer et al. [85] ei-
ne geringe praktische Bedeutung; Stabilitatskriterien fehlen weitgehend.

2.5 Nichtlineare Stabilitatsuntersuchung

Die Analyse der, um den zu untersuchenden Zustand, linearisierten Gleichungen erlaubt
Vorhersagen, ob eine hyperbolische Gleichgewichtslage stabil oder instabil ist. Dabei kann
nur das Verhalten in kleinen Bereichen um diese Gleichgewichtslage betrachtet werden. Was
jedoch nach dem Stabilititsverlust passiert und ob es auflerhalb der unmittelbaren Um-
gebung des Linearisierungspunktes weitere Losungen gibt, kann anhand der linearisierten
Gleichungen nicht ermittelt werden. Dafiir miissen die nichtlinearen Terme beriicksichtigt
werden und es kommen spezielle Berechnungsmethoden zum Einsatz.

Ein typisches Beispiel ist in Abbildung [Z.Tal zu sehen. Aus den linearisierten Gleichungen
folgt, dass der singulére Punkt x; ; = 22, = 0 instabil ist. Mithilfe von nichtlinearen Me-
thoden kann ein Grenzzykel berechnet werden. Der stationdre Zustand ist instabil, klingt
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aber nicht, wie durch die Untersuchung der linearisierten Gleichungen prognostiziert, un-
beschriankt auf. Im Gegensatz dazu, zeigt Abbildung [2.1bl das Verhalten eines Schwingers,
bei dem anhand der linearisierten Gleichungen eine stabile Ruhelage ermittelt wurde. Im
Kleinen stimmt diese Aussage, denn alle Losungen die innerhalb des Grenzzykels starten,
streben dieser Ruhelage zu. Trajektorien die auflerhalb des Grenzzykels starten, entfernen
sich jedoch von selbigem.

2.5.1 Bifurkationstheorie

Ein dynamisches, autonomes System wird durch Differentialgleichungen mit den Parame-
tern n = (91,129, . . .) beschrieben. Die Losungstypen aus Abbildung [ZT] kénnten prinzipiell
beide zum selben System, mit verdnderten Systemparametern, gehoren. Die Anderung des
Losungsverhaltens aufgrund einer Parameter-Variation wird Bifurkation genannt. Durch
eine stetige Variation eines oder mehrerer sogenannter Bifurkationsparameter dndert sich
an einem bestimmten Punkt die Anzahl der Losungen und héufig auch das Losungsver-
halten (siche [12], [58]). Insbesondere kénnen Wechsel zwischen stabilen und instabilen
Losungen stattfinden. Der Satz von Parametern, bei dem die Bifurkation auftritt, wird
Bifurkationspunkt genannt [103]. In der vorliegenden Arbeit werden Bifurkationen der
Gleichgewichtslosungen betrachtet, wodurch sich am Bifurkationspunkt die Anzahl der
sinstabilen“ charakteristischen Exponenten éndert. Bei Bifurkationen von periodischen
Losungen andert sich die Anzahl der instabilen“ Floquet-Multiplikatoren [12].

Bifurkationen treten nicht in jedem System auf, sondern nur bei jenen mit struktureller
Instabilitat (siche [106], [LO]]). Das bedeutet, dass sich das Losungsverhalten des Systems
bei Variation eines Parameters andert. Diese Instabilitat ist nicht zu verwechseln mit
der zuvor definierten Stabilitdt nach Ljapunov. Bei dem Begriff nach Ljapunow wird die
Stabilitat eines Zustandes beziiglich einer Storung desselben beurteilt. Ein strukturell
stabiles System kann instabile stationédre Losungen im Sinne von Ljapunow besitzen. Thre
Anzahl oder Art dndert sich aber nicht bei Anderung von Systemparametern.

Ein System & = f(x,n) ist strukturell instabil, wenn ein singuldrer Punkt @ nicht-
hyperbolisch ist [106]. Ein singuldrer Punkt ist nicht-hyperbolisch, wenn die Jacobi-Matrix
J(xs,m) = %:’7) e Eigenkreisfrequenzen mit verschwindendem Imaginérteil besitzt.
Wenn ein System strukturell instabil ist, muss im néachsten Schritt die Codimension der
Bifurkation bestimmt werden [118]. Die Codimension einer Bifurkation gibt die kleinste
Dimension des Parameterraumes an, mit der eine Bifurkation beschreibbar ist (siehe [39],
[108]). Codimension 0 bedeutet, dass es keine Bifurkation gibt und das System somit
strukturell stabil ist. Bei Codimension-1-Bifurkationen gibt es einen Bifurkationspara-
meter. Zur Bestimmung der Codimension kann der Defekt der Jacobi-Matrix an der
Stelle des singuléren, nicht-hyperbolischen Punktes betrachtet werden. Der Defekt einer
(n x n)-Matrix A entspricht der Differenz der Dimension n und dem Rang der Matrix:
def(A) = n — rang(A), vgl. [109]. Praktisch bedeutet dies, dass fir den Fall einer am
Bifurkationspunkt singularen Jacobi-Matrix die Unterdeterminanten zur Bestimmung der
Codimension entscheidend sind. Gibt es eine von null verschiedene Unterdeterminante der
Ordnung n—1, so hat die Bifurkation die Codimension 1. Bei oszillatorischen Instabilitaten
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ist die Jacobi-Matrix nichtsingulér, da nicht die gesamten Eigenkreisfrequenzen, sondern
nur deren Imaginérteile null sind. Doch auch hier gilt Codimension 1, falls eine von null
verschiedene Unterdeterminante der Ordnung n— 1 existiert. Dies kann durch Uberfiihrung
auf Polarkoordinaten gezeigt werden [106], wodurch sich verschwindende Eigenkreisfre-
quenzen und eine singuldre Matrix ergeben (siehe Abschnitt zur Hopf-Bifurkation).

In der vorliegenden Arbeit treten Codimension-1-Bifurkationen auf. Nach Thomsen [106]
konnen dabei vier verschiedene Bifurkations-Typen unterschieden werden: Pitchfork-,
Sattelknoten-, Transkritische- und Hopf-Bifurkation. Im Folgenden werden zwei, zur
Untersuchung des stationaren Grundzustandes relevante, Bifurkationen vorgestellt.

Pitchfork-Bifurkation
Die Normalform dieser Bifurkation ist durch
W = nw + w® (2.11)

gegeben und es gilt () = %(2 [106]. Hierbei ist w eine skalare, zeitabhéngige Losung und 7,

der Bifurkationsparameter. Die singuldren Punkte liegen bei w, = 0 und w? = Fn und
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Abbildung 2.3: Pitchfork-Bifurkationen

die Jacobi-Matrix der Gleichung lautet dafiir J(w,,n) = n 4 3w?. Fir n = 0 fallen die sin-
guldren Punkte zusammen (ws = 0) und sind nicht-hyperbolisch, es handelt sich um den
Bifurkationspunkt. Die Verlaufe der singuldren Punkte tiber dem Bifurkationsparameter
sind in Abbildung dargestellt. Bei positivem Vorzeichen des kubischen Terms ergibt
sich eine subkritische Bifurkation und bei negativem Vorzeichen eine superkritische Bifur-
kation. Anhand der Eigenkreisfrequenzen der Jacobi-Matrix kann bestimmt werden, ob die
Losungséste stabil (positiver Imaginarteil) oder instabil (negativer Imaginérteil) sind. Die
Eigenkreisfrequenzen sind hier stets rein imagindr und somit handelt es sich bei der In-
stabilitdat der einzelnen Losungen um eine nicht-oszillatorische Divergenz-Instabilitdt. Am
Bifurkationspunkt sind die Figenkreisfrequenzen null.

Es ist deutlich zu erkennen, wie sich die Losungen am Bifurkationspunkt verzweigen und
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sich sowohl die Anzahl der Losungen als auch ihre Stabilitat dndert.

Das Bifurkationsdiagramm stellt die Grenzmenge der Losungen dar, welche sich nach einer
bestimmten Zeit einstellen. Die stabilen und instabilen Aste markieren somit das Einzugs-
gebiet der einzelnen Losungen. Anhand des Beispiels einer subkritischen Bifurkation wird
in Abb. 4] deutlich, welchem Losungsast eine anfinglich gestorte Losung fiir t — oo
zustrebt. Hier wird auch die zuvor erwahnte Stabilitdt im Kleinen ersichtlich. Denn die
Grundlosung ist fir n < 0 nur gegeniiber kleinen Stérungen stabil.

Sl
IR
Pt ]
“

Abbildung 2.4: Einzugsgebiete der Losungen einer subkritischen Bifurkation
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Hopf-Bifurkation

Bezeichnend fiir eine Hopf-Bifurkation ist, dass aus einer Gleichgewichtslage am Bifur-
kationspunkt ein Grenzzykel und somit eine periodische Bewegung entsteht. Die Normal-
form dieser Bifurkation besteht aus einem Paar von Gleichungen [106]:

T = —mg+ 1 (77 F (22 + :Eg)) , (2.12)
o = 4+ X9 (77 F (2] + x%)) : (2.13)

Das Vorzeichen vor den kubischen Termen entscheidet iiber eine sub- (+) oder superkriti-
sche (—) Bifurkation.

Hier wird exemplarisch die superkritische Hopf-Bifurkation diskutiert. Der singuléare Punkt
x1,s = T2s = 0 beschreibt den Gleichgewichtszustand. Die Jacobi-Matrix, d. h. die System-
matrix der linearisierten Gleichungen, lautet dafiir

—1
J(xl,sva,san) = ( gl n ) . (214)

Daraus ergibt sich das komplexe Eigenkreisfrequenz-Paar w = —in £ 1. Fir n = 0 gilt
w = #£1 und daher ist der singulédre Punkt nicht-hyperbolisch. Es handelt sich somit um den
Bifurkationspunkt. Die Jacobi-Matrix ist an diesem Punkt zwar nichtsingular, es handelt
sich aber um eine Codimension-1-Bifurkation. Durch Transformation auf Polarkoordinaten
entsteht eine singuliare Jacobi-Matrix mit Defekt 1. Fiir n < 0 ist die Ruhelage stabil
und folglich fiir n > 0 instabil. Als weitere singuldre Losung ergibt sich 27 | + 23, = 7.
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2 Grundlagen zur Stabilitdtsuntersuchung

Damit wird der entstehende Grenzzykel mit Radius /1 beschrieben. Fiir jeden Wert des
Parameters 7 stellt sich nach gewisser Zeit eine Schwingung mit dieser Amplitude ein.
Durch Auftragen iiber n ergibt sich ein dreidimensionales Gebilde, auf dessen Oberfléche
die Grenzmenge der Losungen liegt. Diese ist auf der linken Seite von Abbildung
dargestellt.

Abbildung 2.5: Superkritische Hopf-Bifurkation im dreidimensionalen (z;, x2, n)- und
zweidimensionalen (7, n)-Raum

Anschaulicher wird diese Bifurkation durch eine Transformation auf Polarkoordinaten
(x1 =rcos©, 9 = rsin©), wodurch sich die Gleichungen

0 = 1, (2.15)
- 7]7"—7"3 (216)

ergeben [106]. Die Kreisfrequenz der Schwingung ist konstant und die Amplitude wird
durch dieselbe Gleichung wie die der superkritischen Pitchfork-Bifurkation beschrieben.
Durch Transformation auf Polarkoordinaten kann die Amplitude einer Hopf-Bifurkation
durch eine Pitchfork-Bifurkation beschrieben werden. Allerdings wird hier der Gleichge-
wichtszustand aufgrund einer oszillatorischen Instabilitit verlassen.

2.5.2 Nichtlineare Berechnungsmethoden

Im Folgenden werden zwei Naherungsverfahren zur Berechnung der Losungen der nichtli-
nearen Gleichungen vorgestellt.

Das Vorgehen wird jeweils anhand der Gleichung @ + w (ew? — (n — 1)) + w = 0 veran-
schaulicht. Hierbei ist € ein beliebiger konstanter Parameter und 7 der Bifurkationsparame-
ter. Es kann gezeigt werden, dass der Bifurkationspunkt und somit der kritische Zustand
bei ngw = 1 liegt. Eine Abweichung vom Bifurkationspunkt um £An wird daher durch
1N = Nkrit + AN beschrieben. Es ergibt sich die sogenannte Van der Pol Gleichung

i + e (w? — An) +w = 0. (2.17)
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2.5 Nichtlineare Stabilitatsuntersuchung

Durch Transformation auf ein System 1. Ordnung ergeben sich mit z; = w und x5 = w
die Gleichungen

j;l = X9, (218)
Ty = —EXy (x% — An) — . (2.19)

Die Gleichgewichtslage liegt bei z1, = 22, = 0 und die Jacobi-Matrix an diesem Punkt
lautet

0 1
J(xl,swa,saAn) = < -1 An ) . (220)

Das System ist strukturell instabil, da die Imaginérteile der Eigenkreisfrequenzen der
Jacobi-Matrix

2

an dem singuldren Punkt mit An = 0 verschwinden. Am Bifurkationspunkt existiert ein
rein reelles Eigenkreisfrequenz-Paar und es liegt eine Hopf-Bifurkation vor. Zur Berechnung
der an diesem Punkt abzweigenden Losungen werden nichtlineare Naherungsverfahren
bendtigt.

Multiple-Scales-Methode

Die Multiple-Scales-Methode ist eine spezielle Art der Storungsrechnung und stellt eine
Erweiterung der reguldren Storungsrechnung dar (siehe z. B. [85]). Bei der Storungsrech-
nung wird im Allgemeinen die Ndherungslosung eines gestorten Problems gesucht, welches
nur schwach von dem zugehorigen ungestorten Problem abweicht. Dies wird durch den
kleinen Storparameter ¢ < 1 sichtbar. Die Losung des ungestorten Problems muss dabei
bekannt sein. Die gestorten Gleichungen kénnen anschliefend durch Entwicklung der Lo-
sung in einer Potenzreihe in dem kleinen Parameter naherungsweise gelost werden. Nach
Riemer et al. [85] ldsst sich der Losungsgedanke wie folgt veranschaulichen:

Das gestorte Problem L(w) wird durch die Gleichung

L(w) = K 4+ eN(w) (2.22)
beschrieben und die Losung durch
w = wy + cwy + *wy + O(e?) (2.23)

approximiert. Hierbei stellen L und N entweder Differential- oder algebraische Ausdriicke
dar, K ist eine Konstante und die Losung des ungestorten Problems L(wg) = K fiir e =0
wird als bekannt vorausgesetzt. Nach Einsetzen des Ansatzes und Sortierung nach den
einzelnen Ordnungen von ¢ ergibt sich ein rekursiv losbares Gleichungssystem. Hierbei
kénnen Sékularterme auftreten [85]. Denn in dem rekursiven Gleichungssystem stellen
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2 Grundlagen zur Stabilitdtsuntersuchung

die bereits berechneten Losungen aus den kleineren Ordnungen in einer hoheren Ordnung
Anregungsterme dar. Dabei kann es zu einer Anregung mit der Eigenkreisfrequenz kom-
men und die Losung wiirde mit der unabhéngigen Variablen aufklingen. Bei Annahme
von Losungen mit endlicher Amplitude miissen daher die sogenannten Sékularterme,
welche diese Resonanzanregung enthalten, verschwinden. Aus dieser Forderung ergeben
sich weitere Gleichungen zur Bestimmung der gestorten Losung.

Eine wesentliche Voraussetzung fiir diese Methode ist, dass die ungestorte Losung (¢ = 0)
den wesentlichen Charakter der gestorten Losung wiedergibt. Bei einem schwach gedampf-
ten Schwinger (siche z.B. [103]) ist diese Voraussetzung beispielsweise nicht erfiillt. Die
ungestorte Losung ist ungeddmpft und klingt somit nicht ab. In diesem Fall bewirken
auch die Korrekturterme kein Abklingen der Losung und das Losungsverhalten wird nicht
korrekt wiedergegeben. Der Grund liegt darin, dass bei diesem System zwei Zeitskalen
existieren. Die ,ungedampfte* Schwingung findet auf einer schnellen Zeitskala statt und
nur diese wird bei der reguldren Storungsrechnung beachtet. Das Abklingen der Amplitude
findet hingegen auf einer langsamen Zeitskala statt.

Genau dieser Sachverhalt wird bei der Multiple-Scales-Methode berticksichtigt. Bei zwei
Zeitskalen wird auch der Begriff Two-Timing verwendet [103]. Der deutsche Begriff
Multiskalen-Ansatz wird haufig nicht im Zusammenhang mit Storungsrechnung verwendet
und daher wird hier der englische Ausdruck bevorzugt. Bei der Multiple-Scales-Methode
werden verschiedene Zeitskalen beriicksichtigt. Die Idee besteht darin, dass eine langsame
Zeitskala in Bezug auf eine schnelle Zeitskale als konstant angesehen werden kann [103].
Es gibt verschiedene Méglichkeiten die Zeitskalen einzufithren (siehe |46], [72]), z. B. die
hier verwendete:

T,=¢e"t mit n=0,1,2,... (2.24)

Durch Einfithrung dieser neuen Zeitskalen ergibt sich fiir die zeitliche Ableitung

dﬂ_ﬁwdTo+8wdT1+8wdT2+ _8w+€0w+828w
dt 0T, &t o7y dt 9T, dt =~ 9T, 0T, T,

+.. (2.25)

Die Losung kann folglich von den verschiedenen Zeitskalen abhéngen. Das prinzipielle
Vorgehen beim Losen der gestorten Gleichungen ist analog zur regularen Storungsrechnung
und wird am Beispiel der Van der Pol Gleichung beschrieben.

Fiir ¢ < 1 wird die Losung wie folgt entwickelt: w = wg + ew; + O(g?). Unter Verwendung
der Zeitskalen Ty = t und T = &t ergeben sich nach Sortierung folgende rekursiv losbare
Gleichungen:

8211)0
0(50) T]g +wy = O, (226)
0w 0w Ow
1 1 _ 0 _ 0 2
O(e") T2 +w; = 28T08T1 T, (wo An) . (2.27)
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2.5 Nichtlineare Stabilitatsuntersuchung

Aus der ersten Gleichung folgt wo(To,T1) = Wo(T1) cos(Ty + ¢(11)). Eingesetzt in die
Gleichung der ersten Ordnung und unter Auswertung der Produkte der trigonometrischen
Funktionen ergibt sich
82'11}1
OT¢

oWy Op
+w; = 2 ( T, sm(Tg + )+ Woa—Tl cos(Ty + go)) (2.28)

WS
+ 2 (sin(Th + ) +sin (3(Th +¢)) ) — Wosin(Th + ) An.

Fiir nicht aufklingende Losungen miissen die Sdkularterme und daher die Koeffizienten vor
sin(Ty + ¢) und cos(Tp + ¢) verschwinden:

(9”0 A?] 1 3
= 2w, — W 2.29
oty 9 0 gl (2:29)
dp
oW, —0. 2.30
o1 (2.30)

Die Amplitudengleichung [(2.29)| beschreibt eine superkritische Pitchfork-Bifurkation (vgl.
Gleichung [(2.11)]). Der Bifurkationspunkt, der bei An = 0 und Wy = £2,/An liegt, stellt
die stationére, nichttriviale Losung dar. Aus Gleichung folgt fiir nichttriviale Losun-
gen ¢(T1) = ¢ = konst. und fiir ¢t — oo stellt sich wy(t) = 2v/Ancos(t + ) ein.

Methode der Harmonischen Balance

Die Methode der Harmonischen Balance (siche z.B. [67]) geht im Unterschied zu der
zuvor besprochenen Methode nicht von kleinen Storungen aus und ist diesbeziiglich weni-
ger eingeschréankt. Allerdings werden hier stets harmonische Losungen angenommen. Fiir
harmonische Schwingungen und Wellen sind die Losungen somit exakt. Doch auch bei
stark abweichenden Dreiecks- oder Rechtecksschwingungen lassen sich nach Magnus et al.
[67] noch brauchbare Abschéitzungen machen.

Gesucht wird eine Losung fir die autonome, nichtlineare Differentialgleichung N (w(t)) = 0.
Hierbei stellt IV einen Differential-Operator dar. Unter der Annahme von harmonischen
Losungen (mit konstanter Kreisfrequenz w) wird durch die Entwicklung der Funktion
N(w(t)) in ihre Fourierreihe N(wt) eine harmonische Analyse durchgefiihrt [14]:

N(wt) = % + 3 ay, cos(nwt) + by, sin(nwt). (2.31)
n=1
Durch das Abbrechen nach endlich vielen Gliedern wird diese Funktion durch das trigono-
metrische Polynom N,,(wt) approximiert:

N(wt) = N, (wt) = % + f: a,, cos(nwt) + by, sin(nwt). (2.32)
n=1
Die einzelnen Fourier-Koeffizienten konnen tiber
ay, = / (W (wt)) cos(nwt) d(wt), mitn=0,1,2,...,m, (2.33)
b, = / (W (wt)) sin(nwt) d(wt), mitn=1,2,...,m (2.34)
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2 Grundlagen zur Stabilitdtsuntersuchung

bestimmt werden. Hierbei ist w,,(wt) die harmonische Lésung der Differentialgleichung
und fir diese Losung wird, entsprechend der Anzahl m der berticksichtigten Glieder der
Fourierreihe, ein Ansatz gewéhlt. Fiir die zu l6sende Differentialgleichung gilt N (w(t)) =0
und daher muss auch fiir die Approximation N, (wt) = 0 gelten. Es folgt fiir alle Koeffizi-
enten a, und b,,:

0, (2.35)
0. (2.36)

Qn

by

Es werden Funktionen betrachtet, fiir die ay = 0 gilt (siche [67]). Die Gleichungen fir die
restlichen 2m Koeffizienten ergeben die Bestimmungsgleichungen fiir die 2m Unbekannten
des Losungsansatzes.

Im Folgenden wird das Vorgehen fiir m = 1 anhand der Van der Polschen Gleichung
illustriert. Die Approximation der Funktion lautet in diesem Fall

Ny (wt) = ay cos(wt) + by sin(wt) (2.37)

und als Ansatz wird @, (wt) = W cos(wt) gewahlt. Hierbei ist W; die noch zu bestimmende
Amplitude und w die unbekannte Eigenkreisfrequenz. Aus den Gleichungen fiir a; = 0 und
b; = 0 koénnen die zwei Unbekannten W; und w bestimmt werden:

a = —/ (1 (wt)) cos(wt)d(wt) = Wi (1 — w?) =0, (2.38)
by = —/ (01 (wt)) sin(wt)d(wt) = Wew (4An — WD) = 0. (2.39)
Aus der ersten Gleichung folgt fiir die nichttriviale Eigenkreisfrequenz |w| = 1 und aus

der zweiten Gleichung ergibt sich fir An > 0 als Amplitude der stationdren Losung:
|W1| = 2y/An. Das Ergebnis stimmt bis auf eine konstante Phasenverschiebung mit dem
anhand der Multiple-Scales-Methode genaherten Ergebnis iiberein. Fir An < 0 gibt es
keine Losung fiir eine reelle Amplitude. Somit stellt sich nur fiir positive Werte von An bei
beliebigen Anfangsbedingungen nach einer gewissen Zeit eine Schwingung mit konstanter
Amplitude und Frequenz ein.
Im Gegensatz zur Storungsrechnung ist die Annahme ¢ < 1 fiir dieses Losungsverfahren
nicht notig. Wird jedoch der mittlere quadratische Fehler aufgrund der Approximation
T = / (N(@n(wt)) = M) d(wt) (2.40)
betrachtet, so kann gezeigt werden, dass dieser sowohl von ¢ als auch von An abhéngt.
Somit ist die Ndherungslosung nahe am Bifurkationspunkt am besten.
Héufig ist die Beriicksichtigung von nur einem Glied ausreichend. Falls der Fehler aufgrund
der Approximation jedoch zu grof} ist, miissen weitere Glieder beriicksichtigt werden. In
dieser Arbeit ist eine Approximation mit m = 1 nicht ausreichend und daher wird m = 2
verwendet. Fir den Ansatz gilt dann wy(wt) = Wy cos(wt) + Wa cos(2wt) + Wy sin(2wt).
Hierbei wird eine mogliche Phasenverschiebung bei dem hoherharmonischen Anteil be-
riicksichtigt. Die 2m = 4 Unbekannten sind folglich W3, W5, W3 und w und koénnen iiber
a1 = as = by = by = 0 bestimmt werden. Das sich ergebende nichtlineare Gleichungssystem
ist hdufig nur noch numerisch 16sbar.
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3 Grundlagen zur Beschreibung des
durchstromten Kanals

Gegenstand der Untersuchungen in dieser Arbeit ist ein unendlich langer, durchstréomter
Kanal (siche Abb. B.1]). Die obere Wand des Kanals wird starr und die untere Wand fle-
xibel angenommen. Innerhalb der impermeablen Wande stromt ein Fluid mit konstanter
Grundstromungs-Geschwindigkeit.

Es wird von einem in 2Z-Richtung ausreichend breiten Kanal und zweidimensionalen Sto-
rungen ausgegangen, sodass eine ebene Modellierung gerechtfertigt ist (siehe [20], [87]).
Die abhéngigen Variablen des Fluids (Dichte pr, Druck pr, Geschwindigkeiten tip und o)
héangen somit von den Ortskoordinaten # und ¢ und der Zeit £ ab, die Variable der Struk-
tur (Auslenkung §s) héngt nur von & und # ab. Der Ubersichtlichkeit halber wird diese
Abhéangigkeit der Variablen im Folgenden nicht explizit aufgefiihrt. Als schlank wird in
dieser Arbeit ein Kanal bezeichnet, dessen Ausdehnung in g-Richtung deutlich kleiner als
in Z-Richtung ist (siche [44] und Abschnitt [IT]).

Dimensionsbehaftete Variablen werden durch (A) markiert. Der Index () zeigt an, dass es
sich um Gréflen handelt, welche den stationdren Zustand beschreiben.

3.1 Beschreibung der Stromung

Betrachtet wird die ebene Stromung eines Fluides mit der Dichte pz, dem Druck pr und
den Stromungsgeschwindigkeiten @p und 0p in 2- bzw. g-Richtung. Die Beschreibung der
Stromung erfolgt in rdumlichen bzw. Fuler-Koordinaten. Die abhéngigen Variablen des
Fluids werden somit jeweils an einer bestimmten Stelle im Kanal betrachtet |113].

In dieser Arbeit werden zwei unterschiedliche Stromungsmodellierungen verwendet: Zum
einen die Potentialstromung eines inkompressiblen oder kompressiblen Fluids und zum

\\\\starreWandl\ \ \%
U
Hy, _ Strébmung L
qgs —>

~

=>

AT TR
Abbildung 3.1: Modell des Kanals
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3 Grundlagen zur Beschreibung des durchstrémten Kanals

anderen die Stromung eines inkompressiblen Newtonschen Fluids mit der dynamischen
Viskositat pp in einem schlanken Kanal.
Die Beschreibung der Stromung basiert stets auf der Kontinuitétsgleichung

Opr O (prip) O (pror)
~ = Nl
o T oy (3-1)

und den laminaren Navier-Stokes-Gleichungen fiir ein Newtonsches Fluid

A afLF N aﬁF ~ 81]}:
pF( of TUrg Ty

Opr Pap  Par 10 (0ip  Oop
- —— 2
07 +"F[a¢2+ag2 T35\ oz " ag )| (32)
N (%F ~ a@F ~ a@F _
PF (82? + Up B + Up 8@) =
Opr Pop  Pop 10 (dup Oip
B 1 3.3
a9 +MF[8§:2+8Q2+3837 0: 0y (33)

unter Vernachldssigung von Volumenkréften [74]. Je nach Stromung wird noch eine weitere
Gleichung benoétigt, z. B. die thermische Zustandsgleichung idealer Gase fiir den Fall einer
kompressiblen Stromung.

Ausgehend von diesen Grundgleichungen werden im Folgenden die Gleichungen fir die
interessierenden Stromungsmodelle abgeleitet.

3.1.1 Potentialstromung

Fiir reibungsfreie Stromungen vereinfachen sich die Navier-Stokes-Gleichungen und
zu den Euler-Gleichungen

. (Oup . Oup . Oup Opr

L — 4
pF(@t +Ur s ”F@g) EYS (34)
. (O0bp . Obp . O0p\ = Opr
Pr (af TRy TP ) ~ T oy (8:5)

Unter der zusatzlichen Annahme einer rotationsfreien Stromung, d.h. V x vz = 0, kann
der Geschwindigkeitsvektor vy tiber das skalare Geschwindigkeitspotential ¢ ausgedriickt
werden [74]:

Die Kontinuitétsgleichung lautet nach Einsetzen von ¢

Opp  Obr0pr Oodr 0p Pdr 020
IOF+ or /)F_|_ or Opp AF( or ¢F):O’

of oz ox | o5 o0p 052 T o
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3.1 Beschreibung der Strémung

die Euler-Gleichungen |(3.4) und |(3.5)| werden zur Bernoulli-Gleichung [94]:

n AN 2 AN 2
dor 1 |(09p Ior 2
=+ = =0. 3.8
o T2 ( or ) Tlag ) |t (38)
Die Druckfunktion ist fiir eine barentrope Stromung als fp (pr) = 5 - ﬁ;%) definiert. Der

Druck und die Dichte des Fluids werden im Ruhezustand, d. h. ohne Stromungsgeschwin-
digkeit, mit pr und pr bezeichnet und in einem allgemeinen Zustand mit pr und pg. Der
Zusammenhang zwischen den Ruhegrofien pr und pg ist tiber das ideale Gasgesetz festge-
legt.

Fiir ein inkompressibles Fluid gilt p» = pr = konst. und fp (pr) = é(ﬁp — pr). Ver-
einfachend kann angenommen werden, dass dieses auch fiir ein kompressibles Fluid unter
Annahme von kleinen Druckfluktuationen (pr = pr + H mit p < Pr) und einer isentropen
Zustandsanderung gilt:

A pr ]l /’fﬁR
foloe) = [ Zap = B0
p

(3.9)

mit dem Isentropenkoeffizienten s (vgl. [112]). Die Bernoulli-Gleichung fiir ein inkompres-
sibles oder kompressibles Fluid lautet somit [2]

~ ~ 2 ~ 2
N 8¢F 1 a¢F 1 8¢F A A
PR 9 + 5 ( 9% ) + 5 ( 97 +pr —pr=0. (3.10)

Die Potentialstromung ist per Definition reibungsfrei, weshalb viskose Terme nicht bertick-
sichtigt werden. Allerdings gibt es vereinfachte Modelle zur Beriicksichtigung des Druck-
verlustes aufgrund der Fluidreibung. Eine mégliche Naherung wird anhand der inkompres-
siblen Poiseuille-Stromung im ebenen Kanal ermittelt (siehe [74], [119]). Deren analytische
Losung ist bekannt und daher kann der Druckverlust fiir eine Potentialstromung in einem
ebenen Kanal naherungsweise iiber

~ 2
Py Py (8¢F>

0% 4(Ho—ds+qo) \ 92 (3:11)
angegeben werden (vgl. [37], [43]). Hierbei ist Hy — §s + §o die aktuelle Kanalh6he und Ay
der Verlustkoeffizient. Dieser hangt von der Stromungsart und dem Stromungsquerschnitt
ab und kann fiir einfache Querschnitte und laminare Stromungen rechnerisch ermittelt
werden. In der Regel geschieht dies jedoch experimentell und die Werte werden in spe-
ziellen Diagrammen festgehalten (z. B. Moody-Diagramm [43], [74]). Hieraus konnen die
Verlustkoeffizienten fiir verschiedene Querschnitte, Rauigkeiten und Stromungsgeschwin-
digkeiten jeweils fiir laminare und turbulente Stromungen abgelesen werden. Fiir laminare

Kanalstromungen gilt der Zusammenhang
48

Ay = —.
Y7 Re

(3.12)
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3 Grundlagen zur Beschreibung des durchstrémten Kanals

Die darin enthaltene Reynoldszahl

_ UrLpr
KE

Re (3.13)

héngt von der charakteristischen Lange L, der Stromungsgeschwindigkeit U, der Dichte Or
und der Viskositat pp des Fluids ab [97]. Die Definition gilt fiir die Verwendung der
Kanalhohe als charakteristische Lange L.

Fir turbulente Stréomungen ergeben sich komplexere Zusammenhénge, z. B. das sogenann-
te Blasius-Gesetz [43]. Da das Ziel der viskosen Naherung eine grundsétzliche Erfassung
des Einflusses durch die innere Reibung unter Verwendung moglichst einfacher, analytisch
zugénglicher Gleichungen ist, wird in der vorliegenden Arbeit lediglich die laminare Mo-
dellierung verwendet (vgl. Ansétze in [37], [52], [63]). Gerade bei schlanken Kanélen ist
eine eindeutige Bestimmung der Reynoldszahl, ab der eine turbulente Stromung vorliegt,
ohnehin schwierig. Unterhalb von Re = 10 kann in der Regel von einer laminaren Stro-
mung ausgegangen werden, fiir den Transitionsbereich ergibt sich aus der einschligigen
Literatur der Bereich Re = 10%...10* (siehe [43], [55], [97], [117]). In der vorliegenden Ar-
beit werden daher vorwiegend Falle mit Re < 2000 betrachtet. Die laminare Betrachtung
von Konfigurationen mit hoheren Reynoldszahlen erfolgt nur innerhalb der linearen Un-
tersuchungen. Dieses wird durch die kleinen, abklingenden Storungen und die Betrachtung
von kleinen Wellenzahlen und somit groien Wellenlangen begriindet. Nichtsdestotrotz be-
deutet die laminare Modellierung der Reibungsterme in diesem Fall moglicherweise einen
Fehler aufgrund der zu gering abgeschétzten Reibungsverluste.

Fir die laminare Modellierung der Reibungsverluste wird im Falle der Potentialstromung

mit Up = 22 die Reynoldszahl durch

Re — (Ho — gs + do) pr %cbf (3.14)
33 .

beschrieben (vgl. [37], [52]). Dadurch ergibt sich der Druckverlust

Opy _ Kypp ddr (3.15)
0% (Ho — G5 + Go)” 02

mit der Konstanten Ky = 12 fiir eine laminare, ebene Kanalstromung. Diese Néherung

gilt fiir kleine Strukturauslenkungen §s — ¢y und Geschwindigkeitsabweichungen g—ﬁ vom

Grundzustand. Daher werden diese beziiglich § = §p und ‘(’g% = a%’ linearisiert (siche
Abschnitt B4 fir die Bezeichnungen):

dpv _ Kvpr
07 H,?

(3.16)

H, or "oz 03

<1+2@S—@0> dpo O 8@30]‘
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3.1 Beschreibung der Strémung

Anschlieflend wird die Bernoulli-Gleichung ((3.10)| nach # differenziert und um den Rei-
bungsverlust erweitert [43]:

otoz 0 032 0y 090% oz
<1+2@y—%>a&) Odr 8%]_

Pop  Obp O?dr  Obp 0%¢ op
a[¢F ¢F¢F+¢F¢ﬂ+_m_

. Kypup
H,?

(3.17)

H, oz | 0% 0%

Im Falle eines inkompressiblen Fluids kann die Bernoulli-Gleichung anschliefend
durch diese Gleichung ersetzt werden. Fir Ky = 0 wird kein Reibungsverlust beriicksich-
tigt und somit die reguldare Potentialstromung betrachtet. Fiir eine kompressible Stromung
ist kein Aquivalent zur Poiseuille-Stromung mit bekannter analytischer Lésung vorhanden.
Somit ist auch keine Naherung der Fluidreibung nach dem zuvor beschriebenen Prinzip
moglich.

Bisher wurden die Kontinuitats-Gleichung und die Bernoulli-Gleichung bzw.
hergeleitet. Wahrend die Stromung eines inkompressiblen Fluids mit den zwei abhan-
gigen Variablen pr und QAﬁp dadurch vollstandig beschrieben ist, besitzt ein kompressibles
Fluid zusétzlich die verdnderliche Dichte pr und es wird eine weitere Gleichung benotigt.
Fiir die isentrope Zustandsianderung eines perfekten Gases gilt pp~" = konstant [89]. Fiir
kleine Druckfluktuationen ergibt sich die lineare Approximation [113]

(br — Pr) — (pr — pr)ak =0 (3.18)

mit der Abkiirzung ar = \/% , welche fiir kompressible Stromungen der Schallgeschwin-
digkeit entspricht [89]. Mithilfe dieser Gleichung wird in der Kontinuitatsgleichung
die Dichte durch den Druck ersetzt und dieser wiederum tiber die Druckfunktion aus der
Benoulli-Gleichung, wodurch sich die Potentialgleichung

~ N 2 ~ ~ 2 ~
_ Por N 9r \ | O*or W2 [ 9or P or
of2 R oz 922 R a9 D92

o |908P0r | 00 Pbr | 06r 00r Por| _ (3.19)
0% oxot 0y ogot 0% 0y 010y '
ergibt |94]. Nach Einfithrung der Stellvertreter-Variablen
S 1 fiir ein inkompressibles Fluid, (3.20)
mk ™ 0 fiir ein kompressibles Fluid '
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3 Grundlagen zur Beschreibung des durchstrémten Kanals

lautet das Gleichungssystem zur vollstdndigen Beschreibung der Potentialstromung

. R . SN2 CN2 A
Por  Pop Por 0or\ Fop Opp\ O?op

2 . JR—
ar (6&52 + 7 + (0ix — 1) 50 + 9% 552 + % 72

Oor Por  Opr OPor  Odr Oor O*oF
2 (S — 1 ! - ! i LR Z TR, 3.21
2 (O ){ 0% 0zoi | 0y 0goF | 03 0) 030) (3.21)
- | %0r  0bp Por . dor 0o . Obr
R\ otos o0& 012 ' oy 0y0i|  0&
Ok Ky pp 4s —do\ do  Odp Dy
142 — = .22
T [( L7 I TSR i vl B (3:22)
(B = 1) [(br = Dr) — (b — pr)a) = 0. (3.23)

3.1.2 Viskose Stromung im schlanken Kanal

Die Kontinuitétsgleichung fiir eine inkompressible Stromung lautet nach

Die iy
0. 24
or " ag " (3.24)

Unter Berticksichtigung dieses Zusammenhangs konnen die Navier—Stokes—Gleichungen
und fir einen schlanken Kanal, bei dem die Hohe Hy im Vergleich zur Mindest-
lange L viel kleiner ist, aufgrund der unterschiedlichen Groéflenverhaltnisse vereinfacht
werden. Szeri [105] zeigt, dass fiir Hy < L folgende Schlankkanalgleichungen gelten:

. (Oup . Oup . Oup ) Opr P
— — - 3.25
pF( of "oz Ty 0z Mo (3:25)
(%)
Opr
0~ — . 3.26
o (3.26)
Im Falle des verschwindenden Produktes aus Reynoldszahl und Léngenverhéltnis
H
m<;>%o (3.27)

gilt zusatzlich, dass die substantielle Ableitung () in vernachlassigt werden kann:

Opr 820y

0~ — 2L 4 228
oz Mo

(3.28)

siehe [44], [105], [119]. Die Reynoldszahl Re beschreibt das Verhéltnis von Tragheits- und
Reibungseinfluss in einer Stromung. Aus Gleichung |(3.13)| wird deutlich, dass eine kleine
Reynoldszahl somit durch kleine Geschwindigkeiten, geringe Kanalhéhen und eine grofie
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3.1 Beschreibung der Strémung

kinematische Viskositat vp = “—g begiinstigt wird. Durch die Vernachlassigung der Trég-
heitsterme entsteht eine lineare Gleichung, welche die sogenannte Schleichstrémung be-
schreibt (siehe [74], [88]).

Bei schlanken Kanalen werden die Fluidgleichungen haufig iiber die Kanalhohe gemittelt.
Hierbei wird die Tatsache ausgenutzt, dass in diesen Kanilen die Anderung des Druckes
in g-Richtung vernachlédssigbar klein ist, sieche Gleichung . Der Vorteil besteht darin,
dass die gemittelten Gleichungen, welche nach Integration tiber die Kanalhohe erhalten
werden, nur noch von einer Ortskoordinate abhingen. AuBerdem sind die Ubergangsbe-
dingungen, welche an den Grenzen zur Struktur erfiillt sein miissen, bereits enthalten.
Die gemittelte Stromungsgeschwindigkeit in Z-Richtung wird mit

0 ! /HO ipd (3.29)
= U :
4 Ho —4s + Qo ey

ds—qo

berechnet (siehe z. B. [119]). Hierbei stellt § = §s — gy die Position der elastischen Struktur
und somit die untere Begrenzung des Fluids dar, die obere Begrenzung liegt bei § = H,.
Zusatzlich wird fiir das Modell mit Fluidtragheit folgende Naherung nach Inada und Ha-
yama [52] benotigt:

HO A2 d/\ ]- HO A d/\ ? H A ~ U,2 3 30
/C?S—@O (uF) Y Hoy —qs + qo /63—@0 ey (Ho = ds + @)U (3.30)

Bei einer viskosen Stromung existieren an den begrenzenden Wénden Schubspannungen,
welche zu dem in Abschnitt B. 1.1 erwdhnten Druckverlust fiithren. Bei den gemittelten
Gleichungen treten diese Reibungsverluste in Form von Geschwindigkeitsgradienten an
den Wéanden auf. Unter Verwendung des Stokesschen Reibungsansatzes werden diese Gra-
dienten mit der Schubspannung verkniipft [119]:

Ol

99

,U/l 8’LALF
pr \ 97

1
~ = (Pl = Peolyooe o) (3.31)
- @tjs—cio) pF( Ylg=Hy Ylg=qs qo)

Die Schubspannungen werden iiber den Druckverlust ermittelt (siehe |52] und [74]). Die
Modellierung ist dieselbe wie im vorhergehenden Abschnitt, d.h. zur Bestimmung wird
das Modell einer stationaren und laminaren Poiseuille-Stromung mit parallelen Wénden
und 9 = 0 angenommen. Letztendlich ergibt sich daraus die Naherung

1 /. R 1. -~
br (Tw|y=Ho - Twy|@=ﬁsﬂio) - _ZAvUF’ (3.32)

mit dem Verlustkoeffizienten Ay = 12 nach Gleichung|[(3.12)] und der Reynoldszahl

(Ho — 4s + Go) prUr
20

Re =

(3.33)
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3 Grundlagen zur Beschreibung des durchstrémten Kanals

3.2 Beschreibung der elastischen Struktur

Die flexible Struktur wird als 2-parametriges Kontinuum mit konstanter Dicke B, Dich-
te pg, Elastizitdtsmodul £ und Querkontraktionszahl v modelliert. Aufgrund der ebenen
Betrachtung ergibt sich die Beschreibung als 1-parametriges Kontinuum mit der zuge-
horigen Auslenkung gs in §-Richtung. Die biegesteife Struktur besitzt die Plattensteifig-
keit D = %, die konstante Vorspannung S und befindet sich auf einer visko-elastischen
Bettung mit den Steifigkeits- und Ddmpfungskonstanten k. und k,; (entspannt fir gg = 0).
Mit der Zielsetzung, wesentliche Aspekte des dynamischen Verhaltens der Struktur qualita-
tiv richtig abzubilden, wird ein Kirchhoff-Platten- bzw. ein Euler-Bernoulli-Balkenmodell
herangezogen [113]. In Ubereinstimmung mit der in der Literatur tiblichen Vorgehensweise
wird die Anderung der Langsspannung aufgrund der Querauslenkung nicht beriicksich-
tigt [40].

Da die Wéande undurchléssig sind, bewirkt das Fluid an der Oberfliche der flexiblen Wand
sowohl eine Normalspannung 7,, als auch eine Schubspannung 7,,. Letztere verursacht
ein Biegemoment M = g?xy pro Flacheneinheit, welches proportional zur angenommenen
Strukturdicke ist [96]. Aufgrund der Annahme eines diinnen Kontinuums wird der Einfluss
auf die Balkenschwingung als vernachléssigbar klein angenommen (vgl. [37], [63], [112]).
Die Normalspannung entspricht fiir ein nicht viskoses Fluid dem Druck pg durch das Fluid:
Tyy = —Pr. Im Falle eines viskosen Fluids gibt es zusétzliche Reibungseffekte und fiir die
Spannung an der Wand gilt nach Oertel et al. |74]

Tyy = Oyy — D (3.34)

Fiir die Normalspannung wird der Stokessche Reibungsansatz eines inkompressiblen Me-
diums verwendet:

A~

ETR

Gyy = 20ip (3.35)
Die Wechselwirkung findet an der Grenzflache statt. Die Beschreibung der Struktur erfolgt
jedoch in materiellen bzw. Lagrange-Koordinaten, d. h. die aktuelle Position eines materi-
ellen Punktes wird in Abhéngigkeit von einer Referenzplatzierung ausgedriickt |[113]. In der
vorliegenden Arbeit werden die Auslenkungen der Struktur vom unverformte Ausgangs-
zustand durch ¢s und die Position der unverformten Struktur im stationdren Zustand
durch gy beschrieben (siehe Abb. Bl). Um die Geschwindigkeit des Fluids an der Wand
bestimmen zu kénnen, muss daher der Zusammenhang zwischen der raumlichen Beschrei-
bung (in #, ¢ und ¢) und materiellen Beschreibung (in §s bzw. §o und ) beriicksichtigt
werden: Die Grenzflache liegt bei § = gs — qo.

Um eine Verformung oder Verschiebung der flexiblen Wand im stationdren Zustand zu
verhindern und somit py = konst. zu gewédhrleisten, wirkt zuséatzlich ein aulerer Druck py
auf die flexible Struktur (siehe auch [37]).

Nach Beriicksichtigung aller beschriebener Annahmen und Einfliisse lautet die Gleichung
der elastischen Wand

0%q ' 0%q
75 p2is _glis
ot? ozt 012

. dds .
+ keGs + kda—tf — Fyyly—gege — P4 =0 (3.36)

Bps
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3.3 Ubergangsbedingungen

Sowohl die Spannung 7,, als auch der duflere Druck p4 sind in positive §-Richtung ange-
nommen (vgl. Abb. B]).

3.3 Ubergangsbedingungen

Aufgrund der Annahme einer unendlich langen Struktur werden in der vorliegenden Arbeit
keine Randbedingungen benétigt. Durch die Wahl der Wellenzahl kénnen jedoch einfache,
periodische Lagerungen bertiicksichtigt werden, siehe Gleichung .

Zur Ermittlung der Ubergangsbedingungen an der Grenzfliche zwischen Fluid und Struk-
tur sind geometrische Uberlegungen notwendig. Dazu sind in Abbildung die Geschwin-
digkeiten des Fluids und der flexiblen Struktur an der Grenzfliche an einer bestimmten
2-Position dargestellt. Zur Beschreibung der Wechselwirkung an der bewegten Grenzflache
wird der Zusammenhang zwischen der Euler-Formulierung des Fluids und der Lagrange-
Formulierung der Struktur benétigt (siehe auch Abschnitt B.2]). Durch die Wahl des Ko-
ordinatensystems (sieche Abb. Bl und Abschnitt B4) wird die Position der Struktur mit
J = (s — Qo beschrieben. Durch diesen Zusammenhang zwischen den rdumlichen und
materiellen Koordinaten ergeben sich nichtlineare, implizite Funktionen fiir die Geschwin-
digkeiten an der Wand, z. B. gilt

p =t (2,9 = ds(#,1) — Go. 1 ) - (3.37)
Bei einer linearen Betrachtung ist das nicht der Fall, da hier die Verschiebung der Grenz-
fldche nicht berticksichtigt wird.

Aufgrund der impermeablen Wéande miissen die Geschwindigkeiten von Fluid dp,,, 0p,
und Wand 9g,, an den Grenzfldchen bei §j = §g — ¢p in Normalenrichtung tibereinstimmen:

+ D = by . (3.38)

9=qs—qo

<>

Wrnly_gsg,

Kleine Verdrehwinkel der Struktur kénnen naherungsweise durch die Linearisierung %i;

beschrieben werden und mit 9g,, = %9 folgt
8(}5 N N 8@5'
B o4 uF’g:(jS*‘jO + UF|§=45*1?0 - E (3'39)

Vst

Abbildung 3.2: Geschwindigkeiten an der Wand
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3 Grundlagen zur Beschreibung des durchstrémten Kanals

Die Impermeabilitats-Bedingung gilt ebenfalls an der starren, ruhenden Wand bei § = H,
und lautet

Opl,_p, = 0. (3.40)

Diese Ubergangsbedingungen gelten sowohl fiir den Kanal mit Potentialstromung als auch
fiir den schlanken Kanal mit viskoser Stromung. Die vollstindigen Ubergangsbedingungen
fiir die beiden Félle werden im Folgenden spezifiziert.

Potentialstromung

Nach Einsetzen der Potentialfunktion in die Gleichungen [(3.39)] und [(3.40)| lauten die
Ubergangsbedingungen fiir die Potentialstrémung (vel. [37], [112])

94 Db Do _ 04s
a:f;a:zMAJragMA_ag? (3.41)
Y=4s—qo Y=4s—qo
00r = 0. (3.42)
o
9=Ho

Dadurch ist der Ubergang zwischen Fluid und Struktur hier vollstindig beschrieben.

Viskose Stromung

Bei einer viskosen Stromung kommt zusétzlich zur Impermeabilitdts-Bedingung die Haft-
bedingung in tangentialer Richtung
+ @F,t‘ - 'lAJS’t (343)

£l 9=4s—do

9=4s—do
hinzu. Hierbei wird gefordert, dass die Geschwindigkeiten der Struktur und des Fluids
an der Wand in tangentialer Richtung tibereinstimmen miissen. Nach Linearisierung der
tangentialen Geschwindigkeiten fiir kleine Verdrehwinkel lauten die Ubergangsbedingungen
aufgrund der Haftung an der flexiblen und starren Wand
045 9qs

g=ds—do " gz °F l9=a5-20 = 0% oF’

br|y_y, = 0. (3.45)

Up|

Fiir eine viskose Stromung gelten sowohl die Impermeabilitats- als auch die Haftbedingung
und nach Einsetzen von |(3.39)|in |(3.44)| folgt fiir kleine Verdrehwinkel

=0  und somit auch (3.46)

- _94s
0Fljmgs—g0 = o

up |Q=tfs—<io

(3.47)

fiir die Ubergangsbedingungen des viskosen Fluids an der flexiblen Wand (vgl. [90]). Die
Ubergangsbedingungen an der starren Wand sind durch [(3.45)] und [(3.40)] gegeben.
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3.4 Stationarer Zustand und Fluktuationen

3.4 Stationarer Zustand und Fluktuationen

Die abhéngigen Variablen des Fluids und der Struktur koénnen als Summe von Variablen
zur Beschreibung des stationaren Zustandes und den davon abweichenden zeitabhangigen
Fluktuationen dargestellt werden:

pr(&,9,1) = po(#,9) + B2, 9, 1), (3.48)
pr(®,9,0) = po(2,9) + p(2,0,1), (3.49)
ip(2,9,1) = d0(2,9) + (2, 9,1), (3.50)
0 (2,9, £) = Bo(#,9) + 0(2, 9, 1), (3.51)
Or(2,9,1) = do(2,9) + 6(2, 9, 1), (3.52)

Up(#,1) = Un(2) + U(2,1), (3.53)

s (2, £) = () + 4(2, 1) (3.54)

Der stationdre Zustand wird hierbei durch (. . .)o symbolisiert. Durch den &ufleren Druck p4
wird sichergestellt, dass gy = konst. gilt und somit die flexible Wand im stationdren Zu-
stand unverformt und parallel zur starren Wand ist. Da in dieser Arbeit die Stabilitat des
stationdren Zustandes untersucht wird, wurde das Koordinatensytem so festgelegt (sie-
he Abb. B]), dass in diesem Zustand § = 0 gilt [112]. Des Weiteren wird angenommen,
dass die Stromung im stationdren Zustand unabhéngig von der Z-Achse ist und das Fluid
entlang des Kanals somit eine konstante Geschwindigkeit hat. Bei der Potentialstromung
ist die Geschwindigkeit zusétzlich von der g-Achse unabhingig und es gilt ggo = Upz. Im
Falle des viskosen Fluids wird in den Kapiteln 5l und [6] eine tiber die Kanalhéhe gemittelte
Grundstromungsgeschwindigkeit Uy = konst. eingefiihrt.

Nach Einsetzen von (3.54)|in die hergeleiteten Gleichungen fiir den durchstrémten
Kanal werden die Gleichungen, welche den stationdren Zustand beschreiben, ermittelt.
Nach Berticksichtigung dieses Zustandes ergeben sich Gleichungen fiir die Fluktuationen
bzw. Storungen. Damit kann anschliefend die Stabilitat des stationdren Zustandes be-
stimmt werden.

3.5 Testfdlle

In den folgenden Kapiteln werden Testfélle mit realistischen Werten fiir die Struktur- und
Fluidparameter untersucht. Das ermoglicht eine Abschiatzung der auftretenden kritischen
Geschwindigkeiten und der relevanten Wellenzahlen. Je nach Modell werden zu den Mo-
dellannahmen passende Testfille verwendet.

Fir alle Testféille wird py = 1-10°N/m2, S = 0N/m? und kg = 0Ns/m3 zugrunde gelegt,
die anderen Parameter sind in Tabelle 3.1] gelistet. Die Werte fiir Wasser und Luft sind
den Biichern [10], [89], [119] entnommen. Die Werte fiir Ol sind anhand von [54], [62], [66]
und die fiir die Kunststoffe Silastic, Latex und PET anhand von [30], [34], [35], [63], [107]
gewdhlt. Fir die Dimensionen des diinnen Kanals und der Struktur wurden Werte von
[30], ]42] und [63] tibernommen bzw. als Richtwerte verwendet.
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3 Grundlagen zur Beschreibung des durchstrémten Kanals

Testfall 1 Testfall 2 Testfall 3 Testfall 4

Fluid Wasser Wasser Luft Ol
Werkstoft Silastic Latex PET Silastic
Pr  [k8/m3] 998.2 998.2 1.2 900

[—] 1.33 1.33 1.4 1.33
pp  [k8/sm] 1-1073 1-1073 18.2-107° 80-1073
E  [N/m? 1.7-10 1-10° 3-10° 1.7-10°
v -] 0.5 0.5 0.4 0.5
ps  [k&/m?] 1255 940 1400 1255
ke o [N/m?] 3-10° 6-10° 3-10* 1-10?
B [m] 28 -10~* 5-107* 16-10°° 19-107°
Hy [m] 5-1073 1.4-1073 5-1073 5-1073

Tabelle 3.1: Physikalische Grofien der Testfélle



4 Kanal mit Potentialstromung

In diesem Kapitel wird das Modell A mit kompressibler und inkompressibler Potential-
stromung betrachtet (siehe Ubersicht in Abb. [L3)). Untersucht wird dabei der Einfluss
verschiedener Struktur- und Fluideigenschaften auf die lineare Stabilitat des stationdren
Zustandes. Auch der Unterschied zwischen der Kopplung der elastischen Struktur mit ei-
nem kompressiblen und einem inkompressiblen Fluid wird herausgearbeitet.

Die systematische Untersuchung stellt eine Erweiterung der vorhandenen Arbeiten auf
diesem Gebiet dar und tragt zum Versténdnis des gekoppelten Systems bei. Die Vereinfa-
chungen der Modelle B und C stiitzen sich auf die hier gewonnenen Erkenntnisse.

4.1 Herleitung der Gleichungen

In Kapitel B wurden die Gleichungen fiir einen Kanal mit Potentialstromung hergeleitet
und in Abschnitt B.4] wurde die Unterteilung in Groflen des stationdren Zustandes und
den davon abweichenden Fluktuationen eingefithrt. Im folgenden Abschnitt werden diese
Ansétze eingesetzt und die Gleichungen fiir den stationédren Zustand und die Fluktuationen
hergeleitet. Anschliefend werden die Gleichungen in eine dimensionslose Form iiberfiihrt.

4.1.1 Stationarer Zustand und Fluktuationen

In die Fluid-Gleichungen [(3.21)}(3.23)] die Struktur-Gleichung[(3.36)| und die Ubergangs-
bedingungen |(3.41), |(3.42)| werden zunéchst die Ansétze fur die stationdren

Variablen und Fluktuationen eingesetzt. Im stationdren Grundzustand existieren die Fluk-

tuationen nicht (p = p = ¢ = ¢ = 0) und somit ergeben sich folgende Gleichungen fiir ein
reibungsfreies, kompressibles oder inkompressibles Fluid:

1

iAR[A]OQ + po — Pr =0, (4.1)
Po = Pr — ag(po — pr) =0, (4.2)

kcGo + Po — pa = 0. (4.3)

Diese beschreiben den stationdren Zustand, bei dem die Struktur unverformt ist und das
Fluid mit konstanter Geschwindigkeit Uy in 2-Richtung stromt. Die Ubergangsbedingun-
gen sind im stationdren Zustand stets erfiillt.

Uber die Bernoulli-Gleichung kann der stationdre Druck in Abhéngigkeit der Grund-
stromungsgeschwindigkeit Uy = konst. und dem bekannten Ruhedruck pr = konst. be-
stimmt werden. Die zweite Gleichung gibt den Zusammenhang zwischen Druck und Dichte
im stationdren Zustand an und die dritte Gleichung beschreibt die Auslenkung der Struk-
tur. Fir ein reibungsfreies Fluid folgt aus ein konstanter Druck py und daher folgt
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4 Kanal mit Potentialstromung

aus die Auslenkung ¢y = konst.. Der zuvor eingefithrte Auflendruck p4 ist hier nicht
erforderlich. Falls doch ein Auflendruck aufgebracht wird, muss dieser konstant sein und
es gibt entweder keine Auslenkung (fiir pa = py) oder eine konstante Auslenkung g.

Bei Berticksichtigung der Fluidreibung (siehe Naherung in Abschnitt BT kommt im in-
kompressiblen Fall bei der nach % differenzierten Bernoulli-Gleichung ein linearer
Reibungsterm hinzu. Im stationdren Zustand wird Gleichung durch folgende Glei-
chung ersetzt:

OPo KVMFadgo
0% Hy? 0%

=0. (4.4)

Mit (250 = Upz héngt der stationdre Druck in diesem Fall linear von der Koordinate &
ab. Sowohl anschaulich als auch aus der Strukturgleichung folgt, dass dadurch eine
Verformung der Struktur, d. h. eine von & abhéngige Auslenkung gy moglich ist. Um dieser
Verformung im stationaren Zustand entgegenzuwirken, wird ein ebenfalls von Z abhangiger
aulerer Druck p, aufgebracht.

Unter Bertcksichtigung des Grundzustandes ergeben sich folgende Gleichungen fiir die
Fluktuationen bzw. Stérungen dieses Zustandes:

27 27 2 27 2\ 2 2A-
CLR2 (ajb 8A¢>+(6ink_1> 8¢ (Uo+a¢> 8¢+(8¢) af

012 05? ot2 07

3B\ 0% 96 ¢ [~ 0b)\ 9 92 |
2 (Sm U IS U “~ | A< A ~X :0, 45
2 O — 1) (" 8)8t8x+8y8tf)g+ "9z ) 99 0209 (45)
¢ [ 00\ PO 0?6 10p  SwKvpr (200§ | 0
- - — = =0, (4.
0ios (U”a )a 959505 omoi T ppHeE \ H, Taz) =% 40
(G — 1) (ﬁ—a%ﬁ)ZO, (4.7)
Pq 0 9% 94
BP582 Eirs chrk?da + Plyeg =0, (4.8)
oG [ ~ 0 Bl o4
—= - = =0, (4
o\ e | Ta T @
Yy=q Yy=q
Y 9=Ho
(4.10)

Es wird die, in AbschnittB.I.Tleingefiihrte, Schreibweise unter Verwendung der Stellvertreter-
Variable 6;,, verwendet. Fiir ein inkompressibles Fluid gilt 4y, = 1, andernfalls ist §;, = 0.
Die Gleichungen (4.7)| beschreiben die Stromung, Gleichung die Struktur und
die Ubergangsbedingungen an der flexiblen und starren Wand.
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4.1 Herleitung der Gleichungen

4.1.2 Dimensionslose Schreibweise

Die dimensionsbehafteten Gleichungen der Fluktuationen um den Grundzustand werden
in dimensionslose Form tberfiithrt. In dieser Arbeit werden fir die verschiedenen zu unter-
suchenden Grofien und Modelle unterschiedliche dimensionslose Schreibweisen verwendet
und der Ubersichtlichkeit halber nummeriert.

Schreibweise 1

In Anlehnung an Wauer [112] werden fiir dieses Modell die Kanalhthe Hj, die Ruhe-
dichte pgr und die Konstante agp = .//@1’;—? als Referenzgroflen verwendet. Es ergeben sich
folgende dimensionslose Variablen

HO’ HO’ H‘Q? H'O ) ﬁR’ a%—{ﬁR’
¢ o
b= 6
ariig arHy
und Parameter
Us Hopr S k. H2
U = -, s s = —_—, =
0.1 aR “ Bpsg b Bpsa%, m "~ Bpga,
D ky H, K
5 = dido 4 VHF

=5 = , U=
BpsakH3' '~ Bpsar’ ' prarHy

in der Schreibweise 1, was durch den entsprechenden Index verdeutlicht wird. Aufgrund
der Bezugslangen entspricht ar bei einem kompressiblen Fluid der Schallgeschwindigkeit
und Up; der Machzahl [89]. Das sich ergebende dimensionslose Gleichungssystem fiir ein
inkompressibles (0, = 1) oder kompressibles (d;, = 0) Fluid lautet

P ¢ 32¢ ¢ 52¢ 32(15
2z Ty T D G (Ut g ) Gt ay
¢\ 0?0  0p D¢ o 02(%5 B
2 G = 1) [(U(” ax> tox " dy 8t0 + {Yoa oy 0x8y =0, (41
& 00\ P06 _ 06 0% )
otor (U(” O ) 022 9y dyor + 5, + Ok QU“‘” o)~ 0 (412)
Py g
w +0 1 61 + "1q + Cl —|— o p| 0, (4.14)
(el \ %o o
p <U0,1 + 8x‘ B ) + ay 5t =0, (4.15)
Yy=q Y=
o, =0 (416)
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4 Kanal mit Potentialstromung

Die Dichte p ist nur noch in Gleichung|(4.13)|enthalten. Aus dieser Gleichung kann letztend-
lich mithilfe des berechneten Druck die Dichte bestimmt werden, sie wird fiir die folgenden
Untersuchungen nicht benotigt.

Fiir das Modell A wird bis auf Abschnitt die Schreibweise 1 verwendet. Die Herlei-
tung der Dispersionsgleichung wird daher exemplarisch anhand dieser Hauptschreibweise
gezeigt.

Schreibweise 2

Um eine Untersuchung des Einflusses der Kanalhohe zu erméoglichen, wird fiir das Mo-
dell A eine weitere Schreibweise mit der Referenzlénge L verwendet. Diese Lange kann als
Mindestlange des Kanals interpretiert werden und ermoglicht somit die Beurteilung der
Schlankheit des Kanals (siche [42], [105]). Die Schreibweise 2 unterscheidet sich durch die
Bezugslange, womit folgende dimensionslosen Variablen und Parameter

:B=§, yzg, q=g, t—aif, ng, p= AA : cbzi,
L L L L PR a%pr aplL
Uoz—@ Qo = i 52_75 T2 = koL =
R psB’ Bpsaz,’ Bpsaz,’ BpsahL?
G = kqL Kypr _Hy
" Bpsar pPrarL L

erhalten werden. Ein Vergleich mit den Parametern der Schreibweise 1 ergibt, dass
Upp = Up2 und 1 = B, gilt. Die anderen Parameter unterscheiden sich durch Potenzen
des Léngenverhaltnisses ag. Das sich ergebende dimensionslose Gleichungssystem fiir
die Abweichungen vom Grundzustand ist bis auf die Bernoulli-Gleichung und die
Ubergangsbedingung an der starren Wand identisch. Die Bernoulli-Gleichung

82¢ o 82¢ d9 82¢ dp Uy (2Up2q = 09 _
8tax+ <U0’2+8x> @—Fafyay&x—f‘%—i-émkafg o +% =0 (4.17)

unterscheidet sich in der Schreibweise 2 durch das zusétzliche Léngenverhéltnis oy im
Reibungsterm. Die starre Wand befindet sich nun bei y = ay:

9¢
dy

=0. (4.18)

Y=o

Diese Schreibweise wird einmalig zur Untersuchung des Einflusses der Kanalhohe in Ab-
schnitt 2.8 verwendet. Die Dispersionsgleichung wird in Abschnitt 2.1 angegeben.

4.2 Lineare Stabilitatsuntersuchung

Es werden kleine Abweichungen vom stationdren Zustand betrachtet. Somit kénnen die
impliziten Funktionen an der flexiblen Wand durch eine Taylorreihe dargestellt werden:

of (z,y,t)

f(x,y=q(z,t),t) ~ f(z,0,t) + q(z,t)+ ... (4.19)
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4.2 Lineare Stabilitdtsuntersuchung

Anschlieend werden die nichtlinearen Gleichungen beziiglich des stationdren Grundzu-
standes linearisiert:

2o 0% D% D20 Pol
8552+ay2+<5mk_1)[8t2 + U5 + 2Uong 5| =0 (4.20)
8¢ ¢  Op 0
o +U018 5 +3 + Oink?1 2qUOl+37 =0, (4.21)
82_ 84
aTg +toi5 7 51 T+ Cl + ar pl,_g = (4.22)
0q 8<z3 07 _
_mUo; + 3y, i 0, (4.23)
98y, (4.24)
oy =1

Hierbei deutet (_) an, dass es sich um Variablen der linearisierten Gleichungen handelt.

4.2.1 Dispersionsgleichung
Nach Einsetzen von in die nach x differenzierte Gleichung |(4.22)| entsteht ein Glei-

chungssystem mit zwei Feldgleichungen in ¢ und ¢ und zwei Ubergangsbedingungen.
Zur Losung des Gleichungssystems werden die Wellenansétze ¢(z,y,t) = ®(y) e+t und
q(z,t) = Q "+ benutzt (siehe [112]). Darin ist k& die dimensionslose Wellenzahl und w
die dimensionslose und komplexe Eigenkreisfrequenz.

Das Einsetzen der Ansatz-Funktionen und die Eliminierung von @ fithrt zum zeitfreien
Randwertproblem

O — (G — 1) (w + kUp1)* + k%) @ =0, (4.25)

(—w? + 01k + Bik? 4+ 1 + iwl) D (0) 4 ay(w + kU1 )?®(0) = 0, (4.26)

d'(1) =0 (4.27)

mit () = 40 Das Gleichungssystem des kompressiblen Systems unterscheidet sich nur

dy °
durch die gewohnliche Differentialgleichung |(4.25)| von dem des inkompressiblen Fluids
mit i = 1. Die Losung von |(4.25)| lautet

CT)(y> = K1 eéy +K2 eiﬁy,

mit der nichtlinearen Funktion { = \/ (61 — 1) (w4 kUp1)* + k2 und dem Zusammenhang
K, = e~ % K, zwischen den Konstanten, welcher sich aus Gleichung ergibt.

Nach Anpassung an die Randbedingungen [(4.26)] und unter der Annahme £ # 0
ergibt sich fiir nichttriviale Losungen die Dispersionsgleichung

(03] [(w + kU0’1)2 — iainkﬂl (Cd + k'UOJ)} COth (5)

2191U0,1Oél) —0

- (4.28)

— 5( — w2+ 61k + Bik® + 1 +iwy + 7 Ok
Ks
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4 Kanal mit Potentialstromung

Der Einfluss der verschiedenen Steifigkeiten lasst sich in der Konstanten Kg zusammen-
fassen. Die Bestimmung der Eigenkreisfrequenzen w aus der Dispersionsgleichung fiir eine
bestimmte Wellenzahl £ ist fiir ein kompressibles Fluid nur numerisch moglich. Fir die vor-
liegende Arbeit wurden die Eigenkreisfrequenzen mithilfe des Miiller-Verfahrens in MAT-
LAB berechnet [82]. Das Miiller-Verfahren stellt eine Verallgemeinerung des Sekanten-
Verfahrens dar und hat den Vorteil, dass auch komplexe Nullstellen berechnet werden
konnen [g].

Fiir ein inkompressibles Fluid gilt i, = 1 und somit £ = k, was nach Umformung die
Dispersionsgleichung in der Form

w? (K + ank coth(k)) — iw (11K coth(k) + Cik? + 201U 1k coth(k) )
— k (Ksk + i1y Uy, (k coth(k) + 2) — a1Up1*k? coth(k)) = 0 (4.29)
nach sich zieht. In diesem Fall kann die Gleichung analytisch nach den Eigenkreisfrequenzen

aufgelost werden. Ohne zusatzliche Dampfung, d. h. fir (; = ¥; = 0, ergeben sich fiir ein
inkompressibles Fluid die Eigenkreisfrequenzen

01U coth(k)  yfeoth(k)ay (5 — kUp?) + K

4.30
ay coth(k) + k (430)

Wi2 = —k

Anhand dieser Gleichung wird deutlich, dass die Phasengeschwindigkeit von der Wellenzahl
abhangt: ¢ = % = f(k). Bei dem vorliegenden Problem treten dispersive Wellen auf.
In der Schreibweise 2 ergibt sich die leicht verdnderte Dispersionsgleichung

(6%} l(w + kU072)2 — 'édinkcfzz(w + k’UQQ)] coth (fOéQ)
0

2192 U0,2042 ) —0

— & [ —w? + 62k + Bok® + 79 + iwCo + 16k
0603]€

(4.31)

Diese entspricht bis auf die gednderten Parameter und dem Produkt £ag im Argument des
Kotangens Hyperbolicus der Gleichung |(4.28)|

4.2.2 Grundsatzliches zur Auswertung

In Kapitel 2l wurde gezeigt, dass der stationdre Grundzustand fiir S {w} < 0 instabil ist. In
den folgenden Abschnitten wird untersucht, wie sich bestimmte Fluid- und Struktureigen-
schaften auf den Verlauf der Eigenkreisfrequenzen w und somit auf das Stabilitédtsverhalten
auswirken.

Soweit nicht explizit andere Werte genannt werden, liegen den Ergebnissen in diesem Ka-
pitel die Parameter

ar=14, =0, 1=03, 61=03, ¢=0, 9, =0, Uy =0

zugrunde. Diese Werte wurden gewéhlt, um moglichst aussagekraftige Diagramme zu
erhalten und sind, mit Ausnahme der hoher angenommenen Bettungssteifigkeit k., an den
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4.2 Lineare Stabilitdtsuntersuchung

in Abschnitt eingefithrten Testfall 1 angelehnt. Soweit nicht anders gekennzeichnet,
werden Wellen mit der dimensionslosen Wellenzahl & = 0.9 untersucht.

Vor der Diskussion des Einflusses der einzelnen Parameter, werden im Folgenden eini-
ge Grundlagen zur Kopplung zwischen Fluid und Struktur und zur Kompressibilitat des
Fluids erlautert. Diese sollen zum besseren Versténdnis der Ergebnisse in den folgenden
Abschnitten beitragen.

Der Parameter a wird Kopplungsparameter genannt, da durch ihn in der dimensionslosen
Strukturgleichung der Einfluss des Fluids berticksichtigt wird. Fiir o = 0 liegt ein
ungekoppeltes System vor.

7 y 7

6 4 6

5f 5
Fé-‘ ar . oo F‘sh 4t oo®
S o Fluidmoden i A e
&3f | e | e

2r e ¥~ Strukturmode 2t e ¥ Strukturmode

1 L, N v 1 -.. .

0 0

0 5 10 15 0 5 10 15
Y "
(a) kompressibel (b) inkompressibel

Abbildung 4.1: Eigenkreisfrequenzen des entkoppelten Systems («; = 0) iiber dem Para-
meter vy, der Struktur

In Abbildung [4.1] sind die ungekoppelten Eigenkreisfrequenzen w iiber dem Steifigkeitspa-
rameter y; aufgetragen. Die Auftragung tiber dem Parameter v, der Struktur dient zur
Veranschaulichung des Einflusses der Kopplung und der Kompressibilitat, der Einfluss des
Parameters an sich wird in Abschnitt diskutiert. Die Eigenkreisfrequenzen sind reell
und symmetrisch zur horizontalen Achse, daher werden lediglich die positiven Realteile
dargestellt. Aufgrund der nicht vorhanden Imaginérteile ist der Grundzustand fiir diese
Parameter stabil.

Im ungekoppelten Fall (a; = 0) konnen die Eigenkreisfrequenzen bestimmten Moden zu-
geordnet werden. Sowohl fiir einen Kanal mit kompressiblem als auch fiir einen Kanal mit
inkompressiblem Fluid existiert ein Strukturmode, siehe Abbildung A1l Dieser ist unab-
héangig von den Fluideigenschaften und somit in beiden Féllen identisch. Der Parameter ~;
ist ein Parameter der Struktur, folglich &ndern sich die Frequenzen des Strukturmodes bei
Variation von ~;. Nur ein kompressibles Fluid ist schwingungsfahig, wenn es zwischen star-
ren Wénden eingeschlossen ist [113]. Aufgrund dieser Eigenschaft exisitieren nur bei diesem
Fluid sogenannte Fluid- bzw. akustische Moden. Da diese Moden unabhangig vom Struk-
turparameter sind, stellen sich die zugehorigen Eigenwertverlaufe als horizontale Linien
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4 Kanal mit Potentialstromung

dar. Bei Abbildung [£.Tal handelt es sich um einen Ausschnitt, denn fiir jede Wellenzahl k
existieren abzahlbar unendlich viele Fluidmoden.

7 T 7

..... (x1 0
6 6 a, =0.2
5 5 —0(1_14

0 5 10 15 0 5 10 15
4 i

(a) kompressibel (b) inkompressibel

Abbildung 4.2: Eigenkreisfrequenzen des Systems iiber dem Strukturparameter ~; fiir ver-
schiedene Werte des Kopplungsparameters a;

Fiir ein gekoppelten Systes mit oy > 0 existieren keine separaten Moden. In Abbildung
sind die Eigenkreisfrequenzen fiir verschiedene Werte von «; aufgetragen. Der Kopplungs-
parameter geht aus der dimensionslosen Schreibweise hervor und besitzt keine isolierte Be-
deutung. In ihm ist das Verhaltnis von Hypgr zu Bpg enthalten. Dieser Parameter kann da-
her als Verhéltnis zwischen Fluid- und Strukturmasse bzw. als Verhéltnis des Einflusses des
Fluids gegeniiber dem der Struktur interpretiert werden. Die vier Groflen Hy, pr, B und pg
sind auch in den anderen dimensionslosen Parametern enthalten, siche Abschnitt Ei-
ne Variation von «; bei Fixierung aller anderen dimensionslosen Parameter bedeutet somit
gleichzeitig eine Variation des zugrunde liegenden physikalischen Systems.

Fiir einen geringen Einfluss des Fluids, d.h. kleine Werte von a4, sind die Verldufe der
Kreisfrequenzen sehr nahe an denen fir a; = 0. Dort, wo sich in Abbildung [£.2a] die Ver-
laufe fiir ar; = 0 beim kompressiblen Fluid kreuzen, ist nun ein Abstoflen bzw. Abdrehen
der Kurven aufgrund der Kopplung (englisch Curve-Veering) zu beobachten [112]. Die Ei-
genkreisfrequenzen des gekoppelten Systems kénnen sowohl hoher als auch niedriger als
die des ungekoppelten Systems sein. Anders verhélt es sich beim inkompressiblen Fluid,
siche Abbildung 42Dl Hier sind die Eigenkreisfrequenzen des gekoppelten Systems stets
niedriger. Dieses Absenken der Eigenkreisfrequenzen aufgrund der Kopplung mit einem
Fluid wird Added-Mass-Effekt genannt (siehe [75], [112]).

4.2.3 Grundstromungsgeschwindigkeit

Die Grundstromung stellt die Energiequelle fiir das selbsterregungsfahige System dar. Der
dimensionslose Parameter, welcher diese Energiezufuhr steuert und somit eine Instabilitét
des Grundzustandes verursachen kann, ist der Grundstromungsparameter Uj.
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Abbildung 4.3: Einfluss des Grundstromungsparameter Uy ; auf die Eigenkreisfrequenzen
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Abbildung 4.4: Eigenkreisfrequenzen fiir verschiedene Parameter oy

In Abbildung sind die Eigenkreisfrequenzen iiber der Grundstromungsgeschwindigkeit
fiir zwei verschiedene Werte von a; aufgetragen. Es ist ersichtlich, dass die Eigenwerte
nicht mehr rein reell und symmetrisch zur horizontalen Achse sind. Die nicht existente
Symmetrie liegt an der nun vorhandenen axialen Transportgeschwindigkeit (siehe auch
das Beispiel der bewegten Saite in @])

Zunéchst wird Abbildung fir das inkompressible Fluid betrachtet. Die Struktur ist
ohne Kopplung (a; = 0) nicht von der Transportgeschwindigkeit betroffen und somit ver-
laufen die Eigenkreisfrequenzen horizontal. Fiir ay > 0 sind zunéchst beide Eigenwerte
reell und von entgegengesetztem Vorzeichen. Da fiir die Phasengeschwindigkeit der Wellen
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4 Kanal mit Potentialstromung

c = @ gilt (siehe Gleichung [22]), breitet sich eine Welle stromaufwérts (¢ > 0) und
eine Welle stromabwarts aus. Mit zunehmendem Geschwindigkeitsparameter Uy ; wird die
Phasengeschwindigkeit der stromaufwérts laufenden Welle kleiner und schliefllich bewegt
sich auch diese Welle stromabwérts. Fir ein bestimmtes Uy, = Uy, konvergieren die zwei
Verlaufe, danach stellen sich identische Realteile und betragsméflig gleiche positive bzw.
negative Imaginérteile ein. Somit existieren fir Uy, > Uiy zwei stromabwarts laufende
Wellen mit gleicher Schwingungsfrequenz, von der eine mit der Zeit ab- und die andere
aufklingt [60]. Ab dieser kritischen Geschwindigkeit Uy,.;; ist der stationdre Zustand insta-
bil. Es handelt sich um eine Flatter-Instabilitét.

Die Verlaufe der Eigenkreisfrequenzen fiir ein kompressibles Fluid sind in Abbildung [£.3al
dargestellt. Zusatzlich zum Strukturmode existieren hier fiir a; = 0 abzédhlbar unendlich
viele Fluidmoden, welche sich durch linear abfallende Eigenwert-Verldufe duflern. Unter
Berticksichtigung der Kopplung existiert auch hier, anolog zum inkompressiblen Fall, ein
interagierendes Eigenwertpaar und eine der stromabwérts laufenden Wellen und somit auch
der Grundzustand wird fiir Uy ; > Uy, instabil. Die kritische Geschwindigkeit ist aber nicht
dieselbe wie beim inkompressiben Fluid, Abbildung [.4] verdeutlicht dieses. Hier sind die
Eigenwerte iiber Uj; aufgetragen, allerdings fiir einen grofleren Geschwindigkeitsbereich
und fiir drei verschiedene Werte des Kopplungsparameters. Der Grundzustand des Kanals
mit inkompressiblem Fluid bleibt fir Uy, > Uy, instabil, siche Abbildung [4.4bl Fir ein
kompressibles Fluid (Abb. f.4al) ist zu erkennen, dass auch die anderen Moden interagieren.
Fir ap = 0.2 ergibt sich aufgrund der Interaktion zwischen den einzelnen Moden zunéchst
wieder ein stabiler Bereich und fiir groflere Geschwindigkeiten ein instabiler Bereich. Mit
zunehmendem Kopplungsparameter werden die instabilen Geschwindigkeitsbereiche gro-
Ber, bis schlieffllich der stabile Bereich nicht mehr vorhanden ist. Fiir grofle Kopplungs-
parameter sind die Unterschiede zwischen den Verldufen der Eigenwerte des Systems mit
kompressiblem und inkompressiblem Fluid geringer.

Bisher wurde der Einfluss des Grundstromungsparameters und die Bestimmung der kriti-
schen Geschwindigkeit anschaulich anhand der Verldufe der Eigenkreisfrequenzen gezeigt.
Fir ein inkompressibles Fluid kann die kritische Geschwindigkeit Uy,.;; direkt aus der Di-
spersionsgleichung [(4.28)| mit i = 1 bestimmt werden. Es handelt sich um die Geschwin-
digkeit Uy, bei der gerade der Wechsel zwischen positivem bzw. verschwindendem und
negativem Imaginérteil von w erfolgt. Fiir Uy; = Uk gilt somit S{wy,} = 0. Ohne
Déampfung (¢; = ¥, = 0) gilt

1 1
Ty 132
Ukrit,oD \J S (k:? + alkcoth(k?)> -

Sobald eine &duflere Dampfung (; durch die Bettung oder die viskose Naherung mit 1,
berticksichtigt wird, ergibt sich

VEKs (0q01k coth(k) + k2¢;)

. 4.33
\/a_l\/k; coth(k) (2049, — k2C1)2 + a19,°k2 (2+ k coth(k:))2 ( )

Ukrit, yD =

Diese Formeln ermoglichen die analytische Untersuchung des Einflusses der einzelnen Pa-
rameter auf die kritische Geschwindigkeit.
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4.2 Lineare Stabilitdtsuntersuchung

4.2.4 Phasenverschiebung

Im vorhergehenden Abschnitt wurde gezeigt, dass der stationédre Zustand fir Uy > Uppir
instabil wird. Die Betrachtung des Energiehaushaltes tiber einen Zyklus ermoglicht ein
tieferes Verstandnis. Ziel dieses Abschnittes ist es, die Mechanismen, welche zu den In-
stabilitaten fithren, genauer zu verstehen. Es ist nicht das Ziel die exakten Losungen zu
bestimmen, weshalb die dissipativen Effekte durch die Bettung und die viskose Naherung
vernachléssigt werden.

In Kapitel wurde gezeigt, dass die Phasenverschiebung ¢ = ¢, — ¢, zwischen dem
Druck p des Fluids an der Wand und der Auslenkung ¢ der Struktur die Stabilitat bedingt.
Dem selbsterregungsfahigen System wird fiir

sin(y) >0 (4.34)

Energie zugefiithrt und es kommt zum Stabilitatsverlust des stationaren Zustandes.
Die reellen Wellen der Fluktuationen des Druckes und der Auslenkung werden durch
Preeti = Preell eiwit COS(]CZ' + wrt + (Pp)a
Qreell — Qreell e_wt COSU{H' + wrt + Spq)
beschrieben (siehe Kapitel [Z2]). Der Realteil w, stellt die Schwingungsfrequenz dar, wéh-
rend der Imaginéarteil ein Auf- oder Abklingen der Amplitude bewirkt. Zur Abschétzung
der zugefiithrten Leistung wird w und somit auch die Amplitude bei der Integration tiber
einen Zyklus als konstant angenommen. Fiir den kritischen Fall w; = 0 ist diese Annahme
exakt erfiillt.
Der Zusammenhang zwischen den reellen und komplexen Amplituden lautet: P = Py e
und Q = Qpeeyy €97 (siche Abschnitt 222). Die Argumente o, = arg(P) und ¢, = arg(Q)
dieser komplexen Zahlen lassen sich aus dem Verhéltnis der Imagindr- und Realteile be-
rechnen [14].
Aus Gleichung und mit dem Wellenansatz fiir ¢ ergibt sich fiir die komplexe Druck-
amplitude an der Wand:

P| = —i(w+kUp1)(e * +1) K>, (4.35)
y:
Fiir die komplexe Amplitude der Strukturauslenkung folgt aus Gleichung mit den

Wellenansétzen fiir ¢ und ¢

_ . 1 e

= —i———(e7* =1)¢Ko. 4.36

@ Zw+kUO,1< JEK (4.36)
Fiir einen bestimmten Parametersatz kann zunéchst die Eigenkreisfrequenz bestimmt wer-
den, anschlieBend konnen aus den Real- und Imaginarteilen von P und ) die Argumente
berechnet werden und daraus die gesuchte Phasenverschiebung der instabil werdenden
Wellen.
Fir die vereinfachten Gleichungen im Falle eines inkompressiblen Fluids lassen sich die
Real- und Imaginarteile von P und @) explizit angeben:

Pl = lwi = iwr + kUoa)] (e +1) Ko, (4.37)
= . (—e 2" +1)kK,

= % T kU, .

Q = [wi +i(w, + kUo,1)] (o T U012 1

(4.38)
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Die energetische Betrachtung wird im Folgenden ausfiihrlich fiir ein inkompressibles Fluid
durchgefiihrt, da hier die Phasenverschiebung analytisch bestimmt werden kann. In Ab-
schnitt L.2.3] wurde gezeigt, dass stets die stromabwérts laufenden Wellen instabil werden.
Fir diese kritischen Wellen gilt w, < 0.

Zunéchst wird der Fall fir kleine Geschwindigkeiten Uy, < Uy, betrachtet. Sowohl aus
der Gleichung fur die Eigenkreisfrequenz mit ¢; = 0 als auch aus den Eigenwert-
verldufen im vorherigen Abschnitt wird deutlich, dass in diesem Fall w; = 0 gilt. Aus den
Gleichungen [(4.37)| und [(4.38)] ist ersichtlich, dass sich fiir w; = 0 rein imaginire P und Q
einstellen. Fir die Wellen mit w, < 0 ergibt sich fiir w, +kUp; < 0 die Phasenverschiebung
¢ = —m und fir w, + kUp; > 0 die Phasenverschiebung ¢ = 7. Dem System wird fiir
Uo1 < Ukpie gemafl Bedingung keine Energie zugefiihrt.

Fiir groBere Geschwindigkeiten Uy ; > Uy,ix werden die Eigenkreisfrequenzen komplex und
fiir w; < 0 ergibt sich aus der Differenz der Argumente von |(4.37)| und |(4.38)| stets

Wy + k’U()’l)

Wi

¢ = 2arctan (— (4.39)
Der Wertebereich liegt fiir w, + kUp; > 0 zwischen 0 und 7: Der Energieeintrag iiber
einen Zyklus ist positiv (vgl. Bedingung |(4.34)). Fiir Uy, > == wird der kritischen Welle
(mit w, < 0) Energie zugefiihrt. In Abbildung [£.5D] ist die Phasenverschiebung der kriti-
schen Wellen fiir ein inkompressibles Fluid iiber dem Grundstromungsparameter aufgetra-
gen. Der Vergleich mit Abbildung [4.40] zeigt, dass Uy, mit den Grenzen fiir Energiezufuhr

zusammenfallt.

Tol  eeeeccccecces T
\

Energiezufuhr Energiezufuhr o treeeesesseees

S 0 S 0

0L1 =0.2

T geccccccccccce =TT foovevscscssssssssssees | (X,1 =14
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2

Uo 1 U1
(a) kompressibel (b) inkompressibel

Abbildung 4.5: Phasenverschiebung zwischen Auslenkung der Struktur und Druck an der
Wand fiir verschiedene Parameter oy

Fir ein kompressibles Fluid kann die Phasenverschiebung aufgrund der Nichtlinearitéit
der Bestimmungsgleichung fiir w nicht analytisch ermittelt werden. Auflerdem interagieren
mehrere Moden miteinander und es konnen nicht einzelne Wellen als kritisch identifiziert
werden. Fiir die Eigenkreisfrequenzen des kompressiblen Fluids kann bis zum ersten Stabi-
litdtsverlust eine kritische Welle ausgemacht werden. Auch hier treffen die Aussagen tiber
den Zusammenhang zwischen der Energiezufuhr und der Instabilitét zu (sieche Abb. [L.5al).
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4.2 Lineare Stabilitdtsuntersuchung

4.2.5 Steifigkeits- und Vorspannungsparameter

Gemaf Abschnitt wird das Auftreten von Instabilitidten ausschliefilich vom Grund-
stromungsparameter Uy bedingt. Die restlichen dimensionslosen Parameter beeinflussen
jedoch den genauen Wert der kritischen Geschwindigkeit Uy,.;;. In diesem Abschnitt wer-
den die Einflissse der Bettungssteifigkeit, der Biegesteifigkeit und der Vorspannung der
Struktur untersucht.

7 7

..... (x1=
6 y 61 — a =02
5 5| —OL1=14

0 5 16 15 0 5 1b 15
2 Py

(a) kompressibel (b) inkompressibel

Abbildung 4.6: Eigenkreisfrequenzen tiber Vorspannungsparameter [3;

0 5 10 15 0 5 1I0 15
1 1
(a) kompressibel (b) inkompressibel

Abbildung 4.7: Eigenkreisfrequenzen tiber Biegesteifigkeitsparameter d;
Die Bettungssteifigkeit ist im Parameter v, enthalten, dessen Einfluss auf die Eigenkreis-
frequenzen bereits in Abbildung dargestellt wurde. Die Eigenwerte steigen mit zuneh-

mender Steifigkeit der Bettung.
Ahnlich verhélt es sich mit der Riickstellung aufgrund des Membraneffekts, diese ist iiber

51
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Abbildung 4.8: Eigenkreisfrequenzen iiber Grundstromungsparameter Uy, fir verschie-
dene Werte von v,

die Vorspannung im Parameter 3; enthalten (siche Abschnitt LT.2)). Der Verlauf der Eigen-
werte ist in Abbildung[4.6] dargestellt. Auch eine zunehmende Biegesteifigkeit der Struktur,
welche in den Parameter §; einflieBit, bewirkt ein Ansteigen der Eigenkreisfrequenzen, siehe
Abbildung 7

Alle drei Steifigkeits- bzw. Vorspannungsparameter konnen in der Dispersionsgleichung
als Kg = 6,k* + B1k? + v, zusammengefasst werden, siche Abschnitt EEZ.1l Daraus wird
deutlich, dass diese die Stabilitdt qualitativ gleichwertig beeinflussen. In Abbildung 48
sind exemplarisch die Eigenkreisfrequenzen iiber dem Grundstromungsparameter fiir ver-
schiedene Werte von v, dargestellt. Die Erhohung der Steifigkeit bewirkt auch eine hohere
kritische Geschwindigkeit Uy,.;; (vgl. Gleichungen bzw. fiir inkompressibles
Fluid). Alle drei Parameter 7, 81 und §; wirken somit stabilisierend.

4.2.6 Wellenzahl

In einem unendlich ausgedehnten System konnen Wellen mit allen Wellenzahlen £ > 0
auftreten. Wird die Annahme unendlicher Ausdehnung durch die Annahme periodisch
fortgesetzter Randbedingungen oder einer endlichen Struktur aufgehoben, sind nur noch
endlich viele Wellenzahlen moglich. Bei einfacher, periodisch fortgesetzter Lagerung mit
Lagerabstand / ist k = 7 die kleinste auftretende Wellenzahl (sieche Abschnitt [22]).

Wird die Wellenzahl k variiert, wirkt sich dieses sowohl auf die Eigenwerte der Struktur
als auch auf die Eigenwerte des Fluids aus. Abbildung zeigt die Eigenkreisfrequenzen
fiir den ungekoppelten und den gekoppelten Fall. Auch hier ist das Curve-Veering und fiir
ein inkompressibles Fluid der Added-Mass-Effekt zu erkennen.

Die Wellenzahl hat keine eindeutige Auswirkung auf die kritische Geschwindigkeit Up,.;;.
Dies wird bei Betrachtung der Dispersiongleichung oder auch der Gleichungen
bzw. fiir U, im inkompressiblen Fall deutlich. Es handelt sich um dispersive Wel-
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Abbildung 4.9: Eigenkreisfrequenzen iiber Wellenzahl k fiir verschiedene Werte von oy

len, deren Phasengeschwindigkeit von der Wellenzahl abhéngt. Diese ist in allen Termen
enthalten und somit hdngt die Stabilitdt des stationdren Zustandes von der Grofle der
Wellenzahl und dem Verhaltnis der Parameter zueinander ab.

Abbildung 10 zeigt beispielhaft den Einfluss der Wellenzahl auf die kritische Geschwin-
digkeit fiir den Fall eines kompressiblen Fluids. In Abbildung E.10h ist fir o = 1.4 der
Verlauf der kritischen Geschwindigkeit tiber £ aufgetragen. In dem betrachteten Bereich
verliert der Grundzustand bei gegebenem k seine Stabilitdt und bleibt danach instabil,
es gibt genau ein Uiy = Uppir1. Fiir ein bestimmtes k,,;, hat die kritische Geschwindig-
keit ein Minimum. Wird die minimale kritische Geschwindigkeit eines Systems gesucht, so
muss unbedingt die richtige Wellenzahl betrachtet werden. Dabei ist sowohl die durch die
Geometrie vorgegebene kleinstmogliche Wellenzahl als auch k,,;, zu beriicksichtigen.
Bereits in Abbildung [4.4] wurde gezeigt, dass durch die Interaktion der Moden bei gleich-
bleibender Wellenzahl fur U > Us,;; auch wieder stabile Bereiche auftreten kénnen. Auch
in Abbildung B.10a] ist dieser Sachverhalt zu erkennen. Hierbei bezeichnet Ugy,, die Ge-
schwindigkeiten, oberhalb derer der stationédre Zustand wieder stabil ist. Auch hier kann
eine minimale kritische Geschwindigkeit U,,;, gefunden werden.

Bei einem inkompressiblen Fluid interagieren nur zwei Moden miteinander und es gibt eine
kritische Geschwindigkeit, siche Abbildung E.TTl Auch hier kann eine minimale kritische
Geschwindigkeit fiir eine bestimmte Wellenzahl ermittelt werden.

4.2.7 Dampfungsparameter

Die Dampfungsparameter sind ¢; und ;. Zunachst wird der Parameter (; betrachtet, wel-
cher die Dampfungskonstante der viskoelastischen Bettung enthélt. In Abbildung sind
die Eigenkreisfrequenzen tiber (; aufgetragen. Es féllt auf, dass die Eigenwerte hier bereits
ohne Grundstromung komplex sind und ihr Verlauf nicht mehr symmetrisch zur horizon-
talen Achse ist. Die Eigenwerte sind komplex, jedoch mit einem positiven Imaginérteil.
Somit bewirkt die Dampfung keinen Stabilitatsverlust des Grundzustandes.

23



4 Kanal mit Potentialstromung

4 T + ~4 4
\
| Urit,3
"~ Ustab 2 - - -
3 instabil ’ ) 3
instabil
S|\ e a--
o 2
Ukrit, 1
1 [ Unmin _
I|< stabil
Cmin "( _ stabil
| 0 | min
0
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
k k
(a) oy =0.2 (b) a; =14

Abbildung 4.10: Grundstromungsparameter iiber Wellenzahl & fiir ein kompressibles Fluid
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Abbildung 4.11: Grundstromungsparameter Uy ; itber Wellenzahl k fiir ein inkompressibles
Fluid und verschiedene Werte von o

Die Eigenkreisfrequenzen des Strukturmodes werden durch die zunehmende Dampfung der
Struktur beeinflusst. Fiir das kompressible Fluid gibt es abzédhlbar unendlich viele Fluidmo-
den, welche in Abbildung [4.12al parallele Geraden darstellen. Aufgrund dieser Fluidmoden
sind in der Abbildung fiir a; = 1.4 mehr Imaginér- als Realteile der Eigenkreisfrequen-
zen zu sehen. Wahrend die Realteile der Eigenwerte des gekoppelten Systems grofitenteils
auBerhalb des Ausschnittes liegen, ergeben sich aufgrund der Interaktion zwischen den ein-
zelnen Moden Eigenwerte mit kleineren Imaginérteilen. Somit sind Imaginarteile sichtbar,
welche zu nicht abgebildeten Realteilen gehoren.

Als Néchstes wird die Auswirkung des Démpfungsparameters (; auf die kritische Geschwin-
digkeit Uy, betrachtet. In Abbildung sind die Eigenkreisfrequenzen iiber dem Grund-
stromungsparameter mit und ohne Dampfung dargestellt. Fiir (; = 0 entsprechen die Ver-
laufe denen aus Abbildung Hier werden die Eigenwerte zundchst negativ, was strom-
abwarts laufenden Wellen entspricht. Anschliefend konvergieren die Kurven, es entstehen
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Abbildung 4.12: Eigenkreisfrequenzen iiber Dampfungsparameter (;

1.5

trom art 5
sk stro abwa ts 1.5k stron)abwarts

0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2

/instabil instabil...-'
=) °-2§‘\\‘~g 1 T
& o @% & o <
\:\ N _02 N N

2 NS
0.5 1 1.5 2 o 0.5

1.5 2

1
U U1
(a) kompressibel (b) inkompressibel

Abbildung 4.13: Eigenkreisfrequenzen iiber Grundstromungsparameter Uy ; fiir verschie-
dene Werte von (;

komplexe Eigenwerte und der stationédre Zustand wird instabil. Mit Berticksichtigung der
Dampfung sind die Eigenwerte bereits fiir Uy, = 0 komplex und die Aufspaltung der
Imaginarteile findet ab Uy; > 0 statt. Sobald beide Realteile des zuvor konvergierenden
Eigenwert-Paares negativ werden, wird auch der Grundzustand instabil. Da der Realteil der
Eigenkreisfrequenz hier fiir Uy,;; verschwindet, wird in einigen Arbeiten (z. B. [37], [60]) in
diesem Zusammenhang von Divergenz-Instabilitat gesprochen. Durch die Berticksichtigung
der Déampfung wird die kritische Geschwindigkeit Uy,;; abgesenkt. Der Dampfungsparame-
ter (; wirkt destabilisierend.

Der zweite Dampfungsparameter ist ;. Dieser Parameter entsteht durch die Beriicksich-
tigung des Reibungsverlustes aufgrund der Viskositéit des Fluids und gilt nur fiir die in-
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Abbildung 4.14: Eigenkreisfrequenzen iiber Dampfungsparameter ¥; und iiber Grundstro-
mungsparameter Uy ;

kompressible Modellierung (siche Abschnitt B.1.T]). Der Parameter enthélt die Viskositét
des Fluids, welche fiir den hier verwendeten Testfall klein ist. Um den Einfluss der Fluid-
dampfung qualitativ zeigen zu konnen, sind die Werte von J; in den Abbildungen teilweise
iiberh6ht. Abbildung [4.14al stellt die Eigenkreisfrequenzen iiber dem Dampfungsparame-
ter ¢ fiir den ent- und gekoppelten Fall dar. Die Viskositét ist eine Eigenschaft des Fluids
und daher bleiben die Strukturmoden durch ¥, unverdndert. Die Eigenwerte sind komplex
und nicht symmetrisch zur horizontalen Achse. Der stationére Zustand ist ohne Grundstro-
mung stabil. Analog zur Untersuchung der Strukturdampfung sind in Abbildung [£.14H] die
Eigenwerte tiber dem Grundstréomungsparameter mit und ohne Dampfungparameter v,
aufgetragen. Die Dampfung bewirkt eine deutliche Absenkung der kritischen Geschwin-
digkeit: Der Parameter 1; wirkt destabilisierend.

Aus Abbildung 145 ist des Weiteren die Ahnlichkeit der Verliufe fiir sehr kleine 9; und
fir ¥; = 0 zu erkennen. Wahrend die Abbildung es nur erahnen lisst, wird anhand der
Gleichungen |(4.32)[ und |(4.33)| fiir U,z jedoch deutlich, dass die kritische Geschwindigkeit
fir ¢; = 0 unabhéngig von ¥, ist. Selbst fiir sehr kleine Parameter 1J; nahert sich der
Einfluss des viskosen Fluids dem des nicht viskosen Fluids nicht an. Dieses singuldre Ver-
halten ist aus der Stromungsmechanik bekannt: Im Allgemeinen ergibt sich durch die nicht
viskose oder schwach viskose Modellierung des Fluids ein anderes Stromungsbild [97].
Bisher ist der Einfluss der einzelnen Dampfungsparameter unter Vernachléssigung des
jeweils anderen untersucht worden. Um den Einfluss der beiden Dampfungsparameter
gleichzeitig zu untersuchen, ist in Abbildung die kritische Geschwindigkeit iiber dem
Verhéltnis der Dampfungsparameter aufgetragen. Die kritische Geschwindigkeit hangt ent-
scheidend von diesem Dampfungsverhaltnis ab. Je nach Verhéltnis wirkt eine weitere Er-
hohung desselben stabilisierend bzw. destabilisierend.

Die Démpfung durch die Bettung der Struktur kann als dulere Dampfung ¢; und die
Déampfung durch die Viskositiat des Fluids kann als innere Dampfung interpretiert werden.
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Abbildung 4.15: Einfluss der Dampfungsparameter (; und ¢; auf die kritische Geschwin-
digkeit U,y

U

Die Stabilitdt hingt somit von dem Verhéltnis zwischen duflerer und innerer Dampfung
ab. Dieses Phanomen ist aus der Rotordynamik bekannt [28]. Dort wird die Rotordrehzahl
iiber dem Dampfungsverhaltnis aufgetragen und es ergibt sich ein linearer Verlauf fiir die
Stabilitatsgrenze, welcher mit dem steigenden Teil der Kurve in vergleichbar ist.
Beim hier vorliegenden Problem des durchstromten Kanals iiberwiegt auf der linken Seite
der Einfluss der inneren Dampfung durch die Fluidreibung, wahrend auf der rechten Seite
der Einfluss durch die &uBere Dampfung dominierend ist [37]. Das Maximum der kritischen
Geschwindigkeit liegt bei

! _coth(k) (k+20q) +2
()m N k coth(k) (4.40)

U

und wird von der Wellenzahl £ und dem Kopplungsparameter «; bestimmt. Auffallend
ist die kleine kritische Geschwindigkeit fiir ¢; /¥, = 0. Dieser Fall entspricht den in Ab-
bildung [4.140] dargestellten Verlaufen und macht deutlich, dass hier auch der Unterschied
zwischen der kritischen Geschwindigkeit eines Fluids mit ¢; = 0 und ¥; # 0 grof} ist.
Dieser Sachverhalt wird im kommenden Abschnitt genauer untersucht.

4.2.8 Kanalhohe

Zur Untersuchung des Einflusses der Kanalhohe wird die dimensionslose Schreibweise 2
mit der Bezugslange L verwendet (siche Abschnitt [ T.2)). Es liegen aber weiterhin die
gleichen dimensionsbehafteten Fluid- und Strukturgréfien zugrunde und daraus ergeben
sich folgende dimensionslosen Parameter:

Qg = 1704, Bz = 0, Y2 = 46134, 52 =0.25- 10_4, CQ = 0, ’192 = O, U072 = 0, g = 0.008.

Auch die Wellenzahl der untersuchten Wellen ist identisch und entspricht der dimensions-
losen Wellenzahl k£ = 108 in der Schreibweise 2. Die Kanalhéhe Hj ist in dem Léngenver-
héltnis ag = % enthalten. Eine Variation von o« bewirkt eine Variation der Kanalhohe.
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Abbildung 4.16: Eigenkreisfrequenzen tiber Langenverhéaltnis «q fiir verschiedene Werte
des Kopplungsparameters as

Abbildung zeigt die Eigenkreisfrequenzen tiber dem Langenverhéltnis oy fiir den ent-
und gekoppelten Fall. Ohne Grundstromung sind die Eigenkreisfrequenzen reell und sym-
metrisch zur ag-Achse, weshalb lediglich die positiven Werte dargestellt werden.

Die zum Strukturmode gehorenden Eigenkreisfrequenzen bleiben durch die Variation der
Kanalhohe unverandert und erscheinen als horizontale Linien. Die Abweichung zwischen
den ungekoppelten und den gekoppelten Eigenwerten ist besonders grof§ fiir kleine Léan-
genverhéltnisse ag. Somit ist der Einfluss der Kopplung fiir schlanke Kanéle am grofiten
(siche dazu die dhnlichen Untersuchungen [48] und [104]).

Ab einem bestimmten Wert von oy hat die Kanalhthe bei einem inkompressiblen Fluid
nahezu keinen Einfluss mehr. Bei Betrachtung der Gleichung fir die Eigenkreis-
frequenzen wird deutlich, dass die Kanalhohe lediglich im Term coth(kcag) enthalten ist.
Da fiir den Kotangens Hyperbolicus lim coth(z) = 1 und coth(w) = 1.004 gilt, kann der

s

Einfluss der Kanalhéhe beim inkompressiblen und reibungsfreien Fluid fir ap > 7 ver-
nachléssigt werden [2]. In Abbildung B.I6D] entspricht dies dem Wert % = 0.029.

Aus Abbildung [£.T6al ist ersichtlich, dass fiir ein kompressibles Fluid keine eindeutige Aus-
sage Uber den KEinfluss von oy moglich ist. Der Einfluss der Kopplung wird mit zuneh-
mendem o zwar kleiner, es kann aber kein konkreter Wert genannt werden, ab dem die
Kanalhohe vernachléssigbar ist.

Bislang wurde gezeigt, dass sich die Kopplung bei schlanken Kanélen besonders stark aus-
wirkt und zumindest eine der Eigenkreisfrequenzen mit abnehmender Kanalhohe kleiner
wird. Wie sich das Langenverhaltnis o auf die Stabilitdt des Grundzustandes auswirkt,
ist in Abbildung [.T7 dargestellt. Hier sind die Verldufe von w iiber der Grundstromungs-
geschwindigkeit flir verschiedene Werte des Langenverhaltnisses o aufgetragen. Sowohl
fiir das inkompressible als auch fiir das kompressible Fluid sinkt Uj,;; mit abnehmender
Kanalhohe. Somit wird die Stromung in einem schlanken Kanal fiir kleinere Grundstro-
mungsgeschwindigkeiten instabil als in einem nicht schlanken Kanal. Ein grofleres Langen-
verhaltnis oo wirkt stabilisierend.
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Abbildung 4.17: Eigenkreisfrequenzen tiber Grundstromungsparameter Upo fiir verschie-
dene Langenverhaltnisse ag und ¥ = (5, =0

Die dargestellten Ergebnisse sind unter Vernachléssigung der Fluidreibung (J5 = 0) ent-
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Abbildung 4.18: Einfluss der Kanalhohe auf die Eigenkreisfrequenzen und das Verhéltnis
der kritischen Geschwindigkeiten mit und ohne Fluidviskositét

standen. Im vorhergehenden Abschnitt wurde bereits gezeigt, dass diese einen grofien
Einfluss hat. In Abbildung [£.I8al sind daher die Eigenwerte eines inkompressiblen Fluids
mit 5 # 0 fiir verschiedene Langenverhaltnisse o dargestellt. Die Beobachtung aus Ab-
schnitt [1.2.7 dass die kritischen Geschwindigkeiten durch Beriicksichtigung der Fluidvis-
kositat deutlich herabgesenkt werden, wird durch den Vergleich mit Abbildung [4.17h] be-
statigt. Zusatzlich ist zu erkennen, dass mit abnehmendem Langenverhéltnis die kritischen
Geschwindigkeiten ebenfalls sinken. Somit wirken auch bei einem viskosen Fluid kleinere
Kanalhohen destabilisierend.
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Testfall 1 Testfall 2 Testfall 3 Testfall 4
k [—] 0.16 0.18 1.6 0.45
Ukrit ] 0.803 0.7678 0.032 0.026
U, [m/s] 9.267 8.860 10.964 0.313

Tabelle 4.1: Dimensionslose und -behaftete Werte der Testfalle am kritischen Punkt
fir 191 =0

Offen bleibt die Frage, wovon der im vorherigen Abschnitt beobachtete Unterschied zwi-
schen der kritischen Geschwindigkeiten mit und ohne Beriicksichtigung der Viskositat ab-
hangt. Um diese Fragestellung zu untersuchen, wird Uy, op flir den Fall ohne zusétzliche
Déampfung

1 1
) e 4.41
Ukrit,oD \J S <k2 T sk COth(OKOk>> ( )

mit Ugpir prp flr den Fall mit innerer oder auflerer Dampfung

VKs (aysk coth(agk) + k?Caan?)

\/OTQ\//@ coth(aok) (20095 — k2Ca03)” + 092%k2 (2 + ak coth(agk))?
(4.42)

Ukrit,MD -

verglichen. In Abbildung [4.18Dist der Quotient aus den beiden Geschwindigkeiten tiber ay
aufgetragen. Hierbei ist (5 = 0 gewéhlt, da hier der Unterschied der kritischen Geschwin-
digkeiten im betrachteten Fall besonders grof ist (vgl. Abb. [4.14D)). Es wird deutlich, dass
der Unterschied zwischen den Geschwindigkeiten mit zunehmender Kanalhohe abnimmt.
Der Einfluss der Viskositét ist fiir schlanke Kanéle nicht zu vernachlassigen, was die Aus-
sage von Sorokin und Chubinskij [96] fur diesen konkreten Fall bestatigt.

4.2.9 Untersuchung der Testfalle

Zum Abschluss dieses Kapitels werden fiir die in Abschnitt eingefithrten Testfalle einige
kritische dimensionslose und -behaftete Geschwindigkeiten betrachtet. Hierfiir werden wie-
der die dimensionslosen Gleichungen in der Hauptschreibweise 1 verwendet. In Tabelle [4.1]
sind die Werte fiir 197 = 0 angegeben, d. h. eine mogliche Fluidreibung wird vernachléssigt.
Im Testfall 1 und 2 strémt Wasser durch einen Kanal mit einer elastischen Wand aus Silastic
bzw. Latex. In beiden Fallen liegen die kritischen Geschwindigkeiten in einem realistischen
Bereich. Der Fall 2 unterscheidet sich vor allem durch eine geringere Wanddicke und Ka-
nalhohe und daher ist Ug in diesem Fall kleiner. Fiir den Testfall 3 wird Luft und eine
flexible Kunststoffwand aus PET verwendet. Die Kanalhohe ist gleich der des Testfalles 1,
der Elastizitatsmodul ist deutlich gréfer und die Wanddicke deutlich kleiner. Insgesamt
ergibt sich eine hohere kritische Geschwindigkeit. Da die Stromungsgeschwindigkeit in der
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4.3 Zusammenfassung

Testfall 1 Testfall 2 Testfall 3 Testfall 4
Emin [ 0.16 0.18 1.6 0.45
min =) 0.053 0.040 0.006 0.001
Uy [m/ 0.607 0.457 1.947 0.017
Re [—] 3029.557 638.626 641.833 0.958

Tabelle 4.2: Dimensionslose und -behaftete Werte der Testfalle am kritischen Punkt
flr 191 7é 0

Schreibweise 1 mithilfe der Schallgeschwindigkeit ar entdimensioniert wird, entspricht der
Grundstromungsparameter Uy ; und daher auch Uy, im kompressiblen Fall der Machzahl
(siehe Abschnitt L T.2)). Im Testfall 3 gilt fur die kritische Geschwindigkeit Uy,.;; < 0.3 und
daher kann die Stromung dieses Testfalles als inkompressibel angenommen werden [97]. Die
kritischen Geschwindigkeiten aus der kompressiblen und der inkompressiblen Betrachtung
sind kaum zu unterscheiden und bestatigen diese Aussage. Beim Testfall 4 ist die kritische
Geschwindigkeit aufgrund der kleineren Vorspannung und Wanddicke im Vergleich zu den
anderen Fallen deutlich geringer.

In Tabelle sind einige Werte fiir v # 0 aufgelistet. Fiir die Wellenzahlen der Test-
fille 1-3 werden die Wellenzahlen der minimalen Grundstrémungsgeschwindigkeit U,y
verwendet. Die kritische Geschwindigkeit des Testfalles 4 besitzt bei Berticksichtigung der
Viskositat kein Minimum beziiglich k. Hier wird k,,;, fiir den Fall mit 9, = 0 benutzt. Bei
Berticksichtigung der Fluidviskositét ist es sinnvoll, auch die Reynoldszahl, welche iiber

_ UoHopr
12

Re

berechnet wird, anzugeben. Dadurch ist, im Gegensatz zur Stromungsgeschwindigkeit Uy,
eine Beurteilung der Geschwindigkeiten und der Stromungsmodellierung moéglich. Alle
Reynoldszahlen liegen in realistischen Bereichen. Die laminare Modellierung ist in den
Fallen 2-4 eindeutig gerechtfertigt, im Testfall 1 wird der Reibungsverlust moglicherweise
unterschétzt (sieche Abschnitt B.I.T]).

Die innere Dampfung fithrt zu kleineren kritischen Geschwindigkeiten und wirkt destabi-
lisierend. Die grofle Geschwindigkeitsdifferenz liegt zum Einen an den kleinen Kanalhohen
(vgl. Abschnitt LZ8) und zum Anderen an der nicht vorhandenden dufleren Dampfung (;
(siche Abschnitt L.2.7)). Anhand der Testfélle wird deutlich, dass der Einfluss der Viskositat
bei schlanken Kanélen, unabhéngig von der Art des Fluids, beriicksichtigt werden sollte.

4.3 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde der Einfluss verschiedener Parameter auf die Eigenkreisfrequen-
zen des Modells A mit kompressibler und inkompressibler Stréomung untersucht. Zur
Losung der linearisierten Gleichungssysteme, welche die Abweichungen vom stationaren
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4 Kanal mit Potentialstromung

Grundzustand beschreiben, wurden Wellenansatze verwendet. Aus den sich ergebenden
Dispersionsgleichungen wurden die Eigenkreisfrequenzen unter Vorgabe der Wellenzahl
bestimmt. Dabei kann die Dispersionsgleichung eines Kanals mit inkompressiblen Fluid
analytisch gelost werden, wahrend dieses beim kompressiblen Fluid nur mittels numeri-
scher Verfahren moglich ist.

Der Kopplungsparameter o kann als Verhéltnis zwischen der Masse des Fluids und der
Struktur interpretiert werden. Fiir « = 0 ist das System entkoppelt und es kénnen die
Eigenkreisfrequenzen des Strukturmodes und der abzéhlbar unendlich vielen Fluidmoden
bestimmt werden. Die Strukturmoden sind fiir beide Fluidarten identisch, die Fluidmoden
existieren nur im Falle des kompressiblen Fluids. Fiir a > 0 werden die Eigenkreisfrequen-
zen des gekoppelten Systems untersucht. Fiir kleine Kopplungsparamter unterscheiden
sich diese nur geringfiigig von den Eigenwerten des entkoppelten Systems und es kann
ein Curve-Veering in der Nahe der ehemaligen Schnittstellen beobachtet werden. Fiir ein
inkompressibles Fluid ist der Added-Mass-Effekt zu erkennen, d.h. die Frequenzen des
gekoppelten Systems sind kleiner als die des ungekoppelten Systems. Im Falle des kom-
pressiblen Fluids tritt dieser Effekt nicht auf, dafiir findet eine Interaktion der abzahlbar
unendlich viele Moden statt.

Der stationare Zustand wird fiir negative Imaginéarteile der Eigenkreisfrequenzen instabil
und es wurde gezeigt, dass in diesem Fall dem System iiber einen Zyklus Energie zugefiihrt
wird. Die Grundstromung stellt die Energiequelle dar, sodass der Grundstromungspara-
meter Uy entscheidend fiir das Auftreten von Instabilitdten ist. Bei einem inkompressiblen
Fluid wird der Grundzustand ab einer kritischen Geschwindigkeit Uy,.;; instabil. Dabei ist
zu beobachten, dass zunéchst beide Eigenkreisfrequenzen der betrachteten Welle negativ
werden und sich somit stromabwéarts ausbreiten. Erst wenn deren Realteile zusammen-
fallen, treten zwei betragsméaflig gleiche Imaginérteile mit entgegengesetzten Vorzeichen
auf. Beim kompressiblen Fluid trifft das zunéchst auch zu, jedoch ergeben sich aufgrund
der interagierenden Moden wieder stabile Bereiche fiir hohere Geschwindigkeiten. Ob
den stabilen Bereichen wieder instabile Bereiche folgen, hingt vom Kopplungsparameter
ab. Je grofler dieser ist, desto &hnlicher werden die Ergebnisse fiir ein kompressibles und
inkompressibles Fluid.

Die Steifigkeits- bzw. Vorspannungsparameter umfassen die Steifigkeit der Bettung, die
Biegesteifigkeit und die Riickstellung aufgrund der axialen Vorspannung der Struktur.
Eine Erhohung dieser Parameter wirkt stabilisierend, d.h. die kritische Geschwindigkeit
Ui+ wird erhoht.

In einem unendlich ausgedehnten System konnen prinzipiell alle Wellenzahlen auftreten.
Besitzt die Funktion von Uy,;; ein Minimum beziiglich der Wellenzahlen, so ist es sinnvoll,
die zur minimalen kritischen Geschwindigkeit U,,;, zugehorige Wellenzahl k,,;, zu be-
trachten. Bei endlichen Langen oder periodischen Stiitzstellen kann die kleinste mogliche
Wellenzahl ermittelt werden.

Unter Beriicksichtigung der Démpfungsparameter sind die Eigenkreisfrequenzen stets
komplex. Doch auch hier wird der stationdre Zustand erst fiir Uy > Uy, instabil. Im
Gegensatz zum ungedampften Fall tritt die Instabilitat direkt auf, wenn beide Realteile
des betreffenden Eigenwertpaares negativ werden. Wenn jeweils nur ein Dampfungspa-
rameter beriicksichtigt wird, also entweder die duflere Dampfung infolge viskoelastischer
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4.3 Zusammenfassung

Bettung oder die innere Démpfung durch Fluidreibung, wird die kritische Geschwindigkeit
im Gegensatz zum ungedampften Fall herabgesetzt. Somit wirken die einzelnen Damp-
fungsparameter destabilisierend. Werden beide Parameter gleichzeitig berticksichtigt, kann
sowohl eine Erhohung als auch eine Absenkung von Uy,;; beobachtet werden. Es kommt
dann auf das Verhaltnis der Parameter zueinander an.

Bei kleinen Kanalhohen ist der Effekt der Kopplung, d.h. der Unterschied zwischen den
Eigenkreisfrequenzen des ent- und gekoppelten Systems, am grofiten. Auflerdem senkt
eine Reduzierung der Kanalhohe die kritische Geschwindigkeit und wirkt somit destabili-
sierend. Des Weiteren konnte gezeigt werden, dass der Einfluss der Viskositét gerade bei
schlanken Kanélen grof ist und nicht vernachléassigt werden sollte.

Anhand der Testfille wurde gezeigt, dass die kritischen Geschwindigkeiten in technisch
realisierbaren Bereichen liegen. Somit empfiehlt es sich, den Effekt der selbsterregten
Schwingungen bei durchstromten Kanélen zu berticksichtigen.

Alle aufgefithrten Ergebnisse gehen aus den linearisierten Gleichungen hervor, Uy,.; be-
schreibt die lineare Stabilitatsgrenze. Die Losung des nichtlinearen Gleichungssystems
(4.16)| ist analytisch schwierig. Nicht ohne Grund wurden in der Literatur nur Un-
tersuchungen zu mehr oder weniger stark vereinfachten Systemen gefunden, siehe Ab-
schnitt [LT.2l Daher werden auch in der vorliegenden Arbeit fiir die folgenden nichtlinearen
Untersuchungen Vereinfachungen vorgenommen.
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5 Schlanker Kanal unter Vernachlassigung der
Fluidtragheit

In Kapitel Ml wurden die linearisierten Gleichungen eines Kanals mit Potentialstromung un-
tersucht. Fiir die Betrachtung der nichtlinearen Gleichungen sind Vereinfachungen notwen-
dig. In vielen Arbeiten zu durchstrémten Kanélen werden die nichtlinearen Ubergangsbe-
dingungen linearisiert (siche Abschnitt[I11]). Da in dieser Arbeit jedoch gerade die groBeren
Auslenkungen im Fokus stehen, werden Vereinfachungen an anderer Stelle vorgenommen.
Der Unterschied zwischen den Eigenwerten eines Kanals mit kompressiblem und inkom-
pressiblem Fluid wird in Kapitel @ ausgiebig untersucht. Der Einfluss der Steifigkeits- und
Vorspannungsparameter, der dufleren Dampfung und der Kanalhohe ist fiir beide Flui-
de gleich. Auch die minimale kritische Geschwindigkeit ist fiir grofle Kopplungsparameter
vergleichbar. Zusatzlich ermdéglicht die inkompressible Modellierung, welche bei kleinen
Geschwindigkeiten auch fir kompressible Medien zuléssig ist [97], die Berticksichtigung
der Fluidreibung. Unter Beriicksichtigung all dessen und der Tatsache, dass sich die Fluid-
gleichungen fiir ein inkompressibles Fluid stark vereinfachen, wird im Folgenden eine in-
kompressible Stromung betrachtet.

Des Weiteren wurde gezeigt, dass fiir schlanke Kanéle die kritische Geschwindigkeit am
kleinsten und der Einfluss der Kopplung am grofiten ist. Die Untersuchung von schlanken
Kanélen ist daher sinnvoll und die Fluidgleichungen vereinfachen sich erheblich. Da bei
einem schlanken Kanal der Einfluss der Viskositét jedoch nicht vernachlissigbar ist (siehe
Kapitel @ und [96]), wird diese im Folgenden berticksichtigt. Da im Zusammenhang mit en-
gen Spalten und viskoser Stromung haufig schleichende Stromungen angenommen werden
(siche Abschnitt [1]), wird diese Modellierung auch fir das aktuelle Modell B verwendet.
Die Vernachlissigung der Fluidtréagheit flihrt zu stark vereinfachten, analytisch zugéngli-
chen Fluidgleichungen.

Die vereinfachten Gleichungen fiir einen schlanken Kanal mit inkompressibler, viskoser
Schleichstromung werden sowohl einer linearen als auch einer nichtlinearen Stabilitdtsana-
lyse unterzogen. Nach der ausfithrlichen Untersuchung des Einflusses der einzelnen Pa-
rameter auf die Eigenwerte und die lineare Stabilitdtsgrenze im vorhergehenden Kapitel,
beschrankt sich die lineare Stabilitdtsanalyse in diesem Kapitel auf die wesentlichen Un-
terschiede und eine erste Validierung des Modells B. Der Fokus liegt auf der nichtlinearen
Untersuchung. Hierbei werden mittels der Multiple-Scales- und der Harmonischen-Balance-
Methode periodische Losungen bestimmt.

5.1 Herleitung der Gleichungen

In Kapitel B] wurden die Gleichungen zur Beschreibung der flexiblen Struktur und der
inkompressiblen Schleichstromung in einem schlanken Kanal hergeleitet. Im aktuellen Ab-
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5 Schlanker Kanal unter Vernachldssigung der Fluidtragheit

schnitt werden die Gleichungen zunachst tiber die Kanalhohe integriert und erst anschlie-
Bend wird die in Abschnitt [3.4] eingefiihrte Unterteilung in Grundzustand und Fluktuatio-
nen vorgenommen. AbschlieSend werden die Gleichungen in eine dimensionslose Schreib-
weise iiberfiihrt.

5.1.1 Stationarer Zustand und Fluktuationen

Fiir eine schleichende Stréomung im schlanken Kanal gelten die Gleichungen ,
und [(3.28)] das Vorgehen bei der Umformung der Gleichungen ist an [105] angelehnt.
Aus Gleichung ist ersichtlich, dass der Druck pp nicht von der g-Koordinate abhéangt.
Nach zweimaliger Integration von Gleichung iiber ¢ folgt

Up + K19 + K. (5.1)

Die Integrationskonstanten K; und K, kénnen durch Beriicksichtigung der Ubergangsbe-
dingungen |(3.45)| und [(3.46)| an der starren und elastischen Wand bestimmt werden. Die
axiale Stromungsgeschwindigkeit wird folglich durch

ip = —— 2T (52 — (4 — do + Ho)j + (45 — do) H 5.2
Up Spr O (y (ds — do + Ho)y + (4s — do) o) (5.2)

beschrieben. Anschlieflend wird auch die Kontinuitatsgleichung |(3.24)| unter Verwendung
der Leibniz’schen Integrationsregel iiber die Hoéhe, d.h. von § = §g — §o bis § = Hy,
integriert:

. . o (Ho 0H, d(ds — Qo)
OFlgmtty = OFly—gs-00 = ~ 37 /asqo Updf+ Grly_py o~ Grlgoge—g — g7+ (5:3)
-0 =0

Nach Einsetzen von 4 p und den Ubergangsbedingungen [(3.40)| und [(3.47)| folgt

s 1 0 (Opr . . 3
ot 12up 0i < g3 s~ o= Ho)" . (5:4)

Nachdem die Geschwindigkeiten des Fluids bekannt sind, kann der Normalspannungs-
term &, fir die Strukturgleichung geméafl Gleichung unter Ausnutzung der Konti-
nuitatsgleichung bestimmt werden:

- . Oop I
Owlg=gs—a0 = “HF Tppr| T AR TR
Y=q4s—qo Y=d4s—qo
Ipr 9(4s — do)
= G — o — Hp). 5.5
o o% (QS do 0) ( )

L ) Flady = [[20) Sy + Fe, fo(e) 2B — P, fi(@) 252 (1]
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5.1 Herleitung der Gleichungen

In den Gleichungen fiir die Geschwindigkeit @i |(5.2), das Fluid|(5.4){und die Struktur|(3.36 )}
werden die abhéngigen Variablen pr, §s und @ durch die jeweiligen Summen aus statio-

narer GroBle und Fluktuation ersetzt (sieche Abschnitt B4]). Der Grundzustand py, go, o
(mit p = ¢ = @ = 0) wird somit durch die Gleichungen

1 Jpo

g = —— 7* — H, 5.6

o = 3= (9" = Hod). (5.6)
12MF 8§:2 ’ '

0= Fk.go + p0|g:0 —Pa (5-8)

beschrieben. Aus folgt % = konst.: Der Druck p, ist linear von & abhédngig. Daher
muss gemafl Gleichung auch der &ulere Druck p,4 eine lineare Funktion von Z sein,
um eine unverformte Struktur mit gy = konst. im stationdren Zustand zu gewéhrleisten.
Des Weiteren folgt aus dem konstanten Druckgradienten, dass die stationdre Geschwin-
digkeit g lediglich eine Funktion von § ist, siche Gleichung . Es liegt ein konstanter
Volumenstrom vor und die Stromung kann tiber eine mittlere Geschwindigkeit Uy be-
schrieben werden. Diese wird nach Gleichung durch die Integration von g iiber die
stationdre Kanalhohe (von § = 0 bis § = Hy) ermittelt:

- HZ Opo
O 12up 0%

(5.9)

Somit kann der stationdre Druckgradient in Abhéngigkeit von U, ausgedriickt werden. Fiir
die Spannung an der Wand folgt damit

A L2pp ~  0p\ 09
Uyy|g:q = ( H2 Uo + 3x> x(q — Hy). (5.10)

Unter Beriticksichtigung des Grundzustandes und nach Ersetzen des Druckgradienten wird
aus [(5.4)| und [(3.36)| schlieBlich

N 5 . 204 (12up ~ 0P
1205 — — - — Hy )2 2
2ur g7 ~ a0 Ho* +3(0 — HoP* 5o | Tl — 52 ) =0,
(5.11)
0§ 64q 0%4 94 04 (12up ~  Op
B — H, =0.
psa2 93t~ " 922 i T H)gs <H2 Uo =55 ) +P=0
(5.12)

Diese zwei Gleichungen beschreiben die Fluktuationen ¢ und p des schlanken Kanals mit
viskoser, inkompressibler Schleichstromung vollstéindig; die Ubergangsbedingungen sind
bereits erfiillt.

Bei Bedarf kénnen die verbleibenden Variablen 4, © berechnet werden. Die Geschwindig-
keit & kann durch Einsetzen der Grundgréfien und Fluktuationen in Gleichung und
unter Berticksichtigung des stationdren Zustandes bestimmt werden. Damit kann anschlie-
Bend ¥ bestimmt werden. Dazu wird die Kontinuitétsgleichung iiber ¢ integriert, an
die Ubergangsbedingungen angepasst und die GroéBen @y und 4 eingesetzt.
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5 Schlanker Kanal unter Vernachldssigung der Fluidtragheit

5.1.2 Dimensionslose Schreibweise

Die dimensionsbehafteten Gleichungen der Fluktuationen werden in eine dimensionslose
Form iberfiihrt. In dieser Arbeit werden fir die einzelnen Modelle unterschiedliche dimen-
sionslose Schreibweisen verwendet und der Ubersichtlichkeit halber nummeriert.

Schreibweise 3

Um gut dimensionierte und aussagekraftige Parameter und Gleichungen zu erhalten, wer-
den fiir das Modell B die Kanalhohe Hj, die Fluiddichte pr und die Viskositiat up als
Referenzgrofien verwendet. Es ergeben sich die dimensionslosen Variablen

x:i y—i q:i ‘- pipt p:ﬁFHgﬁ
H07 HQ’ .[{07 fv{gﬁp7 ,u%
und Parameter

U . — UoHopr . — Hopr _ SpRHj g = kepsHy

0,3 — ) 3 — y M3 — y 13 — )

[iF Bps Bpsud Bpsuf
55 = Dpt G = kaprHG
Bpspf’ Bpsur

Der dimensionslose Grundstromungsparameter Uj 3 entspricht aufgrund der Bezugslédngen
der Reynoldszahl des Grundzustandes, vgl. Gleichung [(3.13)} Die dimensionslosen Glei-
chungen fiir Stromung und Struktur lauten

12 — p"(q — 1)* + 3(q — 1)*¢ (12U 5 — p') = 0, (5.13)
G+ 03q"" — B3q" + 3¢+ Gd+ as[(¢—1)¢' (12Up3 — p') +p] =0 (5.14)

mit () = % und () = %. In diesem Kapitel wird lediglich die Schreibweise 3 verwendet

und daher auch alle Herleitungen anhand von ihr gemacht.

Schreibweise 1

Diese Schreibweise mit den Referenzgrofien Hy, pr und ar wird eingefiihrt, um in Kapitel [6]
einen Vergleich mit dem Modell C' in Hinblick auf den Einfluss der Viskositdt machen zu
konnen. Es ergeben sich die dimensionslosen Variablen und Parameter

i Gt
H()’ H()’ H07 HO ’ a%ﬁﬂ
U Hop S ko H?
UOl_io) 1= OpF7 61_ 2 "= 027
R Bp Bpsay, Bpsay,
51— D . deo . 12uF
"7 Bpga%HZ Bpsar arHopr

68



5.2 Lineare Stabilitidtsanalyse

Hierbei entspricht der Viskositdtsparameter 97 dem fiir das Modell A mit Ky = 12. Nach
Einsetzen ergeben sich die dimensionslosen Gleichungen

Gy — p"(q—1)° +3(q — 1)*¢ (9, U3 — p') = 0, (5.15)

G+ 05q"" — B3q" + 30 + G4 + a3 [(qg — 1)¢' (91Ups —p') +p] =0 (5.16)

mit () = % und ()" = 887). Durch die gednderten Bezugsldngen unterscheiden sich die

Werte der Parameter im Vergleich zur Schreibweise 3. Die Systemgleichungen |(5.13)}|(5.14)]
und |(5.15)], sind jedoch bis auf den Parameter 01 anstelle der Zahl 12 identisch.

5.2 Lineare Stabilitatsanalyse

Die nichtlinearen, dimensionslosen Gleichungen fiir die Fluktuationen werden beziiglich
des stationdren Grundzustandes (¢ = 0, p = 0) linearisiert:

p"+12(G+3U0sq") =0, (5.17)
q+ 033" — B3q" + 37 + C3q + o3 (—12U0 37" + p) = 0. (5.18)

Hierbei markiert () die Variablen der linearisierten Gleichungen.

5.2.1 Dispersionsgleichung

Durch das Auflosen von Gleichung nach p und Einsetzen in Gleichung [(5.17)] wird
der Druck eliminiert und die erhaltene Gleichung héngt lediglich von ¢ ab. Zur Losung
dieser Gleichung wird der Wellenansatz q(z,t) = Q ¢’***** verwendet und es ergibt sich
die Dispersionsgleichung

OJ2]{Z2 —w (12@3 + <3k2> — k(63k5 + ﬁgk}g + ’73/{? +Z.12043U073(3 :lfj)) = 0, (519)

kKs Ko

wobei die verschiedenen Steifigkeitsparameter wieder in der Konstanten Kg zusammenge-
fasst werden. Der mit K, markierte Term entfallt bei Vernachléssigung der Spannung &,
in der Strukturgleichung und wird im spéateren Verlauf noch besprochen. Aus der Dispersi-
onsgleichung konnen die Eigenkreisfrequenzen fiir eine bestimmte Wellenzahl k analytisch
bestimmt werden:

- E2 2\ 2
Wi = é 6as + 4.32 + \l (60{3 -+ C32> — k3 (kKS + ’i12()é3U073 (3 — k2)) . (520)

Die Dispersionsgleichung fiir dasselbe Modell in Schreibweise 1 lautet

WK — iw (D101 + GR7) — k<51k5 4B 4k +¢3191a1U0,1> —0. (5.21)

kK
Diese Gleichung wird der Vollstdndigkeit halber fiir den spateren Vergleich mit Modell C'
angegeben. Da bereits die Systemgleichungen denen der Schreibweise 3 (bis auf 9, statt 12)

entsprechen, gilt dieses auch fiir die Dispersionsgleichung. Der Term K, ist nicht enthalten,
da das Modell C' mit Fluidtragheit die Spannung &,, nicht abbilden kann.
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5 Schlanker Kanal unter Vernachldssigung der Fluidtragheit

5.2.2 Grundsatzliches zur Auswertung

Der stationdre Grundzustand wird nach der linearen Theorie fir 3 {w} < 0 instabil. Im
Folgenden werden die Eigenkreisfrequenzen w und die kritische Geschwindigkeit Uy,;; fiir
verschiedene Parameter untersucht.

Soweit nicht explizit andere Werte genannt werden, liegen den Ergebnissen in diesem Ka-
pitel die Parameter

Q3 = 189, 53 = 0, Y3 = 332, (53 = 6877, <3 = 0, Uo’g =0

zugrunde. Diese ergeben sich beispielsweise aus den Werten des in Abschnitt einge-
fithrten Testfalles 4. Soweit nicht anders gekennzeichnet, werden Wellen mit der dimensi-
onslosen Wellenzahl k£ = 1.2 untersucht.

Die Gleichungen basieren auf den Annahmen 2 < 1 und Re (%) — 0 (siehe Ab-
schnitt B1.2). Wird wie bei Gavriely et al. [30] fir die Testfille eine Mindestlinge von
L = 0.6m angenommen, so ist mit % < 0.008 die erste Annahme erfiillt. In Abschnitt
6.2.7 wird untersucht, ob die auftretenden kritischen Geschwindigkeiten die zweite Annah-

me erfullen.

5.2.3 Grundstromungsgeschwindigkeit

Durch die Grundstréomungsgeschwindigkeit wird dem System Energie zugefiihrt. In Abbil-
dung [5.T]ist zu sehen, dass auch bei diesem Modell der Grundzustand fiir hohe Geschwin-
digkeiten Up 3 instabil (w; < 0) wird. In dem abgebildeten Fall gilt w, < 0 fir die instabil
werdende Welle, d. h. die stromabwérts laufende Welle wird instabil.

In der Abbildung fillt auf, dass die Realteile von w trotz vorhandener Grundstromung

Abbildung 5.1: Eigenkreisfrequenzen itber Grundstrémungsparameter Up 3

symmetrisch zur horizontalen Achse sind. Offensichtlich wird die Symmetrie der Eigen-
werte aufgrund der Transportgeschwindigkeit nur im Zusammenhang mit vorhandener
Fluidtragheit aufgebrochen. Des Weiteren treten aufgrund der Viskositat stets komplexe
Eigenkreisfrequenzen auf. In Abschnitt [£.2.7] wird beim Modell A der Einfluss der Démp-
fungsparameter untersucht. Bei der Viskositdat handelt es sich um innere Démpfung und
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5.2 Lineare Stabilitidtsanalyse

daher ist eine Ahnlichkeit der Verlaufe von w mit denen in Abbildung £.14H zu erkennen.
Dies ist vor allem fiir den kleineren Wert von a3 der Fall.
Die Geschwindigkeit Uy,.;;, ab der ein Stabilitdtsverlust des stationdren Zustandes auftritt,
und die zugehorige Eigenkreisfrequenz wy,.;; werden durch

120&3 + <3k'2

T2k i (5.22)

Ukrit = —Wkrit
3 —k?
——
Ko

Wrrit = 14/ Ks (5.23)

beschrieben. Da das Modell stets ein viskoses Fluid beinhaltet, ist eine Unterscheidung
von Up,;; mit und ohne zuséitzlicher Dissipation nicht erforderlich.

5.2.4 Steifigkeits- und Vorspannungsparameter

Eine Erhéhung der Steifigkeitsparameter (Biegesteifigkeit d3, Bettungssteifigkeit v3) und
des Vorspannungsparameters 3 wirkt stets stabilisierend. Das lasst sich unter anderem
daran erkennen, dass sich die drei Parameter in der Gleichung fiir die Eigenkreis-
frequenzen zu der positiven Konstanten K¢ zusammenfassen lassen.

In Abbildung ist beispielhaft der Einfluss des Vorspannungsparameters (3 dargestellt.

100 | e oc3=8.9 1

/
0 L ) ) ) 4
0 1000 2000 3000 4000
Py
(a) inkompressibel (b) inkompressibel

Abbildung 5.2: Einfluss des Vorspannungsparameter 3 auf die Eigenkreisfrequenzen und
die kritische Geschwindigkeit

Die Verlaufe iiber die Steifigkeitsparameter sind qualitativ gleich. Abbildung [5.2al zeigt die
Eigenwerte iiber dem Parameter 5 bei nicht vorhandener Grundstréomung (Up 3 = 0). Auf-
grund der Viskositat besitzen die Eigenkreisfrequenzen stets nicht verschwindende positive
Imaginarteile. Fiir positive Radikanten in Gleichung ergeben sich rein imaginare Ei-
genwerte und somit klingen Storungen in diesem Fall monoton ab. Sobald der Radikant
negativ wird, kommen reale Anteile hinzu und es stellt sich ein konstanter Imaginérteil
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5 Schlanker Kanal unter Vernachldssigung der Fluidtragheit

ein.

In Abbildung [5.2D] sind die Verldufe von w iiber dem Grundstromungsparameter fiir ver-
schiedene Werte von (3 dargestellt. Je hoher der Wert des Vorspannungsparameters, umso
hoher ist auch die kritische Geschwindigkeit Uy, vgl. Gleichung |(5.22)]

5.2.5 Wellenzahl

Im Gegensatz zu den Steifigkeitsparametern ist der Einfluss der Wellenzahl nicht so ein-
deutig, siche Gleichung . Aus der Gleichung fiir die kritische Geschwindigkeit
ist ersichtlich, dass diese fir K, # 0 bei k = kpy = V/3 eine Polstelle hat. Die Grund-
stromungsgeschwindigkeit und somit auch der zugehorige dimensionslose Parameter sind
stets positiv und daher kann gezeigt werden, dass fir k < kp,; die stromabwérts und fir
k > kp, die stromaufwarts laufenden Wellen instabil werden. Dieser Sachverhalt ist fur
den Testfall 4 in Abbildung dargestellt. Wahrend die kritische Geschwindigkeit Uy, it ap
der sich stromabwarts ausbreitenden Wellen ein Minimum besitzt, trifft dies fiir die Ge-
schwindigkeit Uyt a0 der stromaufwarts laufenden Wellen nicht zu. Aufgrund des Zusam-
menhangs zwischen Wellenzahl k£ und Wellenldange A bedeuten kleine Wellenzahlen
grofle Wellenlangen. Somit werden fiir grofe Wellenlangen A > Ap,; die stromabwérts lau-
fenden Wellen instabil und es existiert ein minimales Uy,;;. Die Beschrankung auf grofie
Wellenlédngen wird in der Literatur Long- Wave-Approzimation genannt (siehe z. B. [50]).
Fir grofle Wellenzahlen und kleine Wellenlangen werden diejenigen Wellen instabil, welche
sich stromaufwérts ausbreiten. Die minimale kritische Geschwindigkeit kann in diesem Fall
durch Abschétzung der kleinsten Wellenlédnge, fiir welche dieses Plattenmodell physikalisch
noch sinnvoll ist, ermittelt werden. Die Beschrankung A>5B ergibt sich durch Annahme
der Kirchhoff-Platte [13]. Es ist jedoch anzunehmen, dass aufgrund der hohen Viskositét
eine weitere Obergrenze fiir die maximal auftretenden Wellenzahlen exisitiert.

Das Auftreten der Polstelle beruht auf der Beriicksichtigung der Spannung 6,,, welche auf-
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Abbildung 5.3: Stabile Bereiche in Abhéngigkeit von Grundstrémungsparameter Uy 3 und
Wellenzahl k

grund der Viskositat vom Fluid auf die Struktur wirkt (siehe Gleichungen|(5.5)[und|(3.34))).
Wahrend 6y, in einigen Arbeiten mit viskosen Fluiden berticksichtigt wird (z.B. [51],
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5.2 Lineare Stabilitidtsanalyse

[91], [96]), wird in der Mehrheit der gesichteten Arbeiten 7y,| .= —pr angenommen
(z.B. [20], [42], [50], [63], [90]). Fir diese Vereinfachung entfillt der Term K, in der Dis-
persionsgleichung und in der Gleichung fur Ui,s;. In diesem Fall werden stets
die stromabwarts laufenden Wellen instabil und es gibt ein eindeutiges Minimum. Dieser
Verlauf ist ebenfalls in Abbildung (.3 dargestellt. Auffallend ist, dass die Verldufe fir kleine
Wellenzahlen gut tibereinstimmen. Die minimale kritische Geschwindigkeit fiir & < kp,,
wird durch die Berticksichtigung des Spannungsterms leicht erhoht. Die Beriicksichtigung
von 0, bewirkt in diesem Bereich eine Stabilisierung.

5.2.6 Dampfungsparameter

Es kann zwischen innerer und duflerer Ddmpfung unterschieden werden (sieche Kapitel [)).
Die duBere Dampfung durch die viskoelastische Bettung ist in dem Parameter (; (Schreib-
weise 1) bzw. (3 (Schreibweise 3) enthalten. Die Viskositét des Fluids up stellt die innere
Déampfung dar.

Im vorhergehenden Abschnitt wurde der Einfluss des Spannungsterms 6,, auf die
kritische Geschwindigkeit untersucht. Dieser Term wird durch Gleichung beschrie-
ben und héngt unter anderem von der Viskositit pup ab. Somit wurde bereits ein Aspekt
der Beriicksichtigung der inneren Dampfung auf U,,.;; diskutiert.

In Abschnitt 2.7 wurde gezeigt, dass fiir die Stabilitdt des stationdren Zustandes das
Verhéltnis von innerer zu duflerer Dampfung entscheidend ist. Zum Vergleich ist in Abbil-
dung [b.4al nochmals die kritische Geschwindigkeit tiber diesem Verhéltnis fiir das Modell A
dargestellt. Dabei wird durch den Parameter ¢}y die Viskositédt berticksichtigt. Beim Mo-
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(a) Modell A, Schreibweise 1 (b) Modell B, Schreibweise 3

Abbildung 5.4: Vergleich des Einflusses der Dampfungsparameter auf die kritische Ge-
schwindigkeit in den verschiedenen Modellen

dell B ist die innere Dampfung stets vorhanden, tritt in der Schreibweise 3 aber nicht
explizit in Form eines dimensionslosen Parameters auf. Eine Variation des Parameters (3
bedeutet in diesem Fall eine Variation der d&uleren Dampfung bei fixierter innerer Damp-
fung und das entspricht beim Modell A der Variation von (; bei festgehaltenem ¢;. Der
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5 Schlanker Kanal unter Vernachldssigung der Fluidtragheit

Verlauf der kritischen Geschwindigkeit des Modells B ist in Abbildung [5.4b] dargestellt. Die
Zahlenwerte in den beiden Abbildungen sind aufgrund der unterschiedlichen dimensionslo-
sen Schreibweisen nicht vergleichbar, qualitative Aussagen sind jedoch moglich. Modell B
gilt nur fiir sehr viskose Fluide. Das entspricht einem grofien Wert von 1J; und somit einem
kleinen Verhaltnis (; /¥ in Abbildung b.4al Wird der zugehorige, durch das Quadrat her-
vorgehobene, Ausschnitt mit Abbildung [5.4b] verglichen, so ist in beiden Fallen ein linearer
Verlauf zu erkennen. Innerhalb der Geltungsbereiche der Modelle sind die Ergebnisse und
somit die Auswirkungen der Dampfung auf die Stabilitdt qualitativ vergleichbar.

Die Vergroflerung des Dampfungsparameters (3 bewirkt beim Modell B mit vorhandender
innerer Dampfung eine Erhohung der kritischen Geschwindigkeit Uy,.;;. Der Démpfungspa-
rameter (3 wirkt bei diesem Modell stets stabilisierend.

5.2.7 Untersuchung der Modellrestriktionen

Den Gleichungen des Modells liegen die Annahmen % < 1 und Re (%) — 0 zugrunde.

Waihrend die erste Annahme direkt tiberpriift werden kann, wird zur Uberpriifung der
zweiten Annahme die kritische Geschwindigkeit beno6tigt. Nach Einsetzen der Gleichung
fur die kritische Geschwindigkeit in die Reynoldszahl ergibt sich nach Ersetzen der

dimensionslosen Parameter

1 EB? SH2 . k.HE (1  kgHok\ H,
e 412( et 202 g 20 <+ =0 )0. (5.24)

IERE 1—12)ps  Bps  Bps \k  12up ) v}

Um die Forderung nach kleinen Reynoldszahlen zu erfiillen, sind geringe Kanalhéhen Hy,
kleine Werte der Strukturgrofien p%, S, k. und kg und grofie Viskositaten vy = ’g—; bzw. ug
erstrebenswert. Grole Werte von vp entsprechen einem zahen Fluid mit vergleichsweise
hoher Dichte pr. Fiir die iiblichen Werkstoffe sind kleine Strukturdicken B erforderlich,
um die hohen Werte des Elastizitatsmoduls E auszugleichen.

Der Parameter ay = a3 = %‘)—g ist fir die Kopplung entscheidend: Fiir sehr kleine Werte
ist der Einfluss der Struktur dominierend, fiir grofe Werte der Einfluss des Fluids [63]. Das
ist auch daran zu erkennen, dass die Dispersionsgleichungen und der Model-
le A und B fiir sehr kleine Werte von a nahezu identisch sind. Da sich die Modelle in der
Modellierung des Fluids unterscheiden, sind sie bei dominierender Struktur vergleichbar.

In den Voruntersuchungen zu dieser Arbeit konnten nur Konstellationen mit groem « die
Forderung nach kleinen Reynoldszahlen und somit die Modellrestriktionen erfiillen. Aus-
schlaggebend waren dabei stets die hohe Fluiddichte und die geringe Strukturdicke.

Dies ist auch beim Testfall 4 gegeben. Es folgen die Werte aus Tabelle 5.1, denen das lo-
kale Minimum Uyip qp fiir grofle Wellenlangen zugrunde liegt. Fir % < 0.008 (siehe (.2.2))

folgt Re (%) ~ 0.05. Die Modellannahmen werden fiir den Testfall 4 somit gut erfiillt und
reale Entsprechungen dieses Modells scheinen moglich. Ein Vergleich mit der kritischen
Geschwindigkeit aus Abschnitt zeigt jedoch eine deutliche Abweichung. Eine Beur-
teilung dieser Abweichung und somit auch der Giltigkeit der bisher betrachteten Modelle
wird in Kapitel [6] vorgenommen.
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Testfall 4
kmin =] 0.45
Upin ] 5.804
Uy [/ 0.103
Re [-] 5.804

Tabelle 5.1: Werte des Testfalls 4 am kritischen Punkt

5.3 Nichtlineare Stabilitatsanalyse

In der Literaturiibersicht werden einige theoretische und praktische Arbeiten vorge-
stellt, in denen die Existenz von zeitperiodischen Losungen in durchstromten Strukturen
gezeigt und untersucht wird. In den folgenden Abschnitten werden zunéchst die nichtli-
nearen Berechnungen am aktuellen Modell vorgestellt und anschliefend untersucht, unter
welchen Bedingungen sich periodische Losungen einstellen und von welchem Typ die Bi-
furkationen sind.

Im ersten Schritt miissen dafiir die strukturelle Instabilitat, der Bifurkationspunkt und
die Codimension bestimmt werden. Es ist bereits bekannt, dass die lineare Stabilitit ent-
scheidend vom Wert des Grundstromungsparameters Uj 3 abhéngt. Anhand der Jacobi-
Matrix [15] wird im Folgenden gezeigt, dass das System strukturell instabil und Uj s der
Bifurkationsparameter ist.

Dafiir wird aus den linearisierten Gleichungen |(5.17)[ und |(5.18) zunéchst der Druck p eli-
miniert. Um gewohnliche Differentialgleichungen zu erhalten wird 6 = kx + wt eingefiihrt.
Anschlieend konnen die Gleichungen in Zustandsform

dz dg d%q d3q diq d°¢]"

~_ A it =g = —= —— -+ —_Z 5.25
do — 7 T TT D0 42 dg3 dgr dgs (5.25)
gebracht werden. Die Linearisierung erfolgte um den singuldren Grundzustand x, = 0,
sodass die Matrix A die Jacobimatrix am singuldren Punkt darstellt:

0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
J(iBS,Uo,g) = 0 0 0 0 1 0 (526)
0 0 0 0 0 1
0 12a3(w+3kUo,s) vz —Gwtl2a3kUns  —w?+B3k? 0
L d3k0 o3k4 d3k4 d3k? i

Die Eigenwerte dieser Matrix kénnen durch Det(J — wI) = 0 mit der Einheitsmatrix
I bestimmt werden. Es ergibt sich wieder die Dispersionsgleichung [(5.19)] deren Losun-
gen w bekannt sind. Da es stets zumindest eine Eigenkreisfrequenz mit verschwindendem
Imaginarteil gibt, ist der singulare Zustand nicht-hyperbolisch und das System strukturell
instabil. Aus dem Defekt der Matrix def(J) = n —rang(J) = 6 — 5 = 1 folgt, dass es sich
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5 Schlanker Kanal unter Vernachldssigung der Fluidtragheit

am Bifurkationspunkt Uy 3 = Uy,;; um eine Bifurkation der Codimension 1 handelt (siehe
Abschnitt 2.5)).

Um die nichtlinearen Gleichungen |(5.13) und |(5.14)[ dieses Modells zu untersuchen, wird
die Multiple-Scales-Methode verwendet und die Ergebnisse anhand einer Harmonischen-
Balance-Analyse verifiziert.

5.3.1 Multiple-Scales-Methode

Die Losung bifurkiert vom stationdren Grundzustand im Bifurkationspunkt bei U 3 = Uppiz.
Eine kleine Anderung des Bifurkationsparameters

Uos = Urpit + AU = Uppiy + €Uy + €Uy + - - (5.27)
bewirkt an diesem Punkt auch kleine Fluktuationen

¢ = e+t (5.28)
p = ep+ept- (5.29

vom stationdren Zustand. Hierbei stellt € einen noch zu bestimmenden kleinen Parameter
dar. Die Zeitskalen werden wie folgt gewahlt:

T =weat, Ti=ct, Tp=ct (5.30)

Die Ableitungen nach der Zeit werden geméafl Gleichung gebildet, die Ortsableitun-
gen sind unverandert. Diese Anséitze und Zeitskalen werden in die nichtlinearen Gleichun-
gen |(5.13)| und |(5.14)| eingesetzt, und diese schliefflich nach den Ordnungen von ¢ sortiert.
Bis auf die Schreibweise p1, ¢ (statt p, ¢) entsprechen die Gleichungen der ersten Ord-
nung O(e!) exakt den linearisierten Gleichungen [(5.17)] und [(5.18)l Das liegt daran, dass
die linearisierten Gleichungen keine kleinen Terme enthalten. Wie zuvor wird der Druck p;
eliminiert, woraus eine lineare, partielle Differentialgleichung fiir ¢; folgt

Pq Iq g1
12015 ——= + 12 | BUjpis—— it ——
kt8$3+ ktaﬂﬁ +wkta7_
1 Pq ' >’ ' Pq
- — 5 - 2 ; 7 = 07 5.31
a3 ( 3 b fs ox?t +7 0x? T Wit 0x2071? T Cawh "Ox20T (5:31)

welche im Folgenden durch
L(g) =0 (5.32)

gekennzeichnet wird. Da fiir das rekursive Gleichungssystem reelle Losungen benotigt wer-
den, wird der konjugiert komplexe Wellenansatz

1 . 1 ,
@ (ZL’, 7 Tl, Tg) _ in (Th Tg) ez(km+7—+sﬂ(T1,T2)) +§Q1(T17 TQ) e—z(km+7+go(T1,T2))

= @Q1(T1,T3) cos (kx + 7+ (T, Tz)) (5.33)
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in eingesetzt. Der Ubersichtlichkeit halber wird die Abhangigkeit von der Ortsvaria-
blen z und den Zeitvariablen 7, 77, T5 nur bei Anderungen angegeben. Durch das Einsetzen
ergeben sich die Bestimmungsgleichungen |(5.22)[ und |(5.23)| fiir Ui und wipt.
Anschliefend werden die Losungen

¢ = Q1 cos(kx + 7+ ), (5.34)
p=fln)=- <12kUkrit + Vs

(0%}

> Qi sin(kz + 7+ ) (5.35)

mit den noch zu bestimmenden Grolen @1 und ¢ in die Gleichungen der héheren Ordnung
eingesetzt.

Die lineare, inhomogene Differentialgleichung der Ordnung O(g?) ldsst sich nach Eliminie-
rung von po, und einigen trigonometrischen Umformungen in der Form

L(q2) = fscacos(kx + T4 ) + fososin(kx + 7+ ) + foosin (Q(kx + 7+ g&)) (5.36)

darstellen. Die Amplituden der Anregungsterme fs.2, fss2 und fo sind durch

)
fsc,2 = — a?_'l (]_2043 —+ k2C3) ’_Zslel karitk2, (537)
_ 2 01 2 2
ﬂﬂ—-aﬁQ1@2my%k@)+éna2mMﬁ + U1Q: 1203k(3 — k?), (5.38)
k2
fon = _ChZQQUE%k@k4—5k2+3)+4/Ag<23(25%—3D (5.39)

gegeben. Die homogene Differentialgleichung entspricht der Gleichung der ersten
Ordnung mit der zugehorigen Losung . Die Inhomogenitaten mit den Amplituden
fse,2 und fss2 haben somit die Form von Resonanzanregungstermen und stellen die Séku-
larterme dar. Fiir periodische Losungen ergibt sich die Forderung nach verschwindenden
Sakulartermen:

fsc,2 ; 07 (540)
oz = 0. (5.41)

Fiir periodische Losungen mit konstanter Amplitude muss 8Q1 = 0 gelten. Aus|(5.40)|folgt
damit g—j“fl = 0 und aus |(5.41)| fiir nichttriviale Losungen Ul = 0.

Mit Q1 = Q1(Tz), p = gp(T 2) und U; = 0 kann die durch den verbleibenden Anregungsterm
entstehende partikulare Losung g2, bestimmt werden:

Ga2(, 7, Ty) = Qea(To) cos (2(kz +7+ (1)) + Qua(Ta) sin (2(kz +7+¢(T3))). (5.42)

Da g, exakt der Losung der ersten Ordnung entspricht, wird sie in der Gesamtlosung
bereits berticksichtigt und kann hier zu null gesetzt werden. Die partikulare Losung be-
steht aus einem Kosinus- und einem Sinusanteil mit den unterschiedlichen Amplituden Q.o
und (s 2. Deren Ausdriicke hdngen jeweils von der Amplitude @)y, der Wellenzahl £ und
den anderen dimensionslosen Parametern P = (as, (3, 73, 03, (3) ab. Die untibersichtlichen
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5 Schlanker Kanal unter Vernachldssigung der Fluidtragheit

Ausdriicke werden mithilfe der Software MAPLE berechnet und sowohl hier als auch in
den folgenden Schritten aus Griinden der Ubersichtlichkeit nicht ausgeschrieben. Die Be-
rechnung des Druckes ps(go) aus ¢o schlieBt die Betrachtung der zweiten Ordnung ab.
Fir die Ordnung O(e?) ergibt sich nach Einsetzen aller bisher bestimmten Losungen
qi, P1, G2, p2, Berlicksichtigung aller bisherigen Erkenntnisse, Eliminierung von ps und
einigen Umformungen die inhomogene Differentialgleichung

L(Q3) = fsc,?) COS(k‘x + 7+ QO) + fss,g Sin(kl’ + 7+ QO)
+ fescos (3(k‘$ + 7+ go)) + fs3sin (3(k’x + 7+ 90)) (5.43)

Die Amplituden fs.3, fss.3, fe3 und fs 3 der Inhomogenitaten héngen von P, k, ()1, ¢ und
U, ab. Auch hier ist die linke Seite identisch mit denen der anderen Ordnungen. Dadurch
konnen auf der rechten Seite zwei Sakularterme

fsc,3 - Ql lj;f fcl(ka P) + Q12 ch(kap)] 5 (544)
2

fss,3 = Ql [(?}2 fsl(k7P> + Q12 f52<k’,P) + U2 fsB(ka P)‘| ; (545)

mit den Abkiirzungen f. (k, P) und f.(k, P), identifiziert werden. Aus der Forderung nach
periodischen Losungen mit konstanter Amplitude ), folgt daher

fsc,3 ; 07 (546)
fuss = 0. (5.47)

Gleichung ((5.46)| wird nach d%% aufgelost und dieser Ausdruck in Gleichung |(5.47)| einge-
setzt. Daraus ergibt sich fiir die Amplitude als nichttriviale Losung

Q1 =/Us fou(k, P). (5.48)

Die Amplitude @)1 hangt von der Wellenzahl k£ und allen Parametern P ab und wird durch
einen untibersichtlich langen Ausdruck beschrieben. Stellvertretend wird hier der Term
fo1(k, P) verwendet. Nach Einsetzen von () und einmaliger Integration folgt

o(Tz) = fo(k, P) Uz Ts. (5.49)

Die uniibersichtlichen Abhéangigkeiten von k und P werden durch f,(k, P) dargestellt.
Zusammengefasst ergibt sich aus der Storungsrechnung nach Einsetzen aller Ergebnisse
und Zeitskalen

Uos = Ukrit +°Us, (5.50)
q(x,t) ~ £/Us fou(k, P) cos (kx + wrart + fo(k, P)Uae?t) (5.51)
= e\/Us fou(k, P) cos (kx + |wiri + * fo(k, P)Us | )

Hieraus ist ersichtlich, dass die Beriicksichtigung der Nichtlinearitidten sowohl eine Fre-
quenzkorrektur als auch eine Bifurkation der Amplitude bei Uy,;; bewirkt.
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Noch ausstehend ist die Bestimmung des kleinen Storungsparameters ¢. Einer Argumen-
tation von Grotberg und Reiss [37] folgend, kann der Grundstromungsparameter auch als
Uos = Uprit + €2 geschrieben werden, woraus fiir die kleine Anderung der Grundstrémungs-

geschwindigkeit € = /Uy 3 — Uprir = VAU folgt. Mit diesem kleinen Parameter € = ¢y/U,

konnen die Ergebnisse wie folgt dargestellt werden:

Uos = Usrit + AU, (5.52)
q(w,t) ~ \JAU fou(k, P) cos (kz + [wiar + AU f,(k, P)]t). (5.53)

Fiir reelle Amplituden @)1 = /AU fg1 muss bei einer kleinen Erhéhung des Grundstro-
mungsparameters (AU > 0) die Funktion fg; ebenfalls positiv sein, was eine superkritische
Bifurkation bewirkt. Fiir AU < 0 und fg1 < 0 handelt es sich um eine subkritische Bifur-
kation.

Der grofie Vorteil der vorgestellten Berechnungsmethode ist, dass analytische Ausdriicke
fiir die Amplituden und Frequenzen erhalten werden. Allerdings sind in diesem Fall die
Ausdriicke so untibersichtlich, dass eine analytische Untersuchung hinsichtlich der Wirkung
der einzelnen Parameter kaum moglich ist. In Abschnitt wird daher eine numerische
Analyse durchgefiihrt.

Wird der Einfluss des Fluids auf die Struktur vereinfacht (6,, = 0) und zusétzlich eine
elastische Bettung ({3 = 0) angenommen, so lauten die Ausdriicke

6]{?K1 f . 360132 k
VEs (K, —12032)" 7% K| —12a32
mit Kg = 03 k* + B3 k? + 3 und K; = —4 k805 + k*v3. Dabei sind Uy,;; und wy,.;; bereits

eingesetzt. Das Vorgehen zur Bestimmung von fgo; und f, entspricht exakt dem zuvor
beschriebenen. Auch hier handelt es sich fiir fo; > 0 um eine superkritische Bifurkation.

far = (5.54)

5.3.2 Methode der Harmonischen Balance

Die Vorgehensweise bei der Anwendung der Harmonischen Balance Methode wird in Ab-
schnitt anhand einer gewohnlichen Differentialgleichung erklart. Hier wird die Me-
thode auf ein System von zwei partiellen Differentialgleichungen angewendet. Die nichtli-
nearen Gleichungen lassen sich nicht nach p auflésen und somit wird jeweils ein Ansatz fiir
¢ und p benotigt. Da im Vorfeld gezeigt werden konnte, dass der mittlere Fehler J; bei der
Berticksichtigung von nur einem Glied der Fourierreihe sehr grof ist und sich daraus ein
fehlerhaftes Bifurkationsverhalten ergibt (siehe [4]), werden hier direkt Ansétze hoherer
Ordnung verwendet:

G2(x,t) = @ cos(kx + wt) + Q.2 cos (2(k;x + wt)) + Qs 2 8in (2(]{:95 + wt)), (5.55)
Pa(x,t) = Py cos(ke 4+ wt) + Psqsin(kx + wt)
+ P.5cos (Q(km + wt)) + P o sin (Z(kx + wt)). (5.56)

Durch den zusatzlichen Sinusterm in ps wird eine mogliche Phasenverschiebung zwischen
Druck und Auslenkung beriicksichtigt. Es wird direkt nach Losungen mit konstanten Am-
plituden @ und P gesucht. Im Gegensatz zur Storungsrechnung wird kein kleiner Parameter
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benotigt.

Die Ansétze [(5.55)| und |(5.56)| werden in die nichtlinearen Gleichungen [(5.13)| und |(5.14)|
eingesetzt, welche den Ausdriicken N; (qg(x, t), pa(z, t)) =0 bzw. Ny (52(1:, t), pa(x, t)) =0
entsprechen (siehe auch Anhang [A]). Nach dem Einsetzen wird in den Argumenten der
Sinus- und Kosinus-Funktionen die Vereinfachung § = kz 4 wt eingefithrt. Die Fourierko-
effizienten werden geméafl der Gleichungen [(2.33)| und |(2.34)| berechnet. Es kann gezeigt
werden, dass stets ap; = ap2 = 0 gilt. Die restlichen Koeffzienten a,, und b, mit n = 1,2
werden iiber

s = 71T " N (@00), 72(6)) cos(nf) 48 = 0, (5.57)
bt — jr [ 3 (@(6).52(6)) sin(nd) 46 = 0 (5.58)
ns = jr [ : N (G2(0). 72(0)) cos(nf) df = 0, (5.59)
bs = 71T /_ 7; N (G2(6). 72(0)) sin(nf) 49 = 0 (5.60)

ermittelt. Daraus ergeben sich acht nichtlineare Gleichungen fiir die acht Unbekannten
Q1, Qc2, Qs2, Per, Ps1, Pea, Psa, w. Dieses Gleichungssystem wird fiir jeden Wert des
Grundstromungsparameter Ujps numerisch in MATLAB gelost. Dazu wird die Funktion
fsolve verwendet, welche anhand einer Anfangsschétzung reelle Nullstellen sucht. Als Start-
werte dienen Ergebnisse aus der Storungsrechnung, danach wird jeweils der vorherige Lo-
sungsvektor verwendet.

Diese Methode hat den Vorteil, dass sie einfach in der Umsetzung ist und direkt, oh-
ne Einfithrung eines kleinen Parameters, auf das Problem angewendet werden kann. Als
nachteilig hat sich erwiesen, dass die Startwerte geeignet gewéahlt werden miissen und kein
analytischer Ausdruck fiir die Amplitude erhalten wird.

5.3.3 Untersuchung des Bifurkationsverhaltens

Nach Herleitung der Gleichungen zur Bestimmung der Bifurkationslosungen, werden in
diesem Abschnitt die Ergebnisse im Zusammenhang mit den Parametern ausgewertet.
Zunachst wird dabei der Fall mit &,, # 0 betrachtet. In Abbildung [5.5al ist der Verlauf
der Amplitude fiir den Testfall 4 und unter Betrachtung einer Welle mit k,,;, = 0.44
dargestellt (vgl. Abschnitt B.27). Zu sehen ist eine superkritische Bifurkation und eine
sehr gute Ubereinstimmung der Ergebnisse der Multiple-Scales-Untersuchung und der
Harmonischen-Balance-Methode. Das Ergebnis der Harmonischen-Balance wird erst ab
einer gewissen Amplitude dargestellt, da fiir den numerischen Losungsalgorithmus ein von
null verschiedener Startwert benotigt wird um nichtriviale Losungen zu finden.

In Abbildung .50l ist das Verhalten fiir eine Wellenzahl jenseits der Polstelle darge-
stellt. Auch hier liegt eine superkritische Bifurkation vor. Abbildung zeigt, dass auch
subkritische Bifurkationen auftreten konnen. Das Bifurkationsverhalten hangt von der
Wellenlénge ab und daher ist es wichtig, im konkreten Anwendungsfall die auftretenden
Wellenzahlen einzugrenzen. Die subkritische Bifurkation stellt den kritischeren Fall dar:
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Abbildung 5.5: Amplitude ); aus der Harmonischen-Balance- (HB) bzw. Multiple-Scales-
Methode (MS) tiber Grundstromungsparameter U s

Je nach Amplitude der Stérungen kann der stationdre Zustand bereits fiir Grundstro-
mungsgeschwindigkeiten Uy < Uy,;; instabil werden.

Bei k ~ 1.2 findet ein Wechsel zwischen einer super- und subkritischen Bifurkation statt.
In der Nahe dieser Wellenzahl (siche Abb. [5.Gal) ist eine deutlich gréfere Amplitude zu
erkennen und die Losungen der zwei Berechnungsverfahren weichen mit zunehmendem
Abstand zum Bifurkationspunkt stérker voneinander ab. Es ist anzunehmen, dass diese
Abweichung aus der Annahme der kleinen Auslenkung in der Storungsrechnung resultiert.
Fiir eine groflere Wellenzahl stimmen die Losungen trotz groflerem Abstand zum Bifurka-
tionspunkt nahezu iiberein.

In Abschnitt wurde der Einfluss des Dampfungsparameters (3 auf die kritische
Geschwindigkeit und somit auf die Lage des Bifurkationspunktes diskutiert. In Abbil-
dung 5.7 ist nun der Verlauf der Amplitude (); mit und ohne diese duflere Dédmpfung (3
exemplarisch dargestellt. Die abgebildeten Verldufe sind sehr dhnlich und fiir noch kleinere
Werte von (3 kaum zu unterscheiden.

Grundsatzlich werden die FErgebnisse aus der Storungsrechnung durch die aus der
Harmonischen-Balance-Analyse, welche ohne Annahme eines kleinen Parameters aus-
kommt, bestéatigt. In beiden Féllen konnen zeitperiodische Losungen gefunden werden und
die Art der Bifurkation stimmt ebenfalls iiberein. In der Nédhe des Bifurkationspunktes
und fir kleine Amplituden sind die Verlaufe nahezu identisch. Zusétzlich zur Validierung
mithilfe der Harmonischen-Balance-Methode wurden die Ergebnisse in der Studienarbeit
von Fischer [26] auch numerisch tiberpriift. Hierzu wurden die nichtlinearen Gleichungen
fiir die Fluktuationen mit der FEM-Software COMSOL gelost. Unter Vorgabe einer Welle
mit bestimmter Wellenzahl stellen sich periodische Losungen mit sub- bzw. superkritischen
Bifurkationen ein. Auch die Verlaufe der Amplituden aus der numerischen Berechnung
mittels COMSOL und der Harmonischen-Balance-Analyse stimmen gut tiberein. Somit
sind nicht nur die verwendeten Methoden, sondern auch die Annahme der periodischen
Losungen validiert. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden im Folgenden nur noch die
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Abbildung 5.6: Amplitude @); iber Grundstromungsparameter Up 3
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Abbildung 5.7: Amplitude )1 mit und ohne duflere Dédmpfung (3 fiir £k = 0.44

Ergebnisse aus der Stoérungsrechnung dargestellt.

Zunéchst werden die Ergebnisse mit und ohne Berticksichtigung des Spannungsterms &,
verglichen. Abbildung B.§] zeigt den Verlauf der Amplituden fiir beide Falle. Fiir die
Rechnung wurden die Wellenzahlen k,,;p, op = 0.44 bzw. ky;, = 0.47 verwendet, bei denen
jeweils die minimale kritische Geschwindigkeit auftritt (siehe Abb. BE3). Im vereinfachten
Fall ist U,,;, etwas niedriger (umgerechnet entspricht die Geschwindigkeitsdifferenz im be-
trachteten Fall 0.008 m/s). Abbildung [5.8al zeigt zudem, dass die Amplitude in diesem Fall
deutlich geringer ist. Hier stellt sich in beiden Fallen eine superkritische Bifurkation ein.
Es gilt jedoch noch zu iiberpriifen, ob diese Ubereinstimmung stets vorhanden ist. Aufier-
dem soll auch der Einfluss der dimensionslosen Parameter auf das Bifurkationsverhalten
untersucht werden, wofiir eine genauere Betrachtung der Gleichung fiir (); erforderlich ist.
Unter Beriicksichtigung des Spannungsterms &,, und des Dampfungsparameters (3 erge-
ben sich &uflerst uniibersichtliche Terme fiir ¢); und verhindern somit eine analytische
Untersuchung des Einflusses der einzelnen Parameter. Im vereinfachten Fall mit 6,, = 0
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Abbildung 5.8: Amplitude @); iiber Grundstromungsparameter Uj 3 mit und ohne 6,

und (3 = 0 wird die Amplitude iiber den Term beschrieben. Da k > 0 und Kg > 0
gilt, ist die Bifurkation fiir

K

Ky=——1
2 K1—120é32

>0 (5.61)

superkritisch. Dieser Bedingung ist fiir

Ky = k* (—4k"05 + 75) <0 (5.62)
stets erfillt. Fir K; > 0 ist eine weitere Fallunterscheidung notwendig, denn fiir

0 < k* (—4k"35 + 73) < 1205” (5.63)

ist die Bifurkation subkritisch, andernfalls wieder superkritisch. Offensichtlich héngt die
Art der Bifurkation nicht von dem Parameter (3, sondern nur von den restlichen Parame-
tern und der Wellenzahl ab. Der Einfluss der einzelnen Parameter ldsst sich dabei nicht
unabhéngig voneinander diskutieren. Grundséatzlich kann gesagt werden, dass «as fiir nega-
tive K7 keinen Einfluss hat und bei positivem K eine subkritische Bifurkation begiinstigt.
Dagegen begiinstigen grofle Werte von d3 superkritische und grofie Werte von ~3 subkriti-
sche Bifurkationen.

Zur Untersuchung des Einflusses der Wellenzahl wird der Quotient K aus Gleichung
genauer betrachtet. Dieser hat fiir positive k stets eine Nullstelle bei

73 T
_ (s 64
ko (453> (5.64)

und ein Minimum bei

V3 T
k= | =— | . .
(853) (5.65)
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Abbildung 5.9: Einfluss der Wellenzahl k£ und der Quotienten K, und K3 auf den Bifurka-
tionstyp

Es kann gezeigt werden, dass der Quotient Ky an der Stelle k& = k,,, fir

2
Ky = V3

= —12a2 <0 5.66
1653 3 ( )

stets negativ ist. In diesem Fall treten fiir & < kg subkritische und fiir £ > kg superkritische
Bifurkationen auf, siche Abbildung £.9al Fir K3 > 0 ist der Quotient an der Stelle des
Minimums positiv und es existieren zwei Polstellen. Ein beispielhafter Verlauf von Ky ist
in Abbildung [5.9b] dargestellt. Es gibt zwei Bereiche in denen K5 positiv ist (superkritische
Bifurkation) und zwei Bereiche mit negativem Kj.

Im betrachteten Testfall gilt K3 < 0 und somit treten ab ky = 0.33 superkritische Bifur-
kationen auf. Bei vollstandiger Beriicksichtigung der Fluidwirkung trifft das nicht zu (sie-
he Abb. B.6). Fir 6,, # 0 ist die Amplitudengleichung sehr uniibersichtlich und muss
numerisch untersucht werden.

% —Gyy 70
o O'yy =0

20

™15 super- 3
3 kritisch superkritisch
10
5 sub- K\ sub-/super-
kritisch kritisch
0.5 15 25 35

k

Abbildung 5.10: Einfluss des Kopplungsparameters a3 und der Wellenzahl k auf die Art
der Bifurkation
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5.4 Zusammenfassung

In Abbildung ist der Einfluss der Wellenzahl und des Kopplungsparameters fiir beide
Falle dargestellt. Zu sehen sind die Grenzen zwischen den Bereichen mit sub- bzw. su-
perkritischer Bifurkation. Hierfiir werden die Wert von fg; fiir die jeweiligen Parameter
numerisch ermittelt und je nach Vorzeichen der zugehorigen Bifurkation zugeordnet. Im
betrachteten Bereich hat der Kopplungsparameter ag in beiden Féllen keinen Einfluss. Der
linke Teil der Abbildung ist identisch, d. h. fiir sehr kleine k treten subkritische Bifurkatio-
nen auf. Allerdings gibt es nun fir den Fall mit 6, # 0 fiir k£ < kpy (siehe Gleichung|(5.22)))
einen zusatzlichen Bereich mit subkritischen Bifurkationen. Der Steifigkeitsparameter (3
hat im betrachteten Bereich fiir beide Félle keinen Einfluss und ist daher nicht abgebildet.
Der Einfluss des Steifigkeitsparameters ~3 ist in Abbildung B.1Tal dargestellt. Fir beide

50
— Oyy 70 200 —Tyy #0_
a0l 0 Gyy =0 0 Gyy =0
30f T super- " 500 super- .
o kritisch superkritisch o kritisch superkritisch
Ze)
20}
300 sub-
* kritisch x|
10} sub- \\ Sub-/super- \. Sub-/super-
kritisch kritisch 100 kritisch
0e— : : : ©
0.5 15 25 3.5 0.5 1.5 25 3.5
k k

(a) (b)

Abbildung 5.11: Einfluss der Steifigkeitsparameter 73 und d3 und der Wellenzahl k auf den
Bifurkationstyp

Falle ist die Wirkung von 3 gleich, eine Erh6hung begtinstigt subkritische Bifurkationen.
Der Bereich, in dem nur bei 6,, # 0 subkritische Bifurkationen auftreten, ist unveréndert.
Das ist auch in Abbildung der Fall, auch hier ist der Einfluss des Parameters fiir bei-
de Falle sehr dhnlich. Nur fiir sehr kleine Werte von d3 kann eine Abweichung im Verlauf
der Bereichsgrenze beobachtet werden. Eine Erhoéhung von d3 beglinstigt superkritische
Bifurkationen.

5.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde das Modell B fiir einen schlanken Kanal mit inkompressibler,
viskoser Stromung unter Vernachlédssigung der Fluidtragheit betrachtet. Dabei wurde die
Stabilitdt des stationdren Grundzustandes sowohl linear als auch nichtlinear unter Be-
riicksichtigung der Verschiebung der Grenzfliche zwischen Fluid und elastischer Wand
untersucht. Zur Berechnung der vom Grundzustand abweichenden, periodischen Losungen
wurde die Multiple-Scales-Methode und die Harmonische-Balance-Analyse verwendet. Der
Ubersichtlichkeit halber wurde dabei der dimpfende Anteil der Bettung vernachlissigt.
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5 Schlanker Kanal unter Vernachldssigung der Fluidtragheit

Auch bei diesem Modell ergab die lineare Untersuchung des Grundzustandes eine Desta-
bilisierung durch die Grundstromungsgeschwindigkeit. Die Realteile der Eigenwerte sind
symmetrisch zur horizontalen Achse, was durch die nicht vorhandene Fluidtragheit zu
begriinden ist. Die Imaginérteile sind nicht symmetrisch, was an der stets vorhandenen
inneren Dampfung durch die Viskositat liegt. Eine zuséatzliche &uflere Dampfung durch die
viskoelastische Bettung wirkt stets stabilisierend. Das stimmt qualitativ mit den Ergebnis-
sen im Bereich grofler innerer Dampfung des Modells A iiberein. Die Steifigkeitsparameter
wirken auch hier stabilisierend. Bei dem Einfluss der Wellenzahl kommt es auf die Bertick-
sichtigung der Fluidwirkung auf die Struktur an. Bei vollstandiger Berticksichtigung der
Normalspannung an der elastischen Wand besitzt die Funktion fiir kleine Wellenzahlen ein
lokales Minimum von Uj,;; und die abwértslaufenden Wellen werden instabil. Fir Wel-
lenzahlen jenseits der Polstelle gibt es kein Minimum und die aufwértslaufenden Wellen
werden instabil. Wird der Einfluss des Fluids vereinfacht und auf den Fluiddruck an der
Wand reduziert, so gibt es ein Minimum von Uy,;; und die abwértslaufenden Wellen werden
instabil. Die minimale kritische Geschwindigkeit ist in diesem Fall etwas geringer. Daher
ist es wichtig, die im realen Anwendungsfall auftretenden und mit dem Modell vereinbaren
Wellenzahlen einzugrenzen. Ein Abgleich der kritischen Geschwindigkeit des Testfalls 4
mit den Modellrestriktionen zeigte, dass diese mit dem Modell vereinbar sind.

Das Modell ist fiir nichtlineare analytische Berechnungsmethoden zuganglich. Mithilfe ei-
ner Storungsrechnung mit drei Zeitskalen konnen zeitperiodische Losungen mit konstanter
Amplitude gefunden werden. Als kleiner Parameter dient die Abweichung AU des Grund-
stromungsparameters vom Wert Uy,;; am Bifurkationspunkt. Mit zunehmender Entfernung
von diesem Punkt kann eine Frequenzkorrektur beobachtet werden. Die Ergebnisse aus der
Storungsrechnung werden durch die Harmonische-Balance-Analyse verifiziert.

Es wurde untersucht, inwiefern sub- bzw. superkritische Bifurkationen vom Verhaltnis der
Wellenzahl k, des Kopplungsparameters a und der Steifigkeitsparametern ¢ und ~ ab-
hangen. Die Berticksichtigung der vollstandigen Fluidwirkung auf die Struktur hat eben-
falls einen Einfluss auf das nichtlineare Verhalten. Die Amplituden der vom jeweiligen
Bifurkationspunkt abzweigenden Losungen sind im vereinfachten Fall geringer. Fir kleine
Wellenzahlen ist die Art der Bifurkation im betrachteten Bereich identisch, fiir groflere
Wellenzahlen gibt es bei der vollstandigen Berticksichtigung der Fluidwirkung einen zu-
sétzlichen Bereich in dem subkritische Bifurkationen auftreten kénnen. Somit eignet sich
das vereinfachte Modell zur Abschatzung der minimalen kritischen Geschwindigkeit und
der Art der auftretenden Bifurkationen vor allem fiir kleine Wellenzahlen. Dartiber hinaus
ist die Beriicksichtigung der vollstandigen Fluidwirkung sinnvoll.

Abschlieflend ldsst sich sagen, dass die Ergebnisse der linearen Theorie dieses Modells
qualitativ mit den Aussagen aus dem vorherigen Kapitel vereinbar sind. Aufgrund der
sehr unterschiedlichen Modellierung gibt es jedoch quantitative Abweichungen. Eine Be-
urteilung dieser Abweichungen und der Modellgiiltigkeit erfolgt im folgenden Kapitel. Die
zusétzliche nichtlineare Betrachtung ermoglicht einen tieferen Einblick und ein grofieres
Verstandnis des betrachteten gekoppelten Systems.

Die vollstandige Berticksichtigung der Viskositéat ist eine Erweiterung des in Kapitel [4] un-
tersuchten Modells A. Die Vernachliassigung der Fluidtragheit vereinfacht die Gleichungen
erheblich, stellt aber auch eine Einschriankung fiir die Anwendbarkeit dieses Modells dar.
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6 Schlanker Kanal unter Beriicksichtigung der
Fluidtragheit

Das Modell A des Kanals mit Potentialstromung beriicksichtigt die Viskositéit des Fluids
durch eine Naherung, bildet aber sonst das vollstdndige Problem eines ebenen Kanals ab.
Aufgrund des sehr umfangreichen nichtlinearen Randwertproblems sind fiir analytische,
nichtlineare Untersuchungen Vereinfachungen notwendig. Modell B ist durch die Annah-
me eines schlanken Kanals und einer vernachléssigbaren Fluidtragheit stark vereinfacht.
Unter diesen Annahmen kénnen die Gleichungen exakt hergeleitet werden und sind fiir eine
nichtlineare Untersuchung zugénglich. Die Annahme des dominierenden Reibungseinfluss
stellt aber eine starke Modelleinschrénkung dar. Das in diesem Kapitel betrachtete Mo-
dell C' erméglicht die nichtlineare Untersuchung der Fluid-Struktur-Wechselwirkung unter
Beriticksichtigung der Fluidtrédgheit. Hierbei wird wie beim Modell B ein schlanker Kanal
betrachtet. Die Beriicksichtigung der Reibungsverluste erfolgt iiber dieselbe Naherung wie
beim Modell A. Somit stellt das Modell C' einen Mittelweg zwischen den beiden vorherigen
Modellen dar und wird in diesem Kapitel auch mit ihnen verglichen.

6.1 Herleitung der Gleichungen

Zur Beschreibung der ebenen, inkompressiblen Stréomung werden die Kontinuitatsglei-
chung und die modifizierten Navier-Stokes-Gleichungen [(3.25)] fir einen
schlanken Kanal benotigt. Die Struktur wird durch Gleichung beschrieben.

Dem Beispiel von Kudou et al. |[63] folgend, werden die Fluidgleichungen iiber die Kanal-
hohe gemittelt. Dadurch werden vereinfachte, an die Ubergangsbedingungen angepasste
Gleichungen erhalten und vorallem kann das Fluid durch nur zwei abhéngige Variablen,
den Druck pr und die gemittelte Geschwindigkeit U, beschrieben werden. Durch die Be-
riicksichtigung der Fluidtragheit ist die Integration iiber die Kanalhéhe jedoch nicht mehr
exakt, sondern nur mit Naherungen méoglich.

Die iiber die Hohe integrierte Kontinuitatsgleichung lautet nach Einsetzen der Uber-
gangsbedingungen ((3.40)| und |(3.47)[ und der gemittelten Geschwindigkeit

dgs O ((Ho— ds + do)Ur)
of 07 '

(6.1)

Zur Beschreibung der Stromung wird noch eine weitere Gleichung benédtigt (detaillierte
Herleitung im Anhang[Bl). Dafiir wird die Kontinuitatsgleichung mit 4p multipliziert
und mit der, durch jr dividierten, Gleichung |(3.25)| addiert. Nach Umformungen folgt

= = . 6.2
ot o0z 7 pr O + pr OF (6.2)
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6 Schlanker Kanal unter Berticksichtigung der Fluidtrédgheit

Anschliefilend wird diese Gleichung tiber die Kanalhohe integriert. Gleichung |(3.26)| liefert
Pr = pr(Z, ﬂ Mit diesem Wissen und unter Verwendung der Leibniz’schen Integrations-
regel folgt nach Einsetzen der Ubergangsbedingungen [(3.45)| und [(3.46)|

0 /HO o [Ho 2

< i dA+—A/ )2 di =

ot Jgs—dqo Py 0z fisﬂio( F) 4

(Ho — 4s + o) Opr | pr [ Olp
PF or  pr \ 09

dip
99

) . (6.3)

Nach Einsetzen der gemittelten Geschwindigkeit |(3.29)] und den Néherungen |((3.30)]
und ergibt sich die zweite Fluidgleichung

0 ((Ho —qs+ @o)UF) 0 ((Ho —qs+ QO)U@
A + A =
ot oz
~ (Ho—3qs+q)dpr 1
br 9 1

9=Ho

mit dem Verlustkoeffizienten Ay = 22 fiir laminare Stromungen (siehe Kapitel BL.2).
Der Einfluss durch die Fluidviskositat kann nach Einsetzen von Ay und Re nach |(3.33)]

und unter Verwendung von Ky = 12 durch

e [ Oir _ Oug _ KyvurUr _ (Ho — q4s + Go) Opy (6.5)
pAF a@ 9=Hy ag =ds—do HO - QS + q\O ﬁF 0z

beschrieben werden. Durch Vergleich mit Gleichung fiir den Druckverlust py ist zu
erkennen, dass die hier verwendete Ndherung mit der des Modells A iibereinstimmt. Durch
Einsetzen der Mittelung Up der Geschwindigkeit 4 aus Gleichung in kann zu-
dem gezeigt werden, dass diese Naherung fiir das Modell B exakt erfiillt ist.

Bei dieser Modellierung werden die Geschwindigkeitsgradienten an den Réndern iiber den
Druckverlust bei einer stationdren Poiseuille-Stromung approximiert, bei der keine Stro-
mung in g-Richtung existiert. In diesem Modell ist somit keine Information fiir die Span-
nung &, an der elastischen Wand enthalten und daher wird in der Strukturgleichung
der Einfluss des Fluids lediglich durch 7,, = —pp beriicksichtigt [63].

6.1.1 Stationarer Zustand und Fluktuationen

In die Systemgleichungen|(6.1)}((6.4)und|(3.36)| werden durch Einsetzen von|(3.48)}(3.53)]
die Grund- und Storgrofien eingefiihrt. Im stationdren Zustand gilt § =U = p = 0,

dieser wird somit durch die Gleichungen

Hy dp K A
410 dPo V,MFUO _0, (6.6)

~pr A Hepr
keGo + Do —pa =0 (6.7)

mit der konstanten Auslenkung ¢y und der konstanten Grundstromungsgeschwindigkeit Uy
beschrieben wird. Die stationédre Strukturgleichung entspricht Gleichung und
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6.1 Herleitung der Gleichungen

aus - folgt die gleiche mittlere Grundstromungsgeschwindigkeit U, wie bei Modell B
(vgl. Gleichung m Unter Beriicksichtigung dieses Grundzustandes und nach einigen
Umformungen ergeben sich die Gleichungen fiir die Fluktuationen ¢, U und p in der Form

0G4 s~ o~y O LoU
—o7 — (o +0) 52+ (Ho =) 5= =0, (6.8)
X o4 ., OU
—(Hy — ) (U + U) = + (Hy — §)* ==
(Ho Q)<0+ )8t+(0 ) oF
e an20 oy OU
~(Ho— ) (Do +0) 51 +2(Ho— ) (o + 0) 52 (6.9)
(Ho—9)*0p  Kypr i P \y r
AL Vi S 9 4 2 — =
T 5 T R Uy—U| =0
¢ 94 24 a4
Bpga2 D892'4_Sax +kq+kd8 +p=0. (6.10)

Bei Betrachtung eines nicht viskosen Fluids gilt K = 0 und die zugehorigen Terme der
Gleichungen |(6.6)| und |(6.9)| entfallen.

6.1.2 Dimensionslose Schreibweise

In diesem Abschnitt werden die dimensionsbehafteten Gleichungen der Fluktuationen um
den Grundzustand in dimensionslose Gleichungen iiberfiihrt.

Schreibweise 3

Um einen Vergleich mit Modell B zu ermoglichen, werden auch fiir das aktuell betrachtete
Modell die Kanalhohe Hj, die Fluiddichte pr und die Viskositat pp als Referenzgrofien
verwendet. Es ergeben sich die dimensionslosen Variablen

xzi,y—i,q:i,t: MFf,p:ﬁFHgﬁ’ Um:HOﬁFU
Hy Hy Hy H(%PF /L%’ 1233
und Parameter
Uy = UoHopr oy = Hopr L= SppHG s = keptHg
’ pro Bps’ Bpsuz’ Bpspuz’
5y = D% kaprH

Bpspuz’ >° Bpspr

Um spétere Verwechslungen mit dem Grundstromungsparameter Up 3 zu vermeiden, wird
die dimensionslose gemittelte Geschwindigkeitsabweichung vom Grundzustand als U, be-
zeichnet. Die dimensionslosen Gleichungen fiir Stromung und Struktur lauten

i+ (Uos+Un)d +(q—1)U," =0, (6.11)

(q=1) (Uos+Un)d+ (g = 1)U + (¢ = 1) (Uos + Un)’ ¢
+2(q—1)° (U3 + Un) Un + (g — 1)*p — Ky [(g—2) qUos — U] =0, (6.12)
G+ 03¢"" — B3q" + v3q + (3¢ + azp = 0 (6.13)
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6 Schlanker Kanal unter Berticksichtigung der Fluidtrédgheit

mit () = %, () = %—(x) und der dimensionslosen Verlustkonstanten Ky . Diese Schreibweise
wird im gesamten Kapitel, bis auf Abschnitt 6.2.7] verwendet. Daher werden auch die

Herleitungen beispielhaft anhand dieser Hauptschreibweise durchgefiihrt.

Schreibweise 1

Um einen Vergleich mit Modell A und eine Untersuchung des Einflusses der Fluidvisko-
sitdt zu ermoglichen, wird fiir das aktuelle Modell zusatzlich die Schreibweise 1 mit den
Referenzgrofen Hy, pr und ag verwendet. Es ergeben sich die dimensionslosen Variablen

T (] q " apt D I U
r = -, 77 = T7 = 77 = "9 A m —
Hy Y Hy 1 Hy Hy b G%PF aRr
und Parameter
Uy Hopr S k H?
U = — = = — =
0,1 CLR7 &3] Bps ) ﬂl Bpsa%’ §a! Bpga%%’
- D . kqHy . Kypp
=573 (= , U= —.
BpsanHg Bpsar apHopr
Die dimensionslosen Gleichungen lauten folglich
i+ U1+ Un)d +(q—1)U, =0, (6.14)
(=D (Uor +Un)d+ (=1 Up+ (¢ —1) (Ug1 + Up)* ¢
+2(q —1)* (Uox + Un) Un + (¢ —1)°p' =01 [(q — 2) qUpy — Up] =0, (6.15)
G+ 61q" = Bid" + g+ g+ ap =0, (6.16)

mit () = % und () = %. Diese Schreibweise wird in diesem Kapitel einmalig fir den
linearen Vergleich mit Modell A in Abschnitt verwendet. Die zugehorige Dispersions-
gleichung wird in Abschnitt [6.2.1] angegeben.

Durch die geanderten Bezugsléngen sind die Werte der einzelnen Parameter unterschied-
lich im Vergleich zu Schreibweise 3. Die Systemgleichungen |(6.11) bzw.
sind jedoch bis auf den Parameter ¢; anstelle der Konstanten Ky identisch. Somit kénnen
die im Folgenden ermittelten Gleichungen auch auf die Schreibweise 1 iibertragen werden.

6.2 Lineare Stabilitatsanalyse

Die beziiglich des stationdren Grundzustandes (¢ = 0, p = 0, U,, = 0) linearisierten und
dimensionslosen Gleichungen fiir die Fluktuationen lauten

q+Usq' — Uy’ =0, (6.17)
—Up3q + U — Uos’q' + 2U0,3(7m/ +p' + Ky (2(]U073 + Um) =0, (6.18)
q+03¢"" — B3q" + 733 + (34 + azp = 0. (6.19)
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6.2 Lineare Stabilitdtsanalyse

Aus Gleichung [(6.17)| kann
Un' = q+ Upsq’ (6.20)

bestimmt werden. Damit wird nach Differentiation der Gleichung |(6.18)| beziiglich = die
Geschwindigkeit U,, aus den Gleichungen eliminiert:

q+2Ups3q" + Ups*q" +p" + Ky (cj + 3U0,3q’) =0, (6.21)
(+)
q+03q

" — B3q" + 3G + (3¢ + azp = 0. (6.22)

Die mit (*) markierten Terme stammen urspriinglich aus den Tragheitstermen der gemit-
telten Fluid-Gleichung |(6.2)| und stellen somit den Unterschied zum Modell ohne Fluid-
tragheit dar.

6.2.1 Dispersionsgleichung
Zunéchst wird Gleichung nach dem Druck aufgelost und dieser in |(6.22)| ersetzt. Fiir

die verbleibende abhiingige Variable wird der Wellenansatz q(x,t) = Q e***%! verwendet,
woraus folgende Dispersionsgleichung

wW? (K + az) — iw (Kyas + Gh* + i205kUp )
- k(53k5 + ﬁgks + ")/3/€ +Z'3KvO53U073 - kOégUo’;gQ) =0 (623)

kK

folgt. Aus der Dispersionsgleichung konnen die Eigenkreisfrequenzen fiir eine bestimmte
Wellenzahl k analytisch bestimmt werden:

(Kw + \/KwQ — k(K + as) (kKs + i3KyasUps — kasUp5*) ) (6.24)

K k2
mit K, = V20‘3 + 43’2 +iaskUss.

In der Schreibweise 1 lautet die Dispersionsgleichung
w2 (k’2 + OZ1> —w (&1191 + <1]<32 + i2011k’U071)

- k(51k5 + 61]@’3 + ’}/1]{3 —H’3a1191U071 — kOflUOJQ) =0. (625)

kKs

6.2.2 Grundsatzliches zur Auswertung

Der stationdre Grundzustand wird nach der linearen Theorie fiir S {w} < 0 instabil (siehe
Abschnitt 2.4]). Im Folgenden wird der Verlauf der Eigenkreisfrequenzen w und die kriti-
sche Geschwindigkeit fiir verschiedene Parameter untersucht und mit den Ergebnissen der
anderen zwei Modelle verglichen.
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6 Schlanker Kanal unter Berticksichtigung der Fluidtrédgheit

Soweit nicht explizit andere Werte genannt werden, liegen den Ergebnissen in diesem Ka-
pitel folgende Parameter und Konstanten zugrunde:

g = 2, 63 = 0, V3 = 1000, (53 = 1200, §3 = 0, Uo’g = O, KV = 12.
Hierbei handelt es sich um Werte, die zwischen denen des Testfalles 1 mit groflem Trég-
heitseinfluss und denen des Testfalles 4 mit grolem Reibungseinfluss liegen. Soweit nicht
anders gekennzeichnet, werden Wellen mit der dimensionslosen Wellenzahl £ = 0.6 un-
tersucht. Anhand der genannten Werte werden die qualitativen Verldufe der Eigenwerte
diskutiert.
Da der Einfluss der Steifigkeits- bzw. Vorspannungsparameter auf die Stabilitdt mit dem
bei den anderen Modellen tibereinstimmt (siehe Abschnitte und [.2.7)), wird hier auf
eine erneute Diskussion verzichtet. Sowohl aus der Dispersionsgleichung als auch aus Glei-
chung geht der Einfluss eindeutig hervor. Die Parameter 35, 73 und d3 erhohen die
kritische Geschwindigkeit Uy,.;; und wirken somit stabilisierend.

6.2.3 Grundstromungsgeschwindigkeit

Es wurde bereits gezeigt, dass der stationdre Grundzustand ab einem bestimmten kriti-
schen Wert Uj,;; des Grundstromungsparameters Uy s instabil wird. Das gilt auch beim
Modell C und die kritische Geschwindigkeit lautet im Falle eines viskosen Fluids

VEKs Kyasz + (3k?
s \/(C?,kz - 2KvOé3)2 + 9KV20./3]€2’

fir £ > 0 und a3 > 0. In schlanken Kanalen ist eine Vernachlassigung der Viskositat zwar

Ukrit - (626)

S{w}

0 2 4

6 8 10 12
Up 3

Abbildung 6.1: Eigenkreisfrequenzen iiber Grundstromungsparameter Uy 3

nicht empfehlenswert (siehe z. B. [96] und Kapitel ), nichtsdestotrotz ist mit diesem Modell
auch die Betrachtung eines nicht viskosen Fluids moglich. Die kritische Geschwindigkeit
ergibt sich dann zu

1 1
Ugrit = | Ks | — + —= ). 6.27
krit \/ S<a3+k2> (6.27)
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6.2 Lineare Stabilitdtsanalyse

In Abbildung ist der Verlauf der Eigenkreisfrequenzen fiir zwei verschiedene Werte
von ag dargestellt. Aufgrund der vorhandenen Fluidtrégheit ist der Verlauf der Realteile
nun nicht mehr symmetrisch zur horizontalen Achse. Das stimmt mit den Ergebnissen des
Modells mit Potentialstromung tiberein (vgl. Abb.[£.14h]). In beiden Modellen wird der Ein-
fluss der Fluidtragheit und -viskositat berticksichtigt. Insbesondere fiir den kleineren Wert
von as stimmen die Verlaufe qualitativ sehr gut mit denen aus Abbildung .14b], welche
ebenfalls unter Verwendung eines kleinen Kopplungsparameters entstanden, iiberein.

6.2.4 Wellenzahl

In dem gekoppelten System konnen Wellen mit verschiedenen Wellenlangen auftreten.
Dabei hat die Wellenzahl k einen groflen Einfluss auf die Eigenwerte des Systems und somit
auch auf die kritische Geschwindigkeit. Diese wird durch Gleichung beschrieben und
es ist ersichtlich, dass es fiir k£ keine Null- oder Polstellen gibt. Das liegt daran, dass auch bei
dem aktuell betrachteten Modell die Wirkung des Fluids in der Strukturgleichung
nur durch den Druck beriicksichtigt ist. Ein Verlauf der kritischen Geschwindigkeit fiir
verschiedene Werte von k ist in Abbildung dargestellt. Bei den betrachteten Werten
kann wieder eine minimale kritische Geschwindigkeit ausgemacht werden.

115 100
80
1l instabil ] instabil
60 1
0 )
N ° Ukrit
D D 20 \
10.5}
. Ukrit
stabil 20 stabil
10 0
0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 10 20 30 40
k ¢/ Kv
(a) 3=0 (b) k= 0.6

Abbildung 6.2: Einfluss der Wellenzahl &, des Dampfungsparameter (3 und der Viskosi-
tatskonstanten Ky auf die kritische Geschwindigkeit

6.2.5 Dampfungsparameter

Im betrachteten System kann zwischen innerer Dampfung aufgrund der Fluidviskositét
und duflerer Dampfung durch die viskoelastische Bettung unterschieden werden. In den
Abschnitten .27 und wurde bereits gezeigt, dass das Verhaltnis von &uflerer zu in-
nerer Dampfung fiir das Stabilitatsverhalten entscheidend ist. Sowohl das aktuell betrach-
tete Modell C als auch das Modell B enthalten innere Dampfung. Bei Letzterem wirkt
eine zusatzliche duere Dampfung stets stabilisierend. In Abbildung [6.20 ist der Verlauf
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6 Schlanker Kanal unter Berticksichtigung der Fluidtrédgheit

von Uy,;; Uber dem Verhaltnis von aulerem Dampfungsparameter (3 und der Viskositéts-
konstanten Ky fiir Modell C' dargestellt. Hier gibt es, wie bereits zuvor im Modell A (siehe
Abb. I THl), ein Maximum. Die zusitzliche dulere Dampfung wirkt zunéchst stabilisierend
und ab einem bestimmten Wert von (3 destabilisierend. Eine Vernachlassigung der aufie-
ren Dampfung (3 = 0 ergibt die kleinste kritische Geschwindigkeit und stellt somit eine
konservative Abschatzung der minimalen kritischen Geschwindigkeit dar.

6.2.6 Vergleich mit dem Modell ohne Fluidtragheit

In Abbildung wird gezeigt, dass durch die Beriicksichtigung der Fluidtragheit die Sym-
metrie der Eigenwertverlaufe beziiglich der horizontalen Achse wieder aufgebrochen wird.
Des Weiteren zeigt der Vergleich der Dispersionsgleichungen und dass diese
fiir g = 0 identisch sind. Allerdings gibt es in diesem Fall keine Kopplung zwischen Fluid
und Struktur und somit keine Instabilitat. Fiir sehr kleine Werte von a3 sind die Dispersi-
onsgleichungen und somit die Eigenwerte sehr dhnlich, was an dem verschwindend kleinen
Einfluss des Fluids gegeniiber dem der Struktur liegt. Da sich die Modelle lediglich in der
Modellierung des Fluids unterscheiden, ist die Ubereinstimmung bei einem dominierenden
Einfluss durch die Struktur zwingend. Es handelt sich jedoch nicht um ein geeignetes Kri-
terium zur Beurteilung der Modelle.

Aufschlussreicher ist der Vergleich der linearen Gleichungen , des Modells B
mit den Gleichungen , des aktuellen Modells. Die Strukturgleichungen sind
identisch, die Gleichungen zu Beschreibung des Fluids und der Ubergangsbedingungen un-
terscheiden sich durch die drei mit (x) markierten Terme in Gleichung [(6.21)] Da es sich
bei dem Grundstromungsparameter Uy 3 um die Reynoldszahl des Grundzustandes handelt
(siehe Abschnitt [(.1.2) und von kleinen Geschwindigkeitsfluktuationen ausgegangen wird,
entspricht Ups — 0 einer verschwindenden Fluidtragheit. Nach Einsetzen dieses Grenz-
falls in die linearen Fluidgleichungen, verschwindet der (x)-Term nicht vollstandig. Die
Gleichungen unterscheiden sich bei Vernachlassigung der Fluidtragheit durch den zusétz-
lichen Term ¢ beim Modell C. Es wird deutlich, dass es einen Unterschied macht, ob die
Tragheit des Fluids noch vor Berticksichtigung der Kopplung vernachlassigt wird oder erst
hinterher. Gleichung zeigt den Zusammenhang zwischen der Geschwindigkeitsfluk-
tuation und der Auslenkung der Struktur. Eine Geschwindigkeitsanderung von Struktur
oder Fluid bewirkt auch eine Veranderung des jeweils Anderen und somit kann es auch
bei einer schleichenden Strémung zur Beschleunigung ¢ der Struktur kommen. Nur wenn
diese ebenfalls klein ist, stimmen die zwei Modelle fiir diesen Grenzfall iberein.

Somit wird bei direkter Verwendung der Schleichstromung eine mogliche Beschleunigung
der Struktur falschlicherweise vernachlassigt. Die gingige Vorgehensweise aus dem Bereich
der Gleitlagertheorie ist daher nicht ohne Weiteres auf durchstromte Kanéle iibertragbar.
In Tabelle sind die kritischen Geschwindigkeiten fiir den Testfall 4 dargestellt. Dabei
wird die Wellenzahl k,,;,, = 0.05 der minimalen kritischen Geschwindigkeit und die Wel-
lenzahl k£ = 0.45 aus Tabelle verwendet. Die Ergebnisse weichen deutlich von denen des
Modells ohne Fluidtrédgheit ab. Offensichtlich ist bei diesem Testfall die Beschleunigung
der Struktur nicht vernachléssigbar.
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6.2 Lineare Stabilitdtsanalyse

Testfall 4
k [—] 0.05 0.45
Ugrit - [~] 0.663 0.891
Uy [/ 0.012 0.016
Re  [-] 0.663 0.891

Tabelle 6.1: Werte des Testfalles 4 am kritischen Punkt in Schreibweise 3

Um einen weiteren Einblick zu bekommen, wird im Folgenden die von ppr unabhangige
Schreibweise 1 verwendet. Es gilt oy = a3 und die Dispersionsgleichung |(5.21) des Mo-
dells B ergibt in diesem Fall die Formel

VEKs (a1 + Cle)'

Ukrit,B = (6.28)
v a1y 91912041/{52
Fiir das Modell C liefert die Dispersionsgleichung |(6.25)| dagegen
e 2
Ukrit.c = Hs oy + GF) (6.29)

VA (GR2 = 20100)% + 99, 2an k2

Der direkte Vergleich ergibt, dass die kritischen Geschwindigkeiten fiir ¢;k% — 20104 = 0
gleich sind. Da die Berechnungsvorschriften der kritischen Geschwindigkeiten nicht fiir
(1 = 0 und gleichzeitig vy = 0 gelten, kann in diesem Fall die Forderung nicht erfiillt
werden. AuBerdem ist die Forderung bei einem bestimmten System mit festen Werten
von (1, ¥; und aq nur fiir eine Wellenzahl k erfiillbar, wenn Sie iiberhaupt erfiillt werden
kann. Grundsétzlich lasst sich jedoch sagen, dass der Unterschied zwischen den kritischen
Geschwindigkeiten fiir

C1k2 — 21910(1 — 0 (630)
minimal ist. Eine wichtige Groéfle beim Vergleich der Modelle ist die Reynoldszahl

_ UoHopr _ UnaKy

Re
195 U

(6.31)

Hierbei sind die dimensionsbehafteten Grofen Uy und pp durch die dimensionslosen Pa-
rameter und ihre Bezugsgroflen ersetzt. Da es um die Untersuchung der Instabilitaten
geht, ist es sinnvoll, in der Reynoldszahl die kritische Geschwindigkeit Uy; = Uy zu
verwenden. Diese hingt wiederum von (7, ap, ¥1 und k& ab und daher hangt auch die
Ubereinstimmung der Modelle von diesen GréSen ab. Durch Anpassung der Systempara-
meter an die Forderung werden die kritischen Geschwindigkeiten und somit auch
die Reynoldszahlen der beiden Modelle angeglichen. Das Angleichen der Reynolds-
zahlen geschieht jedoch vollig unabhéangig von den Modellrestriktionen.
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6 Schlanker Kanal unter Berticksichtigung der Fluidtrédgheit

In Abbildung sind zur Verdeutlichung die Verldufe der kritischen Geschwindigkeiten
der beiden Modelle iber dem Dampfungsverhéaltnis fiir den Testfall 4 und k£ = 1 aufge-
tragen. Fiir (;k? — 29,07 = 0 beriihren sich die beiden Kurven. Das Modell B ist nur fiir
Fluide mit grofler innerer Dampfung ¢, erfiillt (sieche Abschnitt B.2.7)) und somit eher fiir
kleine Werte von (; /9. Eine Erhéhung des Dampfungsverhéltnisses bewirkt zundchst eine
Anndherung der Kurven. Es gilt aber stets zu tberpriifen, ob die Modellrestriktionen in
der Néhe des Beriihrpunktes erfiillt werden konnen. Fiir den dargestellten Testfall 4 ergibt
sich am Bertihrpunkt mit ¢; /¢ = 37.8 unter Annahme der urspriinglichen Viskositat die
Reynoldzahl Re = 27.1. Dieser Wert ist zwar selbst nach Multiplikation mit dem Lé&ngen-
verhéltnis nicht mit den Modellrestriktionen vereinbar (vgl. Abschnitt B.2.7), die Abwei-
chungen sind jedoch gering. Allerdings bedeutet das hohe Dampfungsverhéltnis unter den
Annahmen eine grofie dulere Dampfung. Fiir diesen konkreten Fall ist die Vereinbarkeit
mit den Modellrestriktionen und realistischen Parameterwerten schwierig, grundsétzlich
sind aber vergleichbare kritische Geschwindigkeiten der beiden Modelle denkbar.

0.06

0.04

Ukrit

0.02} .

0 20 60 80

40

€1/

Abbildung 6.3: Einfluss der Dampfungsparameter auf die kritischen Geschwindigkeiten der
Modelle B und C'

6.2.7 Vergleich mit dem Modell mit Potentialstromung

In Abbildung wird gezeigt, dass die Verlaufe der Eigenwerte tiber dem Grundstro-
mungsparameter Uy 3 gerade fiir kleine Kopplungsparameter qualitativ sehr gut mit denen
des Modells A mit Potentialstromung tibereinstimmen. Auch das Verhéltnis der Damp-
fungsparameter wirkt sich in gleicher Weise auf die kritische Geschwindigkeit aus (vgl.
Abb. [6.2D]). Ein Vergleich von Uy und Re des Testfalles 4 aus Tabelle mit denen des
Modells A aus Tabelle zeigt fiir k = 0.45 ebenfalls recht gute Ubereinstimmungen. Das
liegt daran, dass in beiden Modellen sowohl die Fluidtriagheit als auch die Fluidreibung
beriicksichtigt wird. Der wesentliche Unterschied besteht jedoch in der Annahme eines
schlanken Kanals und der damit verbundenen Vereinfachungen der Gleichungen.

Fir den Vergleich wird die dimensionslose Schreibweise 1 verwendet und der Fall der in-
kompressiblen Potentialstromung betrachtet. Anhand der beiden Dispersionsgleichungen
und ist zu erkennen, dass die Gleichungen fir kcoth(k) = 1 exakt tiberein-
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Testfall 1 Testfall 2 Testfall 3
k [—] 0.16 0.18 1.6
Ukrit [ 0.052 0.039 0.004
Uy [/ 0.605 0.455 1.400
Re [—] 3018.038 635.401 461.669

Tabelle 6.2: Werte der Testfille 1 - 3 mit ¥; # 0

stimmen. Die Funktion f(k) = kcoth(k) ist fir positive Wellenzahlen monoton steigend,
fiur & = 0.55 gilt bereits f(0.55) = 1.1. Aufgrund des Zusammenhangs kA = 27 stimmen
die zwei Dispersionsgleichungen somit fiir kleine Wellenzahlen und grofle Wellenlangen
iiberein. In diesem Fall ist die Annahme des schlanken Kanals gerechtfertigt.

In Tabelle[6.2sind als Vergleich die Werte der ersten drei Testfélle fiir die Wellenzahlen aus
Tabelle gelistet. Es ist deutlich zu erkennen, dass die Werte fiir kleinere Wellenzahlen
besser mit denen des Modells mit Potentialstromung iibereinstimmen.

6.3 Nichtlineare Stabilitatsanalyse

In Abschnitt wurden Grundlagen zur nichtlinearen Stabilitatsanalyse erlautert und in
Abschnitt B3l wurde die Anwendung der nichtlinearen Naherungsverfahren am Beispiel des
Modells B verdeutlicht.

Im Folgenden werden zunachst die nichtlinearen Berechnungen am aktuellen Modell C'
vorgestellt und anschlieend untersucht, unter welchen Bedingungen sich periodische Lo-
sungen einstellen und von welchem Typ die Bifurkationen sind.

Auch bei diesem Modell kann gezeigt werden, dass das System eine strukturelle Instabili-
tat aufweist. Dabei ist Uj 3 der Bifurkationsparameter und der Bifurkationspunkt liegt im
kritischen Punkt bei Uy 3 = Up,ie. Die Vorgehensweise zur Bestimmung der Codimension
entspricht der in Abschnitt und ergibt auch beim Modell C' die Codimension 1 fiir die
Bifurkation vom stationdren Zustand.

Um die nichtlinearen Bewegungsgleichungen|(6.11)|{(6.12)[und |(6.13)| dieses Modells zu un-
tersuchen, wird die Multiple-Scales-Methode verwendet und die Ergebnisse anhand einer
Harmonischen-Balance-Analyse verifiziert.

6.3.1 Multiple-Scales-Methode

Die Vorgehensweise entspricht der aus Abschnitt (.31 und ist daher kurz gefasst. Eine
kleine Abweichung des Bifurkationsparameters

Uos = Ukpit + AU = Upyi + €Uy +Up + - -- (6.32)
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6 Schlanker Kanal unter Berticksichtigung der Fluidtrédgheit

vom Wert Uj,;; am Bifurkationspunkt bewirkt auch kleine Abweichungen

¢ = eqt+eip+--, (6.33)
p = ep+ept-, (6.34)
Un = eUni+eUnpa+--- (6.35)

der Auslenkungen, des Druckes und der gemittelten Geschwindigkeit vom Grundzustand.
Hierbei stellt £ einen kleinen Parameter dar, welcher auch hier der Geschwindigkeitsabwei-
chung € = VAU entspricht. Dies stellt einen Vorgriff dar, da erst im Laufe der Berechnung
gezeigt wird, dass die Voraussetzung U; = 0 auch hier erfiillt ist (siehe auch Kapitel 5.3T]).
Die Zeitskalen sind geméaf

T =weat, Ti=ct, Tpy=c’t (6.36)

gewdhlt. Diese Ansitze und Zeitskalen werden in die drei nichtlinearen Gleichungen
[(6.11)] |(6.12)| und [(6.13)| eingesetzt, um diese anschlieBend nach den Ordnungen von & zu
sortieren.

Die Gleichungen der ersten Ordnung O(e!) entsprechen exakt den linearisierten Glei-
chungen ((6.17)}, (6.18)| und [(6.19), Wie bel der Herleitung der Dispersiongleichung wird
zunachst die Geschwmdlgkeltsableltung Uni ynd der Druck p1 eliminiert. Es ergibt sich
die lineare, partielle Differentialgleichung fur i

0% 9%q q dq Jq
wzrit 8’7'21 Uk:mt or 21 + 2Ukmt wkmta al KV 3Ukm’t87; + Wkritgi;
1 (. 9% d'q 9%q 0'q 93¢
_< 8 61 63 1+ 38 21+ kmta 2812+C3 krzta 261 :O, (637)

welche im Folgenden durch
Lig) = 0 (6.39)

abgekiirzt wird. Da fiir das rekursive Gleichungssystem reelle Losungen benotigt werden,
wird wieder der Ansatz

@z, 7,11, T3) = Q1(T}, Tz) cos (kl’ + 7+ (11, Tz)) (6.39)

verwendet und in eingesetzt. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird die Abhingig-
keit von k, 7, T}, T nur dann explizit angegeben, wenn die Information zum Verstédndnis
beitragt. Nach Einsetzen des Ansatzes ergeben sich die Bestimmungsgleichungen fiir die
kritische Geschwindigkeit Uy,;; (siche Gleichung |(6.26))) und die Eigenkreisfrequenz

Wirit = ——————Uri. (6.40)

Dadurch wird der Bifurkationspunkt definiert.
Fir das Problem zweiter Ordnung wird die Geschwindigkeit U, ; benotigt, von der zu-
nédchst nur die Ortsableitung als Funktion von ¢; bekannt ist. Nach Integration iiber x
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und Bestimmung der Integrationskonstanten K;(7,73,7,) durch Anpassung an die wei-
tere Fluidgleichung erster Ordnung wird U,,; erhalten. AnschlieBend werden die Losun-
gen ¢p, Uy 1 und p; als Funktionen der noch zu bestimmenden Gréflen ()1 und ¢ in die
Gleichungen der hoheren Ordnung eingesetzt.

Die Gleichung der Ordnung O(g?) ldsst sich nach Eliminierung von 8%*;’2 und p, und
einigen trigonometrischen Umformungen in der Form

L(Q2) :fsc,Q COS(k:C +7+ 90) + fss,g Sin(kx +7+ cp)

+ feocos (2(kzx +7+ go)) + fsosin (2(lm +7+ gp)) (6.41)
darstellen. Die Inhomogenitdten besitzen die Amplituden
0
Jse2 = %Ql 2<Ukrita3k + Wrrit (a3 + k‘Q)) + U1Q1 203k (Uppith + whrit) (6.42)
1
0
fusa = - QuEvas + k) + UiQ: 8Ky ask (6.43)
1

und f.2, fs2. Die Amplituden der Anregungsterme hoéherer Ordnung bestehen aus un-
iibersichtlich langen Termen, weshalb auf eine Darstellung verzichtet wurde. Die homoge-
ne Differentialgleichung L(g2) = 0 entspricht der ersten Ordnung. Die Terme mit
den Amplituden fs. 2 und fgs 2 stellen somit eine Resonanzanregung dar. Fiir periodische
Losungen mit konstanter Amplitude () ergibt sich die Forderung nach verschwindenden
Sakulartermen:

fsc,? ; 0; (644)
fss,Z ; 0. (645)

Nichttriviale Losungen @ sind mit & > 0, Ky > 0 nur fir ¢ = ¢(T3) und U; = 0 mog-
lich. Aufgrund Letzterem kann auch in diesem Modell der kleine Parameter ¢ tiber die
Geschwindigkeitsdifferenz Uy 3 — Uy,x bestimmt werden (siehe Kapitel 5.3.1]).

Nach Unterdriickung der Sékularterme kann schliellich die nicht aufklingende partikula-
re Losung g2, iiber einen Ansatz vom Typ der rechten Seite bestimmt werden. Da go,
exakt der Losung der ersten Ordnung entspricht, wird sie in der Gesamtlosung bereits
berticksichtigt und kann hier zu null gesetzt werden. Diese Losung g» = g2, hangt von der
Amplitude @4, der Wellenzahl £ und den anderen Parametern P = (ag, (s, 73, 03, (3)
ab. Die Ausdriicke wurden mithilfe der Software MAPLE berechnet und sind sehr lang.
Daher wird hier und auch in den folgenden Schritten aus Griinden der Ubersichtlichkeit
auf eine explizite Angabe dieser Terme verzichtet. Mithilfe der nun bekannten Losung ¢
kann anschlieend der Druck p, und nach Integration iiber x und Bestimmung der Integra-
tionskonstanten Ky = Ky(7,T},T,) schlieflich auch die gemittelte Geschwindigkeit U, o
der zweiten Ordnung bestimmt werden.

Zur Untersuchung der Ordnung O(&?) werden alle bisher bestimmten Losungen gy, p1, U 1,
q2, P2, Up, 2 eingesetzt. Es folgt die Eliminierung von U,, 3 und p; und einige Umformungen,
um schlielich die Gleichung der Form

L(gs3) = fscgcos(kx + 7T+ @) + fsszsin(kx + 7+ @)
+ fegcos (B(k:c + 7+ w)) + fs3sin (B(kx + 7+ (p)), (6.46)
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6 Schlanker Kanal unter Berticksichtigung der Fluidtrédgheit

mit den Amplituden fs.3, fss3, fes und fg3 zu erhalten. Auch hier ist die linke Seite L(g3)
identisch mit denen der anderen Ordnungen und daher besitzt die Differentialgleichung
zwei Resonanzanregungsterme mit den Amplituden

fsc,3 = Ql [j}z fcl(ka P) + Q12 fc2<kap) + U2 fc3(kap)‘| 5 (647)

fss,3 = Ql [(;Z fsl(k7p> +Q12 fsQ(kap) + U2 fs3(k7 P)‘| . (648)

Hierbei stellen f.i-f.3 und fs-fs3 zeitunabhingige Terme dar, welche von der Wellenzahl k
und den Parametern P abhédngen. Aus der Forderung nach periodischen Loésungen mit
konstanter Amplitude @) folgt

fsc,3 ; 07 (649)
fusa = 0. (6.50)

Die Losungen dieses Gleichungsystem wurden mit MAPLE berechnet und lauten

Q1 =\/Us fou(k, P), (6.51)

p(1z) =fo(k, P) Uy Ty, (6.52)

mit den konstanten, von k und P abhangigen, Ausdriicken fg; und f,,. Mit diesen Losungen
folgt nach Einsetzen der Zeitskalen und der Festlegung von ¢ iiber die Geschwindigkeits-
differenz AU das Ergebnis

Upz = Uprit + AU, (6.53)
q(x,t) ~ \JAU fou(k, P) cos (kz + [wirie + AU fo(k, P)]t). (6.54)

Die Struktur der Losung entspricht der des Modells ohne Fluidtragheit. Die Amplitude der
Strukturauslenkung nimmt mit zunehmender Geschwindigkeitsdifferenz AU zu und dabei
wird gleichzeitig die Schwingungsfrequenz angepasst.

Auch hier ergibt sich ein langer, uniibersichtlicher Term fiir fg;, welcher aus Griinden der
Ubersichtlichkeit nicht dargestellt wird. Bei Annahme einer elastischen Bettung ({3 = 0)
ergibt sich fir ein viskoses Fluid mit Ky # 0 und nach Einsetzen von Uj,;; und wy,.;; der
stark vereinfachte Ausdruck

8k* (9]€2 + 40&3) (9k'2 + 40(3) K3

for = N i (6.55)
mit den Konstanten
K3 = 4k%65 (9K + 5ag ) — 975 + 4as s, (6.56)
Ky = 403k (108K" + 1410sk? + 4403 ) + 1205k a5 (T + 4as)
— dysk? (27k* + 9a5k? + 403 ) + Ky 2as® (9K + das) (6.57)
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Hierbei ist der Quotient K5 = % entscheidend fiir die Art der Bifurkation. Fiir reelle

Amplituden @); = /AU fq; ist die Bifurkation nur dann superkritisch, wenn fo; > 0 gilt.
Da die Parameter und die Steifigkeitskonstante Kg stets positiv sind, kommt es nur fiir
positive Quotienten zu superkritischen Bifurkationen.

Auch fiir den Fall ohne innere und &uflere Ddmpfung kann fg; aufgestellt werden. Al-
lerdings ist bereits gezeigt worden, dass bei einem schlanken Kanal die Viskositat nicht
vernachléssigt werden sollte. Daher wird dieser Fall hier nicht mehr diskutiert.

6.3.2 Methode der Harmonischen Balance

Die Theorie zur Anwendung der Harmonischen Balance Methode wurde in Abschnitt
und die konkrete Anwendung auf ein System von partiellen Differentialgleichungen in Ab-
schnitt £.3.2 erlautert.

Die zu l6senden nichtlinearen Gleichungen |(6.11),((6.12)|und |(6.13)|kénnen durch Auflésen
von nach p und Einsetzen in in ein System von zwei Gleichungen fiir die ab-
hangigen Variabeln ¢ und U, iiberfithrt werden. Fiir diese beiden Groflen werden folgende
Losungsansatze verwendet:

G2z, 1) = Q1 cos(kx + wt) + Q.2 cos (2(lm + wt)) + (5,2 8in (Q(k:x + wt)), (6.58)
ﬁm72($, t) = Uy cos(kx 4+ wt) + Us 1 sin(kz + wt) (6.59)
+ Ue5 cos (2(/m + wt)) + Us 2 sin (2(/{::10 + wt)).

Diese Ansétze werden in die nichtlinearen Gleichungen eingesetzt und anschliefend werden
die acht Unbekannten @)1, Qc2, Qs2, Uc1, Us, Uc 2, Us 2, w bestehend aus den konstanten
Amplituden und der korrigierten Frequenz numerisch mittels MATLAB bestimmt.

Im Gegensatz zur Storungsrechnung wird bei dieser Methode kein kleiner Parameter beno-
tigt. Somit eignet sich diese Methode gut zur Kontrolle der Ergebnisse. Allerdings werden
keine analytischen Ausdriicke erhalten und fiir die numerische Bestimmung der Unbekann-
ten werden gute Startwerte benotigt.

6.3.3 Untersuchung des Bifurkationsverhaltens

Nach Durchfithrung der Storungsrechnung und der Harmonischen-Balance-Methode liegt
sowohl ein analytischer Ausdruck fiir die Amplitude @)1 als auch eine numerische Berech-
nung vor. Fiir das in Abschnitt definierte Beispiel ergeben sich die in Abbildung
dargestellten Amplitudenverlaufe. Auch hier treten sowohl sub- als auch superkritische
Bifurkationen auf.

Der Einfluss des Dampfungsparameters (3 auf die kritische Geschwindigkeit wurde bereits
in Abschnitt diskutiert; wie sich (3 auf den Amplitudenverlauf auswirkt ist in Abbil-
dung[6.51zu sehen. Es ergibt sich ein qualitativ &hnlicher Verlauf und auch hier stimmen die
Ergebnisse der beiden Naherungsverfahren gut iiberein. Das Verfahren der Storungsrech-
nung ist somit auch fiir dieses Modell geeignet. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit sind in
den folgenden Abbildungen lediglich die Ergebnisse aus der Storungsrechnung dargestellt,
sie wurden aber mit der Harmonischen-Balance-Methode verifiziert.
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Abbildung 6.4: Amplitude ¢y aus der Harmonischen-Balance-Methode (HB) bzw. Sto6-
rungsrechnung (MS) iiber Grundstromungsparameter U 3
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Abbildung 6.5: Amplitude ¢; mit und ohne duflere Dampfung (3 fiir £ = 0.6

In Abbildung sind die Verldufe des Testfalles 4 fiir ¢, # 0 und £ = 1 und fir zwei
verschiedene Werte von a3 dargestellt. Zusétzlich ist der Verlauf aus dem Modell ohne
Fluidtréagheit zu sehen. Wie bereits in der linearen Untersuchung, gleichen sich auch hier
die Verlaufe fiir kleine Werte von ag an. In Abbildung ist ein grofler Geschwindig-
keitsbereich dargestellt, sodass die Art der Bifurkation schwer zu erkennen ist. Es handelt
sich jedoch in allen Fallen um superkritische Bifurkationen.

In Abbildung ist zusétzlich der Amplitudenverlauf fiir den Testfall 2 mit 9, # 0 darge-
stellt. Um gut dimensionierte Parameter und Amplitudenverlaufe zu erhalten, wird hierfiir
die Schreibweise 1 verwendet. In Abschnitt wird gezeigt, dass sich die Gleichungen
in der Schreibweise 1 lediglich durch ¥, statt Ky unterscheiden. Fiir die betrachtete Wel-
lenzahl k£ = 0.18 ergibt sich eine superkritische Bifurkation.

Abschlieflend verbleibt noch die Frage nach dem Einfluss der beschriebenen Parameter auf
das Bifurkationsverhalten. Aus der Multiple-Scales-Analyse folgt Gleichung fiir den
Ausdruck fg: der Amplitude. Fir das Bifurkationsverhalten ist dabei der Quotient K5
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Abbildung 6.7: Amplitude @); tiber Grundstromungsparameter Uy ; fiir Testfall 2

entscheidend. Fir K5 > 0 handelt es sich um superkritische, andernfalls um subkriti-
sche Bifurkationen. Da der analytischen Ausdruck fiir K5 bekannt ist, kann der Einfluss
der einzelnen Parameter auf das Bifurkationsverhalten untersucht werden. Beim Modell
ohne Fluidtragheit ist dieses fiir den Testfall 4 sehr ausfithrlich durchgefithrt (siehe Ab-
schnitt £.3.3). Da auch die Terme dieses Modells sehr lang sind, ist eine ausfiihrliche Dis-
kussion nur nach Einsetzen der Parameter fiir einen bestimmten Testfall moglich. Das Ziel
dieser Arbeit ist jedoch nicht die detaillierte Untersuchung eines speziellen Falles, sondern
grundsétzliche Erkenntnisse.

Der Einfluss der einzelnen Parameter ist nicht unabhingig voneinander, was generelle
Aussagen erschwert. Zudem ist aufgrund der sehr uniibersichtlichen Terme fiir ¢ > 0 eine
genauere Analyse der Amplitudengleichung nicht praktikabel. Fir ( = 0 kénnen aus einer
Kurvendiskussion der Funktion K5(P, k) (siche Abschnitt [6.3.1]) jedoch einige Informatio-
nen gewonnen werden. Diese gelten fiir die Schreibweisen 1 und 3 gleichermafien, weshalb
auf eine Indizierung der Parameter verzichtet werden kann.
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Die Funktion K5 besitzt beziiglich aller drei Steifigkeits- bzw. Vorspannungsparameter
kein Minimum und somit ist die jeweilige Wirkung von 3, v und 0 eindeutig. Fiir den
Parameter der Biegesteifigkeit ¢ ist die Funktion stets steigend und somit begiinstigen
grofle § superkritische Bifurkationen. Fiir den Bettungssteifigkeitsparameter v verhélt es
sich genau umgekehrt, denn hier begiinstigen grole Werte eine subkritische Bifurkation.
Diese beiden Aussagen stimmen mit denen aus dem Modell ohne Fluidtragheit tiberein.
Fir 8 kann die Steigung je nach Verhéltnis der anderen Parameter zueinander steigend
oder fallend sein. Sowohl die Wellenzahl k als auch das Massenverhéltnis o besitzen Ex-
trema und Nullstellen und somit ist ihr Einfluss nicht eindeutig und auch von den anderen
Parametern abhéngig. Hier empfiehlt sich die Betrachtung eines speziellen Falles, was mit
den ermittelten analytischen Ausdriicken moglich ist.

6.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde das Modell C' eines schlanken Kanals mit inkompressibler Stro-
mung untersucht. Im Gegensatz zum zuvor betrachteten Modell B sind bei der Mittelung
iiber die Kanalhohe einige Naherungen, beispielsweise fiir den Reibungseinfluss des Fluids,
notig, dafiir ist aber die Tragheit des Fluids enthalten. Der Einfluss des Fluids auf die
Struktur wird in Form des Druckes berticksichtigt.

Die Stabilitat des stationdren Zustandes wurde sowohl linear als auch nichtlinear unter-
sucht. Die lineare Untersuchung ergab, dass der Grundzustand ab einer bestimmten kriti-
schen Geschwindigkeit auch hier instabil wird. Bei vorhandener Grundstrémungsgeschwin-
digkeit sind die Verlaufe der Eigenwerte aufgrund der Fluidtrdgheit nicht mehr symme-
trisch zur horizontalen Achse, was mit dem Modell A tibereinstimmt. Die Steifigkeits- bzw.
Vorspannungsparameter wirken stets stabilisierend, das heifit die kritische Geschwindigkeit
wird durch Erh6éhung der Parameter ebenfalls angehoben. Bei den Démpfungsparametern
kommt es, wie bereits in Modell A, auf das Verhéltnis zueinander an. Zunachst wirkt eine
Erhéhung des Verhéltnisses von duflerer zu innerer Dampfung stabilisierend, ab einem be-
stimmten Wert jedoch destabilisierend.

Ein Vergleich mit den anderen Modellen zeigt, dass sich die Dispersionsgleichungen fiir
sehr kleine Kopplungsparameter o &hneln. Die Modelle unterscheiden sich durch die Art
der Fluidmodellierung und der Kopplungsparameter beschreibt den Einfluss des Fluids im
Vergleich zu dem der Struktur. Fir o < 1 ist der Einfluss des Fluids sehr gering, daher
unterscheiden sich die Modelle dann nur noch minimal.

Ein Vergleich der linearen Gleichungen der Modelle B und C' zeigte, dass diese fiir eine
verschwindende Reynoldszahl, was einer vernachlassigbaren Fluidtragheit entspricht, nicht
iibereinstimmen. Beim Modell B wird durch die von Beginn an vernachlassigte Fluidtrag-
heit nicht beriicksichtigt, dass die zugehorigen Terme auch die Strukturauslenkungen beein-
flussen konnen. Nur wenn die Beschleunigung der Struktur ebenfalls sehr klein ist, stimmen
die Dispersionsgleichungen der zwei Modelle fiir verschwindende Reynoldszahlen tiberein.
Das Modell ohne Fluitrdagheit ist somit nur in bestimmten Fallen zulassig. Es konnte ge-
zeigt werden, dass sowohl die kritischen Geschwindigkeiten als auch die Reynoldszahlen
der beiden Modelle fiir ein bestimmtes Verhéaltnis der Wellenzahl und der Dampfungs- und
Kopplungsparameter tibereinstimmen. Es gilt jedoch im konkreten Fall zu tiberpriifen, ob
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dabei die Modellrestriktionen des Modells B eingehalten werden kénnen.

Der Vergleich des Modells C' mit dem inkompressiblen Fall des Modells A zeigte, dass die
Dispersionsgleichungen und daher auch die Eigenwerte fiir kleine Wellenzahlen und somit
grofle Wellenldngen iibereinstimmen.

Bei der nichtlinearen Untersuchung wurde auch beim Modell C' die Verschiebung der Grenz-
fliche zwischen Fluid und elastischer Wand beriicksichtigt. Zur Berechnung der nichtli-
nearen Losungen wurde die Multiple-Scales-Methode verwendet und mit den Ergebnis-
sen der Harmonische-Balance-Methode abgeglichen. Die Ergebnisse stimmen fiir kleine
Storungsparameter gut iiberein. Es konnen sowohl sub- als auch superkritische Bifurka-
tionen beobachtet werden. Dieses hédngt vom Verhéltnis der Parameter zueinander und
der betrachteten Wellenzahl ab. Unter der Annahme einer elastischen Bettung haben die
Steifigkeitsparameter einen eindeutigen Einfluss. Wéhrend der Parameter der Biegesteifig-
keit superkritische Bifurkationen begiinstigt, sind es beim Bettungssteifigkeitsparameter
die subkritischen Bifurkationen. Welche der Bifurkationen vom Vorspannungsparameter
beglinstigt wird, hangt vom Verhaltnis aller Parameter zueinander ab. Sowohl die Wellen-
zahl als auch der Kopplungsparameter haben keinen eindeutigen Einfluss, sondern kénnen
je nach Verhéltnis zu den anderen Parametern zu einer sub- oder superkritischen Bifurka-
tion fiihren. Fiir den konkreten Fall kann der Amplitudenverlauf anhand der hergeleiteten
analytischen Ausdriicke bestimmt werden.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

7.1 Zusammenfassung

Ziel der vorliegenden Arbeit war es, die Anregungsmechanismen der selbsterregten Schwin-
gungen eines durchstromten elastischen Kanals zu identifizieren und das Auftreten von
periodischen Losungen zu untersuchen. Dazu war die Erstellung eines geeigneten Modells
erforderlich, welches einerseits fiir nichtlineare analytische Untersuchungen zugénglich ist
und andererseits die wesentlichen Aspekte der Fluid-Struktur-Wechselwirkung abbildet.
Des Weiteren galt es, eine geeignete Vorgehensweise zur Untersuchung der nichtlinearen
Gleichungen mithilfe der Storungsrechnung zu erarbeiten.

In der vorliegenden Arbeit wurden drei Modelle eines durchstromten Kanals einge-
fithrt, untersucht und miteinander verglichen. Modell A enthalt eine inkompressible oder
kompressible Potentialstromung und eine Naherung zur Beriicksichtigung des Reibungs-
einflusses durch die Viskositét. Beim Modell B wird von einem schlanken Kanal und einer
Schleichstromung ausgegangen. Modell C' enthélt ebenfalls die Annahme eines schlanken
Kanals, hier wird jedoch die Fluidtragheit unter Verwendung einiger Naherungen be-
riicksichtigt. Im Folgenden werden die Ergebnisse der Untersuchungen und Vergleiche in
Hinblick auf die Zielsetzung der Arbeit zusammengefasst.

Anhand des Modells A wurde der Unterschied zwischen den Eigenwerten eines Kanals
mit kompressiblem und inkompressiblem Fluid untersucht. Hierbei ist der Kopplungspa-
rameter a wichtig. Im Falle eines kompressiblen Fluids kénnen fiir den entkoppelten Fall
mit o = 0 sowohl Struktur- als auch Fluidmoden identifiziert werden. Die zugehorigen
Eigenkreisfrequenzen interagieren fiir « > 0 miteinander, wodurch das sogenannte Curve-
Veering und Veranderungen des Stabilitatsverhaltens auftreten. Bei Betrachtung des
inkompressiblen Fluids existieren fiir a = 0 lediglich Strukturmoden und fir a > 0 kann
ein Added-Mass-Effekt, d.h. eine Absenkung der Eigenwerte des gekoppelten Systems
gegeniiber denen fiir a = 0, beobachtet werden.

Fir sehr kleine Werte von « ist der Unterschied zwischen den drei Modellen A, B und C'
gering. Das liegt daran, dass der Parameter o den Einfluss des Fluids gegeniiber dem
der Struktur beschreibt. Fiir kleine Werte ist die Struktur dominierend, daher fallen
Unterschiede in der Modellierung des Fluids kaum ins Gewicht.

Die lineare Stabilitatsanalyse wurde anhand der Dispersionsgleichung durchgefiihrt, welche
sich durch Einsetzen des Wellenansatzes in die linearisierten Gleichungen der Fluktuatio-
nen ergibt. Aus der Dispersionsgleichung kénnen die Eigenkreisfrequenzen in Abhéngigkeit
der verschiedenen Systemparameter und der Wellenzahl ermittelt werden.

Die Grundstromung stellt die Energiequelle fiir die selbsterregten Schwingungen dar. Es
konnte gezeigt werden, dass dem System fiir eine bestimmte Phasenverschiebung zwischen
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Strukturauslenkung und Druck des Fluids durch die Strémung iiber einen Zyklus Energie
zugefithrt wird, was zu einem Stabilitatsverlust des stationdren Zustandes fithrt. Somit ist
der Grundstromungsparameter Uy entscheidend fiir die Stabilitét des stationdren Zustan-
des: Ab einer bestimmten Geschwindigkeit Uy = Uy,.;; wird der stationare Zustand instabil.
Aufgrund des verwendeten Ansatzes wird der stationdre Zustand fiir negative Imaginéar-
teile der Eigenkreisfrequenzen instabil. Die kritische Geschwindigkeit Uy,;; beschreibt den
Zustand, fir den der Imaginarteil der Eigenkreisfrequenz der instabil werdenden Welle
gerade noch null ist. Diese Geschwindigkeit hangt unter anderem von der Wellenzahl, den
Steifigkeitsparametern und den Démpfungsparametern ab:

e Der Zusammenhang zwischen Uy,;; und der Wellenzahl ist nichtlinear und somit kann
keine eindeutige Aussage gemacht werden. Fiir viele Parameterkonstellationen kann
jedoch eine Wellenzahl gefunden werden, fiir die Uy,;; minimal ist.

e Die Steifigkeitsparameter v, 0 und der Vorspannungsparameter § wirken stabilisie-
rend, da ihre Erhéhung eine Anhebung der kritischen Geschwindigkeit Uy,.;; bewirkt.

e Die Parameter ( und ¢ der aufleren und der inneren Dampfung wirken einzeln be-
trachtet destabilisierend. Existieren beide Dampfungsansteile, so kommt es auf das
Verhéltnis zueinander an.

Fiir schlanke Kanéle konnte gezeigt werden, dass sowohl der Einfluss der Kopplung, d.h.
der Unterschied zwischen den Eigenwerten des ge- und entkoppelten Systems, als auch der
Einfluss der Viskositat am grofiten ist. Auflerdem sind die kritischen Geschwindigkeiten
fiir schlanke Kanéle besonders klein.

Die lineare Untersuchung der drei Modelle lieferte fiir die betrachteten Testfélle rea-
lisierbare kritische Geschwindigkeiten und somit ist es empfehlenswert, eine mogliche
Wechselwirkung zwischen Fluid und Struktur bei Untersuchungen von durchstromten
elastischen Systemen zu beriicksichtigen.

Die Untersuchungen der nichtlinearen Gleichungen der Fluktuationen wurden anhand der
Modelle B und C' durchgefithrt. Modell A liefert wertvolle Einblicke in die Physik des
Problems, ist jedoch fiir nichtlineare analytische Untersuchungen nur schwer zuganglich.
Es wurde eine Vorgehensweise zur Untersuchung des postkritischen Verhaltens anhand
der nichtlinearen Gleichungen erarbeitet. Hierzu wurde eine Storungsrechnung mit drei
Zeitskalen angewendet. Anhand dessen konnte gezeigt werden, dass sich periodische Lo-
sungen mit konstanter Amplitude einstellen. Als Storungsparameter wurde die Wurzel der
Abweichung der Grundstromungsgeschwindigkeit vom Bifurkationspunkt Uy,;; verwendet.
Bei Abweichungen der Geschwindigkeit von diesem Punkt wurde eine Korrektur der
Schwingungsfrequenz beobachtet. Die Ergebnisse wurden durch die Methode der Harmo-
nischen Balance verifiziert.

Mithilfe der Stérungsrechnung wurden analytische Ausdriicke fiir den Verlauf der Schwin-
gungsamplituden hergeleitet. Ob sich sub- oder superkritische Bifurkationen einstellen,
hangt von der Wellenzahl, den verschiedenen Parametern und ihrem Verhaltnis zueinander
ab. Da nun analytische Ausdriicke vorliegen, kénnen die Einfliisse der einzelnen Parameter
auf das Bifurkationsverhalten im konkreten Anwendungsfall bestimmt werden. Unter der
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Annahme einer elastischen Bettung konnen fiir die Biegesteifigkeitsparamter ¢ und den
Bettungssteifigkeitsparameter v folgende Aussagen getroffen werden: Grofle Werte von 9
bzw. v begiinstigen super- bzw. subkritische Bifurkationen.

Ein Vergleich der Dispersionsgleichungen der Modelle A und C' ergab, dass sich diese fiir
kleine Wellenzahlen gleichen. Der Vergleich der linearisierten Gleichungen der Modelle B
und C' zeigte, dass diese im Grenzfall der verschwindenden Reynoldszahlen nur fiir kleine
Strukturbeschleunigungen gute Ubereinstimmungen aufweisen. Beim Modell B wird durch
die von Beginn an vernachlassigte Fluidtragheit nicht berticksichtigt, dass die zugehorigen
Terme auch die Strukturauslenkungen beeinflussen kénnen. Das Modell B ist somit nur
in bestimmten Féllen zuléassig.

Im Rahmen dieser Arbeit wurden verschiedene Modelle untersucht und verglichen. Mo-
dell C erfiillt die anfangs formulierten Forderungen: Es erméglicht analytische nichtlineare
Untersuchungen und bildet die wesentlichen Aspekte der Fluid-Struktur-Wechselwirkung
ab. Die Anregungsmechanismen konnten identifiziert und das Auftreten zeitperiodischer
Losungen nachgewiesen und untersucht werden.

7.2 Ausblick

Aus den Untersuchungen der vorliegenden Arbeit geht eine Vielzahl weiterfithrender
Fragen und Ideen fiir nachfolgende Untersuchungen hervor. Im Folgenden werden einige
Beispiele genannt.

In den nichtlinearen Untersuchungen dieser Arbeit wurden die Amplitudenverlaufe der
periodischen Losungen untersucht, eine Stabilitdtsuntersuchung dieser Losungen steht
jedoch noch aus (siehe [37], [85]).

Die Stromung wurde in der vorliegenden Arbeit bisher laminar modelliert. Durch Verwen-
dung von turbulenten Naherungen fiir den Einfluss der Fluidreibung kénnten auch hohere
Stromungsgeschwindigkeiten untersucht werden [43].

In der Arbeit von Prince et al. [83] wird die Stromung entlang mehrerer paralleler Platten
betrachtet. Durch die mehrfachen Eigenwerte ergeben sich sekundéare Bifurkationen. In
Kapitel Ml wurde gezeigt, dass sich bei einer kompressiblen Stréomung ebenfalls mehrere
Eigenwerte ergeben und die zugehorigen Moden interagieren. Moglicherweise konnte es
daher bei der nichtlinearen Untersuchung eines Kanals mit kompressibler Stromung zu
ahnlichen Effekten kommen.

Bei der Schleichstromung in Kapitel Bl wurden die Tragheitsterme in der Fluidgleichung des
schlanken Kanals vernachléssigt. Reinhardt und Lund [84] fithren bei der Modellierung von
Gleitlagern eine dimensionslose Schreibweise ein, durch welche lediglich vor den angespro-
chenen Trégheitstermen ein kleiner Parameter steht. Dadurch kann die Fluidtriagheit im
Rahmen einer Storungsrechnung im Form einer Storung beriicksichtigt werden. Bei einem
elastischen durchstromten Kanal steht bei Einfithrung einer entsprechenden dimensions-
losen Schreibweise auch vor der hochsten Zeitableitung in der Strukturgleichung dieser
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7 Zusammenfassung und Ausblick

kleine Parameter, was die Durchfithrung einer singuldren Stérungsrechnung erforderlich
macht (siche z. B. [46]).

Die Struktur wurde in dieser Arbeit als Kirchhoff-Platte modelliert. Durch Einfithrung ei-
ner von Karman-Plattengleichung konnten strukturgeometrische Nichtlinearitdten bertick-
sichtigt werden (siehe [1], [37]). Des Weiteren ist eine Untersuchung des Einflusses einer
Materialdimpfung sinnvoll. Jurisits und Steindl [53] zeigen beispielsweise, dass sich diese
Dampfung stark auf das Stabilitdtsverhalten von durchstromten Schlauchen auswirkt.
Die Annahme unendlich ausgedehnter Strukturen stellt eine Vereinfachung dar. Daher ist
es von praktischem Interesse, in weiteren Untersuchungen auch einen endlich langen Kanal
zu betrachten. Hierzu kénnten beispielsweise die Arbeiten von Doaré und de Langre [22]
oder Peake [79] zur Untersuchung des Einflusses endlicher Léngen bei durch- bzw. iiber-
stromten Strukturen auf den durchstromten Kanals iibertragen werden.

Im Hinblick auf eine geschlossene numerische Untersuchung von Fluid-Struktur-Wechsel-
wirkungen wére es auch interessant, mit direkten Methoden der Variationsrechnung ein
geeignetes Naherungsverfahren fiir das gekoppelte Problem des durchstromten Kanals zu
entwickeln und semianalytisch auszuwerten, siche z. B. [113].

Des Weiteren ist ein Abgleich mit detaillierten numerischen Simulationen oder Experimen-
ten sinnvoll. Dadurch kénnten weitere wichtige Parameter oder notwendige Erweiterungen
des aktuellen Modells identifiziert werden.
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A Methode der Harmonischen Balance

An dieser Stelle werden exemplarisch anhand des Modells B einige Zwischenergebnisse der,
in Kapitel b.3.2] skizzierten, Methode der Harmonischen Balance angegeben.
Nach Einsetzen der Ansétze [(5.55)| und |(5.56)|in die nichtlinearen Gleichungen |(5.13)| und

ergeben sich folgende Ausdriicke:

Ny = —12Q; sin (0) w — 24Q) 2 sin (20) w + 24Q); 5 cos (26) w
+ (PCJ cos (0) k* + P,y sin (0) k* + 4P, 5 cos (20) k? + 4P, 5 sin (260) kz)
(Q1 05 (6) + Qe cos (26) + Quosin (260) — 1)
+3(12U05 + Pagsin (0) k — Puy cos (0) k + 2P,z 5in (20) k — 2P, 5 cos (20) k)
(— Qusin (6) k — 2Qcsin (26) k + 2Qs > cos (20) k)
(Ql cos (0) + Q2 cos (20) + Qs 2 sin (20) — 1)2, (A1)
Ny = —Q; cos (0) w? — 4Q,.5 cos (20) w? — 4Q), 5 sin (20) w?
+03 (Q1 cos (0 ) 0) k* + 16@072 cos (20) k* + 16Q, o sin (26) k4)
—63( ()1 cos ( —4Q, 5 cos (20) k* — 4Q, 5 sin (260) /{;2)
+73 (Q1 cos (6) + Qc 2 cos (20) + Q52 sin (20) )
Cg( Q1 sin (0) w — 2Q 2 8in (260) w + 2Q; 2 cos (20) w)
—i—ozg( 108 (0) + Ps1sin () + P.2 cos (20) + Ps 2 sin (20) )
+a3<12UO73 + Peysin (0) k — Poy cos (6) k + 2P.asin (20) k — 2P. 5 cos (20) k)
( — Qysin (0) k — 2Q.2sin (20) k + 2Q); 2 cos (20) k)
(Q1 cos () + Qc2 cos (20) + Qs 2 sin (26) — 1). (A.2)

+

Damit werden die Fourierkoeffizienten geméfl der Gleichungen |(5.57)H(5.60)| bestimmt:

13 = = gk (RPo1 Q0 + 126P1Qu0” + 3EP.Qus’ + 12KP, 1 Qu — BEP1Qun s’
—12kP.1Qc2” — 12kP.1 Qe + 4k Po@Q1” + 24k P.5Qy — 3k Py 1 Qs 2°
—12kP,2Q1Q.2Qs2 — 288Uy 3Q1Qs 2 + 6kPr2Q1Q.0>
~6kPy1Q17Quz + 18k PonQiQa” = 3kPe1Qea®Qun — 8Puik) | (A.3)
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Q12 =

21 =

A292 =

bi1 =

bio =

by =

boo =

1
13Q1 — Qw® + asP.q + BsQk* + 53Q1 k" — Z@3Pc,1k2Q12
— 203 P 0k*Q1Q 0 — 203 P 2k*Q1Qs 2 + 603U0 3Q1k Qs 2

+ 3P 1k* Q0 + a3 Peok®Q1 + a3 P k*Q., (A.4)
3 9
6k% P, 1Q1Qs 2 + Zk2pc,1Q1Qc,22 + Zk2P0,1Q1Q3,22 + 72kUp 3Qs 2 + 3K*P.1 Q1
3 3

— §k2Ps,QQ12Qs,2 + §k2Pc,2Q12Qc,2 + 36kUp 3Q5.2Q1° + 18kUp 3Q; 2°
+ 18kUO,3Qc,22Qs,2 + 6]€2Ps,2Qc,2Qs,2 + 24@5,2w - 4Pc,2k2 — 6k2Pc,2Q12

3 1
- §k2Ps,lQ1Qc,2Qs,2 + ikzpc,lng - 3k2Pc,2Qc,22 - 9k2pc,2Qs,227 (AS)

1 1
- 5043Qc,1]€2Q1 - §Q3Qc,lk2Qch,Z - 043Qs,1/€2Qs,2Q1 - 24043U0,3Qs,2]€
+ a3Qc,2k2Qs,22 - ach,2k2Qc,22 + 1653@0,2k4 + 453Qc,2k2

+ a3Qeo — 4Qc2w” + V3Qe2 — 203Q5 2k’ Qe 2Qs 2 + 2(3Q5 2w, (A.6)
9 3 3
- 12@1&] - ZkQPs,lQIZ - §k2pc,le,23 + §k2Ps,1Qc,2 - Ps,lk2
3 3 3
+ k2Ps,2Q13 + 3]{}2PS’2Q1 - §k2Pc,1Qs,2 - §k2Ps,1Qc,22 - §k2P5,1Q3,22

3
+ ngPs,chQg — 36kUp 3Q1 — 18kUp 3Q1Qc2” + 36kUp 3Q1 Qe 2

3 3 9
— Zk2P071Q12Q8,2 + §k2P571Q12Q0,2 — 6k° Py 9Q1Qc0 + Zk2P5,2Q1Q0,22
§k2P 24 6K°P, — §k2P — 18k 2
+ S s,ch,2Qs,2 +6 c,QQlQS,Q 9 c,QQlQC,QQs,Z 18 UO,3Q1Q5,2
3

3
— 9kUp3Q:° + Zk2P5,2Q1Q5,22 — ngPc,ch,22Qs,2a (A.7)

1203kU0 3Q1 — a3k’ Py 1 Qo + a3k® Py 2@y — 6a3kUp 301 Qe + a3k® Py 2Q1Q.2
1
+ Oéskzpc,le,z + 1043]<72Ps,1Q12 +agP — Q1w — a3k2Pc,2Q1Qs,27 (A.8)

3
- §k2Pc,lQch,2Qs,2 - 3k2ps,2Qs,22 - 9k2Ps,2Qc,22
+ k2P 1Q1° — T2kUp 3Q.2 + 36kUy 3Q1° + 3k* P, 1Q1 — 6k* Py 2Q1

— 18kUp3Q.2° — 24Q 0w — 4P, ok* — 36kUp 3Qc2Q1% — 18kU) 3Q42°Qeo

9 9
- 6k2ps71Q1Qc,2 + 1k2P5,1Q1Q0722 + GkQPC,QQc,ZQsQ + §k2P8,2Q12QC72
3 3
+ 1k2P571Q1Q5,22 - §k2pc,2Q12Qs,27 (Ag)
1
—2(3Qcow + 1653Qs,2k‘4 + 45Qs,2k‘2 — 5063]523;,1@1 +13Qs2 + 3Py o
+ 2403kUp 3Q 0 — a3k’ Py 2Qq 0 + a3k® Py 9Q.0° — 6a3kQ?

1
- 2a3k2pc,2Qc,2Qs,2 - §a3k2pc,lQ1Qs,2 + OéskzszQch,z - 4Qs,2w2- (A.lO)



B Fluidgleichung des Modells C

Im Folgenden wird die Gleichung aus Kapitel @ im Detail hergeleitet. Daftr wird
die Kontinuitatsgleichung |(3.24)| mit @ multipliziert und mit der, durch pr dividierten,
Gleichung addiert:

au o1l . O0p 0@ 1 0p 9%*u
N , Y PF OX PF OY
a(aﬁ,) d(apdp)
BL] 9y

Anschlielend wird iiber die Kanalhéhe von § = §g — §o bis § = H, integriert:

Ho  Oup | Ho  9(0%) | . Ho  Q(updp) .
/ de+/ (@) 4+ / Orde) 45 _
gs—do Ol gs—do O is—io  0F
UrOF |y~ GFOFly—4q— g
1 [Ho 0Op Ho 924
- [ PragsLr [T Silqg (B.2)
pr Jis—io OF pr ds—do OF
vap|  _oup
% g=ry ¥ ly=45-d0

Fiir die ersten beiden Terme wird die Leibniz’schen Integrationsregel (siehe Kapitel B.I.T])
angewendet und sowohl die Ubergangsbedingungen [(3.45)] und [(3.46)] als auch, die in Glei-
chung definierte, gemittelte Geschwindigkeit Up eingesetzt:

Ho Qfp . O [Ho oH, . . . . 0(Gs — q
/ —de = —A/ Updy — Up(§ = Hy) —= 0 +ap(J = 4s — qo) M
q q

s-io 0F  Of Jas-an 0 ~ o
0 ((Ho — {s + QO)UF)
- A : (B.3)
ot
Ho ﬁ%‘ 8 Ho 2 8H0 8(qu — qo)
A 9 G2)d0 — (6 = H 2 - P O NP SN A
/qs w 0b Y 8;13/ (u3)dg UF(?JO 0) 97 + ar (Y 7: ) oF
8( Hy — 4s + d0)U?)
. B4
5% (B.4)

Der dritte Term aus Gleichung entfillt nach Einsetzen der Ubergangsbedingungen
[(3.45)| und [(3.46)] Gleichung [(3.26)] lieferte pr = pr(#,t), wodurch der vierte Term zu

1/Ho Opr . 18]7]?

- Ay = =
is—do OT pF 0z

= ——(Ho — §s + do) (B.5)
PF

115



B Fluidgleichung des Modells C

umgeformt werden kann. Mit der Nédherung |(3.32)| lautet der letzte Term:

pr \ 0¥

Oup

99

1 N
) = —ZAVUJ% (B.6)
9=q4s—do

9=Ho

Nach Einsetzen der hergeleiteten Zwischenergebnisse wird aus Gleichung |(B.2)| die zweite
Fluidgleichung |(6.4)| des Modells C'.
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