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Einleitende Betrachtung

1.1. Problemstellung

Die schrittweise Liberalisierung der Energiemérkte mit Beginn in den 1990er Jahren,
brachte groke Verdnderungen im Geschéftsfeld Energie mit sich. Aufgrund des entstan-
denen Wettbewerbs im Energiemarkt wurden aus einst regulierten, kostenorientierten
Preisen fiir zum Beispiel Strom und Gas, marktbasierte Preise [9]. Es entstand ein Markt
fiir Kassageschéfte und Derivate in vielen Landern und Regionen in der ganzen Welt [4].

Energieversorgungsunternehmen reagierten auf diese Herausforderungen auf unterschied-
lichen Strategieebenen, wobei Energiespeichermdglichkeiten eine Option darstellen. Um
durch gezieltes Handeln die fluktuierenden Preise optimal auszunutzen, ist es notwendig
die gehandelte ,Ware“ zu speichern [I1]. Damit ergibt sich fiir die Energiespeicher neben
dem Versorgungsaspekt, die Moglichkeit einen weiteren zusatzlichen Ergebnisbeitrag fiir
die Wertschépfung im Unternehmen zu generieren [6].

Insbesondere im zunehmend wachsenden Erdgasmarkt sind solche Optionen der Spei-
chermdglichkeiten von Bedeutung. Wéhrend frither die Gasspeicher von grofen Unter-
nehmen der Gasindustrie vor allem zur Regulierung der Nachfrage genutzt wurden, ist
durch die Liberalisierung ein eigensténdiger Geschiftsbereich entstanden [5, 24]. Jeder
in der Gasindustrie hat derzeit die Moglichkeit, einen Gasspeicher zu nutzen, entwe-
der zu ,mieten oder zu kaufen, um einen zusétzlichen Ergebnisbeitrag zu erzielen [11].
Preisschwankungen geben den Kiufern und Verkdufern die Chance die Ressource ge-
winnoptimal zu nutzen [24]. Dabei ist zu beriicksichtigen, dass die Nachfrage nach Erd-
gas im Winter wahrend der Heizperiode grofer als im Sommer ist, sodass eine saisonale
Fluktuation des Preises die Entscheidung mit beeinflusst. Basieren die Entscheidungen
beziiglich des Nutzens des Gasspeichers jedoch nur auf den Saisonalititen, so werden
die Chancen der Optimierung des Gewinns nicht vollstdndig ausgenutzt, da tégliche
Schwankungen des Preises ebenfalls mit einbezogen werden miissen [24].

»1o store or not to store.“[24]

Fiir den Nutzer eines Gasspeichers stellt sich das Problem diese Komplexitét fiir seine
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operativen Entscheidungen zu beherrschen. Dies bedeutet konkret, dass jeder Nutzer
eines Gasspeichers, aufgrund der bisherigen Marktinformationen die Moglichkeit - die
Option - hat, eine gewissen Menge an Gas zu kaufen und in den Speicher zu fiillen, eine
gewisse Menge an Gas zu verkaufen und aus dem Speicher zu entnehmen, oder weder
Gas zu kaufen noch zu verkaufen. Somit wird ein Gasspeicher auch als Realoption in-
terpretiert.

Ein weiterer Aspekt der Gasspeicherbewertung sind nicht nur die besonderen Preischa-
rakteristiken des Gas-Spot-Preises, sondern auch die Rahmenbedingungen des Gasspei-
chers an sich. Es gibt verschiedene Arten von Gasspeichern: urspriingliche Gas- oder
Erdollagerstiatten, Kavernenspeicher in Salzstécken, Porenspeicher in Kalk- oder Sand-
steinschichten, LNG (liquified natural gas) Speichertanks usw. Jeder Speicher hat seine
Charakteristiken, die in die Bewertung mit einbezogen werden miissen. Zum einen kann
der Speicher nicht beliebig gefiillt oder meist auch nicht vollstindig geleert werden,
sodass ein vorgegebenes ,base gas level“ erhalten bleiben muss. Eine weitere Besonder-
heit ist, dass die taglich zum Handeln verfiighare (Gasmenge zudem aufgrund begrenzter
Einspeicher- und Ausspeicherraten eingeschrinkt ist. Diese Raten sind von verschiede-
nen Faktoren abhdngig, wie zum Beispiel der derzeitigen Gassmenge im Speicher, dem
Druck im Speicher, der Kompressionsfihigkeit usw. Im Allgemeinen ist die Einspeicher-
bzw. Ausspeicherrate direkt vom aktuellen Fiillstand, das heifst der derzeitigen Gasmen-
ge im Speicher, abhéngig [14]. Die Ausspeicherrate ist am groften, wenn der Gasspeicher
voll ist, und nimmt mit abnehmender Gasmenge im Speicher ab. Die Einspeicherrate
hingegen ist am groften, wenn der Gasspeicher leer ist, und nimmt mit zunehmender
Gasmenge im Speicher ab [I4]. Weiterhin ist zu bedenken, dass Transaktionskosten im
Markt entstehen oder eine, zum Beispiel technisch bedingte, Gasmenge bei der Ein-
speisung bzw. Entnahme verloren geht. Ein Bid-Ask-Spread im Gasmarkt ergibt einen
zusitzlichen Unterschied in Einkaufs- und Verkaufspreis des Erdgases. Die ,Mietzeit“
eines Gasspeichers oder die Bewertung eines Gasspeichers ist in der Regel auf einen
gewissen Zeitpunkt begrenzt, oft im Jahresrhythmus, was bei téglichen Entscheidungen
einen langen Zeithorizont darstellt. Die Rahmenbedingungen beziiglich der Nutzung ei-
nes Gasspeichers werden auch als Gasspeichervertrag bezeichnet.

Grundlegende Fragestellungen zu dieser Situation, die in der vorliegenden Arbeit auch
als ,,das Gasspeicherproblem® bezeichnet wird, sind:

Welchen Wert hat der Gasspeicher zu Beginn der Nutzung?
Wann sollte wie viel Gas in den Speicher gegeben bzw. entnommen werden,
um diesen Wert zu erreichen?

In der Literatur finden sich zur Formulierung des Problems sowohl Ansétze in diskreter
Zeit |24, 5], 34], [10], als auch Ansétze in stetiger Zeit [11], 37, [32] 15, 23] 22]. Zu beachten
ist, dass sich das Ausgangsproblem oft in Details unterscheidet, zum Beispiel im Einbe-
ziehen des Bid-Ask-Spreads oder der Abhéngigkeit der Einspeicher-/Ausspeicherraten
vom aktuellen Fiillstand. Viele Losungsansétze der Fragestellungen basieren auf einem
Stochastischen Entscheidungsproblem in diskreter bzw. stetiger Zeit und damit auf dem
Prinzip der dynamischen Programmierung. Eine erste analytische Untersuchung des
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Problems in stetiger Zeit in einem Spezialfall ist in Hodges [22] zu finden. Die iiblich
in der Literatur verwendeten numerischen Methoden in der Optionsbewertung sind:
die Monte-Carlo Simulation, Binomial-/Trinomialbdume und numerische Verfahren fiir
Partielle Differentialgleichungen. Letztere Methode verwenden Thompson u. a. [37] und
Schliiter u. Davison [32], um das Problem in stetiger Zeit anzugehen. Fiir eine diskrete
Modellierung ist die Methode allerdings nicht anwendbar. Fiir die stetige Formulierung
entwickeln Felix u. Weber [16] eine Methode durch rekombinierende Béume, Holland [23]
und Carmona u. Ludkovski [II] wenden je ein Monte-Carlo Verfahren an. Die Monte-
Carlo Methode in Carmona u. Ludkovski [I1] bezieht sich auf eine Umformulierung des
urspriinglichen Problems als optimales switching Problem. Ein Vergleich basierend auf
je einer Methode jeder Art findet sich fiir die stetige Formulierung in Felix [I5]. Da
Entscheidungen eher taglich und nicht kontinuierlich in der Zeit getroffen werden, liegt
dieser Arbeit eine diskrete Formulierung zu Grunde. Zur numerischen Losung schlagen
de Jong u. Walet [24] und Boogert u. de Jong [5] eine Monte-Carlo Methode vor, die auf
dem Least-Square-Algorithmus von Longstaff u. Schwartz [25] basiert. Wahrend de Jong
u. Walet [24] nur bestimmte Entscheidungen zulassen, behandeln Boogert u. de Jong [5]
das Problem in dieser Hinsicht allgemeiner. Eine weitere Monte Carlo Methode, die mit
linearer Optimierung arbeitet, ist in Byers [10] zu finden. Basierend auf einer diskreten
Formulierung als Markovsches Entscheidungsproblem, wie auch in [24], 5], wendet Seco-
mandi [34] eine Baum-Methode an. Zudem zeigt Secomandi [34] im Fall mit konstanten
Einspeicher-/Ausspeicherraten ausgehend von einer Konkavititseigenschaft die Struktur
der optimalen Entscheidungen.

Ziel dieser Arbeit ist es, ausgehend von einer diskreten Modellierung des Problems als
Markovschen Entscheidungsprozess mit endlichem Horizont, eine strukturelle Analyse
des Gasspeicherproblems durchzufiihren, sowie verschiedene Algorithmen auf dieses Pro-
blem anzuwenden und zu vergleichen.

Daraus abgeleitet ergeben sich folgende Teilziele:

Teilziele der strukturellen Analyse sind die Untersuchung auf Struktureigenschaften in
der sogenannten Wertefunktion, die den Gasspeicherwert beschreibt, die Beschreibung
der optimalen (Handels-)Strategie in Spezialféllen, sowie die Erweiterung der von Seco-
mandi [34] gezeigten Struktur der optimalen Politik auf den Fall fiillstand-abhéangiger
Raten.

Ausgehend von einem zu spezifizierenden Gaspreismodell sollen im Teilziel ,,Algorith-
men“ ein Binomialbaum-Algorithmus, ein Monte-Carlo Algorithmus und der Monte-
Carlo Algorithmus mit Least-Square Ansatz analysiert und vergleichend bewertet wer-
den. Auf der Dualitétstheorie fiir Markovsche Entscheidungsprozesse basierend wird ein
Algorithmus auf das Gasspeicherproblem angewendet, um eine obere Schranke fiir den
Gasspeicherwert zu erhalten.



1. FEinleitende Betrachtung

1.2. Gang der Untersuchung

Zur Bearbeitung der Zielsetzung der vorliegenden Arbeit werden nach der einleitenden
Betrachtung (Kapitel [I) zunéchst die notwendigen Grundlagen iiber Markovsche Ent-
scheidungsprozesse in diskreter Zeit mit endlichem Horizont gelegt. Kapitel |2 befasst
sich demnach mit der Definition eines Markovschen Entscheidungsprozesses, sowie mit
dem Prinzip der dynamischen Programmierung. In diesem Zusammenhang werden die
Methoden zur Untersuchung des Problems auf Wohlgestelltheit, das heifst insbesondere
auf Struktureigenschaften, zielkonform diskutiert.

Mit Hilfe der Grundlagen wird in Kapitel [3| demzufolge das (Gasspeicherproblem als
Markovscher Entscheidungsprozess in diskreter Zeit mit endlichem Horizont model-
liert. Dabei wird nicht nur das Hauptproblem mathematisch beschrieben, sondern auch
die im darauffolgenden Kapitel zusitzlich verwendeten Vereinfachungen und Erwei-
terungen. Das Gasspeicherproblem wird vereinfacht als optimales switching Problem
behandelt, Vereinfachungen in der Restriktionenmenge, das heifst in den Einspeicher-
/Ausspeicherraten, und des zugrundeliegenden Markov-Prozesses erklirt und die Erwei-
terung des Markov-Prozesses mit regime switching eingefiihrt.

Das zentrale Kapitel der strukturellen Analyse des Gasspeicherproblems (Kapitel [4)) be-
ginnt mit der Uberpriifung der Wohlgestelltheit des Problems, das heifit mit der Uber-
priifung der sogenannten Integrabilitits- und der Strukturannahme. Es werden Schran-
kenfunktionen fiir das Markovsche Entscheidungsproblem angegeben, sowie Stetigkeits-
und Konkavititsaussagen getroffen. Die darauffolgende Analyse der optimalen Strategie
wird zunéchst fiir die vereinfachten Modelle durchgefiihrt, beginnend mit dem optimal-
switching Fall {iber den Fall vereinfachter Restriktionen mit speziellem Markov-Prozess,
bis zum Fall vereinfachter Restriktionen mit allgemeinem Markov-Prozess. Das Kapitel
abschlieffend wird die Struktur der optimalen Politik im allgemeinen Fall mit regime
switching angegeben und weiter analysiert.

Zur weiteren Bearbeitung der Zielsetzung, dem Teil {iber Algorithmen, wird in Kapitel
ein Markov-Prozess vorgestellt, der den Gas-Spot-Preis modelliert. Aufferdem werden
die fiir die weiteren Betrachtungen notwendigen Eigenschaften des Gas-Preis-Modells
diskutiert, sowie eine Simulationsmoglichkeit und eine Moglichkeit zur Approximation
des Prozesses durch einen Binomialbaum dargelegt.

Kapitel [6] beschéftigt sich daraufhin mit moglichen Algorithmen zur Gasspeicherbewer-
tung, die auf der Simulation und Approximation aufbauen. Im ersten Teil wird die
grundlegende Struktur der Algorithmen unter Verwendung der in Kapitel [4] erhaltenen
otpimalen Politik erkldrt und die zentrale Frage, der Berechnung des sogenannten Con-
tinuation Value erlautert. Das néichste Teilkapitel bezieht sich auf die Approximation
des Prozesses als Binomialbaum und entwickelt darauf aufbauend einen Algorithmus.
Weiter werden zwei Ansétze fiir Monte-Carlo Algorithmen basierend auf der Simulation
des Preisprozesses vorgestellt. Hierbei wird der Interpolationsansatz, den man wieder-
um in drei Teilansédtze untergliedern kann, entwickelt und der Least-Square-Ansatz un-
ter Verwendung der Struktur der optimalen Politik beschrieben. Zur Schitzung oberer



1.2. Gang der Untersuchung

Schranken des Gasspeicherwertes werden basierend auf der Dualititstheorie fiir Mar-
kovsche Entscheidungsprozesse Monte-Carlo Algorithmen mittels Information Relaxati-
on auf das Gasspeicherproblem angewandt.

Ausgehend von einem Beispiel eines Gasspeichers werden darauffolgend die Algorithmen
in Kapitel [7] numerisch betrachtet. Zunichst wird auf die im Zusammenhang mit der
Implementierung entstehende Problematik der Diskretisierung eingegangen, sowie eine
Methode zur Diskretisierung des Speicherfiillstandes entwickelt. Darauthin werden die
Algorithmen zunéchst in ihren Ansétzen einzeln analysiert und dann auf Laufzeit und
Einfluss der Preisparameter hin verglichen. Das Gasspeicherproblem bzw. die Grundfra-
gestellungen werden dann mit Hilfe der Algorithmen veranschaulicht, indem die opti-
male Strategie, sowie die Gasspeicherentwicklung wiahrend der Nutzungsdauer illustriert
werden. Abschlieftend folgt die numerische Betrachtung der Algorithmen zur Schitzung
oberer Schranken.

Die abschliefende Betrachtung in Kapitel [§] greift die Zielsetzung dieser Arbeit auf, fasst
die Ergebnisse zusammen und gibt einen Ausblick auf Erweiterungsmoglichkeiten und
weitere Untersuchungsansétze.
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Grundlagen: Markovsche Entscheidungsprozesse in
diskreter Zeit mit endlichem Horizont

Um das in Kapitel [1| eingefiihrte Gasspeicherproblem mathematisch prézise formulieren
zu konnen, werden in diesem Kapitel dazu die Grundlagen gelegt.

So wie in dieser Arbeit dient das stochastische dynamische Programm in vielen zufélli-
gen Entscheidungsprozessen als Grundlage eines mathematischen Modells fiir dieselben.
Da in dieser Arbeit das Problem zeitdiskret und mit endlichem Zeithorizont behandelt
wird, beschrinkt sich folgendes Kapitel auch auf diesen Fall. Es sei aber bemerkt, dass
sich die Konzepte dieses Kapitels auch auf einen unendlichen Horizont und stetige Zeit
erweitern lassen (vergleiche hierzu Biuerle u. Rieder [§]).

Der erste Teil dieses Kapitels befasst sich mit der Definition eines Markovschen Ent-
scheidungsprozesses in diskreter Zeit mit endlichem Horizont. Im zweiten Teil folgen
strukturelle Bedingungen an den Markovschen Entscheidungsprozess und an die Eigen-
schaften des Markovschen Entscheidungsprozess.

Falls nicht anders notiert werden die Definitonen, Lemmata und Satze aus Béauerle u.
Rieder [8] zitiert.

2.1. Das stochastische dynamische Programm, der
Markovsche Entscheidungsprozess und die
Bellman Gleichung

Stochastische dynamische Programme sind 6-Tupel bestehend aus einem Zustandsraum,
einem Aktionenraum, einer Restriktionenmenge, einem Ubergangskern - der Markovsch
ist -, einer Gewinnfunktion und einer terminalen Gewinnfunktion. Dies wird in der
folgenden Definition prézisiert.



2. Grundlagen: Markovsche Entscheidungsprozesse

Definition 2.1.1 (Stochastisches dynamisches Programm)

Ein (nicht-stationires) stochastisches dynamisches Programm (engl. Markov Decision
Model) mit Planungshorizont N € N besteht aus dem Tupel (E, A, D,,, Qp, hy, hy)
mit folgender Bedeutung:

E # 0 ist der Zustandsraum, versehen mit der o-Algebra £. Elemente des Zu-
standsraums werden mit x € E bezeichnet.

A # () ist der Aktionenraum, versehen mit der o-Algebra A. Elemente des Aktio-
nenraums werden mit a € A bezeichnet.

D, C FE x A ist eine messbare Teilmenge von F x A. Diese Teilmenge ist die
Restriktionenmenge zur Zeit n.

Es wird angenommen, dass D,, den Graph einer messbaren Abbildung f, : £ — A
enthélt, das heift (z, f,(xz)) € D, fiir alle z € E. Die Menge D, (x) := {a €
A | (z,a) € D,} ist die Menge aller zuldssigen Aktionen in Zustand z (x € F) zur
Zeit n.

Q,, ist der stochastische Ubergangskern von D,, nach E auf Stufe n. Das bedeutet,
fir jedes Paar (z,a) € D, (fest) ist B — Q,(B|z,a) ein Wahrscheinlichkeitsmaf
auf & und (z,a) — Q,(B|x,a) ist messbar fiir jedes B € &.

Befindet sich der Prozess zur Zeit n in Zustand x und wird Aktion a gewéahlt, so
ist @, (B|z,a) die Wahrscheinlichkeit, dass der Zustand zur Zeit n + 1 in B liegt.

h, : D, — R ist eine messbare Funktion, die sogenannte Gewinnfunktion. Hierbei
gibt h,(z,a) den Einstufengewinn zur Zeit n an, wenn x der aktuelle Zustand und
a die gewihlte Aktion ist.

hy : E — R ist eine messbare Funktion, die sogenannte terminale Gewinnfunkti-
on. Hierbei gibt hy(z) den Gewinn zur Zeit N an, wenn der aktuelle Zustand x ist.

Bemerkung 2.1.2

In einigen Anwendungen, so auch im Gasspeicherproblem, sind der Zustands- und der
Aktionenraum Borelteilmengen von Polnischen Riumen, das heifst von vollstindig me-
trisierbaren, separablen Rdumen, oder gar endlich oder abzdhlbare Mengen. In diesem
Fall werden oft die o-Algebren £ und A als die o-Algebren der Borelmengen von F bzw.
A gewéhlt und diese B(E) bzw. B(A) notiert.

Zu jedem Zeitpunkt entscheidet man sich fiir eine bestimmte Aktion, die aus der Restrik-
tionenmenge stammt. Diese Entscheidungen setzen sich zur einer sogenannten Strategie
bzw. Politik zusammen.
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2.1. Der Markovsche Entscheidungsprozess

Definition 2.1.3 (Entscheidungsregel, Politik)

a) Eine messbare Abbildung f, : E — A mit f,(x) € D,(x) fir alle z € E heifit
Entscheidungsregel zur Zeit n. Es bezeichne F),, die Menge aller Entscheidungsregeln
zur Zeit n.

b) Eine Folge von Entscheidungsregeln m = (fo,..., fy_1) mit f, € F, fiir alle n heift
N-stufige Politik oder N-stufige Strategie.

Die Menge aller Entscheidungsregeln F}, ist nicht leer, da nach Definition die Men-
ge D,, den Graphen einer messbaren Abbildung f,, : F — A enthélt.

Ein stochastisches dynamisches Programm soll dazu dienen ein N-stufiges Zufallsexpe-
riment zu beschreiben. Daher wird ein zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsraum wie
folgt konstruiert:

Konstruktion und Definition 2.1.4
Sei (€, F) ein Messraum mit @ = BN und F=€6®--- @ &.
Die Zufallsvariablen Xy, ..., Xy seien durch

Xn(w) = Xn«lo, il, 500 ,iN)) = Z.n

definiert, d.h. die n-te Projektion von w. Die Zufallsvariable X, beschreibt den Zustand
des Systems zur Zeit n und (X,,) heikt Markovscher Entscheidungsprozess (engl. Markov
Decision Process, kurz: MDP).

Sei m = (fo,..., fnv_1) € Fo X F} X ---x Fy_; eine Strategie und € E ein Anfangswert.
Nach dem Satz von Ionescu-Tulcea gibt es dann genau ein Wahrscheinlichkeitsmafs P7
auf (2, F) mit

(i) P7(X, € B) = 4,(B) fiir alle B € €,
(11) ]P);F(Xn-i-l € B’X(h o000 7Xn) = Pg(Xn-i-l € B|Xn) - Qn(B|Xn> fn(Xn))

Fiir den Satz von Ionesu-Tulcea siehe zum Beispiel Bauerle u. Rieder [8] Proposition
B.2.5.

Die Folge (Xo, ..., Xy) ist eine inhomogene Markovkette beziiglich PT (siehe (ii)).

Im Folgenden bezeichnen ET den Erwartungswert beziiglich P7, P7 die bedingte Wahr-
scheinlichkeit P () := P"(:|X,, = ) und E7 , den entsprechenden Erwartungswertope-

rator.

Aufgrund folgender Annahme ist gesichert, dass alle folgenden Erwartungswerte wohl-
definiert sind.
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2. Grundlagen: Markovsche Entscheidungsprozesse

Integrabilititsannahme (Ap)
Firn=20,1,..., N gelte

N-—
6N (z) :=sup EJ. Z (Xk, fx(Xk)) + A5 (XN)| < o0, z € E.
T k=
Hierbei bezeichne y* := max{0, y}.

Ziel ist es durch geschickte Wahl der Strategie den erwarteten Gesamtgewinn zu maxi-
mieren. Im Folgenden wird das Optimierungsproblem mathematisch formuliert.

Definition 2.1.5
a) Firm e Fy x -+ X Fy_q, sei V : E — R definiert durch

N—-1
Vor(@) =B, | D h( X, fu( X)) + by (X)
k=n

Vor () ist der erwartete Gewinn zur Zeit n iiber die noch folgenden Stufen n bis N
bei Start in « € E (zur Zeit n) und unter Verwendung der Politik 7.

b) Die Wertfunktion V,, : E — R sei definiert durch

Vio(z) = S Vor ().

Dabei bezeichnet V,(z) den mazimalen erwarteten Gewinn zur Zeit n (iiber die
verbleibenden Stufen n bis N) bei Start in x.

¢) Eine Politik 7 € Fy x - -+ x Fy_1 heift optimal, falls

Vor () = Vo(x) fir alle z € E.

Bemerkung 2.1.6

Fiir die terminale Stufe N entspricht die Wertfunktion der terminalen Gewinnfunktion
fiir jede Strategie, das heift es gilt V. (z) = Vy(z) = hy(z).

Obwohl die Politik 7 = (fy,..., fnv_1) von allen Zeitpunkten abhéngt, sind fiir die
Wertefunktion V), zur Zeit n nur noch die folgenden Entscheidungen der Politik, also

(fas--., fn-1), relevant.

Um die Notation zu vereinfachen und letztendlich die Losung bzw. den Losungsweg des
Optimierungsproblems anzugehen, werden zwei Operatoren eingefiihrt.

Im Folgenden sei M(E) := {v : E — [—00,00)|v ist messbar}. Nach Voraussetzung gilt
Vor € M(E) fiir alle 7 und n.
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2.1. Der Markovsche Entscheidungsprozess

Definition 2.1.7 (Operatoren)
Auf M(FE) seien die folgenden Operatoren definiert:

a) Firve M(E),n=0,1,...,N — 1 und (z,a) € D, sei

(L,v)(z,a) := hy(z,a) + /U(x')Qn(dx'|x,a),

falls das Integral existiert.

b) Firve M(E),n=0,1,..., N—1, fe F,undz € E
(Tngv)(2) := (Lnv)(z, f(z))-
c) FirveM(E),n=0,1,...,N—1und z € E sei

(T,v)(x) := sup (Lyv)(z,a).

a€Dn(z)

falls das Integral exisitiert.
T, heilst Mazimal-Gewinn-Operator auf Stufe n.

Zwischen den Operatoren besteht die Beziehung

T,v = sup T yv.
fEF,

Es gilt zwar, dass T,,yv € M(E) liegt fiir alle v € M(E), jedoch ist nicht unbedingt
gegeben, dass T,,v zu M(F) gehort.

Zur Vereinfachung der Notation schreibt man auch T,v(x) fir (T,v)(x) baw. T, T, 11v
fir (T,,(Th11v)).

Bemerkung 2.1.8
Alle drei Operatoren sind wachsend.
Genaueres hierzu findet sich in Bauerle u. Rieder [§].

Strategien, die zur Optimierung des gegeben Problems fiihren, werden Maximisatoren
genannt.

Definition 2.1.9 (Maximisator)
Sei v € M(FE). Eine Entscheidungsregel f € F,, heift Mazimisator von v auf Stufe n,
falls

(Lyv)(z, f(x)) = Thv(x) fiir alle x € E,

d.h. f(x) ist Maximumstelle von

a (Lyv)(z,a) a € D,(z) fir alle z € E.
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2. Grundlagen: Markovsche Entscheidungsprozesse

Die sogenannte Gewinniteration bildet die Grundlage zur Losung des Optimierungspro-
blems. Sie besagt, dass man nun - mit Hilfe des Operators T),; - den erwarteten Gewinn
zu einer Strategie rekursiv berechnen kann.

Satz 2.1.10 (Gewinniteration)
Sei m = (fo,..., fn_1) eine N-stufige Politik. Dann gilt fir n =0,1,... N — 1

a) VN’/I’ — hN und Vn7r — Tnfnvn—i-l,ﬂ’;
b) er = Tnfn o TN—Lfoth'

Beweis
Beweis siehe Theorem 2.3.4 in Béuerle u. Rieder [§]. n

Ein weiterer wichtiger Baustein zur Losung des Optimierungsproblems bildet die Bellman-
Gleichung.

Bellman-Gleichung
Die Folge (V,,) erfiillt die sogenannte Bellman-Gleichung

VN = hy

(2.1)
Vi, =TVos1, n=0,1,...,N—1.

Der néichste Satz zeigt, dass sobald eine Losung der Bellman-Gleichung zusammen mit
einer Folge von Maximisatoren existiert, dann fiihrt dies auch zu einer Losung des Op-
timierungsproblem.

Somit gibt er auch eine zentrale Losungsmethode fiir das Markovsche Entscheidungs-
problem an.

Satz 2.1.11 (Verifikationssatz)
Sei (v,) C M(E) eine Losung der Bellman-Gleichung. Dann gilt

a) v, >V, firn=0,1,...N.

b) Falls f* ein Maximisator von v, ist fiir n = 0,1,... N — 1, dann ist v, = V,, und die
Politik 7* = (f}, ..., fx_,) ist optimal fiir das N-stufige Markovsche Entscheidungs-
problem.

Beweis
Beweis siehe Theorem 2.3.7 in Béuerle u. Rieder [§]. n

Der Verifaktionssatz bietet zwar eine Losungsmethode, jedoch ist im Allgemeinen nicht
garantiert, dass eine optimale Politik existiert. Dafiir miissen weitere Annahme tiber die
Struktur des Problems gemacht werden.
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2.1. Der Markovsche Entscheidungsprozess

Strukturannahme (SAy)
Es gibt Mengen M,, C M(F) und A,, C F,,, sodass firn =0,1,... N — 1 gilt

(1) hy € My.
(ii) Falls v € M4, dann ist T,,v wohldefiniert und T,,v € M,.
(ili) Fir alle v € M, 4 existiert ein f € A, fir das T,,pv(z) = T,v(x) gilt, d.h. f ist

ein Maximisator von v auf Stufe n.

Gilt die Strukturannahme (SAy), so ldsst sich zeigen, dass das Markovsche Entschei-
dungsproblem gelost werden kann, indem die N (einstufigen) Optimierungsprobleme
rekursiv gelost werden.

Satz 2.1.12 (Struktursatz)
Gilt (SAy), so folgt:

a) V, € M, und die Folge (V},) erfiillt die Bellman-Gleichung, d.h. firn =0,1,..., N—1
gilt

Vn(z) = hy(z),

2.2
Vo(z) = sup {hn(x, a) + /Vn+1(x')Qn(dx/|x, a)} , T€E. (22)
a€Dy (z)

b) V,, =T, Tns1-Tn_1hn.

c) Fiirn=0,1,..., N — 1 existiert ein Maximisator f, von V,,; mit f, € A, und jede
Folge von Maximisatoren f von V1, definiert eine optimale Politik (f§,..., fx_;)
fiir das N-stufige Markovsche Entscheidungsproblem.

Beweis

Beweis sieche Theorem 2.3.8 in Béuerle u. Rieder [§]. -

Zur Losung des Optimierungsprolems liefert Satz [2.1.12] folgenden Algorithmus.
Riickwiartsinduktionsalgorithmus
1. Setze n = N und fiir jedes x € £
Vn(z) := hy(x).
2. Setze n :=n — 1 und berechne fiir alle x € £

Vi(z) = sup ){hn(m,a) + / Vn+1(x’)Qn(dx’|x,a)}.

a€Dy (z

Berechne einen Maximisator f) von V.
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2. Grundlagen: Markovsche Entscheidungsprozesse

3. Ist n = 0, so wird die Wertfunktion V[ berechnet und die optimale Politik 7* ist
gegeben durch 7 = (ff, ..., f&_;). Andernfalls gehe zuriick zu Schritt 2.

Benlerkung 2.1.13
Satz [2.1.12| besagt, dass die Maximisatoren zu einer optimalen Strategie fiithren. Jedoch
enthalten optimale Strategien nicht unbedingt Maximisatoren.

Ein Beispiel hierfiir befindet sich in Béuerle u. Rieder [8] Beispiel 2.3.10.

2.2. Struktureigenschaften

Im folgenden Teil werden allgemeine Bedingungen angegeben, unter denen die Integra-
bilitdtsannahmen (Ay) und die Strukturannahme (SAy) erfiillt sind.

2.2.1. Bedingung fiir (An)

Hinreichend fiir die Erfiillung der Integrabilitdtsannahme ist die Existenz einer oberen
Schrankenfunktion. Die Schrankenfunktion ist fiir die weiteren Betrachtungen noch von
Bedeutung.

Definition 2.2.1 (Schrankenfunktion)

a) Eine messbare Abbildung s : E — RT heilst obere Schrankenfunktion fir das
stochastische dynamische Prgramm, falls ¢, ¢y, c3 € RT existieren, sodass fiir alle
n=0,1,...N —1:

(i) hf(x,a) < eps(x) fiir alle (z,a) € D,
(ii) hi(z) < cos(w) fiir alle z € E
(iil) [ s(2")Qn(d'|z,a) < czs(x) fiir alle (z,a) € D,
b) Eine messbare Funktion s : E — R heift Schrankenfunktion fiir das stochastische
dynamische Prgramm, falls ¢;, ¢z, c3 € RT existieren, sodass fir allen = 0,1,... N—1:
(i) |hn(z,a)| < crs(z) fiir alle (x,a) € D,
(ii) |hn(x)| < cos(x) fiir alle x € E
(iil) [ s(2")Qn(da'|z,a) < czs(x) fiir alle (z,a) € D,

Satz 2.2.2
Hat das stochastische dynamische Programm eine obere Schrankenfunktion s, dann sind
die Integrabilitdtsbedingungen (Ay) erfiillt.

Beweis
Beweis siehe Proposition 2.4.2 in Béuerle u. Rieder [§]. n
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2.2. Struktureigenschaften

Im Folgenden seien E und A nicht-leere Borel-Teilmengen von Polnischen Rdumen. Auf
E und A seien £ bzw. A die o-Algebren der Borel-Mengen von E und A. Weiter sei D,,
eine Borel-Teilmenge von F x A.

Auferdem besitze das stochastische dynamische Programm eine obere Schrankenfunk-
tion s. Fiir v € M(E) bezeichne

|lv]s := supM
zeE S(ﬂf)

die gewichtete Supremums-Norm, wobei % als 0 definiert wird. Weiter definiert man

Ss :={v e M(E)| [|v]|s < oo}

und
Sy = {v e M(E)] [[v"[|s < oo}.
Es gilt
S := {v € M(E)| |v(x)| < c¢-s(z) fiiralle 2 € E und ein c € R, }
baw.

ST :={veM(E)| v"(z) <c-s(x) firalle z € F und ein c € R, }.

2.2.2. Stetigkeitsbedingung fiir (SAyN)

Ein Konzept das letztendlich zur Erfillung der Strukturannahmen fiihrt, ist das der
Stetigkeit. Dazu sei im Folgenden M ein metrischer Raum und R = RU {—o00, o0}.

Definition 2.2.3 .
a) Eine Abbildung f : M — R heifit oben halbstetig (kurz: ohs), falls fiir alle Folgen
(zp,) C M mit lim z, =2 € M gilt
n—00

limsup f(zn) < f(2).

n—oo

b) Eine Abbildung f : M — R heift unten halbstetig (kurz: uhs), falls —f oben halb-
stetig ist.

c¢) Eine Abbildung f : M — R heifit stetig, falls f unten und oben halbstetig ist.
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2. Grundlagen: Markovsche Entscheidungsprozesse

Da in einem stochastischen dynamischen Programm auch mit Mengen gearbeitet wird,
ist es notwendig, die Halbstetigkeit bzw. Stetigkeit auch fiir mengenwertige Funktionen
zu definieren.

Definition 2.2.4
a) Eine mengenwertige Abbildung = — D(x) heifst oben halbstetig, falls fiir alle x € F
gilt:

Falls lim z,, = z und a, € D(x,) fir alle n, dann hat (a,) einen Haufungspunkt in
n— oo

D(x).

b) Eine mengenwertige Abbildung x — D(z) heilt unten halbstetig, falls fiir alle x € E
gilt:
Falls lim z,, = z, dann ist jeder Punkt in D(z) ein Haufungspunkt einer Folge von

n—oo

Punkten a, € D(x,) fiir alle n € N.

¢) Eine mengenwertige Abbildung = +— D(x) heift stetig, falls sie oben und unten
halbstetig ist.

Mit diesen Definitionen lisst sich der folgende Struktursatz formulieren, er bildet die
Grundlage des Korrollar 2.2.6] das die Erfiillung der Strukturannahme liefert.

Satz 2.2.5
Sei v € ST und stetig. Gilt auferdem

(i) D,(x) kompakt V x € E und x — D, () stetig
(i) (z,a)— Lyv(z,a) stetig auf D,

dann ist T,,v stetig und es existiert ein Maximisator f,, € F;, von v. Hat v einen eindeu-
tigen Maximisator f,, € F,,, dann ist f, stetig.

Beweis
Beweis siehe Proposition 2.4.3 in Biuerle u. Rieder [§]. -

Mit M, := {v € S}| v stetig} und A, := F,, sind die Strukturannahmen (SAy) fiir das
stochastistische dynamische Programm erfiillt.

Mit Satz [2.2.5] sowie Satz [2.1.12] folgt dann unmittelbar
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2.2. Struktureigenschaften

Korollar 2.2.6
Gegeben sei ein stochastisches dynamisches Programm mit oberer Schrankenfunktion s.
Falls flir n =0,1,..., N — 1 gilt:

x +— hy(x) ist stetig.

Dann erfiillen die Mengen M, := {v € S| v stetig} und A,, := F,, die Strukturannahme
(SAw).
Es ist V,, € M, und es existiert ein Maximisator f; € Fy von V,;. Die Politik

(f&, ..., fX_1) ist optimal.

Einige hilfreiche Aussagen zum Nachpriifen der Stetigkeit liefert das nachfolgende Lem-
ma, siche Lemma A.2.2 im Anhang von Béuerle u. Rieder [§].

Lemma 2.2.7

a) Eine mengenwertige Abbildung = — D(z) ist oben halbstetig genau dann wenn jede
Folge (x,,a,) C D mit der Eigenschaft, dass (z,) in E konvergiert, einen Haufungs-
punkt in D hat.
Es folgt: D ist kompakt = = — D(x) ist oben halbstetig = D ist abgeschlossen.

b) Sei A kompakt. Dann ist x — D(x) oben halbstetig genau dann wenn D abgeschlos-
sen ist.

¢) Sei A kompakt und D(x) = A fiir alle z, dann ist = — D(z) stetig.
d) Sei A =R und D(z) = [d(z), d(z)]. Dann ist 2 — D(z) stetig, falls d : E — R stetig
und d : F — R stetig ist.

2.2.3. Konkavitdtsbedingung fiir (SAN)

Eine weitere hinreichende Bedingung fiir die Strukturannahmen ist die Konkavitit ge-
wisser Operatoren und Funktionen, sowie die Konvexitit einiger Mengen. Diese Aussage
wird im nachfolgenden Satz und im daraus folgenden Korollar spezifiziert.

Sei £ C R und A C R™.

Satz 2.2.8
Sei v € ST. Gilt weiter

(i) D, konvex in E x A
(ii) (z,a) — Lyv(z,a) konkav auf D,,.

Dann ist 7,,v konkav auf E.
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2. Grundlagen: Markovsche Entscheidungsprozesse

Aus Satz und einigen weiteren Bedingungen folgt nun unmittelbar, dass die Struk-
turannahmen erfiillt sind. Die Mengen M, und A, werden konkret angegeben.

Korollar 2.2.9
Gegeben sei ein stochastisches dynamische Programm mit oberer Schrankenfunktion s.
Falls fiir n =0,1,..., N — 1 gilt:

(i
(ii) die Abbildung (z,a) — [v(2")Qn(d2'|z, a) ist konkav fiir alle konkaven v € S},

» 1St konvex in E x A.

(iv)  +— hy(z) ist konkav,

) D
)
(iii) (z,a) > hy(z,a) ist konkav,
)
)

(v) fiir alle konkaven v € ST existiert ein Maximisator f, € A, von v.

Dann erfiillen die Mengen M, := {v € ST| v konkav} und A, := F,, die Strukturannah-
men (SAy).
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Modellierung des Gasspeicherproblems

Mit dem Konzept des stochastischen dynamischen Programms, vorgestellt in Kapitel [2.1]
ldsst sich nun das Gasspeicherproblem als ein solches formulieren. Das hier vorgestellte
Modell und dessen Modifikationen bilden die Grundlage aller weiteren Untersuchungen
in dieser Arbeit.

Das im ersten Teil des Kapitels vorgestellte Modell, hier auch ,Hauptmodell“ genannt,
versucht einen moglichst allgemeinen Fall des Gasspeicherproblems abzubilden. Wah-
rend sich die Modifikationen im zweiten Teil auf Spezialfille, wie etwa den Fall, den
Speicher an einem Tag vollstandig befiillen bzw. entleeren zu kénnen, beschranken, wird
im zweiten Teil eine Erweiterung des Hauptmodells auf eine Markov-Kette mit regime
switching vorgestellt.

3.1. Hauptmodell fiir das Gasspeicherproblem

Folgende Formulierung des Gasspeicherproblems als stochastisches dynamisches Pro-
gramm mit endlichem Planungshorizont in diskreter Zeit wurde bereits in dhnlicher
Weise von Boogert u. de Jong [5] vorgestellt.

Dazu sei N € N der endliche Planungshorizont des Gasspeicherproblems, das heifst
das Ende des Vertrages. Sei weiter (P,) ein Markovscher Prozess auf (P,B(P)) mit
Ubergangskern (Q,), wobei P C R*. Zudem sei

o [ = [pmi® pmax]x P der Zustandsraum, versehen mit der o-Algebra B([b™1, y™3])®
B(P).

Hierbei bezeichne b™® bzw. b™* den minimalen bzw. maximal mdglichen Spei-
cherstand des Gasspeichers.

Die Elemente aus F seien durch (z,p) bezeichnet.
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3. Modellierung des Gasspeicherproblems

o A = [pmin — pmax pmax _ pmin] i B([pmin — pmax pmax _ pmin]) der Aktionenraum.

Hierbei bedeutet ein a < 0, dass die Menge |a| aus dem Speicher entnommen wird
(,ausgespeichert wird®); ein a > 0, dass die Menge |a| in den Speicher eingefiillt
(,eingespeichert) wird.

D, (z) = {a € Al max(b™" — z,i™"(z)) < a < min(b™* — x, iM% (z))}.
Hierbei sei i™" bzw. i die maximale Ausspeicher- bzw. Einspeicherrate in Ab-
hangigkeit des aktuellen Speicherstandes z.

‘min
2%
‘min
[

Es wird angenommen, dass 7, ** und

i@ nichtnegativ und konkav und
ist.

monoton fallende Funktionen sind, wobei
nichtpositiv und konvex fiir b™» < g < pmax

Q. sei der Ubergangskern mit Q,(d(z/, p')|z,p,a) = Qu(dp'|p) ® dpsqa(dz’), wobei
x € b pma] p e RT, a € D,(x).

Die Gewinnfunktion sei

—k(p)-a, a>0
hy(p,a) = < 0, a=0
—e(p)-a, a<0.

Hierbei ist k(p) = (1+w;)p+ 21 und e(p) = (1 —wy)p — 29 mit wy, we, 21, 22 € R,
sodass k(p), e(p) > 0 und k(p) > e(p) fiir alle p € P.

Die Funktion k& beschreibt im Prinzip den Kaufpreis, das heifst den Preis, der be-
zahlt werden muss, um tatséchlich eine Einheit an Gas zu speichern. Die Funktion
e beschreibt dementsprechend den Verkaufpreis.

Die terminale Gewinnfunktion hy sei zunéchst beliebig, einige Beispiele zur Wahl
der terminale Gewinnfunktion folgen in Beispiel

Die Besonderheit an diesem stochastischen dynamischen Programm ist, dass der Uber-
gang des Preises allein vom vorherigen Preis abhédngt, nicht aber vom aktuellen Spei-
cherstand oder der gew#hlten Aktion.

Das heift letztlich ist der Ubergangskern mit dem gearbeitet wird, der des Preisprozesses.

Bemerkung 3.1.1
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a) In der allgemeinen Theorie Markovscher Entscheidungsprozesse ist Q,, der stochas-

tische Ubergangskern von D,, nach E auf Stufe n, wobei D,, C [pmin, pmax] x P x A
mit
Dy (x,p) = {a € Al max(b™™ — z,i™"(2)) < a < min(b™ — z,i"*(2))}

ist. Da jedoch lN)n(x,p’) = D,(x,p) fir alle p,p’ € P ist, wird im Folgenden
D, C [b™® p™ax] x A mit D, (z) wie oben betrachtet.



3.1. Hauptmodell fiir das Gasspeicherproblem

b) Aufgrund der Definition des Ubergangskerns gilt fiir v messbar und (z,a) €
D,, peP

/ o(@, ) Qu(d(@') |, p, a) = / o(z + a,7)Qu(dp|p).

Die folgende Skizze (Abbildung veranschaulicht beispielhaft die Restriktionenmen-
ge.
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I I
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I l
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Abbildung 3.1.: Darstellung der Restriktionenmenge

Ist (Apn) erfiillt und die Wertfunktion wie in Kapitel definiert, so lassen sich die
Operatoren wie folgt schreiben:

o (Lyv)(x,p,a) = hu(p,a) + [v(z + a,p)Qn(dp'|p), (z,a) € Dn, p €P
o (Tv)(x,p) = sl'ljlpz )(an)(x,p, a), (z,p) € E.

Sei E der Erwartungswertoperator zur Markovkette (P,), dann ist

TnVn+1(x7p) = Ssup {hn(pv a) + E[Vn-i-l(x + a, Pn+1)|Pn = p}}

a€Dy (z)
= max ( sup {—e(p)a+E[Vin(z +a, Poya)| P = pl},
max (bmin —g jmin (1)) <a<0

sup {=k(@)a +EV.i(z + a, Poya)| Py = p]}) :

0<a<min(bmax —g imax(g))

Zur Vereinfachung der Notation schreibt man oft E,[f(P,1)] fiir E[f(Pn11)|Pn = p)-

Bemerkung 3.1.2
Aus Griinden der Lesbarkeit und Vereinfachung der Notation wird in dieser Arbeit meist
auf eine Diskontierung verzichtet. Die Sétze lassen sich jedoch auf den Diskontierungsfall
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3. Modellierung des Gasspeicherproblems

iibertragen, teilweise mit leicht verdnderten Resultaten.

In Kapitel wird eine Diskontierung eingefiihrt, um die Allgemeinheit der Aussagen
zu verdeutlichen.

Die Algorithmen im zweiten Teil dieser Arbeit werden ebenfalls ohne Diskontierung
vorgestellt, implementiert und analysiert. Auch sie lassen sich ohne Weiteres auf einen
Diskontierungsfall iibertragen.

In diesem Teilkapitel werden abschliefsend einige Beispiele fiir die Wahl terminaler Ge-
winnfunktionen angegeben, die in Spezialfillen beziehungsweise auch in der Anwendung
verwendet werden.

Beispiel 3.1.3 (terminalé Gewinnfunktionen)

a)

24

Insbesondere in Kapitel |4.2.2| wird als terminale Gewinnfunktion Ay mit hy(z,p) =
e(p)(x — b™1") verwendet. Das heiflt am Ende wird im Prinzip das im Speicher ver-
fiigbare Gas ,yerkauft®.

Ist Ay durch
e T — To), r>x
hy(z,p) = ho(p, w0 — x) = { (e)(z ~ o) "

gegeben, so lasst sich diese terminale Gewinnfunktion wie folgt interpretieren:
Im Gasspeichervertrag ist ein Endzustand xq des Speichers festgelegt, dieser konnte
zum Beispiel dem Anfangszustand entsprechen. Wird dieser unterschritten, so muss
zur Strafe”, der Betrag bezahlt werden, der nétig wére, um die fehlende Menge an
Gas zu kaufen. Wird der festgelegte Endzustand iiberschritten, so erhilt man zu
,Belohnung* den Betrag, der durch Verkauf der Uberflussmenge erzielt wiirde.

Alternativ zum Modell in b), konnte man die Belohnung auch streichen und hier den
Gewinn hy(z,p) = 0 setzen, falls = > x.

Eine weitere Alternative die ,Strafkosten zu wéhlen, ist es, nicht proportional (mit
k(p)) zur Entfernung zum geforderten Endzustand, sondern exponentiell oder gestuft
proportional mit grofer werdenden Faktoren (z.B. k(p), 2k(p), 3k(p) usw.) vorzuge-
hen.



3.2. Modifikationen des Hauptmodells

3.2. Modifikationen des Hauptmodells

3.2.1. Das Gasspeicherproblem als optimales switching Problem

Bei einem optimalen switching Problem hat der Entscheider zu jedem Zeitpunkt die
Moglichkeit entweder in einem Zustand zu verbleiben, also ,nichts zu tun®, oder in einen
zweiten Zustand zu wechseln (daher auch ,switching). Das System besteht aus zwei
Zustanden.

Fiir das Gasspeicherproblem wird somit in diesem Spezialfall angenommen, dass es nur
zwei Speicherstéinde gibt: den vollen Speicher (6™) und den leeren Speicher (™). Der
Zustandsraum vereinfacht sich somit zu

E = {bmin7 bmax} x P.

Wie bereits beschrieben sind zu jedem Zeitpunkt nur zwei Entscheidungsmoglichkeiten
gegeben, entweder man entscheidet sich den Speicher voll bzw. leer zu lassen oder man
entscheidet sich dafiir, den Speicher in den jeweils anderen Zustand zu versetzen. Folglich
ist der Aktionenraum

A ={0,1},

wobei 0 fiir ,nichts tun“ und 1 fiir ,Speicherzustand dndern® steht.
Die zugrundeliegende Markovkette sei in diesem Fall aufserdem gegeben durch

Py = U<Pn7 YTL+1>7
mit Y7, Ys, ... unabhingig identisch verteilt.

Aufgrund der Anderung des Aktionenraums wird auch die Notation der Einstufen-
gewinnfunktion gedndert. Es bezeichne h(0™** p,a) den Einstufengewinn im Zustand
(™2 p) bei Entscheidung a und h(b™", p,a) entsprechend den Einstufengewinn im Zu-
stand (b™™, p) bei Entscheidung a. Es gilt h(b™*,p,0) = h(b™® p,0) = 0.

Da es nur zwei Zustinde gibt, kann man die Wertefunktion auch vektorwertig schreiben.
Es ist

(Vn<bmf“’% p>) _ (max(h(bméx,p, 1) + Ep[Vsr (5™, Py 1)), B [V (B2, PnH)]))
Vn(bmmv p) maX<h<bmm7 b, 1) + EP[VH+1 (bmax7 Pn+1)]7 Ep[vn+1<bmm7 Pn+1)]>

Man erkennt hier sofort die optimale Politik
1, h(d™> p, 1)

07 h bmax7p7 ]‘)

17 h bmin7p7 1) EP[VTH—l (bmax? Pn)] - ]Ep[
0, A" p,1) < Ep[Vsl )

fr(0™,p) = {

fa(d™,p) = {
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3. Modellierung des Gasspeicherproblems

3.2.2. Veranderungen in der Restriktionenmenge

In Kapitel werden neben dem optimalen switching Problem auch weitere Spezialfille
betrachtet. Zum einen der Spezialfall des sogenannten schnellen Speichers, das heifst es
ist zu jedem Zeitpunkt moglich, den Speicher komplett voll bzw. leer zu machen. Die
Restriktionenmenge ist somit

D,(z) = D(z) = {a € A|p™™ —z < a < b™ — g}

Zum anderen wird der Fall angenommen, dass die Aktionen durch eine affine Funktion in
o und nur durch diese begrenzt sind, das heifit es gelte i™* und ™" sind linear fiir alle n
und es gelte zusiitzlich ™" —z < iM% (z) und i™*(x) < b™*™* —z. Die Restriktionenmenge

1st somit .
Do(x) = {a € Ali™(2) < a < i (2)).

Beispiele beider Fille sind in folgender Skizze (Abbildung dargestellt.
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Abbildung 3.2.: Darstellung der Restriktionenmenge in den Vereinfachungen des schnel-
len Speichers (links) und der Begrenzung durch eine affine Funktion
(rechts)

3.2.3. Veranderungen im Preisprozess
Vereinfachung des Preisprozesses

In Kapitel wird folgende Vereinfachung des Preisprozesses betrachtet. Es seien
Y1,Ys, ... unabhéingig identisch verteilte Zufallsvariablen mit 0 < E[Y;] = p < o0

und .
P, =]]v
k=1
Dann ist (P,) eine Markovkette und es gilt

[P =p
k=1
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3.2. Modifikationen des Hauptmodells

Verallgemeinerung des Preisprozesses

In Kapitel wird das Modell erweitert auf einen Preisprozess mit regime switching.
Es wird angenommen, dass eine Markovkette (R,,) mit endlichem Zustandsraum Sg den
Preisprozess und damit das Modell beeinflusst.

Sei also (R,,) eine Markovsche Kette mit endlichem Zustandsraum Sp und Ubergangs-
matrix (gji)jresy, sodass (P, R,) Markovsch ist. Auferdem gelte

P,.1 und R, sind bedingt unabhéngig unter R, P,, (3.1)
E(RnJrl‘an Rn) = ﬁ(RnJrl‘Rn)

Hierbei bezeichne £ die bedingte Verteilung (engl. auch law) der jeweiligen Zufallsva-
riablen.

Aus diesen Eigenschaften folgt fiir den Ubergangskern
P(Pn-f—l € BaRn-I—l = k|Rn = ]7Pn :p)
(3.1) . .
(P41 € BIRy = j, Py = p)P(Rus1 = k| Ry = j, P = p)
B2 . .
P(Pocs € BIRy = j, P = p)B(Ryr = KR, = )
= Qn;(BIp) - 4jr-

Das stochastische dynamische Programm hat zudem einen anderen Zustandsraum, er-
weitert um eine dritte Komponente:

E = [bmin’ bmax} X P % SR-

Elemente des Zustandsraum werden im Folgenden oft mit (x, p,r) oder (z,p, ) bezeich-
net.

Die Wertfunktion ist nun fiir (z,p,r) € FE gegeben durch

VN(xvpa T) = hN(:E7p)
Vn('rapu T) = =Ssup {hn(pv a) + E[Vn—l—l(x + a7Pn+1)Rn+1>|Pn =D, Rn - T]}

a€Dy(x)
= sup S ha(pa)+ Y qrj/Vn+1(:c+a7p’7j)Qn,r(dp’|p) :
a€Dnp () jeSg
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Strukturelle Analyse des Gasspeicherproblems

Mit Hilfe der mathematischen Modellierung des Gasspeicherproblems in Kapitel (3] 1dsst
sich das Problem strukturell untersuchen. Dabei stellt sich die Frage, ob die Integrabilitits-
und Strukturannahmen erfiillt bzw. wann sie erfiillt sind. Ein weiteres interessantes Pro-
blem ist, ob es Fille gibt oder Voraussetzungen existieren, sodass die optimale Strategie
vom sogenannten ,bang-bang“-Typ ist. Mit dem ,bang-bang“-Typ werden Strategien be-
zeichnet, die wie folgt aufgebaut sind: Es gibt Grenzen p; und p, im Wertebereich des
Preises P, sodass die optimale Politik ist, unter der Grenze p; die maximal mdgliche
Gasmenge einzuspeichern, iiber der Grenze py die maximal mdgliche Gasmenge zu ent-
nehmen und zwischen den Grenze weder einzuspeichern, noch zu entnehmen.

Der erste Teil dieses Kapitels beschéftigt sich mit der Frage, unter welchen weiteren
Voraussetzungen die Annahmen erfiillt sind. Im zweiten wird die Struktur der optimalen
Politik in einigen Spezialfillen untersucht, im dritten Teil wird schlieflich in einer recht
allgemeinen Situation die Struktur der optimalen Politik bestimmt.

4.1. Uberpriifung der Integrabilititsannahme und
Strukturannahme

In diesem Kapitel soll mit Hilfe der Sitze aus Kapitel zunéchst tiberpriift werden,
ob die Integrabilitdtsannahme erfiillt ist. Danach werden Strukturaussagen mit Hilfe der
Satze aus [2.2.2| und [2.2.3| getroffen und weitere direkt gezeigt.

4.1.1. Integrabilitditsannahme, obere Schrankenfunktion,
Schrankenfunktion

Die zwei folgenden Sétze zeigen, dass das Gasspeichermodell, vorgestellt in Kapitel

unter gewissen zusitzlichen Voraussetzungen an die terminale Gewinnfunktion und den
Preisprozess eine obere Schrankenfunktion und sogar eine Schrankenfunktion besitzt.
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4. Strukturelle Analyse des Gasspeicherproblems

Satz 4.1.1
Gegeben sei das Gasspeichermodell aus Kapitel Fiir die terminale Gewinnfunktion
und den Preisprozess gelte mit ¢y, c3 € RT

© h}(l‘,p) S Co - D,
L E[PnJrlan :p] <c3-p.

Dann ist s mit s(x,p) = p eine obere Schrankenfunktion fiir das stochastische dynami-
sche Programm.

Beweis
Nach Definition [2.2.1|ist s mit s(x,p) = p eine obere Schrankenfunktion, falls ¢, ¢o, c3 €
R* exisitieren, sodass fiir alle n =0,1,... N — 1:

(i) ht(p,a) < ¢p fir alle (z,a) € D,
(i) A} (x,p) < cop fiir alle (z,p) € E
(iil) [p'Qn(dp'|p) < esp fiir alle (z,a) € D,.

Die beiden Forderungen an die terminale Gewinnfunktion und den Preisprozess sind
gerade (ii) und (iii). Es bleibt demnach (i) zu zeigen.
Fiir (z,a) € D,, gilt

h < ma —e = ma —e(pa
n (p’ a) - ago,aegn(a:){ (p>a} maX{bmin—Li%i(“(w)}gaéo{ (p) }
= e(p) - max{—(b"™" — z), =il (2)} = e(p) max{z — b™", =i (z)}

< e(p) (max{b™* — 4™, —i,, (b™)}) < e(p)e = c((1 — wa)p — 22)
<c(l—wy)p < ep.
—_——

>0

Somit ist s eine obere Schrankenfunktion. -

Satz 4.1.2
Gegeben sei das Gasspeichermodell aus Kapitel Fiir die terminale Gewinnfunktion
und den Preisprozess gelte mit ¢y, c3 € RT

o |hn(z,p)| < 2 k(p),
o E[k(P,41)|P, = p] < cs- k(p).

Dann ist s mit s(z,p) = k(p) eine Schrankenfunktion fiir das stochastische dynamische
Programm.

Beweis
Nach Definition [2.2.1|ist s mit s(x, p) = k(p) eine obere Schrankenfunktion, falls ¢, ¢o, 3 €
R* exisitieren, sodass fiir alle n =0,1,... N — 1:
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4.1. Uberpriifung der Integrabilititsannahme und Strukturannahme

(i) |hn(p,a)| < c1k(p) fir alle (z,a) € D,
(i) [ox (2, p)| < cak(p) fir alle (z,p) € B
(iil) [k(p)Qn(dp'|p) < csk(p) fiir alle (z,a) € D,,.

Die beiden Forderungen an die terminale Gewinnfunktion und den Preisprozess sind
gerade (ii) und (iii). Es bleibt demnach (i) zu zeigen.
Zum einen gilt fiir (x,a) € D,

fn(p,a) < max (x){—e(p)a} = i X, (x)}gago{—e(p)a}
= e(p) - max{—(b"™" — z), =" (2)} = e(p) max{z — O™, =™ ()}
< e(p) max{p™®* — pmin —min(pmayL — o(p)éy
< ¢1k(p)

Zum anderen gilt fir (z,a) € D,

hn(p,a) > min { k(p)ay = min {—k(p)a}

CL>0 aGDn bmax T lmax( )}ZCLZO

= k(p) - mln{—(bma" - ), —%?‘“‘( )} = k(p) min{z — o™, —i;*(2)}

> /C(p) min{bmin o bmax7 _igax(bmin)}
= C1k(p)

Insgesamt gilt also
|h(p, a)| < c1k(p)

mit ¢; = max{|¢|, |¢1]}-
Somit ist s eine Schrankenfunktion. -

Bemerkung 4.1.3

Unter den Voraussetzungen |hn(z,p)| < é(k(p) + ) und E[k(Py1) + v|P, = p| <
¢3(k(p)+7), kann auch nachgewiesen werden, dass k(p)+ fiir ein festes v € R ebenso
eine Schrankenfunktion fiir das stochastische dynamische Programm ist.

Diese Aussage wird bendtigt, wenn sich die Voraussetzungen von Satz nicht nach-
weisen lassen.

(p) gezeigt, so gilt auch |hy(x,p)| < é(k(p) + ), ge-

Hat man bereits |hy(z,p)| < Gk
¢1k(p) die Ungleichung |h,(p,a)| < ¢ (k(p) + 7).

nauso folgt aus |h,(p,a)| <

Es folgen Beispiele, bei denen die Forderungen in Satz bzw. Bemerkung erfiillt
sind.
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Beispiel 4.1.4
a) Beispiele fiir die terminale Gewinnfunktion:

(i) Ist hy(z,p) = e(p)x, so gilt

v (z, p)| = e(p)r < k(p)z < k(p)b™ =: c2k(p)
(ii) Ist hn(z,p) = ha(p, w0 — ) fiir zuliissiges xo € V™0, b™] so gilt im Fall 7y <

(2, p)| = e(p)(x = w0) < k(p)(x = z0) < k(p)(b™ — w0) = 2k (p)

und im Fall zo > 2
|h (2, p)| = k(p)(z0 — x) < k(p)(zo — b™) =: c2k(p).

b) Beispiele fiir den Preisprozess:
(i) Betrachtet man eine Markov-Kette (F,), wie in Kapitel vorgestellt, das
heifst P, = [] Y; mit Y; unabhéngig, identisch verteilt und 0 < E[Y;] =: u < oo,

=1
so ergibt sich

E[k(Pot1)| P = p] = E[k(Yar1p)] = k(up) = p(1 +wi)p + =1

Da 1, 21,p € RT existiert eine Konstante ¢ € RT, sodass z; < czyp und p < cp.
Damit erhélt man

Elk(BPosa)[Po = p] < ep((1 4 wi)p + 21) =: esk(p).

(ii) Sei (P;)i>0 das Preismodell aus Kapitel 5.1} das heift

t t
log P, = e~ (py + / ae® u(x)dr + / e*o(x)dBy,),
0 0

wobei (B;)i>o eine Brownsche Bewegung ist. Wie in Kapitel Bemerkung
5.1.8| gezeigt wird, gilt fir n € {0,1,..., N — 1} und eine Konstante c¢(n), die
von n abhéngt,

e~

IE[Pn—i-1|pn = p] = C(”) ’ pe < peia © Inax C(n) =:1Cc-p

0<n<N-1

Hier wird k(p) + 1 als Schrankenfunktion gew&hlt. Somit ist
Elk(Pyt1) + 1P, =pl = (1 +w1)E[Py1| P =p| + 21 + 1
< (T4w)e-p° "+ 2+ 1
Firp>1gilt,daa >0

E[k(Poi1) + 1P, =p] < (1 +w)e-p° " + 2 +1

<(

<c(l+w)p+2z+1
<é(l+w)p+c(z +1)
=c¢((1+w)p+ 2 +1) =c(k(p) +1),
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wobei ¢ > 1 und ¢ > ¢ geeignet. Fiir 0 < p < 1 gilt

E[k(Pyi1) + 1P, =p] < (1 +wy)e-p® " + 2+ 1
c(l+w)+ 2z +1

(14+w)+ 21+ 14 (L +w)p

(z1+ 1)+ (14 w)p

(L+wi)p+ 21+ 1) = é(k(p) + 1),

<
<
<
<

D O Ol

wobei ¢ > 1 geeignet gewihlt wird, sodass ¢(1 +wy) + 21 +1 < é(z; + 1).
Wird nun ¢3 := max(¢, ¢) gewdhlt, so gilt das Gewiinschte.

4.1.2. Strukturannahme: Stetigkeit, Konvexitat und weitere
Eigenschaften

Zunichst wird gezeigt, dass unter wenigen Zusatzvoraussetzung die Sdtze aus Kapitel
[2.2.3| und [2.2.2] gelten.

Im Gasspeichermodell iibertragt sich die Stetigkeit von v auf T,v.

Satz 4.1.5

Gegeben sei das Gasspeichermodell aus Kapltel Es gelte auRerdem M3 i stetig
fiir alle n und die Voraussetzungen fiir die Existenz einer Schrankenfunktlon.

Ist v € Sy und = — v(z,p) stetig, so gilt x — T,v(x,p) ist stetig fiir jedes feste p € P
und es existiert ein Maximisator f, von v.

Beweis
Die Aussage folgt analog zu Satz [2.2.5] indem die Voraussetzungen gepriift werden, was
nun ausgefiihrt wird.

(i) Offensichtlich ist D,,(x) kompakt fiir alle z € E.
Es gilt

D, (x) = [max{b™™ — x, ™" ()}, min{b™> — z,i™(z)}]

' "n r'n

=: [d(z),d(z)].
Sei x, — x (k — 00), dann gilt zum einen

lim d(7g) = lim min{b™ — z, "% (z;,)} = min{b™* — z, i (z)}
k—o0 k—o0

und zum andern

lim d(z;) = lim max{b™® — 2, 3™"(z)} = lim max{p™" — z,7™"(z)}.
k—oo k—o0 k—oco

‘max  smin

Diese Aussagen gelten, da 2% ™" stetig sind und es gilt: Sind f,g stetig, so

n

ist max{f(z),g(x)} = 5(f(z ) g(z) + |f(x) — g(x)]), sowie min{f(z),g(x)} =
%(f(f) +g(x) — |f(x) — g(x)|) ebenfalls stetig.
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(ii) Zu zeigen ist (x,a) — Lyv(z,p,a) stetig auf D,,.
Laut Voraussetzung ist v stetig und in S, aukerdem ist a — h,(p, a) stetig.
Sei (zy, ar) — (x,a), dann gilt

lim an<xk>pa ak:) = lim (hn(pa ak) + /U<xk + ak,p’)Qn(dp/|p)>

k—o0 k—o0

— Jim hu(p,a) + lim / v(ex + a ) Qu(dp'p)
k—o0 k—o0

dom.Konv . ’ ’
=" ho(p,a) + /,}ggov(xk + ag, p')Qn(dp'[p)

" i (p,a) + /v(x +a,p")Qu(dp'|p) = Lyv(z,p, a)

Die Vertauschung des Grenzwerts mit dem Integral ist moglich, weil eine Schran-
kenfunktion existiert, daher existieren auch Grenzwerte.

Eine genauere Betrachtung zur Anwendung des Satzes von der dominierten Kon-
vergenz in diesem Fall ist wie folgt:

Esist v € S¢ = {v € M(E)||lv(z,p)| < ¢ s(xz,p) V (z,p) € E}, wobei hier

s(z,p) = k(p), also ist |v(xg + ax, p')| < ck(p’) und da s obere Schrankenfunktion
ist gilt, [ k(p)Qn(dp|p) < c3k(p) < oo ]

Bemerkung 4.1.6
a) Gilt in Satz {4.1.5 zusétzlich, dass x — hy(z, p) stetig, so gilt auch Korollar [2.2.6]

b) Da konkave beziehungsweise konvexe Funktionen im Innern ihres Definitionsberei-
ches stetig sind, ist die geforderte Stetigkeit in Satz lediglich eine Forderung

an die Randpunkte des Definitionsbereichs von 7;'* und ¢;"".

Eine Aussage, die im weiteren Verlauf der Arbeit noch von Bedeutung ist, ist die der
Konkavitit.

Allerdings ist (z,p,a) — L,v(z,p,a) nicht konkav im Gasspeichermodell, da die Ab-
bildung (p,a) — h,(p,a) nicht konkav ist. Dennoch kann bei festen p folgender Satz
gezeigt werden, der fiir das weitere Vorgehen relevant ist.

Satz 4.1.7

Gegeben sei das Gasspeichermodell aus Kapitel Es gelte auferdem 7'* konkav und
iMit konvex fiir alle n und die Voraussetzungen fiir die Existenz einer oberen Schranken-
funktion.

Ist v € ST und z +— v(z,p) konkav, so ist x — T,v(x,p) konkav auf R* fiir jedes feste
p €P.

Beweis
Die Behauptung folgt analog zu Satz [2.2.8] indem die Voraussetzungen nachgepriift
werden.
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(i): Sei (z,a),(z,a) € D, und X € [0, 1]. Dann gilt zum einen
. (2) 1) (2 1) .
1. ™ < x4 a < ™ und p™" < z + a < ™ und somit
A4 (1=NZ+da+(1—=Na=Nx+a)+(1-N)(z+a)
(1)
< )\bma.X (1 _ )\)bmax — bmaX \/
bzw.

2 . . .
Z Abmln + (1 _ )\)bmll’l — bmll’l /

Zum anderen gilt
2. iM(r) < a < ™% (z) und ™0(2) < a < ™(2) und somit

iminkonvea; .
< P () 4 (1= N0 (&)
< \a+ ( —Aa

< )\Z'max( ) + (1

ima=konkav

Mz + (1= \)d)

A" (z)
Oz 4 (1— \)E) V.

Insgesamt gilt also (Az + (1 — A\)Z, A\a+ (1 — N)a) € D,

(ii): Es wird nur (z,a) — L,v(x,p,a) (d.h. p fest) betrachtet. Zu zeigen ist
1. a+> hy(p,a) ist konkav
2. (z,a) = [v(x+ a,p)Qn(dp|p) ist konkav
zu 1. Es gilt k(p) > e(p) bzw. —k(p) < —e(p). Sei a,a € D,,.

Fiir a,a < 0 bzw. a,a > 0 gilt die Aussage, da dann Aa + (1 — A)a < 0 bzw.
> 0 und a — h,(p,a) stiickweise linear ist.

Sei also oBdA a < 0 und a > 0. Dann gilt

ho(p, Aa+ (1 = A)a) = — k(p)(Aa + (1 = A)a) Lt 1-rjaso
—e(p)(Aa+ (1 = A)a)1para-ra<o)
=~ k:(p)a Lirat+(1-n)a>0y — €(P)alrat(1-rja<oy)

+
Av

1 — A)(—k(p)dl{xa+(1—x)a>o} —e(p)a Lixat(1-r)a<0})
——
>—k(p)a

> (=Ae(p)a — (1 — )\)/f(P)&)l{AaJr(kA)a;AO}

(—ep)a) + (1 = A)(=k(p)a)
1= Nha(p, a).
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Die Ungleichung (%) gilt, da aus 0 = Aa + (1 — \)a folgt

0=—e(p)Aa+ (1= A)a) = A(—e(p)a) + (1 = A)(—e(p)a)
> A(=e(p)a) + (1 = N)(=k(p)a).

zu 2. Seien (z,a),(z,a) € D, und X € [0,1]. Es ist

v Az + (1 =N+ Xa+ (1 —Na,p)Q,(dp'|p)

—

- / oAz +a) + (1= N (@ +a), §)Quldp'|p)
> /Av(x +a,p)+ (1= Nv(Z+ a,p)Qn(dp|p)

= A/v(:v+a,p’)Qn(dp’lp)+(1 —A)/v(iJr&,p/)Qn(dp’lp).

Es folgt aus 1. und 2., dass (z,a) — L,v(x,p,a) konkav ist. -

Einige dieser Eigenschaften lassen sich auch ohne die Séitze aus Kapitel |2 zeigen, zudem
ergeben sich zusatzliche Eigenschaften.

Satz 4.1.8

Gilt © — () ist langsamer fallend als x — 0™** —z vor dem Schnittpunkt der beiden
Abbildungen, dann gilt:

Ist © — v,41(z, p) monoton wachsend, so ist auch z — v, (z, p) monoton wachsend.

Beweis
Seien x; < x5 zuldssig und £ > 0. Dann exisitert ein a; € D, (x7), sodass

Ly i1 (x1,p,a1) > Thvp (21,p) — €

1. Fall: ay € D, (x2)
Dann folgt

TUnJrl(xZap) - TUn+1(£L’1,p) 2 Lvn+1($27pa al) - Lvn+1($1,p, al) —€

= /yn+1($2 +a1,p) — Vg (@1 + alap,)/Qn(dp,|p) —€

-

>0

> —€
2. Fall: a; ¢ D, (z2)

Damit folgt aus der Struktur der Resriktionenmenge (vgl. Abbildung a; > a fiir
alle a € D, (z2).
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Abbildung 4.1.: Struktur der Restriktionenmenge

b — x9,iM¥*(15)). Dann gilt

Sei nun ay := min( n

a; — as < max (@ — ag) = min(b™* — x1, 90 (z1)) — min(b™™ — xq, i (x3))

a€Dp (x1)\Dn(z2) o o
Ty — X1, b — gy <M (zq) und M — xy < i (1y),
= Qi () — DMAX oy, DA — gy > M (1) und b — zy < M (1y),
PP (1) — i (x9), D™ —xy > i (x1) und O — o > i (x9).

Damit ist

LnUnJrl(xlapy al) - ann+1<x27p7 a2)

= hn(alyp) - hn(a27p) + §n+1<ﬂ71 + ahP’) - Un+1($2 + ag,p') Qn(dp/|p)

i

vV Vo
<0, da h, fallend in a <0, da a1+x1 <za+az(*)

<0.

Erklirung zu (*):
Es gilt

1+ a1 —To—ay =21 — Ty + a1 — ay

I1—$2+$2—$1:0, (1)

< w1 —xp + i (zy) — B+ 2p = i () — (0™ —21) <0, (2)
(%)

1 — X9 + i?ax(l’l) — Z.Sax(l‘g) S 1 — T2 —+ To — T = 0, (3)

Erklarung zu (*):
Hierbei ist aufgrund der Voraussetzung gewéhrleistet, dass bis zum Schnittpunkt von

@ und b™** — x die Funktion #** langsamer féllt, d.h. die Sekantensteigung grofer
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ist. Daher gilt

O S Z‘gax(xz) _ i?ax<x1) S bmax — Ty — bmax + T

To — X7 Lo — T1

=1

woraus

G (1) = 0, (02) S @y — 1

folgt. Insgesamt gilt somit im Fall 2

TUn+1($2,p) - Tvn-i-l(‘rl’p) Z Lvn+1<x27p7 a?) - LUTL—}-I(IlJp? a’l) —¢€
> —¢

Die Behauptung folgt nun mit ¢ 0. n

Auch die Tatsache, dass sich die Konkavitit, sowie die Stetigkeit von v, auf v, iiber-
tragt, lasst sich direkt zeigen.

Satz 4.1.9
Seien iM® konkav und i™" konvex, dann gilt:
Ist & +— v,41(2, p) konkav, so ist auch x — v,(z,p) konkav.

Beweis
Seien 1, x9 zuldssig und z = ax; + (1 — @)y, o € [0,1]. Sei € > 0. Dann existieren
a; € Dy(x1) und ag € D, (z2) mit

Lvn-ﬁ-l(xl)pv al) Z Tnvn+1(w1ap) —¢£
Lvyi1(x2,p, as) > Tyvn11(x2,p) — €

Es gilt auferdem aa; + (1 — a)ag € Dy () = Dy (ax; + (1 — a)zs), denn

aa + (1 — a)ag < a(b™ —z1) + (1 — ) (0™ — x3) = ™ — (ax; + (1 — a)x2)
bzw.

aa; + (1 — a)ag > 0™ — (az; + (1 — a)xy)

und da ™% konkav (1) und i™® konvex (2)

1
aay + (1 — a)ag < @i™(x1) + (1 — a)i™™(z3) < ™ (az; + (1 — a)z2)

—
N

bzw.

. . @ .
aa; + (1 — a)ag > ai™"(z1) + (1 — @)i™(x2) > ™" (ax; + (1 — a)z2).
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Damit gilt
vn(z,p) = v (axy + (1 — a)za,p)
= sup Lvp i (axy 4+ (1 — a)za, p, a)
a€Dn (az1+(1—a)z2)
> Lvp i (axy + (1 — a)ze, p,aa; + (1 — a)as)
hn(]?a aaq + (1 - Oé)ag)
+ /Un+1(04x1 + (1 — @)ze + aa; + (1 — a)az, p')Qn(dp|p)
hyn konkav
> ahy(p, ar) + (1 — a)hn(p, az)
+ /vn+1(a(w1 +a1) + (1 — a)(z2 + az), ') Qn(dp|p)
Vor
2 Oéhn(p7 al) + (]‘ _Oé>hn(p, a?)
+ /Oévnﬂ(l’l + a1, p") + (1 — a)vyq1 (2 + az, p')Qn(dp'|p)
= aLvny1(71,p,a1) + (1 — @) Logia (29, p, as)
Z a<TnUn+1<xlap> - 5) + (1 - a)<TnUn+1(x27p) - 8)
= avy(z1,p) + (1 — a)vp(w2,p) — €
Die Behauptung folgt mit € \, 0. n
Satz 4.1.10
Seien i stetig und ™" stetig, dann gilt:

Ist  +— v,41 (2, p) stetig, so ist auch z — v, (x,p) stetig.
Beweis
Seien w(x,p,a) = Lu,i1(x,p,a) und w*(x,p) := Thvui1(z,p). Sei (x,) eine Folge mit

x,, zuldssig und x,, — xg, sodass lim w*(z,,p) existiert.
n—oo

Zunéchst wird gezeigt, dass (z,a) — w(z,p,a) und a — w(x,p,a) stetig. Es ist

w(x,p,a) = h,(p,a) + /vn+1(x +a,p)Q(dp'|p).

Da a — h,(p,a) stetig und = — v,1(x, p) stetig nach Voraussetzung, ist auch (z,a) —
Unt1(x + a, p) stetig. Damit ist dann (x,a) — w(zx, p,a) stetig, falls

lim M%+%MMWWZ/@M@#%#WW@)

n—o0

Analog fiir a — w(x, p,a). Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz argumentiert
man analog zum Beweis von Satz [4.1.5] dass die Aussage richtig ist.
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Damit - a — w(x,p,a) stetig - nimmt w sein Supremum auf D, (z) an. Seien also a,
Maximumpunkte von a — w(x,,p,a) auf D,(x,). Da z — D, (x) stetig (dies gilt falls
iM% gtetig und iMT stetig), existiert eine Teilfolge (ay,, ) mit a,, — ag € D, (xo). Damit
ist

. . * . steti *
7}1_{20 w*(xn,p) = kh_g)low (xnkvp) = klggow(xnkvpa a’nk) = lU(l’o,p, aO) =w (anp)
und x — w*(z,p) stetig. n

Neben den bereits gezeigten Strukturaussagen, die auch in Kapitel schon erwdhnt
werden, ldsst sich fiir das Gasspeicherproblem auch eine erste Eigenschaft der Maximi-
satoren zeigen. Die Maximisatoren auf Stufe n sind fallend im Speicherstand, das heifst,
ist mehr Gas im Speicher so ist die optimale Aktion kleiner, man wird demnach weniger
Gas einspeichern oder gar Gas aus dem Speicher entnehmen. Ist jedoch weniger Gas im
Speicher, so wird der neue Speicherzustand, der nach dem Entnehmen bzw. Befiillen mit
Gas entsteht, immer noch geringer sein, als der der mit mehr Gas im Speicher erreicht
worden wére.

Satz 4.1.11
Es seien die Voraussetzungen von Satz [4.1.9| erfiillt.
Fiir 7 < x5 gilt

a) fr(x1) > fr(x2), das heikt der Maximisator ist fallend in z,

b) 1+ fi(z1) < m2 + fi(z2).

Beweis
Seien x1; < x5 zuldssig und

gl(a) ::hn(pa a) + /Un-&-l(ml + a7p/)Qn(dp/\p) = L’Un-l-l(xlapv a)

92<a) ::hn(p, a) + /Un+1 (372 + a,p')Qn(dp'\p) = Lvyq (5527177 CL)
g3(a) :==gi(a+ (x2 — 1)) = ha(p,a + (z2 — 1))
4 [ sl 4 a b (= 1), ) Qula )

= ha(pea + (2 — 1)) + / vms (72 + a, ) On (A9 |).

a) Da v konkav ist (siehe Satz [4.1.9) ist

7

gi(a) — ga(a) = / Uni1(21 + a,p") — Uny1 (22 + a,p) Qu(dp'|p)

~
wachsend in a (x1)
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4.1. Uberpriifung der Integrabilititsannahme und Strukturannahme

wachsend in a und daher gilt
g1(a) = g2(a) + li(a)
mit /; wachsend und daraus folgt fiir die Maximalstellen a} und a3 von ¢; und go
ay > as.

Erklarung zu (%):

Sei f konkav, 1 < x9 und a; < ag, dann ist die Sekantensteigung fallend und es gilt

f(za + az) — flz1 + an) < flza+a1) — flz + ar)
x2+a2—(x1+a2) - 132+CL1—(ZL’1+CL1)

woraus
flzr+ar) = f(xa +ar) < f(1 +ag) — f(22 + ag)
folgt.

Also ist a — f(x1 4+ a) — f(x2 + a) wachsend.

Da g3(a) = g1(a + (z2 — x1)) ist, gilt fiir die Maximalstelle a} von g3
ay = ay — (va — x1).

Desweiteren ist, da h,, konkav in a ist

g3(a) = g2(a) = hn(p,a+ (22 — 1)) = hu(p, a)
—_——

>0
fallend in a (%2). Damit gilt
g3(a) = g2(a) + lx(a)
mit /5 fallend und daher
ay <ay = af — (ra—11) <a; = a]+x1 <as+ xo

Erklirung zu (%g):

Sei f konkav, a; < ay und ¢ > 0, dann ist die Sekantensteigung fallend und es gilt

flaz +¢) = flai +¢) < flaz) — f(a)

as+a—(a1+a) T a—a
woraus
flaz +¢) — f(az) < fla1 +¢) — f(a1)
folgt.
Also ist a — f(a+¢) — f(a) fallend. -
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4. Strukturelle Analyse des Gasspeicherproblems

Bemerkung 4.1.12
Im Beispiel eines Gasspeichers, das in Kapitel [7| betrachtet wird, sind die Voraussetzun-

gen an i ynd ™" erfiillt. Die Funktionen sind hier als
M0 () = —70.71 - /7,
in®(x) = —0.032 - z + 68170
gewihlt.

Beide Funktionen erfiillen auf dem gewéhlten Intervall [p™", 5™8%] = [5000000, 20000000]
die Stetigkeitseigenschaft. Aufierdem ist ™" auf dem gewihlten Intervall konvex und ne-

Z'I’L
gativ und 7;'* auf dem gewéhlten Intervall konkav - sogar affin - und positiv.

Weiter ist festzustellen, dass fiir i™* und ™" konstant die Voraussetzungen ebenfalls

gelten. Die Annahme konstanter Einspeicher- bzw. Ausspeicherraten ist hiufig in der
Literatur zu finden, so zum Beispiel in de Jong u. Walet [24] und Secomandi [34], sowie
in den Anwendungsbeispielen von Boogert u. de Jong [5] und Felix [15].

4.2. Strukturaussagen zur optimalen Strategie in
Spezialfallen

Betrachtet werden in diesem Kapitel die Vereinfachungen in Restriktionen und Preispro-
zess, siehe auch Kapitel

4.2.1. Strukturaussagen bei Betrachtung des
Gasspeichermodells als optimales switching Problem

Zunichst wird das Gasspeicherproblem als optimales switching Problem betrachtet. In
diesem Fall ist es in jedem Zeitschritt nur moéglich, den Speicher komplett zu fiillen oder
zu leeren oder keine Handlung zu tétigen.

Die Betrachtung dieses Spezialfalls wird insbesondere dann klar, wenn man einen Blick
auf die Ergebnisse in Kapitel wirft. Hier wird gezeigt, dass eine solche Politik auch
in dem Fall optimal ist, wenn es moglich, aber nicht nétig ist, den Speicher komplett zu
fiillen, beziehungsweise zu leeren.

In Kapitel wird das Modell fiir das entsprechende optimale switching Problem be-
reits eingefiihrt. Es sei also £ = {b™",p™3} x P und A = {0, 1}. Der Preisprozess (P,)
sei ein Markovprozess mit P, = U(P,_1,Y,) mit Y7,Y5, ... unabhéngig identisch verteilt.

Da der Gasspeicher nur zwei Zustéinde annehmen kann, definiert man

Pmax — {bmax} % P, zpmin — {bmin} % 'P
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4.2. Strukturaussagen zur optimalen Strategie in Spezialfillen

sowie

pmax — (bmaxyp)’ pmin — (bminyp)’ p c 73

Anders als im Hauptmodell in Kapitel seien die Gewinnfunktionen allgemeiner fiir
allen =0,1,..., N — 1 gegeben durch

h(p™*,0) = h(p™",0) = 0
h(pmax7 1) gma,x( ) h(pmin7 1) — _gmin(p)'

Die Funktionen g™ und ¢™™" erfiillen die Bedingung
g™ (p) < g™ (p) fiir alle p € P.

Die terminale Gewinnfunktion sei nicht weiter spezifiziert. Allerdings werden in den ein-
zelnen Sétzen und Lemmata Voraussetzungen an die Gewinnfunktionen gestellt.

Bemerkung 4.2.1
Wihlt man g™ und g™ wie folgt:

g™ (p) =e(p) und g™ (p) = k(p),

so sind die bisherigen Bedingungen erfiillt, falls e(p) < k(p). Dies entspricht dem Fall,
der in anderen Kapiteln betrachtet wird.

Wie schon in Kapitel beschrieben ist die Wertfunktion - jetzt mit den Gewinn-
funktionen eingesetzt - gegeben durch

Vn(bmaxvp) = maX{gmax(p) + ]Ep [‘/n—&-l (bmin7 Pn—l—l)} 7Ep [Vn+1<bmaxa Pn—l—l)]}
und

Vab™. p) = max{—g"™" (p) + By [Vira (0", Prcr)] By [Via (™", Pr)]}.

Eine optimale Politik siecht demnach wie folgt aus

prspy {1 I 0) 2 BV (07 P = By Vo (07, )
n ) 07 gmax(p) < Ep[vn+l(bmax P )] [VnJrl(bmmyPn)]a
f*(bmin p) _ 17 gmin(p) S EP[Vn+1(bmaX P, )] [Vn-i-l(bmm’ Pn)]’
" 7 0, gmin(p> > Ep[Vir1 (07, Bo)] — Ep[Vira ( minapn)}-

Das weitere Vorgehen zur ndheren Betrachtung der Struktur der optimalen Politik lehnt
sich an die Arbeit von Bagus [2] an, der das Problem der Swing Optionen unter anderem
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4. Strukturelle Analyse des Gasspeicherproblems

als optimales switching Problem auffasst.

Zunichst sei fir n € {0,1,..., N} die Funktion
Gn(p) == Ep[Va (0™, P,)] — Ep[vn(bmin> Pl (4.1)

definiert, die in der Untersuchung eine grofe Rolle spielt.

Die optimale Politik ldsst sich mit Hilfe der Funktion G,, vereinfachen zu

comax ) L g™ (p) = Guaa(p),
it ’p)_{O, g (p) < G 1(p)7
comin )L g™ (p) < Grpa(p),
Fall ,p)—{()’ g™ (p) > n+1(p)

Es zeigt sich, dass die Funktion G, fiir die Struktur der optimalen Politik entscheidend
ist, daher wird sie im Folgenden untersucht.

Lemma 4.2.2
Es ist

Gn(p) :Ep |:gm1n(P)].{Gn+l(ﬁ)2gm1n(ﬁ)}:|

+E, [GnH(P )1{gmax(ﬁ><cn+1(P)<gmin<15>}] )
+E, [gmaX(P )1{Gn+1(ﬁ)ggmax(ﬁ>}] )
wobei P = U(p,Y,).
Beweis
Mit der Funktion G,, lasst sich die Wertfunktion V,, schreiben als
Vo (6™, p) =(9"™*(p) + Ep[Vorp1 (0™, P)]) 1 {gmax(p) > s ()}
+ Ep[vn—‘rl(bmax P)]l{gm‘“‘x( )<Gn+1(p)}>
Va (™, p) =(=g™"(p) + Ep[Vorsr (0™, P))1 guin )< 1))
+ Ep[Vara (0™, P)]1gumin ()G ()}
wobei P = U(p, Y;,+1). Somit ist
Vo (b7, p) = Vo (0™, p) = g™ (D) L {gmex ()2 G 1 (0))
+ Epvn+1(bmm7 P)l{gmax(p)ZGnJrl(P)}
+ EpVar1 (07, P)1ygmax(5)<Gis ()} (4.3)

— EanJrl(bmaX? P>1{gmi“(p)§Gn+1(p)}

+ ™" (P) L gmin () <G i1 ()}
—EVin (o™, P)l{g’“i“(p)>Gn+1(p)}'
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4.2. Strukturaussagen zur optimalen Strategie in Spezialfillen

Fiir festes p gilt ¢™"(p) > g™ (p), daher folgt aus G, 1(p) > g™"(p) auch G, 1(p) >

9™ (p) und aus g™ (p) > Gy (p) auch ¢™"(p) > Grya(p).
Mittels Fallunterscheidung erhélt man nun

B3) = 9™ D)V (Gnrmzemnen + o (P)L(gmx ) <G () <o 1))
+ 9" (D) 1Goir () <gmo )}
Mit Erwartungswertbildung folgt dann die Behauptung. n

Die folgenden Lemmata zeigen, dass GG, zum einen fallend in n, zum andern monoton
wachsend in p ist.

Lemma 4.2.3
Aus Gy(p) < Gy_1(p) folgt fiir n € {0,1,...,N — 1}

Gr1(p) < Gu(p) fiir alle p € P.

Beweis
Der Beweis erfolgt mittels Riickwértsinduktion. Dabei ist zu beachten, dass der Induk-
tionsanfang gerade die Voraussetzung darstellt.

Es gelte also (Induktionshypothese) G, 11(p) < Gn(p) fiir ein n € {0,1,..., N}. Dann
ist
Gn(p) = By [¢" (U (0, Vo)) (G 0 (p¥a)) 2™ (U (0 Ya))} )
+Ep (Gt (U, Yo)) L {gmax(U(p, Vo)) <Cs1 (U (oY) <gm (U (p,¥a))}]
+Ey [¢7(U (9, Ya)) LG 1 U Yn)) <gmox U (pYo))}]
< E, [¢™" (U0, V) LWy zemn 0y
+Ep [Ga(U(p, Ya)) L gmex ©(p, Y1) <Gin (U (oY) <gmin (U (p,¥u))}]
+E, [¢" (U (P, Ya)) L{G 0 p.va)) <gmex 00y} ]
= Gn1(p)

Hierbei gilt das Ungleichheitszeichen aufgrund der Induktionshypothese und einer Fall-
unterscheidung. Das Gleichheitszeichen am Ende gilt, da die Y7, Y5, ... identisch verteilt
sind. ]

Lemma 4.2.4
Es sei p — Gn(p) wachsend. Auferdem gelte

e g™ und g™ monoton wachsend
e p— U(p,y) monoton wachsend
Dann gilt firn=20,1,...,N —1

p — Gp(p) ist wachsend.
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4. Strukturelle Analyse des Gasspeicherproblems

Beweis
Der Beweis erfolgt mit Riickwértsinduktion, wobei der Induktionsanfang gerade die Vor-
aussetzung ist.

Es gelte p — G, (p) ist monoton wachsend (Induktionshypothese).

Nach Lemma gilt
Gn1(p) = Elp(Pa-1)[Pr2 = 1]

mit

max (

0(p) = ™ (P) LG my<gme @)} T 9™ (D) 1(Gr ()29 ()}

(4.4)
+ Gr(P) 1 (gmax () <G (p)<gmin (1)} -

Es wird nun gezeigt, dass ¢ wachsend ist.

Sei dazu p’ > p, p/,p € P. Sind fiir p’ und p die gleichen Indikatoren eins, so gilt
o(p') > o(p), da g™, g™ und G,, wachsend sind.

Eine Fallunterscheidung zeigt, dass auch in den anderen Fillen ¢(p') > ¢(p) gilt.
Alle moglichen Fille werden nun ausgefiihrt:

1. Fall: G,(p) < ¢™*(p), d.h. ¢(p) = ¢™*(p). Gilt nun
(1) Gn(p') < g™™(p'), so folgt

2. Fall: G, (p) > g™=(p), d.-h. p(p) = g™ (p).
(1) Ga(p) = g™ ('), so folgt
p(p) = g™ (p') = g™ (p) v
(ii) Gn(p) < g™ () und G,(p) > g™*(p'), so folgt
(iil) Gn(p')

3. Fall: g™ (p) < Gn(p) < g™™(p), d-h. ¢(p) = Gu(p).
(i) g™ (p') < G.(p') < g™™(p'), so folgt
G
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4.2. Strukturaussagen zur optimalen Strategie in Spezialfillen

Somit ist gezeigt, dass p — ¢(p) wachsend ist.
Es gilt, dass

Gn1(p) = Elp(Pr1)|Po—2 = p] = Elp(U(Pr-2, Yn-1))| P2 = p)
=Elo(U(p, Yn-1))|Po-2 = p] = E[p(U(p, Yn-1))]

ebenfalls wachsend in p ist, was zu zeigen war. =

Die Frage, die sich nun stellt, ist:
Wann finden sich Schranken s™* und s™", sodass die optimale Politik durch

1 p > ghax
* bmax7 — ) — n ) 45
fn( p) {O, p< S;nax’ ( )
bzw.
) 1 D < Smin
i p)y = P = 1.6
fn( p) {O, P> Sgun’ ( )

gegeben ist? In diesem Fall spricht man von einer sogenannten ,bang-bang“-Strategie,
denn ist der Preis iiber bzw. unter - je nach Zustand - einer bestimmten Grenze, so wird
in den jeweils anderen Zustand gewechselt.

Satz 4.2.5

Es gelte p = g™ (p) — Gpy1(p) und p = g™ (p) — Gpi1(p) wachsend.
Dann ist die optimale Strategie wie in (4.5 bzw. (4.6) mit

e _ {inf{p > 0:9"(p) = Guya(p)}, falls {p>0:9™(p) > Guya(p)} # 0

00, sonst

(4.7)

it _ {Sup{p >0: g™ (p) < Guia(p)}, falls {p>0: g™ (p) < Gria(p)} # 0
0, sonst.

(4.8)

Beweis
Zu zeigen ist

p> s = ¢ (p) > Gnya(p)
bzw.

min

p< st = g™ (p) < Gppa(p).
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4. Strukturelle Analyse des Gasspeicherproblems

Gibt es ein p’ mit ¢g™**(p') > G,41(p’), so gilt fiir jedes p > p’ nach Voraussetzung

" (p) = Gry1(p) = g™ (') — Gy (p') 2 0

und daher
9" (p) = Gnya(p)-

Aus p > ™% folgt somit ¢™**(p) > Gpy1(p). In dhnlicher Weise zeigt man, dass aus
p < st die Ungleichung ¢™**(p) < G,11(p) folgt. Damit ist auch die andere Richtung
der Aquivalenz gezeigt.

Gibt es ein p’ mit g™ (p') < Ghy1(p'), so gilt fiir p < p':

g™ (p) — Gy (p) < g™(p) — Gy (p) <0

und daher .
g™ (p) < Gy (p).

max geigt sich nun die Aquivalenz im Fall s™®, n

Analog zum Fall s@

Nachfolgende Lemmata beschiftigen sich mit Eigenschaften der Schranken fiir das Wech-
seln des Zustands.

Lemma 4.2.6
Unter den Voraussetzungen der vorangegangen Sitze und Lemmas gilt
SIA L gMAXypd g < gmin

Beweis
Fiir alle p > s

max
n—1

gilt
woraus

folgt.
Analog gilt fiir alle p < s™in

woraus
P < s
folgt. Insgesamt erhilt man daraus die Behauptung. =

Lemma 4.2.7
Es seien g™, g™ und G, stetig. Dann gilt

min S Smax

Sn n
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4.2. Strukturaussagen zur optimalen Strategie in Spezialfillen

Beweis

Die Aussage ist giiltig, falls mindestens eine der Mengen {p > 0 : ¢™*(p) > Gr1(p)}
bzw. {p > 0: g™ (p) < G,11(p)} leer ist. Seien also die Mengen nicht leer.

Schneiden sich die Funktionen ¢™** und G, nicht, so gilt (da die Mengen nicht leer
sind) g™ (p) > Gp41(p) fiir alle p > 0, d.h. s> = 0.

Schneiden sich die Funktionen ¢g™" und G, nicht so gilt (da die Mengen nicht leer
sind) g™ (p) < Gpy1(p) fiir alle p > 0, d.h. s™" = oo.

Gilt beides, so wiirde dies bedeuten, dass fiir alle p > 0: ¢™"(p) < Gpi1(p) < ¢™*(p)
gilte, was wiederum ein Widerspruch zur Voraussetzung ¢™* < g™ punktweise ist.

Gilt nur eines, so fiihrt die Voraussetzung g™ (p) < g™ (p) fiir alle p > 0 in #hnlicher
Weise zum Widerspruch.

Es wird angenommen, dass sowohl {p > 0 : ¢™"(p) = G.u1(p)} # 0, also auch
{P=0:9"(p) = Gupi(p)} # 0 ist.

Da der Abstand zwischen G, und g™ bzw. ¢g™" in folgendem Sinne fallend ist, d.h.
fiir p > p/

Gnia(p) — 9™ (p)
g

S (p/) _ gmax(p/)7
Gnr1(p) — g™ (p) < p

GnJrl
Gria(p) — g™ (')

gilt und die Funktionen stetig sind, sind die Mengen {p > 0 : ¢™®(p) = G,41(p)} und
{p>0:¢"**(p) = Gpy1(p)} zusammenhingend.

Eine Fallunterscheidung liefert nun

(i) Essei {p >0: g™ (p) = Gni1(p)} = [p1,00), dann ist s™" = oo.
Fir alle p > py gilt ¢""(5) < Gyy1(p) und demnach auch ¢"(5) < Gox(p),
woraus 0 < Gp,11(p) — g™ (p) folgt.
Fiir alle p < p gilt nach Voraussetzung 0 < Gy,41(p) — ¢™*(p) < Gnt1(p) — g™ (p)

und damit ¥

(i) Es sei {p > 0: g™ (p) = Gps1(p)} = [p1,p2] und {p > 0: g™(p) = Gp1(p)} =
[Py, D] oder [p;, 00), dann ist sp™ = py und s7** = p;.

Da ¢™*(p) < g™"(p) fir alle p > 0 gilt {p : ¢™**(p) = ¢™"(p) = Gni1(p)} = 0.

Entweder gilt demnach py < p; oder p, < p;.

Angenommen es gilt p, < p;. Fiir alle p < p; gilt ¢™*(p) < G,11(p), also auch fiir

Dsy. Damit gilt

= OQ.

9" (Py) < ¢™™(Dy) < Gri1(Dy) = g™ (P,). Widerspruch.

Folglich gilt p, < ;. n
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4. Strukturelle Analyse des Gasspeicherproblems

Es stellt sich das Problem, wann die Voraussetzungen an p — ¢™*(p) — G,41(p) und
p+ g™ (p) — Gpi1(p) von Satz die einen essentiellen Teil der Beweise darstellen,
erfiillt sind. Die Frage ist, ob es allgemeine Voraussetzungen an z.B. g™, g™" gibt,
damit diese Eigenschaften erfiillt sind.

Satz 4.2.8
Fiir g™, g™ und U gelten zusitzlich folgende Eigenschaften:
e p > g™ (p) — g™*(p) monoton wachsend,

o p s g™ (p) — g™ (U(p,y)) monoton wachsend.

Desweiteren gelte fiir Gy: p — ¢™**(p) — Gn(p) wachsend.
Dann gilt fiir alle n

p = g™ (p) — Gp(p) und p — g™ (p) — G, (p) sind monoton wachsend.

Beweis
Es geniigt zu zeigen, dass p — ¢™**(p) — G,(p) wachsend ist, denn dann gilt fir p > p’

Ga(p) — Ga(p') < g™ (p) — g™ (') < g™"(p) — g™ ().

X

Das letzte Ungleichheitszeichen gilt, da ¢™" — ¢™® wachsend ist. Aus dieser Unglei-
chungskette folgt nun aber auch, dass p — ¢™"(p) — G,(p) wachsend ist.

Behauptung: Fiir p > p/ gilt
G (p) — Gn(p) > ¢™*(p) — Go(p) fiir n=0,1,..., N.

Der Beweis erfolgt mittels Riickwirtsinduktion.

1. Induktionsanfang: Sei n = N, dann ist p — ¢™**(p) — Gx(p) monoton wachsend
nach Voraussetzung.

2. Induktionshypothese: Fiir ein n gelte die Behauptung.
3. Induktionsschritt von n nach n — 1. Es ist nach Lemma 4.2.2
9" (p) — Gna(p)
=By | (6"(0) = 6" (P)1 gmax(py26,)
+ (g™ (p) — Gn(P )L g (By <Gy (B)<gmin(P)}
+ (g™ (p) — g™ (P NG, (B)>gmin(P)}
=E, [ (g™ () = g™ (U (P, Yn-1))) Ligmax 0 (p.Ya-1))2Cn (U (p.Ya-1)}
+ (9"(p) = Gu(U (P, Yn-1))) L{gmax (U(p,¥s 1)) <Cn(U(p.Yn1)) <g™ (U (0.Yn 1))}
+ (6™ (p) — g™ (U (p, Yn—l)))1{Gn(U(p,Yn,1))zgmin(U(p,Yn,1))}]
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4.2. Strukturaussagen zur optimalen Strategie in Spezialfillen

Definiere

max(

p) — gm‘”‘(U (2, ¥))) L {gmex (U (p.4))>Gon (U (p.0))}
(max(p) ( (p, )))1{9‘“"“‘(U(p7y))<Gn(U(pvy))<gmi“(U(p,y))}
+ (g™ (p) = g™ (U (0, ) V40 ) 2™ (U pa)}

und zeige nun p — ¢(p,y) ist monoton wachsend fiir alle y. Dann gilt auch
p = g™ (p) — G,—1(p) = E[p(p, Y,—1)] ist wachsend.

o(p,y) =(g

Damit p — ¢(p,y) wachsend ist, miissen zunéchst
a) pr— g"*(p) — g™ (U(p,y))
b) p= g™ (p) — Gu(U(p,y))
c) p = g™(p) — g™ (U(p,y))
wachsend sein.

Die Funktion in ¢) ist nach Voraussetzung wachsend. Daraus folgt, dass a) wach-
send ist, denn sei p > p/, so gilt

9" (p) — g™ (') g g (U (p,y)) — ™™ (U (P'y)) = ¢™=(U(p,y)) — ¢™*(U (., y)).

Hierbei gilt das hintere Ungleichheitszeichen, da ¢g™® — ¢™* und p — U(p,y)
wachsend sind.

Teil b) folgt aus a) und aus der Induktionshypothese, denn es ist fiir p > p/

Gn(U(p,y) — Gu(UP,y) < g™ (U(p,y)) — "™ (UK, y)) aé) 9" (p) — g™ (p').

Mittels einer Fallunterscheidung wird nun der letzte Teil der Behauptung gezeigt.
Sei p > p' und

g (U (', y))
und g™ (U (p,

welter

(i) Gn(U(p,y)) < g™ (U(p,y)), dann folgt
o(p,y) = g™ (p) — G (U(p,y))

g () = G (U, )
g — g (U, y). v
),

dann folgt

), das heikt o(p',y) = g™ (p') — g™ (U(p', v)),
< Gn(U(p,y)) (andernfalls entspriche dies Teil a)). Sei

v Ive

(i) Go(U(p.y)) = g™™(U(p,y)
e(p,y) = 9" (p) — g™ (U(p,y))
> g™ (p) — G (U(p,y))

ma"(p’) - G(U(p'y))
) = g"™ (U, y) v

(AVARAVAC>

9
g
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4. Strukturelle Analyse des Gasspeicherproblems

I g™ (U, y)) < Gn (U( y)), das heikt o(p,y) = g"™*(p') — g™ U, y)),
und gmm( ( y)) > G,(p,y) (andernfalls entspriche dies Teil ¢)). Sei weiter
v)

(i) Go(U(p,y)) < g™ (U(p,y)), dann folgt

op,y) = 9" (p) — " (U(p,y))

g
> g™ (p) — ™™ (U (p,))
g g () — g™ (U, y) v

(i) Go(U(p,y)) = g™(U(p,y)), dann folgt

o, y) = g™ (p) — Gn(U(p,y))

> g™ (p) — ™™ (U(p,y))
g 9= () — g™ (U y)) v

1T ma"(U(p ) < Gu(U®W,y) < g™™U(p',y)), das heikt o(p', y) = g™ (p') —

g
G.(U(p,y)). Sei weiter

(i) Ulp,y)) < Gu(U(p,y)) < g™"(U(p,y)). Das ist Teil b).
(ii) Ulp,y)) < g™*(U(p,y)) < Gu(U(p,y)), dann folgt

e(p,y) = 9™ (p) — g™ (U(p, y))

> g™ (p) — Gu(U(p,y))
bZ) g () = G (UW,y) v

max(
max(

(iii) Gn(U(p,y)) < g™ (U(p,y)) < g™™(U(p,y)), dann folgt
e(p,y) = 9" (p) — g™ (U(p,y))

2 ) — U G)

> g™ () = Gu(U@,y) v .

Bemerkung 4.2.9
Sind die Funktionen g™ und ¢g™® gegeben durch

g™ (p) == ap + b und gmm( ) =cp+d,

mit a,c € R*, so muss a < ¢ und b < d gelten, damit g™ (p) < g™ (p) fiir alle p. In
diesem Fall ist die Voraussetzung ¢™" — g™ wachsend auch erfiillt, da ¢ > a ist.

Die anderen Voraussetzungen vereinfachen sich hier zu

e p+— ap — Gy(p) wachsend,
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4.2. Strukturaussagen zur optimalen Strategie in Spezialfillen

e p+— %p —U(p,y) wachsend.

Die zweite Bedingung bedeutet gerade, dass p — U(p,y) Lipschitzstetig mit Lipschitz-
konstante L < 2 sein muss.

Es werden Beispiele fiir g

max

Satz erfiillt sind.

Beispiel 4.2.10

min

g

, gy und U angegeben, sodass die Voraussetzungen von

Im ersten Beispiel wird der Fall wie in Bemerkung[4.2.9, im zweiten wird der allgemeinere

Fall betrachtet.

a) Es sei (P,) eine Markovkette auf dem Zustandsraum Q N [0, /] mit

P, =min{(q- P,_1 + Yn)+, I},

wobei ¢ € Q" und ¢ < 2. Die Zufallsvariablen Y7,Y5, ..
verteilt mit Y1(Q2) = {—1,0,1}.

Dann gilt

U(p,y) = min{(gp +y)", 1}
und sowohl p — U(p, y) als auch p +— %p — U(p,y) sind wachsend.

. seien unabhédngig identisch

Wiéhlt man z.B. konkret a = ¢, ¢ = 1 und P(Y; = 1) = py, P(Y} = —1) = py und
P(Y), =0) =1—p; —p2, p1,p2 € (0,1), so erhilt man ein Trinomialmodell, das heift
eine Markovkette mit folgender (I 4+ 1) x (I 4 1)-Ubergangsmatrix

I—pm

y4!

1—pi—p
D2

0

D1
1—pi—p

0
b1

b2
0

1 —pi—p
D2
0

b1
1—pi—p
D2

Es sei gy (0™, p) = ¢™*(p) und gy (0™, p) = 0. Zu zeigen ist
e Gnaa(p) =2 Gy(p),

e (G ist wachsend,

e p+— ap — Gy(p) ist wachsend.

0

b1
1 —po
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4. Strukturelle Analyse des Gasspeicherproblems
Es gilt

Gn(p) = E[Vy (0™, Py) — Vy (0™, Py)|Py_1 = p]
= E[¢g™**(Pn)|Pn-1 = p| = E[¢g™*(U(p, Yn)].

Da ¢™* und p — U(p, y) wachsend sind ist auch Gy wachsend.
Aufserdem gilt, dass
p— ap — Gn(p) = Elap — ¢"*(U(p, Yn)] = Elap — aU(p, Yn) — 0]

wachsend ist, falls p — ap — aU(p,y) wachsend ist. Das ist aber der Fall, da
p+ %p—U(p,y) wachsend ist (vgl. Beweis von Satz [4.2.8)).

Zuletzt gilt auch

Gro1(p) = Ep| g™ (U (P, Yv-1)) Lian 0¥ 1) 2075 (U .Y 1)))

2g™2(U(p,Yn-1))

+ g™ (U (P YN-1) LG (U@ Y1) <gmo (U (p. Y1)}

+ GN(U(p, Yn-1)) Ligmes0(p,Yn 1)) <G (Up,Yn 1) <™ (Up,Yn 1))}

-~

29> (U(p,YN-1))

> E[g"™(U(p,Yn-1))] = E[¢g"™(U(p, Yn))] = Gn(p)-

b) Es sei gy (073 p) = g™*(p) und gy (b™",p) = 0, sowie g™ (p) = log(p + 1) + ¢i,
g™"(p) =p+cound U(p,y) = (cslog(p+3) +9)*", y € {—1,0,1}. Es gelte ¢; < ¢z
und c3 < 1, dann ist

o gM(p) < g™in(p) fiir alle p > 0.

e g™M" — g™ wachsend, denn

d, . 1
_ min max — 1 o > O f > 0
9 ) 120 firp

o p = g™ (p) — g™ (U(p,y)) wachsend, denn fiir p > 2 gilt

d . Cs 1 1 1
" ( ,min U ’ _ ,max — _ < — < 0

und fiir 0 < p < 2 gilt p — g™ (p) — ¢g™*(U(p,y)) = g™*(p) — ¢, ist wachsend.

e Die Figenschaften fiir Gy lassen sich analog zum ersten Beispiel zeigen.
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4.2. Strukturaussagen zur optimalen Strategie in Spezialfillen

4.2.2. Struktur der optimalen Politik im Fall vereinfachter
Restriktionen

Dieser Abschnitt betrachtet die Strukturuntersuchungen im Fall vereinfachter Restrik-
tion, der bereits in Kapitel vorgestellt wird.

Im ersten Teil wird der Spezialfall des schnellen Speichers betrachtet, das heifst
iMit () = p™ — z und M (z) = b™* — g fiir alle x € E und n = 0,1,..., N, also
mit Restriktionenmenge D,,(x) = D(z) = {a | b™® — z < a < V™ — g},

Im zweiten Teil wird der Spezialfall betrachtet ™" und 2* linear fallend und
pmin — g < gmin(p) < gmax(g) < pma — x| die Restriktionenmenge vereinfacht sich zu
Dy(z) = {a | iy™(z) < a < i (x)}.

In beiden Féllen ist D,, also ein ,Streifen®, siehe Skizze in Kapitel

Struktur der optimalen Politik und der Wertfunktion im Fall des ,schnellen”
Speichers

Als schneller Speicher wird der Gasspeicher bezeichnet, bei dem es moglich (im Gegen-
satz zum optimal switching Fall nicht notwendig) ist, an einem Tag den Speicher zu fiillen
bzw. zu leeren. Das driickt auch die vereinfachte Restriktionenmenge
D(z) = {a | b™® —z < a < V™ — g} aus.

Desweiteren wird die Wahl des Preisprozesses eingeschriankt, vergleiche hierzu Kapitel
n

3.2.3| Es wird angenommen, dass P, = [] Y mit Y7, Y5,... unabhéngig identisch ver-

k=1
teilt und Erwartungswert 0 < EY; =: p < oco. Wie in Kapitel gezeigt ist dann
E[P,|P,-1] = pP,_1. Aukerdem gilt

E[k(P,)|Py_1] = k(uP,—1) und Ele(P,)|P1] = e(uPy_1). (4.9)
Betrachtet wird das Problem mit der terminalen Gewinnfunktion
hy(z,p) = e(p)(z — ™).

Damit sind auch nach Satz die Integrabilitdtsannahmen (Ay) erfiillt, denn es gilt
mit geeigneten Konstanten cq,c, € RT

E[k(P)|Pa-1 = p] = k(up) < eik(p) und  hy(z,p) < (07 = b")e(p) < ¢z - k(p).
Die zentrale Frage, mit der sich der folgende Teil beschéftigt, ist, ob es immer optimal
ist am Anfang den Speicher zu fiillen bzw. zu leeren und dann abzuwarten bis zum

Ende oder ob es auch Fille gibt, bei denen es optimal ist zu keinem Zeitpunkt ein- oder
auszuspeichern.
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4. Strukturelle Analyse des Gasspeicherproblems

Satz 4.2.11
Gilt p < 1, so ist fiir allen =0,1,... N

vn(x,p) = e(p)(z — ™) (4.10)
und der Maximisator auf Stufe n ist gegeben durch

fr=p"e g (4.11)

n

Beweis
Im Fall g < 1 gilt

k(p) > e(p) > e(up) > e(up?) > -

Der Beweis wird per Riickwartsinduktion gefiihrt.

1. Induktionsanfang: Fiir t = N gilt
on(z,p) = ha(z,p) = e(p)(z — b™™).

2. Induktionshypothese: Fiir ein n € {0,1,..., N} gilt die Behauptung.

3. Induktionsschritt von n nach n —1: Es gilt

Un—1(x,p) = sup {h(p,a) +E[v,(z, P,)|P,—1 = p|}

a€D(x)
= sup {h(p,a) + Ble(P)(@ +a) + 87 (—e(P)|Po-r = 1)
B Sgl()) {h(p,a) + e(up)z + ae(up) + b™*(—e(up))}

=max [ sup  {a(e(up) — e(p)) +xe(up) + 0™ (—e(up))},
pmin —z<a<0 T

sup  {a(e(up) — k(p)) +ze(up) + 0™ (—e(up))}
0<a<bmax_g T

= ™" (e(up) — e(p) — e(up)) + x(e(up) — e(up) + e(p))
= (z—b™")e(p)

und f* | =bmn — 1. n

Bemerkung 4.2.12

Im vorherigen Satz wurde somit gezeigt, dass der Wert des Speichers durch vy (zo, p) =
e(p)(zo — b™) gegeben ist und als erste Aktion f§ = b™" — x4 optimal ist. Damit ist
der neue Speicherstand zur Zeit 1: z¢ + b™" — zq = b™0.
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4.2. Strukturaussagen zur optimalen Strategie in Spezialfillen

Die Strategie ist also zusammengefasst: Am Anfang alles verkaufen und nicht weiter zu
reagieren.

Intuitiv wiirde man diese Strategie auch erwarten, denn bei tendenziell fallenden Preisen
(u < 1), wiirde man versuchen zu Beginn des Vertrages die héheren Preise zu nutzen
und dann alles zu verkaufen.

Satz 4.2.13
Gilt g > 1 und e(p) = k(p), so gilt fir allen =0,1,... N

(2, p) = we(p) + b (e(u" "p) — e(p)) — b e(u"p) (4.12)
und der Maximisator auf Stufe n

Fro=bmax _ g (4.13)

Beweis
In diesem Fall gilt

e(p) < e(up) < e(u’p) < -

Der Beweis wird mittels Riickwértsinduktion gefiihrt.

1. Induktionsanfang: Fiir t = N gilt

un(z,p) = hy(z,p) = e(p)(z — b™™).

Fir t = N — 1 gilt zudem

vn-1(2,p) = azg&){h(n a) +Ele(Py)(z +a — b™")|Px_1 = pl}

= SBI() ){h(p, a) + e(up)(x — bmin) + e(up)a}

— sup {a (e(up) — e(p)) +e(up)(z — b™)}
—

pmin 7x§a§bmax7x
>0

= (0™ — z)(e(up) — e(p)) + e(up)(z — b™™)
= ze(p) + b™(e(up) — e(p)) — 0™ e(up)

und fr_; =" — .

2. Induktionshypothese: Die Behauptung gilt fiir eine n € {0,1,..., N}.
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4. Strukturelle Analyse des Gasspeicherproblems

3. Induktionsschritt von n nach n — 1. Es ist
Un—1(z,p) = Sgl()){h(p, a) +E[ v,(z, P,)|Poo1 = pl}
ac x

= s ){h(n a) +E[ e(P,)(x + a) + 6" (e(p™ " Py) — e(Pn))

(e (NP, Py = p]}

= s ){h(p, a) + e(up)z + ae(up) + 0™ (e(u™ "+ 'p) — e(up))

— 0" (uN T )}
= sup {a (e(up) — e(p)) +xe(up) + 6" (e(u™ " 'p) — e(up))
—_—

pmin_ < g<pmax_g
T >0

— b e (pN " Up)}
= b (e(up) — e(p)+e(u™~""Vp) — e(up)) + w(e(up) — e(up) + e(p))
— bmi“e(uNf(nfl)p)

— Ie(p) + bmax(e<'uN—(n—1)p> _ 6(]9)) N bmine(MN_(n_l)p)

und fr | =" —a. n

Bemerkung 4.2.14

Im vorherigen Satz wurde somit gezeigt, dass der Wert des Speichers vy(xg,p) =
zoe(p) + ™ (e(uNp) — e(p)) — b™"e(up) ist und die optimale Strategie zu Beginn
1o = 0" — x4. Damit ist der neue Speicherstand im néchsten Schritt x¢ + 0™* — xy =
bmax,

Die optimale Strategie ist somit: Am Anfang wird der Speicher gefiillt und danach nichts
mehr unternommen.

Da im Fall p > 1 erwartet wird, dass die Preise steigen, ist die Strategie auch intui-
tiv einsichtig. So nutzt man die am Anfang niedrigeren Preise aus, um giinstig Gas zu
kaufen, das dann zum Schluss (erwartet) an Wert gewinnt.

Mit den folgenden Beispielen wird gezeigt, dass im Fall g > 1 und k(p) > e(p) sowohl
die Strategie ,auffiillen am Anfang und dann nichts tun®, sowie die Strategie ,gar nichts
tun“ optimal sein kann, je nachdem wie &, e und der Preisprozess (P,) gewéhlt werden.

Als erstes wird das Beispiel der optimalen Strategie ,nichts tun“ aufgefiihrt. Danach das
fiir die andere Strategie.

Beispiel 4.2.15
Der Zeithorizont sei N = 2 und die Funktionen k& und e seien gegeben durch

k(p) = (14w )p+2 =12p+0.3
e(p) = (1 —we)p — 20 =0.9p —0.2.
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4.2. Strukturaussagen zur optimalen Strategie in Spezialfillen

Damit ist die terminale Gewinnfunktion
ha(z,p) = e(p)(z — b™™) = (0.9p — 0.2)(x — b™™),

Der Preisprozess sei wie folgt definiert:

Essei Pp=1und P,,; =YP, fiirn=0,1 mit Y € {u,d} und P(Y =u) =

P(Y = d) = 1. Die Struktur ist mit u = 1.4 und d = 0.8 an folgendem Baum dargestellt

1 1.96
2
1 1.4 %
2
1 1 1.12
1
2 0.8
1
2 0.64

Es ergeben sich folgende Werte fiir £ und e

D ‘ 0.64 ‘ 0.8 ‘ 1 ‘ 1.12 ‘ 14 ‘ 1.96
k(p) | 1.068 | 1.26 | 1.5 | 1.644 | 1.98 | 2.652
e(p) 1 0.376 [ 0.52 | 0.7 | 1.808 | 1.06 | 1.564

Um eine optimale Strategie zu ermitteln wird in der Zeit riickwérts gerechnet:
o Fiir t = 2 gilt
0.376(x — b™®), p = 0.64,
vy, p) = e(p)(z — b™™) = { 0.808(x — b™™), p=1.12,
1.564(x — b™1"), p = 1.96.

e [iir ¢t = 1 unterscheidet man die Fille

1. Ist p = 0.8 so gilt
v1(2,0.8) = sup {h(0.8,a) + E[ve(z + a, P)|0.8]}

aeD(z)
. 1 1
= sup < Ah(0.8,a)+ (z+a—b"")( =-0.808+ = -0.376
a€D(x) 2 2

= max sup {a(—0.52 4 0.592) +(z — b™")0.592}

a<0,aeD -

~
>0

sup {a(—1.26 4 0.592) +(z — b™")0.592}

a>0,a€D

~~
<0

= 0.592 (z — b™™).
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4. Strukturelle Analyse des Gasspeicherproblems

2. Ist p= 1.4 so gilt

vi(z,1.4) = sup {h(1.4,a) + E[ve(z + a, P)|1.4]}
a€D(x)

- 1 1
= sup {h(1.4, a) + (r+a—0™") (— -0.808 + = - 1.564> }
a€D(z) 2 2

= max sup {a(—1.06 4 1.186) +(z — b™")1.186}
a<0,aeD \6 -~
>

sup {a(—1.98 4 1.186) +(x — b™")1.186}
a>0,a€D \E) o
<

= 1.186 (z — b™™).
Zusammengefasst ist zur Zeit ¢ = 1 die optimale Strategie f; =0 und

() = 1.186(z — b™n), p= 1.4,
ORI 0.592(0 — ™), p=0.8.

o Fiir t =0 gilt
Uo(i’?a 1) = Sup {h(lva) +E[U1($+G>P)|1]}

a€D(z)
: 1 1
= sup SAh(l,a)+ (z+a—0"")( =-1.186+ = - 0.592
a€D(z) 2 2

= max sup {a(—0.7 + 0.889) +(x — b™")0.889}
a<0,aeD —6_/
>

sup {a(—1.5+ 0.889) 4(x — b™™)0.889}
a>0,a€D _6_/
<

= 0.889 (z — b™™).

Die optimale Strategie ist demnach f§ = 0 und vy = 0.889(z — b™in).

Beispiel 4.2.16
Wie im vorherigen Beispiel sei der Zeithorizont N = 2. Die Funktionen k£ und e seien
gegeben durch

k(p)=(1+w)p+2 =11p+0.15
e(p) = (1 —wq)p — 25 = 0.8p — 0.05

und damit ist die terminale Gewinnfunktion

ho(z,p) = e(p)(z — b™™) = (0.8p — 0.05)(x — b™™).
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4.2. Strukturaussagen zur optimalen Strategie in Spezialfillen

Der Preisprozess folge einem dhnlichen Schema, lediglich u und d seien anders gewihlt.

Es sei also Py = 1 und P,y = YP, fir n = 0,1 mit Y € {u,d} und P(Y = u)

P(Y =d)= % Die Struktur ist mit v = 2.5 und d = 0.9 an folgendem Baum dargestellt

6.25

N =

2.25

0.81
Die Werte der Funktionen & und e sind

P ‘ 0.81 ‘ 0.9 ‘ 1 ‘ 2.25 ‘ 2.5 ‘ 6.25
k(p) | 1.041 | 1.14 | 1.25 | 2.625 | 2.9 | 7.025
e(p) | 0.598 [ 0.67 | 0.75| 1.75 | 1.95| 4.95

Wieder wird die optimale Strategie mittels Riickwéartsrechnen ermittelt.
o Fiirt = 2 gilt

0.598(z — b™n), p = 0.81,
vy, p) = e(p)(z — b™™) = { 1.75(x — b™"),  p=2.25,
4.95(z — b™n),  p = 6.25.

e Fiir t = 1 unterscheidet man die Falle

1. Ist p = 0.9 so gilt

v1(2,0.9) = sup {h(0.9,a) + E[ve(z + a, P)[0.9]}

a€D(x)
min 1 1
= sup {h(0.9,a)+(x—|—a—b ) (—-0.598+—-1.75)}
a€D(x) 2 2

= max sup {a(—0.67 4 1.174) +(z — b™")1.174}
a<0,aeD «ro
>

sup {a(—1.14 + 1.174) +(z — b™™)1.174}

a>0,aeD

>0
= (b™* —2) 0.034 + (x — b™*) 1.174
= 1.14 x + b™*> 0.034 — b™i" 1.174.
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2. Ist p = 2.5 so gilt

vi(x,2.5) = sup {h(2.5,a) + E[vs(x + a, P)|2.5]}

a€D(x)
min 1 1
= sup h(2.5,a) + (x +a — b™") 5-4.954—5-1.75
a€D(x)
= max sup {a(—1.75 4+ 3.35) +(z — b™™)3.35}
a<0.0eD “————
>

sup {a(—2.625 + 3.35) +(z — b™")3.35}
a>0,a€D - ‘/0 o
>

= (b™*  — 1) 0.725 + (z — b™™) 3.35
= 2.625 x + 0.725 ™ — 3.35 p™in,

Zusammengefasst ist zum Zeitpunkt ¢ = 1 die optimale Strategie f; = ™ — =z
und damit

(g — L1 D003 BT p =09,
vi(z,p) = .
WEPI= 9 6250 + 0.7250mex — 3.35pmin ) — 25,

e Fiir £ = 0 gilt

vo(z,1) = sup {h(1l,a)+ E[vi(z + a, P)|1]}

a€D(x)
1 1

= sup {h(l, a) + §U1(£ +a,0.9) + 51)1(3: +a, 2.5)}

a€D(x)
= sup {h(l,a)+ (z+a)1.8825 + b™0.3795 — b™"2.262}

a€D(x)
= max sup {a(—0.75 4 1.8825) +-21.8825 + b™*(.3795 — b™"2.262}

a<0,aeD ~~ o

>0

sup {a(—1.25 4 1.8825) +-21.8825 + b™*(.3795 — b™"2.262}

a>0,a€D

>0

= (™ — ) 0.6325 + 2 1.8825 + b™* 0.3795 — b™™ 2,262
=1.25 7 + 1.012 p™* — 2.262 p™in,

Fiir ¢t = 0 gilt also ebenfalls: f3 = b™** —x. Flir t = 1 gilt damit fiir den Speicher-
stand x; = x + ™ — g = pMaAx,

Folglich ist die optimale Strategie am Anfang den Speicher zu fiillen.
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Struktur der optimalen Politik im Fall ™, ™" [inear und Streifen

Es gelte nun p™" — z < iMit(z) < M (x) < hM — g fiir alle n € {0,1,..., N} und
T c [bmin’ bmax].

Die Restriktionenmenge sei also gegeben durch

‘min

dabei seien """ und "** lineare fallende Funktionen.

Auberdem sei (P,) (wieder allgemeiner) ein Markovscher Prozess. Dann existieren fiir
Funktionen ¢, und d,, Funktionen ¢, 1 und [,,_, sodass

E[67L<Pn>|Pnfl = p] = gnfl(p) und E[dn(Pn)’Pnfl = p] = ln,l(p).

Es wird angenommen, dass die Voraussetzungen aus Satz oder Satz erfiillt
sind und damit die Integrabilititsannahme gelte.

Satz 4.2.17
Im oben genannten Fall gilt

v, (z, p) ist linear in x, das heift v, (z,p) = c,(p)z + d,(p)

und

fi(z,p) =10, Y2(p) <0 <7l(p),  mit geeignetem 72(p) < 7, (p)-

Beweis
Der Beweis wird mittels Riickwértsinduktion gefiihrt.

1. Induktionsanfang: Fiir t = N gilt
un(z,p) = ha(z,p) = e(p)(z — b™) = ex(p)z + dn(p)

. bmin

mit cy(p) = e(p) und dy(p) = —e(p)
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4. Strukturelle Analyse des Gasspeicherproblems

Firt =N —1 gilt

vy_1(z,p) = max (m sup {—e(p)a+Ele(Py)(x+a)|Py-1 =Dp]},

1(z)<a<0

sup  {—k(p)a + Ele(Py)(z + a)|Py_1 = p]}>

0<a<iH?™ (x)

— max ( _sup {—e(p)a+ (z+a)gn-1(p)},

1 (#)<a<0

sup  {—k(p)a+ (z+ a)gzv—l(p)})

0<a<iy? (z)

— <p {alov-1(0) = e(0) + v (0)}

imin (2)<a<0
sup  {a(gn-1(p) — k(p)) + ngv—l(p)})
0<a<iy®™ (x)
= zgn-1(p) + max (iN",(z)(gn-1(p) — (D)) Lign_, ()—ec(p)<0}-
N (@) (gn-1(p) — k(D)L gn 1 (0)—k(p)>0})

=zgn-1(p)  + N (@) (gnv-1(p) — €(P)Lign_ (p)—ep)<0}
+inoy () (gn-1(p) — k()L gn_1 () —k(p)>0}

= ch_l(p) +dN_1< )

Hierbei gilt die letzte Gleichheit, da i™" und ™ linear in z sind und die vorletzte,
da nie beide Indikatoren gleichzeitig 1 werden, da sonst k(p) < gn_1(p) < e(p)
gelten miisste, es ist aber k(p) > e(p) vorausgesetzt.

Desweiteren ist zu erkennen, dass

N (), yvap) <O,
frvo1=10, sonst

S (x), YX_(p) >0

mit Yy _;(p) = gn-1(p) — e(p) und 3y = gn-1(p) — k(p).
Es gilt, da k(p) > e(p) ist, Yh_1(p) = gn—1(p) — e(p) = gn-1(p) — k(p) = ¥3_1(p)-

2. Induktionshypothese: Die Behauptung gilt fiir ein n € {0,1,..., N}.
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4.2. Strukturaussagen zur optimalen Strategie in Spezialfillen

3. Induktionsschritt von n nach n — 1. Es gelte v, (z,p) = ¢,(p)z + d,(p), dann ist

Up_1(z,p) = max ( sup  {—e(p)a+ E[v,(P,,x + a)|P,—1 = pl},

i () <a<0
Ogagiffi’i(x)

sup  {—k(p)a + Elv,(P,, v+ a)| P :p”>

= max sup  {—e(p)a +EE[CH(PH)(I +a)| Py = pl

imin (7)<a<0

—gn1(p)-(a-+a)
+ EE[dn(PnMPn—l = pl},
=l 1(p)
sup  {—k(p)a+E[c.(F)(x + a)|Pre1 = p]

0<a<imax (1)

+E[d,(P,)|Po_y = p]})

= max ( . ?u)p {a(gn-1(p) — e(p)) + 2gn—1(p) + ln-1(p)} ,
gt (7)<a<0

—1

sup  a(gn-1(p) — k(p)) + 2gn-1(p) + ln—l(p))

0<a<i® (x)

S.0.

22 2en_1(p)+ dn1(p)

und .
i (x), vp_1(p) <0,
fii=140, sonst
i (x), va_i(p) >0
mit 7,1 (p) = gn-1(p) — e(p) und v2_,(p) = gn—1(p) — k(p).

) =
Da e(p) < k(p) gilt auch hier:

Y1 (D) = gni(p) — e(p) > gni(p) — k(p) = 72_1(p). »

Bemerkung 4.2.18
Im Beweis von Satz [4.2.17| erkennt man, dass im Fall k(p) = e(p) die Gleichheit v!(p) =

7 (p) gilt.
Aukerdem ist E[v,(x, P,)|Pu_1 = p] = 2gn_1(p) + ln_1(p).
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4. Strukturelle Analyse des Gasspeicherproblems

4.3. Strukturaussagen zur Strategie im allgemeinen
Fall

In Secomandi [34] wurde bereits gezeigt, dass es im Fall i™* und ™® konstant und (P,)
Markovsch vom aktuellen Preis und Zeitpunkt abhingige Grenzen des Speicherstandes
gibt, die eine optimale Strategie mafgeblich bestimmen. Ist die aktuelle Gasmenge im
Speicher unterhalb der niedrigeren Grenze, so ist es optimal mdglichst bis genau zu die-
ser Grenze den Speicher zu fiillen beziehungsweise, falls dies aufgrund der Restriktionen
nicht moglich ist, i™* an Gas zu beziehen. Ahnlich verhilt sich die optimale Strategie,
wenn die aktuelle Gasmenge oberhalb der oberen Grenze ist - man versucht moglichst
bis zu dieser Grenze Gas zu entnehmen. Ist der Fiillstand zwischen beiden Grenzen, so
wird keine Aktion durchgefiihrt.

Im ersten Teil dieses Unterkapitel wird die Aussage aus Secomandi [34] erweitert auf den
regime switching Fall und i™® konkav und fallend bzw. i™" konvex und fallend. Der
darauffolgende Teil beschéftigt sich mit Aussagen zu den oben genannten Grenzen, die in
der optimalen Strategie eine wichtige Rolle spielen, nun wieder im Markov-Fall. Wie in
Bemerkung bereits erwihnt, werden alle Aussagen fiir den Fall mit Diskontierung
gezeigt. Sei also im Folgenden 5 € (0, 1] der Diskontierungsfaktor.

4.3.1. Betrachtungen im Gasspeichermodell mit regime
switching
In diesem Kapitel wird das Modell mit regime switching betrachtet, vorgestellt in Ka-

pitel 5.2.3]

Sei also (R,) eine Markov-Kette mit endlichem Zustandsraum Si und Ubergangsmatrix
(gj1)j1esy, die den Preisprozess (P,) beeinflusst, und zwar so, dass (P,, R,,) immer noch
Markovsch ist. Aukerdem gelten fiir den Ubergangskern, die in Kapitel vorgestell-
ten Eigenschaften.

Genau wie im Modell ohne regime switching, vergleiche Kapitel lasst sich eine
Schrankenfunktion s finden.

Satz 4.3.1
Gegeben sei das Gasspeichermodell aus Kapitel |3.1| mit regime switching. Fiir die ter-
minale Gewinnfunktion gelte mit ¢y, c3 € RT

© |hN<£L‘,p,T)| < CQk(p)a
O E[k(Pn—H)'Pn =D, Rn - T] < C3k(p)'

Dann ist s mit s(z, p,r) = k(p) eine Schrankenfunktion fiir das stochastische dynamische
Programm.

Beweis
Der Beweis wird analog zum Beweis von [4.1.2| gefiihrt. =
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4.3. Strukturaussagen zur Strategie im allgemeinen Fall

Auch in diesem Modell gilt eine Konkavititsaussage.

Satz 4.3.2
Gegeben sei das Gasspeichermodell aus Kapitel |3.1| mit regime switching. Es gelte au-
Rerdem 7™ konkav und ™" konvex fiir alle n und die Voraussetzungen fiir die Existenz

einer Schrankenfunktion.
Ist v € S§ und = — wv(z, p,r) konkav, so ist auch = — T,v(z,p,r) konkav auf R* fiir

jedes feste p € P und r € Sk.

Beweis
Der Beweis wird analog zum Beweis von [4.1.7] gefiihrt. Beachte, dass D,, konvex ist. g

Sei im Folgenden die Funktion hy (-, p,r) konkav.
Es gelte auferdem

D, (z) = {a| max(b™™ — z,i™(z)) < a < min(b™™ — x, 2 (x))},
wobei angenommen wird, dass i™* konkav und monoton fallend und ™" konvex und
fallend ist.
Es ist

VN(xapa T) = hN(QZ,p7T),

Vn(l’,p, T) = Ssup {hn<pa r, CL) + ﬁ Z dri / Vn-i-l(x + a>p/7 Z)QnJ'(dp,‘p)} .

a€ Dy (z) et
Definiere weiter
Un(z,p,7) =0,
Unlap.) =83 a [ Vies(o. ', DQur ()

leSR
den sogenannten ,Continuation Value “.

Korollar 4.3.3
Die Funktionen V,,(-, p,r) und U,(-,p,r) sind fiir alle p € R*,r € Sgund n=1,..., N

konkav.

Beweis
Folgt aus[4.3.2|und der Tatsache, dass Vy (-, p,r) und Un(+, p, r) konkav (Ux(-, p, r) sogar
konstant) sind. -

Mit den Voraussetzungen und Korollar lasst sich nun der Satz zur Struktur der
optimalen Politk zeigen.
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4. Strukturelle Analyse des Gasspeicherproblems

Wie schon erwidhnt bedeutet dies, dass eine der drei Entscheidungen optimal ist: Ist der
aktuelle Speicherstand unter einer bestimmten Grenze b,,(p, ), so wird eingespeichert bis
zu dieser Grenze bzw. i™**, Ist der Speicherstand iiber einer gewissen Grenze b, (p,r) so
wird Gas entnommen bis zu eben dieser Grenze oder i™". Ist der Speicherstand zwischen
beiden Grenzen so ist es optimal einfach nichts zu tun.

Satz 4.3.4 (Struktur der optimalen Politik
Gegeben sei das Gasspeichermodell aus Kapitel [3.1| mit regime switching.

Fiir jedes n € {0,...,N — 1} existieren b, (p,7) und b,(p,r) mit b,(p,r) < bu(p,7),
sodass eine optimale Politik im Zustand (x,p,r) wie folgt aussieht

min(l_)n(p, T) - xJ?aX(x))’ pmin <z < l_)n(p, r)a
fi(@,p,r) =40, b,(p,7) <z < by(p,r),

max (b, (p,7) — 2,7 (z)), bu(p,7) < T < HAX,

Beweis
Der Beweis wird analog zum Beweis von Theorem 1 in Secomandi [34] gefiihrt:

Sein € {0,..., N — 1} beliebig aber fest.

Zunichst werden die Einschrinkungen der Optimierung im Zeitpunkt n gelockert und
es wird iiber alle z = a + x € [bmin,bmax} optimiert. Es wird also folgendes Problem
angegangen

max hn(z_xapvr)+Un(Z7p7T)v (1)

Ze[bmin,bmax]
wobei p € P und r € Si.

Wird das Optimierungsproblem in den Fall z > x und z < x zerteilt, so erhélt man

max ( max U,(z,p,r) — k(p)z + k(p)x, max U,(z,p,r)—e(p)z + e(p)x)

zEe [l’,bmax] zE [bmin7x}

Die einzelnen Teilprobleme werden mit (2) (z > ) bzw. (3) (z < x) bezeichnet.

Betrachte nun die Spezialfille: (i) z = o™™ und (ii) z = b™®, dann vereinfacht sich das
Problem zu

(i) [bm,a%( | Un(z,p,7) — k(p)z +k(p)bmin 1)
zE rnln7 max] \ —~ g
=:f4(z,p,r)
(11) [m_ax | Un(z,p, 7’) — e(p)z _|_e(p)bmax (5)
zE bmln’bmax N —~
=:f5(2,p,7)

Seien b, (p,r) und b, (p, ) die Maximisatoren von (4) bzw. (5).

Zwischenbehauptung:

b7z(p7 T) S bn(p7 T)
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4.3. Strukturaussagen zur Strategie im allgemeinen Fall

Beweis der Zwischenbehauptung:
Es gilt
g(Z,p, T) = f4(z7p7 T‘) - f5(2’,p, T‘) = <€(p) - k<p)) z

—_——
<0

ist fallend in z. Also ist fy(z,p,r) gleich f5(z, p,r) zuziiglich eine in z fallende Funktion
und daher ist das Maximum von f; kleiner gleich dem Maximum von f5 fiir alle p, r fest
aber beliebig. Daraus folgt die Zwischenbehauptung.

Betrachtet wird nun die Optimierung fiir x € [b™", b, (p,7)).

Offensichtlich gilt, dass b,(p,r) (2) maximiert.

Auferdem gilt, dass = (3) maximiert, denn: Fiir jedes zuléissige z gilt z < z < b, (p,7) <
b, (p,r). Nun maximiert b,(p,r) das Optimierungsproblem , was aber nicht zuléssig
ist, also wird - aufgrund der Konkavitdt der zu maximierenden Funktion in z - das
snichste zuldssige z (das ist ) genommen.

Bleibt nun zu bestimmen, ob nun b,(p, ) oder x maximiert.

Da x zuldssig fiir (2) ist und b, (p,r) dieses Problem optimiert, gilt

Un(b,,(p7), p,7) — k(p)b,(p,7) + k(p)x > Upn(z,p,7) — k(p)x + k(p)x = Un(2,p, 7).

Setzt man andererseits den Maximisator x in (3) ein, so erhdlt man U,(x,p,r). Also
wird (1) = max((2), (3)) maximiert durch b, (p,r).

Wird die Optimierung fiir x € (bn(p, 1), b™*] betrachtet, erhiilt man durch dhnliche Ar-
gumentation, dass b, (p,r) maximiert.

Fiir 2 € [b,(p,7), ba(p,7)] gilt (dhnliche Argumentation wie im 1. Fall bei der Optimie-
rung von (3)), dass & sowohl (2) also auch (3) maximiert und demnach auch (1).

Werden nun die zuléssigen z in weiter eingeschrankt, genauer gesagt fordert man

zusitzlich i™"(z) + x < 2 <M (x) + z, so ergibt sich das Problem

max hpo(z —x,p,7)+U,(z,p, 1 1"
ZE[(ilylllill(x)+$)vbllli1], bll)aX/\(iglax(w)+x)] ( ) ( ) ( )

und man erhilt als Maximisator

ba(p,7) A (i™(x) + ), @ € [b™ b, (p,7),)

2*(z,p,1) = x, x € [b,(p, 1), bn(p, )],

b(p,r) Vv (™0 (z) +2), € (by(p,7), ™.

Ubertragt man dieses Resultat nun auf das urspriingliche Problem (a = z — x), erhilt
man
min(b, (p, ) — @,3;*(2)), b <@ <b,(p7),
falz,p,r) =<0, b,(p,7) < & < bu(p,r),

max(b,(p,r) — x, i (2)), bu(p,7) <z < B,
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4. Strukturelle Analyse des Gasspeicherproblems

Bemerkung 4.3.5
Satz |4.3.4] stiitzt auch das Ergebnis aus Kapitel [4.2| im Spezialfall o™ — x < i™**(x)
und ™ (z) < b™® — z im Fall ohne regime switching. Nach Satz ist die optimale
Politik auf Stufe n

b,(p) —x, =€ [b™,b,(p))
Sz, p) =40, z € [b,(p), bu(p)]

- q

Bn(p) -, ITc (bn<p)’b

Es gilt also b, (p) und b,(p) aus
()  max Un(z,p) —k(p)z= max E.[Vi(z,P)]-k(p)z
2€[pmin pmax] z€[pmin pmax]
(ii) max U,(z,p) —e(p)z= max E,[V,11(z, P)] —e(p)z

z€ [bmin 7bmax] z€ [bmin 7bmax]

zu berechnen. Hierbei sei kurz E,[V,,+1(2, P)| := E[V,i41(2, Pot1)| P = p).
Es lésst sich zeigen (siehe Beweis von Satz 4.2.17)), dass V,, in x linear ist, das heift dass
gilt
Va(@,p) = ca(p)x + dn(p).
Auferdem gilt ((P,) Markovsch, genaueres sieche Bemerkungen vor Satz [4.2.17))

Enlenta(P)] = gn(p) und Ey[dn11(P)] = 1n(p).

Betrachtet man das Optimierungsproblem (i) so ergibt sich

max E,[V,11(z, P)] —k(p)z= max E,[c11(P)z + dpir(P)] — k(p)z

zE [bmil)bmax] zE [bmin 7bmax}

= max g,(p)z+1.(p) — k(p)z

z€ [bmin ,bmax]

= max  (g.(p) = k(p))z + ln(p)

= [bmin ’bmax]

woraus fiir (i) folgt
bmax’ " —k >0
b= 09 (p) — k(p)
0™, gn(p) — k(p) <0

Betrachtet man das Optimierungsproblem (ii) so ergibt sich

max E,[V,1(z, P)]—e(p)z= max E,[c,11(P)z 4+ dpi1(P)] —e(p)z

= [bmin ’bmax} = [bmin ’bmax]

= max g,(p)z+1l.(p) —e(p)z

z€ [bmin 7bmax}

= max (gu(p) —e(p))z + l.(p)

z€ [bmin ,bmax]

woraus fiir (i) folgt

= 0™ gu(p) —e(p) >0
o) = {bmi“, gn(p) —e(p) <0

Da k(p) > e(p) werden nun 3 Fallunterscheidungen fiir f betrachtet.
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4.3. Strukturaussagen zur Strategie im allgemeinen Fall

1. Fall: g,,(p) — k(p) = 0 (hieraus folgt auch g,(p) — e(p) > 0)
und es gilt b, (p) = b,(p) = b™.

2. Fall: g,(p) — e(p) <0 (hieraus folgt auch g,(p) — k(p) <0)
und es gilt b,(p) = b,(p) = b™=.

3. Fall: g,(p) — k(p) < 0 < gu(p) — e(p) und es gilt b, (p) = b™", Bn(p) = pmax,

Hieraus ergibt sich zusammenfassend

bmax_$’ gn(p) _k(p) > Oa
fr=40, sonst,

b — 2, ga(p) —e(p) <O0.

Dieses Ergebnis entspricht auch der Aussage von Satz [4.2.17im Fall i (z) = b™* — x,
iglin(l') — bmin — .
Festzustellen ist, dass die Strategie hier nur von p, nicht aber von x abhéngt.

Interessant ist, dass es nach Satz nicht immer optimal ist alles was moglich ware
einzuspeichern bzw. auszuspeichern. Ein Beispiel, dass es bereits im Fall :™** konstant
(bmin 4 gmax < pmax) golche Fille gibt, findet sich in Secomandi [34] Beispiel 1.
Dennoch vereinfacht die Kenntnis der Struktur der optimalen Politik die numerische Be-
wertung eines Gasspeichers. Man muss zwar, um die Grenzen der Politik zu berechnen,
fiir jeden moglichen Preiszustand eine Optimierung iiber alle Speicherzustinde durch-
fithren. Jedoch sind nicht alle méglichen Aktionen fiir jeden Speicherzustand in Betracht
ziehen. Genauer wird hierauf in Kapitel [6] eingegangen.

4.3.2. Betrachtung der Strategieschranken im Markov-Fall

Im Folgenden werden die Schranken b, und b, diskutiert, und zwar im Fall ohne regime
switching und mit terminaler Gewinnfunktion hy(x,p), fir die gilt: x — hy(x,p) ist
konkav auf (b™™ — ¢, ™" + ¢) fiir ein ¢ € RT. Genauer gesagt, es soll gezeigt werden,
dass die Schranken fallend sind. Hierzu sind einige Vorbereitungen nétig.

Es werden die Ableitungen von V' als

Vii1(z,p) = Voga(z — €, p)

Vi (z,p) == lim

e\0 IS
VriJrl(bmm?p) = x{i‘gin VriJrl (ilf,p)
Vo (07, p) = x}igﬂ{,x Vis(z,p)
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4. Strukturelle Analyse des Gasspeicherproblems

und von U als

Un(z,p) — Un(z —€,p)

U’ =1

n(@,p) = lim .
U, (b™",p) := lim U,

(0™ D) Jm n(:p)
/ (7.max L . /

Un (0", p) = lim Uy (z,p)

definiert. Es ist zu bemerken, dass die Grenzwerte existieren, da U bzw. V' konkav sind.
An den Preisprozess werden nun weitere Forderungen gestellt:

Voraussetzungen an den Preisprozess
(V1) Es gilt SE[P,41|P, = p| < oc.

(V2) Die bedingte Verteilung von P, gegeben P, = p ist stochastisch wachsend in p.
Insbesondere gilt E[P, 1| P, = p| ist wachsend in p.

(V3) Es gilt SE[(1 + w1)Poi1| P = p|] — (1 — we)p ist fallend in p.

Bemerkung 4.3.6

Die bedingte Verteilung [Y|X = x| ist stochastisch wachsend in z, falls
YX = s] <& [Y|X = t] fiir alle s < t. Die Relation ,,<y“ bezeichnet hierbei die
gewoOhnliche stochastische Ordnung (vergleiche hierzu zum Beispiel Miiller u. Stoyan
27]).

Mit diesen Voraussetzungen lassen sich folgende Lemmata beweisen, siehe online com-
panion /Appendix von Secomandi [34] Lemma 3-7.

Lemma 4.3.7
Unter den Voraussetzungen (V1)-(V3) gelten

a) p+> PE[P,y1|P, = p] — p ist monoton fallend.

b) p+— BE[k(P,11)| P, = p] — k(p) ist monoton fallend.

¢) p+— PE[e(Pn11)| P, = p] — k(p) ist monoton fallend.
)

d) Sei g eine wachsende Funktion mit g(p) < k(p) fiir alle p € P, so gilt
(i) p— BE[g(Pn11)| P, = p] — k(p) ist monoton fallend.
(ii) p+— BE[g(Pns1)| P, = p] — e(p) ist monoton fallend.

Lemma 4.3.8
Unter Voraussetzung (V1) gilt

U;z(xap) = ﬁE[VriJrl(xa Pn+1>ypn - p]
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4.3. Strukturaussagen zur Strategie im allgemeinen Fall

Beweis
Lemma 4.3.8| folgt hauptsachlich aus dem Satz von der dominierten Konvergenz.

Falls V,, fiir alle n in = Lipschitz stetig mit Lipschitz-Konstanten K,(p) < oo ist (wird
noch gezeigt), so folgt

Va(x,p) = Valz —
€
und der Rest folgt mit dominierter Konvergenz (vergleiche Beweis von Lemma 7 im
online companion /Appendix von Secomandi |34]).

=P < k)

Zur Lipschitzstetigkeit, vergleiche auch Hinderer [2I] (Beweis durch Riickwértsindukti-
on):
Sei n = N. Fiir jede konkave Funktion f gilt, dass sie auf jeder kompakten Teilmenge
des Inneren ihres Definitionsbereiches Lipschitz stetig ist (vgl. Theorem 2.2 in Gruber

[19] ). Da vorausgesetzt wird, dass x — hy(z, p) konkav ist auf (6™ — ¢, b™2* + ¢) fiir
ein ¢ € R*, gilt also x — hy(x,p) ist Lipschitz stetig auf [b™", b™3%]. Folglich

\Vn(22,p) — Vn(1,p)| = |hn(22,p) — hn(21,p)| £ Kn(p)|w2 — 24

Fiir den Induktionsschritt n + 1 — n sei oBdA z; < x9. Dann gilt nach Satz [4.1.11] fiir
die Maximisatoren zum einen

fa(x) = fi(z2) (4.14)
und zum anderen
z1 + fr(@1) < @2+ fr(22). (4.15)
Damit gilt
Va(z2,p) = Val(z1,p) = sup {=hn(p)a + E[V,s1(z2 + a, Poy1)| Py = pl}
— %ux() ){—hn(p)a + E[Vasi (21 + a, P[Py = pl}
= — ha(p, f7(2)) +BE[Vn+1(xz + fr(x2); Pat1)| P = )
+ hn(p, fr(21)) = BE[Viga (21 + [ (1), Pat1)|Pn = )
Va1 (1 + f3(21), Poir)| P =

=0 E| n+1($2 + folx ) Poi1) —
+ (hn(p, f3(21)) = hn(p ,fﬁ(xz))
<B E[Kni1(Posr)(@2 + fr(2z2) — 21 — f(21))| P = p.
Hierbei folgt die Abschéitzung des ersten Summanden aus der Induktionsvoraussetzung
und (4.15)), die Abschétzung des zweiten Summanden durch Null folgt aus der Tatsache,

dass a — h,(p,a) fallend ist und (4.14) gilt.
Durch weitere Abschitzung erhélt man

Vi(w2,p) = Va(z1,p) < B E[Kpi1(Poyr) (w2 + f(22) — 21 — f(21))[ Py = D]
B E[Kni1(Pot1)| P = pl(2 — 21 + [ (22) — fi(21))

() (a2 — 1),

|/\ﬁ
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Andererseits gilt

Va2, p) — Va(x1,p) =B E[Vai1 (22 + £ (22), Pos1) — Vi (@1 + f3(21), Pas1) [Py = p)
+ (ha(p, fa (1)) = hn(p, f7(22)))
2 = B E[Kp1(Pog1)| P = pl(z2 — 21+ fr(22) — fr(21))
— Lu(p)(f7 (1) = f3(2))
> — K, (p)(x2 — 21).
Hierbei gelten die Abschétzungen in der zweiten Zeile zum einen wegen der Induk-

tionsvoraussetzung und wegen (4.15)), zum anderen wegen der Lischitzstetigkeit von
a — h(p,a) mit Lipschitz-Konstante Lj,(p) und (4.14). Die Abschitzungen in der letz-

ten Zeile folgen wiederum aus (4.14) und (4.15]).

Insgesamt gilt also

[Va(22,p) = Va(z1, p)| < Kn(p)(22 — 7)),
wobei K, (p) = max(K,,(p), K,(p)) und K,(p) < oo wegen (V1). n

Weitere Voraussetzungen, die an ™% und ™" gestellt werden, sind

Voraussetzungen an den ™%, ¢™in

(V4) i™2* sei konkav und fallend und differenzierbar und es gelte |(i™*)'(x)| < 1.

(V5) ™™ sei konvex und fallend und differenzierbar und es gelte |(i™")(z)| < 1.

Satz 4.3.9 ~
Unter (V1) - (V5) sind die Funktionen b, und b,, aus Satz |4.3.4 monoton fallend.

Beweis
Der Beweis wird in dhnlicher Weise wie der Beweis von Theorem 2 in Secomandi [34]
gefiihrt:

Betrachtet werden die Maximierungsprobleme:

max U,(z,p) — k(p)z

z€ [bmin 7bmax]

max U,(z,p) —e(p)z

Ze[bmi1)7b11)ax]
Zunichst ist zu bemerken, dass b(p) und b, (p) in p fallend sind, falls

U, (z,p) — k(p) fallend in p bzw.
Ul (z,p) — e(p) fallend in p.

Der Beweis hierfiir erfolgt durch Riickwéartsinduktion. Es werden 2 Behauptungen
aufgestellt:
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4.3. Strukturaussagen zur Strategie im allgemeinen Fall

a) U.(z,p) — k(p) ist fallend in p.
b) Ui(z,p) — e(p) ist fallend in p.

U, (z,p) ist wachsend in

p-

Es folgt die Induktion fiir beide Behauptungen gleichzeitig.

-I Fiir die Zeiten N und N — 1.

Es gilt

Un(2,p) — k(p) = —k(p)

ist fallend in p. (Genauso Uy (z,p) — e(p).)

Fiir N — 1 gilt

UNfl(Zyp) = BE[VN(Z', PN)\PNA = P] = BE[e(PNHPNA = p]z

und damit gilt

Uyn_1(2,p) — k(p) = BE[e(Pn)|Px-1 = p| — k(p),

ist fallend in p wegen Lemma m Teil ¢). Genauso gilt dies fiir Uy_,(z,p) —e(p)

(Lemma [4.3.7] Teil a)).

Auferdem ist wegen (V2) Uy _, wachsend in p.

[TH:] und [B2] gelten fiir alle n + 1 < k < N.

! Fiir Zeit n + 1 nach n.
Da

Un(2,p) = BEVoi1(2, Pos1)| Py = p] und Uy (2, p) = BEV, (2, Pot1)| Py = p)

wird zunéchst V11 (z, p) betrachtet.

Da es nach Satz fiinf Moglichkeiten fiir die optimale Entscheidung gibt, lasst
sich V,,1; wie folgt aufteilen:

Vn-i—l (I’,p) =

1o (—e(p)i™ (x) + Unpa(z + ™ (2), p))
(—e(p) (l_)n+1(p) — )+ Un+1([_)n+1<p>ap))

P)(b,1(p) — ) + Un+1(l_)n+1(p),p))
p)i™(x) + Upia(x +i"(2),p))

[ N
| |
=~
) ~—
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4. Strukturelle Analyse des Gasspeicherproblems

mit
@ = (buni(p) <2 <O 2+ (@) > b (p)}
= {z <V 2+ (@) > buya (p) }
@ = {bui1(p) <z < V™™, 2+ (2) < byya(p)}
@ = {bu1(p) < 7 < bua ()}
@ = (™" <z <byi(p),z+"(2) > by ()}

@ = (V""" < <by(p)x+ i (x) < by (p)}
= {0 <z x4+ (2) < by (p)}

Ein Exkurs zur Veranschaulichung:

EsgitM U@ u@ u@ u@G) = pmn, pmx], Gilt zusitzlich(i) # 0
)

fiir alle i, so existieren 7*(p) und z*(p), sodass

® = b“““> z*(p), @ = [z*(p),b(p)), B = [b(p), b(p)],

@ = (b(p), 7 (p)], © = @ (p), ™).
Am Bild: -
z* tl)(p) T(p) T
\
bmin pmax

Auberdem gilt z*(p) ist fallend in p, da
z*(p) + i(z"(p)) = b(p)

woraus
Oz*(p) | 4y vy 02 (p) _ Ob(p)
folgt und damit
9z*(p) _ 1 ob(p) _
op  1+i'(a*(p)) Ip
\—V—/\G_/
>0 <

Die Funktion V,; wird komponentenweise abgeleitet (nach x) und eine 0 wird

erganzt:
Vos(z,p) = 1‘ (—e) (@™ (@) + Uy py (2 + "0 (@), p) (1 + (™) (2))))
+ 1@ e(p) + 1@ Urlz—l—l(x?p) + 1@ k(p)
+ 1. (—k(p) (™) (x) + Uppy (@ +37(x), p) (1 + (™) (2)))

+ e(p)l. —e(p)l. +/f(p)1. - k(p)l.
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4.3. Strukturaussagen zur Strategie im allgemeinen Fall

Durch Umordnen ergibt sich
Via(@,p) = 1. (Ui (z 1™ (), p) — e(p)) (1 + (™) (2)))
e (Upga (z +17(2), p) = k(p)) (1 + (™)' (x))

+ 1@ Uli(z,p) + (1. + ]®) e(p) + (1. + 1@> k(p)
Die Funktionen
fi(z.p) = 1. (Upir (& +i™0 (), p) — e(p) (L + (™)' (2)))
+ 1. (Unsa (@ + ™ (2),p) = k(p))(1 + (i) (x))
[Plep)= 10,

@ () + (, @)e (1‘+1@)k

werden spéter auf ihr Verhalten in p untersucht.

Hierfiir sind folgende Beobachtungen wichtig:

Da das Verhalten der Funktionen in p bei festem x betrachtet wird, teilt man den
Zustandsraum P des Preisprozessen in 5 Regionen auf. Da die Funktionen b(p)

und z*(p) fallend sind, ergeben sich zu @ dquivalente ,Intervalle®

® = (pa(2),00) NP
@ = (p3(2), pa(2)] NP
@ = [pa(2), p3(2)] NP
= [p1(2), pa(2)) NP
@ =0.p@)NnP
Am Bild
pi()pa(z) ps(x)  pa(z)
—

Hierbei entsprechen die Regionen den Aktionen: @, @ AUSSPEICHERN (Fall
1),8 @ , @ EINSPEICHERN (Fall 2).

Fall 1 Hier ist die relevante zu maximierende Funktion (vgl. die entsprechenden
Teile von V,,41)

Un—i-l(z?p) - e(p)z (Fl)

wobei iiber z € [b™" ] maximiert wird (anderfalls wire man in einem an-
deren Fall, da hier ja nur Ausspeichern relevant ist, daher ist das néchste
Level auf das man von z aus kommt in [p™", z]). Diese Tatsache fiihrt nun
zu folgenden Beobachtungen

bmin
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1. Ist p € @, so maximiert by, (p) 1) jedoch ist dieser Zustand von x
nicht erreichbar. Es gilt also fiir die Steigung von (F1)) im neuen Zustand
T+ ™ (z)

Ul (x+3™"(2),p) —e(p) <0V pe @

2. Ist p € @ U@, so maximiert b, (p) , sodass gilt

Ul r(z,p) —e(p) <0Vpe @

3. Ist@ # 0und p € @, so maximiert b, (p) 1) und ist von x auch

erreichbar. Dies bedeutet, dass fiir  +7™"(z) < b,,1(p) die Steigung von
grofser Null ist, also

Upir(z+ ™ (z),p) —e(p) 20V pe @

Weitere Erliuterung: Es gilt 6™ < z 4 ™ (z), da ein p’ €@ existiert,
sodass z + ™"(z) > b, (p/) > b™n.

Fall 2 Hier ist die relevante zu maximierende Funktion (vgl. die entsprechenden
Teile von V,,41)

Uni1(2,p) — k(p)z (F2)

wobei iiber z € [z, b™**| maximiert wird (anderfalls wire man in einem ande-
ren Fall, da hier ja nur Einspeichern relevant ist, daher ist das néchste Level
auf das man von x aus kommt in [z, b™*]). Diese Uberlegung fiihrt nun zu
folgenden Beobachtungen

1. Ist p € @, so maximiert b, ,(p) 1) jedoch ist dieser Zustand von z
nicht erreichbar. Es gilt also fiir die Steigung von (F2)) im neuen Zustand
T + 1M (x)

Ul (x + ™ (z),p) —k(p) >0Vpe @

2. Ist p e U ., so maximiert b, ., (p) , sodass gilt

Uhr(z,p) —k(p) >0V pe

3. Ist@ # 0und p e @, so maximiert b, ,(p) 1) und ist von x auch
erreichbar. Dies bedeutet, dass fiir x 4+ i™*(z) > b, ,(p) die Steigung

von kleiner Null ist, also

Uyi(x+i"(z),p) —k(p) <0V pe



4.3. Strukturaussagen zur Strategie im allgemeinen Fall

Ist p € @, dann ist nicht handeln optimal, das heifst jede andere Aktion ist
nicht optimal. Also gilt

U’V/L-f—l(:[;?p)_ ( )>Ound Un—i—l( ) k(p)éOVpE@,

anders ausgedriickt
e(p) < Upyi(z,p) <k(p) Vpe @

Jetzt wird das Verhalten der Funktionen f'(z,p) und /“(x.p) in p untersucht. Sei
nun x fest aber beliebig. Es gilt

fia,p) = 1. (U ( + ™" (2), p) = e(p)) (1 + (™) (2)))
+ 1. (Unga (2 + 17 (2), p) — k(p)) (1 + (") ().

Da nach Voraussetzung an die Restriktionenmenge 1+ (™)' (), 1+ (i™*)'(z) > 0
gilt erhélt man mit Fall 1, 1.

fe,p)<0vVpe@®,
mit Fall 2, 1.

flr,p)>0Vpe @,

flz.p)=0Vpe@ U UB®.

Die Funktion f!(z,p) ist also fallend in p und mit (V2) ergibt sich nun

und

BE[f!(x, P,11)| P, = p] ist fallend in p.

Betrachtung von [*: Da e(p), k(p) und U}, (z, p) wachsend in p sind und mit Fall
1, 2. (< Uly(x,p) < e(p) fiir p € @) und Fall 2, 2. (U, (x,p) > k(p) fiir
p € @) erhilt man

:I@U,’Lﬂ(xp <1'+1 ) (.+1@)

ist wachsend in p.

Zusétzlich gilt, da e(p) < k(p) und U, (z,p) < k(p) nach , f2(z,p) < Kk(p).
Mit Lemma [4.3.7] Teil d) folgt nun

BE[f*(x, Puy1)| P, = p| — k(p) ist fallend in p,
BE[f?(x, Pyy1)| P, = p] — e(p) ist fallend in p.
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Insgesamt gilt damit

U'n(z,p) — k(p) = BE[V, ;1 (z, Pys1)| Py = p] — k(p)
= ﬁE[fl(ﬂf, P7L+1)‘PTL — ] + E{/_)( L, /171\,)‘]—)// — [)} o ]‘([))

ist fallend in p. Analog gilt diese Tatsache auch fiir U'n(z, p) —e(p). Damit ist
gezeigt.

Bleibt noch zu zeigen:

Hierzu betrachtet man wieder V. Zur Erinnerung:

Vi) = Ig (e)™) (@) + Uppa e+ (@), p)(0+ (77 ()
+ gy (SR (w) + gyl + () p)(1L+ (7 (@)

Fiir p €@ = [0, p1(2)) NP gilt

Vo (#,p) = Uy (@ 437 (2), p) (1 + (i7%) (2)) — k(p) () ()
= (") () (U1 (x + " (2),p) = k(p)) + Up i (& + " (2), p)

-~

~
<0
¢inpnach Tmpnach!

ist wachsend in p.
Fiir p € @ = [p1(z), pa(2)) NP gilt
Vé—i—l(l‘ap) = k(p)

ist wachsend in p. Mit Fall 2, 3. gilt

Vin(,p) = k(p) = k(p)(1 + (@) (2)) — k(p) (i) (z)
> Uy (4 "(2), p) (1 + (") () — k(p) (") (2);

mit Fall 2, 2. gilt
Vri—l—l(xap) = k(p) S U7/1+1($7p>'

Fiir p € @ = [pa(), ps(2)] N P gilt
V72+1(5E>p) = U7Iz+1(93ap)

ist wachsend in p nach _
Fiir p € @ = (ps(), pa(2)] NP gilt

Via(z,p) = e(p)
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ist wachsend in p. Mit Fall 1, 2. gilt
Vas(z,p) = e(p) = Uy (2, p).
mit Fall 1, 3. gilt

Vi(z,p) = elp) = e(p)(1 + (i™™) () — e(p) (™)' (x)
< Up gy (x4 (), p) (1 + (™)'(

8
~—
~—

|

('b
)
s
~—
—~

~.

E.

=
~—
—~

8
~—

Fiir p € @ = (pa(z),00) NP gilt

V) (2, p) = Uy (v + ™ (2),p) (1 + (™) (x)) — e(p) (™) (x)
= (™) (2) (U1 (@ + i (2), p) — e(p)) + Uy (z + ™0 (), p)
N—— -

. S

<0 Vv Vv
- iinpnach Tinpnach!

ist wachsend in p.

Insgesamt ist also V!, (z,p) wachsend in p. Also gilt auch (mit (V2))

n+1

U?Q('Iap) = E[Vrz-i-l(xa Pn+1’Pn = p]

ist wachsend in p, demnach . -
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Ein mean-reverting Modell zur Modellierung des
Gas-Spot-Preises

Wie de Jong u. Walet [24] beschreiben, weist der Gas-Spot-Preis einige Besonderheiten
auf. So sind Saisonalitdten im Preis dafiir verantwortlich, dass Entscheidungen beziiglich
des Gasspeichers im Sommer anders ausfallen als im Winter (unter ansonsten gleichen
Umsténden). Die sogenannte ,mean reversion“ Eigenschaft, die zeitabhéingige Volatilitét
und die unregelméfigen Spriinge verdndern téglich die erwartete Entwicklung und die
Verdnderungsintensitiat des Preises.

Mit der Wahl des Preisprozesses als Ornstein-Uhlenbeck Prozess mit zeitabhéngigen
Koeffizienten, siehe Kapitel setzt sich dieser Teil der Arbeit mit den drei ersten der
vier genannten Eigenschaften auseinander. Vorteile dieser Wahl werden im zweiten Teil
dieses Kapitels aufgezeigt: Der gewihlte Prozess lasst sich intuitiv simulieren und durch
einen rekombinierenden Binomialbaum approximieren.

5.1. Einfiihrung und Eigenschaften des Preisprozesses

Eines der ersten und bekanntesten Modelle zur Modellierung des Gas-Spot-Preises ist
das ein-Faktor-Modell von Schwartz [33], das vor allem die mean-reverting Eigenschaft
der Gaspreise abbildet. Der Log-Preisprozess folgt einem Ornstein-Uhlenbeck Prozess
und erfiille die folgende stochastische Differentialgleichung

dXt = a(,u — Xt)dt + O'dBt. (51)

In diesem Modell bezeichnet @ € R™ den mean-reversion Faktor, das heifst a beein-
flusst die Stédrke mit der der Prozess zu einem Niveau (Mean) p € R zuriickgezogen
wird. Des weiteren ist 0 € Rt die Volatilitat des Prozesses, die die Stirke der zufilligen
Schwankungen im Preis beeinflusst. Schlieflich ist (B;) eine Brownsche Bewegung.

Um Saisonalititen und zeitabhéingige Schwankungen ebenfalls zu modellieren, wird in

dieser Arbeit das Modell von Schwartz der Log-Preise dahingehend verdndert, dass so-
wohl der Mean als auch die Volatilitdt Funktionen der Zeit darstellen.
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Es wird daher angenommen, dass die Log-Preise die folgende Differentialgleichung er-
fiillen

dX, = a(p(t) — X,)dt + o(t)dB,. (5.2)

Der Preisprozess (P;);>o an sich sei gegeben durch P, = et und X; erfiille die Gleichung
52).

Bemerkung|5.1.1
Das Modell (5.2) findet man im Ubersichtskapitel des Artikels von Stoll u. Wiebauer
[36] wieder, hier allerdings direkt fiir den Gas-Preisprozess nicht fiir die Log-Preise.

Die bis auf Ununterscheidbarkeit eindeutige Losung der stochastischen Differentialglei-

chung (5.2) ist
t t
X, =e™ <ZL’0 —|—/ ae u(z)dx —|—/ e‘ma(x)de> : (5.3)
0 0

Lemma 48.2 in Bauer [3] beziehungsweise Beispiel 4.7.3 in Shreve [35] zeigen, dass der
Prozess (I;):>0 gegeben durch

t
It:/ e*o(x)dB,
0

ein Gauliprozess ist.

Somit ist [; normalverteilt, woraus sich auch die Verteilung von X; ergibt.

Satz 5.1.2 (Verteilung der Log-Preise)
Fiir jedes t > 0 ist die Zufallsvariable X; mit (5.3|) normalverteilt mit

¢
E(X;) =e ™ (xo +/ oze’”u(m)dm) )
0
¢
V(Xy) = e_2at/ e***o?(z)dw.
0

Beweis
Da I; normalverteilt ist, ist X; als affine Transformation von X; ebenfalls normalverteilt.

Bezeichnet man mit m(t) = Xy + fot aeaf‘u(x)dx und 3<t) = f(f e‘)‘xo'(gj)dBI7 so ergibt
sich, da E(s(t)) = 0, durch Berechnung

E(X;) = e “'m(t)
und

V(X)) = E(X}) — (B(X,))* = E(e ™ (m(t)* + 2m(t)s(t) + s(t)* — m(t)?))
= e E(s(t)?) = e *™E (/0 ewa(;z:)de> = e ™™E (/ e**o*(2)d < B, >>

= e_zo‘t/e%‘xaz(z)d:v. n
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5.1. Einfiihrung und FEigenschaften des Preisprozesses

Da die Verteilung des Log-Preises X; zur Zeit t eine Normalverteilung besitzt, folgt der
eigentliche Preis zur Zeit t P, = e** einer Lognormalverteilung.

Korollar 5.1.3 (Verteilung der Preise)
Fiir jedes t > 0 gilt
~ LN (E(Xy), V(X1))-

Aus der Eigenschaft, dass (I;);>¢ ein Gaufprozess ist, erhilt man folgerichtig, dass der
Zufallsvektor (I;, I,)T fiir 0 < s < t eine bivariate Normalverteilung besitzt. Durch affine
Transformation erhélt man diese Verteilungseigenschaft auch fiir (X;, X,)7.

Satz 5.1.4
Sei 0 < s < t, dann ist

Xt _ N E(Xt) V(Xt) COV(Xt,Xs)
X, 2\\E(X,) ) "\ Cov(Xs, X)  V(Xy)
Die Kovarianz von X; und X; fiir 0 < s <t ergibt sich durch Berechnung zu

COV(Xt,

t s s
= e " Cov (xo + ozemdx + / e*o(x)dBy, ro + / e dr + / eaza(ﬁ)dBm)
0 0 0

+9) Coy ( / ©)dB,, /0 S a(x)dBm)

. ( /0 /0 S eo‘zd(ﬁ)dBm)

t+s)< ( /0 )2+E( / 6% o (2)dB, - /O Seaxa(x)de>)
(o (/O 20752(1)d < B, >)

:e_o‘(t+s)/ e*** 5% (x)dz.
0
(5.4)

Bemerkung 5.1.5
Mit

Cov(X; — X, X,) = Cov(Xy, X,) = V(X,) = / €207 52 () d (¢~ (H+) _ g=209)
0

erkennt man, dass die Zuwichse der Log-Preise korreliert und damit nicht unabhingig
sind.
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Die folgende Verteilungseigenschaft wird zum Nachweis der Existenz einer Schranken-
funktion und somit zum Nachweis der Integrabilitdtsannahme bendtigt (vgl. Beispiel
4.1.4]).

Satz 5.1.6
Fir 0 < s < t gilt

V(X
XX, = 2~ N[ E(X) + py | i) (5 - E(X,), VX)L - ) |
V(Xs)
wobei
COV(XS, Xt)
Beweis
Folgt direkt aus Theorem 2.1.1 Tong [38§]. n

Mit der Verteilung von X,;| X, = x ist auch die Verteilung von P,|P; = p bekannt.

Korollar 5.1.7
Fiir 0 < s <t hat P, gegeben P, = p eine Lognormalverteilung.

Da der Erwartungswert E[P|Ps; = p] fiir 0 < s < ¢ im Nachweis fiir die Erfiillung der
Integrabilitdtsannahme von entscheidender Bedeutung ist, wird dieser in der folgenden
Bemerkung genauer untersucht.

Bemerkung 5.1.8
Da die Zufallsvariable P, gegeben P, = p eine Lognormalverteilung mit Parametern

Xi)
=E(X 1 E(X
pis,tp) = E(Xy) +p V(X>(0gp (X))
o2(s,1) = V(X,)(1 = )
besitzt, ist der Erwartungswert gegeben durch

E[Pt|Ps = p] = e#(s,t,p)—kaz(s,t)/Q'

Setzt man die entsprechende Erwartungswerte, Varianzen (Satz |5 und Kovarianz

ein, so erhilt man
t
,U(S,t,p) :eiat (1'0 +/ ae‘“ﬂ(x)dx>
0

a(t+s) S 2oz 2 d s
+ Jo € ‘ (logp — e *(xg +/ ae_o‘”p(x)dm> :
0

e—2as f(] e?aacO-Q( )dl’
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5.2. Simulation und Approximation des Preisprozesses

Da zur Priifung der Integrabilitdtsannahme nur Terme mit p relevant sind, fasst man
die restlichen Terme in einer Konstanten ¢(s,t) zusammen, die abhéngig von ¢ und s ist.
Es gilt also

(s, t,p) = é(s,t) + e =) log p.
Damit ist

E[Pt’Ps _ p] _ eé(s,t)+e_a(t_s) log p+o2(s,t)/2 __ pe_o‘“_s) . 6é(s,t)+<72(s,1‘/)/2

und im Spezialfall t =n+ 1 und s = n gilt flirn=0,...,N —1
E[P 1| Py = p] = c(n)p

e—OI

Eine weitere Verteilungseigenschaft, ndmlich die Verteilung der bedingten Zuwichse des
Prozesses, ist insbesondere fiir die Simulation des Prozesses wichtig.

Satz 5.1.9
Sei 0 < s < t, dann hat X; — X, gegeben X, = x eine Normalverteilung mit
Erwartungswert

V(Xt _ Xs)

E(X) ~ E(X) + 0\~

(11 — E(Xs))

und Varianz

V(X — X,)(1-p%),

wobei
)= Cov (X, Xs) — V(X5)
V(X — X,)V(X,)
Beweis
Folgt durch Rechnung aus Theorem 2.1.1 Tong [38§]. -

Bemerkung 5.1.10

Da der Preisprozess lognormalverteilt ist, sind die Preise zu jedem Zeitpunkt ¢t >
0 fast sicher positiv. Allerdings, ist nicht auszuschlieften, dass die Wahrscheinlichkeit
P(e(P;) < 0) positiv ist. Es konnte in Simulationen vorkommen, dass zu einem Zeit-
punkt die Forderung e(p) > 0 nicht mehr erfiillt ist. Je nach Parameterwahl ist die
Wahrscheinlichkeit, dass eine solche Situation eintritt, jedoch nahezu Null.

5.2. Simulation und Approximation des
Preisprozesses

Simulation

Zunichst wird die Simulation des Log-Preisprozesses betrachtet. Nach Satz ist,
wenn der Log-Preis zu Zeit s bekannt ist, die Verteilung des Zuwachses bis zur Zeit ¢
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eine Normalverteilung. Daher l&sst sich ein Pfad des Log-Preisprozesses zu N diskreten
Zeitpunkten bei gegebenem Anfangspreis dadurch simulieren, indem nacheinander nor-
malverteilte Zufallsvariablen generiert - mit jeweilig verschiedenen Erwartungswerten
und Varianzen - und diese ,,aneinandergehéngt” werden.

Das Zeitintervall [0, N| wird durch die Zeitpunkte 0,1,2, ..., N diskretisiert, da fiir die
Gasspeicheroptimierung als Zeiteinheit Tage angenommen werden und das Modell dann
dementsprechend angepasst wird.

Die Simulation der Log-Preise zu den Zeitpunkten 0, 1,..., N - also ein Pfad - bei gegebe-
nem Anfangspreis py beschreibt der folgende Algorithmus[I} Die Funktion random.normal
beschreibt die Generierung einer normalverteilten Zufallszahl mit gegebenem Erwar-
tungswert und Varianz.

Algorithmus 1 : Simulation eines Pfades der Log-Preise
Data : Koeffizienten des Preisprozesses und gewiinschte Lange N.
Result : Ein Vektor pfad der Linge N + 1.
pfad[0] = log po:
pfad[l] = random.normal(E(X;), V(X;));
forie{2,...,N} do
= E(X;) — E(X;1) ;

po = E(Xi1);
01 = \/V(Xl) + V(Xz—l) -2 COV(XZ', Xi—l);
oy = /V(Xi1);

_ COV(Xi,Xi_l)—V(Xi_l) .

- Jo102 7

mean = (11 + pZt(pfadli — 1] — p2);

variance = 0,2(1 — p?);

zufallszahl = random.normal(mean, variance);
pfad[i] = pfad[i — 1] + zufallszahl;

end

Betrachtet man den eigentlichen Preisprozess, so ist die Verteilung der ,absoluten®
Zuwichse nicht bekannt, allerdings die Verteilung der ,relativen“Zuwéchse. Aus der
Verteilungseigenschaft von Satz - X, — XXy = x ~ N(,,-) -, erhilt man
eXt=X:| X, =z ~ LN(-,-) und damit

b

P, PsszﬁN(/L,Oj),

wobei 1 der Erwartungswert und o2 die Varianz aus Satz darstellen, mit p = e*.

Ein Algorithmus zur Simulation eines Pfades wiirde demnach dhnlich zu Algorithmus
verlaufen, mit den Unterschieden, dass zum einen die Zufallsvariablen lognormalverteilt
generiert werden und zum anderen die erhaltene Zufallszahl nicht addiert, sondern mul-
tipliziert wird. Bei der Generierung der Zufallsvariablen entspricht mean und variance
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5.2. Simulation und Approximation des Preisprozesses

immer noch den Parametern der Verteilung mit dem Unterschied, dass der Logarithmus
von pfad[i— 1] verwendet wird, jedoch nicht mehr dem Erwartungswert und der Varianz.

Alternativ generiert man einen Pfad der Log-Preise gemaf Algorithmus [I) und wendet
den erhaltenen Vektor komponentenweise auf die Exponentialfunktion an. Das ist die
Vorgehensweise, die in dieser Arbeit zur Simulation der Preispfade verwendet wird.

Sobald man an den Punkt gelangt Pfade des Preisprozesses zu simulieren - oder auch
Algorithmen zur Bewertung eines Gasspeichers zu betrachten -, muss man sich auch mit
der konkreten Parameterwahl beschéftigen. Benth u.a. [4] befassen sich in ,Stochastic
Modelling of Electricity and Related Markets“ in Kapitel 3 unter anderem damit, ein Mo-
dell fiir einen zeitabhéngigen Mean an die Log-Gas-Spot-Preise aus dem UK (National
Balancing Point, NBP) im Zeitraum 2. Februar 2001 bis 24. Oktober 2006 anzupassen.
Die Einheit der Preise ist in pence pro therm gegeben. Ein pence per therm entspricht
0,1 pence per MMBtu (million British thermal unit).

Es wird davon ausgegangen, dass ein Betrachtungszeitraum von einem Jahr 250 soge-
nannte Trading Tage enthélt. Die saisonale Komponente im Mean wird daher mit einer
Periodizitat von 250 modelliert. Insgesamt werden der Trend und die saisonale Kompo-
nente modelliert durch

w(t) = ag + ast + ag cos(2m(t — asz)/250). (5.5)

Mittels einer kleinsten Quadrate Methode passen Benth u.a. [4] die Parameter an die
oben genannte Daten an und schétzen wie folgt (vgl. Tabelle 5.1. in [4]); ¢ = 0 entspricht
hier dem ersten Trading Tag im Februar,

ao‘ ai ‘ ) ‘CL3
2.69 | 0.0007 | —0.234 | 118.1 °

Benth u. a. [4] schdtzen ebenfalls den mean reversion Faktor « aus den oben genannten
Daten und erhalten

a =0.073. (5.6)

De Jong u. Walet [24] nehmen hingegen eine mean reversion Rate von 0.0678 an, die an
Daten des Zeebrugge Hub angelehnt ist.

Die Modellierung einer zeitabhangigen Volatilitdt gestaltet sich problematisch, da in
der Literatur, zum Beispiel [4, Bl 24], die Volatilitdt hdufig als konstant oder stochas-
tisch angenommen wird. Daher wird in der vorliegenden Arbeit, fiir Simulationen und
die Durchfiihrung der Algorithmen aus Kapitel [6] der Spezialfall konstanter Volatilitét
betrachtet, die Benth u.a. [4] auf

5 = 0.072 (5.7)

schétzen. Zum Vergleich: de Jong u. Walet [24] verwenden eine konstante Volatilitit von
0.084.
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5. Ein mean-reverting Modell zur Modellierung des Gas-Spot-Preises

Diese Schitzer bilden den Ausgangspunkt folgender Simulationen und bilden auch die
Grundlage der Durchfiihrung der Algorithmen in Kapitel [/} Dennoch wird in Kapitel
[7 der Einfluss insbesondere der Parameter o und o diskutiert, die ausgehend von oben
genannten Schitzern variiert werden.

Die Schaubilder [5.1] und zeigen zum einen 5 und 150 Pfade des Modells mit oben
genannten Parametern der Log-Preise bzw. der Preise im zeitlichen Verlauf. Das obere
Bild zeigt jeweils einzelne Pfade, um mdgliche Verldufe des Preises zu veranschaulichen,
das untere Bild soll die Struktur, insbesondere das ,Folgen“ des zeitabhéngigen Mean
verdeutlichen, der zur visuellen Unterstiitzung griin eingezeichnet ist. Als Preis zu Be-
ginn wurde py = e*? gewihlt.

Um einen kurzen Einblick dariiber zu geben, wie sich die Struktur des Prozesses mit zeit-
abhéangiger Volatilitidt verdndert, zeigt Abbildung 150 Simulationen der Log-Preise
(oben) und der Preise (unten) mit einer Volatilidt von o(t) = 0.072 + 0.02 sin(27t/250).

’ A Q/vml\ W
o \A 7~ ‘,"l ‘\ \ .\"\
® 't () ‘«.“’V?\“ Mg N / I /
\¥ ,f A\ \IA/‘"',‘ v\h‘v v*xﬁ I‘

< WW/ { "' W ~AGA Vo \"
A \ VoW

0 50 100 150 200 250

(I) SIO 1(I)O 1;0 2(I)0 Z;O

Abbildung 5.1.: 5 bzw. 150 simulierte Pfade der Log-Preise im zeitlichen Verlauf mit
N =250
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Abbildung 5.2.: 5 bzw. 150 simulierte Pfade der Preise (in pence/therm) im zeitlichen
Verlauf mit N = 250

35

3.0
|

25

2.0

30

15 20

10

0 50 100 150 200 250

Abbildung 5.3.: 150 simulierte Pfade der Log-Preise (oben) bzw. Preise (unten) im zeit-
lichen Verlauf mit N = 250 und zeitabhéngiger Volatilitét
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5. Ein mean-reverting Modell zur Modellierung des Gas-Spot-Preises

Approximation

A binomial approximation to a diffusion is defined as “computationally sim-
ple” if the number of nodes grows at most linearly in the number of time
intervals.“[28]

Nelson u. Ramaswamy [28] beschreiben eine Methode, mit der Diffusionsprozesse durch
einen rekombinierenden Binomialbaum der Art approximiert werden, dass die Folge der
Binomialprozesse unter gewissen Voraussetzungen schwach gegen die Diffusion konver-
giert.

Im Folgenden wird zunéichst am Beispiel des Log-Preisprozesses ({5.3)), der einen Diffusi-
onsprozess darstellt, die Konstruktion des Binomialbaums erldutert, spater werden dann
in Bemerkung einige der Voraussetzungen unter denen schwache Konvergenz gilt,
genannt.

Ausgangspunkt ist ein Diffusionsprozess, der folgender stochastischen Differentialglei-
chung folgt

dXt - ﬁ(t, Xt)dt + 5(t, Xt)dBt,

wobei ji(t,z), o(t,z) > 0 den momentanen Drift und die momentane Standardabwei-
chung darstellen; X ist konstant. In der Situation der Log-Preise ist also

filt, x) = alu(t) - o),
o(t,z) =o(t).

Gegeben sei nun das Zeitintervall [0, 7], das in n dquidistante Teilintervalle der Lénge

At = T/n unterteilt wird. Es wird dann der Prozess (Ya:(t)):>o betrachtet, der ei-

nem Binomialschema folgt, das heiftt zwischen den Intervallknoten 0, At,2At, 3A¢, ...

der Unterteilung konstant ist und an diesen mit einer Wahrscheinlichkeit ¢ nach oben

bzw. ¢* = 1 — ¢' nach unten springt. Die Wahrscheinlichkeiten der ,Up“ bzw. ,Down“-

Bewegung, sowie die Sprunghdhen selbst, hdngen - neben At - von der Zeit und dem
aktuellen Wert des Prozesses ab. Es seien also

ah, (v, Atk) mit 0 < g, (y, Atk) <1,
Y, (y, Atk), Y1, (y, Atk) mit — oo < Yi,(y, Atk) < Y1, (y, Atk) < oo,

Funktionen auf R x [0,00). Die Bedingungen an die Funktionen gelten fiir alle y € R
und k& =0,1,...,n. Der stochastische Prozess (Ya:(t)):>0 ist gegeben durch

YAt(O) = X07

Yau(t) = Yar(kAt), kAt <t < (k+1)At,

PYar((k + 1)At) = Y, (Yar(kAt), KAL) kAL, Yar (kAH)] = qp,(Yar(kAL), Atk),
P[Yar((k + 1D)AL) = Y (Yar(kAL), kA kAL, Yay(kAL)] = gk, (Yar(kAL), Atk).

Abbildung [5.4] zeigt die Struktur, die der Binomialprozess beschreibt, sowie die spezielle
Struktur, die durch die Konstruktion entstehen soll. Dieser Prozess wird so konstruiert,
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5.2. Simulation und Approximation des Preisprozesses

dass man bei einer ,Up“- und dann ,,Down“-Bewegung den gleichen Wert des Prozesses
erreicht, wie bei einer ,,Down“- und dann ,,Up“-Bewegung.

+ 4 / Ygt(yla At)
YA, (%0,0) =: 14

X (o N \
N
aph A, (QIT, Ay

YA, (y1, At) = YR, (41, At)

YA:(0) =: v Ab
At( ) Yo q/‘bt&yx.’b\

1\

Abbildung 5.4.: Generelle Struktur des Binomialbaums

Yit (yfv At)

Damit der Prozess (Ya:(t)):>o in Verteilung gegen (X;) konvergiert, muss der Binomial-
prozess auferdem so konstruiert werden, dass der lokale Drift pa:(y,t) definiert durch

Cah (YA, ) — ) + iy, ) (YR (3, 1) — )
pac(t,y) = A7

und das lokale zweite Moment 03, (y,t) definiert durch

Cah )Y (0, ) — )2+ gk, (y ) (YR, (v, 1) — )2
UAt(ta y) - At )

wobei t* = At|t/At], gegen 1t und o in folgendem Sinne konvergieren.

Fiir jedes T'> 0 und § > 0 gelte

lim su t,y) — u(t,y)| =0,
A, sup |a(t, y) — Aty y)|
0<t<T

. 2 ~2
Jlim sup oAt y) —3°(ty)| = 0.
0<t<T

Die Forderung der Rekombiniertheit des Baumes, macht es nicht moglich, die intuitive
Wahl Yg{i(y, kAt) = y £/ Ato(kAt) zu verwenden. Um zunichst die Zeitabhiingigkeit
der Volatilitdt zu umgehen, wird eine Transformation H(x,t) des urspriinglichen Pro-
zesses betrachtet, die zweimal differenzierbar in x und einmal in ¢ sein soll. Man erhilt
mit der Itd-Formel

dH(Xt,t) = (a(,u(t) — Xt)w + %U%t)a I‘Ia(;gt,t) n aH(a)t(t,t)) i
OH (X, 1)
<0( ) ) dB,
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5. Ein mean-reverting Modell zur Modellierung des Gas-Spot-Preises

Damit die Volatilitat des transformierten Prozesses (H(Xy,t)); > 0 konstante Volatilitét

hat, wahlt man H so, dass
H(X;,t
(WM) dB, = dB,
ox

gilt; und zwar

x
Die Dynamik von (H(X¢,t))i>o ist dann gegeben durch
_ (alp®) —Xy) Xy Oo(t)
dH (X, t) = ( @) () ot dt + dB,
_ (au(®) Xy Oo(t)
= ( U(t) OdH(Xt, t) 0'2(t> ot dt + dBt

So lassen sich die Knoten eines rekombinierenden Binomialbaums fiir (H(X;,t)) wie in
Abbildung [5.5 gezeigt konstruieren.

o h+nVAt
| “h+(n—2)VAt
h+2\/§
/
h+ VAt
h/ \"h"
h— VAt
\
h—2\/_A7
h—(n—2)VAt
h — nvAt

Abbildung 5.5.: Struktur des Binomialbaums fiir die Transformation

Ausgehend von H wird nun riicktransformiert durch
X(h,t) ={x: H(x,t) = h},

was zur Konstruktion des Binomialbaums des eigentlichen Prozesses verwendet wird. Es
ist dann

V3, (ht) = X(h+ VALt + At) = (h+ VAo (t + At),
Vi, (h,t) = X(h — VALt + At) = (h — VAo (t + At).
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5.2. Simulation und Approximation des Preisprozesses

Mit
o) = Atat) = X(h1) + X(ht) - Y, (h,t)
S Vi, (h,t) — YA, (h,t)
_ Ata(u(t) = o(t)h) + o(t)h — (h— VAR o(t + VAT

2v/Ato(t + At)

erhalt man

qgt(h, t) = max (O,min (1, qgt(h7 t))) , qit(h, t)y=1- qgt(h,t).

Satz 5.2.1
Unter gewissen Voraussetzungen (vergleiche Nelson u. Ramaswamy [28]), konvergiert
der wie oben konstruierte Binomialprozess schwach gegen (X;) fiir At gegen 0.

Beweis
Vergleiche Theorem 2 in Nelson u. Ramaswamy [28]. n

Bemerkung 5.2.2
Einige wichtige Voraussetzungen fiir Satz |5.2.1| sind Voraussetzungen an den Drift und

die Volatilitit. Ubertragen auf das betrachtete Beispiel bedeuten diese unter anderem
e i sei stetig
e o sei stetig, positiv und zweimal differenzierbar.

Fiir alle weiteren Voraussetzungen wird auf den oben genannten Artikel verwiesen.

Es wird im Folgenden angenommen, dass insbesondere die Voraussetzungen aus Bemer-
kung erfiillt sind.

Die Generierung des Baumes der Log-Preise erfolgt gemifs Algorithmus [2 Die Knoten
der Bewegungen des Prozesses, sowie die ,,Up“- und ,,Down“-Wahrscheinlichkeiten werden
in Matrizen gespeichert. Da das Intervall [0, T in n dquidistante Teilintervalle der Lange
At zerlegt wird, sind die Knoten-Matrix X von Dimension (n + 1) x (n 4 1) und die der
jeweiligen Wahrscheinlichkeit Up und Down von Dimension n x n. Der Eintrag X[j, k| der
Matrix X enthélt den Log-Preis bei j ,,Down“-Bewegungen und k—j ,,Up“-Bewegungen des
Log-Preises. Der Eintrag Up[j, k| der Matrix Up enthélt die Wahrscheinlichkeit bei einem
Log-Preis von X[j, k] im néchsten Schritt ,nach oben zu springen®, der Eintrag Down|[j, k]
enthélt dementsprechend die Wahrscheinlichkeit einer ,Down“-Bewegung. Damit befin-
den sich keine Eintriige unterhalb der Diagonalen der Matrizen (obere Dreiecksmatrix).
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5. Ein mean-reverting Modell zur Modellierung des Gas-Spot-Preises

Algorithmus 2 : Generierung des Binomialprozesses der Log-Preise
Data : Koeffizienten des Preisprozesses, Endzeit T, gewiinschte Anzahl an
Intervallen n.
Result : Drei Matrizen X, Up und Down.

At = %;
X[Oa O] = 10gp07
H[0, 0] = X0,

o(0) ?
for j€{1,...,n} do
for k€ {j,...,n} do
H[j, k] = H[0,0] + (k — 27)VAt;
X[j, k] = H[j, k] + o (kV A VAL
end
end
for ke{l,...,n—1} do
for j € {1,...,k} do

Up[j, k] _ Am(u(k\/ﬁz’;:j-[ﬁﬁ]))(—‘{j)ﬂ{:ll?;j]([j+17k+1});
if Up[j, k] <0 then
| Uplj, k] =0;
end
if Up[j, k] > 1 then
| Up[j,k] =1;
end
Downlj, k] = 1 — Upl[j, k];
end
end

Hat man so den approximierenden Binomialbaum fiir den Log-Preisprozess generiert,
verfahrt man dhnlich wie im vorherigen Teilabschnitt Simulation, um einen Binomial-
baum fiir den eigentlichen Preisprozess zu erhalten. Man wendet auf jeden Eintrag der
erhaltenen Matrix X die Exponentialfunktion an.

In den beispielhaften Schaubilder soll unter anderem veranschaulicht werden, wie sich
die Dimension insbesondere der Matrix X und dadurch auch P = exp(X) verkleinern
lasst, indem man Pfade, die Wahrscheinlichkeit 0 haben, nicht beriicksichtigt. So wird
auch die Anzahl der Rechenknoten reduziert, die bei der Durchfithrung von Algorithmen
beriicksichtigt werden miissen (vergleiche Kapitel .

Fiir die folgenden Schaubilder werden die Parameter wie im Simulationsteil dieses Kapi-
tels, vergleiche Abbildungen und verwendet. Das Intervall [0, N], mit N = 250,
wird unterteilt in N Teilintervalle der Lange 1, jedes Teilintervall entspricht also einem
Trading Tag. Die Abbildungen stellen somit die Binomialbdume dar, auf denen unter
anderem in Kapitel [/ der Algorithmus aus [6.2] durchgefiihrt wird.
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5.2. Simulation und Approximation des Preisprozesses

Schaubild |5.6|zeigt das komplette Gitter, das bei der Berechnung der Matrizen X (oben)
und P (unten) entsteht. Zum Vergleich zeigt nur die jeweiligen Knoten, die mit
positiver Wahrscheinlichkeit erreicht werden. Auferdem sind jeweils 150 simulierte Pfade
(bunt) dargestellt, sowie der zeitabhingige Mean, zur Veranschaulichung der Struktur
des approximierten Prozesses.
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Abbildung 5.6.: Knotennetz des Binomialprozesses der Log-Preise und Preise im zeitli-
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Abbildung 5.7.: Relevantes Knotennetz (schwarz) des Binomialprozesses der Log-Preise

und Preise mit Simulationen (bunt) im zeitlichen Verlauf

99



5. Ein mean-reverting Modell zur Modellierung des Gas-Spot-Preises

Die Schaubilder und veranschaulichen den Einfluss einer zeitabhéngigen Volati-
litdt, indem sie die Knoten des Binomialbaumprozesses, sowie simulierte Pfade (bunt)
zeigen, dhnlich Abbildung [5.6) und [5.7] fiir konstante Volatilitat.
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Abbildung 5.8.: Knotennetz des Binomialprozesses der Log-Preise und Preise mit zeit-
abhéngiger Volatilitdt im zeitlichen Verlauf

o
< 7] OO ‘N.Hun
.o. Mo,.’.mmnm.. , o ‘u“‘\“ 5

0 | 0.. . .é‘.’.’0‘0‘0’0’0’0:00‘:“0::‘:“0“:‘ ““‘ ““““ s“\\s\:‘s:\\\\“\“ 3““‘3‘3333‘3‘:“:“‘ ‘n"“.,‘, ,",',,' ,' ';'

m % e o“o‘. i “ u“ R ‘s.‘»2':~:'=°=:~:~:'~4" i
w o “ “0““‘& :‘\“\v““‘s\‘\:’:\s‘s“‘\:‘: g‘:su XX !
o m 7| \\‘\‘\
o
| Q'
o v | QA ﬁﬁ"o “ ,l,
e o W N c'u‘l:':". :{'o'l,'t,'o, 'o,'
S O ,00 .’.’"’.’.0"M§0‘0:“ N0 o‘ i 6 o::o2o20203:302020302"'4:3;:.E:'i','Z:, "::,',:: :E:

N ."ow O o‘o’ooooom’o‘o‘o‘o‘o‘.‘&m ‘m‘.‘.mu

o ..m‘ RN RN
2 L i
-
T T T T T T
0 50 100 150 200 250

o _|

©

3 0 il

j "‘o‘o‘o‘o’o‘o‘o‘o‘o‘o‘.‘.:“‘0‘00‘.‘.“ iy

e Mo m ‘.‘o‘o‘o‘o’o’o‘o‘o‘o‘o‘“ ““ m ‘\\‘
2 0'0 00‘ “ m “ H ‘ “‘ ‘ 0“0‘0‘0‘0‘0‘0000 N
< 8 . V \“’““‘ ‘0 “\‘\‘\ \\ \ n\ “ “““““:‘.’.’%N "" " "V’"

OH \\‘NN ‘\“‘\‘\‘\‘\‘ \‘\ “.‘..,m‘.‘.‘u, 0.0.. :,:, ,: ,,
Mm “o\\“ R o
Q& O \\ “é‘ X w
A ' DX

o _|

—

o

0 50 100 150 200 250

Abbildung 5.9.: Relevantes Knotennetz (schwarz) des Binomialprozesses der Log-Preise
und Preise mit Simulationen (bunt) mit zeitabhingiger Volatilitdt im
zeitlichen Verlauf
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Vorstellung der Algorithmen zur
Gasspeicherbewertung

Aufbauend auf dem gewéhlten Preismodell lassen sich konkrete Algorithmen zur Berech-
nung beziehungsweise Schitzung des Gasspeicherwertes konstruieren. Die Formulierung
als Stochastisches Dynamisches Programm und die Bellman-Gleichung liefern dabei die
Grundlage. Ausgangspunkte oder Ideen stammen héufig aus der Optionspreisbewertung,
im Speziellen der Bewertung Amerikanischer Optionen, so wie zum Beispiel beim soge-
nannten LS-Algorithmus.

Im ersten Teil des Kapitels wird die grundlegende Struktur aller Algorithmen bespro-
chen und auf die zentrale Frage hingewiesen, wie der Continuation Value zu berechnen
ist. Es folgt die Beschreibung mehrerer Algorithmen zur Gasspeicherbewertung, zum
einen ein Binomialbaum-Algorithmus basierend auf der Approximation von Kapitel
zum anderen Monte Carlo Algorithmen basierend auf der Simulation von Kapitel
Dabei werden Varianten eines Monte Carlo Algorithmus diskutiert. Im letzten Teil wer-
den Methoden vorgestellt, die zur Schatzung einer oberen Schranke des Gaspeichwertes
verwendet werden kénnen.

6.1. Die grundlegende Struktur der Algorithmen
unter Verwendung der Struktur der optimalen
Politik

Beschreibung der Basisstruktur

Bevor in den folgenden Teilkapiteln spezielle Algorithmen vorgestellt werden, soll zu-
nachst in diesem Teilkapitel die grundlegenden Struktur der Algorithmen diskutiert
werden.

Der Riickwirtsinduktionsalgorithmus aus Kapitel 2| liefert das Vorgehen zur Berechnung

des Speicherwerts Vy und ist somit auch die Basis jedes Algorithmus. Dieser Basisalgo-
rithmus berechnet sowohl die Wertefunktion V,, zu jedem Zeitpunkt n € {0,1,..., N},
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6. Vorstellung der Algorithmen zur Gasspeicherbewertung

als auch eine optimale Strategie. Da Satz [4.3.4]jedoch die Struktur der optimalen Politik
in dem betrachteten Modell bereits liefert, vereinfacht sich das Vorgehen.

Bemerkung 6.1.1

Die nachfolgenden Betrachtungen basieren auf dem Preismodell aus Kapitel [5, das heifst
ohne regime switching Komponente. Es ist dennoch zu bemerken, dass die grundlegende
Struktur sich durch eine solche Komponente nur geringfiigig dndert.

Es muss allerdings gewéhrleistet sein, dass ein geeignetes, den jeweiligen Preisprozess
approximierendes, Gitter in der Preisdimension erzeugt werden kann.

Zur Veranschaulichung, der im folgenden beschriebenen Bassistruktur, dient Abbildung
6.1l Die Pfeile beschreiben for-Schleifen.

Es wird davon ausgegangen, dass sowohl das Intervall [b™® b™2%] welches das jeweilige
Speichervolumen (z) angibt, als auch der Wertebereich des Preisprozesses P in geeigne-
ter Form diskretisiert sind. Fiir die Diskretisierung in der Preisvariablen p werden zum
Beispiel die Methoden aus Kapitel verwendet. Zu beachten ist, dass bei der Verwen-
dung dieser Methoden, das Gitter in p zeitlich variiert. Das bedeutet, dass beispielsweise
das Gitter zur Zeit n zu dem Gitter zur Zeit n 4 1 (fast sicher) verschieden ist.

In einem ersten Schritt wird die Wertefunktion Vy zum Zeitpunkt N fiir jedes x und
p im jeweiligen Gitter ausgewertet. In der Zeit riickwirtsgehend, gekennzeichnet durch
den orangenen Pfeil, werden fiir jedes n € {N —1,...,0} und fiir jedes p, gekennzeichnet
durch den roten Pfeil, folgende Operationen durchgefiihrt. Zunéchst werden die Strate-
gieschranken b, (p) und b, (p) berechnet. Hierzu muss U, fiir alle x berechnet werden, um
die gesuchten Maximisatoren der Optimierungsprobleme zu finden. Zuletzt wird dann
die optimale Strategie gemaft Satz bestimmt und der gewiinschte Wert V,, fiir alle
T ausgewertet.

%
Berechne Vy(z,p) = hn(z,p) Vo |[Vp
d
pa— %
Berechne b, (p), bn(p) durch:
ma Uy(z,p) — k
- (z,p) — k(p)z
a Un(z,p) —
L, (z,p) —e(p)z
Berechne
min(by (p) — @, 8% (x)), b <z < b,(p), i
max (b (p) — z, 05" (), ba(p) <z < b vz
und
Va(@,p) = hn(p, f3) + Un(z + f5, D)

Abbildung 6.1.: Grundlegende Struktur der Algorithmen

102



6.1. Die grundlegende Struktur der Algorithmen

Ist man lediglich am Wert des Gasspeichers, das heifst an V{, interessiert, so ist es nicht
notig V, fiir alle z, p und n in einem Array zu speichern, es wiirde gentigen V,, fiir alle x
und p zu speichern und im néchsten Schritt mit V,,_; zu iiberschreiben. Genauso verhélt
es sich mit den Strategieschranken. Ist man an ihnen nicht weiter interessiert, kann man
Speicherplatz sparen, indem man sich jeweils nur die zwei Werte b und b ,merkt und
dann immer wieder iiberschreibt.

Da in Kapitel [7junter anderem die Strategieschranken, die letztendlich auch die Struktur
der optimalen Politik angeben, untersucht werden, sind die Algorithmen, die in den fol-
genden Teilkapiteln beschrieben werden, so implementiert, dass diese Werte gespeichert
werden. Hierfiir werden hiufig die Strategie-Schranken fiir alle p bestimmt, bevor die
optimale Strategie und die Wertefunktion berechnet werden. Allerdings muss in diesem
Fall auch U, fiir alle x und p in einer Matrix gespeichert werden, im anderen Fall wire
es lediglich ein Vektor in x, der im néichsten Schritt wieder iiberschrieben werden kann.
Dennoch héngt es stark von der Berechnung von U, - und auch von der Programmier-
sprache - ab, inwiefern dies einen Nachteil darstellt.

Aus Abbildung [6.1] ist das zentrale Problem zu erkennen, das sich bei der Entwicklung
geeigneter Algorithmen stellt:

Wie berechnet sich U, (z,p) = E[V,11(x, Pyy1)| P, = p]?

Alle anderen Gréfen im Algorithmus sind gegeben, so zum Beispiel die Gitter in x, p und
n, die Gewinnfunktionen h,, und hy, sowie die Preisfunktionen £ und e , oder lassen sich
aus U,, berechnen, so wie b und b, die optimale Politik f* und auch die Wertefunktion V/,.

Die in den folgenden Unterkapiteln beschriebenen Algorithmen unterscheiden sich also
im Wesentlichen in der Berechnung von U,,.

Bevor nun die Ansétze zur Berechnung von U, erlautert werden, wird noch das Potential
dieser Basisstruktur im Vergleich zur Verwendung des ,normalen® Riickwartsalgorithmus
aus Kapitel [2|in der grundlegenden Berechung der Wertefunktion und auch im Fall, der
zusitzlichen Speicherung von b und b beschriebenn.

Potential der Algorithmen unter Verwendung der Struktur der optimalen Politik

Betrachtet man zum Vergleich zur oben beschriebenen Struktur der Algorithmen, die
Struktur, die man erhilt, wenn man nicht die Struktur der optimalen Strategie verwen-

det, so wiirde in Abbildung [6.1] der zweite Block wie in Abbildung [6.2] aussehen.
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Pl
Berechne

Dy () = [max(d™ — z, ™% (z)), min(b™* — z, M2 (z))]
und Va |[VP

Vo(z,p) = aenll)a?z) {hn(p,a) + Uy(x + a,p)}

Abbildung 6.2.: Grundlegende Struktur der Algorithmen ohne Verwendung der Struktur
der optimalen Strategie

Man miisste demnach fiir jedes = zuerst das Intervall D,, bestimmen und dann die Op-
timierung durchfithren. Vorteilhaft ist, dass hier die Optimierung (meist) iiber weniger
Gitterpunkte erfolgt und U, (-, p) nur fiir die méglichen zukiinftigen Zustande berechnet
werden muss. Allerdings ist diese Berechnung fiir jedes x durchzufiihren und da a = 0
immer zuléssig ist, wertet man am Ende doch U, (-, p) fiir jedes x aus. Es ist jedoch mog-
lich, dies in einer Weise zu tun, dass weniger Speicherplatz benotigt wird, indem bereits
berechnete Werte weiterverwendet und nicht mehr beno6tigte Werte wieder iiberschrie-
ben werden. Dennoch bleibt h,, fiir alle zuldssigen Aktionen a fiir jedes = auszuwerten.

Beim Vergleichen der beiden Abbildungen und ist zu erkennen, dass die Verwen-
dung der Struktur der optimalen Politik eine Entkopplung der Berechnung von U, und
V,, mit sich bringt. Dies wire selbstverstédndlich auch im urspriinglichen Algorithmus
moglich, jedoch geht dann der im vorigen Abschnitt beschriebene Speichervorteil wieder
verloren.

Des Weiteren haben die Algorithmen mit Verwendung der Struktur der optimalen Po-
litik das Potential fiir eine weitere Entkopplung. Es konnen die Strategie-Schranken b,
und b, gleich fiir alle p berechnet werden, bevor man die optimale Strategie f* und den
Wert V,, fiir alle  und p ermittelt. Dies geschieht zwar zu Lasten von Speicherplatz,
dennoch macht es keinen Unterschied, wenn die Strategie-Schranken zu weiteren Unter-
suchungen beziiglich der optimalen Strategie gespeichert werden.

Somit ergeben sich bereits auf den ersten Blick - ohne detaillierte Betrachtung der Al-
gorithmen - mehrere Parallelisierungsmoglichkeiten. Es ldsst sich zum Beispiel U, (-, p)
fiir jeden Wert z parallel berechnen, genauso wie die optimale Strategie f* und die
Wertefunktion V,,(-,p). Je nach Dimension der Gitter in  und p und Beschaffenheit
des Rechners lédsst sich zusdtzlich durch die beschriebene Entkopplung der Strategie-
Schranken noch in p parallelisieren.

Verwendet man die Statistik-Software R, so ist es von Vorteil mit Vektoren und Matri-
zen anstelle der for-Schleifen zu arbeiten. Die beschriebene Entkopplung hilft auch hier.
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6.1. Die grundlegende Struktur der Algorithmen

Grundlegendes Vorgehen verbunden mit der Gitterdiskretisierung

Im abschlieenden Abschnitt dieses Teilkapitels wird besprochen, wie Probleme, die im
Zusammenhang mit der Gitterdiskretisierung entstehen, in allen folgenden Algorithmen
behandelt werden.

Sobald mit einem Diskretisierungsgitter im Speicherstand x gearbeitet wird und Funk-
tionen von dieser Variablen auswertet werden, stellt sich die Frage, wie reagiert wird,
wenn die Gitterpunkte nicht wieder getroffen werden.

Zum einen ist dies bei der Berechnung méglicher zukiinftiger Zustiinde durch x + ™" (z)
und x + ¥ (z) der Fall. Wenn die optimale Strategie ™" (x) oder i™*(x) ist und der
neue Zustand z +i™"(z) oder z + ™% (z) berechnet wird, ist es nicht unbedingt gewéihr-
leistet, dass ein Gitterpunkt getroffen wird.

Zum anderen wird in der Berechnung der Strategie-Schranken b, (p) und b, (p) das Ma-
ximum eines Vektors bestimmt bzw. die Stelle an der, der Vektor maximal wird. Es ist
moglich, dass zwei Werte des zu maximierenden Vektors gleich sind. In dem Fall muss
entschieden werden, welcher dieser Werte zur Berechnung der Strategie-Schranken ver-
wendet wird.

Die Vorgehensweise in diesen Féllen ist in nachfolgender Bemerkung zusammengefasst
und die Bezeichnungen werden eingefiihrt, die in den Algorithmen der Kapitel und
folgende, verwendet werden.

Bemerkung 6.1.2

a) Der Vektor x gebe eine Diskretisierung des Speicherstandes an, wobei x[j], den
J-ten Eintrag bezeichne.
In dieser Arbeit wurde festgelegt, in dem einen Fall, dass = + i™®(x) bzw. = +
iM% (z) keinen Gitterpunkt treffen, den nichstgroferen bzw. nichstkleineren Git-
terpunkt zu verwenden, sodass der jeweilige entstehende neue Zustand im Inter-
vall [z + 2% (x), z + i (z)] liegt. Der jeweilige Index dieser Gitterpunkte wird
im beschriebenen Algorithmus mit j.min bzw. j.max bezeichnet. Die Funktion
berechnung.index. jneu berechnet diese Indizes in Abhéngigkeit des aktuellen
Speicherstands und gibt als erste Komponente j.min und als zweite j.max zu-

riick.

b) In dieser Arbeit wurde angenommen, dass man bei der Berechnung von b,(p) -
Maximierung von U,(x,p) — k(p)x in = - den kleineren Index und bei der Berech-
nung b, (p) - Maximierung von U, (z,p) — e(p)z in z - den grékeren Index nimmt.
Tendenziell wird also der Bereich, indem nichts unternommen wird, vergrofert.
Es ist dennoch zu bemerken, dass dieser Fall selten auftritt. Mit index.b.u bzw.
index.b.o werden die Indizes bezeichnet, an denen der jeweilige Vektor maximal
wird. Die Grenzen selbst sind also x[index.b.u] bzw. x[index.b.o]. Es wird mit
berechnung.index.max eine Funktion bezeichnet, die den Index eines Vektors be-
stimmt, an dem der Vektor maximal wird. Aus Lesbarkeitsgriinden wird auf eine
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Unterscheidung der oben beschriebenen Fille verzichtet.

Tatséchlich werden in den Algorithmen zunéchst die - unter anderem - moglichen neuen
Zustinde x + ™" (z) und x + ™ (z), sowie die Strategie-Schranken b, (p) und b,(p),
bestimmt und dann die optimale Strategie berechnet.

Bemerkung 6.1.3

In den Algorithmen wird vielmehr der Index des Zustands bestimmt, den man un-
ter Verwendung der Struktur der optimalen Strategie erhalt. Dieser Index wird mit
index.fstar bezeichnet, das heifst der nichste Zustand ist x[index.fstar]. Befindet
man sich in Zustand x[j], so ist die optimale Strategie x[index.fstar]-x[j]. Es wird
mit berechnung.index.fstar die Funktion bezeichnet, die in Abhéngigkeit von Preis
und Zustand (und Zeit) diesen Index bestimmt. Algorithmus [3| zeigt den Verlauf dieser
Funktion.

Algorithmus 3 : Funktion berechnung.index.fstar

Data : j, index.b.u, index.b.o, j.min,j.max
Result : index.fstar

if j < index.b.u and index.b.u < j.max then
index.fstar = index.b.u ;

else if j < index.b.u and index.b.u > j.max then
index.fstar = j.max;

Ise if j > index.b.o and index.b.o > j.min then

)

index.fstar = index.b.o;

Ise if j > index.b.o and index.b.o < j.min then

o)

index.fstar = j.min;

else
| index.fstar = j;
end

6.2. Ein Binomialbaum-Algorithmus

Der ,Binomialbaum-Algorithmus“ unterstellt, dass der Preisprozess, wie im Approxima-
tionsteil von Kapitel [5.2] beschrieben, durch einen Binomialprozess approximiert wird.

In diesem Fall ist es bestimmend, welche Unterteilung fiir das Intervalls [0, N] gew&hlt
wird. Da die Wertefunktion des Gasspeicherproblems an diskreten Zeitpunkten ausge-
wertet werden soll, wird davon ausgegangen, dass At < 1 gilt. Auferdem soll ein [ € N
existieren, sodass [ - At = 1 gilt. Damit kann die Zufallsvariable P, ,; bedingt unter
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P, = p, | verschiedene Werte pflpjrll), ..., p"" annehmen und U, berechnet sich als

l
Un(,p) = E[Voi1 (@, Paii)| Po = p) = > Vs (@, p07)) - P(Pasa = p720 [P, = p).

Jj=1

(6.1)

Da es sich um einen rekombinierenden Binomialbaum handelt, erhilt man zum Zeit-
punkt n maximal 1 + [ - n md&gliche Preise - und damit Gitterknoten in p. Allerdings
ist zusitzlich zu beachten, dass wie in Kapitel gesehen, einige Pfade - und damit
Knotenpunkte - die Wahrscheinlichkeit 0 besitzen und somit in der Auswertung nicht
beachtet werden miissen.

Im Folgenden werden die zwei Spezialfille [ = 1 und | = 2 betrachtet. Aus diesen ist
erkennbar, wie der Algorithmus fiir allgemeines [ umzusetzen ist. In Kapitel [7] werden
die Féllel =1, [ =2, | =3, | =4 und [ = 5 dann genauer untersucht.

Die Basisstruktur aus Abbildung bildet die Grundlage der Algorithmen und soll als
Ubersicht dienen. Ersetzt man hier U,(z,p) durch den Ausdruck in mit [ = 1
bzw. | = 2, so erhélt man die Struktur des Algorithmus am Binomialbaum, auf der die
folgenden detaillierte Beschreibung aufbaut.

Beschreibung des Binomialbaum-Algorithmus im Spezialfall At =1

Betrachtet man die Generierung der Matrizen P = exp(X), Up, Down, so fillt auf, dass
die Eintrage unterhalb der Diagonalen nicht besetzt sind. Sie werden mit sogenannten
NA(=not available) gefiillt. Auferdem sind die Eintrdge in P ,unnétig, die eine Errei-
chungswahrscheinlichkeit von Null besitzen. All diese Eintrédge werden im Vorfeld mit-
tels einer Abfrage durch NA ersetzt. Nun ldsst sich die Dimension der Matrix P insofern
verkleinern, als dass alle Zeilen mit ausschliefslich NA-Eintragen geloscht werden. Die
Matrix P ist somit nur noch von der Dimension dim.p x (N + 1) und es wird weni-
ger Speicherplatz bendtigt. Aufgrund der Struktur der Matrix werden allerdings nur
suntere® Pfade geloscht. Um dennoch diesen Vorteil auszunutzen, werden zwei Indizes
index.u und index.o definiert, welche die Zeilen der Spalte P[,t] der Matrix P be-
schreiben, in der zum ersten bzw. zum letzten Mal ein numerischer Eintrag (ungleich
NA) steht. Es ist zu beachten, dass P[,¢] die (¢ + 1)-te Spalte der Matrix P beschreibt.
Die Indizes werden fiir jede Zeit ¢ durch die Funktionen berechnung. index.unten bzw.
berechnung.index.oben abhingig von der Spalte P[,¢] berechnet. Damit ist auch der
Wert des Speichers NA, wenn der zugehorige Preis NA darstellt.

Das Gitter des Speicherzustandes sei gegeben in einem Vektor x der Liange G.
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Algorithmus [] beschreibt das Vorgehen im Fall At = 1. Der Wert des Speichers wird in
einem dreidimensionalen Array Wert der Dimension (N + 1) x G X dim.p gespeichert.
Der Eintrag Wert|[t, j, m] entspricht V;(x[j], P[m, t]). Die Strategie-Schranken sollen eben-
falls gespeichert werden, und zwar in den (N — 1) X (dim.p — 1)-Matrizen b.unten und
b.oben. Hier entspricht der Eintrag b.unten[t, m] dem Wert b,(P[m, t]) und b. obenlt, m|
entsprechend b, (P[m, t]).

Es wird davon ausgegangen, dass die Funktionen berechnung.index.max,
berechnung.index. jneu und berechnung.index.fstar, die in Bemerkung und
Bemerkung beschrieben sind, bereits implementiert sind und zur Verfiigung stehen.

Die Besonderheiten der einzelnen Algorithmen sind blau hervorgehoben. Beispielsweise
sind das wichtige Zeilen, die sich zentral von denen in den andern Algorithmen unter-

scheiden oder hinzugefiigt oder weggelassen werden.

Je nach Programmiersprache und deren Umgang mit NA, ist die if-Abfrage, ob entspre-
chende Eintridge in Wert not available sind, nicht notwendig.
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Algorithmus 4 : Binomialbaum-Algorithmus im Fall At =1

Data : Parameter des Gasspeichers, Speichergitter x der Linge G, Preisbaummatrizen
P, Up, Down
Result : 3d-Array Wert des Speicherwerts, Matrizen b.unten und b.oben der
Strategie-Schranken.
for j €{1,...,G} do

index.u = berechnung.index.unten(P[, N]);
index.o = berechnung. index.oben(P[, N]);
for m € {index.u,...,index.0} do

Wert[N, j,m] = hy (x[j], Plm, N]) ;
end

end
forte {N—-1,...,0} do

index.u = berechnung.index.unten(P[, t]);
index.0 = berechnung. index.oben(P], t]);

7

for m € {index.u,...,index.0} do
for je{1,...,G} do
if Wert[t 4+ 1,5, m| == NA and Wert[t + 1, j,m + 1] == NA then
Ui(x[4], P[m,t]) = 0 ;
else if Wert[t + 1,5, m]! = NA and Wert[t + 1,7, m + 1] == NA then
| Ui(x[j], P[m,t]) = Up[m,t] - Wert[t + 1, j, m];
else if Wert[t + 1, j, m] == NA and Wert[t + 1,7, m + 1]! = NA then
| Ui(x[j], P[m, t]) = Down[m,t] - Wert[t + 1, j,m + 1];
else
Ui(x[j], P[m,t]) = Up[m,t] - Wert[t + 1, j,m] _
+Down[m, t] - Wert[t + 1, j,m + 1] ’
end

hilfs.vectorl = Uy(x[j], P[m, t]) — k(P[m, t]) - x[4]);
hilfs.vector2 = Uy (x[j], P 1)

end

index.b.u = berechnung. index.max(hilfs.vectorl);
index.b.o = berechnung. index.max(hilfs.vector2);

b.unten[t, m] = x[index.b.u];
b.oben[t, m| = x[index.b.o];

for j e {1,...,G} do

j.min = berechnung.index. jneu(x[j])[1];
j.max = berechnung.index. jneu(x[j])[2];

index.fstar = berechnung. index.fstar(j, index.b.u, index.b.o, j.min, j.max);
Wertlt, j, m| = hy,(P[m, t], x[index.fstar] — x[j]) + U;(x[index.fstar], P[m, t]) ;

end

end
end
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Beschreibung des Binomialbaum-Algorithmus im Spezialfall At =1/2

Im Fall At = 1/2, ist die durch Algorithmus [2| erzeugte Matrix X von der Dimension
(2N + 1) x (2N + 1). Allerdings werden N der Spalten nicht benétigt, da die Preise
zu den Zeitpunkten At,3At,5At, ... zur Berechnung des Speicherwertes nicht relevant
sind. Werden diese Spalten aus der Matrix X geldscht und die Eintrége der daraus ge-
wonnenen Matrix auf die Exponentialfunktion angewendet, so erhilt man die relevante
Preis-Matrix P.

Ist der Preis zum Zeitpunkt ¢ durch P[m, t] gegeben, so kann man im néchsten Zeitschritt
des Algorithmus - zur Zeit t+1 - genau drei Preise erreichen, Pm, t+1], Plm+1,t+1] und
P[m+2,t+1]. Dementsprechend bendtigt man drei Matrizen, die die Wahrscheinlichkei-
ten speichern. Diese werden hier mit Up, Middle, Down bezeichnet. Es ist zu beachten,
dass streng genommen, zwei dieser Matrizen ausreichen, da sich die dritte aus den an-
dern zweien berechnen lisst, denn es gilt Up + Middle + Down = Einsmatrix. Es ist
festzustellen, dass man im Algorithmus direkt mit den urspriinglich durch Algorith-
mus [2| berechneten Matrizen Up** und Down®® rechnen kann.

Algorithmus [5| zeigt, wie die ,neuen* Wahrscheinlichkeitsmatrizen im Fall At = 1/2
berechnet werden. Ausgehend von P[m, t] gelangt man nach P[m,t + 1] durch eine ,,Up-
Up“-Bewegung, nach P[m + 1,¢ + 1] durch eine ,Up-Down‘- oder ,Down-Up*“-Bewegung
und nach P[m + 2, ¢ + 1] durch eine ,Down-Down“-Bewegung.

Algorithmus 5 : Berechnung der neuen Wahrscheinlichkeitsmatrizen
alt

Data : Preisbaummatrizen Up®*, Down®™"*
Result : neue Preishaummatrizen Up, Middle, Down
for t€{0,1,...,N -1} do

for m € {0,1,...,2t} do
Up[m, t] = Up™*[m, 2t] - Up™*[m, 2t + 1];

Middle[m, t] = Up™*[m, 2t] - Down®*[m, 2t + 1] _
+Down™*[m, 2t] - Up™*[m + 1,2t + 1]’

Down|[m, t] = Down®*[m, 2t] - Down®"[m + 1,2t + 1];

end
end

Wie schon im Fall At = 1 werden die Eintrige der Matrix P, die fast sicher nicht erreicht
werden, durch NA ersetzt und anschliefend die Dimension der Matrix P verkleinert, so-
dass sie die Dimension dim.p X (N + 1) besitzt. Die Grofke dim.p ist hier nicht dieselbe
wie im Fall At = 1.

Mit den Bezeichnungen der Funktionen und Indizes wie im Fall At = 1 erhilt man
Algorithmus [6]

110



6.2. Ein Binomialbaum-Algorithmus

Aus Griinden der Lesbarkeit wurde bei der Berechnung von Uy(x[j],P[m,t]) auf die
if-Abfrage bzgl. der NA-Eintrige in Wert verzichtet. In der eigentlichen Implementie-
rung muss dies jedoch beachtet werden. Die Zeile, die sich im Vergleich zu Algorithmus
andert ist griin hervorgehoben.

Algorithmus 6 : Binomialbaum-Algorithmus im Fall At = %

Data : Parameter des Gasspeichers, Speichergitter x der Linge G, Preisbaummatrizen
P, Up, Middle, Down
Result : 3d-Array Wert des Speicherwerts, Matrizen b.unten und b.oben der
Strategie-Schranken.
for j € {1,...,G} do

index.u = berechnung.index.unten(P[, N]);
index.o = berechnung. index.oben(P[, N]);

for k € {index.u, ..., index.0} do
Wert[N, j, k| = hn (x[j], P[k, N]) ;
end
end

forte {N—-1,...,0} do
index.u = berechnung.index.unten(P[,]);

index.0 = berechnung. index.oben(P[,]);

for m € {index.u,...,index.0} do
for je{1,...,G} do

Ui(x[j], P[m,t]) = Up[m,t] - Wert[t + 1, j, m]
+ Middle[m, t] - Wert[t + 1, j,m + 1]
+ Down[m, t] - Wert[t + 1, j, m + 2];

hilfs.vectorl = Ui(x[j], P[m, t]) — k(P[m, t]) - x[§]);
hilfs.vector2 = U, (x[j], P[m, t]) — e(P[m, t]) - x[j]);

end

index.b.u = berechnung. index.max(hilfs.vectorl);
index.b.o = berechnung. index.max(hilfs.vector2);

b.unten[t, m] = x[index.b.u];
b.oben[t, m| = x[index.b.o];

for j € {1,...,G} do

j.min = berechnung.index. jneu(x[j])[1];
j.-max = berechnung. index. jneu(x[j])[2];

index.fstar = berechnung. index.fstar(j, index.b.u, index.b.o, j.min, j.max) ;
Wertlt, j, m| = hy,(P[m, t], x[index.fstar] — x[j]) + U;(x[index.fstar], P[m, t]) ;

end
end

end
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6. Vorstellung der Algorithmen zur Gasspeicherbewertung

6.3. Monte-Carlo Algorithmen

Den folgenden Monte-Carlo Algorithmen liegen M simulierte Preispfade zu Grunde, die
mittels Algorithmus [I] erzeugt werden. Das bedeutet zu jedem Zeitpunkt ¢ liegen M
realisierte Werte des Preisprozesses vor. Diese Werte seien in einer M x (N + 1)-Matrix
P gespeichert. Der Eintrag P[m,t| enthalte den Preis zur Zeit ¢ der m-ten Simulati-
on, der mit p;" bezeichnet wird. Demnach liegt m in {1,..., M} und ¢ wie gehabt in
{0,1,...,N}.

Wie beim Binomialbaum-Algorithmus stellt sich hier die Frage, wie sich U,(z,p) =
E[Vpi1(x, Pot1)| P, = p] berechnet. In einer Monte-Carlo Methode ist dies nicht eindeu-
tig bestimmt. Die zwei folgenden Teilkapitel beschreiben verschiedene Ansétze, um den
Continuation Value U zu ermitteln.

Im Gegensatz zum Baum-Algorithmus, bei dem das Gitter in der Preisdimension letzt-
endlich fest ist, kann bei jeder neuen Durchfithrung der Monte-Carlo Simulationen ein an-
deres Gitter zu Grunde liegen. So erhilt man auch verschiedene Werte des Gasspeichers.
Letztendlich arbeitet man mit verschiedenen Realisierungen des zugrundeliegenden Sto-
chastischen Prozesses. Aus diesem Grund ist es sinnvoll, eher von der Realisierung eines
Schétzers zur Gasspeicherbewertung zu sprechen, als vom Wert des Gasspeichers. Man
sollte demnach die Algorithmen mehrfach durchfiihren und dann Statistiken - wie zum
Beispiel Mittelwert, Standardabweichung, Median, Quantile usw. - der erhaltenen Werte
studieren.

6.3.1. Interpolationsansatz

Beim Interpolationsansatz wird ausgenutzt, dass die Verteilung von P, gegeben P, = p
im betrachteten Modell bekannt ist.

Fiir jedes feste x ist V,,41(x,-) zur Zeit n eine Funktion des zukiinftigen Preises, die
durch den zuvor durchgefiihrten Berechnungsschritt auf dem Gitter p).q,...,pA als
bekannt angenommen wird.

Der Ansatz ist, die Punkte (p; 1, Vo1 (2, phi1)), - oy (DAL, Vi (@, p2y)) als Stiitzpunk-
te fiir eine Interpolation zu verwenden und so die Funktion V,, 41 (x, ) zu approximieren.
Die Approximation der Funktion wird jeweils mit V bezeichnet. Es gilt also den Conti-
nuation Value durch

Un(x,p) = E[Vys1(2, Pog1)| P = ] (6.2)

mit Hilfe der Verteilung von P,.; gegeben P, = p zu schitzen.

Im Folgende bezeichne die Funktion interpolation eine Routine, die bei Eingabe von
Stiitzpunkten in Form zweier Vektoren die approximierende Funktion zuriickgibt.

In der Implementierung in Kapitel [7/| werden hierfiir entsprechende Routinen aus R

genutzt. Dabei werden zum einen Routinen zur linearen Interpolation verwendet, zum
anderen natiirliche Splines.
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6.3. Monte-Carlo Algorithmen

Bestimmung des Erwartungswertes durch ein Integral

Die erste Methode diesen Erwartungswert zu bestimmen, ist iiber die Transformations-
formel. Sei dazu d,(-) die Dichte der Verteilung von P,y geben P, = p. Dann berechnet

sich (6.2)) durch

U () = / V(e )y () dp (6.3)

o0

mittels numerischer Integration. Nach Korollar ist im Fall des betrachteten Modells

d, die Dichte einer Lognormalverteilung mit Parameter j,, := E(X,,11)+p é,)&*)l) (log p—

2. _ 2 (fiip o — . Cov(Xn.Xni1)
E(X,)) und o := V(X,)(1 —p*) (firn=1,2,..., N), wobei p N E TR Damit
hat d, die Gestalt

1 _ (ogp’—pn)?
9,2

dp(p/) — \/%—U])/G 207, 1(0700)(]9/)

Die Zufallsvariable X,, bezeichne wie gehabt log P,. Fiir n = 0 wird pg := E(X;) und
o2 = V(X)) gesetzt.

Fiir die numerische Integration wird in Kapitel [7| eine Routine aus R verwendet, da-
her bezeichne integrate(f, lower, upper) eine Rountine, die eine gegebene Funktion
numerisch von lower bis upper integriert und den Wert des Integrals zuriickgibt. Die
Routine der Statistiksoftware R verwendet eine adaptive Quadratur und basiert auf
Routinen aus der Bibliothek QUADPACK. Diese Bibliothek ist urspriinglich eine Fort-
an 77 Bibliothek, die fiir C reimplementiert wurde. Fiir ndhere Informationen wird auf
GNU Scientific library [17] bzw. R user’s guide [30] verwiesen.

Desweiteren bezeichnet in Algorithmus [7] dlnorm eine Funktion, welche - unter Eingabe
der konkreten Parameter der Lognormalverteilung - die Dichte selbiger als Funktion von
einer Variablen zuriickgibt.

In den Schritten, die sich von den anderen Algorithmen grundlegend unterscheiden, wird
also zunédchst die Interpolation mit den entsprechenden Stiitzpunkten in Abhéngigkeit
des Zeitpunktes und des Speicherzustandes durchgefiihrt (blau markiert) und dann das
entsprechende Integral berechnet (griin markiert). Die griine Markierung soll verdeut-
lichen, was sich in den folgenden Abschnitten im Vergleich zur Methode mit Integral
verdndert.

Genau genommen ist es moglich, da die Interpolation nicht vom konkreten Pfad m ab-
héngt, diese Berechnung vor die .for m € {1,..., M} do“-Schleife zu stellen. Also zuvor
die Interpolationen fiir alle j € {1,...,G} durchzufuhren und die Ergebnisse in einem
Vektor zu speichern, der die Funktionen Vi(x[1],-), ..., Vi(x[G],-) enthilt.
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6. Vorstellung der Algorithmen zur Gasspeicherbewertung

Algorithmus 7 : Monte-Carlo Algorithmus mit Interpolationsansatz und Integra-
tion

Data : Parameter des Gasspeichers, Speichergitter x der Lange G, Preispfadmatrizen P

Result : 3d-Array Wert des Speicherwerts, Matrizen b.unten und b.oben der
Strategie-Schranken.

for j € {1,...,G} do

for me {1,...,M} do
Wert[N, j,m] = hn(x[j], P[m, N]) ;
end

nd
orte{N—1,...,0} do
for me{1,...,M} do
for je{1,...,G} do
Vie1(x[j], -) = interpolation(P[ ,t + 1], Wert[t + 1,7, ) ;
if t! =0 then
— E(X X (1og Plm, 1] — E(Xy)) ;
e = E(Xi1) + p\/ 0y (log Pm, 1] — E(Xy)) 5
COV(Xt,XH_l) .

P V(XD
of = V(Xy)(1—p?);

= 0

else
pe = E(X¢11);
o7 = V(X¢y1);
end

dp = dlnorm(uy, 0?);
Uy (x[j], P[m, t]) = integrate(V; 1(x[j],-) - dp, 0, 00);

hilfs.vectorl = ﬁt(x[j], Pim,t]) — k(P[m,t]) - x[J]);
hilfs.vector2 = Uy (x[j], P[m, t]) — e(P[m, 1]) - x[5]);

end

index.b.u = berechnung. index.max(hilfs.vectorl);
index.b.o = berechnung. index .max(hilfs.vector2);

b.unten[t, m] = x[index.b.u];
b.oben[t, m] = x[index.b.o];

for je{1,...,G} do

j-min = berechnung.index. jneu(x[j])[1];
j.max = berechnung.index. jneu(x[j])[2];

index.fstar = berechnung.index.fstar(j,index.b.u,index.b.o,j.min,j.max) ;

Wert[t, j, m] = hyn(P[m, ], x[indexfstar] — x[j]) + Uy (x[index.fstar], P[m, t]);

end
end

end
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6.3. Monte-Carlo Algorithmen

Bestimmung des Erwartungswertes durch eine ,,nested” Simulation

Méchte man die Integration in (6.3)) vermeiden, ergibt sich zum Beispiel die Moglichkeit,
den Erwartungswert durch eine weitere Monte Carlo Simulation zu schitzen. Seien dazu
Pﬁ ST P,i 41 unabhéngig identisch verteilte Zufallsvariablen, die die selbe Verteilung

wie P, 1 gegeben P, = p besitzen. Aus dem starken Gesetz grofer Zahlen ist bekannt,
dass fiir messbare Funktionen f

!
%Z n+1 ey E[f(é}ﬂ)} fiir [ — oo

gilt.

Da der Erwartungswert E [f(éiﬂ)} mit dem Erwartungswert E [f(P,41)| P, = p| iiber-

einstimmt, ist die Idee zur Zeit n bei gegebenem p und x jeweils [ (unabhéngig vonein-
ander erzeugte) Realisierungen der Zufallsvariablen mit Verteilung £(P,41|P, = p) zu
bestimmen und dann U, (z,p) durch

= %Z (6.4)

zu approximieren. Hierbei bezeichnen p; 4, ..., . 41 die Realisierungen der Verteilung
L(P,1|P, = p) und ‘7n+1 die V,,-approximierende Funktion. Aufgrund der erneuten
Erzeugung von Realisierungen entsprechender Zufallsvariablen spricht man auch von ei-
ner ,nested Simulation.

Da nach Korollar bekannt ist, dass £(P,41|P, = p) eine Lognormalverteilung ist,
bezeichne random.lognormal (I, u, 0?) eine Funktion, die [ Realisierungen einer lo-
gnormalverteilten Zufallsvariablen mit Parametern p und o? erzeugt. Diese Realisierun-
gen seien im Vektor p, 1 gespeichert, der die Eintriige pL IETRR . 41 enthélt. Ansonsten
werden die gleichen Bezeichnungen wie vorher verwendet. Im Vergleich zu Algorithmus
sind die griin markierten Zeilen in Algorithmus [§] veréndert.
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6. Vorstellung der Algorithmen zur Gasspeicherbewertung

Algorithmus 8 : Monte-Carlo Algorithmus mit Interpolationsansatz und ,nested”
Simulation

Data : Parameter des Gasspeichers, Speichergitter x der Linge GG, Preispfadmatrizen P,
Anzahl der ,nested* Simulationen [
Result : 3d-Array Wert des Speicherwerts, Matrizen b.unten und b.oben der
Strategie-Schranken.
for j€{1,...,G} do

for me {1,...,M} do
Wert[N, j, m] = hy (x[j], Plm, N]) ;
end

nd
orte{N—1,...,0} do
for me {1,...,M} do
for j € {1,...,G} do
Vise1(x[j],-) = interpolation(P[ ,t + 1], Wert[t + 1,7, ]) ;
if t! =0 then
= E(X UXee1) (10g Plm, ] — B(X1)) ;
e = E(Xi11) + o/ =y (log Pm, 1] — E(X3))
p — COV(Xt,Xf,+1) .

V(Xer1)V(Xe)'
o7 =V(X)(1 - p?) ;

= 0

else
pe = E(X¢11);
op = V(Xp41);
end

Pr+1 = random. lognormal(l, iy, 07);
U7, Plom. 1)) = § 3 Ve (K[71,Bi40):

hilfs.vectorl = [:]t(x[j], Plm,t]) — k(P[m,t]) - x[5]);
hilfs.vector2 = U;(x[j], P[m, t]) — e(P[m, t]) - x[4]);

end

index.b.u = berechnung. index.max(hilfs.vectorl);
index.b.o = berechnung. index .max(hilfs.vector2);

b.unten[t, m] = x[index.b.u];
b.oben[t, m] = x[index.b.o];

for je{1,...,G} do

j-min = berechnung.index. jneu(x[j])[1];
j.max = berechnung.index. jneu(x[j])[2];

index.fstar = berechnung.index.fstar(j,index.b.u,index.b.o,j.min,j.max) ;
Wert[t, j, m] = hy(P[m, t], x[indexfstar] — x[j]) + Uy (x[index.fstar], P[m, t]) ;

end
end
end
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6.3. Monte-Carlo Algorithmen

Bestimmung des Erwartungswertes durch Quantisierung

Eine Methode, um die ,nested® Simulation zu umgehen und dennoch eine gute Ap-
proximierung des Erwartungswertes durch eine gewichtete Summe zu erhalten, ist die
Quantisierungsmethode. Graf u. Luschgy [18] fassen das Ziel dieser Methode wie folgt
zusammen:

,As a mathematical topic quantization for probability distributions concerns
the best approximation of a d-dimensional probability distribution P by a
discrete probability with a given number [ of supporting points or in other
words, the best approximation of a d-dimensional random vector X with
distribution P by a random vector Y with at most [ values in its image.“[18§]

Tatséchlich ist es so, dass es fiir das Fehlermals, das hier betrachtet wird, immer eine
beste Approximation der Form f(X) gibt. [18]

Im Folgenden wird die Quantisierung fiir R%wertige Zufallsvektoren X € L? eingefiihrt.
Dabei wird wie in Pagés u. Printems [29] vorgegangen. Fiir allgemeinere Informationen
und allgemeinere Grundlagen wird auf Graf u. Luschgy [I8] verwiesen.

Sei X ein quadratisch integrierbarer Ré-wertiger Zufallsvektor auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (Q, F,P). Es sei z = (z1,...,2;) ein [-Tupel in R? und ¢ : RY —
{z1,..., 2} eine messbare Funktion. Der {zy,...,z;}-wertige Zufallsvektor ¢(X) heifst
dann ¢g-Quantisierung von X. Der quadratische ¢g-Quantisierungsfehler ist gegeben durch
die Wurzel aus

E|X —¢(X)P?, (6.5)

wobei | - | hier, wie auch im Folgenden, die Euklidische Norm in R? bezeichnet.
Graf u. Luschgy [I8| zeigen, dass unter allen quantisierenden Funktionen ¢, die soge-
nannten Voronoi [-Quantizers gvor den Quantisierungsfehler minimieren, das heifst

E|X — gvor(X)|* = min {E|X — ¢(X)|*: ¢:R? — {z1,...2;} messbar }. (6.6)

Die Voronoi [-Quantizer sind definiert durch

!
QVor<€) = Z"EllC(xl)(g)a ’S € Rdu (67)
i=1
wobei {C(z;)}1<i<; eine Borel-Partition von R? ist, die fiir i = 1,...,1

C(xi)c{£ERd:|£_Ii|§|§_‘rj’7 j:177l}

erfiillt. Eine solche Partition wird auch Voronoi Mosaik des [-Tupels x genannt und
qvor(X) eine Voronoi [-Quantisierung. Solch eine Voronoi Quantisierung, die abkiirzend

~

mit X bezeichnet wird, lasst sich formulieren als

l
X7=) widee)(X). (6.8)
=1
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6. Vorstellung der Algorithmen zur Gasspeicherbewertung

Das Ziel der optimalen Quantisierung ist nun, zu vorgegebenem [ ein [-Tupel 2* =
(z%,...,x7) zu finden, sodass der quadratischen Quantisierungsfehler, also E|X — X |?,
minimal wird.

Die Kerngedanke zur Erwartungswertapproximation ist der, dass man die Verteilung
von X durch die von X ersetzt. Sei f eine messbare Funktion, sodass der folgende
Erwartungswert existiert. Dann gilt

!
Ef(X)~ ) fle:)Px(Cx:), (6.9)
i=1
wobei Px die Verteilung von X ist. Fiir Konvergenzbeweise und -raten wird auf oben
genannte Literatur verwiesen.

Ubertrigt man dieses Konzept nun auf die zentrale Berechnung von U in den Algorith-
men, so erhdlt man mittels einer Quantisierung der Verteilung von P, gegeben P, = p
und der interpolierenden Funktion V' eine Approximation von U. Es ist
l o~
Un(,p) = E[Vasa (2, Par1) | Po = pl = Y wiVoia (@, By, (6.10)

=1

wobei pl, 1, ..., ., die optimalen [-Tupel und w; = Pp, ., 1p,—p(C(p% 1)) die zugehori-
gen Gewichte der Voronoi Zellen sind. Es ist zu beachten, dass hier mit Zufallsvariablen
gearbeitet wird und daher die Voronoi Zellen Intervallen entsprechen.

Pageés u. Printems [29] beschreiben Algorithmen zur Berechnung der optimalen Quanti-
sierung im Fall der d-dimensionalen Normalverteilung. Auf der Webseite http://www.
quantize.maths-fi.com/ [I3] sind unter anderem die damit berechneten I-Tupel und
zugehorigen Gewichte der Voronoi Zellen der Standardnormalverteilung fiir viele ver-
schiedene Werte von [ und d verfiigbar.

Fiir die Implementierung soll diese grofte Datenbank genutzt werden und die optimalen
Quantisierungen der Standardnormalverteilung in Quantisierungen der Normalvertei-
lung mit Parametern p und o? umgeformt werden, die dann fiir die Berechnung von U
in benotigt werden. Dazu muss U dahingehend umgeformt werden, dass man eine
bedingte Erwartung beziiglich der Log-Preise erhélt. Es ist

E[P1| By = p] = Efe* 1 |e* = p] = E[e**!|X,, = log ]

und damit wird (6.10) zu
Un(x,p) = E[Vn—i-l(x; Pn+1)|Pn = p} =K [Vn+1 (:U7 eXn+1) |Xn = lnp}

! _ (6.11)
~ Z inn-i-l (flf, exn+1)7
i=1
wobei 2}, ,,...,2% ., die optimalen [-Tupel und w; die zugehérigen Gewichte der Voro-

noi Zellen der entsprechenden Normalverteilung sind, die £(X,,11|X,, = log p) entspricht.
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6.3. Monte-Carlo Algorithmen

Um von einer Quantisierung einer standardnormalverteilten Zufallsvariablen X zu einer
Quantisierung einer normalverteilten Zufallsvariablen Y mit p und o2 zu gelangen, nutzt

man die Tatsache Y 2 oX + pu =: T(X) aus und transformiert das gegebene [-Tupel
(21, ...,2) mit T'. So erhélt man das [-Tupel fiir Y durch (T'(x1),...,T(z;)). Die Voronoi
Gewichte bleiben unter dieser affinen Transformation gleich. Da

ET(X) - T(X)?=EloX 4+ p—0X — pu> = 6’E| X — X|?

ist, bleibt in diesem Fall auch die Optimalititseigenschaft erhalten.

Fiir die Durchfiihrung von Algorithmus [9] wird die Anzahl der Quantisierungspunkte !
festgelegt und entsprechend die Datei von [13] heruntergeladen, welche die Punkte und
deren Voronoi-Gewichte der Standardnormalverteilung enthélt. Die Dateien sind fiir [
zwischen 1 und 5999 erhéltlich. Die Quantisierungstupel werden im Vektor Quanten
und die Gewichte in einem Vektor weight gespeichert. Diese Vektoren werden fiir den
Algorithmus iibergeben. Mit Hilfe dieser Quantisierung wird dann in jedem Zeitschritt
die Quantisierung fiir die Normalverteilung mit Parameter p; und o? gemif Satz m
berechnet. Es beschreiben #!, ..., 2! die entsprechenden I-Tupel zur Quantisierung von
X| X1 = log p. Die Berechnung von U, erfolgt dann mit (6.11).

Verdnderungen im Algorithmus im Vergleich zu den anderen Berechnungen des Erwar-
tungswert sind griin markiert.
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6. Vorstellung der Algorithmen zur Gasspeicherbewertung

Algorithmus 9 : Monte-Carlo Algorithmus mit Interpolationsansatz und Quanti-
sierung

Data : Parameter des Gasspeichers, Speichergitter x der Linge G, Preispfadmatrizen P, [
Quantisierungspunkte Quanten der Standardnormalverteilung und Gewichte der
Voronoi-Zellen weight

Result : 3d-Array Wert des Speicherwerts, Matrizen b.unten und b.oben der Strategie-Schranken.

for je{l,...,G} do

for me{l,...,M} do

Wert[N, j, m] = hy (x[j], P[m, N]) ;

end

end

forte {N—-1,...,0} do
forme{l,...,M} do
for j € {1,...,G} do

Vie1(x[j],) = interpolation(P[ ¢ + 1], Wert[t + 1,5, ]) ;
if t! =0 then
i =E(Xy 1) + py/ S (log Plm, 1] — B(X,)) ;

COV(Xt7X{+1) .

P i vxy
of =V(Xy)(1—p?);

forie {1,..., [} do

| a2 P Quanten[i] + 1;
end

(<[], Plm 1) = 3 weight{i] - Vo (x[j], %%

hilfs.vectorl = ﬁt(g[j], P[m, ]) — k(P[m, ])
hilfs.vector2 = Uy (x[j], P[m, t]) — e(P[m, t

=z =
X, X
Sl
=z =

end

index.b.u = berechnung. index .max(hilfs.vectorl);
index.b.o = berechnung. index.max(hilfs.vector2);

b.unten[t, m] = x[index.b.u];
b.obenlt, m| = x[index.b.o];

for j € {1,...,G} do

j.min = berechnung. index. jneu(x[j])[1];
j.max = berechnung. index. jneu(x[j])[2];

index.fstar = berechnung. index.fstar(j, index.b.u,index.b.o,j.min,j.max) ;
Wert[t, j, m] = hy,(P[m, t], x[index.fstar] — x[j]) 4 U, (x[index.fstar], P[m, t]) ;

end

end
end
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6.3.2. Least-Square-Ansatz

Der Least-Square Ansatz geht auf Longstaff u. Schwartz [25] zuriick, die diesen zur Be-
wertung von Amerikanischen Optionen eingefiihrt haben. Konvergenzresultate fiir diesen
Fall sind in Clément u.a. [12] zu finden. Boogert u. de Jong [5] griffen den Grundge-
danken auf, um ihn fiir einen Algorithmus zur Gasspeicherbewertung zu verwenden. Im
Folgenden wird dieser Ansatz erldutert und auf den Algorithmus unter Verwendung der
Struktur der optimalen Politik angewendet.

Als bedingter Erwartungswert ist der ,Continuation Value“ U,(x,-) fiir jedes x eine
Funktion des aktuellen Preises p. Die Grundidee ist diesen durch eine Linearkombination
aus Basisfunktion ¢4, ..., y; zu approximieren. Das bedeutet

p) ~ Z Bip(p)

wobei die 3, ¢« = 1,...,] mdglichst optimal zu wihlen sind. Die Koeffizienten (3; werden
mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate bestimmt. Es bezeichne p' den Preis
zur Zeit n in der m-ten Pfadrealisierung. Als Ausgangspunkt, d.h. als Realisierungen
des Continuation Value auf dem Gitter p.,...pM dienen die im vorangegangen Schritt
des Algorithmus berechneten Werte V,1(z, phyy), ..., Vagi(z,piL ). Die Koeffizienten
B; werden so bestimmt, dass die Summe der Fehlerquadrate minimiert wird. Auf Stufe
n im Zustand x wird demnach

2
Vari(@ pn+1) ei(pn) 0 eulpn) b
- : : o (6.12)
Vot (@ Pn+1) er(py) - @l B
minimiert, wobei || - || die Euklid-Norm bezeichne. Man erhélt so die Koeffizienten f;,
t=1,...,0 und im Algorithmus wird dann mit dem Schétzer

N Zﬁz e (6.13)

gerechnet.

Um Algorithmus [10[ zu beschreiben, seien die Koeffizienten der kleinsten Quadrate Me-
thode im Vektor 8 = (84, ..., 3;)T zusammengefasst. Die Funktion berechnung.beta.ls
fithrt die beschriebene Minimierung aus und gibt die Koeffizienten zuriick. Eingabepara-
meter dieser Funktion sind zwei reelle Vektoren, welche die Realisierungen der Variablen
p und der abhéngigen Variablen U(x,p) angeben, sowie ein Vektor, in dem die Basis-
funktionen gespeichert sind. Da in den in Kapitel [7| genutzten Programmiersprachen,
das heifst R und C, bereits Routinen zur Verwendung der kleinsten Quadrate Methode
zur Verfiigung stehen, wird an dieser Stelle auf die ndhere Beschreibung der Funktion
berechnung.beta.ls verzichtet. Die zur Verfiigung stehenden Routinen verwenden eine
QR-Zerlegung zur Losung des Ausgleichsproblem. In R ist das die 1m Routine, die auch
im Paket gputools als gpulM als GPU-Version vorhanden ist. In C kann zum Beispiel
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6. Vorstellung der Algorithmen zur Gasspeicherbewertung

die Funktion dgels des LAPACK-Pakets genutzt werden. Fiir nidhere Beschreibung der
Routinen wird auf die jeweiligen Dokumentationen, das heifst Anderson u. a. [I] fiir LA-
PACK und R Core Team [30] fiir R, verwiesen.

Zu beachten ist aukerdem, wie zum Zeitpunkt ¢ = 0 sich die kleinste Quadrate Methode
verhélt. Da jeder Pfad des Preises mit dem gleichen vorgegebenen pg beginnt, ist diese
Methode nicht mehr anwendbar. Stattdessen, wird als Continuation Value der Mittel-
wert aus den Speicherwerten zum Zeitpunkt 1 iiber die verschiedenen Pfade gebildet.

Es werden wieder die Funktionen aus Bemerkungen [6.1.2| und [6.1.3| verwendet. Mit P, ¢]
wird die (¢ + 1)-te Spalte der Matrix P bezeichnet, also alle simulierten Realisierungen
pi,...,pM des Preises zur Zeit t. Mit Wert[t + 1,J,] wird der Vektor bezeichnet, der

‘/t-‘rl (X[j]ap%_}_l)u ceey ‘/;+1<X[j]7pi\_{_1) beinhaltet.

Die Zeilen, die sich im Wesentlichen von den anderen Algorithmen unterscheiden, sind
blau hervorgehoben.
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6.3. Monte-Carlo Algorithmen

Algorithmus 10 : Monte-Carlo Algorithmus mit dem Least-Square-Ansatz

Data : Parameter des Gasspeichers, Speichergitter x der Linge G, Preispfadmatrizen P,
Basisfunktionen 1, ..., ¢;
Result : 3d-Array Wert des Speicherwerts, Matrizen b.unten und b.oben der
Strategie-Schranken.
for je{1,...,G} do

for me {1,...,M} do
Wert[N, j,m] = hn (x[5], P[m, N]) ;
end
nd
ortc {N—1,...,0} do
forme {1,...,M} do
for j e {1,...,G} do
if ¢! =0 then
[ = berechnung.beta.ls(P[,t], Wert[t + 1,7,], ) ;

Ui (x[5], P[m, t]) = 3°0_ Bipi(P[m, t));

= ®

else
| Ui(x[5], Pm, t]) = 47 SOy Wert[t + 1, j,m];
end

hilfs.vectorl = Uy (x[j], P[m, t]) — k(P[m, t]) - x[5]);
hilfs.vector2 = Uy (x[j], P[m, t]) — e(P[m, t]) - x[4]);

end

index.b.u = berechnung.index.max(hilfs.vectorl);
index.b.o = berechnung. index.max(hilfs.vector2);

b.unten[t, m] = x[index.b.u];
b.oben|t, m| = x[index.b.o];

for je{1,...,G} do

j-min = berechnung. index. jneu(x[j])[1];
j.max = berechnung.index. jneu(x[j])[2];

index.fstar = berechnung. index.fstar(j, index.b.u, index.b.o,j.min, j.max) ;
Wertlt, 7, m] = hy,(P[m, t], x[index.fstar] — x[]) + Uy (x[index.fstar], P[m, t]) ;

end

end
end
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6. Vorstellung der Algorithmen zur Gasspeicherbewertung

6.4. Monte-Carlo Algorithmen zur Schatzung oberer
Schranken des Gasspeicherwertes

Wenn sich die Frage stellt, ob die bisher beschriebenen Algorithmen tendenziell eine
untere oder obere Schranke des Gasspeicherwertes liefern, so muss differenziert werden.
Einige Arbeiten gehen von der These aus, dass sich durch den Least-Square-Ansatz eine
unter Schranke finden lasst. Allerdings basiert deren Argumentation darauf, dass letzt-
endlich mit einer suboptimalen Strategie gearbeitet wird, wihrend in dieser Arbeit die
optimale Strategie verwendet wird. Einige andere Arbeiten wiederum behaupten, dass
man aufgrund der Monte-Carlo Simulation letztendlich den Wert eher {iberschitzt.

Im Folgenden wird eine Methode vorgestellt, die zu einer oberen Schranke des erwar-
teten Gasspeicherwertes fiihrt. Diese basiert auf der Dualitdtstheorie fiir Markovsche
Entscheidungsprozesse, die in der Arbeit von Brown u. a. [7] vorgestellt wird.

6.4.1. Auszug aus der Dualitatstheorie fiir Markovsche
Entscheidungsprozesse

Der Artikel ,Information Relaxation and Duality in Stochastic Dynamic Programs|7]
beschreibt einen Dualitétsansatz fiir stochastische dynamische Programme, der eine obe-
re Schranke des erwarteten optimalen Wertes liefert. In einem ersten Schritt wird die
Restriktion gelockert, dass man zum Zeitpunkt n nur aufgrund der Informationen bis
zur Zeit n seine Entscheidung fiir den nichsten Zeitpunkt trifft. Gleichzeitig wird aber
in einem zweiten Schritt eine Bestrafung (,,Penalization) eingefiihrt, fiir den Fall, dass
man genau solche Entscheidungen trifft, die den gelockerten Restriktionen entsprechen.
Da diese Lockerung (,,Relaxation”) der Retriktionen einen Informationsgewinn bedeutet,
erhdlt man eine obere Schranke des Optimierungsproblems.

In der Gasspeicherbewertung wird diese Relaxation letztendlich bedeuten, dass die Prei-
se - das einzige zufillige ,,underlying® - nicht nur bis zum aktuellen Zeitpunkt n, sondern
dariiberhinaus bekannt sind. Das wird durch eine Monte-Carlo Simulation erreicht, wie
sie schon in Kapitel 5| beschrieben wurde.

Bevor genauer auf die entsprechenden Algorithmen eingegangen wird, sollen die wich-
tigsten Resultate von Brown u. a. [7] zusammengefasst und erkliart werden. Die Bezeich-
nungen lehnen sich an den Artikel von Brown u. a. [7] an.

Es sei (2, F,P) der zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsraum des Stochastischen Dy-
namischen Programms. Die Entwicklung der Information iiber die Zeit sei beschrieben
in der Filtration F = (Fy,...,Fy), wobei F,, C F,11 C F gelte fiir alle n < N und
F. beschreibe die Information, die zur Zeit n vorliegt. Es bezeichne A die Menge aller
zuldssigen Politiken. Wie bisher wird eine Politik mit m und der Gewinn auf Stufe n mit
h,, bezeichnet. Der Gesamtgewinn sei durch die Funktion H beschrieben.
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6.4. Monte-Carlo Algorithmen zur Schiatzung oberer Schranken

Im urspriinglichen Optimierungsproblem wird vorausgesetzt, dass zulissige Politiken
beziiglich der Filtration F adaptiert sind, das heiftt die Teilpolitik der ersten n + 1
Entscheidungen (fy, ..., f.) soll messbar beziiglich F,, sein. Sei A die Menge all dieser
Entscheidungen, dann ist das Primalprogramm (PP) gegeben durch

sup E[H (7)]. (6.14)

TEAR

Es wird darauf hingewiesen, dass m von der Realisierung des stochastischen ,,underlying®
abhingt. Im Fall des Gasspeicherproblems ist dies der Preis.

Um das Dualprogramm zu formulieren, wird zunéchst die Relaxation und die Penaliza-
tion definiert.

Eine Filtration G = (G, ..., Gy) ist eine Relaxation der Filtration F, falls F,, C G, C F
fiir alle n gilt; kurz als F C G bezeichnet. Das bedeutet, dass unter Verwendung der
Filtration G mehr Information vorliegt, als unter Verwendung von F. Es bezeichne ent-
sprechend Ag die Menge aller G-adaptierten Politiken. Speziell wird die Relaxation
I=(Zy,...,Zy) mit Z, = F fiir alle n die Relaxation mit voller Information genannt
(kurz: volle Information). Wenn die Filtration gelockert wird, erweitert man die Menge
der zuldssigen Strategien, das heift es gilt Ap C Ag C A; = A.

In der Menge der Penalties Z seien Funktionen z enthalten, die wie [ von der gewéhlten
Politk abhéngen. Die Menge Zr der dual zuldssigen Penalties sei gegeben durch

Zp:={z€ Z:E[z(np)] <0 fiir alle 7 € A},
das heifst fiir Politiken aus Ap soll die erwartete Bestrafung nicht-positiv sein.

Hiermit lasst sich eine schwache Dualitdtsaussage formulieren.

Satz 6.4.1
Sind 7z und z primal und dual zuléssig, das heifst 7 € Ap und z € Zp, und ist G eine
Relaxation von F so gilt

E[H(mp)] < sup E[H(mg) — z(7g)]- (6.15)

TaEAG

Beweis
Siehe Lemma 2.1 in Brown u. a. []. -

Aus diesem Satz erhélt man, dass jede Relaxation mit jeder dual zulissigen Penalty eine
obere Schranke des Primalprogramms liefert.
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6. Vorstellung der Algorithmen zur Gasspeicherbewertung

Bemerkung 6.4.2
Betrachtet man den Fall voller Information, so besagt Satz [6.4.1, da A; = A ist, dass
fiir jedes mp € Ap und z € Zp

E[H (7F)] < ilelgE[H(W) —2(m)] = E

sup{H (a) — Z(d)}]

acA

gilt. Hierbei bezeichnet a einen Vektor aus zuléssigen Aktionen und A die Menge dieser
Vektoren.

Diese Beobachtung liefert eine Methode, um mit Monte-Carlo Simulationen einen Schét-
zer fiir eine obere Schranke des Problems zu erhalten:

Man simuliert Realisierungen des stochastischen ,underlying und l6st das innere deter-
ministische Optimierungsproblem. Anschliefsend wird der Erwartungswert zum Beispiel
durch eine Mittelwertbildung geschétzt.

Die in Bemerkung beschriebene Monte-Carlo Methode wird in den folgenden Teil-
kapiteln als Grundlage verwendet.

Auch wenn die Grundlage fiir die Monte-Carlo Algorithmen zur Schétzung oberer Schran-
ken bereits gelegt ist, sollte man den Satz, der starke Dualitat formuliert, erwidhnen.

Satz 6.4.3

Sei G eine Relaxation von F. Dann gilt
sup E[H(7p)] = inf { sup E[H(7mg) — Z(7Tg>]} (6.16)
TrEAR ZEZF TqgEAg

Beweis

Siehe Theorem 2.1 in Brown u.a. [7]. n

Bemerkung 6.4.4

Brown u. a. [7] zeigen aukerdem in Proposition 2.1, dass es sinnvoll ist, Strukturen, die
man bereits fiir die optimale Politk kennt, fiir die Berechnung der oberen Schranke zu
iibernehmen.

Das heifst, man kann im Gasspeicherproblem zur Schitzung der oberen Schranke, die in
Satz gefundene Struktur der Strategie verwenden.
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6.4. Monte-Carlo Algorithmen zur Schiatzung oberer Schranken
6.4.2. Algorithmus mittels Information Relaxation

Wie in Bemerkung beschrieben, bietet die Dualitdtstheorie einen Ausgangspunkt
fiir eine Schédtzung der oberen Schranken des Gasspeicherwertes mittels einer Monte
Carlo Simulation. In den folgenden Abschnitten, in denen zwei Algorithmen vorgestellt
werden, wird davon ausgegangen, dass M mittels Algorithmus [1| simulierte Pfade des
Preisprozesses vorliegen. Wie schon in Kapitel seien diese Pfade in der Matrix P
gespeichert. Beide Algorithmen basieren auf einer Relaxation mit voller Information.

Algorithmus mittels Information Relaxation ohne Penalization

Die erste Moglichkeit, die beschrieben wird, ist eine intuitive Vorgehensweise. Dadurch,
dass hier die Penalization z auf Null gesetzt wird, besteht das Vorgehen des Algorithmus
darin, auf jedem einzelnen erzeugten Pfad das Optimierungsproblem zu lésen und am
Ende, als Schitzer des Erwartungswertes, den Mittelwert iiber alle Pfade zu bilden.

Damit ist auch der erste grofe Unterschied zu den Algorithmen aus Kapitel ersicht-
lich. Wahrend dort der berechnete Wert zum Zeitpunkt 0 in Speicherstand x[j] fiir jeden
Pfad gleich war, ist dieser hier verschieden. Dies liegt daran, dass bei den bisherigen Ka-
piteln in jedem Teilschritt der bedingte Erwartungswert geschétzt wurde, hier wird der
Erwartungswert erst am Schluss geschatzt.

Da von voller Information und keiner Penalization ausgegangen wird, nimmt man also
an, dass

Un(fl?,pn) = E[Vn+1(x> Pn+1)|In] = Vn-l—l(xapn—&-l)

gilt. Fiir jeden realisierten Pfad heift das, dass fiir alle m € {1,2,..., M}

Un(xap;n) = WLH(%MTH) (617)

gilt.

Algorithmus [T1] beschreibt dieses Vorgehen. Bezeichnungen aus den Bemerkungen [6.1.2]
und [6.1.3] werden, wie gehabt, verwendet. Der grofie Unterschied zu den bisherigen Algo-
rithmen, die Mittelwertbildung zur Schitzung des Erwartungswertes am Schluss, ist blau
hervorgehoben. Die Berechnung von U erfolgt fiir jeden Pfad mittels und ist griin
hervorgehoben, um den Unterschied zum Algorithmus mit Penalization zu verdeutlichen.
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6. Vorstellung der Algorithmen zur Gasspeicherbewertung

Algorithmus 11 : Monte-Carlo Algorihtmus zur Schétzung einer oberen Schranke
ohne Penalization

Data : Parameter des Gasspeichers, Speichergitter x der Linge G, Preispfadmatrizen P

Result : Schitzer der oberen Schranke Schitzer.obere.Schranke fiir verschiedene
Anfangsvolumina

for je{1,...,G} do

for me {1,...,M} do
Wert[N, j, m| = hy(x[j], P[m, N]) ;
end

nd
orte {N—1,...,0} do

for me {1,...,M} do
for je{l,...,G} do

= 0

Uy (x(j], Plm, t]) = Wert[t + 1,x(j], m];

hilfs.vectorl = Uy(x[j], P[m, t]) — k(P[m,t]) -
hilfs.vector2 = Uy (x[j], P[m, t]) — e(P[m, ]) -

end

index.b.u = berechnung. index.max(hilfs.vectorl);
index.b.o = berechnung. index.max(hilfs.vector2);

b.unten[t, m] = x[index.b.u];
b.oben[t, m] = x[index.b.o];

for je{l,...,G} do

J-min = berechnung.index. jneu(x[j])[1];
j.max = berechnung. index. jneu(x[j])[2];

index.fstar = berechnung.index.fstar(j,index.b.u,index.b.o, j.min, j.max) ;

Wertlt, j, m| = hy(P[m, t], x[index.fstar] — x[j]) + U;(x[index.fstar], P[m, t]) ;

end
end
end
for j € {1,...,G} do
M
Schitzer.obere.Schranke[j] = 4 Wert[0, 7, m];
m=1

end

Dieser Algorithmus enthélt ganz eindeutig grofses Parallelisierungspotential, denn die
Grofe Wert wird fiir jeden Pfad einzeln unabhéngig von den anderen Pfaden bestimmt.
Diese Berechnung konnte demnach parallel fiir alle Pfade durchgefiihrt werden.

Genauso hat auch der folgende Algorithmus, der eine Penalization einschlieft, Paralle-
lisierungspotential.
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6.4. Monte-Carlo Algorithmen zur Schiatzung oberer Schranken

Algorithmen mittels Information Relaxation mit Penalization

Um eine Methode mit Penalization vorstellen zu kénnen, betrachtet man zunéchst den
zur Zeit n entstehenden ,Bellman-Schritt® mit Information Relaxation. Es ist

Vg(xapn) = 5[1)113( ) {hn(pTu ) Z'rL(x + a pn) + E [VnJrl(x + a Pn+1)|I }}
acDp(x

= S;Iz : {hn(pnaa) — zn(T + a,pn) + V—t—l(m +a pn-i-l)}
acDn(x

In Brown u.a. [7] werden einige Methoden zur Konstruktion von Penalties z beschrie-
ben. Eine dieser Methoden, die auf einer Methode von Haugh u. Kogan [20] basiert,
wird im Folgenden vorgestellt. Fiir weitere Moglichkeiten gute Penalties zu konstruieren
wird auf Brown u. a. [7] verwiesen.

Ausgehend von einer approximierenden Wertfunktion V; wird die Penalty Funktion

Zn(x + a7pn) = E{Vn—i-l(x +a, Pn-l—l)‘z- ] [ n+1<$ +a, Pn+1)|]: ]

= Vn+1(x+a>pn+1) _]E[V (SL’—FCL Pn—l—l)’P ]
gesetzt.

Fiir den Continuation Value U bedeutet das fiir jeden Pfad, also m =1,..., M

~

Un(xvpzl) = Vn+1(xapzl+1) - Vn+1(fL‘,p7T+1) + E[Vn+1(I, Pn+1)|Pn = Pm (618)

Somit muss zunichst eine approximierende Wertfunktion vorliegen. Diese kénnte zum
Beispiel aus einem der Algorithmen aus Kapitel entstehen, indem man die entspre-
chenden Ergebnisse Vn-{—l( -), die auf einem Gitter vorliegen - vergleiche die entspre-
chenden Algorlthmen - mterpohert Hierzu wird lineare Interpolation genutzt, wie unter
anderem in Kapitel |6.3.1) Nutzt man fiir die Berechnung von V auf dem Gitter die selbe
Monte Carlo Slmulatlon der Preispfade, so muss zumindest fiir den Teil VnH(a:,an)
in (6.18]) nicht die approximierende Funktion genutzt werden. Fiir die Berechnung von
E[V;i1(2, Puyt)| P, = p] ist allerdings die approximierende Funktion von Bedeutung.

Im Grunde hat man nun die gleichen Alternativen, wie in Kapitel um den gesuch-
ten Erwartungswert zu berechnen, beziehungsweise zu schitzen: Integration, Simulation,
Quantisierung.

Haugh u. Kogan [20] benutzen fiir die Bestimmung des Erwartungswertes eine ,nested"
Simulationsmethode, die auf neuronalen Netzen basiert. Wie Brown u. a. [7] zeigen, fiihrt
diese Methode zur Schétzung einer oberen Schranke, solange der Schitzer des Erwar-
tungswertes erwartungstreu ist.
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Zur Beschreibung des Algorithmus wird in dieser Arbeit exemplarisch die Quantisie-
rungsmethode zur Approximation der Erwartungswertes zugrunde gelegt, vergleiche
hierzu den entsprechenden Abschnitt in Kapitel [6.3.1} Der Erwartungswert wird somit
in jedem Schritt mittels quantisierender I-Tupel (.,,,...,2%,;) und deren Voronoi-
Gewichte wy, ..., w; der jeweiligen Verteilung der Logpreise X, . gegeben X,, = logp
geschiitzt. Ahnlich wie in Kapitel ist

E[VnJrl(x Po1)| P = sz (T, e nH)

und damit wird U in jedem Zeitschritt auf jedem Pfad durch

l

Un(xapnm) = Vn-"—l(xapnm-i-l) - Vn-ﬁ-l(xapnm—&-l) + Z wif/n-‘rl(x? eiiﬁl) (619)

i=1
bestimmt.

In Algorithmus[12|wird, wie im Abschnitt davor, ein Schétzer Schitzer.obere.Schranke
fiir eine obere Schranke des Gasspeicherwertes fiir verschiedene Anfangsvolumina berech-
net. Wie zuvor wird demnach am Schluss iiber die auf jedem Pfad berechneten Werte
gemittelt (blau markiert).

Es wird davon ausgegangen, dass die approximierende Wertfunktion V fiir jeden Zeit-
punkt t = 1,..., N und jeden Speicherzustand im Gitter x in Abhéingigkeit des Preises
vorliegt. Auferdem sei, wie in Algorithmus [J] die Quantisierung der Standardnormal-
verteilung durch die [-Tupel im Vektor Quanten und ihre Gewichte im Vektor weight
gegeben.

Man muss um U mit Hilfe von zu berechnen, zunichst y; und o? nach Satz [5.1.6]
bestimmen und die Quantisierung wie in Algorithmus [9] bereits gesehen, anpassen. Die
entsprechenden Zeilen sind griin markiert.

Erkennbar ist, das dieser Algorithmus aufwéandiger ist als der zuvor beschriebenen Al-
gorithmus Die Frage ist, ob die bessere, das heift kleinere, obere Schranke den
zusétzliche Aufwand rechtfertigt, siehe dazu Kapitel [7.4]
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Algorithmus 12 : Monte-Carlo Algorithmus zur Schitzung einer oberen Schranke
mit Penalization
Data : Parameter des Gasspeichers, Speichergitter x der Linge G, Preispfadmatrizen P,
approximierende Wertefunktion V', [ Quantisierungspunkte Quanten der
Standardnormalverteilung und Gewichte der Voronoi-Zellen weight
Result : Schitzer der oberen Schranke Schatzer.obere.Schranke fiir verschiedene Anfangsvolumina
for j € {1,...,G} do
for me {1,...,M} do
Wert[N, j,m] = hy (x[j], P[m, N]) ;

end

end

forte {N—-1,...,0} do
for me {1,...,M} do
for j € {1,...,G} do
if t! =0 then

pe = E(Xep1) +p ViXes1)

V(X0)

(log P[m,t] — E(X}));

_ _Cov(Xy Xig1) .

end
forie{1,...,l} do
| 2}, = o¢- Quanten[i] 4 ju;
end
Ui(x[j],P[m,t]) = Wert[t + 1,x[j], m] - VHI(XM’, Pim,t+ 1])
+ 301 weight[i] - Vi (x[f], €%er1)
hilfs.vectorl = U(x[j], P[m, t]) — k(P[m,t]) - x[J]);
hilfs.vector2 = U, (x[j], P[m, t]) — e(P[m, t]) - x[4]);

Y

end

index.b.u = berechnung. index.max(hilfs.vectorl);
index.b.o = berechnung. index.max(hilfs.vector2);

b.unten[t, m] = x[index.b.u];
b.oben(t, m] = x[index.b.o];

for je{1,...,G} do

j-min = berechnung.index. jneu(x[j])[1];
j-max = berechnung.index. jneu(x[j])[2];

index.fstar = berechnung.index.fstar(j,index.b.u,index.b.o,j.min, j.max) ;
Wertlt, j,m] = hy,(P[m,t], x[index.fstar] — x[j]) + Uz (x[index.fstar], P[m,t]) ;

end

end
end
orje{l,....,G} do

=,

M
Schitzer.obere Schranke[j] = 57 > Wert[0, j,m];

m=1

end
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Numerische Betrachtung der Algorithmen zur
Gasspeicherbewertung

Hat man Algorithmen fiir die Gasspeicherbewertung entwickelt, so gilt es diese zu im-
plementieren. Dadurch lassen sich die verschiedenen Ansétze vergleichen. Neben Lauf-
zeitanalysen, Schitzereigenschaften und dem Einfluss der Preisparameter ldsst sich ein
besserer Eindruck der die optimale Strategie bestimmenden Preisschranken gewinnen.

Die Algorithmen werden in R und C implementiert. Fiir eine genaue Beschreibung der
verwendeten R- und C-Routinen wird auf die entsprechenden Handbiicher (|30], [31],[17],
[1]) hingewiesen.

Der erste Teil dieses Kapitels befasst sich mit dem konkreten Beispiel eines Gasspeichers,
das in den folgenden Teilen betrachtet wird. Anschlieftend wird auf die mit der Imple-
mentierung zusammenhingende Diskretisierung genauer eingegangen. Ein Vergleich der
Algorithmen, sowie weitere Untersuchungen mit unterschiedlichen Zielsetzungen folgen.
In diesem Kapitel abschliefsend folgt eine Betrachtung der Algorithmen zur Berechnung
einer oberen Schranke fiir den Gasspeicherwert.

7.1. Beispiel eines Gasspeichers: Eckdaten

Im Folgenden wird das Kernbeispiel vorgestellt, auf das die Algorithmen angewendet
werden. Eventuelle Modifikationen werden an den entsprechenden Stellen beschrieben.
Andernfalls wird von diesem Beispiel, das heifst insbesondere diesen Parametern ausge-
gangen.

Parameter im Preis

Wie in Kapitel |5| beschrieben, werden die von Benth u. a. [4] an die britischen Preisdaten
angepassten Preisparameter fiir die numerische Betrachtung der Algorithmen verwendet.
Die Log-Preise folgen demnach der stochastischen Differtialgleichung

dX; = a(u(t) — Xy)dt + o(t)dB;
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mit
a = 0.073,
2 (t — 118.1
1(t) = 2.69 + 0.0007¢ — 0.234 cos (u) |

250
o(t) =0.072.

Da die Energie in MMBtu (million British thermal units) gemessen werden soll, miissen
die Preise noch umgerechnet werden. Die Daten beinhalten als Einheit pence per therm,
wobei gilt

1 pence/therm = 0.1 £/MMBtu.

Als Anfangspreis (in Pfund) wird
po =0.1-¢e*0 £/MMBtu ~ 1.855 £/MMBtu
fiir die Berechnungen verwendet. Der Kauf- bzw. Verkaufpreis k£ bzw. e sei gegeben durch

k(p) = (1 4+wi)p+ 2z = 1.01p + 0.02,
e(p) = (1 — we)p — 2o = 0.995p — 0.02.

In Secomandi [34] werden die Parameter z; und z, als zusétzliche Kosten interpretiert,
die zum Beispiel durch Abnutzung der Pumpe oder anderer Geréte entstehen. Sie bezie-
hen sich hierbei auf Maragos [26], der beschreibt, dass diese Kosten normalerweise den
Wert 2 Cent pro MMB¢tu nicht iibersteigen. Zum anderen ist es moglich, die Parameter
z1 und 23 zur Beschreibung eines im Markt vorhandenen Bid-Ask-Spreads zu verwenden.
Entsprechende Gaspreise aus de Jong u. Walet [24] lassen hier vermuten, dass sich auch
bei dieser Interpretationsméglichkeit z; = 2o = 0.02 £ als sinnvoll erweist.

Die Parameter w; = 0.01 und wy; = 0.005 zu wéhlen ist auf den Gasverlust an der
Pumpe zuriickzufithren, der laut Maragos [26] normalerweise nicht mehr als 1% betrigt.
Eine genauere Beschreibung findet man hierzu in Secomandi [34]. Alternativ ist auch
eine Interpretation als Transaktionskosten moglich.

Der Gasspeicher

Ein realistisches Beispiel eines Gasspeichervertrags ist zum Beispiel in Thompson u. a.
[37] zu finden. Der dort beschriebene Vertrag bezieht sich auf den Stratton Ridge Salz-
kavernenspeicher in Texas und hat eine Dauer von einem Jahr. In Anlehnung an diesen
Gasspeicher werden

p™ = 500000 MMBtu,
b3 — 2000000 MMBtu,
Ty = b™ /2 = 1000000 MMBtu,

sowie

N =250
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gesetzt. Der Beginn des Vertrages ist Februar, was der Anpassung der Preisdaten ent-
spricht. Mit Hilfe des idealen Gasgesetz und der Bernoulli-Gleichung erhalten Thompson
u. a. [37] Gleichungen fiir 4™ und ™", Angepasst auf die in dieser Arbeit verwendeten
Einheiten und das Modell, ergibt sich mit &hnlicher Vorgehensweise

M0 () = ™ () = —70.71 - /.
Dies entspricht einer maximalen Ausspeicherrate von ca. 100000 MMBtu pro Tag. Au-
ferdem wiirde es etwa 20 Tage dauern, bis der Speicher von maximalen Speicherstand
b2 auf minimalen Speicherstand b™" geleert ist.

Als Funktion fiir die Einspeicherrate wird

i () =" (x) = —0.032 -  + 68170
gewdahlt. Dies entspricht einer maximalen Einspeicherrate von ca. 52000 MMBtu pro Tag
bei ,leerem* Speicher. In etwa 78 Tagen lasst sich der Speicher von minimalem Speicher-
stand ™" auf maximalen Speicherstand b™#* befiillen. Die entsprechende Funktion in
Thompson u.a. [37] ist konvex und erfiillt daher nicht die Voraussetzungen des Mo-
dells dieser Arbeit. Dennoch wird versucht, mit der affinen Funktion, die ,Eckdaten®,
d.h. maximale Einspeicherrate und Gesamtzeit zur Befiillung, entsprechend einzuhalten.

Die terminale Gewinnfunktion sei gegeben durch

e(p) - (x —xp), falls x > z,
hn(z,p) = 40, falls © = xo,
k(p) - (x —xp), falls z < xo.

Damit sollte der Gasspeicher am Ende des Vertrages wieder den Anfangsfiillstand er-
reichen. Falls man darunter bleibt, muss das ,fehlende” Gas finanziert werden. Ist man
iiber dem geforderten Zustand, so fliekt der entsprechenden Betrag zuriick. Vergleiche

hierzu auch Beispiel |4.1.4]

Weitere Bespiele fiir Gasspeicher finden sich in [5], [24], [34] und [I5]. Im Vergleich zum
obigen Beispiel sind diese Gasspeicher langsamer in dem Sinne, dass es linger dauert bis
der Speicher wieder voll/leer ist. Jedoch sind die Beispiele nicht an einen existierenden
Gasspeicher angelehnt. De Jong u. Walet [24] bezeichnen ihr Beispiel als ,realistic but
stylized example®.

7.2. Diskretisierung in Speicherstand und Preis

Beschaftigt man sich mit Algorithmen, denen kontinuierliche Zustandsraume zu Grunde
liegen, so stellen sich folgende Fragen. Wie ist dieser Zustandsraum zu diskretisieren?
Welche Wahl und welche Léange eines Gitters ist optimal? Diese Fragen werden im fol-
gende Teilkapitel im Zusammenhang mit der Diskretisierung des Intervalls moglicher
Speichervolumen und des moglicher Preise diskutiert.
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7.2.1. Diskretisierung des Speichervolumenintervall [b™", b™]
Motivation

Die naheliegende Wahl eines Diskretisierungsgitters fiir ein abgeschlossenes Intervall ist
ein dquidistantes Gitter. Da die Speicherzustinde, die erreicht werden kénnen, im In-
tervall [b™" p™a¥] liegen und ihnen im Vergleich zum Preis kein direkter Stochastischer
Prozess zu Grunde liegt, scheint es hier sinnvoll ein dquidistantes Gitter zu wihlen.

Wirft man jedoch einen Blick auf die Struktur der optimalen Strategie, so erkennt man,
dass in vielen Fillen von einem gegebenen Speicherzustand x aus der nichste Zustand
T + M (z) oder x + ™"(x) ist.

Abbildungzeigt zur Verdeutlichung die Strategieschranken b, (p) (hellblau) und b, (p)
(dunkelblau) im Binomialbaum-Algorithmus. Zur Berechnung wurde ein dquidistantes
Gitter mit 531 Gitterpunkten verwendet. Man erkennt deutlich, dass lediglich in einem
schmalen Ubergangsbereich die Strategieschranken wirklich zum Tragen kommen. Oft
sind die Schranken gleich 6™ oder b™**, das heift an diesen Preisen und Zeitpunkten
wiirde man so viel Gas wie moglich entnehmen beziehungsweise einspeichern.
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1500000

250

Zeit
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150

1000000

100

500000
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Abbildung 7.1.: Strategieschranken b, (p) (hellblau) und b, (p) (dunkelblau) im Baum-
Algorithmus mit dquidistantem Gitter

Wie in Kapitel [6.1] bereits beschrieben, ist es bei allen Diskretisierungen des Speicherzu-
standes so, dass ein Fehler dadurch entsteht, dass die ndchsten Zusténde z+i™**(x) oder
x+i™8(x) keine Gitterpunkte ,treffen”. Insbesondere in einem Aquidistanten Gitter, das

nicht fein genug ist, wird dies oft der Fall sein.

Die Vorgehensweise dieser Arbeit ist es, mit Hilfe der Funktionen ™ und ™" das
Gitter zu erzeugen.
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Erzeugung des Gitters und Wahl der Anzahl der Gitterpunkte

Grundsitzlich sollten zum Gitter, welches den Speicherzustand diskretisiert, H™a%, pmin
und x gehoren. Von b™* ausgehend wird dann p™ma% 4 jmin(pmax) pmax . jmin(pmax)
min(pmax . gmin(pmaxy) - herechnet bis #™" erreicht bzw. unterschritten wird. Genau-
so werden ausgehend von ™" die Gitterpunkte p™in + jmax(pmin) pmin 4 jmax pmin) 4
max (pmin - jmax(pminy) - herechnet bis H™* erreicht bzw. iiberschritten wird. In &hn-
licher Weise werden dann von z, aus - sofern x, nicht 6™ oder b™" entspricht - Git-
terpunkte o + ™ (z0), 19 + ™ (2g) + i (2 + M (2p)), ... und xg + i (20), 10 +
iM% () + M (g + i™**(xg)), . . . berechnet bis der minimale bzw. maximale Speicher-
stand erreicht wird.

Die so entstehenden Gitterpunkte werden in jedem Fall verwendet und bilden das
,Grundgitter. Im Beispiel dieser Arbeit hat es eine Linge von 173 Gitterpunkten. Das
bedeutet demnach, dass mindestens mit einem Gitter dieser Lénge gerechnet wird. Al-
gorithmus [13| beschreibt die Erzeugung des Grundgitters, wobei hier davon ausgegangen
wird, dass - wie im Beispiel - zy weder ™ noch b™" entspricht. Die Funktionen sort
und unique sind Funktionen, die einen Vektor sortieren bzw. doppelte Werte entfernen.

Algorithmus 13 : Erzeugung des Grundgitters im Speicherstand

Data : x.0,b.max,b.min, i.max,i.min
Result : Vektor der das grundgitter enthélt

grundgitter [1] = b.min;

1=1;

while grundgitter [i] < b.max do

x = grundgitter[i] 4+ i.max(grundgitter[i]);
grundgitter[i + 1] = min(z, b.max);
1=1+1;

end

while grundgitter [¢{] > b.min do

x = grundgitter[i] + i.min(grundgitter[i]);
grundgitter[i + 1] = max(x, b.min);
1=14+1;

end

Jj=1i+1;

grundgitter [j] = x.0;

while grundgitter [j] < b.max do

x = grundgitter[j] 4+ i.max(grundgitter[j]);
grundgitter[j 4+ 1] = min(z, b.max);
J=i+1

end

k=j+1;

grundgitter [k] = x.0;

while grundgitter [k] > b.min do

x = grundgitter[k] + i.min(grundgitter[k]);
grundgitter[k + 1] = max(x, b.min);
k=k+1,

end

grundgitter = unique (sort (grundgitter));
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Ist die gewiinschte Mindestanzahl an Gitterpunkten mit dem Grundgitter noch nicht
erreicht, so wird ausgehend von xy der nichstliegende von den Gitterpunkten gesucht,
die ausgehend von z( entstanden sind. Ausgehend von diesem werden neue Gitterpunkte
in dhnlicher Weise wie vorher mit Hilfe von ™8 oder i™" berechnet, je nachdem ob der
ausgesuchte Gitterpunkt unterhalb oder oberhalb von z( liegt. Darauffolgend wird der
zweit-nachstliegende Gitterpunkt gesucht und neue Gitterpunkte berechnet. Auf diese
Weise wird fortgefahren bis die Mindestgitterlinge erreicht oder iibertroffen wird. Fiir

die genauere Beschreibung wird hier auf die zugehorigen R~ bzw. C-Dateien verwiesen.

Um einen Eindruck des so entstehenden Gitters zu erhalten, zeigen die Abbildungen [7.2]
, wie die Gitterpunkte im Intervall [b™® p™3%] liegen bzw. Histogramme dieser
mit Mindestlangen 100, 500 und 1500. Die erste Abbildung zeigt das Grundgitter; die
tatséichlichen Gitterldngen der darauffolgenden Abbildungen betragen 530 bzw. 1506.

N
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r T T 1
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Abbildung 7.2.: Lage und Histogramm des Grundgitters (mit Minimalldnge 137)
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Abbildung 7.3.: Lage und Histogramm des Gitters mit Minimalldnge 500
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Abbildung 7.4.: Lage und Histogramm des Gitters mit Minimalldnge 1500

Vergleicht man die beiden Ansétze - dquidistantes Gitter (Sternsymbole) und Gitter mit
Hilfe der Funktionen ™ und /" (Punkte) - so erkennt man in den Abbildungen
und [7.6] dass sowohl im Binomialbaum-Algorithmus, als auch im Least-Square-Monte-
Carlo Algorithmus, die Methode mit Hilfe der Funktionen i™# und ™", wie sie in dieser
Arbeit verwendet wird, schneller konvergiert.
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Abbildung 7.5.: Wert des Gasspeichers Abbildung 7.6.: Wert des Gasspeichers
mit Baumalgorithmus mit Least-Square Monte
Carlo Algorithmus

Eine weitere Frage, die sich stellt ist, welche Gitterlingenwahl moglichst optimal in dem

Sinne ist, dass die Gitterlinge, das heifst die Anzahl der Gitterpunkte, moglichst klein
und der Wert des Gasspeichers moglichst nahe am ,wahren“ Wert liegt.
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Die Abbildungen bis zeigen, wie sich der Wert des Gasspeichers in Abhéngigkeit
der Gitterldnge verhélt. Die beiden Abbildungen und weisen bei ca. 500 einen
ersten groferen und bei ca. 1000 einen kleineren zweiten Knick auf, sodass diese zwei
Werte eine gute Wahl darstellen. Auch in Abbildung lasst sich ein Knick bei ca.
500 erkennen, insbesondere, wenn man die Werte auf der Skala des LS-Algorithmus be-
trachtet (rechts). Um nicht zu hohe Laufzeiten der Algorithmen zu erhalten, wird in den
folgenden Teilkapiteln aus diesem Grund die Mindestldnge des Gitters im Speicherstand
auf 500 gesetzt. Tatséchlich bedeutet dies eine Gitterlinge von 530 Gitterpunkten.
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Abbildung 7.7.: Wert des
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Abbildung 7.8.: Wert des Gasspeichers

mit Least-Square-
Algorithmus in Abhén-
gigkeit der Gitterldnge
im Speicherstand
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Abbildung 7.9.: Wert des Gasspeichers mit Interpolations-Algorithmus und Quantisie-
rung in Abhéngigkeit der Gitterlinge im Speicherstand
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7.2.2. Diskretisierung des Preiszustandes

Die Methoden zur Diskretisierung des Preiszustandes sind bereits in Kapitel [5| beschrie-
ben. Zum einen ist dort der approximierende Binomialbaum beschrieben, zum anderen
die den Monte Carlo Algorithmen zugrunde liegenden Simulationen der Preispfade.

Im Folgenden stellt sich die Frage, wie im Baum-Algorithmus die Schrittweite der Appro-
ximation At und in den Monte Carlo Algorithmen die Anzahl der simulierten Preispfade
M zu wéhlen sind.

Abbildung zeigt Gasspeicherwerte in Abhéngigkeit von At. Wie auch in Abbildung
zu erkennen ist, ist der Wertunterschied von At = 411 und At = % geringfiigig, was
die Wahl von At = i fiir weitere Untersuchungen nahe legt.
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Abbildung 7.10.: Wert des Gasspeichers mit Baumalgorithmus in Abhéngigkeit von At

Fiir die Abbildungen der Monte-Carlo Algorithmen wurden 1000 Pfade erzeugt und
die entsprechenden Gasspeicherwerte fiir verschiedene Werte von M berechnet, indem
jeweils mehr Pfade hinzugenommen werden. Um einen besseren Eindruck zu erhalten
wurde dies 5 mal durchgefiihrt und durch verschiedene Farben gekennzeichnet.

Abbildung zeigt den Speicherwert in Abhéngigkeit von M im Interpolationsansatz
mit Quantisierung. Es wurden jeweils 100 Quantisierungspunkte aus [13], wie in m
beschrieben, verwendet. Fiir die Approximation der Wertefunktion wurde eine lineare
Interpolation (links) und natiirliche Splines (rechts) verwendet. Beide Methoden weisen
ein dhnliches Verhalten in Abhéngigkeit von M auf, wobei die Spline-Methode dahinge-
hend besser erscheint, dass die Abweichung der verschiedenen Durchfithrungen (Farben)
relativ klein ist.
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zur Gasspeicherbewertung
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Abbildung 7.11.: Wert des Gasspeichers mit Interpolations-Algorithmus mit Quantisie-
rung und linearer Interpolation (links) bzw. Splines (rechts) in Abhén-
gigkeit der Anzahl der Pfade M

Abbildung zeigt, dass die Konvergenzgeschwindigkeit der Methode mit ,nested”
Simulation kleiner ist im Vergleich zu der Konvergenzgeschwindigkeit der Methode mit
Quantisierung. Die zu erkennenden Unregelméfigkeiten innerhalb der einzelnen Durch-
flihrungen in der linken Grafik, sind auf die unterschiedlichen ,nested Simulationen zu-
riickzufithren. In der rechten Grafik wird mit gleichen Ausgangsimulationen gerechnet,
das heiftt innerhalb des Algorithmus ein seed gesetzt. Es wurden jeweils 100 Simulatio-
nen zur Berechnung des Erwartungswertes verwendet. Da beide Methoden - mit und
ohne seed - jedoch recht dhnliches Verhalten ausweisen, wird in den folgenden Betrach-
tungen, die Methode ohne seed verwendet. Als Approximation wurde hier eine lineare
Interpolation verwendet.
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Abbildung 7.12.: Wert des Gasspeichers mit Interpolations-Algorithmus mit Simulati-
on ohne (links) bzw. mit (rechts) gesetztem seed in Abhéngigkeit der
Anzahl der Pfade M
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In Abbildung ist erkennbar, dass der Monte-Carlo Algorithmus mit Least-Square-
Ansatz, langsamer konvergiert. Als Basisfunktionen der Approximation wurden die Mo-
nome 1, z, 22, 23 verwendet.
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Abbildung 7.13.: Wert des Gasspeichers mit Least-Square-Algorithmus in Abhéngigkeit
der Anzahl der Pfade M

Im Vergleich der Algorithmen, siehe Abbildung [7.14] ist zu erkennen, dass die Interpo-
lationsalgorithmen, die in der Mitte (Simulation) und Rechts (Quantisierung) gezeigt
werden, bereits mit M = 200 annehmbare Ergebnisse vorweisen, wohingegen der Least-
Square-Algorithmus eine erheblich hohere Anzahl an simulierten Pfaden bendtigt. Im
folgenden werden fiir den Least-Square-Algorithmus M = 1000 Pfade verwendet. Fiir
den Interpolationsansatz werden die Werte M = 200, M = 500 und M = 1000 verwen-
det.

Least-Square-Ansatz Interpolationsansatz mit Simulation Interpolationsansatz mit Quantisierung
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Abbildung 7.14.: Wert des Gasspeichers verschiedener Algorithmen in Abhéngigkeit der
Anzahl der Pfade M
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7.3. Numerischer Vergleich der Algorithmen und
weitere Untersuchungen

Einen ersten Eindruck der Unterschiede in den einzelnen Algorithmen liefern bereits
die Abbildungen in Kapitel [7.2] Diese Unterschiede werden in diesem Teilkapitel wei-
tergehend diskutiert. Zudem werden die Strategieschranken und die optimale Politik
untersucht.

7.3.1. Die Monte-Carlo-Algorithmen: Erste Untersuchung und
Vergleiche untereinander

Bevor ein Vergleich zum Binomialbaum-Algorithmus hergestellt wird, werden zunéchst
die Monte Carlo Algorithmen untereinander untersucht. Aus Lesbarkeitsgriinden wird
haufig anstelle der genauen Bezeichnungen ,Monte Carlo Algorithmus mit Interpolati-
onsansatz und Integration/Simulation/Quantisierung* beziehungsweisen ,Monte Carlo
Algorithmus mit Least-Square-Ansatz* kiirzere Bezeichnungen wie zum Beispiel ,Inter-
polations-Algorithmus“ oder ,Least-Square-Algorithmus“ verwendet. Aus dem Kontext
ist allerdings zu erkennen, welcher Algorithmus verwendet ist.

Der Interpolationsansatz

Bevor im Folgenden der Monte-Carlo-Algorithmus mit Interpolationsansatz mit seinen
verschiedenen Méoglichkeiten, den bedingten Erwartungswert zu berechnen, genauer be-
trachtet wird, wird begriindet, warum der Teil-Ansatz ,Integral® gianzlich und der Teil-
Ansatz Simulation® im (natiirlichen) Spline-Ansatz nicht weiter betrachtet werden.

Bemerkung 7.3.1

Zum einen zeigt die Tabelle [7.1| die Werte des Interpolationsansatzes mit natiirlichem
Spline und Berechnung des Erwartungswertes durch ein Integral. Die jeweils 5 berech-
neten Werte mit 100 bzw. 150 Pfaden deuten ein recht gutes Verhalten des Schitzers
an. Jedoch bendtigt schon ein Durchlauf mit ,nur“ 100 Pfaden ca. 3 Stunden und ein
Durchlauf mit 150 Pfaden ca. 4 Stunden, sodass dieser Ansatz sehr viel Zeit in An-
spruch nimmt. Das zur Zeitmessung verwendete System wird in beschrieben. Hinzu
kommt, dass bei hoherer Anzahl an Pfaden, Probleme bei der Benutzung der Funktion
integrate zur Berechnung des Integrals in R auftreten. Diese Routine kann das Inte-
gral aufgrund der Beschaffenheit des Integranden nicht berechnen. Bei der Verwendung
einer linearen Interpolation anstelle eines Splines treten diese Probleme bereits bei 150
Pfaden auf. Desweiteren ist zu bemerken, dass bei den Berechnungen aus Tabelle [7.1
bereits nicht das Integral von 0 bis co berechnet wird, sondern nur auf einem kompak-
ten Intervall, indem moglichst viel der Wahrscheinlichkeitsmasse liegt. Dieses Intervall
wurde im Sinne der k-o-Bereiche der Normalverteilung auf die Log-Normalverteilung
angepasst.

Aus diesen Griinden wird im Weiteren auf die Untersuchung dieses Teil-Ansatzes mit
Integral verzichtet.
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M=100 Wert des Laufzeit M=150 Wert des Laufzeit

Speichers | in Minuten Speichers | in Minuten
1. Simulation | 1701677 157.7725 1. Simulation | 1702711 243.2587
2. Simulation | 1701739 159.4552 2. Simulation | 1702033 244.0843
3. Simulation | 1701284 157.3015 3. Simulation | 1703172 243.0338
4. Simulation | 1699487 157.3530 4. Simulation | 1701406 242.0230
5. Simulation | 1700698 157.5258 5. Simulation | 1702026 243.1535
Mittelwert 1700977 157.8816 Mittelwert 1702270 243.1107
Standard-— 1 g0 3174 | 0.8086822 Standard- 1 o2 6308 | 0.7349639
abweichung abweichung

Tabelle 7.1.: Speicherwerte in 5 Simulationsdurchgidngen des Interpolations-Algorithmus
mit Integration

Zum anderen wird auf die weitere Betrachtung des Interpolationsansatzes mit Spline
in der Berechnung des bedingten Erwartungswertes durch Simulation verzichtet. Der
Spline-Ansatz hat in diesem Fall keine sinnvollen Werte hervorgebracht. Daher wird
hier nur der Ansatz mit linearer Interpolation weiter verfolgt.

Aufgrund der Bemerkung werden im Folgenden der Interpolationsansatz mit linea-
rer Interpolation sowohl in der Quantisierungsmethode, als auch in der Simulationsme-
thode betrachtet, der Interpolationsansatz mit natiirlichem Spline hingegen nur in der
Quantisierungsmethode.

Die erste Frage, die geklart werden soll, ist die nach der Wahl der Anzahl [ der Quanti-
sierungspunkte beziehungweise der Simulationen zur Approximation des bedingten Er-
wartungswertes E[V,, .1 (x, P,11)| P, = pl.

Hierzu zeigen die Abbildungen und Werte des Speichers zum Zeitpunkt 0 in
Abhéngigkeit dieser Anzahl, die mit M = 500 Pfaden berechnet werden. In Bild
erkennt man, dass sowohl bei der Verwendung einer linearen Interpolation (links), als
auch bei der Verwendung eines natiirlichen Splines (rechts) ein Knick bei [ = 100 vor-
liegt. Dies bedeutet, dass fiir die weiteren Untersuchungen 100 (Quantisierungspunkte
verwendet werden. Wie in Kapitel [6] bereits erwihnt, werden diese aus der Datenbank
auf der Quantization Website |[13] entnommen.

Abbildung zeigt die Werte durch Simulation, einmal ohne (links) und einmal mit
(rechts) gesetztem seed. Im Gegensatz zum linken Bild, ist im rechten eine Konvergenz
deutlicher zu erkennen. Im Fall von Simulationen wiirde man im Vergleich zur Quanti-
sierung eher [ = 150 wéhlen, dennoch werden die folgenden Untersuchungen mit [ = 100
durchgefiihrt.
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Abbildung 7.15.: Wert des Gasspeichers des Interpolations-Algorithmus mit linearer In-
terpolation (links) bzw. Splines (rechts) und Quantisierung in Abhén-
gigkeit der Anzahl der Quantisierungspunkte [
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Abbildung 7.16.: Wert des Gasspeichers des Interpolations-Algorithmus mit Simulati-
on ohne (links) bzw. mit (rechts) gesetztem seed in Abhéingigkeit der
Anzahl der Simulationen ohne und mit seed

Als néchstes wird kurz der Einfluss der ,nested* Simulationen im Ansatz mit Simula-
tionen betrachtet. Abbildung zeigt zwei Boxplots, die dadurch entstanden sind,
dass der Interpolations-Algorithmus mit ,nested“ Simulationen 100 mal mit den selben
zugrundeliegenden Pfaden durchgefiihrt wird, jedoch mit verschiedenen Simulationen
zur Berechnung des bedingten Erwartungswertes. Dem linken Boxplot liegen M = 200
Pfade, dem rechten M = 500 Pfade zugrunde. Neben dem Boxplot ist auch der Mittel-
wert (roter Punkt) und Mittelwert plus bzw. minus die empirische Standardabweichung
(blaues Intervall) mit eingezeichnet. Der Mittelwert betriagt 1705221 £ bei M = 200 und

146



7.3. Numerischer Vergleich der Algorithmen und weitere Untersuchungen

1706591£ bei M = 500 Pfaden. Die empirische Standardabweichung ist 2670.373 be-
ziehungsweise 2204.73, die Spannweite 11310.26 beziehungsweise 9877.638. Im Vergleich
zum Mittelwert sind sowohl empirische Standardabweichung als auch Spannweite nicht
hoch und vor allem der Unterschied zwischen den Werten fiir M = 200 und M = 500
gering. Dennoch sollte beriicksichtigt werden, dass die ,innere* Simulation existiert und
damit eine ,innere”“ Varianz des Schéitzers zusitzlich zu der ,duferen” Varianz aus der
Pfad-Simulation entsteht.

1712000

1710000
|

1708000
|

1706000
|

1704000
|

1702000
|

1700000
|
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Abbildung 7.17.: Boxplot des Gasspeicherwertes des Interpolations-Algorithmus mit un-
terschiedlichen Simulation

Im Folgenden werden drei Methoden des Interpolationsansatzes verglichen, diese sind
yineare Interpolation mit Simulation“, Jlineare Interpolation mit Quantisierung® und
Opline-Interpolation mit Quantisierung”. Zur Berechnung des Erwartungswertes wer-
den dazu jeweils 100 Simulationen (ohne seed) bzw. Quantsierungspunkte verwendet.
Fir M = 200, M = 500 und M = 1000 Pfade werden jeweils 200 Schétzwerte der
drei Methoden berechnet. Den Mittelwert, die empirische Standardabweichung und die
Spannweite der Schiatzwerte zeigt Tabelle Mittelwert und Standardabweichung sind,
wie im vorherigen Boxplot, auch in die jeweils 3 - fiir die verschiedenen Pfadanzahlen -
entstehenden Boxplots in Abbildung mit eingezeichnet. Man beachte hier die ver-
schiedenen Skalen, auf denen die Boxplots der unterschiedlichen Methoden aufgetragen
sind.

Es ist zu erkennen, dass sich im Ansatz mit linearer Interpolation die Mittelwerte um
646£ (Simulation) bzw. 248£ (Quantisierung) unterscheiden, wohingegen beim Ansatz
mit Spline-Interpolation der Unterschied 1666£ betrigt. Allerdings ist im Ansatz mit
Spline-Interpolation die Standardabweichung und die Spannweite geringer. Es ist zudem
zu bemerken, dass die Mittelwerte der beiden Quantisierungsanséitze bei M = 1000 nur
um 3£ abweichen. Auch die Boxplots geben dieses Verhalten zu erkennen. Der Median
verhilt sich hier dhnlich dem Mittelwert im linearen Interpolationsansatz im Vergleich
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zum Spline-Interpolationsansatz, bei dem ein grofserer Anstieg festzustellen ist. Genauso
sind die Quartilsabstinde im linearen Interpolationsansatz wesentlich gréfer als beim
Spline-Ansatz. Wahrend man in den linearen Interpolationsansitzen eine grofere An-
zahl M an Pfaden wihlen wiirde, um vor allem die Standardabweichung zu verkleinern,
sollte man beim Spline-Interpolationsansatz eine grofere Anzahl M wéhlen, um den
Mittelwert zu ,yerbessern®.

Insbesondere die Reduktion der Streuung des Schitzers in der Erhohung von M zei-
gen die Histogramme in den Abbildungen [7.19] [7.20] und [7.21] Auch die Histogramme
unterstreichen die Verdanderung im Mittelwert, der dunkelblau eingezeichnet ist, und
bekriftigen die Ergebnisse der Boxplots und der Tabelle.

Die Histogramme sind in der jeweiligen Methode auf der gleichen Skala. Vergleicht man
die beiden linearen Interpolationsansatze, so zeigt sich, dass die Varianzreduktion im
Quantisierungsfall wesentlich grofer ist als im Simulationsfall. Hinzu kommt im Simula-
tionsfall, neben der Varianz in der Simulation der Pfade, die bereits angesprochnene Va-
rianz der ,inneren“ Simulation zur Berechnung des bedingten Erwartungswertes. Miisste
man sich fiir eine Methode entscheiden, so ist der lineare Interpolationsansatz mit Quan-
tisierung zu wahlen, da er trotz hoherer Standardabweichung im Mittelwert und Median
einen besseren Eindruck macht. Dennoch ist insgesamt festzustellen, dass alle drei Me-
thoden bereits mit M = 200 Pfaden einen guten Schétzer ergeben, da die Abweichungen
prozentual zum Mittelwert gesehen relativ klein sind. So betrigt im linearen Interpola-
tionsansatz mit Simulation die Standardabweichung vom Mittelwert in etwa 0.23%.

. Standard- .
Mittelwert i Spannweite
Methode M abweichung

200 1706773 3855.69 17347.41
Simulation lineare Interpolation | 500 1706127 2293.382 10930.52

1000 | 1706294 1740.8 10692.42
200 1704608 2185.568 12014.04
lineare Interpolation | 500 1704713 794.143 4003.94

1000 | 1704856 408.7203 2244.941
200 1703193 398.7616 2522.498
Spline-Interpolation | 500 1704531 110.0713 998.8503
1000 | 1704859 43.47782 254.3011

Quantisierung

Tabelle 7.2.: Mittelwerte, Standardabweichung und Spannweite der Speicherwerte in 200
Simulationen mit dem Interpolationsansatz in verschiedenen Methoden
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Abbildung 7.18.: Boxplot des Gasspeicherwertes des Interpolations-Algorithmus fiir ver-
schiedenen M
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Abbildung 7.19.: Histogramme des Gasspeicherwertes des Interpolations-Algorithmus
mit linearer Interpolation ,nested“ Simulation fiir verschiedene M
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Abbildung 7.20.: Histogramme des Gasspeicherwertes des Interpolations-Algorithmus
mit linearer Interpolation und Quantisierung fiir verschiedene M
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Abbildung 7.21.: Histogramme des Gasspeicherwertes des Interpolations-Algorithmus
mit Spline-Interpolation und Quantisierung fiir verschiedene M

Der Least-Square-Ansatz im Vergleich zum Interpolationsansatz

Betrachtet man Boxplot und Histogramm der mit Hilfe des Least-Square-Ansatzes en-
standenen 200 Schétzwerte (bei je M = 1000 simulierten Pfaden) in Abbildung [7.22]
so fallt, die im Vergleich zum Interpolationsansatz grofere Skala auf, auf der die Werte
abgetragen sind. Die Skala ist vor allem nach oben hin vergrofert zu sein, was auch
der Mittelwert 1718785£ verdeutlicht. Die Standardabweichung liegt hier bei 9611.739£
und die Spannweite bei 48305.08£. Damit sind beide Werte deutlich héher als im In-
terpolationsansatz. Zu erkennen ist diese Eigenschaft besonders in Abbildung [7.23] in
der links der Schétzer mit Least-Square-Ansatz, in der Mitte der Schitzer mit linearem
Interpolationsansatz und Simulation und rechts der Schéatzer mit linearem Interpolati-
onsansatz und Quantisierung zu sehen sind. Dennoch ist zu erwdhnen, dass auch hier
im Vergleich zum Mittelwert, die Standardabweichung mit etwa 0.56% des Mittelwertes
durchaus annehmbar ist.
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Abbildung 7.22.: Boxplot und Histogramm des Speicherwertschétzers mit Least-Square-
Ansatz und M = 1000
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Abbildung 7.23.: Histogramme des Gasspeicherwertes drei verschiedener Monte Carlo
Algorithmen mit M = 1000 simulierten Pfaden

7.3.2. Weitere Vergleiche: Laufzeitvergleiche und Vergleich des
Einflusses einiger Preisparameter

Der Vergleich zwischen den Algorithmen wird in diesem Teilkapitel weiter ausgefiihrt
und auf einen Vergleich mit dem Binomialbaum-Algorithmus erweitert.

Laufzeitvergleiche

Vergleicht man die Laufzeiten verschiedener Algorithmen, ist zu beachten, dass alle
Algorithmen moglichst optimal implementiert und Unterschiede analysiert werden. Al-
le Algorithmen werden primér in R (Version 3.0.2) [30] implementiert und auf einem
64-Bit Windows-System mit einem Intel Core 2 Extreme X9650 Prozessor und 8GB
DDR2 RAM ausgefiihrt. Einige fiir alle Algorithmen notwendige for-Schleifen, die er-
fahrungsgemif in R relativ langsam ablaufen, werden dann mit C realisiert [17] und in
den R-Code mittels einer sogenannten R Extension [31] eingebunden. Zusétzlich wird
darauf geachtet, die Vorteile von R zu nutzen und moglichst umfassend mit Vektoren
und Matrizen zu arbeiten. Speziell im Least-Square-Algorithmus wird aufserdem die Be-
rechnung des bedingten Erwartungswertes U, (z,p) in C ausgelagert, da mit Hilfe des
LAPACK Paketes [1] die kleinste Quadrate Methode fiir alle  beziehungsweise Spei-
cherstandgitterpunkte gleichzeitig durchgefiihrt werden kann. Dies bringt dem Least-
Square-Algorithmus einen eindeutigen Laufzeitvorteil. Dennoch ist hier zu bemerken,
dass alle Algorithmen noch weiter optimiert werden kénnen, zum Beispiel durch Par-
allelisierung. Obwohl der Prozessor 4 Kerne besitzt, nutzen alle Algorithmen in dieser
Arbeit nur einen Kern.

Tabelle zeigt unter anderem die Laufzeiten der verschiedenen Algorithmen mit be-
reits gegebenen Preissimulationen bzw. generiertem Binomialbaum. Die Laufzeiten der
Preisgittergenerierung zeigt Tabelle diese miissten jeweils zu den Algorithmen hin-
zugerechnet werden. Es ist jedoch zu erwidhnen, dass gerade im Fall der Monte-Carlo-
Simulation sequentiell gearbeitet wird, obwohl hier die einzelnen Pfade auch parallel
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berechnet werden konnen. Daher wird diese Zeit fiir den Vergleich nicht mit einbezogen.

Betrachtet man Tabelle [7.4] so erkennt man, dass der Binomialbaum-Algorithmus die
kiirzesten Laufzeiten ergibt und selbst fiir At = 1/5 mit 1.16 Minuten weit schnel-
ler ist als der schnellste Interpolations-Algorithmus mit 6.09 Minuten. Zudem gibt der
Binomialbaum-Algorithmus, letztendlich auf dem Approximationsgitter den exakten®
Wert des Speichers an. Das bedeutet auch, dass hier lediglich ein Durchlauf des Algo-
rithmus notig ist, wohingegen die Monte Carlo Ansétze Schitzwerte liefern und daher
mehrere Durchfiihrungen empfehlenswert sind. Man erkennt auch, dass gerade im Ver-
gleich zum Least-Square-Ansatz, der Wert des Speichers nahe am Mittelwert des Least-
Square-Schatzers liegt. Dennoch wére hier zu iiberlegen, ob eine noch feinere Wahl des
Approximationsgitters, das heifst ein kleineres At, zu weiteren Verbesserungen im Wert
fiihrt. Allerdings ist der Aufwand zu beriicksichtigen, der bei der Berechnung der Wahr-
scheinlichkeiten der moglichen Preiswerte im Zeitschritt ¢ auf ¢ 4+ 1 entsteht, da sich die
Up-Down-Wahrscheinlichkeiten in der Binomialapproximation unter anderem mit der
Zeit dndern.

Betrachtet man die Laufzeiten der Monte Carlo Algorithmen so fillt auf, dass die In-
terpolationsansitze bei M = 1000 mit ungefihr 34 Minuten langsamer sind, als der
Least-Square-Ansatz mit etwa 15 Minuten. Vergleicht man jedoch zusétzlich das Ver-
halten des Schitzer mittels Mittelwert und Standardabweichung, so wird deutlich, dass
die Interpolationsansitze durchaus mit M = 500 oder sogar M = 200 ,auskommen® und
damit mit Laufzeiten von etwa 15 Minuten bzw. etwa 6.5 Minuten. Die Relevanz der
Laufzeiten steht im Zusammenhang mit der betrieblichen Entscheidungszeit. Abbildung
[7.24] verdeutlicht, dass mit einem Interpolationsansatz und M = 200 sich ein vergleichbar
guter Schitzer wie mit einem Least-Square-Ansatz und M = 1000 ergibt. Die Abbildung
zeigt Histogramme der Least-Square-Schiatzwerte (links), sowie der Schitzwerte aus dem
linearen Interpolationsansatz mit Simulation (mitte) und Quantisierung (rechts).

Laufzeit
in Sekunden
At =1 0.17
Binomial- At =1/2 0.59
baum- At =1/3 1.31
generierung At =1/4 536
At=1/5 3.68
Canl M =200 19.11
Mont

O AR — 500 17.69

Simulation
M = 1000 95.09

Tabelle 7.3.: Vergleich der Laufzeit der Monte-Carlo-Simulationen und der Binomial-
baumgenerierung
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Laufzeit (Mittel-)Wert | Standard-
in Sekunden in £ abweichung
At =1 14.56 1744174 ]
At =1/2 28.27 1726241 -
Baum At=1/3 41.79 1723980 ]
At =1/4 55.37 1719799 -
At=1/5 69.63 1719969 -
Least-Square | M = 1000 |  890.75 1718785 9611.739
Interpolation | M = 200 394.41 1706773 3855.69
linear M = 500 967.81 1706127 9293.382
Simulation M =1000| 19708 1706294 1740.8
Tnterpolation | M = 200 400.94 1704608 2185.568
linear M = 500 082.24 1704713 794.143
Quantisierung [ 3/ — 1000 | 2000.41 1704856 408.7203
Tnterpolation | M = 200 365.45 1703193 398.7616
Spline M = 500 034.23 1704531 110.0713
Quantisierung [ 1/ — 1000 | 2025.26 1704859 43.47782
Tabelle 7.4.: Vergleich der Algorithmen in Wert und Laufzeiten

Least-Square-Ansatz
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|

Wert des Speichers

L
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Abbildung 7.24.: Histogramme des Gasspeicherwertes im Least-Square-Ansatz mit M =
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Einfluss der Preisparameter ausgewaihlter Algorithmen

Die folgenden Abbildungen zeigen den Einfluss der Preisparameter o und o. In jeder Ab-
bildung ist der Wert des Speichers mit Binomialbaum-Algorithmus blau eingezeichnet,
der Wert mit Least-Square-Algorithmus rot und der Wert mit linearem Interpolations-
Algorithmus mit Quantisierung griin. Die Werte des Binomialbaum-Algorithmus werden
mit At = 1/4 berechnet. Die Werte der Monte Carlo Algorithmen werden mit jeweils
1000 simulierten Pfaden und gesetztem seed, das heifst mit gleichen Ausgangssimulatio-
nen, ermittelt.

Der Einfluss der Preisparameter wird zum einen ,,grob“ untersucht (jeweils linkes Bild),
um im Uberblick zu sehen, wie sich die Abh#ngigkeit des Gasspeicherwertes von einem
Preisparameter darstellt. Zum anderen wird dies im Detail (rechtes Bild) betrachtet,
um unter anderem das Ausmaf des Einflusses moglicher Schétzfehler in den Parametern
zu erkennen. Die Werte in den linken Bildern werden in 0.01-Schritten, die Werte der
rechten Schaubilder in 0.001-Schritten berechnet. Wird der Parameter « verdndert, so
ist 0 konstant auf dem Ausgangswert, wie in den vorherigen Beispielen, gesetzt, und
umgekehrt. Insgesamt weisen die Algorithmen ein dhnliches Verhalten in den Preispa-
rametern auf.

In Abbildung ist festzustellen, dass die Kurven zum Binomialbaum-Algorithmus
und zum Interpolationsansatz nahezu parallel verlaufen, wihrend die Kurve des Least-
Square-Algorithmus leicht nach vorne versetzt ist. Dies hat zu Folge, dass gerade im
Bereich des im bisherigen Beispiel verwendeten o« = 0.073 diese Kurve wesentlich ,fla-
cher ist. In diesem Bereich ist der Einfluss des Parameter « folglich geringer. Der mean
reversion Faktor hat letztendlich einen grofen Einfluss auf die ,Vorhersagbarkeit” des
Prozesses. Erhoht man « so erhdht sich am Anfang der Wert des Speichers. Allerdings
wird dann ein Extremwert erreicht, ab dem der Wert des Speichers wieder sinkt. Der
Einfluss des mean reversion Faktors wird dann zu hoch, als dass durch Preisfluktionen
zusitzliche Gewinnmdglichkeiten entstehen kénnen; der Preisprozess wird sozusagen zu
stark zum zeitabhdngigen Mean wieder zuriickgezogen. Diese Beobachtung machen auch
Boogert u. de Jong [5] mit dem Least-Square-Ansatz.
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Abbildung 7.25.: Einfluss des mean reverting Faktors a auf den Speicherwert
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Der Einfluss der Volatilitdt o ist in Abbildung dargestellt und ist exponentiell.
Hierbei verlaufen die Kurven der drei betrachteten Methoden nahezu parallel, es sind
keine grofsen Unterschiede zu erkennen. Je hoher demnach die Volatilitét ist, desto grofer
sind die Schwankungen im Preis und die Chance groferen Gewinn zu erzielen. Damit
steigt der Gasspeicherwert.
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Abbildung 7.26.: Einfluss der Volatiliat ¢ auf den Speicherwert

Zum Abschluss des Abschnitts {iber den Einfluss der Preisparameter zeigt Abbildung
[7.27] Werte, die mit zeitabhingiger Volatilitidt entstanden sind. Hier wurde eine von 0.072
ausgehend schwankende Volatilitdt angenommen, deren Amplitude mit + bezeichnet
wird. Die gestrichelten Linien zeigen jeweils die Werte mit konstanter Volatilitdt. Man
erkennt, wenn die Volatilitat zusatzlich zeitlich schwankt, dass der Wert des Gasspeichers
mit der Amplitude ansteigt. Bemerkenswert ist, dass der Einfluss der Amplitude auf den
Baum-Algorithmus geringer ist.
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Abbildung 7.27.: Speicherwert mit zeitabhdngiger Volatilidt o(¢) = 7sin (% + 0.072)
und verschiedenen -y
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7. Numerische Betrachtung der Algorithmen zur Gasspeicherbewertung

7.3.3. Strategieschranken und Gasspeicherentwicklung

In diesem Teilkapitel werden zum einen die Strategieschranken b, und b, betrachtet,
welche die optimale Politik bestimmenden, zum anderen die Gasmengen- bzw. Speicher-
standentwicklung im Speicher bei gegebenem Preispfad unter Verwendung der optimalen
Politik. Zuletzt folgt ein Vergleich zu einer anderen - nicht optimalen - Politik.

Die optimale Poltik geméafs Satz ist gegeben durch

min(b, (p) — =, iy™(z)), ™" <a <b,(p),
falx,p,r) =40, b,(p) <z
max (b, (p) — z,i™(x)), by(p) <z

< bn(p),
S pmax.

Abbildungen [7.28] [7.29] und [7.30] zeigen die mit Hilfe des Binomialbaum-Algorithmus,
des Least-Square-Ansatzes und des (linearen) Interpolationsansatzes mit Quantisierung
berechneten unteren und oberen Strategieschranken b, (p) und b,(p) fiir jeden Zeit-
punkt und jeden Preis im jeweiligen Gitter. Die Schranken wurden im Binomialbaum-
Algorithmus im Fall At = 1/4 berechnet, in den Monte Carlo Algorithmen mit M =
1000. In den Abbildungen ist die untere Schranke hellblau und die obere Schranke dun-
kelbau dargestellt. Gemak der optimalen Poltik wiirde man also bei einem (Gasspeicher-
stand unterhalb der unteren Schranke versuchen bis zur unteren Schranke Gas in den
Speicher einzufiillen oder zumindest i™**(z). Oberhalb der oberen Grenze wiirde man
Gas entnehmen; moglichst bis zu dieser Schranke, ansonsten ™"(x) und zwischen den
Schranken wiirde der Fiillstand nicht verdndert.

Zwei wichtige Spezialfille der Schranken sind b, (p) = b,(p) = b™ und b, (p) = b,(p) =
b™i". Diese Fille bedeuten, dass unabhiingig wie voll der Gasspeicher derzeit ist, die
optimale Strategie bei Preis p ist ,alles, was moglich ist, einzuspeichern“ bzw. ,alles was
moglich ist, auszuspeichern®.

In allen drei Abbildungen ist zu erkennen, dass diese Spezialfille einen grofen Teil des
Preisgitters einnehmen und sich die anderen Falle auf ein ,Band“ um den zeitabhéngi-
gen Mean erstrecken. Es bildet sich ein Ubergangsbereich von dem Bereich des ,Nur-
Einspeicherns® bei niedrigem Preis und dem Bereich des ,Nur-Ausspeicherns® bei hohem
Preis. Um einen besseren Eindruck dieser Region zu bekommen, zeigen die Abbildun-
gen auch Darstellungen auf einer anderen Preisskala. Jede Grafik ,zoomt" weiter in die
vorhergehende Abbildung hinein. Es faillt auf, dass in die Skala im ersten Teilbild
grober ist als in den Abbildungen und und auch nicht so weit  hineingezoomt*
wird. Dies liegt daran, dass das Preisgitter im Binomialbaum einerseits alle Pfade mit
Wahrscheinlichkeit grofer Null enthélt und das Preisgitter in den Monte Carlo Algorith-
men aus simulierten Pfaden besteht. Zum anderen hat das Gitter im Binomialbaum in
der Mitte der Preisskala - gerade um den zeitabhdngigen Mean - weniger Gitterpunkte.
Um bei den Monte Carlo Algorithmen bessere Ubersichtlichkeit in den Abbildungen zu
bekommen, werden in den drei Bildern mit kleinerer Preisskala nur die Schranken der
ersten 100 Pfade eingezeichnet.
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7.3. Numerischer Vergleich der Algorithmen und weitere Untersuchungen

Das Entstehen des Bereiches, in dem ,nicht handeln“ optimal ist, geht auf den Unter-
schied in Einkaufspreis k(p) und Verkaufspreis e(p) zuriick. Denn dadurch unterscheiden
sich die Optimierungsprobleme, die zu den Strategieschranken fiihren. Das heifst aber
auch, dass dieser Unterschied einen grofen Einfluss auf die Bildung und das Aussehen
des Ubergangsbereiches um den zeitabhiingigen Mean hat. Es entsteht - vergleiche die
Abbildungen [7.28], [7.29] und [7.30] - eine Art ,Wanne“ fiir beide Schranken um den Mean.
Im Preis, zu festem Zeitpunkt sind die Schranken demnach fallend. Dieses Ergebnis
konnte bereits unter gewissen Voraussetzungen analytisch in Kapitel gezeigt werden
und ist hier ebenso der Fall.

Eine Ausnahme bilden die Schranken gegen den Endzeitpunkt hin. Beeinflusst durch die
terminale Gewinnfunktion, sollte am Ende moglichst wieder der Anfangszustand erreicht
werden.
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Abbildung 7.28.: Strategieschranken b, (p) (hellblau) und b,(p) (dunkelblau) im
Binomialbaum-Algorithmus
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Abbildung 7.29.: Strategieschranken b, (p) (hellblau) und b,(p) (dunkelblau) im Least-
Square-Algorithmus
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Abbildung 7.30.: Strategieschranken b, (p) (hellblau) und b,(p) (dunkelblau) im
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7.3. Numerischer Vergleich der Algorithmen und weitere Untersuchungen

Wendet man dann die optimale Strategie mit den errechneten Schranken auf einen simu-
lierten Preispfad an, so kann man die Entwicklung des Speicherstandes - der Gasmenge
im Speicher - {iber die Zeit beobachten.

Abbildungen [7.31], [7.32] und [7.33] zeigen den jeweiligen Speicherstandverlauf zu den drei
im oberen Bild gezeigten simulierten Pfaden, gekennzeichnet durch die verschiedenen
Farben.

Der nahezu identische Verlauf der Abbildungen und ist darauf zuriickzufiihren,
dass die selben simulierten Pfade verwendet werden.

Aufgrund der saisonalen Eigenschaften, reprisentiert durch den zeitabhidngigen mean,
werden zum Sommer hin die niedrigen Preise erwartet. Daher ist zu vermuten, dass
man vor der Sommerzeit versucht, den Speicher zu leeren, um ihn dann, wenn die Preise
moglichst niedrig sind, wieder zu befiillen. Zu einem spéteren Zeitpunkt im Jahr, wenn
die Preise steigen wird dann wieder tendenziell eher geleert. Es ist zu beachten, dass
Zeitpunkt 0 Anfang Februar entspricht. Dennoch wird nicht darauf verzichtet durch
grofere Abweichungen vom Mean einen zusitzlichen Gewinn zu erzielen, indem eher
azyklisch gehandelt wird. Tatsdchlich fiihrt eine hohere Volatilitdt im Preispfad eher
zu mehr Handelsspielraum® und zu héheren Gewinnen, vergleiche hierzu Kapitel
Einfluss der Preisparameter.

Vergleicht man die griin- und rot-markierte Kurve des Preises bzw. der Speicherstand-
sentwicklung in Abbildung [7.31] so wird beispielsweise in der griinen Kurve die kleine
Preisspitze nach Zeitpunkt 50 ausgenutzt und der Speicher frither geleert als bei der
roten Kurve, bei der man die recht niedrigen Preise ausnutzt, um noch einmal den Spei-
cher zu fiillen bevor er geleert wird. Genauso setzen bei der roten Kurve die niedrigen
Preise erst spéter ein als bei der griinen, sodass der Speicherverlauf der griinen Kurve
friiher ansteigt.

Vergleicht man die griin- und rot-markierte Kurve der Speicherstandsentwicklung in Ab-
bildung bzw. Abbildung [7.33] so erkennt man, dass diese Kurven ab Zeitpunkt 70
fast gegenldufig verlaufen. Die tiefen Preise in der zugehorigen roten Preis-Kurve sind
bereits zum Zeitpunkt (etwa) 80 erreicht und werden sofort genutzt, um Gas zu kaufen,
das beim Anstieg um Zeitpunkt 150 wieder verkauft wird. Die griine Kurve erreicht den
Zustand des leeren Speichers zwar ebenfalls recht friih, allerdings erst ab dem Preistief-
punkt bei 150 wird wieder Gas eingekauft, bis der Speicher (fast) voll ist - abgesehen
von einer kleinen ,Zwischenbefiillung* um 120.
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simulierte Preispfade im zeitlichen Verlauf
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Abbildung 7.31.: 3 simulierte Pfade und der zugehorige zeitliche Speicherverlauf im
Binomialbaum-Algorithmus
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simulierte Preispfade im zeitlichen Verlauf
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Abbildung 7.33.: 3 simulierte Pfade und der zugehorige zeitliche Speicherverlauf im
Interpolations-Algorithmus

Vergleich der optimalen Strategie zu einer bang-bang-Strategie in einigen
Beispielen

Mit einem Blick auf die Strategieschranken und die optimale Politik, stellt sich die Fra-
ge, inwieweit die Strategieschranken einen Einfluss auf den Gasspeicherwert haben. Oft
ist es der Fall, dass die optimale Strategie i™®(x), ™1 (x) oder 0 ist. Es stellt sich das
Problem, in welchem Ausmafs sich demnach die optimale Politik letztendlich von der
bang-bang-Strategie, entweder ,i™3(z) einzuspeichern®, i™®(z) zu entnehmen® oder
,hicht zu handeln® unterscheidet.

Hierzu zeigt Tabelle Gasspeicherwerte, die mit der optimalen Politik 7* erzeugt
werden, und Gasspeicherwerte, die mit der bang-bang-Strategie 7° erzeugt werden. Zur
Berechnung werden jeweils die selben Monte-Carlo-Simulationen zu Grunde gelegt. Es
wird aufserdem der Interpolations-Algorithmus mit Quantisierung und linearer Interpo-
lation verwendet. Das Ergebnis zeigt, dass alle Algorithmen fiir die suboptimale Strategie
zwar kleinere Werte liefern, der Unterschied zum Wert mit optimaler Strategie ist jedoch
relativ gering. Die Differenz des Wertes mit 7° zum Wert mit 7* liegt bei etwa 0.03%
des Wertes mit 7*.
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Gasspeicherwert | Gasspeicherwert | Unterschied

Methode mit 7 mit 7° in Prozent

i?;oli'thmus mit At = 1/4 1719799 1719264 0.031

Least-Square- .

Algorithmus mit M = 1000 1713924 1713307 0.036

Interpolations. | Wit M = 1000 1705569 1705073 0.029

Algorithmus mit M = 500 1705110 1704611 0.029
mit M = 200 1704053 1703547 0.030

Tabelle 7.5.: Vergleichswerte der optimalen Strategie mit Werten einer bang-bang-
Strategie

Da die Werte der beiden Strategien nahe beieinander liegen, gilt es zu untersuchen, in
welchem Umfang die Strategieschranken eingesetzt werden. Das heift wie oft die opti-
male Entscheidung b, (p) oder b,(p) ist und nicht ™8 ™ oder 0.

Tabelle zeigt in den drei Beispielpfaden aus Abbildung [7.32] und [7.33] die jewei-
lige Haufigkeit der optimalen Entscheidungen im Least-Square-Algorithmus und im
Interpolations-Algorithmus. Hier wird deutlich, dass die optimale Entscheidung selten
den Strategieschranken entspricht.

optimale Entscheidung

Methode Pfad | b, (p) | bu(p) | ™ | ™ | 0

rot 1 8 108 | 58 | 75
Least-Square- - 0 5 102 | 35 | 110
Algorithmus srutl

blau 3 5 108 | 60 | 74

rot 0 1 106 | 59 | 84
Interpolations- - 0 . 100 | 32 | 113
Algorithmus srun

blau 1 3 106 | 61 | 79

Tabelle 7.6.: Absolute Haufigkeiten der genutzen optimalen Entscheidungen in drei Bei-
spielpfaden

Insgesamt bedeutet das in den aufgefiihrten Beispielen, dass der Fehler, der entsteht,
wenn statt der optimalen Strategie eine bang-bang-Strategie gewéhlt wird, relativ gering
ist. Oft wird dies als eine intuitive Vorgehensweise interpretiert. Dennoch sollte bewusst
werden, dass der Fehler auftritt.
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7.4. Obere Schranken fiir den Gasspeicherwert

Im Folgenden werden die Algorithmen zur Ermittlung von Schitzern fiir obere Schran-
ken des Gasspeicherwertes genauer untersucht.

Tabelle[7.7]zeigt jeweils 5 Schitzwerte des Schiitzers ohne Penalitzation, die mit M = 500
beziehungsweise M = 1000 Pfade entstanden sind. Im Vergleich zu den errechneten Wer-
ten aus den vorigen Kapiteln, die in etwa 1.71 Millionen Pfund betragen, ist die obere
Schranke mit etwa 600000 £ iiber dem Wert relativ grof. Die Frage wére hier in wieweit
M noch zu erhohen ist, um genauere, das heilt geringere, Werte zu erreichen. Dies wie-
derum fiihrt jedoch zu einem Laufzeitproblem, obwohl festzustellen ist, dass hier grofes
Parallelisierungspotential besteht, da die Pfade sich nicht gegenseitig beeinflussen und
erst am Ende gemittelt wird. Immerhin scheint dieser Algorithmus eine obere Schranke
zu liefern.

M = 500 M = 1000
2380906.303 | 2395980.943
2400837.637 | 2386371.556
2365333.972 | 2360948.632
2387637.988 | 2401529.146
2409758.358 | 2402468.452

Tabelle 7.7.: Einige Schitzwerte der oberen Schranke ohne penalty

Tabelle zeigt einige Werte der oberen Schranke mit Penalization mit verschiedenen
zugrundeliegenden approximierenden Wertefunktionen. Es bezeichnet M die Anzahl der
Pfade, die zur Berechnung der approximierenden Wertefunktion verwendet werden. Zum
Vergleich werden hier einmal der Least-Square-Algorithmus und einmal der (lineare) In-
terpolationsansatz mit Simulation gewéhlt. Im Interpolationsansatz werden 50 Simula-
tionen zur Berechnung des bedingten Erwartungswertes verwendet. Fiir die Berechnung
des Schétzwertes der oberen Schranke werden jeweils 500 Simulationspfade verwendet.
Zunachst ist festzustellen, dass die gelb markierten Schéitzer der oberen Schranke kleiner
als ihr Referenzwert sind. Betrachtet man die in Teilkapitel berechneten Standard-
abweichungen der Schétzer, stellt sich aukerdem die Frage, ob die Werte, insbesondere
bei hoherem M, fiir eine obere Schranke nicht zu gering sind. Intuitiv wiirde man ver-
muten, dass je besser die approximierende Funktion ist, desto besser auch der Schétzer
der oberen Schranke. Jedoch muss man beachten, dass im Algorithmus selbst und in der
Implementierung einige weitere Approximationen festgelegt werden; angefangen von der
linearen Interpolation der approximierenden Funktion - da diese nur auf einem Gitter
vorhanden ist - bis hin zur Schitzung des Erwartungswertes durch Quantisierung. Daher
sind die Ergebnisse in der Praxis kritisch zu bewerten.
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| Wert der Schétzer | Wert der Schétzer
M | approximierende | obere M | approximierende | obere
Wertefunktion Schranke Wertefunktion Schranke

1770375.976 1756523.656
1765294.527 1748466.021

50 1707636.477 1781960.3015 50 1719168.093 1761997.655
1773910.0198 1757511.582
1775303.304 1757741.358
1727417.278 1730095.210
1721233.775 1717929.253

100 1735484.100 1726269.259 100 1713488.601 1730212.674
1730833.317 1729551.901
1730359.961 1730440.283
1718891.081 1720620.724
1715932.0299 1715632.224

200 1682763.511 1717961.522 200 1704660.666 1724897.083
1723233.331 1718172.192
1719763.001 1725055.220
1709933.470 1717243.530
1709141.244 1721977.409

500 1696027.820 1707543.776 500 1712693.772 1718897.946
1714721.015 1719165.017
1712171.363 1720485.509

Tabelle 7.8.: Einige Schiatzwerte der oberen Schranke mit penalty bei zugrundeliegender
approximierenden Wertefunktion durch Least-Square-Algorithmus (links)
und durch Interpolations-Algorithmus (rechts)

Um dennoch einen Eindruck des Verhaltens des Schitzer der oberen Schranke zu be-
kommen, zeigt Abbildung Histogramme der Methode ohne Penalization (links),
mit Penalization und Least-Square-Grundlage (mitte) und mit Penalization und Inter-
polations-Grundlage (rechts). Die beiden Abbildungen mit Penalization sind auf der glei-
chen Skala gezeichnet, die Referenzwerte der approximierenden Wertefunktionen betra-
gen 1707636 £ fiir die Least-Square-Grundlage beziehungsweise 1706998 £ fiir die Inter-
polationsgrundlage. Beide approximierenden Wertefunktionen entstanden mit M = 50.
Die je 100 Schétzwerte der oberen Schranke wurden auf einer Grundlage von M = 500
berechnet. Die Mittelwerte sind ebenfalls dargestellt (dunkelblau). In Varianz und Ab-
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stand des Mittelwerts zum Referenzwert weisen beide Methoden mit Penalization dhn-
liches Verhalten auf. Die Schiatzwerte ohne Penalization weisen, wie schon in Tabelle [7.7
gesehen, einen Mittelwert auf, der weit iiber den Referenzwerten aus Kapitel liegt.
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AbschlieRende Betrachtung

In der vorliegenden Arbeit wird das Gasspeicherproblem auf seine strukturellen Figen-
schaften untersucht, sowie ausgewéahlte Algorithmen zur Bewertung thematisiert.

Hierzu wird das Problem als zeitdiskreter Markovscher Entscheidungsprozess mit endli-
chem Horizont formuliert. Dabei wird dem Hauptmodell die Annahme zu Grunde gelegt,
dass die Einspeicherrate des Gasspeichers eine konkave Funktion und die Ausspeicher-
rate eine konvexe Funktion der aktuellen Gasmenge im Speicher darstellt.

In dem vorgestellten Modell l&sst sich unter den definierten Voraussetzungen an dem
zugrundeliegenden Preisprozess und den Endbedingungen des Speichers eine Schran-
kenfunktion angeben, die sicherstellt, dass die geforderte Integrabilitdtsannahme erfiillt
ist. Mit Hilfe der Theorie der Markovschen Entscheidungsprozesse ist es moglich, ent-
sprechend den definierten Voraussetzungen, eine Stetigkeits-, eine Monotonie- und eine
Konkavitidtsaussage zu treffen, sodass die Strukturannahme gilt und das Problem als
,wohlgestellt“ angesehen werden kann. Das bedeutet, dass die Existenz der Maximisa-
toren des Optimierungsproblems und damit eine optimale Strategie existieren, das Pro-
blem also 16sbar ist. Insbesondere die Konkavitit der Wertfunktion im Speicherstand,
das heiflt der Gasmenge im Speicher, ist fiir die allgemeine Struktur der optimalen Po-
litik von entscheidender Bedeutung.

Werden die potentiellen Entscheidungen dahingehend eingeschrankt, dass zu jedem Zeit-
punkt die Moglichkeit besteht, von einem gefiillten Speicher zu einem leeren Speicher
zu wechseln oder umgekehrt, so ldsst sich das Problem als optimales switching Problem
formulieren. Daraus ergibt sich eine genauere Untersuchung der Strategie, dahingehend,
dass es kritische Preise gibt, die je nach aktuellem moglichen Wechsel angeben, ob die-
ser optimal ist oder nicht. Es lassen sich Beispiele angeben, die die Voraussetzungen fiir
diese Darstellung der optimalen Politik erfiillen.

Ist es nun nur noch méglich - nicht zwingend - den Speicher téglich zu befiillen oder zu
entleeren, so wird dies als ein ,schneller Gasspeicher bezeichnet. Wird in diesem Fall
eine spezielle Struktur eines Markov-Prozess betrachtet, die tendenziell fallende Preise
ausweist, lasst sich die Wertfunktion explizit angeben und die aufgestellte These, dass
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es optimal ist, zu Beginn der Nutzung den Speicher zu leeren, verifizieren. Bei tendenzi-
ell steigenden Preisen und der zusétzlichen Bedingung, dass Verkauf- und Einkaufpreis
gleich sind, trifft eine vergleichbare These zu. Mit dem verallgemeinerten Markov-Prozess
lasst sich ebenfalls die Affinitét in der Speicherstand-Variablen der Wertfunktion zeigen.
Die optimale Strategie ist hier von einem speziellen Typus, dass es immer optimal ist,
entweder den Speicher zu fiillen, zu leeren oder nicht zu handeln. Diese Struktur gilt auch
noch, wenn Einspeicher- und Ausspeicherraten eingefiihrt werden, die linear fallend sind
und die einzige Begrenzung der moglichen Entscheidungen bilden. In all diesen Féllen
ist die Entscheidung, ob Gas gekauft, verkauft oder keins von beiden zutrifft unabhéngig
vom aktuellen Fiillstand des Speichers und ist damit nur abhéngig vom aktuellen Preis.

Diese spezielle Struktur der optimalen Strategie dndert sich sofort, wenn das urspriingli-
che Problem mit konkaven bzw. konvexen Einspeicher- bzw. Ausspeicherraten im Preis
betrachtet wird. Aufgrund der Tatsache, dass die Wertfunktion konkav im Speicherstand
ist, kann die Aussage aus Secomandi [34] auf diesen Fall erweitert und die Struktur der
optimalen Politik angegeben werden. Die optimale Entscheidung zu jedem Zeitpunkt
wird beeinflusst durch Strategieschranken, die abhingig vom aktuellen Preis sind und
angeben, ob und wie viel Gas dem Speicher entnommen bzw. zugefiihrt wird. Unter
weiteren Voraussetzungen sind diese Strategieschranken fallend im Preis.

Unter Verwendung der Struktur der optimalen Politik, ldsst sich mit Hilfe von Al-
gorithmen der Wert eines Gasspeichers berechnen. Dabei wird als zugrundeliegender
Markov-Prozess ein mean-reverting Modell fiir die Log-Preise verwendet. Aufgrund der
Verteilungseigenschaften dieses Prozesses lassen sich Pfade relativ einfach simulieren.
Desweiteren erfiillt der Prozess die Eigenschaften fiir eine Binomialapproximation nach
Nelson u. Ramaswamy [28], die zu einem Binomialbaum-Algorithmus fiihrt. Das zentrale
Problem bei der Berechnung des Gasspeicherwertes durch Algorithmen ist, wie der so-
genannte Continuation Value, der bedingte Erwartungswert der zukiinftigen Wertefunk-
tion unter dem aktuellen Preis, approximiert wird. Hier lisst sich zum einen der Least-
Square-Ansatz anwenden, aber auch ein Interpolationsansatz ist moglich. Der letztere
lasst sich wiederum unterteilen in drei Teilansétze, um mit Hilfe von Integral, ,nested”
Simulation oder Quantisierungsmethode unter Verwendung der bekannten Verteilung
der Zuwéchse des Preisprozesses den gesuchten Erwartungswert zu approximieren.

In einer numerischen Betrachtung des Beispieles eines Gasspeichers stellt sich heraus,
dass der Interpolationsansatz mit Integration jedoch kritisch zu sehen ist, da das Ver-
halten des Integranden fiir eine numerische Integration ungeeignet ist. Der numerische
Vergleich der Monte-Carlo-Ansétze ergibt, dass die Konvergenzgeschwindigkeit im Inter-
polationsansatz héher ist als die Konvergenzgeschwindigkeit des Least-Square-Ansatzes,
was die hohere Laufzeit des Interpolationsansatzes wieder aufwiegt. Die Quantisierungs-
methode weist als Ergebnis eine zusétzliche Reduktion der empirischen Standardab-
weichung in den durch den Interpolationsansatz berechneten Schitzwerten auf. Der
Binomialbaum-Algorithmus hat einen groften Vorteil gegeniiber den Monte-Carlo Al-
gorithmen. Es ist nicht notwendig mehrere Male den Algorithmus durchzufiihren, um
einen Eindruck des Verhaltens des Schéitzers und damit des Algorithmus zu erhalten.
Der Binomialbaum-Algorithmus liefert auf dem Approximationsgitter des Preises den
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sexakten Wert. Wie in den Monte-Carlo Algorithmen auch, ist hier durch eine beson-
dere Erzeugung des Diskretisierungsgitters im Speicherstand mittels der Einspeicher-
und Ausspeicherraten, ebenfalls eine Konvergenzbeschleunigung zu erkennen. Im Ein-
fluss der Preisparameter, Struktur der Strategieschranken und Gasspeicherentwicklung,
weisen alle drei Algorithmen dhnliches Verhalten auf.

Die zwei betrachteten aus der Dualititstheorie erhaltenen Algorithmen fiir Schétzer obe-
rer Schranken des Gasspeicherwertes sind in den empirischen Untersuchungen kritisch
zu beurteilen. Zwar liefert die Methode der Information Relaxation ohne Penalization
eine obere Schranke, allerdings ist diese recht hoch. In der Methode mit Penalization ist
je nach Parameterwahl nicht eindeutig bestimmbar, ob die innerhalb des Algorithmus
gemachten Approximationen nicht einen zu starken Einfluss aufweisen und daher klei-
nere Werte als der Referenzwert liefern.

Im weiteren Verlauf einer empirischen Untersuchung wére weiterhin zu analysieren, in-
wieweit sich die Algorithmen auf ein anderes Preismodell iibertragen lassen. Die einzi-
ge theoretische Finschrankung hier ist, dass es sich um einen Markov-Prozess handeln
muss, evtl. ergdnzt durch regime switching, und die Voraussetzung fiir die Schranken-
funktion erfiillt sein muss. Eine erste Erweiterung des Prozesses ware durch zusétzliche
zufillige Spriinge im Preismodell. Benth u.a. [4] schlagen hier zum Beispiel ein jump-
diffusion Modell vor. Die Binomialapproximationsmethode, die fiir den entsprechenden
Algorithmus verwendet wird, ist hier allerdings beschrinkt, da die Methode bisher nur
auf Diffusionsprozesse anwendbar ist. Dennoch existieren in der Literatur bereits An-
sitze, rekombinierende Binomialbdume fiir Prozesse mit Spriingen zu konstruieren. Fiir
die Monte-Carlo Algorithmen muss der Prozess lediglich simulierbar sein. Allerdings ist
hier zu differenzieren, denn gerade der Interpolationsansatz verwendet das Wissen der
Verteilung der Zuwichse des Preisprozesses, insbesondere fiir die Quantisierungsmetho-
de. Fiir die Simulationsmethode innerhalb des Interpolationsansatzes ist jedoch nur die
Simulation der Zuwéchse notig.

Im Hinblick auf die Implementierung der Algorithmen, wire eine mégliche Parallelisie-
rung zu untersuchen und inwieweit diese sich insbesondere auf die Laufzeit und auf die
Moéglichkeit, feinere Gitter in Speicherstand und Preis zu verwenden, auswirkt.

Aufgrund der aktuellen Entwicklung in Bezug auf die energiepolitischen globalen und
lokalen Zielsetzungen, definieren Energieversorger ihren Energiemix neu. Dem Gasspei-
cherproblem kommt dadurch eine wachsende Bedeutung zu und es wird die strategischen
Optionen der Unternehmen in den kommenden Jahren zunehmend beeinflussen.
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