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Einleitung

Seien A der Adelring iiber Q, 7 eine cuspidale automorphe Darstellung der GL,(A) und o
eine der GL,,(A) mit m < n. Solch einem Paar von cuspidalen automorphen Darstellungen ha-
ben Jacquet, Piatetski-Shapiro und Shalika eine komplexe Funktion L(s, &, o), die L-Funktion,
zugeordnet [JPSS83]]. Diese hat, basierend auf ihrer Definition durch Zeta-Integrale, eine In-
tegraldarstellung, die Rankin-Selberg-Faltung. Die Grundlagen der Theorie der automorphen
Darstellungen und L-Funktionen werden in Kapitel 1 wiederholt.

Deligne fiihrt in [Del79]] den Begriff der kritischen Stellen fiir Motive ein, den man auch in
die Welt der automorphen Darstellungen iibersetzen kann. Allerdings ist diese Ubersetzung
nur sinnvoll fiir eine gewisse Klasse von cuspidalen automorphen Darstellungen, den koho-
mologischen cuspidalen Darstellungen. Das sind Darstellungen, die auch eine Realisierung in
der singulidren Kohomologie des Quotienten GL,(Q)\ GL,(A)/ O,(R) haben [Clo90, S.121].
Genauer gesagt haben sie in einem gewissen Sinne eine Realisierung in der cuspidalen Koho-
mologie, die in die singuldre Kohomologie eingebettet ist. Auf kohomologische Darstellungen
wird in Abschnitt 2.2 eingegangen, und in Abschnitt 2.3 werden die kritischen Stellen zu Paa-
ren kohomologischer Darstellungen berechnet.

Cuspidale Kohomologie wurde zunéchst nicht in der adelischen Sprache definiert, sondern als
Kohomologie, die durch automorphe Formen auf SL,(R) definiert ist und in die singulédre Ko-
homologie eines lokal symmetrischen Raumes I'\ X! fiir X! := SL,(R)/ SO,(R) eingebettet ist
[Bor81]. Die Ubersetzung vom Reellen in das adelische Setting ist durch die starke Approxi-
mationseigenschaft von SL,(A) gegeben. Die cuspidale Kohomologie wird in den Abschnitten
3.1 und 4.1 diskutiert.

Sei sy € C eine kritische Stelle fiir das Paar (7, 0). Man mochte nun den speziellen L-Wert
L(so,m, o) einer L-Funktion zu einem Paar kohomologischer cuspidaler Darstellungen (7, o)
topologisch interpretieren, indem man die L-Funktion zunichst durch eine Rankin-Selberg-
Faltung ausdriickt und diese dann als Bild eines bestimmten Elementes der cuspidalen Koho-
mologie von I'\X' unter dem Poincaré-Isomorphismus darstellt.

Diese Konstruktion ist motiviert durch folgende Fragestellung:
Ist L(so, m,0) € Q- Q, wobei Q € C \ {0} nur von s, und dem Paar (7, o) abhéngt?

Aus dieser Fragestellung wird auch klar, weshalb man mit cuspidaler Kohomologie arbeitet:
Eine kohomologische cuspidale Darstellungen 7 ist nach Waldspurger [Wal85] und Clozel
[Clo90] bereits iiber einem Zahlkorper E definiert, so dass eine Kohomologieklasse, welche
in dem entsprechenden Darstellungsraum in der cuspidalen Kohomologie liegt, bereits Werte
in E annimmt. Die Ergebnisse von Waldspurger und Clozel werden in Abschnitt 4.1 diskutiert.
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Einleitung

Seien 7 eine kohomologische cuspidale Darstellung von GL,(A) und o eine der GL,_{(A).
Eine kohomologische Interpretation von L(sg, 7, 0-) mittels Poincaré-Dualitit wurden erstmals
fiir den Fall n = 2 von Manin in [Man72]] und von Mazur und Swinnerton-Dyer in [MSD74|]
angegeben und fiir n = 3 von Schmidt in [Sch93]] konstruiert. Dann wurde diese Konstruktion
von Kazhdan, Mazur und Schmidt in [KMSO00] auf Darstellungen mit trivialem Zentralcha-
rakter fiir beliebiges n > 2 erweitert und letztlich von Kasten und Schmidt in [KS13] auch fiir
Darstellungen mit beliebigem Zentralcharakter angegeben.

Konkreter konnte man eine topologische Konstruktion von Q- L(s¢, 7, 0) mit einer bestimmten
Periode Q € C angeben, die fiir das Paar (r, o) eindeutig bis auf skalare Vielfache in E ist.
Im Allgemeinen ist allerdings nicht bekannt, ob diese Periode von O verschieden ist. Das
Nichtverschwinden konnte man bisher nur in den Fillen n € {2, 3} zeigen [Sch93], [KS13].

In dieser Arbeit habe ich die speziellen L-Werte L(sy, 7, o) des Paares (m, o) untersucht, wo-
bei m eine kohomologische cuspidale Darstellung der GL,,(A) mit trivialem Zentralcharakter
und o die triviale Darstellung 1 ist. Durch Modifikation der Vorgehensweise in [KMSO0O0],
konnte ich L(sy, ) := L(so, 7, 1) topologisch darstellen, was in Kapitel 3 geschieht, und damit
folgendes Resultat (Satz[4.T)) zeigen:

Fir n € {3,4,5,6,7,10, 15} seien 7 eine kohomologische cuspidale automorphe Darstellung
der GL,,(A) mit trivialem Zentralcharakter und sy kritisch fiir 7. Dann existieren nichttriviale,
ganze Funktionen P (9) und Koeffizienten ¢; € {0, =1}, die bis auf € € {1} eindeutig durch
7 bestimmt sind, so dass

D €P; (s0)Liso, 7) = 0.
171=p

Hierist X4 eIPioo(so) besagte Periode €. Fiir n ungerade hat L(s, ) die moglichen kritischen
Stellen 0 und 1, ist n gerade, so ist sy = % Wir sehen, dass folglich entweder L(sg, ) eine
Nullstelle an sy hat oder die Periode ;-4 e,P;w(sO) verschwindet. Nach [JS76] hat jede L-
Funktion L(s, 7r) einer cuspidalen automorphen Darstellung 7 auf der Geraden R(s) = 1 keine
Nullstelle. Die L-Funktion erfiillt die Funktionalgleichung

L(s,m) = e(s,m)L(1 — s,7),

wobei 7 die kontragradiente Darstellung zu 7 und €(s, ) eine ganze Funktion ist, die kei-
ne Nullstellen besitzt [Kna94, (3.7)],[JPSS81]]. Somit kann jede L-Funktion auch an s = 0
keine Nullstelle haben. Wir sehen folglich, dass fiir ungerades n die Periode 3,5 e,P;oo(so)
im Gegensatz zu bisherigen Ergebnissen verschwindet. Der verallgemeinerten Riemannschen
Vermutung [IS10, 2 Conjecture A)] nach liegen die Nullstellen der L-Funktion L(s, ) einer
cuspidalen automorphen Darstellung auf der Geraden R(s) = %, so dass fiir gerades n die
Periode noch auf Verschwinden untersucht werden muss.
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1. Automorphe Formen, L-Funktionen
und Rankin-Selberg Faltungen

Wesentliche Punkte fiir die Interpretation der L-Funktion am kritischen Wert s, als Poincaré-
Dual einer bestimmten Kohomologieklasse sind die Fouriertransformation von cuspidalen au-
tomorphen Formen und die Integral-Darstellung der L-Funktion, die Rankin-Selberg-Faltung.
Daher werden in diesem Kapitel die Grundlagen der Theorie der automorphen Darstellungen
wiederholt.

1.1. Automorphe Darstellungen

Sei Ky < GL,(Ay) eine kompakt-offene Untergruppe. Setze K := Ky X O,(R). Weiter be-
zeichnen g, die Lie-Algebra von GL,(R), Z(gl, c) das Zentrum der universellen Einhiillenden
U(gl, ) der komplexifizierten Lie-Algebra gl, ¢ := gl, ® C von GL,(R) und Z(A) das Zentrum
von GL,(A).

Definition 1.1. Eine Funktion ¢ : GL,(A) — C heiit cuspidale automorphe Form, wenn sie
die folgenden Bedingungen erfiillt:

1. o(yg) = ¢(g) fiir alle y € GL,(Q) (Automorphie),

2. der von den Translaten {¢(gk) | k € K} aufgespannte Unterraum ist endlich-dimensional
(K-Endlichkeit),

3. es gibt einen Charakter w : Q*\A* — C*, so dass ¢(zg) = w(2)¢(g) fiir jedes z € Z(A),

4. als Funktion auf GL,(R) ist ¢ glatt, und es gibt ein Ideal 7 < Z(gl, ) von endlicher
Kodimension, so dass 7¢ = 0 (Z(gl, c)-Endlichkeit),

5. es gibt ein r > 0 und eine Konstante C, so dass |¢(g)| < Cl|g||", wobei || - || eine beliebige
Norm auf GL,(A) ist (moderates Wachstum),

6. esgilt fU O\UA) ¢(ug)du = 0 fiir alle unipotenten Radikale U der standard-parabolischen
Untergruppen in GL,, (Cuspidalitit).

Der Raum der cuspidalen automorphen Formen mit Zentralcharakter «w wird mit
Ay(GL,(Q)\ GL,(A), w) bezeichnet.

Oftmals geht man zu einem etwas groeren Raum A;(GL,(Q)\ GL,(A), w) 2 Ay(GL,(Q)\ GL,(A), w)
liber. Anstelle von Bedingung 2 wird hier lediglich gefordert, dass die Funktionen ¢ K-
endlich sind. Diese Bedingung kann auch folgendermaf3en formuliert werden:
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2’. Es gibt eine kompakt-offene Untergruppe L < Ky, so dass ¢(gl) = ¢(g) fiir alle [ € L.
Zudem muss Bedingung 5 verstéirkt werden:

5’. Es gibt ein r > 0, so dass fiir alle X € U(gl, ) eine Konstante Cy existiert mit [X¢(g)| <
Cxllgll", wobei || - || eine beliebige Norm auf GL,(A) ist (gleichméBig moderates Wachstum).

Nach [HC68, §4, Lemma 14] implizieren die O,(R)-Endlichkeit und das moderate Wachstum
schon gleichmiBig moderates Wachstum, so dass Bedingung 5’ nicht wirklich eine Verschir-
fung ist.

Der Raum A7 (GL,(Q)\ GL,(A), w) aller Funktionen ¢ : GL,(A) — C, welche die Bedingun-
gen 1,2°, 3,4,5” und 6 erfiillen, heiB3t der Raum der glatten cuspidalen automorphen Formen.
Die Gruppe GL,(A) operiert durch Rechtstranslation auf A7 (GL,(Q)\ GL,(A), w). Betrachtet
man nur die Operation der GL,(R), so ist dieser Raum ein differenzierbarer GL,,(R)-Modul.

Der Unterraum Ay(GL,,(Q)\ GL,(A), w) der O, (R)-endlichen Vektoren in

Ay (GL,(Q)\ GL,(A), w) hingegen ist nicht invariant unter der Aktion von GL,,(A). Allerdings
operieren GL,(A ;) und O,(R) noch durch Rechtstranslation auf diesem Raum, sowie auch die
Lie-Algebra gl,, so dass dieser Raum mit einer (gl,,, O,(R))-Modulstruktur ausgestattet werden
kann, auf die wir in Kapitel 2.1 zuriickkommen.

Definition 1.2. Eine irreduzibler GL, (A ;) X (gl,, O,(R))-Untermodul von
Ap(GL,(Q)\ GL,(A), w) heildt cuspidale automorphe Darstellungen.

Sei LS(GL,,(Q)\ GL,(A), w) der Hilbertraum bestehend aus allen messbaren Funktionen ¢ :
GL,(Q)\ GL,(A) — C mit unitdrem Zentralcharakter w, die cuspidal sind und

f lp(g)lPdg < oo
Z(A)GL,(Q)\ GL,(A)

erfiillen. Die Gruppe GL,,(A) operiert auch auf diesem Raum durch Rechtstranslation.

Definition 1.3. Sei (7, V) eine Darstellung von GL,(A) in einen Hilbertraum V. Ein Vektor
v € V heiBit glatt oder C*-Vektor, wenn die Abbildung

®:GL,(A) —V, ®(g):=nr(g

glatt ist, d.h. aufgefasst als Funktion auf GL,(A /) ist sie lokal konstant und als Funktion auf

GL,(R) ist sie glatt.

Bemerkung 1.1.  (a) Nach [CKMO04, Lecture 2 §4, S. 26] ist A7 (GL,(Q)\ GL,(A), w) der
Unterraum der glatten Vektoren in L(Z)(GLH(Q)\ GL,(A), w). Fir jede kompakt-offene
Untergruppe L < GL,(Z) sei AL (GL,(Q\ GL,(A), w)t der Unterraum aller Funktio-
nen, die rechtsinvariant unter L sind. Diese Rdume tragen eine Fréchet-Topologie, die
durch die Halbnormen py mit px(f) := sup,eqy, ) I8l 1Xp(g)l < oo gegeben ist. Da
sich AF(GL,(Q)\ GL,(A), w) als projektiver Limes dieser Fixrdume darstellen ldsst,
wird nach [CKMO04, Lecture 2 §4, S.24] eine Limes-Fréchet-Topologie auf dem Raum
der glatten cuspidalen Formen induziert.
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(b) Der Raum Lé(GLn(A)\ GL,(Q), w) zerfillt in eine direkte Hilbert-Summe irreduzibler
unitdrer Unterdarstellungen (r, V) der Rechtsreguldren Darstellung mit endlichen Viel-
fachheiten [[Gel75, Theorem 5.1], und das induziert durch den Ubergang zu den glatten
Vektoren eine Zerlegung von AF(GL,(Q)\ GL,(A), w) in eine direkte Summe irredu-
zibler (abgeschlossener) Unterdarstellung (7, V°), wobei V;° der Unterraum der glatten
Vektoren in V ist. Geht man zu den O, (R)-endlichen Vektoren iiber, so erhilt man ei-
ne Zerlegung von Ay(GL,(Q)\ GL,(A), w) in eine direkte Summe (algebraisch) irredu-
zibler GL,,(A ) x (g1, 0,(R))-Moduln (7, V&), den cuspidalen automorphen Darstel-
lungen, wobei V©®) den Unterraum der O,(R)-endlichen Vektoren in V* bezeichnet
[CKMO4, Lecture 3 §4, S.26].

(c) Ist(m, V) eine cuspidale automorphe Darstellung mit Zentralcharakter w, der nicht unitir
ist, dann gibt es ein ¢ € C, so dass 7 ® | det(-)|" unitdren Zentralcharakter hat [CKMO04,
Lecture 3.4, S.26], [CPS04, S.21 unten] .

Definition 1.4. [Vog97, Definition 2.11] Seien (r, V) eine Darstellung einer topologischen
Gruppe G, K < G eine kompakte Untergruppe und V& der Unterraum der K-endlichen Vek-
toren in V. Weiter sei K die Menge aller Aquivalenzklassen irreduzibler endlichdimensionaler
Darstellungen von K. Nach [Vog87, Chapter 2, (2.8)] lisst sich (7 |g, VX)) in eine direkte
Summe V& = @p ¢ V(p) zerlegen, wobei V(p) die p-isotypische Komponente von VX be-
zeichnet, d.h. die Summe aller Kopien von p in V.

Die Darstellung (rr, V) heiBt zuldissig, wenn jede irreduzible Darstellung p € K nur mit endli-
cher Vielfachheit in der Zerlegung von V® auftaucht. Aquivalent dazu ist, dass jede isotypi-
sche Komponente V(p) in dieser Zerlegung endliche Dimension hat.

Definition 1.5. [Fla79] Sei {W, | v € V} eine Familie von Vektorrdaumen und sei V, C V
eine endliche Teilmenge. Fiir jedes v € V' \ V, sei x, ein von 0 verschiedener Vektor in W,,.
Weiter sei Wy := ®,5 W, fiir jede endliche Teilmenge S € V mit V, C S, und fiir § € S’ sei
fs : W — W, gegeben durch

®vES W, = ®v€S Wy ®VES’\S Xy

’

Das eingeschriinkte Tensorprodukt W = & _,,W, beziiglich der Vektoren x, ist definiert als der
induktive Limes

W .= lim Wy

N
und wird aufgespannt von den Elementen der Form w = ®,cyw, mit w, = x, fiir fast alle v.

Ein wichtiges Resultat ist das Tensorprodukt-Theorem [Fla79]:

Satz 1.1. Ist (n, V) eine cuspidale automorphe Darstellung, so gibt es einen irreduziblen zu-
lassigen (gl,, 0,(R))-Modul (7., V) (siehe Definition 2.2)) und fiir jedes p < oo irreduzible
zuldissige Darstellungen (r,, V),) von GL,(Q,), so dass fast jede Darstellung r,, einen bis auf
eine Konstante eindeutigen GL,(Z,)-fixen Vektor e, besitzt und m isomorph zum eingeschriink-
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’

ten Tensorprodukt ®,_,
eindeutig bis auf Aquivalenz.

rt, beziiglich der Vektoren e, ist. Die Darstellungen m,,p < oo sind

Bemerkung 1.2. Darstellungen (7, V,), deren Unterraum der GL,(Z,)-fixen Vektoren eindi-
mensional ist, heien unverzweigt. Eine glatte cuspidale automorphe Darstellung (7, V) besitzt
dann eine Faktorisierung 7 = ®,_., 7, in irreduzible zuldssige Darstellungen von GL,(Q,), die
fast alle unverzweigt sind, und eine irreduzible zuldssige Darstellung (7, Vo) von GL,(R),
wobei der Raum V"™ der O,(R)-endlichen Vektoren in V der (al,, 0,(R))-Modul an der

co-Komponente in der Zerlegung von (7, V©®)) ist [CKMO04, Lecture 3, Theorem 3.43].

Definition 1.6. Seien ¢ : Q\A — C* ein nicht-trivialer additiver Charakter und N, < GL,, die
Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen mit Einsen auf der Diagonalen. Dann definiert ¢ auch
einen Charakter von N,(Q)\N,(A) durch y(u) := y( ?:_11 U;i+1), wobei Z?;ll u; ;1 die Summe
der Elemente der Nebendiagonalen von u € N,(A) ist. Die zu ¢ € AF(GL,(Q)\ GL,(A), w)
assoziierte y-Whittakerfunktion ist definiert als

We(g) = wyy(g) = f e(ug)y ™ (wydu.

Na(@\N,(A)
Bemerkung 1.3. Die Funktionen w, sind glatte Funktionen auf GL,(A) und erfiillen w,(ng) =
Y(n)wy(g) fiir jedes n € N, (A), und nach [Sha74, Theorem 5.9] besitzt ¢ eine Fourierentwick-

lung
_ y 0
o= Y w¢((0 1)g).
VENn—l (Q)\ GLn—l (Q)

Definition 1.7. Sei (7, V) eine (glatte) cuspidale Darstellung von GL,(A), dann heif3t der
Raum W(n, ) := {w, | ¢ € V,} das Whittaker-Modell von 7.

Die Gruppe GL,(A) operiert auch auf diesem Raum durch Rechtstranslation, und die Abbil-
dung

F Ve = W p), ¢ w,,

gegeben durch Fouriertransformation, ist eine Aquivalenz von Darstellungen.

Fiir p < oo sei y, ein nicht-trivialer Charakter von Q,,, dann definiert ¢, auch einen Charakter
von N(Q)). Sei (r,, V,) eine lokale Komponente einer cuspidalen automorphen Darstellung.
Die Existenz des globalen Whittaker-Modelles und das Tensorprodukt-Theorem implizieren,
dass es fiir jedes p < oo ein nicht—trivialesFunktional A, :V, — Cmit

Ap(rp(mE) = YA (), &€ VpneNQ),

gibt. Ein solches Funktional heit Whittaker-Funktional. Auf dem Raum ‘W(n,, ¥ ,) bestehend
aus den Funktionen wg(g) := A,(m,(g)¢), & € V,, operiert GL,(Q,) durch Rechtstranslation.
Diese Darstellung ist dquivalent zu (7, V,,) und hei3t das Whittaker-Model von r,,.

'Der Raum V,, ist der Raum der C*®-Vektoren eines Hilbertraumes und triigt die Fréchet-Topologie [Wal88,
1.6]. Dann verlangt man ein stetiges Funktional.
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Satz 1.2. [Sha74, Theorem 3.1] Fiir p < oo seien i, ein nicht-trivialer additiver Charakter
von Q,. Der Raum der ,-Whittaker-Funktionale einer irreduziblen, zuliissigen Darstellung
von GL,(Q),), ist hochstens eindimensional. Falls ein Whittaker-Modell existiert, ist es somit
eindeutig.

Darstellungen, die ein Whittaker-Model besitzen heilen generische Darstellungen.

Folgerungen 1.1. 1. Das globale Whittaker-Modell W (rt, ) von n ist nach [Sha74| Theo-
rem 4.5 (1)] ebenfalls eindeutig.

2. Sei(m, V) eine cuspidale automorphe Darstellung mit Tensorprodukizerlegung m = &,
in Darstellungen (r,, V). Sei ¢ € V, isomorph zu einem reinen Tensor ® ¢, € ®'V,, so
haben wir nach [Sha74, Theorem 4.5 (2)] die Produktzerlegung

wo(@) = | [ we,(8)): & = (8)pses € GLA(A).
p

Ist ¢ isomorph zu einem reinen Tensor in ®'V,, so heifit ¢ faktorisierbar.

1.2. L-Funktionen und Rankin-Selberg-Faltungen

Definition 1.8. Seien (7, V) bzw. (n’, V») cuspidale automorphe Darstellungen von GL,(A)
bzw. GL,,(A), m < n, ¢ € V, und ¢’ € V,,. Weiter seien ¢ ein beliebiger nicht-trivialer Cha-
rakter von A und Y, ,, < GL, das unipotente Radikal der standard-parabolischen Untergruppe
zur Partition (m + 1, 1,..., 1). Dann ist die Rankin-Selberg-Faltung von ¢ und ¢’ definiert als

I(s,0,¢") =

h O B , o
f f Y (y (0 1 )) v )y ¢ (h)| det(h)~ """ dh,
GLm(Q)\ GL’" (A) Yn,m(Q)\Yn,m(A) n—m

wobei s € C ist.

Seien ¢ und ¢’ zusitzlich faktorisierbar. Fiir jedes p < oo seien [[,w, = w, € W(x, ) und
oW, = wy € W(r, ') die Whittakerfunktionen zu ¢ und ¢’. Wir betrachten fiir jedes
p < oo die Integrale

’ h 0 ’ S—(n—m
¥, (s, wp, wh) = f W ((O" I )) wp(hp)ldet(hp)|p ( )/zdh,,,
]vm (Qp)\ GLm (Qp) n—m
die nach [JPSS&3, Th.2.7] bzw. [JS&1, Prop. 2.6] fiir Re(s) >> 0 absolut konvergieren.

Nach [CPS04, Theorem 2.1] sind die Integrale I(s, ¢, ¢’) ganze Funktionen, beschrinkt in
vertikalen Streifen und erfiillen eine Funktionalgleichung. Sind ¢ und ¢’ faktorisierbar, so gilt
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I(s,0,¢") = 1—[ V(s wp, W;;)
p

mit absoluter und uniformer Konvergenz fiir Re(s) >> 0.

Sei nun p < oo, und bezeichne 1(r,, 7,) den komplex-linearen Spann aller lokalen Integrale
¥o(s,wp, W) mitw, € W(r,, ), w), € (W(JT;], gbl‘,l). I(r,, ) ist ein gebrochenes C[p*, p~*]-
Ideal in C(p*). Da C[p®, p~*] ein Hauptidealring ist, ist das Ideal von einem Element erzeugt.
Dieser Erzeuger kann sogar von der Form (P(p~*))~! mit einem Polynom P(X) in C[X] gewihlt
werden, da 1 € 7 (r), n;) und p’ eine Einheit ist [JPSS83, Theorem 2.7].

Definition 1.9. Normieren wir das Polynom P(X) durch P(0) = 1, so heif3t dieser Erzeuger
P(p~*))~! die lokale L-Funktion L(s, Ty, ﬂ;,). Ist 7” die triviale Darstellung, so erhalten wir die
lokale L-Funktion L(s, 7).

Insbesondere ist die L-Funktion eine Linearkombination von ¥-Integralen.

Bemerkung 1.4. Nach [JPSS83, (2.12)]. ist die L-Funktion unabhingig von der Wahl des
nicht-trivialen Charakters ¢, des Whittaker-Modelles. Insbesondere konnen wir den Charakter
Y, so widhlen, dass er trivial auf Z,, ist. Ein solcher Charakter heilt unverzweigt.

Bemerkung 1.5.

(a) Seien 7, und 7/, unverzweigt und w9 € W(rx,,¢,), w’g € W(x,,y,") die durch w)(e) =
w’(!),(e) = 1 normierten GL,(Z,)-fixen Vektoren, so ist nach [CKMO04, Theorem 7.1] L(s, 7,,, 77;,) =
Y(s, wg, w’g). Nach dem Tensorprodukttheorem (Satz | gilt dies fiir fast alle lokalen Kom-
ponenten einer cuspidalen Darstellung.

(b) Die archimedische L-Funktion ist nicht durch die Integrale ¥(s, W, w.,) mit we, € W (oo, Yoo)
und w/, € W(n’,, ) definiert, sondern als Artin-Weil-L-Funktion bestimmter Darstellungen
der Weil-Gruppe von R. Sie wird ausfihrlich in Kapitel 2 behandelt. Allerdings sind die Quo-
tienten “2¥e"o) nach [CPS04, Theorem 1.2] ganze Funktionen.

L(8,o0,5)

Definition 1.10. Die globale L-Funktion L(s,n, ") ist formal definiert als Euler-Produkt

L(s,m,n") = 1_[ L(s,7p, 7).

p<eo

Nach [CPS04, Theorem 2.3] ist dieses Produkt absolut konvergent in einer rechten Halbebene,
und lésst sich durch I(s, ¢, ¢) fiir geeignete Spitzenformen ¢, ¢’ zu einer ganzen Funktion fort-
setzen. Zudem erfiillt die L-Funktion eine Funktionalgleichung, die L(s,r, ") in Beziehung
zu L(1 — s, 7, ") setzt, wobei &, " die kontragradienten Darstellungen zu 7 bzw. 7" sind.

Eine fiir uns sehr wichtige Darstellung der globalen L-Funktion, die sich aus Bemerkung (1.5])
ergibt, ist die folgende: Zu jedem Paar wo, € W (e, Yoo), W, € W(n,, ) gibt es eine ganze
Funktion P.(s), so dass
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Po(s) - L(s,m,7n") =

Z f f SDI(Yg)l/’_l(y)dy (p:(g)| det(g)ls—(n—m)/ng,
i=1 ¥ GLn(Q\GLy(A) VY n(QN\Ypm(A)

(1.1)

wobei ¢; € V, € AF(GL,(Q)\ GL,(A)) bzw. ¢} € V» € AF(GL,(Q)\ GL,(A)) firi = 1,...,n
die inversen Fouriertransformierten von globalen Whittaker-Funktion mit co-Komponente w,,
bzw. mit co-Komponente w’_ sind.



2. Kohomologische Darstellungen und
Kritische Stellen

2.1. Archimedische Langlandskorrespondenz

Um kohomologische Darstellungen zu untersuchen und die zugehorigen kritischen Stellen
zu berechnen, bendtigen wir die archimedische Langlandskorrespondenz. Diese beschreibt
eine Bijektion zwischen der Menge der Aquivalenzklassen von halbeinfachen Darstellungen
der Weilgruppe Wy und der Menge der infinitesimalen Aquivalenzklassen von irreduziblen,
zuldssigen Darstellungen von GL,(R).

Seien G eine Lie-Gruppe mit endlich vielen Zusammenhangskomponenten, H < G eine Lie-
Untergruppe, g die Lie-Algebra von G und | die Lie-Algebra von H.

Definition 2.1. Ein (g, H)-Modul (7, V) ist ein komplexer Vektorraum V, der sowohl ein g-
Modul als auch ein H-Modul ist, so dass folgende Bedingungen erfiillt sind:

(1) V ist ein lokal-endlicher H-Modul, d.h. fiir jedes v € V ist der Spann von 7(H)v end-
lichdimensional, und H operiert glatt auf diesen Unterrdumen,

(2) das Differential drr der Operation von H stimmt mit der Restriktion 7 |, der Operation
von g auf b {iberein,

(3) m(k)(m(X)v) = n(Ad k(X)) (n(k)(v)) Vk € H, X € g.

Definition 2.2. Sei K < G eine maximal kompakte Untergruppe. Ein (g, K)-Modul (x, V)
heiBt zulissig, wenn jede irreduzible endlichdimensionale Darstellung p € K mit endlicher
Multiplizitét in der Zerlegung von (7 |, V) auftaucht.

Bemerkung 2.1. (1) Seien (7, V) eine stetige Darstellung von G auf einem Hilbertraum und
V* C V der Unterraum der C*-Vektoren. Weiter sei VX C V fiir eine maximal kompak-
te Untergruppe K < G der Unterraum der K-endlichen Vektoren. Setze V, := V& n vy,
Dann kann V|, mit einer von 7 induzierten (g, K)-Modulstruktur ausgestattet werden und heif3t
Harish-Chandra-Modul von (rr, V). Ist (mr, V) eine zuldssige stetige Darstellung von G auf ei-
nem Hilbertraum, so ist bereits V& = V,, [Vog97, Example 1.9].

(2) Ist (7, V) eine zulidssige stetige Darstellung von G auf einem Hilbertraum, so ist 7 nach
[Wal88, Theorem 3.4.12] genau dann irreduzibel, wenn der zugrunde liegende (g, K)-Modul
irreduzibel ist.

(3) Zwei zuldssige Darstellungen von G heien infinitesimal dquivalent, wenn die unterliegen-
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den (g, K)-Module dquivalent sind. Nach [Wal88, 3.4.10] sind irreduzible unitire Darstellun-
gen zuldssig. Sind 7 und n” irreduzible unitidre Darstellungen von G auf einem Hilbertraum,
so sind 7 und 7’ nach [Wal88, Theorem 3.4.11] genau dann dquivalent, wenn sie infinitesimal
dquivalent sind.

(4) Jeder irreduzible zuléssige (g, K)-Modul kann als Unterraum der K-endlichen Vektoren
einer irreduziblen zulédssigen Darstellung auf einem Hilbertraum dargestellt werden. [Vog87,
Theorem 2.15].

Ist insbesondere (7, V) eine unitire cuspidale Darstellung, d.h. eine irreduzible Unterdarstel-
lung von L*(GL,(Q)\ GL,(A), w), so ist V©®) = V; eine cuspidale automorphe Darstel-
lung, d.h. ein irreduzibler GL,(A ) X (g, O,(R))-Modul. Nach (2)-(4) konnen wir folglich an-
stelle einer cuspidalen automorphen Darstellung die zugehorige irreduzible Darstellung in
AT (GL,(Q)\ GL,(A)) oder in L*(GL,(Q)\ GL,(A)) betrachten wie bereits in Bemerkung
angemerkt.

Seien G eine reelle reduktive Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g, (r, V) ein (g, K)-Modul und
Z(gc) das Zentrum der universell einhiillenden Algebra U(gc) der komplexifizierten Lie-
Algebra. Dann setzt sich 7 aufgrund der universellen Abbildungseigenschaft von U(gc) zu ei-
ner Darstellung von U(gc) fort. Gibt es einen Charakter y : Z(gc) — C, sodass n(Z)v = y(Z)v
fiir jedes Z € Z(gc) und jedes v € V, so heilt y infinitesimaler Charakter von n.

Sei Zs(ac) = {u € U(ge) | Ad(g)u = u Vg € G}. Es ist Zg(gc) € Z(ac). Ist (7, V) ein irre-
duzibler zuléssiger (g, K)-Modul, so operiert Zs(gc) nach [Vog87, Lemma 6.6] durch Skalare
auf V. Ist G eine Gruppe mit Z(gc) = Zs(8c), so hat & in diesem Fall einen infinitesimalen
Charakter. Insbesondere haben die co-Komponente einer cuspidalen automorphen Darstellung
der GL,(A) und jede irreduzible endlichdimensionale Darstellung der GL,,(R) einen infinite-
simalen Charakter.

Fiir [ € N sei D, die diskrete Reihe-Darstellung von SL,(R)* [Kna94, (2.1a)].

Zur Klassifikation der irreduziblen, zuldssigen Darstellungen von GL,(R) benotigen wir als
Bausteine die irreduziblen Darstellungen

1®|-' und sgn®|-|

von GL(R) mit # € C und die irreduziblen Darstellungen

D; ® |det()['

von GL,(R) mit [/ € N, ¢ € C. Seien a;,a, € C, m;,m, € {0, 1} und u,, u, Charaktere von R*
gegeben durch

pi(t) = |11 sgn(n)™
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mita; —a, + 1 = m; + my mod 2. Seien B < GL, die Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen

und b = (“ *

0 ) € B. Dann ist ein Charakter auf B durch
2

u(b) = i (t)ua(t2)

gegeben. Seien a; — a, = [und a; + a, = 2t, dann ist der Harish-Chandra-Modul der diskreten
Reihe D; ® | det(-)|" nach [Gel75| §4] ein irreduzibler Unterquotient von

Ind§®(u) = {f € C®(GLy(R),C) | f(bg) = w1 (11)pa(t2) %j £(2), f O(R) — endlich}.

Wir sehen hier, dass nach [BWS8O0, II1.3.2] a; + a,(= 2t) der Zentralcharakter und (a;, a,) der
infinitesimale Charakter in der Harish-Chandra-Parametrisierung [Wal88, 3.2] ist.

Sein = ny +...+n, eine Partition von n mit n; € {1,2}. Fiir jedes i = 1, ..., r sei eine der oben
genannten Darstellungen o; von GL,,,(R) gegeben. Dann ist oy ® . . . ® 0, eine Darstellung der
Levi-Untergruppe M := GL,,(R) X - - - X GL,, (R) der parabolischen Untergruppe QO < GL,(R)
zu dieser Partition und wird auf Q fortgesetzt, indem sie auf dem unipotenten Radikal von Q
trivial sein soll. Durch unitire Induktion [Vog87, Chapter 3] erhalten wir eine Darstellung

I(oq,...,0,) = IndgL”(R)(O'l ®...0,)

von GL,(R).
Satz 2.1. [Kna94| §2 Theorem 1]

(a) Eftfiillen die Parameter n]‘.lRe(tj) vonoj, j=1,...,r, die Bedingung

n]lRe(tl) >...> nr_lRe(tr),

dann hat I(oy, ..., 0,) genau einen irreduziblen Unterquotienten J(o,...,0,).

(b) Die Darstellungen J(o,...,0,) aus (a) erschopfen alle irreduziblen zuldssigen Dar-
stellungen von GL,(R) bis auf infinitesimale Aquivalenz.

(c) Je zwei Darstellungen J(oy,...,0,.) und J(o\,...,07) sind genau dann infinitesimal
dquivalent, wenn r = s und eine Permutation T mit 0, = 0 fiir allei = 1,...,r
existiert.

Bemerkung 2.2. Sei 7 eine cuspidale automorphe Darstellung von GL,(A), dann sind die
Komponenten r,,, p < oo, nach Kapitel 1.1 generisch. Nach [Clo90, S.83] ist die co-Komponente
dann schon dquivalent zu einer induzierten Darstellung I(oy, ..., 0,).

Auf der anderen Seite der Langlandskorrespondenz stehen die halbeinfachen Darstellungen
der Weilgruppe Wy = C* U jC* von R, wobei j2 = —1 und jzj~! = Z. Die eindimensionalen
Darstellungen ¢ sind gegeben durch

10
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¢©(2) = |zI' und @(j) = 1,

wobei z € C*,t € C. Wir schreiben kurz (+, ) und (—, ¢). Die Einschrinkung auf C* notieren
wir auch als Charakter y(z) = (z2)* mit 2a = ¢.

Die zweidimensionalen Darstellungen konnen durch / € N und ¢ € C parametrisiert werden.
Seien a;,a, € C, so dass [ := a; — a, € N. Setze 2t := a, + a,. Fiir 7z = re®® € C* ist bei
geeigneter Basiswahl {u, '} des Darstellungsraumes [[Kna94, §3 (3.3)]
oQu =z7z2u =r¥e"y und o(u=u,
2t ,—ilf

o@u =z27%u =r¥e ™y und (' = (-1 u.
Wir bezeichnen diese Darstellungen mit (/, ¢). Fiir die Einschrankung auf C* verwenden wir
auch die Notation y; @ y, mit Charakteren y;(z) = z*'Z*> und y,(z) = z2z*.

Bemerkung 2.3. Die endlich-dimensionalen halbeinfachen Darstellungen von Wy sind voll-
standig reduzibel, und jede irreduzible Darstellung hat Dimension 1 oder 2.

Um die Langlandskorrespondenz zu formulieren, betrachten wir folgende Zuordnung:

(+,1) —» 1],
(=) = sgng|-[, 2.1)
L,y —» DI

Satz 2.2 (Archimedische Langlandskorrespondenz [Kna94, §3 Theorem 2]). Sei ¢ = @_,¢;
eine halbeinfache, komplexe Darstellung von Wy mit irreduziblen Komponenten ;. Fiir je-
des i =1,...,r sei o; die wie in (2.1) zugeordnete irreduzible Darstellung von GL,(R) bzw.
GL,(R). Dann ist die Zuordnung

e Joy,...,0))

eine Bijektion zwischen der Menge der Aquivalenzklassen von n-dimensionalen, halbeinfa-
chen Komplexen Darstellungen von Wy und der Menge der infinitesimalen Aquivalenzklassen
der irreduziblen zuldissigen Darstellungen von GL,(R).

2.2. Kohomologische Darstellungen

In diesem Abschnitt werden wir unter Verwendung der Langlandsklassifikation fiir irreduzi-
ble zulédssige Darstellungen die Gestalt der co-Komponente einer kohomologischen cuspidalen
Darstellung beschreiben. Die hier angegebene Beschreibung leitet sich direkt aus Clozels Re-
sultaten [|Clo90, §3] ab.

Definition 2.3. Seien G eine Lie-Gruppe mit endlich vielen Zusammenhangskomponenten,
H < G eine Lie-Untergruppe und (7, V) ein (g, H)-Modul. Setze

11
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q
C(g, H, V) := Homg( /\ (a/5), V)
q
= (N\ /v e V),

wobei H via der adjungierten Darstellung Ad auf g/ operiert. C4(g, H, V) wird mit dem Dif-
ferential

q
dy(Xo, . X,) 1= ) (=1 Xi - (Ko, Ris o, X+
i=0

Z(_l)l+]a)([Xla Xj]5XO, s 7Xi’ s ’Xj’ v an)

i<j
ausgestattet.

Mit HY(g, H, V) bezeichnen wir die g-te Kohomologiegruppe Kernd,/ Bildd,_;.

Bemerkung 2.4. Sei G eine Lie-Gruppe mit maximal kompakter Untergruppe K. Ist (x, V)
eine stetige Darstellung in einen Hilbertraum, so ist der Unterraum der glatten Vektoren
V= € V zwar ein differenzierbarer G-Modul, aber im Allgemeinen kein (g, K)-Modul, da
V* in der Regel kein lokal-endlicher K-Modul ist. Wir kénnen aber auch hier den Komplex
Homg( A *(g/t), V*) definieren, und die K-Invarianz erzwingt

C.(g’ K, VDO) = C.(g’ K’ VO)

Seien T, der maximale Torus bestehend aus den Diagonalmatrizen in GL,,, X(7T,) die Menge
aller algebraischen Charaktere « : T, — G,, und X*(7T,,) die Menge aller dominanten Gewich-
te. Wir identifizieren X(7,) mit Z" via

(T, 3 t = diag(t,....t.) = | [ #) 0 u=Gu) e 2.
i=1

Zuu € X*(T,) sei (p,, M, o) die bis auf Isomorphie eindeutige irreduzible endlich-dimensionale
rationale Darstellung von GL,(R) von Hochstgewicht u. Nach [Clo90, p.122] ist p,, bereits
tiber Q definiert. Ist K/Q ein Erweiterungskorper, so schreiben wir M, x := M, o ®q K.

Definition 2.4. Sei Coh(GL,, 1) die Menge der cuspidalen automorphen Darstellung 7 = 7., ®
7y, so dass
H.(gln’ Zn(R)+ SOI’[(R)’ Moo @ pp,C) F 0,

wobei Z,(R)" die Zusammenhangskomponente der Eins des Zentrums von GL,(R) bezeichnet
und p,, die zu p, duale Darstellung ist. Solche Darstellungen bezeichnen wir auch als kohomo-
logische Darstellungen.

12
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Da Ad(Z,(R)") = 1, muss Z,(R)" trivial auf 7., ® g, operieren, und wir sehen

C.(gIn,Zn(R)+ SOn(R)’ Moo ®bﬂ) =~ (/\(g[n/ansDn)* ® oo ®ﬁﬂ)zn(R)+ SO, (R)
= C*(sly, SO, R), 1o ® Py)).

Damit gilt auch

H*(gl,, Z,(R)" SO,(R), o ® p,) = H* (51, SO,(R), 7o ® Pyy).

Hier fassen wir nun 7., und p, durch Restriktion jeweils als irreduzible Darstellung von
SL,(R)* bzw. als irreduzible (sl,, O,(R))-Moduln auf. Nach Theorem 3.3 in [BWS80, Chapter
I] haben 7o |s1,®)+ und p, [si,w)+ denselben infinitesimalen Charakter, da die Kohomologie
nicht verschwindet. Da r, und p,, eingeschriinkt auf Z,(R)* denselben Zentralcharakter haben,
sind folglich auch die infinitesimalen Charaktere von 7., und p, identisch.

Der infinitesimale Charakter von p,, ist nach [BWS80), II1.1.5] in der Harish-Chandra-Parametrisierung
durch p + u gegeben, wobei p := % Yaca+Gr,. 1, @ und ®*(GL,, T,,) die Menge der positiven
Wurzeln {a;; : T, = G, | i < J,;5(2) = titjfl} ist. Dieser ist regulir, da u bereits dominant ist.

Sei nun (z17%, 227", ..., 717", (z2)*', ..., (zZ)*) die Einschrinkung auf C* der Darstel-
lung von Wy assoziiert zu . Der infinitesimale Charakter von n., ist dann nach (2.1)) in der
Harish-Chandra-Parametrisierung durch den Charakter (ay, ..., a,) gegeben, und es ist bis auf
Permutation der Eintrige

(a,a,...,an) =p+pu=((n=D/2+pu,(n=3)/2+p,...,3=n)[2 + ptp_1, (1 =n)/2 + ).

Die Regularitéit von p + y impliziert dann a; # a; fir i # j.

Da u € Z" , sehen wir, dass die kohomologischen Darstellungen algebraisch und regulédr im
Sinne Clozels [Clo90, Def.1.8 und Def. 3.12] sind El, und wir konnen nun seine Resultate
verwenden.

Nach dem Lemme de Pureté [Clo90, Lemme 4.9] gibt es ein w’ € Z, so dass

al+a,=...=dy_1+ay=2ayq=...=2a,=w +(n—1) = w. 2.2)

Zusammen mit der Regularitdt sehen wir, dass 7., fiir gerades n eine induzierte Darstellung
der parabolischen Untergruppe zur Partition (2,...,2) ist, und fiir ungerades n zur Partition
2,...,2,1).

IClozel setzt voraus, dass diese Darstellungen isobar sind [Clo90, Def. 1.2]. Cuspidale Darstellung sind als
generische Darstellungen isobar.

13
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Da & algebraisch ist, gibt es ganze Zahlen p;,i = 1,...,n, mit a; = p; + (n — 1)/2. Unter
der Langlandskorrespondenz (2.1)) wird der 2-dimensionalen Darstellung (z%z%+', z%+'7%) die
Darstellung D, ® | - | mit [; = a; — a,,,, und 2t; = a; + a;;; zugeordnet. Fiir jedes ungerade
i €{l,...,n} gilt hier nun

ti=w/2 und [L+w=2a;=2p;+n-1). 2.3)

Istn gerade, soist/;+w = 1 mod 2 undistn ungerade, soist/;+w = 0 mod 2. Damit erhalten
wir folgende Beschreibung der kohomologischen Darstellungen (siehe auch [Mah05][§3.1.3]):

Seien Xj(T,) die Wurzeln u = (u;,...,u,) € X*(T,) mit pt; + ptyy—; = v fiir ein v € Z und
L;(GL,) die Menge aller Paare (I, w) mitw € Z,1= (I;,...,L),[i > ... L2 > 0,[i+1,11-; =0
und w+1=n—-1 mod 2. Dann gibt es eine Bijektion

Ly(GL,) — Xo (T,
Lw) = pi=sw+)-p,
Bezeichne (I;, w/2) die Darstellung D;, ® | det(-)[*/> von GLy(R), und sei
Jonl) = Indg" (L, w/2) ® - -+ ® (I, W/2)), falls n gerade,
T | Indg (1 w/2) ® -+ ® (lu-ty2, W/2) ® (+,w/2)),  falls n ungerade.

Fiir die co-Komponente einer kohomologischen Darstellung © € Coh(GL,, 1) gilt dann

Mo = Jw,1) @ sgn®

mit € € {0, 1}.
Da SO, (R) von O,(R) normalisiert wird, operiert O,(R)/ SO, (R) auf

C* (51, SO, (R, oo ® ) = (/\ (s11\50,)° ® 70 @ ,)° .

Wir haben bereits gesehen, dass

H* (1, Zu(R)" SOL(R), 7w ® ) = H*(51,, SO,(R), s ® 3,)

und dass die infinitesimalen Charaktere von 7o [spz®) und o, [sp zr) Ubereinstimmen. Da
SO,(R) zusammenhéngend ist, haben wir nach [BW&0, I §5.1] auch

H*(sl,, SO,(R), oo ® Py) = H" (51, 504, oo ® Pp0).

Da das Casimir-Element im Zentrum der universell einhiillenden Algebra U(sl, ) liegt, sind
nach [BW30, II §3, Proposition 3.1] alle Formen in C*(sl,,SO,(R), 7o ® g,) harmonisch.
Insbesondere ist dann schon

14



Kohomologische Darstellungen

H*(sl,,SO,(R), 7o ® p) = C*(51,, SO, (R), e @ P1). 2.4)

Wir sehen damit sofort, dass O,(R)/ SO,(R) auf H*(gl,, Z,(R)" SO,(R), 7., ® p,,) operiert.

Sei zuniichst n gerade. Da D;, ® sgn = D, gilt auch rr,, ® sgn = 7. Diese Aquivalenz bewirkt
einen Isomorphismus der Kohomologiegruppen

H*(gl,, 0,(R)Z,(R)", oo ® py) = H(gl,, O,(R)Z,(R)", oo ® 5g0 ®p).

Da sgn [so, )= 1 ist, folgt sogar

H*(gl,,SO,(R)Z,(R)", 70 ® p,) = H*(g1,, SO,(R)Z,(R)", 7o ® sgN®p),).

Fiir den Fixraum unter O,(R)/ SO,(R) gilt nach [Clo90, Lemme 3.14]

o—m?

H* (gl,, O,(R)Z,(R)", 7o @ sgn“®p,) = [\ C"! (2.5)
fiir e € {0, 1}, wobei m := n/2. Folglich zerfillt H*(gl,, SO,(R)Z,(R)", 7s ® p,) demnach in
einen +1- und einen —1-Eigenraum gleicher Dimension.

Fiir ungerades n und m := (n — 1)/2 ist

e—m(m+1)

H*(gl,, 0,(R)Z,(R)*, e @ sgn‘®p,) = N\ C”, (2.6)

falls € geeignete Paritit hat[| Im anderen Fall verschwindet die Kohomologie. In diesem Fall
operiert O,(R)/ SO,(R) entweder trivial und H*(gl,, SO,(R)Z,(R)", 7 ® p,) ist der Fixraum
H*(gl,, 0,(R)Z,(R)", ne, ® p,) oder H*(gl,, SO,(R)Z,(R)*, 7o, ® p,,) stimmt mit

H*(gl,, 0,(R)Z,(R)*, 7, ® sgn ®p,,) liberein (siche auch [Mah03]).

Seien

2
—L,  nungerade,

2
T n gerade,
by=1_

der Bottom-Grad dieser Kohomologie und

@=L _ 1 gerade
In = ((n+‘1‘)2—1 ’ ,
> n ungerade,
der Top-Grad. In den Graden b, und ¢, sind diese Kohomologiegruppen eindimensional.

Bemerkung 2.5. Lemme 3.14 in [Clo90] zeigt auch, dass die regulédren algebraischen Dar-
stellungen genau die kohomologischen Darstellungen sind.

2Fiir die geeignete Wahl von € siehe [Clo90] p.120]
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2.3. Kritische Stellen

Sei m = ¢ ® no, eine cuspidale automorphe Darstellung der GL,,(A). Die L-Funktion L(s, 7)
ist definiert als die Weil-L-Funktion der zugehorigen Darstellung der Weilgruppe ¢(7.,) [Kna94,

§3 (3.6)].

Ist ¢ eine irreduzible halbeinfache Darstellung von Wg, so ist

2321, falls ¢ = (+,1),
L(s,¢) := {a-(reD2p(ssely, falls ¢ = (=, 1),
a ST (s + t+1/2),  falls ¢ = (1, ).

Ist ¢ reduzibel mit der Zerlegung ¢ = @f\i | ¥i» s0 ist die L-Funktion gegeben durch

N
L(s, @) = ]—[ L(s, ¢;).
i=1
Sei m bzw. o eine cuspidale automorphe Darstellung von GL,(A) bzw. GL,,(A), dann ist

L($, oo, o) 1= L(S, 9(Teo) ® 0(T ).

Laut einer Vermutung [Clo90, Conj. 4.5, (4.7),(4.8)] kann jeder algebraischen cuspidalen au-
tomorphen Darstellung 7 der GL,,(A) ein Motiv M (rr) zugeordnet werden, so dass

1-n
Lo(s,M(m)) = L(s + T,nm).

Seien m, o algebraische cuspidale automorphe Darstellungen. Unter der Voraussetzung von
[Clo90, Conjecture 1.3] ist das durch

T 1- 1- -1
r®c =7 ®al| )T

definierte Tensorprodukt wieder eine algebraische cuspidale automorphe Darstellung [Clo90,
Def. 1.10]. Dann gilt

1—n+1—m
2 2

—nm

L M ® o) = Lis + —"" (x® o)) = L(s +

s Toos O o) 2.7

Die folgende Definition einer kritischen Stelle orientiert sich an der Definition fiir kritische
Stellen von Motiven von Deligne [Del79, Def.1.3]. Sei M ein Motiv und M das zu M duale
Motiv. Dann heiBt s, € Z kritisch, wenn weder Lo, (s, M) noch L(1 — s, M) einen Pol an s
haben. Beachten wir den Shift um 12;” + 1‘2’" in (2.7), so konnen wir diese Definition in die
Situation der kohomologischen cuspidalen automorphen Darstellungen iibersetzen:
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Definition 2.5. Bezeichne 7 bzw. ¢ die kontragradiente Darstellung zu 7 bzw. o, und sei
k = n+m mod 2. Dann heillt so € C kritisch fiir das Paar (w,0), wenn s, € g + Z ist und
weder L(s, s, 0) Noch L(1 — s, 7, 0 ) €inen Pol an sq hat.

Seien nun 7, = sgn* ®J(w, 1) und o, = sgn“®J(v,h) mitk,u € {0, 1} gegeben. Um L(s, oo, 0o
zu bestimmen miissen wir ¢(.,) ® ¢(0 ) in irreduzible Darstellungen zerlegen. Fiir /,h € N
und s, t € C gilt

Lye, )=l s+1)
e th,s)y=l+h,s+t)®(l-hl,s+1)

mit (0, s+1) = (+,5+1)®(—, s +1) [KS13, p.214].
Wir stellen zunichst die L-Funktion an der co-Stelle fiir 7 und o auf:

(1) Fiir m, n gerade ergibt sich

L(S$7T0090-oo):
n/2 m/2
wey | it w+v  Li+h; way lihj] wt+v |l—hi
nl—[n_(” 2+ J)l“ s+ + —)71_(“r O (s + + ——2.
2 2 2 2
i=1 j=1
/’lj#li
2 2
n/2 m/ _(¥+w+v+ w+v li+hj
[tz ey
2 2
i=1 j=1
h=l;
n/2 m/2

1—[ 1—[ (20 s +(w+ V)/Z)ﬂ__( s+<w+2v>/2+1)1_,(s +(w+v)/2+ 1)'
i=1 j=1 2 2

hj:li

Wegen (2.3) istw+1 = v+h =1 mod 2. Die Variable s ist somit in jedem der I'-
Faktoren um eine ganze Zahl verschoben.

(2) Seien m ungerade und n gerade. Wir erhalten

17
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L($, T, O ) =

n/2 (m—1)/2 bk / h.
wy |, Ut i + h Wty li=h;jl l - h
[1[] ~¢ " re+ Wy B Ry ety o Wy i Bl
. . 2 2 2 2
=1 j=1
hjili
n/2 (m—1)/2 e I
wy | it i+ h
| | gt 2")r(s+w+v+ i J
. . 2 2
i=1 j=1
hj:l,'
n/2 (m—1)/2
sty S+ WA V)2 sy s+ (WHV)/2+ 1
g SR V/D iy s+ 0 E/2 4L
. : 2 2
=1 j=1
hj=l;
n/2
w+v ]i w + 1% l
—(s+55+7) !
T (s + + =).
(s 45— +3)

i=1

Hier ist die Variable s in jedem I'-Faktor um eine Zahl in % + Z verschoben, denn nach
2.3) geltenw+1=1 mod2undv=h=0 mod 2.

Ist m gerade und n ungerade, so miissen die Rollen von n und m in diesem Produkt
einfach getauscht werden.

(3) Sind m, n ungerade, so folgt

L($, Moo, O0) =

(=1)/2 (m=1)/2 . I i
wiy Gt i+ h; way | il 1. —h;
A OO0 + wrv it D T O wrv, = kil
L 2 2 2 2
hj#:l,'
(n=1)/2 (m-1)/2 . i
wtv it i T h
P 2J)F(s+ W;—v + 2 > J
=1 =1
hj:l[
(n—-1)/2 (m—1)/2
SHOW+1)/2 s+w+v)/2 s+Hw+v)/2+1 s+w+v)/2+1
l—[ T ( )/ ) ) N ( )/ )-
. : 2 2
i=1 j=1
hj=l;
(n-1)/2 (m=1)/2
wiy i w+v l L WY hj w+v h
[ | =5 res + +3) || 7T + + L)
: 2 271 2 2
i=1 j=1
_srvpre, S+ (WH V)2 + €
preepp W DRTE)

2

Il
=

wobei € = k+u mod?2 € {0,1}. Dannistw =1=v = 0 mod 2, und wir haben

einen ganzzahligen Shift in jedem I'-Faktor.
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Die kontragradienten Darstellungen haben die Gestalt

feo =sgn*@J(—w,I) und & = sgn“®J(-v,h).

Dann ergeben sich folgende kritische Stellen:

(1) Seien m,n gerade.

Fall 1:

Fall 2:

Es gibt keine i # j mit [; = h;.

li+hj
2

[li=hj|
2

Setzte L := min{min{

}, min{
i,J i,J

}}. Dann gilt wegen L + 5~ € Z:

L(s, 7,0 ) hat keinen Pol an sy € Z <
w+v

so+ Y L L ¢ Ny = 5o > — _L

L(1 — s, 7T, 0) hat keinen Pol an sy € Z <

w+v w+v
+L ¢ -Nye so<—

1—s9— +1+L.

Dann ist s € Z folglich kritisch, wenn —*3* — L < s < =*3* + 1 + L.

Es existieren i # j mit /; = h;. Dann tauchen auch die I'-Faktoren

r(w) und r(s+(w +2v)/2+ 1)

in L(s, s, 0 ) auf. Die L-Funktion L(1 —s, 77, 0« ) besitzt zusitzlich die Faktoren

I1(1—s—(2w+v)/2) und r(l—s—(w2+v)/2+1).

Damit erhalten wir zum einen die Bedingung

so + *5° S0+ M 4]
0 2 2 ¢ -Ny und %%—NO.

Das ist dquivalent zu

V) ¢ —2N, = so + W;V

So +

¢ —2Njp, —2N, — 1.

Wegen [; = h; muss dann w = v mod 2 gelten, so dass *3* € Z ist. Eine kriti-
sche Stelle sy muss also zusitzlich zu der unter Fall 1 angegebenen Bedingung die
w+v

Forderung sy > —*3* erfiillen.

Zum anderen muss auch
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gelten, was dquivalent zu

+ +
Y(+1) ¢ —2N, e s + W2 v

1—80—

¢ 2Ny +1,2Ngy + 2
ist. Damit erhalten wir 5o < —%,

Die Bedingung —5* > 59 > —

keine kritischen Stellen.

w+v

*5+ ist aber unerfiillbar. In diesem Fall gibt es dann

(2) Seien m ungerade und n gerade.

Fall 1: Es gibtkeine i # jmit [; = h;.

. . ithi . l—h:
Setze L := min{min{-==, 4}, mm{" ;l}}_
o 2R 2

1
L(s, 7,0 ) hat keinen Pol an sq € 3 +7

w+v

1%
So + +L ¢ —Ny &= 50> — - L,

1
L(s, 7w, ) hat keinen Pol an s, € > +7Z

w++v w+v
+L ¢ -Ny& s9g<—

1—s9— +1+L.

Dann ist sy € Z + % folglich kritisch, wenn —*3* — L < sy < —=%3* + 1 + L.

Fall 2: Es existieren i # j mit /; = h;. Dann muss w = 1 mod 2 gelten. Dann ist *3* €
% + Z, und dhnlich wie in (1) sind zusitzlich die I'-Faktoren

F(w) und r(s+(w+v)/2+1)

2 2

von L(s, T, 0«) Und die Faktoren

1—s—(w+v)/2) und F(1—s—(w+v)/2+1)

2 2

I'(

von L(1 — s, e, 0w ) Zu beriicksichtigen.

w+y

Dann ist sy € % + Z kritisch, wenn —*3* < 59 < —*3* + 1. Diese Bedingung ist
nicht erfiillbar.

(3) Ist m gerade und n ungerade, so setze L := min{min{ li;hj , %}, min({ lli_zhj |

i,J L]

}}. Die Rechnung

ist dann identisch mit der in (2).

20



Kritische Stellen

(4) Seien m, n ungerade.

=

. . cLi+hj [ hj . li—h;
Setze L := min{min{*5, 4. 7). min{ ")),

Hier gilt zunichst ebenfalls

L(s, o, 0) hat keinen Pol an 5o € Z = 59 > —*5* — L und
L(s, e, 0o) hat keinen Pol an sp € Z = 59 < —%3* + 1+ L.

Gibt es i, j mit [; = hj, so gibt es auch hier keine kritischen Stellen. Tritt dieser Fall nicht
auf, miissen wir noch Folgendes beachten:

Es gibt noch einen Faktor F(%) bzw. F(%). Das liefert die zusitzlichen

Bedingungen
So+ 50 +€ w+v
und
l—s50— " +e€ +
022 e—N0<=>so+W2V¢2NO+1+e.

Ist € = 0, so folgt

w+v

+ 50 € (NU=2N, — 1) N (=N U 2N,) = —2N, — 1 U 2N.

Ist e = 1, so folgt

w+v

+ 50 € (N U =2Np) N (=Np U 2Np + 1) = —2N, U 2N, + 1.

Haben beide Darstellungen r.,, 0 €in triviales Koeffizientensystem, so bedeutet dies, dass
u=v=0,1=2p,und h =2p,. Esist

1 _ {(%,---,%,%,%,%3,...,1%”), falls n gerade,
3,1 Ln

=,...,3,1,0,-1,-3,...,5%), falls ngerade.

Die Darstellung von 12—‘ ist die gleiche, nur mit m anstelle von n. Ist 1 > m = n mod 2, so
ist demnach /| = hyz). Wir konnen damit aus der vorangegangenen Rechnung die folgende
Proposition folgern:

Proposition 2.1. Sind nt., und o, kohomologische Darstellungen mit trivialem Koeffizienten-
system, so ist die Menge Crit der kritischen Stellen gegeben durch
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fiirm=n mod 2 ausgenommenm = 1,€ =1,
fiirm#n mod 2,

fiirl=m=n mod 2,e=1.
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3. Faserbundel und Kohomologie

3.1. Schnell fallende Funktionen und Spitzenformen

Im gesamten Kapitel sei n € N, fest. Seien K < SL,(R) eine maximale kompakte Unter-
gruppe und 6 die Cartan-Involution von sl, beziiglich K. Weiter seien P < SL, eine parabo-
lische Q-Untergruppe mit unipotentem Radikal R,P und eindeutig bestimmter f-invarianter
Levi-Untergruppe Lp. Bezeichnen Sp := Lp N R;P den maximalen #-invarianten Torus im
Q-zerfallenden Radikal R;P von P und Ap := Sp(R)° die Zusammenhangskomponente der
Eins von S p(R). Setze °Lp := Nyex 1, Kern x?, wobei Xq(Lp) die Menge der iiber Q defi-
nierten Charaktere von Lp ist. Seien Mp := °Lp(R) und Np := R,P(R). Wir haben dann die
Zerlegung von P(R) in ein semidirektes Produkt P(R) = Np = (Mp X Ap) und eine Zerlegung
SL,(R) = Np-Mp-Ap- K.

Bezeichnen weiter @g(P,Sp) € Xo(S p) die Menge der Wurzeln von P beziiglich S und
Aq(P, S p) die Menge der einfachen Wurzeln. Auerdem sei X(Ap) = Xg(S p) ®z R die Gruppe
der stetigen Homomorphismen A4 : Ap — R

Sei nun w C NpMp relativ kompakt, und fiir beliebiges ¢ > 0 sei

A :={a€Apla' = t¥Ae€ Ag(P,Sp))

Eine Teilmenge der Form Ef » = w- A, - K heiBit Siegelmenge fiir SL,(R) (beziiglich P).

Definition 3.1. Eine Funktion f € C*(SL,(R), C) heil}t schnell fallend, wenn fiir jede Siegel-
menge Zf ,, und alle Wurzeln 1 € X(Ap) gilt: Es gibt eine Konstante C,, so dass

|f(gak)| < Caa* g € w,Vk € K,Ya € A,. 3.1)

Sei I' < SL,(Z) eine diskrete Untergruppe, und bezeichne C*(SL,(R), C)" die glatten kom-
plexwertigen Funktionen auf SL,,(R), die linksinvariant unter I" sind. Da der Quotient I'\ SL,(R)
eine eindeutige differenzierbare Struktur trigt, die durch die differenzierbare Struktur von
SL,(R) induziert wird, gilt

C*(SL,(R),C)F = C*(T'\ SL,(R), C).

Im Folgenden sei I' < SL,,(Z) eine arithmetische Untergruppe, so dass der Quotient I'\ SL,(R)
nicht kompakt ist. Nach [Bor07, §5.4] ist die Bedingung (3.1]) fiir Funktionen f € C*(I"\ SL,(R), C)
dquivalent zu folgender Forderung: Fiir jedes m € Z gibt es eine Konstante C,,, so dass
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Schnell fallende Funktionen und Spitzenformen

1f (@I < Cullgl™ Yg € SLA(R), (3.2)

wobei ||g|| die Hilbert-Schmidt-Norm ||g|| := +/Tr(g”¢) von g € SL,(R) ist.

Sei {w1,...,w,_} eine Maurer-Cartan-Basis (linksinvarianter) Formen auf SL,(R). Bezeich-
ne QX(SL,(R), C)' die k-Formen auf SL,(R), die linksinvariant unter I" sind. Dieser Komplex
kann mit dem Komplex Q*(T'\ SL,(R),C) der k-Formen auf I'\ SL,(R) identifiziert werden.
Jede Form n € Q¥(SL,,(R), C)' kann nach [BWS80, VII,§2 (6)] geschrieben werden als

wobei w; = w;, A ... Aw; und f; € C*(I'\ SL,(R), C). Dann heiit n € Q*(I'\ SL,,(R), C) nach
[Bor81), §3.9] schnell fallend, wenn alle Koeffizientenfunktionen von 7 der Bedingung (3.1))
geniigen. Diese Definition ist unabhédngig von der Wahl der Maurer-Cartan-Basis.

Die natiirliche Projektion 7 : SL,(R) — SL,(R)/ SO,(R) =: X' induziert nach [BWS8Q][VII,
Prop. 2.5] einen Isomorphismus der I'-invarianten Formen Q°(X', C)' auf X' mit einem Un-
terkomplex von Q°*(I'"\ SL,(R), C), der mit

C*(sl,,SO,(R),C>T\ SL,(R), C)) identifiziert werden kann.

Dann heit n € QF(X!',C)' nach [Bor81, §3.2 bzw. Prop. 3.10] schnell fallend, wenn die
Koeffizientenfunktionen f; von

n=nn= Z fiwr, (3.3)

|I|=k
die Bedingung (3.1) erfiillen. Sei
Q (X", O = {n e UX',C)" |  und dn fallen schnell}

der Komplex der schnell fallenden I'-invarianten Formen auf X!.

Der Isomorphismus Q*(X!,C)' = C*(sl,, SO,(R), C=(I'\ SL,(R), C)) induziert einen Isomor-
phismus der zugehorigen Kohomologiegruppen

HQ (X', CO)") = H*(sl,, SO,(R), C*(I'\ SL,(R), C)).

Verkettung mit dem DeRham-Isomorphismus [Mas91, Appendix A, Theorem 3.1] E] liefert
dann einen Isomorphismus mit der Betti-Kohomologie:

H"(sl,, SO,(R), C*(T\ SL,(R),C)) = HyT\X', C). (3.4)

'Der DeRham-Isomorphismus ist dort nur fiir Kohomologie mit Werten in R beschrieben, er gilt aber auch fiir
Kohomologie mit Werten in C (siehe Kapitel 4.2)
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Bemerkung 3.1. Der Quotient '\ X" ist im Allgemeinen keine differenzierbare Mannigfaltig-
keit, aber ausgestattet mit der Quotiententopologie ist er ein topologischer Raum.

Sei Ay T\ SL,(R), C) der Raum der (nicht notwendigerweise SO,(R)-endlichen) Spitzenfor-
men auf SL,(R), die linksinvariant unter I" sind. Dieser Raum besteht aus den Funktionen
f € C*T\SL,(R),C), die zudem cuspidal, Z(sl, c)-endlich und von uniformem moderatem
Wachstum sind. Ahnlich wie im adelischen Fall ist die Cuspidalitit definiert durch

f f(ng)dn =0 Vg € SL,(R),
TNNR)\NR)

wobei N die unipotenten Radikale aller parabolischen Q-Untergruppen von SL, durchliuft.
Die Inklusion

Ay T\ SL,(R), C) — €'\ SL,(R), C)

induziert eine Abbildung

H*(sl,,SO,(R), AT\ SL,(R), C)) — Hy(T\X',C), (3.5

deren Bild mit A7, ,(I'\X I, C) bezeichnet wird. Diese Kohomologie heiBt dann cuspidale Ko-
homologie.

Der Raum Ay(I'\ SL,(R),C) der SO,(R)-endlichen Vektoren in AF(I'\ SL,(R),C) zerfillt
nach [Gel75, Theorem 2.6] in eine direkte Summe irreduzibler (sl,, SO,(R))-Moduln (7, V).
Es ist

C* (sl, SOL(R), AT (T\ SLy(R), ©) = (5 C*(s1,, SOL(R), Vs).

Nach [BWS0, II. Proposition 3.1] sind die Formen in C*(sl,, SO, (R), V) bereits harmonisch,
und folglich sind auch die Elemente in C*(sl,, SO,(R), A7 '\ SL,(R), C)) harmonisch.

Bezeichne H;; € Q°(X',C)" den Unterraum der schnell fallenden harmonischen Formen.
Da Spitzenformen nach Harish-Chandra [HC68, §4] schnell fallende Funktionen sind, kann
H*(sl,, SO, (R), Ay T\ SL,(R), C)) mit einem Unterraum von Hy, identifiziert werden. Die
Abbildung (3.5) ist dann nach [Bor81, § 5.4, Theorem 5.3 bzw. Corollar 5.5] sogar injektivﬂ

3.2. Ein Faserbindel fir die Rankin-Selberg-Faltung

Seien j : A* — GL,(A) die Einbettung, die g € A* auf die Diagonalmatrix diag(g, 1,...,1)
schickt, und (7, V;) € Coh(GL,,0) eine kohomologische Darstellung. Wie schon in Kapitel

2 Borel verwendet anstelle von Ay T\ SL,(R),C) den Unterraum der glatten Vektoren in Lg(l"\ SL,(R),C)
beziiglich der rechtsreguldren Darstellung. Es ist A7 (I'\ SL,(R),C) = L(Z)(F\ SL,(R),C)> (vgl. [CKM04,
Lecture 2.4])
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2.2 gezeigt wurde, impliziert diese Forderung, dass Z,(R)" trivial auf V, operiert. Seien weiter
¢ € V, eine Spitzenform, die rechtsinvariant unter einer kompakt-offenen Untergruppe K, <
GLn(Z) ist, und ¢ ein nicht-trivialer unverzweigter Charakter von Q\A. Wir betrachten das
Rankin-Selberg-Integral

f f e (dylgl "V 2dg,
QN\A* J Y, 1(Q\Y,1(A)

wobei das Produkt yg als yj(g) zu lesen ist. Das duflere Integral iiber Q*\A* ist wohldefiniert,
da das innere Integral, aufgefasst als Funktion in g € A*, linksinvariant unter j(Q*) ist. Fiir
q € Q* gilt dann:

_ (1) _ _ _ 2)
f erg ' (dy = f o(q 'yag)w (g yg)dy =
Y 1(Q\Y,1(A) Y 1(Q\Y,1(A)

f eV )y,
Yn,l (Q)\Yn,l (A)

wobei (1) gilt, da ¢ linksinvariant unter GL,(Q) ist und y und ¢~'yq dieselben Eintriige auf
der Nebendiagonalen haben. Y, ;(A) wird von j(Q*) normalisiert, und fiir g € Q* gilt |g| =
[1,< lgl, = 1, woraus sich auch der zweite Schritt ergibt.

Mittels starker Approximation fiir unipotente Gruppen und der Approximationseigenschaft
von A* wollen wir die Integranden als Funktionen auf reellen Lie-Gruppen auffassen.

Setze

Ky = j(A) N K,, (3.6)

dann ist K; eine kompakt-offene Untergruppe von j(Z*). Sei V := {a1, ..., ay} ein Vertreter-
system von j(Z*)/K;, dann haben wir fiir A* die Zerlegung

- M
A = QRy02" = Ui:1QXR>°aiK1’
und fiir jedes a; € V gibt es einen Homdomorphismus
R.o — Q\QRsoa:K1 /K1,

wobei r € R, auf die Doppelnebenklasse Q* - ra; - K; geschickt wird. Da ¢ rechtsinvariant
unter K ist, konnen wir nun das Rankin-Selberg-Integral folgendermaB3en umformen:
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f f e ()dylgl ™ dg =
QAL Y 1 (Q\Y1(A)

vol(K) f f oW (dylgl " dg =
“NAX/K) JY, 1(Q\Y,,1(A)

N
vol(K)) ) | f f ¢~ G)dylr " dr,
i=1 R>0 Yn.l (Q)\ Yn,l (A)

wobei ¢“ () := ¢(-a;) die Spitzenform ist, die durch Rechtstranslation mit @; von ¢ entsteht.
Diese ist dann rechtsinvariant unter der kompakt-offenen Untergruppe oziKnozi‘l < GL,(2).

Da die unipotente Gruppe Y, ;(A) die starke Approximationseigenschaft [PR94, Lemma 5.5]
erfiillt, gilt fiir jede offene Untergruppe U C Y, 1(Aj):

Y, 1 (QY, (R)U = Y1 (A).

Setze

M
K:=( )K" und Ky:=KNY,(A)) 3.7)

i=1
Dann ist Ky eine kompakt-offene Untergruppe von Y, ;(Z), und wir haben einen Homdomor-
phismus
DAY R) — Yo (Q\Ya(A)/Ky,
1—‘Yyoo = Yn,](Q)(yoo’ 1]‘")I<Y

wobei I'y 1= {ye € ¥, 1(R) | Jy; € Ky mit (Yo, ys) € ¥,1(Q)} < Y,1(Z). Insbesondere ist der
Quotient I'y\ Y, 1(R) kompakt. Da ¢ rechtsinvariant unter Ky ist und ¢! unverzweigt gewihlt
ist, konnen wir auch die Integrale fY (O\Ti(A) % (yg)~ ' (y)dy umformen:

f e (™ (ydy =
Y1 @\ (A)

vol(Ky) "y (y)dy =
Yo 1(Q\Y,1(A)/Ky

vol(Ky) "y (y)dy.
I'y\Y,1(R)

Wir erhalten somit folgende Identitit fiir das Rankin-Selberg-Integral:
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f f PO dylgl " *dg =

QNA* JY, 1(Q\Y,1(A)
M

vk volkn) Y [ g oxbt
i=1 R0 1—‘Y\Yn,l(R)

(3.8)

Proposition 3.1. Fiir jedes a; € V konvergiert

[ [ e o
R>() IﬂY\Yn,l (R)

absolut und stimmt mit

| G I dydr
Fy\R>0><Yy, 1 (R))

iibereinFl

Fiir den Beweis wollen wir zunichst einsehen, dass die Funktionen ¢ schnell fallende Funk-
tionen auf SL,(R) sind. Die Spitzenform ¢ ist rechtsinvariant unter einer kompakt-offenen
Untergruppe K, < GL,(Z). Setze

K :={x e K, | j(det(x)) € K;}. (3.9)

Dann ist auch K] eine kompakt-offene Untergruppe von GL,(Z), und ¢ ist natiirlich auch
rechtsinvariant unter K;. Weiter ist K; < K;, mit det(K;) = det(K],), so dass wir mittels starker
Approximation fiir SL,(A) und der Approximationseigenschaft von A* die Zerlegung

- M

GL(4) = | _ GL.Q) GL,(R)* ik,

erhalten.

Das induziert einen Homdomorphismus

- M

GL,(Q\ GL,(A)/K, = Uizll"i\ GL,(R)", (3.10)

wobei I; = {y. € GL,(R) | Jy; € a;K,a;' mit (yw,ys) € GL,(Q)}. Da ¢ invariant unter
Z,(R)* ist, konnen wir ¢ mit dem Tupel

3Beachte, dass das ProduktmaR dydr zwar linksinvariant unter I'y, hier aber kein linksinvariantes Maf} auf
Rso = Y, 1 (R) ist.
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M
@™ e | | AT SLL®) (3.11)

i=1

identifizieren. Insbesondere sind die Funktionen ¢* als Spitzenformen schnell fallende Funk-
tionen. Seien K und Ky wie in (3.7)), dann setze

I := {y € SL,(R) | Fy; € K mit (v, ¥y) € SL,(Q)}.

Jedes I'; enthilt T, und folglich ist auch I'y < T;.

Beweis. Da die Funktion ¢ schnell fillt, erfiillt sie fiir jedes g € SL,(R) die Bedingung (3.2):
Fiir jedes m € Z gibt es eine konstante C,,, so dass

lp“ (@) < Cullgll™

Fiir r € Ry sei 7 := j(r) - diag(r~'/",...,r /") € SL,(R). Da diag(x"'/",...,r V") € Z,(R)*
gilt

" (yr) = " (yF).
Die Hilbert-Schmidt-Norm erfiillt nach [HC68), §2] folgende Eigenschaften:
D lxlf = 1,

2) [lxeyll < {1l {1yl
3) direkt aus 2) folgt auch |lxy|| > |Ix~ |7 yll.

Insbesondere ist dann

Iyl 17, m >0,

e ORI < CullyAl™ < G {7 24 i
Iy~ 7 IAr, - m < 0.

Dem Beweis zu Lemma 3.4 in [KMSO00] nach ist fiir jedes m < 0

IFI" < min{r*'}

2m

mit ¢ ;= 2D Fiir y aus einem kompakten Fundamentalbereich von I'y\Y,(R) ist ||yl
beschrinkt, so dass fiir m < 0 insgesamt die Abschitzung

" (vF)] < C; min{r*'}

mit einer geeigneten Konstanten C, folgt. Fiir unser Integral ergibt sich dann
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f f ™ DL ™ I D2 dydr <
R0 JTV\ Y (®)

C,volI'y\Y, 1 (R)) f min{r*)rRO-0-D/2 g,
Ro

Fiir jedes s € C erhalten wir mit hinreichend groflen ¢+ € R die absolute Konvergenz des
iterierten Integrales. Da R ausgestattet mit der Borel-o-Algebra ein o-endlicher Mafraum ist,
folgt mit dem Satz von Fubini das gewiinschte Resultat

f f @ g I dydr =
Rso JIy\Yi1(R)

f S O 2 dydr,
Iy\(Rso=Y,1(R))

(3.12)

Fiir ein geeignetes N € N ist

[(N):={yeT|y=1 mod N} (3.13)

nach [Mor(03, §4.I] eine torsionsfreie Untergruppe in I' von endlichem Index, und es besitzt
I'y < Y,1(Z) die Untergruppe

Y(N):={Aely|A=1 mod N}

von endlichem Index. Wir konnen folglich fiir jedes i = 1, ..., M das Integral (3.12)) durch

f ¢ (o (dyg "V dg (3.14)
Y(N)\(Rso=Y,1(R))

ersetzen. Dieses mochten wir an der kritischen Stelle s = s¢ nun im Wesentlichen als Poincaré-
Dual einer Kohomologieklasse in der cuspidalen Kohomologie darstellen. Allerdings kann
weder der additive Charakter ¢ noch der Absolutbetrag |g|%‘(”‘1)/ 2 in der cuspidalen Koho-
mologie interpretiert werden. Daher mochten wir ein Faserbiindel (E, I1, B, F) zum Totalraum
E := Y(N\(Y,.1(R) = R.y), Basis B und Faser F konstruieren, so dass wir das reelle Integral
(3.14) in der Form fB ng n mit einer geeigneten Kohomologieklasse  darstellen konnen. Dabei
soll fiir jedes b € B das Faserintegral fF n(b) oben genanntes Poincaré-Dual einer cuspidalen
Kohomologieklasse sein. Dazu stellen wir folgende Bedingungen an die Faser F:

Sie soll Quotient einer Gruppe S (R) < R.¢ mit S(R) < Y, ;(R) sein, so dass
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(B1) dimS(R) =b, — 1 oderdimS(R) =17, — 1,
(n=1)

(B2) fiir einen kritischen Wert s, das MaB |g|**~ 2 dsdg ein linksinvariantes Mal} auf dem
semidirekten Produkt dieser Gruppen unter dem Isomorphismus (s, g) — sg ist, wenn
ds ein linksinvariantes Mal} auf S (R) und dg eines auf R,

(B3) der (nichttriviale) additive Charakter ¢ ist trivial auf S (R).

Zudem sollte die Basis B Quotient einer Gruppe B(R) < Y, ;(R) sein, so dass Y, (R) das
semidirekte Produkt von S (R) und B(R) ist. Bisher hatten wir n € N fixiert, doch die Bedin-
gungen (B1)-(B3) konnen nur fiir n = 3,4,5,6,7, 10, 15 erfiillt werden. Der Fall n = 3 nimmt
eine Sonderstellung ein. Hier besteht S (R) aus den Matrizen der Form

1 0
i)
0 0 1

1 00
[O u ]
0 0 1

Die Gruppe Y31(R) ist folglich sogar direktes Produkt von S (R) und B(R).
Fiir n = 4 haben die Matrizen in b € B(R) und s € S (R) folgende Gestalt:

=

—_
o

und B(R) aus jenen der Form

f—

10 u 0 10 0 x
po|0 Lvol o1 —zy
001 0/ 00 1 z|
000 I 00 0 1

Fiir n > 4 befindet sich im Anhang[A]eine Liste mit geeigneten Matrizengruppen. Ist n ungera-
de, so gibt es nach Proposition [2.1]die kritischen Stellen s, = 0, 1. Ein geeignetes Faserbiindel
1aBt sich fiir ein n allerdings entweder nur zu sy = 0 oder nur zu s, = 1 konstruieren. Diese
Angaben finden sich ebenfalls im Anhang.

Fiir den Rest des Kapitels sei n € {3,4,5,6,7, 10, 15} fest. B(R) und S (R) sind Untergruppen
von Y, (R) mit S (R) = B(R) = Y, ;(R). Folglich hat jede Matrix y € Y, ;(R) eine eindeutige
Darstellung y = bsg mit b € B(R), s € S(R), g € R.y. Bezeichne S (Z) bzw. B(Z) die Unter-
gruppe von S (R) bzw. B(R) mit Eintrdagen in Z. Fiir jedes N € N definiere die Untergruppen

B(N):={be B(Z)|b=1 mod N} < B(Z)
und
S(N):={s€eS@Z)|s=1 mod N} < S(2).
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Dann ist Y(N) = S (N) = B(N).

Proposition 3.2. Sei n € {3,4,5,6,7,10, 15} fest und E = Y(N)\Y,1(R) = R.). Setze B :=
B(N)\B(R) und F := S(N)\(S (R) < R.). Dann ist (E,I1, B, F) mit der surjektiven Abbildung

I[I:E— B, Y(N)-y+ B(N)-bmity=bsg

ein glattes Faserbiindel.

Beweis. (1) II ist wohldefiniert. Seien dazu y;,y, € Y, ;(R) mit den eindeutigen Zerlegun-

(2)

3)

geny; = b;s;und y; € Y(N) - yo. Dann sei yy = bysy € Y(N) mit sy € S(N), by € B(N),
so dass y; = yyy» . Dann folgt

bysi = bysybysy = byby(bs' syby)sy = by = byb,,

da S (R) von B(R) normalisiert wird.

I1 ist differenzierbar, da Y, ; (N)\Y,.1(R) sowie B(N)\B(R) jeweils eindeutige Strukturen
als Mannigfaltigkeit tragen, die durch die differenzierbare Struktur von Y, ;(R) bzw.
B(R) festgelegt ist.

Seien Y(N)y € Y, 1(N)\Y,.1(R) und U(Y(n)y) eine Umgebung von Y(N)y, so dass eine
offene Umgebung U(y) von y in Y, ;(R) existiert, die diffeomorph zu U(Y(N)y) ist. Sei
y = bs. Dann ist II(U(Y(N)y) eine offene Umgebung von B(N)b € B(N)\B, und wir
konnen U(Y(N)y) so klein wihlen, dass auch ITI(U(Y(NV)y)) diffeomorph zu einer offenen
Umgebung V(b) in B(R) ist. Sei P die Projektion

P:Y, (R) = BR)xS®) — BR).

Da II durch diese Abbildung induziert ist, kommutiert das Diagramm
Y,.1(R) ——— B(R)

Lny ngl

Y(N\Y,1 (R) —— B(V)\B(R).

Zudem sind die lokalen Diffeomorphismen lokale Schnitte von Ily bzw. 1z, so dass
IT |y¢y(nyy) die Komposition von differenzierbaren Abbildungen ist.

Nun miissen wir noch eine Trivialisierung bestimmen. Sei {U,}, eine offene Uber-
deckung von B, so dass fiir jedes « eine offene Teilmenge V, € B(R) und ein Dif-
feomorphismus

Yo : Uy — Vo, BIN)b — b,

existiert, wobei b, ein bestimmter Vertreter der Klasse B(N)b ist. Wir konnen nun fiir
jedes a einen Diffeomorphismus
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Yo : Uy X F —> 17 (Uy) = (Y(N)sbg | s € S(R), b € Vo, g € Rog)

angeben:
U, X F — Ve XS xR,y — {SWN)sbg|beV, seSR),gecR,}
(BIN)D,S(N)sg) = (b, S(N)s,g) = S (N)sbag.

wobei § = S (N)\S(R).

Die Komposition mit dem Diffeomorphismus

{S(N)sbg | b€ V,,s€SR),geR — MI'(U,)
S(N)sbg —  Y(N)sbg

liefert dann das Gewiinschte.

(4) Fir jedes « gilt IT o ¢, = 1dy,, denn

o Yo ((B(N)b, S (N)sg)) = LI(Y(N)sbag) =
H(Y(N)ba5g) = BIN)by = BIN)D,

wobei § = b, sb,.

O

Da B kompakt ist, konnen wir die Uberdeckung {U,}, endlich annehmen. Sei {f,}, eine Par-
tition der Eins zu dieser Uberdeckung. Dann ist {g,}, mit g, = f, o Il eine Partition der Eins
der (endlichen) Uberdeckung {IT"'(U,)}, von E. Sei ds ein HaarmaB auf S (R), db eines auf
B(R), dann ist dy = dbds eines auf Y, ;(R). Wir erhalten mit der eindeutigen Zerlegung y = sb
folgende Identitit

fE eOY " Mlgl " dydg =

2 f ’ )ga(yg)so(yg)w‘l(yg)lgyls‘("‘”’zdydg=
a 7 (Uqy

@

2 f 8a © Yal(b,58)) ¢ 0 Ya(b, 58) Y~ 0 (b, 59)| Walb, sg)I'™ "™ dsdgdb =
a UyxF
@

D f fulb) f ¢ © al(b, 58)) ™" 0 talb, 58) Walb, 59" dsdgdb =
7 YUs F

f f o(sbg)g" " dsdgy (b)db,
B F
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(3.15)

wobei in (1) wieder der Satz von Fubini angewandt wurde. Schritt (2) folgt, da das Faser-
integral ngo(sbg)lgl“"(”‘”/ 2dsdg wohldefiniert ist als Funktion auf B. Sei dazu b € B. Fiir
jedes Paar @, o’ mit b € U, N U, gibt es dann b, € U,,b, € U,, so dass ¢,(b) = b, bzw.
¢ (b) = by, und es gibt ein by € B(N) mit b, = byb, .

f @ 0 Yal(b, sg))lgl™ " dsdg = f @(sba@)lgl ™" dsdg =

F F

f @(sbybyg)lgl’™ " P dsdg = f @(b(by sby)by @)lgl ™" dsdg =
F F

f @ 0 Yo (b, sg)gl™ " dsdg,
F

denn ¢ ist linksinvariant unter B(N) < Y(N), B(N) normalisiert S (R) und es gilt db,'sby = ds.

Da das Produktmal} dsdg kein linksinvariantes Mal} auf S(R) = R ist, miissen wir noch
eine kleine Korrektur vornehmen. Zudem mochten wir eine Linksmultiplikation von b € B
erzwingen. Setze daher fiir jedes b € B

Fjy 1= b™'S(N)D\(S (R) = Rs).

Das ist wohldefiniert, da S(N) von B(N) normalisiert wird. Sei s, ein kritischer Wert. Die
Gruppe S (R) ist so gewihlt, dass d(s, g) := |g|*~"""/2dsdg ein linksinvariantes Maf auf R x
S (R) ist. Ist n gerade, so ist nach Proposition S0 = % und das HaarmaB ist durch |g|'"3dsdg
gegeben. Ist n ungerade, so ist so = 0 oder sy = 1, und das HaarmaB ist entweder |g|'™/2dsdg
oder |g|®™/2dsdg. Das Faserintegral schreibt sich dann

f o(sbg)lgl” " dsdg = f p(bsg)lgl” ™"V dsdg =
F Fy

f w(bsg)d(s, g),

Fy

denn es ist d(b~'sb) = ds fiir jedes b € B(R).

Es ist |g|'“0d(s, g)db fiir einen geeigneten Exponenten [(s,) ein HaarmaB auf Y, 1(R), welches
wir auch als linksinvariante Differentialform interpretieren konnen. Damit fassen wir

(sbg)d(s, W~ (b)db = ¢(sbg)y™" (b)lgl ™ 1gl' " d(s, g)db

als Form auf E auf, und bezeichnen diese mit n. Sei Q*(B, C) der Komplex der Differential-
formen auf B mit Werten in C. Das Faserintegral fF n € QYmB(B, C) ist nach [GHV76, VIIL§5
7.12] glatt in b, und wir haben damit
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Proposition 3.3. Es ist

f <f (b = f f o(bsg)d(s, )~ (b)db = f ( f o(bsg)d(s, ) Ay (b)db,
B F B JF, B Fy

wobei be w(bsg)d(s, g) eine glatte Funktion auf B ist.

gezeigt. Wir wollen nun eine Verbindung zwischen diesem Integral und cuspidaler Kohomo-
logie herstellen.

3.3. Kohomologische Interpretation des Faserintegrals

Bezeichne C°(I'\ SL,(R), C) die glatten Funktionen auf SL,(R), die linksinvariant unter I" sind
und modulo I" kompakten Triiger haben. Da die Projektion 7 : SL,(R) — X! eigentlich ist,
kann nach [BW80, VII, Prop. 2.5] der Komplex Q2(X!, C)! der Formen auf X!, die modulo I’
kompakten Trager haben, mit dem Unterkomplex C*(sl,, SO,(R), C°(I'\ SL,(R), C)) von
C*(sl,, SO,(R), C*(T'\ SL,(R), C)) identifiziert werden.

Dann kann 7 € Q2(X', C)" wie in (3.3)) geschrieben werden als
nEnn= Z fiw
1=k
mit f; € C°(I'\ SL,(R), C). Fiir jedes b € B(R) betrachte die differenzierbare Abbildung

Jpt SR)=Ryy — SL,(R)
sg — bsg,

wobei g := j(g) - diag(g‘i) € SL,(R). Diese induziert eine differenzierbare Abbildung

Joi Fp=b"'S(ND\(S(R) =R,0) —> T[(N)\SL,(R)
b 'S(N)b - sg —  T(N)-bsg,

wobei I'(N) < SL,(R) die arithmetische Untergruppe aus (3.13)) ist. Diese operiert frei und ei-
gentlich diskontinuierlich auf X', so dass der Quotient I'(N)\ X! eine differenzierbare Struktur
besitzt.

Die Abbildungen j, sind auch fiir » € B wohldefiniert, da B(N) < I'(V) und S (N) von B(N)
normalisiert wird. Durch Komposition von j, mit der Projektion r : SL,(R) — X' erhalten
wir dann eine Abbildung

moj,: Fy — T(N\X'.

Proposition 3.4. 7 o j, ist eigentlich.
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Beweis. Da SO,(R) kompakt ist, geniigt es zu zeigen, dass

b+ Fy — T(N)\ SL,(R)

eigentlich ist:
(1) Das Urbild j,'(x) jedes Punktes x € I'(N)\ SL,(R) ist kompakt:
Seien b~'S(N)b - sg,b~'S(N)b - s'g’ € F), mit

Job S(Nb - 5g) = (b S(N)b - 5'g).

Dann gibt es ein y € I'(N), so dass ybsg diag(g~"/") = bs’g’ diag(g’~"'").

Wir berechnen den Fall n = 4: Seien

Yir Y12 Y13 Y 1 0 u O 1
Y21 Y22 Y23 Yo 01 v O 0
= , b= und s =
4 Y3l V32 V33 Yu 0010 S=lo
Ya1 V42 Y43 Va4 0 0011 0

und eine entsprechende Notation gelte fiir b’ und s’. Dann ist

g 0 u x+uz
101 v—z y+wz
bss=lp 0 1 "~z |
00 O 1

und die folgende Identitédt muss erfiillt sein:

36

o O = O
O =
—_ N = =
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Yu Y vz v (8 0w x+uz) (g 0 0 0

Yo Y2 Y vau| |01 v-z y+wz 0 g 0 0 |_
Y3 v v o yal [0 O 1 z 0 0 g o0 |
Yar Va2 vaz yaa) \O O 0O 1 0 0 0o g

g’ yig™t rnu+yi(v -2 +yi387t (yi(x + uz) + yi(y + v2) + yisz + yia)g
218" yug™t (rau+yn(v =2 +¥23)87 (ya(x + uz) + yu(y +vz) + yuz + yu)g !
387t 8 i+ yn(v -2 +y1)g " (rai(x+ u2) + vy +va) + yaz+yag | T
a8 vag™t (yau+ (v -2 +vi)g TV (ya(x + u2) + yao(y + v2) + yasz + ya)g

g/3/4 0 ug/—l/4 (X/ + uzl)g/—l/4
0 g/—1/4 (V _ Zr)gr—l/4 (y/ + Vzl)g/—l/4
0 0 g/—l/4 Z/81—1/4
0 0 0 g/—1/4

yel'(N)

zyij:Ofiiri>jund'y]2=0 S ’yl’iE{il}

r—1/4

— gt =g M =g =g

Da g~"/* und g’~'/* positiv sind, folgt auch y; = 1 fiiri = 1,...,4. Um die restlichen Eintriige
von y, s und s” zu bestimmen, vergleichen wir zunéchst die ersten beiden Eintrige der zweiten
Spalte:

Mit u + y3 = u folgt dann y13 = 0. Aus (v —2) + 23 = v—7" und z + y34 = 7’ ergibt sich die
Identitit 34, = —Y3. Folglich liegt y € S (N), was s € b™'S (N)b - s’ impliziert. Die Abbildung
Jj» ist demnach injektiv, und die Behaptung folgt.

Fiir groBere natiirliche Zahlen n konnen wir in derselben Weise durch Vergleichen der Eintrige
zunichst schlieen, dass y € S(N) und g = g’ ist. Weiter sei y = y,y, mit y, € B(N),y, €
S (N). Dann ist

bs' = ybs = yyybs = y,b(b™'y,b)s.

Es folgty, = 1 und s’ € b'S(N)b - s.
(2) j, ist abgeschlossen:

Wir betrachten ebenfalls erst den Fall n = 4. Zuniichst besitzt jede Klasse b~'S(N)b - sg €
b~'S(N)b\(S (R) = R.) einen Vertreter s’g, so dass alle Eintriige von s’ im Intervall [0, N]
liegen. Seien nun A C F, abgeschlossen und A C S (R) = R, ein Vertretersystem derart, dass
die Eintrdge von s € S (R) eines Elementes sg € A im Intervall [0, N] liegen. Dann ist

Jo(A) = {T(N) - bsg | sg € A} S T(N)\ SL4(R)
genau dann abgeschlossen, wenn I'(N)j,(A) abgeschlossen in SL4(R) ist. Sei (y,bs,8,) eine

Folge in I'(N)j,(A) mit v, € I'(N) und s,g, € A, die in SL4(R) konvergiert. Bezeichnen
v ,j=1,...,4, die Spalten von y,, und sei
Lnj
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1 0 0 x,
5. = 0 1 —Zn  Yn
"T10 0 1 g,
00 0 1

fiir jedes n € N. Dann hat y,bs,8&, die Spalten

3/4

al'y &

~1/4

Y.y @ uty V-z)ty Js,

n,2
und  (y (%, +uz,) +y z(yn + vzn) +ty 2ty 4)gn

Sei zunéchst g, > 1 fiir fast alle n.

Da (g)/ 71 1) gegen ein x € R* konvergiert, gibt es zu jedem € > 0 ein N € N, so dass fiir alle
n> N gilt

3/4 3/4 3/4

| g, x|<e=>|zn1 < g,"e<e
Dann liegt jedes Folgenglied Y, mit #n > N in einer e-Umgebung von xg,>’*, und da g, > 1,

liegen alle Glieder in einer kompakten Umgebung von x.

Dort besitzt Y, eine konvergente Teilfolge, und wir finden eine konstante Teilfolge Y, Dann

besitzt aber auch gn eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert g € R. Da (y,,bs,8,) in SL 2(R)
konvergiert, muss schon g € R. sein. Damit sehen wir, dass auch ()/12) eine konstante Teil-

folge (1/2) besitzt.

Sind fast alle Folgenglieder g, kleiner als 1, so finden wir in gleicher Weise zuerst eine kon-
stante Teilfolge (y ) von (y ) und schlieBen dann auf die Konvergenz von (g,) und die Exi-

stenz einer konstanten Tellfolge von (y )

Da die dritte Spalte ((y uty (v -z, + Y )g;]/ Y konvergiert und die Teilfolge
(ru+y,0-z)+y, )g‘” ) besnzt folgt auch die Konvergenz einer Teilfolge von

(- Y, T, ) Nun 1st (zn) eine Folge in [0, N] und besitzt daher eine konvergente Teilfolge
mit Grenzwert z. Daraus schlielen wir auch, dass (7n ) eine konstante Teilfolge (y ) hat.

Zuletzt implizieren die Konvergenz der vierten Spalte und die bisherigen Resultate die Kon-
vergenz von

oty ty, )

Da auch x, und y, Folgen in [0, N] sind und folglich konvergente Teilfolgen mit Grenzwert in
[0, N] besitzen, ergibt sich noch die Existenz einer konstanten Teilfolge y,vony ..
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Seien s der Grenzwert der konvergenten Teilfolge von (s,) undy = (y; | v2 | v3 | y4) €
I'(N) die konstante Teilfolge von v,. Dann hat die konvergente Folge (y,bs,&,) den Grenzwert
(ybsg).

Da A C b7'S(N)b\(S(R) = R.() abgeschlossen ist, ist auch b~'S(N)b - A C S(R) = R ab-
geschlossen. Wegen (s,g,) € A C b™'S(N)b - A, ist folglich sg in b~'S(N)b - A. Dann ist
bsg = ju(sg) € j,(b™'S(N)b-A) = S(N)j,(A), und es folgt ybsg € T'(N)j,(A),da S (N) < T(N).
Fiir n > 4 konnen wir in derselben Weise verfahren. Seien A und A wie im Fall n = 4 definiert.
Wir betrachten wieder eine Folge (y,bs,8,) € T'(N)j,(A). Aus der Konvergenz der ersten
beiden Spalten schlieBen wir wieder mit der Fallunterscheidung g, > 1 fiir fast alle n und
gn < lfiirfastalle n, dass y, 1, I',» und g, konvergente Teilfolgen besitzen. Da die Eintrige von
s, nach Definition von A in einem Kompaktum liegen, besitzen diese konvergente Teilfolgen.
Damit erhalten wir wie im Fall n = 4 induktiv konstante Teilfolgen von (y, ;) fiir i > 2, und
die Behauptung folgt. O

Dann induziert 7 o j, eine Abbildung

(mo jp)* 1 QuI(N\X',C) —> Q(F, C)
n = Diree f1 0 Jniiwis

wobei 1 = 32 frwr € QUT(N)\ SL,(R), C). Nun setzt sich j, aus einer Linksmultiplikati-
onl,, b € B(R) < SL,(R), und der Abbildung i : g — g zusammen. Da w; eine linksinvariante
Form auf SL,,(R) ist, gilt

Jywr = Upoi)'w =i"wy.

Dai: S(R)~R.y, — SL,(R) ein injektiver Lie-Gruppenhomomorphismus ist, dessen Bild be-
reits in der Boreluntergruppe B der oberen Dreiecksmatrizen liegt, induziert i* eine surjektive
Abbildung sl /sor = p* — Lie(S (R) =< R.()*, wobei p die Lie-Algebra von B ist.

Seien 5 := dim F}, € {b,, t,} und {w;, ..., w,2_1} eine Basis von sl, so gewihlt, dass

Wp+1, - - ., wy2_) € Kerni*und {i*wy, . . ., i*wg} eine Basis von Lie(Ro=S (R))" ist. Identifizieren
wir Lie(R.o = S(R)) mit den linksinvarianten Vektorfeldern auf R.q < S(R), so sei ' :=
i"w; A ... A T"wg die bis auf Skalare eindeutige linksinvariante S-Form auf R.o =< S (R). Fiir
n € ITW)\X',C) folgt dann

(mojyn= ) frodyi'wr =) ealfiofw €(F,0), (3.16)
1= 1=
wobei ¢ € {1, 0} durch i*w; = €’ festgelegt ist.

Insbesondere erhalten wir eine Abbildung zwischen den Kohomologiegruppen

B HATWW)\X',C) — HY(F,,C)

[21=p f1wi] = (= a(fio Jpw'].
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Stokes fiir schnell fallende Funktionen

Nach [GHV76, Proposition XIV §4.13] induziert die Integration iiber F, eine surjektive, li-
neare Abbildung

f : H¥(F,,C) — C.
Fp

Da wir die linksinvariante Form «’ bis auf eine Konstante mit dem gewihlten HaarmaB d(s, g)
auf S (R) = R, identifizieren konnen, ist dann

f D alfiojnwl=) & f filbsg)d(s. 8). (3.17)
Fo in=p =g ~F

Das kommt unserem Faserintegral schon recht nahe, allerdings verwenden wir hier noch Ko-
homologie mit kompaktem Triger und miissen nun noch den Schritt zur cuspidalen Kohomo-
logie machen.

3.4. Stokes fur schnell fallende Funktionen

Seien 8 = dim F, wie auf Seite [39]definiert und € € {+1}. In (2.5)) und (2.6) haben wir bereits
gesehen, dass

dim H”(gl,, SO, (R)Z,(R)*, W(7Teo, Yeo))e = 1.

Folglich ist H*(gl,, SO,(R)Z,(R)*, W (7o, Ws))e ® W(mty, Y ¢) ein irreduzibler GL, (A f)-Modul.
Fiir einen beliebigen Erzeuger
NS = ) wh w1 € HA(gl,, SOMRZ,(R)", W, res))e
=g
betrachten wir den GL,,(A f)-Modulisomorphismus

F'0s) . Wrpwp) —  HP(8l, SOAR)Z,(R)Y, Vo)

3.18
Wy = n° = Y=g PiWiI» ( )

wobei ¢¢ := F1(w; ® we, ) die inverse Fouriertransformierte der globalen Whittakerfunktion
wr ® wS_, ist. Wir beachten, dass nach (2.4) bereits

HP(gl,, SO(R)Z,(R)", W(eo, Yreo))e = CP(gly, SOR)Z,(R)", W (oo, Yreo))e

gilt. Nach (L.1I) kann wy € W(rs, ) so gewihlt werden, dass eine ganze Funktion P;’w(s)
existiert mit
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Stokes fiir schnell fallende Funktionen

P ($)L(s,7) = f

f T (ydylgl "V dg. (3.19)
QN\A* JY, 1 (Q\Y,1(A)

Die Funktion Pj (s) ist abhidngig von der co-Komponente w¢_ ; von ¢f.

Sei K, < GL,(Z) eine kompakt offene Untergruppe derart, dass alle Spitzenformen ¢; € Vg,
die als Koeffizienten in n¢ auftauchen, rechtsinvariant unter K, sind. Weiter seien K; wie in
(3.6) und K wie in (3.9) definiert.

Wegen (3.11)) und (3.5) konnen wir ¢ mit dem Tupel

M
M iz1,..m = (Z O wr)i=1,.N € n Hfusp(ri\Xl’ C)H (3.20)
= i=1

. . . . .. . . €, . ﬁ
identifizieren. Sei I'(N) wie in (3.13)), dann liegen die Formen n* auch schon in He,.,(C(N)\X', C).

Nach Borel [Bor81, Theorem 5.2] induziert die Einbettung

QI (NM\X',C) — Q5 (T(VN\X',C)

einen Isomorphismus in der Kohomologie, und wie wir bereits in Kapitel 3.1 angemerkt ha-
ben, konnen wir die Elemente % als Formen in HE ¢ Qﬁ JON\X I, C) auffassen. Folglich

fd =
. €,0; —1 .
finden wir Formen Ny € pr , (CIV\X I C) mit

N+ dify = e € QUUIN\X', C). (3.21)

Wie in (3.16) haben wir

f Jn© = f > e st =Y & f &5 (bsg)d(s. g).
Fy Fp Fy

1\=p 1=

und es bleibt folgender Satz zu zeigen:

Satz 3.1. Seins € & (T(IN)\X', C). Dann gilt

f ]Zdnfd = O
FI;

“Die Elemente 5% liegen natiirlich in der (g, K)-Kohomologie, unter dem DeRham-Isomorphismus werden sie
in die cuspidale Kohomologie abgebildet.
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Beweis. Setze ), := b™'S(N)b\S(R). Es ist Rg := R, U {0} U {oo} eine Kompaktifizie-
rung von R, zu einer kompakien Mannigfaltigkeit mit Rand. Dann ist F}, := R,y X S, eine
Kompaktifizierung mit Rand dF;, = (S, X {0}) U (S}, X {c0}) von F},.

Sei weiter 774 := Xj2p-1 J1wr € Q‘;l (C(N)\X', C), wobei wy linksinvariante 8 — 1-Formen auf
SL,(R) sind. Nach Definition sind die Koeffizientenfunktionen f; schnell fallend.

Dannist j,nrs = Xn=p-1(f1 o jp,)i*w;, und dem Beweis zu Propositionnach gibt es zu jedem
ganzzahligen m < 0 ein ¢ > 0 und eine Konstante C,, so dass

|f7 © ji(sg)l < C, min{g™}. (3.22)

Per Definition ist auch dnsy = X5 81w; € Q’; JO(N\X !, C), wobei wy linksinvariante -
Formen auf SL,,(R) und die Funktionen g; schnell fallend sind. Es ist

Jsdna =) (g0 ji'wr = ) elgro j’
1\=p 171=p

mit einer linksinvarianten S-Form w’ auf S (R) X R, und ¢ € {0, +1}.

Dann erfiillt & := 3 ;5 €/(g;0 ;) ebenfalls die Ungleichung (3:22)). Wir betrachten zunichst die
differenzierbare Struktur dieser Mannigfaltigkeit mit Rand. Sei (¢,, U,) ein differenzierbarer
Atlas des kompakten Quotienten S ,. Dann geniigt es R, zu kompaktifizieren. Die Abbildung

arctan : R.g — (0, g)

ist differenzierbar, und eine Kompaktifizierung mit Rand des Intervalles ist durch [0, 5] gege-
ben. Die Karten (i, [0, 1)) und (5 — 1, (%, 5] bilden einen differenzierbaren Atlas, wobei i die
Einbettung nach R bezeichnet.

Wir gehen nun in folgenden Schritten vor:

(1) dj;nsq kann durch Verschwinden auf OF,, stetig auf F, fortgesetzt werden. Bezeichne

diese Fortsetzung mit d j;1 /4.

2) ]_'and kann durch Verschwinden auf dF, stetig auf F, fortgesetzt werden. Bezeichne

T~

diese Fortsetzung mit ;74

(3) Die Fortsetzung ]c'z;;;l ist differenzierbar, und es ist
djinsa = djinsa.

Dann konnen wir den Satz von Stokes [Lec03, Theorem 14.9] auf die kompakte Mannigfal-
tigkeit mit Rand F;, anwenden und die Behauptung des Satzes folgern:
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f djyiga = fdjf,ﬂfd = fdeUf'd = | Jjmu=0.
Fb Fb Fb 6Fh

Seien xi, . .., xg Koordinatenfunktionen einer Karte (¢,, U,) von S, und r die Koordinate einer
offenen Umgebung V in R, so dass U? := VU {p}, p € {0, co}, eine offene Umgebung von p
in R, ist. Setze

l(fl)g’b(xl» ces Xpo1, 1) =

frojpo(@y' tanoi ) (xy,. .., xg,,7), falls p = 0,
fiojyo (go;l,tan o(m/2 =) D(xy,... ,Xp,, 1), falls p=o0

und

k(DD (X1s s Xpo1, 1) 0=

fiojyo(g;' tanoi ) (xy, ..., x5, 7) - m, falls p = 0,
fro o (gr' tano(/2 — iy ) (xy,. .., x5, 1) ﬁ, falls p = oo.

Analog ist k(h)!, , definiert.

Setze wj :=dx;---dx j_ld} i+ +dxg_1dr, wobei d}j bedeutet, dass dx; im Wedge-Produkt weg-
gelassen wird. Fur j = 1,...,8 - 1 ist dann ’; := ro—(;—wzw ; eine linksinvariante 8 — 1-Form
auf F,. Weite{ sei wé :=dx;---dxj_1dx;---dxg_;. Auf einer offenen Umgebung U, X V in F},
schreibt sich j; 774 damit in der Form

jzn,fd: Z €Il(fl)§7bw;(1),
1=p-1

wobei j(I) € {1,...,B}, und fiir j;;dn +4 haben wir die Darstellung

Jodnga = k(R)! (x1, ..., Xg1, 7YXy ... dxgdr.

(1) Wir setzten k(h)g’b(xl, ..., Xx3-1,0) := 0 fiir jeden Punkt x := (x1,...,x3-1) € @(U,).
Dann ist &( f,)g ’b(x, 0) stetig in (x,0) € U, X R5¢: Es gelten

lim | k(h); ,(x,r) =0 | = lim | ho (¢, (x), tan(r))
r— ’ r— T

2 |
) [tan(m/2 — r)|
< lim _ =
= C R (s0)—(n-1)/2 0
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fiir ein hinreichend groBes ¢, da tan(r) ~ r fiir r nahe an 0, und

. 00 T -1 _
lim | k()53 r) = 0 = Tim | ko (g, (), tan(r/2 = 1)~y |

| tan(r)|™*

U RGo-(-Dj2 0

< lim
r—0

fiir hinreichend groBes ¢, da tan(r/2 — r)~! schneller gegen 0 fillt als 7.

Damit kann auch die Form d j;1 1, auf F, fortgesetzt werden, so dass das Integral fF—b d};nfd
existiert und mit be dj;nsq ibereinstimmt.
(2) Wir setzten auch k(f,)ib(xl, ey X5-1,0) := 0 und l(f,)ggb(xl, . Xp-1,0) := O fiir jeden

Punkt x := (xi,...,x5) € ¢(U,). Dann sind beide Funktionen stetig in (x,0) € ¢(U,) X
RZO:

Es gelten

lim | 1(f7)},(5,7) = 01 = Him | fi o jy o (¢ (), tan(r) |

< lirrol C,ltan(r)|' = 0,

lim | 1(/)3,(x,1) = 0 = Tim | fi o jy o (¢ (0, tan(x/2 = r) |

< lin}2 C,|tan(r)|” = 0.

Die Abschitzungen fiir k( f,)Z ,h(x, r) stimmen mit denen in (1) iiberein. Damit kann auch

die Form ]_;n ¢a @uf F, fortgesetzt werden, so dass das Integral faFT, jj;n +a €Xistiert und den
Wert 0 annimmt.

—~——

(3) Wir miissen nun noch einsehen, dass das Differential der Fortsetzung j;n;, existiert.
Seien

k(f1) a5 (X D), W f (X, 1) = (Ue) X (/2 = i) 0 arctan)(U™) — C

wie in (2) fortgesetzt durch Verschwinden auf dem Rand.

Da k( f,)s ’b(x, r)und [( fl)i ’b(x, r) auf dem Rand ¢, (U, )% {0} verschwinden, existieren die
partiellen Ableitungen nach xy, ..., xz_1: Sei (xi, ..., x3,0) ein Randpunkt. Wir fixieren
alle Komponenten # x; und betrachten den Limes

k( )g (x9"'7xi—’ > Xi "--’x70)_0
lim ~Uas L Finl a — im0 = 0,

yoX; y—X YyXi
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da auch (xy,..., xi_1,y, Xis1, ..., X, 0) fiir jedes y in einer Umgebung von x; ein Rand-
punkt ist.

Die Rechnung fiir [(f;)? ,(x, r) ist analog.

Wir betrachten nun die partielle Ableitung in r = 0 fiir festes x € S(R). Da d%

mit der Fortsetzung dj;n, von dj;ny, iibereinstimmen sollte und diese auf dem Rand
verschwindet, sollten

1)), () =0 K, =0

1m = un m
r—0 r—20 r—0 r—0

gelten. Diese Rechnungen stimmen mit denen aus (1) iiberein.

Insgesamt ist (d%)(s,g) = d};’;nfd(s 2 fiir jeden Punkt (s, g) € F,, so dass wir auch die
Stetigkeit von d% erhalten.
Damit folgt die Identitét

f djins = f djngas
Fy Fy

und der Satz von Stokes kann nun angewendet werden.

O

Konnen wir nun ein Faserbiindel mit Faser ' der Dimension b, oder ¢, konstruieren, so gilt
fiir das Faserintegral nach (3.17) und Satz [3.1]folgende Identitit:

f = f Jneti = f Jrme, (3.23)
Fy Fy Fy

wobei [75%] € HX(D(N)\X', C) die Kohomologieklasse von ¢ ist. Wir erhalten dann folgen-
de Darstellung fiir die L-Funktion L(s, 7r):
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M
vol(K,) vol(Ky) Z f f e A W (b)db 619

i=l YBYFp

M
> avolkovoldn Y [ g se) o nu s B
i1=5 i=1 VB

Ze, VOl(Kl)VOI(Ky)Zf £rhigw Yy)dylgl " 2dg =

=8 Y(N)\Rso=Y,,1(R)
M

D, & Vol(K) vol(Ky)ITy : Y(N)] )| f FE R 0)dylgl g E

=B i1 YIy\RsoxY,1(R)

Ze,[ry FY(N)] f f FEw dylgl--12ag B2
\1|=p PANAX Y 1 (Q\Y 1 (A)

[Ty : YON)] ) P (s0)L(s0, 7).
\71=B

(3.24)
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4. Rationalitat spezieller L-Werte

4.1. Rationale Strukturen und Perioden

Definition 4.1. Seien G eine Gruppe und 7 eine Darstellung von G in einen komplexen Vek-
torraum V. Zu o € Aut(C/Q) definiere eine Isomorphieklasse von Darstellungen 77 von G
folgendermaBlen: Seien V,. ein C-Vektorraum und @, : V — V. ein o-linearer Isomorphis-

mus. Fiir g € G sei 17(g) € Aut(V,,) gegeben durch

n7(g) =D, 0m(g) o d);l.

Sei S (7r) := {0 € Aut(C/Q) | n7 ~ r}. Der Fixkorper Q(rr) := C3™ heiBt Rationalititskorper

von 7.

Sei (7,, V), p < oo, eine lokale Komponente einer cuspidalen automorphen Darstellung. Nach
Definition 4.4 und Theorem 5.1 in [JPSS81]] gibt es eine kompakt-offene Untergruppe K <
GL,(Z,), so dass der Fixraum V' eindimensional ist. Ein Vektor w® € V" mit der Eigenschaft
w%(e) = 1 heibt essentieller Vektor oder auch Neuvektor von mp,. Ist (), V,) unverzweigt, so
ist sogar dim V,?L”(Z”) =1.

Dann gilt nach [Wal85, Lemme I.1] fiir die lokalen Komponenten (r,, V), p < oo, einer cu-
spidalen automorphen Darstellung 7 = &',

Ist E/Q(m,) ein Erweiterungskorper, so existiert ein E-Untervektorraum Vg von V), so dass
1. V = Vg ®p Cund Vg ist stabil unter 7(g) fiir jedes g € GL,(Q,),
2. Vg ist eindeutig bis auf Homothetie.

Den Unterraum Vz nennen wir auch eine E-Struktur von V.

/

Diese Aussage gilt auch fiir die finite Komponente 7, := &7, einer cuspidalen automor-
phen Darstellung 7. Die Darstellung r; ist also bereits iiber ihrem Rationalitdtskdrper Q(rry)
definiert. Nach Proposition 3.1 in [Clo90] ist Q(rr) das Kompositum aller Q(rr,,), p < oo.

Ein wichtiges Resultat, welches im Fall GL(2) von Eichler, Shimura, Harder und Waldspurger
[Wal85, Theorem 1.8.1, Corollary 1.8.3] gezeigt wurde und auf den Fall GL,,, n > 2, von Clozel
[Clo90, Theorem 3.13] erweitert wurde, ist das Folgende:

47



Rationale Strukturen und Perioden

Sei r eine kohomologische cuspidale Darstellung der GL,(A). Dann gilt

1. 7% ist die finite Komponente einer kohomologischen cuspidalen automorphen Darstel-

lung 77, deren co-Typ dem von & gleicht E],
2. Q(ry) ist ein Zahlkorper [}

Wir wollen zunichst die rationale Struktur des Whittaker-Models beschreiben. Sei Q(u.,)
der von allen Einheitswurzeln erzeugte Teilkorper von C. Fiir jedes n € N ordnen wir o €
Aut(C/Q) ein Element 7, € Z* zu durch die Verkettung der Restriktion

Aut(C/Q) 3 0 - 0 g€ Gal(Q(uw)/Q)

mit dem zyklotomischen Charakter
Gal(Q(ue)/Q) 3 0 > 1, = ﬂ typ € 2% = nzg.
p P

Fiir jedes p < oo setze T, = diag(t;fz_l), t_f!’,'_z), ..., 1), dann ist fiir jedes oo € Aut(C/Q)
durch

7 W(ﬂ-p, wp) - W(ﬂg’wl’)’ Wr, = Wfr—p

mit wi(g) = oW,(Thspg)) ein GL,(Q,)-dquivarianter, o-linearer Isomorphismus gegeben.
In [Wal85, Lemme 1.2.4] findet man eine Beschreibung des Whittaker-Models von #) zum
Charakter o o y,. Die Multiplikation mit 7', die in unserer Beschreibung auftaucht, sorgt
dafiir, dass wg ebenfalls eine Whittakerfunktion zum Charakter i, ist (siche auch [Mah05, 3.3

(3.18))).
Bemerkung 4.1. Seien 7, unverzweigt und wgp ein essentieller Vektor von r,, der durch
wj (e) = 1 normiert ist. Dann ist w) ” der eindeutige essentielle Vektor von 7% mit w) “(e) = 1.

Ebenso ist durch

T W(mp, p) — WIS, wp), we w’

mit w7(g) := o(w(T,,g)) ein GL,(A ;)-dquivarianter, o-linearer Isomorphismus gegeben.

Sei E,/Q(r,) ein Erweiterungskorper. Fiir jedes p < oo sei wgp

und W(r,, ), der E,-Spann von {7r1,,(g)w§’7 | ¢ € GL,(Q,)}. Dem Beweis zu Lemme 1.1
in [Wal85]] nach ist W(r,, l/’p)E,, eine E,-Struktur von W(rm,, ). Diese Aussage gilt auch fiir
jeden Erweiterungskorper E/Q(ry) und das Whittaker-Model W(rry, ) = &, W (mp, ¢)),

ein Neuvektor in W(m,, ¢ ,)

1vgl. Seite 127 in [Clo90]]. Beachte auch, dass dies nicht 77 ~ 7, bedeutet.

2Clozel zeigt in [Clo90] lediglich, dass 7 iiber einem Zahlkdrper definiert ist und dass 7% die finite Komponente
einer cuspidalen kohomologischen Darstellung ist. Man kann aber wie in [Wal85, Corollaire 1.8.3] schliefen,
dass Q(rr¢) ein Zahlkorper ist.
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wobei dann der E-Spann W(rrs,ys)r von {m4(g) ®, wg | g € GL,(A,)} eine E-Struktur von
W(ﬂ'f, lﬁf) ist.

Proposition 4.1. Die Whittakerfunktion wy € W(n s, rs) aus (3.19) liegt bereits in W(r s, f)qx))-
Diese Aussage wurde schon in anderer Literatur verwendet, allerdings habe ich keinen Beweis
gefunden, daher mochte ich diesen hier angeben:

Beweis. Setze E := Q(nry) 2 Q(rr,), und seien m bzw. o kohomologische Darstellungen der
GL,(A) bzw. GL,,(A) mit m < n. Fir w, € W(n,,¥,)e,v, € W(o), x//;l)E betrachten wir die
Zeta-Integrale

Vs, wy,v,) = f w,(H@)Wy(@) det(@) =" 2dg.
Ni(Qp)\ GL,#(Qp)

Wie in sei I (m,,0,) der C-Spann aller dieser Zeta-Integrale ﬂ Der E-Spann I(rr,,0,)E
aller dieser Zeta-Integrale ist ein gebrochenes E[p*, p~*]-Ideal in E(p~*), da W(rr,, )¢ und
W(o,, w;l)E stabil unter GL,(Q,) sind. Ist Q(r,, 0 ,)r ein Erzeuger, so erzeugt dieser auch
den C[p*, p~*]-Modul I(7,, 0 }).

Wie in der Definition der lokalen L-Funktion [JPSS83, Theorem 2.7] sehen wir, dass Q(r,,, o))
so normiert werden kann, dass er von der Gestalt Q(p~*)~! ist mit einem Polynom Q(X Iy, €
E[X], welches Q(0) = 1 erfiillt.

Diese Normierung eines Erzeugers von 1 (m,, 0 ,) zeichnet aber gerade die L-Funktion aus.
Folglich stimmt sie mit Q(p~*)~! iiberein und ist damit eine Linearkombination von Zeta-
Integralen rationaler Whittakerfunktionen. O

Sei K; < GL,(Z) eine kompakt-offene Untergruppe. Wie in (3.10) erhalten wir einen Homoo-
morphismus

GL.(Q)\ GL,(A)/K; = (P T\ GL,®R)*
i=1

mit geeigneten arithmetischen Untergruppen I'; < SL,,(Z). Setze

S(Ky) := GL,(Q)\ GL,(A)/ SO,(R)Z,(R)" K
=| J_rm\eL.m®7/so,®z,m®* = | | rx'
und § := lim S(K). Dann liefert die Injektivitit der Abbildung (3.3), durch die die cuspidale

Ky
Kohomologie H;,,,(I'\X I, C) definiert ist, die [somorphismen

3In wird der Whittakerraum W(r,, 0,) zugrunde gelegt, allerdings erhélt man mit den Whittakerfunktionen
in W(op, ¥, schon I(z,, 0p).

49



Rationale Strukturen und Perioden

H,,,(S (Kp), C) := ) HE,,,(TAX', ©) =
i=1

P H* (51, SOL®), A (T SLy(R))) =
i=1

H*(gl,, SO,(R)Z,(R)", A7 (GL.(Q)\ GL.(A)/K})),

wobei A (GL,(Q)\ GL,(A)/Ky) den Unterraum der glatten cuspidalen automorphen Formen
bezeichnet, die rechtsinvariant unter K, sind. Weiter ist

H;,,(8,C) :=lim H;, (S (Ky),C)

cusp
Ky

= H*(gl,, SO,(R)Z,(R)", A7 (GL.(Q)\ GL,(A))).

Ebenso sei fiir ? € {B, ¢}

H3(S,C) = lim H(S(K,),C),

Kf
wobei H3(S (Ky),C) := @::1 H; T\ X ! C). Dann haben wir nach (3.4) einen Isomorphismus

Ipg : H*(al,, SO,(R)Z,(R)*, C¥(GL,(Q)\ GL,(A), C)) — Hy(S,C).

Zudem induziert die Zerlegung A7 (GL,(Q)\ GL,(A)) = EB” V. in irreduzible cuspidale Dar-
stellungen (7, V) nach [Clo90, Lemme 3.15] eine Zerlegung
H.,,,(8.C) = 5 H* (al,. SO,R)Z,(R)", Vi)

= EB H*(gl,, SOL(R)Z,(R)", W (e, ¥ro0)) @ W(nty, ),

wobei 7 die cuspidalen kohomologischen Darstellungen durchlduft. Der zweite Isomorphis-
mus ist durch die inverse Fouriertransformation ¥ ~!' gegeben.

Bezeichne H*(rr). das Bild von

H*(gl,, SOL(R)Z,(R)", Vi) = H*(al,, SO,(R)Z,(R)™, W(Tteo, Yreo))e ® W(aty, )

in H?,, (S, C) fiir € € {+} wie in (2.3) bzw. [2.6).

cusp
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Fiir jedes g € GL,(A/) ist die Rechtsmultiplikation

S—>§, S sg

ein Homdomorphismus. Dadurch wird eine Operation von GL,,(A ¢) auf H;(S ,C)und H? (§,0)
induziert. Diese Darstellungen sind aufgrund der natiirlichen Z-Struktur der singulidren Koho-
mologie bereits tiber Q definiert: Fiir ? € {B, c} gilt dann

H3(S.C) = Hy(5.Q) & C,

wobei H; (S, Q) stabil unter der Aktion von GL,,(A ) ist. Ein Automorphismus o € Aut(C/Q)
operiert auf der Kohomologie, indem o auf C operiert.

Nach Proposition 3.16 in [Clo90] und der nachfolgenden Anmerkung dort ist H*(rr), ein irre-
duzibler GL,(A f)-Untermodul von H;;(S ,C) und bereits liber einem Zahlkorper E definiert.

Bemerkung 4.2. Clozel folgert in [Clo90, Theoreme 3.19] sogar, dass auch die cuspidale
Kohomologie HC'M‘YP(S’ , C) bereits iiber Q definiert ist.

Wie bereits angemerkt ist der Rationalititskorper Q(mr) von ms ein Zahlkorper. Dann kann
nach [RS08, 3.3 (3.3)] mit [Clo90, Lemma 3.2.1] gefolgert werden, dass H®(r), bereits iiber
Q(rrs) definiert ist mit der Q(rr ¢)-Struktur

H* (M) iy := H* () N Hy(S, Q).

Der DeRham-Isomorphismus /pg induziert einen Isomorphismus

H*(81,, SO,(R)Z,(R)*, Vi)e — H* (7).
Sei n¢, ein Erzeuger von HP(gl,, SO,(R)Z,(R)", W(7te, ¥s))e, dann erhalten wir mit
einen GL,(A r)-Modulisomorphismus

Ipg o F' () : Wiay, ) — H* ().

In [Mah05), 3.4] finden wir folgende Aussage: Wir haben auf W(r ¢, ¢ ¢) und H* (), jeweils eine
Q(rr¢)-Struktur fixiert, die bis auf Homothetie eindeutig ist. Fiir jede Erweiterung E/Q(nry)
wird somit W(rs, Y f)g unter Ipg o F'(n,) auf eine E-Struktur von H*(rr). abgebildet. Sei
B := dim F;, wie bereits in Abschnitt definiert. Es gibt folglich eine komplexe Zahl Q(x).,
die nur bis auf Multiplikation mit Elementen in Q(rr)* eindeutig ist, so dass

Qm)elpr © F ' )Wy, 1)) = HA (1) k- 4.1

Wir konnen folglich den Erzeuger ¢, so normieren, dass
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Ipg o § ' (1) wy) € B (M)egny € HYE,, (S, Q)

fir wy € Wy, ¥ 1o

4.2. Rationalitatseigenschaften bestimmter
Kohomologieklassen

Setze E := Q(rry). Wihle wy € W(ms, ¥ ¢)p wie in Proposition und sei ¢ := F 1 (nS,)(wy)
wie in (3.18)) definiert. Ist w, rechtsinvariant unter einer kompakt-offenen Untergruppe K, <
GL,(Z), dann ist

Ipr(n®) € HY, (S, B = HE, (S (K,), E) € Hy(S(K,), E)

cusp cusp

und kann nach (3.20) mit dem Tupel

M M
Upr(i“ i1, € ) HE,,,(CN\X', E) € () Hy(CIN\X', E) (4.2)
i=1 i=1

identifiziert werden, wobei I'(N) wie in (3.13)) definiert ist.

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Weiter seien A, C R? ein Standard-p-Simplex, C,(M) die
Gruppe der singuldren Ketten o, : A, — M und C;(M) die Gruppe der glatten singuldren
Ketten o, d.h A, hat eine Umgebung U in R”, so dass o, eine glatte Fortsetzung auf U hat.
Nach [Mas91, Appendix A §2, Corollary 2.2] induziert die Einbettung C7 (M) — C,(M)
einen Isomorphismus

Hy"(M,R) = Hy(M,R) 4.3)

der zugehorigen Kohomologiegruppen mit Werten in R. Nach [Mas91, Appendix A §3, Theo-
rem 3.1] induziert die Abbildung

Q5 (M,R) 5w — f w € Hom(CS (M), R), (4.4)

wobei f w(op) = pr o,w, einen Isomorphismus Hp(M,R) = H (M, R).

Durch Verkettung mit dem Isomorphismus (4.3) erhalten wir den DeRham-Isomorphismus

Ipg : Hyo(M,R) — Hj(M,R).
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Hat w kompakten Triger, so erhalten wir unter der Abbildung (4.4) eine Kokette mit kompak-
tem Tréager. Nach einer Bemerkung in [Mas91, S.417] erhilt man auf diese Weise auch einen
Isomorphismus

Took : Hopp(M,R) —> H:5(M,R).[{

Da C ein flacher R-Modul ist, haben wir weiter die Isomorphismen

H;(M,C) = Hy(M,R)® C und H_,(M,C)=H:,(M,R)®C
fiir ? € {DR, B} und folgern somit auch das DeRham-Theorem fiir C-wertige Differentialfor-

men und singulidre Kohomologie mit Werten in C.

Sei nun wieder n = 3,4,5,6,7, 10, 15 fest. Setze M := I'(N)\X' und bezeichne ]_2 » die durch
J» induzierte Abbildung in der singuliren Kohomologie. Nach [Lee03, Lemma 16.11] kom-
mutiert das Diagramm

HE (M,C) —- H (F;,C)

b
lIDR IDRL

H(M, C) —— H\(F,,C).

}b,B
4.5)
Da j, eigentlich ist, kommutiert auch
H? (M,C)——=H" _(F,,C)
¢,DR ’ J_ﬁ c¢,DR ’
LIC,DR [r,DRl
B B
H_ (M, C) = H_ 5(Fp, C).
b,B
(4.6)

Proposition 4.2. Es gilt

[Feer
Fp

“Eine garbentheoretische Fassung des DeRham-Theorems findet man in [Ive86, IV §7] oder in [Dem12, (6.4)].
Dort findet man auch unter (7.8) den DeRham-Isomorphismus fiir Kohomologie mit kompaktem Triger.
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Beweis. Zunichst haben wir eine Zerlegung

€, _

oY =n. +dnyq, 4.7)

wobei 77, € pr(M, C) wie in (3.21) ist. Nach (3.23) gilt schon

fﬁmefﬁ%
Fp F)

und setzten wir j;';nc auf F, mit O fort, so erhalten wir auch die Identitit

fﬁwefﬁ%
Fy Fy

Die Kompaktifizierung F, von F), besitzt nach [Mun68, Theorem 10.6] eine glatte Triangu-
lierung F, = |K| = J,ex 0, wobei K ein endlicher Simplizialkomplex ist ([Mun68| Defi-
nition 7.1]). Nach [SZ88, Satz 11.4.11] ist jede Triangulierung von F, orientierbar, d.h. alle
B-Simplexe lassen sich kohédrent orientieren, da F), orientierbar ist. Nach [SZ88, Satz 11.2.9]
besteht der Rand von F), genau aus den (8 — 1)-Simplexen, die nur von einem S-Simplex Seite
sind, und diese bilden einen Teilkomplex K von K. Weiter gilt dann nach [SZ88|, Satz 9.7.4],
dass Hﬁ(F_b, OF,, Z) = Hg(K,0K,Z). Da Hg(K, 0K, Z) = Zg(K, 0K, Z), ist nach [SZ88, Lemma
11.3.2] durch die Summe aller kohirent orientierten S-Simplexe der Triangulierung von F,
ein Erzeuger der Homologie gegeben. Das Bild dieses Erzeugers in Hﬁ(F_b, dF, Z) bezeich-
nen wir mit uz. Bezeichnen oy, ..., o, die B-Simplexe einer glatten Triangulierung. Da nach
[ISZ88, Satz 11.2.9 (b)] bereits F), = U:zlcri ist, konnen wir das zu untersuchende Integral nun
folgendermafBen darstellen:

fj_b*nc = f’ j_b*nc :f fb*nc~ (4.8)
Fp Uiz HF~

Fp

Laut [Mas91, XIV §7 Corollary 7.4] ist HLB s(Fp, L) = Hﬁ(F_b, dF,, L) fiir jeden Erweiterungs-
korper L/Q, und nach [Mas91), XIV §7 Theorem 7.5] haben wir den Poincaré-Isomorphismus

P : H*(Fy,8F;,L) — Ho(Fj, L), x — x N .

Sei €, : Hy(F,, L) —> L induziert durch € : Co(Fy, L) — L mit (3, n;o;) = Y5, n;. Nach
[Mas91, XIII §8 und §2] ist

€ 0 P(x) =< x, uz; >= X' (uz),

wobei x' € Hom(C ﬁ(F_b, dF,,7),E) ein reprasentierender Kozykel von x ist. Bezeichne [7.] €
Hﬁ pr(M, C) die Klasse von .. Nach Definition des DeRham-Isomorphismus ist unser Integral
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mithilfe des Poincaré-Isomorphismus und der Gleichung (4.8)) darstellbar:

fj_b*nc = 6*(Ic,DR(.]Tb#[nc]) m:uFT,) (49)

Fp

Nach Voraussetzung ist Ipgr(n©®) € H'fusp(M, E) C Hﬁ(M, E), und durch die Zuordnung
Ipr(n©®") = 1. pr([n.]) ist nach [Clo90, p.123] eine natiirliche Einbettung

HE, (M,E) — H’ (M, E)

cusp

gegeben. Da jj, B# die E-Struktur der singuldren Kohomologie respektiert, ist mit (4.6)) folglich
auch

LeorGs' D) = jos' Leor([ne]) € HY y(Fy, E).

Nach @.9) ist

T E,Q; T #
f Il ' = 6*(IC,DR(.]b [770]) ﬂ,ul«Tb) €E.
Fy

Satz 4.1. Fiirn = 3,4,5,6,7,10, 15 seien 1 € Coh(GL,,0) und s, eine geeignete kritische
Stelle fiir n. Dann gibt es fiir B = b, oder B = t, nichttriviale ganze Funktionen P (s), so
dass

Z €1P; . (s0)L(s9,m) =0
11=p
wobei € € {0, £} ist.

Beweis. Zu jedem n € {3,4,5,6,7, 10, 15} gibt es eine kritische Stelle sy € C, die Bedingung
(B2) auf Seite [31] erfiillt, so dass nach Proposition [3.2) und Gleichung (3.24) ein Faserbiindel
(Y(N)\Y,.1(R) < R.),IL, B, F) mit dim F' = b, oder dim F' = ¢, konstruiert werden kann, so
dass

M
[Ty - YV Y €P§ o (50)L(s0, 1) = VOl(Ky) vol(Ky) f ( f Jn®y Ay (D).

l11=p i=1 VB JE

Welcher Wert fiir so und dim F jeweils in Frage kommt findet sich im Anhang[A]

Fiir jedes i € {1,..., M} ist nach Proposition % n®® eine glatte Funktion auf der zu-
sammenhingenden Mannigfaltigkeit B, die nac roposmon [4.2] Werte in einem Zahlkérper
annimmt. Damit ist diese Funktion insbesondere konstant.

Es ist B(R) homdomorph zu R4™E®) Bezeichne b;; die von 0 und 1 verschiedenen Koordina-
ten der Matrizen in B(R), so ist das Haarmal} db das Produktmal []; ; db;;. Dann ist aber
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n—1

jsn™ NG~ (b)db = f‘lbdb: f f 2xibi1) | | dbij =0,
fB(bean Wl bidb =0 | v b) 0f ). [ [exp@ni uEl i=0

i=1

dim B—faches iteriertes Integral

wobei Q € E eine Konstante ist.
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