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KAPITEL 1

Einleitung

“Indes sie forschten, röntgten, filmten, funkten,
entstand von selbst die köstlichste Erfindung:

der Umweg als die kürzeste Verbindung zwischen zwei Punkten.”
Erich Kästner

Die Erforschung der elementaren Bausteine der bekannten Materie und deren
Wechselwirkungen hat in den letzten Jahrzehnten zu tiefgreifenden Erkenntnissen ge-
führt. Auf experimenteller Seite konnten an Teilchenbeschleunigern bei immer höheren
Energien neue Teilchen gefunden und Beobachtungsgrößen mit immer höherer Präzisi-
on gemessen werden. Auf Seiten der Theoretischen Teilchenphysik wurden sehr erfolg-
reiche Modelle zur Beschreibung der beobachteten Phänomene entwickelt und durch
die Anwendung störungstheoretischer Methoden in höheren Ordnungen große Präzisi-
on bei der Abbildung von Messgrößen auf die Parameter der untersuchten Theorien
sowie bei Theorievorhersagen erreicht.

Die Entdeckungen des Higgs-Bosons [1,2] am Large Hadron Collider (LHC) hat das
Standardmodell der Elementarteilchenphysik als bei den uns bisher an Beschleunigern
zugänglichen Energien gültige Theorie der Materie bestätigt.

Bei diesem Modell handelt es sich um eine Quantenfeldtheorie. Teilchen werden als
quantisierte Anregungen von Feldern verstanden und die möglichen Wechselwirkungen
von Teilchen untereinander sind durch die Kopplungen der Felder aneinander bestimmt,
wie sie in der Lagrangedichte beschrieben werden.

Diese Kopplungen sind Parameter der Theorie und müssen als solche aus experi-
mentellen Daten bestimmt werden. Die Wechselwirkungen der Quantenfelder unterein-
ander führen in der störungstheoretischen Berechnung physikalischer Größen durch den
Austausch virtueller Teilchen zu Strahlungskorrekturen. Dies hat zur Folge, dass die ef-
fektiven Kopplungsstärken abhängig von der Energieskala sind, bei der ein bestimmter
physikalischer Prozess stattfindet.
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2 Kapitel 1. Einleitung

Die Evolution einer Kopplung X mit der Energieskala µ des betrachteten Prozesses
wird durch die zugehörige Betafunktion

βX := µ2 d

dµ2
X

beschrieben. Diese wird Ordnung für Ordnung in Störungstheorie berechnet und kann
folglich als Potenzreihe in allen Kopplungen der Theorie geschrieben werden. Um die
Evolution einer Kopplung zu beschreiben, werden also auch die Betafunktionen aller
anderen Kopplungen benötigt.

Die Lösung des resultierenden Differentialgleichungssystems erfordert als Randbe-
dingungen die Kenntnis der Kopplungsstärken bei einer Anfangsskala. Dies geschieht
durch die Umrechnung von experimentell zugänglichen Größen, wie Wirkungsquer-
schnitten, Zerfallsbreiten und Teilchenmassen, in die effektiven Kopplungen der Felder
aneinander bei einer an Beschleunigerexperimenten erreichbaren Energieskala, z. B. der
Masse des top-Quarks. Diese Konvertierungsformeln werden ebenfalls in Störungstheo-
rie berechnet.

Von besonderem Interesse im Standardmodell ist die Evolution der Higgs-
Selbstwechselwirkung, welche im Higgs-Potential eingeführt wird. Durch die sponta-
ne Symmetriebrechung im Higgs-Sektor des Standardmodells wird ein Grundzustand,
auch Vakuum genannt, im energetischen Minimum des Higgs-Potentials gewählt, wel-
cher nicht mehr die volle SU(3)c × SU(2)L × U(1)Y-Symmetrie der Lagrangedichte be-
sitzt. Die Position dieses Minimums legt die Skala der elektroschwachen Physik und die
Massen der Elementarteilchen fest. Durch Quantenkorrekturen kann bei einer hohen
Skala, z. B. in der Nähe der Planck-Skala ein zweites Minimum im effektiven Higgs-
Potential [3] entstehen, welches bei entsprechender Wahl der Standardmodellparameter
energetisch günstiger als das Standardmodellvakuum an der Skala der elektroschwachen
Physik sein kann. In einem solchen Szenario ist der Grundzustand des Standardmodells
an der elektroschwachen Skala nicht stabil, sondern kann in einen durch das zweite,
globale Minimum des Higgs-Potentials definierten Zustand zerfallen.

Die Frage nach der Stabilität des Vakuumzustandes im Standardmodell ist eng
verknüpft mit der Evolution der Higgs-Selbstkopplung [4–6]. Wird diese bei einer be-
stimmten Energieskala negativ, so tritt oberhalb dieser Skala ein zweites, globales
Minimum im effektiven Higgs-Potential auf. Das Standardmodellvakuum ist also nicht
stabil, wenn man die Gültigkeit der Theorie bis zu dieser Skala annimmt. Das Ziel
dieser Arbeit ist eine Präzisionsberechnung der Evolution der Higgs-Selbstkopplung im
Standardmodell und die Untersuchung der Vakuumstabilität für den Fall, dass dies die
gültige Theorie bis zur Planck-Skala ist. Der Aufbau der Arbeit ist dabei wie folgt:

In Kapitel 2 wird die Struktur des Standardmodells und die in dieser Arbeit ver-
wendete Notation eingeführt. Eine Erklärung der verwendeten Zeichen und Konven-
tionen befindet sich außerdem in Anhang A. Im weiteren Verlauf von Kapitel 2 wird
die spontane Symmetriebrechung im Higgs-Sektor, der Grundzustand der Theorie und
die Erzeugung von Massen diskutiert. Weiter wird auf die Renormierung des Standar-
modells, die Renormierungsgruppe und die Evolution der Standardmodellkopplungen
eingegangen. Schließlich werden das effektive Higgs-Potential und das Vakuumstabi-
litätsproblem erläutert, der Zusammenhang zur Evolution der Higgs-Selbstkopplung
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hergestellt und einige konzeptionelle Schwierigkeiten im Zusammenhang mit dem ef-
fektiven Potential, wie das Konvexitätsproblem und die Eichabhängigkeit, diskutiert.

In Kapitel 3 wird auf die Berechnung von Betafunktionen eingegangen, wobei die
technischen Aspekte der Arbeit ausführlich beschrieben werden. Dies sind die Renor-
mierung von Mehrschleifendiagrammen, die Behandlung von γ5-Matrizen in dimen-
sionaler Regularisierung sowie die Vermeidung von infraroten Divergenzen durch die
Einführung einer Hilfsmasse. Außerdem wird die Automatisierung der Rechnung erläu-
tert und dabei besonders auf die Gruppenstruktur des Standardmodells eingegangen.
Schließlich werden analyische Resultate für Betafunktionen von Kopplungen aus dem
Higgs- und Yukawa-Sektor und anomale Dimensionen von Feldern in Dreischleifenord-
nung vorgestellt und numerisch untersucht. Die Betafunktionen für die top-Yukawa-
Kopplung und die Higgs-Selbstkopplung stellen dabei die zentralen Resultate dieser
Arbeit dar.

In Kapitel 4 wird die Berechnung von Kopplungen im MS-Renormierungsschema,
welches für die Betafunktionen verwendet wird, aus On-shell-Parametern, welche ex-
perimentell zugänglich sind, behandelt. Zunächst werden mögliche Massendefinitionen
und die Rolle sogenannter Tadpole-Diagramme diskutiert. Weiter wird darauf einge-
gangen wie die Anfangswerte für die Evolution der Kopplungen aus experimentellen
Daten berechnet werden. Abschließend wird eine solche Rechnung in einem vereinfach-
ten Modell vorgestellt. Die in Kapitel 3 und 4 verwendeten Feynman-Regeln sind in
Anhang B angegeben.

Kapitel 5 ist der Evolution der Higgs-Selbstkopplung unter Verwendung der Be-
tafunktionen in Dreischleifenordnung gewidmet. Dabei werden theoretische und ex-
perimentelle Unsicherheiten sowie der Einfluss der elektroschwachen Korrekturen im
Vergleich zu den QCD-, Yukawa- und Higgs-Korrekturen untersucht. Schließlich wird
die Frage der Vakuumstabilität im Rahmen der erreichten Präzision diskutiert und es
werden Wege zur weiteren Verbesserung der Genauigkeit aufgezeigt.

Die Resultate aus Kapitel 3 wurden in [7,8] veröffentlicht, einige der Analysen aus
Kapitel 5 wurden im Rahmen von Beiträgen zu Proceedings [9, 10] vorgestellt.
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KAPITEL 2

Das Standardmodell und die Stabilität seines

Grundzustands

2.1 Das Standardmodell der Teilchenphysik

Dem Standardmodell (SM) der Teilchenphysik1 liegt eine SU(3)c × SU(2)L × U(1)Y-
Symmetrie zugrunde2. Dies bedeutet, dass die Lagrangedichte

LSM = Lgauge + Lgaugefix + Lghost + LYukawa + LΦ (2.1)

invariant ist bezüglich Transformationen dieser Gruppe. Die Lagrangedichte lässt sich
in Sektoren aufteilen, welche den verschiedenen Wechselwirkungen entsprechen. Hier-
bei wird die Stärke der einzelnen Wechselwirkungen durch die Kopplungskonstanten
definiert3. Bei diesem Begriff ist allerdings zu beachten, dass nur die physikalischen
Kopplungen bei einer bestimmten Energieskala bzw. die Kopplungen in der nackten
Lagrangedichte konstant sind. Die effektiven Kopplungsstärken dagegen sind nicht kon-
stant, sondern abhängig von der Energieskala eines betrachteten physikalischen Pro-
zesses. Die Propagation der Fermionen und Eichbosonen sowie ihre Wechselwirkungen

1Eine Zusammenfassung der Struktur des Standardmodells findet sich beispielsweise in [11, 12].
Wesentliche Beiträge bei der Entwicklung des Standardmodells waren u.a. [13–15] im Bereich der
QCD, [16–18] im Elektroschwachen Sektor und für ein Modell der Leptonen, [19–25] für die Anwendung
des Prinzips der Spontanen Symmetriebrechung und die Entwicklung des Higgs-Sektors sowie [26,27]
für die das Konzept der Flavour-Mischung.

2Der Index c steht für Farbe (engl. colour), der Index Y bezeichnet die Hyperladung, also die
Quantenzahl, welche das Transformationsverhalten von Feldern bezüglich der Untergruppe U(1)Y cha-
rakterisiert. Der Index L verdeutlicht, dass nur linkshändige Fermionfelder als Dublette transformiert
werden, während rechtshändige Singulette bezüglich dieser Untergruppe sind.

3Dies stimmt so in der ungebrochenen Phase des Standardmodells. Durch die spontane Symme-
triebrechung im Higgs-Sektor werden die Eichbosonen der schwachen Wechselwirkung massiv und
diese Wechselwirkung damit kurzreichweitig, was ihre namensgebende Schwäche trotz relativ großer
Kopplungskonstanten ausmacht (s. Kap. 2.2).

5
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untereinander werden beschrieben durch

Lgauge = −1

4
Ga

µνGa µν − 1

4
W a

µνW a µν − 1

4
BµνBµν + i

∑

q

q̄ /D q + i
∑

l

l̄ /D l (2.2)

mit den Quarkfeldern q, den Leptonfeldern l und der kovarianten Ableitung

Dµ = ∂µ − ig1Y Bµ − i
g2

2
σaW a µ − igsT

aAa µ. (2.3)

Die Eichfelder der SU(3)c, SU(2)L und U(1)Y werden mit Aa
µ (a = 1, . . . , 8), W a

µ

(a = 1, 2, 3) und Bµ bezeichnet. Des Weiteren ist Y die Hyperladung des Feldes, auf das
die kovariante Ableitung angewandt wird. Es ist zu beachten, dass die Hyperladungen
sich für die rechts- und linkshändigen Anteile von Fermionfeldern unterscheiden und
beim linkshändigen Anteil zusätzlich von der SU(2)L-Konfiguration abhängen4. Au-
ßerdem wirken die Paulimatrizen σa in (2.3) nur auf linkshändige Fermionfelder. Bei
der Implementierung der Feynman-Regeln im Rahmen einer Automatisierung werden
daher Projektoren auf die rechts- und linkshändigen Anteile der Fermionfelder, gekenn-
zeichnet durch ein tiefgestelltes R bzw. L, verwendet. Diese lassen sich mit Hilfe der
γ5-Matrix

γ5 = iγ0γ1γ2γ3 (2.4)

ausdrücken als

PR =
1

2
(1 + γ5) und PL =

1

2
(1− γ5) . (2.5)

Die kinetischen und Selbstwechselwirkungsterme der Eichfelder werden mit Hilfe der
Feldstärketensoren

Ga
µν = ∂µAa

ν − ∂νAa
µ + gsf

abcAb
µAc

ν (2.6)

W a
µν = ∂µW a

ν − ∂νW a
µ + g2ε

abcW b
µW c

ν (2.7)

Bµν = ∂µBν − ∂νBµ (2.8)

konstruiert. Hierin bezeichnen fabc die Strukturkonstanten der Farbgruppe SU(3)c, die
durch [

T a, T b
]

= ifabcT c (2.9)

mit den SU(3)c-Generatoren T a definiert sind. Die Strukturkonstanten der SU(2)L mit
den Paulimatrizen σa (a = 1, 2, 3) als Generatoren sind durch den total antisymmetri-
schen ε-Pseudotensor dritter Stufe gegeben.

Für jede Eichsymmetrie wird ein Eichfixierungsterm zur Lagrangedichte hinzuge-
fügt:

Lgaugefix = − 1

2(1− ξ)
(∂µAa µ)2 − 1

2(1− ξW )
(∂µW a µ)2 − 1

2(1− ξB)
(∂µBµ)2 . (2.10)

Alle Rechnungen dieser Arbeit werden in allgemeiner Rξ-Eichung durchgeführt, also
für beliebige Werte der Eichparameter ξ, ξW und ξB.

4Deshalb ist bei der Berechnung von Feynman-Diagrammen eine Faktorisierung in einen Farb-
faktor, ein Impulsraumdiagramm sowie einen SU(2)L × U(1)Y-Gruppenfaktor sinnvoll, eine weitere
Aufspaltung in SU(2)L und U(1)Y jedoch nicht.
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Außerdem werden für die nicht-abelschen Eichgruppen noch Fadeev-Popov-
Geistfelder5 eingeführt, welche die Transversalität der Eichbosonpropagatoren sicher-
stellen. Der entsprechende Teil der Lagrangedichte lautet

Lghost = ∂µc̄a∂µca + gsf
abc ∂µc̄aAb µcc + ∂µc̄a

W
∂µca

W
+ g2ε

abc ∂µc̄a
W

W b µcc
W

. (2.11)

Im sogenannten eichfreien Grenzfall (engl. gaugeless limit) werden die elektroschwachen
Kopplungen g1 und g2 zu Null gesetzt. Streicht man die Felder, die nur an der elek-
troschwachen Wechselwirkung teilnehmen, so erhält man die Quantenchromdynamik
(QCD) und (2.2), (2.10) sowie (2.11) reduzieren sich auf

LQCD =− 1

4
Ga

µνGa µν − 1

2(1− ξ)
(∂µAa µ)2 + ∂µc̄a∂µca + gsf

abc ∂µc̄aAb µcc

+
∑

q

{
i

2
q̄
←→
/∂ q + gsq̄ /A

a
T aq

}

.
(2.12)

Die direkte Einführung von Dirac-Massentermen der Form mq q̄q = mq(q̄LqR+q̄RqL)
in die Lagrangedichte würde die SU(2)L-Symmetrie verletzen, da in diesen rechts- und
linkshändige Fermionfelder aneinanderkoppeln. Ebenso verletzen explizite Massenter-
me für Eichbosonen, z.B. m2W a µW a

µ , die Eichinvarianz. Dies motiviert die Erzeugung
von Massen durch spontane Symmetriebrechung in einem skalaren Sektor. Im Stan-
dardmodell wird ein komplexes Skalarfeld Φ postuliert, welches sich als SU(2)L-Doublet
transformiert. Die Dynamik dieses Skalarfeldes, seine Selbstwechselwirkung sowie seine
Wechselwirkung mit den elektroschwachen Eichbosonen wird durch

LΦ = (DµΦ)†(DµΦ)−
(

m2Φ†Φ + λ
(

Φ†Φ
)2
)

︸ ︷︷ ︸

≡V (Φ)

(2.13)

beschrieben. An dieser Stelle wird das klassische Higgs-Potential

V (Φ) = m2Φ†Φ + λ
(

Φ†Φ
)2

(2.14)

mit der Higgs-Selbstkopplung λ und dem Massenparameter m eingeführt.
Die Wechselwirkung dieses Skalarfeldes mit den Fermionen wird im Yukawa-Sektor

des Standardmodells beschrieben. Die Lagrangedichte

LYukawa = −
[

ūRYT((Φc)† QL) + d̄RYB(Φ†QL) + ēRYL(Φ†LL)

+(Q̄LΦc)Y†
T
uR + (Q̄LΦ)Y†

B
dR + (L̄LΦ)Y†

L
eR

] (2.15)

wird aus den SU(2)L-Dubletten

Φ =

(

Φ1

Φ2

)

, QL =

(

uL

dL

)

, LL =

(

nL

eL

)

(2.16)

5Diese skalaren, aber antikommutierenden Felder transformieren sich unter der adjungierten Dar-
stellung der entsprechenden Eichgruppe, haben also die Form ca (a = 1, . . . , 8) für die SU(3)c und ca

W

(a = 1, 2, 3) für die SU(2)L.
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aufgebaut. Das ladungskonjugierte Skalarfeld ist durch

Φc = iσ2Φ∗ =

(

Φ∗
2

−Φ∗
1

)

(2.17)

gegeben und transformiert sich ebenfalls als SU(2)L-Doublet. Die linkshändigen Quark-
felder uL = (uL, cL, tL) und dL = (dL, sL, bL) sowie die linkshändigen Leptonfel-
der nL = (νe,L, νµ,L, ντ,L) und eL = (eL, µL, τL) werden mittels der Yukawa-Matrizen
YT, YB, YL sowie ihrer hermitesch Konjugierten mit den rechtshändigen Quarkfel-
dern uR = (uR, cR, tR) und dR = (dR, sR, bR) sowie den rechtshändigen Leptonfeldern
eR = (eR, µR, τR) verbunden. Rechtshändige Neutrinofelder sind im Standardmodell
nicht vorhanden, weshalb die Neutrinos hier masselos bleiben6. Diese links- und rechts-
händigen Felder sind Weyl-Spinoren, welche mittels der Projektoren (2.5) aus den
Dirac-Spinorfeldern u, c, t, d, s, b, νe, νµ, ντ , e, µ und τ gewonnen werden können, also

uL = PL u , uR = PR u , usw. (2.18)

Im Falle der Neutrinos ist
νL = PL ν , PR ν = 0. (2.19)

Vernachlässigt man die sehr kleinen Effekte der Generationenmischung, also die
Nichtdiagonalelemente der Yukawa-Matrizen, sowie die kleinen Yukawa-Kopplungen
der ersten und zweiten Generation, so vereinfacht sich (2.15) zu

LYukawa =− yt

{

t̄R (Φc)† QL + Q̄LΦctR

}

− yb

{

b̄RΦ†QL + Q̄LΦbR

}

− yτ

{

τ̄RΦ†LL + L̄LΦτR

} (2.20)

mit

QL =

(

tL

bL

)

, LL =

(

ντ,L

τL

)

. (2.21)

Betrachtet man wiederum nur den Anteil des Yukawa-Sektors, der die dominante top-
Yukawa-Kopplung enthält, so wird (2.20) zu

Lyt
= −yt

{

t̄R (Φc)† QL + Q̄LΦctR

}

= −yt

{

t̄R (Φ2,−Φ1) ·
(

t
b

)

L

+
(

t̄, b̄
)

L
·
(

Φ∗
2

−Φ∗
1

)

tR

}

= −yt

{(

t̄PRt
)

Φ∗
2 +

(

t̄PLt
)

Φ2 −
(

b̄PRt
)

Φ∗
1 −

(

t̄PLb
)

Φ1

}

.

(2.22)

6Die Existenz kleiner Neutrinomassen ist allerdings seit der Beobachtung der Oszillation solarer
Neutrinos [28] experimentell gesichert, weshalb eine Erweiterung des Standardmodells notwendig ist.
Im Rahmen dieser Arbeit können Neutrinos jedoch als masselos angenommen werden, da der Beitrag
von Neutrinomassen zu den Betafunktionen der Standardmodellkopplungen vernachlässigbar ist.
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2.2 Spontane Symmetriebrechung und die Erzeugung

von Massen

Die meisten Felder des Standardmodells haben einen verschwindenden Vakuumerwar-
tungswert

〈0|Ψ|0〉 = 0, Ψ ∈ {Aa
µ, W a

µ , Bµ, ca, ca
W

, u, d, c, s, t, b, ντ , τ, νµ, µ, νe, e}. (2.23)

Physikalische Teilchen sind dann die quantisierten Anregungen der Felder. Für das
Skalarfeld Φ verhält sich die Situation anders, wenn im Higgs-Potential (2.14) der
Parameter m2 negativ gewählt wird. Auf klassischem Niveau, hat dieses Potential damit
die in Abb. 2.1 dargestellte Form mit einem Minimum bei

|Φ| :=
√

Φ†Φ =

√

−m2

2λ
=:

v√
2

. (2.24)

Der Grundzustand, also eine Feldkonfiguration7, die dem energetischen Minimum ent-
spricht, ist folglich nicht bei |Φ| = 0, sondern bei |Φ| = v√

2
. Es gibt unendlich viele

Konfigurationen für das komplexe SU(2)L-Dublett Φ, die dieser Anforderung genügen.
Durch die Festlegung eines solchen Grund- oder Vakuumzustands wird die Symmetrie
der ursprünglichen Lagrangedichte spontan gebrochen, d.h. der Grundzustand besitzt
nicht die Symmetrie der Lagrangedichte. Um Störungstheorie bei niedrigen Energien –
also beispielsweise an der Fermi-Skala8 – betreiben zu können, ist es sinnvoll, das Feld
Φ in

Φ =

(

Φ1

Φ2

)

=

(

Φ+

1√
2

(v + H − iχ)

)

(2.25)

mit dem reellen Higgs-Feld H , dem reellen Goldstone-Boson χ, dem komplexen
Goldstone-Boson Φ+ und dem klassischen Vakuumerwartungswert

v =

√

−m2

λ
(2.26)

aufzuteilen. Die Goldstone-Felder entsprechen Anregungen, die keine potentielle Ener-
gie kosten, also der Verschiebung des Vakuumerwartungswertes von einem willkürlich
gewählten Punkt im energetischen Minimum mit |Φ| = v√

2
zu einem anderen Punkt mit

dieser Eigenschaft. Die Quanten des Higgs-Feldes H hingegen entsprechen Anregungen
aus dem energetischen Minimum hin zu Feldkonfigurationen höherer Energie, also in
Abb. 2.1 links oder rechts des Minimums. Die Ersetzung (2.25) in der Lagrangedichte
(2.13), wo die W - und B-Felder in der kovarianten Ableitung (2.3) an das Skalarfeld

7Klassisch ist eine Feldkonfiguration eine bestimmte Wahl der vier reellen Freiheitsgrade
Re(Φ1), Im(Φ1), Re(Φ2) und Im(Φ2) des Skalarfeldes Φ.

8 Die Fermi-Skala ist die Skala, in deren Größenordnung der Vakuumerwartungswert
des Skalarfeldes und die Massen der elektroschwachen Eichbosonen liegen. Definiere also

MFermi ∼ vOS, wobei vOS :=
(√

2GF

)− 1
2 ≈ 246,2 GeV der aus der Fermi-Konstanten des Myon-Zerfalls

GF = 1,1663787(6) 10−5 GeV−2 [29] bestimmte Vakuumerwartungswert des Skalarfeldes ist.
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Abbildung 2.1: Das klassische Higgs-Potential im Standardmodell.

koppeln, generiert nun Massenterme der Form m2
W

W +
µ W − µ und

m2
Z

2
Z2 für die schwa-

chen Eichbosonen W ± und Z sowie Wechselwirkungsterme dieser Bosonen mit dem
Higgs-Feld und den Goldestone-Bosonen. Die schwachen Eichbosonen W ± und Z sind
Linearkombinationen der ursprünglichen Felder:

W ±
µ =

1√
2

(

W 1
µ ∓W 2

µ

)

,

Zµ = (cW ·W 3
µ − sW · Bµ).

Das Photonfeld
Aµ = (cW · Bµ + sW ·W 3

µ) (2.27)

bleibt masselos. Hierbei wurde eine Drehung des Vektors (W 3
µ , Bµ) um den elek-

troschwachen Mischungswinkel θW vorgenommen, welcher mit den Kopplungen g2 und
g1 bzw. der elektrischen Elementarladung e durch

cW := cos(θW) :=
g2

√

g2
2 + g2

1

=
e

g1

, (2.28)

sW := sin(θW) :=
g2

√

g2
2 + g2

1

=
e

g2

, (2.29)

e :=
g1 g2

√

g2
2 + g2

1

(2.30)
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zusammenhängt. Die Massen sind auf Baumgraphenniveau gegeben durch

mW :=
g2v

2
, (2.31)

mZ :=

√

g2
2 + g2

1v

2
=

mW

cW

. (2.32)

Die Lagrangedichte (2.13) führt zu einem Massenterm
m2

H

2
H2 für das Higgs-Feld, wobei

die Higgs-Masse auf Baumgraphenniveau durch

m2
H

:= −2m2 = 2λv2 (2.33)

gegeben ist. Die Goldstone-Bosonen sind naturgemäß masselos. In der Yukawa-
Lagrangedichte (2.15) bzw. (2.20) führt (2.25) zu Massentermen mf f̄f für die Fer-
mionfelder f mit

mf :=
yf√
2

v. (2.34)

Für die allgemeine Form der Yukawa-Lagrangedichte (2.15) lassen sich durch einen
Basiswechsel diagonale Massenmatrizen erreichen, welche auch proportional zu den
Kopplungsmatrizen an das Higgs-Boson sind. So können die Yukawa-Matrizen YT, YB

und YL aus (2.15) in

YT = HTUT, YB = HBUB, YL = HLUL, (2.35)

mit hermiteschen Matrizen Hi und unitären Ui zerlegt werden. Die hermiteschen Ma-
trizen lassen sich nun wiederum mittels unitärer Transformationen Si diagonalisieren:

Yi = HiUi = S†
i
Ydiag

i
SiUi, i ∈ {T,B,L}. (2.36)

Mit der Definition der Masseneigenzustände

uM

L
= STUTuL, uM

R
= STuR, (2.37)

dM

L
= SBUBdL, dM

R
= SBdR, (2.38)

eM

L = SLULeL, eM

R = SLeR (2.39)

erhält man aus der Kopplung an den konstanten Anteil des Skalarfeldes

〈0|Φ|0〉 =
1√
2

(

0
v

)

(2.40)

nun diagonale Massenterme der Form

v√
2

(ūM

R
Ydiag

T
uM

L
+ ūM

L
Ydiag

T
uM

R
) (2.41)

in der Lagrangedichte. Dies wird mit einem für die Quarks nun nicht mehr diagonalen
Eichsektor bezahlt, wo Flavour-Mischungen bei Kopplung an die geladenen Eichboso-
nen der schwachen Wechselwirkung durch die CKM Matrix [26, 27]

V = ST S†
B (2.42)
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vermittelt werden. Für Quarks sind also die Eigenzustände der schwachen Wechselwir-
kung von den Masseneigenzuständen verschieden. In Abwesenheit rechtshändiger Neu-
trinos und damit einer zweiten Yukawa-Matrix für die Leptonen tritt dieses Phänomen
im Lepton-Sektor nicht auf. Hier sind die experimentell beobachtbaren Masseneigen-
zustände auch die Eigenzustände der schwachen Wechselwirkung.

Die Lagrangedichte des Standardmodells in der gebrochenen Phase, in der eine
Wahl für den Grundzustand des skalaren SU(2)L-Dubletts getroffen worden ist, hat nun
nur noch eine SU(3)c × U(1)Q-Symmetrie statt der ursprünglichen SU(3)c × SU(2)L ×
U(1)Y-Symmetrie9.

Bei einem perturbativen Zugang zur Quantenfeldtheorie wird die Lagrangedichte
L immer in einen freien Anteil Lfree und einen Wechselwirkungsanteil Lint aufgeteilt,
wobei erster in der Berechung von Matrixelementen zu den Propagatoren, also exak-
ten Zweipunktfunktionen der wechselwirkungsfreien Theorie, führt. Lint dagegen wird
als kleine Störung aufgefasst, weshalb die in den Vertizes auftretenden Kopplungen
hinreichend klein sein müssen. Für Prozesse bei sehr hohen Energien (E ≫ v) kann
mit der Lagrangedichte (2.1) des Standardmodells in der ungebrochenen Phase, al-
so mit voller SU(3)c × SU(2)L × U(1)Y-Symmetrie gearbeitet werden. Insbesondere ist
das ultraviolette Verhalten der Theorie massenunabhängig, und damit gilt dies auch
für die Renormierungskonstanten in einem minimalen Subtraktionsschema sowie für
die daraus berechneten Renormierungsgruppenfunktionen (s. Kap. 2.3). Daher wird
in dieser Arbeit für die Berechnung solcher Funktionen die ungebrochene Phase des
Standardmodells verwendet. Bei niedrigeren Energien (E ∼ v) sind die oben disku-
tierten Massenterme nicht mehr als kleine Störung aufzufassen, sondern müssen dem
freien Anteil der Lagrangedichte zugerechnet werden. Dadurch werden die entsprechen-
den Propagatoren massiv und Rechnungen in der gebrochenen Phase im Allgemeinen
herausfordernder.

2.3 Renormierung des Standardmodells

Bei der Berechnung von Feynman-Diagrammen mit mindestens einer Schleife ist je-
der Schleifenimpuls p über den gesamten Impulsraum zu integrieren. Dabei können
Divergenzen auftreten. Zum einen können mehrere masselose Propagatoren ∼ 1

−p2 bei
Integration über den Ursprung p = 0 zu infraroten Divergenzen führen. Dies kann
beispielsweise vorkommen, wenn in einem Diagramm mit mehreren äußeren Beinchen
externe Impulse zu Null gesetzt werden. Zum anderen können ultraviolette Divergen-
zen entstehen, wenn der Integrand nach der Wick-Rotation im Grenzfall P 2 →∞ für
den euklidischen Impuls P nicht schnell genug abfällt.

2.3.1 Dimensionale Regularisierung und Renormierungsschemata

Der erste Schritt in der Behandlung solcher Divergenzen ist die Anwendung einer geeig-
neten Regularisierungsvorschrift. Die gegenwärtig gebräuchlichste ist die dimensionale

9Dabei ist Q = Y + Iz die elektrische Ladung, definiert durch die Hyperladung Y und die z-
Komponente des Isospins Iz, also den Eigenwert zum SU(2)L-Operator σ3

2 .
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Regularisierung [30]. Der Grad der Divergenz eines Feynman-Integrals hängt von der
Dimension D der Raumzeit ab. Daher wird als Regulator

ε :=
4−D

2
(2.43)

verwendet. Die zu berechnenden Integrale, welche im Allgemeinen eine Tensorstruktur
haben, werden durch geeignete Projektoren auf skalare Integrale abgebildet, so dass
die Wirkung der D-dimensionalen Integration ID : f −→ ∫

dDp f(p) nur für skalare
Integranden f , welche Funktionen des Schleifenimpulses p sind, definiert werden
muss. Das Funktional ID wird so definiert, dass die zentralen Eigenschaften der ge-
wöhnlichen Integration erhalten bleiben und man für D ∈ N denselben Wert erhält [31]:

⊲
∫

dDp (a f(p) + b g(p)) = a
∫

dDp f(p) + b
∫

dDp g(p) (Linearität),

⊲
∫

dDp f(p + q) =
∫

dDp f(p) (Translationsinvarianz),

⊲
∫

dDp f(s p) = s−D
∫

dDp f(p) (Skalengesetz),

⊲
∫

dDp exp(−p2) = πD/2 (Normierung),

wobei f, g : Impulsraum −→ C sowie p, q ∈ Impulsraum und a, b, s ∈ C gilt.
Für die Minkowski-Metrik gµν in D Dimensionen wird die Relation

gµνgµν = gµ
µ = D (2.44)

benötigt. Die definierenden Eigenschaften der γ-Matrizen bleiben auch in D Dimensio-
nen erhalten:

{γµ, γν} = 2gµν
1 ,

γµ† = γµ =







γµ für µ = 0

−γµ für µ ≥ 1

, (2.45)

sodass für die Kontraktionen der γ-Matrizen

γµγµ = D 1 ,

γµγνγµ = (2−D)γν ,

γµγνγργµ = 4gνρ − (4−D)γνγρ ,

γµγνγργσγµ = −2γσγργν + (4−D)γνγργσ , usw.

(2.46)

gelten. Weiter definiert man die Spur über Produkte von Matrizen in D Dimensionen
als lineare und zyklische Abbildung mit der Normierung10

Tr(1) = 4. (2.47)

10Tatsächlich könnte man Tr(1) = t(D) mit einer beliebigen, glatten Funktion mit der Randbe-
dingung t(D = 4) = 4 definieren. Eine andere Wahl von t(D) entspricht aber einfach einer Renormie-
rungsgruppentransformation [31], sodass die hier verwendete, und auch allgemein übliche, komfortable
Definiton als Teil der Wahl eines Renormierungsschemas aufgefasst werden kann.
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Um die Wirkung S auch in D Dimensionen als dimensionslose Größe zu erhalten, wird
die zunächst beliebige ’t Hooft-Skala µ, welche die Dimension einer Masse hat, mittels
der Ersetzung

d4p −→
(

µ2
)ε

d4−2εp (2.48)

eingeführt. Formal kann man dies so interpretieren, dass jede physikalische Kopplung
g nun mit einem Skalenfaktor multipliziert wird, sodass die nackte Kopplung gB schon
auf Baumgraphenniveau die Form

gB =
(

µ2ε
)ρ

2 g (2.49)

hat, wobei11

ρ =







1 für Eich- und Yukawa-Kopplungen

2 für die quartische Kopplung λ
. (2.50)

Bei der Berechnung von Feynman-Integralen mit l Schleifen können dann im Grenzfall
ε→ 0 Terme ∝ lnn( µ2

−q2 ) und ∝ lnn( µ2

m2 ) mit Massen m und externen Impulsen q auf-
treten, wobei n ∈ N, n ≤ l. Falls nur eine Massen- oder Impulsskala in der Rechnung
vorkommt, lassen sich diese Logarithmen durch die Wahl µ2 = −q2 bzw. µ2 = m2 voll-
ständig in die Kopplungen resummieren, welche nun effektiv von der Skala µ abhängen.

Berechnet man nun beispielsweise ein massives Einschleifendiagramm ohne externe
Impulse12 (s. Abb. 2.2), so findet man [32]

I(n) =
µ2ε

(2π)4−2ε

∫ dDp

(m2 − p2 − i0)n
=

i(µ2)ε

(4π)2−ε
(m2)2−ε−n Γ(n− 2 + ε)

Γ(n)
, (2.51)

was für alle n ∈ N proportional zu

I(1) = − i(µ2)ε

(4π)2−ε
(m2)1−ε Γ(1 + ε)

(1− ε)

1

ε
(2.52)

ist. Durch Redefinition der zunächst beliebigen Skala µ können nun einzelne Faktoren,
die typischerweise in jeder Schleifenordnung auftauchen, in µ absorbiert werden. Die
Festlegung von µ wie in (2.51) und (2.52) entspricht der Renormierungsskala im MS-
Schema (µ = µMS). Durch die Wahl der Skala

(µ2
MS)

ε =
[

µ2
MSe

ln(4π)−γE

]ε
= (µ2

MS)
ε(4π)εΓ(1 + ε) + O(ε2), (2.53)

Abbildung 2.2: Massives Einschleifenvakuumdiagramm

11Eich- und Yukawa-Kopplungen treten von einer Schleifenordnung zur nächsten als quadratische
Faktoren (g2

s
, y2

t
, . . .) auf, λ dagegen in einfacher Potenz.

12Diagramme ohne externe Impulse nennt man Vakuum- oder Tadpole-Diagramme. Falls sie keine
Massenskala enthalten, werden sie in dimensionaler Regularisierung zu Null gesetzt.
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werden Terme ∝ ln(4π) und ∝ γE in µ absorbiert. Im Folgenden wird stets das MS-
Schema [33] mit µ = µMS verwendet.

2.3.2 Additive und multiplikative Renormierung

Um lokale, d.h. in externen Impulsen polynomielle13, ultraviolette Divergenzen zu eli-
minieren wird zu jedem Term der ursprünglichen Lagrangedichte, welche im Folgenden
als renormierte Lagrangedichte bezeichnet wird, ein Counterterm aufgestellt14. Dieser
Counterterm hat die gleiche Struktur in den Feldern und deren Ableitungen wie der
entsprechende Term der renormierten Lagrangedichte. In dimensionaler Regularisie-
rung manifestieren sich Divergenzen durch Potenzen von 1

ε
, wobei D = 4 − 2ε die

Dimension der Raumzeit ist. Das MS-Renormierungsschema mit der Renormierungs-
skala aus (2.53) beruht auf minimaler Subtraktion, d.h. in den Countertermen tauchen
nur Terme proportional zu 1

εn , n ∈ N auf. Der Counterterm für ein Produkt aus Feldern
und Ableitungen von Feldern Γ hat daher die Form

δZΓ Γ =
∞∑

n=1

cn({gi})
εn

Γ, (2.54)

wobei cn({gi}) Potenzreihen in allen berücksichtigten Kopplungen gi sind. Für den
QCD-Anteil des Standardmodells in der ungebrochenen Phase, also ohne Massenterme,
erhält man beispielsweise

δLQCD =− 1

4
δZ

(2g)
3

(

∂µAa
ν − ∂νAa

µ

)2 − 1

2
δZ

(3g)
1 gsf

abc
(

∂µAa
ν − ∂νAa

µ

)

Ab
µAc

ν

− 1

4
δZ

(4g)
1 g2

s

(

fabcAb
µAc

ν

)2
+ δZ

(2c)
3 ∂µc̄a∂µca + δZ

(ccg)
1 gsf

abc ∂µc̄aAb µcc

+
∑

q

{
i

2
q̄
←→
/∂
[

δZ
(2q)
2,L PL + δZ

(2q)
2,R PR

]

q + gsq̄ /A
a
T a
[

δZ
(qqg)
1,L PL + δZ

(qqg)
1,R PR

]

q
}

.

(2.55)

Man beachte, dass für rechts- und linkshändige Felder im Allgemeinen verschiede-
ne Counterterme auftreten, wenn Wechselwirkungen berücksichtigt werden, deren
Feynman-Regeln die Projektoren PL,R aus (2.5) enthalten. Dies ist beispielsweise im
elektroschwachen und Yukawa-Sektor der Fall.

Nun lassen sich Renormierungskonstanten der Form Z = 1 + δZ definieren, mit de-
ren Hilfe sich die Terme der renormierten Lagrangedichte (2.12) und der Counterterm-
Lagrangedichte (2.55) zur nackten15 Lagrangedichte zusammenfassen lassen, welche die
gleiche Struktur wie die renormierte Lagrangedichte hat. Dabei werden alle Counter-
terme in die Renormierung der Felder, Kopplungen und Eichparameter absorbiert. Dies

13Polynomielle Divergenzen sind beispielsweise ∝ 1, /q, q2 mit einem äußeren Impuls q, wohinge-

gen nicht-polynomielle Divergenzen ∝ 1
q2 , ln

(
−q2

µ2

)

, . . . nicht durch Renormierung behoben werden

können.
14Eine Einführung in die Konzepte der Renormierung findet sich z.B. in [12, 31, 32].
15engl. bare, daher werden nackte Größen mit einem Index B gekennzeichnet.
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führt auf die nackte Lagrangedichte

LQCD,B =− 1

4
Ga

µν,BGa µν
B
− 1

2(1− ξB)
(∂µAa µ

B
)2 + ∂µc̄a

B
∂µca

B
+ gs,Bfabc ∂µc̄a

B
Ab µ

B
cc

B

+
∑

q

{
i

2

(

q̄B,L

←→
/∂ qB,L + q̄B,R

←→
/∂ qB,R

)

+ gs,B

(

q̄B,L /A
a
B
T aqB,L + q̄B,R /A

a
B
T aqB,R

)}

,

(2.56)

in der die nackten Parameter und Felder mit den renormierten durch multiplikative
Renormierungskonstanten zusammenhängen:

Aa µ
B =

√

1 + δZ
(2g)
3 Aa µ =

√

Z
(2g)
3 Aa µ, (2.57)

cB =
√

1 + δZ
(2c)
2 c =

√

Z
(2c)
2 c, (2.58)

qB,L =

√

1 + δZ
(2q)
2,L qL =

√

Z
(2q)
2,L qL, (2.59)

qB,R =

√

1 + δZ
(2q)
2,R qR =

√

Z
(2q)
2,R qR, (2.60)

(1− ξB) = Z
(2g)
3 (1− ξ), (2.61)

gs,B =
(

µ2ε
) 1

2 (1 + δZgs) gs =
(

µ2ε
) 1

2 Zgs gs. (2.62)

Die Renormierungskonstante für die Kopplung gs lässt sich auf verschiedene Arten
berechnen, beispielsweise aus dem top-top-Gluon-Vertex16 oder dem Drei- bzw. Vier-
Gluonen-Vertex, wobei jeweils der Counterterm für den entsprechenden Vertex als auch
die Wurzel aus der Feldstärkerenormierungskonstanten für jedes der beiteiligten Felder
benötigt wird.

Zgs =
Z

(ttg)
1,L

Z
(2t)
2,L

√

Z
(2g)
3

=
Z

(ttg)
1,R

Z
(2t)
2,R

√

Z
(2g)
3

=
Z

(3g)
1

(

Z
(2g)
3

) 3
2

=
Z

(4g)
1

(

Z
(2g)
3

)2 (2.63)

Analog stellt sich die Situation im Yukawa-Sektor dar, wo im vereinfachten Fall von
(2.22) die Counterterm-Lagrangedichte

δLyt
= −δZ

(tbΦ)
1 yt

{(

t̄PRt
)

Φ∗
2 +

(

t̄PLt
)

Φ2 −
(

b̄PRt
)

Φ∗
1 −

(

t̄PLb
)

Φ1

}

(2.64)

definiert werden kann. Dann kann die Renormierungskonstante für die top-Yukawa-
Kopplung aus

Zyt =
Z

(ttΦ)
1

√

Z
(2t)
2,L Z

(2t)
2,R Z

(2Φ)
2

(2.65)

errechnet werden.
Im Higgs-Sektor dagegen, wo die Counterterm-Lagrangedichte die Gestalt

δLΦ = δZ
(2Φ)
2 ∂µΦ†∂µΦ−m2 δZΦ2Φ†Φ + δZ

(4Φ)
1

(

Φ†Φ
)2

(2.66)

16Hier muss man zwischen links- und rechtshändigen top-Quarks unterscheiden.
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Φi

Φi

Φj

Φj

=

∝ y4
t

(16π2)

+

∝ λ2

(16π2)

+

∝ λ2

(16π2)

+ . . . +

δZ
(4Φ)
1

= endlich

Abbildung 2.3: Renormierung des Vier-Φ-Vertex auf Einschleifenniveau (i, j ∈ {1, 2})

besitzt, tritt der Spezialfall auf, dass der Counterterm δZ
(4Φ)
1 aufgrund des Beitrags der

Yukawa-Wechselwirkung nicht proportional zur Kopplung λ ist, die in der renormierten

Lagrangedichte (2.13) vor der Feldkombination
(

Φ†Φ
)2

steht. Daher wird die Higgs-
Selbstkopplung nicht multiplikativ sondern additiv renormiert. So ist beispielsweise das
erste Boxdiagramm in Abb. 2.3 proportional zu y4

t
, aber nicht zu λ.

Der blaue Kreis auf der linken Seite symbolisiert die Summe aller Einteilchen-
irreduziblen Diagramme (1PI)17, die mit Hilfe der Feynman-Regeln konstruiert werden
können. Der Term für die Vier-Φ-Kopplung in der nackten Lagrangedichte ergibt sich
aus (2.13) und (2.66) zu

L4Φ = (−λ + δZ
(4Φ)
1 )

(

Φ†Φ
)2

(2.67)

= −
(

µ−2ε
)

λB [Φ†
B
ΦB]2 = −(λ + δZλ)

[

Z
(2Φ)
2 Φ†Φ

]2
. (2.68)

Durch Vergleich von (2.67) und (2.68) folgt

δZλ =
(

Z
(2Φ)
2

)−2
(λ− δZ

(4Φ)
1 )− λ (2.69)

Neben den 1PI-Diagrammen mit vier externen Φ-Feldern benötigt man also auch die
1PI-Diagramme mit zwei externen Φ-Feldern (s. Abb. 2.4), deren UV-divergenter Anteil

die Feldstärkerenormierungskonstante Z
(2Φ)
2 liefert.

Da im MS-Schema, welches auf minimaler Subtraktion der UV-Divergenzen be-
ruht, Renormierungskonstanten nicht von Massen abhängen, kann bei der Berechnung
derselben der Massenparameter m2 im Higgs-Potential zu Null gesetzt werden. Die Re-
normierungskonstante ZΦ2 , welche in (2.66) für den Term ∝ Φ†Φ definiert wird, ist aber
eine Funktion der dimensionslosen Kopplungen des Standardmodells. Daher lässt sie

Φi Φi

=

∝ y2
t

(16π2)

+ . . .

Abbildung 2.4: Φ-Selbstenergie (i ∈ {1, 2})

17engl. one-particle irreducible, daher die Abkürzung 1PI.
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sich trotzdem die Renormierungskonstante Zm2 für m2 mit Hilfe des lokalen Operators

O2Φ(x) := Φ†(x)Φ(x) (2.70)

berechnen. Der zugehörige renormierte Operator

[O2Φ] = ZΦ2O2Φ = ZΦ2Φ†Φ (2.71)

führt bei Einsetzung in Greensfunktionen (s. Abb. 2.5) zu endlichen Resultaten. Der
Anteil der nackten Lagrangedichte, der quadratisch in den skalaren Feldern ist, lässt
sich als

LB

m2 = m2
B
Φ†

B
ΦB (2.72)

mit der nackten Masse
m2

B = Zm2 m2 (2.73)

schreiben. Da m2 ein endlicher Parameter ist, folgt unmittelbar

[O2Φ] = Zm2Φ†
B
ΦB = Zm2Z

(2Φ)
2 Φ†Φ (2.74)

und schließlich
Zm2 =

(

Z
(2Φ)
2

)−1
ZΦ2. (2.75)

2.4 Die Renormierungsgruppe und das Laufen der

Kopplungen

Die Renormierung mittels dimensionaler Regularisierung und minimaler Subtraktion
ist mit der Einführung der Renormierungsskala µ verbunden, die kontinuierlich variiert
werden kann. Die Transformationen

µ→ µ′ = z · µ , z ∈ R (2.76)

bilden eine Lie-Gruppe, die Renormierungsgruppe. Mittels solcher Transformationen
lassen sich alle Renormierungsschemata, die auf minimaler Subtraktion beruhen in-
einander überführen. Wird ein bestimmtes Renormierungsschema ausgezeichnet, so
lässt sich die Reskalierung von µ als Wahl einer neuen charakteristischen Energieskala
interpretieren. Jede Schleifenintegration in einem Feynman-Diagramm ist mit einem

[O2Φ]

Φi Φi

Abbildung 2.5: [O2Φ] eingesetzt in eine skalare Zweipunktfunktion (i ∈ {1, 2})
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Faktor ∝
(

µ2

−q2

)ε
bzw. ∝

(
µ2

m2

)ε
verbunden. Die Entwicklung dieser Terme in ε und die

Multiplikation mit Polen 1
εn führt auf Logarithmen der Form lnn

(
µ2

−q2

)

bzw. lnn
(

µ2

m2

)

.
Gibt es nur eine Massenskala m oder Impulsskala q im betrachteten Prozess, so ist
die Wahl µ2 = −q2 bzw. µ2 = m2 sinnvoll, um die Logarithmen zu resummieren. Alle
Kopplungen gi, welche Funktionen von µ sind, sind dann bei der entsprechenden Skala
auszuwerten. Die Logarithmen wurden also in die laufenden, d.h. von der Energieskala
µ abhängigen Kopplungen absorbiert. Nackte Kopplungen und Greensfunktionen sind
unabhängig von der speziellen Wahl von µ. Für eine beliebige Greensfunktion, welche
von den Kopplungen gi abhängt und gemäß

ΓB = Z−1
Γ (µ2) Γ({gi(µ

2)}, µ2), gi,B =
(

µ2ε
) ρ

2 Zgi
(µ2)gi(µ

2), (2.77)

mit ρ wie in (2.50), renormiert wird, gilt die Callan-Symanzik-Gleichung (vgl. [12,31])



µ2 ∂

∂µ2
+
∑

j

βgj
({gi})

∂

∂gj

+ γΓ({gi})


Γ = 0. (2.78)

Die Betafunktion βgj
({gi}) beschreibt die Evolution der Kopplung gj in D = 4 Raum-

zeitdimensionen in Abhängigkeit von µ und ist selbst eine Funktion aller Kopplungen
gi der Theorie:

βgj
({gi}) = µ2 d

dµ2
gj(µ

2) =
∞∑

n=1

1

(16π2)n
β(n)

gj
. (2.79)

Analog gibt die anomale Dimension γΓ die Abhängigkeit der Renormierungskonstanten
ZΓ von der Skala µ an:

γΓ({gi}) = −µ2 d

dµ2
ln ZΓ =

∞∑

n=1

1

(16π2)n
γ

(n)
Γ . (2.80)

Die anomale Dimension eines Feldes f wird mittels der inversen Feldstärkerenormie-
rungskonstanten als

γf

2 = −µ2 dlnZ−1
f

dµ2
=

∞∑

n=1

1

(16π2)n
γ

f (n)
2 (fB =

√

Zff) (2.81)

definiert, während für eine Masse m oder eine N -Punktfunktion Γ(N)

γΓ

N
= −µ2 dlnZΓ

dµ2
=

∞∑

n=1

1

(16π2)n
γΓ (n)

N
(ΓN,B = Z−1

Γ ΓN), (2.82)

γm = −µ2 dlnZm

dµ2
=

∞∑

n=1

1

(16π2)n
γ(n)

m
(mB = Zmm) (2.83)

gilt. Betafunktionen und anomale Dimensionen werden Schleifenordnung für Schleifen-
ordnung in Störungstheorie berechnet, wobei jeweils der charakteristische Faktor 1

(16π2)

auftritt. Aus diesem Grunde ist eine Zerlegung der Renormierungsgruppenfunktionen,
d.h. der Betafunktionen (2.79) und anomalen Dimensionen (2.81), (2.82) sowie (2.83),
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Tabelle 2.1: Startwerte der wichtigsten Standardmodellkopplungen für
Mt = 173,34 GeV, MH = 125,9 GeV und αs(MZ) = 0,1184.

Kopplung Wert für µ = Mt

gs 1,1666
g2 0,6483
g1 0,3587
λ 0,1276
yt 0,9369
yb 0,02
yτ 0,01

in ihre Schleifenbeiträge (Index (n)) sinnvoll. Die laufenden Kopplungen und damit
auch die Betafunktionen einer spontan gebrochenen Eichtheorie sind unabhängig von
den Eichparametern ξi [34]. Dies gilt allerdings nicht für die anomalen Dimensionen
der Felder.

Beginnt man die Evolution der Standardmodellkopplungen bei der Skala Mt, also
der Masse des schwersten Teilchens der Theorie, so müssen keine Teilchen entkoppelt
werden, und man kann mittels der Betafunktionen das Laufen der Kopplungen bis
zur oberen Gültigkeitsgrenze Λ der Theorie bestimmen18. Es wird allgemein angenom-
men, dass bei der Planck-Skala MPlanck =

√
1
G
≈ 1,2209 · 1019 GeV Gravitationseffekte

die Physik grundlegend ändern, sodass das Standardmodell als Theorie nicht mehr
ausreicht. In Abwesenheit von Physik jenseits des Standardmodells, wie sie etwa durch
weitere Teilchen gegeben wäre, erscheint eine Untersuchung der Evolution der Kopp-
lungen bis zu dieser Skala, also Λ ∼ MPlanck ∼ 1019 GeV legitim19.

Die Betafunktionen und die zugehörigen Kopplungen werden im MS-Schema an-
gegeben. Die korrekten Startwerte bei einer bestimmten Skala, beispielsweise µ = Mt

müssen allerdings aus experimentellen Daten bestimmt werden. Die gemessenen Teil-
chenmassen sind (zumindest in sehr guter Näherung20) als die physikalischen Polmassen
gegeben. Die gemessenen Kopplungen sind ebenfalls im On-shell-Schema gegeben. Die-
se müssen mittels geeigneter Konvertierungsformeln ins MS-Schema übertragen werden
(s. Kap. 4). Bei der Skala der top-Quarkmasse µ = Mt haben die Kopplungen im MS-
Schema näherungweise die in Tab. 2.1 angegebenen Werte21.

Die Betafunktion einer beliebigen Standardmodellkopplung ist eine Potenzreihe in

18Λ ist hierbei nicht als scharfe Grenze zu verstehen, sondern als ungefähre Energieskala, bei der
physikalische Effekte jenseits des Standardmodells nicht mehr vernachlässigbar sind oder die Methode
der Störungsrechnung versagt, weil einzelne Kopplungen zu groß werden.

19Manchmal wird in der Literatur auch die reduzierte Planck-Skala
MPlanck =

√
1

8πG
≈ 2,43 · 1018 GeV betrachtet.

20Die Masse des top-Quarks wird an Hadronspeicherringen, wie dem LHC, indirekt durch Anpas-
sen von Monte-Carlo-Parametern an die experimentellen Daten gemessen. An einem linearen e+e−-
Beschleuniger, wie dem in der Planungsphase befindlichen ILC, könnte die physikalische Masse an der
Produktionsschwelle der top-Quarks direkt sichtbar gemacht werden (vgl. Kap. 4.1).

21Die Werte für gs, g2, g1, yt und λ wurden mittels der Konvertierungsformeln (Zweischleifenkor-
rekturen) in [35] für Mt = 173,34 GeV [36], MH = 125,9 GeV [37–40] und αs(MZ) = 0,1184 [41] be-
stimmt, die kleinen Yukawa-Kopplungen wurden gemäß yb =

√
2 mb

v
≈ 0,02 und yτ =

√
2Mτ

v
≈ 0,01 aus
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allen Kopplungen. Numerisch relevant sind allerdings nur die Beiträge der fünf Kopp-
lungen gs, yt, g2, g1 und λ. Die kleineren Yukawa-Kopplungen und Nichtdiagonalelemen-
te der Yukawa-Matrizen können vernachlässigt werden. Um das Laufen der Kopplungen
zu berechnen muss also das gekoppelte Differentialgleichungssystem

µ2 d

dµ2
λ(µ2) = βλ[λ(µ2), yt(µ

2), gs(µ
2), g2(µ

2), g1(µ
2)] (2.84)

µ2 d

dµ2
yt(µ

2) = βyt [λ(µ2), yt(µ
2), gs(µ

2), g2(µ
2), g1(µ

2)] (2.85)

µ2 d

dµ2
gs(µ

2) = βgs[λ(µ2), yt(µ
2), gs(µ

2), g2(µ
2), g1(µ

2)] (2.86)

µ2 d

dµ2
g2(µ

2) = βg2[λ(µ2), yt(µ
2), gs(µ

2), g2(µ
2), g1(µ

2)] (2.87)

µ2 d

dµ2
g1(µ

2) = βg1[λ(µ2), yt(µ
2), gs(µ

2), g2(µ
2), g1(µ

2)] (2.88)

mit geeigneten Anfangsbedingungen für jede Kopplung gelöst werden.
Die in Tab. 2.1 angegebenen Werte für die Standardmodellkopplungen lassen er-

warten, dass zumindest im Bereich niedriger Energien die dominanten Beiträge von gs

und yt bestimmt sind, also zumindest in der höchsten betrachteten Schleifenordnung
der eichfreien Limes (g2, g1 → 0) eine akzeptable Approximation darstellt.

2.5 Der Higgs-Sektor des Standardmodells und die

Stabilität des Vakuums

In (2.14) wurde das klassische Higgs-Potential eingeführt, was in einer klassischen Feld-
theorie der potentiellen Energie entspricht, welche im Skalarfeld gespeichert ist. Wie in
Kap. 2.2 gezeigt, ist die Feldstärke niedrigster Energie, also der Grund- oder Vakuumzu-
stand der klassischen Theorie nicht bei |Φ| = 0 sondern bei |Φ| = v√

2
mit v ≈ 246 GeV.

In einer Quantenfeldtheorie ändern sich konzeptionell zwei Dinge. Zum einen ist ein
Quantenfeld aus Operatoren aufgebaut, sodass eine neue Definition der Feldstärke nö-
tig wird, um einen Anschluss an das klassische Bild zu erhalten. Zum anderen ändert
die Wechselwirkung des Skalarfeldes mit den anderen Feldern der Theorie die potentiel-
le Energie, welche einer bestimmten Konfiguration des Skalarfeldes zugeordnet werden
kann. Radiative Korrekturen verändern die effektive Stärke der Kopplungen in (2.14)
bei einer bestimmten Energieskala, was sich in der Definition eines Potentials für die
Quantentheorie wiederspiegeln sollte.

2.5.1 Das effektive Higgs-Potential

Eine elegante Definition des effektiven Potentials in einer Quantenfeldtheorie geht auf
S. Coleman und E. Weinberg zurück [3]. Diese wird im Folgenden skizziert. Ausgangs-

v =
(√

2GF

)− 1
2 sowie der MS-Masse mb = 4,18(3) GeV [37] und der Polmasse Mτ = 1776,82(16) MeV

[37] auf Baumgraphenniveau abgeschätzt (vgl. Kap. 5.1).
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punkt der Betrachtung ist das erzeugende Funktional W [J ], welches im Pfadintegral-
formalismus (vgl. z.B. [12]) über

Z[J ] := ei W [J ] :=
∫

dΦdA ei
∫

d4x[L(Φ(x),∂µΦ(x),A(x),∂µA(x))+J(x)Φ(x)] = 〈0+|0−〉|J . (2.89)

eingeführt werden kann. Hierin ist Φ(x) das Multiplett aller Skalarfelder, welches in der
Exponentialfunktion mit dem externen Strommultiplett J(x) gleicher Dimension skalar
multipliziert wird. A(x) steht für alle übrigen Felder. Das Funktional Z[J ] beschreibt
die Übergangsamplitude vom Vakuumzustand |0−〉 für t→ −∞ zum Vakuumzustand
|0+〉 für t→ +∞ in Anwesenheit der externen Quelle J(x) [42–44].

Das erzeugende Funktional lässt sich gemäß

W [J ] =
∞∑

n=1

1

n!

∫

d4x1 . . . d4xn G(n)(x1, . . . , xn) J(x1) . . . J(xn) (2.90)

durch die verbundenen n-Punkt-Greensfunktionen G(n)(x1, . . . , xn) ausdrücken. Somit
lassen sich die verbundenen n-Punkt-Greensfunktionen als n-fache Funktionalablei-
tungen von W nach dem externen Feld J(x) mit anschließendem Nullsetzen aller J(x)
gewinnen. Die klassische Feldstärke Φcl(x) wird nun als Erwartungswert des Quanten-
feldes Φ(x) definiert:

Φcl(x) :=
δW [J ]

δJ(x)
=
〈0+|Φ(x)|0−〉
〈0+|0−〉

∣
∣
∣
∣
∣
J

. (2.91)

Dies ermöglicht den eingangs erwähnten Vergleich mit der klassischen Theorie. Durch
eine funktionale Legendre-Transformation lässt sich die Abhängigkeit vom externen
Strom J(x) gegen eine Abhängigkeit von der klassischen Feldstärke Φcl(x) eintauschen.
Durch

Γ[Φcl] = W [J ]−
∫

d4xJ(x)Φcl(x) (2.92)

wird die effektive Wirkung Γ[Φcl] definiert. Eine wichtige Eigenschaft der Legendre-
Transformation ist, dass sie nur für konvexe Funktionen wohldefiniert ist und in die-
sem Fall wieder auf konvexe Funktionen führt. Die Legendre-Transformation ist dann
ihre eigene inverse Transformation. Für nicht-konvexe Funktionen führt die Legendre-
Transformation auf mehrere Zweige von Werten. Nimmt man einen davon und wen-
det erneut eine Legendre-Tranformation an, so führt dies zur konvexen Einhüllen-
den der ursprünglichen Funktion (vgl. z.B. [45]). Diese Einschränkung der Legendre-
Transformation führt auf eine Besonderheit bei der Interpretation des in diesem Kapitel
eingeführten effektiven Potentials, welche in Kap. 2.5.3 besprochen wird.

Die effektive Wirkung (2.92) lässt sich als Entwicklung im klassischen Feld Φcl(x)
mit den Einteilchen-irreduziblen (1PI) n-Punkt-Greensfunktionen Γ(n)(x1, . . . , xn) als
Koeffizienten schreiben, falls diese Entwicklung eine konvexe Funtkion ergibt:22

Γ[Φcl] =
∞∑

n=1

1

n!

∫

d4x1 . . . d4xn Γ(n)(x1, . . . , xn) Φcl(x1) . . . Φcl(xn), (2.93)

22Einen Beweis dafür, dass die Γ(n)(x1, . . . , xn) in dieser Entwicklung tatsächlich die 1PI n-Punkt-
Greensfunktionen sind, findet man beispielsweise in [42, 43, 46].
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Alternativ lässt sich die effektive Wirkung auch in Potenzen der Ableitungen ∂µΦcl

um den Punkt Φcl(x) = konst. entwickeln. Dies ist äquivalent zu einer Entwicklung in
Potenzen der externen Impulse der Fourier-transformierten Γ(n)(x1, . . . , xn). In dieser
Entwicklung

Γ[Φcl] =
∫

d4x
(

−Veff(Φcl) +
1

2
(∂µΦcl)

2Z(Φcl) + . . .
)

(2.94)

wird das effektive Potential Veff(Φcl) definiert. Die Fourier-Transformation von (2.93)

Γ[Φcl] =
∞∑

n=1

1

n!









∫ n∏

j=1

d4xj

∫ d4pj

(2π)4
Φ̄cl(pj)e

ipjxj

︸ ︷︷ ︸

≡Φcl(xj)

n∏

l=1

∫ d4kl

(2π)4
e−iklxl Γ(n)(k1, . . . , kn) (2π)4δ(4)(k1 + . . . + kn)

︸ ︷︷ ︸

≡Γ(n)(x1,...,xn)










=
∞∑

n=1

1

n!





∫ n∏

j=1

d4pj

(2π)4
Φ̄cl(pj) Γ(n)(p1, . . . , pn)(2π)4δ(4)(p1 + . . . + pn)





(2.95)

mit der Fourier-transformierten klassischen Feldstärke Φ̄cl(pj) und den 1PI n-Punkt-
Greensfunktionen im Impulsraum Γ(n)(p1, . . . , pn) führt durch Vergleich mit (2.94) auf
die Berechnungsvorschrift (vgl. z.B. [47])

Veff(Φcl) = −
∞∑

n=1

1

n!
Φn

cl
Γ(n)(p1 = . . . = pn = 0) (2.96)

für das effektive Potential, welches eine Funktion des klassischen Feldes Φcl ist.
Offenbar erhält man durch n-faches Ableiten nach Φcl und anschließendes Nullset-

zen des klassischen Feldes23 die effektive n-Punkt-Wechselwirkung, also z.B.

d2Veff

dΦ2
cl

= m2
eff

(2.97)

und
d4Veff

dΦ4
cl

= λeff, (2.98)

wobei auf Baumgraphenniveau m2
eff = m2 und λeff = λ gilt und Veff in diesem Fall

einfach dem klassischen Potential (2.14) entspricht.
Spontane Symmetriebrechung, also ein nicht verschwindender Wert von Φcl in Ab-

wesenheit der externen Quelle J tritt auf, falls

δΓ

δΦcl

= 0 (2.99)

23 Je nach Renormierungsschema kann auch ein anderer Wert von Φcl als Auswertungspunkt ge-
wählt werden [47].
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Abbildung 2.6: Effektives Higgs-Potential: Stabiles (a) und instabiles bzw. metastabiles
(b) Szenario. Die senkrechte rote Linie markiert das Minimum v√

2
an

der elektroschwachen Skala.

von Null verschiedene Lösungen besitzt. Da wir davon ausgehen, dass der Vakuumer-
wartungswert des Skalarfeldes translationsinvariant ist, also die Impulserhaltung nicht
spontan gebrochen wird, ist dies nach (2.94) äquivalent zu [3]

∂Veff

∂Φcl

= 0. (2.100)

Das in (2.96) definierte effektive Potential enthält also zwei wichtige Informationen:
• In Veff ist die Information über die effektive Stärke aller n-Punkt-

Wechselwirkungen enthalten.
• Mittels (2.100) lassen sich alle Kandidaten für den Vakuumerwartungswert des

Skalarfeldes, sprich die möglichen Werte von Φcl = 〈0|Φ|0〉 für J = 0, als die
lokalen Minima, des effektiven Potentials finden24.

Die Gestalt des effektiven Potentials Veff aus (2.96) im Standardmodell ist abhängig
von den Parametern der Theorie. In Abb. 2.6 ist Veff als Funktion von Φcl für verschie-
dene Werte der Higgs-Masse MH qualitativ gezeigt (vgl. auch [48]).

Bei hohen Feldstärken Φcl tritt ein zweites Minimum im effektiven Higgs-Potential
auf. Man beachte allerdings, dass dieses Potential in Störungstheorie berechnet wird.
Die Aussage über die Existenz eines zweiten Minimums bei der Feldstärke Φmin

cl
ist

folglich mit der Einschränkung verbunden, dass eine störungstheoretische Betrachtung
bis zu einer Energieskala µ ∼ Φmin

cl möglich ist. Dies ist nicht der Fall, wenn eine der
Kopplungen, von denen das effektive Potential abhängt, bei einer Energieskala µ . Φmin

cl

zu groß wird oder sogar divergiert.
Ist MH größer als ein kritischer Wert mmin, die sogenannte minimale Stabilitäts-

grenze, so handelt es sich hierbei nur um ein lokales Minimum zusätzlich zum globalen
Minimum an der Fermi-Skala bei |Φcl| = v√

2
. Damit ist der Grundzustand des Standard-

modells stabil. Variiert man nun die Higgs-Masse zu niedrigeren Werten hin, so sinkt

24Aufgrund der oben angesprochenen Einschränkung der Legendre-Transformation auf konvexe
Funktionen ergibt sich allerdings eine Schwierigkeit bei der Interpretation von Veff(Φcl) als potentielle
Energiedichte, welche in Kap. 2.5.3 diskutiert wird.
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das zweite Minimum bis es schließlich für MH = mmin auf gleicher Höhe wie das erste
liegt. Für noch kleinere Werte von MH ist die energetisch günstigste Feldkonfiguration
beim zweiten Minimum. Durch quantenmechanisches Tunneln durch die Potentialbar-
riere kann nun der lokale Grundzustand des Standardmodells an der Fermi-Skala in
dieses absolute Minimum zerfallen. Dies entspricht einem Phasenübergang erster Ord-
nung, bei dem der Ordnungsparameter Φcl einen Sprung vollzieht. In diesem Fall ist
das Standardmodellvakuum nicht stabil. Man unterscheidet nun noch zwischen dem in-
stabilen Fall, in dem das zweite Minimum so tief liegt, dass der Phasenübergang schon
aufgetreten sein müsste, und dem metastabilen Szenario, in dem die Lebensdauer des
Standardmodellvakuums größer als das Alter des Universums ist, und der Phasen-
übergang deshalb zwar prinzipiell möglich, aber noch nicht aufgetreten ist. Wäre das
Standardmodellvakuum instabil mit einem globalen Minimum des effektiven Potentials
unterhalb der Planck-Skala, so wäre dies ein klarer Indikator für neue Physik zwischen
Fermi- und Planck-Skala, die diesen Widerspruch mit den experimentellen Beobach-
tungen beheben müsste. Das Vakuumstabilitätsproblem wird in der Literatur an vielen
Stellen besprochen. Wichtige erste Untersuchungen finden sich z.B. in [49–52].

Die Untergrenze für ein stabiles Standardmodellvakuum bis zur Plack-Skala lässt
sich direkt aus dem effektiven Higgs-Potential gewinnen, indem man dieses in einer be-
stimmten Schleifenordnung berechnet und dann die auftretenden großen Logarithmen

der Form ln
(

Φ2
cl

µ2
0

)

unter Verwendung von Renormierungsgruppenfunktionen resum-

miert (vgl. z.B. [47]). Dabei ist µ0 die Skala, bei der die Startwerte der Kopplungen
bestimmt werden, z.B. µ0 = Mt. Die Bedingung, dass für Φcl < Λ kein tieferes Mini-
mum als das Standardmodellvakuum auftritt, legt dann mmin fest, wobei Λ = MPlanck

die untersuchte Gültigkeitsgrenze der Theorie ist.
Es gibt aber auch einen einfacheren Weg, das Standardmodellvakuum auf Stabilität

zu untersuchen, nämlich mit Hilfe der laufenden Higgs-Selbstkopplung. Dieser Weg wird
im Folgenden aufgezeigt.

2.5.2 Vakuumstabilität und das Laufen der Higgs-Selbstkopplung

Unter der Annahme, dass das zweite Minimum des effektiven Higgs-Potentials bei
Feldstärken Φcl ≫MZ , also deutlich größer als die elektroschwache Skala, liegt, lässt
sich zeigen [4,5], dass die Bedingung der Vakuumstabilität bis zur Skala Λ in sehr guter
Näherung äquivalent zu der Bedingung

λ(µ) > 0 ∀µ < Λ (2.101)

ist. Für große Feldstärken Φcl ∼ Λ≫MZ lässt sich das effektive Potential durch das
Renormierungsgruppenpotential

VRG(Φcl) := λ(Φcl)Φ
4
cl
(Φcl) := λ(t)




Φcl · e

− 1
2

t∫

0

dt′γΦ({gi(t′)})






4

(2.102)
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mit t := ln
(

Φ2
cl

µ2
0

)

approximieren25 [4, 5, 47, 53, 54].

Dieses erhält man, indem im klassischen Potential V (Φcl) aus (2.14) sowohl die
Kopplung λ als auch das Feld Φcl = 〈0|Φ|0〉 durch die effektiven Größen λ(µ) und

Φcl(µ) := 〈0|Φ|0〉 exp

{

−1
2

t∫

0
dt′γΦ({gi(t′)})

}

mit t := ln
(

µ2

µ2
0

)

an der Skala µ = Φcl er-

setzt werden. Im Limes großer Φcl kann der im Skalarfeld quadratische Ausdruck ∝ m2

vernachlässigt werden.
Zur Motivation der Näherung (2.102) wird im Folgenden explizit gezeigt, dass

VRG(Φcl) und Veff(Φcl) in Einschleifenordnung für große Φcl asymptotisch übereinstim-
men. Die Argumentation und Notation folgen hierbei den Arbeiten [6, 47].

Laut [3, 6, 47] ist das effektive Potential in Einschleifennäherung durch26

V (1 loop)

eff
=m2(µ0)Φ

2
cl

+ λ(µ0)Φ
4
cl

+
1

16π2

{

1

4
H2

(

ln

[

H

µ2
0

]

− 3/2

)

+
3

4
G2

(

ln

[

G

µ2
0

]

− 3/2

)

+
3

2
W 2

(

ln

[

W

µ2
0

]

− 5/6

)

+
3

4
Z2

(

ln

[

Z

µ2
0

]

− 5/6

)

− 3 T 2

(

ln

[

T

µ2
0

]

− 3/2

)}

(2.103)

mit

H := m2(µ0) + 6 λ(µ0)Φ
2
cl

(2.104)

G := m2(µ0) + 2 λ(µ0)Φ
2
cl

(2.105)

W := g2
2(µ0)

Φ2
cl

2
(2.106)

Z :=
(

g2
1(µ0) + g2

2(µ0)
) Φ2

cl

2
(2.107)

T := y2
t
(µ0)Φ

2
cl

(2.108)

gegeben. Für große Φcl sind die Terme ∝ m2(µ0)Φ2
cl

in (2.103) vernachlässigbar und

25Der Faktor 1
2 in der Exponentialfunktion folgt aus der Definition (2.81) für die anomale

Dimension, die das Laufen von Φ†Φ beschreibt. In anderen Arbeiten, z.B. [6], beschreibt γΦ direkt
das Laufen von Φ, sodass dort der Faktor 1

2 nicht steht. In [6] wird also implizit die Definition

γΦ := −µ2
d ln
(

Z
(2Φ)
2

)
−

1
2

dµ2 verwendet.

Außerdem sind in der Literatur auch die Definitionen t := ln
(

Φcl

µ0

)

, βgi
:= µ dgi

dµ
und

γΦ := −µ
d ln
(

Z
(2Φ)
2

)
−

1
2

dµ
zu finden, welche mit den in dieser Arbeit verwendeten über Faktoren

von 1
2 zusammenhängen, z.B. µ dgi

dµ
= 1

2 µ2 dgi

dµ2 .
26Die Notation von [6] erhält man durch die Ersetzungen λ→ λ0

6 , m2 → −m2
0 und Φcl → Φ√

2
. Es

wird die Landau-Eichung verwendet.



2.5. Der Higgs-Sektor des Standardmodells und die Stabilität des Vakuums 27

man erhält

V (1 loop)

eff
=λ(µ0)Φ

4
cl

+
Φ4

cl

16π2

{

λ2

(

12 ln(λ)− 18 + 9 ln(6) + 3 ln(2) + 12 ln

(

Φ2
cl

µ2
0

))

+ g4
2

(

3

16
ln
(

g2
1 + g2

2

)

+
3 ln(g2)

4
− 15

32
− 9 ln(2)

16
+

9

16
ln
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Φ2
cl

µ2
0

))

+ g2
1g2

2

(

3

8
ln
(

g2
1 + g2

2

)

− 5

16
− 3 ln(2)

8
+

3

8
ln

(

Φ2
cl

µ2
0

))

+ g4
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(

3

16
ln
(

g2
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2

)

− 5

32
− 3 ln(2)

16
+

3

16
ln

(

Φ2
cl

µ2
0

))

+ y4
t

(

−6 ln(yt) +
9

2
− 3 ln

(

Φ2
cl

µ2
0

))}

µ=µ0

+O
(

m2(µ0)Φ
2
cl

)

.

(2.109)

Im Grenzfall großer Φcl sind außerdem die Terme ∝ Φ4
cl

ln
(

Φ2
cl

µ2
0

)

in (2.109) domi-

nant27 und man erhält das asymptotische Verhalten

V (1 loop)

eff
≃λ(µ0)Φ

4
cl

+
Φ4

cl

16π2
ln

(

Φ2
cl

µ2
0

){

λ212 + g4
2

9

16
+ g2

1g2
2

3

8
+ g4

1

3

16
− y4

t
3
}

µ=µ0

=λ(µ0)Φ
4
cl +

Φ4
cl

16π2
ln

(

Φ2
cl

µ2
0

)
{

β
(1)
λ − 2λγ(1)

Φ

}

µ=µ0

=λ(t)·




Φcle

− 1
2

t∫

0

dt′γΦ({gi(t′)})






4

+O(t2)

+O(höhere Potenzen der Kopplungen),
(2.110)

also gerade die ersten beiden Terme in der Taylor-Entwicklung von VRG aus (2.102) in

t := ln
(

Φ2
cl

µ2
0

)

. Dabei wurden die Einschleifen-Renormierungsgruppenfunktionen [55–58]

β
(1)
λ =

3g4
1

16
+

3

8
g2

1g2
2 −

3

2
g2

1λ +
9g4

2

16
− 9

2
g2

2λ + 12λ2 + 6λy2
t
− 3y4

t
(2.111)

und

γ(1)
Φ

= −3g2
1

4
− 9g2

2

4
+ 3y2

t
(2.112)

verwendet. Die Gültigkeit dieser Approximation wurde auch explizit für das effektive
Higgs-Potential auf Zweischleifenniveau [58] und partiell28 auf Dreischleifenniveau [59]
gezeigt.

27 Für Φcl = 1010
(
1019

)
GeV und µ0 = Mt findet man ln

(
Φ2

cl

µ2
0

)

≈ 35,8 (77,2). Damit ergibt sich

beispielsweise für die Terme ∝ λ2 numerisch (12 ln(λ(µ0))− 18 + 9 ln(6) + 3 ln(2)) ≈ −24 gegenüber

12 ln
(

Φ2
cl

µ2
0

)

≈ 430 (926), was die Gültigkeit der Näherung für Φcl ≫ µ0 zeigt. Für die anderen Terme

in (2.109) ist das Verhältnis ähnlich.
28In Dreischleifenordnung wurden in [59] nur die Kopplungen gs, yt und λ berücksichtigt.
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Den Zusammenhang zwischen dem effektiven Potential und den Renormierungs-
gruppenfunktionen sieht man auch, wenn man die Renormierungsgruppengleichung für
das effektive Potential betrachtet (vgl. [5, 47]).

Definiert man das effektive Potential zunächst als Funktion der nackten Feldstärke
ΦB

cl
und in Abhängigkeit der nackten Parameter der Theorie, so ist es offensichtlich

unabhängig von µ, es gilt also

µ2 d

dµ2
V B

eff(ΦB

cl) = 0. (2.113)

Die Funktionsgleichung für das renormierte Potential Veff(Φcl) erhält man nun, indem
man alle nackten Grössen durch renormierte Größen und Renormierungskonstanten
ausdrückt, welche dann die µ-Abhängigkeit enthalten. Da Veff nun als Funktion der
renormierten Feldstärke Φcl definiert wird, sind sowohl Veff(Φcl) als auch Φcl abhängig
von µ. Damit erhält man für das effektive Potential die Callan-Symanzik-Gleichung29

(

µ2 ∂

∂µ2
+
∑

i

βgi

∂

∂gi

− 1

2
γΦΦcl

∂

∂Φcl

)

Veff(Φcl) = 0, (2.114)

welche in Zweischleifenordnung [58] und partiell in Dreischleifenordnung [59] explizit
verifiziert wurde.

In dieser Arbeit wird für die Untersuchung der Vakuumstabilität das Kriterium
(2.101) zugrunde gelegt. Eine der ersten Arbeiten, in der dieser Zugang gewählt wurde
ist [53]. Zahlreiche Arbeiten neueren Datums zur Vakuumstabilität im Standardmodell
[8, 9, 35, 48, 60–64] gehen ebenfalls nach der hier beschriebenen Methode vor.

Unter Verwendung von Zweischleifen-Betafunktionen [55–58, 65–75] und Ein-
schleifenkorrekturen für die Konvertierung von MS- zu On-shell-Parametern [76–78]
wurden bereits vor der Entdeckung des Higgs-Bosons [1, 2] die Abschätzungen
mmin = (129± 3) GeV für die Untergrenze, bis zu der das Standarmodellvakuum bis
zur Planck-Skala stabil ist, und MH > (111± 3) GeV als Bedingung dafür das wenigs-
tens Metastabilität bis zu Planck-Skala gewährleistet ist, getroffen [62]30. Mit der nun
gefundenen Higgs-Masse MH ≈ 125,9 GeV [37–40] ist ein vollständig instabiles Stan-
dardmodellvakuum zwar nicht wahrscheinlich, die Frage, ob Stabilität vorliegt oder
nicht, dafür aber umso interessanter31.

Zur Illustration der aktuellen Bedeutung dieser Betrachtung ist in Abb. 2.7 die

29Mit der Definition (2.81) für die anomale Dimension des Skalarfeldes gilt µ2 dΦ
dµ2 = − 1

2 γΦΦ.
30Ähnliche Grenzen finden sich auch in [79]. Neuere Untersuchungen, die bereits die Ergebnisse

dieser Arbeit einbeziehen, kommen unter Verwendung von Dreischleifen-Betafunktionen [7, 8, 80–84]
und Zweischleifen-Konvertierung von MS- zu On-shell-Parametern [35] zu einer ähnlichen Stabilitäts-
grenze, allerdings mit kleinerer Unsicherheit, z.B. mmin = (129,1± 1,5) GeV in [35].

31Tatsächlich kann man auch umgekehrt vorgehen und postulieren, dass die Natur ein Gleichge-
wicht von zwei Phasen, also Vakuumerwartungswerten des Skalarfeldes, anstrebt, welche durch eine
fundamentale Skala getrennt sein sollen. Eine naheliegende Wahl für die Separationsskala zwischen
den beiden Minima des effektiven Potentials ist die Planck-Skala. Aus diesen beiden Forderungen
wurden bereits 1995 von Froggatt und Nielsen die Higgs- und top-Massen mit MH = 135± 9 GeV
und Mt = 173± 5 GeV nahe der experimentellen Werte abgeschätzt [85]. Ähnlich wurden Higgs- und
top-Masse später aus den Forderungen λ(MPlanck) = 0 und βλ(MPlanck) = 0 bestimmt [64].
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Abbildung 2.7: Evolution von λ(µ) für verschiedene Werte von MH bei festem
Mt = 173,34 GeV und αs(MZ) = 0,1184.

Evolution der Higgs-Selbstkopplung für verschiedene Werte der Higgs-Masse MH ge-
zeigt32.

Im Falle einer zu kleinen Higgs-Masse (hier 80 GeV) wird λ schon bei niedrigen
Skalen negativ und das Standardmodellvakuum ist nicht mehr stabil. Für eine große
Higgs-Masse (hier 170 GeV) wächst λ stark an. Tatsächlich resultiert aus der Forde-
rung, dass λ bis zur Planck-Skala nicht divergieren soll33 in einer Obergrenze für die
Higgs-Masse, welche ungefähr auf mmax ≈ 175 GeV abgeschätzt wurde [4, 86–88]34. In-
teressant ist vor allem der Bereich um 126 GeV, also im Bereich der beobachteten

32Für dieses Schaubild wurden Zweischleifen-Betafunktionen verwendet [55–58, 65–75] sowie Ein-
schleifenkorrekturen für die Konvertierung von MS- zu On-shell-Parametern [48,76–78]. Ein ähnliches
Schaubild wurde auch in meiner Arbeit [9] veröffentlicht.

33Auf Einschleifenniveau spricht man in diesem Fall von einem Landau-Pol, in höheren Schleifen-
ordnungen von einem ultravioletten Fixpunkt, in dessen Nähe λ keine schwache Kopplung ist, sodass
die Theorie hier nicht mehr perturbativ behandelt werden kann.

34Extrapoliert man die Evolution von λ deutlich über die Planck-Skala hinaus, wobei man naiv
die Standardmodell-Betafunktionen weiterverwendet, so wird in allen in Abb. 2.7 gezeigten Fällen λ
wieder positiv und divergiert schließlich. Der Grund hierfür ist, dass die Kopplungen gs und yt, die
bei niedrigeren Skalen dominieren, bei ca. 1016 GeV von der gleichen Größenordnung wie die elek-
troschwachen Kopplungen sind. Danach wird die U(1)-Kopplung g1 dominant, welche selbst jenseits
der Planck-Skala divergiert. Das effektive Potential ist damit auch in der Näherung (2.102) stets for-
mal nach unten begrenzt, allerdings macht eine solche Betrachtung über die Planck-Skala hinaus keine
physikalische Aussage, da hier Gravitationseffekte zu berücksichtigen sind. Außerdem ist ein Bereich,
in dem Kopplungen divergieren nicht perturbativ zugänglich.
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Higgs-Masse. Gerade hier kommt λ bei der Planck-Skala Null sehr nahe, so dass die
Frage nach der Gültigkeit der Vakuumstabilitätsbedingung (2.101) eine Präzisionsana-
lyse erfordert. Dies dient als eine der wesentlichen Motivationen für die Untersuchung
der Evolution von λ in höheren Schleifenordnungen.

2.5.3 Physikalische Schwierigkeiten des effektiven Potentials

Im Zusammenhang mit dem in Kap. 2.5.1 eingeführten effektiven Potential treten ver-
schiedene physikalische Subtilitäten auf, die im Folgenden diskutiert werde.

Konvexität des effektiven Potentials

In Kap. 2.5.1 wurde die effektive Wirkung zunächst als Legendre-Transformierte (2.92)
des erzeugenden Funktionals (2.90) definiert, welche aufgrund der Konvexitätseigen-
schaft dieser Transformation in (2.94) auf ein konvexes effektives Potential führen müss-
te. Das gemäß (2.96) aus den 1PI-Greensfunktionen berechnete effektive Potential hat
aber in den meisten interessanten Quantenfeldtheorien, und so auch im Standardmodell
(s. Abb. 2.6), nicht diese Eigenschaft.

In den Bereichen, wo Veff(Φcl) konvex ist, hat es die Bedeutung einer Energiedich-
te. Tatsächlich beschreibt ein konvexes Veff(Φcl) die Energiedichte des mit der Quan-
tenfeldtheorie beschriebenen Systems im Zustand |Ψ〉, für den der Erwartungswert
des Hamilton-Operators 〈Ψ|H|Ψ〉 mit der Randbedingung 〈Ψ|Φ(x)|Ψ〉 = Φcl minimal
wird [47]. Ist Veff(Φcl) nicht konvex, so bedeutet dies, dass sich zwischen zwei lokalen
Minima Φ1 und Φ2 eine Potentialbarriere befindet. Die dazwischenliegenden Werte der
Feldstärke Φ1 < Φcl < Φ2 kann man für 〈Ψ|Φ(x)|Ψ〉 = Φcl auch erreichen, indem man
den Zustand |Ψ〉 des Systems als Superposition von Zuständen mit Feldstärken Φ1 und
Φ2 aufbaut, also

Φcl = κΦ1 + (1− κ)Φ2, (0 < κ < 1). (2.115)

Damit ist anschaulich klar, dass die Energiedichte durch die konvexe Einhüllende
Vc(Φcl) von Veff(Φcl) gegeben ist (s. Abb. 2.6). Somit ist die Energiedichte gerade die dop-
pelte Legendre-Transformierte des effektiven Potentials Veff aus (2.96). Dies bedeutet,
dass man analog zur Interpretation der Maxwell-Konstruktion in der Thermodynamik,
zwischen den beiden lokalen Minima eine Koexistenz zweier Phasen hat.

Trifft man die zusätzliche Einschränkung, dass keine solche Phasenkoexistenz in
einem Punkt x auftritt, also die Feldstärke des Skalarfeldes im Zustand |Ψ〉 bei genau
einem festen Wert Φcl liegt, so beschreibt Veff in führender Ordnung die Energiedich-
te des Systems mit dieser zusätzlichen Randbedingung [47]35. Eine solche homogene
Feldkonfiguration wird im Standardmodell beispielsweise um den Wert |Φcl| = v√

2
an-

genommen, ebenso wie in vielen Analysen, welche aus der Form der Potentialbarriere
in Veff mit Hilfe semiklassischer Analogieüberlegungen auf die Lebensdauer eines meta-
stabilen Standardmodellvakuums schließen (vgl. z.B. [35, 48, 61, 62]).

35In dem Bereich, wo Veff nicht konvex ist, ergibt die Berechnung nach (2.96) einen Imaginärteil,
welcher die Tatsache reflektiert, dass hier keine stabilen Feldkonfigurationen liegen [47].
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Abbildung 2.8: Effektives konvexes Higgs-Potential Vc für die beiden Szenarien aus
Abb. 2.6. Das effektive Potential Veff ist gestrichelt eingezeichnet.

Eichabhängigkeit des effektiven Potentials

Ein Problem stellt auf den ersten Blick auch die Tatsache dar, dass das effektive Po-
tential (2.96) ebenso wie die Näherung (2.102) von den Eichparametern ξ, ξW und ξB

abhängen36. Dies darf andererseits auch nicht verwundern, da das renormierte Quan-
tenfeld Φ(µ) ebenfalls eine eichabhängige Größe ist, wenn man eine Theorie mit Eich-
sektor betrachtet, der direkt oder indirekt über Fermionen an das Skalarfeld koppelt.
Welche Bedeutung darf man aber nun der Position der Minima eines solchen Potentials
beimessen, wenn diese von der Wahl unphysikalischer Parameter abhängt?

Diese Problematik wurde bereits 1974 von R. Jackiw festgestellt [89] und in diver-
sen Arbeiten weiter untersucht [90–93]. Der Argumentation von [93] folgend, wird im
Folgenden gezeigt, wie ein eichinvariantes effektives Potential für einen eichabhängigen
Ordnungsparameter konstruiert werden kann und daraus eichunabhängige physikali-
sche Aussagen getroffen werden können.

Anhand der Renormierungsgruppengleichung für das effektive Potential (2.114) ist
ersichtlich, dass die gesamte Abhängigkeit des effektiven Potentials von den Eichpara-
metern durch die anomale Dimension des Skalarfeldes ausgedrückt werden kann, da die
Betafunktionen nicht von diesen abhängen. Für die folgende Betrachtung ist es sinn-
voll das dimensionslose Potential V ′

eff
:= Veff

µ4 einzuführen, welches nur vom Verhältnis
Φcl

µ
abhängt. Damit erhält man die Callan-Symanzik-Gleichung [3, 93]
(

µ2 ∂

∂µ2
+
∑

i

βgi

∂

∂gi
− 1

2
γΦΦcl

∂

∂Φcl

+ 2

)

V ′
eff

(

Φcl

µ
, {gi}, ξ, ξW , ξB

)

= 0, (2.116)

welche mit t := ln
(

Φ2
cl

µ2

) 1
1+γΦ

als

(

− ∂

∂t
+
∑

i

βgi

∂

∂gi
+ 2

)

V ′
eff

(

Φcl

µ
, {gi}, ξ, ξW , ξB

)

= 0 (2.117)

36Die Abhängigkeit von den Eichparametern in einer allgemeinen Rξ-Eichung wird im Folgenden
kurz als Eichabhängigkeit bezeichnet.
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geschrieben werden kann. Dadurch wird die gesamte Eichabhängigkeit in t absorbiert.
Die Lösung dieser Differentialgleichung hat die Gestalt [93, 94]

V ′
eff

=

(

Φcl

µ

) 4
1+γΦ

f({gi}) = e2tf({gi}), (2.118)

wobei die Funktion f die Differentialgleichung

∑

i

βgi

∂

∂gi
f({gi}) = 0 (2.119)

erfüllt und somit nicht von den Eichparametern abhängt. Dies bedeutet, dass das eich-

abhängige Feld Φ̃cl :=
(

Φcl

µ

) 2
1+γΦ ein geeigneter Ordnungsparameter für die Symme-

triebrechung des betrachteten System ist und dass das effektive Potential für diesen
keine weitere Abhängigkeit von den Eichparametern besitzt37.

Eine äquivalente Möglichkeit einen Ordnungsparameter zu konstruieren ist in der
Herleitung der Renormierungsgruppengleichung (2.114) für das effektive Potential Φcl

durch

ΦB

cl
=
√

Z
(2Φ)
2 Φcl (2.120)

zu ersetzen. Hierin ist die klassische Feldstärke Φcl eichunabhängig und die Renormie-

rungskonstante
√

Z
(2Φ)
2 eichabhängig. Dies führt auf








µ2 ∂

∂µ2
+
∑

i

βgi

∂

∂gi

+ µ2 dΦB
cl

dµ2
︸ ︷︷ ︸

≡0

∂

∂ΦB
cl








V̄eff (ΦB

cl
, {gi}) = 0, (2.121)

also (

µ2 ∂

∂µ2
+
∑

i

βgi

∂

∂gi

)

V̄eff (ΦB

cl
, {gi}) = 0 (2.122)

mit dem effektiven Potential V̄eff für das nackte Feld ΦB
cl
. Auch hier wurde die Eichab-

hängigkeit des effektiven Potentials in das Skalarfeld, genauer gesagt seine Renormie-
rungskonstante, absorbiert. In [93] wird auf Einschleifenniveau explizit gezeigt, dass
das effektive Potential ausgedrückt durch ΦB

cl
eichunabhängig ist. Für die Näherung

des effektiven Potentials durch das Renormierungsgruppenpotential (2.102) ist dies
offensichtlich.

Man kann nun weiter zeigen, dass die Stationaritätsbedingungen
[

dVeff

dΦcl

]

Φcl=µ

= 0, (2.123)

[

dV ′
eff

dΦ̃cl

]

Φ̃cl=1

= 0, (2.124)

[

dV̄eff

dΦB
cl

]

Φcl=µ

= 0 (2.125)

37Die Eichparameterkonfigurationen mit γΦ = −1 sind allerdings auszunehmen. Diese stellen im
Eichparameterraum eine Nullmenge dar.
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äquivalent sind und weiter, dass die Vorzeichen der zweiten Ableitungen gleich sind,
z.B.

[

d2Veff

dΦ2
cl

]

Φcl=µ

= µ2

(

2

1 + γΦ

)2

︸ ︷︷ ︸

>0

[

d2V ′
eff

dΦ̃2
cl

]

Φ̃cl=1

. (2.126)

Damit ist die Anzahl und Art der Extrema des effektiven Potentials nicht von der
Wahl der Eichparameter abhängig. An der Näherung durch das Renormierungsgrup-
penpotential (2.102) sieht man, dass die Lage eines zweiten Minimums des effektiven
Higgs-Potentials im Standardmodell durch die Nulldurchgänge von λ begrenzt sind,
welche durch die eichunabhängige Evolution von λ gegeben sind. Falls λ nicht negativ
wird, tritt auch kein tieferes Minimum als das an der Fermi-Skala auf. Falls λ negativ
wird, so treten im Standardmodell genau zwei Nulldurchgänge auf. Durch Variation
der Eichparameter ist zwar eine Verschiebung des zweiten Minimums zwischen diesen
Nulldurchgängen möglich, jedoch nicht darüber hinaus. In diesem Fall liegt das zweite
Minimum stets tiefer als das erste an der Fermi-Skala.

Eine ausführliche Diskussion der Eichabhängigkeit des effektiven Potentials wurde
in [95] vorgestellt. Darin wird explizit gezeigt, dass die minimale Stabilitätsgrenze mmin,
also die kritische Masse des Higgs-Bosons, eichunabhängig ist, die Lage der Minima des
effektiven Potentials hingegen nicht.

Die Frage, ob das Standardmodellvakuum stabil ist oder nicht, lässt sich also ei-
chunabhängig beantworten. Die genaue Lage des zweiten Minimums und damit der
Vakuumerwartungswert 〈Φ〉 ist allerdings sowohl von der Eichung als auch von der
Wahl eines Renormierungsschemas abhängig. Das ist kein Problem, da Felder keine
Observablen sind und somit auch ihr Vakuumerwartungswert nicht. Physikalische Be-
obachtungsgrößen sind beispielsweise Polmassen oder die Lebensdauer eines Teilchens
oder Zustandes. Diese Größen dürfen in allen sinnvollen Rechnungen nicht von der
Wahl der Eichparameter abhängen.

Das effektive Potential hingegen ist ein Hilfsobjekt zur Untersuchung der sponta-
nen Symmetriebrechung. Es ist also legitim seine Berechnungen in einem bestimmten
Renormierungsschema und einer bestimmten Eichung durchzuführen. Üblicherweise
werden das MS-Schema und die Landau Eichung ξ = ξW = ξB = 0 verwendet. In die-
ser Eichung konvergiert die Störungsreihe für die Berechnung des effektiven Potentials
gut. Es ist klar, dass man dann auch nur in diesem Renormierungsschema und in
dieser Eichung eine Aussage für den Vakuumerwartungswert des Skalarfeldes erhält.
Die grundlegende Feststellung, ob das Standardmodellvakuum stabil ist oder nicht, ist
aber eichunabhängig und sollte als physikalische Aussage auch nicht von der Wahl eines
Renormierungsschemas abhängen38.

In Kap. 5 wird anhand der eichunabhängigen Bedingung (2.101) genau diese Frage,
nämlich die nach der Stabilität des Grundzustands des Standardmodells, untersucht.

38Da alle Untersuchungen zu diesem Thema im MS-Schema vorgenommen werden, ist die letzte
Aussage aber nicht explizit überprüfbar.



34 Kapitel 2. Das Standardmodell und die Stabilität seines Grundzustands



KAPITEL 3

Betafunktionen im Standardmodell zur

Dreischleifenordnung

3.1 Renormierungsgruppenfunktionen in dimensionaler

Regularisierung

Ausgangspunkt für die Berechnung von Betafunktionen und anomalen Dimensionen
ist die Tatsache, dass die nackten Kopplungen, Massen und Felder nicht von der Re-
normierungsskala µ abhängen. Für eine beliebige Kopplung gx an einem Vertex mit N
Beinchen gilt

gx,B = (µε)ρx

(

gx +
∞∑

i=1

ai({gj})
εi

)

, (3.1)

wobei ρx = N − 2. Es gilt also wie in (2.50)

ρx =







0 für N = 2 (Massen, z.B. m2)

1 für N = 3 (Eich- und Yukawa-Kopplungen)

2 für N = 4 (Higgs-Selbskopplung λ)

(3.2)

und die ai Potenzreihen in allen Kopplungen {gj} der Theorie sind. Die Anwendung

der Operation
(

µ2 d
dµ2

)

auf (3.1) führt auf

0 =
ρx

2
εgx + β [D=4−2ε]

gx
+ µ2 d

dµ2

( ∞∑

i=1

ai({gj})
εi

)

+
ρx

2
ε

( ∞∑

i=1

ai({gj})
εi

)

, (3.3)

wobei

β [D=4−2ε]
gx

= dµ2 d

dµ2
gx (3.4)

die Betafunktion in D = 4− 2ε Raumzeitdimensionen ist.

35
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Schon auf Baumgraphenniveau, also für ai ≡ 0 unterscheiden sich die Betafunktion
in D = 4 und D = 4− 2ε.

β [D=4]
gx

≡ βgx =
ρx

2
εgx + β [D=4−2ε]

gx
(3.5)

Die beiden Reihen µ2 d
dµ2

( ∞∑

i=1

ai({gj})

εi

)

und ρx

2
ε
(∞∑

i=1

ai({gj})

εi

)

in (3.3) enthalten offen-

sichtlich keine Terme ∝ ε. Daher gilt (3.5) in allen Ordnungen der Störungstheorie. Es
folgt daher

0 = βgx +
∑

i

(

βgi
− ρiε

2
gi

)
∂

∂gi

∞∑

n=1

an

εn
+

ρx

2

∞∑

n=1

an

εn−1
, (3.6)

also eine Beziehung zwischen den Betafunktionen und den Funktionen ai in Form einer
Reihe in 1

ε
Ein Vergleich der Koeffizienten zu 1

ε0 in (3.6) führt auf

βgx =
1

2

[
∑

i

ρi gi
∂

∂gi
− ρx

]

a1({gj}), (3.7)

was zeigt, dass die Betafunktionen allein durch die 1
ε
-Pole der Renormierungskonstan-

ten gegeben sind. Weitere Koeffizientenvergleiche zu 1
εn mit n > 0 in (3.6) zeigen, dass

die an mit n > 1 nicht unabhängig, sondern durch a1 und die Betafunktionen aller
Kopplungen bestimmt sind.

Analog kann man die Betafunktion für den Massenparameter m2 im Higgs-
Potential (2.14) berechnen. Hier fehlt allerdings der Faktor (µε)ρ, da ρ = 0 ist, sodass
man mit

m2
B = m2

(

1 +
∞∑

i=1

bi{gj}
εi

)

(3.8)

die Berechnungsvorschrift

βm2 =
1

2

[
∑

i

ρi gi
∂

∂gi

]

b1({gj}), (3.9)

findet. Für die anomale Dimension γΓ einer Renormierungskonstanten

ZΓ = 1 +
∞∑

i=1

ci{gj}
εi

(3.10)

lässt sich analog die Formel

γΓ = −d ln ZΓ

d ln µ2
= −µ2

ZΓ

dZΓ

dµ2
=

1

2

[
∑

i

ρi gi
∂

∂gi

]

c1({gj}), (3.11)

herleiten.
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3.2 Mehrschleifenrechnungen im Standardmodell

3.2.1 Renormierung von Mehrschleifendiagrammen

In Kap. 2.3.2 wurde beschrieben, wie ultraviolette Divergenzen mittels lokaler Coun-
terterme absorbiert werden können, was zu einer Renormierung der Parameter und
Felder der Theorie führt. Dies bedeutet, dass auch nur lokale, also maximal polynomi-
ell von äußeren Impulsen abhängige, Divergenzen in Countertermen absorbiert werden
können. In Mehrschleifendiagrammen treten aber auch Subdivergenzen auf, welche da-
her rühren, dass bei der Integration über alle Schleifenimpulse für den Betrag eines
euklidischen Impulses |P | → ∞ gilt, für einen anderen jedoch nicht. In Abb. 3.1 wird
dies an einem Beispiel verdeutlicht.

In Diagramm (a) muss über die Schleifen 1, 2 und 3 integriert werden. Diagramm
(b) ist ein Zweischleifendiagramm, in das ein Einschleifencounterterm eingesetzt wird,
um die Subdivergenz in (a) zu absorbieren, die auftritt, wenn Impuls 3 gegen Unend-
lich strebt, aber die Impulse 1 und 2 endlich sind. Analog absorbiert Diagramm (c)
die Subdivergenz, die auftritt, wenn Impuls 1 gegen Unendlich strebt und die Impul-
se 2 und 3 endlich bleiben. Schleife 2 ist für sich allein UV-endlich, wie ein naives
Abzählen der Potenzen von p in den Propagatoren zeigt. Eine weitere Subdivergenz
entsteht aber noch von der Region des Integrationsgebietes, in der die Impulse 1 und 3
gegen Unendlich streben. Diese wird von Diagramm (d) aufgehoben, einem Einschlei-
fendiagramm mit zwei Einsetzungen von Einschleifencountertermen. Die Summe der
Diagramme (a),(b),(c) und (d) besitzt nur noch eine im Ortsraum lokale Divergenz,

welche in den Dreischleifenanteil des Counterterms δZ
(4Φ)
1 eingeht.

Diese Methode der Renormierung von Mehrschleifendiagrammen mittels Counter-
termen ist äquivalent zur sogenannten R-Operation, welche in [96] definiert wird. Dort
wird auch für den Fall dimensionaler Regularisierung bewiesen, dass dieses Vorgehen
für alle Diagramme in allen Schleifenordnungen funktioniert.

(a)

1 2 3 +

δZ
(4Φ)
1

(b)

+

δZ
(4Φ)
1

(c)

+

δZ
(4Φ)
1 δZ

(4Φ)
1

(d)

+

δZ
(4Φ)
1

(e)

= endlich

Abbildung 3.1: Renormierung von Mehrschleifendiagrammen
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Um alle Dreischleifendiagramme für einen bestimmten Prozess, z.B. die Vier-Φ-
Wechselwirkung renormieren zu können, werden also alle anderen Counterterme der
Theorie in Ein- und Zweischleifenordung benötigt. Aus diesem Grunde wurden für
diese Arbeit stets zunächst alle Einschleifencounterterme bestimmt, dann alle Zwei-
schleifencounterterme und schließlich die benötigten Dreischleifencounterterme.

Bei der praktischen Implementierung der Feynman-Regeln am Computer wird da-
her jeder Vertex in Ein- und Zweischleifendiagrammen mit einer additiven Variablen
als Platzhalter für den entsprechenden Counterterm versehen. Der Vier-Φ-Vertex bei-
spielsweise wird als (−λ + h · δZ(4Φ)

1 ) eingesetzt. Jeder Propagator wird ersetzt durch
eine Summe aus dem Propagator und dem Propagator mit einer bzw. mit zwei Coun-
tertermeinsetzungen:

→ + h ·


 δZ


 + h2 ·


 δZ δZ


 (3.12)

Dabei kann δZ im Fall von Vektor- und Skalarfeldern sowohl Anteile proportional zum
Impuls p2 als auch proportional zur Hilfsmasse M2 (vgl. Kap. 3.2.3) enthalten. Im Fall
von Fermionfeldern wird δZ gemäß

δZ → (PL δZL + PR δZR) (3.13)

in einen links- und rechtshändigen Anteil zerlegt, wobei PL und PR die Projektoren
aus (2.5) sind. Die Hilfsvariable h dient hier der Buchführung. Für eine Dreischleifen-
rechnung müssen in die Einschleifendiagramme maximal zwei Counterterme eingesetzt
werden und in die Zweischleifendiagramme maximal ein Counterterm. Wir multiplizie-
ren jedes Diagramm mit hL, wobei L die Schleifenordnung ist und verwerfen dann alle
Terme in denen h mit einer höheren Potenz als 3 auftritt.

Zunächst werden die Einschleifencounterterme berechnet. Hierfür können alle Ter-
me mit h2 und h3 ignoriert werden, also alle Countertermvariablen. Um Zweischleifen-
counterterme zu berechnen werden dann nur noch die Terme mit h3 ignoriert, womit in
Einschleifendiagrammen Variablen δZ stehen bleiben, für die nun die Einschleifencoun-
terterme eingesetzt werden. Schließlich werden die Dreischleifenrenormierungskonstan-
ten bestimmt. Dafür werden die zuvor berechneten Ein- und Zweischleifencounterme
für die Platzhalter in den Ein- und Zweischleifendiagrammen eingesetzt.

3.2.2 Behandlung von γ5 Matrizen in dimensionaler Regularisierung

Eine der Herausforderungen einer Mehrschleifenrechnung im Standardmodell ist der
korrekte Umgang mit der in den Projektoren PL und PR aus (2.5) verwendeten γ5-
Matrix. Diese ist in D = 4 Raumzeitdimensionen definiert als

γ5 = iγ0γ1γ2γ3 =
i

4!
εµνρσγµγνγργσ (3.14)

mit dem Levi-Civita-Pseudotensor vierter Stufe, der gemäß

ε0123 = 1 = −ε0123 (3.15)
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· · ·

γ5

(a)

γ5

µ1 µ2

µ3 µ4

k2 k1

(b)

Abbildung 3.2: Umgang mit γ5 auf externen (a) und internen/geschlossenen (b) Fer-
mionlinien: In (a) kann γ5 aus den Schleifen herausgezogen wer-
den. In (b) ist die Spur über die Fermionschleife proportional zu
(. . .) εµ1µ2µ3µ4 + (. . .) εµ1µ2αβ kα

1 kβ
2 + . . .

normiert wird. In D = 4 gilt weiter

{γ5, γµ} = 0 (3.16)

und
γ2

5
= 1. (3.17)

Die Definition 3.14 ist nicht ohne Weiteres in D = 4−2ε Dimensionen übertragbar, da
kein ε-Pseudotensor mit 4 − 2ε Indizes konstruiert werden kann. Die mathematische
Formulierung des betrachteten Prozesses erfolgt also zunächst in D = 4. Die dimen-
sionale Regularisierung erfüllt nun den Zweck, Divergenzen zu charakterisieren, die
dann durch Renormierungskonstanten behoben werden, worauf der Übergang zurück
zu D = 4 erfolgt.

Befindet sich eine γ5-Matrix auf einer externen, d.h. nicht geschlossenen Fermion-
linie, so kann diese noch vor der Regularisierung, also in vier Dimensionen, mittels
(3.16) an ein Ende der Fermionlinie antikommutiert werden (s. Abb. 3.2 (a)) und da-
mit formal aus den zu regularisierenden Schleifen herausgezogen werden. Nun werden
die Renormierungskonstanten für die Schleifen bestimmt, in denen kein γ5 mehr steht
(s. Abb. 3.2). Mehrere γ5-Matrizen können mit der Relation (3.17) immer auf genau
ein oder kein γ5 reduziert werden. Dieses Vorgehen hat Grenzen, z.B. wenn man den
endlichen Teil eines physikalischen Prozesses berechnet und die Amplitude bzw. deren
Quadrat über einen D-dimensionalen Phasenraum integriert. In diesem Fall gibt es
kein Ende der Fermionlinie, welches außerhalb aller Integrationen liegt.

Problematischer ist der Umgang mit γ5-Matrizen in geschlossenen Fermionschleifen.
Betrachten wir eine solche Schleife zunächst in D = 4, so können wir mittels (3.16) und
(3.17) erreichen, dass nur noch maximal eine γ5-Matrix auf der Fermionlinie vorkommt.
Dann faktorisieren wir den ε-Pseudotensor zunächst ab und bilden die Spur über al-
le γ-Matrizen auf der Linie, einschließlich der vier aus der Definition von γ5. Diese
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Spur lässt sich ausdrücken durch metrische Tensoren gµν des Minkowski-Raums und
die Impulse, die in die Fermionschleife hineingehen. Vom Schleifenimpuls selbst wird
das Ergebnis nach der Integration1 nicht mehr abhängen. Schließlich wird das Ergebnis
wieder mit dem ε-Pseudotensor kontrahiert. Es ist klar, dass nur dann ein von Null
verschiedenes Ergebnis auftreten kann, wenn dem minimalen Subdiagramm, welches
diese Fermionschleife enthält, vier unabhängige Lorentz-Indizes oder externe Impulse
zur Verfügung stehen (s. Abb. 3.2 (b)). Da MS-Renormierungskonstanten, welche durch
das UV-Verhalten eines Feynman-Diagramms bestimmt sind, nicht von externen Im-
pulsen abhängen, können diese zu Null gesetzt werden2. Bei den externen Impulsen zur
betrachteten Fermionschleife handelt es sich folglich um die internen Impulse anderer
Schleifen, über die integriert werden muss.

Stehen nicht genügend Indizes bzw. Impulse zur Verfügung um einen nicht-
verschwindenden ε-Tensor zu tragen, so muss der Beitrag proportional zu γ5 Null sein.
Die Strategie bei den folgenden Rechnungen ist also stets, die Diagrammtypen zu iden-
tifizieren, bei denen ein nichtverschwindender γ5-Beitrag möglich ist und bei allen an-
deren eine naive γ5-Behandlung zu implementieren, d.h. Matrizenprodukte mit einem
γ5 zu Null zu setzen.

Counterterme in der Lagrangedichte bestehen zum einen aus einem Faktor aus Fel-
dern, Ableitungen von Feldern und γ-Matrizen, zum anderen aus einem skalaren Fak-
tor, der eine Potenzreihe in den Kopplungen der Theorie sowie 1

ε
ist. Einen nicht-naiven

γ5-Beitrag kann man also erhalten, wenn der erste dieser Faktoren des zu berechnenden
Counterterms eine γ5-Matrix enthält, wobei die relevanten Feynman-Diagramme dann
eine Fermionschleife mit genügend Indizes und externen Impulsen sowie eine externe
Fermionlinie enthalten.

Dies tritt beispielsweise bei Strahlungskorrekturen zu Yukawa-Vertizes auf. In
Abb. 3.3 sind einige Beispieldiagramme für Korrekturen zur Kopplung des top-Quarks
an das Skalarfeld Φ2 gegeben. Bei den Diagrammen (a),(b),(c) und (d) gibt es nicht ge-
nügend externe Indizes und Schleifenimpulse für einen γ5-Beitrag. Da das Diagramm (c)
auf Zweischleifenniveau dasjenige mit den meisten Indizes ist, gibt es in dieser Schlei-
fenordnung keine γ5-Beiträge. Diagramm (e) enthält zwar drei Lorentz-Indizes von den
Gluonlinien und zwei Schleifenimpulse l1 und l2, allerdings enthält hier die masselose
Fermionschleife eine ungerade Anzahl von γ-Matrizen, sodass die Spur über diese Null
ergibt. Einige Diagramme, wie z.B. (b) sind außerdem aufgrund der Farbstruktur Null.

Als einzig problematischer Diagrammtyp bleibt daher (f) übrig, wo zwei Indizes
und die beiden Impulse l1 und l2 den ε-Pseudotensor tragen können. Um ein skalares
Integral berechnen zu können, wenden wir einen Projektor auf die äußere Fermionlinie
an. Da der entsprechende Counterterm proportional zu PL ist, können wir als Projektor

1Man könnte an dieser Stelle statt dimensionaler Regularisierung z.B. Pauli-Villars-
Regularisierung oder ein anderes Schema in D = 4 verwenden, in dem γ5 problemlos definierbar
ist. Dies wäre aber mit deutlich komplizierteren Masterintegralen verbunden, weshalb dieser Weg für
die Dreischleifenrechnung nicht praktikabel erscheint.

2Bei Selbstenergiediagrammen mit zwei externen Linien muss zunächst die durch die Ableitungs-
terme der Lagrangedichte vorgegebene Impulsstruktur abfaktorisiert werden, z.B. q2gµν−qµqν für die
masselosen Eichbosonen.
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Abbildung 3.3: Beispieldiagramme zur Berechnung von δZ
(tbΦ)
1 . In Rot sind die im Be-

zug auf die Fermionschleife externen Schleifenimpulse angegeben.

beispielsweise

PPL
:= −1

2
Spur (γ5 [. . .]) (3.18)

verwenden, wobei für [. . .] das Diagramm eingesetzt werden muss und die Spur über
die externe Fermionlinie zu bilden ist. Für diesen Projektor gilt

PPL
:= −1

2
Spur (γ5 [PL]) = 1. (3.19)

Nun wird die γ5-Behandlung nach ’t Hooft und Veltman angewandt [97]. Die γ5-Matrix
in diesem Projektor wird nun genau wie die γ5-Matrix in der Fermionschleife, wie in
(3.14) definiert, durch vier γ-Matrizen und einen Levi-Civita-Pseudotensor ersetzt. In
vier Raumzeitdimensionen lassen sich diese beiden Pseudotensoren nun durch metrische
Tensoren gemäß

εµ1µ2µ3µ4εν1ν2ν3ν4 = −g[µ1
ν1

gµ2
ν2

gµ3
ν3

gµ4]
ν4

(3.20)

ausdrücken, wobei [. . .] bedeutet, dass in den oberen Indizes total antisymmetrisiert
werden muss. Diese metrischen Tensoren lassen sich nun in D = 4 − 2ε Dimensionen
übertragen. Da (3.20) in D = 4− 2ε allerdings nicht mehr gilt, ist dieses Vorgehen mit
einem Fehler von O(ε) im Zwischenergebnis nach der Bildung aller Spuren, aber vor
der Integration über die Schleifenimpulse verbunden. Glücklicherweise treten, wie im
Rahmen dieser Arbeit explizit getestet wurde, in den Masterintegralen der relevanten
Diagramme nur 1

ε
-Pole auf, sodass der endliche Anteil des Ergebnisse zwar verfälscht
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Abbildung 3.4: Beispieldiagramme mit vier externen Skalarfeldern zur Berechnung von
δZ

(4Φ)
1

wird, der Anteil proportional zu 1
ε
, welcher für die Renormierungskonstante benötigt

wird jedoch nicht3.
Eine weitere Möglichkeit nicht-naive γ5-Beiträge auch in Diagrammen ohne exter-

ne Fermionlinie zu erhalten, ist gegeben, wenn zwei Fermionschleifen mit γ5 auftreten,
die beide genügend externe Indizes bzw. Impulse aufweisen, um einen ε-Pseudotensor
vierter Stufe zu tragen. In diesem Fall können die beiden Pseudotensoren aus (3.14)
ebenfalls mittels (3.20) in dimensionale Regularisierung übertragen werden, was eben-
falls mit einem Fehler von O(ε) verbunden ist, sodass dann die gleiche Argumentation
wie oben gilt.

In Abb. 3.4 sind einige Beispieldiagramme gezeigt, welche in die Berechnung des
Vier-Φ-Counterterms δZ

(4Φ)
1 eingehen. Die einlaufenden Impulse auf den externen Bein-

chen werden zu Null gesetzt. Man sieht beispielsweise an Diagramm (c), dass auf
Dreischleifenniveau mit zwei Fermonschleifen dann keine vier Indizes bzw. Impulse
zur Verfügung stehen, sondern maximal zwei Indizes von den Eichbosonlinien und ein
Schleifenimpuls von der mittleren Schleife.

Berücksichtigt man auch elektroschwache Korrekturen dann treten Diagramme
der Form (f) auf, wo genügend Indizes und Impulse zur Verfügung stehen, aber kei-
ne zweite Fermionschleife. Da im skalaren Endergebnis kein ε-Pseudotensor stehen
kann, muss der γ5-Beitrag dieses Diagrammtyps ebenfalls Null sein. Für die Higgs-
Selbstwechselwirkung auf Dreischleifenniveau ist also eine naive γ5-Behandlung gerecht-
fertigt.

Bei den in Abb. 3.5 und Abb. 3.6 gezeigten Gluon- bzw. Skalarfeldselbstenergien

3 Es ist nicht anzunehmen, dass dies auch für alle Diagramme in Vierschleifenordnung gilt, was
das größte technische Hindernis bei der Berechnung der entsprechenden Vierschleifen-Betafunktionen
darstellen dürfte.
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Abbildung 3.5: Beispieldiagramm zur Berechnung der Gluonselbstenergie und damit
von δZ
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Abbildung 3.6: Beispieldiagramme zur Berechnung der Selbstenergie des Skalarfeldes
und damit von δZ

(2Φ)
2

kann man analog ebenfalls ausschließen, dass nicht-naive γ5-Beiträge zu berücksichtigen
wären. Lediglich in Diagramm 3.5 (c) stehen genügend Indizes und ein Schleifenimpuls
zur Verfügung, da es sich aber um ein reines QCD-Diagramm handelt, tritt hier kein
γ5 auf.

Will man die Renormierungskonstanten der elektroschwachen Kopplungen bestim-
men, so treten auf Dreischleifenniveau Propagator- und Vertexdiagramme auf, bei
denen diese Argumentation nicht ausreicht. Da der Eichsektor des Standardmodells
anomaliefrei ist (s. z.B. [11, 12]), müssen sich die γ5-Beiträge hier beim Summieren
über alle Feynman-Diagramme aufheben. In den Arbeiten [80, 81, 98] zur Berechnung
der Dreischleifen-Betafunktionen für die Eichkopplungen wurde dies explizit überprüft,
indem die entsprechenden Korrekturen einmal naiv und einmal mit der semi-naiven γ5-
Behandlung nach ’t Hooft und Veltman [97] berechnet wurden, wobei beide Methoden
zum gleichen Ergebnis führten.

Die Untersuchung der Selbstenergiediagramme für Fermionen, also beispielsweise
für das top-Quark, zeigt, dass hier ebenfalls eine naive γ5-Behandlung möglich ist. In
Abb. 3.7 sind einige mögliche Diagramme gezeigt. Diagramm (a) verfügt nicht über
genügend Indizes bzw. Impulse an der Fermionschleife. Die Diagramme (b) und (c)
dagegen schon, allerdings ist bei allen gezeigten Diagrammen eine ungerade Anzahl γ-
Matrizen in der Spur über die Fermionschleife, weshalb diese Diagramme Null ergeben.
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Abbildung 3.7: Beispieldiagramme zur Berechnung der top-Selbstenergie und damit
von δZ
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Abbildung 3.8: Das Infrarotproblem des Vier-Φ-Vertex auf Einschleifenniveau:
Die Impulse der externen Beinchen 3 und 4 werden Null gewählt, ein
euklidischer Impuls q fließt von Beinchen 1 zu Beinchen 2. Hier tritt in
Diagramm (c) eine infrarote Divergenz auf.

3.2.3 Berechung von Betafunktionen mit einer Hilfsmasse

Es gibt verschiedene Verfahren, den UV-divergenten Anteil quantenfeldtheoretischer
Prozesse und damit die Renormierungskonstanten einer Theorie zu bestimmen, da
diese in Renormierungsschemata, die auf minimaler Subtraktion basieren, weder von
externen Impulsen noch von Massen abhängen. Einen bequemen Satz von Master-
integralen erhält man, wenn man alle äußeren Impulse bis auf zwei zu Null setzt.
Man hat also einen einlaufenden und wieder auslaufenden Impuls q in allen Feynman-
Diagrammen, welcher in der euklidischen Region gewählt werden kann, also q2 < 0. Die
resultierenden skalaren, propagatorartigen Diagramme lassen sich mit dem FORM [99]
Paket MINCER [100] bis zur Dreischleifenordnung lösen, welches auf partieller Inte-
gration [101,102] beruht. Die Methode der partiellen Integration wurde auch schon auf
vier Schleifen angewandt [101, 102]. Die Masterintegrale auf Vierschleifenniveau sind
ebenfalls bekannt [103, 104].

Die meisten Renormierungskonstanten im Standardmodell, nämlich diejenigen,
welche aus Zwei- und Dreipunktfunktionen berechnet werden können, lassen sich so
ermitteln. Im Falle der Higgs-Selbstwechselwirkung λ ist die Situation jedoch anders.
Bei der Berechnung der Korrekturen zum Vier-Φ-Vertex treten mit dieser Methode
bereits in Einschleifenordnung infrarote Divergenzen auf, wie man in Abb. 3.8 sehen
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kann. Die Diagramme (a), (b) und (c) zeigen die drei Kombinationen der externen
Felder, welche mit 1 bis 4 durchnumeriert sind, mit zwei skalaren Propagatoren in der
Schleife.

Werden die Impulse der externen Beinchen 3 und 4 Null gewählt und ein euklidi-
scher Impuls q von 1 nach 2 festgelegt, so sind (a) und (b) einfache propagatorartige
Diagramme. Hier treten lediglich UV-Divergenzen auf, welche sich in dimensionaler
Regularisierung als Pole ∝ 1

ε
manifestieren und entsprechend mit umgekehrtem Vor-

zeichen in den Counterterm δZ
(4Φ)
1 zum Vier-Φ-Vertex eingehen. Das Diagramm (c) ist

ein masseloser Tadpol und damit in dimensionaler Regularisierung Null, da hier so-
wohl eine UV-Divergenz als auch eine IR-Divergenz ebenso großen Betrages, aber mit
umgekehrtem Vorzeichen auftreten, die sich gegenseitig kompensieren. In dimensiona-
ler Regularisierung sind diese beiden Arten von Divergenzen nicht unterscheidbar, da
beide sich als Pole der Form 1

ε
zeigen.

Die infrarote Singularität rührt aber von der Wahl der äußeren Impulse und wür-
de nicht auftreten, wenn beispielsweise einer der externen Impulse 3 und 4 von Null
verschieden gewählt würde. Dies würde aber wiederum zu deutlich komplizierteren
Integralen mit zwei verschiedenen Skalen führen. Der UV-divergente Anteil dieses Dia-
gramms hingegen ist unabhängig von der Wahl der externen Impulse und wird für die
Renormierungskonstante benötigt.

Wir suchen also nach einer Methode, bei der zum Einen nur eine Skala in der
Rechnung auftritt, um das analytische Lösen der auftretenden Integrale zu ermögli-
chen, bei der aber zum Anderen keine infraroten Divergenzen auftreten können. Eine
solche Methode wurde in [105] vorgeschlagen und in [106] im Rahmen einer expliziten
Dreischleifenrechnung weiter ausgeführt. Die Idee ist, die Nenner aller Propagatoren,
ungeachtet zu welchem Feld gehörig, mit der gleichen quadrierten Hilfsmasse M2 zu
versehen, wodurch keine infraroten Divergenzen mehr auftreten können.

In den externen Impulsen wird nun so weit wie nötig eine naive Taylor-Entwicklung
durchgeführt4. Bei Zweipunktfunktionen ist soweit zu entwickeln, dass die äußere Im-
pulsstruktur q2, /q bzw. (q2gµν − qµqν) abgespalten werden kann. Im Falle derjenigen
Vertexkorrekturen, bei denen keine Ableitungen von Feldern in der Lagrangedichte
stehen, genügt die nullte Ordnung der Entwicklung und die externen Impulse können
direkt auf Null festgesetzt werden.

Um dieses Vorgehen zu motiveren, betrachten wir die exakte Zerlegung des ur-
sprünglichen masselosen Propagatornenners

1

(l + q)2
=

1

l2 −M2
+
−q2 − 2l·q −M2

l2 −M2

1

(l + q)2
, (3.21)

wobei l eine Linearkombination von Schleifenimpulsen und q von äußeren Impulsen ist.
Wiederholte rekursive Anwendung der Formel (3.21) führt schließlich dazu, dass der
letzte Term, welcher noch externe Impulse im Nenner enthält, aufgrund der mit jeder
Rekursion erhöhten Potenz von 1

(l2−M2)
in diesem Term endlich ist und somit nicht

4Naiv bedeutet hier, dass keine asymptotische Entwicklung [107] notwendig ist, da keine zusätzli-
chen Divergenzen durch die Entwicklung generiert werden. Im Falle einer massiven Theorie kann in
den physikalischen Massen ebenfalls eine Taylor-Entwicklung durchgeführt werden.
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mehr zur Bestimmung der Renormierungskonstante beiträgt:

1

(l + q)2
=

1

l2 −M2
+
−q2 − 2l·q
(l2 −M2)2

+
(−q2 − 2l·q)2

(l2 −M2)3
− M2

(l2 −M2)2

+
M2(M2 + 2q2 + 4l·q)

(l2 −M2)3
+

(−q2 − 2l·q −M2)3

(l2 −M2)3

1

(l + q)2
.

(3.22)

Das Endergebnis des Feynman-Integrals wird nicht von M2 abhängen, da die Zerlegung
(3.21) exakt ist. Die Vernachlässigung des letzten Termes in (3.22) verfälscht nur den
endlichen Anteil des Feynman-Integrals, an dem wir bei der Bestimmung von Renor-
mierungskonstanten ohnehin nicht interessiert sind. Es ist aber wichtig festzuhalten,
dass bei der hier beschriebenen Methode der endliche Anteil grundsätzlich verworfen
werden muss.

Vernachlässigen wir in (3.22) auch die beiden vorletzten Terme ∝M2, so erzielen
wir genau den gleichen Effekt, wie wenn wir in den ursprünglichen Propagator die
Hilfsmasse eingesetzt und dann in den externen Impulsen q eine Taylorentwicklung
durchgeführt hätten:

1

(l + q)2
→ 1

(l + q)2 −M2
=

1

l2 −M2

−q2 − 2l·q
(l2 −M2)2

+
(−q2 − 2l·q)2

(l2 −M2)3
+ . . . (3.23)

Das Streichen der Terme ∝M2 in (3.22) hat zur Folge, dass im Ergebnis des Feynman-
Integrals nun Terme ∝M2 stehen, die in der exakten Zerlegung, welche wegen der
Identität (3.21) unabhängig von M2 ist, nicht auftauchen. Auf Einschleifenniveau blei-
ben die Terme unabhängig von M2 davon unberührt und liefern somit die korrekte
Renormierungskonstante.

In Diagrammen mit mehreren Schleifen kann es aber beispielsweise vorkommen,
dass ein Subdiagramm einen divergenten Beitrag ∝M2 liefert und der endliche Anteil
des Restdiagramms einen Beitrag ∝ 1

M2 (s. Abb. 3.9), was im Gesamtergebnis zu einer
M2-unabhänigen Divergenz führt. Hätte man die volle Zerlegung (3.22) zugrunde ge-
legt, dann wäre die Divergenz ∝M2 in besagtem Subdiagramm aber nicht aufgetreten,
weil sie sich gerade mit den Beiträgen mit Termen ∝M2 aus (3.22) aufgehoben hätte.

Dieser Fehler kann ausgeglichen werden, indem man alle möglichen Counterterme
∝M2 so konstruiert, dass sie in jeder Ordnung aller möglichen Prozesse die Beiträge
∝M2 kompensieren. Damit rekonstruiert man, zumindest im divergenten Anteil des
Feynman-Integrals, effektiv die vernachlässigten Terme der exakten Zerlegung (3.22)
Ordnung für Ordnung in der Störungsreihe.

Da die Terme der Lagrangedichte Massendimension vier haben, sind nur Counter-
terme ∝M2 denkbar, die aus zwei Feldern der Massendimension eins bestehen, also

M2

2
δZ

(2g)
M2 Aa

µAa µ,

M2

2
δZ

(2W )
M2 W a

µ W a µ,

M2

2
δZ

(2B)
M2 BµBµ

(3.24)
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l
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Cl2 + M2

ε
CM2+ endlich

(a)
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M2δZ
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M2 = −M2

ε
CM2

(c)

Abbildung 3.9: Ein divergentes Subdiagramm (a) mit Anteilen ∝M2 und ∝ l2 führt in
(b) zu einer M2-unabhängigen Divergenz, da das Restdiagramm einen
endlichen Anteil ∝ 1

M2 besitzt. Diese Divergenz muss durch Einsetzen
eines Massencounterterms (c) behoben werden.

für die Eichbosonen und
M2δZ

(2Φ)
M2 Φ†Φ (3.25)

für die Skalarfelder. Für Fermionen gibt es keine solchen Counterterme, da Terme mit
M in einfacher Potenz nicht vorkommen. Geistpropagatoren koppeln immer an Geist-
Eichboson-Vertizes, welche proportional zum Impuls des auslaufenden Geistfeldes sind.
Daher können zu einem Geistpropagator nur kinetische Counterterme ∝ (∂µc̄a)(∂µca)
auftreten, kein Counterterm der Form M2c̄aca.

Dieses Vorgehen ist als mathematischer Trick zu verstehen, um mit einer einzigen
Massenskala und einer naiven Taylorentwicklung auszukommen. Sowohl die Hilfsmasse
als auch die Massencounterterme werden auf Ebene der Feynman-Integrale im Nach-
hinein eingesetzt und sind nicht Bestandteil der Theorie. Deshalb spielt es auch keine
Rolle, dass die Counterterme (3.24) nicht eichinvariant sind.

Zusammenfassend gehen wir also so vor, dass zunächst mittels geeigneter Projek-
toren skalare Integrale erzeugt werden. Daraufhin wird in den Nenner jedes Propaga-
tors in jedem Feynman-Diagramm die quadrierte Hilfsmasse M2 eingesetzt und dann
in den äußeren Impulsen soweit eine Taylorentwicklung durchgeführt, wie man diese
für die Impulsstruktur des zu berechnenden Prozesses benötigt (vgl. (3.23)). Schluß-
endlich sind also nur noch skalare Feynman-Integrale ohne äußere Impulse (Tadpole-
Diagramme) mit einer Massenskala M zu berechnen. Die Berechnung solcher Integrale
bis zur Dreischleifenordnung ist im FORM-Paket [99] MATAD [108] implementiert,
welches für diese Arbeit verwendet wurde.

Bei denjenigen Prozessen im eichfreien Limes (s. Kap. 3.6.1), wo dies möglich war,
wurde als unabhängiger Test auch die zuerst beschriebene Methode mit MINCER [100]
angewandt.

3.3 Automatisierung der Rechnungen

Bei der Berechnung der Renormierungskonstanten im Standardmodell in Dreischleifen-
ordnung tragen zu jeder 1PI-Greensfunktion eine große Zahl von Feynman-Diagrammen
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Tabelle 3.1: Physikalische Felder in QGRAF im vereinfachten Modell mit den Kopp-
lungen gs, yt und λ. Alle anderen Standardmodellkopplungen werden zu
Null genähert. [...,+] definiert kommutierende und [...,-] antikom-
mutierende Felder.

Antifeld, Feld in QGRAF Bedeutung Propagator in QGRAF

Tq, tq top-Quark t [Tq,tq,-]

Bq, bq bottom-Quark b [Bq,bq,-]

Qu, qu leichtes Quark q ∈ {u, d, c, s} [Qu,qu,-]

g SU(3)c-Eichbosonen Aa
µ [g,g,+]

(Gluonen, a ∈ {1, . . . , 8})
C, c Geistfelder ca (SU(3)c) [C,c,-]

Ph1, ph1 Skalarfeld Φ1 [Ph1,ph1,+]

Ph2, ph2 Skalarfeld Φ2 [Ph2,ph2,+]

bei, die alle zu addieren sind. Für die Diskussion in diesem Abschnitt werden die 1PI-
Greensfunktionen kurz als Prozesse bezeichnet, die durch Angabe der externen Felder
spezifiziert werden, z.B. 〈Aa µAb ν〉.

Der erste Schritt für jeden betrachteten Prozess ist das Aufstellen aller nach den
Feynman-Regeln der Theorie möglichen Feynman-Diagramme. Hierfür wird das Com-
puterprogramm QGRAF [109] verwendet. In den Tabellen 3.5, 3.6, 3.7 und 3.8 ist die
Zahl der generierten Diagramme für die benötigten Prozesse angegeben.

QGRAF bekommt hierfür eine Modelldatei, in der alle Felder des betrachteten Mo-
dells als Propagatoren und in den möglichen Kombinationen der Vertizes angegeben
werden. Im eichfreien Grenzfall unter Vernachlässigung aller Yukawa-Kopplungen bis
auf yt verwenden wir die in Tab. 3.1 angegebenen physikalischen Felder. Daraufhin
wird die Topologie eines jeden Diagramms ermittelt, welche für MINCER [100] und
MATAD [108] benötigt wird. Dies geschieht mittels eines Mathematica5-Codes im Rah-
men des Automatisierungspakets GEFICOM6, welches seit langer Zeit am Institut für
Theoretische Teilchenphysik des KIT hauptsächlich von Dr. K. G. Chetyrkin entwi-
ckelt wird. Die folgenden Schritte von GEFICOM wurden im Rahmen dieser Arbeit in
großem Umfang an die Erfordernisse der zu lösenden Aufgaben angepasst.

Zunächst wird die Liste der Diagramme aufgespalten und in Blöcke von üblicher-
weise 500, 1000 oder 2000 Diagrammen aufgeteilt, die dann als separate Jobs auf
dem Computercluster des Instituts für Theoretische Teilchenphysik bearbeitet werden.
Ein wichtiger Teil der Automatisierung ist das Aufspalten der Diagramme in Fakto-
ren, die getrennt berechnet werden können. Im eichfreien Grenzfall wird die QCD-
Gruppenstruktur von der Impuls- und Spinorstruktur im Minkowskiraum abfaktori-
siert.

Nun werden die Ausgangsausdrücke für jeden dieser Diagrammfaktoren pro-
duziert. Hierzu werden in einer Mathematica-Routine die von QGRAF generier-
ten Vertex- und Propagatorfunktionen Vrtx[QGRAF-Felder,QGRAF-Indizes]

5http://reference.wolfram.com/mathematica/guide/Mathematica.html
6nicht publiziert
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und Prop[QGRAF-Feld,QGRAF-Indizes] auf FORM-Funktionen abgebil-
det, z.B. Prop[g,1,2] → Dg(mu1,mu2) für das Impulsraumdiagramm und
Prop[g,1,2] → d_(j1,j2) für das Farbraumdiagramm, wobei die Lorentz-
Indizes mu1, mu2, ... und Gruppenindizes j1, j2, ... fortlaufend aus den
QGRAF-Indizes generiert werden.

Das Farbraumdiagramm kann nach Anwendung eines geeigneten Projektors, der
freie Farbindizes verbindet und somit ein skalares Diagramm erzeugt, mit dem FORM-
Paket COLOR [110] berechnet werden. Farbprojektoren werden aus Kronecker-Deltas
für die Farbindizes sowie den Erzeugern T a

ij der Gruppe oder den Strukturkonstanten
fabc gebildet.

Bei dem Impulsraumdiagramm wird zunächst ein Projektor angewandt um ein ska-
lares Integral zu erzeugen. Ein solcher Projektor wird im Falle freier Lorentz-Indizes
aus externen Impulsen und der Minkowski-Metrik konstruiert, im Falle offener Fer-
mionlinien aus externen Impulsen und γ-Matrizen verbunden mit der Vorschrift, dass
nach der Multiplikation mit diesen zusätzlichen γ-Matrizen die Spur über die externe
Fermionlinie zu bilden ist.

Nun werden sämtliche Propagatoren gemäß (3.12) in eine Summe aus einem frei-
en Propagator und Propagatoren mit ein bzw. zwei Countertermeinsetzungen aufge-
teilt, z.B. Dg(mu1,mu2) → Dg0(mu1,mu2)+h*Dg1(mu1,mu2)+hˆ2*Dg2(mu1,mu2), wo-
bei h die in Kap. 3.2.1 beschriebene Buchhaltungsvariable für die Schleifenordnung ist.
Mittels der Definition Symbol h(:3); in FORM wird sichergestellt, dass Terme mit
Potenzen von h größer als drei nach jedem durch den Befehl .sort abgeschlossenen
FORM-Modul verworfen werden. Für die Vertizes und Propagatoren werden nun die
expliziten Feynman-Regeln, wie sie in Anhang B.1 angegeben sind, eingesetzt.

Nachdem nun die Behandlung der γ5-Matrizen wie in Kap. 3.2.2 beschrieben durch-
geführt und die fermionischen Counterterme eingesetzt wurden (vgl. Kap. 3.2.1), ist
die Spurbildung über die γ-Matrizenprodukte aller Fermionlinien der nächste Schritt in
GEFICOM. Es folgt das Einsetzen der Counterterme in die bosonischen und Geister-
propagatoren sowie die Taylorentwicklung in den externen Impulsen, welche nach dem
Abspalten der externen Impulsstruktur des zu berechnenden Prozesses zu Null gesetzt
werden (vgl. Kap. 3.2.3). Daraufhin wird dass resultierenden skalare Tadpole-Integral
mit einer Massenskala M an MATAD [108] übergeben und ausgewertet.

Alternativ kann auf die Hilfsmasse und die Taylorentwicklung in den externen Im-
pulsen verzichtet werden und ein externer Impuls q als Skala genommen werden. Die
resultierenden propagatorartigen Impulsraumdiagramme werden dann mit MINCER
[100] berechnet. GEFICOM liegt in zwei Versionen vor, um entlang der oben beschrie-
benen Schritte sowohl die Ausgangsnotation für MINCER als auch die für MATAD
generieren zu können.

Die Faktoren (1 + h · δZ), welche mit der Renormierung eines jeden Vertex verbun-
den sind, werden gesondert berechnet und am Ende zusammen mit dem Farbfaktor
an das Impulsraumdiagramm multipliziert. Diese Aufteilung des Diagramms in einen
Farbraumfaktor, einen Impulsraumfaktor und einen Faktor aus Konstanten dient der
Minimierung der auftretenden Summandenzahl in den Zwischenergebnissen der Rech-
nung.

Für die Arbeit [98], in der die Dreischleifen-Betafunktionen für die Eichkopplungen
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des Standardmodells berechnet wurden, kommen teilweise die gleichen Programme,
beispielsweise QGRAF, MINCER und MATAD zum Einsatz. Die Implementierung
der Feynman-Regeln, der Renormierung sowie der problemspezifischen Methoden, wie
der γ5-Behandlung und der Methode mit einer Hilfsmasse (s. Kap. 3.2.3) erfolgte hier
jedoch unabhängig. In [98] wurde auch nicht GEFICOM, sondern Q2E und EXP [111,
112] verwendet. Als Test für die Automatisierung der in der vorliegenden Dissertation
vorgestellten Projekte wurden alle Zweischleifenrenormierungskonstanten des jeweils
betrachteten Modells nochmals unabhängig berechnet und mit der Literatur verglichen.

3.4 Gruppenstruktur des vollen Standardmodells

Zunächst wurden im Rahmen dieser Arbeit in einem vereinfachten Modell, das nur
die drei Kopplungen gs, yt und λ enthält, Betafunktionen (s. Kap. 3.6.1) und anoma-
le Dimensionen (s. Kap. 3.6.2) berechnet. In einem zweiten Schritt wurden für den
Higgs-Sektor zusätzlich noch βm2 und βλ im Standardmodell unter Einbeziehung der
elektroschwachen Kopplungen g2 und g1 sowie der Yukawa-Kopplungen yb und yτ der
dritten Teilchengeneration zusätzlich zu den drei Kopplungen gs, yt und λ im berech-
net (s. Kap. 3.6.3). In Tab. 3.2 wird ein möglicher Satz physikalischen Felder (dieser
sei im folgenden als Satz A bezeichnet) angegeben, mit dem sich dieses Modell in
QGRAF implementieren lässt. Wie auch schon im eichfreien Grenzfall werden hier die
SU(2)L-Freiheitsgrade sowohl bei den Fermionfeldern als auch bei den Eichbosonen und
Geistern als separate QGRAF-Felder definiert, während die SU(3)c-Freiheitsgrade in
ein Quarkfeld bzw. ein Gluonfeld zusammengefasst werden. Der Farbanteil wird abge-
spalten und als separates Farbraumdiagramm berechnet.

Im SU(2)L-Sektor ist die Situation anders, da sowohl die fermionischen Counter-
terme als auch die U(1)Y-Hyperladungen der Quarks und Leptonen von der SU(2)L-
Konfiguration der Fermiondoublette abhängen. Auf Ein- und Zweischleifenniveau, wo
Counterterme in die Diagramme einzusetzen sind, sind die Felder aus Satz A daher
naheliegend. Allerdings werden auf Dreischleifenniveau, insbesondere für die Vier-Φ-
Vertexkorrekturen sehr viele Diagramme generiert, was mit einer hohen Rechenzeit
verbunden ist.

Dies ist nicht notwendig, da viele dieser Diagramme dieselbe Struktur im Impuls-
raum haben, wenn man die volle SU(3)c× SU(2)L×U(1)Y-Gruppenstruktur abfaktori-
siert. In dieser Schleifenordnung sind auch keine Counterterme einzusetzen. Es bietet
sich also an einen kleineren Satz von Feldern (Satz B) zu verwenden, wie er in Tab. 3.3
angegeben ist. Die SU(3)c-Farbstruktur lässt sich wie oben abfaktorisieren und mit
COLOR berechnen. Ebenso werden Konstanten weiterhin in einem separaten Faktor
gesammelt. Der Impulsraumanteil wird wie oben beschrieben berechnet, allerdings wer-
den fortlaufend durchnummerierte Label für rechts- und linkshändige Anteile der Fer-
mionlinien eingesetzt, da sich die SU(2)L×U(1)Y-Gruppenfaktoren für diese unterschei-
den. Ebenso treten beim Vier-W -Vertex drei verschiedene SU(2)L-Gruppenfaktoren
auf, sodass für den Impulsraumanteil dieses Vertex ebenfalls drei Label für die drei
Summanden zum Einsatz kommen.

Das SU(2)L×U(1)Y-Gruppendiagramm wird dann in einer separaten Mathematica-
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Tabelle 3.2: Physikalische Felder in QGRAF im Standardmodell mit den Kopplungen
gs, g2, g1yt, yb, yτ und λ (Satz A). [...,+] definiert kommutierende und
[...,-] antikommutierende Felder.

Antifeld, Feld in QGRAF Bedeutung Propagator in QGRAF

Tq, tq top-Quark t [Tq,tq,-]

Bq, bq bottom/beauty-Quark b [Bq,bq,-]

Uq, uq leichtes Quark (u, c) [Uq,uq,-]

Dq, dq leichtes Quark (d, s) [Dq,dq,-]

Ntau, ntau τ -Neutrino ντ [Ntau,ntau,-]

Tau, tau τ -Lepton [Tau,tau,-]

Nel, nel Neutrinos (νe, νµ) [Nel,nel,-]

El, el leichtes Lepton (e, µ) [El,el,-]

g SU(3)c-Eichbosonen Aa
µ [g,g,+]

(Gluonen, a ∈ {1, . . . , 8})
W1 SU(2)L-Eichboson W 1

µ [W1,W1,+]

W2 SU(2)L-Eichboson W 2
µ [W2,W2,+]

W3 SU(2)L-Eichboson W 3
µ [W3,W3,+]

B U(1)Y-Eichboson [B,B,+]

C, c Geistfelder ca (SU(3)c) [C,c,-]

CW1, cW1 Geistfelder c1
W

(SU(2)L) [CW1,cW1,-]

CW2, cW2 Geistfelder c2
W

(SU(2)L) [CW2,cW2,-]

CW3, cW3 Geistfelder c3
W

(SU(2)L) [CW3,cW3,-]

Ph1, ph1 Skalarfeld Φ1 [Ph1,ph1,+]

Ph2, ph2 Skalarfeld Φ2 [Ph2,ph2,+]

Routine berechnet, welche für diese Arbeit programmiert wurde. Hier wird jedes Quark-
feld qi mit einem Isospinindex (i = 1, 2) angenommen, der beim linkshändigen Anteil
gerade den SU(2)L-Konfigurationen entspricht und beim rechtshändigen die beiden un-
abhängigen Felder markiert, was in der dritten Generation q1,R = tR und q2,R = bR

bedeutet. In Fermionlinien mit Yukawa-Kopplungen wird nur die dritte Generation an-
genommen, Fermionschleifen ohne Yukawa-Wechselwirkungen werden mit einem Fak-
tor Ng (Anzahl der Generationen, also im Standardmodell Ng = 3 multipliziert. Für
Leptonen li wird analog verfahren, mit dem einzigen Unterschied, dass diese nicht an
Gluonen koppeln und andere U(1)Y-Hyperladungen haben.

Da die U(1)Y-Hyperladung eines Feldes (vgl. Tab. 3.4) von der Isospinkonfigu-
ration desselben abhängt, werden SU(2)L und U(1)Y nicht in verschiedene Faktoren
des Feynman-Diagramms getrennt und die Evaluation erfolgt durch explizites Sum-
mieren über alle Indizes und Einsetzen der Komponenten der Paulimatrizen, SU(2)L-
Strukturkonstanten und Hyperladungen. Da hierbei sehr lange Summen von Termen
entstehen, werden die einzelnen Terme als Einträge in Mathematica-Listen verwaltet
und die Evaluation durch aufeinanderfolgende Ersetungsregeln (Mathematica-Befehl
ReplaceAll) vorgenommen.

Bei der Berechnung der SU(2)L × U(1)Y-Gruppendiagramme werden die gleichen
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Tabelle 3.3: Physikalische Felder in QGRAF im Standardmodell mit den Kopplungen
gs, g2, g1yt, yb, yτ und λ (Satz B). [...,+] definiert kommutierende und
[...,-] antikommutierende Felder.

Antifeld, Feld in QGRAF Bedeutung Propagator in QGRAF

Qu, qu Quark qi [Qu,qu,-]

(i = 1: u, c, t; i = 2: d, s, b)
Lep, lep Lepton li [Lep,lep,-]

(i = 1: νe, νµ, ντ ; i = 2: e, µ, τ)
g SU(3)c-Eichbosonen Aa

µ [g,g,+]

(Gluonen, a ∈ {1, . . . , 8})
W SU(2)L-Eichbosonen W b

µ [W,W,+]

(b ∈ {1, . . . , 3})
B U(1)Y-Eichboson [B,B,+]

C, c Geistfelder ca (SU(3)c) [C,c,-]

Cw, cW Geistfelder cb
W

(SU(2)L) [CW,cW3,-]

Ph, ph Skalarfeld Φi (i = 1, 2) [Ph,ph,+]

Label mit denselben Nummern wie in den Impulsraumdiagrammen verwendet. Am
Schluss werden dann die vier Faktoren - Impulsraumdiagramm, SU(2)L × U(1)Y-
Gruppendiagramm, SU(3)c-Gruppendiagramm (Farbfaktor) und Konstanten - multi-
pliziert, wobei Produkte des gleichen Labels auf Eins und Produkte verschiedener Label
auf Null gesetzt werden.

3.5 Status der Betafunktionen im Standardmodell

In Ein- und Zweischleifenordung sind die Betafunktionen des Standardmodells seit
längerer Zeit bekannt. Die QCD-Betafunktion auf Einschleifenniveau [65, 66] zeigten,

Tabelle 3.4: Hyperladungen Yf , welche das Transformationsverhalten der Felder f
bzgl. der U(1)Y beschreiben. Die Isospinkomponente Iz gibt bei links-
händigen (lh.) Feldern fL die SU(2)L-Konfiguration an. Rechtsändige (rh.)
Felder fR sind SU(2)L-Singulette, sodass hier der Index i = 1, 2 einfach der
Kennzeichung des Fermiontyps entspricht – (u, c, t) für i = 1 und (d, s, b
bzw. e, µ, τ) für i = 2.

Feld f Beschreibung Yf,L für lh. Feld fR Yf,R für rh. Feld fL

q1 Quark mit Iz = +1
2

(u, c, t) +1
6

+2
3

q2 Quark mit Iz = −1
2

(d, s, b) +1
6

−1
3

l1 Lepton mit Iz = +1
2

(νe, νµ, ντ ) −1
2

0
l2 Lepton mit Iz = −1

2
(e, µ, τ) −1

2
−1

Φ Skalardoublett YΦ = +1
2
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dass Quarks asymptotisch frei sind, die Kopplung αs = g2
s

4π
also für hohe Energieskalen

gegen Null strebt. Für die Eichkopplungen gs, g2 und g1 wurden die Zweischleifen-
Betafunktionen in den Arbeiten [56–58, 67–72, 74] berechnet. Die Betafunktionen für
die Yukawa-Kopplungen in Zweischleifenordung wurden in [56,57,73,75] berechnet. Die
Betafunktionen für die Higgs-Selbstkopplung und den Massenparameter m2 aus dem
Higgs-Potential (2.14) zur Zweischleifenordung wurden in [55–58] berechnet. In [57]
sind alle Zweischleifen-Betafunktionen des Standardmodells mit komplexen Yukawa-
Matrizen angegeben.

Auf Dreischleifenniveau wurden zuerst die Betafunktionen für die Eichkopplungen
gs, g1 und g2 im vollen Standarmodell7 berechnet [80,81,98]. Dieses Resultat konnte in
einer unabhängigen Arbeit [83] bestätigt werden.

Für die top-Yukawa-Kopplung und die Parameter λ und m2 des Higgs-Potentials
wurden die Betafunktionen im Rahmen dieser Arbeit zunächst im eichfreien Limes
(g2, g1 → 0) unter Vernachlässigung der übrigen Yukawa-Kopplungen berechnet [8].
Das Resultat für βyt wurde in [82] undabhängig bestätigt und um Terme mit den
Kopplungen g2, g1, yb und yτ erweitert. Außerdem wurden hier auch βyb

und βyτ be-
rechnet.

Für die Betafunktionen der Higgs-Selbstkopplung λ und des Parameters m2 wurde
eine Rechnung unter Einbeziehung der elektroschwachen Korrekturen und der kleine-
ren Yukawa-Kopplungen der dritten Generation yb und yτ im Rahmen dieser Arbeit
durchgeführt [7]. Diese Resultate konnten ebenfalls von einer anderen Arbeitsgruppe
unabhängig bestätigt werden [84]. Die numerisch sehr kleinen zusätzlichen Korrekturen
durch Einbeziehung komplexer Yukawa-Matrizen wurden in [120] publiziert.

Auf Vierschleifenniveau sind die reine QCD-Betafuntion für gs bzw. αs bekannt
[121, 122] sowie die Anteile der Betafunktion für λ, welche von den Skalarfeldern
herrühren [123–125].

3.6 Analytische Resultate und numerische Analyse

Im Folgenden werden die im Rahmen dieser Arbeit gewonnenen Ergebnisse zu den
Renormierungsgruppenfunktionen im Standardmodell vorgestellt. Um die Effekte der
neuen Dreischleifenterme einschätzen zu können werden außerdem für die Betafunktio-
nen jeweils die wichtigsten Terme an der Skala der top-Quarkmasse µ = Mt numerisch
ausgewertet und diskutiert.

3.6.1 Dreischleifen-Betafunktionen im eichfreien Grenzfall

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der Rechnungen im eichfreien Grenzfall
unter Vernachlässigung kleiner Yukawa-Kopplungen vorgestellt. Das hier verwendete
vereinfachte Modell entält also nur die bei niedrigen Energien dominanten Kopplungen
gs und yt sowie die Parameter λ und m2, wobei letzterer keinen Einfluss auf das UV-
Verhalten von Prozessen und damit auf Betafunktionen und anomale Dimensionen hat

7Partielle Resultate für Dreischleifen-Betafunktionen, welche wichtige Vergleiche für die volle Rech-
nung liefern, finden sich in [113–119].
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und somit in der Rechnung vernachlässigt werden kann. Diese Ergebnisse entstanden
im Rahmen dieser Dissertation und wurden in [8] veröffentlicht.

In Tab. 3.5 sind die Prozesse, zu denen Schleifenkorrekturen berechnet wurden, zu-
sammen mit der Anzahl an jeweils von QGRAF generierten Diagrammen angegeben8.

Der erste Abschnitt dieser Tabelle zeigt die berechneten Selbstenergien, die zu den
Wellenfunktionsrenormierungskonstanten führen. Im zweiten Abschnitt sind die Ver-
texkorrekturen aufgeführt, von denen jede zusammen mit den Wellenfunktionsrenor-
mierungskonstanten der externen Felder eine Kopplungsrenormierungskonstante und
damit eine Betafunktion liefert. Es wurden hier für jede Kopplung mehrere Prozesse
benutzt, um einen gründlichen Test für die verwendeten Rechenmethoden, Computer-
routinen und die Implementierung der Feynman-Regeln sicherzustellen.

Die Ergebnisse werden mit allgemeiner Struktur für die QCD-Eichgruppe un-
ter Verwendung der Casimiroperatoren CF und CA der fundamentalen und adjun-
gierten Gruppendarstellung angegeben (s. Anhang A). Hierbei ist dR die Dimension
der fundamentalen Darstellung und TF ist der mit Hilfe der Generatoren T a so defi-
niert, dass TF δab = Tr

(

T aT b
)

. Im Fall einer SU(Nc) gilt dR = Nc, CA = 2TF Nc und

CF = TF

(

Nc − 1
Nc

)

, im Standardmodell ist Nc = 3 und damit CF = 4
3
, CA = 3 sowie

TF = 1
2
.

Die Anzahl der Quarkfelder wird mit nf bezeichnet, wobei neben dem top-Quark
noch nl = nf − 1 leichte Quarks beitragen. Im Standardmodell ist nf = 6 zu wäh-
len. Die Beiträge der einzelnen Schleifenordnungen werden im Folgenden gemäß (2.79)
dargestellt.

Für die Higgs-Selbstwechselwirkung λ ergibt sich

β(1)
λ

=12 λ2 + 2dR y2
t
λ− dR y4

t
,

β(2)
λ

=− 156 λ3 − 24dR y2
t
λ2 − 1

2
dR y4

t
λ + 5dRy6

t

+ 10CF dR g2
s
y2

t
λ− 4CF dR g2

s
y4

t
,

β(3)
λ

=λ4 (3588 + 2016ζ3) + 291dR y2
t
λ3 + y4

t
λ2
(789

2
dR + 252ζ3dR − 36d2

R

)

+ y6
t
λ
(

−1881

8
dR − 66ζ3dR + 80d2

R

)

+ y8
t

(
13

2
dR − 12ζ3dR −

195

8
d2

R

)

+ g2
s
y2

t
λ2 (−306CF dR + 288ζ3CF dR) + g2

s
y4

t
λ
(

895

4
CF dR − 324ζ3CF dR

)

+ g2
s
y6

t

(

−19

2
CF dR + 60ζ3CF dR

)

+ g4
s
y2

t
λ
(

−119

2
C2

F
dR + 77CACF dR

−16nfTF CF dR + 72ζ3C
2
F
dR − 36ζ3CACF dR

)

+ g4
s
y4

t

(
131

2
C2

F
dR

+48TF CF dR −
109

2
CACF dR + 10nfTF CF dR − 48ζ3C

2
F
dR + 24ζ3CACF dR

)

.

(3.26)

8Es werden in der ersten Spalte die externen Felder der zu berechnenden Greensfunktion ange-
geben. Es sei daran erinnert, dass O2Φ = Φ†Φ der in (2.70) definierte Operator zur Berechnung von
Zm2 aus (2.75) und damit von βm2 ist.
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Tabelle 3.5: Anzahl der von QGRAF generierten Einteilchen-irreduziblen Feynman-
Diagramme im eichfreien Grenzfall.

Prozess 1 Schleife 2 Schleifen 3 Schleifen benötigt für

Aa
µ Ab

ν 6 53 1293 Z
(2g)
3

t̄ t 4 47 1133 Z
(2t)
2

b̄ b 2 19 375 Z
(2b)
2

q̄ q 1 9 172 Z
(2q)
2

c̄a cb 1 9 172 Z
(2c)
3

Φ∗
1 Φ1 3 15 215 Z

(2Φ)
2

Φ∗
2 Φ2 3 19 354 Z

(2Φ)
2

[O2Φ] Φ∗
1 Φ1 2 25 473 Zm2

[O2Φ] Φ∗
2 Φ2 2 29 709 Zm2

Φ∗
1 Φ∗

1 Φ1 Φ1 7 122 3386 Zλ

Φ∗
1 Φ∗

2 Φ1 Φ2 6 128 4291 Zλ

Φ∗
2 Φ∗

2 Φ2 Φ2 11 302 13049 Zλ

c̄a cb Ac
µ 2 51 1620 Zgs

t̄ t Aa
µ 5 169 7103 Zgs

b̄ t Φ∗
1 1 36 1293 Zyt

t̄ b Φ1 1 36 1293 Zyt

t̄ t Φ∗
2 3 107 4447 Zyt

t̄ t Φ2 3 107 4447 Zyt

Der Ein- und Zweischleifenanteil sind im Fall einer SU(3)-Eichgruppe in Übereinstim-
mung mit [55, 57], der rein skalare Anteil (gs, yt → 0) lässt sich mit [123–125] verglei-
chen.

Für den Massenparameter m2 des Higgs-Potentials findet man durch Einsetzen des
Operators O2Φ aus (2.70) in eine Greensfunktion mit zwei externen Skalarfeldern

β
(1)
m2

m2
=6 λ + dR y2

t
,

β
(2)
m2

m2
=− 30 λ2 − 12dR y2

t
λ− 9

4
dR y4

t
+ 5CF dR g2

s
y2

t
,

β
(3)
m2

m2
=1026 λ3 +

99

2
dR y2

t
λ2 + y4

t
λ
(

333

4
dR − 18d2

R
+ 72ζ3dR

)

+ y6
t

(

−617

16
dR + 24d2

R
+ 15ζ3dR

)

+ g2
s
y2

t
λ (−153CF dR + 144ζ3CF dR)

+ g2
s
y4

t

(
447

8
CF dR − 90ζ3CF dR

)

+ g4
s
y2

t

(

−119

4
C2

F
dR +

77

2
CACF dR − 8nfTF CF dR + 36ζ3C

2
F
dR − 18ζ3CACF dR

)

,

(3.27)
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was in Ein- und Zweischleifenordnung mit den bekannten Ergebnissen aus [57] über-
einstimmt. Die reinen λ-Terme können wieder mit [123–125] verglichen werden.

Die Betafunktion der top-Yukawa-Kopplung yt wird in diesem Modell zu

β(1)
yt

yt

=y2
t

(
3

4
+

1

2
dR

)

− 3CF g2
s
,

β(2)
yt

yt

=3 λ2 − 6 y2
t
λ + y4

t

(3

4
− 9

4
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)

+ g2
s
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t

(
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5

2
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)
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2
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6
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3
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)

,

β(3)
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)
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27
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f
T 2

F
CF − 48ζ3nfTF C2

F
+ 48ζ3nfCATF CF
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(3.28)

berechnet. Die Ein- und Zweischleifenresultate sind für den Fall einer SU(3)-Eichgruppe
wiederum in Übereinstimmung mit den bekannten Ergebnissen aus [57,75]. Die Terme
der Ordnung g2

s
, g4

s
, y2

t
g2

s
and g4

s
yt zur Renormierungskonstanten Zyt lassen sich mit

der Arbeit [118] vergleichen, wo die Renormierungskonstante Zmt für die gemäß (2.34)
definierte top-Quarkmasse mt = v√

2
yt in der gebrochenen Phase des Standardmodells

in Abhängigkeit von mt und αs berechnet wurde. Hier ist v√
2
, wie in (2.25) definiert, ein

konstanter Anteil des Skalarfelds Φ2. Terme im Wechselwirkungsteil der Lagrangedichte
Lint, die v enthalten, werden aus dieser herausgenommen und der freien Lagrangedichte
zugerechnet. Die top-Quarkmasse wird also wie das Produkt yt (Φ2 + Φ∗

2) renormiert.
Mit der Definition

Zmt = Zyt Z
(2Φ)
2 =

Z
(tbΦ)
1

√

Z
(2t)
2,L Z

(2t)
2,R

(3.29)

konnten die Terme aus [118] reproduziert werden.
Schließlich lässt sich in diesem Modell auch die Betafunktion für die starke Wech-
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selwirkung zu
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(3.30)

berechnen. Bis zur Dreischleifenordnung treten keine Terme mit λ auf. Für yt = 0 wird
so das reine QCD-Resultat [116, 117] reproduziert. Die Ein- und Zweischleifenanteile
sind aus [56, 65, 66, 71, 73, 74] bekannt, der Term proportional zu g4

s
y2

t
stimmt mit

[118] überein und die restlichen Terme lassen sich für eine SU(3)-Eichgruppe mit der
Berechnung im vollen Standardmodell [80, 81] vergleichen.
Auf http://www-ttp.particle.uni-karlsruhe.de/Progdata/ttp12/ttp12-012/
sind alle diese Ergebnisse auch in maschinenlesbarer Form verfügbar.

3.6.2 Anomale Dimensionen im eichfreien Grenzfall

Aus den Renormierungskonstanten für die Felder lassen sich mittels (3.11) die in
Kap. 2.4 definierten anomalen Dimensionen der Felder berechnen. Besonders die an-
omale Dimension des Skalarfeldes spielt bei der Approximation des effektiven Higgs-
Potentials für hohe Skalen (2.101) eine wichtige Rolle.

Die Wellenfunktionsrenormierungskonstanten für Φ1 and Φ2 stimmen aufgrund der
SU(2)-Symmetrie der Theorie überein, was damit auch für die anomalen Dimensionen
gilt. Unter Vernachlässigung der Kopplungen g2 und g1 wird der links- und rechtshän-
dige Anteil der Quarks, die nicht an der Yukawa-Wechselwirkung teilnehmen, gleich re-
normiert. Dies gilt aber nicht für top-Quarks und linkshändige bottom-Quarks, sodass
sich für diese Quarktypen verschiedene rechts- und linkshändige anomale Dimensio-
nen ergeben. Die linkshändigen Renormierungskonstanten und damit auch anomalen
Dimensionen des top- und bottom-Quarks müssen aber wiederum aufgrund der SU(2)-
Symmetrie dieselben sein. Alle diese von der Theorie verlangten Übereinstimmungen

γΦ

2 := γΦ1
2

!
= γΦ2

2 , (3.31)

γt

2,L
!

= γb

2,L, (3.32)

γq

2 := γq

2,L
!

= γq

2,R
!

= γb

2,R (3.33)

wurden auf Dreischleifenniveau im Zuge dieser Rechnung explizit getestet. Die Ergeb-
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nisse wurden in [8] publiziert.
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(3.34)

Im Grenzfall yt → 0 ist dies einfach das bekannte Ergebnis aus der QCD [117]. Die
Feldstärkerenormierungskonstanten für top-, bottom- und leichte Quarks lassen sich
bis zur Ordnung g6

s
und g4

s
y2

t
mit den Ergebnissen aus [118] vergleichen, welche in

der gebrochenen Phase des Standardmodells berechnet wurden. Für linkshändige top-
und bottom-Quarks sowie rechtshändige top-Quarks findet man wegen der Yukawa-
Wechselwirkung zusätzliche Terme:
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(3.35)
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3.6. Analytische Resultate und numerische Analyse 59

Die anomale Dimension der Skalarfelder wird zu
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berechnet. Die Terme in (3.37), die nur λ als Kopplung enthalten, wurden bereits
in [123, 124] vorgestellt.

Schließlich findet man für die anomale Dimension des Gluonfeldes
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(3.38)

was für yt → 0 mit [117] und für yt, ξ → 0 mit [116] übereinstimmt.
Auf http://www-ttp.particle.uni-karlsruhe.de/Progdata/ttp12/ttp12-012/
sind diese Ergebnisse ebenfalls in maschinenlesbarer Form verfügbar.
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Tabelle 3.6: Selbstenergien im Standardmodell (unter Vernachlässigung der Yukawa-
Kopplungen der ersten und zweiten Generation sowie der nichtdiagonalen):
Anzahl der von QGRAF generierten Einteilchen-irreduziblen Feynman-
Diagramme (Feldersatz A).
Prozess 1 Schleife 2 Schleifen 3 Schleifen benötigt für

Aa
µ Ab

ν 7 114 - Z
(2g)
3

W 1
µ W 1

ν 17 372 - Z
(2W )
3

W 2
µ W 2

ν 17 372 - Z
(2W )
3

W 3
µ W 3

ν 17 383 - Z
(2W )
3

Bµ Bν 12 285 - Z
(2B)
3

t̄ t 8 374 - Z
(2t)
2

b̄ b 8 374 - Z
(2b)
2

ū u 5 187 - Z
(2u)
2

d̄ d 5 187 - Z
(2d)
2

ν̄τ ντ 5 194 - Z
(2ντ )
2

τ̄ τ 7 290 - Z
(2τ)
2

ν̄e νe 4 145 - Z
(2νe)
2

ē e 4 145 - Z
(2e)
2

c̄a cb 1 10 - Z
(2c)
3

c̄1
W

c1
W

2 42 - Z
(2cW )
3

c̄2
W

c2
W

2 42 - Z
(2cW )
3

c̄3
W

c3
W

2 42 - Z
(2cW )
3

Φ∗
1 Φ1 12 380 28383 Z

(2Φ)
2

Φ∗
2 Φ2 13 419 (32436) Z

(2Φ)
2

3.6.3 Dreischleifen-Betafunktion für die Higgs-Selbstkopplung

In Tab. 3.6 und Tab. 3.7 sind die Prozesse aufgelistet, die im vollen Standardmo-
dell, unter Vernachlässigung der Yukawa-Kopplungen der ersten beiden Generationen
und der nichtdiagonalen Elemente der Yukawa-Matrizen, bzw. der CKM-Matrix, unter
Verwendung des Feldersatzes A (s. Tab. 3.2) generiert und berechnet wurden. Bei ei-
nigen Prozessen wurden so viele Diagramme generiert, dass eine Berechnung mit dem
Feldersatz B (s. Tab. 3.3) erheblich effizienter war. Die Anzahlen der entsprechenden
Diagramme sind in Tab. 3.8 gegeben.

Die Anzahlen an Diagrammen, die für den Feldersatz A zwar generiert, aber nicht
berechnet wurden, sind in Klammern gesetzt. Man sieht, dass sich durch Verwendung
des Satzes B die Anzahl der Diagramme für den Vier-Φ-Vertex um einen Faktor von
etwa 4 von ca. 2, 3 ·106 auf ca. 5, 7 ·105 und für den ([O2Φ]Φ∗Φ)-Vertex um einen Faktor
von ungefähr 6 reduziert. Für den Feldersatz B wurden zu Testzwecken einige Ein- und
Zweischleifenkorrekturen erneut berechnet und mit der Rechnung für den Satz A vergli-
chen. Außerdem wurde die Φ-Selbstenergie auf Dreischleifenniveau mit beiden Sätzen
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Tabelle 3.7: Vertexkorrekturen im Standardmodell (unter Vernachlässigung der
Yukawa-Kopplungen der ersten und zweiten Generation sowie der nicht-
diagonalen): Anzahl der von QGRAF generierten Einteilchen-irreduziblen
Feynman-Diagramme (Feldersatz A).

Prozess 1 Schleife 2 Schleifen 3 Schleifen benötigt für
[O2Φ] Φ∗

1 Φ1 6 567 (69002) Zm2

[O2Φ] Φ∗
2 Φ2 6 589 (73933) Zm2

Φ∗
1 Φ∗

1 Φ1 Φ1 95 13811 (2273186) Zλ

Φ∗
1 Φ∗

2 Φ1 Φ2 91 13818 (2352247) Zλ

Φ∗
2 Φ∗

2 Φ2 Φ2 109 16250 (2829184) Zλ

Bµ Bν Bρ 26 1380 - Test: 〈BBB〉 = 0
c̄a cb Ac

µ 2 56 - Zgs

c̄3
W

c1
W

W 2
µ 2 99 - Zg2

ν̄τ τ Φ1 8 811 - Zyτ

τ̄ τ Φ2 10 1068 - Zyτ

ν̄τ τ W 1
µ 7 843 - Zg2

ν̄τ τ W 2
µ 7 843 - Zg2

τ̄ τ W 3
µ 12 1226 - Zg2

τ̄ τ Bµ 10 1062 - Zg1

t̄ b Φ1 13 1410 - Zyt, Zyb

t̄ t Φ2 14 1568 - Zyt

b̄ b Φ2 14 1568 - Zyb

t̄ t Aa
µ 9 920 - Zgs

t̄ b W 1
µ 11 1371 - Zg2

t̄ t Bµ 11 1359 - Zg1

Tabelle 3.8: Schleifenkorrekturen im Standardmodell (unter Vernachlässigung der
Yukawa-Kopplungen der ersten und zweiten Generation sowie der nicht-
diagonalen): Anzahl der von QGRAF generierten Einteilchen-irreduziblen
Feynman-Diagramme (Feldersatz B).

Prozess 1 Schleife 2 Schleifen 3 Schleifen benötigt für
Φ∗

1 Φ∗
1 Φ1 Φ1 65 5568 573692 Zλ

Φ∗
1 Φ1 7 125 5634 Z

(2Φ)
2

[O2Φ] Φ∗
1 Φ1 3 174 12902 Zm2

[O2Φ] Φ∗
2 Φ2 3 174 12902 Zm2

c̄a cb Ac
µ 2 52 - Zgs

W 1
µ W 1

ν 7 103 - Z
(2W )
3

c̄1
W

c1
W

1 10 - Z
(2cW )
3

berechnet, was einen wichtigen Test für die Implementierung der Gruppenstruktur des
vollen Standardmodells (s. Kap. 3.4) darstellt.

Mittels der in den Tabellen 3.6 und 3.7 aufgezählten Prozesse wurden alle
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Standardmodell-Counterterme in Zweischleifenordnung bestimmt, wobei zu Testzwe-
cken jede Kopplungsrenormierungskonstante auf mehrere Arten berechnet wurde.

Für die Betafunktion der Higgs-Selbstkopplung λ zur Zweischleifenordnung wurde
in Übereinstimmung mit [55, 57, 58]
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gefunden. Der Dreischleifenbeitrag lautet
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Im Grenzfall g1, g2, yb, yτ → 0 wird das Resultat (3.26) reproduziert.
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Auf http://www-ttp.particle.uni-karlsruhe.de/Progdata/ttp13/ttp13-008/
findet sich dieses Ergebnis in maschinenlesbarer Form. Dort sind auch die allgemeine
QCD-Gruppenfaktoren ausgedrückt durch CF , CA, dR und TF zu finden. Zum Zweck
der besseren Lesbarkeit wurden hier direkt die Werte CF = 4

3
, CA = 3, dR = 3 und

TF = 1
2

eingesetzt.
Die Anzahl der Standardmodellgenerationen Ng hingegen wurde als freier Para-

meter belassen, wodurch gekennzeichnet ist, dass die entsprechenden Beiträge von
Fermionschleifen stammen. Nach dem Ausschluss einer vierten Standardmodellgenera-
tion [126] darf jedoch Ng = 3 als sicher gelten und wird in den folgenden numerischen
Analysen verwendet.

Analog findet man für den Parameter m2 des Higgs-Potentials
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Wieder stimmen die Ein- und Zweischleifenterme mit [57, 58] überein und für
g1, g2, yb, yτ → 0 findet man das Resultat (3.27) wieder.

3.6.4 Numerische Analyse an der top-Massenskala

Mit den in Tab. 2.1 gegebenen Zahlenwerten für die Kopplungen lassen sich die Be-
tafunktionen an der Skala der top-Quarkmasse µ = Mt auswerten. Dies dient einer
Abschätzung, welche Relevanz einzelne Terme bei niedrigen Energieskalen haben. Zu
jedem Term wird unter der geschweiften Klammer angegeben, von welchen Kopplungen
dieser herrührt.

Für βλ(µ = Mt) in Einschleifenordnung findet man

β
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(3.43)

Man sieht, dass der wichtigste Term, derjenige ∝ y4
t

mit negativem Vorzeichen ist.
Dieser Term ist auch hauptsächlich dafür verantwortlich, dass λ mit steigendem µ ab-
nimmt, und zwar umso stärker, je größer die top-Quarkmasse Mt ist. Andererseits sieht
man an den nächstgrößeren Termen ∝ λ, dass mit einer größeren Higgs-Masse MH die
Higgs-Selbstkopplung langsamer fällt, bzw. für eine sehr große Higgs-Masse von ∼ 170
GeV sogar steigen würde. Offensichtlich sind die Beiträge mit yb und yτ vernachl̈sssigbar
klein, was einerseits rechtfertigt, dass wir die noch kleineren Yukawa-Beiträge in der
Berechnung der Betafunktionen nicht berücksichtigt hatten, andererseits sollen diese
Terme nun ab der Zweischleifenordnung, wo der größte Beitrag mit yb von O(10−7) und
der größte mit yτ von O(10−9) ist, ignoriert werden. Damit finden wir
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(3.44)
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Auffällig ist, dass die drei numerisch dominanten Beiträge von O(10−4) zwar im eich-
freien Grenzfall produziert werden, sich aber untereinander fast aufheben. Daraus re-
sultiert ein mit

β
(2)
λ (µ = Mt)

(16π2)2
= −2, 2× 10−5 (3.45)

sehr kleiner Zweischleifenbeitrag insgesamt im Vergleich zum Einschleifenresultat

β
(1)
λ (µ = Mt)

(16π2)
= −1, 0× 10−2. (3.46)

Im eichfreien Grenzfall (g2, g1 → 0) unter Vernachlässigung aller Yukawa-Kopplungen
außer yt findet man ein ähnliches Verhalten. Hier sind der Zweischleifenbeitrag

β
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∣
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∣
∣
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und der Einschleifenbeitrag
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∣
∣
∣
∣
∣
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= −9, 1× 10−3 (3.48)

nahe am vollen Resultat. Dabei unterscheiden sich die Zweischleifenbeiträge mit und
ohne Berücksichtigung der elektroschwachen Eichkopplungen zwar um einen Faktor
3,7, sind aber sehr klein gegenüber den Einschleifenkorrekturen. Der eichfreie Grenzfall
ist also zur Abschätzung der Größenordnung der Zweischleifenkorrekturen eine gute
Näherung, was auch die Untersuchung der Dreischleifen-Betafunktionen zunächst im
vereinfachten Modell mit den Kopplungen gs, yt sowie λ (s. Kap. 3.6.1) motiviert.

Auf Dreischleifenniveau betrachten wir nun die wichtigsten Terme bis O(10−7):
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︸ ︷︷ ︸

λ4

+4,0× 10−7

︸ ︷︷ ︸

λ3y2
t

+ kleinere Terme .

(3.49)

Auch hier sind die dominanten Terme nur durch die Kopplungen gs, yt und λ gege-
ben, was die erste Berechnung der Dreischleifen-Betafunktion im eichfreien Limes zu
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rechtfertigen scheint. Hier addieren sich die Terme von O(10−5) aber praktisch zu Null,
sodass im eichfreien Grenzfall ohne yτ , yb das Gesamtergebnis

β
(3)
λ (µ = Mt)

(16π2)3

∣
∣
∣
∣
∣
∣
g2,g1→0

= 2, 3× 10−6 (3.50)

einen Faktor 26 kleiner ausfällt als der größte individuelle Beitrag. Das Resultat im
Standardmodell unter Berücksichtigung der elektroschwachen Kopplungen g2 und g1

ist gegeben durch

β
(3)
λ (µ = Mt)

(16π2)3
= 1,1× 10−5, (3.51)

was einen Faktor 5 größer ausfällt als im eichfreien Grenzfall. Dies bedeutet, dass die
Differenz zwischen der laufenden Higgs-Selbstkopplung λ(µ) in Dreischleifenordnung
und λ(µ) in Zweischleifenordnung an der top-Skala im vollen Standardmodell fünf
mal so stark wächst wie im eichfreien Grenzfall. Bemerkenswert ist hierbei, dass die
Dreischleifenkorrekturen zu βλ an der top-Massenskala von derselben Größenordnung
wie die Zweischleifenkorrekturen, aber mit umgekehrtem Vorzeichen, sind. Damit ist
an dieser Skala der Beitrag höherer Ordnungen als der führenden zur Betafunktion sehr
klein. Bei niedrigen Skalen sind in einer Präzisionsberechnung des Laufens von λ die
elektroschwachen Beiträge gegenüber den übrigen Beiträgen auf Dreischleifenniveau
also nicht zu vernachlässigen. Eine Untersuchung der Evolution von λ bis zur Planck-
Skala zeigt allerdings, dass bei höheren Skalen der eichfreie Limes für die Dreischleifen-
Beiträge eine gute Approxiamation wird und somit für die Untersuchung des Vakuum-
stabilitätsproblems im Standardmodell den dominanten Anteil liefert (s. Kap. 5.2.1).

Für βm2(µ = Mt) findet man in Einschleifenordnung

β
(1)
m2 (µ = Mt)

(16π2)m2
= 1,7× 10−2

︸ ︷︷ ︸

y2
t

−6,0× 10−3

︸ ︷︷ ︸

g2
2

+4,8× 10−3

︸ ︷︷ ︸

λ

−6,1× 10−4

︸ ︷︷ ︸

g2
1

+7,6× 10−6

︸ ︷︷ ︸

y2
b

+6,3× 10−7

︸ ︷︷ ︸

y2
τ

.
(3.52)

In Zweischleifenordnung ergibt sich unter Vernachlässigung von Termen mit yb und yτ

β
(2)
m2 (µ = Mt)

(16π2)2m2
= 9,6× 10−4

︸ ︷︷ ︸

g2
sy2

t

−2,1× 10−4

︸ ︷︷ ︸

y4
t

−1,6× 10−4

︸ ︷︷ ︸

λy2
t

+8,3× 10−5

︸ ︷︷ ︸

g2
2y2

t

+7,7× 10−5

︸ ︷︷ ︸

g2
2λ

−3,2× 10−5

︸ ︷︷ ︸

g4
2

−2,0× 10−5

︸ ︷︷ ︸

λ2

+1,6× 10−5

︸ ︷︷ ︸

y2
t g2

1

+7,9× 10−6

︸ ︷︷ ︸

λg2
1

+3,9× 10−6

︸ ︷︷ ︸

g4
1

+2,0× 10−6

︸ ︷︷ ︸

g2
2g2

1

+ (Terme ∝ y2
b
, y2

τ
) .

(3.53)
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In Dreischleifenordnung vernachlässigen wir wieder kleine Beiträge ab O(10−7), was zu

β
(3)
m2 (µ = Mt)

(16π2)3m2
= +7,4× 10−5

︸ ︷︷ ︸

g4
sy2

t

−5,6× 10−5

︸ ︷︷ ︸

g2
sy4

t

+2,7× 10−5

︸ ︷︷ ︸

y6
t

+8,7× 10−6

︸ ︷︷ ︸

λy4
t

+5,7× 10−6

︸ ︷︷ ︸

g6
2

−4,0× 10−6

︸ ︷︷ ︸

g4
2y2

t

−3,8× 10−6

︸ ︷︷ ︸

g2
2λy2

t

+3,1× 10−6

︸ ︷︷ ︸

g2
sλy2

t

−1,7× 10−6

︸ ︷︷ ︸

g4
2g2

s

+9,7× 10−7

︸ ︷︷ ︸

g2
2g2

sy2
t

+5,7× 10−7

︸ ︷︷ ︸

g2
sy2

t g2
1

+5,4× 10−7

︸ ︷︷ ︸

λ3

+5,4× 10−7

︸ ︷︷ ︸

λ2y2
t

+ kleinere Terme

(3.54)

führt. Die starke gegenseitige Aufhebung von Termen, wie wir sie bei βλ vorfanden, ist
hier nicht gegeben, sodass der Gesamteffekt der Betafunktion von der gleichen Größen-
ordnung ist wie die größten individuellen Beiträge. Der eichfreie Limes in der höchs-
ten betrachteten Schleifenordnung scheint auch hier eine gute Näherung zu sein. Auf
Dreischleifenniveau fällt allerdings auf, dass der Term ∝ g6

2 nur eine Größenordnung
kleiner als die drei dominanten Beiträge ist und somit die Berechnung der elektroschwa-
chen Korrekturen durchaus eine sinnvolle Verbesserung darstellt.

Im vollen Standardmodell findet man

β
(1)
m2 (µ = Mt)

(16π2)m2
= 1,5× 10−2, (3.55)

β
(2)
m2 (µ = Mt)

(16π2)2m2
= 7,3× 10−4 (3.56)

und
β

(3)
m2 (µ = Mt)

(16π2)3m2
= 5,3× 10−5 (3.57)

als Gesamtergebnis an der top-Skala. Im eichfreien Grenzfall und ohne yτ , yb ergeben
sich mit

β
(1)
m2 (µ = Mt)

(16π2)m2
= 2,2× 10−2, (3.58)

β
(2)
m2 (µ = Mt)

(16π2)2m2
= 5,7× 10−4 (3.59)

und
β

(3)
m2 (µ = Mt)

(16π2)3m2
= 5,7× 10−5 (3.60)

sehr ähnliche Werte. Insbesondere in Dreischleifenordnung unterscheiden sich die Re-
sultate nur um 4×10−6, was zeigt, dass der eichfreie Grenzfall hier eine gute Näherung
darstellt.
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Abschließend soll noch das Ergebnis (3.28) für die top-Yukawa-Kopplung im ver-
einfachten Modell mit den Kopplungen gs, yt und λ untersucht werden. Auf Einschlei-
fenniveau findet man die Beiträge

β(1)
yt

(µ = Mt)

(16π2)
=−3,2× 10−2

︸ ︷︷ ︸

g2
syt

+1,2× 10−2

︸ ︷︷ ︸

y3
t

, (3.61)

was zeigt, dass der größte Effekt von der QCD stammt. Dies setzt sich auch in Zwei-
schleifenordnung fort, wo

β(2)
yt

(µ = Mt)

(16π2)2
=−3,8× 10−3

︸ ︷︷ ︸

g4
syt

+8,1× 10−4

︸ ︷︷ ︸

g2
sy3

t

−1,7× 10−4

︸ ︷︷ ︸

y5
t

−2,5× 10−5

︸ ︷︷ ︸

λy3
t

+1,8× 10−6

︸ ︷︷ ︸

λ2yt

(3.62)

gilt. In Dreischleifenordnung sind ebenfalls die QCD-Beiträge dominant und da keine
allzu starke Aufhebung zwischen den individuellen Beiträgen zu beobachten ist, kann
davon ausgegangen werden, dass hier die Approximation g2, g1 → 0 gerechtfertigt ist:

β(3)
yt

(µ = Mt)

(16π2)3
=−1,9× 10−4

︸ ︷︷ ︸

g6
syt

+7,0× 10−5

︸ ︷︷ ︸

g4
sy3

t

−2,0× 10−5

︸ ︷︷ ︸

g2
sy5

t

+4,7× 10−6

︸ ︷︷ ︸

y7
t

+2,3× 10−6

︸ ︷︷ ︸

λy5
t

+2,9× 10−7

︸ ︷︷ ︸

g2
sλy3

t

−8,9× 10−9

︸ ︷︷ ︸

λ3yt

+6,4× 10−9

︸ ︷︷ ︸

λ2y3
t

.
(3.63)

Für die Gesamteffekte der einzelnen Schleifenordnungen erhält man

β(1)
yt

(µ = Mt)

(16π2)
= −2,1× 10−2, (3.64)

β(2)
yt

(µ = Mt)

(16π2)2
= −3,1× 10−3 (3.65)

und
β(3)

yt
(µ = Mt)

(16π2)3
= −1,3× 10−4, (3.66)

was demonstriert, dass hier jede Schleifenordnung die Genauigkeit des Ergebnisses um
ungefähr eine Größenordnung verbessert.
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KAPITEL 4

Berechnung von MS-Kopplungen aus

On-shell-Parametern

4.1 Definitionen von Massen und die Relevanz von

Tadpole-Beiträgen

In Kap. 2.2 wurde die Erzeugung von Massen im Standardmodell durch den Mechanis-
mus der spontanen Symmetriebrechung im Higgs-Sektor eingeführt. Entscheidend ist,
dass die nicht-verschwindende klassische Feldstärke

|Φcl| = |〈0|Φ|0〉| =
v√
2

(4.1)

dazu führt, dass die Wechselwirkung der übrigen Felder mit dem skalaren Dublett

Φ =

(

Φ1

Φ2

)

nicht als kleine Störung zur wechselwirkungsfreien Theorie aufgefasst wer-

den kann. Daher trennt man das Skalarfeld gemäß (2.25) in

Φ =

(

Φ+

1√
2

(v + H − iχ)

)

(4.2)

auf und rechnet die Terme, welche v enthalten, der freien Lagrangedichte Lfree und
nicht der Wechselwirkungs-Lagrangedichte Lint zu. Die Wechselwirkungen mit dem
Higgs-Feld und den Goldstone-Bosonen sind dann wieder kleine Störungen, weshalb
nicht Φ1 und Φ2, sondern H, χ und Φ+ quantisiert werden und folglich Operatoren
sind. Der Vakuumerwartungswert v hingegen ist eine klassische Größe mit Massendi-
mension Eins. Die Einführung von Massen in die freie Lagrangedichte Lfree führt zu
massiven Propagatoren und damit dazu, dass massive Tadpole-Diagramme, also solche
Diagramme, in die kein äußerer Impuls fließt, nicht wie im masselosen Fall Null sind.
Sowohl der Vakuumerwartungswert v als auch die daraus entstehenden Massen müssen

73
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renormiert werden, um weiterhin UV-endliche Ergebnisse zu erhalten. Die Definition
des Parameters v in (4.2) und damit die Aufteilung in Lfree und Lint ist aber nicht
eindeutig. Im Folgenden werden drei mögliche Feldaufteilungen vorgestellt:

1) Eine mögliche Definition von v im MS-Schema ist

v :=

√

−m2

λ
(4.3)

wie auf Baumgraphenniveau mit den MS-Parametern m2 und λ. Das effektive
v bei einer bestimmten Skala µ ist damit durch die Evolution von m2 und λ
festgelegt. Man kann also von der Lagrangedichte (2.1) des Standardmodells in
der ungebrochenen Phase ausgehen und den Parameter m2 gemäß (4.3) ersetzen,
wobei alle Counterterme, die in der ungebrochenen Phase berechnet wurden bei-
behalten werden. Die Feynman-Regeln ergeben sich dann, indem den Definitionen
(2.33) und (2.34) folgend die Ersetzungen

λ v2 → m2
H

2
, (4.4)

yt v →
√

2 mt (4.5)

vorgenommen werden. Die leichteren Quarks sollen in diesem Kapitel vernachläs-
sigt werden. Ausgehend davon, dass diese Counterterme für die Betafunktionen
(Kap. 3) bereits berechnet wurden, ist dies ein naheliegendes Vorgehen und soll
für die Rechnungen im Rahmen dieser Arbeit verwendet werden. Der Preis für
diese einfache Definition und die Übertragung der Feynman-Regeln und Counter-
terme aus der ungebrochenen Phase des Standardmodells ist die Notwendigkeit
Tadpole-Diagramme zu berücksichtigen. Daher stimmt mit der Definition (4.3)
die Gleichung (4.1) nur noch auf Baumgraphenniveau. In höheren Ordnungen gilt

〈0|Φ|0〉 =

(

〈0|Φ+|0〉
1√
2

(v + 〈0|H|0〉 − i〈0|χ|0〉)

)

=

(

0
1√
2

(v + 〈0|H|0〉)

)

(4.6)

und damit

|Φcl| =
v√
2

+
〈0|H|0〉√

2
. (4.7)

Die Beiträge zu 〈0|H|0〉 in Einschleifenordnung sind in Abb. 4.1 gezeigt. Durch
Einsetzen von (4.2) in die Lagrangedichte (2.13) für den skalaren Sektor sowie die
zugehörige Counterterm-Lagrangedichte (2.66) erhält man einen Term ∝ H v3,
welcher auf die Feynman-Regel

δZH = =
(

λ δZΦ2 + δZ
(4Φ)
1

)

v3 (4.8)

mit den Renormierungskonstanten aus (2.66) führt.
2) Eine Möglichkeit (4.1) zu erhalten wäre eine zusätzliche endliche Verschiebung

des Parameters v aus (4.3) um einen Wert δv. So kann man beispielsweise die
Zerlegung

Φ =

(

Φ+

1√
2
(v − δv + H − iχ)

)

(4.9)
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〈0|H|0〉 =
1PI

=

∝ m4
t

v

+

∝ m4
H

v

+

=: δZH

Abbildung 4.1: Feynman-Diagramme zur Berechnung von 〈0|H|0〉 in Einschleifenord-
nung. Der gelbe Kreis steht für die Summe aller möglichen Einteilchen-
irreduziblen (1PI) Diagramme. δZH enthält die Einschleifencounterter-
me zu den beiden ersten Diagrammen.

statt (4.2) definieren, wobei v0 := v − δv zur freien Lagrangedichte gezählt wird
und δv Ordnung für Ordnung in Störungstheorie so bestimmt wird, dass die Sum-
me aller Tadpole-Beiträge Null ist, also 〈0|H|0〉 = 0 gilt. Dabei ist der Tadpole-
Counterterm (s. Abb. 4.1), der sich aus der Ersetzungen (4.9) in (2.13) und (2.66)
ergibt

δZH = λ v2 δv − 3λ v δv2 + λ δv3 + λ v2 δZΦ2(v − δv) + δZ
(4Φ)
1 (v − δv)3 (4.10)

zu verwenden.
Hat man aus dieser Bedingung δv bis zur benötigten Schleifenordnungen be-
stimmt, so kann man bei der Berechnung aller weiteren Greensfunktionen die
Tadpole-Diagramme ignorieren, muss aber δv in den Feynman-Regeln berück-
sichtigen. Man beachte, dass man auf diese Art in höheren Schleifenordnungen
andere MS-Massen als in (4.4) und (4.5), nämlich

m2
H

= λ
(

2v2 − 6δv v + 3δv2
)

, (4.11)

mt =
yt√
2

(v − δv), (4.12)

erhält. Außerdem treten auch Massencounterterme proportional zu δv auf, so-
wohl für das Higgs-Boson und top-Quark als auch für die auf Baumgraphenni-
veau masselosen Goldstone-Bosonen. Dies ist offensichtlich, wenn man (4.9) in die
Lagrangedichten für den Higgs- und Yukawa-Sektor (2.13) und (2.22) samt der
zugehörigen Counterterm-Lagrangedichten (2.13) und (2.64) einsetzt. Eine sol-
che Massendefinition wird z.B. in [77, 78, 127] für die Konvertierung von MS- in
On-shell-Parameter verwendet. Außerdem bietet sich diese MS-Massendefinition
an, wenn nicht von der ungebrochenen Phase des Standardmodells ausgegangen
wird, sondern die gebrochene Phase mit Massentermen die Ausgangsposition ist
und auch alle Renormierungskonstanten für die entsprechende Lagrangedichte
berechnet werden. Dies ist z.B. in [118, 128,129] der Fall.

3) Eine dritte Möglichkeit wäre δv so zu wählen, dass in jeder Ordnung

vOS := v − δv =
(√

2GF

)− 1
2 (4.13)

mit der Fermi-Konstanten GF des Myon-Zerfalls erreicht wird. Damit würde sich
z.B. die top-Quarkmasse

mt =
yt√
2

(v − δv) =
yt√
2

vOS (4.14)
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unter Renormierungsgruppentransformationen wie die top-Yukawa-Kopplung
verhalten. Eine solche Definition wird beispielsweise in [130] vorgeschlagen.

Man sieht, dass die Definition einer Masse im MS-Schema nicht eindeutig ist. Jede
MS-Masse korrespondiert hierbei zu einer Festlegung von v bzw. v0 := v − δv.1 Dies ist
unproblematisch, da weder v noch MS-Massen Beobachtungsgrößen sind. Die dimensi-
onslosen Kopplungskonstanten des Standardmodells, wie z.B. λ oder yt hingegen sind
im MS-Schema eindeutig festgelegt.

Der lineare Zusammenhang zwischen mt und v0 in (4.12) lässt erwarten, dass zu-
mindest auf Einschleifenniveau yt unabhängig von δv ist. Tatsächlich wird sich im Fol-
genden zeigen, dass sich die Tadpole-Beiträge zur Berechnung der MS-top-Masse aus
der Polmasse und die Tadpole-Beiträge zur Berechnung von v aus GF gerade kom-
pensieren. In (4.11) ist dies nicht der Fall, da sich dieser Massenterm aus den beiden
Termen m2 H2

2
und 6 λ (v − δv)2 H2

4
ergibt, welche aus (4.9) in (2.13) folgen. Damit ist

mH nicht proportional zu v0. In höheren Schleifenordnungen ist der Einfluss von δv
bzw. der Beitrag von Tadpole-Diagrammen nicht trivial, da δv nicht nur in die Massen-
terme und den Tadpole-Term der Lagrangedichte eingeht, sondern beispielsweise auch
in die Feynman-Regel für den Drei-Higgs-Vertex.

Tadpole-Beiträge können also durch die Definition einer entsprechenden MS-Masse
ausgenommen und so lange ignoriert werden, wie der Parameter v nicht explizit be-
nötigt wird. Dies ist beispielsweise in der massiven QCD mit den Parametern mf und
αs der Fall. In der QCD gibt es auch keine weiteren Feynman-Regeln, in denen δv
steht. Möchte man aber die dimensionslosen Kopplungen λ, yt, usw. extrahieren, ge-
hen Tadpole-Beiträge entweder direkt oder mittelbar über δv in die Rechnung ein.

Für den Rest dieses Kapitels wird das Standardmodell in der gebrochenen Phase
mit der ersten Definition (4.2) sowie (4.3) für die Aufspaltung des Skalarfeldes verwen-
det.

Experimentell zugängliche Beobachtungsgrößen sind Wirkungsquerschnitte und
Zerfallsbreiten. Für freie Teilchen korrespondiert die Polmasse zur Lage einer Reso-
nanz in solchen Größen, kann also selbst als Observable gelten. Quarks lassen sich
nur in gebundenen Farb-Singulett-Zuständen beobachten, weshalb die Massen dieser
Hadronen Observablen sind, nicht aber die der einzelnen Quarks. Da das top-Quark
nicht hadronisiert, sondern zuvor zerfällt, lässt es sich in Rechnungen als freies Teilchen
mit kurzer Lebensdauer, welches durch seine Polmasse und Zerfallsbreite charakteri-
siert ist, beschreiben. Diese Approximation ist allerdings mit einer intrinsischen Unsi-
cherheit verbunden, da die Selbstenergie des top-Quarks auch Beiträge enthält, welche
aus der nicht perturbativ beschreibbaren Impulsraumregion mit |p| . ΛQCD ∼ 200 MeV
stammen. Diese sogenannten Renormalon-Beiträge verursachen eine Ungenauigkeit der
Polmasse von der Größenordnung ΛQCD, wenn man diese zu den Parametern der La-
grangedichte in Beziehung setzen möchte [131–134]. Da die experimentelle Unsicher-
heit bei Messungen der top-Quarkmasse allerdings gegenwärtig deutlich größer ist,
σMt = 0,76 GeV bei einer kombinierten Analyse von ATLAS, CMS und D0 [36], ist
eine Berechnung der MS-top-Yukawa-Kopplung aus der top-Polmasse eine gute Ap-

1 In der massiven QCD, wo Fermionmassen und die starke Kopplung als Parameter der Theorie
auftauchen wird diese Festlegung implizit durch eine Behandlungsvorschrift für Tadpole-Diagramme
getroffen.
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proximation.
Zukünftig soll die top-Quarkmasse an einem linearen e+e−-Beschleuniger deutlich

präziser gemessen werden. In diesem Fall sind die PS-Masse (potential subtracted) [134]
oder die Masse der tt̄-Resonanz an der Produktionsschwelle (1S-Masse) [135] geeigne-
tere Definitionen, da sie nicht von der Unsicherheit durch Renormalonen beeinflusst
sind.

4.2 Von On-shell-Parametern zu MS-Kopplungen

Die Bestimmung der MS-Kopplungen bei einer bestimmten Skala, hier der top-
Polmasse, erfolgt durch perturbative Berechnung von Beobachtungsgrößen, wie Pol-
massen und Wirkungsquerschnitten, unter Verwendung der Feynman-Regeln, welche
aus der Lagrangedichte (2.1) mit der Ersetzung (4.2) resultieren. Für jede Messgröße
erhält man so eine Gleichung, welche neben der Beobachtungsgröße die MS-Kopplungen
und v aus (4.2) als Parameter enthält. Berücksichtigt man N Kopplungen, werden also
N + 1 Bestimmungsgleichungen benötigt.

Betrachten wir im Folgenden ein vereinfachtes Modell, in dem die elektroschwa-
chen Kopplungen sowie alle Yukawa-Kopplungen außer yt vernachlässigt werden, so
enthält die Lagrangedichte in der gebrochenen Phase des Standardmodells die Para-
meter gs, yt, λ und v oder alternativ gs, mt, mH und v. Da αs = g2

s

4π
direkt im MS-Schema

bestimmt wird [41], können wir gs als bekannt voraussetzen. yt und λ hingegen werden
aus der Polmasse des top-Quarks und der des Higgs-Bosons bestimmt. Um den verblei-
benden Parameter v zu eliminieren, kann die Zerfallskonstante GF des Myon-Zerfalls
herangezogen werden.

4.2.1 Polmassen und die Bestimmung von v

Für freie Teilchen ist die physikalische Masse der Realteil des Pols des vollen Propaga-
tors einschließlich aller Quantenkorrekturen. Dieser lässt sich mit Hilfe der Selbstenergie
des entsprechenden Feldes zu den Parametern der Lagrangedichte in Beziehung setzen.
Für ein skalares Teilchen, wie beispielsweise das Higgs-Boson, ist der volle Propagator
gegeben durch

iSH(p) :=
∫

d4x e−ipx〈0|H(x)H(0)|0〉

= + + + . . .

=
i

p2 −m2
H
− ΠH(p2, m2

H
, {gi}, {mi})

(4.15)

mit der Selbstenergie

− iΠH(p2, m2
H

, {gi}, {mi}) =
p

, (4.16)

welche bis zur Zweischleifenordnung aus den in Abb. 4.2 gezeigten Einteilchen-
irreduziblen (1PI) und Tadpole-Beiträgen besteht und von allen Kopplungen {gi} und
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allen übrigen Massen {mi} der Theorie abhängt. Der freie Higgs-Propagator in der
gebrochenen Phase des Standardmodells hat die Gestalt

p

=
i

p2 −m2
H

(4.17)

mit der MS-Higgs-Masse mH =
√

2 λ v (vgl. (2.33)). Alternativ kann man den Nenner
des vollen Propagators auch durch die zugehörige nackte Masse mH,B oder direkt durch
die Polmasse MH ausdrücken:

S−1
H

(p) = p2 −m2
H
−ΠH(p2, m2

H
, {gi}, {mi})

= p2 −m2
H,B
−ΠB

H
(p2, m2

B
, {gi,B}, {mi,B})

= p2 −M2
H
−ΠOS

H
(p2, M2

H
, {gi}, {mi}),

(4.18)

wodurch die nackte Selbstenergie ΠB und die On-shell-Selbstenergie ΠOS definiert wer-
den. Bei p2 = M2

H
hat der Realteil des Propagatornenners (4.18) eine Nullstelle. Der

Imaginärteil von (4.18) gibt die Zerfallsbreite ΓH des Teilchens an:

m2
H

+ ΠH(p2 = M2
H

, m2
H

, {gi}, {mi}) = M2
H
− iΓH . (4.19)

Die drei in (4.18) verwendeten Massen und damit auch die Selbstenergien hängen
durch die Renormierungsvorschrift

mH,B = ZMS

mH
mH = ZOS

MH
MH (4.20)

zusammen. Da sowohl die MS-Masse mH als auch die Polmasse MH endlich sind, ist es
auch ihr Verhältnis

ZOSMS

H
:=

mH

MH

=
ZOS

MH

ZMS
mH

. (4.21)

1PI

(a)

1PI

(b)

1PI
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(c)
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(d)
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Abbildung 4.2: Feynman-Diagramme für die Higgs-Selbstenergie bis zur Zweischleifen-
ordnung
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Damit kann durch die Relation

mH = ZOSMS

H
MH =

(

1 + δZOSMS

H

)

MH (4.22)

die MS-Masse in der Rechnung zugunsten der Polmasse eliminiert werden, um dann
δZOSMS

H
aus der Bedingung (4.19) bzw.

ΠOS

H
(p2 = M2

H
) = 0 (4.23)

mit
ΠOS

H
(p2 = M2

H
) = ΠH(p2 = M2

H
) +

[

2δZOSMS

H
+
(

δZOSMS

H

)2
]

M2
H

(4.24)

Ordnung für Ordnung in Störungstheorie zu bestimmen. Die Einschleifenbeiträge zu
δZH müssen in Einschleifendiagramme eingesetzt werden, um die im MS-Schema in
einigen Zweischleifendiagrammen auftretenden infrarote Divergenzen zu kompensieren.
Tatsächlich liefert die Bedingung (4.23) ein komplexes δZOSMS

H
, wobei nur der Realteil

zum Verhältnis mH

MH
beiträgt und der Imaginärteil eingesetzt in Einschleifendiagramme

zu einem IR-endlichen Imaginärteil der Zweischleifendiagramme führt. Zur Berechnung
von mH

MH
wäre statt (4.23) auch die schwächere Bedingung

Re
[

ΠOS

H
(p2 = M2

H
)
]

= 0 (4.25)

ausreichend.
Für Fermionen, wie beispielsweise das top-Quark, ergibt sich analog der volle Pro-

pagator

iSt(p) :=
∫

d4x e−ipx〈0|t̄(x)t(0)|0〉

= + + + . . .

=
i

/p−mt − Σt(/p, mt, {gi}, {mi})
,

(4.26)

worin die Selbstenergie

− iΣt(/p, mt, {gi}, {mi}) =
p

(4.27)

und der freie Propagator
p

=
i

/p−mt

(4.28)

mit der MS-top-Masse mt = yt√
2
v (vgl. (2.34)) verwendet werden. Die relevanten Dia-

grammtypen zur Berechnung von Σt bis zur Zweischleifenordnung sind in Abb. 4.3
dargestellt. Auch hier kann analog zu (4.18) der Nenner des vollen Propagators durch
nackten Größen mt,B und ΣB

t
bzw. durch die Polmasse Mt und die On-shell-Selbstenergie

ΣOS
t

ausgedrückt werden:

S−1
t

(p) = /p−mt − Σt(/p, mt, {gi}, {mi})
= /p−mt,B − ΣB

t
(/p, mB, {gi,B}, {mi,B})

= /p−Mt − ΣOS

t
(/p, Mt, {gi}, {mi}).

(4.29)
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Die Polmasse Mt wird dadurch definiert, dass für /p = Mt der Realteil von (4.29) Null
wird. Der Imaginärteil von (4.29) lässt sich wiederum als Zerfallsbreite Γt des Fermions
interpretieren:

mt + Σt(/p = Mt, mt, {gi, mi}) = Mt − iΓt. (4.30)

Auch im Falle der Fermionen sind die drei in (4.29) verwendeten Massen und
folglich auch die Selbstenergien durch

mt,B = ZMS

mt
mt = ZOS

Mt
Mt (4.31)

verknüpft und wir können die endliche Renormierungskonstante

ZOSMS

t
:=

mt

Mt

=
ZOS

Mt

ZMS
mt

. (4.32)

definieren, mittels derer die MS-Masse durch die Polmasse ausgedrückt werden kann:

mt = ZOSMS

t
Mt =

(

1 + δZOSMS

t

)

Mt, (4.33)

woraus mit (4.29) unmittelbar

ΣOS

t
= Σt + δZOSMS

t
Mt (4.34)

folgt. Aus der Bedingung (4.30) wird δZOSMS
H

Ordnung für Ordnung in Störungstheorie
bestimmt.

Wie im Fall des Higgs-Bosons wird diese zusätzliche Renormierungskonstante in
höheren Schleifenordnungen benötigt, um zusammen mit den bereits in der ungebro-
chenen Phase des Standardmodells bestimmten UV-Renormierungskonstanten endliche
Ergebnisse zu erhalten. Der Grund dafür, dass die ab der Zweischleifenordnung auf-
tretenden IR-Divergenzen so aufgehoben werden können liegt darin, dass Polmassen
IR-endlich sind. Außerdem sind sie Renormierungsgruppen-invariant (RGI), hängen
also nicht von der Renormierungsskala µ ab. Dies wurde für den Fermionpropagator
in Theorien ohne γ5, also beipielsweise für die QCD, in [136] bewiesen. Die Idee ist zu
zeigen, dass die Polmasse zum einen vollständig durch renormierte Größen ausgedrückt
werden kann, womit sie endlich ist, zum anderen aber auch vollständig durch nackte
Größen beschrieben werden kann, woraus die RGI-Eigenschaft folgt. Für das komplet-
te Standardmodell wurde die Eichunabhängigkeit und IR-Endlichkeit der Polmassen
in [137] gezeigt. Für die Higgs- und die top-Quark-Selbstenergie im eichfreien Limes
wurde im Rahmen dieser Arbeit in Zweischleifenordnung explizit gezeigt, dass auf diese
Art endliche Ergebnisse erzielt werden (vgl. Kap. 4.3).

Für skalare Teilchen ist die Selbstenergie ebenfalls ein Skalar. Im Fall des top-
Quarks lässt sich die im Spinorraum matrixwertige Selbstenergie in

ΣOS

t
(/p, mt, {gi, mi}) = MtΣS(p

2, mt, {gi, mi}) + /pΣV(p2, mt, {gi, mi})
+ /pγ5ΣA(p2, mt, {gi, mi})

(4.35)

mit den skalaren Funktionen ΣS, ΣV und ΣA aufteilen. Neben dem skalaren (S), vek-
toriellen (V) und axialen (A) Anteil, wäre im Allgemeinen auch ein pseudoskalarer
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Abbildung 4.3: Feynman-Diagramme für die top-Quark-Selbstenergie bis zur Zwei-
schleifenordnung

(PS) Term denkbar, der die Form Mtγ5ΣPS hätte. Beim top-Quark im Standardmodell
tritt ein solcher Term allerdings nicht auf, was in der Rechnung in Kap. 4.3 für den
eichfreien Limes in Zweischleifenordnung explizit überprüft wurde.

In [138] wurde für den allgemeineren Fall ΣPS 6= 0 die γ5-Struktur des vollen Pro-
pagators abgespalten, was auf eine effektive Selbstenergie Σeff zur Berechnung des Pols
führt. Für ΣPS = 0 vereinfacht sich diese Formel zu

i

/p−Mt − ΣOS
=

i

/p−Mt − Σeff



1− /pΣA

/p−
(

/pΣV + MtΣS

)

+ Mt (1 + 2ΣS)
γ5



 (4.36)

mit der effektiven Selbstenergie

Σeff(/p) = /pΣV + MtΣS +
p2Σ2

A

/p−
(

/pΣV + MtΣS

)

+ Mt (1 + 2ΣS)
, (4.37)

welche kein γ5 mehr enthält. Am Punkt /p = Mt gilt damit

Σeff(/p = Mt) = Mt

{

ΣV(p2 = M2
t
) + ΣS(p

2 = M2
t
) +

Σ2
A
(p2 = M2

t
)

2− ΣV + ΣS

}

!
= 0. (4.38)

Durch Entwicklung bis zur Zweischleifenordnung folgt die Bedingung

0 = ΣV(p2 = M2
t
) + ΣS(p

2 = M2
t
) +

Σ2
A
(p2 = M2

t
)

2
, (4.39)

aus der sich die Ein- und Zweischleifenbeiträge zu δZOSMS
t

berechnen lassen.
Schließlich ist noch die Konstante v zu bestimmen. Hierfür benötigen wir die

Selbstenergie des W ±-Propagators

iΠµν
W

(p2, m2
W

, {gi}, {mi}) = µ ν

p

= i

[

gµν g2
2

4
ΠW +

pµpν

p2
Πlong

W

]

(4.40)

mit der MS-Masse mW = g2v
2

(vgl. (2.31)).
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Die Funktion Πlong
W

ist von der Wahl der Eichparameter abhängig und ihr Ein-
fluss auf Matrixelemente abhängig von der Polarisation des W -Bosons. Zerfällt das W
schließlich aber in leichte Fermionen, koppelt also an einen fermionischen Strom

jν = f̄1γνf2, (4.41)

so gilt aufgrund der Bewegungsgleichungen

pνjν = 0, (4.42)

wenn man die entstehenden Fermionen f1 und f2 als masselos annimmt.2

Unter Vernachlässigung des Anteils ∝ pµpν gilt damit für den vollen W -Propagator

iSW (p) :=
∫

d4x e−ipx〈0|W +(x)W −(0)|0〉

= + + + . . .

=
−i gµν

p2 −m2
W
−ΠW (p2, m2

W
, {gi}, {mi})

.

(4.43)

mit dem freien Propagator im MS-Schema
p

=
−i gµν

p2 −m2
W

. (4.44)

Die Selbstenergie (4.40) wird aus den Diagrammtypen in Abb. 4.4 berechnet.
Für den Myon-Zerfall gilt dann auf Baumgraphenniveau

µ−

ν̄µ e−

νe

∼ 1
m2

W

g2

2
g2

2 ∼ 1

v2
=
√

2 GF, (4.45)

wobei p2 = M2
Myon
≈ 0 genähert wird. Unter Einbeziehung der Quantenkorrekturen aus

(4.43) folgt als Bestimmungsgleichung für v:

v2 =
(√

2 GF

)−1 −ΠW (p2 = 0). (4.46)

Analog erhält man die Polmasse des W -Bosons zu

MW =
g2

2

4

(

v2 + ΠW (p2 = M2
W

)
)

. (4.47)
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Abbildung 4.4: Feynman-Diagramme für die W ±-Selbstenergie bis zur Zweischleifen-
ordnung

Im eichfreien Limes genügen die Gleichungen (4.19), (4.39) und (4.46), um yt,
λ und v aus Mt, MH und GF zu bestimmen, sowie eine Vorschrift zur Bestimmung
von gs aus experimentellen Daten. Man beachte, dass die Funktion ΠW im eichfreien
Grenzfall nicht von g2 abhängt. Im vollen Standardmodell müssen zusätzlich g2 und g1

bestimmt werden, was beispielsweise aus den Polmassen der W ±- und Z-Bosonen und
der Feinstrukturkonstanten α geschehen kann.

4.2.2 Status der Bestimmung von MS- aus On-shell-Parametern

In [136] wurde bereits 1980 auf Einschleifenniveau die Beziehung zwischen der MS-
Masse und der Polmasse eines Fermions in reiner QCD berechnet.

Eine der ersten Umrechnungen von On-shell- in MS-Parameter einschließlich
der elektroschwachen Korrekturen wurde 1986 in [78] veröffentlicht, wo die Higgs-
Selbstkopplung λ im MS-Schema in Einschleifenordnung aus der Polmasse MH und der
Myon-Zerfallskonstanten GF bestimmt wurde. Auf Einschleifenniveau tritt die starke
Kopplung gs nicht auf und die top-Yukawa-Kopplung wurde noch nicht berücksichtigt.

In [77] wurde analog und ebenfalls auf Einschleifenniveau die MS-Yukawa-
Kopplung eines Fermions zu seiner Polmasse in Beziehung gesetzt. In beiden Arbeiten
wurden die Tadpole-Beiträge explizit berechnet und die MS-Massen so definiert, dass
Tadpole-Beiträge nicht ignoriert werden. In [77] wurde festgestellt, dass man die MS-
Masse für Fermionen auch so definieren kann, dass die Tadpole-Diagramme aus der
Relation zwischen MS- und Polmasse ausgenommen werden, man in diesem Fall aber
eine von den Eichparametern ξW und ξB abhängige MS-Masse erhält.

Die Zweischleifenbeziehung zwischen MS- und Polmasse für Fermionen in reiner
QCD wurden in [127] vorgestellt, die Dreischleifenbeiträge in [139–141]. Die Vierschlei-
fenbeiträge von Diagrammen mit zwei und drei masselosen, geschlossenen Fermion-
schleifen finden sich in [142]. In der QCD treten keine Tadpole auf, sodass hier die
Definition der MS-Masse eindeutig ist.

2Eine ähnliche Argumentation wird z.B. auch in [12] verwendet.
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Im Zusammenhang mit der Berechnung des ρ-Parameters3 wurde in [128] die Re-
lation zwischen MS- und Polmasse des top-Quarks auf Zweischleifenniveau bestimmt,
wobei neben QCD-Beiträgen auch die Abhängigkeit von der Higgs-Masse MH in ver-
schiedenen Hierarchieszenarien, z.B. MH ≪Mt und MH ≈Mt, berechnet wurde. Die
O(ααs)-Korrekturen in der Beziehung zwischen Polmasse und MS-Masse von Fermio-
nen wurden unabhängig in [143] berechnet, wobei im Unterschied zu [128] die Tadpole-
Beiträge in die Rechnung einbezogen wurden. Die O(ααs)-Korrekturen wurden unab-
hängig auch in [144] berechnet. Abgesehen von der Differenz, welche auf den beiden
unterschiedlichen Definitionen einer MS-Masse mit bzw. ohne Tadpole-Diagrammen be-
ruht, stimmen die Ergebnisse aus [128] und [143] jedoch überein, wie in [129] festgestellt
wurde. In [145] wird die Feststellung getroffen, dass die elektroschwachen Korrekturen
von O(α) und O(ααs) in der Differenz mt −Mt den größten Teil der QCD-Korrekturen
von O(αs), O(α2

s
) und O(α3

s
) kompensieren. Der größte Anteil der elektroschwachen

Korrekturen stammt jedoch von den Tadpole-Diagrammen, sodass diese Aussage nur
bei entsprechender Definition der MS-Masse stimmt.

Es sei in diesem Zusammenhang bemerkt, dass zwar mehrere Definitionen einer
MS-Masse möglich sind (vgl. Kap. 4.1), die MS-Yukawa-Kopplung jedoch unabhängig
davon ist, da jede Definition einer MS-Masse auch einer Definition der Konstanten
v in der Aufteilung des Skalarfeldes Φ entspricht, welche in Störungstheorie von der
Wechselwirkungs-Lagrangedichte in die freie Lagrangedichte gezogen wird. Werden bei
der Berechnung von mt −Mt die Tadpolediagramme ignoriert, so ist impliziert, dass bei
der Aufteilung des Skalarfeldes ein zusätzlicher Counterterm δv eingeführt wurde, der
die Tadpole-Beiträge absorbiert. In Einschleifenordnung stellt sich außerdem heraus,
dass sich die Tadpole-Beiträge zur Bestimmung von yt aus

yt√
2

=
mt

v
=

Mt(1 + δZOSMS
t

)
[(√

2 GF

)−1 −ΠW (p2 = 0)
] 1

2

=
Mt

(√
2 GF

)−1




1 + δZOSMS

t
+

ΠW (p2 = 0)

2
(√

2 GF

)−1




+ . . . ,

(4.48)

zwischen δZOSMS
t

und ΠW (p2 = 0) gerade kompensieren. Für die Berechnung der top-
Yukawa-Kopplung sind also die QCD-Effekte dominant. Dies wird in Kap. 4.3 im eich-
freien Limes explizit gezeigt. Der Grund dafür ist, dass der gleiche Tadpole-Beitrag in
δZOSMS

t
(Diagrammtyp (b) in Abb. 4.3) und in ΠW (p2 = 0) eingeht. Auf Zweischleifen-

niveau kompensieren sich die Tadpole-Beiträge jedoch nicht vollständig, wie in Kapitel
4.3.2 gezeigt wird. Im Fall der Berechnung von λ aus ΠH(p2 = MH) und ΠW (p2 = 0)
fallen die Tadpole-Beiträge schon auf Einschleifenniveau nicht heraus.

Die Zweischleifenkorrekuren der Relation zwischen MS- und Polmasse der elek-
troschwachen Eichbosonen wurde in [146, 147] berechnet.

Eine vollständige Berechnung bzw. Reproduktion aller Korrekturen zu λ und yt

im MS-Schema in Ordnung O(α) und O(ααs) wurde in [48] durchgeführt. Eine nu-

3Der ρ-Parameter ist als Verhältnis des neutralen und des geladenen Stroms im schwachen Sektor
des Standardmodells bei Impulsübertrag Null definiert, also ρ = Jneutral(0)

Jgeladen(0) [128].
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merische Berechnung aller Zweischleifenkorrekturen, einschließlich O(α2), für die MS-
Parameter gs, g1, g2, yt und λ wurde in [35] veröffentlicht. Eine analytische Berechnung
der Zweischleifenbeziehung zwischen Mt und mt (einschließlich Tadpole-Diagrammen)
und zwischen Mt und yt im eichfreien Limes findet sich in [130].

4.3 Berechnung von λ(Mt) und yt(Mt) im eichfreien

Grenzfall

In diesem Kapitel wird die Berechnung der MS-Kopplungen λ(Mt) und yt(Mt) im
eichfreien Grenzfall des Standardmodells vorgestellt. Es werden die Feynman-Regeln
zugrunde gelegt, welche sich aus den Bestandteilen QCD (2.12), Skalarfeldsektor (2.13)
und top-Yukawa-Sektor (2.22) der Standardmodell-Lagrangedichte sowie den zugehö-
rigen UV-Countertermen (2.55), (2.66) und (2.64) mit der Ersetzung (4.2) für das
Skalarfeld ergeben. In einem Zwischenschritt werden MS-Massen mH und mt gemäß
(4.4) und (4.5) definiert. Die so erhaltenen Feynman-Regeln finden sich in Anhang B.2.
Die MS-Massen werden dann mittels der endlichen Renormierungskonstanten δZOSMS

H

und δZOSMS
t

aus (4.21) und (4.32) durch die Polmassen MH und Mt ausgedrückt.
Die in den Counterterm-Lagrangedichten (2.55), (2.66) und (2.64) definierten Re-

normierungskonstanten wurden bereits im Rahmen der in Kap. 3 vorgestellten Rech-
nungen in der ungebrochenen Phase des Standardmodells ermittelt und können hier
wiederverwendet werden. Die Renormierungskonstanten δZOSMS

H
und δZOSMS

t
werden zu-

nächst in Einschleifenordnung aus (4.23) und (4.39) bestimmt und dann neben den
UV-Renormierungskonstanten in Einschleifendiagramme eingesetzt, was einen Beitrag
zum Zweischleifenresultat liefert. Aus diesem Grund, werden alle in Einschleifendia-
grammen verwendeten Feynman-Regeln bis zur ersten Ordnung in δZOSMS

H
und δZOSMS

t

entwickelt, bzw. in Baumgraphen bis zur zweiten Ordnung.
Eine Schwierigkeit der Rechnung ist das Auftreten zweier unterschiedlicher Skalen,

MH und Mt, wobei MH nicht gegen Mt vernachlässigbar ist. Im Rahmen dieser Arbeit
wird bei der Berechnung der top-Quark-Selbstenergie auf der Massenschale, also für
p2 = M2

t
die Higgs-Masse mittels

MH = Mt(1−∆) (4.49)

eliminiert und dann die Integranden im Parameter

∆ :=
Mt −MH

Mt

≈ 1

4
(4.50)

in eine Taylor-Reihe entwickelt. Für den Higgs-Propagator im MS-Schema findet man
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so

1

i

1

m2
H
− p2

=
1

i

1

M2
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(1−∆)2(1 + δZOSMS
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∆
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.

(4.51)

Bei der Berechnung der Higgs-Selbstenergie mit p2 = M2
H

hingegen wird durch (4.49)
die top-Quarkmasse durch die Higgs-Masse ausgedrückt und im selben Parameter ∆
entwickelt. In einer Rechnung im vollen Standardmodell hätte man mit MW und MZ

noch zwei weitere Massen. Da nicht alle On-shell-Masterintegrale mit zwei oder mehr
Skalen in Zweischleifenordnung analytisch bekannt sind, erscheinen hier weitere Ent-
wicklungen oder das numerische Lösen der Integrale, wie z.B. in [35], sinnvoll.

Ein Problem des hier beschriebenen Vorgehens ist, dass die gewöhnliche Taylor-
Entwicklung in der Variablen ∆ in höheren Ordnungen ungültig werden kann. Dieses
Problem wird in [130, 147] untersucht. Wie in [130] erklärt wird, tritt dieses Phäno-
men in Diagrammen der top-Quark-Selbstenergie auf, in denen ein Unitaritätsschnitt4

durch eine Higgs-Linie und eine oder zwei masselose Linien vorgenommen werden kann.
Es wird ausgeführt, dass für einen äußere Impuls p, der nicht auf der Massenschale
(p2 6= M2

t
) liegt, in diesen Diagrammen (s. Abb. 4.5) Terme der Form

(

p2 −M2
H

)n
log

(

p2 −M2
H

)

, n ∈ N (4.52)

auftreten. Auf der Higgs-Massenschale, also für p2 →M2
H

würden diese Ter-
me verschwinden. Eine gewöhnliche Taylor-Entwicklung des Integranden in
(p2 −M2

H
) wird also ungültig, wenn bis zur Ordnung n entwickelt wird. Auf

der Massenschale mit (p2 = M2
t
) entspricht dies gerade der Entwicklung in

(M2
t
−M2

H
) = (Mt −MH) (Mt + MH), also äquivalent in ∆, um den Punkt ∆ = 0

bzw. MH = Mt. In diesem Fall sollte ein exaktes Ergebnis mit den beiden Skalen
Mt und Mt für die betreffenden Diagramme berechnet werden. Dies wurde für die
top-Yukawa-Kopplung in [130] vorgestellt. In [130, 147] wird festgestellt, dass die ∆-
Entwicklung bis einschließlich Ordnung ∆5 das korrekte Resultat wiedergibt und ab
O (∆6) nicht mehr. Dies wird durch Pole in 1

ε
sichtbar, welche nicht durch die UV-

und Massenrenormierungskonstanten behoben werden. In der im nächsten Abschnitt
vorgestellten Rechnung bestätigt sich dies, weshalb hier nur bis ∆5 entwickelt wird.5

4Die Regeln, nach denen im Zusammenhang mit dem optischen Theorem Schnitte in Feynman-
Diagrammen vorgenommen werden, wurden in [148] aufgestellt und untersucht.

5Genauer gesagt taucht das Problem wie erwartet bei der Berechnung der Higgs- und top-Quark-
Selbstenergie auf der jeweiligen Massenschale auf, jedoch nicht bei der Berechnung der Tadpole-
Diagramme und der W ±-Selbstenergie mit externem Impuls Null.



4.3. Berechnung von λ(Mt) und yt(Mt) im eichfreien Grenzfall 87

4.3.1 Implementierung der Rechnung

Es werden vier Bausteine für dieses Projekt benötigt:

1) Die 1PI-Higgs-Selbstenergie für p2 = M2
H

auf Ein- und Zweischleifenniveau
(Abb. 4.2 (a)) sowie derselbe Prozess auf Einschleifenniveau mit einem weite-
ren externen Higgs-Bein mit Impuls Null (für Abb. 4.2 (c)).

2) Die 1PI-top-Quark-Selbstenergie für /p = Mt auf Ein- und Zweischleifenniveau
(Abb. 4.3 (a)) sowie derselbe Prozess auf Einschleifenniveau mit einem weiteren
externen Higgs-Bein mit Impuls Null (für Abb. 4.3 (c)).

3) Die 1PI-W ±-Selbstenergie für p2 = 0 auf Ein- und Zweischleifenniveau (Abb. 4.4
(a)) sowie derselbe Prozess auf Einschleifenniveau mit einem weiteren externen
Higgs-Bein mit Impuls Null (für Abb. 4.4 (c)).

4) Die 1-PI-Tadpole-Diagramme mit einem externen Higgs-Bein mit Impuls Null
auf Einschleifenniveau zur Einsetzung in die aus mehreren 1-PI-Subdiagrammen
zusammengesetzten Diagramme in Abb. 4.2 (c), (e), (f), Abb. 4.3 (c), (e) und
Abb. 4.4 (c), (e), (f). Bis zur Zweischleifenordnung braucht man die 1-PI-
Tadpole für die zusammengesetzten Diagramme in Abb. 4.2 (b), Abb. 4.3 (b) und
Abb. 4.4 (b). Außerdem wird der Einteilchen-reduzible Tadpole-Beitrag aus zwei
Einschleifen-1PI-Diagrammen für die zusammengesetzten Diagramme Abb. 4.2
(d), Abb. 4.3 (d) und Abb. 4.4 (d) benötigt.

Die Feynman-Diagramme für diese Bausteine wurden mit QGRAF [109] generiert.
Zunächst wurden alle vier Teile auf massive Tadpole-Integrale mit einer Skala zurück-

t t

H Φ+

t b

Φ+
t t

Φ+ H

b t

Φ+

t t

Φ+

H

b

tt

t t

χ

t

H
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Abbildung 4.5: Feynman-Diagramme zur Berechnung der top-Quark-Selbstenergie, bei
denen Schwellensingularitäten in der ∆-Entwicklung auftreten können.
Rote Linien haben Masse MH , blaue Linien Mt und schwarze sind mas-
selos.
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geführt, wobei die Selbstenergien in 1) und 2) nicht auf der Massenschale, sondern
in einer asymptotischen Entwicklung [107] von p2 um die Massenskala MH bzw. Mt

berechnet wurden. Hierbei treten keine infraroten Divergenzen auf, sodass erfolgreich
überprüft werden konnte, dass die in der ungebrochenen Phase des Standardmodells
berechneten Renormierungskonstanten eingesetzt in die in Anhang B.2 beschriebenen
Feynman-Regeln tatsächlich zu endlichen Ergebnissen führen.

Die Identifizierung der Topologien der Diagramme erfolgte mit dem Programm
Q2E, die asymptotische Entwicklung mittels des Programms EXP [111,112]. Das Ein-
setzen der Feynman-Regeln und Counterterme, die Bildung der Spuren entlang Fer-
mionlinien, sowie das Zusammensetzen der einzelnen Komponenten des Ergebnisses
wurde mit FORM und TFORM [99, 149] durchgeführt. Die skalaren Funktionen ΣV,
ΣS, ΣA und ΣPS gewinnt man aus der Fermionselbstenergie durch Anwendung geeigne-
ter Projektoren.6 Die QCD-Farbfaktoren wurden mit dem FORM-Paket COLOR [110]
berechnet und die massiven Tadpole-Diagramme mit MATAD [108] gelöst.

Dies liefert die benötigten Ergebnisse für die Bestandteile 3) und 4), ist für 1)
und 2) jedoch nur ein Test für die UV-Endlichkeit. Die Berechnung der Selbstenergien
auf der jeweiligen Massenschale erfordert eine Abänderung des beschriebenen Automa-
tisierungssystems. Zunächst wurde eine neue Topologie-Datei zur Identifizierung der
On-shell-Topologien für Q2E angefertigt. Diese haben die in Abb. 4.6 gezeigte graphi-
schen Darstellungen, wobei die drei Einschleifen- und 14 Zweischleifentopologien sich
dadurch unterscheiden, welche Propagatoren massiv mit der Masse M sind und welche
masselos.7

Die Einschleifenintegrale werden als

Oi1i2(n1, n2) :=
∫ dDk1

(2π)D

1

(i1M2 − p2
1)

n1

1

(i2M2 − p2
2)

n2
(4.53)

notiert. In Anlehnung an die Notation von [150] werden die auftretenden Zweischlei-
fenintegrale mit

Fi1i2i3i4i5(n1, n2, n3, n4, n5) :=
∫ dDk1

(2π)D

dDk2

(2π)D

5∏

j=1

1
(

ijM2 − p2
j

)nj
(4.54)

bezeichnet. In beiden Fällen gibt ij ∈ {0, 1} an, ob die j. Linie massiv ist, und nj ∈ Z

die Potenz des j. Propagators. Es wird dimensionale Regularisierung mit der Raumzeit-
dimension D = 4− 2ε verwendet. Die drei verschiedenen Einschleifentopologien sind

O11, O10, O00, (4.55)

die 14 unterschiedlichen Zweischleifentopologien sind

F11111, F01111, F11110, F00111, F10101, F10110, F01101,

F01100, F00101, F10100, F00110, F00100, F00001, F00000.
(4.56)

6 Es gilt ΣV = 1
p2 Spur

(

/pΣOS
t

)
, ΣS = 1

Mt
Spur (ΣOS

t
), ΣA = 1

p2 Spur
(
γ5/pΣOS

t

)
und

ΣPS = 1
Mt

Spur (γ5ΣOS
t

), wobei für den pseudoskalaren Anteil explizit ΣPS = 0 festgestellt wur-
de.

7Bei der Berechnung der Higgs-Selbstenergie wird M = MH gesetzt, für die top-Selbstenergie wählt
man M = Mt.
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q q

p1

p2

q q
p5

p1 p2

p3 p4

Abbildung 4.6: Ein- und Zweischleifentopologien für propagatorartige On-shell-
Diagramme: Die Propagatoren können massiv mit Masse M oder mas-
selos sein. Die Impulse pi sind Linearkombinationen der Schleifenim-
pulse k1 bzw. k1, k2 und des externen Impulses q. Es gilt die Randbe-
dingung q2 = M2.

Die auftetenden Integrale werden mittels des Mathematica-Programms FIRE [151,152],
einer Implementierung des Laporta-Algorithmus [153], welcher auf durch partielle In-
tegration gewonnen Integralbeziehungen [101,102] beruht, auf einen Satz von Master-
integralen reduziert.

Die Einschleifen-Masterintegrale wurden für diese Arbeit mittels Feynman-
Parametern mit Hilfe von Mathematica berechnet. Die Zweischleifen-Masterintegrale
wurden bereits in [154,155] berechnet und in [150] gesammelt vorgestellt. Als Master-
Integrale werden Fi1i2i3i4i5(1, 1, 1, 1, 1), Fi1i2i3i4i5(0, 1, 1, 1, 1) und Fi1i2i3i4i5(0, 1, 1, 0, 1)
mit ij ∈ {0, 1} verwendet8. So werden analytische Ergebnisse berechnet. Als Kon-
sistenztest können die auftretenden Integrale auch numerisch mit dem Programm
FIESTA [156,157] gelöst werden, was innerhalb der Genauigkeit der numerischen Re-
sultate zu übereinstimmenden Ergebnissen führt.

4.3.2 Diskussion der Resultate

Die so erhaltenen analytischen Ergebnisse werden in diesem Abschnitt mit Hilfe von
Mathematica numerisch ausgewertet. Alle Resultate wurden in Abhängigkeit der Pa-
rameter MH , Mt, v(µ) und gs(µ) ermittelt und der Wert der Renormierungsskala an-
schließend auf µ = Mt gesetzt. Für die numerische Auswertung werden die aktuellen
experimentellen Bestwerte (vgl. Kap. 5.1)

MH = 125,9 GeV [37–40] (4.57)

Mt = 173,34 GeV [36] (4.58)

GF = 1,1663787 10−5 GeV−2 [29] (4.59)

αs(MZ) = 0,1184 [41]⇒ gs(Mt) = 1,1666 (4.60)

8In der Notation von [150] gilt
Fi1i2i3i4i5 (n1, n2, n3, n4, n5) = F{i1i2i3i4i5}(n1, n2, n3, n4, n5),
Fi1i2i3i4i5 (0, n2, n3, n4, n5) = V {i2i3i5i4}(n2, n3, n5, n4) und
Fi1i2i3i4i5 (0, n2, n3, 0, n5) = J{i5i2i3}(n5, n2, n3).
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zugrunde gelegt. Um die Konvergenz der Entwicklung in ∆ aus (4.49) beurteilen zu
können, führen wir die Ersetzung

∆→ Mt −MH

Mt

δ ≈ 0,2737 δ (4.61)

durch. Jede Schleife erhält außerdem einen Buchhaltungsfaktor h, sodass ein Faktor hL

im Ergebnis den L-Schleifenbeitrag markiert. Das korrekte numerische Resultat erhält
man dann für δ = 1 und h = 1.

Zunächst wird die Summe aller Tadpole-Diagramme berechnet, welche über eine
Higgs-Linie mit dem Rest der zu berechnenden Selbstenergiediagramme verbunden ist:

i T = i

{

1

(16π2)

M4
t

v
T1 +

1

(16π2)2

M6
t

v3
T2

}

=
1PI

+
1PI

1PI

+

1PI 1PI

(4.62)

mit den dimensionslosen Größen T1 und T2. Die Tadpole Beiträge sind nach dem Einset-
zen der UV-Counterterme endlich. Für die Einsetzung der Tadpole in die Diagramme
aus Abb. 4.2 (c), Abb. 4.3 (c), Abb. 4.4 (c) werden außerdem die Terme der Ordnung
ε benötigt. Die Werte für Mt und MH werden im Folgenden eingesetzt, gs jedoch bleibt
zunächst variabel, um die QCD-Beiträge identifizieren zu können. Für den Einschlei-
fenbeitrag ergibt sich

T1 =− 10,5000− 19,1359 ε + (−0,8211− 2,1716 ε) δ

+ (−0,1124 + 0,6668 ε) δ2 + (0,1435− 0,1422 ε) δ3

+ (−0,0266 + 0,0294 ε) δ4 + (0,0009− 0,0029 ε) δ5

δ=1−−→ −11,3156− 20,7564 ε

. (4.63)

Hier zeigt sich eine gute Konvergenz der ∆-Entwicklung, vor allem in Ordnung ε0, wo
man eine Genauigkeit von etwa drei Nachkommastellen erreicht. In Ordnung ε1 be-
schränkt sich die Genauigkeit auf zwei Nachkommastellen. QCD-Beiträge treten nicht
auf. Auf Zweischleifenniveau findet man

T2 =− 220,1701− 64,5651 g2
s
− 296,0288 ε + (−171,0495− 284,9775 ε) δ

+ (−122,0535− 219,2226 ε) δ2 + (−7,1761− 9,2938 ε) δ3

+ (−10,5628− 13,2182 ε) δ4 + (−2,3840− 7,6497 ε) δ5

δ=1−−→ −533,396− 64,5651 g2
s
− 830,391 ε

. (4.64)

In der ∆-Entwicklung sind die ersten drei Terme dominant, danach ist aber keine starke
Konvergenz sichtbar. Führt man die Entwicklung in der Berechnung von T2 zu höheren
Ordnungen fort, findet man die Terme

(−1,7165 + 0,5557ε) δ6 + (−0,3681− 0,0454ε) δ7 + (0,3718 + 0,0005ε) δ8, (4.65)
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was diesen Eindruck weiter bestätigt.
Für den Anteil des Skalarfeldes v, der in die MS-Massen eingeht, findet man in

Zweischleifenordnung

v

GeV
=246,2197

+ h
(

6,7618 + 5,1816 δ + 2,2429 δ2 + 0,7445 δ3 + 0,2590 δ4 + 0,0853 δ5
)

+ h2
((

−1,0183 + 0,0791 g2
s

)

+
(

−0,3069 + 0,0857 g2
s

)

δ

+
(

0,0890 + 0,0352 g2
s

)

δ2 +
(

0,0552 + 0,0128 g2
s

)

δ3

+
(

−0,0223 + 0,0044 g2
s

)

δ4 +
(

−0,0498 + 0,0014 g2
s

)

δ5
)

=246,2197 + 15,2735 h− 0,9555 h2 für δ = 1, gs = 1,1666

(4.66)

Aus der schwachen Konvergenz der Entwicklung in ∆ ist ersichtlich, dass dieses Ergeb-
nis nur auf eine Nachkommastelle, bzw. in O(g2

s
) auf zwei Nachkommastellen, genau

ist. Schon hier wird klar, dass die Genauigkeit der in [35] vorgestellten vollnumerischen
Rechnung nur durch eine deutlich tiefere Entwicklung in ∆ erreicht werden könnte, was
aber wie oben beschrieben für die Higgs- und top-Quark- Selbstenergien zumindest mit
einer Taylor-Entwicklung des Integranden nicht funktioniert.

Interessant ist auch, welchen Einfluss die Tadpole-Beiträge auf das Ergebnis (4.66)
haben. An der Darstellung

v

GeV
=246,2197 + (−1,2611− 1,4616 T1) h

+
(

−0,0309− 0,0775 g2
s
− 0,1163 T1 − 0,0390 T 2

1 − 0,0046 T 2
2

− 0,0137 + 0,0012 T1

ε
︸ ︷︷ ︸

=0







h2

=246,2197 +




−1,2611 + 16,5364

︸ ︷︷ ︸

(T1)−Term




 h

+







0,0309− 0,0775 g2
s

+1,3450
︸ ︷︷ ︸

(T1)−Term

−4,9831
︸ ︷︷ ︸

(T 2
1 )−Term

+2,4159
︸ ︷︷ ︸

(T2)−Term







h2

(4.67)

sieht man zunächst, dass Tadpole-Beiträge benötigt werden, um ein endliches Ergebnis
zu erhalten.9 Außerdem wird deutlich, dass der größte Anteil der Strahlungskorrekturen
zu v von Tadpolen stammt. Diese Terme sind wesentlich dafür verantwortlich, dass die
∆-Entwicklung bis zur fünften Ordnung keine präzisen Ergebnisse liefert.

Als nächstes betrachten wir die top-Yukawa-Kopplung yt(Mt), bei der sowohl reine
QCD-Korrekturen als auch reine Higgs- und Yukawa-Korrekturen sowie in Zweischlei-

9Die Beiträge ∝ T1

ε
stammen von Diagrammen der in Abb. 4.4 (c) gezeigten Form.
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fenordnung auch gemischte Korrekturen auftreten:

yt(Mt) =

√
2Mt

v

(

1 + δZOSMS

t

)

=0,99561 +
h

(16π2)

(

1,4862− 5,3099 g2
s

)

+
h2

(16π2)2

(

−2,61 + 0,16 T1 + 0,47 T 2
1 +−12,38 g2

s
− 145,37 g4

s

)

=0,99561 +
h

(16π2)

(

1,4862− 5,3099 g2
s

)

+
h2

(16π2)2






−2,61 +3,19

︸ ︷︷ ︸

(T1)−Term

+60,43
︸ ︷︷ ︸

(T 2
1 )−Term

−12,38 g2
s
− 145,37 g4

s







=0,99561 +
h

(16π2)

(

1,4862− 5,3099 g2
s

)

+
h2

(16π2)2

(

61,01− 12,38 g2
s
− 145,37 g4

s

)

.

(4.68)

Man bemerke, dass die Tadpole-Beiträge zur top-Quark-Selbstenergie und zur W ±-
Selbstenergie sich auf Einschleifenniveau auch analytisch exakt kompensieren, ebenso
auf Zweischleifenniveau im Term ∝ g2

s
, aber nicht im Term ∝ g0

s
. Dieser Sachverhalt

wurde auch in [130] festgestellt. Weiter sieht man, dass der Beitrag von T2 im Zwei-
schleifenergebnis ebenfalls herausfällt. Die Einschleifenresultate können mit [77] vergli-
chen werden, die reinen QCD-Beiträge sind in Übereinstimmung mit [127]. Vergleicht
man die Zweischleifenkorrektur mit dem Resultat aus [35], welches für MH = 125,9 GeV
und Mt = 173,34 GeV

yt(Mt) =
h2

(16π2)2

(

5,262− 7,527 g2
s
− 145,37 g4

s

)

(4.69)

lautet, so stellt man exakte Übereinstimmung im g4
s
-Term fest. Die Abweichung im g2

s
-

Term ist dadurch erklärbar, dass in [35] auch die Kopplungen g2 und g1 berücksichtigt

wurden. In [130] wird dagegen eine Korrektur von (−0,0009) ≈
[ −g2

s

(16π2)2 16,5
]

gefunden

und die Schwierigkeit eines zuverlässigen numerischen Vergleichs mit [35] aufgezeigt,

da die Korrekturen sehr klein seien. Der hier gefundene Wert von
[

−g2
s

(16π2)2 12,38
]

liegt

daher in vertretbarer Nähe zu den Resultaten aus [35] und [130].
Der g0

s
-Term hingegen weicht sehr stark von dem in (4.69) angegebenen Wert aus

[35] ab, ebenso von dem in [130] gefundenen Wert von 0,0003 ≈
[

g2
s

(16π2)2 5,5
]

. Um dies



4.3. Berechnung von λ(Mt) und yt(Mt) im eichfreien Grenzfall 93

zu erklären, betrachten wir wieder die Entwicklung in ∆:

yt(Mt) =0,99561 +
h

(16π2)

(

1,2481 + 0,2026 δ + 0,03244 δ2 + 0,0027 δ3

+0,0004 δ4 + 0,00005 δ5 − 5,3099 g2
s

)

+
h2

(16π2)2

(

124,73 + 33,30 δ − 31,53 δ2 − 37,97 δ3 − 20,22 δ4 − 7,31 δ5

+g2
s

(

−7,72− 4,33 δ − 0,30 δ2 − 0,03 δ3 − 0,004 δ4 + 0,0006 δ5
)

−145,37g4
s

)

(4.70)

Die Konvergenz der Entwicklung in Einschleifenordnung ist hervorragend, die
in Zweischleifenordnung für die g2

s
-Terme ebenfalls. Die Konvergenz in den g0

s
-

Zweischleifentermen dagegen ist vergleichsweise schwach. Eine genauere Untersuchung
zeigt, dass dies hauptsächlich für die Anteile gilt, in denen Tadpole-Beiträge stehen.
Für die aus Tadpole- und anderen Beiträgen zusammengesetzten Diagramme ist die
Entwicklung in ∆ also nicht tief genug.

Ein ähnliches Bild zeigt sich auch bei der Berechnung der Higgs-Selbstkopplung
λ(Mt). Hier kommt erschwerend hinzu, dass die Tadpole-Beiträge sich auf Einschlei-
fenniveau nicht kompensieren und QCD-Korrekturen erst in Zweischleifenordnung auf-
treten. Die Einschleifenkorrektur im eichfreien Limes ist also physikalisch nicht aussa-
gekräftig, da der numerisch wichtige g2-Beitrag fehlt. In Zweischleifenordnung jedoch
sollten in der hier verwendeten Näherung die dominanten Beiträge bestimmt werden
können. Aus

λ(Mt) =
M2

H

2 v2

(

1 + δZOSMS

H

)2

=0,13073 +
h

(16π2)




−1,2307 +0,2451 T1

︸ ︷︷ ︸

aus ΠW

−0,3685 T1
︸ ︷︷ ︸

aus ΠH






+
h2

(16π2)2

(

−18,77− 24,69 g2
s
− 1,07 T1 − 0,36 T 2

1 − 0,06 T2

)

= 0,13073 +
h

(16π2)
0,1657 +

h2

(16π2)2

(

−16,60− 20,75 g2
s

)

= 0,13073 + 0,00105 h− 0,00180 h2 für gs = 1,1666

(4.71)

liest man ab, dass auch hier die numerisch größten Korrekturen von Tadpole-Beiträgen
stammen. Die ∆-Entwicklung bis zur fünften Ordnung

λ(Mt) =0,13073 +
h

(16π2)

(

1,9009− 1,3197 δ − 0,4797 δ2 − 0,0832 δ3

+0,0834 δ4 + 0,0641 δ5
)

+
h2

(16π2)2

(

−28,54− 8,36 δ + 11,19 δ2 + 3,95 δ3 + 3,92 δ4 + 1,24 δ5

+g2
s

(

11,47− 5,21 δ − 8,89 δ2 − 8,57 δ3 − 6,03 δ4 − 3,51 δ5
))

(4.72)
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konvergiert zwar besser als im Fall von yt, eine tiefere Entwicklung wäre jedoch beson-
ders bei den g2

s
-Termen wünschenswert. Dennoch liegt der gefundene Wert −0,0018 h2

für die Zweischleifenkorrektur in (4.71) sehr Nahe an dem in [35] angegebenen10

−0,0017 h2, welcher auch die kleinen elektroschwachen Zweischleifenkorrekturen ein-
schließt.

Abschließend kann gesagt werden, dass in dieser Rechnung die dominanten Zwei-
schleifenkorrekturen zur Berechnung von yt(Mt) und λ(Mt) reproduziert wurden. Für
eine ausreichende Präzision bei einigen Beiträgen wäre aber eine tiefere Entwicklung
in ∆ nötig, welche nicht als gewöhnliche Taylor-Reihe erfolgen kann. Eine Alternative
bildet das analytische Lösen einzelner Feynman-Integrale mit zwei Massenskalen wie
in [130] oder die vollständige numerische Berechnung der Konvertierungsformeln von
On-shell- zu MS-Parametern wie in [35]. Im folgenden Kapitel werden die Formeln
aus [35] verwendet, da diese auch die elektroschwachen Korrekturen einschließen und
damit die höchste gegenwärtig verfügbare Genauigkeit bieten.

10Dieser Wert wurde als Differenz des NLO- und NNLO-Resultats in Tabelle 3 in [35] berechnet.



KAPITEL 5

Evolution der Higgs-Selbstkopplung in

Dreischleifenordnung

5.1 MS-Standardmodellkopplungen zwischen top- und

Planck-Skala

Mit der Entdeckung des Higgs-Bosons [1, 2] und der Bestimmung seiner Masse zu

MH = (125,9± 0,4) GeV [37–40] (5.1)

wurde der letzte noch fehlende Parameter im Standardmodell bestimmt, der für eine
Untersuchung des Vakuumstabilitätsproblems benötigt wird. Außerdem sind die Werte
der starken Kopplung

αs(MZ) = 0,1184± 0,0007 [41] (5.2)

im MS-Schema und der Polmasse des top-Quarks entscheidend. Letztere wurde aus
einer Kombination der Daten von ATLAS, CMS und D0 zu

Mt = (173,34± 0,27(stat)± 0,71(syst)) GeV [36] (5.3)

bestimmt, woraus sich mittels quadratischer Fehlerfortpflanzung eine totale Unsicher-
heit von σMt = 0,76 GeV ergibt. Des weiteren gehen in die Bestimmung der Startwerte
für die MS-Parameter die Polmassen der elektroschwachen Eichbosonen

MW = (80,385± 0,015) GeV [37] (5.4)

und
MZ (91,1876± 0,0021) GeV [37] (5.5)

sowie die Fermi-Konstante des Myon-Zerfalls

GF = (1,1663787± 0,0000006) 10−5 GeV−2 [29] (5.6)

95
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Tabelle 5.1: Startwerte der wichtigsten Standardmodellkopplungen für
Mt = 173,34 GeV, MH = 125,9 GeV und αs(MZ) = 0,1184. Für λ und yt

sind außerdem die theoretischen Unsicherheiten angegeben, die von der
Konvertierung von On-shell- zu MS-Parametern stammen [35].

Kopplung Wert für µ = Mt

gs 1,1666
g2 0,6483
g1 0,3587
λ 0,12759± 0,00030(th,match)

yt 0,93692± 0,00050(th,match)

yb 0,02
yτ 0,01

ein. Hiermit lassen sich die numerisch wichtigsten MS-Kopplungen gs, yt, g2, g1 und λ
bestimmen, welche in der folgenden Analyse verwendet werden sollen. Mittels der Kon-
vertierungsformeln von On-shell- zu MS-Parametern aus [35] findet man die in Tab. 5.1
angegebenen Werte für diese Parameter. Für λ und yt ist die theoretische Unsicherheit,
die von der Konvertierung von on-shell- zu MS-Parametern herrührt, am größten und
wie in [35] abgeschätzt angegeben. Verschiebt man einen Eingabeparameter um eine
Standardabweichung, so beeinflusst dies im Allgemeinen mehrere MS-Parameter. So
hängt λ(Mt) hauptsächlich von MH und Mt ab, während yt(Mt) und gs(Mt) vor allem
senstitiv auf Verschiebungen von Mt und αs(MZ) sind. In [35] findet man die Formeln

λ(Mt) = 0,12710 + 0,00206
(

MH

GeV
− 125,66

)

− 0,00004
(

Mt

GeV
− 173,35

)

, (5.7)

yt(Mt) = 0,93697 + 0,00550
(

Mt

GeV
− 173,35

)

− 0,00042

(

αs(MZ)− 0,1184

0,0007

)

,(5.8)

gs(Mt) = 1,1666 + 0,00314

(

αs(MZ)− 0,1184

0,0007

)

− 0,00046
(

Mt

GeV
− 173,35

)

, (5.9)

mittels derer auch die Auswirkungen der experimentellen Unsicherheiten auf die Evo-
lution der MS-Kopplungen untersucht werden können. Mit Hilfe der Massen der bei-
den nächstschwereren Fermionen, mb(mb) ≈ 4,163± 0,016 GeV [158] für das bottom-
Quark und Mτ ≈ 1776,82± 0,16 MeV [37] für das τ -Lepton, lassen sich die Yukawa-
Kopplungen yb ≈

√
2mb

v
≈ 0,02 und yτ ≈

√
2Mτ

v
≈ 0,01 auf Baumgraphenniveau ab-

schätzen, woraus ersichtlich ist, dass diese im Vergleich zu den oben genannten Kopp-
lungen, insbesondere yt, vernachlässigbar klein sind.

Unter Verwendung der Betafunktionen für die Kopplungen gs, yt, g2, g1 und λ in
Abhängigkeit ebendieser MS-Parameter zur Dreischleifenordnung (Referenzen siehe
Kap. 3.5) findet man das in Abb. 5.1 gezeigte Verhalten der effektiven Kopplungsstär-
ken von der Fermi- bis zur Planck-Skala. Während gs und yt stark abnehmen, verringert
sich die Kopplungsstärke g2 nur geringfügig. Die an der Fermi-Skala zunächst kleinste
Eichkopplung g1 hingegen wächst, sodass alle drei Eichkopplungen an der Planck-Skala
einen vergleichbar großen Wert in der Nähe von 1

2
haben. Die top-Yukawa-Kopplung
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Abbildung 5.1: Evolution der Standarmodellkopplungen unter Verwendung von
Dreischleifen-Betafunktionen bis zur Planck-Skala MPlanck ∼ 1019 GeV.

fällt prozentual gesehen etwas schwächer ab als die starke Kopplung und erreicht an
der Planck-Skala einen Wert von etwa 0,4. Die Higgs-Selbstkopplung hingegen nimmt
eine Sonderrolle ein, da sie zum einen bei einer Skala Log10

(
µ

GeV

)

≈ 10,36 negativ wird
(s. Abb. 5.1 und Abb. 5.2, bzw. für eine genaue Ablesung Abb. 5.9 unten), zum anderen
aber sehr nahe bei Null bleibt und die Steigung der Kurve und damit die Betafunktion
an der Planck-Skala ebenfalls nahe an Null liegt. Im Folgenden soll daher diese Kopp-
lung und die Präzision, mit der wir eine Aussage über ihre Entwicklung treffen können
untersucht werden, um daraus Rückschlüsse auf die Stabilität des Standardmodellva-
kuums bis zur Planck-Skala ziehen zu können.

5.2 Evolution der Higgs-Selbstkopplung bis zur

Planck-Skala

In Abb. 5.2 ist die Evolution der Higgs-Selbstkopplung λ(µ) für
104 GeV ≤ µ ≤ 1019 GeV für Approximationen der Betafunktionen in unter-
schiedlichen Schleifenordnungen dargestellt. Für die braun gestrichelte Kurve wurden
nur die Einschleifenbeiträge zu allen Betafunktionen verwendet, die blaue und rote
Kurve zeigen die Zwei- und Dreischleifennäherung. Auffällig ist, wie dicht die Zwei-
und Dreischleifenkurven zusammenliegen. Die Differenz dieser beiden Kurven kann als
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Abbildung 5.2: Evolution der Higgs-Selbstkopplung λ bis zur Planck-Skala unter Ver-
wendung von Ein-, Zwei- und Dreischleifen-Betafunktionen.

Maß für die theoretische Unsicherheit, welche durch das Abbrechen der Störungsreihe
bei der Berechung der Betafunktionen entsteht, gesehen werden.1 Während der
Unterschied zwischen den Ein- und Zweischleifenresultaten noch sehr groß ist und
damit in Zweischleifennäherung auch eine entsprechend große theoretische Unsi-
cherheit vorliegt, führt die Berücksichtigung der Dreischleifenterme zu einer hohen
Genauigkeit, was auch im Folgenden durch Vergleich mit den anderen experimentellen
und theoretischen Unsicherheiten deutlich wird. Damit ist unmittelbar ersichtlich, wie
wichtig der Beitrag der Dreischleifen-Betafunktionen für eine Präzisionsanalyse des
Vakuumstabilitätsproblems ist.

5.2.1 Einfluss der elektroschwachen Korrekturen

In diesem Abschnitt soll der Einfluss der elektroschwachen Beiträge zu den Betafunk-
tionen auf Dreischleifenordnung und damit die Gültigkeit des in Kap. 3.6.1 verwendeten
eichfreien Grenzfalles (g2, g1 → 0) untersucht werden. In Ein- und Zweischleifenordnung
werden aber immer alle Kopplungen gs, yt, g2, g1 und λ berücksichtigt.

Bei der numerischen Analyse in Kap. 3.6.4 wurde bereits festgestellt, dass sich an
der Skala µ = Mt die Beiträge zu βλ, die nur von den Kopplungen gs, yt und λ ab-
hängen, in Dreischleifenordnung stark kompensieren, sodass der Gesamtbeitrag aller

1Hierbei wird die Konvergenz der Störungsreihe vorausgesetzt.
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Abbildung 5.3: Einfluss der Dreischleifenbeiträge zu den Betafunktionen auf die Evolu-
tion der Higgs-Selbstkopplung λ an der top-Massenskala: Gezeigt wird
λ(µ) − λ(µ)(2 loop), wobei λ(µ)(2 loop) mit Zweischleifen-Betafunktionen
läuft und λ(µ) wie in der Legende beschrieben.

dieser Terme etwa 26 mal kleiner ist als der größte Beitrag eines solchen Terms. Ande-
rerseits wurde festgestellt, dass der Dreischleifenbeitrag zu βλ im Grenzfall g2, g1 → 0
fünf mal kleiner ausfällt, als bei Berücksichtigung der beiden elektroschwachen Kopp-
lungen. In Abb. 5.3 ist dieser Sachverhalt deutlich sichtbar. Hier wird die Hilfsgröße
λ(µ)− λ(µ)(2 loop) im Bereich µ ∼Mt dargestellt, wobei λ(µ)(2 loop) die laufende Higgs-
Selbstkopplung in der Zweischleifenapproximation für die Betafunktionen ist und λ(µ)
in verschiedenen Näherungen für die Betafunktionen betrachtet wird. In Zweischleifen-
ordnung ist offensichtlich λ(µ)− λ(µ)(2 loop) ≡ 0 (blaue Linie). Die Kurve für das volle
Standardmodell (rote Linie) hat tatsächlich in µ = Mt eine etwa fünf mal stärkere
Steigung als die, bei der in β

(3)
λ die beiden elektroschwachen Kopplungen zu Null ge-

setzt werden (türkis gestrichelte Linie). Betrachtet man allerdings die Evolution dieser
Hilfsgröße bis zur Planck-Skala, wie in Abb. 5.4 gezeigt, so stellt sich heraus, dass bei
hohen Skalen die Differenz zwischen den Dreischleifenkurven mit β

(3)
λ (gs, yt, g2, g1, λ)

und β
(3)
λ (gs, yt, λ) im Vergleich zur Differenz dieser beiden Kurven zur waagerechten

Zweischleifenlinie relativ klein ist. Dies liegt daran, dass die angesprochene gegenseiti-
ge Auslöschung von Dreischleifentermen in βλ nur bei µ ∼ Mt so stark ausgeprägt ist
und bei höheren Skalen die Beiträge von yt und gs dominieren. In diesem Schaubild
ist außerdem gezeigt, wie λ(µ)− λ(µ)(2 loop) sich entwickelt, wenn man die Dreischlei-
fenbeiträge aller beteiligten Betafunktionen, nicht nur in βλ, im eichfreien Grenzfall
betrachtet (orange gepunktete Linie), welche sogar noch näher am vollen Dreischlei-
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Abbildung 5.4: Einfluss der Dreischleifenbeiträge zu den Betafunktionen auf die Evolu-
tion der Higgs-Selbstkopplung λ: gezeigt wird λ(µ)− λ(µ)(2 loop), wobei
λ(µ)(2 loop) mit Zweischleifen-Betafunktionen läuft und λ(µ) wie in der
Legende beschrieben.

fenresultat liegt als diejenige, bei der nur in β
(3)
λ die elektroschwachen Kopplungen zu

Null gesetzt werden.
Insgesamt kann gesagt werden, dass der eichfreie Grenzfall für die Dreischleifen-

beiträge nahe der top-Massenskala zwar keine gute Approximation ist, für die Evolu-
tion der Higgs-Selbstkopplung bei hohen Skalen hingegen beschreibt sie das Verhalten
offenbar gut. Lässt man die Higgs-Selbstkopplung von der top-Massenskala bis zur
Planck-Skala laufen, so sind die Beiträge, welche nur von den Kopplungen gs, yt und λ
abhängen für etwa 90% der Differenz zwischen dem vollen Zweischleifen- und dem vollen
Dreischleifenergebnis verantwortlich. Eine Diskussion des Einflusses der elektroschwa-
chen Dreischleifenkorrekturen auf die Evolution von λ wurde auch in [7] publiziert.

5.2.2 Vergleich der theoretischen Unsicherheiten

Neben der theoretischen Unsicherheit, welche vom Abbrechen der Störungsreihe bei
der Berechnung der Betafunktionen bis zu einer bestimmten Schleifenordnung herührt,
gibt es noch eine zweite theoretische Unsicherheit bei der Abbildung experimentel-
ler Beobachtungsgrößen auf MS-Parameter. Hier werden die Konvertierungsformeln
aus [35] angewandt, welche durch numerisches Lösen von Zweischleifenintegralen unter
Berücksichtigung der in Kap. 5.1 genannten Messgrößen die fünf Paramter gs, g1, g2, yt
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Abbildung 5.5: Ausschnitt aus der Evolution der Higgs-Selbstkopplung λ: Vergleich der
wichtigsten theoretischen Unsicherheiten.

und λ bestimmen. Als die beiden größten Unsicherheiten werden die auf die Bestim-
mung von yt(Mt) und λ(Mt) genannt, die in Tab. 5.1 angegeben sind. In Abb. 5.5
wird der Einfluss einer Verschiebung der Startwerte für diese beiden Parameter um die
entsprechende Unsicherheit untersucht.

Die Unsicherheit, welche auf die Bestimmung von λ(Mt) im MS-Schema zurück-
geht, ist etwas kleiner als die aus der Berechnung von yt(Mt), aber beide sind von der
selben Größenordung wie die von den Betafunktionen stammende Unsicherheit. Ein
Vergleich der beiden theoretischen Unsicherheitsquellen findet sich auch in [10].

5.2.3 Vergleich der theoretischen und experimentellen

Unsicherheiten

Nachdem nun das Verhalten von λ bis zur Planck-Skala beschrieben und der Einfluss
der theoretischen Unsicherheiten untersucht wurde, ist ein Vergleich mit den expe-
rimentellen Unsicherheiten angebracht. Meine bisherigen Untersuchungen zu diesem
Thema wurden in [8–10] veröffentlicht. Ähnliche Analysen neueren Datums findet man
in [35, 48, 61, 62].

In Abb. 5.6 ist das Laufen der Higgs-Selbstkopplung λ bis zur Planck-Skala unter
Verwendung von Zwei- und Dreischleifen-Betafunktionen gezeigt, sowie die verschobe-
ne Dreischleifenkurven für einen in den Gleichungen (5.8) und (5.9) um σαs = 0,0007
erhöhten oder verringerten Wert von αs(MZ). Abb. 5.7 zeigt den analogen Vergleich
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für eine in (5.7) um σMH
= 0,4 GeV erhöhte oder verringerte Higgs-Masse MH .

Der dritte Parameter, dessen Messunsicherheit einen wichtigen Einfluss auf die
Evolution der Higgs-Selbstkopplung hat, ist die top-Quarkmasse Mt, für deren Erhö-
hung bzw. Verringerung um σMt = 0,76 GeV in den Bestimmungsgleichungen (5.7),
(5.8) und (5.9) die Dreischleifenkurven in Abb. 5.8 gezeigt werden. In Abb. 5.9 sind
zum direkten Vergleich nochmals alle Kurven für die um eine Standardabweichung
verschobenen Parameter αs(MZ), MH und Mt gezeigt.

Um die Unsicherheiten besser vergleichen zu können, wird in Abb. 5.9 auch eine
Großaufnahme der Situation an der Skala gezeigt, bei der λ für die Wahl der Para-
meter nach Tab. 5.1 negativ wird. Die experimentellen Unsicherheiten der Parameter,
welche von αs(MZ) und MH stammen, sind an dieser Skala, ebenso wie an der Planck-
Skala etwa gleich groß und ungefähr doppelt so groß wie die von den Betafunktionen
stammende theoretische Unsicherheit, nachdem die Resultate dieser Dissertation für
βλ und βyt

verwendet werden. Die experimentelle Unsicherheit von der Bestimmung
der top-Quarkmasse hingegen ist deutlich größer, etwa sechs mal so groß wie die von
den Betafunktionen im Bereich ab µ ∼ 1010 GeV bis hin zur Planck-Skala.

Höhere Werte von αs und MH begünstigen die Stabilität des Standardmodells,
während höhere Werte der top-Quarkmasse Mt das Standardmodell instabiler machen.
Dies ist hauptsächlich dem Einschleifenterm ∝ (−y4

t
) in der Betafunktion βλ (s. (3.39))

geschuldet, der bei niedrigen Skalen die Evolution von λ dominiert.
Damit ist die top-Quarkmasse der limitierende Parameter für eine zuverlässige

Beantwortung der Frage, ob das Standardmodell bis zur Planck-Skala stabil sein
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Abbildung 5.6: Einfluss der Verschiebung von αs(MZ) um σαs = 0,0007 auf λ(µ).
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Abbildung 5.7: Einfluss der Verschiebung von MH um σMH
= 0,4 GeV auf λ(µ).
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Abbildung 5.8: Einfluss der Verschiebung von Mt um σMt = 0,76 GeV auf λ(µ).
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Abbildung 5.9: Evolution der Higgs-Selbstkopplung λ bis zur Planck-Skala: Vergleich
der wichtigsten experimentellen Unsicherheiten.
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kann. Tatsächlich wäre für ein um (2 − 3) σMt kleinere top-Quarkmasse die Higgs-
Selbstkopplung λ > 0 bis zur Planck-Skala.

5.2.4 Die Stabilität des Standardmodellvakuums

Insgesamt ist damit ein stabiles Standardmodellvakuum bis zur Planck-Skala zum ge-
genwärtigen Zeitpunkt unwahrscheinlich, aber nicht auszuschließen. Legt man die aktu-
ellen experimentellen Bestwerte für die Parameter aus Tab. 5.1 sowie die Dreischleifen-
Betafunktionen und die Konvertierungsformeln von On-shell- zu MS-Parametern auf
Zweischleifenniveau zugrunde, so ergibt sich

λ(µ) < 0 für Log10

(
µ

GeV

)

& 10,36. (5.10)

Wegen der für diesen Zweck vergleichsweise hohen Unsicherheit bei der Bestimmung
der top-Quarkmasse, ist dieser Wert aber mit einer Unsicherheit von über einer Größen-
ordnung belegt. Darüber hinaus bleibt aufgrund der genannten Unsicherheiten und der
Nähe der effektiven Higgs-Selbstkopplung λ zum Wert Null im Bereich hoher Skalen,
1010 . µ . 1019 GeV, die Frage der Stabilität des Grundzustands im Standardmodell
einstweilen offen.

5.2.5 top-Massenunsicherheit an zukünftigen Linearbeschleunigern

Interessant ist in diesem Zusammenhang die Perspektive auf die Konstruktion eines
linearen e+e−-Beschleunigers, der eine Schwerpunktsenergie erreicht, bei der in großer
Menge tt̄-Paare an der Produktionsschwelle erzeugt werden. Der Technical Design Re-
port, Vol. 2 für den International Linear Collider (ILC) nennt eine mögliche Un-
sicherheit bei der top-Massenbestimmung2 von ∆Mt ≈ 19− 34 MeV [159]. Wesentli-
che Simulationen zur Ermittlung dieser Werte wurden in [160] präsentiert. In einer
Studie für den Linearbeschleungier CLIC wurde ebenfalls festgestellt, dass Werte von
∆Mt < 100 MeV erreichbar sind [161].

Das Schaubild in Abb. 5.10 zeigt daher ein Zukunftsszenario, in dem eine top-
Massenunsicherheit von 30 MeV zugrunde gelegt wird.3 Ein solch präziser Wert würde
die Situation zwischen experimenteller und theoretischer Genauigkeit gerade umkehren
und motivieren, dass die theoretischen Fehler durch Vierschleifen-Betafunktionen und
Dreischleifen-Konvertierungsformeln erneut reduziert werden.

2Hierbei handelt es sich um die 1S-Masse, nicht um die Polmasse (vgl. Kap. 4.1).
3Da für die Konvertierung der 1S-Masse in die MS-Kopplungen noch keine Formeln verfügbar

sind, werden hier die Konvertierungsformeln für die Polmasse des top-Quarks verwendet. Genauere
Konvertierungsformeln unter Einbeziehung der 1S-Masse könnten eine leichte Verschiebung aller Kur-
ven in Abb. 5.10 bewirken, allerdings erwarten wir keine nennenswerten Verschiebungen der Kurven
relativ zueinander.
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Abbildung 5.10: Evolution der Higgs-Selbstkopplung λ bis zur Planck-Skala unter Ver-
wendung von Zwei- und Dreischleifen-Betafunktionen sowie unter Ver-
wendung der Dreischleifen-Betafunktionen mit Startwerten für die
Kopplungen für ein um σILC

Mt
= 30 MeV verschobenes Mt.
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Fazit

Im Rahmen dieser Dissertation wurden Renormierungsgruppenfunktionen des Stan-
dardmodells in Dreischleifenordnung berechnet. Die Betafunktionen der Higgs-
Selbstkopplung λ und des Massenparameters m2 im Higgs-Potential in Abhängigkeit
der Eichkopplungen gs, g1 und g2, der Yukawa-Kopplungen yt, yb und yτ sowie von λ
selbst sind zentrale Ergebnisse dieser Arbeit. Außerdem wurde die Betafunktion für
die top-Yukawa-Kopplung yt in Abhängigkeit der Kopplungen gs, yt und λ bestimmt,
ebenso wie die anomalen Dimensionen der Felder, die über diese drei Kopplungen wech-
selwirken.

Diese Resultate sind von Bedeutung für eine Präzisionsanalyse der Stabilität des
Vakuumzustands im Standardmodell. Zu Beginn dieser Arbeit wurde die Struktur des
Standardmodells als Theorie der Elementarteilchen und ihrer Wechselwirkungen be-
schrieben, der Grund- bzw. Vakuumzustand definiert und das Problem der Stabilität
dieses Zustands beleuchtet. Es wurde die enge Verbindung zwischen der Vakuumstabi-
lität und der Evolution der Higgs-Selbstkopplung λ aufgezeigt. Eine negative Kopplung
λ ab einer bestimmten Energieskala bedeutet, dass das Standardmodell oberhalb dieser
Skala keine Theorie mit stabilem Grundzustand ist.

Im Folgenden wurde die Berechnung von Renormierungsgruppenfunktionenen er-
läutert und die technischen Herausforderungen, wie die Behandlung von γ5-Matrizen in
dimensionaler Regularisierung, die Vermeidung von infraroten Divergenzen sowie die
Gruppenstruktur des Standardmodells diskutiert.

Um die Evolution der Kopplungen im Standardmodell zu beschreiben, werden ne-
ben den zugehörigen Betafunktionen auch Anfangswerte benötigt, welche mittels Kon-
vertierungsformeln aus experimentell zugänglichen Größen bestimmt werden. In dieser
Arbeit wurde beschrieben, wie solche Formeln in Störungstheorie berechnet werden
und auftretende technische Fragen hierzu erörtert.

Schließlich wurden Schaubilder vorgestellt, die das Laufen der Higgs-
Selbstkopplung bis zur Planck-Skala zeigen. Die Bedeutung der wichtigsten experi-
mentellen und theoretischen Unsicherheiten wurde herausgearbeitet und festgestellt,
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dass die theoretische Unsicherheit, welche von der störungstheoretischen Berechnung
der Betafunktionen herrührt, durch die Ergebnisse dieser Arbeit stark reduziert werden
konnte.

Damit sind die wichtigsten Unsicherheiten bei der Klärung der Frage, ob das Stan-
dardmodell eine Theorie mit stabilem Vakuumzustand bis zur Planck-Skala ist, die
experimentellen Unsicherheiten in der starken Kopplung αs(MZ), der Higgs-Masse MH

und insbesondere der top-Quarkmasse Mt. Legt man die aktuellen experimentellen
Bestwerte für diese physikalischen Größen zugrunde, so wird λ bei einer Skala von
µ ≈ 1010,36 GeV negativ. Damit ist ein nicht stabiler Grundzustand das wahrschein-
lichste Szenario unter der Annahme, dass das Standardmodell die Physik bis zu dieser
Energieskala und darüber hinaus beschreibt.

Eine abschließende Klärung der Frage der Vakuumstabilität erfordert jedoch eine
weitere Reduktion der oben genannten experimentellen Unsicherheiten, vor allem eine
deutlich präzisere Bestimmung der top-Quarkmasse, wie sie an zukünftigen linearen
e+e−-Beschleunigern vorgenommen werden könnte. Auch die physikalische Bedeutung
eines instabilen oder metastabilen Vakuums bzw. eines effektiven Higgs-Potentials mit
zwei energetischen Minima auf fast gleichem Niveau bleibt ein interessanter Forschungs-
gegenstand, der möglicherweise noch tiefere Erkenntnisse auf dem Weg zum Verständnis
der spontanen Symmetriebrechung in Quantenfeldtheorien bereithält.

Ich denke, dass diese Fragen auch in Zukunft spannend bleiben und hoffe, dass die
hier vorgestellten Ergebnisse auch bei künftigen Untersuchungen auf diesem Themen-
gebiet einen wichtigen Beitrag leisten werden.



ANHANG A

Zeichenerklärung und Konventionen

Verschiedenes

B Index zur Markierung nackter Größen, z.B. LB, yt,B

L, R Indizes zur Markierung links- und rechtshändiger Objekte, z.B. tL, tR

D = 4 − 2ε Dimension der Raumzeit

γE
Euler-Konstante γE ≈ 0, 5772

Γ(x) Gammafunktion: Γ(x) =
∞∫

0

dy yx−1e−y

ζ(x) Riemannsche Zetaunktion: ζ(x) =
∞∑

n=1

1
nx , x ∈ C , Re(x) > 1

ζn Abkürzung: ζn = ζ(n) für n ∈ N\{1}

gµν Metrik im Minkowski-Raum: gµν = [diag(1, −1, −1, −1)]µν

q, p, k, . . . Vierer-Impulse im Minkowski-Raum
Q, P, K, . . . Vierer-Impulse im Euklidischen Raum

nf
Anzahl der Fermionflavour (im Standardmodell nf = 6)

Ng Anzahl der Fermiongenerationen (im Standardmodell Ng =
nf

2
= 3)

mi
kleingeschriebene Massen sind MS-Massen

Mi großgeschriebene Massen sind Polmassen

γµ γ-Matrix in der Bjorken-Drell-Metrik, d. h.

{γµ, γν} = gµν und

γµ† = γµ =

{
γµ falls µ = 0

− γµ falls µ ≥ 1

ξ Eichparameter für die SU(3)c

ξW Eichparameter für die SU(2)L

ξB Eichparameter für die U(1)Y

µ2 Renormierungsskala, i.d.R. µ2 = µ2
MS

GF

Fermi-Konstante des Myon-Zerfalls
GF = 1,1663787(6) 10−5 GeV−2 [29]

G Gravitationskonstante G = 6,70837(80) × 10−39 GeV−2 [37]

Λ obere Gültigkeitsgrenze der betrachteten Theorie

MPlanck Planck-Skala MPlanck =
√

1
G

≈ 1,2209 · 1019 GeV

MFermi Fermi-Skala MFermi ∼
(√

2GF

)− 1
2 ≈ 246,2 GeV
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Einheiten

In dieser Arbeit werden natürliche Einheiten verwendet, d.h. ~ = c = 1 .

Kopplungen

gs
starke Kopplung (SU(3)c-Eichkopplung)

g2
elektroschwache Kopplung (SU(2)L-Eichkopplung)

g1
elektroschwache Kopplung (U(1)Y-Eichkopplung)

yt
top-Yukawa-Kopplung

yb
bottom-Yukawa-Kopplung

yτ
τ -Yukawa-Kopplung

λ Higgs-Selbstkopplung

m2 Massenparameter im Higgs-Potential (2.14)

YT, YB, YL
Yukawa-Matrizen aus (2.15)

Felder und Darstellung von Propagatoren

f̄ , f : (Anti)Fermion

q̄, q: (Anti)Quark
l̄, l: (Anti)Lepton

Aa µ: SU(3)c-Eichboson (Gluon)

W a µ: SU(2)L-Eichboson

Bµ: U(1)Y-Eichboson

c̄a, ca: (Anti)Geist (SU(3)c)

c̄a
W , ca

W : (Anti)Geist (SU(2)L)

Φ1, Φ2, Φ±: komplexes Skalarfeld

H, χ: reelles Skalarfeld

Quarks: t (top), b (bottom), c (charm), s (strange), u (up), d (down)
Leptonen: τ , µ, e (Elektron) und zugehörige Neutrinos ντ , νµ, νe
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Indizes und Gruppenstrukturen

a, b, c, . . . Gruppenindizes der adjungierten Darstellung, SU(3)c: a = 1, . . . , 8

SU(2)L: a = 1, 2, 3

i, j, k, . . . Gruppenindizes der fundamentalen Darstellung, SU(3)c: i = 1, 2, 3

SU(2)L: i = 1, 2

µ, ν, . . . Lorentz-Indizes, µ = 0, 1, 2, 3

Nc
Anzahl der Farben (QCD: Nc = 3) Nc = δii

ng
Anzahl der Gluonen (QCD: ng = 8) ng = δaa = N2

c − 1

T a
ij

Generatoren der SU(Nc)c

fabc Strukturkonstanten der SU(Nc)c

[
T a, T b

]
= i fabcT c

TF
Spur zweier SU(Nc)c-Generatoren: TF δab = Tr

(
T aT b

)

CA
adjungierter Casimir-Operator der SU(Nc)c:

facdfbcd = CA δab,
CA = 2TF Nc

CF
fundamentaler Casimir-Operator der SU(Nc)c:

T a
ik

T a
kj

= CF δij ,

TF

(
Nc − 1

Nc

)

σa
ij

Generatoren der SU(2)L (Pauli-Matrizen)

εabc Strukturkonstanten der SU(2)L

[
σa, σb

]
= i εabcσc

Yf
Hyperladung (U(1)Y) des Feldes f

Anmerkungen:

• Alle in dieser Arbeit gezeigten Feynman-Diagramme wurden mit dem Latex-
Paket Axodraw [162] erstellt.

• Die gezeigten Schaubilder wurden mit Mathematica1 erstellt. Für die Schaubild-
legenden in Kap. 5 wurde ein nicht veröffentlichtes Mathematica-Skript von
Dr. Nikolai Zerf verwendet.

1http://reference.wolfram.com/mathematica/guide/Mathematica.html
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ANHANG B

Feynman-Regeln des Standardmodells

B.1 Das Standardmodell in der ungebrochenen Phase

Aus der Lagrangedichte (2.1) mit den Bestandteilen (2.2), (2.10), (2.11), (2.13) und
(2.20) ergeben sich für das Standardmodell in der ungebrochenen Phase die folgenden
Feynman-Regeln:1

k

µ2µ1

a1 a2 Gluonpropagator (SU(3)c: a1,2 ∈ {1, . . . , 8})

δa1a2 1
i

[
−gµ1µ2

−k2 − ξ kµkν

(−k2)2

]

k

µ2µ1

b1 b2 W -Propagator (SU(2)L: b1,2 ∈ {1, 2, 3})

δb1b2 1
i

[
−gµ1µ2

−k2 − ξW
kµkν

(−k2)2

]

k

µ2µ1

B-Propagator (U(1)Y)

1
i

[
−gµ1µ2

−k2 − ξB
kµkν

(−k2)2

]

ka1 a2
Geistpropagator (SU(3)c: a1,2 ∈ {1, . . . , 8})

δa1a2 1
i

1
−k2

1Diese wurden im Rahmen dieser Arbeit unabhängig aus der Lagrangedichte (2.1) abgeleitet und
sind in Übereinstimmung mit [12, 32] und nicht publizierten Aufzeichnungen von K. G. Chetyrkin.
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114 Anhang B. Feynman-Regeln des Standardmodells

kb1 b2
Geistpropagator (SU(2)L: b1,2 ∈ {1, 2, 3})

δb1b2 1
i

1
−k2

ki1 j1 i2 j2
Quarkpropagator (SU(3)c: i1,2 ∈ {1, 2, 3};
SU(2)L: j1,2 ∈ {1, 2})

δi1i2 δj1j2 1
i

/k
−k2

kj1 j2 Leptonpropagator (SU(2)L: j1,2 ∈ {1, 2})

δj1j2 1
i

/k
−k2

kj1 j2
Φ-Propagator (SU(2)L: j1,2 ∈ {1, 2})

δj1j2 1
i

1
−k2

Bei den Fermionpropagatoren werden die Spinorindizes aus Gründen der Lesbarkeit
unterdrückt. Diese werden auch für die Implementierung in GEFICOM nicht expli-
zit benötigt. Stattdessen werden Fermionlinien in Feynman-Diagrammen als Produkte
nicht-vertauschender Funktionen in FORM implementiert. Da in den Rechnungen die-
ser Arbeit nur die dritte Generation der Fermionen an der Yukawa-Wechselwirkung
teilnimmt, also nur yt, yb und yτ berücksichtigt werden, müssen keine Indizes verwen-
det werden, welche die Fermiongeneration markieren. Dies wäre nötig, wenn man die
vollen Yukawa-Matrizen YT, YB, YL aus (2.15) verwenden würde. Hier werden al-
le Fermionlinien, an denen mindestens ein Yukawa-Vertex vorkommt, als zur dritten
Generation gehörend gewertet und alle übrigen mit Ng multipliziert.

k

a2 µ

a1 a3

Geist-Gluonvertex (SU(3)c: a1,2,3 ∈ {1, . . . , 8})

(i gs) (−ifa1a2a3) kµ

k

b2 µ

b1 b3

Geist-W -Vertex (SU(2)L: b1,2,3 ∈ {1, 2, 3})

(i g2)
(

−iεb1b2b3

)

kµ
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Für Fermionlinien werden in diesem Kapitel SU(2)L-Indizes der fundamentalen
Darstellung j1,2 ∈ {1, 2} angegeben. Dies bezieht sich genau genommen nur auf links-
händige Quarks und Leptonen. Für den rechtshändigen Anteil der Fermionlinie unter-
scheidet der Index in der dritten Generation zwischen den SU(2)L-Singulett-Feldern
q1,R = tR und q2,R = bR für Quarks bzw. l1,R = 0 und l2,R = τR für Leptonen. Die Hy-
perladungen für die Kopplungen der Fermionen und Skalarfelder an das B-Feld finden
sich in Tab. 3.4 in Kap. 3.4.

a µ

i1 j1 i2 j2

Quark-Gluonvertex (SU(3)c: a ∈ {1, . . . , 8};
i1,2 ∈ {1, 2, 3}; SU(2)L: j1,2 ∈ {1, 2})

(i gs) (T a)i2i1
(δj1j2) γµ

b µ

i1 j1 i2 j2

Quark-W -Vertex (SU(2)L: b ∈ {1, 2, 3};
j1,2 ∈ {1, 2}; SU(3)c: i1,2 ∈ {1, 2, 3})

(i g2

2
) (δi1i2) (σa)j2j1

γµ

µ

i1 j1 i2 j2

Quark-B-Vertex (SU(2)L: j1,2 ∈ {1, 2};
SU(3)c: i1,2 ∈ {1, 2, 3};
U(1)Y-Hyperladung: Yq,L, Yq,R)
für links- und rechtshändiges Feld)

(i g1) (Yq,LPL + Yq,RPR) (δi1i2) (δj1j2) γµ

b µ

j1 j2

Lepton-W -Vertex (SU(2)L: b ∈ {1, 2, 3};
j1,2 ∈ {1, 2})

(i g2

2
) (σa)j2j1

γµ

µ

j1 j2

Lepton-B-Vertex (SU(2)L: j1,2 ∈ {1, 2}
U(1)Y-Hyperladungen: Yl,L, Yl,R)
für links- und rechtshändiges Feld

(i g1) (Yq,LPL + Yq,RPR) (δj1j2) γµ
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k1

a1 µ1

k2

a2
µ2

k3

a3
µ3

Drei-Gluonenvertex
(SU(3)c: a1,2,3 ∈ {1, . . . , 8})

(i gs) (−ifa1a2a3) [(k3 − k2)
µ1gµ2µ3

+(k1 − k3)µ2gµ1µ3

+(k2 − k1)µ3gµ1µ2 ]

a1
µ1

a2
µ2

a3
µ3

a4
µ4

Vier-Gluonenvertex
(SU(3)c: a1,...,4, c ∈ {1, . . . , 8})
(

i g2
s

)

{
(−if ca1a2) (−if ca3a4) [gµ1µ3gµ2µ4 − gµ1µ4gµ2µ3 ]

+ (−if ca1a3) (−if ca2a4) [gµ1µ2gµ3µ4 − gµ1µ4gµ2µ3 ]

+ (−if ca1a4) (−if ca2a3) [gµ1µ2gµ3µ4 − gµ1µ3gµ2µ4 ]}

k1

b1 µ1

k2

b2
µ2

k3

b3
µ3

Drei-W -Vertex (SU(2)L: b1,2,3 ∈ {1, 2, 3})

(i g2)
(

−iεb1b2b3

)

[(k3 − k2)
µ1gµ2µ3

+(k1 − k3)
µ2gµ1µ3

+(k2 − k1)
µ3gµ1µ2 ]

b1
µ1

b2
µ2

b3
µ3

b4
µ4

Vier-W -Vertex (SU(2)L: b1,...,4, c ∈ {1, 2, 3})
(

i g2
2

)

{
(

−iεcb1b2

) (

−iεcb3b4

)

[gµ1µ3gµ2µ4 − gµ1µ4gµ2µ3 ]

+
(

−iεcb1b3

) (

−iεcb2b4

)

[gµ1µ2gµ3µ4 − gµ1µ4gµ2µ3 ]

+
(

−iεcb1b4

) (

−iεcb2b3

)

[gµ1µ2gµ3µ4 − gµ1µ3gµ2µ4 ]
}
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j3

i1 j1 i2 j2

Quark-Φ-Vertex (SU(3)c: i1,2 ∈ {1, 2, 3};
SU(2)L: j1,2,3 ∈ {1, 2})

{

(−i yt) PL

(

iσ2
j1j3

δj21
)

+

+ (−i yb) PR

(

δj2j3δj12
)}

δi1i2

j3

i1 j1 i2 j2

Quark-Φ∗-Vertex (SU(3)c: i1,2 ∈ {1, 2, 3};
SU(2)L: j1,2,3 ∈ {1, 2})

{

(−i yt) PR

(

iσ2
j2j3

δj11
)

+

+ (−i yb) PL

(

δj1j3δj22
)}

δi1i2

j3

j1 j2

Lepton-Φ-Vertex ( SU(2)L: j1,2,3 ∈ {1, 2})

(−i yτ) PR (δj2j3δj12)

j3

j1 j2

Lepton-Φ∗-Vertex ( SU(2)L: j1,2,3 ∈ {1, 2})

(−i yτ) PL (δj1j3δj22)

j1 j2

j3 j4

Lepton-Φ∗-Vertex ( SU(2)L: j1,2,3 ∈ {1, 2})

(−i λ) 2 (δj1j3δj2j4 + δj1j4δj2j3)
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k1 k2

b µ

j1 j2

W -Φ-Vertex ( SU(2)L: b ∈ {1, 2, 3}
j1,2 ∈ {1, 2})

(

ig2

2

)

(k2 − k1)
µ σb

j2j1

k1 k2

µ

j1 j2

B-Φ-Vertex ( SU(2)L: j1,2 ∈ {1, 2})
U(1)Y-Hyperladung: YΦ)

(ig1YΦ) (k2 − k1)
µ σb

j2j1

b1µ1 b2µ2

j1 j2

Zwei-W -Φ-Vertex ( SU(2)L: b1,2 ∈ {1, 2, 3};
j1,2 ∈ {1, 2})

(ig2
2) gµ1µ2 δb1b2 δj1j2

µ1 µ2

j1 j2

Zwei-B-Φ-Vertex ( SU(2)L: j1,2 ∈ {1, 2};
U(1)Y-Hyperladung: YΦ)

(ig2
1Y 2

Φ
) gµ1µ2 δj1j2

µ1 b µ2

j1 j2

B-W -Φ-Vertex ( SU(2)L: b ∈ {1, 2, 3};
j1,2 ∈ {1, 2}; U(1)Y-Hyperladung: YΦ)

(ig1g2YΦ) gµ1µ2 σb
j1j2
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B.2 Das Standardmodell in der gebrochenen Phase

Aus dem in (2.13) definierten Higgs-Potential mit den in (2.66) definierten Counterter-
men folgt durch die Aufteilung des Skalardoubletts in den konstanten Anteil v sowie
die quantisierten Felder H , Φ± und χ gemäß (vgl. (2.25))

Φ =

(

Φ1

Φ2

)

=

(

Φ+

1√
2

(v + H − iχ)

)

, (B.1)

mit den Massendefinitionen (vgl. (2.33), (2.34))

mH =
√

2λv =
√
−2m2, (B.2)

mt =
yt√
2

v (B.3)

das Potential in der gebrochenen Phase des Standardmodells:

−V = −
(

λ− δZ
(4Φ)
1

) [

(Φ−)2(Φ+)2 + Φ−Φ+χ2

+
1

4
χ4 +

1

4
H4 + H2Φ−Φ+ +

1

2
H2χ2

]

+ H3

[

mH

√
λ√
2

(

λδZ
(4Φ)
1,λ − 1

)

+ mt

√
2yt

3δZ
(4Φ)
1,yt

]

+ HΦ−Φ+2

[

mH

√
λ√
2

(

λδZ
(4Φ)
1,λ − 1

)

+ mt

√
2yt

3δZ
(4Φ)
1,yt

]

+ Hχ2

[

mH

√
λ√
2

(

λδZ
(4Φ)
1,λ − 1

)

+ mt

√
2yt

3δZ
(4Φ)
1,yt

]

−H2 mH
2

2
+ H2 mH

2

2




3λδZ

(4Φ)
1,λ

2
+

λδZΦ2,λ

2
+

yt
4δZΦ2,yt

2



+ H2 mt
2

2

(

6yt
2δZ

(4Φ)
1,yt

)

+ Φ−Φ+mH
2




λδZ

(4Φ)
1,λ

2
+

λδZΦ2,λ

2
+

yt
4δZΦ2,yt

2



+ Φ−Φ+mt
2
(

2yt
2δZ

(4Φ)
1,yt

)

+ χ2 mH
2

2




λδZ

(4Φ)
1,λ

2
+

λδZΦ2,λ

2
+

yt
4δZΦ2,yt

2



+ χ2 mt
2

2

(

2yt
2δZ

(4Φ)
1,yt

)

+ H

[

mH
3

√
λ

2
√

2

(

δZ
(4Φ)
1,λ + δZΦ2,λ

)

+
mH

2mtyt
3δZΦ2,yt√
2

+ 2
√

2mt
3ytδZ

(4Φ)
1,yt

]

+ konst.(∝ v4)
(B.4)
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Für die top-Yukawa-Lagrangedichte (2.22) ergibt sich analog

Lyt
= −yt(1 + δZ

(tbΦ)
1 )

{

t̄LΦ† cQL + Q̄LΦctR

}

= −yt(1 + δZ
(tbΦ)
1 )

{(

t̄PRt
)

Φ2 +
(

t̄PLt
)

Φ2 −
(

b̄PRt
)

Φ1 −
(

t̄PLb
)

Φ1

}

= yt(1 + δZ
(tbΦ)
1 )

[

Φ+
(

t̄PLb
)

+ Φ−
(

b̄PRt
)]

− yt√
2

(1 + δZ
(tbΦ)
1 )H

(

t̄t
)

− i yt√
2

(1 + δZ
(tbΦ)
1 )χ

(

t̄ [PR − PL] t
)

−mt(1 + δZ
(tbΦ)
1 )

(

t̄t
)

.

(B.5)

Daraus lassen sich die MS-Massenrenormierungskonstanten

ZMS
mt

=
1 + δZ

(tbΦ)
1

Z
(2t)
2

, (B.6)

ZMS
mH

=

√

1− δZΦ2

2
− 3δZ

(4Φ)
1

2λ
√

Z
(2Φ)
2

(B.7)

ablesen. Aus der Kenntnis von δZOSMS
H

und δZOSMS
t

lassen sich im Prinzip mittels (4.21)
und (4.32) die On-shell-Renormierungskonstanten für die Higgs- und top-Quarkmasse
gewinnen, welche aber hier nicht benötigt werden.

Die Feynman-Regeln für die Gluon- und Geistpropagatoren der QCD sowie alle
Vertizes mit mindestens einem Gluon können unverändert aus der ungebrochenen Phase
des Standardmodells übernommen werden. Darüber hinaus ergeben sich die folgenden
Feynman-Regeln:

H (i)

[

mH
3

√
λ

2
√

2

(

δZ
(4Φ)
1,λ + δZΦ2,λ

)

+
mH

2mtyt3δZΦ2,yt√
2

+ 2
√

2mt
3ytδZ

(4Φ)
1,yt

]
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p

H 1
i

1
m2

H−p2−i0

p

H
(i)

{

p2 δZ
(2Φ)
2 + mH

2

[

3λδZ
(4Φ)
1,λ

+λδZΦ2,λ+yt
4δZΦ2,yt

2

]

+ mt
26yt

2δZ
(4Φ)
1,yt

}

p

χ, Φ± 1
i

1
−p2−i0

p

χ, Φ±
(i)

{

p2 δZ
(2Φ)
2 + mH

2

[

λδZ
(4Φ)
1,λ

+λδZΦ2,λ
+yt

4δZΦ2,yt

2

]

+ mt
22yt

2δZ
(4Φ)
1,yt

}
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p

t 1
i

/p+mt

m2
t−p2−i0

p

t
(i)
{

/p
[

PLδZ
(2t)
2,L + PRδZ

(2t)
2,R

]

−mtδZ
(tbΦ)
1

}

p

b, q
1
i

/p

−p2−i0

p

b, q
(i)
{

/p
[

PLδZ
(2b/2q)
2,L + PRδZ

(2b/2q)
2,R

]}
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(−i)(λ− δZ
(4Φ)
1 )







6 für H4, χ4

4 für (Φ+Φ−)2

2 für H2(Φ+Φ−), χ2(Φ+Φ−), H2χ2

(−i)
{

mH

√
λ√
2
−
[

mH

√
λ√
2
λδZ

(4Φ)
1,λ + mt

√
2yt

3δZ
(4Φ)
1,yt

]}







6 für H3

2 für H(Φ+Φ−)

2 für Hχ2

tt

H

(−i)yt(1 + δZ
(tbΦ)
1 )

(
1√
2

)

tt

χ

(−i)yt(1 + δZ
(tbΦ)
1 )

(

− i√
2
γ5

)

bt

Φ+

(−i)yt(1 + δZ
(tbΦ)
1 ) (−PL)

tb

Φ−

(−i)yt(1 + δZ
(tbΦ)
1 ) (−PR)
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Für die Berechnung der W pm-Selbstenergie werden noch die folgenden Feynman-
Regeln benötigt, welche sich aus der Ersetzung (2.25) in (2.2) und (2.13) sowie den
zugehörigen Counterterm-Lagrangedichten ergeben:

i1i2
qq′

W−µ

(i g2√
2
) γµ (1 + δZqq′W ) δi1i2

i1i2

q′q

W +µ

(i g2√
2
) γµ (1 + δZq′qW ) δi1i2

SU(3)c: i1,2 ∈ {1, 2, 3}; q ∈ b, d; q′ ∈ t, u

µ ν

W +W−

HH

(i g2
2

2
) gµν (1 + δZW W Φ)

µ ν

W +W−

χχ

(i g2
2

2
) gµν (1 + δZW W Φ)

µ ν

W +W−

Φ+Φ−

(i g2
2

2
) gµν (1 + δZW W Φ)
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µ ν

W +W−

H

(i g2
2 v

2
) gµν (1 + δZW W Φ)

k1 k2

Φ+H

W−µ

(i g2

2
) (k1 − k2)µ (1 + δZW ΦΦ)

k1 k2

Φ−H

W +µ

(i g2

2
) (k2 − k1)µ (1 + δZW ΦΦ)

k1 k2

Φ+χ

W−µ

(i g2

2
) i (k1 − k2)µ (1 + δZW ΦΦ)

k1 k2

Φ−χ

W +µ

(i g2

2
) i (k1 − k2)µ (1 + δZW ΦΦ)
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