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KAPITEL 1

Einleitung

“Indes sie forschten, rontgten, filmten, funkten,
entstand von selbst die kostlichste Erfindung:
der Umweg als die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten.”
Erich Kdstner

Die Erforschung der elementaren Bausteine der bekannten Materie und deren
Wechselwirkungen hat in den letzten Jahrzehnten zu tiefgreifenden Erkenntnissen ge-
fithrt. Auf experimenteller Seite konnten an Teilchenbeschleunigern bei immer héheren
Energien neue Teilchen gefunden und Beobachtungsgréfien mit immer hoherer Prézisi-
on gemessen werden. Auf Seiten der Theoretischen Teilchenphysik wurden sehr erfolg-
reiche Modelle zur Beschreibung der beobachteten Phanomene entwickelt und durch
die Anwendung storungstheoretischer Methoden in héheren Ordnungen grofie Prézisi-
on bei der Abbildung von Messgrofien auf die Parameter der untersuchten Theorien
sowie bei Theorievorhersagen erreicht.

Die Entdeckungen des Higgs-Bosons [1l2] am Large Hadron Collider (LHC) hat das
Standardmodell der Elementarteilchenphysik als bei den uns bisher an Beschleunigern
zuganglichen Energien giiltige Theorie der Materie bestétigt.

Bei diesem Modell handelt es sich um eine Quantenfeldtheorie. Teilchen werden als
quantisierte Anregungen von Feldern verstanden und die moglichen Wechselwirkungen
von Teilchen untereinander sind durch die Kopplungen der Felder aneinander bestimmt,
wie sie in der Lagrangedichte beschrieben werden.

Diese Kopplungen sind Parameter der Theorie und miissen als solche aus experi-
mentellen Daten bestimmt werden. Die Wechselwirkungen der Quantenfelder unterein-
ander fiihren in der storungstheoretischen Berechnung physikalischer Grofen durch den
Austausch virtueller Teilchen zu Strahlungskorrekturen. Dies hat zur Folge, dass die ef-
fektiven Kopplungsstérken abhédngig von der Energieskala sind, bei der ein bestimmter
physikalischer Prozess stattfindet.
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Die Evolution einer Kopplung X mit der Energieskala ;1 des betrachteten Prozesses
wird durch die zugehorige Betafunktion

d
By = — X

beschrieben. Diese wird Ordnung fiir Ordnung in Stérungstheorie berechnet und kann
folglich als Potenzreihe in allen Kopplungen der Theorie geschrieben werden. Um die
Evolution einer Kopplung zu beschreiben, werden also auch die Betafunktionen aller
anderen Kopplungen benoétigt.

Die Losung des resultierenden Differentialgleichungssystems erfordert als Randbe-
dingungen die Kenntnis der Kopplungsstarken bei einer Anfangsskala. Dies geschieht
durch die Umrechnung von experimentell zugénglichen Groéflen, wie Wirkungsquer-
schnitten, Zerfallsbreiten und Teilchenmassen, in die effektiven Kopplungen der Felder
aneinander bei einer an Beschleunigerexperimenten erreichbaren Energieskala, z. B. der
Masse des top-Quarks. Diese Konvertierungsformeln werden ebenfalls in Storungstheo-
rie berechnet.

Von besonderem Interesse im Standardmodell ist die Evolution der Higgs-
Selbstwechselwirkung, welche im Higgs-Potential eingefithrt wird. Durch die sponta-
ne Symmetriebrechung im Higgs-Sektor des Standardmodells wird ein Grundzustand,
auch Vakuum genannt, im energetischen Minimum des Higgs-Potentials gewahlt, wel-
cher nicht mehr die volle SU(3), x SU(2),, x U(1)y-Symmetrie der Lagrangedichte be-
sitzt. Die Position dieses Minimums legt die Skala der elektroschwachen Physik und die
Massen der Elementarteilchen fest. Durch Quantenkorrekturen kann bei einer hohen
Skala, z. B. in der Nahe der Planck-Skala ein zweites Minimum im effektiven Higgs-
Potential |3] entstehen, welches bei entsprechender Wahl der Standardmodellparameter
energetisch giinstiger als das Standardmodellvakuum an der Skala der elektroschwachen
Physik sein kann. In einem solchen Szenario ist der Grundzustand des Standardmodells
an der elektroschwachen Skala nicht stabil, sondern kann in einen durch das zweite,
globale Minimum des Higgs-Potentials definierten Zustand zerfallen.

Die Frage nach der Stabilitdat des Vakuumzustandes im Standardmodell ist eng
verkniipft mit der Evolution der Higgs-Selbstkopplung [4H6]. Wird diese bei einer be-
stimmten Energieskala negativ, so tritt oberhalb dieser Skala ein zweites, globales
Minimum im effektiven Higgs-Potential auf. Das Standardmodellvakuum ist also nicht
stabil, wenn man die Giiltigkeit der Theorie bis zu dieser Skala annimmt. Das Ziel
dieser Arbeit ist eine Préizisionsberechnung der Evolution der Higgs-Selbstkopplung im
Standardmodell und die Untersuchung der Vakuumstabilitat fiir den Fall, dass dies die
giiltige Theorie bis zur Planck-Skala ist. Der Aufbau der Arbeit ist dabei wie folgt:

In Kapitel @l wird die Struktur des Standardmodells und die in dieser Arbeit ver-
wendete Notation eingefiihrt. Eine Erklarung der verwendeten Zeichen und Konven-
tionen befindet sich auflerdem in Anhang [Al Im weiteren Verlauf von Kapitel 2 wird
die spontane Symmetriebrechung im Higgs-Sektor, der Grundzustand der Theorie und
die Erzeugung von Massen diskutiert. Weiter wird auf die Renormierung des Standar-
modells, die Renormierungsgruppe und die Evolution der Standardmodellkopplungen
eingegangen. Schliellich werden das effektive Higgs-Potential und das Vakuumstabi-
litatsproblem erlautert, der Zusammenhang zur Evolution der Higgs-Selbstkopplung



hergestellt und einige konzeptionelle Schwierigkeiten im Zusammenhang mit dem ef-
fektiven Potential, wie das Konvexitédtsproblem und die Eichabhéngigkeit, diskutiert.

In Kapitel Bl wird auf die Berechnung von Betafunktionen eingegangen, wobei die
technischen Aspekte der Arbeit ausfithrlich beschrieben werden. Dies sind die Renor-
mierung von Mehrschleifendiagrammen, die Behandlung von ~;-Matrizen in dimen-
sionaler Regularisierung sowie die Vermeidung von infraroten Divergenzen durch die
Einfiihrung einer Hilfsmasse. Auflerdem wird die Automatisierung der Rechnung erlau-
tert und dabei besonders auf die Gruppenstruktur des Standardmodells eingegangen.
Schliefllich werden analyische Resultate fir Betafunktionen von Kopplungen aus dem
Higgs- und Yukawa-Sektor und anomale Dimensionen von Feldern in Dreischleifenord-
nung vorgestellt und numerisch untersucht. Die Betafunktionen fiir die top-Yukawa-
Kopplung und die Higgs-Selbstkopplung stellen dabei die zentralen Resultate dieser
Arbeit dar.

In Kapitel @ wird die Berechnung von Kopplungen im MS-Renormierungsschema,
welches fiir die Betafunktionen verwendet wird, aus On-shell-Parametern, welche ex-
perimentell zugédnglich sind, behandelt. Zunéchst werden mogliche Massendefinitionen
und die Rolle sogenannter Tadpole-Diagramme diskutiert. Weiter wird darauf einge-
gangen wie die Anfangswerte fiir die Evolution der Kopplungen aus experimentellen
Daten berechnet werden. Abschlielend wird eine solche Rechnung in einem vereinfach-
ten Modell vorgestellt. Die in Kapitel 3] und (] verwendeten Feynman-Regeln sind in
Anhang [Bl angegeben.

Kapitel [l ist der Evolution der Higgs-Selbstkopplung unter Verwendung der Be-
tafunktionen in Dreischleifenordnung gewidmet. Dabei werden theoretische und ex-
perimentelle Unsicherheiten sowie der Einfluss der elektroschwachen Korrekturen im
Vergleich zu den QCD-, Yukawa- und Higgs-Korrekturen untersucht. Schliellich wird
die Frage der Vakuumstabilitdt im Rahmen der erreichten Prazision diskutiert und es
werden Wege zur weiteren Verbesserung der Genauigkeit aufgezeigt.

Die Resultate aus Kapitel Bl wurden in [7,8] veroffentlicht, einige der Analysen aus
Kapitel B wurden im Rahmen von Beitragen zu Proceedings [9,10] vorgestellt.
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KAPITEL 2

Das Standardmodell und die Stabilitat seines
Grundzustands

2.1 Das Standardmodell der Teilchenphysik

Dem Standardmodell (SM) der Teilchenphysi liegt eine SU(3). x SU(2), x U(1)y-
Symmetrie zugrund. Dies bedeutet, dass die Lagrangedichte

‘CSIVI - ‘Cgauge + Egaugeﬁx + ‘Cghost + EYukawa + E‘I’ (21)

invariant ist beztiglich Transformationen dieser Gruppe. Die Lagrangedichte lésst sich
in Sektoren aufteilen, welche den verschiedenen Wechselwirkungen entsprechen. Hier-
bei wird die Starke der einzelnen Wechselwirkungen durch die Kopplungskonstanten
definiertf]. Bei diesem Begriff ist allerdings zu beachten, dass nur die physikalischen
Kopplungen bei einer bestimmten Energieskala bzw. die Kopplungen in der nackten
Lagrangedichte konstant sind. Die effektiven Kopplungsstérken dagegen sind nicht kon-
stant, sondern abhéngig von der Energieskala eines betrachteten physikalischen Pro-
zesses. Die Propagation der Fermionen und Eichbosonen sowie ihre Wechselwirkungen

'Eine Zusammenfassung der Struktur des Standardmodells findet sich beispielsweise in [11}12].
Wesentliche Beitrdge bei der Entwicklung des Standardmodells waren u.a. [I3HI5] im Bereich der
QCD, [16H18] im Elektroschwachen Sektor und fiir ein Modell der Leptonen, [T9H25] fiir die Anwendung
des Prinzips der Spontanen Symmetriebrechung und die Entwicklung des Higgs-Sektors sowie [26]27]
fiir die das Konzept der Flavour-Mischung.

2Der Index c steht fiir Farbe (engl. colour), der Index Y bezeichnet die Hyperladung, also die
Quantenzahl, welche das Transformationsverhalten von Feldern beziiglich der Untergruppe U(1)y cha-
rakterisiert. Der Index L verdeutlicht, dass nur linkshdndige Fermionfelder als Dublette transformiert
werden, wahrend rechtshéndige Singulette beziiglich dieser Untergruppe sind.

3Dies stimmt so in der ungebrochenen Phase des Standardmodells. Durch die spontane Symme-
triebrechung im Higgs-Sektor werden die Eichbosonen der schwachen Wechselwirkung massiv und
diese Wechselwirkung damit kurzreichweitig, was ihre namensgebende Schwéche trotz relativ grofer
Kopplungskonstanten ausmacht (s. Kap. 2.2).
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untereinander werden beschrieben durch

1 1
‘Cgauge — _Ga Ga;w =

a a uv 1 v . —_ . 7
G 4VVWVV H —ZBWB“ +z;qlﬁq+z;llﬁl (2.2)

mit den Quarkfeldern ¢, den Leptonfeldern [ und der kovarianten Ableitung
Dt =" —igYB" — i%a“W‘”‘ —ig, T® A", (2.3)

Die Eichfelder der SU(3)., SU(2), und U(1)y werden mit A7, (¢ = 1,...,8), W
(a =1,2,3) und B, bezeichnet. Des Weiteren ist Y die Hyperladung des Feldes, auf das
die kovariante Ableitung angewandt wird. Es ist zu beachten, dass die Hyperladungen
sich fiir die rechts- und linkshdndigen Anteile von Fermionfeldern unterscheiden und
beim linkshandigen Anteil zusitzlich von der SU(2),-Konfiguration abhéingelﬂ. Au-
Berdem wirken die Paulimatrizen ¢® in (Z3]) nur auf linkshéndige Fermionfelder. Bei
der Implementierung der Feynman-Regeln im Rahmen einer Automatisierung werden
daher Projektoren auf die rechts- und linkshdndigen Anteile der Fermionfelder, gekenn-
zeichnet durch ein tiefgestelltes R bzw. L, verwendet. Diese lassen sich mit Hilfe der
vs-Matrix
¥ = iY°y'y%° (2.4)

ausdriicken als . .

P, = 3 (1+ ) und P, = ) (1—7). (2.5)
Die kinetischen und Selbstwechselwirkungsterme der Eichfelder werden mit Hilfe der
Feldstérketensoren

Go, = 0,AL—0,A% +g. fabCAZAg (2.6)
we, = 9w —o,Wi+ ngabCWjWVC .
B,, = 0,B,—0,B, (2.8)

konstruiert. Hierin bezeichnen f%¢ die Strukturkonstanten der Farbgruppe SU(3)., die
durch
T, 7] = ifere (2.9)

mit den SU(3).-Generatoren T definiert sind. Die Strukturkonstanten der SU(2), mit
den Paulimatrizen o® (a = 1,2, 3) als Generatoren sind durch den total antisymmetri-
schen e-Pseudotensor dritter Stufe gegeben.
Fir jede Eichsymmetrie wird ein Eichfixierungsterm zur Lagrangedichte hinzuge-
figt:
1 9 1 9 1

Loigericn = ———— (0,A") — — (O W*H)* — ————
Alle Rechnungen dieser Arbeit werden in allgemeiner R¢-Eichung durchgefiihrt, also
fiir beliebige Werte der Eichparameter &, &, und &5.

(0,B")?.  (2.10)

4Deshalb ist bei der Berechnung von Feynman-Diagrammen eine Faktorisierung in einen Farb-
faktor, ein Impulsraumdiagramm sowie einen SU(2); X U(1)y-Gruppenfaktor sinnvoll, eine weitere
Aufspaltung in SU(2),, und U(1)y jedoch nicht.



2.1. Das Standardmodell der Teilchenphysik 7

AuBlerdem werden fiir die nicht-abelschen FEichgruppen noch Fadeev-Popov-
Geistfeldeif] eingefiithrt, welche die Transversalitat der Eichbosonpropagatoren sicher-
stellen. Der entsprechende Teil der Lagrangedichte lautet

Lo = Ol 0™ + g, [ 0, APV E + 0,65,0" ¢y + o™ 0,85, WOHE,. (2.11)

Im sogenannten eichfreien Grenzfall (engl. gaugeless limit) werden die elektroschwachen
Kopplungen ¢; und go zu Null gesetzt. Streicht man die Felder, die nur an der elek-
troschwachen Wechselwirkung teilnehmen, so erhilt man die Quantenchromdynamik

(QCD) und [22), ([ZI0) sowie ([ZTII) reduzieren sich auf

1 a a puv 1 a2 —a a abc q =a pbp c
EQCD:_ZGuyGH_m(a“A“> +8uca“c +g.f 8uCA“C

SN (2.12)
+> {%(j P q +gs§AaT“q} :
q

Die direkte Einfithrung von Dirac-Massentermen der Form m,qq = m,(qrqr+qrqr)
in die Lagrangedichte wiirde die SU(2),-Symmetrie verletzen, da in diesen rechts- und
linkshandige Fermionfelder aneinanderkoppeln. Ebenso verletzen explizite Massenter-
me fir Eichbosonen, z.B. mQWWWg, die Eichinvarianz. Dies motiviert die Erzeugung
von Massen durch spontane Symmetriebrechung in einem skalaren Sektor. Im Stan-
dardmodell wird ein komplexes Skalarfeld ® postuliert, welches sich als SU(2),-Doublet
transformiert. Die Dynamik dieses Skalarfeldes, seine Selbstwechselwirkung sowie seine

Wechselwirkung mit den elektroschwachen Eichbosonen wird durch

L, = (D,®)"(D"®) — (m2q>Tq> +A (qﬂq))Q)

(2.13)
=V (P)
beschrieben. An dieser Stelle wird das klassische Higgs-Potential
V(@) = m’®® 1 A (910) (2.14)

mit der Higgs-Selbstkopplung A und dem Massenparameter m eingefiihrt.
Die Wechselwirkung dieses Skalarfeldes mit den Fermionen wird im Yukawa-Sektor

des Standardmodells beschrieben. Die Lagrangedichte
Lyins = — [0 Y ((2)' Q) + da Yo (91Q,) + 8, Y, (DL,

_ _ _ (2.15)
H(QuE) Yiug + (Qu®)Y]d + (Li®)Y]er

wird aus den SU(2),-Dubletten

() a-(x) we(z) e

5Diese skalaren, aber antikommutierenden Felder transformieren sich unter der adjungierten Dar-
stellung der entsprechenden Eichgruppe, haben also die Form ¢* (a = 1,...,8) fur die SU(3). und ¢,
(a =1,2,3) fur die SU(2),.
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aufgebaut. Das ladungskonjugierte Skalarfeld ist durch

D¢ = ig?P* = < _q’qgik ) (2.17)

gegeben und transformiert sich ebenfalls als SU(2),-Doublet. Die linkshéndigen Quark-
felder u;, = (up,cp,t,) und d, = (dy,s.,b.) sowie die linkshdndigen Leptonfel-
der n, = Ve, Yy, V) und e, = (e, 1y, 71,) werden mittels der Yukawa-Matrizen
Y., Yi, Y, sowie ihrer hermitesch Konjugierten mit den rechtshidndigen Quarkfel-
dern up = (ug, cn,tr) und dp = (dg, sg,bg) sowie den rechtshiandigen Leptonfeldern
er = (en, ir, 7r) verbunden. Rechtshindige Neutrinofelder sind im Standardmodell
nicht vorhanden, weshalb die Neutrinos hier masselos bleibenﬁ. Diese links- und rechts-
hiandigen Felder sind Weyl-Spinoren, welche mittels der Projektoren (ZH) aus den
Dirac-Spinorfeldern w, ¢, t,d, s,b, ve, vy, V7, e, p und 7 gewonnen werden kénnen, also

u, = Pou, up = Pyu, usw. (2.18)

Im Falle der Neutrinos ist
v, =P.v, Pv=0. (2.19)

Vernachlédssigt man die sehr kleinen Effekte der Generationenmischung, also die
Nichtdiagonalelemente der Yukawa-Matrizen, sowie die kleinen Yukawa-Kopplungen
der ersten und zweiten Generation, so vereinfacht sich (ZI5]) zu

Lirora = = Yo {t_R ((I)C)T Q. + QL(thR} — Y {BR¢TQL + QL(I)bR}
— Y {%Rq)TLL + qu)TR,}

QL:<ZE>, LL:<”;L7L>. (2.21)

Betrachtet man wiederum nur den Anteil des Yukawa-Sektors, der die dominante top-
Yukawa-Kopplung enthélt, so wird ([Z20) zu

(2.20)

L, =-y, {ER ((I)C)T Qr + QL(I)CtR}

— {tR (B, — D)) - ( Z >L+ (z. b)L~< _‘I’% ) tR} (2.22)

= —y, { (tPut) @5 + (iPt) By — (bPit) @} — (EP.D) By} .

6Die Existenz kleiner Neutrinomassen ist allerdings seit der Beobachtung der Oszillation solarer
Neutrinos [28] experimentell gesichert, weshalb eine Erweiterung des Standardmodells notwendig ist.
Im Rahmen dieser Arbeit kénnen Neutrinos jedoch als masselos angenommen werden, da der Beitrag
von Neutrinomassen zu den Betafunktionen der Standardmodellkopplungen vernachléssigbar ist.
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2.2 Spontane Symmetriebrechung und die Erzeugung
von Massen

Die meisten Felder des Standardmodells haben einen verschwindenden Vakuumerwar-
tungswert

(O[w[0) =0, We{A], Wi B,y u,d c,s,t,b,v, T,V 1, Ve, €} (2.23)
Physikalische Teilchen sind dann die quantisierten Anregungen der Felder. Fir das
Skalarfeld ® verhalt sich die Situation anders, wenn im Higgs-Potential (2Z.I4]) der

Parameter m? negativ gewihlt wird. Auf klassischem Niveau, hat dieses Potential damit
die in Abb. 2.1l dargestellte Form mit einem Minimum bei

1] = VBIP =/ _2”;2 - % (2.24)

Der Grundzustand, also eine Feldkonﬁguratiodﬂ, die dem energetischen Minimum ent-
spricht, ist folglich nicht bei |®| = 0, sondern bei |®| = - Es gibt unendlich viele
Konfigurationen fiir das komplexe SU(2),-Dublett ®, die dieser Anforderung gentigen.
Durch die Festlegung eines solchen Grund- oder Vakuumzustands wird die Symmetrie
der urspriinglichen Lagrangedichte spontan gebrochen, d.h. der Grundzustand besitzt
nicht die Symmetrie der Lagrangedichte. Um Storungstheorie bei niedrigen Energien —
also beispielsweise an der Fermi—Skalaﬁ — betreiben zu konnen, ist es sinnvoll, das Feld

o= (3) (0 i) .

mit dem reellen Higgs-Feld H, dem reellen Goldstone-Boson y, dem komplexen
Goldstone-Boson ®* und dem klassischen Vakuumerwartungswert

—m2

A

(2.26)

aufzuteilen. Die Goldstone-Felder entsprechen Anregungen, die keine potentielle Ener-
gie kosten, also der Verschiebung des Vakuumerwartungswertes von einem willkiirlich
gewdahlten Punkt im energetischen Minimum mit |®| = % zu einem anderen Punkt mit
dieser Eigenschaft. Die Quanten des Higgs-Feldes H hingegen entsprechen Anregungen
aus dem energetischen Minimum hin zu Feldkonfigurationen hoherer Energie, also in
Abb. ZT] links oder rechts des Minimums. Die Ersetzung (2.25) in der Lagrangedichte
213), wo die W- und B-Felder in der kovarianten Ableitung (23]) an das Skalarfeld

"Klassisch ist eine Feldkonfiguration eine bestimmte Wahl der vier reellen Freiheitsgrade
Re(®y), Im(®1), Re(P2) und Im(®P;3) des Skalarfeldes .

8 Die Fermi-Skala ist die Skala, in deren GroBenordnung der Vakuumerwartungswert
des Skalarfeldes und die Massen1 der elektroschwachen Eichbosonen liegen. Definiere also
Mg ~ v°%, wobei v°° 1= (\/§GF)7§ ~ 246,2 GeV der aus der Fermi-Konstanten des Myon-Zerfalls
Gy = 1,1663787(6) 107> GeV 2 [29] bestimmte Vakuumerwartungswert des Skalarfeldes ist.
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V(®l)
S

0 50 100 150 200 250
|D|/GeV

Abbildung 2.1: Das klassische Higgs-Potential im Standardmodell.

koppeln, generiert nun Massenterme der Form m%VVV;r W=# und mTQZZQ fir die schwa-
chen Eichbosonen W¥ und Z sowie Wechselwirkungsterme dieser Bosonen mit dem
Higgs-Feld und den Goldestone-Bosonen. Die schwachen Eichbosonen W# und Z sind
Linearkombinationen der urspriinglichen Felder:

1
+ _ 1 2
wE = E(Wuq:WH),
Zy = (cw W, —sw-By).
Das Photonfeld
Ay = (cw Byt sw- W) (2.27)

bleibt masselos. Hierbei wurde eine Drehung des Vektors (W7, B,) um den elek-
troschwachen Mischungswinkel 6y, vorgenommen, welcher mit den Kopplungen g und
g1 bzw. der elektrischen Elementarladung e durch

92 €

Ccw = cos(ly) = ——e= = —, (2.28)
: U JBrg o
. 92 €

Sw = sin(fy) = ——x = —, (2.29)
: RN

e = 92 (2.30)

V95 + 9t
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zusammenhéngt. Die Massen sind auf Baumgraphenniveau gegeben durch

my = 22 (2.31)
2
2 2
\/ 95 + giv
m, = YETIT Mw (2.32)

2 Cw

Die Lagrangedichte (ZI3)) fithrt zu einem Massenterm mT?HH 2 fiir das Higgs-Feld, wobei
die Higgs-Masse auf Baumgraphenniveau durch

m3 = —2m?* = 2\v° (2.33)

gegeben ist. Die Goldstone-Bosonen sind naturgemédf masselos. In der Yukawa-
Lagrangedichte (ZI5]) bzw. (220) fithrt (220) zu Massentermen myff fiir die Fer-
mionfelder f mit

my = Iy, (2.34)

V2

Fiir die allgemeine Form der Yukawa-Lagrangedichte (2.13]) lassen sich durch einen
Basiswechsel diagonale Massenmatrizen erreichen, welche auch proportional zu den
Kopplungsmatrizen an das Higgs-Boson sind. So konnen die Yukawa-Matrizen Y, Yy

und Y, aus (2I0) in
Y, =H,U,, Y,=H,U, Y.=HU, (2.35)

mit hermiteschen Matrizen H; und unitaren U, zerlegt werden. Die hermiteschen Ma-
trizen lassen sich nun wiederum mittels unitarer Transformationen S; diagonalisieren:

Y =HU =S'Y*=SU, iec{TBL}. (2.36)

Mit der Definition der Masseneigenzustéinde

uw' = S;Upu,, u) =S;ug, (2.37)
&' = S,Upd,, d¥=S,dy, (2.38)
el = S U, ey =S.e; (2.39)

erhdlt man aus der Kopplung an den konstanten Anteil des Skalarfeldes

(0]®[0) = % < ’ ) (2.40)

nun diagonale Massenterme der Form

% (@Y 4 By (2.41)
in der Lagrangedichte. Dies wird mit einem fiir die Quarks nun nicht mehr diagonalen
Eichsektor bezahlt, wo Flavour-Mischungen bei Kopplung an die geladenen Eichboso-
nen der schwachen Wechselwirkung durch die CKM Matrix [26,27]

V =8.8} (2.42)
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vermittelt werden. Fiir Quarks sind also die Eigenzustande der schwachen Wechselwir-
kung von den Masseneigenzustanden verschieden. In Abwesenheit rechtshédndiger Neu-
trinos und damit einer zweiten Yukawa-Matrix fiir die Leptonen tritt dieses Phanomen
im Lepton-Sektor nicht auf. Hier sind die experimentell beobachtbaren Masseneigen-
zustande auch die Figenzustiande der schwachen Wechselwirkung.

Die Lagrangedichte des Standardmodells in der gebrochenen Phase, in der eine
Wahl fir den Grundzustand des skalaren SU(2),-Dubletts getroffen worden ist, hat nun
nur noch eine SU(3). x U(1),-Symmetrie statt der urspriinglichen SU(3). x SU(2), x
U(1)y-Symmetrie).

Bei einem perturbativen Zugang zur Quantenfeldtheorie wird die Lagrangedichte
L immer in einen freien Anteil L;.. und einen Wechselwirkungsanteil L, aufgeteilt,
wobei erster in der Berechung von Matrixelementen zu den Propagatoren, also exak-
ten Zweipunktfunktionen der wechselwirkungsfreien Theorie, fithrt. £,,, dagegen wird
als kleine Storung aufgefasst, weshalb die in den Vertizes auftretenden Kopplungen
hinreichend klein sein miissen. Fiir Prozesse bei sehr hohen Energien (£ > v) kann
mit der Lagrangedichte (ZI]) des Standardmodells in der ungebrochenen Phase, al-
so mit voller SU(3). x SU(2), x U(1)y-Symmetrie gearbeitet werden. Insbesondere ist
das ultraviolette Verhalten der Theorie massenunabhangig, und damit gilt dies auch
fir die Renormierungskonstanten in einem minimalen Subtraktionsschema sowie fiir
die daraus berechneten Renormierungsgruppenfunktionen (s. Kap. [23). Daher wird
in dieser Arbeit fir die Berechnung solcher Funktionen die ungebrochene Phase des
Standardmodells verwendet. Bei niedrigeren Energien (E ~ v) sind die oben disku-
tierten Massenterme nicht mehr als kleine Storung aufzufassen, sondern miissen dem
freien Anteil der Lagrangedichte zugerechnet werden. Dadurch werden die entsprechen-
den Propagatoren massiv und Rechnungen in der gebrochenen Phase im Allgemeinen
herausfordernder.

2.3 Renormierung des Standardmodells

Bei der Berechnung von Feynman-Diagrammen mit mindestens einer Schleife ist je-
der Schleifenimpuls p iiber den gesamten Impulsraum zu integrieren. Dabei konnen
Divergenzen auftreten. Zum einen kénnen mehrere masselose Propagatoren ~ _%2 bei
Integration iiber den Ursprung p = 0 zu infraroten Divergenzen fithren. Dies kann
beispielsweise vorkommen, wenn in einem Diagramm mit mehreren dufleren Beinchen
externe Impulse zu Null gesetzt werden. Zum anderen konnen ultraviolette Divergen-
zen entstehen, wenn der Integrand nach der Wick-Rotation im Grenzfall P? — oo fiir
den euklidischen Impuls P nicht schnell genug abfillt.

2.3.1 Dimensionale Regularisierung und Renormierungsschemata

Der erste Schritt in der Behandlung solcher Divergenzen ist die Anwendung einer geeig-
neten Regularisierungsvorschrift. Die gegenwartig gebrauchlichste ist die dimensionale

9Dabei ist Q = Y + I, die elektrische Ladung, definiert durch die Hyperladung Y und die z-
3
Komponente des Isospins I,, also den Eigenwert zum SU(2).-Operator %-.
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Regularisierung [30]. Der Grad der Divergenz eines Feynman-Integrals hingt von der

Dimension D der Raumzeit ab. Daher wird als Regulator
4—D

=— 2.43

3 5 (2.43)

verwendet. Die zu berechnenden Integrale, welche im Allgemeinen eine Tensorstruktur

haben, werden durch geeignete Projektoren auf skalare Integrale abgebildet, so dass

die Wirkung der D-dimensionalen Integration Ip : f — [dPp f(p) nur fiir skalare

Integranden f, welche Funktionen des Schleifenimpulses p sind, definiert werden

muss. Das Funktional Ip wird so definiert, dass die zentralen Eigenschaften der ge-

wohnlichen Integration erhalten bleiben und man fiir D € N denselben Wert erhélt [31]:

> [dPp (af(p)+bg(p) = afd”pf(p)+b[d"pg(p) (Linearitit),

> [dPpf(p+q) = [dPp f(p) (Translationsinvarianz),
> [dPp f(sp) = s P [dPp f(p) (Skalengesetz),

> [dPp exp(—p?) = b/ (Normierung),

wobei f, g : Impulsraum — C sowie p, ¢ € Impulsraum und a, b, s € C gilt.
Fiir die Minkowski-Metrik ¢ in D Dimensionen wird die Relation

9" 9w =9g", =D (2.44)

bendtigt. Die definierenden Eigenschaften der v-Matrizen bleiben auch in D Dimensio-
nen erhalten:

{7} =2¢""1,
a o fir p =0, (2.45)
L —yH fir p > 1
sodass fiir die Kontraktionen der y-Matrizen
V= D1,
Y= (2= D)y,
VY Py, = 49" — (4 — D)7,
YA YNy, = =299y + (4 — D)7, usw.

(2.46)

gelten. Weiter definiert man die Spur tiber Produkte von Matrizen in D Dimensionen
als lineare und zyklische Abbildung mit der Normierun

Tr(1) = 4. (2.47)

10T atséchlich kénnte man Tr(1) = ¢(D) mit einer beliebigen, glatten Funktion mit der Randbe-
dingung t(D = 4) = 4 definieren. Eine andere Wahl von ¢(D) entspricht aber einfach einer Renormie-
rungsgruppentransformation [31], sodass die hier verwendete, und auch allgemein tibliche, komfortable
Definiton als Teil der Wahl eines Renormierungsschemas aufgefasst werden kann.
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Um die Wirkung S auch in D Dimensionen als dimensionslose Grofle zu erhalten, wird
die zunachst beliebige 't Hooft-Skala p, welche die Dimension einer Masse hat, mittels
der Ersetzung

d'p — (M2)6 d*%p (2.48)

eingefithrt. Formal kann man dies so interpretieren, dass jede physikalische Kopplung
g nun mit einem Skalenfaktor multipliziert wird, sodass die nackte Kopplung g5 schon
auf Baumgraphenniveau die Form

4
2

9o = (1) g (2.49)
hat, Wobe

e { 1 fiir Eich- und Yukawa-Kopplungen . (2.50)

2 fiir die quartische Kopplung A

Bei der Berechnung von Feynman—lnt%gralen mit [ Schleifen konnen dann im Grenzfall
e = 0 Terme oc In"(£5) und oc In"(£5) mit Massen m und externen Impulsen ¢ auf-

— m2
treten, wobei n € N, n <[. Falls nur eine Massen- oder Impulsskala in der Rechnung
vorkommt, lassen sich diese Logarithmen durch die Wahl p? = —¢* bzw. p? = m? voll-

stdndig in die Kopplungen resummieren, welche nun effektiv von der Skala y abhéngen.
Berechnet man nun beispielsweise ein massives Einschleifendiagramm ohne externe

Tmpulsd? (s. Abb. 22), so findet man

o d”p AP m2)2—E—" I'(n—2+¢)
In) = o= / = i)~ (dme= ") Ty (25D
was fiir alle n € N proportional zu
_ (W) s D1 +e)1
I === =5 ¢ (2:52)

ist. Durch Redefinition der zunéchst beliebigen Skala p konnen nun einzelne Faktoren,
die typischerweise in jeder Schleifenordnung auftauchen, in p absorbiert werden. Die
Festlegung von p wie in (Z51]) und (Z52) entspricht der Renormierungsskala im MS-
Schema ({1 = puys). Durch die Wahl der Skala

(1)" = [ 7] = (12,)*(4m) T (1 + ) + O(?), (2.53)

Abbildung 2.2: Massives Einschleifenvakuumdiagramm

1 Eich- und Yukawa-Kopplungen treten von einer Schleifenordnung zur néichsten als quadratische
Faktoren (g2, y2,...) auf, A\ dagegen in einfacher Potenz.

12Djagramme ohne externe Impulse nennt man Vakuum- oder Tadpole-Diagramme. Falls sie keine
Massenskala enthalten, werden sie in dimensionaler Regularisierung zu Null gesetzt.
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werden Terme oc In(47) und o< 7y in p absorbiert. Im Folgenden wird stets das MS-
Schema [33] mit u = pgs verwendet.

2.3.2 Additive und multiplikative Renormierung

Um lokale, d.h. in externen Impulsen polynomiell, ultraviolette Divergenzen zu eli-
minieren wird zu jedem Term der urspriinglichen Lagrangedichte, welche im Folgenden
als renormierte Lagrangedichte bezeichnet wird, ein Counterterm aufgestell. Dieser
Counterterm hat die gleiche Struktur in den Feldern und deren Ableitungen wie der
entsprechende Term der renormierten Lagrangedichte. In dimensionaler Regularisie-
rung manifestieren sich Divergenzen durch Potenzen von %, wobei D = 4 — 2¢ die
Dimension der Raumzeit ist. Das MS-Renormierungsschema mit der Renormierungs-
skala aus (253]) beruht auf minimaler Subtraktion, d.h. in den Countertermen tauchen
nur Terme proportional zu 6%, n € N auf. Der Counterterm fiir ein Produkt aus Feldern
und Ableitungen von Feldern I' hat daher die Form

§Zp T = i @ T, (2.54)

n=1
wobei ¢,({g;}) Potenzreihen in allen berticksichtigten Kopplungen g¢; sind. Fir den
QCD-Anteil des Standardmodells in der ungebrochenen Phase, also ohne Massenterme,
erhélt man beispielsweise

1 2 a a)? 1 3 abc a a c
Loaen = — 15235 7 (0,45 — 0,45)" — 552§ D, (0,A% - 9,A%) AL A
1
_ ZéZYlg)ng (fabcAZA,c,)Q + 5Z?E20)a“5aauca + 5zfccg)gsfabc 8uéaz4b Hee
SN .
+ 2 {500 [0 P+ 280 P a4 0.0 AT (2P, + 2P o
q
(2.55)

Man beachte, dass flir rechts- und linkshéndige Felder im Allgemeinen verschiede-
ne Counterterme auftreten, wenn Wechselwirkungen berticksichtigt werden, deren
Feynman-Regeln die Projektoren P, aus (ZH) enthalten. Dies ist beispielsweise im
elektroschwachen und Yukawa-Sektor der Fall.

Nun lassen sich Renormierungskonstanten der Form Z = 1+ 0Z definieren, mit de-
ren Hilfe sich die Terme der renormierten Lagrangedichte (ZI12]) und der Counterterm-
Lagrangedichte (2.53]) zur nackten] Lagrangedichte zusammenfassen lassen, welche die
gleiche Struktur wie die renormierte Lagrangedichte hat. Dabei werden alle Counter-
terme in die Renormierung der Felder, Kopplungen und Eichparameter absorbiert. Dies

13Polynomielle Divergenzen sind beispielsweise o l,g,q2 mit einem &ufleren Impuls ¢, wohinge-

gen nicht-polynomielle Divergenzen o q%,ln (;%2> , ... nicht durch Renormierung behoben werden

konnen.
4Eine Einfiihrung in die Konzepte der Renormierung findet sich z.B. in [12,31132].
Sengl. bare, daher werden nackte Gréfien mit einem Index B gekennzeichnet.
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fithrt auf die nackte Lagrangedichte

1 a a (v 1 a —a a aoc —=a C
‘CQCD,B = — ZG,LW,BGB# — m (3HAB“)2 -+ @LCB@“CB + gs,Bf b aHCBAguCB
i/ I s _ @ _ A
+ Z {5 <QB,L @ I t Qs r @ qB,R) + Gsn <QB,LABT Qs1 + QB,RABT QB,R)} s
q

(2.56)

in der die nackten Parameter und Felder mit den renormierten durch multiplikative
Renormierungskonstanten zusammenhangen:

Al = 148280 A =\ 2§D Ao, (2.57)
o = V1482 e= 7 (2.58)

G = \1+0Z80 g =\ 280 4., (2.59)
Gon = \\1+ 0280 qn =\ 25 g, (2.60)
(1-&) = 287(1-9), (2.61)

1

g = (%) L+ 52,) 9. = (1%)* Zyg. (2.62)

Die Renormierungskonstante fiir die Kopplung g, lasst sich auf verschiedene Arten
berechnen, beispielsweise aus dem top—top—Gluon—Vertex@ oder dem Drei- bzw. Vier-
Gluonen-Vertex, wobei jeweils der Counterterm fiir den entsprechenden Vertex als auch
die Wurzel aus der Feldstarkerenormierungskonstanten fiir jedes der beiteiligten Felder
benotigt wird.

Zstg) Zstg) _ Z£39) B Z£49) (2 63)

Zou = 2 /LZ§29> "z /RZ?()%) (Zézg))% (A

Analog stellt sich die Situation im Yukawa-Sektor dar, wo im vereinfachten Fall von
[222) die Counterterm-Lagrangedichte

6, = —Z\"y, [ (iPut) ®5 + (EP.t) By — (bPut) @; — (EP.0) ;) (2.64)

definiert werden kann. Dann kann die Renormierungskonstante fiir die top-Yukawa-
Kopplung aus
(1)
Zy = L (2.65)
t 2 2 2%
V2

errechnet werden.
Im Higgs-Sektor dagegen, wo die Counterterm-Lagrangedichte die Gestalt

5y = 6Z570,8100® — m? Zge®'® + Z(7 (D)’ (2.66)

16Hier muss man zwischen links- und rechtshindigen top-Quarks unterscheiden.
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N ’ \ ’ A - S ’
B ' * > 7 i‘\ /4‘ N :‘ ;~><:1" A N /" .
' = Ay + XX + Y A Tt . = endlich

< \)>/ \ N /N

/} Vf\ » » /’ » 4Ty /} / ‘\

P, 7 \CDJ' 4 N / \ - ~ s 5z(4‘1’> N
Yy A2 A2 1
 [or2)  Ten?) * T6x7)

Abbildung 2.3: Renormierung des Vier-®-Vertex auf Einschleifenniveau (7,5 € {1,2})

besitzt, tritt der Spezialfall auf, dass der Counterterm 5Z£4¢) aufgrund des Beitrags der
Yukawa-Wechselwirkung nicht proportional zur Kopplung A ist, die in der renormierten

Lagrangedichte (2.I3) vor der Feldkombination (CIDTCID)Q steht. Daher wird die Higgs-
Selbstkopplung nicht multiplikativ sondern additiv renormiert. So ist beispielsweise das
erste Boxdiagramm in Abb. proportional zu y*, aber nicht zu \.

Der blaue Kreis auf der linken Seite symbolisiert die Summe aller Einteilchen-
irreduziblen Diagramme (lPI, die mit Hilfe der Feynman-Regeln konstruiert werden
konnen. Der Term fiir die Vier-®-Kopplung in der nackten Lagrangedichte ergibt sich

aus (ZI3) und (Z.66) zu
Liw = (-A+02(") (a'®)’ (2.67)
= () A (@) = —(A + &2,) [27Vla] (2.68)

Durch Vergleich von (2.67) und (Z68)) folgt
= (287) 7 (A - &z (2.69)

Neben den 1PI-Diagrammen mit vier externen ®-Feldern benotigt man also auch die
1PI-Diagramme mit zwei externen ®-Feldern (s. Abb.[2.4]), deren UV-divergenter Anteil
die Feldstarkerenormierungskonstante Zézq)) liefert.

Da im MS-Schema, welches auf minimaler Subtraktion der UV-Divergenzen be-
ruht, Renormierungskonstanten nicht von Massen abhéngen, kann bei der Berechnung
derselben der Massenparameter m? im Higgs-Potential zu Null gesetzt werden. Die Re-
normierungskonstante Zg2, welche in (2.66) fiir den Term oc ®® definiert wird, ist aber

eine Funktion der dimensionslosen Kopplungen des Standardmodells. Daher lisst sie

e
(1672)

Abbildung 2.4: ®-Selbstenergie (i € {1,2})

engl. one-particle irreducible, daher die Abkiirzung 1PI.
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sich trotzdem die Renormierungskonstante Z,,2 fiir m? mit Hilfe des lokalen Operators
Osp(z) := O (2)® () (2.70)

berechnen. Der zugehorige renormierte Operator
[Os0) = Z§2099 = Zg2®'d (2.71)

fithrt bei Einsetzung in Greensfunktionen (s. Abb. [Z3]) zu endlichen Resultaten. Der
Anteil der nackten Lagrangedichte, der quadratisch in den skalaren Feldern ist, lésst
sich als

m2 = my®L Py (2.72)
mit der nackten Masse
m? = Z,» m? (2.73)
schreiben. Da m? ein endlicher Parameter ist, folgt unmittelbar
[Osp] = 2,2 ®L®y = 2,227 01D (2.74)
und schliefllich .
7 2= (22(2‘“) To2. (2.75)

2.4 Die Renormierungsgruppe und das Laufen der
Kopplungen

Die Renormierung mittels dimensionaler Regularisierung und minimaler Subtraktion
ist mit der Einfithrung der Renormierungsskala p verbunden, die kontinuierlich variiert
werden kann. Die Transformationen

w—pu =z-pu, zeR (2.76)

bilden eine Lie-Gruppe, die Renormierungsgruppe. Mittels solcher Transformationen
lassen sich alle Renormierungsschemata, die auf minimaler Subtraktion beruhen in-
einander tberfithren. Wird ein bestimmtes Renormierungsschema ausgezeichnet, so
lasst sich die Reskalierung von p als Wahl einer neuen charakteristischen Energieskala
interpretieren. Jede Schleifenintegration in einem Feynman-Diagramm ist mit einem

/.\ [OQ(I)]

Abbildung 2.5: [Oys] eingesetzt in eine skalare Zweipunktfunktion (i € {1,2})
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Faktor o (—_‘“722)6 bzw. (17;—22)8 verbunden. Die Entwicklung dieser Terme in ¢ und die

Multiplikation mit Polen E% fithrt auf Logarithmen der Form In" —_”q% bzw. In" (17;—22)
Gibt es nur eine Massenskala m oder Impulsskala ¢ im betrachteten Prozess, so ist
die Wahl p2 = —¢? bzw. u? = m? sinnvoll, um die Logarithmen zu resummieren. Alle
Kopplungen g;, welche Funktionen von p sind, sind dann bei der entsprechenden Skala
auszuwerten. Die Logarithmen wurden also in die laufenden, d.h. von der Energieskala
i abhangigen Kopplungen absorbiert. Nackte Kopplungen und Greensfunktionen sind
unabhéngig von der speziellen Wahl von u. Fir eine beliebige Greensfunktion, welche
von den Kopplungen g; abhingt und gemaf

o= Z2 G THaG b 1), g = (1) ZGdgu?),  (2.77)

mit p wie in (Z50), renormiert wird, gilt die Callan-Symanzik-Gleichung (vgl. [12,31])

(Aﬁa%g + ;ng({gi})a% + 7F<{gi})) I'=0. (2.78)

Die Betafunktion 3, ({g:}) beschreibt die Evolution der Kopplung g; in D = 4 Raum-
zeitdimensionen in Abhéngigkeit von p und ist selbst eine Funktion aller Kopplungen

g; der Theorie:
d > 1 N
B,,({g:}) = uzd—uzgj(u?) = ; 6y B, (2.79)

Analog gibt die anomale Dimension yr die Abhéngigkeit der Renormierungskonstanten
Zyp von der Skala p an:

d > 1
= Zp =Y —— .
’YI‘({Q }) K d,u2 nZzr (1671’2)" T

n=1

(2.80)

Die anomale Dimension eines Feldes f wird mittels der inversen Feldstirkerenormie-
rungskonstanten als

= _qudanf*1 _ i 1 ™ (fs = \/?f) (2.81)
e T h ey Vs '

definiert, wihrend fiir eine Masse m oder eine N-Punktfunktion '™

,dinZ. &1

roo_ — T (n) Iy,=2-'T 2.82

I W4 n; {6n2) (Cxs = Z: 'Tn), (2.82)
dinZ g 1

Yom iz e nz::l (1672 oA (my ) (2.83)

gilt. Betafunktionen und anomale Dimensionen werden Schleifenordnung fiir Schleifen-
ordnung in Storungstheorie berechnet, wobei jeweils der charakteristische Faktor @

auftritt. Aus diesem Grunde ist eine Zerlegung der Renormierungsgruppenfunktionen,
d.h. der Betafunktionen (2.79) und anomalen Dimensionen (2.81]), (Z82) sowie (2:83)),
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Tabelle 2.1: Startwerte der wichtigsten Standardmodellkopplungen fir
M, = 173,34 GeV, My = 125,9 GeV und «,(M,) = 0,1184.

Kopplung | Wert fiir p = M,

g, 1,1666
92 0,6483
g1 0,3587
A 0,1276
Y, 0,9369
Us 0,02

Y, 0,01

in ihre Schleifenbeitrage (Index (n)) sinnvoll. Die laufenden Kopplungen und damit
auch die Betafunktionen einer spontan gebrochenen Eichtheorie sind unabhéngig von
den Eichparametern &; [34]. Dies gilt allerdings nicht fiir die anomalen Dimensionen
der Felder.

Beginnt man die Evolution der Standardmodellkopplungen bei der Skala M,, also
der Masse des schwersten Teilchens der Theorie, so miissen keine Teilchen entkoppelt
werden, und man kann mittels der Betafunktionen das Laufen der Kopplungen bis
zur oberen Giltigkeitsgrenze A der Theorie bestimmen'y. Es wird allgemein angenom-
men, dass bei der Planck-Skala M0 = \/g ~ 1,2209 - 10" GeV Gravitationseffekte
die Physik grundlegend andern, sodass das Standardmodell als Theorie nicht mehr
ausreicht. In Abwesenheit von Physik jenseits des Standardmodells, wie sie etwa durch
weitere Teilchen gegeben ware, erscheint eine Untersuchung der Evolution der Kopp-
lungen bis zu dieser Skala, also A ~ Mp0 ~ 101 GeV legitim@.

Die Betafunktionen und die zugehorigen Kopplungen werden im MS-Schema an-
gegeben. Die korrekten Startwerte bei einer bestimmten Skala, beispielsweise p = M,
miissen allerdings aus experimentellen Daten bestimmt werden. Die gemessenen Teil-
chenmassen sind (zumindest in sehr guter N éherun@) als die physikalischen Polmassen
gegeben. Die gemessenen Kopplungen sind ebenfalls im On-shell-Schema gegeben. Die-
se miissen mittels geeigneter Konvertierungsformeln ins MS-Schema iibertragen werden
(s. Kap. H). Bei der Skala der top-Quarkmasse p = M, haben die Kopplungen im MS-
Schema néherungweise die in Tab. 2.1l angegebenen Werte?]

Die Betafunktion einer beliebigen Standardmodellkopplung ist eine Potenzreihe in

I8 A ist hierbei nicht als scharfe Grenze zu verstehen, sondern als ungefilhre Energieskala, bei der
physikalische Effekte jenseits des Standardmodells nicht mehr vernachléssigbar sind oder die Methode
der Storungsrechnung versagt, weil einzelne Kopplungen zu gro8 werden.

Manchmal ~ wird in  der  Literatur  auch  die reduzierte ~ Planck-Skala
My = ﬁ ~ 2,43 - 10'® GeV betrachtet.

20Dje Masse des top-Quarks wird an Hadronspeicherringen, wie dem LHC, indirekt durch Anpas-
sen von Monte-Carlo-Parametern an die experimentellen Daten gemessen. An einem linearen eTe™-
Beschleuniger, wie dem in der Planungsphase befindlichen ILC, kénnte die physikalische Masse an der
Produktionsschwelle der top-Quarks direkt sichtbar gemacht werden (vgl. Kap. E1]).

21Die Werte fiir g., g2, g1,%. und A wurden mittels der Konvertierungsformeln (Zweischleifenkor-
rekturen) in [35] fir M, = 173,34 GeV [36], My = 125,9 GeV [37H40] und o, (M) = 0,1184 [41] be-
stimmt, die kleinen Yukawa-Kopplungen wurden gema8 i, = /2 =t~ 0,02und y, = V2 % ~ 0,01 aus
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allen Kopplungen. Numerisch relevant sind allerdings nur die Beitrdge der fiinf Kopp-
lungen g., ., g2, g1 und \. Die kleineren Yukawa-Kopplungen und Nichtdiagonalelemen-
te der Yukawa-Matrizen konnen vernachlassigt werden. Um das Laufen der Kopplungen
zu berechnen muss also das gekoppelte Differentialgleichungssystem

, d

W a ) = B, v (1), 0.5, 92(%). 91(4%)] (2.84)
NQd%z?Jt(NQ> = B M), v(1?), 9.(1%), g2(1?), 91 (1)) (2.85)
“2%294#2) = Bo W) w. (1), 9. (1), 92(1%), 91 (1) (2.86)
“2(%292(#2) = Bl Mu?), v (1), 9.(1), g2(1*), g1 (1*)] (2.87)
P = By 00,00, 0] (289

mit geeigneten Anfangsbedingungen fiir jede Kopplung geltst werden.

Die in Tab. 1] angegebenen Werte fiir die Standardmodellkopplungen lassen er-
warten, dass zumindest im Bereich niedriger Energien die dominanten Beitrage von g,
und y, bestimmt sind, also zumindest in der hochsten betrachteten Schleifenordnung
der eichfreien Limes (g2, g1 — 0) eine akzeptable Approximation darstellt.

2.5 Der Higgs-Sektor des Standardmodells und die
Stabilitat des Vakuums

In (214) wurde das klassische Higgs-Potential eingefiithrt, was in einer klassischen Feld-
theorie der potentiellen Energie entspricht, welche im Skalarfeld gespeichert ist. Wie in
Kap. 2.2 gezeigt, ist die Feldstarke niedrigster Energie, also der Grund- oder Vakuumzu-
stand der klassischen Theorie nicht bei |®| = 0 sondern bei || = Z5 mit v ~ 246 GeV.
In einer Quantenfeldtheorie dndern sich konzeptionell zwei Dinge. Zum einen ist ein
Quantenfeld aus Operatoren aufgebaut, sodass eine neue Definition der Feldstérke no-
tig wird, um einen Anschluss an das klassische Bild zu erhalten. Zum anderen éndert
die Wechselwirkung des Skalarfeldes mit den anderen Feldern der Theorie die potentiel-
le Energie, welche einer bestimmten Konfiguration des Skalarfeldes zugeordnet werden
kann. Radiative Korrekturen verdandern die effektive Stérke der Kopplungen in (2.14))
bei einer bestimmten Energieskala, was sich in der Definition eines Potentials fir die
Quantentheorie wiederspiegeln sollte.

2.5.1 Das effektive Higgs-Potential

Eine elegante Definition des effektiven Potentials in einer Quantenfeldtheorie geht auf
S. Coleman und E. Weinberg zurtick [3]. Diese wird im Folgenden skizziert. Ausgangs-

1 —
v = (vV2Gy) ? sowie der MS-Masse m, = 4,18(3) GeV [37] und der Polmasse M, = 1776,82(16) MeV
[37] auf Baumgraphenniveau abgeschétzt (vgl. Kap. B.I).
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punkt der Betrachtung ist das erzeugende Funktional W[J|, welches im Pfadintegral-
formalismus (vgl. z.B. [12]) tber

Z1J) =W / dDdA o [ VL@@ 0u2@A@ A @@ — (0+]07)] ;. (2.89)

eingefithrt werden kann. Hierin ist ®(x) das Multiplett aller Skalarfelder, welches in der
Exponentialfunktion mit dem externen Strommultiplett J(x) gleicher Dimension skalar
multipliziert wird. A(z) steht fiir alle tibrigen Felder. Das Funktional Z[J] beschreibt
die Ubergangsamplitude vom Vakuumzustand [07) fiir £ — —oo zum Vakuumzustand
|0%) fir ¢ — 400 in Anwesenheit der externen Quelle J(x) [42-44].

Das erzeugende Funktional lasst sich gemafl

/d%«l 2 GO (1, . an) J(x1) . T () (2.90)

durch die verbundenen n-Punkt-Greensfunktionen G™ (1, ..., z,) ausdriicken. Somit
lassen sich die verbundenen n-Punkt-Greensfunktionen als n-fache Funktionalablei-
tungen von W nach dem externen Feld J(x) mit anschlieBendem Nullsetzen aller J(x)
gewinnen. Die klassische Feldstarke ®,(z) wird nun als Erwartungswert des Quanten-
feldes ®(x) definiert:

W] _ {07[®(x)[07)

)= S0 T o)

: (2.91)
J
Dies ermoglicht den eingangs erwahnten Vergleich mit der klassischen Theorie. Durch
eine funktionale Legendre-Transformation lasst sich die Abhéngigkeit vom externen
Strom J(x) gegen eine Abhangigkeit von der klassischen Feldstérke @, (x) eintauschen.
Durch

D@, = W) = [d')(@)0u() (2.92)

wird die effektive Wirkung T'[®,] definiert. Eine wichtige Eigenschaft der Legendre-
Transformation ist, dass sie nur fiir konvexe Funktionen wohldefiniert ist und in die-
sem Fall wieder auf konvexe Funktionen fithrt. Die Legendre-Transformation ist dann
ihre eigene inverse Transformation. Fiir nicht-konvexe Funktionen fithrt die Legendre-
Transformation auf mehrere Zweige von Werten. Nimmt man einen davon und wen-
det erneut eine Legendre-Tranformation an, so fithrt dies zur konvexen Einhiillen-
den der urspriinglichen Funktion (vgl. z.B. [45]). Diese Einschriankung der Legendre-
Transformation fithrt auf eine Besonderheit bei der Interpretation des in diesem Kapitel
eingefiihrten effektiven Potentials, welche in Kap. besprochen wird.

Die effektive Wirkung (Z292)) lasst sich als Entwicklung im klassischen Feld &, (x)
mit den Einteilchen-irreduziblen (1PI) n-Punkt-Greensfunktionen I'™ (a1, . ) als
Koeffizienten schreiben, falls diese Entwicklung eine konvexe Funtkion erglbt.

- '/d%l AL, T (1, . ) Bu(21) - . B (a0), (2.93)
n= ln

22Einen Beweis dafiir, dass die T(") (21, ..., z,) in dieser Entwicklung tatséchlich die 1PT n-Punkt-
Greensfunktionen sind, findet man beispielsweise in [42,[43][46].
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Alternativ lasst sich die effektive Wirkung auch in Potenzen der Ableitungen 0,®.,
um den Punkt @, (z) = konst. entwickeln. Dies ist dquivalent zu einer Entwicklung in
Potenzen der externen Impulse der Fourier-transformierten I'™(zy, ..., z,). In dieser
Entwicklung

T[®.] = / dz (—Veﬁ(q)d) n %(8HCI>C1)2Z(<I>61) +) (2.94)

wird das effektive Potential V,4(®,,) definiert. Die Fourier-Transformation von (2Z93))

(2.95)

= i B [/ﬁ (C;f){l O, (p)) T™ (pyr, ... ) (21) 6D (py + ...+ py)

mit der Fourier-transformierten klassischen Feldstirke @, (p;) und den 1PI n-Punkt-
Greensfunktionen im Impulsraum '™ (py, ..., p,) fithrt durch Vergleich mit (2394) auf
die Berechnungsvorschrift (vgl. z.B. [47])

Vir(®a) = = 3 @5 T (pr = ... = py = 0) (2.96)
n=1"""

fiir das effektive Potential, welches eine Funktion des klassischen Feldes &, ist.
Offenbar erhélt man durch n-faches Ableiten nach ®_, und anschlieBendes Nullset-
zen des klassischen Feldes® die effektive n-Punkt-Wechselwirkung, also z.B.

d*Viq 9
192 =m, (2.97)
und v
eff _ 2
o1 Aetts (2.98)

wobei auf Baumgraphenniveau m?, = m? und Az = \ gilt und V. in diesem Fall
einfach dem klassischen Potential (2.I4]) entspricht.

Spontane Symmetriebrechung, also ein nicht verschwindender Wert von @, in Ab-
wesenheit der externen Quelle J tritt auf, falls

or (2.99)
5¢cl B .

23 Je nach Renormierungsschema kann auch ein anderer Wert von @, als Auswertungspunkt ge-
wéahlt werden [47].
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Vett (1Pl
Vett (1Pl

T~ 17

@l @l
(a) (b)

Abbildung 2.6: Effektives Higgs-Potential: Stabiles (a) und instabiles bzw. metastabiles
(b) Szenario. Die senkrechte rote Linie markiert das Minimum 7 an

der elektroschwachen Skala.

von Null verschiedene Losungen besitzt. Da wir davon ausgehen, dass der Vakuumer-
wartungswert des Skalarfeldes translationsinvariant ist, also die Impulserhaltung nicht
spontan gebrochen wird, ist dies nach (2.94]) dquivalent zu [3]

Wen
09,

= 0. (2.100)

Das in (296]) definierte effektive Potential enthélt also zwei wichtige Informationen:

e In V,; ist die Information tuber die effektive Starke aller n-Punkt-
Wechselwirkungen enthalten.

« Mittels (ZI00) lassen sich alle Kandidaten fir den Vakuumerwartungswert des
Skalarfeldes, sprich die moglichen Werte von &, = (0|®|0) fir J = 0, als die
lokalen Minima, des effektiven Potentials ﬁnde.

Die Gestalt des effektiven Potentials V.4 aus (296]) im Standardmodell ist abhéngig
von den Parametern der Theorie. In Abb. ist V.4 als Funktion von ®, fir verschie-
dene Werte der Higgs-Masse My qualitativ gezeigt (vgl. auch [48]).

Bei hohen Feldstarken @, tritt ein zweites Minimum im effektiven Higgs-Potential
auf. Man beachte allerdings, dass dieses Potential in Storungstheorie berechnet wird.
Die Aussage tiber die Existenz eines zweiten Minimums bei der Feldstérke ®7™ ist
folglich mit der Einschrinkung verbunden, dass eine storungstheoretische Betrachtung
bis zu einer Energieskala p ~ @™ moglich ist. Dies ist nicht der Fall, wenn eine der
Kopplungen, von denen das effektive Potential abhéngt, bei einer Energieskala p < &%
zu grofl wird oder sogar divergiert.

Ist My groBer als ein kritischer Wert m,,,,, die sogenannte minimale Stabilitéts-
grenze, so handelt es sich hierbei nur um ein lokales Minimum zusétzlich zum globalen
Minimum an der Fermi-Skala bei |®,,| = % Damit ist der Grundzustand des Standard-
modells stabil. Variiert man nun die Higgs-Masse zu niedrigeren Werten hin, so sinkt

24 Aufgrund der oben angesprochenen Einschrinkung der Legendre-Transformation auf konvexe
Funktionen ergibt sich allerdings eine Schwierigkeit bei der Interpretation von V,4(®.,) als potentielle
Energiedichte, welche in Kap. diskutiert wird.
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das zweite Minimum bis es schliellich fir My = m,,,, auf gleicher Hohe wie das erste
liegt. Fiir noch kleinere Werte von My ist die energetisch glinstigste Feldkonfiguration
beim zweiten Minimum. Durch quantenmechanisches Tunneln durch die Potentialbar-
riere kann nun der lokale Grundzustand des Standardmodells an der Fermi-Skala in
dieses absolute Minimum zerfallen. Dies entspricht einem Phaseniibergang erster Ord-
nung, bei dem der Ordnungsparameter @, einen Sprung vollzieht. In diesem Fall ist
das Standardmodellvakuum nicht stabil. Man unterscheidet nun noch zwischen dem in-
stabilen Fall, in dem das zweite Minimum so tief liegt, dass der Phaseniibergang schon
aufgetreten sein miisste, und dem metastabilen Szenario, in dem die Lebensdauer des
Standardmodellvakuums grofler als das Alter des Universums ist, und der Phasen-
iibergang deshalb zwar prinzipiell moglich, aber noch nicht aufgetreten ist. Ware das
Standardmodellvakuum instabil mit einem globalen Minimum des effektiven Potentials
unterhalb der Planck-Skala, so wéare dies ein klarer Indikator fiir neue Physik zwischen
Fermi- und Planck-Skala, die diesen Widerspruch mit den experimentellen Beobach-
tungen beheben miisste. Das Vakuumstabilitatsproblem wird in der Literatur an vielen
Stellen besprochen. Wichtige erste Untersuchungen finden sich z.B. in [49-52].

Die Untergrenze fiir ein stabiles Standardmodellvakuum bis zur Plack-Skala lasst
sich direkt aus dem effektiven Higgs-Potential gewinnen, indem man dieses in einer be-
stimmten Schleifenordnung berechnet und dann die auftretenden groflien Logarithmen

o2 . .
der Form In (;721) unter Verwendung von Renormierungsgruppenfunktionen resum-

0

miert (vgl. z.B. [47]). Dabei ist po die Skala, bei der die Startwerte der Kopplungen
bestimmt werden, z.B. g = M,. Die Bedingung, dass fir ®, < A kein tieferes Mini-
mum als das Standardmodellvakuum auftritt, legt dann m,,;, fest, wobei A = My,
die untersuchte Giiltigkeitsgrenze der Theorie ist.

Es gibt aber auch einen einfacheren Weg, das Standardmodellvakuum auf Stabilitét
zu untersuchen, namlich mit Hilfe der laufenden Higgs-Selbstkopplung. Dieser Weg wird
im Folgenden aufgezeigt.

2.5.2 Vakuumstabilitat und das Laufen der Higgs-Selbstkopplung

Unter der Annahme, dass das zweite Minimum des effektiven Higgs-Potentials bei
Feldstarken ®_, > M,, also deutlich grofler als die elektroschwache Skala, liegt, lasst
sich zeigen [45], dass die Bedingung der Vakuumstabilitat bis zur Skala A in sehr guter
Néherung aquivalent zu der Bedingung

Ap) >0 Yyu<A (2.101)

ist. Fur grofe Feldstdarken &, ~ A > M, lasst sich das effektive Potential durch das
Renormierungsgruppenpotential

t
—3 [dt've ({g:(t)})
0

Vi (@) = A(@,) P4 (D,) := A(t) [ D, -e (2.102)
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mit ¢ :=In (i—é) approximiere 145,147,653, 54].
0
Dieses erhidlt man, indem im klassischen Potential V(®,) aus (ZI4) sowohl die
Kopplung A als auch das Feld &, = (0|®|0) durch die effektiven Groflen A(p) und
¢
O, (p) == (0|®]0) exp {—%fdt’%({gi(t')})} mit ¢ := In (Z—z) an der Skala p = @, er-
0 0

setzt werden. Im Limes grofer ®, kann der im Skalarfeld quadratische Ausdruck oc m?
vernachléassigt werden.

Zur Motivation der Naherung (ZI02) wird im Folgenden explizit gezeigt, dass
Vie (@) und V,g(P,,) in Einschleifenordnung fiir grofe ®,, asymptotisch tibereinstim-
men. Die Argumentation und Notation folgen hierbei den Arbeiten [6]47].

Laut [3106,147] ist das effektive Potential in Einschleifenndherung durc

161 {111 1 (hl lﬂ - 3/2>
ERATRE
RN IR

Vi = )8+ Mo, +

—~

2.103)

mit
H m* (1) + 6 A1) 2 (2.104)
G = m(ju0) + 2 \(ju0) P2 (2.105)
W g (2.106)
Z = (gh(uo) + gAlo)) 2 (2.107)
T = y(po)®] (2.108)

gegeben. Fiir grofe @, sind die Terme oc m?(pp)®? in ([ZI03) vernachlissigbar und

ZDer Faktor % in der Exponentialfunktion folgt aus der Definition (Z3JI)) fiir die anomale
Dimension, die das Laufen von ®f® beschreibt. In anderen Arbeiten, z.B. [6], beschreibt ~, direkt

das Laufen von @, sodass dort der Faktor & nicht steht. In [6] wird also implizit die Definition

2
,din(ZPM) 72

Yo 1= g verwendet.
AuBerdem sind in der Literatur auch die Definitionen ¢:=1In(24), 3, := Mdgi und
Mo 9i du
am(z) * T . ..
Yo 1= —h—— g ZU ﬁnden welche mit den in dieser Arbeit verwendeten iiber Faktoren
von i zusammenhiingen, z.B. 3% = 1,2 gﬁ
%6Die Notation von [6] erhélt man durch die Ersetzungen A — ’\0 , m?> — —m3 und ., — f Es

wird die Landau-Eichung verwendet.
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man erhalt

Vi " =A(ho) @,
4

+ 12)7?2 {AZ (12111()\) —18+91In(6) + 3In(2) + 12In <(I) ))

3 3In(g2) 15 9111
4 2, 2
+92<1_61 <gl+92)+T_§_

)

3 ) 31n(2 3 2.109
+gfg§<§ln(gf+g§)—1—6— +3n < )) (2.109)
NE 5 3 3,
+ 9 (16 In <g1 +92) 39 _6
9 2
4
+yt< 61n(yt)+§—3ln<'u0>>} —|—(9(m )

Im Grenzfall grofier @, sind aulerdem die Terme oc @4 In <i§1> in (2Z109) domi-

0

nant?] und man erhilt das asymptotische Verhalten

P4 2 9 93 49
V(l loop) :)\ @4 el l cl {)\212 4 -~ 3}
eff (/’l‘0> cl 16 2 (M%) +g2 16 _'_91928 +g1 ]_6 y

o4 o2
=(p0) @4 + —L In (M) {8 — 229}

B=Ho

1672 p=Ho

4

-1 fdt'7¢({9i(t')})
K +O(t?)

=A(t) | Poe

+ O(hohere Potenzen der Kopplungen),
(2.110)

also gerade die ersten beiden Terme in der Taylor-Entwicklung von Vi aus (ZI02)) in

=In <(i2 > Dabei wurden die Einschleifen-Renormierungsgruppenfunktionen [55-58)]
0

4
3% 3 3y %_QA 12)2 4+ 6)\2 — 3 2111
AT =16 g% oAt ¢ + +6Ay7 — 3y, (2.111)
und
2 2
) _379[1 - % + 3y (2.112)

verwendet. Die Giltigkeit dieser Approxmlatlon wurde auch explizit fiir das effektive
Higgs-Potential auf Zweischleifenniveau [58] und partielP auf Dreischleifenniveau [59]
gezeigt.

27 oo 10 19 @2 . T
Fir &, =10 (10 ) GeV und pg = M, findet man In (#—51) ~ 35,8 (77,2). Damit ergibt sich
0
belsplelswelse fiir die Terme oc A numerisch (121n(\(0)) — 18 + 91n(6) + 31In(2)) ~ —24 gegeniiber
121n ( ) ~2 430 (926), was die Giiltigkeit der Naherung fiir ®,, > o zeigt. Fir die anderen Terme

in (m) ist das Verhéltnis dhnlich.
28In Dreischleifenordnung wurden in [59] nur die Kopplungen g., y, und X beriicksichtigt.
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Den Zusammenhang zwischen dem effektiven Potential und den Renormierungs-
gruppenfunktionen sieht man auch, wenn man die Renormierungsgruppengleichung fiir
das effektive Potential betrachtet (vgl. [5L47]).

Definiert man das effektive Potential zunédchst als Funktion der nackten Feldstarke
®" und in Abhéngigkeit der nackten Parameter der Theorie, so ist es offensichtlich
unabhéngig von p, es gilt also

d
Md—mv;;(@g) = 0. (2.113)
Die Funktionsgleichung fiir das renormierte Potential V.q(®,,) erhélt man nun, indem
man alle nackten Groéssen durch renormierte Groflen und Renormierungskonstanten
ausdriickt, welche dann die p-Abhéngigkeit enthalten. Da V. nun als Funktion der
renormierten Feldstiarke @, definiert wird, sind sowohl V. 4(®,) als auch ®, abhéngig
von . Damit erhdlt man fiir das effektive Potential die Callan—Symanzik-Gleichun

( EYC R Zﬁgz _ dagd> Ver(®a) = 0, (2.114)

welche in Zweischleifenordnung und partiell in Dreischleifenordnung [59] explizit
verifiziert wurde.

In dieser Arbeit wird fir die Untersuchung der Vakuumstabilitit das Kriterium
(21010 zugrunde gelegt. Eine der ersten Arbeiten, in der dieser Zugang gewéhlt wurde
ist [53]. Zahlreiche Arbeiten neueren Datums zur Vakuumstabilitdat im Standardmodell
[8,9,135,[48][60H64] gehen ebenfalls nach der hier beschriebenen Methode vor.

Unter Verwendung von Zweischleifen-Betafunktionen [55H58, 65H75] und Ein-
schleifenkorrekturen fiir die Konvertierung von MS- zu On-shell-Parametern [T6HTS]
wurden bereits vor der Entdeckung des Higgs-Bosons [I1 die Abschétzungen
M = (129 £ 3) GeV fur die Untergrenze, bis zu der das Standarmodellvakuum bis
zur Planck-Skala stabil ist, und My > (111 + 3) GeV als Bedlngung dafiir das wenigs-
tens Metastabilitat bis zu Planck-Skala gewéhrleistet ist, getroffen [62] . Mit der nun
gefundenen Higgs-Masse My &~ 125,9 GeV [37H40)] ist ein vollstandig instabiles Stan-
dardmodellvakuum zwar nicht wahrscheinlich, die Frage, ob Stabilitat vorliegt oder
nicht, dafiir aber umso interessante.

Zur Illustration der aktuellen Bedeutung dieser Betrachtung ist in Abb. 2.7 die

29Mit der Definition (Z8I) fiir die anomale Dimension des Skalarfeldes gilt 12 ddq; = -1y,

30 Ahnliche Grenzen finden sich auch in [79]. Neuere Untersuchungen, die berelts die Ergebnisse
dieser Arbeit einbeziehen, kommen unter Verwendung von Dreischleifen-Betafunktionen [7}[8]80H84]
und Zweischleifen-Konvertierung von MS- zu On-shell-Parametern [35] zu einer dhnlichen Stabilitéts-
grenze, allerdings mit kleinerer Unsicherheit, z.B. m,., = (129,1 £ 1,5) GeV in [35].

31Tatséchlich kann man auch umgekehrt vorgehen und postulieren, dass die Natur ein Gleichge-
wicht von zwei Phasen, also Vakuumerwartungswerten des Skalarfeldes, anstrebt, welche durch eine
fundamentale Skala getrennt sein sollen. Eine naheliegende Wahl fiir die Separationsskala zwischen
den beiden Minima des effektiven Potentials ist die Planck-Skala. Aus diesen beiden Forderungen
wurden bereits 1995 von Froggatt und Nielsen die Higgs- und top-Massen mit My = 135+ 9 GeV
und M, = 173 + 5 GeV nahe der experimentellen Werte abgeschitzt [85]. Ahnlich wurden Higgs- und
top-Masse spéter aus den Forderungen A(Mpane) = 0 und Sx(Mpiana) = 0 bestimmt [64].
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Abbildung 2.7: Evolution von A(u) fiir verschiedene Werte von My bei festem
M, = 173,34 GeV und a,(M,) = 0,1184.

Evolution der Higgs-Selbstkopplung fiir verschiedene Werte der Higgs-Masse My ge-
zeig.

Im Falle einer zu kleinen Higgs-Masse (hier 80 GeV) wird A schon bei niedrigen
Skalen negativ und das Standardmodellvakuum ist nicht mehr stabil. Fiir eine grofe
Higgs-Masse (hier 170 GeV) wichst A stark an. Tatséchlich resultiert aus der Forde-
rung, dass A bis zur Planck-Skala nicht divergieren solfd in einer Obergrenze fiir die
Higgs-Masse, welche ungefihr auf m,,,, ~ 175 GeV abgeschétzt wurde @,E@—I@ﬂ In-
teressant ist vor allem der Bereich um 126 GeV, also im Bereich der beobachteten

32Fiir dieses Schaubild wurden Zweischleifen-Betafunktionen verwendet [55H58,65-H75] sowie Ein-
schleifenkorrekturen fiir die Konvertierung von MS- zu On-shell-Parametern [48,[76/78]. Ein dhnliches
Schaubild wurde auch in meiner Arbeit [9] veroffentlicht.

33 Auf Einschleifenniveau spricht man in diesem Fall von einem Landau-Pol, in héheren Schleifen-
ordnungen von einem ultravioletten Fixpunkt, in dessen Nédhe A keine schwache Kopplung ist, sodass
die Theorie hier nicht mehr perturbativ behandelt werden kann.

34 Extrapoliert man die Evolution von A deutlich iiber die Planck-Skala hinaus, wobei man naiv
die Standardmodell-Betafunktionen weiterverwendet, so wird in allen in Abb. [27] gezeigten Fallen A
wieder positiv und divergiert schliefllich. Der Grund hierfiir ist, dass die Kopplungen g, und y,, die
bei niedrigeren Skalen dominieren, bei ca. 10'® GeV von der gleichen Gréfienordnung wie die elek-
troschwachen Kopplungen sind. Danach wird die U(1)-Kopplung ¢g; dominant, welche selbst jenseits
der Planck-Skala divergiert. Das effektive Potential ist damit auch in der Naherung (Z102)) stets for-
mal nach unten begrenzt, allerdings macht eine solche Betrachtung iiber die Planck-Skala hinaus keine
physikalische Aussage, da hier Gravitationseffekte zu beriicksichtigen sind. Aulerdem ist ein Bereich,
in dem Kopplungen divergieren nicht perturbativ zugénglich.



30 Kapitel 2. Das Standardmodell und die Stabilitat seines Grundzustands

Higgs-Masse. Gerade hier kommt A bei der Planck-Skala Null sehr nahe, so dass die
Frage nach der Giiltigkeit der Vakuumstabilitatsbedingung (ZI0T]) eine Prézisionsana-
lyse erfordert. Dies dient als eine der wesentlichen Motivationen fiir die Untersuchung
der Evolution von A in hoheren Schleifenordnungen.

2.5.3 Physikalische Schwierigkeiten des effektiven Potentials

Im Zusammenhang mit dem in Kap. 2.5.T] eingefiihrten effektiven Potential treten ver-
schiedene physikalische Subtilitdten auf, die im Folgenden diskutiert werde.

Konvexitat des effektiven Potentials

In Kap. 25T wurde die effektive Wirkung zunéchst als Legendre-Transformierte (2.92))
des erzeugenden Funktionals (2.90) definiert, welche aufgrund der Konvexitatseigen-
schaft dieser Transformation in (2.94) auf ein konvexes effektives Potential fithren miiss-
te. Das gema$ (2.96) aus den 1PI-Greensfunktionen berechnete effektive Potential hat
aber in den meisten interessanten Quantenfeldtheorien, und so auch im Standardmodell
(s. Abb. [Z0), nicht diese Eigenschaft.

In den Bereichen, wo V.4(®,,) konvex ist, hat es die Bedeutung einer Energiedich-
te. Tatséchlich beschreibt ein konvexes V,4(®,,) die Energiedichte des mit der Quan-
tenfeldtheorie beschriebenen Systems im Zustand |¥), fir den der Erwartungswert
des Hamilton-Operators (V|H|¥) mit der Randbedingung (¥|®(z)|¥) = &, minimal
wird [47]. Tst V.z(®,) nicht konvex, so bedeutet dies, dass sich zwischen zwei lokalen
Minima ®; und &, eine Potentialbarriere befindet. Die dazwischenliegenden Werte der
Feldstarke ®; < &, < &9 kann man fiir (V|®(z)|¥) = &, auch erreichen, indem man
den Zustand |¥) des Systems als Superposition von Zustdnden mit Feldstiarken ®; und
®, aufbaut, also

O, =rdP + (1 —kr)DPy, (0<k<1). (2.115)

Damit ist anschaulich klar, dass die Energiedichte durch die konvexe Einhiillende
Ve(®,,) von Vg(P,,) gegeben ist (s. Abb.[26]). Somit ist die Energiedichte gerade die dop-
pelte Legendre-Transformierte des effektiven Potentials V., aus (2.96]). Dies bedeutet,
dass man analog zur Interpretation der Maxwell-Konstruktion in der Thermodynamik,
zwischen den beiden lokalen Minima eine Koexistenz zweier Phasen hat.

Trifft man die zusétzliche Einschrdankung, dass keine solche Phasenkoexistenz in
einem Punkt 2 auftritt, also die Feldstarke des Skalarfeldes im Zustand |¥) bei genau
einem festen Wert @, liegt, so beschreibt V. in fiihrender Ordnung die Energiedich-
te des Systems mit dieser zusitzlichen Randbedingung ﬂIZﬂ Eine solche homogene
Feldkonfiguration wird im Standardmodell beispielsweise um den Wert |®, | = % an-
genommen, ebenso wie in vielen Analysen, welche aus der Form der Potentialbarriere
in V.; mit Hilfe semiklassischer Analogietiberlegungen auf die Lebensdauer eines meta-

stabilen Standardmodellvakuums schlieflen (vgl. z.B. [35,148/611162]).

35In dem Bereich, wo V.g nicht konvex ist, ergibt die Berechnung nach (Z396) einen Imaginirteil,
welcher die Tatsache reflektiert, dass hier keine stabilen Feldkonfigurationen liegen [47].
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Abbildung 2.8: Effektives konvexes Higgs-Potential V. fiir die beiden Szenarien aus
Abb. 2.6l Das effektive Potential V. ist gestrichelt eingezeichnet.

Eichabhangigkeit des effektiven Potentials

Ein Problem stellt auf den ersten Blick auch die Tatsache dar, dass das effektive Po-
tential (296 ebenso wie die Naherung (2I02) von den Eichparametern &, &, und &,
abhéinger@. Dies darf andererseits auch nicht verwundern, da das renormierte Quan-
tenfeld ®(u) ebenfalls eine eichabhéngige Grofle ist, wenn man eine Theorie mit Eich-
sektor betrachtet, der direkt oder indirekt iiber Fermionen an das Skalarfeld koppelt.
Welche Bedeutung darf man aber nun der Position der Minima eines solchen Potentials
beimessen, wenn diese von der Wahl unphysikalischer Parameter abhéangt?

Diese Problematik wurde bereits 1974 von R. Jackiw festgestellt und in diver-
sen Arbeiten weiter untersucht [90H93]. Der Argumentation von [93] folgend, wird im
Folgenden gezeigt, wie ein eichinvariantes effektives Potential fiir einen eichabhéngigen
Ordnungsparameter konstruiert werden kann und daraus eichunabhéngige physikali-
sche Aussagen getroffen werden konnen.

Anhand der Renormierungsgruppengleichung fiir das effektive Potential (2114 ist
ersichtlich, dass die gesamte Abhédngigkeit des effektiven Potentials von den Eichpara-
metern durch die anomale Dimension des Skalarfeldes ausgedriickt werden kann, da die
Betafunktionen nicht von diesen abhéngen. Fiir die folgende Betrachtung ist es sinn-

voll das dimensionslose Potential V, := ‘;/ff einzufiihren, welches nur vom Verhaltnis

% abhangt. Damit erhalt man die Callan-Symanzik-Gleichung [3,093]

0 0o 1 0 o
2 ¥ v 4 , ! - _
<u o + ;Bgi 30, 2%’%—8% + 2) Veﬂ< p ,{gz},f,fw,§B> 0, (2.116)

1
AN
welche mit ¢ := In <igl) e als

) ) ,
<_a +;ﬂgia—gi +2> Vefr<

36Die Abhéngigkeit von den Eichparametern in einer allgemeinen R¢-Eichung wird im Folgenden
kurz als Eichabhéngigkeit bezeichnet.

D,
,uc 7{gi}7§7£W7£B> =0 (2117)
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geschrieben werden kann. Dadurch wird die gesamte Eichabhéngigkeit in ¢ absorbiert.
Die Losung dieser Differentialgleichung hat die Gestalt [93],94]

r_ (I)dﬁ ) = 2 ,
nﬁ(ﬂ) o) = e f{g ), (2.118)

wobei die Funktion f die Differentialgleichung

> g lah) =0 (2119)

erfiillt und somit nicht von den Eichparametern abhangt. Dies bedeutet, dass das eich-

2
abhéngige Feld @, := (@)W ein geeigneter Ordnungsparameter fir die Symme-
triebrechung des betrachteten System ist und dass das effektive Potential fiir diesen
keine weitere Abhéngigkeit von den Eichparametern besit 2t
Eine dquivalente Moglichkeit einen Ordnungsparameter zu konstruieren ist in der
Herleitung der Renormierungsgruppengleichung (ZI14) fiir das effektive Potential &,
durch
" =/ 7P, (2.120)
zu ersetzen. Hierin ist die klassische Feldstarke @, eichunabhéngig und die Renormie-

rungskonstante Zém) eichabhéngig. Dies fithrt auf

I 8# +2@jé’gl " + 1 dq)g agg e (5, {g:}) =0, (2.121)
:0
also
, 0 o\ -
(M 8—/12 + ;ﬁgza—g) Ve (D5, {9:}) =0 (2.122)

mit dem effektiven Potential V,; fiir das nackte Feld ®2. Auch hier wurde die Eichab-
hiangigkeit des effektiven Potentials in das Skalarfeld, genauer gesagt seine Renormie-
rungskonstante, absorbiert. In [93] wird auf Einschleifenniveau explizit gezeigt, dass
das effektive Potential ausgedriickt durch ®F eichunabhangig ist. Fiir die Naherung
des effektiven Potentials durch das Renormierungsgruppenpotential (ZI02]) ist dies
offensichtlich.

Man kann nun weiter zeigen, dass die Stationaritdatsbedingungen

dV;
[ “] = 0, (2.123)
d(bcl @1 m
dv’
[ ~eff] = 0, (2.124)
d¢cl &)0171
dvff]
: = 0 (2.125)
[d¢§ D= H
37Die Eichparameterkonfigurationen mit v, = —1 sind allerdings auszunehmen. Diese stellen im

Eichparameterraum eine Nullmenge dar.
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aquivalent sind und weiter, dass die Vorzeichen der zweiten Ableitungen gleich sind,

z.B. )
o 2\ [V
l 1/21 :,ﬁ( ) l V] . (2.126)
ae? |, T+v) [ad2 s
— ————
>0

Damit ist die Anzahl und Art der Extrema des effektiven Potentials nicht von der
Wahl der Eichparameter abhéingig. An der Nédherung durch das Renormierungsgrup-
penpotential (ZI02) sieht man, dass die Lage eines zweiten Minimums des effektiven
Higgs-Potentials im Standardmodell durch die Nulldurchgénge von A begrenzt sind,
welche durch die eichunabhéngige Evolution von A gegeben sind. Falls A nicht negativ
wird, tritt auch kein tieferes Minimum als das an der Fermi-Skala auf. Falls A negativ
wird, so treten im Standardmodell genau zwei Nulldurchginge auf. Durch Variation
der Eichparameter ist zwar eine Verschiebung des zweiten Minimums zwischen diesen
Nulldurchgéngen moglich, jedoch nicht dartiber hinaus. In diesem Fall liegt das zweite
Minimum stets tiefer als das erste an der Fermi-Skala.

Eine ausfiihrliche Diskussion der Eichabhangigkeit des effektiven Potentials wurde
in [95] vorgestellt. Darin wird explizit gezeigt, dass die minimale Stabilitdtsgrenze m.,,,
also die kritische Masse des Higgs-Bosons, eichunabhéngig ist, die Lage der Minima des
effektiven Potentials hingegen nicht.

Die Frage, ob das Standardmodellvakuum stabil ist oder nicht, lasst sich also ei-
chunabhéngig beantworten. Die genaue Lage des zweiten Minimums und damit der
Vakuumerwartungswert (®) ist allerdings sowohl von der Eichung als auch von der
Wahl eines Renormierungsschemas abhangig. Das ist kein Problem, da Felder keine
Observablen sind und somit auch ihr Vakuumerwartungswert nicht. Physikalische Be-
obachtungsgrofien sind beispielsweise Polmassen oder die Lebensdauer eines Teilchens
oder Zustandes. Diese Groflen diirfen in allen sinnvollen Rechnungen nicht von der
Wahl der Eichparameter abhéngen.

Das effektive Potential hingegen ist ein Hilfsobjekt zur Untersuchung der sponta-
nen Symmetriebrechung. Es ist also legitim seine Berechnungen in einem bestimmten
Renormierungsschema und einer bestimmten Eichung durchzufiihren. Ublicherweise
werden das MS-Schema und die Landau Eichung & = &, = £, = 0 verwendet. In die-
ser Eichung konvergiert die Storungsreihe fiir die Berechnung des effektiven Potentials
gut. Es ist klar, dass man dann auch nur in diesem Renormierungsschema und in
dieser Eichung eine Aussage fiir den Vakuumerwartungswert des Skalarfeldes erhélt.
Die grundlegende Feststellung, ob das Standardmodellvakuum stabil ist oder nicht, ist
aber eichunabhéngig und sollte als physikalische Aussage auch nicht von der Wahl eines
Renormierungsschemas abhéingen@).

In Kap. Bl wird anhand der eichunabhéngigen Bedingung (ZI0T]) genau diese Frage,
namlich die nach der Stabilitat des Grundzustands des Standardmodells, untersucht.

38Da alle Untersuchungen zu diesem Thema im MS-Schema vorgenommen werden, ist die letzte
Aussage aber nicht explizit tiberpriifbar.
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KAPITEL 3

Betafunktionen im Standardmodell zur
Dreischleifenordnung

3.1 Renormierungsgruppenfunktionen in dimensionaler
Regularisierung

Ausgangspunkt fir die Berechnung von Betafunktionen und anomalen Dimensionen
ist die Tatsache, dass die nackten Kopplungen, Massen und Felder nicht von der Re-
normierungsskala g abhéngen. Fiir eine beliebige Kopplung g, an einem Vertex mit N
Beinchen gilt

9up = ( ( Z {gj) (3.1)

wobei p, = N — 2. Es gilt also wie in (Z50)

0 fir N =2 (Massen, z.B. m?)
Po = 1 fir N = 3 (Eich- und Yukawa-Kopplungen) (3.2)
2 fir N = 4 (Higgs-Selbskopplung \)

und die a; Potenzreihen in allen Kopplungen {g¢;} der Theorie sind. Die Anwendung

der Operation (,uzdd?) auf ([BJ) fihrt auf

0="Lrcg, + plo=t-21 4 2 ‘ <i ai<{gj}>> + L2 <i M) ) (3.3)

2 dp? \ & 2\ ¢
wobei q
[D=4-2¢] _ g2 9 3.4

die Betafunktion in D = 4 — 2¢ Raumzeitdimensionen ist.

35
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Schon auf Baumgraphenniveau, also fiir a; = 0 unterscheiden sich die Betafunktion
inD=4und D =4 — 2e.

907 = By = Breg, Al (35)

Die beiden Reihen ;LQ# <Z§ @) und 5e <2§1 %) in ([B3) enthalten offen-

sichtlich keine Terme o e. Daher gilt (3.3) in allen Ordnungen der Stérungstheorie. Es
folgt daher

Pi€ N O N Gn | Prx~ On
0= < = — Z> — ) — 4+ = , 3.6
also eine Beziehung zwischen den Betafunktionen und den Funktionen a; in Form einer
Reihe in 1 Ein Vergleich der Koeffizienten zu & in 3.6) fiihrt auf

[z g pm] a({g}) (37)

Z

was zeigt, dass die Betafunktionen allein durch die é—Pole der Renormierungskonstan-
ten gegeben sind. Weitere Koeffizientenvergleiche zu ain mit n > 0 in ([B.6]) zeigen, dass
die a,, mit n > 1 nicht unabhéngig, sondern durch a; und die Betafunktionen aller
Kopplungen bestimmt sind.

Analog kann man die Betafunktion fiir den Massenparameter m* im Higgs-
Potential (ZI4]) berechnen. Hier fehlt allerdings der Faktor (u°)?, da p = 0 ist, sodass

- <1 + Z b {gj ) (3.8)

2

die Berechnungsvorschrift

[Z P i - ] bi({g;}), (3.9)

Z

findet. Fiir die anomale Dimension 41 einer Renormierungskonstanten

-1 ¢
lasst sich analog die Formel
dIn ZF ,u2 dZF 1
T =T 42 9 i9i5 3.11
T dlIlMQ Zr dMQ 2 Zp Ji7— i {g]}) ( )

herleiten.
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3.2 Mehrschleifenrechnungen im Standardmodell

3.2.1 Renormierung von Mehrschleifendiagrammen

In Kap. wurde beschrieben, wie ultraviolette Divergenzen mittels lokaler Coun-
terterme absorbiert werden konnen, was zu einer Renormierung der Parameter und
Felder der Theorie fithrt. Dies bedeutet, dass auch nur lokale, also maximal polynomi-
ell von dufleren Impulsen abhéngige, Divergenzen in Countertermen absorbiert werden
konnen. In Mehrschleifendiagrammen treten aber auch Subdivergenzen auf, welche da-
her rithren, dass bei der Integration tber alle Schleifenimpulse fiir den Betrag eines
euklidischen Impulses |P| — oo gilt, fiir einen anderen jedoch nicht. In Abb. Bl wird
dies an einem Beispiel verdeutlicht.

In Diagramm (a) muss iiber die Schleifen 1, 2 und 3 integriert werden. Diagramm
(b) ist ein Zweischleifendiagramm, in das ein Einschleifencounterterm eingesetzt wird,
um die Subdivergenz in (a) zu absorbieren, die auftritt, wenn Impuls 3 gegen Unend-
lich strebt, aber die Impulse 1 und 2 endlich sind. Analog absorbiert Diagramm (c)
die Subdivergenz, die auftritt, wenn Impuls 1 gegen Unendlich strebt und die Impul-
se 2 und 3 endlich bleiben. Schleife 2 ist fiir sich allein UV-endlich, wie ein naives
Abzahlen der Potenzen von p in den Propagatoren zeigt. Eine weitere Subdivergenz
entsteht aber noch von der Region des Integrationsgebietes, in der die Impulse 1 und 3
gegen Unendlich streben. Diese wird von Diagramm (d) aufgehoben, einem Einschlei-
fendiagramm mit zwei Einsetzungen von Einschleifencountertermen. Die Summe der
Diagramme (a),(b),(c) und (d) besitzt nur noch eine im Ortsraum lokale Divergenz,
welche in den Dreischleifenanteil des Counterterms 5Z£4¢) eingeht.

Diese Methode der Renormierung von Mehrschleifendiagrammen mittels Counter-
termen ist dquivalent zur sogenannten R-Operation, welche in [96] definiert wird. Dort
wird auch fir den Fall dimensionaler Regularisierung bewiesen, dass dieses Vorgehen
fiir alle Diagramme in allen Schleifenordnungen funktioniert.

\/
\/
\4
\/

N Ve N 7
N Ve N 7
N 7 N Ve
Al Y2A3Y + A Yy @ + ® A Y
Ve N Ve N
// T \\ // T \\
(5Z£4¢’> 52{4@)

+ ‘@ P + o = endlich
//f\\\ //\\\ /// T \\\
Y4 £4¢)) o 54@) (5Z£4(b)

(d) (e)

Abbildung 3.1: Renormierung von Mehrschleifendiagrammen
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Um alle Dreischleifendiagramme fiir einen bestimmten Prozess, z.B. die Vier-®-
Wechselwirkung renormieren zu kénnen, werden also alle anderen Counterterme der
Theorie in Ein- und Zweischleifenordung benotigt. Aus diesem Grunde wurden fiir
diese Arbeit stets zunéchst alle Einschleifencounterterme bestimmt, dann alle Zwei-
schleifencounterterme und schlieSlich die benotigten Dreischleifencounterterme.

Bei der praktischen Implementierung der Feynman-Regeln am Computer wird da-
her jeder Vertex in Ein- und Zweischleifendiagrammen mit einer additiven Variablen
als Platzhalter fiir den entsprechenden Counterterm versehen. Der Vier-®-Vertex bei-
spielsweise wird als (—A + h - 5Zf4q>)) eingesetzt. Jeder Propagator wird ersetzt durch
eine Summe aus dem Propagator und dem Propagator mit einer bzw. mit zwei Coun-
tertermeinsetzungen:

_______ — _______+h-<___5€___) +h2<5.25.2) (3.12)

Dabei kann 67 im Fall von Vektor- und Skalarfeldern sowohl Anteile proportional zum
Impuls p* als auch proportional zur Hilfsmasse M? (vgl. Kap. B.2.3) enthalten. Im Fall
von Fermionfeldern wird 07 geméfl

87 — (P, 07, + P 672 (3.13)

in einen links- und rechtshandigen Anteil zerlegt, wobei P, und Py die Projektoren
aus (23) sind. Die Hilfsvariable h dient hier der Buchfiihrung. Fiir eine Dreischleifen-
rechnung miissen in die Einschleifendiagramme maximal zwei Counterterme eingesetzt
werden und in die Zweischleifendiagramme maximal ein Counterterm. Wir multiplizie-
ren jedes Diagramm mit h”, wobei L die Schleifenordnung ist und verwerfen dann alle
Terme in denen A mit einer hoheren Potenz als 3 auftritt.

Zunéchst werden die Einschleifencounterterme berechnet. Hierfiir konnen alle Ter-
me mit ~? und h? ignoriert werden, also alle Countertermvariablen. Um Zweischleifen-
counterterme zu berechnen werden dann nur noch die Terme mit h® ignoriert, womit in
Einschleifendiagrammen Variablen 07 stehen bleiben, fiir die nun die Einschleifencoun-
terterme eingesetzt werden. SchlieSlich werden die Dreischleifenrenormierungskonstan-
ten bestimmt. Dafiir werden die zuvor berechneten Ein- und Zweischleifencounterme
fiir die Platzhalter in den Ein- und Zweischleifendiagrammen eingesetzt.

3.2.2 Behandlung von ~. Matrizen in dimensionaler Regularisierung

Eine der Herausforderungen einer Mehrschleifenrechnung im Standardmodell ist der
korrekte Umgang mit der in den Projektoren P, und Py aus (ZI) verwendeten --
Matrix. Diese ist in D = 4 Raumzeitdimensionen definiert als

0.1.2.3__ L

% =00V = et VY (3.14)

mit dem Levi-Civita-Pseudotensor vierter Stufe, der geméafl

goroy = 1 = =" (3.15)
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Y

3 Ha

Abbildung 3.2: Umgang mit v, auf externen (a) und internen/geschlossenen (b) Fer-
mionlinien: In (a) kann ~; aus den Schleifen herausgezogen wer-
den. In (b) ist die Spur iiber die Fermionschleife proportional zu

() Eppmapa + () Epnma KOS + ...

normiert wird. In D = 4 gilt weiter

{77} =0 (3.16)

und
72 =1. (3.17)

Die Definition B.I4]ist nicht ohne Weiteres in D = 4 — 2 Dimensionen tbertragbar, da
kein e-Pseudotensor mit 4 — 2¢ Indizes konstruiert werden kann. Die mathematische
Formulierung des betrachteten Prozesses erfolgt also zunachst in D = 4. Die dimen-
sionale Regularisierung erfiillt nun den Zweck, Divergenzen zu charakterisieren, die
dann durch Renormierungskonstanten behoben werden, worauf der Ubergang zuriick
zu D = 4 erfolgt.

Befindet sich eine ~,-Matrix auf einer externen, d.h. nicht geschlossenen Fermion-
linie, so kann diese noch vor der Regularisierung, also in vier Dimensionen, mittels
(BI6) an ein Ende der Fermionlinie antikommutiert werden (s. Abb. (a)) und da-
mit formal aus den zu regularisierenden Schleifen herausgezogen werden. Nun werden
die Renormierungskonstanten fiir die Schleifen bestimmt, in denen kein 7; mehr steht
(s. Abb. B2)). Mehrere v,-Matrizen kénnen mit der Relation (BI7) immer auf genau
ein oder kein ~; reduziert werden. Dieses Vorgehen hat Grenzen, z.B. wenn man den
endlichen Teil eines physikalischen Prozesses berechnet und die Amplitude bzw. deren
Quadrat iiber einen D-dimensionalen Phasenraum integriert. In diesem Fall gibt es
kein Ende der Fermionlinie, welches auflerhalb aller Integrationen liegt.

Problematischer ist der Umgang mit v;-Matrizen in geschlossenen Fermionschleifen.
Betrachten wir eine solche Schleife zunéchst in D = 4, so kénnen wir mittels (3.16) und
(BI7) erreichen, dass nur noch maximal eine ~,-Matrix auf der Fermionlinie vorkommt.
Dann faktorisieren wir den e-Pseudotensor zunéchst ab und bilden die Spur iiber al-
le v-Matrizen auf der Linie, einschliefilich der vier aus der Definition von ~,. Diese
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Spur lasst sich ausdriicken durch metrische Tensoren g"” des Minkowski-Raums und
die Impulse, die in die Fermionschleife hineingehen. Vom Schleifenimpuls selbst wird
das Ergebnis nach der Integratio nicht mehr abhangen. Schliellich wird das Ergebnis
wieder mit dem e-Pseudotensor kontrahiert. Es ist klar, dass nur dann ein von Null
verschiedenes Ergebnis auftreten kann, wenn dem minimalen Subdiagramm, welches
diese Fermionschleife enthélt, vier unabhéangige Lorentz-Indizes oder externe Impulse
zur Verfiigung stehen (s. Abb. B2 (b)). Da MS-Renormierungskonstanten, welche durch
das UV-Verhalten eines Feynman-Diagramms bestimmt sind, nicht von externen Im-
pulsen abhangen, konnen diese zu Null gesetzt werder]. Bei den externen Impulsen zur
betrachteten Fermionschleife handelt es sich folglich um die internen Impulse anderer
Schleifen, tiber die integriert werden muss.

Stehen nicht geniigend Indizes bzw. Impulse zur Verfiigung um einen nicht-
verschwindenden e-Tensor zu tragen, so muss der Beitrag proportional zu v, Null sein.
Die Strategie bei den folgenden Rechnungen ist also stets, die Diagrammtypen zu iden-
tifizieren, bei denen ein nichtverschwindender ~.-Beitrag moglich ist und bei allen an-
deren eine naive vy;-Behandlung zu implementieren, d.h. Matrizenprodukte mit einem
vs zu Null zu setzen.

Counterterme in der Lagrangedichte bestehen zum einen aus einem Faktor aus Fel-
dern, Ableitungen von Feldern und y-Matrizen, zum anderen aus einem skalaren Fak-
tor, der eine Potenzreihe in den Kopplungen der Theorie sowie % ist. Einen nicht-naiven
vs-Beitrag kann man also erhalten, wenn der erste dieser Faktoren des zu berechnenden
Counterterms eine ~,-Matrix enthalt, wobei die relevanten Feynman-Diagramme dann
eine Fermionschleife mit geniigend Indizes und externen Impulsen sowie eine externe
Fermionlinie enthalten.

Dies tritt beispielsweise bei Strahlungskorrekturen zu Yukawa-Vertizes auf. In
Abb. sind einige Beispieldiagramme fiir Korrekturen zur Kopplung des top-Quarks
an das Skalarfeld ®, gegeben. Bei den Diagrammen (a),(b),(c) und (d) gibt es nicht ge-
niigend externe Indizes und Schleifenimpulse fiir einen 7;-Beitrag. Da das Diagramm (c)
auf Zweischleifenniveau dasjenige mit den meisten Indizes ist, gibt es in dieser Schlei-
fenordnung keine v,-Beitrage. Diagramm (e) enthélt zwar drei Lorentz-Indizes von den
Gluonlinien und zwei Schleifenimpulse /; und [5, allerdings enthalt hier die masselose
Fermionschleife eine ungerade Anzahl von y-Matrizen, sodass die Spur tiber diese Null
ergibt. Einige Diagramme, wie z.B. (b) sind aulerdem aufgrund der Farbstruktur Null.

Als einzig problematischer Diagrammtyp bleibt daher (f) iibrig, wo zwei Indizes
und die beiden Impulse /; und /s den e-Pseudotensor tragen konnen. Um ein skalares
Integral berechnen zu kénnen, wenden wir einen Projektor auf die duflere Fermionlinie
an. Da der entsprechende Counterterm proportional zu P, ist, konnen wir als Projektor

!Man konnte an dieser Stelle statt dimensionaler Regularisierung z.B. Pauli-Villars-
Regularisierung oder ein anderes Schema in D = 4 verwenden, in dem <, problemlos definierbar
ist. Dies wéare aber mit deutlich komplizierteren Masterintegralen verbunden, weshalb dieser Weg fiir
die Dreischleifenrechnung nicht praktikabel erscheint.

2Bei Selbstenergiediagrammen mit zwei externen Linien muss zunichst die durch die Ableitungs-
terme der Lagrangedichte vorgegebene Impulsstruktur abfaktorisiert werden, z.B. ¢%g"* — gtq¢" fiir die
masselosen Eichbosonen.
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Abbildung 3.3: Beispieldiagramme zur Berechnung von 5thbq)). In Rot sind die im Be-
zug auf die Fermionschleife externen Schleifenimpulse angegeben.

beispielsweise

Pp, = —%Spur (1)) (3.18)

verwenden, wobei fiir [...] das Diagramm eingesetzt werden muss und die Spur tiber
die externe Fermionlinie zu bilden ist. Fiir diesen Projektor gilt

Pp, = —%Spur (v [P)) =1 (3.19)

Nun wird die v;-Behandlung nach 't Hooft und Veltman angewandt [97]. Die v,-Matrix
in diesem Projektor wird nun genau wie die ,;-Matrix in der Fermionschleife, wie in
(BI4) definiert, durch vier y-Matrizen und einen Levi-Civita-Pseudotensor ersetzt. In
vier Raumzeitdimensionen lassen sich diese beiden Pseudotensoren nun durch metrische
Tensoren geméaf

8lulﬂQluS!M51/11/21131/4 = _g[ﬁguﬁggﬂl‘j’ggﬂﬁi (320>
ausdriicken, wobei |[...] bedeutet, dass in den oberen Indizes total antisymmetrisiert
werden muss. Diese metrischen Tensoren lassen sich nun in D = 4 — 2¢ Dimensionen
tibertragen. Da ([B.20) in D = 4 — 2¢ allerdings nicht mehr gilt, ist dieses Vorgehen mit
einem Fehler von O(¢e) im Zwischenergebnis nach der Bildung aller Spuren, aber vor
der Integration tiber die Schleifenimpulse verbunden. Gliicklicherweise treten, wie im
Rahmen dieser Arbeit explizit getestet wurde, in den Masterintegralen der relevanten
Diagramme nur %—Pole auf, sodass der endliche Anteil des Ergebnisse zwar verfalscht
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Abbildung 3.4: Be(isp)ieldiagramme mit vier externen Skalarfeldern zur Berechnung von
AR

wird, der Anteil proportional zu %, welcher fiir die Renormierungskonstante benétigt
wird jedoch nichtt].

Eine weitere Moglichkeit nicht-naive v;-Beitrage auch in Diagrammen ohne exter-
ne Fermionlinie zu erhalten, ist gegeben, wenn zwei Fermionschleifen mit v, auftreten,
die beide geniigend externe Indizes bzw. Impulse aufweisen, um einen e-Pseudotensor
vierter Stufe zu tragen. In diesem Fall konnen die beiden Pseudotensoren aus (3.14)
ebenfalls mittels ([B:20) in dimensionale Regularisierung iibertragen werden, was eben-
falls mit einem Fehler von O(e) verbunden ist, sodass dann die gleiche Argumentation
wie oben gilt.

In Abb. B4 sind einige Beispieldiagramme gezeigt, welche in die Berechnung des
Vier-®-Counterterms 5Z§4¢) eingehen. Die einlaufenden Impulse auf den externen Bein-
chen werden zu Null gesetzt. Man sieht beispielsweise an Diagramm (c), dass auf
Dreischleifenniveau mit zwei Fermonschleifen dann keine vier Indizes bzw. Impulse
zur Verfiigung stehen, sondern maximal zwei Indizes von den Eichbosonlinien und ein
Schleifenimpuls von der mittleren Schleife.

Berticksichtigt man auch elektroschwache Korrekturen dann treten Diagramme
der Form (f) auf, wo geniigend Indizes und Impulse zur Verfiigung stehen, aber kei-
ne zweite Fermionschleife. Da im skalaren Endergebnis kein e-Pseudotensor stehen
kann, muss der v;-Beitrag dieses Diagrammtyps ebenfalls Null sein. Fiir die Higgs-
Selbstwechselwirkung auf Dreischleifenniveau ist also eine naive v;-Behandlung gerecht-
fertigt.

Bei den in Abb. und Abb. gezeigten Gluon- bzw. Skalarfeldselbstenergien

3 Es ist nicht anzunehmen, dass dies auch fiir alle Diagramme in Vierschleifenordnung gilt, was
das grofite technische Hindernis bei der Berechnung der entsprechenden Vierschleifen-Betafunktionen
darstellen diirfte.
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Abbildung 3.5: Beispie(ldi)agramm zur Berechnung der Gluonselbstenergie und damit
von 675
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Abbildung 3.6: Beispieldiagramme zur Berechnung der Selbstenergie des Skalarfeldes
und damit von 522(2@

kann man analog ebenfalls ausschlielen, dass nicht-naive ,-Beitrage zu berticksichtigen
waren. Lediglich in Diagramm B5 (c) stehen geniigend Indizes und ein Schleifenimpuls
zur Verfligung, da es sich aber um ein reines QCD-Diagramm handelt, tritt hier kein
v auf.

Will man die Renormierungskonstanten der elektroschwachen Kopplungen bestim-
men, so treten auf Dreischleifenniveau Propagator- und Vertexdiagramme auf, bei
denen diese Argumentation nicht ausreicht. Da der Eichsektor des Standardmodells
anomaliefrei ist (s. z.B. [II,[12]), miissen sich die ~,-Beitrdge hier beim Summieren
tiber alle Feynman-Diagramme aufheben. In den Arbeiten [80,[8T,98] zur Berechnung
der Dreischleifen-Betafunktionen fiir die Eichkopplungen wurde dies explizit tiberprift,
indem die entsprechenden Korrekturen einmal naiv und einmal mit der semi-naiven ;-
Behandlung nach 't Hooft und Veltman [97] berechnet wurden, wobei beide Methoden
zum gleichen Ergebnis fithrten.

Die Untersuchung der Selbstenergiediagramme fiir Fermionen, also beispielsweise
fiir das top-Quark, zeigt, dass hier ebenfalls eine naive v;-Behandlung moglich ist. In
Abb. B sind einige moégliche Diagramme gezeigt. Diagramm (a) verfiigt nicht tiber
gentigend Indizes bzw. Impulse an der Fermionschleife. Die Diagramme (b) und (c)
dagegen schon, allerdings ist bei allen gezeigten Diagrammen eine ungerade Anzahl -
Matrizen in der Spur tiber die Fermionschleife, weshalb diese Diagramme Null ergeben.
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Abbildung 3.7: Beispieldiagramme zur Berechnung der top-Selbstenergie und damit
von 5Z§?£)/ R
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Abbildung 3.8: Das Infrarotproblem des Vier-®-Vertex auf Einschleifenniveau:
Die Impulse der externen Beinchen 3 und 4 werden Null gewéhlt, ein
euklidischer Impuls ¢ flieft von Beinchen 1 zu Beinchen 2. Hier tritt in
Diagramm (c) eine infrarote Divergenz auf.

3.2.3 Berechung von Betafunktionen mit einer Hilfsmasse

Es gibt verschiedene Verfahren, den UV-divergenten Anteil quantenfeldtheoretischer
Prozesse und damit die Renormierungskonstanten einer Theorie zu bestimmen, da
diese in Renormierungsschemata, die auf minimaler Subtraktion basieren, weder von
externen Impulsen noch von Massen abhéngen. Einen bequemen Satz von Master-
integralen erhilt man, wenn man alle &ufleren Impulse bis auf zwei zu Null setzt.
Man hat also einen einlaufenden und wieder auslaufenden Impuls ¢ in allen Feynman-
Diagrammen, welcher in der euklidischen Region gewéihlt werden kann, also ¢* < 0. Die
resultierenden skalaren, propagatorartigen Diagramme lassen sich mit dem FORM
Paket MINCER [100] bis zur Dreischleifenordnung 16sen, welches auf partieller Inte-
gration [I0I102] beruht. Die Methode der partiellen Integration wurde auch schon auf
vier Schleifen angewandt [I01],[102]. Die Masterintegrale auf Vierschleifenniveau sind
ebenfalls bekannt [103]104].

Die meisten Renormierungskonstanten im Standardmodell, ndmlich diejenigen,
welche aus Zwei- und Dreipunktfunktionen berechnet werden konnen, lassen sich so
ermitteln. Im Falle der Higgs-Selbstwechselwirkung A ist die Situation jedoch anders.
Bei der Berechnung der Korrekturen zum Vier-®-Vertex treten mit dieser Methode
bereits in Einschleifenordnung infrarote Divergenzen auf, wie man in Abb. sehen
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kann. Die Diagramme (a), (b) und (c) zeigen die drei Kombinationen der externen
Felder, welche mit 1 bis 4 durchnumeriert sind, mit zwei skalaren Propagatoren in der
Schleife.

Werden die Impulse der externen Beinchen 3 und 4 Null gewahlt und ein euklidi-
scher Impuls ¢ von 1 nach 2 festgelegt, so sind (a) und (b) einfache propagatorartige
Diagramme. Hier treten lediglich UV-Divergenzen auf, welche sich in dimensionaler
Regularisierung als Pole % manifestieren und entsprechend mit umgekehrtem Vor-

zeichen in den Counterterm 5Z£4¢) zum Vier-®-Vertex eingehen. Das Diagramm (c) ist
ein masseloser Tadpol und damit in dimensionaler Regularisierung Null, da hier so-
wohl eine UV-Divergenz als auch eine IR-Divergenz ebenso grofien Betrages, aber mit
umgekehrtem Vorzeichen auftreten, die sich gegenseitig kompensieren. In dimensiona-
ler Regularisierung sind diese beiden Arten von Divergenzen nicht unterscheidbar, da
beide sich als Pole der Form % zeigen.

Die infrarote Singularitat rithrt aber von der Wahl der auleren Impulse und wiir-
de nicht auftreten, wenn beispielsweise einer der externen Impulse 3 und 4 von Null
verschieden gewahlt wiirde. Dies wiirde aber wiederum zu deutlich komplizierteren
Integralen mit zwei verschiedenen Skalen fithren. Der UV-divergente Anteil dieses Dia-
gramms hingegen ist unabhéngig von der Wahl der externen Impulse und wird fiir die
Renormierungskonstante benotigt.

Wir suchen also nach einer Methode, bei der zum Einen nur eine Skala in der
Rechnung auftritt, um das analytische Losen der auftretenden Integrale zu ermogli-
chen, bei der aber zum Anderen keine infraroten Divergenzen auftreten kénnen. Eine
solche Methode wurde in vorgeschlagen und in im Rahmen einer expliziten
Dreischleifenrechnung weiter ausgefiihrt. Die Idee ist, die Nenner aller Propagatoren,
ungeachtet zu welchem Feld gehérig, mit der gleichen quadrierten Hilfsmasse M? zu
versehen, wodurch keine infraroten Divergenzen mehr auftreten kénnen.

In den externen Impulsen wird nun so weit wie notig eine naive Taylor-Entwicklung
durchgeﬁihrtﬁ. Bei Zweipunktfunktionen ist soweit zu entwickeln, dass die duflere Im-
pulsstruktur ¢?, ¢ bzw. (¢*g" — q"q") abgespalten werden kann. Im Falle derjenigen
Vertexkorrekturen, bei denen keine Ableitungen von Feldern in der Lagrangedichte
stehen, gentigt die nullte Ordnung der Entwicklung und die externen Impulse konnen
direkt auf Null festgesetzt werden.

Um dieses Vorgehen zu motiveren, betrachten wir die exakte Zerlegung des ur-
spriinglichen masselosen Propagatornenners

1 B 1 . —q¢®> = 2-g—M?* 1
(I+q)? 12— M? 12— M? 1+ q)%

(3.21)

wobei [ eine Linearkombination von Schleifenimpulsen und ¢ von aufleren Impulsen ist.
Wiederholte rekursive Anwendung der Formel (B.21) fithrt schlieflich dazu, dass der
letzte Term, welcher noch externe Impulse im Nenner enthélt, aufgrund der mit jeder

Rekursion erhohten Potenz von m in diesem Term endlich ist und somit nicht

4Naiv bedeutet hier, dass keine asymptotische Entwicklung [I07] notwendig ist, da keine zusitzli-
chen Divergenzen durch die Entwicklung generiert werden. Im Falle einer massiven Theorie kann in
den physikalischen Massen ebenfalls eine Taylor-Entwicklung durchgefiihrt werden.
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mehr zur Bestimmung der Renormierungskonstante beitragt:

1 1 —¢*—=2l-q (—¢*—2l-q)* M?
1+ q)? 2 _ 2 + (12 — M?2)2 (12— M2)3 - (12 — M?)2
M?*(M? +2¢* +4l-q)  (—q¢* —2l-q—M?)® 1
(12 — M2)? (12 — M2)? (+q?

(3.22)

Das Endergebnis des Feynman-Integrals wird nicht von M? abhingen, da die Zerlegung
(B21) exakt ist. Die Vernachlassigung des letzten Termes in (322) verfalscht nur den
endlichen Anteil des Feynman-Integrals, an dem wir bei der Bestimmung von Renor-
mierungskonstanten ohnehin nicht interessiert sind. Es ist aber wichtig festzuhalten,
dass bei der hier beschriebenen Methode der endliche Anteil grundsatzlich verworfen
werden muss.

Vernachlissigen wir in ([3:22) auch die beiden vorletzten Terme oc M2, so erzielen
wir genau den gleichen Effekt, wie wenn wir in den urspriinglichen Propagator die
Hilfsmasse eingesetzt und dann in den externen Impulsen ¢ eine Taylorentwicklung
durchgefithrt hatten:

1 1 1 —¢>=2q (—q¢*—2lq)
_ . (323
(+af  Utqf M2 BB @_MP2  (E_iep (3:23)

Das Streichen der Terme oc M? in ([B:22) hat zur Folge, dass im Ergebnis des Feynman-
Integrals nun Terme oc M? stehen, die in der exakten Zerlegung, welche wegen der
Identitiat (3.2I) unabhingig von M? ist, nicht auftauchen. Auf Einschleifenniveau blei-
ben die Terme unabhingig von M? davon unberiihrt und liefern somit die korrekte
Renormierungskonstante.

In Diagrammen mit mehreren Schleifen kann es aber beispielsweise vorkommen,
dass ein Subdiagramm einen divergenten Beitrag oc M? liefert und der endliche Anteil
des Restdiagramms einen Beitrag o M2 (s. Abb. BJl), was im Gesamtergebnis zu einer
M?-unabhinigen Divergenz fithrt. Hitte man die volle Zerlegung (3:22) zugrunde ge-
legt, dann wére die Divergenz oc M? in besagtem Subdiagramm aber nicht aufgetreten,
weil sie sich gerade mit den Beitragen mit Termen oc M? aus ([B:22) aufgehoben hétte.

Dieser Fehler kann ausgeglichen werden, indem man alle moglichen Counterterme
o M? so konstruiert, dass sie in jeder Ordnung aller moglichen Prozesse die Beitrige
o M? kompensieren. Damit rekonstruiert man, zumindest im divergenten Anteil des
Feynman-Integrals, effektiv die vernachléssigten Terme der exakten Zerlegung (3.22)
Ordnung fiir Ordnung in der Storungsreihe.

Da die Terme der Lagrangedichte Massendimension vier haben, sind nur Counter-
terme oc M? denkbar, die aus zwei Feldern der Massendimension eins bestehen, also

M2
02,0 A A

M2

—(5Z§§V 'wewar, (3.24)
—52523 B,B*
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Abbildung 3.9: Ein divergentes Subdiagramm (a) mit Anteilen oc M? und o< [? fithrt in
(b) zu einer M?-unabhingigen Divergenz, da das Restdiagramm einen
endlichen Anteil o ﬁ besitzt. Diese Divergenz muss durch Einsetzen
eines Massencounterterms (c) behoben werden.

fir die Eichbosonen und
M?57%D) ot (3.25)

M2

fiir die Skalarfelder. Fiir Fermionen gibt es keine solchen Counterterme, da Terme mit
M in einfacher Potenz nicht vorkommen. Geistpropagatoren koppeln immer an Geist-
Eichboson-Vertizes, welche proportional zum Impuls des auslaufenden Geistfeldes sind.
Daher kénnen zu einem Geistpropagator nur kinetische Counterterme o (d,¢*)(0"c%)
auftreten, kein Counterterm der Form M?2c%c.

Dieses Vorgehen ist als mathematischer Trick zu verstehen, um mit einer einzigen
Massenskala und einer naiven Taylorentwicklung auszukommen. Sowohl die Hilfsmasse
als auch die Massencounterterme werden auf Ebene der Feynman-Integrale im Nach-
hinein eingesetzt und sind nicht Bestandteil der Theorie. Deshalb spielt es auch keine
Rolle, dass die Counterterme (B.24]) nicht eichinvariant sind.

Zusammenfassend gehen wir also so vor, dass zundchst mittels geeigneter Projek-
toren skalare Integrale erzeugt werden. Darauthin wird in den Nenner jedes Propaga-
tors in jedem Feynman-Diagramm die quadrierte Hilfsmasse M? eingesetzt und dann
in den aufleren Impulsen soweit eine Taylorentwicklung durchgefithrt, wie man diese
fir die Impulsstruktur des zu berechnenden Prozesses benétigt (vgl. (B:23])). Schluf-
endlich sind also nur noch skalare Feynman-Integrale ohne dufiere Impulse (Tadpole-
Diagramme) mit einer Massenskala M zu berechnen. Die Berechnung solcher Integrale
bis zur Dreischleifenordnung ist im FORM-Paket [99] MATAD [108] implementiert,
welches fiir diese Arbeit verwendet wurde.

Bei denjenigen Prozessen im eichfreien Limes (s. Kap. B.6.1]), wo dies moglich war,
wurde als unabhéngiger Test auch die zuerst beschriebene Methode mit MINCER [100]
angewandt.

3.3 Automatisierung der Rechnungen

Bei der Berechnung der Renormierungskonstanten im Standardmodell in Dreischleifen-
ordnung tragen zu jeder 1PI-Greensfunktion eine grofie Zahl von Feynman-Diagrammen
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Tabelle 3.1: Physikalische Felder in QGRAF im vereinfachten Modell mit den Kopp-
lungen g,,y, und A. Alle anderen Standardmodellkopplungen werden zu

Null gendhert. [...,+] definiert kommutierende und [...,-] antikom-
mutierende Felder.
‘ Antifeld, Feld in QGRAF ‘ Bedeutung ‘ Propagator in QGRAF ‘
Tq, tq top-Quark ¢ [Tq,tq, -]
Bg, bqg bottom-Quark b [Bqg,bq, -]
Qu, qu leichtes Quark ¢ € {u,d, ¢, s} | [Qu,qu,-]
g SU(3).-Eichbosonen Af [g9,9,+]
(Gluonen, a € {1,...,8})
C, c Geistfelder ¢* (SU(3),) [C,c,-]
Phl, phl Skalarfeld &, [Ph1,phl,+]
Ph2, ph2 Skalarfeld &, [Ph2,ph2,+]

bei, die alle zu addieren sind. Fir die Diskussion in diesem Abschnitt werden die 1PI-
Greensfunktionen kurz als Prozesse bezeichnet, die durch Angabe der externen Felder
spezifiziert werden, z.B. (A**A"),

Der erste Schritt fiir jeden betrachteten Prozess ist das Aufstellen aller nach den
Feynman-Regeln der Theorie moglichen Feynman-Diagramme. Hierfiir wird das Com-
puterprogramm QGRAF verwendet. In den Tabellen 35 B.6] B und B.§ ist die
Zahl der generierten Diagramme fiir die benotigten Prozesse angegeben.

QGRAF bekommt hierfiir eine Modelldatei, in der alle Felder des betrachteten Mo-
dells als Propagatoren und in den moglichen Kombinationen der Vertizes angegeben
werden. Im eichfreien Grenzfall unter Vernachlassigung aller Yukawa-Kopplungen bis
auf y, verwenden wir die in Tab. B angegebenen physikalischen Felder. Daraufhin
wird die Topologie eines jeden Diagramms ermittelt, welche fir MINCER [100] und
MATAD [108] benétigt wird. Dies geschieht mittels eines Mathematical-Codes im Rah-
men des Automatisierungspakets GEFICOM@, welches seit langer Zeit am Institut fir
Theoretische Teilchenphysik des KIT hauptsichlich von Dr. K. G. Chetyrkin entwi-
ckelt wird. Die folgenden Schritte von GEFICOM wurden im Rahmen dieser Arbeit in
groflem Umfang an die Erfordernisse der zu lésenden Aufgaben angepasst.

Zunachst wird die Liste der Diagramme aufgespalten und in Blocke von tiblicher-
weise 500, 1000 oder 2000 Diagrammen aufgeteilt, die dann als separate Jobs auf
dem Computercluster des Instituts fiir Theoretische Teilchenphysik bearbeitet werden.
Ein wichtiger Teil der Automatisierung ist das Aufspalten der Diagramme in Fakto-
ren, die getrennt berechnet werden konnen. Im eichfreien Grenzfall wird die QCD-
Gruppenstruktur von der Impuls- und Spinorstruktur im Minkowskiraum abfaktori-
siert.

Nun werden die Ausgangsausdriicke fiir jeden dieser Diagrammfaktoren pro-
duziert. Hierzu werden in einer Mathematica-Routine die von QGRAF generier-
ten Vertex- und Propagatorfunktionen Vrtx[QGRAF-Felder,QGRAF-Indizes]

Shttp://reference.wolfram.com/mathematica/guide/Mathematica.html
Snicht publiziert
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und  Prop[QGRAF-Feld,QGRAF-Indizes] auf ~ FORM-Funktionen  abgebil-
det, z.B. Propl[g,1,2] — Dg(mul,mu2) fiir das Impulsraumdiagramm und
Prop[g,1,2] — d_(j1,j2) fir das Farbraumdiagramm, wobei die Lorentz-
Indizes mul, mu2, ... und Gruppenindizes jl, j2, ... fortlaufend aus den
QGRAF-Indizes generiert werden.

Das Farbraumdiagramm kann nach Anwendung eines geeigneten Projektors, der
freie Farbindizes verbindet und somit ein skalares Diagramm erzeugt, mit dem FORM-
Paket COLOR [110] berechnet werden. Farbprojektoren werden aus Kronecker-Deltas
fir die Farbindizes sowie den Erzeugern T}, der Gruppe oder den Strukturkonstanten
fabe gebildet.

Bei dem Impulsraumdiagramm wird zunéchst ein Projektor angewandt um ein ska-
lares Integral zu erzeugen. Ein solcher Projektor wird im Falle freier Lorentz-Indizes
aus externen Impulsen und der Minkowski-Metrik konstruiert, im Falle offener Fer-
mionlinien aus externen Impulsen und +y-Matrizen verbunden mit der Vorschrift, dass
nach der Multiplikation mit diesen zusétzlichen y-Matrizen die Spur iiber die externe
Fermionlinie zu bilden ist.

Nun werden samtliche Propagatoren geméf (812]) in eine Summe aus einem frei-
en Propagator und Propagatoren mit ein bzw. zwei Countertermeinsetzungen aufge-
teilt, z.B. Dg(mul,mu2) — Dg®(mul,mu2)+h*Dgl(mul,mu2)+h"2*Dg2 (mul,mu2), wo-
bei h die in Kap. B2 beschriebene Buchhaltungsvariable fiir die Schleifenordnung ist.
Mittels der Definition Symbol h(:3); in FORM wird sichergestellt, dass Terme mit
Potenzen von h grofler als drei nach jedem durch den Befehl .sort abgeschlossenen
FORM-Modul verworfen werden. Fiir die Vertizes und Propagatoren werden nun die
expliziten Feynman-Regeln, wie sie in Anhang [B.I] angegeben sind, eingesetzt.

Nachdem nun die Behandlung der v,-Matrizen wie in Kap. beschrieben durch-
gefiihrt und die fermionischen Counterterme eingesetzt wurden (vgl. Kap. B21]), ist
die Spurbildung iiber die y-Matrizenprodukte aller Fermionlinien der nachste Schritt in
GEFICOM. Es folgt das Einsetzen der Counterterme in die bosonischen und Geister-
propagatoren sowie die Taylorentwicklung in den externen Impulsen, welche nach dem
Abspalten der externen Impulsstruktur des zu berechnenden Prozesses zu Null gesetzt
werden (vgl. Kap. B23)). Daraufhin wird dass resultierenden skalare Tadpole-Integral
mit einer Massenskala M an MATAD iibergeben und ausgewertet.

Alternativ kann auf die Hilfsmasse und die Taylorentwicklung in den externen Im-
pulsen verzichtet werden und ein externer Impuls ¢ als Skala genommen werden. Die
resultierenden propagatorartigen Impulsraumdiagramme werden dann mit MINCER
berechnet. GEFICOM liegt in zwei Versionen vor, um entlang der oben beschrie-
benen Schritte sowohl die Ausgangsnotation fiir MINCER als auch die fir MATAD
generieren zu konnen.

Die Faktoren (1+ h-0Z), welche mit der Renormierung eines jeden Vertex verbun-
den sind, werden gesondert berechnet und am Ende zusammen mit dem Farbfaktor
an das Impulsraumdiagramm multipliziert. Diese Aufteilung des Diagramms in einen
Farbraumfaktor, einen Impulsraumfaktor und einen Faktor aus Konstanten dient der
Minimierung der auftretenden Summandenzahl in den Zwischenergebnissen der Rech-
nung.

Fiir die Arbeit [98], in der die Dreischleifen-Betafunktionen fiir die Eichkopplungen
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des Standardmodells berechnet wurden, kommen teilweise die gleichen Programme,
beispielsweise QGRAF, MINCER und MATAD zum Einsatz. Die Implementierung
der Feynman-Regeln, der Renormierung sowie der problemspezifischen Methoden, wie
der 7;-Behandlung und der Methode mit einer Hilfsmasse (s. Kap. B.2Z3)) erfolgte hier
jedoch unabhéngig. In wurde auch nicht GEFICOM, sondern Q2E und EXP [IT1],
verwendet. Als Test fiir die Automatisierung der in der vorliegenden Dissertation
vorgestellten Projekte wurden alle Zweischleifenrenormierungskonstanten des jeweils
betrachteten Modells nochmals unabhangig berechnet und mit der Literatur verglichen.

3.4 Gruppenstruktur des vollen Standardmodells

Zunéchst wurden im Rahmen dieser Arbeit in einem vereinfachten Modell, das nur
die drei Kopplungen g,,y, und A enthilt, Betafunktionen (s. Kap. B:6.]) und anoma-
le Dimensionen (s. Kap. B.6.2) berechnet. In einem zweiten Schritt wurden fiir den
Higgs-Sektor zusétzlich noch 5,2 und S, im Standardmodell unter Einbeziehung der
elektroschwachen Kopplungen g, und g; sowie der Yukawa-Kopplungen ¥, und g, der
dritten Teilchengeneration zusatzlich zu den drei Kopplungen g,,y, und A im berech-
net (s. Kap. B:6.3)). In Tab. wird ein moglicher Satz physikalischen Felder (dieser
sei im folgenden als Satz A bezeichnet) angegeben, mit dem sich dieses Modell in
QGRAF implementieren lasst. Wie auch schon im eichfreien Grenzfall werden hier die
SU(2),-Freiheitsgrade sowohl bei den Fermionfeldern als auch bei den Eichbosonen und
Geistern als separate QGRAF-Felder definiert, wahrend die SU(3).-Freiheitsgrade in
ein Quarkfeld bzw. ein Gluonfeld zusammengefasst werden. Der Farbanteil wird abge-
spalten und als separates Farbraumdiagramm berechnet.

Im SU(2).-Sektor ist die Situation anders, da sowohl die fermionischen Counter-
terme als auch die U(1)y-Hyperladungen der Quarks und Leptonen von der SU(2),-
Konfiguration der Fermiondoublette abhéngen. Auf Ein- und Zweischleifenniveau, wo
Counterterme in die Diagramme einzusetzen sind, sind die Felder aus Satz A daher
naheliegend. Allerdings werden auf Dreischleifenniveau, insbesondere fiir die Vier-®-
Vertexkorrekturen sehr viele Diagramme generiert, was mit einer hohen Rechenzeit
verbunden ist.

Dies ist nicht notwendig, da viele dieser Diagramme dieselbe Struktur im Impuls-
raum haben, wenn man die volle SU(3), x SU(2),, x U(1)y-Gruppenstruktur abfaktori-
siert. In dieser Schleifenordnung sind auch keine Counterterme einzusetzen. Es bietet
sich also an einen kleineren Satz von Feldern (Satz B) zu verwenden, wie er in Tab.
angegeben ist. Die SU(3).-Farbstruktur ldsst sich wie oben abfaktorisieren und mit
COLOR berechnen. Ebenso werden Konstanten weiterhin in einem separaten Faktor
gesammelt. Der Impulsraumanteil wird wie oben beschrieben berechnet, allerdings wer-
den fortlaufend durchnummerierte Label fiir rechts- und linkshédndige Anteile der Fer-
mionlinien eingesetzt, da sich die SU(2), x U(1)y-Gruppenfaktoren fiir diese unterschei-
den. Ebenso treten beim Vier-W-Vertex drei verschiedene SU(2),-Gruppenfaktoren
auf, sodass fiir den Impulsraumanteil dieses Vertex ebenfalls drei Label fiir die drei
Summanden zum Einsatz kommen.

Das SU(2),, x U(1)y-Gruppendiagramm wird dann in einer separaten Mathematica-
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Tabelle 3.2: Physikalische Felder in QGRAF im Standardmodell mit den Kopplungen
Jss 92, 9191, Yo, Y- und A (Satz A). [...,+] definiert kommutierende und

[...,-] antikommutierende Felder.

‘ Antifeld, Feld in QGRAF ‘ Bedeutung ‘ Propagator in QGRAF ‘
Tq, tq top-Quark ¢ [Tq,tq,-]
Bg, bg bottom/beauty-Quark b [Bq,bq, -]
Uqg, ugq leichtes Quark (u, c) [Uq,uq, -]
Dg, dq leichtes Quark (d, s) [Dg,dq, -]

Ntau, ntau 7-Neutrino v, [Ntau,ntau, -]
Tau, tau T-Lepton [Tau,tau, -]
Nel, nel Neutrinos (ve,v,,) [Nel,nel,-]

El, el leichtes Lepton (e, p1) [El,el,-]
g SU(3).-Eichbosonen A [9,9,+]
(Gluonen, a € {1,...,8})
Wi SU(2).-Eichboson W;} [W1,W1,+]
W2 SU(2).-Eichboson WE [W2,W2,+]
W3 SU(2).-Eichboson Wj’ [W3,W3,+]
B U(1)y-Eichboson [B,B,+]

C, c Geistfelder ¢* (SU(3).) [C,c,-]
CWl, cWl Geistfelder ¢, (SU(2).) [CW1,cWl,-]
CW2, cl2 Geistfelder ¢2, (SU(2),) [CW2,cW2,-]
CW3, cW3 Geistfelder ¢, (SU(2),) | [CW3,cW3,-]
Phl, phl Skalarfeld &, [Ph1,phl,+]
Ph2, ph2 Skalarfeld &, [Ph2,ph2,+]

Routine berechnet, welche fiir diese Arbeit programmiert wurde. Hier wird jedes Quark-
feld ¢; mit einem Isospinindex (7 = 1,2) angenommen, der beim linkshéndigen Anteil
gerade den SU(2),-Konfigurationen entspricht und beim rechtshindigen die beiden un-
abhangigen Felder markiert, was in der dritten Generation ¢z = ¢z und gor = bg
bedeutet. In Fermionlinien mit Yukawa-Kopplungen wird nur die dritte Generation an-
genommen, Fermionschleifen ohne Yukawa-Wechselwirkungen werden mit einem Fak-
tor N, (Anzahl der Generationen, also im Standardmodell N, = 3 multipliziert. Fiir
Leptonen [; wird analog verfahren, mit dem einzigen Unterschied, dass diese nicht an
Gluonen koppeln und andere U(1),-Hyperladungen haben.

Da die U(1)y-Hyperladung eines Feldes (vgl. Tab. B4l von der Isospinkonfigu-
ration desselben abhéngt, werden SU(2), und U(1)y nicht in verschiedene Faktoren
des Feynman-Diagramms getrennt und die Evaluation erfolgt durch explizites Sum-
mieren iiber alle Indizes und Einsetzen der Komponenten der Paulimatrizen, SU(2), -
Strukturkonstanten und Hyperladungen. Da hierbei sehr lange Summen von Termen
entstehen, werden die einzelnen Terme als Eintriage in Mathematica-Listen verwaltet
und die Evaluation durch aufeinanderfolgende Ersetungsregeln (Mathematica-Befehl
ReplaceAll) vorgenommen.

Bei der Berechnung der SU(2), x U(1)y-Gruppendiagramme werden die gleichen
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Tabelle 3.3: Physikalische Felder in QGRAF im Standardmodell mit den Kopplungen
Jss 92, 9191, Yo, Y- und A (Satz B). [...,+] definiert kommutierende und

[...,-] antikommutierende Felder.
‘ Antifeld, Feld in QGRAF ‘ Bedeutung ‘ Propagator in QGRAF ‘
Qu, qu Quark g; [Qu,qu, -]
(1=1:u,c,t; i =2:d,s,b)
Lep, lep Lepton [; [Lep,lep,-]
(i =1 Ve, v, 07 0 =2 €, 11, T)
g SU(3).-Eichbosonen Al [g9,9,+]
(Gluonen, a € {1,...,8})
W SU(2).-Eichbosonen Wﬁ [W,W,+]
(bed{l,...,3})
B U(1)y-Eichboson [B,B,+]
C, c Geistfelder ¢* (SU(3).) [C,c,-]
Cw, cW Geistfelder %, (SU(2),) [CW,cW3,-]
Ph, ph Skalarfeld ®; (z =1,2) [Ph,ph, +]

Label mit denselben Nummern wie in den Impulsraumdiagrammen verwendet. Am
Schluss werden dann die vier Faktoren - Impulsraumdiagramm, SU(2), x U(1)y-
Gruppendiagramm, SU(3).-Gruppendiagramm (Farbfaktor) und Konstanten - multi-
pliziert, wobei Produkte des gleichen Labels auf Eins und Produkte verschiedener Label
auf Null gesetzt werden.

3.5 Status der Betafunktionen im Standardmodell

In Ein- und Zweischleifenordung sind die Betafunktionen des Standardmodells seit
langerer Zeit bekannt. Die QCD-Betafunktion auf Einschleifenniveau [65,[66] zeigten,

Tabelle 3.4: Hyperladungen Y}, welche das Transformationsverhalten der Felder f
bzgl. der U(1)y beschreiben. Die Isospinkomponente I, gibt bei links-
héndigen (1h.) Feldern f; die SU(2).-Konfiguration an. Rechtséndige (rh.)
Felder f sind SU(2),-Singulette, sodass hier der Index ¢ = 1, 2 einfach der
Kennzeichung des Fermiontyps entspricht — (u, ¢, t) fir ¢ = 1 und (d, s,b
bzw. e, p, ) fir i = 2.

Feld f Beschreibung Yy, fiir Ih. Feld fr | Yy fiir rh. Feld f,
¢ Quark mit I, = +% (u,c,t) +% 4_%
0 Quark mit I, = —3 (d, s,b) +3 ~1
[ Lepton mit [, = +% (Ves Vs V) _% 0
lo Lepton mit I, = —3 (e, p1,7) —2 —1

‘ o ‘ Skalardoublett ‘ Y, = +1

2 |
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dass Quarks asymptotisch frei sind, die Kopplung «, = % also fiir hohe Energieskalen
gegen Null strebt. Fiir die Eichkopplungen g¢,, 9o und ¢g; wurden die Zweischleifen-
Betafunktionen in den Arbeiten [56-58,67-72,[74] berechnet. Die Betafunktionen fiir
die Yukawa-Kopplungen in Zweischleifenordung wurden in [56,5773.[75] berechnet. Die
Betafunktionen fiir die Higgs-Selbstkopplung und den Massenparameter m? aus dem
Higgs-Potential (ZI4]) zur Zweischleifenordung wurden in [55H58] berechnet. In [57]
sind alle Zweischleifen-Betafunktionen des Standardmodells mit komplexen Yukawa-
Matrizen angegeben.

Auf Dreischleifenniveau wurden zuerst die Betafunktionen fiir die Eichkopplungen
Js, 91 und g im vollen Standarmodell] berechnet [80,8TL98]. Dieses Resultat konnte in
einer unabhéngigen Arbeit [83] bestétigt werden.

Fiir die top-Yukawa-Kopplung und die Parameter A und m? des Higgs-Potentials
wurden die Betafunktionen im Rahmen dieser Arbeit zundchst im eichfreien Limes
(92,91 — 0) unter Vernachlassigung der tibrigen Yukawa-Kopplungen berechnet [g].
Das Resultat fir 3, wurde in undabhéngig bestéitigt und um Terme mit den
Kopplungen gs, g1,y, und gy, erweitert. AuBlerdem wurden hier auch 3, und 3, be-
rechnet.

Fiir die Betafunktionen der Higgs-Selbstkopplung A und des Parameters m? wurde
eine Rechnung unter Einbeziehung der elektroschwachen Korrekturen und der kleine-
ren Yukawa-Kopplungen der dritten Generation gy, und y, im Rahmen dieser Arbeit
durchgefithrt [7]. Diese Resultate konnten ebenfalls von einer anderen Arbeitsgruppe
unabhéngig bestatigt werden [84]. Die numerisch sehr kleinen zusétzlichen Korrekturen
durch Einbeziehung komplexer Yukawa-Matrizen wurden in [120] publiziert.

Auf Vierschleifenniveau sind die reine QCD-Betafuntion fir g, bzw. «, bekannt
[121,122] sowie die Anteile der Betafunktion fiir A, welche von den Skalarfeldern
herrtihren [123H125].

3.6 Analytische Resultate und numerische Analyse

Im Folgenden werden die im Rahmen dieser Arbeit gewonnenen Ergebnisse zu den
Renormierungsgruppenfunktionen im Standardmodell vorgestellt. Um die Effekte der
neuen Dreischleifenterme einschétzen zu kénnen werden aulerdem fiir die Betafunktio-
nen jeweils die wichtigsten Terme an der Skala der top-Quarkmasse 1 = M, numerisch
ausgewertet und diskutiert.

3.6.1 Dreischleifen-Betafunktionen im eichfreien Grenzfall

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der Rechnungen im eichfreien Grenzfall
unter Vernachlassigung kleiner Yukawa-Kopplungen vorgestellt. Das hier verwendete
vereinfachte Modell entélt also nur die bei niedrigen Energien dominanten Kopplungen
g, und y, sowie die Parameter A\ und m?, wobei letzterer keinen Einfluss auf das UV-
Verhalten von Prozessen und damit auf Betafunktionen und anomale Dimensionen hat

"Partielle Resultate fiir Dreischleifen-Betafunktionen, welche wichtige Vergleiche fiir die volle Rech-
nung liefern, finden sich in [TT3HIT9].
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und somit in der Rechnung vernachlassigt werden kann. Diese Ergebnisse entstanden
im Rahmen dieser Dissertation und wurden in [§] verdffentlicht.

In Tab. sind die Prozesse, zu denen Schleifenkorrekturen berechnet wurden, zu-
sammen mit der Anzahl an jeweils von QGRAF generierten Diagrammen angegeberﬁ.

Der erste Abschnitt dieser Tabelle zeigt die berechneten Selbstenergien, die zu den
Wellenfunktionsrenormierungskonstanten fithren. Im zweiten Abschnitt sind die Ver-
texkorrekturen aufgefiihrt, von denen jede zusammen mit den Wellenfunktionsrenor-
mierungskonstanten der externen Felder eine Kopplungsrenormierungskonstante und
damit eine Betafunktion liefert. Es wurden hier fiir jede Kopplung mehrere Prozesse
benutzt, um einen griindlichen Test fiir die verwendeten Rechenmethoden, Computer-
routinen und die Implementierung der Feynman-Regeln sicherzustellen.

Die Ergebnisse werden mit allgemeiner Struktur fiir die QCD-Eichgruppe un-
ter Verwendung der Casimiroperatoren C und C), der fundamentalen und adjun-
gierten Gruppendarstellung angegeben (s. Anhang [Al). Hierbei ist d die Dimension
der fundamentalen Darstellung und 7% ist der mit Hilfe der Generatoren T so defi-
niert, dass T,6% = Tr (T“Tb). Im Fall einer SU(N,) gilt d = N., C, = 2T=N, und

Cr.=1T: (Nc — N%), im Standardmodell ist N, = 3 und damit C, = %, C, = 3 sowie

1
TF:§'

Die Anzahl der Quarkfelder wird mit n, bezeichnet, wobei neben dem top-Quark
noch n, = n, — 1 leichte Quarks beitragen. Im Standardmodell ist n; = 6 zu wah-
len. Die Beitrage der einzelnen Schleifenordnungen werden im Folgenden geméifl (2.79)
dargestellt.

Fir die Higgs-Selbstwechselwirkung A ergibt sich

BW =12 X% + 2d, 2\ — dp y?,
1
B = = 156 3 = 24dy? N — Jduy!h + 5y
+ 10Cwdp g2y A — ACdr g2y,

789
B ) (3588 + 2016¢5) + 291ds y?X° + 3"\ (TdR +252(yd, — 36d§)

1881 13 195
+ 45 (—Tdﬁ,  66Csd, + 80d§) 4o (7dR 126y, — ?di)

805
+ YN (=306 dy + 288CsCrdr) + gPyiA (TCFdR _ 324§30FdR)

19 119
+ gfy? (_7CFdR + 60C3CFdR) + gfyf)‘ (_TCg‘dR + 77CACFdR

131
—16n,TwCrdy + T2(C2d 5 — 36§3CACFdR) + gty (%Cﬁdﬁ,

109
AT, Cdy — —C, Crdy + 100, T, Crdy — 48G,Cod + 24§30ACFdR) .
(3.26)

8Es werden in der ersten Spalte die externen Felder der zu berechnenden Greensfunktion ange-
geben. Es sei daran erinnert, dass Oz = ®'® der in (Z70) definierte Operator zur Berechnung von
Zm2 aus (Z70) und damit von S,,2 ist.
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Tabelle 3.5: Anzahl der von QGRAF generierten Einteilchen-irreduziblen Feynman-

Diagramme im eichfreien Grenzfall.

Prozess 1 Schleife | 2 Schleifen | 3 Schleifen | benotigt fiir
Ao AY 6 53 1293 739
it 4 47 1133 72
bb 2 19 375 7
qq 1 9 172 A%
&b 1 9 172 Z{)
Pt P 3 15 215 7(2®)
1*1 2
o5 D, 3 19 354 Z{3?
[020] BF By | 2 25 473 i
[Oap) @5 Dy | 2 29 709 -
PrPrD, By | 7 122 3386 Z
P Pr D Dy | 6 128 4291 7
B3 B3 Py Dy | 11 302 13049 7
b AS 2 51 1620 Z,,
ttAs 5 169 7103 Z,,
bt ®; 1 36 1293 Zy
thd, 1 36 1293 Z,,
tt o 3 107 4447 Z,,
it d, 3 107 4447 Z,,

Der Ein- und Zweischleifenanteil sind im Fall einer SU(3)-Eichgruppe in Ubereinstim-
mung mit [55,57], der rein skalare Anteil (g.,y, — 0) lésst sich mit [123H125] verglei-

chen.

Fiir den Massenparameter m? des Higgs-Potentials findet man durch Einsetzen des
Operators O aus ([2.70) in eine Greensfunktion mit zwei externen Skalarfeldern

lixe,
mZ
5%
mZ
5%
mZ

=6\ + dRytz,

9
30X~ 12dn yPA — S dny) + 5Crdn g2y},

617
16

4

dp+ 24> + 15<3dR>

+ g2y AN (—153Crdy, + 14450 1d)
447

Py <?CFdR ~ 90(30FdR)

99 333
=1026 \* + 7dR TR ST <TdR — 1842 + 72g3dR>

+98 <—

119 7
+gly? < Cly + - CyCrdy = 81, Ty Cydy + 366,C2, — 18§30ACFdR) ,

(3.27)
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was in Ein- und Zweischleifenordnung mit den bekannten Ergebnissen aus [57] tiber-
einstimmt. Die reinen A-Terme kénnen wieder mit [123HI25] verglichen werden.
Die Betafunktion der top-Yukawa-Kopplung y, wird in diesem Modell zu

5(1) ,(3 1
Po 2 (24 20 ) — 30, ¢
yt yt (4+2 R) 3 nga
B 3 9
=8 6%A+%(Z—Z%)
5 3 97 10
(3) 285 4
e (- ) s ()
345 9 107 39
6 (_2%0 s d, d2)
+yt( 32 TGt * @ CRIETS (3.28)
+6Cr g?y2A — g%y (MC—+ Cd)
471 119 17 7
+¢f( 2 — 2Oy + T,Cy + 2 CuCr + 1 CuCrd
33 : : 27
12 12 1141
-—&gcacng)+-‘3(———gcﬁ ——gC7Cﬁ———16§§C@CY—%46n/T(7
RN

berechnet. Die Ein- und Zweischleifenresultate sind fir den Fall einer SU(3)-Eichgruppe
wiederum in Ubereinstimmung mit den bekannten Ergebnissen aus [57,[75]. Die Terme
der Ordnung ¢%, ¢*, y2¢? and g'y, zur Renormierungskonstanten Z,, lassen sich mit
der Arbeit [I18] vergleichen, wo die Renormierungskonstante Z,,, fir die gemafl (2:34)
definierte top-Quarkmasse m; = %yt in der gebrochenen Phase des Standardmodells
in Abhangigkeit von m; und «, berechnet wurde. Hier ist %, wie in (2.25]) definiert, ein
konstanter Anteil des Skalarfelds ®5. Terme im Wechselwirkungsteil der Lagrangedichte
L., die v enthalten, werden aus dieser herausgenommen und der freien Lagrangedichte
zugerechnet. Die top-Quarkmasse wird also wie das Produkt y; (®s + ®F) renormiert.
Mit der Definition

7 (tb)
Ty = Zy 257 = —21 (3.29)

2t 2t
Zy1 Zsn

konnten die Terme aus reproduziert werden.
SchlieBlich lasst sich in diesem Modell auch die Betafunktion fur die starke Wech-
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selwirkung zu

% =57 (g Cat 2Ty,
Sl am gyt ((H o mcn s Wnet),
Bl gt (34 Ts) — ot (1., 1201, 230
+ g5 <—%5870§ —n,T,C2 + %n,chTFCF + %nfciTF
22 79

~TRITIC, — niCATE)

berechnen. Bis zur Dreischleifenordnung treten keine Terme mit A auf. Fir y, = 0 wird
so das reine QCD-Resultat [116,[117] reproduziert. Die Ein- und Zweischleifenanteile
sind aus [56] 65, 66, 71,73, 74] bekannt, der Term proportional zu gy? stimmt mit
[118] iiberein und die restlichen Terme lassen sich fiir eine SU(3)-Eichgruppe mit der
Berechnung im vollen Standardmodell [80,81] vergleichen.

Auf http://www-ttp.particle.uni-karlsruhe.de/Progdata/ttp12/ttp12-012/
sind alle diese Ergebnisse auch in maschinenlesbarer Form verfiighar.

3.6.2 Anomale Dimensionen im eichfreien Grenzfall

Aus den Renormierungskonstanten fiir die Felder lassen sich mittels ([BI1]) die in
Kap. 2.4 definierten anomalen Dimensionen der Felder berechnen. Besonders die an-
omale Dimension des Skalarfeldes spielt bei der Approximation des effektiven Higgs-
Potentials fiir hohe Skalen (2I0T]) eine wichtige Rolle.

Die Wellenfunktionsrenormierungskonstanten fiir ®; and ®, stimmen aufgrund der
SU(2)-Symmetrie der Theorie tiberein, was damit auch fir die anomalen Dimensionen
gilt. Unter Vernachlassigung der Kopplungen g, und ¢; wird der links- und rechtshan-
dige Anteil der Quarks, die nicht an der Yukawa-Wechselwirkung teilnehmen, gleich re-
normiert. Dies gilt aber nicht fiir top-Quarks und linkshandige bottom-Quarks, sodass
sich fir diese Quarktypen verschiedene rechts- und linkshdndige anomale Dimensio-
nen ergeben. Die linkshdndigen Renormierungskonstanten und damit auch anomalen
Dimensionen des top- und bottom-Quarks miissen aber wiederum aufgrund der SU(2)-
Symmetrie dieselben sein. Alle diese von der Theorie verlangten Ubereinstimmungen

!
o= N = (3.31)
!
’Vé,L = ’YS,La (3-32)
! !
V2 o= WZ,LZVS,RZVS,R (3.33)

wurden auf Dreischleifenniveau im Zuge dieser Rechnung explizit getestet. Die Ergeb-
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nisse wurden in [8] publiziert.

W =g2Cr (1-¢),

@ gt (—§C§ F OO 0T Cp — JECLC iézc;cp) ,

~2®) =6T,Cp g*y? + ¢° (gc;”: - %a@i + %Cj@ + 3n,T,C?
_%nchTFcF + 2—90n§Tch 126,0,02 — gggcjcp _ 33—721§C§CF
F e, CUT,Cp = SEGOACr + - E 03 + S€GOIC, — 00, )

(3.34)

Im Grenzfall y, — 0 ist dies einfach das bekannte Ergebnis aus der QCD [117]. Die
Feldstérkerenormierungskonstanten fiir top-, bottom- und leichte Quarks lassen sich
bis zur Ordnung ¢® und g?y? mit den Ergebnissen aus [II8] vergleichen, welche in
der gebrochenen Phase des Standardmodells berechnet wurden. Fiir linkshdndige top-
und bottom-Quarks sowie rechtshindige top-Quarks findet man wegen der Yukawa-
Wechselwirkung zusatzliche Terme:

(1) _a(D) lyz

Yo, =72 5

@ _ 0@ _a(L 30N o0 20
72,[/ _72 yt 4 _'_ 4 R ngyt7

t .3 33 3,29, 3, .3
B =5® = 92 6yA g (=5 + T — S+ 56) (3.35)

: 4 28 8" 2

13 5
+ gfyf (?CF + ngdR + 6C30FdR)

51 31 3
+ gty? (—gcﬁ + §CACF — 5nfTFCF + 6¢302% — 15§30ACF) ,

i = 1
, . 1 3
5 = —yt (5 + 5da) —4Ce g7,
t(3) __4(3) 33 242 4 6 33 53 3 2
Yo.R =Yoo — 5 YN+ 129 N+, (_1_6 + ng - Zd}z +3C3 (336)
5
+ g2yt (5Cs + {Crda+126:Crd )

51 31
+9.y; (—ZCﬁ = CaCr = 3, TeCr + 12607 — 30g30ACF) .
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Die anomale Dimension der Skalarfelder wird zu

W :dR yfa

D

V2
9

0 @ =62 = Zduy! + 5Ceda g%y?,

45
7P == 36X — T dn PN+ 15d5 /A

25 15
00 (=2 68+ 3G ) + g (SCod — 18G:C,d)
16 8
119 7

(3.37)

berechnet. Die Terme in (337), die nur A als Kopplung enthalten, wurden bereits
in [123[124] vorgestellt.
Schliefflich findet man fiir die anomale Dimension des Gluonfeldes

3
23 15 1
8@ — 4T, gy: + gt (—ch + 4n,; T Cyp + 51, C Ty — ggcg + . 5203) ,

5 4 1
’75(1) =g’ (_gcA + on e — §§CA) ;

g 25
1Y =2yt (9T + TTrds) — g'y? (GTFCF T chTF)

4051 5 875 44
76 3 127
—En?CATﬁ + 5@,0;?; + 24¢3n,C T Cp — 183, C>* Ty — 1—6503
9 27 3 7
+2¢n,C3Ty — ng:sCi + 1_6§QC§ + 1—6§2C3C§ — 3—25303) ;

(3.38)

was fir y, — 0 mit [117] und fur y,,£ — 0 mit [I16] tbereinstimmt.
Auf http://www-ttp.particle.uni-karlsruhe.de/Progdata/ttp12/ttp12-012/
sind diese Ergebnisse ebenfalls in maschinenlesbarer Form verfiighar.
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Tabelle 3.6: Selbstenergien im Standardmodell (unter Vernachlassigung der Yukawa-
Kopplungen der ersten und zweiten Generation sowie der nichtdiagonalen):
Anzahl der von QGRAF generierten Einteilchen-irreduziblen Feynman-
Diagramme (Feldersatz A).

Prozess | 1 Schleife | 2 Schleifen | 3 Schleifen | benétigt fiir
AnAb |7 114 - Z59)
Wiw} |17 372 - ZE)
W2W2 | 17 372 - z3")
W3W3 | 17 383 - z")
B,B, |12 285 - A
it 8 374 - 782
bb 8 374 - A
iu 5 187 - Z{
dd 5 187 - A
vv, |5 194 - Z{#)
7T 7 290 - Z{3)
Veve |4 145 - Z§)
ée 4 145 - A
o b 1 10 - Z{
el ]2 42 - z{ew)
2|2 42 - Z{w)
3.3 ]2 42 - z{ew)
d* D, | 12 380 28383 782
30, |13 419 (32436) | ZPY

3.6.3 Dreischleifen-Betafunktion fiir die Higgs-Selbstkopplung

In Tab. und Tab. B.7 sind die Prozesse aufgelistet, die im vollen Standardmo-
dell, unter Vernachlassigung der Yukawa-Kopplungen der ersten beiden Generationen
und der nichtdiagonalen Elemente der Yukawa-Matrizen, bzw. der CKM-Matrix, unter
Verwendung des Feldersatzes A (s. Tab. B2)) generiert und berechnet wurden. Bei ei-
nigen Prozessen wurden so viele Diagramme generiert, dass eine Berechnung mit dem
Feldersatz B (s. Tab. B.3) erheblich effizienter war. Die Anzahlen der entsprechenden
Diagramme sind in Tab. gegeben.

Die Anzahlen an Diagrammen, die fir den Feldersatz A zwar generiert, aber nicht
berechnet wurden, sind in Klammern gesetzt. Man sieht, dass sich durch Verwendung
des Satzes B die Anzahl der Diagramme fiir den Vier-®-Vertex um einen Faktor von
etwa 4 von ca. 2,3-10° auf ca. 5, 7-10° und fiir den ([Op]®*®)-Vertex um einen Faktor
von ungefahr 6 reduziert. Fiir den Feldersatz B wurden zu Testzwecken einige Ein- und
Zweischleifenkorrekturen erneut berechnet und mit der Rechnung fiir den Satz A vergli-
chen. Auflerdem wurde die ®-Selbstenergie auf Dreischleifenniveau mit beiden Sétzen
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Tabelle 3.7: Vertexkorrekturen

im Standardmodell

(unter Vernachlassigung der

Yukawa-Kopplungen der ersten und zweiten Generation sowie der nicht-
diagonalen): Anzahl der von QGRAF generierten Einteilchen-irreduziblen
Feynman-Diagramme (Feldersatz A).

Prozess 1 Schleife | 2 Schleifen | 3 Schleifen | benétigt fiir
[O29] 1Py | 6 567 (69002) T
[O26] 5P, | 6 589 (73933) Z
PP 0, Py | 95 13811 (2273186) | Z,

1 @5 0 Dy | 91 13818 (2352247) | Zy

D} 3 Dy Dy | 109 16250 (2829184) | Zy
B,B,B, |26 1380 - Test: (BBB) =0
A 2 56 - Zy,

& e w2o|2 99 - Z g

v, T ® 8 811 = Z,.

77 dy 10 1068 . Z,.
v-T W, 7 843 - Z g

v T W} 7 843 - Z g
TTW} 12 1226 . Z4,

7T B, 10 1062 . Z,
thd, 13 1410 = Zyer Zy,
ttd, 14 1568 . Z,,
bb®d, 14 1568 - Zy,

tt Al 9 920 . Z,,
tbw,) 11 1371 . Z4,

tt B, 11 1359 . Z,

Tabelle 3.8: Schleifenkorrekturen im Standardmodell (unter Vernachldssigung der

Yukawa-Kopplungen der ersten und zweiten Generation sowie der nicht-
diagonalen): Anzahl der von QGRAF generierten Einteilchen-irreduziblen
Feynman-Diagramme (Feldersatz B).

Prozess 1 Schleife | 2 Schleifen | 3 Schleifen | bendtigt fiir
D7 BT B, Py | 65 5568 573692 Z

% o, 7 125 5634 Z{3?

[O29] 7Py | 3 174 12902 T

[020] D5 Py | 3 174 12902 T2

&P A 2 52 - Z,,

WEW} 7 103 - z3")

e el 1 10 - z{ew)

berechnet, was einen wichtigen Test fiir die Implementierung der Gruppenstruktur des
vollen Standardmodells (s. Kap. B4]) darstellt.
Mittels der in den Tabellen und B aufgezdhlten Prozesse wurden alle
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Standardmodell-Counterterme in Zweischleifenordnung bestimmt, wobei zu Testzwe-
cken jede Kopplungsrenormierungskonstante auf mehrere Arten berechnet wurde.
Fir die Betafunktion der Higgs-Selbstkopplung A zur Zweischleifenordnung wurde

in Ubereinstimmung mit [55,57,58]

93

9 3,3 9
B ==yl — B+ ghgg + 9igig + gigg + M2+ M6 — Agin — Agig

+ A%12 + y?A6 — y!'3,

3 9 497 2

B =y%5 + yi15 — goy?= — G2y, 5 + 95 <3—2 — 2Ng> — 912+ g1y 5
11 9 97 2 25 5
+ 9193y — + gfgiyfz ~ 9195 <% + 5N9> — g1r =+ giy; 3

239 10 59 10 1 3
_42 e —N _6<_ —N)—)\4——>\4—
9192<96 T ") Jil\gg T g Ne) T Mg T A
15 45 313 25 25
+ Agiyfz + Agiyfz + gy <—1—6 + 5Ng) + Agfyfz + Agiy; o
9229 25

9
P 0 (2 + SN,) - %22 - N2 s
2 2 221 2 419

9
+ A%g718 — A*156 — y2y,3 — yfgég Y9t — g
45 85 .

4
— yPAyp21 + y,?AQSZ + y?Ang — N T2 — ylyl3 — v, gfg

3
— YA 0715 — g7Y16 + g2Ay 40 + g7yIA0 — gy 16
gefunden. Der Dreischleifenbeitrag lautet

143 297 207 1599
P =y <—— - 12C3) — U Y T2 = g (—— - 36@3)

8 8
1137 3411 4503 273 13
2 6 2 6 4 4
— 9 97 Tt =
+ 95y, ( 39 Cs) + 959, < D) Cs) + 9y, < 123 6%
. (13653 819 39 ) 6 9 < 5739 99 9

9
+ BYYe= + 99y, Tm 18 Nt~ T 5

"3
17217 297 27 082291 2781 14749
6,2 =70 =N 8< _ — N
+92y"< 256 T 2 T ) T 3o TR ® T g
5111

d 135
15N, G~ SN2 ) + gyl (S5 + 336 ) + gl (S5 - 256s)

15 381 5 3939 311
+ g1 g5y} (—6—4 — ?4“3) — 9193yy°~ + 9193y, <—1—92 — ?Cs)
)4 (1833 3

1 4179 D
= 2 - =N 22 (— 9 —N)

3456 32 864 ¢ 27 ¢ 128

15137 2035 415 6657 15
4 (Lolof _ 20y 422(___ _
( 356 144 % T 36 ) 1929\ 555 ~ 3%

64693 873 149

+ 919 1Y,

41
+ giyry? T 919,

4403

4 2 2

N,

)
)

+—CG+ N,

54053 405 8341 10 5697 75 65
26( 0 0 3 N 2) 44( _'_31—6C3+EN9)

(3.39)

5
° Ng)
6

9. 25
+ 91929, (2—56 oGt gNg) + G195 (—— oGt g Vot TG

3456 648
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50 3029 12043 5 95
)0 (2o I) (32 B
1V ) 9y (5 G + oy 5305 T8t 13N
29779 18001 250
6 2
_ e N _ 27
_Fglgz( 6012 +' Q‘ o502 Vo T o NG — o543 g)
6845 20735 95 125 1241
(e + 125G — Jrap N+ SN —U—JW) AG(—————GG)
gl( 0216 128C3 1728 ¢ TR - G

117 1587
+Aﬁg&my+A¢mﬁgy+mf(7;-HB@)+Ag 6—7;—+rn@)

4977 1311 117 21
’W32W+Mﬂ4‘jr+ﬂ%0+M%%}§Z———®—ZM)
3933 351 63 46489 2259 3515
ot 22N AG(_ N
bt (=g — 3 G- ) e (g + TG

70 507 5737
+90N,(s + ng) + A f f <? - 117@3) )\glyf 29 + )\glyb ( o1

3771 3009
+249¢3) + Agi g5y° (—3—2 + 126(3) + A1 Gy (—3—2 + 12C3)

4553 249 1783 123 65 )

+ Agigs (3—2 - —Cs — 6N, Cs) +Agiy? (—W - 7@3 - ZN
N, = 6N,G)

127303 47 155 979
+ gty (- )+ 2k (S - 26+
+ 252@,)

36 7
\gb (12679 9 9995 190 1750 ) Loz (7 7

2 22N
1728 6 G

G+ ——N,— —N,(3+ ——N?
132 8@”‘F 16277 9 G+ 243 9 2

1719 213 639
—A@@ﬁm+A24C3—+7%@)+v%y(———1ug)+v%b(——

4 4
1995 541
—43243)4AQgg(-7§—--513g3-141pJ) +Angy3(———Z—F96§g)

417
+A291yb<}————-192§3> + A2giga (=333 — 162(3) + A\?g] (—183 — 81(3

1
235
———N>%X@§91+A%§W3+A%§GA%4+7%@%,Pﬁ(—w8+2ﬂ@

3
297 45 717
+ A" (3588 + 2016¢3) + y7y° <-—————) +y2yty12 4+ ylytyl— + vyl < r

8 8
ATT 9 351 117
—36Gs) + Y, 03y, 55 + YL 92y. g + YL Gy, <_'?§I+_§_€3'_ 12%@)

8
+2663)

17217 297 27 2299
y?QS( ) 29 4(
3103 27 1 >

96
6
215
——————@ \)+%A¢zm+y9@2%1

+54@>

929

T T A~ —Cg ytglyb 96
b Wl N
956 4C3+
701
+ Yy +ﬁﬁ%( ———@) fﬁﬁ(
2304
531
8
64 4 12

256
29 1001
+y%@%?—+ﬁﬁ£%<——-k @) fﬁﬁ( AL
923521 5
2920 364 2N
"4 768 G+ )
(42943
6399
%%(——+M%Q—uw v27+ gy (1
3933 351 63
2A4&» @——N)—%Mw%+fwﬁ<

- 26)
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6509 112447 449 635
+aihata} (== +1776) + 4l (g — 56— 55 )

36
639
—-yfk2y3216%—yfk2y3(117-86443)+-yfk29§(—Z—-—-432<3)
195

15
+ﬁvﬁ(—z——%®)+ﬁFW3—fﬁm+y@@?—+f%U®

477 13653 819 39 1337
+—yfg§y37§§-+-yfg§ (_TEZ§_ —'—Ié‘Cs—-—Z‘ g) NN (‘———"— 28(3)

9%
1079 743 100013 2057 115
4 2 2 4 4
G oy
+%gﬂ2( 192 8 @)+yﬂl(3&m T % T 35 g)

6399 1977
%—yfky32404—yfAyf(—7§—-+—144C%>%—yngg(———E;——%513gg)

24 T8
717 3411 3467
+f%(—§——%@)+fﬁ(75~—ﬂg)+ﬁﬁ(?%~+ng)
117 1599
FfA (S5~ 198G) (=5 — 3665 + %98 (38 + 2405)

153

31 651
gt (—5 +246) + gl (P — 546 + 9208 (~ N, + 18N,

641 136 233 ol
il (g + 5 G) + 9atadut (5 — 366 ) + g?gtgd (N, + 6N,G)

683 187 22 187
+ 9291, (751"— 18C3) + 929195 ("751‘P%9F'E;]V§C3) +9291 ("7§1<AQ

22 489
Fg;P%<§>Fngy?(895-129663)%gfkgiyf(-"75—%216@3)
135 991 55
Fgiagh (N, — NG ) + g (— g+ 40G) + 92l (SN,

88
—§4W@)+giﬁﬁ(—ﬂn4+1ﬁﬁg)+giﬁ£(—2—4&b

2485 1719 297
g (=750 576 )+t (S5 + 736G ) -yt

8
587 89
+g®iﬁ(51—48®)+giﬁMﬁ@2—9M®%sﬁﬁkﬁ<—jj-%%6®>

2419
+g§y?Agf(}—————-%136C§) + g2y N2 (1224 + 1152¢3) + g*yty? (—2 — 48(3)

18
31 931 56
+ 9%y 95 (————-+24<s> + g%ylg? (———-—-?;<g> + g2yt ) (895 — 1296(;)

2 18
626 1820
+g®ﬂ—%+2Mmﬁ+f%<———+3%3+MN0+99%<—§—

3
4 2 2 4 2 1820
—%Q—MWJ+%%%W2+%%AGE——%Q—MWJ

)
651 249
+ g (<8 +96G) + gygd (S — 546 ) + g*yaiad (T — 3664
4

626
+£fyf<——§—%32@#4OAg). (3.40)

Im Grenzfall gy, g2, ¥, y, — 0 wird das Resultat (3.:26) reproduziert.
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Auf http://www-ttp.particle.uni-karlsruhe.de/Progdata/ttp13/ttp13-008/
findet sich dieses Ergebnis in maschinenlesbarer Form. Dort sind auch die allgemeine
QCD-Gruppenfaktoren ausgedriickt durch Cy, C,, dr und T zu finden. Zum Zweck
der besseren Lesbarkeit wurden hier direkt die Werte Cf = %, C,y =3,dy =3 und
T, = % eingesetzt.

Die Anzahl der Standardmodellgenerationen N, hingegen wurde als freier Para-
meter belassen, wodurch gekennzeichnet ist, dass die entsprechenden Beitrage von
Fermionschleifen stammen. Nach dem Ausschluss einer vierten Standardmodellgenera-
tion darf jedoch N, = 3 als sicher gelten und wird in den folgenden numerischen
Analysen verwendet.

Analog findet man fiir den Parameter m? des Higgs-Potentials

lixe, 9 L3
ey =y” +y;3 — 951 - gfz + A6 + 473,
5% W9 27 5,15, .45
385 5 25 25 15
+4(_—+_Ng)+22_+22_+22_
4 gt (+% + 1—8Ng) A2 — Ay236 + Ag236 + Ag?12
21 45 85
— A\?30 — yfyl?; + yfgig + yfgfﬂ — Y7 A36

27
— yfz + %9220 + ¢2y220,
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B
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233 1
=y, (_E + 15(3) YRy 4 Yyt T2 + ) (W + 45(3)
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