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Einleitung

In der Riemannschen Geometrie hat es eine lange Tradition, die Zusammenhénge
zwischen der Geometrie und der Topologie einer Mannigfaltigkeit zu erforschen. Als
ein frithes Beispiel fiir ein solches Resultat sei der Satz von Gauf-Bonnet genannt,
der besagt, dass sich die Eulercharakteristik einer kompakten Fliche als Vielfaches
des Integrals ihrer Gaufkriimmung berechnen ldsst. Damit folgt beispielsweise, dass
die Sphire S? und der Torus T? die einzigen kompakten, orientierbaren Flichen sind,
auf denen eine Metrik nichtnegativer Kriimmung existiert. Nimmt man normiertes
Volumen an, so folgt aus dem Satz von Gaufk-Bonnet, dass eine untere Schranke an
die Gaufkriimmung einer kompakten Fliche eine untere Schranke an ihre Eulercha-
rakteristik impliziert.

Ein neueres Resultat, das diese Zusammenhénge beleuchtet, ist der Bettizahlensatz
von Gromov. Als topologische Invariante werden in diesem die Bettizahlen by (M; K)
einer Mannigfaltigkeit M betrachtet, welche als Dimension der k-ten Homologiegrup-
pe mit Koeffizienten in einem Korper K definiert sind.

Satz (Gromov, [Gro81]):
Es sei K ein Korper. Zu jedem n € N existiert eine Konstante C(n), so dass gilt: Ist
M eine vollstindige Riemannsche n-Mannigfaltigkeit mit Durchmesser diam(M) < D

fiir ein D > 0 und Schnittkriimmung secyr > —r2 fiir ein & > 0, so gilt

> br(M;K) < C(n)'HP.
k=0

Insbesondere ist damit die Summe der Bettizahlen einer Mannigfaltigkeit, die fast
nichtnegative Schnittkriimmung zulésst, d.h. eine kompakte Mannigfaltigkeit M, auf
der zu jedem ¢ > 0 eine Riemannsche Metrik g. mit sec(yy g )(diam(M, g.))* > —e
existiert, durch eine nur von der Dimension abhéngende Konstante nach oben be-
schrankt.

Weiter folgt aus dem Bettizahlensatz, dass es unter den rationalen Kohomologieringen
von kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeiten mit sec > —x? und diam < D nur
endlich viele Isomorphietypen von graduierten Vektorrdumen gibt. Die Frage, ob dies
auch unter Beriicksichtigung der Ringstruktur so ist, lasst sich zur folgenden Frage
verschérfen.

1X



Einleitung

Frage (Grove, [Gro93)):
Es seien n € N>9, ¢ € R und D > 0. Gibt es nur endlich viele rationale Homotopie-
typerﬂ von kompakten, einfach zusammenhdngenden Riemannschen n-Mannigfaltig-

keiten mit Schnittkriimmung sec > ¢ und Durchmesser diam < D¢

Die Frage wurde von Fang und Rong in [FROI| negativ beantwortet. Sie haben fiir
jedes n > 22 eine unendliche Familie von einfach zusammenhéngenden, kompakten
n-Mannigfaltigkeiten gefunden, auf denen Metriken existieren mit ¢ < sec < C' und
diam < D fiir gewisse Konstanten ¢,C € R und D > 0, die unabhéngig von der
konkreten Mannigfaltigkeit aus der Familie gewdhlt werden kénnen, und deren ratio-
nale Kohomologieringe paarweise nicht isomorph SindE| Sie haben damit insbesondere
paarweise verschiedene rationale Homotopietypen.

In [Tot03] hat Totaro in kleineren Dimensionen solche Beispielfamilien gefunden,
die sogar zusétzlich nichtnegative Kriimmung besitzen. Genauer hat er gezeigt, dass
C, D > 0 existieren, fiir welche es unendlich viele verschiedene Isomorphietypen von
rationalen Kohomologieringen von kompakten, einfach zusammenhéngenden

e 9-Mannigfaltigkeiten mit 0 < sec < C' und diam < D,
e 7-Mannigfaltigkeiten mit —1 < sec < C und diam < D und
e G6-Mannigfaltigkeiten mit 0 < sec und diam < D

gibt. Die von Totaro zum Beweis der Aussagen in den Dimensionen 6 und 9 betrach-
teten Familien von Mannigfaltigkeiten sind durch Biquotienten gegeben, die sich als
Quotienten von Toruswirkungen auf (S%)% bzw. (S)* ergeben. Die Mannigfaltigkeiten
in Dimension 6 konnen aufgrund von [Tus02] keine gemeinsame obere Kriimmungs-
schranke haben und die Beispiele in Dimension 7 sind damit in Hinsicht auf die
Dimension optimal. Ebenso sind auch die sechsdimensionalen Mannigfaltigkeiten in
Hinsicht auf die Dimension optimal, da in kleineren Dimensionen der rationale Koho-
mologiering durch die Bettizahlen schon bis auf endlich viele Moglichkeiten bestimmt
wird.

In dieser Arbeit beweisen wir das folgende Resultat, fiir das wir einfach zusammenhén-
gende, prinzipale Torusbiindel {iber einem Produkt von komplex-projektiven Rdumen
betrachten.

!Zwei Mannigfaltigkeiten M und N haben denselben rationalen Homotopietyp, wenn es Rédume
und Abbildungen M <+ Zy — Z; < --- — N gibt, so dass alle Abbildungen Isomorphien der
rationalen Kohomologieringen induzieren. Insbesondere haben M und N also isomorphe rationale

Kohomologieringe.
2Thr Beweis zeigt, dass sogar die komplexen Kohomologieringe paarweise nicht isomorph sind.
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Satz:

Es existieren C, D > 0, so dass in Dimension 22 und jeder Dimension > 24 unend-
lich viele kompakte, einfach zusammenhdngende, homogene Riemannsche Mannigfal-
tigkeiten mat Schnittkrimmung 0 < sec < C, Riccikrimmung Ric > 0, Durchmesser

diam < D und paarweise nichtisomorphen komplexen Kohomologieringen existieren.

Dies verallgemeinert die Beispiele von Totaro zum einen auf homogene Mannigfaltig-
keitenﬁ und zum anderen vom rationalen auf den komplexen Kohomologiering. Die
Beispiele von Fang und Rong werden in Hinsicht auf Homogenitdt und nichtnegative
Schnittkriimmung verallgemeinert.

Eine weitere Krimmungsgrofe ist der Kriimmungsoperator einer Riemannschen Man-
nigfaltigkeit, welcher ein durch den Riemannschen Kriimmungstensor gegebener sym-
metrischer Operator auf der zweiten duferen Potenz der Tangentialriume A2 T, M
ist. Schranken an den Kriimmungsoperator einer Mannigfaltigkeiten, d.h. Schranken
an seine Eigenwerte, implizieren die gleichen Schranken an die Schnittkriimmung.
Der Kriimmungsoperator ist also ein stédrkerer Kriimmungsbegriff als die Schnitt-
krimmung und einfach zusammenhingende Mannigfaltigkeiten mit nichtnegativem
Kriimmungsoperator wurden klassifiziert. Es gibt insbesondere in jeder Dimension
nur endlich viele Diffeomorphietypen von kompakten, einfach zusammenhédngenden
Mannigfaltigkeiten, die nichtnegativen Kriimmungsoperator zulassen.

Definition:
Eine kompakte Mannigfaltigkeit M lasst fast nichtnegativen Kriimmungsoperator zu,
wenn es fiir jedes € > 0 eine Riemannsche Metrik g. auf M gibt, so dass fiir den

Kriimmungsoperator R von (M, g.) in allen p € M gilt

Re - (diam(M, g.))* > —e.

Auf den homogenen Beispielen des obigen Satzes lassen sich mit den Ergebnissen von
[HST13], die in Kapitel zusammengefasst werden, Metriken mit fast nichtnegativem
Kriimmungsoperator finden. Von diesen Metriken zeigen wir in dieser Arbeit, dass
sie auch nichtnegative Schnitt- und positive Riccikriimmung besitzen und homogen
gewahlt werden kénnen, womit dann gilt:

#Von den Beispielen in [Tot03] sind héchstens endlich viele homogen: In [KIa88] wurden alle kom-
pakten, einfach zusammenhé&ngenden homogenen Rédume bis zur Dimension 9 klassifiziert. Ins-
besondere gibt es nur endlich viele Diffeomorphietypen von homogenen Rdumen der Dimension
< 6. Die siebendimensionalen Beispiele konnen aufgrund ihrer zu grofien zweiten Bettizahl nicht
homogen sein und von den neundimensionalen homogenen Rédumen sind die einzigen anhand der
Bettizahlen in Frage kommenden Riaume S'-Prinzipalbiindel iiber (S?)*. Von diesen gibt es nur

endlich viele rationale Homotopietypen.
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Satz:

Es existieren unendlich viele kompakte, einfach zusammenhdingende, homogene 22-
Mannigfaltigkeiten E, mit paarweise nichtisomorphen komplexen Kohomologieringen,
auf denen Familien (gi)iec(0,1) von homogenen Riemannschen Metriken existieren, so
dass (Eq, i) fast nichtnegativen Krimmungsoperator fir t — 0 und fir alle t € (0, 1]

nichtnegative Schnitt- und positive Riccikrimmung hat.

Durch Produkte mit Sphéren erhélt man auch hier entsprechende Beispielfamilien in
allen Dimensionen > 24. Dies sind die ersten bekannten Beispielfamilien von kom-
pakten, einfach zusammenhéngenden Mannigfaltigkeiten fester Dimension, die fast
nichtnegativen Kriimmungsoperator zulassen und paarweise verschiedene rationale
Homotopietypen haben.

In einem weiteren Teil dieser Arbeit beschéftigen wir uns mit der Klassifikation von
rational elliptischen Mannigfaltigkeiten in kleinen Dimensionen.

Definition:
Ein einfach zusammenhéngender Raum X mit dim H*(X;Q) < oo heift rational
elliptisch, wenn dim 7. (X) ® Q = ;o dimm,(X) ® Q < o0.

Samtliche bekannten Beispiele von Mannigfaltigkeiten mit fast nichtnegativer Schnitt-
kriimmung sind rational elliptisch, wobei man fiir den nicht einfach zusammenhé&n-
genden Fall eine erweiterte Definition von rationaler Elliptizitat benétigt, auf die wir
an dieser Stelle nicht eingehen wollen. Mit den Ergebnissen von [KPT10] l4sst sich fer-
ner der allgemeine auf den einfach zusammenhéngenden Fall fiir eine verallgemeinerte
Definition von fast nichtnegativer Schnittkriimmung zuriickfiithren.

Vermutung (Verallgemeinerte Bott-Vermutung):
Eine kompakte Mannigfaltigkeit fast nichtnegativer Schnittkrimmung ist rational el-

liptisch.

Die kompakten, einfach zusammenhéngenden, rational elliptischen Mannigfaltigkei-
ten sind also, wenn man an die Vermutung glaubt, die moglichen Kandidaten fiir
kompakte, einfach zusammenhingende Mannigfaltigkeiten mit (fast) nichtnegativer
Schnittkrimmung.

Ein Beweis der Vermutung wiirde auch weitere Vermutungen iiber Mannigfaltigkei-
ten mit fast nichtnegativer Schnittkrimmung beweisen. So wurde zum Beispiel von
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Gromov vermutet, dass die Konstante C'(n) im oben zitierten Bettizahlensatz durch
2™ gegeben ist. Fiir rational elliptische Raume ist dies bekanntﬁ

Die Klassifikation einfach zusammenhéngender, rational elliptischer Mannigfaltigkei-
ten von Dimension < 5 ist wohlbekannt. Eine solche ist diffeomorph zu S? oder S?,
homéomorph zu S?%, S2 x S2, CP?, CP?#CP? oder CPQ#@Q oder rational homoto-
pieiquivalent zu S® oder S% x S3.

In dieser Arbeit charakterisieren wir einfach zusammenhéngende, rational ellipti-
sche Mannigfaltigkeiten von Dimension sechs iiber ihren rationalen Kohomologie-
ring.

Satz:
Es sei M eine kompakte, einfach zusammenhdngende 6-Mannigfaltigkeit. Dann ist M

genau dann rational elliptisch, wenn einer der folgenden Fille gilt:
(a) bo(M) =bs(M) =0, d.h M ist eine rationale Homologiesphdre;

(b) ba(M) =0 und bg(M) =2, d.h. M = (S> x S*)#N mit einer rationalen Homo-

logiesphire N, und damit hat M den rationalen Kohomologiering von S x S3;

(¢) bo(M) = 1 und bg(M) = 0, d.h. M hat den rationalen Kohomologiering von
CP? oder von S? x S*;

(d) ba(M) =2, b3(M) = 0 und H*(M; Q) wird von H*(M;Q) erzeugt;

(e) ba(M) =3, bz(M) = 0, H*(M; Q) wird von H?(M;Q) erzeugt und es existiert
etne Basis x1, 22,13 von HQ(M; Q), so dass der Kern der Einschrinkung des
Homomorphismus Q|Z1, T2, 23] — H*(M;Q), Z; — x; auf homogene Polynome

vom Grad 2 eine requldre Sequenz als Basis hat.

Der rationale oder reelle Kohomologiering einer kompakten, einfach zusammenhén-
genden 6-Mannigfaltigkeit M mit bg(M) = 0 wird durch eine kubische Form be-
stimmt.

Im reellen Fall benutzen wir eine bekannte Klassifikation bindrer und ternérer kubi-
scher Formen iiber R um die reellen Homotopietypen kompakter, einfach zusammen-
héngender, rational elliptischer 6-Mannigfaltigkeiten teilweise zu klassifizieren.

Fiir bo(M) < 2 kénnen wir die reellen Homotopietypen sogar vollstandig klassfizie-
ren.

4Siche [FH79]. In [Pav02] wird der Beweis genauer ausgefiihrt und eine Verschiirfung fiir einfach

zusammenhéngende Rdume bewiesen.
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Proposition:
Jede kompakte, einfach zusammenhdangende, rational elliptische 6-Mannigfaltigkeit M

mit be(M) < 2 ist reell homotopiedquivalent zu genau einer der folgenden:

S0, 8% x S%, CP3, S% x S*, CP? x S2, SU(3)/ T? oder CP34CP3.

Im Fall bo(M) = 3 beweisen wir das folgende Resultat, welches kompakte, einfach
zusammenhéngende, rational elliptische 6-Mannigfaltigkeiten mit ba(M) = 3 und
bz (M) = 0 anhand ihres reellen Kohomologieringes charakterisiert.

Proposition:

FEine kompakte, einfach zusammenhdngende 6-Mannigfaltigkeit M mit bo(M) = 3 und
bs(M) = 0 ist genau dann rational elliptisch, wenn die durch ihren reellen Kohomo-
logiering bestimmte kubische Form zu einer der folgenden Formen dquivalent ist: xyz,
(22 + y?), 2(2? + y? — 22), x(2? + y? — 2?), z(2? + v + 2?), 2% + 3222 — 3?2,
23 — 3222 — 3y?2, oder x® + y® + 2° + 6oxyz, fir o # 0,1, —%.

Fiir einige der kubischen Formen geben wir konkrete Beispiele an. Es lassen sich
hierbei alle kubischen Formen, die nicht zur durch ¢ € R parametrisierten Familie
gehoren, realisieren. Fiir ¢ € QQ lassen sich auch die kubischen Formen der Familie
realisieren, was die folgende Proposition ergibt, die einen Kontrast zur Situation im
siebendimensionalen Fall darstellt.

Proposition:
Es gibt unendlich viele verschiedene reelle Homotopietypen von kompakten, einfach

zusammenhdngenden, rational elliptischen 6-Mannigfaltigkeiten.

Kompakte, einfach zusammenhéngende, rational elliptische 7-Mannigfaltigkeiten klas-
sifizieren wir bis auf rationale, reelle und komplexe Homotopiedquivalenz. Insbeson-
dere gibt es nur endlich viele reelle und komplexe, aber unendlich viele rationale
Homotopietypen von kompakten, einfach zusammenhéngenden, rational elliptischen
7-Mannigfaltigkeiten.

Satz:
Es sei M eine kompakte, einfach zusammenhdngende, rational elliptische T-Mannig-
faltigkeit. Dann hat M

e den rationalen Homotopietyp von genau einer der Mannigfaltigkeiten ST, S? x S°,
CP? x 83, S3x S%, N7 oder M fiir ein o € Q*/(Q*)2.
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o den reellen Homotopietyp von genau einer der Mannigfaltigkeiten S7, S? x S°,
CP? x $?, S3 x 8%, N7, 82 x S? x S? oder (CP?#CP?) x S3.

e den komplezen Homotopietyp von genau einer der Mannigfaltigkeiten ST, S% x S°,
CP? x S3, $3 x S*, N7, oder S? x S? x S3.

Hierbei ist die Mannigfaltigkeit N7 rational homotopiedquivalent zu einem homo-
genen Raum der Form (SU(2))3/ T2. Fiir die Mannigfaltigkeiten M, kann M[z =

S% x S2 x 8% und M[71] = (CP?*#CP?) x S? gewihlt werden. Fiir o € Q*/(Q*)? mit

o & {[1],[~1]} erhalten wir M, aus einem Realisierungsresultat von Sullivan.

Zum Aufbau dieser Arbeit

Im ersten Teil der Arbeit werden bekannte Resultate dargelegt, die in den spéteren
Teilen benotigt werden. Das erste Kapitel ist einem schnellen Einstieg in die rationale
Homotopietheorie gewidmet, wobei insbesondere auf die spéter bendtigten Resulta-
te Wert gelegt wurde. Das zweite Kapitel gibt die Klassifikation kompakter, einfach
zusammenhingender 6-Mannigfaltigkeiten im benétigten Umfang wieder, geht auf
den Zusammenhang zwischen kubischen Formen und dem Kohomologiering einfach
zusammenhingender 6-Mannigfaltigkeiten ein und gibt einige Beispiele in Form von
Biquotienten, welche von DeVito unter anderem im 6-dimensionalen Fall in [DeV11]
klassifiziert wurden. Im dritten Kapitel gehen wir auf die Klassifikation von prinzipa-
len S!-Biindeln sowie auf die Frage, wann diese einfach zusammenhingend sind, und
die Berechnung ihres Kohomologieringes ein.

Der zweite Teil beschéftigt sich mit der Klassifikation kompakter, einfach zusammen-
héngender, rational elliptischer Mannigfaltigkeiten in kleinen Dimensionen. Im Kapi-
tel 4 wird eine Ubersicht iiber die bekannte Klassifikation in Dimensionen < 5 gegeben.
Im fiinften Kapitel wird die Charakterisierung der rationalen Homotopietypen und
teilweise Klassifikation der reellen Homotopietypen von kompakten, einfach zusam-
menhéngenden, rational elliptischen 6-Mannigfaltigkeiten formuliert und bewiesen.
Im sechsten Kapitel werden kompakte, einfach zusammenhéngende, rational ellipti-
sche 7-Mannigfaltigkeiten bis auf rationale, reelle und komplexe Homotopiedquivalenz
klassifiziert. Das Kapitel 7 enthélt weitere Resultate in hoheren Dimensionen.

Der dritte Teil behandelt die oben erwahnte 22-dimensionale Beispielfamilie. In Ka-
pitel 8 werden die Ergebnisse von [HSTI3| und einige andere Resultate zum Kriim-
mungsoperator zusammengefasst. Das Kapitel 9 ist der Konstruktion der Beispiele,
ihrer topologischen Untersuchung sowie der Konstruktion von Metriken auf ihnen
gewidmet.

In den Anhéngen sind Tabellen der mdéglichen Exponenten einfach zusammenhén-
gender rational elliptischer Rdume der Dimensionen 10 bis 16 sowie der zu ihrer
Berechnung verwendete Mathematicacode aufgefiihrt.
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Generalvoraussetzungen

o Alle auftretenden Mannigfaltigkeiten und topologischen Réume werden als zu-
sammenhéangend vorausgesetzt.

e Der Begriff ,Mannigfaltigkeit® bedeutet bei uns glatte Mannigfaltigkeit ohne
Rand und wir fordern das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom in der Definition einer
Mannigfaltigkeit.
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Teil |I.

Grundlagen






1. Rationale Homotopietheorie

Im Folgenden wollen wir die Grundziige der rationalen Homotopietheorie, die wir be-
notigen, zusammenfassen. Die Darstellung basiert auf [FHTO01] und [FOTO08|, wo auch
die meisten Beweise der hier aufgefithrten Aussagen gefunden werden konnen.

1.1. Kommutative differentielle graduierte Algebren und

minimale Modelle
In diesem Abschnitt sei K ein Kérper der Charakteristik 0.

Definition 1.1:

Eine kommutative differentielle graduierte Algebra (kurz cdga) (A, d) iiber K ist eine
graduierte Algebra A (d.h. ein graduierter Vektorraum A = @, AF auf dem eine
Multiplikation definiert ist, die A zu einer assoziativen K—Algebr_a macht und xy €
AR+ fiir alle k,1 € Ng, z € A¥ und y € A! erfiillt), die graduiert kommutativ ist
(dh oy = (—1)*yz fiir alle k,1 € Ng, 2 € AF und y € A') zusammen mit einem
Differential d, d.h. einer linearen Abbildung d : A — A, so dass gilt

dod=0, d(A*)C A*1 und d(zy) =d(x)y + (—1)*zdy
fiir alle k € Ny, € A¥ und y € A.
Die Kohomologie von (A, d) ist die kommutative graduierte Algebra
H*(A,d) := ker(d)/ Bild(d).

Die formale Dimension einer cdga (A, d) ist die grofte natiirliche Zahl n, so dass
H"(A,d) # 0 gilt; falls keine solche existiert, so wird sie als co definiert.

Beispiel 1.2: Das grundlegende Beispiel, das im néchsten Abschnitt auch (in gewisser

Weise) fiir andere Korper verallgemeinert werden soll, ist die R-cdga (2(M),d) der




1. Rationale Homotopietheorie

Differentialformen auf einer glatten Mannigfaltigkeit mit der duferen Ableitung als
Differential.

Der singulidre Kokettenkomplex ist dagegen im Allgemeinen keine cdga. Das Cup-
Produkt ist auf Kokettenniveau im Allgemeinen nicht graduiert kommutativ, sondern

erst nach Ubergang zur Kohomologie.

Bemerkung 1.3: Wir werden héufig immer denselben Buchstaben d fiir Differentiale
auch auf verschiedenen graduierten Algebren benutzen. Damit ist allerdings keinesfalls

gemeint, dass diese Differentiale iibereinstimmen.

Definition 1.4:
Die freie kommutative graduierte Algebra AV iiber einem graduierten Vektorraum V
ist definiert als AV := T V/I, wobei TV die Tensoralgebra tiber V' und I das Ideal

ist, das von den Elementen
T ® xp — (—l)kll’l ®zg, k,l €Ny, x € Vk,xl e vt
erzeugt wird.

Bemerkung 1.5: Da TV = @kzoV@---@V gilt, ist insbesondere stets K C

k-mal

(AV)O. Die Graduierung ist definiert durch
(AV) :Span{v1®...®vl leNgo; € VR ki = k}

Definition 1.6:

Eine Sullivan-Algebra ist eine freie cdga (AV,d) mit V = V=1, so dass V eine Basis
{zo | € I} besitzt, die durch eine wohlgeordnete Menge I indiziert ist und fiir die
d(za) € AM(zg)p<q gilt.

Bemerkung 1.7: Ist V = V=2 so ist (AV,d) (fiir beliebiges Differential d) eine
Sullivan-Algebra.

Notation 1.8:

Es sei V ein graduierter Vektorraum. Wir verwenden die folgende Notation:

>n _ k yrodd _ 2k+1 _ 2k.
o V=" = @anV , Vool = @kZOV 1o yeven — @kZOV ;




1.1. Kommutative differentielle graduierte Algebren und minimale Modelle

e AFV bzw. A2V bzw. ASFV ist der von Produkten aus Elementen von V der

Lange k bzw. > k bzw. < k erzeugte Teilraum von AV
e AVZF = A(VZF) und analog fiir die anderen oben eingefiihrten Schreibweisen.
e Ist x1,...,x, eine Basis von V, so schreiben wir A(z1,...,x,) = AV.

e Ist A eine graduierte Algebra, so schreiben wir auch |z| = k fiir z € A*.

Definition 1.9:
Ein Homomorphismus f : (A,d) — (B,d) von cdgas ist ein Algebren-Homomorphis-

mus, der die Graduierung erhélt und mit den Differentialen kommutiert.

Ein Quasi-Isomorphismus ist ein Homomorphismus, dessen induzierte Abbildung

H*(f) : H*(A,d) — H*(B, d) ein Isomorphismus ist.

Definition 1.10:

Eine minimale Sullivan-Algebra ist eine Sullivan-Algebra (AV,d) mit der Eigenschaft
d(V) C A=2V. Das minimale Modell einer cdga (A,d) ist eine minimale Sullivan-
Algebra (AV,d) zusammen mit einem Quasi-Isomorphismus ¢ : (AV,d) — (4, d).

Die Benennung als das minimale Modell werden wir in Satz rechtfertigen. Wir
benétigen dafiir noch einen Begriff von Homotopie fiir cdga-Homomorphismen. Es sei
dazu (A(t,dt),d) die Sullivan-Algebra mit |¢| = 0, |dt| = 1, d(t) = dt sowie d(dt) = 0.
Dann sind die Abbildungen p; : (A(t,dt),d) — (K,0), i € {0,1}, mit p;(t) = ¢ und
pi(dt) = 0 Quasi-Isomorphismen.

Definition 1.11:

Zwei Homomorphismen f,g : (A,d) — (B,d) heiken homotop (in Zeichen: f ~ g),
wenn es einen Homomorphismus H : (A,d) — (B,d) ® (A(t,dt),d) gibt, so dass
f=({1d®pp) o H und g = (id ®p;) o H ist.

Satz 1.12:

Es sei (A, d) eine cdga mit H°(A,d) = K. Dann eistiert ein minimales Modell von
(A,d). Sind ¢ : (AV,d) — (A,d) und ¢ : (AW,d) — (A, d) minimale Modelle von
(A,d), so existiert ein Isomorphismus f : (AV,d) — (AW, d), so dass ¢ und ¢ o f

homotop sind.
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Zum Beweis der Existenz verwendet man im einfach zusammenhéngenden Fall, d.h.
wenn H!(A, d) = {0} gilt, den folgenden Algorithmus.

Algorithmus 1.13: Wir definieren induktiv einen graduierten Vektorraum V', ein
Differential d auf AV und Abbildungen ¢, : (AV=",d) — (A, d) mit @, 11|yy<n = @n,

so dass HS"(¢,,) ein Isomorphismus und H""(¢,,) injektiv ist.

Es sei VO = {0}, d = 0 auf AV? und ¢o(1) € A° ein Repriisentant eines Erzeugers
von H(A, d) = K. Hierbei ist 1 € K = (AV?)°.

Haben wir V=" ¢,, und das Differential auf AV =" bereits definiert, so seien V1n+1 ~

coker(H" ™ (p,)) und Vy'+! = ker(H"*2(p,,)). Es sei V1 = yrtt g yntt,

Es sei x;, i € I}, eine Basis von V"™ und «;, i € Iy, eine Basis von coker(H"1(,,)).

Dann existieren a; € A", i € I} mit o; = [a;]. Weiter sei y;, j € I eine Basis von
V2nJrl und Bj, j € I, eine Basis von ker H""2(,,). Wihle Reprisentanten b; € AV

von . Dann existieren ¢; € A" mit dej = ¢, (b;).

Definiere nun d durch d\VlnH = 0 und d(y;) = bj sowie pp41 durch ¢, 1(z;) = a;)
und ¢y,11(y;) = ¢;. Nach Konstruktion gilt dann ¢p,410d = d o @yi1, HS" ™ (041)

ist ein Isomorphismus und H*™1(¢) ist injektiv.

Bemerkung 1.14: Ist H' (A, d) # {0}, so ist notwendig V! # {0} und man erhlt in
jedem Schritt zus#tzliche geschlossene Formen in V- V*, weswegen der Algorithmus

in diesem Fall nicht anwendbar ist.

Die Eindeutigkeit im Satz folgt aus der folgenden Proposition

Proposition 1.15 (JFHTO01, Proposition 12.9 und Theorem 14.11]):
FEs seien (AV,d) und (AW, d) minimale Sullivan-Algebren und (A, d) und (B, d) cdgas.

(a) Ist f: (A,d) — (B,d) ein Quasi-Isomorphismus und ¢ : (AV,d) — (B,d) ein
Homomorphismus, so existiert ein Homomorphismus v : (AV,d) — (A,d), so

dass @ und f o) homotop sind.

(b) Ist ¢ : (AV,d) — (AW,d) ein Quasi-Isomorphismus, so ist ¢ ein Isomorphis-

mus.




1.2. Minimale Modelle von Rdumen, rationaler Homotopietyp und Realisierung

Auch Homomorphismen besitzen ein (bis auf Homotopie eindeutiges) minimales Mo-
dell, es gilt

Proposition 1.16 (J[FOT08, Proposition 2.26]):

Ist f: (A,d) — (B,d) ein Homomorphismus und sind ¢4 : (AV,d) — (A,d) und
ep : (AW,d) — (B,d) die minimalen Modelle, so existiert ein bis auf Homotopie
eindeutiger Homomorphismus ¢ : (AV,d) — (AW, d) mit ppo ~ fopa.

1.2. Minimale Modelle von Raumen, rationaler

Homotopietyp und Realisierung

Nun wollen wir die algebraischen Definitionen auf topologische Rdume und insbeson-
dere Mannigfaltigkeiten iibersetzen. Im Folgenden seien X und Y stets nilpotente,
wegzusammenhéngende Rdume mit endlichen Bettizahlen. Ein Raum X heiftt hierbei
nilpotent, wenn 71 (X) nilpotent ist und nilpotent auf den hheren Homotopiegruppen
operiert.

Definition 1.17:
X und Y haben denselben rationalen Homotopietyp (in Zeichen: X ~g Y), wenn
Réaume Z1, ..., Z, und Abbildungen fy,..., f, der Form

for e
xd gz g Lg By g Sy

existieren, so dass jedes f; einen Isomorphismus der rationalen Kohomologieringe

induziert.

Bemerkung 1.18: Die Forderung, dass die Abbildungen f; Isomorphismen auf der
Kohomologie induzieren, erklart sich wie folgt: Fiir eine Abbildung f : X — Y sind

dquivalent:
(1) m(f) @Q: m(X) ® Q — m(Y) ® Q ist ein Isomorphismus;
(i) Hi(f;Q) : Ho(X;Q) — Hy(Y; Q) ist ein Isomorphismus;
(iii) H*(f;Q) : H*(Y; Q) — H*(X; Q) ist ein Isomorphismus.

Dies folgt aus einem Satz von Whitehead-Serre (siche z.B. [FHT01, Theorem 8.6]).
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Wir wollen nun X eine cdga Apr,(X;K) zuordnen, so dass wir die Ergebnisse des
letzten Abschnitts auch auf R4ume anwenden kénnen. Die Idee hierbei ist es, auf den
singuldren Simplizes in X Formen mit Koeffizienten in K zu definieren.

Dazu sei zunéchst Apy, die folgende Algebra: Fiir n € Ny sei

(ApL)p = <A(t0,...,tn,dto,...,dtn)/<2ti - 1,Zdt,~> ,d) ,
=0 =0

wobei t; Grad 0 und dt; Grad 1 habe und fiir das Differential d(t;) = dt; gelte. Dann
lasst sich (Apy,), interpretieren als Menge der Einschrankungen von Differentialfor-
men auf dem R™™ auf den Standardsimplex A™ = {(to,...,t,) € R™™ | Y ¢; =1},
deren Koeffizienten Polynome iiber K sind.

Weiter sei Sy, (X) = {0 : A" — X stetig} die Menge der singuléren n-Simplizes in X.
Dann gibt es fiir i,7 = 0,...,n auf S, (X) die Rand- und Degenerationsabbildungen
0; + Sp(X) = Sp—1(X) (fiir n > 1) und s; : Sy (X) = Sp41(X) (flir n > 0), definiert
durch
8i(0)(t0, ce )tn—l) = O'(to, e ,ti_l, O,ti, e ,tn_l)

und

$j(0)(tos -+ stnt1) = 0 (tos- -y tj—1, b5 i1, tjv2, -y tng),
welche S, (X) zu einer simplizialen Menge machen.

Ahnlich lassen sich auf (Apr,), cdga-Homomorphismen 8; : (Apr,)n — (ApL)n_1 de-
finieren, die eine Form auf den i-ten Rand (gegeben durch t; = 0) einschrénken,
also

ik k<i
al(tk) = 0 k=1 und al(dtk) == d(al(tk)),
th_1 k>

sowie cdga-Homomorphismen s; : (Apy,),, = (Apr,)n+1 durch

ik k<j
sj(te) = ¢ tj+tje1 k=7 und s;(dix) = d(s;(ix))-
tit1 k>j

Definition 1.19:

Nun kénnen wir App,(X;K) wie folgt definieren: (App(X;K))* sei die Menge aller
Abbildungen |, ey, Sn(X) — UneNo(APL)lfw so dass fiir jedes n € Ny und jeden
singulidren n-Simplex o € S,(X) gilt, dass w(o) € (ApL)E, w(9;(0)) = 0;(w(c)) und
wl55(0)) = 85 (0).

Das Differential auf Apy,(X;K) ist dann definiert durch (dw)(o) = d(w(0)).




1.2. Minimale Modelle von Rdumen, rationaler Homotopietyp und Realisierung

Bemerkung 1.20: Eine (stetige) Abbildung f : X — Y induziert in natiirlicher
Weise einen Homomorphismus App,(f;K) : App(Y;K) — App(X;K), in anderen
Worten: Apr(.;K) ist ein kontravarianter Funktor.

Satz 1.21 ([FHT01 Korollar 10.10]):
FEs gibt eine Kette von Quasi-Isomorphismen, die Apr,(X;K) und den singuldren Ko-
kettenkomplex C*(X; K) verbinden. Insbesondere ist H*(X;K) = H*(Ap(X; K)).

Definition 1.22:
Das (K-)minimale Modell eines topologischen Raums X ist das minimale Modell von
App(X;K).

Bemerkung 1.23: Sind Yx : (AVX,Cl) — APL(X) und Yy (AVy,d) — APL(Y)
die minimalen Modelle von X und Y und ist f : X — Y, so gibt es nach ein

(bis auf Homotopie eindeutiges) minimales Modell von f, d.h. ein Homomorphismus
P (AVy,d) — (AVy,d) mit APL(f) o px Yy 0.

Mit Proposition folgt nun:

Proposition 1.24:
X undY haben genau dann denselben rationalen Homotopietyp, wenn ihre rationalen

minimalen Modelle isomorph sind.

Dies legt die folgende Definition nahe:

Definition 1.25:
X und Y haben denselben K-Homotopietyp, wenn ihre K-minimalen Modelle iso-

morph sind.

Die minimalen Modelle iiber einem Erweiterungskorper von Q lassen sich einfach aus
dem rationalen minimalen Modell bestimmen, es gilt:

Proposition 1.26 ([FHTO0I, S. 156]):
Ist (AV,d) das minimale Modell von X tber Q und K eine Erweiterungskorper von
Q, so ist (AV,d) ® K das minimale Model von X iiber K.




1. Rationale Homotopietheorie

Fiir den Rest des Abschnitts betrachten wir nur noch den Fall K = Q.

Der folgende Satz stellt den Zusammenhang zwischen den rationalen Homotopiegrup-
pen und minimalen Modellen her.

Satz 1.27 (JFOT08, Theorem 2.50 und Proposition 2.53|):
Ist (AV,d) das minimale Modell von X, so gibt es fiir n > 2 Isomorphismen

V"™ =5 Hom(m,(X) ® Q, Q) = Hom(m,(X), Q).

Fiirn =1 gilt rank(m; (X)) = dim V1.

Minimale Sullivan-Algebren iiber Q lassen sich als Raum realisieren. Genauer gilt:

Satz 1.28 ([FHTO01, Theorem 17.10]):

FEs sei (AV,d) eine (nicht notwendigerweise minimale) rationale Sullivan-Algebra mit
HY(AV,d) = {0} und dimH*(AV,d) < oo fiir alle k € Ng. Dann ezistiert ein ein-
fach zusammenhdngender Raum |AV,d| und ein Quasi-Isomorphismus ¢ : (AV,d) —
Apr(JAV,d|). Insbesondere ist (AV,d) das minimale Modell von |AV,d|, wenn (AV,d)

maintmal ist.

Bemerkung 1.29: Der Raum |AV, d| ist gegeben als Milnor-Realisierung der simpli-

zialen Menge, die gegeben ist durch:
e Die n-Simplizes sind die Homomorphismen (AV,d) — (Apy)x.

e Die Rand- und Degenerationsabbildungen fiir einen Simplex o : (AV,d) —
(Apr)n sind durch die entsprechenden Abbildungen auf (Apr, ), gegeben, also

0i(c) =000 und sj(o) = sjo00.

Genauso wichtig ist es allerdings fiir uns zu wissen, wann ein minimales Modell das
minimale Modell einer kompakten, einfach zusammenhéngenden Mannigfaltigkeit ist.
Der folgende Satz von Sullivan beantwortet dies vollstandig.

Satz 1.30 (Sullivan-Barge, [Sul77]):

Es sei (AV,d) ein minimales Modell iiber Q mit V! =0, so dass H*(AV,d) Poincaré-
Dualitit der Dimension n erfiillt. Ferner sei p; € HY*(AV,d) fiir alle i < T gegeben.
Dann gilt:

10
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(a) Istn nicht durch 4 teilbar, so existiert eine kompakte, einfach zusammenhdngen-
de n-Mannigfaltigkeit, die (AV,d) als minimales Modell und die p; als rationale
Pontryagin-Klassen hat.

(b) Ist n = 4k, so existiert eine kompakte, einfach zusammenhdingende n-Mannig-
faltigkeit, die (AV,d) als minimales Modell und die p; als rationale Pontryagin-
Klassen hat genau dann, wenn es ein 0 # p € Hom(H"(AV,d), Q) gibt, so dass

o die Schnittform H?*(AV,d) x H*(AV,d) = Q, (o, 3) — p(aB) dber Q

diagonalisierbar mit Diagonaleintragen in {—1,1} ist,

o die Signatur der Schnittform mit p(Lg(p1,...,px)) tGbereinstimmt, wobei
Ly, das k-te L-Polynom ist, und

o cs eine kompakte Mannigfaltigkeit N gibt, so dass
(piy - pin) = (Pin(N) -+~ pi, (N), [N])

fir alle Partitionen i1, ..., von k gilt.

In [Suld] wird ein ausfiihrlicherer Beweis des Resultats gegeben.

1.3. Rationale Elliptizitat

Definition 1.31:

Ein nilpotenter Raum mit endlich-dimensionaler rationaler Kohomologie heifst ratio-
nal elliptisch, wenn } -, dimm,(X) ® Q < oo und rational hyperbolisch, wenn dies
nicht gilt.

Der folgende Satz iibersetzt diese Definition in die Sprache der minimalen Model-

Satz 1.32:

Es sei X ein nilpotenter Raum mit endlichen Bettizahlen und rationalem minimalem
Modell (AV,d). Dann gilt fir k > 2, dass

V* 2 Hom(m (X) ® Q, Q).

Fir k=1 gilt
dim V! = rank m (X).

11
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Wir wollen nun auch fiir minimale Modelle rationale Elliptizitat definieren.

Definition 1.33:
Ein minimales Modell (AV,d) tiber Q heifst rational elliptisch, falls V und H*(AV, d)

endlich-dimensional sind.

Damit ist X genau dann rational elliptisch, wenn sein (rationales) minimales Modell
dies ist. Mit Proposition [1.26] ist fiir einen Raum rationale Elliptizitdt unabhéngig
von dem betrachteten Grundkorper (der Charakteristik 0).

Beispiele 1.34: Beispiele fiir rational elliptische Raume sind

e Sphdren, komplez-projektive Riume, quaternional-projektive Riume (siehe Ab-

schnitt

e allgemeiner kompakte Liegruppen (siche Abschnitt und deren homogene

Raume
e Biquotienten kompakter Liegruppen

e Kohomogenitit-1-Mannigfaltigkeiten (|GHS'|)

Fiir homogene Rdume und Biquotienten sieht man dies mit der folgenden allgemeine-
ren Uberlegung (und der rationalen Elliptizitdt von kompakten Liegruppen):

Ist F — E — B ein Faserbiindel mit Rdumen endlich-dimensionaler Kohomologie, so
folgt aus der langen exakten Homotopiesequenz - -+ — 7 (F) ® Q — m,(E) @ Q —
T(B) ® Q — m,—1(F) ® Q — ..., dass, wenn zwei der drei Rdume F', E und B
rational elliptisch sind, auch der dritte Raum rational elliptisch ist.

Sehr wichtig fiir uns ist der folgende Satz:

Satz 1.35 (|[Hal77, Theorem 3|):
Der rationale Kohomologiering eines rational elliptischen minimalen Modells erfillt

Poincaré-Dualitdt.

Mit Satz folgt hieraus, dass jede einfach zusammenhéngende, rational elliptische
minimale Sullivan-Algebra von formaler Dimension n # 4k durch eine Mannigfaltig-
keit realisiert wird, d.h. das minimale Modell einer kompakten, einfach zusammen-
héngenden n-Mannigfaltigkeit ist.

12
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1.3.1. Reine Modelle

Im Folgenden arbeiten wir wieder iiber einem Korper K der Charakteristik 0.

Definition 1.36:
Ein Sullivan-Algebra (AV, d) heift rein, falls V endlich-dimensional, d(VV") = 0 und
d(Vodd) c Aveven gilt.

Definition 1.37 (untere Graduierung):
Fiir eine reine Sullivan-Algebra (AV,d) lisst sich das Differential als Abbildung in

folgendem Kettenkomplex auffassen:
0 & AJeven <i Ayeven ®A1V0dd & Ayeven ®A2Vodd & o

Es sei Hi(AV,d) dann die k-te Homologie dieses Kettenkomplexes.
Bemerkung 1.38: Es gilt Py, Hk(AV,d) = H(AV, d).

Bemerkung 1.39: Auf einer minimalen Sullivan-Algebra (AV,d) mit dimV < oo
und V = V22 ldsst sich ein weiteres Differential definieren, das rein ist, und beziiglich
dessen die Kohomologie genau dann endlich-dimensional ist, wenn die von (AV,d)
dies ist. Damit lassen sich einige Resultate zu reinen Sullivan-Algebren auch auf ein-
fach zusammenhéngende, rational elliptische, minimale Sullivan-Algebren, die nicht

notwendigerweise rein sind, Uibertragen.

Im Zusammenhang mit unseren Resultaten sind auch folgende Propositionen interes-
sant, die im Beweis von Proposition bendtigt werden.

Proposition 1.40 ([FHTO0I, Proposition 32.1]):
Es sei (AV,d) eine reine Sullivan-Algebra. Dann ist H*(AV,d) endlich-dimensional

genau dann, wenn Ho(AV,d) endlich-dimensional ist.

Proposition 1.41 ([FHTO01), Proposition 32.2(ii)]):
Es sei (AV,d) eine reine Sullivan-Algebra, so dass H*(AV,d) endlich-dimensional ist
und k sei mazimal mit Hy(AV,d) # {0}. Dann gilt k = dim V°% — dim Veven,

Weiter lassen sich geschlossene Erzeuger von ungeradem Grad als Produkt abspal-
ten.
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1. Rationale Homotopietheorie

Satz 1.42 ([FOT08, Theorem 2.77]):
Es sei (AV,d) eine reine cdga und Vo = Wy @ Wy mit d(Ws) = 0. Dann gilt

(AV.d) = (A(V" @ W), d) @ (AW>,0).

1.3.2. Exponenten einer rational elliptischen cdga

Definition 1.43:

Es sei AV eine freie graduiert kommutative K-Algebra mit ¢ = dim V°% < 0o und
r = dim V" < co. Dann heiffen a € N" und b € N? die Ezponenten von AV, wenn es
eine Basis v1,...,vp, wi,...,wg von V gibt mit |v;| = 2a; und |w;| = 2b; — 1. Ferner

nennen wir a die geraden Exponenten und b die ungeraden Fxponenten.

Satz 1.44 (|[FH79]):
Es sei (AV,d) eine rational elliptische, minimale Sullivan-Algebra von formaler Di-

mension n mit Exponenten a € N” und b € N9. Dann gelten:
(a) dim Ve = < ¢ = dim V%,
(b) > iz 2ai < n;

(c) ;].:1(2bj —1)<2n-1,

(@) n=2 (30 b~ Y a) — (=),
Bemerkung 1.45: Der Beweis des Satzes benutzt unter anderem die Charakterisie-
rung der Exponenten aus Satz[1.47]

Die Aussagen iiber die Exponenten lassen sich in Aussagen iiber die rationalen Ho-
motopiegruppen eines einfach zusammenhéngenden, rational elliptischen Raumes X

von formaler Dimension n iiberfithren. Es gilt dann:

(b") Zk21 2k dim (o (X) ® Q) < n;

() Dk>2(2k — 1) dim(ma,—1(X) ® Q) < 2n — 1;

(d) n= 2 k>0(2k — 1) dim(mp—1 (X) © Q) — 32451 (2k — 1) dim(ma(X) @ Q).
Die Tupel a, b, die als Exponenten einer rational elliptischen minimalen Sullivan-

Algebra auftreten, lassen sich charakterisieren. Dafiir benttigen wir die folgende De-
finition aus [FH79).
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1.3. Rationale Elliptizitét

Definition 1.46:
Es seien a = (a1,...,a,) € NJy und b = by,...,b; € NZ; endliche Folgen. Dann
erfiillen a und b die Bedingung SAC (,strong arithmetic condition®), wenn es zu jeder

Teilfolge a;, , ..., a;, von a eine Teilfolge b;,,...,b;, gibt, so dass nichtnegative vy €

s

Ny exstieren mit

S
(1) by = 2 Twai
=1

S
(i) 2w =2
=1

jeweils fiir alle k =1,...,s.

Satz 1.47 (|[FH79)):
Es seien a = (a1,...,a,) € NLg und b = bi,...,by € N endliche Folgen und es
gelte b; > 2 fiir j =1,...,q. Dann sind dquivalent:

(i) @ und b sind die Exponenten eines einfach zusammenhdingenden rational ellip-

tischen Raums.

(ii) @ und b erfillen die Bedingung SAC.

Bemerkung 1.48: Streicht man die Voraussetzung, dass b; > 2, so gilt der Satz

unter Streichung von ,einfach zusammenhéngend” in Teil |(i)| ebenfalls.

1.3.3. Reguldre Sequenzen

Die folgende Definition werden wir im Falle eines Polynomringes (in mehreren Varia-
blen) iiber einem Korper bendtigen.

Definition 1.49:
Es sei R ein Ring und rq,...,r, € R. Dann heifst r1,...,7, eine requlire Sequenz,
wenn (r1,...,r,)R # R gilt, und fiir jedes i die Restklasse von r; in R/(r1,...,7i—1)
kein Nullteiler ist.

Beispiele: Im Fall R = K|x1,...,x,)] fir einen Korper K gilt:

k k

e Die Sequenzen z¥, ...,z sind fir k > 1 reguldr.

e Im Fall n > 2 ist 23, m179 nicht regulir, denn 129 ist ein Nullteiler in R/(z?).

15



1. Rationale Homotopietheorie

Die folgende Proposition stellt nun einen Zusammenhang zwischen reguléren Sequen-
zen und der unteren Graduierung her. Seien dazu uq, ..., u, € Q[z1,...,z,] homogen
und (AV,d) = (A(z1,...,Zn,Y1,---,Yn),d), wobei die z; Grad 2 haben und dy; = w;
gilt.

Proposition 1.50 ([FHTO0I), Proposition 32.3]):

FEs ist Hso(AV,d) = {0} genau dann, wenn die Sequenz uy, ..., u, requldr ist.

Fiir eine graduierte K-Algebra A = P, A" sei F(A,N) =522 (dimg AY)N'. Diese
Reihe wird Poincaré-Rethe genannt.

Der folgende Satz von Stanley bringt diese Reihe in Verbindung mit reguléren Se-
quenzen von homogenen Elementen.

Satz 1.51 ([Sta78| Korollar 3.2]):

Es sei A eine Noethersche, graduierte, kommutative (im herkommlichen Sinne) K-
Algebra mit A° = K. Es seien 61,...,0, € A\ {0} homogen mit 0; € A%, d; > 0. Es
sei I =(01,...,0,). Dann gilt

F(A/I))

B e )

Ferner gilt Gleichheit genau dann, wenn 01, ...,0, eine requldre Sequenz ist.
(Die Ungleichung fiir formale Potenzreihen ist hier als Ungleichung fir die Koeffizi-

enten der Potenzreihen zu verstehen.)

Folgende Charakterisierung reguldrer Sequenzen werden wir bei der Untersuchung
kompakter, einfach zusammenhéngender, rational elliptischer 6-Mannigfaltigkeiten
benotigen. Sie scheint in der algebraischen Geometrie wohlbekannt zu sein, wir konn-
ten sie in der Literatur jedoch nur schwer finden. Wir geben hier einen Beweis an,
der aus der algebraischen Geometrie nur Hilberts Nullstellensatz (siehe z.B. [KROO,
Theorem 2.6.16]) als Hilfsmittel benttigt.

Proposition 1.52:
Es seien K € {Q,R,C} und uy,...,u, € K[xy,...,z,] homogene Polynome. Dann
gelten:

(a) Klz1,...,zn]/(u1,...,upn) ist endlich-dimensional genaw dann, wenn die Se-

qUENz Uy, ..., Uy, requldr ist.
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1.3. Rationale Elliptizitét

(b) Gilt {z€ C" |ui(z) =+ =up(z) =0} = {(0,...,0)}, so ist uy,...,uy eine

requldre Sequenz.

Beweis. Wir betrachten im Folgenden wieder das Modell
(AV,d) = (A(z1,. ., Ty Y1y -+, YUn), d),

wobei die z; Grad 2 haben und dy; = u; gilt. Dann ist
Ho(AV,d) = K|z, ..., zn]/(u1, ..., uy).

Ferner sei d; der Grad von w; in Q[x1,...,x,], so dass y; Grad 2d; — 1 hat.

Zu [(a)} Es sei zundchst Kz1,...,z,]/(u1,...,u,) = Ho(AV,d) endlich-dimensional.
Nach Proposition ist dann auch H*(AV, d) endlich-dimensional, woraus mit Pro-
position dann H*(AV,d) = Hyo(AV,d), also H>o(AV,d) = {0} folgt. Nach Propo-

sition [1.50|ist dann w4, ..., u, regular.

Ist nun umgekehrt wuy, ..., u, reguldr, so folgt mit [1.50, dass H*(AV,d) = Ho(AV,d)
ist. Nach Satz ist dann H*(AV,d) = Ho(AV,d) = Klz1,...,z5]/(u1,...,un)

endlich-dimensional, denn

F(Kler, .o, wnl /(s un), A) = [ E5E = JJQ + A+ + %71,
=0 =0

Zu @ Nach Hilberts Nullstellensatz existieren r1,...,r, € N mit

i

x;" € (ut,...,un)Clxy, ..., zp]

Nach [KR00, Proposition 2.6.12| gilt dann auch z;' € (ug,...,uy). Sei r = max; r;.

Sind dann s1,...,8, € N mit s; +---+ s, > nr, so exisitiert ein ¢ mit s; > r;, also
ist x7t - xir € (Ui, ..., up). Damit ist (K[zg, ..., 2z,])° C (u1,...,uy,) fir alle s > nr
und somit ist mit @ dann wq, ..., u, regular. O

Korollar 1.53:
Es sei (AV,d) = (A(z1,..., %k, Y1, -, Yk),d) ein minimale Sullivan-Algebra mit |x;| =
2 und |y;| = 3. Genau dann ist (AV,d) formal 2k-dimensional und H*(AV,d) erfillt

Poincaré-Dualitit, wenn dyi, ..., dyy eine requlire Sequenz in Q[z1,...,x] ist.

Gilt ferner 2 1 k, so ist dies ebenfalls dquivalent dazu, dass (AV,d) das minimale

Modell einer kompakten, einfach zusammenhdngenden 2k-Mannigfaltigkeit ist.
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1. Rationale Homotopietheorie

Beweis. Nach den Propositionen und ist genau dann dim H*(AV,d) < oo,
wenn dyy, . .., dy; regulér ist. Satz liefert die Poincaré-Dualitit.

Gilt 2 { k, so ist die formale Dimension nicht durch 4 teilbar und Satz gibt
eine Realisierung als minimales Modell einer kompakten, einfach zusammenhingenden
Mannigfaltigkeit. O

1.4. Formalitat

Definition 1.54:
Ein einfach zusammenhéangender topologischer Raum X heifit formal, wenn sein mi-
nimales Modell auch ein minimales Modell fir die cdga (H*(X;@Q),0) ist.

Bemerkung 1.55: Zwei formale Rdume haben den gleichen rationalen Homotopietyp

genau dann, wenn ihre rationalen Kohomologieringe isomorph sind.

Beispiele 1.56: Folgendes sind Beispiele fiir formale Mannigfaltigkeiten
e Sphdren, komplex-projektive Raume (siehe Abschnitt
o kompakte Kaihlermannigfaltigkeiten (Deligne-Griffiths-Morgan-Sullivan)

Fin Beispiel fir eine nichtformale Mannigfaltigkeit, das auch schon in [FOT08] be-
trachtet wurde, werden wir in Abschnitt [6.1] betrachten.

Weitere Beispiele liefert

Proposition 1.57 (JFOT08, Proposition 2.99|):
Es sei p > 2. Ein (p — 1)-zusammenhdngender Raum von (formaler) Dimension
< 3p — 2 ist formal.

Insbesondere sind also alle einfach zusammenhé&ngenden Rdume von formaler Dimen-
sion < 4 formal.

Fiir Mannigfaltigkeiten gibt es ein besseres Resultat.

Satz 1.58 (|[Mil79)]):
Es sei k > 2. Jede kompakte (k — 1)-zusammenhdingende Mannigfaltigkeit von Dimen-
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1.5. Beispiele

sion < 4k — 2 ist formal. Insbesondere ist jede kompakte, einfach zusammenhdngende

Mannigfaltigkeit der Dimension < 6 formal.

1.5. Beispiele

Beispiel 1.59 (Sphiren): Wir verfahren nach dem Algorithmus[L.13]um das minimale
Modell von S™ zu bestimmen. Da HY(S™;Q)) = {0} fiir 0 < i < n, wird der erste
Erzeuger im Grad n hinzugefiigt. Wir erhalten (A(x),0) mit |z|] = n und p(z) ist
ein geschlossenes, aber nicht exaktes Element von Apr(S™)". Ist n ungerade, so ist
¢ ein Quasi-Isomorphismus, da dann z? = 0 gilt. Ist n gerade, so ist der nichste
Erzeuger y vom Grad 2n — 1 mit dy = 22. Da H?"(S"; Q) = {0}, existiert ein Element
o(y) € Apr(S™) mit dp(y) = ¢(z)%. Da H*(A(z,y),d) = H*(S™; Q) gilt, ist ¢ nach
Konstruktion ein Quasi-Isomorphismus. Wir haben auch das minimale Modell von

S™, n ungerade, gefunden.

Beispiel 1.60 (komplex-projektive Rdume, quaternional-projektive Rdume): Ana-
log zum Fall der Sphéren ldsst sich das minimale Modell von CP" bestimmen zu
(A(z,y),d) mit |z| =2, |y| =2n + 1 und dy = 2"

Ebenso ist das minimale Modell von HP" gegeben durch (A(z,y),d) mit |z| = 4,
ly| = 4n + 3 und dy = 2™+

Beispiel 1.61 (Liegruppen): Es sei G eine kompakte, zusammenhéngende Liegruppe.
Nach dem Satz von Hopf (siehe [FOTO08, Theorem 1.34]) existieren dann Kohomolo-
gieklassen wog, +1,. .., Tk, +1 Mit Zop, 11 € H2ki+1(G; Q), so dass als Algebra

H*(Gv Q) = A($2k1+1, cee 7x2kn+1)'
Es sei agy,+1 € Apr,(G)?iF1 geschlossen mit [k, +1] = Tog,+1. Dann ist
2 (H*(Ga Q)7 0) = (A(‘T?kﬁ-lv s 7x2kn+1)7 0) - (APL(G)’ d)

mit ¢(zok,4+1) = aok,+1 ein Quasi-Isomorphismus und somit (H*(G;Q),0) das mini-
male Modell von G.

Beispiel 1.62 (Produkte): Es seien X und Y wegzusammenhéngende, nilpotente
Réume mit endlichen Bettizahlen. Sind (AVx, d) und (AVy, d) die minimalen Modelle
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1. Rationale Homotopietheorie

von X und Y, so ist (AVx,d) ® (AVy,d) ein minimales Modell von X x Y. Denn sind
p1 und pso die Projektionen auf X und Y, so ist die Abbildung

APL(pl) . APL(pQ) : APL(X) &® APL(Y) — APL(X X Y)
mit
ApL(p1) - ApL(p2)(w ® 1) = Apr(p1)(w) - ApL(p2)(n)

nach dem Satz von Kiinneth ein Quasi-Isomorphismus, und (AVx,d) ® (AVy,d) ist
das minimale Modell von Apy,(X) ® Apr(Y).

Beispiel 1.63 (Einpunktvereinigung): Es seien wie zuvor X und Y wegzusammen-

héngende, nilpotente R&ume mit endlichen Bettizahlen und minimalen Modellen
(AVx,d) bzw. (AW, d). Es sei (A, d) = (AVx,d) @g (AVy,d) die cdga mit

AR = (AVx)* @ (AVR)F fiir k> 0 und A° = (AVx)? @ (AVA)?/(1avy = 1Ay ),

mit Differential d(a @ b) = da @ db und deren multiplikative Struktur gegeben ist
wie folgt: Die Einschrankung der Multiplikation auf AVx C A bzw. AVy C A ist
die Multiplikation auf AVy bzw. AVy und fiir a € (AVx)>" und b € (AVy)>0 gilt
(a®0)(0®b) =0. Es gilt dann

H*((AVX,d) 5210} (AVy,d)) = H*(AVX,d) So0) H*(AVy,d) = H*(X VY, Q)

Ist (AW, d) das minimale Modell von X VY, so induzieren die Inklusionen ¢x : X —
X VY und 1y : Y < X VY Homomorphismen ¢y : (AW, d) — (AVx,d) und ¢y :
(AW,d) — (AVy,d). Diese lassen sich zusammenfiigen zu einem Homomorphismus
Y (AW, d) = (AVx,d) &g (AVy,d) mit (v) = x(v) ® Yy (v) fiir v € (AW)>? und
P(1) = 1.

Da dies genau die Abbildungen sind, die bei der Berechnung des Kohomologierings
von X VY benutzt werden, ist ¥ ein Quasi-Isomorphismus. Das minimale Modell von
X VY ist also das minimale Modell von (AVy,d) ®g (AVy,d).

Beispiel 1.64 (zusammenhingende Summe): Es seien M und N kompakte, ein-
fach zusammenhéngenden n-Mannigfaltigkeiten (n > 2). Es sei (AV,d) das mini-
male Modell von M#N und (AW, d) das minimale Modell von M VvV N. Weiter sei
q: M#N — MV N die Abbildung, die man durch MV N 22 (M#N)/S" ! erhilt. Es
sei ¢ das minimale Modell dieser Abbildung. Weiter seien wjy; und wy Reprisentanten
der Fundamentalklassen von M und N im minimalen Modell (AW, d) von M V N.
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Da [p(wyp — wn)] = 0 € H(M#N;Q) gilt, existiert ein g € (AV,d) mit dg =
o(wy — wpn). Dann wird durch ¢(y) = 7 eine Fortsetzung von ¢ auf (AW ® A(y), d)
mit dy = wys — wy definiert. Da H<"(q) bereits ein Isomorphismus ist, ist H="(¢) :
H="(AW ® A(y),d) — HS"(AV,d) ein Isomorphismus. Es miissen jetzt nur noch
gegebenenfalls Erzeuger y; vom Grad > n hinzugefiigt werden, so dass fiir & > n
dann H*(AW ® A(y, {y;}),d) = 0 gilt. Dann ist (AW ® A(y, {y;}),d) das minimale
Modell von M#N.

Wir wollen dies nun fiir den Spezialfall CP"# 4+ CP" ausfiihren.

Beispiel 1.65 (CP"# + CP"): Es sei n > 2. Das minimale Modell von CP" ist
(A(z,y),d) mit |z| = 2, |y = 2n+ 1, dv = 0 und dy = 2"*!. In der Standardori-
entierung ist 2™ ein Reprasentant der Fundamentalklasse. Das minimale Modell von
CP"# £ CP" finden wir nun wie folgt. Zunichst ben6tigen wir zwei Erzeuger x1 und
x9 vom Grad 2 mit dz; = 0, die den Erzeugern vom Grad 2 im minimalen Modell von
CP™ entsprechen. Da deren Produkt verschwinden soll, ben6tigen wir einen Erzeuger
a vom Grad 3 mit da = x129. Um die Fundamentalklassen zu identifizieren, fithren wir
einen Erzeuger b vom Grad 2n — 1 ein mit db = x] F 2. Damit ist (A(z1, z2,a,b), d)

eine reine Sullivan-Algebra. Wegen n > 2 ist sie auch minimal.

Wegen d(x1b+2h ) = 2, d(Faob+al ta) = 25 und d(z} 12l "a) = aial ™!
fir ¢ > 1, ist dim Ho(A(x1, 22, a,b),d) < co. Mit den Propositionen und folgt
dann dim H*(A(z1, 22, a,b),d) < co und

H*(A(x1,x2,a,b),d) = Ho(A(z1, 22, a,b),d) = H*(CP"# + CP").

Somit ist (A(z1,z2,a,b),d) das minimale Modell von CP"# + CP".
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2. Einfach zusammenhangende
6-Mannigfaltigkeiten

2.1. Klassifikation

Der Startpunkt der Klassifikation ist der folgende Satz von Wall, der es erlaubt, sich
auf den Fall b3(M) = 0 zu beschrénken.

Satz 2.1 (|JWal66, Theorem 1]):

Es sei M eine kompakte, einfach zusammenhdingende 6-Mannigfaltigkeit mit bg(M) =
2k > 0. Dann existiert eine kompakte, einfach zusammenhdngende 6-Mannigfaltigkeit
N mit bg(N) =0, so dass M diffeomorph zu N# (#521(83 x S?)) ist.

Wall hat weiter alle kompakten, einfach zusammenhingenden 6-Mannigfaltigkeiten,
die SpirE] sind und torsionsfreie Homologie haben, klassifiziert.

Satz 2.2 (|[Wal66, Theorem 5|):

Orientierte Diffeomorphieklassen von kompakten, einfach zusammenhdngenden, sechs-
dimensionalen Spinmannigfaltigkeiten mit torsionsfreier Homologie entsprechen bijek-
tiv den Isomorphieklassen von Tupeln (G, H, i, p1), wobei G und H endlich erzeugte
freie abelsche Gruppen, G von geradem Rang, pn: H x H X H — 7 eine symmetrische

trilineare Abbildung und p1 : H — Z ein Homomorphismus ist, fiir die die Relationen

sowte

p1(x) =4p(x,z,x) mod 24  fir alle x € H
gelten.
Die Bijektion wird realisiert durch M — (H*(M;Z),H2(M;Z), p, p1(M)), wobei
p:H2(M) x H2(M) x H3(M) = Z, p(wy,ws,ws3) = (w1 -ws -ws)([M]).

!Eine orientierbare Mannifaltigkeit M ist Spin, wenn die zweite Stiefel-Whitney-Klasse wa(M) = 0
erfiillt.
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2. Einfach zusammenhéngende 6-Mannigfaltigkeiten

Die Klassifikation wurde von Jupp in [Jup73] auf kompakte, einfach zusammenhén-
gende 6-Mannigfaltigkeiten mit torsionsfreier Homologie ausgedehnt. Die Klassifika-
tion beliebiger kompakter, einfach zusammenhéngender 6-Mannigfaltigkeiten gelang
schlieflich Zub in [ZhuO1] (die Ergebnisse wurden in [Zub88| angekiindigt).

2.2. Kubische Formen und rationaler Kohomologiering

Im Folgenden sei K € {Q, R, C}.

Der Kohomologiering H*(M;K) einer kompakten, einfach zusammenhéngenden 6-
Mannigfaltigkeit M mit bg(M) = 0 ist aufgrund der Poincaré-Dualitét durch die
folgende kubische Form bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt:

Definition 2.3:
Fiir eine kompakte, einfach zusammenhéngende 6-Mannigfaltigkeit M und einen Er-

zeuger w von H(M;K) sei Fy,, die kubische Form, welche durch
x-y-z=Fyu,(zr,y,z2) w

fiir ,y, z € H2(M;K) definiert wird.

Bemerkung 2.4: Eine kubische Form iiber K lasst sich zum einen als symmetrische

Trilinearform auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum V und zum anderen als

homogenes Polynom vom Grad 3 in K[zy,...,z,] mit n = dim V auffassen. Identifi-

zieren lassen sich beide Darstellung nach Wahl einer Basis e1,..., e, von V, indem

man fiir eine symmetrische Trilinearform F auf V'

n n
F (Zwiei, ey Z$z€z> S Q[.%'l, c. ,.,”Un]
=1 =1

betrachtet. Dass dies tatséchlich einen Isomorphismus definiert, sieht man daran, dass
jl ]n

der Koeffizient von 21" -...- 3" im obigen Polynom gerade
n!
ﬁF(eh...,el, cee s €nye..y€p)

ji-mal Jn-mal

ist. In dieser Arbeit werden wir beide Definitionen verwenden.

Wir verwenden den folgenden Aquivalenzbegriff fiir kubische Formen:

2In seinen Verdffentlichungen wird teilweise auch die Transskription Zhubr verwendet.
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2.3. Biquotienten kompakter Liegruppen

Definition 2.5:

Es seien V und V' endlich-dimensionale Vektorraume iiber Q. Wir nennen zwei ku-
bische Formen F : V xV xV — Qund F' : V' x V' x V! — Q dquivalent, wenn es
einen Isomorphismus ¢ : V' — V' und ein ¢ € Q \ {0} gibt mit ¢- F = ¢*F".

Lemma 2.6:

Es seien M und M’ kompakte, einfach zusammenhingende 6-Mannigfaltigkeiten mit
b3(M) = bz(M') = 0. Weiter seien w und w' Erzeuger von H®(M; Q) bzw. HS(M'; Q).
Dann sind die rationalen Kohomologieringe von M und M’ genau dann isomorph,

wenn Fyp, und Fyp o dquivalent sind.

Beweis. Sind Fiy, und Fy 0 dquivalent, so existiert ein Isomorphismus
2 H(M; Q) — H*(M'; Q).

Wir setzen diesen fort mittels pg(w) = qw’ und @4 = ¢ - (o~ 1)*, wobei (¢~ 1)* die zu
o~ 1 duale Abbildung ist. O

Bemerkung 2.7: Jede kubische Form auf einem n-dimensionalen Q-Vektorraum
lasst sich als Fj,, einer einfach zusammenhdngenden, geschlossen Spin-6-Mannig-

faltigkeit M mit torsionsfreier Homologie und bz (M) = 0 realisieren.

Beweis. Zunichst lasst sich eine Basis so wahlen, dass die Komponenten der Form
in dieser Basis ganzzahlig sind. Dies liefert eine symmetrische trilineare Abbildung
w L™ x 2" x Z™ — Z. Nach dem Satz von Wall muss sichergestellt werden,
dass die dort angegebenen Kongruenzen gelten. Wahlen wir zum Beispiel p; trivial,
so muss pu(z,z,z) =0 mod 6 fir alle x € H := Z" gelten. Betrachte dafiir einfach
= 6u. Da dann i nur gerade Werte annimmt, gilt auch die erste Bedingung. O

2.3. Biquotienten kompakter Liegruppen

In [DeV11] werden einfach zusammenhéngende, kompakte Biquotienten in den Di-
mensionen < 7 untersucht und klassifiziert. Von besonderem Interesse fiir uns sind
Biquotienten der Form S* x $3 x §3 // T3. Die Operation von T? lisst sich ausdriicken
als

(u7 v, w).((plij), (QL Q2)7 (Tlv TQ))

= ((up1, v v2w*p9), (uq, ubroP2qpb3 q2), (ury, uv2wsry)).

25



2. Einfach zusammenhéngende 6-Mannigfaltigkeiten

ai a2 ag
Sie wird also durch eine Matrix <b1 ba b3 ) € 73*3 beschrieben. Neben zwolf sporadi-
c1 c2 c3

schen Féllen gibt es drei Serien von Biquotienten, welche den Matrizen

1 2 0 1 2 ag 1 00
1 1 0,11 1 b3 und |6y 1 O
C1 Cg 1 00 1 C1 C2 1
entsprechen. Die Biquotienten der Serien wollen wir mit B:;LCQ, Bgs b, und Bgl 1.0

bezeichnen. In [DeV11] werden auch die ganzzahligen Kohomologieringe berechnet.
Es ist

H*(Bcll’cz; 7) = Zlu, v, w]/(u? + 2uv, v + uwv, w? + cruw + cpvw),
H*(ng’bs; Z) =2 Zlu, v, w]/(u? + 2uv + aguw, v* + uv + bgvw, w?),

H*(Bgl,C1,C25 Z) = Zu, v, w]/ (u?, v + byuv, w? + cyuw + cavw),

wobei alle Erzeuger Grad 2 haben.

Unter den 12 sporadischen Félle gibt es nach [DeV11] vier Diffeomorphietypen, wel-
che wir mit Bj*, B5?, Bi’, bzw. B}’ bezeichnen wollen und die durch die folgenden
Matrizen gegeben sind:

12 2 120 120 12 2
BP: (1 1 2], BP:(1 1 2], BP: (11 1], BP:[1 12
11 1 111 2 2 1 10 1

Auch hier wurden die ganzzahligen Kohomologieringe berechnet zu

2

u” — uw, v — 2uv, w?

( - Uw):
(u? + 2uv, v + wv + 20w, w? + vw + vw),
(u? + 2uw, v + 2uv + 20w, w?
(

J(u? + 2uv + 2uw, v* + 20w + vu, w? + uw),

— uw — vw),

wobei wieder alle Erzeuger Grad 2 haben.
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3. S-Prinzipalbiindel

Wir werden spéter S'-Prinzipalbiindel zur Konstruktion der Beispiele verwenden. Des-
halb wollen wir hier kurz auf die Klassifikation von Prinzipalbiindeln sowie auf die Be-
rechnung ihres Kohomologieringes eingehen. Klassifiziert werden sie wie folgt:

Satz 3.1:
Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Die Zuordnung E — c1(FE) induziert eine Bijek-

tion zwischen den Isomorphieklassen von S'-Prinzipalbiindeln iber M und HQ(M; 7).

Beweis. Die Menge der Homotopieklassen [M, CP*] von Abbildungen M — BS! =
CP* ist bijektiv zur Menge der Isomorphieklassen von S!'-Prinzipalbiindeln iiber M.
Eine Bijektion ist gegeben durch [f] — f*¢, wobei £ das universelle Biindel S =
ES' — BS' = CP*™ ist. Weiter ist (siehe z.B. [Hat02, Theorem 4.57]) [M, CP>]
bijektiv zu H?(M;Z), wobei eine Bijektion durch [f] — f*a fiir einen Erzeuger o
von H2(CP™; Z) = Z gegeben ist. Dies ist gerade eine der moglichen Definitionen der

ersten Chernklasse von f*¢. O

Da wir uns fiir einfach zusammenhédngende Raume interessieren, benttigen wir ein
Kriterium dafiir, wann der Totalraum eines S'-Prinzipalbiindels einfach zusammen-
héngend ist. Dies liefert das folgende wohlbekannte Lemma.

Lemma 3.2:

Es sei E ein S'-Prinzipalbiindel iber einer einfach zusammenhdngenden Mannigfal-
tigkeit M mit erster Chernklasse c1(E) € H*(M;Z). Dann ist E einfach zusammen-
héingend genau dann, wenn ci(E) kein Vielfaches einer anderen Kohomologicklasse
in H2(M; Z) ist.

Beweis. Nach der langen exakten Homotopiesequenz des Biindels ist 1 (F) abelsch.
Damit ist E einfach zusammenhéngend genau dann, wenn 0 = H; (E). Aus dem uni-
versellen Koeffiziententheorem folgt (siehe z.B. [Hat02, Korollar 3.3]), dass H;(F) =
H(E)/Torsion(H! (E))@Torsion(H?(E)). Die Spektralsequenz des Biindels zeigt, dass
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3. S'-Prinzipalbiindel

0 = HY(E)/Torsion(H(E)) gilt, wenn ¢1(E) # 0. Wegen 0 = Torsion(H2(M)) ist
dann Torsion(H?(E)) = Torsion(H*(M)/c1(E)) = 0 genau dann, wenn c¢;(E) kein
Vielfaches in H2(M) ist. O

Der Kohomologiering eines S!-Prinzipalbiindels mit Koeffizienten in einem Ring R
lasst sich in einigen Féllen mit Hilfe der Serre-Spektralsequenz bestimmen. Wir wollen
kurz daran erinnern:

Satz 3.3 (siehe z.B. [Hat04]):
Ist F — E — B eine Faserung, so dass mi(B) trivial auf H*(F; R) operiert, so
existiert eine Spektralsequenz {EYY d,.} mit:

(a) Die Ey-Seite ist gegeben durch EY? = HP(B; HI(F; R)).

(b) Das Differential d, erfillt d,|gra : EP? — EP L und

EPY) = ker(dy| gpa)/ Bild(dy| gp-ra+r).

(c) Die stabilen Terme ER" P, p = 0,...,n, sind isomorph zu den Quotienten

FJJF . einer Filtrierung
0OCF}C...Fy =H"(E;R)

von H"(E; R).
Bemerkung 3.4: Ist E ein S'-Prinzipalbiindel und @ ein Erzeuger von Eg’l =
HY(SY;7Z), so ist da(a) € ES’2 >~ H?(B;Z) die erste Chernklasse des Biindels. Dies
sieht man, indem man das Biindel als Pullback des universellen S!-Prinzipalbiindels
S% — CIP*° schreibt.

Fiir die multiplikative Struktur gilt:

Satz 3.5 (siehe z.B. [Hat04]):
Unter den Voraussetzungen und in der Notation des letzten Satzes gibt es bilineare
Produkte EP? x ESY — EPTSTH it

(a) Das Produkt EY? x Ey' — EVYST st durch (—1)%° mal das Cup-Produkt
HP(B;HY(F; R)) x H*(B; H'(F; R)) — HP"$(B; H""'(F; R)) gegeben.
(b) Fiir das Differential d, gilt d.(xy) = d(x)y + (=1)PTxd,(y) fir v € EF? und

RS Eﬁ’t, und das Produkt auf E:fl ist durch das Produkt auf Ey" induziert.
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3. S'-Prinzipalbiindel

(c) Das Cupprodukt auf H*(E; R) schrinkt sich ein auf Fj} x Fg — F;ffsm, und
das dadurch auf den Quotienten gegebene Produkt stimmit mit dem Produkt auf
EPA x B3 — pEFsatt gegeben durch das entsprechende auf E, fir geniigend

grofies r, uberein.

Zur Bestimmung des Produkts auf H*(E; H*(F; R)) benotigen wir ein Korollar aus
dem folgenden universellen Koeffiziententheorem.

Satz 3.6 (|Spa66], Theorem 10, Kapitel 5, Abschnitt 5]):
Es sei R ein Hauptidealring, C ein freier Kettenkomplex tiber R und G ein R-Modul,
so dass H(C') von endlichem Typ oder G endlich erzeugt ist. Dann gibt es eine funk-

torielle exakte Sequenz
0 — HY(C;R) ® G % HY(C; G) — Tor(H™(C; R),G) — 0,

die splittet.

Hierbei ist p induziert von der Abbildung i : Hom(C,R) ® G — Hom(C,G) mit
i(f @ g)(a) = fla)g.

Korollar 3.7:
Es seien K € {Q,R,C} und M, F kompakte Mannigfaltigkeiten. Dann gilt
H* (M; H*(F; K)) = H*(M; K) ® H*(F; K)
o

als Ringe.

Nun wollen wir uns der Situation zuwenden, die wir spéter benotigen. Es sei M
eine kompakte, einfach zusammenhéngende 2n-Mannigfaltigkeit mit verschwindenden
ungeraden Bettizahlen. Es sei S — Y — M ein S!-Prinzipalbiindel und Y einfach
zusammenhangend.

Die FEs-Seite der Serre-Spektralsequenz (mit Koeffizienten in K € {Q, R, C}) hat dann
die folgende Form:
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3. S'-Prinzipalbiindel

' \.\.\.\ .\.
: : o : ~— e | g .
0 2 4 6 2n-2 2n

Es bezeichne a € H!(S}; K) einen Erzeuger und es sei z := da(a) € H?(M; H°(S!; K)).
Dann gilt fir x ® a € Egk’l ~ {2 (M; K) @ H (S} K):

dy(zr®a)=da(x-a)=x-z=zU=z

Da dg = 0 gilt, ist E3 = Ew. Ferner verschwindet auf jeder Diagonalen {EY},.
hochstens ein Eintrag nicht. Da EYY nur fiir gerades p nicht verschwindet, ist die
Multiplikation auf der FEs-Seite durch das Cup-Produkt in H*(M;H*(F;K)) gege-
ben. Somit ldsst sich die Produktstruktur von H*(Y;K) direkt ablesen. Es ergibt
sich:

Lemma 3.8:
Fir die Kohomologie des S*-Prinzipalbiindels Y mit erster Chernklasse z iber einer
einfach zusammenhdngenden 2n-Mannigfaltigkeit M mit H"dd(M) =0 gilt

H#(Y;K) = H*(M;K)/Bild(42" %) © H(S}K)

und

H#HH(YK) = ker(u2") @ H' (S1 K),

wobei pt - HY(M;K) — H*2(M;K), y — yz sei. Die Ringstrukur auf H*(Y;K) wird
von der auf H*(M;K) @ H*(SY; K) induziert.
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Rationale Elliptizitat
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4. Rational elliptische
Mannigfaltigkeiten in Dimension 5

und kleiner

In diesem Kapitel legen wir die bekannte Klassifikation kompakter, einfach zusam-
menhéngender, rational elliptischer Mannigfaltigkeiten in den Dimensionen bis fiinf
dar.

4.1. Rational elliptische 2- und 3-Mannigfaltigkeiten

Fakt 4.1:
Eine kompakte, einfach zusammenhdngende 2- bzw. 3-Mannigfaltigkeit ist diffeomorph

2u S% bzw. S3. Insbesondere ist sie somit rational elliptisch.

In Dimension 2 folgt dies aus der Klassifikation geschlossener Fliachen, in Dimension
3 aus der von Perelman bewiesenen Poincaré-Vermutung. Die rationale Elliptizitét
von Sphéren haben wir in Beispiel gesehen.

4.2. Rational elliptische 4-Mannigfaltigkeiten

Fakt 4.2:
Eine kompakte, einfach zusammenhdingende, rational elliptische 4-Mannigfaltigkeit
ist homdomorph zu einer der Mannigfaltigkeiten S*, S? x S?, CP?, CP?#CP? oder
CP24CP".

Beweis. Die angegebenen Mannigfaltigkeiten sind nach Abschnitt rational ellip-
tisch. Es sei nun M eine kompakte, einfach zusammenhéngende, rational ellipti-
sche 4-Mannigfaltigkeit und (AV,d) das minimale Modell von M. Es seien a € N”
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4. Rational elliptische Mannigfaltigkeiten in Dimension 5 und kleiner

und b € N? die geraden und ungeraden Exponenten von (AV,d) (sieche Definiti-
on . Nach Satz gilt dann r < ¢q. Da M einfach zusammenhéngend ist,
gilt a; > 1 fiir alle 7 und b; > 2 fiir alle j. Damit folgt weiter, dass 3¢ < 7, also
bo(M) < r < g < 2. Nach [Fre82] Theorem 1.5] ist eine (glatte) kompakte, einfach
zusammenhéngende 4-Mannigfaltigkeit bis auf Homéomorphie durch ihre Schnittform
H?(M;7Z) x H*(M;Z) — Z bestimmt. Nach [MH73, Theorem 2.2] sind die moglichen
Formen fiir by(M) < 2 gerade die von S*, CP?, §? x S2, CP?*#CP? und CPQ#@Q. O

Bemerkung 4.3: Bis auf S? x S? >~ (CIP’2#@2 ist dies auch die Klassifikation bis
auf rationale und reelle Homotopiedquivalenz, denn der rationale Kohomologiering —
und mit Satz damit auch der rationale Homotopietyp — ist durch die Aquivalenz-
klasse der rationale Schnittform auf H?(M;Q) eindeutig bestimmt. Diese wiederum
ist durch by(M) und die Signatur gegeben, welche fiir S? x S? und (C]P’Q#@2 jeweils

ubereinstimmen.

4.3. Rational elliptische 5-Mannigfaltigkeiten

Fakt 4.4:
Eine kompakte, einfach zusammenhdngende, rational elliptische 5-Mannigfaltigkeit

hat den rationalen Homotopietyp von S° oder S? x S3.

Bemerkung 4.5: Es gibt unendlich viele Homotopietypen von kompakten, einfach
zusammenhéngenden, rational elliptischen 5-Mannigfaltigkeiten. Dies folgt aus Bar-
dens Klassifikation kompakter, einfach zusammenhéangender 5-Mannigfaltigkeiten (sie-
he [Bar65]). So sind beispielsweise alle Mannigfaltigkeiten M}, (in der Notation von
[Bar65]) mit 1 < k < oo rationale Homotopiesphéren, und fir 1 < k < oo gilt
Ho(My; Z) = Zy, @ Zy,.

Beweis von Fakt[4.4 Es seien a € N und b € N? die Exponenten. Die Eigenschaften

aus Satz [[L44] sind im fiinfdimensionalen Fall:

r q

q r
(%) =2 b;—> a|—(g—7r), 2> ai<5 2) bj—q<9.
j=1 i=1

i=1 j=1

Mit a; > 1 und b; > 2 erhalten wir r < 2 und ¢ < 3. Ferner miissen r und ¢

verschiedene Paritdat haben.
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4.3. Rational elliptische 5-Mannigfaltigkeiten

Ist r = 0, also a = (), so folgt aus der Gleichung in (x), dass b = (3) gilt. Das minimale
Modell hat also nur einen Erzeuger, der vom Grad 5 ist. Damit ist es das minimale
Modell von S°.

Ist = 1, so folgt aus der ersten Ungleichung in (%), dass a = (1) oder a = (2) gilt.
Weiter muss ¢ = 2 aufgrund der verschieden Paritdt und der Ungleichungen fiir ¢

gelten.

Ist a = (2), so folgt aus der Gleichung in (x), dass b = (2, 3) gilt. Dann erfiillen die
Exponenten allerdings nicht die Bedingung SAC (siehe Definition und Satz|1.47)),
ein Widerspruch.

Ist a = (1) so folgt dann aus der Gleichung in (x), dass b = (2, 2) gilt. Damit hat das
minimale Modell die Form (AV,d) mit dim V2 =1, dim V3 = 2 und V* = {0} sonst.
Aufgrund der Minimalitét gilt d|y2 = 0. Da die Kohomologie endlich-dimensional ist,

ist rkd|ys = 1, und wir erhalten Isomorphie zum minimalen Modell von S? x S3.

Ist r = 2, so folgt aus der ersten Ungleichung in (x), dass a = (1, 1) gilt. Wegen der
Paritdat muss ferner ¢ = 3 gelten. Die Gleichung wird dann zu b; + by + b3 = 5, ein
Widerspruch zu b; > 2 fiir j = 1,2, 3.
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5. Rational elliptische

Mannigfaltigkeiten in Dimension 6

In diesem Kapitel behandeln wir kompakte, einfach zusammenhéngende, rational el-
liptische 6-Mannigfaltigkeiten. Dies ist die erste Dimension, in der noch keine voll-
stdndige Klassifikation bekannt ist. Im ersten Abschnitt werden wir eine Charakte-
risierung der rationalen Kohomologieringe beweisen. Im zweiten Abschnitt beweisen
wir die Resultate zur Klassifikation kompakter, einfach zusammenhéngender, rational
elliptischer 6-Mannigfaltigkeiten bis auf reelle Homotopiedquivalenz. Die Klassifika-
tion ist im Fall by < 2 vollstandig. Im Fall bg = 3 geben wir sdmtliche moglichen
kubischen Formen an.

Zu beachten ist hierbei, dass in unserer Situation aufgrund von Satz rationale
bzw. reelle Homotopiedquivalenz und Isomorphie des rationalen bzw. reellen Koho-
mologierings dquivalent sind.

5.1. Rationale Homotopietypen

Wir werden zunéchst die Charakterisierung kompakter, einfach zusammenhéngender,
rational elliptischer 6-Mannigfaltigkeiten in Termen ihres rationalen Kohomologie-
rings angeben. Der Rest dieses Abschnittes ist dann dem Beweis der Charakterisierung
gewidmet.

5.1.1. Charakterisierung

Satz 5.1:
Es sei M eine kompakte, einfach zusammenhdngende 6-Mannigfaltigkeit. Dann ist M

genau dann rational elliptisch, wenn einer der folgenden Fille gilt:
(a) bo(M) =bs(M) =0, d.h M ist eine rationale Homologiesphdre;

(b) ba(M) = 0 und b3(M) = 2, d.h. es gilt M = (S*> x S®)#N fiir eine rationale

Homologiesphéire N, womit M den rationalen Kohomologiering von S* x S3hat;

37



5. Rational elliptische Mannigfaltigkeiten in Dimension 6

(¢) bo(M) = 1 und bg(M) = 0, d.h. M hat den rationalen Kohomologiering von
CP? oder von S? x S*;

(d) ba(M) =2, b3(M) = 0 und H*(M; Q) wird von H*(M;Q) erzeugt;

(e) ba(M) =3, by(M) = 0, H*(M; Q) wird von H*(M;Q) erzeugt und es existiert
eine Basis x1,x9,13 von HQ(M;Q), so dass der Kern der Finschrinkung des
Homomorphismus Q[Z1, Z2, T3] — H*(M;Q), Z; — z; auf homogene Polynome

vom Grad 2 eine requldre Sequenz als Basis hat.

Bemerkung 5.2: Die 6-dimensionalen Beispiele in [Tot03] zeigen, dass es unendliche
viele verschiedene rationale Homotopietypen von kompakten, einfach zusammenhén-
genden, rational elliptischen 6-Mannigfaltigkeiten mit by = 3 gibt. In Lemma [5.8
werden wir zeigen, dass es auch unendlich viele rationale Homotopietypen solcher

Mannigfaltigkeiten mit by = 2 gibt.

Bemerkung 5.3: Im Fall @ ist die letzte Bedingung genau dann erfiillt, wenn M
nicht den rationalen Kohomologiering von (S? x S*)#(S? x S1) oder (S? x S1)#CP?
hat.

Bemerkung 5.4: In Fall @ existiert genau dann eine solche Basis von H?(M;Q),
wenn fiir jede Basis der Kern von einer reguliren Sequenz erzeugt wird. Ferner exi-
stiert auch zu jeder reguldren Sequenz homogener Polynome wuj,us,us vom Grad
2 in Q[Z1, T2, Z3] eine einfach zusammenhéngende, kompakte, rational elliptische 6-
Mannigfaltigkeit M, so dass der Kern (beziiglich einer Basis 1, 2, 23 von H?(M;Q))
u1,u2, uz als Basis hat. Es gilt dann H*(M; Q) = Q[Z1, Z2, Z3]/(u1, uz, us).

5.1.2. Mogliche Exponenten

Der erste Schritt im Beweis der Charakterisierung besteht darin, die méglichen Expo-
nenten kompakter, einfach zusammenhéngender, rational elliptischer 6-Mannigfaltig-
keiten zu finden. Dies wurde bereits in [Pav(2] getan, da dort jedoch kein Beweis
angegeben wurde, tun wir dies hier.

Lemma 5.5:
Die Exponenten einer kompakten, einfach zusammenhdngenden, rational elliptischen
6-Mannigfaltigkeit sind in Tabelle enthalten.

38



5.1. Rationale Homotopietypen

Tabelle 5.1.: Exponenten und Erzeugergrade kompakter, einfach zusammen-

héngender, rational elliptischer 6-Mannigfaltigkeiten

Exponenten Erzeugergrade Beispiel(e)
6.1) a=(),b=(2,2) 3,3 S? x §3
(6.2) a=(1),b=(4) 2,7 CcPp3
(6.3) a=(3),b=(6) 6, 11 S6
(6.4) a=(1,1),b=(2,3) 2,2,3,5 S? xCP?
(6.5) a=(1,2),b=(2,4) 2,3,4,7 S% x st
6.6) a=(1,1,1),b=(2,2,2) 2,2,2,3,3,3 S%xS8?x8?

Beweis. Die Eigenschaften aus Satz sind im sechsdimensionalen Fall:

q q
6=2 ij—iai —(q—r), iaigi’), Qij—qgll.
j=1 i=1 i=1 =1

Insbesondere gilt also wegen b; > 2, dass r < ¢ < 3, und aus der ersten Formel folgt,

dass r und ¢ die gleiche Paritdt haben.

Ist r = 3, so muss also a = (1,1,1) und ¢ = 3 gelten. Dann folgt 12 = 2 Z?’:1 b;, also
b=(2,2,2), was der Fall (6.6) ist.

Ist r = 2, so folgt a = (1,1) oder a = (1,2), und da r < ¢ < 3, dass auch ¢ = 2. Aus
der ersten Formel folgt im Fall a = (1,1), dass b = (2,3), und im Fall a = (1,2), dass
b=(2,4).

Ist r =1, s0gilt a = (1), a = (2) oder a = (3) und ¢ = 1 oder ¢ = 3.
Gilt @ = (1), so folgt mit der ersten Gleichung, dass ¢ = 1 und b = (4).

Nehmen wir an, dass a = (2). Dann besagt die erste Gleichung, dass b; = 5, falls
g = 1, und dass Z?zl b; =6, also b = (2,2,2), falls ¢ = 3. Aus der Eigenschaft SAC
folgt, dass ein b; von der Form b; = 2y mit v € N> ist. Dies ist in beiden Féllen ein
Widerspruch.

Gilt a = (3), so folgt aus der Eigenschaft SAC, dass b; > 6 fiir ein b; gilt. Mit der
ersten Gleichung folgt dann b = (6). O

Das folgende Lemma wurde ebenfalls schon in [Pav02] ohne Beweis angegeben. Wir
geben auch hier einen Beweis.
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5. Rational elliptische Mannigfaltigkeiten in Dimension 6

Lemma 5.6:
In den Fillen (6.1), (6.2),(6.3) und (6.5) der Tabelle[5.1) ist das dort angegebene Bei-

spiel jeweils bis auf rationale Homotopiedquivalenz das einzige mit diesen FExponenten.

Beweis. Im Fall (6.1) muss d = 0 gelten, was das minimale Modell von S x S? ergibt.
Im Fall (6.2) ist der Erzeuger vom Grad 2 geschlossen und der Erzeuger vom Grad 7
muss unter d, aufgrund der Endlichdimensionalitédt der Kohomologie auf ein nichtver-
schwindendes Vielfaches des Erzeugers vom Grad 2 abgebildet werden. Reskalierung
des Erzeugers liefert dann Isomorphie zum minimalen Modell von CP? . Tm Fall (6.3)
erhalten wir mit der gleichen Argumentation die Isomorphie zum minimalen Modell

von S%.

Im Fall (6.5) hat das Modell die Form (A(z1,22,y1,¥2),d) mit |x1| = 2, |z2| = 4,
ly1| = 3 und |y2| = 7. Aufgrund der Minimalitat gilt dx; = 0.

Angenommen es gilt dy; = 0. Ware dann auch dzo = 0, so ist die Kohomologie nicht
endlich-dimensional. Damit gilt dann ohne Einschrankung dzs = x1y;. Aufgrund der
Endlichdimensionalitit muss dann weiter auch ohne Einschrinkung dys = z7 gelten.
Dann ist d(a:zf:cg + y1y2) = 0 und mi{’xg + y1y2 nicht exakt. Ein Widerspruch, da
xi’mg + y1y2 vom Grad 10 > 6 ist.

Aufgrund der Minimalitit des Modells ist dann ohne Einschrinkung dy; = z2. Da
es keine nichttrivialen geschlossen Elemente vom Grad 5 gibt, ist dzo = 0. Damit
ist dya = arf + bzl Wire b = 0, so wire die Kohomologie wieder nicht endlich-
dimensional. Also sei ohne Einschrankung b = 1. Der durch z; — x;, y1 — y1 und
Yo — Ga+ax3y; definierte Homomorphismus von (A(z1, 2, y1,%2),d) in das minimale
Modell (A(x1,x2,y1,72),d) von S? x S* mit dz; = 0, dy; = a:% und dys = a:% ist dann

ein Isomorphismus. O

5.1.3. Minimale Modelle mit b, =2 und bs =0

Wir betrachten die folgenden Modelle:

Es sei (AV,d) = (A(z1,22,y1,92),d) gegeben durch |z;| = 2,|y1| = 3,|y2| = 5 und
dz; =0, dy; = :c% + fo a:% sowie dys = g1 xrf’ + g9 x%xz + g3 xla:% + g4 x%’ fiir rationale
Zahlen f27glvg27g3ag4 € Q

Fiir ein beliebiges, formal sechsdimensionales minimales Modell mit den Exponen-

ten wie in Fall (6.4) gilt, dass das Differential des Erzeugers vom Grad 3 eine nicht
verschwindende quadratische Form in den Erzeugern vom Grad zwei ist, denn wiir-
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5.1. Rationale Homotopietypen

de sie verschwinden, so wire die Kohomologie nicht endlich-dimensional. Somit ist
ein solches beliebiges Modell nach Wahl einer Orthogonalbasis im Grad 2 fiir diese
quadratische Form und Skalieren des Erzeugers im Grad 3 von der Form, die wir
betrachten, also isomorph zu einem der Modelle (AV, d).

Wir leiten jetzt eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir her, dass die
betrachteten Modelle das minimale Modell einer kompakten, einfach zusammenhén-
genden 6-Mannigfaltigkeit sind.

Lemma 5.7:
Genau dann ist (AV,d) das minimale Modell einer kompakten, einfach zusammen-

hingenden 6-Mannigfaltigkeit, wenn

(*) 91 % fogo £/ fo(f291 — g3)

gilt.

Beweis. Um zu sehen, dass die Bedingung notwendig ist, betrachten wir die Ma-

trixdarstellung von dy : (AV)7 — kerdg in den Basen y12%, 12172, Y173, Y21, Yoo

von (AV)7 und zf, v3x9, 22222123, 3 von ker dg:

1 0 0 ¢ 0
0 0 g2 o
A= fo 0 1 g3 g
0 fo 0 g4 g3

0 0 fo 0 @

Es ist H¥(AV,d) = {0} genau dann, wenn 0 # det A = 303+ 293 —2f29193 + fa93 —
2f29294 + g3, also genau dann, wenn (x) gilt. Da dann ker d7 = {0} ist, gilt ebenfalls
H(AV,d) = {0}.

Es gelte nun also (%). Um zu sehen, dass auch HF(AV,d) = {0} fir k > 9 gilt,

berechnen wir die Dimension des Bildes von d;, fir &k > 8.

Zunéchst ist fiir n > 4 durch {1,711.] } 1+j = n} U {ylygmlfajé ) E+l=n— 4} eine
Basis von (AV)?" gegeben.

Fir n > 2 ist {ylx’iwg ’ t+j=n— 1} U {yga:’f:z:lz ‘ kE+l=n-— 2} eine Basis von
(AV)Q"'H.

Insbesondere ist also dim(AV)?* = 2n—2 (n > 4) und dim(AV)?"*! = 2n—1 (n > 2).
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5. Rational elliptische Mannigfaltigkeiten in Dimension 6

Es ist d2n<1’21$%) =0 und

3
don (y1y2wiah) = yaxi 2 + foyorfah + ) guiypal PVl
v=0
Der erste Term zeigt hierbei, dass die Einschrankung von ds,, auf das Aufspann der
yryexial mit k + 1 =n — 4 injektiv ist.
Damit ist dim(Bild dg,,) = n — 3, und somit dim(kerday,) =n + 1.

Das Bild von dg,41 wird aufgespannt von den Vektoren

v; = d(yra} e = a2l ¢ fr Tl =1, n
und
wj = d(yery” 2} )
R B R A b AR b
fir j <n-—3.

Wegen des ersten Terms sind die v; linear unabhéngig. Betrachten wir weiter

Ul = Wp—4 — 91 Vn—2 — G2 Vn—1 — (93 — f291)vn

= (g1 — fog2) 2125 — fo(gs — fogr) 2™

und
U2 = Wp—-3 — g1 Un—1 — G2 Un
= (g5 — fog1) 2125 + (g1 — fogo) 25T
u1 und wug sind wegen (*) linear unabhéngig. Damit auch vy, ..., vy, ui, uz. Es gilt also

dim(Bild d2j,41) > n + 2. Wegen dim(ker daj,12) = n + 2 ist dann dim(Bild dg,41) =
n + 2. Also dim(kerds,+1) = n — 3. Wegen gleicher Dimension gilt also Bilddg, =
ker dop+1 und Bild dgj, 1 = kerda,49 fiir n > 4. Damit ist die Kohomologie endlich-
dimensional, also das Modell aufgrund der Exponenten formal sechsdimensional. Nach
Satz [I.35 erfiillt die Kohomologie also Poincaré-Dualitdt und nach Satz [1.30] ist
es damit das minimale Modell einer kompakten, einfach zusammenhéngenden 6-
Mannigfaltigkeit. O

Wie bereits angekiindigt zeigen wir nun, dass es unter diesen Mannigfaltigkeiten un-
endlich viele rationale Homotopietypen gibt, denn es gilt:
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Lemma 5.8:
Die Abbildung [AV, d] = [f2] € Q*/(Q*)?, definiert auf den Isomorphicklassen solcher
Modelle mit fo # 0, ist wohldefiniert und surjektiv.

Beweis. Es seien (AV,d) und (AV,d) zwei solcher Modelle (d gegeben durch fo, g1,
92, J3, g4) und ¢ : (AV, d) — (Af/, d) ein Isomorphismus. Es seien ay, by, as, bg,c € Q
mit (1) = a121 + bixa, w(r2) = asry + bexs und @(y1) = cy;.

Aus d(p(y1)) = ¢(dy1) folgt
0#c=a?+ f2a3, cfo=b2+ fobs, und 0= aby + faaghs.

Im Fall a; # 0 folgt hieraus, dass fo = fo 2—%, und im Fall a; = 0, dass as # 0 und
1

~ b2

Ja = f2?;%

Die Surjektivitat folgt, da sich zu fo € Q stets g1, ... g4 € Q finden lassen, so dass die

Eigenschaft (%) aus Lemma gilt. O

Wir wollen nun die zugehérige kubische Form berechnen, welche wir hier und im
folgenden Unterabschnitt als symmetrische Trilinearform auffassen wollen.

Lemma 5.9:
Es gelte (x). Die Aquivalenzklasse von kubischen Formen, die zu H*(AV ,d) gehért ist

gegeben durch die Form mit Komponenten
Fiin = facg,  Fuz = —foan, Fioo = —a2, Fao = ay,

wobei ap = fog1 — g3 und ag = fogo — g4.

Insbesondere gilt also ag # ++/— foar1. Umgekehrt ist jede solche Form als Form eines

der formal sechsdimensionalen Modelle realisierbar.

Beweis. Es seien wy und wy die Kohomologieklassen von x1 und xo. Dann folgt aus
den Relationen, dass wj = — fowiw3 und wiws = — fow3. Zusammen mit der anderen

Relation folgt hieraus, dass

a1 wiws + s wi = —((g3 — fog1) wiws + (ga — fag2) wi) = 0.

Damit ist

0£Q=—as wlwg—l—oq w%’.
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5. Rational elliptische Mannigfaltigkeiten in Dimension 6

Mit (a2 + a3) wiws = —as Q + a1 (1 wiws + ag wi) und (of + o) wi = a; O+
1

———— € zur Definition der
aj+aj

as (1 wiwd + as wi), folgt die Behauptung, da wir

kubischen Form verwenden konnen.

Ist umgekehrt eine kubische Form F' mit Fii1 = foaa, Fii2 = —foar, Fiaa = —ao,
Fyo = a1 und ag # +£v/—foay gegeben, so ist fo hierdurch eindeutig bestimmt.
Wihle dann g¢1,...94 € Q mit a1 = fag1 — g3 und s = fago — g4. Wegen oo #
++v/— foaq gilt dann (x). O

5.1.4. Binare kubischen Formen uiber den rationalen Zahlen

Im Folgenden werden wir kubische Formen weiterhin als symmetrische Trilinearform
interpretieren. Wir werden nun alle kubischen Formen bestimmen, die nicht die in
Lemma [5.9] beschriebene Form haben. Fiir die dort beschriebenen kubischen Formen
gilt insbesondere F11Fv0 = foaiag = Fi19F122. Zu jeder Form lasst sich aber eine
Basis finden, so dass dies gilt:

Lemma 5.10:
Es sei F' eine kubische Form auf einem 2-dimensionalen Q- Vektorraum V. Dann gibt

es eine Basis von V', in der Fi11Fa99 = Fi10F192 gilt.

Beweis. Unter dem Basiswechsel 1 = x1, 2 = Az1 + 29 gilt:
Fi11Fog — Fi1oF199 = Fi11Foog — FiioFiog + A 2(Fi11 Fiag — F25).

Fir Ff12 # F111F190 konnen wir also A € Q so wéhlen, dass in der neuen Basis
Fi11Fy99 = FiaFi9 gilt.

Sei nun also Ff12 = F111F122. Bei Basiswechsel 21 = x1 + Axe, T2 = 29 gilt:

Fi11Fiog — Flo = Fii1Fiao — Fs + (Fi11Faoe — FiiaFioo)A 4 (Fii2Fage — Fhy) M2
= (Fi11F92 — Fi12F122) A + (Fi2Faga — Fo) N2,
20

so dass wir A € Q so wahlen konnen, dass Flnls'm — 1:"1212 £ 0. ]

Bis auf eventuelle Vertauschung der Basisvektoren hat die kubische Form in einer
solchen Basis dann auch eine Darstellung wie in Lemma
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5.1. Rationale Homotopietypen

Lemma 5.11:
FEs seien F111, Fi12, Fi22, Fooo € Q mit F111Fy2 = Fi12F122. Dann gibt es fo, 1,00 €
Q, so dass

Fii1 = foas, Friz = —foar, Fioo= —a2, Fip =a,

oder
Fooo = foas, Fioo = —fooq, Fiio=—a2, Fii1= oy,

gilt.

Beweis. Falls alle Fj;, = 0, setze a1 = ag = 0 und f5 beliebig.

Ist Fioo # 0 oder Fyoo # 0, so setze vy = Fhoo, g = —Fjo9 und fo = —% bzw.
fa= —%. Dann gilt im ersten Fall
— _ P — Fuolige _ FinnFoee
froz = F222( F122> Fazo Faza Fin
und

F
—faon = F2Fog = Fiia.

Im zweiten Fall folgt dies analog.

Falls F122 = F222 =0 und F111 7é 0 oder F112 7é 0, so setze a1 = F111, a9 = —an

F F:
und fp = — 52 baw. fo = — 222, O

Korollar 5.12:
Es sei F' eine kubische Form auf einem 2-dimensionalen Q- Vektorraum V. Dann gibt

es eine Basis von V und fo, a1, 0 € Q, so dass
(#¢) Fii1 = foaz, Frio = —foaq, Fioo=—a2, Fan=o

gilt.

In einer solchen Basis ldsst sich dann die Bedingung (*) als Bedingung an die Kom-
ponenten formulieren:

Lemma 5.13:
Es sei F' eine kubische Form auf einem 2-dimensionalen Q-Vektorraum mit Basis

r1,x2, und es gelte F111F222 = F112F122 sowie
2 2
Ffiy # FiaoF111 oder Fiyy # Fi12F209.

Dann ist F' dquivalent zu einer der Formen der obigen minimalen Modelle.
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5. Rational elliptische Mannigfaltigkeiten in Dimension 6

Beweis. Nach Lemmal[5.11]existieren nach eventuellem Vertauschen der Basisvektoren
a1, 2, fo € Q mit

Fii1 = fean, Frio = —fea1, Fioo = —ag, und Fao = a.
Angenommen, es gilt ag = £+1/—focr;. Dann ist oz% = —fgoz%, also F1222 = Fl12F599.
Weiter ist — foa2 = f2a2, also FiaoFi11 = F2,. Dies ist ein Widerspruch.

2 207, 112

Somit ist as # ++/—foaq und damit F' realisierbar als Form einer der minimalen
Modelle.

Lemma 5.14:
Es sei F' eine kubische Form auf einem 2-dimensionalen Q- Vektorraum. Dann sind

dquivalent:

(i) Es gibt eine Basis in der F111F222 = F112F122, F1212 = F122F111 und F1222 =
F112F222 gelten.

(ii) In jeder Bastis gilt F111F222 = F112F122, F1212 = F122F111 und F1222 = F112F222.

Beweis. Nach Lemma [5.10| existiert eine Basis I1, T2 in der F111F222 = F112F122 gﬂt.

Betrachte nun den Basiswechsel 1 = ax1 + bxe und Z9 = cx1 + dzo. Dann gilt
Fi11Fo9s — Fr12Fi22 = 2(be — ad)?(ac(—Ffy + Fi11Fizz) + bd(—Flhy + Fi12F22)).

Existiert nun eine Basis, in der Fi11F29 = Fi12Fi99, Ff12 = Flo9F7117 und Ff22 =
Fi19 Fo99 gelten, so gilt auch fiir jede andere Basis &1, T2, dass Fi11Foo0— Fi12F190 = 0.
Wére nun aber 13'1212 #* 1:"122]*:'111 oder 15’1222 % F112F222, so lasst sich nach obiger Formel
eine Basis finden, in der Fi11F50 # Fi10F199 gilt, ein Widerspruch. ]

Proposition 5.15:
Es sei F eine kubische Form auf einem 2-dimensionalen Q-Vektorraum V', so dass

eine Basis von V existiert, in der
2 2
Fi11Fo00 = Fr12F120 und F{9 = FiooF111 und Fiyy = Fi12F220

gilt. Dann ist entweder F' = 0 oder F ist dquivalent zu der Form G gegeben durch
G222 = 1 und G111 = G112 = G2 = 0.
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5.1. Rationale Homotopietypen

Beweis. Sei F' # 0. Aus Fj11 = Fa99 = 0 wiirde mit den beiden letzen Gleichungen
folgen, dass auch Fj19 = Foo = 0. Also konnen wir (nach eventuellem vertauschen
der beiden Basisvektoren) annehmen, dass Faoo # 0.

Setze A = —%. Dann gilt nach Basiswechsel 1 = x1 + Axa, 2 = x9, dass Floo =

Fi99 + AFo0 = 0.

Da auch in der neuen Basis die vorausgesetzten Gleichungen gelten, folgt mit der
mittleren Gleichung, dass auch Fj12 = 0, und mit der ersten Gleichung, dass Fnl =0
(da Faop = Faon # 0). U

5.1.5. Beweis der Charakterisierung

Mit den Uberlegungen des letzten Teilabschnitts zu kubischen Formen lisst sich
nun der Teil der Charakterisierung fiir 6-Mannigfaltigkeiten mit bg(M;Q) = 0 und
ba(M;Q) = 2 beweisen.

Proposition 5.16:

Es sei M eine kompakte, einfach zusammenhdngende 6-dimensionale Mannigfaltigkeit
mit bg(M;Q) = 0 und be(M;Q) = 2. Dann ist M genau dann rational elliptisch,
wenn der rationale Kohomologiering von M von den Elementen von H? (M;Q) erzeugt

wird.

Beweis. Da das minimale Modell einer einfach zusammenhéngenden, kompakten, ra-
tional elliptischen 6-Mannigfaltigkeit mit bs = 2 und bs = 0 nur Erzeuger vom Grad
2, 3 und 5 hat und H3(M; Q) = H3(M;Q) = {0} gilt, muss der rationale Kohomolo-

giering von den Elementen der zweiten Kohomologiegruppe erzeugt werden.

Sei nun der Kohomologiering von HQ(M ;Q) erzeugt. Angenommen, M wire nicht
rational elliptisch. Dann kann die zu M gehorende kubische Form nicht zu einer der
kubischen Formen der minimalen Modelle von oben équivalent sein, denn diese und M
sind formal. Damit erfiillt die zu M gehorende kubische Form die Voraussetzungen von
Proposition . Die Form ist damit Aquivalent zur Form G von CP3#(S? x S*) oder
der Nullform, also der Form von (S? x $%)#(S? x S*). Somit ist der Kohomologiering
von M isomorph zu dem von CP?#(S% x S*) oder (S% x S")#(S? x S1), also nicht
erzeugt von den Elementen von H?(M; Q). O
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5. Rational elliptische Mannigfaltigkeiten in Dimension 6

Bemerkung 5.17: Der Beweis zeigt, dass eine kompakte, einfach zusammenhén-
gende 6-dimensionale Mannigfaltigkeit mit bs(M;Q) = 0 und ba(M;Q) = 2 genau
dann nicht rational elliptisch ist, wenn sie den gleichen rationalen Homotopietyp wie

CP34#(S? x S*) oder (S% x S*)#(S? x S*) hat.

Nun wollen wir uns dem Beweis der vollstédndigen Charakterisierung zuwenden.

Beweis von Satz[5.1l Es sei M eine kompakte, einfach zusammenh#ngende, rational
elliptische 6-Mannigfaltigkeit. Da aufgrund der Minimalitdt des minimalen Modells
von M die Anzahl der Einsen unter den geraden Exponenten gerade der zweiten
Bettizahl von M entspricht, gilt also nach Lemma dass ba(M) < 3.

Ist be(M) = 0, so hat M Exponenten wie im Fall (6.1) oder (6.3). Nach Lemma
gilt dann M ~g S® x S bzw. M ~g S°. Somit ist b3(M) = 0 oder 2 und wir befinden

uns im Fall @ oder .

Ist ba(M) = 1, so folgt mit den Lemmata und dass entweder M ~g CP? oder
M ~g S? x S*. Somit ist b3(M) = 0 und wir befinden uns im Fall

Ist ba(M) = 2, so hat M nach Lemma [5.5| die Exponenten a = (1,1) und b = (2, 3).
Aufgrund der Endlichdimensionalitdt der Kohomologie kann somit der Erzeuger vom
Grad 3 im minimalen Modell von M nicht geschlossen sein, und somit ist bg(M) = 0.
Nach Proposition wird der rationale Kohomologiering von H?(M; Q) erzeugt, wir
befinden uns also im Fall @ des Satzes.

Ist by(M) = 3, so folgt, dass M die Exponenten a = (1,1,1) und b = (2,2,2), also
ein Modell der Form (AV,d) = (A(z1, 22, %3, 1, y2,¥3),d) mit |z;] = 2 und |y;| = 3
hat. Es gilt dann dz; = 0 und somit A(z1,x9,x3)/(dy1,dya, dys) = Ho(AV,d). Nach
Proposition [1.52] ist damit dy, dys, dys eine reguldre Sequenz. Diese spannt gerade
den Kern der Abbildung (Q[z1, 29, x3])? — HY(M;Q) auf, wir befinden uns also im

Fall [[e)}

Es sei nun umgekehrt M eine kompakte, einfach zusammenhéngende 6-Mannigfaltig-

keit, die die Bedingungen eines der Fille des Satzes erfiillt.

Fall [(a)] ba(M) = bg(M) = 0: Mit Poincaré-Dualitéit hat M den Kohomologiering
von S8. Es ist also M ~Q S rational elliptisch.
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Fall[(b)] ba(M) = 0, b(M) = 2: Mit Satz [2.1]folgt, dass M = N#(S* x $%) mit einer
rationalen Homologiesphére V. Insbesondere hat M den rationalen Kohomologiering
von S% x S, Es gilt also M ~0 S3 x 3 ist rational elliptisch.

Fall ba(M) =1, b3(M) = 0: Es sei dann 0 # = € H*(M; Q). Ist dann 22 # 0, so ist
mit Poincaré-Dualitit 23 ein Erzeuger von HS(M;Q) und H*(M;Q) = H*(CP?; Q),
also ist M ~g CP? rational ellitpisch. Ist 22 = 0, so ist H*(M; Q) = H*(S% x $*; Q).
Somit ist M ~q S% x $* rational elliptisch.

Fall [(d) ba(M) = 2, by(M) = 0, H*(M;Q) wird von H2(M;Q) erzeugt: Dies ist
gerade Proposition [5.16]

Fall @ Betrachte das minimale Modell (AV,d) von M. Dann gilt V2 = H?(M;Q).
Es sei x1, 2,3 eine Basis von V2. Da der rationale Kohomologiering von M von
H?(M; Q) erzeugt wir, ist der Kern der Abbildung (Q[z1, 9, 23])> — H*(M; Q) drei-
dimensional. Es sei also w1, us, us eine Basis des Kerns, die eine regulidre Sequenz ist.
Dann existieren yi,y2,y3 € V3 mit dy; = u;. Nach den Propositionen und
ist dann H*(A(z1, z2, 3, Y1, Y2, Yy3), d) endlich-dimensional, also ist aufgrund der Ex-
ponenten (A(zq,...,y3),d) formal sechsdimensional und somit (A(z1,...,y3),d) —
(AV,d) ein Quasi-Isomorphismus, also (A(z1,...,ys),d) das minimale Modell von M.
Damit ist M rational elliptisch. O

5.2. Reelle Homotopietypen

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass es unendlich viele verschiedene reelle Homotopie-
typen von kompakten, einfach zusammenhéngenden, rational elliptischen 6-Mannig-
faltigkeiten gibt. Auflerdem klassifizieren wir kompakte, einfach zusammenhéngende,
rational elliptische 6-Mannigfaltigkeiten im Fall, dass die zweite Bettizahl hochstens
zwei ist, und geben im Fall, dass die zweite Bettizahl drei ist, eine teilweise Klassifi-
kation an.

5.2.1. Kubische Formen

Im Gegensatz zum rationalen Fall, wo uns keine Ergebnisse zur Klassifikation ku-
bischer Formen bekannt sind, gibt es diese im reellen Fall fiir bindre und ternére
kubische Formen. Eine Form heifst dabei bindr bzw. ternir, wenn sie auf einem zwei-
bzw. dreidimensionalen Vekrorraum definiert ist. Fiir den Rest des Kapitels fassen
wir kubische Formen als homogene Polynome vom Grad 3 auf (siche Bemerkung .
Im binéren Fall gilt:
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5. Rational elliptische Mannigfaltigkeiten in Dimension 6

Satz 5.18 ([McKO06, Lemma 3|):
Es gibt nur endlich viele Isomorphietypen von bindren kubischen Formen tiber R. Jede
solche Form ist dquivalent zu genau einer der folgenden:

3 2
3  x%y
0, % =

By’ 2y—zy?
6 7 :

7 6 7

Definition 5.19:
Eine Form heifst singuldr, wenn sie einen (komplexen) kritischen Punkt ausserhalb

des Ursprungs hat.

- : . 3 2, . D .
Im binéren Fall sind also die Formen 0, % und %Y singuldr, wihrend die anderen

beiden Formen nichtsingulér sind. Im ternéren Fall gilt:

Satz 5.20 ([McK06, Lemma 4]):
Es gibt nur endlich viele Isomorphietypen von singularen, terndren kubischen Formen

iber R. Jede solche Form ist dquivalent zu genau einer der folgenden:

0.2 Ty dy—ay? a@t ) | AePhed) alery?) i)

y 60 2 2 ) P} y LYz, 2 ) 2 ) 2 )

$(,7;2+y2_22) x(aj2+y2+z2) Q - y2z Lj n 122 oy ﬁ o 222 _ y2z
2 ’ 2 ’ 6 276 2 ’ 6 2 2

Jede nichtsinguldre terndre kubische Form tber R ist dquivalent zu genau einer der
Formen %(xg‘ + 3 + 23 + 60 xyz) mit o # —%.

Bemerkung 5.21: Die Formen x(x22+ ¥*) und IS'gyg sind aquivalent vermoge der Ba-

sistransformation Z = f’/g(x + % Y), =1 %(x — % Y).

Weiter ist der in der Familie nichtsinguldrer Formen ausgeschlossene Fall 0 = —%

2(22+y?)
2

singular und aquivalent zu vermoge der Basistransformation & = x+ \/gy—i-%z

y:—2x+%zund§:w—\/§y+%z.

Aus Satz und aus Bemerkung [5.2] folgt

Korollar 5.22:
Es gibt unendlich viele rationale, aber nur endlich viele reelle Homotopietypen von
kompakten, einfach zusammenhdngenden, rational elliptischen 6-Mannigfaltigkeiten

mit zweiter Bettizahl by = 2.
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5.2.2. Eine unendliche Familie mit verschiedenem reellem
Homotopietyp

Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, dass es fiir eine kompakte, einfach zusam-
menhéngende, rational elliptische 6-Mannigfaltigkeit M mit by(M) < 2 nur end-
lich viele Moglichkeiten fiir den reellen Homotopietyp gibt, da es nur endlich viele
Aquivalenzklassen binérer kubischer Formen iiber R gibt. Ist b3(M) = 3, so gibt es
die unendliche Familie {1 (2® + y3 + 23 + 60 zyz) | 0 € R\ {—3}} terndirer kubischer
Formen.

Proposition 5.23:
Es gibt unendlich viele verschiedene reelle Homotopietypen von kompakten, einfach

zusammenhdngenden, rational elliptischen 6-Mannigfaltigkeiten.

Um die Proposition zu beweisen, miissen wir also zeigen, dass sich fiir unendlich
viele o die Form %(xS + 43 + 23 4+ 60 wyz) als kubische Form einer kompakten,
einfach zusammenhéngenden, rational elliptischen 6-Mannigfaltigkeit M mit bo(M) =
3 realisieren l&sst.

Dazu betrachten wir die Modelle der Form

(AV7 d)\) == (A(f]fl, xr2,T3,Y1,Y2, y3)7 d)\)

mit
|z;| =2, |yj|=3, dx;=0 und dyy; = :L'? TS j=1,2,3,
Ty
wobei A # 1.
Lemma 5.24:

Fir A\ # 1 ist uy = x% — A\TaoT3, U = x% — Ar1T3, U3 = m% — A\x1xo eine regulire

Sequenz.

Beweis. Wir verwenden Proposition Nehmen wir also an, dass es ein z € C3\
{(0,0,0)} mit u;(z) = 0 fiir i = 1,2,3 gibt. BEs ist also 22 = 2923, 25 = Az123 und
z% = A\z129, womit z; # 0 fiir i = 1,2, 3 gilt. Dann folgt

2t = A22222 = X222z,

Damit ist AM*z923 = 27 = Azp23, also A3 = 1. Wegen A € R gilt also A = 1, genau der

Fall den wir ausgeschlossen hatten. O
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5. Rational elliptische Mannigfaltigkeiten in Dimension 6

Damit ist (AV,dy) fiir A # 1 ein rational elliptisches minimales Modell iiber R und
erfiillt damit Poincaré-Dualitdt. Aufgrund der Exponenten ist es formal sechsdimen-
sional und wir konnen die zu dem Kohomologiering gehérende kubische Form bestim-
men.

Lemma 5.25:
Die zu (AV,dy) mit X # 1 gehorende kubische Form ist %(363 + 3+ 23 + 6% ayz),
falls X #£ 0, und zyz, falls A = 0.

Beweis. Zunichst gilt in HY(AV,dy), dass [z?] = \[2122%3]. Somit gilt

7 x;
[2%22] = Nadas) = NP [z123) = AP[afas].
Da A3 # 1, gilt also [z3x5] = 0. Analog zeigt man, dass [z2z;] = 0 fiir i # j. Somit ist

(z[z1] + ylaa] + 2[23])° = 2 [21] + v’ 3] + 2°[3] + 6ayz[r1292s]
= ()\(:L'3 +y¥+ 23+ 61yz) [T12273]

Hieraus folgt durch jeweils geeignetes Skalieren des Erzeugers von HG(AV7 dy) die
Behauptung. O

Fir A € Q\ {1} ldsst sich das minimale Modell (AV,d)) auch iiber Q definieren,
es existiert also eine kompakte, einfach zusammenhéngende, rational elliptische 6-
Mannigfaltigkeit die dieses minimale Modell realisiert. Fiir o € Q \ {0,1} existiert
damit eine kompakte, einfach zusammenhéngende, rational elliptische Mannigfaltig-
keit mit kubischer Form %(1‘3 + 1%+ 23 + 60 xyz). Damit haben wir Proposition
bewiesen.

Fiir 0 € R\ Q ist unklar, ob es eine Mannigfaltigkeit gibt, welche die kubische Form
$(23 +y® + 23 4 60 zyz2) realisiert, denn die entsprechenden Modelle (AV,d)) lassen
sich nicht in offensichtlicher Weise iiber Q definieren. Falls sich die Form realisieren
lésst, so ist die zugehorige Mannigfaltigkeit allerdings rational elliptisch, da wir oben
das entsprechende minimale Modell {iber R gefunden haben, und dies nur endlich
viele Erzeuger benétigtE

Fiir 0 = 0 gehort die kubische Form zu (CIF’3#CP3#CP3. Da zqx9, x123, 223 keine
reguliire Sequenz in Q[x1, 9, 3] ist, ist CP*#CP3#CP? nicht rational elliptisch. Fiir
o = 1 ist die zugehodrige Mannigfaltigkeit ebenfalls nicht rational elliptisch, wie wir
in Lemma sehen werden.

'Es lassen sich aber keinesfalls alle der singuliren Formen realisieren, da es nur abzihlbar viele

kompakte (6-)Mannigfaltigkeiten gibt.
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5.2.3. Klassifikation fiir b, < 2

Proposition 5.26:

Jede kompakte, einfach zusammenhdngende, rational elliptische 6-Mannigfaltigkeit M
mit ba(M) < 2 ist reell homotopiedquivalent zu genau einer der folgenden Mannigfal-
tigkeiten:

S0, 83 x 83, CP3, S% x 8%, CP? x S?, SU(3)/ T? oder CP3#CP3.

Jede kompakte, einfach zusammenhdngende, rational hyperbolische 6-Mannigfaltigkeit
M mit be(M) < 2 und b3(M) = 0 ist reell homotopieiquivalent zu genau einer der
beiden Mannigfaltigheiten (S? x S1)#(S? x S) und CP3#(S? x S1).

Beweis. Den Fall by(M) < 1 haben wir dies bereits im rationalen Fall betrachtet. Im
Fall ba(M) = 2 gilt im rational elliptischen Fall, dass bz(M) = 0, im rational hyper-
bolischen Fall haben wir dies vorausgesetzt. Damit wird der reelle Kohomologiering
und damit der reelle Homotopietyp durch die kubische Form bestimmt. Nach Satz
[.1§)ist diese eine der in Tabelle [5.2] aufgefiihrten.

In den ersten drei Fallen sieht man leicht, dass das angegebene Beispiel tatséchlich ein
Beispiel fiir diese Form ist. Im Fall 5 ist dies nach Bemerkung[5.21] ebenfalls klar. Der
Kohomologiering von SU(3)/T? wurde in [KIa88] berechnet zu H*(SU(3)/ T?;R) =
A(w1,20) /(22 + T172 + 23, 2322 + 2123) mit |7;| = 2, womit 23 = 23 = 0 und 2229 =

—z123 folgt, was die angegebene Form ergibt.

In den ersten beiden Féllen der Tabelle wird der reelle Kohomologiering nicht durch
H?(M;R) erzeugt. Nach der Charakterisierung im rationalen Fall sind diese Mannig-
faltigkeiten also rational hyperbolisch. In den anderen Fillen erzeugt H? (M;R) den

Kohomologiering, sie sind also rational elliptisch. O

Tabelle 5.2.: Bindre kubische Formen und Mannigfaltigkeiten, zu denen sie

gehoren
kubische Form Beispiel rational elliptisch
10 (S% x S1)#(S? x 8) Nein
2 2? CP3#(S% x %) Nein
3 x?y CP? x S? Ja
4 zly —xy? SU(3)/ T? Ja
5 z(2?+y?) CP3#CP? Ja
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5. Rational elliptische Mannigfaltigkeiten in Dimension 6

5.2.4. Teilweise Klassifikation fur by = 3

Den terndren kubischen Formen ldsst sich mittels Poincaré-Dualitdt wie folgt ein
Teilraum der homogenen Polynome vom Grad 2 in R[x1, x2, x3] zuordnen:

Es sei M eine kompakte, einfach zusammenhéangende 6-Mannigfaltigkeit mit kubischer
Form F'. Ist x1, x2, x3 eine Basis von H2(M ,R), so induziert ein homogenes Polynom
f € R[zy, x2, 23] vom Grad 2 ein Element von H*(M;R), das wir ebenfalls f nennen
wollen. Aufgrund der Poincaré-Dualitét ist dann f = 0 in H*(M;R) genau dann, wenn
z1f = xof = x3f = 0in H*(M;R). Diese Bedingung lisst sich an der kubischen Form
F ablesen.

Wahlt man nun noch eine Basis dieses Teilraums, so erhédlt man eine Sequenz ho-
mogener Polynome vom Grad 2 in Rz, x9, x3]. Ist diese Sequenz regulér, so ist M
rational elliptisch- Ist sie nicht regulér, so ist sie es nach der Klassifikation der mog-
lichen Exponenten in Dimension 6 und Proposition [1.52] nicht.

Lemma 5.27:
Den terndren kubischen Formen werden die in Tabelle angegeben Sequenzen ho-
mogener Polynome vom Grad 2 zugeordnet. In den Fdllen 6, 7, 9, 10, 11, 13, 14 und

15.0 fir o # 0,1 der Tabelle sind die Sequenzen requldr, in den anderen Féllen nicht.

Beweis. Die Berechnung der zugehorigen Sequenz verlduft in allen Féllen dhnlich,
weswegen wir uns hier auf den Fall 4 der Tabelle beschréanken wollen. Aufgrund der
kubischen Form gilt in diesem Fall, dass alle Monome vom Grad 3 in den z; bis auf

2229 und 2122 in H%(M;R) verschwinden und ferner 22z = —x123 gilt. Ein Element
w = a:c% + brizs + cxriw3 + d:c% + exaxs + fﬂ:% € HQ(M; R)
verschwindet also genau dann, wenn

0= 2w = brixy + dr1xd = (b — d)2ixy
0 = 2ow = axire + br123 = (a — b)xize
0= 3w = 0,
also genau dann, wenn a = b = d. Dies liefert gerade den von der angegebenen Basis

erzeugten Teilraum.

Die Regularitédt der Sequenzen in den angegebenen Féllen sieht man leicht mit Pro-
position [(b)}

Aufer in den Féllen 8 und 15.1 enthalten alle nichtreguldren Sequenzen der Tabelle

jeweils zwei Elemente der Form x;x; und x;z;, mit {7, j,k} = {1,2,3}. Diese sind
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Tabelle 5.3.: Ternéare kubische Formen iiber R und zugehorige Sequenz homo-

gener Polynome vom Grad 2

kubische Form Sequenz reguldr
1 0 x%, x%, x%, T1x2, T1T3, ToX3 Nein
2 x3 x%, x%, T1T2, T1T3, ToT3 Nein
3 2y x%, r1x3, ToT3, x% Nein
4 $2y — :L"y2 :13% + 129 + x%, T1x3, ToT3, x% Nein
5 r(2® +y?) ~ 22+ 3 w20, 123, D073, :1;% Nein
6 TYZz x%, x%, x% Ja
7 22?4+ 9?) T1T2, 3 — 23, 23 Ja
8 z(xz —y?) T3 + 2173, x%, ToT3 Nein
9 z(z?+y?—2?) T179, T3+ 23, 23+ 23 Ja
~ 2(3z% + 3y* — 2%)
10 z(2? +y? - 2?) zow3, 3 — 23, 23 + 23 Ja
~ x(x? + 3y — 322)
11 z(2®+y* +22) zow3, 3 — 23, 13 — 23 Ja
~ z(z? + 3y? + 32?)
12 28— 3y22 T1x2, T1T3, wg Nein
13 23+ 3222 — 3y22 T1T2, :c%, a:% —x1x3 + :c% Ja
14 23— 3222 — 3y2z T1T2, x%, a:% + T3 — a:% Ja
5.0 234+y3+23+60yz, oxi—wox3, ori—1123, 02i—1179 0 € {0,1}: Nein
o # —% o#0,1: Ja
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5. Rational elliptische Mannigfaltigkeiten in Dimension 6

wegen ;2 - £ € (x;x1) nicht regulér. Im Fall 8 erlaubten xg und zox3 eine analoge

Konstruktion, weswegen die Sequenz nicht regulér ist. Im Fall 15.1 gilt zum Beispiel

72(23 — 273) = (—21) (2% — 7122) und wir erhalten die Nichtregularitiit.

O

In einigen der Fille kénnen wir konkret eine Mannigfaltigkeit angeben, die die ent-
sprechende kubische Form realisiert.

Tabelle 5.4.: Terndre kubische Formen und Mannigfaltigkeiten zu denen sie

gehoren

kubische Form

Beispiel

rational elliptisch

© 00 N O U e W N

[ T T
=~ W N = O

15.0

23 + 3222 — 322
23 — 3222 — 3?2

2343+ 23 4-60zyz,

1
0'#—5

(S% x S)#(S% x 1) #(S% x 8)
CP3#(S? x S*)#(S? x 8%)
(CP? x S%)#(S? x $%)

(SU(3)/ T?)#(S* x %)
CP3#CP3#(S% x S*)

S% x §2 x S2, (CP2#CP") x S2

(CP2#CP?) x S2

B3 mit 027&0und017§b1%

b1,c1,c2

Bl ., mit (c1,c2) # (0,0)

C1,C27

CP3#(CP? x 8?)

Nein

Nein

Nein

Nein

Nein

Ja

Ja

Nein

Ja

Ja

Ja

Nein

Ja

Ja

o € {0,1}: Nein
o#0,1: Ja

Proposition 5.28:
Die in Tabelle angegeben Beispiele realisieren tatsdchlich die angegebene kubische

Form.

Bemerkung 5.29: Es gibt weiter noch computerbasierte Hinweise darauf, dass zu-

mindest einige der Biquotienten der zweiten Serie BZS by 20 den Féllen 13 oder 14 der

Tabelle gehdren. Weiter zeigen Computerberechnungen, dass B5” und BjP zu Fall 11

und B3P zu Fall 10 gehoren.
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5.2. Reelle Homotopietypen

Beweis. Die Fille 1 bis 5 haben jeweils einen Erzeuger von H?(M; R), dessen Poincaré-
Duales nicht im Aufspann der Produkte von Elementen in H?(M;R) liegt. Die zu-
sammenhingende Summe von S? x % mit einem entsprechenden Beispiel mit by = 2

liefert also ein Beispiel in diesen Féllen.

In den Fallen 6, 7 und 12 sieht man ebenfalls leicht, dass die angegebenen Beispiele
die kubische Form realisieren. Beachte hierbei, dass S% x S? ~Q CP2#@2 und wah-
le im Fall 12 Erzeuger a und b von H?(CP?) bzw. H?(S?) so, dass —a’b dual zur

Fundamentalklasse ist.

1
C1,C2°

bereits in Abschnitt [2.3] angegeben:

1

c1,c, haben wir

Betrachte nun die Biquotienten B Den Kohomologiering von B

H*(B;’CQ; R) = A(u, v, w)/(u? + 2uv, v* + uv, w? + cruw + covw),

wobei u, v und w Grad 2 haben.

Wir betrachten den Fall (c1, c2) # (0,0). Es sei @ = \/c§ + (c1 — ¢2)? # 0 und 1,22,
x3 die Basis von Hz(Bclth;R) mit u = —2x3, v = r2 + 23 und w = —§r1 — Fw2 +

(c1 — %)x3. Dann gilt
u? + 2uv = —4uq
v? 4 uv = —ug + us

2
2 c 2 2
w* + cruw + couw = Fug + (¢f — c1c2 + 2= )ug,

wobei u; = Tox3, uy = o7 — x3 und uz = 23 — z2. Damit ist der erzeugte Teilraum

der gleiche wie im Fall 11 der Tabelle [5.3| und mit Poincaré-Dualitét realisiert B1

c1,c2
dann die kubische Form aus Fall 11.

3

bu.c1.co haben den folgenden Kohomologiering:

Die Biquotienten B

H*(Bg’wl,cz;Z) = A(u, v, w)/(u?, v + byuv, w? + cluw + covw),

wobei u, v und w wieder Grad 2 haben. Wir betrachten nun den Fall, dass ¢y # 0
R) mit
u=co(xe —x3, v = (c1 —bic2)x2 + 123 und w = %cz(blcz —2c1)(x1 + 22). Dann gilt

und 2¢; # byco. Es sei dann in diesem Fall x1, 9, 23 die Basis von HQ(Bg’1 1o
u? = —c3(2uy + ug — u3)
2 2 2 2
V7 +uv = (2¢] — 2bicica + bicy)ur + (¢ — bicica)(—ua + ug3)
w? 4 cruw + covw = %cg(blcg — 201)2U2,
wobei u1 = mar3, ug = 7 — x5 und uz = r? + 23. Analog zu oben realisiert damit

B3 mit co # 0 und 2¢; # bicy die kubische Form aus Fall 10. O

bi,c1,c2
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6. Rational elliptische

Mannigfaltigkeiten in Dimension 7

6.1. Rationale Homotopietypen

In diesem Abschnitt werden wir alle kompakten, einfach zusammenhéngenden, ratio-
nal elliptischen 7-Mannigfaltigkeiten bis auf rationale Homotopiedquivalenz klassifi-
zieren.

6.1.1. Mogliche Exponenten

Zunachst werden wir wie im sechsdimensionalen Fall simtliche moglichen Exponenten
von kompakten, einfach zusammenhédngenden, rational elliptischen 7-Mannigfaltig-
keiten bestimmen.

Tabelle 6.1.: Exponenten und Erzeugergrade kompakter, einfach zusammen-

héngender, rational elliptischer 7-Mannigfaltigkeiten

Exponenten Erzeugergrade Beispiel(e)
(71) a=(),b=(4) 7 S7
(72) a=(1),b=(2,3) 2,3,5 S? x 85, CP? x S3
(7.3) a=(2),b=(2,4) 3,4, 7 S3 x §*
(74) a=(1,1),b=(2,2,2) 2,2,3,3,3 S?2x 82 xS3

Lemma 6.1:

Die Exponenten einer kompakten, einfach zusammenhdngenden, rational elliptischen

7-Mannigfaltigkeit sind in Tabelle enthalten.

Beweis. Nach Satz gilt Y7 1 a; < I also Y ;a; <3und Dby < (g +13).
Da a; > 1ist also a = (1,1,1), (1,2), (1,1), (3), (2), (1) oder ().
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6. Rational elliptische Mannigfaltigkeiten in Dimension 7

Weiter gilt
q T
(%) T=2) bj-> ai| —(g-7)
j=1 i=1

Ist a = (), so folgt 7 = 22?:1 bj —q > 3¢, da b; > 2. Somit ist ¢ = 0, 1 oder 2. Fiir
q =2 ware 7= 2(2?:1 b;j + 1), ein Widerspruch. Ebenso ist ¢ = 0 nicht mdéglich. Ist
g =1, so folgt mit (%), dass b = (4) ist. Dies ist Fall (7.1) der Tabelle.

Ist a = (1), so folgt 8 =2 23:1 bj —q > 3q, also auch hier ¢ =0, 1 oder 2. Fiir ¢ =0
oder 1 gibt (%) einen Widerspruch. Fiir ¢ = 2 folgt by + by = 5, also b = (2, 3), also
Fall (7.2).

Ist a = (2), so folgt 10 = 22;1:1 bj — ¢, woraus analog zu oben b = (2,4) (also Fall
(7.3)) oder b = (3,3) folgt. Wir kénnen a = (2) und b = (3, 3) ausschliessen, da es
nicht die Bedingung SAC erfiillt.

Ist a = (1,1), so folgt 9 = 22?21 bj — ¢, also ¢ < 3. Wegen () ist ¢ ungerade und
nach Satz ist ¢ > r = 2. Also ist ¢ = 3. Dann liefert (x), dass b = (2,2, 2), also
Fall (7.4).

Ist a = (1,2), so folgt 11 = 22?:1 b; — g, also ¢ < 3. Wieder muss also ¢ = 3 gelten
und mit (x) dann b = (2,2, 3), was nicht die Bedingung SAC erfiillt.

Ist a = (1,1,1), so folgt 10 = 22;1-:1 bj — ¢, also ¢ < 3. Nach (*) muss ¢ gerade sein,
was mit ¢ > r = 3 einen Widerspruch ergibt. O

Eine Tabelle mit den méglichen Dimensionen der rationalen Homotopiegruppen dieser
Mannigfaltigkeiten gibt es auch in [DeV1l]. Dort werden noch einige weitere Fille
aufgefiihrt, deren zugehorige Exponenten jedoch nicht die Bedingung SAC erfiillen,
und die somit nicht fiir rational elliptische Rdume auftreten kénnen.

In dreien der vier Félle haben wir in der Tabelle bereits alle rationalen Homotopiety-
pen mit diesen Exponenten aufgefiihrt.

Lemma 6.2:
In den Fillen (7.1), (7.2) und (7.3) der Tabelle[6.1] sind die dort angegebenen Beispiele

erschopfend bis auf rationale Homotopiedquivalenz.

Beweis. Im Fall (7.1) ist dies offensichtlich der Fall. Im Fall (7.2) hat das minimale
Modell die Form (A(z2,ys, 25),d), wobei die Indizes jeweils den Grad der Erzeuger
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angeben. Aufgrund der Minimalitét ist dann dzre = 0. Weiter kénnen wir nach Reska-
lierung des Erzeugers y3 annehmen, dass entweder dyz = 0 oder dyz = 3 gilt. Analog

kénnen wir annehmen, dass dzs = 0 oder dzz = o3 gilt.

Im Fall dys = 0 = dz; ist die Kohomologie nicht endlich-dimensional. Im Fall dys = x3
und dzs = 0 erhalten wir das minimale Modell von S2 x S®. Im Fall dys = 0 und
dzs = x3 erhalten wir das minimale Modell von CP? x S3. Gilt dyz = 22 und dz5 = z3,
S0 sei Z5 ein weiterer Erzeuger und definiere dZ; = 0. Dann ist der Algebrenhomo-
morphismus ¢ : (A(x2,ys, 25),d) = (A(x2,ys, 25),d) mit p(z2) = z2, ¢(y3) = y3 und
©(25) = z5 — x2ys3 ein Isomorphismus. Wir erhalten also wieder das minimale Modell

von S? x S°.

Im Fall (7.3) gilt, dass die Erzeuger in den Graden 3 und 4 geschlossen sind. Ein
Erzeuger im Grad 7 wird dann auf das Quadrats des Erzeugers vom Grad 4 abgebildet,
da die Kohomologie sonst nicht endlich-dimensional ware. Somit erhalten wir das
minimale Modell von S3 x S*. O

6.1.2. Beispiele mit den Exponenten von S? x §? x S3

Im Folgenden werden wir die minimalen Modelle mit Exponenten wie im Fall (7.4)
genauer untersuchen.

Lemma 6.3:

Es sei (AV,d) ein rational elliptisches, minimales Modell mit Exponenten a = (1,1)
und b = (2,2,2). Dann gilt fiir das Differential d3 : V3 — (AV)* = A2V?, dass
rk(ds) > 2.

Beweis. Ist rk(ds) = 0 oder 1, so ist die Kohomologie nicht endlich-dimensional. [

Betrachten wir nun Modelle (iiber Q) mit

AV = A(z1, 22, y1,Y2,y3), mit |z;] =2 und |y;| = 3.

und Differentialen d, mit dy(z;) = dy(y3) = 0, dy(y1) = 172 und d, (y2) = 23 — o3

mit o € Q*.

Lemma 6.4:
Fiir alle o € Q* ist (AV,d,) formal 7-dimensional und H*(AV,d,) erfillt Poincaré-
Dualitdt.
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6. Rational elliptische Mannigfaltigkeiten in Dimension 7

Beweis. Es gilt (AV,d,) = (A(x1,22,91,92),ds) @ (A(ys),0). Damit geniigt es zu
zeigen, dass H* (A (1, z2, Y1, y2), ds) vierdimensional ist und Poincaré-Dualitat erfiillt.
Aufgrund der Formel fiir die formale Dimension eines rational elliptischen minimalen

Modells geniigt es dafiir zu zeigen, dass dim H*(A(x1, x2,y1,v2),ds) < 0o gilt.
Nach Korollar geniigt es zu zeigen, dass die Sequenz 2?2 — oz3, z172 regulir ist.

Sei dazu f = Eai,jmﬁxé € Q[w1, 72], so dass x1z2|(2? — ox3) - f. Dann ist

2 2 _ i, i J
(¢ —o0a3)-f= Y (a2 —oaij-2)rizy + Y aio1xizs+ Y arjo1)
122,522 i>2 i>2

+) g0zt + > ag;-ox)

i>2 §j>2

= h+ E ai_270w21+ E aou‘_gxé.

i>2 §>2

Da x172lh, gilt dann auch zyz2|(2? — ox3)f — h, woraus a;o = 0 = ag; folgt, also

x122|f. Damit ist die Sequenz regulér. O

Lemma 6.5:
Zwei Modelle (AV,d,) und (AV,ds) sind isomorph genau dann, wenn die Restklassen

von o und & in Q*/(Q*)? dbereinstimmen.

Beweis. Fiir jedes o € Q* ist HY(AV,d,) eindimensional. Es sei 0 # w € HY(AV, dy).
Die Multiplikation H?(AV,d,) x H*(AV,d,) — H*(AV,d,) lakt sich dann als v-w =
B(v, w)w schreiben, wobei B eine symmetrische Bilinearform ist. In der Basis [z1], [z2]
von H?(AV,d,) und fiir w = [23] ist B durch die Matrix

(50)

gegeben. Die Restklasse der Determinante dieser Form in Q/(Q*)? ist invariant unter
Basiswechsel und Multiplikation mit Skalaren und somit invariant unter Isomorphis-
men des Kohomologierings. Somit ist die Restklasse von o und & in Q*/(Q*)? gleich,

wenn die Modelle isomorph sind.

Ist umgekehrt [o] = [5] € Q*/(Q*)?, so ist 0/5 € (Q*)?, also \/o /5 € Q und damit

¢ : (AV,ds) — (AV,d,) mit p(z1) = 1, p(x2) = \/0/F ©2, p(y1) = \/7/F y1 und
@(yj) =Yj fiir j = 2,3 ein Isomorphismus. ]
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Damit gibt es nach Satz zu jedem o € Q*/(Q*)? eine kompakte einfach zusam-
menhingende 7-Mannigfaltigkeit M7, die (AV,dz) als minimales Modell hat ([5] =
o).

Wir kénnen insbesondere M[Zl] =982 x 8?2 xS und M{, = (CP*#CP?) x S* wihlen.

(1
Allgemeiner zeigt der Bewels von Lemma [6.4] dass es einfach zusammenhéngende,

rational elliptische topologische Rdume X, von formaler Dimension 4 gibt, so dass
M? ~g X, x % ist. Aber aufer fiir ¢ = [1] oder ¢ = [~1] ist X, nicht rational
homotopiedquivalent zu einer Mannigfaltigkeit, denn die Schnittform lasst sich iiber
Q nicht auf Diagonalgestalt mit Diagonalelementen in {1, —1} bringen.

Lemma 6.6:
Fiir jedes o € Q* hat das universelle Torusbimdeﬂ von M[Z_] den rationalen Homoto-

pietyp von S x S3 x S3.

Beweis. Mit der zugehorigen Spektralsequenz sieht man, dass fiir das universelle To-
rusbiindel M von M, [70 j gilt, dass bz (M) = 3 und (natiirlich) ba(M) = 0. Als Torusbiin-
del iiber einer rational elliptischen Mannigfaltigkeit ist es ebenfalls rational elliptisch.
Damit hat das minimale Modell von M nach Lemma die Form (A(y1,y2,93),d).

Dann ist aber d = 0 und somit M rational homotopiesquivalent zu S3 x §% x §3. O

Betrachten wir nun weiter das minimale Modell (AV,d) = (A(z1,x2,y1,Y2,Y3),d)
mit d(z;) = 0, d(y1) = 22, d(y2) = 23 und d(y3) = x179. Nach [FOTOS, Beispiel
2.91] ist (AV,d) das minimale Modell des Totalraums des S*-Biindels iiber S? x S?,
das man erhilt, indem man die Hopffaserung iiber die Abbildung S? x §? — S* =
(S% x §%)/(8? v $?) zuriickzieht. Wir wollen diesen Totalraum im Folgenden mit N7
bezeichnen. In Lemmazeigen wir, dass N7 rational homotopiedquivalent zu einem
homogenen Raum ist.

6.1.3. Klassifikation in Dimension 7

Nun konnen wir die Klassifikation vornehmen.

Satz 6.7:
Es sei M eine einfach zusammenhdngende, kompakte, rational elliptische 7-Mannig-

faltigkeit. Dann ist M rational homotopiedquivalent zu (genau) einer der Mannigfal-

tigkeiten ST, S2 x S°, CP? x 83 |, 83 x S*, N7 oder M fiir ein o € Q*/(Q*)2.

'Das universelle Torusbiindel einer kompakten, einfach zusammenhéngenden Mann ist das einfach
zusammenhiingende prinzipale TP2(*)_Biindel E iiber M mit |m2(M)| < co. Siehe auch [PT99)].
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Beweis. Nach Lemma [6.2] bleibt nur noch zu zeigen, dass eine kompakte, einfach zu-
sammenhéngende, rational elliptische 7-Mannigfaltigkeit M mit a- und b-Exponenten
(1,1) und (2,2,2) eines der Modelle (A(z1, 2,91, %2, y3),ds) oder das von N7 als mi-

nimales Modell besitzt.

Ist (AV,d) das minimale Modell von M (also dim V? =2, dim V3 = 3 und dim V* = 0
sonst), so gilt nach Lemma dass rk(ds) > 2.

Sei zuniichst rkds = 2. Dann folgt, dass H*(M;Q) eindimensional ist, da aufgrund
der Minimalitit bereits dy = 0 gilt. Wir konnen also die Multiplikation auf H?(M; Q)
als symmetrische Bilinearform auffassen. Wihle eine Basis 1,2z von V2, so dass
die Basis [11], [z2] diese Bilinearform diagonalisiert. Dann ist 122 € A?V? exakt,
es existiert also ein y; € V3 mit d(y1) = z122. Sei weiter 0 # y3 € ker(ds). Durch
Ergéinzung zu einer Basis von V3 und eventueller Subtraktion eines Vielfachen von
y1, eventuellem Vertauschen von z; und xo sowie Skalierung, erhalten wir 4o € V3, so
dass y1, Y2, y3 eine Basis von V3 ist, und d(y2) = 23 + ax3 fiir ein a € Q gilt. Wiire

a = 0, so wire z fiir jedes n geschlossen, aber nicht exakt. Damit ist a # 0.

Ist rk(dg) = 3, also d3 ein Isomorphismus, so folgt wie oben, dass d2 = 0 gilt, und

damit dann Isomorphie zum minimalen Modell von N7. O

Korollar 6.8:
Es existieren unendlich viele verschiedene rationale Homotopietypen von kompakten,

einfach zusammenhdngenden, rational elliptischen 7-Mannigfaltigkeiten.

Bemerkung 6.9: Die Klassifikation zeigt, dass sich die rationalen Homotopietypen
von kompakten, einfach zusammenhédngenden, rational elliptischen 7-Mannigfaltig-
keiten an ihrem rationalen Kohomologiering unterscheiden lassen, auch wenn sie nicht

alle formal sind.

6.1.4. Die Mannigfaltigkeiten M und N7

In diesem Abschnitt werden wir nun die Mannigfaltigkeiten N7 und M genauer be-
leuchten. Zunéchst zeigen wir, wie bereits zuvor angekiindigt, dass N7 den rationalen
Homotopietyp eines homogenen Raumes hat.
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6.1. Rationale Homotopietypen

Lemma 6.10:
Essei K = {((5,%),(% %), (7 .-%1)) | z,wesS'} <G :=(SU2))3 Dann

ist N7 rational homotopieiquivalent zu G/ K.

Beweis. Fir T = {((B‘ugl) , (81;91) , (%’wgl)) ‘ U, U, W € Sl} < G gilt, dass G/T =
(S?)? und G/K ein S'-Prinzipalbiindel iiber G/T ist. In [Kla88, S. 69 ff.] wird
(in allgemeinerem Rahmen) die erste Chernklasse dieser Art Biindel bestimmt. Da
die Einschrinkungen des Biindels auf die S*:-Faktoren gerade SU(2) = 3 — S2
sind, erhédlt man fiir die erste Chernklasse ¢; = s1 + s2 + s3, wobei die s; Erzeu-
ger der zweiten Kohomologiegruppen der S2.-Faktoren sind. Damit erhilt man, dass
be(G/K) = bs(G/K) = 2 und b;(G/T) = 0 fiir i = 1,3,4,6. Da G/K rational ellip-
tisch (und aufgrund der Chernklasse auch einfach zusammenhéngend) ist, und nach
Satz der einzige rationale Homotopietyp mit diesen Bettizahlen der von N7 ist,

ist G /K rational homotopiefiquivalent zu N7. O

Fiir die Mannigfaltigkeiten M scheint es schwierig zu sein, eine konkrete Beschrei-
bung zu finden. Sie lassen sich allerdings als S'-Prinzipalbiindel iiber 6-Mannigfaltig-
keiten realisieren:

Es sei MS eine Realisierung des rationalen Homotopietyps von X2 x S? als Man-
nigfaltigkeit. Dann hat M[Z den rationalen Homotopietyp des S!'-Prinzipalbiindels
iiber M9, dessen Chernklasse unter dem Isomorphismus zum Kohomologiering von
X4 x 8% der Chernklasse der (mit der Projektion auf den S2-Faktor zuriickgezogenen)
Hopffaserung S — S? entspricht.

Mithilfe der Klassifikation rational elliptischer Mannigfaltigkeiten in kleineren Dimen-
sionen und der Klassifikationsresultate fiir homogene Radume und Kohomogenitéat-1-
Mannigfaltigkeiten von Klaus und Hoelscher, kénnen wir zeigen, dass die Mannigfal-
tigkeiten M nicht zu verschiedenen Klassen von Mannigfaltigkeiten gehdren.

Proposition 6.11:
Die Mannigfaltigkeit M ist fiir o # [1], [~1] nicht rational homotopieiquivalent zu

a) einem Produkt von Mannigfaltigkeiten,

b) einem Biindel iber einer rational elliptischen Mannigfaltigkeit der Dimension

< 5 mit einfach zusammenhdngender Faser,
c¢) einem homogenen Raum,

d) einer Kohomogenitat-1-Mannigfaltigkeit,
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6. Rational elliptische Mannigfaltigkeiten in Dimension 7

wobei wir jeweils von kompakten, einfach zusammenhdingenden Mannigfaltigkeiten

ausgehen.

Bemerkung 6.12: Die oben definierten Rdume X, lassen sich nach [GGKRW14,
Abschnitt 6] als Torusorbifaltigkeiten Ox_ mit nichtnegativer Kriimmung realisie-
ren. Bildet man das Produkt Ox_ x S3, so erhélt man eine nichtnegativ gekriimmte

Orbifaltigkeit mit dem rationalen Homotopietyp von M.

Beweis von Proposition[6.11} Zu a): Zunéichst miissten beide Faktoren einfach zu-
sammenhéngende, kompakte, rational elliptische Mannigfaltigkeiten sein. Damit ist
dann ein Faktor entweder zwei- oder dreidimensional und somit nach Fakt [4.1] eine
Sphére. Der andere Faktor ist vier- bzw. fiinfdimensional. Mit den Fakten und [£.4]
und der Bedingung, dass die zweite Bettizahl des Produkts zwei ist, erhalten wir als
einzige Moglichkeiten S x S x 83 und (CP?# + CP?) x S?, genau die beiden Fiille,

die wir ausgeschlossen haben.

zu b): Nehmen wir an, dass M die Struktur eines solchen Biindels besitzt. Dann ist
auch die Faser rational elliptisch, und wie in a) ist Basis oder Faser eine Sphére der
Dimension 2 oder 3. Uber die zugehorige Spektralsequenz sieht man, dass aufgrund
der Bettizahlen dann nur die folgenden Moglichkeiten in Frage kommen: Die Basis ist
S? und die Faser S% x S3, die Basis ist S und die Faser ist S? x S? oder CP?# + CP?,

oder einer der vorigen Félle mit vertauschter Basis und Faser.

Bezeichnen wir nun den Totalraum des Biindels mit E. Enthélt die Basis einen S2-
Faktor, so gibt es a € H?(FE; Q) mit a? = 0. Damit hat die Bilinearform auf H?(E; Q)
die Determinante [—1] € Q/(Q*)?, was wir ausgeschlossen haben. Es bleiben noch
die Fille von S3-Biindeln iiber CP?# + CP? oder CP?# + CP2-Biindeln iiber S3. Die
Spektralsequenz dieser Biindel zeigt, dass sie den Kohomologiering eines Produkts

haben, wenn sie die richtigen Bettizahlen besitzen.

zu ¢): Stephan Klaus hat in seiner Diplomarbeit ([Kla88|) unter anderem alle ho-
mogenen Raume in Dimension 7 bestimmt. Die einzigen Raume die hier von den
Bettizahlen in Frage kommen sind S!-Prinzipalbiindel iiber S? x S? x S2. Hier hat
man wie in b) wieder Elemente in der zweiten Kohomologiegruppe, deren Quadrat

verschwindet.

zu d): In [HoelOa] hat Hoelscher alle kompakten, einfach zusammenhéngenden Koho-
mogenitét-1-Mannigfaltigkeiten in den Dimensionen 5, 6 und 7 bestimmt. In Dimen-

sion 7 gibt es neben Produkten und Symmetrischen Radumen, die wir ausgeschlossen
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6.2. Reelle und komplexe Homotopietypen

haben, noch die Brieskorn-Varietéiten BJ, welche die falschen Bettizahlen haben (sie-
he [Bre72, Kapitel V, Korollar 9.3]), sowie einige weitere Serien von primitiven und
nichtprimitiven Wirkungen, die dort in zwei Tabellen aufgefithrt und mit PZD e ,Pg
(fiir die primitiven Serien) bzw. N, ..., N7 (fiir die nichtprimitiven Serien) bezeich-
net werden. Die nichtprimitiven Serien werden in [HoeIOb| betrachtet. Hier sieht man,
dass diese entweder die falschen Bettizahlen besitzen oder als Biindel iiber einer ein-
fach zusammenhéngenden, rational elliptischen Mannigfaltigkeit der Dimension < 5
geschrieben werden konnen und somit nach b) ausscheiden. Die primitiven Serien
haben nach [GWZ08| und [Ult09] die falschen Bettizahlen. O

6.2. Reelle und komplexe Homotopietypen

Die Klassifikation der reellen und komplexen Homotopietypen ist nun einfach. Fiir die
reellen (bzw. komplexen) Modelle (AV, dy) @R (bzw. (AV, d,)®C) gilt Lemma 6.5 mit
analogem Beweis entsprechend, d.h. die reellen (bzw. komplexen) minimalen Modelle
von M, und M sind isomorph genau dann, wenn die Restklassen von o und &
in R*/(R*)? = {[1],[-1]} (bzw. C*/(C*)? = {[1]}) iibereinstimmen. Die restlichen
Mannigfaltigkeiten der Klassifikation der rationalen Homotopietypen unterscheiden
sich untereinander und von den M, schon durch die Bettizahlen, kénnen also nicht
untereinander oder zu den M reell oder komplex homotopiefiquivalent sein. Damit
haben wir die folgenden Korollare bewiesen.

Korollar 6.13:
Eine kompakte, einfach zusammenhdngende, rational elliptische 7-Mannigfaltigkeit

hat den reellen Homotopietyp von genau einer der Mannigfaltigkeiten ST, S? x S°,
CP? x 8%, §% x 8, N7, Mj_y) = S* x §* x S* oder Mp;; = (CP*#CP?) x S°.

Korollar 6.14:
Eine kompakte, einfach zusammenhdingende, rational elliptische 7-Mannigfaltigkeit

hat den komplezen Homotopietyp von genau einer der Mannigfaltigkeiten ST, S x S°,
CP? x S*, 8 x S, N7, oder M|_y; = S* x $? x §%.

Korollar 6.15:
Es gibt unendliche viele rationale, aber nur endlich viele reelle Homotopietypen von

kompakten, einfach zusammenhdngenden, rational elliptischen 7-Mannigfaltigkeiten.
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6. Rational elliptische Mannigfaltigkeiten in Dimension 7

Da N7 nach Lemma rational homotopiedquivalent zu einem homogenen Raum ei-
ner kompakten Liegruppe ist und somit eine Metrik nichtnegativer Schnittkrimmung
zulésst, gilt ferner folgendes Korollar.

Korollar 6.16:
Jeder reelle Homotopietyp von kompakten, einfach zusammenhdngenden, rational el-

liptischen 7-Mannigfaltigkeiten ldsst sich durch eine Mannigfaltigkeit nichtnegativer
Schnittkrimmung realisieren.
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7. Rational elliptische

Mannigfaltigkeiten in Dimensionen 8

und hoher

7.1. Rational elliptische 8-Mannigfaltigkeiten

Tabelle 7.1.: Exponenten und Erzeugergrade kompakter, einfach zusammen-

héngender, rational elliptischer 8-Mannigfaltigkeiten

Exponenten Erzeugergrade Beispiel(e)
(81) a=(),b=(2,3) 3,5 S3 x 87
(82) a=(1),b=(5) 2,9 CcP!
(83) a=(2),b=(6) 4,11 HP?
(84) a=(4),b=(8) 8, 15 S8
(85) a=(1),b=(2,2,2) 2,3,3,3 S? x 93 x 83
(8.6) a=(1,1),b=(2,4) 2,2,3,7 CP3 x $?
8.7 a=(1,1),b=(3,3) 2,255 CP? x CP?
(8.8)  a=(1,2),b=(3,4) 2,4,5 7 CP? x s$*
(8.9) a=(1,3),b=(2,6) 2,3,6, 11 S% x S6
(8.10) a=(2,2),b=(4,4) 4,4,7,7 S* x §*, HP?#HP?
(8.11) a=(1,1,1), b= (2,2,3) 2,2,2,3,3,5 S? x §% xCP?
(8.12) a=(1,1,2),b=(2,2,4) 2,2,3,3,4,7 S?xS% xSt X, xSt
(8.13) a=(1,1,1,1),b=(2,2,2,2) 2,2,2,2,3,3,3,3 S?x8?x8?x8?

Auch im achtdimensionalen Fall lassen sich unter Verwendung der Sétze[1.47]und [I.44]
die moglichen Exponenten kompakter, einfach zusammenhéngender, rational ellipti-
scher 8-Mannigfaltigkeiten klassifizieren. Der Beweis erfolgt mit den gleichen Mitteln
wie in den vorherigen Féllen, so dass wir hier auf seine Ausfithrung verzichten.
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7. Rational elliptische Mannigfaltigkeiten in Dimensionen 8 und héher

Lemma 7.1:
Die Exponenten einer kompakten, einfach zusammenhdngenden, rational elliptischen
8-Mannigfaltigkeit sind in Tabelle enthalten.

Proposition 7.2:

In den Fillen (8.1), (8.2), (8.3), (8.4), (8.5), (8.8), (8.9) und (8.10) der Tabelle[7.1]
ist jede kompakte, einfach zusammenhdngende, rational elliptische 8-Mannigfaltigkeit
mit den entsprechenden Exponenten rational homotopiedquivalent zu einem der ange-

gebenen Beispiele.

Beweis. Im Fall (8.1) gilt d = 0. In den Féllen (8.2), (8.3) und (8.4) ist jeweils der
Erzeuger vom kleineren Grad notwendig geschlossen, und aufgrund der 8-Dimensio-
nalitdt muss ein Erzeuger hoheren Grades jeweils von d auf die entsprechende Potenz
des Erzeugers kleineren Grades abgebildet werden. Im Fall (8.5) muss rk(d|ys) = 1

gelten. Dadurch ist das Differential bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Im Fall (8.8) gibt es Erzeuger x2, x4, y5 und y7, wobei die Indizes den jeweiligen Grad
angeben. Dann gilt drg = 0 und wegen der Minimalitdt auch dzs = 0. Dann ist dys
ein nichtverschwindendes Vielfaches von z3, da sonst die Kohomologie nicht endlich-
dimensional ist. Ohne Einschriinkung kénnen wir also dys; = 23 annehmen. ist dann
dy; = axj+bx3, so gilt fiir §7 = y7 —bxays, dass dj; = ax? und wir kénnen auch gy als
Erzeuger im Grad 7 wéhlen. Aufgrund der Endlichdimensionalitit der Kohomologie
muss a # 0 gelten, wir kénnen also ohne Einschrinkung annehmen, dass dj; = x2

gilt. Damit erhalten wir Isomorphie zum minimalen Modell von CP? x S*.

Im Fall (8.9) zeigt man analog zum Fall (8.8) Isomorphie zum minimalen Modell von

S2 x 9.

Im Fall (8.10) sei M eine Mannigfaltigkeit mit diesen Exponenten. Dann kann man
eine Basis wi, wy von H*(M; Q) wihlen, so dass wiws = 0 und w? = ew? fiir e = 1
gilt. Wihle dann im minimalen Modell (AV,d) eine Basis x1, 2o von V4, so dass
w; = [z;] gilt. Dann existieren y1,92 € V” mit dy; = 2122 und dys = :E% — 533%. Im
Fall & = 1 ist dann M ~g HP?*#HP?, im Fall ¢ = —1 ist M ~g S* x S%. O

Bemerkung 7.3: Analog zu den Rdumen X, in Dimension 4 erhdlt man im Fall
(8.10) unendlich viele rationale Homotopietypen von rational elliptischen Rdumen, die
nicht den rationalen Homotopietyp einer Mannigfaltigkeit haben, da die Schnittform

sich nicht mit Diagonaleintragen in {1, —1} diagonalisieren lasst.
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7.1. Rational elliptische 8-Mannigfaltigkeiten

Proposition 7.4:

Die rationalen Homotopietypen von einfach zusammenhdngenden, rational elliptischen
Mannigfaltigkeiten, deren Exponenten zu Fall (8.12) der Tabelle gehoren, sind ge-
nau die von X, x S* mit o € Q*/(Q*)2. Insbesondere gibt es unendlich viele verschie-
dene rationale Homotopietypen von einfach zusammenhdngenden, rational elliptischen

Mannigfaltigkeiten, deren Exponenten zu Fall (8.12) gehdren.

Beweis. Es sei (AV,d) das minimale Modell einer solchen Mannigfaltigkeit. Es gilt
also dimV? =2, dimV3 =2, dimV* =dim V7’ = 1 und dim V¥ = 0 fiir k # 2,3,4, 7.
Wegen der Minimalitiit ist dann d|» = 0 und d(V3) C A2V2.

Angenommen, d|ys ist nicht injektiv. Betrachte

(
AV =V VeV Vie VT,
(
(

und

(AV)' = A°V2 @ (APV?)- Ve V2 (A V) & (A°V?) Ve (A°V?)- (A V) e V3. VT

Ist rk(d|ys) = 0, so betrachte d : (AV)? — (AV)'°. Es gilt d|ys.(psy2) = 0. Damit ist
rk(d|ayye) < dim(V2- V3. V4@ V2. VT) =442 = 6. BEs ist aber d(A°V?) = {0} und
d((A2V?)-(A%V3)) = {0}. Damit ist dim ker d|(Avyro > dim AVZ2@ (A2V?)-(A2V3) =
6 + 3 = 9. Ein Widerspruch dazu, dass H'*(AV,d) = {0}.

Ist k(d|ys) = 1, so existiert eine Basis y1, y2 von V3 mit dy; = 0 und 0 # dys € A2V2,
Weiter sei 0 # a € V2. Ist da # 0, so gilt da € y;-V?2, denn sonst wiire d? = 0 verletzt.
Sei also v € V2 mit da = yyv. Fiir da = 0, hat da dieselbe Darstellung mit v = 0.

Es gilt d(A3V?) = {0} und d(A?V3 @ V2. V1) € A2V2. V3. Wegen d(y1a) = yiv =0
ist y1a geschlossen, aber nicht exakt. somit ist H'(AV,d) # {0}, ein Widerspruch.

Es ist also d|ys injektiv. Damit ist d|y,4« = 0, da es keine geschlossenen Elemente vom
Grad 5 gibt. Wie im Fall der X, kénnen wir nun eine Basis x1, x2 von V2 und Y1, Y2

von V3 withlen, so dass dy; = 22 — 022 fiir ein 0 € Q* und dys = 172 gilt.

Ist nun @ ein Erzeuger von V* so kénnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass

fiir einen Erzeuger z von V7 gilt, dass dz = A\ja® + \pax3, denn z3 und axjxs sind
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7. Rational elliptische Mannigfaltigkeiten in Dimensionen 8 und héher

exakt, und ax? ist modulo einer exakten Form gleich az3. Ferner gilt A1 # 0, da sonst
die Potenzen von a nichttriviale Elemente in beliebig hohen Kohomologiegruppen

. N ~ A2
erzeugen. Dann kénnen wir @ = a + Q’\TQIQC% setzen und erhalten dz = \ja? — ﬁm%.

2
Durch Addition eines Urbildes von 4’\72137‘21 unter d und Skalieren erhalten wir dann ein
Z € (AV)7 mit dz = a2. Dies liefert einen Isomorphismus zum minimalen Modell von
X, x S%

Die minimalen Modelle von X, x S* sind fiir verschiedene Restklassen in Q*/(Q*)?
nicht isomorph, da die Kohomologieringe nicht isomorph sind. Somit erhalten wir
unendlich viele verschiedene rationale Homotopietypen, welche sich mit Satz[1.30] als
Mannigfaltigkeiten realisieren lassen, da die Schnittform zy dquivalent zu x? — y? ist
und somit die Signatur verschwindet, weswegen wir die Pontryaginklassen als p; =

po = 0 wahlen konnen. O

7.2. Rational elliptische 9-Mannigfaltigkeiten

Tabelle 7.2.: Exponenten und Erzeugergrade kompakter, einfach zusammen-

héngender, rational elliptischer 9-Mannigfaltigkeiten

Exponenten Erzeugergrade Beispiel(e)
9.1) a=(),b=(5) 9 s?
92) a=(),b=1(22,2) 3,3,3 S3 x 83 x 83
(9.3) a=(1),b=(2,4) 2,3, 7 S? x 87, S* xCP?
(9.4) a=(1),b=(3,3) 2,55 S% xCP?
(9.5) a=(2),b=(3,4) 4,5, 7 St x 88
(9.6) a=(3),b=(2,6) 3,6, 11 S3 % 86
(9.7) a=(1,1),b=(2,2,3) 2,2,3,3,5 S? x 82 x S5
(9.8) a=(1,2),b=(2,2,4) 2,3,3,4,7 S? x 8% x 8t
(9.9) a=(1,1,1),b=(2,2,2,2) 2,2,2,3,3,3,3 $?x$?x82x8>

Wie schon in den kleineren Dimensionen lassen sich wieder alle moglichen Exponen-
ten einfach zusammenhéngender, rational elliptischer 9-Mannigfaltigkeiten klassifizie-
ren.
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7.2. Rational elliptische 9-Mannigfaltigkeiten

Lemma 7.5:
Die Exponenten einer kompakten, einfach zusammenhdngenden, rational elliptischen
9-Mannigfaltigkeit sind in Tabelle enthalten.

In fast allen Féllen haben wir nur endlich viele rationale Homotopietypen.

Proposition 7.6:
In den Fdllen (9.1)—(9.6) und (9.8) der Tabelle sind die dort angegebenen Bei-
spiele bis auf rationale Homotopiedquivalenz die einzigen Beispiele mit diesen Expo-

nenten.

Beweis. In den Fallen (9.1) und (9.2) ist das Differential die Nullabbildung.

Im Fall (9.3) hat das minimale Modell die Form (A(z2, y3,y7),d) und es gilt dzo = 0.
Ohne Einschrinkung gilt dys = 0 oder dys = z3 sowie dy; = 0 oder dy; = z3.
Es kénnen nicht beide Differentiale verschwinden, da die Kohomologie dann nicht
endlich-dimensional ist. Ist dys = 0 und dy; = 73, so erhalten wir das minimale Modell
von S? xCP3. Ist dys = x3 und dy; = 0, so erhalten wir das minimale Modell von
S% x S7. Sind beide Differentiale nicht Null, so ist das entstehende Modell isomorph

zum vorigen vermoge 47 = Y7 — :L‘%y;:,.

Im Fall (9.4) muss aus Dimensionsgriinden der Kern von ds mindestens eindimensional
sein. Damit erhalten wir wir rationale Homotopiedquivalenz zu einem Produkt mit
S®. Die Klassifikation in Dimension 4 zeigt, dass es S® xCP? ist.

In den Fillen (9.5) bzw. (9.6) sind die Erzeuger vom Grad 5 bzw. 3 geschlossen, da
die Algebra einen Grad hoher trivial ist. Wir erhalten also wieder ein Produkt mit S°

bzw. S* und mit der entsprechenden Klassifikation die Behauptung.

Im Fall (9.8) muss ein Erzeuger vom Grad 3 geschlossen sein. Damit ist das minimale
Modell nach Satz[1.42] das minimale Modell von S® im Produkt mit einer rational el-
liptischen 6-Mannigfaltigkeit mit eindimensionaler zweiter Kohomologiegruppe. Eine
solche 6-Mannigfaltigkeit ist nach Satz entweder CP? oder S? x S*. Die Exponen-

ten zeigen, dass es S% x S* ist. O

Im Fall (9.7) erhalten wir nur Produkte der bereits betrachteten Réume.

Proposition 7.7:

Eine kompakte, einfach zusammenhdngende 9-Mannigfaltigkeit mit den Ezponenten
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7. Rational elliptische Mannigfaltigkeiten in Dimensionen 8 und héher

aus Fall (9.7) von Tabelle hat den rationalen Homotopietyp von X, x S° fiir ein
o € Q*/(Q*)? oder MY x S3 fiir eine kompakte, einfach zusammenhingende, rational
elliptische 6-Mannigfaltigkeit MY mit bo(M®) = 2.

Beweis. Es sei (AV,d) das minimale Modell. Ist ker(d|ys) # {0}, so erhalten wir das
minimale Modell eines Produktes mit S®. Aufgrund der Dimension und der zweiten
Bettizahl, muss es sich beim anderen Faktor um eine 6-Mannigfaltigkeit wie in der

Behauptung handeln.

Ist ker(d|ys) = {0}, so erhalten wir wie im Beweis der 7-dimensionalen Klassifikati-

on, dass es Basen z1, 22 von V2 und y1,y2 von V3 sowie ein a € Q* gibt, so dass
dz; = 0, dyy = r179 und dys = 23 — az3 gilt. Ist nun 2 € V° ein Erzeuger, so ist
dz € A(z1,x2,y1,y2) auch in (A(z1,x2,y1,Y2), d) exakt, da (A(z1, z2,y1,y2), d) forma-
le Dimension 4 hat. Damit erhalten wir einen Isomorphismus zu (A(x1, x2,y1,y2, Z), d)

mit dZ = 0, also zum minimalen Modell von X, x S°. O

Im verbliebenen Fall (9.9) treten zum einen die Produkte M, x S? und N7 x S? sowie
Produkte von S? mit kompakten, einfach zusammenhingenden, rational elliptischen
6-Mannigfaltigkeiten mit by = 3 auf. Zum anderen gibt es aber auch Beispiele, die
nicht rational homotopiedquivalent zu einem Produkt sind.

Betrachte hierfiir das prinzipale S'-Biindel Y iiber % x S? x S? x S? mit erster Chern-
klasse ¢1(Y') = x1 4+ 22 + x3 + 4, wobei die x; die Erzeuger der ganzzahligen zweiten
Kohomologiegruppen der S? Faktoren sind. Nach Lemma, ist bo(Y) = 3 und
H?(Y; Q) wird erzeugt von [z1], [z2] und [z3]. Somit gehort Y zum Fall (9.9).

Da lem injektiv ist, ist bs(Y") = 0. Somit ist N7 x S? das einzige mogliche Produkt,
zu dem Y noch rational homotopiedquivalent sein konnte. Dann hétte H?(Y'; Q) jedoch
einen zweidimensionalen Teilraum, auf dem sémtliche Produkte verschwinden. Mit
den Relationen [r;]? = 0 und [zew3] = —[r172] — [7173], die sich mit Lemma
ergeben, rechnet man aber leicht nach, dass die einzigen Elemente von H2(Y;Q),
deren Quadrate verschwinden, Vielfache von [z1], [z2], [z3] oder [z1] + [x2] + [23]
sind. Die Familie neundimensionaler Mannigfaltigkeiten in [Tot03| zeigt ferner, dass
es unendlich viele rational verschiedene Beispiele im Fall (9.9) gibt, die nicht rational
homotopiedquivalent zu einem Produkt sind.

7.3. Dimension 10 und hoher

In Dimension 10 und héher wird eine Berechnung der moglichen Exponenten von
Hand immer unpraktikabler, da die Anzahl der méglichen Exponenten stark ansteigt.
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7.3. Dimension 10 und héher

Diese lassen sich aber mit Hilfe eines Computers weiterhin berechnen. Der Quell-
code einer Umsetzung der verwendeten Berechnugsmethode als Algorithmus in dem
Computeralgebrasystem Mathematica findet sich in Anhang[B] Damit berechnete Ta-
bellen der moglichen Exponenten einfach zusammenhangender, rational elliptischer
Mannigfaltigkeiten finden sich in Anhang [A] Dort sind die méglichen Exponenten
bis zur Dimension 16 aufgefiihrt. Tabelle gibt einen Uberblick iiber die Anzahl
der Moglichkeiten fiir die Exponenten bis zur Dimension 22. Diese wurden mit dem
gleichen Algorithmus berechnet.

Tabelle 7.3.: Anzahl A,, der méglichen Exponenten in Dimensionen 8 < n < 22

n & 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

A, 13 9 22 17 45 32 73 58 134 103 217 173 373 297 583
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8. Fast nichtnegativer

Krummungsoperator

Definition 8.1:
Es sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Der Krimmungsoperator R von

(M, g) ist punktweise der symmetrische Operator auf A2 Ty, M definiert durch
(Bo(X AY),Z AW) = Ry(X,Y, W, 2),

wobei R der Kriimmungstensor von (M, g) und das Skalarprodukt {.,.)) auf A*> T, M
dadurch definiert ist, dass fiir eine Orthonormalbasis e1, ..., e, von T}, M die Vektoren

ei, Aej, i < j eine Orthonormalbasis von A? T), M bilden.

Ungleichungen fiir den Kriimmungsoperator R sind immer als Ungleichungen an die

Eigenwerte zu verstehen.

Da fiir die Schnittkriimmung einer Ebene o C T}, M mit Orthonormalbasis X, Y gilt,
dass

~

sec(o0) = R(X, Y)Y, X)=(R(XAY), X AY)),

liefern Ungleichungen an den Kriimmungsoperator die gleichen Ungleichungen fiir die
Schnittkriimmung. Umgekehrt liefern beidseitige Schranken an die Schnittkriimmung
auch beidseitige Schranken an den Kriimmungsoperator. Hierbei hingen jedoch beide
Schranken von unterer und oberer Schranke an die Schnittkriimmung ab. Siehe hierzu
IBKT78, Propostion 4.3].

Definition 8.2:
Eine glatte Mannigfaltigkeit lasst fast nichtnegativen Krimmungsoperator zu, wenn
es zu jedem € > 0 eine Metrik g. auf M gibt, so dass fir jeden Eigenwert \. des

Kriimmungsoperators von (M, g.) gilt

\e diam (M, g.)? > —e.
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8. Fast nichtnegativer Kriimmungsoperator

Ist g, t > 0, eine Familie von Metriken auf M, so sagen wir, dass (M, g;) fast nicht-

negativen Krimmungsoperator fiir t — 0 hat, falls
lim Apin (t) diam(M, g¢)? > 0
t—0

gilt, wobei Apin(t) den kleinsten Eigenwert des Kriimmungsoperators von (M, g¢)

bezeichne.

Erste Beispiele fiir Mannigfaltigkeiten mit fast nichtnegativem Kriimmungsoperator
sind fast flache Mannigfaltigkeiten, die nach [BK78| auch fast flachen Kriimmungs-
operator haben. Weitere Beispiele erhédlt man durch den folgenden Satz.

Satz 8.3 (JHST13, Theoreme 3.1 und 3.2|):

Es sei (M, gM) eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit, G eine kompakte Lie-
gruppe, P ein G-Prinzipalbiindel iber M und v eine Zusammenhangsform auf P.
Betrachte die Zusammenhangsmetriken g, beziglich v, g™ und t*b, wobei b eine biin-
variante Metrik auf G ist.

a) Ist G abelsch und hat (M, gM) nichtnegativen Kriimmungsoperator, so hat auch
(a) g g gsop

der Totalraum (P, g') fast nichtnegativen Kriimmungsoperator fiir t — 0.

(b) Es habe (M, g™) nichtnegativen Kriimmungsoperator. Dann gilt: (P, g;) hat ge-
nau dann fast nichtnegativen Krimmungsoperator fir t — 0, wenn (P, g) lokal
isometrisch zu (PG, G] x [G, G, §; x t?b) fiir jedes t ist. Hierbei ist g, die von
g+ auf P/|G, G] induzierte Metrik.

Im Gegensatz zum Fall der Schnittkriimmung, der von Fukaya und Yamaguchi in
[FY92] betrachtet wurde, erlaubt es der Satz nicht, auf assoziierte Biindel zu schlie-
fen, denn im Gegensatz zum Fall der Schnittkrimmung bleiben untere Schranken des
Kriimmungsoperators nicht unter Riemannschen Submersionen erhalten. Ein Beispiel
hierfiir ist der komplex-projektive Raum CP", n > 2, mit der Fubini-Study-Metrik.
Beziiglich dieser Metrik hat der Kriimmungsoperator von CP" einen Kern, ist aber
Quotient der Sphére S2"*! mit ihrer Standardmetrik, welche positiven Kriimmungs-
operator hat.

Dies liefert einen ersten Hinweis darauf, dass nichtnegativer Kriimmungsoperator eine
wesentlich restriktivere Eigenschaft als nichtnegative Kriimmung ist, und tatséchlich
war es moglich, Mannigfaltigkeiten mit nichtnegativem Kriimmungsoperator zu klas-
sifizieren. Hieran waren unter anderem Gallot und Meyer, Hamilton, Siu und Yau,
Chow und Yang, Micallef und Moore sowie zuletzt Bohm und Wilking beteiligt (siehe
die in [MN93| enthaltenen Referenzen). Es gilt
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8. Fast nichtnegativer Kriimmungsoperator

Satz 8.4 (JMN93]):
Es sei M eine vollstindige, einfach zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltig-
keit mit nichtnegativem Krimmungsoperator. Dann ist M ein Riemannsches Produkt

von

Mannigfaltigkeiten diffeomorph zu Sphdiren,

Kdahlermannigfaltigkeiten biholomorph zu komplex-projektiven Riumen

Symmetrischen Riumen vom kompakten Typ

e sowie, im nichtkompakten Fuall, von Mannigfaltigkeiten diffeomorph zu euklidi-

schen Rdumen.

In [MNO93] ist der Satz mit Homodmorphie im Fall der Sphéire angegeben. Die Zerle-
gung im Satz ist die de Rham-Zerlegung der Mannigfaltigkeit. Hierbei wird mit Hilfe
des Ricci-Flusses gezeigt, dass die Faktoren mit SO(n)-Holonomie auch eine Metrik
mit positivem Kriimmungsoperator zulassen. Mit [BWO0S§| folgt, dass diese Faktoren
diffeomorph zu Sphéren sind.

Da es in jeder Dimension nur endlich viele einfach zusammenhédngende symmetri-
sche Rdume vom kompakten Typ gibt (siehe z.B. [Hel78]), existieren somit in jeder
Dimension auch nur endlich viele Diffeomorphietypen von kompakten, einfach zusam-
menhédngenden Mannigfaltigkeiten, die nichtnegativen Kriimmungsoperator zulassen.
In [HST13| haben wir nun damit folgendes Korollar gezogen.

Korollar 8.5 (JHST13| Korollar 1.2]):

Es gibt in Dimension 7 und jeder Dimension > 9 unendlich viele kompakte, einfach
zusammenhdngende Mannigfaltigkeiten von paarweise verschiedenem Homotopietyp,
die fast nichtnegativen Krimmungsoperator zulassen, auf denen aber keine Metrik von

nichtnegativem Krimmungsoperator existiert.

Die Beispiele, die wir dort verwenden, sind S'-Prinzipalbiindel iiber CP! x CP? bzw.
Produkte von diesen mit Sphéren geeigneter Dimension. Der Kohomologiering dieser
Biindel ldsst sich berechnen, siehe dazu [WZ90, Propostion 2.1]|. Fiir das Biindel E
mit Eulerklasse kx4 Iz, wobei x1 ein Erzeuger von H?(CP'; Z), 5 ein Erzeuger von
H?(CP?;Z) und k und [ teilerfremd sind, gilt

H*(Ev Z) = Z[m,y]/((lx)g,x3,aj2y, y2)7 |l‘| =2, |y‘ =5,

falls k # 0 # 1. Fiir (k,1) = (1,0) bzw. (0, 1) erhilt man S3 x CP? bzw. CP! x S°.
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8. Fast nichtnegativer Kriimmungsoperator

Damit haben die Totalrdume fiir K = 1 und [ > 0 paarweise verschiedenen Homoto-
pietyp. Nach unserer Klassifikation gibt es aufgrund von be(E) = 1 nur die beiden
Moglichkeiten S? x S® und CP? x S? fiir den rationalen Homotopietyp von E. Im néch-
sten Kapitel werden wir eine unendliche Serie von Beispielen mit paarweise nichti-
somorphem komplexem Kohomologiering, also insbesondere paarweise verschiedenem
rationalem Homotopietyp angeben.

In [KS88| wurden die betrachteten Mannigfaltigkeiten bis auf Homéomorphie und Dif-
feomorphie klassifiziert. Da die Klassifikationen nicht iibereinstimmen, gibt es unter
ihnen homéomorphe aber nicht diffeomorphe Mannigfaltigkeiten.

Korollar 8.6 (JHST13, Korollar 1.3]):
Es gibt kompakte, einfach zusammenhdngende 7-Mannigfaltigkeiten mat fast nichtne-

gativem Kriimmungsoperator, die homdomorph, aber nicht diffeomorph sind.
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9. Eine homogene Beispielfamilie

In diesem Kapitel werden wir eine unendliche Familie von Beispielen konstruieren, die
kompakte, einfach zusammenhéngende, homogene 22-Mannigfaltigkeiten sind, die fast
nichtnegativen Kriimmungsoperator, nichtnegative Schnitt- und positive Riccikriim-
mung zulassen, und die paarweise nichtisomorphe komplexe Kohomologieringe haben.
Die hier konstruierten Beispiele sind prinzipale 2-Torusbiindel iiber einem Produkt
von homogenen Raumen.

Wir werden sehen, dass wir sogar auf jeder dieser Mannigfaltigkeiten eine Familie
(gt)te(o,l] Riemannscher Metriken definieren kénnen, so dass die Mannigfaltigkeiten
beziiglich dieser Familie fast nichtnegativen Kriimmungsoperator, und fiir jede Metrik
g¢ nichtnegative Schnitt- und positive Riccikriimmung haben. Ferner hat die Beispiel-
familie auch beziiglich der (normal homogenen) Metrik g; eine gemeinsame obere
Schranke fiir die Schnittkriimmung und den Durchmesser.

9.1. Definition der Beispiele und ihr Kohomologiering

Im Folgenden sei stets K € {Q, R, C}.

Es sei S' - E — B = (CP?)" das S'-Prinzipalbiindel iiber (CP*)* mit erster

Chernklasse ¢1(F) = Ty + T2 + T3 + T4, wobei die Z; Erzeuger der ganzzahligen
Kohomologie der CP?-Faktoren sind. Insbesondere ist E nach Lemma einfach
zusammenhangend. Wir wollen nun Lemma verwenden, um den Kohomologiering
H*(E;K) zu bestimmen. Dazu sei &; = [%;] € H?(E;Z) = H3(B;Z)/(Z - ¢i(E)) fiir
i=1,...,4.

Lemma 9.1:
In den Graden < 8 wird der Kohomologiering Hgg(E; K) erzeugt von %1, T2, T3 und
es gelten nur die Relationen @? =0, firi=1,2,3, und

F3%o + B173 + £175 + 281T9F3 + £175 + T373 + T273 = 0.
Die Gruppe H2(E;Z) ist frei abelsch und %1, #o und &3 ist eine Basis von H2(E;Z).
Ferner gilt fiir die Bettizahlen von E

(b'(E;K)), = (1,0,3,0,6,0,6,0,3,3,0,6,0,6,0,3,0,1).
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9. Eine homogene Beispielfamilie

Beweis. Die Aussagen zu H?(E;Z). folgen daraus, dass Z;, Tz, Z3 und ¢;(E) eine
Basis von H?(B;Z) bilden.

Es sei z := ¢1(E) = ¥1 + T2 + T3 + T4. Nach Lemma gilt
H?*(E;K) = H*(B;K)/ Bild(12*72) und H***(E;K) = ker(p?*) @ H'(S}; K),
wobei p2F=2 : H?*=2(B;K) — H?*(B; K) die Multiplikation mit z ist.

Die Produkte p?(%;) liefern die Relationen #;74 = —(&;%1 + &% + &;23), die es
erlauben alle Produkte, die Z4 enthalten, als Linearkombinationen von Produkten in
¥1, T9 und 73 zu schreiben. Die Relationen sind linear unabhingig, damit ist p? also
injektiv und H*(B;K)/ Bild(12) hat als Basis die Restklassen von den Produkten aus
Ty, 7,73, daes 6 = 10—4 = dim H*(B;K)/ Bild(u3) solcher Produkte gibt. Aufgrund
der Injektivitit von p? ist H3(E; K) = {0}.

Die Produkte z%(Z;Z;) erlauben es wieder Produkte, die ein #4 enthalten, als Linear-
kombinationen von Produkten von %1, 2 und Z3 zu schreiben. Allerdings ist :E? =0,

weswegen wir eine weitere Relation erhalten. Diese ist

7=z 2(Z] 4 231 T2 + 2%1T3 — T1 T4 + Ts + 2ToT3 — ToTa + T3 — T3y + T3)
= P23y + T3 + T175 + 271 T0T3 + 7173 + TiT3 + Tola
Dann sind p(7;7;), fiir 1 <4 < j < 4 und (4,) # (4,4), und 7 linear unabhingig
und somit p? injektiv, also H?(E;K) = {0}.

Betrachte nun die folgenden Elemente

(T1 4 To — T3)r = T273 + T2ToT3 + T1T573,

[N

T =

S (P 9. 229 | o 9
Ty = 5(T1 — T + T3)r = T1T23 + T1T3 + T17T273,

und
ry = L(=T1 + To + T3)r = T1T3T3 + T1T2T3 + T373.
Da r € Bild(u3), gilt 71, 72,73 € Bild(uS). Die Elemente
MS(@-@@), mit 1 <7 < j <k <4, nicht alle gleich und i # 4 # j,

erlauben es, alle nichtverschwindenden Produkte der z;, die 4 enthalten, mit Line-
arkombinationen aus Produkten von Zi, T und Z3 zu identifizieren. Ferner bilden
diese Elemente zusammen mit 71, 7o und r3g eine linear unabhéngige Teilmenge von
Bild(18) der Michtigkeit 13 4+ 3 = 16 = dim H(B;K). Somit ist auch u injektiv,
also H'(E; K) = {0} und wir haben keine zusitzliche Relation erhalten. Die Aussage
iiber die Bettizahlen folgt mit obiger Rechnung und Poincaré-Dualitét. O
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9.1. Definition der Beispiele und ihr Kohomologiering

Definition 9.2:
Es sei E, das S'-Prinzipalbiindel iiber B := E x CP? mit erster Chernklasse

Cl(Ea) =21+ a3+,

wobei y ein Erzeuger des ganzzahligen Kohomologierings des CP2-Faktors ist und
a € Z\ {0}.

Da B einfach zusammenhéngend und ¢;(E,) kein Vielfaches einer anderen ganzzah-
ligen Kohomologicklasse ist, ist nach Lemma [3.2] auch FE, einfach zusammenhén-
gend. Weiter sei ; = [#;] € H3(Ey;K) = H*(B)/(K - ¢1(Ey)) fiir i = 1,2,3 und
21 = [y] € B (Ea; K) = HX(B)/(K- e1(Ea)).

Lemma 9.3:

Es ist HS%(Ey; K) erzeugt von 1,2, x3 mit Relationen

2 2 2 2 2 2 .2 2
x:{’, x%, xg, r1x2 + xiT3 + 125 + 2212203 + 125 + T3X3 + T2T3, T{T3 +  T1X3.

Beweis. Das Lemma lasst sich zwar nicht direkt auf unsere Situation anwenden,
da jedoch die ungerade Kohomologie von B in kleinen Graden verschwindet, gilt die

Aussage des Lemmas fiir diese Grade analog, mit gleichem Beweis.

Es sei z := &1 + aZ3 + y. Man sieht wie im Beweis von Lemma leicht, dass fiir
k < 3 die Kohomologiegruppe H?*(E,;K) = H?*(B;K)/Bild(42*~2) erzeugt wird

von den Produkten von z1, x2 und z3.

Wir betrachten nun zuniichst 2. Da das Bild von z? die Elemente enthélt, die 2124,
T274, v374 und 22 mit Produkten aus 1, x2, z3 identifizieren, und dim H2(B; K)=14
gilt, ist es vierdimensional. Es gibt also keine weiteren Relationen und da p? damit
injektiv ist, ist H3(E,; K) = 0.

Wir betrachten nun pl. Zum einen enthilt das Bild wieder die Elemente, die &%y,
1Ty, T133y, T1y°, T3y, T2Zsy, Toy?, T3y und F3y? mit Produkten aus 71,72, T3
identifizieren, und zum anderen gilt
. 4 5;?% ~ o~ 1y ~2 o~ y2
Bild(uy) > z- | — 422123 — — + a25 — T3y + =
o e e
oo Y o .t g
=T1T3 + o + 227Z3 + 202123 + 221T3Y — o T123Y
= 2 = 2
z - N L. - z -
- lTy + oe:vlzc?;, + ax%y — T123Y — aw%y + 1729 + Z3y>

= 3(i1%3 + ai133).
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9. Eine homogene Beispielfamilie

Dies ist gerade die behauptete zusitzliche Relation. Damit ist das Bild von p? minde-
stens zehndimensional, was die Dimension von H4(B ; K) ist. Dies ist also die einzige
zusitzliche Relation und p ist injektiv, also ist H?(Eq; K) = 0. O

Lemma 9.4:
Es seien a,a € 7\ {—1,0,1}. Sind die Kohomologieringe H*(Ey; K) und H*(Es; K)

isomorph, so gilt & = o oder & =1 — «.

Insbesondere sind die Kohomologieringe der E,, a € Nsi1, mit Koeffizienten in K

paarweise nichtisomorph.

Beweis. Es sei ¢ : H*(Ey; K) — H*(E4; K) ein Isomorphismus. Es sei ¢(x;) = a;x1 +
b;xo 4+ c;x3. Dann gilt

2

0= %(p(l‘i)?’ = (asz — bicg).%%lé + (albf — bici ).Tl.%g + Q(Gibici — bic?)xlngg

+ (aic? — bic? — &(a?ci — bic?))xlxg + (b?ci — bicg)x%xg

Da dies eine Basisdarstellung ist, miissen die einzelnen Koeffizienten verschwinden.

Hieraus folgt, dass

o(xi) = aix1,  @(x;) = biwe, (x;) = ciz3, () = bi(z1 + z2 + x3)

oder p(z;) = a; x1 + & a; T3,

jeweils mit a;, b; bzw. ¢; # 0 gilt.

Weiter gilt

2 2

(1) 0 = p(atrs + az1a3) = @(z1)*@(z3) + a p(x1)p(23)°.

Angenommen es ist ¢(x;) = bixe. Dann muss p(z3) = bs(x1 + z2 + x3) gelten,

2¢(z3) einen nichtverschwindenden Term mit 3, aber

denn sonst enthielte (z1)
ap(z1)@(x3)? nicht. Aus der Basisdarstellung obiger Gleichung folgt dann, dass 0 =
aabib? und damit by = 0 oder by = 0 gilt, ein Widerspruch. Analog fithren ¢(z1) =

b1(x1 + w2 + x3), p(x3) = bsxe und p(x3) = bg(x1 + 2 + x3) zu Widerspriichen.
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9.1. Definition der Beispiele und ihr Kohomologiering

Somit hat die darstellende Matrix von @\Hz( Eo:k) eine der folgenden Formen:

(A):

(D) :

ai
0
0

0
0

C1

0
70

c3

as
70

&ag

(B):

(E) :

al as
07?70

0 «@as

ay as
0 70
aaq 0

(©):

(F)

0 as
070
c1 0
al 0
070
aap  c3

Einsetzen der verschiedenen Fille in (1) liefert folgende Abhéngigkeiten:

c1 = aaag,
o

F):a; = ——=c¢

(F): o =~ Seq

Da ¢(x1) und @(z3) in jedem Fall span{z1,x3} erzeugen, muss p(x2) = byxy oder

o(x2) = ba(z1 + z2 + x3) gelten. Wir wollen den entsprechenden Fall dann (A1), ...,
(F1) bzw. (A2), ..., (F2) nennen.

Nun konnen wir

(2) cp(x%xg + IL’%CEg + xlsc% + 2212023 + x1x§ + x%xg + azgx%) =0

benutzen um in den Féllen (A1), ..., (F2) Bedingungen an « und & zu finden. Mit

Koeffizient ist im Folgenden stets der Koeffizient von @(z3z9 + -+ + x223) beziig-

lich der Basis x%xg,azlx%,xlxgxg,xlac%,x%xg gemeint. Wegen (2) miissen diese alle

verschwinden.
(A1): Der Koeffizient von xyz9x3 ist 2(aibacs — bac3) = 2bacs(ar — c3). Mit c3 = %al
folgt also & = a.
(A2): Der Koeffizient von xjxaxs ist
2(aybacz + a1b3 — bics — bacl) = 2albg(ga1 + by — ng — i—;al)
= 2102 Y (a1 + aby).
Es ist also @ = o oder by = —gal. Im ersten Fall sind wir fertig und im zweiten Fall
betrachten wir den Koeffizienten von xqz3:
a  _ad 5@ s

a1b3 — 2bacz — bach = a3(

a? s
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9. Eine homogene Beispielfamilie

es gilt also a@ = a.

(B1): Der Koeffizient von xjxoz3 ist hier
2(aaybyaz + Gaiby — @%aiby) = 2a3by(—adi + & — &%) = 2a3be(—a + 1 — @),

wobei wir a; = —aas benutzt haben. Es gilt somit & =1 — a.

(B2): Der Koeffizient von x3xs ist
—dagb% - 5[20,%1)2 = —dagbg(bg + &ag).

Es ist also by = —@&as. Der Koeflizient von a:lx% ist

arb3 + asbi — 26azb; — a%a3by = aj(—ad® + &% — 26° + &°).

Wieder gilt also a =1 — a.
(C1): Der Koeffizient von z1zoxs ist
2(asbacy — bac?) = 2a3b0a(—1 — ad),
wobei wir ¢; = —adaas verwandt haben. Es gilt also a = —é, ein Widerspruch zu
unseren Voraussetzungen.
(C2): Der Koeffizient von zyzox3 ist

2~2

2(&31)201 + agb% — b%cl — bQC%) = 2a3b2(—ada3 + by + acby — & ag)

= 2a3b2(1 + Oééé)(bQ — Oédag)
Es gilt also by = aaas. Der Koeffizient von a:lxg ist
azb3 — 2b3c1 — boc? = a3(a?a® + 20363 — a?a®

= a30&* (1 + aa),

erneut ein Widerspruch!
(D1): Der Koeffizient von z3xs ist
a%bg — bgc% — 2aazbocy — d2a§b2 = a%bg(l —a?a? + 2062 — d2)

- a§1)2<1 (- a)2d2>

wobei wir ¢; = —adaas verwandt haben. Es gilt also & = :I:ﬁ, ein Widerspruch!
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(D2): Der Koeffizient von xjxoxs ist

2(&3()% + azbocy — b%cl — bQC% + da%bg — dagbg — 2aazbacy — d2a§b2)

2

= 2asbo (bz — acas + acby — o d2a3 + aas — abs + 2ad2a3 — 072(13)

= 2a3ba (ba(1 + ad — &) — daz(a + a’a — 1 — 2ad@ + &)
= 2asbsy (b2(1 + ad — &) — dasz(a — 1 + a*a@ — ad — (ad — &))
= 2a3by(1 4+ a(1l — a))(b2 — a(a — 1)as)

Damit ist by = &(a — 1)as. Der Koeffizient von x2z5 ist

agbg + 2@31)% — 26%01 — bgC% — Qdagbg — 2acazbocy — d2a§b2
= ag( (0 — 1) 4+ 262 (a — 1)? + 263%a(a — 1)? — &%a?(a — 1)
—28%(a —1)* +2&%a(a — 1) — a*(a — 1))
= aja(a —1)(1 +2a(a — 1) + 26°a(a — 1) — &%’
— 2% (o — 1) + 26 — &%)

= aja(a—1)(1+ (@ — 1)(2a + 26°a — 2&°) — &*(a® — 2a + 1))
= aja(a—1)(1+28(a — 1)(1 + (e — 1)) — @*(a — 1)?)

= aja(a—1)(1 +2a(a — 1) + &*(a — 1)?)

=aja(a—1)(1 +a(a - 1))2

# 0,

ein Widerspruch!

(E1): Der Koeffizient von zxex3 ist

2(@alby + Garagby — @%a?by) = 2aaiby(a® — a — aa?)

= 206(-1+ (1 — &))

wobei wir a; = —aas benutzt haben. Es ist also a = %&, ein Widerspruch!

1

(E2): Der Koeffizient von z2x3 ist

—da162 — & albg —aa1by(by + aay),
also by = —@a; = adagz. Der Koeffizient von :le% ist
a1b3 + agb — 2aa1b3 — a*alby = a3(—aa® + o?a? + 2036° — a®a?)

= a30?d* (1 + ala — 1)) # 0,
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9. Eine homogene Beispielfamilie

ein Widerspruch!

(F1): Der Koeffizient von xjzoxs ist

2(@1[)203 — bzcg + &a%bg — 2aa1bacg — C~t2a%b2)
2
:21)20%(—%—14—@74—2(1—&2)
(6% (6%

- bg’g(—a—mra%za&—a?&)
= bi‘f?)’(ad—d-l-a2—oz+ad—a2d)
= bQONéC‘%(a - 1)(a+a—aa)
wobel wir a; = —%03 verwendet haben. Es gilt also 0 = @ + @ — ad& und somit

21' Unter den Voraussetzungen folgt hieraus o = & = 2.

o = =
(0%
(F2): Der Koeffizient von z2z3 ist

—b%c;g — bgcg — dalb% — 2&&16203 — ONéQG%bQ = bgCg(—bQ —c3+ OébQ + 2&03 — 05263)

= bocs(a — 1)(by — (v — 1)c3).
Es ist also by = (a — 1)e3. Der Koeffizient von xq23 ist

albg — Qb%c;g — bgcg — 2da1b% — 2aa1bycs — an%bg

—d(—2(@=1’=2(a -1’ - (a=1) +20(a — 1) + 2a(a—1) — a*(a - 1))

—1
:c§a~ (—ala—1)=2a(a—1) — @+ 2ad(a — 1) + 2ad — &°a)
Q
—1)2
—a ) 944 a4 206 — aa)
&
2
_gla=1*
=c3 = (aa a a)
Es ist also 0 = o — & — o und somit wie oben & = o« = 2. O

9.2. Metriken auf den 22-dimensionalen Beispielen

9.2.1. Die Torusbiindel als homogene Raume

Es ist E, ein T2-Prinzipalbiindel iiber B := (CP?)® (Die S!-Wirkung auf £ x CP?
lasst sich auf E, hochheben, siche [HHY76] und [Su63|). Da (CP?)°> ein homogener
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9.2. Metriken auf den 22-dimensionalen Beispielen

Raum von G := SU(3)° ist, lasst sich die Wirkung von G nach [Ste61], Theorem 4.1
zu einer mit der T?-Wirkung kommutierenden Wirkung auf E, hochheben, und wir
erhalten, dass E, ein homogener Raum von G := G x T2 ist. Im Folgenden wollen wir
die Struktur als homogener Raum genauer untersuchen und eine Familie homogener
Metriken auf F, definieren.

Es seien K, H; < G die durch K = (S(U(1) x U(2)))” x T? und H; = (S(U(1) x
U(2)))5 x {1} definierten Lieuntergruppen von G und 7: E, — B = G/K.

Es sei H = S(U(1) x U(2))® = U(2)® und fiir einen Homomorphismus p : H — T2 sei
Hy = {(h p()) | h € H} < K.

Lemma 9.5:
Der Stabilisator von x € E,, hat die Form

Go={(9.9(9) | 9 € Crir }

fiir einen Liegruppenhomomorphismus ¢ : C;’ﬂ(x) — T2,

Insbesondere gilt E, = G/H, fir eine der oben definierten Gruppen H,.

Beweis. Ist g € éﬂ(w), so ist w(z) = gm(x) = 7(gz). Es existiert also ein ¢(g) =
t € T? mit © = tgz = gtr = (g,t)r. Da die Wirkungen kommutieren, ist ¢ ein
Homomorphismus. Da Stabilisatoren abgeschlossen sind, ist ¢ stetig und damit auch

differenzierbar. O

Im Folgenden sei stets p : H — T2 ein Homomorphismus, so dass E, = G/H,
gilt.

9.2.2. Homogene Metriken

Es sei (.,.) die biinvariante Produktmetrik beziiglich biinvarianter Metriken auf G
und T?, konkret definiert durch

5
(X,Y) = (—Spur(X;Y)) + a1by + azby
=1

fir X = (X17--'7X57(a17a2))7 Y = (Yla"'7Y57(blab2)) cg= (@?:1511(3)) ®
t2.

Es sei g =t @ m; und £ = b, ®my ,, wobei die Zerlegungen orthogonal beziiglich der
oben gewdhlten biinvarianten Metrik auf G seien. Wir erhalten fiir alle ¢ > 0 dann
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9. Eine homogene Beispielfamilie

eine linksinvariante Metrik (.,.), auf G, indem wir fiir X,Y € g setzen
(X,Y), = (Xmy, Yi) + 12 (Ximg s Yy, ) + 87 (X5, Y5, )

wobei die Indizes jeweils die (beziiglich (., .)) orthogonale Projektion auf den entspre-
chenden Teilraum bezeichnen. Da die Teilrdume invariant unter Ady, sind, induziert
(.,.); eine Metrik auf E, = G/H,. Da H, ein Normalteiler von K ist, ist die Zerlegung
auch Adg-invariant. Damit induziert (.,.), Metriken auf F, und B, die wir mit g
bezeichen wollen, so dass 7 : F, — B eine Riemannsche Submersion ist. Ferner ist
die Metrik auf B unabhéngig vom Parameter ¢.

9.2.3. Zusammenhangsformen und -metriken

Im Folgenden seien fiir ¢ € G und ¢t € T? mit L4 und R; die Links- bzw. Rechtswirkung
auf £, und mit /4 und r4 die Links bzw. Rechtsmultiplikation auf G bezeichnet.

Esist ¢ 1= 15 := (poly)smamy, = m1 ®mg, — Typy, B, ein Isomorphismus, wobei
p: G — G/H, die kanonische Projektion ist und Ly o p = p o, gilt. Im folgenden
wollen wir diesen Isomorphismus nutzen um die Tangentialrdume an £, mit m; &my ,
zu identifizieren. Der Vertikalraum wird dann identifiziert mit my ,, denn 7o p ist die
kanonische Projektion G — G/K.

Als Horizontalraum kénnen wir my = (poly).,my =: g, wihlen, denn es gilt

Ry Hgn, = (Riopolg)s,mi = (poriey) 0lg)e,mi = (PO lyer))s.1 = Hr,(gH,)-

Mit p,* sei die adjungierte Abbildung von p. : s(u(1) x u(4))> — * beziiglich der
Einschrankungen der Metrik g bezeichnet.

Lemma 9.6: (a) my, = {(—ps*v,0) | v et}

(b) L(—ps*v,v) = L|i—0 (9H,. exp(t(v + pxps™v))) fiir alle v € £2.

Beweis. Zu (a): Fiir v € £ gilt (—p,*v,v) € € und ferner
g((—p**v,v), (Xv p*X)) = <_/0**Ua X>G+ <p*X7U>T2 = <_Ua p*X>T2 +<p*X7U>T2 = 0.

Somit ist (—ps*v,v) € my, und die Aussage folgt wegen Dimensionsgleichheit.
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9.3. Kriimmung der Metriken

Zu (b):

(=9 0,0) = (P o lg)u(—p."v,0)
d

= 2|, (gexp(=p. v, v)Hp)

- % 1o (g exD(=p:70, ) exp(ps™v; pipsv) Hp)
_ % . (gexp(0,v + pups*v)H,)

— % o (9(1,exp(v + pxpsv))Hp)

- % t=0 (gHp exp(v + pupsTv))

Nach [KN63|, Proposition 3.1] wird damit durch
yimy @my, — X+ (—p v,0) = v+ pepsv

eine Zusammenhangsform auf F, definiert.

Wir definieren nun eine neue biinvariante Metrik b auf T2 durch b = (y|;} )* (.,.).
ma ,

Die Zusammenhangsmetrik beziiglich «, t2b und der von (.,.) auf G/K induzierten
Metrik ist dann gerade die Metrik g;.

Wir haben also gezeigt

Lemma 9.7:
Die Metriken gy sind Zusammenhangsmetriken beziiglich dem Produkt der Fubini-
Study Metriken auf B und einer mit t* skalierten biinvarianten Metrik b auf T2

9.3. Kriimmung der Metriken

Lemma 9.8:

Das Bild von pj ist in einer abelschen Unterliealgebra von § enthalten.

Beweis. Der Homomorphismus p : H — T? lisst sich schreiben als p(Ay, ..., As) =
p1(A1) - .. .- ps(As) fiir Homomorphismen p; : S(U(1) x U(2)) — T2

93
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Weiter ist S(U(1) x U(2)) = U(2) =2 SU(2) x U(1), wobei

U(1) = {< 1) '90 c ]R} C U(2) = S(U(1) x U(2)) C SU(3).

Da SU(2) einfach ist, gilt p;|su(e) = 1 und somit p;, |sy(2) = 0. Damit ist

—9; 5
Bild(p,*) C ker(py)t C (5u(2)°)* € (su(2)L)® = (R~ ( 2, )) ,
was eine abelsche Unterliealgebra ist. O

Firr>0sei fr: g = g, Xmy + Xy, + Xy, = Xy + 17Xy, +7Xp,.

Lemma 9.9:
Es sei X € g. Es gilt:

(a) [ml,mg,p] - [ml,é] Cm und [E,E] QE
(b) [m27p,m2,p] = {0} und [ml,ml] Q .

(c) ad¥y :ft% oady of2

Beweis. Zu (a): Es ist my orthogonales Komplement von € beziiglich einer biinvarian-

ten Metrik und £ eine Unterliealgebra von g.

Zu (b): Ist m; ein orthogonales Komplement von s(u(l) x u(2)) in su(3), so ist
[m1,m;] C s(u(l) x u(2)) (siche z.B. [PetO6, S. 248ff]), denn an der Darstellung
CP? = SU(3)/S(U(1) x U(2)) léisst sich ablesen, dass CP? ein symmetrischer Raum ist.
Hieraus folgt wegen m, = m; x {0} sofort, dass [my,m;] C €. Sind X = (p*v,v),Y =
(ps*w,w) € my p, so ist [X,Y] = ([ps*v, pi*w], [v,w]) = (0,0), da t? abelsch ist, und
Bild(p.*) in einer abelschen Unterliealgebra enthalten ist.

Zu (c): Es ist fir X,Y,Z € g:

(ad} Y, Z), = (Y,[X, Z]),

= (Y, [X, Z]) + % (Vi
= (fe(Y), [X, Z]>
=

adx (f(Y)),Z2) = <f1/t2 (adX (f2(Y))), Z>t- O

(X, Z]) +t* (Yy,, [X, Z])

2,p?

Es seien Xt = X + %Xg und Y = Y, + %Yg orthonormal beziiglich (.,.), mit X;,Y; €
m; und Xo,Y5 € ma p.
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Fiir die Schnittkrimmung eines homogenen Raums gilt die folgende Formel (siehe
[CET5, Formel (3.32)]):

(9.1)  secy, (pe X", pY?) = [|adit, V! + adit, X7 — (ad¥, X, ad YY)

3
= G I Y e,

XYY X, (Y X, XY,

Fiir die darin auftretenden Terme gilt

Lemma 9.10:
FEs ist

(a) Hadj;ét Yt—l—ad;‘}t Xth2
= (t— %)2< 11X, Ya] |2 + [[[X2, i) — 2 ([X1, Ya), [X27Y1]>>
(b) (ad%t, Xt,adl, V0) = —(t — 1)2 (X3, Y], [Xa, Vi])

(©) X" Y Jomoma, ||

= 12 [|[X1, Yl ||

+ o (N0l o e, VP + 2051, Yal, [, i)

(@ =5 (XYL YLK, + (Y XX ¥,)
= [I[X1, va])1®
(0 X Y+ 2 (0, Yol (X D)

Beweis. Zu (a): Es ist
adi, Y = ady, vi+1 ad’y, Yyt

=ady V1 + jady, Yo+ yady, Y1+ ady, Vs

= — (§1X1, V1] + (X1, Yo + [X2, 1] +0)
und somit

adi;ét y? + ad;ft X' =- ((t - %)[Xl,}/é] + (% - t)[X2aY1]) € my,

woraus durch Bilden der Norm die Behauptung folgt.
Zu (b): Wie in (a) ist

ady, X' = —([X1, X1] + t[X1, Xo] + $[Xo, X1]) = —(t — )[X1, Xo] € my,
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9. Eine homogene Beispielfamilie

also

<ad§§i Xt’ad;}t Yt>t = (t - %)2 <[X17X2]7 [Y17Y2]> = _(t - %)2 <[X17}/2]7 [X27Y1]> )
da

(X1, X2, [Y1, Ya]) = (X1, [ X2, [V1, Y2])
= - <X17 [Y27 [X27 Yl“> - <X17 [}/17 [}/27X2H>
= —([X1, Y], [X2,Y1]) — 0.

Zu (c): Folgt aus

(XY = [Xi,11] +5 ([X1,Ya] + [Xo, V1))

E?:mgﬁp@hp cmy
Zu (d): Es ist

(X5, Y, Y = [ X1, Vi), ]+ [ X0, Y, Yo 4+ ([[X1, Ya), Vi) + [[X2, Y1), YA))

€my ct ct
+ & ([X1, Yz, Yo] + [[ X2, Y1], Ya))
6;1

und somit

(X", Y, Y1, XY, = ([[X1, 1], Yi], X1) + ([[X1, Y1), Y2, X2)
+ ([[X1, Yo, V1] + [[X2, 1], V1], Xo)
+ 3 ([[X1, Ya], Ya] + [[X2, Y1, Yo, X1)
= — [[X1,]|* = ([X1, 1], [ X2, Y2)
— ([X1,Ya], [Xa, 1]) — [|[ X2, 1]
— g I1X1, Y2l |I* = 5 ([X1, V2] [X2, V1))
= — [I[X1, ]|” = (X2, V)1 — & [1[X3, Yo |
— (1+ %) (X1, Y2], [ X, 11])

woraus die Behauptung folgt.

Hieraus folgt nun
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Proposition 9.11:
Fiir die Krimmung von (Eq, gt) gilt
2
Sngt(p*Xt,p*Yt) = ||[X1’ E]HQ - §t2 H[Xl’Yl]mZpH
+ (4 25— 3) 11X, Yo] — [Xo, Y]
+ % ([ X1, Ya], [ X2, V1))

und (Eqy, g¢) hat nichtnegative Schnittkrimmung fir alle t € (0, 1].

Beweis. Mit Formel 9.1 und Lemma [0.10] folgt

2
Sngt(p*Xt,p*Yt) = H[X17Y1]H2 - %tz H[X17}/1]m2.pH

# (=07 e+ ) (I + 1 i)
+ (2t -1+ (t— 1% =22 + 1+ %) ([X1, Y], [X2, V1))
= X1, Y]l = 32 [|[X1, Vi, |
+ (#+ 25 — 3) (I, Yl + (X )P
— (*+ 5% — 3) ([X1,Y2], [ X2, 11])
= I1X2, Vil = 36 [|[X1, Vi, ||
+ (2 + 2 — 3) (I, Yal > + X, )P

—2<[X17Y2]7[X27Y1]>>
+ 1% ([X1, V), [Xo, Y1)
= [IIX1, Va]* = 362 [|[X1, Yima,,
+ (7 + 2 — 5) 1[X1, V) — [X2, V]2
+ 1% ([ X1, Y], [Xo, V1))

I

Da secg, (p« X1, p. Y1) > 0, ist

(X1, Y2, [Xo, 1)) > — [[[X0, YAl + 3 |11, Yido, ||” — L1 [X1, Yol — [Xa, Y42

und damit

Sngt(p*Xt,p*Yt) (1 - tz) H[le}/l”‘ + (%( + %2) - %) H[X17Y2] - [X271/1]”2 > 0.

O
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Korollar 9.12:
Fiir alle t € (0,1] hat (Eq, g1) positive Riccikrimmung.

Beweis. Es sei Xt = X{' + %X%, i=1,...,22, eine Orthonormalbasis von m; ® ms ,
mit X{ € my und X4 € mo .
Dann ist

22
Ricg, (pX1") = Z secg, (P« X 11, p X)),
=2

Wir erhalten einen Ausdruck analog zu dem aus dem Beweis der Proposition. Nach
Berestovskij in [Ber93)] gilt zudem Ricg, (X1) > 0, da g1 normal homogen ist, und

wir erhalten die Abschitzung

22 22 22
>t x3) e, x> = [l XA+ 33 ([ X |
i=2 i=2 i=2
22 ‘ .
— 1 I X - X, X7
i=2
Dies liefert analog zum Beweis des Proposition Ric(p,X1t) > 0. O

Nach Satz , welchen wir aufgrund von Lemma und der Tatsache, dass CP?
nichtnegativen Kriimmungsoperator hat, anwenden kénnen, hat (E,, g;) fast nichtne-
gativen Kriimmungsoperator fiir t — 0.

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen.

Satz 9.13:

Es existieren unendlich viele einfach zusammenhdngende, kompakte, homogene 22-
Mannigfaltigkeiten E, mit paarweise nichtisomorphen komplexen Kohomologieringen,
auf denen Familien (gi)ic(0,1) von homogenen Riemannschen Metriken existieren, so
dass (Eq, gt) fast nichtnegativen Kriimmungsoperator fir t — 0 und fir alle t € (0, 1]

nichtnegative Schnitt- und positive Riccikrimmung hat.
Bemerkung 9.14: Durch Produktbildung mit Sphéren erhalten wir auch in allen
Dimensionen > 24 Beispiele mit fast nichtnegativem Kriimmungsoperator, nichtne-

gativer Schnittkrimmung und positiver Riccikrimmung.

Beweis. Fir E, x S™ mit n > 3 funktioniert derselbe Beweis.

98



9.3. Kriimmung der Metriken

Fiir n = 2 erhalten wir einen zusétzlichen Erzeuger z in der zweiten Kohomologie.
Fiir einen Isomorphismus ¢ : H?(E, x S?) — H?(E5 x S?) ist ¢(2) ein Vielfaches von
dem entsprechenden Erzeuger z in H2(E; x S?), da dies die einzigen Elemente sind,
deren Quadrat verschwindet. Fiir die Erzeuger z; gilt, dass ¢(x;) € span{z1,x2, 3},
wie man an ¢(z;)® = 0 und o(x;) & span{z} sieht. Damit funktioniert der Beweis

dann auch wie oben. O
Weiter gilt fiir die Kriimmung von g; (siehe auch |[CE75, Korollar 3.33]), dass

sec(argy) (DX, 2:Y) = 3| [X, VImyomo, ||* + [[IX, Y], ||*-

Somit ist

2
secorg) < max o IXGYT
XY orinhonorrnal

Insbesondere ist diese obere Schranke unabhéngig von «. Ebenfalls unabhingig von
a lésst sich der Durchmesser von (E,, g1) durch diam(G, (.,.);) abschétzen und wir
erhalten folgenden Satz.

Satz 9.15:

Es existieren C, D > 0, so dass in Dimension 22 und jeder Dimension > 24 unend-
lich viele kompakte, einfach zusammenhdngende, homogene Riemannsche Mannigfal-
tigkeiten mat Schnittkrimmung 0 < sec < C, Riccikrimmung Ric > 0, Durchmesser

diam < D und paarweise nichtisomorphen komplexen Kohomologieringen existieren.

99






Anhange

101






A. Exponenten in Dimensionen 10 und
hoher

Tabelle A.1.: Exponenten und Erzeugergrade kompakter, einfach zusammen-

héngender, rational elliptischer 10-Mannigfaltigkeiten (Computerberechnung)

Exponenten Erzeugergrade
(10.1) a=1(),b=1(2,4) 3,7
(10.2) a=1(),b=(3,3) 5,9
(10.3) a=(1),b=(6) 2,11
(104) a=(1),b=(2,2,3) 2,3,3,5
(10.5) a=1(2),b=(2,2,4) 3,3,4,7
(10.6) a=(5), b=(10) 10, 19
(10.7)  a=(1,1),b=(2,5) 2,2,3,9
(10.8) a=(1,1),b=(3,4) 2,2,5, 7
(10.9) a=(1,1),b=(2,2,2,2) 2,2,3,3,3,3
(10.10) a=(1,2), b= (2,6) 2,3,4, 11
(10.11) a=(1,2), b= (4,4) 2,4,7, 7
(10.12) a=(1,3),b=(3,6) 2,5,6,11
(10.13) a=(1,4),b=(2,8) 2,3,8,15
(10.14) a=1(2,3), b= (4,6) 4,6, 7,11
(10.15) a=(1,1,1),b=(2,2,4) 2,2,2,3,3,7
(10.16) a=(1,1,1),b=(2,3,3) 2,2,2,3,5,5
(10.17) a=1(1,1,2),b=(2,3,4) 2,2,3,4,5, 7
(10.18) a=(1,1,3),b=1(2,2,6) 2,2,3,3,6, 11
(10.19) a=1(1,2,2),b=(2,4,4) 2,3,4,4,7,7
(10.20) =(1,1,1,1), b= (2,2,2,3) 2,2,2,2,3,3,3,5
(10.21) =(1,1,1,2), b= (2,2,2,4) 2,2,2,3,3,3,4,7
(10.22) =(1,1,1,1,1), b6 =(2,2,2,2,2) 2,2,2,2,2 3,3,3,3,3
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Tabelle A.2.: Exponenten und Erzeugergrade kompakter, einfach zusammen-

héngender, rational elliptischer 11-Mannigfaltigkeiten (Computerberechnung)

Exponenten Erzeugergrade
(11.1)  a=(),b=(6) 11
(11.2)  a=1(),b=1(2,2,3) 3,3,5
(11.3)  a=1(1),b=(2,5) 2,3,9
(114) a=(1),b=(3,4) 2,5, 7
(11.5) a=(1),b=(2,2,2,2) 2,3,3,3,3
(11.6) a=(2),b=(2,6) 3,4, 11
(11.7)  a=(2),b=(4,4) 4,7, 7
(11.8)  a=(3),b=(3,6) 5,6, 11
(11.9) a=(4),b=(2,8) 3,8,15
(11.10) a=(1,1),b=(2,2,4) 2,2/3,3,7
(11.11) a=(1,1),b=(2,3,3) 2,2,3,55
(11.12) a=(1,2),b=1(2,3,4) 2,3,4,5,7
(11.13) a=(1,3),b=(2,2,6) 2,3,3,6, 11
(11.14) a=1(2,2), b= (2,4,4) 3,4,4, 7,7
(11.15) a=(1,1,1),b=(2,2,2,3) 2,2,2,3,3,3,5
(11.16) a=(1,1,2),b=(2,2,2,4) 2,2,3,3,3,4, 7
(11.17) a=(1,1,1,1), b= (2,2,2,2,2) 2,2,2,2,3,3,3,3,3
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A. Exponenten in Dimensionen 10 und hGher

héngender, rational elliptischer 12-Mannigfaltigkeiten (Computerberechnung)
Exponenten

Tabelle A.3.: Exponenten und Erzeugergrade kompakter, einfach zusammen-

wird auf néchster Seite fortgesetz
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A. Exponenten in Dimensionen 10 und hGher

(fortgesetzt)

Tabelle A.3.:

Erzeugergrade

Exponenten
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A. Exponenten in Dimensionen 10 und hGher

Tabelle A.4.: Exponenten und Erzeugergrade kompakter, einfach zusammen-

héngender, rational elliptischer 13-Mannigfaltigkeiten (Computerberechnung)

Exponenten Erzeugergrade
a=(),b=(7) 13
a=(),b=1(22,4) 3,3,7
a=1(),b=1(2,3,3) 3,5,5
a=(1),b=(2,6) 2,3,11
a=(1),b=(3,5) 2,5,9
a=(1),b=(4,4) 2,77
a=(1),b=(2,2,2,3) 2,3,3,3,5
a=(2),b=(3,6) 45,11
a=(2),b=(4,5) 4,79
a=(2),b=(2,2,2,4) 3,3,3,4,7
a=(3),b=(4,6) 6,7,11
a=(4),b=(3,8) 5,8,15
a=(5), b=(2,10) 3,10,19
a=(1,1),b=1(2,2,5) 2,2,3,3,9
a=(1,1),b=1(2,3,4) 2,2,3,5,7
a=(1,1),b=(3,3,3) 2,2,5,5,5
a=(1,1),b=(2,2,2,2,2) 2,2,3,3,3,3,3
a=(1,2),b=1(2,2,6) 2,3,3,4,11
a=(1,2),b=1(2,4,4) 2,3,4,7,7
a=(1,2),b=(3,3,4) 2,4,5,5,7
a=(1,3),b=1(2,3,6) 2,3,5,6,11
a=(1,4),b=1(2,2,8) 2,3,3,8,15
a=(2,2),b=(3,4,4) 4,457,7
a=(2,3),b=1(2,4,6) 3,4,6,7,11
a=(1,1,1),b=(2,2,2,4) 2,2,2,3,3,3,7
a=(1,1,1),b=(2,2,3,3) 2,2,2,3,3,5,5
a=(1,1,2),b=(2,2,3,4) 2,2,3,3,4,5,7
a=(1,1,3),b=1(2,2,2,6) 2,2.3,3,3,6,11
a=1(1,2,2),b=1(2,2,4,4) 2,3,3,4,4,7,7
a=(1,1,1,1), b= (2,2,2,2,3) 2,2,2,2,3,3,3,3,5
a=(1,1,1,2), b= (2,2,2,2,4) 2,2,2.3,3,3,3,4,7
a=(1,1,1,1,1),b=b= (2,2,2,2,2,2) 2,2,22.2.3.3,3,3,3,3
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A. Exponenten in Dimensionen 10 und hGher

Tabelle A.5.: Exponenten und Erzeugergrade kompakter, einfach zusammen-

héngender, rational elliptischer 14-Mannigfaltigkeiten (Computerberechnung)

Erzeugergrade

Exponenten
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wird auf néchster Seite fortgesetzt
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A. Exponenten in Dimensionen 10 und hGher

(fortgesetzt)

Tabelle A.5.:

Erzeugergrade

Exponenten
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A. Exponenten in Dimensionen 10 und hGher

Tabelle A.6.: Exponenten und Erzeugergrade kompakter, einfach zusammen-

héngender, rational elliptischer 15-Mannigfaltigkeiten (Computerberechnung)

Erzeugergrade

Exponenten
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wird auf néchster Seite fortgesetzt
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A. Exponenten in Dimensionen 10 und hGher

(fortgesetzt)

Tabelle A.6.:

Erzeugergrade

Exponenten
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A. Exponenten in Dimensionen 10 und hGher

Tabelle A.7.: Exponenten und Erzeugergrade kompakter, einfach zusammen-

héngender, rational elliptischer 16-Mannigfaltigkeiten (Computerberechnung)

Erzeugergrade

Exponenten
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wird auf néchster Seite fortgesetzt
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A. Exponenten in Dimensionen 10 und hGher

(fortgesetzt)

Tabelle A.7.:

Erzeugergrade

Exponenten

—

~ 0 I~ —
00757 rOv 67 S
— 0 — o — Y QN J N Y R T B I
— — I~ — — OO N A A A A AN A~
- - - - - - SO N
1S B oo~ AN AN e A AN N AN SN N RS SN S b S
Y T o [ o T Yo S N e e
I Yo B e S Y = I V= T - B~ e B o S Yo e S e B R Vo N Vo B S B S Ve SV B S N Vo S Yo Rl
s A e B N B PO o I, P e T T e T Yo T s
—— M O M = = o= D~ = <D~ = < . AN AN AN AN AN AN NN NN MO N MMM
. e e e e e e e, e e e e e e e O . e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e
I o e o I~ o Bl N Yo e B s (V= S (o R o' i NS BV BN BN M N BN SN M BN R N RS o RS BN R N BN BN IS BN R N RN BN RN
NaadaadaaNadaNdSFnFF s FF oo aaadadaddNadaadadNadaaNdaadadNaadaaNdSNS~

~~ —~~ —~~

< ™ < ©
2737 n,O? 27 —~
—~~ —~ —~~ —~~ NN AN AN AN e e N NN AN AN e~ e~~~ O A
© 0 <t © oM ANV OO TN D OO N0 0 A —
o3 N~~~ <t 4 A NN TN FNNNF SN NS N e
~~ e~ ~ O N fH ~—~ A~ —~ - —~N O —~ -~ - - - IS - IS - - IS - - - - - IS - IS - IS -
NN A Foomo~adN O Aot a NN NN NN T FNANNTNNS N
- e~ e e~ e e - e e e e e e~ e e e e S T e e e e e e S e N e e e N N N N N N N

SN TN FANFT SN O NS &S 0

L L L L L L ]

7111111122222233334456
~N NN L LA A ==

33445672223334654111111111111111111111

L | Lt e V| A A [
T I T I I SIS IS IS IS T IS IS IS IS IS I IS IS IS IS I I BT

Wird auf néchster Seite fortgesetzt
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A. Exponenten in Dimensionen 10 und hGher

(fortgesetzt)

Tabelle A.7.:

Erzeugergrade

Exponenten
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A. Exponenten in Dimensionen 10 und hGher

(fortgesetzt)

Tabelle A.7.:

Erzeugergrade

Exponenten
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B. Mathematicacode zur Berechnung

der moglichen Exponenten

Mit dem folgenden Algorithmus wurden die Tabellen des vorigen Kapitels berechnet.

Das Computeralgebrasystem Mathematica wurde dazu verwandt.

SubTuples[Tupel_, n_] := Union[Sort /@ Permutations[Tupel, {n}1];
SubTuples[Tupel_] :=
Flatten[Table[SubTuples[Tupel, n]l, {n, 0, Length[Tupell}], 1];
SubTuplesohneLeer [Tupel_] :=
Flatten[Table[SubTuples[Tupel, n], {n, 1, Length[Tupelll}], 1];
SACQ[{A_, B_}] :=
Module [{ATeiltupelmitLeer = SubTuples[A], ATeiltupel, ki,
TeilBTeiltupel, LaengeTeilTupel, OK = False, Sol, i, j, s,
Ausgabe = True},
ATeiltupel = SubTuplesohneLeer[A];
k1 = Length[ATeiltupel];
For[i =1, i <= k1, i++,
0K = False;
LaengeTeilTupel = Length[ATeiltupell[[i]]];
TeilBTeiltupel = SubTuples[B, LaengeTeilTupell];

For[j = 1, j <= Length[TeilBTeiltupel], j++,
Sol = FindInstance[
TeilBTeiltupel[[j]] ==
Table[Subscript[x, m,
n], {m, 1, LaengeTeilTupel}, {n, 1,
LaengeTeilTupel}] .ATeiltupel [[i]] &&

And @@ Table[(Plus @@
Flatten[

Table[Subscript[x, m, n], {n, 1, LaengeTeilTupel}]]) >=
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B. Mathematicacode zur Berechnung der méglichen Exponenten

2, {m, 1, LaengeTeilTupell}]
&&
And @@ Flatten[
Table[Subscript[x, m, n] >= 0, {m, 1, LaengeTeilTupel}, {n,
1, LaengeTeilTupel}l],
Flatten[Table[Subscript[x, m,
n], {m, 1, LaengeTeilTupel}, {n, 1, LaengeTeilTupel}]],

Integers];

If [Length[Sol] > 0, OK = Truel;

If[0K, Break];
1;
If [Not[0K], Break; Ausgabe = False;];

1; Return[Ausgabell;
Dim[{A_, B_}] := 2 (Plus @@ B - (Plus @@ A)) - (Length[B] - Length[A]);
Dim[A_, B_] := 2 (Plus @@ B - (Plus @@ A)) - (Length[B] - Length[A]);
myTupel [AnzListe_] :=
Flatten[Table[
Table[j, {i, 1, AnzListe[[j]1]1}], {j, 1, Length[AnzListe]l}]]
AAnzahllisten[maxSumme_, Laenge_] :=
Flatten[Table[
Map [Append [#, k] &,
AAnzahllisten[maxSumme - k*Laenge, Laenge - 111, {k, O,
maxSumme}], 1];
AAnzahllisten[maxSumme_, 1] := Table[{j}, {j, O, maxSumme}];
BAnzahllisten[maxSumme_, Laenge_] :=
Flatten[Table[
Map [Append [#, k] &,
BAnzahllisten[maxSumme - k*Laenge, Laenge - 1]]1, {k, O,
maxSumme/Laenge}], 1]; BAnzahllisten[maxSumme_, 1] := {{0}};
MoeglicheTupel[n_] :=
Module [{ATupelalle, ATupelallel, BTupelalle, BTupelallel, ATupel,
BTupel, ABTupel, ABTupeluebergeben, i, j},
ATupel = myTupel /@ AAnzahllisten[Floor[n/2], Floor([n/2]];
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B. Mathematicacode zur Berechnung der méglichen Exponenten

BTupel =

Select [myTupel /@
BAnzahllisten[Floor[1/2 (2 n - 1 + Floor[1/3 (2 n - 1)])] , nl,
2% (Plus @@ #) - Length[#] <= 2 n - 1 &];

ABTupel =
Flatten[Table[{ATupel[[i]], BTupell[[j11}, {i, 1,
Length[ATupell}, {j, 1, Length[BTupell}], 1];

ABTupel = Union[Map[Sort, ABTupel, 2]];

ABTupeluebergeben = Select[ABTupel, Dim[#] == n &];
ClearAll [ABTupell;

ABTupel = Select[ABTupeluebergeben, SACQ];
ABTupel
1;
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