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Einleitung

In der Riemannschen Geometrie hat es eine lange Tradition, die Zusammenhänge
zwischen der Geometrie und der Topologie einer Mannigfaltigkeit zu erforschen. Als
ein frühes Beispiel für ein solches Resultat sei der Satz von Gauß-Bonnet genannt,
der besagt, dass sich die Eulercharakteristik einer kompakten Fläche als Vielfaches
des Integrals ihrer Gaußkrümmung berechnen lässt. Damit folgt beispielsweise, dass
die Sphäre S2 und der Torus T2 die einzigen kompakten, orientierbaren Flächen sind,
auf denen eine Metrik nichtnegativer Krümmung existiert. Nimmt man normiertes
Volumen an, so folgt aus dem Satz von Gauß-Bonnet, dass eine untere Schranke an
die Gaußkrümmung einer kompakten Fläche eine untere Schranke an ihre Eulercha-
rakteristik impliziert.

Ein neueres Resultat, das diese Zusammenhänge beleuchtet, ist der Bettizahlensatz
von Gromov. Als topologische Invariante werden in diesem die Bettizahlen bk(M ;K)
einer Mannigfaltigkeit M betrachtet, welche als Dimension der k-ten Homologiegrup-
pe mit Koeffizienten in einem Körper K definiert sind.

Satz (Gromov, [Gro81]):
Es sei K ein Körper. Zu jedem n ∈ N existiert eine Konstante C(n), so dass gilt: Ist
M eine vollständige Riemannsche n-Mannigfaltigkeit mit Durchmesser diam(M) ≤ D
für ein D > 0 und Schnittkrümmung secM ≥ −κ2 für ein κ > 0, so gilt

n∑
k=0

bk(M ;K) ≤ C(n)1+κD.

Insbesondere ist damit die Summe der Bettizahlen einer Mannigfaltigkeit, die fast
nichtnegative Schnittkrümmung zulässt, d.h. eine kompakte Mannigfaltigkeit M , auf
der zu jedem ε > 0 eine Riemannsche Metrik gε mit sec(M,gε)(diam(M, gε))

2 > −ε
existiert, durch eine nur von der Dimension abhängende Konstante nach oben be-
schränkt.

Weiter folgt aus dem Bettizahlensatz, dass es unter den rationalen Kohomologieringen
von kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeiten mit sec ≥ −κ2 und diam ≤ D nur
endlich viele Isomorphietypen von graduierten Vektorräumen gibt. Die Frage, ob dies
auch unter Berücksichtigung der Ringstruktur so ist, lässt sich zur folgenden Frage
verschärfen.
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Einleitung

Frage (Grove, [Gro93]):
Es seien n ∈ N≥2, c ∈ R und D > 0. Gibt es nur endlich viele rationale Homotopie-
typen1 von kompakten, einfach zusammenhängenden Riemannschen n-Mannigfaltig-
keiten mit Schnittkrümmung sec ≥ c und Durchmesser diam ≤ D?

Die Frage wurde von Fang und Rong in [FR01] negativ beantwortet. Sie haben für
jedes n ≥ 22 eine unendliche Familie von einfach zusammenhängenden, kompakten
n-Mannigfaltigkeiten gefunden, auf denen Metriken existieren mit c ≤ sec ≤ C und
diam ≤ D für gewisse Konstanten c, C ∈ R und D > 0, die unabhängig von der
konkreten Mannigfaltigkeit aus der Familie gewählt werden können, und deren ratio-
nale Kohomologieringe paarweise nicht isomorph sind.2 Sie haben damit insbesondere
paarweise verschiedene rationale Homotopietypen.

In [Tot03] hat Totaro in kleineren Dimensionen solche Beispielfamilien gefunden,
die sogar zusätzlich nichtnegative Krümmung besitzen. Genauer hat er gezeigt, dass
C,D > 0 existieren, für welche es unendlich viele verschiedene Isomorphietypen von
rationalen Kohomologieringen von kompakten, einfach zusammenhängenden

• 9-Mannigfaltigkeiten mit 0 ≤ sec ≤ C und diam ≤ D,

• 7-Mannigfaltigkeiten mit −1 ≤ sec ≤ C und diam ≤ D und

• 6-Mannigfaltigkeiten mit 0 ≤ sec und diam ≤ D

gibt. Die von Totaro zum Beweis der Aussagen in den Dimensionen 6 und 9 betrach-
teten Familien von Mannigfaltigkeiten sind durch Biquotienten gegeben, die sich als
Quotienten von Toruswirkungen auf (S3)3 bzw. (S3)4 ergeben. Die Mannigfaltigkeiten
in Dimension 6 können aufgrund von [Tus02] keine gemeinsame obere Krümmungs-
schranke haben und die Beispiele in Dimension 7 sind damit in Hinsicht auf die
Dimension optimal. Ebenso sind auch die sechsdimensionalen Mannigfaltigkeiten in
Hinsicht auf die Dimension optimal, da in kleineren Dimensionen der rationale Koho-
mologiering durch die Bettizahlen schon bis auf endlich viele Möglichkeiten bestimmt
wird.

In dieser Arbeit beweisen wir das folgende Resultat, für das wir einfach zusammenhän-
gende, prinzipale Torusbündel über einem Produkt von komplex-projektiven Räumen
betrachten.

1Zwei Mannigfaltigkeiten M und N haben denselben rationalen Homotopietyp, wenn es Räume
und Abbildungen M ← Z0 → Z1 ← · · · → N gibt, so dass alle Abbildungen Isomorphien der
rationalen Kohomologieringen induzieren. Insbesondere habenM und N also isomorphe rationale
Kohomologieringe.

2Ihr Beweis zeigt, dass sogar die komplexen Kohomologieringe paarweise nicht isomorph sind.
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Satz:
Es existieren C,D > 0, so dass in Dimension 22 und jeder Dimension ≥ 24 unend-
lich viele kompakte, einfach zusammenhängende, homogene Riemannsche Mannigfal-
tigkeiten mit Schnittkrümmung 0 ≤ sec ≤ C, Riccikrümmung Ric > 0, Durchmesser
diam ≤ D und paarweise nichtisomorphen komplexen Kohomologieringen existieren.

Dies verallgemeinert die Beispiele von Totaro zum einen auf homogene Mannigfaltig-
keiten3 und zum anderen vom rationalen auf den komplexen Kohomologiering. Die
Beispiele von Fang und Rong werden in Hinsicht auf Homogenität und nichtnegative
Schnittkrümmung verallgemeinert.

Eine weitere Krümmungsgröße ist der Krümmungsoperator einer Riemannschen Man-
nigfaltigkeit, welcher ein durch den Riemannschen Krümmungstensor gegebener sym-
metrischer Operator auf der zweiten äußeren Potenz der Tangentialräume Λ2 TpM
ist. Schranken an den Krümmungsoperator einer Mannigfaltigkeiten, d.h. Schranken
an seine Eigenwerte, implizieren die gleichen Schranken an die Schnittkrümmung.
Der Krümmungsoperator ist also ein stärkerer Krümmungsbegriff als die Schnitt-
krümmung und einfach zusammenhängende Mannigfaltigkeiten mit nichtnegativem
Krümmungsoperator wurden klassifiziert. Es gibt insbesondere in jeder Dimension
nur endlich viele Diffeomorphietypen von kompakten, einfach zusammenhängenden
Mannigfaltigkeiten, die nichtnegativen Krümmungsoperator zulassen.

Definition:
Eine kompakte Mannigfaltigkeit M lässt fast nichtnegativen Krümmungsoperator zu,
wenn es für jedes ε > 0 eine Riemannsche Metrik gε auf M gibt, so dass für den
Krümmungsoperator R̂ε von (M, gε) in allen p ∈M gilt

R̂εp · (diam(M, gε))
2 > −ε.

Auf den homogenen Beispielen des obigen Satzes lassen sich mit den Ergebnissen von
[HST13], die in Kapitel 8 zusammengefasst werden, Metriken mit fast nichtnegativem
Krümmungsoperator finden. Von diesen Metriken zeigen wir in dieser Arbeit, dass
sie auch nichtnegative Schnitt- und positive Riccikrümmung besitzen und homogen
gewählt werden können, womit dann gilt:

3Von den Beispielen in [Tot03] sind höchstens endlich viele homogen: In [Kla88] wurden alle kom-
pakten, einfach zusammenhängenden homogenen Räume bis zur Dimension 9 klassifiziert. Ins-
besondere gibt es nur endlich viele Diffeomorphietypen von homogenen Räumen der Dimension
≤ 6. Die siebendimensionalen Beispiele können aufgrund ihrer zu großen zweiten Bettizahl nicht
homogen sein und von den neundimensionalen homogenen Räumen sind die einzigen anhand der
Bettizahlen in Frage kommenden Räume S1-Prinzipalbündel über (S2)4. Von diesen gibt es nur
endlich viele rationale Homotopietypen.
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Satz:
Es existieren unendlich viele kompakte, einfach zusammenhängende, homogene 22-
Mannigfaltigkeiten Eα mit paarweise nichtisomorphen komplexen Kohomologieringen,
auf denen Familien (gt)t∈(0,1] von homogenen Riemannschen Metriken existieren, so
dass (Eα, gt) fast nichtnegativen Krümmungsoperator für t→ 0 und für alle t ∈ (0, 1]

nichtnegative Schnitt- und positive Riccikrümmung hat.

Durch Produkte mit Sphären erhält man auch hier entsprechende Beispielfamilien in
allen Dimensionen ≥ 24. Dies sind die ersten bekannten Beispielfamilien von kom-
pakten, einfach zusammenhängenden Mannigfaltigkeiten fester Dimension, die fast
nichtnegativen Krümmungsoperator zulassen und paarweise verschiedene rationale
Homotopietypen haben.

In einem weiteren Teil dieser Arbeit beschäftigen wir uns mit der Klassifikation von
rational elliptischen Mannigfaltigkeiten in kleinen Dimensionen.

Definition:
Ein einfach zusammenhängender Raum X mit dim H∗(X;Q) < ∞ heißt rational
elliptisch, wenn dimπ∗(X)⊗Q =

∑
k≥2 dimπk(X)⊗Q <∞.

Sämtliche bekannten Beispiele von Mannigfaltigkeiten mit fast nichtnegativer Schnitt-
krümmung sind rational elliptisch, wobei man für den nicht einfach zusammenhän-
genden Fall eine erweiterte Definition von rationaler Elliptizität benötigt, auf die wir
an dieser Stelle nicht eingehen wollen. Mit den Ergebnissen von [KPT10] lässt sich fer-
ner der allgemeine auf den einfach zusammenhängenden Fall für eine verallgemeinerte
Definition von fast nichtnegativer Schnittkrümmung zurückführen.

Vermutung (Verallgemeinerte Bott-Vermutung):
Eine kompakte Mannigfaltigkeit fast nichtnegativer Schnittkrümmung ist rational el-
liptisch.

Die kompakten, einfach zusammenhängenden, rational elliptischen Mannigfaltigkei-
ten sind also, wenn man an die Vermutung glaubt, die möglichen Kandidaten für
kompakte, einfach zusammenhängende Mannigfaltigkeiten mit (fast) nichtnegativer
Schnittkrümmung.

Ein Beweis der Vermutung würde auch weitere Vermutungen über Mannigfaltigkei-
ten mit fast nichtnegativer Schnittkrümmung beweisen. So wurde zum Beispiel von
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Gromov vermutet, dass die Konstante C(n) im oben zitierten Bettizahlensatz durch
2n gegeben ist. Für rational elliptische Räume ist dies bekannt.4

Die Klassifikation einfach zusammenhängender, rational elliptischer Mannigfaltigkei-
ten von Dimension ≤ 5 ist wohlbekannt. Eine solche ist diffeomorph zu S2 oder S3,
homöomorph zu S4, S2×S2, CP2, CP2#CP2 oder CP2#CP2 oder rational homoto-
pieäquivalent zu S5 oder S2×S3.

In dieser Arbeit charakterisieren wir einfach zusammenhängende, rational ellipti-
sche Mannigfaltigkeiten von Dimension sechs über ihren rationalen Kohomologie-
ring.

Satz:
Es sei M eine kompakte, einfach zusammenhängende 6-Mannigfaltigkeit. Dann ist M
genau dann rational elliptisch, wenn einer der folgenden Fälle gilt:

(a) b2(M) = b3(M) = 0, d.h M ist eine rationale Homologiesphäre;

(b) b2(M) = 0 und b3(M) = 2, d.h. M = (S3×S3)#N mit einer rationalen Homo-
logiesphäre N , und damit hat M den rationalen Kohomologiering von S3×S3;

(c) b2(M) = 1 und b3(M) = 0, d.h. M hat den rationalen Kohomologiering von
CP3 oder von S2×S4;

(d) b2(M) = 2, b3(M) = 0 und H∗(M ;Q) wird von H2(M ;Q) erzeugt;

(e) b2(M) = 3, b3(M) = 0, H∗(M ;Q) wird von H2(M ;Q) erzeugt und es existiert
eine Basis x1, x2, x3 von H2(M ;Q), so dass der Kern der Einschränkung des
Homomorphismus Q[x̃1, x̃2, x̃3]→ H∗(M ;Q), x̃i 7→ xi auf homogene Polynome
vom Grad 2 eine reguläre Sequenz als Basis hat.

Der rationale oder reelle Kohomologiering einer kompakten, einfach zusammenhän-
genden 6-Mannigfaltigkeit M mit b3(M) = 0 wird durch eine kubische Form be-
stimmt.

Im reellen Fall benutzen wir eine bekannte Klassifikation binärer und ternärer kubi-
scher Formen über R um die reellen Homotopietypen kompakter, einfach zusammen-
hängender, rational elliptischer 6-Mannigfaltigkeiten teilweise zu klassifizieren.

Für b2(M) ≤ 2 können wir die reellen Homotopietypen sogar vollständig klassfizie-
ren.

4Siehe [FH79]. In [Pav02] wird der Beweis genauer ausgeführt und eine Verschärfung für einfach
zusammenhängende Räume bewiesen.
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Proposition:
Jede kompakte, einfach zusammenhängende, rational elliptische 6-Mannigfaltigkeit M
mit b2(M) ≤ 2 ist reell homotopieäquivalent zu genau einer der folgenden:
S6, S3×S3, CP3, S2×S4, CP2 × S2, SU(3)/T2 oder CP3#CP3.

Im Fall b2(M) = 3 beweisen wir das folgende Resultat, welches kompakte, einfach
zusammenhängende, rational elliptische 6-Mannigfaltigkeiten mit b2(M) = 3 und
b3(M) = 0 anhand ihres reellen Kohomologieringes charakterisiert.

Proposition:
Eine kompakte, einfach zusammenhängende 6-MannigfaltigkeitM mit b2(M) = 3 und
b3(M) = 0 ist genau dann rational elliptisch, wenn die durch ihren reellen Kohomo-
logiering bestimmte kubische Form zu einer der folgenden Formen äquivalent ist: xyz,
z(x2 + y2), z(x2 + y2 − z2), x(x2 + y2 − z2), x(x2 + y2 + z2), x3 + 3x2z − 3y2z,
x3 − 3x2z − 3y2z, oder x3 + y3 + z3 + 6σxyz, für σ 6= 0, 1,−1

2 .

Für einige der kubischen Formen geben wir konkrete Beispiele an. Es lassen sich
hierbei alle kubischen Formen, die nicht zur durch σ ∈ R parametrisierten Familie
gehören, realisieren. Für σ ∈ Q lassen sich auch die kubischen Formen der Familie
realisieren, was die folgende Proposition ergibt, die einen Kontrast zur Situation im
siebendimensionalen Fall darstellt.

Proposition:
Es gibt unendlich viele verschiedene reelle Homotopietypen von kompakten, einfach
zusammenhängenden, rational elliptischen 6-Mannigfaltigkeiten.

Kompakte, einfach zusammenhängende, rational elliptische 7-Mannigfaltigkeiten klas-
sifizieren wir bis auf rationale, reelle und komplexe Homotopieäquivalenz. Insbeson-
dere gibt es nur endlich viele reelle und komplexe, aber unendlich viele rationale
Homotopietypen von kompakten, einfach zusammenhängenden, rational elliptischen
7-Mannigfaltigkeiten.

Satz:
Es sei M eine kompakte, einfach zusammenhängende, rational elliptische 7-Mannig-
faltigkeit. Dann hat M

• den rationalen Homotopietyp von genau einer der Mannigfaltigkeiten S7, S2×S5,
CP2 × S3 , S3×S4, N7 oder M7

σ für ein σ ∈ Q∗/(Q∗)2.
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Einleitung

• den reellen Homotopietyp von genau einer der Mannigfaltigkeiten S7, S2×S5,
CP2 × S3, S3×S4, N7, S2×S2×S3 oder (CP2#CP2)× S3.

• den komplexen Homotopietyp von genau einer der Mannigfaltigkeiten S7, S2×S5,
CP2 × S3, S3×S4, N7, oder S2×S2×S3.

Hierbei ist die Mannigfaltigkeit N7 rational homotopieäquivalent zu einem homo-
genen Raum der Form (SU(2))3/T2. Für die Mannigfaltigkeiten Mσ kann M7

[−1] =

S2×S2×S3 und M7
[1] = (CP2#CP2) × S3 gewählt werden. Für σ ∈ Q∗/(Q∗)2 mit

σ 6∈ {[1], [−1]} erhalten wir M7
σ aus einem Realisierungsresultat von Sullivan.

Zum Aufbau dieser Arbeit

Im ersten Teil der Arbeit werden bekannte Resultate dargelegt, die in den späteren
Teilen benötigt werden. Das erste Kapitel ist einem schnellen Einstieg in die rationale
Homotopietheorie gewidmet, wobei insbesondere auf die später benötigten Resulta-
te Wert gelegt wurde. Das zweite Kapitel gibt die Klassifikation kompakter, einfach
zusammenhängender 6-Mannigfaltigkeiten im benötigten Umfang wieder, geht auf
den Zusammenhang zwischen kubischen Formen und dem Kohomologiering einfach
zusammenhängender 6-Mannigfaltigkeiten ein und gibt einige Beispiele in Form von
Biquotienten, welche von DeVito unter anderem im 6-dimensionalen Fall in [DeV11]
klassifiziert wurden. Im dritten Kapitel gehen wir auf die Klassifikation von prinzipa-
len S1-Bündeln sowie auf die Frage, wann diese einfach zusammenhängend sind, und
die Berechnung ihres Kohomologieringes ein.

Der zweite Teil beschäftigt sich mit der Klassifikation kompakter, einfach zusammen-
hängender, rational elliptischer Mannigfaltigkeiten in kleinen Dimensionen. Im Kapi-
tel 4 wird eine Übersicht über die bekannte Klassifikation in Dimensionen≤ 5 gegeben.
Im fünften Kapitel wird die Charakterisierung der rationalen Homotopietypen und
teilweise Klassifikation der reellen Homotopietypen von kompakten, einfach zusam-
menhängenden, rational elliptischen 6-Mannigfaltigkeiten formuliert und bewiesen.
Im sechsten Kapitel werden kompakte, einfach zusammenhängende, rational ellipti-
sche 7-Mannigfaltigkeiten bis auf rationale, reelle und komplexe Homotopieäquivalenz
klassifiziert. Das Kapitel 7 enthält weitere Resultate in höheren Dimensionen.

Der dritte Teil behandelt die oben erwähnte 22-dimensionale Beispielfamilie. In Ka-
pitel 8 werden die Ergebnisse von [HST13] und einige andere Resultate zum Krüm-
mungsoperator zusammengefasst. Das Kapitel 9 ist der Konstruktion der Beispiele,
ihrer topologischen Untersuchung sowie der Konstruktion von Metriken auf ihnen
gewidmet.

In den Anhängen sind Tabellen der möglichen Exponenten einfach zusammenhän-
gender rational elliptischer Räume der Dimensionen 10 bis 16 sowie der zu ihrer
Berechnung verwendete Mathematicacode aufgeführt.
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Generalvoraussetzungen

• Alle auftretenden Mannigfaltigkeiten und topologischen Räume werden als zu-
sammenhängend vorausgesetzt.

• Der Begriff „Mannigfaltigkeit“ bedeutet bei uns glatte Mannigfaltigkeit ohne
Rand und wir fordern das zweite Abzählbarkeitsaxiom in der Definition einer
Mannigfaltigkeit.

xvi



Teil I.

Grundlagen
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1. Rationale Homotopietheorie

Im Folgenden wollen wir die Grundzüge der rationalen Homotopietheorie, die wir be-
nötigen, zusammenfassen. Die Darstellung basiert auf [FHT01] und [FOT08], wo auch
die meisten Beweise der hier aufgeführten Aussagen gefunden werden können.

1.1. Kommutative differentielle graduierte Algebren und
minimale Modelle

In diesem Abschnitt sei K ein Körper der Charakteristik 0.

Definition 1.1:
Eine kommutative differentielle graduierte Algebra (kurz cdga) (A, d) über K ist eine
graduierte Algebra A (d.h. ein graduierter Vektorraum A =

⊕
k≥0A

k auf dem eine
Multiplikation definiert ist, die A zu einer assoziativen K-Algebra macht und xy ∈
Ak+l für alle k, l ∈ N0, x ∈ Ak und y ∈ Al erfüllt), die graduiert kommutativ ist
(d.h xy = (−1)klyx für alle k, l ∈ N0, x ∈ Ak und y ∈ Al) zusammen mit einem
Differential d, d.h. einer linearen Abbildung d : A→ A, so dass gilt

d ◦ d = 0, d(Ak) ⊆ Ak+1 und d(xy) = d(x)y + (−1)kxdy

für alle k ∈ N0, x ∈ Ak und y ∈ A.

Die Kohomologie von (A, d) ist die kommutative graduierte Algebra

H∗(A, d) := ker(d)/Bild(d).

Die formale Dimension einer cdga (A, d) ist die größte natürliche Zahl n, so dass
Hn(A, d) 6= 0 gilt; falls keine solche existiert, so wird sie als ∞ definiert.

Beispiel 1.2: Das grundlegende Beispiel, das im nächsten Abschnitt auch (in gewisser
Weise) für andere Körper verallgemeinert werden soll, ist die R-cdga (Ω(M), d) der
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1. Rationale Homotopietheorie

Differentialformen auf einer glatten Mannigfaltigkeit mit der äußeren Ableitung als
Differential.

Der singuläre Kokettenkomplex ist dagegen im Allgemeinen keine cdga. Das Cup-
Produkt ist auf Kokettenniveau im Allgemeinen nicht graduiert kommutativ, sondern
erst nach Übergang zur Kohomologie.

Bemerkung 1.3: Wir werden häufig immer denselben Buchstaben d für Differentiale
auch auf verschiedenen graduierten Algebren benutzen. Damit ist allerdings keinesfalls
gemeint, dass diese Differentiale übereinstimmen.

Definition 1.4:
Die freie kommutative graduierte Algebra ΛV über einem graduierten Vektorraum V

ist definiert als ΛV := TV/I, wobei TV die Tensoralgebra über V und I das Ideal
ist, das von den Elementen

xk ⊗ xl − (−1)klxl ⊗ xk, k, l ∈ N0, xk ∈ V k, xl ∈ V l

erzeugt wird.

Bemerkung 1.5: Da TV =
⊕

k≥0 V ⊗ . . .⊗ V︸ ︷︷ ︸
k-mal

gilt, ist insbesondere stets K ⊂

(ΛV )0. Die Graduierung ist definiert durch

(ΛV )k = span
{
v1 ⊗ . . .⊗ vl

∣∣∣ l ∈ N0, vi ∈ V ki
∑

ki = k
}
.

Definition 1.6:
Eine Sullivan-Algebra ist eine freie cdga (ΛV, d) mit V = V ≥1, so dass V eine Basis
{xα |α ∈ I} besitzt, die durch eine wohlgeordnete Menge I indiziert ist und für die
d(xα) ∈ Λ(xβ)β<α gilt.

Bemerkung 1.7: Ist V = V ≥2, so ist (ΛV, d) (für beliebiges Differential d) eine
Sullivan-Algebra.

Notation 1.8:
Es sei V ein graduierter Vektorraum. Wir verwenden die folgende Notation:

• V ≥n =
⊕

k≥n V
k, V odd =

⊕
k≥0 V

2k+1, V even =
⊕

k≥0 V
2k;

4



1.1. Kommutative differentielle graduierte Algebren und minimale Modelle

• ΛkV bzw. Λ≥kV bzw. Λ≤kV ist der von Produkten aus Elementen von V der
Länge k bzw. ≥ k bzw. ≤ k erzeugte Teilraum von ΛV ;

• ΛV ≥k = Λ(V ≥k) und analog für die anderen oben eingeführten Schreibweisen.

• Ist x1, . . . , xn eine Basis von V , so schreiben wir Λ(x1, . . . , xn) = ΛV .

• Ist A eine graduierte Algebra, so schreiben wir auch |x| = k für x ∈ Ak.

Definition 1.9:
Ein Homomorphismus f : (A, d)→ (B, d) von cdgas ist ein Algebren-Homomorphis-
mus, der die Graduierung erhält und mit den Differentialen kommutiert.

Ein Quasi-Isomorphismus ist ein Homomorphismus, dessen induzierte Abbildung
H∗(f) : H∗(A, d)→ H∗(B, d) ein Isomorphismus ist.

Definition 1.10:
Eine minimale Sullivan-Algebra ist eine Sullivan-Algebra (ΛV, d) mit der Eigenschaft
d(V ) ⊂ Λ≥2V . Das minimale Modell einer cdga (A, d) ist eine minimale Sullivan-
Algebra (ΛV, d) zusammen mit einem Quasi-Isomorphismus ϕ : (ΛV, d)→ (A, d).

Die Benennung als das minimale Modell werden wir in Satz 1.12 rechtfertigen. Wir
benötigen dafür noch einen Begriff von Homotopie für cdga-Homomorphismen. Es sei
dazu (Λ(t, dt), d) die Sullivan-Algebra mit |t| = 0, |dt| = 1, d(t) = dt sowie d(dt) = 0.
Dann sind die Abbildungen pi : (Λ(t, dt), d) → (K, 0), i ∈ {0, 1}, mit pi(t) = i und
pi(dt) = 0 Quasi-Isomorphismen.

Definition 1.11:
Zwei Homomorphismen f, g : (A, d) → (B, d) heißen homotop (in Zeichen: f ' g),
wenn es einen Homomorphismus H : (A, d) → (B, d) ⊗ (Λ(t, dt), d) gibt, so dass
f = (id⊗p0) ◦H und g = (id⊗p1) ◦H ist.

Satz 1.12:
Es sei (A, d) eine cdga mit H0(A, d) = K. Dann existiert ein minimales Modell von
(A, d). Sind ϕ : (ΛV, d) → (A, d) und ψ : (ΛW,d) → (A, d) minimale Modelle von
(A, d), so existiert ein Isomorphismus f : (ΛV, d) → (ΛW,d), so dass ϕ und ψ ◦ f
homotop sind.
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1. Rationale Homotopietheorie

Zum Beweis der Existenz verwendet man im einfach zusammenhängenden Fall, d.h.
wenn H1(A, d) = {0} gilt, den folgenden Algorithmus.

Algorithmus 1.13: Wir definieren induktiv einen graduierten Vektorraum V , ein
Differential d auf ΛV und Abbildungen ϕn : (ΛV ≤n, d)→ (A, d) mit ϕn+1|ΛV ≤n = ϕn,
so dass H≤n(ϕn) ein Isomorphismus und Hn+1(ϕn) injektiv ist.

Es sei V 0 = {0}, d = 0 auf ΛV 0 und ϕ0(1) ∈ A0 ein Repräsentant eines Erzeugers
von H0(A, d) ∼= K. Hierbei ist 1 ∈ K = (ΛV 0)0.

Haben wir V ≤n, ϕn und das Differential auf ΛV ≤n bereits definiert, so seien V n+1
1

∼=
coker(Hn+1(ϕn)) und V n+1

2
∼= ker(Hn+2(ϕn)). Es sei V n+1 = V n+1

1 ⊕ V n+1
2 .

Es sei xi, i ∈ I1, eine Basis von V n+1
1 und αi, i ∈ I1, eine Basis von coker(Hn+1(ϕn)).

Dann existieren ai ∈ An+1, i ∈ I1 mit αi = [ai]. Weiter sei yj , j ∈ I2 eine Basis von
V n+1

2 und βj , j ∈ I2, eine Basis von ker Hn+2(ϕn). Wähle Repräsentanten bj ∈ ΛV

von β. Dann existieren cj ∈ An+1 mit dcj = ϕn(bj).

Definiere nun d durch d|V n+1
1

= 0 und d(yj) = bj sowie ϕn+1 durch ϕn+1(xi) = ai)

und ϕn+1(yj) = cj . Nach Konstruktion gilt dann ϕn+1 ◦ d = d ◦ ϕn+1, H≤n+1(ϕn+1)

ist ein Isomorphismus und Hn+1(ϕ) ist injektiv.

Bemerkung 1.14: Ist H1(A, d) 6= {0}, so ist notwendig V 1 6= {0} und man erhält in
jedem Schritt zusätzliche geschlossene Formen in V 1 ·V n

1 , weswegen der Algorithmus
in diesem Fall nicht anwendbar ist.

Die Eindeutigkeit im Satz 1.12 folgt aus der folgenden Proposition

Proposition 1.15 ([FHT01, Proposition 12.9 und Theorem 14.11]):
Es seien (ΛV, d) und (ΛW,d) minimale Sullivan-Algebren und (A, d) und (B, d) cdgas.

(a) Ist f : (A, d) → (B, d) ein Quasi-Isomorphismus und ϕ : (ΛV, d) → (B, d) ein
Homomorphismus, so existiert ein Homomorphismus ψ : (ΛV, d) → (A, d), so
dass ϕ und f ◦ ψ homotop sind.

(b) Ist ϕ : (ΛV, d) → (ΛW,d) ein Quasi-Isomorphismus, so ist ϕ ein Isomorphis-
mus.
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1.2. Minimale Modelle von Räumen, rationaler Homotopietyp und Realisierung

Auch Homomorphismen besitzen ein (bis auf Homotopie eindeutiges) minimales Mo-
dell, es gilt

Proposition 1.16 ([FOT08, Proposition 2.26]):
Ist f : (A, d) → (B, d) ein Homomorphismus und sind ϕA : (ΛV, d) → (A, d) und
ϕB : (ΛW,d) → (B, d) die minimalen Modelle, so existiert ein bis auf Homotopie
eindeutiger Homomorphismus ψ : (ΛV, d)→ (ΛW,d) mit ϕB ◦ ψ ' f ◦ ϕA.

1.2. Minimale Modelle von Räumen, rationaler
Homotopietyp und Realisierung

Nun wollen wir die algebraischen Definitionen auf topologische Räume und insbeson-
dere Mannigfaltigkeiten übersetzen. Im Folgenden seien X und Y stets nilpotente,
wegzusammenhängende Räume mit endlichen Bettizahlen. Ein Raum X heißt hierbei
nilpotent, wenn π1(X) nilpotent ist und nilpotent auf den höheren Homotopiegruppen
operiert.

Definition 1.17:
X und Y haben denselben rationalen Homotopietyp (in Zeichen: X 'Q Y ), wenn
Räume Z1, . . . , Zn und Abbildungen f0, . . . , fn der Form

X
f0←− Z1

f1−→ Z2
f2←− Z3

f3−→ . . .
fn−1←−−→ Zn

fn−→←− Y

existieren, so dass jedes fi einen Isomorphismus der rationalen Kohomologieringe
induziert.

Bemerkung 1.18: Die Forderung, dass die Abbildungen fi Isomorphismen auf der
Kohomologie induzieren, erklärt sich wie folgt: Für eine Abbildung f : X → Y sind
äquivalent:

(i) π∗(f)⊗Q : π∗(X)⊗Q→ π∗(Y )⊗Q ist ein Isomorphismus;

(ii) H∗(f ;Q) : H∗(X;Q)→ H∗(Y ;Q) ist ein Isomorphismus;

(iii) H∗(f ;Q) : H∗(Y ;Q)→ H∗(X;Q) ist ein Isomorphismus.

Dies folgt aus einem Satz von Whitehead-Serre (siehe z.B. [FHT01, Theorem 8.6]).
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1. Rationale Homotopietheorie

Wir wollen nun X eine cdga APL(X;K) zuordnen, so dass wir die Ergebnisse des
letzten Abschnitts auch auf Räume anwenden können. Die Idee hierbei ist es, auf den
singulären Simplizes in X Formen mit Koeffizienten in K zu definieren.

Dazu sei zunächst APL die folgende Algebra: Für n ∈ N0 sei

(APL)n =

(
Λ(t0, . . . , tn, dt0, . . . , dtn)

/(
n∑
i=0

ti − 1,
n∑
i=0

dti

)
, d

)
,

wobei ti Grad 0 und dti Grad 1 habe und für das Differential d(ti) = dti gelte. Dann
lässt sich (APL)n interpretieren als Menge der Einschränkungen von Differentialfor-
men auf dem Rn+1 auf den Standardsimplex ∆n =

{
(t0, . . . , tn) ∈ Rn+1

∣∣ ∑ ti = 1
}
,

deren Koeffizienten Polynome über K sind.

Weiter sei Sn(X) = {σ : ∆n → X stetig} die Menge der singulären n-Simplizes in X.
Dann gibt es für i, j = 0, . . . , n auf Sn(X) die Rand- und Degenerationsabbildungen
∂i : Sn(X)→ Sn−1(X) (für n ≥ 1) und sj : Sn(X)→ Sn+1(X) (für n ≥ 0), definiert
durch

∂i(σ)(t0, . . . , tn−1) = σ(t0, . . . , ti−1, 0, ti, . . . , tn−1)

und
sj(σ)(t0, . . . , tn+1) = σ(t0, . . . , tj−1, tj + tj+1, tj+2, . . . , tn+1),

welche S∗(X) zu einer simplizialen Menge machen.

Ähnlich lassen sich auf (APL)n cdga-Homomorphismen ∂i : (APL)n → (APL)n−1 de-
finieren, die eine Form auf den i-ten Rand (gegeben durch ti = 0) einschränken,
also

∂i(tk) =


tk k < i

0 k = i

tk−1 k > i

und ∂i(dtk) = d(∂i(tk)),

sowie cdga-Homomorphismen sj : (APL)n → (APL)n+1 durch

sj(tk) =


tk k < j

tj + tj+1 k = j

tk+1 k > j

und sj(dtk) = d(sj(tk)).

Definition 1.19:
Nun können wir APL(X;K) wie folgt definieren: (APL(X;K))k sei die Menge aller
Abbildungen

⋃
n∈N0

Sn(X) →
⋃
n∈N0

(APL)kn, so dass für jedes n ∈ N0 und jeden
singulären n-Simplex σ ∈ Sn(X) gilt, dass ω(σ) ∈ (APL)kn, ω(∂i(σ)) = ∂i(ω(σ)) und
ω(sj(σ)) = sj(ω(σ)).

Das Differential auf APL(X;K) ist dann definiert durch (dω)(σ) = d(ω(σ)).
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1.2. Minimale Modelle von Räumen, rationaler Homotopietyp und Realisierung

Bemerkung 1.20: Eine (stetige) Abbildung f : X → Y induziert in natürlicher
Weise einen Homomorphismus APL(f ;K) : APL(Y ;K) → APL(X;K), in anderen
Worten: APL( . ;K) ist ein kontravarianter Funktor.

Satz 1.21 ([FHT01, Korollar 10.10]):
Es gibt eine Kette von Quasi-Isomorphismen, die APL(X;K) und den singulären Ko-
kettenkomplex C∗(X;K) verbinden. Insbesondere ist H∗(X;K) ∼= H∗(APL(X;K)).

Definition 1.22:
Das (K-)minimale Modell eines topologischen Raums X ist das minimale Modell von
APL(X;K).

Bemerkung 1.23: Sind ϕX : (ΛVX , d) → APL(X) und ϕY : (ΛVY , d) → APL(Y )

die minimalen Modelle von X und Y und ist f : X → Y , so gibt es nach 1.16 ein
(bis auf Homotopie eindeutiges) minimales Modell von f , d.h. ein Homomorphismus
ψ : (ΛVY , d)→ (ΛVY , d) mit APL(f) ◦ ϕX ' ϕY ◦ ψ.

Mit Proposition 1.15 folgt nun:

Proposition 1.24:
X und Y haben genau dann denselben rationalen Homotopietyp, wenn ihre rationalen
minimalen Modelle isomorph sind.

Dies legt die folgende Definition nahe:

Definition 1.25:
X und Y haben denselben K-Homotopietyp, wenn ihre K-minimalen Modelle iso-
morph sind.

Die minimalen Modelle über einem Erweiterungskörper von Q lassen sich einfach aus
dem rationalen minimalen Modell bestimmen, es gilt:

Proposition 1.26 ([FHT01, S. 156]):
Ist (ΛV, d) das minimale Modell von X über Q und K eine Erweiterungskörper von
Q, so ist (ΛV, d)⊗K das minimale Model von X über K.
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1. Rationale Homotopietheorie

Für den Rest des Abschnitts betrachten wir nur noch den Fall K = Q.

Der folgende Satz stellt den Zusammenhang zwischen den rationalen Homotopiegrup-
pen und minimalen Modellen her.

Satz 1.27 ([FOT08, Theorem 2.50 und Proposition 2.53]):
Ist (ΛV, d) das minimale Modell von X, so gibt es für n ≥ 2 Isomorphismen

V n ∼=−→ Hom(πn(X)⊗Q,Q) = Hom(πn(X),Q).

Für n = 1 gilt rank(π1(X)) = dimV 1.

Minimale Sullivan-Algebren überQ lassen sich als Raum realisieren. Genauer gilt:

Satz 1.28 ([FHT01, Theorem 17.10]):
Es sei (ΛV, d) eine (nicht notwendigerweise minimale) rationale Sullivan-Algebra mit
H1(ΛV, d) = {0} und dim Hk(ΛV, d) <∞ für alle k ∈ N0. Dann existiert ein ein-
fach zusammenhängender Raum |ΛV, d| und ein Quasi-Isomorphismus ϕ : (ΛV, d)→
APL(|ΛV, d|). Insbesondere ist (ΛV, d) das minimale Modell von |ΛV, d|, wenn (ΛV, d)

minimal ist.

Bemerkung 1.29: Der Raum |ΛV, d| ist gegeben als Milnor-Realisierung der simpli-
zialen Menge, die gegeben ist durch:

• Die n-Simplizes sind die Homomorphismen (ΛV, d)→ (APL)n.

• Die Rand- und Degenerationsabbildungen für einen Simplex σ : (ΛV, d) →
(APL)n sind durch die entsprechenden Abbildungen auf (APL)n gegeben, also
∂i(σ) = ∂i ◦ σ und sj(σ) = sj ◦ σ.

Genauso wichtig ist es allerdings für uns zu wissen, wann ein minimales Modell das
minimale Modell einer kompakten, einfach zusammenhängenden Mannigfaltigkeit ist.
Der folgende Satz von Sullivan beantwortet dies vollständig.

Satz 1.30 (Sullivan-Barge, [Sul77]):
Es sei (ΛV, d) ein minimales Modell über Q mit V 1 = 0, so dass H∗(ΛV, d) Poincaré-
Dualität der Dimension n erfüllt. Ferner sei pi ∈ H4i(ΛV, d) für alle i ≤ n

4 gegeben.
Dann gilt:
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1.3. Rationale Elliptizität

(a) Ist n nicht durch 4 teilbar, so existiert eine kompakte, einfach zusammenhängen-
de n-Mannigfaltigkeit, die (ΛV, d) als minimales Modell und die pi als rationale
Pontryagin-Klassen hat.

(b) Ist n = 4k, so existiert eine kompakte, einfach zusammenhängende n-Mannig-
faltigkeit, die (ΛV, d) als minimales Modell und die pi als rationale Pontryagin-
Klassen hat genau dann, wenn es ein 0 6= µ ∈ Hom(Hn(ΛV, d),Q) gibt, so dass

• die Schnittform H2k(ΛV, d) × H2k(ΛV, d) → Q, (α, β) 7→ µ(αβ) über Q
diagonalisierbar mit Diagonaleinträgen in {−1, 1} ist,

• die Signatur der Schnittform mit µ(Lk(p1, . . . , pk)) übereinstimmt, wobei
Lk das k-te L-Polynom ist, und

• es eine kompakte Mannigfaltigkeit N gibt, so dass

µ(pi1 · · · pir) = 〈pi1(N) · · · pir(N), [N ]〉

für alle Partitionen i1, . . . , ir von k gilt.

In [Su14] wird ein ausführlicherer Beweis des Resultats gegeben.

1.3. Rationale Elliptizität

Definition 1.31:
Ein nilpotenter Raum mit endlich-dimensionaler rationaler Kohomologie heißt ratio-
nal elliptisch, wenn

∑
p≥2 dimπp(X) ⊗ Q < ∞ und rational hyperbolisch, wenn dies

nicht gilt.

Der folgende Satz übersetzt diese Definition in die Sprache der minimalen Model-
le:

Satz 1.32:
Es sei X ein nilpotenter Raum mit endlichen Bettizahlen und rationalem minimalem
Modell (ΛV, d). Dann gilt für k ≥ 2, dass

V k ∼= Hom(πk(X)⊗Q,Q).

Für k = 1 gilt
dimV 1 = rankπ1(X).
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1. Rationale Homotopietheorie

Wir wollen nun auch für minimale Modelle rationale Elliptizität definieren.

Definition 1.33:
Ein minimales Modell (ΛV, d) über Q heißt rational elliptisch, falls V und H∗(ΛV, d)

endlich-dimensional sind.

Damit ist X genau dann rational elliptisch, wenn sein (rationales) minimales Modell
dies ist. Mit Proposition 1.26 ist für einen Raum rationale Elliptizität unabhängig
von dem betrachteten Grundkörper (der Charakteristik 0).

Beispiele 1.34: Beispiele für rational elliptische Räume sind

• Sphären, komplex-projektive Räume, quaternional-projektive Räume (siehe Ab-
schnitt 1.5)

• allgemeiner kompakte Liegruppen (siehe Abschnitt 1.5) und deren homogene
Räume

• Biquotienten kompakter Liegruppen

• Kohomogenität-1-Mannigfaltigkeiten ([GH87])

Für homogene Räume und Biquotienten sieht man dies mit der folgenden allgemeine-
ren Überlegung (und der rationalen Elliptizität von kompakten Liegruppen):

Ist F → E → B ein Faserbündel mit Räumen endlich-dimensionaler Kohomologie, so
folgt aus der langen exakten Homotopiesequenz · · · → πk(F ) ⊗ Q → πk(E) ⊗ Q →
πk(B) ⊗ Q → πk−1(F ) ⊗ Q → . . . , dass, wenn zwei der drei Räume F , E und B
rational elliptisch sind, auch der dritte Raum rational elliptisch ist.

Sehr wichtig für uns ist der folgende Satz:

Satz 1.35 ([Hal77, Theorem 3]):
Der rationale Kohomologiering eines rational elliptischen minimalen Modells erfüllt
Poincaré-Dualität.

Mit Satz 1.30 folgt hieraus, dass jede einfach zusammenhängende, rational elliptische
minimale Sullivan-Algebra von formaler Dimension n 6= 4k durch eine Mannigfaltig-
keit realisiert wird, d.h. das minimale Modell einer kompakten, einfach zusammen-
hängenden n-Mannigfaltigkeit ist.
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1.3. Rationale Elliptizität

1.3.1. Reine Modelle

Im Folgenden arbeiten wir wieder über einem Körper K der Charakteristik 0.

Definition 1.36:
Ein Sullivan-Algebra (ΛV, d) heißt rein, falls V endlich-dimensional, d(V even) = 0 und
d(V odd) ⊂ ΛV even gilt.

Definition 1.37 (untere Graduierung):
Für eine reine Sullivan-Algebra (ΛV, d) lässt sich das Differential als Abbildung in
folgendem Kettenkomplex auffassen:

0
d←− ΛV even d←− ΛV even ⊗ Λ1V odd d←− ΛV even ⊗ Λ2V odd d←− . . .

Es sei Hk(ΛV, d) dann die k-te Homologie dieses Kettenkomplexes.

Bemerkung 1.38: Es gilt
⊕

k∈N0
Hk(ΛV, d) = H(ΛV, d).

Bemerkung 1.39: Auf einer minimalen Sullivan-Algebra (ΛV, d) mit dimV < ∞
und V = V ≥2 lässt sich ein weiteres Differential definieren, das rein ist, und bezüglich
dessen die Kohomologie genau dann endlich-dimensional ist, wenn die von (ΛV, d)

dies ist. Damit lassen sich einige Resultate zu reinen Sullivan-Algebren auch auf ein-
fach zusammenhängende, rational elliptische, minimale Sullivan-Algebren, die nicht
notwendigerweise rein sind, übertragen.

Im Zusammenhang mit unseren Resultaten sind auch folgende Propositionen interes-
sant, die im Beweis von Proposition 1.52 benötigt werden.

Proposition 1.40 ([FHT01, Proposition 32.1]):
Es sei (ΛV, d) eine reine Sullivan-Algebra. Dann ist H∗(ΛV, d) endlich-dimensional
genau dann, wenn H0(ΛV, d) endlich-dimensional ist.

Proposition 1.41 ([FHT01, Proposition 32.2(ii)]):
Es sei (ΛV, d) eine reine Sullivan-Algebra, so dass H∗(ΛV, d) endlich-dimensional ist
und k sei maximal mit Hk(ΛV, d) 6= {0}. Dann gilt k = dimV odd − dimV even.

Weiter lassen sich geschlossene Erzeuger von ungeradem Grad als Produkt abspal-
ten.

13



1. Rationale Homotopietheorie

Satz 1.42 ([FOT08, Theorem 2.77]):
Es sei (ΛV, d) eine reine cdga und V odd = W1 ⊕W2 mit d(W2) = 0. Dann gilt

(ΛV, d) ∼= (Λ(V even ⊕W1), d)⊗ (ΛW2, 0).

1.3.2. Exponenten einer rational elliptischen cdga

Definition 1.43:
Es sei ΛV eine freie graduiert kommutative K-Algebra mit q = dimV odd < ∞ und
r = dimV even <∞. Dann heißen a ∈ Nr und b ∈ Nq die Exponenten von ΛV , wenn es
eine Basis v1, . . . , vr, w1, . . . , wq von V gibt mit |vi| = 2ai und |wj | = 2bj − 1. Ferner
nennen wir a die geraden Exponenten und b die ungeraden Exponenten.

Satz 1.44 ([FH79]):
Es sei (ΛV, d) eine rational elliptische, minimale Sullivan-Algebra von formaler Di-
mension n mit Exponenten a ∈ Nr und b ∈ Nq. Dann gelten:

(a) dimV even = r ≤ q = dimV odd;

(b)
∑r

i=1 2ai ≤ n;

(c)
∑q

j=1(2bj − 1) ≤ 2n− 1;

(d) n = 2
(∑q

j=1 bj −
∑r

i=1 ai

)
− (q − r).

Bemerkung 1.45: Der Beweis des Satzes benutzt unter anderem die Charakterisie-
rung der Exponenten aus Satz 1.47.

Die Aussagen über die Exponenten lassen sich in Aussagen über die rationalen Ho-
motopiegruppen eines einfach zusammenhängenden, rational elliptischen Raumes X
von formaler Dimension n überführen. Es gilt dann:

(b’)
∑

k≥1 2k dim(π2k(X)⊗Q) ≤ n;

(c’)
∑

k≥2(2k − 1) dim(π2k−1(X)⊗Q) ≤ 2n− 1;

(d’) n =
∑

k≥2(2k − 1) dim(π2k−1(X)⊗Q) −
∑

k≥1(2k − 1) dim(π2k(X)⊗Q).

Die Tupel a, b, die als Exponenten einer rational elliptischen minimalen Sullivan-
Algebra auftreten, lassen sich charakterisieren. Dafür benötigen wir die folgende De-
finition aus [FH79].
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1.3. Rationale Elliptizität

Definition 1.46:
Es seien a = (a1, . . . , ar) ∈ Nr>0 und b = b1, . . . , bq ∈ Nq>0 endliche Folgen. Dann
erfüllen a und b die Bedingung SAC („strong arithmetic condition“), wenn es zu jeder
Teilfolge ai1 , . . . , ais von a eine Teilfolge bj1 , . . . , bjs gibt, so dass nichtnegative γkl ∈
N0 exstieren mit

(i) bjk =
s∑
l=1

γklail

(ii)
s∑
l=1

γkl ≥ 2

jeweils für alle k = 1, . . . , s.

Satz 1.47 ([FH79]):
Es seien a = (a1, . . . , ar) ∈ Nr>0 und b = b1, . . . , bq ∈ Nq>0 endliche Folgen und es
gelte bj ≥ 2 für j = 1, . . . , q. Dann sind äquivalent:

(i) a und b sind die Exponenten eines einfach zusammenhängenden rational ellip-
tischen Raums.

(ii) a und b erfüllen die Bedingung SAC.

Bemerkung 1.48: Streicht man die Voraussetzung, dass bj ≥ 2, so gilt der Satz
unter Streichung von „einfach zusammenhängend“ in Teil (i) ebenfalls.

1.3.3. Reguläre Sequenzen

Die folgende Definition werden wir im Falle eines Polynomringes (in mehreren Varia-
blen) über einem Körper benötigen.

Definition 1.49:
Es sei R ein Ring und r1, . . . , rn ∈ R. Dann heißt r1, . . . , rn eine reguläre Sequenz,
wenn (r1, . . . , rn)R 6= R gilt, und für jedes i die Restklasse von ri in R/(r1, . . . , ri−1)

kein Nullteiler ist.

Beispiele: Im Fall R = K[x1, . . . , xn] für einen Körper K gilt:

• Die Sequenzen xk1, . . . , x
k
n sind für k ≥ 1 regulär.

• Im Fall n ≥ 2 ist x2
1, x1x2 nicht regulär, denn x1x2 ist ein Nullteiler in R/(x2

1).
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Die folgende Proposition stellt nun einen Zusammenhang zwischen regulären Sequen-
zen und der unteren Graduierung her. Seien dazu u1, . . . , un ∈ Q[x1, . . . , xn] homogen
und (ΛV, d) = (Λ(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn), d), wobei die xi Grad 2 haben und dyi = ui
gilt.

Proposition 1.50 ([FHT01, Proposition 32.3]):
Es ist H>0(ΛV, d) = {0} genau dann, wenn die Sequenz u1, . . . , un regulär ist.

Für eine graduierte K-Algebra A =
⊕

i≥0A
i sei F (A, λ) =

∑∞
i=0(dimK A

i)λi. Diese
Reihe wird Poincaré-Reihe genannt.

Der folgende Satz von Stanley bringt diese Reihe in Verbindung mit regulären Se-
quenzen von homogenen Elementen.

Satz 1.51 ([Sta78, Korollar 3.2]):
Es sei A eine Noethersche, graduierte, kommutative (im herkömmlichen Sinne) K-
Algebra mit A0 = K. Es seien θ1, . . . , θr ∈ A \ {0} homogen mit θi ∈ Adi , di > 0. Es
sei I = (θ1, . . . , θr). Dann gilt

F (A, λ) ≤ F (A/I, λ)∏r
i=1(1− λdi)

.

Ferner gilt Gleichheit genau dann, wenn θ1, . . . , θr eine reguläre Sequenz ist.
(Die Ungleichung für formale Potenzreihen ist hier als Ungleichung für die Koeffizi-
enten der Potenzreihen zu verstehen.)

Folgende Charakterisierung regulärer Sequenzen werden wir bei der Untersuchung
kompakter, einfach zusammenhängender, rational elliptischer 6-Mannigfaltigkeiten
benötigen. Sie scheint in der algebraischen Geometrie wohlbekannt zu sein, wir konn-
ten sie in der Literatur jedoch nur schwer finden. Wir geben hier einen Beweis an,
der aus der algebraischen Geometrie nur Hilberts Nullstellensatz (siehe z.B. [KR00,
Theorem 2.6.16]) als Hilfsmittel benötigt.

Proposition 1.52:
Es seien K ∈ {Q,R,C} und u1, . . . , un ∈ K[x1, . . . , xn] homogene Polynome. Dann
gelten:

(a) K[x1, . . . , xn]/(u1, . . . , un) ist endlich-dimensional genau dann, wenn die Se-
quenz u1, . . . , un regulär ist.
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1.3. Rationale Elliptizität

(b) Gilt {z ∈ Cn | u1(z) = · · · = un(z) = 0} = {(0, . . . , 0)}, so ist u1, . . . , un eine
reguläre Sequenz.

Beweis. Wir betrachten im Folgenden wieder das Modell

(ΛV, d) = (Λ(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn), d),

wobei die xi Grad 2 haben und dyi = ui gilt. Dann ist

H0(ΛV, d) = K[x1, . . . , xn]/(u1, . . . , un).

Ferner sei di der Grad von ui in Q[x1, . . . , xn], so dass yi Grad 2di − 1 hat.

Zu (a): Es sei zunächst K[x1, . . . , xn]/(u1, . . . , un) = H0(ΛV, d) endlich-dimensional.
Nach Proposition 1.40 ist dann auch H∗(ΛV, d) endlich-dimensional, woraus mit Pro-
position 1.41 dann H∗(ΛV, d) = H0(ΛV, d), also H>0(ΛV, d) = {0} folgt. Nach Propo-
sition 1.50 ist dann u1, . . . , un regulär.

Ist nun umgekehrt u1, . . . , un regulär, so folgt mit 1.50, dass H∗(ΛV, d) = H0(ΛV, d)

ist. Nach Satz 1.51 ist dann H∗(ΛV, d) = H0(ΛV, d) = K[x1, . . . , xn]/(u1, . . . , un)

endlich-dimensional, denn

F (K[x1, . . . , xn]/(u1, . . . , un), λ) =
n∏
i=0

1−λdi
1−λ =

n∏
i=0

(1 + λ+ · · ·+ λdi−1).

Zu (b): Nach Hilberts Nullstellensatz existieren r1, . . . , rn ∈ N mit

xrii ∈ (u1, . . . , un)C[x1, . . . , xn].

Nach [KR00, Proposition 2.6.12] gilt dann auch xrii ∈ (u1, . . . , un). Sei r = maxi ri.
Sind dann s1, . . . , sn ∈ N mit s1 + · · · + sn ≥ nr, so exisitiert ein i mit si ≥ ri, also
ist xs11 · · ·xsnn ∈ (u1, . . . , un). Damit ist (K[x1, . . . , xn])s ⊂ (u1, . . . , un) für alle s ≥ nr
und somit ist mit (a) dann u1, . . . , un regulär.

Korollar 1.53:
Es sei (ΛV, d) = (Λ(x1, . . . , xk, y1, . . . , yk), d) ein minimale Sullivan-Algebra mit |xi| =
2 und |yi| = 3. Genau dann ist (ΛV, d) formal 2k-dimensional und H∗(ΛV, d) erfüllt
Poincaré-Dualität, wenn dy1, . . . , dyk eine reguläre Sequenz in Q[x1, . . . , xk] ist.

Gilt ferner 2 - k, so ist dies ebenfalls äquivalent dazu, dass (ΛV, d) das minimale
Modell einer kompakten, einfach zusammenhängenden 2k-Mannigfaltigkeit ist.
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1. Rationale Homotopietheorie

Beweis. Nach den Propositionen 1.40 und 1.52 ist genau dann dim H∗(ΛV, d) < ∞,
wenn dy1, . . . , dyk regulär ist. Satz 1.35 liefert die Poincaré-Dualität.

Gilt 2 - k, so ist die formale Dimension nicht durch 4 teilbar und Satz 1.30 gibt
eine Realisierung als minimales Modell einer kompakten, einfach zusammenhängenden
Mannigfaltigkeit.

1.4. Formalität

Definition 1.54:
Ein einfach zusammenhängender topologischer Raum X heißt formal, wenn sein mi-
nimales Modell auch ein minimales Modell für die cdga (H∗(X;Q), 0) ist.

Bemerkung 1.55: Zwei formale Räume haben den gleichen rationalen Homotopietyp
genau dann, wenn ihre rationalen Kohomologieringe isomorph sind.

Beispiele 1.56: Folgendes sind Beispiele für formale Mannigfaltigkeiten

• Sphären, komplex-projektive Räume (siehe Abschnitt 1.5)

• kompakte Kählermannigfaltigkeiten (Deligne-Griffiths-Morgan-Sullivan)

Ein Beispiel für eine nichtformale Mannigfaltigkeit, das auch schon in [FOT08] be-
trachtet wurde, werden wir in Abschnitt 6.1 betrachten.

Weitere Beispiele liefert

Proposition 1.57 ([FOT08, Proposition 2.99]):
Es sei p ≥ 2. Ein (p − 1)-zusammenhängender Raum von (formaler) Dimension
≤ 3p− 2 ist formal.

Insbesondere sind also alle einfach zusammenhängenden Räume von formaler Dimen-
sion ≤ 4 formal.

Für Mannigfaltigkeiten gibt es ein besseres Resultat.

Satz 1.58 ([Mil79]):
Es sei k ≥ 2. Jede kompakte (k−1)-zusammenhängende Mannigfaltigkeit von Dimen-
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sion ≤ 4k− 2 ist formal. Insbesondere ist jede kompakte, einfach zusammenhängende
Mannigfaltigkeit der Dimension ≤ 6 formal.

1.5. Beispiele

Beispiel 1.59 (Sphären): Wir verfahren nach dem Algorithmus 1.13 um das minimale
Modell von Sn zu bestimmen. Da Hi(Sn;Q)) = {0} für 0 < i < n, wird der erste
Erzeuger im Grad n hinzugefügt. Wir erhalten (Λ(x), 0) mit |x| = n und ϕ(x) ist
ein geschlossenes, aber nicht exaktes Element von APL(Sn)n. Ist n ungerade, so ist
ϕ ein Quasi-Isomorphismus, da dann x2 = 0 gilt. Ist n gerade, so ist der nächste
Erzeuger y vom Grad 2n−1 mit dy = x2. Da H2n(Sn;Q) = {0}, existiert ein Element
ϕ(y) ∈ APL(Sn) mit dϕ(y) = ϕ(x)2. Da H∗(Λ(x, y), d) ∼= H∗(Sn;Q) gilt, ist ϕ nach
Konstruktion ein Quasi-Isomorphismus. Wir haben auch das minimale Modell von
Sn, n ungerade, gefunden.

Beispiel 1.60 (komplex-projektive Räume, quaternional-projektive Räume): Ana-
log zum Fall der Sphären lässt sich das minimale Modell von CPn bestimmen zu
(Λ(x, y), d) mit |x| = 2, |y| = 2n+ 1 und dy = xn+1.

Ebenso ist das minimale Modell von HPn gegeben durch (Λ(x, y), d) mit |x| = 4,
|y| = 4n+ 3 und dy = xn+1.

Beispiel 1.61 (Liegruppen): Es sei G eine kompakte, zusammenhängende Liegruppe.
Nach dem Satz von Hopf (siehe [FOT08, Theorem 1.34]) existieren dann Kohomolo-
gieklassen x2k1+1, . . . , x2kn+1 mit x2ki+1 ∈ H2ki+1(G;Q), so dass als Algebra

H∗(G;Q) ∼= Λ(x2k1+1, . . . , x2kn+1).

Es sei a2ki+1 ∈ APL(G)2ki+1 geschlossen mit [a2ki+1] = x2ki+1. Dann ist

ϕ : (H∗(G;Q), 0) = (Λ(x2k1+1, . . . , x2kn+1), 0)→ (APL(G), d)

mit ϕ(x2ki+1) = a2ki+1 ein Quasi-Isomorphismus und somit (H∗(G;Q), 0) das mini-
male Modell von G.

Beispiel 1.62 (Produkte): Es seien X und Y wegzusammenhängende, nilpotente
Räume mit endlichen Bettizahlen. Sind (ΛVX , d) und (ΛVY , d) die minimalen Modelle
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von X und Y , so ist (ΛVX , d)⊗ (ΛVY , d) ein minimales Modell von X×Y . Denn sind
p1 und p2 die Projektionen auf X und Y , so ist die Abbildung

APL(p1) ·APL(p2) : APL(X)⊗APL(Y )→ APL(X × Y )

mit
APL(p1) ·APL(p2)(ω ⊗ η) = APL(p1)(ω) ·APL(p2)(η)

nach dem Satz von Künneth ein Quasi-Isomorphismus, und (ΛVX , d) ⊗ (ΛVY , d) ist
das minimale Modell von APL(X)⊗APL(Y ).

Beispiel 1.63 (Einpunktvereinigung): Es seien wie zuvor X und Y wegzusammen-
hängende, nilpotente Räume mit endlichen Bettizahlen und minimalen Modellen
(ΛVX , d) bzw. (ΛW,d). Es sei (A, d) = (ΛVX , d)⊕Q (ΛVY , d) die cdga mit

Ak = (ΛVX)k ⊕ (ΛVY )k für k > 0 und A0 = (ΛVX)0 ⊕ (ΛVY )0/(1ΛVX = 1ΛVY ),

mit Differential d(a ⊕ b) = da ⊕ db und deren multiplikative Struktur gegeben ist
wie folgt: Die Einschränkung der Multiplikation auf ΛVX ⊂ A bzw. ΛVY ⊂ A ist
die Multiplikation auf ΛVX bzw. ΛVY und für a ∈ (ΛVX)>0 und b ∈ (ΛVY )>0 gilt
(a⊕ 0)(0⊕ b) = 0. Es gilt dann

H∗((ΛVX , d)⊕Q (ΛVY , d)) = H∗(ΛVX , d)⊕Q H∗(ΛVY , d) ∼= H∗(X ∨ Y ;Q).

Ist (ΛW,d) das minimale Modell von X ∨ Y , so induzieren die Inklusionen ιX : X ↪→
X ∨ Y und ιY : Y ↪→ X ∨ Y Homomorphismen ψX : (ΛW,d) → (ΛVX , d) und ψY :

(ΛW,d) → (ΛVY , d). Diese lassen sich zusammenfügen zu einem Homomorphismus
ψ : (ΛW,d)→ (ΛVX , d)⊕Q (ΛVY , d) mit ψ(v) = ψX(v)⊕ψY (v) für v ∈ (ΛW )>0 und
ψ(1) = 1.

Da dies genau die Abbildungen sind, die bei der Berechnung des Kohomologierings
von X ∨Y benutzt werden, ist ψ ein Quasi-Isomorphismus. Das minimale Modell von
X ∨ Y ist also das minimale Modell von (ΛVX , d)⊕Q (ΛVY , d).

Beispiel 1.64 (zusammenhängende Summe): Es seien M und N kompakte, ein-
fach zusammenhängenden n-Mannigfaltigkeiten (n ≥ 2). Es sei (ΛV, d) das mini-
male Modell von M#N und (ΛW,d) das minimale Modell von M ∨ N . Weiter sei
q : M#N →M∨N die Abbildung, die man durchM∨N ∼= (M#N)/ Sn−1 erhält. Es
sei ϕ das minimale Modell dieser Abbildung. Weiter seien ωM und ωN Repräsentanten
der Fundamentalklassen von M und N im minimalen Modell (ΛW,d) von M ∨N .
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Da [ϕ(ωM − ωN )] = 0 ∈ H∗(M#N ;Q) gilt, existiert ein ỹ ∈ (ΛV, d) mit dỹ =

ϕ(ωM − ωN ). Dann wird durch ϕ(y) = ỹ eine Fortsetzung von ϕ auf (ΛW ⊗ Λ(y), d)

mit dy = ωM − ωN definiert. Da H<n(q) bereits ein Isomorphismus ist, ist H≤n(ϕ) :

H≤n(ΛW ⊗ Λ(y), d) → H≤n(ΛV, d) ein Isomorphismus. Es müssen jetzt nur noch
gegebenenfalls Erzeuger yj vom Grad ≥ n hinzugefügt werden, so dass für k > n

dann Hk(ΛW ⊗ Λ(y, {yj}), d) = 0 gilt. Dann ist (ΛW ⊗ Λ(y, {yj}), d) das minimale
Modell von M#N .

Wir wollen dies nun für den Spezialfall CPn#± CPn ausführen.

Beispiel 1.65 (CPn# ± CPn): Es sei n ≥ 2. Das minimale Modell von CPn ist
(Λ(x, y), d) mit |x| = 2, |y| = 2n + 1, dx = 0 und dy = xn+1. In der Standardori-
entierung ist xn ein Repräsentant der Fundamentalklasse. Das minimale Modell von
CPn#±CPn finden wir nun wie folgt. Zunächst benötigen wir zwei Erzeuger x1 und
x2 vom Grad 2 mit dxi = 0, die den Erzeugern vom Grad 2 im minimalen Modell von
CPn entsprechen. Da deren Produkt verschwinden soll, benötigen wir einen Erzeuger
a vom Grad 3 mit da = x1x2. Um die Fundamentalklassen zu identifizieren, führen wir
einen Erzeuger b vom Grad 2n− 1 ein mit db = xn1 ∓ xn2 . Damit ist (Λ(x1, x2, a, b), d)

eine reine Sullivan-Algebra. Wegen n ≥ 2 ist sie auch minimal.

Wegen d(x1b±xn−1
2 a) = xn+1

1 , d(∓x2b±xn−1
1 a) = xn+1

2 und d(xi−1
1 xn−i2 a) = xi1x

n+1−i
2

für i ≥ 1, ist dim H0(Λ(x1, x2, a, b), d) <∞. Mit den Propositionen 1.40 und 1.41 folgt
dann dim H∗(Λ(x1, x2, a, b), d) <∞ und

H∗(Λ(x1, x2, a, b), d) = H0(Λ(x1, x2, a, b), d) = H∗(CPn#± CPn).

Somit ist (Λ(x1, x2, a, b), d) das minimale Modell von CPn#± CPn.
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2. Einfach zusammenhängende
6-Mannigfaltigkeiten

2.1. Klassifikation

Der Startpunkt der Klassifikation ist der folgende Satz von Wall, der es erlaubt, sich
auf den Fall b3(M) = 0 zu beschränken.

Satz 2.1 ([Wal66, Theorem 1]):
Es seiM eine kompakte, einfach zusammenhängende 6-Mannigfaltigkeit mit b3(M) =

2k > 0. Dann existiert eine kompakte, einfach zusammenhängende 6-Mannigfaltigkeit
N mit b3(N) = 0, so dass M diffeomorph zu N#

(
#k
j=1(S3×S3)

)
ist.

Wall hat weiter alle kompakten, einfach zusammenhängenden 6-Mannigfaltigkeiten,
die Spin1 sind und torsionsfreie Homologie haben, klassifiziert.

Satz 2.2 ([Wal66, Theorem 5]):
Orientierte Diffeomorphieklassen von kompakten, einfach zusammenhängenden, sechs-
dimensionalen Spinmannigfaltigkeiten mit torsionsfreier Homologie entsprechen bijek-
tiv den Isomorphieklassen von Tupeln (G,H, µ, p1), wobei G und H endlich erzeugte
freie abelsche Gruppen, G von geradem Rang, µ : H×H×H → Z eine symmetrische
trilineare Abbildung und p1 : H → Z ein Homomorphismus ist, für die die Relationen

µ(x, x, y) ≡ µ(x, y, y) mod 2 für alle x, y ∈ H,

sowie
p1(x) ≡ 4µ(x, x, x) mod 24 für alle x ∈ H

gelten.

Die Bijektion wird realisiert durch M 7→ (H3(M ;Z),H2(M ;Z), µ, p1(M)), wobei

µ : H2(M)×H2(M)×H2(M)→ Z, µ(ω1, ω2, ω3) = (ω1 ·ω2 ·ω3)([M ]).

1Eine orientierbare Mannifaltigkeit M ist Spin, wenn die zweite Stiefel-Whitney-Klasse w2(M) = 0

erfüllt.
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2. Einfach zusammenhängende 6-Mannigfaltigkeiten

Die Klassifikation wurde von Jupp in [Jup73] auf kompakte, einfach zusammenhän-
gende 6-Mannigfaltigkeiten mit torsionsfreier Homologie ausgedehnt. Die Klassifika-
tion beliebiger kompakter, einfach zusammenhängender 6-Mannigfaltigkeiten gelang
schließlich Z̆ubr2 in [Zhu01] (die Ergebnisse wurden in [Žub88] angekündigt).

2.2. Kubische Formen und rationaler Kohomologiering

Im Folgenden sei K ∈ {Q,R,C}.

Der Kohomologiering H∗(M ;K) einer kompakten, einfach zusammenhängenden 6-
Mannigfaltigkeit M mit b3(M) = 0 ist aufgrund der Poincaré-Dualität durch die
folgende kubische Form bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt:

Definition 2.3:
Für eine kompakte, einfach zusammenhängende 6-Mannigfaltigkeit M und einen Er-
zeuger ω von H6(M ;K) sei FM,ω die kubische Form, welche durch

x · y · z = FM,ω(x, y, z) · ω

für x, y, z ∈ H2(M ;K) definiert wird.

Bemerkung 2.4: Eine kubische Form über K lässt sich zum einen als symmetrische
Trilinearform auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum V und zum anderen als
homogenes Polynom vom Grad 3 in K[x1, . . . , xn] mit n = dimV auffassen. Identifi-
zieren lassen sich beide Darstellung nach Wahl einer Basis e1, . . . , en von V , indem
man für eine symmetrische Trilinearform F auf V

F

(
n∑
i=1

xiei, . . . ,
n∑
i=1

xiei

)
∈ Q[x1, . . . , xn]

betrachtet. Dass dies tatsächlich einen Isomorphismus definiert, sieht man daran, dass
der Koeffizient von xj11 · . . . ·x

jn
n im obigen Polynom gerade

n!

j1! · . . . · jn!
F (e1, . . . , e1︸ ︷︷ ︸

j1-mal

, . . . , en, . . . , en︸ ︷︷ ︸
jn-mal

)

ist. In dieser Arbeit werden wir beide Definitionen verwenden.

Wir verwenden den folgenden Äquivalenzbegriff für kubische Formen:
2In seinen Veröffentlichungen wird teilweise auch die Transskription Zhubr verwendet.
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2.3. Biquotienten kompakter Liegruppen

Definition 2.5:
Es seien V und V ′ endlich-dimensionale Vektorräume über Q. Wir nennen zwei ku-
bische Formen F : V × V × V → Q und F ′ : V ′ × V ′ × V ′ → Q äquivalent, wenn es
einen Isomorphismus ϕ : V → V ′ und ein q ∈ Q \ {0} gibt mit q · F = ϕ∗F ′.

Lemma 2.6:
Es seien M und M ′ kompakte, einfach zusammenhängende 6-Mannigfaltigkeiten mit
b3(M) = b3(M ′) = 0. Weiter seien ω und ω′ Erzeuger von H6(M ;Q) bzw. H6(M ′;Q).
Dann sind die rationalen Kohomologieringe von M und M ′ genau dann isomorph,
wenn FM,ω und FM ′,ω′ äquivalent sind.

Beweis. Sind FM,ω und FM ′,ω′ äquivalent, so existiert ein Isomorphismus

ϕ2 : H2(M ;Q)→ H2(M ′;Q).

Wir setzen diesen fort mittels ϕ6(ω) = qω′ und ϕ4 = q · (ϕ−1)∗, wobei (ϕ−1)∗ die zu
ϕ−1 duale Abbildung ist.

Bemerkung 2.7: Jede kubische Form auf einem n-dimensionalen Q-Vektorraum
lässt sich als FM,ω einer einfach zusammenhängenden, geschlossen Spin-6-Mannig-
faltigkeit M mit torsionsfreier Homologie und b3(M) = 0 realisieren.

Beweis. Zunächst lässt sich eine Basis so wählen, dass die Komponenten der Form
in dieser Basis ganzzahlig sind. Dies liefert eine symmetrische trilineare Abbildung
µ : Zn × Zn × Zn → Z. Nach dem Satz 2.2 von Wall muss sichergestellt werden,
dass die dort angegebenen Kongruenzen gelten. Wählen wir zum Beispiel p1 trivial,
so muss µ(x, x, x) ≡ 0 mod 6 für alle x ∈ H := Zn gelten. Betrachte dafür einfach
µ̃ = 6µ. Da dann µ̃ nur gerade Werte annimmt, gilt auch die erste Bedingung.

2.3. Biquotienten kompakter Liegruppen

In [DeV11] werden einfach zusammenhängende, kompakte Biquotienten in den Di-
mensionen ≤ 7 untersucht und klassifiziert. Von besonderem Interesse für uns sind
Biquotienten der Form S3×S3×S3 //T3. Die Operation von T3 lässt sich ausdrücken
als

(u, v, w).((p1, p2), (q1, q2), (r1, r2))

= ((up1, u
a1va2wa3p2), (uq1, u

b1vb2wb3q2), (ur1, u
c1vc2wc3r2)).
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2. Einfach zusammenhängende 6-Mannigfaltigkeiten

Sie wird also durch eine Matrix
( a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

)
∈ Z3×3 beschrieben. Neben zwölf sporadi-

schen Fällen gibt es drei Serien von Biquotienten, welche den Matrizen 1 2 0
1 1 0
c1 c2 1

 ,

1 2 a3

1 1 b3
0 0 1

 und

 1 0 0
b1 1 0
c1 c2 1


entsprechen. Die Biquotienten der Serien wollen wir mit B1

c1,c2 , B
2
a3,b3

und B3
b1,c1,c2

bezeichnen. In [DeV11] werden auch die ganzzahligen Kohomologieringe berechnet.
Es ist

H∗(B1
c1,c2 ;Z) ∼= Z[u, v, w]/(u2 + 2uv, v2 + uv,w2 + c1uw + c2vw),

H∗(B2
a3,b3 ;Z) ∼= Z[u, v, w]/(u2 + 2uv + a3uw, v

2 + uv + b3vw,w
2),

H∗(B3
b1,c1,c2 ;Z) ∼= Z[u, v, w]/(u2, v2 + b1uv,w

2 + c1uw + c2vw),

wobei alle Erzeuger Grad 2 haben.

Unter den 12 sporadischen Fälle gibt es nach [DeV11] vier Diffeomorphietypen, wel-
che wir mit Bsp

1 , Bsp
2 , Bsp

3 , bzw. Bsp
4 bezeichnen wollen und die durch die folgenden

Matrizen gegeben sind:

Bsp
1 :

1 2 2
1 1 2
1 1 1

 , Bsp
2 :

1 2 0
1 1 2
1 1 1

 , Bsp
3 :

1 2 0
1 1 1
2 2 1

 , Bsp
4 :

1 2 2
1 1 2
1 0 1

 .

Auch hier wurden die ganzzahligen Kohomologieringe berechnet zu

H∗(Bsp
1 ;Z) ∼= Z[u, v, w]/(u2 − uw, v2 − 2uv,w2 − vw),

H∗(Bsp
2 ;Z) ∼= Z[u, v, w]/(u2 + 2uv, v2 + uv + 2vw,w2 + uw + vw),

H∗(Bsp
3 ;Z) ∼= Z[u, v, w]/(u2 + 2uw, v2 + 2uv + 2vw,w2 − uw − vw),

H∗(Bsp
4 ;Z) ∼= Z[u, v, w]/(u2 + 2uv + 2uw, v2 + 2vw + vu,w2 + uw),

wobei wieder alle Erzeuger Grad 2 haben.
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3. S1-Prinzipalbündel

Wir werden später S1-Prinzipalbündel zur Konstruktion der Beispiele verwenden. Des-
halb wollen wir hier kurz auf die Klassifikation von Prinzipalbündeln sowie auf die Be-
rechnung ihres Kohomologieringes eingehen. Klassifiziert werden sie wie folgt:

Satz 3.1:
Es seiM eine glatte Mannigfaltigkeit. Die Zuordnung E 7→ c1(E) induziert eine Bijek-
tion zwischen den Isomorphieklassen von S1-Prinzipalbündeln über M und H2(M ;Z).

Beweis. Die Menge der Homotopieklassen [M,CP∞] von Abbildungen M → B S1 =

CP∞ ist bijektiv zur Menge der Isomorphieklassen von S1-Prinzipalbündeln über M .
Eine Bijektion ist gegeben durch [f ] 7→ f∗ξ, wobei ξ das universelle Bündel S∞ =

E S1 → B S1 = CP∞ ist. Weiter ist (siehe z.B. [Hat02, Theorem 4.57]) [M,CP∞]

bijektiv zu H2(M ;Z), wobei eine Bijektion durch [f ] 7→ f∗α für einen Erzeuger α
von H2(CP∞;Z) ∼= Z gegeben ist. Dies ist gerade eine der möglichen Definitionen der
ersten Chernklasse von f∗ξ.

Da wir uns für einfach zusammenhängende Räume interessieren, benötigen wir ein
Kriterium dafür, wann der Totalraum eines S1-Prinzipalbündels einfach zusammen-
hängend ist. Dies liefert das folgende wohlbekannte Lemma.

Lemma 3.2:
Es sei E ein S1-Prinzipalbündel über einer einfach zusammenhängenden Mannigfal-
tigkeit M mit erster Chernklasse c1(E) ∈ H2(M ;Z). Dann ist E einfach zusammen-
hängend genau dann, wenn c1(E) kein Vielfaches einer anderen Kohomologieklasse
in H2(M ;Z) ist.

Beweis. Nach der langen exakten Homotopiesequenz des Bündels ist π1(E) abelsch.
Damit ist E einfach zusammenhängend genau dann, wenn 0 = H1(E). Aus dem uni-
versellen Koeffiziententheorem folgt (siehe z.B. [Hat02, Korollar 3.3]), dass H1(E) ∼=
H1(E)/Torsion(H1(E))⊕Torsion(H2(E)). Die Spektralsequenz des Bündels zeigt, dass
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3. S1-Prinzipalbündel

0 = H1(E)/Torsion(H1(E)) gilt, wenn c1(E) 6= 0. Wegen 0 = Torsion(H2(M)) ist
dann Torsion(H2(E)) = Torsion(H2(M)/c1(E)) = 0 genau dann, wenn c1(E) kein
Vielfaches in H2(M) ist.

Der Kohomologiering eines S1-Prinzipalbündels mit Koeffizienten in einem Ring R
lässt sich in einigen Fällen mit Hilfe der Serre-Spektralsequenz bestimmen. Wir wollen
kurz daran erinnern:

Satz 3.3 (siehe z.B. [Hat04]):
Ist F → E → B eine Faserung, so dass π1(B) trivial auf H∗(F ;R) operiert, so
existiert eine Spektralsequenz {Ep,qr , dr} mit:

(a) Die E2-Seite ist gegeben durch Ep,q2 = Hp(B; Hq(F ;R)).

(b) Das Differential dr erfüllt dr|Ep,qr : Ep,qr → Ep+r,q−r+1
r und

Ep,qr+1 = ker(dr|Ep,qr )/Bild(dr|Ep−r,q+r−1
r

).

(c) Die stabilen Terme Ep,n−p∞ , p = 0, . . . , n, sind isomorph zu den Quotienten
Fnp /F

n
p+1 einer Filtrierung

0 ⊂ Fnn ⊂ . . . Fn0 = Hn(E;R)

von Hn(E;R).

Bemerkung 3.4: Ist E ein S1-Prinzipalbündel und a ein Erzeuger von E0,1
2
∼=

H1(S1;Z), so ist d2(a) ∈ E0,2
2
∼= H2(B;Z) die erste Chernklasse des Bündels. Dies

sieht man, indem man das Bündel als Pullback des universellen S1-Prinzipalbündels
S∞ → CP∞ schreibt.

Für die multiplikative Struktur gilt:

Satz 3.5 (siehe z.B. [Hat04]):
Unter den Voraussetzungen und in der Notation des letzten Satzes gibt es bilineare
Produkte Ep,qr × Es,tr → Ep+s,q+tr mit:

(a) Das Produkt Ep,q2 × Es,t2 → Ep+s,q+t2 ist durch (−1)qs mal das Cup-Produkt
Hp(B; Hq(F ;R))×Hs(B; Ht(F ;R))→ Hp+s(B; Hq+t(F ;R)) gegeben.

(b) Für das Differential dr gilt dr(xy) = d(x)y + (−1)p+qxdr(y) für x ∈ Ep.qr und
y ∈ Es,tr , und das Produkt auf E∗,∗r+1 ist durch das Produkt auf E∗,∗r induziert.
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3. S1-Prinzipalbündel

(c) Das Cupprodukt auf H∗(E;R) schränkt sich ein auf Fnp × Fns → Fn+m
p+s , und

das dadurch auf den Quotienten gegebene Produkt stimmt mit dem Produkt auf
Ep,q∞ × Es,t∞ → Ep+s,q+t∞ , gegeben durch das entsprechende auf Er für genügend
großes r, überein.

Zur Bestimmung des Produkts auf H∗(E; H∗(F ;R)) benötigen wir ein Korollar aus
dem folgenden universellen Koeffiziententheorem.

Satz 3.6 ([Spa66, Theorem 10, Kapitel 5, Abschnitt 5]):
Es sei R ein Hauptidealring, C ein freier Kettenkomplex über R und G ein R-Modul,
so dass H(C) von endlichem Typ oder G endlich erzeugt ist. Dann gibt es eine funk-
torielle exakte Sequenz

0 −→ Hq(C;R)⊗G µ−→ Hq(C;G) −→ Tor(Hq+1(C;R), G) −→ 0,

die splittet.

Hierbei ist µ induziert von der Abbildung µ̃ : Hom(C,R) ⊗ G → Hom(C,G) mit
µ̃(f ⊗ g)(a) = f(a)g.

Korollar 3.7:
Es seien K ∈ {Q,R,C} und M,F kompakte Mannigfaltigkeiten. Dann gilt

H∗(M ; H∗(F ;K)) ∼=
µ

H∗(M ;K)⊗H∗(F ;K)

als Ringe.

Nun wollen wir uns der Situation zuwenden, die wir später benötigen. Es sei M
eine kompakte, einfach zusammenhängende 2n-Mannigfaltigkeit mit verschwindenden
ungeraden Bettizahlen. Es sei S1 → Y → M ein S1-Prinzipalbündel und Y einfach
zusammenhängend.

Die E2-Seite der Serre-Spektralsequenz (mit Koeffizienten in K ∈ {Q,R,C}) hat dann
die folgende Form:
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3. S1-Prinzipalbündel

0 2 4 6 2 n2 n - 2

1

Es bezeichne a ∈ H1(S1;K) einen Erzeuger und es sei z := d2(a) ∈ H2(M ; H0(S1;K)).
Dann gilt für x⊗ a ∈ E2k,1

2
∼= H2k(M ;K)⊗H1(S1;K):

d2(x⊗ a) = d2(x · a) = x · z = x ∪ z.

Da d3 = 0 gilt, ist E3 = E∞. Ferner verschwindet auf jeder Diagonalen {Ep,q3 }p+q=k
höchstens ein Eintrag nicht. Da Ep,q3 nur für gerades p nicht verschwindet, ist die
Multiplikation auf der E3-Seite durch das Cup-Produkt in H∗(M ; H∗(F ;K)) gege-
ben. Somit lässt sich die Produktstruktur von H∗(Y ;K) direkt ablesen. Es ergibt
sich:

Lemma 3.8:
Für die Kohomologie des S1-Prinzipalbündels Y mit erster Chernklasse z über einer
einfach zusammenhängenden 2n-Mannigfaltigkeit M mit Hodd(M) = 0 gilt

H2k(Y ;K) = H2k(M ;K)/Bild(µ2k−2
z ) ⊗ H0(S1;K)

und
H2k+1(Y ;K) = ker(µ2k

z )⊗H1(S1;K),

wobei µiz : Hi(M ;K)→ Hi+2(M ;K), y 7→ yz sei. Die Ringstrukur auf H∗(Y ;K) wird
von der auf H∗(M ;K)⊗H∗(S1;K) induziert.
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Teil II.

Rationale Elliptizität
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4. Rational elliptische
Mannigfaltigkeiten in Dimension 5
und kleiner

In diesem Kapitel legen wir die bekannte Klassifikation kompakter, einfach zusam-
menhängender, rational elliptischer Mannigfaltigkeiten in den Dimensionen bis fünf
dar.

4.1. Rational elliptische 2- und 3-Mannigfaltigkeiten

Fakt 4.1:
Eine kompakte, einfach zusammenhängende 2- bzw. 3-Mannigfaltigkeit ist diffeomorph
zu S2 bzw. S3. Insbesondere ist sie somit rational elliptisch.

In Dimension 2 folgt dies aus der Klassifikation geschlossener Flächen, in Dimension
3 aus der von Perelman bewiesenen Poincaré-Vermutung. Die rationale Elliptizität
von Sphären haben wir in Beispiel 1.59 gesehen.

4.2. Rational elliptische 4-Mannigfaltigkeiten

Fakt 4.2:
Eine kompakte, einfach zusammenhängende, rational elliptische 4-Mannigfaltigkeit
ist homöomorph zu einer der Mannigfaltigkeiten S4, S2×S2, CP2, CP2#CP2 oder
CP2#CP2.

Beweis. Die angegebenen Mannigfaltigkeiten sind nach Abschnitt 1.5 rational ellip-
tisch. Es sei nun M eine kompakte, einfach zusammenhängende, rational ellipti-
sche 4-Mannigfaltigkeit und (ΛV, d) das minimale Modell von M . Es seien a ∈ Nr
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4. Rational elliptische Mannigfaltigkeiten in Dimension 5 und kleiner

und b ∈ Nq die geraden und ungeraden Exponenten von (ΛV, d) (siehe Definiti-
on 1.43). Nach Satz 1.44 gilt dann r ≤ q. Da M einfach zusammenhängend ist,
gilt ai ≥ 1 für alle i und bj ≥ 2 für alle j. Damit folgt weiter, dass 3q ≤ 7, also
b2(M) ≤ r ≤ q ≤ 2. Nach [Fre82, Theorem 1.5] ist eine (glatte) kompakte, einfach
zusammenhängende 4-Mannigfaltigkeit bis auf Homöomorphie durch ihre Schnittform
H2(M ;Z)×H2(M ;Z)→ Z bestimmt. Nach [MH73, Theorem 2.2] sind die möglichen
Formen für b2(M) ≤ 2 gerade die von S4, CP2, S2×S2, CP2#CP2 und CP2#CP2.

Bemerkung 4.3: Bis auf S2×S2 'Q CP2#CP2 ist dies auch die Klassifikation bis
auf rationale und reelle Homotopieäquivalenz, denn der rationale Kohomologiering –
und mit Satz 1.58 damit auch der rationale Homotopietyp – ist durch die Äquivalenz-
klasse der rationale Schnittform auf H2(M ;Q) eindeutig bestimmt. Diese wiederum
ist durch b2(M) und die Signatur gegeben, welche für S2×S2 und CP2#CP2 jeweils
übereinstimmen.

4.3. Rational elliptische 5-Mannigfaltigkeiten

Fakt 4.4:
Eine kompakte, einfach zusammenhängende, rational elliptische 5-Mannigfaltigkeit
hat den rationalen Homotopietyp von S5 oder S2×S3.

Bemerkung 4.5: Es gibt unendlich viele Homotopietypen von kompakten, einfach
zusammenhängenden, rational elliptischen 5-Mannigfaltigkeiten. Dies folgt aus Bar-
dens Klassifikation kompakter, einfach zusammenhängender 5-Mannigfaltigkeiten (sie-
he [Bar65]). So sind beispielsweise alle Mannigfaltigkeiten Mk (in der Notation von
[Bar65]) mit 1 ≤ k < ∞ rationale Homotopiesphären, und für 1 < k < ∞ gilt
H2(Mk;Z) = Zk ⊕ Zk.

Beweis von Fakt 4.4. Es seien a ∈ Nr und b ∈ Nq die Exponenten. Die Eigenschaften
aus Satz 1.44 sind im fünfdimensionalen Fall:

(∗) 5 = 2

 q∑
j=1

bj −
r∑
i=1

ai

− (q − r), 2

r∑
i=1

ai ≤ 5, 2

q∑
j=1

bj − q ≤ 9.

Mit ai ≥ 1 und bj ≥ 2 erhalten wir r ≤ 2 und q ≤ 3. Ferner müssen r und q

verschiedene Parität haben.
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4.3. Rational elliptische 5-Mannigfaltigkeiten

Ist r = 0, also a = (), so folgt aus der Gleichung in (∗), dass b = (3) gilt. Das minimale
Modell hat also nur einen Erzeuger, der vom Grad 5 ist. Damit ist es das minimale
Modell von S5.

Ist r = 1, so folgt aus der ersten Ungleichung in (∗), dass a = (1) oder a = (2) gilt.
Weiter muss q = 2 aufgrund der verschieden Parität und der Ungleichungen für q
gelten.

Ist a = (2), so folgt aus der Gleichung in (∗), dass b = (2, 3) gilt. Dann erfüllen die
Exponenten allerdings nicht die Bedingung SAC (siehe Definition 1.46 und Satz 1.47),
ein Widerspruch.

Ist a = (1) so folgt dann aus der Gleichung in (∗), dass b = (2, 2) gilt. Damit hat das
minimale Modell die Form (ΛV, d) mit dimV 2 = 1, dimV 3 = 2 und V i = {0} sonst.
Aufgrund der Minimalität gilt d|V 2 = 0. Da die Kohomologie endlich-dimensional ist,
ist rk d|V 3 = 1, und wir erhalten Isomorphie zum minimalen Modell von S2×S3.

Ist r = 2, so folgt aus der ersten Ungleichung in (∗), dass a = (1, 1) gilt. Wegen der
Parität muss ferner q = 3 gelten. Die Gleichung wird dann zu b1 + b2 + b3 = 5, ein
Widerspruch zu bj ≥ 2 für j = 1, 2, 3.
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5. Rational elliptische
Mannigfaltigkeiten in Dimension 6

In diesem Kapitel behandeln wir kompakte, einfach zusammenhängende, rational el-
liptische 6-Mannigfaltigkeiten. Dies ist die erste Dimension, in der noch keine voll-
ständige Klassifikation bekannt ist. Im ersten Abschnitt werden wir eine Charakte-
risierung der rationalen Kohomologieringe beweisen. Im zweiten Abschnitt beweisen
wir die Resultate zur Klassifikation kompakter, einfach zusammenhängender, rational
elliptischer 6-Mannigfaltigkeiten bis auf reelle Homotopieäquivalenz. Die Klassifika-
tion ist im Fall b2 ≤ 2 vollständig. Im Fall b3 = 3 geben wir sämtliche möglichen
kubischen Formen an.

Zu beachten ist hierbei, dass in unserer Situation aufgrund von Satz 1.58 rationale
bzw. reelle Homotopieäquivalenz und Isomorphie des rationalen bzw. reellen Koho-
mologierings äquivalent sind.

5.1. Rationale Homotopietypen

Wir werden zunächst die Charakterisierung kompakter, einfach zusammenhängender,
rational elliptischer 6-Mannigfaltigkeiten in Termen ihres rationalen Kohomologie-
rings angeben. Der Rest dieses Abschnittes ist dann dem Beweis der Charakterisierung
gewidmet.

5.1.1. Charakterisierung

Satz 5.1:
Es sei M eine kompakte, einfach zusammenhängende 6-Mannigfaltigkeit. Dann ist M
genau dann rational elliptisch, wenn einer der folgenden Fälle gilt:

(a) b2(M) = b3(M) = 0, d.h M ist eine rationale Homologiesphäre;

(b) b2(M) = 0 und b3(M) = 2, d.h. es gilt M = (S3×S3)#N für eine rationale
Homologiesphäre N , womit M den rationalen Kohomologiering von S3×S3hat;
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5. Rational elliptische Mannigfaltigkeiten in Dimension 6

(c) b2(M) = 1 und b3(M) = 0, d.h. M hat den rationalen Kohomologiering von
CP3 oder von S2×S4;

(d) b2(M) = 2, b3(M) = 0 und H∗(M ;Q) wird von H2(M ;Q) erzeugt;

(e) b2(M) = 3, b3(M) = 0, H∗(M ;Q) wird von H2(M ;Q) erzeugt und es existiert
eine Basis x1, x2, x3 von H2(M ;Q), so dass der Kern der Einschränkung des
Homomorphismus Q[x̃1, x̃2, x̃3]→ H∗(M ;Q), x̃i 7→ xi auf homogene Polynome
vom Grad 2 eine reguläre Sequenz als Basis hat.

Bemerkung 5.2: Die 6-dimensionalen Beispiele in [Tot03] zeigen, dass es unendliche
viele verschiedene rationale Homotopietypen von kompakten, einfach zusammenhän-
genden, rational elliptischen 6-Mannigfaltigkeiten mit b2 = 3 gibt. In Lemma 5.8
werden wir zeigen, dass es auch unendlich viele rationale Homotopietypen solcher
Mannigfaltigkeiten mit b2 = 2 gibt.

Bemerkung 5.3: Im Fall (d) ist die letzte Bedingung genau dann erfüllt, wenn M
nicht den rationalen Kohomologiering von (S2×S4)#(S2×S4) oder (S2×S4)#CP3

hat.

Bemerkung 5.4: In Fall (e) existiert genau dann eine solche Basis von H2(M ;Q),
wenn für jede Basis der Kern von einer regulären Sequenz erzeugt wird. Ferner exi-
stiert auch zu jeder regulären Sequenz homogener Polynome u1, u2, u3 vom Grad
2 in Q[x̃1, x̃2, x̃3] eine einfach zusammenhängende, kompakte, rational elliptische 6-
MannigfaltigkeitM , so dass der Kern (bezüglich einer Basis x1, x2, x3 von H2(M ;Q))
u1, u2, u3 als Basis hat. Es gilt dann H∗(M ;Q) ∼= Q[x̃1, x̃2, x̃3]/(u1, u2, u3).

5.1.2. Mögliche Exponenten

Der erste Schritt im Beweis der Charakterisierung besteht darin, die möglichen Expo-
nenten kompakter, einfach zusammenhängender, rational elliptischer 6-Mannigfaltig-
keiten zu finden. Dies wurde bereits in [Pav02] getan, da dort jedoch kein Beweis
angegeben wurde, tun wir dies hier.

Lemma 5.5:
Die Exponenten einer kompakten, einfach zusammenhängenden, rational elliptischen
6-Mannigfaltigkeit sind in Tabelle 5.1 enthalten.
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5.1. Rationale Homotopietypen

Tabelle 5.1.: Exponenten und Erzeugergrade kompakter, einfach zusammen-
hängender, rational elliptischer 6-Mannigfaltigkeiten

Exponenten Erzeugergrade Beispiel(e)

(6.1) a = ( ), b = (2, 2) 3, 3 S3×S3

(6.2) a = (1), b = (4) 2, 7 CP3

(6.3) a = (3), b = (6) 6, 11 S6

(6.4) a = (1, 1), b = (2, 3) 2, 2, 3, 5 S2×CP2

(6.5) a = (1, 2), b = (2, 4) 2, 3, 4, 7 S2×S4

(6.6) a = (1, 1, 1), b = (2, 2, 2) 2, 2, 2, 3, 3, 3 S2×S2×S2

Beweis. Die Eigenschaften aus Satz 1.44 sind im sechsdimensionalen Fall:

6 = 2

 q∑
j=1

bj −
r∑
i=1

ai

− (q − r),
r∑
i=1

ai ≤ 3, 2

q∑
j=1

bj − q ≤ 11.

Insbesondere gilt also wegen bj ≥ 2, dass r ≤ q ≤ 3, und aus der ersten Formel folgt,
dass r und q die gleiche Parität haben.

Ist r = 3, so muss also a = (1, 1, 1) und q = 3 gelten. Dann folgt 12 = 2
∑3

j=1 bj , also
b = (2, 2, 2), was der Fall (6.6) ist.

Ist r = 2, so folgt a = (1, 1) oder a = (1, 2), und da r ≤ q ≤ 3, dass auch q = 2. Aus
der ersten Formel folgt im Fall a = (1, 1), dass b = (2, 3), und im Fall a = (1, 2), dass
b = (2, 4).

Ist r = 1, so gilt a = (1), a = (2) oder a = (3) und q = 1 oder q = 3.

Gilt a = (1), so folgt mit der ersten Gleichung, dass q = 1 und b = (4).

Nehmen wir an, dass a = (2). Dann besagt die erste Gleichung, dass b1 = 5, falls
q = 1, und dass

∑3
j=1 bj = 6, also b = (2, 2, 2), falls q = 3. Aus der Eigenschaft SAC

folgt, dass ein bj von der Form bj = 2γ mit γ ∈ N≥2 ist. Dies ist in beiden Fällen ein
Widerspruch.

Gilt a = (3), so folgt aus der Eigenschaft SAC, dass bj ≥ 6 für ein bj gilt. Mit der
ersten Gleichung folgt dann b = (6).

Das folgende Lemma wurde ebenfalls schon in [Pav02] ohne Beweis angegeben. Wir
geben auch hier einen Beweis.
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5. Rational elliptische Mannigfaltigkeiten in Dimension 6

Lemma 5.6:
In den Fällen (6.1), (6.2),(6.3) und (6.5) der Tabelle 5.1 ist das dort angegebene Bei-
spiel jeweils bis auf rationale Homotopieäquivalenz das einzige mit diesen Exponenten.

Beweis. Im Fall (6.1) muss d = 0 gelten, was das minimale Modell von S3×S3 ergibt.
Im Fall (6.2) ist der Erzeuger vom Grad 2 geschlossen und der Erzeuger vom Grad 7
muss unter d, aufgrund der Endlichdimensionalität der Kohomologie auf ein nichtver-
schwindendes Vielfaches des Erzeugers vom Grad 2 abgebildet werden. Reskalierung
des Erzeugers liefert dann Isomorphie zum minimalen Modell von CP3 . Im Fall (6.3)
erhalten wir mit der gleichen Argumentation die Isomorphie zum minimalen Modell
von S6.

Im Fall (6.5) hat das Modell die Form (Λ(x1, x2, y1, y2), d) mit |x1| = 2, |x2| = 4,
|y1| = 3 und |y2| = 7. Aufgrund der Minimalität gilt dx1 = 0.

Angenommen es gilt dy1 = 0. Wäre dann auch dx2 = 0, so ist die Kohomologie nicht
endlich-dimensional. Damit gilt dann ohne Einschränkung dx2 = x1y1. Aufgrund der
Endlichdimensionalität muss dann weiter auch ohne Einschränkung dy2 = x4

1 gelten.
Dann ist d(x3

1x2 + y1y2) = 0 und x3
1x2 + y1y2 nicht exakt. Ein Widerspruch, da

x3
1x2 + y1y2 vom Grad 10 > 6 ist.

Aufgrund der Minimalität des Modells ist dann ohne Einschränkung dy1 = x2
1. Da

es keine nichttrivialen geschlossen Elemente vom Grad 5 gibt, ist dx2 = 0. Damit
ist dy2 = ax4

1 + bx2
2. Wäre b = 0, so wäre die Kohomologie wieder nicht endlich-

dimensional. Also sei ohne Einschränkung b = 1. Der durch xi 7→ xi, y1 7→ y1 und
y2 7→ ỹ2 +ax2

1y1 definierte Homomorphismus von (Λ(x1, x2, y1, y2), d) in das minimale
Modell (Λ(x1, x2, y1, ỹ2), d) von S2×S4 mit dxi = 0, dy1 = x2

1 und dỹ2 = x2
2 ist dann

ein Isomorphismus.

5.1.3. Minimale Modelle mit b2 = 2 und b3 = 0

Wir betrachten die folgenden Modelle:

Es sei (ΛṼ , d) = (Λ(x1, x2, y1, y2), d) gegeben durch |xi| = 2, |y1| = 3, |y2| = 5 und
dxi = 0, dy1 = x2

1 + f2 x
2
2 sowie dy2 = g1 x

3
1 + g2 x

2
1x2 + g3 x1x

2
2 + g4 x

3
2 für rationale

Zahlen f2, g1, g2, g3, g4 ∈ Q.

Für ein beliebiges, formal sechsdimensionales minimales Modell mit den Exponen-
ten wie in Fall (6.4) gilt, dass das Differential des Erzeugers vom Grad 3 eine nicht
verschwindende quadratische Form in den Erzeugern vom Grad zwei ist, denn wür-
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5.1. Rationale Homotopietypen

de sie verschwinden, so wäre die Kohomologie nicht endlich-dimensional. Somit ist
ein solches beliebiges Modell nach Wahl einer Orthogonalbasis im Grad 2 für diese
quadratische Form und Skalieren des Erzeugers im Grad 3 von der Form, die wir
betrachten, also isomorph zu einem der Modelle (ΛṼ , d).

Wir leiten jetzt eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür her, dass die
betrachteten Modelle das minimale Modell einer kompakten, einfach zusammenhän-
genden 6-Mannigfaltigkeit sind.

Lemma 5.7:
Genau dann ist (ΛṼ , d) das minimale Modell einer kompakten, einfach zusammen-
hängenden 6-Mannigfaltigkeit, wenn

g4 6= f2g2 ±
√
−f2(f2g1 − g3)(∗)

gilt.

Beweis. Um zu sehen, dass die Bedingung notwendig ist, betrachten wir die Ma-
trixdarstellung von d7 : (ΛṼ )7 → ker d8 in den Basen y1x

2
1, y1x1x2, y1x

2
2, y2x1, y2x2

von (ΛṼ )7 und x4
1, x

3
1x2, x

2
1x

2
2x1x

3
2, x

4
2 von ker d8:

A :=


1 0 0 g1 0

0 1 0 g2 g1

f2 0 1 g3 g2

0 f2 0 g4 g3

0 0 f2 0 g4


Es ist H8(ΛṼ , d) = {0} genau dann, wenn 0 6= detA = f3

2 g
2
1 +f2

2 g
2
2−2f2

2 g1g3 +f2g
2
3−

2f2g2g4 + g2
4, also genau dann, wenn (∗) gilt. Da dann ker d7 = {0} ist, gilt ebenfalls

H7(ΛṼ , d) = {0}.

Es gelte nun also (∗). Um zu sehen, dass auch Hk(ΛṼ , d) = {0} für k ≥ 9 gilt,
berechnen wir die Dimension des Bildes von dk für k ≥ 8.

Zunächst ist für n ≥ 4 durch
{
xi1x

j
2

∣∣∣ i+ j = n
}
∪
{
y1y2x

k
1x

l
2

∣∣∣ k + l = n− 4
}

eine

Basis von (ΛṼ )2n gegeben.

Für n ≥ 2 ist
{
y1x

i
1x
j
2

∣∣∣ i+ j = n− 1
}
∪
{
y2x

k
1x

l
2

∣∣∣ k + l = n− 2
}

eine Basis von

(ΛṼ )2n+1.

Insbesondere ist also dim(ΛṼ )2n = 2n−2 (n ≥ 4) und dim(ΛṼ )2n+1 = 2n−1 (n ≥ 2).
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5. Rational elliptische Mannigfaltigkeiten in Dimension 6

Es ist d2n(xi1x
j
2) = 0 und

d2n(y1y2x
k
1x

l
2) = y2x

k+2
1 xl2 + f2 y2x

k
1x

l+2
2 +

3∑
ν=0

gν+1y1x
k+3−ν
1 xl+ν2 .

Der erste Term zeigt hierbei, dass die Einschränkung von d2n auf das Aufspann der
y1y2x

k
1x

l
2 mit k + l = n− 4 injektiv ist.

Damit ist dim(Bild d2n) = n− 3, und somit dim(ker d2n) = n+ 1.

Das Bild von d2n+1 wird aufgespannt von den Vektoren

vi = d(y1x
n−i
1 xi−1

2 ) = xn−i+2
1 xi−1

2 + f2x
n−i
1 xi+1

2 , i = 1, . . . , n

und

wj = d(y2x
n−1−j
1 xj−1

2 )

= g1 x
n+2−j
1 xj−1

2 + g2 x
n+1−j
1 xj2 + g3 x

n−j
1 xj+1

2 + g4 x
n−1−j
1 xj+2

2

für j ≤ n− 3.

Wegen des ersten Terms sind die vi linear unabhängig. Betrachten wir weiter

u1 = wn−4 − g1 vn−2 − g2 vn−1 − (g3 − f2g1)vn

= (g4 − f2g2) x1x
n
2 − f2(g3 − f2g1)xn+1

2

und

u2 = wn−3 − g1 vn−1 − g2 vn

= (g3 − f2g1) x1x
n
2 + (g4 − f2g2)xn+1

2 .

u1 und u2 sind wegen (∗) linear unabhängig. Damit auch v1, . . . , vn, u1, u2. Es gilt also
dim(Bild d2n+1) ≥ n+ 2. Wegen dim(ker d2n+2) = n+ 2 ist dann dim(Bild d2n+1) =

n + 2. Also dim(ker d2n+1) = n − 3. Wegen gleicher Dimension gilt also Bild d2n =

ker d2n+1 und Bild d2n+1 = ker d2n+2 für n ≥ 4. Damit ist die Kohomologie endlich-
dimensional, also das Modell aufgrund der Exponenten formal sechsdimensional. Nach
Satz 1.35 erfüllt die Kohomologie also Poincaré-Dualität und nach Satz 1.30 ist
es damit das minimale Modell einer kompakten, einfach zusammenhängenden 6-
Mannigfaltigkeit.

Wie bereits angekündigt zeigen wir nun, dass es unter diesen Mannigfaltigkeiten un-
endlich viele rationale Homotopietypen gibt, denn es gilt:
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5.1. Rationale Homotopietypen

Lemma 5.8:
Die Abbildung [ΛṼ , d] 7→ [f2] ∈ Q∗/(Q∗)2, definiert auf den Isomorphieklassen solcher
Modelle mit f2 6= 0, ist wohldefiniert und surjektiv.

Beweis. Es seien (ΛṼ , d) und (ΛṼ , d̃) zwei solcher Modelle (d̃ gegeben durch f̃2, g̃1,
g̃2, g̃3, g̃4) und ϕ : (ΛṼ , d)→ (ΛṼ , d̃) ein Isomorphismus. Es seien a1, b1, a2, b2, c ∈ Q
mit ϕ(x1) = a1x1 + b1x2, ϕ(x2) = a2x1 + b2x2 und ϕ(y1) = cy1.

Aus d̃(ϕ(y1)) = ϕ(dy1) folgt

0 6= c = a2
1 + f2a

2
2, cf̃2 = b21 + f2b

2
2, und 0 = a1b1 + f2a2b2.

Im Fall a1 6= 0 folgt hieraus, dass f̃2 = f2
b22
a21
, und im Fall a1 = 0, dass a2 6= 0 und

f̃2 = f2
b21
f22 a

2
2
.

Die Surjektivität folgt, da sich zu f2 ∈ Q stets g1, . . . g4 ∈ Q finden lassen, so dass die
Eigenschaft (∗) aus Lemma 5.7 gilt.

Wir wollen nun die zugehörige kubische Form berechnen, welche wir hier und im
folgenden Unterabschnitt als symmetrische Trilinearform auffassen wollen.

Lemma 5.9:
Es gelte (∗). Die Äquivalenzklasse von kubischen Formen, die zu H∗(ΛṼ , d) gehört ist
gegeben durch die Form mit Komponenten

F111 = f2α2, F112 = −f2α1, F122 = −α2, F222 = α1,

wobei α1 = f2g1 − g3 und α2 = f2g2 − g4.

Insbesondere gilt also α2 6= ±
√
−f2α1. Umgekehrt ist jede solche Form als Form eines

der formal sechsdimensionalen Modelle realisierbar.

Beweis. Es seien ω1 und ω2 die Kohomologieklassen von x1 und x2. Dann folgt aus
den Relationen, dass ω3

1 = −f2ω1ω
2
2 und ω2

1ω2 = −f2ω
2
2. Zusammen mit der anderen

Relation folgt hieraus, dass

α1 ω1ω
2
2 + α2 ω

3
2 = −

(
(g3 − f2g1) ω1ω

2
2 + (g4 − f2g2) ω3

2

)
= 0.

Damit ist

0 6= Ω = −α2 ω1ω
2
2 + α1 ω

3
2.
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5. Rational elliptische Mannigfaltigkeiten in Dimension 6

Mit (α2
1 + α2

2) ω1ω
2
2 = −α2 Ω + α1 (α1 ω1ω

2
2 + α2 ω

3
2) und (α2

1 + α2
2) ω3

2 = α1 Ω +

α2 (α1 ω1ω
2
2 + α2 ω3

2), folgt die Behauptung, da wir 1
α2
1+α2

2
Ω zur Definition der

kubischen Form verwenden können.

Ist umgekehrt eine kubische Form F mit F111 = f2α2, F112 = −f2α1, F122 = −α2,
F222 = α1 und α2 6= ±

√
−f2α1 gegeben, so ist f2 hierdurch eindeutig bestimmt.

Wähle dann g1, . . . g4 ∈ Q mit α1 = f2g1 − g3 und α2 = f2g2 − g4. Wegen α2 6=
±
√
−f2α1 gilt dann (∗).

5.1.4. Binäre kubischen Formen über den rationalen Zahlen

Im Folgenden werden wir kubische Formen weiterhin als symmetrische Trilinearform
interpretieren. Wir werden nun alle kubischen Formen bestimmen, die nicht die in
Lemma 5.9 beschriebene Form haben. Für die dort beschriebenen kubischen Formen
gilt insbesondere F111F222 = f2α1α2 = F112F122. Zu jeder Form lässt sich aber eine
Basis finden, so dass dies gilt:

Lemma 5.10:
Es sei F eine kubische Form auf einem 2-dimensionalen Q-Vektorraum V . Dann gibt
es eine Basis von V , in der F111F222 = F112F122 gilt.

Beweis. Unter dem Basiswechsel x̃1 = x1, x̃2 = λx1 + x2 gilt:

F̃111F̃222 − F̃112F̃122 = F111F222 − F112F122 + λ 2(F111F122 − F 2
112).

Für F 2
112 6= F111F122 können wir also λ ∈ Q so wählen, dass in der neuen Basis

F̃111F̃222 = F̃112F̃122 gilt.

Sei nun also F 2
112 = F111F122. Bei Basiswechsel x̃1 = x1 + λx2, x̃2 = x2 gilt:

F̃111F̃122 − F̃ 2
112 = F111F122 − F 2

112 + (F111F222 − F112F122)λ+ (F112F222 − F 2
122)λ2

= (F111F222 − F112F122)︸ ︷︷ ︸
6=0

λ+ (F112F222 − F 2
122)λ2,

so dass wir λ ∈ Q so wählen können, dass F̃111F̃122 − F̃ 2
112 6= 0.

Bis auf eventuelle Vertauschung der Basisvektoren hat die kubische Form in einer
solchen Basis dann auch eine Darstellung wie in Lemma 5.9.

44



5.1. Rationale Homotopietypen

Lemma 5.11:
Es seien F111, F112, F122, F222 ∈ Q mit F111F222 = F112F122. Dann gibt es f2, α1, α2 ∈
Q, so dass

F111 = f2α2, F112 = −f2α1, F122 = −α2, F222 = α1,

oder
F222 = f2α2, F122 = −f2α1, F112 = −α2, F111 = α1,

gilt.

Beweis. Falls alle Fijk = 0, setze α1 = α2 = 0 und f2 beliebig.

Ist F122 6= 0 oder F222 6= 0, so setze α1 = F222, α2 = −F122 und f2 = −F112
F222

bzw.
f2 = −F111

F122
. Dann gilt im ersten Fall

f2α2 = −F112
F222

(−F122) = F112F122
F222

= F111F222
F222

= F111

und
−f2α1 = F112

F222
F222 = F112.

Im zweiten Fall folgt dies analog.

Falls F122 = F222 = 0 und F111 6= 0 oder F112 6= 0, so setze α1 = F111, α2 = −F112

und f2 = −F122
F111

bzw. f2 = −F222
F112

.

Korollar 5.12:
Es sei F eine kubische Form auf einem 2-dimensionalen Q-Vektorraum V . Dann gibt
es eine Basis von V und f2, α1, α2 ∈ Q, so dass

F111 = f2α2, F112 = −f2α1, F122 = −α2, F222 = α1(∗∗)

gilt.

In einer solchen Basis lässt sich dann die Bedingung (∗) als Bedingung an die Kom-
ponenten formulieren:

Lemma 5.13:
Es sei F eine kubische Form auf einem 2-dimensionalen Q-Vektorraum mit Basis
x1, x2, und es gelte F111F222 = F112F122 sowie

F 2
112 6= F122F111 oder F 2

122 6= F112F222.

Dann ist F äquivalent zu einer der Formen der obigen minimalen Modelle.
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Beweis. Nach Lemma 5.11 existieren nach eventuellem Vertauschen der Basisvektoren
α1, α2, f2 ∈ Q mit

F111 = f2α2, F112 = −f2α1, F122 = −α2, und F222 = α1.

Angenommen, es gilt α2 = ±
√
−f2α1. Dann ist α2

2 = −f2α
2
1, also F 2

122 = F112F222.
Weiter ist −f2α

2
2 = f2

2α
2
1, also F122F111 = F 2

112. Dies ist ein Widerspruch.

Somit ist α2 6= ±
√
−f2α1 und damit F realisierbar als Form einer der minimalen

Modelle.

Lemma 5.14:
Es sei F eine kubische Form auf einem 2-dimensionalen Q-Vektorraum. Dann sind
äquivalent:

(i) Es gibt eine Basis in der F111F222 = F112F122, F 2
112 = F122F111 und F 2

122 =

F112F222 gelten.

(ii) In jeder Basis gilt F111F222 = F112F122, F 2
112 = F122F111 und F 2

122 = F112F222.

Beweis. Nach Lemma 5.10 existiert eine Basis x1, x2 in der F111F222 = F112F122 gilt.
Betrachte nun den Basiswechsel x̃1 = ax1 + bx2 und x̃2 = cx1 + dx2. Dann gilt

F̃111F̃222 − F̃112F̃122 = 2(bc− ad)2(ac(−F 2
112 + F111F122) + bd(−F 2

122 + F112F222)).

Existiert nun eine Basis, in der F111F222 = F112F122, F 2
112 = F122F111 und F 2

122 =

F112F222 gelten, so gilt auch für jede andere Basis x̃1, x̃2, dass F̃111F̃222−F̃112F̃122 = 0.
Wäre nun aber F̃ 2

112 6= F̃122F̃111 oder F̃ 2
122 6= F̃112F̃222, so lässt sich nach obiger Formel

eine Basis finden, in der F111F222 6= F112F122 gilt, ein Widerspruch.

Proposition 5.15:
Es sei F eine kubische Form auf einem 2-dimensionalen Q-Vektorraum V , so dass
eine Basis von V existiert, in der

F111F222 = F112F122 und F 2
112 = F122F111 und F 2

122 = F112F222

gilt. Dann ist entweder F = 0 oder F ist äquivalent zu der Form G gegeben durch
G222 = 1 und G111 = G112 = G122 = 0.
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Beweis. Sei F 6= 0. Aus F111 = F222 = 0 würde mit den beiden letzen Gleichungen
folgen, dass auch F112 = F122 = 0. Also können wir (nach eventuellem vertauschen
der beiden Basisvektoren) annehmen, dass F222 6= 0.

Setze λ = −F122
F222

. Dann gilt nach Basiswechsel x̃1 = x1 + λx2, x̃2 = x2, dass F̃122 =

F122 + λF222 = 0.

Da auch in der neuen Basis die vorausgesetzten Gleichungen gelten, folgt mit der
mittleren Gleichung, dass auch F112 = 0, und mit der ersten Gleichung, dass F̃111 = 0

(da F̃222 = F222 6= 0).

5.1.5. Beweis der Charakterisierung

Mit den Überlegungen des letzten Teilabschnitts zu kubischen Formen lässt sich
nun der Teil der Charakterisierung für 6-Mannigfaltigkeiten mit b3(M ;Q) = 0 und
b2(M ;Q) = 2 beweisen.

Proposition 5.16:
Es seiM eine kompakte, einfach zusammenhängende 6-dimensionale Mannigfaltigkeit
mit b3(M ;Q) = 0 und b2(M ;Q) = 2. Dann ist M genau dann rational elliptisch,
wenn der rationale Kohomologiering vonM von den Elementen von H2(M ;Q) erzeugt
wird.

Beweis. Da das minimale Modell einer einfach zusammenhängenden, kompakten, ra-
tional elliptischen 6-Mannigfaltigkeit mit b2 = 2 und b3 = 0 nur Erzeuger vom Grad
2, 3 und 5 hat und H3(M ;Q) = H5(M ;Q) = {0} gilt, muss der rationale Kohomolo-
giering von den Elementen der zweiten Kohomologiegruppe erzeugt werden.

Sei nun der Kohomologiering von H2(M ;Q) erzeugt. Angenommen, M wäre nicht
rational elliptisch. Dann kann die zu M gehörende kubische Form nicht zu einer der
kubischen Formen der minimalen Modelle von oben äquivalent sein, denn diese undM
sind formal. Damit erfüllt die zuM gehörende kubische Form die Voraussetzungen von
Proposition 5.15. Die Form ist damit äquivalent zur Form G von CP3#(S2×S4) oder
der Nullform, also der Form von (S2×S4)#(S2×S4). Somit ist der Kohomologiering
von M isomorph zu dem von CP3#(S2×S4) oder (S2×S4)#(S2×S4), also nicht
erzeugt von den Elementen von H2(M ;Q).
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Bemerkung 5.17: Der Beweis zeigt, dass eine kompakte, einfach zusammenhän-
gende 6-dimensionale Mannigfaltigkeit mit b3(M ;Q) = 0 und b2(M ;Q) = 2 genau
dann nicht rational elliptisch ist, wenn sie den gleichen rationalen Homotopietyp wie
CP3#(S2×S4) oder (S2×S4)#(S2×S4) hat.

Nun wollen wir uns dem Beweis der vollständigen Charakterisierung zuwenden.

Beweis von Satz 5.1. Es sei M eine kompakte, einfach zusammenhängende, rational
elliptische 6-Mannigfaltigkeit. Da aufgrund der Minimalität des minimalen Modells
von M die Anzahl der Einsen unter den geraden Exponenten gerade der zweiten
Bettizahl von M entspricht, gilt also nach Lemma 5.5, dass b2(M) ≤ 3.

Ist b2(M) = 0, so hat M Exponenten wie im Fall (6.1) oder (6.3). Nach Lemma 5.6
gilt dannM 'Q S3× S3 bzw.M 'Q S6. Somit ist b3(M) = 0 oder 2 und wir befinden
uns im Fall (a) oder (b).

Ist b2(M) = 1, so folgt mit den Lemmata 5.5 und 5.6, dass entweder M 'Q CP3 oder
M 'Q S2×S4. Somit ist b3(M) = 0 und wir befinden uns im Fall (c).

Ist b2(M) = 2, so hat M nach Lemma 5.5 die Exponenten a = (1, 1) und b = (2, 3).
Aufgrund der Endlichdimensionalität der Kohomologie kann somit der Erzeuger vom
Grad 3 im minimalen Modell von M nicht geschlossen sein, und somit ist b3(M) = 0.
Nach Proposition 5.16 wird der rationale Kohomologiering von H2(M ;Q) erzeugt, wir
befinden uns also im Fall (d) des Satzes.

Ist b2(M) = 3, so folgt, dass M die Exponenten a = (1, 1, 1) und b = (2, 2, 2), also
ein Modell der Form (ΛV, d) = (Λ(x1, x2, x3, y1, y2, y3), d) mit |xi| = 2 und |yj | = 3

hat. Es gilt dann dxi = 0 und somit Λ(x1, x2, x3)/(dy1, dy2, dy3) = H0(ΛV, d). Nach
Proposition 1.52 ist damit dy1, dy2, dy3 eine reguläre Sequenz. Diese spannt gerade
den Kern der Abbildung (Q[x1, x2, x3])2 → H4(M ;Q) auf, wir befinden uns also im
Fall (e).

Es sei nun umgekehrt M eine kompakte, einfach zusammenhängende 6-Mannigfaltig-
keit, die die Bedingungen eines der Fälle des Satzes erfüllt.

Fall (a), b2(M) = b3(M) = 0: Mit Poincaré-Dualität hat M den Kohomologiering
von S6. Es ist also M 'Q S6 rational elliptisch.
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Fall (b), b2(M) = 0, b3(M) = 2: Mit Satz 2.1 folgt, dass M = N#(S3×S3) mit einer
rationalen Homologiesphäre N . Insbesondere hat M den rationalen Kohomologiering
von S3×S3. Es gilt also M 'Q S3×S3 ist rational elliptisch.

Fall (c), b2(M) = 1, b3(M) = 0: Es sei dann 0 6= x ∈ H2(M ;Q). Ist dann x2 6= 0, so ist
mit Poincaré-Dualität x3 ein Erzeuger von H6(M ;Q) und H∗(M ;Q) ∼= H∗(CP3;Q),
also ist M 'Q CP3 rational ellitpisch. Ist x2 = 0, so ist H∗(M ;Q) ∼= H∗(S2×S4;Q).
Somit ist M 'Q S2×S4 rational elliptisch.

Fall (d), b2(M) = 2, b3(M) = 0, H∗(M ;Q) wird von H2(M ;Q) erzeugt: Dies ist
gerade Proposition 5.16.

Fall (e): Betrachte das minimale Modell (ΛV, d) von M . Dann gilt V 2 ∼= H2(M ;Q).
Es sei x1, x2, x3 eine Basis von V 2. Da der rationale Kohomologiering von M von
H2(M ;Q) erzeugt wir, ist der Kern der Abbildung (Q[x1, x2, x3])2 → H4(M ;Q) drei-
dimensional. Es sei also u1, u2, u3 eine Basis des Kerns, die eine reguläre Sequenz ist.
Dann existieren y1, y2, y3 ∈ V 3 mit dyi = ui. Nach den Propositionen 1.50 und 1.52
ist dann H∗(Λ(x1, x2, x3, y1, y2, y3), d) endlich-dimensional, also ist aufgrund der Ex-
ponenten (Λ(x1, . . . , y3), d) formal sechsdimensional und somit (Λ(x1, . . . , y3), d) ↪→
(ΛV, d) ein Quasi-Isomorphismus, also (Λ(x1, . . . , y3), d) das minimale Modell vonM .
Damit ist M rational elliptisch.

5.2. Reelle Homotopietypen

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass es unendlich viele verschiedene reelle Homotopie-
typen von kompakten, einfach zusammenhängenden, rational elliptischen 6-Mannig-
faltigkeiten gibt. Außerdem klassifizieren wir kompakte, einfach zusammenhängende,
rational elliptische 6-Mannigfaltigkeiten im Fall, dass die zweite Bettizahl höchstens
zwei ist, und geben im Fall, dass die zweite Bettizahl drei ist, eine teilweise Klassifi-
kation an.

5.2.1. Kubische Formen

Im Gegensatz zum rationalen Fall, wo uns keine Ergebnisse zur Klassifikation ku-
bischer Formen bekannt sind, gibt es diese im reellen Fall für binäre und ternäre
kubische Formen. Eine Form heißt dabei binär bzw. ternär, wenn sie auf einem zwei-
bzw. dreidimensionalen Vekrorraum definiert ist. Für den Rest des Kapitels fassen
wir kubische Formen als homogene Polynome vom Grad 3 auf (siehe Bemerkung 2.4).
Im binären Fall gilt:
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Satz 5.18 ([McK06, Lemma 3]):
Es gibt nur endlich viele Isomorphietypen von binären kubischen Formen über R. Jede
solche Form ist äquivalent zu genau einer der folgenden:

0, x3

6 , x2y
2 , x3+y3

6 , x2y−xy2
2 .

Definition 5.19:
Eine Form heißt singulär, wenn sie einen (komplexen) kritischen Punkt ausserhalb
des Ursprungs hat.

Im binären Fall sind also die Formen 0, x3

6 und x2y
2 singulär, während die anderen

beiden Formen nichtsingulär sind. Im ternären Fall gilt:

Satz 5.20 ([McK06, Lemma 4]):
Es gibt nur endlich viele Isomorphietypen von singulären, ternären kubischen Formen
über R. Jede solche Form ist äquivalent zu genau einer der folgenden:

0, x
3

6 ,
x2y
2 , x

2y−xy2
2 , x(x2+y2)

2 , xyz, z(x
2+y2)
2 , x(xz−y2)

2 , z(x
2+y2−z2)

2 ,

x(x2+y2−z2)
2 , x(x2+y2+z2)

2 , x
3

6 −
y2z
2 , x

3

6 + x2z
2 −

y2z
2 , x

3

6 −
x2z
2 −

y2z
2 .

Jede nichtsinguläre ternäre kubische Form über R ist äquivalent zu genau einer der
Formen 1

6(x3 + y3 + z3 + 6σ xyz) mit σ 6= −1
2 .

Bemerkung 5.21: Die Formen x(x2+y2)
2 und x3+y3

6 sind äquivalent vermöge der Ba-

sistransformation x̃ = 3

√
3
2(x+ 1√

3
y), ỹ = 3

√
3
2(x− 1√

3
y).

Weiter ist der in der Familie nichtsingulärer Formen ausgeschlossene Fall σ = −1
2

singulär und äquivalent zu z(x2+y2)
2 vermöge der Basistransformation x̃ = x+

√
3y+ 1

9z,
ỹ = −2x+ 1

9z und z̃ = x−
√

3y + 1
9z.

Aus Satz 5.18 und aus Bemerkung 5.2 folgt

Korollar 5.22:
Es gibt unendlich viele rationale, aber nur endlich viele reelle Homotopietypen von
kompakten, einfach zusammenhängenden, rational elliptischen 6-Mannigfaltigkeiten
mit zweiter Bettizahl b2 = 2.
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5.2.2. Eine unendliche Familie mit verschiedenem reellem
Homotopietyp

Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, dass es für eine kompakte, einfach zusam-
menhängende, rational elliptische 6-Mannigfaltigkeit M mit b2(M) ≤ 2 nur end-
lich viele Möglichkeiten für den reellen Homotopietyp gibt, da es nur endlich viele
Äquivalenzklassen binärer kubischer Formen über R gibt. Ist b3(M) = 3, so gibt es
die unendliche Familie

{
1
6(x3 + y3 + z3 + 6σ xyz)

∣∣ σ ∈ R \ {−1
2}
}
ternärer kubischer

Formen.

Proposition 5.23:
Es gibt unendlich viele verschiedene reelle Homotopietypen von kompakten, einfach
zusammenhängenden, rational elliptischen 6-Mannigfaltigkeiten.

Um die Proposition zu beweisen, müssen wir also zeigen, dass sich für unendlich
viele σ die Form 1

6(x3 + y3 + z3 + 6σ xyz) als kubische Form einer kompakten,
einfach zusammenhängenden, rational elliptischen 6-MannigfaltigkeitM mit b2(M) =
3 realisieren lässt.

Dazu betrachten wir die Modelle der Form

(ΛV, dλ) = (Λ(x1, x2, x3, y1, y2, y3), dλ)

mit

|xi| = 2, |yj | = 3, dxi = 0 und dλyj = x2
j − λ

x1x2x3

xj
für j = 1, 2, 3,

wobei λ 6= 1.

Lemma 5.24:
Für λ 6= 1 ist u1 := x2

1 − λx2x3, u2 := x2
2 − λx1x3, u3 := x2

3 − λx1x2 eine reguläre
Sequenz.

Beweis. Wir verwenden Proposition 1.52. Nehmen wir also an, dass es ein z ∈ C3 \
{(0, 0, 0)} mit ui(z) = 0 für i = 1, 2, 3 gibt. Es ist also z2

1 = λz2z3, z2
2 = λz1z3 und

z2
3 = λz1z2, womit zi 6= 0 für i = 1, 2, 3 gilt. Dann folgt

z4
1 = λ2z2

2z
2
3 = λ4z2

1z2z3.

Damit ist λ4z2z3 = z2
1 = λz2z3, also λ3 = 1. Wegen λ ∈ R gilt also λ = 1, genau der

Fall den wir ausgeschlossen hatten.
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5. Rational elliptische Mannigfaltigkeiten in Dimension 6

Damit ist (ΛV, dλ) für λ 6= 1 ein rational elliptisches minimales Modell über R und
erfüllt damit Poincaré-Dualität. Aufgrund der Exponenten ist es formal sechsdimen-
sional und wir können die zu dem Kohomologiering gehörende kubische Form bestim-
men.

Lemma 5.25:
Die zu (ΛV, dλ) mit λ 6= 1 gehörende kubische Form ist 1

6(x3 + y3 + z3 + 6 1
λ xyz),

falls λ 6= 0, und xyz, falls λ = 0.

Beweis. Zunächst gilt in H4(ΛV, dλ), dass [x2
i ] = λ[x1x2x3xi

]. Somit gilt

[x2
1x2] = λ[x2

2x3] = λ2[x1x
2
3] = λ3[x2

1x2].

Da λ3 6= 1, gilt also [x2
1x2] = 0. Analog zeigt man, dass [x2

ixj ] = 0 für i 6= j. Somit ist

(x[x1] + y[x2] + z[x3])3 = x3[x3
1] + y3[x3

2] + z3[x3
3] + 6xyz[x1x2x3]

=
(
λ(x3 + y3 + z3) + 6xyz

)
[x1x2x3]

Hieraus folgt durch jeweils geeignetes Skalieren des Erzeugers von H6(ΛV, dλ) die
Behauptung.

Für λ ∈ Q \ {1} lässt sich das minimale Modell (ΛV, dλ) auch über Q definieren,
es existiert also eine kompakte, einfach zusammenhängende, rational elliptische 6-
Mannigfaltigkeit die dieses minimale Modell realisiert. Für σ ∈ Q \ {0, 1} existiert
damit eine kompakte, einfach zusammenhängende, rational elliptische Mannigfaltig-
keit mit kubischer Form 1

6(x3 + y3 + z3 + 6σ xyz). Damit haben wir Proposition 5.23
bewiesen.

Für σ ∈ R \Q ist unklar, ob es eine Mannigfaltigkeit gibt, welche die kubische Form
1
6(x3 + y3 + z3 + 6σ xyz) realisiert, denn die entsprechenden Modelle (ΛV, dλ) lassen
sich nicht in offensichtlicher Weise über Q definieren. Falls sich die Form realisieren
lässt, so ist die zugehörige Mannigfaltigkeit allerdings rational elliptisch, da wir oben
das entsprechende minimale Modell über R gefunden haben, und dies nur endlich
viele Erzeuger benötigt.1

Für σ = 0 gehört die kubische Form zu CP3#CP3#CP3. Da x1x2, x1x3, x2x3 keine
reguläre Sequenz in Q[x1, x2, x3] ist, ist CP3#CP3#CP3 nicht rational elliptisch. Für
σ = 1 ist die zugehörige Mannigfaltigkeit ebenfalls nicht rational elliptisch, wie wir
in Lemma 5.27 sehen werden.

1Es lassen sich aber keinesfalls alle der singulären Formen realisieren, da es nur abzählbar viele
kompakte (6-)Mannigfaltigkeiten gibt.
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5.2.3. Klassifikation für b2 ≤ 2

Proposition 5.26:
Jede kompakte, einfach zusammenhängende, rational elliptische 6-Mannigfaltigkeit M
mit b2(M) ≤ 2 ist reell homotopieäquivalent zu genau einer der folgenden Mannigfal-
tigkeiten:
S6, S3×S3, CP3, S2×S4, CP2 × S2, SU(3)/T2 oder CP3#CP3.

Jede kompakte, einfach zusammenhängende, rational hyperbolische 6-Mannigfaltigkeit
M mit b2(M) ≤ 2 und b3(M) = 0 ist reell homotopieäquivalent zu genau einer der
beiden Mannigfaltigkeiten (S2×S4)#(S2×S4) und CP3#(S2×S4).

Beweis. Den Fall b2(M) ≤ 1 haben wir dies bereits im rationalen Fall betrachtet. Im
Fall b2(M) = 2 gilt im rational elliptischen Fall, dass b3(M) = 0, im rational hyper-
bolischen Fall haben wir dies vorausgesetzt. Damit wird der reelle Kohomologiering
und damit der reelle Homotopietyp durch die kubische Form bestimmt. Nach Satz
5.18 ist diese eine der in Tabelle 5.2 aufgeführten.

In den ersten drei Fällen sieht man leicht, dass das angegebene Beispiel tatsächlich ein
Beispiel für diese Form ist. Im Fall 5 ist dies nach Bemerkung 5.21 ebenfalls klar. Der
Kohomologiering von SU(3)/T2 wurde in [Kla88] berechnet zu H∗(SU(3)/T2;R) =

Λ(x1, x2)/(x2
1 + x1x2 + x2

2, x
2
1x2 + x1x

2
2) mit |xi| = 2, womit x3

1 = x3
2 = 0 und x2

1x2 =

−x1x
2
2 folgt, was die angegebene Form ergibt.

In den ersten beiden Fällen der Tabelle wird der reelle Kohomologiering nicht durch
H2(M ;R) erzeugt. Nach der Charakterisierung im rationalen Fall sind diese Mannig-
faltigkeiten also rational hyperbolisch. In den anderen Fällen erzeugt H2(M ;R) den
Kohomologiering, sie sind also rational elliptisch.

Tabelle 5.2.: Binäre kubische Formen und Mannigfaltigkeiten, zu denen sie
gehören

kubische Form Beispiel rational elliptisch

1 0 (S2×S4)#(S2×S4) Nein
2 x3 CP3#(S2×S4) Nein
3 x2y CP2 × S2 Ja
4 x2y − xy2 SU(3)/T2 Ja
5 x(x2 + y2) CP3#CP3 Ja
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5.2.4. Teilweise Klassifikation für b2 = 3

Den ternären kubischen Formen lässt sich mittels Poincaré-Dualität wie folgt ein
Teilraum der homogenen Polynome vom Grad 2 in R[x1, x2, x3] zuordnen:

Es seiM eine kompakte, einfach zusammenhängende 6-Mannigfaltigkeit mit kubischer
Form F . Ist x1, x2, x3 eine Basis von H2(M,R), so induziert ein homogenes Polynom
f ∈ R[x1, x2, x3] vom Grad 2 ein Element von H4(M ;R), das wir ebenfalls f nennen
wollen. Aufgrund der Poincaré-Dualität ist dann f = 0 in H4(M ;R) genau dann, wenn
x1f = x2f = x3f = 0 in H6(M ;R). Diese Bedingung lässt sich an der kubischen Form
F ablesen.

Wählt man nun noch eine Basis dieses Teilraums, so erhält man eine Sequenz ho-
mogener Polynome vom Grad 2 in R[x1, x2, x3]. Ist diese Sequenz regulär, so ist M
rational elliptisch- Ist sie nicht regulär, so ist sie es nach der Klassifikation der mög-
lichen Exponenten in Dimension 6 und Proposition 1.52 nicht.

Lemma 5.27:
Den ternären kubischen Formen werden die in Tabelle 5.3 angegeben Sequenzen ho-
mogener Polynome vom Grad 2 zugeordnet. In den Fällen 6, 7, 9, 10, 11, 13, 14 und
15.σ für σ 6= 0, 1 der Tabelle sind die Sequenzen regulär, in den anderen Fällen nicht.

Beweis. Die Berechnung der zugehörigen Sequenz verläuft in allen Fällen ähnlich,
weswegen wir uns hier auf den Fall 4 der Tabelle beschränken wollen. Aufgrund der
kubischen Form gilt in diesem Fall, dass alle Monome vom Grad 3 in den xi bis auf
x2

1x2 und x1x
2
2 in H6(M ;R) verschwinden und ferner x2

1x2 = −x1x
2
2 gilt. Ein Element

ω = ax2
1 + bx1x2 + cx1x3 + dx2

2 + ex2x3 + fx2
3 ∈ H2(M ;R)

verschwindet also genau dann, wenn

0 = x1ω = bx2
1x2 + dx1x

2
2 = (b− d)x2

1x2

0 = x2ω = ax2
1x2 + bx1x

2
2 = (a− b)x2

1x2

0 = x3ω = 0,

also genau dann, wenn a = b = d. Dies liefert gerade den von der angegebenen Basis
erzeugten Teilraum.

Die Regularität der Sequenzen in den angegebenen Fällen sieht man leicht mit Pro-
position 1.52 (b).

Außer in den Fällen 8 und 15.1 enthalten alle nichtregulären Sequenzen der Tabelle
jeweils zwei Elemente der Form xixj und xixk mit {i, j, k} = {1, 2, 3}. Diese sind
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Tabelle 5.3.: Ternäre kubische Formen über R und zugehörige Sequenz homo-
gener Polynome vom Grad 2

kubische Form Sequenz regulär

1 0 x2
1, x2

2, x2
3, x1x2, x1x3, x2x3 Nein

2 x3 x2
2, x2

3, x1x2, x1x3, x2x3 Nein
3 x2y x2

2, x1x3, x2x3, x2
3 Nein

4 x2y − xy2 x2
1 + x1x2 + x2

2, x1x3, x2x3, x2
3 Nein

5 x(x2 + y2) ∼ x3 + y3 x1x2, x1x3, x2x3, x2
3 Nein

6 xyz x2
1, x2

2, x2
3 Ja

7 z(x2 + y2) x1x2, x2
1 − x2

2, x2
3 Ja

8 x(xz − y2) x2
2 + x1x3, x2

3, x2x3 Nein
9 z(x2 + y2 − z2)

∼ z(3x2 + 3y2 − z2)

x1x2, x2
1 + x2

3, x2
2 + x2

3 Ja

10 x(x2 + y2 − z2)

∼ x(x2 + 3y2 − 3z2)

x2x3, x2
1 − x2

2, x2
1 + x2

3 Ja

11 x(x2 + y2 + z2)

∼ x(x2 + 3y2 + 3z2)

x2x3, x2
1 − x2

2, x2
1 − x2

3 Ja

12 x3 − 3y2z x1x2, x1x3, x2
3 Nein

13 x3 + 3x2z − 3y2z x1x2, x2
3, x2

1 − x1x3 + x2
2 Ja

14 x3 − 3x2z − 3y2z x1x2, x2
3, x2

1 + x1x3 − x2
2 Ja

15.σ x3 +y3 + z3 + 6σxyz,
σ 6= −1

2

σx2
1−x2x3, σx2

2−x1x3, σx2
3−x1x2 σ ∈ {0, 1}: Nein

σ 6= 0, 1: Ja
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wegen xixj · xk ∈ (xixk) nicht regulär. Im Fall 8 erlaubten x2
3 und x2x3 eine analoge

Konstruktion, weswegen die Sequenz nicht regulär ist. Im Fall 15.1 gilt zum Beispiel
x2(x2

1 − x2x3) = (−x1)(x2
3 − x1x2) und wir erhalten die Nichtregularität.

In einigen der Fälle können wir konkret eine Mannigfaltigkeit angeben, die die ent-
sprechende kubische Form realisiert.

Tabelle 5.4.: Ternäre kubische Formen und Mannigfaltigkeiten zu denen sie
gehören

kubische Form Beispiel rational elliptisch

1 0 (S2×S4)#(S2×S4)#(S2×S4) Nein
2 x3 CP3#(S2×S4)#(S2×S4) Nein
3 x2y (CP2 × S2)#(S2×S4) Nein
4 x2y − xy2 (SU(3)/T2)#(S2×S4) Nein
5 x(x2 + y2) CP3#CP3#(S2×S4) Nein
6 xyz S2×S2×S2, (CP2#CP2

)× S2 Ja
7 z(x2 + y2) (CP2#CP2)× S2 Ja
8 x(xz − y2) Nein
9 z(x2 + y2 − z2) Ja
10 x(x2 + y2 − z2) B3

b1,c1,c2
mit c2 6= 0 und c1 6= b1c2

2 Ja
11 x(x2 + y2 + z2) B1

c1,c2 , mit (c1, c2) 6= (0, 0) Ja
12 x3 − 3y2z CP3#(CP2 × S2) Nein
13 x3 + 3x2z − 3y2z Ja
14 x3 − 3x2z − 3y2z Ja
15.σ x3+y3+z3+6σxyz,

σ 6= −1
2

σ ∈ {0, 1}: Nein
σ 6= 0, 1: Ja

Proposition 5.28:
Die in Tabelle 5.4 angegeben Beispiele realisieren tatsächlich die angegebene kubische
Form.

Bemerkung 5.29: Es gibt weiter noch computerbasierte Hinweise darauf, dass zu-
mindest einige der Biquotienten der zweiten Serie B2

a3,b3
zu den Fällen 13 oder 14 der

Tabelle gehören. Weiter zeigen Computerberechnungen, dass Bsp
2 und Bsp

4 zu Fall 11
und Bsp

3 zu Fall 10 gehören.
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Beweis. Die Fälle 1 bis 5 haben jeweils einen Erzeuger von H2(M ;R), dessen Poincaré-
Duales nicht im Aufspann der Produkte von Elementen in H2(M ;R) liegt. Die zu-
sammenhängende Summe von S2×S4 mit einem entsprechenden Beispiel mit b2 = 2

liefert also ein Beispiel in diesen Fällen.

In den Fällen 6, 7 und 12 sieht man ebenfalls leicht, dass die angegebenen Beispiele
die kubische Form realisieren. Beachte hierbei, dass S2×S2 'Q CP2#CP2 und wäh-
le im Fall 12 Erzeuger a und b von H2(CP2) bzw. H2(S2) so, dass −a2b dual zur
Fundamentalklasse ist.

Betrachte nun die Biquotienten B1
c1,c2 . Den Kohomologiering von B1

c1,c2 haben wir
bereits in Abschnitt 2.3 angegeben:

H∗(B1
c1,c2 ;R) = Λ(u, v, w)/(u2 + 2uv, v2 + uv,w2 + c1uw + c2vw),

wobei u, v und w Grad 2 haben.

Wir betrachten den Fall (c1, c2) 6= (0, 0). Es sei α =
√
c2

1 + (c1 − c2)2 6= 0 und x1,x2,
x3 die Basis von H2(B1

c1,c2 ;R) mit u = −2x3, v = x2 + x3 und w = −α
2x1 − c2

2 x2 +

(c1 − c2
2 )x3. Dann gilt

u2 + 2uv = −4u1

v2 + uv = −u2 + u3

w2 + c1uw + c2vw =
c22
4 u2 + (c2

1 − c1c2 + c22
4 )u3,

wobei u1 = x2x3, u2 = x2
1 − x3

2 und u3 = x2
1 − x2

3. Damit ist der erzeugte Teilraum
der gleiche wie im Fall 11 der Tabelle 5.3 und mit Poincaré-Dualität realisiert B1

c1,c2

dann die kubische Form aus Fall 11.

Die Biquotienten B3
b1,c1,c2

haben den folgenden Kohomologiering:

H∗(B3
b1,c1,c2 ;Z) = Λ(u, v, w)/(u2, v2 + b1uv,w

2 + c1uw + c2vw),

wobei u, v und w wieder Grad 2 haben. Wir betrachten nun den Fall, dass c2 6= 0

und 2c1 6= b1c2. Es sei dann in diesem Fall x1, x2, x3 die Basis von H2(B3
b1,c1,c2

;R) mit
u = c2(x2− x3, v = (c1− b1c2)x2 + c1x3 und w = 1

2c2(b1c2− 2c1)(x1 + x2). Dann gilt

u2 = −c2
2(2u1 + u2 − u3)

v2 + uv = (2c2
1 − 2b1c1c2 + b21c

2
2)u1 + (c2

1 − b1c1c2)(−u2 + u3)

w2 + c1uw + c2vw = 1
4c

2
2(b1c2 − 2c1)2u2,

wobei u1 = x2x3, u2 = x2
1 − x3

2 und u3 = x2
1 + x2

3. Analog zu oben realisiert damit
B3
b1,c1,c2

mit c2 6= 0 und 2c1 6= b1c2 die kubische Form aus Fall 10.
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6. Rational elliptische
Mannigfaltigkeiten in Dimension 7

6.1. Rationale Homotopietypen

In diesem Abschnitt werden wir alle kompakten, einfach zusammenhängenden, ratio-
nal elliptischen 7-Mannigfaltigkeiten bis auf rationale Homotopieäquivalenz klassifi-
zieren.

6.1.1. Mögliche Exponenten

Zunächst werden wir wie im sechsdimensionalen Fall sämtliche möglichen Exponenten
von kompakten, einfach zusammenhängenden, rational elliptischen 7-Mannigfaltig-
keiten bestimmen.

Tabelle 6.1.: Exponenten und Erzeugergrade kompakter, einfach zusammen-
hängender, rational elliptischer 7-Mannigfaltigkeiten

Exponenten Erzeugergrade Beispiel(e)

(7.1) a = ( ), b = (4) 7 S7

(7.2) a = (1), b = (2, 3) 2, 3, 5 S2×S5, CP2 × S3

(7.3) a = (2), b = (2, 4) 3, 4, 7 S3×S4

(7.4) a = (1, 1), b = (2, 2, 2) 2, 2, 3, 3, 3 S2×S2×S3

Lemma 6.1:
Die Exponenten einer kompakten, einfach zusammenhängenden, rational elliptischen
7-Mannigfaltigkeit sind in Tabelle 6.1 enthalten.

Beweis. Nach Satz 1.44 gilt
∑r

i=1 ai ≤
7
2 , also

∑r
i=1 ai ≤ 3 und

∑q
j=1 bj ≤

1
2(q+ 13).

Da ai ≥ 1 ist also a = (1, 1, 1), (1, 2), (1, 1), (3), (2), (1) oder ().
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6. Rational elliptische Mannigfaltigkeiten in Dimension 7

Weiter gilt

(∗) 7 = 2

 q∑
j=1

bj −
r∑
i=1

ai

− (q − r).

Ist a = (), so folgt 7 = 2
∑q

j=1 bj − q ≥ 3q, da bj ≥ 2. Somit ist q = 0, 1 oder 2. Für
q = 2 wäre 7 = 2(

∑2
j=1 bj + 1), ein Widerspruch. Ebenso ist q = 0 nicht möglich. Ist

q = 1, so folgt mit (∗), dass b = (4) ist. Dies ist Fall (7.1) der Tabelle.

Ist a = (1), so folgt 8 = 2
∑q

j=1 bj − q ≥ 3q, also auch hier q = 0, 1 oder 2. Für q = 0

oder 1 gibt (∗) einen Widerspruch. Für q = 2 folgt b1 + b2 = 5, also b = (2, 3), also
Fall (7.2).

Ist a = (2), so folgt 10 = 2
∑q

j=1 bj − q, woraus analog zu oben b = (2, 4) (also Fall
(7.3)) oder b = (3, 3) folgt. Wir können a = (2) und b = (3, 3) ausschliessen, da es
nicht die Bedingung SAC erfüllt.

Ist a = (1, 1), so folgt 9 = 2
∑q

j=1 bj − q, also q ≤ 3. Wegen (∗) ist q ungerade und
nach Satz 1.44 ist q ≥ r = 2. Also ist q = 3. Dann liefert (∗), dass b = (2, 2, 2), also
Fall (7.4).

Ist a = (1, 2), so folgt 11 = 2
∑q

j=1 bj − q, also q ≤ 3. Wieder muss also q = 3 gelten
und mit (∗) dann b = (2, 2, 3), was nicht die Bedingung SAC erfüllt.

Ist a = (1, 1, 1), so folgt 10 = 2
∑q

j=1 bj − q, also q ≤ 3. Nach (∗) muss q gerade sein,
was mit q ≥ r = 3 einen Widerspruch ergibt.

Eine Tabelle mit den möglichen Dimensionen der rationalen Homotopiegruppen dieser
Mannigfaltigkeiten gibt es auch in [DeV11]. Dort werden noch einige weitere Fälle
aufgeführt, deren zugehörige Exponenten jedoch nicht die Bedingung SAC erfüllen,
und die somit nicht für rational elliptische Räume auftreten können.

In dreien der vier Fälle haben wir in der Tabelle bereits alle rationalen Homotopiety-
pen mit diesen Exponenten aufgeführt.

Lemma 6.2:
In den Fällen (7.1), (7.2) und (7.3) der Tabelle 6.1 sind die dort angegebenen Beispiele
erschöpfend bis auf rationale Homotopieäquivalenz.

Beweis. Im Fall (7.1) ist dies offensichtlich der Fall. Im Fall (7.2) hat das minimale
Modell die Form (Λ(x2, y3, z5), d), wobei die Indizes jeweils den Grad der Erzeuger
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6.1. Rationale Homotopietypen

angeben. Aufgrund der Minimalität ist dann dx2 = 0. Weiter können wir nach Reska-
lierung des Erzeugers y3 annehmen, dass entweder dy3 = 0 oder dy3 = x2

2 gilt. Analog
können wir annehmen, dass dz5 = 0 oder dz5 = x3

2 gilt.

Im Fall dy3 = 0 = dz5 ist die Kohomologie nicht endlich-dimensional. Im Fall dy3 = x2
2

und dz5 = 0 erhalten wir das minimale Modell von S2×S5. Im Fall dy3 = 0 und
dz5 = x3

2 erhalten wir das minimale Modell von CP2×S3. Gilt dy3 = x2
2 und dz5 = x3

2,
so sei z̃5 ein weiterer Erzeuger und definiere dz̃5 = 0. Dann ist der Algebrenhomo-
morphismus ϕ : (Λ(x2, y3, z̃5), d)→ (Λ(x2, y3, z5), d) mit ϕ(x2) = x2, ϕ(y3) = y3 und
ϕ(z̃5) = z5 − x2y3 ein Isomorphismus. Wir erhalten also wieder das minimale Modell
von S2×S5.

Im Fall (7.3) gilt, dass die Erzeuger in den Graden 3 und 4 geschlossen sind. Ein
Erzeuger im Grad 7 wird dann auf das Quadrats des Erzeugers vom Grad 4 abgebildet,
da die Kohomologie sonst nicht endlich-dimensional wäre. Somit erhalten wir das
minimale Modell von S3×S4.

6.1.2. Beispiele mit den Exponenten von S2× S2× S3

Im Folgenden werden wir die minimalen Modelle mit Exponenten wie im Fall (7.4)
genauer untersuchen.

Lemma 6.3:
Es sei (ΛV, d) ein rational elliptisches, minimales Modell mit Exponenten a = (1, 1)

und b = (2, 2, 2). Dann gilt für das Differential d3 : V 3 → (ΛV )4 = Λ2V 2, dass
rk(d3) ≥ 2.

Beweis. Ist rk(d3) = 0 oder 1, so ist die Kohomologie nicht endlich-dimensional.

Betrachten wir nun Modelle (über Q) mit

ΛV = Λ(x1, x2, y1, y2, y3), mit |xi| = 2 und |yj | = 3.

und Differentialen dσ mit dσ(xi) = dσ(y3) = 0, dσ(y1) = x1x2 und dσ(y2) = x2
1 − σx2

2

mit σ ∈ Q∗.

Lemma 6.4:
Für alle σ ∈ Q∗ ist (ΛV, dσ) formal 7-dimensional und H∗(ΛV, dσ) erfüllt Poincaré-
Dualität.
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6. Rational elliptische Mannigfaltigkeiten in Dimension 7

Beweis. Es gilt (ΛV, dσ) ∼= (Λ(x1, x2, y1, y2), dσ) ⊗ (Λ(y3), 0). Damit genügt es zu
zeigen, dass H∗(Λ(x1, x2, y1, y2), dσ) vierdimensional ist und Poincaré-Dualität erfüllt.
Aufgrund der Formel für die formale Dimension eines rational elliptischen minimalen
Modells genügt es dafür zu zeigen, dass dim H∗(Λ(x1, x2, y1, y2), dσ) <∞ gilt.

Nach Korollar 1.53 genügt es zu zeigen, dass die Sequenz x2
1 − σx2

2, x1x2 regulär ist.

Sei dazu f =
∑
ai,jx

i
1x
j
2 ∈ Q[x1, x2], so dass x1x2|(x2

1 − σx2
2) · f . Dann ist

(x2
1 − σx2

2) · f =
∑

i≥2,j≥2

(ai−2,j − σai,j−2)xi1x
j
2 +

∑
i≥2

ai−2,1x
i
1x2 +

∑
j≥2

a1,j−2x1x
j
2

+
∑
i≥2

ai−2,0x
i
1 +

∑
j≥2

a0,j−2x
j
2

=: h+
∑
i≥2

ai−2,0x
i
1 +

∑
j≥2

a0,j−2x
j
2.

Da x1x2|h, gilt dann auch x1x2|(x2
1 − σx2

2)f − h, woraus ai,0 = 0 = a0,j folgt, also
x1x2|f . Damit ist die Sequenz regulär.

Lemma 6.5:
Zwei Modelle (ΛV, dσ) und (ΛV, dσ̃) sind isomorph genau dann, wenn die Restklassen
von σ und σ̃ in Q∗/(Q∗)2 übereinstimmen.

Beweis. Für jedes σ ∈ Q∗ ist H4(ΛV, dσ) eindimensional. Es sei 0 6= ω ∈ H4(ΛV, dσ).
Die Multiplikation H2(ΛV, dσ)× H2(ΛV, dσ)→ H4(ΛV, dσ) läßt sich dann als v ·w =

B(v, w)ω schreiben, wobei B eine symmetrische Bilinearform ist. In der Basis [x1], [x2]

von H2(ΛV, dσ) und für ω = [x2
2] ist B durch die Matrix(

σ 0

0 1

)

gegeben. Die Restklasse der Determinante dieser Form in Q/(Q∗)2 ist invariant unter
Basiswechsel und Multiplikation mit Skalaren und somit invariant unter Isomorphis-
men des Kohomologierings. Somit ist die Restklasse von σ und σ̃ in Q∗/(Q∗)2 gleich,
wenn die Modelle isomorph sind.

Ist umgekehrt [σ] = [σ̃] ∈ Q∗/(Q∗)2, so ist σ/σ̃ ∈ (Q∗)2, also
√
σ/σ̃ ∈ Q und damit

ϕ : (ΛV, dσ̃) → (ΛV, dσ) mit ϕ(x1) = x1, ϕ(x2) =
√
σ/σ̃ x2, ϕ(y1) =

√
σ/σ̃ y1 und

ϕ(yj) = yj für j = 2, 3 ein Isomorphismus.

62



6.1. Rationale Homotopietypen

Damit gibt es nach Satz 1.30 zu jedem σ ∈ Q∗/(Q∗)2 eine kompakte einfach zusam-
menhängende 7-Mannigfaltigkeit M7

σ , die (ΛV, dσ̃) als minimales Modell hat ([σ̃] =
σ).

Wir können insbesondere M7
[−1] = S2×S2×S3 und M7

[1] = (CP2#CP2)× S3 wählen.
Allgemeiner zeigt der Beweis von Lemma 6.4, dass es einfach zusammenhängende,
rational elliptische topologische Räume Xσ von formaler Dimension 4 gibt, so dass
M7
σ 'Q Xσ × S3 ist. Aber außer für σ = [1] oder σ = [−1] ist Xσ nicht rational

homotopieäquivalent zu einer Mannigfaltigkeit, denn die Schnittform lässt sich über
Q nicht auf Diagonalgestalt mit Diagonalelementen in {1,−1} bringen.

Lemma 6.6:
Für jedes σ ∈ Q∗ hat das universelle Torusbündel1 von M7

[σ] den rationalen Homoto-
pietyp von S3×S3×S3.

Beweis. Mit der zugehörigen Spektralsequenz sieht man, dass für das universelle To-
rusbündelM vonM7

[σ] gilt, dass b3(M) = 3 und (natürlich) b2(M) = 0. Als Torusbün-
del über einer rational elliptischen Mannigfaltigkeit ist es ebenfalls rational elliptisch.
Damit hat das minimale Modell von M nach Lemma 7.5 die Form (Λ(y1, y2, y3), d).
Dann ist aber d = 0 und somit M rational homotopieäquivalent zu S3×S3×S3.

Betrachten wir nun weiter das minimale Modell (ΛV, d) = (Λ(x1, x2, y1, y2, y3), d)
mit d(xi) = 0, d(y1) = x2

1, d(y2) = x2
2 und d(y3) = x1x2. Nach [FOT08, Beispiel

2.91] ist (ΛV, d) das minimale Modell des Totalraums des S3-Bündels über S2×S2,
das man erhält, indem man die Hopffaserung über die Abbildung S2×S2 → S4 =
(S2× S2)/(S2 ∨S2) zurückzieht. Wir wollen diesen Totalraum im Folgenden mit N7

bezeichnen. In Lemma 6.10 zeigen wir, dassN7 rational homotopieäquivalent zu einem
homogenen Raum ist.

6.1.3. Klassifikation in Dimension 7

Nun können wir die Klassifikation vornehmen.

Satz 6.7:
Es sei M eine einfach zusammenhängende, kompakte, rational elliptische 7-Mannig-
faltigkeit. Dann ist M rational homotopieäquivalent zu (genau) einer der Mannigfal-
tigkeiten S7, S2×S5, CP2 × S3 , S3×S4, N7 oder M7

σ für ein σ ∈ Q∗/(Q∗)2.

1Das universelle Torusbündel einer kompakten, einfach zusammenhängenden Mann ist das einfach
zusammenhängende prinzipale Tb2(M)-Bündel E über M mit |π2(M)| <∞. Siehe auch [PT99].
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6. Rational elliptische Mannigfaltigkeiten in Dimension 7

Beweis. Nach Lemma 6.2 bleibt nur noch zu zeigen, dass eine kompakte, einfach zu-
sammenhängende, rational elliptische 7-MannigfaltigkeitM mit a- und b-Exponenten
(1, 1) und (2, 2, 2) eines der Modelle (Λ(x1, x2, y1, y2, y3), dσ) oder das von N7 als mi-
nimales Modell besitzt.

Ist (ΛV, d) das minimale Modell vonM (also dimV 2 = 2, dimV 3 = 3 und dimV i = 0

sonst), so gilt nach Lemma 6.3, dass rk(d3) ≥ 2.

Sei zunächst rk d3 = 2. Dann folgt, dass H4(M ;Q) eindimensional ist, da aufgrund
der Minimalität bereits d2 = 0 gilt. Wir können also die Multiplikation auf H2(M ;Q)

als symmetrische Bilinearform auffassen. Wähle eine Basis x1, x2 von V 2, so dass
die Basis [x1], [x2] diese Bilinearform diagonalisiert. Dann ist x1x2 ∈ Λ2V 2 exakt,
es existiert also ein y1 ∈ V 3 mit d(y1) = x1x2. Sei weiter 0 6= y3 ∈ ker(d3). Durch
Ergänzung zu einer Basis von V 3 und eventueller Subtraktion eines Vielfachen von
y1, eventuellem Vertauschen von x1 und x2 sowie Skalierung, erhalten wir y2 ∈ V3, so
dass y1, y2, y3 eine Basis von V 3 ist, und d(y2) = x2

1 + ax2
2 für ein a ∈ Q gilt. Wäre

a = 0, so wäre xn2 für jedes n geschlossen, aber nicht exakt. Damit ist a 6= 0.

Ist rk(d3) = 3, also d3 ein Isomorphismus, so folgt wie oben, dass d2 = 0 gilt, und
damit dann Isomorphie zum minimalen Modell von N7.

Korollar 6.8:
Es existieren unendlich viele verschiedene rationale Homotopietypen von kompakten,
einfach zusammenhängenden, rational elliptischen 7-Mannigfaltigkeiten.

Bemerkung 6.9: Die Klassifikation zeigt, dass sich die rationalen Homotopietypen
von kompakten, einfach zusammenhängenden, rational elliptischen 7-Mannigfaltig-
keiten an ihrem rationalen Kohomologiering unterscheiden lassen, auch wenn sie nicht
alle formal sind.

6.1.4. Die Mannigfaltigkeiten M7
σ und N7

In diesem Abschnitt werden wir nun die Mannigfaltigkeiten N7 und M7
σ genauer be-

leuchten. Zunächst zeigen wir, wie bereits zuvor angekündigt, dass N7 den rationalen
Homotopietyp eines homogenen Raumes hat.
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6.1. Rationale Homotopietypen

Lemma 6.10:
Es sei K =

{((
z 0
0 z−1

)
,
(
w 0
0 w−1

)
,
(
zw 0
0 z−1w−1

)) ∣∣ z, w ∈ S1
}
≤ G := (SU(2))3. Dann

ist N7 rational homotopieäquivalent zu G/K.

Beweis. Für T =
{((

u 0
0 u−1

)
,
(
v 0
0 v−1

)
,
(
w 0
0 w−1

)) ∣∣ u, v, w ∈ S1
}
≤ G gilt, dass G/T =

(S2)3 und G/K ein S1-Prinzipalbündel über G/T ist. In [Kla88, S. 69 ff.] wird
(in allgemeinerem Rahmen) die erste Chernklasse dieser Art Bündel bestimmt. Da
die Einschränkungen des Bündels auf die S2-Faktoren gerade SU(2) ∼= S3 → S2

sind, erhält man für die erste Chernklasse c1 = s1 + s2 + s3, wobei die si Erzeu-
ger der zweiten Kohomologiegruppen der S2-Faktoren sind. Damit erhält man, dass
b2(G/K) = b5(G/K) = 2 und bi(G/T ) = 0 für i = 1, 3, 4, 6. Da G/K rational ellip-
tisch (und aufgrund der Chernklasse auch einfach zusammenhängend) ist, und nach
Satz 6.7 der einzige rationale Homotopietyp mit diesen Bettizahlen der von N7 ist,
ist G/K rational homotopieäquivalent zu N7.

Für die Mannigfaltigkeiten M7
σ scheint es schwierig zu sein, eine konkrete Beschrei-

bung zu finden. Sie lassen sich allerdings als S1-Prinzipalbündel über 6-Mannigfaltig-
keiten realisieren:

Es sei M6
σ eine Realisierung des rationalen Homotopietyps von X4

σ × S2 als Man-
nigfaltigkeit. Dann hat M7

σ den rationalen Homotopietyp des S1-Prinzipalbündels
über M6

σ , dessen Chernklasse unter dem Isomorphismus zum Kohomologiering von
X4
σ×S2 der Chernklasse der (mit der Projektion auf den S2-Faktor zurückgezogenen)

Hopffaserung S3 → S2 entspricht.

Mithilfe der Klassifikation rational elliptischer Mannigfaltigkeiten in kleineren Dimen-
sionen und der Klassifikationsresultate für homogene Räume und Kohomogenität-1-
Mannigfaltigkeiten von Klaus und Hoelscher, können wir zeigen, dass die Mannigfal-
tigkeiten M7

σ nicht zu verschiedenen Klassen von Mannigfaltigkeiten gehören.

Proposition 6.11:
Die Mannigfaltigkeit M7

σ ist für σ 6= [1], [−1] nicht rational homotopieäquivalent zu

a) einem Produkt von Mannigfaltigkeiten,

b) einem Bündel über einer rational elliptischen Mannigfaltigkeit der Dimension
≤ 5 mit einfach zusammenhängender Faser,

c) einem homogenen Raum,

d) einer Kohomogenität-1-Mannigfaltigkeit,
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6. Rational elliptische Mannigfaltigkeiten in Dimension 7

wobei wir jeweils von kompakten, einfach zusammenhängenden Mannigfaltigkeiten
ausgehen.

Bemerkung 6.12: Die oben definierten Räume Xσ lassen sich nach [GGKRW14,
Abschnitt 6] als Torusorbifaltigkeiten OXσ mit nichtnegativer Krümmung realisie-
ren. Bildet man das Produkt OXσ × S3, so erhält man eine nichtnegativ gekrümmte
Orbifaltigkeit mit dem rationalen Homotopietyp von M7

σ .

Beweis von Proposition 6.11. Zu a): Zunächst müssten beide Faktoren einfach zu-
sammenhängende, kompakte, rational elliptische Mannigfaltigkeiten sein. Damit ist
dann ein Faktor entweder zwei- oder dreidimensional und somit nach Fakt 4.1 eine
Sphäre. Der andere Faktor ist vier- bzw. fünfdimensional. Mit den Fakten 4.2 und 4.4
und der Bedingung, dass die zweite Bettizahl des Produkts zwei ist, erhalten wir als
einzige Möglichkeiten S2×S2×S3 und (CP2# ± CP2) × S3, genau die beiden Fälle,
die wir ausgeschlossen haben.

zu b): Nehmen wir an, dass M7
σ die Struktur eines solchen Bündels besitzt. Dann ist

auch die Faser rational elliptisch, und wie in a) ist Basis oder Faser eine Sphäre der
Dimension 2 oder 3. Über die zugehörige Spektralsequenz sieht man, dass aufgrund
der Bettizahlen dann nur die folgenden Möglichkeiten in Frage kommen: Die Basis ist
S2 und die Faser S2×S3, die Basis ist S3 und die Faser ist S2×S2 oder CP2#±CP2,
oder einer der vorigen Fälle mit vertauschter Basis und Faser.

Bezeichnen wir nun den Totalraum des Bündels mit E. Enthält die Basis einen S2-
Faktor, so gibt es α ∈ H2(E;Q) mit α2 = 0. Damit hat die Bilinearform auf H2(E;Q)

die Determinante [−1] ∈ Q/(Q∗)2, was wir ausgeschlossen haben. Es bleiben noch
die Fälle von S3-Bündeln über CP2#±CP2 oder CP2#±CP2-Bündeln über S3. Die
Spektralsequenz dieser Bündel zeigt, dass sie den Kohomologiering eines Produkts
haben, wenn sie die richtigen Bettizahlen besitzen.

zu c): Stephan Klaus hat in seiner Diplomarbeit ([Kla88]) unter anderem alle ho-
mogenen Räume in Dimension 7 bestimmt. Die einzigen Räume die hier von den
Bettizahlen in Frage kommen sind S1-Prinzipalbündel über S2×S2×S2. Hier hat
man wie in b) wieder Elemente in der zweiten Kohomologiegruppe, deren Quadrat
verschwindet.

zu d): In [Hoe10a] hat Hoelscher alle kompakten, einfach zusammenhängenden Koho-
mogenität-1-Mannigfaltigkeiten in den Dimensionen 5, 6 und 7 bestimmt. In Dimen-
sion 7 gibt es neben Produkten und Symmetrischen Räumen, die wir ausgeschlossen
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haben, noch die Brieskorn-Varietäten B7
d , welche die falschen Bettizahlen haben (sie-

he [Bre72, Kapitel V, Korollar 9.3]), sowie einige weitere Serien von primitiven und
nichtprimitiven Wirkungen, die dort in zwei Tabellen aufgeführt und mit P 7

A, . . . , P
7
D

(für die primitiven Serien) bzw. N7
A, . . . , N

7
I (für die nichtprimitiven Serien) bezeich-

net werden. Die nichtprimitiven Serien werden in [Hoe10b] betrachtet. Hier sieht man,
dass diese entweder die falschen Bettizahlen besitzen oder als Bündel über einer ein-
fach zusammenhängenden, rational elliptischen Mannigfaltigkeit der Dimension ≤ 5

geschrieben werden können und somit nach b) ausscheiden. Die primitiven Serien
haben nach [GWZ08] und [Ult09] die falschen Bettizahlen.

6.2. Reelle und komplexe Homotopietypen

Die Klassifikation der reellen und komplexen Homotopietypen ist nun einfach. Für die
reellen (bzw. komplexen) Modelle (ΛV, dσ)⊗R (bzw. (ΛV, dσ)⊗C) gilt Lemma 6.5 mit
analogem Beweis entsprechend, d.h. die reellen (bzw. komplexen) minimalen Modelle
von M[σ] und M[σ̃] sind isomorph genau dann, wenn die Restklassen von σ und σ̃
in R∗/(R∗)2 = {[1], [−1]} (bzw. C∗/(C∗)2 = {[1]}) übereinstimmen. Die restlichen
Mannigfaltigkeiten der Klassifikation der rationalen Homotopietypen unterscheiden
sich untereinander und von den Mσ schon durch die Bettizahlen, können also nicht
untereinander oder zu den M7

σ reell oder komplex homotopieäquivalent sein. Damit
haben wir die folgenden Korollare bewiesen.

Korollar 6.13:
Eine kompakte, einfach zusammenhängende, rational elliptische 7-Mannigfaltigkeit
hat den reellen Homotopietyp von genau einer der Mannigfaltigkeiten S7, S2×S5,
CP2 × S3, S3×S4, N7, M[−1] = S2×S2×S3 oder M[1] = (CP2#CP2)× S3.

Korollar 6.14:
Eine kompakte, einfach zusammenhängende, rational elliptische 7-Mannigfaltigkeit
hat den komplexen Homotopietyp von genau einer der Mannigfaltigkeiten S7, S2×S5,
CP2 × S3, S3×S4, N7, oder M[−1] = S2×S2×S3.

Korollar 6.15:
Es gibt unendliche viele rationale, aber nur endlich viele reelle Homotopietypen von
kompakten, einfach zusammenhängenden, rational elliptischen 7-Mannigfaltigkeiten.

67
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Da N7 nach Lemma 6.10 rational homotopieäquivalent zu einem homogenen Raum ei-
ner kompakten Liegruppe ist und somit eine Metrik nichtnegativer Schnittkrümmung
zulässt, gilt ferner folgendes Korollar.

Korollar 6.16:
Jeder reelle Homotopietyp von kompakten, einfach zusammenhängenden, rational el-
liptischen 7-Mannigfaltigkeiten lässt sich durch eine Mannigfaltigkeit nichtnegativer
Schnittkrümmung realisieren.
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7. Rational elliptische
Mannigfaltigkeiten in Dimensionen 8
und höher

7.1. Rational elliptische 8-Mannigfaltigkeiten

Tabelle 7.1.: Exponenten und Erzeugergrade kompakter, einfach zusammen-
hängender, rational elliptischer 8-Mannigfaltigkeiten

Exponenten Erzeugergrade Beispiel(e)

(8.1) a = ( ), b = (2, 3) 3, 5 S3×S5

(8.2) a = (1), b = (5) 2, 9 CP4

(8.3) a = (2), b = (6) 4, 11 HP2

(8.4) a = (4), b = (8) 8, 15 S8

(8.5) a = (1), b = (2, 2, 2) 2, 3, 3, 3 S2×S3×S3

(8.6) a = (1, 1), b = (2, 4) 2, 2, 3, 7 CP3 × S2

(8.7) a = (1, 1), b = (3, 3) 2, 2, 5, 5 CP2 × CP2

(8.8) a = (1, 2), b = (3, 4) 2, 4, 5, 7 CP2 × S4

(8.9) a = (1, 3), b = (2, 6) 2, 3, 6, 11 S2×S6

(8.10) a = (2, 2), b = (4, 4) 4, 4, 7, 7 S4×S4, HP2#HP2

(8.11) a = (1, 1, 1), b = (2, 2, 3) 2, 2, 2, 3, 3, 5 S2×S2×CP2

(8.12) a = (1, 1, 2), b = (2, 2, 4) 2, 2, 3, 3, 4, 7 S2×S2×S4, Xσ×S4

(8.13) a = (1, 1, 1, 1), b = (2, 2, 2, 2) 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3 S2×S2×S2×S2

Auch im achtdimensionalen Fall lassen sich unter Verwendung der Sätze 1.47 und 1.44
die möglichen Exponenten kompakter, einfach zusammenhängender, rational ellipti-
scher 8-Mannigfaltigkeiten klassifizieren. Der Beweis erfolgt mit den gleichen Mitteln
wie in den vorherigen Fällen, so dass wir hier auf seine Ausführung verzichten.
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Lemma 7.1:
Die Exponenten einer kompakten, einfach zusammenhängenden, rational elliptischen
8-Mannigfaltigkeit sind in Tabelle 7.1 enthalten.

Proposition 7.2:
In den Fällen (8.1), (8.2), (8.3), (8.4), (8.5), (8.8), (8.9) und (8.10) der Tabelle 7.1
ist jede kompakte, einfach zusammenhängende, rational elliptische 8-Mannigfaltigkeit
mit den entsprechenden Exponenten rational homotopieäquivalent zu einem der ange-
gebenen Beispiele.

Beweis. Im Fall (8.1) gilt d = 0. In den Fällen (8.2), (8.3) und (8.4) ist jeweils der
Erzeuger vom kleineren Grad notwendig geschlossen, und aufgrund der 8-Dimensio-
nalität muss ein Erzeuger höheren Grades jeweils von d auf die entsprechende Potenz
des Erzeugers kleineren Grades abgebildet werden. Im Fall (8.5) muss rk(d|V 3) = 1

gelten. Dadurch ist das Differential bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Im Fall (8.8) gibt es Erzeuger x2, x4, y5 und y7, wobei die Indizes den jeweiligen Grad
angeben. Dann gilt dx2 = 0 und wegen der Minimalität auch dx4 = 0. Dann ist dy5

ein nichtverschwindendes Vielfaches von x3
2, da sonst die Kohomologie nicht endlich-

dimensional ist. Ohne Einschränkung können wir also dy5 = x3
2 annehmen. ist dann

dy7 = ax4
2+bx2

4, so gilt für ỹ7 = y7−bx2y5, dass dỹ7 = ax2
4 und wir können auch ỹ7 als

Erzeuger im Grad 7 wählen. Aufgrund der Endlichdimensionalität der Kohomologie
muss a 6= 0 gelten, wir können also ohne Einschränkung annehmen, dass dỹ7 = x2

4

gilt. Damit erhalten wir Isomorphie zum minimalen Modell von CP2 × S4.

Im Fall (8.9) zeigt man analog zum Fall (8.8) Isomorphie zum minimalen Modell von
S2×S6.

Im Fall (8.10) sei M eine Mannigfaltigkeit mit diesen Exponenten. Dann kann man
eine Basis ω1, ω2 von H4(M ;Q) wählen, so dass ω1ω2 = 0 und ω2

1 = εω2
2 für ε = ±1

gilt. Wähle dann im minimalen Modell (ΛV, d) eine Basis x1, x2 von V 4, so dass
ωi = [xi] gilt. Dann existieren y1, y2 ∈ V 7 mit dy1 = x1x2 und dy2 = x2

1 − εx2
2. Im

Fall ε = 1 ist dann M 'Q HP2#HP2, im Fall ε = −1 ist M 'Q S4×S4.

Bemerkung 7.3: Analog zu den Räumen Xσ in Dimension 4 erhält man im Fall
(8.10) unendlich viele rationale Homotopietypen von rational elliptischen Räumen, die
nicht den rationalen Homotopietyp einer Mannigfaltigkeit haben, da die Schnittform
sich nicht mit Diagonaleinträgen in {1,−1} diagonalisieren lässt.
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7.1. Rational elliptische 8-Mannigfaltigkeiten

Proposition 7.4:
Die rationalen Homotopietypen von einfach zusammenhängenden, rational elliptischen
Mannigfaltigkeiten, deren Exponenten zu Fall (8.12) der Tabelle 7.1 gehören, sind ge-
nau die von Xσ×S4 mit σ ∈ Q∗/(Q∗)2. Insbesondere gibt es unendlich viele verschie-
dene rationale Homotopietypen von einfach zusammenhängenden, rational elliptischen
Mannigfaltigkeiten, deren Exponenten zu Fall (8.12) gehören.

Beweis. Es sei (ΛV, d) das minimale Modell einer solchen Mannigfaltigkeit. Es gilt
also dimV 2 = 2, dimV 3 = 2, dimV 4 = dimV 7 = 1 und dimV k = 0 für k 6= 2, 3, 4, 7.
Wegen der Minimalität ist dann d|V 2 = 0 und d(V 3) ⊂ Λ2V 2.

Angenommen, d|V 3 ist nicht injektiv. Betrachte

(ΛV )6 = Λ3V 2 ⊕ Λ2V 3 ⊕ V 2 ·V 4,

(ΛV )7 = Λ2V 2 ·V 3 ⊕ V 4 ·V 3 ⊕ V 7,

(ΛV )8 = Λ2V 4 ⊕ (Λ2V 2) ·V 4 ⊕ V 2 · (Λ2V 3)⊕ Λ4V 2,

(ΛV )9 = V 3 · (Λ3V 2)⊕ V 2 ·V 3 ·V 4 ⊕ V 2 ·V 7

und

(ΛV )10 = Λ5V 2⊕ (Λ3V 2) ·V 4⊕V 2 ·(Λ2V 4)⊕ (Λ2V 3) ·V 4⊕ (Λ2V 2) ·(Λ2V 3)⊕V 3 ·V 7.

Ist rk(d|V 3) = 0, so betrachte d : (ΛV )9 → (ΛV )10. Es gilt d|V 3·(Λ3V 2) = 0. Damit ist
rk(d|(ΛV )9) ≤ dim(V 2 ·V 3 ·V 4⊕ V 2 ·V 7) = 4 + 2 = 6. Es ist aber d(Λ5V 2) = {0} und
d((Λ2V 2)·(Λ2V 3)) = {0}. Damit ist dim ker d|(ΛV )10 ≥ dim Λ5V 2⊕ (Λ2V 2)·(Λ2V 3) =

6 + 3 = 9. Ein Widerspruch dazu, dass H10(ΛV, d) = {0}.

Ist rk(d|V 3) = 1, so existiert eine Basis y1, y2 von V 3 mit dy1 = 0 und 0 6= dy2 ∈ Λ2V 2.
Weiter sei 0 6= a ∈ V 4. Ist da 6= 0, so gilt da ∈ y1 ·V 2, denn sonst wäre d2 = 0 verletzt.
Sei also v ∈ V 2 mit da = y1v. Für da = 0, hat da dieselbe Darstellung mit v = 0.

Es gilt d(Λ3V 2) = {0} und d(Λ2V 3 ⊕ V 2 ·V 4) ⊂ Λ2V 2 ·V 3. Wegen d(y1a) = y2
1v = 0

ist y1a geschlossen, aber nicht exakt. somit ist H7(ΛV, d) 6= {0}, ein Widerspruch.

Es ist also d|V 3 injektiv. Damit ist d|V 4 = 0, da es keine geschlossenen Elemente vom
Grad 5 gibt. Wie im Fall der Xσ können wir nun eine Basis x1, x2 von V 2 und y1, y2

von V 3 wählen, so dass dy1 = x2
1 − σx2

2 für ein σ ∈ Q∗ und dy2 = x1x2 gilt.

Ist nun a ein Erzeuger von V 4 so können wir ohne Einschränkung annehmen, dass
für einen Erzeuger z von V 7 gilt, dass dz = λ1a

2 + λ2ax
2
2, denn x4

2 und ax1x2 sind
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exakt, und ax2
1 ist modulo einer exakten Form gleich ax2

2. Ferner gilt λ1 6= 0, da sonst
die Potenzen von a nichttriviale Elemente in beliebig hohen Kohomologiegruppen
erzeugen. Dann können wir ã = a + λ2

2λ1
x2

2 setzen und erhalten dz = λ1ã
2 − λ22

4λ1
x4

2.

Durch Addition eines Urbildes von λ22
4λ1

x4
2 unter d und Skalieren erhalten wir dann ein

z̃ ∈ (ΛV )7 mit dz̃ = ã2. Dies liefert einen Isomorphismus zum minimalen Modell von
Xσ × S4.

Die minimalen Modelle von Xσ × S4 sind für verschiedene Restklassen in Q∗/(Q∗)2

nicht isomorph, da die Kohomologieringe nicht isomorph sind. Somit erhalten wir
unendlich viele verschiedene rationale Homotopietypen, welche sich mit Satz 1.30 als
Mannigfaltigkeiten realisieren lassen, da die Schnittform xy äquivalent zu x2 − y2 ist
und somit die Signatur verschwindet, weswegen wir die Pontryaginklassen als p1 =

p2 = 0 wählen können.

7.2. Rational elliptische 9-Mannigfaltigkeiten

Tabelle 7.2.: Exponenten und Erzeugergrade kompakter, einfach zusammen-
hängender, rational elliptischer 9-Mannigfaltigkeiten

Exponenten Erzeugergrade Beispiel(e)

(9.1) a = (), b = (5) 9 S9

(9.2) a = (), b = (2, 2, 2) 3, 3, 3 S3×S3×S3

(9.3) a = (1), b = (2, 4) 2, 3, 7 S2×S7, S3×CP3

(9.4) a = (1), b = (3, 3) 2, 5, 5 S5×CP2

(9.5) a = (2), b = (3, 4) 4, 5, 7 S4×S5

(9.6) a = (3), b = (2, 6) 3, 6, 11 S3×S6

(9.7) a = (1, 1), b = (2, 2, 3) 2, 2, 3, 3, 5 S2×S2×S5

(9.8) a = (1, 2), b = (2, 2, 4) 2, 3, 3, 4, 7 S2×S3×S4

(9.9) a = (1, 1, 1), b = (2, 2, 2, 2) 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3 S2×S2×S2×S3

Wie schon in den kleineren Dimensionen lassen sich wieder alle möglichen Exponen-
ten einfach zusammenhängender, rational elliptischer 9-Mannigfaltigkeiten klassifizie-
ren.
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Lemma 7.5:
Die Exponenten einer kompakten, einfach zusammenhängenden, rational elliptischen
9-Mannigfaltigkeit sind in Tabelle 7.2 enthalten.

In fast allen Fällen haben wir nur endlich viele rationale Homotopietypen.

Proposition 7.6:
In den Fällen (9.1)—(9.6) und (9.8) der Tabelle 7.2 sind die dort angegebenen Bei-
spiele bis auf rationale Homotopieäquivalenz die einzigen Beispiele mit diesen Expo-
nenten.

Beweis. In den Fällen (9.1) und (9.2) ist das Differential die Nullabbildung.

Im Fall (9.3) hat das minimale Modell die Form (Λ(x2, y3, y7), d) und es gilt dx2 = 0.
Ohne Einschränkung gilt dy3 = 0 oder dy3 = x2

2 sowie dy7 = 0 oder dy7 = x4
2.

Es können nicht beide Differentiale verschwinden, da die Kohomologie dann nicht
endlich-dimensional ist. Ist dy3 = 0 und dy7 = x4

2, so erhalten wir das minimale Modell
von S3×CP3. Ist dy3 = x2

2 und dy7 = 0, so erhalten wir das minimale Modell von
S2×S7. Sind beide Differentiale nicht Null, so ist das entstehende Modell isomorph
zum vorigen vermöge ỹ7 = y7 − x2

2y3.

Im Fall (9.4) muss aus Dimensionsgründen der Kern von d5 mindestens eindimensional
sein. Damit erhalten wir wir rationale Homotopieäquivalenz zu einem Produkt mit
S5. Die Klassifikation in Dimension 4 zeigt, dass es S5×CP2 ist.

In den Fällen (9.5) bzw. (9.6) sind die Erzeuger vom Grad 5 bzw. 3 geschlossen, da
die Algebra einen Grad höher trivial ist. Wir erhalten also wieder ein Produkt mit S5

bzw. S3 und mit der entsprechenden Klassifikation die Behauptung.

Im Fall (9.8) muss ein Erzeuger vom Grad 3 geschlossen sein. Damit ist das minimale
Modell nach Satz 1.42 das minimale Modell von S3 im Produkt mit einer rational el-
liptischen 6-Mannigfaltigkeit mit eindimensionaler zweiter Kohomologiegruppe. Eine
solche 6-Mannigfaltigkeit ist nach Satz 5.1 entweder CP3 oder S2×S4. Die Exponen-
ten zeigen, dass es S2×S4 ist.

Im Fall (9.7) erhalten wir nur Produkte der bereits betrachteten Räume.

Proposition 7.7:
Eine kompakte, einfach zusammenhängende 9-Mannigfaltigkeit mit den Exponenten
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aus Fall (9.7) von Tabelle 7.2 hat den rationalen Homotopietyp von Xσ × S5 für ein
σ ∈ Q∗/(Q∗)2 oder M6 × S3 für eine kompakte, einfach zusammenhängende, rational
elliptische 6-Mannigfaltigkeit M6 mit b2(M6) = 2.

Beweis. Es sei (ΛV, d) das minimale Modell. Ist ker(d|V 3) 6= {0}, so erhalten wir das
minimale Modell eines Produktes mit S3. Aufgrund der Dimension und der zweiten
Bettizahl, muss es sich beim anderen Faktor um eine 6-Mannigfaltigkeit wie in der
Behauptung handeln.

Ist ker(d|V 3) = {0}, so erhalten wir wie im Beweis der 7-dimensionalen Klassifikati-
on, dass es Basen x1, x2 von V 2 und y1, y2 von V 3 sowie ein a ∈ Q∗ gibt, so dass
dxi = 0, dy1 = x1x2 und dy2 = x2

1 − ax2
2 gilt. Ist nun z ∈ V 5 ein Erzeuger, so ist

dz ∈ Λ(x1, x2, y1, y2) auch in (Λ(x1, x2, y1, y2), d) exakt, da (Λ(x1, x2, y1, y2), d) forma-
le Dimension 4 hat. Damit erhalten wir einen Isomorphismus zu (Λ(x1, x2, y1, y2, z̃), d)

mit dz̃ = 0, also zum minimalen Modell von Xσ × S5.

Im verbliebenen Fall (9.9) treten zum einen die Produkte Mσ×S2 und N7×S2 sowie
Produkte von S3 mit kompakten, einfach zusammenhängenden, rational elliptischen
6-Mannigfaltigkeiten mit b2 = 3 auf. Zum anderen gibt es aber auch Beispiele, die
nicht rational homotopieäquivalent zu einem Produkt sind.

Betrachte hierfür das prinzipale S1-Bündel Y über S2×S2×S2×S2 mit erster Chern-
klasse c1(Y ) = x1 + x2 + x3 + x4, wobei die xi die Erzeuger der ganzzahligen zweiten
Kohomologiegruppen der S2 Faktoren sind. Nach Lemma 3.8 ist b2(Y ) = 3 und
H2(Y ;Q) wird erzeugt von [x1], [x2] und [x3]. Somit gehört Y zum Fall (9.9).

Da µ2
c1(Y ) injektiv ist, ist b3(Y ) = 0. Somit ist N7×S2 das einzige mögliche Produkt,

zu dem Y noch rational homotopieäquivalent sein könnte. Dann hätte H2(Y ;Q) jedoch
einen zweidimensionalen Teilraum, auf dem sämtliche Produkte verschwinden. Mit
den Relationen [xi]

2 = 0 und [x2x3] = −[x1x2] − [x1x3], die sich mit Lemma 3.8
ergeben, rechnet man aber leicht nach, dass die einzigen Elemente von H2(Y ;Q),
deren Quadrate verschwinden, Vielfache von [x1], [x2], [x3] oder [x1] + [x2] + [x3]
sind. Die Familie neundimensionaler Mannigfaltigkeiten in [Tot03] zeigt ferner, dass
es unendlich viele rational verschiedene Beispiele im Fall (9.9) gibt, die nicht rational
homotopieäquivalent zu einem Produkt sind.

7.3. Dimension 10 und höher

In Dimension 10 und höher wird eine Berechnung der möglichen Exponenten von
Hand immer unpraktikabler, da die Anzahl der möglichen Exponenten stark ansteigt.
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Diese lassen sich aber mit Hilfe eines Computers weiterhin berechnen. Der Quell-
code einer Umsetzung der verwendeten Berechnugsmethode als Algorithmus in dem
Computeralgebrasystem Mathematica findet sich in Anhang B. Damit berechnete Ta-
bellen der möglichen Exponenten einfach zusammenhängender, rational elliptischer
Mannigfaltigkeiten finden sich in Anhang A. Dort sind die möglichen Exponenten
bis zur Dimension 16 aufgeführt. Tabelle 7.3 gibt einen Überblick über die Anzahl
der Möglichkeiten für die Exponenten bis zur Dimension 22. Diese wurden mit dem
gleichen Algorithmus berechnet.

Tabelle 7.3.: Anzahl An der möglichen Exponenten in Dimensionen 8 ≤ n ≤ 22

n 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

An 13 9 22 17 45 32 73 58 134 103 217 173 373 297 583
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8. Fast nichtnegativer
Krümmungsoperator

Definition 8.1:
Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Der Krümmungsoperator R̂ von
(M, g) ist punktweise der symmetrische Operator auf Λ2 TpM definiert durch

〈〈R̂p(X ∧ Y ), Z ∧W 〉〉 = Rp(X,Y,W,Z),

wobei R der Krümmungstensor von (M, g) und das Skalarprodukt 〈〈., .〉〉 auf Λ2 TpM

dadurch definiert ist, dass für eine Orthonormalbasis e1, . . . , en von TpM die Vektoren
ei,∧ej , i < j eine Orthonormalbasis von Λ2 TpM bilden.

Ungleichungen für den Krümmungsoperator R̂ sind immer als Ungleichungen an die
Eigenwerte zu verstehen.

Da für die Schnittkrümmung einer Ebene σ ⊂ TpM mit Orthonormalbasis X,Y gilt,
dass

sec(σ) = R(X,Y, Y,X) = 〈〈R̂(X ∧ Y ), X ∧ Y 〉〉,

liefern Ungleichungen an den Krümmungsoperator die gleichen Ungleichungen für die
Schnittkrümmung. Umgekehrt liefern beidseitige Schranken an die Schnittkrümmung
auch beidseitige Schranken an den Krümmungsoperator. Hierbei hängen jedoch beide
Schranken von unterer und oberer Schranke an die Schnittkrümmung ab. Siehe hierzu
[BK78, Propostion 4.3].

Definition 8.2:
Eine glatte Mannigfaltigkeit lässt fast nichtnegativen Krümmungsoperator zu, wenn
es zu jedem ε > 0 eine Metrik gε auf M gibt, so dass für jeden Eigenwert λε des
Krümmungsoperators von (M, gε) gilt

λε diam(M, gε)
2 > −ε.
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Ist gt, t > 0, eine Familie von Metriken auf M , so sagen wir, dass (M, gt) fast nicht-
negativen Krümmungsoperator für t→ 0 hat, falls

lim
t→0

λmin(t) diam(M, gt)
2 ≥ 0

gilt, wobei λmin(t) den kleinsten Eigenwert des Krümmungsoperators von (M, gt)

bezeichne.

Erste Beispiele für Mannigfaltigkeiten mit fast nichtnegativem Krümmungsoperator
sind fast flache Mannigfaltigkeiten, die nach [BK78] auch fast flachen Krümmungs-
operator haben. Weitere Beispiele erhält man durch den folgenden Satz.

Satz 8.3 ([HST13, Theoreme 3.1 und 3.2]):
Es sei (M, gM ) eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit, G eine kompakte Lie-
gruppe, P ein G-Prinzipalbündel über M und γ eine Zusammenhangsform auf P .
Betrachte die Zusammenhangsmetriken gt bezüglich γ, gM und t2b, wobei b eine biin-
variante Metrik auf G ist.

(a) Ist G abelsch und hat (M, gM ) nichtnegativen Krümmungsoperator, so hat auch
der Totalraum (P, gt) fast nichtnegativen Krümmungsoperator für t→ 0.

(b) Es habe (M, gM ) nichtnegativen Krümmungsoperator. Dann gilt: (P, gt) hat ge-
nau dann fast nichtnegativen Krümmungsoperator für t→ 0, wenn (P, gt) lokal
isometrisch zu (P/[G,G]× [G,G], g̃t× t2b) für jedes t ist. Hierbei ist g̃t die von
gt auf P/[G,G] induzierte Metrik.

Im Gegensatz zum Fall der Schnittkrümmung, der von Fukaya und Yamaguchi in
[FY92] betrachtet wurde, erlaubt es der Satz nicht, auf assoziierte Bündel zu schlie-
ßen, denn im Gegensatz zum Fall der Schnittkrümmung bleiben untere Schranken des
Krümmungsoperators nicht unter Riemannschen Submersionen erhalten. Ein Beispiel
hierfür ist der komplex-projektive Raum CPn, n ≥ 2, mit der Fubini-Study-Metrik.
Bezüglich dieser Metrik hat der Krümmungsoperator von CPn einen Kern, ist aber
Quotient der Sphäre S2n+1 mit ihrer Standardmetrik, welche positiven Krümmungs-
operator hat.

Dies liefert einen ersten Hinweis darauf, dass nichtnegativer Krümmungsoperator eine
wesentlich restriktivere Eigenschaft als nichtnegative Krümmung ist, und tatsächlich
war es möglich, Mannigfaltigkeiten mit nichtnegativem Krümmungsoperator zu klas-
sifizieren. Hieran waren unter anderem Gallot und Meyer, Hamilton, Siu und Yau,
Chow und Yang, Micallef und Moore sowie zuletzt Böhm und Wilking beteiligt (siehe
die in [MN93] enthaltenen Referenzen). Es gilt
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Satz 8.4 ([MN93]):
Es sei M eine vollständige, einfach zusammenhängende Riemannsche Mannigfaltig-
keit mit nichtnegativem Krümmungsoperator. Dann ist M ein Riemannsches Produkt
von

• Mannigfaltigkeiten diffeomorph zu Sphären,

• Kählermannigfaltigkeiten biholomorph zu komplex-projektiven Räumen

• Symmetrischen Räumen vom kompakten Typ

• sowie, im nichtkompakten Fall, von Mannigfaltigkeiten diffeomorph zu euklidi-
schen Räumen.

In [MN93] ist der Satz mit Homoömorphie im Fall der Sphäre angegeben. Die Zerle-
gung im Satz ist die de Rham-Zerlegung der Mannigfaltigkeit. Hierbei wird mit Hilfe
des Ricci-Flusses gezeigt, dass die Faktoren mit SO(n)-Holonomie auch eine Metrik
mit positivem Krümmungsoperator zulassen. Mit [BW08] folgt, dass diese Faktoren
diffeomorph zu Sphären sind.

Da es in jeder Dimension nur endlich viele einfach zusammenhängende symmetri-
sche Räume vom kompakten Typ gibt (siehe z.B. [Hel78]), existieren somit in jeder
Dimension auch nur endlich viele Diffeomorphietypen von kompakten, einfach zusam-
menhängenden Mannigfaltigkeiten, die nichtnegativen Krümmungsoperator zulassen.
In [HST13] haben wir nun damit folgendes Korollar gezogen.

Korollar 8.5 ([HST13, Korollar 1.2]):
Es gibt in Dimension 7 und jeder Dimension ≥ 9 unendlich viele kompakte, einfach
zusammenhängende Mannigfaltigkeiten von paarweise verschiedenem Homotopietyp,
die fast nichtnegativen Krümmungsoperator zulassen, auf denen aber keine Metrik von
nichtnegativem Krümmungsoperator existiert.

Die Beispiele, die wir dort verwenden, sind S1-Prinzipalbündel über CP1 ×CP2 bzw.
Produkte von diesen mit Sphären geeigneter Dimension. Der Kohomologiering dieser
Bündel lässt sich berechnen, siehe dazu [WZ90, Propostion 2.1]. Für das Bündel E
mit Eulerklasse kx1 + lx2, wobei x1 ein Erzeuger von H2(CP1;Z), x2 ein Erzeuger von
H2(CP2;Z) und k und l teilerfremd sind, gilt

H∗(E;Z) = Z[x, y]/((lx)2, x3, x2y, y2), |x| = 2, |y| = 5,

falls k 6= 0 6= l. Für (k, l) = (1, 0) bzw. (0, 1) erhält man S3×CP3 bzw. CP1×S5.
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Damit haben die Totalräume für k = 1 und l ≥ 0 paarweise verschiedenen Homoto-
pietyp. Nach unserer Klassifikation gibt es aufgrund von b2(E) = 1 nur die beiden
Möglichkeiten S2×S5 und CP2×S3 für den rationalen Homotopietyp von E. Im näch-
sten Kapitel werden wir eine unendliche Serie von Beispielen mit paarweise nichti-
somorphem komplexem Kohomologiering, also insbesondere paarweise verschiedenem
rationalem Homotopietyp angeben.

In [KS88] wurden die betrachteten Mannigfaltigkeiten bis auf Homöomorphie und Dif-
feomorphie klassifiziert. Da die Klassifikationen nicht übereinstimmen, gibt es unter
ihnen homöomorphe aber nicht diffeomorphe Mannigfaltigkeiten.

Korollar 8.6 ([HST13, Korollar 1.3]):
Es gibt kompakte, einfach zusammenhängende 7-Mannigfaltigkeiten mit fast nichtne-
gativem Krümmungsoperator, die homöomorph, aber nicht diffeomorph sind.
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In diesem Kapitel werden wir eine unendliche Familie von Beispielen konstruieren, die
kompakte, einfach zusammenhängende, homogene 22-Mannigfaltigkeiten sind, die fast
nichtnegativen Krümmungsoperator, nichtnegative Schnitt- und positive Riccikrüm-
mung zulassen, und die paarweise nichtisomorphe komplexe Kohomologieringe haben.
Die hier konstruierten Beispiele sind prinzipale 2-Torusbündel über einem Produkt
von homogenen Räumen.

Wir werden sehen, dass wir sogar auf jeder dieser Mannigfaltigkeiten eine Familie
(gt)t∈(0,1] Riemannscher Metriken definieren können, so dass die Mannigfaltigkeiten
bezüglich dieser Familie fast nichtnegativen Krümmungsoperator, und für jede Metrik
gt nichtnegative Schnitt- und positive Riccikrümmung haben. Ferner hat die Beispiel-
familie auch bezüglich der (normal homogenen) Metrik g1 eine gemeinsame obere
Schranke für die Schnittkrümmung und den Durchmesser.

9.1. Definition der Beispiele und ihr Kohomologiering

Im Folgenden sei stets K ∈ {Q,R,C}.

Es sei S1 → Ẽ → B̄ :=
(
CP2

)4 das S1-Prinzipalbündel über (CP2)4 mit erster
Chernklasse c1(Ẽ) = x̄1 + x̄2 + x̄3 + x̄4, wobei die x̄i Erzeuger der ganzzahligen
Kohomologie der CP2-Faktoren sind. Insbesondere ist Ẽ nach Lemma 3.2 einfach
zusammenhängend. Wir wollen nun Lemma 3.8 verwenden, um den Kohomologiering
H∗(Ẽ;K) zu bestimmen. Dazu sei x̃i = [x̄i] ∈ H2(Ẽ;Z) = H2(B̄;Z)/(Z · c1(Ẽ)) für
i = 1, . . . , 4.

Lemma 9.1:
In den Graden ≤ 8 wird der Kohomologiering H≤8(Ẽ;K) erzeugt von x̃1, x̃2, x̃3 und
es gelten nur die Relationen x̃3

i = 0, für i = 1, 2, 3, und

x̃2
1x̃2 + x̃2

1x̃3 + x̃1x̃
2
2 + 2x̃1x̃2x̃3 + x̃1x̃

2
3 + x̃2

2x̃3 + x̃2x̃
2
3 = 0.

Die Gruppe H2(Ẽ;Z) ist frei abelsch und x̃1, x̃2 und x̃3 ist eine Basis von H2(Ẽ;Z).
Ferner gilt für die Bettizahlen von Ẽ

(bi(Ẽ;K))17
i=0 = (1, 0, 3, 0, 6, 0, 6, 0, 3, 3, 0, 6, 0, 6, 0, 3, 0, 1).
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Beweis. Die Aussagen zu H2(Ẽ;Z). folgen daraus, dass x̄1, x̄2, x̄3 und c1(Ẽ) eine
Basis von H2(B̄;Z) bilden.

Es sei z := c1(Ẽ) = x̄1 + x̄2 + x̄3 + x̄4. Nach Lemma 3.8 gilt

H2k(Ẽ;K) = H2k(B̄;K)/Bild(µ2k−2
z ) und H2k+1(Ẽ;K) = ker(µ2k

z )⊗H1(S1;K),

wobei µ2k−2
z : H2k−2(B̄;K)→ H2k(B̄;K) die Multiplikation mit z ist.

Die Produkte µ2
z(x̄i) liefern die Relationen x̃ix̃4 = −(x̃ix̃1 + x̃ix̃2 + x̃ix̃3), die es

erlauben alle Produkte, die x̃4 enthalten, als Linearkombinationen von Produkten in
x̃1, x̃2 und x̃3 zu schreiben. Die Relationen sind linear unabhängig, damit ist µ2

z also
injektiv und H4(B̄;K)/Bild(µ2

z) hat als Basis die Restklassen von den Produkten aus
x̄1, x̄2, x̄3, da es 6 = 10−4 = dim H4(B̄;K)/Bild(µz2) solcher Produkte gibt. Aufgrund
der Injektivität von µ2

z ist H3(Ẽ;K) = {0}.

Die Produkte µ4
z(x̄ix̄j) erlauben es wieder Produkte, die ein x̃4 enthalten, als Linear-

kombinationen von Produkten von x̃1, x̃2 und x̃3 zu schreiben. Allerdings ist x̄3
i = 0,

weswegen wir eine weitere Relation erhalten. Diese ist

r := z · 1
3(x̄2

1 + 2x̄1x̄2 + 2x̄1x̄3 − x̄1x̄4 + x̄2
2 + 2x̄2x̄3 − x̄2x̄4 + x̄2

3 − x̄3x̄4 + x̄2
4)

= x̄2
1x̄2 + x̄2

1x̄3 + x̄1x̄
2
2 + 2x̄1x̄2x̄3 + x̄1x̄

2
3 + x̄2

2x̄3 + x̄2x̄
2
3

Dann sind µ4
z(x̄ix̄j), für 1 ≤ i ≤ j ≤ 4 und (i, j) 6= (4, 4), und r linear unabhängig

und somit µ4
z injektiv, also H5(Ẽ;K) = {0}.

Betrachte nun die folgenden Elemente

r1 := 1
2(x̄1 + x̄2 − x̄3)r = x̄2

1x̄
2
2 + x̄2

1x̄2x̄3 + x̄1x̄
2
2x̄3,

r2 := 1
2(x̄1 − x̄2 + x̄3)r = x̄2

1x̄2x̄3 + x̄2
1x̄

2
3 + x̄1x̄2x̄

2
3,

und
r3 := 1

2(−x̄1 + x̄2 + x̄3)r = x̄1x̄
2
2x̄3 + x̄1x̄2x̄

2
3 + x̄2

2x̄
2
3.

Da r ∈ Bild(µ4
z), gilt r1, r2, r3 ∈ Bild(µ6

z). Die Elemente

µ6
z(x̄ix̄j x̄k), mit 1 ≤ i ≤ j ≤ k ≤ 4, nicht alle gleich und i 6= 4 6= j,

erlauben es, alle nichtverschwindenden Produkte der x̃i, die x̃4 enthalten, mit Line-
arkombinationen aus Produkten von x̃1, x̃2 und x̃3 zu identifizieren. Ferner bilden
diese Elemente zusammen mit r1, r2 und r3 eine linear unabhängige Teilmenge von
Bild(µ6

z) der Mächtigkeit 13 + 3 = 16 = dim H6(B̄;K). Somit ist auch µ6
z injektiv,

also H7(Ẽ;K) = {0} und wir haben keine zusätzliche Relation erhalten. Die Aussage
über die Bettizahlen folgt mit obiger Rechnung und Poincaré-Dualität.
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Definition 9.2:
Es sei Eα das S1-Prinzipalbündel über B̃ := Ẽ × CP2 mit erster Chernklasse

c1(Eα) = x̃1 + α x̃3 + y,

wobei y ein Erzeuger des ganzzahligen Kohomologierings des CP2-Faktors ist und
α ∈ Z \ {0}.

Da B̃ einfach zusammenhängend und c1(Eα) kein Vielfaches einer anderen ganzzah-
ligen Kohomologieklasse ist, ist nach Lemma 3.2 auch Eα einfach zusammenhän-
gend. Weiter sei xi = [x̃i] ∈ H2(Eα;K) = H2(B̃)/(K · c1(Eα)) für i = 1, 2, 3 und
x4 = [y] ∈ H2(Eα;K) = H2(B̃)/(K · c1(Eα)).

Lemma 9.3:
Es ist H≤6(Eα;K) erzeugt von x1, x2, x3 mit Relationen

x3
1, x

3
2, x

3
3, x

2
1x2 + x2

1x3 + x1x
2
2 + 2x1x2x3 + x1x

2
3 + x2

2x3 + x2x
2
3, x

2
1x3 + α x1x

2
3.

Beweis. Das Lemma 3.8 lässt sich zwar nicht direkt auf unsere Situation anwenden,
da jedoch die ungerade Kohomologie von B̃ in kleinen Graden verschwindet, gilt die
Aussage des Lemmas für diese Grade analog, mit gleichem Beweis.

Es sei z := x̃1 + α x̃3 + y. Man sieht wie im Beweis von Lemma 9.1 leicht, dass für
k ≤ 3 die Kohomologiegruppe H2k(Eα;K) = H2k(B̃;K)/Bild(µ2k−2

z ) erzeugt wird
von den Produkten von x1, x2 und x3.

Wir betrachten nun zunächst µ2
z. Da das Bild von µ2

z die Elemente enthält, die x1x4,
x2x4, x3x4 und x2

4 mit Produkten aus x1, x2, x3 identifizieren, und dim H2(B̃;K) = 4

gilt, ist es vierdimensional. Es gibt also keine weiteren Relationen und da µ2
z damit

injektiv ist, ist H3(Eα;K) = 0.

Wir betrachten nun µ4
z. Zum einen enthält das Bild wieder die Elemente, die x̃2

1y,
x̃1x̃2y, x̃1x̃3y, x̃1y

2, x̃2
2y, x̃2x̃3y, x̃2y

2, x̃2
3y und x̃3y

2 mit Produkten aus x̃1, x̃2, x̃3

identifizieren, und zum anderen gilt

Bild(µ4
z) 3 z ·

(
x̃2

1

α
+ 2x̃1x̃3 −

x̃1y

α
+ αx̃2

3 − x̃3y +
y2

α

)
= x̃2

1x̃3 +
x̃2

1y

α
+ 2x̃2

1x̃3 + 2αx̃1x̃
2
3 + 2x̃1x̃3y −

x̃2
1y

α
− x̃1x̃3y

− x̃1y
2

α
+ αx̃1x̃

2
3 + αx̃2

3y − x̃1x̃3y − αx̃2
3y +

x̃1y
2

α
+ x̃3y

2

= 3(x̃2
1x̃3 + αx̃1x̃

2
3).
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Dies ist gerade die behauptete zusätzliche Relation. Damit ist das Bild von µ4
z minde-

stens zehndimensional, was die Dimension von H4(B̃;K) ist. Dies ist also die einzige
zusätzliche Relation und µ4

z ist injektiv, also ist H5(Eα;K) = 0.

Lemma 9.4:
Es seien α, α̃ ∈ Z \ {−1, 0, 1}. Sind die Kohomologieringe H∗(Eα;K) und H∗(Eα̃;K)

isomorph, so gilt α̃ = α oder α̃ = 1− α.

Insbesondere sind die Kohomologieringe der Eα, α ∈ N>1, mit Koeffizienten in K
paarweise nichtisomorph.

Beweis. Es sei ϕ : H∗(Eα;K)→ H∗(Eα̃;K) ein Isomorphismus. Es sei ϕ(xi) = aix1 +

bix2 + cix3. Dann gilt

0 = 1
3ϕ(xi)

3 = (a2
i bi − bic2

i )x
2
1x2 + (aib

2
i − bic2

i )x1x
2
2 + 2(aibici − bic2

i )x1x2x3

+ (aic
2
i − bic2

i − α̃(a2
i ci − bic2

i ))x1x
2
3 + (b2i ci − bic2

i )x
2
2x3

Da dies eine Basisdarstellung ist, müssen die einzelnen Koeffizienten verschwinden.
Hieraus folgt, dass

ϕ(xi) = aix1, ϕ(xi) = bix2, ϕ(xi) = cix3, ϕ(xi) = bi(x1 + x2 + x3)

oder ϕ(xi) = ai x1 + α̃ ai x3,

jeweils mit ai, bi bzw. ci 6= 0 gilt.

Weiter gilt

(1) 0 = ϕ(x2
1x3 + αx1x

2
3) = ϕ(x1)2ϕ(x3) + α ϕ(x1)ϕ(x3)2.

Angenommen es ist ϕ(x1) = b1x2. Dann muss ϕ(x3) = b3(x1 + x2 + x3) gelten,
denn sonst enthielte ϕ(x1)2ϕ(x3) einen nichtverschwindenden Term mit x2

2, aber
αϕ(x1)ϕ(x3)2 nicht. Aus der Basisdarstellung obiger Gleichung folgt dann, dass 0 =

αα̃b1b
2
3 und damit b1 = 0 oder b3 = 0 gilt, ein Widerspruch. Analog führen ϕ(x1) =

b1(x1 + x2 + x3), ϕ(x3) = b3x2 und ϕ(x3) = b3(x1 + x2 + x3) zu Widersprüchen.
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Somit hat die darstellende Matrix von ϕ|H2(Eα;K) eine der folgenden Formen:

(A) :

 a1 0

0 ? 0

0 c3

 , (B) :

 a1 a3

0 ? 0

0 α̃a3

 , (C) :

 0 a3

0 ? 0

c1 0

 ,

(D) :

 0 a3

0 ? 0

c1 α̃a3

 , (E) :

 a1 a3

0 ? 0

α̃a1 0

 , (F) :

 a1 0

0 ? 0

α̃a1 c3

 .

Einsetzen der verschiedenen Fälle in (1) liefert folgende Abhängigkeiten:

(A) : c3 =
α̃

α
a1, (B) : a1 = −αa3, (C) : c1 = αα̃a3,

(D) : c1 = −αα̃a3, (E) : a1 = −αa3, (F) : a1 = −α
α̃
c3.

Da ϕ(x1) und ϕ(x3) in jedem Fall span{x1, x3} erzeugen, muss ϕ(x2) = b2x2 oder
ϕ(x2) = b2(x1 + x2 + x3) gelten. Wir wollen den entsprechenden Fall dann (A1), . . . ,
(F1) bzw. (A2), . . . , (F2) nennen.

Nun können wir

(2) ϕ(x2
1x2 + x2

1x3 + x1x
2
2 + 2x1x2x3 + x1x

2
3 + x2

2x3 + x2x
2
3) = 0

benutzen um in den Fällen (A1), . . . , (F2) Bedingungen an α und α̃ zu finden. Mit
Koeffizient ist im Folgenden stets der Koeffizient von ϕ(x2

1x2 + · · · + x2x
2
3) bezüg-

lich der Basis x2
1x2, x1x

2
2, x1x2x3, x1x

2
3, x

2
2x3 gemeint. Wegen (2) müssen diese alle

verschwinden.

(A1): Der Koeffizient von x1x2x3 ist 2(a1b2c3 − b2c2
3) = 2b2c3(a1 − c3). Mit c3 = α̃

αa1

folgt also α̃ = α.

(A2): Der Koeffizient von x1x2x3 ist

2(a1b2c3 + a1b
2
2 − b22c3 − b2c2

3) = 2a1b2( α̃αa1 + b2 − α̃
αb2 −

α̃2

α2a1)

= 2a1b2
α̃− α
α2

(a1α̃+ αb2).

Es ist also α̃ = α oder b2 = − α̃
αa1. Im ersten Fall sind wir fertig und im zweiten Fall

betrachten wir den Koeffizienten von x1x
2
2:

a1b
2
2 − 2b22c3 − b2c2

3 = a3
1

( α̃2

α2
− 2

α̃3

α3
+
α̃3

α3

)
= a3

1

α̃2

α3
(α− α̃),
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es gilt also α̃ = α.

(B1): Der Koeffizient von x1x2x3 ist hier

2(α̃a1b2a3 + α̃a2
3b2 − α̃2a2

3b2) = 2a2
3b2(−αα̃+ α̃− α̃2) = 2a2

3b2(−α+ 1− α̃),

wobei wir a1 = −αa3 benutzt haben. Es gilt somit α̃ = 1− α.

(B2): Der Koeffizient von x2
2x3 ist

−α̃a3b
2
2 − α̃2a2

3b2 = −α̃a3b2(b2 + α̃a3).

Es ist also b2 = −α̃a3. Der Koeffizient von x1x
2
2 ist

a1b
2
2 + a3b

2
2 − 2α̃a3b

2
2 − α̃2a2

3b2 = a3
3(−αα̃2 + α̃2 − 2α̃3 + α̃3).

Wieder gilt also α̃ = 1− α.

(C1): Der Koeffizient von x1x2x3 ist

2(a3b2c1 − b2c2
1) = 2a2

2b2αα̃(−1− αα̃),

wobei wir c1 = −αα̃a3 verwandt haben. Es gilt also α̃ = − 1
α , ein Widerspruch zu

unseren Voraussetzungen.

(C2): Der Koeffizient von x1x2x3 ist

2(a3b2c1 + a3b
2
2 − b22c1 − b2c2

1) = 2a3b2(−αα̃a3 + b2 + αα̃b2 − α2α̃2a3)

= 2a3b2(1 + αα̃)(b2 − αα̃a3)

Es gilt also b2 = αα̃a3. Der Koeffizient von x1x
2
2 ist

a3b
2
2 − 2b22c1 − b2c2

1 = a3
3(α2α̃2 + 2α3α̃3 − α3α̃3

= a3
3α

2α̃2(1 + αα̃),

erneut ein Widerspruch!

(D1): Der Koeffizient von x2
1x2 ist

a2
3b2 − b2c2

1 − 2α̃a3b2c1 − α̃2a2
3b2 = a2

3b2(1− α2α̃2 + 2αα̃2 − α̃2)

= a2
3b2

(
1− (1− α)2α̃2

)
wobei wir c1 = −αα̃a3 verwandt haben. Es gilt also α̃ = ± 1

1−α , ein Widerspruch!
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(D2): Der Koeffizient von x1x2x3 ist

2
(
a3b

2
2 + a3b2c1 − b22c1 − b2c2

1 + α̃a2
3b2 − α̃a3b

2
2 − 2α̃a3b2c1 − α̃2a2

3b2
)

= 2a3b2
(
b2 − αα̃a3 + αα̃b2 − α2α̃2a3 + α̃a3 − α̃b2 + 2αα̃2a3 − α̃2a3

)
= 2a3b2

(
b2(1 + αα̃− α̃)− α̃a3(α+ α2α̃− 1− 2αα̃+ α̃)

)
= 2a3b2

(
b2(1 + αα̃− α̃)− α̃a3(α− 1 + α2α̃− αα̃− (αα̃− α̃)

)
= 2a3b2(1 + α̃(1− α))(b2 − α̃(α− 1)a3)

Damit ist b2 = α̃(α− 1)a3. Der Koeffizient von x2
1x2 ist

a2
3b2 + 2a3b

2
2 − 2b22c1 − b2c2

1 − 2α̃a3b
2
2 − 2α̃a3b2c1 − α̃2a2

3b2

= a3
3

(
α̃(α− 1) + 2α̃2(α− 1)2 + 2α̃3α(α− 1)2 − α̃3α2(α− 1)

− 2α̃3(α− 1)2 + 2α̃3α(α− 1)− α̃3(α− 1)
)

= a3
3α̃(α− 1)

(
1 + 2α̃(α− 1) + 2α̃2α(α− 1)− α̃2α2

− 2α̃2(α− 1) + 2α̃2α− α̃2
)

= a3
3α̃(α− 1)

(
1 + (α− 1)(2α̃+ 2α̃2α− 2α̃2)− α̃2(α2 − 2α+ 1)

)
= a3

3α̃(α− 1)
(
1 + 2α̃(α− 1)(1 + α̃(α− 1))− α̃2(α− 1)2

)
= a3

3α̃(α− 1)
(
1 + 2α̃(α− 1) + α̃2(α− 1)2

)
= a3

3α̃(α− 1)
(
1 + α̃(α− 1)

)2
6= 0,

ein Widerspruch!

(E1): Der Koeffizient von x1x2x3 ist

2(α̃a2
1b2 + α̃a1a3b2 − α̃2a2

1b2) = 2α̃a2
3b2(α2 − α− α̃α2)

= 2αα̃(−1 + α(1− α̃))

wobei wir a1 = −αa3 benutzt haben. Es ist also α = 1
1−α̃ , ein Widerspruch!

(E2): Der Koeffizient von x2
2x3 ist

−α̃a1b
2
2 − α̃2a2

1b2 = −α̃a1b2(b2 + α̃a1),

also b2 = −α̃a1 = αα̃a3. Der Koeffizient von x1x
2
2 ist

a1b
2
2 + a3b

2
2 − 2α̃a1b

2
2 − α̃2a2

1b2 = a3
3(−α3α̃2 + α2α̃2 + 2α3α̃3 − α3α̃3)

= a3
3α

2α̃2(1 + α(α̃− 1)) 6= 0,
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ein Widerspruch!

(F1): Der Koeffizient von x1x2x3 ist

2
(
a1b2c3 − b2c2

3 + α̃a2
1b2 − 2α̃a1b2c3 − α̃2a2

1b2
)

=2b2c
2
3

(
− α

α̃
− 1 +

α2

α̃
+ 2α− α2

)
=2

b2c
2
3

α̃

(
− α− α̃+ α2 + 2αα̃− α2α̃

)
=2

b2c
2
3

α̃

(
αα̃− α̃+ α2 − α+ αα̃− α2α̃

)
=2

b2c
2
3

α̃
(α− 1)(α̃+ α− αα̃)

wobei wir a1 = −α
α̃c3 verwendet haben. Es gilt also 0 = α̃ + α − αα̃ und somit

α = α̃
α̃−1 . Unter den Voraussetzungen folgt hieraus α = α̃ = 2.

(F2): Der Koeffizient von x2
2x3 ist

−b22c3 − b2c2
3 − α̃a1b

2
2 − 2α̃a1b2c3 − α̃2a2

1b2 = b2c3(−b2 − c3 + αb2 + 2αc3 − α2c3)

= b2c3(α− 1)(b2 − (α− 1)c3).

Es ist also b2 = (α− 1)c3. Der Koeffizient von x1x
2
2 ist

a1b
2
2 − 2b22c3 − b2c2

3 − 2α̃a1b
2
2 − 2α̃a1b2c3 − α̃2a2

1b2

=c3
3

(
− α

α̃
(α− 1)2 − 2(α− 1)2 − (α− 1) + 2α(α− 1)2 + 2α(α− 1)− α2(α− 1)

)
=c3

3

α− 1

α̃

(
− α(α− 1)− 2α̃(α− 1)− α̃+ 2αα̃(α− 1) + 2αα̃− α2α̃

)
=c3

3

(α− 1)2

α̃

(
− α− 2α̃+ α̃+ 2αα̃− αα̃

)
=c3

3

(α− 1)2

α̃

(
αα̃− α̃− α

)
.

Es ist also 0 = αα̃− α̃− α und somit wie oben α̃ = α = 2.

9.2. Metriken auf den 22-dimensionalen Beispielen

9.2.1. Die Torusbündel als homogene Räume

Es ist Eα ein T2-Prinzipalbündel über B := (CP2)5 (Die S1-Wirkung auf Ẽ × CP2

lässt sich auf Eα hochheben, siehe [HY76] und [Su63]). Da (CP2)5 ein homogener
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9.2. Metriken auf den 22-dimensionalen Beispielen

Raum von G̃ := SU(3)5 ist, lässt sich die Wirkung von G̃ nach [Ste61, Theorem 4.1]
zu einer mit der T2-Wirkung kommutierenden Wirkung auf Eα hochheben, und wir
erhalten, dass Eα ein homogener Raum von G := G̃×T2 ist. Im Folgenden wollen wir
die Struktur als homogener Raum genauer untersuchen und eine Familie homogener
Metriken auf Eα definieren.

Es seien K,H1 < G die durch K =
(
S(U(1) × U(2))

)5 × T2 und H1 =
(
S(U(1) ×

U(2))
)5 × {1} definierten Lieuntergruppen von G und π : Eα → B = G/K.

Es sei H = S(U(1)×U(2))5 ∼= U(2)5 und für einen Homomorphismus ρ : H → T2 sei
Hρ := {(h, ρ(h)) | h ∈ H} < K.

Lemma 9.5:
Der Stabilisator von x ∈ Eα hat die Form

Gx =
{

(g, ϕ(g))
∣∣∣ g ∈ G̃π(x)

}
für einen Liegruppenhomomorphismus ϕ : G̃π(x) → T2.

Insbesondere gilt Eα ∼= G/Hρ für eine der oben definierten Gruppen Hρ.

Beweis. Ist g ∈ G̃π(x), so ist π(x) = gπ(x) = π(gx). Es existiert also ein ϕ(g) =

t ∈ T2 mit x = tgx = gtx = (g, t)x. Da die Wirkungen kommutieren, ist ϕ ein
Homomorphismus. Da Stabilisatoren abgeschlossen sind, ist ϕ stetig und damit auch
differenzierbar.

Im Folgenden sei stets ρ : H → T2 ein Homomorphismus, so dass Eα = G/Hρ

gilt.

9.2.2. Homogene Metriken

Es sei 〈., .〉 die biinvariante Produktmetrik bezüglich biinvarianter Metriken auf G̃
und T2, konkret definiert durch

〈X,Y 〉 =
5∑
i=1

(−Spur(XiYi)) + a1b1 + a2b2

für X = (X1, . . . , X5, (a1, a2)), Y = (Y1, . . . , Y5, (b1, b2)) ∈ g = (
⊕5

i=1 su(3)) ⊕
t2.

Es sei g = k⊕m1 und k = hρ ⊕m2,ρ, wobei die Zerlegungen orthogonal bezüglich der
oben gewählten biinvarianten Metrik auf G seien. Wir erhalten für alle t > 0 dann
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9. Eine homogene Beispielfamilie

eine linksinvariante Metrik 〈., .〉t auf G, indem wir für X,Y ∈ g setzen

〈X,Y 〉t = 〈Xm1 , Ym1〉+ t2
〈
Xm2,ρ , Ym2,ρ

〉
+ t2

〈
Xhρ , Yhρ

〉
,

wobei die Indizes jeweils die (bezüglich 〈., .〉) orthogonale Projektion auf den entspre-
chenden Teilraum bezeichnen. Da die Teilräume invariant unter AdHρ sind, induziert
〈., .〉t eine Metrik auf Eα = G/Hρ. Da Hρ ein Normalteiler vonK ist, ist die Zerlegung
auch AdK-invariant. Damit induziert 〈., .〉t Metriken auf Eα und B, die wir mit gt
bezeichen wollen, so dass π : Eα → B eine Riemannsche Submersion ist. Ferner ist
die Metrik auf B unabhängig vom Parameter t.

9.2.3. Zusammenhangsformen und -metriken

Im Folgenden seien für g ∈ G und t ∈ T2 mit Lg und Rt die Links- bzw. Rechtswirkung
auf Eα und mit lg und rg die Links bzw. Rechtsmultiplikation auf G bezeichnet.

Es ist ι := ιg := (p ◦ lg)∗e |m1⊕m2,ρ =: m1 ⊕m2,ρ → TgHρ Eα ein Isomorphismus, wobei
p : G → G/Hρ die kanonische Projektion ist und Lg ◦ p = p ◦ lg gilt. Im folgenden
wollen wir diesen Isomorphismus nutzen um die Tangentialräume an Eα mit m1⊕m2,ρ

zu identifizieren. Der Vertikalraum wird dann identifiziert mit m2,ρ, denn π ◦ p ist die
kanonische Projektion G→ G/K.

Als Horizontalraum können wir m1
∼= (p◦ lg)∗em1 =: HgHρ wählen, denn es gilt

Rt∗HgHρ = (Rt ◦ p ◦ lg)∗em1 = (p ◦ r(e,t) ◦ lg)∗em1 = (p ◦ lg(e,t))∗em1 = HRt(gHρ).

Mit ρ∗∗ sei die adjungierte Abbildung von ρ∗ : s(u(1) × u(4))5 → t2 bezüglich der
Einschränkungen der Metrik g bezeichnet.

Lemma 9.6: (a) m2,ρ =
{

(−ρ∗∗v, v)
∣∣ v ∈ t2

}
.

(b) ι(−ρ∗∗v, v) = d
dt |t=0 (gHρ. exp(t(v + ρ∗ρ∗

∗v))) für alle v ∈ t2.

Beweis. Zu (a): Für v ∈ t2 gilt (−ρ∗∗v, v) ∈ k und ferner

g((−ρ∗∗v, v), (X, ρ∗X)) = 〈−ρ∗∗v,X〉G̃+〈ρ∗X, v〉T2 = 〈−v, ρ∗X〉T2 +〈ρ∗X, v〉T2 = 0.

Somit ist (−ρ∗∗v, v) ∈ m2,ρ und die Aussage folgt wegen Dimensionsgleichheit.
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Zu (b):

ιg(−ρ∗∗v, v) = (p ◦ lg)∗(−ρ∗∗v, v)

=
d

dt

∣∣∣
t=0

(g exp(−ρ∗∗v, v)Hρ)

=
d

dt

∣∣∣
t=0

(g exp(−ρ∗∗v, v) exp(ρ∗
∗v, ρ∗ρ∗

∗v)Hρ)

=
d

dt

∣∣∣
t=0

(g exp(0, v + ρ∗ρ∗
∗v)Hρ)

=
d

dt

∣∣∣
t=0

(g(1, exp(v + ρ∗ρ∗
∗v))Hρ)

=
d

dt

∣∣∣
t=0

(gHρ exp(v + ρ∗ρ∗
∗v))

Nach [KN63, Proposition 3.1] wird damit durch

γ : m1 ⊕m2,ρ → t2, X + (−ρ∗∗v, v) 7→ v + ρ∗ρ∗
∗v

eine Zusammenhangsform auf Eα definiert.

Wir definieren nun eine neue biinvariante Metrik b auf T2 durch b = (γ|−1
m2,ρ

)∗ 〈., .〉.
Die Zusammenhangsmetrik bezüglich γ, t2b und der von 〈., .〉 auf G/K induzierten
Metrik ist dann gerade die Metrik gt.

Wir haben also gezeigt

Lemma 9.7:
Die Metriken gt sind Zusammenhangsmetriken bezüglich dem Produkt der Fubini-
Study Metriken auf B und einer mit t2 skalierten biinvarianten Metrik b auf T2.

9.3. Krümmung der Metriken

Lemma 9.8:
Das Bild von ρ∗∗ ist in einer abelschen Unterliealgebra von h enthalten.

Beweis. Der Homomorphismus ρ : H → T2 lässt sich schreiben als ρ(A1, . . . , A5) =

ρ1(A1) · . . . · ρ5(A5) für Homomorphismen ρi : S(U(1)×U(2))→ T2.
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Weiter ist S(U(1)×U(2)) ∼= U(2) ∼= SU(2) o U(1), wobei

U(1) =

{(
e−iϕ

eiϕ
1

)∣∣∣∣ϕ ∈ R
}
⊂ U(2) ∼= S(U(1)×U(2)) ⊂ SU(3).

Da SU(2) einfach ist, gilt ρi|SU(2) = 1 und somit ρi∗|su(2) = 0. Damit ist

Bild(ρ∗
∗) ⊂ ker(ρ∗)

⊥ ⊂ (su(2)5)⊥ ⊂ (su(2)⊥)5 =
(
R ·
(−2i

i
i

))5
,

was eine abelsche Unterliealgebra ist.

Für r > 0 sei fr : g→ g, Xm1 +Xm2,ρ +Xhρ 7→ Xm1 + rXm2,ρ + rXhρ .

Lemma 9.9:
Es sei X ∈ g. Es gilt:

(a) [m1,m2,ρ] ⊆ [m1, k] ⊆ m1 und [k, k] ⊆ k

(b) [m2,ρ,m2,ρ] = {0} und [m1,m1] ⊆ k.

(c) ad∗tX = f 1
t2
◦ ad∗X ◦ft2

Beweis. Zu (a): Es ist m1 orthogonales Komplement von k bezüglich einer biinvarian-
ten Metrik und k eine Unterliealgebra von g.

Zu (b): Ist m̃1 ein orthogonales Komplement von s(u(1) × u(2)) in su(3), so ist
[m̃1, m̃1] ⊆ s(u(1) × u(2)) (siehe z.B. [Pet06, S. 248ff]), denn an der Darstellung
CP2 = SU(3)/S(U(1)×U(2)) lässt sich ablesen, dass CP2 ein symmetrischer Raum ist.
Hieraus folgt wegen m1 = m̃5

1×{0} sofort, dass [m1,m1] ⊆ k. Sind X = (ρ∗
∗v, v), Y =

(ρ∗
∗w,w) ∈ m2,ρ, so ist [X,Y ] = ([ρ∗

∗v, ρ∗
∗w], [v, w]) = (0, 0), da t2 abelsch ist, und

Bild(ρ∗
∗) in einer abelschen Unterliealgebra enthalten ist.

Zu (c): Es ist für X,Y, Z ∈ g:〈
ad∗tX Y, Z

〉
t

= 〈Y, [X,Z]〉t
= 〈Ym1 , [X,Z]〉+ t2

〈
Ym2,ρ , [X,Z]

〉
+ t2

〈
Yhρ , [X,Z]

〉
= 〈ft2(Y ), [X,Z]〉

= 〈ad∗X(ft2(Y )), Z〉 =
〈
f1/t2(ad∗X(ft2(Y ))), Z

〉
t
.

Es seien Xt = X1 + 1
tX2 und Y t = Y1 + 1

tY2 orthonormal bezüglich 〈., .〉t mit X1, Y1 ∈
m1 und X2, Y2 ∈ m2,ρ.
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Für die Schnittkrümmung eines homogenen Raums gilt die folgende Formel (siehe
[CE75, Formel (3.32)]):

secgt(p∗X
t, p∗Y

t) =
∥∥ad∗tXt Y

t + ad∗tY t X
t
∥∥2

t
−
〈
ad∗tXt X

t, ad∗tY t Y
t
〉

(9.1)

− 3

4

∥∥[Xt, Y t]m1⊕m2,ρ

∥∥2

t

− 1

2

(〈
[[Xt, Y t], Y t], Xt

〉
t
+
〈
[[Y t, Xt], Xt], Y t

〉
t

)
.

Für die darin auftretenden Terme gilt

Lemma 9.10:
Es ist

(a)
∥∥ad∗tXt Y

t + ad∗tY t X
t
∥∥2

t

= (t− 1
t )

2
(
‖[X1, Y2]‖2 + ‖[X2, Y1]‖2 − 2 〈[X1, Y2], [X2, Y1]〉

)
(b)

〈
ad∗tXt X

t, ad∗tY t Y
t
〉
t

= −(t− 1
t )

2 〈[X1, Y2], [X2, Y1]〉

(c)
∥∥[Xt, Y t]m1⊕m2,ρ

∥∥2

t

= t2
∥∥[X1, Y1]m2,ρ

∥∥2

+
1

t2

(
‖[X1, Y2]‖2 + ‖[X2, Y1]‖2 + 2 〈[X1, Y2], [X2, Y1]〉

)
(d) − 1

2

(〈
[[Xt, Y t], Y t], Xt

〉
t
+
〈
[[Y t, Xt], Xt], Y t

〉
t

)
= ‖[X1, Y1]‖2

+
1 + 1

t2

2

(
‖[X1, Y2]‖2 + ‖[X2, Y1]‖2 + 2 〈[X1, Y2], [X2, Y1]〉

)
Beweis. Zu (a): Es ist

ad∗tXt Y
t = ad∗tX1

Y t + 1
t ad∗tX2

Y t

= ad∗tX1
Y1 + 1

t ad∗tX1
Y2 + 1

t ad∗tX2
Y1 + 1

t2
ad∗tX2

Y2

= −
(

1
t [X1, Y1] + t[X1, Y2] + 1

t [X2, Y1] + 0
)

und somit

ad∗tXt Y
t + ad∗tY t X

t = −
(
(t− 1

t )[X1, Y2] + (1
t − t)[X2, Y1]

)
∈ m1,

woraus durch Bilden der Norm die Behauptung folgt.

Zu (b): Wie in (a) ist

ad∗tXt X
t = −(1

t [X1, X1] + t[X1, X2] + 1
t [X2, X1]) = −(t− 1

t )[X1, X2] ∈ m1,
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also〈
ad∗tXt X

t, ad∗tY t Y
t
〉
t

= (t− 1
t )

2 〈[X1, X2], [Y1, Y2]〉 = −(t− 1

t
)2 〈[X1, Y2], [X2, Y1]〉 ,

da

〈[X1, X2], [Y1, Y2]〉 = 〈X1, [X2, [Y1, Y2]]〉

= −〈X1, [Y2, [X2, Y1]]〉 − 〈X1, [Y1, [Y2, X2]]〉

= −〈[X1, Y2], [X2, Y1]〉 − 0.

Zu (c): Folgt aus

[Xt, Y t] = [X1, Y1]︸ ︷︷ ︸
∈k=m2,ρ⊕hρ

+1
t ([X1, Y2] + [X2, Y1])︸ ︷︷ ︸

∈m1

Zu (d): Es ist

[[Xt, Y t], Y t] = [[X1, Y1], Y1]︸ ︷︷ ︸
∈m1

+1
t [[X1, Y1], Y2]︸ ︷︷ ︸

∈k

+1
t ([[X1, Y2], Y1] + [[X2, Y1], Y1])︸ ︷︷ ︸

∈k

+ 1
t2

([[X1, Y2], Y2] + [[X2, Y1], Y2])︸ ︷︷ ︸
∈m1

und somit〈
[[Xt, Y t], Y t], Xt

〉
t

= 〈[[X1, Y1], Y1], X1〉+ 〈[[X1, Y1], Y2], X2〉

+ 〈[[X1, Y2], Y1] + [[X2, Y1], Y1], X2〉

+ 1
t2
〈[[X1, Y2], Y2] + [[X2, Y1], Y2], X1〉

= −‖[X1, Y1]‖2 − 〈[X1, Y1], [X2, Y2]〉

− 〈[X1, Y2], [X2, Y1]〉 − ‖[X2, Y1]‖2

− 1
t2
‖[X1, Y2]‖2 − 1

t2
〈[X1, Y2], [X2, Y1]〉

= −‖[X1, Y1]‖2 − ‖[X2, Y1]‖2 − 1
t2
‖[X1, Y2]‖2

− (1 + 1
t2

) 〈[X1, Y2], [X2, Y1]〉 ,

woraus die Behauptung folgt.

Hieraus folgt nun
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Proposition 9.11:
Für die Krümmung von (Eα, gt) gilt

secgt(p∗X
t, p∗Y

t) = ‖[X1, Y1]‖2 − 3
4 t

2
∥∥[X1, Y1]m2.ρ

∥∥2

+
(
t2 + 3

4t2
− 3

2

)
‖[X1, Y2]− [X2, Y1]‖2

+ t2 〈[X1, Y2], [X2, Y1]〉

und (Eα, gt) hat nichtnegative Schnittkrümmung für alle t ∈ (0, 1].

Beweis. Mit Formel 9.1 und Lemma 9.10 folgt

secgt(p∗X
t, p∗Y

t) = ‖[X1, Y1]‖2 − 3
4 t

2
∥∥[X1, Y1]m2.ρ

∥∥2

+

(
(t− 1

t )
2 − 3

4t2
+

1+
1
t2

2

)(
‖[X1, Y2]‖2 + ‖[X2, Y1]‖2

)
+
(
−2(t− 1

t )
2 + (t− 1

t )
2 − 2 3

4t2
+ 1 + 1

t2

)
〈[X1, Y2], [X2, Y1]〉

= ‖[X1, Y1]‖2 − 3
4 t

2
∥∥[X1, Y1]m2.ρ

∥∥2

+
(
t2 + 3

4t2
− 3

2

) (
‖[X1, Y2]‖2 + ‖[X2, Y1]‖2

)
−
(
t2 + 3

2t2
− 3
)
〈[X1, Y2], [X2, Y1]〉

= ‖[X1, Y1]‖2 − 3
4 t

2
∥∥[X1, Y1]m2.ρ

∥∥2

+
(
t2 + 3

4t2
− 3

2

) (
‖[X1, Y2]‖2 + ‖[X2, Y1]‖2

− 2 〈[X1, Y2], [X2, Y1]〉
)

+ t2 〈[X1, Y2], [X2, Y1]〉

= ‖[X1, Y1]‖2 − 3
4 t

2
∥∥[X1, Y1]m2.ρ

∥∥2

+
(
t2 + 3

4t2
− 3

2

)
‖[X1, Y2]− [X2, Y1]‖2

+ t2 〈[X1, Y2], [X2, Y1]〉

Da secg1(p∗X
1, p∗Y

1) ≥ 0, ist

〈[X1, Y2], [X2, Y1]〉 ≥ −‖[X1, Y1]‖2 + 3
4

∥∥[X1, Y1]m2.ρ

∥∥2 − 1
4 ‖[X1, Y2]− [X2, Y1]‖2 .

und damit

secgt(p∗X
t, p∗Y

t) ≥ (1− t2) ‖[X1, Y1]‖2 +
(

3
4(t2 + 1

t2
)− 3

2

)
‖[X1, Y2]− [X2, Y1]‖2 ≥ 0.
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Korollar 9.12:
Für alle t ∈ (0, 1] hat (Eα, gt) positive Riccikrümmung.

Beweis. Es sei Xi,t = Xi
1 + 1

tX
i
2, i = 1, . . . , 22, eine Orthonormalbasis von m1 ⊕m2,ρ

mit Xi
1 ∈ m1 und Xi

2 ∈ m2,ρ.

Dann ist

Ricgt(p∗X
1,t) =

22∑
i=2

secgt(p∗X
1,t, p∗X

i,t).

Wir erhalten einen Ausdruck analog zu dem aus dem Beweis der Proposition. Nach
Berestovskij in [Ber95] gilt zudem Ricg1(X1,1) > 0, da g1 normal homogen ist, und
wir erhalten die Abschätzung

22∑
i=2

〈
[X1

1 , X
i
2], [X1

2 , X
i
1]
〉
> −

22∑
i=2

∥∥[X1
1 , X

i
1]
∥∥2

+ 3
4

22∑
i=2

∥∥[X1
1 , X

i
1]m2.ρ

∥∥2

− 1
4

22∑
i=2

∥∥[X1
1 , X

i
2]− [X1

2 , X
i
1]
∥∥2
.

Dies liefert analog zum Beweis des Proposition Ric(p∗X
1,t) > 0.

Nach Satz 8.3, welchen wir aufgrund von Lemma 9.7 und der Tatsache, dass CP2

nichtnegativen Krümmungsoperator hat, anwenden können, hat (Eα, gt) fast nichtne-
gativen Krümmungsoperator für t→ 0.

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen.

Satz 9.13:
Es existieren unendlich viele einfach zusammenhängende, kompakte, homogene 22-
Mannigfaltigkeiten Eα mit paarweise nichtisomorphen komplexen Kohomologieringen,
auf denen Familien (gt)t∈(0,1] von homogenen Riemannschen Metriken existieren, so
dass (Eα, gt) fast nichtnegativen Krümmungsoperator für t→ 0 und für alle t ∈ (0, 1]

nichtnegative Schnitt- und positive Riccikrümmung hat.

Bemerkung 9.14: Durch Produktbildung mit Sphären erhalten wir auch in allen
Dimensionen ≥ 24 Beispiele mit fast nichtnegativem Krümmungsoperator, nichtne-
gativer Schnittkrümmung und positiver Riccikrümmung.

Beweis. Für Eα × Sn mit n ≥ 3 funktioniert derselbe Beweis.
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9.3. Krümmung der Metriken

Für n = 2 erhalten wir einen zusätzlichen Erzeuger z in der zweiten Kohomologie.
Für einen Isomorphismus ϕ : H2(Eα× S2)→ H2(Eα̃× S2) ist ϕ(z) ein Vielfaches von
dem entsprechenden Erzeuger z in H2(Eα̃ × S2), da dies die einzigen Elemente sind,
deren Quadrat verschwindet. Für die Erzeuger xi gilt, dass ϕ(xi) ∈ span{x1, x2, x3},
wie man an ϕ(xi)

3 = 0 und ϕ(xi) 6∈ span{z} sieht. Damit funktioniert der Beweis
dann auch wie oben.

Weiter gilt für die Krümmung von g1 (siehe auch [CE75, Korollar 3.33]), dass

sec(M,g1)(p∗X, p∗Y ) = 1
4

∥∥[X,Y ]m1⊕m2,ρ

∥∥2
+
∥∥[X,Y ]hρ

∥∥2
.

Somit ist
sec(M,g1) ≤ max

X,Y ∈g
X,Y orthonormal

‖[X,Y ]‖2 .

Insbesondere ist diese obere Schranke unabhängig von α. Ebenfalls unabhängig von
α lässt sich der Durchmesser von (Eα, g1) durch diam(G, 〈., .〉1) abschätzen und wir
erhalten folgenden Satz.

Satz 9.15:
Es existieren C,D > 0, so dass in Dimension 22 und jeder Dimension ≥ 24 unend-
lich viele kompakte, einfach zusammenhängende, homogene Riemannsche Mannigfal-
tigkeiten mit Schnittkrümmung 0 ≤ sec ≤ C, Riccikrümmung Ric > 0, Durchmesser
diam ≤ D und paarweise nichtisomorphen komplexen Kohomologieringen existieren.
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Anhänge
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A. Exponenten in Dimensionen 10 und
höher

Tabelle A.1.: Exponenten und Erzeugergrade kompakter, einfach zusammen-
hängender, rational elliptischer 10-Mannigfaltigkeiten (Computerberechnung)

Exponenten Erzeugergrade

(10.1) a = ( ), b = (2, 4) 3, 7
(10.2) a = ( ), b = (3, 3) 5, 5
(10.3) a = (1), b = (6) 2, 11
(10.4) a = (1), b = (2, 2, 3) 2, 3, 3, 5
(10.5) a = (2), b = (2, 2, 4) 3, 3, 4, 7
(10.6) a = (5), b = (10) 10, 19
(10.7) a = (1, 1), b = (2, 5) 2, 2, 3, 9
(10.8) a = (1, 1), b = (3, 4) 2, 2, 5, 7
(10.9) a = (1, 1), b = (2, 2, 2, 2) 2, 2, 3, 3, 3, 3
(10.10) a = (1, 2), b = (2, 6) 2, 3, 4, 11
(10.11) a = (1, 2), b = (4, 4) 2, 4, 7, 7
(10.12) a = (1, 3), b = (3, 6) 2, 5, 6, 11
(10.13) a = (1, 4), b = (2, 8) 2, 3, 8, 15
(10.14) a = (2, 3), b = (4, 6) 4, 6, 7, 11
(10.15) a = (1, 1, 1), b = (2, 2, 4) 2, 2, 2, 3, 3, 7
(10.16) a = (1, 1, 1), b = (2, 3, 3) 2, 2, 2, 3, 5, 5
(10.17) a = (1, 1, 2), b = (2, 3, 4) 2, 2, 3, 4, 5, 7
(10.18) a = (1, 1, 3), b = (2, 2, 6) 2, 2, 3, 3, 6, 11
(10.19) a = (1, 2, 2), b = (2, 4, 4) 2, 3, 4, 4, 7, 7
(10.20) a = (1, 1, 1, 1), b = (2, 2, 2, 3) 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 5
(10.21) a = (1, 1, 1, 2), b = (2, 2, 2, 4) 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 7
(10.22) a = (1, 1, 1, 1, 1), b = (2, 2, 2, 2, 2) 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3
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A. Exponenten in Dimensionen 10 und höher

Tabelle A.2.: Exponenten und Erzeugergrade kompakter, einfach zusammen-
hängender, rational elliptischer 11-Mannigfaltigkeiten (Computerberechnung)

Exponenten Erzeugergrade

(11.1) a = ( ), b = (6) 11
(11.2) a = ( ), b = (2, 2, 3) 3, 3, 5
(11.3) a = (1), b = (2, 5) 2, 3, 9
(11.4) a = (1), b = (3, 4) 2, 5, 7
(11.5) a = (1), b = (2, 2, 2, 2) 2, 3, 3, 3, 3
(11.6) a = (2), b = (2, 6) 3, 4, 11
(11.7) a = (2), b = (4, 4) 4, 7, 7
(11.8) a = (3), b = (3, 6) 5, 6, 11
(11.9) a = (4), b = (2, 8) 3, 8, 15
(11.10) a = (1, 1), b = (2, 2, 4) 2, 2, 3, 3, 7
(11.11) a = (1, 1), b = (2, 3, 3) 2, 2, 3, 5, 5
(11.12) a = (1, 2), b = (2, 3, 4) 2, 3, 4, 5, 7
(11.13) a = (1, 3), b = (2, 2, 6) 2, 3, 3, 6, 11
(11.14) a = (2, 2), b = (2, 4, 4) 3, 4, 4, 7, 7
(11.15) a = (1, 1, 1), b = (2, 2, 2, 3) 2, 2, 2, 3, 3, 3, 5
(11.16) a = (1, 1, 2), b = (2, 2, 2, 4) 2, 2, 3, 3, 3, 4, 7
(11.17) a = (1, 1, 1, 1), b = (2, 2, 2, 2, 2) 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3
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A. Exponenten in Dimensionen 10 und höher

Tabelle A.3.: Exponenten und Erzeugergrade kompakter, einfach zusammen-
hängender, rational elliptischer 12-Mannigfaltigkeiten (Computerberechnung)

Exponenten Erzeugergrade

(12.1) a = ( ), b = (2, 5) 3, 9
(12.2) a = ( ), b = (3, 4) 5, 7
(12.3) a = ( ), b = (2, 2, 2, 2) 3, 3, 3, 3
(12.4) a = (1), b = (7) 2, 13
(12.5) a = (1), b = (2, 2, 4) 2, 3, 3, 7
(12.6) a = (1), b = (2, 3, 3) 2, 3, 5, 5
(12.7) a = (2), b = (8) 4, 15
(12.8) a = (2), b = (2, 3, 4) 3, 4, 5, 7
(12.9) a = (3), b = (9) 6, 17
(12.10) a = (3), b = (2, 2, 6) 3, 3, 6, 11
(12.11) a = (6), b = (12) 12, 23
(12.12) a = (1, 1), b = (2, 6) 2, 2, 3, 11
(12.13) a = (1, 1), b = (3, 5) 2, 2, 5, 9
(12.14) a = (1, 1), b = (4, 4) 2, 2, 7, 7
(12.15) a = (1, 1), b = (2, 2, 2, 3) 2, 2, 3, 3, 3, 5
(12.16) a = (1, 2), b = (3, 6) 2, 4, 5, 11
(12.17) a = (1, 2), b = (4, 5) 2, 4, 7, 9
(12.18) a = (1, 2), b = (2, 2, 2, 4) 2, 3, 3, 3, 4, 7
(12.19) a = (1, 3), b = (4, 6) 2, 6, 7, 11
(12.20) a = (1, 4), b = (3, 8) 2, 5, 8, 15
(12.21) a = (1, 5), b = (2, 10) 2, 3, 10, 19
(12.22) a = (2, 2), b = (4, 6) 4, 4, 7, 11
(12.23) a = (2, 3), b = (5, 6) 4, 6, 9, 11
(12.24) a = (2, 4), b = (4, 8) 4, 7, 8, 15
(12.25) a = (3, 3), b = (6, 6) 6, 6, 11, 11
(12.26) a = (1, 1, 1), b = (2, 2, 5) 2, 2, 2, 3, 3, 9
(12.27) a = (1, 1, 1), b = (2, 3, 4) 2, 2, 2, 3, 5, 7
(12.28) a = (1, 1, 1), b = (3, 3, 3) 2, 2, 2, 5, 5, 5
(12.29) a = (1, 1, 1), b = (2, 2, 2, 2, 2) 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3
(12.30) a = (1, 1, 2), b = (2, 2, 6) 2, 2, 3, 3, 4, 11
(12.31) a = (1, 1, 2), b = (2, 4, 4) 2, 2, 3, 4, 7, 7
(12.32) a = (1, 1, 2), b = (3, 3, 4) 2, 2, 4, 5, 5, 7
(12.33) a = (1, 1, 3), b = (2, 3, 6) 2, 2, 3, 5, 6, 11
(12.34) a = (1, 1, 4), b = (2, 2, 8) 2, 2, 3, 3, 8, 15
(12.35) a = (1, 2, 2), b = (3, 4, 4) 2, 4, 4, 5, 7, 7
(12.36) a = (1, 2, 3), b = (2, 4, 6) 2, 3, 4, 6, 7, 11
(12.37) a = (2, 2, 2), b = (4, 4, 4) 4, 4, 4, 7, 7, 7

wird auf nächster Seite fortgesetzt
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A. Exponenten in Dimensionen 10 und höher

Tabelle A.3.: (fortgesetzt)

Exponenten Erzeugergrade

(12.38) a = (1, 1, 1, 1), b = (2, 2, 2, 4) 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 7
(12.39) a = (1, 1, 1, 1), b = (2, 2, 3, 3) 2, 2, 2, 2, 3, 3, 5, 5
(12.40) a = (1, 1, 1, 2), b = (2, 2, 3, 4) 2, 2, 2, 3, 3, 4, 5, 7
(12.41) a = (1, 1, 1, 3), b = (2, 2, 2, 6) 2, 2, 2, 3, 3, 3, 6, 11
(12.42) a = (1, 1, 2, 2), b = (2, 2, 4, 4) 2, 2, 3, 3, 4, 4, 7, 7
(12.43) a = (1, 1, 1, 1, 1), b = (2, 2, 2, 2, 3) 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 5
(12.44) a = (1, 1, 1, 1, 2), b = (2, 2, 2, 2, 4) 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 4, 7
(12.45) a = (1, 1, 1, 1, 1, 1), b = (2, 2, 2, 2, 2, 2) 2, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 3
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A. Exponenten in Dimensionen 10 und höher

Tabelle A.4.: Exponenten und Erzeugergrade kompakter, einfach zusammen-
hängender, rational elliptischer 13-Mannigfaltigkeiten (Computerberechnung)

Exponenten Erzeugergrade

(13.1) a = ( ), b = (7) 13
(13.2) a = ( ), b = (2, 2, 4) 3,3,7
(13.3) a = ( ), b = (2, 3, 3) 3,5,5
(13.4) a = (1), b = (2, 6) 2,3,11
(13.5) a = (1), b = (3, 5) 2,5,9
(13.6) a = (1), b = (4, 4) 2,7,7
(13.7) a = (1), b = (2, 2, 2, 3) 2,3,3,3,5
(13.8) a = (2), b = (3, 6) 4,5,11
(13.9) a = (2), b = (4, 5) 4,7,9
(13.10) a = (2), b = (2, 2, 2, 4) 3,3,3,4,7
(13.11) a = (3), b = (4, 6) 6,7,11
(13.12) a = (4), b = (3, 8) 5,8,15
(13.13) a = (5), b = (2, 10) 3,10,19
(13.14) a = (1, 1), b = (2, 2, 5) 2,2,3,3,9
(13.15) a = (1, 1), b = (2, 3, 4) 2,2,3,5,7
(13.16) a = (1, 1), b = (3, 3, 3) 2,2,5,5,5
(13.17) a = (1, 1), b = (2, 2, 2, 2, 2) 2,2,3,3,3,3,3
(13.18) a = (1, 2), b = (2, 2, 6) 2,3,3,4,11
(13.19) a = (1, 2), b = (2, 4, 4) 2,3,4,7,7
(13.20) a = (1, 2), b = (3, 3, 4) 2,4,5,5,7
(13.21) a = (1, 3), b = (2, 3, 6) 2,3,5,6,11
(13.22) a = (1, 4), b = (2, 2, 8) 2,3,3,8,15
(13.23) a = (2, 2), b = (3, 4, 4) 4,4,5,7,7
(13.24) a = (2, 3), b = (2, 4, 6) 3,4,6,7,11
(13.25) a = (1, 1, 1), b = (2, 2, 2, 4) 2,2,2,3,3,3,7
(13.26) a = (1, 1, 1), b = (2, 2, 3, 3) 2,2,2,3,3,5,5
(13.27) a = (1, 1, 2), b = (2, 2, 3, 4) 2,2,3,3,4,5,7
(13.28) a = (1, 1, 3), b = (2, 2, 2, 6) 2,2,3,3,3,6,11
(13.29) a = (1, 2, 2), b = (2, 2, 4, 4) 2,3,3,4,4,7,7
(13.30) a = (1, 1, 1, 1), b = (2, 2, 2, 2, 3) 2,2,2,2,3,3,3,3,5
(13.31) a = (1, 1, 1, 2), b = (2, 2, 2, 2, 4) 2,2,2,3,3,3,3,4,7
(13.32) a = (1, 1, 1, 1, 1),b=b = (2, 2, 2, 2, 2, 2) 2,2,2,2,2,3,3,3,3,3,3
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A. Exponenten in Dimensionen 10 und höher

Tabelle A.5.: Exponenten und Erzeugergrade kompakter, einfach zusammen-
hängender, rational elliptischer 14-Mannigfaltigkeiten (Computerberechnung)

Exponenten Erzeugergrade

(14.1) a = (), b = (2, 6) 3, 11
(14.2) a = (), b = (3, 5) 5, 9
(14.3) a = (), b = (4, 4) 7, 7
(14.4) a = (), b = (2, 2, 2, 3) 3, 3, 3, 5
(14.5) a = (1), b = (8) 2, 15
(14.6) a = (1), b = (2, 2, 5) 2, 3, 3, 9
(14.7) a = (1), b = (2, 3, 4) 2, 3, 5, 7
(14.8) a = (1), b = (3, 3, 3) 2, 5, 5, 5
(14.9) a = (1), b = (2, 2, 2, 2, 2) 2, 3, 3, 3, 3, 3
(14.10) a = (2), b = (2, 2, 6) 3, 3, 4, 11
(14.11) a = (2), b = (2, 4, 4) 3, 4, 7, 7
(14.12) a = (2), b = (3, 3, 4) 4, 5, 5, 7
(14.13) a = (3), b = (2, 3, 6) 3, 5, 6, 11
(14.14) a = (4), b = (2, 2, 8) 3, 3, 8, 15
(14.15) a = (7), b = (14) 14, 27
(14.16) a = (1, 1), b = (2, 7) 2, 2, 3, 13
(14.17) a = (1, 1), b = (3, 6) 2, 2, 5, 11
(14.18) a = (1, 1), b = (4, 5) 2, 2, 7, 9
(14.19) a = (1, 1), b = (2, 2, 2, 4) 2, 2, 3, 3, 3, 7
(14.20) a = (1, 1), b = (2, 2, 3, 3) 2, 2, 3, 3, 5, 5
(14.21) a = (1, 2), b = (2, 8) 2, 3, 4, 15
(14.22) a = (1, 2), b = (4, 6) 2, 4, 7, 11
(14.23) a = (1, 2), b = (2, 2, 3, 4) 2, 3, 3, 4, 5, 7
(14.24) a = (1, 3), b = (2, 9) 2, 3, 6, 17
(14.25) a = (1, 3), b = (5, 6) 2, 6, 9, 11
(14.26) a = (1, 3), b = (2, 2, 2, 6) 2, 3, 3, 3, 6, 11
(14.27) a = (1, 4), b = (4, 8) 2, 7, 8, 15
(14.28) a = (1, 5), b = (3, 10) 2, 5, 10, 19
(14.29) a = (1, 6), b = (2, 12) 2, 3, 12, 23
(14.30) a = (2, 2), b = (2, 2, 4, 4) 3, 3, 4, 4, 7, 7
(14.31) a = (2, 3), b = (6, 6) 4, 6, 11, 11
(14.32) a = (2, 5), b = (4, 10) 4, 7, 10, 19
(14.33) a = (3, 4), b = (6, 8) 6, 8, 11, 15
(14.34) a = (1, 1, 1), b = (2, 2, 6) 2, 2, 2, 3, 3, 11
(14.35) a = (1, 1, 1), b = (2, 3, 5) 2, 2, 2, 3, 5, 9
(14.36) a = (1, 1, 1), b = (2, 4, 4) 2, 2, 2, 3, 7, 7
(14.37) a = (1, 1, 1), b = (3, 3, 4) 2, 2, 2, 5, 5, 7

wird auf nächster Seite fortgesetzt
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A. Exponenten in Dimensionen 10 und höher

Tabelle A.5.: (fortgesetzt)

Exponenten Erzeugergrade

(14.38) a = (1, 1, 1), b = (2, 2, 2, 2, 3) 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 5
(14.39) a = (1, 1, 2), b = (2, 3, 6) 2, 2, 3, 4, 5, 11
(14.40) a = (1, 1, 2), b = (2, 4, 5) 2, 2, 3, 4, 7, 9
(14.41) a = (1, 1, 2), b = (3, 4, 4) 2, 2, 4, 5, 7, 7
(14.42) a = (1, 1, 2), b = (2, 2, 2, 2, 4) 2, 2, 3, 3, 3, 3, 4, 7
(14.43) a = (1, 1, 3), b = (2, 4, 6) 2, 2, 3, 6, 7, 11
(14.44) a = (1, 1, 3), b = (3, 3, 6) 2, 2, 5, 5, 6, 11
(14.45) a = (1, 1, 4), b = (2, 3, 8) 2, 2, 3, 5, 8, 15
(14.46) a = (1, 1, 5), b = (2, 2, 10) 2, 2, 3, 3, 10, 19
(14.47) a = (1, 2, 2), b = (2, 4, 6) 2, 3, 4, 4, 7, 11
(14.48) a = (1, 2, 2), b = (4, 4, 4) 2, 4, 4, 7, 7, 7
(14.49) a = (1, 2, 3), b = (2, 5, 6) 2, 3, 4, 6, 9, 11
(14.50) a = (1, 2, 3), b = (3, 4, 6) 2, 4, 5, 6, 7, 11
(14.51) a = (1, 2, 4), b = (2, 4, 8) 2, 3, 4, 7, 8, 15
(14.52) a = (1, 3, 3), b = (2, 6, 6) 2, 3, 6, 6, 11, 11
(14.53) a = (2, 2, 3), b = (4, 4, 6) 4, 4, 6, 7, 7, 11
(14.54) a = (1, 1, 1, 1), b = (2, 2, 2, 5) 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 9
(14.55) a = (1, 1, 1, 1), b = (2, 2, 3, 4) 2, 2, 2, 2, 3, 3, 5, 7
(14.56) a = (1, 1, 1, 1), b = (2, 3, 3, 3) 2, 2, 2, 2, 3, 5, 5, 5
(14.57) a = (1, 1, 1, 1), b = (2, 2, 2, 2, 2, 2) 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 3
(14.58) a = (1, 1, 1, 2), b = (2, 2, 2, 6) 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 11
(14.59) a = (1, 1, 1, 2), b = (2, 2, 4, 4) 2, 2, 2, 3, 3, 4, 7, 7
(14.60) a = (1, 1, 1, 2), b = (2, 3, 3, 4) 2, 2, 2, 3, 4, 5, 5, 7
(14.61) a = (1, 1, 1, 3), b = (2, 2, 3, 6) 2, 2, 2, 3, 3, 5, 6, 11
(14.62) a = (1, 1, 1, 4), b = (2, 2, 2, 8) 2, 2, 2, 3, 3, 3, 8, 15
(14.63) a = (1, 1, 2, 2), b = (2, 3, 4, 4) 2, 2, 3, 4, 4, 5, 7, 7
(14.64) a = (1, 1, 2, 3), b = (2, 2, 4, 6) 2, 2, 3, 3, 4, 6, 7, 11
(14.65) a = (1, 2, 2, 2), b = (2, 4, 4, 4) 2, 3, 4, 4, 4, 7, 7, 7
(14.66) a = (1, 1, 1, 1, 1), b = (2, 2, 2, 2, 4) 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 7
(14.67) a = (1, 1, 1, 1, 1), b = (2, 2, 2, 3, 3) 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 5, 5
(14.68) a = (1, 1, 1, 1, 2), b = (2, 2, 2, 3, 4) 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 5, 7
(14.69) a = (1, 1, 1, 1, 3), b = (2, 2, 2, 2, 6) 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 6, 11
(14.70) a = (1, 1, 1, 2, 2), b = (2, 2, 2, 4, 4) 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 7, 7
(14.71) a = (1, 1, 1, 1, 1, 1), b = (2, 2, 2, 2, 2, 3) 2, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 5
(14.72) a = (1, 1, 1, 1, 1, 2), b = (2, 2, 2, 2, 2, 4) 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 4, 7
(14.73) a = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1),

b = (2, 2, 2, 2, 2, 2, 2)
2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3,
3, 3
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A. Exponenten in Dimensionen 10 und höher

Tabelle A.6.: Exponenten und Erzeugergrade kompakter, einfach zusammen-
hängender, rational elliptischer 15-Mannigfaltigkeiten (Computerberechnung)

Exponenten Erzeugergrade

(15.1) a = (), b = (8) 15
(15.2) a = (), b = (2, 2, 5) 3, 3, 9
(15.3) a = (), b = (2, 3, 4) 3, 5, 7
(15.4) a = (), b = (3, 3, 3) 5, 5, 5
(15.5) a = (), b = (2, 2, 2, 2, 2) 3, 3, 3, 3, 3
(15.6) a = (1), b = (2, 7) 2, 3, 13
(15.7) a = (1), b = (3, 6) 2, 5, 11
(15.8) a = (1), b = (4, 5) 2, 7, 9
(15.9) a = (1), b = (2, 2, 2, 4) 2, 3, 3, 3, 7
(15.10) a = (1), b = (2, 2, 3, 3) 2, 3, 3, 5, 5
(15.11) a = (2), b = (2, 8) 3, 4, 15
(15.12) a = (2), b = (4, 6) 4, 7, 11
(15.13) a = (2), b = (2, 2, 3, 4) 3, 3, 4, 5, 7
(15.14) a = (3), b = (2, 9) 3, 6, 17
(15.15) a = (3), b = (5, 6) 6, 9, 11
(15.16) a = (3), b = (2, 2, 2, 6) 3, 3, 3, 6, 11
(15.17) a = (4), b = (4, 8) 7, 8, 15
(15.18) a = (5), b = (3, 10) 5, 10, 19
(15.19) a = (6), b = (2, 12) 3, 12, 23
(15.20) a = (1, 1), b = (2, 2, 6) 2, 2, 3, 3, 11
(15.21) a = (1, 1), b = (2, 3, 5) 2, 2, 3, 5, 9
(15.22) a = (1, 1), b = (2, 4, 4) 2, 2, 3, 7, 7
(15.23) a = (1, 1), b = (3, 3, 4) 2, 2, 5, 5, 7
(15.24) a = (1, 1), b = (2, 2, 2, 2, 3) 2, 2, 3, 3, 3, 3, 5
(15.25) a = (1, 2), b = (2, 3, 6) 2, 3, 4, 5, 11
(15.26) a = (1, 2), b = (2, 4, 5) 2, 3, 4, 7, 9
(15.27) a = (1, 2), b = (3, 4, 4) 2, 4, 5, 7, 7
(15.28) a = (1, 2), b = (2, 2, 2, 2, 4) 2, 3, 3, 3, 3, 4, 7
(15.29) a = (1, 3), b = (2, 4, 6) 2, 3, 6, 7, 11
(15.30) a = (1, 3), b = (3, 3, 6) 2, 5, 5, 6, 11
(15.31) a = (1, 4), b = (2, 3, 8) 2, 3, 5, 8, 15
(15.32) a = (1, 5), b = (2, 2, 10) 2, 3, 3, 10, 19
(15.33) a = (2, 2), b = (2, 4, 6) 3, 4, 4, 7, 11
(15.34) a = (2, 2), b = (4, 4, 4) 4, 4, 7, 7, 7
(15.35) a = (2, 3), b = (2, 5, 6) 3, 4, 6, 9, 11
(15.36) a = (2, 3), b = (3, 4, 6) 4, 5, 6, 7, 11
(15.37) a = (2, 4), b = (2, 4, 8) 3, 4, 7, 8, 15

wird auf nächster Seite fortgesetzt
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A. Exponenten in Dimensionen 10 und höher

Tabelle A.6.: (fortgesetzt)

Exponenten Erzeugergrade

(15.38) a = (3, 3), b = (2, 6, 6) 3, 6, 6, 11, 11
(15.39) a = (1, 1, 1), b = (2, 2, 2, 5) 2, 2, 2, 3, 3, 3, 9
(15.40) a = (1, 1, 1), b = (2, 2, 3, 4) 2, 2, 2, 3, 3, 5, 7
(15.41) a = (1, 1, 1), b = (2, 3, 3, 3) 2, 2, 2, 3, 5, 5, 5
(15.42) a = (1, 1, 1), b = (2, 2, 2, 2, 2, 2) 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 3
(15.43) a = (1, 1, 2), b = (2, 2, 2, 6) 2, 2, 3, 3, 3, 4, 11
(15.44) a = (1, 1, 2), b = (2, 2, 4, 4) 2, 2, 3, 3, 4, 7, 7
(15.45) a = (1, 1, 2), b = (2, 3, 3, 4) 2, 2, 3, 4, 5, 5, 7
(15.46) a = (1, 1, 3), b = (2, 2, 3, 6) 2, 2, 3, 3, 5, 6, 11
(15.47) a = (1, 1, 4), b = (2, 2, 2, 8) 2, 2, 3, 3, 3, 8, 15
(15.48) a = (1, 2, 2), b = (2, 3, 4, 4) 2, 3, 4, 4, 5, 7, 7
(15.49) a = (1, 2, 3), b = (2, 2, 4, 6) 2, 3, 3, 4, 6, 7, 11
(15.50) a = (2, 2, 2), b = (2, 4, 4, 4) 3, 4, 4, 4, 7, 7, 7
(15.51) a = (1, 1, 1, 1), b = (2, 2, 2, 2, 4) 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 7
(15.52) a = (1, 1, 1, 1), b = (2, 2, 2, 3, 3) 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 5, 5
(15.53) a = (1, 1, 1, 2), b = (2, 2, 2, 3, 4) 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 5, 7
(15.54) a = (1, 1, 1, 3), b = (2, 2, 2, 2, 6) 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 6, 11
(15.55) a = (1, 1, 2, 2), b = (2, 2, 2, 4, 4) 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 7, 7
(15.56) a = (1, 1, 1, 1, 1), b = (2, 2, 2, 2, 2, 3) 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 5
(15.57) a = (1, 1, 1, 1, 2), b = (2, 2, 2, 2, 2, 4) 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 4, 7
(15.58) a = (1, 1, 1, 1, 1, 1),

b = (2, 2, 2, 2, 2, 2, 2)
2, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3

111



A. Exponenten in Dimensionen 10 und höher

Tabelle A.7.: Exponenten und Erzeugergrade kompakter, einfach zusammen-
hängender, rational elliptischer 16-Mannigfaltigkeiten (Computerberechnung)

Exponenten Erzeugergrade

(16.1) a = (), b = (2, 7) 3, 13
(16.2) a = (), b = (3, 6) 5, 11
(16.3) a = (), b = (4, 5) 7, 9
(16.4) a = (), b = (2, 2, 2, 4) 3, 3, 3, 7
(16.5) a = (), b = (2, 2, 3, 3) 3, 3, 5, 5
(16.6) a = (1), b = (9) 2, 17
(16.7) a = (1), b = (2, 2, 6) 2, 3, 3, 11
(16.8) a = (1), b = (2, 3, 5) 2, 3, 5, 9
(16.9) a = (1), b = (2, 4, 4) 2, 3, 7, 7
(16.10) a = (1), b = (3, 3, 4) 2, 5, 5, 7
(16.11) a = (1), b = (2, 2, 2, 2, 3) 2, 3, 3, 3, 3, 5
(16.12) a = (2), b = (10) 4, 19
(16.13) a = (2), b = (2, 3, 6) 3, 4, 5, 11
(16.14) a = (2), b = (2, 4, 5) 3, 4, 7, 9
(16.15) a = (2), b = (3, 4, 4) 4, 5, 7, 7
(16.16) a = (2), b = (2, 2, 2, 2, 4) 3, 3, 3, 3, 4, 7
(16.17) a = (3), b = (2, 4, 6) 3, 6, 7, 11
(16.18) a = (3), b = (3, 3, 6) 5, 5, 6, 11
(16.19) a = (4), b = (12) 8, 23
(16.20) a = (4), b = (2, 3, 8) 3, 5, 8, 15
(16.21) a = (5), b = (2, 2, 10) 3, 3, 10, 19
(16.22) a = (8), b = (16) 16, 31
(16.23) a = (1, 1), b = (2, 8) 2, 2, 3, 15
(16.24) a = (1, 1), b = (3, 7) 2, 2, 5, 13
(16.25) a = (1, 1), b = (4, 6) 2, 2, 7, 11
(16.26) a = (1, 1), b = (5, 5) 2, 2, 9, 9
(16.27) a = (1, 1), b = (2, 2, 2, 5) 2, 2, 3, 3, 3, 9
(16.28) a = (1, 1), b = (2, 2, 3, 4) 2, 2, 3, 3, 5, 7
(16.29) a = (1, 1), b = (2, 3, 3, 3) 2, 2, 3, 5, 5, 5
(16.30) a = (1, 1), b = (2, 2, 2, 2, 2, 2) 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 3
(16.31) a = (1, 2), b = (3, 8) 2, 4, 5, 15
(16.32) a = (1, 2), b = (4, 7) 2, 4, 7, 13
(16.33) a = (1, 2), b = (5, 6) 2, 4, 9, 11
(16.34) a = (1, 2), b = (2, 2, 2, 6) 2, 3, 3, 3, 4, 11
(16.35) a = (1, 2), b = (2, 2, 4, 4) 2, 3, 3, 4, 7, 7
(16.36) a = (1, 2), b = (2, 3, 3, 4) 2, 3, 4, 5, 5, 7
(16.37) a = (1, 3), b = (3, 9) 2, 5, 6, 17

wird auf nächster Seite fortgesetzt

112



A. Exponenten in Dimensionen 10 und höher

Tabelle A.7.: (fortgesetzt)

Exponenten Erzeugergrade

(16.38) a = (1, 3), b = (6, 6) 2, 6, 11, 11
(16.39) a = (1, 3), b = (2, 2, 3, 6) 2, 3, 3, 5, 6, 11
(16.40) a = (1, 4), b = (5, 8) 2, 8, 9, 15
(16.41) a = (1, 4), b = (2, 2, 2, 8) 2, 3, 3, 3, 8, 15
(16.42) a = (1, 5), b = (4, 10) 2, 7, 10, 19
(16.43) a = (1, 6), b = (3, 12) 2, 5, 12, 23
(16.44) a = (1, 7), b = (2, 14) 2, 3, 14, 27
(16.45) a = (2, 2), b = (4, 8) 4, 4, 7, 15
(16.46) a = (2, 2), b = (6, 6) 4, 4, 11, 11
(16.47) a = (2, 2), b = (2, 3, 4, 4) 3, 4, 4, 5, 7, 7
(16.48) a = (2, 3), b = (4, 9) 4, 6, 7, 17
(16.49) a = (2, 3), b = (6, 7) 4, 6, 11, 13
(16.50) a = (2, 3), b = (2, 2, 4, 6) 3, 3, 4, 6, 7, 11
(16.51) a = (2, 4), b = (6, 8) 4, 8, 11, 15
(16.52) a = (2, 6), b = (4, 12) 4, 7, 12, 23
(16.53) a = (3, 5), b = (6, 10) 6, 10, 11, 19
(16.54) a = (4, 4), b = (8, 8) 8, 8, 15, 15
(16.55) a = (1, 1, 1), b = (2, 2, 7) 2, 2, 2, 3, 3, 13
(16.56) a = (1, 1, 1), b = (2, 3, 6) 2, 2, 2, 3, 5, 11
(16.57) a = (1, 1, 1), b = (2, 4, 5) 2, 2, 2, 3, 7, 9
(16.58) a = (1, 1, 1), b = (3, 3, 5) 2, 2, 2, 5, 5, 9
(16.59) a = (1, 1, 1), b = (3, 4, 4) 2, 2, 2, 5, 7, 7
(16.60) a = (1, 1, 1), b = (2, 2, 2, 2, 4) 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 7
(16.61) a = (1, 1, 1), b = (2, 2, 2, 3, 3) 2, 2, 2, 3, 3, 3, 5, 5
(16.62) a = (1, 1, 2), b = (2, 2, 8) 2, 2, 3, 3, 4, 15
(16.63) a = (1, 1, 2), b = (2, 4, 6) 2, 2, 3, 4, 7, 11
(16.64) a = (1, 1, 2), b = (3, 3, 6) 2, 2, 4, 5, 5, 11
(16.65) a = (1, 1, 2), b = (3, 4, 5) 2, 2, 4, 5, 7, 9
(16.66) a = (1, 1, 2), b = (4, 4, 4) 2, 2, 4, 7, 7, 7
(16.67) a = (1, 1, 2), b = (2, 2, 2, 3, 4) 2, 2, 3, 3, 3, 4, 5, 7
(16.68) a = (1, 1, 3), b = (2, 2, 9) 2, 2, 3, 3, 6, 17
(16.69) a = (1, 1, 3), b = (2, 5, 6) 2, 2, 3, 6, 9, 11
(16.70) a = (1, 1, 3), b = (3, 4, 6) 2, 2, 5, 6, 7, 11
(16.71) a = (1, 1, 3), b = (2, 2, 2, 2, 6) 2, 2, 3, 3, 3, 3, 6, 11
(16.72) a = (1, 1, 4), b = (2, 4, 8) 2, 2, 3, 7, 8, 15
(16.73) a = (1, 1, 4), b = (3, 3, 8) 2, 2, 5, 5, 8, 15
(16.74) a = (1, 1, 5), b = (2, 3, 10) 2, 2, 3, 5, 10, 19
(16.75) a = (1, 1, 6), b = (2, 2, 12) 2, 2, 3, 3, 12, 23

wird auf nächster Seite fortgesetzt

113



A. Exponenten in Dimensionen 10 und höher

Tabelle A.7.: (fortgesetzt)

Exponenten Erzeugergrade

(16.76) a = (1, 2, 2), b = (3, 4, 6) 2, 4, 4, 5, 7, 11
(16.77) a = (1, 2, 2), b = (4, 4, 5) 2, 4, 4, 7, 7, 9
(16.78) a = (1, 2, 2), b = (2, 2, 2, 4, 4) 2, 3, 3, 3, 4, 4, 7, 7
(16.79) a = (1, 2, 3), b = (2, 6, 6) 2, 3, 4, 6, 11, 11
(16.80) a = (1, 2, 3), b = (3, 5, 6) 2, 4, 5, 6, 9, 11
(16.81) a = (1, 2, 3), b = (4, 4, 6) 2, 4, 6, 7, 7, 11
(16.82) a = (1, 2, 4), b = (3, 4, 8) 2, 4, 5, 7, 8, 15
(16.83) a = (1, 2, 5), b = (2, 4, 10) 2, 3, 4, 7, 10, 19
(16.84) a = (1, 3, 3), b = (3, 6, 6) 2, 5, 6, 6, 11, 11
(16.85) a = (1, 3, 4), b = (2, 6, 8) 2, 3, 6, 8, 11, 15
(16.86) a = (2, 2, 2), b = (4, 4, 6) 4, 4, 4, 7, 7, 11
(16.87) a = (2, 2, 3), b = (4, 5, 6) 4, 4, 6, 7, 9, 11
(16.88) a = (2, 2, 4), b = (4, 4, 8) 4, 4, 7, 7, 8, 15
(16.89) a = (2, 3, 3), b = (4, 6, 6) 4, 6, 6, 7, 11, 11
(16.90) a = (1, 1, 1, 1), b = (2, 2, 2, 6) 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 11
(16.91) a = (1, 1, 1, 1), b = (2, 2, 3, 5) 2, 2, 2, 2, 3, 3, 5, 9
(16.92) a = (1, 1, 1, 1), b = (2, 2, 4, 4) 2, 2, 2, 2, 3, 3, 7, 7
(16.93) a = (1, 1, 1, 1), b = (2, 3, 3, 4) 2, 2, 2, 2, 3, 5, 5, 7
(16.94) a = (1, 1, 1, 1), b = (3, 3, 3, 3) 2, 2, 2, 2, 5, 5, 5, 5
(16.95) a = (1, 1, 1, 1), b = (2, 2, 2, 2, 2, 3) 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 5
(16.96) a = (1, 1, 1, 2), b = (2, 2, 3, 6) 2, 2, 2, 3, 3, 4, 5, 11
(16.97) a = (1, 1, 1, 2), b = (2, 2, 4, 5) 2, 2, 2, 3, 3, 4, 7, 9
(16.98) a = (1, 1, 1, 2), b = (2, 3, 4, 4) 2, 2, 2, 3, 4, 5, 7, 7
(16.99) a = (1, 1, 1, 2), b = (3, 3, 3, 4) 2, 2, 2, 4, 5, 5, 5, 7
(16.100) a = (1, 1, 1, 2), b = (2, 2, 2, 2, 2, 4) 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 4, 7
(16.101) a = (1, 1, 1, 3), b = (2, 2, 4, 6) 2, 2, 2, 3, 3, 6, 7, 11
(16.102) a = (1, 1, 1, 3), b = (2, 3, 3, 6) 2, 2, 2, 3, 5, 5, 6, 11
(16.103) a = (1, 1, 1, 4), b = (2, 2, 3, 8) 2, 2, 2, 3, 3, 5, 8, 15
(16.104) a = (1, 1, 1, 5), b = (2, 2, 2, 10) 2, 2, 2, 3, 3, 3, 10, 19
(16.105) a = (1, 1, 2, 2), b = (2, 2, 4, 6) 2, 2, 3, 3, 4, 4, 7, 11
(16.106) a = (1, 1, 2, 2), b = (2, 4, 4, 4) 2, 2, 3, 4, 4, 7, 7, 7
(16.107) a = (1, 1, 2, 2), b = (3, 3, 4, 4) 2, 2, 4, 4, 5, 5, 7, 7
(16.108) a = (1, 1, 2, 3), b = (2, 2, 5, 6) 2, 2, 3, 3, 4, 6, 9, 11
(16.109) a = (1, 1, 2, 3), b = (2, 3, 4, 6) 2, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 11
(16.110) a = (1, 1, 2, 4), b = (2, 2, 4, 8) 2, 2, 3, 3, 4, 7, 8, 15
(16.111) a = (1, 1, 3, 3), b = (2, 2, 6, 6) 2, 2, 3, 3, 6, 6, 11, 11
(16.112) a = (1, 2, 2, 2), b = (3, 4, 4, 4) 2, 4, 4, 4, 5, 7, 7, 7
(16.113) a = (1, 2, 2, 3), b = (2, 4, 4, 6) 2, 3, 4, 4, 6, 7, 7, 11

wird auf nächster Seite fortgesetzt
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A. Exponenten in Dimensionen 10 und höher

Tabelle A.7.: (fortgesetzt)

Exponenten Erzeugergrade

(16.114) a = (2, 2, 2, 2), b = (4, 4, 4, 4) 4, 4, 4, 4, 7, 7, 7, 7
(16.115) a = (1, 1, 1, 1, 1), b = (2, 2, 2, 2, 5) 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 9
(16.116) a = (1, 1, 1, 1, 1), b = (2, 2, 2, 3, 4) 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 5, 7
(16.117) a = (1, 1, 1, 1, 1), b = (2, 2, 3, 3, 3) 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 5, 5, 5
(16.118) a = (1, 1, 1, 1, 1), b = (2, 2, 2, 2, 2, 2, 2) 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3
(16.119) a = (1, 1, 1, 1, 2), b = (2, 2, 2, 2, 6) 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 4, 11
(16.120) a = (1, 1, 1, 1, 2), b = (2, 2, 2, 4, 4) 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 7, 7
(16.121) a = (1, 1, 1, 1, 2), b = (2, 2, 3, 3, 4) 2, 2, 2, 2, 3, 3, 4, 5, 5, 7
(16.122) a = (1, 1, 1, 1, 3), b = (2, 2, 2, 3, 6) 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 5, 6, 11
(16.123) a = (1, 1, 1, 1, 4), b = (2, 2, 2, 2, 8) 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 8, 15
(16.124) a = (1, 1, 1, 2, 2), b = (2, 2, 3, 4, 4) 2, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 5, 7, 7
(16.125) a = (1, 1, 1, 2, 3), b = (2, 2, 2, 4, 6) 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 6, 7, 11
(16.126) a = (1, 1, 2, 2, 2), b = (2, 2, 4, 4, 4) 2, 2, 3, 3, 4, 4, 4, 7, 7, 7
(16.127) a = (1, 1, 1, 1, 1, 1), b = (2, 2, 2, 2, 2, 4) 2, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 7
(16.128) a = (1, 1, 1, 1, 1, 1), b = (2, 2, 2, 2, 3, 3) 2, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 5, 5
(16.129) a = (1, 1, 1, 1, 1, 2), b = (2, 2, 2, 2, 3, 4) 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 4, 5, 7
(16.130) a = (1, 1, 1, 1, 1, 3), b = (2, 2, 2, 2, 2, 6) 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 6, 11
(16.131) a = (1, 1, 1, 1, 2, 2), b = (2, 2, 2, 2, 4, 4) 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 4, 4, 7, 7
(16.132) a = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1),

b = (2, 2, 2, 2, 2, 2, 3)
2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3,
3, 5

(16.133) a = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 2),
b = (2, 2, 2, 2, 2, 2, 4)

2, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 3,
4, 7

(16.134) a = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1),
b = (2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2)

2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3,
3, 3, 3, 3
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B. Mathematicacode zur Berechnung
der möglichen Exponenten

Mit dem folgenden Algorithmus wurden die Tabellen des vorigen Kapitels berechnet.
Das Computeralgebrasystem Mathematica wurde dazu verwandt.

SubTuples[Tupel_, n_] := Union[Sort /@ Permutations[Tupel, {n}]];

SubTuples[Tupel_] :=

Flatten[Table[SubTuples[Tupel, n], {n, 0, Length[Tupel]}], 1];

SubTuplesohneLeer[Tupel_] :=

Flatten[Table[SubTuples[Tupel, n], {n, 1, Length[Tupel]}], 1];

SACQ[{A_, B_}] :=

Module[{ATeiltupelmitLeer = SubTuples[A], ATeiltupel, k1,

TeilBTeiltupel, LaengeTeilTupel, OK = False, Sol, i, j, s,

Ausgabe = True},

ATeiltupel = SubTuplesohneLeer[A];

k1 = Length[ATeiltupel];

For[i = 1, i <= k1, i++,

OK = False;

LaengeTeilTupel = Length[ATeiltupel[[i]]];

TeilBTeiltupel = SubTuples[B, LaengeTeilTupel];

For[j = 1, j <= Length[TeilBTeiltupel], j++,

Sol = FindInstance[

TeilBTeiltupel[[j]] ==

Table[Subscript[x, m,

n], {m, 1, LaengeTeilTupel}, {n, 1,

LaengeTeilTupel}].ATeiltupel[[i]] &&

And @@ Table[(Plus @@

Flatten[

Table[Subscript[x, m, n], {n, 1, LaengeTeilTupel}]]) >=
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2, {m, 1, LaengeTeilTupel}]

&&

And @@ Flatten[

Table[Subscript[x, m, n] >= 0, {m, 1, LaengeTeilTupel}, {n,

1, LaengeTeilTupel}]],

Flatten[Table[Subscript[x, m,

n], {m, 1, LaengeTeilTupel}, {n, 1, LaengeTeilTupel}]],

Integers];

If[Length[Sol] > 0, OK = True];

If[OK, Break];

];

If[Not[OK], Break; Ausgabe = False;];

]; Return[Ausgabe]];

Dim[{A_, B_}] := 2 (Plus @@ B - (Plus @@ A)) - (Length[B] - Length[A]);

Dim[A_, B_] := 2 (Plus @@ B - (Plus @@ A)) - (Length[B] - Length[A]);

myTupel[AnzListe_] :=

Flatten[Table[

Table[j, {i, 1, AnzListe[[j]]}], {j, 1, Length[AnzListe]}]]

AAnzahllisten[maxSumme_, Laenge_] :=

Flatten[Table[

Map[Append[#, k] &,

AAnzahllisten[maxSumme - k*Laenge, Laenge - 1]], {k, 0,

maxSumme}], 1];

AAnzahllisten[maxSumme_, 1] := Table[{j}, {j, 0, maxSumme}];

BAnzahllisten[maxSumme_, Laenge_] :=

Flatten[Table[

Map[Append[#, k] &,

BAnzahllisten[maxSumme - k*Laenge, Laenge - 1]], {k, 0,

maxSumme/Laenge}], 1]; BAnzahllisten[maxSumme_, 1] := {{0}};

MoeglicheTupel[n_] :=

Module[{ATupelalle, ATupelalle1, BTupelalle, BTupelalle1, ATupel,

BTupel, ABTupel, ABTupeluebergeben, i, j},

ATupel = myTupel /@ AAnzahllisten[Floor[n/2], Floor[n/2]];
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BTupel =

Select[myTupel /@

BAnzahllisten[Floor[1/2 (2 n - 1 + Floor[1/3 (2 n - 1)])] , n],

2*(Plus @@ #) - Length[#] <= 2 n - 1 &];

ABTupel =

Flatten[Table[{ATupel[[i]], BTupel[[j]]}, {i, 1,

Length[ATupel]}, {j, 1, Length[BTupel]}], 1];

ABTupel = Union[Map[Sort, ABTupel, 2]];

ABTupeluebergeben = Select[ABTupel, Dim[#] == n &];

ClearAll[ABTupel];

ABTupel = Select[ABTupeluebergeben, SACQ];

ABTupel

];
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