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Einleitung

Die Perkolationstheorie wurde Mitte des letzten Jahrhunderts von Simon Broadbent
und John Hammersley [7] entwickelt, um das Verhalten zufélliger physikalischer Pro-
zesse, wie den Fluss von Wasser durch ein poréses Medium, mathematisch zu unter-
suchen. Innerhalb kurzer Zeit interessierten sich viele Physiker und Mathematiker fiir
dieses Gebiet, die experimentelle und heuristische Nachweise vieler bemerkenswerter
Phéanomene lieferten. Mathematisch exakte Beweise stellten sich jedoch als unerwartet
schwierig heraus, sodass es noch immer viele unbewiesene Vermutungen gibt.

Perkolationstheorie untersucht im Allgemeinen die Struktur zuféilliger Teilgraphen
eines Graphen G. Man sagt, das Modell perkoliert, falls ein solcher zufalliger Teilgraph
mit Wahrscheinlichkeit eins eine unendliche Zusammenhangskomponente enthélt. Man
unterscheidet diskrete Perkolation, bei der der zugrunde liegende Graph G determi-
nistisch ist, und stetige Perkolation, bei der G schon selbst zufillig gewéhlt wurde.
Die wohl bekanntesten Methoden einen zufélligen Teilgraph zu erhalten sind Kan-
tenperkolation und Knotenperkolation, bei denen man die Kanten bzw. Knoten des
Graphen G unabhingig voneinander mit fester Wahrscheinlichkeit p € [0, 1] auswéhlt
und den von diesen Kanten bzw. Knoten erzeugten Teilgraph betrachtet. Fiir viele
Graphen existiert eine kritische Wahrscheinlichkeit p. € (0, 1), sodass fiir p < p. keine
Perkolation auftritt und das Modell fiir p > p. perkoliert. Man sagt, dass bei p. der
Perkolationstibergang stattfindet. In dieser Arbeit betrachten wir zuféllige Mosaike und
erhalten eine zuféllige Teilmenge Z des Raumes, indem wir das Mosaik in Abhéngig-
keit von einer Wahrscheinlichkeit p € [0, 1] auf eine konsistente Weise schwarz und weif3
farben. Man spricht in diesem Modell von Perkolation, falls die schwarze Menge Z mit
Wahrscheinlichkeit eins eine unbeschrinkte Zusammenhangskomponente besitzt. Da
sich physikalische Eigenschaften zufélliger Materialien ober- und unterhalb des Perko-
lationsiibergangs stark unterscheiden, ist die Kenntnis der genauen Perkolationsgrenze
pe in der Materialforschung von grofler Bedeutung.

Das wohl erste untersuchte Modell der diskreten Perkolation ist Kantenperkolation
auf dem Quadratgitter, fiir das Theodore Harris [11] schon im Jahre 1960 bewiesen
hat, dass 1/2 eine untere Schranke fiir die kritische Wahrscheinlichkeit ist. Erst zwan-
zig Jahre spiter gelang es Harry Kesten [19] zu beweisen, dass 1/2 auch eine obere
Schranke ist und somit die kritische Wahrscheinlichkeit exakt bei 1/2 liegt. Ein sehr
bekanntes Modell der stetigen Perkolation ist Knotenperkolation auf dem planaren
Poisson-Delaunay-Mosaik. Da ein Poisson-Prozess zugrunde liegt, fiir den viele theo-
retische Resultate vorliegen und der auflerdem starke Unabhéngigkeitseigenschaften
besitzt, wiirde man vermuten, dass die kritische Wahrscheinlichkeit recht einfach zu
bestimmen ist, doch erst im Jahr 2006 gelang es Béla Bollobds und Oliver Riordan in
einer umfangreichen und technischen Arbeit [5] die schon lange bestehende und durch
Simulationen gestiitzte Vermutung, dass die kritische Wahrscheinlichkeit 1/2 ist, nach-
zuweisen.



2 Einleitung

Wie bereits beschrieben, haben sich mathematisch exakte Bestimmungen der kriti-
schen Wahrscheinlichkeiten als schwierig erwiesen. Auflerdem sind Simulationen sehr
zeitaufwéandig, weshalb man an einfach zu bestimmenden Schétzwerten fiir die Per-
kolationsgrenze interessiert ist. Da die Euler-Charakteristik globale Aspekte zufélliger
Materialien gut beschreibt, ist zu erwarten, dass sie ein gutes Werkzeug fiir das Schétzen
von Perkolationsgrenzen ist. Richard Neher, Klaus Mecke und Herbert Wagner stellten
in [34] schon fest, dass die nicht-triviale Nullstelle der mittleren Euler-Charakteristik
der zuféalligen schwarzen Menge fiir viele Gitter eine gute Approximation fiir die kriti-
sche Wahrscheinlichkeit liefert. Diesen Ansatz wollen wir hier verallgemeinern, indem
wir stationédre Mosaike und Groflen erster und zweiter Ordnung aller inneren Volumina
betrachten.

Ein in der Stochastischen Geometrie viel untersuchtes Modell, das in dieser Arbeit
aber nicht behandelt wird, ist das Boolesche Modell, fiir das Daniel Hug, Giinter Last
und Matthias Schulte in [14] schon die asymptotische Kovarianzstruktur der inneren
Volumina untersucht haben. Das Boolesche Modell ist die Vereinigungsmenge von um
Poisson-Punkte verschobene zufillige zentrierte kompakte Mengen, sogenannte Kdrner.
In diesem Modell definiert man als Perkolationsgrenze eine kritische Intensitit . > 0
des zugrunde liegenden Poisson-Prozesses, sodass das Boolesche Modell fiir Intensitéiten
v > 7. mit Wahrscheinlichkeit eins eine unbeschrinkte Zusammenhangskomponente
besitzt und im Fall 7 < 7. mit Wahrscheinlichkeit null. Sind die Kérner in einem einfa-
chen Fall gerade die Einheitskugel, so ist die kritische Intensitéit 7, positiv und endlich
und man hat festgestellt, dass das lokale Minimum der asymptotischen Kovarianz von
Volumen und Euler-Charakteristik nur weniger als 9/1000 von der in [31] simulierten
kritischen Intensitdt entfernt ist.

Im zweiten Teil dieser Arbeit werden wir in einigen Modellen, denen ein Poisson-
Prozess zugrunde liegt, zentrale Grenzwertsédtze mit Hilfe der Stabilisierungstheorie
beweisen. Das Konzept der Stabilisierung wurde in der heutigen Form von Mathew
Penrose und Joseph Yukich eingefiihrt, vergleiche [39-41], wobei schon in der Ar-
beit [20] von Harry Kesten und Sungchul Lee und in [28] von Sungchul Lee erste
Ansitze veroffentlicht wurden. Grob gesprochen stabilisiert ein in Abhéngigkeit von
einer Punktmenge definiertes geometrisches Funktional in einem Punkt x, wenn sein
Verhalten in = nur lokal bestimmt ist, das heiBt, Anderungen der zugrunde liegenden
Punktmenge auflerhalb eines Kreises um x von endlichem aber moglicherweise zufalli-
gem Radius verdndern das Funktional in 2 nicht. Fiir solche stabilisierenden Funktio-
nale, denen ein Poisson-Prozess zugrunde liegt, gibt es Gesetze grofler Zahlen, zentrale
Grenzwertsétze sowie Resultate {iber moderate und grofie Abweichungen. Einige dieser
Resultate bleiben auch fiir Binomialprozesse richtig. Da wir in dieser Arbeit gefiarbte
Mosaike betrachten und deswegen Stabilisierungsresultate fiir markierte Punktprozes-
se bendtigen, verwenden wir die Arbeit [42] von Mathew Penrose und Joseph Yukich,
wobei wir deren Resultat etwas verallgemeinern miissen um die hier zu untersuchenden
Funktionale behandeln zu kénnen.

Im ersten Kapitel dieser Arbeit werden wir benétigte Grundlagen aus der Punkt-
prozesstheorie und wichtige Funktionale der Konvexgeometrie, die inneren Volumina
Vi, i € {0,...,d}, und die OberflichenmaBie ¥;, i € {0,...,d — 1}, einfithren. Au-
Berdem werden die in dieser Arbeit betrachteten Perkolationsmodelle vorgestellt. Fiir
ein stationires und seitentreues zufilliges Mosaik X in R? ist eine (m,n)-Perkolation
auf X mit Parameter p € [0, 1] fiir m,n € {0,...,d}, m < n, eine wie folgt definier-
te Farbung des Mosaiks X. Die m-Seiten von X farben wir unabhéngig voneinander
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mit Wahrscheinlichkeit p schwarz und weifl sonst. Weiter fiarben wir hoherdimensiona-
le Seiten bis zur Dimension n schwarz, falls alle darin enthaltenen m-Seiten schwarz
sind. Die Vereinigung aller schwarzen Seiten des Mosaiks X bezeichnen wir mit Z. Fiir
m = n = d heifit (m,n)-Perkolation auch Zellenperkolation und fir m = 0,n = d
Knotenperkolation.

Im zweiten Kapitel werden in Theorem 2.1.1 und Theorem 2.1.4 unter einigen Vor-
aussetzungen Formeln fiir die asymptotischen Erwartungswerte

0i(p) = lim t'EVi(Z N W)
— 00
und die asymptotischen Kovarianzen

0i(p) = lim £~ Cov(V;(Z N W), V;(Z N W,))

der inneren Volumina bei (m,n)-Perkolation hergeleitet, wobei W, := t"/?WW gesetzt
wird und W C R¢ kompakt und konvex ist, den Ursprung im Inneren enthilt und Vo-
lumen eins hat. Setzt man zusétzlich voraus, dass das Mosaik normal ist, das heift, jede
k-Seite liegt in genau d—k+1 Zellen des Mosaiks, so vereinfachen sich diese Formeln fiir
Zellenperkolation deutlich, vergleiche Theorem 2.2.1 und Theorem 2.2.3, und es kann
ein Zusammenhang zwischen 6;(p) und 6;(1 — p) bzw. 0, ;(p) und o, ;(1 — p) hergestellt
werden. AuBlerdem konnen statt der inneren Volumina nun auch andere Funktiona-
le, zum Beispiel die Oberflaichenmafle, betrachtet und entsprechende Formeln fiir die
asymptotischen Erwartungswerte und die asymptotische Kovarianzstruktur angegeben
werden.

In Kapitel drei werden wir nachweisen, dass im Poisson-Voronoi- und im Poisson-
Delaunay-Mosaik alle Voraussetzungen fiir die Formeln der asymptotischen Erwar-
tungswerte und der asymptotischen Kovarianzen der inneren Volumina erfiillt sind. Da
das Poisson-Voronoi-Mosaik normal ist, wird aulerdem gezeigt, dass auch die entspre-
chenden Voraussetzungen fiir die Formeln der asymptotischen Erwartungswerte und
der asymptotischen Kovarianzen der Oberflichenmafle gelten. Weiter werden wir nach-
rechnen, dass auch in randomisierten Archimedischen Gittern die asymptotischen Er-
wartungswerte der inneren Volumina existieren, und geben explizite Formeln an. Zum
Abschluss werden wir charakteristische Grofien des asymptotischen Erwartungswertes
der Euler-Charakteristik und der asymptotischen Kovarianzstruktur der inneren Volu-
mina mit bekannten kritischen Wahrscheinlichkeiten vergleichen. In [34] haben Richard
Neher, Klaus Mecke und Herbert Wagner bereits festgestellt, dass die nicht-triviale
Nullstelle des asymptotischen Erwartungswertes der Euler-Charakteristik in planaren
Gittern meist eine gute Niaherung der kritischen Wahrscheinlichkeit liefert. Aulerdem
werden wir feststellen, dass in der Ndhe der kritischen Wahrscheinlichkeit auch ein lo-
kales Maximum der asymptotischen Varianz der FEuler-Charakteristik und ein lokales
Minimum der asymptotischen Kovarianz von Euler-Charakteristik und Volumen liegt.

Spezialfille der Ergebnisse aus Kapitel zwei und drei wurden bereits in [23] vertffent-
licht.

Im zweiten Teil der Arbeit beweisen wir mit der Stabilisierungstheorie multivariate
zentrale Grenzwertsétze fiir entsprechend skalierte innere Volumina und Oberflichen-
mafle der schwarzen Vereinigungsmenge Z bei Zellenperkolation auf dem Poisson-
Voronoi-Mosaik, vergleiche Theorem 4.1.1. Entsprechend werden wir im Poisson-De-
launay-Mosaik einen multivariaten zentralen Grenzwertsatz fiir die inneren Volumina
von Z bei (0, n)-Perkolation zeigen. In beiden Modellen kénnen wir die positive Defini-
theit der asymptotischen Kovarianzmatrizen nachweisen. Weiter lassen sich mit diesen
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Mitteln auch zentrale Grenzwertsétze fiir die inneren Volumina der Vereinigung der k-
Seiten, die sogenannten k-Skelette, im Poisson-Voronoi- und Poisson-Delaunay-Mosaik
beweisen.

Im Anhang werden die inneren Volumina wie in [9] von Helmut Groemer auf soge-
nannte approximierbare Funktionen erweitert und einige Lemmata fiir diese verallge-
meinerten inneren Volumina bewiesen. Wir bendtigen die Definition der inneren Volu-
mina auf dieser grofleren Klasse um die Formeln fiir die asymptotischen Erwartungswer-
te und asymptotischen Kovarianzen der inneren Volumina von Z bei (m, n)-Perkolation
bestimmen und die dafiir benttigten Voraussetzungen definieren zu kénnen. Die For-
meln selbst enthalten nur die herkémmlichen inneren Volumina. Auflerdem wird ein
Resultat der Stabilisierungstheorie [42, Theorem 2.1] verallgemeinert, sodass mit die-
sem modifizierten Theorem zentrale Grenzwertsétze fiir die hier untersuchten Modelle
bewiesen werden konnen.



Kapitel 1

Notationen, Grundlagen und
Modelle

In diesem Kapitel fithren wir hédufig verwendete Notationen ein und stellen einige
Grundlagen aus der Punktprozesstheorie bereit. Danach werden die hier untersuch-
ten Perkolationsmodelle vorgestellt und wir geben einige wichtige Beispiele solcher
Perkolationsmodelle und zugrunde liegender Mosaike an. Zuletzt fithren wir die hier
betrachteten Funktionale aus der Konvexgeometrie, die Oberflichenmafle und die in-
neren Volumina, ein.

1.1 Notationen

Da einige Bezeichnungen in dieser Arbeit hiufig verwendet werden, sollen sie zu Beginn
bereitgestellt werden. Es seien R die Menge der reellen Zahlen, C die komplexen Zahlen,
N die Menge der natiirlichen Zahlen und wir definieren Ny := NU{0}. Fiir eine Menge
A CR%und k € N bezeichnet A¥ := A x ... x A das k-fache kartesische Produkt und
| - | sei die Kardinalitit einer Menge. Ist X ein topologischer Raum, so ist B(X) die o-
Algebra der Borelmengen von X. Weiter seien \; das Lebesquemaf auf R? und H* das
k-dimensionale Hausdorffmaf. Die Supremumsnorm in R? bezeichnen wir mit || - ||o,
die Euklidische Norm mit || - || und das zugehorige Standardskalarprodukt mit (-, -).
Weiter ist B(x,7) := {y € R?: ||z —y| < r} die abgeschlossene Kugel mit Mittelpunkt
r € R? und Radius r > 0. Dann ist B(0,1) die d-dimensionale Einheitskugel und kg
bezeichnet deren Volumen. Die Einheitssphdre S?1 in R ist die Menge aller Vektoren
mit Norm eins und das durch

a1 (U) :==d g{ru:uecUrel0,1]}), UeB(S™,

definierte Maf heifit sphdrisches Lebesquemaf auf S*=1. Fiir den Abstand eines Punktes
r € R? zu einer Menge A C R? schreiben wir

d(z,A) == inf{||z — a|| : a € A}
und den Durchmesser von A definieren wir durch
diam(A) := sup{||lz — y|| : z,y € A}.

Weiter bezeichnet conv(B) die konveze Hiille einer Menge B C R? und B = int(B), 8B,
relint(B), relbd(B), B und B¢ das Innere, den Rand, das relative Innere, den relativen
Rand, den Abschluss und das Komplement von B. Wir definieren den Umkugelradius
einer Borelmenge B C R? durch

R(B) :=inf{r > 0: 3z € R mit B C B(z,r)}.

5
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Fiir A,B C R? seien A+ B :={a+b:a € A b e B} die Minkowski-Summe von
Aund Bund A — B := A+ (—B), wobei —A := {—a : a € A} gesetzt wird. Weiter
definieren wir A+b=>b+ A := A+ {b} fiir b € R? und oA := {aa : a € A} fiir a > 0.

Ein Polytop ist ein beschrankter und nicht-leerer Schnitt von endlich vielen Halb-
raumen und die Menge der Polytope in R¢ bezeichnen wir mit P¢. Ein Polygon ist ein
zweidimensionales Polytop. Weiter ist ein konvexer Kdorper eine konvexe und kompakte
Teilmenge des R? und die Menge der konvexen Korper in R? sei K. Offensichtlich gilt
P4 C K. Die Menge aller endlichen Vereinigungen konvexer Korper heifit Konvezring.

Fiir z € R bezeichne 6,(-) := 1{z € -} das Dirac-Map auf B(R?). Analog bezeichnet
S@m) (1) == 1{(z,m) € -} fiir (z,m) € R? x {0,1} das Dirac-MaB auf der Produkt-o-
Algebra B(RY) ® P({0,1}), wobei P({0,1}) die Potenzmenge von {0, 1} sei.

SchlieBlich bezeichnet (€2, A, P) einen Wahrscheinlichkeitsraum, auf dem alle zufél-
ligen Objekte definiert seien. Den Erwartungswert beziiglich P bezeichnen wir mit E.

1.2 Punktprozesse und Palm-Theorie

Wir nehmen an, dass der Wahrscheinlichkeitsraum (92, A, P) wie in [22,27] fiir alle
x € R? mit einem messbaren Fluss 0, : 0 — € versehen ist, das heift, (w, z) — 0w ist
messbar, fiir z,y € R? gilt Or4y = 0, 00, und 0 ist die Identitédt auf 2. Weiter sei P
stationdr, das heit, es gilt Pof, = PP fiir x € R?. Dabei bezeichnet o die Komposition.
Ein Zihlmaf auf B(R?) ist ein Mafl y auf B(R?Y), das nur Werte in Ny U {occ}
annimmt. Es heifit einfach, falls xy({z}) < 1 fiir alle x € R? gilt. Ein zufilliges Maf p
auf B(R?) ist ein Kern von € nach RY, sodass u(w,-) fiir alle w € Q lokal-endlich ist,
das heifit, pu(w,-) ist fiir kompakte Mengen endlich. Ist p(w, ) zusétzlich ein Zahlmaf,
so heiBt p Punktprozess in R? und ein Punktprozess u heiit einfach, falls j P-fast sicher
einfach ist. Die Menge aller einfachen, lokal-endlichen ZihlmaSe in RY bezeichnen wir
mit N. Weiter sei A die kleinste o-Algebra auf N, beziiglich der die Abbildungen
X + Xx(B) von N nach Ny U {oo} fiir alle Borelmengen B € B(R?) messbar sind. Wir
werden einfache Punktprozesse p im Folgenden mit ihrem Tréager {x € R?: u({z}) >
0} identifizieren und kénnen p damit auch als zufillige Punktmenge in R? auffassen.
Weiter heifit ein zufilliges Mafl v invariant, falls

(0w, B — 1) = p(w,B), z€RYweQ,

fiir alle Borelmengen B C R? gilt. Daraus folgt, dass u stationdr ist, das heifit, die
Verteilung des zufilligen Mafles B + u(-, B + z), B € B(R?), ist unabhingig von
x € R% Ist p invariant, so heiBt die Zahl v, := E[u([0,1]%)] Intensitit von u. Gilt
weiter 0 < v, < 00, so kénnen wir das Palmsche Wahrscheinlichkeitsmafl von pu durch

P)(A) = //1A W)z € [0,1]} p(w,dz) P(dw), A € A,

definieren. Fiir dleses Mafl gilt die folgende Proposition, das sogenannte verfeinerte
Theorem von Campbell, vergleiche [22, Theorem 3.6].

Proposition 1.2.1 Sei f : Q x R? — [0,00) messbar. Dann gilt fiir ein invariantes
zufilliges Maf p auf B(R?) mit positiver und endlicher Intensitit

<[ [ 01000 =2 [ s, oy

wobei Eg den Erwartungswert beziiglich ]P’g bezeichnet.
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Weiter werden wir die hiufig verwendete Austauschformel von Neveu formulieren,
vergleiche [27].

Proposition 1.2.2 Seien u und ji invariante zufillige Mafle auf B(R?) mit positiven
und endlichen Intensititen und sei f : Q x R — [0, 00) messbar. Dann gilt

WEg[ / f(@x,—x)/l(d:c)] zyﬂEg{ / f(@o,xm(dx)].

Ein stationéirer Punktprozess y mit Intensitéit v, heift Poisson-Prozess in R?, falls
u(-, B) fiir alle B € B(R?) Poisson-verteilt mit Parameter ~,Aq(B) ist, das heifit, es
gilt

Aa(B))"
P(u(B) = n) = ewam) DnAUBN o ¢y
n!
und p unabhdngige Zuwdchse besitzt, das heifit, fiir n € N und paarweise disjunkte
Mengen By, ..., B, € B(R?) sind die Zufallsvariablen pu(-, By), . .., u(-, B,) unabhéngig.
Weiter gilt fiir das Palmsche Wahrscheinlichkeitsmafl eines Poisson-Prozesses p nach
dem Theorem von Slivnyak

P)(ne N)=P(pU{0} € N), NeN, (1.2)

vergleiche [44, Theorem 3.3.5].

Ist (M, M) ein lokal-kompakter topologischer Raum mit abzdhlbarer Basis und
Borelscher o-Algebra M, dann ist ein markierter Punktprozess p' ein Kern von €2 nach
R? x M, fiir den p/(w, -) fiir alle w € Q lokal-endlich ist und p/(w, B') € Ny U {oo} fiir
alle Borelmengen B’ € B(R? x M) gilt. Den zugehérigen unmarkierten Punktprozess
p auf RY definieren wir durch p := p/(- x M). Der markierte Punktprozess ' heifit
invariant, falls der Punktprozess p/(- x B) fiir alle B € M invariant ist. Fiir einen
invarianten markierten Punktprozess u' gibt es, vergleiche [22, Lemma 3.11], einen
invarianten stochastischen Kern x von € x R? nach M, sodass P-fast sicher

p =[] 1itm) € ) ntadm) i)

gilt. Gibt es ein Wahrscheinlichkeitsmafl Py auf M mit x(x,-) = Py, so heifit pf
unabhdngig markierter Punktprozess mit Markenverteilung Pyy.

Ist 4/ ein invarianter markierter Punktprozess und gilt 0 < «y,, < oo fiir die Intensitat
Y des zugehorigen unmarkierten Punktprozesses, so ist das Palmsche Wahrscheinlich-
keitsmafl von p' durch

P, (4) = %// 14 (00, m)1{z € 0,11} 4 (w0, d(z, m)) P(dw), A€ A@ M,

definiert. Es kann wieder ein verfeinertes Theorem von Campbell, vergleiche (3.26)
in [22], formuliert werden.

Proposition 1.2.3 Seien f : Q x R x M — [0, 00) messbar und i’ ein invarian-
ter markierter Punktprozess, sodass die Intensitit vy, des zugehdrigen unmarkierten
Punktprozesses positiv und endlich ist. Dann gilt

| [ 0 am) o] = [[ 1e0m) ao P, m)
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Nun werden wir Partikelprozesse konvexer Partikel iiber markierte Punktprozesse
in R? mit Marken in K¢ definieren. Fiir K € K¢\ {0} definieren wir den Steiner-Punkt

von K durch .

s(K) = — /Sd—l h(K,u)uog_1(du),

Rd

wobei h(K,-) := sup,cx(, ) die Stitzfunktion von K bezeichnet. Der Steiner-Punkt ist
translationskovariant, das heifit, fiir 2 € R? gilt s(K +z) = s(K) +x, vergleiche [44, S.
613], und weiter gilt nach (1.7.6) in [43], dass der Steiner-Punkt eines konvexen Korpers
K € K% im relativen Inneren von K enthalten ist. Wir bezeichnen mit K¢ die Menge
der nicht-leeren konvexen Kérper in RY, deren Steiner-Punkt im Ursprung liegt.

Wir versehen K\ {0} mit der Hausdorffmetrik dy, die durch
dy(K,L) :=inf{e >0: K C L+ B(0,e),L C K+ B(0,¢)}, K,LeK*\ {0},

definiert ist. Somit erfiillt (Kd, B(KZ)) alle Voraussetzungen an den Raum (M, M),
vergleiche [44], und p' bezeichne im Rest des Abschnitts einen markierten Punktprozess
in R? mit Marken in KZ. Definiert man ®((x, K)) := z+K fiir v € R?und K € K3\ {0},

so heif3t
q)(ﬂl) = Z 5<I>((ac,K))
(

z,K)ep!

der zu y' gehorende Partikelprozess konvezer Partikel, wobei k() = 1{K € -} fir
K € K4\ {0} das Dirac-Maf auf B(K?\ {0}) bezeichnet. Das MaB E[®(x)(-)] auf
B(KA\{0}) heiBt Intensititsmafl des Partikelprozesses ®(p') und ®(u') heiBt stationdr,
falls ¢/ invariant ist. Ist ®(u') ein stationédrer Partikelprozess konvexer Partikel, so gilt
fiir das Intensitdtsmafl nach dem verfeinerten Theorem von Campbell fiir markierte
Punktprozesse

E[®(1)] = 7,2(Ma @ Py (2 x 1)),

vergleiche auch Theorem 4.1.1 in [44]. Ein zufilliges Element in g mit Verteilung
PY, (2 x ) heift typisches Korn von ®(u').

Im Folgenden sei P({0,1}) die Potenzmenge von {0,1}. Wir bezeichnen in dieser
Arbeit mit Nyqy die Menge aller lokal-endlichen ZdhlmaBe x’ auf B(R?) @ P({0,1}),
fiir die x/(- x {0,1}) einfach ist, und Njo 1y sei die analog zu N definierte o-Algebra auf
Nyo,1}- Weiter sei 7’ ein unabhéingig markierter Poisson-Prozess in R? mit Markenraum
M = {0, 1}, Intensitét v > 0 und Markenverteilung Py; = Bern(p) fur festes p € [0, 1].
Den zugehérigen unmarkierten Poisson-Prozess in R? der Intensitéit v > 0 bezeichnen
wir mit 7. Fiir eine (deterministische oder zufillige) lokal-endliche Menge x C R? setzen
wir x* := x U {z} und x*¥ := y U {z,y} fiir 2,y € R%

1.3 Gefiarbte Mosaike und (m, n)-Perkolation

Ein Mosaik in R? ist ein abzdhlbares System ¢ d-dimensionaler Polytope, sogenannter
Zellen, sodass die Zellen den ganzen Raum {iberdecken, paarweise disjunktes Inneres
haben und jede beschrénkte Teilmenge des R? nur von endlich vielen Zellen geschnitten
wird. Fiir k € {0,...,d — 1} und ein Polytop C' € P? ist eine k-Seite von C ein k-
dimensionaler Schnitt von C' mit einer Stiitzhyperebene von C. Die 0-Seiten heiflen
Ecken oder Knoten, wobei wir eine Ecke {x} mit = identifizieren werden, und die 1-
Seiten heiflen Kanten. Wir bezeichnen die Menge aller k-Seiten eines Polytops C' mit
Fi(C) und setzen Fy(C) := {C}, falls C' d-dimensional ist, und F4(C) := () sonst.
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Die Menge aller Seiten von C' bezeichnen wir mit F(C) := (Ji_, Fi(C). Ein Mosaik ¢
heifit seitentreu, falls fiir alle Zellen C,C" € ¢ der Schnitt C N C” entweder leer oder
eine Seite von C' und C” ist. Bezeichne mit T die Menge aller seitentreuen Mosaike und
definiere das System der k-Seiten von ¢ € T und das System aller Seiten von ¢ durch

)= J Fu(C) wd F(p) =[] F(C)

Cep Ceyp

Man beachte, dass F4(¢) = ¢ gilt.

Ein gefirbtes Mosaik definieren wir als Tupel ¥ = (¢, ¢, ..., ¥q), wobei ¢ ein
seitentreues Mosaik ist und ¢ C Fr(p) fiir k € {0,...,d}, sodass Fr_1(S) C @ fiir
k>1und S € ¢ gilt. Jede Seite in UZ:O pr wird schwarz gennant und alle anderen
Seiten von ¢ heiflen weiff. Ist S € F(p) schwarz, so sind nach Definition also alle Seiten
von S schwarz. Wir schreiben X (¢) := ¢ und X} (¢) := ¢, und bezeichnen mit T, den
Raum aller gefarbten Mosaike.

Seien ¥ = (0, o, . .., pq) € T. ein gefirbtes Mosaik und x € R?%. Da ¢ seitentreu
ist, gibt es eine eindeutige Seite S € F(¢), die x in ihrem relativen Inneren enthélt. Fiir
diese Seite schreiben wir S(z,v) := S(z,¢) := S. Um die lokale Nachbarschaft eines
Punktes z € R? zu beschreiben fithren wir fiir [ € {0,...,d} die Menge Sj(x,%) :=
Si(x, ) wie folgt ein. Sei k die Dimension von S(x,%). Im Fall [ > k (bzw. | < k) sei
Si(x, 1) die Menge aller Seiten G € Fi(y), sodass S(z,v) C G (bzw. G C S(z,v)) gilt.
Die Menge S;(z,v) wird auch Seitenstern genannt, vergleiche [44], und besteht also
aus allen [-Seiten, die S(z, 1) enthalten oder in S(z,) enthalten sind.

Es sei 7. die kleinste o-Algebra auf T, sodass die Zahlen

HO e X(¢):Ce H},{C e Xg():C e H}Y,...,{C € X}(v): C € H}

fiir alle messbaren H C P¢ eine messbare Funktion von 1 € T, sind. Analog definiert
man die o-Algebra 7 auf T.

Ein zufdlliges gefdrbtes Mosaik W ist eine messbare Abbildung von dem Wahrschein-
lichkeitsraum (2, A, P) nach (T, 7). Wir interessieren uns fiir die Vereinigung

-U U s

k=0 5eX}(¥)

aller schwarzen Seiten. Wir werden im Folgenden annehmen, dass W stationér ist, das

heif3t
U+220, zeR? (1.3)

wobei man ¥ +x = (¢ + x,00 + T,...,0q + ) fir ¥ = (¢, ¥0,...,0qs) € T, und
H+x:={S+x:5¢€ H} fir HC K setzt. In diesem Fall ist Z ebenfalls stationir,
das heiBt Z + 2 < Z fiir v € R

Um das Konzept der (m,n)-Perkolation, m < n, einzufiihren betrachten wir ein
zufilliges seitentreues Mosaik X, also ein zufilliges Element aus T. Weiter nehmen wir
an, dass X stationdr ist, das heift, die Verteilung von X +z ist unabhéingig von x € R%.
Ein gefirbtes Mosaik W ist eine (m,n)-Perkolation mit Parameter p € [0, 1] auf X,
falls X (¥) = X, X! (V) eine p-Ausdiinnung von F,,(X) ist, das heifit, bei gegebenem
X werden die m-Seiten von X unabhéngig voneinander mit Wahrscheinlichkeit p zu
X} (W) hinzugefiigt, und Xg(¥),..., X;(¥) die folgenden Eigenschaften haben: Fiir
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k < m ist das System X} (V) die Vereinigung aller F(S) fir S € X} (¥) und fiir
m < k <n wird X} (¥) als die Menge aller S € F(X) mit F,,,(S) C X (¥) definiert.
Fiir £ > n ist X} (¥) leer. Da das zugrunde liegende Mosaik X zufillig und stationér
ist, ist also W ein stationéres zufilliges gefarbtes Mosaik. Im Fall m = n = d sprechen
wir von Zellenperkolation und im Fall m = 0 und n = d von Knotenperkolation.
Betrachtet man ein planares Mosaik, so spricht man auflerdem fiir m = 1 und n = 2
von Kantenperkolation.
Wir fixieren nun ein zufélliges gefirbtes Mosaik ¥, sodass

U(hw) =V(w) -z, weQrecR? (1.4)

erfiillt ist. Mit der Stationaritét von PP folgt, dass W stationér im Sinne von (1.3) ist.
Weiter konnen wir im Folgenden auch auf dem kanonischen Wahrscheinlichkeitsraum
(T, Te, P o U~1) arbeiten. Wir werden die Abkiirzungen

X =X(), X,:=FX), X.=XL¥), kelo,... d},
verwenden. Die Invarianzannahme (1.4) impliziert fiir w € Q und x € R?
(X(0,w), Xi(0,0), X} (Oow)) = (X (w) — 2, Xp(w) — 2, X} (w) — 7).

Fir k € {0,...,d} definieren wir den Punktprozess der Steiner-Punkte der k-Seiten
durch

n® = {s(5): S € X}.
Insbesondere gilt n(® = X;. Wegen der Translationskovarianz des Steiner-Punktes
impliziert die Invarianzannahme (1.4), dass n* invariant ist. Nach Voraussetzung an
X enthélt n®) unendlich viele Punkte, sodass die Intensitéit

T =y = E[®([0,1]%)]
positiv ist. Wir nehmen v, < oo an, sodass das Palmsche Wahrscheinlichkeitsmafl
P = ]P’g(k) wohldefiniert ist. Den Erwartungswert beziiglich P9 bezeichnen wir mit
EY. Man beachte, dass der Ursprung unter P) fast sicher im relativen Inneren einer
k-dimensionalen Seite liegt.
Wir verwenden fiir z € R? und ein Polytop P € P¢ die Abkiirzungen

(S(x), Si(x), Si(P)) = (S(x, V), Si(x, W), Si(s(P), ¥)).
Wegen S(z, V) = S(0,¥ — z) + = erhalten wir aus (1.4), dass
0 R — i €T d x) —2x . (k) T
PUS0) €)= 5| [ 1a € 0.1, 5(0) v € 31w

die Verteilung des typischen Korns des Partikelprozesses X ist, das wir im Folgenden
als typische k-Seite bezeichnen; vergleiche die Definition des typischen Korns im vorhe-
rigen Abschnitt. Man beachte dabei, dass X}, der zu 7®) := {(s(5), S —s(5)) : S € X;.}
gehorende Partikelprozess konvexer Partikel ®(77(*)) ist.

Wir werden nun zwei Seitensternbeziehungen formulieren, die jeweils einfache Fol-
gerungen aus der Austauschformel von Neveu sind.

Proposition 1.3.1 Seien k,l € {0,...,d} und f : P x P? — [0,00) eine messbare
Funktion. Dann gilt

e 3 50,7 o] = st > 1= 500

TGS[(O TESk
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Definiere fiir # € R? mit dim(S(x)) = k eine modifizierte Version des Systems S(x)
durch . .
Sl<SL’, \I’) = Sl<SL’) = {T € Fk<X) TN S(x) =+ @}

Somit ist S;(z) die Menge aller I-Seiten, die nicht-leeren Schnitt mit der k-Seite S(x)
haben. Fiir dieses modifizierte System gilt eine analoge Seitensternbeziehung.

Proposition 1.3.2 Seien k,l € {0,...,d} und f : P x P? — [0,00) eine messbare
Funktion. Dann gilt

E[zsj(f —s(T) ]—vE[gj AT — 5(T), 50))].

Die beiden folgenden Theoreme werden in dieser Arbeit benttigt um eine Indika-
torfunktion, die die Farben gewisser Seiten abfragt, als Farbewahrscheinlichkeit dieser
Seiten bei gegebenem Mosaik aus dem Erwartungswert ziehen zu kénnen.

Lemma 1.3.3 Seien X ein stationdres zufilliges seitentreues Mosaik und ¥ eine
(m, n)-Perkolation auf X. Weiter seien p ein o(X)-messbarer Punktprozess mit end-
licher Intensitit v und f : T x T. x R — Rsq messbar. Dann gilt

E[/f(X,\If,x)u(dx)] :E[/E[f(X,\II,xHX]M(dx) : (1.5)
Beweis: Fiir n € N definieren wir
M, ={SeTT.@B(B(0,n)): fir f:=1g gilt (1.5)}

und

Q, = (T ®7T:) x B(B(0,n)).
Ist T € T®7T. und B € B(B(0,n)), so gilt fir f(X,V,z) := 1p(X, V) 1g(z) mit

iterierter Erwartungswertbildung
| [ 1X0.0) )| = B[Lr(X, ) (5] = BE[L (X, 9) u(5) | X]).

Da p ein o(X)-messbarer Punktprozess ist, folgt mit der Linearitdt des Integrals und
des bedingten Erwartungswerts

| [ 706 0.0 0(0)| = EluB) BlLr (X, )| X]
~ | [ 160 B{La (X, 9) | X) )
— | [ Bl (X ) 10(0) | K]l

Somit ist (1.5) fiir diese Indikatorfunktionen erfiillt und es folgt Q,, C M,,. Weiter ist
Q,, durchschnittsstabil. Ist M,, ein Dynkin-System und bezeichnet §(M) das von einem
Mengensystem M erzeugte Dynkin-System, so folgt mit dem monotonen Klassensatz

TRT.@B(B0,n) =0(Q,) =0(Q,) Co(M,)=M, CT®T.xB(B(0,n)),
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also M,, = T ® 7. ® B(B(0,n)). Definiert man fiir S € T ® T. ® B(R?)
S,:=SN(TxT,x B(0,n), neN,

so liegt .S, in der Menge M, und mit dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt,
dass auch die Indikatorfunktion von S als monotoner Grenzwert der Indikatorfunktio-
nen der S,, Gleichung (1.5) erfullt. Mit algebraischer Induktion folgt nun die Behaup-
tung. Also bleibt zu zeigen, dass M,, fiir n € N ein Dynkin-System ist.

Zunéchst liegt T x T, x B(0,n) in Q, und damit insbesondere in M,,. Weiter ist
fir S € M,, der Erwartungswert auf der linken Seite von (1.5) endlich, denn es gilt

] [ 100 v @] < &] [ tmom(o)ntan)] =2 nu(B0.0)

Damit sind alle im Folgenden auftretenden Erwartungswerte endlich.
Seien nun R, S € M,, mit R C S, so gilt

E[/lS\R(X,\I!,:c)M(dx)} :E[/ls(X,\If,x),u(d:c)] —E[/lR(X,\I!,:c)u(dx)}

Da R,S € M, gilt und somit (1.5) fiir die Indikatorfunktionen von R und S erfiillt
ist, folgt mit der Linearitdt des Erwartungswerts, des Integrals und des bedingten
Erwartungswerts

E{ / 1S\R(X,\If,x),u(dx)} :E{ / E[Ls\n(X, ¥, )| X] ,u(d:c)}

und damit S\ R € M,,.
Seien nun S, € M,, fiir k € N paarweise disjunkt. Dann erhélt man mit dem Satz
von der monotonen Konvergenz

E{/lugk(X,\If,x) }: [/lemvw (dx)}
:i {/LgkX\II:E) (dx)}

Wegen Sy, € M, ist (1.5) fiir 1g, erfiillt und mit dem Satz von der monotonen Kon-
vergenz folgt

ZE{/lSkX\Ifx ] ZEU [1s, (X, ¥, 2)| X] pu(d )]
— | [ El1ys (6, 0.0 | X]ulan)

Somit ist M, fiir n € N ein Dynkin-System und die Behauptung folgt. O
Analog lésst sich das folgende Theorem beweisen.

Lemma 1.3.4 Seien X ein stationdres zufilliges seitentreues Mosaik und ¥ eine
(m, n)-Perkolation auf X. Weiter seien iy, o o(X)-messbare Punktprozesse mit end-
lichen Intensititen und f : T x T, x R4 x R? — Rsq messbar. Dann gilt

/ X, 2, y) pn(de) aa(dy) = / / FOX 0,2, ) | X (de) paldy). (16)



Kapitel 1. Notationen, Grundlagen und Modelle 13

1.3.1 Das Voronoi-Mosaik

Dem Voronoi-Mosaik liegt eine lokal-endliche und nicht-leere Punktmenge y des R? zu-
grunde. Man definiert die Voronoi-Zelle eines Punktes x € x beziiglich der Punktmenge
x durch

Clz,x) = {z € R ||z — || < |z — y| fiir alle y € x},

das heifit, C(z, x) besteht aus allen Punkten des R¢, fiir die es in y keinen niheren
Punkt als = gibt. Ist C(x, x) fiir alle Punkte x € x beschrinkt, so ist das System aller
Voronoi-Zellen beziiglich x ein seitentreues Mosaik, vergleiche [44, Theorem 10.2.1].
Dieses Mosaik heifit Voronoi-Mosaik beziiglich x und wir schreiben dafiir C'().

Solche Mosaike kann man randomisieren, indem man statt einer deterministischen
Punktmenge eine zufillige Punktmenge, also einen einfachen Punktprozess, zugrunde
legt. Der hierzu am héufigsten verwendete Punktprozess ist der Poisson-Prozess. Das
zugehorige Voronoi-Mosaik bezeichnet man dann als Poisson- Voronoi-Mosaik. In dieser
Arbeit betrachten wir Voronoi-Mosaike beziiglich des Poisson-Prozesses 7 der Intensitét
v > 0 auf R% Da 7 stationir ist, ist auch das zugehérige Poisson-Voronoi-Mosaik
stationdr, vergleiche [44, Theorem 10.2.2]. Weiter ist dieses Mosaik nach Theorem 10.2.3
in [44] normal, das heifit, jede k-Seite liegt in genau d — k+ 1 Zellen. Daraus folgt, dass
jede [-Seite fiir k£ > [ in genau (d;ljl) k-Seiten enthalten ist.

Da das Poisson-Voronoi-Mosaik starke Unabhéngigkeitseigenschaften besitzt, ist es
ein einfach zu behandelndes Beispiel fiir das in dieser Arbeit eingefithrte Konzept der
(m, n)-Perkolation. Auerdem haben Beld Bollobas und Oliver Riordan in [5] nach-
gewiesen, dass die kritische Wahrscheinlichkeit bei Zellenperkolation auf dem plana-
ren Poisson-Voronoi-Mosaik 1/2 ist, vergleiche Abbildung 1.1, sodass wir spiter mar-
kante Stellen der Kovarianzstruktur mit der kritischen Wahrscheinlichkeit vergleichen
kénnen.

Abbildung 1.1: Zellenperkolation auf einem Poisson-Voronoi-Mosaik

1.3.2 Das Delaunay-Mosaik

Das Delaunay-Mosaik ist das zu dem bereits eingefiihrten Voronoi-Mosaik duale Mo-
saik. Dabei definiert man fiir ein planares Mosaik G das zugehdrige duale Mosaik G,
indem man in jede Zelle von G einen Knoten von G legt und zwei Knoten genau dann
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mit einer Kante von G verbindet, wenn die zugehérigen Zellen in G eine gemeinsame
Kante haben.

Sei wieder y C R? eine nicht-leere und lokal-endliche Punktmenge, deren konvexe
Hiille auBlerdem den ganzen Raum iiberdeckt. Ist e eine Ecke des Voronoi-Mosaiks
beziiglich x, das heifit, gibt es ein x € x mit e € Fy(C(z, X)), so definieren wir die
Delaunay-Zelle von e beziiglich y durch

D(e,x) :=conv({z € x : e € Fo(C(z,X))})
=conv({z € x: |z —e| = [lz —e|}).

Das System aller Delaunay-Zellen beziiglich x bildet ein seitentreues Mosaik, verglei-
che [44, Theorem 10.2.6]. Dieses Mosaik heifit Delaunay-Mosaik beziiglich x und wir
schreiben dafiir D(x). Die Eckenmenge von D(y) ist gerade die Menge x.

Analog zum Voronoi-Mosaik lédsst sich auch das Delaunay-Mosaik randomisieren,
indem man einen einfachen Punktprozess zugrunde legt. Ist der zugrunde liegende
Punktprozess stationér, so ist auch das zugehorige Delaunay-Mosaik stationér. Ist der
zugrunde liegende Punktprozess ein Poisson-Prozess, so heifit das Delaunay-Mosaik
Poisson-Delaunay-Mosaik und ist simplizial, das heifit, jede k-Seite ist ein k-Simplex
und enthélt deshalb genau k + 1 Poisson-Punkte, vergleiche [44, Theorem 10.2.7]. Man
beachte, dass das planare Poisson-Delaunay-Mosaik eine Triangulierung der Ebene ist.

Abbildung 1.2: Knotenperkolation auf einem Poisson-Delaunay-Mosaik

In Abbildung 1.2 ist Knotenperkolation auf einem planaren Poisson-Delaunay-Mo-
saik zu sehen. Die zugrunde liegende Punktmenge ist dabei die gleiche Realisierung
des Poisson-Prozesses (inklusive Féarbung), beziiglich der auch das Poisson-Voronoi-
Mosaik in Abbildung 1.1 gebildet wurde. Man beachte, dass zwei schwarze Punkte ge-
nau dann in der gleichen schwarzen Zusammenhangskomponente des Poisson-Voronoi-
Mosaiks liegen, wenn sie auch in der gleichen schwarzen Zusammenhangskomponente
des Poisson-Delaunay-Mosaiks liegen, das heifit, die kritischen Wahrscheinlichkeiten
bei Knotenperkolation auf dem planaren Poisson-Delaunay-Mosaik und bei Zellenper-
kolation auf dem planaren Poisson-Voronoi-Mosaik sind gleich und damit beide 1/2.

Da es fiir zwei schwarze Knoten, die durch einen schwarzen Weg iiber eine schwarze
Zelle verbunden sind, auch immer einen schwarzen Weg entlang schwarzer Kanten
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gibt, muss die kritische Wahrscheinlichkeit bei (0, 1)-Perkolation im planaren Poisson-
Delaunay-Mosaik wie bei Knotenperkolation 1/2 sein.

1.3.3 Archimedische Gitter

Ein Polygon heif3t reguldr, wenn alle Kanten gleich lang und die Innenwinkel identisch
sind. Ein Archimedisches Gitter ist ein seitentreues planares Mosaik ¢ bestehend aus
reguléren Polygonen, sodass alle Knoten dquivalent sind, das heif3t, fiir je zwei Knoten
x und y von ¢ gibt es einen Graphenautomorphismus, der x auf y abbildet. Dabei ist ein
Graphenautomorphismus eine bijektive Abbildung A auf Fy(p), sodass je zwei Knoten
z,y € Fo(p) genau dann durch eine Kante verbunden sind, wenn das auch fiir A(x)
und A(y) gilt. Es gibt bis auf Isomorphie elf verschiedene Archimedische Gitter, siehe
Abbildung 1.3. Die Bezeichnung der Archimedischen Gitter mit (ny,...,n,) geht auf
Branko Griinbaum und Geoffrey Shephard [10] zuriick, wobei z der Grad eines Knotens
eines Archimedischen Gitters ist, also die Anzahl der ihn enthaltenden Polygone, und
ni,...,n, die Anzahl der Kanten dieser Polygone. Da alle Knoten dquivalent sind, sind
diese Zahlen fiir alle Knoten eines Archimedischen Gitters gleich.

Man kann diese deterministischen Gitter nun randomisieren, sodass man ein stati-
onéres Gitter erhélt, indem man sie um einen in einer Fundamentalzelle gleichverteilten
Zufallsvektor veschiebt. Dabei ist eine Fundamentalzelle ein Ausschnitt des Mosaiks,
sodass das Mosaik durch disjunkte Vereinigungen geeigneter Translate der Fundamen-
talzelle zusammengesetzt werden kann.

1.4 Oberflichenmafie und innere Volumina

Innere Volumina und deren lokale Versionen, die Oberflichenmafle, sind als fundamen-
tale Kenngroflen konvexer Korper wichtige Funktionale in der Konvexgeometrie. Bei
deren Einfiihrung orientieren wir uns an dem Buch [43] von Rolf Schneider, in dem
auch die hier nicht gegebenen Beweise nachgelesen werden konnen.

Fir K € K¢ und 2z € R\ K bezeichnet px(x) die Orthogonalprojektion von x auf
K und man definiert den duferen Normalenvektor von K in pg(x) durch

WK ) = r — pi ()
o) = @l

das heiit, u(K, ) zeigt von pg(z) in Richtung z. Definiert man fiir U € B(S%"!) und
e > 0 die lokale Parallelmenge von K durch

M. (K,U):={zxeR:0<d(z,K) <eund u(K,z) € U},
so ist M. (K, U) messbar und es gilt folgende lokale Steiner-Formel.

Theorem 1.4.1 Sei K € K¢ ein nicht-leerer konvexer Kérper. Dann existieren end-
liche und positive Mafle Wo(K,-),..., Vg 1(K,-) auf B(S*'), sodass fir U € B(S?1)
und € > 0

IS

-1
MN(M.(K,U)) =Y e ikg Ui (K,U)
gilt. Die Abbildung K — V,;(K,-) ist additiv, das heifst, fir K, L, K UL € K gilt

I
=)
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Oberflachenmafle und innere Volumina

YN NN NN/

(4%) = (4,4,4,4)

ANWANWANWANWANAN

/ N/ N/ \

(3%) =(3,3,3,3,3,3)

(3,122) = (3,12,12)

(4,6,12)

(3%,42) = (3,3,3,4,4)

(3*,6) = (3,3,3,3,6)

(3%,4,3,4) = (3,3,4,3,4)

Abbildung 1.3: Die elf Archimedischen Gitter
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und schwach stetig, das heift, fir (K,) C K? mit K, — K gilt

lim [ f(u) \I!i(Kn,du):/f(u) U, (K, du)

n—oo

fiir alle beschrinkten und stetigen Funktionen f : St — R. Fiir jedes U € B(S4!) ist
die Funktion W;(-,U) : K — R messbar.

Das Mafl ¥, (K, -) heifit i-tes Oberflichenmaf von K und wir erweitern die Defini-
tion, indem wir
\I/Z<(Z), ) = O
fir i € {0,...,d—1} setzen. Das d-te Oberflichenmafl V4(K,-) eines konvexen Korpers
K definieren wir durch
Od—1 (U)
oo (SELY’

Damit ist Uy(K, -) ein MaB auf B(S!) und K + Uy(K, ) ist additiv und stetig. Diese
Definition eines d-ten Oberflichenmafles ist zwar uniiblich, wird sich aber in dieser
Arbeit als zweckméfig erweisen.

Aus der Definition der Oberflichenmafle folgt, dass sie translationsinvariant sind,
das heifit, fir K € K¢ und z € R? gilt U;(K + 2,) = U;(K, ). Weiter konnen sie
additiv auf den Konvexring fortgesetzt werden und diese Fortsetzung ist eindeutig.
Aulerdem sind die Oberflichenmafle rotationsinvariant und homogen, das heifit, fiir
eine Rotation g und s > 0 gilt

fir i € {0,...,d}, K € K?und U € B(S*!).
Fiir K € K% und x € K bezeichnet

N(K,z) :=pt(z) —

Uy(K,U) = \g(K) U € B(S™™). (1.7)

den Normalenkegel von K in x. Er enthélt alle Punkte, die unter px_, auf den Ursprung

abgebildet werden. Ist nun speziell P € P? und S € F(P) eine Seite von P mit

dim(S) < d, so hiangt N (P, x) fiir x € relint(.S) nicht von z ab und wir schreiben einfach

N(P,S). Fiir das Oberflichenmaf} eines Polytops P gilt mit diesen Bezeichnungen fiir

ief{0,...,d—1}

0d7i71<N<P7 S) n U)
(d — ’L) Rd—i

SeF;(P)

Ai(S), (1.8)

wobei 04_;_1 das sphérische Lebesguema$ im R?~ bezeichnet.

Die inneren Volumina eines konvexen Korpers K lassen sich mit Hilfe der Ober-
flaichenmafle nun durch

Vi(K) = W,(K, S

definieren. Sie sind additiv, homogen und translationsinvariant auf dem Konvexring
und auBlerdem monoton unter Mengeninklusion und nicht-negativ auf K?. Da die Ober-
flichenmafle additiv auf den Konvexring fortgesetzt werden konnen, existiert also auch
eine Fortsetzung der inneren Volumina. Fiir ¢ > 0 gilt die Steiner-Formel

M(K + B(0,2) =Y ek iVi(K), Kek® (1.9)

1=0
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Analog zu den Oberflachenmaflen konnen die inneren Volumina auch iiber die Steiner-
Formel definiert werden.

Die inneren Volumina sind unabhéngig von der Dimension des umgebenden Raumes.
Bettet man also einen konvexen Kérper K C RY mit dim(K) < ¢ in den R’ ein, so gilt
fiir das i-te innere Volumen V;(K) = \;(K) = 0.

Einige innere Volumina haben eine einfache geometrische Interpretation. So ist bei-
spielsweise das d-te innere Volumen V; das Lebesguemaf$ und fiir K € K¢ gilt

Vi1 (K) = 1{int(K) # 0} H 1 (0K) /2 + 1{int(K) = 0} HI 1K), (1.10)

vergleiche [44, S. 601], das heifit, fiir ein Element K aus dem Konvexring mit K =
int(K) liefert 2V, 1 (K) die Oberfliche von K. Weiter ist V; die Euler-Charakteristik
und fiir K € K¢ gilt Vo(K) = 1{K # 0}. In R? berechnet sich die Euler-Charakteristik
durch

Vo(K) = (Anzahl der Zusammenhangskomponenten von K)
— (Anzahl der Locher in K)

fiir ein Element K aus dem Konvexring.



Kapitel 2

Asymptotische Erwartungswerte
und Kovarianzstruktur

In diesem Kapitel untersuchen wir asymptotische Erwartungswerte und asymptoti-
sche Kovarianzen einiger Funktionale der schwarzen Teilmenge Z von stationdren und
seitentreuen zuféilligen gefdrbten Mosaiken. Im ersten Teil dieses Kapitels betrachten
wir die inneren Volumina von Z bei (m,n)-Perkolation. Im zweiten Teil beschranken
wir uns auf Zellenperkolation und fordern zusétzlich, dass das Mosaik normal ist. In
diesem Fall vereinfachen sich die Formeln fiir die asymptotischen Erwartungswerte
und Kovarianzen deutlich und es konnen aulerdem additive und translationsinvariante
Funktionale betrachtet werden, deren Betrag nach oben gegen translationsinvariante
und monotone Funktionale abgeschitzt werden kann.

2.1 (m,n)-Perkolation auf seitentreuen Mosaiken

In diesem Abschnitt betrachten wir fiir feste m,n € {0,...,d} mit m < n eine (m,n)-
Perkolation ¥ auf einem stationdren zufilligen seitentreuen Mosaik X in R, fiir das die
Intensitéten 7, der k-Seitenprozesse endlich sind. Dabei wird jede m-Seite unabhéngig
von den anderen mit Wahrscheinlichkeit p € [0, 1] schwarz gefarbt und weif sonst, das
heifit, die Menge X, der schwarzen m-Seiten ist eine p-Verdiinnung der Menge X,,, der
m-Seiten von X. Wir fiarben eine k-Seite fiir k& < m schwarz, falls sie in einer schwarzen
m-Seite liegt. Weiter ist eine k-Seite, m < k < n, schwarz, falls alle darin enthaltenen
m-Seiten schwarz sind. Die Seiten der Dimension k mit k£ > n sind alle weif. Die
Vereinigung aller schwarzen Seiten bezeichnen wir mit Z. In diesem Modell werden
nun die asymptotischen Erwartungswerte und die asymptotische Kovarianzstruktur
der inneren Volumina von Z in einem skalierten Beobachtungsfenster W, := tY/4WW/
normiert mit dem Volumen von W; fiir ¢ — oo berechnet. Dabei ist W ein konvexer
Korper mit Volumen eins, der den Ursprung im Inneren enthélt und uns im Folgenden
als Beobachtungsfenster dient. Die Skalierung wurde dabei so gewéhlt, dass Ag(W;) = ¢
gilt.

Zunéchst wird eine Darstellung fiir die inneren Volumina von Z N W, entwickelt,
wozu eine Verallgemeinerung der inneren Volumina auf sogennante approximierbare
Funktionen verwendet wird, die auf Groemer [9] zuriickgeht. Ublicherweise werden die
inneren Volumina mit Hilfe der Steiner-Formel fiir konvexe Korper definiert und kénnen
dann wegen ihrer Stetigkeit und Additivitdt mit dem Fortsetzungssatz von Groemer,
vergleiche [44, Theorem 14.4.2], additiv auf den Konvexring erweitert werden. In [9]
verallgemeinert Groemer das Konzept der inneren Volumina und definiert sie auf der
groferen Klasse der approximierbaren Funktionen, vergleiche Anhang A. Identifiziert

19



20 2.1. (m,n)-Perkolation auf seitentreuen Mosaiken

man eine Menge mit ihrer Indikatorfunktion, so stimmen diese verallgemeinerten inne-
ren Volumina auf den konvexen Kérpern und dem Konvexring mit den herkémmlichen
inneren Volumina {iberein und sie sind immer noch additiv und bewegungsinvariant.
Im Anhang wird gezeigt, dass die Indikatorfunktionen aller im Folgenden verwendeten
Funktionen approximierbar sind. Insbesondere ist das relative Innere eines konvexen
Korpers approximierbar und fiir die verallgemeinerten inneren Volumina gilt

Vi(relint(K)) = (=1)H4mOy(K), K e K4 (2.1)

Weiter werden in Lemma A.2.3 obere und untere Schranken der inneren Volumina
gewisser Funktionen angegeben, die allerdings schlechter sind als die Abschétzungen,
die aus der Monotonie fiir die herkdmmlichen inneren Volumina auf K¢ folgen.

Wir werden nun (2.1) nutzen um eine Formel fiir die inneren Volumina von Z NW,;
fiir festes t > 1 herzuleiten. Zunéchst gilt

ZOW, = (ZNWy) U (ZNoW,). (2.2)

Die schwarze Teilmenge Z kann man disjunkt zerlegen in das relative Innere der schwar-
zen Seiten. Damit ergibt sich die disjunkte Zerlegung
ZnW,=J | (relint(S) nW,). (2.3)
k=0 sex}

Da die in dieser Arbeit betrachteten Mosaike als stationédr vorausgesetzt werden, schnei-
det eine Seite S des Mosaiks X das Beobachtungsfenster W, mit Wahrscheinlichkeit
null nur im Rand, denn fiir k € {0,...,d} gilt

P(3S € X, : SNW, #0,5SNW, =0)
gE[Z 1{SNW,#£0,SNW, =0}

SeXy

- E[ / 1{S(z, U)W, £ 0, S(z, ¥) N W, = 0} n(k)(dx)}

und aus dem verfeinerten Theorem von Campbell (1.1), der Invarianzannahme (1.4),
der Translationskovarianz von S(-,-) und der Konvexitidt von W; und S(0) folgt

P(AS e X, :SNW,£0,SNW, =0)

< 7Y [ / 1{S (2, T(0_,)) N W, # 0, S(z, U(0_,)) N W, = 0} dx]

- [/ 1z € W, — S(0),z ¢ W, — S(0)) dx}
= nEL A (O(W, — 5(0)))] = 0. (2.4)

Somit gilt fast sicher relint(S) N W, = relint(S N W,) fiir alle Seiten S des Mosaiks.
AuBlerdem gilt fiir S € X, im Fall SN W, # 0 fast sicher dim(S N W;) = k, denn
andernfalls wiirde S das Beobachtungsfenster W, nur im Rand schneiden und diese
Wahrscheinlichkeit ist nach (2.4) null. Zusammen mit (2.1), der disjunkten Zerlegung
in (2.3) und der Additivitdt der inneren Volumina folgt aus diesen Uberlegungen die
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fast sichere Gleichheit
Vi(ZnWy) =Y (-1 Y V(s nwy). (2.5)

k=0 Sex}

Diese Darstellung wird im Folgenden verwendet um Formeln fiir die asymptotischen
Erwartungswerte und die asymptotische Kovarianzstruktur der inneren Volumina her-
zuleiten. Dabei ist der Randterm V;(Z N oW;) bei der Berechnung der asymptotischen
Erwartungswerte wegen der Linearitit des Erwartungswerts vernachléssigbar, falls

lim tEVi(ZNnoWw,)] =0 (2.6)

gilt. Ebenso werden wir sehen, dass der Randterm wegen der Cauchy-Schwarz-Unglei-
chung bei der Berechnung der asymptotischen Kovarianzen vernachlissigbar ist, wenn

tlim t"Var(V;(ZNnow,)) =0 (2.7)

erfiilllt ist. Da Z N dW; im Allgemeinen nicht im Konvexring liegt, miissen hier die
verallgemeinerten inneren Volumina betrachtet werden. Ist das verwendete Beobach-
tungsfenster W ein Polytop, so konnen mit den herkémmlichen inneren Volumina
hinreichende Bedingungen fiir die Erfiillung dieser beiden Voraussetzungen formuliert
werden, indem man OW als disjunkte Vereinigung der relativen Inneren der niederdi-
mensionalen Seiten von W schreibt. Setzt man U, := t/?U fiir U C R, so gilt fast
sicher die disjunkte Zerlegung

ZNoW; = U U relint(.S) N U U relint(Uy)

k=0 sex} =0 UeF, (W)
n d—1

= U U U U relint(S N Uy),

k=0 1=0 U€F;(W) SeX}

da eine Seite S das Polytop U; wegen der Stationaritdt von X fast sicher nicht nur
im relativen Rand von U, schneidet, vergleiche die Argumentation in (2.4). Verwendet
man nun (2.1), so folgt mit dieser Zerlegung und der Additivitét der inneren Volumina
fast sicher

n d—1

Vi(Z N OW,) = Z Z Z Z )i (§ A 1), (2.8)

k=0 1=0 UeF (W) Sex}

Im Folgenden benétigen wir noch einige Bezeichnungen, die sich auf die benachbar-
ten m-Seiten einer Seite beziehen. Zunéchst definieren wir den m-Grad eines Polytops
P durch \Sm(P)\ Wir setzen

={S e Xy |Sn(S)|=r}, ke{0,...,d},r €N,

das heifit, X, ist die Menge der k-Seiten mit m-Grad r, und wir bezeichnen mit X ,;T
die Menge der schwarzen Seiten in Xj,. Um die Farbewahrscheinlichkeiten angeben
zu konnen, ist es auBerdem hilfreich die Menge S;(.S) fiir eine Seite S in Abhéngigkeit
vom m-Grad der enthaltenen [-Seiten zu zerlegen, das heifit, wir definieren

S1:(S) = {T € Si(S) : |Sn(T)| = s}, 1€ {0,....d},seN.
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Weiter bezeichnen wir das System der [-Seiten, die o benachbarte m-Seiten mit S € X,
gemeinsam haben, mit

S(S) = {T € X, : |Sn(S) N Sm(T)| = 0}, o0eN,le{0,....d,

und fiir die Menge der Seiten in S7(5), die zusétzlich m-Grad s € N haben, schreiben
wir

S7.(8) == 87(5) N Xy s.

Mit diesen Bezeichnungen kénnen wir nun Formeln fiir die asymptotischen Erwartungs-
werte und die asymptotischen Kovarianzen der inneren Volumina bei (m, n)-Perkolation
bestimmen.

2.1.1 Asymptotische Erwartungswerte der inneren Volumina

Wir definieren fir i € {0,...,d} das mittlere i-te innere Volumen oder die Dichte des
i-ten inneren Volumens von Z durch

di(p) = tlgglo tEVi(Z N W), (2.9)

falls der Grenzwert existiert. Man beachte, dass d; fiir ¢ > n null ist.

Da die Intensitédten 7, der k-Seitenprozesse als endlich vorausgesetzt wurden, sind
die Palmschen WahrscheinlichkeitsmaBe P wohldefiniert. Wir werden zeigen, dass die
mittleren inneren Volumina existieren und eine Potenzreihe in der Farbewahrschein-
lichkeit p sind, falls fiir das Mosaik X die Voraussetzung

SR [(Z |Sz<o>|)“w<s<o>>2] < o0 (2.10)

i,k=0

erfiillt ist. Ist das Beobachtungsfenster W ein Polytop, so kann (2.10) durch die schwé-
chere Voraussetzung

> EVi(S(0))?) < oo (2.11)

ik=0
ersetzt werden.
Theorem 2.1.1 Sei i € {0,...,n} und es gelte (2.10) (bzw. (2.11) fir W € P9).

Dann ezistiert der Grenzwert (2.9) fir (m,n)-Perkolation mit Parameter p € [0, 1] auf
X und es gilt

-1

3p) = 3D B - (1 p)SONV(S(0)
3 (1) B S O(S(0)))

k=m

Insbesondere gilt fiir Zellenperkolation ((d,d)-Perkolation)

5 (p) = {]gzzjtld).”k“%ﬂf%[(l — p)lSaOIV;(S(0))], i <d,

3

i
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Fiir p = 1 ist Z gerade die Vereinigung aller n-Seiten des Mosaiks, das sogenannte
n-Skelett. In diesem Fall vereinfacht sich das mittlere i-te innere Volumen fiir 7 < n zu

n

(1) = 3 (- 1)y ERVi(S(0))].

k=i

Die mittlere Euler-Charakteristik des n-Skeletts, also dy(1) bei (m, n)-Perkolation, be-
rechnet sich somit als alternierende Summe der Intensitidten der k-Seitenprozesse. Die-
ser Spezialfall wird in Theorem 10.1.8 in [44] fiir den Einheitswiirfel als Beobachtungs-
fenster gezeigt. In [29] findet sich ebenfalls ein Beweis fiir diese Mittelwertformel fiir
die Euler-Charakteristik des n-Skeletts. Ebenso wird dort eine Mittelwertformel fiir die
Euler-Charakteristik der Vereinigung der benachbarten [-Seiten der typischen k-Seite
gezeigt, wobei eine [-Seite T' zur k-Seite S benachbart ist, falls T' € §;(5) gilt.

In [52] haben Wolfgang Weil und John Wieacker bereits Dichten additiver und
translationsinvarianter Funktionale ¢ auf dem Konvexring untersucht, die auf X% lokal
beschriankt und messbar sind. Dabei bedeutet lokal beschrinkt, dass  fiir jedes K € K¢
auf der Menge {L € K¢ : L C K} beschriinkt ist. Weiter sei Y eine stationire zufillige
Menge, sodass Y N K fiir K € K% im Konvexring liegt und die Integrabilititsvoraus-
setzung

E[2NYNH)] < oo

erfiillt ist. Dabei bezeichnet N(Y N K) die kleinste natiirliche Zahl n, sodass Y N K
als Vereinigung von n konvexen Korpern geschrieben werden kann. Diese Endlich-
keitsvoraussetzung kann durch die schwiichere Forderung E[2VOM01Y] ersetzt werden,
vergleiche [44, Theorem 9.2.1]. Unter diesen Voraussetzungen existiert die Dichte
o
tlggot Elp(Y N W;)]

und sie héngt nur von einer lokalen Gréfie ab, vergleiche Theorem 5 in [52]. Da die
n-Skelette stationédrer Mosaike ebenfalls stationér sind, kann mit diesem Resultat eine
Formel fiir die Dichte der inneren Volumina der n-Skelette der hier betrachteten Mosa-
ike angegeben werden. Allerdings ist die geforderte Integrierbarkeitsvoraussetzung von
einem stiarkeren Typ als die hier benotigte.

Beweis von Theorem 2.1.1: Zunéchst zeigen wir, dass der Randterm V;(Z NoW;) asym-
ptotisch vernachlissigbar ist, das heit, (2.6) gilt. Fiir W € K2 folgt aus der disjunkten
Zerlegung

ZNoW, = U U relint(S) N oW, (2.12)
k=0 sex}
der Additivitdt der inneren Volumina und V;(0)) =0

E[Vi(Z N oW,)] ZE{ Z 3(relint(S) N 6%)}

k=0 Sexi

— iE[ > Vi(relint(S) N OW;) 1{S N OW; # @}}. (2.13)

k=0 Sex}
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Fiir P € P? gilt mit V;(0) =0
V;(relint(P) N W,) = Vi(relint(P N W,)) 1{relint(P) N W, # 0}

und mit der Additivitdt der inneren Volumina, Lemma A.2.3, Formel (2.1) und der
Monotonie der inneren Volumina auf K¢ folgt

Vi (relint(P) N OW,)| < |Vi(relint(P) N W,)| + |Vi(relint(P) N W,)]

dim(P)

( > P )dim(P)_l Vi(P). (214)

Wegen X} C X, folgt mit dieser Uberlegung aus (2.13)

Emznow) < Y| X 2( A v usnow £ 0]

k=0 “Sex;
Verwendet man nun das verfeinerte Theorem von Campbell (1.1), so erhéilt man

k

NEVz now) < Zzwo (S 1s01) v - s

=0

Die rechte Seite konvergiert wegen \g(OW — t=V4K) — X\y(OW) = 0 fiir t — oo und
K € K%, vergleiche den Beweis von Theorem 4.1.3 in [44], nach dem Satz von der
dominierten Konvergenz gegen null, wobei

(Z |sl<o>\)k_1v@-<s<o>> A(B(0, ROW)) + S(0))

fiir ¢ > 1 als Majorante gewéhlt werden kann. Die Integrierbarkeit der Majorante folgt
nach Verwenden der Steiner-Formel (1.9) und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung aus
Voraussetzung (2.10).

Nun zeigen wir in dem Spezialfall eines Polytops als Beobachtungsfenster, dass (2.6)
unter der schwécheren Voraussetzung (2.11) erfiillt ist. Wegen der Darstellung (2.8)
genugt es

1

i+dim( SﬂUt —

lim E[ > (-1 Vi(Sn Ut)] =0 (2.15)
Sex}

fir k € {0,...,n} und U € F(W) mit dim(U) < d zu zeigen. Wegen X} C X, der

Monotonie und Nichtnegativitiit der inneren Volumina auf K¢ und V;(0) = 0 gilt

’E[ D (—1y Sy (50 Ut)] < E[ > V(SN Ut)]

SEX% SeXy,

<E{Z Vi(S 1{Sm8Wt7é@}]

SeXy

Wir zeigen nun, dass diese obere Schranke asymptotisch null ist, dass also

lim E{ZV 1{Sm6Wt7é®}]—0 ke {0,...,n}, (2.16)

t—oo t
SeXy
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gilt. Mit dem verfeinerten Theorem von Campbell (1.1) und der Translationsinvarianz
der inneren Volumina folgt

—E[ 3" Vi(S) 1{S N oW, # 0} | = uEVi(S(0)A(OW — 7/45(0))]

SeXy

und das konvergiert nach dem Satz von der dominierten Konvergenz gegen null. Dabei
ist
E; [Vi(S(0)Xa(B(0, R(W)) + 5(0))]

wegen der Steiner-Formel (1.9), der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und Voraussetzung
(2.11) eine integrierbare Majorante.

Da nun (2.6) nachgewiesen ist, gilt wegen der Additivitdt der inneren Volumina und
der Linearitdt des Erwartungswertes

lim ' E[Vi(Z N W4)] = lim t'E[Vi(Z N W)l
—00

t—o00

und es gem’igt die rechte Seite zu bestimmen. Mit (2.5), der disjunkten Zerlegung
X} = U,en X4, und dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt

E[V;(Z N W,)] ZZ Z+kE{ Z Vi(S N W;) 1{S ist schwarz}|.

k=0 r=1 SeXg,r

Mit Lemma 1.3.3 erhalt man nun

E[Vi(Z N W,)]
- ii(—l)”‘ﬂ@[ D VIS N (k< m}B(Sn(S)N X, # 01 X)
k=0 r=1 SeXy,,

F1{m <k <n}P(S,(S) C X1 | X)),

Nach Definition von (m,n)-Perkolation ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass S €
X bei gegebenem Mosaik X schwarz gefarbt wird, 1 — (1 —p)" fiir £ < m und p" im
Fall m < k < n. Damit folgt

E[Vi(Z N W,)] ZZ DTk <m}1— 1 —=p)") +1{m < k < n}p")

k=0 r=1

XE[ > m(Sth)].

SGX]CJ‘
Da die inneren Volumina auf K¢ monoton und nicht-negativ sind, gilt fiir S € X,
[Vi(S W) — Vi(S)1{s(S) € Wi} < Vi(S) 1{S N oW, # 0}

und mit der Dreiecksungleichung, |1{k < m}(1—(1—p)")+1{m < k <n}p"| <1 und
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dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt

S5 (AL < m}(1— (L p)7) 4 1{m < k < n}p)

o xE[ > vg(Sth)}

SeXy r

hm
t—oo t

n o0

Z Dk <m}(1—(1—p)")+1{m <k <n}p")

o XE[ > Vi(S) 1{s(S eWt}”

SeXy r

< ; Loot [Zv 1{Sm8Wt7é®}}

k=0 SeXy,
Somit impliziert (2.16)

1 :
Ji FEAZ 018

- tgglo;z; D (1{k < m}1 — (1 —=p)") +1{m < k < n}p")

< E| 3 VS LS(S) € Wi lSu($)] = 1}

SeXy,

Wegen V;(K) = 0 fiir K € K¢ mit dim(K) < 4, kann erst ab k = ¢ summiert werden.
Das verfeinerte Theorem von Campbell (1.1) liefert schlieBlich

1] X V) Ls(5) € Wi [,(5)] = 3] = mERV(SO)L(1S,(0)] = )

SeXy,

und damit folgt der erste Teil der Behauptung mit dem Satz von der monotonen Kon-
vergenz.
Setzt man nun m = n = d, betrachtet also Zellenperkolation, so erhélt man

d

8i(p) = Y (1) FRER((1 = (1 = p)!SON) Vi(5(0))].
k=i
Wendet man nun Theorem 10.1.4 in [44] an, so erhélt man den zweiten Teil der Be-
hauptung fiir i < d. Im Fall i = d ist klar, dass d4(p) den Volumenanteil p der schwarzen
Zellen angibt, und formal gilt

0a(p) = (1= (1 = p)") aEq[Va(S(0))] = p
wegen 14E9[V;(5(0))] = 1, vergleiche (10.4) in [44]. O

2.1.2 Asymptotische Kovarianzstruktur der inneren Volumina

In diesem Unterabschnitt geben wir Voraussetzungen an, unter denen die asymptoti-
schen Kovarianzen der inneren Volumina von Z

0,j(p) = tlirglot_lCov(W(Z NWY),Vi(ZnW,)), i,j€{0,...,d},
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bei (m, n)-Perkolation existieren, und bestimmen in diesem Fall explizite Formeln. Man
beachte, dass die asymptotischen Kovarianzen im Allgemeinen vom Beobachtungsfens-
ter W abhéngen konnen und o; ;(p) null ist, falls max(z, j) > n gilt.

Es ist leicht zu sehen, dass die o0;; Potenzreihen in der Farbewahrscheinlichkeit p
sein miissen. Die zugehorigen Koeffizienten werden sowohl durch die (vom Beobach-
tungsfenster W unabhéngige) lokale Geometrie von X bestimmt als auch durch die
globale Fluktuation der inneren Volumina innerhalb der Seitenprozesse Xg ., - .., Xar,
fiir ro,...,rq4 € N, die von W abhéingen kann, wie wir spéter exemplarisch belegen.
Ist das Beobachtungsfenster W ein Polytop, so konnen alle Voraussetzungen mit den
herkémmlichen inneren Volumina formuliert werden und einige von ihnen kénnen ge-
geniiber den Voraussetzungen fiir beliebige konvexe Koérper als Beobachtungsfenster
sogar abgeschwacht werden.

Wir definieren abkiirzend die Polynome

mn () =1k <m}(1 = (1 =p)") +1{m <k <n}p",
Irws @) =1k, L <m}(1 = p)""*°(1 = (1 -p)°)
F1{k<mm<I<no>1}(1-p)p
+1{m<k<nil<m,o>1}p"(1—p)°+1{m <kl <n}p ™ °01—p°
fir k,1 € {0,...,n},r,s € Nund o € {0, ..., min(r, s)}. Weiter setzen wir die Existenz
der Grenzwerte

o1
phap) = fim fCov(| S VIS W) £ ), S v ) £ ) )

t—o0
SeXy, TeX;
(2.17)
fir 4,7, k,1 € {0,...,n} voraus, die im Allgemeinen von dem Beobachtungsfenster W
abhéngen konnen. Auflerdem fordern wir
n k k—1 2
Sl X (Tse) we) o) <s ey
1,5,k=0 SeSL(0) N 1=0

wobei fiir jedes endliche System S C K¢ konvexer Kérper
= Vi(S)
ses

als das totale i-te innere Volumen der Elemente von S definiert wird. Ist das Be-
obachtungsfenster ein Polytop, so kann Voraussetzung (2.18) durch die schwichere
Voraussetzung

SR, [vg(skm)fvj(sd(o»} <o (2.19)

i7j7k:0

ersetzt werden.
Weiter sollen die Randterme vernachlassigbar sein, das heift, (2.7) soll gelten, wozu
wir fiir ein beliebiges konvexes Beobachtungsfenster

lim —Var( Z Vi(relint(S ﬂ@Wt)) =0 (2.20)

t—o0
T SEXk



28 2.1. (m,n)-Perkolation auf seitentreuen Mosaiken

fir i,k € {0,...,n} voraussetzen. Ist das Beobachtungsfenster W ein Polytop, so
geniigt es stattdessen zu fordern, dass

lim 3 %Var( D (—1)dimsnun V(SﬂUt)) =0 (2.21)

t—o0
r=1 SEX]C”‘

fir alle 7, k € {0,...,n} und alle Seiten U € F(W) mit dim(U) < d gilt. Man beachte,
dass in (2.21) nur die herkdmmlichen inneren Volumina auftreten.

Mit diesen Annahmen kann in der néchsten Proposition die Vernachlassigbarkeit der
Randeffekte gezeigt werden. Danach werden wir mit der Darstellung (2.5) eine Formel
fiir die asymptotische Kovarianzstruktur berechnen.

Proposition 2.1.2 Ist das Beobachtungsfenster W ein beliebiger konvexer Korper, so
folgt (2.7) aus (2.18) und (2.20). Ist W ein Polytop, so folgt (2.7) aus den schwdicheren
Voraussetzungen (2.19) und (2.21).

Beweis: Fiir W € K4\ P? geniigt es wegen (2.12), der Additivitit der inneren Volumina,
der Bilinearitéit der Kovarianz, der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und der Stetigkeit der
Wurzelfunktion

lim Var( Z Vi(relint(S) N 8Wt)) =0

t—oo {
Sex}

fir k € {0,...,n} zu zeigen. Zunichst bestimmen wir eine Formel fiir diese Varianz. Mit
der disjunkten Zerlegung X! = Uren X ,ivr, dem Satz von der monotonen Konvergenz
und der Definition der (m,n)-Perkolation erhélt man

E[ > W(relint(S)ﬂ@Wt)] :i ,’:;;L(p)E[ > Vilrelint(S) N OW;) | .

SEXp.r

Nun untersuchen wir das zweite Moment dieses Funktionals. Mit den disjunkten Zer-
legungen X} = J, oy Xi, und X = U?:l%(r’s) 8¢ ,(9) fiir S € Xi, und dem Satz von
der monotonen Konvergenz gilt

EK > Vi(relint(S) maWt)ﬂ

1
SeX;

oo min(r,s
= Z l Z Z H{T € §(95)} Vi(relint(S) N OW;) Vi(relint (1) N oW4) | .

rs=1 0=0 Sexl TeX}

Die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass S € X, und T € S (S5), r,s € N, 0 €
{0,...,min(r, s)}, bei gegebenem Mosaik X schwarz sind, ist fir k < m

1-(1-p)°’+(1-p)’1-(1-p)" )1 =(1-p)),

denn entweder ist eine der o gemeinsamen benachbarten m-Seiten schwarz (dies ge-
schieht mit Wahrscheinlichkeit 1 — (1 — p)°) oder alle gemeinsamen benachbarten
m-Seiten sind weifl und von den iibrigen benachbarten m-Seiten gibt es jeweils eine
schwarze benachbarte m-Seite von S und von T' (dies geschieht mit Wahrscheinlichkeit
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(1-p)°(1—(1=p)°)(1—(1—p)*°)). Im Fall m < k < n sind S und 7" mit Wahrschein-
lichkeit p"**~° schwarz, da dazu alle benachbarten m-Seiten von S und 7" schwarz sein

miissen. Man beachte, dass die Wahrscheinlichkeit, dass S € X}, und T € S (S) bei
gegebenem Mosaik X schwarz sind, also gerade gkkns(p) + fEr (p) fis (p) ist. Somit

gilt fiir das zweite Moment mit Lemma 1.3.4

XE[ > ) LT € Sp(9)}Vilrelint () N OW;) Vi(relint(T) N OW,) |.

SeXy ,rTeXy s

Beachtet man 1{T" € 8(S)} = 1= 5" 1{T € §(S)} und gEkrs(p) = 0 fiir o = 0,
so folgt fiir die Varianz

X El Z Z Vi(relint(S) N oW)V;(relint(7") N 8%)}

SEXkTTESO )

Der erste Summand konvergiert wegen |fr" (p)f¥5 (p)] < 1, der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung und Voraussetzung (2.20) nach Teilen durch ¢ gegen null. Also bleibt
noch zu zeigen, dass der zweite Summand nach Teilen durch ¢ gegen null konvergiert.
Wegen [ghmm5(p)| < 1 und der Zerlegungen Y7 1{S € X;,} = 1{S € X;} und
S 1zmm<’“s HT € Sg,(9)} = YT € X3, Sn(S) N Su(T) # 0} fiir S € X, folgt

nach Anwenden der Dreiecksungleichung

oo min(r,s)
Z Z g* knrOs { Z Z V relint(S) N OW,)V;(relint (7)) N 8Wt)] ‘
r,s=1 o=1 SeXg,r TESO

< %E{ Z Z |Vi(relint(S) N OW,)Vi(relint(T) N OW,)| 1{S,,,(S) N S, (T') # @}]

SEXk TeXk

{ Z Z Z Vi (relint(S) N OW,) Vi (relint(T) N 8VVt)|]

HeXm SeSk ) TESk

<

wl}—t

Mit (2.14), V;(0) =0, S C UCeSd(H) C fir S € Sg(H) und H € X,,, und dem verfeiner-
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ten Theorem von Campbell (1.1) erhdlt man nun

oo min(r,s)
Z Z grlflknros [ Z Z V (relint(S) N OW,)V; (relint(T )ﬁ@VVt)H

ris=1 o=1 SEX;CTTESO
k—1 2
<te[ > U cmawﬁé@}( > (L) )]
HeXm CeSy(H) SeS;(H) =0
k k—1 2
— e (o v ) o) (X (Sisei) we) |
Ce84(0) SESL(0) N 1=0

wobei auch die Translationsinvarianz von |S;(-)| und die der inneren Volumina verwen-
det wurde. Dieser Ausdruck konvergiert nach dem Satz von der dominierten Konvergenz
gegen null fiir £ — oo, wobei

> e rovy+o ¥ (D& )Hvi(S))Q

CeS4(0 SeS(0)

als Majorante gewahlt werden kann. Die Integrierbarkeit der Majorante folgt nach
Anwenden der Steiner-Formel (1.9) aus Voraussetzung (2.18).

Nun weisen wir (2.7) fiir ein Polytop W als Beobachtungsfenster nach. Wegen der
Darstellung (2.8) der inneren Volumina von Z auf dem Rand des Beobachtungsfensters
und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gentigt es

: 1 1+dim +
lim g\/ar( D (—1yr Iy (s Ut)) =0

1
SeX;,

fir i,k € {0,...,n} und U € F(W) mit dim(U) < d zu zeigen. Analog zu dem Fall
eines beliebigen konvexen Korpers als Beobachtungsfenster erhélt man

Var( Z (_1>i+dim(SﬂUt)‘/;(S N Ut))
Sex}

[e.9]

= > fw)

r,s=1

« COV( Z (_1)i+dim(SﬂUt)‘/i<S N, Z (_1)z‘+dim(TmUt)Vi<T N Ut))
SeXy . TEXy, 4
P2
r,s=1 o=1
« E[ Z Z dlm(SﬂUt)+dlm(TﬂUt)V(S N Ut)vz(T N Ut)} )

SeXy r TeSO

Der erste Summand konvergiert wegen |fr" (p)fy5 (p)] < 1, der Cauchy-Schwarz-

Ungleichung und Voraussetzung (2.21) nach Teilen durch ¢ gegen null. Analog zum
Fall beliebiger konvexer Korper als Beobachtungsfenster konvergiert auch der zweite
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Summand nach Teilen durch ¢ fiir ¢ — oo gegen null, wobei statt (2.14) die Monotonie
der inneren Volumina auf K? verwendet werden kann und somit fiir die Integrierbarkeit
der Majorante die schwiéichere Voraussetzung (2.19) anstatt (2.18) geniigt. O

Um zu zeigen, dass aus diesem Theorem nun die Vernachléssigharkeit der Randef-
fekte gefolgert werden kann, das heifit

044(p) = lim t7*Cov(Vi(Z N W), Vi(Z NW)),

bendtigen wir eine einfache Folgerung aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung, die in
dieser Arbeit hiufig verwendet wird.

Lemma 2.1.3 Seien (X,(f))neN und (Yn(i))neN fir i € {0,...,d} Folgen reellwertiger
Zufallsvariablen, fir die (Var(Yn(l)))neN firi e {0,...,d} beschrdnkt ist und

lim Var(X® —v®) =0, ie{0,...,d},

n—oo

qilt, so folgt
lim Cov(X, XU) = lim Cov(Y,?, Y,V i je{0,...,d},

n n
n—oo n—o0

falls einer der beiden Grenzwerte existiert.

Beweis: Wegen der Bilinearitéit der Kovarianz gilt
Cov(XW, XU)) — Cov(Y®, Y)
= Cov(X) =V, V7)) + Cov(X) =¥, X —v,9)) + Cov(¥,), X — ¥,17).

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhédlt man damit
0< |COV(XT(Li),X(j)) — COV(Y(i) Y(j))|

< [Cov(X — VD V0| 4+ |Cov(XP) — V@ XD — 1))
+ |COV(Y(i) X(J) — Y(J))|
< \/Var —y? \/Var Y, + \/Var X0 - ,f”)\/var(x,(f) — v,

+ \/ Var (Y, )\/ Var(X) — ;7).

Da die Folge (Var(nyi)))neN fiir alle ¢ beschréankt ist, konvergiert dies gegen null. [

Nun koénnen wir zeigen, dass die asymptotischen Kovarianzen o;; unter den hier
gemachten Voraussetzungen existieren und eine Formel fiir diese angeben.

Theorem 2.1.4 Exzistieren die Grenzwerte in (2.17) und sind (2.18) und (2.20) (bzw.
(2.19) und (2.21) fir W € P%) erfiillt, so existieren bei (m,n)-Perkolation mit Para-
meter p € [0,1] auf X die asymptotischen Kovarianzen o; ;(p) und es gilt

oo min(r,s)

ai,j<p>:ZZ<—1>i+ﬂ‘+k+I(p@] EYY i) (2.22)

k=i l=j r,s=1 o=l

< EDVA(S(0))V; (57,(0)1{|S(0)]| = r}])

firi,j€{0,...,n}.
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Beweis: Wegen Proposition 2.1.2, Lemma 2.1.3 und der Additivitat der inneren Volu-
mina gilt

i j(p) = lim ¢t~ 'Cov(V;(Z N Wt), Vi(Zn Wt))

t—o00

Fiir den Erwartungswert von Vi(Z N W,) gilt nach (2.5), der disjunkten Zerlegung
X} = U,en X4, dem Satz von der monotonen Konvergenz, der Definition der (m, n)-
Perkolation und Lemma 1.3.3

EVi(Z W) = S (1 S A () E[ S s W»] |

k=i SeXp.,

Fir den gemischten Erwartungswert erhélt man mit (2.5) und den disjunkten Zerle-
gungen X, = [,y X3, und X! =,y Umn)(Se(S) X},) fir S € X,

E[V;(Z N W,)V;(Z N W)
n n oo min(r,s)

I EI ey E[ Y Y wEnwvraw)|.
k=i l=j r,s=1 0=0 SeX,ﬁrTeso( mX

Die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass S € Xy, und T' € 57 (S) bei gegebenem Mosaik
schwarz sind, ist 1 — (1 —p)°+ (1 —p)°(1 — (1 —p)"=°)(1 — (1 — p)*~°) fiir k,{ < m und
p 570 fiir m < k,l < n, wie im Beweis von Proposition 2.1.2 schon gezeigt wurde. Fiir
k <m und m <[ < n ist diese Wahrscheinlichkeit

H{o=0}(1—-(1=p)")p*+ Lo # 0}p°,

da mindestens eine der benachbarten m-Seiten von S schwarz sein muss und alle be-
nachbarten m-Seiten von T'. Fir m < k < nund ! < m ist diese Wahrscheinlichkeit ent-
sprechend 1{o = 0}p"(1 —(1—p)®)+1{o # 0}p". Damit ist die Wahrscheinlichkeit, dass
S € X, und T € 87,(S) bei gegebenem Mosaik schwarz sind, gi:bs(p)+ frh (p) f15, ()
und mit Lemma 1.3.4 folgt

E[Vi(Z N W,)Vi(Z N W)

oo min(r,s)

= 3N (ST N (ghE ) + fR (0) £, ()

k=i l=j r,s=1 0=0
XE{ Y YT eSOOWiSNW)V(T W),

SeXk: T TeXl s

Da, gkbrs(p) fiir o = 0 null ist, folgt mit 1{T € 8(S)} = 1 — ™" 1{T € 8¢(9)}

m,n,0
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fiir die Kovarianz

Cov(Vi(Z N W4), Vi(Z N W)

= SN R () £52, ()

k=i I=j 5=l
x Cov( dViSNWL), > V(TN Wt))
SeXy r TeX,s
n n oo min(r,s)
+ z+j+k+l gfnlr:(f
;; TSZI ;

XE[Z Z Vsmm (TﬂWt)}

SeXg,r TGSO

Der erste Summand konvergiert nach Teilen durch ¢ fiir ¢ — oo gegen den ersten
Summanden in (2.22), wobei pf]l(p) nach Voraussetzung existiert. Nun ist noch die
Asymptotik des zweiten Summanden zu bestimmen. Wegen |g¥:L™s(p)| < 1 folgt

m,n,0

i mis gl (p) ( { S ViSnW)V(TN Wt)] (2.23)

r,s=1 o=l SeXk,r TESP (S)

_E[ S Y WSV >ewt}m

SEXk » TES? ()

2.2 3

r,s=1 o=1

0o mln(rs
[Z > VSN W)V(T W) — V<S>vj<T>1{s<s>eWt}|]

SEXk,, TES? (S)

Da der Betrag auf der rechten Seite von (2.23) nur fiir (S UT) N OW; # 0 positiv
sein kann, ldsst sich dies mit den Zerlegungen >~ 1{S € X ,} = 1{S € X} und

S zmm(m T € 8¢,(5)} = 1T € X;,8,(S) N Sn(T) # 0} fiir S € Xy, und der

Monotonie und der Nichtnegativitit der inneren Volumina auf K¢ gegen
# Y T % wenen{ U onowsol]
HeXm SeS,(H) TeS( CeS4(H)

abschitzen, denn fiir S € Si(H), T' € S(H) gilt SUT C Ueegs,m C- Wegen des
verfeinerten Theorems von Campbell (1.1) und der Translatlonsmvarlanz der inneren
Volumina ist dies gleich

ol a0 — u ¢ Vs 0)v)(10)]

und dies konvergiert nach dem Satz von der dominierten Konvergenz gegen null, da

Z Aa(B(0, R(W)) + C)Vi(Sk(0))V;(S:(0))

CESd
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als Majorante gewdhlt werden kann, die wegen der Steiner-Formel (1.9), der Holder-
Ungleichung und Voraussetzung (2.19) integrierbar ist. Damit folgt mit dem verfeiner-
ten Theorem von Campbell (1.1)

oo min(r,s)
lim — Z > ghlra(p) { > Z Vi(S N W)V, (met)]
tooo t rs=1 o=1 SEXkTTES (S)

co min(r,s)

> S EEWE) 3 REMLss) < )

rs=1 o=1 SGXkTTGSO s(S)

oo min(r,s)

=Y D g MELVI(S(0)Vi(S74(0))1{|Sn(0)] = r}]

r,s=1 o=1
und somit die Behauptung. O

Im Fall p = 0 sollten die asymptotischen Kovarianzen bei (m,n)-Perkolation null

sein, da in diesem Fall das gesamte Mosaik weifl gefarbt und deswegen V;(Z NW;) =0

deterministisch ist. Wegen gklr#(0) = fE7 (0) = 0 stimmt dies mit den Ergebnissen

aus Theorem 2.1.4 iiberein. Im Fall p = 1 sollten die asymptotischen Kovarianzen bei
(m, d)-Perkolation ebenfalls null sein, da dann das Mosaik komplett schwarz geférbt
und Vy(ZNW,) = Vy(W,;) wieder deterministisch ist. Es gilt g~'7*(1) = 0 und f%" (1) =
1, womit sich h ,

d d
oy |
o;,4(1 ZZ<_1)Z+]+k+l }L‘?o fCOV< Z Vi(S N, Z Vi(T'n Wt))

k=i l=j SEXk TeXl
ergibt. Wegen Z = R? gilt nach (2.5)
d

V(W) =Y (=1 Y V(S n )

k=i SEX),

und somit folgt o; (1) = 0.
Betrachtet man nun Zellenperkolation, so vereinfachen sich die Formeln fiir die
asymptotischen Kovarianzen des Volumens deutlich.

Korollar 2.1.5 Fir j € {0,...,d} gilt unter den Voraussetzungen von Theorem 2.1.4
bei Zellenperkolation mit Parameter p € [0,1] auf X

0a;(p) = Y D (=1 p(1 = ) wEY[Va(S(0)) Vi(Sis(0))]- (2.24)

=5 s=1
Insbesondere gilt
0a,4(p) = p(1 = p)7aEq[Va(5(0))7],
04,4-1(p) = p(1 = p)(1 = 2p)7Eq[Va(S(0))Va-1(5(0))].
Beweis: Wegen
s ) = p Jim 3Cos (Vi) 3 VT 0w 2550 ) ) =0

TEXl
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fir 5,1 € {0,...,d} folgt Gleichung (2.24) aus Theorem 2.1.4. Die Formel fiir 44(p)
folgt nun direkt aus (2.24), da Sy4(0) fiir 0 € 7 nur im Fall s = 1 nicht leer ist und
in diesem Fall S;;(0) = S(0) gilt. Mit (1.10) folgt

E?l[vd<s<o>)vd71<8dfl (0))] =2 Eg[Vd(S(O))%,l(S(O))]

und wegen Sy_14(0) = 1{s = 1} S;_1(0) fiir 0 € ¥ erhilt man zusammen mit (2.24)
auch die Formel fiir o441 (p). O

2.2 Zellenperkolation auf normalen und seitentreuen Mosaik-
en

In diesem Abschnitt setzen wir zusétzlich voraus, dass das betrachtete Mosaik nor-
mal ist, das heiflt, jede k-Seite ist in d — k + 1 Zellen enthalten. Dies impliziert, dass
jede k-Seite in genau (j__f;;ll) = (d;]f,;l) Seiten der Dimension m > k enthalten ist.
Da die Anzahl der m-Seiten einer k-Seite im Fall m < k aber nicht deterministisch
sein muss, vereinfachen sich die Formeln fiir die asymptotischen Kovarianzen o; ;(p)
nur fiir Zellenperkolation deutlich. Auflerdem ermdoglicht die Normalitdt mit Hilfe der
Inklusions-Exklusions-Formel, vergleiche [44, (14.47)], eine andere Darstellung der in-
neren Volumina von Z N W, mit der Formeln fiir die asymptotischen Erwartungswerte
und die asymptotischen Kovarianzen der inneren Volumina unter schwécheren Vor-
aussetzungen bestimmt werden kénnen. Weiter verschérfen sich die Voraussetzungen
nicht, wenn man beliebige konvexe Korper statt Polytope als Beobachtungsfenster be-
trachtet. Auflerdem kann mit diesem Zugang iiber die Inklusions-Exklusions-Formel
eine grofere Klasse additiver Funktionale als die inneren Volumina betrachtet werden.

Seien X ein zufilliges stationires normales und seitentreues Mosaik in R?, fiir das
die Intensitéten v endlich sind, und ¥ eine Zellenperkolation auf X. Wir bezeichnen
mit X; = X (V) die Menge aller k-Seiten von X, die in d — k + 1 schwarzen Zellen
enthalten sind. Man beachte, dass X = X] und X; C X} fiir £ < d gilt. Weiter
bezeichnet man wie bisher mit Z die Vereinigung aller schwarzen Zellen. Wir betrachten
in diesem Abschnitt additive und translationsinvariante Funktionale ¢ auf K¢, die auf
den Konvexring fortgesetzt werden kénnen und fiir die ein translationsinvariantes und
monotones Funktional ¢ auf K¢ mit |¢| < ¢ existiert. Ist ¢ monoton und nicht-negativ
auf K%, so kann ¢ = ¢ gewihlt werden.

Funktionale, die die Voraussetzungen an ¢ erfiillen, sind zum Beispiel die Ober-
flichenmafle oder die inneren Volumina, wobei die inneren Volumina als obere Schran-
ke ¢ der Oberflichenmafie gewihlt werden kénnen. Ist A : S! — R messbar und
beschréinkt, so ist auch

p(K) = /Sd_l h(u) U;(K,du), K € K¢,

fiir i € {0,...,d} ein additives und translationsinvariantes Funktional, dessen Betrag
gegen das monotone und translationsinvariante Funktional

P(K) = hll Vi(K), K€K,

abgeschétzt werden kann. Da die Oberflachenmafie additiv auf den Konvexring fortge-
setzt werden konnen, existiert auch eine additive Fortsetzung von ¢ auf den Konvex-
ring. Weiter ist

o(K) = h(K — s(K),u), K ek,
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fiir festes u € S9! additiv und translationsinvariant, wobei h(K,-) die Stiitzfunktion
von K bezeichnet und s(K') den Steiner-Punkt. Da die Abbildung K +— A(K,-) und
der Steiner-Punkt stetig sind, vergleiche Abschnitt 5.4 in [43], existiert nach dem Fort-
setzungssatz von Groemer, vergleiche [44, Theorem 14.4.2], eine additive Fortsetzung
auf den Konvexring. Als monotone und translationsinvariante obere Schranke kann das
Funktional

¢(K) :=2R(K), K ek,

gewahlt werden, wobei R(-) den Umkugelradius bezeichnet.

2.2.1 Asymptotische Erwartungswerte

In diesem Unterabschnitt wird eine Formel fiir die asymptotischen Erwartungswerte

lim t 'E[p(Z N W,)] (2.25)

t—o0
bestimmt, wobei wir fiir die Existenz dieses Grenzwerts die Voraussetzung

d

> EUB(5(0) Vi(S(0))] < o0 (2.26)

ik=0
benotigen.

Theorem 2.2.1 Ist (2.26) erfillt, so existiert der Grenzwert (2.25) fiir Zellenperko-
lation mit Parameter p € [0,1] auf dem normalen Mosaik X und es gilt

d
lim ¢~ 'E[p(Z W) = S (1), B (S (0))]. (2.27)

t—o00
k=0

Beweis: Da ¢ additiv ist und auf den Konvexring fortgesetzt werden kann, folgt mit
der Inklusions-Exklusions-Formel, vergleiche (14.47) in [44],

p(ZNW) =Y (=D Y e(SnW)) (2.28)

k=0 Sex;

und nach Definition der Zellenperkolation gilt

E[p(Z N W) = Z(—U“p““E[ 3 (s Wa} , (2.29)

k=0 SeXy,

da jede k-Seite wegen der Normalitdt von X in genau d — k 4+ 1 Zellen enthalten ist.
Nun ist noch die Asymptotik der Erwartungswerte auf der rechten Seite von (2.29) zu
bestimmen. Es gilt

'%E{ 5 gp(SﬂWt)} _ %E{ 3 e(S)1{s(5) € W}H

SeXy SeXy,

<

~ | =

E[ 3™ (S N W) — o(S) 1{s(S) € Wt}@.

SeXy
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Da der Betrag auf der rechten Seite fiir S N OW; = @ null ist, folgt mit |p| < &,
der Monotonie und Translationsinvarianz von ¢ und dem verfeinerten Theorem von

Campbell (1.1)

~ | =

E[ > p(sn Wt)] —~ %E[ > w(9)1{s(5) € Wt}] ’

SeXy SeXy

2
< —E[ > @(S)1{S N oW, # @}]
t
SeXy
= 2 %ER[(5(0)) Aa(OW — t71/15(0))].
Dieser Ausdruck konvergiert fiir ¢ — oo nach dem Satz von der dominierten Konvergenz
gegen null, wobei
G(5(0)) Aa(B(0,2R(W)) + 5(0))

als Majorante gewéhlt werden kann. Die Integrierbarkeit der Majorante folgt mit der
Steiner-Formel (1.9) und Voraussetzung (2.26). O

Bei Zellenperkolation auf einem normalen Mosaik lésst sich nun ein Zusammenhang
zwischen §;(p) und 0;(1—p), i € {0,...,d} und p € [0, 1], herstellen, wobei die mittleren
inneren Volumina ¢; in (2.9) definiert wurden.

Theorem 2.2.2 Seii € {0,...,d} und es gelte (2.10) (bzw. (2.11) fiir W € P%). Dann
qilt fiir Zellenperkolation auf dem normalen Mosaik X die Beziehung

C[(CyEs - ), i<d
5i(p)_{1—5d(1—p), i=d
fir p € 10, 1].

Beweis: Seien i € {0,...,d} und p € [0, 1]. Wegen Theorem 2.1.1 existieren die Grenz-
werte 0;(p) und §;(1 — p). Um die Abhéngigkeit von der Farbewahrscheinlichkeit p
deutlich zu machen, schreiben wir in diesem Beweis Z(p) und X} (p) anstatt Z und
X}. Mit der disjunkten Zerlegung

Z(p) "Wy, = (Wi \ (Z(p)° N W) U (Z(p) N OWS),
der Additivitét der inneren Volumina und (2.1) folgt
E[Vi(Z(p) N W2)] = (=)™ Vi(Wh) = E[V;(Z(p)° N W) + E[Vi(Z(p) N OW)].

Da E[V;(Z(p)NOW;)] wegen (2.16) nach Teilen durch ¢ fiir ¢ — oo gegen null konvergiert
und das ¢-te innere Volumen homogen vom Grad 7 ist, folgt

lim t'E[V;(Z(p) N1 W,)] = 1{i = d} — lim t'E[V;(Z(p)° N W) (2.30)
—00 —00
Definiert man die weiffen k-Seiten von X durch X?(p) := X} \ X}(p), k € {0,...,d},

so kann man Z(p)° als disjunkte Vereinigung der relativen Inneren der weilen Seiten
darstellen und erhélt somit wegen der Additivitédt der inneren Volumina fiir ¢ > 1

Vi(Z(p)°NW,) = (U |J relint(s mv"vt) Z Z V;(relint(S) N ;).

k=0 5eX0(p) k=0 5ex(p
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Wegen der Stationaritit des Mosaiks gilt fast sicher relint(S) N W, = relint(S N W,),
vergleiche (2.4). Ebenso gilt wegen der Stationaritét fast sicher dim(SNW;) = dim(5),
falls S N W, # (. Zusammen mit der Formel (2.1) erhélt man

d

ViZ(p) nWy) =Y (=17 37 V(SN

k=0 SEX](p)

fast sicher. Da das Mosaik normal ist, liegt jede k-Seite in d — k + 1 Zellen und es folgt
mit der Inklusions-Exklusions-Formel die fast sichere Gleichheit
d
Vi(Z(p) W) = (=)™ Y (=D Y V(SN = (=1 Vi(Z(p) N W),
k=0 SeX(p)

wobei B den Abschluss einer Borelmenge B C R? bezeichnet. Da wegen der Symmetrie
des Modells

d
Z(p)= 21 -p)
gilt, folgt die Behauptung mit (2.30). O

2.2.2 Asymptotische Kovarianzstruktur

In diesem Unterabschnitt seien ¢; und ¢y additive und translationsinvariante Funktio-
nale, die auf den Konvexring fortgesetzt werden kénnen und fiir die translationsinvari-
ante und monotone Funktionale @1, @, auf K¢ mit |p1]| < @1, 02| < By existieren. Wir
interessieren uns dafiir, unter welchen Voraussetzungen deren asymptotische Kovarianz

tlim t1Cov(p1(Z N W), 0o(Z N WY)) (2.31)

existiert und eine Formel fiir sie bestimmt werden kann. Im Fall ¢ = V;, o =V}
wurde diese asymptotische Kovarianz im vorherigen Abschnitt bereits untersucht.
Wir setzen voraus, dass die Grenzwerte

Rl — lim %Cov( Z ©1(S N W), Z wo(T' N Wt)) (2.32)

t—00
SEXk TEXl

existieren und die Integrabilitdtsbedingung

d

> EYVi(S(0)) $1(Sk(0)) $2(S:(0))] < o0 (2.33)

i,k,1=0

erfiillt ist.

Theorem 2.2.3 Ist (2.33) erfillt und existieren die Grenzwerte in (2.32), so existiert
der Grenzwert (2.31) bei Zellenperkolation mit Parameter p € [0, 1] auf dem normalen
Mosaik X und es gilt

d
lim t7'Cov(1(Z MWL), pa(Z N W) = Y (—1)FHp* itk
k,1=0
d d—max(k,l)+

+ Y (DY pZd"“‘l“‘”(l — P)1EL[p1(S(0)) a(S7(0))).

k,1=0 o=1
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Beweis: Verwendet man die aus der Inklusions-Exklusions-Formel folgende Darstellung
(2.28) fiir ¢ = @1 bzw. ¢ = @9, so erhilt man

Elp1(Z N W) 2(Z N W)
d d—max(k,l)+1
“Y Y B[S S alSn el nW)UT € SHs).
e, 1=0 0=0 SEX; TeX}

Fir S € Xi, T € §7(9) ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von {S € X}, T € X/}
bei gegebenem normalen Mosaik X nach Definition der Zellenperkolation p2d—+=+2-0,
Zusamnmen mit Lemma 1.3.4 erhélt man

d d—max(k,l)+1

Elp1(Z NWy) oo(Z NWY)] = Z (_1)’f+l Z prik-l2o

X E[ D) aSNW)pTN W) 1T € 8;’(5)}].

Wegen 1{T € S*(9)} =1 -1 max(kDF 1 1T € 8§°(9)} folgt zusammen mit (2.29) fiir
© = 1 bzw. p = s, fiir die asymptotlsche Kovarianz

lim t*ICOV(gol(Z NWL), 02(Z N W)

d
1
Z [ Yoty 2d—h—12 tlggogCov< Z e1(SNWy), Z wa(T' N Wt))

k=0 SeXy TeX;
d d—max(k,l)+1
+ Z (_1)k+l Z p2d7kfl+2fo<1 _ po)
k,l=0 o=1

x lim E[Z > <p15ﬂWt)g02(TﬂWt)]

t—oo t
SeXy TeS(S)

Die Kovarianzen im ersten Summanden konvergieren nach Voraussetzung gegen 7.

Fiir die Erwartungswerte im zweiten Summanden gilt fiir o > 1 wegen |p;| < @; und der
Monotonie der Funktionale ¢; analog zu (2.23) und der dort folgenden Abschétzungen

1

- E[ Y wsnwy ¢Q(Tth)}

SeX), TeSP(S)

—E[Z D> 0i(S) a(T) 1{s(S )EWt}”

SeXy, TeSP(S)

< ;E{ Yo Y IS NW) T N W) — @1(S) pa(T) 1{s(S) € Wi}

SEX), TESH(S)
CeX Se8(C) TeS, (C

Verwendet man nun das Verfemerte Theorem von Campbell (1.1) und die Translati-
onsinvarianz der Funktionale ¢, und (s, so ist dieser Ausdruck gleich

27421 (Sk(0)) $a(S1(0)) Aa(OW — ¢7/95(0))].
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Dies konvergiert fiir ¢ — oo nach dem Satz von der dominierten Konvergenz gegen null,
wobei \g(B(0,2R(W)) + S(0)) ¢1(Sk(0)) ¢2(S;(0)) fiir ¢ > 1 als Majorante gewéhlt
werden kann. Die Integrierbarkeit dieser Majorante folgt aus der Steiner-Formel (1.9)
und (2.33). Damit folgt mit dem verfeinerten Theorem von Campbell (1.1)

> solsmwtmmwt)]

SeX), TSP (S)

— 1 7E| 33 ) el 1(s(3) € W] = Bl (500 ex( SO

t—oo ¢
SEX) TeS?(S)

O

Fiir p € {0,1} sind die asymptotischen Kovarianzen in (2.31) null, da dann das
gesamte Mosaik komplett weifl oder komplett schwarz gefdarbt ist und somit Z deter-
ministisch ist. Im Fall p = 0 sieht man dies auch direkt an Theorem 2.2.3 und im Fall
p = 1 erhélt man

d
lim t_lCov(cpl(Z NWL), po( ZNW)) = Z (_1)k+l7_k,l.
t—o00

k,1=0

Da nach der Inklusions-Exklusions-Formel

D EDTEY T @i SNWh) = (W)

k=0 Sexy

gilt, folgt S°¢ t—o(—1)¥FrM = 0 und die asymptotische Kovarianz in (2.31) ist fiir p = 1
null.

Mit Theorem 2.1.4 und Theorem 2.2.3 lédsst sich nun wieder ein Zusammenhang
zwischen o; ;(p) und o;;(1 — p) fiir Zellenperkolation auf normalen und seitentreuen
Mosaiken herstellen. Definiert man

1
75}1 = lim ¥COV< Z Vi(S N W), Z V(TN Wt)), (2.34)

t—ro0
SEXk TeXl

so gilt pi(p) = (1= (1 —p) 1) (1= (1 — p)=* 1) und die Existenz der Grenzwerte
pf;(p) in (2.17) ist dquivalent zur Existenz der Grenzwerte T, kl

Theorem 2.2.4 Existieren die Grenzwerte in (2.17) oder (2.34) und ist die Integrabi-
litdtsvoraussetzung (2.19) erfillt, so gilt bei Zellenperkolation mit Parameter p € [0, 1]
auf dem normalen Mosaik X firi,j € {0,...,d}

Ui,j(p) _ ZZ(_l)kH (de k—I1+2 Zk]l
d—max(k,l)+1
Y ke —p”mEi[%(S(O))W(Sf(o))])- (2.35)

o=1
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Unter den zusitzlichen Voraussetzungen (2.18) und (2.20) (bzw. (2.21) fir W € P9)
erhdlt man die weitere Darstellung

Uz] Z Z z+]+k+l< 1 _ (1 _ p)dfk+1><1 _ (1 _ p>d7l+1)7_i13l

d—max(k,l)+1
+ > (L=p) T — (1= p) ) ERVi(S(0) V(ST (0))])

und die Beziehung o
0-17]<p) = <_1)Z+]O-i,j<1 _p)7 JAS [07 1]

Beweis: Die Formeln fiir die asymptotischen Kovarianzen folgen direkt aus Theorem
2.1.4 und Theorem 2.2.3. Den Zusammenhang zwischen o, ;(p) und o;;(1 — p) erhélt
man durch Gleichsetzen der beiden Darstellungen von o; ;(p), wenn man beriicksichtigt,
dass nach der Inklusions-Exklusions-Formel

d

D (FDTEY VSN W) = V()
k=i SEX
gilt und damit
d d
S = S =0
k=i 1=j
folgt. O

Ist das Mosaik X nun zusétzlich planar, so lassen sich die Formeln fiir o; ;(p) mit
Hilfe der Euler-Formel fiir planare Graphen, vergleiche [35, Theorem 4.1.1], noch weiter
vereinfachen. Dazu werden wir im Rest dieses Abschnitts

lim ¢~ 'Var(e;) = 0 (2.36)

t—o00

voraussetzen, wobei
ei= Y Vo(SNow,), t>1,
SeXy
gesetzt wird. Man beachte, dass diese Voraussetzung gerade (2.20) fir i = 0, k = 1
und r = 2 ist.

Theorem 2.2.5 Ezistieren die Grenzwerte in (2.17) oder (2.34) und sind die Voraus-
setzungen (2.19) und (2.36) erfillt, so erhdlt man bei Zellenperkolation mit Parameter
p € [0,1] auf dem planaren und normalen Mosaik X

) = p(1 — p) 1ES[Va(5(0))%,
) = p(1 —p)(1 = 2p) EJ[Va(S(0))V4(S(0))],

o20(p) = p(1 —p) — p*(1 — p)* 1E[V2(S(0)) |So(0)]],

1(p) = P’ (1 = p)* (717 + MEVA(S(0))%]) + p(1 — p)(1 — 2p)* 1 EI[V1(5(0))°],

) = p*(1—p)*(1 = 2p) (715 — 1=ES[Vi(S(0)) [Sa(0)[])

+p(1—p)(1 = 2p)(1 + p — p?) E[V1(S(0))],

a00(p) = P*(1 = p)* 1E[|So(0)P] + 12p(1 — p)(1 — 9p — p* 4 20p° — 10p*)

+p*(1—p)’ (1 —2p)° 755
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Beweis: Die Formeln fiir 059, 091 und oy folgen direkt aus Gleichung (2.35) in Theo-
rem 2.2.4, wenn man ,ES[V5(5(0))] = 1 und 722; = 0 berticksichtigt.
Nun behandeln wir oy ;. Mit (1.10) folgt

Y VSnWwy) = > Vi(SnW,) - %”Hl(&Wt)

SeXy SeXso

und somit

Mit Proposition 1.3.1 folgt auflerdem
NEI[V1(5(0)) Vi(82(0))] = 71E5[1(S(0)) Vi(S1(0))] = 272E5[Vi(S(0))?]
und
NEI[Vi(5(0)) Vi(81(0))] = nEI[V1(S(0)) (2V1(S82(0)) — 2V3(5(0)))]
= 47:E5[V1(5(0))%] — 21 E}[VA(S(0))7).
Setzt man diese Ergebnisse in die Formel aus Theoren 2.2.4 ein, so erhélt man die

behauptete Formel fiir 0 ; nach einer einfachen Rechnung.
Um die verbleibenden Kovarianzen oy ¢ und g zu bestimmen, definiert man

X ={SeX,:SNW,#0}, t>1.
Damit folgt einerseits aus der Normalitdat des Mosaiks
2(1X1] + &) = 3(1Xg| + &)

und andererseits aus der Euler-Formel fiir planare Graphen, vergleiche [35, Theorem
4.1.1],
(IXgl +ee) + (1 X3 +1) = (IX1| + o) + 2.

Aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich nun
1Xi| =2|X) —e;—2 und |X]| =3|X3| — & — 3, (2.37)
was wir zur Bestimmung von Tfi ! und 7'5 ! verwenden werden.

Zunichst bestimmen wir die Kovarianz oy 9. Verwendet man (2.37) und Vorausset-
zung (2.36), so erhélt man mit Lemma 2.1.3

L0 _ 20 _ o L1 _ 21 _ g 22 1,2 _ 22
Ti0 = Ti0 = 7107 710 =T10 =9°T10, T10 = T1,0
Auflerdem erhélt man wieder mit Proposition 1.3.1

3.
NEI[Vi(S(0)) [S5(0)[] = 272E5[V1(S(0)) [So(0)[] — 47E5[Vi(S(0))],
NEV1(S(0))IS1(0)[] = 272E5[Vi(S(0))ISo(0)] — 272E[V1(S(0))],
NELVi(S(0))] = 7E5[V1(S(0))].
Zusammen mit Theorem 2.2.4 liefert dies nach einer einfachen Rechnung die behauptete
Formel fiir oy p.
Nun bestimmen wir 0. Nach Theorem 2.2.4 gilt im planaren Fall

2 3—max(k,l)

onolp) = 3 (— (+ > —pﬂ)vkEznle(om). (2:38)

k,l=0



Kapitel 2. Asymptotische Erwartungswerte und Kovarianzstruktur 43

Mit Gleichung (2.37) und der Voraussetzung (2.36) an die Varianz von ¢; erhilt man
wieder mit Lemma 2.1.3

00 _ 4 22 Ll _ g 22 L0 _ .22 20 _ o 22 21 _ .22
To,0 = 270,00 70,0 — 270,00 70,0 — Y70,0> 70,0 = 470,0: To,0 = 270,0

und es folgt fiir den ersten Summanden in (2.38)

2
> (D = (1 - p)*(1 - 2p)° 705
%, 1=0

Betrachte nun den zweiten Summanden in (2.38). Setze dazu
f(k,1,0) = nER[|SF(0)]]
und untersuche diesen Ausdruck fiir alle auftretenden Kombinationen von k,[! und o.
Mit
a = PEy[|So(0)[?]

gilt nach mehrfachem Anwenden von Proposition 1.3.1

£00,0,1) =B | > [So(T)| = 9| = & — 90,
-TeS2(0) -

FOO,1,1) =B | > [Sa(T)| = 6| = o — 670,
-TeS2(0) -

FOLO, 1) =mEY | Y [So(T)| — 4| = a—dy,
-TeS2(0) -

P =B S sm) -2 =a -2,
-TeS2(0) -

£(0,0,2) = f(0,1,2) = £(0,2,1) = f(2,0,1) = f(2,1,1) = 3,

f(]'707 2) = f(lv 27 1) - 2717

f<0707 3) = 0,

f(]-7 17 2) =7,

f<27 27 1) =72

Verwendet man vy = 29, und 73 = 37, vergleiche Theorem 10.1.6 in [44], so folgt
die Formel der asymptotischen Varianz der Euler-Charakteristik nach einer einfachen
Rechnung. O
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Kapitel 3

Spezielle Mosaike

In diesem Kapitel wird gezeigt, dass die in Theorem 2.1.1 und Theorem 2.1.4 her-
geleiteten Formeln fiir die asymptotischen Erwartungswerte und die asymptotische
Kovarianzstruktur der inneren Volumina auf das Poisson-Voronoi- und das Poisson-
Delaunay-Mosaik anwendbar sind. Das Poisson-Voronoi- und das Poisson-Delaunay-
Mosaik sind seitentreu und stationér, wobei die Stationaritdt vom zugrunde liegenden
Poisson-Prozess geerbt wird, vergleiche [44, Kapitel 10].

Da das Poisson-Voronoi-Mosaik normal ist, vegleiche [44, Theorem 10.2.3], kénnen
fiir dieses Mosaik im Fall von Zellenperkolation auch Theorem 2.2.1 und Theorem 2.2.3
auf die Oberflichenmafle angewendet werden. Es lasst sich zeigen, dass die Oberflichen-
mafle die Voraussetzungen dieser Theoreme erfiillen, wobei die inneren Volumina als
die geforderten oberen Schranken der Oberflichenmafle gewéhlt werden konnen.

Auch die Archimedischen Gitter sind seitentreu. Randomisiert man sie, indem man
sie um einen in einer Fundamentalzelle gleichverteilten Zufallsvektor verschiebt, so
erhélt man stationédre Gitter, die die Voraussetzung von Theorem 2.1.1 erfiillen. Weiter
werden wir zeigen, dass die asymptotischen Kovarianzen der inneren Volumina fiir
manche Beobachtungsfenster divergieren.

3.1 Das Poisson-Voronoi-Mosaik

In diesem Abschnitt bezeichne X := C(n) das Poisson-Voronoi-Mosaik beziiglich 7.
Zunéchst zeigen wir einige Hilfsmittel, die fiir den anschlieBenden Nachweis der Vor-
aussetzungen von Theorem 2.1.1, Theorem 2.1.4, Theorem 2.2.1 und Theorem 2.2.3
hilfreich sind. Zuletzt vergleichen wir bekannte kritische Wahrscheinlichkeiten mit mar-
kanten Punkten der mittleren Euler-Charakteristik und der asymptotischen Kovarianz-
struktur der inneren Volumina.

3.1.1 Hilfsmittel

Das folgende Lemma ist ein Spezialfall von Theorem 2 in [15] von Daniel Hug und Rolf
Schneider und besagt, dass der Durchmesser und die inneren Volumina der typischen
Poisson-Voronoi-Zelle exponentiell fallenden Tail besitzen. Man beachte dabei, dass
C(0,1°) nach dem Theorem von Slivnyak (1.2) dieselbe Verteilung wie die typische
Zelle des Poisson-Voronoi-Mosaiks beziiglich 1 besitzt.

Lemma 3.1.1 Es gibt Konstanten c1,c2 > 0, sodass fiir allen € N und i € {0,...,d}
P(diam(C(0,7°)) > n) < ¢; exp(—can),
P(Vi(C(0,1°)) > n) < ¢1 exp(—con)
gilt.

45
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Beweis: Theorem 2 in [15] liefert

lim n~"/* log P(%(Zy) > n) = —c.

n—oo

Dabei sei ¥ : {K € K% : 0 € K} — R ein stetiges Funktional, das nicht identisch
null, homogen vom Grad k£ und monoton beziiglich Mengeninklusion ist. Der Durch-
messer und die inneren Volumina besitzen diese Eigenschaften. Weiter bezeichnet 7
die Nullzelle des dort betrachteten Hyperebenenprozesses der Intensitat \. Fiir r = d
und geeignetes A > 0 hat Z; die gleiche Verteilung wie die typische Zelle eines Poisson-
Voronoi-Mosaiks mit Intensitét eins und es gilt ¢ > 0.

Fiir € € (0,¢) gibt es also ein ng, sodass fiir alle n > ng

I~k logP(2(Zy) > n) +¢| < ¢

gilt und daraus folgt

d/k

P(E(Z@) > n) < e(sfc)n < e(sfc)n

fiir n > ng, da die inneren Volumina und der Durchmesser homogen von hochstens
Grad d sind. Setzt man ¢y := ¢ — ¢, so folgt die Behauptung fiir geniigend grofles
Ct. O

Insbesondere ldsst sich damit zeigen, dass alle Momente des Durchmessers und der
inneren Volumina der typischen Poisson-Voronoi-Zelle existieren.

Lemma 3.1.2 FEs gilt fiir alle m € N und i € {0,...,d}
E[diam(C(0,1°))™] < oo und E[V;(C(0,1°))™] < co.

Beweis: Fiir m € N gilt mit dem Satz von der monotonen Konvergenz

E[diam(C(0,1°))™] = Elz 1{n < diam(C(0,7%) < (n + 1)} diam(C(0,n°))™

n=0

< Z(n + 1) P(diam(C(0,7%)) > n).

Die Konvergenz dieser Reihe ist nun eine einfache Folgerung aus Lemma 3.1.1.
Analog lasst sich zeigen, dass die Momente der inneren Volumina der typischen
Poisson-Voronoi-Zelle endlich sind. 0

Definiert man fiir eine lokal-endliche Punktmenge y C R? die (Voronoi-)Nachbarn
eines Punktes x € y beziiglich y durch

N(z,x) :={y € x \ {z} : C(z,x) N C(y, x) # 0}
und die (Voronoi-)Nachbarn zweiter Ordnung eines Punktes x € x beziiglich x durch
Na(z,x) == {z € x : Jy € N(z,x) mit z € N(y,x)},

so ldsst sich zeigen, dass alle Momente der Nachbarzahl zweiter Ordnung des typi-
schen Poisson-Punktes existieren. Wegen N(z, x) € Na(x, x) existieren damit auch die
Momente der Nachbarzahl des typischen Poisson-Punktes.

Lemma 3.1.3 Fiir alle m € N gilt
E[| N2(0,7")]™] < 0.
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Beweis: Wie in Lemma 3.1.2 erhélt man fiir m € N mit dem Satz von der monotonen
Konvergenz

o0

E[|N>(0,7°)]™] <3 (n+ 1) P(IN2(0,7°)| > n), (3.1)

n=0

das heifit, es geniigt eine geeignete obere Schranke von P(| Ny (0,7°%)| > n) zu bestimmen.

Seien nun |N9(0,1°)| > n und z;, s, ... eine Abzihlung der Punkte aus 7, sodass
0 < ||z1]] < ||z2|| < ... gilt. Dann gibt es ein x € Ny(0,7°) mit ||z|| > ||z,| =: . Man
iiberlegt sich leicht, dass © € 1 genau dann Voronoi-Nachbar zweiter Ordnung von 0
beziiglich 7" ist, wenn es ein y € n und Kugeln B(z) und B'(z) mit 0,y € 0B(x),
2,y € dB'(x), B(x)Nn =0 und B'(z) Ny = O gibt. Wegen ||| > ¢t gilt diam(B) > t/2
und BN B(0,t/2) # 0 entweder fiir B = B(x) oder B = B'(z).

Wir werden nun zeigen, dass es Kugeln By, ..., B; € B(0,t¢) mit Durchmesser ¢/8
gibt, sodass jede Kugel B mit Durchmesser mindestens ¢/2 und B N B(0,t/2) # (
mindestens eine dieser Kugeln enthélt. Die Zahl [ kann dabei unabhéngig von ¢ gewahlt
werden, wie man mit einem Saklierungsargument leicht sieht. Seien By, ..., B; C B(0,1)
eine maximale Anzahl disjunkter Kugeln mit Durchmesser ¢/8, das heifit, es kann keine
weitere Kugel mit Durchmesser ¢/8 in B(0,t) gelegt werden, die disjunkt zu By, ..., B,
ist. Da jede Kugel mit Durchmesser mindestens t/2, die B(0,¢/2) schneidet, eine Kugel
mit Durchmesser genau ¢/2 enthélt, die B(0,¢/2) schneidet, geniigt es nun zu zeigen,
dass jede Kugel B mit Durchmesser genau /2, die 5(0,¢/2) schneidet, eine der Kugeln
By, ..., B, enthélt. Also gilt B = B(x,t/4) mit « € B(0,3t/4). Weiter hat die Kugel

B(z,t / 16) Durchmesser /8 und ist in B(0,t¢) N B enthalten. Da | maximal ist, gibt es
eine Kugel B € {By,..., B}, die B(x,t/16) schneidet, und fiir diese Kugel gilt B C B.

Aus |Ny(0,7%)| > n folgt also n(B;) = 0 fiir mlndestens eini € {1,...,l}. Wegen

der Binomialeigenschaft des Poisson-Prozesses gilt

B(1(5) = 0] il = 1) = (1- @) - (1- %)

Die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine der Kugeln B; keinen Punkt aus
n enthilt, ist also maximal [ (1 — 1/164)""1. Bezeichnet man die Dichte von ||z,|| mit
fn, so ergibt sich

PUNA0,1)] 2 ) = [ BN 2 0l ol =) ) < (1 - %) (32)

Zusammen mit (3.1) folgt fiir die Momente der typischen Nachbarzahl zweiter Ordnung
E[|N>(0, 7)™ <> (n+ 1) 1(1 — 1/16%)"
n=0

und diese Reihe konvergiert. O

Mit diesen Lemmata lasst sich nun zeigen, dass die Intensitéiten ~, der k-Seitenpro-
zesse des Poisson-Voronoi-Mosaiks endlich und die Palmschen Wahrscheinlichkeitsmafle
P9 somit wohldefiniert sind.

Lemma 3.1.4 Im Poisson-Voronoi-Mosaik gilt v, < oo fir k € {0,...,d}.
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Beweis: Da der Steiner-Punkt eines konvexen Korpers K im relativen Inneren von K
enthalten ist, gilt nach Definition von ~

w<E| 3 Usnpar 20| <5 S a2 0) 7o)

SeXy ceX

Mit dem verfeinerten Theorem von Campbell (1.1), dem Theorem von Slivnyak (1.2)
und der Translationskovarianz von C(-,-) und Fj(-) folgt

e < YEX([0,1]7 = C(0,7°)) [Fi(C(0,7°))]]
< YE(B(0, Vd) + C(0,1°)) [Fu(C(0,7")].
Da das Voronoi-Mosaik beziiglich n° fast sicher normal ist und die Anzahl der k-Seiten
einer Zelle wegen der Normalitidt gegen die (d — k)-te Potenz der Nachbarzahl ab-
geschatzt werden kann, folgt die Endlichkeit dieses Ausdrucks nach Anwenden der

Steiner-Formel (1.9) und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung aus Lemma 3.1.2 und Lem-
ma 3.1.3. U

Wir definieren fiir eine lokal-endliche Punktmenge y C R? den Umkugelradius zwei-
ter Ordnung eines Punktes x € y durch

Ry(, x) == R( U C(y,x)),

yeN (z,x) Uz}

wobei R(-) wie bisher den Umkugelradius bezeichnet. Somit enthélt B(z, 2Ry (x, X)) die
Voronoi-Zelle von z und aller Nachbarn von z. Fiir einen Poisson-Prozess existieren die
Momente des Umkugelradius zweiter Ordnung des typischen Punktes, wie das folgende
Lemma besagt.

Lemma 3.1.5 FEs gilt firm € N
E[Ry(0,7")™] < oc.
Beweis: Fiir m € N gilt
(a+b)™ < (2 max(a,b))™ <2™(@™ +0b"), a,b>0,

und damit folgt fiir den Umkugelradius zweiter Ordnung des typischen Poisson-Punktes

E[Rz(o,nt))m]gEKdiam(C(o,nO)H max diam(C(y,nO))Y}

yEN(0,7°)

§2m<E[diam(C(O,n0))m]+El max diam(c*(y,no))mD.

yEN(OWO)
Mit Proposition 1.3.2 erhélt man nun
E[diam(C(0,7°))™] + E{ max diam(C(y,nO))m}
yeN(0,7°)
< E{ > diam(Cl(y, no))m} = Eg{ > diam(S)m]
yEN(0,79)u{0} S€8,4(0)
= Eg[[Su(0)| diam(5(0))™] = E[(IN(0,7°)] + 1) diam(C(0, 7°))™].

Da dieser Ausdruck nach Anwenden der Cauchy-Schwarz-Ungleichung wegen Lemma
3.1.2 und Lemma 3.1.3 endlich ist, folgt die Behauptung. O
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Fiir eine lokal-endliche Punktmenge y C R? definieren wir die Voronoi-Flower eines
Punktes x € x beziiglich x durch

Flex)= |J Bz -yl (3-3)

yeC(z,x)

Wegen des nédchsten Lemmas stellt die Voronoi-Flower ein wichtiges Hilfsmittel bei der
Berechnung der asymptotischen Varianzen im Poisson-Voronoi- und Poisson-Delaunay-
Mosaik dar.

Lemma 3.1.6 Seien x, X C R? lokal-endliche Punktmengen und x € x. Stimmen x
und X auf F(x,x) tberein, so gilt

Clw,x) = C(x,x) und F(z,x) = F(z,X).

Weiter ist x der einzige Punkt aus x im Inneren von F(x,x) und die Punkte aus x auf
dem Rand von F(x,x) sind genau die Nachbarn von x.

Beweis: Da nach Definition der Voronoi-Flower C(x,y) C F(z, x) gilt und x im Inne-
ren von C(z, x) enthalten ist, folgt = € int(F(z, x)). Sei nun y € (x \ {z}) N F(x, x).
Liegt y im Inneren von F(x, ), so gibt es ein z € C(x, x) mit ||y — z|| < ||z — z|| und
dies ist ein Widerspruch zu z € C(z, x). Liegt y auf dem Rand von F(z, x), so gibt es
ein z € C(z, x) mit y € 0B(z, ||z — z]||). Somit liegt z auch in C(y, x) und = und y sind
Nachbarn. Ist umgekehrt y ein Nachbar von x, so gibt es ein z € C(z, x) N C(y, x) mit
|z — z|| = ||y — z||. Damit gilt y € B(z, ||z — z||) C F(x, x). Da y nicht im Inneren von
F(z,x) liegen kann, liegt y auf dem Rand.

Nun zeigen wir, dass das Hinzufiigen einer lokal-endlichen Menge v C R?\ F(x, )
zu x die Zelle C(z, x) nicht verdndert. Dazu nehmen wir C(z, x) # C(z, x Uv) an.
Da die Zelle von x durch das Hinzufiigen von v zu x nicht gréfler werden kann, folgt
also C(x,x Uv) C C(z,x), das heifit, es gibt ein y € v und ein z € C(x,y) mit
lly — z|| < ||x — z||. Dann liegt y aber in der Kugel um z durch z und somit in F(z, ).

Auch das Entfernen von Punkten aus y auBerhalb von F(x,y) verdndert die Zelle
C(z, x) nicht, denn C(x,y) kann nur durch das Entfernen der Nachbarn vergrofert
werden und diese liegen auf dem Rand von F(z, x), also insbesondere in F(z, x).

Da die Voronoi-Flower von x nach Definition aus der zugehorigen Voronoi-Zelle
konstruiert werden kann, folgt F'(z, x) = F(x, X). O

Die Voronoi-Flower wird also durch die in ihr enthaltenen Punkte bestimmt. Mengen
mit solchen Eigenschaften bezeichnet man auch als Stoppmengen, vergleiche [54].

Das néchste Lemma besagt, dass fiir die Konstruktion der Voronoi-Flower nur Ku-
geln um die Zellenecken beriicksichtigt werden miissen.

Lemma 3.1.7 Sei P € P ein Polytop mit 0 € int(P) und yy,...,y, bezeichne die
Ecken von P. Dann gilt

U B o) = U Bl i)

zeP

Beweis: Da die Ecken von P insbesondere in P liegen, bleibt nur zu zeigen, dass die
linke Seite eine Teilmenge der rechten ist. Seien also € P und z € B(xz, ||z]]).

Es ist zu zeigen, dass es ein @ € {1,...,n} mit z € B(y;, ||y:||) gibt. Nehme dazu
an, dass ||z — y;|| > ||yi|| fiir alle i € {1,...,n} gilt. Dies ist wegen || - [|* = (-,-) und
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der Bilinearitét des Skalarprodukts dquivalent zu 2(z,y;) < (z,z) fir i € {0,...,n}.
Da P die konvexe Hiille seiner Ecken ist, gibt es aq,...,a, > 0 mit > ;" , a; = 1 und
r=oa1y1 + ...+ a,y, und es folgt mit der Annahme

lz —z||* = (2,2) =2 (z,2) + (z,2) = (2,2) — 2 Zai<z,yi) + (x, )

=Y iz, ) + (,2) = ||,
i=1

was ein Widerspruch zu der Wahl von z ist. O

3.1.2 Asymptotische Erwartungswerte

Mit den zur Verfiigung stehenden Hilfsmitteln ldsst sich nun leicht zeigen, dass die
Voraussetzungen aus Theorem 2.1.1 fiir die Existenz der mittleren inneren Volumina
bei (m,n)-Perkolation auf dem Poisson-Voronoi-Mosaik beziiglich n erfiillt sind. Da-
mit kann man auflerdem nachweisen, dass die asymptotischen Erwartungswerte der
Oberflichenmafle bei Zellenperkolation existieren und Gleichung (2.27) geniigen.

Theorem 3.1.8 Im Poisson-Voronoi-Mosaik ist die Voraussetzung (2.10) erfillt.

Beweis: Fir i,k € {0,...,d} folgt aus der Normalitdt des Poisson-Voronoi-Mosaiks
und Proposition 1.3.1

k

@+ g (3 |sz<o>\)k_1v;<s<o>>2}

_ Ei[(i&(@))kl ” 5 s ]

- gy > (i|sl<s>|)“v;<s>2]

S€SL(0) N 1=0

Da die inneren Volumina auf K¢ monoton sind und die Anzahl der k-Seiten einer Zelle
wegen der Normalitdt durch die (d — k)-te Potenz der Nachbarzahl beschrankt ist, folgt

R [(Z |Sz<o>|)“v;<s<o>>ﬂ
< sl (3101)

< BNV ) IN O )Y VAC(0, )

-1

Vs

Verwendet man nun die Cauchy-Schwarz-Ungleichung, so folgt die Endlichkeit wegen
IN(0,7°)] <|N2(0,7")| aus Lemma 3.1.2 und Lemma 3.1.3. O

Mit Theorem 3.1.8 folgt nun, dass die Oberflichenmafle die Voraussetzung von Theo-
rem 2.2.1 erfiillen.
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Korollar 3.1.9 Seien i € {0,...,d} und U € B(S*™'). Dann existiert bei Zellenper-
kolation auf dem Poisson-Voronoi-Mosaik der Grenzwert (2.25) fir ¢ = V;(-,U) und
es gilt Gleichung (2.27).

Beweis: Setzt man ¢ := V;, so folgt (2.26) mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung aus
(2.11), was eine direkte Konsequenz von dem in Theorem 3.1.8 gezeigten (2.10) ist. Die
Behauptung folgt nun mit Theorem 2.2.1. O

3.1.3 Asymptotische Kovarianzstruktur

Hier zeigen wir, dass die in dem vorherigen Kapitel berechneten Formeln fiir die asym-
ptotischen Kovarianzen der inneren Volumina bei (m, n)-Perkolation auf das Poisson-
Voronoi-Mosaik angewendet werden konnen. Insbesondere sind die asymptotischen Ko-
varianzen pf]l(p) vom Beobachtungsfenster W unabhéngig und wir konnen eine ex-
plizite Darstellung angeben, deren Form fiir asymptotische Varianzen stabilisierender
Funktionale eines Poisson-Prozesses typisch ist, vergleiche [37, (2.13) und (2.14)]. Fir
t=j=k=101=d—-1und p = 1 wurde die asymptotische Kovarianz pfj(p) schon
in [37] behandelt.

Auflerdem zeigen wir in Theorem 3.1.11, dass die Oberflichenmafle die Vorausset-
zungen von Theorem 2.2.3 erfiillen. Somit existieren deren asymptotischen Kovarianzen
bei Zellenperkolation und sie geniigen der Formel in Theorem 2.2.3. Die (2.32) entspre-
chenden asymptotischen Kovarianzen sind wieder unabhéngig von W und es kann eine
explizite Darstellung angegeben werden.

Zunéchst betrachten wir (m, n)-Perkolation fiir festes m,n € {0,...,d} mit m <n
und definieren dazu abkiirzend

V@)= Y Vi) fEISSl(p),
SeSy(x,C(n"))
Vi (x,y,p) = Y Vi(S) fEISS(p)

S€Sy(z,C (™))

fiir i,k € {0,...,d}, z,y € R und p € [0, 1].

Theorem 3.1.10 Im Poisson-Voronoi-Mosaik sind die Voraussetzungen (2.18), (2.20)

und (2.21) erfillt. Weiter existieren die asymptotischen Kovarianzen pfjl(p) fiir alle
i,7,k, 1 €{0...,d} und p € [0,1] und es gilt

(d—k+1)(d—1+ Dk (p) = vEV,2 0,0V (0,p)]
+7 / E[V," (z,0,p) V{"(0,z,p)] — E[V" (0, p)] E[V" (0, p)] da.

)

Beweis: Zunéchst zeigen wir die Voraussetzung (2.18). Wegen des verfeinerten Theo-
rems von Campbell (1.1) und der Normalitéit des Poisson-Voronoi-Mosaiks, erhélt man
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fir 4, 5, k € {0,.

%E&[( (i|sl<s>|)k_lvi<s>)2vj<sd<o>>}

=0

: L;< = ($e0)
s (5 (e

TEN SESm(z) \TESH(S)
< Vy(84(5)) 1{s(S) € [0 1Jd}] .

Da &;(+) translationskovariant ist und die inneren Volumina translationsinvariant, folgt
mit dem verfeinerten Theorem von Campbell (1.1) und dem Theorem von Slivnyak
(1.2)

k—1

vm) Vi(Su(S)) 1{s(5) € o, m}

-1

TeSk(
T d-m+1 m+1 { Vi(T))

2

A (Z\sl )Hvi(S))

SeS;(0)

:%ME[ 3 ( 3 (Z\SlTC )_1%(T))2

SESM(0,C(10)) N TESK(S,C (1))

Vi (Si0)

< Vy(84(5, c<n°>>>] .

Aus der Normalitiit des Poisson-Voronoi-Mosaiks folgt |S,,(0, C'(n°))] < |N(0,7%)%™.
Ist S € S$,(0,C(n°), so liegt jedes T € Si(S,C(n°)) nur in Nachbarzellen des Ur-
sprungs, weshalb T C B(0,2R,(0,7°)) folgt und mit der Normalitit des Poisson-
Voronoi-Mosaiks |Si(S,C(n°))| < |N(0,n°)|4"*¥+1. Weiter gilt wegen der Normalitit
des Poisson-Voronoi-Mosaiks |S;(T, C(n°))] < |No(0,7°)|[¢"! fiir [ € {0,...,k}, da
jedes T € 8i.(S,C(n")) nur Nachbarzellen zweiter Ordnung des Ursprungs schneidet.
Fiir S € §,,(0,C(n%) gilt C C B(0,2R5(0,7n°)) fiir C' € Sy(S,C(n°)) und wegen der
Normalitét [Sy(S, C(n°))| = d — m + 1. Zusammen mit der Translationsinvarianz und
der Monotonie der inneren Volumina auf ¢ folgt aus diesen Uberlegungen
k

A (Z|sl<s>|)k1%(5))2vj<sd<o>>}

5€8,(0) N =0
< AE[IN(0, 7)™ [N (0, %) P (K + 1) [Na(0,°)|H)PED
x Vi(B(0,2R2(0,1°)))* V;(B(0,2R2(0,1")))].
Die Endlichkeit folgt nun wegen |N(-,-)| < |Na(:,-)| nach Anwenden der Holder-
Ungleichung aus der Homogenitdat der inneren Volumina, Lemma 3.1.3 und Lemma
3.1.5.

Nun zeigen wir die Voraussetzung (2.20). Da das Poisson-Voronoi-Mosaik normal
ist, gilt fur i,k € {0,...,d}, r ENundt> 1

Z Vi(relint(S) N oW;) = T o1 k:+ Z Z Vi(relint(S) N oW;)

S€Xk,r TEN S€SK(2)N X, r
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und (2.20) ist somit dquivalent zu

o0

lim %Var ( Z Z Vi(relint(S) N 8Wt)) = 0. (3.4)

t—o0
r=1 zEN SESK(x)NXk

Definiert man fiir festes ¢,k € {0, ..., d} abkiirzend

he(x, B) =) > Vi(relint(S) N B)

r€X SESK(2,C(x))NX

fir r € N, x € N und B € B(RY), so erhiilt man mit der Poincaré-Ungleichung,
vergleiche [53, Remark 1.4] und [26, (1.8)],

Vi, 0w)) < 8| [ .0m) - oo s @9

Nun werden wir eine obere Schranke fiir |k, (1", OW;)—h,(n, OW;)| finden. Man beachte,
dass sowohl das Voronoi-Mosaik beziiglich 7 als auch das beziiglich ® fiir z € R? fast
sicher normal ist. Ist y € N, sodass das Voronoi-Mosaik beziiglich xy normal ist, so
ist jede k-Seite fiir £ < m wegen der Normalitét in (dikﬂ) m-Seiten enthalten und

m—k
deshalb gilt fiir B € B(R?)
d—k+1
hT(X,B):hr(X,B)l{fr:( * )}

m —k

Fiir £ > m impliziert die Normalitdt des Voronoi-Mosaiks beziiglich y, dass jede m-
Seite von S € Si(z, C(x)) fiir z € x in C(x, x) und d—m Nachbarzellen von x enthalten
ist. Gilt nun |S,,(S,C(x))| = r, so muss es mindestens r Moglichkeiten geben d —m
Zellen aus den Nachbarzellen von x zu wihlen und dies impliziert |N(z, x)| > r!/(@=m).
Da das Hinzufiigen eines Punktes x € R? zu 7 nur die Zellen der Punkte y € 7

verindert, die Nachbarn von  beziiglich n* sind, folgt mit diesen Uberlegungen

| (0, OW3) = (), OW1)

Z Vi (relint(S) N oW,)

SeSK(z,C(n*))NXy

— 1
X (1{k <m,r= (d k+ )} + 1{k > m,|N(z,n")| > Tl/(d_m)})

m—k

+ Z Z Vi(relint(S) N OW;)

yEN(mvnx) Se’sk(yvc(nx))ka,r

d—Fk+1
< (1frsmr= (1 b ates m ) 2 o)

— Z Z Vi(relint(S) N oW,)

yeN(z,n") S€Sk(y,C(M)INXk,r

< (1fk<mr= (" e r s m v 2 rl/<d—m>})’.

m—k

Wegen V;(0) = 0 kann |h,.(n*, OW;) — h,.(n, OW;)| nur dann positiv sein, wenn
U Cln)ynow, #0

yeN (zn®)U{z}
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gilt, und es folgt mit (2.14) und max(|N(z,n")[, [N (y,n")|, [N (y,n)[) < [Na(z, n*)] fiir
y € N(z,n")

|hr(77$76VVt) - hr(nvaVVt”
< 1{ U cn)ynow, # @} fla,n®)

yeN (zn®)U{z}

— 1
(1 <mr= (TP b2t Nt 2 ey ),

m—k
wobei fiir z € x € N und festes i,k € {0,...,d}

Sz, x) 122[ > (

k k—1
|sl<s>|) Vi(S)

SESK(z,C()  I=

k k—1
s ( 3 (Z\&(S)\) Vi(S)
yeEN(z,x) ~SeSK(y,C(x)) =0

Py (:O|sz<s>|)k_1vi<s>)]

SeSk(y,C(x\{z}))

gesetzt wurde. Man beachte, dass wegen der Normalitat des Poisson-Voronoi-Mosaiks,
der Homogenitét und der Monotonie der inneren Volumina auf K%, Lemma 3.1.3 und
Lemma 3.1.5 alle Momente von f(0,7°) existieren. Verwendet man die Translationsko-
varianz von C(-,-) und Sg(-,-), die Stationaritdt von 7, die Translationsinvarianz der
inneren Volumina und der Anzahl der Nachbarn zweiter Ordnung und den Satz von
Fubini, so folgt mit (3.5)

t~Var(h,(n, OW,))

(U

yeN (zn®)U{z}

d—k+1
x(l{k <m,r= ( * )}+ 1{k > m, | Ny(z,n%)| > 'rl/(dm’}) dz

Cly.1) N W, # @} Fa, )y

m—k

:%E/l{( U C(y,n°)+x)ﬂﬁWt#@}f(Omo)Q

yeN (0,n°)u{0}

— 1
y (1{k <= (d h )} 1k > m |[No(0,17)] > rl/<d—m>}) dz
m_

1k <mr= (O sl (ow - ) o) st

yeN(0,7°)u{0}

+ 1{k > m}E {Ad <8W —t C(y,no)) F(0,7°)?

yEN(OWO)U{O}

< L{INa(0,1)] > r1/<dm>}].

Wendet man die Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf den zweiten Summanden an, so
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erhilt man

t~Var(h,(n, OW;))

e <mr= (1 s u(ow e o) f0a

yeN(0,n%)u{0}

e maE {Ad (8W - U C(y,no))Qf(O,no)“} -

yEN(OWO)U{O}
X P(|N3(0,7")] > /)12,

Die Erwartungswerte in beiden Summanden konvergieren fiir ¢ — oo gegen null nach
dem Satz von der dominierten Konvergenz, wobei

Yo AW+ Cly,n") f0,0°)

yEN(OWO)U{O}

bzw. das Quadrat hiervon fiir ¢ > 1 als Majorante gewéhlt werden kann. Die Inte-
grierbarkeit der Majoranten folgt wegen U,y 0,000y C(¥:1°) € B(0,2R5(0,7°)) nach
Anwenden der Steiner-Formel (1.9) und der Hélder-Ungleichung aus Lemma 3.1.3 und
Lemma 3.1.5, da alle Momente von f(0,7n°) existieren. Damit erhalten wir fiir & < m

lim Z \/t War(h,.(n, OW;)) = hm \/t War(h (¢ 5421)(77,8Wt)) =0

t—o00

und fir k > m

0 < lim Z Vit~ WVar(h,(n, OW))

t—o00

2 1/4
< lim 4E |:)\d <8W e A el no)) f(O,no)“}
o YEN(0.7°)0{0}
X D B(N(0,7)] = ),
r=1
denn die Reihe konvergiert wegen des exponentiellen Abfallens der Nachbarzahl zwei-
ter Ordnung des typischen Punktes, vergleiche (3.2). Somit ist (2.20) gezeigt und die
Voraussetzung (2.21) lasst sich analog zeigen.
Zuletzt ist noch nachzuweisen, dass die asymptotischen Kovarianzen pf]l(p) fiir

i,7,k, 1 €40,...,d} und p € [0, 1] existieren. Dabei gehen wir in zwei Schritten vor. Im

ersten Schritt berechnen wir eine asymptotische Kovarianz, die &hnlich zu pfj (p) ist,
das heifit, wir werden zeigen, dass

lim %COV(/VZ-(M(:U,])) 1{zx € Wi} n(dx), / Vj(l)(x,p) 1{z e W} n(d:c))
= E[V(0,0);"(0,p)]

9 [EV @00V 0.2.0) - EVO 00 BV 0.0)ds (30)
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gilt und diese asymptotische Kovarianz endlich ist. Im zweiten Schritt werden wir

. . . . . . . . k,l
?eztlgerll, dass die asymptotische Kovarianz in (3.6) (bis auf eine Konstante) gleich p;”;(p)
ist, also

(d—k+1)(d—1+1)p(p) (3.7)
— lim %Cov( / V) (2, p) 1{z € W} n(dz), / VO (z,p) 1{z € m}n(dx)).

Mit der Mecke-Formel, vergleiche [44, Corollary 3.2.3], erhéilt man
Cov(( [Vt 1 € Wik ntao). [ V(e 14 € Wi o))
| [V VO e 1o € Wiyt

VE| [V V) 1o £ ) ey € W afde) nfa)]
| [V 1 € Wiaan)] | [0 1o € Wi nia)]
— [ BV @ p) VO ) Lo € Wi ds

s [[ @O w0 VO w0 - BV ) BV 0 9)
x H{z,y € W;}da dy.

Aus der Translationskovarianz von S(-,-), der Translationsinvarianz der inneren Vo-
lumina, der Stationaritédt von n, einer Variablensubstitution und dem Satz von Fubini
folgt

% cov( / V. (@, p) 1{z € W} n(da), / VO (2,p) 1{z € Wt}n(dx))
— ~E[V,¥(0,p) V" (0, p)]
+ 7 [ VP @00V 0.0.0) - BV 0.0 BV 0.9)
t T S L

x H{x +y,y € W;}dady
=~ E[V;?(0,p) V"(0,p)]

497 [ V000 V,0(0..9)] - BV 0.9 BV (0. )
X Aa(We 0 iVVt —2)) dz.

Dies konvergiert nach dem Satz von der dominierten Konvergenz fiir ¢ — oo gegen die
rechte Seite von (3.6), wobei

B[V (x,0,p) VP (0, 2, p)] — B[V, (0, p)] EV, (0, p)]| (3.8)

wegen A\g(W; N (W — x))/t < 1 eine Majorante ist, deren Integrierbarkeit wir im
Folgenden zeigen werden.
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Man erinnere sich an die Definition (3.3) der Voronoi-Flower und setze

I ::/‘E{1{F(x,n°vx) C B( ”;H)}Vi(’“ (z,0,p)

><1{F(0,n )CB( Q)}Vﬁ)(@,x,p)}

und

e w5 oo 2)
1{F<0n >zB<,@),( 2y ¢ B(s ”_3”)})

< Vi (@,0,p) V(0,2 p)} da. (3.9)

2

Mit diesen Definitionen erhélt man fiir die Majorante in (3.8) mit der Dreiecksunglei-
chung

/mvwapw“mxpn EV7(0,p) EV (0 p)llde < i + L. (3.10)

Um zu zeigen, dass die rechte Seite von (3.10) endlich ist, benttigen wir fir o # 0

l{F(:c,nO’”‘“) c B(:c, @)} - 1{F( %) C B< “‘;”) } (3.11)

das sich wie folgt nachweisen ldsst. Im Fall F(x,n%*) C B(x, ||z||/ 3) kann der Ursprung
nicht in F(z, n%*) liegen und mit Lemma 3.1.6 gilt F(:l: n®) = F(z,n%") C B(z, ||z||/3).
Im Fall F(x,n%%) € B(z,||z|/3) gilt auch F(x,n*) € B(z, H:cH/?)) denn die Voronoi—
Flower kann durch das Entfernen eines Punktes aus dem Punktprozess nicht kleiner
werden.

Nun zeigen wir, dass I; endlich ist, und verwenden dazu die Stoppmengeneigenschaft
der Voronoi-Flower F(z,n*) und der Voronoi-Flower F'(0,7°), vergleiche [54] und Lem-
ma 3.1.6. Da die Voronoi-Zelle und die zugehorige Voronoi-Flower nach Lemma 3.1.6
durch die Einschréankung des Punktprozesses auf die Voronoi-Flower bestimmt sind,
sind auch die Zufallsvariablen

1{F(:c,77$)§B< = ”)}V(k( .0, p), l{F(On)CB( Iz ”)}Vf”(ow,p)

durch die Einschrankung von n auf B(z, ||z||/3) bzw. B(0, ||x||/3) bestimmt. Verwendet
man nun (3.11), ein analoges Resultat fiir die Voronoi-Flower des Ursprungs, die Dis-
junktheit von B(z, ||z||/3) und B(0,||z|/3) und die Tatsache, dass Einschrankungen
eines Poisson-Prozesses auf disjunkte Mengen unabhéngig sind, so folgt

I = / El1{F(x,nf) C B<a;, M) } Vi(k)(x,p)}

<&t ro.0) € 5(015) Lv00.0]| - Bv 0D 0.0 0
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Also folgt mit der Stationaritédt von 7, der Translationskovarianz von Sk(-,-) und der
Translationsinvarianz der inneren Volumina

I = / E[1{F(o,n0) C B<o, @) } Vi(k)((),p)}

«E[1{ P00 B(o, M) } v@(o,p)] CEWS(0,p) EV (0, p)]| da

J

b0,

}
_E|1{F(0,7") ¢ B(O, qu) } Vi(’“)(O,p)] E[V;"(0,p)]

]

~ap0nef{roan ¢ 5(0. 5 100

Nach Anwenden der Dreiecksungleichung ist der erste Summand auf der rechten Seite
kleiner als der zweite und der dritte, die sich nur durch ihre Parameter unterscheiden.
Somit geniigt es die Endlichkeit des zweiten Summanden zu zeigen. Da nach Definition
der Voronoi-Flower F(0,1°) € B(0,2diam(C(0,7°))) gilt, folgt mit der Normalitit
des Poisson-Voronoi-Mosaiks, der Monotonie der inneren Volumina auf K¢ und der
Abschitzung | fir (p)| < 1

Jep{rom e (o BN b voom)] sy wma

. 0 ]| 0\ |d—k 0
g/EHgdlam(c*(o,n ) > T}|N(o,n )| FVi(C(0,1°))
X E[|N(0,7°) " V5(C(0,7%))] d.

Dies ist nach Anwenden der Holder-Ungleichung wegen Lemma 3.1.1, Lemma 3.1.2 und
Lemma 3.1.3 endlich.

Um zu zeigen, dass Iy < oo gilt, geniigt es wieder zu zeigen, dass nach Anwenden
der Dreiecksungleichung der erste Summand in (3.9) endlich ist. Wegen F(0,n%*) C
B(0,2 diam(C'(0,1%%))), der Normalitéit des Poisson-Voronoi-Mosaiks, der Monotonie
der inneren Volumina auf K% und | fh" (p)| < 1 folgt

Jep{roar g s(o BN 0w 0nv00.0m)]
< /E{1{2diam((](0,n0w)) > @}

X [N (a2, ™) Vi(C (2, ™)) [N (0, 9™) | V3(C(0, no’m))] dz.

Wegen diam(C(0,70%)) < diam(C(0,1%)), [N(0,5%)] < [N(0, )] + 1, C(0,70%) C
C(0,7%), |N(z,n°*)| < |N(z,n")| + 1, C(x,n**) C C(z,n") und der Monotonie der
inneren Volumina auf K¢ ist dies nach der Holder-Ungleichung, der Stationaritit von
7, Lemma 3.1.1, Lemma 3.1.2 und Lemma 3.1.3 endlich. Somit ist die Majorante in
(3.8) integrierbar und der zweite Summand auf der rechten Seite von (3.6) endlich.
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Nun zeigen wir, dass auch der erste Summand auf der rechten Seiten von (3.6)
endlich ist. Verwendet man die Normalitidt des Mosaiks, die Monotonie der inneren
Volumina auf £ und [f%" (p)| < 1, so erhilt man

E[V."(0,p) V(0. )] < E[N(0,7°)|"F Vi(C(0,1°)) IN(0,7°) " V;(C(0,7%)].

Dies ist nach Anwenden der Holder-Ungleichung wegen Lemma 3.1.2 und Lemma 3.1.3
endlich und somit ist die rechte Seite von (3.6) endlich.

Der néchste Schritt ist nun (3.7) zu beweisen. Da das Poisson-Voronoi-Mosaik nor-
mal ist, gilt

S VS ) S ) = —— = 37 ST V(s ) A5 )

SeXy €N SESK(x)

und (3.7) ist dquivalent zu

lim — cov</ > VS W) [l (p) p(da), (3.12)

SeSy (:L‘)

[ = v awass g gan

TeS (x)

_ lim %COV( / VO (@ p) 1{x € Wi} n(da), / VO(r,p) 1z € Wt}n(dx)).

t—o00

Analog zu (3.4) kann man mit Hilfe der Poincaré-Ungleichung

lim Var(/ Z Vi(S N W) frls 1Sm(S) () — Vl-(k)(:c,p) 1{z € Wt}n(d:c)) =0

t—oo t
SeSk ()

zeigen. Mit Lemma 2.1.3 folgt nun (3.12) und damit die Behauptung. O

Da das Poisson-Voronoi-Mosaik normal ist, kann mit Theorem 2.2.3 auch eine For-
mel fiir die asymptotischen Kovarianzen der Oberflichenmafle der schwarzen Teilmenge
bei Zellenperkolation angegeben werden. Dafiir benétigt man fiir festes Uy, ..., Uy €
B(S¥ 1) und U := (Uy, ...,Uy) die (2.32) entsprechende Existenz der asymptotischen
Kovarianzen

1
GHU) = lim ¥C0V< D W(SNWL U, > (TN Wt,Uj))

t—o00
SeXg TeX;

fir 4,4, k,0 € {0,...,d}, wobei das d-te Oberflichenmafl wie in (1.7) definiert ist. Im
Folgenden werden wir die Abkiirzung

= " U(S, 1)

fiir ein endliches System S konvexer Kérper verwenden.
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Theorem 3.1.11 Seien i, j, k,l € {0,...,d}. Dann existieren die asymptotischen Ko-
varianzen @Z)Zk]l(U) und es gilt

(d—k+1)(d =1+ 1) ¢ (U) = 1E[Wi(S(0,C (1), Ui) ¥;(Si(0, C (%)), Uy)]

o / EW, (S, (%)), U) ¥;(S,(0, C(n*™), Uy)]
— E[W (510, C()), U] EL; (8(0, C(n)), Uy)] e

Weiter existiert bei Zellenperkolation auf dem Poisson-Voronoi-Mosaik der Grenzwert
(2.32) fir o1 = V,;(-,U;), w2 = V;(-,U;) und es gilt die Formel in Theorem 2.2.3.

Beweis: Wir setzen ¢q := V; und ¢y := Vj. Dann folgt die Voraussetzung (2.33) nach
Anwenden der Cauchy-Schwarz-Ungleichung aus (2.19) und das ist eine schwichere
Voraussetzung als (2.18), deren Giiltigkeit schon in Theorem 3.1.10 gezeigt wurde. Die
Existenz, Endlichkeit und Darstellungsformel von Q/Jf ’jl(U ) erhélt man analog zu den

Untersuchungen von pfj(p) SchliefSlich folgt die Behauptung aus Theorem 2.2.3. [

3.1.4 Vergleich der Ergebnisse mit bekannten Perkolationswahrscheinlich-
keiten

Da die Euler-Charakteristik das globale Verhalten von rdumlichen Mustern gut be-
schreibt, ist zu erwarten, dass sie fiir das Schéitzen kritischer Wahrscheinlichkeiten
geeignet ist. Richard Neher, Klaus Mecke und Herbert Wagner haben schon in [34] die
nicht-triviale Nullstelle der mittleren Euler-Charakteristik planarer Perkolationsmodel-
le als Schétzer fiir die kritische Wahrscheinlichkeit p. untersucht. Durch den Vergleich
mit bekannten kritischen Wahrscheinlichkeiten hat man festgestellt, dass diese Null-
stelle oft nur etwas grofler als p. ist. Diesen Ansatz wollen wir nun verallgemeinern,
indem wir auch Groéflen zweiter Ordnung und beliebige innere Volumina betrachten.

Da sich beim Perkolationsiibergang die globale Struktur der schwarzen Komponen-
ten stark verdndert, liegt die Vermutung nahe, dass die asymptotische Varianz der
Euler-Charakteristik nahe der kritischen Wahrscheinlichkeit ein lokales Maximum be-
sitzt. AuBerdem hat man in anderen Modellen, vergleiche [14], schon festgestellt, dass
die asymptotische Kovarianz zwischen Volumen und Euler-Charakteristik nahe der kri-
tischen Wahrscheinlichkeit ein lokales Minimum hat. Da sich die Euler-Charakteristik
im planaren Fall durch die Anzahl der schwarzen Zusammenhangskomponenten minus
der Anzahl ihrer weiflen Locher berechnet, lasst sich dies so erklédren, dass das Anwach-
sen des Volumens in der Néhe der kritischen Wahrscheinlichkeit zur Folge hat, dass die
Euler-Charakteristik abnimmt, denn es werden schwarze Komponenten miteinander
verbunden und es entstehen mehr Locher in den schwarzen Zusammenhangskompo-
nenten. Es werden zwar auch Locher schwarz gefiarbt, was die Euler-Charakteristik
erhoht, doch iiberwiegen die beiden ersten Phénomene. Auch die durch

a20(p)
02,2 (p) UO,O(P) ’

p20(p) == p€[0,1],

definierte asymptotische Korrelation der Euler-Charakteristik und des Volumens kann
Aufschluss iiber die kritische Wahrscheinlichkeit geben.

Béla Bollobas und Oliver Riordan haben im planaren Poisson-Voronoi-Mosaik ge-
zeigt, dass die kritische Wahrscheinlichkeit bei Zellenperkolation 1/2 ist, vergleiche [5].
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Da fiir hohere Dimensionen keine exakten kritischen Wahrscheinlichkeiten bekannt
sind, konzentrieren wir uns hier auf den planaren Fall. In Theorem 2.2.5 wurde ge-
zeigt, dass fiir die asymptotischen Kovarianzen der inneren Volumina bei Zellenper-
kolation auf planaren und normalen Mosaiken o; ;(p) = (—=1)"*0; ;(1 — p) gilt. Somit
liegen bei der kritischen Wahrscheinlichkeit 1/2 Nullstellen, Wendestellen, lokale Ma-
xima oder lokale Minima der asymptotischen Kovarianzen. Im Folgenden untersuchen
wir die mittlere Euler-Charakteristik, die asymptotischen Kovarianzen oy, 010 und
09,0 und die asymptotische Korrelation pso der Euler-Charakteristik und des Volu-
mens genauer, da dies auch die Funktionen sind, mit denen man in anderen Modellen
gute Nédherungen fiir die kritische Wahrscheinlichkeit erhélt.

Proposition 3.1.12 Fiir Zellenperkolation im planaren Poisson-Voronoi-Mosaik gilt

do(p) = y2p(1 —p)(1 — 2p)

und

022(p) = p(1 — p)1ES[Va(S(0))?],
a20(p) = p(1 — p) — P*(1 — p)*1E5[V2(5(0)) [So(0)]],
a10(p) = p*(1 = p)*(1 = 2p) (717 — 1ES[VA(5(0)) [So(0)]])
+p(1—p)(1 —2p)(1 + p — p*)RES[V1(S(0))],
o0,0(p) = p*(1 — p)*1ES[|So(0)|*] + 72p(1 — p) (1L — 8p — 6p* + 28p® — 14p*).

Weiter liegt bei der kritischen Wahrscheinlichkeit 1/2 eine Nullstelle von dy, ein lokales
Maximum von oy, eine Wendestelle von o1, ein lokales Minimum von o9y und es

gilt pho(1/2) = 0.

Beweis: Nach Theorem 3.1.8 konnen wir Theorem 2.2.1 anwenden und die Formel fiir
die mittlere Euler-Charakteristik folgt mit 79 = 272 und v; = 379, vergleiche [44,
Theorem 10.1.6]. Dass bei 1/2 eine Nullstelle von d liegt, ldsst sich direkt ablesen.

Nach Theorem 3.1.10 konnen wir Theorem 2.2.5 anwenden und man erhéalt direkt
die behaupteten Formeln fiir 032, 029 und ;. Nach Theorem 3.1.11 gilt

Too —¢§g<gd ! Sd ! Sd 1) Y

und mit v, = v folgt die behauptete Formel fiir oy ebenfalls aus Theorem 2.2.5.
Nun bestimmen wir die lokalen Extrema. Es gilt

00,0(p) = 39°(1 = 2p)(1 — 2p + p* )1 E5[|So(0) 7]

+ 721 — 2p)(1 — 16p — 26p> + 84p° — 42p*),
o00(p) = 6p(1 — 6p + 10p* — 5p*)12E5[|So(0)[*] + 672(—3 + 2p + 68p> — 140p* + 70p*).
Somit erhélt man o (1/2) = 0 und 0§ (1/2) = —27:E3[|S5(0)]?] + £72. Da in einem

normalen und planaren Mosaik E9[|Sy(0)|] = 6 gilt, vergleiche Theorem 10.1.6 in [44],
folgt mit der Jensen-Ungleichung

E5[1So(0)[7] > (E3[|So(0)[])* = 36

und man erhélt o7 ((1/2) < 0, d.h. bei 1/2 liegt ein lokales Maximum der asymptoti-
schen Varianz der Euler-Charakteristik.
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Fiir die Ableitungen von oy0(p) gilt
750(p) = (1= 2p) = 2p(1 = p)(1 — 2p) 2B [V2(S(0)) So(0)]].
50(p) = =2 = 2(1 — 6p + 6p*) 12E3[V2(5(0)) [So(0)]]-
Offensichtlich gilt o3 (1/2) = 0 und wegen
7E5[V2(0) [So(0)[] > 12E5[Va(S(0)) 3] = 3

gilt 04 ((1/2) = —2+7E9[V2(0) |So(0)[] > 0, d.h. bei 1/2 liegt eine lokale Minimalstelle
von o .
Fiir die zweite Ableitung von oy o ergibt sich

ol o(p) = (1 = 2p)(20p — 20p + 2) (715 — 1ES[VA(S(0)) [So(0)[])
+ (1 = 2p)(20p* — 20p — 4)EJ[V4(S(0))].

Also gilt 07 ((1/2) = 0 und bei 1/2 liegt eine Wendestelle von oy .
Mit den in Proposition 3.1.12 gegebenen Formeln fiir 099, 029 und oo, lasst sich
eine Formel fiir ps o angeben und mit einer einfachen Rechnung folgt

' () = 20%,(p) 02,2(p) 00,0(p) — T2,0(P) 05 5(P) 00,0(P) — T2,0(P) 02.2(P) 7 0(P)
Frott 2(022(p) 700 (p))* |

Mit den bereits gezeigten Ergebnissen erhélt man py,(1/2) = 0. O

In der Arbeit [13] wurden von Lothar Heinrich und Lutz Muche Integralausdriicke
fiir E9[|Sy(0)]?] entwickelt und numerische Integration liefert |ES[|Sy(0)|?] ~ 37, 78. Alle
weiteren Groflen des planaren Poisson-Voronoi-Mosaiks, die fiir das Erstellen der Abbil-
dungen 3.1 und 3.2 benétigt wurden, wurden mit dem Statistikprogramm R simuliert.
An diesen Abbildungen sieht man nun leicht, dass die lokalen Maxima und Minima aus
Proposition 3.1.12 sogar globale sind und bei 1/2 ein lokales Minimum von ps liegt.
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0.02 00
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Abbildung 3.1: Die asymptotischen Kovarianzen op o und o1, bei Zellenperkolation im planaren
Poisson-Voronoi-Mosaik mit Intensitit v =1

Da die Korrelation p;o ein Maf fiir die lineare Abhéingigkeit zwischen der Euler-
Charakteristik und dem Volumen ist, konnte man vermuten, dass ps(0) = 1 gilt,
denn fiir kleine p vergroflert das Schwérzen einer Zelle sowohl das Volumen als auch
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Abbildung 3.2: Die asymptotische Kovarianz o2 ¢ und die zugehorige asymptotische Korrelation ps o
bei Zellenperkolation im planaren Poisson-Voronoi-Mosaik mit Intensitit v =1

die Euler-Charakteristik, da das Mosaik bis auf wenige Zellen weif3 ist. Ebenso konnte
man vermuten, dass ps(1) = 1 gilt, denn fiir grole Werte von p bestehen die Locher
in der schwarzen Zusammenhangskomponente nur aus einzelnen Zellen, sodass das
Féarben dieser schwarzen Zellen sowohl die Euler-Charakteristik als auch das Volumen
gleichermaflen vergrofert. Jedoch gilt pa(0) = pao(1) =~ 0,8874, das heifit, die Korre-
lation ist zwar sehr stark, aber nicht eins. Dies liegt daran, dass das Volumen der Zellen
unterschiedlich ist und deshalb das Volumen der schwarzen Teilmenge nicht linear mit
der Anzahl der schwarzen Zellen wichst. Die Euler-Charakteristik dagegen wichst fiir
kleines p beinahe linear mit der Anzahl der schwarzen Zellen, da fast alle schwarzen Zu-
sammenhangskomponenten aus nur einer schwarzen Zelle bestehen. Ebenso wéchst die
Euler-Charakteristik fiir groes p beinahe linear mit der Anzahl der Zellen, die schwarz
gefdarbt werden, da fast alle weilen Locher aus einer Zelle bestehen, und deshalb das
Schwirzen jeder Zelle die Euler-Charakteristik um eins erhoht.

Im planaren Booleschen Modell mit dem Einheitskreis als Korn, macht man ei-
ne entsprechende Feststellung fiir die Korrelation zwischen Euler-Charakteristik und
Volumen, vergleiche die Arbeit [14] von Daniel Hug, Giinter Last und Matthias Schul-
te. In diesem Modell sind die Korner deterministisch, sodass das Volumen und die
Euler-Charakteristik fiir sehr kleine Intensitdten mit groler Wahrscheinlichkeit linear
mit der Anzahl der Korner wéchst. Dies stimmt damit iiberein, dass die Korrelation
bei Intenistédt null eins ist. Fiir sehr grofle Intensitdten des Booleschen Modells las-
sen Simulationen vermuten, dass die Korrelation gegen einen Wert zwischen 0,4 und
0,5 konvergiert, wobei eine sehr grofie Intensitéit im Booleschen Modell in den hier
betrachteten Modellen einem Wert von p nahe bei eins entspricht. Dies lédsst sich so
erkldren, dass es fiir sehr grofie Intensitdten nur noch sehr kleine Locher gibt, deren
Volumen sich aber unterscheidet. Werden sie durch ein Korn iiberdeckt, so vergréfiert
sich die Euler-Charakteristik unabhéngig von der Gréfle des Lochs um eins. Das Volu-
men wichst aber in Abhéngigkeit von der Grofie des Loches, sodass man keine lineare
Abhéngigkeit erhalt.
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3.2 Das Poisson-Delaunay-Mosaik

Ebenso wie im Poisson-Voronoi-Mosaik existieren auch im Poisson-Delaunay-Mosaik
die asymptotischen Erwartungswerte und Kovarianzen der inneren Volumina der schwar-
zen Teilmenge bei (m, n)-Perkolation und die Formeln aus Theorem 2.1.1 und Theorem
2.1.4 sind giiltig, wie wir hier zeigen werden. Da das Poisson-Delaunay-Mosaik aber
nicht normal ist, kénnen Theorem 2.2.1 und Theorem 2.2.3 nicht angewendet werden.

Wir bezeichnen das Poisson-Delaunay-Mosaik D(n) beziiglich 7 in diesem Abschnitt
mit X. Da das Poisson-Delaunay-Mosaik zu dem Poisson-Voronoi-Mosaik dual ist, ist
die Intensitét 7, des k-Seitenprozesses im Poisson-Delaunay-Mosaik gleich der Inten-
sitdt des (d — k)-Seitenprozesses im Poisson-Voronoi-Mosaik, vergleiche [44, Theorem
10.2.8]. Somit folgt aus Lemma 3.1.4, dass die Intensitdten 74 im Poisson-Delaunay-
Mosaik endlich sind. Weiter folgt aus der Dualitdt auch eine Beziehung zwischen den
kritischen Wahrscheinlichkeiten dieser Mosaike. So ist zum Beispiel die kritische Wahr-
scheinlichkeit bei Zellenperkolation im Poisson-Voronoi-Mosaik gleich der bei Knoten-
perkolation im Poisson-Delaunay-Mosaik. Diesen Zusammenhang werden wir am Ende
dieses Abschnitts verwenden um im planaren Fall die Ergebnisse aus der asymptoti-
schen Kovarianzstruktur mit bekannten kritischen Wahrscheinlichkeiten zu vergleichen.

3.2.1 Hilfsmittel

Da das Delaunay-Mosaik dual zum Voronoi-Mosaik ist, konnen einige bereits gezeigte
Ergebnisse iiber Poisson-Voronoi-Mosaike verwendet werden und es werden nur zwei
weitere Hilfsmittel ben6tigt. Zunéchst werden wir zeigen, dass die Momente des Umku-
gelradius der typischen k-Seite des Poisson-Delaunay-Mosaiks beziiglich n existieren.

Lemma 3.2.1 Firk € {0,...,d} und m € N gilt
Ex[R(S(0))™] < oo.

Beweis: Wir verwenden nun Proposition 1.3.1 um einen Zusammenhang zwischen dem
m-ten Moment des Umkugelradius der typischen k-Seite und dem m-ten Moment des
Umkugelradius der typischen Zelle herzustellen. Es gilt

WELR(S(0)] < ER(S(0))™ S4(0)]] = vdEs[ 3 R(S)m} .
SE8,(0)

d+1)

Da die typische Delaunay-Zelle fast sicher ein d-Simplex ist und deswegen genau ( b1

k-Seiten enthilt, folgt mit R(S) < R(S(0)) fiir S € S,(0) und 0 € n'?

WEIR(SO)] <, © ) JESIRSO)"]

Nach Theorem 1.1 (ii) aus [4] von Volker Baumstark und Giinter Last ist die d-te Potenz
des Umkugelradius der typischen Delaunay-Zelle beziiglich eines Poisson-Prozesses der
Intensitit v Gamma-verteilt mit Formparameter d und Skalierungsparameter vyry. Ist
nun X ~ I'(a, ) eine Zufallsvariable, so erhélt man fiir beliebiges ¢ > 0 mit einer
Variablensubstitution

c] Ba > cta—1 —pft _ Ba 1 > —5 _cta— _P(C+a)
E[X]_F(a)/o tetele dt_F(a)BC+a/0 e °st 1dS_7F(a)BC'




Kapitel 3. Spezielle Mosaike 65

Zusammen folgt aus diesen Uberlegungen

WERR(S(0))™] < 74 (Z i ‘D EQl(R(S(0)")™] = 74 (Z i 1) %

und dieser Ausdruck ist endlich. O

Lemma 3.2.2 Seien x C R? eine lokal-endliche Punktmenge und x € x. Dann gilt im
Delaunay-Mosaik beziiglich x

U S C F(x,x) wund U S C B(x,2Ry(x, x))-
SeSq(z,D(x)) SeSa(z,D(x))

Beweis: Sei e € Fo(C(z,x)) das Zentrum einer Delaunay-Zelle D(e, x) € Sq(x, D(x))
mit Ecken z,yi, ..., ys. Da nach Definition der Delaunay-Zelle ||y; — e|| = ||z — ¢|| fur
i €{0,...,d} gilt, erhélt man {x,y1,...,ya} C B(e, ||z — e]|) und es folgt

D(e,x) = conv({z, .., ya}) € Ble, ||z — e])).

Wegen e € C(z, x) gilt B(e, ||z —e€||) € F(x, x), also ist die Vereinigung aller = enthal-
tenden Delaunay-Zellen in der Voronoi-Flower von x enthalten.

Da B(z,2Rs(x, x)) die Voronoi-Zellen der Nachbarn von = und damit insbesondere
die Nachbarn von x enthélt, gilt

D(e,x) =conv({z,y1,...,y4}) € B(z,2Rs(x, X)),

denn die y; sind nach Definition Nachbarn von z. 0

3.2.2 Asymptotische Erwartungswerte der inneren Volumina

In diesem Unterabschnitt werden wir zeigen, dass die Voraussetzung von Theorem 2.1.1
im Poisson-Delaunay-Mosaik beziiglich n erfiillt ist. Damit existieren die asymptoti-
schen Erwartungswerte der inneren Volumina der schwarzen Teilmenge Z bei (m,n)-
Perkolation und sie geniigen der Formel in Theorem 2.1.1.

Theorem 3.2.3 Im Poisson-Delaunay-Mosaik ist Voraussetzung (2.10) erfillt.

Beweis: Seien i,k € {0,...,d}. Da alle k-Seiten des Poisson-Delaunay-Mosaiks fast

sicher k-Simplizes sind und deshalb fiir [ < k genau (1;:11 ) [-Seiten enthalten, gilt

B} [(Z s01) Vs - (Z (7)) mwson

Da die inneren Volumina auf K¢ monoton und homogen sind und nach Lemma 3.2.1 alle
Momente des Umkugelradius der typischen k-Seite existieren, folgt die Endlichkeit. [

Bei (0,n)-Perkolation auf dem Poisson-Delaunay-Mosaik, einem Modell, das wir
spéter genauer untersuchen werden, vereinfachen sich die Formeln fiir die mittleren
inneren Volumina, da das Poisson-Delaunay-Mosaik simplizial ist.

Korollar 3.2.4 Fiir die mittleren inneren Volumina bei (0,n)-Perkolation mit Para-
meter p € [0,1] auf dem Poisson-Delaunay-Mosaik gilt

n

0i(p) = Z(—1)”%“1%1@2[‘4(5(0))], i€H0,...,n}.
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3.2.3 Asymptotische Kovarianzstruktur der inneren Volumina

In diesem Unterabschnitt zeigen wir, dass die in dem vorherigen Kapitel berechneten
Formeln fiir die asymptotischen Kovarianzen der inneren Volumina auf das Poisson-
Delaunay-Mosaik angewendet werden kénnen. Dafiir definieren wir abkiirzend

Vi(@,p) = Y Vi(S) SO (p),

SeSy(z,D(n*))

Vi, y,p) = > ViS) fEIS O (p)

SESk(va(n”’y))
fiir i,k € {0,...,d}, z,y € R und p € [0, 1].

Theorem 3.2.5 Im Poisson-Delaunay-Mosaik sind die Voraussetzungen (2.18), (2.20)
und (2.21) erfillt. Weiter existieren fir i,j,k,l € {0...,d} und p € [0,1] die asym-
ptotischen Kovarianzen pfjl(p) und es gilt

(k+ 1)+ 1) pi () = 1BV, (0,0) V; (0, p)] (3.13)
49 [ BV 000 V20,2,)] - BV 0,9 BV, (0.9)] do.

Beweis: Zunéchst zeigen wir die Integrabilitdtsbedingung (2.18). Da das Poisson-De-

launay-Mosaik simplizial ist, enthélt jede k-Seite genau (l;:ll) [-Seiten fiir [ < k. Ins-

besondere enthélt jede m-Seite genau m + 1 Poisson-Punkte und mit dem verfeinerten
Theorem von Campbell (1.1) gilt fiir ¢, 5,k € {0,...,d}

WL | (X (Zwl )k_1w<s>)

SES;(0)

=(Z(lﬁf)) > (¥ VD)) ViS9) 145(5) € 0,11

SEXm NTESL(S)

- C))
<Y ¥ ( > wr ) Si(S) 1{s(5) € 0.1

€N SESm(z) “TEeSK(

2

Vi (si0)]

Da &;(+) translationskovariant ist und die inneren Volumina translationsinvariant, folgt

mit dem verfeinerten Theorem von Campbell (1.1) und dem Theorem von Slivnyak
(1.2)

A (Z\Sl )Hvi(S))

S€S,(0)

:m%l(z(’;ﬁ)) E[ 3 ( ) v;<T>)2vj<8d<S,D<n0>>>-

SeSm(0,D(n°)) ~TESK(S,D(n°))

2

Vi (Si0)

Da jede m-Seite des Poisson-Delaunay-Mosaiks genau m + 1 Poisson-Punkte enthélt,
die im Voronoi-Mosaik paarweise benachbart sind, gilt |S,,(0, D(n°))] < |N(0,7°)|™. Tst
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S € 8,,(0, D(n°)), so enthalten alle T' € S (S, D(n°)) nur Nachbarn des Ursprungs und
es folgt T C conv(N(0,1°)) C B(0,2R2(0,1°)) und |Sk(S, D(n°))| < |N(0,7°)*1, da
das Poisson-Delaunay-Mosaik simplizial ist. Zusammen mit der Translationsinvarianz
und der Monotonie der inneren Volumina auf K¢ folgt aus diesen Uberlegungen

A (lf;|sz<s>|)k_lvi<s>)

SeSk(0)

2

V(i)

L (Z (FE0) et v a2 o,y

~ m+1 [+1
x Vi(B(0,2R2(0,7")))* V;(B(0,2R2(0,7")))).
Die Endlichkeit folgt nun nach Anwenden der Holder-Ungleichung aus der Homogenitét

der inneren Volumina, Lemma 3.1.3 und Lemma 3.1.5.
Nun zeigen wir die Voraussetzung (2.20), das heifit

lim —Var( Z Vi(relint(S) N 8Wt)) = 0.

t—o0
r=1 SEXk

Da jede k-Seite des Poisson-Delaunay-Mosaiks genau k+ 1 Poisson-Punkte enthélt, gilt
fir i,k € {0,...,d} und r € N

Z Vi(relint(S) N oW;) = 1 Z Z Vi(relint(S) N oW,)

SeXg,r €N SESK(z)NXk

und die Voraussetzung (2.20) ist dquivalent zu

lim 3 —Var(Z > Vi (relint(S) N awt)) =0. (3.14)

t—o00
r=1 zen SeS,(x,D(n)NXk,

Definiert man fiir festes 7,k € {0, ..., d} abkiirzend

= Z Z Vi(relint(S) N B)

re€x SESK(2,D(x))NXk

fir 7 € N, y € N und B € B(R?), so erhilt man mit der Poincaré-Ungleichung
1
SVar(h, (n, OW,)) < 1E / (b (0, OW3) — D (1, OW3))2 . (3.15)

Nun werden wir eine obere Schranke fiir |h,.(n®, OW;) — h,.(n, OW;)| finden. Man beach-
te, dass sowohl das Delaunay-Mosaik beziiglich n als auch das beziiglich n* fiir x € R?
fast sicher simplizial ist. Ist y € N, sodass das Delaunay-Mosaik beziiglich x simpli-
zial ist, so enthilt fiir & > m jede k-Seite (:LHI) m-Seiten. Fiir £ < m gilt wieder
IS (S, D(x))| < |N(z, x)|™ fur S € Sp(z, D(x)). Gilt also |S,,,(S, D(x))| = r, so folgt
|N(z,x)| > r'/™. Da das Hinzufiigen eines Punktes x € R? zu n das Delaunay-Mosaik

nur innerhalb int(Uces, @, peey) €) verdndert und jede Seite des Delaunay-Mosaiks
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beziiglich 7", deren relatives Inneres in int(Uces, (2. pee)) €) liegt, den Punkt x enthilt,

folgt mit diesen Uberlegungen

‘hr<nx7 8Wt> - hr<777 8Wt>|
— ' (k+1) Z Vi (relint(S) N oW,)

SeSk(z,D(n*))NXk,r

e (e =)

- Z Z Vi(relint(S) N oW;)
yGN(JBﬂ?x) Se’sk(va(n))ka,rv
relint(S)Qint(UCESd(zyD(nz)) )

X <1{k: > m,r = <:1++11)} + 1{k <m,|N(y,n)| > rl/m}) ’

Wegen V;(0) = 0 kann |h,.(n*, 0W;) — h,.(n, 0W,;)| nur dann positiv sein, wenn

U CNOW, #0

CeSa(z,D(n"))

gilt. Deshalb folgt mit (2.14) und max(|N(z,n")[, [N (y,n")],[N(y,n)[) < [Na(z,n")|
fir y € N(x,n"*)

|hr(nxaaVVt) - hr(naaVVt”
<if U cnowzofser)
CeSy

(z,D(n*))

k+1 . m
< (1frzmr= (50 b ate <o) = 0 ),

wobei fiir z € x € N und festes i, k € {0,...,d}

k

|sl<s>|) (s

feo=zfEey ¥ (

S€Sk(z,D(x)) I=

. ) (Z |sz<s>|)k_1vi<s>}

yeN@x)  SeSuyDO ), =0
rehnt(S)ant(UCEsd(x’D(X)) )

gesetzt wurde. Da das Poisson-Delaunay-Mosaik fast sicher simplizial ist, existieren alle
Momente von f(0,1°) wegen der Holder-Ungleichung, der Monotonie und Homogenitiit
der inneren Volumina auf K%, Lemma 3.2.2, Lemma 3.1.3 und Lemma 3.1.5. Verwendet
man (3.15), die Translationskovarianz von S(-,-), die Stationaritdt von 7 und die
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Translationsinvarianz der inneren Volumina und der Anzahl der Nachbarn, so folgt

Var(h, (1, 0)

SZE/1{ U Cﬂawt#@}f(x,nxf

t
CESd (va(n”” ))

« (1{k: >,y = (“ 1)} +1{k < m, |Ny(z, n7)| > rl/m}) do

(L, )

Ce84(0,D(n°))

kE+1
y (1{16 > = (m 1)} 1k < m, (N2 (0,170)] r“m}) de

= 1{k > m,r = Cf:rll) } VE [/\d (6W 7 C) f(O,no)Z}

CeS84(0,D(n°))

F e <m)sE (oW - U ) f0P .0 =
CeS84(0,D(n°))

C+x) NOW, # (Z)} £(0,1°)?

Wendet man die Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf den zweiten Summanden an, so
erhélt man

Var(h(n,01.)

1
§1{k2m,r=(k+ )}WE{)\d<8W—t_l/d U C) f(O,TIO)Q}
m+1
CeSq(0,D(n°))
2 1/2
+1{k < m}E [Ad (aw —t v (J) f(O,nO)“} P(|N2(0,7°)] = rt/m)12,
CeSq(0,D(n°))

Die Erwartungswerte in beiden Summanden konvergieren fiir ¢ — oo gegen null nach
dem Satz von der dominierten Konvergenz, wobei

ST MW+ C) £

C€84(0,D(n°))

bzw. das Quadrat hiervon fiir £ > 1 als Majorante gewahlt werden kann. Da nach Lem-
ma 3.2.2 alle Zellen aus S4(0, D(n")) in B(0,2R5(0,7n°)) enthalten sind, folgt die Inte-
grierbarkeit der Majoranten nach Anwenden der Steiner-Formel (1.9) und der Holder-
Ungleichung wegen |S;(0, D(n°))| < |N(0,7°)]¢ aus Lemma 3.1.3 und Lemma 3.1.5, da
alle Momente von f(0,7") existieren. Damit erhalten wir fiir k& > m

lim Z Vit~ WVar(h,(n,0W,)) = tlgélo \/t_lVar(h(kﬂ)(n, W) =0
r=1

t—o0 m+1
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und fiir k <m

lim Z V1t~ Var(h,(n, OW;))

t—o0
2 1/4 oo
< lim 7E[Ad<8W—t‘1/d U S) f(O,no)A‘} D B(No(0,7°)] = /)
t—00
S€84(0,D(n9)) r=1
=0,

denn die Reihe konvergiert wegen des exponentiell fallenden Tails der Nachbarzahl
zweiter Ordnung des typischen Punktes, vergleiche (3.2). Somit ist (2.20) gezeigt und
die Voraussetzung (2.21) kann analog nachgewiesen werden.

Nun bleibt noch zu zeigen, dass die asymptotischen Kovarianzen pfj(p) fiir alle
i,7,k,l € {0,...,d} und p € [0, 1] existieren und der Formel (3.13) geniigen. Da jede
k-Seite des Poisson-Delaunay-Mosaiks genau k 4+ 1 Poisson-Punkte enthalt, gilt

> VIS W) fEIS SN (p Z > VS nW) fEIS ().

SeXy xEn SESK()

Weiter kann man analog zu (3.14) mit Hilfe der Poincaré-Ungleichung

lim Var(/ Z Vi(S N W) fRlS S (p) — Vi (2, p)1{z € Wt}n(dx)) =0

t—oo t
SESk

beweisen und zusammen folgt mit Lemma 2.1.3
k,l
(k+ 1) +1) p;(p)

_ lim %cm(/v( (2, p) 1{z € Wi} n(dz), /vj”(x,p) 1z € Wt}n(dx))

t—o00

Ebenfalls analog zu den Berechnungen im Poisson-Voronoi-Mosaik erhélt man mit der
Mecke-Formel und dem Satz von der dominierten Konvergenz

cov< / VO (2. p) 1{z € W} (da), / VO (z,p) 1z € Wt}n(dx)>
= B[V (0,p) V;"(0,p)]
97 [ BV @.0.9) V20,2,0)] ~ BV 0,p)] BV (0,)] da
und somit (3.13), wobei die Integrierbarkeit der Majorante
B[V (2,0,p) V20, 2,p)] — B[V, (0, p) E[V;" (0, p)]

noch zu zeigen ist. Wie bei der Rechnung im Poisson-Voronoi-Mosaik geniigt es hierfiir

Ay :=/E[1{ (0, )ZB( o, Izl “)}Z <0,p>] E[V,"(0,p)] dz < oo,

AQ::/E[I{ (0, )g;B(,H ”)}\4 (:EOp)V()(Oxp)}dx<oo
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zu zeigen. Zunichst stellt man fest, dass 1{F(0,7°) € B(0,||z||/3)} nach oben durch
1{2diam(C'(0,1°)) > ||z||/3} abgeschitzt werden kann. Weiter gilt |f*" (p)| < 1 und
fiir die Anzahl der k-Seiten, die x enthalten, erhdlt man |Si(z, D(n ))| < |N(z,n°)|*
und [Si(z, D(n™¥))| < |N(z,n%Y)|* < (|N(x,n%)| + 1)*. Da n stationiir ist, die inneren
Volumina auf K¢ monoton und translationsinvariant sind, der Umkugelradius zweiter
Ordnung translationsinvariant ist und S C B(z,2Ry(z,n")) fir S € Si(x, D(n*)) U
Si(x, D(n™¥)) gilt, folgt mit diesen Uberlegungen und der Hélder-Ungleichung

maX(Al, AQ)

< /E[l{zdiamwm,n% le ”}<\N< 1)+ 1PVi(B(0, 2Ra(0,1)))?
< E[(IN(O,10)] + 1) Vy(B(O, 2Ra(0,1°)))%) dar.

1/2

Nach Anwenden der Hélder-Ungleichung folgt die Endlichkeit (und damit auch die
Endlichkeit des zweiten Summanden auf der rechten Seite von (3.13)) aus der Homoge-
nitdt der inneren Volumina, Lemma 3.1.1, Lemma 3.1.3 und Lemma 3.1.5. Dass auch
der erste Summand auf der rechten Seite von (3.13) endlich ist, folgt wegen

E[V;" 0.V, (0,p)]
< B[N (a,n")|* Vi(B(0, 2Ra(,7"))) IN(0,7°)[ V;(B(0, 2R»(0,7°)))]
nach Anwenden der Holder-Ungleichung aus der Translationsinvarianz von Ry(-, ) und

IN(-,-)|, der Stationaritét von 7, der Homogenitét der inneren Volumina, Lemma 3.1.3
und Lemma 3.1.5. U

Nun betrachten wir die asymptotischen Kovarianzen der inneren Volumina bei (0, n)-
Perkolation, deren Existenz in Kapitel vier bei dem Beweis eines multivariaten zentralen
Grenzwertsatzes benotigt wird. Definiere dazu

1
i~ lim ¥COV< S VSAW), Y V(TN Wt)).

t—o0
SeXy TeX;

Korollar 3.2.6 Fiir die asymptotischen Kovarianzen der inneren Volumina bei (0,n)-
Perkolation mit Parameter p € [0, 1] auf dem Poisson-Delaunay-Mosaik gilt

z+]+k+l k+1+2,__k,l
) =33 g

k=i l=j
n n n’lln(k,l)+1
Y (SN T R ) B VA(S(0)Vi(SP(0))):
k=i l1=j o=1

Beweis: Da nach Theorem 3.2.5 die Voraussetzungen (2.18), (2.20) und (2.21) erfiillt
sind, kann die Formel aus Theorem 2.1.4 fiir ein beliebiges Beobachtungsfenster ange-
wendet werden. Fiir S € X, gilt weiter |So(S)| = k + 1, da die k-Seiten des Poisson-
Delaunay-Mosaiks k-Simplizes sind. Damit vereinfacht sich die Formel aus Theorem
2.1.4 zu der oben angegebenen. UJ



72 3.2. Das Poisson-Delaunay-Mosaik

3.2.4 Vergleich der Ergebnisse mit bekannten Perkolationswahrscheinlich-
keiten

Da das Delaunay- und das Voronoi-Mosaik dual zueinander sind, gibt es bei Kno-
tenperkolation im Poisson-Delaunay-Mosaik genau dann eine unbeschrinkte schwarze
Zusammenhangskomponente, wenn im zugehdrigen Poisson-Voronoi-Mosaik eine unbe-
schriankte schwarze Zusammenhangskomponente bei Zellenperkolation existiert. Da die
kritische Wahrscheinlichkeit bei Zellenperkolation im planaren Poisson-Voronoi-Mosaik
1/2 ist, ist somit auch die kritische Wahrscheinlichkeit bei Knotenperkolation im pla-
naren Poisson-Delaunay-Mosaik 1/2. Da es fiir zwei schwarze Knoten, die durch einen
schwarzen Weg iiber eine schwarze Zelle verbunden sind, auch immer einen schwarzen
Weg entlang schwarzer Kanten gibt, muss die kritische Wahrscheinlichkeit bei (0, 1)-
Perkolation im planaren Poisson-Delaunay-Mosaik wie bei Knotenperkolation 1/2 sein.

Wir geben nun die Kovarianzstruktur bei Knotenperkolation und (0, 1)-Perkolation
im planaren Poisson-Delaunay-Mosaik in einer moglichst einfachen Form an, wozu wir
das néchste Lemma benotigen, und untersuchen, ob in der Néhe der kritischen Wahr-
scheinlichkeit lokale Maxima, lokale Minima, Wende- oder Nullstellen der asymptoti-
schen Kovarianzen der inneren Volumina liegen.

Definiere fiir k € {0,1,2} und ¢t > 1

X]i::{SEXkZSﬂWt%@}.

Im n&chsten Lemma werden wir zeigen, dass sich die asymptotischen Varianzen von
| X! und | X%| im planaren Fall nur um eine Konstante unterscheiden.

Lemma 3.2.7 Im planaren Poisson-Delaunay-Mosaik gilt
lim t~ Var(3| X4| — 2| X!]) = 0.
— 00

Beweis: Fir x € N und k € {0,1,2} bezeichne X;(y) die Menge der k-Seiten des
Delaunay-Mosaiks beziiglich . Definiere fiir t > 1,47 € {1,2} und y € N

ca(x) = {5 € Xo(x) : [T € F(S) : TN W, # 0} =},

das heiflt, e, ;(x) ist die Anzahl der Zellen im Delaunay-Mosaik beziiglich y, fiir die ge-
nau ¢ ihrer Kanten nicht-leeren Schnitt mit W, haben. Da jede Poisson-Delaunay-Zelle
fast sicher genau drei Kanten besitzt und jede Kante in genau zwei Zellen enthalten
ist, folgt damit fast sicher

31| — 2e1(n) — er2(n) = 2| X1].

Zeigt man nun, dass die asymptotischen Varianzen von e;;(n) fir ¢ € {1, 2} null sind,
so folgt aus der Holder-Ungleichung

lim t~ Var(3| X4| — 2| X!]) = 0.
— 00

Sei i € {1,2}. Da das Hinzufiigen eines Punktes x zu n das Delaunay-Mosaik nur in
D = Uece Sa(,D(n%)) C verdndert und jede in D enthaltene Zelle beziiglich n bzw. n*

genau drei Punkte aus N(z,n") U {x} enthilt, gilt

leea (™) — eea(m)| < 2(IN (2, 57)] + 1)°.
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Auflerdem kann diese Differenz nur dann ungleich null sein, falls D den Rand von W}
schneidet, denn ¢,; betrachtet nur Zellen, die OW, schneiden. Mit diesen Uberlegungen
und der Poincaré-Ungleichung folgt also

%Var(gtvi(”)) < IE[ / CHUSE et,i(n))zda;]

Da D C B(z,2Rs(x,n*)) nach Lemma 3.2.2 gilt, folgt mit der Translationskovari-
anz von N(-,-) und Ss(+,-) sowie der Translationsinvarianz des Umkugelradius zweiter
Ordnung

t~Var(e,i(n)) < 4E[(IN(0,7°)] + 1) Aa(@W — 72 B(0,2R,(0,1°)))].

Dies konvergiert nach dem Satz von der dominierten Konvergenz fiir ¢ — oo gegen null,
wobei

A(IN(0,7")] + 1)° Aa(W + B(0,2R»(0,7°)))

fiir t > 1 als Majorante gewihlt werden kann. Die Integrierbarkeit der Majorante folgt
nach Anwenden der Steiner-Formel (1.9) und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung aus
Lemma 3.1.3 und Lemma 3.1.5. U

Theorem 3.2.8 Fiir die asymptotischen Kovarianzen der inneren Volumina bei Kno-
tenperkolation mit Parameter p € [0,1] auf dem planaren Poisson-Delaunay-Mosaik
qilt
02.2(p) = (1 = p)12E5[Va(S(0))Va(S3(0))] + p* (1 — p*)12E5[V2(S(0)) Va(S5(0))]
+ 0 (1 = p*)1E5[12(5(0))7),
021(p) = p*(1 = p)(1 + p — p*)E3[Va(5(0)) VA (S(0))]
+ (1 = p)RE3[Va(S(0)Vi(S1(0)] = p°(1 — p)12E3[Va(S(0))Vi(S;(0))]
= p'(1 = ) 1E5[Va(S(0) Vi (S5(0))],
2.0(p) = P*(1 = p)(4p* — 2p + 1) = p'(1 — p)*12E3[V5(5(0))S (0) ],
on(p) = p'(1 = p)°rd +p°(1 - )%EO[Vl( (0)Vi(S1(0))]
+p (1= p)mEL[Vi(S(0))] — 2" (1 — p)72BE5[Vi(S(0)) Va(S; (0))]
+"(1 = p)7Es[Vi(S(0)Vi(S ( )]
+p 1 — p?)3Ea[V1(S(0))Vi(S5(0))]
Y(1=p)(p* = 3p — 3)1E[Vi(S(0))7,
a10(p) = ( p)*(1 = 2p)7i0 + p*(1 — p)(—4p” + 2p* + 1) B [Vi(S(0))]
p*(1 = p)*mEL[Vi(S(0))[S1(0)]]
P (1 = p)*7E3[Vi(S(0))S5 (0)]],
a0,0(p) = vop( —p)(dp" = 8p° +12p* = 8p +1) + p*(1 — p)*1E3[|S; (0)]]-
Beweis: Mit (1.10) erhilt man Vi(S?(0)) = 2V4(S(0)) fiir 0 € n®. Zusammen mit

7'22; = 0 und EJ[V5(S(0))] = 1 folgen die Formeln fiir 092, 021 und oy direkt aus
Korollar 3.2.6, wenn man beriicksichtigt, dass |S}(0)| = |S3(0)| + 3 fiir 0 € n® gilt.

AA/_\/_\
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Nun behandeln wir oy ;. Da jede Kante in genau zwei Zellen liegt, folgt mit (1.10)

S VSN = 3 V(s n W) - JH (W) (3.16)

SeXy SeXo

und somit
1,1 12 29
a1 ~=T1 = T11-

Aulerdem folgt mit Proposition 1.3.1 und Proposition 1.3.2

NEYVA(S(0))Vi(S3(0))] = E[VA(S(0))Vi(S2(0))] — E][VA(S(0))Vi(S2(0))]
= B [VA(S(0))Vi(81(0))] — v=E3[Vi(S(0))VA(S1(0))]
= 1E5[V1(S(0))Vi(S; (0))]

und mit Proposition 1.3.1 und (1.10) erhélt man
NEYVi(S(0)Vi(S3(0))] = MEVi(S(0))Vi(S2(0))] = 272E5[Va(S(0))?].

Setzt man diese Ergebnisse nun in die Formel in Korollar 3.2.6 ein, so erhélt man die
behauptete Formel fiir o nach einer einfachen Rechnung.

Um die verbleibenden Kovarianzen o; ( und o zu bestimmen, verwenden wir die
Grofen &4, €¢1(n) und &;2(n), die vor Theorem 2.2.5 und im Beweis von Lemma 3.2.7
definiert wurden. Da die Zellen des Mosaiks fast sicher Dreiecke sind und jede Kante
in zwei Zellen liegt, folgt

21X]| = 3|X5| = 2e11(n) — e12(n)
und aus der Euler-Formel fiir planare Graphen, vergleiche Theorem 4.1.1 in [35], folgt
(156 +e0) + (1% +1) = (1X{] + &) +2.
Aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich nun

| X5 = 2|X(| 4+ 2e01(n) + ee2(n) —2 und | X[| = 3| X{| + 2e01(n) + i2(n) — 3.
(3.17)

Da die asymptotischen Varianzen von e;1(n) und €;:2(n), wie im Beweis von Lemma
3.2.7 gezeigt, null sind, folgt aus (3.17) mit der Holder-Ungleichung, Lemma 2.1.3 und
(3.16)

und
1,0 4 00 2,0 o 00 L1 .00 21~ 00 22 . 00
To,o = 37'0,07 To,o = 27’0,0a To,o = 97'0,07 To,o = 67’0,07 To,0 = 47'0,0-

Damit folgt
2

2
k,l ,
DO ()RR = (1 = p)* (1 = 2p) 77y
k=1 =0

und
2

k,l y
Y (— L) = pP (1 — p)*(1 — 2p)’7oy.-
k. 1=0
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Mit Proposition 1.3.1 erhélt man v E?[V;(S5(0))] = 1E[V1(S5(0))] und wegen |S;(0)| =
|SH(0)] =2 fiir 0 € n™ und |S1(0)] = |S2(0)|+3 fiir 0 € n® folgt die behauptete Formel
fiir 01,9 nach einer einfachen Rechnung.

Nun bestimmen wir die Formel fiir 0¢ . Es gilt

NESI0)]] = nEL(S; (0)]] +2m
und mit Proposition 1.3.2 erhélt man

YE[S1(0)[] = Eg[1S1(0)]] = NE[ISo(0)[] = 2,
NE[|S;(0)[] = ME[S2(0)]) = NEL(|S3(0)]] = 12E5[IS1(0)[] — 271 = 7.E5[|S1 (0)]]
= 1E[[S2 (0)]] + 37..

Wegen pzT(?,’g = pgzg(p) folgt 7'87’(? = 7o aus (3.13) und die behauptete Formel von og
lasst sich leicht nachrechnen. O

Als néchstes geben wir die asymptotischen Kovarianzen fiir (0, 1)-Perkolation an,
wobei der Beweis analog zu dem von Theorem 3.2.8 gefiihrt werden kann. Man beachte,
dass fiir (0, 1)-Perkolation V5(Z NW;) = 0 gilt und deswegen o, ; = 0 fiir j € {0, 1, 2}
folgt.

Theorem 3.2.9 Fir die asymptotischen Kovarianzen der inneren Volumina bei (0, 1)-
Perkolation mit Parameter p € [0,1] auf dem planaren Poisson-Delaunay-Mosaik gilt

o11(p) = p'miy +0° (1 — p)MEVA(S(0)) Vi(81(0))] + p*(1 — p*)mE[VA(S(0))%],
o10(p) = p*(1 = 3p) + p*(1 — p)°*NE[VA(S(0))]

—p*(1 = p)mEJ[Vi(S(0))]S; (0)]],
00,0(p) = p(6p° + 6p> — 9p + 1)y0 + p* (1 — p)NEL[|S (0)]].

Da in [34] die nicht-triviale Nullstelle der mittleren Euler-Charakteristik ein guter
Schatzer fiir die kritische Wahrscheinlichkeit ist, wollen wir auch die mittlere Euler-
Charakteristik fiir Knotenperkolation und (0, 1)-Perkolation auf dem planeren Poisson-
Delaunay-Mosaik bestimmen.

Proposition 3.2.10 Im planaren Poisson-Delaunay-Mosaik gilt bei Knotenperkolation

do(p) = vop(1 =p)(1 = 2p), p€[0,1],
und bei (0, 1)-Perkolation

do(p) = yop(1 —3p), pel0,1].

Die Formeln fiir §, folgen direkt aus Theorem 2.1.1. Man sieht sofort, dass 1/2 eine
Nullstelle von §g bei Knotenperkolation ist und die mittlere Euler-Charakteristik au-
Berdem mit der bei Zellenperkolation auf dem planaren Poisson-Voronoi-Mosaik iiber-
einstimmt. Bei (0, 1)-Perkolation ist die nicht-triviale Nullstelle der mittleren Euler-
Charakteristik 1/3 und somit kein guter Schétzer fiir die kritische Wahrscheinlichkeit.

Bisher lieferten das lokale Maximum der asymptotischen Varianz der Euler-Charak-
teristik, das lokale Minimum der asymptotischen Kovarianz von Volumen und Euler-
Charakteristik und eine Wendestelle der asymptotischen Kovarianz von Oberflache
und Euler-Charakteristik gute Schétzungen der kritischen Wahrscheinlichkeit. Deshalb
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werden wir uns im Folgenden auf diese asymptotischen Kovarianzen beschranken. Wir
betrachten zundchst Knotenperkolation. Exakt bei der kritischen Wahrscheinlichkeit
1/2 liegt ein lokales Maximum der asymptotischen Varianz der Euler-Charakteristik,
wie mit einer einfachen Rechnung aus der Formel von oy in Theorem 3.2.8 folgt,
vergleiche Abbildung 3.3. Die asymptotische Kovarianz von Euler-Charakteristik und
Oberfliache besitzt eine Wendestelle bei ungefahr 0, 6155, wobei auch hier die bendtig-
ten Groflen mit dem Statistikprogramm simuliert wurden. Weiter ergab eine Simula-
tion mit dem Statistikprogramm R fiir ein Poisson-Delaunay-Mosaik beziiglich n der
Intensitéit eins ES[V2(S(0)) |S2(0)|] &~ 5,40, womit oq4 ein lokales Minimum bei un-
gefahr 0,5747 besitzt. Somit liefert das lokale Maximum der asymptotischen Varianz
der Euler-Charakteristik die beste Schétzung der kritischen Wahrscheinlichkeit. Die
Abweichungen des lokalen Minimums von o9y und der Wendestelle von oy von der
kritischen Wahrscheinlichkeit kann auch durch ungenaue Simulationswerte zustande
kommen.

0.12

O
0.10] 0,0(P)

-0.14
0.08
0.06
-0.2

0.04+

0.02

-0.3

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
p

Abbildung 3.3: Die asymptotischen Kovarianzen op¢ und o7, bei Knotenperkolation im planaren
Poisson-Delaunay-Mosaik mit Intensitdt v =1

Die asymptotische Korrelation

02,0(29)
02,2(17) Uo,o(P) ’

p20(p) = p e [0,1],

zwischen Volumen und Euler-Charakteristik hat bei etwa 0,4681 ein lokales Minimum
und liefert somit eine untere Schranke fiir die kritische Wahrscheinlichkeit, vergleiche
Abbildung 3.4.

Nun untersuchen wir die asymptotische Varianz der Euler-Charakteristik bei (0, 1)-
Perkolation. Mit den simulierten Groflen liegt das lokale Maximum der asymptotischen
Varianz der Euler-Charakteristik bei etwa 0,9207 und ist weit von der kritischen Wahr-
scheinlichkeit 1/2 entfernt, vergleiche Abbildung 3.5.

3.3 Archimedische Gitter

Wir randomisieren die in Kapitel eins eingefiihrten deterministischen Archimedischen
Gitter, indem wir sie um einen in einer Fundamentalzelle gleichverteilten Zufallsvektor
¢ verschieben. Dabei ist eine Fundamentalzelle ein Ausschnitt des Mosaiks, sodasss
das Mosaik durch disjunkte Vereinigungen geeigneter Translate der Fundamentalzelle
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Abbildung 3.4: Die asymptotische Kovarianz o3 ¢ und die zugehorige Korrelation ps o bei Knotenper-
kolation im planaren Poisson-Delaunay-Mosaik mit Intensitét v =1

Sp.0(P)

0 0.2 04 0.6 0.8 1
p

Abbildung 3.5: Die asymptotische Kovarianz o o bei (0, 1)-Perkolation im planaren Poisson-Delaunay-
Mosaik mit Intensitdt v =1

zusammengesetzt werden kann. Die so erhaltenen zufilligen Mosaike sind stationér.
Ohne Einschrankung nehmen wir in dieser Arbeit an, dass die Archimedischen Gitter
so skaliert und rotiert sind, dass alle Kanten Linge eins haben und sie wie in Abbildung
1.3 orientiert sind, das heifit, die Kanten sind entweder senkrecht oder haben Steigung
0, £v/3, £1//3 oder +1.

Die Archimedischen Gitter sind bekannte und viel untersuchte Perkolationsmodelle.
Einige ihrer kritischen Wahrscheinlichkeiten sind mathematisch exakt bekannt, verglei-
che [11,19,49,50] und [6] fiir einen Uberblick, fiir die restlichen existieren recht genaue
Simulationen, vergleiche [16,49].

3.3.1 Hilfsmittel

Da die Archimedischen Gitter eine periodische Struktur haben, wird sich die Fourier-
Reihen-Darstellung als niitzlich erweisen. Ist (H, (-,-)y) ein Hilbertraum mit einer
abzéhlbaren Orthonormalbasis B, so gilt fiir f € H die Fourier-Reihen-Darstellung

f=> ()b (3.18)

beB
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und die Skalare (f,b)y werden Fourier-Koeffizienten von f genannt, vergleiche [1,
Theorem 3.4.8]. Diese Reihe konvergiert nach Theorem 3.6.2 in [1] unbedingt, das heifit,
der Reihenwert bleibt beim Verdndern der Summationsreihenfolge erhalten. Aulerdem
wird die Parsevalsche Gleichung

=Y [(fb)ul, (3.19)

beB

vergleiche [1, Theorem 3.4.5], bei der Berechnung von Varianzen ein geeignetes Hilfs-
mittel sein.

Hier verwenden wir den Hilbertraum H = Ly ([0, 1]?) der quadratisch integrierbaren
komplexwertigen Funktionen auf [0, 1] mit dem Skalarprodukt

<f7.g>L2 = f(fE)g(!L‘)dl‘,

[0,1]2
wobei Z die zu z € C komplex konjugierte Zahl bezeichnet, und der Orthonormalbasis
B := {e?™=) : » € 7%}, vergleiche [51, S. 235].

Seien nun G ein planares Gitter und A € R?*? eine Matrix, sodass A[0,1)? eine
Fundamentalzelle von G ist. Dabei setzen wir fiir eine Matrix A € R?*? und eine
Menge M C R?

AM :={Az :z € M}.
Im Folgenden betrachten wir nur Gitter, fiir die die konvexe Hiille der Gitterpunkte den

ganzen Raum iiberdeckt. Dies ist dquivalent zur Invertierbarkeit von A. Ist g : R? — C
eine AZ2-periodische Funktion, das heift

g(z) =glx+ Az), z€R?*:z€Z?

so kann g auch als Funktion auf A0, 1]* aufgefasst werden. Gilt zusétzlich

| swiide <
A[0,1]2

kann man wie folgt eine Fourier-Reihen-Darstellung von g angeben. Definiert man
f(x) = g(Ax), z € [0,1], so ist f € Ly([0,1]*) und man erhélt mit (3.18) die Fourier-
Reihen-Darstellung der AZ?-periodischen Funktion g

g(ﬂf) _ f(Ail.T) _ Z<f7 627ri<z,->>L2 627ri<z,A’1:v>

2€7Z2
_ Z/[‘ . g(Ay) 6—27ri(z,y) dy 627ri(z,A*1x). (320)
2€7Z2 0,1

Wir werden diese Fourier-Reihen-Darstellung verwenden um auf einem Gitter periodi-
sche Funktionen zu untersuchen.
Wir wihlen zu jedem Archimedischen Gitter eine Fundamentalzelle der Form A[0, 1)?

mit
[ S 0
(5 L)

wobei s1,85 > 0 in Abhéngigkeit des jeweiligen Archimedischen Gitters geeignet zu
wéhlen sind. Wegen der vorausgesetzten Orientierung der Gitter existieren solche sy, s9
und konnen wie in Tabelle 3.1 gewihlt werden.
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| Archimedisches Gitter | $1 | So |
(4% 1 1
(3%) 1 V3
(6%) 3 V3
(3,6,3,6) 2 2v/3
(3,122) 3+2V3 2+/3
(4,82) 2+2/V2 2+2/V2
(4,6,12) 3+3 3+3V3
(3,4,6,4) 1+3 3+43
(32,4,3,4) 1+3 1++3
(3%,42) 2++3 1
(3%,6) 7 15v/3/2

Tabelle 3.1: Eintréige s1, s2 der Diagonalmatrix A, die die hier verwendete Fundamentalzelle der Ar-
chimedischen Gitter bestimmt

Wir bezeichnen die Menge der k-Seiten, k& € {0, 1,2}, eines nicht randomisierten
Archimedischen Gitters mit Y} und fiir einen auf der Fundamentalzelle A[0, 1)? gleich-
verteilten Zufallsvektor £ setzen wir X := Y + £, das heifit, X, ist die Menge der
k-Seiten des stationédren zufélligen Gitters. Im Folgenden werden wir verschiedene Ty-
pen von Zellen, Kanten und Knoten unterscheiden. Dabei sind zwei k-Seiten Sy, .S,
vom gleichen Typ, wenn es ein z € Z? gibt mit S; = S, + Az. Insbesondere gilt dann
|Sim(S1)| = |Sm(S2)|, die Umkehrung ist aber im Allgemeinen falsch. Die Abbildung,
die einer k-Seite ihren Typ zuordnet, bezeichnen wir im Folgenden mit 7. Wegen der
Periodizitat des Gitters und der Definition des Typs existiert zu jedem Typ 7 € T'(Yy)
genau eine k-Seite S mit T'(S) = 7 und s(S) € A[0,1)%. Mit dieser k-Seite S definieren
wir die typische Seite S; vom Typ T durch S, := S — s(S) und wir setzen v, := s(9).
Mit diesen Bezeichnungen folgt nun

(SEY::T(S)=1}={S, +v, +Al:1 €2 (3.21)

fir k € {0,1,2} und 7 € T(Y%).

Die Intensitéat v, berechnet sich durch die Anzahl der Zentren von k-Seiten in der
Fundamentalzelle geteilt durch das Volumen der Fundamentalzelle. Da die Fundamen-
talzelle beschréankt ist, kénnen nach den definierenden Eigenschaften eines Mosaiks nur
endlich viele k-Seiten die Fundamentalzelle schneiden und die Intensitéiten sind somit
endlich. Weiter gibt es fiir 7 € T(Y}) in jeder Fundamentalzelle genau ein Zentrum
einer k-Seite von Typ 7. Damit folgt, dass es nur endlich viele unterschiedliche Typen
von k-Seiten geben kann.

3.3.2 Asymptotische Erwartungswerte der inneren Volumina

Hier werden wir nun zeigen, dass die Archimedischen Gitter die Voraussetzung aus
Theorem 2.1.1 fiir beliebige Beobachtungsfenster erfiillen und die mittleren inneren
Volumina der schwarzen Teilmenge bei (m, n)-Perkolation somit existieren.

Theorem 3.3.1 Alle Archimedischen Gitter erfillen die Voraussetzung (2.10).

Beweis: Seien i,k € {0,1,2}. Setzt man im deterministischen Archimedischen Gitter



Q0 3.3. Archimedische Gitter

fur 7 € T'(Yy)
k k—1
ET = <Z ‘Sl<ST + U’T)‘) %(57)27
=0

so ist E, fiir alle 7 € T(Y}) endlich und es gilt im randomisierten Archimedischen
Gitter

k

I%KZ}MMYﬂWﬂWﬂ=:Z\NnN%%

1=0 TET(Y))

denn die Nachbarschaften von k-Seiten des gleichen Typs sind identisch und die inneren
Volumina sind translationsinvariant. Da es nur endlich viele Typen von k-Seiten gibt,
ist dieser Ausdruck wohldefiniert und endlich. 0

Nun kann mit Theorem 2.1.1 die mittlere Euler-Charakteristik bei Zellen-, Knoten-
und Kantenperkolation bestimmt werden.

Korollar 3.3.2 Fir ein Archimedisches Gitter (ny,...,n.) gilt bei Zellenperkolation

b0(p) = —705p(1 = ) +70(L =) = %0(1 = p°),

bei Kantenperkolation

_ z . — ph
do(p) = %0 =05 = 0(1 —p)* + 70; .

und beir Knotenperkolation

z = ph
50(p) = Y0P — Y0P’ .
o(p) = 0P — Y05P +%; .

Beweis: Setzt man
Prm(r) = PL(|Sm(0)| =7), ke€{0,....d},r €N,

so sieht man leicht, dass pg2(r) = 1{r = 2z} und
(r) = il{n—r}i reN
Y2P2,0 = 2 i = ! )

gilt. Da die Archimedischen Gitter planar sind, erhélt man auBlerdem pg () = po2(r)
und po (1) = pao(r) fiir » € N. Weiter gilt nach Theorem 10.1.6 in [44] 71 = 70 + 72
und
E9[|S2(0)]] = 2 + 22
o

Da nach Definition der Archimedischen Gitter EJ[|S;(0)|] = z gilt, folgt mit diesen

Uberlegungen

z—2 z
und 11 =7 +7% = o5
Mit einfachen Rechnungen folgen aus Theorem 2.1.1 nun die Formeln fiir die mittlere

Euler-Charakteristik. O

Y2 =Y
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3.3.3 Diskussion der asymptotischen Kovarianzstruktur der inneren Volu-
mina

In diesem Unterabschnitt werden wir die Voraussetzungen von Theorem 2.1.4 und die
vom Beobachtungsfenster abhéngigen asymptotischen Kovarianzen pf]l (p) fiir verschie-
dene Beobachtungsfenster diskutieren. Die Voraussetzung (2.18) kann analog zur End-
lichkeitsvoraussetzung (2.10) gezeigt werden und ist somit fiir alle Beobachtungsfenster
erfiillt. Die verbleibenden Voraussetzungen, (2.20) und die Existenz der asymptotischen
Kovarianzen pfjl (p), sind im Allgemeinen nicht einfach nachzurechnen. Dennoch ver-
muten wir, dass die Archimedischen Gitter die Voraussetzungen von Theorem 2.1.4
erfiillen und die asymptotischen Kovarianzen pfjl (p) sogar null sind.

Wir werden nun die asymptotischen Kovarianzen pf]l(p) und insbesondere pgzg(p)
etwas genauer untersuchen. Dazu sei im Folgenden die Diagonalmatrix A = diag(sy, $2)
wie in Tabelle 3.1 gewéhlt, sodass A[0,1)? eine Fundamentalzelle des betrachteten
Archimedischen Gitters ist. Weiter seien j,k € {0,1,2}, 7 € T(Y;), K € K¢ und
¢ € A[0,1)%. Definiert man

NI, Q) == Vi(8)1{s(S) + ¢ € K} 1{T(S) = 7}

SeYy
und
KO = (S V(S +ONK)IUT(S) = 1)) - NW(EK.Q),
SeYs
so gilt

D VS +ONK) = Y (N Q) + Rj(K, Q).

SEY;, T€T(Yy)

Da R;,C(K ,+) nur k-Seiten betrachtet, die den Rand von K schneiden, kénnen wir RY,
als Randeffekt interpretieren. Insbesondere gilt Rf,(-,-) = 0.

Fiir einen auf der Fundamentalzelle A[0,1)? gleichverteilten Zufallsvektor £ werden
wir die asymptotische Varianz der Funktionale N7, (W;, §) nach Teilen durch ¢ nun fiir
einige Beobachtungsfenster W berechnen. Dabei werden wir sowohl auf Beobachtungs-
fenster stoflen, fiir die diese Varianz null ist, als auch auf welche, fiir die sie divergiert.
Ist diese Varianz fir 7 € T'(Y}) null, so folgt aus der Holder-Ungleichung pf]l(p) =0,
falls die asymptotische Varianzen der Randeffekte ebenfalls null sind, das heif3t

lim t~'Var(R]  (W,,€)) =0, 7€T(Y),

t—o00

da das Polynom fk‘ SN e gegebenem Typ 7 der k-Seite S deterministisch ist. We-
gen Rf(-,-) = 0 ist die asymptotische Varianz von Rf, immer null und es folgt ins-

besondere pgzg (p) = 0, falls die Varianz von N{o(W;,§) nach Teilen durch ¢ gegen null
konvergiert.

Wir untersuchen die asymptotischen Varianzen von N7, (W;, &) zundchst fiir das
Beobachtungsfenster W := B(0,1/4/7), also einen Kreis mit Volumen eins. David
Kendall und Robert Rankin haben bereits in [18] gezeigt, dass

lim ¢~ Var(N7 (W, &) =0

t—o00
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gilt, vergleiche auch [17]. Um einen Eindruck von den dort verwendeten Methoden zu
bekommen, werden wir die Rechnung nun skizzieren. Wegen (3.21), s(S;) = 0, der
Translationskovarianz des Steiner-Punktes und der Translationsinvarianz der inneren
Volumina gilt

NT(Wi,€) = Vi(S) Y 1{v, + Al 4+ ¢ € Wi}

€72

Weiter ist die Funktion N7, (W;,-) AZ*-periodisch und man erhilt mit (3.20) die
Fourier-Reihen-Darstellung

NT,k<Wt7 ()= V}(ST) Z a;,k@) eQm‘(z,AflC)’ ¢ € Ao, 1)27

J

2€72
mit den Fourier-Koeflizienten
a;k(z) e ka(Wt,A:c) e 2mi(22) 44
’ 12
= V;(S;) / Z H{v, + A(l+ z) € Wy} e 2mi=2) 4y
[0,1]2 lez?
= V;(S;) / 1{v, + Az € W} e 2™ dg. (3.22)

Ist ¢ ein auf der Fundamentalzelle A[0,1)? gleichverteilter Zufallsvektor, so folgt mit
dem Transformationssatz

1

EING(We O = 019

/A[o b N]T,k(VVtaO d¢ = N;k(Wt,Ax) dr = a;‘,k(o)

[0,1]2

und fiir die Varianz von N7, (W3, ) folgt mit dessen Fourier-Reihen-Darstellung und
dem Transformationssatz

Var(Njfk(Wt, §)) = EHNjT,lc(Wt, §) — E[NjT,k<Wta f)]\Q]

] / 27 A71C> i
e — ajp(z) ™ d
A2(A[0,1)?) S,y zeZQZ\{O} j
2
_ / Y apu(z) @MY d¢
0021 ez {0}
D IACEND SHC R
wer {0} 2€72\{0} Lo

Daraus folgt nun mit der Parseval-Gleichung (3.19) und der Orthonormalitit des Sys-
tems {e?™=) : z € 72}

Var(N7 (W, €) = Y laja(2)P* (3.23)
z€Z*\{0}

Nun werden wir die Fourier-Koeffizienzen a7 ,.(2) fiir z € Z*\{0} berechnen. Substituiert
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man in (3.22) v, + Az durch y, so erhdlt man mit der Euler-Formel

27ri<z,A_1UT

)
T _ 1/ c 2 < —27i{z,A"y)
G(2) = Vi(S) S [ Ml <t/ y

27i{z, A" 1o,

)
T det(A) / {|ly||?> < t/m} (cos(2mz" A7 y) — i sin(272" A™ly)) dy,

wobei T Transposition bezeichnet. Da der Sinus eine ungerade Funktion ist, integriert
sich der Imaginérteil des Integranden zu null. Wendet man Satz 502 in [21] auf den
Realteil an, so ergibt sich

eZwi(z,A’lvT) \/Z
det(4) /zTAL(AD)T2

J(2mVE/2TAL(A-1)T2),  (3.24)

) (5)

mZOF z+m+1)ml’

r € R,

fir z € Z die Bessel-Funktionen erster Gattung bezeichnet und I'(-) die Gammafunk-
tion. Weiter existiert nach Satz 516 in [21] ein ¢ > 0 mit

2 ~ 3n/4
T (z)] < \/; | Cos(x\/;”/ N ber 2 <402 o>1 (3.25)

Da A = diag(s;, s3) eine Diagonalmatrix ist, gilt 2 A} (A7) T2 = (2)2 + (2)2 fiir

S1 S9

z = (21,29)" und es folgt mit (3.23), (3.24) und (3.25) fiir geniigend grofes ¢

1 . 1 Vi(Sp)*(1 +¢)? 1
;Var(Nj7k(Wt,§)) < % det(A)2 27 zgz2z\{o} ((%)2 T (z_§)2)3/2.

Fiir diese Koeffizienten ist die Reihe die Epsteinsche Zetafunktion an der Stelle 3/2
und somit konvergent, vergleiche [33]. Damit ist der Grenzwert fiir ¢ — oo null und wir
haben insbesondere gezeigt, dass die asymptotische Varianz pgzg(p) fiir einen Kreis als
Beobachtungsfenster nicht nur existiert, sondern fiir alle Archimedischen Gittern sogar
null ist.

Bezeichnet nun B € R?*? eine Matrix mit det(B) = 1/4, so betrachten wir im Fol-
genden das Beobachtungsfenster W := B[—1,1]?. Mit zum Kreisfall analogen Berech-
nungen erhélt man, dass die Varianz von N7, (W, §) fiir einen auf der Fundamentalzelle
A[0,1)? gleichverteilten Zufallsvektor ¢ die Gleichung (3.23) mit

agy,(2) = V;(5r) / o, + Az € W} e 22 4

erfiillt. Substituiert man B~'(v, + Azx) durch y und setzt u = (uy,us)" := (A™'B) "2
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fiir z € Z2, so folgt mit einer einfachen Integration und der Euler-Formel
627ri<z,A’1UT)
Gal2) = Vi) A

e2mi (z,A"1v.)

= V;(S;) Tt (B1A) (1{u1 =uy =0} 4t

2Vt
+ 1{u; = 0,uy # 0} % sin(2mus\V/'t)
2

[ 1ty € (i Vi) emeacton g,

2yt
+ 1{u; # 0,uy = 0} 77\—u[ sin(27muyv/t)
1

+ 1{U1,U2 7& O}

5 sin(27muy V1) sin(27ru2\/¥)).
TULUY

Zusammen mit (3.23) folgt, dass die asymptotische Varianz von N7, divergiert, falls
uy oder uy null werden kénnen. Gilt uy,us # 0 fiir alle z € Z* \ {0}, so wird die
Doppelreihe wegen der Sinusterme im Zihler vermutlich konvergieren.

Ist B = diag(1/2,1/2) die entsprechend normierte Einheitsmatrix, so konnen u; =
z1/(2s1) und uy = 23/(2s3) null werden und die asymptotische Varianz von N7, diver-
giert also. Da diese asymptotlschen Varianzen fiir einen Kreis als Beobachtungsfenster
gegen null konvergieren, hangt p070( ) also insbesondere von der Form des Beobach-
tungsfensters ab.

Die Funktionale Rf, (W3, -) sind schwieriger zu bestimmen. Da sie fiir beliebiges
Beobachtungsfenster W AZ2-periodisch sind, kann man wieder eine Fourier-Reihen-
Darstellung verwenden und erhélt eine zu (3.23) analoge Darstellungsform der Varianz
von R%, (Wi, €) mit zugehdrigen Fourier-Koeffizienten. Fiir festes j und £ lassen sich
die Funktionale R7, (W;,-) und damit auch die zugehérigen Fourier-Koeffizienten mit
Hilfe der Inklusions-Exklusions-Formel explizit angeben. Allerdings lassen sich die Fou-
rierkoeffizienten der Randeffekte fiir keines der hier betrachteten Beobachtungsfenster
leicht geeignet abschitzen um die Konvergenz der Doppelreihe in (3.23) zu zeigen.

Die Varianz in Voraussetzung (2.20) kann man wieder mit einer Fourier-Reihen-
Darstellung in der Form (3.23) schreiben. Die Fourier-Koeffizienten sind dabei von
dhnlicher Form wie die von R, (W;,-) und konnen ebenfalls nicht leicht geeignet ab-
geschétzt werden.

Wir vermuten dennoch, dass die Voraussetzungen aus Theorem 2.1.4 fiir geeignete
Beobachtungsfenster erfiillt sind. Dabei kénnte ein , geeignetes Beobachtungsfenster®
ein Kreis sein oder ein Polytop der Form B[—1,1]?, wobei die Matrix B so zu wihlen
ist, dass fiir z € Z* \ {0} keine Komponente von u null werden kann. Eine Matrix mit
irrationalen Eintrédgen, zum Beispiel

B 1 <e 1)
2ve2—1\1 ¢}’

kann dies erfiillen. Weiter vermuten wir, dass die asymptotischen Kovarianzen pf;(p)
null sind, falls sie existieren. In diesem Fall hingt die asymptotische Kovarianzstruk-
tur der inneren Volumina bei (m,n)-Perkolation auf den Archimedischen Gittern nur
von Grofen der lokalen Nachbarschaft der typischen k-Seiten ab, die durch einfaches
Abzéahlen bestimmt werden kénnen.



Kapitel 4

Zentrale Grenzwertsatze

Zentrale Grenzwertsétze wurden in der stochastischen Geometrie fiir viele Modelle mit
unterschiedlichen Methoden bewiesen, von denen wir hier nur einige nennen wollen.
Mit der Steinschen Methode kann man eine obere Schranke fiir den Abstand zweier
Verteilungen beziiglich einer Metrik fiir Wahrscheinlichkeitsmafle erhalten. Sie geht auf
Charles Stein [47] zuriick, der 1972 eine Schranke fiir den Kolmogorov-Abstand zwi-
schen der Verteilung einer Summe von m-abhéngigen Zufallsvariablen und der Stan-
dardnormalverteilung erhalten und damit Konvergenzraten bestimmt und einen zen-
tralen Grenzwertsatz gezeigt hat. Aufbauend auf dieser Arbeit und einer zweiten [48]
haben Pierre Baldi und Yosef Rinott [2] einen zentralen Grenzwertsatz fiir Abhéngig-
keitsgraphen entwickelt. Solche zentralen Grenzwertsétze fiir Abhéngigkeitsgraphen bil-
deten dann die Grundlage fiir die Stabilisierungstheorie, die in dieser Arbeit verwendet
wird.

Die Stabilisierungstheorie in der heutigen Form geht auf Mathew Penrose und Jo-
seph Yukich zuriick, vergleiche [39-41]. Bezeichnet u C R? eine zufillige lokal-endliche
Punktmenge und ist £ : R? x N — R eine messbare Funktion, so stabilisiert das Funk-
tional &, falls es fiir # € R? einen endlichen aber moglicherweise zufilligen Radius
R = R(x) gibt, sodass Anderungen von x auBierhalb von B(z, R) den Wert von &(z, 1)
nicht beeinflussen. Man unterscheidet verschiedene Arten von Stabilisierung, zum Bei-
spiel exponentielle und polynomielle Stabilisierung, bei denen die Wahrscheinlichkeit,
dass der Stabilisierungsradius R grofler als r ist, exponentiell bzw. polynomiell in r
fallt. Mit dieser Methode wurden viele (auch multivariate) zentrale Grenzwertsitze be-
wiesen, falls die Punktmenge p ein (inhomogener markierter) Poisson-Prozess oder ein
Binomialprozess ist, vergleiche die Arbeiten [39-42] von Mathew Penrose und Joseph
Yukich, [36,37] von Mathew Penrose, [38] von Mathew Penrose und Andrew Wade
und [3] von Yuliy Baryshnikov und Joseph Yukich.

In diesem Kapitel zeigen wir mit Mitteln der Stabilisierungstheorie verschiedene
multivariate zentrale Grenzwertsiatze. Dazu verallgemeinern wir Theorem 2.1 aus der
Arbeit [42] von Mathew Penrose und Joseph Yukich, dem ein Resultat von Louis Chen
und Qi-Man Shao [8] iiber Normalapproximation auf Abhingigkeitsgraphen zugrunde
liegt. Diese Verallgemeinerung ist Theorem B.3. Im ersten Abschnitt betrachten wir die
Oberflichenmafle der schwarzen Teilmenge Z bei Zellenperkolation auf dem Poisson-
Voronoi-Mosaik und im zweiten Abschnitt untersuchen wir die inneren Volumina der
schwarzen Teilmenge Z bei (0, n)-Perkolation auf dem Poisson-Delaunay-Mosaik. Zu-
letzt zeigen wir einen multivariaten zentralen Grenzwertsatz im ungefdarbten Poisson-
Voronoi-Mosaik, wobei fiir die Beweise Resultate aus dem ersten Abschnitt tiber Zel-
lenperkolation auf dem Poisson-Voronoi-Mosaik verwendet werden kénnen.

85
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4.1 Ein multivariater zentraler Grenzwertsatz fiir Zellenper-
kolation auf dem Poisson-Voronoi-Mosaik

In diesem Abschnitt wird ein multivariater zentraler Grenzwertsatz fiir die Oberfléchen-
mafle der schwarzen Teilmenge Z bei Zellenperkolation auf einem Poisson-Voronoi-Mo-
saik in R? bewiesen. Dazu werden wir Theorem B.3 verwenden, das die bereits gezeigte
Existenz der asymptotischen Kovarianzen der Oberflichenmafie voraussetzt. Weiter
wird gezeigt, dass die asymptotische Kovarianzmatrix unter schwachen Voraussetzun-
gen positiv definit ist. Da wir das d-te Oberflichenmafl wie in (1.7) definieren, werden
in diesen Resultaten insbesondere auch die inneren Volumina behandelt.

4.1.1 Der zentrale Grenzwertsatz

Bei Zellenperkolation werden die Zellen unabhéngig voneinander mit Wahrscheinlich-
keit p € [0, 1] schwarz gefarbt und weifl sonst. Da es eine Bijektion zwischen den
Voronoi-Zellen und den Punkten des Punktprozesses gibt, legen wir einen unabhéngig
markierten Punktprozess mit Markenraum (M, M, Py) := ({0, 1}, P({0,1}), Bern(p))
zugrunde, wobei P({0,1}) die Potenzmenge von {0,1} bezeichnet und Bern(p) die
Bernoulli-Verteilung mit Parameter p. Zellen, deren Zentren Marke eins haben, werden
schwarz gefirbt und die Zellen der Punkte mit Marke null weifl. Weiter bezeichne Z
wie bisher die Vereinigung der schwarzen Zellen des Mosaiks. Wie in den vorherigen
Abschnitten sei W € K? ein konvexer Kérper mit Volumen eins, der den Ursprung im
Inneren enthilt, und wir setzen W, := tY4W fiir t > 1.

Da sich Poisson-Prozesse verschiedener Intensitédten nur durch eine Skalierung unter-
scheiden und die Oberflichenmafle homogen sind, sei im Folgenden ohne Einschriankung
7' ein unabhingig markierter Poisson-Prozess in R? mit Intensitit eins, Markenraum
(M, M) und Markenverteilung Py und 7 sei die Projektion von 7" auf die erste Kom-
ponente, also der zugehorige unmarkierte Poisson-Prozess. Im Folgenden verwenden
wir fiir B C RY die Bezeichnung B’ := B x M.

In diesem Abschnitt seien Uy, ..., Uy € B(S?!) fixiert und wir definieren den Vektor
U:= (Uy,...,Uy). Wegen Theorem 2.2.3 und Theorem 3.1.11 existieren die asympto-
tischen Kovarianzen

o’ (p) = lim t 1 Cov(Wy(Z "Wy, Uy), W(Z N Wy, Uj))

i7j
fir i,5 € {0,...,d} und p € [0, 1]. Die zugehorige Kovarianzmatrix wird mit
V= (Ogj(p))i,je{o,...,d}
bezeichnet. Mit den eingefiihrten Bezeichnungen lésst sich nun ein multivariater zentra-

ler Grenzwertsatz fiir die Oberflaichenmafle formulieren, wobei N (v, A) fiir einen Vektor
v und eine symmetrische und positiv-semidefinite Matrix A die multivariate Normal-

verteilung mit Erwartungswertvektor v und Kovarianzmatrix A sei und KN Konvergenz

in Verteilung bedeutet.

Theorem 4.1.1 Setzt man fir K € K¢
V(ZNK,U):=(Wo(ZNK,Uy),...,Y(ZNK Uy))",

so qult fiir t — oo der multivariate zentrale Grenzwertsatz

V(ZNW,U)—E[W(ZAW,U)] 4 v
7 — N(0,2").
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Statt der Oberflichenmafle von Z in einem Beobachtungsfenster W; kann man fiir
i,k € {0,...,d} auch die Funktionale

> W(SNW, )

1
SeX;,

betrachten. Fiir diese Funktionale kann ganz analog ein multivariater zentraler Grenz-
wertsatz gezeigt werden, wobei der Beweis sogar etwas einfacher wird.

4.1.2 Beweis des zentralen Grenzwertsatzes

Zunéchst mache man sich klar, dass es keinen Unterschied macht, ob man einen Poisson-
Prozess in R? der Intensitét eins erzeugt und ihn dann mit dem Beobachtungsfenster W,
schneidet oder einen Poisson-Prozess mit Intensitat ¢ in dem festen Beobachtungsfens-
ter W erzeugt und ihn dann mit ¢'/¢ skaliert. Betrachtet man allerdings die zugehorigen
Voronoi-Mosaike, so macht es einen Unterschied, ob man ein Mosaik beziiglich eines
Poisson-Prozesses der Intensitdt eins auf dem ganzen Raum erzeugt und dann mit
dem Beobachtungsfenster W; schneidet oder ob man ein Mosaik beziiglich eines auf
dem Beobachtungsfenster W konzentrierten Punktprozesses der Intensitdt ¢ bildet, es
mit W schneidet und dann skaliert. Diese Unterschiede liegen nur am Rand des Be-
obachtungsfensters, sodass der Anteil der Zellen an dem Oberflichenmafl von 7, die
ygeniigend weit* vom Rand entfernt sind, in beiden Modellen gleich ist. Da Theorem
2.1 in der Arbeit [42] von Mathew Penrose und Joseph Yukich Funktionale eines auf
dem Beobachtungsfenster W konzentrierten markierten Poisson-Prozesses der Inten-
sitdt ¢ behandelt, betrachten wir zundchst nur schwarze Zellen, die ,geniigend weit*
vom Rand entfernt sind. Die dabei nicht beriicksichtigten Randeffekte werden getrennt
untersucht.

Eine Zelle ist ,,geniigend weit® vom Rand des Beobachtungsfensters entfernt, wenn
die in (3.3) definierte Voronoi-Flower komplett im Beobachtungsfenster enthalten ist.
Wegen Lemma 3.1.6 gibt es bei solchen Zellen keine Randeffekte. Um zu iiberpriifen,
ob die Voronoi-Flower im Beobachtungsfenster enthalten ist, miissen die Funktionale
in Theorem 2.1 in [42] um ein weiteres Argument, namlich das Beobachtungsfenster,
erweitert werden. Das hier benétigte allgemeinere Theorem ist Theorem B.3, das im
Anhang formuliert ist. Der Beweis kann ganz analog zu dem von Theorem 2.1 in [42]
gefithrt werden.

Im Folgenden sei x/ € R? x M eine lokal-endliche Menge und  bezeichne die Pro-
jektion von x auf die erste Komponente, also die zugehorige unmarkierte Punktmenge.
Weiter sei X;(x’) die Menge aller k-Seiten des Voronoi-Mosaiks beziiglich y, die nur
in schwarzen Zellen liegen.

Da man fiir die Anwendung von Theorem B.3 das Oberflichenmafl von Z in die
Anteile der einzelnen Punkte des zugrunde liegenden Punktprozesses aufspalten muss,
definieren wir nun Funktionale £, i € {0, ..., d}, die diesen Anteil eines Punktes an dem
Oberflichenmafl von Z beschreiben, falls die Voronoi-Flower des betrachteten Punktes
im Beobachtungsfenster enthalten ist. Fiir (z,m) € R¢x M und K € K¢ definieren wir

¢'((z,m), X', K) Zd_ Y W(S.U) 1S € Xi(} U {(x,m)})}

SE]“k(C(%X’))
x 1{F(z,x") C K}.
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Die so definierten Funktionale £ sind wegen der Translationskovarianz von Fy(+), C(-, )
und F(+,-) und der Translationsinvarianz der Oberflichenmafie W, (-, U;) translations-
invariant, das heift, es gilt

E((z,m), X', K) =& ((x+y.m), X +y, K +y)

fir y € RY, (z,m) € RY x M und K € K% Dabei bezichen sich Translationen von
Punkten aus R? x M nur auf die erste Komponente. Definiere nun fiir i € {0,...,d}

und K € K¢
> &((@m), X, K) (4.1)
(z,m)ex’

und bezeichne die asymptotischen Kovarianzen dieses Funktionals fiir einen Poisson-
Prozess auf dem skalierten Beobachtungsfenster W, mit

7. (p) = hmt YCov(Z (' N W[, W), Z (f N W/, W,))

%)

fir 4,5 € {0,...,d} und p € [0, 1].

Definiert man fiir ¢ € {0,...,d}, (z,m) € R? x M und einen konvexen Kérper
K e K¢
Z- : ~ (D)t o
C((z,m), X', K) = PR Y W(SNEKU)1{S € X;(x' U{(x,m)})}
=0 SeFi(C(z,x"))
und
7', K) : ZCwme) (4.2)
(z,m)ex’

so erhélt man mit der Normalitéit des Poisson-Voronoi-Mosaiks, der Additivitit der
Oberflaichenmafle und der Inklusions-Exklusions-Formel

V,(ZNW,U) = Zi<77/a Wh).

In dieser Darstellung kann man leicht sehen, dass W;(Z N Wy, U;) und Z¢(n’ N W/, W)
bis auf Randeffekte iibereinstimmen, die wir nun beschreiben werden.
Wir definieren fiir einen konvexen Kérper K € K und i € {0,...,d}

X, K) = Zi(,K) - = (¥ N K', K). (4.3)

Es ist leicht zu sehen, dass alle Summanden von =Z'(x’ N K’, K) auch in Z'(y/, K)
vorkommen. Die restlichen Summanden von Z*(x’, K') sind genau die der Punkte in

Hx,K)={zexnNK:Fla,xNK)NK* 4 0}U{zr e xNK®: C(x,x) N K # 0}.
Damit kann man die Randeffekte X* schreiben als
X' K)= Y ¢((xm). X, K) Lypro(@). (4.4)
(z,m)ex’

Wir zeigen nun einige Lemmata, die das Anwenden von Theorem B.3 auf die Funk-
tionale ¢ und den Nachweis, dass die Randeffekte vernachlissighar sind, erleichtern
werden.
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Lemma 4.1.2 Firi € {0,...,d} gilt
lim ¢~ Var(X'(n/, W,)) = 0.

t—o00

Beweis: Zunéchst bestimmen wir eine geeignete Obermenge von H. Hat die Voronoi-
Flower eines Punktes x € x N K beziiglich x N K nicht-leeren Schnitt mit K¢, so hat
auch die Voronoi-Flower von x beziiglich y nicht-leeren Schnitt mit K¢, denn durch
das Hinzufiigen der Punkte aus xy N K¢ kann die Voronoi-Flower zwar kleiner werden,
aber dann muss die Zelle C(x, x) Nachbarn in y N K° besitzen. Da die Nachbarn in
der Voronoi-Flower enthalten sind, hat also auch die Voronoi-Flower von = beziiglich
X nicht-leeren Schnitt mit K°. Aulerdem ist die Voronoi-Zelle in der Voronoi-Flower
enthalten und zusammen folgt, dass H(y, K) eine Teilmenge von

H*(x, K) i= {z € X : F(z, ) N 0K £ 0} (4.5)
ist.
Mit der Poincaré-Ungleichung, vergleiche [53, Remark 1.4], erhélt man
Var( W) < [ [ BIOC + G, W) = X W) Paa(dm) d. (46)
Y
Fiir (x,m) € R x M ergibt sich mit (4.4) fiir den Differenzenoperator im Integranden

XZ(W/ + 5(x,m)7 Wt) - Xi(n/7 Wt) = Cl<<x7 m)7 77/ + 5($7m)7 Wt) 1H(7717Wt)<x>

+ Z C y7 77, + 5(m,m)7 Wt) 1H(T]x,Wt)<y)

(y;w)en’

= Y Cyw).n W) Ly ().

(y,w)en’

Da die Voronoi-Flower eine Stoppmenge ist, vergleiche Lemma 3.1.6, und die Funktion
(" an der Stelle (y,w) € 7' sowie die Indikatorfunktion der Menge H an der Stelle y € 7
nur von der Einschréinkung des Punktprozesses auf die Voronoi-Flower von y abhéingt,

gilt fiir (y,w) € 0’ mit « ¢ F(y,n)
CZ((y7 w)7 77/ + 5(m,m)7 Wt) 1H(77x,Wt)<y) = CZ<<y7 U)), 77/7 Wt) 1H(17,Wt)<y)
Da z € F(y,n) dquivalent zu y € N(z,n") ist, folgt
XZ(H/ + 5(J1,m)7 Wt) - Xi(nlu Wt)
~ ()t
=Y —— > W(SNW,U) S € X;( + Swm)} Lirgew (7)

‘d—k
k=i SEF(Clan®))

. Zd k+ Yo W(SNWLU) S € Xp(0 + 6wam)}

YyEN (z,n” SEFR(C(y.n"))
X ]—H(nx,Wt) (y)

— Z Z 7 /{:+ Z U,(SNW,U;) 1{S € X (')} Lamwn(y).

yEN (z,n® SeFL(C(y:m))
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Fiir den Betrag hiervon werden wir nun eine obere Schranke angeben, indem wir die
Dreiecksungleichung anwenden und die OberflichenmaBe gegen die auf K¢ monotonen
inneren Volumina abschétzen. Weiter sind die Zellen aller hier betrachteten Punkte in
Upen ey CW:m) = Uyenmeyom CW:n%) © B(z,2Ry(z,1%)) enthalten und deshalb
sind alle Nachbarn dieser Punkte Nachbarn zweiter Ordnung von x beziiglich n*. Da
das Poisson-Voronoi-Mosaik normal ist, ldsst sich die Anzahl der k-Seiten einer Zelle
gegen die (d— k)-te Potenz der Nachbarzahl abschiitzen. Mit diesen Uberlegungen folgt

|XZ<77/ + 5(J:,m)7 Wt) - XZ'(,’?/’ Wt)‘
S fz(xv nx) 1{1‘ € H+(77$7 Wt) U N(H+(77$7 VVt)v nx) U N(H+(777 Wt)v nx)}v (47)

wobel wir fiir z € xy und i € {0,...,d}

d

Fix,x) =Y IN(2, )1 Vi Cla, )

k=i
d
+2[N(z, )| Y INa(w, )" Vi(B(w, 2Rs (i, X))
k=i
setzen und die Voronoi-Nachbarschaft einer Menge L C x durch

N(L,x) == [J N(z,x)

z€L

definieren. Nun werden wir die Indikatorfunktion auf der rechten Seite von (4.7) ab-
schiitzen. Wegen U ey o) C(9:1) = Uyentwnnopy C¥:n*) € Bz, 2R2(a:.,.n“3)).folgt
UyeN(J:,n””) F(y,n) = UyeN($7nz)U{$} F(y,n*) C B(x,6Rs(x,n")) und man erhélt mit der
Definition (4.5) von H*

W e HE (", W) UN(H " (0", Wy),n") UN(H " (n, Ws),n")}
< 1{B(z,6Ra(x,n")) N OW; # (}.

Mit dieser Uberlegung, (4.6) und (4.7) folgt nun
1 4 1 ,
V(X W) < ¢ [ ELS (e LB, 6ot ) 0 W, £ 0] d

Verwendet man die Translationsinvarianz von Ry(-,-), N(-,-), Na(+,), die Translations-
invarianz der inneren Volumina und die Stationaritit von 7, so erhdlt man mit dem
Satz von Fubini

%var(xi(n’, W) < ELf(0,7°) Ma(0W — £~/ B(0,6R(0,7°)))]-

Dieser Ausdruck konvergiert nach dem Satz von der dominierten Konvergenz fiir t — oo
gegen null, wobei

710, 1°)* (W + B(0,6R2(0,1")))

fiir t > 1 als Majorante gewéahlt werden kann. Die Integrierbarkeit der Majorante
folgt nach Anwenden der Steiner-Formel (1.9) und der Hoélder-Ungleichung aus der
Homogenitéat der inneren Volumina, Lemma 3.1.3 und Lemma 3.1.5. O
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Da die asymptotischen Kovarianzen o; ;(p) wegen Theorem 2.2.3 und Theorem 3.1.11
existieren, folgt hieraus zusammen mit Lemma 2.1.3

5. (p) = o (p) (4.8)

fir 4,5 € {0,...,n} und p € [0, 1].

Nun werden wir zeigen, dass die oben definierten Funktionale £¢ exponentiell stabi-
lisierend sind, vergleiche Definition B.1. Dazu benéttigen wir das folgende geometrische
Lemma, dessen Beweis nach Lemma 2.5 in der Arbeit [25] von Giinter Last und Mathew
Penrose zu finden ist.

Lemma 4.1.3 Es gibt eine nur von W abhingige Konstante ¢ = ¢(W) > 0, sodass
Na(W, N B(x,r)) > er?

firt>1, x € Wy und r € (0, diam(W,)] gilt.

Lemma 4.1.4 Die Funktionale £ sind fiir i € {0, ...,d} exponentiell stabilisierend.

Beweis: Wir gehen hier ganz dhnlich zu dem Nachweis der exponentiellen Stabilisie-
rung in Abschnitt 6.3 aus [37] vor. Seien Kj, j € {1,...,J}, eine endliche Anzahl
unbeschrinkter abgeschlossener Kreiskegel in R? mit Offnungswinkel 7/6 und Spit-
ze im Ursprung, die den ganzen Raum iiberdecken. Die Zahl J héngt dabei von der
Dimension d des Raumes ab. Fiir x € R? und j € {1,..., J} sei weiter

Ki(z) =K;+=z

und K (z) bezeichne den abgeschlossenen, zu K;(z) konzentrischen Kreiskegel mit

Offnungswinkel 7/3 und Spitze in z.
Fiir z € W; werden wir nun eine obere Schranke fiir den in Definition B.1 eingefiihr-
ten Stabilisierungsradius R(t~Y/%z, ¢, W) definieren. Setze fiir j € {1,...,J}

Rz, n 0 Wy, W) = min{||z —y]| 1 y € n 0 W, 0 K (2) \ {=}},
falls in K" (x) N W, ein von = verschiedener Punkt aus 7 liegt, und andernfalls
Ri(x,n N Wy, W;) = diam(K;(x) N W,).
Definiere weiter

Rt (z,nN W, W,) := max }Rj(x, n O Wy, Wy).

Nun werden wir mit Hilfe elementarer Geometrie nachrechnen, dass
Clz,n* NWy) N K;(x) € B(x, ly — =[]) (4.9)

fiir alle y € K (z) NN W, mit y # = gilt. Dazu sei z € C(x,n” N W;) N Kj(z) und
wir betrachten die Ebene, die z, y und 2 enthalt. Wir kénnen ohne Einschrénkung
annehmen, dass z auf der Mittelsenkrechten zwischen x und y liegt. Weiter sei § der
Winkel zwischen y und z am Punkt x, vergleiche Abbildung 4.1. Da y insbesondere in
K (x) liegt, ist 6 hochstens m/4 und man erhlt

lz —yll/2

< —
st <=l

lo = 2]l =
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Y
z
Abbildung 4.1: Skizze zum Nachweis von (4.9) Abbildung 4.2: Skizze zum Nachweis von (4.13)

also (4.9). Damit folgt
Cla,n" N W) N Wy N Ky(x) € Bz, R (x,n VW, Wr)),
also insbesondere
C(z,n" N W) N W, € B(a, RY (z,n N Wi, Wy)). (4.10)

Somit kénnen alle Anderungen von N W, auBerhalb von B(z, 2R (z,nNW;, W;)) die
Zelle C'(xz,n™ N W;) hochstens auBerhalb von B(x, R*(z,n N W;,W,)) verdndern und
C(z,n* NW,) N W, bleibt also unverindert. Damit beeinflussen Anderungen von nNW,
auBerhalb von B(z,2R"(z,nNW,;, W;)) die Funktionale £((z, M), n’ "W}/, W,) fiir eine
von 7' N W/ unabhéngige Zufallsvariable M mit Verteilung Pyg nicht und wir kénnen
als Stabilisierungsradius

R( 1, t, W) o= [2R (o, n W, W), @€ Wit > 1,

wihlen. Dabei bezeichnet [z] := min{z € Z : z > z} die obere Gaufklammer von
x € R. Es bleibt zu zeigen, dass dieser Stabilisierungsradius exponentiell fallenden Tail
besitzt.

Mit der Subadditivitit des Wahrscheinlichkeitsmafles gilt fiir » > 1

-1
sup P(R(t™Yz,t, W) >r) < sup ]P’(R*(a:,nﬂ Wy, W) > 4 5 )

t>1,2€We t>1,2€Wy
4 ; r—1
< sup ZIP’(R](x,nﬂ Wi, Wy) > 5 ) (4.11)

Fiir den Nachweis der exponentiellen Stabilisierung benotigen wir nun fiir s > 0 eine
geeignete Abschétzung der Wahrscheinlichkeit

P(R? (z,n N W, W,) > 5) (4.12)

fir j € {1,...,J}, wozu wir eine Fallunterscheidung vornehmen. Ist der Durchmes-
ser von K;(z) N W; hochstens s, so ist die Wahrscheinlichkeit in (4.12) null. Im Fall
diam(K;(z) N W;) > s wahlen wir ein y € K;(x) N W, mit ||y — x| = s. Wegen der
Konvexitét von Kj(x) N W, gilt (z+vy)/2 € K;(z) N W;. Fiir u := sin(7/12) /2 werden
wir nun

B(x;—y,us) C Ki(z) (4.13)
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zeigen. Der Abstand von (z + y)/2 zu dem Rand von K (x) ist am kleinsten, wenn
(z+y)/2 und damit auch y auf dem Rand von Kj(x) liegen, vergleiche Abbildung 4.2.
In diesem Fall gilt

d((z +y)/2,0K] (x))
s/2
und damit (4.13). Hier nehmen wir eine weitere Fallunterscheidung vor. Enthélt die
Kugel B((z + y)/2,us) Punkte aus n N W, so gilt nach Definition von R’
R (z,nN W, W) < s.

Somit ist die Wahrscheinlichkeit in (4.12) wieder null. Enthélt B((z + v)/2, us) keine
Punkte aus nN W, so gibt es wegen s < diam(K;(x) NW,;) und u € (0,1) nach Lemma
4.1.3 eine Konstante ¢ > 0, die nur von W abhéngt und

)\d<WtﬂB(x;y,us)) > cgt

erfiillt. Damit folgt in diesem Fall fiir die Wahrscheinlichkeit in (4.12) wegen der
Poisson-Eigenschaft von n

sin(m/12) =

P(R (x,n N W, W;) > s) < P(nﬁWﬁWB( —2|—y ) = (7)) < exp(—cs?).

Zusammen mit (4.11) folgt fiir » > 1 in allen Fillen

—1\¢
sup P(R(t™Y,t, W) >r) < J exp ( - c(r ) )

t>1,xeWy 2

und somit ist & fiir alle i € {0,...,d} exponentiell stabilisierend. O
Zuletzt zeigen wir, dass die Funktionale £ ein Moment der Ordnung drei besitzen.

Lemma 4.1.5 Fiiri € {0,...,d} hat das Funktional £ ein Moment der Ordnung dres,
das heifst, fir eine von ' N W/ unabhdngige Bernoulli-verteilte Zufallsvariable M mit
Parameter p gilt
sup  E[|¢'((z, M), 7' N W, W,)[’] < co.
t>1,xeWy
Beweis: Seien t > 1 und = € W,. Da die Voronoi-Flower eine Stoppmenge ist, sind
die Voronoi-Zelle und die Voronoi-Flower von x beziiglich n* "W, und beziiglich n* im
Fall F(z,n* N W;) C W, identisch, vergleiche Lemma 3.1.6. Somit erhélt man mit der
Dreiecksungleichung und elementaren Abschéatzungen
3
WS, UZ-)) ] |

sl ) v o < 5[ (3 >
k=i SG}—k x )
Die Oberflichenmafle U,;(S,U;), S € Fi(C(z,n*)), konnen jeweils gegen V;(C(z,n"))
abgeschétzt werden. Wegen der Normalitéit des Poisson-Voronoi-Mosaiks lésst sich die
Anzahl der k-Seiten einer Zelle gegen die (d — k)-te Potenz der Nachbarzahl abschétzen
und man erhélt
d
E[l€ (e, M), " WL W)L < Y E[IN(z,p") PR Vi(C 2, 97) ).

k1,k2,ks=i



94 4.1. Zentraler Grenzwertsatz im Poisson-Voronoi-Mosaik

Da C(-, -) translationskovariant ist und die inneren Volumina und |N (-, -)| translations-
invariant, erhélt man mit der Stationaritdt von n, der Cauchy-Schwarz-Ungleichung,
Lemma 3.1.2 und Lemma 3.1.3 eine von x und ¢ unabhéngige endliche obere Schranke
und die Momentenbedingung ist erfiillt. O

Nun kénnen wir den multivariaten zentralen Grenzwertsatz mit der Cramér-Wold-
Technik, Theorem B.3 und der eben gezeigten Lemmata beweisen.

Beweis von Theorem 4.1.1: Sei a = (ag,...,aq)" € R¥™! Dann geniigt es wegen der
Cramér-Wold-Technik fiir den Nachweis von Theorem 4.1.1

Y a Z(n', W) _\E[Z LUALDIY (0,a"=Va) (4.14)

fiir £ — oo zu zeigen. Mit der Definition (4.3) von X* gilt
Zd: . Z'(n', W) —E[Z (0, Wy)] _ zd: o iy’ N W, W) — E[E (n 0N W], W,)]
i=0 Z Vi i=0 Z Vi

d il _ i

Wir werden nun zeigen, dass der erste Summand auf der rechten Seite in Verteilung
gegen eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert null und Varianz o' -Ya
konvergiert und der zweite Summand stochastisch gegen null konvergiert. Mit dem
Lemma von Slutsky folgt dann (4.14) und somit Theorem 4.1.1.

Zunachst untersuchen wir die Konvergenz des ersten Summanden auf der rechten
Seite von (4.15), wozu wir Theorem B.3 auf das Funktional Z?:o a;£* anwenden. Wir de-
finieren eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf R? durch » := 1y, die offensichtlich Triger
W hat und ||s||o = 1 < oo erfiillt. Damit ist t~*/47’ NV’ ein inhomogener, unabhingig
markierter Poisson-Prozess mit Intensitdtsmafl (tk(z) dx) @ Py(dm). Die Mengen Ay
fiir ¢ > 1 aus Definition B.1 der exponentiellen Stabilisierung setzen wir gleich W. Da
nach Lemma 4.1.4 die Funktionale £ exponentiell stabilisierend sind, ist klar, dass auch
die hier betrachtete Linearkombination der Funktionale ! exponentiell stabilisiert.

Betrachte nun die Momentenbedingung, siehe Definition B.2. Fiir eine von ' N W}/
unabhéngige Bernoulli-verteilte Zufallsvariable M mit Parameter p muss

s

3
a; gl((l,’ M)7 77/ N tha VVt)

< 00

gezeigt werden. Verwendet man die Dreiecksungleichung, die Linearitéit des Erwar-
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tungswertes und die Holder-Ungleichung, so gilt fiir t > 1 und = € W,

[ T

d
< Z |ai1ai2a’i3| E[|§Zl((x7 M)a 77/ A thv VVt)| |§Z2((x7 M)? 77/ N thv VVt)|
i1,i2,i3=0
X €% ((z, M), n' 0 W, Wy)]]
d
< 37 lanasas| (BIE (2, M), 0 W, W)Y
i1,i2,13=0

x (E[lE™ ((w, M),n' 0 W), Wo)lPD)"* (E[I€™ (2, M), 0 0 Wy, Wi)P])°.

Fiir die nun hier stehenden Erwartungswerte existiert nach Lemma 4.1.5 jeweils eine
von z und ¢ unabhéngige endliche obere Schranke und die Momentenbedingung ist
gezeigt.

Nun bleibt nur noch die Existenz und Endlichkeit der asymptotischen Varianz von
Zfzo a;,Z" zu zeigen. Nach (4.8) gilt ¢ ;(p) = o;(p) fiir 4,5 € {0,...,d} und die
asymptotischen Kovarianzen o’;(p) existieren nach Theorem 2.2.3 und Theorem 3.1.11.
Damit folgt wegen der Bilinearitéit der Kovarianz

d
1
lim Var(Zalu n' W/, W) ) = Zaiaj@% =a'Ya < .

t—oo t “~
i,j=0

Somit sind alle Voraussetzungen von Theorem B.3 nachgewiesen und es folgt
Zaz (f "W, W) 5 N(0,a" S a).

Nun untersuchen wir die stochastische Konvergenz des zweiten Summanden auf der
rechten Seite von (4.15). Wendet man die Tschebychev-Ungleichung an, so erhilt man
fiire >0

o

Wegen der Bilinearitét der Kovarianz und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt

izd;az’ (X'(n', W) — E[X'(1, Wt)])’ > 8) < %Var(iai X'(n, Wt)).

c2

d
a;a; i/ j (o]
> A Con (X, ), X301, W)

< 3wy TVer (X, Wi Va0 w0,

Da nach Lemma 4.1.2 die Varianz von t~/2X(n/, W,) fiir t — oo gegen null konvergiert,
konvergiert der zweite Summand auf der rechten Seite von (4.15) stochastisch gegen
null und mit dem Lemma von Slutsky folgt die Behauptung. O
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4.1.3 Positive Definitheit der asymptotischen Kovarianzmatrix

In diesem Unterabschnitt werden wir unter schwachen Voraussetzungen die positive
Definitheit der asymptotischen Kovarianzmatrix der Oberflaichenmafie der schwarzen
Teilmenge Z nachweisen. Fiir eine lokal-endliche Menge ' C R% x M schreiben wir in
diesem Unterabschnitt Z(x’) anstatt Z fiir die Vereinigung aller schwarzen Zellen des
Voronoi-Mosaiks beziiglich x, wobei y die Projektion von y’ auf die erste Komponente
bezeichnet und die Zellen der Punkte mit Marke eins schwarz gefarbt werden.

Wir {iberlegen uns zunichst, wann das in (4.1) definierte Funktional =*(n’ N W/, W;)
fir ¢ € {0,...,d} fast sicher null ist, denn dann sind die entsprechenden asympto-
tischen Kovarianzen 67;(p) ebenfalls null. Da die asymptotischen Kovarianzen 57;(p)
und af{j (p) gleich sind, ist die asymptotische Kovarianzmatrix XV in diesem Fall die
Nullmatrix und damit insbesondere nicht positiv definit.

Lemma 4.1.6 Seii € {0,...,d}. Gilt o4_1(U;) =0, so ist Z(n’ "W/, W,) fast sicher
null.

Beweis: Fiir i = d folgt dies direkt aus der Definition (1.7) des d-ten Oberflichenmafles.
Betrachte im Folgenden also den Fall i < d. Ist k € {i,...,d}, P ein k-dimensionales
Polytop und S € F;(P) eine i-Seite von P, so gilt fiir den Normalenkegel in S

N(P,S) € N(S,5) = 5*,

wobei St den zur affinen Hiille von S orthogonalen Unterraum bezeichnet. Nach (1.8)
und der Definition (4.1) von =* gilt

P(Z (' "W/, W) #0) < P3z € nY N W, mit o4_;_1(S(x)* N ;) > 0)

<E| Y zeW}{ogwia(S) NT;) > 0}].

men(i)

Verwendet man nun die Stationaritit von ¥, die aus der Stationaritit von n folgt,
und das verfeinerte Theorem von Campbell (1.1), so erhélt man

P(E (MWL W) #0) < 1P oui1(S(0)* N T;) > 0),

Da eine nichtnegative Zufallsvariable genau dann fast sicher null ist, wenn ihr Erwar-
tungswert null ist, betrachten wir

v (U) == Foq_i_1(S(0)- N, U e B(ES.

Da 04_;_1 ein rotationsinvariantes Maf ist und mit dem Poisson-Prozess auch die typi-
sche i-Seite des Poisson-Voronoi-Mosaiks isotrop ist, ist v; ein rotationsivariantes Mafl
auf ST!. Nach [44, S. 584] ist o4_; bis auf eine multiplikative Konstante das einzige
rotationsinvariante Maf auf S*~! und somit folgt die Behauptung. O

Fir p € {0,1} ist das Mosaik entweder komplett weifl oder komplett schwarz
gefiarbt und deswegen gilt ¥;(Z(n') "Wy, U;) = 0 beziehungsweise V;(Z (') "W, U;) =
U, (Wi, U;). In beiden Féllen ist W,(Z(n') N Wy, U;) deterministisch und somit ist fiir
p € {0,1} die asymptotische Kovarianzmatrix ¥V singulir. Im niichsten Theorem zei-
gen wir, dass die asymptotische Kovarianzmatrix XV in den restlichen Fillen unter
einer zusatzlichen schwachen Voraussetzung positiv definit ist.



Kapitel 4. Zentrale Grenzwertsatze 97

Fiir U € B(S*') heifit ein Punkt w € U innerer Punkt von U, wenn es ein € > 0
gibt mit B(u,e)NS?"t C U. Die Menge aller inneren Punkte von U bezeichnen wir mit
int(U). Borelmengen der Sphére mit nicht-leerem Inneren haben insbesondere positives
sphérisches Lebesguemaf. Das folgende Theorem behandelt nun den Fall p € (0,1) und
U, -, Uy € B(S*™) mit int(U;) # 0. Gilt 04—, (U;) > 0 fiir alle j € {0,...,d}, aber
gibt es ein jo mit int(U;,) = 0, so konnen wir keine Aussage iiber die positive Definitheit
der asymptotischen Kovarianzmatrix der Oberflichenmafle machen.

Theorem 4.1.7 Seien p € (0,1) und Uy, ...,U; € B(S¥™) mit nicht-leerem Inneren.
Dann ist die asymptotische Kovarianzmatriz XV positiv definit.

Im ungeféarbten Poisson-Voronoi-Mosaik wurde von Giinter Last, Giovanni Pecca-
ti und Matthias Schulte als Anwendung ihrer Ergebnisse bereits eine positive untere
Schranke fiir die asymptotischen Varianzen der Funktionale

> Vi(SnWy),

SeXy,

ie€f{0,...,d—1}, k € {i,...,d}, angegeben, vergleiche Lemma 7.6 in [24]. Allerdings
werden in dieser Arbeit keine Formeln fiir diese asymptotischen Varianzen angegeben
und es wird auch keine Aussage iiber deren Existenz gemacht.

Fiir den Beweis von Theorem 4.1.7 wird dhnlich wie in Lemma 7.6 aus [24] das
folgende Lemma verwendet, das ein Spezialfall von Theorem 5.2 aus der Arbeit [24]
von Giinter Last, Giovanni Peccati und Matthias Schulte ist. Dafiir bezeichnen wir mit
L%/ den Raum aller beziiglich P quadratisch integrierbarer Zufallsvariablen F', sodass
P-fast sicher F' = f(n') gilt. Dabei ist f : Ny 13 — R eine messbare Funktion, die
bis auf P-Nullmengen eindeutig durch F' bestimmt ist und im Folgenden Vertreter
von F' genannt wird. Weiter definieren wir A\ := \; ® Py als das Produktmafl des
Lebesguemafles und der Markenverteilung.

Lemma 4.1.8 Seien F' € Lg, und f : Ny,1y — R ein Vertreter von F'. Weiter seien
keN, I, I, C{l,....k}y mit UL, ={1,...,k}, B C (R?x M)* messbar und c > 0,
sodass

‘E{f(nur Z%,mi)) B f(n'+_26<m,m»)ﬂ > ¢ (4.16)

fiir Xe-fast alle ((x1,my), ..., (vx,my)) € B erfiillt ist. Dann gilt

2

_° _ mi i 171
Var(F) > ESTE @iJrgn{ar}m’k} jlglfB AL (A)), (4.17)
AR(A)ZAR(B) 2R+

wobei I1; die Projektion auf die Komponenten mit Indizes in J bezeichnet.

Beweis von Theorem 4.1.7: Nach Definition ist die asymptotische Kovarianzmatrix
YV der Oberflichenmafle genau dann positiv definit, wenn fiir alle Vektoren v =

(v, ...,vg) " € RN {0}

d
1
v ¥ = lim —Var(Zvj U (Z(n') N W, Uj)) >0 (4.18)

t—oo t
Jj=0
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gilt. Dies werden wir mit Lemma 4.1.8 nachweisen.
Sei v = (vg,...,vq)" € R\ {0} und setze jo := min{j € {0,...,d} : v; # 0}.
Weiter definieren wir fiir £ > 1 eine messbare Funktion f; : Ny 13 — R durch

[i() = 0 U(Z() N W, ).

J=0

Wir werden mit Lemma 4.1.8 die Varianz von f;(1’) geeignet abschétzen. Dazu bestim-
men wir zunichst fiir k = d + 2 eine Teilmenge von (R? x M)* in Abhingigkeit von v,
die die Voraussetzungen aus Lemma 4.1.8 erfiillt. Dabei besteht die Schwierigkeit dar-
in, die Existenz eines ¢ > 0 nachzuweisen, fiir das (4.16) gilt. Dass der Grenzwert der
mit Lemma 4.1.8 erhaltenen Schranke (4.17) nach Teilen durch ¢ fiir ¢ gegen unendlich
positiv ist, lasst sich dann leicht zeigen.

Seien 2, ..., 25 € R?, sodass die Voronoi-Flower des Ursprungs beziiglich der Menge
{0, Zo, ..., 21} beschriankt ist und die Punkte 0, Zo, . .., & in allgemeiner quadratischer
Lage liegen. Dabei liegen die Punkte einer Menge xy C R? in allgemeiner quadratischer
Lage, wenn keine d + 2 Punkte aus y auf dem Rand einer Kugel liegen und keine
Auswahl von [ € {2,...,d + 1} Punkten aus x in einer (I — 2)-dimensionalen Ebene
enthalten ist. Da die Mengen U; nach Voraussetzung nicht-leeres Inneres haben, gibt
es fiir u € int(Uj,) ein 6 > 0 mit B(u,26) NS4 C Uj,. Setzt man U, := B(u, ) NS,
so gilt (U, + B(0,6))NS4 ! C U,,. Insbesondere besitzt U, innere Punkte. Nun drehen

wir die Punkte Zs,. .., so um den Ursprung, dass der Normalenkegel einer jo-Seite
von C(0,{0,2o,...,%}) das Innere von Uj, schneidet. Fiir geniigend kleines ¢ > 0
legen wir Kugeln Ko, ..., K mit Volumen ¢ um die Punkte 2o, ..., 2, sodass

5, (C(0,{0, 29, ..., 2}),T;,) >0 (4.19)

fir alle 9 € Ky, ...,z € Kj gilt. Weiter sei R > 0 so gewahlt, dass die Voronoi-
Flower des Ursprungs beziiglich {0, xo, . .., z;} fiir alle 2y € K, ...,z € K in B(0, R)
enthalten ist. Mit einer geniigend kleinen Skalierung kann eine solche Konfiguration von
Kugeln fiir jedes R > 0 gefunden werden, weshalb wir ohne Einschriankung

(2R)ka < 1 (4.20)

fordern konnen.
Definiere nun By := (W, \ (0W:+ B(0, R))) x {1}, B; := K; x {0} fiiri € {2,...,k}
und

B® :={((sx1,mq),..., (sTg,my)) € (Rd X M)’l‘C : (x1,mq) € By,
(x; —x1,m;) € B firi=2,...,k}

fir s € (0, 1]. Fiir gentigend grofles ¢ ist B nicht leer. Weiter setzen wir I; := {1,..., k}
und I, :={2,... k}.

Nun zeigen wir, dass die Menge B*° fiir geniigend kleines sy € (0, 1] die Vorausset-
zung (4.16) fiir ein geeignetes ¢ > 0 erfiillt. Seien dazu ((z1,m4),..., (zx, my)) € B
Im Folgenden verwenden wir fiir s € (0, 1] die Abkiirzungen

19/1,5 = Z O(swi,mi) s 19,2,3 = Z O(ss,ms)

i€l i€l
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und die zugehdrigen unmarkierten PunktmafBle bezeichnen wir mit 9; 3 und 9, ;. Mit
diesen Bezeichnungen und der Dreiecksungleichung erhélt man fiir das Funktional f;
die Abschétzung

[ELfe(n' + 91 ,) — filn' + 35 )]
> |E[1{n N B(sx1,sR) = 0} (fi(n' +01,) — fe(n + 95))]] (4.21)
— |E[1{n N B(sz1,sR) # 0} (fi(n' + 1) — feln +95,))]].

Liegen keine Punkte von 1 in B(sx1, sR), soist fy(n'+0 ;) — fu(n' +75, ) deterministisch
und wegen der speziellen Position und Farbung der Punkte in ¢} , erhilt man mit der
Homogenitat der Oberflichenmafle und der Monotonie und Translationsinvarianz der
inneren Volumina auf K¢

[E[1{n N B(sz1, sR) = 0} (fe(n' + V1) — feln +92,0)]]

d

> v U5(Cszy, 0h,4), Uy)

J=0

d
> (|vjo|sj0 W,y (Clrn ) U — 3 |vj|sjvj<B<o,R>>) e (4.99)

Jj=Jjo+1

—ra(sR)?

e

Nun werden wir eine obere Schranke fiir den zweiten Summanden in (4.21) bestimmen.
Mit einer Fallunterscheidung beziiglich der Anzahl der Punkte aus 1 in B(sz1, sR) und
dem Satz von der monotonen Konvergenz erhélt man

[E[1{n N B(sz1,sRk) # 0} (f(n' + 01 ,) — fln' + 92,0))]]

< D _E[{Inn B(sz1, sR)| = m}[fe(n' +01,) = filn' + 951, (4.23)
m=1
Da die Punkte sxq,..., sz, sowie die Punkte des Poisson-Prozesses in allgemeiner

quadratischer Lage liegen, folgt aus der Poisson-Eigenschaft, dass auch die Punkte
in n + Y, 5 in allgemeiner quadratischer Lage liegen und das zugehorige Voronoi-Mo-
saik somit normal ist, vergleiche [44, S. 473]. Ist x' € Nyg1}, sodass das Voronoi-
Mosaik beziiglich der Projektion von x’ auf die erste Komponente normal ist, so gilt
UA(Z(X)NW,U;) = Z9 (X', W) = > yw)ex’ ¢ ((y,w), X', Wy), vergleiche die Definition
(4.2) von Z7. Damit erhilt man

= L +0,) = il + 95

Zvj ¢ ((szr,ma),n' + 07, Wy) (4.24)

7=0

+ Z Zv] y,w),n + 9, W)

(y,w)en' +05 , =0

- Z ZUJ n+192s’VVt)'

(y,w)en’ +19’2 =
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Fir S € §(y,C(n+ V25)) mit y € n+ Va5 gilt mit der Inklusions-Exklusions-Formel

\I’]<S N Wt, UJ) = \I’]<S N C(S.Tl,T] + 19175)C N Wt, UJ)
+\I/j(SﬂC(SZL‘1,’f]+’l917S) ﬂVVt,Uj)
— \IIJ(S N 8C(sx1,77 + ’19175) N VVt, Uj),

wobei B¢ und B das Komplement und den Abschluss von B C R? bezeichnet. Da sich
das Voronoi-Mosaik durch das Hinzufiigen von sz; nur in C(sz1,n+1; ) verdndert, ist
SNC(sxy,n+ 01,) fir S € §(y, C(n+1Vas)) auch ein Element von S;(y, C(n+3:4)),
das zudem die gleiche Farbe wie S besitzt, und diese Anteile an dem Oberflichenmaf
heben sich weg. Insbesondere sind nur Seiten der Nachbarn von sz; zu betrachten,
da alle anderen nicht-leeren Schnitt mit C(sz1,n + ¥ ) haben. Die neuen Seiten der
Nachbarn von sz;, die den Rand von C(szy1,n + ;) bilden, werden im Folgenden
bei dem Anteil von sx; zum Oberflichenmafl von Z beriicksichtigt, also zum ersten
Summanden auf der rechten Seite von (4.24) hinzugefiigt. Mit diesen Uberlegungen
folgt aus (4.24)

d d
ST Y S e X )Y (SN
1=0 SES;(s71,C(n+V1,s)) =0

~ ()"

B =4 1 X*/ ,'9/
D e e LAl

yEN (sz1,n+91,5) SESz(y C(n+92,5))

XZUJ (SNC(sz1,n+ V1) N W, Uj)

d d—1
+12;—d(:1}+1 > ST S eX[ 0 +95)

yEN (sz1,n+91,s) SES;(y,C(n+92,s))

d
XZ’U]\IIJ (SN OC(sx1,n+ V) N W, Uj)l.
7=0

Alle hier zu beriicksichtigenden Seiten haben nicht-leeren Schnitt mit der Voronoi-Zelle
von sx; und sind somit nur in Zellen der Nachbarn von sx; enthalten. Da die Voronoi-
Flower von sz; beziiglich n 4+ 9, s nach Konstruktion der Menge B® in B(szy, sR)
enthalten ist und alle Nachbarn in der Voronoi-Flower liegen, kann sz; im Fall |n N
B(sx1,sR)| = m hochstens k + m Nachbarn haben. Weiter ist S N 9C (sx1,n + V15)
fir S € S§(y,C(n+ V¥25)) und y € N(szq,n+ V1) wegen der Seitentreue des Mosaiks
konvex. Schiitzt man die OberflichenmaBe gegen die auf K¢ monotonen, translationsin-
varianten und homogenen inneren Volumina ab, so erhélt man mit diesen Uberlegungen

1{|nN B(sz1,sR)| =m} F

< 1{|n N B(sz1,sR)| = m} (Z lv;| 87 V;(B(0, R))) 3(d + 1)(k 4 m)+2.

J=0
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Zusammen mit (4.23) und der Poisson-Eigenschaft von 7 folgt

[E[1{n N B(sz1, sR) # 0} (fi(n' + 91 0) = ful' + 050))]|

< (Z v 87 Vj(B(O,R))) 3(d+1) S (k +m)*? ettt (Fa(sR))™

— m!
Wegen
Z(k+m Z b log( k+m Z k+m bk(eeba_ 1) (425)
m=1 m=

fir a,b > 0 folgt schlieBlich zusammen mit (4.21) und (4.22)
|E[ft<77/ + 19/1,5) - ft(TI/ + 19/2,5)”
e [ CERNS

— |v;,|Vjo (B(0, R))3(d + 1)6(d+2)k(eed+2nd(sz~z)d )

d
— S Sy |V (B0, R)(L 4 3(d + 1)l (e Eralen)? _p)) |

J=jo+1
Gibt es ein ¢ > 0, sodass U, (C(0,{0,za,...,2}),Uj,) > ¢ fiir alle (xq,...,24) €
Ky x ... x K, gilt, so existiert wegen der Translationsinvarianz der Oberflaichenmafle

fiir geniigend kleines sy € (0,1] ein ¢ > 0, sodass die Menge B*0 Voraussetzung (4.16)
erfiillt. Wir zeigen nun die Existenz eines solchen ¢.
Definiere die Abbildung h : K5 x ... X K} — R durch

h(zg, ..., x) =V, (C(0,{0,2q,...,2x}),Uj,)

und setze
¢:= inf h(za, ..., xL).
r2€Ko,...,x ,EK},

Somit gibt es eine Folge (xo, ..., Tk n) € KaX... XK} fiir n € Nmit h(zoy, ..., 25,) —
¢ fiir n — o0o0. Da Ky x ... x K kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge und wir
konnen ohne Einschriankung annehmen, dass (1'277“ e X)) gegen ein (xg, ..., 1) €
Ky x ... x K}, konvergiert. Weiter sei g : S“* — [0,1] eine stetige und beschréinkte
Abbildung, die auf U, eins ist und auf S*1\ (U}, + B(0,4)) null. Dann gilt

¢ h(xop, ..., Tpn) = / 1Uj0(u) U, (C(0,{0, 22, ..., Tk n}), du)

> /g(u) U, (C(0,{0, 22, ..., Tpn}),du).

Da die Oberflichenmafle nach Theorem 1.4.1 schwach stetig sind und die Funktion g
stetig und beschrénkt ist, konvergiert dies fiir n — oo gegen

/g(u) U, (C(0,{0, 29, ...,25}), du) > ¥, (C(0,{0, 22, ..., xx}), Ujo)

und dies ist nach (4.19) positiv. Damit folgt ¢ > 0 und Voraussetzung (4.16) ist fiir die
Menge B* mit einem geniigend kleinen sy € (0, 1] erfiillt.
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Nun schéitzen wir die untere Schranke der Varianz von f;(n') in (4.17) wie im Beweis
von Theorem 5.3 in [24] geeignet ab. Nach Definition der Menge B; gilt fiir ¢t > 1

ANB1) > p (Va(Wy) — 2RV (W3)) = p (t — t9="Y/92RV,_ (W)
und somit nach Definition von B*°
AF(B20) > sdkp(1 — p)F=teh=t (t — t9"V/2RV, | (W)). (4.26)

Als niichstes werden wir eine untere Schranke fiir A/I(IT;(A)) fiir § # J C {1,...,k}
und A C B* angeben. Definiere dazu z; := I1;(2) fiir z € (R¢x M)* und im Folgenden
sei (-, ) das so geordnete k-Tupel, sodass (z;, z;¢); = z gilt. Nach Definition der Menge
B gilt fiir ((x1,mq),..., (2, my)) € B

|lw: — ;|| < 2soR, 4,5 €{Ll,...,k},
und zusammen mit p € (0,1) und (4.20) folgt fiir z; € (R? x M)l
MW ({2 € (REx M)* Vs (21, 20) 5 € B} < ((250R)%kg)* 11 < 1.
Es folgt fiir alle A C B*°

M(A) < /(Rd)k 1{z; € I1;(A)} 1{z € B*} \*(dz)

< [ e € LA dz) = NI (4). (4.27)
(R

Nach Lemma 4.1.8 zusammen mit (4.26) und (4.27) ergibt sich nun fiir ¢ > 1

2
Var(fil) 2 sip(1 = p) 1 o £ (= V2R Y (7))

und somit
lim 1Vaur(f( ) > sdp(1 — )k_liek_l >0
t—oo ¢ 1)) =S p b 8k+1k!
fiir p € (0,1). Dies beweist (4.18) und damit die positive Definitheit von ©Y. O

4.2 Ein multivariater zentraler Grenzwertsatz fiir (0,n)-Per-
kolation auf dem Poisson-Delaunay-Mosaik

In diesem Abschnitt wird ein multivariater zentraler Grenzwertsatz fiir die inneren Vo-
lumina der schwarzen Teilmenge Z bei (0, n)-Perkolation auf einem Poisson-Delaunay-
Mosaik in R? fiir festes n € {0,...,d} bewiesen. Dazu werden wir Theorem B.3 ver-
wenden, das die bereits gezeigte Existenz der asymptotischen Kovarianzen der inneren
Volumina von Z voraussetzt. Weiter wird gezeigt, dass die asymptotische Kovarianz-
matrix positiv definit ist.

4.2.1 Der zentrale Grenzwertsatz

Da wir bei den hier verwendeten Methoden der Stabilisierung nur die Poisson-Punkte
mit Marken versehen und nicht etwa auch die Ecken der Poisson-Voronoi-Zellen un-
abhéngig voneinander schwarz farben konnen, betrachten wir im Poisson-Delaunay-
Mosaik keine Zellenperkolation wie im vorherigen Abschnitt iiber das Poisson-Voronoi-
Mosaik sondern (0, n)-Perkolation fiir festes n € {0,...,d}, das heifit, wir farben die
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0-Seiten des Poisson-Delaunay-Mosaiks, also die Poisson-Punkte, unabhéngig vonein-
ander mit Wahrscheinlichkeit p € [0, 1] schwarz und weifl sonst. Weiter farben wir eine
k-Seite des Mosaiks fiir £ < n schwarz, falls alle Ecken dieser k-Seite schwarz sind.
Wie bisher bezeichnen wir die Vereinigung aller schwarzen Seiten mit Z und wir setzen
W, := tY4W fiir einen konvexen Korper W € K% mit Volumen eins, der den Ursprung
im Inneren enthélt.

Da sich Poisson-Prozesse verschiedener Intensitédten nur durch eine Skalierung unter-
scheiden und die inneren Volumina homogen sind, sei im Folgenden ohne Einschréankung
n' ein unabhingig markierter Poisson-Prozess in R? mit Intensitit eins und Mar-
kenraum (M, M,Py) = ({0,1},P({0,1}), Bern(p)). Den zugehorigen unmarkierten
Poisson-Prozess bezeichnen wir mit 7.

Bezeichne die asymptotische Kovarianzmatrix mit

wobei

0;j(p) = lim t*ICov(V;(Z NWL),Vi(ZNWy)), i,5€{0,...,n},

t—00
wie bisher die asymptotischen Kovarianzen der inneren Volumina sind. Nach Theorem
2.1.4 und Theorem 3.2.5 existieren die Grenzwerte o; ; und eine explizite Darstellung
findet sich in Korollar 3.2.6. Da bei (0, n)-Perkolation nur Seiten bis zur Dimension
n gefarbt werden, ist V;(Z N'W;) fir ¢ > n null und wir betrachten deshalb nur die
inneren Volumina bis zum Grad n.

Theorem 4.2.1 Setzt man fir K € K¢
VIZNK):=WZNK),... ,V,(ZNK))T,
so qult fiir t — oo der multivariate zentrale Grenzwertsatz

V(ZNW,) —E[V(ZNW,)| a
i — N(0,%).

Der Beweis wird analog zum Voronoi-Fall mit der Cramér-Wold-Technik und Theo-
rem B.3 gefiihrt.

4.2.2 Beweis des zentralen Grenzwertsatzes

Im Folgenden sei x/ € R? x M eine beliebige lokal-endliche Menge und x bezeichne die
Projektion von x’ auf die erste Komponente, also die zugehorige unmarkierte Punkt-
menge. Weiter bezeichne X} (x’) bzw. Z(y) die Menge aller schwarzen k-Seiten bzw.
die Vereinigung aller schwarzen Seiten des Delaunay-Mosaiks beziiglich y.

Da man fiir die Anwendung von Theorem B.3 die inneren Volumina von Z N W, in
die Anteile der einzelnen Poisson-Punkte aufspalten muss, definieren wir zunéchst fiir
(z,m) e R x M und K € K¢

e(m ) =3 T Y i) s e X U m)
k—i SESk(z,D(x*))

x 1{F(z,x") C K}.

Die so definierten Funktionale sind wegen der Translationskovarianz von Si(-,-) und
F(-,-) und der Translationsinvarianz der inneren Volumina translationsinvariant. Setze
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firi e {0,...,n}

N K) =Y &((m). X K)

(z,m)ex’

und definiere die asymptotischen Kovarianzen dieses Funktionals fiir einen Poisson-
Prozess auf dem Beobachtungsfenster W, durch
7i.5(p) —thmt YCov(Z (' "W, W), Z (f N W], W,))
— 00
firi,5 € {0,...,n} und p € [0,1].
Definiert man fiir i € {0,...,n}, (z,m) € R? x M und einen konvexen Kérper

K e K¢

no itk
om0 =3 C ST visn ) s € XU L m)),

hi SESH@D(x))
und
7', K) : Z C'((x,m), X, K), (4.28)
(z;m)ex’

so erhélt man mit (2.2), (2.5) und der Additivitéit der inneren Volumina
Vi(Z(n') NW,) = Z' (i, Wh) + Vi(Z(n) N W),

da jede k-Seite des Poisson-Delaunay-Mosaiks genau k + 1 Poisson-Punkte enthélt. In
dieser Darstellung kann man leicht sehen, dass V;(Z(n') N W;) und = (' N W/, W;) bis
auf Randeffekte iibereinstimmen, die wir nun beschreiben werden.

Wir definieren fiir einen konvexen Kérper K € K¢ und i € {0,...,n}

X', K) :=Vi(Z(xX)NOK) + Z'(\,K) = E'(x N K', K)

Es ist leicht zu sehen, dass alle Summanden von =Z'(x’ N K’, K) auch in Z'(y/, K)
vorkommen. Die restlichen Summanden von Z*(x’, K') sind genau die der Punkte in

H(x,K)={zexnNK:Flz,xNK)NK®# 0}
U{x e xNK®:3S € Sy(z,D(x)) mit SN K #0}.

Damit ldsst sich X* schreiben als
XX\ E)=Vi(Z(X)noK) + > ¢((z,m), X', K) Ly (x). (4.29)
(z,m)ex’

Nun zeigen wir einige Lemmata, die das Anwenden von Theorem B.3 auf die Funk-
tionale &', ¢ € {0,...,n}, und den Nachweis, dass die Randeffekte vernachldssigbar
sind, erleichtern werden.

Lemma 4.2.2 Firi € {0,...,n} gilt

lim ¢t~ Var(X'(n/, W,)) = 0.

t—o0
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Beweis: Zunéchst geben wir eine geeignete Obermenge von H an. Hat die Voronoi-
Flower eines Punktes x € y N K nicht-leeren Schnitt mit K¢ so hat auch die Voronoi-
Flower von x beziiglich x nicht-leeren Schnitt mit K¢, denn durch das Hinzufiigen der
Punkte aus x N K¢ kann die Voronoi-Flower zwar kleiner werden, aber dann muss die
Zelle C(x, x) Nachbarn in x N K° besitzen. Da die Nachbarn in der Voronoi-Flower ent-
halten sind, hat also auch die Voronoi-Flower von z beziiglich x nicht-leeren Schnitt
mit K¢ AuBerdem sind die Delaunay-Zellen beziiglich x, die den Punkt x € x enthal-
ten, nach Lemma 3.2.2 in der Voronoi-Flower von x beziiglich x enthalten und man
erhalt, dass
H"(x,K):={z € x: F(z,x) NOK # 0}

eine Obermenge von H (y, K) ist.

Wir kénnen die Varianz der beiden Summanden von X*(r/, W;) in (4.29) wegen der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung getrennt untersuchen. Nach Theorem 3.2.5 gilt (2.18)
und (2.20) und nach Proposition 2.1.2 folgt damit (2.7), also geht die Varianz des
ersten Summanden in (4.29) nach Teilen durch ¢ gegen null. Nun zeigen wir, dass die
Varianz des zweiten Summanden nach Teilen durch ¢ gegen null konvergiert. Wegen
der Bilinearitéit der Kovarianz und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung geniigt es

lim Var(z Z (SNW)L{S € X} (n)} 1{xz € H(n, Wt)}) =0 (4.30)

t—oo t

TEN SeSk
fiirs € {O n} und k£ € {Z ...,n} zu zeigen. Definiert man abkiirzend
=Y > Vi(SNB)1{S € X}(X)} 1{z € H(x, B)}
TEX SESk )

fir B € B(RY), so erhilt man mit der Poincaré-Ungleichung
Var(h(sf, W) < / / E{(h(rf + 8emys We) — b, W))2) Paa(dm) dar. (431)
Ré JM

Fiir (x,m) € R? x M ergibt sich fiir den Differenzenoperator im Integranden
h(T]/ + 5(m,m)7 Wt) - h(ﬁ/7 Wt)

= > V(SNW) IS € X0 + 0w} 1z € H(n", W)}
S€S(z,D(n?))

+> > ViSNW) S € X[ + 0m)} Wy € H(n", Wi)}

yen SeSk(y,D(n"))
-3 > VSAW) S € X))ty € Hin, W)},
yEN SESK(y,D(n))

Da die Delaunay-Zellen und damit insbesondere die k-Seiten, die einen Punkt y enthal-
ten, nach Lemma 3.2.2 in der Voronoi-Flower von y enthalten ist, die Indikatorfunktion
von H an der Stelle y nur von der Einschréankung des Punktprozesses auf die Voronoi-
Flower von y abhéngt und die Voronoi-Flower eine Stoppmenge ist, gilt fiir z ¢ F(y,n)

o VASNW) LS € X{(0 + Sm)} Ly € H(y", W)}
Sesk(va(nz))

= > ViSnW){S e Xi()} Ly e H(n W)}
SESk(y, D)
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Weiter ist @ € F(y,n) dquivalent zu y € N(x,n"). Setzt man D := Uces, z.p@me)) C» 50
liegt z in keiner k-Seite S € Si(y, D(n*)), die nicht in D enthalten ist, und es folgt, dass
eine solche k-Seite S auch ein Element von Si(y, D(n)) ist. Mit diesen Uberlegungen
erhélt man

h(nl + 5(m,m)7 Wt) - h(ﬁ/7 Wt)

= ) ViSNW){S € Xp (0 + S} Lz € H(n", W)}
Se€Sy(z,D(n*))

+ 3 S VUSAW) LS € XM + )} Ly € H(n", 7))

yEN(z,n®) SGSk(va(n”‘)),

- > Z Vi(SNWi) 1{S € X}(n')} 1y € H(n, Wy)}.

yEN (z,n® )SGSk(yD ),

Fiir den Betrag hiervon werden wir nun eine obere Schranke angeben, indem wir
die Dreiecksungleichung anwenden und die Summanden abschétzen. Jede k-Seite des
Delaunay-Mosaiks enthélt genau k + 1 Poisson-Punkte, die paarweise benachbart sind.
Damit erhilt man |Sy(x, D(n*))| < |N(z,n*)* und fur y € N(z,n") gibt es hochs-
tens | N (z,n%)|F** Seiten in Si(y, D(n%)) bzw. in S(y, D(n)), die in D enthalten sind.
SchlieBlich sind die Voronoi-Zellen der Nachbarn von x in B(z,2Ry(x,n")) enthalten
und somit liegen die Voronoi-Flowern der Nachbarn von z in B(x,6Rs(z,n")). Mit
H C H* und der Monotonie der inneren Volumina auf K¢ folgt analog zum Voronoi-
Fall

|h(77, + 5(:B,m)’ VVt) - h(nla Wt)| < fl(x’ 7776) 1{B(ZL‘, GRZ(x’ nx)) N aVVt 7é Q}’
wobei

i x) = 3|N (2, X)|""* Vi(B(w, 6 Ra(x, X))

fiir © € x gesetzt wurde. Wegen der Translationsinvarianz von |N(-,-)|, Ra(+,-) und der
inneren Volumina ist f* translationsinvariant. Zusammen mit (4.31), der Stationaritét
von 1 und dem Satz von Fubini folgt nun

%Var(h(n, Wy)) < %/E[fi(:p,n“”)Ql{B(x, 6Ry(z,n")) NOW; # 0} dx
= E[f(0,7°)*Xa(0W — £/ B(0,6R,(0,7")))].

Dieser Ausdruck konvergiert nach dem Satz von der dominierten Konvergenz gegen
null, wobei

F10,7°)?Xa(W + B(0,6R5(0,1°)))

fiir t > 1 als Majorante gewahlt werden kann. Die Integrierbarkeit der Majorante
folgt nach Anwenden der Steiner-Formel (1.9) und der Hélder-Ungleichung aus der
Homogenitéit der inneren Volumina, Lemma 3.1.3 und Lemma 3.1.5. Damit ist (4.30)
und somit Lemma 4.2.2 gezeigt. O

Da die asymptotischen Kovarianzen o; ;(p) wegen Theorem 2.1.4 und Theorem 3.2.5
existieren, folgt hieraus zusammen mit Lemma 2.1.3

Gi(p) = 0i;(p)
fir 4,5 € {0,...,n} und p € [0,1].
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Lemma 4.2.3 Die Funktionale & sind fiir i € {0,...,n} exponentiell stabilisierend.

Beweis: Da & nur Seiten betrachtet, die in der Voronoi-Flower enthalten sind, und die
Voronoi-Flower eine Stoppmenge ist, bleiben die Funktionale £ unverindert, falls der
Punktprozess in der Voronoi-Flower nicht verdndert wird. Nach (4.10) gilt fir z € W,

Clx,n* NWy) N W, C Bz, R (x,n N W, W)
und somit folgt insbesondere
F(x,n* " W) NW, C B(x,2R" (z,n N W, W,)).

Also kann man hier denselben Stabilisierungsradius wie im Beweis von Lemma 4.1.4
withlen und die £’ sind exponentiell stabilisierend. 0

Lemma 4.2.4 Fiiri € {0,...,n} besitzt & ein Moment der Ordnung drei, das heifst,
fiir eine von allen anderen zufdlligen Objekten unabhdngige Bern(p)-verteilte Zufalls-
variable M qilt
sup E[J& ((z, M), of 0 W/, W] < oc.
t>1,xeWy

Beweis: Seien t > 1 und x € W;. Da die Voronoi-Flower eine Stoppmenge ist, sind
die Voronoi-Zelle und die Voronoi-Flower von x beziiglich n* N W, und beziiglich n* im
Fall F(x,n* N W,;) C W, identisch, vergleiche Lemma 3.1.6. Somit erhéilt man mit der
Dreiecksungleichung und elementaren Abschétzungen

Bl AP <e[( 3 vi<5>)3}.

k=i SES)(z,D(n*))

Da jede k-Seite des Delaunay-Mosaiks genau k + 1 Poisson-Punkte enthélt, die paar-
weise benachbart sind, folgt Sp(z, D(n%)) < |N(x,n%)[F. Weiter liegt jede k-Seite
S € Sp(z, D(n*)) in B(z,2Ry(z,n")). Damit folgt mit der Monotonie der inneren Vo-
lumina auf K¢

E[lg'((, M), ' "W, WP < (n — i+ 1)°E[|N (2, 7") [ Vi(B(x, 2Ry (. 1)))*]-

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung, der Translationsinvarianz von |N(-,-)|, Ra(-, )
und der inneren Volumina, der Stationaritdt von 7, der Homogenitéit der inneren Vo-
lumina, Lemma 3.1.3 und Lemma 3.1.5 erhédlt man eine (von z und ¢ unabhéngige)
endliche Schranke. Somit ist die Momentenbedingung erfiillt. O

Der multivariate zentrale Grenzwertsatz Theorem 4.2.1 lasst sich nun mit der Cra-
mér-Wold-Technik, Theorem B.3 und den bereits gezeigten Lemmata ganz analog zu
dem multivariaten zentralen Grenzwertsatz Theorem 4.1.1 im Poisson-Voronoi-Mosaik
zeigen.

4.2.3 Positive Definitheit der asymptotischen Kovarianzmatrix

In diesem Unterabschnitt wird die positive Definitheit der eben betrachteten asym-
ptotischen Kovarianzmatrix der inneren Volumina gezeigt. Dazu sei A := A\ ® Py das
Produktmafl des Lebesguemafies und der Markenverteilung Py;. Fiir eine lokal-endliche
Punktmenge x’ C R? x M schreiben wir in diesem Unterabschnitt Z (') anstatt Z fiir
die Vereinigung aller schwarzen Seiten des Delaunay-Mosaiks beziiglich der Projektion
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x von ' auf die erste Komponente, wobei eine Seite schwarz gefirbt wird, wenn alle in
ihr enthaltenen Punkte aus y Marke eins tragen. Um die positive Definitheit zu zeigen,
verwenden wir wieder Lemma 4.1.8.

Theorem 4.2.5 Seip € (0,1). Dann ist die asymptotische Kovarianzmatriz ¥ positiv
definit.

Beweis: Nach Definition ist ¥ genau dann positiv definit, wenn fiir alle Vektoren v =
(U(]u s 7vn>—r S Rn+1 \ {O}

t—oo {

v Y = lim Var(ZU] f ﬂWt)) >0

gilt. Dies werden wir mit Lemma 4.1.8 zeigen.
Sei v = (v, ...,v,) € R™1\ {0} und setze jo := min{j € {0,...,n}: v; # 0}. Fiir
t > 1 definieren wir eine messbare Funktion f; : Ny 13 — R durch

n

fi() =0 Vi(Z() N W),

J=0

Nun bestimmen wir fiir ¥ = (d + 1)? eine Teilmenge von (R? x M)* in Abhiingigkeit
von v, die die Voraussetzungen aus Lemma 4.1.8 erfiillt.

Seien Ko, ..., K geeignet positionierte Kugeln mit geniigend kleinem Volumen ¢ >
0, sodass die folgenden Bedingungen erfiillt sind. Die Kugeln Ko, ..., K4,o werden so
um den Ursprung positioniert, dass fiir alle z; € K, i € {2,...,d + 2}, die Voronoi-
Zelle des Ursprungs beziiglich {0, xa, ..., Z412} beschrankt ist und die Vereinigung der
Delaunay-Zellen, die den Ursprung enthalten, eine Kugel mit geniigend kleinem Radius
r > 0 um den Ursprung enthélt und konvex ist. Die restlichen Kugeln werden nun so
positioniert, dass fiir alle z; € K;, ¢ € {2,...,k}, die Voronoi-Zellen von s, ..., T4
beziiglich {0, zy, ..., 21} beschrénkt sind und 0, z,, . . ., 7% in allgemeiner quadratischer
Lage liegen. Weiter werde R > 0 so gewahlt, dass fiir alle x5 € Ky, ..., 2 € K},

d+2

U F2;,{0,22,...,ax}) € B(0, R)

j=2
gilt. Mit einer geniigend kleinen Skalierung kann eine solche Konfiguration von Kugeln
fiir jedes R > 0 gefunden werden, weshalb wir ohne Einschrankung

(2R)% kg < 1 (4.32)

fordern kénnen.
Definiere nun By := (W;\ (0W;+B(0, R))) x{0}, B; :== K;x{1} firi € {2,...,d+2}
und B; := K; x {0} fiir i € {d+ 3,...,k}. Weiter setzen wir fiir s € (0, 1]

B® :={((sx1,mq),..., (sTg,my)) € (Rd X M)’l‘C : (x1,mq) € By,
(x; —x1,m;) € B; firi =2,...,k}

und schlieBlich I, :={1,... k} und I := {2,... k}.
Nun zeigen wir, dass die Menge B*° fiir geniigend kleines sy € (0, 1] die Vorausset-
zung (4.16) fiir ein geeignetes ¢ > 0 erfiillt. Seien dazu ((z1,m4),..., (zx, my)) € B
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Im Folgenden verwenden wir fiir s € (0, 1] die Abkiirzungen
19/1,5 = Z O(swi;mi)» 79,2,3 = Z O(swi,mi)
i€l i€l

und die zugehdrigen unmarkierten Punktmafle bezeichnen wir mit ¥, 3 und 9, ;. Mit
diesen Bezeichnungen erhalt man fiir das Funktional f; die Abschéatzung

Elfi(n' +91,) = filn +95,)]|
> |E[1{n N B(sz1,sR) = 0} (fi(n" + V1 5) — fe(n' +95))]] (4.33)
— [E[1{n N B(sz1,sR) # 0} (f:(n + 0 5) — filn' + I3 ))]-

Liegen keine Punkte von n in B(sz1, sR), so ist fi(n'+97 ;)= fi(n' +7, ;) deterministisch
und wegen der speziellen Position und Féarbung der Punkte in o} ; erhilt man mit der
Monotonie und Homogenitiit der inneren Volumina auf K¢

[E[1{n N B(sz1,sR) = 0} (f(' + V) = fln +92,0)]]

zn:vjvj( U )S)

j:0 Sesd(8$1 D(191 )

_ d
e rd(sR)

(\vm\sﬂ“ - CS V(B >>) e (430)

Jj=jo+1

Nun werden wir eine obere Schranke fiir den zweiten Summanden in (4.33) bestimmen.
Mit einer Fallunterscheidung beziiglich der Anzahl der Punkte aus 7 in B(sz1, sR) und
dem Satz von der monotonen Konvergenz erhélt man

[E[L{n " B(sz1,sR) # 0} (filn' + V1 5) = fil' +05))]]

<Y El{lnn Blsay, sR)| = m} [ f(n + 01,) = filnf +05,0)]]. (4.35)
m=1
Da die Punkte sz, ..., sz sowie die Punkte des Poisson-Prozesses in allgemeiner qua-

dratischer Lage liegen, folgt aus der Poisson-Eigenschaft, dass auch die Punkte in n+v; ,
in allgemeiner quadratischer Lage liegen. Somit ist das zugehorige Delaunay-Mosaik
simplizial, vergleiche [44, S. 478]. Ist X" € Ny 1}, sodass das Delaunay-Mosaik beziiglich
der Projektion von x’ auf die erste Komponente simplizial ist, so gilt V;(Z(x") N W;) =
ZI(X, W)+ V;(Z(x")NOW,), vergleiche die Definition (4.28) von Z7. Damit erhélt man

= |ft(77/ + 19/1,5) - ft(n/ + 19/2,s)|

n

> vy sy ma), 0 + 9, W)

j=0

+ Z Z’U] y7my n+19157VVt)

(y my)en ‘H92 s J=

- Z Zvj yamy n +19237Wt>

(y;my)En'+95,

+ ‘/Z(Z(T] + 19157 Wt) N 8Wt) — V(Z('I’] + 191 .89 Wt) N 8Wt) .
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Das Hinzufiigen von sz zu ) + 95 s kann nur die Seiten des Delaunay-Mosaiks verin-
. . s )
dern, deren relatives Inneres im Inneren von D* := Joes, (se1.0( +9, ) C enthalten ist,

und mit Lemma 3.2.2 und der Konstruktion der Menge B* folgt D® C B(szy, sR) C W,.
Damit erhdlt man

Vi(Z(n' + 91, W) NOWL) = Vi(Z (0 + 015, W) N OW)
und
{S €Sy, D(n+ ) : relint(S) € D*} = {S € Si(y, D(n+ 14.,)) : relint(S) € D*}.
Mit diesen Uberlegungen folgt

S Y USeXur ) Yu )W) (430

=0 Se8;(sz1,D(n+91,s)) =0
d
1 1
- 3 > 1{S e X/ (n+V1,)}
1=0 YEN (sz1,n+91,s) SESI(y,D(n+32,s)),

relint(S)Cint(D?)

xz V(SN W)

|

Diesen Ausdruck werden wir nun geeignet abschétzen. Da die Vereinigung der sz ent-
haltenden Delaunay-Zellen beziiglich ¥; ; nach Wahl der Menge B® konvex ist, erhélt
man fiir eine [-Seite S, deren relatives Inneres in int(D?) enthalten ist, mit der Mono-
tonie und Translationsinvarianz der inneren Volumina auf K¢

Z\v]\v <Z|vj\s Vi(B(0, R)), (4.37)

Z v;] (=1)7FV, (S N W)

denn D* liegt nach Lemma 3.2.2 in F(sxl,n + 19175) C F(swy,v ) und die Voronoi-
Flower von sz; beziiglich ¢ 4 ist nach Konstruktion von B® in B(sx1, sR) enthalten.
Da die Punkte aus 1 + ¢; s und aus 7 + 99 5 in allgemeiner quadratischer Lage liegen,
ist das zugehorige Poisson-Delaunay-Mosaik simplizial, vergleiche [44, S. 478], und jede
[-Seite enthédlt genau [ + 1 Punkte aus n+ v bzw. 1 + s 5, die paarweise benachbart
sind. Weiter kann sz, im Fall |p N B(szy, sR)| = m hochstens k + m Nachbarn haben,
denn die Voronoi-Flower von sz, ist in B(sz1, sR) enthalten. Mit diesen Uberlegungen,
(4.37) und der Poisson-Eigenschaft von 7 folgt aus (4.35) und (4.36)

[E[Ln 0 Blser,sR) £ 03 (G + ) = ol + 04, )
2+ 1) (3 o 00, ) ) (30 P gy ),

7=0 m=1

Zusammen mit (4.25), (4.33) und (4.34) folgt schliefllich
|E[ft(77/ + 19/1,5) - ft(n/ + 19/2,5)”
- Sjoeilid(SR)d |:‘Uj0‘ Vjo (B<O7 T)) - |Uj0| ‘/jo (B<O7 R))2(d + 1)e(d+2)k(€ed+2nd(3R)d - 1)

_ Z gl—io (1+2(d+ 1)6(d+2)k‘(eed+2f€d(SR)d —1) |vj|Vj(B(O,R))]

Jj=jo+1
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und fiir geniigend kleines sy € (0, 1] existiert ein ¢ > 0, sodass dies grofer ¢ ist. Somit
ist Voraussetzung (4.16) fiir die Menge B*° erfiillt.

Nun schétzen wir die untere Schranke der Varianz von f;(n') in (4.17) wie im Beweis
von Theorem 5.3 in [24] geeignet ab. Nach Definition der Menge B gilt fiir ¢t > 1

A(B1) > (1= p) (Va(Ws) = 2R Va1 (Wh)) = (1 = p) (¢ — " V/92R Vo (W)
und somit
N (B%0) > s@hpdt1(1 — p)-d-1lch=l (¢ —ld=D/daR vy, (W)). (4.38)

Weiter werden wir eine untere Schranke fiir A/I(IT;(A)) fiir § # J C {1,...,k} und
A C B* angeben. Definiere dazu z; := I1,(z) fiir 2 € (R? x M)* und im Folgenden sei
(+,-)s das so geordnete k-Tupel, sodass (zs, zjc); = z gilt. Nach Definition der Menge
B gilt fir ((z1,mq),. .., (2, my)) € B

”SL’Z—.TJH SQS()R, Z,jE{l,,k}
Zusammen mit p € (0,1) und (4.32) erhilt man fiir z; € (R? x M)
MWLz € (REx M)* Vs (21, 20) 5 € B} < ((250R)%kg)* 1 < 1.

Es folgt fiir alle A C B*

N(A) < / 1{z; € I, (A)} 1{z € B} M (dz) < AVI(IL,(A)). (4.39)
(R)k

Aus Lemma 4.1.8 zusammen mit (4.38) und (4.39) ergibt sich nun

2
c
Var(ft(n')) > Ska'SngdH(l . p)k—d—lsk—l(t _ ld-1)/do Vi (W)

und somit folgt

. Var(fi(n)) c? -
}E?o t > 8k+1k!sgkpd+1<1 _p>k d—1_k—1

Fir p € (0,1) ist dieser Ausdruck positiv und somit ¥ positiv definit. O

4.3 Ein multivariater zentraler Grenzwertsatz fiir Skelette

Das k-Skelett eines Mosaiks ¢ € T bezeichnet die Vereinigung aller k-Seiten des Mo-
saiks . Da das d-Skelett den ganzen Raum {iberdeckt und deshalb deterministisch ist,
betrachten wir im Folgenden nur niederdimensionale Skelette.

Zunéchst stellt man fest, dass Z bei (0, k)-Perkolation mit Parameter p = 1 gera-
de das k-Skelett ist. Somit wurde in Theorem 4.2.1 bereits ein multivariater zentraler
Grenzwertsatz fiir die inneren Volumina des k-Skeletts eines Poisson-Delaunay-Mosaiks
gezeigt. Da im Poisson-Voronoi-Mosaik bislang nur zentrale Grenzwertsétze bei Zellen-
perkolation betrachtet und die k-Skelette somit noch nicht behandelt wurden, wer-
den wir hier einen zentralen Grenzwertsatz fiir die Oberflaichenmafle des k-Skeletts im
Poisson-Voronoi-Mosaik zeigen.
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4.3.1 Der zentrale Grenzwertsatz

Definiere das k-Skelett des Voronoi-Mosaiks beziiglich einer lokal-endlichen Punktmen-
ge ¥ C R? durch

i) = |J S ked{o....d}

SeXr(x)

wobei X (x) die Menge der k-Seiten des Voronoi-Mosaiks beziiglich y bezeichnet. Fiir
Uo, ..., Uy € B(S¥1) und U := (Uy,...,Uys_1) bezeichnen wir die asymptotischen
Kovarianzen der Oberflichenmafle der Skelette im Poisson-Voronoi-Mosaik mit

K (U) = tliglo tilcOV(\I’Z(Yk:(T]) N Wt, Uz); \I/J<Yk(77) N Wt, U]))

2
fir k € {0,...,d—1}, 4,7 € {0,...,k} und die asymptotische Kovarianzmatrix mit

SEU) == (F(0))ijeqo,...n)

fir k € {0,...,d — 1}. Dann lésst sich fiir die Oberflichenmafle des k-Skeletts ein
multivariater zentraler Grenzwertsatz zeigen.

Theorem 4.3.1 Setzt man fir k € {0,...,d— 1} und K € K¢
OMK,U) == (Uo(Y*(n) N K, Up), ..., Up(Y¥(n) N K,Up))T,
so qilt fiir t — oo der multivariate zentrale Grenzwertsatz

Ok(Wta U) - E[Ok(l/[@, U)] d k
7 5 N0, 3FU)).

Analog gelten im Poisson-Voronoi- und im Poisson-Delaunay-Mosaik multivariate
zentrale Grenzwertsétze, bei denen das i-te Oberflichenmafl bzw. das i-te innere Vo-
lumen fixiert ist und man die verschiedenen Skelette betrachtet. Da die Beweise ganz
analog gefiihrt werden konnen, werden wir hier nur Theorem 4.3.1 beweisen.

Statt der Oberflichenmafle der k-Skelette kann man mit den im Beweis verwendeten
Methoden auch die Summe des i-ten Oberflichenmafles der k-Seiten betrachten, das
heifft, man untersucht die Funktionale

> W(SNWLTY).

SeXr(n)

Im Fall © = k sind diese Funktionale gerade die Oberflichenmafle der k-Skelette. Giinter
Last, Giovanni Peccati und Matthias Schulte haben in [24] mit Malliavin-Operatoren
und der Steinschen Methode einen zentralen Grenzwertsatz fiir die Summe des i-ten
inneren Volumens der k-Seiten eines Poisson-Voronoi-Mosaiks gezeigt. Weiter kann man
mit diesen Methoden Konvergenzraten beziiglich des Kolmogorov-Abstandes angeben,
vergleiche [24, Theorem 7.5].

In [37, Theorem 6.3] hat Mathew Penrose einen zentralen Grenzwertsatz fiir das
(d — 1)-dimensionale Hausdorffma$ des (d — 1)-Skeletts eines Poisson-Voronoi-Mosaiks
gezeigt.

Auch fiir die sogenannten STIT-Mosaike, die auf Joseph Mecke, Werner Nagel und
Viola Weiss zuriickgehen, vergleiche [30,32], gibt es zentrale Grenzwertsitze der Ske-
lette. Diesem Mosaik liegt ein Beobachtungsfenster W € K¢ zugrunde, das mit einer
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exponentialverteilten Lebenszeit versehen ist. Nach Ablauf der Lebenszeit wird die
Zelle W durch eine zuféllige Hyperebene geteilt und die beiden neuen Zellen werden
wieder mit einer exponentialverteilten Lebenszeit versehen. Diese Konstruktion lésst
sich nun rekursiv und unabhéngig in den beiden Unterzellen fortsetzen bis eine deter-
ministische Zeit t > 0 erreicht ist. Man bezeichnet mit X (¢, W) das so entstandene
zufillige Mosaik.

Tomasz Schreiber und Christoph Théle haben einen zentralen Grenzwertsatz fiir das
eindimensionale Hausdorffmafl des 1-Skeletts in einem planaren STIT-Mosaik gezeigt,
vergleiche [46, Theorem 2]. Sie zeigen auerdem, dass das (d — 1)-dimensionale Haus-
dorffmaf} der (d—1)-Seiten fiir d > 2 im Allgemeinen nicht gegen eine Gaufische Zufalls-
variable konvergiert, vergleiche [46, Theorem 3]. Bezeichnet man die Zellen-teilenden
Kanten des planaren STIT-Mosaiks als maximale Kanten, so geniigen auflerdem die
geeignet reskalierte totale Lange der maximalen Kanten und die geeignet reskalierte
totale Anzahl der maximalen Kanten einem multivariaten zentralen Grenzwertsatz,
vergleiche [45, Theorem 4].

4.3.2 Beweis des zentralen Grenzwertsatzes

Zunichst stellen wir einige Uberlegungen und Lemmata voran, die den Beweis von
Theorem 4.3.1, der mit der Cramér-Wold-Technik und Theorem B.3 gefiihrt wird,
vereinfachen werden.

Da das Poisson-Voronoi-Mosaik normal ist, folgt mit der Additivitdt der Ober-
flichenmafle und der Inklusions-Exklusions-Formel

k
U(YE) N W, U) =) (D™ > Wi(Sn W, Uy) (4.40)
m=i SEXm(n)

fir £k € {0,...,d — 1} und i € {0,...,k}. Mit der Bilinearitit der Kovarianz und
Theorem 3.1.11 erhélt man nun die Existenz der asymptotischen Kovarianz 1} ;(U)

sowie eine explizite Darstellung.
Da fiir die Anwendung von Theorem B.3 das Funktional W;(Y*(n) N W;,U;) in

die Anteile der einzelnen Poisson-Punkte zum Oberflichenmaf} zerlegt werden muss,
definieren wir fiir z € R%, eine lokal-endliche Punktmenge Yy C R? und K € K¢

¥z, x, K) = B —— > (S, U)1{F(x,x") C K}

und

=00 K) =Y &, X, K)
TEX
fir k€{0,...,d—1} und 7 € {0,...,k}.
Definiere nun fiir £ € {0,...,d —1},i € {0,...,k}, v € R, x C R? lokal-endlich
und einen konvexen Korper K € K¢

k
-1 k—m
¢ (x, x, K) 322;_7;“ V(SN K, Uy)
m=1 SeFm(C(x,x))
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und

ZEGK) =) e K

rex

Da das Poisson-Voronoi-Mosaik normal ist, liegt jede m-Seite in genau d — m + 1
Zellen und zusammen mit (4.40) folgt fiir das i-te Oberflichenmafl des k-Skeletts des
Poisson-Voronoi-Mosaiks in einem Beobachtungsfenster W,

U,(YE(n) N W, U, sz m+1 > W(SAWLT) = ZE(n, W),

ven m=i SEFm(Clam))

In dieser Darstellung kann man nun leicht erkennen, dass W,;(Y*(n) N W;, U;) und das
Funktional ZF(nNW;, W) bis auf Randeffekte iibereinstimmen, die wir nun beschreiben
werden.

Wir definieren fiir k € {0,...,d — 1}, i € {0,...,k}, lokal-endliches y C R? und
K e K¢

Es ist leicht zu sehen, dass alle Summanden von =¥(x N K, K) auch in ZF(y, K) vor-
kommen. Definiert man die Menge H(x, K) wie in Abschnitt 4.1 durch

H,K)={zexNK:Fla,x) NK £0}U{z e xNK®: C(z,x) N K # 0},
so sind die restlichen Summanden von ZF die der Punkte in H und es folgt

XEOGK) =Y ¢, x, K) 1o (). (4.41)

TEX

Wie in Abschnitt 4.1 bereits gezeigt, ist
H(x, K) :=={z € x: Fz,x) NOK}

eine Obermenge von H (y, K).

Wir werden nun einige Lemmata beweisen, die das Anwenden von Theorem B.3
auf die Funktionale ¥ und den Nachweis, dass die Randeffekte im Poisson-Fall ver-
nachlassigbar sind, erleichtern werden.

Lemma 4.3.2 Fir k€ {0,...,d—1} undi € {0,...,k} gilt
lim ¢~ 'Var(XF(n, W;)) = 0. (4.42)

t—o00

Beweis: Mit der Poincaré-Ungleichung erhélt man
Var(hr, W) < [ BICXEGr, W) = XE 0, W0)) do (143

und mit (4.41) folgt fiir den Differenzenoperator im Integranden

XE™ Wa) = XE(n, W) = CF(aon®, W) Lagoe e () + ) CE(ys ™, W2) Lot wiy (4)

yen

- Z Cf(y7 7, Wt) 1H(n,Wt)<y>

yen
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Da die Voronoi-Flower eine Stoppmenge ist, vergleiche Lemma 3.1.6, und die Funktion
CF an der Stelle y € n sowie die Indikatorfunktion der Menge H an der Stelle y € n nur
von der Einschriankung des Punktprozesses auf die Voronoi-Flower von y abhéngt, gilt
fir y € n mit « ¢ F(y,n)

CFy 0™ s W) L wiy (y) = CF(yym, Wa) Lagpwny (y)-

Da z € F(y,n) dquivalent zu y € N(z,n") ist, folgt
XE (0", We) = X7 (n, Wr)

k
-1 k—m
_ Z %nm ST WSO KL UL L (@)

SeFm(C(zn®))

+ Z Z d— Z \IIZ(S N K7 UZ) 1H(nz,Wt)(y)

yEN (z,n )m ) SE]-'m(C(y,nz))
Z Z d— Z \I]Z<S N K7 UZ) 1H(7Z7Wt)<y)'
yEN (z,n*) m=i Sefm(C(y,n))

Fiir den Betrag hiervon werden wir nun eine obere Schranke angeben, indem wir die
Dreiecksungleichung anwenden und die OberflichenmaBe gegen die auf K¢ monotonen
inneren Volumina abschétzen. Weiter sind die Zellen aller hier betrachteten Punkte in

UyEN(m,n’”) C(y,n) = UyeN(x,nw)u{x} C(y,n") C B(x,QRQ(x,nx)) enthalten ugd deshalb
sind alle Nachbarn dieser Punkte Nachbarn zweiter Ordnung von x beziiglich n*. Da
das Poisson-Voronoi-Mosaik normal ist, ldsst sich die Anzahl der k-Seiten einer Zelle
gegen die (d— k)-te Potenz der Nachbarzahl abschéitzen. Mit diesen Uberlegungen folgt

|XF (1 + Samy, We) = XF (', W)
< fii(we,n") o € HE (", W) UN(H (", W), ") UN(H* (0, W), ")}, (4.44)
wobei wir fiir x € x € N und i € {0,...,d}

k

JEx) =Y IN (@ )1 Vi(Cla, X))

m=t

k
+2|N ()| Y INa(a, )| Vi(B(, 2Rs (w0, X))

setzen und die Voronoi-Nachbarschaft einer Menge L C x € N durch

)= J Nz, x)

zeL

definieren. Nun werden wir die Indikatorfunktion auf der rechten Seite von (4.44) ab-
schiitzen. Wegen U ey ,,e) Cy,n) = UyeN(x oty CYsn") € B, 2R2(x.,.n:”))'folgt
Uyenns) @ 1) = Uyen@moyow £, n%) € Bz, 6R2(z,1")) und man erhélt mit der
Definition (4.5) von H

1{3: S H+(77$7 Wt) U N<H+(77$7 Wt)7 7793) U N<H+<777 Wt)7 7736)}

< 1{B(z,6Ry(x,n")) NOW; # 0}
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Mit dieser Uberlegung, (4.43) und (4.44) folgt nun

FVar(Cer W) < ¢ [ B LB, 6Rela, 7)) (1 OW, £ 0)]da

Verwendet man die Translationsinvarianz von Ry(-,-), [N (-, )|, |Na(+, )|, die Translati-
onsinvarianz der inneren Volumina und die Stationaritét von 7, so erhélt man mit dem
Satz von Fubini

%Var(Xik(ﬁ/, Wh)) < E[£(0,7°)° Xa(0OW — /" B(0, 6R(0,7°)))]-

Dieser Ausdruck konvergiert nach dem Satz von der dominierten Konvergenz fiir t — oo
gegen null, wobei
FF0,1°)* 2a(W + B(0,6R2(0,1")))

fiir t > 1 als Majorante gewéhlt werden kann. Die Integrierbarkeit der Majorante
folgt nach Anwenden der Steiner-Formel (1.9) und der Holder-Ungleichung aus der
Homogenitéat der inneren Volumina, Lemma 3.1.3 und Lemma 3.1.5. U

Wegen (4.42) und der Existenz und Endlichkeit von ¢f;(U) folgt

F(U) = lim ¢ Cov(EF (n N Wy, W4), E5(n 0 Wy, W) (4.45)

bJ t—o00

aus Lemma 2.1.3.
Nun werden wir die Momentenbedingung von Ordnung drei nachweisen.

Lemma 4.3.3 Firk €{0,...,d—1} undi € {0,...,k} besitzt das Funktional £ ein
Moment der Ordnung dre:.

Beweis: Fiir k € {0,...,d—1} und 7 € {0, ..., k} ist zu zeigen, dass
sup B[] (z,n N W, Wy) "] < o0 (4.46)

t>1,2€We

gilt, vergleiche Definition B.2. Seien ¢ > 1 und = € W;. Da die Voronoi-Flower eine
Stoppmenge ist, vergleiche Lemma 3.1.6, ist die Voronoi-Zelle von x beziiglich n* N W,
bzw. n® im Fall F(z, n*NW;) C W, gleich. Weiter ist £ (x, nnW;, W;) durch die Voronoi-
Zelle von x beziiglich n* N W; bestimmt und es folgt mit elementaren Abschéatzungen
und der Normalitédt des Poisson-Voronoi-Mosaiks

E[l€ (e, n 0 Wi W) [(Z|f Ve >>)]
< (k=i + VP E|N (e, p7) 5 Vi(C (7))

Wegen der Stationaritdt von 7, Lemma 3.1.2 und Lemma 3.1.3 kann hierfiir mit der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung eine von x und ¢ unabhéngige obere Schranke angegeben
werden, womit (4.46) gezeigt ist. O

Nun werden wir Theorem 4.3.1 mit Hilfe der Cramér-Wold-Technik und des Theo-
rems B.3 beweisen.

Beweis von Theorem 4.3.1: Seien k € {0,...,d — 1} und i € {0,...,k}. Nach der
Cramér-Wold-Technik geniigt es fiir den Nachweis von Theorem 4.3.1 fiir alle a =
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(ag,...,ar)" € R+
2}2 (n) N W, Us) % N(0,a"SF(U)a) (4.47)

fiir t — oo zu zeigen. Es gilt

i YY) 0 Wi, U) — B[W(Y* () N Wi, )
) Vi

1=0
Z’“ MW, W) —E[EF(nN W, W,)] Z’“ XF(n,W,) —E[XEF(n,Wy)]
+ a; .
Vi - Vi

Wir werden nun zeigen, dass der erste Summand auf der rechten Seite in Vertei-
lung gegen eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert null und Varianz
a'¥*(U)a konvergiert und der zweite Summand stochastisch gegen null konvergiert.
Mit dem Lemma von Slutsky folgt dann (4.47) und somit Theorem 4.3.1.

Zunéchst untersuchen wir die Konvergenz des ersten Summanden auf der rechten
Seite von (4.48), wozu wir Theorem B.3 verweden. Mit x := 1y gilt offensichtlich
||l = 1 < oo und k hat Triager W. Die Mengen A;, t > 1, aus Definition B.1 der
exponentiellen Stabilisierung setzen wir gleich W.

Als n#chstes weisen wir die Existenz und Endlichkeit der asymptotischen Varianz
nach. Wegen (4.45) gilt

(4.48)

1 k

tlggo Var(Zalu nN Wy, Wy) ) = Z aa;pf;(U) = a' S5 (U)a
i,j=0

und dieser Ausdruck ist wegen der Endlichkeit der @Z)f ;(U) endlich.

Da die Funktionale £¥(z, n N W, W,) fiir alle k € {0,...,d — 1} und i € {0,...,k}
durch C(z, n®NW;) bestimmt sind, kann fiir die Funktionale £F(z, nNW;, W;) und damit
auch fiir deren Linearkombination Ef:o a;&F(z,m N W, W,), die hier zu untersuchen
ist, der gleiche exponentielle Stabilisierungsradius wie im gefiarbten Poisson-Voronoi-
Mosaik gewéhlt werden.

Zuletzt muss die Momentenbedingung dritter Ordnung gezeigt werden, die ebenfalls
wieder aus der Momentenbedingung (4.46) folgt. Es gilt mit der Dreiecksungleichung,
der Linearitdt des Erwartungswertes und der Holder-Ungleichung

{3, 3]

k
< Y lanl lasl lag| E€5 (e, n 0 Wo, W) €5 (@, n 0 W, W)| [€] (2, 0 W2, W)

hyi,5=0

Wh)

k
> lanl laal lag] (BLES (@, 0 0 Wa, W PTE[EF (2,0 0 We, W)

hyi,5=0

x E[|€] (. 0 Wi, W)P])Y.

Da die Momente in (4.46) von z und ¢ unabhéngige obere Schranken besitzen, besitzt
auch das hier zu untersuchende Moment eine von x und ¢ unabhéngige obere Schranke
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und die geforderte Momentenbedingung

3
Zasz x,n N Wy, Wy) ] < 00
=0
ist somit erfiillt. Damit sind alle Voraussetzungen fiir die Anwendbarkeit von Theorem
B.3 nachgewiesen und der erste Summand auf der rechten Seite von (4.48) konvergiert
gegen eine Normalverteilung mit Erwartungswert null und Varianz a'X*(U)a.

Nun zeigen wir, dass der zweite Summand auf der rechten Seite von (4.48) stochas-
tisch gegen null konvergiert, das heifit, die Randeffekte sind vernachléassigbar. Mit der
Tschebyschev-Ungleichung, der Bilinearitiat der Kovarianz und der Hélder-Ungleichung

gilt

- Var(3°F a; XF(n, Wh)

L&
te? Sé?_z.z

und dieser Ausdruck konvergiert fiir t — oo gegen null nach (4.42). O

sup E{

t>1,xeWy

ki, W) — E[XE (1, th' > <)

\/ Var(XE(n, ) Var(XE(n, 7))
(A J t t



Kapitel 5
Ausblick

In Kapitel zwei haben wir unter gewissen Vorausetzungen Formeln fiir die asympto-
tischen Erwartungswerte und die asymptotischen Kovarianzen der inneren Volumina
der schwarzen Teilmenge Z gefunden. Dabei verschérfen sich die Voraussetzungen teils
deutlich, wenn man einen beliebigen konvexen Korper statt eines Polytops als Beobach-
tungsfenster verwendet. Wiinschenswert wéren Voraussetzungen, die fiir alle konvexen
Korper als Beobachtungsfenster gleich stark sind. Um solche Voraussetzungen zu er-
halten, muss man die Schranke in Lemma A.2.3 verbessern.

Wie in Kapitel drei geschildert, vermuten wir, dass die Voraussetzungen fiir die
Existenz der asymptotischen Kovarianzstruktur der inneren Volumina von Z fiir (m, n)-
Perkolation auf randomisierten Archimedischen Gittern bei einer geeigneten Wahl des
Beobachtungsfensters erfiillt sind und pfjl(p) = 0 gilt. Wir setzen fiir 7,5 € {0,1,2}
und p € [0, 1]

n n oo min(r,s)
) = 33 S

x WER[Vi(S(0)) Vi(S74(0) 1{]Sm(0)] = r}].

Ist unsere Vermutung richtig, so gilt o; ;(p) = 7; ;(p) und die asymptotischen Kovarian-
zen der inneren Volumina hiangen nur von lokalen Gréfien ab, die sich leicht bestimmen
lassen. Da die Archimedischen Gitter gut untersuchte Perkolationsmodelle sind, sind
viele kritische Wahrscheinlichkeiten exakt bekannt und fiir die restlichen existieren
recht genaue Approximationen, mit denen man charakteristische Stellen der mittleren
Euler-Charakteristik éy und o, ; vergleichen kann. Wie wir bereits im Poisson-Voronoi-
und Poisson-Delaunay-Mosaik festgestellt haben, liegt in der Néhe der kritischen Wahr-
scheinlichkeit meist eine Nullstelle der mittleren Euler-Charakteristik, ein lokales Maxi-
mum der asymptotischen Varianz der Euler-Charakteristik, eine Wendestelle der asym-
ptotischen Kovarianz von Oberfliche und Euler-Charakteristik und ein lokales Mini-
mum der asymptotischen Kovarianz von Volumen und Euler-Charakteristik. Aulerdem
wurde die Korrelation der Euler-Charakteristik und des Volumens mit der kritischen
Wahrscheinlichkeit verglichen. Wir definieren nun

2,0(p)
Go.0(p) 02,2(p)
und vergleichen in einigen Archimedischen Gittern die entsprechenden charakteristi-
schen Stellen der GroBen &y, 0,0 und pso mit den kritischen Wahrscheinlichkeiten,
vergleiche Tabelle 5.

Mit Ausnahme des Gitters (3,4,6,4) ist die Nullstelle von &, fiir p. < 1/2 bzw.
Pe > 1/2 eine untere bzw. obere Schranke der kritischen Wahrscheinlichkeit. Das lokale

p2.0(p) ==

119
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Gitter Perkola- | Null- Maxi- Wende- | Mini- Mini- De
tions- stelle mum stelle mum mum
modell von dg von Gg,p | von &1, | von gz | von pag
(4%) Kantenp.| 1/2 1/2 0,5817 0,5588 0,4746 1/2
(4%) Knotenp.| 0,6180 0,5368 0,6487 0,6317 0,5361 ~ 0,5927
(3%) Kantenp.| 0,3244 0,4202 0,5046 0,4417 0,3463 2sin(7/18)
~0,3473
(39) Knotenp.| 1/2 0,5000 0,5991 0,5559 0,4279 1/2
(6%) Zellenp. | 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2
(6%) Kantenp.| 0,6756 0,5798 0,6698 0,6865 0,6284 1 — sin(7w/18)
~ 0,6527
(3,4,6,4) | Kantenp.| 0,5134 0,5141 0,5999 0,5831 0,4884 ~0,6218
(3,6,3,6) | Knotenp.| 0,6756 0,5798 0,6867 0,6728 0,4868 1 — 2sin(7/18)
~ 0,6527
(3,12%) Knotenp.| 0,8395 0,6892 0,8018 0,8225 0,7692 (1—2sin(m/18))1/2
~ 0,8079

Tabelle 5.1: Kritische Wahrscheinlichkeiten und markante Stellen der mittleren Euler-Charakteristik,
0,0 und po o einiger Archimedischer Gitter

Maximum von &g liefert fiir p. < 1/2 bzw. p. > 1/2 eine obere bzw. untere Schranke.
Eine Wendestelle von &7 ist mit Ausnahme der Gitter (3,4,6,4) und (3,12%) eine
obere Schranke von p. und das lokale Minimum von &5 ist mit Ausnahme des Gitters
(3,4,6,4) ebenfalls eine obere Schranke. Fiir alle hier betrachteten Gitter ist das lokale
Minimum von py eine untere Schranke der kritischen Wahrscheinlichkeit.

Man stellt fest, dass die Schétzungen der kritischen Wahrscheinlichkeiten durch das
lokale Maximum von oy schlechter werden, je weiter die kritische Wahrscheinlichkeit
von 1/2 entfernt liegt. Dies kann damit zusammenhéngen, dass 7 den Faktor p(1—p)
enthilt. Dieser Faktor ist gerade die Varianz einer Bernoulli-verteilten Zufallsvariable
mit Parameter p, also die Varianz der Markenverteilung. Fiir p = 1/2 wird diese Varianz
maximal und kann somit dafiir sorgen, dass das lokale Maximum von ¢ in Richtung
1/2 verschoben wird. Deshalb untersuchen wir in Perkolationsmodellen mit p. # 1/2,
wie sich 7g/(p(1 — p)) verhilt, vergleiche Tabelle 5.2.

Gitter Perkola- Maximum Maximum von | pe
tionsmodell von ao,0 50,0(p)/(p(1 —p))
(4%) Knotenperk. | 0,5368 0,5506 ~ 0,5927
(3%) Kantenperk. | 0,4202 0,3915 2sin(r/18) = 0, 3473
(63) Kantenperk. | 0,5798 0,6085 1 —sin(w/18) =~ 0, 6527
(3,4,6,4) Kantenperk. | 0,5141 0,5198 ~0,6218
(3,6,3,6) Knotenperk. | 0,5798 0,6085 1 — 2sin(w/18) ~ 0, 6527
(3,12%) Knotenperk. | 0,6892 0,7512 (1 — 2sin(r/18))7% ~ 0, 8079

Tabelle 5.2: Kritische Wahrscheinlichkeiten und lokales Maximum von &g und &o,0(p)/(p(1 — p))
einiger Archimedischer Gitter mit p. # 1/2

An Tabelle 5.2 ldsst sich leicht ablesen, dass das lokale Maximum von ¢/ (p(1—p))
naher an der kritischen Wahrscheinlichkeit liegt, als das lokale Maximum von o .

Wie bereits in Abschnitt 3.2 geschildert, ist die kritische Wahrscheinlichkeit bei
(0, 1)-Perkolation die gleiche wie bei Knotenperkolation, aber die asymptotischen Er-
wartungswerte und die asymptotischen Kovarianzen der inneren Volumina kénnen sich
stark unterscheiden, wie wir fiir das planare Poisson-Delaunay-Mosaik in Kapitel drei



Kapitel 5. Ausblick 121

gesehen haben. Somit stellt sich die Frage, ob die hier verwendeten Funktionale bzw.
die hier verwendeten Momente optimal sind.

In Kapitel vier haben wir multivariate zentrale Grenzwertsitze fiir das Poisson-
Voronoi- und das Poisson-Delaunay-Mosaik gezeigt. Da diesen Theoremen ein Stabili-
sierungsresultat fiir markierte Poisson-Prozesse zugrunde liegt, haben wir im Voronoi-
Fall nur Zellenperkolation und im Delaunay-Fall nur (0, n)-Perkolation betrachtet. Wir
gehen davon aus, dass analoge multivariate zentrale Grenzwertséitze auch fiir beliebige
(m, n)-Perkolation gelten. Um dies zu beweisen, benotigt man ein Stabilisierungsresul-
tat, in dem beliebige k-Tupel von Poisson-Punkten unabhéngig voneinander mit einer
Bernoulli-verteilten Marke versehen werden kénnen. Solche Resultate liegen bisher kei-
ne vor. Da die Stabilierungstheorie auf Resultaten iiber Abhéngigkeitsgraphen griindet,
ist es denkbar, dass man zentrale Grenzwertsétze bei (m, n)-Perkolation mit Aussagen
iitber Abhéangigkeitsgraphen unter Zuhilfenahme der von Lothar Heinrich nachgewiese-
nen Mischungseigenschaften des Poisson-Voronoi-Mosaiks, vergleiche [12], zeigen kann.

Weiter wurden in Kapitel vier multivariate zentrale Grenzwertsétze fiir die Skelette
im Poisson-Voronoi- und Poisson-Delaunay-Mosaik gezeigt ohne auf die positive Defi-
nitheit der asymptotischen Kovarianzmatrix einzugehen. In diesen Modellen liegt nun
keine Farbung vor, die in den Beweisen von Theorem 4.1.7 und Theorem 4.2.5 genutzt
wurde, weshalb man andere Methoden benotigt. Da im Poisson-Delaunay-Mosaik nur
die stetigen inneren Volumina als Funktionale betrachtet werden, kann man die posi-
tive Definitheit vermutlich &hnlich zu Lemma 7.6 in [24] zeigen. Im Poisson-Voronoi-
Mosaik dagegen betrachtet man Oberflichenmafle, die nur noch schwach stetig sind,
und benotigt also andere Argumente.
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Kapitel A

Innere Volumina approximierbarer
Funktionen

Ublicherweise werden innere Volumina mit Hilfe der Steiner-Formel fiir konvexe Korper
definiert und mit dem Erweiterungssatz von Groemer [44, Theorem 14.4.2] kénnen sie
eindeutig auf den Konvexring fortgesetzt werden. Ausgehend von einer Verallgemeine-
rung des Begriffs der Orthogonalprojektion, bei der jedem Punkt der Projektion eine
gewisse Multiplizitét zugeordnet wird, hat Helmut Groemer in [9] die inneren Volumi-
na fiir die groflere Klasse der sogenannten approzimierbaren Funktionen definiert und
fundamentale Eigenschaften hergeleitet. Diese Verallgemeinerung ist fiir diese Arbeit
sehr niitzlich, da die inneren Volumina nun auch auf dem relativen Inneren und dem
relativen Rand von konvexen Korpern geschnitten mit einer Vereinigung endlich vieler
Polytope definiert werden konnen. Dabei identifizieren wir eine Menge K mit ihrer
Indikatorfunktion 1.

A.1 Definitionen nach Groemer

Helmut Groemer definiert die inneren Volumina ausgehend von einer Charakteristik
fiir reellwertige Funktionen auf R?. Zunichst definieren wir diese Charakteristik Vy fiir
reellwertige Funktionen auf RY und R. Fiir f : R — R setzt man einfach Vy(f) := f.
In R definiert man die Charakteristik fiir beschrankte Funktionen f : R — R mit nur
endlich vielen Unstetigkeitsstellen, fiir die in jedem Punkt x € R der rechtsseitige und
linksseitige Grenzwert f*(z) und f~(x) existieren, durch

=Y flx ——f+ (x) + (),

z€eR

wobei der Summand nur fiir Unstetigkeitsstellen von f ungleich null ist. Aus der Defini-
tion folgt unmittelbar, dass die Menge aller Funktionen mit diesen Eigenschaften einen
linearen Raum bildet. Ist f nun speziell die charakteristische Funktion eines Intervalls
I C R, so erhélt man fiir die Charakteristik von f

1, falls I abgeschlossen,

Vo(f) =<0, falls I halboffen,
—1, falls I offen.
Mit dieser Charakteristik definieren wir nun eine Projektion fiir Funktionen. Seien

H eine Hyperebene des RY, z € R? und H* () die zu H senkrechte Gerade, die x
enthélt. Dann definieren wir eine Punktprojektion py : R® — H durch

pu(x) .= HN H ().

123
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Fir f:R?Y = R und M C R? bezeichnet f A M die Einschrinkung von f auf M, das
heifit diejenige Funktion, die auf M gleich f ist und auflerhalb von M nicht definiert
ist. Sei nun f : R? — R eine Funktion, sodass f A py' () fiir jedes © € H beschrinkt
ist, nur endlich viele Unstetigkeitsstellen besitzt und deren rechts- und linksseitiger
Grenzwert in jedem Punkt existieren. Dann definiert man durch

(mrf)(x) = Vo(f Apy' (2))

eine Funktionenprojektion myf.

Bevor wir die approximierbaren Funktionen definieren konnen, fiithren wir induktiv
eine groBere Klasse, die sogenannten normierbaren Funktionen, ein. Im R sei jede
reellwertige Funktion normierbar und die Norm || f||o einer Funktion f im R? sei durch
I fllo := | f| festgelegt. Ist im R¥~! bereits eine Norm und die Klasse der normierbaren
Funktionen definiert, die von dem im R*~! gewihlten Koordinatensystem unabhéngig
ist, so heifie eine im R* definierte Funktion f normierbar, wenn gilt:

(i) Die Funktion f sei beschrénkt, Lebesgue-messbar und habe kompakten Tréiger.

(ii) Fiir jede (k—1)-Ebene H existiert die Projektion 7y f und 7y f sei (als Funktion
im R¥~! aufgefasst) wieder normierbar.

(iii) Definiert man im R* durch

11 = s [ 15 utdn)sup 1

eine Halbnorm, wobei sich das angefithrte Supremum iiber alle (k — 1)-Ebenen H
des R” erstreckt, so sei || f||x < oo.

Eine normierbare Funktion f : R¥ — R heiit approzimierbar, wenn die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

(i) Fiir £ = 0 ist jede Funktion approximierbar.

(ii) Fiir & > 0 existiert eine Folge (p;) bewerteter Polytope des R*, sodass in der oben
definierten Norm p; — f gilt. Dabei ist ein bewertetes Polytop eine Linearkombi-
nation von Indikatorfunktionen von Polytopen. Auflerdem sei die Einschrinkung
f A H von f auf jede beliebige (k — 1)-Ebene H des R* wieder approximierbar,
wobei H als R¥! aufgefasst wird.

Die Menge aller approximierbaren Funktionen in R? werde mit A bezeichnet. Man
sieht leicht, dass A ein linearer Funktionenraum ist. Wie in [9] gezeigt wird, sind die
Indikatorfunktionen des relativen Inneren und des relativen Randes eines konvexen
Korpers approximierbar.

Die Charakteristik V;, die bisher nur fiir Funktionen auf R? oder R! definiert wurde,
ldsst sich nun auf héherdimensionale Raume fortsetzen.

Theorem A.1.1 Auf dem Raum A der approximierbaren Funktionen gibt es genau
ein stetiges lineares Funktional Vi, sodass fiir jedes nicht-leere Polytop P

Vo(P) =1
gilt. Ist H eine Hyperebene und f € A, so gilt aufSerdem
Vo(mu f) = Vo(f)-
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Fiir approzimierbare Funktionen auf R® und R stimmt dieses Funktional mit der bereits
definierten Charakteristik Vi diberein.

Mit dieser Charakteristik kann man nun eine Funktionenprojektion auf beliebige
Ebenen einfiihren. Sei H eine k-Ebene, so lisst sich durch pg(z) :== H(z) N H eine
orthogonale Projektion des R? auf H definieren, wobei H*(z) die zu H orthogonale
(d — k)-Ebene durch den Punkt 2 € R¢ bezeichnet. Fiir eine approximierbare Funktion
f definieren wir durch

(7 f)(2) = Vo(f A py (2))
eine Funktionenprojektion.
Auf der Menge der approximierbaren Funktionen kénnen nun induktiv die inneren
Volumina fortgesetzt werden, sodass diese Erweiterungen stetig, linear und invariant

unter isometrischen Tranformationen sind. Bezeichnet V;(k) fir i € {0,...,k} die inne-
ren Volumina im R* und A¥ die approximierbaren Funktionen im R¥, so definieren wir

im R fiir f € A°
Va2 (f) = Vo(f).

Sind die Funktionale Vo(k), cen Vk(k) auf A* schon definiert, so definieren wir fiir eine
approximierbare Funktion f € AF+!

V() = / F(2) A ()

und fur ¢ € {0,...,k}

1 Klk—i
(k+1) ': k—i (k) d
Vi (f): (k— i+ 1) R Rpips /Vz (Tr(u).f) on(du),

wobei o}, das sphirische Lebesguemafl auf der Sphiire S*¥ des R**! bezeichnet und H (u)
die zu dem Vektor u € S¥ orthogonale k-Ebene durch den Ursprung. Diese verallgemei-
nerten inneren Volumina sind zwar nicht mehr monoton beziiglich der Teilmengenre-
lation, aber man kann auf der Menge der approximierbaren Funktionen wie folgt eine
Halbordnung < definieren, sodass die inneren Volumina beziiglich dieser Halbordnung
monoton sind. Fiir f,g € A sei f < g, falls fiir jede k-Ebene H des R¢, k € {0,...,d},

muf < Tug

gilt.

A.2 Einige Lemmata

Wir werden nun zeigen, dass die inneren Volumina fiir alle in dieser Arbeit benétigten
Mengen definiert sind. Wir wissen bereits, dass die Indikatorfunktion des relativen In-
neren eines konvexen Korpers approximierbar ist und die Menge der approximierbaren
Funktionen einen linearen Raum bildet. Aulerdem benétigen wir, dass der Schnitt des
Randes eines konvexen Korpers W € K9 mit einer endlichen Vereinigung Z von Po-
lytopen Pi,..., P, € P% die paarweise disjunktes Inneres haben, approximierbar ist.
Definiert man die k-Seiten von Z durch

FulZ) = U]—"k(Pi),



126 A.2. FEinige Lemmata

so kann Z N OW wie folgt disjunkt zerlegt werden:

ZNoW = U U relint(S) N oW

k=0 SeFy (2)
(U U relint(S ) (U U relint (S ﬂrelint(W)).
k=0 SeFy (2) k=0 SeF} (2)

Da relint(S) Nrelint(1V) entweder leer oder das relative Innere von SN W ist, 1ielint(k)
fir K € K approximierbar und A ein linearer Raum ist, geniigt es zu zeigen, dass der
Schnitt des relativen Inneren eines Polytops mit einem konvexen Korper approximier-
bar ist.

Lemma A.2.1 Ist S € P4 und W € K¢, so ist
1relint(S)F‘|W € A7

also eine approximierbare Funktion.
Beweis: Fiihre eine Induktion iiber k£ = dim(S) durch. Fiir £ = 1 ist relint(S) N W ein

Intervall (offen, halboffen oder abgeschlossen) und somit ist 1,eling(s)ni approximierbar.
Ist nun k& > 1, so ldsst sich SN W disjunkt zerlegen in

SNW = (relint(S) N W)U (relbd(S) Nnw)
d1m(S

— (relint(S) U U (relint(T) N W)

I=0 TeF/(S)

und man erhalt fiir die zugehorigen Indikatorfunktionen

dim(S)—1
Lictingsynw = 1saw — E E 1rehnt(T
=0 TeF (S

Da S NW ein konvexer Korper ist, ist 1gqw approx1m1erbar. Aus der Induktionsvor-
aussetzung folgt nun, dass auch 1,ejine(s)nw als Summe approximierbarer Funktionen
approximierbar ist. I

Da die verallgemeinerten inneren Volumina nach Groemer beziiglich der Halbord-
nung < monoton sind, werden wir nun beziiglich dieser Halbordnung eine obere und
untere Schranke von 1,cjint(s)nw bestimmen. Vorbereitend geben wir zunéchst eine obe-
re Schranke des Betrags der Charakteristik dieser Funktion an.

Lemma A.2.2 Fir S € P und W € K? gilt
dim(S)

dim(S)—1
|VE)( relint(S)NW | < ( Z |f'l )

Beweis: Es wird wieder eine Induktion uber k = dim(S) gefithrt. Fir & = 1 gilt
Vo (Lreting(s)nw) € {—1,0, 1}, abhéingig davon, ob relint(S) N ein offenes, halboffenes
oder abgeschlossenes Intervall ist. Damit folgt

dim(S)

dim(S)—1
|%( relint(S)NW | < 1= ( Z |-E )
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Sei nun k > 1. Da die Charakteristik Vg linear, S N W ein konvexer Korper ist und
Vo(1g) = 1 fiir K € K¢ gilt, erhilt man

dim(S)—1
Vo(Lretint(s)nw) = Vo(Lsaw) — Vo(Lieacsynw) = 1 — Z Z Vo(Lretint(mynw)-
I=0  TeF(S)

Damit, der Dreiecksungleichung und der Induktionsvoraussetzung folgt

dim(S)—1 -1
|‘/0( relint(S)NW | < 1 + Z Z (Z |-F )

= TeF(S)

Zusammen mit

dim(S) dim(8)—2 ! -1 dim(5) dim(S)—2
1< ( > 17l ) wd (S1m@l) < (X 17)

m=0 m=0

fir T € F(S) folgt die Behauptung. O

Nun kénnen wir obere und untere Schranken der inneren Volumina von 1,ejin(s)nw
bestimmen.

Lemma A.2.3 FirS e P! W eK?undic{0,...,d} gilt

dim(S)

dim(S)—1
|V;(]—rehnt (S)nw | < < Z |‘E ) V;(]-S)

Beweis: Wegen der Monotonie der inneren Volumina beziiglich der Halbordnung <
genugt es

dim(S) dim(8)—1 dim(S) dim(S)—1
_< Z ‘E<S)|) 1s 5 1relint(S)ﬁW SJ < Z ‘E(S”) 1g
=0 1=0

zu zeigen, das heifit, fiir alle k-Ebenen H des R%, k € {0,...,d}, und alle x € H gilt

dim(5) dim(S)
< Z | Fi(S ) V<1SmHl )) < Vo(Letine(s)nwnaL(z))

dim(S

dim(S)—1
< Z |F(S ) Vo(Lsnmt())

wobei H*(z) die zu H orthogonale (d — k)-Ebene durch z bezeichnet.

Da die Charakteristik V; linear ist, gilt V5(1p) = 0 und im Fall relint(S)NH*(z) = ()
ist nichts zu zeigen. Ist relint(S) N H*(x) nicht leer, so gilt Vo(1gnpL () = 1 und die
Behauptung des Lemmas ist dquivalent zu

dim(S)

dim(8S)—1
Vo (Lo )] < ( 3 m<s>|) . (A1)

=0
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Wegen relint(S) N H(z) # 0 folgt relint(S) N H*(z) = relint(S N H(z)) und somit
nach Lemma A.2.2
dim(SNH™* (z)) ) dim(SNHL (z))—1

|vo<1rehm<smm<x>>\s( S RSN H @)
=0

Da beim Schneiden von S mit H1(x) die Anzahl der Seiten von S und die Dimension
von S nicht grofler werden konnen, folgt (A.1) und somit die Behauptung. O



Kapitel B

Stabilisierung und ein zentraler
Grenzwertsatz

Hier wird der zentrale Grenzwertsatz Theorem 2.1 aus der Arbeit [42] von Mathew
Penrose und Joseph Yukich, der auf der Stabilisierungstheorie basiert, etwas verallge-
meinert. Zunéichst geben wir die benotigten Definitionen an um die in dieser Arbeit
mehrmals verwendete verallgemeinerte Version des zentralen Grenzwertsatzes formu-
lieren zu konnen. Der Beweis dieser verallgemeinerten Version kann analog zu dem
Beweis von Theorem 2.1 in [42] gefiihrt werden.

Sei (M, M, Pyp) ein Wahrscheinlichkeitsraum, der sogenannte Markenraum. Weiter
sei £((x,m),x") wie in [42] eine messbare R-wertige Funktion, die fiir alle endlichen
Mengen x’' € R?xM und fiir alle (x, m) € x’ definiert ist. Wir erweitern die Funktionale
£((z,m), ') um ein weiteres Argument, indem wir fiir eine Borelmenge W C R4

§((z,m), X, W) = &((x,m), X)) {F (2, X)) € W}

setzen. Diese Funktion ist wieder messbar. Gilt (z,m) € (R¢ x M) \ i/, so definieren
wir

5((1‘, m)? Xla W) = 5((1‘, m)? X, U {(l‘, m)}> W)
Fiir gegebenes Y’ C R? x M, a > 0 und y € R? setzen wir

ax’ = {(azx,m) : (x,m) € X'},
X' +y=y+x ={(y+zm):(z,m)€x},

das heift, Skalarmultiplikation und Translation auf R? x M beziehen sich nur auf die
erste Komponente. Wir nennen ¢ translationsinvariant, falls

E(y+z,m)y+x,y+W)=E((z,m), X, W)

fir y € RY, (z,m) € R x M, endliches y' C R? x M und W € B(RY) gilt.
Fir ¢t > 0 setzen wir

£t<<x7 m)7 X/7 W) = £<<x7 m)7 T+ tl/d(_'x + X/)7 T+ tl/d<_x + W))
Ist £ translationsinvariant, so vereinfacht sich dies zu

Im Folgenden sei & eine beschrinkte Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion auf R¢ mit
kompaktem Triger A C RY. Das Supremum von k bezeichnen wir mit [|x||o. Fiir alle
t > 1 sei P; ein Poisson-Prozess in R? x M mit Intensititsmafl (tx(z)dz) x Py(dm).

129



130 Anhang B. Stabilisierung und ein zentraler Grenzwertsatz

Weiter sei (A¢)>1 eine Familie von Borelschen Teilmengen der Menge A. Im einfachsten
Fall gilt A, = A fiir alle ¢.

Im restlichen Abschnitt bezeichne M eine Zufallsvariable in M mit Verteilung Py,
die unabhéngig von P; ist. Nun definieren wir exponentielle Stabilisierung.

Definition B.1 Das Funktional £ heiit exponentiell stabilisierend (beziiglich k und
(At)e>1), falls die folgenden Punkte erfiillt sind:

(i) Sei W € B(R?) eine Borelmenge. Fiir alle ¢t > 1 und alle z € A, exisitiert eine fast
sicher endliche Zufallsvariable R := R(x,t, W), sodass fiir alle endlichen Mengen

X' C (A\ B(z,t"Y9R)) x M
&((z, M), [P0 (B, t™YIR) x M) U X, W)
= &((x, M), P, 0 (B(x, tVR) x M), W)
gilt.
(ii) Definiert man die Tailwahrscheinlichkeit durch
7(s) = sup P(R(z,t,W)>s), s>0,
t>1,2€ A,

so gilt
limsup s log 7(s) < 0.

5—00

Die Zufallsvariable R(x,t, W) heit dann Stabilisierungsradius von & in .
AuBlerdem benotigen wir die folgende Definition.

Definition B.2 Das Funktional £ hat ein Moment der Ordnung p > 0 (bzgl. £ und
(At)tzl)u falls
sup - E[|&((z, M), P, W)[P] < o0

t>1,x€As

gilt.

Fiir t > 0 und eine Borelmenge W C R¢ definieren wir das zufillige gewichtete
Punktmaf =,y auf R¢ durch

()= D &llw,m), Py W) 6.()

(z,m)EP:N(AtxM)

und dessen zentrierte Version Euw = Zxw — E[E.w]. Bezeichnet man mit By, (A)
die Menge aller beschrinkten Borel-messbaren Funktionen auf A, so setzen wir fiir

feBy(A)
(2w i= [ FdE wd (f.Zu) = [ fdE
A A
Im Folgenden bezeichnet ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.

Theorem B.3 Es sei ||kl < 00. Weiter sei & exponentiell stabilisierend und habe
ein Moment der Ordnung p fiir ein p > 2. Sei q € (2,3] mit ¢ < p. Sei f € B,(A) und
setze Ty := (f,Z¢w). Dann ezistiert eine endliche Konstante C, die von d, &, k, p, q,
f und W abhdingen kann, sodass fir alle t > 2
T, — ET,
Pl ——+~ < -
(Var(Tt)l/Q = 3) (s)

sup < C(logt)®tVar(T,) />

seR
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gilt. Gibt es nun zusditzlich eine Konstante o*(f, &, x, W) > 0 mit
thm t_l\/ar(f, Et,W> = UQ(f) 67 R, W)7
—00

so folgt
(F. 77 Zw) £ N(0,0%(f,6, 5, W)).

Dabei bezeichnet N'(0,02%) die zentrierte Normalverteilung mit Varianz o2, falls o
positiv ist, und die Einpunktverteilung mit Masse in 0, falls o> = 0 gilt.

Der Beweis kann ganz analog zu dem Beweis von Theorem 2.1 in [42] gefiihrt werden.



132 Anhang B. Stabilisierung und ein zentraler Grenzwertsatz




Nomenklatur

Al0,1)? Fundamentalzelle der Archimedischen Gitter

B(X) Borelmengen eines topologischen Raumes X

B(z,r) abgeschlossene Kugel mit Mittelpunkt x und Radius r
B¢ Komplement der Menge B

B’ kartesisches Produkt von B C R¢ mit {0, 1}

C Menge der komplexen Zahlen

conv () konvexe Hiille

C(z, x) Voronoi-Zelle von x beziiglich

C(x) Voronoi-Mosaik beziiglich x

X", x"Y x U {z} und y U {x,y} fiir lokal-endliches y C R¢

d(z, A) Abstand von z zu der Menge A

D(e, x) Delaunay-Zelle mit Zentrum e beziiglich x

D(x) Delaunay-Mosaik beziiglich x

diam(-) Durchmesser

0B Rand der Menge B

Oy Diracmafl in x

E Erwartungswert beziiglich P

EY Erwartungswert beziiglich P

n,m unabhéngig markierter und zugehoriger unmarkierter

Poisson-Prozess der Intensitat v > 0 (Kapitel 1-3) bzw. der
Intensitét eins (Kapitel 4)

n(k) Punktprozess der Steiner-Punkte der k-Seiten von X
Fi(+) Menge der k-Seiten eines Polytops

F(-) Menge der Seiten eines Polytops

F(x,x) Voronoi-Flower von x beziiglich x

(), gilrs(p)  Polynome, die gewisse Firbewahrscheinlichkeiten bei (mn, n)-

Perkolation angeben

Yk Intensitét von 1)

H* k-dimensionales Hausdorffmafl

h(K,-) Stiitzfunktion des konvexen Korpers K

int(B) = B Inneres einer Menge B

Kd Volumen der Einheitskugel in R¢

Kl Menge der konvexen Korper

Ad d-dimensionales Lebesguemafl

N, Ny Menge der natiirlichen Zahlen (vereinigt mit der Null)

N,N Menge der einfachen, lokal-endlichen Zihlmafie auf B(R?)
und zugehorige o-Algebra

Nyo,13, Njoy Menge der einfachen, lokal-endlichen Zihlmafe auf B(R?) @

P({0,1}) und zugehérige o-Algebra
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N(K,x) Normalenkegel von K € K% in z 17
N(P,S) Normalenkegel eines Polytops P in einer Seite S von P 17
N(z,x), No(z,x) (Voronoi-)Nachbarn bzw. (Voronoi-)Nachbarn zweiter 46
Ordnung von z beziiglich x

N(v, %) Nomalverteilung mit Erwartungswertvektor v und Kovari- 86
anzmatrix >

(2, A P) zugrunde liegender Wahrscheinlichkeitsraum 6

P Menge der Polytope 6

P({0,1}) Potenzmenge von {0, 1} 8

P Féarbewahrscheinlichkeit der m-Seiten 19

P9 Palmsches Wahrscheinlichkeitsmaf von n*) 10

Wo, ..., Uy Oberflichenmafe 15

1/15 ’jl(U ) asymptotische Kovarianz der OberflichenmaBe ¥;, ¥; in- 59
nerhalb der Seitenprozesse X, X; des Poisson-Voronoi-
Mosaiks

f“;j(U ) asymptotische Kovarianz der Oberflichenmafie ¥;, ¥; des 112

k-Skeletts im Poisson-Voronoi-Mosaik

R Menge der reellen Zahlen 5

relint(-), relbd(-)  relatives Inneres und relativer Rand 5

R(") Umkugelradius 5

Ry(z, x) Umbkugelradius zweiter Ordnung von x beziiglich y 48

pfjl (p) asymptotische Kovarianz der mit Farbewahrscheinlichkei- 27
ten gewichteten inneren Volumina V;, V; innerhalb der Sei-
tenprozesse X, X;

Sé-1 Einheitssphire in R? 5

s(+) Steiner-Punkt 8

S(x) die € R? im relativen Inneren enthaltende Seite von X 10

Si(z) zu S(x) benachbarte [-Seiten 10

Si(x) [-Seiten, die S(x) schneiden 11

S1.5(5) zu S benachbarte [-Seiten von m-Grad s 21

S7(9) [-Seiten, die genau o gemeinsame benachbarte m-Seiten mit =~ 22
der Seite S haben

S7.(5) Schnitt von SP(S) und X, 22

S, typische Seite vom Typ 7 79

o4-1(+) sphirisches Lebesguemafl auf S?-* 5

gii(p) asymptotische Kovarianz der inneren Volumina der schwar- 26
zen Teilmenge Z bei Farbewahrscheinlichkeit p

crgj (p) asymptotische Kovarianz der Oberflichenmaflie ¥;, U; von 86
Z im Poisson-Voronoi-Mosaik

a7;(p) asymptotische Kovarianz von =Z¢,Z/ im Poisson-Voronoi- 88
Mosaik

5:.;(p) asymptotische Kovarianz von =%, =/ im Poisson-Delaunay- 104
Mosaik

T Abbildung, die einer k-Seite im Archimedischen Gitter ih- 79
ren Typ zuordnet

Tl asymptotische Kovarianz von ¢, ps innerhalb der Seiten- 38

prozesse Xy, X; eines normalen Mosaiks
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Tfj’»l asymptotische Kovarianz der inneren Volumina 40, 71
Vi, V; innerhalb der Seitenprozesse Xy, X;

0, messbarer Fluss 6

Vo, ..., Vy innere Volumina 17

V;(k)(x,p),Vi(k) (x,y,p) mit Farbewahrscheinlichkeit gewichtetes absolutes 51
i-tes inneres Volumen von S(z)

Uy Verschiebungsvektor, sodass S, + v, eine Seite des 79
nicht randomisierten Archimedischen Gitters ist

W, W, Beobachtungsfenster und skaliertes Beobachtungs- 19
fenster

X zufilliges stationédres Mosaik 10

X k-Seiten von X 10

X} schwarze k-Seiten von X 10

X5 k-Seiten von X, die nur in schwarzen Zellen liegen 35

Xy k-Seiten von X mit m-Grad r 21

Y, k-Seiten der nicht randomisierten Archimedischen 79
Gitter

Y*(x) k-Skelett des Voronoi-Mosaiks beziiglich y 112

A Vereinigung der schwarzen Seiten in einem geférb- 9
ten Mosaik

1 Euklidische und Supremumsnorm 5

e Standardskalarprodukt 5

Y
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