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Einleitung

Die Theorie der L-Funktionen ist eines der faszinierendsten Gebiete in der Zahlentheorie,
dabei sind die speziellen Werte der L-Funktionen ein bedeutendes Forschungsobjekt schon
seit der Fuler-Zeit.

Zu jedem Paar (7, 0) automorpher Darstellungen von GL,(A) bzw. GL,_1(A), wobei A
den Adelring von QQ bezeichne, kann man & la Jacquet, Piateski-Shapiro und Shalika eine
sogenannte Rankin-Selberg-L-Funktion, gegeben als ein Eulerprodukt, zuordnen [JPSS83|,
welche gute analytische Eigenschaften besitzt. Seit Jahrzehnten haben es vielen Zahlen-
theoretikern die speziellen Werte der automorphen L-Funktionen, insbesondere auch der
Rankin-Selberg- L-Funktionen, angetan. Man interessiert sich vor allem dafiir, ob die infra-
ge kommenden Werte, moglicherweise bis auf einen kanonischen komplexen multiplikativen
Faktor algebraische Zahlen sind und wie man sie p-adisch interpolieren kann.

Im Rahmen des Langlands-Programms haben Gelbart und Jacquet vor etwa 40 Jahren
eine Methode entwickelt, wie man aus einer automorphen Darstellung 7 der GL5 eine auto-
morphe Darstellung Sym?(7) der GLs konstruiert und damit in diesem Fall die vermutete
Langlands-Funktionalitét gezeigt [GJ76].

Sei also 0 = ®,0, eine cuspidale automorphe Darstellung von GL2(A). Zu jeder un-
verzweigten lokalen Darstellung o, ist eine Konjugationsklasse in GLy(C), auch Satake-

(g g) ein Vertreter dieser Konjugations-
klasse. Dies definiert aber eine Konjugationsklasse in GL3(C) mit dem Vertreter a, =
a? 0 0
0 «af 0 |].Fir jede schlechte Stelle ldsst sich ebenfalls ein Lift der lokalen Darstellung
0 0 pB?
o, definieren (siehe Erkldrung in ndchsten Abschnitt). Das Theorem von Gelbart und Jac-
quet |GJ76] sichert uns die Existenz einer eindeutig bestimmten automorphen Darstellung
7w der GL3, dem sogenannten Gelbart-Jacquet-Lift, fiir welchen die folgende Gleichung gilt:

L(U7 Sym2<p2>7 5) = L<7T7 P3, 8)7

wobei p,, die n-dimensionale Standarddarstellung der GL,,(C) ist fiir n = 2, 3.

v-Parameter genannt assoziiert. Es sei b, = (

Im Folgenden soll ein kurzer Einblick in den Liftungsprozess von Gelbart und Jacquet
gegeben werden. Als Erstes betrachten wir die lokale Situation. Fiir jede endliche Primstelle
v eines Zahlkorpers K sei W) die Weil-Deligne-Gruppe (siehe [Del73, §8.4] oder [Tat79, §4])
der Komplettierung K. Die automorphe Darstellung o von GLy(Ag) ist das eingeschriankte

1



2 FINLEITUNG

Tensorprodukt ¢ = ®o,, hierbei ist jede lokale Komponente o, zu einer zweidimensionalen
Darstellung p, von W/ assoziiert.

Nun seien f die kanonische Projektion und ¢ der von der Adjunktionsoperation von
PGL2(C) auf dem dreidimensionalen Vektorraum Mz(o)(C) der 2x2-Matrizen, deren Spur
Null ist, induzierte Homomorphismus.

hy

W G

GLs(C)

R <

PGLy(C
Wie das obige Diagramm veranschaulicht, ist die Komposition
hyop,: W — GL3(C)

zu einer irreduziblen zuldssigen Darstellung m, der GL3(K,) assoziiert. Im Fall, dass die
Darstellungen o, und 7, unverzweigt sind, hat m, genau den gewiinschten Satake-Parameter
a,. Fiihren wir diesen Liftungsprozess fiir jede lokale Komponente o, durch, so erhalten wir
am Ende global die Darstellung 7 = ®,m,, welche gerade der Gelbart-Jacquet-Lift mit ge-
wiinschten Eigenschaften ist: Diese ist selbstdual, hat den trivialen Zentralcharakter und die
dazugehorige L- bzw. e-Funktion erfiillt die gewiinschte Gleichung.

Unter allen Rankin-Selberg-L-Funktionen finden sich insbesondere auch diejenigen, die
zu elliptischen Kurven gehdren. Es seien ) und Es elliptische Kurven {iber QQ, insbesondere
also modular, und seien 7,7 die assoziierten cuspidalen automorphen Darstellungen der
G L,. Der Gelbart-Jacquet-Lift liefert eine automorphe Darstellung m = Sym?*(7;) von G'Ls
als Partner der Langlands-Korrespondenz, genauer ist die L-Funktion zum symmetrischen
Quadrat Sym?F; die L-Funktion der automorphen Darstellung 7, und man studiert die
speziellen Werte der Rankin-Selberg-L-Funktion L(7, 7o, s). Im bisherigen Studium speziel-
ler Werte der Rankin-Selberg- L-Funktionen wurde stets vorausgesetzt, dass die beteiligten
automorphen Darstellungen cuspidal sind. Fiir getwistete Rankin-Selberg- L-Funktionen auf
GL, x GL,,_1 zu cuspidalen Darstellungen wurden die speziellen Werte mithilfe von modu-
laren Symbolen bereits griindlich untersucht, siehe [Sch93] fiir den Fall n = 3 und [KMS00],
[Jan09] fiir n € N beliebig.

Die Cuspidalitit des Gelbart-Jacquet-Lifts m von m; ist aber gleichwertig damit, dass
E; keine komplexe Multiplikation (kurz: CM) hat, vgl. [Sch93|. Gegenstand der vorliegenden
Arbeit ist das Studium spezieller Werte der Rankin-Selberg- L-Funktion L(Sym’E ® E/q, s)
zu einer CM-Kurve E. Mit anderen Worten, wir diskutieren in dieser Arbeit den Fall E; = F,
mit CM mit Ok, dem Ganzheitsring eines imaginar quadratischen Zahlkorpers K, was auf der
automorphen Seite einem nicht-cuspidalen Gelbart-Jacquet-Lift entspricht. Die Methode, die
hier in der Arbeit verwendet wird, ist eine Anlehnung an die Methode von de Shalit [dS87].
Ausgangspunkt ist eine Faktorisierung

L(SmeE ® E/q, s) = L(d}%’/lﬁ s) - L<w2E/K1;E/K; 5)27



welche es uns ermdglicht, die speziellen Werte auf bequemere Art und Weise, d. h. iiber
Hecke- L-Funktionen zu Grofencharakteren, zu studieren.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt:

Im ersten Kapitel werden die grundlegende Terminologie und Begriffe zusammenfassend
bereitgestellt, unter anderem wird definiert, was unter dem Begriff ,arithmetische Groéfen-
charaktere vom Unendlichtyp (k,j) zu verstehen ist. Wir untersuchen dann insbesondere
die Eigenschaften der Grofencharaktere, die zu elliptischen Kurven mit CM assoziiert sind,
die relevant fiir unsere spétere Berechnung sind. Danach wird noch ein kurzer Uberblick iiber
die Iwasawa-Algebra und die p-adischen Distributionen gegeben.

Im zweiten Kapitel widmen wir uns der Darstellung unserer Rankin-Selberg- L-Funktion
L(Sym*’E® E/q, s) als Produkt der Hecke-L-Funktionen, dabei werden die Eulerfaktoren von
L(Sym®E ® E/g, s) an Stellen mit schlechter Reduktion detailliert untersucht. Wir haben:

L(SmeE ® E/Q7 S) = L(d}%’/K? S) : L(wZE/K'lEE/Ka 8)2'

Damit bestimmen wir die komplexe Funktionalgleichung fiir L(Sym*FE ® E /0, s) und zeigen
in diesem Zusammenhang, dass die von Deligne vermutete motivische Funktionalgleichung
fiir unser spezielles Motiv Sym?E ® E mit unserer Funktionalgleichung

L(Sym’E ® Ejg,s) =W - (=N)** . L(Sym’E ® E/g,4 — s)

bis auf den e-Faktor iibereinstimmt, wobei N den Fiihrer von E/Q bezeichne. Dann be-
rechnen wir die kritischen Werte von der L-Funktion L(Sym*E ® E /@, ) und erhalten unter
Anwendung des Algebraizititssatzes von Damerell [Dam70| eine Algebraizititsaussage:

o2 L) (Sym*E ® Eq,2)
Vi 2
mit einer gewissen komplexen Konstanten €2, wobei L(>) das finite Teil der betreffenden
L-Funktion bezeichne.
Im Anschluss befassen wir uns im dritten Kapitel mit der p-adischen Interpolation, welche
die Standardmodifikationen der kritischen L-Werte L(Sym’E® E 1Q®X, 2) interpoliert, wobei

X ein nichttrivialer Charakter von Gal(Q(fye)/Q) endlicher Ordnung mit dem Fiihrer p"(n €
N) ist. Das Ergebnis lautet:

0, [ (@) a)di(a)
Gal(Q(upe)/Q)

2n)3Vdx  p*

fiir ein geeignetes Maf dp auf Gal(Q(j,~)/Q), eine gewisse p-adische Konstante €2, und eine
gewisse komplexe Konstante 235. Wir leiten die p-adische Funktionalgleichung

€ K. (0.1)

G L (Sym’E ® Ejg ® X, 2).

?/JE/ng/?(X/}?é(Ufé)

@) @) = W - e - / V(@) (@) du(x)
/Gal(Q(upw)/Q) Y UV Xk (05)  Jea@ue) o)
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her. Zum guten Schluss diskutieren wir noch eine weitere Moglichkeit, p-adische Interpolati-
on durchzufiihren, ndmlich {iber Theta-Reihen und vergleichen die verschiedenen Methoden.

Fiir die ganze Arbeit wéhlen wir einen festen algebraischen Abschluss Q von Q und be-
trachten alle Zahlkorper als Teilkorper von Q. Des Weiteren fixieren wir eine Einbettung von
Q in C und eine Einbettung von C in C,, der Komplettierung vom algebraischen Abschluss
von Q.

Abschliefsend mochte ich diese Gelegenheit nutzen, um meinen tiefen Dank an eine Viel-
zahl von Menschen, die mich auf meinem Weg begleitet und unterstiitzt haben, zum Ausdruck
zu bringen.

Zunichst mochte ich meinem Doktorvater, Herrn Prof. Dr. Schmidt, ganz herzlich danken
fiir die Themenstellung und fiir sehr hilfreiche, inspirierende und verstindnisvolle Diskus-
sionen und Gespréche. Dem Privatdozenten Herrn Dr. Kiihnlein, der mich in meiner Arbeit
bestirkt und ermutigt hat, schulde ich ebenfalls recht herzlichen Dank fiir die Ubernahme
des Koreferats und seine stindige Hilfsbereitschaft.

Ein sehr grofser Dank geht an die gesamte Arbeitsgruppe fiir die freundliche Arbeit-
satmosphére und den regen, inspirierenden fachlichen Austausch sowie das Korrekturlesen.
Besonderen Dank schulde ich Dipl.-Inform. Tobias Columbus fiir seine dufserst geduldige und
professionelle Hilfe bei komplizierten LaTeX-Problemen.

Des Weiteren gebiihrt mein herzlicher Dank der Deutschen Telekom Stiftung, die mir drei
Jahre lang mit finanzieller und ideeller Férderung im Rahmen ihres Stipendiatenprogramms
tatkriftig zur Seite stand und mich stets bestirkt hat.

Mein ganz besonderer Dank gilt Prof. Dr. Edmund Boschitz und Dr. Eckhard Klenkler.
Auch mochte ich mich bei Nora, Mari, Aina und Carlos sehr herzlich bedanken.

Diese Dissertation mochte ich meinen Eltern widmen, die mich wihrend meines ganzen
Studiums stets so liebevoll und uneingeschréankt in jeder Hinsicht unterstiitzt haben. Ohne
sie wire diese Arbeit unméglich gewesen.



Kapitel 1

Einfihrung

In diesem Kapitel dienen als generelle Referenz [Sil86], [Sil94] und [Wei86].

Seien im Folgenden

F = ein Zahlkdrper,

Op = Ganzheitsring von F

e — Strahlklassenkorper von F modulo a, a < Op,

Ir = Idelgruppe von F,

Pr = Gruppe der gebrochenen Hauptideale von F',

Jr = Idealgruppe von F,

J® = Gruppe der zu a teilerfremden gebrochenen Ideale, a <1 Op,

Op — Bewertungsring der Komplettierung Fiy fiir ein von Null verschiedenes
Primideal ¥ von Op,

U;gl) — n-te Einseinheitengruppe von Fi,

s, %" /] = Normrestsymbol des Idels s € Ip.
Wir definieren wie in [Neu92, VI. §1]:
1+ B, falls P 1 oo und ng > 0,
Og, falls P 1 oo und ng =0,
RX C Fy,  falls B reell ist,
C* = F;g, falls P8 komplex ist.

(ng) .
U‘B

Und wir setzen I} := [y U;gm) fiir ein ganzes Ideal h von Op, wobei ng = vg(h) fiir P 1 oo
ist.

In der ganzen Arbeit schreiben mir mit

L die vollstandige L-Funktion,

L., den Gamma-Faktor der L-Funktion,

L) die L-Funktion ohne Gamma-Faktor,

L) die L-Funktion ohne Eulerfaktoren an v € S fiir eine endliche Menge S der Stellen.
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1.1 Grofsencharaktere von Zahlkorpern

Definition 1.1. (i) Ein Grifencharakter des Zahlkorpers F ist ein stetiger Homomorphismus

x: Ip — C~

der trivial auf den Hauptidelen ist, d. h. es gilt x(F*) = 1. Sei ‘B ein Primideal von F. x
heit unverzweigt bei B, wenn®

x(Og) =1

ii) Fiir jedes Primideal 8 von F sei ng die kleinste nichtnegative ganze Zahl, derart dass
X (Ugm)> = 1. Dann heiftt das Ideal

fx = H B

Ptoo
der Fihrer des Grofsencharakters x .

Bemerkung. Die Untergruppen U, ("), n > 0, bilden eine Umgebungsbasis des Einselementes

in Og. Og ist kompakt und total unzusammenhéingend, daher verschwindet y auf einer
dieser Untergruppen (vgl. [Wei67, VIL. 3, Le. 3.4]).

Feststellung 1.2. Aus der obigen Definition folgt:

(1) x ist unverzweigt bei P <= P 1 f, .

(11) Sei ein Ideal by # 0 von O durch f, teilbar. Dann gilt x(x) =1 fir alle endlichen Idele
(d. h. xq = 1 fiir alle Bloo) in I}

Jeder Grofencharakter x mit Fiihrer f, induziert einen Charakter auf J'x wie folgt: Fiir
jedes zu f, teilerfremde Primideal 3 wéhlen wir ein Primelement my von Fip und definieren
einen Homomorphismus

viJX — Ip, Pr— (g, 1), (1.1)

Das Kompositum Jix —— Jp -5 C* ist ein wohldefinierter Charakter auf Jfx, den wir
wieder mit y bezeichnen. Die Wohldefiniertheit beruht auf der Tatsache, dass y unverzweigt
bei P ist und daher y o v(P) nicht von der Wahl von mg abhéngt.

1.1.1 Arithmetische Grofiencharaktere

Wir betrachten nunmehr eine besondere Klasse der Grofkencharaktere, die 1947 von A. Weil
unter dem Namen ,Grofencharaktere vom Typ Ag* eingefithrt wurde, die in der Literatur
arithmetische oder auch algebraische Groflencharaktere genannt werden.

1(9;3 und Ufgl) in (ii) werden kanonisch in I eingebettet: ap — (..., 1, ap,1,...).
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Zu einem Zahlkorper F' seien
o F—-R 1=1,...,m
alle reellen Einbettungen und
o F—=C, j=1,...,s,
ein Halbsystem der komplexen Einbettungen, und wir schreiben
Hom(F,C) :={m,...,70,01,...,05,01,...,05},
fiir die Menge aller Einbettungen F' — C, wobei ~ die komplexe Konjugation bezeichne.

Definition 1.3. Ein Grofsencharakter x heiflt vom Typ Ay bzw. arithmetisch, falls Zahlen
Ji, 4, € 7 existieren, sodass

T

x(ayp) = Hsgn(n(a))gi . H o(a)® fiir alle a € F*,

1=1 oc€Hom(F,C)
hierbei sei ay das Idel mit a an endlichen Stellen und Einsen an unendlichen Stellen.

Die arithmetischen Grofsencharaktere von F' bilden eine multiplikative abelsche Gruppe.
Es sei erwihnt, dass der Wertebereich eines arithmetischen Gréfencharakters stets in einem
CM-Korper liegt.

Arithmetische Groéfsencharaktere kann man nach ihren Unendlichtypen klassifizieren:

Definition 1.4. Fiir einen arithmetischen Grofencharakter x von F' heifst das Tupel (a,),
der Unendlichtyp von .

Bemerkung. Nach [Sch84, 1. 1, (6)] ist x genau dann vom Unendlichtyp (a,),, wenn:

x(af) = Hsgn(n(a))gi : H o(a)® fir alle « € F* mit? a = 1 mod*f,,

1=1 o€Hom(F,C)

wobei f, der Fiihrer von Y ist.

Ein wichtiges Beispiel fiir arithmetische Grofsencharaktere ist der zu einer elliptischen
Kurve assoziierte Grofencharakter: Ist £/ F eine iiber einem Zahlkorper F' definierte ellipti-
sche Kurve mit CM mit Ok, dem Ganzheitsring eines imaginar quadratischen Zahlkorpers
K C F, dann kann man E einen Grokencharakter ¢g/p : Ir — C* zuordnen. Nédheres dazu
siehe die nédchsten Abschnitte.

?a = 1 mod*f, bedeutet, dass a Quotient b/c zweier ganzer, zu f, teilerfremder Elmente mit b = ¢ mod f,

ist.
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1.2 Der Grofencharakter ¢p/x zu E

1.2.1 Multiplikation mit s
Seilen in diesem Abschnitt

K = ein imaginir quadratischer Zahlkorper,
Ok = Ganzheitsring von K,
E/C = eine elliptische Kurve mit CM mit O, d. h. End(F) = Ok,

Sei (- ) der Homomorphismus von I nach Jy, der jedem Idel z das Ideal (z) =[], p* (@)
zuordnet. Zu jedem a € Ji und jedem s € I definieren wir Multiplikation mit s:

s:Kja— K/(s)a, z4+ar—v+(s)a
mit einem v € K derart, dass

v = spx mod (s),a, fiir alle Primstellen p { co.

p

Dank des chinesischen Restsatzes ist v modulo (s)a eindeutig bestimmt und somit ist Mul-
tiplikation mit s wohldefiniert. Aus den natiirlichen Isomorphismen

K/a= @Kp/ap und  K/(s) EBK,D/S,Oap

ersieht man, dass diese Abbildung durch folgendes kommutatives Diagramm festgelegt ist:
K/a —— K/(s)a
@p Kp/ay —— @p Kp/spay
(tp) — (Sptp) -

Lemma 1.5. Sei a ein gebrochenes und b # 0 ein ganzes Ideal von K.
(i) Ist s ein Idel in I, dann induziert Multiplikation mit s K/a — K/a die identische
Abbildung auf h~ra/a. Anders ausgedriickt, es gilt

st=t firalletch a/a.

(i1) Ist s € Ik ein Idel mit den Eigenschaften
sp = 1 fiir alle Primstellen p|h und 3;1 € O, fiir alle anderen endlichen Primstellen p,
dann induziert Multiplikation mit s eine Abbildung

b 'a/a — b (s)a/(s)a, 71 modar— nmod (s)a.

3Wegen (s) = O ist dies ein Endomorphismus von K/a.
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Beweis. (i) Aufgrund der Tatsache, dass h, = O, fiir alle p 1 b, gilt fiir die kanonische
Zerlegung von h~'a/a in p-primére Komponenten

h~'a/a = @ (h_la/a)p = @ by ‘ap/a, = @ by ap/ap.
p p plb

Die Einschrinkung der Multiplikation mit s auf h~'a ist nun festgelegt durch das kommu-
tative Diagramm
h~la/fa  —— h~la/a
Dy b5 ap/ap —— Dy by ap/
(Zp) — (Sptyp) -

Wegen vp(s, — 1) > vy(h) und t, € b 'a, gilt syt, = t, mod a,. Wir kénnen also (syt,) = ()
nehmen fiir jede p-Komponente mit p | h. Dies bedeutet nichts anderes, als dass s gerade die
Identitét auf h~'a/a ist.

(i) Es ist klar, dass h~'a/a in h~'(s)a/(s)a abgebildet wird und weil (s)~" der Vorausset-

zung nach ein ganzes Ideal ist, liegt h~'a auch in h=*(s)a. Wie in (i) wird die Multiplikation
mit s auf h~'a/a festgelegt durch

Doy lap/ay — EDb, spap/sp0

plh plbh
(tp) = (sptp)-

Sp ist aber =1 bei allen p | b, dies zeigt (ii). O

1.2.2 Hauptsatz der komplexen Multiplikation
Seien K und E/C wie oben.

Theorem 1.6 (Hauptsatz der CM). Seien 0 € Aut(C), a ein gebrochenes Ideal im K und
s € I ein Idel mit [s, K* /K] = o|ga. Ist f ein analytischer Isomorphimus

f:C/a = E(C),
so existiert ein durch f und o eindeutig bestimmter analytischer Isomorphimus
f': C/(sTha = E7(C),
sodass das folgende Diagramm kommutiert:

Kla = K/(s Y)a

lf lf’

g o
EtOI“S Etors .
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Fiir einen expliziten Beweis des Theorems verweisen wir auf [Sil94, II. 8, Th. 8.2] und
[Shi7l, §5. 3.].
Bemerkung. Der Hauptsatz der CM ermoglicht eine analytische Beschreibung der (algebrai-
schen) Operation von o auf der Torsionsuntergruppe f(K/a) = Eio vermoge Multiplikation
mit s~
f(u)? = f'(s'u) fiir alle u € K/a und s € I .
Sei H der Hilbertklassenkorper* von K und j(E) die j-Invariante von E.

Korollar 1.7. Es gilt:

(i) K((E)) = H.

(i1) j(E) ist ganz in H.

(11i) Es gibt eine zu E isomorphe Kurve E', welche iber H definiert ist.

Beweis. Siehe |[Rub99, Kor. 5.12, Kor. 5.13|, [Sil94, II. 4, Th. 4.1| und auch [Sil86, III. 1,
Prop. 1.4]. O

1.2.3 Der zu E/F assoziierte Grofiencharakter
Es sei E iiber dem Zahlkorper F' definiert.

Theorem 1.8. Es set x ein Idel in Ir und s = NF/K(x) dessen Norm in I. Dann existiert
ein eindeutig bestimmtes o = agp(x) € K* mit den Eigenschaften
(i) a0k = (s),

(i1) Fiir jedes gebrochene Ideal a von K und jeden analytischen Isomorphismus
f:C/a— E(C)
kommutiert das folgende Diagramm

K/la 5 K/a

I I

[z, F*P /)
Etors ? tors -

Bemerkung. (1) Da K(j(E), Fios)/K(j(E)) eine abelsche Erweiterung ist (vgl. [Sil94, 1. 2,
Th. 2.3]) und j(E) in F liegt, ist F'( Eiors) abelsch iiber F', K /a landet also unter f tatséchlich
in E(F).

(2) Esist K C K(j(E)) = H C F, wobei H den Hilbertklassenkorper von K bezeichnet.
Nach dem Hauptidealsatz ist Np/x(Jr) = Nu/k(Neju(Jr)) C Nujx(Ju) = Pk. Daher gibt
es ein a € K* mit aOg = (s) = (Np/k(x)), welches bis auf eine Einheitswurzel in K
eindeutig bestimmt ist.

(3) as™! ist ein Endomorphismus auf K/a, denn nach Definition von « ist

asta=a(s Ha=a(s) 'a=a.

4Fiir den total komplexen Zahlkérper K ist der kleine Hilbertklassenkdrper gleich dem grofien, der maxi-
malen unverzweigten abelschen Erweiterung von K.
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Der Beweis des Theorems 1.8 findet sich in [Sil94, II. 9]. Aus diesem Theorem gewinnen
wir einen wohldefinierten Homomorphismus ag/p : Ir — K* C C*, den wir fiir die
Konstruktion des folgenden Grofencharakters benotigen.

Theorem 1.9. Der Homomorphismus

VYgp i lp — C*, 2+ aE/F(x)(NF/K(x_l))OO

ist ein Grifencharakter von F, 1 p heifit der zu E/F assoziierte Grékencharakter. Ist
ein Primideal von F', dann gilt

YE/p ist unverzweigt bei B <= E hal gute Reduklion bei ‘B .

Ist L eine endliche Erweiterung von F und wird E als eine tber L definierte elliptische
Kurve angesehen, so ist der zu E/L assoziierte Grofsencharakter 1, gegeben durch 1y =

¢E/F © NL/F .

Beweis. Die Formel vy, = ¥g/p o Np/p ergibt sich aus der Konstruktion des assoziierten
Grofsencharakters und der wohlbekannten Eigenschaft der Normabbildung Ny x = Np/k o
Np/p . Den restlichen Beweis findet sich in [Sil94, II. 9] bzw. [Deu53]. O

Ist E insbesondere die zum Gitter £ = 0 gehorige elliptische Kurve mit 2 € C* und
0 € Jg, gegeben durch eine Weierstraksche Gleichung

y* =42’ — gox — g3,
und &(+, L) : C/L = E(C) c P*(C) der analytischer Isomorphismus gegeben durch?®:

. {(p(z), ©0(2),1), falls z ¢ L, (12)

(0,1,0), falls z € L,

vgl. [Sil86, VI. 3.], so haben wir die folgende Konsequenz aus dem obigen Theorem, wovon
wir spiter Gebrauch machen werden: Die Operation von [z, F**/F] fiir ein x € I auf Eio
wird durch das nachstehende Diagramm beschrieben

Ko Vo/p@ssos 1
ls(ﬂ-v),c) J&(Q-H,ﬂ) (1.3)
Bu =0 B
mit s=Np/k(x) € Ik . Mit anderen Worten, es gilt
E(u, L) = & (P p(0)5002 - 571 (u/9), £) (1.4)

fiir alle u € QK /0.
Wir fassen ¢ g,r nun als einen Charakter der Gruppe der zu fg := f%;/p teilerfremden
gebrochenen Ideale auf.

%0(2) = p(z, L) bezeichne die Weierstrafische p(z)-Funktion zum Gitter L.
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Satz 1.10. Der Grofencharakter Vg r besitzt die folgenden Eigenschaften:
(i) Yer(C)Ok = Np/k(C) fiir alle zum Fihrer fg von ¢gr teilerfremden Ideale C von Op .
Insbesondere gilt fir C = (c), c € F*

Yi/r ((€)) = e(¢) Nk (c)

mit einer von ¢ abhdngigen 12-ten Einheitswurzel e(c) in K .
(i1) Sei b < Oy nichttrivial und C < Op teilerfremd zu bfg. Dann operiert das Artinsymbol
oc bzgl. der Korpererweiterung F(Ey)/F auf Ey per Multiplikation mit ¢g/p(C):

P7¢ =4p,p(C)P  fiir alle P € Ey.

Beweis. (i) Das vermoge des Homomorphismus v (siehe (1.1)) dem Ideal C zugeordnete Idel
ist ein endliches Idel. Nach Konstruktion von ¢ p/p ist somit der erste Teil der Aussage (i)
klar®.

(ii) Es geniigt, (ii) fiir ein beliebiges Primideal 8 zu zeigen. Zuerst ist wegen der guten
Reduktion von E bei P und Teilerfremdheit von h und P die Erweiterung F'(Ey)/F unver-
zweigt bei . Daher ist das Artinsymbol oy bzgl. der Erweiterung F(Ey)/F wohldefiniert.
Sei x = v(P) € Ip und s = Np/(x), es ist s, = 1. Wegen (B, h) = 1 ist offenbar s, = 1
fiir alle p | h. Wir wenden dann Lemma 1.5 (ii) und die Formel (1.4) an, unter Beachtung der
Tatsache, dass op = [z, F(Ey)/F| und ¥g/r(B) = ¥p/r(x). O

1.2.4 Eigenschaften der Grofiencharaktere ¢p, g

Wir wollen den Rest dieses Abschnittes genauen Untersuchungen des Grofencharakters vg i
zu einer bereits iiber K definierten elliptischen Kurve £ mit CM mit Ok widmen.

Lemma 1.11. Sei fg der Fihrer von ¥g k. Dann ist Y/ vom Typ (1,0), d. h. es gilt:
Yp/k(af) =a  fir alle o € K mit o = 1 mod™fg.

Beweis. Der Beweis erfolgt in zwei Schritten.
1. Schritt. Sei o € K mit @« = 1 mod™fg. Dazu definieren wir drei Idele x, y und z € Ik
wie folgt:

{a, falls pt fg und p 1 oo,
Ty =

1, sonst;

{1, falls p 1 oo,
Yp =
Q, sonst;

5Fiir die Einheitengruppe (’)Iﬁ kommen bekanntlich nur drei Félle vor:
2) K = Q(C): C = 62‘“/37 Ok = Z[C]v O;é’ - {:l:l’ :l:Cv :l:<2 }7
3) O = {£1} sonst.
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1, sonst.

{a, falls p |z,
Zp =

Mit Blick auf Feststellung 1.2 (ii) haben wir dann

Ve/x () = Yek(ayp), Ye/k(z)=1 und Yg/r(ryz) = Yer(a) =1,

wobei in der letzten Gleichung a die kanonische diagonale Einbettung von « in I bedeuten
soll. Diese Gleichung gilt, weil der Grokencharakter ¢p/x definitionsgeméf trivial auf den
Hauptidelen operiert. Daraus folgt:

V() = Yr/xlay)

Zum Beweis der Aussage (i) geniigt es hiervon ¢p/k(y) = a~' nachzuweisen.

2. Schritt. Jeder Teilungspunkte &(u) € Fios C E(K*) wird von dem Artinsymbol [y, K?° /K]
festgelassen. Andererseits besagt aber Gleichung (1.4), dass
ab
§(u) = f(u)[y’K M= 3 WE/K(CU)@ : y_lu) = {(Yp/x(y)o - u) (1.5)

fiir alle £(u) € Elios, denn da alle nichtarchimedischen Komponenten von y trivial sind, so
folgt aus Lemma 1.5
y’lu = u.

Die Relation (1.5) besteht aber fiir alle {(u) € o, daher erzwingt dies ¢ p/x(y)ao =1. O

Zum Schluss dieses Abschnittes zeigen wir noch ein Lemma, welches die Galoisoperation
auf gewissen Teilungspunkten auf E mittels des Grokencharakters ¢g/x beschreibt.

Proposition 1. Seien a ein gebrochenes und b ein von Null verschiedenes ganzes Ideal von
K. Ist s € I} ein Idel mit

sy =1 fir alle Primideale p|b,

so induziert die Multiplikation mit s : K/a — K/a die identische Abbildung auf b~'a/a.
Mit anderen Worten, es gilt:

st =t fiir allet € b™'a/a.
Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 1.5. [

Lemma 1.12. Es sei b ein nichitriviales Ideal von Ok.
(i) Fiir jedes endliche Idel s € I}, mit s, = 1 fiir alle Primideale p|b operiert der Galoisau-
tomorphismus [s, K** /K] per Multiplikation mit Yg/k(s) auf E[b], d. h. es gilt

Pl K"K — ()P fiir alle P € E[b].

(i1) Dieselbe Aussage gilt auch fir jedes zu fp und b teilerfremde Ideal h von Ok, dessen
Primidealteiler in K(E[b])/K unverzweigt sind. D. h., es gill" :

P = g (h)P  fiir alle P € Eb].

"Das Normrestsymbol oy, ist bzgl. der Erweiterung K (E[b])/K.
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Beweis. (i) Die Funktion (2 (—)) := &£(Q - (=), L) : C/o — E(C) ist ein komplexer
analytischer Isomorphismus. Unter Beachtung von s, = 1 und FEios C E(K ab) erhalten wir
aus (1.2) mit z = s das folgende kommutative Diagramm:

Vp/k(z)s™?
_

K/o K/o
lw'(_” lf(ﬂ-(—)) (1.6)
s ab
Etors [ - /K] Etors

Fiir jeden b-Teilungspunkt n von £ = Q0 ist /2 € b~1'0. Zusammen mit Proposition 1
ergibt das obige Diagramm

() K = g(Q /) KPR = Qi (s) - 5T (/)
=L Prk(s) - (n/Q))
= WE/K(S)W)
= Yg/x(s)En).

Somit ist die erste Aussage bewiesen.
(ii) Das ist die idealtheoretische Fassung von der Aussage (i). O

Aus der Surjektivitdt des idealtheoretischen Artinsymbols schliefsen wir, dass zu je-
dem o € Gal(K(E[p"])/K),n € N, ein endliches Idel z € Iy gibt mit z, = 1 und
[z, K(E[p"])/K] = 0. Ubergang zum induktiven Limes liefert:

Folgerung 1.13. Ist p ein von Null verschiedenes Primideal von O, dann gibt es zu jedem
o € Gal(K(E[p™])/K) ein endliches Idel x € I mit x, =1 und folgender Figenschaft:

P? =g /k(x)P fir alle P € E[p™].

Folgerung 1.14. Fir jedes von Null verschiedene, durch fg teilbare Ideal b von Ok ist
K(E[b)) = K°.

Beweis. Der klassischen Theorie der CM [Shi71], [Zha08, Satz 1.13| entnimmt man zunéchst
K" C K(j(E), E[b]) = K(E[b]),

weil F {iber K definiert ist und folglich j(£) € K. Sei nun 7 ein b-Teilungspunkt von E.
Laut Lemma 1.12 (i) operiert jedes endliche Idel z € I}, per Multiplikation mit ¢p/x ()

auf E[b]; gleichzeitig iiberzeugen wir uns leicht, dass zoc = 1 und = € I% C IIZ, da fg|b,
Vg i (x) = 1 impliziert (siehe Feststellung 1.2 (ii)). Wir erhalten also insgesamt

§(r) B ENK =y (@)E(r) = £(7) .

Da o, gerade die Untergruppe G(K®/K°®) von G(K®/K) bilden, zeigt dies die umgekehrte
Inklusion K (E[b]) C K°. O
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1.3 [-adische Galoisdarstellungen

In diesem Abschnitt sei K ein algebraischer Zahlkérper® und K ein separabler algebrai-
scher Abschluss. Die dazu gehorige Galoisgruppe G := Gal(K/K) sei versehen mit der
Krull-Topologie. Weiter sei [ eine rationale Primzahl und V ein endlichdimensionaler (Q;-
Vektorraum.

Definition 1.15. Eine [-adische Darstellung der Galoisgruppe G ist ein stetiger Homomor-
phismus p : G — Aut(V).

Zu einer beliebigen endlichen Primstelle v von K fixieren wir eine iiber v liegende Prim-
stelle w von K. Wir bezeichnen den zugehérigen Restklassenkdrper mit F,,, die Zerlegungs-
gruppe mit D,, und die Tragheitsgruppe mit I,,. Ein (arithmetisches) Frobeniuselement Frob,,
fiir v in Gal(K/K) ist ein (beliebiges) Urbild des Frobeniusautomorphismus ¢,, : @ + 2%
unter der Surjektion D, — Gal(F,/F,) mit ¢, =|F, |. Eine [-adische Darstellung p heift
unverzweigt bei v, wenn die Tragheitsgruppe I, mit w|v in Kern(p) liegt.

1.3.1 Strikt kompatible Systeme /-adischer Darstellungen

Definition 1.16. Ein kompatibles System [-adischer Darstellungen von G ist eine Familie
(p1)1ep stetiger Darstellungen p; von G auf endlichdimensionalen Q-Vektorrdumen V;, sodass
es eine endliche Menge S der endlichen Primstellen von K gibt mit folgenden Eigenschaften:

(a) p; ist unverzweigt an allen endlichen Stellen v ¢ S, deren Restklassenkorpercharakte-
ristik von [ verschieden ist.

(b) (Kompatibilitdtsbedingung) Fiir [, v mit v1l besitzt das charakteristische Polynom
P,,(T) vom Bild p;(Frob,,) des Frobenius auf V,’* die folgenden Eigenschaften:

(bl) P, (T) € Q[T].
(b2) P,(T) := P,;(T) héngt nur von der Primstelle v ab. Dies impliziert insbesondere

die Unabhéngigkeit der Dimension von V; von der Primzahl [ (zur Unabhéngigkeit
an den Stellen mit schlechter Reduktion siehe [ST68, Thm. 3, Thm. 6]).

(c) Alle Eigenwerte von p;(Frob,,) haben fiir jede komplexe Einbettung den Absolutbetrag

qf/Q fiir ein festes k € Z. Wir sagen, das System (p;); € P ist dann rein vom Gewicht
k.

Beispiel 1.17. Ein wichtiges Beispiel [-adischer Galoisdarstellungen sind diejenigen, die zu
abelschen Varietaten assoziiert sind.
Sei A eine abelsche Varietit der Dimension g iiber K. Die absolute Galoisgruppe G operiert
auf

All"] = {P € A(K) | I"|P =0} = (Z/I"Z)*,

8 Allgemeiner kénnen wir einen beliebigen globalen Kérper nehmen.
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der Gruppe der ["-Torsionspunkte auf A(K).
Wir schreiben

T(A) = limA["] = Z}
Vi(A) == T(A) ®z Q= Q",

und definieren die (erste) l-adische étale Kohomologie
Hélt(A7 @l> = Hosz (‘/Z<A>7 Ql) :

Damit ist H} (A,Q;) := H}(A) ein 2g-dimensionaler Q;-Vektorraum, auf welchem G stetig
operiert:

pr: G — Aut (H/(A)).

Das System (p;); dieser Galoisdarstellungen ist strikt kompatibel im Sinne von Serre
[Ser68], [ST68].

Beispiel 1.18. Sei X eine glatte eigentliche algebraische Varietit iiber K. Nach Deligne
[Del74], [Del80] ist die l-adische Kohomologie HY(X X K, Q) ist ein strikt kompatibles
System vom Gewicht w, wobei S die Menge der Primstellen mit schlechter Reduktion fiir X
bezeichne.

Beispiel 1.19. Der zyklotomische Charakter
Zu einer Primzahl [ betrachten wir den Tate-Modul der multiplikativen Gruppe G,,

Ti(p) :=lim gy und - Vi(p) := Ti(p) ®z, Qi

versehen mit der natiirlichen G-Struktur. Es gelten offenbar 7j(u) = Z; und Vi(u) = Q;. Die
G-Struktur induziert eine eindimensionale stetige Galoisdarstellung:

xit o Gal(@/Q) — Aut(Ti(p)) = Zf,

die wir den [-adischen zyklotomischen Charakter nennen. Fiir ein festes 0 € Gal(Q/Q) und
ein festes n € N sei (,, eine primitive p"-te Einheitswurzel und (,”" sein Bild unter o,
o € (Z/p"Z)*. Dann ist x;(0) = lima,p, falls (C,)n € Ti(p).

Die zyklotomischen Charaktere {x;} bilden ein strikt kompatibles System [-adischer Dar-
stellungen von G, vgl. Serre [Ser68|.

Der zyklotomische Charakter y; ist surjektiv, und er ist der einzige Charakter Gal(Q/Q) —
Z[, der auferhalb von [ und oo unverzweigt ist mit der Eigenschaft

xi(Frob,) =p fiir alle p # L.
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1.3.2 Tate-Twist einer Galoisdarstellung

Wir schreiben
Zi(1) :="Ty(), Q1) :=Vi(p) = Zi(1) @z, Q,

und weiter fiir beliebiges n € Ny

Qi(n) == Q(1)*",  Q(—n) := Homg, (Q;(n), Q).

Definition 1.20. Es sei V eine [-adische Darstellung der Galoisgruppe G. Das Tensorpro-
dukt

V(n) =V ®&q Qi(n)

heifit der (n-te) Tate-Twist von V.

Wie man leicht erkennt, ist V(n) =V ®q, x}"-

1.3.3 L-Funktionen zu strikt kompatiblen Systemen /-adischer Ga-
loisdarstellungen

Zu einem strikt kompatiblen System p = (p;); l-adischer Galoisdarstellungen von G =
Gal(K/K) konnen wir nun eine L-Funktion wie folgt zuordnen:

Zu jeder endlichen Primstelle v von K und einer beliebigen iiber v liegenden Primstelle
w von K seien Z, und I, jeweils die Zerlegungsgruppe und die Trigheitsgruppe von w in
G. Weiter seien Frob,, ein Frobenius zu w und ¢, die Restklassenkorperkardinalitidt zu v. Da
die Konjugationsklasse von p;(Frob,) in Aut(V}) nur von v abhéngt, bezeichnen wir diese
mit Frob,.

Der lokale Eulerfaktor L,(p,T') bei v ist definiert als das Inverse zu
D,(T) := det (1 — py(Frob, )T | V[™) fiir v{l.

Wegen der strikten Kompatibilitit von (p;); hdngt das Polynom D,(7") nicht von der Wahl
von [ ab, auferdem gilt D,(T) € Q[T] (vgl. [Ser77, Kap. 1|). Die globale L-Funktion ist
definiert als Produkt der lokalen Eulerfaktoren:

L (p,s) =[] Lu(p. 0,°)-

vfoo

Bemerkung. Sei x ein beliebiger Charakter von Gal(Q/Q). Da wir eine feste Einbettung
Q — C und einen festen Isomorphismus Q, = C fixiert haben, ist p ® x = (p; ® x); wieder
ein strikt kompatibles System [-adischer Darstellungen und das entsprechende Eulerprodukt
lasst sich ebenfalls wie oben definieren.
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1.3.4 Definition der komplexen L-Funktion zu Sym*E ® Eg

Fiir diesen Abschnitt sei £/Q eine elliptische Kurve mit CM mit O, K sei ein imaginir
quadratischer Zahlkérper. Des Weiteren legen wir fiir die ganze Arbeit die folgende Normie-
rung fest:

Wir setzen fiir eine beliebige Primzahl [
T(E) :=lim E[I"],  Vi(E) := Ti(E) ®z, Q.
Die Involution
TV(E)? — V(E)®, z@yr—y®u

induziert eine Zerlegung von V;(E)®? in die direkte Summe der +1-Eigenrdume von 7:
Vi(E)®* = Sym®(Vi(E)) & Alt*(Vi(E)).
Der 3-dimensionale 1-Eigenraum Sym?(Vi(E)) heift das symmetrische Quadrat von V;(E).

Sei nun F' ein beliebiger Zahlkdrper und p ein von Null verschiedenes Primideal von Op
und p ein iiber p gelegenes Primideal von Ox. Die absolute Galoisgruppe Gal(F/F) operiert
auf V;(E). Es bezeichnen Z, und I, die Zerlegungsgruppe bzw. die Tréigheitsgruppe von p | p
in F/F.

Der modulo I, eindeutig bestimmte Automorphismus in Z,, den wir als Frob, schreiben,
mit der Eigenschaft

Frob,(a) = a? mod p fiir alle a € O, ¢=Np
heilt arithmetischer Frobenius und sein Inverses Frob, U heikt geometrischer Frobenius.

Der Einfachheit halber schreiben wir Sym?E ® E statt (Sym*E) ® E. Der p-Eulerfaktor
des strikt kompatiblen [-adischen Systems (p;); = Sym*E ® E /r ist definiert als das Inverse
7u

Dy(T) = det (1= pi(Frob, )T | (Sym(Vi(E)) & Vi(E))" ) € Q[T

Die primitive L-Funktion L (Sym’E ® E,p,s) zum strikt kompatiblen System (p;); ist
dann gegeben durch das Eulerprodukt

L) (Sym’E ® Eyp, s) == | [ Do(Np )",
ptoo

wobei A/ die Absolutnorm der Ideale bedeuten soll.
Es sei bemerkt, dass man fiir die duale Normierung H}'(E) = Homg,(Vi(E),Q;) statt
V/(E) und den arithmetischen Frobenius statt des geometrischen Frobenius nimmt.
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1.4 Motive

Wir wollen uns jetzt dem auf Alexander Grothendieck zuriickgehenden Begriff Motiv zuwen-
den. Diesen Begriff hat er zum ersten Mal im Jahre 1964 in seinem Brief [Gro01] an Serre
eingefiihrt.

1.4.1 Motive iiber QQ

In der algebraischen Geometrie ist der Urtyp eines Motives wie folgt beschrieben: Es sei X
eine iiber Q definierte glatte projektive Varietdt und m sei eine feste nicht-negative ganzratio-
nale Zahl. Wir schreiben X (C) fiir die Menge aller komplexen Punkte auf X. Die algebraische
Geometrie und die Topologie liefern drei verschiedene Typen von Kohomologiegruppen fiir
unser X

— die Betti-Kohomologie mit rationalen Koeffizienten von der komplexen Mannigfaltigkeit
X(0),

— die algebraische de-Rham-Kohomologie von der algebraischen Varietit X/Q versehen
mit einer Hodge-Filtrierung,

und nicht zuletzt fiir jede Primzahl [

— die [-adische Kohomologie von X mit Koeffizienten in QQ; vom Grad m:

Ein Motiv M iiber Q (zur abelschen Varietit X) ist eine Abstraktion von obigem System
{HF(X(C)), HER (X)), H"(X)} mit festen Vergleichsisomorphismen:

Hg'(X)®o Q1 = H"(X)
Hg(X)@QC = H]S”R(X)(X)QC.

Das zu M duale Motiv M"Y ist definiert als das Motiv zu den dualen Realisierungen von M.

Beispiel 1.21. Das Tate-Motiv Q(1). Dies ist ein Motiv von Hodge-Gewicht (1,1) und
Dimension 1 mit den Realisierungen

Hp(Q(1)) = 2miQ, Hpr(Q(1)) =Q, H(Q(1)) = Vi),

mit den kanonischen Vergleichsisomorphismen

1%

Hp(Q(1)) ®q Qi Hi(Q(1)),
Hp(Q(1)) ® C = Hpr(Q(1)) ®q C,

dabei operiert die absolute Galoisgruppe Gg auf V;(x) durch den zyklotomischen Charakter.
Das duale Motiv zum Tate-Motiv Q(1) ist H?(P!).
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Ist X eine glatte projektive Varietét iiber Q, und schreiben wir X" als die zu X assoziierte
komplexe analytische Mannigfaltigkeit und H™(X)(n) := H™(X) ® Q(1)", so hat der Tate-
Twist M @ Q(n) := M @ Q(1)®" des Motivs zu X die Realisierungen

HE(X)(n) = HE(X) @q (2mi)'Q = H™(X™, (27)"Q),
HE(X)(n) = HEa(X), -
HP(X)(n) = HP'(X) g, (Fi(Q(1)™" = lim H"(X xq @, ")

mit den Vergleichsisomorphismen

Hg' (X)(n) ®o Q= H"(X)(n),
Hy'(X)(n) o C = Hpg(X)(n) @q C.

1.4.2 Die motivischen L-Funktionen

Ahnlich wie bei abelschen Varietiten kénnen wir auch die zu den Motiven assoziierten L-
Funktionen iiber ihre [-adischen Realisierungen definieren.

Es sei M ein Motiv iiber Q mit den [-adischen Realisierungen M; = H;(M), welche
annahmeweise ein strikt kompatibles System [-adischer Darstellungen im Sinne von Serre
sind (vgl. [Del74], [Del80]). Fiir jede nicht-archimedische Stelle v von Q haben wir eine
wohldefinierte Operation des Frobeniusautomorphismus Frob, auf dem Fixraum MZI“ unter
der Tragheitsgruppe I,,. Der lokale L-Faktor an der Stelle v mit v # [ ist dann gegeben durch

Ly(M, s) = det(1 — Frob, "(Nwv)™* | M)~ (1.7)

Unter der Hypothese, dass (1.7) unabhéngig von der Wahl von [ ist, konnen wir die motivische
L-Funktion zu M als Eulerprodukt von den lokalen Faktoren definieren:

LM, s) = [ Lo(M, s),

wobei v alle nicht-archimedischen Stellen von Q durchlduft.

Um den Gamma-Faktor zu definieren, benutzen wir die Betti-Realisierung Hg(M). Ge-
nauer gesagt, der Gamma-Faktor I'(M, s) hdngt von der Isomorphieklasse des komplexen
Vektorraums Hp(M) ®q C ab, welcher mit der Hodge-Zerlegung und einer Involution F.
versehen ist, vgl. [Ser70, §3|, [Del79] und [DOMS89].

Fiir die vollstindige motivische L-Funktion L(M,s) := L(>)(M,s) - I'(M,s) wurden die
folgenden vermuteten Eigenschaften formuliert:

(1) L°(M,s) konvergiert im Bereich Re(s) > 1+ £, wobei k das Gewicht des Motivs M
ist. Somit ist L(M, s) wohldefiniert und holomorph in diesem Bereich.

(2) L) (M, s) ldsst sich auf ganz C meromorph fortsetzen. Der einzige mogliche Pol ist
beis =1+ g, wo L(>)(M, s) niemals verschwindet, selbst wenn sie dort holomorph ist.
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(3) Die vollstidndige L-Funktion L(M,s) erfiillt eine Funktionalgleichung (vgl. [Del79, §1

(1.2.3)] ):
L(M,s)=¢e(M,s)- L(M",1—s), (1.8)

wobei MY das duale Motiv zu M und (M, s) die e-Funktion zu M bezeichne.

1.5 p-adische Distributionen und Mafse

In diesem Abschnitt dienen als generelle Referenz Washington [Wei86] und Yager [Yag82].

Fiir die allgemeine Darstellung der Theorie sei K eine endliche Erweiterung von Q, mit
dem Ganzheitsring O und es sei GG eine beliebige kompakte, total unzusammenhingende to-
pologische Gruppe, z. B. eine proendliche Gruppe. Es gibt folgende dquivalente Definitionen
der p-adischen Distributionen auf GG. Dabei benutzen wir die Notation

M = {lokal konstante Funktionen f:G — K}.
Offenbar ist M ein Q,-Vektorraum.
Definition 1.22. Eine p-adische Distribution p auf G ist ein Q,-lineares Funktional
weM— K.
Gebrauchlicherweise schreiben wir [ fdu := u(f).
Weiter schreiben wir
S := {kompakt-offene Teilmengen von G}

und haben die folgende dquivalente:
Definition 1.23. Eine p-adische Distribution p auf G ist eine endlich additive Abbildung:

S — K,
d. h. fiir endlich viele paarweise disjunkte kompakt-offene Teilmengen von G gilt pu(UU;) =

> w(Us).
Die p-adischen Distributionen p nach der ersten Definition entsprechen eineindeutig den
p-adischen Distributionen p nach der zweiten Definition, und die Bedingung

w(U) = / xudp fiir alle kompakt-offenen Teilmengen U C G,
e

wobei yp die charakteristische Funktion von U bedeuten soll, definiert eine 1-1-Korrespondenz

{Q,-lineare Funktionale auf M} LN {endlich additive Funktionen auf S}.

Definition 1.24. Eine p-adische Distribution p auf G heiftt ein Mafl, wenn eine Konstante
B € R existiert, derart dass | u(U) |< B fiir alle kompakt-offenen Teilmengen U von G.
Hierbei bezeichne | - | die Betragsbewertung auf K.

Hieraus schlieft man insbesondere, dass wenn sich der Wertebereich von p in O befindet,
1 bereits ein p-adisches Maf ist.
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1.5.1 Die Iwasawa-Algebra

Die Iwasawa-Algebra einer proendlichen Gruppe G ist definiert als die kompakte topologische
O-Algebra
AlG] == O[[G]) = lim O[G/H],

wobei H die Menge aller offenen Normalteiler von G durchliuft.
Uns interessiert vor allem die Iwasawa-Algebra derjenigen Gruppen, die mit einer soge-
nannten ,linearen p-adischen Struktur ausgestattet sind.

Definition 1.25. Eine lineare p-adische Struktur auf einer kompakten Gruppe G ist eine
direkte Produktzerlegung
G=HxC(C

in eine endliche Gruppe H und eine Gruppe C, die zu ZZ topologisch isomorph ist fiir ein
d e N.

1.5.2 p-adische Malie und Potenzreihen

Es seien G eine endliche abelsche Gruppe und G ihre Charaktergruppe. Des Weiteren sei R
ein kommutativer Ring, welcher die Werte 6(G) fiir alle Charaktere § von G enthalte, und
es gelte |G| € R*. Zu jedem 6 € G definieren wir nun die orthogonale Idempotente

Iel] Z 6(c)o " € R|G],
ceG
die die folgenden Eigenschaften besitzt:

(a) 53 = <o,

( ) EpEpr = O falls 6 7é 9/
(€) 1=24cqc0,
(d

) 90 = x(0)eg.
Jeder Q[G]-Modul M lisst sich als direkte Summe
M= M, mit My:=c,M (1.9)
0eC
darstellen. Insbesondere ist My der Eigenraum von jedem o € G zum Eigenwert 6(c), was
leicht an der Eigenschaft (d) zu erkennen ist.
Nunmehr legen wir eine Gruppe G mit p-adischer linearer Struktur zugrunde und schrei-

ben G = A x T, wobei | A|< 0o und T' = Z fiir ein d € N.

Definition 1.26. Ein Charakter ¢ von G heifst von erster Art bzw. von zweiter Art , wenn
élr =1 bzw. ¢|a = 1.
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Legen wir einen p-adischen Zahlkorper mit dem Ganzheitsring O fest, so gibt es bekannt-
lich eine 1-1-Korrespondenz

{O-wertige Mafe auf G} ELN O[A][[T]],

hierbei bezeichne T' das Tupel (11,...,Ty).
Um weitere Korrespondenzen herstellen zu kénnen, machen wir nun folgende Hypothese:

(a) (|Al,p) =1,
(b) 6(A) C O fiir alle 6 € A.

Wie am Anfang dieses Abschnittes definieren wir die orthogonalen Idempotenten

Ze Jo~t e 0[A],

UEA

da |A|€ O, und erhalten die Isomorphien

o[A|[T]] — E@@HT}]-@L@OHT]} (1.10)
g — Zgg(T)-Sg — (.., 90(T),...), (1.11)

wobei die erstere sich wegen der Zerlegung (1.9) und der Inklusion O[A]-ey C O-gy ersichtlich
ist. Sonach haben wir also eine 1-1-Korrespondenz zwischen Mafen und Tupeln der formalen
Potenzreihen:

{O-wertige Mafe auf G} ELN @ o|r

6eA

Ist insbesondere G = Zg, so gibt uns die folgende Proposition ndhere Auskunft iiber diese
1-1-Korrespondenz zwischen p-adischen Mafen und formalen Potenzreihen:

Proposition 2. Fs sei G(1T1,T,) € O|[11,T3]] eine formale Potenzreihe. Dann gibt es ein
eindeutig bestimmtes Maf ug auf Z]% mit Werten in O, sodass die Gleichung

/ (14 T11)" (1 + To)*dpc(s1, s2) = G(11, T3)
72

gilt. Umgekehrt lisst sich die korrespondierende formale Potenzreihe zu einem gegebenen
O-wertigen Maf$ i1 auf ZZ% wie folgt ausdriicken (,Amice-Transformation®):

G To) = ) (fzg (Z) (22) d#(31,32)> ny'

m,n>0
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Wir kehren zur allgemeinen Situation zuriick, d. h. ohne Einschrinkung sei G = A X
(1+pZ,)?, |Al< oo und d € N. Jedes z € G hat die Zerlegung © = (zq, ..., z4) mit T € A
und z; € 1+ pZ, fiir 1 <i < d. Legen wir d topologische Erzeuger u;,1 <i < d, von 1+ pZ,
fest, so haben wir die nachstehende

Proposition 3. Es seien pu ein O-wertiges Maf auf G und (..., go(T),...) € @pea O[[T]]
die dazu korrespondierende formale Potenzreihe. Dann gilt fiir jedes 6 € A, jeden Charakter
¢ =Q%L ¢ € G 2weiter Art und jedes Tupel (s1,...,8q) € Z;f die folgende Relation:

/ (H e ) da(wo, - wa) = go (Er(w)ui =1, dalua)ug’ = 1).
A><(1+pr)



Kapitel 2

Rankin-Selberg- L-Funktionen

2.1 Notationen und Voraussetzungen

In der ganzen Arbeit, wenn es nicht anders bemerkt ist, sei K ein imagindr quadratischer
Zahlkorper der Klassenzahl 1 mit der Diskriminante —dx und dem Ganzheitsring O
E sei eine elliptische Kurve iiber Q mit CM mit O, ¥g/x bezeichne den assoziierten
Grokencharakter zu E/K [Sil86] und fz dessen Fiihrer.
Wir legen ein Weierstrak-Modell fiir E fest:
E/Q: 92 = 4a® — 92X — gs,

sodass ¢o, g3 € Z, und sei L das Periodengitter zu diesem Weierstrak-Modell. Wir fixieren
ein Element Qp € £, derart dass £ = QpOy gilt.
Ferner nehmen wir eine Primzahl p, an welche wir folgende Hypothese stellen:

(a) (pa 6dKfE) = 17
(b) p sei zerlegt in K/Q mit pOx = pp.
(¢) go und g3 seien ganz bei p und die Diskriminante von E sei nicht durch p teilbar.

Weiter seien

Ck = I /K*, Idelklassengruppe von K,

CR = Kongruenzuntergruppe mod m, m <1 O,

K™ = Strahlklassenkérper mod m, m < Oy,

w = Teichmiiller-Charakter: Z; — p, 1, der jedem x € Z; ein

w(z) € pp—1 zuordnet, welches durch die Kongruenzbedingung w(x) = x mod p
eindeutig bestimmt ist.

Nicht zuletzt bezeichne K, die Komplettierung von K bei p und wir identifizieren K mit
Qp. Mit 9%, / le,’E /K fiir beliebige ganzrationale Zahlen a,b meinen wir stets den primitiven

Grokencharakter. Es ist klar, dass der Fiihrer fw“E/K%/K von @/}%/KQZ%/K immer den Fiihrer

fE von Vg teilt.

25
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2.2 Darstellung als Produkt der Hecke-L-Funktionen

Nach Wiles (siche [Wil95] und [BCDTO1]) ist E eine modulare elliptische Kurve zu einer
cuspidalen G Lo-Darstellung o’. Fiir das Motiv Sym?(E) liefert nun der Gelbart-Jacquet-Lift
eine automorphe Darstellung 7’ = Sym?(o’) als Partner der (generell vermuteten) Langlands-
Korrespondenz. Falls der Gelbart-Jacquet-Lift 7’ nicht cuspidal ist, versagt die bisher ange-
wandte Methode zur Untersuchung kritischer Werte der Rankin-Selberg-Faltungen L(7’, o’, s).

Fiir den Fall, dass o und ¢’ automorphe Darstellungen von G L, sind, die zu zwei el-
liptischen Kurven E und E’ mit komplexer Multiplikation gehoren, ist die Rankin-Selberg-
Faltung L(7’, 0, s) gerade das Produkt der L-Funktionen der Grofencharaktere.

In dieser Arbeit betrachten wir den Fall £ = E’. Zur Herleitung dieser Produktdarstel-
lung aus darstellungstheretischer Sicht legen wir fiir den weiteren Verlauf dieser Arbeit die
Konventionen wie in der Notation ganz am Anfang dieser Arbeit zugrunde.

Wir wenden uns jetzt der Aufgabe zu, die Produktdarstellung der Rankin-Selberg-L-
Funktionen zu nicht-cuspidalen Gelbart-Jacquet-Lifts herzuleiten.

2.2.1 Der zerlegte Fall ¢ = qq

Zunichst studieren wir die g-adische Realisierung von Sym*FE ® F /0, wobei die Primstelle ¢
in K/Q zerlegt ist und bei der die elliptische Kurve E/Q gute Reduktion hat.

Es gilt F[q"] 2 Ok /q" = Z/q"Z und der Ubergang zum projektiven Limes ergibt V,(E) =
Q- Analog haben wir V4(E) = Q,.

Mit p, und p, bezeichnen wir die Galoisdarstellung

pet GalQ/K) — Aut(Vy(E)) = Qy,

pot Gal(@/K) — Aut(Vy(E)) = Q)
und schreiben G := Gal(Q/K) sowie Gg := Gal(Q/Q). Aus der Darstellungstheorie kennen
wir die folgende Definition:

Definition 2.1. Die induzierte Darstellung von p, auf Gg ist gegeben durch

Indg2 p, = Q[Gq) ®qia Va(E) = Q[Gal(K/Q)] ®q Vy(E).

Wir betrachten die Operation von Gg = Gk x Gal(K/Q) auf dem 2-dimensionalen
Darstellungsraum W, = Q[Gal(K/Q)] ®q V4(£) = Q[{id, 7}] ®q V4(E), dabei bezeichne
7 € Gal(K/Q) die komplexe Konjugation.

Es sei v ein von Null verschiedener Vektor im eindimensionalen Q,-Vektorraum V,(E).
So bildet By := {id®v, 7 ® v} eine Q,-Basis von W;. Die Operation von Gg auf W; wird
offenbar vollstindig beschrieben durch die folgenden Relationen

Te(id®v) =7T®uv,
Te(T®v) =1id ®v, (2.1)
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und fiir ein beliebiges g € G haben wir
ge (id®v) =id®g e v,
ge(T®v) =77 'gr e, (2.2)
hierbei bezeichne ge die Operation von g auf V,(E£) bzw. Wi, genauso ist es mit Te.
Die Operation (2.2) ldsst sich wie folgt nachvollzichen:
ge(r@v) = (g7)e(id&v)
= (r77'g7) e (id ®v)
= 7(77'g7) e (id ®@v)

Te (ide7r 'gr e )

@ e T g e 0. (2.3)

Fiir die komplex konjugierte Darstellung p, wird die Operation von Gg auf Wy :=
ClGal(K/Q)] ®c V54(E) in analoger Weise erklért.
Wir wéhlen die Basis By := {id ®7v,7 ® 70} von Ws, somit haben wir fiir die komplexe
Konjugation 7 € Gal(K/Q):
Te(ld®Tv) = T®TU
Te(T®TV) = id®TV
und fiir ein beliebiges g € G gilt:
ge (id®tv) = id®T(r'gr)ew
ge(T®Tv) = TRT(ge0).
Identifizieren wir die Elemente in Q[Gal(K/Q)] ®g V4(E) und Q[Gal(K/Q)] ®q V5(E) via

der Vorschrift
T(r®ov):=id®rmv und 7(ild®v):=7® 10,

so erhalten wir ein kommutatives Diagramm

T 1gTe
id @ ——4d (17 lgr) 0w

I%O(To) If—o(ﬂro)

id @7t J id®g e Tv.

Die Darstellungen p, und p, faktorisieren iiber Gal(K*"/K). Ist € Ix ein Idel und
[z, K**/ K] sein Normrestsymbol, so gelten:
polle, K/ K]) = vp/i(x) und  py([z, K/ K]) = ¥p/x(2).

Die oben angegebenen Operationen von [z, K*°/K] auf den Basen B; und Bs lassen sich
nun umschreiben:

[z, K* /K] o (id@v) = Ygyr(2)(id @),
[z, K* /K] e (T®v) = Yp/k(T)(T ® ). (2.4)

Nach diesem Vorgriff kommen wir nun zur
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Proposition 4. Es gibt einen Go-Modulisomorphismus

o Vo(B) x Va(E) 5 Indglp,
(r,y) — dRz+7TRTY.

Etwas Darstellungstheorie

Lemma 2.2. Fir jede in K zerlegte Primzahl q, bei der E/Q gute Reduktion hat, ist
Indg?; (p2%) @ 2 (Indgﬁ (pg) ® Vq(,u)) die g-adische Realisierung von Sym*E @ E .

Beweis. Zum Beweis geniigt es, die Operation von einem beliebigen g € G und der kom-
plexen Konjugation 7 € Gal(K/Q) jeweils auf einer Basis der linken und der rechten Seite
zu vergleichen.
Wir fixieren einen Basisvektor v vom Qg-Vektorraum V,(E), so ist 7v ein Basisvektor von
V4(E) und somit {v,7v} eine Basis von V,(E) = V4(E) x V5(E) durch Identifikation von v
mit (v,0) und 7v mit (O, Tv).

Eine Basis von Sym*E ® Eq ist gegeben durch B = {by, by, b3, by, b5, bs} mit

by = v®URw,

by = VR TV TUL,

bs = vRTUVRV+TVR VR,
by = vR@TUVRTUH+TUVR®UQ TV,
bs = v®@v® TV,

be = TVRTUVR V.

Des Weiteren sei w( -, ) : V,(E) x V,(E) — V,(u) die Weil-Paarung [Sil86, III. §8].
. . G G
Eine Basis von Indg? (p5?%) @ 2 (Indcg (pg) @ Vq(,u)> gegeben durch
B’ = {b}, b, b, b, b, b} mit

b, = (idov)®0®0,
b, = (TQuv)® 040,
by = 06 (d®v® w(v,v)) S0,
by = 00 (T®v®w(rv,v)) ®O0,
by = 0806 (ildev®w(v,Tv)),
by == 00D (T®v®w(rv,v)).
Man sieht leicht, dass die Abbildungsmatrizen Mp(7) und Mp (1) die Gestalt
01 00O0O
100 00O
0001O0O0
M) =Mp(™) =14 0 10 0 0
00 0O0O01
000O0T1O0
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haben. Zu einem beliebigen g € G sei x ein Idel in Iy, sodass' g |gw= [z, K**/K]. Mit
Blick auf (2.4) ist es ersichtlich, dass die Abbildungsmatrizen folgende Gestalt haben:

¢%/K(x) 0 0 0 0 ’
0 @%/K(x) 0 0 0 0
0 0 ¢F ez 0 0 0
v  Mo(a) = E/K _
B(9) 5(9) 0 0 0 wE/K¢?E/K(x) 0 0
0 0 0 0 @/J%/KwE/K(m) 70
0 0 0 0 0 @DE/K%%;/K@)

Aufgrund der Beliebigkeit von g geht nun die zu zeigende Aquivalenz der beiden Darstellun-
gen hervor. [

2.2.2 Der trage Fall ¢ = q

Es verbleibt noch den Nachweis dafiir, dass Indgqf( (P2 @2 (Indg‘f{ (pg) ® Vq(u)> die g-adische

Realisierung von Sym?*E ® E)q ist fiir diejenigen Primstellen ¢ von Q, bei denen E/Q gute
Reduktion hat und die in K/Q trige sind.

Sobald wir zeigen konnen, dass es, wie im zerlegten Fall, ebenfalls eine Zerlegung V,(E) =
Vi @ Vo vom Tate-Modul V,(E) in zwei Gg-invariante eindimensionale Unterrdume gibt, die
von der komplexen Konjugation vertauscht werden, so lésst sich der Beweis im zerlegten
Fall wortwortlich auf den triagen Fall ¢ = q iibertragen, wobei v jetzt einen beliebigen von
Null verschiedenen Vektor von V; bezeichne. Dass v € V, gilt, ist ersichtlich, wenn wir die
Weil-Paarung in Betracht ziehen. Da die Darstellung V,(E) zweidimensional ist, reicht es,
die folgende Proposition zu zeigen:

Proposition 5. Fir jede elliptische Kurve E/Q mit CM mit Ok ist die Galoisdarstellung
¢:Gg — Aut(V,(E))
reduzibel fir alle Primzahlen q.

Beweis. Im CM-Fall haben wir einen Monomorphismus Ox — End(V,(F)) und die Galois-
operation von G auf V,(E) ist Ok-linear. Genauer ist der Tate-Modul T,(E) ist ein freier
Z; ® Og-Modul vom Rang 1 (vgl. [Sil94, II. 1.4]). Daraus folgt, dass Gx kommutativ auf
V,(E) operiert. Also ¢ ist reduzibel. O

Somit kénnen wir fiir die g-adische Realisierung von Sym?’E® E /Q genauso argumentieren
wie im zerlegten Fall.

Lemma 2.3. Fir jede in K trige Primzahl q, bei der E/Q gute Reduklion hat, ist
Indg‘i (P2 @2 (Indgi (pg) ® Vq(u)> die g-adische Realisierung von Sym*E @ E q.

. K*® /K] : Ix — Gal(K?"/K) ist surjektiv.
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2.2.3 Der archimedische Fall

Um den Gamma-Faktor zu Sym’* FQ £ /o zu bestimmen, miissen wir zunéchst die Weilgruppen
zu C bzw. R einfiithren. Fiir die allgemeine Definition der Weilgruppen verweisen wir auf
[Del70, 1.3] und |Tat79, §1].

Definition 2.4. Die Weilgruppe W¢ zu C ist definiert als die multiplikative Gruppe von C:
We := C*,
und die Weilgruppe Wx zu R ist definiert als die disjunkte Vereinigung
Wg := C* U ;jC*
mit einem j, welches den folgenden Bedingungen geniigt:
j2=—1 und jzj ! =7z fiir alle z € C*,

hierbei bezeichne 7 die komplexe Konjugation.

Wir kénnen geméaf der obigen Definition die komplexe Weilgruppe We in die reelle Weil-
gruppe Wr einbetten.
Die zu E/Q gehorige Weilgruppendarstellung pg

Die Betti-Kohomologie (vgl. [Tat79, §4.4] und §1.4) H5(E/Q,C) zu E/Q hat bekanntlich
die folgende Hodge-Zerlegung

HL(E/Q,C) = HYO ¢ HOD (2.5)

mit eindimensionalen C-Untervektorrdumen H1% und H®V . Die Operation der Weilgruppe
Wr auf Hy(E/Q,C) wird wie folgt beschrieben, vgl. [Tat79, §4.4]:

(a) Jedes z € W = C* operiert als Multiplikation mit 2~ '7(2)™" = z=! auf H® und als
Multiplikation mit 2°7(2)~' = 7(2)~" auf HOY.

(b) Das Element j entspricht der komplexen Konjugation, es vertauscht die beiden Unter-
riume: j(H10) = HO 5(HOD) = [.0),

Sei nun u ein von Null verschiedener Vektor in H9 . Sein Bild in H®V) unter j bezeichnen
wir mit ju, dies ist also ein Basisvektor von H(Y, Wegen j2 = —1 haben wir j(ju) = —u.
Durch Identifikation von w mit (u,0) und ju mit (0, ju) kénnen wir {u, ju} als eine Basis
von H(E/Q,C) festlegen, somit haben wir

PEoco: Wr — GLy(C) = Aut(Hz(E/Q,C))

zZ (é 7'02> fiir alle z € W,

i H(_Ol (1)) (2.6)
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Der Gamma-Faktor zur Weilgruppendarstellung pg o lautet nach Serre? [Ser70, §3, (19),
§3.2, (25)]:
Fw(E,s) =Tc(s) = (2m)"°T'(s). (2.7)

Die zu g /x gehdrige Weilgruppendarstellung py,, .

Der Grokencharakter g, induziert eine eindimensionale Darstellung der komplexen Weil-
gruppe We = C*. Da 1g/x vom Unendlichtyp (1,0) ist, haben wir

P r00 - We —>GL1(C)

z 2z
Der Gamma-Faktor berechnet sich nach [Ser70, §3, (19)§3.2, (22)] wie folgt?®:
FOO(ple/K70073> =I'c(s) = (2m)"°T'(s). (2.8)
Wie in §2.2.1 kennen wir die folgende

Definition 2.5. Die induzierte Darstellung von py, . oo auf Wg ist gegeben durch

Ind}j‘vli Pig) k00 = C[WR] Qcwe] Pig .00 = C[WR/WC] ®c Pk 00

Bemerkung. Die Ubereinstimmung von (2.8) mit (2.7) liegt daran, dass die Definition der
Gamma-Faktoren von Serre [Ser70, §3.1, §3.2] dem Artin-Formalismus (Verallgemeinerung
von [Neu92, VII. 10.4]; wir ersetzen dort die Galoisgruppen durch die entsprechenden Weil-
gruppen und erhalten den gleichen Formalismus) geniigt, denn es gilt: pg o, = Ind%ﬂé Pk o0
Vergleich der Weilgruppendarstellungen

Die reelle Weilgruppe Wg operiert folgendermafen auf C[Wg/W¢| ®c P i 00"

e(loz) = jou,

J
je(jer) = —(1®), (2.9)
und

ze(l®z) = 1@z 'z=2"1®uz),
ze(j@r) = j®(r2) v =(r2)"(j®2) (2.10)

fiir ein beliebiges z € We.

2Wir setzen fiir unsere Situation (p,q) = (0,1) in [Ser70, §3.2, (25)] ein.
3Wir setzen jetzt (p,q) = (1,0) in [Ser70, §3.2, (22)] ein.
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Des Weiteren ist die Operation von Wx auf Hp(Q(1)) wie folgt beschrieben:
(a) Jedes z € W¢ operiert als Multiplikation mit z~!(72)~".

(b) Das Element j operiert als Multiplikation mit —1.

Bezeichnen wir nun die zu Sym?E ® E)q gehorige Darstellung der Weilgruppe Wg mit
PSym2E®E g,000 SO konnen wir das folgende Resultat formulieren:

Lemma 2.6. Wir haben den folgenden Isomorphismus der Darstellungen der reellen Weil-
gruppe Wg:

pSym2E®E/Q,oo = Ind%”é(pszm’oo) 2 (Inde[ji(pwE/K,oo) ® HB(Q<1))) :

Beweis. Ganz analog wie in Lemma 2.2 fiir den zerlegten Fall betrachten wir die Operation
von einem beliebigen z € W und die Operation von j jeweils auf einer Basis der linken und
der rechten Seite. Wir wihlen einen von Null verschiedenen Vektor u von H»?) dann ist ein
Basis von pgym2pep,g .00 gegeben durch B = {by, by, b3, by, b5, bg} mit

b = u®u®u,

by = Ju®ju® ju,

by = u@juuU+ juRu u,
by = u®ju® ju+ juRu® ju,
bs = u®u® ju,

bg = Ju® ju® u.

Wir fixieren einen von Null verschiedenen Vektor v € py, . oo und einen von Null ver-
schiedenen Vektor w von Hg(Q(1)). Dann bilden die Vektoren

b, = (1®v)®0a0,
b, = (jo®v)®0a0,
by = 08 (1®vew)®0,
b, = 06 (j@uvew)®O0,
by == 0006 (1®vew),
by = 0000 (J®vew).

eine Basis B’ von Ind%ﬁ(pffzmm) ®2 (Ind%ﬁ(p%m,oo) ® HB(@(l))).
Mit Blick auf (2.6), (2.9) und (2.10) ergibt sich, dass die Abbildungsmatrizen Mg(j) und
Mp/(j) die Gestalt

O 1.0 0 O O
-1 00 0 0 O
. . 0O 00 -1 0 O
O 00 O 0 -1
O 00 O 1 O
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haben. Analog haben zu einem beliebigen z € W = C* die Abbildungsmatrizen folgende
Gestalt:

2730 0 0 0 0
0(r2)? 0 0 0 0
B 10 0 23zt 0 0 0
Mp(2)=Mp(2)=| o 0 zlr2)2 0 0
0 0 0 0 2z %r2)! 0
0 O 0 0 0 2z Yr2)?
Somit ist das Lemma bewiesen. O

2.2.4 Schlussfolgerung

Als unmittelbare Konsequenz aus den Ergebissen in vorigen Abschnitten ergibt sich die
folgende

Proposition 6. Es gilt:

L(Sysz ® E/q, s) = L(¢135‘/K7 s) - L(¢]2E/K15E/K7 5)2-

Beweis. Es folgt zundchst aus Lemma 2.2 und Lemma 2.3, dass
2
L)(Sym*E ® Eq,s) = L) ((Indgﬁ([,?iﬂ))q,s) . () ((Indgﬁ(pq) ® %(u))q,s) :

hierbei bestehe die Ausnahmemenge S der kompatiblen Systeme (Indgi(pﬁ??’)) und
q

(Indgi(pq) ®Vq(ﬂ)> aus denjenigen Primstellen, wo E/Q schlechte Reduktion hat. Da

q
der Tate-Twist Verschiebung um 1 verursacht, erhalten wir unter Verwendung des Artin-

Formalismus (vgl. [Neu92, S. 544]):
rechte Seite = L(w)((p?‘g)q, 8) - L ((pg)g, s — 1)
= LY, s) - L™ (g, s — 1)
= L™ W%/Ka s) - L) (¢J23/K1/_1E/K, S)2~

Nicht zuletzt liefert Lemma 2.6 die Gleichheit der Gamma-Faktoren der beiden Seiten der
zu zeigenden Gleichung. Somit folgt die Proposition. O]

In vollstandiger Analogie zur obigen Proposition gilt iber K die Produktzerlegung
L(SmeE ® E/KJ 8) - L<¢%/K7 5)2 ’ L<w2E/K'[EE/K7 8)47

indem man die Tatsache L(w%/K&%/K, s) = L(?ﬂ%ﬂ(&%m, s) heranzieht, siehe auch §2.2.5,
Lemma 2.7. Eine weitere Moglichkeit, die obige Zerlegung zu zeigen, ist unter Benutzung
des quadratischen Charakters ¢y zu K/Q, vgl. z. B. [Bum97, §1.8.
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2.2.5 Rankin-Selberg--Funktionen mit Twists

Nunmehr wenden wir uns der getwisteten Rankin-Selberg- L-Funktion zur automorphen Dar-
stellung Sym*FE ® Eq zu.

Hierfiir sei x : Ig — C* ein Grofencharakter mit p-Potenz-Fiihrer. Das bedeutet, dass
Kerny = Igl(@X fiir ein n € Nj. Folglich konnen wir x als einen Charakter von CQ/C(gL

betrachten mit ng, = .f(gn(@x/@X der Kongruenzuntergruppe modulo p”. Dies ist aber via
Klassenkorpertheorie isomorph zu Gal(Q(y,»)/Q). Somit ist x auch ein zyklotomischer Ga-
loischarakter.

Lemma 2.7. Sei Nk g die Normabbildung bzgl. der Korpererweiterung K/Q. Dann gilt fir
alle ganzrationalen Zahlen a,b:

LY kWi - X © Ngjo: 8) = LW ki - x © Nijg, ).

Beweis. Wir bestétigen die Giiltigkeit der behaupteten Gleichung durch Vergleich der Euler-
faktoren. Dabei geniigt es, nur die in K zerlegten Primstellen ¢ = qq zu betrachten. Offenbar
gilt:
X © Nisa(a) = x o Nko(d),
somit haben wir aufgrund von ¢ k(@) = ¢p/x(a) fir alle a < Ox mit (a,fp) = 1 die
Gleichung
LqW%/K@E%/K -x o Nk/g,s) = La(iﬂ%mi}%m -x o Nk, s).

Nicht zuletzt ldsst sich die Gleichheit der Gamma-Faktoren wie in [dS87, II. 1] nachweisen.
O

Konvention. Der Einfachheit halber schreiben wir ab jetzt x,x statt x o Ng/q.
Schliefslich formulieren wir den folgenden Satz, dessen Beweis sich spiter in §2.4 findet:

Satz 2.8. Fir alle Grofencharaktere x auf Iy mit p-Potenz-Fihrer gilt:
L(SmeE ® EQ®X,s) = L(w%/K XK S) L(i/J?E/KQZE/K " X/K 3)2-

Nachdem wir die Produktdarstellung der Funktion L(Sym*E ® E/g ® Xk, s) hergeleitet
haben, wollen wir jetzt auf ihre Eulerfaktoren eingehen.

2.3 Eulerfaktoren an den Stellen schlechter Reduktion

In diesem Abschnitt verwenden wir die folgenden Bezeichungen:

q = eine Primzahl, an welcher die elliptische Kurve E/Q schlechte Reduktion hat,
m = eine ganzrationale Zahl, m > 3 und (¢,m) = 1,
H - QQ(E[mD7
I, = die Trigheitsgruppe der Erweiterung H/Q,,
sie ist unabhéngig von m, vgl. [Ser72].
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Die Trigheitsgruppe I, kann man relativ explizit beschreiben (vgl. [Ser72|):
(a) q >3. Dannist I, = 7Z/27,7/3Z,7/AZ oder Z/6Z.
(b) @ =3. Ist I, abelsch, dann ist I, = Z/27,7,/3Z,7Z/AZ oder Z/6Z;
Ist I, nicht-abelsch, dann ist I, = Z/4Z x Z/3Z
(¢) q =2. Ist I, abelsch, dann ist I, = Z/27,7,/3Z,7Z/AZ oder Z/6Z;
Ist I, nicht-abelsch, dann ist I, =2 Qg oder SLy(F3), wobei Qg die
Quaternionengruppe der Ordnung 8 bezeichne.

Bevor wir in die Berechnung der Eulerfaktoren an schlechten Stellen eintreten, sei noch
folgender Sachverhalt bemerkt:

Feststellung 2.9. Fir eine beliebige Primzahl q haben wir die folgende Aquivalenz:
q ist unverzweigt in K/Q und g1 N (fg) <= E/Q hat gute Reduktion bei q.
Bemerkung. Die obige Aquivalenz zeigt sich auch in der Darstellung
(1= vp/r(@)T)(1 = ¢p/x(@T), fallsg=gqqin K

LE/K,T)1—v¢p/k(q)T? falls g = qin K
1, falls ¢ = g% in K.

siehe [Sil94, II].

Fiir die Berechnung sei g zunéchst eine beliebige Primzahl und zur Konvention sei g stets
ein iiber g gelegenes Primideal in K. Wir formulieren das

Lemma 2.10. Das Inverse D, = Lq(SmeE ® E/q, s)~ des lokalen Eulerfaktors sieht wie
unten aufgelistet aus:

(i) Angenommen, |I,|> 3. Dann ist D,(T) = 1.

(i) Angenommen, |1,|= 3. Dann ist

D,(T) = 1—¢*T?, falls H/Q, abelsch ist,
T 14+ 3T, sonst .

(iii) Angenommen, |I,|= 2. Dann ist D (T) = 1.

Der Bequemlichkeit halber benutzen wir im Beweis die duale Normierung zu der, die wir
in §1.3.4 festgelegt haben. D. h. wir nehmen H}'(E) statt V;(E) und den arithmetischen Fro-
benius statt des geometrischen Frobenius. Nach dieser dualen Normierung entstehen immer
noch die gleichen Eulerfaktoren.
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Beweis. Angenommen, I, ist zyklisch von der Ordnung d > 2. Wir wéhlen eine von ¢ ver-
schiedene Primzahl [, setzen F' := Q,(E[l"]), und identifizieren I, mit der Triagheitsgruppe
zur Erweiterung F/Q,. Des Weiteren sei 7 ein Erzeuger von I, und wir definieren

V= H/(E) ®g, Q.
Nach [CS87] kann man V folgendermaken zerlegen:
V=V(QeV()

wobei ( eine primitive d-te Einheitswurzel und V(¢) bzw. V(¢™!) der eindimensionale Ei-
genraum von 7 zum Eigenwert ¢ bzw. (71 ist.
Sind nun u und v jeweils ein Basisvektor von V(¢) bzw. V(¢™1), so bilden sich

by = u®u®u
by = u@u
by = v®URu
by = QU
by = uRUVRuUt+vRURU
be = URUVRUVF+VRURV

eine Basis von Sym’E @ Ep ®q, Q, aus Eigenvektoren von 7. Auferdem wissen wir nach
[ST68], dass fiir das geometrische Frobenius o € Gal(F/Q,)

det(1—0oT |V)=(1—-a,)(1—5,T)
fiir geeignete oy, B, € C mit 83, = ¢ gilt.

Nun untersuchen wir die Eulerfaktoren an denjenigen Stellen, wo die elliptische Kurve
E/Q schlechte Reduktion hat, in einzelnen Féllen.

(i) Sei I, zunéchst von der Ordnung 2. Diese Bedingung impliziert, dass es einen qua-
dratischen Twist E' von E gibt mit guter Reduktion bei ¢. Sym?(H}E) ist isomorph
zu Sym?(H}E') und bleibt demnach fix unter der Triigheitsgruppe I,. Der Fixraum
(Sym*(H!E) ® H}E)l« = Sym*(H!E) ® (H!E)!* = 0, da fiir eine elliptische Kurve A
tiber Q mit CM mit Ok der Fixraum von H} (A) unter [, entweder der ganze Raum
H}(A) oder der Nullraum (vgl. [Sil94, S. 185, Exe. 2.32|) ist. Daraus erhalten wir
unmittelbar

det (1 — oT | (Sym*(HE) ® H, E)") = 1.

(ii) Seinun I, zyklisch von der Ordnung d > 3. Die Eigenwerte von 7 bzgl. dieser Basisvek-
toren sind alle von der Form ¢*,i € {—3,—1, 1,3}, weshalb der Fixraum (Sym?(H} F)®
H}E)!s der Nullraum sein muss. In diesem Fall haben wir schlieRlich ebenfalls

D,(T) = 1.
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(iii)

Sei nun I, von der Ordnung 3: I, = {1, 7,7%}. Wir betrachten zuniichst den

1. Fall: F//Q, sei abelsch.

Genauso wie in (ii) kénnen wir die Eigenwerte von 7 bzgl. der Basisvektoren by, ..., bg
berechnen und erhalten

(Sym®(H, E) ® H E)'* = (b1, ba).

In [ST68] haben Serre und Tate gezeigt, dass der geometrische Frobenius o € Gal(F/Q,)
die Eigenrdume V() und V(¢{™!) invariant lisst und zwar mit

o(u) = agu, o(v)=0F,(v).
Hierbei sind «y, 8, € C und a,3, = ¢. Somit haben wir
O'(bl) = Oégbl, O'(b4) = ﬁ2b4,

und infolgedessen
D,(T)=1-¢*T"
2. Fall: H/Q, sei nicht-abelsch.
Die Bezeichnungen seien wie zuvor. Da Gal(F'/Q,) von ¢ und 7 erzeugt wird, haben wir
ot # 7o. Aufgrund I,<Gal(F/Q,) ist o~ '7 o = 7 (vgl. [CS87]). Ohne Einschrinkung
diirfen wir v und v so wihlen, dass o(u) = v. Betrachten wir die Operation von
7 = o~ '77 o auf den Basisvektoren b; in gleicher Weise wie im ersten Fall mit F/Q,

abelsch, so erhalten wir
(Sym*E ® Ejq)' = (by, bs).

Wir wissen bereits, dass o(u) = v und o(v) = Au fiir ein A € C, folglich gilt:
o) =c(u@uu) =vRVvRUV =1
und

oby) =c(v@vev)=N(ueuu) = \b.

23 (1) . Andererseits wissen
wir aber auch, dass o(u ® v) = —q(v ® u) (vgl. [CS87, S. 109]), weshalb A gleich —q
sein muss. Es folgt daraus, dass

Die Abbildungsmatrix von o bzgl. {b;,b4} lautet also (O

D (T) =1+ ¢*T*

Zum Schluss nehmen wir an, dass I, nicht zyklisch ist. I, hat zwei mdégliche Strukturen:
SLQ(IFg) oder Qg.

1. Fall: I, = SLy(F3) = (1) x Z/4Z, ord (1) = 3.

Erinnert sei an den Vektorraum V = H}!(E)®q,Q,. Analog zum Anfang dieses Beweises
haben wir die Zerlegung von V in die direkte Summe

V=V(aVv()



38

KAPITEL 2. RANKIN-SELBERG-L-FUNKTIONEN

des eindimensionalen Eigenraums von 7 zum Eigenwert ¢ und des eindimensionalen
Eigenraums von 7 zum Eigenwert (. Weiter gibt es ein A € I, sodass

I,=(\7) und \r=7%)\

vgl. [CS87, S. 109]. X vertauscht also die Eigenrdume V() und V({™!). Wiederum
diirfen wir ohne Einschréinkung annehmen, dass

und folgern leicht daraus, dass
N (u) = —u.

Eine leichte Rechnung zeigt, dass {b;}1<i<¢ nun eine Basis von Sym?(H}E) ® H}!E aus
lauter Eigenvektoren von A\? zum Eigenwert -1 ist. Deshalb ist der Fixraum

Iy

(Sym®(H/E) ® H'E)™" = 0.

2. Fall: 1, = Qgs.
Es seien 7 und p Erzeuger von Qg mit ord (7) = 4 und den Relationen

=1, 1=p% pr=1p (2.11)

Wir diirfen annehmen, dass
p(u) = v, (2.12)

da p die Eigenrdume V(¢) und V(¢™') vertauscht (vgl. [CS87]). Mit Blick auf (2.11)
schliefen wir aus (2.12), dass

p'(u) =" und p*(v) = (.

Die b; sind aber Eigenvektoren von p? zum Eigenwert (% = (% # 1, da die Ordnung
von ( vier ist. Diese Tatsache bestitigt, dass wir in diesem Fall ebenfalls

(Sym?(H} E) @ HE)" = 0.

haben. Somit ist der Beweis des Lemmas erbracht.

2.4 Vergleich der Eulerfaktoren

In diesem Abschnitt wollen wir die Giiltigkeit der Gleichung

L(SmeE & E/Q & X/K, 3) = L(Q/)%;/K " X/K 3) : LW%/K@EE/K * X/K> 3)2

nachweisen, indem wir die Eulerfaktoren der beiden Seiten miteinander vergleichen.
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Aufgrund der bereits bewiesen Darstellung L(Sym*EQE g, s) = L(w%/K, s)-L(wé/Kz/?E/K, s)?
konnen wir zuniichst die Eulerfaktoren von L(Sym’E ® Eq, s) aufschreiben, dabei seien ¢
eine beliebige Primzahl und N die Absolutnorm eines Ideals:

e Ist ¢ = qq in K, so ist

L(Sym?E ® Ejg,s) = G_%@§@>G_waﬁm>.

Ng® Ng
Vbt @\ (| Chuceme@
Ng® Ngs ’

e Ist g =g in K, so ist

U () U cvek(@)\”
Lq(SyIn2E®E/Q,S) = <1_%) (1_%> ’

dies ist andererseits aber auch gleich
6

A - a
| | (1 — —) mit Eigenwerten \; € Q;
5 q°

=1

o Ist ¢ = g in K, so ist
1, falls ¢?, /i bei q verzweigt ist,

Ly(Sym’E®E q, s) = i b/icY ;
a(Sy /@) ) (1_%;\//;5(‘1)) (1_%?}{(‘])) , sonst.

(2.13)

Nach unserer Berechnung aus vorigem Abschnitt ist das Inverse des Eulerfaktors der

Darstellung Sym?E @ E /o an Stellen der schlechten Reduktion aber ein Polynom vom Grad
0 oder 2. Mit Blick auf (2.13) liefert diese Tatsache die folgende

Feststellung 2.11. Der primitive Grifiencharakter w?’E/K ist genau dann an einer in K/Q
verzweigten Primstelle q von K unverzweigt, wenn Vg k dorl auch unverzweigt ist.

Nun fiiheren wir einen Vergleich der getwisteten Eulerfaktoren nach dem Verzweigungs-
verhalten der Primzahl ¢ durch. Dazu vereinbaren wir vorerst eine Konvention: Wir setzen
fiir alle g € P

) x((mg)), fallsg#p
x(g) = {0, falls ¢ = p

wobei () das Idel (1,...,m, 1,...) mit 7, an der Stelle ¢ und sonst iiberall Einsen bezeich-
ne. Es ist unschwer zu sehen, dass x ((7,)) = x(Frob,), Frob, € Gal(Q/Q) gilt.
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1.Fall: ¢ = qq.

In diesem Fall ist Nx/0q = Nk/gd = ¢Z und N'q = N'q = ¢. Demnach haben wir

Lq(smeE ® Eip®x,s)

q° q

<1 ) w,%;/KzzE/Km)x(q))Q (1 ) wé/wmﬂa)x(q))? |

q° q’

(2.14)

- Ist ¢ = p, so sind die getwisteten ¢-Eulerfaktoren alle gleich 1.

- Ist ¢ # p, so ist x(¢) = x o Nk/g(q), da in diesem Fall ¢ in Q(sp)/Q unverzweigt ist,
und (2.14) lasst sich weiter schreiben:

Lq(SmeE ® E/Q X, 3) = Lq(¢%/}( " X/K S) : La(¢%/K * X/K> 8) :
Lq(wé/K¢E/K XKy S) La(%%;/K@DE/K XK S)

2.Fall: ¢ =q.

Zunéchst beachten wir, dass es in diesem Fall q # p ergibt. Wir haben N /qq = ¢°Z und
Nq = ¢*. Es gilt also

Ai
L,(Sym’E® Ejg® x,s) = H (1 — %)

=1

Wegen der Relation

w%/K(q) 1/}]25?/K1EE/K(CI> Tl ( Ai)
1— 11— == "1 = 1——
( qQS > ( qzs U]. qs
erhalten wir

Vi (@)x(¢?) U@ Aix(g)
e

q25

Im triagen Fall stimmen die Eulerfaktoren also auch iiberein.
3.Fall: ¢ = g%

Im verzweigten Fall ist ¢ ebenfalls ungleich p. Nach unserer vorigen Feststellung ist
Vie = 0, wobei V den Darstellungsraum von Sym*F ® E g bezeichne. Bezeichnen wir den



2.5. DIE KOMPLEXE FUNKTIONALGLEICHUNG 41

eindimensionalen Darstellungsraum von x mit W, so schliefen wir hieraus, dass (V@ W )ls =
Via @ W = 0. Der getwistete Eulerfaktor L,(Sym*’E ® E,g ® , s) ist also 1.

Fassen wir alle drei Fille zusammen, so ist die Giiltigkeit der Zerlegung
L (Sym’E ® Ejg @ x,s) = L' (Y - /i, 8) - L (W x¥p/x - X /x5 5)°
ersichtlich. In vollstandiger Analogie zeigt man auch noch die folgende alternative Zerlegung:
L™ (Sym’E @ Ejg @ x,8) = L™ (0} - x5, 8) - L (Vi - Xy, 8)°

Es sei bemerkt, dass hier nur die Eulerfaktoren an endlichen Stellen nachgerechnet werden.
Die Gamma-Faktoren lassen sich wie in Lemma 2.6 und Proposition 6 behandeln.

2.5 Die komplexe Funktionalgleichung

In diesem Abschnitt leiten wir die komplexen Funktionalgleichung unserer Rankin-Selberg-
L-Funktion L(Sym’E ® E)g, s) mit verschiedenen Herangehensweisen her, genauer gesagt,
einmal iiber Grofencharaktere und einmal motivisch. Zunichst kommt die Herangehensweise
iiber Grofencharaktere.

2.5.1 Erste Herangehensweise via Grofiencharaktere

Es seien in diesem Abschnitt

N = Fiihrer der elliptischen Kurve E/Q,

€0 = quadratischer Charakter der Erweiterung K/Q gegeben durch das Kronecker-
Symbol g(z) = (%),

Ceo = Fiihrer von €.

Die komplexe Funktionalgleichung wollen wir zuerst anhand der Darstellung
L(Sym’E ® Ejq, s) = L(Ugy k. 8) - L(Ug ¥k, 5)*
als Produkt der Hecke- L-Funktionen herleiten. Hierfiir greifen wir auf [dS87, II. 1.1] zuriick.
Der Grokencharakter ¢p/x hat die Eigenschaft
VYp/k((a)) =a fir alle a = 1mod *fg,

siehe Einfithrung, §1.2.4. Daher hat der primitive Grofencharakter w%/K den Unendlichtyp
(3,0) und der primitive Grofsencharakter 1/1?5/1(@@,9/;{ den Unendlichtyp (2, 1). Nach de Shalit
berechnet sich dann der Gamma-Faktor Leo (5 5, 8) 20 9 wie folgt:

5 ['(s —min(3,0)) I'(s)
Lw(¢E/K7S> - (27T>s—min(3,0) - (271-)5'
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Hieraus ergibt sich die vollstdndige Hecke-L-Funktion

L(¢%/K75> = Lw(¢%/K’S)'L(m)(¢%/K’3)
= D(s)(2m) " LW, 5) (2.15)

und die komplexe Funktionalgleichung fiir den L-Faktor L(@/)?’E/K, s) schreibt sich wie folgt:

Ry, s) = Wi Ry, 1+ k+3j = s)
mit einer komplexen Konstanten W von absolutem Betrag 1 und k£ = 3,7 = 0, sowie

R c8) = (dic - N§p)** - L . s)
= T(s)(2m)~*(d - Nfe)*? - L (4, 9). (2.16)
Bemerkung. Im CM-Fall gilt N = ¢, - Nfg (vgl. [CS87, S. 141]). Der Fiihrer ¢., des qua-
dratischen Charakters g9 von K/Q ist gleich |dg |, daher haben wir dg - Nfg = —N. Nach

Carayol [Car83] ist der Fithrer N von E/Q insbesondere auch die Stufe der zu E/Q assozi-
ierten Modulform.

Genauer konnen wir die komplexe Funktionalgleichung zu 2, /i also folgendermaken
darstellen:

L(s)(2m)~*(=N)*2 - L (0}, )
= Wi -T(d=s)@2r) " (=N)2 LN 4 — ). (2.17)

In vollstindiger Analogie berechnen wir die komplexe Funktionalgleichung fiir den L-
Faktor L(Y%, V)i, 5):

Wegen L(@b%/KQZE/K, s)=T(s—1)(2m)' - L(“)(w%/K@/_}E/K, syund 1+k+j—s=4—s
ergibt sich

D(s = 1)(2m)' (= N)*"2 - L3 xtpx, )
- W,- F(3 . 8)(2W)5_3(—N)(4_5)/2 . () (YE2E/K¢E/K’4 — 3), (2.18)

wobei W, ebenfalls eine komplexe Konstante von absolutem Betrag 1 ist.

Mit (2.17) und (2.18) gelangen wir schliefslich zur folgenden Funktionalgleichung fiir
L(Sym’E ® E/qg, s):

T(s)T%(s — 1)(27)'27% . L)(Sym? E @ E/q, 5)
= W-T(4— 8?3 —s)(=N)3 . L) (Sym?E @ Ejg, 4 — s), (2.19)

mit einem W € C,|W|= 1. Nach dem Sortieren der multiplikativen Faktoren entsteht aus
(2.19) die Funktionalgleichung fiir die vollstdndigen L-Funktionen:

Satz 2.12. Es gilt:
L(Sym’E ® Ejg,s) =W - (=N)* . L(Sym’E ® E/qg,4 — s). (2.20)
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2.5.2 Motivische Herangehensweise

Nachdem wir die in Aussicht genommene komplexe Funktionalgleichung zu unserer Funktion
L(Sym®’E® E q, s) bereits iiber Grofencharaktere betrachtet haben, wollen wir sie jetzt aber
auch in motivischer Sicht interpretieren.

Wir berechnen zunichst das duale Motiv zu Sym*E ® E . Dazu benutzen wir die friiher
vereinbarte Normierung aus §1.3.4.

Die Weil-Paarung

T,(E) ® Ty(E) — T,(n)
ergibt eine weitere Paarung
T,(E) @ (T,(E) ® Tp(1)") — Zyp.

Dies impliziert, dass V,(E) = T,(E) ®z, Q, und V,(E) ® V,(11)" als Gal(Q/K)-Moduln dual
zueinander sind. Verwenden wir nunmehr die {ibliche Notation Q(—1) fiir das duale Motiv
V()Y zum Tate-Motiv Q(1), so gelangen wir zum Resultat

Vo(E)" = Vo(E)(=1)(= Vo(E) @g, Q(=1)y)-

Somit haben wir fiir alle endlichen p

(S’ E® Ejg)y = (Sym’Vy(E))" ® (Vy(E))”
— Sy’ (V(E)Y) @ (Vy(E))”
— Sym’(V(E)(~1)) @ Vy(E)(~1)
— (Sym(Vy(E)) ® V,(E)) (~3)

= (Sym’E ® Ejg),(—3).

Analoges gilt auch fiir die Betti- und de-Rham-Realisierung. Daher erhalten wir insgesamt
die folgende

Proposition 7. Es gilt:
(Sym*E @ Eg)” = (Sym*E ® Eg)(—3).

Mit Blick auf die von Deligne vermutete motivische Funktionalgleichung angewendet auf
unsere Situation, d. h.

L(Sym’E ® Ejg,s) =€ ((Sym’E® Ejg)”,1—s) - L ((Sym’E ® Ejg)”,1—s),
erhalten wir die Funktionalgleichung
LSym’E® Ejg,s) = ¢ (Sym’E® Ejg,1— (s—3))-L(Sym’E® Ejg,1— (s —3))
= ¢(Sym’E ® E/g,4 — s) - L(Sym*E ® E g, 4 — s).
Fassen wir nun die komplexe Funktionalgleichung (2.20) ins Auge, so kommen wir schliefs-
lich zur folgenden

Folgerung 2.13. Die von Deligne vermutete Funktionalgleichung gilt fir das Mot
M = Sym*’E ® E/q bis auf den Vergleich des multiplikativen Faktors W - (—N)573% mit dem
obigen e-Faktor.
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2.5.3 Kritische Werte der L-Funktion L(Sym°E @ Eq, s)

Definition 2.14. Eine ganzrationale Zahl n heifst kritisch fiir das Motiv M, wenn die beiden
Gamma-Faktoren Lo (M, s) und Lo, (MY, 1 — s) keine Polstelle bei s = n haben.

Nun sind wir so weit, die kritischen Stellen des Motivs Sym”E ® E/q zu berechnen. Unter
Betrachtung dessen komplexen Funktionalgleichung sind die kritischen Stellen definitionsge-
mak diejenigen s € Z, wo die Gamma-Faktoren auf beiden Seiten der Funktionalgleichung
keinen Pol haben. In unserem Fall heifit das mit anderen Worten, dass die Gamma-Faktoren
I'(s),I'(4 —s),I'(s — 1) und I'(3 — s) dort also keinen Pol haben. Man bestétigt leicht, dass
s = 2 die einzige kritische Stelle von Sym*F ® Eq ist, da 0, -1, -2, -3, ... bekanntlich die
Polstellen der Gamma-Funktion sind.

2.6 Komplexe und p-adische Perioden

2.6.1 Die komplexe Periode ()

Im Folgenden wollen wir der komplexen und der p-adischen Periode einen ndheren Blick
schenken. Zu diesem Zweck definieren wir zunéchst fiir ein beliebiges ganzes Ideal f von O
die Grofke

ws := Anzahl der Einheitswurzeln in K, die kongruent 1 modulo f sind.

Dann wihlen wir ein ganzes Ideal f < Ox mit w; = 1 und (f,p) = 1. Weiter legen wir ein
Weierstraf-Modell fiir unsere elliptische Kurve E/Q fest und bezeichnen mit £ das Peri-
odengitter von E. Am Ende wihlen wir ein Q2 € C*, sodass

L=0Q-F

Dieses 2 ist modulo (K f)X unabhingig von dem spezifisch gewihlten Weierstrak-Modell und
dient als unsere komplexe Periode, vgl. [dS87, II. 4.2].

2.6.2 Die p-adische Periode

Zur Konstruktion der p-adischen Periode setzen wir als Erstes

I:f/ = OK‘f(E[ﬁoo]) QKo Op, f wie in §2.6.1,
R = Komplettierung von R/,
fo =kgV(fg, ), f* sei der Fiihrer von K/(E[p>])/K.

Fixieren wir nun ein ganzes Ideal a von Ok mit (a, o) = 1, so geht die folgende Tatsache
aus dem Hauptsatz der komplexen Multiplikation 1.6 im ersten Kapitel hervor:

Proposition 8. Fs existiert eine eindeutig bestimmte Isogenie \(a) : E — E°* dber L vom
Grad Na, welche durch die Bedingung

P = Xa)P fir alle P € E|c],(c,a) =1
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charakterisiert ist, wobei o, das Artinsymbol zu a bzgl. der Kérpererweiterung K(FE|c])/K
bezeichne.

Fiir den Beweis verweisen wir auf [dS87, II. 1.5].

Bemerkung. Im Fall (f,a) = 1 induziert diese Isogenie einen iiber R definierten Homomor-
phismus formaler Gruppen (vgl. [dS87, II. 4.2|):

—_

Aa): E — Eos.
Proposition 9. Es existiert ein tiber R definierter Isomorphismus der formalen Gruppen:
0: Gn=E, t=0(T)=Q,T+...€R[T],

welcher der Bedingung

Me)of =07 0[N, , (c.fp)=1 (2.21)
gentigt. Die Konstante Q, € R ist modulo O, durch (2.21) eindeutig bestimmi.

Man kann nachpriifen, dass das Festlegen der p-adischen Periode €2, die wir spéter fiir
unsere p-adische Interpolation bendtigen, dquivalent zur Wahl des Isomorphismus 6 ist. Wir
fixieren ein fiir alle Mal einen Erzeuger ((,),>1 mit (, € p,» primitiv vom Tate-Modul
T,,(G,,). Diesen Erzeuger nennen wir Orientierung von C,. Niheres siche [dS87, II. 4.4]. Bei
dieser festen Orientierung von C, wird die komplexe Periode (2, von 2 kanonisch bestimmt

|[dS87, II. 4.4]. Schlieflich ldsst sich unschwer verifizieren, dass das Periodenpaar (£2,€,) €
(C*x (C;)/@X lediglich nur von der Wahl der Orientierung ((,),>1 aber nicht von € abhéngt.

In der Tat, wir haben sogar seine Wohldefiniertheit modulo (K7)™.

Zum Schluss merken wir an, dass wir die komplexe Periode €2 fiir die Algebraizititsaussage
der kritischen Werte L(Sym*E ® FE/qg,2) und das Perioden Paar (,,) spiter fiir die p-
adische Interpolation bendtigen.

2.7 Algebraizitat der kritischen Werte

Die Algebraizitit der Hecke-L-Funktionen an kritischen Stellen haben viele Mathematiker
wie Damerell und Shimura ausfiihrlich studiert, und ihre Ergebnisse lassen sich auf unsere
Situtaion anwenden.

Um es moglichst klar zu halten, beginnen wir daher mit einer allgemeinen Behandlung
der Situation (vgl. [Dam70|, [BDO7], [HS85] etc.) fiir beliebige elliptische Kurve mit CM mit
Og. Hierbei bleibt K weiterhin ein imaginir quadratischer Zahlkérper mit Klassenzahl 1.

Satz 2.15 (Algebraizititssatz von Damerell). Es sei E/Q eine elliptische Kurve mit CM
mit O. Weiter seien L das Periodengitter zu E und Qp € L so, dass* L = QpOk. Dann
gilt fiir den Grifencharakter Vg zu E/K:
) LV
/dK QkD-‘rj

4Die Existenz des Elements 2p ist durch die Voraussetzung hx = 1 gesichert.

L* (Y5, k) == (
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fir alle k > 1,5 > 0. Auflerdem gilt:

L*(zp’;;(,k) e K firallejkeZ mit0<j<k.

Nun betrachten wir unsere Rankin-Selberg-L-Funktion L(Sym*E® E/qg, s) = L(l/}%/K, s)-
L(iﬂé/K@E/K, 5)? und wenden den soeben zitierten Satz jeweils auf die zwei Hecke- L-Funktionen
in der Faktorisierung an. Dabei beachten wir, dass wegen 15/ (a) = g/ (a) die Gleichheit
L) (e k) = L) w;zt;o k) gilt.

Fiir den ersten Faktor L(* (1/1E 5+ 8), ausgewertet an der kritischen Stelle s = 2, kénnen

wir £k = 2 und j = 1 wéhlen, da sie gerade die Eigenschaft 0 < j < k erfiillen. Somit liefert
der Satz von Damerell das folgende Ergebnis:

Vg 3

Fiir den zweiten Faktor L( (wE/K@/)E/K, s) = L) (Y, s—1) an der Stelle s = 2 setzen
wir £k =1 und j = 0, welche die Forderung im Satz wiederum erfiillen und erhalten

L2, gk, 2
<¢E/K¢E/K ) c K
Qp

€ K. (2.22)

(2.23)

Fassen wir (2.22) und (2.23) zusammen, so kénnen wir schlieklich folgende Algebraizi-
titsaussage fiir unsere L-Funktion L(*)(Sym®E ® E/q, s) formulieren:

Satz 2.16. Es gilt
o L) (Sym*E ® Eqg,2)

Vx| 03

Bemerkung. Mit einem Resultat von Eisenstein |[Coa84|, welches besagt, dass

<¢E/KwE/K)
fiir alle k,j € Z mit 0 < —j < k und Q. € C*, kénnen wir das gleiche Ergebnis wie (2.24)

erhalten. Es sei angemerkt, dass die vom Grofencharakter abhéingige Konstante €2, explizit
berechnet werden kann.

€ K. (2.24)

eK




Kapitel 3

p-adische Interpolation

3.1 p-adische L-Funktionen in zwei Variablen

In diesem Kapitel konstruieren wir zunéchst eine p-adische L-Funktion in zwei Variablen,
welche den Wert der komplexen L-Funktion L(Sym*E® E /Q®X, §) mit einem zyklotomischen
Twist an der kritischen Stelle s = 2 interpoliert, und zeigen danach eine p-adische Funktio-
nalgleichung. p-adische L-Funktionen in zwei Variablen haben u. a. Vishik-Manin [MV74],
Katz |[Kat76] und Yager [Yag82| fiir Grofencharaktere, die zu elliptischen Kurven mit CM
assoziiert sind, ausfiihrlich studiert. In de Shalit [dS87] wurde die allgemeine Situation mit
einem ,zuldssigen Grofencharakter, d. h. sein Unendlichtyp (k,j) geniigt der Ungleichung
0 < j < —k, behandelt. In diesem Abschnitt folgen wir dem Vorgehen von de Shalit und
fixieren ein fiir alle Mal eine Einbettung Q — C, und eine Einbettung Q — C. Nach Weil
[Wei55| liegt der Wertebereich eines arithmetischen Groéfencharakters ¢ iiber K stets in
einem algebraischen Zahlkdrper. Vermége der fest gewihlten Einbettung Q — C, konnen
wir via Klassenkorpertheorie 1 einen Galoischarakter zuordnen, welchen wir ebenfalls mit
1 bezeichnen: Ist f der Fiihrer von v, so ist fiir ein beliebiges Ideal m <1 Ok mit | m der
Galoischarakter i) gegeben durch

P Gal(K™/K) — C;
o — YP(a), (a,m)=1

Es sei bemerkt, dass fiir die allgemeine Darstellung auf [dS87, II. 4.16] verwiesen wird.

3.1.1 Berechnung der Galoisgruppen

Zweckméfigerweise machen wir zunéchst einige Beobachtungen {iber bestimmte Korperer-
weiterungen und berechnen die entsprechenden Galoisgruppen, die wir spéater fiir die p-
adische Interpolation benétigen. Dabei wird fortan die folgende Notation benutzt:

f = gp*>° mit einem zu p teilerfremden ganzen Ideal bzw. Pseudoideal (siehe Definition 3.4),
g von O,
fys e Fiihrer des primitiven Grofencharakters ¢, e
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K% = UpenK™,
A o oesgilt Gal(K(E[p™])/K)
sei A die Untergruppe von Gal(
A es gilt Gal(K (E[p™])/K)
sei A die Untergruppe von Gal(
A = Ax Al 2 L/(p - 1)Z,
Ko = K(E[p ])f
K, = K(E[p~])*, B
K2 = KoKl = K(E[p‘”])AXA,
k :KgooomK<:up°°>7
K = K (ppee)”
F = (Kr)"
H = Gal(F/K).

Die Einheitengruppe O

'(140Zp) 'mehr dazu siehe Feststellung 3.3; es gilt: Gal(K /K) =
H((+pZp) % (1492p)) | siche Bemerkung zur Feststellung 3.1,
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2Ly =ZL/(p—1)Z x (1 + pZy);
K(Ep
~ 7%~ 7/(p— 1)Z x (1 + pZy);
K(E[p

*))/K) mit A=7Z/(p —1)Z,

*))/K) mit A~ Z/(p —1)Z,

A,

lésst sich offenbar wie folgt in Z; bzw. Z; X 7, einbetten:

ip O — O — Z,
ip O — Oy — I,
i 05 2 0 x 0 = 7Y x T,
und wir haben die
Feststellung 3.1. Es gilt:
Gal(K?™ /K) = (Z x LX) [iy(OF).

Beweis. Fiir jede n € N beschert uns die Klassenkorpertheorie einen Isomorphismus

Gal(K™" /K) =

Cx/CY

mit C% = C (I, O5)(L +p") (1 +p") K> /K™, Der Ubergang n — oo liefert, dann

Gal(K?” /K) =

Cr | CE (3.1)

mit C? = = C*(I[y, OF x 1 x 1)K*/K*. Andererseits ist Cx = Cx = C(I],05) K> /K~
aufgrund hyx = 1. Mlt dleser Tatsache schliefen wir aus (3.1), dass

Gal(K"™ /K) = K*(J[ 05 x 05 x 07)/E*(J]] 05 x 1 x1).

atp
Der Einfachheit halber schreiben wir jetzt
A ::H(’);< x Oy xOg,
atp
B :=K~*,
C:=J10 x1x1.

atp

(3.2)
atp
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Da alle diese Gruppen abelsch sind und C' eine Untergruppe von A ist, haben wir

c<A

AB/CB “=* ABC/BC=A/ANBC = A/C(AN B).

Die letzte Gleichheit erkennt man daran, dass ANBC = C(ANB) wegen C' < A. Der Schritt
AN B ist aber gleich (H OF x O x Of | N K* = O, hierbei ist O in [] Oy diagonal

atp
eingebettet. Dies eingesetzt in (3.2) liefert

1%

Gal(K*™ /K) [Jo; xoy <oy /(J]o; x1x1)- 0%

atp atp
(ZF x ZY)/(1 x )0,
(Zy x Z,)/ip(OF).

1%

I

]

Bemerkung. Den Isomorphismus Gal(K?™ /K) — (Z5 x ) /i, (O} ) bezeichnen wir mit 0.

Formuliert wird jetzt noch eine weitere

Feststellung 3.2. Es gilt: K(E[p])) N Ky = K.
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Beweis. Wie wir bereits wissen, ist
Gal(K(E[p™])/K) = Gal(K(E[p™])/K(Ep])) x Gal(K(E[p])/K)
mit
Gal (K(E[p~])/K(E[p])) = Z, und Gal(K(E[p))/K)=Z/(p—1)Z.
Dariiber hinaus wissen wir noch, dass
Gal (Ko /K) 2 Z,.
Nun sagt die Galoistheorie, dass

K(Ep) N Ky = (K(E[p])- Ka.) G E=D/KER) Cal(K B/ K))
(E[p]) G =)/ K (Bl x Gl K (B[ /)

I
=R

Y

was zu zeigen war. O

Nicht zuletzt haben wir die
Feststellung 3.3. Es gilt: Cal(K /K) = Z, = 1 + pZ,.

Beweis. Wir haben einen Isomorphismus' 6 : Gal(K (py~)/K) = Z/(p — 1)Z x Z,. Der
Nichttorsionsanteil von Gal(Q(pp~)/Q) ist isomorph zu Z,. Der maximale Pro-p-Quotient
von Gal(K (p1y~)/K)) ist also Z,. Andererseits ist Gal(K /K) Quotient von Gal( K2 /K) =
Z:, weshalb Gal(K/K) eine Pro-p-Gruppe ist. Als Pro-p-Quotient, von Gal(K (p1y)/K)) ist
Gal(K/K) also isomorph zu einer Untergruppe von Z,. Daraus folgt Gal(K /K) = Z,/p"Z,
mit einem geeigneten m € N oder Gal(K /K) = Z,. Die Tatsache, dass Gal(K/K) wegen
Q(up=) C Q(E[p™]) eine unendliche Galoisgruppe ist, schliefit aber die erste Moglichkeit
aus. O]

Unsere Situation wird an den folgenden Koérperdiagrammen verdeutlicht:

! Aufgrund der Tatsache, dass p unverzweigt in K/Q aber rein verzweigt in Q(ppe) ist, gilt K NQ(pp) =
Q. Folglich haben wir Gal(Q(up~)/Q) = Gal(K (pipe)/K).
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K™
KPP~
Zy /ZP(}/ WK)
KP~ (A x A)/ip(OF) KPP
A/ip (0F) P A/ig(O))

K
%%

K

K/

Koo

K™
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Die in den Diagrammen vorkommenden Galoisgruppen werden wie folgt zusammengefaft:

GBd(f@”m/f() = (Zy x L) [1p(Ok),

Gal(K?, /K) = (14 pZ,) x (14 pZ,),

Gal(Kp /K) =1+ pZ,,

Gal(K?™ /KET) = (Z/(p— VZxZ/(p = 1)Z) /ip(Ok),
Gal(KP™/K) 277 /iy(0F)

Gal(K*™ /K) = (Z/(p— Z) [in(0F).
Gal(KP"/KL) = (Z/(p —1)Z) /i5(O),

Gal(F/K) = (Z/(p— 1)Z X Z/(p — 1)Z) /i, (OF),
Gal(Kp /F) ~ (1+pZ,) x (1 + pZ,),

Gal(K/K) ~7/(p—1)Z,

Gal(K/K) ~ 1 4 pZ,,

Gal(K./K) =1+ pZy,

Gal(K/ /K) =1+ pZy.

3.1.2 Der Twist mit yx

Ab jetzt sei x ein Charakter von Gal(Q(uy~)/Q) endlicher Ordnung mit p-Potenz-Fiihrer.
Fiir die Durchfiihrung der p-adischen Interpolation unserer Rankin-Selberg- L-Funktion
L(Sym’E ® E/q ® X, s) beziehen wir nun den Twist mit x in die Betrachtungen ein.

Als Charakter von Gal(Q( gy~ )/Q) kann y als Charakter anderer Galoisgruppen aufgefaft
werden.

Zunéchst kann er als einen Charakter iiber K gesehen werden, denn Gal(K (pp)/K) =
Gal(Q(pp=)/Q). Gemésf der Isomorphie

Cal(K (ptpee )/ K) = Gal(K /K) x Gal(K /K)

K(/v‘poo)

AN

besitzt y eine Zerlegung y = x(0)®x (1) mit einem Charakter x o) von Gal(K /K) = Z/(p—1)Z
und einem Charakter x(;) auf Gal(K/K) = 1+ pZy. X(0) ist d1e Einschrinkung von y auf
den Torsionsanteil der Galmsgruppe Gal(K (ppe )/ K).

Andererseits konnen wir y aufgrund der Inklusion K(py=) C KP” zu einem Charakter
von der Galoisgruppe Gal(K?™ /K) hochziehen, iiber welche wir die folgende Proposition
haben:

Proposition 10. Es gilt:
Gal(KP™ /K) = Gal(F/K) x Gal(K/K) x Gal(K!_/K).
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Beweis. Die Isomorphie entnehmen wir dem folgenden Diagramm:

kP
K®”
Ko K K

]

Diesen Lift von y auf Gal(K?™ /K) bezeichnen wir weiterhin mit y, solange keine Ver-
wechslung zu befiirchten ist. Dieser lasst sich wiederum in drei Komponenten zerlegen:

X = Xo® X1 ® X2,

wobei xo, x1 und x2 jeweils auf Gal(F/K) = (Z/(p — 1)Z x Z/(p — 1)Z) /i,(Of ), Gal(Ko/K) =
1+ pZ, und Gal(K! /K) = 1+ pZ, definiert sind.

Nun wollen wir die beiden Zerlegungen in Zusammenhang bringen. Die Komponente x
kommt von X (o), und die anderen zwei Komponenten x; und x, kommen von x ). Wenn wir

also x(1) als Charakter auf Gal(K /K) zu einem Charakter auf Gal(K?™ /K) hochliften, dann
bekommen wir wegen der Isomorphie Gal(K? /K) = Gal(K.,/K) x Gal(K’_/K) genau die
Zerlegung x (1) = x1 ® X2

Bemerkung. Die oben erlduterten verschiedenen Auffassungen von y lassen sich klarerweise
auch allgemein auf einen beliebigen Charakter ¢ von Gal(K (py)/K) iibertragen. Wir haben
also die Zerlegungen

O =00 ® dn) = ¢ ® P1 @ Oa.

3.1.3 p-adische Interpolation in zwei Variablen

Definition 3.4. Ein Pseudoideal von Of ist eine Menge der Form ab> := {ab™ | n € N}
mit ganzen Idealen a,b von O.

Des Weiteren definieren wir nach de Shalit [dS87, II. 4.11] die ,Pseudo-Gauksumme* fiir
einen Charakter

e =¢gls
mit einem arithmetischen Grofencharakter ¢ vom Unendlichtyp (1,0) und einem Charakter
endlicher Ordnung ¢ auf Gal(K%™ /K). Dazu setzen wir zunéchst
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h ein zu p teilerfremdes ganzes Ideal bzw. Pseudoideal von Ok,
L, = th"7
L' = K%~
S = {y€Gal(L'Ly/K) : 7 |u=[p", I/K]},
wobei p”™ die exakte p-Potenz im Fiihrer von ¢ ist, p wie in §2.1

Definition 3.5. Die Groke G(¢) ist gegeben durch

Ge) = 22 S @y,

p” yeS
wobei (, die fest gewahlten p"-ten Einheitswurzeln aus §2.6.2 seien.

Es sei bemerkt, dass die ,Pseudo-Gaufssumme* G(g) wohldefiniert ist, da die Einheits-
wurzeln ¢, in L'L, liegen und héngt lediglich vom Grofencharakter ¢ als Ganzes ab, d. h.
nicht von der Wahl von ¢ oder ¢. Im Fall, dass € unverzweigt bei p ist, haben wir G(¢) = 1
und im Fall, dass (k, j) = (0,0) ist G(¢) die gewthnliche Gaufsumme. Ohne Beweis zitieren
wir von de Shalit [dS87, II. 4.16]:

Satz 3.6. FEs seien g ein ganzes Ideal bzw. ein Pseudoideal von Ok, p = pp eine in K
zerlegte Primzahl, und es gelte (p,g) = 1. Wir setzen f = gp™. Ferner sei ¢ ein arithme-
tischer Griflencharakter vom Unendlichtyp (k,j) mit 0 < —j < k derart, dass der Nicht-
p-Anteil seines Fihrers das Pseudoideal g teilt, und die Pseudo-Gaufisumme G(g) sei wie
in Definition 3.5 gegeben. Dann exisitieren eine komplere Periode Qqs € C* und eine p-
adische Periode ), € CX sowie ein eindeutig bestimmtes p-adisches ganzes Mafl du(f) auf
G(f) = Gal(K™" /K), sodass Folgendes gilt:

0 [ eloutr.o) = 04’ (@) 6o (1- ) e ey

27 P
gilt. Die beiden Seiten von (3.3) liegen in Q.
Bemerkung. Die komplexe Periode 45 ist die Periode aus §2.6, sie hiangt von g ab.
Definition 3.7. Es sei § ein zu p teilerfremdes ganzes Ideal bzw. Pseudoideal von Of.

@gp-adische L-Funktion von K modulo b ist eine Funktion mit dem Definitionsbereich
G(h) = Gal(K"™ /K)" die jedem Charakter o von G(f) (0 # 1 falls h = O) den Wert

Lyy(o) = /g L 0 @lo:0)

zuordnet. Hierbei ist du das p-adische Maf aus Satz 3.6.
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In Analogie zu obiger p-adischer Interpolation von Hecke-L-Funktionen zu ,zuléssigen‘
Grokencharakteren® in einer Variable von de Shalit [dS87] fithren wir im Folgenden die p-
adische Interpolation in zwei Variablen fiir unsere Funktion L(Sym*E ® E/g ® x, s) durch.
Dabei sei f zunédchst wie in §3.1.1 gegeben.

Fiir jedes Idel = iiber K sei [z, K(E[p™])/K] sein Normrestsymbol. Der Grofencharakter
Yk induziert einen natiirlichen Isomorphismus

Gal(K(E[p™])/K) — Aut(E[p*>]) ;Z;
[z, K(E[p™])/K] +—  [Yg/k()] — ip(Ve/x(2)).

Wie friither schon angemerkt (Feststellung 3.2), haben wir das folgende Korperdiagramm:

K(E[p>])

A
K(E[p]) Koo

%

K = K(E[p]) N Koo

Demnach liefert die Einschréinkung von ¢ g, i auf Gal(K(E[p>])/K(E[p])) einen Isomorphis-
mus, den wir wiederum mit ¢ g,k bezeichnen:

Ve Gal(K(E[p™])/K(Ep]) — 1+ pZ,.
Ebenfalls entspricht 1 sk einem Isomorphismus 17, /K
Uit Gal(K(E[p™])/K(E[p]) — 1+ pZ,.

Seit : Gal(K,/K)— Gal(K (E[p>])/K(Ep])) bzw. 7 : Gal(K!_/K) — Gal(K (E[p>=])/ K (E[p]))
der Isomorphismus aus der Galoistheorie. Wir erhalten die Komposition

ki: o Gal(Kw/K) -5 Gal(K(E[p™))/K(Ep]) 5 1 1 pz,,

und ganz analog dazu die Komposition
k3 _ Y
Kyt Gal(K' /K) == Gal(K(E[p™))/K(E[p)) =5 1+ pZ,.

Zu gegebenen topologischen Erzeugern v, und o von Gal(K«/K) bzw. Gal(K._ /K) schrei-
ben wir

uy =Yg/ ou(n) und Uy =y 0 L(y2).

2D. h. arithmetische Gréfencharaktere vom Unendlichtyp (k,j) mit 0 < j < —k, wie im Satz 3.6.
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Fiir jeden Charakter ¢ endlicher Ordnung auf Gal(K?™/K) gibt es dann nach de Shalit
[dS87, II. 4.17] eine formale Potenzreihe G(¢pg; 11, Ts) € O[[T1, T»]] mit der Eigenschaft, dass
die Relation

Ly (0, s1,52) = G(bo; d1(71) "uf' — 1, da(y2) "'us? — 1)

besteht, dabei bezeichne L, (¢, s1, s2) das Integral

Lyps(¢,51,82) = g()¢_lf<fi1f€§2( o)du(f; o)
f

mit G(f) := Gal(K'” /K) und O sei eine endlich erzeugte ganze Ringerweiterung vom Ganz-
heitsring der Komplettierung der maximalen unverzweigten Erweiterung von K.

Genauer besitzt diese formale Potenzreihe folgende Gestalt:

GlowTiTe) = 32 05"(r) [ [ (L i) (0 Tyl vt ).

TEH

3.1.4 Vorbereitende Berechnungen

Als Ausgangspunkt nehmen wir einen beliebigen endlichen Charakter ¢: Gal(K (jy~)/K) —
C,. Nach der Anmerkung im letzten Abschnitt haben wir zunichst die Zerlegung ¢ =

b0y ® ¢y mit einem ¢y aus der Charaktergruppe Gal(K/K) von Gal(K/K) und einem

¢(1) aus der Charaktergruppe Gal(K/K) von Gal(K/K). Wird ¢ aber als einen Charakter
auf Gal(KP™ /K ) aufgefaft, so lisst er sich auch in der Form ¢ = ¢y ®¢; @@, schreiben. Es ist
jetzt unser Anliegen, die Potenzreihe G(¢o; &1 (71) tuit — 1, do(y2) tus? — 1) in Integralform
umzuschreiben. Durch geeignete Wahl der v; werden wir uy = us = u := 1 + p erreichen.
Die Zerlegungsmoglichkeiten von ¢ werden im nachstehenden Diagramm zusammengefafst,
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wobel wir ¢z := ¢(1) setzen:

K™
KPP~
K(:up“’) Kéfo
Ky K K
F \
K b1y = 93
1 ®2
%o $0)
K

Unserem Zweck gemif schreiben wir
s1=8+d; und sy =s+d>

mit s € Z, und dy,dy € Z,, und wir wihlen die topologischen Erzeuger v; von Gal(K/K),
72 von Gal(K!_ /K) und 3 von Gal(K/K) so, dass die zugehorigen u; gleich u := 1+ p sind.
Weiter setzen wir

i = o)t 1,
Ty = ¢2(’72)71U8+d2 -1,
T3 = ¢3(’)/3)_1 S 1

Wir betrachten die folgende Komposition

Res|

Gal(Ky/K) «—— Gal(Ky/K)x Gal(K!_ /K) = Gal(KZ /K) —5 Gal(K/K)
Mo (71, 1) — 5",
fiir geeignete a1, b; € Z,. Ganz analog dazu haben wir

Cal(K/K) —— Gal(Ka/K) x Gal(K'/K) = Gal(K”" /) "% Gal(K /K)

Y2 (1,72) — 37,



58 KAPITEL 3. P-ADISCHE INTERPOLATION

fiir geeignete as,by € Z,. Zusammen mit der Zerlegung ¢y = ¢1 ® ¢o erkennen wir die
folgenden Relationen:

¢1(m) = ds(75") und - da(r2) = P3(75%)- (3.4)

So erhalten wir

T = ¢3(73)—a1u8+d1 —1= (TS + 1)a1u5+d1—a15 1,
Ty = g3(73) 2w — 1= (T3 + 1)t — 1, (3.5)

Ist G(T1,T,) € O[[T1,1s]] eine beliebige formale Potenzreihe, so entsteht nach der Varia-
blensubstitution (3.5) eine formale Potenzreihe H(T3) € O][T3]]. Diese ist wohldefiniert, d.
h.:

Behauptung. Die Koeffizienten von der Potenzreihe
H(T?,) = G(Tl, TQ) = G ((T3 + 1)a1us+d1—a1s o 1’ (TS + 1)a2us+d2—a25 . 1)
liegen in O.

Beweis. Zum Beweis schreiben wir zunéchst die formale Potenzreihe G(T7,75) in der Sum-
menform und machen die Substitution

G Ty) = > a;TiT4
2%
= (T + 1) Purt o - 1) (T + 1)t — 1)
2%
Es ist einfach zu sehen, dass

(Ts + 1)yt 1 = (0 mod (p, T3),
(T + 1)*2u 727925 — 1 =0 mod (p, T),

da wir ja u = 14 p gesetzt haben. Deshalb konnen wir die Potenzreihe H wie folgt darstellen:

H(T3) = Z aij (Tsf(T3) + aop)’ (Tsg(Ts) + Bop)’

_ ;au (; (;) T?jff(Tg)’“(aop)i"“> <§ (‘;) T;fg(Ts)k(ﬁop)j—k>

mit Potenzreihen f, g € Z,[[T]] und ay, Gy € O. Der konstante Term von H(73) ist ) aiyjagﬁgpiﬂ,
2
die p-Ordnung der Summanden geht gegen oo, wenn die Indizes 7, j ins Unendliche gehen,

daher ist der konstante Term wohldefiniert in O. Wir konnen H(T3) weiter sortieren und
folgendermafen ausdriicken:

H(Ts) = Z <Zpi+ﬂ"fbl,j> Ty, bij€0.

k=0 \ i
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Werden die Indizes i,j immer grofer, so ist ord,(p™™=*b; ;) — oo bei festem k. Somit
konvergiert die Summe ). jp”j_kbim der Beweis der Wohldefiniertheit der Koeffizienten

von T¥ fiir ein beliebiges k € Ny ist also erbracht. O

Wie im Kapitel 1 ausgefiihrt wurde, korrespondiert zu einem gegebenen O-wertigen Mafs

dp auf Gal(K (juy~)/K) = Gal(K/K) x Gal(K/K) ein Tupel (11@5(0))%e Gl You Po-

tenzreihen, und es gilt fiir ein festes ¢(o) aufgrund ¢z = ¢1) und ¢ = ¢() @ P
Hy (a0 =1) = 0 (@) 00 () o) du)
Gal(K (yos )/ K)

_ / o) (o) dpu(x), (3.6)
Gal(K (yo< )/ K)

hierbei bezeichne (z) die Projektion von z auf 1 4 pZ, = Gal(K/K). Damit haben wir alle
Vorbereitungen getroffen, um das Haupresultat dieses Kapitels herleiten zu koénnen.

3.1.5 p-adische Interpolation

Wir ziehen jetzt den vom Grokencharakter ¢p k induzierten Galoischarakter auf
G = Gal(K(E[p*>])/K) in Betracht. Die Isomorphien G = ZX = Z/(p — 1)Z x (1 + pZy)
fiihren zu einer Zerlegung v g/ = 1A ® bz, mit

Ya: Gal(K(E[p)/K) — Z/(p—1)Z,
vz, + Gal(K(E[p™])/K(E[p])) — 1+ pZ,.

Insbesondere kann vz, mit dem Isomorphismus x; von Gal(K/K) nach 1+ pZ, identifiziert
werden, dies folgt aus dem schon bewiesenen Diagramm

K(E[p>])

y w
Ko
%

)
K = K(E[p]) N Koo

K(Elp])

Z/(p—1

Genauso ldsst sich ¢}, als Charakter von Gal(K(E[p™])/K) schreiben als ¢, =
YA ® ¢y und ¢7  lésst sich mit dem Isomorphismus ry von Gal(K(,/K) nach 1+ pZ,
identifizieren.

Zur p-adischen Interpolation der Rankin-Selberg-L-Funktion L(Sym?’E ® E 1Q®X,8) =
L(qﬂ%/K “X/K,S) - L(wé/K&E/K - X/, $)? an der kritischen Stelle s = 2 befassen wir uns als
Erstes mit dem Faktor L(v} 5 - X/, 8) = L(&%/K XK, S) = LWE?KIEE/K X/, S — 2) und
setzen
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fl = f¢3E/KJSOO>
€1 = ¢E?KwE/KX/K>

= w£2w*AX/K7
(s,81,82) = (1,2,—1).

Der Nicht-p-Anteil des Fiihrers von ¢, ist gleich fd,% e somit erfiillt f; die Voraussetzung
des Satzes® 3.6. Als Charakter auf Gal(K (E[p])/K) lidsst sich ¢ aufgrund der Inklusion
K(EJp]) € KP” zu einem Charakter auf Gal(K?” /K) hochliften, weshalb 7, als ein Cha-
rakter endlicher Ordnung auf Gal(K?™ /K) gesehen wird. Analog geht es mit 1%.

Bezeichne dy;, das eindeutig bestimmte Maf auf G(f;) = Gal(K"?™/K) aus §3.1.3, dann
ist definitionsgemif (vgl. Definition 3.7)

Lysy(m,2,=1) = Ly, (mky *h2) = / Rk dpy,
G(f1)
-/ AV
1

= / XU ks b (3.7)
G(f1)

Auf dies kénnen wir den Satz 3.6 anwenden und erhalten wegen (k, j) = (2, —1) folgendes
Ergebnis:

Q1 Ul kU X b,
G(f1)

» 2w - _ _9 =
= std,l ’ \/@ ' G(¢?;/K¢E}KX/;1<) ’ L(fl)(wE7K¢E/K *X/K O)
_ 2m -1 N
= QdSz,)),l ’ \/@ ' G(@Z)%/K@bE}KX/Il{) ’ L(p)<¢E?K¢E/K " X/K> 0)
_ 27 - 1. (2 -
= Q3 . . G(? 1 1y, . () 2 . 0
ds,1 \/@ (¢E/K¢E/KX/K) (27r)2 (@DE/KQ/JE/K X/K )
Q(Is?)l 2 71 1 —
_ ) . — — . (OO) -2 .
NG GWrx¥eX k) L (g ek - XK, 0) (3.8)

mit einer komplexen Periode {451 € C* und einer p-adischen Periode €, ; € CJ, wobei die
zweite Gleichung aus der Verzweigtheit des Grofencharakters z/JE?KzZE sk bei allen Primide-
alteilern von fw% Ik und die dritte Gleichung aus der Verzweigtheit des Twists x bei p folgt,

falls y # 1.

Bevor wir fortfahren, schicken wir noch eine Bemerkung voraus. Sei nun f ein Pseudoideal

3Das zugehorige Ideal gy ist gleich fw% e
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wie im Satze 3.6. Wir betrachten das folgende Diagramm:

Gal(K () / K) —— Gal(Q(11) /Q),

wobei p die Einschrankung, i der Isomorphismus und 7 die Komposition p o ¢ sei. Zu einem
gegebenen Maf dv, das auf der Galoisgruppe G(f) definiert ist, induzieren die Abbildungen
p und 7 jeweils ein Maf dp,v auf Gal(K (pp~)/K) und ein Mak dm.v auf Gal(Q(up~)/Q),
welches genau das induzierte Maf di.(p.v) ist.

Definieren wir nun ein neues Mak auf G(f;)

dl’bl = w%/K¢Z‘7}(duf1’

so finden wir, wie bereits in §3.1.3 erwdhnt wurde, eine formale Potenzreihe G(xo; T1,Ts) €
O[T}, T»]], derart dass

_ (s1,82)=(2,—1) o .
/( )x/édul TP G xa () T = 1 xa(ye) tut = 1),
G(f1

Wie im vorigen Abschnitt zeigen wir die Existenz einer Potenzreihe H, € O[[T]] mit
Ldpy = Hyo)(xs(ys) tu—1
X/ OH1 x©(x3(y3) " u—1)
G(f1)
(3.6) -1
= Xk (@)~ (@) dpapn (), (3.9)
Gal(K (jipoe )/ K)
dabei ist dp..p1 genau das zu (Hy ) ——  korrespondierende Maf auf Gal(K (pp~)/K).

X(0)€Gal(K /K)
Da der Charakter x iiber Q definiert ist, kénnen wir (3.9) umschreiben als

| k= [ @) (@) (o)
g(f1) Gal(Q(up=)/Q)

mit fi; = i (pept) = Tuptr. Zusammen mit (3.8) ergibt sich unmittelbar

3
Q;f/ x(@) Hx)din = s -Gy kg kX k) 'L(OO)<¢E?K77ZE/K “X/x,0)
" JGal(Qupee ) /Q) 2my/dk

Q(;SSI p" N
= . — CG(xY - L (2 - X/K, 0
2m/dk 1/’%71( (p) o) ( BRI )

25 Vix®)

= srgs g OO LY Wgfle Xy, 0)
(3.10)
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Die Berechnung der Pseudo-Gaufssumme G’(w?E/K@E}KX/}l() findet sich spéter in (3.31) mit
u =1, =2,a =3 und n sei der Exponent von p im Fiihrer von Y.

Als Néchstes fiihren wir die p-adische Interpolation des zweiten Faktors
L(w%/KwE/K XK, 2) = L(%}}K - X/K,0) = L(wE}K - X/K,0) durch. Wir schreiben nun*

f2 = fElﬁoo7
€ = wg/KX/Ka
Mo =N X /K

(s,$1,82) :=(1,1,0).
Somit ergibt sich

Lp,f2(7727170> = prfz(X/KQz];l'%l_l)
Lp,f2(X/K¢E}K)

= / X/_;(@DE/Kdez
G(f2)

= / X/_;(dlh-
G(72)

Die letzte Gleichung erhalten wir, indem wir mit v g,k und dem alten Maf dji, ein neues
MaR dps := g rdpy, konstruieren. Wie beim ersten L-Faktor von L(Sym’E ® E/g ® X, s)
existieren eine formale Potenzreihe G'(xo,T1,T%) € O[T}, T3]] und eine formale Potenzreihe
H! € O[[T]], sodass

X(0)

- (s1,82)=(1,0) - -
/( )X/ll(dﬂz s G'(xos x1(m) 7w =1, x2(72) T = 1)
G(f2

= H;((O)(X:%(%,)_IU - 1)

- / (@) (@) dpjia(a)
Gal(K (e )/ K)

/ x (@)~ () dfia(z),
Gal(Q(pp)/Q)

hierbei ist dp..u2 genau das zu (Hy,,

)x(o)e Gl BT korrespondierende Maf auf Gal(K (p~)/K)

und dfi; das induzierte Mafs dm,(p2) auf Gal(Q(pp~)/Q). Damit zeigt sich die p-adische In-

4Jetzt ist das zu fo gehorige Ideal go gleich §z.



3.2. P-ADISCHE FUNKTIONALGLEICHUNG 63

terpolation fiir den Faktor L(%}}K - X/, 0)? wegen (k,j) = (1,0) in der Form®

o [ \(@) " (@)dfa(x)
Gal(Q(pp>)/Q)
= gy GWgxix) - LP (W) - X/x,0)

_ oy ) ey
= stl,z : GWE}KX/fl() “Tor L )WE}K “X/K0)
Qs L e
- 27_(_7 ' GWE}KX/;() : L( )(77Z)E}K * X/K> 0)

s _ J’?E/K(p)

Qa2 1
= 5 GO - L (W - Xy, 0) (3.11)
21 U (p) B/ A
mit einer komplexen Periode (452 € C* une einer p-adischen Periode (2,5, € C.
Zusammen mit Blick auf (3.10) konnen wir nun das angestrebte Resultat bereitstellen,
indem wir {45 := 9553,1 . 95522, Q, = Q;:f . Q;g setzen und ein neues Mafs dyu als Faltungs-
produkt dji; ® dfi5?* definieren:

Satz 3.8. Es existieren eine kompleze Periode lqs € C*, eine p-adische Periode ), €
C, und ein eindeutig bestimmtes Maf dy auf Gal(Q(uy=)/Q), sodass fiir jeden beliebigen
Charakter x auf Gal(Q(ppe)/Q) von endlicher Ordnung mit dem Fihrer p",n € N, die
folgende p-adische Interpolation gilt:

0, [ (@) M) (3.12)
Gal(Q(up)/Q)

2n)3Vdgx  p*"

CG(x ™ L (Sym’E ® Ejg ® X, 2).

3.2 p-adische Funktionalgleichung

Wie die klassischen komplexen L-Funktionen erfiillen auch die p-adischen L-Funktionen in
zwei Variablen eine Funktionalgleichung. Es ist nun unser Anliegen, diese fiir unsere Situa-
tion herzuleiten, aber zunéchst schicken wir noch die allgemeine Theorie voraus.

In diesem Abschnitt benutzen wir die folgende Notation:

= ein beliebiger Grokencharakter iiber K vom Unendlichtyp (k, j),
a) = e 1(a)(Na)~! fiir alle a <1 O, die teilerfremd zum Fiihrer f. sind,
= ein ganzes Ideal von Ok mit (f,p) =1,
= Gal(K'""" /K),
G = Gal(K"/K).

—
SRR

5Zur Berechnung von GW)E}KX/}I{) setzen wir u = 1,1 = —1,a = —1, vgl. (3.31).
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Dank der Klassenkorpertheorie kann e klarerweise auch als ein p-adischer Charakter von
G aufgefaft werden. Ubrigens iiberzeugen wir uns leicht, dass & dann ein Gréencharakter
vom Unendlichtyp (—j — 1, —k — 1) ist. Bezeichnet 7 die komplexe Konjugation, so ist &
gleichzeitig auch ein p-adischer Charakter von G vermdge der Vorschrift

go) = "N (ror™h).

Offenbar haben wir e2 = N**7. Demzufolge gilt L(>)(&,0) = L™ (¢ "N, 0) = L{®)(&,1 +
k + j) und somit ldsst sich die komplexe Funktionalgleichung fiir ¢ (vgl. [dS87, II. 1, S. 37|)
wie folgt umformulieren:

Iktj

L(g,0) =W(e) - (dg - Nf.) = - L(¢,0).

Die Groke W (e), welche von e abhiingt, heift die Artinsche Wurzelzahl®, und hat den abso-
luten Betrag 1.

Zur Herleitung der p-adischen Funktionalgleichung fiir € ist es notig, die p-ten Einheits-
wurzeln (, einzufithren. Dazu schreiben wir fiir jedes n € N

w,, und u,: der eindeutig bestimmte p™- und der eindeutig bestimmte p™-Teilungspunkt’
des Gitters p"Og, sodass w,, und u, die simultanen Kongruenzen

w, =1 mod p" und w, =0 mod p",

U, = —1 mod p" und wu, =0 mod p"

16sen. Somit geniigen w,, und u,, der Kongruenzgleichung
wy, — Uy, =1 mod p"Ok.
Die Weil-Paarung e, (-, -) gibt Anlass zu einer primitiven p"-ten Einheitswurzel
G = epn (Wn, uy,).

Lemma 3.9. Es sei d € Z,; das Bild von /—dg unter der Einbettung K — K, = Q,. Dann
qilt:
C(s _ 6—27ri/p"'
Beweis. Wir schreiben O = Z + Z7 mit 7 = \/—dg /2 bzw. (1 + v/ —dk)/2, je nachdem ob
dx = 0mod 4 oder dx = 3mod 4 ist. Auf den p"-Teilungspunkten des Gitters p"Og wird
die Weil-Paarung wie folgt explizit angegeben (vgl. [dS87, II. 6.2|):
e (2, y) = exp(2mi - 2L zy € Ok /p"Ok. (3.13)

pV—dk

6Niheres dazu siehe [dS87, II. 1.1 und IL. 6.1].
™D. h. w, € {r € Ok | rx € p"Ok fiir alle r € p"} und u,, € {x € Ok | rz € p"Of fiir alle r € p"}.
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Setzen wir nun = = w,,y = u, in die obige Formel (3.13) ein, so erhalten wir unmittelbar
aus einer direkten Rechnung unter Beachtung der Kongruenzrelation w, — u,, = 1 mod p"
die folgende Darstellung

Wy, — Wy,
Cn = epn(Wy, uy) = exp(27mi - ——=).
g PV —dk
Wegen u,,, w,, € p" und p" C p" gilt nun
Wy, — Wy, = (W, — uy) + (uy, —w,) =1 mod p". (3.14)

Nach komplexer Konjugation und anschliekend der Multiplikation der Gleichung (3.14) mit
—1 gelangen wir zu
wy, — W, = —(0, —w,) = —1 mod p".

Daraus folgt, dass in in K, die Kongruenz
(wy, — Wy)/\/—dg = —0~" mod p" (3.15)

gilt. Aufgrund der Unverzweigtheit von p in K/Q ist das Bild § von v/—di in K, = Q,
sogar eine Einheit. Nun folgt aber aus der Tatsache (w,, —w,)/v/—dk € Q, dass die Kongru-
enz (3.15) sogar fiir modulo p™ besteht. Eine direkte Rechnung liefert dann die gewiinschte
Formel. ]

Im Weiteren sei 05 € Gal(K™” /K) ein Galoisautomorphismus, der die Bedingung
05(¢) = ¢° fiir alle p-Potenz-Einheitswurzeln ¢ (3.16)

erfiillt. Wir setzen ab jetzt die Verzweigtheit des Grofencharakters € bei allen Primidealfak-
toren von f, einem beliebigen zu p teilerfremden ganzen Ideal von Ok, voraus, und erinnern
uns, dass € und & jeweils als ein stetiger p-adischer Charakter von G = Gal(K#™ /K) und
G = Gal(K"™ /K) aufgefakt wird. Der Einfachheit halber schreiben wir

L) = /g = (0)du(iF*, o),
L) = /g (o), ).

hierbei ist du das von § abhéngige Mafk aus Satz 3.6. Wir konnen nun ein Resultat von de
Shalit [dS87, II. 6] zitieren, wobei o5 bereits durch (3.16) gegeben ist:

Satz 3.10 (de Shalit). Es gibt eine p-adische Einheit WP=2d¢(¢)  derart dass

Ly(e) = Wrm(e) - ——
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Bevor wir die p-adische Funktionalgleichung fiir L(Sym*E ® E /@ ® X, ) bestimmen, wol-
len wir jetzt noch eine Bemerkung einschieben: Wegen vp /(@) = ¥5/x (a) bleibt der Fiihrer
fe von v g,k invariant unter der komplexen Konjugation. Genauso ist es mit dem Fiihrer des
primitiven Grokencharakters der Form g, / P /K mit a,b € Z.

Nunmehr verfahren wir wie in [dS87, 1. 6.4] und setzen

fl = fw%/K’

f2 = fE; _

€ 1= ¢E?K¢E/KX/K7
€ 1= ¢E}KX/K-

Die Grofkencharaktere 1 und €5 sind beide verzweigt bei allen Primidealfaktoren von f; bzw.
fo, somit erfiillt unsere Wahl von f; und f, die Voraussetzung des Satzes 3.10. Die dualen
Charaktere von ¢; und &5 sind

&1 =YV X und & = g X

Fiir den Faktor LW%/K XK, 2) = L(&%/K CX/K,2) = LWE?KIZE/K - X /K, 0) driickt sich
unter Anwendung des Satzes 3.10 auf ¢ = €, die p-adische Funktionalgleichung wie folgt aus:

/ X7V kUi i,
G(f1)

wE/KwEﬁ(X/}l((‘L&)
wE?KwE/KX/K (06)

WP e (g pyrX K /g . Xkl icdpy, . (3.17)

Ganz gleich wie in der p-adischen Interpolation konnen wir argumentieren, dass die bei-
den auf G(f;) definierten Mafe QZJ%/KwE}(duh und wg}Kz/z*EQ/Kd,uh das selbe Mak dfi; auf
Gal(Q(pp~)/Q) induzieren, da der Charakter y urspriinglich iiber Q definiert ist. Das Mafs
w%/KwE}(duh ist also selbstdual auf Gal(Q(pp)/Q). So lésst sich (3.17) weiter schreiben
wie folgt:

/ x(@) " (@)dfin ()
Gal(Q(up=)/Q)

¢E/K¢E7§<X7;l<(076>
¢E?K¢E/KX/K(U5)

W2 ) / (@)(@)djin (2). (3.18)
Gal(Qup)/@)

Fiir den zweiten Faktor LW%/K@E/K X/K>2) = L(¢E/K77Z?3/K XK, 2) = LWE}K'X/Kv 0)
lautet die p-adische Funktionalgleichung in voller Analogie wie folgt: Wir erhalten aus

/ X s xdpy,
G(f2)

Vi X e (0-5)
wE}KX/K (Ué)

= Wp_adic(i/}E}KX/K) /g( )X/KwE/Kdez
f2
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die gewiinschte Funktionalgleichung

/ (@) "M @) dfis(2)
Gal(Q(pp>)/Q)

o Vi X (0-5) i
L R el | ‘@) fe)din(e),  (3.19)
77/}E/KX/K(O-5) Gal(Q(up)/Q)

da die beiden Make ¢ g rdps, und ¢y, dpus, das %leiche Maf djfio auf Gal(Q(up)/Q) indu-
zieren. Setzen wir nunmehr W, := Wp_adic(wngwE/Kx/K) : Wp_adic(wg}Kx/K)z und wie im
vorigen Abschnitt du = dji; ® djiy?, so liefert die Multiplikation von (3.18) und (3.19) die
angestrebte p-adische Funktionalgleichung:

Satz 3.11. Fir jeden beliebigen Charakter x auf Gal(Q(up~)/Q) von endlicher Ordnung mit
p-Potenz-Fiihrer existiert eine p-adische Einheit W,,, sodass die folgende p-adische Funktio-
nalgleichung gilt:

_ Ve kU X (0—s)
/ (@) adta) = W LT (o) ) dur)
Gal(Quy)/Q) Ve Ve Xk (05)  Jaal@ue) /)

wobei du das eindeutig bestimmte Maf auf Gal(Q(pp~)/Q) aus Satz 3.8 sei und o5, 0_s
durch (3.16) definiert seien.

3.3 p-adische Interpolation mittels Theta-Reihen

Zu guter Letzt geben wir eine weitere Moglichkeit der Konstruktion der p-adischen L-
Funktion zu Sym*E ® F /o mittels klassischer ©-Reihen fiir Modulformen an. Es ist moglich,
die Methoden von Manin, Mazur, Tate und Teitelbaum wortwortlich auf unseren Fall zu
iibertragen. Um die Darstellung moglichst klar zu halten, beginnen wir mit einer allgemei-
nen Behandlung der Situation fiir beliebige Gréfsencharaktere.

3.3.1 Theta-Reihen zu Grofiencharakteren

Es seien K ein imagindr quadratischer Zahlkoérper und £ ein Grofencharakter iiber K mit
dem Fiihrer f, der der folgenden Bedingung geniigt:

€((a) = (ﬁ) fiir alle a = 1 mod *f
a
fiir ein v € Z. Dann nennen wir

@k(gv ) @k; Kﬁ, Zf NCl 2 eXp(27TZNCl Z Zan€2ﬂ'inz
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mit k := u + 1 die Hecke-Theta-Reihe (kurz: Theta-Reihe) vom Gewicht k& zum Grofen-
charakter £&. Man {iberzeugt sich unschwer, dass fiir die L-Funktion zu dieser ©-Reihe die
Gleichung

LEV(O(E, -)os) = Y _aun™ =D E(@(Na)7 = LOI(Es %) (3.20)

besteht. Mehr Auskunft iiber diese Theta-Reihe gibt uns der folgende Satz [Miy89, Th. 4.8.2]:

Satz 3.12. In der oben geschilderten Situation ist die Theta-Reihe f(z) = ©Ox(£, 2) eine
Modulform vom Gewicht k. Im Fall, dass k # 1 und & nicht von einem Dirichlet-Charakter
tber die Norm induziert wird, ist f eine Spitzenform. Schlieflich ist f sogar eine Neuform,
falls der Griflencharakter & primitiv ist.

Zu unserer ungetwisteten Rankin-Selberg- L-Funktion

L(Sym2E ® E/Qv S) = L(¢%/K7 S)L(qu)E/Ka S — 1>2
= LWk | Ye 175 —3/2) - LWg/k | Ve |71 s —3/2)°

gibt es also eine Neuform vom Gewicht 3 4+ 1 = 4:
O 6= O e Lo 12 =3 (3 )
n=1 \a<Ox,Na=n
sodass deren L-Funktion nach (3.20):

E/K’

5) = L&) (i | s |75 = 3/2) = L (0, 5).
In analoger Weise gibt es eine Neuform vom Gewicht 1 +1 = 2:
@1/1E/K(Z) =0 (@DE/K |VE/K |_1,z) = Z ( Z @DE/K(G)) e2minz,
n=1 CIQOK,NCl:’n

sodass deren L-Funktion folgende Form hat:

Ly, i, 8) = L (Vpyi |0pi | s = 1/2) = L (g, s).

Und die Identitdt bei unendlichen Stellen kann durch Nachrechnen der Gamma-Faktoren
gezeigt werden. Zusammenfassend haben wir also

L(Sym’E ® Eg,s) = L(Oy3 . 28) - L(Oyycr 5 — 1)2. (3.21)
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3.3.2 p-adische L-Funktion zu L(Sym*E ® E/qg, s) mittels ©-Reihen

Im Folgenden fixieren wir eine Primzahl p € IP. Der Isomorphismus Z; = i, 1 x (1 + ¢Zp)
mit ¢ = p fiir ungerades p und ¢ = 4 fiir p = 2 liefert eine Zerlegung fiir jedes = € Z;:

r=w(r)(zr) mitw(z)e p,_; und (x) € 1+ ¢Z,,
wobei w der Teichmiiller-Charakter ist.

Zu einer beliebigen Modulform f (iiber Q) vom Gewicht 2, die zu einer Weilkurve (z.
B. einer elliptischen Kurve) E gehort, die bei p gute Reduktion hat, haben Mazur und
Swinnerton-Dyer im Jahre 1974 mittels modularer Symbole ein sogenanntes Mazur-Maf djiy
konstruiert, sieche [MSD74]; und fiir htheres Gewicht haben Mazur, Tate und Teitelbaum ein
entsprechendes p-adisches Mak konstruiert, siehe [MTT86|. Die p-adische L-Funktion zu f
ist definiert als die p-adische Mellin-Transformation vom Mazur-Maf:

Lifos) = [ ) duta), (322

siehe auch [BDO7].

Schreiben wir du; = due , , dus == d,u@wE/K und wenden die Formel (3.22) fiir

YE/K
Sym*E ® Eq an, so erhalten wir unter Betrachtung von (3.21) die folgende p-adische L-
Funktion

Ly(Sym’E ® Eyq,s) = Lp(@wj‘g/K> §) - Lp(Oyp s 8 — 1)°

- ( /Zg<x>s—1dm<x>) < / X<x>8-2du2<x>)2 (3.23)

P

Setzen wir weiter

dy' = (x)dm
duy = dy
dv = dy' @ (dy)*?,

so ldsst sich (3.23) folgendermafen umschreiben:

Lp(SYm2E®E/Q,8) = (/ZX <l’>s—2d,ul(m)> (/Z <x>s—2d7/(x)>

_ /Z () 2du(z).

X
P
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3.3.3 Interpolationseigenschaft

Nachdem wir Sym?*E & E,q die p-adische L-Funktion Lp(Sym2E ® E/qg,s) a la Mazur und
Swinnerton-Dyer [MSD74| zugeordnet haben, betrachten wir nun die allgemeinere Situation
und wenden uns der p-adischen Interpolation zu. Fiir die allgemeine Referenz dazu sei auf
[MTTS86| und [BD07| hingewiesen.

Es sei f € S(N,e, k), also eine holomorphe Spitzenform vom Gewicht k& und Nebentyp
e auf I'y(NV), die eine Hecke-Eigenform vom Hecke-Operator T, zum Eigenwert a, ist. a,, ist
notwendigerweise eine algebraische ganze Zahl in C, vgl. [MSD74].

Definition 3.13. Eine Nullstelle @ des Polynoms
X% —a,X +e(p)p*
heifst zuldssige p- Wurzel, falls ord,ae < k — 1.

Der néchsten Definition der speziellen Charaktere schicken wir die folgende Notation
voraus: Fiir eine zu p teilerfremde natiirliche Zahl M schreiben wir

Zypar = m(Z/p" MZ) = Z,, x (Z/mZ),
und sei Z,, yy — Z,, * — x, die natiirliche Projektion.

Definition 3.14. Ein spezieller Charakter zum Parameter k ist ein p-adischer Charakter
1 Ly — Cf der Form n(z) = @ - no(x) mit j € Z,0 < j <k — 2 und einem Charakter 7
endlicher Ordnung.

Insbesondere ist ein Charakter der Form n(x) = 2 - x(z)~", 0 < j < k — 2, mit unserem
Twist x als 7' ein spezieller Charakter.

Des Weiteren definieren wir zu einem gegebenen speziellen Charakter n mit dem Fiih-
rer m = p’M (v € N) und einer zu f assoziierten zuldssigen p-Wurzel « einen p-adischen
Multiplikator wie folgt:

. 1
GP(OZ, 77) = €p(()é,j7770> = J(l -

Ferner schreiben wir

Lp(faaan) = /'>< ndﬂf,ow

Zy,m

Um p-adische Interpolationsformel fiir unsere Situation zu gewinnen, kénnen wir ein Er-
gebnis der p-adischen Interpolation zu Hecke-Eigenformen von Tate, Mazur und Teitelbaum
[MTT86]| jeweils auf @%/K und Oy, . an, beide Mal setzen wir M = 1, dann erhalten wir

daraus eine Interpolationsformel fiir L(Sym?’E @ E /0, s) an der kritischen Stelle s = 2.
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Die Theta-Reihe @w% P ist vom Gewicht k& = 4. Wir setzen

n(x) = x(z)~h

Damit ist 5 = 1 und 7 ist folglich ein spezieller Charakter.
Weiter wihlen wir eine zuldssige p-Wurzel o von dem Polynom

X? — a,X +e(p)p’,
wobei a, der Eigenwert des Hecke-Operators T}, auf @waE I ist.

Das Resultat von Mazur, Tate und Teitelbaum [MTT86, §14| angewandt auf unsere
Situation liefert die folgende Interpolationsformel:

_ _ x(p) py. D
an a a 2 G(x)

s © XK, 2), (3:24)

wobei dpu1q eine vereinfachte Schreibweise fiir due , o, i eine Konstante® aus® CX/Z(XP)

E/K

und G(x) die Gauksumme von Y ist.

Fiir die Hecke-Eigenform Oy, ., deren Gewicht £ gleich 2 ist, setzen wir

ni=x
Es ist also j = 0 und 7 ist ein spezieller Charakter. Legen wir eine zuléssige p-Wurzel o/ vom
Polynom
X?—a,+<(pp
fest und schreiben der Einfachheit halber dys o statt due vy s SO erhalten wir wieder nach
Mazur, Tate und Teitelbaum [MTT86, §14]:

IRERTE

) el -L(O")(@wE/K ®x/k,1)  (3.25)
mit einem 5 € C*/Z( .

(3.24), (3.25) verkniipft mit (3.21) liefert schlieklich das folgende Resultat:
Satz 3.15. Es gilt die p-adische Interpolationsformel:

1 -1 2n

/Z i = % (- x(p)é(p)p)(]L B ><(p)€’(p)p)2(1 _x(p)” Py — x(p)

2 p
« o Q o )

. i G(x)?P

L) (Sym?E ® Eg ® X, 2)
mit dfi := xdp1 o ® dpss, einer Konstanten Q € C*/Z, und & := aa*m,

®In der Arbeit von [MTT86, §14] hat eine Periode € C*/Z ), gefehls.
Zwy=1{%19,h € Z,pth}.
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3.3.4 Vergleich der Interpolationsergebnisse von de Shalit und von
Mazur-Tate-Teitelbaum

Nun sind wir an der geeigneten Stelle gelandet, die p-adischen Interpolationen der Hecke-L-
Reihen a la Mazur, Tate und Teitelbaum mittels Modulformen und a la de Shalit, die etwas
spater entwickelt wurde, zu vergleichen. Dabei betrachten wir statt g,/ etwas allgemeiner
einen arithmetischen Grofencharakter ¢ {iber K vom Unendlichtyp (u,0) mit einem u € Z,
und zusdtzlich noch die Bedingung

Y(@) = 1p(a) fiir alle a <1 Ok, (a,f,) = 1

erfiillt. Sei 1y := 1) - N %2 =) - | -|™* die Normierung von v, wobei N die Absolutnorm des
Idels bzw. des Ideals bezeichne, je nach der Situation. Offenbar hat vy den gleichen Fiihrer
fy, wie 1. Es sei die Primzahl p weiterhin zerlegt in K/Q, d. h. p = pp. Der Grofencharakter
1 sei bei p unverzweigt. Nicht zuletzt habe der Twist y : Gal(Q(up=)/Q) — Q von endlicher
Ordnung entweder den Fiihrer p™ fiir ein n € N, oder x sei trivial.

Fiir ein beliebiges a € Z ist 1§ ein normierter Grofencharakter. Er ist zu einer Neuform
f vom Gewicht k£ = au + 1 vom Nebentyp ¢ assoziiert (vgl. [K6h10]), wegen

ﬁ) fir alle x = 1 mod ™ {y,, = € K,
T

i () = (

hierbei bezeichne |z | den Absolutbetrag von z in C, und es besteht die folgende Relation
(siche [K6h10, §5.3|):

LO(f,s) = L5, s — ) = L (47, 5) = L4, 9). (3.26)
Wir definieren einen Charakter
n: LY —Cx, z+——a x(z)”
mit 7 = ul — 1 mit einem [ € Z, sodass
0<ul—1<au—1 und 0<wua—ul<ul (3.27)

Die erste Bedingung dient dazu, dass 1 ein spezieller Charakter ist und die zweite dazu, dass
der getwistete Grofencharakter!'® oyl =ly /K die Voraussetzung der p-adischen Interpolation
von de Shalit erfiillt. Wir schliefen aus (3.27), dass

0<i<a<?2 |, falls u > 0,
20<a<l<0 falls w < 0. (3.28)

Insbesondere gilt in beiden Fallen: —ul < 0 und ua —ul > 0. Im Hinblick auf (3.26) schlieften
wir, dass das Hecke-Polynom sich wie folgt faktorisieren lésst:

X? —a,X +e(p)p™ = (X —¢*(p))(X — 9*(p))

104)=te)a=1 ist der primitive GoRencharakter.
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mit Nullstellen ¢*(p) und ¢*(p). Wir merken an, dass der Koeffizientenvergleich ¢(p) = 1
liefert. Ohne Einschrankung wihlen wir a@ = 9%(p) als eine zuléissige p-Wurzel des Hecke-
Polynoms und berechnen den p-adischen Multiplikator

( ) {,&ai(p)7 faHS X # 1,
ey, 7) = _
g (I—=¢*(p)p~ ) (1 =~ *(p)p*"),  falls x = 1.

Insgesamt erhalten wir nach Mazur, Tate und Teitelbaum (vgl. [MTT86, §14])

Ly(f, 4" (p),n) (3.29)
nul wul—1)! . Ta
e TR LW @ X ), falls x # 1,

nul

—Q (L= (p)p ) (1 = B (p)p ) - e - (ul — 1)) - L, ul), falls x = 1,

mit einer von j abhingigen Periode ).

Andererseits konnen wir die Interpolationsformel von de Shalit [dS87, II. 4.16] auf die
Hecke- L-Funktion

a Y(p)=v(p) Ta PPp=N" —l Ta—

anwenden, da der GroRencharakter 1y ~'*~" vom Unendlichtyp (—ul,ua — ul) ist, also der
Bedingung 0 < ua — ul < ul geniigt. Es ergibt sich fiir ein festes ganzes Ideal g von Ok mit
(g,p) = 1 das folgende Resultat:

Q;ua wl,&lfax/fédluds
G(g)

Q,_ua @ ul—ua . G(Q/}l’lzl_a 71) . L(g)(w—l,l;a—l . O) f H 1
= X/K X/K>Y), alls x % ’

- ()" Gt - (1= e (p)pt) - DO L0), falls y = 1,

mit einer geeigneten p-adischen Periode €2, und einer geeigneten komplexen Periode §2'. Hier-
bei ist die Pseudo-Gaufsumme G(zﬂlwl_ax/}l() wie in §3.1.3 definiert, G(g) = Gal(K®™ /K)
und dpgs das eindeutig bestimmte Mak auf G(g) aus Satz 3.6. Der Gamma-Faktor von
L(“)(zﬁ_lw“_l - X/K0) berechnet sich wegen —ul < 0 und ua — ul > 0 wie folgt:

['(0 — min(—ul,ua —ul))  T(ul)  (ul—1)!

(27T)0—min(—ul,ua—ul) N (27’(‘)“1 B (27T)UZ ‘
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Unter Betrachtung von 1) = N'* kénnen wir es weiter wie folgt schreiben:

Q;ua/ ?/’l@bl aX/_;1< dptas (3.30)
G(g)
( ul—ua 7
—ua Tl—a. — ul—1)! P (9)x Nk /0(9))
Q' <\ﬁ2(ix> G - el <1 _ %) :
L @ x/x, ul), falls x # 1,

Q/—ua <@)ul—ua (ul—1)!

2m Cemu
1l—a —a ul— a —u U Nk
G - (L= () - (L= (p)p) - (1 - ).
L) (2, ul), falls y =

Um einen niheren Vergleich zwischen (3.29) und (3.30) zu gestatten, ziehen wir die
Pseudo-Gaufksumme G(@Dl@bl*ax/}l{) in Betracht. Aufgrund der Unverzweigtheit von 1 bei p

und f, = p" ist im Fall x # 1 die genaue p-Potenz im Fiihrer von wlzﬁl*ax/_ll( gleich p™. So
berechnet sich laut Definition 3.5 die Pseudo-Gaufsumme wie folgt:

N’ul( )

Gtixl) = D S ()
veS
unl
= Sy 2 EW)
¢ p veS
pn(ul—l) .
= Ty o0 (3.31)

Andererseits gilt bekanntlich

= . (3.32)

Des Weiteren wéhlen wir g = p, da dies der Bedingung (g, p) geniigt. Dann verschwindet

der Teil %W i

(3.32) und (3.31) jeweils in (3.29) und (3.30) eingesetzt liefern nun einmal das Interpola-

n (3.30), da der Fiihrer von x p-Potenz ist.
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tionsergebnis a la Mazur, Tate und Teitelbaum

Ly(f,9"(p),m) (3.33)
= [ @) @)

B / 1(@)" () i (@)

X
P

eay]— nyul—1  (y1—1)! _ o) /. Ta
Q- x(—=1) - (5)" S G L@ @ g ul),  falls x # 1,

Q. Z'ulfl . (;2;_;')ul71 . (ul o 1)| . (1 o Qﬁa(p)pful)(l . &fa(p)pulfl)‘
L) (4, ul), falls x = 1,

wobei das Mak dfiynr eine geeignete Modifikation von dem urspriinglichen Mak dpig ga(y) ist;
und einmal haben wir & la de Shalit

Qe W&l‘“x/‘;(duds (3.34)
G(9)

~ g / (@) &) djigs (2)
Gal(Q(pp)/Q)

( o ul—ua naul—1  (yl—1)1 B o Ta
o ()T L ()T M G LW @ ul),

falls x # 1,

n\ ul—1

—gree ()T L) - ) (= 9l (= D))

L falls x =1,

wobei djiys, wie wir in §3.1.5 schon gesehen haben, eine geeignete Modifikation von dpu,s auf

Gal(Qi1=)/Q) = 7 ist.

Wie wir sofort sehen, besitzen die Interpolationsformel (3.33) und die Interpolationsfor-
mel (3.34) die gleichen Faktoren (%)Mﬁl (ul — D) (1= 9(p)p~ ) (1 —~%(p)p*~!) im Fall
x nichttrivial, und (g—:r)mfl (ul = 1) (T =22(p)p~) (1 —p~%(p)p*~1) im Fall x trivial. Dies
suggeriert, dass die beiden Interpolationsverfahren zum selben Ergebnis fiihren. In der Tat,
da die Periode €2 von ul = 741 abhéngt, kénnen wir sie durch Multiplikation einer geeigneten
Konstanten so modifizieren, dass die Interpolationsformeln (3.33) und (3.34) iibereinstim-

men. Und weil diese Gleichheit fiir alle endlichen Charaktere y mit p-Potenz-Fiihrer gilt,
konnen wir schlieflich die folgende Bemerkung formulieren:

Bemerkung. Unter den selben Voraussetzungen wie am Anfang dieses Abschnitts gibt es eine
Konstante ¢ € @; , sodass es gilt: djiyyr = cdfigs. Die p-adische Interpolation nach Mazur,
Tate, Teitelbaum und die p-adische Interpolation nach de Shalit stimmen also bis auf die
Modifikationen im Wesentlichen {iberein.
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Symbolverzeichnis

Adelring von Q

Komplettierung von @p

Idel mit o an endlichen Stellen und Einsen an unendlichen Stellen
Diskriminante eines Zahlkorpers K

eine elliptische Kurve

zu E assoziierte formale Gruppe

j-Invariante von F

Fiithrer der elliptischen Kurve E/Q

symmetrisches Quadrat zu F

Idelgruppe des Zahlkérpers F

Idealgruppe des Zahlkorpers F'

Gruppe der gebrochenen Hauptideale des Zahlkorpers F
Frobeniusautomorphismus bzgl. v

zu E/K assoziierter Grokencharakter

Fiihrer von ¢,k

primitiver Grofencharakter zum Produkt ¢4 / PR /K

Normierung eines Grofencharakters

absolute Idealnorm bzw. Idelnorm

Artinsymbol eines Ideals a << O brzgl. einer abelschen Erweiterung F/K
Normrestsymbol eines Idels x bzgl. einer abelschen Erweiterung F/K
Charaktergruppe einer Gruppe G

Gruppe der ["-Torsionspunkte auf einer abelschen Varietit A
[-adischer Tate-Modul einer abelschen Varietdt A

T1(A) ®z, Qy, rationaler [-adischer Tate-Modul einer abelschen Varietidt A
multiplikative Gruppe

l[-adischer Tate-Modul von G,,

Ti(1) ®z, Qy, rationaler l-adischer Tate-Modul von G,
Iwasawa-Algebra einer proendlichen Gruppe G

orthogonale Idempotente

Galoisgruppe Gal(Q/K)

Galoisgruppe Gal(Q/Q)

von einer Darstellung p von G induzierte Darstellung von Gg
Weilgruppe von C

7
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Weilgruppe von R

zu E/Q gehorige Darstellung von Wy

zu Yk gehorige Darstellung von We
komplexe Konjugation

Idelklassengruppe

Kongruenzuntergruppe modulo p™ in Cg
komplexe Periode

p-adische Periode

Strahlklassenkorper K#™

Galoisgruppe Gal(K™™ /K)

Gruppe der (p — 1)-ten Einheitswurzeln
Teichmiiller-Charakter

Gaufssumme bzw. Pseudo-Gauksumme eines Charakters e
das p-adische Integral [\ e~ (0)du(h; o)

Charaktergruppe einer Galoisgruppe G

Weil-Paarung

Artinsche Wurzelzahl

eine p-adische Einheits in der p-adischen Funktionalgleichung
Hecke-Theta-Reihe vom Gewicht k£ zum Groéfencharakter £
Mazur-Mafk zur Modulform f



Index

L-Funktion

motivische, 20

zu ©-Reihe, 68
[-adische étale Kohomologie, 16
p-adischer Interpolation, 55

abelsche Erweiterung, 10
analytischer Isomorphismus, 9, 10
Artinsymbol, 12, 45

Charakter
spezieller, 70
Teichmiiller-, 25
von erster Art, 22
von zweiter Art, 22
zyklotomischer, 16

Distribution
p-adische, 21

Einheitswurzel, 10

Fiihrer

der elliptischen Kurve, 41

des Grofkencharakters, 6
Frobenius

arithmetischer, 18

geometrischer, 18
Frobeniusendomorphismus, 12
Funktionalgleichung

p-adische, 65

komplexe, 42

motivische, 43

Galoisdarstellung

strikt kompatibles System, 16
Gamma-Faktor, 20, 41
Gaufssumme, 54

Pseudo-, 54
Gelbart-Jacquet-Lift, 1, 26
Grofsencharakter

arithmetischer, 7

eines Zahlkorpers, 6

primitiver, 39

zu E/F assoziierter, 11

Hecke- L-Funktion
vollstandige, 42

Hecke-Theta-Reihe, 68

Hilbertklassenkorper, 10

Idempotente
orthogonale, 22
Iwasawa-Algebra, 22

j-Invariante, 10

Kohomologie
[-adische Kohomologie, 19
Betti-Kohomologie, 19
de-Rham-Kohomologie, 19
komplexe Multiplikation
Hauptsatz der CM, 9
kritische Werte, 44

Maf

p-adisches, 21

Mazur-, 69
Motiv, 19

das duale, 19

Tate-, 19
Multiplikation mit s, 8, 10

Normgruppe zum Strahlklassenkorper, 48
Normrestsymbol, 27
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Periode
p-adische, 44
komplexe, 44

Pseudoideal, 53

Quaternionengruppe, 35
Rankin-Selberg-Faltung, 1, 26
Symmetrisches Quadrat, 18

Tate-Modul einer abelschen Varietit, 16
Tate-Twist

einer Galoisdarstellung, 17

eines Motivs, 20
Torsionsuntergruppe, 10

unverzweigt

bei B, 11

Weil-Paarung, 43
Weilgruppe
von C, 30
von R, 30
Wurzelzahl
p-adische, 65
Artinsche, 64

zuldssige p-Wurzel, 70
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