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Vorwort des Herausgebers

Wissen ist einer der entscheidenden Faktoren in den Volkswirtschaften unserer Zeit.
Der Unternehmenserfolg wird in der Zukunft mehr denn je davon abhängen, wie schnell
ein Unternehmen neues Wissen aufnehmen, zugänglich machen und verwerten kann.
Die Aufgabe eines Universitätsinstitutes ist es, hier einen wesentlichen Beitrag zu
leisten. In den Forschungsarbeiten wird ständig Wissen generiert. Dieses kann aber
nur wirksam und für die Gemeinschaft nutzbar werden, wenn es in geeigneter Form
kommuniziert wird. Diese Schriftenreihe dient als eine Plattform zum Transfer und macht
damit das Wissenspotenzial aus aktuellen Forschungsarbeiten am IPEK - Institut für
Produktentwicklung Karlsruhe (ehemals: Institut für Maschinenkonstruktionslehre und
Kraftfahrzeugbau) verfügbar.

Die Forschungsfelder des Institutes sind die methodische Entwicklung und das Ent-
wicklungsmanagement, die rechnergestützte Optimierung von hochbelasteten Struk-
turen und Systemen, die Antriebstechnik mit einem Schwerpunkt auf den Gebieten
Antriebsstrang-Engineering und Tribologie von Lager- und Funktionsreibsystemen, die
Mikrosystemtechnik mit dem Focus auf die zugehörigen Entwicklungsprozesse sowie
die Mechatronik. Die Forschungsberichte werden aus allen diesen Gebieten Beiträge
zur wissenschaftlichen Fortentwicklung des Wissens und der zugehörigen Anwendung
- sowohl den auf diesen Gebieten tätigen Forschern als auch ganz besonders der
anwendenden Industrie - zur Verfügung stellen. Ziel ist es, qualifizierte Beiträge zum
Produktentwicklungsprozess zu leisten.

Albert Albers





Vorwort zu Band 75

Im modernen Maschinen- und Fahrzeugbau gibt es ganz wesentliche Megatrends
in der Entwicklung. Der eine Megatrend ist der Zwang zur weiteren Erhöhung der
Leistungsdichte, um so mehr Funktionalität in immer kleineren Bauräumen zu realisieren.
Der zweite Megatrend ist die Steigerung der Energieeffizienz in allen Belangen, um
somit einen Beitrag zur Reduzierung der CO2-Belastung unserer Umwelt zu erreichen
und der dritte Megatrend, der sich in den letzten Jahren deutlich aufzeigt, und hier eher
als Mittel zum Zweck gesehen werden kann, ist die Hinwendung zu einem immer weiter
optimierten Leichtbau aller technischen Systeme.

Zu beobachten ist dies z. B. durch die Verwendung von neuen Materialien, die CFK-
Werkstoffe, mit gezielter Ausnutzung von Anisotropien, wie sie z. B. im Fahrzeugbau
beim BMW E3 exemplarisch zu sehen ist. Allein der Materialleichtbau reicht allerdings
bei Weitem nicht aus. Ergänzt werden muss dieser Ansatz durch einen konsequenten
Gestalt- und Systemleichtbau. Das heißt, es müssen alle Potenziale am Bauteil und in
der Wechselwirkung mit dem technischen System genutzt werden, um Leichtbaulösun-
gen darzustellen. In diesem Zusammenhang sind moderne mathematische Methoden
sehr hilfreich.

Seit vielen Jahren wird am IPEK - Institut für Produktentwicklung - auf dem Gebiet
der rechnergestützten Optimierung von Bauteilen mit dem Fokus auf Topologieoptimie-
rung, aber auch Formoptimierung gearbeitet. Die sich in diesem Gebiet in den letzten
Jahren zunehmend etablierenden Ansätze mit komplexen Methoden die Optimierung
von Strukturen voranzutreiben, bieten auch in der Zukunft ein sehr hohes Potenzial.
Insbesondere die immer größere zur Verfügung stehende Rechnerleistung führt hier zu
neuen Ansätzen. So konnten u. a. am IPEK in den letzten Jahren die Möglichkeiten der
Topologie-Optimierung durch Berücksichtigung verschiedenster weiterer Constraints
und Randbedingungen erweitert werden.

An dieser Stelle setzt die Arbeit von Herrn Dr.-Ing. Christian Sander an. Er hat sich zum
Ziel gesetzt, einen neuen Prozess der automatisierten Topologieoptimierung bewegter
Bauteile unter besonderer Berücksichtigung des Trägheitseinflusses zu erforschen und
diesen an realen Beispielen zu validieren. Dies gelingt Ihm in ausgezeichneter Weise,
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sodass die Arbeit einen wesentlichen Beitrag zur Nutzung der Leichtbaupotenziale in
der modernen Produktentwicklung leistet. Gleichzeitig öffnet die Arbeit neue Gebiete für
die Forschung.

Albert Albers



Kurzfassung

Die Bedeutung des Leichtbaus und der Energieeffizienz hat in den letzten Jahren stark
zugenommen und nimmt daher einen immer höheren Stellenwert bei der heutigen
Produktentwicklung ein. Die Hauptmotivation hierfür ist die Steigerung der Wettbe-
werbsfähigkeit von hergestellten Produkten. Aber besonders dynamisch bewegte me-
chatronische Systeme stellen aufgrund der unterschiedlichen Wechselwirkungen und
physikalischen Effekte eine Herausforderung für den Produktentwickler dar. Bei der
virtuellen Produktentwicklung ist der Trend zu beobachten, dass immer häufiger unter-
schiedliche Simulationsmethoden zur ganzheitlichen Betrachtung von mechatronischen
Systemen und Produkten etabliert und verwendet werden.

In der vorliegenden Arbeit wird ein neuer Prozess der virtuellen Produktentwicklung
zur Optimierung der Gestalt von mechanischen Bauteilen in dynamisch bewegten
Systemen vorgestellt. Hierzu wird eine Methode entwickelt, die den Trägheitseinfluss bei
der Gestaltsynthetisierung berücksichtigt. Der neue Prozess basiert auf der Methode
der Topologieoptimierung. Sie wird mit der Mehrkörpersimulation, der Finiten Element
Analyse und der Berechnung eines Adaptionskennwertes, der die kinetische Energie
beinhaltet, gekoppelt. Es wird gezeigt, dass der neue Optimierungsprozess nicht auf
akademische Modelle beschränkt ist, sondern auch auf Aufgabenstellungen aus der
Praxis angewendet werden kann. Hierzu wurden in dieser Arbeit Komponenten des
humanoiden Roboters ARMAR, des IPEK-Schaltroboters und eines Industrieroboters
optimiert, um die Leistungsfähigkeit des neuen Prozesses zu untersuchen.

Abschließend wird diskutiert, welcher Optimierungsprozess zu welchem Zeitpunkt der
Produktentstehung genutzt werden sollte, welche Grenzen bestehen und welche Kom-
petenzen zur Nutzung im Unternehmen benötigt werden. Zum Schluss wird aufgezeigt,
welche Forschungsaufgaben weiterverfolgt werden sollten.





Abstract

Lightweight design and energy efficiency have an important role in current product deve-
lopment. Therefore, the main incentive is to enhance competitiveness of manufactured
products. Especially the design of dynamic moving structures in mechatronic systems
is a challenge for product developers due to the different interactions, complicated
boundary conditions and physical effects. In virtual product development, researchers
try to establish methods and processes to achieve a holistic simulation and optimization
of structures in mechatronic products and systems. In recent years, many of these
methods have been in daily use with an upward trend.

This dissertation introduces a new approach in context of virtual product development for
computer-aided design to optimize structures in dynamic moving systems. One focus to
achieve it is to analyze and optimize the design of mechanical structures and the entire
system. Therefore, the main aspect is the development of a method to automatically
reduce the inertia during synthesis of structures design. The presented work uses an
integrated process of the finite element analysis, multi-body simulation and topology
optimization for structural optimization of structures in accelerated, moving systems.
Through the integration of different simulation methods, the interactions between struc-
tures and systems can be taken into account during structural optimization. The design
of individual structures considers the complex system behavior, and reduces the inertia
and enhances the reliability and energy efficiency. It shows that the new optimization
process is not limited to academic models, but can also be applied to problems in
practice. For this purpose, components of the humanoid robot ARMAR, the IPEK robot
shifter and an industrial robot are optimized in order to investigate the performance of
the new process in this work.

Finally, it is discussed which optimization process should be used at what time of product
development, which limits exist and what the required skills are to use the process in a
company.
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1 Einleitung

Der weltweite Energieverbrauch ist in den letzten 200 Jahren um den Faktor 26 von
20 · 1018 𝐽

𝑎
auf 530 · 1018 𝐽

𝑎
gestiegen, wie in der Abbildung 1.1 dargestellt.1 Die industriali-

sierten Staaten haben dabei am meisten zu dieser Steigerung beigetragen, ohne dass
die Bevölkerung im gleichen Maße gestiegen ist. Der erhöhte Energieverbrauch und der
hiermit verbundene gestiegene Ausstoß von Treibhausgasen (vor allem CO2 mit 77 %)
hat eine weltweite Änderung des Klimas und somit der Lebensbedingungen für alle Le-
bewesen zur Folge.2 Der Zwischenstaatliche Ausschuss über Klimaänderungen3 hat im
Jahr 2007 festgestellt, dass es „ein sehr hohes Zutrauen in die Aussage [gibt], dass der
global gemittelte Nettoeffekt aller Aktivitäten der Menschheit seit 1750 eine Erwärmung
ist“.4 Die Sorge über diese Veränderung motiviert die Menschen, neue Prozesse und
Methoden zu entwickeln, um den Ausstoß von Treibhausgasen zu minimieren und die
Klimaveränderung zu stoppen.

Es existieren unterschiedliche technische Möglichkeiten, um dieses Ziel zu erreichen.
Neben der Entwicklung der Nuklearfusion werden häufig die Weiterentwicklung und
der Ausbau der erneuerbaren Energien und die Steigerung der Energieeffizienz von
Produkten genannt. Hierbei wird der Energieeffizienzsteigerung der größte Einfluss und
das höchste Potential zur Reduktion der Treibhausgase zugesprochen.5 Bei der Produkt-
entwicklung werden die Umweltbeeinträchtigungen maßgeblich durch den Produktent-
wickler festgelegt. Die Auswahl der verwendeten Werkstoffe, der Energieverbrauch und
die Emissionen bei der Herstellung, Nutzung und dem Recycling eines Produkts sind
hierbei entscheidende Faktoren.6 Neben einer treibhausgasarmen Energieerzeugung
ist gerade die effiziente Nutzung der Energie von großer Bedeutung. Das Verhältnis der
Energie zur Befriedigung energierelevanter Bedürfnisse, wie zum Beispiel für die Errei-

1Wilson & Grubler 2011
2Cramer et al. 2001 / Rahmstorf & Schellnhuber 2012
3Intergovernmental Panel on Climate Change (IPCC) eingerichtet durch United Nations Environment

Programme (UNEP) und der World Meteorological Organization (WMO), um für politische Entscheidungs-
träger den Stand der wissenschaftlichen Forschung zusammenzufassen. Der IPCC forscht nicht selbst,
sondern trägt die Ergebnisse der Forschungen in den verschiedenen Disziplinen zusammen, darunter
besonders der Klimatologie.

4Grassl 2007
5Wilson & Grubler 2011
6Birkhofer et al. 2012
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chung eines bestimmten Maßes an Energie- oder Mobilitätsleistung, wird als Energie-
bzw. Endenergieeffizienz bezeichnet.7 Ein Optimum der Energieeffizienz wird daher
erreicht, wenn der gewünschte Effekt bei minimalem Energieaufwand erreicht wird.
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Abbildung 1.1 Jährliches Veränderung des Energieverbrauchs und der Bevölkerung
zwischen 1800-2009. Quelle: Grubler (2008, aktualisiert mit P.l.c. 2010;
IEA 2010). Ergebnisse vor 1950 sind Schätzungen.8

Die Europäische Union, die Bundesrepublik Deutschland, verschiedene Nichtregie-
rungsorganisationen, aber auch die Industrie haben sich zum Ziel gesetzt, den Ener-
gieverbrauch in den Bereichen Leben, Transport, Kraftwerkstechnik und Industrie zu
senken, indem die Energieeffizienz stark gesteigert wird. Da der höchste Verbrauch an
Primärenergie in Deutschland dem industriellen Sektor zugesprochen wird, ist hier eine
Steigerung der Energieeffizienz von großem Nutzen.9

Um die Menge des Energiebedarfs während der Nutzung zu optimieren, werden von
BIRKHOFER ET AL.10 unterschiedliche Lösungsmöglichkeiten empfohlen. Dazu zählen
unter anderem die Entwicklung von „häufig bewegte[n] bzw. beschleunigte[n] Teile[n]
in Leichtbauweise“ und die Minimierung des „Bedarf[s] an Antriebsenergie“. Es muss
allerdings berücksichtigt werden, dass der wachsende Wettbewerb, unter anderem
getrieben durch die Globalisierung der Märkte, nur Lösungen akzeptiert, die nur gering-
fügige Mehrkosten aufweisen oder aufgrund der Energieeinsparung die Mehrkosten

7Pehnt 2010
8Bildquelle: Wilson & Grubler 2011
9Neugebauer et al. 2010

10Birkhofer et al. 2012
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kompensieren können. Hinzu kommt die Verkürzung der Produktlebenszyklen, die den
Produktentwickler vor die Herausforderung stellt, in kürzerer Zeit neue Produkte zu
entwickeln. So hat sich die Produktlebensdauer im Markt zwischen den Jahren 1991
und 2000 um etwa 60 % verringert.11

Eine Studie des Fraunhofer ISI12 hat gezeigt, dass der Produktlebenszyklus seitdem
nicht weiter verkürzt wurde. Berücksichtigt man allerdings die steigende Komplexi-
tät aufgrund zahlreicher verschiedener Funktionen und Technologien, sowie starker
Interaktionen in interdisziplinären Feldern bei gleicher Entwicklungszeit, so ist der Ent-
wicklungsaufwand gestiegen. Unternehmen stehen daher vor der Herausforderung,
innovative Produkte innerhalb kürzester Zeit entwickeln zu müssen, um ihre langfristige
Wettbewerbsfähigkeit zu sichern.13 Um dieser Herausforderung gerecht zu werden,
müssen die Produktentwicklungsprozesse sowohl verkürzt, als auch an diese Gegeben-
heiten angepasst werden. Eine Zielsetzung dieser Anpassung ist der frühe Erwerb von
Wissen über das zukünftige Produkt, um kostengünstig frühe Anpassungen durchfüh-
ren zu können. Die Integration der virtuellen Produktentwicklung in die bestehenden
Prozesse sieht ALBERS14 als notwendig an. Auf diese Weise kann die Anzahl realer
Prototypen verringert werden, was maßgeblich Entwicklungszeit und -kosten reduziert.
Der X-in-the-Loop-Ansatz von ALBERS ET AL.15 berücksichtigt diese Möglichkeit und
integriert Versuch und Simulation gleichbedeutend zur Produktvalidierung.

Der Einsatz von Simulationswerkzeugen ist heute gängige Praxis in der Produktent-
wicklung. Zur Analyse der Spannungsverteilung und der maximalen Verschiebungen
bei mechanischen Komponenten wird die Finite Element Analyse (FEA) verwendet.
Zur Untersuchung des dynamischen Verhaltens, hier im Sinne einer beschleunig-
ten Bewegung von mechanischen und mechatronischen Systemen, wird häufig die
Mehrkörpersimulation (MKS) eingesetzt. Die Integration von elastischen Körpern in
eine MKS ermöglicht realistische Informationen über die Belastungen für das Bauteil,
sowie über die maximalen Verschiebungen am Endpunkt einer Struktur.16 Auch die so
genannte parameterfreie Strukturoptimierung spielt zunehmend eine wichtige Rolle in
der modernen Produktentwicklung. Wird die MKS in den Strukturoptimierungsprozess
integriert, so ist es möglich, Körper in dynamischen Systemen bezüglich der Wechsel-
wirkung zwischen den körpereigenen mechanischen Eigenschaften und der Dynamik
des gesamten Systems zu optimieren.17 In Albers et al. 2008b wird ein Optimierungs-
prozess zur Topologieoptimierung von flexiblen Körpern in geregelten, dynamischen

11Bullinger et al. 1997 / Maier 2011
12Kinkel 2005
13Eversheim et al. 2005
14Albers & Nowicki 2003
15Albers & Düser 2010
16Esteban 2010
17Häußler et al. 2001 / Häußler et al. 2004
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mechanischen Systemen vorgestellt. Dieser Optimierungsprozess wurde zu einer inte-
grierten Topologieoptimierungsmethode erweitert, bei dem flexible Körper in geregelten
dynamischen mechatronischen Systemen optimiert werden, wobei die Regelparameter
auch während jeder Iteration des Prozesses Teil der Optimierung sind.18

Die zuvor beschriebenen umfangreichen Vorarbeiten am IPEK - Institut für Produktent-
wicklung im Bereich der Kopplung von Simulations- und Optimierungsmethoden bilden
das Fundament dieser Arbeit. Die hier vorgestellten Ansätze stellen eine konsequente
Fortführung der Strategie der integrierten und virtuellen Produktentwicklung dar. Aufbau-
end auf dem Stand der Forschung werden die Motivation und die Zielsetzung der Arbeit
präsentiert. Anschließend wird durch die Integration der Mehrkörpersimulation, der Fini-
ten Element Analyse, der Topologieoptimierung sowie eines Adaptionskoeffizienten in
einen komplexen gekoppelten Optimierungsprozess die Rotationsträgheit eines Bauteils
gezielt im Systemkontext postitiv beeinflusst. Anhand von akademischen und realen
Beispielen wird das Potential der neuen Prozesse in den darauf folgenden zwei Kapiteln
analysiert, und es werden die Leistungsfähigkeit, sowie Einschränkungen aufgezeigt. Im
vorletzten und letzten Kapitel wird als logischer Schluss die Anwendbarkeit der Methode
in der Produktentwicklung diskutiert, und Handlungsempfehlungen werden abgeleitet.
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Abbildung 1.2 Einbindung dieser Arbeit in das integrierte Produktentstehungsmodell
iPeM.19

Werden Methoden und Prozesse im Umfeld des Maschinenbaus angewendet und ent-
wickelt, so ist zu beachten, in welchem Kontext diese im Produktentstehungsprozess
angewendet werden. Das von ALBERS20 entwickelte integrierte Produktentstehungs-
modell (iPeM) ermöglicht es, die unterschiedlichen Sichten auf den Entwicklungspro-
18Albers & Ottnad 2010
19nach Albers 2012
20Albers 2010
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zess in einem Modell darzustellen. So ist es einerseits möglich im Phasenmodell (siehe
Abbildung 1.2 rechts) den Verlauf der einzelnen Aktivitäten zu verfolgen, die zeitlichen
Zusammenhänge und Verknüpfungen zu analysieren und so den Überblick über das
Handlungssystems zu bekommen. Zum anderen wird der Produktentwickler unterstützt,
indem er die einzelnen Aktivitäten des Produktentstehungsmodel (siehe Abbildung 1.2
links) als einen Problemlösungsprozess gemäß der Problemlösungssystematik SPAL-
TEN21 abbildet.

Das integrierte Produktentstehungsmodell mit dem Systemtriple Ziel-, Handlungs- und
Objektsystem sowie der Aktivitätenmatrix beschreibt, wie der Produktentwickler von Ziel-
system zum Objektsystem gelangt. Das Handlungssystem in der Mitte von Abbildung 1.2
überführt das Zielsystem in ein Objektsystem. Der Optimierungsprozess, der in dieser
Arbeit entwickelt wird, unterstützt den Produktentwickler maßgeblich währen der Aktivi-
tät Modellierung von Produkt und Gestalt und stellt somit ein Teilhandlungssystem
dar.

21Albers et al. 2005
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In diesem Kapitel werden der aktuelle Stand der Forschung aufgezeigt und die vertie-
fenden Grundlagen zum besseren Verständnis der Arbeit dargestellt.

Im Kapitel Abschnitt 2.1 werden die Grundbegriffe der Produktentwicklung vorgestellt.
Als erstes wird auf den Zusammenhang von Ziel-, Handlungs- und Objektsystem einge-
gangen. Danach wird der C&C2-Ansatz nach ALBERS vorgestellt. Die in dieser Arbeit
verwendete Definition des Reifegrads einer Gestalt ermöglicht eine Abgrenzung der
Gestaltqualität nach der Erfüllung der gewünschten Funktionen. Im Unterabschnitt 2.1.4
wird die Taxonomie und im Speziellen das Vorgehen nach Bloom vorgestellt. Sie dient
als Klassifikationsschema für die in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen und Optimie-
rungsprozesse. Im späteren Kapitel 7 werden die entwickelten Optimierungsprozesse
anhand der Taxonomie nach BLOOM22,23 im Kontext der Anwendbarkeit in der Produkt-
entwicklung bewertet.

Nach der Definition der Grundbegriffe werden der Leichtbau in der Produktentwick-
lung (Abschnitt 2.2) beschrieben und die aktuellen Trends und Richtungen im Bereich
Leichtbau aufgezeigt.

Die Grundlagen zum Verständnis des entwickelten Algorithmus sind im Abschnitt 2.3 bis
2.6 erläutert. Abschnitt 2.3 beschreibt das mechanische Verhalten von starren Körpern.
Im Abschnitt Mehrkörpersimulation (Abschnitt 2.4) wird im speziellen auf die Analyse
des Bewegungsverhaltens von mechanischen Systemen eingegangen. Es wird auch die
Möglichkeit einer MKS mit flexiblen Körpern beschrieben. Der Abschnitt 2.5 beschreibt
ein numerisches Näherungsverfahren zur Lösung von Differentialgleichungen. Die FEA
wird in den folgenden Kapiteln benötigt, um das elastische Verhalten von Körpern zu
berechnen und um Körper zu optimieren. Die Optimierung wird im Abschnitt 2.6 erklärt,
wobei im Besonderen auf die Topologieoptimierung als Teil der Strukturoptimierung
eingegangen wird. Am Ende von Abschnitt 2.6 werden Optimierungsprozesse vorgestellt,
die eine Kopplung der MKS, Regelung, FEA und Optimierung darstellen und es somit
ermöglichen, Bauteile im Systemzusammenhang zu verbessern.

22Benjamin S. Bloom, US-amerikanischer Psychologieprofessor, (1913-1999)
23Bloom et al. 1976
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2.1 Grundbegriffe

2.1.1 Ziel-, Handlungs- und Objektsystem

Systeme und Prozesse werden mithilfe von Modellen beschrieben und untersucht. Ein
Modell ist hierbei immer eine ziel- bzw. funktionsorientierte Beschreibung oder Nach-
bildung der wesentlichen Zusammenhänge des betrachteten Problems. Das Denken
in Modellen ist in den unterschiedlichen Disziplinen vorhanden, allerdings ändert sich
der Standpunkt der Systembeschreibung hierbei.24 Unter einem System versteht HEI-
MANN24 eine „abgegrenzte Anordnung von aufeinander einwirkenden Gebilden, [...] die
untereinander und mit der Umwelt informatorisch verbunden sind“. Präziser beschreibt
ROPOHL25 ein System als das Quadrupel26 der Mengen, bestehend aus Attributen,
Funktionen, Teilen und Relationen. Im Bezug auf die Technik, beziehungsweise die
Produktentwicklung als soziotechnisches System wird eine Aufteilung in drei Teilsyste-
me von ihm vorgenommen. Er spricht hierbei von einem Ziel-, einem Handlungs- und
einem Sachsystem zur Beschreibung der Produktentwicklung im Sinne eines soziotech-
nischen Systems. In der Literatur wird auch häufig anstatt des Begriffs Sachsystem,
Objektsystem verwendet.27 Im Folgenden werden die Begriffe Ziel-, Handlungs- und
Objektsystem nach ALBERS28 definiert:

• Das Zielsystem beinhaltet den geplanten Zustand eines Produktes und alle dafür
notwendigen Abhängigkeiten, Randbedingungen und Restriktionen. Die gedanklich
vorweggenommenen und geplanten Eigenschaften des Objektsystems, das heißt
der gewünschte zukünftige Zustand des Produktes (und dessen Komponenten)
wird im Zielsystem beschrieben, allerdings nicht die Lösung als solche. Das Ziel-
system wird im Verlauf des Produktentstehungsprozesses kontinuierlich erweitert
und konkretisiert. Sowohl der Markt und der Kunde, als auch der Produktentwickler
bestimmen das Zielsystem, das teilweise in Lastenheften und Anforderungslis-
ten festgehalten wird. ALBERS29 stellt heraus, dass die richtige Definition des
Zielsystems maßgeblich über den Erfolg in der Produktentwicklung entscheidet.

• Das Handlungssystem ist ein soziotechnisches System, das aus strukturierten
Aktivitäten, Methoden und Prozessen aufgebaut ist. Alle zur Realisierung einer Pro-
duktentstehung benötigten Ressourcen (Personal, Software, Budget, Maschinen,

24Heimann et al. 2007
25Ropohl 2009
26Quadrupel ist ein geordneter vierstelliger Ausdruck
27Albers et al. 2012 / Fricke et al. 1998 / Wenzel 2003
28Albers & Meboldt 2007 / Albers 2010 / Albers & Braun 2011
29Albers & Meboldt 2007
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etc.) sind im Handlungssystem enthalten. Sowohl das Ziel- als auch das Objekt-
system werden durch das Handlungssystem erstellt, als auch das Zielsystem in
das Objektsystem überführt.

• Im Objektsystem sind alle Teillösungen, die während des Entstehungsprozesses
anfallen, in Dokumentenform und Artefakten enthalten. Das Hauptelement ist
das eigentliche Produkt, wenn die Produktentstehung abgeschlossen ist. Das
Handlungssystem nimmt während des Produktentstehungsprozesses Teile des
Objektsystems auf, und leitet daraus durch Schritte der Analyse und Validierung
neue Ziele ab. Das Objektsystem ist vollständig, wenn der Zielzustand erreicht ist.

Die Produktentstehung wird von ALBERS30 als Gesamtsystem gesehen, das sich mit
den Teilsystemen Ziel-, Handlungs- und Objektsystem beschreiben lässt. Sie kann
demnach als Überführung von teils unpräzise formulierten Zielen in ein konkretes
Produkt verstanden werden. Er spricht in diesem Zusammenhang vom Systemtripel
ZHO. Das Ziel-, Handlungs- und Objektsystem beeinflussen sich dabei gegenseitig.

2.1.2 Der Contact and Channel-Connector-Ansatz (C&C2-A)

Die Beschreibung von Produkten und Systemen erfolgt häufig während des Entwick-
lungsprozesses anhand der Gestalt. Eine gängige Repräsentationsform der Gestalt
im Maschinenbau sind CAD-Modelle und die zugehörigen technischen Zeichnungen.
Eine vollständige Beschreibung des Produktes ist damit nicht zwingend gegeben, da
die Funktionen nicht ersichtlich sind. Das von ALBERS31 und MATTHIESEN32 entwickel-
te Contact & Channel Modell (C&CM) ermöglicht die Beschreibung und Analyse der
Funktionen und der Interaktionen innerhalb eines Systems. Die intensive Verwendung
des C&CM in der Forschung, Industrie und in Lehre hat die Notwendigkeit einer Er-
weiterung gezeigt. Das C&CM wurde von ALBERS33 und ALINK34 in den Contact and
Channel-Connector-Ansatz (C&C2-A) überführt. Der heutige C&C2-Ansatz ermöglicht
die Kopplung von Funktion und Gestalt bei der Analyse und der Synthese technischer
Systeme. Die Grundlage für diesen Ansatz bilden die Systemtheorie und die Arbeiten
von Rodenacker35, Roth36, Hubka37 und weiteren Wissenschaftlern. Um den Zusam-
menhang von Funktion und Gestalt auf einer abstrakten Ebene beschreiben zu können,
30Albers & Braun 2011
31Albers & Matthiesen 2002
32Mathiesen 2002
33Albers & Sadowski 2013
34Alink 2010
35Rodenacker 1991
36Roth 1994a / Roth 1994b
37Hubka 1984
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werden vier zentrale Elemente eingeführt. Das sind die Wirkflächen, Wirkflächenpaare,
Leitstützstruktur und Konnektoren. Sie sind nach ALBERS38 und MATTHIESEN39 wie folgt
definiert.

• Unter einer Wirkfläche (WF) versteht man feste Oberflächen von Körpern oder
Grenzflächen von Fluiden und Feldern, die zeitweise oder dauerhaft im Kontakt zu
einer weiteren WF stehen und am Energie-, Stoff und Informationsaustausch des
technischen Systems beteiligt sind.

• Ein Wirkflächenpaar (WFP) wird immer aus genau zwei WF gebildet, die zeitwei-
se, ganz oder teilweise in Kontakt stehen und zwischen denen Energie, Stoff und
Informationen ausgetauscht werden.

• Die Leitstützstruktur (LSS) ist ein Volumen von Körpern, Fluiden oder felddurch-
setzten Räumen, die genau zwei WFP verbinden. Die LSS ermöglicht zeitweise
eine Leitung von Energie, Stoff oder Information zwischen den WFP eines Körpers,
Fluids oder eines Feldes. Eine LSS kann sich abhängig vom Detaillierungsgrad der
Modellbildung über Systeme oder Subsysteme hinweg erstrecken. LSS existieren
gemeinsam mit den zugehörigen WFP ausschließlich im Zeitraum der Funktionser-
füllung.

• Ein Konnektor (C) integriert die wirkungsrelevanten Eigenschaften, die außerhalb
des Betrachtungsraums liegen, in die Systembetrachtung. Ein C ist eine für die
Beschreibung der betrachteten Funktion relevante Abstraktion der Systemumwelt.
Demnach liegt ein C nicht im betrachteten System und somit nicht im Designraum.

Zur besseren Beschreibung von Strukturoptimierungsprozessen und Ergebnissen ist
eine weitere Konkretisierung sinnvoll. Daher werden die Begriffe Tragstruktur und
Reststruktur eingeführt. Unter Tragstruktur (TS) wird die Menge aller möglicher Leit-
stützstrukturen verstanden. Bereiche, die niemals eine Tragstruktur sind, werden als
Reststruktur (RS) bezeichnet.40

2.1.3 Der Reifegrad einer Gestalt

Der Begriff „Reifegrad“ ist in der Literatur nicht eindeutig definiert, obwohl zum Beispiel
das Reifegradmanagement eine in der Praxis etablierte Vorgehensweise im Rahmen

38Albers & Matthiesen 2002 / Albers et al. 2011 / Albers & Sadowski 2013
39Mathiesen 2002
40Albers & Matthiesen 2002
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der Sachfortschrittskontrolle darstellt.41

PFEIFER ET AL.42 führen den Begriff der Projektreife ein. Dieser fokussiert sich „weniger
auf die Einhaltung der inhaltlichen Vorgaben im Sinne der Fortschrittskontrolle, als auf
die Einhaltung der terminlichen Vorgaben“.

MASING und PFEIFER43 definieren den Produktreifegrad über den Produktentstehungs-
prozess, weil hier die wesentlichen Merkmale des Produktes entworfen und technisch
realisiert werden. „Das Qualitätsniveau des Produktentstehungsprozesses kann daher
an der erzielten Produktreife gemessen werden.“

Es lässt sich daher allgemein für diese Arbeit sagen, dass der Reifegrad eines Pro-
zesses oder Produktes dessen aktuellen Entwicklungsstand beschreibt. Die Gestalt
gehört zu den wichtigsten elementaren Eigenschaften eines technischen Systems und
repräsentiert den aktuellen Entwicklungsstand eines Produktes.44 Es werden in dieser
Arbeit drei Stufen des Reifegrades definiert, die ein Produkt in der Aktivität Modellierung
von Funktion und Gestalt im iPeM einnehmen kann. Die Notwendigkeit hierfür hat sich
vor allem bei der Kommunikation zwischen unterschiedlichen Disziplinen gezeigt. In
der Robotik wird zum Beispiel unter Gestalt meistens die Anordnung von Gelenken
zueinander verstanden, wohingegen in der Produktentwicklung einer Gestalt ein höherer
Detaillierungsgrad, wie zum Beispiel die Topologie, zugeschrieben wird. Die drei Stufen
werden wie folgt definiert:

• Die Architektur eines Systems, bei der die Anordnung und geometrischen Abstände
zwischen Gelenken definiert werden, wird mit dem Reifegrad 1 beschrieben. Mit
dem Reifegrad 1 kann die Hauptfunktion (HptFkt) erfüllt werden.

• Beim Reifegrad 2 besitzen die Bauteile schon eine grobe Gestalt, bei der viele
WFPs noch nicht berücksichtigt sind. Ein Gestaltvorschlag der Topologieoptimie-
rung würde dem entsprechen. Beim Reifegrad 2 werden die Hauptfunktionen und
teilweise einige Nebenfunktionen erfüllt.

• Die Gestalt besitzt bei einem Reifegrad 3 alle notwendigen WFPs, damit alle
Funktionen erfüllt werden können. Vor allem Aussehens-, Fertigungs-, Festigkeits-
gesichtpunkte, sowie ökonomische und ökologische Vorgaben werden von der
Gestalt erfüllt.

Der Reifegrad ändert sich iterativ und steht im Bezug zur Funktionserfüllung. Er sollte

41Müller 2007
42Pfeifer et al. 1996
43Masing & Pfeifer 2007
44Hubka 1984
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Abbildung 2.1 Arbiträrer zeitlicher Verlauf des Reifegrades eines Planetenträgers in
einem Getriebe

während des Entwicklungsprozesses steigen, kann aber auch degenerieren. In Abbil-
dung 2.1 ist ein arbiträrer Verlauf des Reifegrades für einen Planetenträger über die Zeit
dargestellt, sowie zu diskreten Zwischenschritten die Gestalt des Bauteils abgebildet.
Die Architektur eines Bauteils mit seinen Funktionen kann mithilfe des C&C2-Ansatzes
dargestellt werden. Wird ein Strukturoptimierungsprozess durchlaufen, so liegt der Desi-
gnraum45 im Übergangsbereich zwischen einem Reifegrad mit der Stufe 1 und 2. Ein
Gestaltvorschlag der Topologieoptimierung, bei dem alle Hauptfunktionen und teilweise
einige Nebenfunktionen erfüllt werden, entspricht einem Reifegrad 2. Wird der Gestalt-
vorschlag in eine Gestalt überführt, bei der die Fertigungsrandbedingungen, WFP zu
weiteren Bauteilen, Symmetrierandbedingungen etc. berücksichtigt werden, so kann
bei diesem Ergebnis von einem Bauteil mit der Funktion und Gestalt des Reifegrades 3
gesprochen werden.

Im iPeM kann der Reifegrad im Bereich des Phasendiagramms dargestellt werden.
Meilensteine zur Übergabe von Ergebnissen zwischen den unterschiedlichen Disziplinen
können durch die Übergänge der Reifegradstufen kenntlich gemacht werden

45Der Designraum in der Strukturoptimierung beschreibt den maximal möglichen Raum zur Gestaltung
der Leitstützstrukturen - vgl. Unterabschnitt 2.6.2
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2.1.4 Taxonomie zur Bewertung von Kompetenzen

Die Taxonomie ist ein einheitliches Verfahren, mit dem Objekte nach bestimmten Kriteri-
en klassifiziert, das heißt in Kategorien oder Klassen (auch Taxa genannt) eingeordnet
werden.46 Sie erleichtert den Umgang mit Einzelfällen und ermöglicht summarische
Aussagen, die bis hin zu einer Erklärung von Zusammenhängen führen können und
somit auch die Kommunikation erleichtern. Ursprünglich kommt die Taxonomie aus der
Biologie und ist ein Klassifikationssystem für Tiere und Pflanzen unter Berücksichtigung
ihrer Verwandtschaft mit den Kategorien Stämme, Klassen, Ordnungen usw.. Eine
synonyme Verwendung von „Taxonomie“ und „Klassifikation“ ist nicht zulässig, denn
Taxonomien haben bestimmte Strukturmerkmale, die in ihrer Komplexität die Regeln für
ein Klassifikationssystem überschreiten. Ein Klassifikationsschema kann viele beliebige
Elemente haben, was bei der Taxonomie nicht der Fall ist. Eine Taxonomie muss so
erzeugt sein, dass die Ordnung der Begriffe irgendeinem wirklichen Ordnungsprinzip
der Phänomene, die durch die Begriffe repräsentiert sind, zugeordnet ist.

Wenn Taxonomie im Zusammenhang mit Zielorientierung steht, versteht man es als ein
hierarchisches Klassifikationsschema. Dieses wird meistens zum Ordnen von Lernzie-
len nach theoretischen Kriterien verwendet. Die Kriterien werden aufsteigend geordnet
und sind konsekutiv, das heißt ein Element der niedrigeren Kategorie ist jeweils ein Teil
der höheren Kategorie. BLOOM47 und KRATHWOHL48 sind die bekanntesten Autoren von
Taxonomien. Die Motivation für die Entwicklung war das Bestreben, Prüfungsaufgaben
verschiedener Fächer vergleichen zu können und so einen Maßstab für die Bewer-
tung zu definieren. Es werden die fachspezifischen Inhalte ausgeklammert und der
Verhaltensaspekt als Dimensionierungskriterium herangezogen.

Um die menschlichen Verhaltensweisen zu erfassen, werden das Verhalten bzw. die
den Verhaltensdispositionen zugrundeliegenden psychischen Aktivitäten in drei Haupt-
bereiche aufgegliedert. Das ist der affektive, der kognitive, sowie der psychomotorische
Bereich. Im affektiven Bereich erfolgt die Anordnung der Ziele nach dem Grad ihrer
Internalisierung (Eingliederung in das persönliche Wertesystem), im kognitiven Bereich
nach dem Grad ihrer Komplexität (Wissen und intellektuelle Fähigkeiten)49 und im
psychomotorischen Bereich nach dem Grad der erforderlichen Koordination. Diese
drei Bereiche werden in weitere Niveaustufen untergliedert. Der kognitive Bereich, der
in dieser Arbeit zur Bewertung von Kompetenzen verwendet wird, wurde von BLOOM

weiter in folgende 6 Stufen unterteilt:50

46Koschnick 1993
47Benjamin S. Bloom, US-amerikanischer Psychologieprofessor, (1913-1999)
48David R. Krathwohl, US-amerikanischer Psychologieprofessor, (1921-)
49Bloom et al. 1976
50Sitte & Wohlschlägl 2001



14 2 Stand der Forschung

• Taxonomiestufe I ⇒ Wissen, Kenntnisse
• Taxonomiestufe II ⇒ Verständnis
• Taxonomiestufe III ⇒ Anwendung
• Taxonomiestufe IV ⇒ Analyse
• Taxonomiestufe V ⇒ Synthese
• Taxonomiestufe VI ⇒ Bewertung

Um Lernziele zu formulieren, werden den einzelnen Taxonomiestufen Verben zuge-
ordnet. Auszugsweise sind in Tabelle 2.1 die für diese Arbeit wichtigsten Verben zur
Klassifikation genannt.

Tabelle 2.1 Verben der Taxonomiestufen51

Taxonomiestufe I Taxonomiestufe II Taxonomiestufe III

benennen erläutern anwenden
beschreiben übertragen berechnen
skizzieren identifizieren erstellen
aufschreiben herausstellen nutzen

Taxonomiestufe IV Taxonomiestufe V Taxonomiestufe VI

auswählen konzipieren beurteilen
einordnen entwerfen kritisch vergleichen
analysieren in Beziehung setzen evaluieren
vergleichen

In Kapitel 7 dieser Arbeit wird die Taxonomie nach Bloom genutzt, um eine Bewertung
der neu entwickelten, in Kapitel 4 beschriebenen Methode vorzunehmen.

2.2 Leichtbau in der Produktentwicklung

„Der Leichtbau hat die Aufgabe, das Gewicht technischer Konstruktionen zu verringern
[...,] die Beanspruchung möglichst auf die gesamte Konstruktion zu verteilen, die zu-
lässigen Spannungen weitgehend und gleichmäßig auszunutzen und die verfügbaren
Räume zu Trägern von großer Tragfähigkeit und hoher Steifigkeit zu gestalten.“52 Er stellt
den Produktentwickler vor neue Herausforderungen, sowohl leichte als auch zuverlässi-
ge Produkte zu entwickeln. Der Leichtbau wurde zuerst maßgeblich von der Luft- und
Raumfahrtforschung vorangetrieben. Aber mit dem Hintergrund des weltweit steigenden
CO2-Ausstoßes, der Verknappung fossiler Brennstoffe und auch des Wunsches nach
größeren Geschwindigkeiten und schnelleren Beschleunigungen gewinnt der Leichtbau
51Meyer 2004
52Schapitz 1963
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bei sich bewegenden Systemen und Bauteilen aus dem Alltag stark an Bedeutung.
So ist bei Fahr- und Flugzeugen eine geringere Antriebsleistung für die gleichen Fahr-
bzw. Flugeigenschaften notwendig. Des Weiteren sinkt der Kraftstoffverbrauch, bzw.
die Nutzlast kann bei gleichem Kraftstoffverbrauch erhöht werden. Neue elektromobile
Antriebskonzepte erfordern durch die Begrenzung der heute vorhandenen spezifischen
Energiespeicherkapazitäten (9 𝑀𝐽

𝑘𝑔
Diesel und 0,36 𝑀𝐽

𝑘𝑔
Batterie inkl. Wandlungsverlus-

te)53 eine weitaus stärkere Fokussierung auf Leichtbauaspekte im Automobilbau.

Der effektive und sinnvolle Einsatz des Leichtbaus muss dabei schon in der frühen
Produktentwicklungsphase unter ganzheitlichen Gesichtspunkten erfolgen. 54 Dies gilt
vor allem für die Konstruktion und Auslegung von mechatronischen Leichtbausystemen,
die u.a. aufgrund ihrer Kinematik und einer adaptiven Regelung weniger steif ausgeführt
werden müssen.55 Eine weitere Motivation für Leichtbau ist die Sicherheit für den
Menschen bei Systemen mit hoher Dynamik, die direkt mit dem Menschen interagieren.
Eine Reduktion der Masse durch den Leichtbau hat direkt eine Reduktion des Impulses
bei einer Kollision des bewegten Bauteils mit einem Menschen zur Folge. Hierdurch kann
die Verletzungsgefahr für den Menschen gesenkt werden. Ein Beispiel für ein solches
System ist ein am IPEK entwickeltes Manipulandum mit einer Mensch - Maschine -
Schnittstelle am Endeffektor der Maschine, die eine hohe Dynamik aufweist. Bei einem
solchen System ist die Reduktion der bewegten Masse auch gleichzeitig eine Erhöhung
der Sicherheit.56

Nach ALBERS ist der Leichtbau eine Entwicklungsstrategie, die darauf ausgerichtet
ist, unter vorgegebenen Randbedingungen eine geforderte Funktion durch ein System
geringster Masse zu realisieren. Somit entspricht der Leichtbau einem Handlungssys-
tem, das ein Zielsystem in ein Objektsystem überführt. Im Bezug auf die Gestalt eines
Produkts sollten daher möglichst alle Reststrukturen eliminiert werden.

2.3 Mechanik starrer Körper

In diesem Kapitel werden die für diese Arbeit relevanten Grundlagen der Mechanik
starrer Körper erläutert. Unter einem starren Körper versteht man einen beliebigen
Körper, der unter der Wirkung von Kräften keine Deformation erfährt; die Abstände von
beliebigen Körperpunkten bleibt demnach immer gleich.57

53Guzzella 2010
54Hessenauer 2014
55Albers et al. 2006
56Bartenbach et al. 2013
57Gross et al. 2003
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2.3.1 Körper als System von Massepunkten

Ein Körper kann in eine diskrete Anzahl Massepunkte unterteilt werden. Die Gesamt-
masse ergibt sich aus der Summe aller Massepunkte. In Abbildung 2.2 a) ist ein Volu-
menkörper dargestellt, der, wie in Abbildung 2.2 b) gezeigt, in einen diskreten Körper
bestehend aus kleinen Massepunkte aufgeteilt werden kann. Bei einem starren Körper
sind die Punktmassen zueinander starr verbunden, d.h. es sind keine Relativbewegun-
gen zwischen den Massenpunkten zulässig. Die Abstände zwischen den einzelnen
Massepunkten bleiben auch unter der Einwirkung von äußeren Kräften unverändert.

a) b)

Abbildung 2.2 a) Volumenkörper; b) Massepunktsystem als Ersatzmodell

Je feiner die Diskretisierung, d.h. die Aufteilung des Körpers in kleine Elemente gewählt
wird, desto besser werden die kinetischen Eigenschaften des Körpers im Ersatzsystem
abgebildet. Es gelten die Eigenschaften für Massenpunkte auch für Massenpunktsyste-
me. Sie haben auch Gültigkeit für den Grenzfall, wenn 𝑛 → ∞ und 𝑚 → 0, d.h. für den
kontinuierlichen Körper. Die Gesamtmasse, der Schwerpunkt, der Gesamtimpuls, sowie
der Gesamtdrehimpuls werden im System von Massepunkten als Summen definiert.
Bei einem Starrkörper werden diese physikalischen Größen durch den Grenzwert ∞
der Summen definiert. Hieraus ergeben sich daher Integrale. In der Tabelle 2.2 sind die
geltenden Werte einander gegenüber gestellt.58

Tabelle 2.2 Eigenschaften von Massepunktsystemen und Körpern

Massepunktsystem Körper

Gesamtmasse 𝑚 𝑚 =
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑚𝑖 𝑚 =
∫︀

d𝑚

Schwerpunkt 𝑟𝑠
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑚𝑖𝑟𝑖 = 𝑚𝑟𝑠
∫︀

𝑟 d𝑚 = 𝑚𝑟𝑠

Gesamtimpuls 𝑝 𝑝 =
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑚𝑖𝑣𝑖 𝑝 =
∫︀

𝑣 d𝑚

Gesamtdrehimpuls 𝐿0 𝐿0 =
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑟𝑖 ×𝑚𝑖𝑣𝑖 𝐿0 =
∫︀

𝑟 × 𝑣 d𝑚

Eine technische Umsetzung eines idealen starren Körpers ist nicht möglich, in vielen

58Gross & Marx 2001 / Holzmann et al. 2010
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Fällen ist diese Annahme aber eine gute Näherung an ein reales Verhalten.59

2.3.2 Bewegung eines starren Körpers

Die in Abschnitt 2.3 genannte Diskretisierungsmöglichkeit des starren Körpers ermög-
licht eine Übertragung des dynamischen Verhaltens eines Massepunktes auf den eines
starren Körpers.

Abbildung 2.3 Bewegung starrer Körper a) Translation; b) Rotation

Jede Bewegung eines starren Körpers kann in eine translatorische und in eine rotatori-
sche Bewegung aufgeteilt werden, wie in Abbildung 2.3 dargestellt. Wird der Körper
ausschließlich parallel zu sich selbst verschoben, so handelt es sich um eine reine Trans-
lationsbewegung. Die Änderung der Position wird durch einen Verschiebungsvektor
△𝑟 eindeutig beschrieben, wobei der Bewegungsablauf aus einer zeitliche Aneinan-
derreihung von d𝑟 kleinen Verschiebungen zusammengesetzt wird. Im dreidimensional
Raum existieren drei Verschiebungsrichtungen. Wird ein starrer Körper und somit alle
Massenpunkte auf einer Kreisbahn um eine feste Drehachse mit dem Winkel 𝜙 gedreht,
so spricht man von einer Rotation. Die Orientierung des Körpers im Raum wird um den
Drehwinkel △𝜙 verändert. Ein Bewegungsablauf kann wie bei der Translationsbewe-
gung über eine zeitliche Aufeinanderreihung von d𝜙 kleinen Drehungen beschrieben
werden. Jede Bewegung eines starren Körpers um einen fixen Raumpunkt 𝑄 kann als
Rotation um eine feste Drehachse, die durch den Punkt 𝑄 verläuft, dargestellt werden.
Die Hinzunahme des EULER’schen60 Theorems ermöglicht die Aussage, dass jede
Bewegung eines starren Körpers durch die Überlagerung einer Rotation und einer
Translation beschrieben werden kann.61

59Schröder et al. 2008
60Leonhard Euler, schweizer Mathematiker, (1707-1783)
61Gross & Marx 2001
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2.3.3 Berechnung des Momentanpols

Liegt bei der Bewegung eines Körpers ein Geschwindigkeitsfeld vor, die keiner reinen
Translationsbewegung entspricht, so kann zu jedem Zeitpunkt eine Achse im Raum
berechnet werden, um welche er eine reine Drehbewegung durchführt. Handelt es sich
um eine planare Bewegung, und die Rotation erfolgt um eine innen liegende Achse, so
befinden sich die Punkte darauf im Moment in Ruhe. Aus diesem Umstand leitet sich
auch der Name Momentanpol der aktuellen Drehachse ab. Der Momentanpol ist nicht
zwingend ortsfest und kann sowohl innerhalb, als auch außerhalb des betrachteten Kör-
pers liegen (vgl. Abbildung 2.4). Die Gleichung 2.1 beschreibt die Berechnungsvorschrift
für den Momentanpol mit 𝑥𝑖 = 𝐾0𝐾𝑖 und 𝜇 ∈ R:

𝐷𝑖 = 𝑥𝑖 + 1
| 𝜔𝑖,0 |2

(𝜔𝑖,0 × 𝑥̇𝑖) + 𝜇𝜔𝑖,0 (2.1)

Für den senkrechten Abstand des Punktes 𝑃 auf Körper 𝐾𝑖 gilt zu jeder Zeit die
Beziehung:

𝑑𝑃 𝐷 = | 𝑙 × 𝜔𝑖,0 |
| 𝜔𝑖,0 |

(2.2)

K0

Ki

P l

dPD

Di

Di(m=0)

Abbildung 2.4 Momentanpol eines Körpers

In dieser Gleichung beschreibt 𝑙 den Verbindungsvektor zwischen Punkt P und einem
beliebigen Punkt der momentanen Drehachse. Typischerweise wird hier der Aufpunkt
𝐷𝑖(𝜇 = 0) verwendet.62

2.3.4 Trägheitsmoment eines starren Körpers

Das erste NEWTON’sche63 Axiom wird häufig auch das Trägheitsaxiom genannt.64

62Husty et al. 1997
63Isaac Newton, englischer Naturforscher, Philosoph und Verwaltungsbeamter, (1642-1727)
64Gross & Marx 2001 / Petry 2012
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Nach HOLZMANN65 kann das NEWTON’sche Trägheitsaxiom wie folgt formuliert werden:
„Jeder Körper verharrt im Zustand der Ruhe oder der gleichförmigen geradlinigen
Bewegung, solange er nicht durch Kräfte gezwungen wird, diesen Zustand zu ändern.“

Bei einer translatorischen und gleichförmigen Bewegung ist der Geschwindigkeitsvektor
𝑣 konstant. Wird der Körper beschleunigt oder abgebremst, so ändert sich der Geschwin-
digkeitsvektor. Nach dem Trägheitsaxiom wird die Ursache für die Beschleunigung (das
Abbremsen) als Kraft bezeichnet. Werden zwei Körper unterschiedlicher Masse mit-
einander verglichen, so erkennt man, dass sie durch die gleiche Kraft unterschiedlich
beschleunigt werden. Diese Eigenschaft von Körpern wird auch als träge Masse 𝑚

bezeichnet. Führt ein Körper eine Drehbewegung aus, so entspricht die Masse bei
einer translatorischen Bewegung dem Trägheitsmoment. Das bedeutet, dass ebenfalls
eine Kraft benötigt wird, um einen Körper in Drehung zu versetzen, beziehungsweise
abzubremsen.

In Abbildung 2.5 ist ein Körper, der sich um eine im Raum fest positionierte Achse
drehen kann, dargestellt.

K0

P

m
r

r
r

w

Abbildung 2.5 Drehimpuls eines Körpers

Wählt man einen beliebigen Punkt 𝑃 auf der Drehachse, so ist dieser Punkt raumfest.
Die Bewegungsgleichung lautet:

𝑇 = d𝐿

d𝑡 (2.3)

Mit der Formel für den Gesamtdrehimpuls aus Tabelle 2.2 und mit dem Zusammenhang
𝑣 = 𝜔 × 𝑟 kommt man zu:

𝐿 =
∫︁

𝑟 × (𝜔 × 𝑟)d𝑚 =
∫︁

𝑟2𝜔 d𝑚 (2.4)

65Holzmann et al. 2010
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Bei der Rotation eines starren Körpers haben alle Massenelemente die gleiche Winkel-
geschwindigkeit. Daher kann 𝜔 vor das Integral gezogen werden. Das Trägheitsmoment
wird wie folgt definiert:

𝐼 :=
∫︁

𝑟2 d𝑚 (2.5)

Und man gelangt zum Drehimpuls:

𝐿 = 𝐼𝜔 (2.6)

Wird der Drehimpuls explizit angegeben, so ist es zweckmäßig, die Koordinaten in
einem körperfesten kartesischen Koordinatensystem anzugeben.

𝑟 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑥

𝑦

𝑧

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝜔 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝜔𝑥

𝜔𝑦

𝜔𝑧

⎤⎥⎥⎥⎦ (2.7)

Mit Gleichung 2.6 und Gleichung 2.7 ergibt sich der Drehimpuls zu Gleichung 2.8.

𝐿 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝐿𝑥

𝐿𝑦

𝐿𝑧

⎤⎥⎥⎥⎦ = 𝐼𝜔 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝐽𝑥𝜔𝑥 + 𝐽𝑥𝑦𝜔𝑦 + 𝐽𝑥𝑧𝜔𝑧

𝐽𝑦𝑥𝜔𝑥 + 𝐽𝑦𝜔𝑦 + 𝐽𝑦𝑧𝜔𝑧

𝐽𝑧𝑥𝜔𝑥 + 𝐽𝑧𝑦𝜔𝑦 + 𝐽𝑧𝜔𝑧

⎤⎥⎥⎥⎦ (2.8)

Die Trägheitsmomente berechnen sich jeweils mit:

𝐽𝑥 =
∫︀
(𝑦2 + 𝑧2) d𝑚, 𝐽𝑥𝑦 = 𝐽𝑦𝑥 = −

∫︀
(𝑥𝑦) d𝑚

𝐽𝑦 =
∫︀
(𝑧2 + 𝑥2) d𝑚, 𝐽𝑦𝑧 = 𝐽𝑧𝑦 = −

∫︀
(𝑦𝑧) d𝑚

𝐽𝑧 =
∫︀
(𝑥2 + 𝑦2) d𝑚, 𝐽𝑧𝑥 = 𝐽𝑥𝑧 = −

∫︀
(𝑧𝑥) d𝑚

(2.9)

In Gleichung 2.10 ist der allgemeine Trägheitstensor dargestellt. Er ist symmetrisch
zur Hauptdiagonalen. Auf der Hauptdiagonalen sind die Massenträgheitsmomente
bezüglich der 𝑥-, 𝑦- und 𝑧-Achse eingetragen. Die Nebenelemente werden entweder
Deviationsmomente oder Zentrifugalmomente genannt. Bei homogenen, symmetrischen
Körpern sind die Symmetrieachsen Hauptachsen, und dementsprechend verschwinden
hier die Deviationsmomente.

𝐼 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝐽𝑥 𝐽𝑥𝑦 𝐽𝑥𝑧

𝐽𝑦𝑥 𝐽𝑦 𝐽𝑦𝑧

𝐽𝑧𝑥 𝐽𝑧𝑦 𝐽𝑧

⎤⎥⎥⎥⎦ (2.10)

Das Trägheitsmoment ist bei einer festen Drehachse eine Konstante, die die Verteilung
der Masse um die Drehachse charakterisiert. Es ist die Proportionalitätskonstante
zwischen Drehimpuls und Winkelgeschwindigkeit bei der Rotationsbewegung. Bei der
translatorischen Bewegung übernimmt diese Rolle die träge Masse. Im Gegensatz zur
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Translation, bei der die Masse konstant ist, hat ein Körper für beliebige Drehachsen
auch unterschiedliche Trägheitsmomente 𝐼𝑛.66

Satz von STEINER

Das Trägheitsmoment bezieht sich immer auf eine Drehachse und ändert seinen Wert,
sobald die Achse eine neue Position oder Orientierung einnimmt. Um das Trägheitsmo-
ment nicht immer neu zu berechnen, kann der Satz von STEINER67 hinzugenommen
werden. Er gibt die Relation zwischen dem Trägheitsmoment bezüglich einer Drehachse
durch den Körperschwerpunkt und dem Trägheitsmoment bezüglich einer dazu beliebig
parallelen Achse an (siehe Abbildung 2.6). Die Formel hierzu lautet:

𝐼𝐾 = 𝐼𝐾,𝑆 +𝑚𝑔𝑒𝑠 · 𝑑2
𝐾 (2.11)

Mit 𝐼𝐾,𝑆 dem Trägheitsmoment im Schwerpunkt und 𝑑𝑘 dem Abstand zwischen den zwei
parallelen Achsen kann das Trägheitsmoment um eine beliebig verschobene Achse
berechnet werden. Für einfache Körper wie Zylinder, Scheiben, Kugeln, etc. sind die
Trägheitsmomente bezogen auf den Schwerpunkt definiert und können in der Literatur
nachgeschlagen werden.68

dkk
s
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dm

Abbildung 2.6 Verdeutlichung des STEINER’schen Satz

66Gross & Marx 2001
67Jakob Steiner, schweizer Mathematiker, (1796-1863)
68Schröder et al. 2008
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2.3.5 Energie eines starren Körpers

Energie entspricht gespeicherter Arbeit. Die Energie eines starren Körpers setzt sich
zusammen aus der Summe der potentiellen und der kinetischen Energie. Nach dem
Energiesatz ist dieser Betrag zu jedem Zeitpunkt konstant.

𝐸𝑔𝑒𝑠 = 𝑉 + 𝑇 (2.12)

Potentielle Energie

Ein starrer Körper oder ein System hat entweder aufgrund seiner Lage in einem elek-
trischen, bzw. einem Gravitationsfeld oder bei einer bestimmten Konfiguration einen
quantifizierbaren Energieinhalt. Bei einem flexiblen Körper wird zusätzlich potentielle
Energie im Bauteil in Form von Verformungsenergie gespeichert. Bei linear-elastischem
Verhalten des Körpers kann diese Energie wie für eine linear - elastische Feder mit
einer Steifigkeit 𝑘 bei einer Verschiebung um die Strecke 𝑥 mit 𝑉 = 0,5𝑘𝑥2 berechnet
werden. Bei einer Verformung wird ein gewisser Teil der Energie in Wärme umgewandelt
und dissipiert. Die potentielle Energie eines starren Körpers, auch oft im speziellen als
Lageenergie eines Körpers bezeichnet, der aus n Massepunkten besteht, berechnet
sich aus der Summe der Einzelenergien für jeden Massepunkt zu (Gleichung 2.13):

𝑉 =
∑︁
𝑛

𝑚𝑛𝑔⊤ℎ𝑛 (2.13)

Mit 𝑚𝑛 der Masse des n-ten Massepunktes, 𝑔 der Gravitationsfeldstärke (Gravitation
auf der Erde beträgt ca. 9,81𝑚

𝑠
2) und ℎ der Höhe über dem Boden kann die potentielle

Energie 𝑉 berechnet werden.

Kinetische Energie

Ein sich mit einer beliebigen Geschwindigkeit bewegender Körper verfügt über einen
bestimmten Betrag an kinetischer Energie. Sie entspricht der gespeicherten Arbeit,
die notwendig war, um den Körper in Bewegung zu setzen, und setzt sich aus der
Arbeit der translatorischen Bewegung und aus der Arbeit der rotatorischen Bewegung
zusammen.

Die kinetische Energie für einen Körper, bestehend aus 𝑛 Massepunkten, kann mit
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Gleichung 2.14 berechnet werden.

𝑇 =
∑︁
𝑛

(𝑇𝑛,𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 + 𝑇𝑛,𝑟𝑜𝑡) (2.14)

Mit der Formel für die translatorische kinetische Energie (Gleichung 2.15),

𝑇𝑛,𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 = 1
2𝑚𝑛𝑣⊤

𝑛 𝑣𝑛 (2.15)

und mit der für die rotatorische kinetische Energie (Gleichung 2.16),

𝑇𝑛,𝑟𝑜𝑡 = 1
2𝜔⊤

𝐾,𝑂𝐼𝑛𝜔𝐾,𝑂 (2.16)

ergibt sich die gesamte kinetische Energie zu (Gleichung 2.17):

𝑇 = 1
2
∑︁
𝑛

(︁
𝑚𝑛𝑣⊤

𝑛𝑣𝑛 + 𝜔⊤
𝐾,𝑂𝐼𝑛𝜔𝐾,𝑂

)︁
(2.17)

Mit 𝑚𝑛 der Masse des n-ten Massepunktes, 𝑣𝑛 der translatorischen Geschwindigkeit
des Massepunktes, 𝜔⊤

𝐾,0 der rotatorischen Geschwindigkeit und 𝐼𝑛 dem Trägheitstensor
kann die kinetische Energie eines Körpers berechnet werden.69

2.4 Mehrkörpersimulation

Die MKS ist ein Teilgebiet der technischen Mechanik. Sie beschäftigt sich mit der
Simulation des Bewegungsverhaltens von mechanischen Systemen. Als ein System
werden in diesem Zusammenhang mehrere gelenkig miteinander verbundene Körper
verstanden, die in Wechselwirkung zueinander stehen.

Es wird zwischen zwei Grundproblemen unterschieden: das ist zum einen die Kinematik
vom griechischen kinema zu deutsch „Bewegung“, bei der die geometrischen Abläufe
der Bewegung einschließlich abgeleiteter Größen, wie Geschwindigkeit und Beschleuni-
gung untersucht werden, und zum anderen die Kraft (aus dem griechischen dýnamis),
bei der die Zusammenhänge zwischen Kräften und Bewegungen erfasst werden. Typi-
sche Beispiele, bei der die MKS angewendet wird, sind Getriebe von Windkraftanlagen,
Flugzeugfahrwerke, Automobilfahrwerke, Produktionsanlagen und Roboter.

Mehrkörpersysteme bestehen aus einer endlichen Anzahl 𝑁 von massebehafteten
Körpern. Diese werden durch weitere Elemente (z.B. Gelenke) miteinander an dis-
kreten Punkten der Körper verbunden. Die Verbindungselemente können Kräfte und
69Gross et al. 2004
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Momente zwischen den einzelnen Körpern übertragen. Darüber hinaus können auf die
Körper äußere Kräfte und Momente wirken. Das Ziel der MKS ist, die Zeitentwicklung
eines Systems zu verstehen. Hierbei stellt sich die Frage, wie sich das System verhält
und wie sich die Körper bewegen. Auch ist die Frage nach den Lastkollektiven und
Beschleunigungen von großer Bedeutung bei einer MKS. Es kann auch untersucht
werden, ob das System geregelt werden muss oder ob die richtige Regelung gewählt
wurde. Das primäre Interesse besteht am Verhalten eines Systems oder an Körpern in
einem System-Zusammenhang.70

2.4.1 Historie der Mehrkörpersimulation

Die mathematischen Grundlagen zur Berechnung von Mehrkörpersystemen haben
D’ALEMBERT71, EULER, HAMILTON72, LAGRANGE73 und NEWTON geschaffen. Mit zuneh-
mender Entwicklung der Computertechnik wurde es möglich, dynamische Modelle mit
mehreren Körpern zu berechnen. Die ersten Computerprogramme wurden in den 70er
Jahren des 20. Jahrhunderts entwickelt. Diese konnten Mehrkörpersysteme mit starren
Körpern berechnen. Um Details eines Systems genauer abzubilden, wird das Verfahren
daher oft mit anderen Simulationsverfahren kombiniert. Die häufigste Kopplung findet
mit der FEA statt. Hierbei wird ein Körper, dessen Flexibilität nicht zu vernachlässigen
ist, in einer Finite Element (FE) Repräsentationsform in die MKS integriert. Allerdings
ist eine „modale Reduktion“ notwendig, um die benötigten Rechenressourcen in einem
annehmbaren Bereich zu belassen.74

2.4.2 Starre Mehrkörpersysteme

Starre Mehrkörpersysteme bestehen aus einer endlichen Anzahl massebehafteter
starrer Körper. Die Körper stehen zueinander in Wechselwirkung und können Kräfte
untereinander übertragen. Es wird hierbei zwischen passiven mechanischen oder elek-
tromechanischen bzw. aktiven Elementen (z.B. Antriebe) bei der Verbindung der Körper
unterschieden. Auf die Körper können äußere Kräfte und Drehmomente wirken, die bei
der MKS berücksichtigt werden. Die Beschreibung und Simulation von Mehrkörpersys-
temen wird in Heimann et al. 2007, Schiehlen 2006 und Shabana 2010 ausführlich
erklärt.
70Kuypers 2002 / Schiehlen & Eberhard 2012
71Jean-Baptiste le Rond d’Alembert, französischer Mathematiker, Physiker und Philosoph, (1717-1783)
72Sir William Rowan Hamilton, irischer Mathematiker und Physiker, (1805-1865)
73Joseph-Louis de Lagrange, italienischer Mathematiker und Astronom, (1736-1813)
74Rill & Schaeffer 2010



2.4 Mehrkörpersimulation 25

Kinematik starrer Mehrkörpersysteme

Zur Beschreibung der Lage eines starren Körpers im Raum ist die Position und Orien-
tierung eines körperfesten Bezugssystems 𝐾𝑆𝑖 zu einem raumfesten Inertialsystem
𝐾𝑆0 ausreichend. Die Position eines beliebigen Punktes auf dem Körper kann mit dem
Ortsvektor 𝑟𝑝 beschrieben werden Er wird aus der Summe des Verbindungsvektors
zwischen den beiden Koordinatensystemen (inertial- und körperfesten Koordinatensys-
tem) und dem Relativvektor berechnet. Mit der Transformationsmatrix 𝑅𝑖0 (vom lokalen
körperfesten Koordinatensystem ins Inertialsystem) ergibt sich die Gleichung 2.18:

𝑟𝑝 = 𝑥𝑖 + 𝑅𝑖0 · 𝑠𝑖,𝑃 (2.18)

Bei einer reinen Translation wird die Transformationsmatrix 𝑅𝑖0 zur Einheitsmatrix 𝐼. Die
Transformationsmatrix ist aufgrund der Orthogonalität des kartesischen Koordinaten-
systems ebenfalls orthogonal, d.h. die Transponierte entspricht der Inversen. Bei einer
reinen Rotation wird 𝑥𝑖 = 0, bei einer reinen Translation entspricht 𝑅𝑖0 der Einheitsmatrix
𝐼. Die Parameter der Transformationsmatrix können über unterschiedliche Verfahren
bestimmt werden. Bei typischen MKS-Programmen wird die Drehung im Raum mit
den EULER-Parametern beschrieben. Die Drehung des Körpers kann mit den drei
EULER-Winkel 𝛹 , 𝛩 und 𝛷 (Gleichung 2.19) durchgeführt werden.

𝑅𝛹 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑐𝑜𝑠(𝛹) −𝑠𝑖𝑛(𝛹) 0
𝑠𝑖𝑛(𝛹) 𝑐𝑜𝑠(𝛹) 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎦ 𝑅𝛩 =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 0 0
0 𝑐𝑜𝑠(𝛩) −𝑠𝑖𝑛(𝛩)
0 𝑠𝑖𝑛(𝛩) 𝑐𝑜𝑠(𝛩)

⎤⎥⎥⎥⎦

𝑅𝛷 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑐𝑜𝑠(𝛷) −𝑠𝑖𝑛(𝛷) 0
𝑠𝑖𝑛(𝛷) 𝑐𝑜𝑠(𝛷) 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎦
(2.19)

Die Verdrehung des Körperfesten-Koordinatensystems wird durch drei aufeinander
folgende Drehungen beschrieben. Die Drehreihenfolge ist aufgrund der Nichtkommuta-
tivität der Matrixmultiplikation von entscheidender Bedeutung. Hieraus ergibt sich die
Rotationsmatrix der Form (Gleichung 2.20):

𝑅𝑖0 = 𝑅𝛹𝑅𝛩𝑅𝛷 =⎡⎢⎢⎢⎣
𝑐𝑜𝑠(𝛹)𝑐𝑜𝑠(𝛷) − 𝑠𝑖𝑛(𝛹)𝑐𝑜𝑠(𝛩)𝑠𝑖𝑛(𝛷) −𝑐𝑜𝑠(𝛹)𝑠𝑖𝑛(𝛷) − 𝑠𝑖𝑛(𝛹)𝑐𝑜𝑠(𝛩)𝑐𝑜𝑠(𝛷) 𝑠𝑖𝑛(𝛹)𝑠𝑖𝑛(𝛩)
𝑠𝑖𝑛(𝛹)𝑐𝑜𝑠(𝛷) + 𝑐𝑜𝑠(𝛹)𝑐𝑜𝑠(𝛩)𝑠𝑖𝑛(𝛷) −𝑠𝑖𝑛(𝛹)𝑠𝑖𝑛(𝛷) + 𝑐𝑜𝑠(𝛹)𝑐𝑜𝑠(𝛩)𝑐𝑜𝑠(𝛷) −𝑐𝑜𝑠(𝛹)𝑠𝑖𝑛(𝛩)

𝑠𝑖𝑛(𝛩)𝑠𝑖𝑛(𝛷) 𝑠𝑖𝑛(𝛩)𝑐𝑜𝑠(𝛷) 𝑐𝑜𝑠(𝛩)

⎤⎥⎥⎥⎦
(2.20)

Es wird zunächst um die 3-Achse mit dem Winkel 𝛹 gedreht. Danach wird um die
1-Achse mit dem Winkel 𝛩 und anschließend um die 2-Achse mit dem Winkel 𝛷 ge-



26 2 Stand der Forschung

dreht. Es kann bei bestimmten Orientierungen der drei EULER-Winkeln zueinander
zu Singularitäten der Drehmatrix kommen. Um das auszuschließen, verwenden die
meisten MKS-Programme wie z.B. MSC.Adams75 die in Gleichung 2.21 dargestellten
EULER-Parameter.

𝑞0 = 𝑐𝑜𝑠(𝜗2 )𝑐𝑜𝑠(𝜓 + 𝜙

2 ), 𝑞1 = 𝑠𝑖𝑛(𝜗2 )𝑐𝑜𝑠(𝜓 − 𝜙

2 ),

𝑞2 = 𝑠𝑖𝑛(𝜗2 )𝑐𝑜𝑠(𝜓 − 𝜙

2 ), 𝑞3 = 𝑐𝑜𝑠(𝜗2 )𝑐𝑜𝑠(𝜓 + 𝜙

2 )
(2.21)

Mit Hilfe der EULER-Parameter lässt sich die Transformationsmatrix zu:

𝑅 =

⎡⎢⎢⎢⎣
2(𝑞2

0 + 𝑞2
1) − 1 2(𝑞1𝑞2 + 𝑞0𝑞3) 2(𝑞1𝑞3 − 𝑞0𝑞2)

2(𝑞1 + 𝑞2) − 𝑞0𝑞3 2(𝑞2
0 + 𝑞2

2) 2(𝑞2𝑞3 − 𝑞0𝑞1)
2(𝑞1 + 𝑞3) + 𝑞0𝑞2 2(𝑞2𝑞3 − 𝑞0𝑞1) 2(𝑞2

1𝑞
2
3) − 1

⎤⎥⎥⎥⎦ (2.22)

angeben.76

Zur Beschreibung eines Systems wird in der MKS, wie zuvor erwähnt, ein Satz unabhän-
giger Koordinaten benötigt. Die Ortskoordinaten 𝑅𝑖0 und die EULER- Parameter werden
hierzu in einem Vektor 𝑞𝑖 zusammengefasst. Der Koordinatensatz für das gesamte
Mehrkörpersystem wird häufig auch generalisierte Koordinaten genannt.

Die Geschwindigkeit eines Punktes 𝑃 auf einem starren Körper bezüglich eines Inertial-
systems kann durch die zeitliche Differentiation der Grundgleichung (Gleichung 2.23)
zu:

𝑟̇𝑝 = d𝑟𝑝
d𝑡 = 𝑥̇𝑖 + 𝑅̇

𝑖0 · 𝑠𝑖,𝑃 (+𝑅𝑖0 · 𝑠̇𝑖,𝑃 ) (2.23)

berechnet werden. Wobei 𝑅𝑖0 · 𝑠̇𝑖,𝑃 die Relativgeschwindigkeit des Punktes P im
körperfesten-Koordinatensystem beschreibt, die bei Starrkörpern zu Null wird.

Die Beschleunigung des Punktes 𝑃 auf dem Starrkörper bezüglich des Inertialsystems
lässt sich wiederum durch eine weitere zeitliche Differentiation der Gleichung 2.23
berechnen. Die Gleichung der Beschleunigung lautet:

𝑟̈𝑝 = d2𝑟𝑝
d𝑡2 = 𝑥̈𝑖 + 𝑅̈

𝑖0 · 𝑠𝑖,𝑃 (+𝑅𝑖0 · 𝑠̇𝑖,𝑃 ) (2.24)

Gelenke, die mehrere Körper des Mehrkörpersystems miteinander verbinden, üben
Zwangskräfte auf die Einzelkörper aus und reduzieren die Freiheitsgrade und dabei die
Bewegungen der Körper zueinander. Es wird zwischen holonomen und nicht-holonomen
Zwangsbedingungen unterschieden. Die holonomen Bedingungen hängen von den

75MSC.Software 2012a
76Rill & Schaeffer 2010
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generalisierten Koordinaten und explizit von der Zeit ab (siehe Gleichung 2.25).

𝛹 (𝑞, 𝑡) = 0 (2.25)

Die nicht-holonomen Zwangsbedingungen hängen zusätzlich von der Ableitung der
generalisierten Koordinaten und daher von der Geschwindigkeiten ab (siehe Glei-
chung 2.26).

𝛹 (𝑞, 𝑞̇, 𝑡) = 0 (2.26)

Dynamik starrer Mehrkörpersysteme

Im Gegensatz zu kinematischen Systemen ohne Freiheitsgrad (z.B. ein angetriebenes
Viergelenk) besitzt ein dynamisches System (z.B. ein Feder-Masse-Pendel) mindestens
einen Freiheitsgrad. Um die Zeitentwicklung eines dynamischen Systems zu bestimmen,
müssen die für die Bewegungen der Körper verantwortlichen Kräfte, Beschleunigungen
und die Masse berücksichtigt werden. Aus diesem Grund müssen die physikalischen
Bewegungsgesetze mit einbezogen werden. Die NEWTON - EULER’schen- Bewegungs-
gesetze ermöglichen dies zum Beispiel. Sie können mit Hilfe der sogenannten generali-
sierten Kräfte formuliert werden. Analog zur Formulierung auf Basis von generalisierten
Koordinaten werden translatorische und rotatorische Komponenten zusammengefasst,
wobei der Index 𝑅 für Kraft und der Index 𝛩 für Moment steht:

𝑄𝑖
𝑅 = 𝑚𝑖 · 𝑅̈

𝑖
2. NEWTON′sche Gesetz (2.27)

𝑄𝑖
𝛩 = 𝐼 𝑖 · 𝛩̈

𝑖
EULER − Gleichung (2.28)

Die Gleichung 2.27 und 2.28 beschreiben die Dynamik eines bewegten und starren
Körpers unter der Annahme, dass alle Kräfte im Schwerpunkt angreifen und die Ro-
tationsachse durch diesen verläuft. Ist dies nicht der Fall, so entsteht eine Kopplung
zwischen der Translation und der Rotation. Aus diesen Gleichungen kann ein Differenti-
algleichungssystem 2. Ordnung aufgestellt werden, das mit Hilfe der generalisierten
Koordinaten und der Massenmatrix folgendermaßen formuliert wird:

𝑀 𝑖𝑞̈𝑖⊤ =
⎡⎣𝑄𝑖

𝑅

𝑄𝑖
𝛩

⎤⎦ (2.29)

Die Massenmatrix 𝑀 𝑖 beschränkt sich auf die Werte der Hauptdiagonale, wenn das kör-
perfeste Koordinatensystem nicht in einem beliebigen Punkt, sondern im Schwerpunkt
des Körpers gelegt wird und die Koordinatenachsen in Richtung der Trägheitshauptach-
sen ausgerichtet sind. Die Deviationsmomente aus der Kopplung zwischen Rotation
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und Translation werden so zu null und die Massenmatrix zu einer Diagonalmatrix (Glei-
chung 2.30). Es handelt sich um eine reine Translation und eine reine Rotation um den
Schwerpunkt ohne Kopplung der Trägheitswirkung. Für den dreidimensionalen Fall kann
die Matrix in folgender Form notiert werden:

𝑀 𝑖 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑚𝑖 0 0 0
0 𝑚𝑖 0 0
0 0 𝑚𝑖 0
0 0 0 𝐼 𝑖

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (2.30)

Hierbei ist 𝑚𝑖 die Gesamtmasse des Körpers 𝑖. Die Hauptträgheitsmomente 𝐼 𝑖 des
Körpers 𝑖 entsprechen auch einer Diagonalmatrix:

𝐼 𝑖 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝐼𝑥𝑥 0 0
0 𝐼𝑦𝑦 0
0 0 𝐼𝑧𝑧

⎤⎥⎥⎥⎦ (2.31)

Es existieren mehrere methodische Verfahren zur Herleitung der Bewegungsgleichun-
gen für starre Körper mit kinematischen Bindungen. Hierzu zählt das Prinzip des
kleinsten Zwanges von GAUSS77, ein allgemeines Extremalprinzip von HAMILTON sowie
die Methoden von D’ALEMBERT und LAGRANGE. Beim Prinzip nach D’ALEMBERT und
bei den LAGRANGE’schen Gleichungen 2. Art handelt es sich um gewöhnliche Diffe-
rentialgleichungen (ODE) für einen minimalen Satz von generalisierten Koordinaten,
weil die Zwangskräfte und -momente automatisch eliminiert werden. Deshalb werden
auch diese Methoden in kommerziellen MKS-Programmen verwendet. Bei der MKS mit
der in dieser Arbeit verwendeten Software MSC.Adams werden die LAGRANGE’schen
Gleichungen 1. Art verwendet.78

d
d𝑡(

𝜕𝑇 (𝑦, 𝑦̇)
𝜕𝑦̇

)⊤ − (𝜕𝑇 (𝑦, 𝑦̇)
𝜕𝑦

)⊤ = 𝑄 (2.32)

Durch die Einführung der LAGRANGE-Funktion 𝐿, die der Differenz der kinetischen und
der potenziellen Energien aller Körper im System entspricht, kann die Gleichung 2.32
noch etwas kompakter geschrieben werden.79

𝐿 = 𝑇 − 𝑉 (2.33)

77Johann Carl Friedrich Gauß, deutscher Mathematiker, Astronom, Geodät und Physiker, (1777-1855)
78MSC.Software 2012a
79Rill & Schaeffer 2010
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2.4.3 Elastische Mehrkörpersysteme

Der Leichtbau, besonders in der Luft- und Raumfahrttechnik, erfordert das genaue Di-
mensionieren von sicherheitsrelevanten Bauteilen. Hierzu müssen neben den statischen
Lastfällen für eine statische FEA auch die Lastfälle aufgrund der Dynamik berücksichtigt
werden. Auch bei Systemen mit hoher Dynamik und einer großen Anforderung an die
Präzision, wie zum Beispiel bei Druckmaschinen oder Industrierobotern müssen die
Belastungen aufgrund der Dynamik bei der Dimensionierung berücksichtigt werden.
Eine Möglichkeit, die elastischen Eigenschaften von realen Bauteilen in einem starren
Mehrkörpersystem zu berücksichtigen, ist die Zerlegung elastischer Bauteile in mehrere
Gelenke und Feder-Dämpfer-Elemente, die mit starren Körpern verbunden sind. Solche
Systeme werden häufig als „lumped mass systems“ bezeichnet.80

Ein sehr verbreitetes Verfahren zur Berechnung elastischer Strukturen stellt die FEA
(siehe Abschnitt 2.5) dar, wobei abhängig vom Detaillierungsgrad und dem konkreten
Körper bei der Modellierung in der Regel mehrere zehn- oder auch hunderttausend
Freiheitsgrade entstehen. Im Gegensatz dazu finden bei der Berechnung mit MKS-
Programmen je nach Modellgröße weniger als fünfzehn Freiheitsgrade Anwendung. Die
direkte Einbindung von elastischen Körpern einer konventionellen FE-Repräsentation
ist nicht empfehlenswert, weil bei dynamischen Bewegungen zu jedem Zeitschritt der
MKS die Gleichungen der FEA mit den zehn- oder auch hunderttausend Freiheitsgrade
gelöst werden müssen. Das führt zu einer sehr hohen Anzahl an Rechenoperationen,
die bei heutigen Rechnerarchitekturen nicht in einer sinnvollen Rechenzeit bewältigt wer-
den können. Zur Reduktion des Rechenaufwands existieren unterschiedliche Ansätze,
wie zum Beispiel die GUYAN81-Reduktion82 oder der weitaus verbreitetere CRAIG83-
BAMPTON84-Ansatz.85

Die Modellierung, die mathematische Beschreibung und die numerische Berechnung
nicht-linearer Körperbewegungen mit großen elastischen Deformationen erfordert einen
hohen Aufwand. Während der MKS müssen zu jedem Zeitschritt die Gleichungen aus
der Kontinuumsmechanik gelöst werden.

80Rill & Schaeffer 2010
81Robert J. Guyan, US-amerikanischer Wissenschaftler
82Guyan 1965
83Roy R. Craig Jr., US-amerikanischer Ingenieur, (1934-)
84Mervyn Cc. Bampton, US-amerikanischer Ingenieur, (1928-)
85Shabana 2010
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Kinematik elastischer Mehrkörpersysteme

Zur Beschreibung der Lage eines elastischen Körpers im Raum ist die Position und
Orientierung eines körperfesten Bezugssystems 𝐾𝑆𝑖 zu einem raumfesten Inertial-
system 𝐾𝑆0 nicht mehr ausreichend. Der Positionsvektor eines beliebigen Punkts auf
dem Körper muss um den Anteil der Verformung erweitert werden. Der Ortsvektor
𝑟𝑝 ergibt sich daher aus der Summe des Verbindungsvektors zwischen den beiden
Koordinatensystemen (Inertial- und Körperfesten-Koordinatensystem), dem Relativ-
vektor 𝑠𝑖,𝑃 als Verbindungsvektor zu einem beliebigen Punkt 𝑃 auf dem Körper sowie
dem Verformungsvektor des Positionsvektors 𝑢𝑖,𝑃 im körperfesten Koordinatensystem.
Mit der Transformationsmatrix 𝑅𝑖0 (vom lokalen Körperfesten-Koordinatensystem ins
Inertialsystem) ergibt sich die Gleichung 2.34:

𝑟𝑝 = 𝑥𝑖 + 𝑅𝑖0 · (𝑠𝑖,𝑃 + 𝑢𝑖,𝑃 ) (2.34)

Der Verformungsvektor 𝑢𝑖,𝑃 beschreibt die Änderung der Lage des Punktes 𝑃 nach
der Deformation aufgrund des elastischen Werkstoffverhaltens. Die generalisierten
Koordinaten werden um den Verformungsvektor erweitert.

Elastische Körper mit der Finiten Element Beschreibung

Der Verformungsvektor 𝑢𝑖,𝑃 kann mithilfe der FEA bestimmt werden. Ein Körper wird
bei der Finite Element Methode (FEM) in eine diskrete Anzahl an Elementen mit
einer diskreten Anzahl an Knoten zerlegt. Jedem Elementknoten wird eine Masse
𝑚𝑛 zugewiesen, und eine Steifigkeitsmatrix wird aufgebaut, die die Eigenschaften
der Knoten zueinander beschreibt. Die Matrix bildet die Verformung eines Körpers
auf Knotenebene bei kleinen Verformungen ab. Somit beschreibt der Vektor 𝑢𝑖,𝑃 die
Knotenverschiebungen aufgrund einer elastischen Deformation. Der Verformungsvektor
eines Knotens 𝑛 kann wie in Gleichung 2.35 dargestellt werden:

𝑢𝑛 = 𝐾−1
𝑛 · 𝐹 𝑛 (2.35)

𝐾𝑛 entspricht der der Steifigkeitsmatrix des Bauteils. Die Gleichung 2.35 entspricht
einem Teil der Gleichung für eine lineare statische FEA. Wird dieser Ansatz in die MKS
integriert, so entsteht ein numerisch sehr ineffizientes Simulationsmodell aufgrund der
hohen Anzahl an Freiheitsgraden. Weil heute FE-Simulationen häufig über eine Million
Freiheitsgrade besitzen, muss eine Methode zur Reduktion dieser verwendet werden.
Hierzu bietet sich die modale Superposition und das CRAIG-BAMPTON-Verfahren an.86

86Häußler et al. 2001 / MSC.Software 2012b
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Abbildung 2.7 Modale Superposition

Modale Superposition und Synthese der Modalmatrix nach CRAIG-BAMPTON

Die Beschreibung eines flexiblen Körpers in einer MKS in einer konventionellen FE
Repräsentation ist, wie oben erläutert, nicht praktikabel. Das Simulationsmodell ist auf-
grund der hohen Anzahl an Freiheitsgraden und den vielen Zeitschritten nicht in einer
vertretbaren Rechenzeit bewältigbar. Daher müssen die Freiheitsgrade des flexiblen
Körpers reduziert werden, um so eine Reduktion der zu lösenden Gleichungen zu errei-
chen. Eine Möglichkeit hierzu ist die modale Superposition. Bei kleinen Deformationen
ist es zulässig, die Verformungen 𝐷(𝑡) durch eine beschränkte Anzahl gewichteter
Eigenvektoren 𝜑𝑖 zu beschreiben. Das heißt, dass die Verformung zu jedem Zeitpunkt
der Simulation mit Gleichung 2.36 beschrieben werden kann. Die Knotenverformungen
𝑢𝑛 sind somit ebenfalls enthalten (siehe Abbildung 2.7).

𝐷(𝑡) =
𝑛𝑚∑︁
𝑖=1

𝜑𝑖𝑐𝑖(𝑡) (2.36)

Die Formvektoren können mithilfe einer FEA bestimmt werden. Sie enthalten für jeden
Knoten des FE-Netzes Informationen über die Deformation. Der entscheidende Punkt
hierbei ist, dass die Formvektoren zeitinvariant und somit der Vektor konstant ist. Die
Varianz aufgrund der zeitlichen Änderung wird im Gewichtungsfaktor 𝑐𝑖 berücksichtigt,
und dieser ist somit der einzige Freiheitsgrad, um den flexiblen Körper zu beschreiben.
Die Anzahl an verwendeten Formvektoren 𝑛𝑚 ist begrenzt, wodurch natürlich auch
die Ergebnisgüte und -genauigkeit eingeschränkt ist. Das heißt, dass die Genauigkeit
des Modells sehr stark von der Wahl der Formvektoren abhängt.87 Der von CRAIG

und BAMPTON vorgeschlagene Ansatz88, bei dem anstatt der Eigenvektoren statische
Korrekturmoden und Eigenmoden bei fixiertem Rand Verwendung finden, ermöglicht
eine hinreichend genau Abbildung der Deformation. Dieser erweiterte Ansatz wird als

87Schwertassek et al. 1999
88Bampton & Craig JR. 1968
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Component Mode Synthesis (CMS) oder auch als gemischt statisch-modale Reduktion
bezeichnet. Er wird in unterschiedlichen MKS-Programmen, u.a. auch in MSC.Adams,
verwendet.89

Von CRAIG und BAMPTON werden zwei Grundtypen von Formvektoren vorgeschlagen.
Das sind zum einen die statischen Korrektureigenformen und zum anderen die Form-
vektoren des flexiblen Körpers. Die statischen Korrektureigenformen 𝜑𝑐𝑖 werden durch
das Aufbringen von sechs verschiedenen Einzelverschiebung erzeugt. Hierzu wird an
den Stellen, an denen der flexible Körper mit anderen Körpern im Mehrkörpersystem
verbunden wird, fest eingespannt und wahlweise in einem Knoten mit einer Kraft oder
einem Drehmoment beaufschlagt. Es herrscht eine Übereinstimmung der Verschiebun-
gen und der modalen Koordinaten der Einspannungsvektoren in den entsprechenden
Randfreiheitsgraden. Diese Korrekturen sind sehr wichtig, weil somit das flexible Ver-
halten im Gesamtsystem besser berücksichtigt werden kann. Die Formvektoren des
flexiblen Körpers werden, wie oben beschrieben, in einer FEA bestimmt, worauf hier
aber nicht weiter eingegangen wird.

Eigenmoden Statische Korrekturmoden

Verbindungsfreiheitsgrade
Innere Freiheitsgrade

Abbildung 2.8 Prinzip der Component Mode Synthesis (CMS)

In Abbildung 2.8 sind für einen Biegebalken zwei Eigenmoden und zwei statische
Korrekturmoden dargestellt. Der Balken ist auf der linken Seite fest eingespannt und hat
an seinen Enden den Knoten für das nächste Gelenk. Im linken Teil von Abbildung 2.8
wird der erste und der dritte Eigenmode bei fester Einspannung dargestellt, die durch

89Meirovitch 1998
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das Lösen des Eigenwertproblems berechnet werden können. Im rechten Bereich von
Abbildung 2.8 ist der statische Korrekturmode für eine Einheitsverschiebung, im unteren
Bereich der Abbildung für eine Einheitsverdrehung dargestellt.90

2.5 Finite Element Methode

Die theoretischen Grundlagen von RAYLEIGHT91, RITZ92 und GALERKIN93 für die FEM
vom Anfang des zwanzigsten Jahrhunderts wurden Mitte des letzten Jahrhunderts
für den praktischen Einsatz weiterentwickelt und haben gerade durch die starke Zu-
nahme an Rechenleistung und die kontinuierliche Verkürzung der Entwicklungszeit an
Bedeutung gewonnen. Sie ist ein nummerisches Näherungsverfahren zur Lösung von
partiellen Differentialgleichungen, mit dem unterschiedlichste physikalisch/mathema-
tisch beschreibbare Phänomene berechnet werden können. Dabei wird das Bauteil in
eine endliche Anzahl Elemente aufgeteilt, wobei hier vom Vernetzen, Diskretisieren
oder Meshing gesprochen wird. Die FEM wird häufig für Berechnungen der Statik (z.B.
Verformungen und Spannungen), der Dynamik (z.B. Eigenfrequenzen und Eigenfor-
men), der Strömungsmechanik (z.B. Geschwindigkeit und Druck), der Akustik (z.B. NVH
und Schallverteilung) und vieles mehr verwendet. Der Einsatz der FEM in der Produkt-
entwicklung ermöglicht die Verkürzung der Produktentwicklungszeit, eine Senkung der
Entwicklungskosten, die Einsparung von Werkstoffen, das frühzeitige Erkennen von
Schwachstellen, eine Optimierung der Gestalt, die Reduktion der Anzahl an Prototypen
und eine Qualitätssteigerung der Konstruktion. Daher ist die FEM in den letzten Jahren
zu einem Standardwerkzeug für Ingenieure geworden.94

In der Abbildung 2.9 ist das Ergebnis einer FEA dargestellt; in der Abbildung sind
die FE erkennbar. Es kann grundsätzlich zwischen 2-D Schalen- und 3-D Volumen-
Elementen unterschiedlichster Form und Ansatzfunktion unterschieden werden. Bei
den 2D-Elementen werden hauptsächlich Dreiecks- (Tri) und Vierecks-Elemente (Quad)
mit quadratischem oder linearem Elementansatz verwendet. Bei Volumenelementen
werden meistens Tetraeder- und Hexaeder-Elemente, ebenfalls mit quadratischem oder
linearem Elementansatz, verwendet. Wie am Beispiel des Klimageräts sichtbar, ist eine
Mischung der Elemente problemlos möglich.95 Die Farben der Elemente in Abbildung 2.9

90Albers et al. 2002 / Häußler et al. 2001 / Ottarson et al. 1998 / Woschke et al. 2007
91John William Strutt, 3. Baron Rayleigh, englischer Physiker, (1842-1919)
92Walter Ritz, schweizer Mathematiker und Physiker, (1878-1909)
93Boris Grigorjewitsch Galjorkin, sowjetischer Ingenieur und Mathematiker, (1871-1945)
94Brand 2013
95Gemeinsames Projekt mit der Fa. Behr / Ergebnisse wurden auf der Internationalen Automobilausstel-

lung in Frankfurt (IAA) 2013 vorgestellt
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entsprechen in diesem Fall unterschiedlichen Beträgen einer Vergleichsspannung (nach
der Gestaltänderungshypothese) bei einem Beschleunigungslastfall.

In der vorliegenden Arbeit sind hauptsächlich die Verformungen und Spannungen von
größerem Interesse. Diese gehören zum Bereich der statischen FE-Berechnung und
werden ausführlich in BATHE 2002, KLEIN 2012 und RIEG & HACKENSCHMIDT 2000
beschrieben. Die Dynamik im Kontext der FEA wird in der vorliegenden Arbeit nur als
Repräsentationsform von flexiblen Körpern bei der MKS, wie im Unterabschnitt 2.4.3
beschrieben, benötigt. Aus diesem Grund wird an dieser Stelle nicht näher darauf
eingegangen und hierfür auf die Literatur von BATHE 2002 verwiesen.

Abbildung 2.9 Ergebnis einer Finiten Element Analyse am Beispiel eines Leichtbau-
klimageräts

2.6 Optimierung

Unter einem Optimum versteht man das am besten erreichbare Resultat im Sinne
eines Kompromisses zwischen unterschiedlichen Parametern oder Eigenschaften, die
durchaus gegenläufig sein können, unter dem Aspekt eines Gesamtziels oder einer
Gesamtanwendung. Es darf nicht mit dem Ideal verwechselt werden, womit das beste
Denkbare, das heißt, das globale Maximum (oder Minimum) bezeichnet wird. Die
Suche nach dem Optimum unter gegebenen Voraus- und Zielsetzungen nennt man
Optimierung.
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2.6.1 Historie der Strukturoptimierung

Die Optimierung ist eine relativ junge Disziplin innerhalb der Mathematik. Es wur-
den erstmals Ansätze zur Bestimmung von Maxima und Minima96 im Jahre 1629 von
FERMAT97 veröffentlicht. Die von ihm vorgestellte Methode wurde später in der von
LEIBNITZ98 und NEWTON geschaffenen Differentialrechnung aufgegriffen. Die Arbeit
zur Herleitung eines optimalen Stabtragwerks99 von MICHELL100, die er Anfang des
zwanzigsten Jahrhunderts veröffentlichte, wird als eine der ersten Arbeiten zur Topo-
logieoptimierung gesehen.101 Seine Arbeit basiert auf den Sätzen zur Auslastung von
Stabtragwerken von MAXWELL102. Mit der Entwicklung der digitalen Rechnertechnik in
den 50er und 60er Jahren des zwanzigsten Jahrhunderts hat sich die FEM verbreitet.
So kam es zu einer starken Weiterentwicklung der Strukturoptimierung auf Basis einer
FEA. Die ersten numerischen Programme wurden für die Baustatik entwickelt, bei der
die Stabquerschnittsflächen optimiert wurden.

Durch die Parametrisierung der Querschnittsabmessungen von Balkenelementen wurde
die Strukturoptimierung zur so genannten Parameteroptimierung weiterentwickelt. Diese
Parameter lassen sich in einem FEA-Programm sehr einfach und ohne Veränderung
des eigentlichen Modells variieren. Die Topologieoptimierung wurde seit dem Ansatz
von MICHELL erst ca. 70 Jahre später (1972) durch ROZVÁNYI103 weiterentwickelt 104.
Im Jahr 1976/1977 veröffentlichten PRAGER und ROZVANY die erste grundlegende
Theorie der Topologieoptimierung.105 Mit der Arbeit von BENDSØE106 und KIKUCHI107

von 1988 wurde der Grundstein für die numerische Topologieoptimierung gelegt.108 Seit
dieser Veröffentlichung wurde die Topologieoptimierung kontinuierlich weiterentwickelt
und verbessert. Viele dieser Optimierungsmethoden sind heute in kommerziellen Pro-
grammen verfügbar und werden bei der Produktentwicklung durch den Ingenieur zur
Gestaltfindung eingesetzt.109

96Fermat 1934
97Pierre de Fermat, französischer Mathematiker und Jurist, (1601-1665)
98Gottfried Wilhelm Leibniz, u.a. deutscher Philosoph, Mathematiker und Physiker, (1646-1716)
99Michell 1904

100Anthony George Maldon Michell, englischer Ingenieur, (1870-1959)
101Kober 2011
102James Clerk Maxwell, schottischer Physiker, (1831-1879)
103György Rozványi, ungarischer Ingenieur, (1930)
104Rozványi 2008
105Rozványi 1976 / Prager & Rozványi 1977
106Martin Philip Bendsøe, dänischer Mathematiker, (1955)
107Noboru Kikuchi, japanischer Ingenieur, (1951)
108Bendsøe & Kikuchi 1988
109Wöhrle et al. 2013
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2.6.2 Varianten der Strukturoptimierung

HARZHEIM110 teilt die Strukturoptimierung in drei verschiedene Typen für unterschied-
liche Anwendungsbereiche auf. Das sind die Dimensionierung (Sizing), die Form-
/Gestaltoptimierung und die Topologieoptimierung. In Abbildung 2.10 sind die drei
Varianten der Optimierung am Beispiel einer Brücke dargestellt.

Bei der Dimensionierung werden wenige diskrete Zahlenwerte variiert, wie beispiels-
weise Wandstärken von Blechen oder Durchmesser von Wellen. Häufig ähnelt eine
Dimensionierung einer Skalierung der Querschnittsabmaße von Bauteilen.

Die Form-/Gestaltoptimierung, oder oft auch Shapeoptimierung genannt, wird dazu
genutzt um die Form, das heißt die äußere Gestalt eines Bauteils zu modifizieren. Dem
Optimierungsprogramm müssen die möglichen Formvariationen übergeben werden. Da-
bei stellt die Formoptimierung eine der arbeitsintensivsten Formen der Optimierung dar.
Einer der Haupteinsatzfelder der Formoptimierung ist die Reduktion von Spannungs-
überhöhungen bei Querschnittsübergängen und damit einer Erhöhung der Lebensdauer
eines wechselnd belasteten Bauteils.

Abbildung 2.10 Varianten der Strukturoptimierung111

Bei der Topologieoptimierung wird das Hinzufügen von Löchern innerhalb der Kompo-
nenten zugelassen, was bei den zuvor genannten Optimierungsvarianten nicht möglich
ist. Auch ist die Änderung der Berandung zulässig. Diese Art der Optimierung ist zwar
komplexer, allerdings hierdurch nicht aufwändiger bei der Berechnung als die Formopti-
mierung, weil die wirkliche Kontur durch eine Dichteverteilung approximiert wird. Die
110Harzheim 2008
111nach Enkler 2010
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Topologieoptimierung wird im Produktentwicklungsprozess eingesetzt, um Vorschläge
für Gestaltentwurf von Bauteilen zu erhalten.

2.6.3 Topologieoptimierungsmethoden

Die Topologieoptimierung ist eine sehr flexible Form der Optimierung. Am häufigsten
wird hierbei ein Gestaltvorschlag für ein möglichst steifes Bauteil bei einer geringen
Masse und einem vorgegeben maximalen Bauraum gesucht. Eine weitere häufig Ziel-
größe der Topologieoptimierung ist das Verschieben/Verändern der Eigenfrequenzen
von Bauteilen. Bei der Topologieoptimierung wird von einem vorgegebenen maximalen
Bauraum ausgegangen, der in dieser Arbeit als Designraum bezeichnet wird, der zum
Beispiel hinsichtlich der äußeren Belastungen und der Zielgrößen optimiert wird. Dabei
ist es zulässig, dass dem Volumen Löcher hinzugefügt werden oder sich die äußere
Form innerhalb des Designraums ändert. Der Topologieoptimierung liegt eine FEA zu-
grunde, die benötigt wird, um die Zielgrößen für den Topologieoptimierer zu berechnen.
Man spricht hierbei häufig von einer parameterfreien Optimierung aufgrund der großen
Anzahl (oft >100 000) an Freiheitsgraden bei der FEA. Die Topologieoptimierung kann
grob in zwei Gruppen eingeteilt werden, die sich sowohl in der Formulierung des Opti-
mierungsproblems als auch in der Lösungsmethode unterscheiden. Das ist zum einen
das Verfahren der mathematischen Programmierung und zum anderen die Methode
der Optimalitätskriterien.

Optimierungsaufgaben bei der Strukturoptimierung sind im allgemeinen nicht linear und
sehen wie folgt aus112:

min(max)𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ ℜ𝑖 (2.37)

𝑔𝑗(𝑥) ≥ 0, 𝑗 = 1, ...,𝑚 (2.38)

ℎ𝑘(𝑥) = 0, 𝑘 = 1, ..., 𝑛 (2.39)

𝑋𝑚
𝑖 ≥ 𝑋𝑖 ≥ 𝑋𝑛

𝑖 , 𝑖 = 1, ..., 𝑛 (2.40)

Hierbei ist 𝑓(𝑥) die Zielfunktion (object function), die je nach Anwendungsfall entweder
minimiert oder maximiert werden soll. 𝑥 beschreibt den Vektor der Designvariablen.
Beispiele für die Zielfunktion sind:

• Masse

• Eigenfrequenz

112Baier et al. 1994
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• Spannungen

• Dehnungen

Die Funktionen 𝑔𝑗(𝑥) und ℎ𝑘(𝑥) sind Ungleichheits-(inequality)- und Gleichheitsneben-
bedingungen (equality constraints), die sowohl linear als auch nicht-linear sein können.
𝑋 beschreibt vorgegebene Schranken (side constraints), die den Lösungsraum weiter
beschränken.

Nicht-lineare Optimierungsaufgaben können in der Regel nicht direkt gelöst werden,
sondern es muss die Lösung iterativ gefunden werden. Mithilfe eines Vektors kann, aus-
gehen von einem momentanen Lösungsvektor eine neue Lösung berechnet werden.

Mathematische Programmierung

Die Topologieoptimierung kann durch die Formulierung eines Ersatzproblems mithilfe
der mathematischen Programmierung durchgeführt werden. Die Ableitung der Zielfunk-
tion und der Restriktionen nach den Desingvariablen ergibt die Suchrichtung bei der
Sensitivitätsanalyse. Die Berechnung der Sensitivitäten kann sehr rechenaufwändig
sein, vor allem wenn diese durch eine numerische Differenzenbildung berechnet werden
müssen. Um den Berechnungsaufwand zu reduzieren, werden die Nebenbedingungen
in passiv und aktiv aufgeteilt. Es werden hierbei nur die aktiven Nebenbedingungen bei
der Sensitivitätsanalyse berücksichtigt. Das E-Modul jedes einzelnen FE wird über die
auf Eins normierte Dichte gesteuert. Bei einer Dichte von Eins entspricht das E-Modul
den tatsächlichen Werkstoffeigenschaften. Das minimale E-Modul bei der Dichte null
entspricht einem fiktiven kleinen E-Modul. Zur Berechnung stehen unterschiedliche
Lösungsalgorithmen zur Verfügung und werden in der Literatur 113 ausgiebig beschrie-
ben.

Der Berechnungsingenieur muss die Lösung einer Optimierung, die mithilfe der mathe-
matischen Programmierung durchgeführt wird, genau analysieren, denn durch ungeeig-
nete Startwerte kann es vorkommen, dass der Optimierungsalgorithmus nur ein lokales
Minimum oder Maximum als Lösung erkennt. Eine Variation der Startwerte ist daher
immer ratsam.114

113Bendsøe & Sigmund 2003 / Harzheim 2008
114Meske et al. 2000
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Optimalitätskriterien-Verfahren

Beim Optimalitätskriterien-Verfahren wird kein mathematisches Optimierungsproblem
gelöst, sondern eine empirische Iterationsvorschrift angewendet. Das empirische Wis-
sen wird unter Anderem aus den Bereichen der Physik, der Biologie und der Mechanik
gewonnen. Ein Beispiel hierzu ist das Anfang der 90er Jahre entwickelte Soft-Kill-Option-
Verfahren (SKO)115, bei dem die adaptive biologische Wachstumsregel simuliert wird.
Hierbei wird in Analogie zum Wachstum von Bäumen an hochbelasteten Stellen Werk-
stoff angelagert. Dies führt zu einer Homogenisierung der mechanischen Spannungen
in einem Bauteil und somit zu einer gleich verteilten Belastung. Ein weiteres Beispiel aus
der Physik ist der Energiesatz, wonach ein System den Zustand minimaler Gesamtener-
gie anstrebt. Das Fully-Stressed-Design ist ein sehr bekanntes Optimalitätskriterium
aus der Strukturmechanik, bei dem angenommen wird, dass ein Tragwerk die geringste
Masse aufweist, wenn so viele Streben wie möglich voll beansprucht sind.116

Die Methoden der Optimalitätskriterien sind aufgrund der Ausnutzung von speziellem
physikalischen Wissen auf das jeweilige Anwendungsgebiet beschränkt. Die Anwen-
dung dieses Wissens führt dazu, dass die einzelnen Optimierungsschritte für den
Berechner verständlich und nachvollziehbar sind. Bei den Methoden der Optimalitäts-
kriterien sind die Kriterien und das Antwortverhalten des physikalischen Modells auf
Veränderungen des Ausgangszustandes in den Lösungsalgorithmus direkt integriert.
Auf diese Art erreicht man ein sehr gutes Konvergenzverhalten. Dieses ist bei einem
mathematischen Optimierungsalgorithmus nur schwer erreichbar. Die Hypothese von
BAUD117,118 und das Abklinggesetz von NEUBER119,120 sind die grundlegenden Arbeiten
auf diesem Gebiet. Diese Ansätze wurden von SCHNACK121,122 zur Gestaltoptimierung
erweitert. Darauf aufbauend wurde von SAUTER123 ein Verfahren zur Topologieop-
timierung124 entwickelt. Mitte der 1990er Jahre wurde aus den Forschungsarbeiten
am IPEK125 das Spin-off Unternehmen FE-Design126 gegründet. Die in dieser Arbeit
verwendete Software zur Topologieoptimierung ist eine Weiterentwicklung der zuvor
beschriebenen Arbeiten durch FE-Design und wird unter dem Namen TOSCA vertrie-
ben.

115Baumgartner et al. 1992
116Harzheim 2008
117Baud 1934
118R.V. Baud, schweizer Maschinen Ingenieur ETH, (1894-?)
119Neuber 1971
120Heinz Neuber, deutscher Professor der Mechanik, (1906-1989)
121Schnack 1978
122Eckart Schnack, deutscher Professor der Mechanik
123Jürgen Sauter, deutscher Ingenieur
124Sauter 1991
125zu diesem Zeitpunkt noch Institut für Maschinenkonstruktionslehre und Kraftfahrzeugbau - mkl
126www.fe-design.de
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Die Strukturantworten, die vom Topologieoptimierer benötigt werden, werden von FEM-
Programmen berechnet. Das häufigste Optimierungsziel ist die Maximierung der Steifig-
keit einer Struktur. Häufig wird das Optimierungsproblem über die mittlere Nachgiebigkeit
formuliert. Wird diese auf ein gesamtes Bauteil bezogen, wird von der globalen mittleren
Nachgiebigkeit gesprochen. Sie ist definiert als das Produkt aus dem Kraft- und dem
Verschiebungsvektor für jedes FE (siehe Gleichung 2.41) mit 𝐹 𝑛 der Kraft am n-ten
Kraftangriffspunkt und 𝑢𝑛 der dort auftretenden Verschiebung.

𝐶 =
∑︁
𝑛

𝐹 ⊤
𝑛𝑢𝑛 (2.41)

Bei dieser Formulierung des Optimierungsproblems für die globale mittlere Nachgie-
bigkeit kann sowohl die Kraft als auch die Verschiebung von außen auf die Struktur
aufgebracht werden. Werden die Belastungen über Kräfte definiert, so sind diese in
Gleichung 2.41 konstant. Die Minimierung der globalen mittleren Nachgiebigkeit führt zu
einer Minimierung der resultierenden Verschiebungen und somit zu einer Maximierung
der Steifigkeit. Werden andersherum Verschiebungen aufgebracht, so sind die Kräfte
die resultierenden Reaktionskräfte. Die Struktur mit der höchsten Steifigkeit erhält man,
wenn die Reaktionskräfte und damit auch die mittlere globale Nachgiebigkeit minimiert
werden. Die globale mittlere Nachgiebigkeit ist gleich der doppelten geleisteten ex-
ternen Arbeit. Aufgrund der Energieerhaltung muss sie gleich der doppelten inneren
Dehnungsenergie sein (siehe Gleichung 2.42). Eine Minimierung der globalen mittleren
Nachgiebigkeit entspricht demnach einer Minimierung der inneren Dehnungsenergie.

𝐶 =
∑︁
𝑛

𝐹 ⊤
𝑛𝑢𝑛

!= 2
∫︁
Ω

1
2
(︁
𝜎⊤𝜀 d𝑉

)︁
= 2𝑈 (2.42)

Die Dehnungsenergie 𝑈 = 1/2(𝑢⊤𝐾𝑢) kann direkt aus der Hauptgleichung der FEM
der linearen Statik hergeleitet werden. Hierzu wir Gleichung 2.43 auf beiden Seiten mit
der Verschiebung multipliziert.

𝐾𝑢 = 𝐹 (2.43)

Dies führt zu Gleichung 2.44, was von einem FE-Solver direkt berechnet werden kann.

𝑢⊤𝐾𝑢 = 𝑢⊤𝐹 (2.44)

Werden mehrere Lastfälle bei einer Optimierung berücksichtigt, so wird als Zielfunktion
die gewichtete Summe der mittleren Nachgiebigkeit aus den Einzellastfällen verwendet.
Sie berechnet sich mit 𝑁 Einzellastfällen, den zugehörigen mittleren Nachgiebigkeiten
𝑐𝑘 und dem Gewichtungsfaktor 𝑤𝑘 wie in Gleichung 2.45 dargestellt.

𝐶 =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑤𝑘𝑐𝑘 (2.45)



2.6 Optimierung 41

Somit kann anstatt der mittleren Nachgiebigkeit alternativ die Dehnungsenergie als
Zielfunktion verwendet werden. Bei einem mit FE diskretisierten Körper wird die Summe
der Dehnungsenergien der einzelnen Elemente als Zielfunktion für die Optimierung
verwendet.

Die Thesen zur Beanspruchungshomogenisierung wurden aufgegriffen und erwei-
tert.127 Hierbei wurde der Zusammenhang zwischen einer optimalen Dichteverteilung
im Designraum und einer homogenen Dehnungsenergiedichte beschrieben. Es wer-
den unterschiedliche Prinzipien der Mechanik herangezogen, wie das Prinzip vom
stationären Wert des Gesamtpotentials, der Arbeitssatz der Mechanik, das Green-
Dirichlet’sche Prinzip sowie die Gleichgewichtsbedingung für elastische Körper. Daraus
wird abgeleitet, dass bei konstanter Belastung die Dehnungsenergie zur Verschiebung
proportional ist. Eine Minimierung der Dehnungsenergie hat folglich auch eine Minimie-
rung der Verschiebungen zur Folge. Somit ergibt sie ein Maximum der Steifigkeit bei
einer bestimmten Masse. Daher muss das Volumen auf einen kleineren Wert restringiert
werden, um triviale Lösungen zu vermeiden. Das Optimierungsproblem kann demnach
wie folgt beschrieben werden: Minimiere die Summe der Dehnungsenergie mit einer
Volumenrandbedingung.128

Um das Volumen unterschiedlicher FE zu berücksichtigen, wird die Dehnungsenergie
auf das Elementvolumen bezogen. Hieraus ergibt sich die Dehnungsenergiedichte. Über
eine Anpassung des E-Moduls der einzelnen FE kann eine optimale Dichteverteilung
erreicht werden.129 Eine beliebige Einstellung der Dichte über ein reales Bauteil ist
in der Praxis allerdings nicht möglich. Für die Materialverteilung sind daher nur die
Extremwerte 𝜌* = 0 und 𝜌* = 1 für die relative Dichte eines beliebigen Werkstoffes
von Interesse, bei denen auch beim Homogenisierungsansatz das Material isotrop ist
und eine Designvariable zur Beschreibung ausreicht. Aus diesem Grund wird häufig
mit dem Solid Isotropic Material with Penalization (SIMP)-Ansatz130 direkt ein isotro-
per Werkstoff für die Topologieoptimierung zugrunde gelegt. Dabei wir für jedes FE
𝑖 nur eine Designvariable 𝑥𝑖 benötigt, welche der relativen Dichte gleich gesetzt wird
(Gleichung 2.46).

𝑥𝑖 = 𝜌𝑖
𝜌0
𝑖

(2.46)

Der Zusammenhang zwischen Designvariable und E-Modul wird als Potenzansatz
dargestellt (Gleichung 2.47)

𝐸𝑖
𝐸0
𝑖

= 𝑥𝑝𝑖 ; 𝑝 > 0 (2.47)

Hierbei entsprechen 𝜌0
𝑖 und 𝐸0

𝑖 der Dichte und dem E-Modul des gewählten Werkstoffes.
127Allinger 1993
128FE-Design 2011
129Mlejnek & Schirrmacher 1993
130Bendsøe & Sigmund 2003
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Mit der Erhöhung des Exponenten 𝑝 bewegt sich das optimierte Design immer mehr zu
einem Design ohne Zwischenwerte. In Abbildung 2.11 ist dieser Verlauf zu sehen.

Es werden häufig drei Bereiche in unterschiedliche Materialgruppen unterteilt. Das sind
die SOFT-, HARD- und TRANS-Bereiche. Die SOFT-Elemente haben eine vernach-
lässigbares E-Modul und eine geringe Dichte. Sie sind kaum am Kraftfluss beteiligt.
Dem gegenüber stehen die HARD-Elemente, die als Tragstruktur identifiziert werden,
da sie mit dem hohen E-Modul die höchste Steifigkeit aufweisen und den größten
Betrag an Dehnungsenergie aufnehmen können. TRANS-Elemente haben noch keine
eindeutige Strukturzuordnung und müssen in weiteren Iterationen den SOFT- oder
HARD-Elementen zugeordnet werden.

In der praktischen Anwendung hat sich gezeigt, dass ein Wert für 𝑝 = 3 benötigt wird,
um einen verwendbaren Designvorschlag zu erhalten. Es kann gezeigt werden, dass
das Gesetz für 𝑝 = 3 bei einer 2-dimensionalen und für 𝑝 = 2 bei einer 3-dimensionalen
Struktur einen physikalischen Werkstoff beschreibt.131
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Abbildung 2.11 SIMP-Ansatz für verschiedene Exponenten 𝑝

In der zuvor genannten Software TOSCA wird die These der Homogenisierung der
Dehnungsenergiedichte umgesetzt. Hierbei werden in schwach beanspruchten Berei-
chen der Bauteile die Masse und das E-Modul der FE reduziert. Dadurch wird eine Art
Umverteilung der Struktur erreicht.

Die Optimierung nach dem Optimalitätskriterien-Verfahren wird auch häufig als Regler-
basierte Optimierung bezeichnet. Der Grund hierfür ist, dass ein Optimierungsalgorith-
131Bendsøe & Sigmund 1999
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mus, der auf der Basis von Optimalitätskriterien beruht, auch als ein spezieller Regler
eines Regelkreises betrachtet werden kann (siehe Abbildung 2.12).132

Bauteil
(System)

Optimierer 
(Regler)

Randbedingungen

Gestalt

Gestaltänderung

Beanspruchung

Beanspruchung

Abbildung 2.12 Strukturoptimierung auf der Basis von Optimalitätskriterien als Regel-
kreis133

2.7 Optimierungsmethoden und -prozesse

Bei der heutigen Produktentwicklung werden immer häufiger Optimierungsmethoden
und -prozesse notwendig. Je nach Reifegrad der Lösung und das Anwendungsgebiet
werden für die Gestaltfindung unterschiedliche Verfahren verwendet.

ARAKELIAN ET AL.134 haben eine analytische Methode entwickelt, um die Antriebs-
drehmomente für ein serielles Robotersystem mit zwei Freiheitsgraden zu minimieren.
Bei diesem Ansatz wird in einem ersten Schritt die Trajektorie der Kinematik optimiert.
Daraufhin wird die bewegte Masse für die einzelnen Körper reduzieren. Hierzu wird
eine geringe Anzahl an Gestaltparameter im Vergleich zu einer Topologieoptimierung
verwendet, um die Körper und Zusammenhänge des Systems zu beschreiben. Das Er-
gebnis einer solchen Optimierung führt zu einem abstrakten Gestaltvorschlag mit einem
geringen Reifegrad. Allerdings kann mithilfe dessen eine ideale Kinematik bezüglich
des geforderten Arbeitsbereichs mit möglichst geringem Energieverbrauch gefunden
werden.

CHABLAT, WENGER und PASHKEVICH135 haben einen Prozess vorgestellt, wie eine
Gestalt mit einem Reifegrad 1 für eine Robotersystem mit Parallelkinematik berechnet
werden kann. Dieser Beitrag ermöglicht die Berechnung einer neuen kinematischen
132Ottnad 2009
133nach Ottnad 2009
134Arakelian et al. 2011
135Chablat & Wenger 2003 / Pashkevich et al. 2005
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Anordnung, aber beschränkt sich auch drauf. Die Synthetisierung einer Gestalt höheren
Reifegrades ermöglicht dieser Optimierungsprozess nicht.

Die FEA wird meistens zur Berechnung von mechanische Spannungen, der Spannungs-
verteilung und der Verschiebung und dem Verschleiß von mechanischen Bauteilen
verwendet (siehe Abschnitt 2.5). Das dynamische Verhalten, hier verstanden als das
Bewegungsverhalten und nicht als das Schwingungsverhalten von mechanischen und
mechatronischen Systemen, wird mithilfe von MKSs-Programmen analysiert. Die Inte-
gration von flexiblen Körpern in MKS ermöglicht auch, sehr realistische Informationen
über die Belastungen und die maximalen Verschiebungen bei komplexen Systemen zu
berechnen.

Die konventionelle Topologieoptimierung (Reglerbasierter-Ansatz; siehe Ab-
schnitt 2.6.3) wird in den meisten Fällen zur Berechnung von Gestaltvorschlägen
für leichte und möglichst steife Strukturbauteile in der frühen Produktentwicklungsphase
herangezogen. Die Standardformulierung bei der konventionellen Topologieoptimierung
beinhaltet die Minimierung der Nachgiebigkeit bei einer Einschränkung des Volumens.
Bei der Topologieoptimierung spricht man häufig von einer parameterfreien Optimierung.
Das ist damit begründet, dass die Gestalt der Struktur durch eine große Anzahl an
Elementen und Knoten beschrieben ist und diese bei der Optimierung direkt als
Designvariablen genutzt werden. Diese Anzahl ist um ein Vielfaches größer als bei
einer Parameteroptimierung. Ein großer Vorteil bei diesem Vorgehen ist, dass der
Designraum, das heißt die zulässige Menge der Designs, alle möglichen Lösungen
umfasst.

Der prinzipielle Ablauf einer konventionellen Topologieoptimierung ist in Abbildung 2.13
dargestellt. Zuerst muss für das zu optimierende Bauteil ein FE-Modell für den maxima-
len zur Verfügung stehenden Bauraum erstellt werden. Zusätzlich müssen die Parameter
für die Topologieoptimierung definiert werden. Nach dem Starten des automatisierten
Optimierungsprozess wird als erstes eine FEA durchgeführt. Das Ergebnis dieser Be-
rechnung ist die Grundlage für die Topologieoptimierung. Der Optimierer variiert die
Werkstoffeigenschaften (E-Modul und Dichte) für jedes FE des Designbereichs. Mit dem
Modell mit den veränderten Werkstoffeigenschaften wird eine neue FEA durchgeführt.
Dies geschieht iterativ bis das Ziel der Optimierung, bzw. das Abbruchkriterium erreicht
wurde. Der Reglerbasierte-Ansatz konvergiert erfahrungsgemäß nach 15 Iterationen,
auch wenn das Modell große Nicht-Linearität wie z.B. Kontaktbedingungen enthält. Ein
Nachteil dieser Optimierungsmethode ist die beschränkte Anzahl an Zielfunktionen und
Randbedingungen im Vergleich zu den Methoden der mathematischen Programmierung.
Das Ergebnis der Berechnung ist ein Gestaltvorschlag des Reifegrads 2, der hinsichtlich
der vorgegebenen Parameter und Randbedingungen optimal ist. Die konventionelle
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Topologieoptimierung wird heute erfolgreich in der Automobil- und Luftfahrtindustrie,
sowie im Design-Prozess von Konsumgütern verwendet.136

Optimierer

FE-Solver

FE Input Datei Randbedingungen, 
Kräfte, Momente

Gestaltvorschlag

Veränderte FE-Datei

Optimierungsschleife

Abbildung 2.13 Konventioneller Topologieoptimierungsprozess

Die Kombination der MKS und der Strukturoptimierung in einem geschlossenen Prozess
ermöglicht es, mechanische Bauteile im Systemzusammenhang zu berechnen und
automatisiert zu optimieren. Es werden MKS mit flexiblen Körpern verwendet, und so
kann die Verbindung zwischen der MKS, der FEM und der Topologieoptimierung herge-
stellt werden. Damit ist es möglich, die Lastfälle aufgrund der Massenträgheit bei einem
dynamisch beschleunigten System in einer Topologieoptimierung zu berücksichtigen.137

Die Rückkopplung durch die Änderung der Topologie und somit die Änderung des
dynamischen Verhaltens wird allerdings bei diesem Ansatz noch nicht berücksichtigt.
ALBERS ET. AL. haben diesen Zusammenhang untersucht. Hierzu wird eine weitere
Kopplung der Simulationsumgebungen durchgeführt. Die MKS wird durch eine Co-
Simulation erweitert, die das geregelte Systemverhalten simuliert. Die Erweiterung ist in
Abbildung 2.14 dargestellt.

Es findet ein Datenaustausch zwischen der MKS und dem Regelkreis innerhalb ei-
ner Co-Simulation statt. Anhand der Ergebnisse der Co-Simulation werden für jede
Iteration im Optimierungsprozess die kritischen Lastfälle extrahiert und bei der Topo-
logieoptimierung berücksichtigt. Es konnte gezeigt werden, dass die Regelung eines
mechatronischen Systems einen Einfluss auf die Gestalt des Optimierungsergebnisses
hat. Die Erweiterung ermöglichte das Optimieren von komplexen mechatronischen
Systemen, wie zum Beispiel Komponenten des humanoiden Robotersystems ARMAR

136Pedersen & Allinger 2006 / Schramm & Zhou 2006
137Häußler et al. 2001 / Häußler et al. 2004 / Müller 2005
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Abbildung 2.14 Erweiterter Topologieoptimierungsprozess mit Berücksichtigung des
Verhaltens bei geregelten mechatronischen Systemen

im Systemzusammenhang.138

Bei der oben beschriebenen erweiterten Optimierung hat sich gezeigt, dass die Regler-
parameter, die zu Beginn der Optimierung festgelegt wurden, kein optimales System-
verhalten des mechatronischen Systems nach der Optimierung garantierten. So wird
das System von Iteration zu Iteration immer schlechter geregelt, was zu falschen Belas-
tungen führte und somit das Endergebnis der Optimierung negativ beeinflusste. Der
Gestaltvorschlag ist somit nicht optimal auf das Systemverhalten zugeschnitten. Darauf-
hin wurde die Regelung während jeder Optimierungsiteration automatisiert angepasst,
was eine weitere Verbesserung des Optimierungsergebnisses darstellt.139

In Abbildung 2.15 ist der Ablauf eines klassischen Strukturoptimierungsprozesses
inklusive Bauraumableitung, Redesign und Validierungsrechnung am Beispiel eines Ma-
nipulandums140 dargestellt. Anhand der gegebenen Konstruktion wird der Designraum
abgeleitet und ein FE-Modell erstellt. Es werden die kritischen Lastfälle anhand einer
Mehrkörpersimulation bestimmt und modelliert. Das Ergebnis der Topologieoptimierung
ist ein Gestaltvorschlag (Gestalt mit Reifegrad 2), der vom Konstrukteur genutzt wird,
um eine neue Gestalt mit einem Reifegrad 3 zu erstellen. Die neue Konstruktion wird
in eine Validierungsrechnung überführt und auf Steifigkeit und Festigkeit untersucht.

138Albers & Ottnad 2008 / Albers et al. 2008a / Albers et al. 2008b
139Ottnad 2009 / Albers et al. 2009 / Albers & Ottnad 2010 / Albers & Sander 2010
140Bartenbach et al. 2013
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Anschließend kann in kritischen Bereichen die Gestalt verstärkt, in nicht kritisch be-
anspruchten Bereichen weiter geschwächt werden. Dies kann auch durch eine lokale
Topologieoptimierung oder Formoptimierung erreicht werden.

Abbildung 2.15 Topologieoptimierungsprozess am Beispiel eines Manipulandums -
von einer Ausgangsgeometrie zu einem neuen Designvorschlag





3 Motivation und Zielsetzung

3.1 Motivation

Aus volkswirtschaftlicher Sicht ist die Hauptmotivation für die Entwicklung energieeffizi-
enter Produkte die Steigerung der Wettbewerbsfähigkeit von hergestellten Produkten.
Die Energiekosten haben als Bestandteil der Ressourcenkosten einen signifikanten
Anteil an den betrieblichen Kosten der Industrie bei der Produktion. Hierzu zählen
beispielsweise die Energiekosten zur Druckluftbereitstellung, für den Betrieb von Bear-
beitungszentren, Handlingsystemen wie Robotersysteme und anderen Systemen in der
industriellen Produktion.141 Bei einer Werkzeugmaschine entfallen nach SCHRÖTER142

und MATTES143 etwa 21 % der Jahresbetriebskosten allein auf die Energieversorgung,
was sich direkt im Preis für das angebotene Produkt widerspiegelt. Eine gezielte Verbes-
serung hinsichtlich einer besseren Ausnutzung der Energie hat somit einen bedeutenden
Einfluss auf die gesamte Energie, die für die Produktion benötigt wird, und damit auch
auf die Ressourcenbilanz. Ein praktischer Nebeneffekt ist, dass diese Reduktion direkt
als Imagegewinn genutzt werden kann, da sowohl politisch als auch gesellschaftlich
das Umweltbewusstsein einen immer höheren Stellenwert einnimmt.144

Neben der energieeffizienten Herstellung von Produkten hat natürlich auch der Energie-
verbrauch des produzierten Guts während seines eigentlichen Betriebs einen signifikan-
ten Einfluss auf die Absetzbarkeit eines Produktes.145 Es müssen einerseits geforderte
Normen für den Betrieb eingehalten werden, andererseits muss, wie zuvor schon ange-
sprochen, auch dem Kunden ein „hochwertigeres Produkt“ aus Umweltsicht angeboten
werden. Es wurden zwei wesentliche Motivationsgründe identifiziert, wann ein Kunde
energieeffiziente Produkte (während der Nutzung) bevorzugt - das ist hauptsächlich die
Reduktion der Energiekosten und teilweise das gesteigerte Umweltbewusstsein.146

141Thamling et al. 2010
142Schröter et al. 2009
143Mattes & Schröter 2011
144Brüggemann 2005
145Umweltbundesamt 2011
146Sweeney et al. 2013
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Politische und gesellschaftlich-ethische Motive sind vor allem die Versorgungssicherheit,
der Klima- und Umweltschutz, sowie die Förderung der sozialen Gerechtigkeit, die
aufgrund der immer steigenden Energiekosten gefährdet (siehe Abbildung 3.1) ist. Um
den Primärenergiebedarf Deutschlands zu decken, mussten im Jahr 2011 etwa 70%
der primären Energieträger importiert werden147, woraus sich eine große Abhängigkeit
vom Ausland ableiten lässt. Der Klima- und Umweltschutz rückt immer mehr in den
Vordergrund, denn der steigende CO2-Ausstoß hat direkte Folgen auf das Klima und
somit auf alle Lebewesen im Ökosystem der Erde. Dies muss gerade im Hinblick des
starken weltweiten Bevölkerungswachstums und der zunehmenden Industrialisierung
von Schwellenländern berücksichtigt werden, da hierdurch eine weitere Zunahme der
CO2-Emissionen zu erwarten ist.148 Die Entwicklung des weltweiten CO2-Ausstoßes
ist in den letzten 60 Jahren nicht proportional zum Bevölkerungswachstum gestiegen,
sondern beträgt inzwischen ein Vielfaches hiervon (siehe Abbildung 3.2).
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Abbildung 3.1 Entwicklung der Verbraucherpreise149

Für die Entwicklung energieeffizienter Produkte, bzw. die energieeffiziente Entwicklung
von Produkten wurden unterschiedliche Prozesse erforscht und dem Entwickler zur
Verfügung gestellt.150 Diese Methoden unterstützen den Produktentwickler bei der Ge-
staltung leichter Bauteile, aber es gibt keine Verfahren, die es ermöglichen Bauteile mit
dem geringsten Energieverbrauch zu synthetisieren. Insbesondere für die Entwicklung
von Bauteilen, die dynamisch bewegt werden existieren keine Prozesse und Metho-

147BMWi 2013
148Houghton et al. 2001
149Daten aus den Quellen: P.l.c. 2013 und United Nations 2012
150Birkhofer et al. 2012 / Brecher et al. 2009 / Eisele 2012 / Lee 2012 / Martin et al. 2013 / Rath et al.
2011 / Telenko et al. 2008
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den, die eine automatisierte Veränderung des Trägheitstensors und des Schwerpunktes
ermöglichen, um den Energieverbrauch im Systemkontext berücksichtigen zu können.
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Abbildung 3.2 CO2 Ausstoß151

151Daten aus den Quellen: P.l.c. 2013 und United Nations 2012
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3.2 Ziele der Arbeit

Die Forschungshypothese, die dieser Arbeit zugrunde liegt, kann wie folgt formuliert
werden:

Es existiert eine Materialverteilung bei einem Strukturbauteil, welches dynamisch
im Raum bewegt wird, die in Bezug auf den Energieverbrauch besser ist als eine ho-
mogene Materialverteilung bei gleichem Volumen und als bei einem konventionell
topologieoptimierten Strukturbauteil.

Das Ziel ist demnach die Entwicklung einer Methode oder eines Prozesses zur Optimie-
rung von Strukturbauteilen. Die Voraussetzung hierfür ist der Nachweis der Forschungs-
hypothese. Die elementaren Forschungsfragen lauten:

• Existiert eine Materialverteilung wie in der Forschungshypothese genannt?

• Kann ein Prozess oder eine Methode entwickelt werden, um eine optimierte Struktur
automatisiert zu synthetisieren?

• Steigt die Energieeffizienz durch eine Erweiterung der Topologieoptimierung?

Das Praxisziel dieser Arbeit ist, den Produktentwickler beim Gestaltentwurf eines Pro-
dukts des Reifegrads 2 zu unterstützen. Hierzu wird eine Methode entwickelt, die den
Trägheitseinfluss bei dynamisch bewegten Bauteilen bei der ersten Gestaltsynthetisie-
rung berücksichtigt. Der neue Optimierungsprozess, soll nicht auf akademische Modelle
beschränkt sein, sondern auch Aufgabenstellungen aus der Praxis effizient behandeln
können. Soweit dies möglich ist, bilden daher kommerzielle Softwaretools die Basis für
Erweiterungen und Ergänzungen, was eine effiziente Umsetzbarkeit für die industrielle
Nutzung ermöglicht. Weiterhin wird durch die Integration von leistungsfähigen Software-
paketen die Anwendbarkeit nicht auf kleine Modelle beschränkt, sondern ist auch für
komplexe reale Systeme gegeben.

Der Wunsch, den Trägheitstensor gezielt minimieren oder maximieren zu können, hat
unter anderem folgende Gründe:

• Reduktion der Verlustleistungen bei elektrischen Antrieben.

• Reduktion der Reibungsverluste aufgrund der Massenkräfte und hierdurch eine
Erhöhung der Lebensdauer.

• Erhöhung der Dynamik bei gleicher Bauteilmasse, weil die Trägheitskräfte reduziert
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werden und hierdurch der Körper weniger belastet wird.

• Erhöhung der Positionierungsgenauigkeit, weil die Endeffektorsteifigkeit erhöht
wird.

Besonders der erste Punkt zeigt, unter der Berücksichtigung des Standes der Forschung,
die Relevanz dieser Untersuchungen. Eine gezielte Reduktion der Verlustleistung durch
die Reduktion des Trägheitseinflusses hat eine Steigerung der Energieeffizienz zur
Folge. Untersuchungen von KROLL ET AL.152 haben gezeigt, dass eine Steigerung von
30 % durch gezielten Leichtbau möglich ist. In dieser Abschätzung wurden allerdings nur
klassische Leichtbaumethoden berücksichtigt, und eine Änderung des Trägheitstensors
wurde hierbei nicht untersucht. Diese Anpassung würde zu einer weiteren Steigerung
der Energieeffizienz von Bauteilen führen.

Im Kapitel 4 werden eine neue Methode auf Basis der Topologieoptimierung entwi-
ckelt und unterschiedliche Optimierungsprozesse definiert. Anhand von akademischen
Beispielen werden im Kapitel 5 die neuen Prozesse miteinander verglichen und das
Potential aufgezeigt. Im Kapitel 6 werden zwei Beispiele aus der Praxis mithilfe der
neuen Prozesse optimiert, um die Praxistauglichkeit zu zeigen. Eine Bewertung der
Prozesse mithilfe der Taxonomie nach BLOOM bezüglich der Eingliederung in den
Produktentwicklungsprozess wird im Kapitel 7 beschrieben.

152Kroll et al. 2010 / Kroll et al. 2011





4 Ein neuer Prozess zur
Strukturoptimierung von
mechanischen Bauteilen in
dynamisch bewegten Systemen

In diesem Kapitel wird der Einfluss der Materialverteilung und der Gesamtmasse von
Strukturbauteilen auf die kinetische Energie gezeigt und somit die erste Forschungs-
frage aus Abschnitt 3.2 beantwortet. Darauf aufbauend wird gezeigt, dass ein neuer
Ansatz zur Optimierung von Bauteilen in dynamisch bewegten Systemen gefunden
werden kann. Unter Optimierung wird an dieser Stelle eine Methode oder ein Prozess
verstanden, die ein am besten erreichbares Resultat im Sinne eines Kompromisses
zwischen unterschiedlichen Parametern automatisiert berechnen.

Dieser Arbeit liegt die Topologieoptimierung als Teil der Strukturoptimierung zugrunde.
Das wird damit begründet, dass die Methode der Topologieoptimierung dazu verwen-
det wird, Gestaltvorschläge des Reifegrads 2 für Leichtbaustrukturen zu berechnen.
Diese sind hinsichtlich der Energieeffizienz gegenüber herkömmlichen Konstruktionen
überlegen. Allerdings geht der Energieverbrauch oder die Trägheit bei der Optimierung
mithilfe der Topologieoptimierung nicht direkt als Kriterium bei der Lösungsfindung ein.
Das bedeutet, dass in Abhängigkeit der Kinematik und der vorgegebenen Trajektorien
des Mehrkörpersystems es nützlich sein könnte, die Materialverteilung des zu opti-
mierenden Bauteils dahingehend zu verbessern, dass die Trägheitsmomente reduziert
werden, was die Energieeffizienz eines Bauteils während einer beschleunigten und
abgebremsten Bewegung reduziert. Ein Vorteil bei diesem iterativen Verfahren ist die
Möglichkeit, zwischen den Iterationen in den automatisierten Prozess einzugreifen und
so zusätzliche Parameter zu berücksichtigen.

Um eine Verwechslung mit der Frequenzanalyse zu verhindern, wird an dieser Stelle
darauf hingewiesen, dass in dieser Arbeit unter dynamisch bewegten Systemen immer
Systeme verstanden werden, bei denen sich der Verbindungsvektor zwischen einem
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beliebigen körperfesten und einem Inertialkoordinatensystem zeitlich im makroskopi-
schen Bereich ändert, so dass man von einer gleichbleibenden oder beschleunigten
Bewegung von mindestens einem Körper sprechen kann.

4.1 Energetische Betrachtung der Materialverteilung

einer beliebigen Gestalt

Die erste Forschungsfrage aus Abschnitt 3.2 bezieht sich direkt auf die Forschungshy-
pothese und lautet:

Existiert eine Materialverteilung wie in der Forschungshypothese153 genannt?

Daher wird in diesem Kapitel gezeigt, dass die Materialverteilung bei einem Struktur-
bauteil, das dynamisch im Raum bewegt wird, einen Einfluss auf den Energieverbrauch
hat. In Abbildung 4.1 sind sieben Balken mit der gleichen Masse, aber unterschiedlicher
Verteilung der Masse und ein Balken mit einer erhöhten Masse dargestellt. Die Eigen-
schaften der Balken werden in diesem Kapitel durch die Eigenschaft von Punktmassen
beschrieben (siehe Unterabschnitt 2.3.1). Zur Berechnung der kinetischen Energie wird
die Position des Schwerpunkts gesucht. Das Flächenmoment 1. Grades der zweidimen-
sionalen Körper kann mit Gleichung 4.1 berechnet werden. Hierbei entspricht 𝐴 der
Fläche des Körpers und 𝑥 und 𝑦 den kartesischen Koordinaten.

𝑆𝑥 =
∫︁
𝑥 d𝐴, 𝑆𝑦 =

∫︁
𝑦 d𝐴, 𝑆𝑧 =

∫︁
𝑧 d𝐴 (4.1)

Durch die Bildung des Quotienten der Flächenmomente 1. Grades mit dem jeweiligen
Flächeninhalt ergeben sich die Koordinaten des Schwerpunktes. Die kinetische Energie
bei einer reinen rotatorischen Bewegung um eine Drehachse kann mit der Gleichung 4.2
für einen dreidimensionalen Körper berechnet werden.

𝐸𝑟𝑜𝑡 = 1
2𝜌𝑑𝐴𝑔𝑒𝑠𝜔

2𝑥𝑠 (4.2)

Die Masse 𝑚 des Körpers berechnet sich aus dem Produkt der Dichte 𝜌, der Dicke 𝑑
und der Fläche 𝐴 des Körpers. Die Winkelgeschwindigkeit 𝜔 ist vorgegeben, und der
Abstand 𝑥𝑠 zwischen Drehachse und Schwerpunkt muss abhängig von der Kinematik
bestimmt werden und kann eine Funktion der Zeit sein. Für die Körper aus Abbildung 4.1

153Forschungshypothese: Es existiert eine Materialverteilung bei einem Strukturbauteil, welches dyna-
misch im Raum bewegt wird, die besser ist als eine homogene Materialverteilung bei gleichem Volumen
und als bei einem konventionell topologieoptimierten Ergebnis, im Bezug auf den Energieverbrauch.
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Abbildung 4.1 Balken mit unterschiedlicher Massenverteilung und gleicher Drehachse

ergeben sich unterschiedliche Rotationsenergien. Diese sind jeweils auf den Körper 7
bezogen, und es ist ersichtlich, dass sowohl die Materialanordnung (Körper 1-6), als
auch die Gesamtmasse (Körper 8) einen bedeutenden Einfluss auf die aufgenommen
Rotationsenergie haben.
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Dieses Ergebnis ist auch aus Gleichung 4.2 ablesbar. Die Gesamtmasse des Körpers
geht linear in die Energieberechnung ein. Das gleiche gilt für den Abstand der Dreh-
achse zum Massenschwerpunkt. Daher kann im allgemeinen gesagt werden, dass
die Materialverteilung bei einem Strukturbauteil, das dynamisch im Raum gedreht
wird, einen signifikanten Einfluss auf den Energieverbrauch haben kann. Bei einer
reinen transversalen Bewegung trifft dies nicht zu. Je weiter der Schwerpunkt und die
Drehachse voneinander entfernt sind, desto größer wird dieser Einfluss.
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Abbildung 4.2 Energieeffizienz bezogen auf Balken 7

4.2 Erweiterung des Topologieoptimierungsprozesses

unter Berücksichtigung des Trägheitseinflusses

eines dynamisch bewegten Bauteils

Kann ein Prozess oder eine Methode entwickelt werden, um eine optimierte Struktur
automatisiert zu synthetisieren? Dies ist die zweite Forschungsfrage aus Abschnitt 3.2.
Als Basis des neuen Prozesses bietet sich der Topologieoptimierungsprozess an. Er
ermöglicht die automatisierte Synthetisierung einer Gestalt mit Reifegrad 2 anhand
vorgegebener Belastung und Lagerungen, sowie eines vorgegebenen Gestaltungs-
raums.
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Die konventionelle Topologieoptimierung wird in den meisten Fällen zur Berechnung
von Gestaltvorschlägen für möglichst leichte und steife Strukturbauteile in der frühen
Produktentwicklungsphase verwendet. Beim Reglerbasierten-Ansatz wird ein modifi-
zierter Optimalitätskriterien-Algorithmus (oc) angewendet. Die Standardformulierung
bei der konventionellen Topologieoptimierung in der Praxis beinhaltet die Minimierung
der Nachgiebigkeit bei einer Einschränkung des Zielvolumens. Einer konventionellen
Topologieoptimierung liegt ein vollwertiges FE-Modell des Designraums154 zugrunde.
Die FEA muss zu jeder Iteration neu erfolgen, denn einerseits liefern die Ergebnisse der
FEA dem Optimierer die benötigten Werte der Zielfunktion und der Nebenbedingungen,
andererseits verändert der Optimierer zu jeder Iteration die Werkstoffeigenschaften
(Dichte und E-Modul) für jedes FE des Designraums. Das geschieht so lange, bis
ein Abbruchkriterium erfüllt wird. Bei der konventionellen Topologieoptimierung kon-
vergiert die Berechnung nach 15 Iterationen.155 Das ist auch für sehr große Modelle
der Fall. Bei dem in dieser Arbeit verwendeten Optimierer wird die These der Homo-
genisierung der Dehnungsenergiedichte verwendet. Daher muss der FE-Solver zu
jeder Iteration die Dehnungsenergie für jedes FE berechnen und auf das jeweilige
Elementvolumen beziehen. In Abbildung 4.3 ist der Optimierungsprozess für einen
Optimalitätskriterienbasierten-Algorithmus dargestellt.

Optimierer (OC-Basiert)

FE-Solver

FE Input Datei Randbedingungen, 
Kräfte, Momente

Gestaltvorschlag

Anpassung von E, ρ

Optimierungsschleife

15x

Abbildung 4.3 Klassischer Topologieoptimierungsprozess

Die neue erweiterte Topologieoptimierung hat die Erhöhung der Energieeffizienz ei-
nes Gestaltvorschlags zum Ziel. Das bedeutet, dass bei einer vorgegebenen Bewegung
und vergleichbarer Gesamtmasse eine geringere Arbeit aufgebracht werden muss.

154Bei einer Topologieoptimierung bezeichnet der Designraum das maximale Volumen des vorgegebenen
Bauraum der zur Optimierung der Gestalt genutzt werden darf (siehe auch Unterabschnitt 2.6.3)
155FE-Design 2011
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Eine Steigerung der Energieeffizienz eines Bauteils mit vorgegebener Trajektorie ist
durch die Reduktion des Energieaufwands bei gleichem Nutzen möglich. Daher müssen
die neue Methode, bzw. der neue Prozess die Bereiche in dem zu optimierenden
Bauteil identifizieren, die für einen hohen Energieaufwand bei einer dynamischen
Bewegung verantwortlich sind. Unter Energie wird in diesem Zusammenhang die im
Körper beinhaltete potentielle und kinetische Energie verstanden.

Ein beliebiges Wirknetz, das aus zwei Leitstützstrukturen, drei Wirkflächenpaaren und
zwei Konnektoren besteht, kann wie in Abbildung 4.4 dargestellt aufgebaut sein. Der
Konnektor 1 (C1) erlaubt keine Translation und schränkt die Rotationen um die 𝑥1

und 𝑦1-Achse ein. Das Wirkflächenpaar 2 (WFP2) kann sich im Raum translatorisch
bewegen und hat einen Freiheitsgrad um die 𝑧2-Achse. Der Konnektor 3 (C3) überträgt
die äußeren Kräfte auf das System. Die Leitstützstruktur 1 (LSS1) ist masselos und
unendlich steif, wohingegen die Leitstützstruktur 2 (LSS2) eine Dichte und ein Volumen
besitzt und nicht unendlich steif ist. Das Gesamtsystem wird einem Gravitationsfeld
ausgesetzt.

C1
C3

2

LSS1 LSS2

WFP2

WFP1

WFP4

Abbildung 4.4 Wirknetzt eines beliebigen Systems

Wird die LSS2 zu einem beliebigen Zeitpunkt betrachtet, bei dem sich die Parameter
von C1 und WFP2 nicht ändern, so ist die Lage der LSS im Raum fest. Zu diesem
Zeitpunkt hat eine massebehaftete und deformierbare LSS eine spezielle energetische
Eigenschaft aufgrund ihrer Position im Gravitationsfeld und ihrer Deformation. Man
spricht in diesem Fall von der potentiellen Energie der LSS. Ist demnach eine beliebige
LSS deformierbar und kann aus 𝑛 FE aufgebaut werden, so wird die potentielle Energie
der LSS aus der Summe der Lage- und der Verformungsenergien aller FE berechnet.
Dabei errechnet sich die Lageenergie über die Gravitationsfeldstärke. Der Einfluss
des Gravitationsfelds 𝑔 wird durch die Eigenschaften des Konnektors 1, dem WFP2
und der LSS1 beeinflusst. Das heißt, sie kann durch die Bahnplanung, den Weg-Zeit-
Verlauf, sowie die kinematische Struktur (Gestalt des Systems mit Reifegrad 1) gesteuert
werden. Wird das WFP2 aktiv von außen gestellt oder geregelt, und der Steller oder der
Regler ist nicht Bestandteil des Betrachtungsraums, so wird in dieser Arbeit zwischen
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WFP2 ein Konnektor und ein weiteres WFP eingefügt. In Abbildung 4.5 ist das grafisch
verdeutlicht. Dies ermöglicht die Berücksichtigung der Stellgrößen von außen, ohne
diese im Betrachtungsraum mit abzubilden.

C1

C2

C3

2

LSS1 LSS2

WFP2

WFP1

WFP4

WFP3

Abbildung 4.5 Wirknetzt eines aktuierten Systems

Die Optimierung der Bahnplanung156 sowie der kinematischen Struktur157 ist heutzutage
ein gut erforschtes Gebiet. Die Verformungsenergie eines Körpers berechnet sich aus
dem Produkt der halben Steifigkeit und der quadrierten Verschiebung des Körpers auf-
grund einer äußeren Kraft. Der Prozess der konventionellen Topologieoptimierung trägt
zur Verringerung der potentiellen Energie mit der Minimierung der Verformung und der
Reduzierung der Gesamtmasse bei. Ein flexibler und ein starrer Körper unterscheiden
sich in der Art, dass im ersten Fall bei einer aufgeprägten Kraft oder Beschleunigung
Bestandteile der Energie in Verformung und innere Reibung des flexiblen Körpers
umgewandelt werden; ein Starrkörper ist in dieser Hinsicht verlustfrei. Minimiert man
den Betrag der Verformungsenergie bei gleichbleibender Belastung, wird beinahe die
komplette zugeführte Arbeit in Bewegungsenergie des Körpers umgewandelt. Bei einer
metallischen Struktur, die auf potentielle Energie hin optimiert wird, kann daher bei
der Berechnung der kinetischen Energie in guter Näherung von einem Starrkörper
ausgegangen werden.

Ändern sich die Eigenschaften der Konnektoren 1 und 2 während der Zeit, so besitzt
eine massebehaftete LSS neben potentieller auch kinetische Energie. Das heißt, bei ei-
ner vorgegebenen Trajektorie des Wirknetzes, sowie einem bekannten Zeit-Weg-Verlauf
für eine beliebige LSS ergeben sich aus der Definition der kinetischen Energie (siehe
Abschnitt 2.3.5) zwei Parameter, mit denen die Bewegungsenergie der LSS beeinflusst
werden kann. Dies ist zum einen die Gesamtmasse der bewegten Struktur und zum
anderen die Materialverteilung bei der Rotation, ausgedrückt über den Trägheitsten-
sor (siehe Unterabschnitt 2.3.4). Daraus kann abgeleitet werden, dass zur Reduktion
der Antriebsverlustleistung und somit zur Steigerung der Energieeffizienz die Masse
im Designraum reduziert und optimal verteilt werden muss. Der eingesetzte Optimie-
156Ata 2007 / Garg & Kumar 2002 / Rubio et al. 2011
157Arakelian et al. 2011 / Pashkevich et al. 2005 / Pashkevich et al. 2009
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rungsalgorithmus, der in Abschnitt 2.6.3 vorgestellt wurde, arbeitet die resultierende
Gesamtmasse des Designraum als Randbedingung ein. Damit ergibt sich durch die
besprochene Entfernung aller Reststrukturen eine annähernd ideale Massenredukti-
on. Beachtet man dabei, dass jeder Werkstoff bis zum Versagen nur eine begrenzte
Dehnungsenergiedichte „aufnehmen“ kann, so ist die Minimierung der Masse nach
unten begrenzt. Aus diesem Grund verbleibt für die weitere Optimierung der kinetischen
Energie einer mechanischen Struktur nur die Optimierung des Trägheitsverhaltens,
was zur Verringerung der benötigten Rotationsenergie bei Verwendung des gleichen
Werkstoffes führt.

Die Grundidee dieser Arbeit zur Integration der Energieeffizienz in die Topologieop-
timierung besteht darin, einen spezifischen Adaptionswert zu definieren, der den
Einfluss der Rotationsenergie eines FE am Gesamtsystemverhalten repräsentiert.
Dieser Wert soll zu jeder Iteration der Topologieoptimierung neu berechnet und mit der
Dehnungsenergie verrechnet werden und somit ineffiziente FE, die weniger stark am
Kraftfluss beteiligt sind, bei der Optimierung bevorzugt entfernen.

Um die Zustände von FE im zuvor beschriebenen Kontext zu beschreiben, muss der
Betrag an Dehnungs- und Rotationsenergie für jedes FE analysiert werden. Wird die
Dehnungsenergie der Rotationsenergie gegenüber gestellt, so können die Zustände
in Tabelle 4.1 von FE im Designraum auftreten. Der Umgang bei der Optimierung mit
den unterschiedlichen Elementen wird in der Bewertung der kombinierten Zustände
beschrieben. So wird zum Beispiel ein FE mit einer niedrigen Dehnungsenergie und
einer hohen Rotationsenergie bei der Optimierung als ungünstig identifiziert und somit
als Reststruktur entfernt.

Tabelle 4.1 Zustände von Finiten Elementen bei der erweiterten Topologieoptimierung
Eigenschaften niedrige Rotationsenergie hohe Rotationsenergie

hohe Dehnungsenergie behalten prüfen
niedrige Dehnungsenergie prüfen entfernen

In dieser Arbeit wurden zwei unterschiedliche Adaptionswerte entwickelt, die in den
Abschnitten 4.4 und 4.5 hergeleitet werden. In Abbildung 4.6 ist der erweiterte Optimie-
rungsprozess wie oben beschrieben dargestellt. Dieser Prozess wird ab hier mit TopKE
(Topology Optimization with consideration of Kinetic Energy) abgekürzt. In der Abbil-
dung ist sichtbar, dass zwischen der FE-Berechnung und der Optimierung eine Routine
hinzugekommen ist, die die Adaptionskoeffizienten zu jeder Iteration berechnet und die
Ergebnisdaten des FE-Solvers verändert. Diese modifizierten Simulationsergebnisse
werden vom Optimierer (OC-basiert) interpretiert und das E-Modul, sowie die Dichte
jedes FE angepasst.
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Abbildung 4.6 Optimierungsprozess der erweiterten Topologieoptimierung (TopKE)

Bei der konventionellen Topologieoptimierung aber auch bei der TopKE werden der
Optimierung statische Lastfälle zugrunde gelegt, die zu Beginn der Optimierung im
FE Modell definiert werden. Diese statischen Lastfälle repräsentieren meistens nicht
die tatsächlichen maximalen Belastungen, die während einer Bewegung auftreten.
Es besteht aber die Möglichkeit, bei einer Voruntersuchung mithilfe einer MKS die
maximalen Lastfälle während der Bewegung zu identifizieren und dem FE Modell
zugrunde zu legen. Allerdings ändert sich die Masse und die Trägheit des Körpers
während der Optimierung signifikant (oft mehr als 60 %), so dass diese Annahme nicht
mehr zulässig ist. In Arbeiten am IPEK - Institut für Produktentwicklung wurde dieser
Zusammenhang schon 1999 bei der Formoptimierung untersucht.158 Später wurde die
automatisierte Lastfallerkennung auch auf die Topologieoptimierung übertragen. Es
konnte die Relevanz einer automatisierten Lastfallerkennung an einer Leitstützstruktur
einer Werkzeugmaschine gezeigt werden.159

Aus diesem Grund wird der erweiterte Optimierungsprozess TopKE um eine automati-
sche Lastfallerkennung ergänzt. Diese wird in Abschnitt 4.7 entwickelt. In Abbildung 4.7
ist die Erweiterung in einem Ablaufplan dargestellt. Dem FE-Solver muss eine hybride
MKS vorgeschaltet werden, die Bestandteil des Optimierungslaufes ist und zu jeder
Iteration neu gestartet wird. In der MKS wird das Verhalten des Systems simuliert,

158Müller et al. 1999
159Häußler et al. 2004
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Abbildung 4.7 Optimierungsprozess der erweiterten Topologieoptimierung mit auto-
matischer Lastfallerkennung (DyTopKE)

und die maximalen Lastfälle werden extrahiert. Dies ermöglicht eine Optimierung im
Kontext des Gesamtsystemverhaltens. Dieser erweiterte Optimierungsprozess wird
mit DyTopKE (Dynamic Topology Optimization with consideration of Kinetic Energy)
abgekürzt.

4.3 Berechnung der Energie des bewegten

Designraums

In diesem Kapitel wird darauf eingegangen, wie die potentielle und die kinetische
Energie des bewegten Designraums für jedes FE berechnet wird. Dies ist notwendig,
um die in den Abschnitten 4.4 und 4.5 verwendeten Adaptionskennwerte berechnen zu
können.
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4.3.1 Potentielle Energie des bewegten Designraums

Wird ein FE mit einer beliebigen Masse parallel zum Gravitationsfeldvektor verschoben,
so wird Arbeit verrichtet und der Betrag der Lageenergie als Teil der potentiellen Energie
verändert. Ein Beispiel hierfür ist eine mechanische Standuhr mit Uhrgewicht. Das
Uhrgewicht hängt hierbei an einem Seil und hält das Pendel in Bewegung. Es unterliegt
der Schwerkraft und legt einen Weg zurück. Die verrichtete Arbeit wird hier durch die
Änderung der potentielle Energie aufgebracht.

Eine beidseitig gegeneinander gerichtete Kraft auf ein FE führt zu einer Verformung,
und somit ändert sich der Betrag der Verformungsenergie. Ein typisches Beispiel ist
der Bogen, der beim Spannen mit einem Pfeil Energie speichert. Bei dieser Energie
spricht man ebenfalls von potentieller Energie. Daher kann die potentielle Energie
eines flexiblen Körpers, der aus 𝑛 FE aufgebaut ist, aus der Summe der Lage- und der
Verformungsenergie wie in Gleichung 4.3 berechnet werden. Hierbei steht 𝑉𝐹𝐸,𝑔(𝜉) für
die Lageenergie jedes einzelnen FE aufgrund der Gravitationswirkung und 1

2 𝜉𝑇 𝐾𝐹𝐸 𝜉

beschreibt die Verformungsenergie jedes FE.

𝑉 =
∑︁
𝑛

(𝑉𝐹𝐸,𝑔(𝜉) + 1
2𝜉𝑇 𝐾𝐹𝐸 𝜉) (4.3)

4.3.2 Kinetische Energie des bewegten Designraums

Wird auf einen beliebigen frei schwebenden Körper eine Kraft eingeleitet, so wird
er beschleunigt. Im Gegensatz zu einem flexiblen Körper, der sich aufgrund einer
Kraft verformen kann, und somit einen Teil der Energie in innere Reibung und Verfor-
mungsenergie umwandelt, nutzt ein starrer Körper die gesamte eingeprägte Energie
ausschließlich zur Beschleunigung. Geht man davon aus, dass der Betrag der Verfor-
mungsenergie bei einer konstanten Belastung minimiert wird, so kann man annehmen,
dass die gesamte Arbeit in kinetische Energie umgewandelt wird. Wird die potentielle
Energie einer metallischen Struktur optimiert, so kann mit hinreichender Genauigkeit
die kinetische Energie mithilfe der Annahme eines starren Körpers errechnet werden.

Die kinetische Energie setzt sich aus der Summe von translatorischer und rotatorischer
kinetischer Energie zusammen (siehe Abschnitt 2.3.5). Die kinetische Energie des
Designraums entspricht daher der Summe der kinetischen Energie jedes FE wie in
Gleichung 4.4 dargestellt.

𝑇 =
∑︁
𝑛

(𝑇𝐹𝐸,𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 + 𝑇𝐹𝐸,𝑟𝑜𝑡) (4.4)
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Die Energie eines FE bei einer translatorischen Bewegung errechnet sich mit der
Elementmasse 𝑚𝐹𝐸 und der Geschwindigkeit 𝑣𝑇𝐹𝐸 wie in Gleichung 4.5 dargestellt.

𝑇𝐹𝐸,𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠(𝑡) = 1
2𝑚𝐹𝐸 𝜈𝑇𝐹𝐸(𝑡) 𝜈𝐹𝐸(𝑡) (4.5)

Die Rotationsenergie eines FE kann mit der Gleichung 4.6 und der Winkelgeschwindig-
keit 𝜔𝑇

𝐾,0 des starren Körpers und dem Trägheitstensor 𝐼𝐹𝐸 berechnet werden.

𝑇𝐹𝐸,𝑟𝑜𝑡(𝑡) = 1
2𝜔𝑇

𝐾,𝑂(𝑡) 𝐼𝐹𝐸 𝜔𝐾,𝑂(𝑡) (4.6)

Eingesetzt in Gleichung 4.4 ergibt sich Gleichung 4.7.

𝑇 (𝑡) = 1
2
∑︁
𝑛

(𝑚𝐹𝐸 𝜈𝑇𝐹𝐸 𝜈𝐹𝐸 + 𝜔𝑇
𝐾,𝑂 𝐼𝐹𝐸 𝜔𝐾,𝑂) (4.7)

Eine beliebige Bewegung eines Körpers im Raum kann zu jedem Zeitpunkt in eine
rein translatorische und eine rein rotatorische Bewegung aufgeteilt werden. Es kann
immer eine zeitabhängige Achse berechnet werden, um die ein Körper eine rein planare
Drehung durchführt.160 Mit Hilfe dieser Eigenschaft ist es möglich, die Rotationsenergie
eines Körpers mithilfe einer skalaren Funktion zu berechnen (Gleichung 4.8).

𝑇𝐹𝐸,𝑟𝑜𝑡(𝑡) = 1
2𝐽𝐹𝐸(𝑡)𝜔(𝑡)2 (4.8)

Der Trägheitstensor 𝐼 in Gleichung 4.6 und Gleichung 4.7 kann somit durch das Träg-
heitsmoment bezüglich der momentanen Drehachse 𝐽𝐹𝐸 ersetzt werden. Das Trägheits-
moment beschreibt das Verhalten des Körpers gegenüber Änderungen der Rotation. Es
kann mit Hilfe des SATZes VON STEINER (Abschnitt 2.3.4), wie in Gleichung 4.9 darge-
stellt, in zwei Komponenten aufgeteilt werden. Das ist zum einen das Trägheitsmoment
des FE um sich selbst mit der Drehachse im Schwerpunkt und zum anderen der Anteil
aufgrund der Verschiebung der Drehachse um den Abstand 𝑑𝐹𝐸 aus dem Schwerpunkt
des FE.

𝐽𝐹𝐸(𝑡) = 𝐽𝐹𝐸,𝑆(𝑡) +𝑚𝐹𝐸 𝑑𝐹𝐸(𝑡)2 (4.9)

Der SATZ VON STEINER und der Zusammenhang zwischen der Masse als Funktion
des Volumens 𝑚𝐹𝐸 = 𝜌𝐹𝐸 𝑉𝐹𝐸 ermöglicht die Berechnung der rotatorischen kinetischen
Energie für jedes FE des Designraums. Nach dem Einsetzen der Werte in Gleichung 4.8
ergibt sich die Gleichung 4.10.

𝑇𝐹𝐸,𝑟𝑜𝑡(𝑡) = 1
2
(︁
𝐽𝐹𝐸,𝑆(𝑡) + 𝜌𝐹𝐸 𝑉𝐹𝐸 𝑑𝐹𝐸(𝑡)2

)︁
𝜔(𝑡)2 (4.10)

Für den Designraum ergibt sich somit die gesamte Rotationsenergie als Summe der

160Husty et al. 1997
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Energie der FE (siehe Gleichung 4.10).

𝑇𝑟𝑜𝑡(𝑡) = 1
2
∑︁
𝑛

[𝐽𝐹𝐸,𝑆(𝑡) + 𝜌𝐹𝐸 𝑉𝐹𝐸 𝑑𝐹𝐸(𝑡)2]𝜔(𝑡)2 (4.11)

Die rotatorische kinetische Energie kann bei gegebener Rotationsträgheit des FE
im Schwerpunkt 𝐽𝐹𝐸,𝑆 und gegebener Rotationsträgheit zur momentanen Drehachse
𝑇𝐹𝐸,𝑟 = 𝜌𝐹𝐸 𝑉𝐹𝐸 𝑑

2
𝐹𝐸 sowie einem bekannten Vektor der Winkelgeschwindigkeit 𝜔 für

alle Elemente im Designraum berechnet werden. Die kinetische Energie des Desi-
gnraums lässt sich durch das Einsetzen von Gleichung 4.11 in Gleichung 4.7 wie folgt
berechnen:

𝑇 (𝑡) = 1
2
∑︁
𝑛

[𝑚𝐹𝐸 𝜈
𝑇
𝐹𝐸(𝑡) 𝜈𝐹𝐸(𝑡) + (𝐽𝐹𝐸,𝑆(𝑡) + 𝜌𝐹𝐸 𝑉𝐹𝐸 𝑑𝐹𝐸(𝑡)2)𝜔(𝑡)2] (4.12)

4.3.3 Vernachlässigung der Trägheitsmomente im
Elementschwerpunkt

Die Trägheitsmomente im Schwerpunkt eines FE können vernachlässigt werden, wenn
das Volumen der Gesamtstruktur bedeutend größer ist, als das der FE. Um das zu zei-
gen, werden die Beträge des Trägheitsmoments 𝐽𝑆 eines FE und die Rotationsträgheit
𝑅𝑇 miteinander verglichen. Hierzu wird ein FE in Tetraederform als Referenzelement
verwendet. Diese Elementform wird in der Praxis häufig bevorzugt, weil sie eine auto-
matisierte Vernetzung von komplexen Geometrien ermöglichen. In Abbildung 4.8 ist ein
einfacher Tetraeder mit einem allgemeinen kartesischen Koordinatensystem 𝑥, 𝑦, 𝑧 und
einem Koordinatensystem 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠 im Elementschwerpunkt dargestellt.

a

b

c

x

y

z

xs

yszs

S

Abbildung 4.8 Tetraederelement mit zugehörigen Koordinatensystemen

Der Trägheitstensor 𝐼 im Schwerpunkt des FE mit Tetraederform berechnet sich mit
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dem Volumenintegral wie in Gleichung 4.13 dargestellt.

𝐼𝑇𝐸𝑇 =
∫︁ ⎡⎢⎢⎢⎣

𝐽𝑥𝑠 𝐽𝑥𝑦 𝐽𝑥𝑧

𝐽𝑥𝑦 𝐽𝑦𝑠 𝐽𝑦𝑧

𝐽𝑥𝑧 𝐽𝑦𝑧 𝐽𝑧𝑠

⎤⎥⎥⎥⎦ 𝜌𝑇𝐸𝑇 d𝑉𝑇𝐸𝑇

=

3
4𝑎∫︁

𝑥𝑠=− 𝑎
4

𝑏( 1
2 − 𝑥𝑠

𝑎
)∫︁

𝑦𝑠=− 𝑏
4

𝑐( 1
4 − 𝑥𝑠

𝑎
− 𝑦𝑠

𝑏
)∫︁

𝑧𝑠=− 𝑐
4

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑦2
𝑠 + 𝑧2

𝑠 −𝑥𝑠𝑦𝑠 −𝑥𝑠𝑧𝑠
−𝑥𝑠𝑦𝑠 𝑥2

𝑠 + 𝑧2
𝑠 −𝑦𝑠𝑧𝑠

−𝑥𝑠𝑧𝑠 −𝑦𝑠𝑧𝑠 𝑥2
𝑠 + 𝑦2

𝑠

⎤⎥⎥⎥⎦ 𝜌𝑇𝐸𝑇 d𝑧𝑠 d𝑦𝑠 d𝑥𝑠

= 𝜌𝑇𝐸𝑇

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎𝑏𝑐

160(𝑏2 + 𝑐2) 𝑎2𝑏2𝑐

480
𝑎2𝑏𝑐2

480
𝑎2𝑏2𝑐

480
𝑎𝑏𝑐

160(𝑎2 + 𝑐2) 𝑎𝑏2𝑐2

480
𝑎2𝑏𝑐2

480
𝑎𝑏2𝑐2

480
𝑎𝑏𝑐

160(𝑎2 + 𝑏2)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(4.13)

Das Trägheitsmoment bezüglich einer beliebigen Achse wird durch das Produkt des
Trägheitstensors 𝐼 mit dem Einheitsvektor 𝑒⃗𝑖 der Winkelgeschwindigkeit gebildet. An
dieser Stelle werden die Einheitsvektoren für Drehbewegungen um die Hauptnormalen-
achsen, sowie Bewegungen um schräge Deviationsachsen verwendet, um beispielhaft
unterschiedliche Trägheitsmomente zu bestimmen. Sie decken ein ausreichend großes
Spektrum an Drehbewegungen des FE ab, um den Einfluss der Achslage auf das
Trägheitsmoment zu zeigen. Die korrespondierenden Einheitsvektoren sind in Glei-
chung 4.14 dargestellt.

𝑒1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1
0
0

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑒2 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0
1
0

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑒3 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0
0
1

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

𝑒4 = 1√
2

⎛⎜⎜⎜⎝
1
1
0

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑒5 = 1√
2

⎛⎜⎜⎜⎝
1
0
1

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑒6 = 1√
2

⎛⎜⎜⎜⎝
0
1
1

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑒7 = 1√
3

⎛⎜⎜⎜⎝
1
1
1

⎞⎟⎟⎟⎠
(4.14)

Wird der Trägheitstensor mit den Einheitsvektoren multipliziert, so ergeben sich die
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Trägheitsmomente aus Gleichung 4.15.

𝐽𝑆,1 = 𝜌𝑇𝐸𝑇
𝑎𝑏𝑐

160(𝑏2 + 𝑐2), 𝐽𝑆,2 = 𝜌𝑇𝐸𝑇
𝑎𝑏𝑐

160(𝑎2 + 𝑐2), 𝐽𝑆,3 = 𝜌𝑇𝐸𝑇
𝑎𝑏𝑐

160(𝑎2 + 𝑏2),

𝐽𝑆,4 = 𝜌𝑇𝐸𝑇√
2

(︃
𝑎𝑏𝑐

160(𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑐2) + 𝑎2𝑏2𝑐

240

)︃
, 𝐽𝑆,5 = 𝜌𝑇𝐸𝑇√

2

(︃
𝑎𝑏𝑐

160(𝑎2 + 2𝑏2 + 𝑐2) + 𝑎2𝑏𝑐2

240

)︃
,

𝐽𝑆,6 = 𝜌𝑇𝐸𝑇√
2

(︃
𝑎𝑏𝑐

160(2𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2) + 𝑎𝑏2𝑐2

240

)︃
,

𝐽𝑆,7 = 𝜌𝑇𝐸𝑇√
3

(︃
𝑎𝑏𝑐

80 (𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2) + 𝑎2𝑏2𝑐

240 + 𝑎2𝑏𝑐2

240 + 𝑎𝑏2𝑐2

240

)︃
(4.15)

Das Vernachlässigen des Trägheitsmoments der FE ist zulässig, wenn der Betrag der
Rotationsträgheit im Vergleich zum Trägheitsmoment bedeutend größer ist. Um das
zu zeigen, wird die Rotationsträgheit dem Trägheitsmoment gleich gesetzt. Auf diese
Weise kann der Abstand zwischen dem Schwerpunkt und der Drehachse (der Rotati-
onsträgheit) berechnet werden, an dem die beiden Größen den gleichen Wert haben.
Ist der Abstand sehr klein, so kann bei einer feinen Vernetzung davon ausgegangen
werden, dass das Trägheitsmoment vernachlässigbar ist.

Zur Berechnung der Trägheitsmomente muss ein Zusammenhang für die Kantenlängen
der Tetraederkanten gefunden werden. Wird von einer gleichmäßigen Vernetzung des
Designraums ausgegangen, so ist die Umkugelung aller FE gleich groß. Die Umkuge-
lung beschreibt die kleinste Kugel, die um ein Strukturelement gelegt werden kann, wenn
ihr Mittelpunkt im Schwerpunkt liegt. Die Ortsvektoren des in Abbildung 4.8 dargestell-
ten Tetraeder können bezüglich des 𝑥, 𝑦, 𝑧-Koordinatensystem wie in Gleichung 4.16
aufgestellt werden.

𝑜1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0
0
0

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑜2 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎

0
0

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑜3 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0
𝑏

0

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑜3 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0
0
𝑐

⎞⎟⎟⎟⎠ (4.16)

Der Ortsvektor 𝑟⃗𝑆,𝑇𝐸𝑇 für den Schwerpunkt des Tetraeders kann mithilfe der Schwer-
punktsformel (Gleichung 4.17) berechnet werden. Der Vektor 𝑟⃗𝑆,𝑖 zeigt vom Ursprung
des beliebigen körperfesten Koordinatensystem auf den jeweiligen Schwerpunkt des
einzelnen Teilkörpers 𝑖 der Masse 𝑚𝑖. Eingesetzt für den Tetraeder ergibt sich daher
der Vektor zu Gleichung 4.18

𝑟⃗𝑆,𝑇𝐸𝑇 =

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑟𝑠,𝑖𝑚𝑖

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑚𝑖

𝑢𝑛𝑑 𝑚𝑖 = 1 → ⃗𝑟𝑆,𝑇𝐸𝑇 = 1
𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑟𝑠,𝑖 (4.17)
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𝑟⃗𝑆,𝑇𝐸𝑇 = 1
4

⎛⎜⎜⎜⎝
⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎

0
0

⎞⎟⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎜⎝
0
𝑏

0

⎞⎟⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎜⎝
0
0
𝑐

⎞⎟⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎟⎠ = 1

4

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎

𝑏

𝑐

⎞⎟⎟⎟⎠ (4.18)

Die Verbindungsvektoren zwischen dem Schwerpunkt 𝑟𝑆,𝑇𝐸𝑇 und den Knoten 𝑘𝑖 des FE
berechnen sich wie in Gleichung 4.19.

𝑟𝑆,𝑇𝐸𝑇𝑘1 = −1
4

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎

𝑏

𝑐

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑟𝑆,𝑇𝐸𝑇𝑘2 = 1
4

⎛⎜⎜⎜⎝
3𝑎
−𝑏
−𝑐

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑟𝑆,𝑇𝐸𝑇𝑘3 = 1
4

⎛⎜⎜⎜⎝
−𝑎
3𝑏
−𝑐

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑟𝑆,𝑇𝐸𝑇𝑘4 = 1
4

⎛⎜⎜⎜⎝
−𝑎
−𝑏
3𝑐

⎞⎟⎟⎟⎠
(4.19)

Wird die Gleichheit zwischen dem Abstand der Knoten zum Schwerpunkt und dem
Umkegelungsradius gefordert, so muss der Betrag des Abstands dem Radius gleich
gesetzt werden (siehe Gleichung 4.20)

|𝑟𝑆,𝑇𝐸𝑇𝑘𝑖|
!= 𝑟𝐾𝑢𝑔𝑒𝑙 (4.20)

Für die gleichen Kantenlängen 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 𝑞 kann mit Gleichung 4.19 und der
Bedingung aus Gleichung 4.20 der Umkugelungsradius berechnet werden (siehe Glei-
chung 4.21). Wird diese Gleichung nach 𝑞 umgestellt, so können die Kantenlängen über
den Kugelradius berechnet werden, wie in Gleichung 4.22 dargestellt.

𝑟𝐾𝑢𝑔𝑒𝑙 = 1
4

√
9𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 1

4
√
𝑎2 + 9𝑏2 + 𝑐2 = 1

4
√
𝑎2 + 𝑏2 + 9𝑐2 = 1

4
√

11𝑞 (4.21)

𝑞 = 4√
11
𝑟𝐾𝑢𝑔𝑒𝑙, 𝑓ü𝑟 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 𝑞 (4.22)

Das Trägheitsmoment wird der Rotationsträgheit gleich gesetzt (siehe Gleichung 4.23).
An dieser Stelle wird von einem Tetraeder mit gleicher Kantenlänge ausgegangen. So
ergibt sich der Abstand der Drehachsen, bei der beide Trägheiten den gleichen Betrag
haben, zu Gleichung 4.24.

𝑅𝑡 = 𝜌𝑇𝐸𝑇𝑉𝑇𝐸𝑇𝑑
2
𝑆,𝑎

!= 𝐽𝑆,𝑎 𝑢𝑛𝑑 𝑉𝑇𝐸𝑇 = 𝑎𝑏𝑐

6 = 𝑞3

6 = 32
3 3
√

11
𝑟𝐾𝑢𝑔𝑒𝑙 (4.23)

𝑑𝑆,𝑎 =
√︃

𝐽𝑆,𝑎
𝜌𝑇𝐸𝑇𝑉𝑇𝐸𝑇

(4.24)

Für die Trägheitsmomente 𝐽𝑆,𝑎 bei Drehungen um unterschiedliche Haupt- und Deviati-
onsachsen (Gleichung 4.14) werden die Abstände berechnet und die Ergebnisse sind
in Gleichung 4.25 dargestellt. Aufgrund der Symmetrie bei gleicher Kantenlänge eines
Tetraeder sind die Trägheitsmomente um die Achse 𝑒1 bis 𝑒3, sowie um die Achse 𝑒4 bis
𝑒6 jeweils gleich. Der größte Abstand, bei dem die beiden Momente gleich sind, beträgt
ca. 0,42 des Umkugelungsradius.
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𝑑𝑆,𝑎=1..3 =
√︃

𝐽𝑆,𝑎=1..3

𝜌𝑇𝐸𝑇𝑉𝑇𝐸𝑇
=
√︃
𝑞5𝜌𝑇𝐸𝑇

80
6

𝜌𝑇𝐸𝑇 𝑞3 =
√︃

6
55𝑟𝐾𝑢𝑔𝑒𝑙 ≈ 0, 33 𝑟𝐾𝑢𝑔𝑒𝑙

𝑑𝑆,𝑎=4..6 =
√︃

𝐽𝑆,𝑎=4..6

𝜌𝑇𝐸𝑇𝑉𝑇𝐸𝑇
=
√︃

7𝑞5𝜌𝑇𝐸𝑇

240
√

2
6

𝜌𝑇𝐸𝑇 𝑞3 =
√︃

7
40

√
2
𝑟𝐾𝑢𝑔𝑒𝑙 ≈ 0, 35 𝑟𝐾𝑢𝑔𝑒𝑙

𝑑𝑆,𝑎=7 =
√︃

𝐽𝑆,7
𝜌𝑇𝐸𝑇𝑉𝑇𝐸𝑇

=
√︃
𝑞5𝜌𝑇𝐸𝑇

20
√

3
6

𝜌𝑇𝐸𝑇 𝑞3 =
√︃

3
10

√
3
𝑟𝐾𝑢𝑔𝑒𝑙 ≈ 0, 42 𝑟𝐾𝑢𝑔𝑒𝑙

(4.25)

Bei Bauteilen mit komplexer Geometrie können stark deformierte Tetraeder bei der
Vernetzung häufig nicht verhindert werden. Die Kantenlängen bei diesen Elementen va-
riieren sehr stark, wodurch auch das Trägheitsmoment des Elements höher ausfällt. Da-
her können zwei der vier Knoten unverhältnismäßig weit von der Standardumkugelung
entfernt liegen. Es könnte zum Beispiel folgender Zusammenhang der Kantenlängen
auftreten (Gleichung 4.26):

𝑎 = 5𝑟𝐾𝑢𝑔𝑒𝑙, 𝑏 = 6
5𝑟𝐾𝑢𝑔𝑒𝑙, 𝑐 = 6𝑟𝐾𝑢𝑔𝑒𝑙 (4.26)

Mit Gleichung 4.23 und 4.24, sowie dem Zusammenhang aus Gleichung 4.26 ergeben
sich die in Gleichung 4.27 dargestellten Trägheitsmomente als Funktion des Kugelradius
für stark verzerrte Elemente. Der größte Abstand entsteht bei einer Drehung um die
Achse 7, und der maximale Abstand, bei dem die beiden Momente gleich sind, beträgt
ca. das 1,82 Fache des Umkugelungsradius.
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𝑑𝑆,1 =
√︃

𝐽𝑆,1
𝜌𝑇𝐸𝑇𝑉𝑇𝐸𝑇

= 1
20

√
15 𝑏2 + 15 𝑐2 ≈ 1, 18 𝑟𝐾𝑢𝑔𝑒𝑙

𝑑𝑆,2 =
√︃

𝐽𝑆,2
𝜌𝑇𝐸𝑇𝑉𝑇𝐸𝑇

= 1
20

√
15 𝑎2 + 15 𝑐2 ≈ 1, 51 𝑟𝐾𝑢𝑔𝑒𝑙

𝑑𝑆,3 =
√︃

𝐽𝑆,3
𝜌𝑇𝐸𝑇𝑉𝑇𝐸𝑇

= 1
20

√
15 𝑎2 + 15 𝑏2 ≈ 1, 00 𝑟𝐾𝑢𝑔𝑒𝑙

𝑑𝑆,4 =
√︃

𝐽𝑆,4
𝜌𝑇𝐸𝑇𝑉𝑇𝐸𝑇

= 1
40

√
10
√︁√

2 (3 𝑎2 + 3 𝑏2 + 6 𝑐2 + 2 𝑎𝑏) ≈ 1, 65 𝑟𝐾𝑢𝑔𝑒𝑙

𝑑𝑆,5 =
√︃

𝐽𝑆,5
𝜌𝑇𝐸𝑇𝑉𝑇𝐸𝑇

= 1
40

√
10
√︁√

2 (3 𝑎2 + 6 𝑏2 + 3 𝑐2 + 2 𝑎𝑐) ≈ 1, 49 𝑟𝐾𝑢𝑔𝑒𝑙

𝑑𝑆,6 =
√︃

𝐽𝑆,6
𝜌𝑇𝐸𝑇𝑉𝑇𝐸𝑇

= 1
40

√
10
√︁√

2 (6 𝑎2 + 3 𝑏2 + 3 𝑐2 + 2 𝑐𝑏) ≈ 1, 56 𝑟𝐾𝑢𝑔𝑒𝑙

𝑑𝑆,7 =
√︃

𝐽𝑆,7
𝜌𝑇𝐸𝑇𝑉𝑇𝐸𝑇

= 1
60

√
30
√︁√

3 (3 𝑎2 + 3 𝑏2 + 3 𝑐2 + 𝑎𝑏+ 𝑎𝑐+ 𝑐𝑏) ≈ 1, 82 𝑟𝐾𝑢𝑔𝑒𝑙
(4.27)

Es ist sehr gut zu erkennen, dass bei einer kleiner Verschiebung der Drehachse aus dem
Schwerpunkt heraus die Rotationsträgheit des FE den Betrag des Trägheitsmoments
erreicht. Mit zunehmender Entfernung steigt die Rotationsträgheit quadratisch an, was
die Dominanz des Betrags der Rotationsträgheit zeigt. Bei der Topologieoptimierung
wird das Bauteil mit mehreren 10 000 bis 100 000 Elementen mit einem ähnlichen
Elementvolumen vernetzt.161 Dementsprechend ist die Ausdehnung des Designraums
bedeutend größer, als die der FE. Dadurch ist der Schwerpunkt der einzelnen FE
weit von der momentanen Drehachse entfernt. Die Entfernung übertrifft den Radius
der Umkugelung um ein Vielfaches. Aus diesem Grund kann bei der Berechnung
der kinetischen Rotationsenergie mit Gleichung 4.11 das Trägheitsmoment um den
Schwerpunkt der FE vernachlässigt werden. Somit ergibt sich die Gleichung 4.28.

𝑇𝑟𝑜𝑡(𝑡) =
∑︁
𝑛

𝑅𝑇,𝐹𝐸𝜔(𝑡)2 = 1
2
∑︁
𝑛

𝜌𝐹𝐸𝑉𝐹𝐸𝑑𝐹𝐸(𝑡)2𝜔(𝑡)2 (4.28)

161Im Rahmen eines gemeinsamen Industrieprojekts wurde z.B. ein Klimagerät für die Optimierung mit
1 481 126 vernetzt.
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4.3.4 Bestimmung des Abstandes zwischen den Finiten
Elementen und dem Momentanpol

Zur Berechnung der Rotationsenergie wird zu jedem Zeitpunkt der Betrag des Verbin-
dungsvektors zwischen dem Schwerpunkt jedes FE und dem Momentanpol benötigt.
Der Momentanpol für einen beliebigen bewegten Körper kann wie in Unterabschnitt 2.3.3
beschrieben und mit der Gleichung 2.2 berechnet werden. Da sich die Position des
Momentanpols während einer Bewegung zeitlich ändert, kann auch der Abstand vari-
ieren. Daher muss für das Mehrkörpersystem zu jeder Gelenkwinkelkombination die
Position bezogen auf das initiale Koordinatensystem berechnet werden. Hierzu bietet es
sich an, eine analytische Formel herzuleiten, die als Eingangsgrößen die Informationen
der Konnektoren (hier: Gelenkwinkel) hat und als Ausgangsgröße die Position der zu
optimierenden LSS (Designraums) ausgibt. In der Robotik wird dieses Vorgehen als die
Bestimmung der Vorwärtskinematik beschrieben. Das für die meisten Berechnungen in
dieser Arbeit zugrunde liegende Mehrkörpersystem besteht aus vier Konnektoren und
drei Leitstützstrukturen. In Abbildung 4.9 ist das Mehrkörpersystem dargestellt, dass
einem System bestehend aus vier Gelenken und drei Körpern entspricht.

Designraum

F

C1

C2

LSS1

C3

LSS2

C4

LSS3

Abbildung 4.9 Mehrkörpersystem mit vier Gelenken

Die körpereigenen Koordinaten der einzelnen Körper bezüglich des Inertialsystems kön-
nen mithilfe einer homogenen Transformation berechnet werden. Hierzu werden vier ho-
mogene Transformationsmatrizen für jedes Gelenk aufgestellt (siehe Gleichung 4.29).
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𝑇𝛩1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑐𝑜𝑠(𝛩̇1𝑡) −𝑠𝑖𝑛(𝛩̇1𝑡) 0 0
𝑠𝑖𝑛(𝛩̇1𝑡) 𝑐𝑜𝑠(𝛩̇1𝑡) 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ 𝑇𝛩2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑐𝑜𝑠(𝛩̇2𝑡) −𝑠𝑖𝑛(𝛩̇2𝑡) 0 𝑙1

𝑠𝑖𝑛(𝛩̇2𝑡) 𝑐𝑜𝑠(𝛩̇2𝑡) 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

𝑇𝛩3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑐𝑜𝑠(𝛩̇3𝑡) 0 𝑠𝑖𝑛(𝛩̇3𝑡) 0

0 1 0 0
−𝑠𝑖𝑛(𝛩̇3𝑡) 0 𝑐𝑜𝑠(𝛩̇3𝑡) 0

0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ 𝑇𝛩4 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑐𝑜𝑠(𝛩̇4𝑡) −𝑠𝑖𝑛(𝛩̇4𝑡) 0 𝑙2

𝑠𝑖𝑛(𝛩̇4𝑡) 𝑐𝑜𝑠(𝛩̇4𝑡) 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(4.29)

Die gesamte Verdrehung des körperfesten Koordinatensystems wird durch die Multi-
plikation der vier aufeinander folgenden Drehungen beschrieben. Die Drehreihenfolge
ist aufgrund der Nicht-Kommutativität der Matrixmultiplikation von entscheidender Be-
deutung. Daher berechnet sich die Gesamttransformationsmatrix wie in Gleichung 4.30
beschrieben.

𝑇 𝑔𝑒𝑠 = 𝑇𝛩1𝑇𝛩2𝑇𝛩3𝑇𝛩4 (4.30)

Der Translationsanteil der Gesamttransformationsmatrix 𝑇𝑔𝑒𝑠[1..3, 4] entspricht hier-
bei dem Ortsvektor des körpereigenen Koordinatensystems. Neben den allgemeinen
Knotenkoordinaten und den daraus ableitbaren Geschwindigkeiten wird die Winkel-
geschwindigkeit 𝜔 = 𝛩̇ benötigt. Die Rotationsmatrix ist aufgrund der Orthogonalität
der verwendeten Koordinatensysteme ebenfalls orthogonal, und daher entspricht die
Transponierte der Inversen (vgl. Abschnitt 2.4.2). Dieser Zusammenhang kann ge-
nutzt werden, um die Winkelgeschwindigkeit anhand der Rotationsmatrix herzuleiten.
Hierzu wird die Ableitung von 𝑅𝑖0(𝑅𝑖0)⊤ gebildet und, wie in Gleichung 4.31 und
Gleichung 4.32 dargestellt, die Winkelgeschwindigkeit 𝜔̃ hergeleitet.162

d
d𝑡𝑅

𝑖0(𝑅𝑖0)⊤ = 𝑅̇𝑖0(𝑅𝑖0)⊤ + 𝑅𝑖0(𝑅̇𝑖0)⊤ = 0 (4.31)

𝑅̇𝑖0(𝑅̇𝑖0)⊤ = −𝑅𝑖0(𝑅̇𝑖0)⊤ = 𝜔̃𝑖,0 ⇒ 𝑅̇𝑖0 = 𝜔̃𝑖,0𝑅𝑖0 (4.32)

Um die Matrizenrechnung für das Kreuzprodukt anwenden zu können, wird der Tildeope-
rator verwendet. Hierbei wird jedem Vektor eine schiefsymmetrische Matrix zugeordnet,
welche mit dem Buchstaben des Vektors und einer darüber beschriebenen Tilde ge-
kennzeichnet wird. Diese Vorgehen ermöglicht die Berechnung des Kreuzproduktes
mit einem Matrizenprodukt.163 Die Winkelgeschwindigkeit 𝜔̃𝑖,0 ist bezogen auf das

162Husty et al. 1997
163Dresig & Holzweißig 2011
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Inertialkoordinatensystem und kann wie in Gleichung 4.33 dargestellt werden.

𝜔̃𝑖,0 =

⎡⎢⎢⎢⎣
0 −𝜔𝑧 𝜔𝑦

𝜔𝑧 0 −𝜔𝑥
−𝜔𝑦 𝜔𝑥 0

⎤⎥⎥⎥⎦ (4.33)

Dies ermöglicht eine einfache Berechnung der Geschwindigkeit eines starren Körpers
mit Gleichung 2.23 und ergibt Gleichung 4.34.

𝑟̇𝑝 = d𝑟𝑝
d𝑡 = 𝑥̇𝑖 + 𝑅̇

𝑖0 · 𝑠𝑖,𝑃 = 𝑥̇𝑖 + 𝜔̃𝑖,0𝑅
𝑖0𝑠𝑖,𝑃 = 𝑥̇𝑖 + 𝜔𝑖,0 × 𝑅𝑖0𝑠𝑖,𝑃 (4.34)

Der DARBOUXsche164 Drehvektor 𝜔 kann mit Gleichung 4.33 wie folgt geschrieben
werden:

𝜔 = [𝜔̃(3, 2), 𝜔̃(1, 3), 𝜔̃(2, 1)]⊤ (4.35)

Mit der Formel zur Berechnung des Momentanpols (Gleichung 2.1) aus Unterab-
schnitt 2.3.3, der Gesamttransformationsmatrix (Gleichung 4.30) mit den lokalen Trans-
formationsmatrizen (Gleichung 4.29), der Winkelgeschwindigkeit aus Gleichung 4.35
und mit dem Zusammenhang aus Gleichung 4.33 kann die momentane Drehachse
𝐷𝐷𝑅 des Körpers in den Koordinaten des Inertialsystems berechnet werden (siehe
Gleichung 4.36).

𝐷𝐷𝑅(𝜇) = 𝑇 𝑔𝑒𝑠[1..3, 4] + 1
|𝜔|2

𝜔 × 𝑇 𝑔𝑒𝑠[1..3, 4] + 𝜇𝜔 (4.36)

Um die Rotationsenergie für jedes FE berechnen zu können, muss auch der Abstand
des Schwerpunktes des Elements zum Momentanpol bekannt sein. Die Koordinaten
der Elementknoten sind im körpereigenen FE-Koordinatensystem angegeben. Daher
wird die Gleichung 4.36 in das FE-Koordinatensystem transformiert. Der Abstand eines
beliebigen Punktes zum Momentanpol kann mit Gleichung 2.2 berechnet werden. Hierzu
ist nur der Ortsvektor des Aufpunktes 𝐷𝐷𝑅(𝜇 = 0) und der Richtungsvektor 𝜔 dieser
Geraden notwendig, so dass eine Transformation der beiden Vektoren ausreicht.

𝑑𝐷𝑃,4 = 𝑅⊤
𝑔𝑒𝑠(𝐷𝐷𝑅(𝜇 = 0) − 𝑇𝑔𝑒𝑠[1..3, 4]) = 𝑅⊤

𝑔𝑒𝑠

(︃
1

|𝜔|2
𝜔 × 𝑇 𝑔𝑒𝑠[1..3, 4]

)︃
(4.37)

𝜔4 = 𝑅⊤
𝑔𝑒𝑠𝜔 (4.38)

Das Koordinatensystem des FE-Körpers und somit auch der FE liegt nicht zwingend in
der Drehachse des Körpers. Daher muss der Relativvektor 𝑟 vom Koordinatenursprung
zur Drehachse bekannt sein. Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 4.10 dargestellt.
Die allgemeine Abstandsformel für einen beliebigen Knoten oder Punkt 𝑘𝑖 ergibt sich

164Jean-Gaston Darboux, französischer Mathematiker, (1842-1917
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somit zu Gleichung 4.39.

𝑑𝐾𝐷,𝑖 = | (𝐷𝑃 4 − (𝑘𝑖 − 𝑟)) × 𝜔4 |
| 𝜔4 |

(4.39)

dDP,4
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4

dkd,i
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Abbildung 4.10 Zusammenhang der Koordinatensysteme und Abstände

4.4 Adaptionskoeffizient der Rotationsenergiedichte

In diesem Unterkapitel wird ein Adaptionskoeffizient mit den folgende Eigenschaften
hergeleitet:

• basierend auf der Rotationsenergie

• für jedes FE einzeln berechenbar

• der Betrag zwischen 0 und 1 liegend

• die Dehnungsenergiedichte der FE manipulierend

Der Adaptionskoeffizient wird für jedes FE mit der vereinfachten Formel für die Rotations-
energie (Gleichung 4.28) berechnet. Der Abstand 𝑑𝐹𝐸 jedes Elements zur Drehachse
kann mit der Gleichung 4.39 aus Unterabschnitt 4.3.4 berechnet werden. Bei der Ver-
netzung des Designraums werden unterschiedlich große Elemente erzeugt, die somit
unterschiedliche Volumina besitzen. Die Rotationsenergie der einzelnen FE kann aus
diesem Grund nicht direkt miteinander verglichen werden, da der Betrag proportio-
nal zum Volumen ist. Um diesen Effekt auszugleichen, wird der Quotient aus dem
Energiebetrag jedes Elements und dem Volumen genommen (Gleichung 4.40) und als
Rotationsenergiedichte 𝜒 bezeichnet.
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𝜒
𝐹 𝐸

= 𝑇𝐹𝐸,𝑟𝑜𝑡
𝑉𝐹𝐸

= 1
2 𝜌𝐹𝐸 𝑑𝐹𝐸(𝑡)2 𝜔(𝑡)2 (4.40)

Zur Berechnung des Adaptionswertes wird das Element mit dem kleinsten Betrag
an Rotationsenergiedichte als Referenzelement verwendet. Durch die Bildung des
Quotienten entsteht für jedes FE ein normierter Rotationsenergiedichte-Quotient mit
einem Wert zwischen 0 und 1 (Gleichung 4.41).

𝐴𝜒,𝐹 𝐸
=
(︃
𝜒

𝐹 𝐸,𝑚𝑖𝑛

𝜒
𝐹 𝐸

)︃𝑞
=
(︃

(𝜌 𝑑(𝑡)2)𝑚𝑖𝑛
𝜌𝐹𝐸 𝑑𝐹𝐸(𝑡)2

)︃𝑞
(4.41)

Der Quotientenexponent 𝑞 des Adaptionskoeffizient 𝐴𝜒,𝐹 𝐸
wird ähnlich wie beim SIMP-

Ansatz (Abschnitt 2.6.3) verwendet, um die Beträge der Quotienten stärker in 0- und
1- Richtung zu verschieben und somit ein besseres Konvergenzverhalten zu erreichen.
In Abschnitt 4.6 wird die Bestimmung des Quotienten beschrieben. Die Änderung der
Dehnungsenergiedichte 𝛶 jedes einzelnen FE, die als Ergebnis des FE-Solver vorliegt,
erfolgt durch Multiplikation mit dem berechneten zugehörigen Adaptionskoeffizient 𝐴𝜒,𝐹 𝐸

.
Wie in Gleichung 4.42 zu erkennen ist, verhält sich somit der Adaptionskoeffizient wie
ein Wirkungsgrad, der die Dehnungsenergiedichte herabsetzt.

𝛶𝐹𝐸,𝑛𝑒𝑢 = 𝐴𝜒,𝐹 𝐸
· 𝛶𝐹𝐸,𝑎𝑢𝑠𝐹𝐸𝐴 (4.42)

Beispielsweise werden Elemente, die eine große Rotationsenergiedichte besitzen und
somit an einer kinematisch ungünstigen Position liegen und nur zu einem geringen
Teil am Kraftfluss beteiligt sind und daher nur eine geringe Dehnungsenergiedichte
aufweisen, auf diese Weise vom Optimierer entfernt. Besonders die noch unklaren
TRANS-Elemente („prüfen“ in Tabelle 4.1) werden in der Art manipuliert, dass sie ent-
weder „behalten“ oder „entfernt“ werden. Die Struktur von Ergebnissen der Optimierung
ist damit nahe der Drehachse stärker ausgeprägt und auf der dazu entferntesten Seite
des Bauteils ausgedünnt.165

4.5 Adaptionskoeffizient des

Rotationsenergiewirkungsgrades

In diesem Kapitel wird ein zweiter Adaptionskoeffizient hergeleitet, der wie bei der
Rotationsenergiedichte in Abschnitt 4.4 folgende Eigenschaften besitzen soll:

• basierend auf der Rotationsenergie

165Sander et al. 2012 / Sander et al. 2013b
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• für jedes FE einzeln berechenbar

• der Betrag zwischen 0 und 1 liegend

• die Dehnungsenergiedichte der FE manipulierend

Eine weitere Möglichkeit, einen Adaptionskoeffizienten zu berechnen, der den zuvor
beschriebenen Anforderungen entspricht, ist den Quotienten zwischen der Dehnungs-
energiedichte und der Rotationsenergiedichte zu bilden. Dieser Quotient kann als
Wirkungsgrad zwischen nutzbarer und aufgebrachter Energie verstanden werden. Hier-
bei würde man die Dehnungsenergiedichte als die nutzbare Energie verstehen, weil
sie die Kenngröße für die Elemente ist, die am Kraftfluss maßgeblich beteiligt sind. Die
Rotationsenergiedichte entspricht der im FE enthaltenen Energie und könnte somit als
die aufgebrachte Energie verstanden werden. Die Rotationsenergiedichte entspricht der
Rotationsenergie eines FE bezogen auf sein Volumen und kann wie in Gleichung 4.40
berechnet werden. Somit ergibt sich der Energiedichten-Wirkungsgrad wie in Glei-
chung 4.43 dargestellt.

𝜓
𝐹 𝐸

= 𝛶
𝐹 𝐸

𝜒
𝐹 𝐸

(4.43)

Zur Berechnung des Adaptionswertes wird das Element mit dem betraglich größten
Energiedichten-Wirkungsgrad als Teiler für alle FE im Designraum verwendet. Wie
in Abschnitt 4.5 wird durch die Bildung des Quotienten für jedes FE ein normierter
Rotationsenergiedichte-Quotient berechnet mit einem Wert zwischen 0 und 1.

𝐴𝜓,𝐹 𝐸
=
(︃
𝜓

𝐹 𝐸

𝜓𝑚𝑎𝑥

)︃𝑞
=
(︃
𝛶

𝐹 𝐸

𝜒
𝐹 𝐸

(︂
𝜒

𝛶

)︂
𝑚𝑎𝑥

)︃𝑞
(4.44)

Der Adaptionswert basierend auf dem Rotationsenergiedichte-Wirkungsgrad kann nicht
im Vorfeld anhand bekannter Parameter berechnet werden. Der Rotationsenergiedichte-
Wirkungsgrad muss zu jeder Iteration bei der Topologieoptimierung neu berechnet wer-
den, wozu die Dehnungsenergiedichte der aktuellen Iteration aus den FE-Ergebnissen
ausgelesen werden muss. Der zusätzliche Einlese- und Berechnungsaufwand erhöht
die Optimierungsdauer.

Der Adaptionskoeffizient des Rotationsenergiewirkungsgrades ist etwas weniger ag-
gressiv gegen Elemente, die zwar an einer kinematisch ungünstigen Position liegen,
für den Kraftfluss allerdings wichtig sind. Anders als bei 𝐴𝜒 werden nicht nur Elemente
„behalten“, die in der Nähe der Drehachse liegen, sondern es werden auch Elemente,
die eine große Entfernung zur Drehachse aufweisen, kaum „bestraft“, solange 𝐴𝜓,𝐹𝐸
hinreichend groß ist. Das kann gerade bei Krafteinleitungspunkten vorkommen. Die
Tendenz bei den FE, die zur Kategorie „prüfen“ gehören, ist mit diesem Adaptionswert
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anfangs ebenfalls unklarer und kann erst im späteren Verlauf eindeutig zugeordnet
werden. Die Optimierung wird dadurch insgesamt stabiler, jedoch auch langsamer.
Die Änderung der Dehnungsenergiedichte 𝛶 jedes einzelnen FE, die als Ergebnis
des FE-Solvers vorliegt, erfolgt durch Multiplikation mit dem berechneten zugehöri-
gen Adaptionskoeffizient 𝐴𝜓,𝐹 𝐸

. Wie in Gleichung 4.45 zu erkennen ist, verhält sich
somit der Adaptionskoeffizient wie ein Wirkungsgrad, der die Dehnungsenergiedichte
herabsetzt.166

𝛶𝐹𝐸,𝑛𝑒𝑢 = 𝐴𝜓,𝐹 𝐸
· 𝛶𝐹𝐸,𝑎𝑢𝑠𝐹𝐸𝐴 (4.45)

4.6 Automatisierte Anpassung des

Quotientenexponenten

Bei der Berechnung der Adaptionskoeffizienten der Rotationsenergiedichte (Glei-
chung 4.41) und des Rotationsenergiedichte-Wirkungsgrades (Gleichung 4.44) wird ein
Wert zwischen 0 und 1 ermittelt. Ähnlich wie beim SIMP-Ansatz (Abschnitt 2.6.3) wird
ein Quotientenexponent 𝑞 verwendet, um die Beträge der Quotienten stärker in 0- und
1- Richtung zu verschieben und somit das Konvergenzverhalten zu verbessern.

Die Maximalwerte der Adaptionskoeffizienten liegen immer bei 1. Der Betrag des
Minimalwertes hingegen wird durch die Wahl des Adaptionskoeffizienten und die Lage
des Momentanpols beeinflusst.

Beim Adaptionskoeffizienten der Rotationsenergiedichte liegen die einzelnen Werte
der FE nah beieinander, da die Differenzen der jeweiligen Rotationsenergiedichten
teilweise gering ausfallen. Dies hat zur Folge, dass auch die Unterschiede zwischen
den angepassten Dehnungsenergiedichten eher gering sind. Um den Einfluss der
Energieeffizienz auf den Designraum zu erhöhen, muss der Quotientenexponent 𝑞 > 0
gewählt werden, wodurch der Wertebereich der Adaptionskoeffizienten verbreitert oder
gestaucht wird. Der Betrag des Quotientenexponenten darf nicht zu groß werden, da
sonst die Streckung der Adaptionskoeffizienten zwischen 0 und 1 zu groß wird. Das
Resultat wäre, dass die Dehnungsenergiedichten der FE zu stark reduziert werden und
damit die Topologieoptimierung instabil wird.

Der gleiche Effekt kann auch in Folge der Energieeffizienzanpassung beim Adaptions-
wert des Rotationsenergiedichte-Wirkungsgrad auftreten. Der Wirkungsgradquotient
jedes FE und auch der resultierende Adaptionswert variieren sehr stark. Das Refe-

166Sander et al. 2012 / Sander et al. 2013b
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renzelement mit dem besten Wirkungsgrad liegt im Kraftfluss der Belastung an einer
Stelle, die einen geringen Abstand zum Momentanpol hat. Im Gegensatz dazu gibt es
im Designraum Elemente der Reststruktur, die weit vom Momentanpol entfernt sind. Bei
der Multiplikation der resultierenden Adaptionswerte mit den Dehnungsenergiedichten
entstehen somit stark reduzierte Werte. Dies kann die Topologieoptimierung ebenfalls
instabil werden lassen. Da sich der Kraftfluss durch die Topologieoptimierung bei jeder
Iteration verändert, ist der EDW-Quotient, anders als der RED-Quotient, nicht statisch.
Aus diesem Grund muss der Quotientenexponent in der Lage sein, sich an die aktuelle
Verteilung der Adaptionskoeffizienten anzupassen.

Der minimale Betrag der Adaptionswerte sollte im Bereich zwischen 0,2 und 0,5 liegen,
um eine stabile Topologieoptimierung auf Basis der Energieeffizienz durchzuführen.
Dieser Wert wurde empirisch mit unterschiedlichen statischen Quotientenexponenten
ermittelt und hat sich als sehr effizient gezeigt. Um den minimalen Adaptionswert in den
Bereich zwischen 0,2 bis 0,5 zu verschieben, wird der zugehörige Quotientenexponent
dynamisch an die Verteilung der Adaptionskoeffizienten angepasst. Diese Anpassung
erfolgt vor der Berechnung der Adaptionskoeffizienten im Modul „Berechnung der
Adaptionskoeffizienten“ (siehe Abbildung 4.7).

Abbildung 4.11 Beispiel für die Anpassung des Quotientenexponenten 𝑞 für einen
Balken

In Abbildung 4.11 ist die Anpassung des Quotientenexponenten 𝑞 für einen Balken
beispielhaft dargestellt. Bei einem Quotientenexponenten von 1 verteilen sich die Adap-
tionskoeffizienten (hier nach der Rotationsenergiedichte) zwischen 0,65 und 1, was im
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Histogramm am rechten Bildrand gut zu erkennen ist. Die automatisierte Bestimmung
des Quotientenexponenten hat einen Wert von 1,6 für den Quotienten berechnet, so
dass sich die Adaptionskoeffizienten von 0,5 bis 1 erstrecken. Somit kann die Dehnungs-
energiedichte um bis zu das 0,5-fache für Elemente mit einer geringen Rotationsener-
giedichte gesenkt werden.

4.7 Automatisierte Lastfallerkennung

Einer Topologieoptimierung muss ein FE-Modell mit allen Randbedingungen zugrunde
liegen. Die Lastfälle bei einer statischen Belastung können problemlos a priori für eine
Topologieoptimierung definiert werden. Bei dynamisch bewegten Bauteilen sind die
Lastfälle aufgrund des Systemverhaltens nicht einfach zu bestimmen, sondern müssen
einer Gesamtsystemanalyse entnommen werden. Es ist hierbei zu beachten, dass sich
die Lastfälle aufgrund der Änderung der Masse und des Trägheitstensors während der
Optimierung nach jeder Iteration ändern können.

Ansätze der systembasierenden Strukturoptimierung haben die Notwendigkeit einer
automatisierten Lastfallerkennung gezeigt. Um einen effizienten Optimierungsprozess
zu gewährleisten, wurde ein Verfahren zum Lastfallexport durch Eingriffe in einer MKS
realisiert und konnte automatisiert in den Optimierungsprozess integriert werden.167 Ein
Nachteil dieses Prozesses ist, dass geeignete Zeitpunkte in der Gesamtsystemsimula-
tion für die Lastfallextraktion gewählt werden müssen. Die Auswahl dieser Zeitpunkte
erfolgt durch den Benutzer und kann somit während des automatisierten Prozesses
nicht angepasst werden. Es konnte gezeigt werden, dass die Zeitpunkte, bei denen die
maximale Belastung für das Bauteil auftritt, während der Optimierung variieren können.
In Abbildung 4.12 ist die Summe der Dehnungsenergie, als Maß für die Belastung
des Körpers, über die Zeit für die nullte und die 14. Iteration während der Optimierung
dargestellt. Es ist sichtbar, dass sich die Zeitpunkte der maximalen Belastung während
der Optimierung signifikant ändern.

Programmspezifische Lösungen, wie zum Beispiel das Data Element FEMdata168 von
MD.ADAMS169 ermöglichen den Export von Lastfällen zu den Zeitpunkten, zu denen
die Komponenten der äußeren Kräfte und Momente in den Interfaceknoten des flexiblen
Körper maximal und minimal werden. Wird ein flexibler Körper mit zwei Interfaceknoten
analysiert, so ergeben sich dabei 24 Lastfälle (min/max von 𝐹𝑋 , 𝐹𝑌 , 𝐹𝑍 , 𝑇𝑋 , 𝑇𝑌 , 𝑇𝑍).

167Müller 2005
168MSC.Software 2012a
169MKS-Software der Firma MSC
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Abbildung 4.12 Verlauf der Dehnungsenergie über den Simulationszeitraum für die 0.
und die 14. Iteration der Topologieoptimierung

Darunter befinden sich jedoch Lastfälle, die für die Topologieoptimierung irrelevant sind.
Des Weiteren werden nur die Belastungen zu den Zeitpunkten der Maxima der einzelnen
Komponenten und nicht die maximalen Belastungen selektiert. Bestehen Lastfälle
aus der Überlagerung einzelner Belastungen, so fallen die Maxima der einzelnen
Belastungen im Allgemeinen nicht mit dem Maximum der Überlagerung zusammen.

Aus diesem Grund wurde in der Arbeit von OTTNAD170 eine automatisierte Lastfallerken-
nung entwickelt und in den Topologieoptimierungsprozess integriert. Es wurden in einer
MKS die Zeitpunkte der maximalen Belastungen ermittelt und die zugehörigen Lastfälle
exportiert. Hierzu wurde, wie bei der Topologieoptimierung mit dem reglerbasierten
Ansatz (siehe Abschnitt 2.6.3) auch, die Dehnungsenergie als Indikator für die Belas-
tung des Bauteils herangezogen (vgl. Abschnitt 4.2). Dazu müssen der zu optimierende
Körper in der MKS als ein flexibler Körper integriert und die Dehnungsenergie über
die Zeit ausgegeben werden. Hierdurch wird es möglich, die Dehnungsenergie 𝑈 des
flexiblen Körper über die modale Steifigkeitsmatrix 𝐾𝑚𝑜𝑑 und die modalen Koordinaten
𝑢 zu jedem Zeitpunkt zu berechnen (Gleichung 4.46).

𝑈 = 𝑢⊤𝐾𝑢 (4.46)

170Ottnad 2009
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Zusätzlich werden zu jedem Zeitpunkt für die Interfaceknoten des flexiblen Körpers
die dazugehörigen Belastungen ausgegeben. Daraufhin werden anhand der Zeitpunk-
te mit maximaler Dehnungsenergie die zugehörigen Lastfälle exportiert und der FE-
Berechnung für die Topologieoptimierung zugrunde gelegt.

In dieser Arbeit wird ein ähnliches Vorgehen, wie von OTTNAD vorgeschlagen, umge-
setzt. Der Designraum muss als flexibler Körper in die MKS integriert werden. Hierzu
muss er in einer FE-Repräsentation vorliegen, und es müssen die modalen Moden,
sowie die Korrekturmoden bestimmt werden (vgl. Abschnitt 2.4.3). Während der MKS
mit einem flexiblen Körper werden daraufhin die Dehnungsenergie und die zugehörigen
Lastfälle für jeden Zeitpunkt der Simulation exportiert. Es werden die lokalen Maxima
der Dehnungsenergie automatisiert gesucht und abgespeichert. Liegen die lokalen
Maxima zeitlich zu nah beieinander, so wird der Größere von Beiden gewählt und der
Kleinere gelöscht. Da sich diese Maxima vom jeweiligen Zeitpunkt ihres Auftretens
kaum unterscheiden und oft aufgrund von Schwingungen entstehen, hat das Löschen
des kleineren Wertes vernachlässigbaren Einfluss auf die Struktur. Das Filtern der
Lastfälle ist allerdings notwendig, um die Rechenzeit in einem akzeptablen Bereich zu
halten. Auf diese Weise reduziert man die Anzahl der Lastfälle von mehren Hundert (für
jeden Zeitschritt einen) auf weniger als 10 maximale Lastfälle.

In Abbildung 4.13 ist der Ablauf der automatischen Lastfallerkennung dargestellt. Die
Eingangsgrößen sind das FE-Modell, die MKS, sowie die zugehörigen Randbedingun-
gen und Simulationsparameter. Für einen späteren automatisierten Berechnungslauf
während der Topologieoptimierung ist es notwendig, dass das FE-Modell der statisch
linearen Simulation zu einer modalen Berechnung verändert wird. Dies ermöglicht die
Bestimmung der Eigenmoden und -formen, sowie der Korrekturmoden für die hybride
MKS. Während der Simulation der Bewegung in der MKS-Umgebung werden alle Last-
fälle, sowie die Dehnungsenergie des flexiblen Körpers zu jedem Simulationszeitpunkt
exportiert. Die Bestimmung der Zeitpunkte, bei denen die Dehnungsenergie lokale
Maxima aufweist, wird genutzt, um die für die Topologieoptimierung relevanten Lastfälle
zu identifizieren und zu exportieren. Die Ausgangsgrößen sind somit zwei Dateien, in
denen die Lasten und die Lastfälle abgespeichert sind.

Beim automatisierten Lastenexport muss berücksichtigt werden, dass die Lastfälle
Reaktionskräfte aus der dynamischen Bewegung darstellen. Somit ist der Körper auch
nicht statisch bestimmt. Bei einer Simulation mit der FEA dürfen keine Starrkörperbewe-
gungen auftreten, da sonst die Steifigkeitsmatrix des Modells singulär wird und somit
das Gleichungssystem nicht eindeutig lösbar ist.

Um derartige Problemstellungen handhaben zu können, wird die Methode Inertia Relief
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verwendet, die von den unterschiedlichen FE-Solvern angeboten wird. Beim Inertia Re-
lief wird die Trägheit der Struktur genutzt, um den angreifenden Lasten entgegenwirken
zu können. Es wird ein Beschleunigungsfeld berechnet, das der Beschleunigung der
angreifenden Lasten entgegen wirkt, so dass keine Starrkörperbewegungen auftreten
können. Das heißt, es wird die Annahme getroffen, dass sich die Struktur im statischen
Gleichgewicht befindet, obwohl sie statisch nicht bestimmt ist und somit eine Starrkör-
perbewegung durchführen könnte. In der gekoppelten Topologieoptimierung wird das
automatische Inertia Relief eingesetzt, bei dem der FE-Solver das Referenzsystem für
das Inertia Relief selbst auswählt.171 Es lässt sich zusammenfassen, dass die Methode
des Inertia Relief in der gekoppelten Topologieoptimierung genutzt wird, um aus den äu-
ßeren Belastungen auf die Trägheitsbelastungen der einzelnen FE durch die Bewegung
zurück zuschließen. Für die Elemente werden dabei diejenigen Trägheitsbelastungen
angenommen, die gemeinsam mit den äußeren Belastungen eine verschwindende
Resultierende erzeugen.172
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Abbildung 4.13 Ablauf und Implementierung der automatischen Lastfallerkennung

171MSC.Software 2011
172Sander et al. 2013a
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4.8 Zusammenfassung der neuen

Optimierungsprozesse

Es können, wie in Abschnitt 4.2 beschrieben, unterschiedliche Strukturoptimierungs-
prozesse für mechanische Bauteile in dynamisch bewegten Systemen erstellt werden.
Hierbei ist in dieser Arbeit der Ansatz gewählt, kommerziell verfügbare Softwaretools zu
verwenden, um einen Transfer des Prozesses in die industrielle Anwendung zu verein-
fachen. Folgende Softwarepakete werden für die Optimierungsprozesse miteinander
gekoppelt:

• FE-Solver für lineare statische Problemstellungen:
⇒ Nastran SOL 101 von MSC.Software173

• FE-Solver für die Modalanalyse:
⇒ Nastran SOL 103 von MSC.Software173

• Mehrkörpersimulationsumgebung und -solver:
⇒ Adams von MSC.Software174

• Topologieoptimierungssoftware:
⇒ Tosca.Structure von FE-Design175

• Berechnung der Adaptionskoeffizienten und Hauptsteuerungssoftware:
⇒ Matlab von MathWorks176

• Schnittstelle zwischen FE-Ergebnissen und Matlab:
⇒ IMAT Toolbox von ATA Engineering177

Die Strukturoptimierungssoftware Tosca.Structure der Firma FE-Design bildet die zen-
trale Software im erweiterten Optimierungsprozess. FE-Design wurde Mitte der 1990er
Jahre, ausgehend von den Forschungsarbeiten am IPEK - Institut für Produktentwick-
lung178 als Spin-off Unternehmen gegründet. Die enge Kooperation ermöglicht den
Zugriff auf die Softwarestruktur, so dass die entsprechenden Zusatzfunktionen für
den erweiterten Prozess hinzugefügt werden konnten. Die benötigten Funktionalitä-
ten wurden auch in die kommerzielle Version implementiert, so dass keine „spezielle“

173www.mscsoftware.com/product/msc-nastran
174www.mscsoftware.com/product/adams
175www.fe-design.de/produkte/tosca-structure/
176www.mathworks.de/products/matlab/
177http://www.ata-e.com/software/imat
178damals Institut für Maschinenkonstruktionslehre und Kraftfahrzeugbau - mkl
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Softwareversion für die in dieser Arbeit vorgestellten Prozesse notwendig ist.

Unter Matlab versteht man neben der Softwareumgebung auch eine höhere Program-
miersprache, die für numerische Berechnungen, Visualisierung von Daten, zur Daten-
analyse, Algorithmen-Entwicklung und zur Erstellung von Modellen und Anwendungen
geeignet ist. Mit Matlab wird das gesamte Optimierungsframework gesteuert. Der Haupt-
aufruf erfolgt mit Matlab. Die Schnittstellenfunktion zwischen den unterschiedlichen
Programmen erfolgt mit Matlab. Die Matlab Toolbox IMAT von ATA Engineering dient
als Schnittstelle zu den FE-Ergebnissen. Auch werden die Rotationsträgheit und die
Adaptionskoeffizienten mit Matlab bestimmt und die Ergebnisdatei mit der angepassten
Dehnungsenergiedichte durch Matlab geschrieben.

Als MKS-Programm wird Adams von MSC.Software genutzt. Diese Software wird nur
zur Erstellung des Grundmodells mit der graphischen Schnittstelle, ansonsten im auto-
matischen Optimierungsprozess im Batch-Mode betrieben. Zur Integration von flexiblen
Körpern wird das Modul ADAMS/Flex genutzt, das auf der Component Mode Synthesis
(CMS) beruht.

Nastran von MSC.Software wird als FE-Solver verwendet. Die statische Rechnung er-
folgt hierbei mit der SOL 101. Die für die hybride MKS notwendigen FE-Rechnungen zur
Bestimmung der Eigenmoden werden mit Nastran SOL 103 von MSC durchgeführt.

Damit sind alle Bausteine für den Optimierungsprozess gegeben, mit denen die Sys-
temsimulation in Verbindung mit der Optimierung durchgeführt werden kann. Prinzipiell
können alle Softwareprodukte auch durch alternative Produkte ersetzt werden, sofern
die gestellten Anforderungen erfüllt werden. Allerdings muss hier auf die Schnittstellen-
kompatibilität geachtet werden; ggf. sind Daten konvertiert.

In dieser Arbeit werden vier unterschiedliche Optimierungsprozesse verglichen. Das
ist zum einen die konventionelle Topologieoptimierung, wie sie in Abschnitt 2.7 bereits
beschrieben ist. Der zweite Prozess ist die Topologieoptimierung mit der Berücksich-
tigung der Rotationsträgheit (TopKE) des Bauteils im Systemzusammenhang (Unter-
abschnitt 4.8.1). Im Unterabschnitt 4.8.2 wird die konventionelle Topologieoptimierung
mit der automatischen Lastfallerkennung, wie in Abschnitt 4.7 beschrieben, erweitert
und der Energieverbrauch zur Durchführung der Bewegung des optimierten Bauteils als
Vergleichswert herangezogen (DyTop). Die aufwendigste Kopplung stellt die erweiterte
Topologieoptimierung mit automatischer Lastfallerkennung und Berücksichtigung der
Rotationsträgheit dar (DyTopKE). Sie wird in Unterabschnitt 4.8.3 beschrieben.
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4.8.1 Der erweiterte Topologieoptimierungsprozess TopKE

Beim erweiterten Topologieoptimierungsprozess TopKE (Topology Optimization with
consideration of Kinetic Energy) wird eine klassische Topologieoptimierung mit der
Berechnung des Adaptionskoeffizienten ergänzt, um auf diese Weise FE mit einer hohen
Rotationsenergiedichte zu „bestrafen“ (siehe Abbildung 4.14). Der Topologieoptimierung
liegt ein FE-Modell mit statischen Lastfällen zugrunde. Zusätzlich werden Informationen
zur Kinematik, den Beschleunigungen und Geschwindigkeiten für die Optimierung
benötigt. Die Topologieoptimierung startet mit einer linearen FEA (SOL 101 in Nastran),
um die Dehnungsenergiedichte jedes FE zu berechnen. Mit dem livesolver-Aufruf wird
eine Matlabinstanz aufgerufen. Mithilfe der IMAT-Toolbox werden das FE-Netz, die
Randbedingungen für die dynamische Bewegung, sowie die Ergebnisse aus der linear
statischen FEA eingelesen.
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Abbildung 4.14 Optimierungsprozess der erweiterten Topologieoptimierung (TopKE)

Mit diesen Werten kann die angepasste Dehnungsenergiedichte für jedes FE nach
Gleichung 4.42 oder Gleichung 4.45 berechnet werden. Für alle Elemente wird eine
neue Ergebnisdatei geschrieben, die von der Topologieoptimierungssoftware eingelesen
und ausgewertet wird. Die Dichte und das E-Modul der FE mit einer geringen Deh-
nungsenergiedichte179 wird verringert und eine neue FEA durchgeführt. Dieser Vorgang
wird iterativ 15 mal wiederholt, bis die Optimierung konvergiert ist. Das Ergebnis der
Topologieoptimierung ist ein Gestaltvorschlag mit dem Reifegrad 2.

179hier ist die Dehnungsenergiedichte schon durch den Adaptionskoeffizienten angepasst
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4.8.2 Der erweiterte Topologieoptimierungsprozess DyTop

Beim erweiterten Topologieoptimierungsprozess DyTop (Dynamic Topology Optimizati-
on) wird die klassische Topologieoptimierung mit einer Mehrkörpersimulation und einer
automatischen Lastfallerkennung erweitert (siehe Abbildung 4.15).

Optimierer (TOSCA)

FE-Solver (NASTRAN SOL 101)

FE Input Datei

Gestaltvorschlag

Optimierungsschleife
A

np
as

su
ng

 v
on

 E
, ρ

Randbedingungen
(Kinematik, , , Ω)

MKS-Solver (ADAMS Batchmode)

Autom. Lastfallgenerierung (Matlab)

FE-Solver für hybride MKS (NASTRAN SOL 103) 

MKS Modell

Änderung der SOL 101 in SOL 103 (Matlab) 

Abbildung 4.15 Optimierungsprozess der erweiterten Topologieoptimierung (DyTop)

Hierzu werden ein FE-Modell des Designraums ohne Lastfälle, ein MKS-Modell mit dem
Designraum als flexiblen Körper und die Randbedingungen als Eingangsgrößen benötigt.
Wird die Optimierung gestartet, so werden die Eigenmoden, sowie die statischen
Korrekturmoden des flexiblen Körpers bestimmt, um einen flexiblen Körper in der MKS
einzubinden. Die Simulation des Mehrkörpermodells erfolgt in einem Batchmode mit
der Software Adams. Mit Matlab werden die kritischen Lastfälle erkannt und für eine
statische lineare FEA abgespeichert, welche direkt ausgeführt wird. TOSCA analysiert
das Ergebnis der statischen FE-Simulation und ändert das E-Modul, sowie die Dichte
von Elementen, die am Kraftfluss kaum bzw. nicht beteiligt sind, im FE-Modell.

Dieses Modell dient als neue Grundlage zur Berechnung der Eigenmoden und der
statischen Korrekturmoden. Wie auch bei TopKE wird dieser Prozess 15 mal wiederholt,
bis das Ergebnis konvergiert ist. Am Ende wird ein Gestaltvorschlag erzeugt.
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4.8.3 Der erweiterte Topologieoptimierungsprozess DyTopKE

DyTopKE (Dynamic Topology Optimization with consideration of Kinetic Energy) ist ein
erweiterter Topologieoptimierungsprozess (Abbildung 4.16), der eine Kombination aus
den zuvor vorgestellten Optimierungsprozessen TopKE aus Unterabschnitt 4.8.1 und
DyTop aus Unterabschnitt 4.8.2 darstellt.
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Abbildung 4.16 Optimierungsprozess der erweiterten Topologieoptimierung (DyTop-
KE)

Die Verknüpfung der automatischen Lastfallerkennung, sowie die Berechnung des
Adaptionskoeffizienten ermöglichen die Betrachtung des Bauteils im Systemkontext
mit dem Fokus auf die Reduktion der kinetischen Energie. Diese Verbesserung bei
gleichem Nutzen entspricht einer Erhöhung der Energieeffizienz.180 Von diesem Optimie-
rungsprozess wird die größte Energieeffizienzsteigerung erwartet. Als Eingangsgrößen
werden das FE-Modell, das MKS-Modell, sowie die Randbedingungen benötigt. Der
automatisierte Prozess wird teilweise von Matlab und von TOSCA gesteuert.

180Pehnt 2010





5 Potentialanalyse der erweiterten
Topologieoptimierungsprozesse

In Kapitel 4 wurden eine neue Methode zur Berücksichtigung des Trägheitsmoments
bei der Produktentwicklung von bewegten Bauteilen vorgestellt und neue Prozesse
definiert, mit denen automatisiert Gestaltvorschläge synthetisiert werden können. Es
wurden drei unterschiedliche Erweiterungsstufen diskutiert, die sich in ihrer Komplexität
unterscheiden. Das ist einerseits die Erweiterung der Topologieoptimierung um die
Berücksichtigung des Trägheitsmoments (TopKE), sowie eine Erweiterung um eine
automatische Lastfallerkennung (DyTop). Die dritte Variante ist eine Topologieoptimie-
rung, bei der sowohl das Trägheitsmoment berücksichtigt wird, als auch die Lastfälle
automatisch bestimmt werden (DyTopKE). Des Weiteren wurden zwei Berechnungsmög-
lichkeiten für die Adaptionskoeffizienten für die Berücksichtigung des Trägheitsmoments
hergeleitet. Das ist zum einen die der Rotationsenergiedichte (𝐴𝜒) und zum anderen
die des Energiedichtewirkungsgrades (𝐴𝜓). Diese Methoden werden in diesem Kapitel
auf unterschiedliche Beispiele angewendet. Es werden die Ergebnisse mit denen der
konventionellen Topologieoptimierung (Topo) verglichen. Auf diese Weise kann das
Potential der unterschiedlichen Optimierungsmethoden gezeigt werden.

5.1 Potentialanalyse von TopKE und der

Adaptionskoeffizienten 𝐴𝜒 und 𝐴𝜓

In diesem Kapitel wird die Erweiterung der Topologieoptimierung mit der Berücksichti-
gung der Rotationsträgheit (TopKE), die in Unterabschnitt 4.8.1 vorgestellt worden ist,
anhand zwei unterschiedlicher Kinematiken mit einem konventionell topologieoptimier-
ten Bauteil verglichen. Außerdem wird die Effektivität der Adaptionskoeffizienten der
Rotationsenergiedichte 𝐴𝜒 und des Rotationsenergiedichtewirkungsgrad 𝐴𝜓 analysiert,
indem die Ergebnisse bei gleicher Bewegung verglichen werden.
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5.1.1 Demonstratorsystem

Das Beispielsystem ist in diesem Fall die Struktur des Arms des humanoiden Robo-
ters ARMAR181, der im Sonderforschungsbereich 588 (SFB588) „Humanoide Roboter-
Lernende und kooperierende multimodale Roboter“ 182 entwickelt wurde. In Abbil-
dung 5.1 ist der Demonstrator ARMAR IV abgebildet.

Abbildung 5.1 Foto des humanoiden Roboters ARMAR IV (SFB 588)

Die Vision des SFB 588-Humanoide Roboter war die Entwicklung eines Roboters, der
den Menschen in seinen Alltagsumgebungen bei den täglichen Aufgaben unterstützt.
Damit das Robotersystem dem Menschen in den geforderten Bereichen ein möglichst
hilfreicher Assistent sein kann, sollte er für die Erfüllung komplexer Tätigkeiten unter
anderem die im folgenden beschriebenen Eigenschaften und Fähigkeiten aufweisen.
Einer der wichtigsten Punkte ist die Akzeptanz des Roboters bei den Menschen. Hierbei
ist man sich im Sonderforschungsbereich 588 einig, dass eine menschenähnliche Ge-
stalt des Roboters für die Zusammenarbeit mit dem Menschen von großem Vorteil ist.
Dementsprechend werden hohe Anforderungen an den Bauraum gestellt. Die begrenzte
Leistungsdichte eines Aktors erfordert in diesem Kontext daher eine Minimierung der
bewegten Massen. Des weiteren soll das Robotersystem autark ohne eine externe Ener-
giequelle operieren können, weshalb ein möglichst geringer Energieverbrauch gefordert

181Albers et al. 2006 / Asfour et al. 2013
182Webseite des Sonderforschungsbereichs 588, http://www.sfb588.uni-karlsruhe.de/about/
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wird. Aufgrund dessen wird ein Mehrkörpersystem mit 4 Freiheitsgraden aufgebaut,
um das Potential der erweiterten Topologieoptimierung für den humanoiden Roboter
ARMAR aufzuzeigen. In Abbildung 5.2 ist das Mehrkörpersystem einer Armkinematik
dargestellt.

Designraum

F

C1

C2

LSS1

C3

LSS2

C4

LSS3

Abbildung 5.2 Armkinematik der ersten 4 Freiheitsgrade eines humanoiden Roboters

Die Leitstützstruktur 3, der Designraum für die Optimierung, entspricht den Proportionen
eines menschlichen Arms. Er hat eine Länge von 200 𝑚𝑚, eine Breite von 20 𝑚𝑚 und
eine Höhe von 30 𝑚𝑚 (siehe Abbildung 5.3). Das zugehörige FE-Modell besteht aus
34 462 TET10- Elementen mit 50 840 Knoten. Die Segmentlängen 𝑙1 und 𝑙2 des Mehrkör-
persystems sind beispielhaft zu 500 𝑚𝑚 definiert. Eine hochfeste Aluminiumlegierung
(siehe Tabelle 5.1) wird als Werkstoff für den Designraum gewählt.

Tabelle 5.1 Werkstoffkennwerte der verwendeten Aluminiumlegierung
E-Modul [𝑀𝑃𝑎] Querkontraktionszahl Dichte [𝑘𝑔/𝑚3]

70 000 0,33 2,7 10−9

Abbildung 5.3 Die LSS3, der Designraum für den Arm eines humanoiden Roboters
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5.1.2 Referenzmodell

Diesem Demonstrator liegt ein Referenzbauteil zugrunde, das genutzt wird, um die
Ergebnisse der unterschiedlichen Erweiterungen vergleichen zu können. Das Referenz-
bauteil ist ein konventionell topologieoptimiertes Bauteil mit dem gleichen Bauraum wie
in Abbildung 5.3 dargestellt. Dieser Vergleich ist an dieser Stelle notwendig, weil für den
neu entwickelten Arm des Roboters keine Referenzstruktur existiert.

Unter der konventionellen Topologieoptimierung wird hier die Optimierung mit dem
reglerbasierten Ansatz verstanden, der auf einem modifizierten Optimalitätskriterien-
Algorithmus (oc) basiert (siehe Abschnitt 2.6.3). Der in Abschnitt 5.1 beschriebene
Designraum wird mit einem Standardlastfall optimiert, indem der Adaptionskoeffizient
für alle Elemente und den gesamten Optimierungsprozess bei der erweiterten Topo-
logieoptimierung auf 1 festgelegt wird. Der Designraum ist hierfür auf der einen Seite
fest eingespannt, und auf die vorderste Kante wird eine Linienlast eingeleitet, wie in
Abbildung 5.3 dargestellt.
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Abbildung 5.4 Ergebnis der konventionellen Topologieoptimierung für einen Balken
mit einem Zielvolumen von 60 %

Der Optimierer schlägt als Endergebnis die in Abbildung 5.4 dargestellte Gestalt für den
gegebenen Lastfall mit einem Zielvolumen von 60 % und dem Ziel maximale Steifigkeit
vor. Es werden keine weiteren Randbedingungen, wie zum Beispiel Fertigungsrandbe-
dingungen oder eine Einschränkung der Strebendicke vorgegeben.

Für diesen Gestaltentwurf wird die Arbeit berechnet, die benötigt wird, um die vorgege-
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bene Bewegung durchzuführen. Hierbei werden die gleichen Trajektorien verwendet
wie für die Ergebnisse der erweiterten Topologieoptimierung, und daher können sie
miteinander verglichen werden.

5.1.3 Modell mit einer Bewegung um eine Rotationsachse

Die einfachste Bewegung, bei der ein Körper Rotationsenergie aufnimmt, ist eine
Rotation (von Drehzahl null zur Enddrehzahl) um eine beliebige Achse. Wird das in
Abbildung 5.2 dargestellte Mehrkörpersystem des Arms zugrunde gelegt, so kann für
die Winkelgeschwindigkeiten und -beschleunigungen folgendes angenommen werden:
𝜃1..3 = 𝜃1..3 = 0, 𝜃 = 0,5𝜋 [𝑠−1] und 𝜃(𝑡 = 0) = 0. Das entspricht einer Fixierung der ersten
drei Freiheitsgrade und einer einfachen Drehung um den letzten Freiheitsgrad mit einer
Anfangsdrehzahl von null. Diese Konfiguration als akademisches Beispiel wird hier als
TopKE_ex1 bezeichnet. Die relative Lage der Drehachse ist in Abbildung 5.5 dargestellt.
Es wird die Drehachse bei diesem Beispiel um 250 𝑚𝑚 in x-Richtung verschoben, um
den Einfluss der Trägheit bei der erweiterten Topologieoptimierung zu erhöhen, und
somit eine stärkere Änderung des Gestaltvorschlags sichtbar zu machen.

Der Abstand zwischen jedem FE und der Drehachse kann mit der zuvor bestimmten
Abstandsformel automatisch berechnet werden (siehe Unterabschnitt 4.3.4). Der Anteil
jedes Elements an der Rotationsenergie sowie die Adaptionskoeffizienten nach der Ro-
tationsenergiedichte und des Energiedichtewirkungsgrades können mit Gleichung 4.40
und 4.44 berechnet werden. Die Verteilung der Rotationsenergiedichte ist in Abbil-
dung 5.5 dargestellt. Der rote Bereich (in der Legende links) kennzeichnet den Bereich
hoher Rotationsenergiedichte, der Blaue (in der Legende rechts) geringer Dichte. Bei die-
sem trivialen Beispiel, bei dem sich die Drehachse nicht ändert, kann dieser Zusammen-
hang auch sehr gut nachvollzogen werden. Die Dehnungsenergiedichte wird zu jeder
Iteration der Topologieoptimierung für jedes FE mit 𝛶𝐹𝐸,𝑛𝑒𝑢 = 𝐴𝜒,𝐹 𝐸

· 𝛶𝐹𝐸,𝑎𝑢𝑠𝐹𝐸𝐴 (siehe
auch Gleichung 4.42) oder 𝛶𝐹𝐸,𝑛𝑒𝑢 = 𝐴𝜓,𝐹 𝐸

· 𝛶𝐹𝐸,𝑎𝑢𝑠𝐹𝐸𝐴 (siehe auch Gleichung 4.45)
automatisch angepasst. Der Quotientenexponent wird wie in Abschnitt 4.6 definiert
ebenfalls zu jeder Iteration angepasst und verbessert somit das Ergebnis.

Zum besseren Vergleich werden zwei weitere akademische Beispiele mit unterschiedli-
chen Drehachsen erstellt. Bei TopKE_ex2 verläuft die Drehachse parallel zur z-Achse
durch den Punkt (0, 60, 0)⊤ und bei TopKE_ex3 verläuft sie parallel zur y-Achse und
durch den Punkt (0, 0, 70)⊤. Die Verteilung der Rotationsenergiedichte, sowie die Dreh-
achsen für TopKE_ex2 sind in Abbildung 5.6 und für TopKE_ex3 in Abbildung 5.7
dargestellt.
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Rotationsenergiedichte

hoch niedrig

Abbildung 5.5 TopKE_ex1: Verteilung der Rotationsenergiedichte für eine Drehung
um eine fixe Drehachse parallel zur y-Achse und durch (150, 0, 0)⊤

Rotationsenergiedichte

hoch niedrig

Abbildung 5.6 TopKE_ex2: Verteilung der Rotationsenergiedichte für eine Drehung
um eine fixe Drehachse parallel zur z-Achse und durch (0, 60, 0)⊤

Rotationsenergiedichte

hoch niedrig

Abbildung 5.7 TopKE_ex3: Verteilung der Rotationsenergiedichte für eine Drehung
um eine fixe Drehachse parallel zur z-Achse und durch (0, 0, 70)⊤
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Aufgrund der hohen Anzahl unterschiedlicher Gestaltvorschläge der Topologieopti-
mierung für die zuvor genannten Beispiele wird hier nur genauer auf das Beispiel
TopKE_ex1 eingegangen. Für TopKE_ex2 und TopKE_ex3 werden die Gestaltvorschlä-
ge nicht gezeigt, allerdings wird die Änderung der kinetischen Energie diskutiert. Es wird
sich hier immer auf das Modell der konventionellen Topologieoptimierung aus Unterab-
schnitt 5.1.2 bezogen. Der Gestaltvorschlag hierfür ist in Abbildung 5.4 dargestellt.

5.1.4 Vergleich der Ergebnisse für den Adaptionskoeffizienten der
Rotationsenergiedichte 𝐴𝜒

Der Abstand zwischen der Drehachse und dem Designraum ist bei TopKE_ex1 sehr
gering. Resultierend hieraus und wegen der quadratischen Abhängigkeit der Rotations-
energiedichte zur Entfernung der Drehachse ist der Bereich, in dem die Adaptionskoeffi-
zienten liegen, verhältnismäßig groß. Die Anpassung des Quotientenexponenten ist, wie
in Abbildung 5.8 zu erkennen, notwendig, damit die Dehnungsenergiedichte der FE in
der Nähe der Einspannung nicht zu stark herabgesetzt wird. Die Optimierung würde in
diesem Fall nicht mehr konvergieren. Der für dieses Beispiel ermittelte und verwendete
Quotientenexponent beträgt 0,3. Der Adaptionskoeffizient der Rotationsenergiedichte
liegt damit zwischen 0,4 und 1 und nicht zwischen 0,05 und 1.

Hier ist eine einmalige Berechnung des Quotienten bei der ersten Iteration ausrei-
chend. In Abbildung 5.8 ist beispielhaft die Verteilung der Adaptionskoeffizienten für
zwei Quotientenexponenten (𝑞) für die Rotationsenergiedichte dargestellt. Zur besseren
Erkennbarkeit kleinerer Häufigkeiten wird für das Histogramm eine logarithmische Skala
gewählt. Ein Nachteil dieser Darstellung ist, dass der Wertebereich erst ab 100 beginnt.
Dadurch können Ergebnisse mit einem oder keinem Auftreten der Adaptionskoeffizi-
enten nicht unterschieden werden. Um dies zu Umgehen, wird bei der Darstellung die
komplette Häufigkeitsverteilung um ein Ereignis erhöht.

In Abbildung 5.9 ist der Gestaltvorschlag auf Basis der erweiterten Topologieoptimierung
TopKE mit dem Adaptionskoeffizienten der Rotationsenergiedichte dargestellt. Es ist
eine Verlagerung des Materials in Richtung der Drehachse zu erkennen. Der gekenn-
zeichnete Bereich 1 in Abbildung 5.9 ist im Vergleich zum Ergebnis der konventionellen
Topologieoptimierung in Abbildung 5.4 mit weniger FE besetzt. Es werden wenige Ele-
mente in der Mitte übrig gelassen, so dass sich hier eine Art I-Profil ausgebildet hat.
Somit wird der Abstand zur Drehachse bei der Topologieoptimierung berücksichtigt. Ins-
besondere in der Nähe der Krafteinleitung werden Bereiche, die bei der konventionellen
Topologieoptimierung frei waren, mit FE geschlossen (siehe gekennzeichnete Bereiche
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2, 3 und 4 in Abbildung 5.9).

Abbildung 5.8 Verteilung und Auftreten der Adaptionsquotienten für die Rotations-
energiedichte bei TopKE_ex1 (𝐴𝜒)
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Abbildung 5.9 Ergebnis der erweiterten Topologieoptimierung für TopKE_ex1 (𝐴𝜒)
mit einem Zielvolumen von 60 %

Für die gesamte Struktur wird die Summe der kinetischen Energie berechnet. Dazu wird
die Summe der kinetischen Energie für jedes FE anhand des jeweiligen Volumens und
der Dichte ermittelt. Diese werden für alle Elemente im Designraum addiert. In Tabel-
le 5.2 sind die Beträge dargestellt. Mit der erweiterten Topologieoptimierung TopKE_ex1
kann bei diesem Beispiel die kinetische Energie um 6 % verglichen mit der konventio-
nellen Topologieoptimierung reduziert werden. Bei den Beispielen 2 (TopKE_ex2 (𝐴𝜒))
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und 3 (TopKE_ex3 (𝐴𝜒)) kann eine Reduktion der kinetischen Energie von 3,6 % und
0,5 % im Vergleich zur konventionellen Topologieoptimierung erreicht werden (siehe
Tabelle 5.2).183

Tabelle 5.2 Vergleich der erweiterten mit der konventionellen Topologieoptimierung
mit dem Adaptionskoeffizienten nach der Rotationsenergiedichte

Berechnungsmodell Kinetische Energie [mJ] Differenz [%]
Topo 15811 0
TopKE_ex1 (𝐴𝜒) 14852 -6.06
Topo_ex2 3393 0
TopKE_ex2 (𝐴𝜒) 3270 -3.62
Topo_ex3 3131 0
TopKE_ex3 (𝐴𝜒) 3106 -0.50

5.1.5 Vergleich der Ergebnisse für den Adaptionskoeffizienten des
Rotationsenergiedichtewirkungsgrades 𝐴𝜓

Wie oben erwähnt, wird der gleiche Designraum mit dem Adaptionskoeffizienten des
Rotationsenergiedichtewirkungsgrades optimiert. Dabei sind das Ziel, sowie die Rand-
und Nebenbedingungen gleich zum oberen Modell, während der Quotientenexponent
für jede Iteration bei diesem Adaptionskoeffizient angepasst werden muss. In Abbil-
dung 5.10 ist das Ergebnis der Anpassung für die erste und letzte Iteration dargestellt.
Da sich der Kraftfluss durch die Topologieoptimierung bei jeder Iteration verändert, wird
der Quotientenexponent für den Energiedichtewirkungsgradquotienten zu jeder Iteration
angepasst (siehe auch Gleichung 4.22). Für den Rotationsenergiedichtequotienten
gilt dies nicht. Ein Exponent 𝑞 von 1, wie dargestellt, würde hier keine konvergierte
Lösung liefern. Aufgrund der Reduzierung des E-Moduls und der Dichte der FE, die am
Kraftfluss kaum beteiligt sind, reduziert sich in diesen Elementen auch die Dehnungs-
energiedichte. In Folge dessen lassen sich in der Abbildung, die den 15. Iterationsschritt
zeigt, schon deutlich die Konturen des Designvorschlags erkennen. Die Anpassung mit
den Energiedichtewirkungsgradquotienten ist weniger aggressiv und im allgemeinen
stabiler während des Optimierungsprozesses.

In Abbildung 5.11 ist der Gestaltvorschlag auf Basis der erweiterten Topologieoptimie-
rung TopKE mit dem Adaptionskoeffizienten des Rotationsenergiedichtewirkungsgrades
dargestellt. Der Unterschied der Gestalt zwischen diesem Ergebnis und dem der konven-
tionellen Topologieoptimierung (siehe Abbildung 5.4) ist geringer als zuvor. Allerdings

183Sander et al. 2012
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Abbildung 5.10 Verteilung und Auftreten der Adaptionsquotienten für den Rotations-
energiedichtewirkungsgrad bei TopKE_ex1 (𝐴𝜓)

sind einige entscheidende Abweichungen zu erkennen. Die FE sind hier ebenfalls
eher in Richtung der Drehachse verschoben (markierter Bereich 1 in Abbildung 5.11).
Im Bereich der Krafteinleitung, der mit 3 gekennzeichnet ist, bilden sich ähnlich zum
Grundmodell zwei Elementstrahlen aus, die hier weiter nach unten gezogen sind.

Für die Struktur wird hier ebenfalls die gesamte kinetische Energie berechnet, die
benötigt wird, um die Bewegung durchzuführen. Dazu wird die Summe der kinetischen
Energien für jedes FE anhand des jeweiligen Volumens und der Dichte ermittelt. Die-
se werden für alle Elemente im Designraum addiert. In Tabelle 5.3 sind die Beträge
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dargestellt. Mit der erweiterten Topologieoptimierung TopKE_ex1 (𝐴𝜓) kann bei die-
sem Beispiel die kinetische Energie um 0,94 % verglichen mit der konventionellen
Topologieoptimierung reduziert werden. Bei den Beispielen 2 (TopKE_ex2 (𝐴𝜓)) und 3
(TopKE_ex3 (𝐴𝜓)) können 0,63 % und 0,28 % der kinetischen Energie im Vergleich zur
konventionellen Lösung reduziert werden.184
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Abbildung 5.11 Ergebnis der erweiterten Topologieoptimierung für TopKE_ex1 (𝐴𝜓)
mit einem Zielvolumen von 60 %.

Tabelle 5.3 Vergleich der erweiterten mit der konventionellen Topologieoptimierung mit
dem Adaptionskoeffizienten des Rotationsenergiedichtenwirkungsgrades

Berechnungsmodell Kinetische Energie [mJ] Differenz [%]
Topo_ex1 15811 0
TopKE_ex1 (𝐴𝜓) 15662 -0.94
Topo_ex2 3393 0
TopKE_ex2 (𝐴𝜓) 3372 -0.63
Topo_ex3 3131 0
TopKE_ex3 (𝐴𝜓) 3122 -0.28

5.1.6 Modell mit einer komplexen Bewegung

Bei diesem Modell wird der Designraum, der in Abschnitt 5.1 beschrieben und in
Abbildung 5.3 dargestellt ist, mit der erweiterten Topologieoptimierung TopKE opti-
miert und mit dem Ergebnis der konventionellen Topologieoptimierung bei gleicher

184Sander et al. 2013b
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Bewegung verglichen. Im Gegensatz zu den zuvor vorgestellten Beispielen mit einer
einfachen Bewegung um eine stehende Drehachse ändert sich hier die Position der
Drehachse mit der Zeit. Es wird das in Abbildung 5.2 dargestellte Mehrkörpermodell
des Roboterarms mit vier Freiheitsgraden zugrunde gelegt. Die Bewegung des Arms
(siehe Abbildung 5.12) startet aus der gestreckten Lage mit den Gelenkwinkelpositionen
𝜃(𝑡 = 0)𝑖=1..4 = 0 mit 𝜃 = 𝜃4. Dabei liegen alle Gelenkmittelpunkte auf einer Gerade.
Die Winkelgeschwindigkeiten betragen 𝜃1 = 180 [∘/𝑠], 𝜃2 = −90 [∘/𝑠], 𝜃3 = −180 [∘/𝑠]
und 𝜃 = −90 [∘/𝑠]. Bei komplexen Bewegungen muss im Allgemeinen der Abstand
zwischen der momentanen Drehachse und dem jeweiligen FE zu jedem Zeitschritt
der MKS (hier jeweils 0, 025 𝑠) neu berechnet werden. Auf Basis dieser Berechnung
können die Adaptionskoeffizienten bestimmt und die Dehnungsenergiedichte, wie in
Abschnitt 4.2 beschrieben, bei der Topologieoptimierung beeinflusst werden.

Abbildung 5.12 TopKE_ex4: Bewegung des Designraums 𝜃1 = 180 [∘/𝑠] = 𝜋 [𝑠−1],
𝜃2 = −90 [∘/𝑠] = −1

2𝜋 [𝑠−1], 𝜃3 = −180 [∘/𝑠] = −𝜋 [𝑠−1], 𝜃4 = −90 [∘/
𝑠] = −1

2𝜋 [𝑠−1]

5.1.7 Vergleich der Ergebnisse für den Adaptionskoeffizienten der
Rotationsenergiedichte 𝐴𝜒

Die Verteilung der Summe der Rotationsenergiedichte für das Beispiel mit der komple-
xen Bewegung ist in Abbildung 5.13 dargestellt. Es ist sehr gut zu erkennen, dass die
Rotationsenergiedichte gleicher Werte nicht schichtweise parallel zu einer der Hauptebe-
nen 𝑥𝑦, 𝑥𝑧 oder 𝑦𝑧 verteilt ist. Vielmehr sind Schichten gleicher Rotationsenergiedichte
um die z und y Achse gedreht.
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Rotationsenergiedichte

hoch niedrig

Abbildung 5.13 Verteilung der Rotationsenergiedichte für eine komplexe Bewegung
mit 𝜃1 = 180 [∘/𝑠] = 𝜋 [𝑠−1], 𝜃2 = −90 [∘/𝑠] = −1

2𝜋 [𝑠−1], 𝜃3 = −180 [∘/
𝑠] = −𝜋 [𝑠−1], 𝜃4 = −90 [∘/𝑠] = −1

2𝜋 [𝑠−1]

Die Verteilung der Adaptionskoeffizienten ist bei dieser Bewegung im Designraum weni-
ger stark ausgeprägt als bei den zuvor genannten Beispielen. Das ist im Histogramm in
Abbildung 5.14 bei einem Quotientenexponenten von 1 sehr gut zu erkennen. Diese
homogene Verteilung kann mit dem relativ großen Abstand der momentanen Drehachse
zu den jeweiligen FE zu jedem Simulationszeitpunkt begründet werden. Aufgrund dieser
geringen Spreizung der Adaptionskoeffizienten würde sich das Optimierungsergebnis
mit einem Quotientenexponenten von 1 nur geringfügig vom konventionell optimierten
Bauteil unterscheiden. Aus diesem Grund wird mit der dynamischen Anpassung des
Quotientenxponenten ein Wert größer 1 für 𝑞 berechnet. In Abbildung 5.14 ist die Auffä-
cherung der Adaptionswerte sehr gut zu erkennen. Die Dehnungsenergiedichte wird
somit für die energieeffizientesten FE um die Hälfte reduziert.

Der Gestaltvorschlag auf Basis der erweiterten Topologieoptimierung TopKE mit dem
Adaptionskoeffizienten der Rotationsenergiedichte ist in Abbildung 5.15 für das kom-
plexe Bewegungsbeispiel dargestellt. Der Unterschied der Gestalt zwischen diesem
Ergebnis und dem der konventionellen Topologieoptimierung (siehe Abbildung 5.4) ist
erkennbar. Die FE in den vorderen Bereichen 1, 2 und 3 sind stark ausgedünnt. In der
Nähe der Einspannung ist die Struktur in der Mitte geöffnet (Bereich 4), so dass zwei
Streben die Kraft in den unteren Teil des Balkens leiten. Diese Streben sind im Vergleich
zur konventionellen Topologieoptimierung abgerundet. Im hinteren Bereich der Struktur
werden mehr FE stehen gelassen.
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Abbildung 5.14 Verteilung und Auftreten der Adaptionsquotienten für die Rotations-
energiedichte bei TopKE_ex4 (𝐴𝜒)
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Abbildung 5.15 Ergebnis der erweiterten Topologieoptimierung für TopKE_ex4 (𝐴𝜒)
mit einem Zielvolumen von 60 %

5.1.8 Vergleich der Ergebnisse für den Adaptionskoeffizienten des
Rotationsenergiedichtewirkungsgrades 𝐴𝜓

Wird für die erweiterte Topologieoptimierung der Adaptionskoeffizient des Rotations-
energiedichtewirkungsgrades verwendet, so fällt der Unterschied zwischen der kon-
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ventionellen und der erweiterten Topologieoptimierung beim Designvorschlag geringer
aus. In Abbildung 5.16 ist die Verteilung der Adaptionskoeffizienten zu erkennen. Im
Histogramm für den Quotientenexponent 𝑞 mit dem Wert 1 ist zu erkennen, dass der
Großteil der Adaptionskoeffizienten einen Wert kleiner 0,6 und sehr viele einen Wert
kleiner 0,2 haben. Diese Verteilung würde die Dehnungsenergie dieser FE sehr stark
herabsetzen und so den Einfluss der Rotationsenergie zu stark gewichten. Daher ist der
Quotientenexponent bei diesem Beispiel kleiner 1, um die Aggressivität des Adaptions-
koeffizienten zu reduzieren. Die Veränderung der Verteilung ist im zweiten Histogramm
in Abbildung 5.16 zu erkennen.

Abbildung 5.16 Verteilung und Auftreten der Adaptionsquotienten für den Rotations-
energiedichtewirkungsgrad bei TopKE_ex4 (𝐴𝜓)
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Der Gestaltvorschlag als Ergebnis der erweiterten Topologieoptimierung (𝐴𝜓) für das
komplexe Bewegungsbeispiel ist in Abbildung 5.17 dargestellt. Im Vergleich zur Gestalt
der konventionellen Topologieoptimierung (siehe Abbildung 5.4) werden in den vorderen
Bereichen 1, 2 und 3 mehr Elemente aus der Struktur entfernt. So sind eine größere
Öffnung im mittleren Bereich, sowie auch die Reduzierung der Elemente im vorderen
Bereich zu erkennen. Die Struktur wird auch im Bereich 4 der Krafteinleitung geöffnet,
so dass zwei Streben den oberen und den unteren Bereich miteinander verbinden.
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Abbildung 5.17 Ergebnis der erweiterten Topologieoptimierung für TopKE_ex4 (𝐴𝜓)
mit einem Zielvolumen von 60 %

Tabelle 5.4 Vergleich der erweiterten mit der konventionellen Topologieoptimierung

Berechnungsmodell Kinetische Energie [mJ] Differenz [%]
Topo 8292 0
TopKE_ex4 (𝐴𝜒) 8241 -0.61
TopKE_ex4 (𝐴𝜓) 8279 -0.15

Für die gesamte Struktur wird die kinetische Energie, die zur Durchführung der komple-
xen Bewegung benötigt wird, berechnet. Dazu wird die Summe der kinetischen Energien
für jedes FE anhand des jeweiligen Volumens und der Dichte ermittelt. Diese werden
für alle Elemente im Designraum addiert. In Tabelle 5.4 sind die Beträge dargestellt. Mit
der erweiterten Topologieoptimierung TopKE_ex4 (𝐴𝜓) kann bei diesem Beispiel die
kinetische Energie um 0,6 % verglichen mit der konventionellen Topologieoptimierung
reduziert werden. Die Reduzierung mit dem Energiedichtewirkungsgrad fällt mit 0,15 %
sehr gering aus.185

185Sander et al. 2012 / Sander et al. 2013b
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5.1.9 Zwischenfazit

In diesem Kapitel konnte gezeigt werden, dass die Berücksichtigung der Rotationsträg-
heit bei der Topologieoptimierung einen positiven Einfluss auf den Energieverbrauch hat.
Die Erweiterung der Topologieoptimierung mit den Adaptionskoeffizienten der Rotati-
onsenergiedichte und des Energiedichtewirkungsgrades ermöglicht die Synthetisierung
einer Gestalt, die im Hinblick auf ihren Energieverbrauch um bis zu 6 % besser ist als
die eines konventionell optimierten Bauteils für das hier angenommene Mehrkörper-
system und Trajektorie. Die beiden Adaptionskoeffizienten konnten nicht das gleiche
Potential an Energieersparnis bei der gleichen Masse erzielen. Der Adaptionskoeffizient
der Rotationsenergiedichte (𝐴𝜒) konnte immer eine Struktur synthetisieren, die für die
gleiche Bewegung weniger Energie benötigt. Dementsprechend wird diesem Ansatz ein
höheres Potential zugewiesen.

Bei den Erweiterungen, die in diesem Kapitel diskutiert wurden, werden die Lastfälle, die
aufgrund der Bewegung auftreten, nicht berücksichtigt. Durch einen automatischen Last-
fallexport wird dies ermöglicht und somit das Verhalten des Bauteils im Systemzusam-
menhang besser beschrieben. Das wird im folgenden Kapitel anhand der Erweiterung
DyTop (Unterabschnitt 4.8.2) und DyTopKE (Unterabschnitt 4.8.3) untersucht.

5.2 Potentialanalyse von DyTop und DyTopKE

In diesem Kapitel wird die Erweiterung der Topologieoptimierung mit einer automati-
schen Lastfallerkennung (Abschnitt 4.7) und der Berücksichtigung der Rotationsträgheit
(DyTopKE) an einem Mehrkörpersystem mit vier Freiheitsgraden validiert. Auf diese
Weise wird der Systemzusammenhang und die Wechselwirkungen zwischen dem Bau-
teil und dem System besser abgebildet. Die Erweiterung der Topologieoptimierung um
eine automatische Lastfallerkennung DyTop wurde in Unterabschnitt 4.8.2 beschrie-
ben. Auf die Berücksichtigung der Rotationsenergie bei DyTopKE wurde ausführlich
in Unterabschnitt 4.8.3 eingegangen. Für einen Vergleich wird die Arbeit berechnet,
die zum Beschleunigen der Gestaltvorschläge der erweiterten Topologieoptimierungen
DyTop und DyTopKE, bei der eine automatische Lastfallerkennung hinzugefügt wurde,
und der konventionellen Topologieoptimierung benötigt wird. Außerdem wird die Arbeit
berechnet, die ein Rohr mit gleicher Masse bei der gleichen Trajektorie benötigt.186

In Abschnitt 5.1 konnte gezeigt werden, dass mit dem Adaptionskoeffizienten nach der

186Sander et al. 2013a
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Rotationsenergiedichte (𝐴𝜒) eine größere Verbesserung beim Energieverbrauch erzielt
werden kann, als mit dem Adaptionskoeffizienten nach dem Rotationsenergiedichtewir-
kungsgrad (𝐴𝜓). Aus diesem Grund wird in diesem Kapitel der Adaptionskoeffizient 𝐴𝜒
für die erweiterte Topologieoptimierung DyTopKE verwendet.

5.2.1 Demonstratormodell und Beschreibung des
Bewegungsmodells

Das verwendete Mehrkörpersystem hat vier Freiheitsgrade, die seriell hintereinander
angeordnet sind. Die Leitstützstrukturen zwischen den Konnektoren (LSS1 bis LSS3)
haben die Eigenschaften von Starrköpern. In Abbildung 5.18 ist die Armkinematik und
der Designraum (LSS4) dargestellt. Der Designraum (LSS4) muss in der MKS, wenn die
Lastfälle automatisch bestimmt werden, als flexibler Körper eingebunden werden. Er
hat eine Länge von 200 𝑚𝑚, eine Höhe von 30 𝑚𝑚 und eine Breite von 20 𝑚𝑚.

Designraum

C1

C2

LSS1

F

C3

LSS2

C4

LSS3

C5

LSS4

Abbildung 5.18 Serielle Armkinematik eines Robotersystems mit vier Freiheitsgraden

Der Designraum wird mit 30 531 FE des Typs CTETRA4 vernetzt. Der durchschnittliche
Abstand der Elementknoten beträgt bei dieser Vernetzung ca. 3 𝑚𝑚. Die zugewiesenen
Werkstoffeigenschaften entsprechen der einer hochfesten Aluminiumlegierung. Die
Werkstoffkennwerte sind in Tabelle 5.1 zusammengefasst. Auf der einen Seite ist der
Designraum mit dem Gelenk 𝜃4 verbunden, auf der gegenüberliegenden Seite wird
eine Kraft von 80 𝑁 in den Balken eingeleitet. Sie ist in Gravitationsvektorrichtung
ausgerichtet, und der Richtungsvektor ändert sich auch während der Bewegung nicht.
Den Starrkörpern wird keine Masse zugewiesen, weil keine Reibung in den Gelenken
modelliert wird, das Mehrkörpersystem nicht geregelt ist und der Designraum der letzte
Körper in der kinematischen Anordnung ist. In der Ausgangsstellung ist der Arm nach
unten ausgerichtet, wie in Abbildung 5.19 dargestellt. Der Arm wird von der Stellung 1
(siehe Abbildung 5.19) bis zur Stellung 6 innerhalb von zwei Sekunden angehoben
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und in zwei Sekunden gesenkt. Man kann sich die Bewegung wie das Heben und
Senken einer Last, die an einem Seil befestigt ist, vorstellen. Das Zielvolumen für die
Topologieoptimierung beträgt 60 %.

2)1) 4)3) 5) 6)

10)

9)

7)

8)

11)

g

Designraum

1
F F

F

8
F

F

F

Abbildung 5.19 Bewegung des Mehrkörpersystems mit vier Freiheitsgraden

5.2.2 Referenzmodelle

Bei diesem Demonstratorsystem werden zwei unterschiedliche Modelle zum Vergleich
verwendet. Das ist einerseits das Ergebnis einer konventionellen Topologieoptimierung
und zum anderen ein Hohlprofil. Der Grund hierfür ist, dass das Potential der erweiterten
Topologieoptimierungsprozesse auch anhand von Standardbauteilen berechnet werden
soll. Das Referenzbauteil wird als ein hohles Rohr gestaltet, das die gleiche äußere
Kontur, die gleiche Dichte und das gleiche Volumen besitzt wie die Ergebnisse der To-
pologieoptimierung. Für diese Struktur wird ebenfalls die kinetische Energie berechnet,
die benötigt wird, um die gleiche Bewegung auszuführen.

Bei der konventionellen Topologieoptimierung wird für alle FE der Adaptionskoeffizient
bei der erweiterten Topologieoptimierung TopKE zu eins definiert, so dass dessen Ein-
fluss entfernt wird. Das entspricht dem gleichen Vorgehen wie in Unterabschnitt 5.1.2.
Die statischen Lastfälle für die konventionelle Topologieoptimierung werden anhand
der Bewegung bestimmt. In der Null-Lage zu Beginn der Optimierung wirken die Kraft
von 80 𝑁 plus das Eigengewicht des Designraums in dessen Längsrichtung. Die zweite
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Position, in der die Last ein Maximum hat, ist nach zwei Sekunden erreicht, wenn der
Arm angehoben wird. Die dritte Kraft nach weiteren zwei Sekunden entspricht der ersten
Kraft und muss daher nicht ein weiteres Mal aufgeprägt werden. Die Belastungen, die
zu jedem Zeitpunkt während der Topologieoptimierung auftreten, können nicht berück-
sichtigt werden, da ansonsten die Anzahl an Lastfälle nicht mehr handhabbar ist. Somit
werden zwei Lastfälle, die sich in ihrem Richtungsvektor unterscheiden, mit jeweils 80 𝑁
plus das Eigengewicht des Designraums, für die konventionelle Topologieoptimierung
verwendet.

In Abbildung 5.20 ist der Gestaltvorschlag der konventionellen Topologieoptimierung
dargestellt. Es werden viele FE in der Nähe der Krafteinleitung (siehe Bereich 1 in
Abbildung 5.20), sowie auf der Unterseite des Designraums entfernt. Im Bereich 2
und 3 in Abbildung 5.20 werden ebenfalls größere Bereich frei gelassen. Der obere
Bereich des Balkens wird dahingegen kaum verändert. Hier bleiben fast alle FE stehen
(Bereich 4). Der Designvorschlag aus der konventionellen Topologieoptimierung benötigt
zur Durchführung der Bewegung 1975 𝑚𝐽 .

4

1

23

Abbildung 5.20 Ergebnis der konventionellen Topologieoptimierung

5.2.3 Ergebnisse der erweiterten Topologieoptimierung DyTop

Die Erweiterung der konventionellen Topologieoptimierung durch einen automatischen
Lastfallexport wurde in Abschnitt 4.7 erklärt. Es werden zu Beginn jeder Iteration die
kritischsten Lastfälle berechnet und der Topologieoptimierung zur Verfügung gestellt.
Somit werden sowohl die äußere Kraft von 80 𝑁 , als auch die Gewichtskraft und die
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Massenträgheit bei der Definition der Lastfälle berücksichtigt. Der Adaptionskoeffizient
wird hier ebenfalls zu eins definiert.

Der Gestaltvorschlag für diese Optimierung ist in Abbildung 5.21 dargestellt. Im Gegen-
satz zum Ergebnis der konventionellen Topologieoptimierung ergibt sich keine offene
Struktur im Bereich der Krafteinleitung (siehe Bereich 1). Allerdings werden in den
beiden gegenüberliegenden Kanten mehr Elemente entfernt (siehe Bereich 2, 3, 4 und
5) als bei der konventionellen Topologieoptimierung. Der Gestaltvorschlag hat die Form
eines Keils, wie im Bereich 6 zu erkennen ist.

Der Designvorschlag aus der Topologieoptimierung mit automatischer Lastfallerkennung
benötigt zur Durchführung der Bewegung 1955 𝑚𝐽 und somit weniger, als das Ergebnis
der konventionellen Topologieoptimierung.

5

4

12

3 6

Abbildung 5.21 Ergebnis der erweiterten Topologieoptimierung mit automatischer
Lastfallerkennung (DyTop)

5.2.4 Ergebnisse der erweiterten Topologieoptimierung DyTopKE

An dieser Stelle wird die höchste Erweiterungsstufe der Topologieoptimierung, die in
dieser Arbeit entwickelt wurde, zur Optimierung der Gestalt mit den oben genannten
Randbedingungen und Ziel verwendet. Der Quotientenexponent für den Adaptionskoef-
fizient beträgt 1,1 und wurde ebenfalls im automatisierten Prozess bestimmt.

In Abbildung 5.22 ist der Gestaltvorschlag für die erweiterte Topologieoptimierung dar-
gestellt. Im Bereich der Krafteinleitung werden nahezu alle FE entfernt, bis auf die
Elemente, an denen die äußere Kraft eingeleitet wird (siehe Abbildung 5.22, Bereich
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2 und 6). Im mittleren Bereich (siehe 1 und 3) werden viele Elemente entfernt, und es
entsteht eine Art Fachwerk. Auch werden im Bereich der oberen und unteren Kante
(Bereich 4 und 5) viele Elemente entfernt. Über 50 % der Elemente werden hierbei
alleine im oberen Bereich eliminiert. Der Designvorschlag aus der erweiterten Topologie-
optimierung benötigt zur Durchführung der Bewegung 1951 𝑚𝐽 . Bei dieser Erweiterung
ist die Keilform des Gestaltvorschlags noch besser zu erkennen (Bereich 7).

1

4

2

5

6
3

7

Abbildung 5.22 Ergebnis der erweiterten Topologieoptimierung mit automatischer
Lastfallerkennung und dem Adaptionskoeffizienten 𝐴𝜒

5.2.5 Zwischenfazit

Für die vier zuvor genannten Gestaltvorschläge wird die kinetische Energie berechnet,
die benötigt wird, um die Bewegung jeweils auszuführen. In Tabelle 5.5 sind die Werte
zusammengefasst. Für die Durchführung der Bewegung wird vom Rohr die meiste
Energie benötigt. Mit einem konventionell topologieoptimierten Bauteil, kann in diesem
Fall etwa 2,5 % der kinetischen Energie im Vergleich zu einem einfachen Rohr eingespart
werden. Werden die Lastfälle aus der dynamischen Bewegung mit berücksichtigt, ergibt
sich eine weitere Reduktion des Energieverbrauchs von 1 %. Das ist vor allem damit zu
erklären, dass die Trägheitslasten teilweise bei der automatischen Lastfallerkennung mit
ausgewählt werden, wenn sie eine hohe Belastung der Struktur zur Folge haben. Eine
weitere Reduktion der kinetischen Energie ist möglich, wenn der Adaptionskoeffizient
für die Bewegung berechnet und die Dehnungsenergiedichte angepasst wird. Die
Gesamtreduktion, die somit erzielt werden kann, beträgt 3,7 %.
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Tabelle 5.5 Vergleich der erweiterten mit der konventionellen Topologieoptimierung

Berechnungsmodell Kinetische Energie [mJ] Differenz [%]
Hohlprofil 2026 0
Topo 1975 -2,5
DyTop_ex5 1955 -3,5
DyTopKE_ex5 1951 -3.7

5.3 Gesamtfazit

In den Abschnitten 5.1 und 5.2 konnte gezeigt werden, dass die Erweiterung der Topo-
logieoptimierung einen positiven Einfluss auf die Gestalt in Bezug auf die kinetische
Energie hat. Im ersten Schritt wurde verglichen, welcher Adaptionskoeffizient in Bezug
auf die kinetische Energie das größere Einsparungspotential bietet. Sowohl für eine ein-
fache Bewegung um eine Achse, als auch für eine komplexe Bewegung hat sich gezeigt,
dass der Adaptionskoeffizient nach der Rotationsenergiedichte (𝐴𝜒) um den Faktor zwei
bis sechs höhere Energieeinsparungen durch die Verringerung der Rotationsenergie im
Vergleich zum Adaptionskoeffizienten nach dem Rotationsenergiedichtewirkungsgrad
(𝐴𝜓) erzielen kann. Daher wird die Verwendung des Adaptionskoeffizienten 𝐴𝜒 bei der
erweiterten Topologieoptimierung empfohlen, da er bei geringerem Berechnungsauf-
wand (vgl. Abschnitt 4.5) das bedeutend bessere Ergebnis liefert.

Ansätze der systembasierenden Strukturoptimierung haben die Notwendigkeit einer au-
tomatisierten Lastfallerkennung gezeigt.187 Aus diesem Grund wurde die automatisierte
Lastfallerkennung, wie in Abschnitt 4.7 beschrieben, in den erweiterten Optimierungs-
prozess integriert. Die Ergebnisse aus Abschnitt 5.2 zeigen, dass die Berücksichtigung
der automatisierten Lastfallerkennung auch im Hinblick auf die Reduzierung der ki-
netischen Energie sinnvoll ist, solange die äußeren Belastungen eine ähnliche oder
geringere Größenordnung im Vergleich zu den Belastungen aufgrund der Massenträg-
heit aufweisen. Mit der Berücksichtigung der Lastfälle aus der Dynamik, kann eine
Reduzierung der kinetischen Energie erzielt werden. Wird zusätzlich für das gleiche
System der Adaptionskoeffizient 𝐴𝜒 berechnet, um so die Rotationsträgheit bei der
Topologieoptimierung mit zu berücksichtigen, ist eine weitere Reduktion der kinetischen
Energie zur Durchführung der Bewegung möglich.

Im folgenden Kapitel werden die hier gewonnen Erkenntnisse genutzt, um Systeme aus
der Praxis zu optimieren.

187u.a. Müller 2005





6 Optimierung realer Systeme mit
komplexen Bewegungsszenarien

In Kapitel 5 wurde an zwei Beispielen die Funktionsweise der neuen Strukturoptimie-
rungsprozesse gezeigt. Die entwickelten Adaptionskoeffizienten wurden miteinander
verglichen, und es konnte gezeigt werden, dass der Adaptionskoeffizient nach der
Rotationsenergiedichte (𝐴𝜒) eine größere Energieeinsparung erzielt, als der Adapti-
onskoeffizient nach dem Rotationsenergiedichtewirkungsgrad (𝐴𝜓). Es konnte bei den
diskutierten Ergebnissen eine Energieeinsparung von bis zu 6 % erreicht werden. Die
erweiterte Topologieoptimierung DyTopKE konnte das größte Potential ausschöpfen,
gefolgt von DyTop und der konventionellen Topologieoptimierung.

In diesem Kapitel wird die erweiterte Topologieoptimierung auf zwei Beispiele aus der
Praxis angewendet. Das ist zum einen die Optimierung der Armsegmente des IPEK -
Schaltroboters188, der in der Projektgruppe Robotik entwickelt wurde, und zum anderen
die Optimierung des Auslegers eines Gelenkarmroboters, wie er zum Beispiel in der
Massenfertigung in der Automobilindustrie Verwendung findet.

6.1 Optimierung des IPEK - Schaltroboters

Der IPEK - Schaltroboter wurde für den powertrain-in-the-loop Prüfstand189 am IPEK
entwickelt, um PKW- und LKW-Schaltgetriebe bei automatisierten Prüfläufen zur Vali-
dierung von Getrieben im Kontext des X-in-the-Loop-Ansatzes190 autonom zu betätigen.
Der X-in-the-Loop-Ansatz (XiL) hat die Zielsetzung, die Absicherung von Produktei-
genschaften über weite Strecken der Entwicklung unabhängig von rein physischen
Gesamtsystemprototypen zu ermöglichen. Mit dem neuen Schaltroboter können repro-
duzierbar Prüfläufe durchgeführt werden.

188Pinner et al. 2013
189IPEK 2011
190Albers et al. 2013



116 6 Optimierung realer Systeme

In Abbildung 6.1 ist der Schaltroboter dargestellt. Um eine hohe Steifigkeit und Posi-
tionierungsgenauigkeit des Robotersystems zu erreichen, ist die Gestalt des Roboters
mit dem Reifegrad 1 (siehe Unterabschnitt 2.1.3) eine Deltakinematik (Parallelkinema-
tik). Sie besteht aus vier Körpern und drei aktiven Freiheitsgraden. Die zwei aktiven
Hauptfreiheitsgrade werden benötigt, um eine planare Bewegung auszuführen. In der
Aufnahme für den Schaltknauf ist ein weiterer aktiver Freiheitsgrad integriert, um die
sphärische Bewegung des Schaltknaufs bei einem Gangwechsel auszugleichen.

Abbildung 6.1 IPEK - Schaltroboter

6.1.1 Mehrkörpersystem, Trajektorie und der Designraum

Der Roboter ist auf eine Maximalbetätigungskraft in der Bewegungsebene von 500 𝑁
ausgelegt. Die maximale Winkelgeschwindigkeit der ersten Drehachse beträgt 14, 5 𝑟𝑎𝑑

𝑠
.

Es können damit Geschwindigkeiten des Endeffektors von 1, 5 𝑚
𝑠

und maximale Be-
schleunigungen von 10 𝑚

𝑠2 erreicht werden. Die Tragstruktur des Roboters besteht aus
einer hochfesten Aluminiumlegierung des Typs AlZnMgCu1,5. Die für die Berechnung
genutzten Werkstoffkennwerte können Tabelle 5.1 entnommen werden. Im Rahmen
der Entwicklung des Roboters wurde der Gestaltvorschlag für die Tragstruktur des
C-förmigen ersten Arms (Oberarm) mit einer konventionellen Topologieoptimierung
berechnet. Bei dieser Optimierung wurden statische Lastfälle ausgewählt, um eine
möglichst leichte und steife Struktur zu synthetisieren. Die Arbeit, die benötigt wird, um
die konventionell optimierte Struktur zu beschleunigen, wird als Referenz für die hier
vorgestellten Gestaltvorschläge herangezogen. Die Masse der Strukturbauteile bleibt
gleich. Der zweite Körper wurde im Rahmen der Entwicklung des Schaltroboters nicht
optimiert; er ist ein 4-Kant-Rohr aus einer Aluminiumlegierung. Dieses Rohr wird als
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Vergleich für die optimierten Strukturen bei gleicher Masse herangezogen.

Die Struktur des Roboters ist symmetrisch. Daher wird für das MKS-Modell nur eine
Hälfte des Roboters berücksichtigt. In Abbildung 6.2 ist das Ersatzmodell dargestellt. Um
das Systemverhalten in der MKS richtig abzubilden, müssen die Winkelgeschwindigkeit
𝜔1 und 𝜔2 eingeführt werden. Die Mechanik der Schaltknaufaufnahme am Endeffektor
wird auf ein Bauteil reduziert. Die Kraft 𝐹 1 ersetzt die Gewichtskraft der Bauteile, die
nicht ins MKS-Modell integriert sind. Die Ersatzkraft beträgt 8,23 𝑁 und ist im Vergleich
zur äußeren Kraft von 500 𝑁 sehr gering. Die Richtung der äußere Kraft wird variiert
und mit dem Kraftvektor 𝐹 2 beschrieben. Hier wird angenommen, dass der Kraftvektor
in der xy-Ebene zwischen den Einheitsvektoren 𝑒𝑥 und 𝑒𝑦 liegt und einmal jeweils einen
positiven und negativen Wert annimmt. Der Arbeitsraum des Endeffektors ist auf ein
Rechteck von 300 𝑚𝑚×250 𝑚𝑚 festgelegt. In diesem Bereich kann jedes konventionelle
H-Schaltgetriebe frei positioniert werden. Der C-förmige und der gerade Arm werden
in der Simulation jeweils als flexible Körper aus einer Aluminiumlegierung modelliert.
Die Werkstoffparameter sind in Tabelle 5.1 zusammengefasst. Das gesamte Modell
untersteht dem Gravitationsfeld der Erde, und es werden alle Gelenke als reibungsfrei
angenommen.

Abbildung 6.2 MKS-Modell des halben Schaltroboters

Der Weg, der in der MKS simuliert wird, beträgt 50 𝑚𝑚. Das entspricht einem Schalten
aus der 0-Stellung in einen beliebigen Gang bei einem PKW-Getriebe. Dabei wird
von einer maximalen Beschleunigung des Designraums ausgegangen. Es werden die
beiden entwickelten Optimierungsprozesse auf die Bauteile, die in Abbildung 6.3 dar-
gestellt sind, angewendet. Einerseits wird die erweiterte Topologieoptimierung DyTop
(Unterabschnitt 4.8.2) und andererseits DyTopKE (Unterabschnitt 4.8.3) mit dem Adap-
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tionskoeffizienten nach der Rotationsenergiedichte (𝐴𝜒) verwendet. Der Designraum
für den C-förmigen Arm (kinematisch oben) ist in Abbildung 6.3 links dargestellt und
blau hervorgehoben. Der Oberarm ist mit 79 988 FE des Typs CTETRA4 mit linearer
Ansatzfunktion vernetzt. Der Unterarm ist mit 79 081 Elementen des Typs CTETRA4
diskretisiert. Die Elemente in der Nähe der Krafteinleitung werden nicht im Designraum
hinzugenommen, um die Schnittstellen zu anderen Bauteilen bei der Optimierung nicht
zu entfernen.

Abbildung 6.3 Designräume des Oberarms (links) und des Unterarms (rechts)

6.1.2 Optimierungsergebnis für den Oberarm

In Abbildung 6.4 sind die Gestaltvorschläge für den Oberarm dargestellt. Auf der linken
Seite ist das Ergebnis für die erweiterte Topologieoptimierung mit automatischer Last-
fallerkennung (DyTop), auf der rechten Seite die Erweiterung DyTopKE dargestellt. Im
mit 1 markierten Bereich bildet sich bei der erweiterten Topologieoptimierung DyTop
eine größere Öffnung aus als beim Gestaltvorschlag DyTopKE. Auch bildet sich im
Bereich 2 eine Öffnung beim Ergebnis DyTop aus. Entlang der Kante im Bereich 3
werden beim Optimierungsprozess DyTopKE Elemente entfernt, die bei DyTop erhalten
bleiben. Die Arbeit, die benötigt wird, um den Körper zu beschleunigen, wird für die
beiden Gestaltvorschläge, sowie für die Originalgeometrie berechnet und verglichen.

In Tabelle 6.1 sind die Ergebnisse für die kinetische Energie einander gegenüber ge-
stellt. Des Weiteren werden die Steifigkeiten bei der maximalen Belastung (maximale
Beschleunigung und Kraft) miteinander verglichen. Mit der Erweiterung um eine automa-
tisierte Lastfallerkennung kann die notwendige Arbeit zur Durchführung der Bewegung
um ca. 11 % im Vergleich zur Originalgeometrie bei gleicher Masse reduziert werden.
Aufgrund der Berücksichtigung der Belastung aus der Dynamik wird die Steifigkeit um
ca. 26 % erhöht. Eine weitere Reduktion der benötigten Arbeit um ca. 1 % kann erreicht
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DyTop DyTopKE

1

2

3

Abbildung 6.4 Optimierter Oberarm, links nach dem Optimierungsprozess DyTop und
rechts nach DyTopKE

werden, wenn der Optimierungsprozess DyTopKE verwendet wird. Die Reduktion der
benötigten Arbeit wird durch eine Verringerung der Steifigkeit um ca. 6 % erzielt. Die
Struktur ist dennoch um ca. 20 % steifer als die ursprüngliche Geometrie.

Tabelle 6.1 Vergleich der erweiterten mit der konventionellen Topologieoptimierung
mit dem Adaptionskoeffizienten nach der Rotationsenergiedichte

Berechnungsmodell E [mJ] Δ E [%] 𝑎𝑚𝑎𝑥 [mm] Δ𝑎𝑚𝑎𝑥 [%]
Oberarm Original Topo 931 0 0,469 0
Oberarm DyTop 839 -11 0,371 -26
Oberarm DyTopKE 831 -12 0,394 -20

E : Summe kinetischer Energie; 𝑎𝑚𝑎𝑥 : maximale Verschiebung

6.1.3 Optimierungsergebnis für den Unterarm

In Abbildung 6.5 sind die Ergebnisse der erweiterten Topologieoptimierung für den
Unterarm dargestellt. Die Gestaltvorschläge des Ergebnisses von DyTop und DyTopKE
sind optisch sehr ähnlich. In beiden Fällen entspricht die Gestalt einem U-Profil. Im
Bereich 1 und 2 werden bei der Erweiterung DyTopKE mehr FE entfernt, als bei der
erweiterten Topologieoptimierung DyTop. Die notwendige Arbeit, um den Arm zu be-
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schleunigen, kann um 3,7 % im Vergleich zur originalen Geometrie reduziert werden.
Hierbei ist die Struktur hinsichtlich der gegebenen Lastfälle bei gleicher Masse um
5,8 % am Endeffektor steifer. Eine Optimierung mit der erweiterten Topologieoptimierung
DyTopKE ermöglicht eine weitere Reduzierung um 2 % der für die Beschleunigung des
Körpers benötigten Arbeit. In Bezug auf die Ausgangsgeometrie ist eine Reduktion um
5,7 % möglich. Die Steifigkeit am Endeffektor nimmt hierbei um 1,1 % im Vergleich zum
Gestaltvorschlag aus DyTop ab. Im Vergleich zur Ausgangsgestalt ist die Steifigkeit
um 4,7 % höher. In Tabelle 6.2 sind die Ergebnisse zusammengefasst und einander
gegenübergestellt.191

DyTop

DyTopKE

Oberseite

Unterseite

DyTop

DyTopKE

DyTop

DyTopKE

3D von unten

1

22

3

Abbildung 6.5 Gestaltvorschläge für den Unterarm

191Sander et al. 2013c
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Tabelle 6.2 Vergleich der erweiterten mit der konventionellen Topologieoptimierung
mit dem Adaptionskoeffizienten nach der Rotationsenergiedichte

Berechnungsmodell E [J] Δ E [%] 𝑎𝑚𝑎𝑥 [mm] Δ𝑎𝑚𝑎𝑥 [%]
Unterarm Originale 15,395 0 0,172 0
Unterarm DyTop 14,820 -3,7 0,162 -5,8
Unterarm DyTopKE 14,524 -5,7 0,164 -4,7

E : Summe kinetischer Energie; 𝑎𝑚𝑎𝑥 : maximale Verschiebung

6.1.4 Zwischenfazit

Die Struktur für den IPEK - Schaltroboter kann hinsichtlich des Energieverbrauchs
optimiert werden. Sowohl der Ober- als auch der Unterarm des Robotersystems bieten
hierfür Potential. Es wäre zu prüfen, ob durch die Reduktion der benötigten Antriebsleis-
tung auch eine Reduktion der Motornennleistung sinnvoll ist, damit das Robotersystem
im Betriebspunkt der Antriebe arbeitet. Eine Reduktion der Antriebsleistung birgt ein wei-
teres Energiesparpotential, wie von KROLL ET AL.192 beschrieben. Eine zweiter Aspekt
wäre die Steigerung der Dynamik des bewegten Bauteils, wenn die Energieeinsparung
kein primäres Ziel ist.

6.2 Optimierung des Gelenkarmroboters KR 5 arc

Ein weiteres Beispiel für die Praxistauglichkeit des neuen Optimierungsprozesses
wird anhand eines Gelenkarmroboters gezeigt. Gelenkarmroboter werden hauptsäch-
lich in der industriellen Umgebung zur Handhabung, Montage oder Bearbeitung von
Werkstücken, Bauteilen und Baugruppen genutzt. Eine solche Maschine besteht im
Allgemeinen aus einem Roboterarm und einer separaten Steuereinheit. Oft werden sie
auch mit verschiedenen Sensoren ausgerüstet. Nach einmaliger Programmierung ist die
Maschine in der Lage, einen Arbeitsablauf autonom durchzuführen oder die Ausführung
der Aufgabe abhängig von Sensorinformationen in Grenzen zu variieren. Aufgrund ihres
Einsatzes in der Industrie werden Gelenkroboter auch zu den Industrierobotern gezählt.
Das erste Patent für einen Industrieroboter wurde 1954 in den USA angemeldet. Erst
im Jahr 1970 wurden in Deutschland bei Mercedes-Benz die ersten Industrieroboter
in der Automobilproduktion eingesetzt. Im Jahr 1973 baute die Robotikfirma KUKA193

192Kroll et al. 2011
193www.kuka.de
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den weltweit ersten Industrieroboter mit sechs elektromechanisch aktuierten Achsen.194

Derzeit sind weltweit ca. 1 373 000 Industrieroboter im Einsatz, und jährlich werden ca.
160 000 neue Roboter in Betrieb genommen.195

In diesem Kapitel wird auf die Schwinge eines KUKA-Gelenkarmroboters des Typs
KR 5 arc196 die erweiterte Topologieoptimierung angewendet. Die Gestaltvorschläge
werden miteinander verglichen, um die Anwendbarkeit des neuen Optimierungsprozes-
ses auf ein typisches Robotersystem aus der Praxis zu zeigen.

6.2.1 Mehrkörpersystem, Trajektorie und der Designraum

Abbildung 6.6 Gelenkarmroboter KR 5 arc der Firma KUKA links als Foto und rechts
als MKS-Modell

Der Gelenkarmroboter KR 5 arc der Firma KUKA (siehe Abbildung 6.6 links) wird in die
MKS-Umgebung überführt und stellt das MKS-Grundmodell für die gekoppelte Topolo-
gieoptimierung dar. Die Schwinge (in Abbildung 6.6 rechts, grün dargestellt) wird für eine
beispielhafte Trajektorie optimiert und die erzielte Verbesserung mit einem Ergebnis der
traditionellen Topologieoptimierung verglichen. Dazu wird der zur Verfügung stehende
Bauraum, wie in Abbildung 6.7 dargestellt, definiert und ist mit 42 000 FE des Typs
CTETRA4 mit linearer Ansatzfunktion vernetzt. Um dem Optimierer den maximalen
Freiraum zur Verfügung zu stellen, wird der in die Schwinge integrierte Kabelkanal nicht
vorgegeben. Die Kabelführung könnte je nach Gestaltvorschlag an einer anderen Stelle
umgesetzt werden. Eine Trajektorie aus dem Versuchsfeld steht leider nicht zur freien
194Icea-project eu
195Worldrobotics 2013
196KUKA Roboter GmbH 2011
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Verfügung, und daher wir eine eigene Bewegung, basierend auf den Spezifikationen
aus dem Datenblatt197 erstellt.

75
1 

m
m

149 mm208 mm

Abbildung 6.7 Der Designraum für die Schwinge des KR 5 arc

Die Körper, die kinematisch nach der Schwinge angeordnet sind, müssen massebe-
haftet sein. Das ist notwendig, damit die Belastungen aufgrund der Bewegung dieser
Bauteile in der MKS berechnet werden können und so bei der Topologieoptimierung
berücksichtigt werden. Die Massen der einzelnen Armsegmente inklusive der Peripherie
(z.B. Versorgungskabel) müssen abgeschätzt werden. Die Gesamtmasse des KR 5 arc
ist aus dem Datenblatt bekannt. Sie wird auf alle Robotersegmente unter der Annah-
me, dass die Peripherie nah an den Segmenten liegt und an der Gesamtmasse nur
gering beteiligt ist, anteilig gleich verteilt. Es wird dementsprechend eine Ersatzdichte
bestimmt, die dem Quotienten aus Gesamtmasse und Volumen der Körper in der MKS
entspricht. Das E-Modul wird nicht skaliert, da hier der Einfluss der Peripherie nicht
vorhanden ist. Als Werkstoff wird der in Tabelle 5.1 definierte Werkstoff dem flexiblen
Körper zugewiesen, allerdings wird die Dichte durch eine Ersatzdichte ersetzt. Das
gesamte Modell unterliegt dem Gravitationsfeld der Erde, und es werden alle Gelenke
als reibungsfrei angenommen.

Der Roboter führt eine Pick-and-Place198 Bewegung aus, wie sie in Abbildung 6.8
dargestellt und in der industriellen Praxis gängig ist. Das Mehrkörpersystem wird in der
Simulation nicht geregelt. Die maximalen Beschleunigungen und Geschwindigkeiten
werden dem Datenblatt199 für das Robotersystem entnommen und bei der Erstellung
der Trajektorie berücksichtigt.

197KUKA Roboter GmbH 2011
198siehe z.B. Robots 2011
199KUKA Roboter GmbH 2011
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Abbildung 6.8 Bewegung des Gelenkarmroboters

6.2.2 Optimierungsergebnis für die Schwinge

Die Ergebnisse der konventionellen und der erweiterten Topologieoptimierung (DyTop-
KE) sind in Abbildung 6.9 dargestellt. Die beiden Gestaltvorschläge für die Schwinge
sind im Inneren ausgehöhlt, so dass ein Hohlprofil entsteht. Dieser Freiraum könnte
für die zuvor genannte Kabelführung genutzt werden, und der maximal zur Verfügung
stehende Bauraum würde auf diese Weise nahezu vollständig ausgenutzt. Es sind deut-
liche Unterschiede zwischen den beiden Gestaltvorschlägen im Bereich 1 erkennbar.
Bei der konventionellen Topologieoptimierung wird die Masse relativ gleich entlang der
z-Achse verteilt. Der Gestaltvorschlag der erweiterten Topologieoptimierung (DyTop-
KE) ist im Bereich 1 schlanker. Das führt dazu, dass der Schwerpunkt der Schwinge
in negative z-Richtung und leicht in y-Richtung verschoben ist. Das bedeutet, dass
sich der Schwerpunkt in die Richtung des Momentanpols verschiebt, wodurch das
Massenträgheitsmoment reduziert werden kann.

Die zur Funktionserfüllung benötigte Arbeit zur Durchführung der definierten Trajektorie
der Schwinge kann unter Verwendung der erweiterten Topologieoptimierung (DyTopKE)
hier um ca. 10 % reduziert werden.

Berücksichtigt man die Leistung eines Gelenkarmroboters200 mit 2,5 𝑘𝑊 bis 3,5 𝑘𝑊 bei
einer Traglast von 210 𝑘𝑔, einer Reichweite von 2700 𝑚𝑚 unter voller Last, so sind hier
Einsparungen der notwendigen Arbeit zur Beschleunigung des Körpers im hohen ein-
stelligen Bereich von großer Bedeutung. Die Signifikanz einer Energieeinsparung wird
deutlich, wenn man sich die große Anzahl von über einer Million Industrierobotersyste-

200Klüger 2011
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Abbildung 6.9 Ergebnis der Optimierung der Armstruktur

men vor Augen hält, die heute nahezu 24 h am Tag in Betrieb sind, beziehungsweise die
hohe Anzahl an Neu-Inbetriebnahmen von über einhunderttausend Robotersystemen
pro Jahr.201

6.2.3 Zwischenfazit

Ein Gelenkarmroboter, wie in diesem Kapitel beschrieben, bietet ebenfalls ein hohes
Einsparungspotential an Rotationsenergie. Die Gestalt der optimierten Struktur weist ei-
ne deutliche Verschiebung des Schwerpunktes auf. An dieser Stelle kann allerdings nur
eingeschränkt eine Aussage über die Anwendbarkeit des Optimierungsprozesses auf
Gelenkarmroboter gemacht werden. Das liegt zum einen daran, dass die realen Trajek-
torien und äußeren Belastungen nicht verfügbar sind, und zum anderen der Designraum
frei gewählt wurde, ohne die Vorgaben seitens KUKA202 zu kennen. Eine genauere
Untersuchung des Potentials in Kooperation mit einem Gelenkarmroboterhersteller ist
dennoch sehr zu empfehlen, um hier im Rahmen einer Gesamtsystembetrachtung
die Energieeffizienz von Robotersystemen, die oft im 24/7203 - Betrieb arbeiten, zu
steigern.

201Albers & Sander 2014
202www.kuka.de
20324/7 („twentyfourseven“) bezeichnet u.a. den Dauerbetrieb eines Gerätes oder einer Maschine
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6.3 Gesamtfazit

In diesem Kapitel konnte erfolgreich das Potential der erweiterten Topologieoptimierung
bei realen Systemen aus der Praxis gezeigt werden. Es kann durch eine automatisierte
Gestaltsynthese mithilfe der erweiterten Topologieoptimierung Energie beim Betrieb
von Robotersystemen eingespart werden. Gerade im Hinblick auf die komplexen Zu-
sammenhänge bei mechatronischen Systemen kann eine Reduzierung der benötigten
Antriebsmomente an weiteren Stellen eine Reduzierung der benötigten Leistungen
hervorrufen, was eine Reduzierung der Verlustleistungen zur Folge hat. KROLL ET

AL.204 haben diese Zusammenhänge für eine Werkzeugmaschine dargestellt und her-
vorgehoben. Sie haben zusätzlich gezeigt, dass heute noch oft 30 % der Masse von
Strukturbauteilen durch gezielten Leichtbau reduziert werden kann, wobei die hier
vorgestellten erweiterten Topologieoptimierungsprozesse einen sehr großen Beitrag
zur Reduzierung leisten können. Hierdurch kann nach KROLL ET AL. bis zu 50 % der
elektrischen Verlustleistung der Antriebe reduziert werden.

204Kroll et al. 2011



7 Die erweiterte
Topologieoptimierung im
Produktentwicklungsprozess

In den vorhergehenden Kapiteln wurden vier unterschiedliche Strukturoptimierungs-
prozesse für dynamisch bewegte Systeme, sowie zwei Berechnungsmöglichkeiten der
Adaptionskoeffizienten zur Synthetisierung einer Gestalt vorgestellt. Diese wurden mit-
einander verglichen, und das Optimierungspotential analysiert. In diesem Kapitel wird
diskutiert, welcher Optimierungsprozess zu welchem Zeitpunkt der Produktentstehung
genutzt werden sollte, und welche Kompetenzen zur Nutzung notwendig sind.

7.1 Einfluss von Leichtbaumethoden auf dynamisch

bewegte Bauteile

In diesem Kapitel wird der Einfluss von Leichtbaumethoden auf dynamisch bewegte
Bauteile im Bezug auf die benötigte Energie zusammengefasst. Das Ziel beim Leicht-
bau ist, durch die richtige Werkstoffauswahl und dem konsequenten Entfernen der
Reststruktur aus der Gestalt eine möglichst leichte und steife Struktur zu erhalten.

Der Leichtbaufaktor ist ein Maß um zwei Bauteile miteinander zu vergleichen und ei-
ne Aussage treffen zu können, welche Struktur eine bessere Leichtbaukonstruktion
darstellt. Er ist definiert als der Quotient aus dem E-Modul und der Dichte des ver-
wendeten Werkstoffs (Geometrie wird mit berücksichtigt). Eine weitere Möglichkeit der
Definition des Leichtbaufaktors ist der Quotient aus der Steifigkeit und der Masse der
Struktur.205 Bei sehr guten Leichtbaukonstruktionen kann demnach ein hoher Wert für
den Leichtbaufaktor berechnet werden.

205Wanner 2010 / Ashby 2011 / Albers et al. 2010
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KROLL ET AL.206 teilen den Einfluss von Leichtbau in primäre und sekundäre Effekte
ein. In Abbildung 7.1 ist dieser Zusammenhang dargestellt. Die Änderung der Steifigkeit
und der Masse von Bauteilen hat einen direkten (primären) Einfluss auf den Energiever-
brauch bei einer Bewegung. Sekundär werden hierdurch unter anderem die thermischen
Eigenschaften, die Dämpfung, die Werkstoff- und Herstellkosten, etc. verändert. In den
folgenden Kapiteln werden die primären Einflüsse von Leichtbau auf die Energieeffi-
zienz untersucht und diskutiert. Die typischen Ziele für den Leichtbau sind, entweder
die Masse bei konstanter Steifigkeit zu reduzieren oder die Steifigkeitserhöhung bei
konstanter Masse.
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Abbildung 7.1 Einfluss von Leichtbau auf dynamisch bewegte Bauteile

7.1.1 Reduktion der Masse

Strukturbauteile erzeugen aufgrund ihrer Masse und dem Gravitationsfeld eine Kraft
𝐹𝑁 = 𝑚 × 𝑔. Bei bewegten Massen werden außerdem auch Beschleunigungskräfte
𝐹𝑎 = 𝑚 × 𝑎 erzeugt (vgl. NEWTONSCHE Grundgesetz).207 Wird die Masse reduziert,
so reduzieren sich die Trägheitskräfte und die Reibungsverluste. Gleichzeit können
die Beschleunigungen erhöht, beziehungsweise die Lagefehler bei der Positionierung
aufgrund von Schwingungen schneller ausgeglichen werden.

Reduzierung der Reaktivierungsenergie:
Die Masse hat einen direkten Einfluss auf die Trägheitskräfte bei beschleunigten Bautei-
206Kroll et al. 2011
207Holzmann et al. 2010



7.1 Einfluss von Leichtbaumethoden auf dynamisch bewegte Bauteile 129

len. Werden die Masse und somit die Trägheitskräfte reduziert, so werden geringere
Antriebsleistungen für die Bewegungsachsen benötigt. Im allgemeinen neigen Antriebe
zu hohen elektrischen Verlustleistungen, welche hierdurch verminder werden können.

Die Antriebsdrehmomente für die Aktoren können bei gleicher Bewegung minimiert
werden, wenn die zu beschleunigten Bauteile ebenfalls eine geringere Masse haben.
Hierdurch können die belastungsbedingten Verluste im Antriebssystem für die gleichen
Aktoren reduziert werden. Werden aufgrund des geringeren Drehmomentbedarfs klei-
nere Aktoren verwendet, so können ebenfalls die Antriebsverluste verringert werden.
Gerade bei kinematischen Anordnungen, bei den die Aktoren ebenfalls während einer
Bewegung beschleunigt werden, hat die Verkleinerung des Aktors auch eine weitere
Verringerung der bewegten Masse zur Folge.

Reduktion der Reibungsverluste:
Die Masse der bewegten Komponenten hat einen Einfluss auf die Reibungskräfte in
den Lagerungen und somit auch auf die Reibungsverluste. Eine Reduktion der Masse
hat demnach einen direkten Einfluss auf die Reibungsverluste, die ebenfalls reduziert
werden.

Erhöhung der Dynamik:
In Anbetracht der erhöhten Anforderung an Taktzeiten im produzierenden Gewerbe
besteht die Möglichkeit einer Erhöhung der Beschleunigungen und Geschwindigkeiten
von dynamisch bewegten Systemen aufgrund geringerer Trägheitskräfte. Hierdurch
kann eine indirekte Energieeinsparung pro durchgeführter Arbeit, wie z.B. Manipulation
eines Bauteils, erzielt werden, weil die Grundverbräuche, die kontinuierlich auftreten,
auf mehr Bauteile in der gleichen Zeit verteilt werden können.

Erhöhung des Einsatzspektrums:
Eine Erhöhung des Leichtbaufaktors führt zu einer Verschiebung der Eigenfrequenz der
beschleunigten Bauteile nach oben. Der 𝑘𝑣-Faktor ist ein Maß für die Geschwindigkeit,
in der ein bestimmter Lagefehler bei der Positionierung durch die Regelung und das
Systemverhalten zu Null gesetzt werden kann. Der maximale 𝑘𝑣-Faktor ist bei einer
gegebenen Dämpfung durch die Eigenfrequenz des zur regelnden Systems begrenzt.
Daher steigt der 𝑘𝑣-Faktor durch den Leichtbau, was ebenfalls eine Verbesserung der
Systemeigenschaften darstellt, weil geringere Taktzeiten208 möglich werden.

208„Taktzeit - auch Arbeitstakt oder Takt genannt - ist die Zeit, in der jeweils eine Mengeneinheit fertigge-
stellt wird, damit das Fließsystem die Soll-Mengenleistung erbringt“ aus e.V. REFA 1985
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7.1.2 Erhöhung der Steifigkeit

Die zweite Möglichkeit, wie der Leichtbaufaktor erhöht werden kann, ist die Erhöhung
der Steifigkeit bei gleicher Masse.

Erhöhung der Prozessstabilität:
Eine verbesserte Steifigkeit des Systems kann bei ausgewählten Maschinen und Prozes-
sen genutzt werden, um die Prozessstabilität zu erhöhen. Hierdurch werden aufgrund
eines höheren Outputs die Grundverbräuche auf eine größere Anzahl an Operationen
pro Zeiteinheit verteilt. Dementsprechend sinkt der Energieverbrauch pro Operation.

Erhöhung des Einsatzspektrums:
Wie bei der Reduktion der Masse können durch die Erhöhung der Steifigkeit die Eigen-
frequenzen ebenfalls zu höheren Werten verschoben werden.

7.2 Kompetenzen zur Nutzung der erweiterten

Topologieoptimierung

Zur Bewertung der notwendigen Kompetenzen des Anwenders der erweiterten To-
pologieoptimierungsprozesse im Unternehmen wird die Taxonomie nach BLOOM für
den kognitiven Bereich, wie im Unterabschnitt 2.1.4 vorgestellt, verwendet. Es können
sechs elementare Kompetenzen identifiziert werden, die für die Verwendung der Opti-
mierungsprozesse notwendig sind. Das sind die Kompetenzen der Konstruktion und
Gestaltung, der technischen Mechanik, der FEA, der MKS, der Optimierung sowie der
Informationsverarbeitung und Programmierung (IT).

Unter den Kompetenzen der Konstruktion und Gestaltung wird die Fähigkeit ver-
standen, eine Gestalt und eine Konstruktion anhand gegebener Randbedingungen zu
synthetisieren und die Gestalt vom Reifegrad 1 zum Reifegrad 3 zu entwerfen.

Die Kompetenzen in der technischen Mechanik beziehen sich vorwiegend auf Kennt-
nisse, die für die Dimensionierung von Systemen und Bauteilen notwendig sind, wie
zum Beispiel Kenntnisse der Statik und Festigkeitslehre. Zusätzlich sind Kompetenzen
im Bereich der Dynamik erforderlich, um das Verhalten der Körper bei dynamischen
Bewegungen verstehen zu können.

Die FEA ist die in dieser Arbeit gewählte Methode, um flexible Körper während der
Optimierung zu beschreiben und Aussagen über die Belastungen von Tragstrukturen zu
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treffen. Zu den Kompetenzen der FEA gehören das Verständnis über die Vernetzung
von Körpern, die Definition der Randbedingungen und die Fähigkeit, Ergebnisse einer
FEA zu interpretieren.

Die Kompetenzen im Bereich der Optimierung beschränken sich in diesem Fall auf
die der Topologieoptimierung. Da die in dieser Arbeit vorgestellten Optimierungspro-
zesse alle rechnerbasiert sind und eine Kopplung von unterschiedlichen Softwaretools
durchgeführt wird, sind Kompetenzen im Bereich Informationsverarbeitung und Pro-
grammierung zur Verknüpfung von Softwaretools unumgänglich.

Die Bewertung der Kompetenzen für den kognitiven Bereich nach BLOOM ist in 6-Stufen
unterteilt.209 Um Lernziele zu formulieren, werden den einzelnen Taxonomiestufen
Verben zugeordnet. Auszugsweise sind in Tabelle 7.1 die für diese Arbeit wichtigsten
Verben zur Klassifikation genannt.

Tabelle 7.1 Verben der Taxonomiestufen zur Bewertung der erweiterten Topologieopti-
mierung210

Taxonomiestufe I Taxonomiestufe II Taxonomiestufe III

benennen erläutern anwenden
beschreiben übertragen berechnen
skizzieren identifizieren erstellen
aufschreiben herausstellen nutzen

Taxonomiestufe IV Taxonomiestufe V Taxonomiestufe VI

auswählen konzipieren beurteilen
einordnen entwerfen kritisch vergleichen
analysieren in Beziehung setzen evaluieren
vergleichen

Die sechs maßgeblichen Kompetenzen zur Synthetisierung einer Gestalt während
der Aktivität Modellierung von Prinzip und Gestalt wurden oben genannt. Die einzel-
nen Optimierungsprozesse Topo, TopKE, DyTop und DyTopKE werden anhand des
Klassifikationsschemas nach BLOOM bewertet. Als Vergleich wird ein konventionelles
Handlungssystem der Aktivität Modellierung von Prinzip und Gestalt zugrunde gelegt
und ebenfalls bewertet. Bei diesen Handlungssystemen wird der Produktentwickler
nicht durch Ergebnisse einer MKS oder Optimierung unterstützt. Die Bewertung der
Optimierungsprozesse erfolgt mithilfe der Verben aus Tabelle 7.1. Der Taxonomiestufe I
wird in der Bewertung eine 1, der Taxonomiestufe II eine 2 und dem Schema folgend
bis zur Stufe VI eine 6 zugeschrieben.

209Sitte & Wohlschlägl 2001
210Meyer 2004
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Wird die Summe der Bewertungen der Kompetenzen für die unterschiedlichen Vor-
gehensweisen gebildet, so ist der Grad der notwendigen Kompetenzen sehr gut zu
erkennen. In der Abbildung 7.2 sind die Summen auf der rechten Seite dargestellt. So
wird deutlich, dass mit zunehmender Kopplung der Methoden der benötigte Grad und
die Anzahl an Kompetenzen ansteigen. Die drei neuen Optimierungsprozesse liegen
nahezu gleich auf. Das bedeutet, die im Unternehmen notwendigen Kompetenzen zur
Verwendung sind gleich, wobei sie über die unterschiedlichen Bereiche variieren.

Konstruktion 
und 

Gestaltung

TM (Statik, 
Festigkeitslehre, 

Dynamik)

Finite 
Element 
Analyse

Mehrkörper-
simulation Optimierung IT 

Erfahrung ∑

Keine TOPO 6 3 4 0 0 3 16
TOPO 4 2 6 0 6 3 21
TopKE 4 3 6 3 6 3 25
DyTop 4 3 6 3 6 4 26
DyTopKE 4 3 6 3 6 4 26

Taxonomie nach Bloom

Abbildung 7.2 Taxonomie nach Bloom

Der Analyse der unterschiedlichen Handlungssysteme der Aktivität Modellierung von
Prinzip und Gestalt kann entnommen werden, dass für die Einführung einer erweiterten
Topologieoptimierung ein erhöhter Kompetenzbedarf im Bereich der MKS, sowie in
der Informationstechnik notwendig ist. Der Produktentwickler wird allerdings während
der Gestaltsynthese durch die Optimierungsprozesse unterstützt, so dass die notwen-
digen Kompetenzen und vor allem das Vorwissen im Bereich der Konstruktion und
Gestaltung in der Taxonomie geringer eingestuft werden können. Es müssen bei allen
Optimierungsmethoden auch Kompetenzen zur Bewertung dieser vorhanden sein.

Unter Berücksichtigung der Tatsache, dass die Erweiterung DyTopKE die benötigte Ar-
beit zur Durchführung einer Bewegung im hohen einstelligen Prozentbereich reduzieren
konnte, und die benötigten Kompetenzen zur Durchführung dieses Prozesses (Abbil-
dung 7.2) sich im Vergleich zu DyTop nicht unterscheiden wird die Optimierungsmethode
DyTopKE empfohlen. Allerdings hat sich gezeigt, dass die Berechnungsmethode Dy-
TopKE aufgrund der aufwändigen Matrixoperationen ca. 10 bis 15 % mehr Rechenzeit
benötigen. Hier besteht allerdings Optimierungspotential im Programmcode, weil bei der
hier durchgeführten Implementierung die Berechnungszeit nicht berücksichtigt wurde.
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7.3 Grenzen der erweiterten Topologieoptimierung

Die Grenzen der vorgestellten Optimierungsprozesse sowie Lösungsansätze werden in
diesem Kapitel kurz zusammengefasst.

Die Herstellungsverfahren aus dem Bereich der generativen Fertigungsverfahren wie
zum Beispiel das Rapid Prototyping können heute mit konventionellen Fertigungsver-
fahren (z.B. Drehen, Fräsen) konkurrieren, und übertreffen diese mitunter sogar.211 Die
„Generative Fertigung erlaubt hier die direkte Umsetzung der mit Hilfe von Strukturop-
timierungsverfahren errechneten Leichtbaustrukturen“.212 Hierzu ist kein zusätzlicher
Modellierungsaufwand in einer CAD213-Umgebung notwendig, weil die Geometrie digital
vorliegt und direkt vom generativen Fertigungsverfahren weiterverarbeitet werden kann.
Damit ist der Kritikpunkt der letzten Jahre, dass Strukturoptimierungsergebnisse nur
sehr aufwändig herstellbar sind, aufgelöst. Die Berücksichtigung der Fertigungsrestrik-
tionen der generativen Fertigungsverfahren im Kontext der Strukturoptimierung eröffnet
vielmehr neues Forschungspotential, was im neuen Forschungsvorhaben mit dem Titel
„Strukturoptimierte Rapid-Prototyping-Bauteile mit anisotropen Materialeigenschaften“
umgesetzt werden soll.

Eine Einschränkung der hier vorgestellten Topologieoptimierung ist, dass ihr isotrope
Werkstoffmodelle zugrunde liegen. Ein Topologieoptimierungsergebnis repräsentiert
allerdings eine kraftflussgerechte Gestalt, bei der die Reststrukturen entfernt wurden.
Eine Herstellung des Bauteils mit faserverstärkten Kunststoffen ist demnach möglich.

Im Bezug auf die in dieser Arbeit vorgestellte automatisierte Lastfallextraktion muss
berücksichtigt werden, dass die Lastfälle direkt von der Trajektorie des zu optimierenden
Bauteils abhängig sind. Das Bauteil wird auf ein ausgewähltes Set an Lastfällen hin
spezialisiert. Im Falle einer veränderten Trajektorie entspricht die synthetisierte Struktur
nicht zwingend dem Optimum, und es muss geprüft werden, ob die geforderte Festigkeit
und Steifigkeit durch das optimierte Bauteil erfüllt wird.

Das gleiche Verhalten gilt auch für die Minimierung der kinetischen, bzw. der Rotations-
energie durch die erweiterte Topologieoptimierung. Der Gestaltvorschlag entspricht dem
Optimum für die vorgegebene Trajektorie. Soll das gleiche Bauteil eine neue Bewegung
durchführen, so sollte bei der Bahnplanung die ursprüngliche Trajektorie für die neue
Bewegung, als Grundlage dienen, um ein ähnliches Bewegungsverhalten zu planen
und so das Energieeinsparungspotential bestmöglich auszuschöpfen.

211Martha & Köhler 2011 / Mayrhofer & Steinwender 2014
212Leutenecker et al. 2013
213Computer Aided Design, zu Deutsch rechnerunterstütztes Konstruieren
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Die in dieser Arbeit verwendete reglerbasierte Topologieoptimierung hat den großen
Vorteil, dass eine Konvergenz der Berechnung nach 15 Iterationen gegeben ist. Ein
Nachteil dieser Methode ist, dass die möglichen Zielfunktionen eingeschränkt sind.
So ist es nicht möglich das Volumen zu minimieren, bis eine minimale vorgegebene
Steifigkeit der Struktur erreicht wird. Ein solches Optimierungsproblem kann aber durch
die Formulierung eines Ersatzproblems der mathematischen Programmierung gelöst
werden.214

214FE-Design 2011



8 Zusammenfassung und Ausblick

8.1 Zusammenfassung

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurden neue Strukturoptimierungsprozesse entwi-
ckelt. Diese unterstützen den Produktentwickler bei der Synthetisierung einer Gestalt
des Reifegrads 2 von Bauteilen in dynamisch bewegten Systemen.

Das Ziel der Arbeit wurde ausgehend von der Analyse des Standes der Forschung
abgeleitet und die Forschungshypothese wie folgt definiert:

Es existiert eine Materialverteilung bei einem Strukturbauteil, welches dynamisch
im Raum bewegt wird, die in Bezug auf den Energieverbrauch besser ist als eine ho-
mogene Materialverteilung bei gleichem Volumen und als bei einem konventionell
topologieoptimierten Strukturbauteil.

In Abschnitt 4.1 konnte gezeigt werden, dass die Verteilung des Werkstoffes bei ei-
nem dynamisch bewegten Strukturbauteil einen Einfluss auf die für die Durchführung
der Bewegung benötigte Arbeit hat. Die Frage, die sich hieraus ergab, war, ob eine
automatisierte Synthetisierung einer Gestalt unter Berücksichtigung der Materialvertei-
lung möglich ist. Daher wurden in den Abschnitten 4.4 und 4.5 zwei unterschiedliche
Methoden zur Berechnung eines Adaptionskoeffizienten vorgestellt. Diese Adaptionsko-
effizienten ermöglichen es, den Trägheitseinfluss während der Topologieoptimierung
mit zu berücksichtigen. Die Rotationsenergie wurde als der entscheidende Parame-
ter identifiziert. Beide Adaptionskoeffizienten basieren auf der Rotationsenergie. Mit
der Abstandsformel (Gleichung 4.39), der Vernachlässigung der Rotationsenergie um
den Schwerpunkt (Unterabschnitt 4.3.3) und der Gleichung 4.8 zur Berechnung der
Rotationsenergie können die Adaptionskoeffizienten berechnet werden. Die beiden
Adaptionskoeffizienten wurden anhand akademischer Beispiele miteinander verglichen.
Es konnte gezeigt werden, dass der Adaptionskoeffizient der Rotationsenergiedich-
te bei der erweiterten Topologieoptimierung die Trägheitsmatrix effektiver beeinflusst
als der Adaptionskoeffizient des Energiedichtewirkungsgrades und so ein höheres
Energieeinsparungspotential bei dynamischen Bewegungen erreicht wird.
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Die unterschiedlichen Optimierungsprozesse wurden aus diesem Grund mit dem Ad-
aptionskoeffizienten der Rotationsenergiedichte durchgeführt und anhand eines aka-
demischen, sowie zwei realer Beispiele miteinander verglichen. Es wurden drei un-
terschiedliche Ausprägungen der erweiterten Topologieoptimierung untersucht. Bei
TopKE (siehe Unterabschnitt 4.8.1) wurde die konventionelle Topologieoptimierung um
die Berechnung der Adaptionskoeffizienten erweitert. Ein weiterer Prozess, der DyTop
genannt wird, ist die Erweiterung der konventionellen Topologieoptimierung um eine
automatische Lastfallextraktion, die zu jeder Iteration der Topologieoptimierung die
maximalen Lastfälle aktualisiert (siehe Unterabschnitt 4.8.2). Die dritte Erweiterung des
Optimierungsprozesses ist die Kombination der automatischen Lastfallerkennung und
die Integration der Adaptionskoeffizienten in den Topologieoptimierungsprozess; dies
führte zu der umfangreichsten Kopplung DyTopKE (siehe Unterabschnitt 4.8.3) dieser
Arbeit.

Es konnte gezeigt werden, dass die erweiterten Optimierungsprozesse den Betrag an
aufgenommener Arbeit im Vergleich zu einer konventionellen Topologieoptimierung
und zu Standardbauteilen, wie zum Beispiel einem Hohlprofil, reduzieren. Abhängig
von der Trajektorie und dem erweiterten Topologieoptimierungsprozess kann so eine
Einsparung im höheren einstelligen Prozentbereich erreicht werden.

Die von einer Abteilung in einem Unternehmen benötigten Kompetenzen zur Durch-
führung der unterschiedlichen Optimierungsprozesse wurden analysiert und bewertet.
So konnte festgestellt werden, dass für eine Gestaltfindung in der Produktentwicklung
ausgeprägte Kompetenzen (Taxonomiestufe VI) lediglich im Bereich der Konstruktion
und Gestaltung vorhanden sein müssen, wenn keine Unterstützung durch eine MKS
und Optimierung in Anspruch genommen wird. Die Verwendung der in dieser Arbeit
vorgestellten erweiterten Optimierungsprozesse erfordern dahingegen Kompetenzen im
Bereich der MKS und Optimierung. Der Unterschied zwischen den erweiterten Optimie-
rungsprozessen bezüglich der benötigten Kompetenzen ist sehr gering; die Ausprägung
unterscheidet sich allerdings. Es konnte gezeigt werden, dass die erweiterte Topologie-
optimierung DyTopKE der DyTop vorgezogen werden sollte, da in Summe die benötigten
Kompetenzen gleich sind, aber mit DyTopKE das bessere Optimierungsergebnis erzielt
wird.

Ein weiteres Anwendungsgebiet für die erweiterten Optimierungsprozesse ist die Syn-
thetisierung von Bauteilen zur Energiespeicherung. Die Energiewende mit dem Ausbau
regenerativer Energiequellen, wie Strom aus Windkraft oder Photovoltaik, erzeugen star-
ke Schwankungen im Stromnetz. Diese Schwankungen müssen ausgeglichen werden,
um die Stabilität des Netzes sicherzustellen. Studien der Deutschen Energie Agentur
rechnen mit einer Reserve- und Regelleistung von bis zu 20 %, die vorgehalten werden
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müssen.215 Die elektrische Energie kann u.a. auch in kinetische Energie z.B. mit ei-
nem Schwungradmassenspeicher umgewandelt und gespeichert werden, was dann als
Reserve zum Ausgleich solcher Schwankungen der elektrischen Energie dient.216 Der
mechanische Energiespeicher hat sein Optimum (z.B. Kosten/Nutzen, Bauraum/Nut-
zen, ...) bei einer möglichst hohen Trägheit und geringem Werkstoffeinsatz, das heißt
die Massenträgheit sollte für die Gestalt des Speicherkörpers maximiert werden. Die in
dieser Arbeit vorgestellten Erweiterungen von Strukturoptimierungsprozessen können
hierfür eingesetzt werden; hierzu muss die Inverse des Adaptionskoeffizienten gebildet
werden, und die Optimierung kann, wie in Abschnitt 4.8 beschrieben, durchgeführt
werden.

8.2 Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde mit den vorgestellten Methoden und Prozessen ein
wesentlicher Baustein zur automatisierten Synthetisierung von energieeffizienten Leicht-
baustrukturen mit dem Reifegrad 2 für dynamisch bewegte Systeme entwickelt. Diese
Arbeit ist eine konsequente Fortführung der Forschungsarbeiten am IPEK - Institut
für Produktentwicklung im Bereich der Methodenkopplung im Kontext der Struktur-
optimierung bei dynamisch bewegten Systemen. Daher ist diese Arbeit ein Teil der
Wissenschaftslandkarte, die in Abbildung 8.1 dargestellt ist. In der Mitte der Abbil-
dung sind die am IPEK - Institut für Produktentwicklung geleisteten Vorarbeiten durch
MÜLLER217, HÄUSSLER218, OTTNAD219 und SANDER220 dargestellt und zu einem Ge-
samtprozess verknüpft, der in dieser Form noch nicht existiert. Mit der dargestellten
Kopplung der Methoden und Prozesse wird die Optimierung von Bauteilen im mecha-
tronischen Gesamtsystemkontext ermöglicht. Hier zeigt sich ein hohes Potential für
weitere Forschungsarbeiten, um diese komplexe Kopplung in einem Gesamtprozess zu
realisieren.

Ein weiterer Forschungsbaustein ist die Kopplung einer klassischen Optimierung von
Trajektorien221 mit einer Optimierung und Synthese einer Gestalt des Reifegrads 1222.
Die Ergebnisse dieser Kopplung sind einerseits die Trajektorien223 , andererseits die

215Dena 2005
216Dötsch et al. 2009
217Müller 2005
218Häußler 2005
219Ottnad 2009
220Sander et al. 2013a / Sander et al. 2013b
221siehe Arbeiten von Ata 2007 / Garg & Kumar 2002 / Rubio et al. 2011
222siehe auch Arakelian et al. 2011 / Pashkevich et al. 2005 / Pashkevich et al. 2009
223u.a. 𝜑(𝑡), 𝜔(𝑡), ˙𝜔(𝑡)
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Gestalt des Systems mit einem Reifegrad 1224, die als Eingangsgrößen für die erweiter-
ten Strukturoptimierungsprozesse genutzt werden können. Hierbei stellt sich die Frage
der gegenseitigen Beeinflussung (unidirektional oder bidirektional?) und inwieweit eine
solche Kopplung notwendig ist. Diese Zusammenhänge zu analysieren bietet ein hohes
Forschungspotential.

MKS

Topologieoptimierung

Regelung

EnergieeffizienzFormoptimierung

Optimierung für Rapid 
Prototyping (Generative 

Fertigung)

Anpassung einer neuen 
Trajektorie an die 
optimale Gestalt

Klassische Trajektorien 
Optimierung

Optimierung der Gestalt 
des Reifegrad 1

Reales Bauteil

FEA

FEA

Gestaltvorschlag

DFG Vorhaben: OptiRap

Geleiste Vorarbeiten am IPEK

DFG Vorhaben: Gestaltoptimierung des Reifegrad 1 + Topologieoptimierung

Abbildung 8.1 Forschungslandkarte für die erweiterte Strukturoptimierung

Die Überführung eines Gestaltvorschlags aus der Strukturoptimierung in ein reales
Produkt wird durch die generativen Fertigungsverfahren225 in Zukunft möglich sein.
Das Werkstoffverhalten, das heißt sowohl die Steifigkeit, als auch die Festigkeit von
generativ hergestellten Bauteilen sind häufig orthotrop.226 Daher soll in dem geplanten
Forschungsvorhaben “OptiRap“ das Bauteil optimal gedruckt werden, so dass das
orthotrope Werkstoffverhalten keinen Nachteil, sondern einen Vorteil darstellt. Ein
weiterer Schritt, der in diesem Vorhaben gemacht werden soll, ist die Anpassung der
Gestalt an dieses Werkstoffverhalten. Die Methode, die diesbezüglich entwickelt wird,

224u.a. Gelenkabstände, Gelenke und Freiheitsgrade, Krafteinleitungspunkte - vgl. Unterabschnitt 2.1.3
225Hauptsächlich bekannt unter den Namen Rapid Prototyping oder 3D-Drucken
226Veröffentlichung der Ergebnisse von JB
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sollte allerdings nicht auf den Gestaltvorschlag des Reifegrads 2, sondern auf den mit
Reifegrad 1 angewendet und somit in den oberen Prozess implementiert werden.

Ein weiterer logischer Schritt ist die Anpassung einer neuen vorgegebenen Trajektorie
an den Gestaltvorschlag mit dem Reifegrad 2 aus dem erweiterten Topologieoptimie-
rungsprozess. Hierbei soll eine neue vorgegebene Trajektorie optimiert werden, so dass
ein Bauteil, das ursprünglich für eine andere bestimmte Trajektorie optimiert wurde,
ebenfalls bei der neuen Bewegung einen geringeren Energieverbrauch und eine höhere
Steifigkeit und Festigkeit erhält.

Im Abschnitt 7.3 wurden die Grenzen und Chancen des in dieser Arbeit verwendeten
reglerbasierten Topologieoptimierungsprozesses diskutiert. Der verwendete Optimierer
hat den großen Vorteil, dass eine Konvergenz der Berechnung nach 15 Iterationen
gegeben ist. Damit ist es möglich eine möglichst steife Struktur mit einem minimalen
Volumen zu berechnen. Um allerdings das Volumen (als Zielfunktion) zu minimieren,
bis eine minimale vorgegebene Steifigkeit der Struktur erreicht wird, muss das Opti-
mierungsproblem durch die Formulierung eines Ersatzproblems der mathematischen
Programmierung gelöst werden.227 Die Implementierung der hier vorgestellten Methode
in der mathematischen Programmierung ist nicht direkt möglich. Die Energieeffizienzbe-
rechnung sollte daher in einem weiteren Schritt in der Topologieoptimierung mit einem
sensitivitätsbasierten Algorithmus implementiert werden, damit z.B. die Endeffektorstei-
figkeit direkt in der Optimierung berücksichtigt werden kann. Hier können zukünftige
Forschungsarbeiten anknüpfen.

227FE-Design 2011
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