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Kapitel 1
Einleitung

Bei der Modellierung technischer und nichttechnischer Systeme konnen bessere Modelle hin-
sichtlich der Problemadéquatheit, der Statistik oder der Robustheit erhalten werden, wenn
quantitatives und qualitatives Vorwissen iiber das betrachtete System in den Modellbildungs-
prozess einbezogen wird. Oft ist dieses Vorwissen aber nicht in geeigneter Form oder sogar
nur verbal verfiigbar wie etwa ,,Das System ist passiv.* oder ,,Die Kennlinie ist monoton.“ Da
mitunter nicht klar ist, wie das Vorwissen mathematisch zu fassen und in die Optimierung
einzubeziehen ist, und da diese Thematik in Standardwerken zur Identifikation [232], [572],
[406], [508], [314], [313], [628] bestenfalls am Rande betrachtet wird, bleibt das Vorwissen
haufig ungenutzt. Den Standardwerken zur Optimierung [71], [320], [417], [194] und im Spe-
ziellen zur konvexen Optimierung [63], [475], [93], [90] hingegen fehlt weitgehend der Bezug
zu den dynamischen Modellen und deren Eigenschaften, die ihrerseits aber gerade bei der
Modellierung im Rahmen der Regelungstechnik von Interesse sind. Um also das im Vorwis-
sen vorhandene Potenzial zu heben, ist das Vorwissen in eine solche mathematische Form zu
bringen, die eine Berticksichtigung in einem Giitekriterium erlaubt. Genau hier greift diese

Arbeit an, indem sie die Thematik iiber zwei Teilthemen angeht:

1. Formulierung von Vorwissen in parametrische und strukturelle Restriktionen (Teil 1)

2. Methoden zur Behandlung restringierter Optimierungsprobleme (Teil 2).

Obwohl beide Teile zunéchst losgelost voneinander erscheinen, beeinflussen sie sich doch
wechselseitig. Denn was nutzt eine Restriktion, die algorithmisch nur schwer zu handhaben
ist. Hieraus ergibt sich die eigentliche Herausforderung fiir den Ingenieur, da Standardkennt-
nisse zur Problemlésung gemeinhin nicht ausreichen, um verbales Vorwissen mathematisch
geschickt zu formulieren. Vielmehr wird namlich ein breites Wissen und eine reichhaltige

Erfahrung sowohl in der Systemtheorie als auch der Optimierungstheorie benotigt. Ziel der

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Arbeit ist es deshalb, dem Ingenieur Wege aufzuzeigen, wie er das Vorwissen einer konkreten
Modellierungsaufgabe in ein mathematisches Optimierungsproblem integrieren und dieses

durch Umformungen bzw. Vereinfachungen gut handhabbar gestalten kann.

Eine Problematik beim Zusammenfithren der Formulierung und Behandlung von Restrik-
tionen liegt in der Vielfalt moglicher Eigenschaften, Modelltypen und Modellierungsklassen.
Letztere erstrecken sich von der Approximation und Regression iiber die Pradiktion bis hin
zur Klassifikation. Zudem gibt es innerhalb einer einzelnen Klasse zahlreiche Methoden.
So zéhlen beispielsweise zur Approximation die Datenapproximation mit den Unterklassen
,Interpolation® und ,Ausgleich“ sowie die Abbildungsapproximation, die Funktionen, Ma-
trizen und Systeme umfasst. Allein die Systemapproximation kann wiederum in Zuginge
ylinear nach linear”,  nichtlinear nach linear*, ,nichtlinear nach nichtlinear“ oder ,konti-
nuierlich nach zeitdiskret“ unterteilt werden. Um dieser enormen Vielfalt an Eigenschaften
und Problemklassen gerecht zu werden, wird als Gemeinsamkeit das restringierte Optimie-
rungsproblem gewéhlt, in das die Modellierungsaufgaben letztlich miinden. Ein restringiertes

Optimierungsproblem wird dabei abstrakt durch folgende Gleichungen beschrieben:

Suchraum +  Restriktionen = zulissige Menge
Zielfunktion -+ Ordnungsrelation = Giitekriterium

restringiertes

Giitekriterium + zuldssige Menge =
Optimierungsproblem.

Beim Stellen des restringierten Optimierungsproblems ist der Schwierigkeitsgrad fiir das Lo-
sen zu beachten (ProblemgroBe, Mehrdeutigkeiten, Differenzierbarkeit usw.). Bekannt ist,
dass heutzutage lineare Probleme mit 1000 Variablen und bis zu 10000 linearen Restriktio-
nen und lineare Least-Squares-Probleme mit 1000 Variablen und 10000 Gleichungen keine
nennenswerten Schwierigkeiten bereiten. Diese Tatsache erweckt den Anschein, die Linea-
ritidt sei der Gradmesser fiir die Schwierigkeiten. Doch R. T. Rockafellar [539], einer der
weltweit fithrenden Wissenschaftler auf dem Gebiet der Optimierungstheorie, bemerkte zu
dieser Thematik

,In fact the great watershed in optimization
isn’t between linearity and nonlinearity,

but convexity and nonconvexity.”

Die Griinde hierfiir sind vielschichtig. So sind lokale Minimierer konvexer Probleme stets

auch globale und, wenn ein Minimierer existiert, ist dieser bei streng konvexen Funktionen
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eindeutig. Ferner sind die Optimalitdtsbedingungen unter schwachen Einschrankungen not-
wendig und hinreichend, liefert die Dualitétstheorie starke Aussagen und es existieren Sub-
gradientenkalkiile, die die Behandlung nichtdifferenzierbarer Funktionen gestatten [90], [93],
[475], [63]. Fiir den Praktiker aber ist die Existenz und sehr gute Verfiigharkeit ausgefeilter
Algorithmen fiir spezielle konvexe Problemklassen vordergriindig, wobei die SDP-Probleme
(SDP steht fiir ,,semidefinit programming®) besonders herausragen. Dank ihrer Eigenschaf-
ten und der Algorithmen sind alle konvexen Probleme, die sich passend umschreiben lassen,
fast so effizient 16sbar wie LP- oder LS-Probleme (LP steht fiir ,linear programming“, d. h.
Problemlésung mit linearer Zielfunktion und linearen Restriktionen; LS steht fiir ,,least squa-
res“, d. h. Kleinste-Quadratsummen-Probleme). Als Konsequenz daraus wird in dieser Arbeit
gezielt darauf geachtet, wann immer moglich, eine konvexe Formulierung einer Restriktion

zu erhalten.

Aus den Vorbemerkungen ergeben sich fiir diese Arbeit die Herausforderungen insbesondere
aus der Problemvielfalt und der Nichtkonvexitat. Beide Herausforderungen werden iiber die

folgenden Teilziele bewéltigt:

1. Behandlung eines breiten Spektrums von Vorwissen

2. Vereinheitlichte Darstellung

3. Ubersichten zu Begriffen, Formeln und Zusammenhingen

4. Bewertung von Zugéngen aus theoretischer Sicht

5. Empfehlungen zu Methoden aus der eigenen praktischen Erfahrung

6. Ableitung modifizierter Verfahren fir spezielle Aufgaben

7. Darstellung pragnanter Beispiele zur Anwendbarkeit/Nichtanwendbarkeit

8. ErschlieBung fiir den Ingenieur bisher unbekannter Literatur.

Der Aufbau der einzelnen Abschnitte im Teil 1 ist vom Grundansatz fast immer gleich.
Ausgangspunkt bildet eine Begriffskldrung, aus der eine Restriktion oder Struktur gefol-
gert wird, sofern sie nicht in der Erklérung bereits enthalten ist. Die Grundidee und die
Schlussfolgerungen werden kurz vorgestellt und durch Anmerkungen zu begleitenden Ge-
danken ergénzt. Einfache, meist per Hand nachrechenbare Beispiele dienen der Erlduterung,
wéhrend Gegenbeispiele vor Denkfallen warnen. Eine Restriktion selbst gilt in der Arbeit
als formuliert, sobald sie in algebraischer Form in Gleichungen, Definitionen, Kriterien oder
Bedingungen vorliegt oder wenn sie auf eine wohlbestimmte Systemstruktur fithrt. Ebenso
wird ein Problem als gelost angesehen, wenn es in ein Standardproblem der Optimierung

tiberfithrt wurde, fiir das entsprechende Software (z. B. Matlab) existiert.
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Dem Zweck einer kompakten Darstellung dienen auch zahlreiche Tabellen und Ubersichten
im Anhang, etwa zu den Restriktionstypen, zur Nomenklatur restringierter Probleme und
zur Stabilitdtstheorie. Die Ausfithrungen zur Stabilitdtstheorie richten sich dabei an jene
Leser, die Stabilitédtsrestriktionen fiir nichtlineare Systeme ableiten wollen oder die die Theo-
rie zur Konvergenzbeweisfithrung fiir Modellbildungsalgorithmen (selbstentwickelten Online-
Algorithmen, in adaptiven Regler- und Beobachtersystemen) heranziehen mochten. Leser,
die sich mit statischen, nichtparametrischen oder linearen Modellen beschéftigen, benoti-
gen die Ausfithrungen zur Stabilitatstheorie im Anhang nicht, da insbesondere in Kapitel 2

Methoden zur Umsetzung der Stabilitétsrestriktionen fiir lineare Modelle vorgestellt werden.

Neben den erwihnten Ubersichten enthalten ausgewihlte Abschnitte zusétzliche Formelzu-
sammenstellungen, die fiir die Bearbeitung konkreter Probleme ein kompaktes Handwerks-

zeug bieten, das so in Standardwerken nur verstreut oder gar nicht enthalten ist.

Sofern moglich, werden Aussagen zu Verfahren aus theoretischer Sicht getroffen. Bei nicht-
konvexen Problemstellungen ist das allerdings nur bedingt moglich. Gelingt es allerdings,
eine Systemeigenschaft als generisch (fast immer zutreffend) einzustufen, entschérft sich ein
Problem. Einfach gesprochen heifit das fir die Identifikation ndmlich: Mit Wahrscheinlich-
keit Eins brennt nichts an, wenn eine Restriktion fiir eine generische Eigenschaft einfach
weggelassen wird. Diese Aussage freut den Praktiker, braucht er sich doch um eine Restrik-
tion weniger zu kiimmern. Fiir den Theoretiker sei bemerkt, dass eine Unterscheidung in
topologisch generisch und metrisch generisch im Rahmen dieser Arbeit nicht erforderlich ist.
Beide Begriffe sind in den betrachteten Féallen ndmlich dquivalent, da als Ausschlussrestrik-
tionen nur algebraische und semialgebraische Restriktionen auftreten. Unabhéngig davon
wird die topologische Betrachtung bevorzugt, weil dichte und magere Mengen anschaulicher

als sogenannte Nullmengen sind.

Eine weitere zentrale Technik in dieser Arbeit, die eingesetzt werden kann, wenn es nicht
gelingt, eine konvexe Restriktion abzuleiten oder die Generizitét einer Restriktion zu zeigen,
ist die der Matrixapproximationsprobleme. Die Idee dahinter ist einfach: Lass’ die Restrik-
tion zunéchst weg und sichere sie a posteriori durch eine Projektion in die zulédssige Menge;
tausche damit Optimalitdt gegen Suboptimalitdt. Anwendung findet die Idee bei bestimm-
ten Prokrustes-Problemen (LS-Formulierung mit Matrixrestriktion), die schwierig zu losen
sind. Gerade die in der Systemtheorie wichtigen Restriktionen an die Lage von Eigenwerten
sind nicht konvex und fithren leider auf derartig schwierige Probleme. Der Vorteil der Ma-
trixapproximationsprobleme erwéchst dabei aus der Verfligharkeit eines breiten Spektrums
geloster Probleme. Neben Aussagen zur Eindeutigkeit und zur Zahl méglicher Nebenminima
existieren zugeschnittene Algorithmen, die beispielsweise die Suche vom n2-dimensionalen
Parameterraum auf einen n- oder manchmal sogar ein- bzw. zweidimensionalen Raum redu-

zieren.
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Entsprechend der Zweiteilung der Arbeit widmet sich der erste Teil dem Formulieren von

Restriktionen zu den Themen

1. Restriktionen an dynamische Modelle (Kapitel 2)
Im Speziellen werden Statikrestriktionen, Restriktionen an diverse Systemeigenschaf-
ten (Steuerbarkeit, Passivitat, Minimalphasigkeit usw.) behandelt, vor allem aber Re-
striktionen, die sich aus der Stabilitdt linearer zeitinvarianter Systeme fiir die unter-
schiedlichen Beschreibungsformen ergeben. Wahrend in der Literatur die Einbeziehung
von Stabilitatsrestriktionen fiir lineare Modelle zunehmend mehr Beachtung findet,
bleibt die Thematik fir nichtlineare Modelle auf wenige Probleme beschréinkt. Das liegt
an der Vielfalt unterschiedlicher Stabilitdtsdefinitionen, dem Schwierigkeitsgrad und
der eingeschrénkten Generalisierungsfiahigkeit einzelner Losungen. Aus diesem Grund
werden im Kapitel Zugéinge zur Identifikation nichtlinearer Modelle vorgestellt, die die
Problematik der Stabilitétsrestriktionen fiir nichtlineare Modelle weitgehend umgehen
und dennoch gute Modelle liefern. Ergédnzend findet sich im Anhang eine kompakte
Darstellung zu Definitionen und Sétzen beziiglich der Stabilitéat nichtlinearer Systeme.
Ein Abschnitt zur Einbeziehung von Vorwissen iiber Bifurkationen, also das Auftreten

qualitativer Anderungen im dynamischen Verhalten, beschliet das Kapitel.

2. Restriktionen an Funktionen (Kapitel 3)
Waéhrend die Identifikation aus Sicht der Regelungstechnik vordergriindig dynamische
Modelle im Fokus hat, werden bei der Modellierung nichttechnischer Systeme dage-
gen oft statische Zusammenhénge betrachtet. Beschrieben werden die Zusammenhén-
ge durch parametrische und nichtparametrische Funktionen. Auch fiir die Funktionen
kann Vorwissen genutzt werden, um die Zielfunktionen des resultierenden Optimie-
rungsproblems durch Restriktionen zu ergénzen. Letztlich lassen sich so wiederum
wirksamere Modelle erstellen. Die Restriktionen fiir Funktionen ergeben sich dabei aus
Eigenschaften wie Nichtnegativitit, Monotonie und Konvexitat oder aber aus Forde-
rungen nach Stetigkeit, Glattheit oder dem Einhalten exakter Funktionswerte. All diese
Aspekte werden in den Abschnitten des Kapitels betrachtet, wobei Anwendungen aus
der Interpolation, Approximation und Regression das Einsatzspektrum verdeutlichen.
Erginzt werden diese Abschnitte um Restriktionen zu Kovarianzfolgen und Kovari-
anzmatrizen. Beide Beschreibungsformen treten vielfach als Zwischenmodell bei der
Modellierung dynamischer Systeme auf, oder sie werden zum Erkennen kausaler Zu-
sammenhédnge und damit zur Generierung von Vorwissen herangezogen. Dariiber hin-
aus wird an den unterschiedlichen Typen von Restriktionen an die Kovarianzmatrizen
auch deutlich, warum es mehrere Moglichkeiten zu ihrer mathematischen Behandlung

geben muss.
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3. Eindeutigkeitserzwingende Restriktionen (Kapitel 4)
Wiéhrend sich die Kapitel 2 und 3 dem Erstellen von Restriktionen aus dem Modell
heraus widmen, geht es in Kapitel 4 um das Vermeiden der Uberparametrisierung
eines Modells und um das Sicherstellen der Eindeutigkeit des mathematischen Pro-
blems, iiber das die Modellparameter bestimmt werden. Die Frage der Uberparametri-
sierung wird in der Literatur zur experimentellen Modellbildung aus unterschiedlichen
Blickwinkeln heraus betrachtet, was auf die auch in dieser Arbeit erlduterten diversen
Abstufungen des Identifizierbarkeitsbegriffs fithrt. Durch Fixieren von Parametern auf
feste Werte oder das Verwenden von Normalformen lisst sich die Uberparametrisie-
rungsproblematik 16sen. Dartiber hinaus wird in dieser Arbeit aber auch gezeigt, dass
neben dem Fixieren von Parametern auch andere, in bestimmten Féllen zweckméfige-
re Parameterrestriktionen verwendet werden kénnen. Die Frage nach der Eindeutigkeit
des mathematischen Problems wird in der ingenieurgepriagten Modellbildungsliteratur
selten betrachtet, da iiberwiegend Quadratmittelansitze betrachtet werden. Nach wie
vor dominieren diese Ansétze die Anwendungen. Doch dank leistungsfahiger Rechner
und verfiigbarer, einfach handhabbarer Software konnen heutzutage auch nichtquadra-
tische Anséitze effizient gelost werden. Sie werden bevorzugt, wenn die Fehler nicht
normalverteilt sind oder wenn eine hohe Modellrobustheit angestrebt wird. Anders als
die quadratischen Probleme, die bei geeigneten Experimentaldaten und parameterline-
aren Modellen auf streng konvexe Formulierungen und damit auf eindeutige Losungen
fithren, muss Eindeutigkeit bei parameternichtlinearen Modellen oder bei nichtquadra-
tischen Ansétzen nicht mehr vorliegen. Wann sie aber gilt und wie zu verfahren ist,
wenn sie nicht gilt, wird im Kapitel erlautert. Hierfiir wird insbesondere das mathe-
matische Riistzeug fiir den Ingenieur aufbereitet, wobei Aussagen zu Losungsmengen

und deren Reduktion durch Restriktionen den Schwerpunkt bilden.

Der zweite Teil der Arbeit beschreibt wichtige Methoden zur Behandlung der in den vor-
angehenden Kapiteln erstellten restringierten Probleme. Dabei ist zwischen dquivalenten
Problemen, bei denen aus dem umgeformten Problem auf die Losung des Originalproblems
geschlossen werden kann, und nichtédquivalenten Problemen, bei denen ein modifiziertes Pro-

blem eine Naherungslosung erzeugt, zu unterscheiden:

1. Reduktionsmethoden (Kapitel 5)
Reduktionsmethoden erzeugen ein dquivalentes Problem mit einer geringeren Anzahl
von Variablen und/oder Restriktionen. Den Schwerpunkt der Betrachtungen bilden die
klassischen Zugénge zur Elimination von Ungleichungs- und Gleichungsrestriktionen.
Dabei wird auch erlautert, wie redundante Restriktionen erkannt werden kénnen, die
sich bei der Umsetzung von Vorwissen fiir kompliziertere Systeme ergeben konnen. Al-

gorithmisch bedeutend ist ferner das Aufspiiren singuldrer Ungleichungsrestriktionen,
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also jener, die nur mit Gleichheit gelten. Dadurch werden nédmlich nicht nur die Schwie-
rigkeiten wegen des Fehlens eines halboffenen Suchgebiets umgangen, sondern es kann
durch die Entartung zur Gleichung auch eine Variablenreduktion erfolgen. Ergénzend
zu den klassischen Eliminationsmethoden werden die Elimination mittels scharfer Un-
gleichungen und mittels Zielfunktionserweiterung vorgestellt. Wahrend das Anwenden
der scharfen Ungleichungen (z. B. Cauchy-Schwarz-Ungleichung, Dreiecksungleichung)
einerseits spezielle Problemstellungen und andererseits ein gewisses mathematisches
Geschick erfordert, lasst sich eine Zielfunktion relativ formal um hochgewichtete Straf-
terme fiir die zu eliminierende Restriktion erweitern. Ob das allerdings einen Vorteil
bringt, ist fallweise zu prifen, da das Erweitern die Differenzierbarkeit, die Topologie
oder die Kondition des Problems wesentlich &ndern kann. Durch einfache Beispiele
werden die grundlegenden Ideen und gegebenenfalls die Schwéichen der Zugéinge und
Algorithmen aufgezeigt; vergleichende Studien oder programmtechnische Details blei-

ben der zitierten Spezialliteratur vorbehalten.

2. Erweiterungsmethoden (Kapitel 6)
Erweiterungsmethoden erzeugen ein dquivalentes Problem mit einer gréfieren Anzahl
von Variablen und/oder Restriktionen. Doch warum sollte eine solche Technik einge-
setzt werden? Kurzum, weil sie Vereinfachungen liefern kann. Aus der Mechanik ist
das Freischneiden bekannt, durch das sich ein System in Teilsysteme zerlegen lésst, die
aber durch Zwangskrafte miteinander verbunden sind. Ahnlich ist die Idee, eine Ziel-
funktion f(z) = 2% in g(z,y) = z - y mit der Restriktion z = y umzuschreiben (Idee
der Splitting-Methode). De facto die gleiche Idee kommt bei der Pseudodimensions-
erh6hung zur Anwendung, also mehr Variablen, die ihrerseits aber durch zusatzliche,
meist nicht so einfache Restriktionen wie bei der Splitting-Methode gekoppelt sind.
Bei der Schlupfvariablenmethode werden neue nichtnegative Variablen eingefiihrt, um
aus einer Ungleichungsrestriktion eine Gleichungsrestriktion zu machen, wéihrend bei
der Methode der Lagrange-Multiplikatoren die neuen Variablen (Lagrange-Faktoren)
die Aufgabe haben, die Restriktionen in eine erweiterte Zielfunktion aufzunehmen. Die
Epigraph-Methode geht den umgekehrten Weg: sie nutzt eine neue Variable, um die
Zielfunktion in eine zusitzliche Restriktion umzuformen und erreicht dadurch, dass
die neue Zielfunktion linear ist. Matrixfaktorisierungen hingegen helfen, komplizierte
Rangrestriktionen, auf die ableitungsbasierte Zugange nicht anwendbar sind, zu eli-
minieren. Sie nehmen dafiir eine hohere Variablenanzahl in Kauf. All diese Methoden
werden vorgestellt und erértert, um vor allem ein Gefiithl zu vermitteln, wann welche
Methode eingesetzt kann. Insbesondere wird dabei Wert auf die vektor- und matrixva-
riate Formulierung und Lésung von Problemen gelegt. Hierfiir wird auch ein neues
Matrixableitungskalkiil entwickelt, das sich zur quasifreien Optimierung eignet und

fiir bestimmte Problemklassen eine Alternative zum Lagrange-Formalismus darstellt.
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3. Problemtransformationsmethoden (Kapitel 7)

Problemtransformationsmethoden erzeugen ein dquivalentes Problem, bei dem die An-
zahl von Variablen und/oder Restriktionen gleich bleibt. Sie zielen auf Vereinfachun-
gen, Anderungen in der Topologie des Giitekriteriums oder dienen der Anpassung einer
Problemstellung an die verfiigbare Software. Im Abschnitt zu den elementaren Umfor-
mungen wird insbesondere auf die monotonen Transformationen eingegangen, denn
gerade durch Logarithmieren, fallweises Quadrieren oder Wurzelziehen ergeben sich
Vereinfachungen, wéihrend das Skalieren von Zielfunktionen und/oder Restriktionen
genutzt wird, um die numerischen Eigenschaften eines Problems positiv zu verdndern.
Beim Dekompositionszugang wird das Problem durch Zerlegung in kleinere Probleme
vereinfacht, wiahrend bei Minimax-Problemen ein Andern der Optimierungsreihenfolge
zu einem Maximin-Problem eine Transformationsoption darstellen kann. Weniger am
Problem direkt als vielmehr indirekt tiber die Parameter greifen die bijektiven (ein-
geschrankt auch surjektiven) Transformationen an. Durch sie werden die Probleme
reparametrisiert, wodurch haufig eine fiir die Optimierung bessere Topologie erreich-
bar ist. Die Momentenmethode, bei der beispielsweise aus Mittelwert und Streuung
die Parameter einer nichtgaufischen Verteilung bestimmt werden, nutzt diese Technik
ebenso wie das Prony-Verfahren, das die Parameter von Schwingungen tiber Parame-
ter von Differenzengleichungen berechnet. Neben dem Prony-Verfahren gibt es weitere
Techniken, um parameternichtlineare Probleme in parameterlineare umzuformen. Sol-
che Techniken fasst die Arbeit in einer Ubersicht zusammen, wobei der thematischen
Zuordnung wegen auch Zugénge aufgenommen werden, die eigentlich nicht als Pro-
blemtransformationen zu charakterisieren sind, sondern beispielsweise in die Proble-
merweiterung fallen.

Einen Schwerpunkt des Kapitels bilden die Umformulierungen zur semidefiniten Opti-
mierung, die in den letzten Jahren dank frei verfiigharer Software und einer Vielzahl
neuer Anwendungen grofie Bedeutung in der Modellbildung erlangt hat. Aufbauend
auf den theoretischen Grundlagen wird gezeigt, wie sich einige konvexe Probleme in
semidefinite Probleme transformieren lassen. In diesem Zusammenhang ist die Umfor-
mulierung der Restriktionen in lineare Matrixungleichungen von zentraler Bedeutung.
Dass dabei redundante Restriktionen entstehen oder wegfallen konnen, soll nichts an
der Zuordnung &ndern, da sie oft als versteckte (nicht sichtbare) Restriktionen auftre-
ten. Zudem wird am Beispiel der semidefiniten Optimierung auch gezeigt, wie sich die
in den Kapiteln zuvor aufgefiihrten Methoden zur weiteren Problemaufbereitung nut-
zen lassen, wobei dazu die Eliminationsmethode und die Epigraph-Methode besonders
hilfreich sind.
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4. Problemmodifikationsmethoden (Kapitel 8)
Problemmodifikationsmethoden dndern ein Problem derart, dass ein einfacheres Pro-
blem entsteht, dessen Losung die des Originalproblems néhert. Das Vereinfachen eines
Problems geschieht dabei durch Weglassen (Relaxation) oder Hinzunehmen (Kontrak-
tion) von Restriktionen. Beim Weglassen interessieren besonders jene Félle, bei denen
sich die Losung gar nicht oder generisch nicht &ndert oder bei denen iterative Algorith-
men entworfen werden konnen, die gegen die Losung des Originalproblems konvergie-
ren. Durch Hinzunahme von Restriktionen lassen sich ebenfalls Probleme vereinfachen,
wenn beispielsweise alle Variablen bis auf eine auf feste Werte gesetzt werden, da dann
nur eine einvariable Optimierung auszufithren ist. Dadurch, dass dieses Vorgehen in
einem néachsten Schritt fiir eine andere Variable getétigt wird, entstehen iterative Al-
gorithmen. Der Wechsel zwischen den Variablen erfolgt dabei meist zyklisch, bei zwei
Variablen also alternierend. Die beiden Techniken — Weglassen und Hinzunehmen von
Restriktionen — kénnen auch miteinander kombiniert werden. So erzeugt die Splitting-
Methode zunéchst ein erweitertes Problem, das durch Weglassen der Variablenzwangs-
bedingung mit alternierenden, einfacheren Teiloptimierungen iterativ gelost werden
kann. All die angesprochenen Ideen werden hinsichtlich ihres mathematischen Hinter-
grunds (ausgewdhlte Relaxationen, Lagrange-Dualitat, Dualitdtstheoreme) vorgestellt,
bewertet und durch fiunf Algorithmen untersetzt. Dartiber hinaus werden im Kapitel
Grundlagen zum Einsatz von Matrixapproximationsproblemen zur Problemmodifikati-
on erklart. Statt der optimalen Lésung eines Prokrustes-Problems (Matrix-LS-Problem
mit Restriktionen an die Matrix) wird eine gendherte Losung gewéhlt, die durch Pro-
jektion der LS-Losung auf die zuldssige, durch die Restriktionen bestimmte Menge
entsteht. Hierbei ist die gewohnliche LS-Lésung einfach zu berechnen und die Projek-
tion ebenfalls, da fiir zahlreiche Fille explizite Losungen existieren oder auf ein- und
zweidimensionale Suchen reduzierte Algorithmen verfiigbar sind. Matrixapproximati-
onsprobleme liefern zudem Mafle (hdufig Radien genannt) zur quantitativen Bewertung
dafiir, wie stark eine Eigenschaft ausgeprigt ist. Im ersten Teil der Arbeit werden sie
unter anderem fiir Kovarianzmatrizen, Systemmatrizen und auch Matrixtupel formu-

liert und mit Literaturhinweisen zu ihrer Losung hinterlegt.

Um den Umfang trotz eines breiten Spektrums an potenziellem Vorwissen und Methoden
angemessen zu halten, wird ein eher skizzenhafter Stil verwendet. Die einzelnen Abschnit-
te sind dabei weitgehend separat lesbar, wobei Fufinoten fiir nicht so géngige Begriffe oder
Formelzusammenhéange ein unndtiges Nachschlagen verhindern sollen. Auf die statistische
Aspekte der restringierten Parameterschitzung musste verzichtet werden, s. hierfiir [207],
[530] (Likelihood-Verhéltnistest, Wald-Test, Lagrange-Multiplikator-Test) und fiir den Nach-
weis einer bessere Statistik restringierter Schétzer gegentiber freien Schitzern [441], [233],
[423].
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Ergénzend zu den beiden Teilen der Arbeit werden in Kapitel 9 Empfehlungen fiir die Iden-
tifikation gegeben. Diese richten sich an Neueinsteiger auf dem Gebiet, da sie weitgehend
ohne Mathematik auskommen. Gleichzeitig sind die Empfehlungen fiir die Lehre hilfreich,
da sie bestimmte Aspekte durch Thesen, Tabellen und Aufziahlungen kompakt zusammen-
fassen. Letztendlich flieflen neben den langjéhrigen Erfahrungen des Autors auf dem Gebiet
der Modellbildung die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit mit ein. In diesem Sinn kann das

Kapitel 9 als eine Erweiterung der Zusammenfassung in Kapitel 10 betrachtet werden.



Kapitel 2
Restriktionen an dynamische Modelle

Dynamische Modelle beschreiben bekanntermaflen die zeitlichen Aspekte von Systemen. Ihr
Anwendungsspektrum reicht von Simulationen zur Prozessverhaltensanalyse oder zur Opti-
mierung tiber Filtern, die bestimmte Frequenzbereiche unterdriicken, bis hin zur Entwurfs-
grundlage fiir den modellbasierten Reglerentwurf. Das Erstellen der Modelle auf der Basis
experimenteller Daten wird dabei gemeinhin als Identifikation bezeichnet. Immer héhere An-
forderungen vonseiten der Anwendungen erfordern dabei immer bessere Modelle, wobei sich
das Besser auf genauere und weniger streuende Parameter, einen grofieren Giiltigkeitsbereich,
aber vor allem auf ein mit dem A-priori-Wissen konformes Modell bezieht. Solches A-priori-
Wissen umfasst Kenntnisse iiber die Lage einzelner Pole, Wurzeln oder Eigenwerte, aber auch
Systemeigenschaften wie Stabilitat, Minimalphasigkeit oder Passivitiat. Die Herausforderung
fiir den Ingenieur besteht nun darin, das A-priori-Wissen zusammenzutragen, um es dann
mathematisch zu formulieren. Deshalb werden in jedem Abschnitt zunédchst die Eigenschaf-
ten definiert und mit Sétzen hinterlegt, aus denen Formeln oder strukturelle Mainahmen
zur Einhaltung der Eigenschaften abgeleitet werden kénnen. Einfache Beispiele verdeutlichen
die Grundgedanken, die durch Literaturhinweise zu Anwendungen und Algorithmen ergénzt
werden, wihrend Gegenbeispiele auf Trugschliisse hinweisen. Bedingt durch die hohe An-
zahl méglicher Eigenschaften, die es je nach Modelltyp (Zustandsraum-, E/A-Formulierung;
linear, nichtlinear) und Zeitbereichstyp (kontinuierlich, zeitdiskret) umzusetzen gilt, ist die-
ses Kapitel das umfangreichste in der vorliegenden Arbeit. Durch Schwerpunktsetzung auf
die Klasse der linearen zeitinvarianten Systeme!, kurz LTI-Systeme, und Verzicht auf Kom-
plexbeispiele wird der Umfang beschrankt, wodurch die Betrachtung moglichst vieler Ei-
genschaften gelingt. Damit wird die in der Regelungstechnik bedeutendste Systemklasse
abgedeckt, wobei Hinweise auf Besonderheiten, weiterfithrende Literatur zu nichtlinearen

und zeitdiskreten Systeme ebenfalls gegeben werden. Als viel wichtiger als das Auffinden

! Der Begriff wird hier einschrinkend auf endlichdimensionale Systeme (Systeme mit konzentrierten Para-

metern) verwendet.

11
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einer Losung fiir ein konkretes Anwendungsbeispiel wird in den folgenden Abschnitten das
Anwenden prinzipieller Herangehensweisen angesehen. Als erstes stellt sich die Frage, ob es
sich um eine generische oder nichtgenerische Eigenschaft handelt. Generische Eigenschaften
brauchen ndmlich nicht durch Mafinahmen gesichert werden, da die Wahrscheinlichkeit Null
ist, ein Modell zu bestimmen, das die Eigenschaft nicht hat. Steuerbarkeit und Beobacht-
barkeit sind generische Eigenschaften, Stabilitiat ist dagegen keine. Muss eine Eigenschaft
gesichert werden, so kann das durch Restriktionen erfolgen oder durch Wahl einer speziellen
Modellstruktur. Im ersten Fall stellt sich die Frage, nach einer gut handhabbaren Restrik-
tion, im zweiten Fall die Frage, ob durch die Struktur alle méglichen Modelle einer Klasse
erfasst werden, oder ob sie nur hinreichend ist. Ebenso ist die Frage zu beantworten, ob die
Eigenschaft a priori oder a posteriori gesichert werden soll. Der A-priori-Weg ist dabei ten-
denziell zu bevorzugen, da er die optimale Losung liefert (vorausgesetzt algorithmisch werden
Nebenminima vermieden). Demgegentiber liefert der A-posteriori-Weg im Allgemeinen nur
suboptimale Losungen, da dabei das Problem zunéchst ohne die betreffende Eigenschaftsfor-
derung ermittelt wird und erst im Anschluss eine Projektion in die betreffende Modellklasse
die Eigenschaft sicherstellt. Dafiir ist das Realisieren der Projektion rechentechnisch oft ein-
facher, wodurch sich dieser Zugang insbesondere fiir Online-Anwendungen empfiehlt. Einen
ganz anderen Aspekt, der in den einzelnen Abschnitten wiederholt betrachtet wird, stellen
die sogenannten Eigenschaftsmafie (Eigenschaftsradien) dar. Sie werden herangezogen, um
quantitativ zu bewerten, wie ausgeprigt eine Eigenschaft ist, wie gut steuerbar etwa ein
System ist. All diese Fragen und Aspekte sind wahrend des Modellbildungsprozesses standig
neu zu beantworten. Die Vielschichtigkeit resultiert dabei aus der Tatsache, dass selbst fiir
die systemtheoretisch gut verstandene Klasse der LTI-Systeme, die Eigenschaften sehr oft
auf nichtkonvexe und nichtlineare Optimierungsprobleme fithren. Somit gibt es keine prade-
stinierten Zugange und Algorithmen, was die Behandlung schwieriger aber auch spannender
macht.

Um dem Leser einen zielgerichteten Zugang fir die Umsetzung des A-priori-Wissens iiber
dynamische Systeme zu vermitteln, sind die Abschnitte nach den betreffenden Eigenschaften

geordnet. Die Abschnitte lassen sich dabei im Wesentlichen getrennt voneinander lesen.

Im Abschnitt 2.1 wird die Kenntnis des statischen Verhaltens (bekannte statische Verstér-
kung bei LTI-Systemen) genutzt, um Restriktionen zu formulieren. Im Fall der nichtlinearen
Systeme ergeben die sogenannten Ruhelagenbedingungen (Ableitungen sind Null im Konti-
nuierlichen bzw. zeitverschobene Werte sind gleich im Zeitdiskreten) Einschrankungen an die
Modellparameter. Die Ruhelagenbedingungen sind dank der Gleichwertmessung sehr prazise
und reduzieren die Freiheitsgrade bei der Identifikation nichtlinearer dynamischer Systeme
signifikant, insbesondere dann, wenn an mehreren Arbeitspunkten experimentiert wird. Das

Vorgehen wird im Rahmen der Mehrfach-Linearisierungsmethode beschrieben.
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Gewissermaflen als Einstieg fiir die Umsetzung von Restriktionen an Systemeigenschaften
wird in Abschnitt 2.2 gezeigt, wie Restriktionen an Wurzeln, Eigenwerte und Pole behandelt
werden konnen. Die Restriktion, wonach Wurzeln, Eigenwerte bzw. Pole in der linken offenen
komplexen Halbebene liegen sollen, entspricht ndmlich gerade der ,,Stabilitatsrestriktion®
fir LTI-Systeme. Diese Restriktion ist symptomatisch fur die angesprochenen Schwierigkei-
ten, da die Zusammenhénge von den Polynomkoeffizienten zu den Wurzeln nichtlinear und
nichtkonvex sind. Neben der linken komplexen Halbebene als Restriktion werden in den Un-
terabschnitten zu Abschnitt 2.2 auch andere Mengen untersucht, die ihrerseits aus anderen

Anwendungen oder Uberlegungen resultieren.

Es folgen danach zahlreiche Abschnitte, die sich mit der Umsetzung von Stabilitéatsrestrik-
tionen befassen, wobei die Einteilung nach den Systemklassen erfolgt, also

- lineare zeitkontinuierliche Systeme in E/A-Darstellung (Abschnitt 2.3)

- lineare zeitdiskrete Systeme in E/A-Darstellung (Abschnitt 2.4)

- lineare zeitkontinuierliche Systeme in Zustandsraumdarstellung (Abschnitt 2.5)

- lineare zeitdiskrete Systeme in Zustandsraumdarstellung (Abschnitt 2.6)

- lineare zeitkontinuierliche Intervallsysteme (Abschnitt 2.7)

- lineare zeitvariante Systeme (Abschnitt 2.8)

- nichtlineare Systeme (Abschnitt 2.9).

Nach der Systemeigenschaft ,Stabilitdt®, die den Schwerpunkt des Kapitels bildet, werden
Eigenschaften dahingehend untersucht, wie das Vorwissen zu den Eigenschaften bei der Iden-
tifikation umgesetzt werden kann. Die Klasse der LTI-Systeme steht dabei im Vordergrund.
Erganzende Hinweise oder teils eigene Unterabschnitte zu den linearen zeitvarianten und
nichtlinearen zeitinvarianten Systemen vervollstandigen die Abschnitte. Zu den hier betrach-
teten Eigenschaften zdhlen:

- Passivitat (Abschnitt 2.10)

- Externe Positivitat (Abschnitt 2.11)

- Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit (Abschnitt 2.12)

- Minimalphasigkeit (Abschnitt 2.13)

- Kausalitat (Abschnitt 2.14).

Den Abschluss des Kapitels bildet Abschnitt 2.15 zum Thema Bifurkationen. Hierbei handelt
es sich um parameterbedingte qualitative Anderungen im Systemverhalten. Beobachtet der
Anwender eine solche Verhaltensdnderungen, kann er diese einem Bifurkationstyp zuordnen.
Dadurch schrankt es wiederum seine Modellklasse ein. Die Kenntnis des Bifurkationstyps ist
fiir die Identifikation ndmlich eine wichtige Strukturinformation, aus der sich Einschréankun-
gen beziiglich der Eigenwerte der Ruhelagenlinearisierungen ergeben oder aus der auf das
Vorhandensein bestimmter nichtlinearer Terme im Vektorfeld bzw. einer Approximation des

Vektorfelds geschlossen werden kann.
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2.1 Restriktionen beziiglich des statischen Verhaltens

Das Einbeziehen einer a priori bekannten statischen Verstarkung, die z. B. durch ein Sprung-
experiment sehr genau bestimmt werden kann, hilft die Parametervarianzen zu senken und
gegebenenfalls den lokalen Giiltigkeitsbereich nichtlinearer Modelle zu erweitern [144].

Neben dem experimentellen Zugang leitet sich A-priori-Information iiber die Statik auch
aus Bilanzgleichungen ab. So miissen beispielsweise die E/A-Massen- bzw. -Molstrome tiber
alle Elemente (Kohlen-, Wasser-, Sauerstoff) der Reaktanden (Methanol, Wasser, Kohlen-
stoffdioxid) passen. Solche Zwangsbedingungen werden etwa in [16] in einen empirischen

multivariaten polynomialen Modellansatz eingearbeitet.

In den néchsten zwei Abschnitten wird davon ausgegangen, dass die Statikinformation als
Verstérkung, Punktpaare oder Kennlinie verfiigbar ist. Dieses Wissen wird in Restriktionen
umformuliert. Im Abschnitt 2.1.3 wird dann eine Technik vorgestellt, die Statik- und Linea-

risierungsinformation nutzt, um auf die Parameter eines nichtlinearen Modells zu schliefen.

2.1.1 Statikrestriktionen bei linearen Modellen

Bei stabilen? LTI-Systemen gilt fiir die statische Verstirkung K = G(s)|s=o. Speziell fiir die
Systeme mit einem Eingang und einem Ausgang, also die sog. SISO-Systeme, ergibt sich
bei der Standardparametrisierung die Restriktion K = by/ag. Ist zudem ag = 1, dann gilt
bo = K. Diese Restriktion wird unmittelbar zur Elimination des Parameters by aus dem
Identifikationsproblem genutzt (Ersetzen von by durch K).

Bei stabilen zeitdiskreten Systemen gilt fir die statische Verstirkung K = G,(z)|.=1, woraus

sich folgende lineare Restriktion ableitet
bo+...4+by=K(ap+...+a,). (2.1)

Fir ein FIR-Filter (Filter mit endlicher Impulsantwort)

m

vk = 2 bk i (2.2)

bedeutet das, dass fir die statischen Verstarkung K gelten muss K = Y. b;. Demzufolge
ist fiir ein Gewichtsfolgemodell {g[k]}32,

> glk]l=K (2.3)

zu fordern, wobei [ die Approximationsldnge fir die Gewichtsfolge angibt.

2 Instabile Systeme haben keine statischen Kennlinien, wohl aber eine Ruhelagenmannigfaltigkeit.
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Selbstverstandlich lassen sich all diese Restriktionen auch als Ungleichungen formulieren,
wenn sich die Kenntnis der statischen Verstarkung nur auf Intervalle K < K < Kpax
oder Vorzeichen K > 0 bzw. K < 0 beschrénkt. So wird (2.1) bei monischem® Nenner

beispielsweise zu*

bo+ ...+ bm— Kpax(ao+ ... +a,_1+1) <0 (2.4a)
*bo**bm+Kmln(ao++an_1+1) SO (24b)

Das Einbeziehen der Vorzeichenkenntnis und damit das Garantieren eines bestimmten Vor-
zeichens der statischen Verstarkung ergibt sich in vielen adaptiven Regelungssystemen [367]
allein schon aus Stabilitdtsforderungen. Dank der Konvexitéit der Statikrestriktionen wird
deren Einhalten bei den adaptiven Reglern tiblicherweise per Projektion gelost. Im einfach-
sten Fall sichert Projp{/A} = max{K,0} die Nichtnegativitit von K. Der Praktiker gibt
noch etwas Reserve Projy~ {K} = max{K, e} dazu.

Anmerkung 2.1 Bei approximierenden LTI-Systemen ist die Vorgabe

Yy (umax) ) (umin)

Umax — Umin

K=

Sekantenapproximation von K (2.5)

im Arbeitsbereich zwischen unterem (tmin, ¥(Umin)) und oberen Arbeitspunkt (tmax, ¥ (Umax))
zweckmafig. Liegt genauere Modellinformation vor, kann auch mit der Tangentenlinearisie-

rung operiert werden.

Beispiel 2.1 (Statische Verstirkungsinformation aus der Linearisierung)

Der Fiillstand eines Behélters mit Auslauf gentigt A% + avh = ¢ mit der Hohe h, der
Fliache A, dem Auslaufkoeffizienten o und dem Zufluss ¢. Das im Arbeitspunkt (g, hs) per
Linearisierung erhaltene PT1-Glied hat die Verstirkung K = 2v/h,/a und die Zeitkonstante
2v/hsA/a. Mit i. Allg. bekanntem A, bekanntem Arbeitspunkt und zumindest intervallweise

bekanntem « ergeben sich so arbeitspunktabhangige Verstarkungsintervalle.

Anmerkung 2.2 Werden keine linearen, sondern lediglich linearisierte Modelle identifiziert,
ist eine Gleichwertbehandlung erforderlich, da die Verstédrkung, aber auch die anderen Pa-
rameter sonst ginzlich falsch bestimmt werden. Zur Gleichwertbehandlung bieten sich an:
- Abziehen des Arbeitspunkts (us,ys), d. h. u[k] := u[k] — us und y[k] := y[k] — ys

- Abziehen der Mittelwerte, d. h. u[k] := u[k] — @ und y[k] := y[k] — 5 /5

3 Ein Polynom heifit monisch, wenn der zur héchsten Potenz gehérende Koeffizient a, = 1 ist.

4 Fiir stabile Systeme gilt ag + ...+ a,_1 + 1 > 0, weshalb beim Herleiten keine Vorzeichenumkehr auftritt.
Betrachte [}, (z — z)|.=1 =[]} (1 — 2;) > 0 wegen |z;| < 1.

5 Diese Methode ist selbst bei mittelwertfreier Anregung um den Arbeitspunkt nicht identisch mit der
vorgenannten, da es bedingt durch die Nichtlinearitdten zu einer Gleichwertverschiebung am Ausgang

kommt.
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- skalierte und zentrierte Signale, d. h. u[k] := “&=2 ylh =g

Ty

und y[k] :=

a posteriori ist die Verstirkung zu korrigieren: G(z) := %G(z; 0)
- Hochpassfilterung (HP) der Signale, z. B. u[k] := HP{u[k]} und y[k] := HP{y[k]}
- Einsatz inkrementaler Signale, d. h. u[k] := u[k] — u[k — d] und y[k] := y[k] — y[k — d]
- Schitzung des aggregierten Gleichwerts mit der Eins-Spalten-Methode®,

wobei die Formeln fiir Signale denen der Folgen analog sind.

Eine Anwendung zur Nutzung der Statikinformation bei der Identifikation von Systemen mit
mehreren Eingdngen und einem Ausgang, also sog. MISO-Systemen, zeigt das nachfolgende
Beispiel. Es verdeutlicht, wie die Statikrestriktion aus der MISO-Modellschétzung fiir die
Reduktion auf die SISO-Teilmodelle genutzt werden kann und wie sich Vorwissen iiber die
SISO-Teilverstarkungen in der MISO-Schétzung einbeziehen ldsst. Das Vorgehen ist dabei

formal auf Systeme mit mehr als zwei Eingéngen erweiterbar.

Beispiel 2.2 (Statikinformation bei MISO-Gleichungsfehlermodellen)

Das System

bl(Z)
ai(z) e+

mit den Graden (mj,n;) bzw. (mg,ny) kann durch Bilden des Hauptnenners als

Y(z)=

Ua(z) (2.6)

ar(q)az(q)y[k] = bi(q)az(q)ua[k] + ba(q)ar(q)uz[k] (2.7a)
a(a)y[k] = by(a)ur [k] + ba(q)us (k] (2.7b)
mit q als Rechtsverschiebeoperator geschrieben werden. Hierfiir lautet ein zugehoriges Glei-
chungsfehlermodell
ni+ng natmy nitms _
Soaylk+i = > bwk+i+ > byuslk+i+elk];  k=0,1,2,... (28)
i=0 i=0 i=0

Aus den Schéatzungen zu (2.8) leiten sich zwei Statikrestriktionen fiir eine nachgeschaltete

Bestimmung der Koeffizienten fiir (2.6) ab

na+mi 2 mi nitmso 2 mz
b1, > big > by > by
=0 _ . _ =0 i=0 _ fr __i=0
nitng . - Kl — ng und nitny - 2 = Ty , (29)
a; IR >oa; > g
=0 =0 i=0 i=0
erste Restriktion zweite Restriktion

wobei die Restriktionen zweckméfBigerweise in lineare Gleichungsrestriktionen geméaf (2.1)

umgeformt werden. Die Beziehungen in (2.9) konnen aber auch verwendet werden, wenn

6 Bei dieser Methode wird der Regressionsansatz um einen konstanten Parameter (aggregierten Gleichwert
aus us und y,) erweitert. Dieser konstante Parameter fithrt in der Datenmatrix zu einer Eins-Spalte
(Namensgebung).
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Vorwissen iiber die SISO-Teilverstdrkungen vorliegt. Dann ergeben sich durch Umformen
der jeweils linken Gleichungen in (2.9) zwei lineare Gleichungsrestriktionen, die sich in die

MISO-Schétzung einarbeiten lassen.

Statikrestriktionen spielen auch bei der Modellapproximation, speziell der Modellreduktion,

eine wichtige Rolle:
Statik des Modells =  Statik des reduzierten Modells.

In diesem Fall kann die erforderliche Statikinformation direkt aus dem Modell mit den be-

schriebenen Techniken aus der Zeit- bzw. Frequenzbereichsdarstellung gewonnen werden.

Abschlielend sei nochmals darauf verwiesen, dass die Statikrestriktion das Schétzproblem
um einen Freiheitsgrad verringert und somit auf bessere statistische Eigenschaften fithrt (In-
formationsverdichtung auf weniger Parameter). Da Statikrestriktionen mathematisch zudem
durch lineare Gleichungen beschrieben werden, ist der erforderliche Mehraufwand fiir ihre

Einbeziehung gering.

2.1.2 Statikrestriktionen fiir parameterlineare nichtlineare
Modelle

Neben der Verstéarkungsrestriktion zahlt auch die Ruhelagenrestriktion zu den Statikrestrik-
tionen. Vielfach sind Ruhelagen (us, y5); aus Vorexperimenten bekannt, mit denen das dyna-
mische Modell vertraglich sein sollte. Durch Nullsetzen der Ableitungen im kontinuierlichen
Fall bzw. Gleichsetzen aller Verschiebungen im diskreten Fall werden die Ruhelagenrestrik-
tionen erzeugt. Fiir parameterlineare SISO-NARX-Modelle”

ylk] = T [k]0 + e[K], feR", (2.10)

wobei ¢ [k] der aus Funktionen ¢;(y[k — 1],...,y[k — n,],ulk — d],... ,ulk —d — n, + 1]);
i = 1,...,r gebildete Regressor ist, ergibt sich die statische Beziehung durch Setzen von
ys =ylkl =ylk -1 =... =ylk —ny) und us = u[k —d] = ... = u[k — d — n, + 1]. Die ¢
werden hierdurch zu Funktionen t;(us, y,), womit fiir jedes statische Paar (us,ys), also fiir
jeden Punkt auf der statischen Kennlinie oder fiir jede isolierte stabile Ruhelage, eine lineare
Restriktion fiir @ = (0y,...,0,)T folgt

Ys = J’l(usv Ys)O + ...+ dr(usv Ys )0y (2.11)

7 NARX steht fiir ,nonlinear autoregressive exogenous“, also fiir nichtlineare autoregressive Modelle mit

duBerer Anregung (mit Eingang).
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Statt der Gleichheitsrestriktionen sollten bei gemessenen (us,ys) Restriktionen der Art
75 S ysf'lzjl(us’ys)el+~'~+1Zr(usvys)8r S 5 (212)

verwendet werden, wobei § in der GroBenordnung der Messfehler zu wéahlen ist. Liegt nicht
nur punktweise Kenntnis iiber den statischen Zusammenhang vor, sondern sogar die gesamte

statische Kennlinie y; = h(u,), fiihrt dies auf
h(ug) = 1 (ug, h(1s))01 + . . . 4 Uy (s, h(us))0, V. (2.13)

Bei Polynomen y; = h(u,s) und polynomialen Regressorkomponenten t); folgen lineare Re-
striktionen an @ durch Koeffizientenvergleich beziiglich der Potenzen u.. Da (2.13) fiir alle u,
gelten muss, liefert jedes frei gewidhlte u, eine neue lineare Gleichungsrestriktion. Sollten die
Gleichungen inkonsistent sein, ist der nichtlineare dynamische Ansatz nicht mit der Statik
vertraglich. Im Regelfall wird nur ein konsistentes unterbestimmtes System von Restriktionen

entstehen.

2.1.3 Mehrfach-Linearisierungsmethode

Die Mehrfach-Linearisierungsmethode eignet sich zur Identifikation nichtlineare Zustands-
raummodelle, die parameterlinear sind. Sie beruht darauf, an verschiedenen Ruhelagen (Ar-
beitspunkten) lineare Modelle zu schitzen und deren Parameter zur Bestimmung der unbe-
kannten Parameter des nichtlinearen Modells heranzuziehen. Somit kénnen die ausgefeilten

Verfahren zur Schiatzung linearer Modelle eingesetzt werden.
Sei ein Zustandsraummodell mit messbaren Zustandsvektoren gegeben

B = 0L fi(wr, o U, U i=1,...,n;0;, ¢ R™ (2.14a)
yi:w?hi(x17"'axnvu‘lw'wum); 221,7]’),1/)2 € R¥ (214b)

und sei (us, Ts, ys) ein Tupel einer stabilen Ruhelage, dann resultieren aus der Ruhelagenbe-
dingung x(t) = x5, d. h. & = 0,, die Restriktionen

0=0]fi(zs,us); i=1,....n (2.15a)
Yoi = Ol hi(xg,us); i =1,...,p. (2.15b)

An diesen Ruhelagen kann (2.14) linearisiert werden

) " Of; " Of; .
Azi:HiT< " (x5, Us)AT; + (24, Uus Au-); i=1,...,n (2.16a)
= ax]( ) J ]z::lauj( ) J

AY; = wT(Z %(xs, Us)AT; + Z %(xs., us)Auj>; i=1,...,p. (2.16h)
aI]' j=1 8uj

Jj=1
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Ferner wird ein fiir (us, 25, ys) linearisiertes Modell geschatzt

= ((by)) € R™™ (2.17a)
= ((dy)) € RP*™. (2.17b)

ad; = Aaz + Bau = ((a)) e R™™ B
ay = Caz+ Dau = ((¢5)) e R”". D

Per Koeflizientenvergleich gilt dann
GhL

&ZJ ezTafl( 57u5) ngafl (565711,5), éij ~ 1/12T

Hieraus leitet sich z. B. ein LS-Schétzproblem fiir die Parameter der i-ten Zustandsgleichung

Oh;
0 (@s,us), d u‘ ~ (xs,us), (2.18)

ab, wobei die Koeffizientenbeziechungen einem Kleinsten-Fehlerquadratsummen-Ausgleich

(LS fiir ,least squares®) unterzogen werden, bei dem die Ruhelagenbedingung als Restriktion

fungiert:
afT - 1117
Oz (Is’ Us) i1
arr o
Ts,Us a;
aﬂ;T( o ts) 6, — | 2" | =Min 0 =67 fi(x,, us). (2.19)
duy (x‘s’ Us ) bi
| @eu) | Lo ]

Analoges gilt fur die ;. Sollte die Datenmatrix keinen vollen Rang haben, ist sie durch
Datenblocke aus der Identifikation an anderen Arbeitspunkten zu ergédnzen; daher der Vor-
satz ,Mehrfach“. Fiir jede neue Ruhelage kommen dabei neue Restriktionen hinzu, was zu
Widerspriichen in den Restriktionen fithren kann — weniger bedingt durch eine fehlerhaf-
te Messung der Ruhelagen als vielmehr durch das gemeinhin approximative Verhalten des
zu identifizierenden nichtlinearen Modells (z. B. Bilinearmodell als Approximation). Deshalb
empfiehlt es sich, die Restriktionen als einen Block in die Datenmatrix und damit in den
Fehlerausgleich aufzunehmen, wie es beim WLSE-Grenzwertverfahren in Abschnitt 5.4 der
Fall ist.

Sollte ein Parameter in mehreren Gleichungen auftreten, besteht also beispielsweise die zu-
sitzliche Restriktion 613 = 51, so kann eine solche Restriktion durch Blockmatrixformulie-
rung eliminiert werden, vgl. Abschn. 5.2.3.

In Analogie zum beschriebenen Vorgehen kann die Mehrfach-Linearisierungsmethode auch
auf nichtlineare E/A-Differenzialgleichungen tibertragen werden. Ein Koeffizientenvergleich
zwischen der Ruhelagenlinearisierung und der geschétzten linearen Differenzialgleichung in
den Delta-Grofien liefert dann die fiir den LS-Ausgleich erforderlichen Beziehungen mit der
Ruhelagenbedingung als Restriktion.

Eine Anwendung dieser Methode auf einen nichtlinearen Schwinger und einen elastischen
Roboterarm, die durch zustandsquadratische Modelle approximiert werden, wird in [70] be-

schrieben. Das folgende Beispiel soll das Vorgehen skizzieren.
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Beispiel 2.3 (Linearisierungsmethode fiir ein bilineares Modell)

Gegeben sei & = 012 + Ozu + G3u. Das linearisierte Modell fiir die Ruhelage (ug, x) lautet

A% = 01A7 + Ougax + OoxsAu + 03U

= (01 + Oqus)Aax + (oxs + 03)au = dax + bau.

Unter Einbeziehung der Gleichwertrestriktion reicht sogar die Experimentation an einem

Arbeitspunkt aus, um alle drei Parameter zu bestimmen

2

1 0 91 (AJ/ 'I’.S
e } 0o | — | b || =Min  0=1[0),6,05] | zou, |- (2.20)
0 z, 1
03 0 Us

2

Die alleinige Verwendung von drei oder auch mehreren Gleichwertbeziehungen gemafl

Ts1 Tsilsl Ugy 0, 0
Ts2 TgaUg2 Us2 92 = 0 s (221)
Ts3 Ts3lUs3 Us3 05 0

reicht nicht aus, um die Parameter zu bestimmen. Im Fall einer reguléren Matrix ergébe sich
ndmlich nur die Triviallosung 8 = 03, im Fall einer singuldren Matrix ist § dagegen nicht

mehr eindeutig bestimmt.

2.2 Restriktionen an Wurzeln, Eigenwerte und Pole

Bekanntermaflen wird die Dynamik von LTI-Systemen wesentlich durch die Eigenwerte der
Systemmatrix, Wurzeln von Polynomen bzw. Pole von Ubertragungsfunktionen bestimmt.
Wiéhrend die Wurzeln der Nennerpolynome das asymptotische Verhalten ausdriicken, haben
die Wurzeln der Zé&hlerpolynome Einfluss auf das transiente Verhalten und charakterisieren
zudem die Nulldynamik. Das Vorwissen entstammt physikalischen Uberlegungen (Integrato-
ren, Differenzierern), folgt aus Schwingungsmoden (z. B. Netzfrequenz, bekannte Eigenfre-
quenz oder Storfrequenz) oder ergibt sich aus der Verkniipfung einer Strecke mit bekannten
Elementen (Regler, Stellglied, Messfilter). Dariiber hinaus kann A-priori-Wissen aus dem
Abtasttheorem gefolgert werden. Losgelost von den Quellen des A-priori-Wissens liegt der
Schwerpunkt der folgenden, separat lesbaren Unterabschnitte auf dem Formulieren und al-
gorithmischen Umsetzen der Einschrankungen zu Eigenwerten, Wurzeln und Polen entweder

explizit durch Restriktionen oder implizit durch strukturelle Anséatze.
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2.2.1 Integrator, Differenzierer

Auf das Vorhandensein von Integratoren deuten vielfach bereits physikalische Groflen, wie
Weg, Geschwindigkeit, Energie, Fiillstand, ohne dass dabei eine detaillierte theoretische Ana-
lyse notwendig ist. Experimentell &uflert sich ein Integrator in offenen Strukturen durch einen
nicht endenden Anstieg oder Abfall der Ausgangsgrofie bei einer sprungférmigen Anderung
der Eingangsgrofie. Dieser Anstieg braucht keineswegs linear sein, da eventuell Nichtlineari-
tdten wirken. Auflerdem wird er in praktischen Fallen hdufig beschréankt sein. Das macht es
schwierig, einen Tiefpass mit grofier Zeitkonstante und hoher Verstérkung von einem Inte-
grator zu unterscheiden.

Ein Indiz fiir Integratoren in Regelkreisen ist der Ubergang auf Arbeitspunkte ohne bleiben-
de Regelabweichung. Fine rampenférmige Anregung kann dabei weiteren Aufschluss geben,
ob mehrere Integratoren im Regelkreis auftreten.

Im zeitkontinuierlichen LTI-Modell entspricht ein Integrator einer Wurzel des Nennerpoly-
noms a(s) bei s = 0 oder dquivalent ag = 0. Diese Restriktion lasst sich bei der Identifikation
iiber Differenzialgleichungsmodelle durch Weglassen dieses Koeffizienten einfach behandeln.
Analog wird im Fall eines Differenzierers mit dem Zahlerpolynom verfahren.

Das zeitdiskrete Modell hat einen Integrator, wenn z = 1 Wurzel des Nennerpolynoms a(z)

ist oder dquivalent a(1) = 0 gilt. Hieraus resultiert die lineare Gleichungsrestriktion

[1,1,...,1]| : | =0. (2.22)

Alternativ kann das Vorwissen iiber einen Integrator auch durch eine Hochpassfilterung der
Daten mit (z — 1)/z umgesetzt werden. Das Filter kiirzt dann den Pol bei z = 1. Allerdings
bewirkt das Filter eine Erhéhung der Stéramplituden, da es ein numerischer Differenzierer
ist. Bei der restringierten Behandlung tritt diese unerwiinschte Stérerhohung dagegen nicht

auf.

2.2.2 Bekannte Wurzeln

Sind s1, ..., s; bekannte Wurzeln eines Polynoms a(s), dann gilt die lineare Restriktion
1 s s ... st ag
1 s9 5% .. 8y aq
=0. (2.23)

1 s, s ... 8% an,
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Handelt es sich um eine komplexe Wurzel, so tritt diese bei den interessierenden Polynomen
mit reellen Koeffizienten konjugiert komplex auf. Das heifit, dass eigentlich zwei Wurzeln
bekannt sind. Um nun nicht komplex rechnen zu miissen, wird die Restriktion umgeformt.
Es gilt: Sei o £ j8 = r(cos ¢ % jsin¢) mit r = /a2 + 32 und ¢ = arctan(3/a) ein a priori

bekanntes Wurzelpaar, dann impliziert dieses Paar die Restriktion

ap
1 rcos¢ r?cos(29)

0 rsing r?sin(29) =0 (2.24)

Qn

Beispiel 2.4 (Frequenz bei 50 Hz)

Sind Messdaten mit der Netzfrequenz von f = 50Hz gestort und wird mit 1/7; = 400 Hz
abgetastet, dann sind in (2.24) r = 1 und ¢ = 27f1; = 7 /4 zu setzen. Der Vorteil der restrin-
gierten Behandlung gegeniiber einer Datenvorfilterung mit einer zeitdiskreten Bandsperre
liegt darin, dass im Gegensatz zur Bandsperre keine anderen Signalbestandteile verfalscht
werden und dass somit ein filterbedingter systematischer Schétzfehler vermieden wird. Ein
Wurzelpaar bei 50 Hz kann anschliefend durch Division aus dem geschétzten Polynom be-

seitigt werden, was dank der Restriktion stets exakt gelingt.

Weitere Beispiele mit bekannten Wurzeln liefern die Spektroskopie, bei der bestimmte Fre-
quenzen aufgrund der Stoffzusammensetzungen a priori bekannt sind, oder die elektroma-
gnetische Signaturanalyse, bei der aus dem Resonanzmuster einer reflektierten Radarwelle
der Flugzeugtyp bestimmt wird. Im letzteren Fall resultiert aus der Sendefrequenz der Quelle
ein bekanntes Wurzelpaar [127].

Als k-fache Wurzel werden Werte mit der Eigenschaft
s; ist Wurzel von a(s), nicht aber von a(s)/(s — s;)* (2.25)

bow,  dim - 0. =0, k-1 und 1imﬂ7éo (2.26)

58; (S — Sz’)] 585 (5 — Si)k
bezeichnet. Bekannte k-fache Wurzeln kénnen in analoger Weise bearbeitet werden und
fiihren ebenfalls auf lineare Restriktionen. So ist aus der Faktorzerlegung a(s) = (s — s;)*a(s)
durch Ableiten direkt zu erkennen, dass fiir eine k-fache Wurzel s; die folgenden Restriktionen
& a(s)

ol =0 =0 k-1 (2.27)

gelten.

Beispiel 2.5 (Restriktion fiir eine Dreifachwurzel)
Fir eine dreifache Wurzel s; ergibt sich so beispielsweise die Restriktion

1 s s ... el o

01 25 ... nsy! S| =0. (2.28)
00 2 ... (n—1)nsp? an,
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Als eine Anwendung fiir bekannte Mehrfachwurzeln seien die per Tustin-Transformation aus
Ubertragungsfunktionen mit den Polynomgraden (m, n) hervorgehenden 2-Modelle genannt.
Sie besitzen n — m bekannte Zahlerwurzeln bei z = —1, da die n — m Zéhlerwurzeln von

G(s) im Unendlichen auf z = —1 abgebildet werden.

Begriindung fiir Nullstellen im Unendlichen
Nullstellen von G(s) im Unendlichen werden sichtbar iiber die Nullstellen bei ¢ = 0, die
G(1/q) hat. Somit hat jedes SISO-System mit Differenzgrad r = n—m = 1%i?n{cTAi‘1b # 0}
zudem r Nullstellen im Unendlichen oder besser ausgedriickt: eine Nullstelle im Unendlichen
von der Ordnung r. Es gilt

}}L%%G(I/Q) :5-1LIIolost(S) =0 j=0,...,r—1 (2.29)
Ubertragungsmatrizen G(s) besitzen eine Nullstelle im Unendlichen der Ordnung k, wenn
G(1/q) eine k-fache Ubertragungsnullstelle bei ¢ = 0 hat (Definition von Pugh und Ratcliffe
[520]). Zudem haben nicht degenerierte Systeme ¥ = (A, B,C, D), also solche mit vollem
Normalrang der Rosenbrock-Matrix, eine Nullstelle im Unendlichen der Ordnung min{m, p}

und degenerierte Systeme eine von einer Ordnung kleiner min{m, p}.

Ist eine Wurzel des Zéahlerpolynoms von G(s) bekannt, wird aber eine Zustandsraumschét-

zung angestrebt, so liefert fiir bekanntes s;, vgl. (2.158),

s; I, —A —b
det | " =0 2.30
e[ ; d] 230)

eine entsprechende Restriktion®. Gleichung (2.30) kann z. B. als Rangdefektheitsrestriktion
oder iiber die lineare Abhdngigkeit (dann verschwindet die Determinante) beriicksichtigt

werden.

Anmerkung 2.3 Approximationsprobleme beziiglich des néchstgelegenen Polynoms mit

bekannter (vorgegebener) Wurzel werden in [239] diskutiert.

8 Diese Restriktion folgt direkt aus der Schur-Zerlegung
sl, — A —-b

det sl, —A —b det I, 0
e =de
et d (sl — A I, 0 (s —A)~th+d

=1-det(sl, — A)-det(cT (s — A)"b+d) = Z(s).

N(s) G(s)

)
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2.2.3 Bekannter Eigenwert

Der Kenntnis von Polen in der E/A-Darstellung entspricht im Zustandsraum die Kenntnis
von Eigenwerten. Obwohl beide Restriktionen systemtheoretisch dasselbe beschreiben, wei-
sen sie hinsichtlich ihrer Behandlung einen sehr unterschiedlichen Schwierigkeitsgrad auf.
Bekannte Pole fithren auf lineare Gleichungsrestriktionen, wiahrend A(A) = ¢ eine nicht-
konvexe, komplizierte nichtlineare Restriktion an die Matrixelemente von A darstellt. Diese

Restriktion kann zwar scheinbar einfacher als
(A — (I,,) singular, bzw. dquivalent Rang(A — (I,,) <n (2.31)

geschrieben werden, was die Situation aber nur unwesentlich verbessert, wenn die Restriktion
a priori berticksichtigt werden soll. Einfacher ist es, die Restriktion a posteriori durch das

Matrixapproximationsproblem
A= X||p =Min  A\X) =, (2.32)

zu berticksichtigen. Hier wird zu einer Schitzung der Systemmatrix A die nachstgelegene

Matrix Xop gesucht, die den bekannten Eigenwert ¢ hat. Umgeschrieben lautet (2.32)
|A— X||p =Min  Rang(X —(I,) <n (2.33)
bzw. nach der Substitution X =: X — (I,
(A= ¢IL,) - X||p=Min  RangX < n. (2.34)

Dieses Problem hat dank des Eckart-Young-Mirsky-Theorems [299] eine geschlossene Losung,
namlich Xop = X7 oyu0f, wobei A — (I, = ((u;))diag(c;)((v;))T eine Singulirwertzerle-

gung von A — (I, ist. Die Losung ist eindeutig, falls der kleinste Singulirwert einfach ist.
Durch Resubstitution ergibt sich X5 = Xopt + (1.

Anmerkung 2.4 Artverwandte Matrixapproximationsprobleme sind:
- ein bekannter Eigenwert: [327]

- ein bekannter Mehrfacheigenwert: [237], [427], [181]

- zwei bekannte, aber unterschiedliche Eigenwerte: [236], [402]

- mehrere bekannte, aber unterschiedliche Eigenwerte: [403]

- n bekannte Eigenwerte: [134]

- Eigenwert, Links- und Rechtseigenvektor: [226].
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2.2.4 Wurzeln in einer Halbebene oder einem Streifen

Die Forderung nach Wurzeln in der linken Halbebene und damit nach Hurwitz-Stabilitét
fithrt auf komplizierte notwendige und zugleich hinreichende Restriktionen. Das Problem
wird deshalb oft iiber eine Reparametrisierung oder andere Zugénge gelost, s. Abschn. 2.3.
Gut handhabbar sind letztlich nur die notwendigen Bedingungen fiir Hurwitz-Stabilitét,
wonach alle Koeffizienten das gleiche Vorzeichen haben miissen. Ohne Einschriankung der
Allgemeinheit wird nachfolgend nur der Fall mit positiven Vorzeichen betrachtet, der ins-
besondere fiir monische Polynome greift. Durch Betrachtung des Polynoms a(z) = a(z + )
werden die notwendigen Hurwitz-Bedingungen zu notwendigen Bedingungen fiir die Lage

von Wurzeln links der Achse fe z = 7. Seien a; die Koeflizienten von a(z), so ist

: —i+k

0<ini= a0 =0 n (2.35)
k=0 k

notwendig dafiir, dass die Wurzeln von a(z) alle streng links von + liegen. In Matrixnotation

schreibt sich (2.35) fir a,, > 0 als

ap ap =1\ j—i X
- - <
Sl =L | | >0, mit Ly = { (=) t=J (2.36)
’ ’ 0 1> 7.
ap, an
Wird die Gleichheit mit zugelassen, so liegen sie links von 7 oder auf der ~-Achse.
In der gleichen Weise kann eine Bedingung fiir Wurzeln rechts der Achse Re z = 3 abgeleitet

werden. Seien a; die Koeffizienten von a(z) = a(—z + ), so ist

¢ —i+k
k=0
notwendig dafiir, dass die Wurzeln von a(z) alle streng rechts von § liegen. Durch Kombi-

nation von (2.35) und (2.37) ergibt sich eine Streifenrestriktion.

Anmerkung 2.5 Fir Systeme zweiter Ordnung sind die Streifenrestriktionen notwendig
und hinreichend zugleich. Ist zudem bekannt, dass die Wurzeln reell sind, liefert die Diskri-

minante eine ergénzende Restriktion
0 < a] — 4agas. (2.38)

Anmerkung 2.6 Charakterisierungen fiir reelle univariate Polynome, die ausschliellich re-
elle Wurzeln haben und die zudem alle in einem Intervall [a, b] liegen, werden in [384] ange-

geben.
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2.2.5 Wurzeln auf dem Einheitskreis
Bei der Frequenzschitzung von Multisinussignalen {iber autoregressive Modelle [572]

z[k] = zn: Ay ik 4 e[k] (2.39)

i=1

ist bekannt, dass die Wurzeln des zugehorigen z-Modells gerader Ordnung auf dem Einheits-
kreis liegen miissen. Diesbeziigliche Restriktionen verbessern die Schétzergebnisse gegeniiber

der nicht-restringierten Schatzung.

Damit alle Wurzeln eines reellen Polynoms a(z) = 7 a;2* auf dem Einheitskreis liegen, ist

ein symmetrischer Koeffizientenvektor, d.h. a; = a,_; fir i = 0,...,n, notwendig (Spie-
gelpolynom). Der Beweis dieser Aussage erfolgt durch Induktion ausgehend von Paaren
i, , = €08 ¢; & jsin ¢;. Die Symmetrie lisst sich mit a = (ao, . .., a,)" durch
(L2, 052, = Jns2)a = Opy2 fiir n gerade (2.40a)
(](n+1)/27 —J(n+1)/2)a = 0(n+1)/2 fur n ungerade (2.40b)
bzw. durch
[ I7L/2 07‘!/2
a= 05/2 1 |b; beRYVH fir n gerade (2.41a)
L Jn/2 On/2
- I
a= (D2 p e RV fitr p ungerade (2.41Db)
| —Jnt1)2

ausdriicken. J,, ist hierbei die Rotationsmatrix, die nur auf der zentralen Nebendiagonalen
mit Einsen besetzt ist.

Die Symmetrierestriktion lasst noch Skalierungen beziiglich a bzw. b zu. Bei der Wahl einer
zusdtzlichen eindeutigkeitserzwingenden Restriktion ist dann aber zu beachten, dass diese
nicht im Widerspruch zu (2.40) steht (konsistentes System von Restriktionen). Wahrend
a, = 1 oder ||a|]l = 1 zuléssig sind, trifft dies fiir beliebige Linearkombinationen oder

bilineare Restriktionen im Allgemeinen nicht zu.

Eine notwendige Bedingung dafiir, dass alle Wurzeln eines komplexen Polynoms auf dem
Einheitskreis liegen, ist die konjugierte Symmetrie der Polynomkoeffizienten, d. h. a; = a,_;;
i=0,...,nbzw. a = J,;1a € C""!. Solche Probleme treten bei der Reparametrisierung von

Richtungsschétzproblemen auf, bei denen die Wurzeln z; = exp(j2nf;) = exp(j27db;), die
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gesuchten Winkel 6; enthalten. Konjugierte Symmetrie kann durch

In/2 071/2 ][n/2 Re Qao:(n/2—1)
a= |0, 1 0f, |bb= ans2 eR" n gerade (2.42a)
Jnjz Onpa —JJns2 Sm A0:(n/2—-1)

lonvnysz - Gl ]b; b= { Re a1y € R™™  n ungerade (2.42b)

Jmrry2 =3 mt1y)2 Im ag:(n—1)/2

behandelt werden.Da b reell ist, reduziert sich die Zahl der Freiheitsgrade gegeniiber dem

komplexen a um n + 1.

Auch die konjugierte Symmetrierestriktion lasst noch Skalierungen (Multiplikation aller Po-
lynomkoeffizienten mit einem gemeinsamen Faktor) zu. Um die Skalierbarkeit zu unter-
driicken und gewissermafien eine rechte Seite fiir eine lineare LS-Formulierung zu schaffen,
wird standardméflig meist die eindeutigkeitserzwingende Restriktion a,, = 1 eingesetzt. Das
ist hier aber unzuléssig, da die Restriktion a,, = 1 im Komplexen zwei Restriktionen enthélt;
Rea, = 1, Sma, = 0. Vor der dann naheliegenden Restriktion Rea, = 1 bzw. dquivalent
by = 1 sei aber gewarnt. Wenn némlich fiir die Frequenzen f; gilt > | fi = (20 + 1)/2 mit
einer beliebigen natiirlichen Zahl [, ist Rea,, = 0. In einem solchen Fall ist es unméglich,
das auf e a,, = 1 restringierte Polynom durch nachtrégliche Skalierung von @ in eines mit
Re a, = 0 umzuformen. Ahnliches gilt, wenn Sma, = 1 gesetzt wird und Y7, f; = [ ist.
Derartige Phédnomene treten nur bei komplexwertigen Schwingungen auf, die wiederum bei
der mathematischen Formulierung von Problemen der Akustik und Kommunikationstechnik
entstehen. Unter dem Suchbegriff | direction-of-arrival“finden sich schnell detaillierte Erkla-
rungen zu den Anwendungen und Algorithmen. Ein Zahlenbeispiel soll die angesprochene

Restriktionsproblematik nochmals vertiefen.

Beispiel 2.6 (Restriktionsproblematik bei komplexen Polynomen, [471])

Die komplexe Schwingung z[k] = exp(j270.14k) + (1 + j)/v/2 exp(j270.36k) geniigt einer
Differenzengleichung, die zu a(z) = —j2%—(2-0.7705)z+j korrespondiert. Hier ist Re ay = 0.
Zwar liefe sich $e ay = 1 per Division von a(z) durch —j erzwingen, doch ist dann a; nicht
mehr reell, was im Widerspruch zur Spiegelsymmetrie mit reellem Mittelkoeffizienten steht.
Als Konsequenz empfiehlt sich statt der Elementfixierung eine Normrestriktion ||b||s = 1,

die keine zusétzliche Forderungen an die f; stellt.

Anmerkung 2.7 Die Menge der symmetrischen bzw. konsymmetrischen Polynome enthélt
auch solche, die am Einheitskreis gespiegelte Wurzeln besitzen. Wenn aber die Polynomord-
nung der Problemstellung angepasst ist, keine Mehrfachwurzeln auftreten und die Wurzeln
hinreichend voneinander getrennt sind (Winkeldifferenz nicht zu klein), dann bleiben die
Wurzeln auch bei kleinen Stérungen der Koeffizienten des Konspiegelpolynoms auf dem Ein-

heitskreis. Die Restriktion ist unter diesen zusétzlichen Annahmen also dquivalent zu der
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vollstandigen Restriktion |z;| = 1 fiir alle k£ . Gemeinhin wird die Anzahl derjenigen Reali-
sierungen der Polynomkoeffizienten klein sein, bei denen echt gespiegelte Wurzeln auftreten;
der Effizienzverlust ist also eher klein. Fiir konsistente Schitzer & ohne Mehrfachwurzeln ist
die Restriktion bedingt durch das Zusammenziehen der Storintervalle der Polynomkoeffizi-

enten demnach asymptotisch hinreichend.

Anmerkung 2.8 Alle Wurzeln von a(z) sind genau dann vom Betrage Eins, wenn a(z) ein
Konspiegelpolynom ist und die Wurzeln von “La(z) auf oder im Einheitskreis liegen [432].
Letztere Bedingung ist algorithmisch schwieriger umzusetzen, s. Abschn. 2.2.6, weshalb sie

nur in den Féllen hinzugenommen wird, in denen die Konspiegelpolynombedingung versagt.

Anmerkung 2.9 Restriktionen, die sich auf einen Kreis mit Radius r # 1 beziehen, konnen

mit der im nachfolgenden Abschnitt angewandten Substitutionstechnik abgeleitet werden.

2.2.6 Wurzeln innerhalb des Einheitskreises

Bekanntermaflen ist das Innere des Einheitskreises das Schur-Stabilitatsgebiet, vgl. Abschn.
2.4. Das folgende Beispiel plausibilisiert, warum geschéitzte Differenzengleichungsmodelle
héherer Ordnung ohne Stabilitétsrestriktionen haufig instabil sind. Es dient somit zugleich

als Motivation dafiir, Stabilitdt des Modells durch geeignete Mafinahmen sicherzustellen.

Beispiel 2.7 (Empfindlichkeitsdilemma)
Die Wurzeln von z-Polynomen kénnen sehr empfindlich beziiglich der Polynomkoeffizienten

sein. So hat?
a(z) = 1.34592* — 4.88392" + 6.63882% — 4.0063z + 0.90556 (2.43)

die stabilen Wurzeln z; = 0.9004, z, = 0.8240 und 234 = 0.9522 4 0.01605. Wird lediglich
as auf as = 6.6387 (vierte Nachkommastelle!) gedndert, lauten die Wurzeln z; = 1.0107
(instabil), zo = 0.8024 und z34 = 0.9078 £ 0.0743. Bei der Identifikation verscharft sich
das Problem, da Parameterdanderungen als Folge stochastisch gestorter Signale in der Regel
deutlich grofer sind. Als Alternative zu Restriktionen bietet sich die direkte Identifikation
von s-Modellen an [247], bei der das Dilemma weniger stark wirksam ist.°

9 aus Skript von Prof. Schlacher; Uni Linz: http://regpro.mechatronik.uni-linz.ac.at/downloads/ate/ate-

kap2_0809.pdf

10Bei digitalen Regelungen hoéherer Ordnung wird das beschriebene Problem (und zugleich das Problem
der Stellenausloschung) dadurch umgangen, dass die Regleriibertragungsfunktion faktorisiert und als eine
Kaskade von Differenzengleichungen erster bzw. zweiter Ordnung implementiert wird. Die nachfolgend

vorgestellten Reparametrisierungen nutzen dhnliche Ideen.
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Das Problem bei der Formulierung geeigneter Einheitskreisrestriktionen liegt darin, dass die
gangigen Kriterien wie Jury, Schur, Schur-Cohn [382] oder Schur-Cohn-Fujiwa auf multi-
variate, polynomiale, nichtkonvexe Ungleichungsrestriktionen fithren, vgl. explizite Restrik-
tionen bis vierter Ordnung in [3]. Daher gibt es bisher keinen pridestinierten Zugang zur
Einbeziehung der Stabilitatsrestriktion. Eine Ausnahme bilden die folgenden notwendigen

und hinreichenden Bedingungen

lai| > |ao System erster Ordnung (2.44a)

as +a; +ag >0 oder as+a;+ag<0 (2.44D)
as —ag >0 ay —ag <0 } System zweiter Ordnung, (2.44c¢)
(12*(11+CLO>O a27a1+a0<0 (244d)

wobei (2.44a) direkt und (2.44b) bis (2.44d) nach Bilineartransformation z = 1+ aus den
Hurwitz-Bedingungen abzuleiten sind. Fiir monische Polynome zweiter Ordnung ist dabei der
linke Block mit a; = 1 zu wihlen.!! Eine innere konvexe Approximation des Stabilititsgebiets

im Parameterraum, also eine hinreichende Bedingung, lautet [196]

|(10| + |(11| + ...+ |an_1| = H((ZQ7 Ay ...y an_l)T||1 < |CLn| (245)

Neben dem Einheitskreis sind auch Kreise mit anderen Radien interessant. So folgen Radien
kleiner Eins aus dem Abtasttheorem und der A-priori-Kenntnis tiber die grofite Zeitkonstan-
te. Radien grofler Eins treten etwa bei der Identifikation instabiler Modelle im geschlossenen

Regelkreis auf oder wenn die Stabilititsgebiete von A-Modellen'? betrachtet werden.

Beispiel 2.8 (A-priori-Information zum Radius)

Liegen die Zeitkonstanten in einem Intervall [Tiin, Tinax], S0 iSt Tmayx = e~ A4/Tmax und rpy, =
e~ B/Twin Fiir PT1-Glieder gilt T ~ %ng)%, womit eine Zeitkonstantenabschitzung und damit
eine Radiusschiatzung aus der 95%-Einschwingzeit gewonnen werden kann. Fir PT2-Glieder
ohne Vorhalt folgt iiber Tose; > max{Tyse.1, Tosno} die Abschitzung |z < r = e 34/Tosn,
Diese Abschitzung ist nicht, wie mitunter behauptet wird, fiir alle Systeme 2. Ordnung!®

giltig!

HGtatt (2.44c), also 1 > ag, findet sich in vielen Darstellungen die Forderung |ag| < 1, die zusétzlich die
redundante Restriktion —1 < ag enthilt, welche direkt aus (2.44b)+(2.44d) folgt.

12Unter A-Modellen sollen hier solche verstanden werden, bei denen an die Stelle der z-Variablen eine gebro-
chen rationale Kombination A von z tritt. Dies zieht eine Transformation der Ein- und Ausgangssignale
und Parameter nach sich und hat als Ziel, die problematische Polclusterung bei z = 1 im Fall kleiner
Abtastzeiten zu entschérfen, die Parametersensitivitat zu reduzieren und die Konditionierung der Schétz-
probleme zu verbessern, s.z. B. [174], [468], [38], [261].

1BG(s) = ﬁ hat Tysy, = 5.3. Wegen |z;| = e®esiTh = ¢=05% ynd 7 = ¢ 37/53 = =057 st r kleiner

|z;] und somit nicht wie behauptet eine Abschitzung nach oben.
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Der Standardweg, um aus einem Kriterium fir |z;] < 1 eines fiir |z;| < r zu folgern, besteht
darin, das Polynom a(z) = a(rz) zu untersuchen. Da fiir dessen Wurzeln rZ; = z; gilt, folgt
aus |Z| < 1 direkt |z;] < r. Somit brauchen in den Kriterien nur die Koeffizienten durch
d; = a;r° ersetzt werden. Die notwendigen und hinreichenden Restriktionen fiir Wurzeln in

B(0,7) = {z € C: |z| < r} lauten fir ein monisches Polynom zweiten Grads demnach

rP+ra+ag>0, r>—rai+ag>0, r*—ay>0. (2.46)

Gut handhabbare notwendige Kreisgebietsbedingungen B(0, ) fiir hohergradige Polynome

sind die Intervallrestriktionen

|a;] << " ,)rn_i i=0,....,n—La, =1 /" (2.47)
i

Strengere Restriktionen liefert der nachfolgende Satz.

Satz 2.1 (Notwendige Bedingungen fiir Wurzeln innerhalb von B(m,r), [605])
Wenn a(z) = a,2" + a,_12""' + ... + ap mit a, > 0 Wurzeln in B(m,r), m € R hat, gilt

(=" H) j-1<n+1—i
ao RZ-]-—{ (")
t

0 sonst;i,5=1,...,n+1
R-L-| | >0, mi it - (2.48)
A e O i— . .
. P o w [CO
| 0 1> 7.

Mit (2.48) stehen also lineare Restriktionen zur Verfiigung (allerdings nur notwendige),
die sich in Verbindung mit parameterlinearen LS-Formulierungen vor allem fiir Online-
Anwendungen eignen. Fiir Probleme, die ohnehin per numerischer Optimierung offline ge-
16st werden sollen, ist eine Reparametrisierung des Parameterraums der bessere Zugang, da
dann notwendige und hinreichende Bedingungen fiir den Suchraum formuliert werden kon-
nen. Wesentlicher Vorteil gegentiber den Originalparametern ist, dass die Menge der stabilen
Polynome nicht verlassen wird, wodurch eine aufwendige und in jedem Optimierungsschritt
erforderliche numerische Wurzelberechnung entféllt. Eine Reparametrisierung liefert der fol-
gende Satz, wobei die Kombination aus Addition und Faktorisierung Vorteile hinsichtlich
der Topologie des neuen Suchraums bietet, s. hierzu eine allgemeinere Diskussion in Abschn.
5.1.1.

Y4Per Vietaschen Wurzelsatz: |a;| = | > 2z, 25| < > lzgl--lzal < X ri=(")rm "
BECHh—in BECHh—in BECH—in
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Satz 2.2 (Reparametrisierung nach Ramachandran und Gargour, [523])

a(z) = 31" g ;2" mit a, > 0 ist genau dann ein Schur-Polynom, wenn
a(z) =c lzl[(z2 — 20z + 1)+ (2> = 1) Wﬁl(ZQ —28iz+1), m= g (2.49a)
i=1 i=1
1> >0 >a>0...> B 1 >a, > —1;¢>1 bzw. (2.49Db)
a(z) =c(z+1) ﬁ(22 —20z+ 1)+ (2 —1) ﬁ(z2 —2B;z4+1), m= r ; ! (2.49¢)
i=1 i=1
1> >0 >a>0...>a, >3, >—1;c> 1. (2.49d)

Alternativ kann eine Reparametrisierung mittels Schur-Parametern gemafi Satz 2.3 vorge-
nommen werden, wobei dann die Indizierung anzupassen ist. Eine Anwendung zur Bestim-

mung des néchstgelegenen von-Neumann-Polynoms (s. S. 42 Def. 2.2 ) beschreibt [463].

2.2.7 Wurzeln auf3erhalb eines Kreises

Wenngleich in der Praxis viel hdufiger Restriktionen fiir Wurzeln innerhalb eines Kreises
auftreten, soll hier dennoch kurz auf die Behandlung des Falls eingegangen werden, in dem
die Wurzeln eines Polynoms auflerhalb eines Kreises liegen miissen. Eine Anwendung lie-
fert das Beispiel 2.8 mit einem entsprechenden inneren Radius. Weitere Anwendungen sind

Rekursionsbeziehungen, die zu Polynomen in ¢ := z~! korrespondieren.

Ein Weg, die Restriktion ,Wurzeln auflerhalb eines Kreises“ zu fassen, ist die Riickfithrung
auf die Restriktion ,Wurzeln im Einheitskreis®. Das gelingt durch die Umformung a(z) =
2"a(r/z). Zwischen den Wurzeln gilt dann r/Z; = z;, weshalb unmittelbar aus |Z;| < 1 die
Eigenschaft |z;| > r folgt. Die Koeffizientenersetzung lautet demnach a; = a,,_;v", und das

Polynom der a; muss Schur-stabil sein.

Die Riickfithrung der Restriktion ist auch zweckmafBig, wenn bei Online-Verfahren nur not-
wendige Bedingungen eingesetzt werden sollen, da dann lineare Restriktionen entstehen.
Wird hingegen eine Offline-Optimierung angestrebt, so empfiehlt sich eine Reparametrisie-

rung basierend auf den Schur-Parametern [463], s. auch Schur-Cohn-Kriterium [588].

Satz 2.3 (Reparametrisierung mit Schur-Parametern, [324])
Es gilt a(¢) = 14+ X%, a;(* # 0; a; € R fiir |¢| < 1 genau dann, wenn

i = Qk—1,; + Qpr_1p—i kK=2,...,ni=1... k-1 (2.50a)
a; = Qp; i=1,...,n (2.50Db)
lags| <1 k=1,....,n, (2.50¢)

wobei 0, := a1, die Schur-Parameter sind, tiber denen optimiert wird.
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Anmerkung 2.10 Der Algorithmus (2.50a) wird als Levinson-Durbin-Rekursion bezeichnet
[572]. Er kann auch zur Berechnung der partiellen Ableitungen von a;(ai1, .. ., ay,) fir die

Optimierung verwendet werden, indem mit a;; = 1 bei sonst festen a;;;¢ # j gerechnet wird.

Beispiel 2.9 (Reparametrisierungen mit Schur-Parametern)
Fiir Polynome 2. und 3. Ordnung ergeben sich aus (2.50a) die Bezichungen

ay; =: a11(1 + 0,22) bzw. a) =: 0,11(1 + a22) + Q92033
Gz =: Qg as =: age + aszai1 (1 + ags)
asz =: ass

Die Bedingungen |aj;| < 1 und |ags| < 1 fir ein Polynom 2. Ordnung sind, wie nicht anders
zu erwarten, dquivalent zu den Bedingungen (2.44), wie folgende Uberlegungen zeigen. Seien
dy = 1,041, = ay,dp = ay die Koeffizienten von a(z) = dpz? + 12 + Gg, dann ist |dg| = |as| =
|age| < 1 nach (2.50c) kompatibel mit (2.44c). Fiir 0 < aq; < 1folgt a1 = a1 < 14ag = 1+ao,
also (2.44d), und fiir —1 < a1; < 0 folgt —a1 = —a1 < 1+ ag = 1 + ao, also (2.44b).

2.2.8 Unbekannte Mehrfachwurzeln und -eigenwerte

Vielfachheiten von Wurzeln oder Eigenwerten treten beispielsweise auf, wenn in einer Wir-
kungskette zwei oder mehrere gleiche Teilsysteme vorhanden sind. Das Problem dabei ist,
dass Systeme mit dieser Eigenschaft schwer identifizierbar sind, da die Wurzellagen sehr sen-
sitiv auf Anderungen in den Polynomkoeffizienten reagieren. Mathematisch sind strukturelle
Anderungen etwa in den Jordan-Strukturen oder der Verlust der Diagonalisierbarkeit von
Matrizen die Folge. Numerisch fithrt bereits im ungestérten Fall ein Rechnen mit geringerer
Genauigkeit dazu, dass Mehrfachwurzeln nicht mehr als solche in Erscheinung treten. Doch
das Dramatische aus Sicht der Identifikation ist, dass es keine gut handhabbaren Restriktio-
nen gibt, mit deren Hilfe die A-priori-Kenntnis tiber die Vielfachheit in das Schéitzproblem
einbezogen werden kann. Diese Aussage wird durch das Resultantenkriterium!® und das

daraus abgeleitete Beispiel klarer.

Satz 2.4 (Resultantenkriterium fiir k-fache Wurzeln, [209])

Die Resultante, d. h. die Determinante der Sylvester-Matrix (2.53), der Polynome a(s) und

G?skk—illa(s), verschwindet genau dann, wenn a(s) eine k-fache Wurzel hat.

15Das Kriterium ist auch als Diskriminantenkriterium bekannt. Die erste Diskriminante von a(s), also
e 1yn(n—1)/2
Disk(a) &f %Res(a,a'), ist im Fall n = 2 dabei die gewdhnliche Diskriminante (Radikand der

(20

Wurzel der quadratischen Losungsformel), denn Res(a,a’) = —az(a? — 4agpaz).
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Beispiel 2.10 (Zur Handhabbarkeit des Resultantenkriteriums)
Fiir monische quadratische Polynome erzwingt a? —4ay = 0 eine Doppelwurzel; fiir n = 3 und

eine Dreifachwurzel entsteht der unschéne Ausdruck 18agaias + a3a? — 4a3 — 4a3ax7a2 = 0.

Kurzum, bei der gleichungsfehlerorientierten Schatzung ist es aufler fir n = 2 nicht maglich,
das Wissen iiber unbekannte Mehrfachwurzeln effizient zu nutzen. Bei der ausgangsfehlerori-
entierten Schétzung kann die Vielfachheit iiber einen geeigneten Strukturansatz beriicksich-
tigt werden, indem etwa in einer Linearfaktorisierung eines Polynoms mehrmals der gleiche

Faktor angesetzt wird, was die freie Parameteranzahl dann zwangsléufig reduziert.

Anmerkung 2.11 Fir Schatzungen von Systemmatrizen bietet sich noch an, a posteriori

ein Matrixapproximationsproblem zu formulieren, s. [427], [237], [404], [13].

I

2.2.9 Polkiirzbarkeit

Bei der Schéitzung von s- oder z-Ubertragungsfunktionen fithren zu hohe Polynomgrade da-
zu, dass im ungestorten Fall eine Polkiirzung moglich ist. Bei Gleichungsfehleransétzen tritt
dann ein Rangverlust in der Datenmatrix auf, s. Beispiel 2.11. Im gestorten Fall kommt
es zwar zu keiner Polkiirzung und damit auch nicht zum Rangverlust, aber hohe Para-
meterempfindlichkeiten oder ein plotzlicher Programmabsturz infolge einer resultierenden

asymptotischen Singularitiat sind einhergehende Probleme.

Beispiel 2.11 (Polkiirzbarkeit und lineare Abhéngigkeit)

Die Gleichungsfehler-LS von G(z) = % fithrt auf den Ansatz

ylk — 1] — 0.16y[k — 2] + ulk — 1] — 0.2u[k — 2] = y[k] + €[k] k=2,...,N. (2.51)

Wegen y[k — 1] = 0.8y[k — 2] + u[k — 2] (verschobene Differenzengleichung des gekiirzten
Systems) ist die 1. Spalte aus den y[k—1] von der 2. und 4. Spalte aus den y[k—2] und u[k—2]
abhingig (wohlgemerkt im ungestorten Fall, andernfalls gilt diese Aussage im statistischen
Mittel).

Das Problem der Polkiirzbarkeit entsteht auch bei der Identifikation von MISO-Systemen
iber Gleichungsfehleransétze, vgl. Beispiel 2.2. Infolge von Stérungen werden die Polynome
a(q) und by(q) bzw. a(q) und by(q) nicht mehr den gemeinsamen Teiler ay(q) bzw. ay(q)
besitzen. In diesem Fall ist es beispielsweise sinnvoll, das ndchstgelegene gekiirzte System zu

suchen.

Rein formal lasst sich die Polkiirzbarkeit iiber Parameterrestriktionen erzwingen. Allerdings

ist bereits das Aufstellen der Restriktionen ohne Computeralgebra kaum moglich. Ferner
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gestaltet sich ihre Behandlung in gleichungsfehlerorientierten Algorithmen auflerst schwie-
rig, sodass deren Vorteile verloren gehen; bei ausgangsfehlerorientierten Zugéangen tritt das
Polkiirzbarkeitsproblem in dieser Form nicht auf!

Eine Polkiirzbarkeit kann mit Hilfe eines Rangtests der Sylvester-Matrix, die im folgenden

Satz eingefiihrt wird, erkannt werden.

Satz 2.5 (Polkiirzbarkeit, [572], [532])
Zwei Polynome

n

a(s) = a, [[(s — say) und b(s) = by, ﬁ(s — Spj) (2.52)

i=1 j=1

haben genau dann p gemeinsame Wurzeln, wenn die Sylvester-Matrix

ap Gp_1 Qp—s ... a3 a 0O 0 ... O
0 ap  Qp_1 ... ay a3 a 0 ... 0
0 0 an ... a3 a a a ... 0 m Zeilen
0 0 0 A .. ... Qg
Sla(s).b(s) =1, by o 0 (2.53)
m 'm—1 m—2 .- 0 e
0 bpn byt ... by by 0 ... 0
0 0 by ... by by by O ... O n Zeilen
L O 0 0 b by |

den Rang n + m — p hat.

Fir Diagnoseaufgaben, bei denen sich beispielsweise ein Fehler iiber eine Polkiirzbarkeit
auBert (Wegfall eines dynamischen Ubertragungselements), kann die Determinante von S, die
auch Resultante genannt wird, herangezogen werden. Das ist einfacher als eine Rangdetektion
in den Schétzgleichungen tiber die Singuldrwerte (Ausnahme: rekursive SVD-Varianten zu
LS und TLS).

Nun sollen zwei Moglichkeiten zur A-posteriori-Ordnungsreduktion von Polynomen vorge-

stellt werden. Als ein popularer Zugang bietet sich das Matrixapproximationsproblem
[|B — X||r < Min RangX < m + n; X Sylvester-Matrix (2.54)

an, aus dessen Minimierer kiirzbare Polynome resultieren. Dieses nichtkonvexe Problem l&sst
sich in ein affin strukturiertes TLS-Problem umformulieren und als solches l6sen. Wichtun-
gen beriicksichtigen die Vielfachheiten n bzw. m des Auftretens der Elemente. Alternativ

kann eine zyklische Projektion (Projektion in die Menge der (m +n)-Sylvester-Matrizen und
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Projektion in die Menge der Matrizen vom Rang kleiner m + n) verwendet werden. Dieser
einfach zu programmierende Algorithmus liefert eine im Gutewert monoton fallende Folge,
die gegen ein Element aus der Restriktion strebt, allerdings nicht notwendigerweise gegen
den Minimierer.

Wird eine Polkiirzbarkeit durch Polynome héherer Ordnung angestrebt, dann ist die Rang-
bedingung zu dndern. Anders als beim klassischen Rang-k-Approximationsproblem, bei dem
der Giitewert mit fallendem Rang des Approximanden wéchst, kann hier der Giitewert zu
einem Approximanden kleineren Rangs auch kleiner sein, s. Beispiel in [182].

Eine Alternative zum Matrixapproximationsproblem (2.54) stellt das Giitekriterium

l|aal|2+ [[abl2 £ Min  aa=Ci(d)u—a (2.55)
ab=Co(d)v—b

dar, wobei a, b, aa, ab Vektoren mit den Koeffizienten von a(s),b(s), aa(s), ab(s) sind und
d,u,v die Koeffizientenvektoren des Teilerpolynoms bzw. der Quotientenpolynome bezeich-
nen. Cy : R™*1 — ROADx(—r+D) ypd ¢, : R — ROHDxMm=r+1) gind Band-Toeplitz-
Matrizen, die die Multiplikationen u(s)d(s) = a(s) + aa(s) bzw. v(s)d(s) = b(s) + ab(s)
ausfithren. Die Optimierung ist letztlich iiber d € R™™! 4 € R* " v € R™ ! auszufiih-

ren. Drei Zugange hierfiir werden in [132] diskutiert.

2.2.10 Einhaltung des Abtasttheorems

Nach dem Abtasttheorem koénnen bandbegrenzte Signale mit der Grenzfrequenz wg voll-
standig rekonstruiert werden, wenn w, = 27/7; mindestens der doppelten Grenzirequenz
entspricht.'® Ein Verletzen des Abtasttheorems fiihrt zum sog. Alias-Effekt, bei dem das
Originalsignal durch ein Signal mit falschen Amplituden und scheinbar zu niedrigen Fre-
quenzen rekonstruiert wird. Durch Antialiasing-Mafinahmen, also insbesondere Tiefpassfil-
terungen, lasst sich der Effekt vermindern. Bei der Identifikation kann ein Nichtbeachten des
Abtasttheorems und des entstehenden Effekts zu falschen Modellen fithren. Auf der anderen
Seite kann es aber selbst bei Beachten des Abtasttheorems fiir das Nutzsignal bedingt durch
Approximation (falsche Modellordnung, Ndherung durch LTI-System) und durch Stérungen
(Rauschen) vorkommen, dass die Modelle Pole haben, deren Eigenvorgénge im Widerspruch
zum Whittaker-Kotelnikow-Shannon-Abtasttheorem [607] (auch Nyquist-Shannonsches Ab-
tasttheorem oder kurz Abtasttheorem genannt) stehen. Deshalb sollten solche Modelle durch
geeignete Restriktionen fiir ,korrektes Abtasten ausgeschlossen werden oder aber a poste-

riori diesbeziiglich tiberprift werden. Beispielsweise miissen Eigenvorgange exp(a;t) cos(w;t)

16Sofern die untere Frequenz des Bandes nicht wie iiblich Null ist, gilt fabtast > 2(fmax — fmin). Das wird in
der Radiotechnik zur Bandpassunterabtastung genutzt [607].
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nach dem Abtasttheorem

wy o
0<w; < < L= 2.56
S WS We > 9 T ( )
erfilllen, um rekonstruierbar zu sein. Hieraus folgt mit w; = |Sm s
s
Smsi| < —. 2.57
|Sm s;| < T (2.57)

A
Obwohl die Shannon-Abtastfrequenz im Grenzfall die Signalrekonstruktion aus zwei Wer-
ten pro Periode zuliele, wird in der Praxis iiblicherweise eine Abtastfrequenz gewéhlt, die
mindestens vier Werte pro Periode liefert. Hierdurch verscharft sich (2.57) zu
T
Sms;| < —. 2.58
Smsi < 5 (2:58)
Eine Hurwitz-Stabilitatsforderung begrenzt diesen Streifen von rechts auf Res; < 0. Um
eine linke Schranke fiir den Streifen zu erhalten, wird jetzt angenommen, dass sich das
System als Parallelschaltung von Tiefpéssen erster Ordnung schreiben lasst. Der Tiefpass
mit der kleinsten Zeitkonstante Ty bestimmt dann die hochste Frequenz we = 1/T¢ von
Sinusschwingungen, die das Gesamtsystem mehr oder weniger ungedampft passieren. Nun
ist diese Frequenz aber durch das Abtasttheorem beschrinkt. Uber w,/2 > 1/T; > 1/T; =
—s; = —Re s; ergibt sich dann eine Begrenzung des Streifens von links
™
—— < Res;. 2.59
7 < Resi (2.59)
Der zuléssige Polbereich wird durch die angegebene linke Schranke immer noch sehr grofi-
zlugig eingegrenzt. Wird némlich gefordert, dass der schnellste exponentielle Abklingvor-
gang wenigstens dreimal innerhalb seiner Einschwingzeit abgetastet werden soll, dann muss
312 ~ TEinschwing ~ 3TG gCltCHZ
1 1 1 1
—— - < —— =g, = Res;, kurzum — — < Res;. 2.60
Lo T T ’ T (260)
Die Restriktionen an die Pole des kontinuierlichen Modells kénnen auch in Restriktionen fir
das zeitdiskrete Modell umgeformt werden. Fiir Modelle, die per Tustin-Transformation er-
stellt werden, ist s; = 2 2—1

T Tzl
zu verwenden. Fiir stabile, rein reelle Pole!'” folgt dann mit (2.59)

zu ersetzen. Bei Halteglied-Diskretisierungen ist z; := exp(s;11)

0.043 e ™ < 2 < 1, (2.61)

wobei die linke Schranke mit der schirferen Forderung (2.60) zu e™! ~ 0.37 verschérft wird.
(2.61) selbst ist indes schéarfer als die Trivialforderung an reelle Pole, keinen negativen Realteil
zu besitzen! Ware dem so, wirde ein zeitdiskretes Modell erster Ordnung schwingen, etwa

(—0.8)%, was im Kontinuierlichen unméglich ist.

1"Die Annahme reeller Pole kann nicht abgeschwiicht werden, womit (2.61) auch nicht zu 0.043 < Rez; < 1

erweitert werden kann. Wird etwa cos(w;t) mit w; = j’% also f; = % mit f4 = ﬁ > 2f; abgetastet, hat
das zugeordnete Abtastsystem die Pole z1 9 = 7§ + j?.
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Unter Annahme einer praktischen Abtastung nach (2.58), d.h. ws > 4 max; w;, liegen alle
Pole des Abtastsystems in der rechten Halbebene, denn

0 = eltesihh cos(g) < e®esh cos(TSm s;) = Re 2.

Dies kann bei stabilen Systemen zusammen mit Re z; < 1 durch eine Streifenrestriktion, vgl.

Abschn. 2.2.4, beriicksichtigt werden. Fiir Systeme ohne Schwingungsanteil ist indes eine

11
272

Kreisbedingung B(3, 5) schérfer.

Die Imaginérteilrestriktion bringt keine Einschrénkungen, da in
2 = e (cos(Tim ;) + j sin(T,Sm s;)) (2.62)
die Argumente mit —7 < T,;Sm s; < 7 durch (2.57) nicht eingeschrankt werden.

Zusammengefasst ergeben sich einige Konsequenzen aus dem Abtasttheorem:

Die Systemdynamik erfordert Testsignale, die eine stdndige Anregung im wirksamen Fre-
quenzbereich bewirken. Hieraus folgt eine Mindestabtastfrequenz. Falls ein zeitdiskretes Mo-
dell erstellt werden soll, darf die Abtastfrequenz jedoch nicht zu hoch gewahlt werden, da es
sonst zu einer Polclusterung kommt, s. [314] fiir Hinweise zur Wahl der Abtastirequenz. Ge-
gebenenfalls ist die Abtastfrequenz fiir die Identifikation durch Weglassen von Abtastwerten
kiuinstlich zu verringern. Bei der Identifikation zeitkontinuierlicher Modelle ist eine zu hohe
Abtastfrequenz weniger kritisch, da beispielsweise beim Zustandsvariablenfilter-Verfahren
eine Integration erfolgt.

Selbst bei geeignet gewéhlter Abtastfrequenz muss das identifizierte System nicht mit der
Abtastfrequenz vertrdglich sein, was an der Approximation oder den Stérungen liegen kann.
Die entsprechenden Restriktionen liefern einen Weg, um das zu erkennen und zu vermeiden.
Die abschlieBende Anmerkung gibt einen Hinweis darauf, wie der Bandbreitenspreizung

(Oberwellen) bei nichtlinearen Systemen begegnet werden kann.

Anmerkung 2.12 Nichtlineare Systeme bewirken in aller Regel eine Spreizung der Band-
breite des Ausgangssignals gegeniiber der des Eingangssignals. Bei der Identifikation wird
deshalb die Abtastfrequenz auf den Ausgang bezogen, was sie oft deutlich erhoht. Das Pro-
blem lasst sich durch das verallgemeinerte Abtasttheorem von Zhu (1992) [650]

sin(rw(t — kﬂ)/ﬂ)

o(t) = g_1< i g(y(kT})) 7t — K1)/ Th

k=—o00
signifikant entscharfen. Hierzu wird eine kompensierende Nichtlinearitit g(.) eingesetzt, die
das Ausgangssignal so transformiert, das g(y(t)) die Bandbreite des Eingangs hat. Anwen-

dungen werden in [602] beschrieben.
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2.3 Ubertragungsstabilitit fiir lineare

zeitkontinuierliche Systeme

Als SISO-LTI-Modell wird in der Online-Parameterschitzung'® oft die Differenzialgleichung

™ () + any ™Y 4+ agy(t) = by ™ () + by ™ V() + .+ boul(t) m<n

(2.63)
mit der ,,bevorzugten®“ Restriktion a,, = 1 gewahlt. Lediglich fir Systeme erster und zweiter
Ordnung gelingt es, Stabilitdt auf einfache Weise durch Positivitédtsrestriktionen an die a;

Zu erzwingen.

Etwas anders ist die Situation bei ausgangsfehlerorientierten Verfahren, die per Simulation
§(t: 0) berechnen und den Parameter § entsprechend der Giitefunktion iterativ verbessern.
Das Problem dabei ist, dass zwar prinzipiell zahlreiche Stabilitdtskriterien existieren, die
die Wurzelberechnung umgehen (Bezout, Hermite [394], Hermite-Biehler, Routh, Routh-
Hurwitz, Liénard-Chipart [382], Markov [382], Wall-Frank [617], [199]), die sich zur numeri-
schen Priifung gut eignen, die jedoch nicht direkt parametrische Restriktionen liefern. Wer-
den Restriktionen abgeleitet, sind diese, abgesehen von den Spezialfillen erster und zweiter
Ordnung, unschoén. So liefern die Kriterien fiir die Originalparameter eine semialgebraische

Menge'® als Restriktion, also eine nichtkonvexe, unbeschrinkte, offene Menge.

2.3.1 Polynomiale Ungleichungen

Die Stabilitdt einer LTI-Differenzialgleichung wird anhand ihres charakteristischen Poly-
noms und die einer Ubertragungsfunktion anhand des Nennerpolynoms iiberpriift. Ist das
jeweilige Polynom ein Hurwitz-Polynom, dann ist das das betreffende LTI-System expo-
nentiell stabil, ist es ein einfaches Hurwitz-Grenzpolynom, dann sind die zugehoérigen LTI-

Zustandsraumdarstellungen Lyapunov-stabil.

Definition 2.1 (Hurwitz-Polynom)

a(s) = X1 a;s' heit Hurwitz-Polynom, wenn alle Wurzeln in der linken offene komplexen
Halbebene, d.h. Res; < 0 fur alle i = 1,...,n gilt. Es heifit Hurwitz-Grenzpolynom, wenn
Res; <0 fur allei =1,...,n gilt, und es heifft einfaches Hurwitz-Grenzpolynom, wenn das

Grenzpolynom nur einfache Wurzeln auf der imagindren Achse hat.

8Dje Verfahren ,,Zustandsvariablenfilter-Methode*, ,, Poisson-Momentenfunktional-Methode®, ,,Block-Puls-
Methode* und ,Lineare- Integralfilter-Methode nach Sagara®“ tiberfithren das Problem durch eine Filterung
der Messdaten in ein LS-Problem in den Originalparametern. Umfangreiche Vergleiche der Methoden finden
sich in [247], wo das Zustandsvariablenfilter empfohlen wird.

19Eine Menge heifit semialgebraisch, wenn sie sich durch endlich viele Polynomungleichungen darstellen ldsst.
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Notwendige Bedingung fur ein Hurwitz-Polynom: Alle Koeffizienten haben das gleiche Vor-

zeichen, was fiir a(s) aus der Faktorisierung

k 1
a(s) =a [[(1+sT;) [[(1 +2D;T;s + Tj252); T, T;,D; > 0;a#0;i=0,...,n (2.64)
i=1 j=1 20+k=n
folgt. Nur fiir n = 1,2 ist diese notwendige Bedingung auch hinreichend. Als Gegenbeispiel
fiir n = 3 sei a(s) = s* + s> + s + 1 genannt.
Problematischer ist es, notwendige und hinreichende Bedingungen fir n > 2 zu finden,
die sich algorithmisch noch einigermaflen handhaben lassen. Aus dem Liénard-Chipart-

Kriterium folgen derartige Bedingungen fir a,, > 0 [209]:

ag,a; >0 1. Ordnung
ag, ar,as >0 2. Ordnung
ag, a2, a3 > 0; ajas — apgaz > 0 3. Ordnung

(2.65)

ao, a1, az, a4 > 0; ajasas — aay — aoag >0 4. Ordnung
ag, A2, Ay, az > 0; agay — azas > 0 5. Ordnung

2apa1a4a5 + agazazas + a1aa3a4 — agaiay — aiai — ayadas — ala? > 0

Ein Maf} dafiir, wie dicht ein monisches Hurwitz-Polynom a(s) an der Stabilitatsgrenze liegt,
liefert der reelle Stabilitdtsradius fiir Polynome

Ta(s) ' min{|ja — z||; : © € R”, max Re s; > 0 mit 2(s;) = 0}, (2.66)
wobei a und x die Koeffizientenvektoren von a(s) und x(s) darstellen [241], [240]. Das Maf}
liefert beziiglich eines nominalen (erwarteten) a(s) eine Auskunft, ob eventuell bei der Iden-
tifikation auf Restriktionen beziiglich der Stabilitat verzichtet werden kann. Zugleich ldsst
sich ein Anhaltspunkt fir die GroBie von Intervallrestriktionen ableiten, vgl. Abschn. 2.7.
Fir Anwendungen in der robusten Regelungstechnik sollte indes der komplexe Stabilitéts-
radius (Optimierung tiber € C") herangezogen werden, vgl. auch die Anmerkungen zum

komplexen Stabilitétsradius fiir Matrizen.

2.3.2 Reparametrisierung

Fir Ausgangsfehlerzugéinge, die per Optimierung offline gelost werden, ist die folgende Re-

parametrisierung mit einfachen Ungleichungsrestriktionen vorteilhaft, vgl. [247]

n/2
co 11 (s +cis+ Cn/2+i) n =2k
a(s) = i=1 (12 (2.67)
co(s+cn) IT (82 + ¢is + Cn—1y/2+i) n=2k+1

i=1
mit ¢; >0; t=1,..
mit ¢; > 0; 1 =1,..

N Hurwitz-Polynom
) Hurwitz-Grenzpolynom.
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Die Faktorisierung in tiberwiegend quadratische Faktoren ldsst konjugiert komplexe Wurzeln
zu, ohne ins Komplexe ausweichen zu miissen, und hélt die Restriktionen einfach. Die Re-
striktionen an die ¢; sollten direkt behandelt und nicht per Substitution ¢; := d? eliminiert

werden (bessere Topologie iiber ¢;).

Nachteilig an der angegebenen Parametrisierung ist deren Nichteindeutigkeit, die aus der
Vertauschbarkeit der Produkte und damit der Parameter resultiert. Zudem kénnen Einfach-
wurzeln in unterschiedlicher Weise zu den quadratischen Termen zusammengefasst werden.

Folglich besitzt das Giitegebirge zahlreiche isolierte globale Minima und damit viele Sattel.

Eine bisher wenig beachtete Reparametrisierung stellen die vorzeichenmodifizierten Markov-

(

Parameter®® m; von

\_/

=

= mo + Z )i 17”’ (2.68)

=

dar, wobei a(s) in die Form a(s) = p(s )+5q(s?) gebracht wird. Zwischen den n Koeffizienten
a; eines monischen Polynoms und den n ersten Markov-Parametern besteht eine Bijektion.
Hurwitz-Stabilitidt von a(s) liegt genau dann vor, wenn die Hankel-Matrizen aus den m;
positiv definit sind [209]. Da die positiv-definiten Matrizen einen konvexen Kegel formen und
die Hankel-Matrizen einen linearen Raum, ist die Menge der Hurwitz-Polynome im Raum
der Markov-Parameter konvex!?! Das bringt viele Vorteile. So sind LMI-Formulierungen der
Restriktionen moéglich und auch die Arbeit mit projizierten oder reduzierten Gradienten, die
Berechnung zuléssiger Richtungen fiir den m-Parametervektor und der Einsatz von Barriere-

Funktionen [93] vereinfacht sich.

Handelt es sich bei der Stabilitétsrestriktion um das Nennerpolynom einer SISO-LTI-Uber-
tragungsfunktion, kann auch das gesamte SISO-System reparametrisiert werden, was tiber
Normalformen gelingt. Dabei sollte die Normalform einfache Restriktionen fir die Stabili-
tét liefern und die Menge der Normalformen sollte zusammenhéngend sein. Letztgenann-
tes Argument spricht gegen die balancierte Normalform [133], bei der zwar im generischen
Fall disjunkter Hankel-Singularwerte die Restriktion mit oy > o3 > ... > 0, > 0 einfach
ist, dafiir aber 2™ unterschiedliche Félle zu betrachten sind. Bei der Jordan-Form kénnen
zwar durch eine lexikografische Ordnung der Eigenwerte permutationsbedingte globale iso-
lierte Minima unterdriickt werden, doch erfordert die Segre- bzw. Weyl-Charakterisierung
der Jordan-Blocke die Behandlung mehrerer Félle [161]. Zudem existiert kein numerisch
stabiler Algorithmus zur Berechnung der Jordan-Form, deren Parametrisierung iberdies
unstetig ist?2. Ahnliche Argumente sprechen gegen andere eigenwertorientierte Normalfor-

men, wie die reelle Jordan-Form, die Vandermonde-Form [649], die rationale Form und die

20 Als Markov-Parameter werden gemeinhin die Koeffizienten der s~ bezeichnet, also m; = (—1)""'m,.

21Fiir Beziehungen zum Kharitonov-Theorem sei auf [297] verwiesen.

22 4 — [5 0} hat die Jordan-Form {8 2], wihrend A = [(1) 8

. . 01
10 ] die Jordan-Form [

0 0] hat.
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Elementarteilerform (rationale kanonische Form) [299]. Von den in [89] unter dem Trans-
formationsblickwinkel betrachteten Normalformen vom Spaltentyp (Steuerbarkeitsnormal-
formen)?* — Frobenius-Normalform (Luenberger-Normalform), Tridiagonalform, Schwarz-
Normalform, Routh-Normalform, Subdiagonalform, Cauer-Normalform — eignet sich beson-

ders die Schwarz-Normalform

0 —Pn-1 0
1 0 0 T
A= , b=1 |, ¢ =(e1,y...,cn), d=d. (2.69)
Cop; :
0 1 —po 0

Dabei ist —A eine sog. Schwarz-Matrix und fiur die gilt, dass fir p; > 0;i =0,...,n— 1 alle
Eigenwerte in der rechten offenen komplexen Halbebene liegen [558], womit A folglich stabil

ist. Die Parameter p; sind durch

det HQ det H3 (det Hl',g)(det HH»I)
— P2 = o gy Psen—1= (2.70)
det H1 (det Hl)(det Hg) (det Hi_l)(det Hl)

po =det Hy, p1 =

bestimmt, wobei det H; die i-ten Hurwitz-Determinanten von a(s) sind [209]. Fiir Differenz-
grade r > 2ist d = 0 und ¢; = ... = ¢,_; = 0 zu setzen. Per Ahnlichkeitstransformation

mit
S =(81,-..,8n) mit sy =b,s9 = Ab,s; = AS;_1 + Pr_is2Si2;1=3,...,n (2.71)

lasst sich jedes steuerbare Zustandsraummodell in die Schwarz-Normalform tiberfithren [126],
[89]. Bei nichtsteuerbaren, aber beobachtbaren Modellen ist die Schwarz-Normalform vom

Zeilentyp zu verwenden.

Da die Reparametrisierung nur ein Teilschritt bei der Offline-Identifikation mit Ausgangsfeh-
lerzugéngen ist, wird nachfolgend die Grundstruktur eines solchen Algorithms am Beispiel

der Schwarz-Normalform kurz skizziert.

Ausgangsfehlerorientierter Algorithmus mit Reparametrisierung:

- Reparametrisierung des Startmodells G(s) = b(s)/a(s) in p;, ¢; mit (2.70) und (2.71)
- Diskretisierung mit Halteglied nullter Ordnung

- Berechnung §(k; p, ¢, d) und des Zielfunktionswerts, z. B. Y05 (9[k] — y[k])?

- Korrektur der Parameter unter Einhaltung von p; > 0 firi=0,...,n—1

- Fortsetzen der Iteration bis Abbruch

- Riickparametrisierung: G/(s) = b(s)/a(s) = L (s, — A(Popt)) ~1b + dop

23 Steuerbarkeitsnormalformen vom Zeilentyp, wie auch die Beobachtbarkeitsnormalformen vom Zeilen- bzw.

Spaltentyp ergeben gleichwertige Parametrisierungen.
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2.4 Ubertragungsstabilitit fiir lineare zeitdiskrete

Systeme

Die Schétzungen stabiler zeitdiskreter Systeme tiber Gleichungsfehlerzugéinge liefern nicht
zwingend stabile Modelle [571]. Mogliche Griinde sind der statistisch bedingte Bias, der Ap-
proximationsfehler und der zuféllige Fehler fiir die konkrete Realisierung. Auch eine schlech-
te Konditionierung der Datenmatrizen infolge zu schneller Abtastungen kann die Ursache
sein. Empfehlungen zur Wahl einer zweckméfigen Abtastzeit finden sich in [314]. Zu den
Auswirkungen einer schlechten Konditionierung zéhlt eine erhohte Parameterempfindlich-
keit beziiglich der Daten, was in Verbindung mit der oft ohnehin hohen Empfindlichkeit der
Wurzeln beztiglich der Polynomparameter (s. Bsp. 2.7) das Identifizieren eines ungewollt
instabilen Modells beglinstigt.

Besonders wichtig ist die Sicherung der Stabilitit, wenn das Modell fiir interne Simulationen
benotigt wird, da in diesem Fall selbst eine asymptotische Garantie fir ein stabiles Modell
nicht ausreicht. Auch fiir adaptive Regelungen erweist sich die Stabilitdtssicherung des identi-
fizierten Modells als zweckméfig. Sie verhindert ndmlich unnétig kleine Reglerverstéarkungen

und die damit einhergehende schlechte Reglerperformance.

Bekanntermafien wird die Stabilitat von Differenzengleichungsmodellen durch die Lage der
Wurzeln des Ausgangspolynoms beziiglich des Einheitskreises bestimmt. Die Polynome er-

hielten dabei eigene Namen.

Definition 2.2 (Schur- und von-Neumann-Polynom)

Ein Polynom heifit diskret-stabil oder Schur-Polynom, wenn seine Wurzeln innerhalb des
Einheitskreises liegen. Es heifit von-Neumann-Polynom, wenn sich die Wurzeln im oder auf
dem Einheitskreis befinden, und einfaches von-Neumann-Polynom, wenn die Wurzeln auf

dem Einheitskreis einfach sind.
Aus der Definition folgt unmittelbar die Implikation

Schur-Polynom = einfaches von-Neumann-P. = von-Neumann-Polynom.

Weitere Implikationen, die die Stabilitdt eines zeitdiskreten Systems in Verbindung zum

charakteristische Polynom der Systemmatrix setzen, gibt die nachfolgende Ubersicht:

Schur-Polynom < exponentiell stabil < asymptotisch stabil
(Schur-stabil)

einfaches von-Neumann-Polynom = Lyapunov-stabil
von-Neumann-Polynom < Lyapunov-stabil

von-Neumann-Polynom =- generisch-stabil
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Anmerkung 2.13 Der Defekt in der Schlussweise hat folgende Ursache. Satz: Eine Matrix
ist genau dann eine nichtderogatorische Matrix (geometrische Vielfachheit jedes Eigenwerts
ist Eins), wenn sie zur Begleitmatrix ihres charakteristischen Polynoms &hnlich ist [299].
Folglich korrespondieren zu Polynomen (bzw. Differenzengleichungen) nur nichtderogatori-
sche Matrizen. Im Fall einer Mehrfachwurzel auf dem Einheitskreis ist der betreffende Eigen-
wert dann defektiv und das System somit instabil. Matrizen mit mehrfachen Eigenwerten auf
dem Einheitskreis hingegen miissen nicht zwingend instabil sein, vgl. das Lyapunov-stabile
System z[k + 1] = { oY ]x[k] und das instabile z[k + 1] = [ o1 }ar[k] Beide besitzen das
charakteristische Polynom c()\) = A2 — 2) + 1.

Da ebenso wie im zeitkontinuierlichen Fall, die Wurzeln in komplizierter Weise von den Poly-
nomkoeffizienten abhéngen, wird sich bei einer Gleichungsfehleridentifikation auf notwendige
Bedingungen (zweckméaBigerweise mit Restriktionen an die Einhaltung des Abtasttheorems
kombiniert) beschrankt, oder es werden bei Ausgangsfehleridentifikationen Reparametrisie-
rungen genutzt, vgl. Abschnitt 2.2.6.

Eine Alternative bietet der Umweg iiber die Identifikation kontinuierlicher Modelle mit der
Zustandsvariablenfilter-Methode oder vergleichbaren Methoden [247]. Das Stabilitétsgebiet
ist dann grofler (linke Halbebene statt Einheitskreis), die Parameteranzahl ist meist kleiner,
die Schéatzprobleme sind bei kleinen Abtastzeiten besser konditioniert, die Restriktionen
sind etwas einfacher und die Modelle konnen einfach auf beliebige Abtastzeiten umgerechnet
werden. Die Umrechnung eines z-Modells fiir eine andere Abtastzeit ist problembehaftet, da

die 3-Transformation nicht bijektiv ist.

Obwohl gerade fiur die Gleichungsfehleridentifikation die Situation zundchst recht unbefrie-
digend erscheint, da sich auf notwendige Bedingungen begrenzt werden muss (andernfalls
gehen die algorithmischen Vorteile verloren), verbessert sie sich asymptotisch. Erfiillen nam-
lich die Eingangssignale die im folgenden Satz genannten Bedingungen, so ist Stabilitét

asymptotisch garantiert.

Satz 2.6 (Stabilitdat von Gleichungsfehlermodellen, [412])

Wird das stabile System G(z) = W mit einem stationaren AR-Prozess ul[k]
vom Grad p < m + 1 erregt und ist v[k] eine stationire, hinsichtlich des Spektrums nicht
spezifizierte Stérung, die unkorreliert mit w[k] ist, dann liefert fiir y[k] = G(q)u[k] + v[k]

das Kriterium?*

E{((ao g e ang ) Y[R = (bo -+ b ™) u[k]>2} L Min ag=1 (2.72)

ein Schur-stabiles Modell. Wird die Restriktion durch Y7 ;a? = 1 ersetzt, dann liegen keine
Pole des Modells auBlerhalb des Einheitskreises.

24E{.} bezeichnet hierbei den Erwartungswertoperator.
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Aus diesem Satz kann gefolgert werden, dass bei Erregung mittels ergodischer AR-Prozesse
(solche sind stationér; die Umkehrung gilt nicht) das Modell bei Schétzung tiber

N 2,
> ((ao +aq o ang ) ylk] = (bo F . A bpg ™) u[k]) =Min  a=1 (2.73)
k=n
asymptotisch die Stabilitdtseigenschaft des Systems annimmt. Im Speziellen gilt dies fiir
stationdre Gaufsche AR-Prozesse mit p < m + 1, da diese ergodisch sind.
Der Satz gibt ferner eine zusétzliche, weitgehend unbeachtete Begriindung dafiir, warum
weifles Rauschen, Pseudorauschbinérsignale und -ternarsignale so niitzliche Testsignale sind.

Bei ihnen ist ndmlich wegen p = 0 die Voraussetzung unabhéngig von m erfiillt.

Wahrend in diesem und den vorherigen Abschnitten die Sicherung der Ubertragungsstabilitét
betrachtet wird, geht es nachfolgend um die Stabilitatssicherung fir Zustandsraummodelle.
Die Fragestellung tritt dabei insbesondere bei der Modellreduktion auf. Fiir die klassische
Identifikation ist sie weniger von Bedeutung, da abgesehen von den Unterraumverfahren [490]
die Mehrzahl der Zugiange auf E/A-Modellansitzen basiert. Eine wichtige Ausnahme bildet
die Identifikation von Zustandsraummodellen mit messbaren Zustandsgrofen (z. B. interne
Temperaturen). Der folgende Abschnitt fasst zunachst die Grundlagen kurz zusammen und

stellt danach einige Zugénge zur Behandlung der Stabilitdtsrestriktionen vor.
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2.5 Stabilitat fiir lineare zeitkontinuierliche

Zustandsraumsysteme

Die Stabilitat von LTI-Systemen im Zustandsraum wird ausschlieflich durch die System-
matrix bestimmt. Deshalb werden die Systemmatrizen namensgleich zur entsprechenden
Stabilitat der Losungen definiert. Die Charakterisierung der Matrizen erfolgt aber rein tiber
die Eigenwerte und nicht iiber das Losungsverhalten. Somit liefert die Definition per se

Restriktionen an die Eigenwerte.

Definition 2.3 (Stabile Matrix)

Eine Matrix A € C™ ™ heiit stabil oder auch Hurwitz-stabil?®, wenn alle Eigenwerte einen
negativen Realteil besitzen. Sie heifit stark stabil, wenn sogar \;(A + AT) < 0,Vi gilt.?
Sie heifit neutralstabil oder auch Lyapunov-stabil, wenn alle Eigenwerte nichtpositiv sind
und jene auf der imaginéren Achse nicht defektiv?” sind. Hat eine Matrix diese Eigenschaft
nicht, wird sie Lyapunov-instabil genannt. Matrizen, deren Eigenwerte alle nichtpositiv sind,
ohne dass sie beztglich der Nichtdefektivitat der rein imaginidren Eigenwerte spezifiziert
werden, heiflen generisch-stabil. Ferner wird A fiir v > 0 als y-Lyapunov-stabil (y-generisch-
stabil) bezeichnet, wenn A + I, Lyapunov-stabil (y-generisch-stabil) ist. v fungiert als

Stabilitatsreserve.

Aus der Definition ergeben sich unmittelbar die folgenden Implikationen:

~-Lyapunov-stabil = Hurwitz-stabil = Lyapunov-stabil = generisch-stabil. (2.74)

! o
~-generisch-stabil stark stabil

Eine Formulierung der Stabilitatsrestriktion tiber die Eigenwerte ist aus Sicht der Optimie-
rung ungiinstig. Es besteht ndmlich zwischen den Matrixelementen und den Eigenwerten
ein komplizierter nichtlinearer, nichtkonvexer, nichtglatter Zusammenhang, der ab fiinfter
Ordnung i. Allg. auch nicht mehr in geschlossener Form angegeben werden kann. Compu-
teralgebrasysteme scheitern dementsprechend ab fiinfter Ordnung und auch die numerische
Behandlung mit Gradientenverfahren ist schwierig, da das Ableiten der Matrixelemente nach

den Eigenwerten jeweils eine komplette Spektralfaktorisierung erfordert.

25Die Bezeichnung ,,Hurwitz-stabil® riihrt aus der Tatsache, dass das charakteristische Polynom einer solchen
Matrix ein Hurwitz-Polynom ist. Die im Hurwitz-Kriterium verwendete Matrix wird dagegen Hurwitz-
Matrix genannt.

26Der Zusatz ,stark“ riihrt aus der Eigenschaft, dass nicht nur ||z(t)|| — 0, sondern auch W < 0 gilt.
Die Norm fallt also streng monoton, s. Abschnitt 2.5.5 fiir stabile Systeme, wo das nicht der Fall ist.

2"Ein k-facher Eigenwert heifit defektiv, wenn es zu ihm keine k linear unabhingigen Eigenvektoren gibt.
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Ziel der folgenden Unterabschnitte ist es, Zugénge fiir die Losung des LS-Problems

||[FA - G||% < Min A € R™™ stabil in einem Sinne (2.75)
mit den Datenmatrizen F' und G vorzustellen. Es ist trivial, diese auf

||AF — G||% < Min A € R™™ stabil in einem Sinne (2.76)

zu iibertragen. In Féllen, in denen die freien Losungen A = FTG bzw. A = GF7T die
Stabilitatsrestriktion einhalten, gilt das Problem als gelost. Deshalb wird unterstellt, dass
die freien Losungen die geforderte Stabilitét nicht erfilllen. Aufgrund der Nichtkonvexitat des
Suchraums kann von den nachfolgenden Zugingen nicht erwartet werden, dass sie globale
Minimierer (2.75) und (2.76) liefern. Im Speziellen werden betrachtet:

1. Zugang iiber das Lyapunov-Theorem (Abschn. 2.5.1)
2. Zugang im Fall von Diagonaldominanz (Abschn. 2.5.2)
3. Zugang tiber den R-Stabilitatsradius (Abschn. 2.5.3)

4. Zugang tiber stabilitdtsinvariante Umformungen (Abschn. 2.5.4)

Den Abschluss der Betrachtungen zur Stabilitat im Zustandsraum bildet das Konzept der
praktischen Stabilitdt in Abschn. 2.5.5. Es kann gewissermaflen als ein Gegenpol zur ge-
wohnlichen Stabilitdt der LTI-Systeme angesehen werden. Wahrend mit der gewohnlichen
Stabilitat Aussagen zum asymptotischen Verhalten einhergehen, bezieht sich die praktische
Stabilitéat vordergrindig auf das transiente Verhalten. Im Abschnitt 2.5.5 geht es dabei weni-
ger um Restriktionen fiir die praktische Stabilitét als vielmehr um den Nutzen des Konzepts
fiir die A-posteriori-Modellbewertung.

2.5.1 Zugang iiber das Lyapunov-Theorem

Die Lyapunov-Theoreme fiir LTI-Systeme gestatten Stabilitdtsaussagen ohne Berechnung
der Eigenwerte. Es gibt sie in der Gleichungs- und Ungleichungsform.

Satz 2.7 (Lyapunov-Theorem in Gleichungsform, [614])
Folgende Aussagen sind dquivalent?®:
(i) A ist Hurwitz-stabil

(i) 3QeS;: AP+ PAT = —Q = P € S, P ecindeutig

n

(iii) VQe 87 : AP+PAT=-Q=PecS;

n

P eindeutig.

28Dje gleichartige Darstellung AT P+ PA = —Q beruht auf der Lyapunov-Funktion V(z) = 2T Pz, wihrend

fiir Satz 2.7 V(z) = 27 P12 zusammen mit der Links-Rechtsmultiplikation mit P genutzt werden kann.
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Anmerkung 2.14 Ist fiir ein beliebig gewéhltes Q € S

n

z.B. Q@ = I,, die Losung P
eindeutig und positiv definit, ist A Hurwitz-stabil. Existiert keine Lésung P, unendlich viele
Losungen oder eine eindeutige, aber nicht positiv definite Losung, dann ist A nicht Hurwitz-
stabil. Beachte aber, dass P € S;” und A Hurwitz-stabil nicht @) € S, impliziert.

Anmerkung 2.15 Das Lyapunov-Theorem lasst sich auf Systeme Fi = Ax verallgemei-
nern, wobei dann die Gleichung APET + EPAT = —(Q zu betrachten ist.?

Satz 2.8 (Lyapunov-Theorem in Ungleichungsform, [92])

A € R™™ ist genau dann Lyapunov-stabil, wenn
P> 0pun, AP+ PAT < 0y (2.77)

zuldssig ist30, d.h. 3P € S : AP 4+ PAT < 0,xp. A € R™™ ist genau dann Hurwitz-stabil,
wenn (2.77) streng zuléssig ist, d.h. 3P € 87 : AP + PAT < 0,53

Der Vorteil, keine Restriktionen an die Eigenwerte mehr zu haben, wird sich durch @
zusétzliche Parameter (freie Parametern von P) und zwei Matrixungleichungen (2.77) erkauft
und fiihrt auf das folgende Prokrustes-Problem

|[FA—G|%>=Min P> 0yyn, AP+ PAT < 0pypn. (2.78)
Modifikationen zur y-Lyapunov-Stabilitit ergeben sich aus der Aquivalenz
A ist y-Lyapunov-stabil < 3P € 87 : AP + PAT + 29P < 0,1, (2.79)

Die Zielfunktion ist konvex beziiglich A und die Ungleichung P > 0,, beschreibt eine
konvexe Menge (Kegel der nichtnegativ definiten Matrizen). Beide harmonieren wegen ih-
rer Konvexitat. Die Lyapunov-Ungleichung ist aber bilinear und zerstort somit die konvexe
Formulierung. Allerdings ist bilinear zwar nichtlinear, aber ,weit weniger nichtlinear* als
der Zusammenhang zwischen den Matrixelementen und Eigenwerten. Zudem existiert zur
Losung derartiger Probleme spezielle kommerzielle Software [359]. Um sie zu nutzen, sind
die Zielfunktion und die Restriktionen auf die Standardform

L r T 1 s n .
Em Hx + g x = Min Yobpixk; <cpi=1,...,my
k=1
n n n
By + kzl 2B + kzl 121 kT Cri 2 Opispst=1,...,m
Bhs, Cui € Sp,

29Nutze AT PE + ETPA = —Q [66] und Dualititsprinzip, d.h. A := AT und E := ET, s. Fuinote 32.
30Duale Formulierung: A Lyapunov-stabil < P > 0,5, PA 4+ ATP < 0,5, zuléissig. Folgt iiber P = P~1.
Beweist V(x) = 27 Px Stabilitit von & = Az, dann beweist V(z) = 7 P, die von # = ATz.

31Die Menge der Matrizen P = {P € S : AP 4+ PAT < 0,,x,,} ist konvex und heiit Lyapunov-Kegel.
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zu bringen. Per Vektorisierung von A und symmetrischer Vektorisierung von P sowie ent-
sprechender Wahl der Matrizen By ;, Cy; gelingt das fir die zwei Restriktionen in (2.78).
Hinweis: Zur Konstruktion der Matrizen By, ;, Cjy,; empfiehlt es sich, von der Darstellung der

Vektorraume R™*™ bzw. S, tiber kanonische Basismatrizen Gebrauch zu machen, z. B.

= {388 4 m[B08] - [388] 8] 884 ] 3] )
000 000 001 000 100 010
Als Nachteile dieses Zugangs bleiben der groe numerische Aufwand, die Verfligharkeit einer
speziellen Software und die Eingeschranktheit auf LMI-Restriktionen.
Die letzten beiden Nachteile lassen sich durch den Einsatz allgemeiner numerischer Algorith-
men fiir nichtlineare Probleme umgehen. Dafiir ist allerdings eine Modifikation des Problems
ratsam. So empfiehlt es sich, die Ungleichung P > 0y, durch P~! = 0, zu ersetzen. Da-
durch wird verhindert, dass Elemente in P gegen Unendlich streben, wenn der im Realteil
grofite Eigenwert der stabilen Matrix gegen Null strebt. Weiterhin ist meist die Behandlung
durch eine Lyapunov-Gleichung AT P+PA+1I,, = 0 zweckmaéBiger als durch eine Ungleichung.
Letztlich kann die Definitheitsrestriktion als Symmetrierestriktion P = P und k =1,...,n
Determinanten-Restriktionen det(P~![k|k]) > 0 (Sylvester-Kriterium) gefasst werden, wobei
det(P~[k|k]) > & mit z. B. ¢ = 107 die strengen Ungleichungen umgeht*?. Eine Anwendung
fiir diesen Zugang ist die Bestimmung eines optimalen, stabilen Arbeitspunkts beziiglich der
Zustinde, bei dem A die Jacobi-Matrix ist, vel. [81]%3.

2.5.2 Zugang im Fall von Diagonaldominanz

Eine besonders vorteilhafte Situation liegt vor, wenn die Systemmatrix zeilen- oder spal-
tendiagonaldominant ist, wenn also jedes Hauptdiagonalelement betragsmaflig grofer als die
Summe der Betrége aller weiteren Elemente der Zeile oder Spalte ist. In der Praxis treten Sy-
steme mit der Diagonaldominanzeigenschaft bevorzugt auf, wenn es in nahezu gleichartigen
gekoppelten Zonen (Zellen, Elementen) zu Ausgleichsvorgangen kommt. Die Diagonaldomi-
nanz leitet sich dann aus den Massen- oder Energiebilanzen her, wobei Verlustterme auf

die strenge Ungleichheit fithren. Beispiele sind Mehrzonenofen [255], bei denen der Aus-

32Die Wahl numerischer Schranken ¢, um Tests auf Gleichheit oder Ungleichheit beziiglich Null vorzunehmen
(Vermeidung Nulldivision oder negativer Wurzeln) und um aus strengen Ungleichungen nichtstrenge zu
machen, erfordert Erfahrungen oder auch empirische Untersuchungen. Sie hangt neben dem Zweck von
der Leistungsfiahigkeit der eingesetzten Algorithmen, der geforderten Genauigkeit und der Problemgrofie
ab. Mit dem hier angegebenen Wert arbeitet der Autor vorwiegend bei Problemen mit n < 10 und in
eigenentwickelten Algorithmen, weil damit zumeist eine praktisch ausreichende Genauigkeit erzielt wird.

331n [81] werden die Determinanten-Restriktionen mittels einer logarithmischen Barrierefunktion relaxiert;

in [80] wird zur Losung des Problems der hier dargestellte Weg empfohlen.
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gleichsvorgang beziiglich der Energie stattfindet, oder der menschliche Kérper, in dem sich

Konzentrationen z. B. von Markersubstanzen oder Radioisotopen [325] ausgleichen.

Aus dem Satz von Gershgorin [431] ergeben sich die folgenden Restriktionen:

—a; > |agl; a; <0;i=1,...,n = A stabil (2.80a)
i

—a; > Z lail; ai; <0; i=1,...,n = A generisch-stabil (2.80b)
i#]

Analog zu dieser Zeilendiagonaldominanzbedingung gibt es eine Spaltendiagonaldominanz-
bedingung?*. Der Charme der Diagonaldominanzbedingung liegt in der Einfachheit der Re-
striktionen, die sich in lineare Restriktionen umformen lassen und somit fiir die Kriterien
(2.75) und (2.76) auf konvexe Probleme fithren. Ohne Wissen iiber das Vorliegen einer Dia-
gonaldominanz sollten die Restriktionen aber nicht verwendet werden, da sie nur hinreichend

sind und somit den Suchraum unzuléssig einschranken wiirden.

Neben der Einfachheit der Restriktionen, insbesondere bei Kenntnis der Vorzeichen von a;;,
liegt ihr Vorteil bei messbaren Zustandsgréfien in der Moglichkeit einer Systemdekomposi-
tion. Fir jedes #; (Vektor aus N Messwerten) kann ein separates Schéatzproblem unter der

jeweiligen Zeilenrestriktion formuliert und gelost werden, z. B.

Hl'l — 111 — Q12T — ... falnan% ;1\/.[111 ayj > 07j = 2,...777, (281)
—a11 > Q12+ ...+ Q1.

Das Gesamtsystem ist dann trotz Dekomposition automatisch stabil!

Diagonaldominanz lasst sich auch bei Frequenzbereichsschatzungen ausnutzen. Als Beispiel
sei die Identifikation von MehrgréSensystemen genannt. Ublicherweise wird nidmlich ange-
strebt, dass der i-te Eingang auch den i-ten Ausgang am meisten und/oder am schnellsten
beeinflusst (Regel: Nebenstrecken sollten langsamer als die Hauptstrecken sein). Bei der
Identifikation im geschlossenen Regelkreis rithrt die Diagonaldominanz aus der angestrebten
partiellen oder vollstdndigen Entkopplung durch die Regelung her.

Infolge von Installationsfehlern (fehlerhaftes Klemmen von Signalleitungen) oder durch un-
glinstiges Festlegen der E/A-Groflen braucht diese Zuordnung nicht zu stimmen. Durch Per-
mutieren der Eingangsgrofien lésst sie sich aber unter Umstanden erzeugen. Hierflir erweisen

sich Koppelfaktoren als Zuordnungsmafle ebenfalls als vorteilhaft.

3 Die Zeilendiagonaldominanzbedingung folgt unabhiingig von Gershgorin aus der Lyapunov-Funktion
V(z) = ||#||oo, wihrend die Spaltendiagonaldominanzbedingung iiber V(z) = ||z||; abgeleitet werden

kann.
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2.5.3 Zugang iiber den R-Stabilitidtsradius

Eine zentrale Idee zur Lésung komplizierter nichtkonvexer Probleme besteht darin, eine Folge
konvexer Teilprobleme zu 16sen. Hierbei wird ausgehend von der Losung im k-ten Schritt ein
konvexer Suchraum bestimmt, der im Inneren des Originalsuchraums liegt. Dieser sollte na-
tiirlich moglichst grof und einfach handhabbar sein, also etwa Polytop, Kugel, Ellipsoid oder
Schnitte dieser. Problematisch an diesem Vorgehen ist meist die Berechnung der Ausdehnung
des Gebiets; im Fall der Kugel die des Radius. Gegebenenfalls ist in jedem Iterationsschritt
eine skalare Optimierung erforderlich, was aber bei ausgefeilten Algorithmen kaum ins Ge-
wicht fallt. Eine Anwendung dieser Idee fiir Filter mit unendlicher Impulsantwort und damit

fiir Polynome ist in [172] beschrieben. Hier wird das Vorgehen fiir Matrizen naher erlautert.

Fir das LS-Problem
||[FA - G|% < Min A Hurwitz-stabil (2.82)

kann durch sukzessives Losen konvexer Teilprobleme der Art

AAp = argmin ||F(A, +aA) - G|[%
[|AAl[2<rg

= argmin ||[FaA— (G — A4)|% (2.83)
[[AA[[2<rg

eine Folge stabiler Matrizen Ay = Ay+aA;.; mit monoton fallenden Werten || F Ay, 1—G||%
erhalten werden. ry ist so zu wahlen, dass Ay + aA fiir alle ||aA||s < ry stabil ist.

(2.83) gestattet eine SDP-Formulierung und damit den Einsatz von Standardalgorithmen.
Vollen Spaltenrang von F vorausgesetzt, hat (2.83) eine eindeutige Losung.

Der Radius 7y sollte moglichst grofl sein, damit der Suchraum fiir AA moglichst grof ist, und

73, sollte einfach zu berechnen sein.
Eine erste, naive Idee bietet die negative Spektralabszisse 7, = —a(Ay) mit
a(A) &of max Re N\ (A) Spektralabszisse. (2.84)

Doch r = —a(Ay) garantiert mit ||aA||o < ry nicht, dass A+ aA stabil bleibt, wie folgendes
Beispiel zeigt.

Beispiel 2.12 (Spektralabszisse als schlechtes Stabilitatsmaf)
Obwohl —a(A) = 0.1 fur

0
0
0

oo o
ocooo
ocooo

|

ist, destabilisiert AA mit [|aA||; = 107* die Matrix A (Nulleigenwert). Zudem ist die Spek-

tralabszisse eine nichtkonvexe, nicht Lipschitz-stetige Funktion der Matrixelemente.

104
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Eine zweite Moglichkeit bietet ein Resultat aus der Lyapunov-Theorie [548]

1

= mit AP+ PAT = —I,. (2.85)
2(|Pl2

Tk

Da die Lyapunov-Theorie nur hinreichende Bedingungen liefert, kann 7, aber sehr konser-

vativ sein. Bezogen auf Beispiel 2.12 ergibt sich rj, ~ 3.13 - 107".

Eine dritte Moglichkeit ist der reelle Stabilitatsradius (R-Stabilitatsradius)
e (A) € inf{||aAl|5 : A4 € R™™; A + aA nicht Hurwitz-stabil}. (2.86)

Im Beispiel ergibt sich der Wert 1z (A) = 104, was iibrigens derselbe Wert ist wie bei der

vierten Moglichkeit, dem komplexen Stabilitdtsradius
rc(A) uf inf{||aA||s: a4 € C™"; A + AA nicht Hurwitz-stabil}. (2.87)

Anmerkung 2.16 Fir die skizzierte Anwendung kann bestenfalls die einfachere Berech-
nung des konservativeren C-Stabilitdtsradius als Vorteil gewertet werden. Gleichwohl ist
der C-Stabilitatsradius als Stabilitdtsmafl (Stabilitétsreserve) auch bei reellen Matrizen das
bessere Maf}! Denn wéhrend 7 (A) nur Unsicherheiten in den Matrixelementen toleriert,
liefert rg (A) auch Aussagen zur Grofe tolerierbarer nichtlinearer oder zeitvarianter Storun-
gen/Unsicherheiten, siehe hierzu Abschnitt A.6.4.

Beide Radien sind Spezialfille des strukturierten Stabilitdtsradius des Tripels (A, B,C) €
Frxm o Fxm o FP*™ mit F := C bzw. F:=R

1S(A,B,C) ¥ inf{||Al]y : A € F™P; (A + BAC) € 8°}. (2.88)

Hierbei ist S eine offene Teilmenge in C und S¢ deren Komplement in C. 7§ (A, B, C) bietet
fiir die Identifikation einige tiber das Stabilitdtsgebiet hinausgehende Freiheiten, die in Anm.
2.17 aufgezeigt werden, weshalb nachfolgende Betrachtung etwas allgemeiner bleibt.

Eine praktikable Berechnung von r§ (A4, B, C') wurde durch die Formel von Qui [521] méglich,
wodurch sich die n2-dimensionale Optimierung iiber die Matrixelemente auf eine zweidimen-

sionale oder gar eindimensionale Optimierung reduzieren lasst:
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8 (A, B,C) = inf{||Al]y : A € F™?; 3\ (A + BAC) € §°}
= inf{ . ;N (A + BAC) € bdS} (Stetigkeit der Eigenwerte)
=inf{...;3s € bdS : \;(A+ BAC — sI,) = 0} (Spektralverschiebung)
Sg}gsinf{HAHQ : A e F™P: det(sl, — A— BAC) = 0}

gﬁgs inf{||Al|2 : A € F™*?;det([,, — AC(sl, — A)™'B) =0}. /%
s —_—

1/]|M]|]2 fir F=C /%
. -1
B sgblgs inf ReM — —SmM fir F = R;
'yér(%).,l] 72 Y 1Sm M Re M Formel von Qui
1/ sup ||M]l2 firF=C
sebdS .
= . ReM — —SmM i (2.89)
sup inf oy fur F = R.
sebds vE(0,1] yISmM  ReM

Fiir den reellen Stabilitdtsradius rg (A) ist nunmehr die linke komplexe Halbebene S = {s €
C : Res < 0} einzusetzen. Ferner ist damit der Rand von S durch bdS = {jw : w € R}

(imaginére Achse) gegeben und die Formel (2.89) vereinfacht sich zu

re(4) = mei]g Omin (Jwi, — A) (2.90a)
A —qwl,
rz (A) = min max o9, e (2.90b)
weR ~e(0,1] w/~vI, A
re(A) < rg(A4). (2.90c)

Das Resultat (2.90a) findet sich bereits in [407], [160]. Algorithmen, die fiir (2.90a) das globale
Minimum und eine destabilisierende Stérung finden, sind z. B. in [110], [91] (Bisektionsver-
fahren) und [277] (inverse Iteration; schwache Besetztheit) beschrieben. Das Bisektionsver-
fahren, angewandt auf w, kann auch fir (2.90b) herangezogen werden. Der Funktionswert
der inneren Maximierung lasst sich dabei per eindimensionaler Suche sicher berechnen, da
02n-1(.) bei festem w eine auf (0, 1] quasikonkave Funktion (impliziert Unimodalitdt) in +
ist [521].

3Nutze det(A + BC) = det(A71(I, + A71BC)) = (det A7) - det(I,, + A~'BC) und wende Schur-

I, —A"'B
Komplementformel det P I =det(I, + A"'BC) = det(l,, + CA™'B) an.
m
361 = omin(Im) = min_ || X]]2 = min HAM'HQ < min [|All2||M]]2 fir RangM > 1
Rang (I, —X)<m det(I, —AM)= det(I,,—AM)=0

(Das zweite Gleich folgt aus dem Schmidt—M'irsky—Theorem [299], die Ungleichheit aus der Submultiplika-
tivitét der Norm.) Gleichheit gilt z. B. fiir Agps = v1ull /o max (M), also ein Singulirtripel.
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Als eine algorithmische Arbeit, die sich auf die Berechnung reeller strukturierter Stabilitéats-
radien auf der Grundlage von (2.89) bezieht, sei [584] genannt. In Verbindung mit den Er-
gebnissen aus [521] kann mit Kenntnis des Radius auch die nichstgelegene Matrix bestimmt
werden. Mit den gleichen algorithmischen Umsetzungen konnen auch die in der nachfolgen-

den Anmerkung aufgefithrten Mengen behandelt werden.

Anmerkung 2.17 7§ (A, B, C) stiitzt sich auf einen erweiterten Stabilititsbegriff, nach dem
eine Matrix stabil in S heifit, wenn ihre Eigenwerte in S liegen. Beispiele fiir jeweils offene
Mengen S sind:

- linke komplexe Halbebene; r¢ (A, B, C) = ||G(s)| |3, fiir G(s) # 0 (Hurwitz-Stabilitét)

- Ebene links eines v;v < 0 (Mindestabklingrate)

- ein nach links offener Sektor (Mindestdampfung)

- Innere des Einheitskreises (Schur-Stabilitét)

- rechten Halfte des Einheitskreises (Mindestabtastung).

Die Matrizen B und C' kénnen benutzt werden, um den Bildraum und den Nullraum der
zuldssigen Anderungen zu restringieren. Allgemeine lineare oder affine Restriktionen (z.B.

Symmetrie) an die zuldssigen Anderungen sind durch BAC nicht realisierbar.

Anmerkung 2.18 Eine Anwendung des Stabilitdtsradius beim High-Gain-Beobachterent-
wurf beschreibt Robenack in [536], wobei er gleichzeitig die Beziehungen zur H..-Norm
herstellt und das Bounded-Real-Lemma [647], [366] zur Losung iiber eine LMI heranzieht.

2.5.4 Zugang iiber stabilitdtsinvariante Umformungen

Bei der Modellreduktion mittels Padé-Approximation®” werden Zustandsraumsysteme

&= Ax + Bu (2.91a)
y=Cx+ Du (2.91Db)

unter der Mafigabe approximiert, dass die ersten k Markov-Parameter M;
G(s)=C(sl,—A)'B+D=D+> CAT'Bs™ = My + > M;s™ (2.92)
i=1 i=1

des approximierenden Systems mit denen des Originalsystems tibereinstimmen. Durch die-

ses Approximationsprinzip werden aber nur k Freiheitsgrade der Parametermatrizen fixiert.

37Eine Padé-Approximation einer Funktion f(z) ist eine gebrochen rationale Funktion g(z) = p(z)/q(x) mit
deg p(z) = m,deg ¢(x) = n und der Eigenschaft, dass die ersten m +n Glieder der Taylor-Reihe von g und
f tbereinstimmen. Die Taylor-Reihe kann dabei an einem beliebigen Punkt entwickelt werden, wobei fiir

x = 0 die Maclaurin-Reihe mit Potenzen x* und fiir 2 = co eine Reihe mit Potenzen z=* folgt.
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So kann es geschehen, dass trotz stabilen Originalsystems das approximierende System in-
stabil ist, vgl. die Approximation mit dem populdren Lanczos-Algorithmus in [567]%%. Statt
nun die kompliziert zu behandelnden Stabilitdtsrestriktionen explizit zu formulieren, um da-
durch die Freiheitsgrade in A weiter einzuschrénken, wird in [567] ein modifizierter Arnoldi-
Algorithmus vorgeschlagen. Die Idee dieses Algorithmus ist es, das System sukzessive zu
approximieren, wobei die Umformungen so gestaltet sind, dass die Klasse der stabilen Sy-
steme nicht verlassen wird. In [39] wird beschrieben, wie auf dhnliche Weise Passivitat des

Systems bei der Modellreduktion sichergestellt werden kann.

2.5.5 Praktische Stabilitat

Die Stabilitat linearer Systeme im Sinne von Lyapunov ist eine asymptotische Eigenschaft,
die an den Systemeigenwerten festgemacht wird. In der Praxis kénnen sich Losungen jedoch
temporér sehr weit von der Ruhelage entfernen, bevor sie dann gegen selbige streben. Mit
anderen Worten: Das stabile System verhélt sich temporar wie ein instabiles. Dieser Effekt
tritt besonders dann auf, wenn die Systemmatrix einen grofler Abstand zu den normalen
Matrizen (AT A = AAT) hat, vgl. Beispiel 2.13.

Beispiel 2.13 (Stabiles System mit hoher transienter Schranke)

Am nachstehenden System und dessen Losung (Simulation in Bild 2.1)

i = { 00 e } w20 =z = apy= | C A= a g
0 -1 0 et

ist unschwer zu erkennen, dass je grofler ¢, desto grofler ist das tempordre Anwachsen der
Norm. Ein grofler werdendes ¢ bedeutet ndmlich, dass die Nichtnormalitat der Systemmatrix
zunimmt, was seinerseits an der wachsende Unsymmetrie der Matrix erkennbar ist.

Der Effekt des temporéren Vergroflerns liegt auch beim Regeln oder Beobachten der Zustande
des Doppelintegrators vor. Um namlich aus eine Ruhelage in die andere zu gelangen, muss
der Regler die Geschwindigkeit zunéchst vergroBlern. Es ist also unmoglich, die Fehler in

beiden Zustandskoordinaten simultan zu verringern.

Anmerkung 2.19 Tritt der beschriebene Effekt in einem linearisierten Modell ein, resul-
tiert daraus fur das nichtlineare System meist ein sehr kleiner Einzugsbereich der stabilen
Ruhelagen, vgl. @1 = z1(x1 — 0.6) 4 ¢y, 9 = —x5. Die Linearisierung ergibt gerade (2.93)

und zeigt fiir positive 5 einen kleinen Einzugsbereich der stabilen Ruhelage (0, 0) [288].

38Selbst wenn alle Freiheitsgrade ausgeschdpft werden (gleiche Parameteranzahl in f(x) und g(z)), kann die

Approximation einer stabilen Ubertragungsfunktion instabil sein, vgl. System dritter Ordnung in [458].
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Bild 2.1: Verldufe zu Beispiel 2.13

Das Problem an dem im Beispiel beschriebenen Verhalten und der in der Anmerkung ge-
schilderten Konsequenz ist, dass der Giiltigkeitsbereich des linearen Modells oder schlimmer
noch der Sicherheitsbereich der Anlage iiberschritten werden kann, wenn etwa bestimmte
Zustandskomponenten kurzzeitig extrem grof3 werden. Das fithrte Hinrichsen, Plischke und
Pritchard auf die Definition der praktischen Stabilitét.

Definition 2.4 (Praktische Stabilitat, [288])
Ein autonomes lineares LTI-System heifit praktisch stabil, wenn es die Zeitbereichsbedingung

lle|]y < et >0 (2.94)
fiir vorgegebenes v > 1 und 8 < 0 erfiillt.

Anmerkung 2.20 Bei dieser Definition entscheidet die Vorgabe von v und g dariiber, ob
das System die Eigenschaft hat oder nicht.

Anmerkung 2.21 Fir jedes § > a(A) = max Re \; existieren derartige v (abhéangig von

£)3°, wobei das jeweils kleinste y
75(A) = inf{y € R: [|e*]|s < ve’ t > 0} (2.95)

transiente Schranke heifft. Sie entspricht dem Wert der majorisierenden e-Funktion in ¢t = 0

und ist eine Kennzahl fir das transiente Verhalten.

39Die Spektralabszisse a(A) misst das asymptotische Wachstum des Eigenvorgangs: a(A) = tlim 111e 2.
—00 7
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Anmerkung 2.22 Eine alternative Kennzahl fir das transiente Verhalten ist die Anfangs-
wachstumsrate (logarithmische Norm, Lozinskij-MaB* [614], [382])

or dF
pa(4) < e (2.96)
t=0
1 T
= 5 max XN(A+AY), (2.97)

die den Anstieg der Spektralnorm von e! in ¢ = 0 beschreibt.

Da es sowohl sehr schwierig ist, eine Zeitbereichsbedingung aufzustellen, als auch sie al-
gorithmisch zu behandeln, bleiben die Bedingung und die Kennzahlen der A-posteriori-
Modellauswertung und dem Reglerentwurf [288] vorbehalten. Werden zur Identifikation Be-
obachter eingesetzt, so konnen diese im linearen Fall derart entworfen werden, dass méglichst
keine Zustandsgrofle ihren Anfangsfehler temporér extrem vergrofert. Das wird durch einen
Entwurf auf ein moglichst kleines v erreicht.

Bei Systemen mit Dreiecksstruktur gibt die Summe der Betrdge der Nichtdiagonalelemen-
te (MaB fiir die Abweichung von den normalen Matrizen) ein Indiz dafiir, wie ausgepragt
eine praktische Instabilitéit ist, s. auch Beispiel 2.13. Das betragsgrofite Nichtdiagonalele-
ment zeigt zudem an, welche Zustandsgrofle primér fiir das schlechte transiente Verhalten

verantwortlich ist.

2.6 Stabilitat fiir lineare zeitdiskrete

Zustandsraumsysteme

Bisher wurde die Frage behandelt, wie Stabilitdat bei der Modellbildung fiir zeitkontinuierli-
che LTI-Zustandsraumsysteme gesichert werden kann, wobei sich die Anwendungen auf die
Modellreduktion, Modellapproximation und die A-posteriori-Modellbewertung beziehen. Die
klassische Identifikation wird nur fiir den Spezialfall der diagonaldominanten Systeme geldst,
wahrend fiir den allgemeinen Fall nur ein méglicher Restriktionsansatz andiskutiert wird. Ur-
sache hierfiir ist der Mangel an leistungsstarken Verfahren zur Identifikation kontinuierlicher
Zustandsraummodelle. Anders ist die Situation bei zeitdiskreten Systemen. Dort fithrt die
Identifikation im Zustandsraum bei messbaren, aber auch bei geschitzten Zustandsgréfien

auf LS-Probleme vom Typ
2 Y C D Us

49Die Kennzahl wurde unabhingig von Lozinskij und Dahlquist eingefiihrt. Sie lidsst sich beziiglich jeder

2
< Min (2.98)
F

Operatornorm erweitern.
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Dariiber hinaus sind bei einigen Unterraummethoden folgende Probleme zu 16sen [490]

C
|O0k1A— O[3 = Min O = | (2.99a)
CAF
Y[ACosor — Cralla £ Min Co = {B,AB, . .,A’“B], (2.99b)

wobei Og.; eine erweiterte, als Schéitzung vorliegende Beobachtbarkeitsmatrix und Cp.;, eine
Steuerbarkeitsmatrix bezeichnet. Fortan wird sich auf (2.98) beschrankt, da (2.99b) als Spe-
zialfall von (2.98) angesehen werden kann und sich (2.99a) dhnlich behandeln lasst.

Das zentrale Problem von (2.98) ist, dass die LS-Losung Apg keine Schur-stabile Matrix
(Eigenwerte im Einheitskreis) sein muss, selbst wenn das zu Grunde liegende System expo-
nentiell stabil ist. Ursache kann eine zu grofl gewdhlte Modellordnung sein, wenn beispiels-
weise bei ihrer Festlegung iiber die Hankel-Singularwerte keine signifikante Liicke erkennbar
war. Dariiber hinaus bewirken Storungen, dass mitunter instabile Modelle geschétzt werden.
Gleichwohl sorgt zumindest die asymptotische Effizienz der Unterraummethoden dafiir, dass
mit wachsender Tupelzahl unter der Voraussetzung einer stindigen Anregung die Wahr-
scheinlichkeit fiir instabile Modelle bei richtig gewéhlter Modellordnung abnimmt.

Eine zusétzliche Restriktion an den Spektralradius o(A) & max; |Ai(A)[|, namlich p(A) < 1,
wiirde zwar Stabilitdt garantieren, nicht aber die Existenz einer Lésung. Das liegt an der
strengen Ungleichung und der Stetigkeit des Problems, welches unter Umsténden nur ein
Infimum zulésst. Als Ausweg bietet sich o(A4) < v mit v < 1 an. Der Fall v = 1 ist dabei
interessant, wenn A einen oder mehrere ungeddmpften Schwingungsmodi oder einen Inte-
grator modellieren muss.

Das Problem (2.98) mit der Restriktion p(A) < v heifit y-generisch-stabiles Problem. Doch
selbst mit diesen Einschrankungen werden die Schwierigkeiten nicht merklich weniger, denn
der Spektralradius ist eine nichtpolynomiale, nichtkonvexe und nicht differenzierbare Funk-
tion der Matrixelemente, die fiir Systeme n > 3 zudem praktisch nicht algebraisch zu for-
mulieren ist (mehrseitige computeralgebraische Ausdriicke). Aus diesem Grund werden in
den nachfolgenden Abschnitten Zugénge diskutiert, die die angesprochenen Schwierigkeiten

umgehen. Hierzu zdhlen:

1. Zugang iiber das zeitdiskrete Lyapunov-Theorem (Abschnitt 2.6.1)
2. Ad-hoc-Zugange zur A-posteriori-Stabilitatssicherung (Abschnitt 2.6.2)
3. Zugang tiber Modifikation der Zielfunktion (Abschnitt 2.6.3)

4. Zugang tiber Systemapproximation (Abschnitt 2.6.4)
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2.6.1 Zugang iiber das zeitdiskrete Lyapunov-Theorem

In strenger Analogie zu Abschn. 2.5.1 existieren auch fir zeitdiskrete Systeme Eigenwertcha-
rakterisierungen der Systemmatrix fiir die unterschiedlichen Stabilitatsauspragungen. Der
einzige Unterschied ist, dass im diskreten Fall der Einheitskreis den Rand der Menge der
Schur-stabilen Matrizen bildet, wiahrend dieser im zeitkontinuierlichen Fall die imagindre
Achse ist. Ebenso lassen sich auch aus dem zeitdiskreten Lyapunov-Theorem [543] semidefi-
nite Restriktionen

ATPA—P < 0pxn und P> Onyp, /4 (2.100)

fiir Lyapunov-Stabilitdt angeben. Die Umkehrung gilt nicht, da fiir ein Lyapunov-stabiles
System (aquivalent: A hat keine Eigenwerte aulerhalb des Einheitskreises und Eigenwerte auf
dem Einheitskreis sind nicht defektiv [415]) in (2.100) P > 0,x,, nicht zwingend folgt. Doch
es existiert fir jedes solches A ein P > 0,,x,, sodass sich (2.100) erfiillen lasst, kurzum dass
(2.100) zulissig ist. Dies wird anhand einer reellen Block-Spektralfaktorisierung A = SDS™*

mit (2 x 2)-Blocken 7;| G S | i r; < 1 und/oder (1 x 1)-Diagonalblocken fiir
—sing; cos¢;

P = I, offensichtlich.

Wie bei der Spektralradius-Restriktion kann auch hier eine Stabilitétsreserve durch ein v < 1

eingebaut werden, und zwar durch
ATPA — 2P < 0pyn und P > Opyp, (2.101)

Mit dieser Restriktion wurde (2.98) mit einem SQP-Algorithmus in [218] gel6st. Der Aufwand
ist durch die @ zusétzlichen Unbekannte fiir P betrachtlich. Das Problem, den globalen

Minimierer zu finden, ist wegen der Multimodalitdten noch ungelost.

2.6.2 Ad-hoc-Zuginge zur A-posteriori-Stabilitidtssicherung

Die bisherigen Uberlegungen zeigen, dass die Einhaltung der Schur-Stabilitdt von A nicht
direkt, sondern eher durch eine Problemmodifikation erreicht werden sollte. Die Restriktion
wird also nicht in das Kriterium eingebaut, sondern stattdessen wird die LS-Losung Arg im
Nachhinein so modifiziert, dass eine Schur-stabile Matrix entsteht. Im Folgenden werden zwei
Matrixapproximationsprobleme vorgeschlagen, die auf eine zweidimensionale Suche bzw. eine

LMI-Formulierung fithren. Zuvor werden die beiden naheliegenden Zugéange Matrixskalierung

41 P > 0,,xn kann nicht zu P > 0,,x, abgeschwicht werden, vgl. A = [ 0.8 0 } und P = [ Lo ], da dann

0 1.2 0 0
ATPA — P < 0,,xn, gilt, obwohl A instabil ist.
ATPA — P < 0,,x», kann nicht zu AT PA — P < 0,,x,, verschirft werden, da A dann zwingend Schur-stabil

und damit Element einer offenen Menge ist.
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und Eigenwertprojektion vorgestellt. Beide erfordern einen geringen Aufwand, keine spezia-

lisierten Algorithmen, erreichen aber nicht die Qualitiat der Matrixapproximationsprobleme.

Matrixskalierung und Eigenwertprojektion
Als Ad-hoc-Variante scheint eine Skalierung der LS-Losung Apg

naheliegend. Ferner drangt sich eine Projektion der instabilen Eigenwerte auf den ~-Kreis

auf

Aeig = S(ProjJ)S™, 2.103
g9

die ausgehend von der Jordan-Form A;g = SJS~! bewerkstelligt wird. Die instabilen reellen
Eigenwerte in den Jordan-Blécken werden auf v oder —v gesetzt und die instabilen konju-
giert komplexen auf einen Betrag von v skaliert.

Bei der Agpq-Berechnung wird die Matrix Apg fiir die Korrektur auf einen einzigen Para-
meter, niamlich auf o(Ays), reduziert. Die Kenntnis iiber die n? Matrixelemente geht dabei
fast vollstandig verloren. Entsprechend schlecht fallt das Approximationsverhalten fiir A,y
aus. Bei der Eigenwertprojektion (2.103) wird auf n Parameter — die Eigenwerte — reduziert,
wodurch bessere Ergebnisse erzielt werden [137]. Noch bessere Ergebnisse (gemessen an den

mittleren Parameterabweichungen) lassen sich mit den folgenden Formulierungen erzielen.

Matrixapproximationsprobleme

Die komplette Information von Ayg wird durch
Apap = arg min |ALs — All2; A e RY": p(A) < p; AL instabil. (2.104)

ausgenutzt. Dieses Matrixapproximationsproblem, das die néchstgelegene generisch Schur-
stabile Matrix (¢ = 1) oder eine Schur-stabile Matrix mit Stabilitétsreserve (o < 1) zu
Apg sucht, ist nichtkonvex. Es ldsst sich gemé8 Formel (2.89) auf ein zweidimensionales
Problem reduzieren. Fiir die numerische Behandlung [110], [291] ist es dabei unbedeutend,
ob die néchstgelegene grenzstabile Matrix zu einer instabilen oder grenzinstabile zu einer
stabilen gesucht wird. Das Minimum ist ein Stabilitdtsmaf*? und gibt eine Stabilitéitsreserve

beziiglich der Matrixelemente an, wie sie etwa beim robusten Reglerentwurf bendtigt wird.

Im alternativen Matrixapproximationsproblem [434]

I(Aps — A)Plls =Min P = Opyp, P — APAT = 0,1, (2.105)

42Der Vorteil dieses Mafes gegeniiber dem Eigenwertabstand vom Einheitskreis als Stabilititsmafl wird am
Beispiel Agys = Jords(0.9) deutlich. Hier ist der Eigenwertabstand 0.1, aber bereits eine Stérung des

Elements ag; auf az; = 0.001 schiebt einen Eigenwert auf Eins!
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wird die Schur-Stabilitat iiber die Lyapunov-Ungleichung ausgedriickt. Die Wichtung in der
Zielfunktion durch P ermdglicht eine Umformulierung in ein SDP-Problem.*3 Da sich fiir
P — 0%y, ein Infimum ergibt, was seinerseits eine schlechte Konditionierung zur Folge hat,

ist es besser, mit der regularisierten Variante
I(Aps — A)P|[y =Min P = pl,, P — APAT = pul; i > 0 fest. (2.106)

zu arbeiten. Diese liefert beziiglich A den gleichen Minimierer, da die zuléssige Menge ho-
mogen in P ist. Mit X := AP folgt mit der Epigraph-Methode aus Abschnitt 6.5 und den
Umformungen nach Tabelle 7.4 das LMI-Problem

yl, (ApsP — X)T
ApsP — X I,

P—ul, X

XT P t 02n><2n7 (2107)

y = Min } = Oamxan,

wobei Agpy = XoptPO_p% die gesuchte Loésung liefert.

2.6.3 Zugang iiber Modifikation der Zielfunktion

In (2.104) wird zwar die komplette Information tiber As genutzt, die datenbezogene Infor-
mation, mit der Apg geschitzt wird, bleibt aber unberiicksichtigt. Durch Einbeziehen dieser
Information kommt die Schiatzung der auf y-generische Stabilitdt restringierten LS-Losung
ndher. Die Ergebnisse zur sog. Datenerweiterungsmethode in [137] zeigen das experimentell.
Nachfolgend wird nicht das Schétzproblem um , kiinstliche Daten® erweitert, um Stabilitét
zu erzielen, sondern es wird die Zielfunktion erweitert. Bei LS-Problemen kann aber eine
Datenerweiterung in eine Zielfunktionserweiterung tiberfiihrt werden und meist auch umge-
kehrt (Umkehrung gilt fir additiver Modifikation mit quadratischen Termen). Somit sind
beide Zugange sehr dhnlich, wenngleich Anschaulichkeit, Beweisfithrung, Handhabbarkeit
und erzielbare Modellgiite fiir den nachfolgend beschriebenen Zugang sprechen.

Satz 2.9 (Stabilitatssicherung durch Regularisieren, [218])

Durch Wahl eines geeigneten o im Regularisierungsterm von

-t 3]

2
U +aspur(AWAT) £ Min A€ R™™ B e R™™  (2.108)
k F

mit W € S, lasst sich fiir den Minimierer A, die Forderung o(A,) < 7 einhalten. Ferner

existiert mindestens ein «, fir das o(A,) = v gilt.

43|| X P||2 ist fiir beliebiges festes regulires P eine Norm fiir X € R™*", kurz || X||2,p. Somit kann (2.106)

als Minimierung von ||Aps — A||2.p interpretiert werden.
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Der Satz lasst zunédchst offen, wie a zu wéhlen ist. Weitere Betrachtungen in [218] zeigen,
dass ein @ tuber ein verallgemeinertes Eigenwertproblem bestimmt werden kann, fir das
0(Aa) = 7 gilt. Fur jedes grofere «v liegt dann -Stabilitdt vor. Das Problem an dem in [218]
bestimmten & ist aber, dass es nicht zwingend das kleinste « ist, fiir das A, y-generisch-stabil
ist. Ursache ist die Nichtmonotonie der Spektralradien p(A,) der Minimierer A, beziiglich
a. Nun ist aber gerade ein kleines o von Interesse, da dann die Losung der modifizierten
Zielfunktion weniger von der urspriinglichen Zielfunktion abweicht.

Neben « kann der Regularisierungsterm auch iitber W beeinflusst werden. Fiir die Wahl W =
I,, spricht das Maximum-Entropie-Prinzip, nach dem alle Elemente von A gleichermafien
zu bestrafen sind. Der Regularisierungsterm @ spur(AAT) erwies sich in experimentellen
Untersuchungen [218] der Datenerweiterungsmethode nach [137] iiberlegen, die vom Prinzip
her eine Regularisierungsmethode mit W # I, ist. Die Frage nach einem kleinstmdglichen

Regularisierungsterm, um A, y-generisch-stabil zu machen, blieb bisher unbeantwortet.

2.6.4 Zugang iiber Systemapproximation

In den Problemen (2.104) und (2.106) werden zwar alle Elemente von A;g in die Approxi-
mation einbezogen, und es wird ihr Einfluss auf die Stabilitat bewertet, die Information iiber
die Matrizen Bpg,CLs, Drg, die ihrerseits auch wesentlich das E/A-Verhalten bestimmen,
bleibt ungenutzt. Deshalb kann statt eines Matrix- auch ein Systemapproximationszugang

verwendet werden. Eine aus der Modellordnungsreduktion bekannte Zielfunktion hierfiir ist
jw jw |2 1 2 jw jw\ 112 ! .
IF(@) = G, = 5= [ IFE) - G|k do £ Min. (2109)
mJo

Mit F(z) = C(zI — A)"'B + D wird die zu approximierende, aus einer LS-Schétzung stam-
mende z-Ubertragungsmatrix bezeichnet, wihrend G aus der Menge der stabilen rationalen
(p x m)-Matrizen vom McMillan-Grad < n zu wéhlen ist.

Die Existenz einer Losung ist garantiert [48], allerdings besitzt das Problem wegen der Nicht-
konvexitat der zuldssigen Menge i. Allg. zahlreiche lokale Minima. Ein entsprechender Al-
gorithmus in [438] basiert auf der Douglas-Shapiro-Shields-Faktorisierung®*, wihrend ein

anderer Algorithmus in [188] eine Padé-dhnliche Reduktionsmethode nutzt.

Anfangs wurde als Vorteil herausgestellt, dass die rationale Ly-Approximation auch die In-
formation iiber die Matrizen B, C, D nutzt. Dieser Vorteil ist unumstritten, wenn es sich um

ein Approximationsproblem wie etwa eine Ordnungsreduktion handelt. Er sollte sicher auch

44 Jede streng propere (r x m)-Ubertragungsmatrix G lisst sich als G = SP schreiben, wobei S eine rationale
verlustfreie (r x r)-Matrixfunktion mit dem gleichen McMillan-Grad wie G und P eine instabile (r x m)-

Matrix ist. S ist bis auf eine Rechtsmultiplikation mit einer unitdren Matrix eindeutig [167].



62 KAPITEL 2. RESTRIKTIONEN AN DYNAMISCHE MODELLE

bei ausgewogenen Approgressionsproblemen zum Tragen kommen. Bei Regressionsproble-
men indes kann die A-posteriori-Approximation einen Bias in zuvor biasfreien Schétzungen
fir B,C und D hervorrufen. Daher scheint die sog. Regularisierungsmethode fiir Regressi-

onsprobleme besser geeignet, zumal sie zusétzlich datenbezogene Information nutzt.

2.7 Stabilitat fiir lineare Intervallsysteme

Eine Moglichkeit, Stabilitdt des identifizierten Systems zu sichern, eréffnet sich, wenn die
Systemparameter durch Intervalle begrenzt sind. Fiir die Online-Identifikation ist das inso-
fern interessant, als dass sich Intervallrestriktionen algorithmisch einfach handhaben lassen.

Die nachfolgenden Betrachtungen beziehen sich dabei auf:

Intervallpolynome:
[a(O)] = lao) + [a]¢ + [a2]¢® + ... + [an] ¢ ai] = [ai, @] (2.110)

mit ¢ =: s (zeitkontinuierlich) bzw. { =: z (zeitdiskret)

Affine Polynomkombinationen mit Intervallparametern:

PG [0]) = po(Q) + [Oulpi () + - + [Belpr(Q): (03] = [6:, 6] (2.111)
Intervallmatrizen:
lan] ... [an]
Al =] Do eIRMY [ag] = lag, @) (2.112)
[anl] S [ann]

Parameteraffine Matrizen mit Intervallparametern:
A(l0]) = Ao + [01] A1 + ... + [Ok] A [0;] = [0, 0:]. (2.113)

In allen Fallen geht es um die Stabilitdt ganzer Familien von LTI-Systemen (absolute Stabi-
litidt). Es sind also stets unendlich viele Systeme zu untersuchen, was natiirlich nur dann
gelingt, wenn es Satze gibt, die diesen Aufwand auf ein endliches Mafl reduzieren. Be-
vor diese Sdtze aber Anwendung finden kénnen, gilt es, die Intervalle der physikalischen
Prozessparameter in Intervalle der Systemparameter umzurechnen. Einen Weg bietet die

Intervallarithmetik [416], [321], die im folgenden einfachen Beispiel zum Einsatz kommt.
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Beispiel 2.14 (Relaxation in ein Intervallpolynom)
a(s;01,0y) = 015" + () +1)s> + 5> + 0,055 + 0, 0, €10,0,], 0, € [0,,0] (2.114)
wird fiir nichtnegative Parameter durch das Intervallpolynom
[a(s)] = [0,0,]s* + [1,1 + 01]s* + [1,1]s® + [0, 0,05]s + [0, 0] (2.115)

relaxiert, d. h. das Intervallpolynom enthélt mehr Polynome als die Familie.

Statt iiber Intervallarithmetik konnen die Intervalle fir die Systemparameter auch durch
systematisches Variieren der Prozessparameter ermittelt werden, sofern die Zusammenhénge
stetig sind. Auf diesem ingenieurnahen Weg werden oft sogar engere Systemparameterinter-
valle (scharfere Restriktionen) erhalten. Das folgende Beispiel zeigt einen zu beachtenden

Effekt der Intervallarithmetik, der beim ingenieurnahen Weg nicht auftritt.

Beispiel 2.15 (Aquivalente Terme, aber unterschiedliche Intervalle, [321])

Aus 6 € [1,1] soll ein Intervall fiir § = (6 + 2) gefolgert werden. Die Arithmetik liefert
[—1,1] - [1,3] = [~3,3]. Wird 0 als § = 62 4 20 geschrieben, folgt [0,1] + 2[-1,1] = [-2,3];
fiir = (9 4 1) — 1 folgt sogar [0,4] — 1 = [—1, 3], also jenes Ergebnis, was sich auch direkt

aus den Parametergrenzen von 6 ergibt.

Sind die Intervalle a priori bestimmt worden, konnen die Satze zur Stabilitat von Intervallsys-
temen herangezogen werden. So lasst sich a priori tiberpriifen, ob Intervallrestriktionen mit
der Stabilitatsforderung konsistent sind. Das Kharitonov-Theorem hat sich hierfiir bewéahrt,

da es die Untersuchung der unendlich vielen Systeme [a(s)] auf nur vier Systeme reduziert!

Satz 2.10 (Kharitonov-Theorem (reelle Koeffizienten), [346]%°)
Jedes Polynom a(s) € {3 a;s® : a; < a; < @3 a, # 0 oder @, # 0} mit n > 1 ist genau dann
=0

Hurwitz-stabil, wenn jcdgs der Kharitonov-Polynome ein Hurwitz-Polynom ist

ki(s) = ag + ays + Gos® + T35° + ays* +azs”® + . .. (2.116a)
kao(s) = ag + @15 + G + ags® + ays® +ass® + ... (2.116D)
k3(s) = @o + a15 + ays® +T38° + ays* +azs® + ... (2.116¢)
ky(s) = T + @15 + ag8” + a38° + ays? +Tss° + . .. (2.116d)

45Der Beweis von Kharitonov ist kompliziert und liefert wenig Einsicht in die Struktur des Problems. Kiirzere,
elementare Beweise geben Minnichelli, Anagnost und Desoer [457] sowie Neubacher [478]. Ein Uberblick
findet sich in [51]. Die im Original geforderte Bedingung eines invarianten Polynomgrads, d.h. 0 ¢ [a,,, @x],

kann entfallen [330]. Eine Version fiir Polynome mit komplexen Koeffizienten beschreibt [73].
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Anmerkung 2.23 Fiir Polynome bis 5. Grads werden nicht alle Kharitonov-Polynome be-
nétigt. So reicht fiir monische Polynome 2. Grads aq; > 0. Fiir monische Polynome 3. Grads
geniigt das Erfulltsein von (2.116¢), fiir 4. Grads (2.116¢) und (2.116d) und fir 5. Grads
(2.116b) bis (2.116d) [21].

Anmerkung 2.24 Ein Theorem vom Kharitonov-Typ fiir zeitdiskrete Systeme existiert
nicht.*® Ebenso existiert kein derartiges Theorem fiir LTI-Systeme mit Totzeit [204]. Es

muss auf das Kantentheorem (Satz 2.11) ausgewichen werden.

Anmerkung 2.25 Signalisiert das Kharitonov-Theorem, dass das Intervallpolynom nicht
stabil ist, bedeutet dies noch nicht zwingend Instabilitdt fiir das System, denn durch die
Relaxation (s. Beispiel in [73]) oder zu geringe A-priori-Schranken an die Prozessparameter

haben sich moglicherweise zu grofle Intervalle ergeben.

Wiéhrend bei Intervallpolynomen die Stabilitét spezieller Eckpolynome ausreichend war, sind
fiir affine Polynomkombinationen ganze Kanten (Segmente, Strecken), d. h. einparametrische
Familien der Art

[p1(), p2(Q)] = {p1 () + (L = ¥)p2(C) : v € [0, 1]} (2.117a)
= p2(¢) + [Y(p1(¢) — p2(¢)); v € [0, 1] (2.117b)

zu untersuchen. Der naheliegende Weg, nur die Eckpolynome p; (¢) und p2(¢) zu untersuchen,

scheitert an der Nichtkonvexitat der Hurwitz-Polynome

Beispiel 2.16 (Nichtkonvexitit der Hurwitz-Polynome, [73])

Die Polynome
pi(s) =35 +35% + 557 + 25+ 1 pa(s) = s +° + 55> + 25+ 5.

sind Hurwitz-stabil. Ihr Mittelpunkt p(s) = $(pi(s) + p2(s)) ist es nicht (Wurzel bei s = j).

Dank der Theorie der robusten Regelungen wurden in den letzten Jahrzehnten zahlreiche
Kriterien entwickelt, um zu entschieden, ob jedes Element in (2.117a) stabil ist. Die fiir
die Identifikation wichtigsten Theoreme werden hier einschlieflich der erforderlichen Vor-
gehensweisen aufgefithrt und erlautert. So eignet sich das Aguirre-Sudrez-Theorem [8] fiir
die Optimierung, da es eine Formulierung als Matrixungleichung nutzt. Das Biatas-Theorem
[74], [75] ist fir Tests zu empfehlen, da lediglich die Eigenwerte einer speziellen Matrix, die
die Polynomkoeffizienten enthélt, zu untersuchen sind. Der Vorteil des Segment-Lemmas

[73], das die Einhaltung einer Phasendifferenzbedingung betrachtet, zeigt sich wegen des

46p(z) = 2° +[—1.5,0.5]2* + 0.9523 + —0.122% — 0.25 ist an den Ecken stabil, nicht aber fiir ay = —0.5 [480].
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Frequenzbereichsbezugs bei Erweiterungen um Totzeiten. Um die Theoreme anwenden zu
kénnen, miissen einparametrische Familien zunéchst in die Segmentdarstellung (2.117a) ge-

bracht werden. Wie das geht, zeigt das nachfolgende Beispiel.

Beispiel 2.17 (Umformung in eine Segmentdarstellung)

Fir die durch den Parameter 6 bestimmte Menge von Polynomen
p(G;0) =420 +(0+1)C+0—-1  0€[2,3]
liefert das Einsetzen der Grenzen von 6 die Eckpolynome der Segmentdarstellung (2.117a)

Q) =C+4C+3C+1  pO) =C 46 +4C+2.

Treten mehrere Parameter auf, so ist entscheidend, ob diese affin oder nichtlinear miteinan-
der verkniipft sind. Wahrend parameteraffine Systeme mit dem Kantentheorem behandelt
werden konnen, fithren parameternichtlineare Probleme héufig auf Relaxationen durch In-
tervallsysteme (die betrachtete Menge ist groBerer als die urspriingliche Menge, dafiir aber
einfacher strukturiert). Im Fall affiner Parameterabhéngigkeiten, wie sie neben der theoreti-
schen Modellierung von Strecken auch bei der Identifikation in einem geschlossenen stabilen
Regelkreis entstehen (z. B. realer PD-Regler; Streckenparameter erscheinen mehrfach in der
Regelkreisstabilitatsbedingung), empfiehlt sich das Kantentheorem, das die Stabilitdtsana-

lyse auf mehrere Segmente (2.117a) reduziert.

Satz 2.11 (Kantentheorem, [54], [73]*")

Alle p(¢) = po(¢) + f[@z]pl(g) mit §; < 6; < 0; sind genau dann auf einer offenen, zu-
sammenhangenden Téi:linenge G C C stabil, wenn alle k2F~! Kantenpolynome®® auf G sind.
Ist G die linke Halbebene, dann liegt Hurwitz-Stabilitat vor; ist G der Einheitskreis, dann
Schur-Stabilitat. Es kénnen aber auch verschobene linke Halbebenen bzw. linke Sektoren

(zusétzliche Stabilitats- bzw. Dampfungsreserve) betrachtet werden.

Beispiel 2.18 (Anwendung des Kantentheorems)
Die Restriktionen 6y, < 6 < 5172 sind mit der Stabilitdtsrestriktion fir das Polynom
p(s) = 5015* 4+ (01 +5)s> + 5% + 20,5 + 05 genau dann konsistent, wenn alle Kantenpolynome

4TFiir die Erweiterung des Kantentheorems auf MIMO-Systeme siehe [621], fiir komplexe Polynome [76].
48Ein Kantenpolynom ist eine einparametrische Untermenge von p(s), die durch Fixieren von k — 1 Para-

metern auf einer Intervallgrenze entsteht.
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pri(s:[0a]) = (55° + 5%) + 0,(55" + %) + 0] (25 + 1)
pr2(s;[0a]) = (55% 4+ %) + 0, (55 + 5) + [0] (25 + 1)
prs(s;[01]) = (58° + %) + [01](5s* + s7) + 0,(2s + 1)
pra(s;[01]) = (55 + %) + [01](5s* + 8°) + 05(25 + 1)

Hurwitz-stabil sind. Fir px1(s;[62]) lasst sich der Test nach Umformung

pri(s; [0a]) = (55° + 8%) + 0, (5s" + 5°) + [62] (25 + 1)
= (55" + %) + 0,(55" + 5°) + (037 + 02(1 —=7))(2s + 1) 7 €[0,1]

=7y <5Q154 + (54 8)s® + 5% + 20,5 + Q2>

=p1(s)

+ (1) (5&34 b (540,)5 + 52 + 2Bys +92)

=pa(s)

beispielsweise mit dem Biatas-Theorem bewerkstelligen.

Anmerkung 2.26 Eine Erweiterung des Kantentheorems auf nichtlineare Parameterabhén-

gigkeiten ist nicht zuldssig, wie ein Beispiel in [3] zeigt.

Anmerkung 2.27 Die grofieren Einsatzmoglichkeiten des Kantentheorems durch Zulassen
anderer Stabilitédtsgebiete fithren dazu, dass viele Tests redundant sind. Speziell fiir Hurwitz-
Stabilitat eroffnet das verallgemeinerte Kharitonov-Theorem (Box-Theorem) [73] einen ef-

fektiveren Weg. Es betrachtet Polynommengen der Art

A(s) = pu(s)lar(s)] + ... + pr(s)an(s) (2.118)

mit festen Polynomen p;(s) und Intervallpolynomen [a;(s)].

Die bisherigen Betrachtungen bezichen sich auf Intervallpolynome. Ahnliches gilt fiir Inter-
vallmatrizen. Deren Behandlung ist allerdings erwartungsgeméaf schwieriger. So kann nicht
in Analogie zum Kharitonov-Theorem aus der Stabilitdt von Eckmatrizen auf Stabilitat der
Intervallmatrix geschlossen werden, vgl. [52], wonach
[~1.5,—0.5] —12.06 —0.06

—0.25 0 1 mit A, =
0.25 -4 -1

—0.25 0 1
0.25 —4 -1

[A] = (2.119)

~0.5—r —12.06 —0.06 }

fir r € (0.5 —1/0.06, 0.5 4+ 1/0.06) instabil ist. Die Situation ist sogar noch schlimmer, denn
fir n > 3 reichen zum Stabilitdtsnachweis noch nicht einmal die (n — 3)-dimensionalen

Randflichen®® der Intervallmatrizen aus [492].

19Eine k-dimensionale Randfliche einer n-quadratischen Intervallmatrix ist eine Untermenge, die erhalten
wird, indem n? — k Elemente auf ihre Ecken gesetzt werden und k& Elemente zwischen den Ecken variieren.

Im Speziellen ergeben sich fir k = 0 die Eckmatrizen und fiir £ = 1 die Kantenmatrizen.
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Bei intervall-symmetrischen Matrizen®

[A]S = {A S Rnxn : ZaijEfj,aij S [aij]} mit EZSJ = (2120)

j=i

{ B+ (Ey™) i
EpT i=j
geniigt es allerdings, 2"~! ausgewihlte Eckmatrizen zu betrachten [282], s. auch [456] fiir
algorithmische Aspekte. Rohn [541] erweiterte dieses Resultat dahingehend, dass die Stabili-
tat von 27! ausgewshlten symmetrischen Eckmatrizen einer symmetrischen Intervallmatrix
[A]={AeR™ : A< A< A A A€ S,} notwendig und hinreichend fiir die Stabilitéit
aller symmetrischen und nichtsymmetrischen Matrizen in [A] ist.
Manchmal gelingt der Stabilitatsnachweis [562] iiber eine einzige Testmatrix B = ((b;;)) mit

bii = Eii und bij = max{|g,;j|, |62]|} (2121)

Hierfiir stehen die Chancen gut, wenn nur wenige Matrixelemente echte Intervalle sind, wenn
die Vorzeichenverteilung der A € [A] weitgehend mit der von B iibereinstimmt oder wenn
die A diagonaldominant sind. Der Preis fiir die Einfachheit sind konservative hinreichende
Aussagen, wobei erganzend zu vermerken ist, dass die Testmatrix selbst nicht in der Menge

[A] liegen muss.

Zugange fir parameteraffine Matrizen mit Intervallparametern (2.113) nutzen zumeist die
Eigenschaft aus, dass die Menge der Systeme i = Az, fiir die V(x) = 27 Px eine Lyapunov-
Funktion ist, konvex ist [348].

Anmerkung 2.28 Abschlieflend sei davor gewarnt, aus der Stabilitdt von Intervallsyste-
men auf die von LTV-Systemen zu folgern, wenn sich deren Koeffizientenfunktionen fiir alle
t innerhalb der Intervalle bewegen. Spezielle rheolineare (d.h. parametererregte) Schwin-
gungen sollen als Gegenbeispiel dienen. Die geddmpfte Schaukel ist fiir alle Pendellangen
asymptotisch stabil. Sobald aber die (virtuelle) Pendelldnge geeignet periodisch gedndert
wird, entsteht eine Schwingung und die Ruhelage wird nicht mehr angestrebt. Ein derar-
tiges System & + 26& + (1 4 6(t))x = 0 wird in [289] quantitativ untersucht, und es wird
gezeigt, dass Signale 0(f) mit 0 < |§(¢)] < o < 1 existieren, unter denen keine asymptoti-
sche Stabilitdt vorliegt. Gleichwohl erfiillt wegen 0 < [1 — o, 1 + o] das Intervallsystem die

Kharitonov-Bedingungen.

50[4] N S, ist eine intervall-symmetrische Matrix. Eine intervall-symmetrische Matrix ist aber wegen der

Abhéngigkeit der Nichtdiagonalelemente gemeinhin keine Intervallmatrix.

[-1,2] [3,4] [0,2] [-1,2] [3,4] [0,2]
[Als = * [=2,3] [2,7) | ist nicht zu verwechseln mit [A4] = 3,4]  [-23] 27 |-
* 24 02 27 24
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2.8 Stabilitat fiir lineare zeitvariante Systeme

Modelle fiir zeitvariante (zeitverdnderliche, zeitvariable) Systeme, also jene mit

Jto, T y(t) = Oy {ut);zo} &yt = T) = Oypr{u(t — T); zo}, (2.122)

sind durch mindestens einen beztiglich ¢ nicht konstanten Parameter gekennzeichnet. Ganz
analog werden die in der Mechanik héufig auftretenden ortsvarianten Systeme definiert, die
in gleicher Weise behandelt werden kénnen. Neben Systemen, die originir zeitvariabel sind
(Pendel mit variabler Lénge als Laufkatzenmodell, Schwingermodell mit variabler Frequenz,
schaltende Systeme, zyklische Prozesse mit periodischen Koeffizienten, Konten mit variablem
Zinssatz), entstehen LTV-Systeme beim Linearisieren nichtlinearer Systeme um Trajektorien.
Somit reichen die Anwendungsfelder von Messmodellen (Vortex-Durchflussmessung) iiber
Diagnosemodelle bis hin zu adaptiven Reglern. LTV-Modelle konnen zudem eine Alternative
zur Identifikation nichtlinearer Modelle sein. So weist das System &, = —6;x; + v und
T = Osx129 beziiglich x5 bei Erregung durch einen Einheitssprung das gleiche Verhalten wie
& = 0y(1 — e %)z auf.

Restriktionen fiir interne Stabilitatseigenschaften sind bereits fir einfache LTV-Systeme
(t) = A(t)z(t) A(.) : [to, 00) — R™™ A(.) € C" und beschrinkt, z(t)) = oy (2.123)

schwierig zu formulieren, da den unterschiedlichen Ausprigungen des Stabilitatsbegriffs, vgl.
Abschn. A.6.2, nur wenige algebraische Kriterien gegeniiberstehen. Gemeinhin ist fiir jedes
konkrete System eine zugeschnittene Stabilitdtsanalyse zum Ableiten von Parameterrestrik-

tionen erforderlich. Eine Ausnahme bilden folgende spezielle Klassen:

Systeme erster Ordnung, d.h. & = —a(¢)z, sind

— stabil, wenn a(t) > 0

— asymptotisch stabil, wenn [;° a(7)dr = 400 (a(t) > 0 reicht nicht5!)
exponentiell stabil, wenn 37 > 0 : [T a(r)dr >~ > 0,Vt > 0.

Systeme zweiter Ordnung, d.h. &+ a; () + ao(t) = 0, s. [170]. Fir & = A(¢)z mit A(.) :
R — R*? und a,;; < a;;(t) < @;; findet sich in [289] ein Satz. Ergebnisse zur gleichméBigen
Stabilitat werden in [543] angegeben.

Systeme zweiter Ordnung mit einem Freiheitsgrad, d.h. < [p(¢)z] + ¢(t)z = 0, lassen

sich mit dem Sonin-Polya-Theorem untersuchen [516].

Systeme zweiter Ordnung in Vektorform, d.h. Ay(¢)i + A; ()t + Ae(t)x = 0,, mit aus

der Mechanik stammenden Einschrinkungen an die A;(¢) werden in [516] analysiert.

Slstabil: & = —ax/(1 + t)?; asymptotisch stabil: # = —x/(1 + t); exponentiell stabil: # = —tz.
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Asymptotisch zeitinvariante Systeme, d.h. lim A(t) = A mit A(.) € C° sind asym-
ptotisch stabil, wenn der Grenzwert A Hurwitz-stabil ist [543]. Allerdings impliziert ein

Grenzwert A ist Lyapunov-stabil“ nicht Lyapunov-Stabilitit fiir z(¢; ¢y, 7o) in (2.123)!52

Dominant zeitinvariante Systeme, d.h. fiir A(t) = A + C(t) mit stetigem C(t) existiert
ein ¢ > 0 mit ||C(t)]| < ¢ fir alle t > ¢, sind asymptotisch stabil, wenn A Hurwitz-stabil ist,
wobei ¢ von A abhéngt. Der komplexe Stabilitatsradius r¢ (A), gepaart mit der Lo,-Norm,
liefert eine Schranke, d.h. fiir ¢ < rg(A) folgt dann GAS [289].5

T-periodische Systeme, d.h. 37 > 0: A(t + T) = A(t), haben die Stabilitdtseigenschaf-
ten des LTI-Systems Z = Rz mit R € C"*", wobei R aus der Floquet-Faktorisierung der
Transitionsmatrix ®(t,7) = P(t)ef*=") P~1(7) stammt [543], [596].

Normale Systeme, d.h. A(t)AT(t) = AT(t)A(t), haben die gleichméBigen Stabilititseigen-
schaften, die sich aus den punktweisen Eigenwertfunktionen X;(¢) ergeben [424]. Somit sind
schiefsymmetrische Systeme gleichméBig stabil [543].

Kommutative Systeme, d. h. V¢, 7 : A(t)A(7) = A(7)A(t), kénnen untersucht werden tiber
O(t,7) = exp (ff A(n)dn). In diese Klasse fillt A(t) = a(t)M mit ®(¢,7) = eM"
wie auch A(t) = O[l(t)Ml + ag(t)]\/[g mit MlMQ = MQMl.

t
n=[_a(n)dy’

Schaltsysteme, d.h. A(t) € {4y,..., A}, sind GAS, wenn eine gemeinsamen Lyapunov-
Funktion existiert (hinreichend, aber nicht notwendig) [377].

Systeme mit polytopischem Einschluss, d. h.
z(t) = A(t)x(t), Vt: A(t) € conv{Ay,..., An}, (2.124)

sind UGAS, wenn 3P = 0,y : ATP + PA;, < Opsn, b = 1,..., N gilt [92]. Mit Annahmen
an A(t) ergeben sich groBere Parametergebiete fiir die Stabilitit [205], [131].

Systeme vom Lur’e-Typ, z.B. y®(t) + axij(t) + a19(t) + f(t)y(t) = 0, kénnen nach
Umformung der Art G(s) = arooras
ahnlichen Kriterien mit und ohne Ableitungsbedingungen an f(t) behandelt werden [363].

und zeitvariablem Regler u = f(¢)y(¢) mit Popov-

Ein zentrales Problem der Analyse von LTV-Systemen stellt die Tatsache dar, dass die Eigen-
wertfunktionen X;(A(t)) ohne weitere Einschrankungen keine Stabilitdtsaussage gestatten,
selbst dann nicht, wenn Jc < 0,Vt > 0, Vi : ReXi(A(t)) < ¢ < 0 gilt.>

52Die zu & — (1/t)& + = = 0 korrespondierende Systemmatrix ist fiir ¢ — oo stabil, wihrend die Lésungen
sint—t cost und cos t+tsin t unbeschrankt sind. Um Beschranktheit fiir im Grenzwert stabile asymptotisch
zeitinvariante Systeme zu sichern, sind weitere Voraussetzungen wie absolute Integrierbarkeit, beschrénkte
Variation, Stabilitdt von A(¢) fiir alle ¢ und Einfachheit der Eigenwerte notwendig [121].

33y > 0: ||C(1)]| < & (A) reicht nicht, vel. & = (=14 (1 — e~ "))z mit r5 (A) = 1 und 2(t) = ¢ z(0).

54Das Konzept der dynamischen Eigenwerte [18], [649], [351], die mit den Elementarmodi c;(t) efﬂt Au(rydr

korrespondieren, bietet eine alternative Behandlungsmaglichkeit.
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Beispiel 2.19 (Instabiles LTV-System, obwohl punktweise Hurwitz-stabil®)

¢ sin(2
" sin(2t) st &=
e’ cos(2t)

—2+ 2sin(4t) 1 — 4sin?(2t)

z(t) = {

1—4cos?(2t) 2+ 2sin(4t) }
Somit ist das System bzw. die Losung z(t) = 0, trotz der Eigenwerte A1 /5(t) = —1 instabil
(Nemytskii-Vinograd-Beispiel [391]).

Beispiel 2.20 (Stabiles LTV-System, obwohl punktweise instabil, [635])

2 cos(12t) —4 — Dsin(12¢)

_% + 175 sin(12t) % cos(12t) }

ist exponentiell stabil, obwohl fiir die Eigenwerte \;(t) = 2, A\y(t) = —13 gilt, woraus falsch-

licherweise Instabilitédt geschlossen werden kénnte.

Langsam-zeitvariante Systeme

Obschon die Eigenwertfunktionen fir sich allein zur Stabilitatsuntersuchung nicht geeignet
sind, besteht die berechtigte Vermutung, dass sie fiir Systeme mit sich langsam &ndernden
Parametern (Alterung; temperaturschwankungsbedingt) ausreichen sollten. Das fithrt auf
langsam-zeitvariante Systeme, also Systeme, fiir die die Vermutung gilt. Doch damit ist
Keinem geholfen, denn dem Vorsatz ,langsam* fehlt die mathematische Strenge. Letztlich
wird sich mit Kriterien beholfen, die iiber eine Norm die Anderungsgeschwindigkeit A(t)
messen und sie in Beziehung zur Parametergrofie (gemessen iiber eine Norm von A(t)) und
zu den punktweisen Eigenwerten setzen. Kriterien dieser Art gibt es reichlich, s. z. B. [17].
Weitere und andersartige Kriterien finden sich in [543], [374], [363], [415], [307], [400].

Um die Langsamkeit parametrierbar zu machen, wird ein Parameter o > 0 eingefiihrt, d. h.
& = A(t/a)x oder allgemeiner & = f(x,t,t/a). Dadurch kann eine Aufspaltung in schnelle
und langsame Systemteile gelingen, was einen Zwei-Zeitskalen-Zugang eroffnet, s. Abschn.
A.6.4. Auch lassen sich Abschétzungen an « finden oder geeignete Lyapunov-Funktionen

konstruieren [447].

Anmerkung 2.29 Das Stabilitatsverhalten von LTV-Systemen kann sich — anders als bei
LTI-Systemen — unter &uflerer Anregung grundlegend dndern. Vielschichtige Schwierigkeiten
entstehen, wenn der fithrende Polynomkoeffizient in der E/A-Darstellung Nullstellen in ¢ hat.
Bereits einfachste Beispiele erster Ordnung zeigen dann Phénomene, die LTI-Systemen vollig
fremd sind (Singularitaten unterschiedlichen Typs, keine frei wihlbaren Anfangswerte usw.),
vgl. die sechs Beispiele in [308]. Insofern sollte die Giiltigkeit eines Modells mit zeitvariablem

fiihrenden Koeffizienten und moglichen Nullstellen nochmals sorgfiltig iiberpriift werden.

55 Vergleiche auch z[k + 1] = { Ir’f“::/j;) 1+sm((:7r)/2)]z[k]; 2[0] = [0,1]T mit den Eigenwerten Aj o(k) = 0
- SR cos y

und unbeschrénkter Losung.
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2.9 Stabilitat fiir nichtlineare Systeme

Fiir nichtlineare Systeme gibt es keine allgemeinen parameterbezogenen algebraischen Stabi-
litatskriterien, da die Vielfalt der nichtlinearen Systeme das nicht zuldsst. Zudem existieren
mehrere Stabilitatsdefinitionen, die sich in Anschaulichkeit und Handhabbarkeit unterschei-
den. So kann ein System in dem einen Sinn stabil sein, in einem anderen aber nicht. In diesem
Abschnitt soll nicht auf die unterschiedlichen Stabilitdtsdefinitionen eingegangen werden.
Hierzu sei auf die Zusammenstellung im Anhang A.6.2 verwiesen. Stattdessen sollen einige
Zugange aufgezeigt werden, um das schwierige Problem der Stabilitdtsrestriktionen bei der

Identifikation nichtlinearer Systeme zu umgehen oder abzuschwéchen.

1. Zugang: Ableiten von Bedingungen aus der Losung

Einige Systeme erster und zweiter Ordnung ohne duflere Erregung oder mit einfachen dufleren
Erregungen (Spriinge, Sinusfunktionen) lassen sich geschlossen lésen. In Standardwerken
wie Kamke [333], Zwillinger [653] oder Polyanin und Zaitsev [512] finden sich fiir derartige
Systeme die entsprechenden Ansétze. Aus der allgemeinen Losung ergeben sich dann die

Parameterrestriktionen.

2. Zugang: Ableiten einer Bedingung aus einem Stabilititskriterium

Die Schwierigkeit erwéachst hierbei aus der Vielzahl der Stabilitatsdefinitionen. Zu diesem
Zweck sind in Abschn. A.6.2 Definitionen, Implikationen und Hinweise auf Kriterien zusam-
mengestellt. Anhand eines passenden Kriteriums entscheidet sich, ob Stabilitdt strukturell
iiber den Modellansatz oder durch parametrische Restriktionen gesichert wird. Speziell fiir
Systeme niedriger Ordnung sind Kriterien bekannt, vgl. das nachfolgende Beispiel, [352],
[49], [518], [461], [400], [639] fir Systeme zweiter, [264], [496], [5], [400] fir Systeme dritter

und die Quellenangaben in [264] fir einige Systeme vierter Ordnung.

Beispiel 2.21 (Stabilitatsrestriktion fiir ein System zweiter Ordnung, [614])

Es sei ) = @9, &9 = — f(22,01) — g(x1,02) mit f, g € C° zu untersuchen. Aus der Lyapunov-
Funktion V(z1,22) = 23 + 2[5 g(v,62)dy folgen unter Ausnutzung von % otg(y)dy =

g(x1)21 die hinreichenden Restriktionen fiir UAS in Z = [—~o,Y0] zu

vf(v,61) >0 VyeT aus V <0
Y9(7,02) >0 Yy € Z\0 aus V > 0. /56

5 - . 0
Byg(y) > 0= 75> 0,9(y) > 0= [ g(y)dy > 0 fir z > 0 oder v < 0,9(7) < 0 = — [ g(y)dy =
f; g(7y)dy > 0 fiir < 0 und Stetigkeit der Lyapunov-Funktion V folgt aus der Integration.
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3. Zugang: Verwenden spezieller approximativparametrischer Modelle
Fiir Nlg-Modelle®”, bilineare Modelle, Wiener- oder Hammerstein-Modelle lisst sich Stabili-

tét haufig einfach sicherstellen oder auf die Stabilitat der linearen Teilmodelle zuriickfiithren.

4. Zugang: Relaxation eines simulativ ermittelten Stabilitidtsgebiets
Fir eine gegebene Modellklasse wird durch Parametervariation ein Stabilitdtsgebiet simu-
lativ bestimmt. Da dieses Gebiet i. Allg. sehr kompliziert ausfillt, wird es durch ein in-
nenliegendes, tiblicherweise konvexes Gebiet (hinreichendes Kriterium) approximiert, z. B.
Ellipsoid, Quader, Polyeder. Haufig entstehen dann LSQ- oder LSI-Probleme.

5. Zugang: Vertrauen auf den numerischen Optimierungsalgorithmus

Bei Algorithmen fiir Ausgangsfehlerkriterien kann vielfach auf stabilitédtssichernde Restrik-
tionen verzichtet werden, da diese Algorithmen bei geeigneten Startwerten und guter Schritt-
weitensteuerung tendenziell Parameterkonstellationen vermeiden, die instabile Losungen her-
vorrufen, die ihrerseits schlechte Giitewerte bewirken. Zu beachten ist aber, dass bei nicht-
linearen Systemen kleinste Parameteranderungen ausreichen koénnen, um génzlich andere
Losungen zu generieren (chaotisches Verhalten, Fraktale). Als Beispiel sei die logistische
Gleichung z[k + 1] = 4(1 — z[k])z[k] genannt, die mit den Startwerten z[0] = 0.4 bzw.
Z[0] = 0.4 + 1078 bereits in den Schritten & = 24, 25,26 deutlich voneinander abweichende
Losungen produziert®®, namlich 0.53, 1.00, 0.02 bzw. 0.36, 0.92, 0.28. Eine Schitzung des
richtigen Anfangswertes (benotigter Parameter in Ausgangsfehlerverfahren) ist dann ohne

Kenntnis einer geschlossenen Losung auf rein numerischem Weg kaum erfolgreich.

6. Zugang: Behandlung von Abtastsystemen im Kontinuierlichen

Handelt es sich bei dem zu identifizierenden System um ein Abtastsystem, so ist tendenziell
die direkte Identifikation eines kontinuierlichen Modells der indirekten tiber ein diskretisiertes
Modell vorzuziehen, da die zeitdiskreten nichtlinearen Modelle haufig eine kompliziertere

nichtlineare Beschreibung erfordern, s. nachfolgendes Beispiel.

5TNLq-Systeme sind zeitdiskrete nichtlineare Zustandsraummodelle, die aus ¢ Schichten sich abwechselnder
linearer und nichtlinearer Operatoren bestehen, die einer Sektorbedingung gentigen. Sie umfassen eine Viel-
zahl der bekannten Kiinstlichen Neuronalen Netztypen. Fiir diese Klasse sind hinreichende Bedingungen
fiir GAS, E/A-Stabilitdt und Dissipativitdt bekannt. Allgemeine Systembeschreibung:

alk+1] = Ty (ViTo(Va.... Ty (Vozlk] + Byul[k]) + Bysrulk]) +...) + Brulk])
ylk] = A (Wiho(Wa ... Ag(Woz[k] + Dgulk]) + Dgraulk]) +...) + Dyulk]),

mit konstanten kompatiblen Matrizen B;, D;, V;, W; und Diagonalmatrizen I';, A;, deren Diagonalelemente
stetige Funktionen sind, die auf [0, 1] abbilden [591].

58Die logistische Gleichung — von John von Neumann als Zufallsgenerator vorgeschlagen — hat die Losung
x[k] = 1[1 —cos(2" arccos(1 — 2z[0]))] (WolframScience, http://www.wolframscience.com/nksonline/page-
1098a-text?firstview=1).
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Beispiel 2.22 (Diskretisierung verkompliziert das Vektorfeld)

Die Bernoulli-Differenzialgleichung mit polynomialem Vektorfeld
Ty(t) = y()ult) —y*(t);  ult),y(t) >0 (2.125)

hat fiir stiickweise konstante Eingangserregung die exakte Diskretisierung®®

ulk]y[k]
y[k] + (u[k] — y[K]) exp(=Tiulk]/T)

ylk +1] = (2.126)

mit einem transzendenten Vektorfeld (Bruch und Exponentialfunktion).

Das Ableiten von Stabilitatsrestriktionen ist bei zeitdiskreten meist schwieriger, zumal erheb-
lich weniger niitzliche Satze existieren und die Stabilitatstheorie zeitdiskreter Systeme [375]
in der Lehre stiefmutterlich behandelt wird. Hinzu kommt, dass sich viele kontinuierliche
nichtlineare Systeme dank einer polynomialen Struktur der Gleichungen bei der Identifika-
tion, aber auch beim Reglerentwurf erheblich einfacher behandeln lassen. Natiirlich konnten
die komplizierteren Strukturen der diskreten Systeme prinzipiell auch mittels Polynoman-
sétzen approximiert werden, doch sind dabei die erforderlichen Polynomgrade und damit
die Parameteranzahl meist hoch, und zudem ist es recht schwierig, die Freiheitsgrade durch

Hinzunahme von Restriktionen wieder zu reduzieren.

7. Zugang: Umformulierung als Verbundbeobachterproblem

Viele Modelle, die aus einer theoretischen Prozessanalyse stammen, werden im Zustandsraum
beschrieben, wobei nicht alle Zustédnde messbar sind. Die Zahl der unbekannten Parameter ist
dabei haufig gering. Wéhrend im Linearen den nicht messbaren Zusténden durch Verwenden
der E/A-Darstellung ausgewichen wird, gelingt dies im Nichtlinearen nicht so einfach oder
die entstehende E/A-Darstellung ist fir eine Identifikation ungeeignet. Dann bieten sich
Verbundbeobachter® an, die dank ihrer Konstruktion auch fiir driftende Parameter geeignet
sind [517], [317], [397]. Verbundbeobachter konnen aber auch bei linearen Problemen eine
Alternative darstellen, da sie die meist komplizierten nichtlinearen Beziehungen zwischen den
Parametern und denen der E/A-Darstellung vermeiden. Ein weiterer Vorteil gegeniiber dem
E/A-Umweg sind einfachere Restriktionen an die Parameter, die aus ihrer physikalischen

Bedeutung resultieren (z.B. 6 > 0). Per Parameterprojektion lassen sich die Restriktionen

59Die Substitution £ = 1/ fiihrt auf ein fiir die Abtastperiode kT, <t < (k + 1)T; giiltige lineare Differen-
zialgleichung T{: + ulk]§ = 1. Deren Losung und die Riicksubstitution liefert das angegebene Ergebnis.

60Ein Verbundbeobachter ist ein Beobachter, bei dem die Parameter als zusitzliche Zustandsgréfien aufge-
fasst werden, das bestehende Zustandsraummodell also durch 6 = 0,, erweitert wird. Fiir Parameter- und
Zustandsvektor wird gleichermafien Konvergenz gefordert. Bei dem sich ebenfalls auf das erweiterte System
beziehenden adaptiven Beobachtern wird nur Konvergenz fiir den Zustandsvektor gefordert (vergleichbar
mit adaptiven Reglern mit Identifikationsmodell, wo die Konvergenz der Regelgréfie nicht, aber die der

Parameter gefordert wird).
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analog zur Parameterschatzung in adaptiven Regelungen [367] elegant einhalten. Nachteil
der Verbundbeobachter ist der recht komplizierte Entwurf, der sich allerdings fiir Systeme

in Adaptiver Beobachternormalform etwas vereinfacht.

8. Zugang: Identifikation im geschlossenen Regelkreis

Mitunter ist die Regelstrecke instabil und kann somit nur, von Ausnahmen wie dem Integra-
tor abgesehen, mit Hilfe eines stabilisierenden Reglers identifiziert werden. Hierzu bieten sich
die robusten und die adaptiven Regler an. Fiir das, wohlgemerkt {iberaus einfache, lineare
System ¢ = 0y + u; 0 > 0 existiert kein linearer stabilisierender Regler, sofern keine obere
Schranke fiir § bekannt ist. Hingegen garantiert der Regler v = —k;z — kox® Konvergenz in
eine der Ruhelagen z. = £4/(0 — k1)/k2, woraus 6 gefolgert werden kann.

Der Einsatz eines MRAC-Reglers®® oder eines expliziten STC-Reglers ist ebenso méglich,
wenngleich die Stabilitatsproblematik dann auf den Entwurf verschoben wird. Insbesondere
fiir STC-Regler konnen dann Restriktionen, die {iber Zugang 2 ermittelt werden, notwendig
sein, um per Projektionstechniken Stabilitdt des adaptiven Regelkreises zu sichern.

9. Zugang: Sektorbedingungen bei Lur’e-Regelkreisen
Ein Lur’e-Regelkreis besteht aus einem LTI-System und einer statischen Nichtlinearitét.

Beide formen ein autonomes System der Art

i = Az — bo(c"x); peC:R—R. (2.127)

Fiir dieses lassen sich Restriktionen an ¢ zur absoluten Stabilit{t®? iiber das Popov-Kriterium
oder das Kreiskriterium ableiten [473], die gemeinhin im Inneren des Hurwitz-Sektors liegen.
Fir ¢(y) = vy bezeichnet das Intervall (v,7) den sogenannten Hurwitz-Sektor, also jene
7, fiir die # = Az — b(yc'z) Hurwitz-stabil ist%. Obwohl die Kalman-Vermutung, wonach

UGAS fiir

d
Vy: < oY) <7y

vorliegt, falsch ist, ist sie doch fir LTI-Systeme bis einschlieflich dritter Ordnung wahr

mit ¢ € Ct,p(0) =0 (2.128)

(Barabanov-Theorem, [47])%*. Mithin wird fiir alle Systemordnungen LAS impliziert, was

SIMRAC steht fiir ,,model reference adaptive control* und STC fiir ,self tuning control®,

62Ein Regelkreis & = Az —bp(cT x) heifit absolut stabil im Sektor [v,7], wenn seine Ruhelage x = 0,, fiir jede
Nichtlinearitét ¢ im Sektor global asymptotisch stabil ist. Anders ausgedriickt: Die Menge aller derartigen
Regelkreise mit Nichtlinearitdten ¢ aus dem Sektor heifit global asymptotisch stabil.

63 Mitunter wird als Hurwitz-Sektor nur ein Sektor (0,%) verstanden, was sinnvoll ist, sofern auch Einfachin-
tegratoren zugelassen werden. Eine Substitution ¢(y) = ¢(y) — 7 und G(s) = G(s)/(1+ G (s)) stellt hier
die Verbindung her. Je nach Voraussetzungen muss die Sektorungleichung nicht streng sein.

64Demnach ist das Gegenbeispiel dritter Ordnung in Narendra und Taylor [473] falsch. Leonov [392] entwarf
ein System vierter Ordnung, das die Kalman-Bedingung einhélt, das aber nicht UGAS ist, da ein stabiler
Grenzzyklus auftritt.
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direkt aus Lyapunovs Linearisierungsmethode folgt. Fiir Systeme, die nicht durch die Linea-
risierungsmethode erfasst werden, sei auf das Yakubovich-Kriterium [640] verwiesen, in dem
die Ableitung durch einen Differenzenquotienten ersetzt wird, wodurch ¢ keine C!-Funktion
mehr sein muss.5

Die Kalman-Bedingung ist starker als die Bedingung der Aizerman-Vermutung
Yy #0: 7<M<ﬁ mit ¢ € C° p(0) = 0. (2.129)
o )

Nach Multiplikation mit dy in (2.128) und anschlieBender Integration folgt direkt (2.129),
wahrend die Umkehrung nicht gilt, vgl. ye™¥ im Sektor [0, 00). Die Aizerman-Vermutung ist
bereits fiir Systeme zweiter Ordnung falsch.5¢ Dennoch erweist sich die enthaltene Bedingung
in einer schwicheren Form als hilfreiche Restriktion. Die schwache Aizerman-Vermutung
bezieht sich auf [¢, K],0 < &, K < %  und unterstellt absolute Stabilitdt in [0, K] fiir
Hurwitz-stabile Systeme mit P-Verhalten und in [, K] fir bis auf einen Integrator Hurwitz-
stabile Systeme. Sie ist richtig fiir Systeme zweiter Ordnung, Systeme dritter Ordnung mit
héchstens einer Nullstelle und Systeme vierter Ordnung mit reellen stabilen Polen ohne
Nullstellen! Die letzte Bedingung ist ein Korollar eines Ergebnis von Gil’ [220], wonach
fir die Giltigkeit der Aizerman-Vermutung die Nichtnegativitat der Gewichtsfunktion eines
minimalen LTI-Systems hinreichend ist. Ergdnzt um eine spezielle Hurwitz-Bedingung reicht
die Nichtnegativitat auch aus, um absolute L..-Stabilitdat [198] im Sinne der Aizerman-
Bedingung zu gewéhrleisten [221]. Bedingungen fiir die Giiltigkeit einer Aizerman-Vermutung
fir MehrgroBensysteme werden in [289] gegeben, wo unter anderem GAS fir © = Az +
Bp(Cz) garantiert wird, wenn ||¢(2)|]2 < rc(4, B, O)||z||2,Vz € CP\0,. Uberdies finden
sich in [289] Gegenbeispiele, die die Nichtgiiltigkeit fiir zeitvariante Nichtlinearitdten und
beliebige zeitvariante Storungen belegen. Eine Mehrgroflenverallgemeinerung, die auf die

simultane Stabilitdt von Eckmatrizen eines Polytops fithrt, wird in [94] beschrieben.

Der Vorteil des Zugangs iiber Sektorrestriktionen (s. auch Abschnitt 3.8) oder allgemei-
ner von Zugangen, die die Stabilitdt ganzer Familien von Systemen erfassen, liegt in der
Anwendung fiir approximativparametrische Modelle, da die Funktionen innerhalb der Sek-

torbedingungen relativ frei wiahlbar sind. Der Nachteil bei anderen Modellklassen besteht im

65Fs kénnen sogar stiickweise stetige Funktionen mit isolierten Singularitéiten betrachtet werden, wenn die
Lésung im Sinne von Filippov [192] verstanden wird.

66 Krasovskii-Beispiel:

;?1 =x2 + (1) mit () = { r1—[e72/(1+e Hm fir |x1] < 1
T = —T1] — X2

xp — [e72@l /(1 4 e~ 1" D) ]signz,  fir |z, | > 1

Wird ¢(21) durch kz; mit 0 < k < 1 ersetzt, ist das System GAS und es gilt 0 < z¢(z) < 2%,z # 0. Aber
fiir die Losung mit 219 = 1,790 = e~ 1 — 1, die die Gleichung z2 = e~ —z; erfiillt, sind lim;_, o 1 (t) = 00
und limy o 22(t) = —oo die Folge.

67[e, K],0 < e, K < 7 ist einer stirkere Voraussetzung als (0,%), vgl. e™¥ > 0, aber As > 0:e7¥ > ¢.
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Aufstellen der erforderlichen Restriktionen, wozu in der Regel Lyapunovs direkte Methode
herangezogen wird [614], deren Handhabung aber einige Erfahrung erfordert. Der Nach-
teil eines hohen systemtheoretischen Wissens gepaart mit der erforderlichen Erfahrung fiir
die praktische Anwendung ereilt aber auch die anderen Zugéinge dieses Abschnitts, da es
im Nichtlinearen keine préadestinierte und damit auch keine schematische Herangehenswei-
se gibt. Insofern sind die angefithrten Zugénge als Ideenskizzen zu sehen, um die eigenen

Identifikationsprobleme anders oder besser anzugehen.

2.10 Passivitat

Eine wichtige Systemeigenschaft ist die Passivitéit, die nur kausale Systeme aufweisen kon-
nen [482]. Passivitdt bedeutet, dass das System keine Energie generiert, sondern sie nur
absorbiert oder speichert, z. B. elektrische Netzwerke aus passiven Bauelementen wie Wider-
stdnden, Kondensatoren und Spulen, beachte aber Anmerkung 2.30. Im Folgenden werden

drei Konzepte zur Passivitiat vorgestellt und diskutiert:

1. das physikalische Konzept
2. das operatortheoretische Konzept

3. das abstrakte interne Energiekonzept.

Das physikalische Konzept bezieht sich auf die im System verfiigbare Energie £ : X —
R> U {+o0} (bei gegebenem Anfangszustand zp maximal dem System entziehbare Energie)
t
E(wo) = sup — [ " (r)y(r)dr, (2.130)
>0 Jo
(uwy)
wobei das Supremum tiber alle Paare zulassiger Funktionen (u(.), y(.)) zu erstrecken ist. Aus
t = 0 folgt die Nichtnegativitat der Energiefunktion.

Definition 2.5 (Passivitit)
Ein nichtlineares System in Zustandsraumdarstellung heifit passiv, wenn FE(z) fir alle x
endlich ist, andernfalls heifit es aktiv. Existiert dariiber hinaus ein Punkt z mit E(x) = 0,

dann heifit das System stark passiv.

Fiir dquivalente Zustdnde zueinander dquivalenter Systeme ist die verfiigbare Energie gleich,
weshalb die Passivitdatseigenschaft unabhéngig von der Zustandsraumdarstellung des Sy-
stems ist. Der Vorteil des Konzepts liegt in der Anschaulichkeit und der systembeschrei-
bungsfreien Formulierung, was aber den Nachteil einer schlechten mathematischen Hand-
habbarkeit hat.
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Das operatortheoretische Konzept ®(z, .) : ujoy — Yo, varilert nur iiber v und fithrt die
Passivititsbetrachtung auf die Charakterisierung der Ubertragungsfunktion als positiv reelle
Funktion zuriick. Es ist nur in der linearen Regelungstheorie anwendbar, da nur dort das
Ignorieren der Anfangswerte eine vorteilhafte Behandlung erlaubt. Der Vorteil des Konzepts
liegt in der guten mathematischen Handhabbarkeit; nachteilig ist die Einschrankung auf
LTI-Systeme, wenngleich Erweiterungen durch das Einbeziehen isolierter statischer Nichtli-
nearitdten moglich sind. Das Konzept wird in Abschnitt 2.10.1 nidher betrachtet.

Das abstrakte interne Energiekonzept ahnelt dem physikalischen Konzept, bezieht sich aber
auf eine abstrakte Energiefunktion V(z). Diese Funktion muss bei einem passiven System
einen geringeren Zuwachs V'(xz,t) — V(xzo, to) haben als die zugefithrte Energie. Ursache ist,
dass sich die zugefithrte Energie in den internen Energiezuwachs und eine Verlustenergie
aufteilt. Da diese Eigenschaft fiir alle Zeiten gilt, wéchst die interne Energie entlang der
Trajektorien hochstens so schnell wie die eingepragte Energie. Das Konzept ist auf nicht-
lineare und zeitvariante Systeme anwendbar, seine mathematische Handhabbarkeit bewegt
sich auf dem Niveau von Lyapunov’s direkter Methode. Die Definition und daraus abgeleitete

Schlussfolgerungen sind Gegenstand der nachfolgenden Ausfiihrungen.

Definition 2.6 (Passives System, integrale Version, [198])

Ein System
&= f(z,u,t) f i R" x R™ x Ry — R" lokal Lipschitz-stetig (2.131a)
y = h(z,u,t) h:R" x R™ x Ry — R™ stetig (2.131b)

mit f(0y, 0, t) = 0, und 2(0,, 0y, t) = 0y, heifdt passiv, wenn eine stetige positiv semidefinite
Funktion V : R® x R> — Rs, genannt interne Energiefunktion oder Speicherfunktion®®,

existiert, sodass
1
V(z,t) — V(wo to) < / WT(Py(r)dr mit @ = (o, to, ) (2.132)
to

fir allew e U C LT, 29 € R",0 <ty <t < Ty, gilt, wobei T, ,, die obere Zeitgrenze
69

darstellt, fiir die Losungen existieren.
Unter sehr milden Anforderungen sind das physikalische Konzept und das interne Energie-

konzept identisch [637], wobei sich die weiteren Betrachtungen vornehmlich auf das fir die

Regelungstechnik wichtige interne Energiekonzept beziehen.

68Die Speicherfunktion wird hier wegen der Zusatzforderung f(0,,0m,t) = 0, und h(0,,0.,,t) = 0, zu
einem Lyapunov-Funktionskandidat — deshalb auch der Bezeichnerwechsel auf V. Bei Definitionen ohne
die Forderung braucht V' nur nichtnegativ zu sein.

69Eine Definition fiir streng passive Systeme ohne Zeitobergrenze wird in [367] gegeben.
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Wegen der Energieerhaltungssitze miissten alle technischen Systeme entsprechend der obigen
Diskussion passiv sein. Dabei wird aber iibersehen, dass durch die Wahl der Systemgren-
zen (nicht interessierende Ein-/Ausgénge bleiben unberiicksichtigt), der Signale (Produkt
aus Eingang und Ausgang muss keine Leistung sein), der Zeitskala (Batterie ist Konstant-
spannungsquelle bzgl. schnellerer Vorgénge in einem elektrischen Netzwerk) usw. Modelle

entstehen, die als nichtpassive Systeme zu charakterisieren sind.

In der Modellbildung ist also zunéchst ein fir die weitere Anwendung zweckméBiges Konzept
zu wéhlen. Hierzu muss klar definiert werden, was unter Passivitiat verstanden wird, denn
nicht jede Definition in der Literatur ist geeignet, ein System als passiv zu klassifizieren
[637]. Wie so oft bereiten Anfangswerte, Nichtproperheit, Nichtminimalitat, Nichtglattheit
oder Systeme ohne Nichtnull-Energiezustand (Infimum) Probleme.

Anmerkung 2.30 Ein System mit passiven Elementen ist nicht zwingend passiv, sondern
nur dann, wenn das Produkt aus Ein- und Ausgangssignalen physikalisch einer Leistung
entspricht (Strom-Spannung, Kraft-Geschwindigkeit). So ist die E/A-Spannungsiibertragung
eines Doppel-RC-Glieds (Reihenschaltung von R;C4-Glied und RyCh-Glied) durch

1

= 2.1
G(S) R101R2C282 + (R16’1 + RQCQ + Rng)s +1 ( 33)

gegeben und wegen ihres Differenzgrad von 2 nicht passiv, wihrend die Eingangsstrom-

Eingangsspannungsiibertragung passiv ist

_ RlclRQCQS2 + (RlCl + RQCQ + Rng)S + 1

(C1 4 Co)s - (Ro S:Es + 1)

G(s)

(2.134)

Anmerkung 2.31 Passive Systeme sind immer quadratisch, d. h. die Anzahl der Ein- und
Ausgénge ist gleich. Sie stellen einen Spezialfall der dissipativen Systeme im Sinne von Wil-
lems dar [198], bei denen die Anzahl der Ein- und Ausgénge differieren konnen und bei denen

die Einspeisung keine Leistung, ausgedriickt durch ein Skalarprodukt, sein muss.

Anmerkung 2.32 Ein passives System kann Losungen haben, die nur auf einem endlichen

Zeitintervall definiert sind, vgl. & = —z+a2%u,y = 2°. Aus V(z) = 322 und V = —22+2%u =

—22 + yu folgt nach Integration V(z) — V(xp) = [j uydr — [§ 22d7, also V(x) — V() <
J3uydr. 2(t) eine endliche Fluchtzeit fiir u(t) = e*; das System ist nicht ISS-stabil.

Anmerkung 2.33 Ein passives System muss nicht minimal sein, vgl. &1 = —4x; 4225, 3y =
2 2
—Ty + u,y = zo. Es gilt uy = uxy > %(2—1 + %2) = —422 + 23119 — 2% + Tou = ULy —

[xl,xz]T[ _41 _11 } [ i; } Das positiv reelle G(s) impliziert E(x5) > 0 und die vollstandige

Steuerbarkeit, dass in z; endliche Energie eingebracht wird, weshalb E(x) > 0 gilt.
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Anmerkung 2.34 Ein passives System muss nicht proper sein, vgl. G(s) = Kp(1 + S%N +
sTp) mit Kp > 0, wobei der PID-Regler nicht in der Systemklasse (2.131) enthalten ist. Da
das Skalarprodukt kommutativ ist, kann durch Tauschen der Signale der Differenzierer (z. B.
Kondensator) nach (2.130) als passiv eingestuft werden. Die Addition in G(s) entspricht der
Parallelschaltung und die erhélt die Passivitatseigenschaft. Beachte: Der Differenzierer ist

nicht BIBO-stabil.

Anmerkung 2.35 Ein passives System muss nicht glatt sein, vgl. 1§+ 62 + 03sign(y) = u

1 §>0
mit sign(y) = ¢ [-1,1] y =0 (mechanisches System mit trockener Reibung).
1 4<0

Anmerkung 2.36 Passive Systeme mit positiv definiter Verlustfunktion haben Lyapunov-
stabile Ruhelagen z = 0,,, denn u = 0,,, impliziert, dass V' entlang der Eigenvorgénge nicht
steigt. Falls das passive System eine Nulldynamik hat, ist diese Lyapunov-stabil, was analog
aus y = 0, folgt. Strenge Passivitat oder strenge Ausgangspassivitdt und Zustandsbeob-

achtbarkeit implizieren eine asymptotisch stabile Ruhelage x = 0,, [345].

Anmerkung 2.37 Die abstrakte Funktion V(z) ist im Gegensatz zu E(z) in der Regel
nicht eindeutig festgelegt [637].

Anmerkung 2.38 E(x) # 0 fir alle  kann gelten (d.h. fir kein z ist die Energie Null),
wahrend x = 0 = V(z) = 0 in der Definitheitsforderung steckt. Das System & = u,y = €”
liefert einen solchen Fall. Da die Energie im Integrator nur von den Zustédnden abhéngt, gilt
nimlich E(z) = sup,, [;* —e*d¢ = sup,, (e — e™2) = e* > 0 [637].

Neben der integralen Version existiert eine differenzielle Version, die zudem in [345] etwas
verfeinert wird. Unter Hinzunahme weiterer Eigenschaften an V' (z,t) lassen sich daraus Zu-

sammenhénge zu diversen Stabilitédtskonzepten ableiten [345].

Definition 2.7 (Passives System, differenzielle Version, [345])
Fiir stetig differenzierbares V' heifit (2.131) passiv, wenn

Wy > O )+ O ) et gy 4 o) (o) €RT xR (2135)

gilt, wobei €,d,p € Rs Konstanten sind und t(z) eine positiv semidefinite Funktion ist.
p(x) heiBt Zustandsdissipationsrate. Ferner heifit das System

- verlustfrei (konservativ), wenn Gleichheit fiir e = § = p = 0 gilt, (z.B. & = u,y = z)

- eingangs-streng-passiv, wenn € > 0, (z.B. & = u,y = = + u)

- ausgangs-streng-passiv, wenn 6 > 0, (z.B. & = —z + u,y = x)

- zustands-streng-passiv, wenn p > 0, (z.B. £ = —z + u,y = x).
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Als Folgerung ergeben sich Definitionen fiir speicherlose passive Systeme, aus denen die
Restriktionen direkt ablesbar sind, s. Abschn. 3.8 fiir deren Behandlung.

Definition 2.8 (Passivitit speicherloser Systeme, [345])

Wenn die folgenden Beziehungen fiir alle u, ¢ gelten, heifit das System y = f(u,t)
- passiv fiir uTy >0, /7

- verlustfrei fiir u”y = 0,

- passiv mit Eingangsvorsteuerung, wenn uly > u?¢(u) fir ein ¢ gilt,

- eingangs-streng-passiv fiir Yu # 0 : uTy > uTé(u) > 0,

- passiv mit Ausgangsriickkopplung, wenn u’y > yT¢(y) fiir ein ¢ gilt,

- ausgangs-streng-passiv fiir Vy # 0 : uTy > yTé(y) > 0.

2.10.1 Passive Systeme und positiv reelle Funktionen

Im vorangehenden Abschnitt wurde die Passivitit definiert und an Beispielen erklart. Zwar
liefert die Definition 2.7 eine Moglichkeit, Passivitiat zu iiberpriifen, doch ist die Konstrukti-
on einer Speicherfunktion V(z) eine ebenso schwierige Aufgabe wie die Konstruktion einer
Lyapunov-Funktion. Fir speicherlose Systeme enthélt die Definition 2.8 gut handhabbare
Restriktionen. Fiir die Klasse der LTI-Systeme ergeben sich Restriktionen aus der Beschrei-
bung der passiven Systeme durch positiv reelle Funktionen. Wesentliche Zusammenhénge
und abgeleitete Restriktionen sind Gegenstand dieses Abschnitts. Einen guten Einstieg bie-
tet auch [357], wo durch Venn-Diagramme die Beziehungen fiir LTI-Systeme aufzeigt werden.
Den Ausgangspunkt bildet hier zunéchst die Definition.

Definition 2.9 (Positiv reelle Matrixfunktion, [357])
Die Funktion G : C — (C U 0o)™*™ heif3t positiv reell (PR)™, wenn

G(s) — analytisch auf {s: Res > 0} (= Stabilitat bzw. Grenzstab.) (2.136a)

G(s) = G(s) fur alle s € C (= reelle Gewichtsfunktion™)  (2.136b)
G(s) + GT(5) = Opsy fitralle s : Res >0 (= kein negativer Widerstand), (2.136c¢)

und heiit streng positiv reell (SPR), wenn G(s — ¢) fiir ein € > 0 positiv reell ist.

04T f(u) > 0 garantiert einen nichtnegativen Integralwert in (2.135). Ferner, ist ul f(ug) < 0 fiir ein ug
auszuschlieBen, da sonst u(7) = ug das Integral negativ macht.

"I Andere Namen sind positiv analytische Funktion, passive Funktion, Carathéodory-Nevanlinna-Funktion,
Weyl-Funktion, Titchmarsh-Weyl-Funktion oder im reell-rationalen Fall auch Brune-Funktionen.

"2Vielfach, z. B. [367], wird statt (2.136b) alternativ G(s) € R™*™ fiir alle s € R gefordert, was zu (2.136b)

1 seR

nicht &quivalent ist, vgl. G(s) = { j seC\R

Zusammen mit (2.136a) wird die Alternativbedingung

aber gleichwertig.
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Anmerkung 2.39 G(s) braucht nicht proper (beschriankt auf der rechten Halbebene) zu

sein. G(s) = 2 ist streng proper, G(s) = 1 ist proper und G/(s) = s ist nicht proper. Alle sind

S

PR, aber nur G(s) = 1 ist SPR. G(s) = m ist nichtminimal, aber SPR. G(s) = —1
ist nicht PR, obwohl es keine Pole rechts hat.

In Anwendungen wird zuséitzlich zur SPR-Bedingung noch Rang(G(s) + G (s)) = m fast
iiberall (iquivalent detReG(s) # 0) gefordert. G(s) = 1laxs ist SPR, erfiillt aber die
Rangbedingung nicht.

Die Bedingung: G(s — ¢) analytisch auf {s: Res > 0} ist dquivalent zu G(s) ist analytisch
auf {s : Res > 0}.

Fiir reell-rationale Matrixfunktionen (alle Koeffizienten sind reell) lassen sich die Bedingun-
gen vereinfachen. So entféllt (2.136b), da reelle Koeffizienten ein reelles G(s) fir reelles s
implizieren, s. Fuinote zu (2.136b). Ferner reduziert sich (2.136a) auf eine Stabilitatsbedin-

gung und die Untersuchung von (2.136¢) kann auf die Imaginarachse beschrankt werden.

Satz 2.12 (PR/SPR-Kriterium fiir reell-rationale Funktionen, [345])
Ein reell-rationales G : C — (C U 00)™*™ ist genau dann PR, wenn es Hurwitz-stabil oder

173

grenzstabil @ ist und

Re G(jw) = Opmxm fiir 0 <w < oo /™ (2.137)

mit Ausnahme der w gilt, an denen G(jw) Teiliibertragungspolstellen auf der imaginiren
Achse und im Unendlichen hat, und wenn derartige Polstellen einfach sind und eine nicht-
negativ definite Residuenmatrix gg% (s — jwo)G(s) besitzen™.

Ein properes G(s) mit det Re G (s) ;é(b ist genau dann streng positiv reell (SPR), wenn G(s)
Hurwitz-stabil ist, (2.137) fiir alle w > 0 streng ist und entweder Re G(00) = Opyxm, falls
rg Re G(00) = m, oder Re G(00) = 0pxsm und wlgrolo WMTRe G(jw)M = O(m—q)x (m—q) filr alle

M e RZféqu) : MTRe G(00) M = 0(m—g)x (m—q), falls rgRe G(00) = ¢ < m.

Korollar 2.1 (Erweiterung des SPR-Kriteriums, [269])
Ein reelles G(s) = k% ist genau dann SPR, wenn
-|n—m| <1, k>0 und falls |n —m| =1, dann noch ay # b
- G(s) analytisch auf {s € C : Re s > 0}

- Re G(jw) > 0,Vw > 0.

73 Grenzstabil schlieBt hier einen Einfachpol im Unendlichen mit ein wie etwa beim Differenzierer.

T Re G(s) def 1(G(s) + GH(s)) meint den hermiteschen Teil der Toeplitz-Zerlegung und nicht den Realteil
Re G(s) der komplexen Zerlegung! Fiir SISO-Systeme sind beide dquivalent.

">Im Skalarfall bedeutet eine nichtnegativ definite Residuenmatrix ein positives Residuum, denn bei einem
Residuum von Null lige kein Pol vor. Im Fall G(s) = s liegt ein Pol im Unendlichen und mit s = 1/p

ergibt sich als Residuenmatrix linb(p — 0)% =1, also ist G(s) = s PR.
p—>
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Anmerkung 2.40 Die Bedingung (2.137) kann zur Formulierung eines komplexen Passivi-
titsradius fir G(s) = C(sl,, — A)™'B + D herangezogen werden, der den Abstand zu den
nichtpassiven Systemen misst. Die Optimierung tiber das Quadrupel (AA, aB, AC, aD) lasst

sich auf eine zweidimensionale Suche reduzieren [491].

Anmerkung 2.41 Die SPR-Bedingungen in den Biichern Astrom und Wittenmark [34],
Slotine und Li [570], Ioannou und Sun [311] sowie Tao [593] sind unterschiedlich, aber al-
lesamt nicht allgemeingiiltig, vgl. Gegenbeispiele in [269]. Die SPR-Bedingungen in Khalil
[345] ist korrekt, aber auf propere Ubertragungsfunktionen beschrinkt. Sie greift nicht fiir

s+1

das impropere G(s) = % (Differenzgrad -1). Das Beispiel widerlegt auch die Auffassung

in Khalil [345], dass SPR-Systeme nur Differenzgrade 0 und 1 haben kénnen.

Anmerkung 2.42 Die PR-Definition ist fiir Ubertragungsfunktionen dquivalent zur Defi-

nition positiv reeller Systeme durch [113]
¢
YueU,t>0: 0< / u'(7)y(r)dr, wenn z(0,) = 0,. (2.138)
0

Die Beziehung erméglicht eine Erweiterung der PR-Eigenschaft auf nichtlineare Systeme. Von
einer synonymen Bezeichnung als schwache passive Systeme oder dem Einsatz von (2.138)

als Definition fiir Passivitat ist abzuraten, da die Forderung in der Tat zu schwach ist [637].

Satz 2.13 (PR-Funktion, Passivitit, [629])

Ein lineares wie auch nichtlineares passives System ist positiv reell. Das lineare System hat
eine PR-Ubertragungsfunktion. Ein vollstindig steuerbares (streng) positiv reelles System
mit reell-rationalem G(s) ist (streng) passiv mit positiv definiter quadratischer Verlustfunk-

tion.

Anmerkung 2.43 Fiir die Implikation bei nichtlinearen Funktionen ist die Steuerbarkeit

durch Erreichbarkeit zu ersetzen. Die Steuerbarkeit ist essentiell, vgl. & = —a + [0, 0] Bl},
2

Y| O 10 Uy . _ 10 _ p . g —

{yj = |:]JIZ’+ {0 O] {UJ mit G(s) = [OO ,da E(z) = oo oder da bei Wahl u; = 0, 2y > 0 und

Ug 50, dass uslys = Usx > V(?E) = —%m bzw. uy > —% immer ein Widerspruch erzeugbar

ist, s. [637] fiir eine schaltungstechnische Realisierung eines solchen nichtpassiven Systems.

Aus der Definition ergeben sich Eigenschaften, die fir den Strukturansatz und fir Restrik-

tionen herangezogen werden kdnnen.
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Notwendige Bedingungen fiir PR:

- keine Pole in der rechten offenen Halbebene = a;;, > 0

- keine Teiliibertragungsfunktionsnullstellen in rechter offener Halbebene™ = biji >0

- Differenzgradbedingung fir G;;(s) = Byj(s)/Aij(s): —1 < grd A;;(s) —grd B;;(s) <1

- Phasenbedingung: —7 < argGy;(jw) <5 (Ortskurve in c1Cy)

- ¥ = (A, B,C,0) minimal, Rang B=m : CB = (CB)" = 0pxm, CAB + (CAB)T < 0nxm

Notwendige Bedingungen fiir SPR:

- alle A;;(s), B;;(s) sind Hurwitz-stabil, aber nicht hinreichend, vgl. G(s) = % (Bed.

1 in Korollar 2.1 verletzt); nur hinreichend fiir SISO, wenn m = n

- Differenzgrade liegen in {—1,0,1}

- Phasenbedingung: —7 < arg Gy;(jw) < §

- fiir G(s) = bt buoas" Phetbo il b 0, a,_y > by_o/bo_y [269)]

sP+an—1s""1+..+ag

- fiir G(s) = bt b et gt g b 0, ap_y < by /bosr [269)]

s"+ap—18""1+...+ag

-¥ = (A, B,C,0) minimal, Rang B=m : CB = (CB)T = 0,uxm, CAB + (CAB)T < Ouxm

Anmerkung 2.44 Aus Def. 2.9 und der Differenzgradbedingung folgt die PR-Normalform
G(s) = sDy + (Do + C(sl, — A)™'B) mit Dy = Opyn, Do + C(sl, — A)"'B € PR. (2.139)

Der sD;-Term entfillt bei klassischen LTI-Systemen, kann bei Deskriptorsystemen aber
auftreten. In [396] wird eine Transformation auf die PR-Normalform fiir ¥ = {E, A, B,C, D}
ausgefiihrt.

Anmerkung 2.45 Die PR-Eigenschaft ist invariant unter Tustin-Diskretisierungen, aber
nicht unter Halteglied-Diskretisierungen. Haben ein kontinuierliches LTI-System und seine
Diskretisierung den Differenzgrad 1, dann kann das diskrete System nicht positiv reell sein,

denn zeitdiskrete positive reelle Systeme miissen immer den Differenzgrad 0 haben.

Anmerkung 2.46 Da der Differenzgrad per Sprungexperiment leicht bestimmt werden
kann (r = 0, wenn die Sprungantwort bei ¢ = 0 unstetig ist; r = 1, wenn ihr Anstieg
in ¢ = 0 unstetig ist; » > 2 sonst) oder auch aus Daten geschatzt werden kann [643], ergibt

sich ein Test, wonach fiir # > 2 Passivitit als Systemeigenschaft verworfen werden kann.

"6 Fiir SISO-Systeme entspricht dies de facto der schwachen Minimalphasigkeit, abgesehen von Mehrfachnull-
stellen und denen bei Unendlich. Fir MIMO-Systeme besteht kein Zusammenhang zur Minimalphasigkeit,
vgl. Abschn. 2.13.2.
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2.10.2 Kalman-Yakubovich-Popov- und Positive-Real-Lemma

Das Kalman-Yakubovich-Popov-Lemma (KYP-Lemma) bzw. das Positive-Real-Lemma lie-
fern notwendige und hinreichende Bedingungen an ¥ = (A, B, C, D), damit die zugehérigen
Ubertragungsmatrix streng positiv reell bzw. positiv reell ist.”” Es gibt viele Versionen dieser
Lemmata, die sich hinsichtlich der Voraussetzungen, der PR~ oder SPR-Variante, der Formu-
lierung in Gleichungs- oder Ungleichungsform unterscheiden. Genannt seien [594], [525], [117],
[171], Erweiterungen auf Deskriptorsysteme [117], [64], zeitdiskrete Systeme [525], [636] und
nichtlineare Systeme [113] existieren ebenso. Hier wird sich auf das PR-Lemma beschrankt.
Das KYP-Lemma inkl. Beweis findet sich z. B. in [345]. Der Nutzen beider Lemmata liegt
darin, dass statt der unendlichdimensionalen PR-Bedingungen nur endlichdimensionale PR-

Bedingungen an die Matrizen betrachtet werden miissen.

Satz 2.14 (Positive-Real-Lemma, [117])

Es sei ¥ = (A, B,C, D) ein quadratisches System, m = p. Dann gelten fiir die folgenden
Aussagen die Implikationen 1 < 2, 2=3,3A4=2,3A5=2und2A6=17.

1. ¥ ist passiv mit quadratischer Speicherfunktion

2. Die nachfolgende LMI hat eine nichtnegativ definite Losung P

ATP+PA PB-CT

BTP—C (D4 D7) | = e (2.140)

bzw. fiir D = 0, vereinfacht: 3P > Opyxm : ATP + PA < Opyxm und PB = CT
3. G(s) = C(sl, — A)7'B + D ist positiv reell und det Re G(s) # 0
4. ¥ ist minimal
5. A Hurwitz-stabil und B vollen Spaltenrang™®
6. (C, A) ist beobachtbar
7. P ist positiv definit.

Die LMI-Restriktion kann fiir Projektionen auf die passiven Systeme genutzt werden, wenn
A Hurwitz-stabil ist und nicht verdndert werden soll. Diese Losung liefert im Allgemeinen
aber nicht das néchstgelegene passive System, denn dazu miisste A frei gelassen werden.
Hierin liegt auch der Grund, warum der Zugang einer Projektion auf die stabilen Matrizen
und einer anschliefenden Projektion auf die passiven Systeme mit festem A meist relativ
schlechte Ergebnisse liefert, vgl. [228].

"TMitunter wird diese feine Unterscheidung nicht getétigt und beide werden synonym gebraucht.
" Diese Bedingung ist stérker als die in [525], (A4, B) steuerbar und det(jwl,, — A) # 0 fiir w € R. Dafiir wird

in 2. nicht nur die Existenz einer symmetrischen, sondern einer nichtnegativ definiten Losung gefolgert.
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Anmerkung 2.47 Fir die Einhaltung der PR-Bedingung bei sog. parametrischen Kovari-
anzmodellen (LTI-Zustandssysteme, die eine mit der Messung korrespondierende Ausgangs-
kovarianzfolge ,erzeugen* konnen) wird anstatt auf die LMI-Technik bevorzugt auf Regula-
risierung [228] oder Balancierung [133] zuriickgegriffen. Spezielle PR-Balancierungen [533],
[632] werden auch bei der Modellreduktion passiver Systeme benutzt, da das gewohnliche
Balancierte Abschneiden die Passivitét nicht erhalt.

2.10.3 Auftrennung in Teilsysteme

Passivitét ist invariant unter E/A-Aquivalenz™, d.h. Zustandstransformationen dndern die
Passivitat nicht. Reihen-, Parallel- und Riickkopplungsschaltungen [367], [345] (streng) pas-
siver Systeme ergeben wieder ein (streng) passives System. Partielle Parallelschaltungen und
partielle Riickkopplungen, bei denen nur Teile des Systems parallel oder riickgekoppelt ge-

schalten werden, sind ebenso wieder passiv [46].

Die Zusammenschalteigenschaft passiver Systeme ermoglicht es, die Passivitiat an das Ge-
samtsystem auf Passivitdtsforderungen an die Teilsysteme aufzuspalten. Fir Wiener- und
Hammerstein-Modelle muss also sowohl der lineare dynamische als auch der nichtlineare
statische Teil passiv sein. Das Prinzip der Aufspaltung der Passivitédtsforderung funktio-
niert aber nur, wenn die System- und Modellblockstrukturen iibereinstimmen und die Art
der Zusammenschaltung festliegt. So ergibt zwar die Parallelschaltung passiver Systeme ein
passives System, aber umgekehrt erzwingt ein rationales passives System nicht notwendiger-

weise, dass jedes der Teilsysteme in der Parallelschaltung passiv sein muss.

Beispiel 2.23 (Passives System mit nicht-passivem Teilsystem)
Die Parallelschaltung von Gy(s) = =% und Gy(s) = 25 erzeugt das passive System G(s) =
ohne dass G;(s) passiv ist.

S
(s+1)(s+2)?
Partialbruchzerlegungen oder Partialbruchfaktorisierungen rationaler Ubertragungsfunktio-
nen in Systeme erster und zweiter Ordnung und Restriktionen an die Teilsysteme sind also
nur hinreichend fiir Passivitat. Somit kann auf diese Weise zwar Passivitéit gesichert werden,

doch unter Umstédnden zum Preis einer schlechten Approximation.

™ Passivitat hingt nur von den Eingangs- und Ausgangsgrofien ab, was in den integralen Definitionen deut-

licher wird. Die Invarianz folgt aus (2.135) mit UL,§;<$)f(x,u) = %f(;u), wobei 2 = f(z,u) =
(;fT )~ f(¢(2),u) mit bijektiver, stetig differenzierbarer Transformation x = ¢(z).
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2.11 Externe Positivitat

Bei der Modellierung von elektrischen Netzwerken, chemischen Reaktoren, Wérmetibertra-
gern, Altersstrukturen in Populationsmodellen oder der Ausbreitung bzw. Akkumulation von
Substanzen sind die Eingangs-, Zustands- und Ausgangssignale (Verhaltnisse, Konzentratio-

nen, Dichten, Alter usw.) nichtnegativ. Solche Systeme werden positiv-linear genannt.

Definition 2.10 (Externe Positivitét)

Ein SISO-LTI-System heifit extern positiv, wenn es auf jedes nichtnegative Eingangssignal
bei Erregung aus dem Nullzustand mit einem nichtnegativen Ausgangssignal antwortet, wenn
es eine nichtnegative Gewichtsfunktion besitzt oder wenn die Systemantwort auf alle mono-
tonen Eingangssignale ebenfalls monoton ist. Analoges gilt im Zeitdiskreten. Bei autonomen
Systemen entféllt die Spezifizierung , extern®; sie heilen einfach positiv, wenn jede Bewegung

des Zustandsvektors, die im nichtnegativen Orthanten startet, dort verweilt.

Die Gewichtsfunktion bzw. -folge ist somit geeignet, die externe Positivitdt durch Restriktio-
nen zu fassen. Im Gegensatz zur PR-Eigenschaft bleibt die externe Positivitat bei Abtastung
erhalten. Beide Eigenschaften sind zudem dadurch gekennzeichnet, dass ihre E/A-Energie

fir alle ¢ > 0 positiv ist.

Anmerkung 2.48 Externe Positivitit impliziert keine positiv reelle Ubertragungsfunktion,
denn externe Positivitat ist nicht an einen Differenzgrad |r| < 1 gebunden und nicht auf

stabile Systeme beschriinkt, vgl. G(s) = -5 mit g(t) = e* > 0. Umgekehrt impliziert PR

nicht externe Positivitat, wie G(s) = ‘ﬁr; =d+ b&;—d(f mit a,b,d > 0 und b < da zeigt, denn,

sobald u(t) = 0 fiir ein ¢ ist, bewirkt die negative Gewichtsfunktion des zweiten Summanden,

dass das Ausgangssignal negativ wird.

Eine einfache hinreichende Koeffizientenbedingung fiir eine nichtnegative Gewichtsfunktion

bei Systemen mit durchweg reellen Polen s, < ... < s; < 0 liefert das Zahlerpolynom
b(s); b; > 0 [221]
dk
Wb(s)z() s <s<s,k=0,...,m. (2.141)
oF

Restriktionen fir E/A-Modelle werden in [185] beschrieben.
Eine Konsequenz aus der Systemeigenschaft sind fiir Zustandsraumsysteme die Restriktionen
AeRY", BeRY™, CeRY", DeRY™. (2.142)

fiir den Fall zeitdiskreter Systeme. Im Fall zeitkontinuierlicher Systeme sind B, C, D gleich-
falls nichtnegativ, wohingegen A eine Metzler-Matrix ist (a; > 0 fiir i # j) [418].%° Die

80 Kquivalent: 3y > 0: (vI,+A) € ]R;”(". Uberdies ist eine Metzler-Matrix genau dann Hurwitz-stabil, wenn
—A~h e RL*™ [418].
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Diagonalelemente kénnen negativ sein und sind wegen der Stabilitdt gemeinhin negativ.

Weitere Restriktionen kénnen hinzukommen, etwa bei stochastischen Prozessen, da Wahr-
scheinlichkeiten stets < 1 sind. Das schrankt A oft auf die Klasse der stochastischen bzw.
doppelstochastischen® Matrizen ein. Eine Anwendung zum Generieren von Fuzzy-Regeln,
bei der die Bedingung ,, A ist eine stochastische Matrix“ aus Forderungen an die Zugehorig-

keiten resultiert, wird in [316] beschrieben.

Klar ist, dass die nichtnegativen Matrizen polyedrische konvexe Kegel formen und die sto-
chastischen bzw. doppelstochastischen Matrizen konvexe Mengen sind. Somit bereitet das

Losen von LS-Problemen keine nennenswerte Schwierigkeit.

Bisher noch nicht vollstdndig gelost ist die Frage nach globaler struktureller Identifizierbar-
keit positiv-linearer Systeme. Die eng verwandten Fragen der Realisierungstheorie (Minimal-
realisierungen) positiv-linearer Systeme wurden aber bereits beantwortet [295]. Das Problem
dabei ist, dass die tiblichen Rangbetrachtungen nicht zuléssig sind und mit dem sogenannten

nichtnegativen Rang®? gearbeitet werden muss.

2.12 Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit

2.12.1 Steuerbarkeit fiir lineare zeitinvariante Systeme

Definition 2.11 (Steuerbarkeit)

Ein LTI-System X = {A, B,C, D} heifit vollstdndig steuerbar, genauer zustandssteuerbar,
wenn zu jedem Anfangszustand z(0) und jedem Endzustand x(T) eine stiickweise stetige
Eingangsgrofie u(t); 0 < ¢ < T mit der beliebigen endlichen Zeit T existiert, die z(0) in z(7T')
iiberfihrt.

Aquivalent dazu heilt das System vollstandig steuerbar, besser nullpunktsteuerbar, wenn
es aus jedem beliebigen Anfangszustand in endlicher Zeit T durch eine stiickweise stetige
Steuerung u(t) in den Nullzustand tberfiihrt werden kann. In beiden Féllen wird nicht
gefordert, dass das System fur ¢ > T im Endzustand verharren muss. Zudem unterliegt ()

keinerlei Stellgrofienbeschrankungen wie etwa beim Problem der Optimalsteuerung.

81Eine quadratische nichtnegative Matrix heifit stochastisch, wenn alle Zeilensummen Eins sind. Eine sto-
chastische Matrix heifit doppelstochastisch, wenn alle Spaltensummen Eins sind.

82Tst A € RZ™™, dann heifit die kleinste natiirliche Zahl r_, fiir die eine nichtnegative Faktorisierung A = FG
mit Rang—;ur—Matrizen F e RU™ und G € RZT™" existiert, der nichtnegative Rang. Fiir A € RZ*™ und
n < 3 stimmen der gewéhnlicﬁe Rang und der ;ﬂchtnegative Rang tiberein; fir n = 4 gibt es Beis})iele, in
denen r; > Rang A gilt [142].
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Anmerkung 2.49 Definition 2.11 ist mit Blick auf andere Systemklassen weitreichender.
Sie impliziert klar die Nullpunktsteuerbarkeit. Die Umkehrung folgt iiber die Zerlegung der
Steuerung in eine nach z(T —T) = 0; 0 < T < T und eine von (T — T) = 0 nach
x(T). Den ersten Teil bewerkstelligt die Nullpunktsteuerbarkeit, den zweiten das Signal
u(t) = BT(CA(T*”)TQ;I(T) mit der Gramschen Steuerbarkeitsmatrix Q7.

Die Steuerbarkeit kann durch die Kriterien von Kalman [331], [543] und Hautus [276], [543]
(auch als Popov-Belevitch-Hautus-Rangtest bekannt) verifiziert werden. Allerdings eignen
sich diese Kriterien eher fiir niedrigdimensionale Systeme und die computeralgebraische Aus-
wertung. Fir hochdimensionale Systeme und jene, die in der N&he der Steuerbarkeitsgren-
ze liegen, konnen numerische Probleme etwa bei der Rangauswertung der Kalman-Matrix
(Steuerbarkeitsmatrix zweiter Art oder Erreichbarkeitsmatrix) auftreten [495]. Dann liefert

ein Zugang iiber die Gramsche Steuerbarkeitsmatrix (Steuerbarkeitsmatrix erster Art)
T
Qr = / e BBT ()T dr (2.143)
Jo

eine Alternative. Denn das LTI-System ist genau dann steuerbar, wenn Qr regular ist [543].

Fir Hurwitz-stabile A kann Q.. = 7lim @1 numerisch stabil iiber die Lyapunov-Gleichung
—00

AQo + QAT = —BBT bestimmt werden.

Anmerkung 2.50 Die vollstindige Steuerbarkeit von LTI-Systemen ist zwar invariant un-
ter regularen Transformationen im Eingangs-, Zustands- und Ausgangsraum sowie Zustands-
rickfithrungen der Art u := Kz + u, nicht aber invariant fiir Reihen- und Parallelschaltung
sowie die Vertauschung von Reihengliedern. Fiir LTI-Systeme mit m = dimu = dim y bleibt

die Steuerbarkeit unter statischen Riickkopplungen erhalten, nicht aber unter dynamischen.

Die steuerbaren Paare (A, B) € R™" x R™*™ formen eine Residualmenge (Komplement einer

mageren Menge®?). Das ist eine Konsequenz der Rangbedingung an die Kalman-Matrix®*

Rang[B, AB, A’B, ..., A" 'B] <n & System nicht steuerbar, (2.144)

83Fine Menge M in einem topologischen Raum heiBt nirgends dicht, wenn ihr Abschluss kein Inneres hat,
d.h. wenn intclM = @ gilt (int steht fiir ,interior®; cl fiir ,closure*). Das Komplement einer nirgends
dichten Menge in R ist dicht; die Umkehrung gilt nicht, vgl. M = Q. Das Gegenteil von ,nirgends dicht*
ist nicht ,dicht“! So ist (a,b) weder nirgends dicht (enthélt innere Punkte) noch dicht in R (viel Platz
auBerhalb). Den Hurwitz-stabilen Matrizen geht es in R™*™ genauso.
Eine Menge M heifit mager oder Menge erster Baire-Kategorie, wenn sie sich als abzdhlbare Vereinigung
nirgends dichter Mengen darstellen ldsst, M = U2, M,, int clM; = (). Abzihlbare Teilmengen M C R sind
somit stets mager, vgl. M = R. Nicht magere Mengen heiflen auch Mengen der zweiten Baire-Kategorie.

84Dje iibliche Rangbedingung Rang(B,..., A" 'B) < n lisst sich zu Rang(B,..., A" *B) verschirfen,
wobei k£ = min{n — RangB, ¢ — 1} und ¢ als Grad des Minimalpolynoms von A sind.
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nach der die nichtsteuerbaren Systeme eine magere Menge sind, genauer eine algebraische
Varietét (Menge, die durch Polynomgleichungen beschrieben wird). Steuerbarkeit ist somit
eine topologisch generische Eigenschaft. Praktisch bedeutet das, dass mit Wahrscheinlichkeit
Eins ein steuerbares Modell geschétzt wird. Somit braucht die Steuerbarkeit nicht tiber
Restriktionen bei der Identifikation gesichert werden. Dennoch ist die Kenntnis dariiber, wie
gut ein System steuerbar ist, fiir die Bewertung des Identifikationsergebnisses von Bedeutung.
Wenn sich ndmlich ein System nahe der Nichtsteuerbarkeit befindet, dann sind eine schlechte
Konditionierung des Schatzproblems und hohe Parametervarianzen die Folge. Die Ursachen
konnen in der mathematischen Modellstruktur, im physikalischen System selbst oder in den
Testsignalen liegen, durch die gerade die schwach steuerbaren Modi ungeniigend angeregt
wurden. Gegebenenfalls ist die Identifikation eines Modells mit geringerer Ordnung eine

Alternative.

2.12.2 Steuerbarkeitsradius

Ein System ist vollstandig steuerbar oder eben nicht. Dartiber, wie gut es steuerbar ist, geben
die Kriterien keine Auskunft. Um Steuerbarkeit zu quantifizieren und damit das System, das
identifizierte Modell oder eine Approximation von System bzw. Modell beurteilen zu kénnen,
sind Mafle erforderlich. Abgeleitet aus Eigenwert-Eigenvektor-orientierten Kriterien kénnen
Aussagen tiber bevorzugte Eingénge und schlecht ansteuerbare Zustandskombinationen ge-
wonnen werden. Die Gramsche-Steuerbarkeitsmatrix gibt Hinweise zur bendtigten Energie.
Beispielhaft seien hier die DominanzmaBe von Litz [405], die Mafle von Liickel und Miiller
[414] sowie die beiden beziiglich des Steuerbarkeitsbegriffs konsistenten MaBe®® von Bennin-
ger und Rivoir [65] sowie der komplexe Steuerbarkeitsradius nach Paige [495] genannt.

Welche Konsequenzen eine schlechte Steuerbarkeit hat und warum eine quantitative Bewer-

tung des identifizierten Modells zweckméfBig ist, verdeutlicht das folgende Beispiel.

Beispiel 2.24 (Probleme bei schlechter Steuerbarkeit, [108])

Das System
.I"l o 1 0 T
i}g B 0 -1 T2

ist genau dann steuerbar, wenn § # 0 und ¢ # 0 gilt. Demnach wird es nicht steuerbar

4]
€

+

fir ¢ = 0 und sogar nicht stabilisierbar (und damit natiirlich auch nicht steuerbar) fiir

6 = 0. Eine Eigenwertplatzierung auf —2 und —4 durch Zustandsrickfithrung fithrt auf

85Das MaB hat den Wert 0, wenn das System nicht steuerbar ist.
86Das naheliegende Maf omin([B, AB, ..., A"~ B]) ist ungiinstig, da es bedingt durch die Produkte unter
Umstéanden eine viel zu kleine zuldssige Storung in AA, AB impliziert, um ein steuerbares in ein nicht-

steuerbares System zu iberfiihren, s. [140] fiir ein Beispiel.
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ky, = (55, 2%), d.h. die Verstarkung strebt nach Unendlich, wenn das System schlechter
steuerbar wird. In [108] wird zudem gezeigt, dass bei einem LQ-optimalen Reglerentwurf die
P-Matrix der Riccati-Gleichung fiir 6 — 0 in der Norm gegen Unendlich strebt und somit

das Losungsverfahren extrem schlecht konditioniert wird.

Analog zum Stabilitatsradius wird der komplexe Steuerbarkeitsradius nach Paige

6$(A, B) % min ||[aA, aB]||y mit & = (A+ aA)z + (B + aB)u nicht steuerbar ~ (2.145)
und [aA, aB] € Cx(mtm)

definiert. Seine Berechnung lisst sich auf ein skalares nichtkonvexes Problem in C =& R2

zuriickfithren
(A, B) = g owin(CT — A, B])  (Bising [150)), (2.146)

fiir dessen Losung Algorithmen in [259] und [364] angegeben sind. Das Ergebnis ist eine direk-
te Folgerung aus dem Mirsky-Theorem [299], das tiber o,,;, den Abstand einer Vollrangmatrix
zu den rangdefizienten Matrizen misst. Somit kann (2.146) formal als eine Verstetigung des

Hautus-Kriteriums mit Nichtsteuerbarkeit bei op,;, = 0 interpretiert werden.

Der Steuerbarkeitsradius offenbart einen weiteren interessanten Aspekt: Mit wachsender Sy-
stemdimension kann die Steuerbarkeit deutlich nachlassen. So ergibt sich aus

[0 1 0 ... 0]
0 0 0 1

0 0 1 .
. : 0

A= o0 b= 0 Kapy = (2.147)

0 1 .

0 1 0 0

0 ... ... 0 0]

wegen des Vollrangs der Kalman-Matrix K4 Steuerbarkeit. Die perfekte Konditionierung
der Kalman-Matrix ldsst keinerlei Steuerbarkeitsprobleme erahnen. Demgegeniiber signali-
siert™” 65 (A, B) = sin(;7) ein Absinken des Steuerbarkeitsradius mit der Systemdimension.
Das entspricht auch der intuitiven Vorstellung, wonach ein héherdimensionaler Zustandsvek-
tor durch einen Eingang bei gleicher Struktur schwieriger ansteuerbar ist als ein niedrigdi-

mensionaler Vektor.

Nachteilig am komplexen Steuerbarkeitsradius ist, dass das nichstgelegene nichtsteuerbare
Paar (A, B) zu einem steuerbaren reellen Paar (A, B) durchaus komplex sein kann. Hier

bietet der reelle Stabilitdtsradius einen Ausweg.

87Die Singuldrwerte o;([¢I,, — A,b]) sind die Wurzeln der Eigenwerte \;([¢I,, — A,b]T[CI, — A])). Fiir die
Eigenwerte von [¢I,, — A, 0T [¢I, — A] = (¢2 + 1)1, + Jord,, (—¢) 4+ Jord? (—=¢) gilt A\; = (2 4+1-2¢ cos(ﬁ)
(Spektralverschiebungstheorem und Eigenwerte der Differenzenmatrix Jord,, (—¢) 4 JordZ (=) [209]. Mi-

nimieren iiber ¢ liefert o; = sin(; H

), wovon ¢ = 1 der kleinste Singuldrwert ist.
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Satz 2.15 (Reeller Steuerbarkeitsradius, [301], [521])
Fir ¥ = {4, B,C, D} mit steuerbarem (4, B) € R™™ x R™ ™ ist der reelle Steuerbarkeits-
radius

65(A, B) o min||[aA4,aB]||; mit & = (A + aA)z + (B + aB)u nicht steuerbar  (2.148)
und [aA, aB] € Rvx(mm),

durch

(2.149)

¢eC v€(0,1]

55 (A, B) = mi -
5 ( ) = min max_ oy 1( SmW ReW

Re W —Sm W })

mit W = [(I,, — A, B] gegeben, wobei die maximierende Funktion {iber v quasikonkav (und
damit unimodal) ist. Die normkleinsten Anderungen [aA, aB] errechnen sich anhand der

Blockmatrix in (2.149) mit Yops und Cope und sind hochstens vom Rang 2.

Das nachfolgende Beispiel zeigt, dass der Ingenieur den reellen Steuerbarkeitsradius bevor-
zugen sollte. Der komplexe Steuerbarkeitsradius fallt ndmlich unter Umstéinden sehr klein
aus (konservatives Maf}), was schlechte Steuerbarkeit anzeigt, obwohl die erforderlichen re-
ellen (damit ingenieurrelevanten) Parameterdnderung bis zur Nichtsteuerbarkeit keineswegs
so klein sind. Hieraus darf allerdings nicht gefolgert werden, dass dann auch der komplexe

Stabilitatsradius fiir den Ingenieur weniger brauchbar ist, s. Anmerkung 2.16.
Beispiel 2.25 (Reeller und komplexer Steuerbarkeitsradius, [338])

HEIE

erfilllt der komplexe Steuerbarkeitsradius 65 (A,, B) < 1/7 wegen aA = 0y und ab =
(0,1/(j7))", wihrend fiir den reellen Steuerbarkeitsradius 05(A., B) = 1 mit ad, =
{ 0 0

+

0

-1 0
stant bleibt. Obere und untere Schranken fiir 65(A, B) werden in [140] angegeben, wobei
0S(A, B) < 0%(A, B) trivial ist.

} und abyy, = 0y gilt. Fiir grofie v wird also 05 immer kleiner, wihrend 65 kon-

Eine Erweiterung der angesprochenen Probleme auf Deskriptorsysteme und auf Polynomma-
trixsysteme wie M3+ Di+ Kz = Bu ist moglich [598], [452]. Des Weiteren kénnen simulta-
ne Mafle fiir Beobachtbarkeit und Steuerbarkeit durch Blockmatrixdarstellungen konstruiert
werden [140]. Erweiterungen hinsichtlich strukturierter Stérungen, bei denen beispielsweise
die Symmetrie erhalten bleiben soll, oder hinsichtlich separabler Stérungen, bei denen nur
A bzw. nur B gestort werden, finden sich in [338].

Anmerkung 2.51 Bei der quantitativen Untersuchung der Steuerbarkeit ist zu beachten,
dass das Ergebnis von den gewéhlten Zustandskoordinaten abhéngt. Diese sollten systeman-

gepasst gewdhlt werden, was aber bei der sog. Blackbox-Identifikation zumeist nicht der
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Fall ist. Als Alternative bieten sich Mafle basierend auf der Polkiirzbarkeit an, vgl. Abschn.
2.2.9 und [435]. Zu jeder polkiirzbaren Ubertragungsfunktion lisst sich nédmlich sowohl ein
nichtsteuerbares als auch ein nichtbeobachtbares System angeben, was einerseits iiber die
gemeinsame Ubertragungsfunktion dualer Systeme, aber andererseits auch iiber die Reihen-
folge des Aufeinandertreffens von Pol- und Nullstelle (Polstelle vor gleicher Nullstelle nicht
beobachtbar wegen der Blockierungseigenschaft; Nullstelle vor gleicher Polstelle nicht steu-

erbar) erklart werden kann.

2.12.3 Steuerbarkeit fiir andere Systemklassen

Fir kontinuierliche LTT-Systeme ist es gleichbedeutend, die Steuerbarkeit zwischen zwei be-
liebigen Punkten, zum Nullpunkt hin oder vom Nullpunkt weg zu definieren. Anders ist die
Situation bei zeitdiskreten LTI-Systemen, bei LTV-Systemen und bei nichtlinearen Syste-
men. Im Folgenden wird auf einige Aspekte beztiglich der Steuerbarkeit fir diese Systemklas-
sen hingewiesen. Fir den Ingenieur ist es dabei im Wesentlichen wichtig zu wissen, worauf
er achten muss. Fir formelméfige Details und Kriterien ist ein vertiefendes Studium der

Zusammenhénge unerlésslich.

Steuerbarkeit zeitdiskreter LTI-Systeme

Ein n-dimensionales zeitdiskretes LTI-System heifit vollstandig steuerbar, besser nullpunkt-
steuerbar, wenn es zu jedem Anfangszustand n Eingangswerte u[0], ..., u[n — 1] gibt, durch
die dieser Zustand in den Nullzustand tiberfithrt werden kann. Es heifit vollstandig erreich-
bar (steuerbar aus dem Ursprung), wenn jeder beliebige Endzustand aus dem Nullzustand

durch eine Folge von n Eingangswerten erreichbar ist.

Zudem ist bekannt, dass fir zeitdiskrete LTI-Systeme die vollstdndige Erreichbarkeit die
vollstandige Steuerbarkeit impliziert und dass die Umkehrung nur im Fall reguldrer System-
matrizen gilt [543].

Steuerbarkeit von LTV-Systemen

Die Steuerbarkeit von LTV-Systemen interessiert bei der Identifikation priméar aus struktu-
reller Sicht, denn wie bei LTI-Systemen wird fast sicher ein steuerbares Modell geschitzt, da
die Menge der nichtsteuerbaren LTV-Modelle mager ist. Die Situation dndert sich, wenn das
LTV-System durch eine Linearisierung eines nichtlinearen Systems entlang einer nichtkon-
stanten Losung hervorgeht. Das die Losung generierende Signal (Testsignal, Reglersollsignal,
Reglerstellsignal) sollte dann so gewahlt werden, dass es nichtsteuerbare Gebiete meidet oder
diese nur in einzelnen isolierten Punkten kreuzt. Zudem empfiehlt sich bei aktiver Experi-
mentation ein geniigend grofier Abstand zu nichtsteuerbaren Gebieten, um eine hinreichende
Systemanregung zu gewéhrleisten. Bisher sind diese Fragen aus Identifikationssicht kaum be-

handelt wurden.
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Einen Einstieg in die zugehorige Systemtheorie gibt [543]. Ein einfaches und leistungsstarkes
Kriterium fir Steuerbarkeit ist die Verallgemeinerung des Kalman-Kriteriums [577]. Wie im
Fall der Stabilitdt darf ndmlich nicht aus der punktweisen Steuerbarkeit fiir jedes ¢ > ¢y auf
Steuerbarkeit geschlossen werden, vgl. [543]. Im Ubrigen héngt die Steuerbarkeit bei LTV-
Systemen vom betrachteten Intervall ab, d.h. sie kann erscheinen und verschwinden, vgl.

& = max{0, sin ¢ }u.

Steuerbarkeit nichtlinearer Systeme

Fir nichtlineare Systeme ist bereits der Nachweis struktureller Steuer- bzw. Beobachtbarkeit
schwierig. Erschwerend kommen zahlreiche begriffliche Auspragungen (asymptotisch, lokal,
...) hinzu [388], [548]. Auch ist zwischen der Steuerbarkeit zu einem Punkt und von einem
Punkt weg zu unterscheiden. So ist der Nullpunkt des Systems & = xu von jedem Punkt aus

anzusteuern, aber kein anderer Punkt vom Nullpunkt zu erreichen.

Auf keinen Fall darf aus der Nichtsteuerbarkeit des linearisierten Modells auf die Nicht-
steuerbarkeit des nichtlinearen Modells geschlossen werden. Als Klassiker gilt das Beispiel
»Fahrzeugvorderachse“ [479], deren vollstandige Steuerbarkeit kein Autofahrer in Frage stellt.
Zudem darf fir pseudolinearen Systeme & = A(z)z + b(x)u nicht aus der Steuerbarkeit fir

alle Paare (A(x),b(x)) auf globale Steuerbarkeit geschlossen werden. So liegt fiir

i 1 0
N R N (2.150)

To 0 0 To 1

. . . 0 .
trotz reguldrer Steuerbarkeitsmatrix K4 = 1 fir alle Punkte x auf der Menge
S = {z; = —1,1, € R} keine Steuerbarkeit vor. Analog zu LTV-Systemen ist also eine

punktweise Betrachtung unzuldssig. Vielmehr ist die nichtlineare Steuerbarkeitsrangbedin-

gung zu verwenden [548].

2.12.4 Beobachtbarkeit

Die Ausfiihrungen zur Steuerbarkeit lassen sich unter Ausnutzung der Dualitit direkt auf

die Beobachtbarkeit {ibertragen.

Definition 2.12 (Duale Systeme)
Das linke System in (2.151) heifit primales System, und das rechte wird (algebraisch) duales
System genannt. Analoges gilt fiir zeitdiskrete LTI-Systeme.

&p = Az, + Bu und ig= ATz 4+ CTu (2.151a)
yp = Cz, + Du ya = BTxq+ D"u. (2.151b)
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Der nachfolgende Satz stellt den Zusammenhang zwischen Systemeigenschaften des primalen
und dualen Systems her. Dabei folgen die Aquivalenzen direkt aus den zugehérigen Kriterien
unter Ausnutzung der Rangbezichung RangX = RangX7” bzw. der Eigenwertbezichung
Ai(A) = \i(AT). Der Nutzen des Satzes liegt darin, dass numerische Algorithmen, die etwa fiir
den Steuerbarkeitsradius erstellt wurden, durch Transponieren der entsprechenden Matrizen
auch zur Berechnung des Beobachtbarkeitsradius angewandt werden konnen. Desgleichen
gilt fiir andere Aspekte, wie die nachfolgenden Anmerkungen zeigen.

Satz 2.16 (Dualitit qualitativer Eigenschaften)
Das primale LTI-System hat genau dann die linke Eigenschaft, wenn das duale LTI-System
die rechte Eigenschaft aufweist [328], [543].

Erreichbarkeit & Beobachtbarkeit (2.152a)
Steuerbarkeit & Rekonstruierbarkeit (2.152b)
Stabilisierbarkeit & Detektierbarkeit (2.152¢)
Beobachtbarkeit & Erreichbarkeit (2.152d)
Rekonstruierbarkeit & Steuerbarkeit (2.152¢)
Detektierbarkeit & Stabilisierbarkeit (2.152f)
Stabilitit & Stabilitat (2.152g)

Fir kontinuierliche LTT-Systeme sind Erreichbarkeit und Steuerbarkeit dquivalent, ebenso
wie Beobachtbarkeit und Rekonstruierbarkeit. Fiir zeitdiskrete LTI-System impliziert die
Erreichbarkeit (,,Steuerung von der Null weg®) die Steuerbarkeit (,,Steuerung zur Null hin®).
Ebenso impliziert die Beobachtbarkeit die Rekonstruierbarkeit.

Anmerkung 2.52 Wie bei der Steuerbarkeit gibt es im Nichtlinearen viele begriffliche Aus-
pragungen fiir die Beobachtbarkeit [573], [388]. Letztlich geht es darum, ob zwei Anfangszu-
stdnde durch Wahl eines geeigneten Eingangssignals anhand des Ausgangssignals unterschie-
den werden koénnen. In der Anwendung wird diese Frage oft nur fiir benachbarte Zusténde,
also lokal, gestellt. Aus Sicht der Identifikation und der Beobachtertheorie wird haufig mehr

gefordert: Unterscheidbarkeit muss fiir jedes oder fast jedes Eingangssignal vorliegen.

Anmerkung 2.53 Wie die Steuerbarkeit ist die auch Beobachtbarkeit eine generische Sy-
stemeigenschaft. Fir glatte nichtlineare Systeme ist Beobachtbarkeit ebenfalls generisch [6].

Ergénzend zu den im Abschnitt 2.12.2 erwédhnten Anwendungen der MafBe sei hier die Dis-
tanz zum nachstgelegenen System mit einem nicht-beobachtbaren reinen Schwingungsmode
genannt, das beim Beobachterentwurf fiir Lipschitz-nichtlineare Systeme genutzt wird [2]

d(A,C) = min o({ jwj"c_ A D (2.153)
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2.13 Minimalphasigkeit

2.13.1 Minimalphasigkeit fiir lineare Eingrofiensysteme

In der Nachrichtentechnik, Akustik und Elektrotechnik ist es die minimale Phasenverzo-
gerungseigenschaft, die einer Systemklasse ihren Namen gibt. Mit der Minimalphasenei-
genschaft geht auch eine minimale Energieverzogerung unter allen LTI-Systemen gleichen

Frequenzgangs einher.

Definition 2.13 (Minimalphasigkeit i. S. der Nachrichtentechnik)

Ein kausales, minimales Hurwitz-stabiles System G(s) mit positiver statischer Verstdarkung
heifit minimalphasig, wenn es von allen Systemen mit dem gleichen Betragsfrequenzgang fiir
alle w die kleinste Phasenlaufzeit® (Phasenverzogerung)

G(j 1 Sm G(j
ton = —M = ——arctan\sm (]w)

w w e G(jw) (2.154)

oder dquivalent die kleinste Phase hat. Systeme mit negativer statischer Verstiarkung heiflen
minimalphasig, wenn —G(s) minimalphasig ist. Ein kausales Hurwitz-stabiles System, das

die Minimalphaseneigenschaft nicht hat, heifit nichtminimalphasig.

Anmerkung 2.54 Die Einschrankung auf Hurwitz-stabile Systeme ist der erforderlichen
Existenz der Phasenlaufzeit (praktische Ermittelbarkeit des Frequenzgangs) geschuldet.®
Zudem folgt, dass die Nullstellen einen nichtpositiven Realteil haben miissen, um eine mini-
male Phasenlaufzeit aufzuweisen. Der zusatzliche Ausschluss von Nullstellen auf der imagi-
naren Achse (keine Blockierung bestimmter Sinusschwingungen), fithrt auf den Begriff der
minimalphasigen Filter. Sie sind demnach dadurch gekennzeichnet, dass G(s) und G~!(s)

Hurwitz-stabil und totzeitfrei sind.

Die Minimalphaseneigenschaft garantiert, dass aus der Phasenkenntnis der Betragsfrequenz-
gang (Amplituden(verstirkungs)gang) und damit die Ubertragungsfunktion bis auf einen
Faktor folgt und dass dem Betragsfrequenzgang genau ein Phasenfrequenzgang zugeordnet
werden kann [607], wobei die Hilbert-Transformation die Verbindung herstellt

arg G(jw)|min = —H{In |G (jw)|} (2.155a)
In|G(jw)| = In|G(joo)| + H{arg G(jw)}- (2.155b)

88Die Phasenlaufzeit ist die Zeit, die eine einzelne kosinusféormige Schwingung beim Durchgang durch ein
Ubertragungssystem benétigt, d.h. die Zeit, um die ein Nulldurchgang verschoben wird. Sie ist anschau-
licher als die Phase selbst.

89 Einfache konjugierte Polpaare auf der imaginiren Achse liefern stationir zwei Schwingungen; Mehrfachpole

auf der imagindren Achse haben instationdre Losungen.
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Die Beziehung ist in dquivalenter Darstellung auch als Bode’s Gain-Phase-Relation [33] be-
kannt. Da der umkehrbare Zusammenhang giiltig bleibt, wenn Pole- und/oder Nullstellen
auf der imagindren Achse liegen — ja sogar bei einem Nullstelleniiberschuss — definierte Bode
die Minimalphasigkeit fiir grenzstabile und totzeitfreie G(s) und G~(s), s. [33], [197].

In der Regelungstechnik ist es nicht die minimale Phasenverzégerung, die die Systeme her-
vorhebt, sondern die Eigenschaft, wonach alle Wurzeln des Zahlerpolynoms in der linken
offenen komplexen Halbebene liegen. Durch diese vom Frequenzgang losgeloste Betrachtung
entfallen Forderungen an die statische Verstdrkung und an die Stabilitdt. Ferner gelingt die
Erweiterung auf MIMO-Systeme und nichtlineare Systeme. Allerdings entsteht damit zusétz-
lich zur Inkonsistenz in den Definitionen infolge der Hinzunahme oder des Weglassens der
imaginaren Achse eine weitere Inkonsistenz, da nunmehr die Pole unbetrachtet bleiben. Zeitz
[644]% pliadiert deshalb dafiir, in der regelungstechnischen Lehre und Forschung den Minimal-
phasenbegriff zu meiden und stattdessen den wohldefinierten Begriff der Hurwitz-Stabilitét
des Zahlerpolynoms oder der asymptotischen Stabilitdt der Nulldynamik zu verwenden. Al-
ternativ dazu wird in dieser Arbeit das Inkonsistenzdilemma durch Nachsétze wie ,i.S. der

Nachrichtentechnik,,, ,nach (Name)“ oder ,fiir (Systembeschreibung)“ aufgelost.

Die bisherigen Betrachtungen beziehen sich auf Minimalphasensysteme. Gute Modelle fiir
ihr Gegenstiick — die Nichtminimalphasensysteme — sind aus regelungstechnischer Sicht aber
viel bedeutsamer, da der Reglerentwurf besonders bei Nullstellen mit einem kleinen positi-
ven Realteil erheblich schwieriger ist. Das Vorwissen iiber ein Nichtminimalphasenverhalten
kann aus der theoretischen oder experimentellen Analyse stammen. Es wird durch Restriktio-
nen umgesetzt, die diejenigen fiir Minimalphasensysteme negieren. Die theoretische Analyse

nennt als Quellen fiir Nichtminimalphasigkeit

e parallele Prozesse mit entgegengesetzter Wirkung und unterschiedlicher Dynamik
Beispiel: Zusétzliche nasse Kohle senkt zunachst die Temperatur eines Ofens, bevor sie
zur Temperaturerhohung beitragt.

Erklirung: Die Parallelitat bedingt in der Modellierung eine Addition zweier Ubertra-
gungsfunktionen und das Ausfithren einer Hauptnennerbildung erzeugt dann (vorzei-

chenbedingt) wenigstens eine Nichtminimalphasennullstelle.

e unteraktuierte Mehrkoérpersysteme [469]

Beispiel: inverses Pendel auf Wagen, rickwartsfahrendes Auto

e nichtkollokierte (nicht am gleichen Ort) Aktor-Sensoranordnungen flexibler Strukturen
Erklarung: Komplexes Nullstellenpaar teilt sich im Unendlichen und erscheint als reelle

Nullstellen, die sich von +oc0 in Richtung Null bewegen.

99Die Arbeit erschien, wihrend die vorliegende Arbeit begutachtet wurde. Sie wurde zusitzlich zu den

Gutachterhinweisen aufgenommen und fithrte zu marginalen Anderungen der urspriinglichen Darstellung.
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sich nicht neutralisierende Nichtlinearitdaten
Beispiel Pumpspeicherwerk: Vergrofern der Durchflussflache verringert zunédchst die

Leistung, bevor sie steigt.”

Allpésse und Systeme mit Allpassfaktor

Ein Allpass ist ein System mit der gleichen Anzahl von symmetrisch zur imaginéren
Achse angeordneten Pol- und Nullstellen, sodass |Ga(jw)| = K fiir alle Frequenzen w
ist. Ein System mit Allpassfaktor hat die Struktur G(s) = Gupin(s)Ga(s) und entsteht
durch Faktorisierung in ein Minimalphasensystem und einen Allpass. In der Filtertheo-
rie ermOglicht die Allpassfaktordarstellung einen unabhéngigen Entwurf von Betrags-

und Phasenfrequenzgang.

Medikation
Erklarung: Einer Verbesserung des Gesundheitszustands folgt eine Verschlechterung
durch Nebenwirkungen bei zu langer Medikamenteneinnahme. Das ist ein Beispiel, in

dem die Systemantwort in die ,falsche* Richtung etwas Gutes ist.

Regelkreise mit instabiler Strecke und/oder instabilem Regler

Erklarung: Pole erscheinen als Nullstellen in Eingangs- und Ausgangsstoriibertragungs-
funktion; instabile Regler sind bei Verletztheit der Parity-Interlacing-Property unver-
meidbar [615].

Padé-Approximation (Totzeit wird durch Allpass genédhert)
Beispiel: Neben der bewusst ausgefithrten Approximation kénnen bei der Identifikation

ignorierte Totzeiten bzw. Totzeitanteile instabile Nullstellen hervorrufen.

parameter- oder zeitinduzierte Systeme

In Analogie zur Instabilitit von LTV-Systemen mit punktweiser Hurwitz-Stabilitat
konnen zeitliche Parameterénderungen oder durch in der Modellierung unberticksich-
tigte andere Parameter ein Nichtminimalphasenverhalten erzeugen. Ein Beispiel ist
in [563] angegeben. Zur Definition und Theorie der Nichtminimalphasigkeit fir LTV-

Systeme sei auf [66] verwiesen.

Im Rahmen der experimentellen Analyse lassen sich Nichtminimalphasensysteme mit ei-

ner ungeraden Anzahl von Nullstellen auf der rechten Halbebene an der Sprungantwort

erkennen. Sie starten ndmlich in die dem stationdren Endwert entgegengesetzte Richtung

(engl.: wrong way behavior), was unmittelbar aus dem Anfangs- und Endwerttheorem der

91Wegen Av = konst reduziert sich die Geschwindigkeit, bevor sie auf den alten Wert v = /2gh steigt.
Da die Leistung proportional zu Av® ist, fithrt das Absinken von v zu einer groBeren Leistungsreduktion

als der Fldchenzuwachs zu einer Erhéhung. Mit dem Ansteigen von v stellt sich im Verlauf natiirlich eine

hohere Leistung ein.
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Laplace-Transformation folgt (experimenteller Hinweis auf Nichtminimalphasigkeit). Bei ei-
ner geraden Anzahl von Nullstellen kommt es zwar zu einem Anfangsverlauf in Richtung
des stationidren Endwerts, um alsbald meistens eine Richtungsénderung vorzunehmen, die
der bei ungerader Anzahl entspricht. Die Stéarke dieses Effekts hingt entscheidend von der
Pol-Nullstellenverteilung ab. Weitere Details zum Unter- und Uberschieflen sowie zu lokalen
Extrema und Nullstellen der Sprungantwort werden in [293] gegeben, wahrend in [551] darauf
verwiesen wird, dass die Ergebnisse nicht formal auf MIMO-Systeme tibertragbhar sind.

2.13.2 Minimalphasigkeit fiir lineare Mehrgrofiensysteme

Die Erweiterung der Minimalphasigkeit auf MIMO-Systeme geschieht nicht wie naheliegend
iiber die Minimalphasigkeit der Teiliibertragungsfunktionen, sondern iiber die Ubertragungs-
nullstellen. Da die zugehorigen Begriffe nicht einheitlich gebraucht werden und da viele Defi-
nitionen zueinander nicht d4quivalent sind, wird nachfolgend auf ausgewdhlte Zusammenhén-
ge néher eingegangen. So kann die fiir die Anwendung passende Definition und abgeleitete
Restriktion gewihlt werden. Einen Uberblick zu Nullstellendefinitionen und deren numeri-

sche Berechnungsmoglichkeiten geben Schrader und Sain [552].

Definition 2.14 (Smith-McMillan-Form)
Jede propere®® gebrochen rationale Ubertragungsmatrix G(s) € R(s)P*™ ist zu ihrer Smith-
McMillan-Form?®

U= (s)G(s)V\(s) = diag,,,, (El(s) £r(s) 70,...,o> = GM(s 2.156
(BIG(EV5) = dingy e | 5 D 6 )
mit unimodularen U(s) € R(s)P*P,V(s) € R(s)™*™ &quivalent, wobei r den Normalrang®
bezeichnet und v;(.), &;(.) € R(s) monische und koprime Polynome sind, die die Teilerbedin-

gungen &;(.)|g;41(.) und ¥ ()|(L) fir i = 1,..., r erfilllen.

Definition 2.15 (Ubertragungsnullstellen/-pole)

Die Wurzeln der Polynome £(s) = [T/_, &;(s) bzw. ¢(s) = IT\_; 1(s) heifien endliche Ubertra-
gungsnullstellen (UN) bzw. Ubertragungspole (UP) von G(s). Die Ubertragungsnullstellen
bzw. -pole im Unendlichen ergeben sich entsprechend der Anzahl der UN bzw. UP von

92Fine Ubertragungsmatrix heifit proper, wenn alle Teiliibertragungsfunktionen proper sind, also Vi, j :
sll>nc}o |G1](S)| = ]\Z[” < oo gilt.

9 Die angegebene Standardvariante der Smith-McMillan-Form beschreibt die endliche Pol-Nullstellen-
Struktur korrekt, kann aber die Pol-Nullstellen-Struktur im Unendlichen zerstéren [610].

94 Der Normalrang einer gebrochen rationalen Matrix G(s) ist der maximale Rang, der sich fiir feste Werte

der komplexen Variablen s einstellt.
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G(1/q) bei ¢ = 0. Fiir propere G(s) wird der Grad von v(s) McMillan-Grad 0, genannt,

und er gibt die Dimension fiir eine Minimalrealisierung ¥ = (A, B, C, D) von G(s) an.%

Definition 2.16 (Minimalphasigkeit fiir Ubertragungsmatrizen)
Ein gebrochen rationales G(s) heifft minimalphasig (i.S. der Regelungstechnik), wenn alle
endlichen UN in der offenen linken Halbebene C_ liegen. Fiir linksinvertierbare Systeme”

gilt dquivalent: G(s) ist minimalphasig, wenn seine Linksinverse Hurwitz-stabil ist.

Eigenschaften der Ubertragungsnullstellen:

1. Blockierungseigenschaft: Ubertragungsnullstellen s; besitzen die Eigenschaft, die Uber-
tragung von u = uge®’; t > 0 zu blockieren, d. h. bei geeignetem Anfangswert bleibt der
Ausgang trotz Eingangssignal Null. Da bei der Ubertragungsfunktion der Anfangswert
per se Null ist, muss er durch Aufnahme eines Deltafunktionsanteils zum Eingangssi-
gnal u geeignet einstellt werden [15]. Bei der Identifikation sollten Signalanregungen
mit e%! deshalb unterbleiben.

Definitionen der UN iiber die Blockierungseigenschaft schliefen Nullstellen im Un-
endlichen ein, da unendliche Frequenzen von echt properen Systemen nicht iibertragen
werden. Problematisch an Definitionen tiber die Blockierung sind die Vielfachheiten der
Nullstellen und die Einschrankung auf linksinvertierbare Systeme, denn nicht linksin-

vertiere Systeme konnen alle Frequenzen bei geeignetem Eingangssignal unterdriicken.

2. Die Ubertragungsnullstellen sind die s;, fiir die Rang G(s;) < Normalrang G(s) gilt,
wobei s; nicht gleichzeitig ein Pol sein darf, da sonst der Rang von G(s;) nicht definiert

ist, s. Beispiel in Punkt 3 mit s; = —1.

3. Zwischen den Zihlernullstellen der Gy;(s) und den UN von G(s), die direkt aus der

zugehorigen Smith-McMillan-Form ablesbar sind, besteht kein Zusammenhang

1 1 1
s+1 s s V s s 0
G(S) _ —:1 ( +213i1+2) :| GSM(S) _ |: (: +1)(;( +2) " :| :
(s+1)(s+2)  (s+1)(s+2) s+2

links s1 = 0,80 = —1/2, rechts s; = —1.

Somit kann die Kenntnis der Minimalphaseneigenschaft der Teiliibertragungsfunktio-
nen nicht tiber Bedingungen basierend auf (2.157) bei der Identifikation umgesetzt
werden. Stattdessen ist das P-kanonische Modell zu wahlen. Bei aktiver Experimenta-

tion lasst sich dann sogar die Identifikation auf m - p SISO-Identifikationen reduzieren.

95 Fiir nicht-propere Systeme sei auf [328] verwiesen, wo auch die wichtigsten Eigenschaften zum McMillan-
Grad zusammengestellt sind.
9Tst ¥ : U — Y gegeben, so heiBt X! : Y — U Linksinverse, wenn X! (X(u(t)) = u(t) fast iiberall gilt.
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4. Im Gegensatz zu SISO-Systemen konnen Ubertragungsnullstellen dieselben Werte wie

die Ubertragungspole annehmen, ohne dass eine Kiirzung oder ein Steuer- bzw. Beob-

achtbarkeitsverlust auftritt, vel. G(s) = dizaug((s“ff)2 : (:%1)2) und vgl. G(s) = (|5 ) mit

je einem UP und einer UN im Unendlichen G (s) = diag(1/s, s).

Ferner gilt nicht wie bei SISO-Systemen, dass die totale Anzahl der Pole und der Null-
stellen (endliche und unendliche) gleich ist. So hat G(s) = (I,,, G%(s))? die UP von
G3(s), aber keine UN, da I,,, sowohl bei G(s) und auch G(1/q) fiir vollen Rang sorgt.

5. Ubertragungsnullstellen und damit auch Minimalphasigkeit sind invariant unter regu-
laren Eingangs-, Ausgangs- und Zustandstransformationen sowie unter Ausgangsriick-
fiihrungen. Die Anzahl der Ubertragungsnullstellen kann durch Zustandsriickfiihrung
gedndert werden, indem etwa ein beobachtbarer Eigenwert auf eine Ubertragungsnull-
stelle gelegt wird und diese damit zu einer Ausgangsentkopplungsnullstelle wird.

Die Invarianz der Nullstellen gegeniiber Ausgangsriickfithrungen hat zur Folge, dass
der Regelkreis ab einer bestimmten Kreisverstarkung instabil werden muss (Pole wan-
dern auf der Wurzelortskurve zu den Nullstellen).

Im Gegensatz zu Ubertragungsnullstellen lassen sich meist einige der Teiliibertragungs-
nullstellen durch Ausgangsriickfithrung beeinflussen, was aus der Wirkung der anderen
Ausgange resultiert. Auf diese Weise lasst sich unter Umstédnden eine Nichtminimal-

phasigkeit einer Teiliibertragungsfunktion beseitigen.

6. Fiir steuer- und beobachtbare Systeme stimmen die Ubertragungsnullstellen mit den

Figenwerten der Nulldynamik iiberein.

Aufler bei Systemen mit wenigen, einfachen Teiliibertragungsfunktionen eignet sich der Zu-
gang iiber die Smith-McMillan-Form nicht zur Formulierung geeigneter Restriktionen. Wird
indes eine Minimalrealisierung fiir G(s) angesetzt, so kann wegen der Minimalitdt und dem
vollen Normalrang bei quadratischen Systemen die Polynombedingung (2.158) herangezogen
werden. Einen anderer Weg, Restriktionen fiir stabile MIMO-Minimalphasensysteme de fac-
to zu umgehen, stellt eine geeignete Parametrisierung in der balancierten Normalform [450],
[484] dar, der in [133] vorgeschlagen wird.

Um Minimalphasigkeit auch fir Zustandsraumsysteme ¥ = (A, B, C, D) fassen zu konnen,

werden weitere Definitionen benotigt.

Definition 2.17 (Entkopplungsnullstellen)

Die s; € C mit Rang[s;] — A, B] < n, heiflen Eingangsentkopplungsnullstellen (EEN) oder
nicht steuerbare Eigenwerte. Die s; € C mit Rang[s;] — AT, CT] < n heiBlen Ausgangsent-
kopplungsnullstellen (AEN) oder nicht beobachtbare Eigenwerte. s;, die beide Bedingun-
gen erfiillen, heien E/A-Entkopplungsnullstellen (EAEN). Die Elemente der Multimenge
{EN} = {EEN, AEN}\{EAEN} heiflen Entkopplungsnullstellen.
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Definition 2.18 (Invariante Nullstellen)

I,-—A -B
Die Smith-Normalform der Rosenbrock-Matrix R(s) = ’ o D definiert die in-
varianten Polynome®” p;(s),...,p.(s), wobei r der Normalrang von R(s) ist. Die Wurzeln
dieser Polynome heilen Invariante Nullstellen®.
Aquivalent: Die Invarianten Nullstellen sind jene s; mit
Rang ’ < Normalrang s (2.157)
C D C D

Definition 2.19 (Systemnullstellen, [15])

Die Systemnullstellen (SN) sind die Wurzeln des grofiten gemeinsamen Teilers aller Nicht-
nullminoren der Ordnung n + k von R(s) mit RangR(s) = n + k, wobei die Minoren jeweils
die Untermatrix s, — A enthalten missen.

Aquivalent: Die Systemnullstellen sind die Vereinigung der Ubertragungsnullstellen und der
Entkopplungsnullstellen, kurz {SN} = {UN} U {EN}.

Beispiel 2.26 (Systemnullstelle, die keine Invariante Nullstelle ist)
Fiir A = diag(1, —1,-3), b = [0,~1,-1]", ¢ = { R } d=1[0,0" ist s = 1 eine

0 2
EEN. Weiterhin ist der Normalrang von R(s) gleich 4. Da s = 1 den Rang von R(s) nicht
verkleinert, kann s = 1 keine Wurzel eines invarianten Polynoms, also keine Invariante

Nullstelle sein. Es gibt somit Entkopplungsnullstellen, die keine Invarianten Nullstellen sind,
wohl aber Systemnullstellen, d.h. {IN} C {SN}.

Definition 2.20 (Minimalphasigkeit fiir LTI-Zustandsraumsysteme)

Y = (A, B,C, D) heifit minimalphasig (i.S. der Regelungstechnik), wenn keine Systemnull-
stelle in der abgeschlossenen rechten komplexen Halbebene clC, liegt, bzw. dquivalent, wenn
- ¥ stabilisierbar ist, Vs € clC, : Rang(sl, — A, B) = n, d.h. keine EEN in clC,,

- ¥ detektierbar ist, Vs € clC, : Rang(sl, — AT,CT) = n, d.h. keine AEN in cIC,,

- keine UN in clC, liegt.”

97Sei A;(s) der gréBte gemeinsame Teiler aller (i x i)-Minoren einer Matrix P(s) € R(s)™*P, dann bezeichnet
die Menge {A;(s)} die Determinantenteiler von P(s) und die Menge {p;(s)} mit p;(s) = Ai(s)/Ai-1(s),
po(s) = 1 die invarianten Polynome.

98 Der Name Invariante Nullstellen bezieht sich auf deren Zusammenhang mit den invarianten Polynomen
und nicht auf deren Invarianzen unter regulidren Transformationen des Eingangs, Ausgangs und Zustands
sowie unter Ausgangs- und Zustandsriickfithrungen. Er soll deshalb als Eigenname verstanden werden.

99 Verschérfungen stellen die strenge Minimalphasigkeit (zusitzlich det(CB) # 0, d.h. relativer Grad 1) und
die Hyperminimalphasigkeit (zusétzlich CB > 0,,xm, d.h. Positivitiat der Hochfrequenzverstérkung CB)
dar [24].
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Obwohl alle Bedingungen algebraisch sind, ist eine Formulierung als gut handhabbare Re-
striktion schwierig. Eine Ausnahme bilden die quadratischen Systeme mit vollem Normal-
rang, fur die sich (2.157) auf

I,—A -B
det { on =0 &  det(Cadj(sI, — A)B+ D) =0 (2.158)

C D

zuriickfithren lisst, also auf eine bekannte Wurzelrestriktion fiir ein Polynom!®. Fiir regulires
D folgt aus (2.158) mit der Schurschen Determinantenregel, dass die Nullstellen mit den
Eigenwerten von A — BD~!C zusammenfallen. Dies lisst sich mit geringen Modifikationen
sogar auf nichtquadratische Systeme auf die Eigenwerte von A — BDTC' erweitern, wenn D
vollen Rang hat [600]. Fiir Minimalrealisierungen folgt das aus der Links- bzw. Rechtsinverse
G*(s) =Dt - D*C(sl, — A+ BD*C)"'BD*.

Die Nichtkonvexitdt der Restriktion beschrankt ein direktes Einbeziehen der Restriktion
(2.158) auf Parameterschatzprobleme mit niedriger Systemordnung und nur wenige freien Pa-
rameter in A, B, C, D. Anders ist die Situation, wenn (2.158) fiir Uberwachungsaufgaben oder
A-posteriori-Auswertungen verwendet wird, da die Auswertung der Beziehung keine Schwie-
rigkeiten bereitet. So kann dann analog zum Stabilitdts- und Steuerbarkeitsradius auch der
sog. Minimalphasenradius eingefithrt werden [381]. Er misst den Abstand zu den Nichtmini-
malphasensystemen. Anhand der minimierenden Matrizenquadrupels (aA, AB, AC, AD) kon-
nen Riickschliisse gezogen werden, ob eingangs- oder ausgangsseitige Parameterdnderungen
einen starkeren Einfluss auf das Minimalphasenverhalten haben. Auf diesem Weg liefert die
Identifikation Anhaltspunkte fiir ein Uberdenken der Aktor- und Sensoranordnung. Werden
Aktor- und Sensor dynamisch gesehen weit voneinander entfernt (Idee des flachen Ausgangs
bzw. Eingangs), treten wenige (in der Regel stabile), bestenfalls keine Nullstellen auf. Bei
flexiblen Strukturen werden dagegen Aktor und Sensor oft am gleichen Ort angeordnet,
was ein Alternieren von Pol- und Nullstellen entlang der imagindren Achse bewirkt. Das
bietet regelungstechnische Vorteile, da jede Nullstelle ihren benachbarten Pol anzieht. Falls
eine solche geritetechnische Anordnung nicht moglich ist, kann der Minimalphasenradius
in Verbindung mit einer Modalanalyse helfen, einen anderen geeigneten Sensorort zu finden
(Nulldurchgiange der Welle).

Aus (2.158) lassen sich auch Abschéitzungen fir die Anzahl ¢ der Invarianten Nullstellen

gewinnen [158]:

n D 7é OpXm
q< n — max{m, p} D = 0pym,Rang B = m,1gC =p (2.159)

n—m — (m — Rang(CB)) D = 0yyxm, Rang B =m,1gC =p,m =p

sl, — A
100Tm SISO-Fall fiir ¥ = (A, b, ) ist det |: Sin T gerade das Zéhlerpolynom.
c
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sowie generisch fiir Rang B = m und RangC' = p

n D # 0, m =p
g=3 n—m D=0,xmm=p (2.160)

0 m # p.

Aus (2.159) folgt, dass quadratische Systeme ohne Durchgriffsanteil mit genauso vielen Zu-
stdnden wie Eingdngen keine Nullstellen haben. Ebenso besitzen Systeme mit voller Zu-
standsinformation (C' = I,,) keine Nullstellen, weshalb bei Reglern mit vollstdndiger Zu-
standsriickfithrung keine Nichtminimalphasenprobleme auftreten kénnen. Aus (2.160) folgt,
dass nichtquadratische Systeme generisch keine Nullstellen haben. Restriktionen an die Mi-
nimalphasigkeit sind in den genannten Féllen also nicht zweckdienlich.

Aus (2.160) folgt weiterhin, dass ein nichtsprungfahiges SISO-LTI-System aus einer Zu-
standsraumidentifikation generisch den Differenzgrad » = 1 hat. Das A-priori-Wissen tiber
den Differenzgrad wird deshalb zweckméBigerweise iiber einen zeitkontinuierlichen E/A-

Modellansatz mit dem Zahlergrad n — r beriicksichtigt.

Eine wichtige Anwendung erfahren die Minimalphasensysteme durch nachfolgenden Satz,
der iiber den Weg der Passifizierung die Moglichkeit eroffnet, die Systeme in Verbindung mit
nichtlinearen Stellgliedern zu stabilisieren (Hyperstabilitidtszugang).

Satz 2.17 (Feedback-Aquivalenz zu passiven Systemen, [198])

Fiir quadratische X = (A, B,C) und Rang B = m < n sind folgende Aussagen dquivalent:'%!
- ¥ ist minimalphasig und Rang(C'B) = m, kurzum X ist streng minimalphasig.

- ¥ kann per Ausgangsrickfiihrung u = Ky + Lv streng zustandspassiv gemacht werden.

- 3 kann per Zustandsriickfiithrung u = Mx + Lv streng zustandspassiv gemacht werden.

2.13.3 Minimalphasigkeit fiir lineare zeitdiskrete Systeme

Analoge Aussagen zur Minimalphasigkeit gelten fiir zeitdiskrete Systeme. Auch hier ist zwi-
schen Definitionen, die sich auf die Phasenverzogerung bezichen, und jenen, die sich auf
Nullstellen griinden, zu unterscheiden. Bei Letzteren ist fiir Minimalphasigkeit zu fordern,
dass alle endlichen Nullstellen im Inneren des Einheitskreises liegen.

Auf keinen Fall darf bedenkenlos aus der Minimalphasigkeit eines kontinuierlichen Systems
auf die des zugehorigen Abtastsystems geschlossen werden und umgekehrt, was eine Folge-

rung aus dem néchsten Satz ist.

101Der Satz ist eine direkte Konsequenz des Feedback-Kalman-Yakubovich-Lemmas [198] und ein Korol-
lar eines Satzes fiir nichtlineare Systeme [113]. Unter der Annahme schwacher Minimalphasigkeit kann

Passivitdt mit quadratischer Verlustfunktion V(z) = 27 Qz durch Riickfiihrung erreicht werden.
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Satz 2.18 (Nichtminimalphasigkeit von Abtastsystemen, [32])
Fiir ein LTI-SISO-Systems mit Differenzgrad r > 2 ist das korrespondierende Abtastsystem

mit einem Halteglied nullter Ordnung fiir hinreichend kleine 7; immer nichtminimalphasig.

Typische Abtastzeiten in der Identifikation und Regelung sind in diesem Zusammenhang
hinreichend klein. Fiir die Identifikation zeitdiskreter Abtastsysteme mit einem Halteglied
nullter Ordnung mit r > 2 stellt die Minimalphasigkeit also keine durch Restriktionen zu

garantierende Eigenschaft dar.

Anmerkung 2.55 Fiir ein nichtlineares SISO-System mit relativem Grad r > 2 ist dessen
Halteglieddiskretisierung fiir hinreichend kleine 7; immer nichtminimalphasig, was aus Satz
2.18 sowie der Vertauschbarkeit von Linearisierung und Abtastung folgt.

Anders ist die Situation, wenn mit der Tustin-Transformation s = %z;
Da die Abbildung konform ist, wird jede Pol- und Nullstelle der linken komplexen Halb-
ebene in den Einheitskreis abgebildet. Die Transformation und deren Umkehrung vererbt

i diskretisiert wird.

also die Minimalphaseneigenschaft. Es ist lediglich zu beachten, dass bei nichtsprungfidhigen
Systemen zusétzliche Zahlerwurzeln bei z; = —1 entstehen, die von den Systemnullstellen
bei s; = oo herrtihren. Eine Konsequenz der Tustin-Transformation ist, dass dann z-Modelle
unabhéngig vom s-Modell immer sprungfahig zu wéhlen sind.

Bedingungen fiir Minimalphasigkeit lassen sich fiir die Zahlerkoeffizienten analog zur Schur-
Stabilitat formulieren, wobei das um die bekannten Wurzeln bei z = —1 reduzierte Polynom
zu betrachten ist. Das Zahlerpolynom ist per Restriktion auf die bekannten Wurzeln bei
z = —1 zu zwingen, vgl. Abschn. 2.2.2, denn gerade bei Mehrfachwurzeln wirken sich kleine
Abweichungen in den Polynomkoeffizienten stark auf die Wurzeln aus.

Wahrend Tustin-z-Modelle geeignet sind, die Ubertragung von sinoidalen oder polygonzug-
dhnlichen Signalen zu modellieren, erweisen sie sich fiir stiickweise konstante Signale als un-
geeignet, da sie gegeniiber der Nullter-Ordnung-Halteglied-Diskretisierung eine Totzeit von

etwa —T4/2 (bedeutet nichtkausales Verhalten) bewirken. Vergleiche hierzu die Naherung

1 (1—eh
2t 3{ ¢ -G(s)} ~ Tustin{G(s)} = G(s)| ... (2.161)
2 s s=22
[L z+1
Transf. mit Halteglied
die fir G(s) = 1/s exakt ist, und den Faktor

1 Ta 41 14 8Ty +1 T

Z’g = ¢ 2+ ~ $2A oy 57“‘ ~ eTa/2, (2.162)

Um zu erreichen, dass sich das Tustin-z-Modell dhnlich wie das Halteglied-z-Modell ver-

halt, ist dieses mit einer zusitzlichen Totzeit e—*74/2 = 271/2 zu versehen. Dazu wird nicht
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durch den Faktor 5 dividiert, da dann in der Realisierung eine Eingangssignalfilterung mit

unendlicher und nur grenzstabiler Gewichtsfolge entsteht, sondern es wird mit der Naherung

1—eh 1
3{* : G(S)} ~ Tustin{G(s)}27"? ~ Tustin{G(S)}§(1 +27h (2.163)
s
gearbeitet. Bei der Identifikation oder Simulation ist also lediglich die Eingangsfolge {us}
durch die Ersatzfolge {ax} = {(ur + ur_1)/2} zu ersetzen.

Anmerkung 2.56 Einige Modelle wie z. B. die Autokorrelationsfunktion enthalten nicht die
volle Phaseninformation des Signals. Sie sind somit fiir Minimalphasenrestriktionen nicht ver-
wendbar. Anders ist es beim Spektrum X*(e/*) = F{{z[k]}}, das die Fourier-Transformierte
einer Folge {z[k]} beschreibt, und beim komplexen Cepstrum!'®? ¢[d] = ' {In X*(e’*)}.

2.13.4 Minimalphasigkeit fiir nichtlineare Systeme

Die klassischen Definitionen der Minimalphasigkeit sind nicht sinnvoll auf nichtlineare Sy-
steme tbertragbar, da der Frequenzgang nicht erklért ist und die Laplace-Transformation

wie auch Eigenwertkonzepte nicht anwendbar sind. Deshalb beziehen sich Erweiterungen auf

1. den durch Zustandsriickfithrung maximal unbeobachtbar zu machenden Systemteil,
2. die verbleibende Dynamik, wenn der Ausgang konstant auf Null gezwungen wird oder

3. die Dynamik einer Minimalrealisierung der Linksinverse.

Fir LTI-Systeme fithrt die Stabilitdtsforderung an die Dynamiken zu &quivalenten Definitio-
nen der Minimalphasigkeit im Sinne der Regelungstechnik; fiir nichtlineare Systeme haben
sich die Zugénge 2 und 3 etabliert.

Eine erste Definition fiir Minimalphasigkeit stiitzt sich auf den Begriff der Nulldynamik
(Punkt 2), die im Minimalphasenfall, grob gesagt, stabil sein muss.

Definition 2.21 (Nulldynamik, [315], [198])

Die Nulldynamik beschreibt das Verhalten jener Losungen xz(t), fiir die ein u(t) und xg
existiert, sodass y(t) = 0 gilt. Sie ist also durch die Menge der Signale {(z(¢), u(t),y(t)) :
y(t) = 0} charakterisiert, wobei fiir u(¢) gemeinhin stiickweise stetige Signale angenommen

werden. 103

102Das Cepstrum ist eine in der Nachrichtentechnik und Akustik hiufig verwendete Darstellungsform, bei
der Quelle und Filter nicht mehr iiber eine Faltung (Zeitbereich) oder ein Produkt (Frequenzbereich),
sondern dank des Logarithmus iiber eine Summe miteinander verkniipft sind. Eine additive Verkniipfung
liegt auch fiir Minimalphasen- und Allpassteil vor.

103Tst U eine Umgebung von & = 0y, so heifit & = f*(z);z € M* = {z €U : h(z) = 0,} lokale Nulldynamik
mit dem Nulldynamikvektorfeld f* und der Nulldynamikmannigfaltigkeit M*.
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Im Nichtlinearen ist eine Aussage wie ,muss stabil sein“ wegen der unterschiedlichen Stabili-
téatsbegriffe unzuldnglich, zumal auch der fir die Stabilitat erforderliche Bezug auf Ruhelagen
oder Mengen fehlt. Auch ist aus der Nulldynamikdefinition nicht klar, wie die Nulldynamik
einer Stabilitdtsbehandlung zugédnglich gemacht werden kann. Fiir eingangsaffine Systeme

&= f(z)+ g(z)u; z(0) =z reR"ueRyeR (2.164a)
y = h(z) hec, (2.164Db)

gelingt Letzteres tiber die Byrnes-Isidori-Form [315]

L=6&
‘Er—l = g'r
&=bEm+aEnu  mit€=[g,....&)" (2.165)
n=q(&n) n="[m, . t]"
y==E& Im Fall » = n verschwindet 7.

Bezeichne r den relativen Grad (Ausgangsableitung y™, in der der Eingang erstmalig auf-
taucht), dann existiert eine lokale Koordinatentransformation gemaf &, = y*=1 = ¢y (z) =
L’}_lh(x); k=1,...,r und mit n — r weiteren Funktionen n, = ¢p(z);k =r+1,...,n mit

104 Djie lokale Koordinatentransformation kann dabei

L,¢i(z) = 0 auf Byrnes-Isidori-Form
immer so ausgefiihrt werden, dass eine Ruhelage z. des Systems (2.164) in eine Nullruhelage

von (2.165) abgebildet wird.

Aus (2.165) folgt, dass y = 0 zwingend £(0) = 0, und v = —b(0,,71)/a(0,,n) erfordert
(einen wohl-definierten relativen Grad, also a(0,,7.) # 0 fiir die Ruhelage 7, vorausgesetzt).
7 = q(&,1);n(0) = no, also der durch u nicht direkt beeinflussbare Teil, heifit interne Dynamik
von (2.165) und 1 = ¢(0,,7); n(0) = 1o heifit Nulldynamik-Untersystem von (2.165).

Anmerkung 2.57 Wihrend die Nulldynamik eindeutig bestimmt ist, existieren je nach
Transformation fiir (2.165) unterschiedliche Nulldynamik-Untersysteme. Sei ¥ = (A, B, C,0)
mit relativem Grad r gegeben, dann ist die Nulldynamik durch y(t) = 0, und u(t) =
—(CA™1B)"1C A z(t) sowie alle Losungen von

c
i=(I,— B(CA'B)'CAYAz; zpe M*=N : (2.166)
=f*(=) CA!
charakterisiert. Die Nulldynamik-Untersysteme nach (2.165) lauten
0=V, - B(CA'B)"'\CA™YAVy,  neR"™™ (2.167)

1041y der Literatur hiufig auch als Byrnes-Isidori-Normalform bezeichnet, obwohl sie keine Normalform im

algebraischen Sinn ist, da sie keinen eindeutigen Reprisentanten fiir jede Aquivalenzklasse darstellt.
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und hingen von der Wahl der Matrix V € R™ =™ mit R(V) = M* ab. Die Eigenwerte
aller Systeme (2.167) sind unabhéngig von V, entscheiden tuber die Stabilitdt der Nulldy-
namik und entsprechen — ergénzt um m - r Nulleigenwerte — denen von (2.166). Fiir die
Transformation = +— 7, die Beweise und ergdnzende Ausfithrungen zur allgemeineren Klasse
der LTV-Systeme siche [66].

Definition 2.22 (Minimalphasigkeit nach Byrnes/Isidori, [112], [315])

Das System (2.165) und damit auch (2.164) heifit lokal asymptotisch (exponentiell) mini-
malphasig in der Ruhelage 7, der Nulldynamik 1 = ¢(0,, n), wenn diese lokal asymptotisch
(exponentiell) stabil ist. Existiert eine globale Koordinatentransformation auf (2.165) und
ist die Nulldynamik global asymptotisch stabil, dann heifit (2.164) global minimalphasig.'%

Anmerkung 2.58 Die Definition 2.22 erweitert in ihrer MIMO-Variante [315] die rege-
lungstechnisch motivierten Definitionen 2.16 und 2.20, da die Eigenwerte der Nulldynamik
in der Byrnes-Isidori-Form mit den Nullstellen tibereinstimmen. Sie ist aber wie Def. 2.16
und 2.20 nicht mit Def. 2.13 dquivalent. So wird der reine Differenzierer nicht abgedeckt und

gegeniiber Def. 2.13 werden instabile Systeme zugelassen.

Die Einschriankung der Definition 2.22 auf eingangsaffine Systeme und der Umweg iiber die

Transformation lassen sich durch Beibehaltung der Nulldynamikidee umgehen.

Definition 2.23 (Minimalphasigkeit nach Ebenbauer/Allgéwer, [177])
Das System

= = f(z,u); z(0) =z zeR"ueR™yecR? (2.168a)
y = h(x) (2.168Db)

hat die Minimalphaseneigenschaft beziiglich der Ruhelage ., wenn x. asymptotisch stabil
unter der Restriktion y(¢) = 0 far ¢ > 0 ist.

Die Uberpriifung der Minimalphaseneigenschaft erfolgt ahnlich wie bei Lyapunov’s direkter
Methode mittels einer differenzierbaren positiv definiten Funktion V' : R” — R {iber eine
Dissipationsungleichung [177].

Das Problem an den bisher dargestellten Erweiterungen des Minimalphasenbegriffs stellt die

asymptotische Stabilitdtsforderung an die Nulldynamik dar, die ohne Zusatzforderungen fiir

105Das Konzept der globalen Nulldynamik i. S. von Byrnes/Isidori und damit der globalen Minimalphasigkeit
ist insofern in Frage zu stellen, da nur selten fiir alle x stets der gleiche relative Grad existiert. Die Menge
der eingangsaffinen Systeme mit dieser Eigenschaft ist ndmlich mager. Ein weiteres Problem erwéchst aus
der Tatsache, dass der relative Grad fiir Systeme mit einem Ausgang generisch r = 1 ist [335]. Somit ist

die Ordnung der Nulldynamik meist nur um Eins niedriger als die Systemdynamik.



108 KAPITEL 2. RESTRIKTIONEN AN DYNAMISCHE MODELLE

regelungstechnische Anwendungen oft nicht ausreichend ist. Mit dem Konzept der Eingangs-
zu-Zustands-Stabilitdt (input-to-state stability, ISS), s. hierzu Anhang A.6.2, lasst sich das
beheben. So sichert die ISS-Eigenschaft unter anderem, anders als asymptotische Stabilitét
der Nulldynamik, dass, wenn die Zustande & nicht Null sind, aber nach Null streben, auch die
Zusténde 1 nach Null streben. Weiterhin impliziert sie Ausgangs-zu-Eingangs-und-Zustands-
Stabilitat nach Tab. A.6.2, was anschaulich bedeutet, dass mit kleiner werdendem Ausgang
und dessen Ableitungen auch die Zustiande und Eingénge kleiner werden (Idee der stabilen
Linksinverse bei LTI-Systemen). Gerade diese Eigenschaft begriindet die Bedeutung der
LTI-Minimalphasigkeit in adaptiven Regelungen nach dem ,Certainty-Equivalence-Prinzip*
[462], bei dem der Regler basierend auf der aktuellen Parameter-/Zustandsschatzung unter
der Annahme ,,das Modell ist korrekt“ bestimmt wird. Ein ausgangsstabilisierender adaptiver
Regler sorgt ndmlich dann dafiir, dass bei einem kleinen Schétzausgangsfehler, die Zustande
und Schitzwerte klein bleiben.!% Letztlich miinden die angefiihrten Forderungen in der

folgenden Definition.

Definition 2.24 (Starke Minimalphasigkeit nach Liberzon/Morse/Sontag, [401])
Das System (2.168) heifit stark minimalphasig, wenn es den relativen Grad!®” r hat und

schwach gleichméBig detektierbar'® von der Ordnung r — 1 ist.

Der Nachweis der starken Minimalphasigkeit erfolgt wiederum tiber eine Dissipationsunglei-

chung (hinreichende Bedingung).

Das Problem fiir den Anwender dieser Definitionen besteht in ihrer Nichtdquivalenz zueinan-
der und der Entscheidung fiir die der Anwendung angepasste Definition. Insofern empfiehlt
sich ein Studium der Arbeiten [401] und [177], in denen sich zahlreiche Beispiele fiir zulassige
und unzulédssige Implikationen zwischen den drei Definitionen der Minimalphasigkeit, den
beiden hinreichenden, aber unterschiedlichen Dissipationsungleichungen und der Ausgangs-
zu-Eingangs-und-Zustands-Stabilitdt nach Tabelle A.6.2 finden. Aus Sicht der Identifikation
bleibt festzuhalten, dass eine Detektion der Nichtminimalphasigkeit iiber die Sprungantwort
in Analogie zum Linearen erfolgen kann [224], vgl. Schlussabsatz in Abschnitt 2.13.1. Ferner

106 Dabei ist es nicht zwingend, dass die Parameter gegen die wahren Parameter streben, um ein befrie-
digendes Regelungsverhalten zu erzielen. Allerdings ist es bei der Adaption, etwa beim STC-Entwurf
(self-tuning controller), vonnéten und/oder von Vorteil, die Minimalphasigkeit und hiufig auch die Stabi-
litdt des Modells durch Projektion in die zuldssigen Parametermengen oder durch spezielle Modellansétze
sicherzustellen.

107Eine Erweiterung des relativen Grads auf nicht eingangsaffine Systeme wird in [401] gegeben.

108 Das Schwach bezieht sich darauf, dass zur Detektierbarkeit nicht nur y, sondern auch dessen Ableitungen
zugelassen sind. Das GleichméBig meint, dass die Detektierbarkeit gleichméBig beziiglich v (unabhéngig
von u) ist. Die Ordnung gibt an, bis zu welcher Ableitung Ausgangssignale fiir die Detektierbarkeit
verwendet werden.
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liegt Minimalphasigkeit bei Systemen, deren Ausgang flach ist, ohnehin vor, da solche Syste-
me keine Nulldynamik haben. Passive Systeme mit positiv definiter Speicherfunktion sind
per se schwach minimalphasig, da sich die Verlustfunktion entlang aller Trajektorien, die mit
der Restriktion y = 0 konsistent sind, verringert und somit die Nulldynamik Lyapunov-stabil
ist. Durch Restriktionen hinsichtlich der Passivitdt werden Restriktionen beziiglich der Mini-
malphasigkeit also hinféllig. Fiir andere Systemklassen bleibt der Nachteil, die Nulldynamik
durch Formulierung von Restriktionen fiir asymptotische Stabilitat parametrisch fassen zu
miissen. Letzteres ist nicht ganz einfach, gestaltet sich fiir ein- und zweidimensionale Systeme
aber tiberschaubar [548].

Obwohl es zwar erfreulich ist, in der Identifikation ein nichtlineares Modell strukturell oder
iiber Restriktionen sicher als (nicht)minimalphasig bestimmen zu kénnen, bleibt der Nutzen
im Nichtminimalphasenfall in Anbetracht der Regelungsprobleme fraglich. In vielen Féllen
ist es deshalb ratsam, bereits beim Entwurf durch Positionierung von Aktoren und Senso-
ren und durch Festlegung der Regelgrofie ein minimalphasiges Verhalten anzustreben. Bei
Stabilitdt der Nulldynamik kann dann némlich in aller Regel auf zusitzliche Restriktionen
verzichtet werden, da diese dann implizit durch die experimentelle Modellanpassung einge-

halten werden.

2.14 Kausalitat

Ein kausales System ist dadurch gekennzeichnet, dass jedes Ausgangssignal nicht von zu-

kiinftigen Werten der Eingangssignale abhéngt.

Definition 2.25 (Kausales System/Signal)

Ein System heifit kausal, wenn fiir alle Eingangssignale mit der Eigenschaft () = us(t)
fiir t < ¢y bei beliebigem t; die entsprechenden Ausgangssignale fiur ¢ty < ¢ < t; die Eigen-
schaft'® haben yi{zo,u1(t);to} = ya{wo,ua(t);to}. Systeme, die nicht kausal sind, werden
auch akausal genannt. Ein Signal bzw. eine Folge heifit kausal, wenn es fir alle ¢ < 0 bzw.
sie fur alle £ < 0 Null ist.

Eine zwingende Konsequenz aus der Definition ist, dass ein System genau dann kausal ist,

wenn die Impulsantwort kausal ist [607]. Ferner miissen alle physikalischen Systeme kausal

sein. Zeitdiskrete Filter, etwa zur Signalverarbeitung, konnen durchaus akausal sein, z. B.
_ Uk41 — Ug—1

Yp = 7 numerischer Differenzierer erster Ordnung. (2.169)
A

109Der Signalverlauf fiir t > t; kann sich unterscheiden. Bei kausalen Systemen diirfen also die Signalwerte

in t > t1 keinen Einfluss auf den Verlauf bis ¢; haben.
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Aber auch physikalische Modelle kontinuierlicher Systeme kénnen nicht kausal sein, wie das
folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 2.27 (Nichtkausales physikalisches Modell)

Das Skin-Effekt-Widerstandsmodell''* R(jw) = \/?Ld\/m ist nicht kausal, da ein reelles
nichtkonstantes Spektrum niemals zu einem kausalen ngstem gehoren kann, vgl. Tabelle 2.1.
Nichtsdestotrotz ist das Skin-Effekt-Widerstandsmodell fiir eine Reihe elektrotechnischer
Anwendungen geeignet, fiir einige andere aber nicht (Modellierung passiver Netzwerke). Ein

akausales Modell ist ndmlich nie passiv [482].

Doch wodurch treten Akausalitdten auf, wenn sie doch physikalisch nicht existieren? Ur-
sachen sind unter anderem das Vertauschen der Ursache-Wirkungsbeziehungen, Aliasing-
Phéanomene oder vereinfachte Modelle. Auch sind bei sehr komplexen Prozessen die Ursache-
Wirkungsbeziehungen nicht immer offensichtlich. Ein Vertauschen der Signalwirkungsrich-
tung begriindet dann Akausalitdten. Zu beachten ist auch, dass unterschiedliche Dynamiken
in den Messpfaden zu einer Verzerrung der Ursache-Wirkung-Beziehungen fithren kénnen.
Mit Hilfe der Kreuzkovarianzfunktion lassen sich Akausalitdten erkennen (Extremum fir
negative Verschiebungen).

Bei Schitzungen kénnen durch Akausalitdten instabile Modelle entstehen, da die Verfahren
iiber die Parameter eine fehlerhafte Ursache-Wirkungsbeziehung auszugleichen versuchen,
siehe hierzu Beispiel 2.28. Eine so erzeugte kiinstliche Instabilitat hat fatale Auswirkungen

in simulativen oder adaptiven Anwendungen.

Beispiel 2.28 (Instabilitit bei vertauschter Wirkungskette)
Das stabile System G(z) = -%25 mit dem Anfangswert y[0] = 1 wird durch u[0] = 2, u[1] = 2
und u[2] = 1 erregt, womit y[1] = 1.2 und y[2] = 1.36 folgen. Fiir die Gleichungsfehlermodelle

Ory[k] + Ooulk] = y[k + 1] und Oyu[k] 4 Oyy[k] = u[k + 1] (vertauschte Signale) ergeben sich

die Gleichungssysteme
0, 1.2 2 1 0, 2
= und ~ | =
0o 1.36 2 1.2 6o 1

i)

mit den Losungen 6 = [0.8,0.2]” und § = [3.5, —5]7. Das mit fehlerhafter Ursache-Wirkungs-
beziehung ermittelte Modell ist wegen 6; > 1 instabil.

Zur Einbeziehung der Kausalitdtseigenschaft bei der Identifikation empfehlen sich spezielle

Ansétze (Nullfunktion fiir ¢+ < 0, keine priadiktiven Elemente in z-Ubertragungsfunktionen,

10FlieBt Wechselstrom durch einen Leiter, induziert der sich periodisch #ndernde Strom eine gegen das
Leiterinnere zunehmende Spannung in Flussrichtung, welche die im Zentrum flieBenden Elektronen bremst
und dadurch bewirkt, dass der Strom an die Aulenwand des Leiters gedrangt wird. Dieser Effekt zeigt

sich mit steigender Frequenz immer ausgeprigter.
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x(t) reell X(—jw) = X(jw)

z(t) reell und gerade X (jw) reell und gerade

z(t) reell und ungerade X (jw) imagindr und ungerade

z(t) > 0 fir alle ¢ :>|X( )| > X (jw)

z(t) Autokovarianzfunktion X (jw) > 0 fir alle w

x(t) reell und kausal = X(jw) entweder komplex (X (jw) € R, X (jw) € jR)

oder reell und konstant
z(t) komplex und kausal'™  zy(t) = 1z(t) fiir t > 0 und ,4(t) = z4(—t) fiir t <0
xg(t) = o (t) sgnt
mit 2,(t) = J(o(t) + 2(—1)) und 2y () = }(a(t) - 2(~1))

z(t) stabil und kausal & X(jw) =F{z,(0)} + 39 H{F{z,(t)}}
1 oo SmX(jn)

< Re X (jw) = Re X (jw) + - ———=Ldy /12
= X 77 —o w—1)
< Sm X (jw) / Re X(jm) n /43
& f%eX(]w) cos(wt)dw T Sm X (jw) sin(wt)dw; t > 0
0

Tabelle 2.1: Zeit-Frequenzbereichsbezichungen [607]

nichtnegative Totzeit), da eine explizite Behandlung der unendlichdimensionalen Frequenz-

bereichsrestriktionen sehr kompliziert wird.

Nach Tabelle 2.1 ist das zentrale Merkmal eines kausalen Signals, dass Real- und Imagi-
néarteil des Spektrums nicht voneinander unabhéngig, sondern iiber die Hilbert-Transfor-
mation verkntipft sind. Da in kausalen LTI-Systemen die Gewichtsfunktion kausal ist und
da Gewichts- und Frequenzgangfunktion tiber die Fourier-Transformation gekoppelt sind,
ist ein LTI-System genau dann kausal, wenn Sm G(jw) = —H{Re G(jw)} gilt, wenn also
Re G(jw) komplett ausreicht, um G(jw) zu konstruieren. Hierin liegt der Schliissel fiir Tests,
ob ein Spektrum zu einem kausalen System gehort, und der Schliissel fiir Restriktionen an

Spektralschatzungen.

M Komplexwertige Signale werden z.B. fiir die Beschreibung von Ubertragungssystemen mit Modulation
verwendet. In diesem Zusammenhang spielen analytische Signale eine wichtige Rolle, die gewissermafien
das Pendant zu den kausalen Signalen sind. Bei ihnen verschwindet das Spektrum fiir negative Frequenzen

komplett. Es gelten dhnliche Beziehungen fir die Hilbert-Transformierten.

12Der Integralterm steht fiir die Hilbert-Transformation ${f(y f @) gy = f (y) *

Yy—x

5
5{f(y)} :% lim ( f f“ dz + f f“ de) =-1 hm [wdr ist als Cauchyscher Haupt-

wert zu verstehen Falls auf die Dlstrlbutlonentheorle ausgewmhen werden muss, ist im Faltungsterm die

1 _ o(y)
singuldre ,,principal value Distribution“ p.v. = _15}0 f lyl>e Ty

3 Der Integralterm steht fiir die inverse Hilbert-Transformation 7! := —§, denn H{H{x(t)}} = —=z(t).

dy zu verwenden.
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2.15 Bifurkationen

Bei praktischen Systemen wurde beobachtet, dass kleine Anderungen von Parametern qua-
litative (abrupte) Anderungen des Verhaltens verursachen kénnen. Als Beispiel seien chemi-
schen Kolonnen genannt, die auf konstante Arbeitspunkte eingestellt sind und auf einmal
anfangen zu schwingen, ohne dass sich die Stellgréfien &nderten. Ursachen fiir derartige Phé-
nomene kénnen nicht geregelte Temperaturen oder Konzentrationen sein, die im Grunde als
(zeitvariante) Parameter wirken. Solche parameterbedingten qualitativen Verhaltensénde-

rungen werden als Bifurkationen bezeichnet.

Definition 2.26 (Bifurkation, [372])

Die Anderung der topologischen Eigenschaften des Flusses eines Systems (Anzahl der sta-
tiondren Punkte, periodische Orbits) in Abhéngigkeit von einem oder mehreren Parametern
heifit Bifurkation. Die grafische Darstellung der Tupel (x,0), die der Gleichung f(z;6) = 0
gentigen, wird Bifurkationsdiagramm fiir & = f(z; ) genannt. Jene Punkte im Bifurkations-
diagramm, in denen Bifurkationen auftreten, heiffen Bifurkationspunkte.

Bifurkationen, die in der Néhe einzelner Trajektorien ablaufen, heiflen lokal. Betreffen sie
sofort einen grofien Teil des Phasenraums, werden sie als globale Bifurkationen bezeichnet.

14 samt Einzugsgebiet verschwin-

Eine Bifurkation heifit katastrophisch, wenn ein Attraktor
det, andernfalls nichtkatastrophisch (engl. subtle), wobei dabei die zahlenméBige Differenz
von Attraktoren (inkl. periodischer und seltsamer) und Repelloren'!® gleichbleibt.

Die kleinste Parameterzahl, die variiert werden muss, um eine bestimmte Bifurkation zu

erzeugen, heifit Kodimension.

Beispiel 2.29 (Sattel-Knoten-Bifurkation)

Das System 4 = # — 22 hat fiir den Bifurkationsparameter § < 0 keine Ruhelagen, im Bifur-
kationspunkt (z,6) = (0,0) eine Ruhelage und fiir 6 > 0 je einen stabilen Knoten und einen
Sattel''®. Sattel und Knoten erscheinen aus dem Nichts oder treffen im Bifurkationspunkt

zusammen, je nachdem, ob 6 auf- oder absteigend betrachtet wird.

Anmerkung 2.59 Die Tatsache, dass das Bifurkationsverhalten von der Richtung abhéngt,
in der der Parameter gedndert wird, fithrt auch bei anderen Bifurkationstypen dazu, dass in

der Literatur die verbale Formulierung des Verhaltens unterschiedlich ausfallt.

14Ein Attraktor beschreibt eine Untermenge im Phasenraum, auf die sich die Lésungen zubewegen und die
sie unter der Systemdynamik nicht mehr verlassen.

115Ein Repellor ist das Gegenteil eines Attraktors, also eine Untermenge, die auf Losungen abstoflend wirkt
(instabiles Verhalten).

116 Eine instabile Ruhelage kann im eindimensionalen Fall als Sattel interpretiert werden. Der Name erschlie3t
sich im zweidimensionalen Fall &1 = 0 — 22, 39 = —x5 klarer, da dort ein Sattel und ein stabiler Fixpunkt

auftreten.
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Anmerkung 2.60 Bei lokalen Bifurkationen kollidieren Attraktoren, Repelloren und Sét-
tel. Anders ausgedriickt: Es kommt in Abhéngigkeit von einem oder mehreren Parametern
zu einer Verzweigung der Losungskurven (Ruhelagenkurven, Menge der Ruhelagen iiber dem
Parameter), z. B. in einen stabilen und einen instabilen Zweig von Ruhelagen.

Bei globalen Bifurkationen, wie der Sattelverbindungsbifurkation!!”, kollidieren nicht die
Attraktoren, Repelloren und Séttel selbst, sondern deren In- und Outsets. Da bereits in R?
als Attraktoren neben Fixpunkten, Grenzzyklen!!® und Tori (jeweils hyperbolisch und nicht-
hyperbolisch) auch seltsame und chaotische Attraktoren (Charakterisierung tiber Lyapunov-
Exponenten) auftreten, sind weitere, noch unentdeckte Bifurkationstypen in héheren Di-
mensionen zu erwarten. Ein Beispiel stellt die von Turaev und Shilnikov (1995) entdeckte
Blue-Sky-Bifurkation dar, bei der ein Grenzzyklus mit einem nicht-hyperbolischen Zyklus
kollidiert (globale Bifurkation).

9

Bei einer Isola-Bifurkation'!® verschmilzt eine offene und eine geschlossene Lésungskurve zu

einer offenen Lésungskurve, s. Beispiel in [509)].

Anmerkung 2.61 Hat ein System eine Bifurkation, dann hat es meist noch weitere [14]. Pa-
rameterinduzierte Hysteresen (Hysterese im Parameter-Ruhelagen-Diagramm) werden durch
zwei katastrophische Bifurkationen hervorgerufen, also etwa zwei Sattel-Knoten- oder eine
Sattel-Knoten- und eine transkritische Bifurkation. In aller Regel liegt dann zwischen zwei
Attraktoren ein Repellor. Von den Bifurkationen sind die meisten katastrophisch; auch sind
lokale Bifurkationen haufiger als globale.

Beispiel 2.30 (Bifurkation in linearen Systemen)

Obwohl Bifurkationen vorrangig im Rahmen der nichtlinearen Systeme behandelt werden,
treten sie auch bei linearen Systemen auf. So hat @7 = 0xq,49 = —x1 — 225 flir 6 < 0
einen Sattel, in 8 = 0 die gesamte Gerade zo = —x1/2 als Ruhelage und fir 0 < 6 ei-
ne stabile Ruhelage. Bifurkationen fiir zweidimensionale LTI-Systeme lassen sich statt an
den vier Systemparametern besser iiber Spur und Determinante charakterisieren, s. Spur-
Determinanten-Bifurkationsdiagramm (-restriktionen) in [302].

Fiir nichtautonome quadratische Systeme ist ein Tripel (., u., y.) ein statischer Bifurkati-

onspunkt, nur wenn gilt

Rang { :é Onim ] #*m+n (notwendige Bedingung). (2.170)

"7Eine Sattelverbindung kann heteroklinisch sein, d. h. eine von einem Sattel weggehende Trajektorie geht
direkt zu einem zweiten Sattel hin (Grenzzyklus kollidiert mit zwei Sétteln). Sie kann aber auch homoklin
sein, d. h. eine weggehende Trajektorie geht zum gleichen Sattel hin, bildet also eine Schleife (Grenzzyklus
kollidiert mit Sattel). Von einer simultanen homoklinischen Verbindung wird gesprochen, wenn sich um
einen Sattel zwei derartige Schleifen bilden.

18Fin Grenzzyklus ist ein isolierter periodischer Orbit in der Menge aller periodischen Orbits.

19 Eine isolierte Lésung einer Differenzialgleichung heift Isola.
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(2.170) impliziert Invariante Nullstellen im Ursprung (nicht-degenerierter Fall) [373].120

Lokale Bifurkationen treten auf, wenn die Eigenwerte der Jacobi-Matrix in Abhéngigkeit
von 6 die imaginire Achse passieren. Generisch ist dies ein einzelner reeller Eigenwert oder
ein einzelnes konjugiertes Paar, weshalb fiir lokale Bifurkationen die Betrachtung sich weit-
gehend auf zweidimensionale Systeme beschrédnken kann. Globale Bifurkationen lassen sich
hingegen nicht tiber die Eigenwerte erfassen, sondern sind iiber die Lésungen abzuleiten, was
sehr kompliziert werden kann. Zudem sind Bifurkationen in héherdimensionalen Systemen
sehr vielschichtig. Insgesamt wird sich deshalb im Folgenden auf den Fall n = 2 beschrénkt.
Damit dann eine Bifurkation auftritt bzw. damit ein Parameter ein Bifurkationspunkt ist,

muss wenigstens eine der folgenden vier Bedingungen gelten [302]:

1. Eine Ruhelage z. hat eine Linearisierung mit einem Nulleigenwert, d. h.

0
det a—"; =0 (generische Bedingung). (2.171)
T

Te

Die Bedingung charakterisiert die sog. Ruhelagenbifurkationen, zu denen die Sattel-
Knoten-Bifurkation (generischer Bifurkationstyp fir hinreichend glatte Vektorfelder
[101]), die transkritische Bifurkation und die Heugabel-Bifurkation (Beispiel: Wattscher
Zentrifugalrotator) zahlen. Kollidieren im Bifurkationspunkt mehr als zwei Ruhelagen,
also etwa drei wie bei der Heugabel-Bifurkation, so wird eine solche Bifurkation degene-
riert und nicht generisch genannt. Eine Bedingung fiir nicht-degenerierte Bifurkationen

ist, dass der Nulleigenwert der Linearisierung einfach ist.

2. Die Linearisierung hat ein rein imaginéres Eigenpaar, d.h.

of

Fred ke 0 (generische Bedingung). (2.172)
T

0
spuranT ) =0, det
Hierzu zahlt die Andronov-Hopf-Bifurkation!'?!

3. Es gibt eine Sattelverbindung.

4. Es gibt eine Zyklenausloschung, d.h. im Kollisionspunkt entsteht ein semistabiler

Grenzzyklus.

120Der degenerierte Fall mit unzureichenden unabhiingigen Eingingen Rang B < m bzw. redundanten Aus-
gangen Rang C' < m ist insbesondere bei der linearisierten Variante mit von Interesse.

121Vielfach wird nur von einer Hopf-Bifurkation, benannt nach dem holléindischen Mathematiker Eberhardt
Hopf, gesprochen. Gleichwohl entdeckte der russische Mathematiker A.A. Andronov in den 1930iger Jah-
ren das Phénomen.
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Anmerkung 2.62 De facto als Gegenstiick werden die Morse-Smale-Vektorfelder auf zwei-
dimensionalen Mannigfaltigkeiten definiert: endliche Anzahl von Ruhelage, die alle hyper-
bolisch sind; endliche Anzahl von hyperbolischen Grenzzyklen (linear anziehend oder absto-
Bend); keine Sattelverbindungen; alle Trajektorien, die keine kritischen Elemente (Ruhelage
oder Grenzzyklus) sind, streben fiir ¢ — oo oder fiir t — —oo gegen genau ein kritisches Ele-
ment. Morse-Smale-Vektorfelder sind strukturell stabil und dicht (Peixoto-Theorem [302]).

Die lokalen Bifurkationen und der Satz von Hartman und Grobman [548], [596], [275] tber
die strukturelle Stabilitdt hyperbolischer Ruhelagen legen nahe, als Maf$ fiir die Bifurka-
tionsfreiheit die normkleinste Stérung zu wéhlen, die vonnéten ist, um wenigstens einen
Eigenwert der Jacobi-Matrix auf die imagindre Achse zu schieben. Fiir autonome stabile
LTI-Systeme ist das gerade der Stabilitatsradius. Unter Einschrankungen der Struktur ist
der strukturierte Singulérwert (u-Funktion) ein Maf, das aus der Theorie der robusten Rege-
lungen bekannt ist. Bei niedrigdimensionalen Problemen fithrt die Realteil-Null-Bedingung
der Linearisierung in aller Regel auf eine Hyperfliche im Parameterraum ©, also eine Menge
W mit einer um Eins kleineren Dimension (fir § € R! auf Punkte, fir § € R? auf eindi-
mensionale Kurven usw.). Mittels numerischer Optimierung kann der kiirzeste Abstand zu
W bestimmt werden [165]. Daraus und aus der Struktur von M ergeben sich Hinweise fiir
die Wahl des Arbeitsbereichs von Regelungen, die méglichst weit von Bifurkationen entfernt

operieren sollten.

Neben diesem A-posteriori-Maf3 bietet sich bei bekanntem Bifurkationstyp an, vgl. Tabelle
2.2, das Bifurkationsverhalten strukturell iiber sog. Bifurkationsnormalformen zu sichern.
Je nach Bifurkationstyp werden dabei bestimmte Approximationen des Vektorfelds verwen-
det [260], [30]. Auf diese Weise ldsst sich A-priori-Information nutzen, um einerseits die
richtigen nichtlinearen Terme zu verwenden und andererseits die Parameteranzahl fiir die
Identifikation klein zu halten. Bei den Bifurkationsnormalformen handelt es sich um Diffe-
renzialgleichungen, deren Vektorfelder Polynome sind. Im Bifurkationspunkt verhalten sich
die Approximationen dann topologisch wie das Originalsystem. Vielfach werden die Normal-
formen entsprechend dem Satz tiber die Zentrumsmannigfaltigkeit [345], [548] auf niedrigere
Dimensionen reduziert. So lautet die auf die eindimensionale Zentrumsmannigfaltigkeit re-
duzierte Sattel-Knoten-Bifurkationsnormalform # = u — 22 + .... Die Punkte stehen fiir
Monome héherer Ordnung. Die reduzierte Normalform mit der kleinsten Polynomordnung,
also & = pu—1x2, heiit verkiirzte Normalform. Normalformen sind in der Regel nicht eindeutig,

vgl. Beispiel 2.31.

Die nachfolgende Darstellung beschriankt sich auf autonome Systeme & = f(z;6), die in
(x,0)pis eine Bifurkation haben mogen. In einem ersten Schritt wird das System so trans-
formiert, dass die Bifurkation in y = 0 stattfindet, also y = x — 2 p;y. Vielfach wird auch

noch der Parametervektor in den Ursprung transformiert p = T'(6 — 6p;s). Die Transfor-



(engl.: cusp bifurcation)

(gefaltete Fliache f(z) = 0)

€3
-
€3
m Name Merkmal Beispiel glob. | lok. | n.-kat. | kat.
M Punktausléschung Attraktor und Repellor kollidieren und | & = 6 + 22 X X
nHu (engl.: static fold) l6schen sich aus
m Zyklenausléschung stabiler und instabiler Grenzzyklus kol- | 7 = @1 — Wﬁw + O)r b X
M (engl.: cyclic fold) lidieren und 16schen sich aus ¢=1; Opy=1
W Sattel-  Verbindungsbi- | Auflésen einer Sattel-Sattel-Separatrix | ©; = 0 + 2x,25 X X
= furkation (Sattel-Sattel-Verbindung) iy =1+2% —a3
ANn transkritische Attraktor und Repellor kollidieren und | ¢ = (6 — 2)z X X
M Bifurkation tauschen ihr Anzieh-Abstofiverhalten
) Sattelknoten-Bifurkation | ein Sattel und ein Knoten kollidieren | i1 = 6 + z? X X
m und l6schen sich aus Ty = —T9
DTu, superkritische aus einem werden zwei Attraktoren und | & = (6 — 22)z x X
mm Pitchfork-Bifurcation ein Repellor, der beide trennt
R. subkritische aus einem Attraktor und zwei Repello- | i = (6 + 22)x X X
M Pitchfork-Bifurcation ren wird ein Repellor
m superkritische Attraktor wird zu Repellor, umgeben | 7 = 6r + 13 X X
M Hopf-Bifurcation von einem stabilen Grenzzyklus d=1+0+r2
~ subkritische Repellor wird zum Attraktor, umgeben | 7 = 6r — 13 X X
Hopf-Bifurcation von instabilem Grenzzyklus @ =1+0+7r2
Spitzenbifurkation drei stationdre Punkte werden zu einem | & = 6y + 0o — 23 X X

Tabelle 2.2: Zusammenstellung einiger Bifurkationen, [302], [509], [565], [548]
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mation T dient der Aufspaltung von p? = (uT, ul) in einen Teilparametervektor p; mit
der Kodimension der Bifurkation und einen Restparametervektor. Ausgangspunkt fiir die

Bifurkationsnormalformen ist demnach ein System

y = f(yu :ul) mit f(on) = 0n7 ,ul,Bif = Ocodi7n~ (2173)

Mit Hilfe einer klassischen Ahnlichkeitstransformation auf reelle Jordan-Form z = Sy und
einer anschlieBenden Folge von (identitdtsnahen) Koordinatentransformationen vom Typ
z := z + hy(z) mit hy, aus der Menge der multivariaten Polynome vom Grad & wird (2.173)

auf
= Jr+ ¢a(2) + ¢s3(2) + ... (2.174)

transformiert, s. [509], wobei ¢5(z) fir alle multivariaten Polynome in den zi,...,z, vom
Grad 2 und ¢3(z) die vom Grade 3 enthalt. J ist die auf reelle Jordan-Form transformier-
te Jacobi-Matrix von f. Das Ziel der Transformationen ist es, dass die ¢, moglichst eine
geringe Anzahl von Monomen aufweisen. Die Transformation selbst ist dabei fiir die Identifi-
kation gar nicht so bedeutend. Vielmehr ist es wichtig zu wissen, welche nichtlinearen Terme
auftreten missen, um ein bestimmtes Verhalten zu realisieren. Speziell fiir n = 2 ergeben

sich dann die Normalformen fiir einen Nulleigenwert, ein rein imaginires Paar und einen

Doppelnulleigenwert
[ Z ] [ A O Nl apzmas! N+1
- +0 + 2.175
2= OH R R o) Rl RRC(CA (21750)
i Z ] i 0 -3 21 &) 2 vk | (@x — b))z N+1
. = + (27 + 25) +O(||2|l5™™) (2.175D)
| %2 | | 80 ) k=1 (ak + bg)2
[ 2 | [ 01 21 N asz N
= + +0 + 2.175¢
=100 } { SR A ERC(Ce (21750)

Eine Hopf-Bifurkation braucht fiir den Grenzzyklus ein konjugiertes Paar, womit die Nor-
malform (2.175b) angezeigt ist. Aus der verkiirzten Form mit a; = 1,b; = 0 ergibt sich

beispielsweise eine subkritische Hopf-Bifurkation

b= pn = Bzt a( +24) (2.176)
= Bz + pas + 21 (2 + 23) (2.177)

mit p als Bifurkationsparameter und /3 als Radius des Grenzzyklus (In Tabelle 2.2 wurde
eine Darstellung in Polarkoordinaten gewéhlt.).

Die bei der Transformation auftretenden Freiheiten zur Reduktion von Termen in ¢ (z)

kénnen auf unterschiedliche Normalformen fiithren.
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Beispiel 2.31 (Takens- und Bogdanov-Normalform)
Die Bogdanov-Takens-Bifurkation ist eine Ruhelagenbifurkation einer zweiparametrischen
Familie von Differenzialgleichungen, in der die kritische Ruhelage einen zweifachen Nullei-

genwert hat. Zwei verkiirzte Normalformen lauten:

Takens Bogdanov
9b1:x2+ax% Ty = To
. 2 s 2
To = bz T = cx] + dz179

Eine weitergehende Diskussion zu Normalformen der Bogdanov-Takens-Bifurkation findet
sich in [619].

Fir die Modellbildung ergibt sich aus der kurzen Ideenskizze zu Bifurkationsnormalformen
folgendes Vorgehen: Zunichst ist zu priifen, welche Bifurkation modelliert werden soll. Uber
eine Literaturrecherche ist im Anschluss eine Normalform fiir die entsprechende Bifurkation
zu ermitteln. Alternativ lassen sich Darstellungen nutzen [302], [509], [565], die den Nor-
malformen sehr &hnlich sind. Um die Normalformen herum werden dann Transformationen
gebaut, die die Normalformkoordinaten in die Originalkoordinaten iiberfilhren y = S™1z
(S7! = W ist eine Matrix mit n? freien Parametern) und dabei ggf. eine Anpassung an
die Dimension des Originalproblems vornehmen. Im Anschluss wird eine Translation in den
bekannten Bifurkationspunkt ausgefiihrt, wobei die Verschiebungsparameter, falls sie unbe-
kannt sind, dem Schéatzproblem hinzuzufiigen sind. Ein &hnliches Vorgehen wird exemplarisch
am Beispiel eines Rithrkesselreaktormodells in der dreiteiligen Darstellung [531] gezeigt, in

der auch einige Normalformen zusammengestellt sind.

Anmerkung 2.63 Die angesprochenen Normalformen beziehen sich auf lokale Bifurkatio-
nen. Fiir globale Bifurkationen gibt es ebenfalls Normalformen, wenngleich die zugehorigen

Theorien ungleich schwieriger werden. Speziell fiir homokline Bifurkationen sei auf Arbeiten

122

von Turaev verwiesen.

122Normalformen fiir homokline Bifurkationen: www.wias-berlin.de/annual _report/2000/node30.html



Kapitel 3

Restriktionen an Funktionen

Wenn von Identifikation aus Sicht der Regelungstechnik gesprochen wird, fillt der erste
Gedanke zumeist auf die dynamischen Modelle, die fir den Entwurf leistungsstarker mo-
dellbasierter Regler bendtigt werden. Das vorherige Kapitel widmete sich den dynamischen
Modellen und belegt, dass nicht nur die Anzahl potenzieller Restriktionen grof ist, sondern
wegen der zum Teil komplizierten Zusammenhénge zwischen den Parametern eine Vielzahl
von Zugdngen existiert. Sind die Regelungen allerdings fiir einen grofleren Arbeitsbereich
auszulegen, dann ist eine gute Beschreibung der statischen Kennlinie eine Voraussetzung fiir
eine leistungsfihige Regelung (z. B. Regelung mit Gain-Scheduling oder mit statischer Vor-
steuerung). In anderen Anwendungen spielen die dynamischen Zusammenhénge hingegen oft
keine Rolle, wenn beispielsweise die statischen Kennlinien zur Interpolation, Pradiktion oder
zum Ableiten von Kennwerten und Parametern verwendet werden. Mathematisch gesehen
handelt es sich bei der Modellierung von Kennlinien oder allgemeiner Kennfeldern um die
Approximation bzw. Regression von Funktionen. Wie dabei durch das Aufstellen und Einbe-
ziechen von Restriktionen das Modellierungsergebnis verbessert werden kann, ist Gegenstand
dieses Kapitels. Ziel ist es also, eine Funktion an die Prozessdaten (z;, ;) anzupassen und
zwar so, dass sie vorab bekannte Eigenschaften einhélt, z. B. Monotonie, Konvexitat, Unimo-
dalitat, Positivitdt. Die Funktion kann dabei parametrisch beschrieben werden durch f(z;6)
bzw. nichtparametrisch durch fi,..., far (f; sind Stiitzwerte der Funktion). Da Funktionen
und Folgen (Funktionen mit N oder Z als Definitionsbereich) neben der Beschreibung von
statischen Zusammenhéngen auch zur Beschreibung dynamischer Zusammenhénge (Sprung-
antwort, Korrelationsfolge, Spektren) eingesetzt werden konnen, erginzt dieses Kapitel das
auf Restriktionen an Differenzial- und Differenzengleichungen geprégte Kapitel 2 zur Einbe-
ziehung von Vorwissen an dynamische Modelle. Nicht behandelt werden mehrdeutige Funk-
tionen wie Kennlinien mit Gedachtnis (Lose, auch Spiel genannt; Hysterese). Hinsichtlich

Lose sei auf [378] und zur Hysterese auf [369] verwiesen.

119



120 KAPITEL 3. RESTRIKTIONEN AN FUNKTIONEN

Die Herausforderung besteht nun darin, das Vorwissen mathematisch so umzusetzen, dass
die resultierende Optimierungsaufgabe gut 16sbar ist. Prinzipiell bieten sich hierzu folgende

Zugange an:

- expliziter Zugang iiber Restriktionen
- impliziter Zugang iiber Strukturansétze

- Kompromisszugang iiber Strafterme.

Diese Zugéinge werden in Abschnitt 3.1 diskutiert. Es folgen Abschnitte, in denen das Be-
handeln einzelnen Funktionseigenschaften erértert wird, wobei die Abschnitte relativ separat

voneinander gelesen werden kénnen. Die Eigenschaften sind:

- punktweise Restriktionen (Abschnitt 3.2)
- Stetigkeitsrestriktionen (Abschnitt 3.3)
- intervallweise Restriktionen (Abschnitt 3.4)
mit den speziellen Restriktionen Nichtnegativitét, Monotonie und Konvexitit
- Unimodalitatsrestriktion (Abschnitt 3.5)
- Glattheitsrestriktionen (Abschnitt 3.6)
- Symmetrierestriktionen (Abschnitt 3.7)
- Sektorrestriktionen (Abschnitt 3.8).

Ausziige aus den Abschnitten 3.1 bis 3.8 flossen in die Ubersichtsarbeit [249] ein.

Die angesprochenen Eigenschaften beziehen sich direkt auf die betreffenden Funktionen. Sie
sind dem Ingenieur vertraut und aus der Kurvendiskussion bekannt. Etwas komplizierter ist
die Situation, wenn es sich um Eigenschaften handelt, die sich dadurch ergeben, dass eine
Funktion transformiert wird. Als klassisches Beispiel sei die Autokovarianzfunktion genannt,
die sich als Fourier-Riicktransformierte der Spektraldichtefunktion (Leistungsdichtefunktion)
darstellen lisst (Satz von Bochner! [83], Wiener-Khintchine-Beziehungen). Die Nichtnegati-
vitat der Dichte/Leistung auflert sich bedingt durch die Transformation in der nichtnegativen
Definitheit der Kovarianzfunktion. Da die Beziehung zwischen Autokovarianzfunktion und
Leistungsdichtespektrum eineindeutig ist, muss entweder die Nichtnegativitat im Spektral-
bereich oder die Definitheit im indirekten Zeitbereich sichergestellt werden. Wie Letzteres
geschehen kann, wird in Abschnitt 3.9 behandelt. Dabei wird sich aber auf das nichtpara-
metrische Modell ,,Autokovarianzfolge®* konzentriert.

! Der Satz von Bochner besagt, dass Kovarianzfunktionen schwach stationirer Zufallsprozesse durch Fourier-
Transformation eines positiven endlichen Mafles dargestellt werden kénnen. Hat das Maf} eine Dichte, die
Spektraldichte oder auch Leistungsdichtespektrum genannt wird, dann ergeben sich Wiener-Khintchine-

Beziehungen.
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3.1 Formulierungszugange

Die Eigenschaften an Funktionen kénnen explizit iiber Restriktionen beschrieben oder im-
plizit mittels Strukturansitzen sichergestellt werden. So lasst sich die Nichtnegativitat einer
Funktion f : D — R durch die unendlich vielen Restriktionen Va € D : f(x;0) > 0 (meist
relaxiert durch endlich viele Restriktionen f(z;) > 0; k = 1,..., N) erzwingen. Alternativ
sichert ein Ansatz f(x;0) = [g(z;6)]*® mit beliebig wihlbarem g ebenfalls Nichtnegativitit.
Der Vorteil der Restriktionen ist, dass sie die Zielfunktion nicht &ndern, sondern nur den
zuldssigen Suchraum einschranken. Allerdings erfordern sie das Losen einer restringierten
Optimierungsaufgabe. Der Vorteil der Strukturansétze ist, dass sie ohne Restriktionen aus-
kommen, da die geforderte Eigenschaft per se eingehalten wird. Als nachteilig erweist sich
bei einigen Ansitzen der sog. Konvexititsverlust. So ist zwar f(z;0) = (6 + 61x)* stets
nichtnegativ, doch zum Preis eines nichtkonvexen LS-Problems Q(0) = 2N (y; — f(x:;0))2.
Uberdies ist Q(6) ein Polynom vierten Grads in den Parametern, weshalb Algorithmen lang-
samer konvergieren. Letzteres 14sst sich durch Modifikation der Zielfunktion (Betrdge statt
Quadrate) oder der Algorithmen entschéarfen. Schwerer wiegt dagegen der Konvexitatsver-
lust, denn damit sind lokale Minimierer nicht mehr automatisch auch globale. Zudem ist die
Optimalitatsbedingung erster Ordnung dann nur noch notwendig.

Welchem der beiden Zugénge im konkreten Fall der Vorrang zu geben ist, hdngt dariiber
hinaus auch vom Zusammenspiel mit anderen zu integrierenden Eigenschaften, den verfiig-
baren Softwaretools oder dem Modellierungsziel ab. Der Autor empfiehlt tendenziell den Re-
striktionszugang, da heutzutage leistungsfihige Algorithmen zur nichtlinearen restringierten
Optimierung existieren [71]. Auch sind beispielsweise LS-Probleme mit linearen Gleichungs-
und Ungleichungsrestriktionen nicht nennenswert schwieriger l6sbar als das nicht restringier-
te LS-Problem (s. LSE- bzw. LSI-Problem in Tab. A.3). Gleiches gilt fiir parameterlineare
Ausgleichs- und Regressionsprobleme in der Manhattan- oder Chebyshev-Norm? unter linea-

ren Restriktionen, die sich in LP-Probleme (s. Tab. A.8) umformen lassen.

Expliziter und impliziter Zugang sichern ein ,definitives Einhalten®“ einer Eigenschaft. Der
sog. Kompromisszugang begniigt sich mit einem ,weitgehenden Einhalten“. Das wird durch
ein Erweitern der Zielfunktion Q(#) um additive Strafterme fiir die r Eigenschaften zu

Q) = QO + Y740 (3:1)

erreicht. Dabei sind die v; Wichtungsfaktoren, mit denen der Grad des Einhaltens der jewei-

ligen Eigenschaft gesteuert werden kann und die im Fall von Minimierungsaufgaben positiv

n
2 Manhattan-Norm (I;-Norm): ||x||, & > || und Chebyshev-Norm (Ioo-Norm): ||z|]eo & max @]
! <i<n

i=1
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gewahlt werden. Beispiele fiir Strafterme sind

a(l:=f)= 2 (min{0, fx})%; f = ((f)) € RY (3.2a)
00 = f;) = (f; — a)® (3.2b)
a3(0 == f) =T fll2 (3.2¢)
q4(0) = (max{0,9(0)})* a >0 (3.2d)
q5(0) = [n(0)|*; > 0. (3.2e)

Die ersten drei Terme gelten fiir nichtparametrische Modelle, in denen die Stiitzwerte fx
als Semiparameter aufgefasst werden. Hierbei soll der Préfix  semi“ verdeutlichen, dass es
sich nur i.S. der Optimierung, nicht aber i.S. der Identifikation um Parameter handelt.
Der Term ¢; bestraft ein Verletzen der Nichtnegativitdt an allen Stellen xj. Typisch fur
die Behandlung einer punktweisen Restriktion ist der Term g¢,. Konkret soll durch ihn die
Forderung, wonach f(z;) den Wert a haben soll, einbezogen werden. g3 ist ein Term, der
bei inversen Problemen Anwendung findet. Im Fall T = I, bewertet er die l,-Norm der
Stutzwertefolge (MaB fiir die Energie). Zahlreiche Variationen hinsichtlich der Norm und der
Matrix T sind moglich. Auch wird gern die quadrierte Norm zwecks einfacherer Losbarkeit
der Optimierungsaufgabe verwendet. Mit der Bandmatrix T' = ﬁband([l, —2,1]) lasst sich
mittels numerischer zweiter Ableitung beispielsweise die Glattheit ausdriicken. Die Terme ¢y
bzw. g5 bestrafen das Verletzen einer algebraischen Ungleichungsrestriktion g(6) < 0 bzw.

einer Gleichungsrestriktion h(#) = 0 und beziehen sich auf parametrische Modelle.

Im Grenzfall ; — oo wird das definitive Einhalten der i-ten Eigenschaft erreicht. Die ma-
thematisch strenge Formulierung hierfir liefert unter einigen schwachen Voraussetzungen
der Satz von Pietrzykowski [320]. Nicht sofort offensichtlich — aber sehr niitzlich — ist die
Tatsache, dass in bestimmten Féllen bereits mit einem endlichen v ein definitives Einhalten
einer Restriktion garantiert werden kann. Das Konzept der exakten Penalty-Funktionen ist
der Schliissel hierfur [71].

Fiir den Zugang tber Strafterme spricht zunichst der algorithmische Vorteil, kann doch
dadurch eine freie statt einer restringierten Optimierungsaufgabe gelost werden. Dank der
additiven Kombination der Terme weicht Q(f) weniger stark von Q(6) ab als bei einigen
impliziten Zugéngen (s. vorgenannte Grenzbetrachtung). Ein weiterer Vorteil ist, dass wiin-
schenswerte und/oder nicht streng quantifizierbare Eigenschaften einbezogen werden kénnen.
So ist die Glattheit einer Losungsfunktion oft wiinschenswert, doch kann a priori nicht ge-
sagt werden, wie glatt die Losung eigentlich sein muss. Schlussendlich eignet sich der Zugang
bedingt fiir sich widersprechende Eigenschaften (sollte eigentlich vermieden werden), da er
wenigstens eine Losung liefert, wiahrend der explizite und implizite Zugang wegen des Wi-

derspruchs ohne Losung bleiben.
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3.2 Punktweise Restriktionen

Eine punktweise Restriktion an eine Funktion ist eine Forderung, wonach fiir ein festgelegtes
Argument der zugehorige Funktionswert oder eine Ableitung einen bestimmten Wert oder
ein Ordinatenintervall exakt einzuhalten hat. Solche Forderungen kénnen notwendig sein, da
ohne sie etwa bei der Funktionsapproximation in der Lo- oder L..,-Norm zwar eine geringe
Abweichung tiber einen Bereich erzielt wird, aber die Funktion in préddistinierten Punkten
(Nulldurchgénge, Minimierer) nicht mit der Originalfunktion {ibereinstimmt. Beispielsweise
sollte die Approximierende eines Sinus bei = 0 den Wert 0 exakt und nicht nur in Naherung
liefern oder eben bei z = 7/6 den Wert 1/2.

Bei der Identifikation von Ubergangsfolgen betrifft derartiges A-priori-Wissen meist den An-
stieg bei h'(0) < A,

! ax (bekannter Anstieg bei Maximalaussteuerung) oder das asymptotische

Verhalten h(oco) = K. Weiterhin treten hiaufig Randrestriktionen auf. So beginnt eine Vertei-
lungsfunktion einer stetigen skalaren Zufallsgrofie am linken Intervallrand des Trégers bei 0
und endet am rechten bei 1. Typisch sind Randrestriktionen auch fiir Diagramme, in denen
Verhéltnisse dargestellt werden. Von der trivialen Restriktion 0 < f(z;ana) < 1 abgesehen,
kann der untere Rand oft durch das Anfangsmischungsverhéltnis genauer spezifiziert wer-
den, wihrend am oberen Rand theoretische Uberlegungen hinsichtlich des stéchiometrischen
Gleichgewichts oder des vollstindigen Umsatzes eine Eingrenzung rechtfertigen. Beispiele,
in denen Randrestriktionen erster Ordnung zum Tragen kommen, sind Ortskurven (z.B.

senkrechter Anstieg bei w = 0) oder Bézier-Kurven (Anstieg folgt aus Bézier-Punkten).

Im Fall parameterlinearer Modelle fithren punktweise Restriktionen auf lineare Gleichungs-
und Ungleichungsrestriktionen, z. B. fiir f(z) = 0y + 012 + 0222 mit f(2) = 3 auf Oy + 26, +
40, = 3. Ist dariiber hinaus die Zielfunktion () konvex tiber den Parametern, bleibt das
entstehende restringierte Minimierungsproblem konvex und damit einfach. Werden mehrere
gleichartige Restriktionen f(zy) = yr gestellt, dann liegt eine sog. diskrete Approximation
vor, die mit Interpolationsmethoden gelost wird.

Das kontinuierliche Approximationspendant

1 (z) — f()]]12 = \//i(p(x) — f(2))2dz — min, (3.3)

fEPn

bei dem im Intervall [—1,1] zu einer gegebenen Funktion F(z) das bestapproximierende
Polynom f (P, Menge der Polynome bis zum Grad n) in der L?>-Norm gesucht ist, liefert
eine gewichtete Summe [506], [163]

[P ) = D20 () (3.4)
=0
mit den Legendre-Koeffizienten

opt 20+1 1
ot == / F(2)s(x)dz (3.5)

-1
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von Legendre-Polynomen

(2i — 2j)! 2%
2051 (1= )t (i = 2j)!

li/2]
¢i(w) = Y (-1) (3.6)
J=0
als Losung. Im Fall der L°([—1, 1])- bzw. L!([—1, 1])-Approximation ergeben sich gewichtete
Summen von Chebyshev-Polynomen erster bzw. zweiter Art als Naherung (Near-Minimax-
Approximationstheorem [430]). Kommen Randrestriktionen hinzu, &ndern sich zwar die Po-
lynomtypen, doch letztlich miissen auch wieder nur die Gewichte 6" berechnet werden (di-
verse Integrale iiber F'(x)-¢;(z) mit den jeweiligen Basispolynomen ¢;).3 Die Einschrinkung
auf [—1, 1] wird durch die affine Transformation

Z:bga(‘r_a;b) (3.7)

aufgehoben (Bijektion von [a,b] auf [—1,1]). Eine Anpassung einer Randrestriktion der Art
f(1) = F(1) an die Standard-Randrestriktion f(1) = 0 erfolgt iber f(z) := f(x) — F(1).

Zur Behandlung allgemeinerer Randrestriktionen siehe auch Beispiel 3.2.

Obwohl Polynome bestimmte Approximationsaufgaben gut bewdltigen, sind sie fiir peri-
odische Funktionen ungeeignet. Dafiir werden sinnvollerweise periodische Ansatzfunktionen
(Fourier-Partialsummen) verwendet. Aber auch fir Funktionen mit Sprungstellen, Funk-
tionen mit Polen und Funktionen mit Asymptoten sind Polynome ungeeignet. Fiir diese

Funktionstypen mit punktweisen Restriktionen empfehlen sich Funktionsansitze der Art
f(z;0) = u(x) + v(z)g(x; ) (3.8)

Hierbei ist u(z) eine beliebige Funktion, die die punktweisen Restriktionen erfiillt, und v(z)
eine Funktion, die an den Punkten Null ist und damit dort den Einfluss der frei wahlbaren
Funktion ¢(z; #) vollstandig unterdriickt. Die nachfolgenden zwei Beispiele verdeutlichen das
Vorgehen.

Beispiel 3.1 (Struktureller Ansatz fiir punktweise Restriktionen)

Sei f(0) =1, f(1) = f'(1) = 0 gefordert, dann erfillt u(z) = (1 — z)? die punktweisen
Restriktionen u(0) = 1,u(1) = 0,4/(1) = 0 und v(z) = z(1—=)? nullt wegen v(0) = v(1) = 0,
v'(1) = 0 jede Funktion g(z; #) an den Stellen. Falls z. B. f(2) = 0, f'(2) = oo gefordert wird,
dann leistet u(z) = ¢[2 — z|"";n > 2 und v(x) = (2 — z)? das Gewiinschte. Analog dazu
erzeugt u(r) = ¢(2 — )72 einen Pol und u(x) = (2 — x)"2**! einen Polwechsel. Eine
Asymptote a(z) fir z — oo, z.B. a(z) = 3z + 2, kann tber u(z) = a(z) und v(z) = e
gesichert werden. Alternativ wird oft auch v(z)g(z;0) durch eine echt rationale Funktion
r(z;0) ersetzt, wobei zusétzliche Bedingungen an den Nenner reelle Wurzeln ausschliefien

und so unerwiinschte Polstellen unterdriicken.

3 In dhnlicher Weise kann als Restriktion die Mittelwertfreiheit auf einem Intervall einbezogen werden [222].
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Beispiel 3.2 (Struktureller Ansatz fiir Randrestriktionen)
Mit f(z) = u(z)+v(z)g(z; #) und Polynomen u(z), v(x), g(x; #) kann (3.3) unter zusitzlichen

Randrestriktionen an den Stellen —1 und +1 auf bekannte Ergebnisse zuriickgefithrt werden.
v(z) = (1+2)*(1 — 2)% a,feN

stellt sicher, dass Bedingungen bis zur (o — 1)-ten bzw. (8 — 1)-ten Ableitung berticksichtigt
werden kénnen (Im Fall o = 0 werden an den linken Rand keine Bedingungen gestellt.). Uber
eine allgemeine Hermite-Interpolation (Verfahren, das ein Polynom liefert, welches nicht
nur durch die Punkte geht, sondern auch noch gestellte Ableitungsbedingungen einhélt)
kann u(z) aus den Restriktionen u®(—1) = F®(-1);k = 0,...,a — 1 und u®(1) =
F®(1);k = 0,...,3 — 1 berechnet werden. F(z) := F(x) — u(z) liefert dann gemi8 (3.3)
das von Restriktionen befreite Problem

1P (2) = v(2)ga(2:0)||2 = Ming, ¢

mit 7 = n — a — f. ga(z;0) ist ein Polynom, dass sich stets durch eine Partialsumme
gi(2;0) = S 0;¢;(r) mit Funktionen ¢;(x) aus einer orthogonalen Basis der Polynome
bis zum Grade 1 darstellen ldsst. Einzig storend gegeniiber (3.3) ist der Faktor v(x). Dieser
lisst sich aufheben, wenn statt der gewohnlichen Orthogonalitét in £2([—1,1]) eine auf dem
Skalarprodukt (r,s) = [*, v?(z)r(2)s(x)dx begriindete Orthogonalitiit gefordert wird. Das
bedeutet aber, dass die ¢;(x) Jacobi-Polynome sein miissen.

Anwendungen aus dem computergestiitzten grafischen Entwurf mit Bézier-Kurven und -

flichen werden von Y. J. Ahn vorgestellt, wobei [12] als Einstieg dienen kann.

Ein zu (3.8) alternativer Ansatz fiir das Einhalten einer oder mehrerer Polrestriktionen
und von Asymptotenrestriktionen nutzt rationalen Funktionen. Zu diesem Zweck werden
Ansatzfunktionen vom Typ

p(z;6)
(@ —a1) - (v — x)q(z; 0)

J(2) = a() + (3.9)

mit bekannter polynomialer Asymptote und bekannten Polstellen z; und den unbekannten

Parametern 6 herangezogen. Der Ansatz

GII + 60

——— 0? — 4605 < 0 3.10
2 + 941‘ + 93 4 3 < ( )

flz)=c
garantiert etwa f(co) = ¢, wobei die Zusatzrestriktion reelle Pole ausschlieft.

Losgelost vom Restriktionsgedanken lasst sich eine rationale Approximation (auch Padé-
Approximation genannt) in einigen Fallen durch Vorwissen rechtfertigen (indirekte Propor-
tionalitdten in idealer Gasgleichung, reziprokale Substitution in der Bernoulli-Differenzial-

gleichung, Losungen von Diffusionsgleichungen usw.). Ohne Vorwissen muss fallweise gepriift
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werden, ob bei gleicher Zahl der Parameter ein Polynom, eine rationale Funktion oder ein
anderer Funktionstyp die besseren Ergebnisse liefert. So fiel beispielsweise fiir eine industri-
elle u-Controller-Anwendung, in der eine Approximation von Mollier-Diagrammen benotigt
wurde, die Entscheidung nach eigenen Untersuchungen zugunsten einer rationalen Funktion.
Hinsichtlich des Modellerstellungsaufwands unterscheiden sich Polynom und rationale Funk-
tion kaum. Zwar ist das Polynom parameterlinear und damit bei einem Ausgangsfehler-LS-
Kriterium direkt 16sbar, doch bereitet auch die parameternichtlineare Ausgangsfehler-LS fir
die rationale Funktion keine gréfieren Probleme, da géngige Programmsysteme iiber Funk-
tionen zur Losung nichtlinearen LS-Probleme und zum Kurvenfit (Funktionsanpassung) ver-
fligen. In zeitkritischen oder adaptiven Anwendungen kann die rationale Funktion auch als
parameterlineare implizite Funktion behandelt werden (Durchmultiplizieren mit dem Nen-

ner). So wird etwa statt

N 2 .
> <x h ) = Min (3.11)
i=1 g

nun
N

> (01 — Oayi — iy:)? = Min (3.12)
i=1
betrachtet. Fiir Approximationsaufgaben (Modell genahert, keine Stérungen) ist eine solche
Umformung legitim, fiir Regressionsaufgaben (Modell exakt, Storungen) ergeben sich Ab-
weichungen hinsichtlich Erwartungswert und Kovarianzen, da Stérungen auf den Messdaten

y; nunmehr auf beiden Seiten der Gleichung auftreten.

3.3 Stetigkeitsrestriktionen

Eine Stetigkeitsrestriktion k-ter Ordnung in einem festgelegten Argument z = w ist eine
Forderung, wonach die k-te links- und rechtsseitige Ableitung in w gleich sind. Anders als
bei den punktweisen Restriktionen wird keine Forderung an den konkreten Wert f*)(w)
gestellt. Stetigkeitsrestriktionen, in denen w nicht festgelegt wird, sondern in denen w ein
zusétzlicher Parameter 6, := w ist, werden Stetigkeitsrestriktionen mit freiem Argument

genannt. Analog werden Unstetigkeitsrestriktionen eingefiihrt.

Die Stetigkeitsforderung ist typisch fiir stiickweise Approximationsprobleme. Sie tritt bei der
Spline-Interpolation auf oder auch bei Kennlinien, bei denen sich in bestimmten Punkten die
Struktur bzw. die Parameter &ndern, weshalb dann eine punktiibergreifende Approximation
wenig erfolgversprechend ist. Stetigkeitsrestriktionen erster Ordnung werden gefordert, damit
der Graph von f keine sichtbaren ,, Knicke* aufweist. Unstetigkeitsforderungen beziehen sich

in der Regel auf Vorwissen tiber die Sprunghdhe.
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Im Folgenden werden zunéchst die Stetigkeitsrestriktionen mit festem Argument behandelt.
Fiir parameterlineare Modellansétze ist das in eleganter Weise moglich. Hierzu werden die
zu verheftenden Funktionen an der bekannten Stelle w gleichgesetzt, wodurch eine lineare
Restriktion an die Parameter der zu verheftenden Funktionen entsteht. Ebenso wird gege-

benenfalls mit den Ableitungen verfahren. Das folgende Beispiel verdeutlicht das Vorgehen.

Beispiel 3.3 (Restriktionsbasierte Verheftung linearer Funktionen)
Gegeben seien Paare (xy,yx); k =1,..., N, die durch eine Funktion

Ox+60) z<w
f@y=< " ’ Orw + 6y = Oz3w + 6
O3z + 60y x> w
Stetigkeitsforderung
zu approximieren sind. Ohne Einschrénkung kann angenommen werden, dass die Daten

hinsichtlich w sortiert wurden, dass also fiir die ersten N; Paare x; < w gilt. Ein Ansatz

lautet ) ) ) )
1 X 0 0 U1
R : 0y :
1 zy, O 0 0 ~ YN,
0 0 1 ann 0, YN +1
L 0 0 1 N | L YN ]

Das in der Regel inkonsistente Gleichungssystem kann i. S. minimaler Residuen iber || A0 —
yl| < Min, unter der linearen Restriktion [1,w,—1,—w]0 = 0 mit zweckméaBig gewahlter
Norm geldst werden. Fiir den Fall einer LS-Formulierung (|| .]|3) entsteht ein LSE-Problem
(s. Tab. A.3).

Neben der restringierten Behandlung gelingt fir Stetigkeitsrestriktionen nullter Ordnung und
parameterlineare Modelle auch eine restriktionsfreie Behandlung, wenn die Teilfunktionen
mit dem Argument (z —w) angesetzt werden und deren Absolutglieder in x = w gleich sind.
Eine Alternative zu Beispiel 3.3 zeigt Beispiel 3.4, in dem die Restriktion durch eine andere
Darstellung der linearen Funktion vermieden wird und ein unbekannter Parameter weniger
auftritt. Im Fall der linearen Funktionen ist die Variante aus Beispiel 3.4 zu bevorzugen.
Demgegeniiber ist die Variante aus Beispiel 3.3 dahingehend allgemeingiiltiger, dass sie auch

zur Verheftung von Funktionen unterschiedlichen Typs verwendet werden kann.

Beispiel 3.4 (Ansatzbasierte Verheftung linearer Funktionen )
Mit dem Ansatz R
01 (z — 0 z <
o) = 1(z w)+~0 r<w
O3(z — w) + by T>w
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ergibt sich fiir Paare (z;,y;) entsprechend Beispiel 3.3

1 z—w 0 Y1
b
1 oy —w 0 0. | ~ YN,
=
1 0 TNy+1 — W Ynr+1
03
i 1 0 IN—w | | yn |

Statt einer LS, empfiehlt sich fiir den Fall, dass auch die x; gestort sind, eine Totale LS, eine
Totale LS mit fester Spalte (hier Einsspalte) oder besser noch eine strukturierte Totale LS,

bei der sdmtliche Variationen der Null- und Einselemente ausgeschlossen werden [303].

Nach der Behandlung der Stetigkeitsrestriktionen mit festem Argument wird nun gezeigt,
wie Stetigkeitsrestriktionen mit variablem Argument umgesetzt werden konnen. Hierzu bie-
ten sich zwei Wege an. Zum einen kann das Problem beziiglich 6y := w; mit w; € [Qo.ﬁo]
diskretisiert werden, was dann die Losung von i = 1,..., M Problemen mit festgelegtem w;
erfordert. Das empfiehlt sich, wenn vorab klar ist, wo der Verheftungspunkt 6y grob liegt.
M = 10 ist dabei oft ausreichend, wenn [6,, 0] etwa ein Zehntel des gesamten Approximati-
onsbereichs ausmacht. Zum anderen kann die in der Regelungstheorie gebrauchliche Technik

der Signalkonstruktion mit Heaviside-Funktionen
1
1(z) = 5(sgnz +1) (3.13)

herangezogen werden. Auf diesem Weg entsteht etwa aus einer Sprungrestriktion f(6p+0) —
f(6p) = 2 der Ansatz

f(x) = gi(x;01) + 1(x — 00)ga(x; 02); 01 € RP* 6, € RP?

mit der Restriktion go(6o; 61) — g1(6o; 62) = 2, die explizit, implizit oder per Strafterm behan-
delt werden kann. Dem Vorteil eines kompakten Ansatzes steht als Nachteil die Nichtkonve-
xitéat bzgl. Oy selbst bei parameterlinearen Ansétzen fir g;(z; 6;) gegentiber. Dadurch werden
zur Losung der Probleme numerische Algorithmen benétigt, die ihrerseits in aller Regel die
Ableitungen bzgl. 6y erfordern, weshalb auf Glattungen der Funktionen 1(x) ausgewichen

wird. Hierfiir empfehlen sich:

_ 1
Cl4er

1
las(z) = 5(1 + sgny 4 (2)) mit sgn,,(r) = tanh(kz); x ~ 1000. /5 (3.14b)

1ai(z) Sigmoidfunktion? (3.14a)
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Das nachfolgende Beispiel zeigt eine Anwendung der beschriebenen Technik, wobei iiber den
Glattungsparameter x im Beispiel das Verschleifen der Knickstellen (in anderen Beispielen

das von Sprungstellen) eingestellt werden kann.

Beispiel 3.5 (Verheftung stiickweise definierter Funktionen)
Ein nichtsymmetrisches Totzone-Modell

g1(w;61) z < b
f(‘%.): 0 901§$S902
92(15;02) xr > 902

lasst sich umformen in

Ja(w) = g1(x;01)14(001 — ) + go(;02) 1 a(x — Op2).

Das beschriebene Vorgehen gestattet Erweiterungen auf den R™. In R? treten dann Verhef-
tungen entlang von Geraden und Kurven auf. Anwendungen ergeben sich bei der Identifika-
tion hybrider und stiickweiser affiner Systeme [497].

3.4 Intervallweise Restriktionen

Eine intervallweise Restriktion an eine Funktion oder deren Ableitung ist eine Forderung,
die fiir alle (unendliche viele) Argumente z aus Intervallen (—oo,o0), (00,7], [z, 00) oder
[, 7] gelten muss. Es ergeben sich somit unendlich viele Restriktionen. Die entstehenden
Optimierungsprobleme werden daher als semi-unendliche Probleme bezeichnet (,,semi-*, da

immerhin die Anzahl der Parameter ; endlich ist). Die intervallweisen Restriktionen
Vo€ [z,7): ap < fP(2;0) <bp; keN (3.15)

umfassen unter anderem:

- die 1-Restriktionen (k = 0,a9 = 0, by = 1), s. hierzu Beispiel 3.6

- die Nichtnegativitéatsrestriktionen (k = 0, a0 = 0, by = 00),

- die Monotonierestriktionen (z.B. k =1, a; = 0, b; = oo fiir monoton steigende Funktionen),

- die Konvexitats- bzw. Konkavitatsrestriktionen (k = 2).

4 Etwas allgemeiner heifit eine beschriinkte, differenzierbare reelle Funktion Sigmoidfunktion, wenn ihre erste
Ableitung durchweg positiv oder durchweg negativ ist und wenn sie genau einen Wendepunkt hat. Weitere
Vertreter sind tanh(z), arctan(z), erf(z), T

> Verglichen mit sgn 4 o(z) = 2 arctan(kz) hat sgn 4 ,(z) den Vorteil, dass wegen & tanh(z) = 1— tanh?(z)

fiir die Ableitung nur das Quadrat des ohnehin zu berechnenden Wertes tanh(z) benétigt wird.
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Im Fall multivariater Funktionen wird von bereichsweisen Restriktionen gesprochen. In F&l-
len, in denen die Intervallgrenzen selbst noch frei sind, wird von adaptiven intervallweisen

Restriktionen gesprochen.

Beispiel 3.6 ( 100%-Restriktionen)

Anteile und Konzentrationen liegen immer zwischen 0 und 1 bzw. zwischen 0% und 100%.
Dichtefunktionen sind immer nichtnegativ. Fiir Anteile, Konzentrationen und Dichten gilt
auflerdem, dass deren Summe bzw. Integral 1 bzw. 100% ist. Bei linearer Regression der
Stoffausbeuten y beziiglich eines Prozessparameters = € [z, 7] fithrt das bei drei Stoffen auf
Yij = 012 +0; mit i =1,...,N; j =1,2,3 und die Restriktionen

9171 + 91’2 + 91,3 =0 und 92’1 + 9272 + 9273 = 100%

Im Weiteren geniigt es, immer nur ein Intervall zu betrachten, und somit die mehrfachen
Intervallrestriktionen bei der stiickweisen Approximation zu reduzieren. Zum einen kann die
im vorherigen Abschnitt beschriebene Verheftungstechnik zum simultanen Behandeln der
Restriktionen verwendet werden, zum anderen ist ein separates Behandeln moglich, wenn

die Funktion stickweise definiert wird. Statt mit einer Restriktion der Art

3 fir (0, 1]
flx) <4 5 fir (1,4 (3.16)
9 fur (4,7],
wird dann mit der Restriktion
f@)<3+(B-3)L(z—1)+9-5)1(z—4) z€(0,7 (3.17)
=2 =4

gearbeitet. Alternativ wird f(z) stiickweise definiert, und es ergibt sich

fl (I, Glyopt) fur (O7 1]
fopt(I) = f?(m>92,opt) fiir (1a4] (3~18)
fg (ZE7 9370pt) fur (47 7]7

womit aber dreimal ein Problem fiir ein Intervall zu l9sen ist.

Eine Standardtechnik zur Behandlung der unendlich vielen Restriktionen (3.15) ist die Riick-
fithrung auf eine endliche Anzahl punktweiser Restriktionen

ag + €4, < f(k)(zi;e) <bp—ep;i=1,...,M;eq, e, > 0 klein bez. |ag| bzw. |by], (3.19)

wobei die ¢, , €y, gewissermaflen als Sicherheitspolster dienen.

6 Solche Probleme entstehen, wenn moglichst groBe Teilsegmente gleicher Monotonie oder Kriimmung an-

gestrebt werden, s. [485] fiir adaptive monotone Spline-Approximationen.
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Die z; konnen hierbei mit den Stiitzstellen x; der Messwertpaare (z;,y;) Ubereinstimmen,
sie kénnen aber auch nach einem beliebigen Schema (meist dquidistant) ausgewéhlt werden.
Letzteres Vorgehen hat den Charme, dass die Restriktionen auch fiir Bereiche gelten, in
denen wenige Messwerte vorliegen. Ferner kann die Dichte der z; héher gewahlt werden als
die der z;. Bei hinreichend hoher Dichte der z; werden die unendlich vielen Restriktionen
praktisch immer eingehalten. Allerdings sind fiir n-variates x und jeweils L Stiitzstellen in
jeder Koordinate immerhin M = L™ Restriktionen zu behandeln. Die Wahl parameterlinea-
rer Modellansétze (globale Polynome, B-Splines usw.) garantiert dann wenigstens durchweg

lineare Restriktionen fiir alle Ableitungen, z. B.

f(z) =00+ 012 +0222 >0, i=1,...,L nichtnegative Funktion (3.20a)
Fl(z)=014+6:22, >0, i=1,...,L monoton wachsende Funktion. (3.20Db)

Die Ableitungen f*)(z) werden dabei bei parametrischen und semiparametrischen Modellen
durch die Ableitungen an den Stiitzstellen f*)(z;) ersetzt, wihrend bei nichtparametrischen
Modellen numerische Ableitungsformeln zum Einsatz kommen, die ihrerseits lineare Funk-
tionen der zu bestimmenden Stiitzwerte sind. Fir 4quidistante Stiitzstellen sind numerische
Ableitungsformeln in [101] zu finden. Eine Anwendung der beschriebenen Technik fiir para-
metrische Modelle zeigt das folgende Beispiel, wihrend fiir nichtparametrische Modelle die
Beispiele 3.12 und 3.13 das Vorgehen verdeutlichen.

Beispiel 3.7 (Polynomansatz fiir Antriebskennfeld)

Zur Langsregelung von Fahrzeugen mit der Beschleunigung als Stellgréfie ist ein Kompensa-
tor der Nichtlinearitdten des Antriebskennfelds erforderlich. Dazu muss das Kennfeld inver-
tiert werden, was bei Monotonie gelingt. Die Monotonie ist auch durch die Physik gerechtfer-
tigt, denn bei konstanter Drehzahl bedingt eine grofiere Gaspedalstellung stets eine grofere
Beschleunigung. Es bezeichne x; die Motordrehzahl, x5 die Gaspedalstellung und y die Be-
schleunigung. Eigene empirische Untersuchungen zur Wahl des Modellansatzes zeigten, dass
ein vollstdndiges bivariates Polynom dritten Grads ergdnzt um zwei Terme in zo

3 3—k

S Orawiath + 01075 + 05025 = y (3.21)
k=0 1=0

den besten Kompromiss aus Parameteranzahl und Approximationsfehler liefert. Monotonie

beziiglich x5 kann durch nichtnegative partielle Ableitungen in x5 an allen Messwertpaaren

(21,4, xq;) erreicht werden, sodass sich i = 1,..., N lineare Ungleichungen ergeben
Ay 3 3—k
(Il’L $22 = ZZ@M lCE’l 21'21 +940(41}2 z) +95 0(51’21) = 0. (322)
Oy k=0 1=0

Statt einer gewohnlichen LS ist also das folgende LSI-Problem zu lésen
2

N 33—k
> <y2 -3 Hklelfixlzyi + 04075, + 65701’;1-) < Min unter (3.22). (3.23)

i=1 k=0 (=0
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Unter realen Messdaten aus Fahrversuchen mit einem VW Passat zeigten der Modellan-
satz ohne Restriktionen und auch andere empirische Ansétze ohne Restriktionen nicht die
geforderte Monotonie. Mit Restriktionen hingegen gab es keine Probleme bei der Kennlinie-
ninvertierung, die dann auch im autonomen Fahrzeug ,AnnieWAY* eingesetzt wurde [626],

s. Bild 3.1 fiir die erreichte Approximation.”

Beschleunigung
== N £
L

N
ya

- &
)

0

o 300 2000 1000

0 ooy Bo00 5000 4
Gaspedalstellung Motordrehzahl

Bild 3.1: Approgression eines Antriebskennfelds

Der beschriebene Zugang iiber Riickfiihrung auf endlich viele punktweise Restriktionen ist
relativ einfach, weist aber einige Nachteile auf. Bei multivariaten Funktionen erhoht sich
rasch die Anzahl der Restriktionen. Uberdies muss a posteriori gepriift werden, ob die Re-
striktion eingehalten wird, was in R und R? grafisch erfolgen kann, in R” fiir Nichtnegativitét
aber schwierig ist. Auch der Zugang iiber eine Interpolation eines nichtparametrischen Zwi-
schenmodells fithrt hdufig auf eine ungewollt hohe Anzahl stiickweise definierter Abschnitte.
Deshalb sind Zugénge eine Alternative, die die Einhaltung der intervallweisen Restriktio-
nen tiber eine Kombination aus speziellem Ansatz und/oder Parameterrestriktionen a prio-
ri sicherstellen. Die Zugénge tiberfiihren die unendlich vielen Restriktionen, die durch die
x € [z,T] generiert werden, in endlich viele Restriktionen an die Parameter oder gar in ein
vollstandig restriktionsfreies Problem. Da die Vielzahl der Anwendungen, Restriktionen und
Randbedingungen (Erfahrung, verfiighbare Software, Rechenleistung PC oder p-Controller,
etc.) aber keine allgemeinen Regeln zulédsst, wann welcher Ansatz optimal ist, werden in den
folgenden Abschnitten die Grundideen beispielhaft skizziert. Thre Zuordnung richtet sich

nach dem Restriktionstyp, also Nichtnegativitat, Monotonie oder Konvexitét.

7 Entnommen aus Diplomarbeit von H. Hynkova [306], die in der Arbeitsgruppe des Autors entstand.
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3.4.1 Nichtnegativitatsrestriktionen

In diesem Abschnitt wird ausschliefllich die Umsetzung der intervallweise giiltigen Nicht-
negativitatsforderung fiir parametrische Modelle untersucht, da nichtparametrische Modelle
trivialerweise auf die Stitzwertrestriktionen f; > 0 fithren. Im Speziellen wird die Behand-
lung durch elementare Transformationen kurz vorgestellt, wihrend im Anschluss ausfithrli-
cher gezeigt wird, wie fiir ein Polynom, dass global oder auf einem Intervall definiert wird,

die Nichtnegativitat sichergestellt werden kann.

1. Behandlung durch elementare Transformationen
Transformationen zur Elimination von Ungleichungsrestriktionen, s. Tabelle 5.1, lassen sich
auch zum Beseitigen der unendlichdimensionalen intervallweisen Restriktionen nutzen. So

garantiert

flx) =e9@0 > Va € R™ und g beliebig wahlbar Positivitat (3.24a)
fx)=[g(z;0)* >0  Va € R" und g beliebig wihlbar Nichtnegativitat.  (3.24b)

Um die entstehenden Optimierungsprobleme handhabbar zu machen, wird der Funktionen-
raum von g auf eine d-parametrische Familie von Funktionen, oft einen d-dimensionalen
Vektorraum, eingeschriankt (orthogonales Funktionensystem, Splines, KNN-basierte Funk-
tionen). Das semiunendliche Optimierungsproblem reduziert sich so auf ein d-parametrisches
Problem.

Anmerkung 3.1 Dichtefunktionen f miissen nicht nur nichtnegativ sein, sondern auch die

Normierungsbedingung (Integral tiber f ergibt 1) einhalten. Dies bewerkstelligt

e9(@)

- [y 9@ dz

f(z) X ist Definitionsbereich von f, (3.25)

wobei g ebenfalls X' als Definitionsbereich haben muss. Der Wert Null wird dabei iiber
X nicht angenommen, weshalb diese Transformation nicht fiir alle Dichteprobleme optimal
ist. Ferner ist die Transformation nicht bijektiv, denn ¢;(z) = g(z) 4+ ¢ impliziert f(z) =
e/ [e9 = e9/ [e9. Die Hinzunahme einer Restriktion wie g(zo) = 0; zp € X bzw. [y g =
0 erzwingt aber Bijektivitdt. Indem wiederum ¢ aus einer d-parametrischen Familie von
Funktionen gewéhlt wird, kann das Problem auf ein endlichdimensionales zuriickgefiihrt
werden [164].

Da an keiner Stelle g(x;6) eingeschriankt wird, kann jede positive (nichtnegative) Funktion
f(z) so erzeugt werden und das immerhin fiir multivariate Funktionen. Es muss allerdings
eine fiir die Aufgabenstellung angepasste Funktionenklasse fiir g gewahlt werden. Bei ungiin-

stiger Wahl fihrt das zu hohen Approximationsordnungen und vielen Parametern. Wegen
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der nichtlinearen Transformationen in (3.24) entstehen parameternichtlineare Modelle, die
gemeinhin auf nichtkonvexe Optimierungsprobleme fiithren. Das ist der Preis der hohen Fle-

xibilitdt dieses Zugangs.

Weniger Flexibilitiat wie der beschriebene Zugang bieten Polynomansétze. Sie haben aber den
Vorteil, dass bei derselben Zahl von Freiheitsgraden ihre Graphen gleichmafiger krimmen.
Hierfiir wird auch eine nicht so gute Anpassung in Kauf genommen. Aufierdem eriibrigen
sich in der Anwendung Fallunterscheidungen tiber die lokal wirksamen Approximationsfunk-
tionen. Damit vereinfacht sich das Ableiten und ganz allgemein das Weiterrechnen etwa fiir
eine Regelkreisanalyse bzw. -synthese. Um diese Vorteile nutzen zu kénnen, wird nachfolgend
die Vorgehensweise zur Sicherung der Nichtnegativitdt von Polynomen beschrieben, wobei

einige begriffliche und theoretische Aspekte zuvor bearbeitet werden miissen.

2. Behandlung fiir globalgiiltige Polynome
Die globalen n-variaten Polynome bis zum Grad d werden beschrieben durch
(") n
Pn,d = {p(l) = Z pift?“l'g” s l'(,);m; Qi € No, Z Qj < d} (326)
i=1 j=1
In der Menge P, 4 liegen die positiv semidefiniten Polynomen, die sich genau durch die
gewiinschte Nichtnegativitateigenschaft auszeichnen. Allerdings sind sie schwierig zu hand-

haben, wie nachfolgende Uberlegungen zeigen.

Definition 3.1 (psd-Polynom)
Ein Polynom p(x) heifit psd-Polynom (psd steht fiir ,positiv semidefinit“), wenn p(x) > 0
fiir alle € R™ gilt. Die Menge der psd-Polynome vom Grad d wird mit Pﬁd bezeichnet.

Eine Restriktion an das Minimum min, p(z) > 0 sichert zwar die psd-Eigenschaft, doch
scheitert ein solcher Zugang an der Existenz geschlossener Formeln zur Nullstellenberech-
nung fiir hohergradige Polynome im univariaten Fall und multivariat erst recht. Klar ist nur,
dass fur Pid der Grad d stets gerade sein muss, da sich bei ungerader Potenz fiir hinreichend
betragsgrofie Argumente in einer Variablen negative Funktionswerte ergeben.

Auch der Zugang iiber Hilberts 17. Problem®, wonach ein Polynom genau dann ein psd-
Polynom ist, wenn es sich als Summe von Quadraten rationaler Funktionen darstellen lésst,
ist schwierig, da die Klasse der Polynome verlassen wird. Einen Ausweg zur Parametercha-
rakterisierung von 775 4 bieten die sos-Polynome, die ihrer Struktur wegen stets psd-Polynome

sein miissen.

8 Eine Ubersicht zu allen Problemen findet sich in http://en.wikipedia.org/wiki/Hilbert%27s_ problems.
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Definition 3.2 (sos-Polynom)
Ein psd-Polynom p(z) vom Grad d € {2m : m € N} heiit sos-Polynom (sum of squares of

polynomials), wenn es sich als Summe von Quadraten aus Polynomen ¢; schreiben l4sst
p(x) = Zq?(:rl, ce, Tn) degq; < d/2. (3.27)
i=1

Die Menge der sos-Polynome wird durch 32 ; bezeichnet.”

Beispiel 3.8 (psd- und sos-Polynom)
p(z1, 12) = 2228 + 2122 — 32222 + 1 (Motzkin-Polynom [464]) ist ein psd-Polynom, aber kein
sos-Polynom. Um das zu zeigen, wird p mit einem positiven Faktor multipliziert, sodass ein

sos-Polynom aus 25’8 folgt

(27 4+ 25+ 1) - p(z1, 29) =(2370 — 2) + (1125 — 11)* + (2325 — 1)?
1 A 3 . ‘
+ Z(xlac‘; —23m9)? + Z(xlac‘; + 2¥ry — 21129)%
Wegen der Quadrate auf der rechten Seite folgt sofort p € 772%6, wahrend p ¢ 25’6 aus
der Indefinitheit der korrespondierende Matrix S in Satz 3.1 folgt, die ihrerseits durch das

2 resultiert.

negative Diagonalelement —3 aus dem Term —3(zq22)
Der Vorteil der sos-Polynomen begriindet sich durch eine notwendige und hinreichende Be-
dingung fiir die sos-Eigenschaft. Der folgende Satz stellt ndmlich eine Beschreibung der
sos-Polynome als quadratische Form vor, die ihrerseits mit der Existenz einer nichtnegativ

definiten Matrix einen LMI-Zuléssigkeitstest gestattet.

Satz 3.1 (sos-Polynomdarstellung als ,,quadratische Form*, [515] )

pE 231,2171 gilt genau dann, wenn eine Matrix S > 0(n+m)x(n+m) existiert, sodass

p(x1,. ., m,) = [1, 00,0, .., 20, 2120, ., 2P| S[L, 21, T, .. T, 21T, 2] (3.28)

? n

Der Rang von S gibt die Anzahl r der benétigten Quadrate in (3.27) an.

Zu klaren ist nunmehr, wann die Mengen der sos-Polynome und der psd-Polynome gleich
sind. Die Antwort gibt der folgende Satz.

Satz 3.2 (Hilbert-Theorem fiir psd-Polynome, [286])
%2, = Pr, gilt nur fiir n = 1 (univariate psd-Polynome), fiir d = 2 (quadratische psd-

n

Polynome) oder fiir n = 2 und d = 4 (quartische bivariate psd-Polynome).

9 Im Fall homogener Polynome vom Grad d lisst sich zeigen, dass alle ¢; homogen vom Grad d/2 sein

missen. Zudem formt 2727, 4 einen abgeschlossenen konvexen Kegel.
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Die erniichternde Aussage des Satzes ist, dass nur in wenigen Féllen die sos-Polynome die
psd-Polynome &dquivalent beschreiben. Im univariaten Fall erméglicht der Satz aber, zum
unendlichdimensionalen Nichtnegativitdtsproblem ein dquivalentes konvexes endlichdimen-
sionales Problem zu formulieren. Genauer: Da zwischen den Polynomkoeffizienten p; und den
Matrixelementen sy affine Zusammenhéange tiber (3.28) bestehen, reduziert sich die Suche
itber den sos-Polynomen auf eine Suche im Schnitt der nichtnegativ definiten Matrizen mit
einer affinen Menge von Matrizen. Fir p € X7 ,,, heifit das

S €S (3.29a)
i = Z Skl = spur(SHiH); Z = O, 1, ceey Qm, (329b)
kl=i+2

wobei H), € R+Dx(m+1) dje k-te Hankel-Basismatrix!© ist.

Beispiel 3.9 (LS-Formulierung fiir Polynome mit Nichtnegativititsrestriktion)
Mit den obigen Ausfithrungen lautet das LS-Ausgleichsproblem fiir N Tupel (x;, y;):

2

Y1 1 2y ... z¥m Do
R : < Min pi =spur(SH;41);i=0,...,2m  (3.30)
YN 1 oy ... I'%Vm Pom S = O(m+1)><(m+l)~

2

Nach der Behandlung globalgiiltiger Polynome soll diese nun fiir intervallgiiltige Polynome
beschrieben werden. Sie baut auf den bisherigen Ergebnissen auf, ist aber schwieriger, da
ungerade Polynomgrade nicht mehr von vornherein auszuschliefien sind. Lediglich fir den

univariaten Fall lassen sich praktikable Aussagen formulieren.

3. Behandlung fiir intervallgiiltige Polynome
Aus der Vielzahl von Sétzen hierfiir [514], sollen drei Sétze vorgestellt werden, die die Grund-
lage fiir eine algorithmische Umsetzung liefern. Das Lukacs-Theorem bietet sich beispiels-

weise fir abgeschlossene Intervalle an.

Satz 3.3 (LukAacs-Theorem, [511])
Sei p ein psd-Polynom auf [a, b] vom Grad d, dann gilt

i)+ (x —a)(b—2)f2(x) d gerade

oy = | @+ =00 dgen )
(x —a)fi(z)+ (b—a)f{(z) dungerade

fiir reelle Polynome fi,..., fi, wobei der Grad der Summanden d nicht tibersteigt, aber d

wenigstens einmal annimmt.

10Hankel-Basismatrizen formen die kanonische Basis fiir den Vektorraum der Hankel-Matrizen. Bei der k-ten
Basismatrix ist die k-te Nebendiagonale mit Einsen besetzt, wiahrend der Rest Nullen enthélt. Beispiele:

10 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
H =00 o0ol|,H=|1 0 o|,Hy=]0 1 o|,Hy=]0 0o 1 |,Hs=|0 0 o
0 0 0 0 0 0 1 0 0 01 0 0 0 1
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Anmerkung 3.2 Im Original bezieht sich der Satz auf [—1, 1], woraus diese Version per Ko-
ordinatentransformation folgt. Fir gerade Ordnung ist der Satz auch unter Fekete-Theorem

bekannt. Verfeinerungen liefert das Karlin-Shapley-Theorem [514].

Das Lukacs-Theorem ist interessant, da es eine Reparametrisierung des Suchraums
(Po,---»pa) ERM: p(a) = paa + ...+ prz+po > 0 Va € [a,b] (3.32)

hin zu einem freien Suchraum aufzeigt

(f105- -+ Frazs fo0s- s foaa1)’ € R d gerade (3.33a)
(f3,00 -« s Faqa—1yj2s 105 - - - faqa—1yy2)” € R d ungerade. (3.33b)

Nachteilig ist, dass wegen der Quadrierung der f;-Polynome nichtkonvexe Probleme entste-
hen. Eine Mehrdeutigkeit in den f-Parametern bedeutet dabei keineswegs eine Mehrdeutig-
keit in den p-Parametern. Da die Menge der auf [a, ] nichtnegativen Funktionen namlich
konvex ist, wird bei konvexen Zielfunktionen und problemangepasste Experimentationsdaten

die Losung beziiglich der p-Parameter eindeutig sein.

Eine Alternative zum auf Suchverfahren zugeschnittenen Ansatz, der auf einer Reparame-
trisierung in ein freies Problem beruht, stellt eine SDP-Formulierung mit LMI-Restriktionen
dar. Das folgende Beispiel zeigt, welche LMI-Restriktionen dies bewerkstelligen. Es kombi-
niert die Koeffizientenbedingung und die Aussage des Lukédcs-Theorems. Zugleich zeigt es,
warum der unterschiedliche Funktionsansatz fiir gerade und ungerades d in (3.31) auf Ebene

der LMI-Restriktionen nicht mehr in Erscheinung tritt.

Beispiel 3.10 (LMI-Restriktionen fiir psd-Polynome auf Intervallen)

Fiir ungerades d impliziert p = (z — a) f§(z) + (b — z) f}(z) im Lukédcs-Theorem, dass p €
(x —a)¥?,, + (b — )3, gilt. Fiir gerades d folgt aus (b — a)p = (z —a)p + (b — z)p =
(2= a)(f7 + (b= 22f3) + (b — 2)(f2 + (v — @) f3) ebentalls p € (& — )53, + (b— )53,
denn schlieBlich sind (f7 + (b —)*f3)/(b—a) und (f? + (z — a) f3) Elemente aus ¥7 . Mit
den entsprechenden Restriktionen fir X7, und den Koeffizientenbeziehungen entsprechend
(3.29) ergibt sich

Sl, SQ S Snzphq,pl = Spur(Sl(Hi — CLHZ'_H)) + SpuI'(SQ(bHZ'+1 — Hz)) . (334)

p ist unter diesen Restriktionen ein psd-Polynom auf [a, b] vom Grade < d, wenn bei m = d/2

(d gerade ) bzw. m = (d — 1)/2 (d ungerade) verwendet wird.

Fir halboffene Intervalle greift das Pdlya-Szego-Theorem.
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Satz 3.4 (Pdlya-Szego-Theorem, [511], [514])
Sei p ein psd-Polynom vom Grad d auf [a,c0) bzw. (—o0,b], dann existieren globale sos-

Polynome fi, f2, sodass
p(x) = filz) + (x —a)falx)  bzw.  p(z) = fi(z) + (b —2)fa(), (3.35)

wobei der Grad der Summanden d nicht tUbersteigt, aber wenigstens einmal erreicht.

Die Forderung, wonach der Grad wenigstens einmal erreicht werden muss, lasst zu, dass
f1(z) nicht den Grad d oder fy(z) den Grad d — 1 haben muss, wenn das jeweils andere
Polynom den maximal zuldssigen Grad hat. Da aber die Mengen von Polynomen kleinerer
Grade mager sind, ist es praktisch legitim, p € X3 ; + (¢ — a)¥} ;_; zu fordern, was auf die
folgenden Restriktionen fithrt

S € S;—/Z7 Sy € 55/271, p; = spur(S1Hy,) + spur(Sg(Hk — aHkH)) d gerade (3.36a)

S1,S5 € 5(%_1)/27 pi = spur((Sl + S9)Hy — aSng+1) d ungerade. (3.36b)

Anmerkung 3.3 Neben Intervallen kann die Nichtnegativitédt auch auf dem Komplement
eines endlichen Intervalls [157] oder tiber speziellen konvexen Mengen betrachtet werden, was
zum Beispiel im Rahmen der Stabilitdtstheorie interessant ist. Zweckméafig zu behandelnde

Mengen sind dabei Simplexe, Ellipsen, konvexe Polytope [130].

Fiir den Ingenieur gilt es insgesamt festzuhalten, dass die Grundidee in der Formulierung
von Ansitzen liegt, die sos-Polynome nutzen. Uber diesen Weg kénnen dann freie, aller-
dings nichtkonvexe Optimierungsprobleme abgeleitet werden oder aber konvexe Optimie-
rungsprobleme mit LMI-Restriktionen. Letztere sind zu bevorzugen, setzen aber Kenntnisse

der semidefiniten Optimierung voraus, s. Abschnitt 7.8.

3.4.2 Monotonierestriktionen

Vielen Modellen ist die Monotonieeigenschaft per Definition und der Physik heraus eigen,
z.B. Verteilungsfunktion, Kurven von Verstirkern, oder sie ergibt sich aus logischen Uber-
legungen, z. B. beim Lingenwachstum von Kindern. Ahnliches gilt fiir monoton fallende
Funktionen, z.B. die Fehleranzahl bei Softwaretests. In der Regelungstechnik ist strenge
Monotonie einer stetigen statischen Abbildung eine oft gestellte hinreichende Voraussetzung
fiir Regelkreisstabilitat. Ob ein Signal bzw. eine Funktion dabei monoton fallt oder wéchst,

dndert nichts an der prinzipiellen mathematischen Behandlung.
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Monoton wachsende Funktionen!! f : X C R — R lassen sich charakterisieren durch

VI17I2 cX: 1 < Ty = f(Il) < f({EQ) (337&)
aquivalent: (f(x1) — f(z2))(z1 —22) >0 (3.37h)

und aquivalent fiir stiickweise stetig differenzierbare Funktionen durch

fl(z)>0 fiir alle x € & bis auf isolierte Punkte. (3.38)

Mitunter braucht die Monotonie nicht gesondert behandelt werden, wie etwa bei nichtpara-
metrischen Maximum-Likelihood-Schétzern, kurz ML-Schatzern, von Verteilungsfunktionen,
da diese per Konstruktion (Summe der relativen Haufigkeiten) eine monotone Stiitzwertfolge
liefern. Anders verhélt es sich bei ML-Schétzern fur die Verteilungsdichte iiber ein Histo-
gramm. Dann ist beispielsweise fiir die Exponentialverteilung keineswegs eine monotone Fol-
ge von Schatzwerten garantiert. Fiir eine ausfiihrliche Bearbeitung der Monotoniesicherung
bei Dichteschitzern einschlieflich der Normierungsbedingung sei auf [50], [245], [537] ver-
wiesen. Im Folgenden werden sechs Moglichkeiten zur Behandlung der Monotonierestriktion

vorgestellt.

1. Behandlung mittels Integralansatz

Jede stetig differenzierbare streng monotone Funktion auf [0, 1] kann durch'?

fl@)=co+ /OI efrf 9mOdr e mit /OZ g2 (&;0)dE < o0 (3.39)

dargestellt werden, wobei fiir g ein géngiger Funktionsansatz ohne Restriktionen verwendet
werden kann (erfiillt zwangslaufig die quadratische Integrabilitatsbedingung). Die Idee hinter
(3.39) ist sehr anschaulich: Da die e-Funktion unabhéngig vom Exponenten stets positiv ist,
kann das auBere Integral nur wachsen. Details zu diesem Ansatz finden sich in [524], wo

zudem durch Hinzunahme des Terms [§ ¢?(€)d¢ die relative Kriimmung von y bestraft wird.

1 Die monotonen Funktionen formen einen Kegel. Sie miissen nicht stetig sein; haben aber héchstens abzihl-
bar viele Unstetigkeiten erster Art (Spriinge). Zwischen den monotonen und injektiven Funktionen besteht
der Zusammenhang: Eine stetige injektive Funktion f : R — R ist streng monoton. Fiir unstetige injek-

z firz € R\Z _ { x  fir z € R\(0,1)

20 firecz O T@ =110 firae (1)

Umgekehrt ist jede streng monotone Funktion f: R — R injektiv.

tive Funktionen gilt das nicht, vgl. f(z) = {

Eine Funktion kann nirgends monoton sein [214].

12(3.39) ist die Losung der Differenzialgleichung f” = gf’, die diese Funktionenfamilie umfasst.
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2. Behandlung mit speziellen Ansatzfunktionen

Eine Vielzahl von Funktionen (Logarithmus, Exponentialfunktion, lineare Funktion, Potenz-
funktion) sind global oder auf grofien Intervallen monoton. Ob sie dabei wachsend oder fal-
lend sind, hangt dabei nur von einem oder wenigen Parametern ab. Da die Funktionen die
Daten gut anpassen sollen und somit geeignet gewahlt werden, kann auf die Restriktionen
an die Parameter meist verzichtet werden. Die Schwierigkeit besteht dann also darin, ei-
ne geeignete Funktionsklasse zu wéhlen, wenn diese nicht durch A-priori-Wissen aus dem
technischen Hintergrund bekannt ist. Da solche Ansatzfunktionen gemeinhin mit wenigen
Parametern auskommen, spielt ein parameternichtlinearer Zusammenhang nur eine unterge-
ordnete Rolle. Insbesondere schnelle Loser fiir nichtlineare LS-Formulierungen sind in den

gingigen Programmsystemen vorhanden.

Neben der Monotonie weisen viele Kennlinien aus der Mechanik, Pneumatik, Hydraulik und
Thermodynamik zudem einen gesittigten Anstieg aus, vgl. Bild 3.2. Die Kennlinien sind
monoton wachsend mit abflachendem Anstieg, d.h. die zweite Ableitung geht gegen Null.
Folglich ergibt sich mit wachsender z-Koordinate eine Asymptote (geséttigter Anstieg). Ge-
gebenenfalls gelten diese Eigenschaften fiir die Umkehrfunktion, was in der weiteren Betrach-

tung nur die Rolle von (z,y) tauscht.

70 T T T T T T 70

i,
9401 E
=
S
<
L3of
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Bild 3.2: Monotone Kennlinien mit gesittigtem Anstieg, [85]

Prinzipiell konnten die Kennlinien durch Polynome oder Splines mit entsprechender Formu-
lierung der Restriktionen gendhert werden. Nachteilig daran ist aber, dass das Invertieren
von Polynomen gemeinhin nicht geschlossen méoglich ist (Nullstellenproblem). Zudem erweist
sich die Behandlung polynomialer Kennlinien im Absolutglied von Differenzialgleichungen als
recht knifflig, oder sie ist gar unmoglich. Deshalb seien hier einige Ersatzfunktionen genannt,
die praktische Anwendung bei nichtlinearen Widerstandskennlinien sowie magnetischen und

dielektrischen Kennlinien finden, vgl. Tabelle 3.1.
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Ersatzfunktion Formel ‘
- 3
spezielle kubische Funktion r_v, (2)
Lo Y Yo
ax
H bel -
yperbeln Yy o + e

Potenz mit gebrochenem Exponent | y = k2?; 3 > 0

logarithmische Funktion LA <1 + i)
Yo Lo
Area-Sinus-Hyperbolicus ~ = arsinh—
Yo Ty
. Y x
Arkus-Tangens-Funktion — = arctan —
Yo Ty

Tabelle 3.1: Monotone Kennlinien mit gesattigtem Anstieg, [85]

Zunéachst erscheinen die Ansétze deutlich komplizierter; ihre Behandlung vereinfacht sich
aber durch geeignete Substitutionen entsprechend. Das wird an der magnetischen Kennlinie
einer Spule mit Eisenkern unter Vernachladssigung der Hysterese deutlich, die sich durch
% = arsinhi ausdriicken ldsst. Die Differenzialgleichung des Einschaltvorgangs an Wech-
selspannung kann ndmlich durch Substitution in eine lineare Differenzialgleichung tiberfiihrt
und gelést werden [86].

Welche der Ersatzfunktionen sich fiir den konkreten Fall am besten eignet, hingt von Ein-
satzfall und der erzielbaren Approximationsgite ab. Ein Durchprobieren der Ersatzfunk-
tionen gepaart mit einer Parameterschatzung stellt auf modernen Rechnern kein Problem
dar. Dabei empfehlen sich Ausgangsfehler-LS-Ansétze, wobei eine hohere Fehlerwichtung im

LSattigungsbereich® zweckméfig ist, da er fir die Anwendung oft von grofierem Interesse ist.

3. Behandlung fiir intervall- und globalgiiltige Polynome

Fiir Monotonierestriktionen bei (globalen) Polynomapproximationen sei auf [334] verwiesen.
Das Polynom hat bei globalen Approximationen dabei stets einen ungeraden Grad. Prinzi-
piell kénnen die Zugénge aus Abschnitt 3.4.1 herangezogen werden, was tiber die Integration

der Ansatzfunktionen fiir Nichtnegativitétsrestriktionen gelingt.

4. Behandlung von Interpolationsproblemen

Ausgleichsprobleme mit einer intervallgiiltigen Funktion (Polynom) haben zwar den Vorteil,
dass Fallunterscheidungen gegeniiber stiickweise teilintervallbezogenen Funktionen entfallen,
aber den Nachteil, dass die Stiitzstellen nicht exakt getroffen werden wie bei Interpolati-
onsproblemen. Zunéchst ist klar, dass die Monotonie der Stiitzwerte eine notwendige Vor-
aussetzung flir eine monotone Interpolation ist. Sie ist aber nicht hinreichend. Fiir globale
Polynominterpolationen leuchtet das sofort ein, da das bekannte Problem der Uberanpas-

sung auf oszillierenden Graphen fithren kann. Fir die stiickweise lineare Interpolation ist die
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Monotonie der Stiitzwerte hinreichend, fiir kubische kubischen Spline-Interpolation hingegen
wieder nicht. Im bivariaten Fall versagt die lineare Dreiecksinterpolation im Beispiel der im
ersten Quadranten monotonen Funktion f(zy,29) = (z129)"/%, deren Dreiecksinterpolation
iber (0,1;0),(1,0;0),(1,1;1),(0.1,0.1;0.316) nicht monoton ist [58]. Aus diesen Erkennt-
nissen leitet sich die Notwendigkeit zusatzlicher Restriktionen fiir die Mehrzahl monotoner

Interpolation ab. Im folgenden Beispiel wird gezeigt, wie das dann umgesetzt werden kann.

Beispiel 3.11 (Behandlung durch B-Spline-Approximation vom Grad k)

Gegeben seien Wertepaare (z;,4;); ¢ = 1,..., N mit 1 < x3 < ... < zy. Ferner seien
m + k + 2 Knoten p; mit 2y = po < p1 < ... < poyw+1 = an fiir die B-Splines sowie
die Randwerte y(z1) = a und y(xzy) = b vorgegeben. Dem Ziel einer monotonen B-Spline-

Approximation wird dann das linearrestringierte LS-Problem fiir die 6;

N m-+k+1 2 . mtk+1
Z <y¢ — Z QJBJJC(IFL)) = 1\/[11’1 20 Qijyk(xl) =a (340)

=1 =0 mi;ﬂ»l

= Qijyk(xN) = b; 9j S 9j+1
gerecht, wobei
) _ 1 py<z<pi
Bio(w) = { 0 sonst (3.41)
T —p; ; -

Bjlz)=—"P g @)+ LT g (@) 0/0:=0 (3.42)

Pj+i — Dj Pj+i+1 — Pj+1

eine rekursive Definition der normalisierten B-Splines nach Cox [148] und de Boor [88] ist.
Die letzte Restriktion im Giitekriterium ist hinreichend; fiir notwendige Bedingungen s. [202].

Fiir eine monoton fallende Funktion ist §; > 6;,; zu fordern.

5. Behandlung im mehrvariablen Fall

Wihrend Monotonie im einvariablen Fall eindeutig festgelegt ist, muss im mehrvariablen
Fall zunéchst immer genau definiert werden, in welcher Weise der Monotoniebegriff erweitert
wird. Das ist erforderlich, da fir Vektoren anders als Skalare keine Totalordnung naturge-
geben ist, sondern gemeinhin nur Halb- oder Quasiordnungen betrachtet werden. Letztere
milssen genau spezifiziert werden. Begriffe wie Quasi- oder Pseudomonotonie [266] oder Mo-
notonie i.S. von Volkmann [616] sind die Folge, wobei der Zusatz ,quasi“ nicht immer in
gleicher Weise verwendet wird. Drei fiir den Ingenieur interessanten Varianten seien hier

genannt.

Variante 1 nutzt die natiirliche Halbordnung von Vektoren (s. Anhang A.1), indem sie for-
dert, dass fiir einen Punkt, der in all seinen Koordinaten gréfler ist als ein anderer auch der

zugehorige Funktionswert grofer ist, kurzum

G={/R"=R:x <z;= f(x;) < f(z;); Vi,j}. (3.43)
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Anwendung findet dieser Zugang bei der monotonen Regression'®. Ob eine multivariate Funk-
tion dabei monoton steigt oder fallt oder nicht monoton ist, hdngt von der Wahl des Koordi-
natensystems ab. So ist f(x1,22) = x1 — 22 in den Basiskoordinaten weder monoton fallend

noch wachsend, in den Koordinaten zj = z; und 2z, = —x5 aber streng monoton wachsend.

Variante 2 verallgemeinert die Eigenschaft (3.37b) zu einer kumulierten Zuwachsbedingung
mittels Skalarprodukt [487]

Go={f X CR" 5 R": (f(21) — f(z2))" (z1 — 32) >0 fiir alle 21,29 € X}.  (3.44)

Variante 3 ist fiir differenzierbare Funktionen geeignet und beruht auf der Verallgemeinerung
der nichtnegativen Anstiege monoton steigender Funktionen zu
0 aft
Gy = f:XQR”%R":—f+it0nxnﬁirallez€/'¥ . (3.45)
oxzT = Ox
Hieraus ergeben sich bei parametrischen Funktionsansétzen die entsprechenden Parameter-
restriktionen. Derartige monotone Funktionen wie etwa f (1, 22) = (323 4+ 2123; $23 4 2027)
stellen diverse mehrvariable Sektorbedingungen fiir den Entwurf von Reglern und Beobach-
tern sicher [648].

6. Behandlung von nichtparametrischen Modellen

Fiir nichtparametrische Modelle kénnen im mehrvariablen Fall die Varianten 1 und 2 direkt
genutzt werden, wihrend bei Variante 3 die Ableitungen zuvor durch numerische Approxi-
mationen zu ersetzen sind. Die Varianten fiithren bei LS-Ansétzen auf einfach zu behandelnde
LSI-Probleme. An einem Beispiel fiir eine nichtparametrische monotone Regression fiir das
Modell y;, = f(z;) +€;; ¢ =1,..., N mit z; € R” und identisch mittelwertfrei normalverteil-

ten e; soll das gezeigt werden. Fiir statistische Betrachtungen sei auf [50], [151] verwiesen.

Beispiel 3.12 (LSI-Formulierung fiir monotone Regression)

Fir z; = (2,1), 22 = (3,3), 23 = (—1,-2), x4y = (=2,1), 25 = (2,-1), 26 = (1, 3) seien
die Messwerte y1, . . ., ys gegeben. Damit existieren die 11 Relationen (i.S. des elementweisen
Vergleichs) z1 < xo; 23 < 1,9, T5, Tg; T4 < T1,Ta, Tg; Ts < T1,To; Tg < Tg, die gleicherma-
Ben von den zu bestimmenden Stiitzwerte f; einzuhalten sind. Wird ferner berticksichtigt,

dass sich f; < f; als f; — f; < 0 schreiben lésst, fithrt das monotone Regressionsproblem auf

13Eine Verallgemeinerung stellt die isotone Regression dar, bei der die natiirliche Halbordnung zwischen den
Vektoren z; und «; durch eine beliebige Quasiordnung ersetzt wird [50]. Es finden sich aber auch Defi-
nitionen fiir isotone Funktionen, die auf einer beliebigen oder einer speziellen Halbordnung [72] beruhen.

Dariiber hinaus ldsst sich Monotonie auch fiir eine Teilmenge der Variablen definieren [58].
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das folgende LSI-Problem

1 -1 00 0 o0

1 010 0 o0

0 -1 1.0 0 0

2 0 010 -1 o0
hn fi \ 0 0 1 0 0 -1 fi

Sl = = Min 1 001 o0 o0 o < 0qy. (3.46)

0 -1 01 0 o0 fe

Yo Jo 2 o0 00 1 0 -1

-1 000 1 0

0 -1 00 1 0

0 -1 00 0 1

Fir die unterschiedlichen Moglichkeiten eine Funktion (Kennlinie) zu definieren, ndmlich
globalgiiltig, intervallgiiltig, abschnittsweise oder nichtparametrisch werden Techniken vor-
gestellt und diskutiert, mit denen die wichtige Eigenschaft der Monotonie sichergestellt wer-
den kann. Erweiterungen fiir mehrvariable Funktionen werden ebenso diskutiert. Letztlich
sei nochmals daran erinnert, dass die im iibergeordneten Abschnitt 3.4 beschriebene Technik
des Riickfiithrens auf punktweise Restriktionen fiir parameterlineare Ansétzen sehr einfach,
aber effektiv ist. Da die Behandlung von Konvexitatsrestriktionen mit d&hnlichen Techniken

erfolgt wie die der Monotonierestriktionen, fillt der nachfolgende Abschnitt kurz aus.

3.4.3 Konvexitatsrestriktionen

Konvexitétsrestriktionen und ihr Pendant die Konkavitatsrestriktionen lassen sich bei univa-
riaten Funktionen leicht erkennen. Eine konvexe Funktion ist wie y = 22 nach oben gedffnet,
eine konkave wie y = /= nach unten.

Handelt es sich bei der zu identifizierenden Funktion um eine Kennlinie, die in der Riickkopp-
lung eines Regelkreises liegt, ist zu beachten, dass bei groen Reglerverstédrkungen sich das
Regelkreisverhalten (FithrungsgroBe-RegelgroBe) statisch invers wie die Kennlinie verhalt.
Statt Konvexitit ist dann Konkavitit zu fordern. Ahnlich ist zu verfahren, wenn statt der
konkaven Strecke der zugehorige vor- oder nachgeschaltete konvexe Kompensator geschitzt
werden soll.

Konvexitét/Konkavitat konnen durch die zweiten Ableitungen oder durch monoton wach-
sende bzw. fallende erste Ableitungen spezifiziert werden. Dabei muss die Hesse-Matrix,
die selbst eine Funktion der xz-Vektoren ist, fiir alle zuléssigen x nichtnegativ bzw. nicht-
positiv definit sein. Vielfach wird diese unendlichdimensionale Restriktion auf punktweise
Restriktionen heruntergebrochen (notwendige Bedingungen), oder es werden hinreichende
parametrische Restriktionen abgeleitet. Einzig quadratische multivariate Funktionen sind

einfacher zu behandeln, da bei diesen die Hesse-Matrix unabhéngig von x ist.
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Die Polygonzuginterpolation zéhlt zu den populirsten Methoden der Datenapproximation,
da lediglich die Stiitzwerte durch Geradenstiicke zu verbinden sind. Das erleichtert das Ab-
speichern und das Berechnen von Zwischenwerten. Wenn nun von einer Funktion bekannt
ist, dass sich in einem Intervall deren Ableitung mit wachsenden x vergrofiert (verkleinert),
dann ist die Funktion konvex (konkav). Als Beispiel seien konvexe, monoton fallende Dich-
ten genannt [246], fir die geschitzte Haufigkeiten vorliegen. Andere Beispiele liefern einige
Gewichts- oder Ubergangsfolgen, die durch Messung oder Entfaltung entstchen. Aufgrund
der Schatzungen oder Stérungen wird die gewohnliche Polygonzuginterpolation dann nicht
die Konvexitatseigenschaft aufweisen. Durch Verschieben einzelner oder mehrere Stiitzwerte

kann die Eigenschaft aber erzwungen werden, vgl. nachfolgendes Beispiel.

Beispiel 3.13 (Konvexe Regression mit stiickweise linearen Funktionen)
Seien (zy,y;);4 = 1,..., N disjunkte, geordnete Messpunkte mit z; < z;41, dann sind die

fi = fiopt aUS

Ji— fiz1 < Jiv1 — fi|

< ;=2
Ti — Ti—1 Tit1 — T

M=

L...N-1 (3.47)

1
25

Il
—

LS-Schétzungen fir die Stiitzwerte der stiickweisen linearen konvexen Funktion (das nicht-
parametrische Modell). Die Konvexitédt wird tiber eine Restriktion an die Anstiege von f
gesichert. Das Problem (3.47) ist eindeutig losbar, da die Zielfunktion streng konvex und
koerzitiv ist und der zuldssige Bereich eine konvexe Menge darstellt, s. Satz 4.1 und Satz
4.7. Die Schétzungen sind unter recht allgemeinen Voraussetzungen konsistent [273]. Algo-

rithmisch wird (3.47) in ein LSI-Problem (s. Tab. A.3) umgeformt und als solches gelost.

Zusammengefasst lautet die Idee der nichtparametrischen konvexen Regression also: Ver-
schiebe zunéchst die Stiitzwerte so wenig wie moglich, aber so, dass die Geradenstiickenan-

stiege immer grofler werden und verbinde anschliefend die neuen Stiitzwerte durch Geraden.
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3.5 Unimodalitatsrestriktionen

Viele Dichtefunktionen sind eingipflig (unimodal, genau ein lokaler und gleichzeitig globa-
ler Maximierer). Auch ist oft a priori bekannt, dass bestimmte Zusammenhénge zunéchst
ein monotones Anwachsen einer Groéfle und anschlieBend ein fortwahrendes Absenken dieser
Grofle beschreiben. Beispiele sind die Drehzahl-Drehmomentenkennlinie, Chromatografie-
profile mit nur einem Peak oder physiologische Kenngrofien des Menschen tiber dem Alter
(Korpergrofie: Wachstum bis etwa 18 Jahre und danach durch Knorpelreduktion bedingtes
Schrumpfen).

Definition 3.3 (Unimodale Funktion)

Eine Funktion f : X N [a,b] — R heifit (streng) unimodal nach oben auf [a,b], wenn f in
Top €in (eindeutiges) globales Maximum hat und fiir z1, 2o € X N [a, b] gilt*:

1oay < 2o < Zopt = (f(z1) < f(22)) baw. f(z1) < f(x2)

2. Topt < 1 < T2 = (f(x1) > fwa)) baw. f(x1) > f(z2).

Analog lassen sich streng unimodale Funktionen nach unten definieren, wenn f genau ein

globales Minimum hat und in obigen Konklusionen die Relationszeichen umgekehrt werden.

Anmerkung 3.4 In der Statistik werden Verteilungen stetiger Zufallsgréfien, deren Dichte
nach oben bzw. unten streng unimodal ist, kurz als streng unimodal bzw. streng antimodal
bezeichnet. Letztere heiflen auch U-féormige Verteilungen, wenn der Modalwert nicht am Rand
liegt. Die Definition streng unimodaler Verteilungen erfolgt auch iiber die Verteilungsfunkti-
on, wonach diese in (—oo, m] konvex und in [m, co) konkav fir einen eindeutigen Modus m
ist. Fiir stetige Zufallsgroflen ist das dquivalent zur Definition {iber die Dichten. Beachte: Der
Begriff der strengen Unimodalitdt von Verteilungen wird in der Statistik auch verwendet,
um unimodale Verteilungen zu charakterisieren, deren Verteilungsfunktionen/Dichten bei
Faltung mit einer anderen beliebigen unimodalen Verteilung wieder eine unimodale Vertei-
lung ergeben. Die Cauchy-Verteilung ist dabei streng im ersten, aber nicht streng in diesem

Sinne.

Anmerkung 3.5 Stetige streng unimodale Funktionen, deren Extremum auf dem Rand
liegt, sind streng monoton. Strenge Unimodalitat nach unten (oben) und strenge Quasikon-
vexitdt (Quasikonkavitit) fir Funktionen f : [a,0] C R — R sind dquivalent [487]. Ist f
zudem differenzierbar, liegt sogar Aquivalenz zu den auf [a, b] streng pseudokonvexen (pseu-

dokonkaven) Funktionen i.S. von Mangasarian [428] vor.

14]a,b] muss keine Teilmenge des Definitionsbereichs X' sein. Dieser kann auf [a,b] unterbrochen, ja sogar
eine endliche diskrete Teilmenge sein, z. B. bei dquidistanten Abtastfolgen {f[k]} = {2,1,0,1,2,3,...}.
Stetigkeit von f wird nicht gefordert.
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Es ist offensichtlich, dass die Menge der unimodalen Funktionen auf [a,b] nicht konvex ist.
Die Teilmenge der nach unten streng unimodalen Funktionen mit demselben Minimierer ist
hingegen konvex. Hieraus leitet sich als Strategie ab, zunéchst fiir mégliche, fest vorgegebenen
Positionen der Modi konvexe Teilprobleme zu l6sen, um anschlieend diejenige Losung mit
dem kleinsten Giitewert zu wahlen. Die Losung der Teilprobleme selbst geschieht, indem
zwei monotoniebezogene Restriktionen formuliert werden, denn links des Minimums fallt
die Funktion und rechts davon steigt sie monoton. Im Fall der B-Spline-Approximation
geméf Beispiel 3.11 bedeutet das, dass sich in der Folge der Parameter {Gj};»”:%%“ das
Relationszeichen hochstens einmal umkehrt. Es sind also maximal m + 2k + 1 Falle zu
untersuchen. Praktisch sind dies indes weniger, da fir die Lage des Modus sicher nur wenige
Knoten in Frage kommen. Gemeinhin werden die Knoten in der Nihe des potenziellen Modus
dichter gewédhlt, da dort die Krimmung am grofiten ist. Natiirlich kann auch die Lage der

Knoten in die Optimierung einbezogen werden.

Die Definition der Unimodalitdt fiir mehrvariable Funktionen fiihrt wegen der fehlenden To-
talordnung in z auf die gleichen Schwierigkeiten wie die Erweiterung des Monotoniebegrifts.
Dennoch scheint es legitim und anschaulich, eine stetige Funktion streng unimodal nach oben
zu nennen, wenn sie genau ein streng globales Maximum besitzt. Nur leider ist diese Defi-
nition fiir eine mathematische Auswertung ungeeignet. Klar ist auch, dass Unimodalitat in
einem Punkt beztiglich jeder Koordinatenachse — auch als Orthounimodalitit (abgeleitet von
Orthant) bezeichnet — keineswegs Unimodalitat impliziert, vgl. den um 45° gedrehten Sattel
f(z1,29) = 23 —2}zo+223 im Punkt (6,9), in dem die Achsenschnitte fi(z1) = 23 —927+162

und fo(ws) = 216 — 3625 + 223 jeweils bei x; = 6 bzw. x5 = 9 ihr Minimum annehmen.

Eine etwas strengere Definition der Unimodalitat gelingt iiber a-Schnitte, die konvexe Su-

perniveaumengen erzeugen miissen, die mit groffer werdendem o immer kleiner werden.

Definition 3.4 (A-Unimodalitét, [601])
f i R™ = [0,00) heifit A-unimodal oder auch quasikonkav'® [195], wenn die Superniveau-
menge LT = {z: f(x) > a} fir alle & > 0 konvex ist.

Nur ist auch diese Definition fir die Auswertung ungeeignet, allerdings steht eine fiir die

Anwendung geeignete Charakterisierung zur Verfigung [195]

vy €[0,1]: f(yzy + (L= 7)zg) > min{f(z1), f(z2)}. (3.48)

Anmerkung 3.6 A-Unimodalitit (Quasikonkavitit) stimmt nicht mit dem anschaulichen
Versténdnis der Unimodalitédt iiberein. So ist eine obere Halbkugel, die mit einer stetigen
Einkerbung entlang eines Léngengrads versehen wird, zwar nach wie vor unimodal, aber

nicht A-unimodal, denn die Einkerbung fithrt auf nichtkonvexe Superniveaumengen.

15Wichtige Eigenschaft: Jedes strenge lokale Maximum ist ein globales Maximum.
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Fiir stetig differenzierbare Funktionen kann das Konzept der Unimodalitat zudem {iber die

Pseudokonkavitat i. S. Mangasarians erweitert werden
Vay, 20 €C: f(z1) > f(z2) = (Vf(x1), 21 — 22) < 0. (3.49)

Anmerkung 3.7 Pseudokonkave Funktionen sind auch quasikonkav. Modifikationen der

Pseudokonkavitét basierend auf einem Subdifferenzialkalkil werden in [267] beschrieben.

Im Ergebnis der Diskussion zur Unimodalitéit sollte das A-priori-Wissen also dahingehend
beurteilt werden, ob statt Unimodalitdt nicht die starkere Eigenschaft der A-Unimodalitét

vorliegt. Wenn Ja, dann bietet (3.48) den Schliissel zur Formulierung restringierter Probleme.

3.6 Glattheitsrestriktionen

Ein kritisches Problem bei der Modellbildung fiir Funktionen ist die Uberanpassung. So nei-
gen Polynomansétze zu hohen Grads zu einem starken Oszillieren, wobei die Fehler an den
Stiutzstellen klein oder sogar Null sind, aber der Verlauf zwischen den Stiitzstellen deutlich
vom intuitiv erwarteten Verlauf abweicht. Eine dhnliche Erscheinung ist mitunter auch bei
LS-Losungen zu beobachten, wenn der Parametervektor die Stiitzwerte einer Funktion sind,
die zwar das Residuum minimieren, aber iiberméfig schwanken. Der Ingenieur wiinscht sich
dann einen geglatteten Verlauf. Eine Moglichkeit, das zu erreichen, stellen die in Abschnitt
3.1 besprochenen Kompromisszuginge dar. Doch unabhéngig davon, wie die Glattheitsre-
striktion bearbeitet wird, zundchst muss sie mathematisch formuliert werden. Eine schwache
Form der Glattheit ist die Stetigkeit, die in Abschnitt 3.3 behandelt wurde. Zudem wurde
in Abschnitt 3.3 auch eine Technik vorgestellt, mit der sich Knicke und Spriinge glatten
lassen. Fiir parametrische Modelle kann die Glattheit iiber Restriktionen an die zweite oder
eine hohere Ableitung formuliert werden. Dabei gilt, je betragskleiner die zweite Ableitung
desto sanfter die Funktionsverlaufe. In diesem Abschnitt werden deshalb drei Zugénge be-
schrieben, mit denen die Forderung nach hinreichender Glattheit von nichtparametrischen

Modellen sichergestellt werden kann.

1. Behandlung iiber Lipschitz-Bedingung
Die Forderung, dass die N Stiitzwerte (x;,y;) € R™ X R nicht zu sehr schwanken sollen, lasst
sich iiber die bekannte Lipschitz-Bedingung mit einer vorzugebenden Lipschitz-Konstanten

L umsetzen. Das approximierende nichtparametrische Modell (z;, fZ) ergibt sich dann aus

N
Do fi)=Min  fi, e fi = £l < Lllw - alle; Vi (3.50)

1=

—

Eine Kombination mit Monotonierestriktionen wird in [58] beschrieben.
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2. Behandlung iiber numerische Ableitungen
Eine andere Moglichkeit, die Glattheit auszudriicken, basiert auf der numerischen Ableitung
zweiter Ordnung f' = fi1 — 2f; + fi_1. Dies fithrt auf

-2 1 0 0
1 -2 1
NAfl| <y mitA=| ¢ - - - o | (3.51)
1 -2 1
0 0 1 -2

Im Fall der euklidischen Norm wird dadurch die Schwankung der zweiten Ableitungen im
Mittel beschrénkt, im Fall der Chebyshev-Norm wird der Betrag der zweiten Ableitung
fir jeden Punkt beschriankt. Das Prinzip kann ebenso auf Ableitungen anderer Ordnung
angewandt werden. Auch lassen sich Ableitungsrestriktionen verschiedener Ordnung mit-
einander kombinieren. Neben einer direkten Beriicksichtigung als Restriktion, werden die
Terme der Struktur [|Af|| oder ||Af||> gern gewichtet in das Giitekriterium aufgenommen,
s. hierzu auch Abschnitt 3.1. Eine typische Anwendung hierfiir sind Varianten der Tikhonov-
Regularisierung von LS-Problemen [597].

3. Behandlung iiber modifizierte Splines

Eine Alternative zu den expliziten Restriktionen fiir Glattheit sind bei der Interpolation mo-
difizierte kubische Splines [368]. Obwohl Splines von Hause aus weniger zum Uberschieflen
(zur Welligkeit) neigen wie globale Polynominterpolationen, tritt dieser unerwiinschte Effekt
dennoch auf. Ein zweckméfBiger Weg besteht dann darin, auf die Stetigkeit der zweiten Ab-
leitung zu verzichten und stattdessen die erste Ableitung starker zu restringieren. Wahrend
bei den kubischen Splines nur die Stetigkeit f/(xz;) = f/;(z;) gefordert wird, wird diese bei

den modifizierten kubischen Splines um eine zusétzliche punktweise Restriktion ergénzt

2
) ) s w—z keine Vorzeicheninderung des Anstiegs
fi (Il) = fi+1(xi) = Yi+1—Yi + Yi—Yi—1 (352)
0 bei Vorzeichendnderung des Anstiegs.

Tritt keine Vorzeichendnderung auf, so wird fur die ersten Ableitungen der Splines an einer
Stiitzstelle gefordert, dass sie dem harmonischen Mittel der benachbarten Sekantenanstiege
entsprechen miissen. Andere Heuristiken sind gleichfalls méglich. Dank dieser Modifikation
wird bei monotonen bzw. unimodalen Stiitzwertfolgen auch eine monotone bzw. unimodale
Interpolation erreicht. Im Ergebnis entsteht ein Verlauf, der dem erwarteten Verlauf bei

visueller Betrachtung der Stiitzwerte oft sehr nahe kommt.

Da die Glattheitsforderung meist nicht dem A-priori-Wissen, sondern eher der ingenieurmé-
Bigen Intuition entstammt, wird sie bevorzugt nicht hart, sondern per Kompromisszugang

iiber einen Strafterm einbezogen.
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3.7 Symmetrierestriktionen

Statische Kennlinien weisen oft Symmetrien auf:
f(z) = f(2xy — ) Achsensymmetrie bzgl. x = xg (3.53a)
f(z) =2yo — f(2x0 — ) Punktsymmetrie bzgl. (xg, yo). (3.53b)

Das Wissen um solche Symmetrien kann gerade bei approximativparametrischen Modellen
die Giite erheblich verbessern, ndmlich immer dann, wenn die Daten den Gultigkeitsbereich
nicht gleichméfiig abdecken. Liegen im Fall einer symmetrischen nichtnegativen Funktion
experimentationsbedingt nur wenige Daten im zweiten Quadranten aber viele im ersten
Quadranten, so ergibt sich ohne Beachtung der Symmetrierestriktion oft ein stark asym-
metrisches Regressionsergebnis. Mit einer Symmetrierestriktion hingegen passiert das nicht.
Zudem verbessert sich die Schéatzgiite, da in jedem Quadranten symmetriebedingt nun alle

Daten wirksam werden.

Neben der Anwendung bei statischen Kennlinien kdnnen Symmetrierestriktionen auch erfolg-
reich bei Phasendiagrammen (Approximation des Lorenz-Systems im (zy, Zp+3)-Diagramm)
oder bei Bifurkationsdiagrammen (Duffing-Ueda-Oszillators) eingesetzt werden [9]. Eine An-
wendung der Symmetrierestriktionen bei der Regression mit Support-Vector-Machines und
nichtlinearen AR-Modellen beschreibt [183].

Der Achsensymmetrie im Zweidimensionalen entspricht die Flachensymmetrie im Dreidimen-
sionalen, der Punktsymmetrie die Drehsymmetrie um 180°. Hinzu kommt die Rotationssym-
metrie um eine Achse, wobei identische Abbilder fiir jeden Drehwinkel vorliegen miissen,
und die Radialsymmetrie, bei der identische Abbilder fiir mindestens einen Winkel existie-
ren. Die Rotationssymmetrie ist dabei typisch fiir Ausbreitungsverldufe (Temperatur, Schall,

Konzentration) von Punktquellen.

Sind Symmetrien fiir ein Problem erkannt worden, kénnen sie iiber Gleichungsrestriktio-
nen oder Penalty-Terme eingebaut werden. Vielfach ist es aber geschickter, ein System von
Ansatzfunktionen zu wéhlen, dass die Symmetrie per se sicherstellt. Fiir achssymmetrische
Probleme um = = 0 sind das die geraden Funktionen, fiir die rotationssymmetrischen Pro-
bleme die radialen Basisfunktionen. Ganz allgemein kénnen Ansatzfunktionen auch dadurch
erzeugt werden, dass beliebige Funktionen g(z) (diese konnen mit zusétzlichen Eigenschaften
versehen werden) auf die Menge der Funktionen f(z) projiziert werden. Als Beispiel sei das
Symmetrisieren einer Ansatzfunktion g durch f(z) = (g(x) 4+ g(—x)) genannt. Anschaulich
bedeutet dies, dass das Platzieren einer Ansatzfunktion g etwa in einem Bereich, wo viele
Daten vorliegen, stets ein Platzieren der gespiegelten Ansatzfunktion nach sich zieht. Der
Faktor % kann oft weggelassen werden, da f ohnehin meist noch gewichtet wird. Auf kei-
nen Fall dirfen g(z) und g(—2z) unabhingig voneinander gewichtet werden, sondern nur als

Summe, weil sonst die Symmetrie verloren geht.
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Fiir die mathematische Behandlung ist es entscheidend, ob die Symmetrieparameter x¢ bzw.
(%0, yo) bekannt oder unbekannt sind. Bei bekannten Parametern kann das betreffende Pro-
blem durch Koordinatentransformation vereinfacht werden; bei unbekannten Parametern
sind diese zusétzlich zu dem f beschreibenden Parametervektor 6 in das Schétzproblem

aufzunehmen.

3.8 Sektorrestriktionen

Eng verwandt mit den Intervall- und den Symmetrierestriktionen sind die Sektorrestriktionen

Va,t: kia® < xof(z,t) < koa? (3.54)

oder de facto dquivalent!®

Vo #0,t: kix < f(x,t) < kox, (3.55)

bei denen f(z,t) im durch die Geraden mit den Anstiegen ki, ks aufgespannten Sektor liegen
muss. Verallgemeinerungen auf mehrvariate Probleme, das Zulassen strenger Ungleichungen,
das Einschranken der z, wie bei sinz auf |z| < 7, oder die Wahl von ky; = oo sind gangige
Erweiterungen. So entspricht die Sektorbedingung [0, 0o) der 1-3-Quadrantenbeziehung

af(z,t) >0,  f(0,t)=0, (3.56)

die unter anderem speicherlose passive Systeme kennzeichnet. Sie erfihrt ihre Bedeutung
durch einen Satz zur Stabilisierbarkeit passiver Systeme [113] und spielt eine wichtige Rolle
bei der Frage nach der absoluten Stabilitit von Lur’e-Regelkreissystemen [4], s. auch Ab-
schnitt 2.9. Die Zeitabhéngigkeit liegt bei Anwendungen, in denen f identifiziert wird, oft
nicht vor. Wenn doch, wird sie vernachlassigt oder indirekt durch Online-Identifikations-

verfahren tber zeitverdnderliche Parameter berticksichtigt.

Die Punktrestriktion f(0) = 0 lisst sich durch eine geeignete Funktionswahl sichern oder
iiber eine parametrische Restriktion erzwingen. Die Ungleichung kann fiir Polynome in Nicht-

negativitatsrestriktionen tiberfithrt und als solche behandelt werden.

Anmerkung 3.8 Gewissermafien das Pendant zur 1-3-Quadrantenbeziehung ist die 2-4-
Quadrantenbeziehung

af(z) <0,  f(0)=0, (3.57)

die fir skalare # = f(z) notwendig und hinreichend fiir GAS ist.

16 iir eine Aquivalenz muss zudem gelten: f(0,¢) = 0 oder f stetig oder kq, ko beschrinkt.
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Die Verallgemeinerung der Sektorbedingungen auf den Mehrgrofienfall [211] erfolgt dadurch,
dass die positiven Verstarkungen durch positiv definite Verstarkungsmatrizen und Produkte
durch Skalarprodukte ersetzt werden:

- [Omxms mxm), wenn zT f(z,t) >0

- [K1, 00mxm), wenn zT[f(z,t) — Kiu] >0

- [Omxms Kal; Ko = Opxm, wenn f7 (2, 8)[f(z,t) — Kou] <0

- [K1, Kol Ky = Ky, wenn [f(z,t) — Kqu]"[f(z,t) — Keu] < 0.

Fiir den Regelungstechniker sind Sektorrestriktionen also insbesondere unter Stabilitatsge-
sichtspunkten von Regelkreissystemen (LTI-System und statischen Nichtlinearitit) interes-
sant. Dabei kann es sein, dass zunéchst offline oder per A-priori-Wissen der Sektor fir das
LTI-System bestimmt wird und die Adaption bzw. Identifikation der Nichtlinearitdt dann
in den Grenzen erfolgen muss. Gegebenenfalls sind sogar Kombinationen mit Passivitétsre-
striktionen an das LTI-System erforderlich. Es ist aber auch moéglich, die Sektorbedingungen
fiir die A-posteriori-Modellvalidierung eines Regelkreissystems zu verwenden. Fiir nichtre-
gelungstechnische Anwendungen ist oft die Punktrestriktion f(0) = 0 bedeutender, da die
Daten gemeinhin die Quadranten- oder Sektorforderung einhalten. Fernerhin kann die Sek-
torrestriktion oft zu einer Punktrestriktion f’(0) < kg zuztiglich einer Konkavitétsrestriktion

(Kurve mit abflachendem Anstieg) verschérft werden.

3.9 Restriktionen an Kovarianzfolgen und -matrizen

Das Autokovarianzfolgenmodell bevorzugt der Ingenieur als Zwischenmodell fiir die Erstel-
lung parametrischer Filtermodelle oder auch, um Aussagen tiber einen Zufallsprozess ableiten
zu konnen. Wahrend Abschnitt 3.9.1 die theoretischen Grundlagen betrachtet, bezieht sich
Abschnitt 3.9.2 auf die unterschiedlichen Schéatzungen (Optionen in der Standardsoftware)
fiir Autokovarianzfolgen. Wichtige Erkenntnis dieses Abschnitts fiir den Anwender ist es,
dass die Abtastperiode geeignet zu wahlen ist und nicht die komplette Autokovarianzfol-
ge fiir die Weiterverarbeitung verwendet werden sollte, sondern nur jenen Teil, fiir den die
Schéatzwerte hinreichend valide sind.

Eng verwandt mit der Autokovarianzfolge ist die Autokovarianzmatrix. Sie verkorpert die
stochastischen Beziehungen zweiter Ordnung zwischen den Komponenten eines Zufallsvek-
tors und entspricht im Fall ergodischer vektorieller Zufallsprozesse der Autokovarianzfolge
an der Stelle A = 0. Der Einsatz von Restriktionen zur Verbesserung der Schétzungen wird
in Abschnitt 3.9.3 beschrieben.
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3.9.1 Grundlagen

Fiir einen schwach stationdren zeitdiskreten Zufallsprozess {@[k]}Y_, mit pp % E{a@[k]} ist

die (gewohnliche, d.h. ensemblegemittelte) Autokovarianzfolge (AKF) {c [N}e_ ., € CZ
definiert durch

ez A = cov(a[k], z[k + A)) = B{(@[k] - o) (@[k + N = i) }; A€ 21 (3.58)

Sie ist konsymmetrisch, d. h. ¢, [—A] = ¢;[A], und es gilt |c,[A]| < ¢,[0], da (Cauchy-Schwarz-
Ungleichung)

lex[A]] = |cov(x[k], z[k + A])| < \/var [k])var(xz[k + A]) = \/cm cz[0] = ¢[0].  (3.59)

Aus (3.58) wird tiberdies gefolgert, dass fir alle n > 1 und beliebige a = ((a;)) € C™ gilt

var( Z apx|k] > Z Z aga;cov(x Z Zakalcz [l —k]=a"Cha>0 (3.60)
k=1

k=11=1 k=11=1

bzw. dquivalent

0] e[l ... c[n—1]
o em'm 0] 1 = 0. (3.61)
: . . Cz{l]
Caln—1] ... 1]  cf0]

Definition 3.5 (Toeplitz-Folge)

Eine zweiseitige unendliche Folge {c,[A]}32_,, mit der Eigenschaft (3.61), dass die korre-
spondierende Folge von Toeplitz-Matrizen {C,,}22, nichtnegativ (positiv) definit ist, heifit
nichtnegativ (positiv) definite Folge oder auch Toeplitz-Folge.

Die zeitdiskrete Fourier-Transformation einer Autokovarianzfolge heifit Leistungsspektral-
dichte Sy (w). Zwischen beiden gelten die Wiener-Khintchine-Beziehungen'®

Sa(w) = Su(B) 23 gy [Ne B 0 (3.62a)
A=—00
2 i jwIi A 20
QN E o /H%(w)ei dv, / (3.62b)

def

17 Allgemeiner wird cqgy[k,l] = cov(z[k], y[l]) = B{(z[k] — E{z[k]})(y[l] — E{y[l]})} die Kreuzkovarianz-
funktion fir instationédre Prozesse definiert. Diese gilt fiir alle k,[ unabhéngig davon, ob k > I,k < [,k =1
gilt. Die Wahl A := [ — k ist iiblich, wenngleich gelegentlich A := k — [ verwendet wird. Der Uberstrich
bedeutet, dass das konjugiert Komplexe der betreffenden Variable zu nehmen ist.

1810 S, (e7h) (Substituiere z := /™) zeigt sich der Zusammenhang zur zweiseitigen z-Transformation.
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Se(w) ist eine reelle und gerade Funktion, denn

Sa(w) = 2Re < S Zcz[)\ wm> = ¢[0] £ 23 cal ] cos(AT,). (3.63)
A=1
Zudem gilt S,(w) > 0 fir alle w. Ware namlich S, (w) auf einem beliebigen Intervall [w,, w,]
1l we [Wwwt)] U [_ww _wu}
0 sonst
gefilterte Zufallsprozess {y,} die Spektraldichte S,(w) = |G(jw)|?Sz(w), die eine negati-

ve Varianz var(y,) = Ji=rm) Sy(w)dw implizieren wiirde (Widerspruch, da Varianz immer

negativ, hatte der iiber einen idealen Bandpass G(jw) = {

positiv). Umgekehrt ist S(w) > 0 hinreichend, um eine AKF zu konstruieren, denn

Z araiclk — 1] = Z akal/ ej(k l)“’E‘S (w) dw :/[ Za e]k“ﬂ;‘

k=1 k=1

(w)dw > 0.

(3.64)

All diese Eigenschaften fasst der folgende Satz zusammen.

Satz 3.5 (Charakterisierung AKF)
Folgende Aussagen sind dquivalent:
1. Es existiert ein stationarer Zufallsprozess mit der Autokovarianzfolge {c.[A]}3 ..

2.{cx[N]}32 _, ist eine nichtnegativ definite Folge: Vn > 1: Toe(cz[0],. .., cz[n — 1]) = Opxn-
3. Sz(w) > 0 gilt fir alle w € [—m, 7).

Eine Konsequenz aus Satz 3.5 ist, dass ,,{cz[A\]}32_., sei eine Autokovarianzfolge* eine un-
endlichdimensionale Restriktion darstellt, ndmlich entweder Cj > Opxx; £ = 1,2,... oder
Sy (e/T) > 0 fiir alle w € [—m, 7). Es bleibt die Frage, ob sich die Situation verbessert, wenn
zuséatzlich gefordert wird, dass die AKF endlich sein soll.

Definition 3.6 (Endliche AKF)
Eine endliche AKF {c,[\]}3__,, ist eine AKF mit ¢,[A\] = 0 fir [A] > n und c,[n] # 0.

Nachfolgende Uberlegungen zeigen, dass Satz 3.5 keine direkte Moglichkeit bietet, um fiir
{ca[A]}4%__,, auf endlich viele Restriktionen schliefilen zu kénnen. Wie jede AKF impliziert
auch die endliche AKF S, (w) > 0. Aber S,(w) > 0 impliziert nicht, dass die AKF endlich

19532 o lca[A]] < oo ist hinreichend dafiir, dass (3.62a) fiir gewohnliche Funktionen gilt. Fiir den stationéiren
Prozess {x)} = {cos(wk + u)} mit u ~ Gl(—m,7); 0 < w < 7 ist die Bedingung nicht erfiillt. Er hat
keine Spektraldichte in den gewohnlichen Funktionen, aber in den verallgemeinerten. Das D’ iiber dem
Gleichheitszeichen verdeutlicht, dass das Gleich i. S. der Distributionentheorie [566], [215] zu verstehen ist.

20Tm Gegensatz zur Spektraldichte existiert die Spektralverteilungsfunktion, kurz Spektralfunktion, SV (w)
stets und ist eindeutig. (3.62b) kann damit auch als Stieltjes-Integral geschrieben werden, cz[\] =
f[—mvr) e/“*dSV, (w). Fiir absolutstetige Spektralfunktionen gehen die Integrale ineinander iiber.
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ist. Eine endliche AKF impliziert Cpi1 = Ony1)x(n+1), Was wiederum Cj, = Opxp fiir £ < n+1
impliziert [299]. Aber C,11 > O(n+1)x(nt1) impliziert nicht, dass eine endliche AKF existiert.
So ist Toe(1,0.7) sogar positiv definit, aber Toe(1,0.7,0,0) indefinit, d.h. {1,0.7,0,0,...}
kann nach Satz 3.5 keine AKF sein. Sowohl Cy,11 = Ogug1)x(nt1) als auch Crpq = Opg1)x (nt1)
sind nur notwendig fiir die Existenz einer endlichen AKF, wihrend Ch11 > Ogpg1)x(n+1)
hinreichend fiir die Existenz einer nicht notwendig endlichen AKF (Carathéodory-Toeplitz-
Erweiterungsproblem [114]) ist. Deshalb sind die folgenden Satze von Bedeutung. So stellt
Satz 3.6 die Verbindung zwischen einer endlichen AKF und ihrer Generierung tiber ein ,,mo-
ving average“-Filter, kurz MA-Filter, her, weshalb endliche AKF auch MA(n)-AKF heifien.

Satz 3.6 (Charakterisierung endlicher AKF, [572])

Es existiert genau dann ein stationdrer Zufallsprozess {@[k]}3>, mit {cg[A]}¥__,, wenn

n—\ _
ce|N = 3 brbryy fiir Zahlen b, ..., b, € Cund A =0,...,n gilt.?!
k=0

Satz 3.6 gibt n+ 1 algebraische Restriktionen fiir ¢, [A] an, die eine endliche AKF gewéhrlei-
sten. Leichter anwendbar als diese nichtlinearen Restriktionen sind die aus ihnen abgeleiteten
Bedingungen [572]

Z lea[A]] < fcw[O} (hinreichend) Z lea[A]] < fcgc[O] (notwendig). (3.65)

Beide Bedingungen sind zwar in endlich viele Ungleichungen umformbar, sind aber abgesehen

von n = 1 nicht gleichzeitig notwendig und hinreichend und somit nur eingeschrankt nutzbar.

Zum Abschluss wird die algebraische Struktur endlicher AKF angegeben, wobei die Abge-
schlossenheit und Konvexitdt hervorzuheben sind, die nach den Satzen in den Abschnitten
4.1 und 4.2.1 fur die Existenz einer Losung und deren Eindeutigkeit wesentlich sind. Die
aquivalente Formulierung der Endliche-AKF-Restriktion durch eine einzige Matrixrestrikti-
on gibt Satz 3.7.

Satz 3.7 (Algebraische Struktur endlicher AKF, [173])

Die Menge der reellen endlichen AKF C,, . formt einen abgeschlossenen konvexen Kegel. Der
Dualkegel C2, ist isomorph zu den nichtnegativ definiten Toeplitz-Matrizen der Ordnung
n+ 1.

Fir das prinzipielle Aufbereiten derartiger Matrixrestriktionen zu linearen Matrixunglei-
chungen im Rahmen der semidefiniten Optimierung sei auf Abschnitt 7.8 verwiesen, fiir das
Aufbereiten dieses Spezialproblems seien die Arbeiten [173], [636], [L00] genannt.

21Die b; sind nicht eindeutig bestimmt, vgl. die {cz[\]}§ = {15,—2,5,2} und bo.3 = [1,3,—1,2] bzw. by.3 =
[3.46,—0.579,1.54,0.579].
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3.9.2 Schitzproblematik von Autokovarianzfolgen

Als Schatzungen fir die AKF aus einer Realisierung {z[1], ..., z[N]} kommen spezielle empi-
rische AKF in Frage, die sich hinsichtlich der verwendeten Mittelwertschdtzung und des Ska-
lierungsfaktors unterscheiden, was seinerseits unterschiedliche statische Eigenschaften nach

sich zieht, vgl. die nachstehenden Diskussion:

1 N=) -
= K = )@k + N — i) A=0,....N—1
iy =) N k:1(I[ | = fla)(@[k + A] = fia) (3.664)
CES Am1-N
1 N=A .
K — ) (@lk + N — i) A=0,... N—1
=] e 2 = A T ) (3.66b)
1 N
K] = A )@ E F N = forn) A=0.... N—1
I v (3.66c)
BTN A=1-N,. .. —1
mit
1 i\[: 1 N—-X\ 1 iv:
fo = — ) z[k], Ny = z[k], fry1N = z[k].  (3.67)
Nk:l N-=A k=1 N — )‘k:/\+1

Die empirischen AKF haben folgende Eigenschaften:

e Die empirischen AKF liefern Schiatzungen fiir die zeitgemittelte AKF

N

> (k] = fo) (zlk + A — fi) (3.68)

=—N

time :
c Al = lim
= N—oo 2N + 1,
Fir im weiteren Sinne ergodische Prozesse sind das auch Schatzungen fir die gewohn-

liche AKF (3.58).

e Eine Normierung liefert die empirischen Autokorrelationsfolgen {0,[A]} ={éz[\]/é[0]},
die flir die angegebenen drei Félle bei ergodischen Zufallsprozessen asymptotisch er-

wartungstreue Schétzungen sind.

o {enmd[\]}2__ ist stets eine endliche AKF, aber biasbehaftet. Ist A bzgl. N grof}, so
gehen in die Berechnung nur wenige Werte ein und da fir groe A auch der Abso-
lutwert einer exponentiell abklingenden AKF klein ist, ist der relative Bias sehr grof.
Allerdings ist der Erwartungswert des mittleren quadratischen Fehlers geringer als bei
Verwendung von (3.66b). Ein weiterer Vorteil ist, dass fur grofe A die empirische AKF
gegen Null strebt, wodurch Artefakte fiir grofle A\ vermieden werden und eine wichtige
Eigenschaft absolut summierbarer AKF, d.h. jener mit einer gewthnlichen Spektral-

dichte, eingehalten wird.



3.9. RESTRIKTIONEN AN KOVARIANZFOLGEN UND -MATRIZEN 157

o {¢z[\]}h__,, ist fir absolut summierbare AKF asymptotisch erwartungstreu und kon-
sistent, aber gemeinhin keine endliche AKF. Die Schatzung ist nicht erwartungstreu,
denn fiir einen stationdren weiflen Rauschprozess ist bekannt, dass die Varianz c,[0]
nur erwartungstreu geschétzt wird, wenn statt durch N durch N — 1 geteilt wird,

da durch die Mittelwertbildung ein Freiheitsgrad verloren geht. Doch selbst mit ei-

JE S
N1

Fall i. Allg. nicht erwartungstreu, denn E{&,[0]} = ¢,[0] (1 - AT 1 - 2o, [A]),
s. auch [550]. Das liegt daran, dass die Realisierungen fiir die AKF-Schatzung nicht

ner Korrektur des Faktors auf ist die Schiatzung abgesehen vom unkorrelierten

unabhéngig, sondern eben gerade korreliert sind.

o P[)\] basiert auf der Aufteilung der Daten in zy,...,zy_) und zriq,...,2n. Fir
diese werden empirische Kovarianz- bzw. Korrelationskoeffizienten berechnet, wobei
die zweite Datengruppe die in den Formeln auftretenden y-Werte ersetzt. Das Problem
dabei ist, dass zur Mittelwertberechnung und zur Berechnung der Standardabweichung
fiir den Korrelationskoeffizienten nicht die gesamten Daten, sondern nur die Teilmengen
herangezogen werden (schlechtere Schatzungen bei weniger Daten). Der Vorteil von
&P )] liegt in einer Abschwéchung von Instationaritdtseinfliisssen, etwa eines Trends.
Dennoch sind Trendkorrekturen (Entfernen eines linearen oder exponentiellen Trends)
oder die Betrachtung der numerisch differenzierten Zeitreihe oft die bessere Wahl. Von

den statistischen Eigenschaften her verhélt sich é&P[\] dhnlich wie é,[A].

Ein Manko aller AKF-Schatzungen ist, dass die Varianz der AKF bei GauBprozessen prak-
tisch unabhingig vom Argument A ist [550], wodurch betragskleine Schitzwerte der AKF
eine grofe relative Varianz aufweisen. Deshalb empfiehlt es sich, fir die Weiterverarbeitung
(beispielsweise MA-Parameterschatzung) nur Werte mit einem vertretbaren Stér-Nutzsignal-
Verhéltnis zu benutzen. Das verkiirzt die nutzbare Lénge der AKF. Die verkiirzte AKF
wird dann entweder als endliche AKF betrachtet oder sie wird um meist endlich viele Glie-
der erweitert, sodass die erweiterte AKF bestimmte gewtinschte Eigenschaften besitzt. Die
erweiterte AKF interpoliert dabei die Werte der verkiirzten AKF (Carathéodory-Toeplitz-
Problem). In beiden Féllen ist zu sichern, dass die verkiirzte AKF eine endliche AKF ist,
damit ein die AKF generierendes diskretes MA-Filter existiert. Eine mogliche Problemfor-

mulierung mit der endliche-AKF-Restriktion wird im Beispiel 3.14 gegeben.
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Beispiel 3.14 (Projektion auf endliche AKF)
Sei ¢ = (&4[0],...,é[n])" ein Vektor der geschitzten reellen Folgenwerte, dann kann die

néchstgelegene AKF cqpy aus

c—¢
Cn41:n4+m

erhalten werden, s. [173] zur Wahl von W, zur Problemeinordnung und zu Varianten, die die

S Min  {co[A]}i__, ist endliche AKF (3.69)
w

verbale Restriktion in eine mathematische tibersetzen.

Anmerkung 3.9 Im Beispiel 3.14 werden mehr als die benétigten n 4+ 1 Schitzwerte von
{éz[N\]}3_, in die Zielfunktion einbezogen. Das ist auch typisch fir andere Verfahren, die
die AKF als Zwischenmodell nutzen. Auf diesem Weg wird dem neuen Schatzproblem mehr
Information zur Verfiigung gestellt, wodurch der Einfluss der schlechten Statistik der AKF
etwas abgemildert werden kann. Zu beachten ist aber, dass ,viel, hilft viel“ bei AKFs ge-
fahrlich ist, denn mit zu groffem A sinkt der relative Informationsgehalt (Betrag der AKF
im Verhéltnis zur Stérung).

Weiterhin ist auf die Abtastrate zu achten. Ist diese zu klein, gibt es Konditionierungspro-
bleme und Pole nahe Eins; ist sie zu grof}, sinkt die AKF zu schnell (relatives Informations-

problem, Begrenzung der Modellordnung).

3.9.3 Restriktionen an die Kovarianzmatrix

Autokovarianzmatrizen, kurz Kovarianzmatrizen, werden unter anderem genutzt, um stati-
sche lineare Zusammenhénge zwischen Prozessgrofien zu erkennen. Indem fiir einzelne Vek-
torkomponenten nichtlineare Abbildungen anderer Komponenten gewéahlt werden, also z. B.
29 = 22, kdnnen auch nichtlineare Zusammenhinge detektiert werden. Insofern sind Kovari-
anzmatrizen ein Mittel, um A-priori-Wissen zu generieren. Die entdeckten Zusammenhénge
lassen sich zur Pradiktion, zur Reduktion von Messgrofien oder zur Konstruktion aggregierter
GroBen heranziehen. Aufgrund dieser vielfdltigen Einsatzmoglichkeiten und dem Potenzial
zur Verbesserung von Kovarianzmatrixschitzungen durch den Einsatz von Restriktionen
wird diese Thematik in diesem Abschnitt behandelt.

Die wichtigste Eigenschaft einer Kovarianzmatrix ist ihre nichtnegative Definitheit. Sie ist
also symmetrisch oder im komplexen Fall hermitesch und hat nur Eigenwerte, die grofier oder
héchstens gleich Null sind. Wahrend die Berechnungs- oder Bildungsvorschriften die Sym-
metrie sicherstellen, kénnen durch schétzfehlerbehaftete AKF-Werte, durch gestorte Daten
oder durch numerische Fehler negative Eigenwerte auftreten, die die Kovarianzmatrix indefi-
nit machen. Das ist meist der Fall, wenn nur sehr wenige Werte im Verhéltnis zur Gréfle der

Kovarianzmatrix fiir die Berechnung verfiighar sind oder die zu schiatzende Kovarianzmatrix
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a priori bereits Nulleigenwerte hat. Neben der Definitheitsrestriktion kénnen aber je nach
Anwendung auch weitere Restriktionen an die Kovarianzmatrix gestellt werden, die letztlich

auf ein besseres Modell fiihren. Einige dieser Restriktionen sind nachfolgend aufgefiihrt:

e Nichtnegative Definitheit
Sei {z[k]}_; ein Ausschnitt einer Realisierung eines mittelwertfreien AR-Prozesses, so
kann die Kovarianzmatrix fiir einen Vektor von A < NV aufeinander folgenden Werten

diese ist eine symmetrische Toeplitz-Matrix — aus den Kovarianzfunktionsschatzwerten

N—
ol Z x[k + AJ; A=0,...,p—1 (3.70)

mit 3 = ((&[i — j])) bestimmt werden. Abgesehen von A = 0 sind die Schitzungen
éx[A] biasbehaftet, aber zumindest asymptotisch erwartungstreu. Die so geschéitzte
Kovarianzmatrix ist nichtnegativ definit. Werden die Kovarianzfunktionsschéatzer durch

die biasfreien Schétzer .

D) Z o[k + A (3.71)

ersetzt, kann 3 indefinit werden! Beide Zugénge versagen fiir A — N.
e Strukturfixiert, aber skalierungsfrei
¥ = 0?4 A hat feste Struktur (3.72)

Weiles Rauschen mit unbekannter Streuung wird nach einem bekannten Filter gemes-
sen. Das Filter bestimmt die Struktur von A. Die ML-Schéitzung lautet

spur(A~L9)

n

5= A (3.73)

mit S als gewdhnlicher ML-Kovarianzmatrixschitzer. Ersetze in (3.81) X durch 0?A

und minimiere das freie Problem beziiglich 2.

e Affine Struktur von X

Y= Z 0; As; m < n?; A; sind hiufig Bindrmatrizen (3.74)

Beispiele sind symmetrische Toeplitz-Matrizen (stationére Zeitreihen), Block-Toeplitz-
Matrizen (multidimensionale Zufallsprozesse), zirkulante Matrizen?? (schrittmotoren-

getriebene Objekttrager).

22Fine Matrix heifit zirkulant, wenn die Elemente benachbarter Zeilen um eine Position verschoben sind
und das dabei herausgeschobene Element als Anfangs- (bei Rechtsverschiebung) oder Endelement (bei

Linksverschiebung) erscheint.
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Das Modell & = p+ K f +¢ tritt in der Faktoranalyse auf, wobei E{f} =0, E{e} =0,
cov f = D = diag,(d;), E{fe’} = 0, cove = %[, und K € R™? als bekannt an-
genommen wird. Damit ist covae = KDKT + 021, und die Matrizen A; haben die
Struktur Ay = I, und 4; = KEPP KT sodass 0 = (0%,dy, ..., d,)".

Fir Kovarianzmatrizen in Toeplitz-Struktur findet sich in [572] eine Parametrisierung.

Bekannte Elemente in %

Typisch sind Einsen auf der Hauptdiagonale (Korrelationsmatrix), wenn mit normier-
ten Zufallsgrofen gearbeitet wird, oder Nullen, wenn a priori bekannt ist, das Zufalls-
groflen stochastisch unabhéngig sind (z. B. aus der Physik heraus oder bei abgeleiteten

Grofen in der multivariaten Statistik wie 2 und 22 oder wie Mittelwert und Streuung)

Strukturvorgaben an Y ~!

In zahlreichen Problemen, wie etwa dem verallgemeinerten LS-Problem, wird nicht 3,
sondern Y ~! benétigt. Es ist deshalb mitunter von Vorteil, ¥~ direkt zu schéitzen,
statt 3 zu invertieren. Die Mehrzahl der angegebenen Restriktionen kénnen je nach
Sachverhalt dann auch an X! gestellt werden. Besonders vorteilhaft erweist sich eine
restringierte Schitzung von ¥, wenn z ein N-dimensionaler Vektor eines mittelwert-
freien AR-Prozesses ist. Wie oben aufgefiihrt, bereitet die direkte Schatzung aus nur
einer Realisierung Schwierigkeiten. Wird hingegen die Restriktion [156]

_ 1
yl= ;(UTU —-VvTv) (3.75)
mit den Dreiecks-Toeplitz-Matrizen
f ; ] ]
0
aq 1
ay 1
0
U= an ay V= ) (376)
an
0 a,
1
a ... a, 0 ... 0
0 0 a, a; 1 - -

genutzt, vereinfacht sich das Problem und verbessert sich die Schétzstatistik. Die be-
notigten Variablen a; konnen iiber die Yule-Walker-Gleichungen (Differenzengleichung,
der die Autokovarianzfunktionswerte geniigen) [550] per LS bestimmt werden, wihrend
fiir 02 eine klassische Minimum-Varianzschitzung [572] herangezogen werden kann.

Ergénzend sei auf den Spezialfall des AR-Prozesses erster Ordnung mit c,[\] = o201



3.9.

o=

C o (1=e?)a

e Bekannte Eigenvektoren

S =UDUT,

verwiesen, fiir den ¥, = o2((0l"7)) und

1 —0 0
-0 14+¢° —o
0 —o 1+
0
0

j; djujujT auf den Fall mit affiner Struktur mit A; = u;u;

speziellen Struktur existiert eine direkte Losung

di = (USU)s,

Schranken an die Elemente von ¥ bzw. 7!
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0 0 |
0 0
0 0
(3.77)
14+0* —o
—0 1 |

Der Fall bekannter Eigenvektoren u; — eine zirkulante Kovarianzmatrix hat diskrete

Fourier-Vektoren als Eigenvektoren — ldsst sich iiber die dyadische Zerlegung ¥ =

;‘F zuriickfithren. Dank der

U = ((uy). (3.78)

Interessant sind Restriktionen an die Hauptdiagonalelemente, wenn > a priori singulér

ist. Schranken an Elemente von ¥ 7! lassen sich geeignet umformulieren

Iyl <y e { f} i } = 0. (3.79)

o

Anzahl der Nulleigenwerte

die Kovarianzschétzung.

Anzahl gleicher kleinster Eigenwerte
¥ = Uldiag(o%,...,02,0,...,0) + 0L, JUT; U € O, ist die Struktur einer Kovarianz-

matrix von n ZufallsgroBen (Sensorsignale), die aus p unkorrelierten Quellen resul-

Behandlung dieses Problems sei auf [549] verwiesen.

Schranken fiir den maximalen Korrelationskoeffizienten, d. h.

< 0 = |: v/ @maxTii
> Pmax
Uij vV Qmaxajj

Oij

} - 0. (3.80)

Die Anzahl der Nulleigenwerte ergibt sich aus Vorwissen iiber mogliche lineare Abhén-

gigkeiten der ZufallsgroBen oder auch aus der begrenzten Anzahl benutzter Tupel fiir

tieren und denen ein stochastisch unabhéngiges Rauschen gleicher Varianz (Messsto-
rung, Quantisierungsrauschen) tiberlagert ist. Gemeinhin ist die Storvarianz kleiner

der Nutzvarianz, sodass n — p gleiche Eigenwerte die Kovarianzmatrix préagen. Fiir die
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Nach der Auflistung moglicher Restriktionen, die eine Kovarianzmatrix einhalten muss, wer-

den nachfolgend zwei fiir viele Restriktionen anwendbare Zugange vorgestellt:

1. Restringiertes Maximum-Likelihood-Schéatzproblem

2. Matrixapproximationsproblem (Projektionsproblem).

Beim ersten Zugang steht die Restriktion direkt im ML-Schéatzproblem, beim zweiten wird
zunéchst ein freies oder ein mit einfachen Restriktionen versehenes Problem gelost, des-
sen Losung a posteriori auf eine Menge restringierter Matrizen projiziert wird. Alternative

Formulierungen von Matrixapproximationsproblemen werden in Abschnitt 8.3 vorgestellt.

Restringiertes Maximum-Likelihood-Schitzproblem

Die Losung des restringierten ML-Schéatzproblems vereinfacht sich zu
sp(SX 1) +Indet X < Min X geniige den gestellten Restriktionen, (3.81)

wobei S den ML-Kovarianzmatrixschitzer bezeichnet und X,y die restringierte Schétzung
fiir X liefert. Positiv definite Losungen existieren, wenn S positiv definit ist und die zulés-
sigen X eine abgeschlossene Teilmenge der nichtnegativen Matrizen formen. Sie brauchen
nicht eindeutig sein [106]. Die Losungen sind meist iterativ zu ermitteln. Lasst sich X tiber
einen Vektor 6 parametrisieren, dies ist zum Beispiel bei den affinen Restriktionen, der Ska-
lierungsrestriktion aber auch bei der Restriktion “X ist eine positiv definite Toeplitz-Matrix®
durch

T
1.1 d 0 ... 0 11
vt edwn 0 dy . et egTiwn
X = . ‘ S . . + I,
: : : oo 0 : :
eln—lwi  gj(n—1)wn 0 1 0 d e—in—Nw1  o—j(n—1)wn
(3.82)
mit 6 = (wi,...,Wn,d1,...,dn, 03T der Fall, dann ergibt sich aus

sp(S[X(0)]7!) + Indet X (0) < Min 6 € RP; p Anzahl der freien Parameter.  (3.83)

die notwendige Bedingung fiir ein Minimum

ZoD) —sour(ix @ six o S0 <o i @)

Hiervon ausgehend werden fiir den Fall affiner Restriktionen Algorithmen abgeleitet, die

spur (X’l(e)

sich fiir simultan diagonalisierbare?® A; erheblich vereinfachen [22]. Algorithmen fiir positiv

2 Matrizen heifilen simultan diagonalisierbar, wenn sie mit der gleichen Transformation auf Diagonalform
transformiert werden konnen. Bei einer Ahnlichkeitstransformation erfordert das, dass alle paarweisen

Produkte kommutativ sind.
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definite Toeplitz-Matrizen werden in [395], [318] diskutiert, wo sich auch Vergleiche mit
anderen Zugingen finden. Analog kann mit Restriktionen an ¥~ verfahren werden. Wenn
die Restriktionen wie in (3.79) und (3.80) als lineare Matrixungleichungen formulierbar sind,
lasst sich (3.81) als ein sog. Max-Det-Problem, s. Tabelle A.5, schreiben, fiir das effektive
Algorithmen existieren [608].

Zugang iiber Matrixapproximation
Die Formulierung als Matrixapproximationsproblem beztiglich S, wobei S wiederum eine

freie ML-Kovarianzmatrixschatzung ist, lautet
[|X — S||F < Min X gentige den gestellten Restriktionen. (3.85)

Fir die Restriktion ,,X sei nichtnegativ definit“ folgt iiber die Spektralfaktorisierung von
S = Udiag(\)UT und mit der Orthogonalitiitsinvarianz der Frobenius-Norm unmittelbar

5 = Xope = Udiag(max{\;(S),01) U7, (3.86)

s. auch [283] fiir groBe Probleme. Sind neben der nichtnegativen Definitheit weitere affi-
ne Restriktionen gestellt, empfehlen sich zyklische Projektionen, wobei vor der Projekti-
on auf die nichtnegativ definiten Matrizen eine Dykstra-Korrektur vorzunehmen ist [285].
Die Losungen des Matrixapproximationsproblems sind im Allgemeinen keine restringierten
ML-Schétzungen. Zudem missen die zyklischen Projektionen, Konvergenz vorausgesetzt,
insbesondere bei nichtkonvexen Teilrestriktionen (z. B. Rangrestriktionen) nicht gegen ein

Minimum konvergieren, vgl. Abschn. 8.2.1.

Fir den Ingenieur bleibt festzuhalten, dass der Vorteil, viele Matrixapproximationen ge-
schlossen 16sen zu kénnen und damit numerisch schnelle und einfach zu programmierende
Algorithmen zu haben, durch den approximativen Charakter der Losung erkauft wird. Es
empfiehlt sich deshalb den restringierten ML-Zugang zu verwenden, gegebenenfalls in Kom-

bination mit einer Startlosung aus dem Matrixapproximationsproblem.






Kapitel 4

Eindeutigkeitserzwingende

Restriktionen

Eindeutigkeitserzwingende Restriktionen reduzieren die Menge aller Losungen auf eine préa-
destinierte Losung, wobei bei komplexeren Problemen die Eindeutigkeit meist nur lokal ge-
fordert wird. Searl [560] spricht hierbei von ,Restriktionen an die Losung®. Am wohl be-
kanntesten ist die Parameterfixierung, bei der ein Parameter auf einen bestimmten Wert,
meist die Eins, gesetzt wird. Neben der Parameterfixierung kommen auch andere lineare
Restriktionen zum Einsatz. Dabei bietet die Summe-Null-Bedingung, nach der die Summe
iiber alle oder eine bestimmte Anzahl von Parametern Null ist, rechentechnische Vorteile.

Ist die Losungsmenge eines Problems konvex, wird vielfach als eindeutigkeitserzwingende

Losung diejenige mit der geringsten Norm gewéhlt, d. h. die Minimumnormlésung
lz|| = Min 2 € Xy (4.1)

Alle streng konvexen Normen garantieren dann Eindeutigkeit, wobei fir LS-Losungsmengen
Xopt die euklidische Norm bevorzugt wird. Die sich dabei ergebende eindeutige (normkleinste)
Losung wird oft Pseudonormallésung genannt.

Bevor aber iiber die Eindeutigkeit der Losung eines Problems nachgedacht wird, muss zu-
néchst deren Existenz gegeben sein. So hat 1/x < Min kein Minimum und folglich keinen
Minimierer. An diesem Beispiel ist das sofort klar. Doch fiir komplizierte Probleme sind Sétze
winschenswert, die die Existenz garantieren. Solche Probleme sind nicht nur akademischer

Natur, sondern treten durchaus auf, vgl. das Totale LS-Problem

I[aA, ab]||F = Min; (A+ aA)z = b+ ab. (4.2)

mit den Zahlenwerten A = { Lo } und b = { s } [aA, ab] = { 000 } und Topy = { 3 }
00 1 0 € 0 1/e

l6sen das Gleichungssystem fiir beliebig kleines ¢, ohne das der Grenzwert eine Lésung ist.

165
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Bei der Modellierung entsteht eine solche Situation zumeist infolge einer Uberparametrisie-
rung oder durch zu wenig Prozessanregung. Dass diese Félle nicht generisch sind, also fast
nie auftreten, ist erfreulich. Allerdings bewirken auch Probleme, die in der Nédhe nichtgeneri-
scher Probleme liegen, numerischer Schwierigkeiten oder hohe Parameterempfindlichkeiten.
Insofern kann die strukturelle Kenntnis tiber Optimierungsprobleme helfen, durch Wahl der
Zielfunktion, durch zuséatzliche Restriktionen oder durch Verdndern der Versuchsstrategie

die genannten Schwierigkeiten zu vermeiden und zu besseren Modellen zu gelangen.

In Abschnitt 4.1 wird deshalb zunéichst der Satz von Weierstrafl diskutiert, der sich der Exi-
stenz von Losungen widmet. Da fiir die wichtige Klasse der konvexen Probleme weitergehende

Aussagen moglich sind, werden diese in Abschnitt 4.1.2 zusammengefasst.

Selbst wenn die Existenz einer Losung gesichert ist, kann sie immer noch mehrdeutig sein.
Statt nun ein solches Problem durch eindeutigkeitserzwingende Restriktionen eindeutig zu
machen, ist es geschickter, von vornherein ein anderes, eindeutiges Problem zu formulieren.
Konvexe Probleme mit streng konvexen Normen oder noch besser Formulierungen in Hilbert-

Réumen sind hier von Vorteil. Die theoretischen Begrindungen gibt Abschnitt 4.2.

Oft lasst sich der Einsatz eindeutigkeitserzwingender Restriktionen nicht vermeiden. Fir
Online-Anwendungen empfiehlt es sich dann, die Restriktion von vornherein zu berticksich-
tigen. So lassen sich mogliche numerische Probleme vermeiden und die Analyse des Algorith-
mus wird gemeinhin leichter. Der Charme einer A-posteriori-Einbeziehung der Restriktion
liegt hingegen darin, dass ausgehend von der gesamten bekannten Losungsmenge, die der
Anwendung angepasste pridestinierte Losung ermittelt werden kann. Uberdies animieren

grofere Losungsmengen zu einem intensiveren Nachdenken tiber das eigentliche Problem.

Im Abschnitt 4.3 werden die A-priori- und A-posteriori-Identifizierbarkeit untersucht. Die
erste sollte eher als strukturelle Identifizierbarkeit bezeichnet werden, da sie fragt, ob die
Parameter eines Modells unter idealen Annahmen an die Signale (keine Storung, beliebige
Anregung) losgelost vom Giitekriterium prinzipiell eindeutig bestimmbar sind. Grob gesagt
geht es um Minimalparametrisierungen und die Nichtexistenz eines zweiten Modells mit
gleichem Verhalten. Bei der A-posteriori-Identifizierbarkeit hingegen wird gefragt, ob bei
vorliegender struktureller Identifizierbarkeit auch unter realen Bedingungen, also beztiglich
der Daten und des Giitekriteriums, die Eindeutigkeit erhalten bleibt. Da dies aber in enger
Beziehung zu den Erkenntnissen aus Abschnitt 4.2 steht, ist die Thematik recht kurz gefasst.

Den Abschluss bildet ein Abschnitt, der eine ganz andere Seite der eindeutigkeitserzwin-
genden Restriktionen aufzeigt. Stets gibt es bei mehrdeutigen Problemen die Moglichkeit,
Eindeutigkeit durch unterschiedliche Restriktionen zu erzwingen. Meist wird dann diejenige
Restriktion gewéhlt, die sich besonders einfach behandeln ldsst. Doch diese muss nicht mit
der fiir das Problem zweckméfigsten Restriktion tibereinstimmen. Da es diesbeziiglich keine

Theorie gibt, sollen ausgewéhlte Beispiele helfen, den Blick in diese Richtung zu schérfen.
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4.1 Existenz von Minima

Einer der bedeutendsten Sitze zur Existenz von Minima ist der Satz von Weierstra$l, aus
dem wichtige Schlussfolgerungen abgeleitet werden. Da konvexe Probleme schéirfere Aussa-
gen gestatten, ist ihnen der darauffolgende Abschnitt gewidmet. Letztlich geht es darum,
den Suchraum entweder kompakt zu wahlen oder mit einem passenden Giitekriterium tiber

abgeschlossenen Mengen zu arbeiten oder konvexe Problemformulierungen anzustreben.

4.1.1 Satz von Weierstraf}

Satz 4.1 (WeierstraB}, [71])
Sei M eine nichtleere Menge in einem metrischen Raum und f : M — R eine auf M un-
terhalbstetige Funktion!, dann garantiert jede der nachfolgenden Bedingungen die Existenz
eines Minimierers Zopy mit f(Zopt) = wlél/a f(2):

1. M ist kompakt.

2. M ist abgeschlossen und f koerzitiv?

3. Es existiert ein o, sodass £, % {x € M : f(z) < o} nichtleer und kompakt ist.?

Anmerkung 4.1 Wird in diesem Satz die Halbstetigkeit von unten durch die von oben
ersetzt und wird in der dritten Bedingung das Relationszeichen geéndert, ergibt sich ein

analog lautender Satz fiir den Maximierer.

Anmerkung 4.2 Auf die Halbstetigkeit von unten kann nicht verzichtet werden.

So hat f(z) = { ;2 fﬁi ﬁ g (00’ 1 kein Minimum tiber der kompakten Menge M = [0, 1].

Alle drei Bedingungen von Satz 4.1 werden nachfolgend kurz erldutert.

Zur Kompaktheitsbedingung
Eine direkte Schlussfolgerung aus dem Satz lautet: Jede stetige Funktion nimmt auf einer

kompakten Menge ein globales Minimum und Maximum an, ist also dort beschrankt.

In Beispiel 4.1 wird nun gezeigt, wie die Kompaktheit des Suchraums (ersten Bedingung in
Satz 4.1) genutzt werden kann, um beim orthogonalen Prokrustes-Problem? auf die Existenz

von mindestens zwei getrennten lokalen Minima zu schlieflen.

L f heiBit unterhalbstetig in x, wenn f(z) < liminf, ,, f(y).

2 f: M — R heifit koerzitiv, wenn f nach unten beschriinkt ist und | llllm f(z) = oo fiir alle Folgen gilt.
x[|—o0

3 L heiBt Subniveaumenge zum Wert a.

Prokrustes war ein Riese und Bosewicht in der griechischen Mythologie, der Reisenden ein Bett anbot.
Die Reisenden wurden aber zuvor per Streckung oder Gliedmafienabhacken dem Bett angepasst. Der

Anpassungsgedanke verbunden mit der Restriktion (Bett) gab der Problemklasse den Namen.
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Beispiel 4.1 (Orthogonales Prokrustes-Problem)

[|AX — B||r = Min; X € R™" : XTX = I, hat mindestens zwei getrennte lokale Minima.
Die Menge der orthogonalen Matrizen ist abgeschlossen (algebraische Varietit X7X = I,,)
und beschriankt (Teilmenge der Einheitssphare X € C*™" : || X||2 = 1). Weiterhin folgt
aus det X = +1 und der Stetigkeit der Determinante beziiglich der Matrixelemente, dass die
Menge nicht zusammenhéngend ist. Beide Teilmengen sind abgeschlossen, da det X = 1 bzw.
det X = —1 algebraische Restriktionen darstellen. Die Menge der orthogonalen Matrizen
zerfallt also in zwei nicht zusammenhéngende kompakte Mengen, was nach dem Satz 4.1

mindestens zwei getrennte lokale Minima impliziert.

Eine konsequente Anwendung der Kompaktheitsbedingung garantiert die Existenz von Lo-
sungen bei metrischen Projektionen auf abgeschlossene Mengen, s. Satz 4.2. Die Bedeutung
von Satz 4.2 fir die Modellbildung liegt darin, dass sich viele Probleme als Bestapproxima-
tionen in diversen Metriken darstellen lassen, wobei es gleichgiiltig ist, ob iiber Vektoren,

Matrizen oder Polynome minimiert wird [298], [568].

Satz 4.2 (Metrische Projektionen auf abgeschlossene Mengen, [62])
Ist M eine nichtleere abgeschlossene Menge in einem normierten endlichdimensionalen Vek-
torraum V, dann ist die Menge aller Projektionen Proj ,(p) (Punkte mit kiirzestem Abstand

zu p gemessen in der Norm || . ||,) fiir alle p € V nicht leer.

Anmerkung 4.3 Eine metrische Projektion auf eine nicht abgeschlossene Menge® kann eine
Loésung haben, muss es aber nicht. Trivialerweise sei die Projektion auf [0,1) genannt, die
fir x < 1 Losungen hat, fiir x > 1 aber nicht. Diese Problematik zeigt sich nicht immer
so offen. Sie ist aber typisch fiir Rang-k-Approximationen (eine Matrizenmenge soll genau
den Rang k& haben), kann aber durch Formulieren einer Max-Rang-k-Approximation (eine
Matrizenmenge soll hochstens den Rang k haben) umgangen werden, s. Beispiel 4.2. Die

Menge der Max-Rang-k-Matrizen ist ndmlich abgeschlossen.

Beispiel 4.2 (Rang-2-Approximation versus Max-Rang-2-Approximation)

Gesucht ist die nachstgelegene symmetrische Toeplitz-Matrix vom Range 2:

21 2 r1 To I3
1 2 3| —| 22 21 29 < Min rg X = 2. (4.3)
2 3 2 T3 To9 X1

F
Die von der geforderten Toeplitz-Struktur abweichenden Elemente sind a12, as1, a3, ass. Ihre

Mittelung gibt 2, womit die Optimallésung Xop, = E%é} lauten wiirde, doch dies nicht tut,

5 Die Begriffe ,abgeschlossen“ und ,offen® sind bei Mengen keine logischen Gegensitze wie in der Alltags-
sprache! Es gibt nédmlich Mengen, die weder offen noch abgeschlossen sind (z.B. halboffene Intervalle),

und solche, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind (z. B. leere Menge).
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da sie vom Range 1 ist. Gleichwohl sind in ihrer Umgebung symmetrische Rang-2-Toeplitz-
Matrizen. Bei der Restriktion rgX < 2 (d.h. maxrg X = 2) tritt dieses Problem nicht auf,
denn eine Rang-1-Matrix geniigt der Restriktion. Stiinden in A im Ubrigen statt der Dreien
Vieren, gidbe es sowohl fir rg X = 2 als auch fir maxrg X = 2 eine eindeutige Losung.

Zur Koerzivitiatsbedingung

In vielen Identifikationsproblemen ist die zuléssige Menge nicht kompakt. So greift fir
flx) = 22 < Min;z € R die erste Bedingung nicht, wohl aber die zweite, denn M = R
ist abgeschlossen und f koerzitiv. Im Speziellen sichert ein konvexes, stetiges, koerzitives f
iiber einer abgeschlossenen konvexen Menge die Existenz einer Losung.

Die Koerzivitatsforderung sichert durch die Beschranktheit nach unten, dass die Zielfunkti-
on nicht beliebig klein werden kann, und verhindert durch das unbeschrénkte Wachsen von
f in allen Richtungen, dass f im Unendlichen ein Infimum hat. Was passieren kann, wenn

Koerzitivitat nicht gegeben ist, zeigen die nachfolgenden Beispiele.

Beispiel 4.3 (Konvexes, nicht-koerzitives Problem)

Eine nicht-koerzitive (da nach unten unbeschrankt) Zielfunktion hat

RS P | R ER I b

T2
denn fir x5 — —oo strebt sie nach minus Unendlich. Der Fall tritt bei konvexen quadrati-
schen Problemen 27 Az 4 2672 + ¢ = Min mit A € SZ immer auf, wenn b ¢ R(A).

< Min,

Beispiel 4.4 (Konvexes, nicht-koerzitives Problem, [23])

Gegeben sei das konvexe Problem

2
10 01
F(X) = - LMin | T2 es
00 T12 99 0 0 F T12 T2
dquivalent 2% + (212 — 1) = Min 215 > 0, 211299 — 235 > 0

f ist nicht koerzitiv, da fir die nichtnegativen Matrizen X = hk }J, k= 1,2,... aus
lim || Xg||r = oo nicht lim f(Xj) = oo, sondern lim f(X}) = lim 1/k* = 0 folgt.

k—oo k—00 k—oo k—o0

/ hat kein Minimum, denn inf f(X) = 0 wird nur fir Matrizen mit z1; = 0,212 = 1 und
Tog = beliebig erfillt, die aber alle wegen det X = —1 indefinit sind.

Bemerkenswert ist, dass f auf einer konvexen, abgeschlossenen Menge M konvex und auch
nach unten beschrankt ist und trotzdem kein Minimum besitzt. Wie im Beispiel davor ist

der Rangdefekt von A die Ursache.
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Ergénzend bleibt festzuhalten, dass die Koerzivitatsforderung eine hinreichende oft zu ein-
schrankende Bedingung ist. Als Beispiel hierzu sei das nichtnegativ definite Prokrustes-
Problem genannt, fiir das in [234] schwéchere hinreichende und in [633] sogar notwendige

und hinreichende Bedingungen fiir die Losungsexistenz angegeben werden.

Zur Subniveaumengen-Bedingung

Fiir das Beispiel f(x) = 22 < Min;z € (—2,2) ist weder die erste noch zweite Voraussetzung
erfillt, aber die dritte, denn die Subniveaumenge £, = [—1, 1] ist nichtleer und kompakt.
Eine Abschwichung der Kompaktheitsforderung an die Subniveaumenge auf Beschranktheit
ist nicht moglich, vegl. f(z) = = < Min; z € (0,1). Beschranktheit ist im Allgemeinen eine

notwendige Bedingung, vgl. f(z) = exp(—=x) < Min; z € R, aber keine zwingend notwendige

Bedingung, vgl. f(z) = { exp(0—|x|) iig .

Beschranktheit von L, auf M oder auf einer Ubermenge von M impliziert zusammen mit
der Stetigkeit von f bei Abgeschlossenheit von M, dass L, kompakt ist.

4.1.2 Existenzsatze fiir konvexe Probleme

Da die Formulierung konvexer Probleme, d.h. konvexe Funktionen tiber konvexen Mengen,
viele Vorteile bei der Losung bietet (konvexe Losungsmengen, vielfach Eindeutigkeit, effizien-
te Algorithmen), ist die Kenntnis einiger wichtiger Satze fiir konvexe Probleme hilfreich. Sie
sagen namlich nicht nur, wann eine Lésung existiert, sondern auch wo, ndmlich fiir bestimmte

Probleme an Extrempunkten und Ecken.

Definition 4.1 (Extrempunkt und Ecke)
x € C heifit Extrempunkt einer konvexen Menge C, wenn keine y,z € C\{z} existieren,
sodass z = ay + (1 — a)z; a € (0, 1). Extrempunkte konvexer polyedrischer Mengen werden

Ecken genannt.

Damit lasst sich ein erster Satz formulieren, der die anschauliche Tatsache verallgemeinert,
wonach eine konvexe Funktion iiber einem abgeschlossenen Intervall ihr Maximum am In-

tervallrand annimmt.

Satz 4.3 (Optimalitit von Extrempunkten, [71])
Auf kompakten konvexen Mengen wird das Maximum (Minimum) einer konvexen (konkaven)

Funktion an einem Extrempunkt angenommen.
Aus diesem Satz ergeben sich unmittelbar die folgenden Schlussfolgerungen.

1. Maximierungen konvexer Funktionen iiber Einheitskugeln ||z|| < 1 sind denen tiber

Einheitssphéren ||z|| = 1 dquivalent.
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2. Ist f : C = R konvex iiber C = conv{zy,...,z,} (konvexes Polytop in R" oder
R™ ™) dann gilt f(z) < max f(z;) fir alle z € C. Ist f konkav unter sonst gleichen
i=1,...,p

Voraussetzungen, gilt f(z) > _nlnn f(z;) fir alle x € C [431].
i=1,...,p

3. Eine lineare Funktion f nimmt ihr Maximum (Minimum) tiber einem konvexen Poly-
top an einer Ecke an. Mit anderen Worten: Unter allen Ecken gibt es wenigstens eine,
die ein Element der Menge aller globalen Maximierer (Minimierer) ist.

Beachte: Die Ecken sind nicht zwingend die einzigen Extremallosungen; betrachte

Rechteck mit zu einer Seite parallelen Hohenlinien der lineare Funktion.

Eine zu Schlussfolgerung 3 dhnliche Aussage verzichtet auf die Kompaktheit nach Satz 4.3

und ist als Fundamentalsatz bekannt.

Satz 4.4 (Fundamentalsatz der linearen Optimierung, [71])
Hat ein abgeschlossener konvexer polyedrischer Bereich C wenigstens eine Ecke und nimmt
eine lineare Funktion f ein Minimum (Maximum) iiber C an, dann nimmt sie es an einer

Ecke an.

Anmerkung 4.4 Der Satz behilt fiir abgeschlossene Quader seine Giiltigkeit, wenn f eine
multilineare Funktion (z.B. Determinante) ist [51]. Er spielt im Rahmen der Robustheits-

analyse eine wichtige Rolle.

4.2 Eindeutigkeit von Minima

In der Einfihrung zum Kapitel wurde bereits auf die Bedeutung der Eindeutigkeit von Ex-
tremwerten hingewiesen. Das mathematische Riistzeug, um Modellierungsprobleme so zu
formulieren, dass sie eindeutig l6sbar sind, wird in den beiden folgenden Abschnitten be-
reitgestellt. Hierflir werden Sétze formuliert, die die erforderlichen Bedingungen nennen. Die
Beispiele vertiefen die Aussagen, sind aber kurz und tiberschaubar gehalten, um den mathe-
matischen Kern nicht zu verlieren. Der nichste Abschnitt stellt zunéchst einige Grundlagen

zusammen, die bei den sog. Prokrustes-Problemen in Abschnitt 4.2.2 angewendet werden.

4.2.1 Satze aus der konvexen Optimierung

Dieser Abschnitt fasst wichtige Sétze zur konvexen Optimierung zusammen, wobei auf ei-
nige Verallgemeinerungen des Konvexitatsbegriffs [513] eingegangen wird und nur Gateaux-
Differenzierbarkeit [195] gefordert wird (weniger starke Verallgemeinerung des Ableitungs-

begriffs fiir mehrvariable Funktionen), s. Abschnitt 6.6.1. Statt wie im einvariablen Fall, wo
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ein stationdrer Punkt tiber die Forderung f'(xga.s) = 0 definiert ist, wird nun fiir einen sta-
tiondren Punkt gefordert, dass fiir das Differenzial G f(zstat; h) = 0 fir alle h gilt.

Eine wichtige Eigenschaft konvexer Funktionen f : C — R iiber konvexen Mengen C ist, dass
deren Subniveaumengen L, konvex sind [71]. Wird also das Niveau immer weiter abgesenkt,
dann schrumpft zwar die Subniveaumenge, aber sie bleibt konvex. Ist der kleinste Funktions-
wert erreicht (wenn dieser fiir ein  angenommen wird), dann ist die Subniveaumenge immer
noch konvex. Diese Aussage wird im nachfolgenden Satz formuliert und erweitert, denn die
Menge der Funktionen mit konvexen Subniveaumengen ist eine Obermenge der konvexen

Funktionen, namlich die Menge der sog. quasikonvexen Funktionen®.

Satz 4.5 (Losungsmengen konvexer Probleme)
Die Menge der Minimierer einer konvexen Funktion f : C — R ist konvex oder leer. Ist
f pseudokonvex” und Gateaux-differenzierbar, dann ist die Menge der stationdren Punkte

konvex. Die Menge der globalen Minimierer einer quasikonvexen Funktion ist konvex.

Fir die Rechtfertigung der Erweiterung wird von der Annahme ausgegangen, dass 1 und x5
zwei beliebige globale Minimierer seien, d.h. f(z1) = f(z2) = min f(z). Die Satze 4.6 bzw.
4.7 garantieren diese Globalitatsannahme fiir die ersten beiden Teilaussagen des Satzes, fir
die dritte steckt sie in der Voraussetzung. Globalitat impliziert nunmehr f(x;) < f(yz1+(1—
v)x3), wahrend Quasikonvexitat (schwéchste Konvexitatseigenschaft) f(yz + (1 — v)z2) <
max{ f(z1), f(z2)} und die Globalitdtsannahme max{ f(z1), f(z2)} = f(z1) implizieren. Da-
mit gilt f(z1) < f(yx1 + (1 — y)z2) < f(x1) oder gleichbedeutend f(yzy + (1 — v)z2) =
f(z1) = min f(x), was schlussendlich die Satzaussage bestatigt.

Die Tatsache, dass die Losungsmenge sogar fiir streng konvexe Funktionen leer sein kann

. - _J 1 x=0
(Infimumproblem), zeigt das Beispiel f(z) = { 2 0<z<l-

Aussage , Eine streng konvexe Funktion hat auf einer abgeschlossenen konvexen Menge genau

Es widerlegt zudem die

ein globales Minimum.“. Die prézise Formulierung fir den ,, gemeinten Aussageinhalt® liefern

die nachfolgenden Sétze.

Satz 4.6 (Globale Optimalitit lokaler Minimierer, [513])
Jeder lokale Minimierer eines konvexen f, eines stetigen pseudokonvexen f oder eines streng

quasikonvexen f tiber einer konvexen Menge ist ein globaler.

6 Eine Funktion heiit quasikonvex, wenn alle Subniveaumengen £, = {z € V : f(r) < a} konvex sind, bzw.
aquivalent, wenn Vry € [0,1] : f(yz+(1—7)y) < max{f(z), f(y)} [195]. Sie heifit streng quasikonvex, wenn
die vorgenannte Ungleichung fir alle v € (0,1) und z # y streng gilt.

7 Eine Funktion f : C — R heiBt pseudokonvex, wenn Vz,y € C, 3¢ € (0,1],3a > 0, sodass

f@) > fly) = f(A =7z +y) < f(z) —ye ¥y €[0,al.
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Anmerkung 4.5 Die Einschrinkung ,iiber einer konvexen Menge* ist wichtig, da f(z) = z?

tiber der nichtkonvexen Menge M = [—1,1]U[2, 3] in 21 = 2 einen lokalen Minimierer hat,

der nicht der globale ist.

Satz 4.7 (Globale Optimalitit stationdrer Punkte, [487])
Jeder stationdre Punkt x4, fiir pseudokonvexes und damit auch fiir ein konvexes f : C — R,
das in w4,y Gateaux-differenzierbar ist, ist ein globaler Minimierer. Fiir streng pseudokonve-

xes und damit auch fir streng konvexes f ist der globale Minimierer eindeutig.

lz| |z] <1
1 Jz| > 1,
7. B. Zgay = 2. Fiir diese schwéchere Form von Konvexitét gilt aber der folgende Satz.

Die Satze 4.6 und 4.7 gelten nicht fiir das quasikonvexe f(z) = { betrachte

Satz 4.8 (Eindeutigkeit streng quasikonvexer Probleme, [487])

Ein quasikonvexes f hat auf einer konvexen Menge héchstens einen isolierten lokalen Mi-
nimierer; ein streng quasikonvexes f hochstens einen lokalen Minimierer. Sofern fiir streng
quasikonvexes f ein lokaler Minimierer existiert, ist dieser der eindeutig bestimmte globa-
le Minimierer. Fiir stetiges, streng quasikonvexes und koerzitives f ist die Existenz eines

eindeutigen globalen Minimierers gesichert®.

Als eine klassische Anwendung fiir diese Satze erweisen sich Projektionsprobleme. Dabei geht
es darum, zu einem in einem normierten Raum V' gegebenen Punkt x die Menge Proj,, ,(p)

aller zu p nachstgelegenen Punkte x.p in einer Menge M C V zu bestimmen

Proj, ,(p) = argmin|[p — z||,. (4.4)

zeEM

Fur die Existenz einer Losung ist Abgeschlossenheit von M hinreichend, da Koerzivitéit
durch die Struktur der Zielfunktion sichergestellt wird. Dabei versteckt sich die Abgeschlos-
senheit mitunter in der Mengenbezeichnung. So ist nédmlich ein linearer Unterraum M in
einem endlichdimensionalen Raum V per se abgeschlossen. Zudem ist die Zielfunktion wegen
der Konvexitét der Normen tiber jeder konvexen Teilmenge von M konvex. Ist dann zu-
sétzlich die Menge noch konvex, greifen die angefithrten Sétze. Problematisch erscheint die
Eindeutigkeit, da keine Norm eine streng konvexe Funktion ist, da die strenge Ungleichheit
fiir strenge Konvexitdt nicht nur bei z = y, sondern auch bei y = fx; 8 > 0 verletzt wird.

Dessen ungeachtet wird die folgende Definition verwendet.

Definition 4.2 (Streng konvexe Norm, [299])

FEine Norm heifit streng konvex, wenn gilt

vz + A=yl <vyllzll+ @ =)yl ~v€(0,1);Ve # 0y ¢ {Bx: >0} (4.5)

8 f(z) = |z| hat z. B. diese Eigenschaften.
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In der Definition werden die problematischen Punkte einfach ausgeschlossen’. Aus der De-
finition ergibt sich aber, dass jede streng konvexe Norm eine streng quasikonvexe Funktion
ist. Fiir die unproblematischen Punkte folgt ||yz + (1 —v)y|| < vllz|| + (1 — ) [|ly]| <
max{||z||,||y||} fir x # y und fiir die problematischen Punkte gilt

llz]] 0<p<1

sl Gon = max{liall Al

e + (1= )8l = (v + (1 = 1)B)] ] < {

wobei 8 = 1 wegen x # y nicht betrachtet werden muss.

Mit der strengen Quasikonvexitit streng konvexer Normen folgt die Eindeutigkeit metrischer
Projektionen auf konvexe Mengen und im Speziellen auf lineare Unterrdume in endlichdi-
mensionalen Rdumen. Streng konvexe Normen sind deshalb fiir die eindeutigkeitserzwingende

Minimum-Norm-Restriktion bei konvexen Losungsmengen pradestiniert.

Korollar 4.1 (Eindeutigkeit metrischer Projektionen)
Ist C eine nichtleere abgeschlossene konvexe Menge und |||, eine streng konvexe Norm, dann

ist die Projektion eines Punkts p auf C eindeutig, d. h. zqy, = Proje ,(p).

Wird fiir p der Nullpunkt des Raumes gewahlt, dann ist z,p; das eindeutig bestimmte norm-

kleinste Element der Menge C.

Korollar 4.2 (Normkleinstes Element konvexer Mengen)
Jede nichtleere abgeschlossene konvexe Menge C in einem streng normierten Raum (R, ||.||,)

hat ein eindeutig bestimmtes normkleinstes Element xop, = Proje, p(OR).

Nachteilig an den metrischen Projektionen ist, dass wenige allgemeingiiltige, gut handhab-
bare Charakterisierungen fiir die Optimallésung existieren. Existenz und Eindeutigkeit sind
zwar wichtig, fir eine effiziente Berechnung aber oft zu wenig. Deshalb wird in der Anwen-
dung oft die klassische Projektion in Hilbert-Rdumen bevorzugt, wo sich die Lésung durch

die sogenannten Projektionssidtze ndher spezifizieren lésst.

Satz 4.9 (Projektionssatz)

Ist C € H(C) eine nichtleere abgeschlossene konvexe Menge in einem Pra-Hilbert-Raum
und = € H(C) ein beliebiger Punkt, dann existiert eine eindeutige Projektion @y € C mit
[l — zopt]| < ||z — yl| fir alle y € C\zopt [50]. Der Punkt z,p, = Proje(z) ist durch die

9 Aus diesem Grund wird in [62] auch von im Wesentlichen streng konvexen Normen gesprochen, was an
sich préziser ist. Diese lidngliche Bezeichnung hat sich aber nicht durchgesetzt.
Aquivalente Definition: Eine Norm heifit streng konvex, wenn ihre Normkugeln Rotunde sind (konvexe

Mengen ohne Kanten und Fassetten, wo jeder Randpunkt Extrempunkt ist).



4.2. EINDEUTIGKEIT VON MINIMA 175

Bedingungen xq,; € C und

fiir C konvex!® Vy € C: Re (& — Topt, Y — Topt) < 0 [62]

konvexer Kegel Vy € C: (& — Topt, Topt) = 0 und Re (x — zopt, y) <0 [50]
affiner Unterraum Yy € C =L, : (x — Zopt,a —y) =0

S Topt = @+ Proj(z — a) [454]

linearer Unterraum®™ Vy € C =L : (x — Topt, y) =0, d.h. & — zopy L L [417]

S (T — Topt, Topt) = 0, d.h. & — ope L Tops [62]

& Lopy = 1, Wobel . =1 +xo mit 1 € L,25 € ct [62]

~ l; .
= xopt = Z 2?7 l; l“ [, = hl’l{ll, ceey ln}, ll J_ li/ 7 7& ] /12
i=1 \tir Y1

eindeutig charakterisiert.

Beispiel 4.5 (Nichstgelegene symmetrische Matrix)
Da die symmetrischen Matrizen S,, einen linearen Unterraum in R™*™ formen, folgt fiir

|A — X||; = Min; X € S, mit der erstgenannten Projektionsformel fiir lineare Unterriume

0 = spur((A — Xop)Y) Y eSS, mit (X,Y) < spur(Xy7)
(A+ AT) 4+ 3(A = AT) — X)Y)

(A4 AT) = Xop)¥) + spur(b(4 — ATYY)

(A+ AT) — X,0)Y) = Xopt = 5(A+ AT).

= spur

((
(G
= spur((3
(G

= spur

Die Implikation folgt, da spur(BY) = 0;VY € S, nur firx B = 0,x, gelten kann. Fiir
B # 0, verhindert namlich Y = BT wegen spur(BBT) > 0 (vollstindige Quadrate), dass
spur(BY') = 0 gilt.

Mit der dritten Projektionsformel fiir lineare Unterriume und der Kenntnis, dass S gerade
die schiefsymmetrischen Matrizen sind, folgt aus der Zerlegung A = J(A+ AT) 4 1(A— AT)
mit 1(A+AT) € S, und $(A—AT) € S die angegebene Losung Xop sofort. Alternativ kann
sie aus dem Pythagoras ||A — X |3 = [[3(A— AD)[|% + |[3(A+ AT) — X|[3 > ||3(A = AT)| |3
mit Gleichheit fiir das gesuchte X, abgelesen werden.

10Fir allgemeine konvexe Mengen nennt sich dieser Satz auch Kolmogorov-Kriterium. Geometrisch bedeutet
Re (x — Topt, Y — Topt) < 0 fiir 2 ¢ C einen rechten bzw. stumpfen Winkel Z(x, zopt, y), d.h. alle y € C
liegen auf oder auf der entgegengesetzten Seite der Tangentialebene durch zq,, wie .

" Endlichdimensionale Unterrdume sind per se abgeschlossen. Sind die linearen Unterrdume nicht abge-
schlossen, dann gilt: Wenn ein minimierendes xqp; € £ existiert, ist es eindeutig und durch o — z4py L £
charakterisiert [417].

12Die Faktoren (z,1;)/{l;,1;) heiBen Fourier-Koeffizienten.
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4.2.2 Satze fur Prokrustes-Probleme

Dieser Abschnitt widmet sich den Prokrustes-Problemen, womit Matrix-LS-Probleme mit
Restriktionen an die Matrix bezeichnet werden. Prokrustes-Probleme finden praktische An-
wendungen bei der Modellreduktion, -approximation und -identifikation. Der Schwierigkeits-
grad und die Losungsmethode hidngen von der betreffenden Restriktion ab, weshalb sich in
den Publikationen [284], [283], [68], [62], [299], [178], [235], [527], [201] zumeist nur auf eine
bestimmte Restriktion beschrankt wird. In den Publikationen werden auch konkrete Anwen-
dungen genannt. Ziel dieses Abschnitts ist es, Prokrustes-Probleme zu 16sen, bei denen die
Restriktion sehr allgemein gefasst ist, sodass durch Einsetzen einer speziellen, vertréglichen
Restriktion die Losung unmittelbar geschlussfolgert werden kann.

Den Anfang bilden zwei Satze fiir das freie LS-Probleme, die die aus der Identifikation be-
kannte Bedingung nach vollem Spaltenrang der Datenmatrix A herausstreichen.

Satz 4.10 (Kompaktheit der Subniveaumengen der LS)
Die £, von f(X)=1||AX — B||}; X eR™" A € R*™ B € RP*" sind genau dann kompakt,
wenn A vollen Spaltenrang hat.

Der Satz ergibt sich als Schlussfolgerung aus einem Satz in [71], wonach alle Subniveau-
mengen einer konvexen Funktion kompakt sind, sobald eine Subniveaumenge kompakt ist.
Eine solche kompakte Subniveaumenge ist der eindeutige globale Minimierer (einelementige
Mengen sind kompakt), dessen Existenz und Eindeutigkeit durch den vollen Spaltenrang

garantiert wird.

Satz 4.11 (Strenge Konvexitit der LS)
Fir A € R™™ B € R ist f(X) = 3||[AX — B|[} eine konvexe Funktion beziiglich

X € R™", die genau dann streng konvex ist, wenn A vollen Spaltenrang hat.!?

Durch Kombination der Aussagen aus Satz 4.10 und 4.11 mit den Eigenschaften abgeschlosse-
ner bzw. konvexer Mengen und Aussagen zur Optimalitat aus Abschnitt 4.2.1 entstehen vier
Séatze fur grofie Klassen von Prokrustes-Problemen, und zwar fiir die Klassen: abgeschlossene

Menge, konvexe Menge, konvexer Kegel und affiner Raum.

13 Konvexitit folgt direkt aus
AIAX = BI+ (1= )IAY — BI% — [ARX + (1= 2)Y] = Bl = (1 - ][ AX — V)| > 0.

Zudem gilt A(X —Y) # 0pxy, fiir X # Y und Vollrang A, womit die Ungleichung fiir v € (0,1) streng ist.
Umgekehrt lassen sich bei rangdefektivem A Matrizen X, Y mit X # Y mit A(X —Y") = 0px,, konstruieren.
Alternativ kann f(X) als Summe quadratischer Funktionen f(z) = 127Qu+ 1Tz + s geschrieben werden,

die fiir @ > 0y, xm konvex und fir @ > 0, xm streng konvex sind [71].
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Satz 4.12 (Prokrustes-Probleme iiber abgeschlossenen Mengen)
Das Problem

1
5||A)(—B||2F£1\4in X € M CR™™ A e R B e R (4.6)
hat fiir nichtleeres, abgeschlossenes M mindestens eine Losung, wenn A spaltenregulir ist.'*

Satz 4.13 (Prokrustes-Probleme iiber konvexen Mengen, [23])
Sofern .
514X = Bl L Min X €CCR™™AeR™™ BeR™ (4.7)

fiir nichtleeres, abgeschlossenes konvexes C eine Losung hat, ist die Losungsmenge konvex.

Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir eine Losung X € C lautet
VX €C: Xop + X €C = spur(AT(AXop — B)XT) > 0. (4.8)

Fiir spaltenregulires A ist die Losung eindeutig!®

Dass auf die Existenz einer Losung in der Voraussetzung dieses Satzes nicht verzichtet werden
kann, zeigte Beispiel 4.4. Fir nichtleere, konvexe Kegel (nichtnegative Matrizen, nichtnega-
tiv definite Matrizen, schwach besetzte Matrizen, usw.) kann die Losung néher spezifiziert

werden, wobei das Konzept der positiven Polarkegel (Dualkegel)
c® Yy e HR) : (x,y) >0,Vz €C} (4.9)
auf den Hilbert-Raum (R™*", spur(XYT)) bezogen wird.

Satz 4.14 (Prokrustes-Probleme iiber konvexen Kegeln, [538], [23])
Das Problem

1
514X — Bl < Min X €CCR™™AcR™™ BeR™ (4.10)
hat fir nichtleere abgeschlossene konvexe Kegel C genau dann eine Losung X,p:, wenn
Xopt €C, AT(AXop — B) €C%, spur(AT(AXop — B)XE,) =0. (4.11)

Fiir spaltenreguléres A ist die Losung eindeutig.'6

14Die Satzaussage ergibt sich direkt aus der Kombination der Kompaktheitsaussage zu den Subniveaumengen
nach Satz 4.10 und dem Weierstraf3-Satz 4.1.

Bspur(AT(AXop, — B)XT) bezeichnet das Differenzial D f(Xop; H), das laut (4.8) in alle zuldssigen Rich-
tungen H zunehmen muss.

1611 [538] wird ein allgemeinerer Satz iiber die Fenchel-Dualitiit bewiesen, wihrend in [23] elementare Konve-
xitdtseigenschaften zum Beweis genutzt werden. Strenge Konvexitit von 3 ||AX — B||% bei spaltenregulérem
A impliziert Eindeutigkeit, vgl. Satz 4.11.
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Anmerkung 4.6 Der Satz 4.14 bleibt in dhnlicher Weise giiltig, wenn der Ursprung des
konvexen Kegels in X verschoben wird, d. h., wenn C— X ein abgeschlossener konvexer Kegel
ist. Dies wird insbesondere im typischen Fall der affinen Raume Lx, = Xo+ L deutlich, wobei
L fir einen linearen Raum steht. Diese Menge umfasst alle Matrizen, bei denen bestimmte
Elemente fest, aber nicht notwendig Null sind und schliefit die linearen Rdume mit ein

(symmetrische, schiefsymmetrische Matrizen, Toeplitz- und Hankel-Matrizen).

Der nachfolgende Satz ist ein Korollar des Satzes 4.14, da lineare Rdume £ konvexe Kegel
mit C® = £+ sind, und sich affine Riaume durch Subtraktion des Stiitzpunkts X in linear

uiberfithren lassen, s. Anmerkung 4.6.

Satz 4.15 (Prokrustes-Probleme iiber affinen Rdumen)
Das Problem

1
SI1AX — BI% S Min X € (Xo+ L) CR™™ A cRP™ B e R (4.12)
hat fir lineare Réume L eine affine Losungsmenge X, die durch
Xt ={X €Lx,: X—Xo€L, AT(AX —B) e £} (4.13)

gekennzeichnet ist. Fur spaltenregulires A ist die Losung eindeutig.

Der Beweis des Satzes 4.15 kann auch ohne Zuhilfenahme von Satz 4.14 direkt mit dem
L-Gradienten (6.29) erfolgen, das auf

1
SIAY — (B — AXo)|[} < Min Y eLCR™™AERX™ BeR (4.14)
mit Y = X — X angewendet wird. Die Stationaritdtsbedingung lautet damit
ProjK(AT(AY —(B- AXO))> T (4.15)

t17. Die Projektion

wobei Proj.(.) den Gradienten der Zielfunktion orthogonal auf £ projizier
ist genau dann Null, wenn die zu projizierende Grofe im orthogonalen Komplement £+ liegt,
also wenn AT(AY — (B — AXy)) € L' bzw. nach Resubstitution AT(AX — B) € Lt gilt.

Ferner ist X — X € L die geforderte lineare Restriktion.

Die Bedeutung der hier angefithrten Séatze ist fiir den Ingenieur vielschichtig. Aus Satz
4.10 kann namlich gefolgert werden, dass ein voller Spaltenrang von A fiir restringierte LS-
Probleme hinreichend fiir beschrénkte Subniveaumengen ist. Bei abgeschlossenen zuldssigen
Mengen ergeben sich sogar kompakte Subniveaumengen. Nach Satz 4.11 ist der volle Spalten-
rang von A notwendig und hinreichend fiir strenge Konvexitat und damit fir Eindeutigkeit

17Proj,.(X) ef argminy .|| X —Y||r
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der Losung. Zudem lasst sich Satz 4.11 dahingehend verallgemeinern, dass f(X) = ||AX —B||
fiir jede streng konvexe Norm bei spaltenregulirem A streng quasikonvex und koerzitiv ist!®,
was wiederum Eindeutigkeit sichert. Folglich haben alle /,-Probleme mit 1 < p < oo bei
spaltenregularem A eine eindeutige Losung. Fiir die /1- und [-Approximationen gilt die-
se schone Eigenschaft leider nicht. Die Sétze 4.13 bis 4.15 liefern Charakterisierungen der
Losung, d. h., sie sagen konkret, welche Bedingungen die Losung erfiillen muss. Eine solche
Aussagekraft gelingt dank des Bezugs auf einen Hilbert-Raum. Nur Satz 4.12 féllt in seiner
Aussagekraft schwécher aus, da die abgeschlossenen Mengen wenig innere Struktur aufwei-
sen. Aber auch er unterstreicht die Bedeutung des vollen Spaltenrangs von A, sichert er doch

fiir Prokrustes-Probleme auf abgeschlossenen Mengen immerhin die Existenz einer Losung.

4.3 Identifizierbarkeit

4.3.1 Strukturelle Identifizierbarkeit

Bei der Frage nach der strukturellen Identifizierbarkeit (auch theoretische Identifizierbarkeit
oder A-priori-Identifizierbarkeit genannt) wird ein deterministisches parametrisches oder ap-
proximativparametrisches Modell dahingehend untersucht, ob sich ein Parametervektor ein-
deutig bestimmen lasst. Dabei kann das Eingangssignal bestmoglich (rauschfrei, vollstan-
dige Systemanregung, Messen ohne Quantisierung, passendes Verfahren) gewahlt werden.
Diese Annahmen sind natiirlich streng, dafiir kann die strukturelle Identifizierbarkeit vor
dem eigentlichen Experiment tiberpriift werden. Sie ist eine notwendige Voraussetzung fiir
Identifizierbarkeit unter praktischen Bedingungen.

Definition 4.3 (Punktweise Identifizierbarkeit, [155], [296])
Das Modell

z(t;0) = f(x,u;0) xo = x(to; 0); t >t (4.16a)
y(t;0) = h(z,u;0) 0eF (4.16b)

mit eindeutigen Lésungen'® fiir alle # € F heiBt im Punkt 6 eindeutig identifizierbar, wenn

ein Signal u(t);t > to existiert, sodass gilt

Voo e R%VO € F: y(t,u;0) =y(t,u,0) = 6=20 (4.17)

BYX £V J[AOX + (1 =)Y) = Bl = [|7(AX — B) + (1 = 7)(AY — B)|| < max{|[|AX — BJ|,[|AY — B[}
fiir v € (0,1) zeigt strenge Quasikonvexitét.

190hne die Eindeutigkeit ist statt (4.17) zu fordern, dass zunichst in 6§ eine Losung existiert und dass § = 6
impliziert wird, wenn der Schnitt der Lésungsmengen fiir @ und der fiir 6 nicht leer ist. Nichteindeutigkeit

kann bei geometrischen Problemen auftreten, vgl. @(i — ) = 0; § = o mit z(¢) = 0 und x(t) = fe’.
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oder dquivalent
Vo ER"YVOE€F: 0#60 = ylt,u;0) # y(t,u,0). (4.18)

Fiir autonome System entfallt konsequenterweise die Existenzforderung an wu(t), fiir statische
Systeme die Forderung Vz, € R™. Gilt die Implikation mit der Abschwéichung V6 € U.(9),
dann heifit das Modell in 6 lokal eindeutig identifizierbar. Ist das Modell in 6 nicht lokal

eindeutig identifizierbar, so heifit es in 0 nicht identifizierbar.

Die konsequente Erweiterung der punktweisen Identifizierbarkeit stellt die strukturelle Iden-
tifizierbarkeit dar, die sich nunmehr auf alle Punkte 6 bezieht, oder um préziser zu sein, auf
fast alle. Diese Einschrankung ist sinnvoll, da in den meisten Féllen eine Menge atypischer
Punkte existiert, in denen die Identifizierbarkeit verloren geht. Ein anderes Problem &lterer
Definitionen zur strukturellen Identifizierbarkeit betrifft den Bezug auf ein gegebenes u und
ein gegebenes zg [60], [243]. Dabei widerspricht die Einschrdnkung des u der Vorstellung,
dass strukturelle Identifizierbarkeit die Frage beantworten soll, ob es prinzipiell moglich ist,
die Parameter zu identifizieren. Die Frage, ob es mit einem bestimmten Signal moglich ist,
ist eine andere, verwandte und gleichfalls interessante Frage. Fiir lineare Systeme sind die

angesprochenen Feinheiten ohnehin weniger von Bedeutung.

Definition 4.4 (Strukturelle Identifizierbarkeit, [155], [296])

Das Modell (4.16) heifit global (lokal) strukturell identifizierbar, wenn es in allen Punkten
0 € F bis auf eine magere Teilmenge punktweise (lokal) eindeutig identifizierbar ist. Es
heifit explizit strukturell identifizierbar, wenn fir jede Komponente des Parametervektors
ein geschlossener Formelausdruck aus den Messsignalen existiert (keine Reihendarstellung,
keine implizites Gleichungssystem, keine algorithmische Formulierung)?.

Beispiel 4.6 (Strukturelle Identifizierbarkeit)

Eine SISO-Ubertragungsfunktion ist in allen Punkten (1, a1,...,an,bo,...,by), in denen es
zu einer Pol-Nullstellenkiirzung kommt, nicht identifizierbar. Da aber die Menge der Pol-
Nullstellen-kiirzbaren Punkte mager in R x R™*! ist, liegt globale strukturelle Identifizier-
barkeit vor.

& = 0i(x? — 1) — 0y ist fir alle 6 € F; = {§ € R? : 6,(0; + 62) > 0} nicht eindeutig
identifizierbar, da (4.17) nicht fiir alle xy gilt, ndmlich nicht fir die Ruhelagen, z(¢;6) =
z(t:0) = xg = /14 6,/6, fir 6,0 € {0 : 02/0, = c}. Da F; in R? keine magere Menge ist,

20Djese Definition ist dhnlich der algebraischen Beobachtbarkeit, wonach sich jeder Zustand als z; =
iy, Uy -,y u, .., u" 1) darstellen ldsst, wobei die p; Polynome sind. Hier werden statt Polynomen
auch andere Funktionen zugelassen.
So ist & = —x,y = 2° klassisch beobachtbar, da alle Zustinde unterscheidbar sind, x = /Y, ist aber nicht

algebraisch beobachtbar.
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liegt keine globale strukturelle Identifizierbarkeit vor. @ = 6;(x* — 1) — 6, ist hingegen fiir
F=F, =1{0 € R?:0,(0, +0;) <0} global strukturell identifizierbar, da fiir F, keine
Ruhelagen moglich sind [155].

& = —0%x ist fiir F = R lokal strukturell identifizierbar und fiir 7 = R global strukturell
identifizierbar.

Ist ein LTI-System in einem 6 eindeutig identifizierbar, so ist es strukturell identifizierbar.

Anmerkung 4.7 Die Definition 4.3 ist sehr stringent, da sie fiir alle zy gelten muss und
demzufolge auch fiir alle zy zu tberpriifen ist. Eine Abschwéchung von Vg in (4.17) auf | fir
fast alle xo“ empfiehlt sich nicht, da dann gerade die ausgeschlossenen Punkte besondere
Schwierigkeiten bereiten konnen. So ist & = fxu bis auf xy = 0 global identifizierbar, doch
fir zop = 0 geht wegen z(t) = 0 gar nichts mehr, denn dann ermdéglicht kein w(t) eine
Identifikation von . Eine andere Abschwéachung betrifft die Identifizierbarkeit von 6 bei
konkretem xo. Das ist zweckméBig, wenn es die Experimentation gestattet, tiber u(t) einen
bestimmten Anfangszustand (iiblicherweise eine Ruhelage) einzustellen. Probleme mit fixem

2o sind einfacher zu handhaben.

Anmerkung 4.8 In der Definition 4.4 wird mitunter als Ausschlussmenge eine Nullmen-
ge (Lebesgue-Mafl Null; metrisch gepragter Begriff) [26], [162] statt wie hier eine magere
Menge (topologisch geprigter Begriff) [155], [296] gefordert. Beide Forderungen sind nicht
gleichwertig! Es gibt magere Mengen, die keine Nullmengen sind, und Nullmengen, die nicht
mager sind, s. [28]. Aber: Bei der Identifikation treten als Ausschlussmengen tiberwiegend al-
gebraische Mengen oder semialgebraische Mengen mit leerem Inneren auf, die sowohl mager

als auch Nullmengen sind, womit dann Aquivalenz zwischen den Definitionen besteht.

Anmerkung 4.9 Definition 4.3 kann in Analogie auf Zufallsvariablen gemafl 8, # 0, =
Fy, (&) # Fp, (&) erweitert werden, wobei Fy, (§) fiir die jeweiligen Verteilungsfunktionen steht.

Anmerkung 4.10 Wird das Modell (4.16) um die Gleichung 0= 0, erganzt und wird der
Zustandsvektor z um 6 zu x := ( z > € R™ x RP erweitert, dann zeigen sich die Parallelen
von struktureller Identifizierbarkeit und globaler Beobachtbarkeit sowie Nichtidentifizierbar-
keit und Nichtunterscheidbarkeit.?!

Bezogen auf den erweiterten Zustandsvektor liegt der Unterschied zwischen beiden Konzep-

ten darin, dass die Identifizierbarkeit gewissermaflen eine auf 6 reduzierte Beobachtbarkeit
darstellt.

21Zwei Zustinde z1(to), 2(to) € M heifien nichtunterscheidbar, wenn y;(t,to, z1,u) = ya(t,t, T2, u) fiir
jeden zuldssigen Eingang u gilt. Ein nichtlineares System heifit global beobachtbar, wenn aus der Identitat

der Ausgangssignale fiir alle w nur x4 (tg) = z2(to) folgt.
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Anmerkung 4.11 Die Identifizierbarkeit kann statt fiir # auch fir eine (interessierende,
spezielle) Abbildung £ = V() definiert werden. Das Konzept der sog. Abbildungsidentifi-
zierbarkeit ist eng verwandt mit dem Konzept der schitzbaren Funktionen [459]. Es enthalt

die Identifizierbarkeit eines einzelnen Parameters £ = e] 6 = 6; als Spezialfall.

Beispiel 4.7 (Nicht identifizierbar, aber abbildungsidentifizierbar)

T = —b1x + Ou; 9y = 0; y = 63z ist strukturell nicht identifizierbar, da aus y(¢) =
0505 [ exp(—6,(t — 7)u(r)d7 unabhingig von u die Komponenten 65 und 63 nicht separiert
werden konnen. Identifizierbarkeit fiir die Komponente #; und die Abbildung & = 0503 liegt

indes vor.

Anmerkung 4.12 Strukturelle Nichtidentifizierbarkeit kann bedeuten, ein Modell und die
zugehorige Identifikationsstrategie zu verwerfen, s. hierzu Beispiel 4.8. Mitunter ldsst sich das
Verwerfen aber durch Einbezichen von weiterem Vorwissen umgehen. In [253] wird beispiels-
weise gezeigt, wie durch Annahmen zur potenziellen Fahrzeuggrofie und/oder Geschwindig-
keit Identifizierbarkeit bei der Lagebestimmung fir sich bewegende Fahrzeuge erzielbar ist,

wenn mit Lidar-Sensoren gemessen wird.

Beispiel 4.8 (Identifikationsstrategie fiir Doppel-RC-Glied)

Um die vier Werte Ry, Ry, C;,C5 aus dem Ubertragungsverhalten zu identifizieren, muss
G(s) mindestens vier Parameter aufweisen. Die naheliegende Spannungsiibertragung muss
verworfen werden, da sie nur auf ein PT2-Glied (drei Parameter)?? fiithrt, vgl. Abschn. 2.10.
Die Strom-Spannungsiibertragung gibt ein PT2T’-Glied (vier Parameter) und l6st das Pro-

blem. Fiir weitere Ausfithrungen sei auf [312] verwiesen.

4.3.2 Methoden zur Uberpriifung struktureller Identifizierbarkeit

Ein SISO-Modell ¥ = (A(6), b(6),c"(8),d(0)) sei gegeben, und es soll gepriift werden, ob der
Parametervektor 6 strukturell tiber E/A-Daten identifizierbar ist. Ohne Restriktionen an 6
ist dessen Komponentenanzahl notwendigerweise auf n + m + 1, also die Parameteranzahl
der Ubertragungsfunktion beschrinkt. Mit Hilfe des Leverrier-Faddeev-Algorithmus [209]
kann die Ubertragungsfunktion berechnet werden (zweckméfig mit einem Computeralgebra-
System)

b (0)s™ + by—1(0)s™ 1 + ...+ bo(6)
8" 4 ap-1(0)s" 1+ ...+ ap(0)
Diese ist strukturell identifizierbar beziiglich der a;, b;. Fiir eine bijektive Abbildung ®(6) =
(ao(0), ..., an_1(0),b0(0), ..., bn(0))T ist auch @ strukturell identifizierbar, denn ®~! ist dann

G(s) = (4.19)

22Strenggenommen liefert das PT2-Glied in diesem Fall sogar nur zwei Gleichungen fiir vier Werte, da der

Parameter by = 1 nicht von Ry, R, Cy,Cy abhéngt.
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ebenfalls bijektiv und bildet somit Residualmengen (Komplement einer mageren Menge) in
Residualmengen ab. Lokale Identifizierbarkeit folgt fir § € R™™*+! und stetig differen-
zierbares ® aus dem Satz iiber inverse Funktionen [487],%3  also aus der Regularitit der
Funktionalmatrix

0P

Globale Identifizierbarkeit folgt aus (4.20) aber nicht, wie nachfolgendes Beispiel zeigt.

Beispiel 4.9 (Regulédre Funktionalmatrix sichert nur lokale Identifizierbarkeit)
Das folgende System liefert iiber die Ubertragungsfunktion

[2] B [911 912] {2 B (1) ¢ = 6= 32—(914‘92)154'(9192—1)
y=1a1
den Zusammenhang a; = —60; — 0 und ay = 6105 — 1, woraus die Regularitdt der Funktio-
nalmatrix ag?élagz); aus det a(g?élag;; = —01 + 03 # 0 fiir 6, # 6, folgt. In diesem Fall liegt in

der mageren Ausschlussmenge (Gerade f; = 6;) nicht Nichtidentifizierbarkeit vor, sondern
punktweise Identifizierbarkeit. Fiir alle anderen Paare (61, 65) sind wegen

nur lokal eindeutig identifizierbar, womit 6 schlussendlich lokal strukturell identifizierbar ist.

Anmerkung 4.13 Weitere Zugéange fiir LTI-Systeme iiber Taylor-Reihenentwicklung, Ahn-
lichkeitstransformationen und Markov-Parameter gibt [296]. Ein auf einem Rangtest ba-
sierendes Kriterium zur lokalen Identifizierbarkeit, das unter Zusatzannahmen auf globale
Identifizierbarkeit erweitern wird, findet sich in [36]. Es ist besonders geeignet, wenn die

Parameter 0 affin in A, B, C, D eingehen und linearen Gleichungsrestriktionen unterliegen.

Da sich E/A-Darstellung fiir Zustandsraummodelle mit Polynomvektorfeldern ebenfalls re-
lativ einfach ableiten lassen, funktioniert der beschriebene Weg auch fiir Polynomsysteme,

was am folgenden Beispiel gezeigt wird.

Beispiel 4.10 (Identifizierbarkeit eines Polynomsystems, [547])
Gegeben sei

.Tl = —621’1 — 931}2 — Gou

x.Q = 93I1I2 — 01{1‘1

Yy=x

23Die Bedingung sichert einen lokalen C*-Diffeomorphismus. Sie ist hinreichend, vgl. a = 62 bzw. a =
0'/3, wo die Ableitung in § = 0 verschwindet bzw. nicht existiert. Dennoch ist 6 in beiden Fillen global

identifizierbar.
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Mit der Reihung @o = &1 &= @9 = 21 > § = ¥ = y > i = U > u ergibt sich
= a1l + a9y + asyy + asuy + asy® + agy. (4.21D)

Damit liegt fiir Erregung aus dem Nullzustand globale Identifizierbarkeit vor. Von den 6
Parametern in (4.21b) sind nur die ersten vier frei, was bei einer Identifikation tiber ein

Gleichungsfehlermodell (4.21b) die Restriktionen as = —asaz und ag = —ayas erfordert.

Fir differenzialalgebraische Modelle wird in [223] ein Zugang beschrieben, der das Identifi-
zierbarkeits- in ein Losbarkeitsproblem iiberfiihrt. Dabei wird analysiert, ob das System
implizierter Gleichungen fiir 6, erweitert um eines fiir 6, nur die Losung 0 = 6 hat. Wenn ja,
liegt globale strukturelle Identifizierbarkeit vor. Die Losbarkeitsuntersuchung erfolgt com-
puteralgebraisch. Als Vorteil erweist sich, dass dabei Differenzialgleichungsbedingungen an

u(t) erhalten werden, die besagen, wie u(t) nicht gewéhlt werden darf.

Kriterien fiir die Identifizierbarkeit von Zustandsraummodellen (mit und ohne Eingangsgrofie
u(t)) beruhen auf der Aquivalenz von Systemen. Prinzipiell priifen sie, ob eine Variablen-
transformation @ existiert, sodass beim gleichen Anfangswert, aber anderen Parametern das
gleiche Ausgangssignal erzeugt wird. Von den dhnlich gearteten Kriterien sei hier beispielhaft

das nachfolgende genannt.

Satz 4.16 (Notwendiges Nichtidentifizierbarkeitskriterium, [162])

Gegeben sei
z(t;0) = f(x;0), x(0;0) = () (4.22a)
y(t;0) = h(z;0),  f,heC. (4.22b)

Wenn unter den Voraussetzungen:

- 0,0 € U; U beschrénkte offene Teilmenge in R?

- Z offene Umgebung von zo(6) in M

- M offene zusammenhéngende Menge in R" mit «(¢,6) € M fiir alle § € U

- xo keine Ruhelage
-®: Z — R" ist ein C'-Diffeomorphismus, sodass Vz € Z,30 £ 0

rangafj;(Z) =n (4.23a)
20(0) = ®(20(F)) (4.23b)
F(B(2).0) = 52(2) £(2.0) (4.230)
h(®(z),6) = h(z,0) (4.23d)

gilt, ist (4.22) durch ein Experiment (zo(6), [0,¢1]) nicht identifizierbar (¢; hangt von der
GroBe der Umgebung ab).
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Da die Anwendung dieses Kriteriums nicht ganz einfach ist, soll das Vorgehen fiir das Bei-
spielsystem aus [162] ausfihrlich gezeigt werden, wo lediglich das Endergebnis angegeben
ist. Zunéchst muss also die Menge der parametrisierten Variablentransformationen bestimmt
werden, die die geforderten Bedingungen erfiillt, um daraus die algebraischen Parameterbe-

dingungen ableiten zu kénnen.

Beispiel 4.11 (Anwendung des Nichtidentifizierbarkeitskriteriums)

Gegeben sei das auf Identifizierbarkeit zu untersuchende Modell

l.’l == 9155'2, it (O) =1 (424&)
I-'Q = 621’11’2 + 03332, T2 (O) =1 (424b)
Y = To. (4.24c)
; r1\ _ ( D121, 22) > — ( 21 )
Es folgt mit ( - ) = < By(21, 23) und z = P
O,(1,1) =1, Py(1,1)=1 aus (4.23b) (4.25a)
Dy(2) = 29 aus (4.23d) (4.25b)
D, D, ~
01P4(z) = g 012 + g— (Oaz120 + O522) aus (4.23c) (4.25¢)
21 22
0Py - 0Py - ~
92(1)1(2)(1)2(2) + 93(1)2( ) 0 2 9122 + 072 (922122 -+ 9322) aus (423(?) (425d)
21 22

Daraus wiederum ergeben sich der Diffeomorphismus

Dy (2) = 0y/0521 + (05 — 63) /6, mit ®o(z) = 29 aus (4.25d) (4.26a)
Dy(2) = 29 (4.26D)

und die Bedingungen

Oy + 03 =0, +0;  mit dy(1,1) =1, dy(1,1) = 1 aus (4.25d) (4.27a)
0105 = 0,0,, mit ®,(z), Py(z) aus (4.26) in (4.25¢) (4.27b)

die auBer § = § weitere Losungen zulassen, sodass (4.24) nicht identifizierbar ist. Fiir festge-
haltene 61, 05, 05 sind nur 2 Gleichungen fiir 917 ég, §3 verfiighar, was eine unendliche Anzahl
von Vektoren  impliziert. Somit liegt auch keine lokale Identifizierbarkeit vor, bei der endlich

viele 0 zulissig sind.
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4.3.3 Sicherung der Identifizierbarkeit iiber kanonische Formen

Die Menge aller méglichen E/A-Verhalten eines LTI-Systems ¥ = (4, B, C, D) ist eine Man-
nigfaltigkeit der Dimension (m + p)n + mp. Da der Parameterraum aber die Dimension
(n +m + p)n + mp hat, sind n? Freiheitsgrade zu restringieren, um ein eindeutiges Modell
zu erhalten. Hierzu dienen kanonische Formen, bei denen es sich um zweckméfige System-

darstellungen handelt.

Definition 4.5 (Kanonische Form)

Eine kanonische Form fiir eine Aquivalenzrelation “~*“ auf einer Menge M ist eine Abbildung
T: M — M,die T(z) ~zund v ~ y = T(x) = T(y) fiir alle z,y € M erfiillt. Aquivalent
kann eine kanonische Form durch die Untermenge B = T(M) C M beschrieben werden,
die jedem x € M genau ein Element b € B mit b ~ x zuordnet. Kanonische Formen werden

synonym auch als Normalformen bezeichnet.

Im Abschnitt 2.3.2 wurden bereits einige Normalformen fiir LTI-Systeme aufgefithrt und
hinsichtlich ihrer Anwendbarkeit bei Stabilitdtsrestriktionen bewertet. Erganzend sei hier
noch auf einige Normalformen fir Mehrgréfiensysteme verwiesen, die in jene vom Hermite-
und vom Kronecker-Typ, auch Typ I und Typ II genannt, unterteilt werden [328]. Letztlich
entscheiden Anwendung, Algorithmus und interessierende Systemeigenschaft dariiber, welche

Normalform gerade die zweckméfBigste ist.

Kanonische Formen sind nicht auf LTI-Zustandsraummodelle beschréankt. Es gibt sie auch
fiir Matrizen (Echolon-Normalform), Polynommatrizen (Smith-Normalform), Ubertragungs-
funktionsmatrizen (Smith-McMillan-Normalform), in der Boolschen Logik (disjunktive oder
konjunktive Normalform), fiir Klassen nichtlinearer Systeme (Bilineare Systeme, Bifurkati-
onsnormalform, Kiinstliche-Neuronale-Netze-Normalformen) und viele mehr. Je nach Pro-
blem empfiehlt sich deshalb, zunéchst eine Recherche unter den Suchbegriffen , normal form*

oder ,canonical form* oder ,standard form* zzgl. des Systemklassenbegriffs vorzunehmen.

Anmerkung 4.14 Die strenge Forderung nach Eindeutigkeit wird oft aufgebrochen, sodass
jedes Element aus M nicht zu genau einem Element in B, sondern nur zu einer kleinen, leicht
beschreibbaren Menge dquivalenter Elemente in B dquivalent sein muss. So werden bei der
Jordan-Form Permutationen der Eigenwerte zugelassen. Dabei fordern einige Autoren, dass
die Jordan-Blocke zu gleichen Eigenwerten nacheinander stehen und der Grofle nach geordnet
sind [161], andere hingegen fordern weder das Nacheinander-Stehen, noch die Ordnung in
den Jordan-Blécken [299].
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4.3.4 Alternative Identifizierbarkeitskonzepte

Bei der strukturellen Identifizierbarkeit ging es darum, ob die Parameter eines Modells unter
Idealannahmen eindeutig bestimmbar sind. Dabei wurde ausschliellich das Modell betrach-
tet. Stimmen System- und Modellstruktur iiberein, dann gilt die Identifizierbarkeitseigen-
schaft des Modells gleichfalls fiir das System. Das ist der Standardfall/die Standardannahme
bei der Identifikation. Bei einer Unterparametrisierung des Modells oder wenn das System
nicht in der Menge der Modelle enthalten ist, kann das Modell zwar strukturell identifi-
zierbar sein, was dann aber nicht bedeutet, dass mit der gegebenen Modellstruktur auch
das System identifiziert werden kann. So liegt ein PT1-System G(s) = nicht in der
Modellklasse Gps(s) = 54;1705“0

ner Uberparametrisierung, bei der die Menge der Systeme eine Teilmenge der Modelle ist

K
1+sT
und ist somit nicht {iber Gj(s) identifizierbar. Bei ei-

und Modellidentifizierbarkeit vorliegt, ist die Situation besser. So ist das PT1-System durch

Gu(s) = ﬁ iber Gy (s) identifizierbar und in der Modellklasse G(s) = %

immerhin noch identifizierbar beziiglich einer Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen sind
durch alle PT2T’-Modelle charakterisiert, die gekiirzt das gleiche PT1-Modell ergeben
def by (¢ Do (¢
G(s)] { i 21) g 209) o R}. (4.28)

§—>S; al (3) 5—S; a2(s)’

Doch selbst wenn das Modell nicht identifizierbar ist, kann das System identifizierbar sein,
namlich dann, wenn die System- und Modellstruktur unterschiedlich sind. So ist ein Zu-
standsraummodell n-ter Ordnung nicht strukturell identifizierbar, aber es identifizierbar be-
ziiglich des E/A-Verhaltens als Aquivalenzrelation, weshalb das System als Ubertragungs-
funktionsstruktur identifizierbar ist. Das wird bei den Unterraumalgorithmen (N4SID, MO-
EPS) [490] ausgenutzt, die je nach Verfahren ein spezielles Zustandsraummodell bestimmen,
aus dem dann die Ubertragungsfunktion ermittelt werden kann.

Fortan mogen System- und Modellstruktur gleich sein, und es moge strukturelle Identifizier-

barkeit vorliegen. Dann stellen sich folgende weiteren Fragen:

Sind die Parameter mit der Identifikationsmethode identifizierbar?

Waihrend Gleichungsfehlerkriterien konvexe Probleme mit streng konvexen Normen formu-
lieren und damit unter Koerzivitdtsannahmen eindeutige Losungen liefern, fithren Ausgangs-
fehlerkriterien in der Regel auf nichtkonvexe Probleme. Hiermit kénnen die Konvergenz zu
lokalen Minima oder die Existenz globaler Mehrfachlosungen verbunden sein. Ein weite-
rer Aspekt betrifft die Fehlerformulierung. So geht im Frequenzbereich beispielsweise die
Information iiber das Einschwingverhalten verloren, wihrend Autokorrelationen keine Mit-

telwertinformation enthalten. All dies kann zu Problemen bei der Identifizierbarkeit fithren.
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Beispiel 4.12 (Zeit-, aber nicht frequenzbereichsidentifizierbar)

Ein PT2-Glied wird durch einen Sinus angeregt. Im Frequenzbereich liegt keine A-posteriori-
Identifizierbarkeit vor, da aus Amplitudenverstarkung und Phasenverschiebung nur zwei Pa-
rameter identifizierbar sind, das PT2-Glied aber drei hat. Im Zeitbereich mit Ausgangsfehler-
LS liegt Identifizierbarkeit vor, da aus dem Einschwingverhalten zusétzliche Information

gezogen werden kann.

Sind die Parameter mit den gemessenen Daten identifizierbar?

Dies fithrt bei LS-orientierten Zugéngen auf Rangbetrachtungen an die Datenmatrix, vgl.
Satz 4.11. Um den Vollrang zu erhalten, miissen die Signale entsprechend reich an Informa-
tion sein. So kann ein Hammerstein-Modell mit einem Pseudo-Rausch-Binér-Signal (PRBS)
nicht identifiziert werden, da nur zwei Amplituden auftreten (ndmlich 1 und -1), fir eine Pa-
rabel aber allein drei gebraucht werden. Hierfiir werden deshalb Pseudo-Rausch-Multilevel-
Signale genommen. Ferner beschriankt die Lénge eines PRBS die Ordnung der Differenzen-
gleichung, bis zu der die Parameter eindeutig identifiziert werden kénnen. Die Abtastung
an sich gefiahrdet bei bestimmten Systemklassen deren Identifizierbarkeit. Auch hier kon-
nen Restriktionen weiterhelfen, z. B. das Festlegen der Totzeit auf ganzzahlige Vielfache der
Tastzeit, T; = kT;.

Beispiel 4.13 (Mehrdeutigkeit durch Abtastung, [247])

Bei stiickweise konstanter, beliebiger Erregung und dquidistanter Abtastung mit T4 ist das

1+ T
System G(s) =V s e *T* nicht identifizierbar. Das z-Modell

fire=0
i—a , 4.29)
1—qgl—s 1_1 l—e(1 _ T\ _ (
(1= o r)z+a( T azfdfl fir0<e<1
zZ—a

mit ¢ = T;/Ta — [T3/Ta), d = [T}/Ta], a = e~ T4/Tt beschreibt den Zusammenhang zwischen
den Abtastfolgen und ist linksstetig beziiglich T;. In ihm treten 7" und der Totzeitanteil €74
gemeinsam in nur einem Parameter a'~¢(1 — TT/) auf. Somit haben z.B. das s-Modell mit
V =1,T =2T4 = 0.25 gleich und 7" = 1,T; = 0.25 bzw. T" = 0.89482908, T; = 0.05 das

gleiche z-Modell G.(z) = 022503820 .1,

Sind die Parameter ,wohlverhaltend*“?! identifizierbar?
Wohlverhaltend ist hier einerseits aus Sicht der Empfindlichkeit zu verstehen und andererseits
in dem Sinn, dass die Identifizierbarkeit asymptotisch erhalten bleibt. Angenommen die Pa-

rameter sind eindeutig identifizierbar, so kénnen sie doch sehr empfindlich gegen Anderungen

24 Andere Begriffe sind robust oder stabil, wenngleich dann die Adjektive nicht im strengen systemtheoreti-

schen Sinn zu verstehen sind.
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in den Daten reagieren. Dies fithrt auf Konditionsbetrachtungen, Regularisierungen (meist
solche vom Tikhonov-Typ) oder SondermaBnahmen wie bei Identifikation im geschlossenen
Regelkreis. Dort rithrt das Problem daher, dass der Regler gerade bei Festwertregelungen
ja immer versucht, so schnell wie moglich wieder einen konstanten Wert einzuregeln. Damit
werden die Spalten der Matrizen genauso schnell linear abhéngig.

Eine Art von Empfindlichkeitsproblemen tritt auf, wenn im ungestorten Fall das lokale Mi-
nimum fast so klein ist wie das globale, vgl. Beispiel 4.14. Werden infolge von Stérungen

beide Minima gleich grof}, so verursachen kleinste Anderungen ein Springen der Minimierer.

Beispiel 4.14 (De facto gleiche Sprungantworten zweier Modelle, [247])
Betrachtet werden die beiden Modelle
14025 g4 1.001 — 0.1435 g omse
= '% bzw. G = =8 (4.30
1+04s+04s2 o 28 = T oasss 1 0am ¢ 0 (430
die als Giitewert der Identifikation ¢ = 0 und () = 0.002 liefern. Der nichtminimalphasige
Vorhalt kompensiert einen Teil der Totzeit: 0.2 — 0.6 =~ —0.143 — 0.278. Zweckméafigere

Systemanregung oder Restriktionen verhindern diesen Effekt.

Gl (8)

Die Identifizierbarkeitsbetrachtungen zum Giitekriterium, zu den Experimentalbedingungen
und damit letztlich auch zur Qualitat der Daten werden zur A-posteriori-Identifizierbarkeit

zusammengefasst. In Anlehnung an [60] wird sie wie folgt definiert.

Definition 4.6 (A-posteriori-Identifizierbarkeit)
Ein strukturell identifizierbares System heifit a posteriori identifizierbar, wenn das zugeord-

nete Optimierungsproblem unter den gegebenen Daten eine eindeutige Losung hat.

Anmerkung 4.15 Manchmal wird A-priori-Identifizierbarkeit als jene mit perfekten Daten
und A-posteriori-Identifizierbarkeit als die mit realen Daten charakterisiert. Zum groben
Merken ist das gut, beriicksichtigt aber nicht das Identifikationsverfahren (Algorithmus zum

Losen des Optimierungsproblems).

Die bisherigen Betrachtungen sind rein deterministisch. Sind die Daten als Realisierungen
eines Zufallsprozesses aufzufassen, so fithrt das auf die stochastische Identifizierbarkeit. Im
Gegensatz zu [99], wo das stochastische Konvergenzkonzept noch frei wéhlbar ist, wird es
in der Definition 4.7 genau spezifiziert. Die Wahl fiel dabei auf ein sehr starkes Konvergenz-

konzept, das den praktischen Anforderungen an eine Parameterschiatzung gerecht wird.

Definition 4.7 (Stochastische Identifizierbarkeit)
Strukturelle Identifizierbarkeit vorausgesetzt, heifit ein System stochastisch identifizierbar,

wenn ein asymptotisch erwartungstreuer und konsistenter?> Parameterschétzer existiert.

25Konsistenz bedeutet fast sichere Konvergenz oder etwas anschaulicher ausgedriickt, ein asymptotisches

Verringern der Streuungen und damit das Streben gegen eine Dirac-Verteilung (Eindeutigkeit).
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Mitunter wird die stochastische Identifizierbarkeit nicht auf alle Schéatzer, sondern nur be-
zogen auf einen konkreten Schatzer (Verfahren) betrachtet und geprift, weil das wesentlich
einfacher ist. Das nachfolgende Beispiel zeigt, dass zwischen der datenbezogenen A-posteriori-
Identifizierbarkeit und der stochastischen Identifizierbarkeit zu unterscheiden ist. Die Ursache

fiir die Diskrepanz liegt im Beispiel in der fehlenden Dynamikanregung.

Beispiel 4.15 (A posteriori identifizierbar, aber nicht stochastisch identifizierbar)
Ein PT1-Glied ist per Ausgangsfehler-LS aus dem Verlauf der Gewichtsfunktion a posteriori
identifizierbar, aber nicht stochastisch identifizierbar. Wird die Gewichtsfunktion mit weiflem
Rauschen S(w) = Sy gestort, dann ist die asymptotisch Kovarianzmatrix ihrer Linearisierung
beziiglich der Parameter V, T gegeben durch

—1
< s [ aVet/T avet/T 17T 4 _4
_ ov oV _ T Vv
cov T =5 /0 ovat/T ovat/T d¢ =1 st |
oT

orT

Diese ist ganz offensichtlich nicht Null, womit keine Konsistenz vorliegen kann. Falschlicher-
weise wird manchmal angenommen, dass fiir Abtastzeiten T, — 0 und damit Tupelzahlen
N — oo Konsistenz erreichbar wére. Doch dem ist auch nicht so. Die Eigenschaft der Kon-
sistenz héngt ndmlich nicht allein von der Beobachtungsdauer 7' — oo oder von Ty — 0 ab,
sondern davon, inwieweit nutzbare Information gewonnen wird. Aus diesem Grund kann aus
einem gestorten Sprungexperiment die Zeitkonstante nicht stochastisch identifiziert werden,

die statische Verstéarkung aber gleichwohl.

Anmerkung 4.16 Probleme mit der stochastischen Identifizierbarkeit treten insbesondere
bei riickgekoppelten Systemen auf. Das liegt daran, dass das Rauschen auf dem Ausgangssi-
gnal eines Teilsystems bedingt durch die Riickkopplung auch, wenngleich gefiltert, im Ein-
gangssignal auftritt. Hierdurch wird die bei der Identifikation oft geforderte Unabhéngigkeit
von Ein- und Ausgangsrauschen verletzt. Ahnliche Probleme treten bei der Frequenzbereichs-
identifikation in riickgekoppelten Systemen auf [98]. Selbst die Zeitbereichsidentifikation, die
im Gegensatz zur Frequenzbereichsidentifikation Information aus dem Einschwingverhalten
zichen kann, gestaltet sich bei riickgekoppelten Systemen schwierig. Ursache ist hier der
Regler, der, wenn seine Ordnung zu niedrig ist, lineare Abhéngigkeiten zwischen Ein- und
Ausgang schafft, die die zu identifizierende Systemordnung bei linearen LS-Verfahren be-
grenzen. Zudem wirkt der Regler der Systemanregung entgegen, die bei Festwertregelungen
asymptotisch sogar génzlich verschwindet. Es empfiehlt sich deshalb, in Phasen zu geringer
Anregung die Identifikation zu stoppen oder aber einen Kompromiss zwischen Regelverhalten
und Identifikation zu schlieflen (adaptive duale Regelung [191]).
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4.4 Erginzende Aspekte

4.4.1 Losungsreduzierende Restriktionen

Manchmal geniigt es, statt Eindeutigkeit nur zu fordern, dass die Losungsmenge endlich
ist oder dass alle Losungen zueinander dquivalent sind. Bei einer endlichen Lsungsmenge
kann dann a posteriori relativ pragmatisch eine préadestinierte Losung ausgewéhlt werden.
Oft entpuppen sich auch einige Losungen als Scheinlésungen (Losungen des mathematischen
Problems, aber nicht des technischen Problems) und entfallen dadurch ohnehin.

Eine Moglichkeit zur Reduktion bietet die Normierung ||x||; = 1, die eine Losungsmenge
Xopt = {VZopt * 7 € R} mit z,p € R auf die beiden Losungen £qp/||Topt||2 reduziert.

Das Optimierungsproblem

= Min reRYAe€S, (4.31)
ist beziiglich des Minimums dquivalent zu
2TAr =Min  z€R": |z|[3=1,A € S,. (4.32)

AuBlerdem besteht zwischen den Losungsmengen X1 von (4.31) und X, von (4.32) der
Zusammenhang Xop 1 = {7Xopt,2 1 7 € R}. Die Losungen von (4.31) liegen also auf Strahlen,
die durch die Losungen von (4.32) gehen. Die lésungsreduzierende Restriktion ||z|]3 = 1
bietet noch einen weiteren Vorteil. So ist ndmlich (4.32) wesentlich einfacher zu behandeln,
denn mit der Lagrange-Multiplikatoren-Methode folgt direkt, dass . jeder auf Eins nor-

mierte Eigenvektor zum kleinsten Eigenwert von A ist.
f(=)

Die Umformulierung einer skalierungsinvarianten Bruch-Optimierungsaufgabe ) < Min
mit ﬁzg < Min in f(z) < Min; g(x) = 1 lasst sich auch auf matrixvariate Probleme tiber-

tragen. Fiir sp((XTBX)"'XTAX) = Min bewerkstelligt die Restriktion X7BX = I, die
Umformung in sp(X7AX) = Min; XTBX = I,,.

4.4.2 Einfluss von Restriktionen auf die Losung

Restriktionen beeinflussen das Approximationsverhalten unter Umstdnden stark. Dies soll
an einem Beispiel gezeigt werden.

Beispiel 4.16 (Ellipsen-Fit)
Die Kegelschnittgleichung lautet F(z,y,0) = az® + bxy + cy?> + dz + ey + f = 0 mit § =

[a,b,c,d, e, f]T baw. F(x,y,0) = [x,y]Qz,y]T + [d, e][z,y]T + f =0 mit Q = [ b72 béQ }
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Mit dem algebraischen Fehler e; = ax? + bxyy; + cy? + dx; + ey; + [ ergibt sich das LS-
N
Problem 37 g2 < Min. Dieses Problem hat die triviale Losung 6 = 0, die durch Restriktionen

=1
zu vermeiden ist. Dafiir bieten sich an:

FEins-Fixierung f=1
Eins-Normierung [10]]2 =1
Gander [208] a+c=1
Bookstein [87] a4 30+ =1
Fitzgibbon [193] dac—b? =1

Die Restriktionen f = 1 und a + ¢ = 1 sind lineare Restriktionen, allgemein beschrieben
durch p”# = 1. Die anderen Restriktionen sind quadratisch ohne linearen Term, allgemein
07 B = 1, speziell z.B.

dac— =167

(=l S =R =]
o © o o

[=NeNe ool V]
o o o o oo
(==l oNei=]
[=NeNoBol-h-]

Das Giitekriterium liest sich dann kompakt als

|A]|; = Min ~ p"0 =1 oder #7 B = 1

und fithrt fir die linearen Restriktionen auf ein LSE-Problem und fiir die quadratische auf
ein spezielles LSQ-Problem. Fiir die quadratischen Restriktionen ist jeder auf 7B6 = 1
normierte Eigenvektor zum grofiten positiven Eigenwert von (AT A)~! B eine Lésung. Im Re-
ellen gibt es derer genau zwei, die sich nur im Vorzeichen unterscheiden, wenn der grofite
Eigenwert einfach ist. Beide Vektoren beschreiben aber ein und dieselbe Losungskurve. Die
Herleitung dieser Aussage erfolgt gradlinig tiber das Karush-Kuhn-Tucker-Theorem [71] oder
die Rayleigh-Ritz-Ungleichung [299].

Der Nachteil der Restriktionen f = 1 und der Eins-Normierung, die einer TLS-Formulierung
entspricht, liegt darin, dass beide nicht invariant unter euklidischen Transformationen sind.
Diese Invarianz wird nur erreicht, wenn die algebraischen Restriktionen gleichzeitig Restrik-
tionen an die Eigenwerte von () sind, oder genauer ausgedriickt, wenn sie beziiglich der Eigen-
werte symmetrisch sind. Es gilt spur@Q = a+c¢ = A + A und ||Q|% = a® + 307 + ¢ = A} + )3
und det @ = ac — %bQ = A1 A2. Von diesen Restriktionen zwingen nur die auf der Determi-
nantenrestriktion basierenden (z.B. 4ac — b* = 1) zusammen mit @ > 0 die Matrix @ auf
positive Definitheit. Die anderen Restriktionen kénnen prinzipiell auch einen anderen Kegel-

schnitt als eine Ellipse liefern. In solchen Féllen ist allerdings der Modellansatz Ellipse oder
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die Qualitat der Daten anzuzweifeln. AbschlieBend soll das Bild 4.1 in Anlehnung an [79]
das Gesagte unterstreichen und als Warnung vor einem zu unbedarften Umgang mit Restrik-
tionen dienen. Losgelost von der weniger guten Anpassung der Ellipse an die das Dreieck
bildenden Punkte durch die Eins-Fixierung und Eins-Normierung auf der linken Bildseite,
fallt auf, dass beide Restriktionen keine invarianten Approximationen liefern. So ist im lin-
ken oberen Teilbild deutlich zu erkennen, dass sich die Ellipsen bei Verschieben der Punkte
nicht gleichsam mitverschieben, sondern géanzlich anders liegen. Das ist auf der rechten Seite
nicht der Fall. Der Vergleich von linkem oberem und unterem Teilbild zeigt zudem, dass sich
auch bei Drehung der Punkte die approximierende Ellipse nicht einfach mitdreht. Die Er-
fiillung der Invarianzeigenschaft ist bei geometrischen Modellbildungsproblemen also ebenso

bedeutend wie bei Pfad- und Trajektorienregelung von Fahrzeugen [627].

12 12
10 10
8 * 8t
(:
6 ¥ ¥ 6F -
T Tl
4 S o == 4
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* % -
0 Of,
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Bild 4.1: Translations- und Rotationsinvarianz
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4.4.3 Ordnungsrelationen fiir eindeutigkeitserzwingende L6sungen

Die Pseudonormallésung?® des Standard-LS-Problems basiert auf einer Ordnungsrelation,
die iiber die euklidische Norm die normkleinste Losung aus der Menge aller LS-Lésungen
pradestiniert. Fiir konvexe Losungsmengen liefern streng konvexe Normen, wie z. B. die eu-
klidische Norm, eine eindeutige Losung. Andere Ordnungsrelationen kénnen nattrlich ebenso
herangezogen werden, um eine Losung hervorzuheben. Vollsténdige Ordnungen liefern dabei
auf abgeschlossenen Losungsmengen stets ein eindeutiges minimales und maximales Ele-
ment. Fir symmetrische Matrizen empfiehlt sich die Lowner-Halbordnung [299], nach der
A » B gilt, wenn A — B nichtnegativ definit ist. Diese und weitere fiir die Modellbildung
wichtige Ordnungsrelationen werden in [651] genannt, wobei besonders auf die strikte Spek-
tralordnung eingegangen wird, vgl. auch Beispiel 4.17. Die strikte Spektralordnung ordnet
Matrizen, indem sie beziiglich ihrer Singuldrwerte lexikografisch ordnet. Sie ist eine Quasiord-
nung, da mehrere Matrizen die gleichen Singuldrwerte haben konnen. Basierend auf dieser
Ordnung wird fiir Matrixapproximationsprobleme ||A — X]|| < Min; X € M, der strikte
) < 0(A— Xopy) fiir alle Xope € Xy eingefiihrt. X5

lex opt

ist also gewissermaflen der grofite Approximand.

Spektralapproximand durch o (A — X35

Beispiel 4.17 (Strikter Spektralapproximand, [651])

0 -2 0
Es sei die in der Spektralnorm néchstgelegene symmetrische Matrix zu [ 2 0 0 } gesucht.
0 1

00 0
Es gilt dann X, = { { 00 0 } -1 <a< 3}. Im Gegensatz zur normkleinsten Losung
00

[e3

000 000
Xt =10 o o] folgt X5, = |0 o o |. Der strikte Spektralapproximand ist fiir dieses

000 0 0 1
Problem sicherlich die bessere Wahl, denn zum einen stimmt er mit dem in der Frobenius-

Norm néchstgelegenen symmetrischen Approximanden tiberein, zum anderen ist er intuitiver.

26Das eindeutig bestimmte ||.||o-kleinstes Element der Lésungsmenge von ||Az — b||3 < Min heift Pseudo-

normallésung.
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4.4.4 Eindeutigkeitserzwingende Restriktionen fiir

Ubertragungsfunktionen

Das Ubertragungsfunktionsmodell nimmt eine pridestinierte Stellung bei der Identifikation
von Modellen fiir den Reglerentwurf ein. Damit stellt sich die Frage nach der Wahl der

eindeutigkeitserzwingenden Restriktionen.

In der Literatur zur adaptiven Regelung wird bevorzugt a, = 1 gesetzt. Zusammen mit
einem Zustandsvariablenfilter der Ordnung n braucht keine Ableitung berechnet werden. In
die LS-Matrizen gehen nur die gefilterten Ableitungen ein. Selbst die n-te Ableitung kann aus
y(t) und gefilterten Ableitungen berechnet werden. Die Ubertragungsfunktion der gefilterten

n-ten Ableitung lautet namlich

s"Y(s) B B n-1 1, i
s+ fn_18n71 oo+ fO B Y(S) ; s+ fn—157171 o+ fO (S Y(S)) (433&)

gefilterte Ableitungen

- n—1 flsz
=Y(s) - Z:O P S fOY(s) (4.33b)

Realisierung als Signalfilter

mit den Filterparametern f;. Da beim klassischen adaptiven Reglerentwurf vom ungestorten
oder schwach gestorten Modell ausgegangen wird und da der adaptive Regler sich auch an
Hfalsche Parameter” (mit statistischer Abweichung und Bias versehen) anpasst, steht hierbei

eine dem Anwendungszweck bezogene einfache Realisierung im Vordergrund.

Eine andere Situation liegt vor, wenn die Parameter zum indirekten Messen dienen oder
wenn aus ihnen Prozesskoeffizienten bestimmt werden. Dann sollten sie um den wahren
Wert moglichst wenig streuen. In [312] wird daher vorgeschlagen, insbesondere b, = 1 oder
a, = 1 zu restringieren, da diese Parameter die grofiten Schétzvarianzen aufweisen wiirden.
Doch so einfach ist das nicht, denn es ist sowohl die Varianz relativ zum Parameterwert als
auch der Bias zu betrachten. Genaugenommen miisste auch noch die Transformation in die
eigentlichen Prozessparameter einflieen, da nichtlineare Transformationen Varianz und Bias
erheblich verdndern kénnen. Da schlussendlich Varianz und Bias entscheidend vom verwen-
deten Verfahren abhingen, misslingen allgemeingiiltige Empfehlungen fiir die betreffende
Restriktion. Ungeachtet dessen werden nachfolgend einige Aspekte diskutiert.

Eine Argumentation tiber das Stor-Nutzsignal-Verhéltnis legt eine Restriktion mit a,, = 1
nahe, da bei der Modellannahme mit ungestortem Eingang und additiver Ausgangsstérung
die gefilterte n-te Ableitung des Ausgangs das ungiinstigste Stor-Nutzsignal-Verhéltnis ha-
ben wird. Wenn nun a,, = 1 gewéahlt wird, dann steht das ungiinstige Signal auf der rechten

Seite des LS-Problems (virtueller Ausgangsvektor), was seinerseits eine grofiere Streuung,
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aber einen kleineren Bias der Schitzung nach sich zieht. Bei ag = 1 steht es auf der lin-
ken Seite (Datenmatrix), und es bewirkt eine kleinere Streuung, aber einen groferen Bias.
Wird also mit einem biasreduzierenden Identifikationsverfahren gearbeitet, dann ist ag = 1
die bessere Wahl unter der Voraussetzung, dass ag und a, etwa gleich grof§ sind. Empiri-
sche Untersuchungen in [247] an der Zustandsvariablenfilter-Methode und in [360] an der
Linearen-Integralfilter-Methode nach Sagara belegen die Argumentation.

Ein Vorteil der Restriktion ag = 1 ist, dass bei ungenauer Kenntnis der Modellordnung
strukturelle Identifizierbarkeit eines Systems kleinerer Ordnung erhalten bleibt. Die fithren-

den Koeffizienten werden dann eben zu Null, vgl. Diskussion am Anfang von Abschn. 4.3.4.

Wenn aus der A-priori-Information eine Abschétzung fir die GréBenordnung der Parameter
getroffen werden kann, so ist eine Restriktion, die den kleinsten Nennerparameter auf Eins
setzt, eine Alternative. Da der kleinste Parameter fest ist, kann er bei der Schétzung nicht
negativ werden, was ein instabiles Modell zur Folge hatte. Eine solche Restriktion kann

helfen, ohne zusétzliche stabilitétssichernde Restriktionen auszukommen.

Handelt es sich bei der gesuchten Ubertragungsfunktion um eine Approximation (Modell-
ordnungsreduktion) aus Ein- und Ausgangsdaten, dann fithren die Restriktionen a; = 1 oder
llalls = 1 oder auch ||a||3 + [|b||3 = 1 im Fall ||a]|» > ||b||s zu einer Unterapproximation
der Frequenzgangamplituden (gewichteter Betragsgang des Modells liegt im Mittel unter
dem des realen Systems), wihrend b; = 1 oder |[b||2 = 1 oder auch ||a|3 + [[b[3 = 1 im
Fall [|al|y < ||b||2 eine Uberapproximation liefern [460]. Als Empfehlung fiir passfihige Ap-
proximationen werden deshalb in [460] die Restriktionen >0, a;_1b;—1 = 1 mit r < m +1

vorgeschlagen, die allerdings die Losung von Eigenwertproblemen erfordern.



Kapitel 5

Reduktionsmethoden

Wéhrend sich Kapitel 2 bis Kapitel 4 mit dem Aufstellen von Restriktionen beschéftigen,
werden in Kapitel 5 bis Kapitel 8 Methoden zur Vereinfachung des entstehenden Optimie-
rungsproblems behandelt. Sofern keine analytische Lésung des Problems moglich ist, muss
auf eine numerische Lésung ausgewichen werden. Dabei sind unterschiedliche Aspekte zu

betrachten:

1. Soll ein Standardloser genutzt werden?
2. Wird eine rekursive Losung (Onlineldsung) angestrebt?

3. Handelt es sich um ein grofies schwachbesetztes Problem?

Den Schwerpunkt bildet in dieser Arbeit der erste Aspekt. Der zweite Aspekt wird durch
Hinweise begleitet und in einzelnen Abschnitten vertieft, wahrend sich auf den dritten Aspekt
nur tUber Literaturverweise bezogen wird. Indirekt wird der zweite Aspekt auch durch den
ersten abgedeckt. Waren frither rekursive Algorithmen das alleinige Mittel der Wahl fiir
Onlinelosungen, hat sich das heutzutage dank leistungsstarker Computer und effizienter Al-
gorithmen geéndert. Bei nicht iiberméflig schnellen Prozessen ist es nunmehr moglich, nicht-
rekursive, ja sogar iterative Algorithmen zur Online-Identifikation einzusetzen. So werden —
gute Startwerte vorausgesetzt — bei lokaler quadratischer Konvergenzordnung in der Regel
nur ein bis zwei Iterationen pro Parameteraktualisierung benétigt und selbst bei lokaler li-
nearer Konvergenzordnung reicht wegen der praktisch erforderlichen Parametergenauigkeit
(wenige Nachkommastellen) gemeinhin eine einstellige Zahl von Iterationen aus. Die guten
Startwerte liefert dabei die vorangegangene Berechnung. Eindeutigkeit der Lésung oder zu-
mindest gute Kenntnisse zum Lésungsverhalten sollten aber vorliegen, um etwa ein Springen

oder ein Wegdriften der Losung ausschlieen zu konnen.

197
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Entscheidend fiir die Wahl eines effizienten Algorithmus ist die Zuordnung einer Identi-
fikationsaufgabe zu einer moglichst gut losbaren Klasse von Optimierungsproblemen. Zur
Bewaltigung dieser Aufgabe hat der Autor die Tabellen A.8 bis A.7 auf den Seiten 363ff.
erstellt, die Standardprobleme und Spezialprobleme zusammenfassen, fiir die zugeschnittene
Algorithmen existieren. Es ist empfehlenswert, sich vor Beginn einer Problemaufbereitung
an den ,, gelosten” Problemen zu orientieren, weil dadurch das zu erreichende Ziel fiir die Um-
formungen vorgegeben wird. Sollte ein Spezialproblem durch die verfiigbare Software nicht
abgedeckt sein, kann eine Literaturrecherche unter den in den Tabellen genannten Namen
und Abkiirzungen weiterhelfen. Oftmals stellen Autoren auch ihre Algorithmen online oder

gegeben sie kostenfrei auf Anfrage fiir wissenschaftliche Zwecke weiter.

Unter Reduktionsmethoden werden diejenigen zusammengefasst, die die Anzahl der Varia-
blen und/oder Restriktionen verringern, aber dennoch ein aquivalentes Problem im weiteren
Sinne 16sen, d.h., dass aus der Losung des reduzierten Problems auf die des Originalpro-
blems geschlossen werden kann. Damit unterscheiden sich die Reduktionsmethoden von
Problemmodifikationen per Relaxation, bei denen etwa unhandliche Restriktionen wegge-
lassen werden, wohlwissend, dass die relaxierte Losung nicht mit der des Originalproblems

ibereinstimmen muss.

In Abschnitt 5.1 werden zuerst Eliminationsmethoden fiir Ungleichungen aufgefiihrt. An die
Methoden zur Elimination von Ungleichungen schliefen sich in Abschnitt 5.2 jene fiir Glei-
chungen an. Wéhrend sich bei der Elimination von Ungleichungsrestriktionen oft nur deren
Anzahl verringert, verringert sich bei der klassischen Elimination von Gleichungsrestriktionen
zusétzlich die Variablenanzahl. Da das Erkennen und Reduzieren redundanter linearer Glei-
chungsrestriktionen zum Repertoire der linearen Algebra (lineare Unabhéngigkeit, Rangtest
etc.) gehort, werden ohne Einschrankungen nichtredundante Gleichungsrestriktionen ange-

nominen.

Wahrend in Abschnitt 5.1 die Elimination von Ungleichungen betrachtet wird, geht es in
Abschnitt 5.3 um die Elimination mit Ungleichungen. Das klingt zunéchst paradox, ist aber
fiir bestimmte Problemklassen moglich, wobei sogar eine vollstandige Problemlésung gelingen
kann, ohne dass Ableitungen verwendet werden miissen. Da diese elegante Technik dem
Ingenieur wenig vertraut ist, soll sie an einfachen Beispielen erldutert werden. Nachteilig ist,
dass fiir die aktive Anwendung der Technik gute Kenntnisse in der Theorie der Ungleichungen
verlangt werden. Fir die passive Anwendung, also dem Verstehen von Herleitungen, geniigt

es indes, die dahinter liegende Idee verinnerlicht zu haben.

Im Abschnitt 5.4 wird eine andere Idee zur Reduktion von Restriktionen genutzt. Bei den sog.
Penalty-Verfahren werden die Gleichungsrestriktionen iiber Strafterme in das Gitekriterium
aufgenommen, wodurch sie als explizite Restriktionen verschwinden. Die Anzahl der Varia-

blen bleibt dabei gleich. Eigentlich miissten die Penalty-Verfahren der Problemmodifikation



5.1. ELIMINATION VON UNGLEICHUNGSRESTRIKTIONEN 199

zugeordnet werden, da sie die geforderte Bedingung nach Loésungséquivalenz nicht erfiillen.
Werden die Strafterme aber unendlich stark gewichtet, muss die Losung des modifizierten
Giitekriteriums die Restriktionen exakt einzuhalten. Das rechtfertigt, die Penalty-Verfahren
den Reduktionsmethoden zugeordnet. In der Praxis wird die unendlich starke Wichtung
durch ein sukzessives Erhohen der Wichtung oder durch eine sehr hohe Anfangswichtung
umgesetzt. Zur Losung sind ausgefeilten Algorithmen erforderlich, da die hohen Wichtungen
die Kondition des Problems betréachtlich verschlechtern. Als Kompromiss werden deshalb die
Wichtungen nur so hoch gewéhlt, dass die Abweichungen zur exakten Losung vernachlassig-

bar wird.

Eng verwandt mit den Penalty-Verfahren sind die Barriere-Verfahren [320], [71], [213]. Auch
bei diesen wird eine Folge von Hilfsproblemen betrachtet, wobei die Ungleichungsrestriktio-
nen tber gewichtete Strafterme eliminiert werden. Die Verfahren erzeugen eine Folge innerer
Punkte, die die Ungleichungen streng erfiillen. Je néher ein Punkt an der Restriktionsgren-
ze liegt, desto grofer wird der Strafterm. Um aber sicherzustellen, dass die Verfahren auch
gegen zuldssige Punkte am Rand konvergieren und dass zudem das Minimum durch den
Strafterm nicht verfalscht wird, muss das Gewicht des Strafterms asymptotisch gegen Null
gehen. Da die numerische Implementierung der Barriere-Verfahren nicht ganz einfach ist und
ihre Effizienz entscheidend von dem Optimierungsproblem abhéngt, empfehlen sie sich fiir
Vereinfachungen von Problemstellungen im Sinne dieser Arbeit nicht. Nichtsdestotrotz sei
auf die populdren Innere-Punkt-Methoden [476] fiir SDP-Probleme verwiesen, die sich auf

die Idee der Barriere-Verfahren stiitzen.

5.1 Elimination von Ungleichungsrestriktionen

Ungleichungen sind von ihrer algorithmischen Behandlung in aller Regel aufwendiger als
Gleichungen, da sie mit Fallunterscheidungen sowohl bei der analytischen als auch numeri-
schen Losung einhergehen. Zudem kénnen Ungleichungen anders als Gleichungen, die einfach
so gelten, streng, scharf, singuldr, aktiv, konsistent, redundant sein, s. Tabelle A.9 auf Seite
364 fur Erklarungen. Es ist deshalb wiinschenswert, ihre Anzahl zu reduzieren. Dem widmen
sich die folgenden Abschnitte.

Im Abschnitt 5.1.1 wird die Technik der Reparametrisierung vorgestellt. Dabei wird eine
Variable, die einer Restriktion unterliegt durch eine Funktion einer anderen Variablen ersetzt,
die dann keiner Restriktion mehr unterliegt. So ist fiir # > 0 die Substitution z := 2
eine Reparametrisierung, da egal welchen Wert y annimmt, = > 0 wegen des Quadrates
immer gilt. Die Erweiterung der eben beschriebenen Reparametrisierung auf Matrizen wird
verwendet, wenn eine Matrix semidefinit sein soll. Im Abschnitt 5.1.1 wird auch auf einige

Nachteile dieser Technik verwiesen.
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Die mit der GauB-Elimination fiir Gleichungen verwandte Technik heifit bei Ungleichungen
Fourier-Motzkin-Elimination. Sie wird in Abschnitt 5.1.2 behandelt. Von zentraler Bedeu-

tung sind dabei die Inferenzregel

fi(z) 20, fo(w) >0; 71,72 >0 = M fi(z) + yafo(x) >0 (5.1)

und die Eliminationsregel
h@) <y, h)zy = filz) < fola). (5.2)

Gegenstand von Abschnitt 5.1.3 sind redundante Ungleichungen, die wie der Name sagt,
iberfliissig sind. Fiir Probleme, die mit Standardsoftware gelost werden sollen, bereiten re-
dundante Ungleichungen anders als redundante Gleichungen selten Schwierigkeiten (red-
undante Gleichungen bewirken Rangverlust, Konditionsprobleme usw.), da sie gemeinhin
immer streng erfullt sind. Fiir rekursive Algorithmen erhéhen sie nur den Aufwand. Im
Abschnitt wird deshalb vor allem erklart, wie redundante Ungleichungen erkannt werden

koénnen.

Im Abschnitt 5.1.4 werden singulédre Ungleichungen (z.B. 22 < 0 mit der einzigen Losung
x = 0) behandelt, die prinzipiell vermieden werden sollten. Das Problem an ihnen ist, dass
sie keine inneren Punkte definieren und somit eigentlich Gleichungen sind. Als Folge sind
dann Voraussetzungen etwa der Methode der Lagrange-Multiplikatoren verletzt und nume-
rische Algorithmen verzweifeln, Suchrichtungen in das Giltigkeitsgebiet der Ungleichung zu
erzeugen. Werden singuldre Ungleichungen detektiert, so ermoglichen sie als Gleichungen die

Reduktion der Variablenanzahl.

Der Abschnitt 5.1.5 zeigt, wie vorzeichenunbeschrankte Variablen in linearen Ungleichungs-
systemen verwendet werden konnen, um die Zahl funktionaler Ungleichungen zu verringern,
also solcher, die von mehreren Variablen abhéngen. Es entstehen dann Ungleichungen in nur

einer Variablen, was rekursive Algorithmen signifikant vereinfachen kann.

Die im Abschnitt 5.1.6 vorgestellte Technik, aus einer Ungleichung einfach eine Gleichung zu
machen, klingt zunéchst unzulassig. Normalerweise ist dem auch so. Wenn allerdings Betrach-
tungen zur Eindeutigkeit eine Reduktion von Freiheitsgraden erfordern, kann es zweckméafig
sein, nicht einen Parameter auf Eins zu setzen, sondern einen Freiheitsgrad zu verwenden,

um aus einer Ungleichung eine Gleichung zu machen.
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5.1.1 Elimination von Ungleichungen durch Reparametrisierung

Durch Reparametrisierung kénnen einige einfache lineare Ungleichungsrestriktionen, die sich
auf z beziehen, beseitigt werden, indem = durch Funktionen ersetzt wird, in denen eine neue,
von Restriktionen freie Variable y auftritt. Hierbei wird die Nichtnegativitdt bestimmter
Funktionen, z. B. y* > 0, |y| > 0 und e¥ > 0 fiir alle y € R, oder ein beschrinkter Wertebe-

reich ausgenutzt, z. B. arctany € (=3, %), tanhy = :z;z:z € (—1,1) oder siny € [-1,1]. Da
die y dann keinen Restriktionen mehr unterliegen, konnen Algorithmen fiir freie Probleme
eingesetzt werden, sofern es gelingt, alle Restriktionen zu beseitigen. In Tabelle 5.1 hat der
Autor einige gebrauchliche Substitutionen zur Elimination von Ungleichungen zusammenge-
stellt, die die angefiihrten Reparametrisierungsfunktionen nutzen. Funktionen mit gleicher
Wirkung kénnen dabei gegeneinander ausgetauscht werden. Welche dann die richtige Wahl
ist, lasst sich selten vorab sagen. Die Schwierigkeiten mit dem Ableiten der Betragsfunkti-
on bleiben beispielsweise unbedeutend, wenn die Optimallésung yope nicht nahe Null liegt.
Dafiir d&ndert die Betragssubstitution die Topologie der Giitefunktion weniger als die Qua-
dratsubstitution. Monotone Grundfunktionen wie tanh y oder arctan y sind tendenziell einem
sin y vorzuziehen, da die Losungsmenge V,,+ wegen der Nichtperiodizitat weniger Minimierer
enthélt. Gute Erfahrungen hat der Autor mit der Substitution x =: 3? bei der Umsetzung
von Stabilitdtsrestriktionen fiir SISO-Systeme in Ausgangsfehlerverfahren gemacht [247], zu
deren Losung nur ein Algorithmus fur freie Probleme verfiigbar war. Bewéahrt hat sich fiir Pa-
rameterintervallrestriktionen (physikalische oder technische Parameterbegrenzungen) ebenso
die Substitution  =: tanh z. Im Folgenden zeigen vier Beispiele Anwendungen fiir das Re-

parametrisieren, weisen aber auch auf damit einhergehende Schwierigkeiten hin.

Beispiel 5.1 (Ahnlichkeitsskalierung)
Das Problem

F(X:A) = || XAX Y|, = Inf X diagonal mit z;; > 0 und det X = 1

tritt bei der Robustheitsanalyse auf und kann durch Anwenden der eY-Substitution entspre-
chend der dritten Zeile in Tabelle 5.1 vereinfacht werden. Das Problem ist nicht konvex
(Determinantenrestriktion)!. Durch Reparametrisierung entfallen die Positivitdtsrestriktio-

nen, und es ergibt sich ein konvexes Problem [603]

l[e¥ Ae™ ||, < Inf Y € R™" Y diagonal, spurY = 0.

I In der Literatur wird mitunter auf die Restriktionen z; > 0 und det X = 1 verzichtet. Das hat dann
aber zusitzliche Mehrdeutigkeiten zur Folge, denn wenn x;; op¢ minimiert, liefert —x;; opt wegen der Qua-
drate in || XAX |2 = v/ Amax(XAX T(XTATX)) = /Amax (AX"2ATX2) den gleichen Giitewert und

wenn X, minimiert, hat jede Skalierung vXop¢ den gleichen Giitewert. Die Determinantenrestriktion

unterdriickt die Skalierungsmoglichkeit.
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Restriktion Substitution
x>a z=:a+y? oder x =:a+ |y
T>a,r>b x =: max{a, b} + ¢*
T >a T =:a-+expy
x<b x=:b—1y?
x<b xr=:b—expy
1 <22 <13 T1=:U
Ty =y + 5

3=y + Y3+ y3

1 < Ty < T3 1=
xa=: 9 + exp(y2)
w3 =:y1 + exp(y2) + exp(ys)

1 —expy 2
lz| <1 z= PV der ¢ =: tanh z oder z =: — arctany
1+expy T
L L —b
a<z<b w::a;—)—l—aQ siny
XD
a<z<b z=:a+(b—a) DY

expy + exp(—y)

Tabelle 5.1: Elimination linearer Ungleichungsrestriktionen

Die Spurrestriktion ist konvex beziiglich ¥ und korrespondiert wegen det X = dete' =
[T v = e2im1Vii = ePWY — o0 — | mit der Determinantenrestriktion.
Fiir detaillierte Betrachtungen zur Existenz eines Minimums statt eines Infimums sei auf [42]

verwiesen; algorithmische Aspekte werden in [488] behandelt.

Im Beispiel 5.1 verbesserte die Reparametrisierung die Topologie hin zu einem konvexen
Problem. Ein konvexes Problem wird auch bei der Geometrischen Optimierung mit der glei-
chen Reparametrisierung erreicht, s. Fuinote auf Seite 276. Leider gelingen solch positive
Anderungen nur selten. Vielmehr sei vor einer zu unbedarften Anwendung der Reparametri-
sierung gewarnt, da sich die Topologie des Giitegebirges unter Umstédnden erheblich &ndert,

vgl. Beispiel 5.2.

Beispiel 5.2 (Nachteile durch Reparametrisierung)
x =: y? beseitigt zwar die Restriktion z > 0, doch wird dadurch beispielsweise eine quadrati-
sche Zielfunktion in z zu einer vierten Grads in y, vgl. f(z) = (z —4)% und f(y) = (y* —4)2.

Mit dramatischen Folgen: langsamere Konvergenz nahe y = £2, Nichtausreichen der Opti-
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malitatsbedingung zweiter Ordnung, um einen stationidren Punkt als lokalen Minimierer zu
klassifizieren, und Entstehen eines stationiren Punkts i = 0 (lokales Maximum von f), der

nicht mit dem Minimierer x,,, = 4 korrespondiert!

Anmerkung 5.1 Als Alternative zur Elimination der Doppelungleichung [ < x < w nach
Tabelle 5.1 bietet sich eine Reduktion auf eine einzige quadratische Ungleichung an, ndmlich
(z — “)? < (*51)% Fiir Ausfihrungen hierzu und die Umformulierung eines LSI-Problems

in eine Folge Tikhonov-regularisierter quadratischer Probleme sei auf [451] verwiesen.

Anmerkung 5.2 Mithin ist es nicht so, dass Intervallrestriktionen (ein- wie auch zweiseitig)
algorithmisch schwierig zu handhaben sind. So arbeiten aktive Mengenstrategien bei diesen
Restriktionen sehr effektiv, sodass bei deren Einsatz eine Elimination mehr schadet, als

nutzt.

Die Matrixerweiterung der Reparametrisierung von & > 0 durch z = y? lautet X = Y7Y und
eliminiert die Restriktion X > 0,,x,,. Der Preis fiir die Elimination der Restriktion ist eine in
der Regel tiefere Verkettung der neuen Unbekannten in der Zielfunktion, was das Ableiten
und numerische Optimieren erschwert. Die folgenden Beispiele zeigen zwei Anwendungen der

beschriebenen Eliminationstechnik.

Beispiel 5.3 (Herleitung des ML-Kovarianzmatrixschétzers, Variante 1)
Die Log-Likelihood-Funktion zur Schéitzung der Kenngrofien einer multivariaten Normalver-
teilung lautet (s. auch Beispiel 8.2)

Nnln(2m) N 1 N

(%) = ————— — 5 Indet ¥ — Sspur(S Z(p); - Z(p) = >_(vi = i)y — )"

Beim Herleiten der ML-Schétzer fir p und 3 ist positive Definitheit von Sarz zu fordern,
die durch Variablensubstitution ¥ = Y7Y erfolgen kann. Mit

(. X) = _Nn 1;1(27r)

ergeben sich dann die Bedingungen erster Ordnung mit den Ableitungsregeln aus [421] zu

- gln det(YTY') — %spur((YTY)_lZ(,u))

Y
olp.Y) =(Y"Y)" Zyt Np) =0,

o
ol(p,Y
HT) — Ny () YY) (T2 = O
Es folgt fiy, = + 3%, yi- Die untere Bedingung gibt (Yo Z(p )Yopt)‘ = N - I, nach Links-
multiplikation mit YTt und liefert damit die bekannte Losung 3y, = Y:)ptY —Z (1).

Sind die notwendigen Bedingungen formuliert, so erweist es sich bei der Umformung als

Vorteil, sich nicht an Y, sondern an Y'Y zu orientieren.
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Beispiel 5.4 (Nichtnegativ definites Prokrustes-Problem)
In [634] wird gezeigt, dass alle lokalen Minimierer von [|[AYTY — B||r gleichfalls globale

L T
Minimierer Xy, = Y Yope von

IAX = B|lp = Min X = Oy

sind. Das ist bemerkenswert, ist doch bei einer derartigen surjektiven Parametrisierung ge-
meinhin nur gesichert, dass unter den lokalen Minimierern einer ist, der mit dem globalen

Minimierer korrespondiert.

5.1.2 Fourier-Motzkin-Elimination

Die Fourier-Motzkin-Elimination? ist eine Losungstechnik fiir lineare Ungleichungssysteme
Az < b. Sie ist die konsequente Erweiterung der Gauf-Elimination auf Ungleichungen und
dient zur Zuléssigkeitspriifung und zum Ermitteln der Losungsmenge, die durch ein Dreiecks-
system von Ungleichungen beschrieben wird. Das Vorgehen wird in der folgenden Handlungs-
anweisung kurz beschrieben und im nachfolgenden Beispiel erldutert. Fiir eine mathematisch
strengere Darstellung sei auf [385] und auf die hinsichtlich des Aufwands verbesserten Vari-
anten von Cernikov [120], Kohler [353], Imbert [310], [309] verwiesen.

Fourier-Motzkin-Eliminationsalgorithmus:

e Teile das Ungleichungssystem in drei Teile:
- Ungleichungen, die die zu eliminierende Variable nicht enthalten
- Ungleichungen, die obere Schranken fiir die zu eliminierende Variable sind

- Ungleichungen, die untere Schranken fiir die zu eliminierende Variable sind

e Erstelle ein neues System von Ungleichungen aus allen Ungleichungen, die die zu elimi-
nierende Variable nicht enthalten, und allen Paaren von unteren und oberen Schranken.
Die maximale Zahl neuer Ungleichungen, die aus p Ungleichungen entstehen kann, be-

tragt %pQ; sie entsteht bei einer hélftigen Aufteilung in untere und obere Schranken.

e Beginne von vorn und eliminiere die néchste Variable, und zwar solange bis fiir die
letzte Variable ein Intervall verbleibt. Sollte kein Intervall existieren (untere Schranke

grofler als obere), dann hat das System keine Losung.

Dieser Algorithmus wird im folgenden Beispiel erldutert.

2 Entwickelt von Fourier (1826), wiederentdeckt von Motzkin (1936).
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Beispiel 5.5 (Fourier-Motzkin-Elimination)
Zur Veranschaulichung der Fourier-Motzkin-Elimination dient das folgende System von Un-
gleichungen
—4xr — 3y < —15
8z 4+ 4y < 56
—8x + 4y < 20
3z —2y<9.

Auf dieses System werden die Schritte
1. Schritt: Separieren von y
2. Schritt: Eliminieren von y durch Kombinieren der Ungleichungen
3. Schritt: Vereinfachen

angewendet und es ergibt sich

y>5— 3 5—4r<14—2z r< %

9 3. 37
y< 14 —2x —5+tsr<14-2x r< %
y<5+2z 5—30<5+2 >0
yZ—%—i—%m —%—}—%x§5+2x x> —19.
— —
nach dem 1. Schritt nach dem 2. Schritt nach dem 3. Schritt

Hierbei entsteht die oberste Ungleichung nach dem 2. Schritt beispielsweise durch Kombi-
nation aus y > 5 — %x und y < 14 — 2z. Im 3. Schritt wird nach x aufgeldst, und alle
z-Ungleichungen liefern ein Intervall fir x, wihrend durch Zusammenfassen der rechten Sei-

ten des Blocks ,nach dem 1. Schritt* eine Ungleichung fiir y entsteht:

L={(z,y):0 <2 <% max{5— 3z, —2+ 22} <y < min{l4 — 22,5 + 2z}}
. 37
C{lz,y):0<e< T 2 <y< Y

Die relaxierte Ungleichung = < y < < entsteht, indem die Schnittpunkte der in der
Maximum- bzw. Minimumfunktion stehenden Terme bestimmt werden.

Alternativ kann L auch iiber ein y-Intervall mit y-abhangigen x-Restriktionen beschrieben
werden, wenn aus den Ungleichungen x eliminiert wird. y < 12—9 folgt dann aus der Addition
von 8z 4+ 4y < 56 und —8z + 4y < 20, wihrend sich 2 < y aus der Kombination von

17
—4x — 3y < —15 und 3z — 2y < 9 ergibt.

Die Fourier-Motzkin-Elimination erweist sich auch fiir Probleme mit nichtlinearen Gleichun-
gen und linearen Ungleichungen als vorteilhaft. So bleibt die Linearitdt der Ungleichungen
bei der Fourier-Elimination von z. B. z; erhalten, wiahrend sie beim formalen Einsetzen von
x1 = 2 in die Ungleichungen verloren geht. Bei affinen Gleichungsrestriktionen z; = ¢’z +d
mit ¢; = 0 lasst sich z; dagegen durch direktes Einsetzen einfacher als tiber den Algorithmus

eliminieren.
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Beispiel 5.6 (Relaxation durch achsparallelen Hyperkubus)

In Beispiel 5.5 wurde das Polytop durch ein umschliefendes achsparalleles Rechteck relaxiert,
das eine schwichere, notwendige, aber einfachere Restriktion darstellt. Fiir komplexere Pro-
bleme konnen die unteren bzw. oberen Schranken der x; statt per Elimination durch eine

Folge i = 1,...,n von LP-Problemen
z; = Min bzw. Max Az <b (5.3)

ermittelt werden. Hierfiir miissen die A, b aber mit Zahlen belegt sein, wahrend bei der Eli-
mination auch mit variablen Koeffizienten (Vorzeichen und Gréfenordnungen seien bekannt)

gearbeitet werden kann.

5.1.3 Elimination redundanter Ungleichungsrestriktionen

Oft werden in der Praxis zunéchst alle denkbaren und sinnvollen Restriktionen einfach hin-
geschrieben. Dabei kommt es vor, dass Gleichungen und Ungleichungen iiberfliissig, also
redundant, sind. So ist + > 0O wegen F = {z e R: 2z >0,z > 1} ={z e R:z > 1}
redundant. Neben dem erhéhten Aufwand durch zu viele Restriktionen sind redundante Re-
striktionen fir einige Verfahren auch ein Problem. So fithren tberfliissige Restriktionen zu
linearen bzw. funktionalen Abhéngigkeiten, die wiederum Rangverluste entstehen lassen kon-
nen und die damit verbundenen Schwierigkeiten hervorrufen. Es ist deshalb teils notwendig,
zumindest aber zweckméfig, redundante Gleichungen und Ungleichungen zu erkennen und
zu eliminieren. Fiir lineare Gleichungsrestriktionen bieten sich die bekannten Rangtests an,

fiir Ungleichungen beschreibt dieser Abschnitt das Vorgehen.

Definition 5.1 (Redundante Ungleichung)
Eine Ungleichung g;(z) < 0 heiit redundant in F = {z € R" : g(z) < 0,, h(z) = 0,,}, wenn
sich F bei Weglassen von g¢;(x) < 0 nicht &ndert.

Beispiel 5.7 (Redundanz bei LP-Problemen)
Ist F={x € R": Az > b,z > 0,}, hat die i-te Zeile von A nur nichtnegative Koeffizienten
und ist b; < 0, dann ist die i-te Zeile redundant und kann somit weggelassen werden.

Normalerweise ist Redundanz nicht einfach zu erkennen. Allerdings ist klar, dass, wenn es
kein z die i-ten Ungleichung verletzt, muss diese redundant sein, da sie immer gilt. Dabei sind
alle x jener zulédssigen Menge zu betrachten, die die i-te Restriktion nicht enthélt. Andernfalls
wiirde die i-te Restriktion ja immer dafiir sorgen, dass sie selbst nicht verletzt wird. Auf dieser

Uberlegung basiert die Vorgehensweise zum Erkennen redundanter Restriktionen.
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Methode zum Erkennen redundanter Ungleichungsrestriktionen

Ist das Maximum von
gi(l‘)éMaX z€e€R":g;(z) <0;5=1,...,p;j # i h(z) =0, (5.4)

kleiner oder gleich Null, dann ist g;(x) < 0 redundant, andernfalls nicht. Im Fall linearer

Gleichungs- und Ungleichungsrestriktionen sind also einige LP-Probleme zu lésen.

FEine besonders giinstige Situation liegt vor, wenn z; > 0 in einem System von Restriktionen
Ax = b,z > 0, redundant ist. Die Variable x; wird dann nichtextremale Variable genannt.
Sie kann wie eine freie Variable behandelt werden und somit selbst eliminiert werden. Nicht-
extremale Variable treten dabei gar nicht so selten auf. So gelingt beispielsweise bei drei
nichtnegativen Variablen und zwei unabhéngigen Gleichungen stets eine Reduktion auf zwei

nichtnegative Variable und eine Gleichung. Uber das LP-Problem
z; < Min Az =10, x>0, (5.5)

kann z; als nichtextremal erkannt werden, siehe das sog. Nichtextremale-Variablen-Theorem
[419]. Wurde z; als nichtextremal erkannt, kann es eliminiert werden, indem z; als affine
Funktion durch eine der Gleichungen aus Az = b ausgedriickt und in die verbleibenden

Gleichungen und die Zielfunktion eingesetzt wird, s. hierzu das nachfolgende Beispiel.

Beispiel 5.8 (Nichtextremale Variable)
Es gelte 1 > 0,29 > 0,23 > 0 und

211 + 19 + 215 = 5. (5.6b)

Subtraktion der zweiten von der ersten Gleichung gibt x; = 1 + 2x5 + 223, weshalb x; > 1
immer gilt und somit xz; > 0 redundant ist. Fiir < Min unter (5.6) und z; > 0 folgt tiber

Zopt = (2,0, 3]" ebenfalls Redundanz von x1, da 4 = 2 > 0. Die Elimination von z; mit

x1 = 1+ 229 + 223 reduziert die Restriktionen auf
5T9 + 623 = 3,29 > 0,23 > 0

und eine Zielfunktion, z. B. f(z) = x; 4+ 25 + &3, um eine Variable, im Beispiel auf f(&) =
14-3w5+3x3 mit & = [z, 23])7. Die Konstante in dieser Zielfunktion spielt fiir die Bestimmung
des Minimierers keine Rolle und kann weggelassen werden.

Gleichwohl hétte auch 1 = 4 — 32, — 4z eingesetzt in (5.6b) oder z1 = 1(5 — 5 — 2x3)
eingesetzt in (5.6a) zur Elimination genutzt werden konnen. Auch in diesen Fallen ergibt sich
die Gleichungsrestriktion 5xs + 623 = 3; die Zielfunktionen nach Elimination unterscheiden

sich aber! Fazit: eine Gleichung, eine Ungleichung und eine Variable weniger.
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5.1.4 Elimination singulidrer Ungleichungsrestriktionen

2 < 0 hat im Gegensatz zu 22> < —1 eine zulissige Menge, gilt aber

Die Ungleichung x
fiir kein x streng, da x? < 0 nicht méglich ist. Sie wird deshalb als singulire Ungleichung

bezeichnet. Singuldre Ungleichungen charakterisieren also den Rand der zuldssigen Menge,

wie etwa [ 2 ; } = 02y durch (z =0,y € R>).

Definition 5.2 (Singulidre Ungleichung)
Eine Ungleichung heifit singulir oder per se aktiv®, wenn es im nichtleeren zulissigen Be-
reich F kein x gibt, fiir das die Ungleichung streng ist. Sie formuliert deshalb implizit eine

Gleichungsrestriktion.

Singulare Ungleichungen sollten aus dem Problem entfernt und als Gleichungen gefiihrt, wer-
den, da Gleichungen einfacher zu behandeln sind und sich zur Variablenelimination eignen.
Vielfach miissen sie sogar aus algorithmischen Aspekten ausgeschlossen werden, um vergeb-
liche Versuche der Suchrichtungsfreigabe in das strenge Ungleichheitsgebiet zu verhindern,
das ja leer ist. Numerisch nicht ausgereifte Algorithmen stellt diese Art von Singularitat

sonst vor Probleme.

Singuldre Ungleichungen kénnen tiber g;(x) < Min; z € F anhand von g;(@op) = 0 ermittelt
werden, vgl. auch die Anmerkung in Abschn. 6.5 zu inkonsistenten Ungleichungen. Im Fall
linearer Gleichungs- und Ungleichungsrestriktionen reduziert sich die Analyse also auf die
Losung einiger LP-Probleme. Fiir solche Probleme in Standardform charakterisieren per se
aktive Restriktionen, die sog. Nullvariablen, also jene Variable x;, die fiir Az = b; x > 0,, Null
als einzigen zuldssigen Wert haben. Die Elimination einer Nullvariablen z; geschieht einfach
durch Streichen der i-ten Spalte von A und den Verzicht auf die Restriktion x; > 0. Neben
der beschriebenen allgemeinen Methode zum Erkennen impliziter Gleichungen kann fiir den
Spezialfall das Nullvariablentheorem [419] herangezogen werden, dass eine algorithmische

Bestimmung aller Nullvariablen iiber die Simplexmethode gestattet.

Beispiel 5.9 (Nullvariablen)
Es gelte 1 > 0,29 > 0,23 > 0,24 > 0 und

2.’1]1 - 5.’E2 + 4.’E3 - 8.’1}4 =10
r1 — 229 + 3wz — 4dxy = 5.

Kombinieren der Gleichungen liefert x; 4+ 2z3 = 0 und erzwingt x, = 3 = 0 wegen x5 3 > 0.

3 Die Bezeichnung ,,per se aktiv® erfolgt in Anlehnung an Optimierungsalgorithmen, in denen eine Unglei-

chung aktiv genannt wird, wenn sie im aktuellen Schritt als Gleichung behandelt wird.
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5.1.5 Elimination linearer funktionaler Ungleichungen

In rekursiven Algorithmen sind lineare funktionale Ungleichungen ¢fx > d; schwieriger zu
handhaben als einfache Vorzeichenrestriktionen x; > 0; bei der Nutzung von Standardsoft-
ware spielt das eine eher untergeordnete Rolle. Die Méglichkeit, die Anzahl der funktionalen
Restriktionen zu reduzieren, bietet sich, wenn die funktionalen Restriktionen vorzeichen-
freie Variable enthalten, d.h. Variable ohne explizite Vorzeichenrestriktion z; > 0. Statt
nun vorzeichenfreie Variablen auf klassische Weise z; =: y; — 2;; v;, 2; > 0 in nichtnegative
umzuwandeln und damit die Anzahl der Variablen und Restriktionen zu erhéhen, ist ihre
Elimination zweckméBiger. Dabei verringert sich die Zahl der Variablen und Restriktionen
nicht zwingend. Bei Problemen ohne Gleichungsrestriktion reduziert sich aber die Anzahl

der Restriktionen ¢z > d; um die Anzahl der vorzeichenfreien Variablen, vgl. Beispiel 5.10.

Beispiel 5.10 (Elimination linearer funktionaler Ungleichungen)
Im linken, zu lésenden Problem (5.7) sind z; und z, vorzeichenfrei. Nach Einfithren der

Schlupfvariablen x3, x4 (s. auch Abschnitt 6.3) ergibt sich die rechte Darstellung

1 + 229 < Min T9> 3 — 13 = ;4229 < Min T+ a9>3 (5.7)
I2§3+I1 —$1+l’2+l’3:3
1 < 3 T)+ Ty= 3
I3,CE'4Z O

Die Elimination von z; = 3 — x4 und anschlieSend von zo = 3+ 21 — 3 = 6 — 23 — x4 liefert
—2.’L‘3 — 3(13'4 + 15 ; Min — I3 — 2.’L‘4 Z —6; T3, Ty Z 0 (58)

(15 kann bei der Minimiererberechnung weggelassen werden). Wie (5.7, links) treten drei Re-
striktionen auf, allerdings haben sich die vom Typ ¢l x > d; um zwei (Anzahl vorzeichenfreier

Variablen) verringert. Die Losungen lauten: 23 = 6,24 =0 = 21 = 3,25 = 0.

Das im Beispiel praktizierte Vorgehen lasst sich auf allgemeinere Probleme mit linearen

Restriktionen tibertragen. Dabei empfiehlt es sich das folgende Vorgehen.
Methode zur Elimination linearer funktionaler Ungleichungsrestriktionen

- Elimination der Gleichungsrestriktionen gemé&fl Beispiel 5.12
- Einfithren von soviel Schlupfvariablen, wie vorzeichenfreie Variablen vorhanden sind

- Elimination der vorzeichenfreien Variablen

Anmerkung 5.3 Die Schlupfvariablen sind natiirlich in Ungleichungen einzufiihren, die die
vorzeichenfreien Variablen enthalten. Auflierdem ist darauf zu achten, dass die entstehenden
Gleichungen beztiglich der vorzeichenfreien Variablen auflésbar sind (Invertierbarkeit der
zugeordneten Koeffizientenmatrix). Im Beispiel hétte also auch die erste und zweite Unglei-
chungsrestriktion ausgewdhlt werden kénnen. Die Losung fir die Schlupfvariablen wére dann

eine andere, die fiir z; und x5 natiirlich nicht.
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5.1.6 Ersetzen durch Gleichungsrestriktion

Bei der Modellierung werden die zu fordernden Eigenschaften zunéchst meist verbal notiert,
um sie danach strukturell iber den Modellansatz oder durch Parameterrestriktionen ma-
thematisch umzusetzen. In Verbindung mit dem Gitekriterium ist dabei darauf zu achten,
dass eine moglichst kleine Losungsmenge oder noch besser eine eindeutige Losung entsteht.
Hierfiir eignen sich Gleichungsrestriktionen besser als Ungleichungsrestriktionen, da sie ein-
schréankender sind. Es ist deshalb ratsam, die Menge der Ungleichungsrestriktionen dahin-
gehend zu untersuchen, ob sie nicht Ungleichungen enthélt, die durch Gleichungen ersetzt
werden kénnen, um die Losungsmenge zu verkleinern. Gerade fiir geometrische Probleme
(Geraden-, Kreis-, Ellipsen-Fit) in der Bildverarbeitung und Quellenlokalisation oder bei
Hurwitz-Polynomen ist das moglich. So lasst sich unter den notwendigen Bedingung a; > 0
fiir Hurwitz-Polynome eine Ungleichung durch a; = 1 ersetzen. Das nachfolgende Beispiel
vertieft die Idee am Ellipsen-Fit, vgl. auch Beispiel 4.16.

Beispiel 5.11 (Ellipsen-Fit)
Gegeben seien Messpunkte in der (z, y)-Ebene, gesucht ist eine Ellipse, die diese Messpunkte
approximiert. Wird das Quadrat des Fehlers der impliziten Kegelschnittgleichung unter der
Nebenbedingung , Ellipse” minimiert, ergibt sich

N

> (az} + bry; + cyf + dai + ey; + f)? L Min  dac—1*>0.

i=1
Das Problem ist nicht richtig gestellt, da eine Ellipse nur durch fiinf (Mittelpunkt 2, Halb-
achsenlangen 2, Ausrichtung 1) und nicht wie hier durch sechs Parameter beschrieben wird.
Statt nun einen Parameter zu fixieren, ist es geschickter, die Ungleichungsnebenbedingung
in die Gleichungsnebenbedingung 4ac — b? = 1 umzuformen. Mit ¢; = [22, x;u:, y2, i, yi, 1T
und ® = [¢y, ..., on]T sowie O = [a,b,¢,d, e, f]T ergibt sich

0
-1

|62 = Min 67

O OO NO O
o O O o
o OO O o N
[=NeBeBeh=l -}
[=NeBeBeh=h -}
[=NeBeBel=h =}
>
—_

=:B

wobei 0, der auf 67 B = 1 normierte Eigenvektor von ®7®0 = A\ B0 ist, der zu dem einzigen

positiven verallgemeinerten Eigenwert gehort. Die Losung ist eindeutig [193].
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5.2 Elimination von Gleichungsrestriktionen

Gleichungsrestriktionen, insbesondere lineare Gleichungsrestriktionen sind in der Modellbil-
dung und in Optimierungsproblemen sehr dankbar. Sie bedeuten eine Einschriankung der
Freiheitsgrade, sodass grob gesagt, jede Gleichungsrestriktion zur Reduktion des Problems
um eine Variable genutzt werden kann. Aus statistischer Sicht ist das ebenfalls von Vorteil,
da die Messdaten pro Schétzvariable relativ gesehen mehr Information enthalten, wodurch

diese weniger streuen (gemessen in einem skalaren Maf ihrer Kovarianzmatrix).

Die ersten fiinf Abschnitte 5.2.1 bis 5.2.5 beschéftigen sich mit Moglichkeiten der Elimination

linearer Restriktionen:

1. Eliminationsmethode (anwendbar bei Standardrestriktion Az = b)

2. Nullraummethode (anwendbar bei Standardrestriktion und Matrixgleichungen)

3. Blockmatrixformulierung (anwendbar bei Summen und elementweisen Restriktionen)
4. Vektorisierung (anwendbar bei Matrixgleichungen und elementweisen Restriktionen)

5. kanonische Zerlegung (anwendbar bei Matrizen mit elementweisen Restriktionen)

Der Unterschied zwischen der Eliminationsmethode und der Nullraummethode besteht darin,
dass bei ersterer die Variablen des durch Elimination vereinfachten Problems eine Teilmenge
der Variablen des Originalproblems sind, wiahrend sie im anderen Fall affine Kombinationen

der Originalvariablen darstellen.

Im Abschnitt 5.2.6 wird die Elimination polynomialer Ungleichungen beschrieben. Hierfiir
kénnen computeralgebraisch umgesetzte Algorithmen verwendet werden, wobei dabei die
Anzahl der Gleichungsrestriktionen und die Anzahl der Variablen gering sein muss. Dar-
iiber hinaus wird in dem Abschnitt gezeigt, wie insbesondere eine quadratische Restriktion
(die Einschrankung der geringen Variablenanzahl entfallt dann) durch Reparametrisierung

eliminiert werden kann.

Die in den Abschnitten 5.2.7 und 5.2.8 zur Elimination genutzte Idee basiert darauf, zunéchst
zusétzliche Gleichungsrestriktionen iiber die Optimalitdtsbedingung zu erzeugen, um diese
dann zur Reduktion der Variablenanzahl zu verwenden. Das gelingt fiir sogenannte separable
Probleme, die in den Abschnitten vorgestellt werden. Da die separablen Quadratmittelpro-
bleme in der Modellbildung von besonderem Interesse sind, werden sie in Abschnitt 5.2.8

auch hinsichtlich moglicher Anwendungen und spezieller Algorithmen separat behandelt.

Einen geometrisch motivierten Modellierungszugang stellt die orthogonale Distanzregression

bzw. -approximation dar, bei der zu Daten eine optimale Kurve oder Fliche bestimmt wird.
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Gesucht werden die Kurven- oder Flichenparameter und die Minimalabstande fiir jeden
Datenpunkt. Als Restriktionen dienen die impliziten funktionalen Kurven- oder Flachen-
beschreibungen, die alle korrigierten Datenpunkte (beispielsweise die Menge aller Kreisglei-
chungen fiir die Lotpunkte) erfiilllen miissen. Fiir bestimmte Kurven oder Flichen lassen sich
diese Gleichungsrestriktionen aber komplett eliminieren, wenn auf die Parameterdarstellung
von Kurven oder Flachen ausgewichen wird. Abschnitt 5.2.9 zeigt das Vorgehen und nennt

Beispiele. Vom Wesen her basiert der Zugang also auf einer Reparametrisierung.

5.2.1 Eliminationsmethode

Die Eliminationsmethode ist eine Reduktionsmethode, die lineare oder auch nichtlineare
Gleichungsrestriktionen nutzt, um die Anzahl der Variablen im Optimierungsproblem zu
verkleinern. Dabei sind die Variablen des reduzierten Problems im Unterschied zur Null-

raummethode eine Teilmenge der Variablen des urspriinglichen Problems.

Léasst sich h(z) = 0, auf die Form z; = B(Ig) mit z; € R™, x5 € R"™™ bringen, wobei hier
ohne Einschrankung der Allgemeinheit 27 = (2T, 21) gelten moge, dann reduziert sich das

Standardproblem auf eines der Dimension n — m
F(h(xs), 22) =Min  g(h(xs), x2) < 0. (5.9)

Speziell fur
hz)=Cx—d=0 CeR>" (5.10)

kann die Elimination aufbauend auf der Zerlegung C'P = [F, G] mit F' € R"*™ vorgenommen
werden. P bezeichnet dabei eine Permutationsmatrix, die den Vektor x mit PTx = [ il ];
2

1 € R™ x5 € R"™™ und damit die Matrix C' so umordnet, dass F regular ist. Fur die
Gleichungsrestriktion gilt dann Fxy + Gxy = d bzw. z; = F~}(d — Gzy), wodurch die
Variable x; eliminiert werden kann. Es folgt

f(P{ F~(d ~ Gay) D LMin eR"’m:g({ F™(d ~ Gxy) D <0 (5.11)

T2 T2

Falls C' keinen vollen Zeilenrang hat, kann ein zuléssiges Problem durch Streichen der re-

dundanten Zeilen auf eines mit vollem Zeilenrang gebracht werden.

Anwendung findet die Eliminationsmethode beispielsweise bei LSE-Problemen, also linearen
LS-Problemen mit linearen Gleichungsrestriktionen. Hierfiir stehen effiziente Algorithmen
zur Verfiigung [147], die vergleichbare Ergebnisse wie die Nullraummethode liefern [507].

Exemplarisch fiir weitere Anwendungen soll die Elimination fiir LP-Probleme gezeigt werden.
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Beispiel 5.12 (Elimination fiir LP-Probleme)

Ist Iz = Min; Az = b,z > 0,,; A € RI"*" zuléssig, dann kann die Zahl der m + n Restrik-
tionen um m und die der Variablen um r gesenkt werden.

Dieser Reduktionsgewinn lasst sich dabei wie folgt erzielen. Im ersten Schritt werden fiir
r < m entsprechend m — r redundante Gleichungen gestrichen, womit A € RI*™ ent-

steht. Im zweiten Schritt wird eine QR-Zerlegung mit Spaltentausch ausgefithrt, d.h. AP =
Q[Ri, Ra] baw. Riir = QTb — Ry, Ry € R7™ und PTz — U; } Mit TP — [T, é]
folgt unter Vernachlissigung des Zielfunktionsterms & Ry *Q”b ein kanonisches LP-Problem
(& — TRy Ry)is = Min; — Ry 'Ro#s > —Ry'QTb, & > 0,_, mit nur noch n Restriktionen

in n — r Variablen.

AbschlieBend sei vor einem allzu formalen Umgang bei der Elimination gewarnt! So kénnen
Eliminationen die Kondition eines Problems verschlechtern, wodurch sich Fehler in den Ein-
gangsdaten oder durch Rundungen stark verstirken, was unter Umsténden unbrauchbare

Losungen hervorruft, siehe hierzu die Diskussion in Beispiel 5.13.

Ein anders gelagertes Problem erwichst, wenn bei der formalen Elimination, versteckte Re-

striktionen gleich mit eliminiert werden. Beispiel 5.14 soll den Leser hierfiir sensibilisieren.

Beispiel 5.13 (Verschlechterung der Kondition durch Elimination)
Die verallgemeinerten Regressionsprobleme

lv]|s = Min b= Az + Lv (5.12)
und
Az — blly =Min ~ mit W = LTL = (cove) ™" (5.13)
sowie
IL™Y(Az — b)||> = Min (5.14)

sind fiir regulires L aquivalent. Im Gegensatz zu (5.13) und (5.14) ist die auf Paige [494]
zuriickgehende Darstellung (5.12) auch definiert, wenn A oder L nicht vollen Rang haben.
Abgesehen vom rangdefizienten Fall ist die Auswertung der ersten Formulierung mit QR-
Faktorisierungen numerisch besser, da bei schlecht konditionierter Matrix L die Losung x

wegen LA schlecht bestimmt wird. Fiir algorithmische Details sei auf [230] verwiesen.

Beispiel 5.14 (Fehler bei formaler Elimination)

Obwohl % +x3 < Min; (z1—1)* = 2% den Minimierer (1, 0) hat, fiihrt die formale Elimination
von x5 auf ein Problem, das kein Minimum besitzt, ndmlich auf z3 + (z; — 1)3 < Min. Der
Fehler steckt im Nichtbeachten der impliziten Restriktion z; > 1 aus (z; — 1)® = 2, die
gleichfalls mit eliminiert wurde. Bei korrekter Elimination ergibt sich demnach x2+(z;—1)3 =

Min; z; > 1 mit dem Minimierer x; = 1.
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5.2.2 Nullraummethode

Die Nullraummethode ist eine Reduktionsmethode, die Gleichungsrestriktionen Cz = d
eliminiert. Die neuen Variablen sind Linearfaktoren fiir Vektoren, die den Nullraum von
C aufspannen. Im Gegensatz zur Eliminationsmethode sind die Variablen des reduzierten

Problems gemeinhin keine Teilmenge der Variablen des urspriinglichen Problems.

Die allgemeine Losung fiir Cx = d lautet
r=Ch+Qy  QeRLTR(Q) =N(C)y e RO € R (5.15)

Hier bezeichnet @ eine Matrix mit vollem Spaltenrang, deren Spaltenvektoren den Nullraum
von C' aufspannen. ) ldsst sich dabei iiber eine QR~Faktorisierung oder eine Singularwert-
zerlegung von C berechnen. Per Substitution (5.15) kann damit ein Problem in den neuen

Variablen y formuliert werden.

An zwei Beispielen soll das Vorgehen demonstriert werden, wobei das erste eine Handrech-

nung ist und das zweite direkt einen Algorithmus formuliert.

Beispiel 5.15 (Elimination einer Spurrestriktion)
Gegeben sei X > 0y, spurX = 1.
Aus der Spurrestriktion x1y + 299 = 1, d. h. [1,1,0][21y, 90, 212])7 = 1, kurz Cz = d, folgt

T11 % -1 0
T99 = % + 1 0 |: o ‘|
12 0 0 1 ¥2
und nach Substitution
1
r11 T12 5 -1 0 01 0 0
= + + > .
{m xm} lo; o 1 y2[10 =loo

Beispiel 5.16 (Nullraummethode fiir das LSE-Problem)

Basierend auf der Zerlegung von xys5 = 21 + 22 mit 11 € N(C)® und 2z, € N(C) leitet sich
die sogenannte Nullraummethode fiir das LSE-Problem ab, von der es zahlreiche Varianten
gibt. In Tabelle 5.2 ist ein Algorithmus dargestellt, der sich auf eine QR-Faktorisierung der
Nebenbedingungen stiitzt. Zu vermerken ist auch die Formulierung in Schritt 4, bei der z5
nicht direkt tiber ||Azy — (b — Axq)||2 < Min; 25 € R", sondern aufwandsreduziert iiber die

Zwischenvariable ys (kleinerer Dimension als z3) bestimmt wird.

4 Matrixrestriktionen CX = D oder allgemeinere lineare Matrixrestriktionen kénnen iiber den Weg der
Vektorisierung oder basierend auf ihren allgemeinen Lésungsdarstellungen vollig analog behandelt werden.

5 N(C)* bezeichnet das orthogonale Komplement von N(C), d.h. die Menge der Vektoren, die senkrecht
auf NV (C) stehen.
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Die Nullraummethode erweist sich in Tests [507] fiir Standardprobleme als numerisch stark
(Aufwand, Genauigkeit). Fiir grofie, schwach besetzte Probleme ist sie hingegen ebenso un-
geeignet wie fir Probleme, die bei festem A fir verschiedene C' zu lésen sind, da bei denen

dann AQ, stdndig neu zu berechnen ist.

1. Berechne QR-Faktorisierung von CT

C" =1[Qi, QQ]{ O(rf:)w }; Q1€ Onyp, Q2 € Oppr
2. Lose das Dreieckssystem RIy, = d; y; € R”
3. Setze 1 = Q11
4, Lose ||(AQ2)y — (b— Axy)|]a = Min g5 € R?7
d. rrse = 21+ Qaya

Anmerkung: R(Q2) = N(C)

Tabelle 5.2: LSE-Algorithmus nach der Nullraummethode [7§]

5.2.3 Elimination durch Blockmatrixformulierung

Parameterlineare Schatzprobleme, bei denen Teilprobleme iiber gemeinsame Parameter mit-
einander gekoppelt sind, fithren oft auf Giitekriterien der Art

S w?|| A — b2 = Min @, € R™; A; € R™XM b, € R™ (5.16)
=t mit (z;); = (x); fur Tupel (4, j, k, 1).

Hierbei stimmen einzelne Komponenten der Vektoren x; mit denen der Vektoren zy tiberein.

Die Zielfunktion von (5.16) kann dquivalent geschrieben werden als

2
wllm 0 Al 0 T bl

- = Min.

0 . . 0 A | | 7 b |/ 1,

Bei der Blockmatrixformulierung werden nun die Restriktionen genutzt, um ein kleineres
Schéatzproblem mit einem kleinsten gemeinsamen Parametervektor zu formulieren. Dabei
sind entsprechende Spalten der Blockmatrix zu streichen, was einem Aufsplitten der Matrizen
A; entspricht. Da eine allgemeine Umformulierung dieses Problems aufgrund der komplexen

Indizierung die Darstellung nur erschwert, soll das Prinzip exemplarisch erlautert werden.
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; . .\ qei T _ (T T T _ [T T T _ [T T
Die Vektoren x1,xq, x3 seien zerlegbar in a1 = [a14, 15|, x5 = [v34, T3], T3 = [T34, T3p).
Entsprechend partitioniert seien auch die Matrizen A;. Ferner mégen die Restriktionen
Zoa = o1 und z3p = x14 gelten. Der kleinste gemeinsame Vektor lautet dann 27 =

(21, 215, 2l 21,) und fithrt auf die Blockmatrixformulierung

2
U}ll 0 0 AlA AIB 0 0 f14 b1
xr
0 w 0 0 Asa Ayp O = by < Min.
T
0 0 ’lU3I AgB 0 0 A3A B b3
L34 9

Der Vorteil der Blockmatrixformulierung soll am folgenden Beispiel gezeigt werden.

Beispiel 5.17 (Blockmatrixformulierung fiir 3D-Diffusionsmodelle)
In einem 3D-Diffusionsmodell (keine Konvektion) gilt [446]

2
. . . re

4C;(t) - (t — to)? + 6Ci(t) - (t — to) — Ci(t)E’ =0; i=1,....,n
fir den Konzentrationsverlauf C;(t) am Messort z;, wenn zum Zeitpunkt ¢, ein sprung-
formiger Stoffeintrag erfolgt und die Quelle vom Messort den Abstand r; hat (K ist der
Diffusionskoeffizient). Wird das Diffusionsmodell so umgeschrieben, dass to, 2, 7; in einem
Parametervektor auftreten, dann entsteht nach Einsetzen der Zeitpunkte ¢, ein tiberstimmtes

Gleichungssystem fiir eine LS-Formulierung pro Messort

to;
—8C(te)tr — 6Cy(ty), —4C;(tr), —C‘i(tk)} [ £, } & 4C;(t)t3 — 6C; ()t
A0 2) ri/K bi(:)

Bei dieser Formulierung wird jedoch fir jeden Messort ein eigenes fo,i geschatzt. Statt iber

alle Schatzungen ¢, zu mitteln, um sich so auf den gemeinsamen Startzeitpunkt ¢y zu eini-
gen, ist es besser, die Restriktion ¢y; = ... = ty, zu stellen, um von vornherein nur einen
Startzeitpunkt zuzulassen. Durch eine Blockmatrixformulierung kénnen die hinzugenomme-

nen Restriktionen aber elegant eliminiert werden

A(5,2) —Ci(0) 0 0 to bi()
) . ) 2 )
AQ(':,Q) 0 —Cy(s) . 2 | - bQ.(A) 2 Min,
: : ’ ' 0 : :
Ay(2) 0 N O RN bn(:)

Bezeichne 6 den Parametervektor, so sichert 02 = 6, die Widerspruchsfreiheit beziiglich t,
und 03,...,0,12 > 0 die Nichtnegativitit von r?/K. Aus den geschitzten 72/K kann in
einem zweiten Schritt die Lage der Quelle als gemeinsamer Schnitt aller iiber K skalierbaren
Kreise ermittelt werden [446], [254].
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5.2.4 Elimination durch Vektorisierung

Fiir affine Restriktionen an Matrizen (Toeplitz-Matrix, symmetrische Matrix, Dreiecksma-

trix) bietet sich die Vektorisierung an, bei der die Matrix in einen Vektor angeordnet wird

T

vec : R™™ — R™: vec X o : mit z; € R™. (5.17)

Tn

Die an die Matrix gestellten Forderungen lassen sich dann &dquivalent als Restriktionen
Cz = d mit z := vec X ausdriicken, die ihrerseits in einem weiteren Schritt zur Variablenre-
duktion herangezogen werden koénnen. Damit allerdings eine zweckméfiige Umformulierung
des Gesamtproblems gelingt, darf die Vektorisierung nicht die Zielfunktion komplizierter ge-
stalten. Aus diesem Grund kommt die Vektorisierung tiberwiegend zum Einsatz, wenn in der

Zielfunktion die Frobenius-Norm auftritt. Gemeinsam mit der wichtigen Regel [382]

vec (AXB) = (BT ® A) vec X, (5.18)

in der ® das Kronecker-Produkt A @ B % ((a;;B)) bezeichnet, gelingt eine zweckméBige

Umformulierung, da dann die euklidischen Vektornorm in der Zielfunktion die Rolle der
Frobenius-Norm einnimmt.

Das nachfolgende Beispiel zeigt das Aufstellen der Restriktionen und und das umformulierte
Problem, das sich mit den Methoden aus Abschnitt 5.2.1 und 5.2.2 1ésen lasst.

Beispiel 5.18 (Vektorisierung einer Toeplitz-Matrix mit Einsdiagonale)
Es bezeichne T3 die spezielle Teilmenge der Toeplitz-Matrizen mit Einsdiagonale. Dann
kénnen die Bedingungen x1; = 1, x99 = 1, 233 = 1 sowie x5 = a3 (gleichbedeutend

T12 — T3 = 0) und ma; = 239 kompakt als Cx = d mit z = vec X geschrieben werden:

T11

21
L 10000 00 00 z31 1
L2 00001 00 00 12 1

3 1 o = 00000 00 01 2o | = | 1 (5.19)

vy oxs 1 01000-10 00 232 0
00010 0010 13 0
T23 N ad
c d

_zss_

———

r=vecX

Anwenden der Vektorisierungsregel (5.18) liefert eine dquivalente Umformulierung eines li-

nearrestringierten Matrix-LS-Problems in ein LSE-Problem

1 1
§\|AX—B||%$Min;Xe7§ & §\|(17L®A)w—vec3|\géMm;cx:d. (5.20)
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5.2.5 Elimination iiber kanonische Zerlegungen

Eine Einschrédnkung fiir die im vorherigen Abschnitt beschriebene Vektorisierungstechnik ist,
dass die Zielfunktion nach der Umformung eine zweckméfige Darstellung hat. Bei Frobenius-
Norm-Formulierungen entstehen klassische Euklidische-Norm-Formulierungen. Etwas kom-
plizierter, aber noch handhabbar wird die Umformung bei Spalten- oder Zeilensummennorm-
Formulierungen. Fiir Spektralnormformulierungen eignet sich die Vektorisierung hingegen
nicht, da sich die Spektralnorm nicht zweckméiBig iiber Vektornormen ausdriicken lisstS
und da die inverse Vektorisierung (Vektor-zu-Matrix-Abbildung; reshaping) die Zielfunk-
tion komplizierter gestaltet. Zudem kénnen weitere im Problem auftretende Restriktionen
(nichtlineare, LMI-Ungleichungen) gegen den Einsatz der Vektorisierungstechnik sprechen.
Eine Alternative sind dann bei affinen Restriktionen an Matrizen kanonische Zerlegungen.
Dabei wird ausgenutzt, dass sich affine Raume £,4, € R™*" als Linearkombinationen von
Basismatrizen plus eine konstante Matrix darstellen lassen:
dim £
X=A+ ) zA (5.21)
i=1

mit dim £ freien Variablen z;. Uberall dort, wo X im Problem auftritt, wird es gemaf (5.21)
ersetzt, z. B. wird aus BXC dann BA,C + Z?i:"fﬁxiBAiC’ mit den konstanten Matrizen
BA;C. Die Optimierung erfolgt tiber die freien Variablen z;.
Die kanonische Zerlegung selbst ist einfach zu erstellen. Hierzu werden alle fixen Elemente
der Matrix X in Ag eingetragen. Anschlieffend werden die Basismatrizen A; angelegt, wobei
Einsen an Stellen gleicher Elemente oder Wichtungsfaktoren an die Stellen abhédngiger Ele-
mente eingetragen werden. Im nachfolgenden Beispiel sind einige typische Falle dargestellt.

Beispiel 5.19 (Kanonische Zerlegung affiner Matrizen)
Fir die Toeplitz-Matrix aus Beispiel 5.18 ergibt sich die Darstellung

100 010 0 01 0 00 000
X=]1010|+21|00 1|+22|/00O0|+23({1 0O0|+x4{0 00
0 01 000 000 010 1 00

[1Xyll2
Myll2

weitere Umformung von X zu x = vecX fihrt aber auf unzweckméfige Ausdriicke, zumal mit y eine

6 Die Operatornormdefinition || X||s = max stellt zwar den Zusammenhang zur Vektornorm her, die
y#0n

weitere Variable ins Spiel kommt.
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Auch fiir etwas komplizierter strukturierte Matrizen gelingt die Zerlegung

[ 3+ T 4+ T I3 )
X = T Al To + 2.1'1
L —I3 ) 5
340 100 010 0 01
=100 0|42 0 1 2|+22]1 0 1| +2x3 0 00
L0 0 5 000 010 -1 00
Durch zusétzliche Restriktionen C'x = d, wie sie etwa aus
spurX =1 & Tt ..ot x, =1 (5.22)

hervorgehen, kann die Variablenzahl weiter gesenkt werden. Das geschieht beispielsweise iiber
die Nullraummethode mit z = Ctd + Qy, wobei @ = ((¢;;)) eine spaltenregulére Matrix ist,
deren Spalten den Nullraum von C' aufspannen und y € RP die neuen Variablen bezeichnet.
Aus (5.21) wird so

dim £ dim £

X = <A0 + ; (C*d)iA@-) + zp:l%( ; %in>, (5.23)

wobei in den groflien Klammern wieder vorab berechenbare Matrizen stehen, sodass sich die

gleiche Form wie in (5.21) nur mit reduzierter Summation ergibt.

5.2.6 Elimination polynomialer Gleichungen

Einen Zugang zur Elimination polynomialer Gleichungen bieten das Konzept der Grébner-
Basen” [103]. Primér 16st es das Idealzugehérigkeitsproblem, von dessen Losung aber viele
andere Probleme abhdngen. So lasst sich etwa eine endliche Menge multivariater Polynome
so umformen, dass ein dquivalentes, gut handhabbares System von Polynomen entsteht.
Bevorzugt wird der Buchberger-Algorithmus [103], der auf ein Dreieckssystem fiihrt

p(@1,. . @,) =0 (5.24a)
(5.24b)
Prn-1(Tn-1,2,) =0 (5.24c)

" Eine Grébner-Basis ist ein endliches Erzeugendensystem zu einem Ideal (Teilmenge eines Ringes, die

abgeschlossen bzgl. R-Linearkombinationen ist) in einem Polynomring.
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Dieser Algorithmus bzw. seine Varianten stellen Verallgemeinerungen des Gaufischen Elimi-
nationsverfahrens dar und gehoren zum Standard moderner Computeralgebrasysteme [212].
Beginnend mit dem univariaten Polynom p,, lassen sich die Wurzeln z,, ermitteln. Werden
diese in p,_1 eingesetzt, ist wiederum nur ein univariates Polynom, diesmal in der Variablen

ZTn_1 zu 16sen. Der Prozess wird fortgesetzt, bis alle Wurzeln bekannt sind.

Beispiel 5.20 (Umformung von Polynomgleichungen)

Gegeben seine die Restriktionen

2y —2=0
Py +y—1=0.

Mit der Ordnung y = z ergibt sich die Grébner-Basis G = {y — 3 — 423, 2 + 52 + 425},
wihrend = = y auf Gy = {—y+ 34423, y? — y+ 2} fithrt. Im letzten Fall kann y durch Losen
der quadratischen Gleichung y? — y + 2 = 0 bestimmt werden. Das Einsetzen der Losungen
fiihrt auf —y; 5 + 3 + 42® = 0, woraus je drei Lésungen z; fiir 41 und y, folgen. Desgleichen
kann mit der Basis G; verfahren werden, indem zunéchst die Losungen einer quadratischen

Gleichung in 2® bestimmt werden, aus denen sich danach die Werte y ergeben.

Anmerkung 5.4 Im Beispiel fiithrten die beiden Gleichungen direkt auf Losungen, wie es
fiir die Ruhelagenbestimmung erforderlich ist. Ist die Zahl der Restriktionen aber kleiner als
die der Variablen, so wird die Grobner-Basis im Regelfall kein univariates Polynom enthalten.
So liefert y — 22 = 0 und 2z — 23 = 0 die Basis G = {—y + 2?, —2 + 2y, —y* + vz, —22 + y*}
bei Wahl der Ordnung « > y > 2. Im vierten Polynom der Basis wurde dabei 2 eliminiert.

Beachte, dass reelle Nullstellen eines univariaten Polynoms aus der Grobner-Basis keine

Ruhelagen eines Systems sein mussen (komplexe Scheinlésungen in den anderen Variablen).

Neben der Methode mit Grobner-Basen existieren fiir einige quadratische Polynomgleichun-
gen allgemeine Losungsformeln, die zur Elimination herangezogen werden kénnen. Zwei Bei-

spiele sind
eTAz =0 A€ S = x = by/\/m fur y € R™ beliebig (5.26)
und
XTAX =1,; A€ S, = X =YYTAY)" V2 fir Y € R7*" beliebig ~ (5.27)

und nicht zuletzt die zahlreichen Ergebnisse zur Matrix-Ricatti-Gleichung. In &hnlicher Weise

konnen auch einige Normgleichungen beseitigt werden

|||, =1 = z=y/|lyll, firy e R" beliebig. (5.28)
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5.2.7 Elimination mittels der Optimalititsbedingungen

Bisher wurden zur Elimination nur Gleichungsrestriktionen aus dem Giitekriterium herange-
zogen. Neben diesen lassen sich weitere Gleichungsrestriktionen tiber die Optimalitdtsbedin-
gung erster Ordnung generieren. Zwei Beispiele sollen die Leistungsfdhigkeit dieser Reduk-
tionsmethode verdeutlichen. Dartiber hinaus wird auch bei den separablen NLS-Problemen
die gleiche Idee genutzt. Sie wird in Abschnitt 5.2.8 beschrieben.

Beispiel 5.21 (Separables LSQ-Problem)
Fir das separable LSQ-Problem

. 1
||[A1,A2]{ i; } — b3 < Min 1 €ER", 2y € R"7: EJJQTHIQ +gfza+f=0

folgt aus der Optimalititsbedingung erster Ordnung x1 op, = A7 (b — Aax2), was nach Elimi-

nation
! 1
[|[(I, — AL A])(Agzy — )||2 = Min z2 € R"TT: E:L’QTsz +gTz+ f=0.

liefert. Als Anwendung sei der Ellipsen-Fit mit den quadratischen Restriktionen nach Fitz-

gibbon und Bookstein aus Beispiel 4.16 genannt.

Beispiel 5.22 (Bakengestiitzte Positionsbestimmung)

Gesucht sind die Position z und die Rotationsmatrix A fir die Verdrehung vom lokalen Sy-
stem (Fahrzeug) gegeniiber einem globalen System, wobei gestorte Messungen der Vektoren
pi (lokale Bakenkoordinaten) vorliegen und die globalen Bakenkoordinaten b; bekannt sind.
Als Kriterium empfiehlt sich SN, ||z + Ap; — bs||2 = Min; ATA = I, det A = 1.

Da x separabel und frei ist, liefert die Optimalitétsbedingung erster Ordnung zop; = E—Aoptﬁ,
wobei b bzw. p die Mittelwerte der b; bzw. p; sind. Mit der hierzu kompatiblen Forderung

& =b— Ap wird z in der Zielfunktion eliminiert, und es folgt
N - !
> IA(pi — p) — (b; — b)|[3 = Min; ATA = I3,det A = 1.
i=1

Fir Details zur Losung fur A, zur Berechnung der Winkel aus A und zur Einbeziehung

zusétzlicher Ebenenrestriktion sei auf [252] verwiesen.

Beide Beispiele zeigen, dass durch die analytische Berechnung der notwendigen Bedingungen
einer Optimierungsaufgabe, s. hierzu auch Abschn. 6.6, zusatzliche Restriktionen generiert
werden konnen. Die Restriktionen lassen sich dann wiederum einsetzen, um die Variablenan-
zahl und damit den Schwierigkeitsgrad der Originalaufgabe zu reduzieren. Besonders haufig
wird die ausgefithrte Technik bei den sog. separablen LS-Problemen eingesetzt, die Gegen-

stand des nachfolgenden Abschnitts sind.
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5.2.8 Separable nichtlineare Quadratmittelprobleme

Wie im vorangegangen Abschnitt gezeigt wird, lasst sich bei separablen Problemen der
Schwierigkeitsgrad senken, wenn die notwendigen Bedingungen erster Ordnung zur Elimina-
tion genutzt werden kann. Besonders einfach und zugleich nitzlich ist das bei Quadratmit-
telproblemen, in denen ein oder mehrere Variablen linear in den zu quadrierenden Termen

auftreten.

Definition 5.3 (Separables NLS-Problem)

Ein Problem f(z, 2) = Min mit (z,2) € X x Z C R" x RP als zuldssigen Parameterraum, in
dem z fiir feste z und/oder z fiir feste = explizit bestimmbar ist, heifit separables Problem.
Ist f eine Summe von Quadraten, so wird von einem separablen NLS-Problem gesprochen.
Lasst sich die explizite Losbarkeit dazu nutzen, einen der Variablenvektoren zu eliminieren,

heifit das Problem reduzierbar.

Als eine Auswahl solcher separabler Quadratmittelprobleme seien [410], [409], [502]
JA-= X ®Z|[Z=Min  AeRMmPxm) X ¢ R 7 ¢ RPX (5.29)

|A(z)z —b|2=Min  z €R"z€RP; A:RP — R™". (5.30)

und Beispiel 5.21 genannt. Problem (5.30) tritt dabei in der Modellbildung sehr oft auf, was

zahlreiche Anwendungen belegen:

1. Identifikation von Sprung- oder Impulsfunktionen, z. B. [489]
Y; = (91 + 926_64t1 + 936_95t
oder Frequenzschitzungen

Y; = 91 -+ 92 8111(4931‘2 + 94) + 495 bln(egtl -+ 97)
2. Approximationsprobleme fir Kennlinien der Art
Yi = Z ejaj(9n+l7 oy Ongp, ),
j=1

mit gebrochenrationalen Funktionen, trigonometrischen Funktionen, Exponential- oder

GauB3-Funktionen
3. Identifikation bilinearer zeitdiskreter Modelle [613]

4. Spline-Approximationen mit freien Knoten [559]
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5. Parametrisierung implizit gegebener Mannigfaltigkeiten; Konturprobleme
Falls die Mannigfaltigkeiten Losungen partieller Differenzialgleichungen sind, die mit-
tels finiter Differenzenapproximationen berechnet wurden, ergeben sich schwach be-

setzte, hochdimensionale Fitting-Probleme mit gerasterten Punkten [242].
6. Umformung eines LS-Problems mit variabler Metrik [[Az — b|[f, = Min in ein Aqui-
valentes Problem ||WY2(2) Az — W/2(z2)b| |2 = Min;z € R", z € R?, [71]

Zur Losung separabler LS-Probleme bieten sich folgende Zugénge an:

1. Standard-SQP-Léser (empfehlenswert, wenn durch Elimination die Variablenzahl nicht

signifikant reduziert wird)

2. ALS-Algorithmus (empfehlenswert, wenn das Problem fiir  und z bei fester anderer
Variablen explizit 16sbar ist; s. Abschnitt 8.2.3)

3. Variablen-Projektionsmethode (populdre Methode mit signifikanter Beschleunigung

der Optimierung in bestimmten Fallen).

Im Folgenden wird die Variablen-Projektionsmethode néher vorgestellt. Sie nutzt aus, dass,
wenn z in (5.30) linear in das Residuum eingeht, x durch eine Projektion eliminiert werden
kann. Das neue, dann nur von z abhingige Problem wird fir z optimiert. Aus der Opti-
mallosung z,,y wird anschlieend die Optimalldsung xq berechnet. Die Rechtfertigung fiir

dieses Vorgehen liefert der nachfolgende Satz.

Satz 5.1 (Variablen-Projektionsmethode, [231])
Unter der Annahme, dass Z C R? eine offene Menge ist, auf der A(z) den konstanten Rang
r < min{m,n} hat, gilt:

- Ist zopt ein stationérer Punkt bzw. ein globaler Minimierer von
(L, — A(2)AT(2))b]|2 = Min ~ z€ Z CRP, (5.31)
dann ist das Paar (zopt, Topt) mit
Topt = AT (2opt)b (5.32)
stationdrer Punkt bzw. ein globaler Minimierer von (5.30) in Z x R™.

- Ist (Zopt, Zopt) globaler Minimierer von (5.30) in Z x R™, dann ist z.y globaler Mini-
mierer von Z (5.31). Ist x4y, eindeutig, dann hat oy, die Form (5.32).
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Der Nutzen des Satzes fir die numerische Umsetzung und andere Aspekte werden in der
folgenden Anmerkung diskutiert.

Anmerkung 5.5

e Statt der Moore-Penrose-Inverse kann jede (1,3)-g-Inverse A1) (z) im orthogonalen
Projektor Pyaz)) = (Im — A(2)AT(2)) verwendet werden, wenngleich A*(z) die be-
vorzugte Wahl ist.

e Aus gegebenen Startwerten z lassen sich optimale Startwerte x ermitteln, die zusammen
als Startwerte fiir Standard-SQP-Loser dienen.

e Die Reduktion des Suchraums wird i. Allg. durch eine Erhéhung des Nichtlinearitéts-

grads des Problems erkauft, was problematisch sein kann.

e Der Gewinn bei Gradientenverfahren féllt signifikant aus, wenn die Anzahl der linear
eingehenden Parameter in Naherung der Anzahl der nichtlinear eingehenden entspricht
oder gar deutlich grofler ist. Unter giinstigen Konstellationen ist eine Aufwandsredu-
zierung um den Faktor 1000 moglich [559].

e Viele Optimierungsprogramme sind so gestaltet, dass im Programmcode nur die Funk-
tionswertberechnung und/oder die Gradientenberechnung zu ersetzen sind. Der Gra-
dient fir (5.31) lautet dabei [231]

O 0~ A A 1B = 20 (A4 " S D 1, A A, (5.39)
der fir (5.30)

%HA(Z).T —b||2 = 2A7 (2)(A(2)z — b) (5.34)

%HA(Z)I — bz =2(I, ® ;rT)%Z(Z)(A(z)x —b). /8 (5.35)

Die Berechnung der Moore-Penrose-Inverse in (5.33) bestimmt den numerischen Auf-
wand entscheidend. Sie wird bei der analytischen Gradientenberechnung nur einmal
benotigt. Bei der numerischen Gradientenberechnung mit finiten Differenzen erster
Ordnung fallt sie (p + 1)-mal an, ndmlich einmal fiir den Giitewert und p-mal fir die
Giitewerte der verstimmten Parameter. Eine genauere Betrachtung zeigt, dass in (5.33)
nur A" (2)b auftritt, was gerade die Losung y des LS-Problems ||A(z)y — b||2 < Min ist,

die sich numerisch effektiv berechnen liasst. Das Problem vereinfacht sich weiter, wenn

A" (z) _ [ 0A(2) . 0A(2) . ]T.

8 Kquivalente Darstellung: (I, ® )% 5a e S
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konstant ist. Fir die Ver-

DAT ()
0

z nur linear in A(z) auftritt, da dann die Matrix

z
wendung numerischer Gradienten spricht der geringe Programmieraufwand; bei einigen
Programmen ist die numerische Gradientenberechnung lediglich tiber eine Variable zu

aktivieren.

e Da eine explizite Angabe von A*(z), von Trivialfillen abgesehen, scheitert, eignet
sich diese Methode wenig fiir geschlossene Losungen. Bei der numerischen Berechnung
braucht A*(z) oder besser AT (2)b hingegen nur fiir in jedem Schritt feste Zahlen zj

berechnet werden, was keine Schwierigkeiten macht.
e Das Vorgehen ist auch fiir separable Restriktionen anwendbar
C(z)z=d(z) = x=CH(2)d(2) + (I, — CT(2)C(2))g q€R™

Nach der Elimination von x ergibt sich ein separables NLS-Problem, in dem ¢ separabel

zu z und linear zum Residuum ist.

e Wird (5.30) zusatzlich mit Ungleichheitsrestriktionen C'z > d gestellt, so ist (5.31) mit
denselben Restriktionen dquivalent beziiglich z und Quin, was Kaufman in [341] zeigt.

In [342] wird das Problem mit mehreren rechten Seiten behandelt.

5.2.9 Kurven- und Flichenparametrisierung

Die parametrische Darstellung von Kurven und Flichen findet ihre Anwendung bei der

orthogonalen Distanzregression, fiir die gilt:

N
STllaz|2 = Min  f(zi 4 a;60) =0, z,a0, €RGi=1,...,N;0 €R".  (5.36)
i=1

Algebraisch bedeutet das, dass N Punkte x; so durch az; zu korrigieren sind, dass die korri-

gierten Punkte alle ein und derselben durch 6 parametrisierten impliziten Gleichung geniigen.

Geometrisch sind die ||az;||2 die orthogonalen Abstande zur Kurve f(z;6) = 0. Ist die Zahl

N der Punkte, fiir die der Ausgleich erfolgen soll, grof3, so ist im nichtlinearen Optimierungs-

problem auch die Anzahl zu behandelnder N Restriktionen grof. Durch eine parametrische

Darstellung x(¢; §) der Kurven bzw. Flachen konnen alle Restriktionen beseitigt werden. Es

ergibt sich dann das dquivalente N 4 p bzw. (2N + p)-parametrische Problem [623]

Z ||l2; — x(t;:6)]|2 = Ming,, t; €Ryi=1,...,N fiir Kurven (5.37)
t; € R%4=1,..., N fiir Flichen
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wobei die Funktion xz(.;.) sicherstellt, dass alle Punkte x(¢;;0) auf der Kurve liegen. Vie-
le gebrauchliche Kurven, die z.B. als stationidre Losungen partieller Differenzialgleichun-
gen auftreten oder aus Anwendungen heraus folgen, besitzen eine parametrische Darstel-
lung. Stellvertretend sind in Tabelle 5.3 einige aufgefiihrt, wobei auf Einschrinkungen wie
r > 0 fur den Radius usw. verzichtet wurde. Weitere Kurven wie Spiralen, Schraubenlinien,
Evolventen, Rollkurven (Zykloide, Strophoide, Kardioide, Astroide), Pascalsche Schnecke,
Lissajous-Figuren finden sich in [216], [101] oder anderen Nachschlagewerken. Die parame-
trischen Darstellungen sind dabei nicht eindeutig. So kann z.B. ¢ durch 2¢ ersetzt werden.
Auch konnen statt der hier vorwiegend aufgefiihrten polarparametrischen Darstellungen sol-
che iiber gebrochenrationale Funktionen verwendet werden. Die Darstellungsart hat dabei
Einfluss auf die Komplexitdt des Giitegebirges. Der Vorteil der Formen in Tabelle 5.3 ist,
dass z(t;0) = A(t)0 linear in 0 ist, was ggf. algorithmisch ausgenutzt werden kann. Um
Segmente von Kurven bzw. Fliachen zu beschreiben, muss der freie Parametervektor ¢ nur
eingeschrinkt werden.

Die orthogonale Distanzregression kann auch zur Identifikation linearer dynamischer Sy-
steme verwendet werden, wenn Messungen oder Schatzungen von Frequenzgangpunkten G;
an verallgemeinerten Frequenzpunkten ; vorliegen [612]. Q; steht dabei fiir jw; bei zeit-
kontinuierlichen Systemen, exp(—jw;T4) bei zeitdiskreten, tanh(jw;7) (Richardson-Bereich)

fiir Mikrowellensysteme [535] oder v/jw; fiir Diffusionsphéanomene. Das Giitekriterium lautet

dann
N m Qk 2
MG — L’“g ZMin  a=((ap) €R™ b= ((b)) € R™ Q) frei.  (5.38)
i=1 Do kY

Eine zusétzliche Restriktion an die a;, b;, z. B. a; = 1 oder ||(ag, - - ., a,)||]2 = 1, wird benétigt,

um Identifizierbarkeit zu garantieren, vgl. Abschn. 4.3. Der Unterschied zum Ausgangsfeh-
lerzugang mit komplexwertigem Ausgang besteht darin, dass hier die N Frequenzen §2; so
variiert werden konnen, dass stets der kiirzeste Abstand des Messpunkts zur Ortskurve in
die Zielfunktion eingeht; beim Ausgangsfehlerzugang sind die €2; fest. Letzterer wird bei
fehlerfreier Frequenzeinstellung bevorzugt.
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Kurve/Flache | parametrische Beschreibung
Linie in R" z(t) =a+thyb#0,,tcR
a Stutzvektor, b Richtungsvektor
k-dim. Ebene | z(t) = a + Qt; Q € RP** t ¢ R*
: fz@t) ] _[1 0 cost ]| ™0
Kreis I ’y(t) ] == | 0 1 sint :| |: Yo
(0] N
; z(t) | _ |1 0 cost O Yo
Ellipse y(t) ] L0 1 0 sint } r
s
(0]
z(t) ] _[1 0 cosht 0 Yo
Hyperbel y(t) |~ 1 0 sinh ¢ } r
s
() ] w0
z(t) ] _[1 0 ¢t O Yo
Parabel W= lo1 0 e } ]
s

[ 2(¢, 1) 1 0 0 sintcose Lo T
Kugel y(0,v) } = {0 1 0 sintysing [0, b0, 20]

L 2(¢,%) 0 01 cos Y r

[x(p, ) 1 0 0 sintcose 0 0 T
achsparalleler | [y(o, 1/)):| = [ 010 0 singsing 0 [Io’yovon}
Ellipsoid [2(0, ) 001 0 0 cosy [p.q.7]

[ z(o,t) 1 0 0 sing O T
achsparalleler y(o,t) } = [ 010 cosg 0 [Ioayola :ZFO]
Kreiszylinder | L (¢, 1) 601 0 ¢ [r, 1]

[ z(p, ) 1 0 0 sing T
achsparalleler y(o, 1) } = { 01 0 coso (-760711()‘,70)
Kreiskegel L 2(¢,%) 0 0 1 tanvy T

[ 2(¢,¢) 1 0 0 1 costcoso T
achsparalleler y(b, ) } = { 01 0 1 costsind [Imyo,io]
TOI'US L Z(¢7 w) 0 0 1 0 sin ’QZJ [T7 Q]

Tabelle 5.3: Parametrische Darstellungen spezieller Kurven und Flachen [623], [11]
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5.3 Elimination mittels scharfer Ungleichungen

In diesem Abschnitt wird eine Technik vorgestellt, die fiir MinMax-, MaxMin-, MinMin-
und MaxMax-Probleme mit separablen zuldssigen Mengen die Eigenschaften scharfer Un-
gleichungen® zur Elimination nutzt. Dabei werden nicht nur Restriktionen eliminiert, sondern

es wird auch die innere Optimierung selbst geldst. Den Ausgangspunkt bildet
f(z,y) < g(x) sei Vo € X eine scharfe Ungleichung = max flz,y) =g(x). (5.39)
y

Eine Anwendung der Technik soll am Beispiel der robusten LS (RLS) gezeigt werden, s.
Formulierung (5.40). Die RLS liefert dabei die LS-Loésung!® unter den ungiinstigsten zulés-
sigen Storungen. Der Zusatz ,robust® erklart sich aufler an der Formulierung auch durch
eine Senkung der Empfindlichkeit der LS-Losung. Plausibel wird das, durch den in (5.41)
auftretenden Term r4||z||2, der als Regularisierungsterm aufgefasst werden kann und der
einen Kompromiss zwischen Fehlerausgleich und Lénge des Parametervektors erzeugt. An
dieser Stelle soll aber nicht die RLS ndher betrachtet werden, sondern vielmehr deren Um-

formulierung in eine vereinfachte Problemstellung beispielhaft gezeigt werden.

Satz 5.2 (Alternative Formulierung der Robusten LS, [123])
Das robuste LS-Problem

e (I(A+ad)z = b+ ab)ll; ZMin 2 €RMAER™™ beR™ m>n  (5.40)
FSTA
[|Abl[2<ry,

mit den Fehlerschranken r4 und ry, ist dquivalent zu
[|Az — bl|a + ral|lx||2 + 7 L Min z€R%AeR™™ beR" m>n. (5.41)

Beispiel 5.23 (Umformulierung der Robusten LS)
Mit der Dreiecksungleichung (scharfe Ungleichung) und der Normvertraglichkeit folgt

max A4+ aA)z — (b+ ab)lls <  max Az — blly + ||[aAllg - |z||2 + ||ad
e A+ A = (sl S {114z = bll+ 13 Al el + [}
[|Ab][2<T [|Ab][2<Tp

= [[Az = bl|2 + rallz|lz + 7.

Es bleibt zu zeigen, fiir welche Werte die obere Schranke angenommen wird. Dies sind

(Az —b) a7
AAgpy = . r
T Az —ollp lzfl ?
b Az —b
opt — ||AT—b||2 Ty,

9 Eine scharfe Ungleichung ist eine Ungleichung, die durch keine andere Ungleichung verbessert werden kann.
So ist 0 < 22 scharf, wihrend —1 < 22 nicht scharf ist. Auch 0 < e® ist scharf, denn weder 3¢ > 0: ¢ < e®
noch 0 < e” sind mogliche Verbesserungen.

10Die Einordnung zu den LS-Problemen statt zu den TLS-Problemen, wie die Struktur vermuten lieBe, riihrt

auch daher, dass fiir 74 = 0 und 7, = 0 ein Standard-LS-Problem entsteht.
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da wegen der Kollinearitat von Az — b, aA,px und —abgy gilt:

(A + adop)z = (b + abop)[|2 = [[(Az =) + Adopiar — Abopi|2
= [[Az = bl|2 + [[aAopi|l2 + [|abopi |2
= [[Az = bl|z +rallz]ls + 7.

Die in Umformungen ebenfalls gern verwendete Beziehung

xy f@) =rllf@)l:  zyeR" (5.42)

[lylla<r

beruht auf der Cauchy-Schwarz-Ungleichung — einer scharfen Ungleichung —

[{w, )| < [lulfc.)

[v]] (., u,v € H(R); (=) gdw. u=yvVu=0yVuv=0y (543)

mit dem Spezialfall (u,v) =: y* f(z), ||ull.,y =: ||f(2)|]2 und [[v]],) =: ||y|]2. Die Niitz-
lichkeit von (5.42) belegt eine alternative Herleitung der RLS-Reformulierung [624]. In [624]
wird die RLS zudem dahingehend erweitert, dass statt des Paares ,euklidische Norm und
Frobenius-Norm*“ entsprechende Paare ,separable Matrixnorm, passfihige Vektornorm“!!
(,,City-Block-Norm, Spaltensummennorm®, ,,Chebyshev-Norm, Zeilensummennorm*, ,eukli-
dische Norm, Spektralnorm®,  Holder-Matrixnorm, Holder-Norm*) verwendet werden. Der-
artige Probleme werden Robuste-kleinste-Norm-Probleme (RLN) genannt und u. a. zur Da-
tenanpassung eingesetzt. Deren Herleitung und Umformung erfolgt analog zum RLS-Problem

ebenso wie die eines artverwandten MinMin-Problems [124].

5.4 Penalty-Verfahren

Eine gern genutzte Technik, um Restriktionen aus dem Optimierungsproblem zu entfernen,
stellt das Penalty-Verfahren dar. Fiir die Restriktionen werden dabei Strafterme formuliert,
die zur eigentlichen Zielfunktion hinzuaddiert werden. Durch ein permanentes Vergrofern
der Bestrafung wird ein immer besseres Einhalten der Restriktionen erreicht. Das entste-
hende freie Problem ermdglicht somit die Anwendung klassischer rekursiver und adaptiver

Verfahren der Identifikation bzw. Regelung fiir restringierte Probleme.

UEine Matrixnorm [|.||, in R™*™ heifit separabel, wenn es fiir Vektoren z € R™ und y € R" zwei Vektor-

normen ||.||o und ||.||s gibt, sodass

Ve eR™y eR": lzy"ll, = llyllallellF, [ley™lI7 = llzlIZ ylls-

Die Norm || X|[? ef n‘lax spur(Y7X) in R™*™ heifit duale Norm zu |||,
Y|, <1

¥1l,
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Definition 5.4 (Penalty-Verfahren, [71])

Das Penalty-Verfahren (Strafverfahren) transformiert ein restringiertes, 1sbares Problem
flx) =Minjz € F={z € R": g;(x) < 0;i = 1,....pihj(x) =0;7=1,...,m} (5.44)

mit stetigem f durch Hinzunahme eines stetigen Strafterms {(z) > 0 fir z ¢ F und I(z) =0
fiir x € F in eine Folge freier Probleme

z®) = min f(x) +~+Pi(z) 7 > 0 und y*+D > 48 (5.45)
TER™ e
p(ay(R))

deren Losung fiir v®) — oo gegen w,,, = argmin, . f () strebt. %) > 0 heifit dabei Penalty-
Parameter, p(x; y*)) Penalty-Funktion. Es ist gleichfalls iiblich, nicht p(z;v*)), sondern /()
als Penalty-Funktion zu bezeichnen.

Anmerkung 5.6 Ublicherweise wird mit einem groBen v(*) gestartet. Beim VergroBern der
+*) wird mindestens mit einem Verdoppeln gearbeitet. Der Iterationsabbruch erfolgt, wenn

die Restriktion eingehalten wird und sich die Losung nur marginal dndert.

Anmerkung 5.7 Eine sehr gebrauchliche Straffunktion ist

P m
Wz) = (max{0, gi(z))* +>_ |hi(z)|* mit o > 0. (5.46)
=1 =l T~
fiir g;(z)<0 fir hj;(x)=0

Sie ist fiir a = 1 nicht differenzierbar, wohl aber fiir a = 2.

Das Penalty-Verfahren wird durch den nachfolgenden Satz von Pietrzykowski gerechtfertigt.

Satz 5.3 (Konvergenz des Penalty-Verfahrens, [320])

Es sei f: R" — R eine stetige Funktion und . ein strenger lokaler Minimierer von (5.44)
und [ : R® — R eine stetige Straffunktion. Dann gibt es ein 4(¥) > 0, sodass fiir jedes
v >~ die Funktion f(x)+7I(x) einen lokalen Minimierer x(7) hat, der fiir 7 — oo gegen

Tloe konvergiert.

Ein spezielles Penalty-Verfahren ist das sog. WLSE-Grenzwertverfahren (weighted least
squares with equality constraints), das sich fir grofle, schwachbesetzte LSE-Probleme und
Online-Anwendungen eignet. Es nutzt fiir lineare Gleichungsrestriktionen einen quadrati-
schen Penalty-Term. Umgeschrieben stellt sich das Problem als eine um die Gleichungsre-
striktionen erweiterte LS dar, in der die erweiterten Gleichungen eine sehr hohe Zeilenwich-
tung erfahren:

rrsp = argmin{||Az — b||3 : Oz = d;C € RP*" A € R™*"} (5.47a)
i NACT *yd} 2
77151010 argmin [ A }x [ b L, (5.47b)
Y e d1|]?
= WIEEO argmin ‘ {A}x - {b} nen (5.47¢)
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Die Approximationsgenauigkeit der Losung, sprich der Abstand zum Originalproblem, lésst
sich durch die Wichtungsfaktoren steuern. Erfahrungsgeméf reichen in vielen praktischen
Problemen wenige Nachkommastellen, da die Ungenauigkeit der Losung ohnehin meist mehr

durch die Stérungen und Modellvernachlassigungen bestimmt wird.

Anmerkung 5.8 Die Idee der quasi unendlich grolen Wichtung kann auch auf andere
Problemstellungen iibertragen werden. So verhindert eine sehr grofie Spaltenwichtung in
TLS-Problemen, dass eine Korrektur in festen Spalten, d. h. in fiir den Fehlerausgleich nicht
zur Verfiigung stehenden Spalten, vorgenommen wird. Beim Geradenmodell 61u(:) +6y1 5 =
y(:) mit gestortem u(:), y(:)-Vektoren betrifft das die Einsspalte.

Dem Vorteil des Penalty-Verfahrens, ein freies Problem zu formulieren, steht als Nachteil v —
oo gegeniiber, was numerische Probleme infolge der Konditionsverschlechterung bewirkt,

siehe hierzu das nachfolgende Beispiel.

Beispiel 5.24 (Konditionierungsproblem beim Penalty-Verfahren)

Fiir 22 + 23 < Min;z, = 1 wird die Penalty-Funktion plr,y) = 22 + 22 + y(zy — 1)2
minimiert. Deren Losung oy (7) = (0, 77)" strebt gegen die Optimallosung = = [0, 1)". Da
die Eigenwerte \; = 2, Ay = 2(1+4 ) der Hesse-Matrix von p(z,~) dabei auseinander driften,

verschlechtert sich die Konditionierung des Problems zunehmend.

Obwohl die Konditionsverschlechterung den Penalty-Verfahren eigen ist, kénnen die damit
verbundenen Auswirkungen durch eine geschickte Formulierung abgemildert werden, wie die

Diskussionen im Beispiel 5.25 zeigt.

Beispiel 5.25 (Wichtungsmethode fiir das LSE-Problem)

Zur numerischen Loésung von (5.47b) fir festes, aber grofles v werden gewohnlich QR-
Algorithmen mit Spaltenpivotisierungen benutzt. Allerdings reicht dies im Allgemeinen nicht,
sodass formal auch Zeilenpivotisierungen vorzunehmen sind, da auch die Zeilennormen stark

differieren. In [407] wird gezeigt, dass die 4quivalenten Probleme
7C1. [vd }
)15
Ilcle= L.l
vCIT Lyd

in vollig unterschiedlicher numerischer Genauigkeit gelost werden. Die C-iiber-A-Variante
(5.48a) ist hierbei numerisch zu bevorzugen [79], [145]. Zudem wird v ~ ¢, % . e, [408],

mach * * * “mach

ZMin  y>1 (5.48a)
2

ZMin  y>1 (5.48b)
2

[146], [19] empfohlen, wobei die €mqen die Zahlenauflésung im Computerprogramm ist.
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Eine Konsequenz aus den beiden Beispielen zur Konditionsproblematik ist, der Wunsch nach
einem endlichen +, fiir das lokale Minimierer des Penalty-Problems und des restringierten

iibereinstimmen. Das fiihrt auf die folgende Definition.

Definition 5.5 (Exakte Penalty-Funktion)
Eine Penalty-Funktion heifit exakt, wenn fiir alle v > ~,;, die lokalen Minimierer der Penalty-

Funktion mit denen von (5.44) gleich sind.

Ist Ymin a priori bekannt oder kann es einfach berechnet werden, braucht nur eine einzige
Optimierung mit einem = > i, ausgefithrt werden. Im Fall eines unbekannten ~p,;, wird

die Iteration abgebrochen, wenn sich z® nicht mehr &ndert, was ab 4*) > ~,... der Fall ist.

Das Problem der exakten Penalty-Funktionen ist, dass sie in der Regel nicht differenzierbar
sind, da Differenzierbarkeit und Exaktheit nicht vereinbar sind [320]. Somit bleibt als Ausweg
der Einsatz zugeschnittener Algorithmen, die mit der Nichtdifferenzierbarkeit klarkommen
(Subgradienten- oder Schnittebenenverfahren) [213], die eine e-Glattung der Nichtdifferen-
zierbarkeitsstellen vornehmen oder die die Nichtdifferenzierbarkeit mit dem Argument einer
Lebesgue-MaB-Null-Menge ignorieren (ggf. Abfangen per Fallunterscheidung). Fur bestimm-
te Problemklassen empfiehlt sich dariiber hinaus der Einsatz modifizierter, differenzierbarer
exakter Penalty-Verfahren auf der Basis erweiterter Lagrange-Funktionen [320], [71], aller-
dings geschieht dies zum Preis zusétzlicher Lagrange-Parameter. Abschliefend soll eine An-

wendung fiir ein exaktes Penalty-Verfahren vorgestellt werden.

Beispiel 5.26 (Optimalsteuerung fiir zeitdiskretes Problem)

Es sei {[k + 1] = A.£[k] + byu[k] vom Zustand &[0] = & in £[N] = &y zu tberfithren. Durch
E[N] = ANE0] + AV oul0] + ... + Abu[N — 2] + bu[N — 1] wird die Nebenbedingung
beschrieben, kurz A = [b,, A,b,, ..., AN7'b,], b = &y — AN&, v = [u[N —1],...,u[0]]" mit

Az = b. Das Optimierungsproblem — ein sog. Minimum-Norm-Problem — lautet dann

|||, = Min; Az = b,

wobei x und damit {u[k]}2-' bzgl. Durchsatz'? deren Summe im Falle eines Massestro-

mes (1-Norm), Energie (2-Norm) oder Amplitude (co-Norm) minimiert wird. Das exakte
Penalty-Problem hierzu ist ||z||, + 7v||Az — b||, = Min, wobei Jui, von p, ¢ und A abhingt.
Den Beweis und eine einfache Abschitzung fiir ry, mittels Apin(ATA) gibt [304], wo die

Nichtdifferenzierbarkeit mit dem Maf-Null-Argument algorithmisch ignoriert wird.

12Die Bezeichnungen ,,Durchsatz* und ,Energie“ leiten sich aus speziellen physikalischen Stellgréfen ab und
werden als Verallgemeinerungen angesehen. So kennzeichnet die Summe positiver Stellwerte u[k] eines
Volumen- bzw. Massestroms den Durchsatz, wihrend die Spannungs- oder Stromquadrate iiber einem

Widerstand zur Leistung proportional sind und deren Integral/Summe folglich eine Energie verkorpert.



Kapitel 6
Erweiterungsmethoden

Das Gegenstiick zu den Reduktionsmethoden aus Kapitel 5 sind die Erweiterungsmethoden,
bei denen durch Erhéhen der Anzahl der Parameter und/oder der Restriktionen Vereinfa-
chungen des Problems erreicht werden. Auch hierbei wird wieder eine Losungsaquivalenz im
weiteren Sinn gefordert, d. h. aus den Losungen des erweiterten Problems miissen sich die des
Originalproblems ndherungsfrei ableiten lassen. Obwohl eine Erhohung der Parameteranzahl
zunéchst paradox erscheint, kann sie entscheidende Vorteile bringen, wenn sich dadurch die
Topologie des Giitegebirges vereinfacht oder gar eine geschlossene Losung des Problems maog-
lich wird. Die Vorgehensweisen, mit denen die Vereinfachungen erreicht werden, sind dabei
vielfaltig.

Bei der Pseudodimensionalitatserhohung in Abschnitt 6.1 werden zusétzliche Restriktionen
in Kauf genommen, um etwa topologische Vorteile oder eine einfachere Funktionenklasse zu
erhalten. Der Zugang ahnelt sehr parametertransformationsbasierten Zugéangen, nur das hier

keine Bijektion genutzt wird, sondern der neue Parameterraum gréBer ist.

Ebenfalls durch zusétzliche Restriktionen sollen bei der Splitting-Methode in Abschnitt 6.2
die Vereinfachungen erreicht werden. Dabei wird eine Variable, die in der Zielfunktion in
einer zu hohen Potenz auftritt, in zwei Variablen aufgeteilt, die alsdann zusétzlich durch
eine Gleichheitsrestriktion wieder aneinander gekoppelt werden. Das Problem wird also hin-

sichtlich des Potenzgrads vereinfacht, der sich durch die Umformung halbiert.

Die Schlupfvariablenmethode in Abschnitt 6.3 gehoért zum Standardrepertoire der linearen
Optimierung. Sie iberfithrt Ungleichungs- und Ungleichheitsrestriktionen in Gleichungen
unter Hinzunahme einer neuen Variablen, die einer sehr einfachen Restriktion gentigt. Die
Gleichungen koénnen danach eventuell zur Reduktion herangezogen werden, sodass schlus-
sendlich ein Problem mit einfacheren Restriktionen an die neuen Variablen verbleibt. Er-
weiterungen auf Optimierungsprobleme mit nichtlinearen Ungleichungsrestriktionen sind in
direkter Weise moglich [71].

233
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In Abschnitt 6.4 werden Variablen auf eine spezielle Weise dargestellt, um Betragsfunk-
tionen, paarweise Minimum- und Maximumsfunktionen in der Zielfunktion und/oder den

Restriktionen zu beseitigen.

Die Epigraph-Methode in Abschnitt 6.5 stellt eine in der konvexen Optimierung beliebte
Vorgehensweise dar. Das Ziel dabei ist die Umformung in eine lineare Zielfunktion zum Preis

einer zusétzlichen Variablen und einer zusétzlichen Ungleichungsrestriktion.

Die Methode der Lagrange-Multiplikatoren zéhlt zu den am haufigsten verwendeten Metho-
den zur Losung restringierter Probleme. Sie ist weitgehend bekannt, sodass in Abschnitt 6.6

primér matrixvariate Funktionen betrachtet werden.

Der letzte Abschnitt dieses Kapitels widmet sich den Rangrestriktionen. Diese sind schwierig
zu behandeln, da der Rang nur natiirliche Zahlen annimmt, weshalb sich ableitungsbasierte
Zugénge verbieten. Durch Faktorisierungen konnen die Rangrestriktionen aber strukturell
eingehalten und damit eliminiert werden, allerdings zum Preis einer erhohten Parameteran-
zahl.

6.1 Pseudodimensionalitatserh6hung

Hierbei handelt es sich um eine Erweiterungsmethode, die den Parameterraum © C R? in
einen Parameterraum © C RPH, [ > 1 transformiert, der in einen hoherdimensionalen eukli-
dischen Raum eingebettet ist. Der Raum O fiillt, bedingt durch zusitzliche Restriktionen,
den hoherdimensionalen Raum nicht aus. Es handelt sich also nur um eine scheinbare Dimen-
sionserhéhung. Fiir den Fall, dass © = R? und © eine Mannigfaltigkeit ist, gilt dim© = p.
Als ein einfaches Beispiel sei die Riemannsche Zahlenkugel genannt, deren Sphére als zweidi-
mensionale Mannigfaltigkeit im R? jedem Punkt der (z,y)-Ebene eindeutig einen Punkt auf
der Sphire zuordnet. Weitere Beispiele sind die Hesse-Normalform fiir Ebenen in R? oder
die implizite Geradendarstellung in R?, z. B. ax + by — ¢ = 0, a®> + b*> = 1 genannt. Letztere
ermoglicht im Gegensatz zur expliziten Geradengleichung y = max + n senkrechte Geraden
wie ¥ = 5 zu erfassen. Ebenso 16st die Erweiterung zu Eigenpaaren (, ) mit o? + 32 = 1
die Nulldivisions- bzw. Unendlichproblematik in verallgemeinerten Eigenwertproblemen. Ein
Klassiker in der Photogrammetrie [556], der Bildverarbeitung, Robotik [305] und anderen
Wissenschaften ist die Quaternionendarstellung fiir Drehungen im R3.

Beispiel 6.1 (Quaternionen zur Rotationsmatrixdarstellung)
Bei 3D-Lokalisierungsproblemen sind ein Positionsvektor x und die Verdrehung um den

Kurswinkel x, Neigungswinkel ¢ und Rollwinkel ¢ zu bestimmen. Die Verdrehung lésst sich
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dann als Matrix formulieren
COS Y Cos® —sinycos¢g — cosysinysing  sin ysin¢ — cos x sin i cos ¢
A= sinycos®y cosycosd —sinysinysing — cosysin¢ — siny sin 1 cos ¢
sin ¢ cos 1 sin ¢ cOS 1) cos ¢
Eine direkte Optimierung iiber die Winkel ist aber wegen der komplizierten Struktur von A

nicht angebracht. Gleichermafien kann die Matrix tiber Einheitsquaternionen ¢ = qo + ¢11 +

@] + gsk parametrisiert werden zu [556]

G+a—aG—a  2(a1q2 — qogs) 2(q193 + qoq2)
A= | 2qe+wn) @-d+6 -G 26— wn) G5 +qi + g5+ g5 =1.
2(q193 — qog2) 2(qeqs + q001) 96— 4t — @ + 6
In den neuen Parametern sind die Matrixelemente algebraische Funktionen, ja sogar nur
quadratische Polynome ebenso wie die zusétzliche Restriktion. Beim partiellen Ableiten von
linearen Zielfunktionen in A nach den ¢; entstehen folglich lineare Terme in den ¢; mit
Ausnahme jener Terme Ag;, die von einem Lagrange-Ansatz fiir die Restriktion herrtihren.
Kurzum das Lokalisierungsproblem lésst sich nach einigen Umformungen auf ein Eigenwert-

problem zuriickfithren, wobei fir Details auf [252] verwiesen sei.

6.2 Splitting-Methode

Die Spitting-Methode nutzt die Idee, eine in einem Problem mehrfach auftretende unab-
héngige Variable in mehrere unabhéngige Variable aufzuteilen, diese aber gleichzeitig wieder
iiber Gleichheitsrestriktionen zu koppeln. Sie ist somit eine Erweiterungsmethode, da die
Zahl der Variablen und Restriktionen zunimmt. Mit der Splitting-Methode lassen sich bei-
spielsweise polynomiale LS-Probleme in multilineare LS-Probleme umformen. Anwendung
findet sie besonders in der Datenanalyse [349], in der unter anderem die simultane Haupt-

komponentenanalyse zum Erkennen von Zusammenhédngen zwischen Messdaten dient.

Beispiel 6.2 (Splitting bei der simultanen Hauptkomponentenanalyse)

Aus Optimierungssicht erfordert die simultane Hauptkomponentenanalyse die Lésung von
P
S |A, - XTBX||2 = Min X € R™™ Ay € S,, By € Sppym < 1, (6.1)
k=1
was aquivalent ist zu

P
S A= XTBY |2 £ Min - X, Y €eRV": X = Y; 4, €S, By € Spm <. (6.2)
k=1

Die Zahl der Restriktionen hat sich um m - n erhoht, dafiir ist aber das Problem quadratisch
in X und Y, wihrend (6.1) ein Polynom vierten Grads in X darstellt.
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Eine Moglichkeit die Restriktion algorithmisch zu sichern, besteht in der Verwendung eines
Penalty-Terms §||Y — X||%; o > 0, der Abweichungen von X zu Y bestraft. Fiir den ALS-
Algorithmus (s. Abschn. 8.2.3: Im Wechsel wird eine LS fiir X bei fixem Y und eine fiir Y
bei fixem X geldst.), ergibt sich dann!

p -1 p
X4 = ( S BIY,;Y By + aIm> ( S BIY, A, + an> Xo,Yo # Opn (6.30)
k=1 k=1
'4 —1 P
Yo = ( S BIX; X By + a[m> < STBIX, Ay + anH). (6.3b)
k=1 k=1

Die Konvergenz kann zwar unter Umstédnden langsam sein; dafiir geht die Herleitung und

programmtechnische Implementierung schnell.

Eine Erweiterung erfihrt die Splitting-Methode, wenn nicht X, sondern eine Funktion von

X durch Y ersetzt wird, beispielsweise X ! =: Y. Aus einem freien Problem wird {iber

spur(AX — B)T(A— BX™) £ Min X € R**" (6.4a)
= spur(AX — B)T(A - BY) < Min X, Y eR": XY =1, (6.4b)

ein restringiertes, das tiber einen Penalty-Term per ALS-Algorithmus gelost werden kann.

Als eine Anwendung fiir (6.4a) sei das symmetrische, positiv definite Schatzproblem aus der
Robotik (Massenmatrix, Steifheitsmatrix) [128] genannt, bei dem zusétzlich X € S; ge-
fordert wird. Gegeniiber einer Formulierung als symmetrisches, positiv definites Prokrustes-
Problem, in das nur die Fehlermatrix AX — B fiir die Pradiktion von B aus den Daten A
eingeht, beriicksichtigt (6.4a) auch den Fehler A — BX ™! bei Umkehrung (Pridiktion von
A aus Daten B). Das Kriterium ist somit bei Fehlern in beiden Datenmatrizen besser geeig-
net. In [128] zeigt sich ein weiterer Vorteil der zusétzlichen Restriktion. Bei der Bearbeitung
mittels der Lagrange-Methode fiir XY = I, und X € S; entstehen namlich einfachere Aus-
driicke, als wenn (6.4a) mit der Definitheitsforderung benutzt wird, da die Anwendung der
Kettenregel auf X! entfillt.

Eine weitere Erweiterung erfahrt die Splitting-Methode, wenn sie mehrfach angewandt wird.
So lasst sich jede univariate Polynomungleichung in ein System quadratischer Ungleichungen
iiberfithren, wie Beispiel 6.3 zeigt. Das System quadratischer Ungleichungen kann wiederum
herangezogen werden, um die konvexe Hiille der Losungen oder eine Relaxation oder LMI-

Umformulierungen zu generieren.

Beispiel 6.3 (Splitting eines Polynoms in quadratische Terme)

Aus 22z323 <7 wird z5 = 1172, 15 = XT3, Ty = TyTe, Ty = T2, TeTy < 7.

1 Statt iiber die angegebenen expliziten Formeln vom Typ X = M ~!'C kann X iiber das Gleichungssystem

MX = C numerisch effizienter berechnet werden (aufwendige Matrixinversion entfallt).
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Anmerkung 6.1 Die Splitting-Idee muss nicht direkt in einen Algorithmus miinden, son-

dern kann auch bei Problemumformungen helfen. So dient die Aquivalenz
fi(z) = fa(z) Mz e FNF < fi(z) = fa(y) < Min; z = y;x € Fi,y € Fo (6.5)

zur der Herleitung der Fenchel-Dualitat? [71].

6.3 Schlupfvariablenmethode

Die Schlupfvariablenmethode ist eine Erweiterungsmethode, die Ungleichungsrestriktionen
durch Einfiihren zusétzlicher Variablen y;, genannt Schlupfvariablen, in Gleichungsrestrik-

tionen wandelt. Umformungen sind

gi(x) <0;ie{l,....p} = g@)+y=0,y>0 (6.6a)
gi(z) >0 = —g@)+y=0,4>0 (6.6b)
gi(z) # 0 = gi(r)-yi=1ly, €R (6.6¢)
gi(r) <0 = g@)+v1=0,%1>0,0(2) vi2=1y2€R  (6.6d)

Alternativ kann die strenge Ungleichung (6.6d) durch g;(z) < &; mit hinreichend kleinen,
festen, frei wiahlbaren ¢; zu einer nichtstrengen Ungleichung gemacht werden. Somit ist dann
nur eine Schlupfvariable zur Umformung der Ungleichung erforderlich. Dariiber hinaus kon-
nen bei strengen linearen Ungleichungen Alternativsitze (von Farkas, Carver, Gale, Stiemke,
Gordan, Motzkin [159], [213]) verwendet werden, um die Probleme in nichtstrenge zu tiber-
fithren. Sollte y > 0 als storende Restriktion empfunden werden, dann schafft die Substitution

y =: 2% Abhilfe. Zwei Beispiele zeigen die Anwendung der Methode.

Beispiel 6.4 (Umformung des monotonen nichtnegativen Kegels)

Durch {z e R" : 0 < 21 < 29 < ... < z,} wird der sog. monotone nichtnegative Kegel
definiert. Diese Restriktion tritt unter anderem bei der optimalen Versuchsplanung von Zeit-
oder Ortsmesspunkten oder der Festlegung variabler Stiitzstellen (Knoten) bei der Interpo-

lation auf. Das Anwenden der Schlupfvariablenmethode liefert hier

1
T L1 . n
— C Sl oy >0, kurz x = Ay y € Rg (6.7)
S 100
Ty Yn
1 ... 1 1

2 Die Fenchel-Dualitit besagt im eindimensionalen Fall, dass der minimale senkrechte Abstand zwischen
einer konvexen und konkaven Funktion gleich dem maximalen Abstand zweier paralleler Tangenten an
diese Funktionen ist. Mittels Fenchel-Dualitdt kénnen also Minimierungsaufgaben in unter Umstédnden

einfachere Maximierungsaufgaben umformuliert werden.
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Wird anschlieend in der Zielfunktion und den Gleichungsrestriktionen z durch Ay ersetzt,
vereinfacht sich das Problem auf die einfacher zu behandelnde Orthant-Restriktion® y € RY.

Beispiel 6.5 (Schlupfvariable bei nichtlinearer Restriktion)
Die Zielfunktion f(z) = (23 + 23)'/? enthélt die implizite Restriktion 2% + 23 > 0, welche

sich mit der Schlupfvariablen z3 in 23 = 23 + 23 und x5 > 0 {iberfiihren ldsst.

6.4 Variablenzerlegung

In diesem Abschnitt werden Variablenzerlegungen vorgestellt, mit denen sich Betrige von
Variablen aus der Zielfunktion oder den Nebenbedingungen beseitigen lassen. Auf diese Weise

konnen auch die Schwierigkeiten beim Ableiten von Betragsfunktionen vermieden werden.

Jede reelle Zahl kann als Differenz zweier nichtnegativer Zahlen geschrieben werden, deren
Summe ihr Betrag ist. Diese Darstellung lésst sich zum Beseitigen von Betragsfunktionen

nutzen. Sie beruht auf folgenden Beziehungen

|z] = max{z, —z} = max{0, 2} + max{0, —x} (6.8a)
x = max{0,z} — max{0, —z}. (6.8b)
Die Idee ist es nun, z durch zwei komplementére nichtnegative Variablen y := max{0,z}

und z := max{0, —z} darzustellen, bei der die eine die positiven bzw. negativen = Werte

beschreibt, wihrend die andere Null ist. Dies fithrt auf

|z =y + = (6.9a)
rT=y—=z (6.9b)
y,z22>0 (6.9¢)
(y-z=0 Komplementaritidtsbedingung). (6.9d)

Kompliziertere Terme wie |1 + 222| lassen sich tiber den Zwischenschritt w = x1 4+ 229 und
anschlieBende Substitution von |w| entfernen. Die nichtlineare Komplementaritatsbedingung
stort und wird deshalb weggelassen. Meist bleibt dies ohne Konsequenzen, denn wenn sowohl
|z| als auch x substituiert werden, geniigen yopy und z,p ohnehin der dann redundanten
Bedingung. Falls nicht, erzeugt

Jopt = Yopt — MIN{Yopt, Zopt} UNA  Zopt = Zopt — MIN{Yopt, Zopt } (6.10)

3 Der nichtnegative Orthant in R stellt die Verallgemeinerung des ersten Quadranten (nichtnegativer Qua-
drant) der Ebene dar.
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eine zuldssige Losung mit der Komplementarititseigenschaft. Ein solcher Fall entsteht bei-
spielsweise, wenn nur |z| durch y + 2z ersetzt wird, und  im Problem nicht auftritt. Mit
der Ersetzung wird das Problem dann beziiglich y, z mehrdeutig, wodurch die Komplemen-
taritdtsbedingung verletzt werden kann. In diesen Féllen empfiehlt sich die Substitution
|z| =: y,y > 0, bei der der Parameterraum nicht vergrofiert wird.

Das nachfolgende Beispiel zeigt, wie mit der beschriebenen Technik aus einem nichtlinearen,

nicht-differenzierbaren Problem ein LP-Problem wird.
Beispiel 6.6 (Beseitigen von Betrigen)

|x1+2|+|m2\éMin T+ T2 >3, —x + || > 7
|w|+|xg\éMin T+ a9>3, —x+ |2 > T +2=w

y1+21+y2+22£MiH Ti+Yo—2023, —T1+ypt+2>27, nn+2=y—2
Y1,Y2, 21, %2 20

Y1+ 21 +y2+22;Min =21ty — 2205~y +2+y+ 22>y, 21,22 >0

Fir dieses Problem ergibt sich (y1, 21, y2, 22, w, T1, T2)opt = (0,0, 5,0,0, —2,5).

In Beispiel 6.7 wird gezeigt, wie durch eine einfache Umformung auch paarweise Minimum-
und Maximumfunktionen eliminiert werden kénnen. Zum Preis zusétzlicher Variablen wer-
den so wiederum die Ableitungsschwierigkeiten bzw. die erforderlichen Fallunterscheidungen

vermieden.

Beispiel 6.7 (Beseitigen paarweiser Minimum- und Maximumfunktionen)

Dies kann durch Beseitigen der Betrdge in nachstehender Darstellung erfolgen

f(z,y) = min{z,y} =z +y - w (6.11a)

flz,y) =max{z,y}=x+y+ |x;y\ (6.11D)

6.5 Epigraph-Methode

Fiir jedes Problem gilt beziiglich des Giitewerts und des Vektors z € R™ die Aquivalenz

f(x) = Min g(z) <0, & Tyt = Min f(@) =zpm (6.12)
h(z) =0y, g(z) <0,
h(z) = 0,,.

Der Giitewert und die Optimierer dndern sich nicht, wenn f(z) = xn41 durch f(z) < 2,41

ersetzt wird. Die Ungleichung muss im Minimum nédmlich immer mit Gleichheit gelten, denn
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sonst kénnte x,,; weiter verringert werden, wére also nicht das Minimum. Die Ungleichungs-
restriktion hat gegentiber der Gleichungsrestriktion den Vorteil, dass bei konvexem f durch
f(z) < xpy1 eine konvexe Restriktion formuliert wird. Auf diese Weise wird die sogenannte

Epigraph-Form? fiir konvexe Probleme erzeugt

Tppr =Min  f(2) = 2,41 <0 (6.13)
9(1’) <0,
Ax =b,

die sich durch eine spezielle lineare Zielfunktion und konvexe Restriktionen auszeichnet. Uber
die Epigraph-Form lassen sich beispielsweise sehr elegant nicht-differenzierbare Funktionen

wie die Maximum-Funktion

max fi(z) “Min 2€FCR" & z,,=Mn z€FxRCR™: (6.14)

1<i<m .
filtin) < Tpii=1,...,m
oder die Betragsfunktion beseitigen

|f(z) =Min ze€FCR® & z,4=Mn zeFxRCR":; (6.15)

_-%'n+1 S f(rln) S xn+1-

Zwei typische Anwendungen fir die Epigraph-Methode sind Umformungen, die die /;- und

die [-Approximation betreffen.

Beispiel 6.8 (/;-Approximation)

Bei der [;-Approximation wird nicht iiber die Summe der Quadrate, sondern iiber die Summe
der Betrage der Residuen minimiert. Die Summe der Betréige ist geometrisch anschaulicher
als die Summe der Quadrate. Unter statistischem Blickwinkel weist der resultierende Schétzer
eine grofere Robustheit auf, da eine grofie Abweichung nicht im Quadrat, sondern nur im

Betrag eingeht. Die Umformung geschieht dabei wie folgt.

Az — by =Min 2 €R" A€ R™" hecR™
I

m

aquivalent: > lalz — bl < Min A=Tay, ..., an)"
i=1
(6.15) anwenden: Zyi < Min —yi<alz—b<ysi=1,...,m
i=1
. . . 0, g oo A -1, T b
in Ungleichungsform: [ 1 y | = Min [ A - y < [ b }

4 Der Epigraph einer Funktion ist definiert als epif def {(z,t) : z € domf, f(x) < t}, kurzum als die Menge
aller Punkte, die oberhalb und auf dem Graphen von f liegen.
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Beispiel 6.9 (I..-Approximation, Chebyshev-Approximation)

Die Formulierung einer Minimax-Aufgabe tiber ein [, -Approximation wird unter anderem
zur Kennlinienapproximation eingesetzt. Dadurch wird gesichert, dass die grofite Abweichung
in einem Bereich oder fiir Daten minimal ist. Das Minimum gibt dann die maximale absolute
Abweichung an. Der Autor nutzte die [-Approximation im Rahmen einer hochgenauen

Kompensationslinearisierung fiir Thermoelemente. Die Umformung geschieht wie folgt.

|Az = bl|oe = Min 2z €R™AcR™" hecR™

aquivalent: max laT2 — by < Min A=lay,... an)"

(6.14) anwenden: Tl < Min lal 21 — bi| S Tpyi=1,...,m
3 3 . On r T1:n L i A 71m T1:n b

in Ungleichungsform: [ 1 } P Min [ A -1 } e < b |

Ahnlich wie die I;-Approximationen lassen sich auch die sog. Summe-von-Normen-Probleme

k
Scil|Aiw —b|| = Min 2 € R"; A, € R™*" b e R™ (6.16)

i=1

umformulieren. Sie sind dquivalent zu

Y1
{cl ck} : < Min |Aiz —bi|| <wyisi=1,...,k (6.17)

Yk
Fir die l5-Norm ergibt sich also ein SOCP-Problem, fiir die I;- bzw. [,.-Norm folgen LP-
Probleme. Anwendung findet die Formulierung (6.16) im sog. Weber-Problem (Fermat-
Weber-Problem, Steiner-Weber-Problem, Standortproblem) [71].

Beispiel 6.10 (Weber-Problem, metrischer Mittelwert)

Eine Anwendung von (6.16) ist das Weber-Problem mit A; = I, bei dem die ¢; Kréfte
an den Hebelarmen ||z — b;||2 sind und z,p, der Drehmomentenschwerpunkt ist. Sind alle ¢;
gleich, dann ist 2,p der Punkt, fiir den die Summe der Distanzen zu den Punkten b; minimal
wird, kurzum der metrische Mittelwert in der lo-Metrik. Im Gegensatz zum algebraischen
Mittelwert z = %Zle b = argmin % ||z — b;|3, also der LS-Losung, existiert fiir den
metrischen Mittelwert keine explizite Losung. Das Gleiche gilt fiir das Weber-Problem. Der
Weber-Punkt . ist aber fiir ¢; > 0 eindeutig bestimmt (Konvexitét, Koerzivitét).

Anmerkung 6.2 Sind g¢;(z) < 0 konvexe Restriktionen tiber einer konvexen Menge, dann

priift das konvexe Optimierungsproblem
yéMin z€Cg(x)<y;i=1,...,p

die Ungleichungen auf Konsistenz. Die liegt vor, wenn yopy < 0 ist. Im Fall y,, = 0 gibt es

singuldre Ungleichungen.
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6.6 Methode der Lagrange-Multiplikatoren

Die Idee der Methode der Lagrange-Multiplikatoren besteht darin, die Restriktionen in die
Zielfunktion iber zusétzliche Variablen aufzunehmen und danach fir die so entstehende
Lagrange-Funktion die stationdren Punkten (Punkte, in denen die Ableitung Null ist) zu
bestimmen. Unter ihnen befinden sich unter bestimmten Voraussetzungen die lokalen Op-
timierer des restringierten Originalproblems. Die Methode ist in ihrer Standardform dem
Ingenieur gut bekannt, weshalb hier zusétzlich auf spezielle Aspekte (Nichtdifferenzierbar-
keit, Differenzierbarkeit mit Einschrankungen an die Mengen, matrixvariate Funktionen)
eingegangen werden soll. Zunédchst werden im Abschnitt 6.6.1 wichtige Aussagen zum frei-
en Problem wiederholt und hinsichtlich der Abschwichung der Differenzierbarkeitsforderung
kurz diskutiert. Es schliefit sich in Abschnitt 6.6.2 eine Vorstellung und Bewertung aus-
gewahlter Matrixableitungskalkiile an. Diese werden bei der Anwendung der Methode der
Lagrange-Multiplikatoren auf matrixvariate Funktionen benétigt, um im Ergebnis des Ab-

leitens der Lagrange-Funktion gut handhabbare Matrixgleichungen zu erhalten.

Im Abschnitt 6.6.3 wird ein neues Matrixableitungskalkiil vorgestellt, der sich zur Losung so-
genannter quasifreie Probleme (Probleme mit speziellen Restriktionen, die wie freie Probleme
gelost werden kénnen) eignet. Dieses Kalkiil erweitert ein in Abschnitt 6.6.2 vorgestelltes Kal-
kil auf Matrizen mit nicht algebraisch unabhéngigen Elementen und umgeht Schwierigkeiten,
die andere diesbeziigliche Erweiterungen aufweisen. Die im Kalkiil verwendete £-Ableitung
kann, wenn neben affin-strukturierte Matrizen (symmetrische Matrix, Einsdreiecksmatrix
usw.) weitere Restriktionen auftreten, formal mit der Methode der Lagrange-Multiplikatoren

kombiniert werden.

Nach den speziellen Aspekten fiir freie Probleme werden im Abschnitt 6.6.4 die Begriffe
Lagrange-Multiplikator und Lagrange-Funktion eingefiithrt. Dann wird der Unterschied zwi-
schen Satzen vom Kuhn-Tucker-Typ und jenen von Fritz-John-Typ genannt [71], die beide
die Verbindung zwischen den stationidren Punkten der Lagrange-Funktion und den lokalen
Minimierern herstellen. Aufgefithrt werden indes nur drei Satze vom Fritz-John-Typ, wobei
die klassischen Differenzierbarkeitsvoraussetzungen getroffen werden. Schwéchere Voraus-
setzungen erfordern die im Abschnitt 6.6.1 erwéhnten verallgemeinerten Ableitungen und

fithren auf artverwandte Sétze, die sich in der Spezialliteratur finden.

Das Ausnutzen der Vorteile der Matrixableitungskalkiile bei der Methode der Lagrange-
Multiplikatoren geschieht iiber spezielle Lagrange-Terme in der Lagrange-Funktion. Da dem
Autor bisher keine grofiere Zusammenstellung solcher Terme in der Literatur bekannt ist,
wird im Abschnitt 6.6.5 eine solche Tabelle angegeben. An zwei Beispielen wird zudem deren

Handhabung bei der Losung von Modellbildungsaufgaben gezeigt.
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6.6.1 Zum freien Problem

Aus der Optimierung einvariabler Funktionen ist bekannt, dass, wenn eine reelle, auf (a, b)
definierte Funktion f ein lokales Minimum in 2, € (a,b) hat und f eine Ableitung in
Tioe besitzt, diese Null sein muss. Besitzt f in z),. eine zweite Ableitung, so muss diese

nichtnegativ sein. Diese Aussagen decken aber bei Weitem nicht alle Félle ab, s. Anmerkung.

Anmerkung 6.3 So verschwindet fiir f(z) = 2° bei x = 0 die Ableitung, allerdings hat f
dort kein Minimum, da die Satzprimisse verletzt ist. f(x) = 2* hat ein strenges Minimum
bei xopt = 0, obwohl die zweite Ableitung nicht positiv definit ist, da die Bedingung nur
hinreichend ist. f(z) = |z| hat zwar bei 2o = 0 ein Minimum, aber der Satz greift nicht,
da die Ableitung nicht existiert. Er greift auch nicht fir f(z) = 1/z in (0,10], denn der
Minimierer bei @,y = 10 ist kein innerer Punkt. Dennoch fithren die Beispiele zu dem
bekannten Fazit, dass ein lokaler Minimierer an einem stationdren Punkt, einem Randpunkt

oder einem Punkt auftritt, in dem f nicht differenzierbar ist.

Die Erweiterung der beiden notwendigen Bedingungen von den einvariablen Funktionen auf

mehrvariable Funktionen liefert der folgende Satz.

Satz 6.1 (Optimalitdtsbedingungen fiir das freie Problem, [487], [195])

Hat f : D CV — R an einem inneren Punkt zj,. € D in einem normierten Raum V ein
lokales Minimum und ist f in 7}, Gateaux-differenzierbar®, dann gilt G f (z10; v) = 0 fiir alle
v € V und speziell V f(x1,) = 0y fir Pra-Hilbert-Raume. Wenn [ in 2}, zudem zweimal
F-differenzierbar ist, so ist D?f(z1oc)(v,v) > 0 fir alle v € V (notwendige Bedingungen
erster und zweiter Ordnung). Umgekehrt: Ist zg,; ein stationdrer Punkt®, in dem f zweimal
F-differenzierbar ist, und existiert ein ¢ > 0 mit D?f(zgas)(v,v) > ||[v||? bzw. speziell fiir
dimV < oo mit D?f(wgat)(v,v) > 0 fiir alle b € V\0y, dann ist 24 ein strenger lokaler

Minimierer (hinreichende Bedingung).

Anmerkung 6.4 Ein gemeinsames lokales Minimum entlang aller Koordinatenachsen im-
pliziert kein lokales Minimum von f, vgl. f(z1,23) = 23 — 2229 + 222 im Punkt (6,9) (ge-
drehter Sattel). Weniger bekannt ist, dass aus der Existenz eines lokalen Minimums entlang

aller Linienschnitte kein lokales Minimum der Funktion folgen muss, vgl. Beispiel 6.11.

o

Eine G-Ableitung erfordert « € intD, Richtungsdifferenzierbarkeit von f entlang aller v € ¥V und Linearitat
der Abbildung G f(Zstat; -) [487], [195]. Oft wird die strengere Forderung nach Fréchet-Differenzierbarkeit
gestellt, bei der nicht nur alle Richtungen, sondern alle beliebigen Kurven durch den Punkt zu betrachten
sind. Mit dem einseitigen G-Differenzial lautet die notwendige Bedingung Vv € V : G4 f(210¢;v) > 0.

=3

Ein Punkt xgtat heifit stationdrer Punkt, wenn Vo € V : G f (Zstat; v) = 0. Neben den stationdren Punkten,
die iiber positiv (negativ) definite Formen D? f(zsgat)(v,v) als lokale Minimierer (Maximierer) charakte-
risiert werden, gibt es die Sattelpunkte, bei denen D? f(x4tat)(v,v) indefinit ist und die singuldren Punkte

mit einer semidefiniten Form (Hesse-Matrix singuldr; mindestens ein Nulleigenwert).



244 KAPITEL 6. ERWEITERUNGSMETHODEN

Beispiel 6.11 (Vermutung zum lokalen Maximum, [195])

Die Vermutung, wonach durchweg lokale Minima/Maxima entlang aller geradlinigen Schnitte
in ein und demselben Punkt ein lokales Minimum/Maximum der Funktion in diesem Punkt
nach sich zieht, widerlegt die Funktion f(x,y) = (2% — y)(y — 22%). Entlang aller Schnitte

2 —azx)(ax —22*%) in z = 0 ein lokales Maximum an. Dennoch ist

y = ax nimmt f(x,az) = (z
(0,0) kein Maximum, da entlang des Schnittes y = 1.52% aus f(x,1.52%) = J2* ein Minimum

vorliegt.

Anmerkung 6.5 Im Rahmen der nichtglatten Optimierung treten an die Stelle der statio-
néaren Punkte die verallgemeinerten stationdren Punkte. Ist f : C C H(R) — (—o00, 00] eine
konvexe Funktion, dann heifit . verallgemeinerter stationérer Punkt, wenn 0z € 0f (Zstat)
gilt. Hierbei steht 0f(x) fiir das Subdifferenzial i.S. der konvexen Analysis, auch bekannt
als Fenchel-Moreau-Subdifferenzial [266]7. Das Subdifferenzial umfasst alle Subgradienten
g € H(R) mit der Eigenschaft

f(z)> f(x)+ {9,z —z) VzeH(R). (6.18)

Geometrisch sind das in R die Anstiege aller Stiitzgeraden eines Punkts und speziell im
differenzierbaren Fall ist es der gewohnte Tangentenanstieg.

Da fir den Betrag 0 € 9|z|.—0 = [—1,1] gilt, ist Zgar = 0 wegen der Konvexitit zudem
globaler Minimierer.

f(z+h)—f(z—h)
0 2h

Beachte: Die symmetrische Ableitung fl(z)  Yimy, eignet sich nicht zur

Verallgemeinerung stationdrer Punkte, wie 3—; x|z=0 = 0 nahelegen wiirde. So hat f(z) =

x —|2z] in & = 0 eine lokales Maximum, aber es gilt f/(0) = 1.

Anmerkung 6.6 Den Ableitungskalkiilen fir nichtglatte Funktionen kann durch Glattung
ausgewichen werden, vgl. hierzu (3.14) fir Glattungen der Sprungfunktion 1(x) und der Sig-
numfunktion sgn(z). Sprung- und Signumfunktion sind wiederum Basiselemente zur Glét-
tung der Betragsfunktion |z| = z-sgn(z) = 2z-1(x)—z. Alternativ glattet fups(x) = ¢/|z|P + ¢
mit p > 2 den Betrag weitgehender. Gemeinhin reichen wenige Basiselemente, um beliebige

nichtglatte Funktionen durch glatte zu approximieren.

7 Fiir konvexe Funktionen bietet sich noch das e-Subdifferenzial an, fiir Lipschitz-stetige f das Michel-Penot-
Subdifferenzial und das Clarke-Subdifferenzial, fiir semiglatte f das Bouligand-Subdifferenzial, fiir stetige
f das Fréchet-, das Mordukhovich- oder das Jeyakumar-Luc-Subdifferenzial u.v.a. [376], [40], [322]. In
diesen Arbeiten finden sich auch Verallgemeinerungen der Optimalitétskriterien fiir freie und restringierte
Probleme. Letztlich unterscheiden sich die Subdifferenziale primér hinsichtlich der Art der verwendeten

Richtungsableitungen.
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6.6.2 Matrixableitungen

Die Formulierung freier und restringierter Identifikationsprobleme fiihrt bevorzugt auf Ziel-
funktionen mit Vektoren oder Matrizen als Variablen. Aus diesem Grund wurden schon
beginnend in den 1930iger Jahren ein Vektorableitungs- und in den 1940igern ein Matrixab-
leitungskalkiil entwickelt [229], [175]. Zusammenfassende Darstellungen liefern die Biicher
von Rogers [540] sowie Magnus und Neudecker [421]. Regeln finden sich auch in [625]. Die
Mehrzahl der Arbeiten zu Matrixableitungen zielt auf das Losen der Optimierungsaufgabe
und betrachtet die Berechnung stationdrer Punkte sowie den Extremalnachweis {iber die
zweite Ableitung. Hierbei werden die Matrixableitungen als pure Rechenschemata betrach-
tet, und der Bezug zur Fréchet-Ableitung wird nicht hergestellt. Das hat zur Folge, dass
Magnus und Neudecker die Transponierte der Jacobi-Matrix der vektorisierten Matrixfunk-
tion als Gradient bezeichnen, wihrend Flett [195] den Gradientenbegriff an ein hinterlegtes
Skalarprodukt kniipft.

Die gingigen Ableitungsschemata lassen sich mit der Fréchet-Ableitung® fiir f : R™*" —
RP*? in Verbindung bringen [503]

d
Df(X;H) = &f(X +tH) Richtungsableitungsform (6.20a)
t=0
9f(X) 9f(X)
Oz T Omin l . m n
€
=Hx| O EY D hy a (6.20b)
Of(X) 9f(X) =15=1
O Tm1 e O Tmn
flég(x) . flgg(x) (vec H, vecafn(x)> .{vec H, vecdfl‘I(X))
def
= ©H'= :
fpég(m fpgg(x) (vec H, veciafg;((x)) ... (vecH, veciaf’é‘g((x))
(6.20c)

vec, <(9vecf(X) - vec H) Ovecf(X)

o X T X Jacobi-Matrix. (6.20d)

Die Fréchet-Ableitung selbst ist eindeutig?, nicht aber ihre Darstellung! So differieren die

8 Seien V, W mnormierte Vektorrdume, dann heifit eine Abbildung f : D C V — W in zy € intD Fréchet-
differenzierbar, wenn es einen stetigen linearen Operator D f(x¢;-) € L(V, W) gibt, sodass

o W Go +h) = flao) = Df(os h)]

hao [|h]]

=0. (6.19)

Df(zo;-) =: Df(x0) : X = L(V, W) heiit Fréchet-Ableitung von f in z und D f(zo; h) =: D f(zo)(h) € W
bezeichnet das Fréchet-Differenzial von f in xg.
9 Diese Aussage gilt allgemeiner fiir alle endlichdimensionalen Vektorrdume, da dort alle Normen zueinan-

der dquivalent sind. In unendlichdimensionalen Vektorrdumen ist die Ableitung hinsichtlich der Norm zu
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Ableitungen in der Anordnung der partiellen Ableitungen und im verwendeten Produkt!©.
Wéhrend das *-Produkt und das (©)-Produkt den Operator direkt fiir Matrizen beschrei-
ben, macht die dritte Darstellung vom isometrischen Isomorphismus zwischen dem linearen
Raum der Matrizen und der Vektoren Gebrauch. Mit speziellen Permutationsmatrizen und
dem Kronecker-Produkt lassen sich die drei Schemata ineinander tuberfithren.

Der Vorteil von (6.20d) liegt darin, dass die Kettenregel in R* mit der gewdhnlichen asso-
ziativen Matrizenmultiplikation korrespondiert. Im Gegensatz dazu sind die anderen beiden
Produkte nicht assoziativ. Ein weiterer Vorteil von (6.20d) ist, dass die Jacobi-Determinante
der Identitat f(X) = X wegen agf:ﬁ? = I, Eins ist. Das privilegiert (6.20d) immer dann,
wenn Funktionaldeterminanten gebraucht werden, also etwa bei Dichtetransformationen ma-

trixvariater Funktionen oder bei der Integration iiber matrixvariate Funktionen. Demgegen-
iiber empfehlen sich (6.20b) und (6.20c), da sie auf besser handhabbare Gleichungen in der
unbekannten Matrix fithren. Beide Ableitungsschemata sind fir skalare f : R™" — R
gleich, reduzieren sich zur Skalarproduktdarstellung

o [ Of(X) _ r0f(X)
Df(X,H)< e ,H ) =spur (H X (6.21)
und fiihren von der Stationdren-Punkt-Bedingung VH € R™*" : Df(X; H) = 0 auf
% = Omxn Stationare-Punkt-Bedingung in Gradientenform. (6.22)

Fiir die zweiten Ableitungen ist die Sache differenzierter und muss fallweise betrachtet wer-
den. Tendenziell gelingt der Nachweis der Definitheit aber fiir zweite Ableitungen i.S. von
(6.20d) besser.

Anmerkung 6.7 Kleinste Quadratmittelprobleme mit komplexen Variablen (Ortskurven-
approximationen, Frequenzschitzungen s. Bsp. 2.6), fithren auf 1||Az — b|[3 < Min. Mittels

formaler Ableitung
01

%iHAZL’—ng:AH(AI—b) =0, (6.23)
wird in der Literatur gelegentlich die Normalgleichung hergeleitet. Diese Herleitung ist falsch,
wenngleich die entstehende Normalgleichung richtig ist! Die Ableitung nach einer komplexen
Variablen erfordert, dass die Cauchy-Riemannschen Differenzialgleichungen [101] erfiillt sind,
was hier nicht der Fall ist.}! Die meisten komplexwertigen Funktionen in der Physik und

spezifizieren, und es ist Vorsicht geboten, da dann lineare Operatoren nicht mehr notwendigerweise stetig
sind.
10Es gibt auch Darstellungen [585], [443], [534], die ohne partielle Ableitungen und Produkte auskommen
wie Df(X; H) = [} e "9X HelXdt fir f(X) = exp X.
UGetze A =1, b:= 0, dann ist f(z) = L((Rez)? + (Smx)?), weshalb 22eL@) — Rep o I3mI@) _ g gug
2 ORex

OSmx

Nichterfiillen anzeigt.
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Technik erfiillen diese Differenzialgleichungen nicht. Deshalb wird auf das Wirtinger-Kalkiil
[557], [96]

0f(2) act 1(8]”(2) . 0f(2) )
0z ORe z oSm z

verallgemeinerte komplexe Ableitung (6.24)

und

verallgemeinerte konjugierte Ableitung'? (6.25)

Of(2) aer L(Of(2) | . Of(2)
% __7<8%ez+j8%mz>

ausgewichen, das sich problemlos auf den vektoriellen Fall erweitern lasst. Diese Ableitungen
machen vom Isomorphismus zwischen C und R? Gebrauch. Fiir analytische Funktionen!'® f

o <Z df (z und fir nichtanalytische o4 <Z) = 0. Aus der verallgemeinerten konjugierten

gilt
Ableltung in vektorleller Form folgt die Normalglelchung (6.23). Die Herleitung wird somit
exakt, dennoch ist eine rein algebraische Herleitung von (6.23) tiber orthogonale Projektion

und Pythagoras eleganter'*

Anmerkung 6.8 Ist die Stationare-Punkt-Bedingung inkonsistent, so hat das Problem kei-
ne Losung. Beispiel Fiir das reelle konvexe QP-Problem f(z) = %:L’TA:E—}—bTx +¢ = Min mit
A Open gilt =5 af = Az+b=0,.Ist b ¢ R(A), dann ist das Gleichungssystem unlésbar und
f nach unten unbeschrankt. Ist b € R(A), dann ist fiir A > 0%, die Losung zops = —A1
eindeutig und fir rgA < n mehrdeutig X, = —AT0 + N (A).

6.6.3 Quasifreie Optimierungsprobleme

Unter freien Problemen werden jene verstanden, bei denen die z € R"™ bzw. X € R™*™ keinen
Restriktionen unterworfen sind. Handelt es sich bei der Restriktion aber um eine Unterraum-
oder affine Raum-Restriktion, so kann ein solches Problem wie ein freies behandelt werden,
allerdings ist ein auf die Restriktion zugeschnittenes Kalkiil zu verwenden. Der Vorteil ist,
dass auf den Einsatz von Lagrange-Multiplikatoren verzichtet werden kann.

Im vorhergehenden Abschnitt wurde angenommen, dass alle Matrixelemente von X ma-

thematisch unabhéngig voneinander sind und zudem variabel sind. Bei einer symmetrischen

12Statt % (Der Uberstrich meint die konjugiert-komplexe Variable.) wird hdufig die Notation 9f(z)
verwendet, wobei 0 der sog. Cauchy-Riemann-Operator ist.

13Eine Funktion, die in jedem Punkt des Definitionsbereichs eine lokal konvergente Potenzreihe hat, heifit
analytisch. So ist f(z) = z analytisch, f(z) = Zz aber nicht.

"|(Az — Pr(ayb) — Prabll3 = |lAz = Praybll3 + [|Prabll3 = Az — Prayd = A(z — AT9b) = 0,
=z e A0S+ N(A)
Die Aquivalenz zu A (Az — b) = 0,, folgt iiber z € (AT A)~AHb + N (AT A) = (AH A)~ AHb + N(A) und
der Tatsache, dass (A" A)~ A eine (1,3)-Inverse von A ist, da namlich A(A# A)~A" A = A [528] und
(A(AFA)- AH = A(AH A)~ AH gilt.
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Matrix sind sie es nicht, und bei einer Matrix mit einer Einsdiagonale sind nicht alle Elemen-
te variabel. Bevor nachfolgend ein recht allgemeines Kalkiil vorgestellt wird, soll am Beispiel
der symmetrischen Matrizen zunédchst das in der Literatur standardméfig empfohlene Kalkiil

mit dem Ableitungsschema

0s/(X) _ 9f() (af(x))T _ Disg <8f<x>> (6.26)

0X 0X 0X 0X

analysiert werden. Hierbei sind alle Ableitungen der rechten Seite als unabhéngig und varia-
bel zu betrachten. Die Konstruktion liefert eine symmetrische Matrix und auch das Abziechen
der Hauptdiagonalen erscheint logisch, da deren Elemente sonst zweimal gezéhlt wiirden.
Gleichwohl hat (6.26) zwei Schwéchen (Nichtisometrie und Unstetigkeit):

1. Formel (6.26) ist eine Matrixdarstellung des auf symmetrischer Vektorisierung basieren-
den Kalkiils analog zu (6.20d)'®. Somit sind die beiden Hilbert-Riume (S, spur(XY))
und (R™"+D/2 4T 3) isomorph. Sie sind aber nicht isometrisch zueinander. Das bereitet
solange keine Schwierigkeiten, solange die Ableitungen nur Null sein miissen. Bei quan-
titativen Betrachtungen treten jedoch Probleme auf, wie Varfolomeev [611] an einem
Optimalsteuerproblem zeigt. Das liegt daran, dass sich Parameteranderungen wegen

der in den Rdumen unterschiedlichen Metriken unterschiedlich auswirken.

2. Wenn A symmetrisch ist, dann ist die freie Ableitung von a%spur(AX )= A= AT
fiir alle freien Punkte X symmetrisch. Es wére zu erwarten, dass das symmetrische
Ableitungskalkiil (6.26) in allen Punkten X = X7 ebenfalls das symmetrische A
liefert und damit Stetigkeit beziiglich der freien Ableitung sicherstellt. Er erzeugt
aber 2%spur(AX) = 24 — Diag(A) im Gegensatz zum neuen L£-Ableitungskalkiil mit
Vs,spur(AX) = A= AT,

Beide Schwichen werden durch das hier erstmals eingefithrte Kalkiil der £-Ableitung be-
hoben, mit der Matrixableitungen bei linearabhangigen Matrixelementen berechnet wer-
den konnen. Strenggenommen ist die nachfolgend als L£-Ableitung bezeichnete Ableitung
nichts anderes als eine Fréchet-Ableitung, bei der als Vektorraum des Arguments eine Men-
ge L C R™™ linear strukturierter Matrizen (symmetrische, schiefsymmetrische, Diagonal-
oder Dreiecksmatrizen, Toeplitz-Matrizen usw.) fungiert und bei der die Beschreibung der
linearen Abbildung fiir die Ableitung durch das Standardskalarprodukt vorgegeben wird.

Definition 6.1 (£-Ableitung) Es sei f : £ C R™*" — R eine Abbildung zwischen den
normierten Raumen (£, ||.||r) und (R, |.|) und U C L eine offene Teilmenge. Die Abbildung f

15Die freien Elemente der symmetrischen Matrix, also ein Dreieck, werden dabei in einen Vektor geordnet

und dann wird wie gewohnlich nach Vektoren abgeleitet.
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heifit dann L-differenzierbar in X € U, wenn eine Matrix V. f(X) € £ — genannt £-Gradient
— existiert, sodass'®

oy X+ H) = £(X) = (Ve f (X), H)|

a0 | H]|r

gilt. Die Abbildung D, f(X;.): £L = R; H — (V. f(X), H) heifit £L-Ableitung.

=0 (6.27)

Definitionsbedingt besitzt die £-Ableitung die Eigenschaften einer Fréchet-Ableitung!

Fir die Berechnung der £-Ableitung wird die stets eindeutige, orthogonale Projektion eines
Elements Y auf £ benétigt

Proj,(Y) ' argmin Y — X||p. (6.28)
Xel

Die Berechnung selbst ist einfach, denn hierzu braucht nur der Gradient!” V f(X) der erwei-
terten Abbildung f : R™*™ — R (alle Matrixelemente sind frei und hdngen nicht voneinander

ab) auf £ projiziert werden. Diese wichtige neue Formel soll als Satz hervorgehoben werden.

Satz 6.2 (Formel zur Berechnung des £-Gradienten)

05(X)
X

Beweis 6.1 Ein jedes Vf(X) kann eindeutig entsprechend Vf(X) = Proj (Vf(X)) +

Proj,. (Vf(X)) in Komponenten in £ und im orthogonalem Komplement £+ von £ zerlegt

werden. Dann gilt (Proj,.(Vf(X)),H) = 0 fir alle H € £. Aus der F-Differenzierbarkeit

folgt tiber

Vef(X) =Proj(VF(X))  mit Vf(X)= (6.29)

If(X + H) - f(X) = (VI(X), H)|

0= lim VX, H € R™
H—0 ||H||F
iy XA H) = F(X) = (Projo(Vf (X)) + Proj. (V(X)), H)|
H—0 [[H]||r
i X H) = f(X) = (Proj (VX)) H)| ¢ £ R™" und somit Y.X € £
150 [[H]|r

unmittelbar, dass Proj(V f(X)) der £-Gradient ist. Da das Skalarprodukt nicht gedndert
wurde, korrespondiert V. f(X) ebenfalls mit dem Standardskalarprodukt. |

160X, Y) % spur(Y7 X) bezeichnet das Standardskalarprodukt in £.

1"Nach [195] heiBt Vf(X) Gradient, wenn Df(X;H) = (Vf(X),H) gilt. Mit H = tE;; folgt aus der
Definition der Fréchet-Ableitung
o MOXCHIE) 500 — (VA E] O By~ f(X)]
tE;;—0 [ltEj||p t—0 t
_9f(X)

= ow, ~ (VX = VIO =T

(VF(X))ij
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Als Konsequenz von Formel (6.29) ergeben sich fir die symmetrischen Matrizen £ = S, die
schiefsymmetrischen Matrizen £ = S+, die diagonalen Matrizen £ = D,, und die Dreiecks-

matrizen £ = A,, durch explizite Darstellung der Projektion die Formeln:

Vs, f(X) = % {8{;(;() + (6];(;()) } (6.30)
1[af(X)  (of0)\"

Vel S(X) = & { - (28 } (6.31)

Vo, f(X) = Diag <8J;()§()> (6.32)

Va, f(X)=A (agg@) . (6.33)

Fiir allgemeinere Mengen £ = {3 a;B; : a; € R}, wobei {By,..., By} eine Basis des

k-dimensionalen Unterraums in R™*" sei, gilt

k
ch(X) = Zai,optBia (634)
i=1
wobei die a; opy LOsungen von
Spur(B{ By) ... Spur(BTBy) ay Spur(BYV f(X))
: : : = : (6.35)
Spur(B{B)) ... Spur(BLB) | [ o | | Spur(BIvs(x)
sind, was seinerseits Losung von || X8, oy B; — Vf(X)||¢ = Min; aq, ..., € R ist.

Anwendung erfdhrt Formel (6.29) bei der quasifreien Optimierung.

Definition 6.2 (Quasifreies Optimierungsproblem)
Ein Problem heifit quasifrei, wenn es eine Restriktion der Art X € £ (£ ist ein linearer
Raum) hat. Dann lésst es sich wie ein freies Problem behandeln, wobei in der Stationiren-
Punkt-Bedingung

Vef(X)=0pxn und X €L (6.36)

lediglich die gewohnliche Ableitung durch die £-Ableitung zu ersetzen ist.

Beispiel 6.12 (Symmetrisches Prokrustes-Problem)
Das LS-Problem unter der Nebenbedingung, dass X eine symmetrische Matrix sein soll,

1
5/1AX — Bl < Min X €S,

lisst sich elegant mit der £-Ableitung losen. Aus Vg, f(X) = 5(ATAX — ATB + (ATAX —
ATB)T) = 0,,x,, und der Konvexitit folgt unmittelbar, dass alle symmetrischen Lésungen X

der Gleichung Minimierer sind.
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Anmerkung 6.9 Affine Restriktionen £4 = Ly + £ werden in der quasifreien Optimierung
durch Riickfithrung auf lineare Restriktionen gelost. Die Ersetzung X = Ly + Y in der
Zielfunktion schafft mit Y € £ eine solche Restriktion, womit dann Xqpy = Lo + Yot folgt.

6.6.4 Optimalitatsbedingungen

In diesem Abschnitt werden Optimalitatsbedingungen vorgestellt, die sich mit der Metho-
de der Lagrange-Multiplikatoren ergeben und die ihrerseits wieder genutzt werden konnen,
um die Optimallésung zu berechnen. Als Lagrange-Multiplikatoren \;, y; (A; fur die Glei-
chungsrestriktionen, p; fir die Ungleichungsrestriktionen) werden dabei zusétzliche Variablen

bezeichnet, die die Zielfunktion zu einer Lagrange-Funktion
P
L(25 M0, Ay ooy A s -5 ftp) = Mo f (2 +Z)\h )+ > 1gi(); pi >0 (6.37)

erweitern. Fur diese Zielfunktion werden in herkommlicher Weise stationdre Punkte gesucht.

Prinzipiell sind zwei Arten von Multiplikatorzugingen zu unterscheiden, jene vom Karush-
Kuhn-Tucker-Typ (KKT) und jene vom Fritz-John-Typ (FJ) [71]. Beim KKT-Typ entfallt
der Faktor \g vor f(z) (d.h. \g = 1), beim FJ-Typ dagegen nicht. Der Preis fiir einen
Parameter weniger beim KKT-Typ sind die Constraint-Qualifications (zusétzliche Bedin-
gungen, um Existenz und Eindeutigkeit der Lagrange-Multiplikatoren zu sichern, s. [71]),
die beim FJ-Typ entfallen. Normalerweise sind die Constraint-Qualifications erfiillt, weshalb
sie schnell in Vergessenheit geraten. Das folgende Beispiel zeigt Fille, in denen sie nicht
erfillt sind.

Beispiel 6.13 (Nichteindeutigkeit, Nichtexistenz von Lagrange-Multiplikatoren)
(1 — 1)% + (22 — 1)? = Min; (1 — 1) — 2(z2 — 1)? = 0 hat (1,1) als globalen Minimierer,
der Lagrange-Multiplikator ist aber beliebig, wie gTLl =214+ MN)(z1 —1) = 0 und g—sz =
2(1 = 2\)(z2 — 1) = 0 fiir (1, 1) sofort zeigen.

2 = Min; (22 —23)(229 — 22) = 0 hat den globalen Minimierer (0, 0), in dem kein Lagrange-
Multiplikator existiert. Begriindung: Die Restriktion zerfillt in die beiden Fille 25 = 22 und
Ty = %Jc% woraus 1 = 0 und damit der globale Minimierer resultiert. g.TLz =14+ (222 —
z?) + 2(z9 — 2%)] = 0 kann indes fiir (0,0) nie erfiillt werden.

Singulire Ungleichungsrestriktionen wie (g(z))? < 0 bereiten ebenso Schwierigkeiten wie

Gleichungsrestriktionen, die den Suchraum auf einzelne isolierte Punkte einschranken [71].

Aus der Vielzahl von Sétzen, die die lokalen Minimierer des Giitekriteriums mit den sollen

hier nur zwei leistungsstarke Sétze vom Fritz-John-Typ aufgefithrt werden.
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Satz 6.3 (Notwendige Optimalititsbedingung 1. Ordnung, [270])

Wenn =z, lokaler Minimierer von
fl)=Min  z€V:ig)<0,i=1,....p; h(z)=0,i=1....m (6.38)

ist und hq, ..., h,, in der Umgebung von .. stetig sind und alle Funktionen f, g;, h; in xjoc
F-differenzierbar sind, dann existiert ein Vektor (p1,...,tp, Aoy ..., Apm)T € R™PTIN{0},
sodass

p m
Z uivg(xloc> + )\va<xloc) + Z Ath(Iloc) = O'H (639&)
i=1 i=1
/\O,ul,...,upz() (639b)
gt =0 i=1,....p. (6.30¢)

Anmerkung 6.10 In Differenzialen (braucht keine Gradientendarstellung und damit keinen

Hilbert-Raum) kann der Gleichungsfall auch ausgedriickt werden durch
Df(xipe;v) =0 fir alle v € V, sodass  Dh;(10c;v) =0;i=1,...,m. (6.40)

Anmerkung 6.11 Geometrisch bedeutet (6.39), dass V f(210c) eine Linearkombination der
Gradienten der Restriktionen ist oder anders ausgedriickt: Der Zielfunktionsgradient steht

in 1. senkrecht auf dem Tangentialraum der Restriktionen.

Anmerkung 6.12 Auf die Stetigkeitsforderung in Satz 6.3 kann nicht verzichtet werden
und F-Differenzierbarkeit ldsst sich nicht auf G-Differenzierbarkeit abschwéchen [190]. Tre-
ten im Problem (6.38) jedoch keine Gleichungsrestriktionen auf, dann gelten abgeschwéachte

Voraussetzungen, wie folgender Satz zeigt.

Satz 6.4 (Notwendige Optimalititsbed. ohne Gleichungsrestriktionen, [190])

Wenn 21, Minimierer von (6.38) bei m = 0 ist und alle f, g; konvexe Richtungsableitungen

in 2y, besitzen, dann existiert ein Vektor (i, ..., iy, Ao)” € RPFI\{0,,,}, sodass
P
Zﬂigl(-rloc; U) + )\Of/(xlod U) 2 07 VU S V (641&)
i=1
)\0,”17...,/,% > 0 (641b)
wigi(Toe) =0 i=1,...,p. (6.41¢)

Anmerkung 6.13 Ungleichungsrestriktionen bedingen in aller Regel Fallunterscheidungen
fiir die Lagrange-Multiplikatoren p; dahingehend, ob p; = 0 bei inaktiver Ungleichung oder
w; > 0 bei aktiver Ungleichung ist, vgl. [71].

Anmerkung 6.14 Fiir konvexe Probleme sind die KKT- und FJ-Bedingungen hinreichend
fiir globale Optimalitat. Zugleich sind sie notwendig fiir globale Optimalitdt (im KKT-Fall

vorbehaltlich einer Constraint-Qualification) [71].
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Analog zum freien Problem gibt es auch im restringierten Fall eine notwendige Bedingung

zweiter Ordnung, die fiir nichtkonvexe Probleme benétigt wird.

Satz 6.5 (Notwendige Optimalitdtsbedingung 2. Ordnung, [71])
Zweifache stetige Differenzierbarkeit in U.(z10c) fiir f, h; und alle in 2, aktiven Ungleichun-

gen g; .y vorausgesetzt, muss

yT <)\0,10CD2f($10C) + Z )\i,locDth(xloc) + Z ,Ui,locD2g1', (xloc)>y Z 0 (642)

i=1 i=1

fir alle {y € R" : 4" Vhi(z10c) = 0;i = 1,. .., m, YT Vi st (T10c) = 0} gelten.

Die Methode der Lagrange-Multiplikatoren wird tiberwiegend nur fir Funktionen iiber dem
R™ eingefithrt. Sie ldsst sich aber auf komplexe Argumente, auf Matrizen und unendlich-
dimensionale Probleme (Variationsrechnung) problemlos erweitern, sofern die Zielfunktion
reell ist. Ublicherweise werden bei der Einfithrung dieser Methode relativ hohe Forderun-
gen an die Differenzierbarkeit gestellt. Diese lassen sich in unterschiedlicher Weise abschwé-
chen, was fir praktische Anwendungen in der Modellbildung auch notwendig ist. So geht die
Differenzierbarkeit bei bestimmten Normen (z. B. Chebyshev-Norm, Betragssummennorm),
Gtekriterien mit einer Totzone fiir den Fehler (etwa fiir adaptive Regelungen), der Para-
meterschitzung in Modellen mit nicht-differenzierbaren Nichtlinearititen (Sattigung) oder
etwa bei der Konstruktion exakter Penalty-Funktionen verloren. Auswege sind dann die se-
parate Behandlung der Nicht-Differenzierbarkeitsstellen oder die Verwendung alternativer
Ableitungskalkiile [195], [71], s. auch Anmerkung 6.5.

6.6.5 Lagrange-Terme fiir matrixvariate Funktionen

Um die Vorteile der Vektor- oder Matrixableitungskalkiile effektiv nutzen zu kénnen, werden
statt der Summendarstellung auch fiir die Lagrange-Terme vektor- oder matrixorientierte
Darstellungen verwendet. In Tabelle 6.1 sind héufig verwendete Terme zusammengestellt,
die zum Teil aus [421] stammen, aber auch wéihrend eigener Arbeiten entwickelt wurden.
Nachfolgend wird exemplarisch eine Anwendung fir die erste Zeile aus Tabelle 6.1 gezeigt.
Ein QPE-Problem (quadratic programming with (linear) equality) entsteht, wenn die Norm
in einer LSE-Formulierung aufgelést wird oder wenn eine Taylor-Approximation zweiter
Ordnung einer nichtlinearen Zielfunktion und eine Taylor-Approximation erster Ordnung
der Gleichungsrestriktion vorgenommen wird, wie es der Einsatz von SQP-Algorithmen (Se-

quentielle Quadratische Programmierung [71]) erfordert.

Beispiel 6.14 (QPE-Problem)
Zum QPE-Problem

1
ExTAx+bTx+y$Min reR":Cx=d;A€S;
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Bedingung Lagrange-Term ¢ (X; A) =
Cr=d; CeR™" zecR" =\(Cz —d)
CX =D; CeR¥™ X e R™" =spur(AT(CX — D)); A € RP*"

X ER™" : g5 = 0 fir (i, j) € M
X _ XT’ X E ]RTLX’!L

spur(ATX); AeR™ ™ : \;; =0 fiir (i,7) ¢ M
spur(A(X _ XT)); A= AT c Rnxn
spur(AX); A =—AT € Rm

X =-XT; X e R =spur(A(X + XT)); A =AT e R

X > 0nxn = —spur(AX); A > Opxn

XTX =1,; X ¢ Rmx" =spur(A(XTX — I,)); A =AT € Rv"
F(X)=FT(X) e Rr =spur(A(F(X) — FT(X)); A= AT € RPP

F(X)=C;C=CT eR*P; X e R™" | = spur(A(F(X) — C)); A =AT e RP*P

Tabelle 6.1: Lagrange-Terme fiir matrixvariate Funktionen

lésst sich die Lagrange-Funktion mit dem Lagrange-Multiplikatorvektor A formulieren

L(z; \) = %ITAZ’ + b2+ + N (Cx — d)

517

Das zweite Beispiel zur Anwendung der Tabelle 6.1 greift das Problem aus Beispiel 5.3 wie-

und nach Ableiten folgt
A CT
C OmXTL

der auf. Diesmal wird die Definitheitsrestriktion an die Kovarianzmatrix nicht durch eine
Variablensubstitution umgangen (Variante 1), sondern sie wird direkt tiber die Methode der
Lagrange-Multiplikatoren behandelt. In Beispiel 8.2 wird dann noch eine weitere Losungs-

variante aufgezeigt, die auf einer Relaxation der Restriktion beruht.

Beispiel 6.15 (Herleitung des ML-Kovarianzmatrixschéitzers, Variante 2)
Die auf der Log-Likelihood-Funktion (8.10c) basierende Lagrange-Funktion lautet mit

Z(p) = X0 (i — 1) (yi — )"

Nnln(27)

L(N7E;A):_ 2

N 1
-3 Indet ¥ — §Spur(2_1Z(,u)) — spur(AY).

Die KKT-Bedingungen lauten mit der S,-Ableitung fiir symmetrisches %

N 1
Vs, L = —Z((E*)T + X7 + Z((2*122*1)T + (X728 ) = A =04y, (6.43a)
spur(XA) =0 < YA = 0,x, unter (6.43c) [365] (6.43b)

Z7A t Onxn' (643C)
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Regularitat von X in (6.43b) impliziert A = 0,,%,, und S = %Z (#i) kann abgelesen werden.
Soll die gewohnliche Ableitung eingesetzt werden, so ist die Symmetrierestriktion an ¥ iiber
Ly = L(p, Z; A) 4 spur(AX) mit schiefsymmetrischen Ay einzubeziehen. (6.43a) wird damit
zu N )

VLo =~ (E) 4+ 587257 + AT — A= O

Mit A = 0,,%,, folgt auch Ay = 0,,%,, da die ersten beiden Summanden symmetrisch sind und
somit nie durch Addition mit der schiefsymmetrischen Matrix AT Null werden koénnen, es
sei denn, sie sind in Summe Null und A, ist die Nullmatrix. Links- und Rechtsmultiplikation

mit ¥ liefert wiederum 3, = %Z (i1).

Am Beispiel ist zu erkennen, dass die Schwierigkeit bei Anwenden der Methode der Lagrange-
Multiplikatoren nicht im Aufstellen der Lagrange-Funktion und dem daraus erforderlichen
Ableiten der Optimalitatsbedingung liegt, sondern im Losen der entstehenden Gleichungen,

die je nach Aufgabe ein erhohtes Mafl an Kenntnissen der Matrixalgebra erfordern.

Im folgenden Abschnitt wird nun eine Problemklasse behandelt, fir die die Methode der
Lagrange-Multiplikatoren nicht anwendbar ist. Das liegt daran, dass Rénge von Matrizen

nur ganzzahlige Werte annehmen kénnen, womit sich ableitungsbasierte Methoden verbieten.

6.7 Faktorisierungen von Max-Rang-k-Restriktionen

Max-Rang-k-Restriktionen, d.h. Restriktionen der Art rgX < k, sind von zentraler Be-
deutung fir die Losung von Reduktionsproblemen, multivariater Regression (Hauptkompo-
nentenregression, Partielle LS), Approgressionsproblemen, Multidimensionaler Skalierung,
Fehler-in-den-Variablen-Problemen usw. Héufig werden sie als Matrixapproximationsproble-

me (low rank matrix approximation)
A= X[|=Min X eMCR™":rgX <k <r;AcR™" (6.44)

formuliert. Obwohl die Restriktion nicht konvex ist, hat das Problem fiir M = R™*" und
einige Normen eine explizite Losung. Diese leitet sich fiir die Frobenius-Norm aus dem Eckart-

Young-Theorem und fiir die Spektralnorm aus dem Schmidt-Mirsky-Theorem [299] ab.

Satz 6.6 (Eckart-Young-Theorem, Rang-k-Approximation, [62])
Das Problem

J[A= X|[p =Min X € R™":1gX =k < 1gA; A € R™" (6.45)

k
hat das Minimum Qun = \/a,ﬁﬂ(A) + ...+ Jfg(A>(A) bei Xopt = z§1 o;(A) uwl, wobei
(04, u;, v;) das Singuldrwert (vektor)tripel bezeichnet. Der Minimierer ist fir o, (A4) > op41(A)

eindeutig und fiir o4(A) = 0y41(A) existiert eine Losungsmenge, die X, enthalt.
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Aus Satz 6.6, der nur den Fall rgX = k behandelt, folgt, dass das Minimum fir alle
Rénge k' = k — [;1 = 1,...,k groBer oder hochstens gleich groB Qu, fir rgX = k
ist, da [ Singularwerte dazukommen. Damit ist jeder Rang-k-Approximand stets auch ein
Max-Rang-k-Approximand. Aus der Lésung ist auch ersichtlich, dass bei symmetrischem A
und/oder nichtnegativ definitem A (z. B. Kovarianzmatrix) der Max-Rang-k-Approximand
Xopt = S8, 04(A) w;ul” auch diese Eigenschaft aufweist. Anders ist die Situation, wenn X
eine Toeplitz- oder Hankel-Matrix (ARMA-Kovarianzmatrizen, Datenmatrix eines Differen-
zengleichungsmodells) oder eine affin strukturierte Matrix mit rgX < k sein soll. Erstens
erhéilt dann die reduzierte Singularwertzerlegung nicht mehr die Struktur von A, was explizite
Restriktionen fir X beziiglich M erfordert. Zweitens ist selbst bei linearen Raumen M und
0r(A) > or41(A) Eindeutigkeit nicht mehr zwingend, vgl. Max-Rang-1-Approximation von
A = [}9] durch eine symmetrische Toeplitz-Matrix mit X1 = [11] und Xopio = [ {71
Dadurch wird das Problem erheblich schwieriger, wenngleich die Max-Rang-k-Restriktion im
Gegensatz zur Rang-k-Restriktionen wenigstens den Vorteil hat, dass (6.44) fir abgeschlos-
sene M stets eine Losung besitzt ({X : rgX < k} ist ndmlich abgeschlossen).

Beispiel 6.16 (Rang-k-Approximation ohne Losung)
Das folgende Problem fiir symmetrische Toeplitz-Matrizen

21 2 1 T9 X3
123 =20 o1 a9 < Min  1gX =2 (6.46)
2 3 2 T3 To9 X1 r
222
hat keine Lésung, denn die néchstgelegene symmetrische Toeplitz-Matrix X = [2 2 2] ist eine
222

Rang-1-Matrix, die durch beliebig kleine Storungen € auf der ersten Ober- und Unterdiago-
nalen zu einer Rang-2-Matrix wird; Q. = v/4. Mithin ist das angegebene X aber Lésung
des Max-Rang-2-Problems.

Die Schwierigkeit beim Losen von Max-Rang-k- und Rang-k-Restriktionen mit zusatzlichen
Restriktionen (M # R™*™) ist, dass der Rang keine stetige Funktion der Matrixelemente
ist und somit klassische Lagrange-Zugange ausscheiden. Eine kleine Ausnahme bilden qua-
dratische Matrizen und der rangdefiziente Fall rgX < n — 1, der dquivalent durch det X =0
(det(.) ist stetige Funktion der Matrixelemente) beschreibbar ist. Fur allgemeine Probleme

bedarf es deshalb anderer Zugénge.

Das Beseitigen von Max-Rang-k-Restriktionen kann iiber die Rangfaktorisierung [62]

rg X <k; k <min{m,n} = X =YZ)Y eR™* Z ¢ R (6.47)
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bzw. dquivalent {iber die Rangzerlegung!® [62]
k
X=> w2 GeR"zeR (6.48)
i=1

geschehen. Statt tiber mn ist nunmehr iiber (m + n)k Variablen zu optimieren. Alternativen
zur Rangzerlegung sind Singuldrwert- und Spektralzerlegung, wenn zusétzlich Restriktionen
an die Singular- oder Eigenwerte gestellt werden oder wenn fiir die betreffende Matrizenklasse
M spezielle Spektraleigenschaften (z. B. symmetrische Eigenvektoren etc.) zur Reduktion der

Parameteranzahl genutzt werden konnen. Beispielsweise formuliert

k
1A =3 AziaT || = Min B ER\ N 2. 2N 20 (6.49)
i=1
Z )\iejrmix;frej+s,1 = Z /\ielT:L"ix;?Fes; s=1, ,n—1
i=1 i=1 7J=2,....n—s+1

mit A als empirischer Kovarianzmatrix die Suche nach der néchstgelegenen positiv semide-

finiten Max-Rang-k-Kovarianzmatrix mit Toeplitz-Struktur.

Neben den Faktorisierungen und Zerlegungen lasst sich die Max-Rang-k-Restriktion auch
iiber eine Nullraumrestriktion erzwingen. Hat n&mlich der Nullraum von X mindestens die

Dimension n — k, so sichert das Rangtheorem fiir X einen Maximalrang von &k /'
rgX <k k<min{m,n} & XU =0pxpmi,U RPN UTU =1, ;.  (6.50)

Nachteilig ist neben der Erhohung der Variablenzahl die Restriktion UTU = I,,_;, die die
sog. Stiefel-Mannigfaltigkeit beschreibt. Da X und U aber separabel sind, gilt

min ||[A— X|| = min min ||A - X]||. (6.51)
XU=0 UTU=I XU=0
urv=1 M

XeM

Die innere Minimierung tber X kann fiir die haufig benutzte Frobenius-Norm, die ellip-
tischen Normen und elementweise gewichtete quadratische Normen geschlossen berechnet
werden, vgl. [553] fiir Details. Fiir Optimierungsalgorithmen tiber die um X bereinigte, neue
Zielfunktion in U mit der Stiefel-Mannigfaltigkeit-Restriktionen UTU = I,,_;, sei weiterhin
auf [178] und [135] verwiesen. Eine Anwendung fiir die elementweise strukturierte Max-Rang-

k-Matrixapproximation wird in [429] beschrieben.

Ahnlich der vorhergehenden Variante ist

rgX < k; k <min{m,n} < X{ —IB,k } = Opx (n—k)- (6.52)

18Der Rang einer Summe von k Rang-1-Matrizen iibersteigt & nicht.

19Gtatt des Nullraums von X kann auch der von X7 restringiert werden. Die Behandlung ist dann &hnlich.
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Der Verzicht auf die quadratischen Restriktionen hat hier allerdings zur Folge, dass keine
Aquivalenz mehr gilt. Das ist aber weniger kritisch als es scheint, denn bei den durch die
Restriktion nicht erfassten Max-Rang-k-Matrizen handelt es sich um sogenannte nichtgene-
rische Félle (s.z.B. nichtgenerische Félle der TLS bei k = n — 1, die keine Skalierung der
letzten Komponente des kleinsten Singularwertvektors zulassen). Im praktischen Gebrauch
treten solche Fille gemeinhin nicht auf. Von Vorteil sind die nur k(n — k) zusitzlichen Va-

riablen, die ihrerseits durch immerhin m(n — k) Gleichungen restringiert sind.

Die Bilinearitat bei der Rangfaktorisierung und in (6.52) lasst sich algorithmisch ausnutzen.
In LS-Problemen bieten sich dann ALS-Algorithmen an. Die mit der Bilinearitit einherge-
hende Separabilitdt kann aber auch zur Elimination einer der Variablen genutzt werden.
Zudem koénnen nunmehr, da der Rang nicht mehr explizit als Restriktion auftaucht, auch
SQP-Algorithmen benutzt werden. Ein Vergleich der beschriebenen Zugéange und ihrer algo-
rithmischen Umsetzung findet sich in [554]. Die Algorithmenentwicklung fiir diese wichtige

Problemklasse ist aber bei Weitem noch nicht abgeschlossen.

Als grobe Alternative fiir Probleme, die sich in Matrixapproximationsprobleme umformen
lassen, kann natiirlich immer die einfach zu programmierende zyklische Projektionsmethode
eingesetzt werden, vgl. Abschn. 8.2.1. Die Projektion auf die Matrizen mit rgX < k erfor-
dert eine Singuldrwertzerlegung, die Projektion auf eine Matrix aus einem affinen Raum £
meist einfache Mittelungen der Matrixelemente. Unter schwachen Voraussetzungen ist dann
lineare Konvergenz zu einer Matrix X aus £ mit rgX < k gesichert, doch muss X nicht
notwendigerweise der Minimierer des Problems sein. Nichtsdestotrotz werden in der Praxis
oft brauchbare Losungen mit diesem Verfahren erzielt, ndmlich bei Strukturadéquatheit des

Problems und giinstigen Stor-Nutzsignal-Verhéaltnissen.



Kapitel 7
Problemtransformationsmethoden

Bei Problemtransformationen werden dquivalente Umformungen der Restriktionen und/oder
der Zielfunktion genutzt, um ein Problem in eine fiir ein verfiighares Softwaretool erforderli-
che Standardform zu bringen, es einer Systemklasse zuzuordnen, fiir die geschlossene Losun-
gen oder Losungsaussagen existieren, oder um sich andere Vorteile zu verschaffen (bessere

Topologie, bessere Konditionierung usw.).

Im Abschnitt 7.1 werden einige elementaren Umformungen nur kurz vorgestellt, da es sich
hierbei um recht gut bekannte Techniken handelt. Lediglich die monotonen Transformationen
werden etwas ausfithrlicher behandelt, liefern sie doch eine Moglichkeit, der Nichtdifferen-

zierbarkeitsproblematik teilweise auszuweichen.

Abschnitt 7.2 liefert einen Satz, der es erlaubt, aus den Minimierern eines bijektiv trans-
formierten Problems auf die des Originalproblems zu schlieen. Ein Beispiel dazu und eine

Anmerkung zu surjektiven Transformationen vervollstandigen den Abschnitt.

Das Dekompositionsprinzip ist Inhalt von Abschnitt 7.3. Dem mit der Identifikation vertrau-
ten Ingenieur ist es von der Reduktion von MIMO-Problemen auf mehrere MISO-Probleme
bekannt. Es ist als solches aber viel allgemeiner einsetzbar. Die hierzu erforderlichen Formeln,

werden im Abschnitt zusammengestellt.

Der Abschnitt 7.4 stellt Minimax-Theoreme vor, die ihren Ursprung in der Spiel- und Ent-
scheidungstheorie haben. Losgel6st von ihren urspriinglichen Anwendungen kénnen die Theo-
reme angewendet werden, wenn iiber einen Teil der Variablen zu maximieren und tiber einen
anderen Teil zu minimieren ist. Dann sagen die Theoreme, ob die Reihenfolge beider Opti-

mierungen vertauschbar ist, wodurch sich 16sungstechnische Vorteile ergeben kdnnen.

Im Abschnitt 7.5 werden einige Vorgehensweisen zusammengestellt, mit deren Hilfe sich
parameternichtlineare Probleme in parameterlineare umformen lassen. Das ist nttzlich, da

sich parameterlineare Probleme nicht nur einfacher, sondern auch rekursiv gut lésen lassen.

259
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Besonderes Augenmerk wird hier zum einen auf die Notwendigkeit gelegt, bei der Pseudopa-
rametermethode Restriktionen zum Zwecke der Eindeutigkeit und die Riicksubstituierbarkeit
einzufithren, und zum anderen auf die Notwendigkeit, bei der Ordinatentransformationsme-

thode eine Wichtung zu nutzen.

Eine wiederentdeckte Methode, die die adaptive Regelungstechnik aber seit ihren Anfingen
prigt, stellt die Transformation des Optimierungsproblems in ein Ruhelagenproblem von
Differenzialgleichungen dar, s. Abschnitt 7.6. Dariiber hinaus findet sich diese Idee auch in
der sog. Speed-Gradienten-Methode (Entwurfsverfahren fiir nichtlineare Regelungen) wieder,
die seit den 1970er Jahren von russischen Wissenschaftlern stdndig weiterentwickelt wird

(Stabilitdtsnachweise, andere Systemklassen) [198].

Abschnitt 7.7 zeigt die Umformulierung der restringierten (linearen) Least Squares in ein

orthogonales Projektionsproblem. Diese Formulierung ist fiir das rekursive Losen von Vorteil.

Den Schwerpunkt dieses Kapitels bildet Abschnitt 7.8. Er widmet sich der semidefiniten Op-
timierung (engl. semidefinite programming; SDP), worunter das Losen eines Problems mit
linearer Zielfunktion unter semidefiniten Restriktionen an Matrizen oder affine Matrixfunk-
tionen verstanden wird. Hierbei handelt es sich um eine grofie Klasse konvexer Probleme, fir
die in den letzten Jahren sehr leistungsstarke Algorithmen entwickelt wurden. Ausgehend
von den Darstellungsformen und den Vorteilen sind Hinweise zur Transformation konvexer
Probleme in SDP-Formulierungen und Angaben zu deren Vereinfachung das zentrale Thema
dieses Abschnitts. Erganzt wird die Thematik durch Betrachtungen zur Unterklasse der ko-
nischen Probleme zweiter Ordnung (engl. second order cone programming; SOCP), die sich

noch besser 16sen lassen.

7.1 Elementare Problemtransformationen
7Zu den elementaren Problemtransformationen zahlen

e Umformungen wie in Tabelle 7.1
e das Reellmachen komplexer Probleme durch neue Variablen y = Rex, z = Smz, vgl.

_ x
L e | il | L

SmA ReA z Imb

”L L Min, (7.1)

e monotone Transformationen.
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Bedingung Umformung
g@) > a @) < —a
a<zxz<b a—x<0
r—b<0
x < min{a, b} r<a
r<b
1|l <a g@)<a
—a<g(x)
5| g(e) —a g@)<a
—g(z) < —a
6|g(x)>0,g:R*"—=R min{g(z),0} =0
T laxy:x9:x3=ab:b:1 {é —1a _Ob}[%;}:O
3

Tabelle 7.1: Aquivalente Umformungen von Restriktionen

Da elementare Umformungen vielfach offensichtlich sind, fehlen entsprechende Zusammen-
stellungen in der Literatur. Tabelle 7.1 schlieit diese Liicke. Das Umkehren einer Unglei-
chungsrelation (Umformung 1), das Uberfiihren einer Doppelungleichung in zwei Einzelun-
gleichungen (Umformung 2), das Auflésen eines Minimums (Umformung 3) oder das Auflésen
eines Betrages (Umformung 4) sind leicht tiberpriifbar. Weitere artverwandte Umformungen
ergeben sich aus den Rechenregeln fiir Ungleichungen.Eine Anwendung der zu Umformung
3 analogen Maximumsauflosung zeigt Beispiel 7.10. Die Umformung 5 wird fiir Algorith-
men in der Regel nicht verwendet, da Gleichungsrestriktionen besser zu handhaben sind.
Sie findet aber in Beweisen Anwendung, in denen aus der gleichzeitigen entgegengesetzten
Giiltigkeit von Ungleichungen auf Gleichheit geschlossen werden kann. Umformungen vom
Typ 6 werden fiir die Konstruktion von Straftermen verwendet, vgl. (3.2). Verhaltnisglei-
chungen sollten durch Uberkreuzmultiplizieren gemif Umformung 7 vereinfacht werden, um
das komplizierte Rechnen mit rationalen Funktionen zu vermeiden. Nachfolgend wird auf

die Umformungen durch monotone Transformationen nédher eingegangen.

Satz 7.1 (Monotone Transformation der Zielfunktion, [422])

Ist f(z) = n(f(x)) eine stetige reellwertige Funktion, 7 monoton wachsend auf dem Bild von
f und hat f ein globales Minimum (Maximum) in z,,, dann hat auch f an dieser Stelle
ein solches. Wiichst 1 sogar streng auf dem Bild von f, dann hat f genau dann ein globales
Minimum (Maximum) an der Stelle z,p, wenn f dort ein solches hat. Diese Aussagen gelten

gleichermaflen fir freie und restringierte Probleme, da n die zuléssige Menge nicht dndert.
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Anmerkung 7.1 Transformationen fiir Restriktionen miissen so gestaltet sein, dass sich
die zuldssige Menge nicht &ndert. Fir jede einzelne Gleichungs- und Ungleichungsrestriktion

kann eine spezifische Transformation gewéhlt werden.

Ist g;(z) < 0und 7 : R — R eine Transformation mit n(y) < 0 < y < 0 fir alle y € WB(g:),
demn gilt g,(z) < 0 Gi(x) = n(gi(x)) < 0.

Ist h;j(z) = 0und 7 : R — R eine Transformation mit n(y) = 0 < y = 0 fir alle y € WB(h;),
dann gilt h;(z) = 0 < hj(z) = n(h;(z)) = 0.

Aus dem Satz 7.1 lassen sich folgende Beziehungen herleiten:

1. Addition einer Konstanten oder Multiplikation mit einem positiven Faktor

inf (f(z)+c) = gggf(f(x) +c  sup(f(z)+c)=supf(z)+c (7.2a)

zeX zeX zeX
inf (vf(z)) = v inf f(x) sup(vf(x)) = vsup f(z) (7.2b)
z€ ze zeX zeX

2. Quadrieren vor dem Minimieren der euklidischen Norm
[|Az — b||3 ist fiir reelle Variablen iiberall F-differenzierbar, wihrend ||Az — b||» an
der Stelle Az = b nicht F-differenzierbar ist. Zudem hat ein Algorithmus bei ||Az —
bl|2 im Fall kleiner Residuen abs(Az.y, — b) =~ 0 mit einer ,Ecke® vergleichbar der
Betragsfunktion zu kimpfen, wihrend diese bei ||Az — b||3 verschwindet.
Allgemeiner: Transformiere Zielfunktionen so, dass sie LS-dhnlich werden.

3. Wurzelziehen bei Produktfunktionen
fzy,m0) = —x‘fwg in R? ist mit & > 0, 8 > 0 fiir a + 3 < 1 konvex und fiir a+ 3 > 1
quasikonvex. Ein Wurzelziehen mit hinreichend hohem Wurzelexponenten reduziert die

Summe der Exponenten auf bzw. unter Eins und lésst eine konvexe Funktion entstehen.

Beispiel: argmin, (—x122) = —argmax y(x122) = —argmax y+/T1o2 = argmin, —./T1xs

4. Logarithmieren von Likelihood-Funktionen
Die Likelihood-Funktion fiir Regressionsmodelle mit normalverteilter Storung fithrt auf
Exponentialterme, die durch Logarithmieren beseitigt werden kénnen. Statt iiber der

Likelihood-Funktion wird dann iiber der Log-Likelihood-Funktion maximiert.

5. Umformung mit monoton fallender Transformation
Bei monoton fallenden 7 werden die Minimierer zu Maximierern und umgekehrt. Die

zwei Standardumformungen hierfiir sind

inf (—f(x)) = —sup f(z) und < inf f(w)) B = 8161)13 3

TEX zeX reX
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Das Beispiel 7.1 zeigt, wie monotone Transformationen und Umformungen geschickt einge-
setzt werden kénnen, um eine Maximierung ohne die Methode der Lagrange-Multiplikatoren

zu losen, und es umgeht die Problematik der eingeschréankten Differenzierbarkeit.

Beispiel 7.1 (Anwendung monotoner Transformationen)
Maximiere das Verhéltnis der Summe der Kathetenldngen zur Hypothenusenlinge in einem

rechtwinkligen Dreieck im C™.

llzll2 + [yl

Q= = Max xly
|z + yll2
2
(M> < Max Quadrieren ist monoton, da @ > 0
Iz + yll2
[l=[13 + 2[2ll2]yll2 + [1lI3
L m 7 = Max Pythagoras [[ +yl[3 = [l2[3 + |lyl3
|z[13 + [lylI2

L og lollille &
[ECRAITE
M < Max Weglassen von Konstante und Faktor
lz][3 + [ly[I3

2 2
M < Min Inversion dreht Optimierungsziel

ERE
lelle , llgls 1,
lylle el
! .
T4+ 1/7 < Min 7= llall/ Iyl

= v =1=[zlls = ||yl
2zl _ kel 2l
e+uld el +1ylB /203

den orthogonalen Projektor in das orthogonale Komplement von x, dann ist die

Damit ist Qumax = = v/2. Bezeichne nun Pfi(m) =

l’l’H

(1,1_ e

x
Menge aller Optimall6sungen ablesbar

IEIP

() eC"xC":y = — 7
{ 1Pyl

Pﬁ(z)z; zeC"\{Cz;¢ € (C}} (7.4)

Das Beispiel 7.2 nutzt den Einsatz monotoner Transformationen zur numerischen Verbesse-

rung der Problemformulierung.

Beispiel 7.2 (Problemskalierung)

Skalieren der Zielfunktion und der Restriktionen liasst die Menge der Minimierer unverandert:

f(z) L Min; g(z) <0, < af(z) . Min; Bigi(z) <0;8, € R”,a € R” (7.5)
h(z) =0, vihi(z) = 0,57, € R\O
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Die Faktoren sollten aus numerischer Sicht (Abbruchkriterien, Genauigkeit, Penalty-Terme)
so gewahlt werden, dass fiir typische Werte x die Funktionswerte g;(z), h;(z) in etwa gleich

groB sind. Ein anderer Aspekt ist der Rechenaufwand. So ist Proj(a) = a — max{b"x —
b
c, O}W die Projektion auf C = {x € R" : b’z < ¢}, die sich im Fall eines Einheitsvektors
2
b auf Proj.(a) = a — max{bTx — ¢,0}b vereinfacht. Eine einmalige dquivalente Anderung

der Restriktion zu C = {z € R" : b"x/||b||> < ¢/||b||2} erzeugt einen solchen Einheitsvektor,

womit gerade in zyklischen Projektionsalgorithmen Rechenaufwand gespart werden kann.

7.2 Bijektive Variablentransformation

Variablentransformationen sind ein probates Mittel fiir Problemumformungen und -verein-
fachungen. Bekannt sind sie aus dem Losen biquadratischer Gleichungen agx*+a,22+ay = 0,
wo y = x2 eine quadratische Gleichung entstehen ldsst. Auch die beriihmte Weierstra$-

Substitution y = tan(3), mit deren Hilfe sich einige trigonometrische Terme dank

2y 1—y°
und cosT =
1 + yQ 1 + yQ

in rationale umformen lassen, zdhlt hierzu. Den Vorteil bijektiver Variablentransformationen

sinx =

(7.6)

fiir die Losung freier und restringierter Probleme kennzeichnet der folgende Satz.

Satz 7.2 (Bijektive Variablentransformation, [422])

Ist f: X — R und g eine bijektive Funktion mit g : ) — X und f(y) = f(g(y)), dann
gilt: Hat f sein Minimum bei oy, s0 nimmt A(y) sein Minimum bei yopr = ¢~ (@opt) an. Ist
Yopt Minimierer von f (y), dann ist Zop, = g(Yopt) Minimierer von f(x). zopy ist genau dann

eindeutig, wenn dies auch yqp ist.

Anmerkung 7.2 Selbstverstandlich gilt Satz 7.2 analog fiir Maximierungsprobleme, und

zwar unabhéngig davon, ob sie frei oder restringiert sind.

Beispiele fiir bijektive Variablentransformationen sind orthogonale Transformationen in Ver-
bindung mit QR- oder SVD-Faktorisierungen. Aber auch im Allgemeinen nicht-bijektive
Abbildungen kénnen auf X bijektiv sein. So beschreibt C+ € RZanfp) eine nicht-surjektive
Abbildung von R"? nach R", die aber fiir f : R” — R mit der linearen Restriktion Cx = 0,
d.h. mit 2 = g(y) = Cty, bijektiv ist, denn in diesem Fall ist X = N (C) = R(C™).

Eine weitere Anwendung liefert die Momentenmethode!, bei der die Momente [y, o N ak

zur Bestimmung der Verteilungsparameter herangezogen werden.

! Eng verwandt mit der Momentenmethode ist die Quantilmethode, die die in aller Regel deutlich robusteren
Quantilschétzer zur Bestimmung der Verteilungsparameter nutzt und die auch angewendet wird, wenn wie

bei der Cauchy-Verteilung einzelne Momente nicht existieren.
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Beispiel 7.3 (Schiatzung der Parameter einer Gamma-Verteilung)

Fiir N gammaverteilte Stichprobenwerte seien b > 0,p > 0 fiir f(z) = bPe~*2P~/T(p),z > 0
2

}12:}2%.

zu bestimmen. Aus p; = § und gy = % folgt b = ﬂﬁﬂ% und p =
Den schénen Eigenschaften der bijektiven Variablentransformation steht ein beschranktes
Einsatzgebiet gegeniiber, weshalb mit Abschwéachungen gearbeitet wird. So ist die Matrix-
exponentialfunktion fir n > 2 nicht global injektiv (damit auch nicht global bijektiv), da-
fiir aber lokal injektiv. Eine weitere Abschwéichung besteht darin, die Bijektivitat auf eine
Teilmenge zu reduzieren, bestimmte Punkte oder Mengen wegzulassen (z. B. bei der Cayley-
Transformation [618]) und diese separat zu behandeln. Wenn die weggelassenen Mengen
mager sind, ist dies hdufig durchaus legitim, allerdings kénnen numerische Probleme in der

Néhe derartiger Mengen auftreten.

Anmerkung 7.3 Haufig fihrt kein Weg an surjektiven Variablentransformationen vorbei.
Dann reduziert sich Satz 7.2 auf die Tatsache, dass eine Lésung xp die Existenz mindestens
einer Losung yopty mit Topr = g(Yopt) impliziert und dass, wenn y,,; ein globaler Minimierer ist,
auch Zopt = g(Yopt) €in eben solcher ist. Die Mehrdeutigkeit impliziert hierbei aber mehrere
globale Minimierer yop¢ und damit potenziell die Existenz stationarer Punkte, die nicht mit

dem globalen Minimierer z,,; korrespondieren, vgl. Beispiel 5.2.

7.3 Dekomposition

Dekomposition bezeichnet eine Strategie, die ein groferes Problem in mehrere kleinere (Her-
absetzen der Problemdimension) zerlegt und/oder die kompliziert beschriebene Mengen
(Strukturen) in einfachere aufspaltet. Eine typische Anwendung stellt die Dekomposition
von LS-Problemen dar. Hierfiir gilt:

min waHAle — b3 = > w? min || A;z; — byl [3. (7.7)
L1y Tm = =1 Z;

Sie wird bei der Identifikation von MIMO-LTI-Modellen iiber MISO-Teilmodelle genutzt.

Obwohl dabei meist P-kanonische Strukturen herangezogen werden [356], gelingt eine De-

komposition auch bei V-kanonischen MIMO-Modellen, wenn die einwirkenden Ausgénge als

Eingange angesehen werden. In [255] wird hierzu fiir eine Mehrzonenofen-Anwendung be-

schrieben.
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Die meisten Dekompositionszugéinge beruhen auf den folgenden Regeln:

nf  f(z) =min{inf f(z), nf f(z)} (7.8a)
sup  f(z) = max{sup f(z), sup f(z)} (7.8b)
TEX | UXL reX] TEX>
et o (f(@) +g(22)) = inf f(z1) + inf g(z2) (7.8¢)
sup  (f(z1) +g(22)) = sup f(z1) + sup g(z2) (7.8d)
z1€X,2E€X T1€X T2€X>
et (f(21) —g(22)) = inf f(21) _i‘é%g(x?) (7.8¢)
sup  (f(z1) — g(z2)) = sup f(z1) — lnf 9(1’2) (7.8f)
T1EX],x2EX> r1EX]
et (f@1)-glaz)) = inf flz1)- inf g(zz);  fl21) 2 0,9(x2) 20 (7.8g)
sup  (f(z1) - g(w2)) = sup f(x1)- sup g(wa);  f(21) >0,9(x2) >0  (7.8h)
r1€X1,T2€X r1€X T2E€X
nedliher 90072 = 0 U gl n)h = i Ul gl )k (780
sup  g(z1,79) = sup { sup g(x1,22)} = sup { sup g(v1,72)} (7.8)
T1EX],xaEXD T1EX] x2€AL T2€EXy x1E€AX]

Regel (7.8a) sagt grob gesprochen, dass das Minimum einer Funktion iiber der Vereinigung
zweier Teilmengen, ermittelt werden kann, indem die Minimierung iiber jede Teilmenge aus-
gefithrt wird und im Ergebnis das kleinste der beiden Minima zu nehmen ist (Regel (7.8b)
analog). Da die Vereinigung zweier konvexer Mengen nicht konvex ist, ist selbst bei konvexem
f ein nichtkonvexes Problem zu lésen. Vielfach einfacher ist dann die Losung zweier leich-
terer konvexer Probleme. Die Regeln (7.8¢) bis (7.8h) beziehen sich auf separable Variablen
und aufspaltbare Zielfunktionen. Sie zeigen, wie die Optimierung iiber die Einzelvariablen
die Komplexitat senkt. Die Regeln (7.8i) und (7.8]) beziehen sich ebenfalls auf separable
Variablen und zeigen, dass durch das Nacheinander-Ausfihren zweier Optimierungen Ver-
einfachungen erreichbar sind. Dieses Prinzip wird bei separablen Quadratmittelproblemen
in Abschnitt 5.2.8, genutzt oder allgemeiner bei der Eliminationsmethode mittels Optimali-
tatsbedingung in Abschnitt 5.2.7.

7.4 Minimax-Theoreme

In einigen Problemen (Maximum-Entropie-Identifikation, Min-Max-optimale-Pradiktion, ro-
buste Filterung [564]) ist iiber einen Teil der Variablen zu maximieren und tiber einen anderen
zu minimieren, z. B. Maximieren der mittleren Transinformation beziiglich des Nutzsignals
und Minimieren beziiglich der Storung [642]. Damit stellt sich die Frage, wann die Reihen-

folge von Maximieren und Minimieren getauscht werden darf, wann also



7.5. UMFORMUNG IN PARAMETERLINEARE MODELLE 267

sup inf f(z,y) = inf Sup f(z,y) (7.9)

zeX VEY

gilt. Solche Aussagen liefern die Minimax-Theoreme.

Satz 7.3 (Kakutani-Minimax-Theorem, [329])
Sind X € R", Y C R™ konvexe Korper (nichtleere, kompakte, konvexe Mengen) in normier-
ten Vektorraumen und ist f stetig und fir jedes feste y in & konkav und fiir jedes feste z in
y konvex, dann gilt
= 1

Iilea%ggn flz,y) = IyIélJI}lI]I}eaxf(.L' ). (7.10)
Weiterentwicklungen zielen auf das Aufweichen der Kompaktheitsforderung, der Konvexi-
téatsforderung an beide Mengen, der Stetigkeit und der Konkav-konvex-Forderung. Einen
Uberblick geben Frenk, Kassay und Kolumban [200] sowie Tuy [606], der selbst eine neue
Version liefert. Fiir die Anwendung ist insbesondere eine aus dem Tuy-Theorem abgeleitete

Verfeinerung des Minimax-Theorems von Sion [569] niitzlich.

Satz 7.4 (Sion-Tuy-Minimax-Theorem, [606])

Es seien X C R™, Y C R™ abgeschlossene konvexe Teilmengen und f quasikonkav in x und
quasikonvex in y.

Ist f(z,y) oberhalbstetig in z und halbstetig in y in jedem Liniensegment, dann gilt

f inf sup f(: fiir X kompakt. 7.11
max inf f(z,y) = ;gy:ggf(%y) iir & kompa (7.11)

Ist f(z,y) halbstetig in x in jedem Liniensegment und unterhalbstetig in y, dann gilt

sup inf f(x y) = minsup f(z,y) fir Y kompakt. (7.12)
zeX Y€V Y€V zeX

Anmerkung 7.4 Die Minimax-Theoreme stehen in Beziehung zu den bekannten Fixpunkt-
sitzen [329], [200] und zur starken Dualitdt (Abschn. 8.1.5). Letzteres ist anschaulich, sagen

sie doch, wann in der von-Neumann-Ungleichung (8.17) keine Dualitétsliicke auftritt.

7.5 Umformung in parameterlineare Modelle

Ausgleichsprobleme lassen sich fiir parameterlineare Modelle f(w,t;) = g7 (w,,)0(tx) ele-
gant mit LS-Losungsverfahren bearbeiten. Tritt eine additive Storung zum rechten Term
auf, bleibt das entstehende Regressionsproblem ebenfalls einfach, da es linear beziiglich der
Storung ist. Fiir normalverteilte Storungen empfiehlt sich dann der Gau-Markov-Schétzer.
Bei Regressionsproblemen, die zwar linear in den Parametern, aber nichtlinear beziiglich der

Storungen sind und solchen, bei denen die Storungen zwar linear, aber iiber Gleichungen
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miteinander verkniipft sind (z. B. lineare Differenzengleichungsmodelle), hilft die Parameter-
linearitat zu einer schnellen approximativen Losung. Allerdings bleibt offen, wie weit in diesen
Fallen die LS-Losung von einer ML-Schatzung entfernt liegt. Ungeachtet dessen sprechen ein-
fache und numerisch schnelle Algorithmen gerade auch bei u-Controller-Anwendungen fiir
die Verwendung parameterlinearer Modelle. Mit einigen Umformungen kann zudem man-
ches parameternichtlineare Problem durch Transformation in ein parameterlineares tiber-
fiihrt werden. In Tabelle 7.2 stellt der Autor von ihm erfolgreich eingesetzte Methoden bei
diversen Modellbildungsaufgaben, Standardmethoden und Zugénge aus der Spezialliteratur
zusammen und zeigt deren Basisideen beispielhaft. Nachfolgend wird jedoch nur auf die

Pseudoparametermethode und die Ordinatentransformation niaher eingegangen werden.

Definition 7.1 (Pseudoparameter)

Werden Modellparameter zum Zwecke einer einfacheren Berechnung durch neue Parameter
ersetzt, wobei deren Anzahl grofier als die des Modells ist, dann wird von Pseudoparametern
gesprochen. Der Begriff wird mitunter auch bei Reparametrisierungen verwendet, bei denen
die Parameteranzahl gleich bleibt, wenn der Bedeutungszusammenhang zu den physikali-
schen Parametern sichtlich verloren geht. Synonym werden die neuen (rein mathematischen)

Parameter auch Ersatzmodellparameter genannt.

Anmerkung 7.5 Pseudoparameter erfordern gegebenenfalls Restriktionen, die Ausfihrbar-
keit und Widerspruchsfreiheit der Riicksubstitution sichern.

Im Punkt 2 von Tabelle 7.2 garantiert die Restriktion die Widerspruchsfreiheit fir die Riick-
substituierbarkeit. Beim Kugelfit tiber das Modell (227)c + 72 — ||c||2 = ||z;]|? mit ¢ als
Mittelpunkt und r als Radius und den Pseudoparametern ;.3 = ¢ und 64 = r2 —||c||3 sichert

die Restriktion 0%,6,.5 + 6, > 0 die Existenz eines reellen 7.

Beispiel 7.4 (Pseudoparameter)

Wird beim Ellipsenfit zusatzlich das Vorwissen eingearbeitet, dass das Zentrum der Ellipse
z. auf einer bekannten Geraden y = p + ¢ liegt, dann entsteht nach Elimination von z.
und der Ersetzung 2 := 2 — p die Gleichung f(v,4,9) = (v — v¢)TA(x — vq) +g = 0.
Sie ist quadratisch in v, weshalb v im Gleichungsfehlerquadrat f2(v, A, g) in vierter Potenz
auftritt. Wird indes in f(v, 4, g) = 27 Az — 2v¢T Az + v2¢T Ag+ g = 0 der Pseudoparameter
h = ~+2¢" Aa+ g eingefiihrt, dann erscheint v in f(7, 4, h) = 27 Az —2v¢" Az+h = 0 nur noch
linear und in fQ(fy, A, h) quadratisch. Da g hier keinen Einschrankungen unterliegt, sind auch

fiir h keine erforderlich. Mithin vereinfacht sich die Situation dank des Pseudoparameters h.

2 Eine Funktion heifit g-homogen, wenn f(az) = a?f(z) gilt.
3 Regressionen mit Modellen 3 = au® als auch mit den parameterlinearisierten Versionen iiber Iny = Ina +
blnwu heiflen potenzielle Regressionen. Analog werden y = ae®™ bzw. y = am™ als auch Iny = Ina + bu

bzw. Iny = Ina + Inm - u als exponentielle Regressionen bezeichnet.
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Prinzip

parameternichtlinear

parameterlinear

Reparametrisierung

y = abuy + b/3uy

Yy = O1uy + Oaus
61 = ab, 62 S b1/3

Einfithren von

1 a
Yy =au; + 7us + ~us

Yy = auy + Orus + Ous

Pseudoparametern b b Restriktion: afh = 6,
Ordinatentransf. Yy = bf<gn(u)+é§ aigi(u)> FHy) = cgn(u) + Z bigi(u);
oy) = f'(y) S ist q-homogen5 by = ab'/ ¢ = bl/‘l -
bly) = Iny /? y = alf ()P Iny = d 1 bln () + cg(a); d > 0
d=1Ina

_ _ [ 1 & gilu)
)=ty Y S ) RN

_ _ :nO b fT( ) ~ < . — -
¢(y) - ¢<u) Yy Y= ( ) ZZL ) azgl( ) gn(u)y - 120 bzfz(u) ; azgz(u)y
Approximieren ay(t) +y(t) = ku(t — Tp) y(t) = —ay(t) + Ku(t) — cit)

E<TA,C:KT1§

Darstellen als Losung
einer Differenzeng].
Prony-Prinzip

y(t)= Z a; exp(fit) sin(w;t)
t= kTA

ylk+n] = —apylk+n—1]...
—ary[k + 1] — aoy[k]

_ v
yt) = 1+ Bexp(—at)

logistische Funktion

1

1 _

ylk] ylk —1]

ap = (1 - a1)/%al = exp(—a)
Berechnung von S iiber zweite

~
=ag+a;

Schatzung mit &, 4

Darstellen als Losung

einer Differenzialg]l.

y(t) = aj’exp(btﬂ)du
0

Lie-symmetrische

Transformation [141]

y(t) = Ku(t)[y()

oder allgemeiner

v = f(t)g(y)

_ yeq]P

Ing = ¢+ bu?

c=Ina

d

& —(yz) & 19 + couy + c3u

C1 :—@.CQZQJ Cgiﬂ
K’ 1—p’ 1—p

2(t) = [Tu(r)dr

zo Integrationskonstante

Nutzung pradiktiver
Signale

y = aexp(bu) + cu?

Y= aZ + cu?; 2, = exp(bp_yup)
bu = 1In <y

— ékU2>
ay,

Zweistufiges Vorgehen

ylk] = G(q, 0)ulk]

tiber Gewichtsfolge [104]
tiber Zustandsfolge [490]

Tabelle 7.2: Methoden zur Umformung in parameterlineare Modelle

269
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Fiir einige einfache Modelle, vgl. Punkt 3 in Tabelle 7.2 ist eine Ordinatentransformation
ein probates Mittel zur Umformung in ein parameterlineares Modell, s. auch die weiterfiih-
rende Literatur Myers [470], Glenberg [225], Neter [477]. Das nachfolgende Beispiel wendet
ebenfalls diese Technik an, ist aber insofern zusétzlich interessant, da es tiber den Zwischen-
schritt der expliziten Losung von nichtlinearen Differenzialgleichungen einen Weg zu deren

Parameteridentifikation zeigt.

Beispiel 7.5 (Ordinatentransformation fiir Wachstumsprozesse)

Tabelle 7.3 stellt fiir das lineare (1), exponentielle (2), monomolekulare (3), logistische (4)
und Gompertz-Modell (5) die Zusammenhénge dar. Die auf der rechten Gleichungsseite
stehenden In-Terme iiber yg werden schlussendlich als Pseudoparameter aufgefasst. Fiir ei-
ne detaillierte Analyse zu den Modellen (4) und (5), insbesondere zu deren qualitativem
dynamischen Verhalten bei bestimmten Parameterwerten und damit zu einer guten Beurtei-

lungsméglichkeit der Parameterschétzungen, sei auf [481] verwiesen.

Differenzialg]. Losung Parameterlinearisierung
1 ly=r y(t) =yo+rt y(t) =yo+ 1t
2|y=ry y(t) = yoe™ Iny(t) =Iny +rt
3ly=r(l—y) yt)=1—-(1—yo)e™ In (ﬁ) =1In (ﬁ) +rt

. 1
41g=r(l—y)y y(t) = FEp =Ty In (13%)) =In (13(;()) +rt

Yo

5/y=r(—Iny)y y(t) = exp(Inyge™) —In(—Iny(t)) = —In(—Inyg) + 7t

Tabelle 7.3: Ordinatentransformation bei der Identifikation von Wachstumsraten [483]

Die Ordinatentransformation formuliert dquivalente Probleme, falls keine Stérungen und
Fehler vorliegen. Andernfalls geht die Aquivalenz verloren, was manchmal iibersechen wird.
Dann folgen aus dem parameterlinearen Modell nicht die gleichen Parameter wie aus dem
parameternichtlinearen (Bias in Folge der Nichtlinearitéten). In Abhéngigkeit von der Gro-
Be der Storungen und den Genauigkeitsanforderungen erfordert das eine Nachoptimierung.
Durch eine geeignete Wichtung kann aber in vielen Fallen darauf verzichtet werden. So

approximiert ndmlich

al 2 2 1
> uf (600) = o) L Mim wit = s (7.13)
die Zielfunktion v
S (yi — f(u;;6))* = Min. (7.14)

i=1
Das folgt aus der Taylor-Approximation ¢(z) & ¢(xg) + ¢'(x0)(x — zg) mit zo := y; und
= f(ui;0) tber o(f(ui30)) — o(yi) = &' (yi) (f (ui;0) —wi); i =1,.... N.
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Die Formeln lassen sich wie folgt plausibilisieren: Stauchungen oder Streckungen durch die
Transformation machen die Fehler kleiner oder grofler als die zugehorigen Fehler im Ori-
ginalmodell. Die Wichtung bewirkt nun, dass kleiner gewordene Fehler im transformierten
Modell hoher gewichtet werden; fir groBere gilt das Gegenteil. Letztlich wird durch die
Wichtung erreicht, dass beide Giitefunktionen tiber alle 6 ndherungsweise gleich sind. Das

bedingt, dass auch die Optimallésungen von (7.14) und (7.13) in Naherung gleich sind.

7.6 Umformulierung in eine Differenzialgleichung

Die Idee der Umformung eines Optimierungsproblems in eine Differenzialgleichung ergibt
sich aus der Eigenschaft von Systemruhelagen, die bei zeitkontinuierlichen Systemen durch
Nullsetzen der Ableitungen charakterisiert werden. Gleichfalls sind Extremalpunkte durch
Nullsetzen des Gradienten gekennzeichnet. Werden diese beiden Aspekte kombiniert, ergibt
sich die folgende Aussage: Angenommen f : R — R sei eine einmal stetig-differenzierbare
freie Zielfunktion und V, f = g—£ der Gradient in z beztglich des Standardskalarprodukts in
R”, dann stimmen die Ruhelagen der Differenzialgleichung

Y v w0) = (7.15)
dt
mit den stationdren Punkten von f tiberein. Letztlich ist die Umformulierung eines freien Mi-
nimierungsproblems in eine Differenzialgleichung nichts anderes als die kontinuierliche Versi-
on des Verfahrens des steilsten Abstiegs (Gradientenverfahren). Fiir einen hinreichend guten
Startwert zo — bei konvexen Problemen fiir jeden Startwert — strebt die Losung der Differen-
zialgleichung (7.15) gegen einen Minimierer der Zielfunktion (positive Definitheitsforderung
beim Minimum korrespondiert mit asymptotischer Lyapunov-Stabilitdt der Differenzialglei-
chung). Statt eines Optimierungsalgorithmus wird nunmehr ein numerischer Integrations-
algorithmus (Runge-Kutta-Verfahren und &hnliche) benétigt. Eine praktische Anwendung
beschreibt das folgende Beispiel.

Beispiel 7.6 (Projektion auf eine ebene Kurve, [250])

Die Pfadregelung autonomer Fahrzeuge erfordert die Berechnung eines Projektionspunkts
auf der Sollkurve, z. B. Projektion des Hinterachsmittelpunkts. Statt einer numerischen Op-
timierung wird in [250] die Formulierung 7.15 zusammen mit einer Vorsteuerung verwendet.
Durch die Vorsteuerung mit der bekannten Geschwindigkeit des Autos wird gewissermafien
der Startwert flir die Optimierung immer aktualisiert. Da der Standardzugang aber zu ei-
nem Schleppfehler fithrt, wenn die Kriitmmung ungleich Null ist, wird das Vorwissen iiber

den Kriitmmungsverlauf ins Modell integriert. Letztlich entsteht dadurch ein Beobachter.
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Ein Vorteil dieser Problemtransformation kommt besonders in adaptiven Reglern zum Tra-
gen, bei denen online eine Parameterbestimmung erfolgt. Da solche Regler fiir nichtlineare
Systeme iiberwiegend anhand der zeitkontinuierlichen Modellbeschreibung entworfen wer-
den, braucht der zeitkontinuierliche Bereich dank der Differenzialgleichungsformulierung bei
der Modellbildung nicht verlassen zu werden. Das wiederum vereinfacht den Stabilitdtsnach-
weis gegeniiber einer Kombination aus zeitdiskreter Modellbildung iiber Optimierung und
zeitkontinuierlichem Reglerentwurf erheblich. Gleichwohl bleibt der Nachweis in aller Re-
gel anspruchsvoll, da weder das Gewissheitsprinzip fir Modell- und Reglerentwurf noch das

Separationsprinzip fiir Beobachter- und Reglerentwurf im Nichtlinearen gilt.

Ein weiterer Vorteil dieser Problemtransformation ergibt sich bei der Optimierung iiber Re-
striktionen, die glatte Mannigfaltigkeiten oder konvexe Mengen beschreiben. Als ein Beispiel
sei die Optimierung tiber der Stiefel-Mannigfaltigkeit genannt [135], d. h. iiber der Menge der
orthonormalen Matrizen X € R™" mit X7X = [,. Mit Hilfe eines Projektionsoperators
wird (7.15) so modifiziert, dass x(¢) niemals die zuldssige Menge verldsst (verletzt), aber
dennoch den Zielfunktionswert fortwahrend verbessert

dz . .
i —Proj(V.f). (7.16)

Die Projektion erfolgt bei Gleichungsrestriktionen h(x) = 0,, in den Tangentialraum von h
im aktuellen z. Fir Ungleichungsrestriktionen F = {x € R™ : g(z) < 0,} ist

. V.f z € intF oder (V,g,V.f) <0
PrOJ(Vlf) = Vmgvz_"g
I, V.f z€bdF und (V,q,V.f) >0

[Vagll3

(7.17)

ein moglicher Projektionsoperator [367]. Im unteren Fall erfolgt die Projektion in den Tan-
gentialraum von g, womit sich die Trajektorie z(t) auf dem Rand (boundary) bdF der
Restriktion bewegen wird, sofern sie sich nicht durch das Erfiilltsein der Freigabebedingung

(V29,Vof) <0 von diesem 16sen kann.

Anmerkung 7.6 Statt orthogonaler Projektionen koénnen auch schiefe Projektionen ver-
wendet werden. Das kann bei adaptiven Regelungssystemen von Vorteil sein, wenn sich
dadurch im Stabilitdtsnachweis mit einer Lyapunov-Funktion Terme in der abgeleiteten
Lyapunov-Funktion aufheben. Durch eine e-Glattung des Operators im Ungleichungsfall
lésst sich die fiir einige Anwendungen unangenehme Unstetigkeitsproblematik am Rand von
F umgehen [367]%. In adaptiven Regelungssystemen ist oft zusétzlich eine Dampfung fiir das
Parameteraktualisierungsgesetz nach (7.16) vorzusehen, um Stabilitat fiir das Gesamtsystem
zu sichern. Selbstversténdlich sind auch Modifikationen in Anlehnung an das Gaufl-Newton-

oder das Newton-Verfahren moglich.

4 Die Unstetigkeitsproblematik wird an (z — 1)2 L Min; z < 0 mit zope = 0 sichtbar. So ist die Auftreffge-
schwindigkeit & (tena — 0) = —2(z — 1)|,—0 = 2, um sodann & (tepa + 0) = 0 zu sein.
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7.7 Formulierung als Projektionsproblem

Das rekursive Losen restringierter LS-Probleme gilt als schwierig, ist es doch bereits nicht-
rekursiv schwierig, wenn das Problem nichtkonvex ist (lokale Minima mit unbekannter An-
zahl). Die Annahme strenger Konvexitat wird dabei meist gestellt, da dann Eindeutigkeit
der Losung folgt. Das erfordert eine konvexe Problemformulierung kombiniert mit einer Voll-
rangforderung an die Datenmatrix, die fiir Modelle ohne Uberparametrisierung und je nach
Modelltyp zusatzlich bei standiger Systemanregung gegeben ist. Ohne Konvexitét oder Voll-
rangforderung ist die Formulierung eines erfolgreichen Algorithmus nur moéglich, wenn das re-
stringierte LS-Problem sehr gut verstanden wird, denn nur dann kénnen Adhoc-Mafinahmen

ein Konvergieren zu lokalen Nebenlésungen verhindern.

Die Idee des hier vorgestellten Zugangs ist es, iiber einen herkémmlichen rekursiven LS-
Losungsalgorithmus die gewohnliche LS-Losung schritthaltend zu berechnen und sie dann
in jedem Schritt auf die durch transformierte Restriktionen eingeschrénkte zulassige Menge
zu projizieren. Sofern fiir die Projektion geschlossene Losungen existieren oder die Projek-
tion numerisch schnell geht, steht damit ein Online-Algorithmus zum rekursiven Losen der

restringierter LS-Probleme bereit.

Das restringierte LS-Problem
Az — b2 = Min 2 € R": h(z) =0, g(z) < 0; A € R™*" (7.18)
ist beziiglich des Minimierers dquivalent zu

|Az — b]|2 = 7o+ bTA(ATA)'ATh = Min~ z € R": h(z) = 0, g(z) < 0; A € R™",
(7.19)

was seinerseits dquivalent ist zu
(ATA)PATb — z])%ry =Min  z € R": h(z) =0,g(z) < 0;A € R7*". (7.20)

Das bedeutet nichts Anderes, als dass der Minimierer von (7.18) die Projektion der LS-
Losung z1s = (AT A)7' ATh im Sinne der durch A7 A bestimmten elliptischen Norm auf die
Restriktion ist. Um allerdings die bekannten Formeln, insbesondere die fiir die orthogonale
Projektion auf konvexe Mengen, algorithmisch nutzen zu kénnen, ist die elliptische Norm in
die euklidische zu iiberfithren. Mithin ist (7.20) mit y = (AT A)'/2z dquivalent zu

1(ATA)2zs — |3 = Min -y € R” : h((ATA)/?y) = 0,g((ATA)2y) <0, (7.21)

was sich auch fiir eine direkte Berechnung der restringierten LS-Losung eignet. Die Darstel-

lung kann aber auch vorteilhaft verwendet werden, um bestehende rekursive Algorithmen
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fiir Restriktionen tauglich zu machen. Dies soll am Standard-Rekursionsalgorithmus fiir die
LS und das Modell y[k] = ¢[k — 1]0 + ¢[k]

Pk — 2olk — 1]
1+ o7k — 1Pk — 2J[k — 1]

Plk — 206lk — 16" [k — 1Pk — 2]
T Pkl —1 Pt (7.22b)

Bk] = Olk — 1] + (mm—¢ﬂk—uﬂk—u) (7.22a)

Plk—1] = Pk — 2]

mit gegebenem 6[0] und einer beliebigen positiv definiten Startmatrix P[—1], z.B. e, /> I

mach= 1>

erklart werden. Der Algorithmus berechnet im N-ten Schritt den Minimierer é[N ] von

ki_v:l(y[k] — o' [K]0)* + %(9 - é[O]>P*1[71] (9 — é[m) L Min, (7.23)

vgl. [232]. (7.22b) wird dabei tiber das Matrix-Inversionslemma, angewandt auf

k-1
P k=1]=P ' k=24 ¢k —1¢" k-1 =P ' [-1]+ > oli—1p"[i — 1], (7.24)
i=1
hergeleitet. Damit entspricht P~'[k — 1] bis auf den zu vernachldssigenden Term P~1[—1]
der Matrix ATA in (7.21). Der Algorithmus braucht also nur um den Schritt

1P 2k — 0[] — yll3 = Min  y € R" : A(PY*[k —1Jy) = 0, g(P"*[k — 1]y) < 0, (7.25)
sowie die erforderliche Resubstitution
éC[k} = Pl/Z[k - 1]yopt (726)

ergénzt werden. Nachteil des Verfahrens ist die zusétzliche Berechnung der Quadratwurzeln
von P[k — 1] und P~1[k — 1]. Die numerisch robuste UD-Faktorisierung als Alternative zum
rekursiven Standard-LS-Algorithmus liefert dagegen die Quadratwurzeln tiber elementweises
Wurzelziehen des sog. D-Faktors praktisch fast gratis mit. Prinzipiell kann der A-priori-
Fehler im nichsten Schritt auch mit dem ,besseren® restringierten f¢[k] berechnet werden.
Die entstehende Folge der é[k] weicht dann von der Losungsfolge der LS-Probleme unter
Restriktionen ab.

Bei anderen Rekursionsalgorithmen, wie etwa Givens-Aufdatierungen [347], kann analog ver-
fahren werden, d. h., dass die entsprechend transformierte aktuelle LS-Losung auf die trans-
formierte Restriktion projiziert wird. Aus der optimalen Projektion folgt dann per Riick-

transformation die aktuelle restringierte LS-Loésung.
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7.8 Semidefinite Optimierung

Die semidefinite Optimierung bezeichnet das Losen von Problemen mit eine linearen Ziel-
funktion unter Semidefinitheitsrestriktionen an Matrizen oder affine Matrixfunktionen. Aus
der Matrixalgebra ist bekannt, dass eine symmetrische Matrix A € R™*" semidefinit (auch
nichtnegativ definit genannt) ist, wenn 7 Az > 0 fiir alle z € R" gilt. Die Menge der semi-
definiten Matrizen wird mit Sg bezeichnet, was auch durch A = 0,x, ausgedriickt werden
kann. Sie formt einen konvexen Kegel, d. h. nichtnegative Vielfache eine Matrix liegen wieder
in der Menge. Zudem ist auf den semidefiniten Matrizen wie auch auf den symmetrischen
Matrizen die sog. Lowner-Halbordnung erklirt, wonach A = B gilt, wenn A — B € 82
ist. Da lineare Zielfunktionen konvex sind und da eine Semidefinitheitsrestriktion konvex ist
und somit auch die Schnitte von mehreren solchen Restriktionen konvex sind, gehért die

semidefinite Optimierung zur konvexen Optimierung.

Die Vorteile der semidefiniten Optimierung sind zahlreich:

1. Obwohl die Klasse der SDP-Probleme viel allgemeiner ist als die Klasse der LP-
Probleme, sind SDP-Probleme dank der Inneren-Punkt-Methoden nicht viel schwie-
riger als LP-Probleme zu losen. Nesterov und Nemirovskii [476] zeigen, dass sich die
Inneren-Punkt-Methoden fir LP-Probleme, die erfolgreich von Karmarkar [337] ein-
gefithrt wurden, fiir alle konvexen Optimierungen nutzen lassen. Speziell fir SDP-
Probleme sind geeignete Barriere-Funktionen verfiigbar und leicht anzuwenden. Hierin
liegt die exponierte Stellung der LMI-Restriktionen® gegeniiber anderen konvexen Re-

striktionen begriindet.

2. SDP-Probleme lassen sich in polynomialer Zeit 16sen. Oft reichen 5 bis 50 Iterationen
[476], um die Optimallosung zu finden. Da pro Iteration nur ein lineares LS-Problem zu
l6sen ist und da hierfiir schnelle, robuste, ggf. schwache Besetztheit beriicksichtigende
Algorithmen verfiighar sind, bereiten auch Probleme mit mehreren hundert Parametern

kaum Probleme.

3. Das SDP-Problem wird vom theoretischen Standpunkt aus gut verstanden. Es liegt

unter einer Slater-Constraint-Qualification starke Dualitat vor [61].

4. LMI-Zugénge erweisen sich fiir Ingenieuranwendungen (Modelle unter quadratischen
Restriktionen, Versuchsplanung, Robuste Regelung, Stabilitdtseinzugsbereiche) als lei-
stungsstark [92], [93].

5 LMI steht als Abkiirzung fiir ,linear matrix inequality*.
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5. SDP- und LMI-Relaxationen sind fir diskrete Optimierungsprobleme, die oft als NP-

schwer einzustufen sind (z.B. Travelling-Salesman-Problem, Max-Cut-Problem), in-
teressant, da sie schnell gute Schranken fiir das Minimum liefern. Sie sind aber auch
hilfreich fir nichtkonvexe, multimodale Probleme, die sie durch polynomiale Zielfunk-
tionen und Restriktionen ergeben. So wird in [279] wird ein Algorithmus mit sukzessiver
LMI-Relaxation vorgestellt, der eine Folge generiert, die monoton gegen das globale Mi-
nimum einer multivariaten polynomialen Zielfunktion mit polynomialen Restriktionen

konvergiert.

. Einige Probleme mit unendlichdimensionalen konvexen Restriktionen koénnen durch

LMI-Restriktionen in endlichdimensionale Restriktionen tiberfithrt werden. Dadurch
verringert sich der Schwierigkeitsgrad erheblich.

. Programmsysteme (Abk. fiir Problemklassen s. Tab. A.8):°

- SeDuMi (6ffentlich; Matlab; LP, SOCP, SDP)

- CSDP, SDPA (6ffentlich; C; SDP)

- MOSEK (kommerziell; C mit Matlab-Interface; LP, SOCP, GP, ...)7
- solver.com (kommerziell; Excel-Interface; LP, SOCP)

- GPCVX (6ffentlich; Matlab; GP)

- CVXOPT (offentlich; Python/C; LP, SOCP, SDP, GP, ...)

Als Nachteile der semidefiniten Optimierung sind fiir den Ingenieur die Einarbeitung in den

mathematischen Hintergrund und die Anpassung seiner Probleme auf die programmspezi-

fische Form zu nennen. Die nachfolgenden Abschnitte geben deshalb eine Einstieg in die

Thematik, vermitteln die wichtigsten Grundideen und zeigen an einfachen Beispielen das

Vorgehen. Als erste weiterfithrende Literatur kann [93] empfohlen werden.

6 Eine Zusammenstellung findet sich auf http://www-user.tu-chemnitz.de/ helmberg/semidef.html.

7 GP steht fiir Geometric Programming, d.h. Probleme der Form

f(:r/)éMin zeRY hi(x)=1,9;(x) <Lyi=1,....m;j=1,...,p

wobei f, g; Posynome und h; Monome sind. Posynome sind Funktionen f(z) = Zszl cpa}* - xlnk mit
f:R2 = R, ¢, > 0und [ag,...,ant]T € R?; die Summanden heien Monome. Neben der Positivitéit

liegen die Unterschiede zu den mehrvariablen Polynomen in den nicht natiirlichzahligen Exponenten. Durch

die Reparametrisierung « = Iny entstehen konvexe Probleme f (y) = Zszl e v+be und b, = Incy.
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7.8.1 Beschreibungsformen von semidefiniten Problemen

Das algorithmische Losen semidefiniter Probleme erfordert, dass Zielfunktion und Restrik-
tion einer bestimmten Darstellung gentigen. Meist wird sich dabei auf die kanonische Be-
schreibungsform bezogen. Nachteil dieser Form ist die grofie Anzahl von Matrizen, die haufig
viele Nullen enthalten. Wahrend das fiir die theoretische Behandlung unbedeutend ist, er-
schwert es die programmtechnische Umsetzung und verringert die Ubersichtlichkeit. Durch
die Matrixform kann der Nachteil vermieden werden. Allerdings erfordert die dadurch ent-
stehende Variationsbreite von Restriktionsformulierungen eine modifizierte theoretische Be-
handlung, und auflerdem sind nur eingeschrénkte algorithmische Umsetzungen verfiigbar.
Die Liicke wird in einigen Softwaretools durch Zusatzmodule geschlossen, die Matrixform-
Darstellungen automatisiert in kanonische Darstellungen iiberfithren. Im Folgenden werden

die beiden Formen vorgestellt.

Kanonische Form
In der semidefiniten Optimierung wird eine lineare Zielfunktion unter der Restriktion mini-

miert, dass eine affine Kombination symmetrischer Matrizen nichtnegativ definit ist

TrEMin F(z) = Fo+ Y. 0iF = Open; @ = ((2,)) ER™, Fy, ..., F, €S, [* (7.27)
i=1

(7.27) wird als die kanonische Form eines SDP-Problems bezeichnet. Die Restriktion be-

schreibt eine lineare Matrixungleichung, d.h. eine Relation im Sinne der Loéwner-Halbord-

nungen =, >, X, < zwischen zwei symmetrischen Matrixfunktionen [72], in denen die Unbe-

kannten z; affin auftreten. Solch eine Restriktion ist nichtlinear, aber konvex, denn

F(z),F(y) €5;:0<y<1: Flyz+(1—=7)y)=7F(z)+(1—-7)F(y) €S, (7.28)

Matrixform

Wahrend die kanonische Form die Grundlage fiir die algorithmische Behandlung liefert, wird
aus Griinden der Interpretierbarkeit und Anschaulichkeit in der Darstellung die Matrixform
bevorzugt, gef. ist eine matrixvariate Zielfunktion spur(CX) zu formulieren. In der Matrix-
form werden die Unbekannten x; zu Vektoren oder Matrizen zusammengefasst, die ihrerseits

wiederum eine symmetrische Matrix formen. So wird statt der kanonischen Restriktion

100 000 000 010 001 000
xl{ooo} +12{010} +x3{000} +x4{100} +x5{000} +x@[oo1} = 03x3 (7.29)
000 000 001 000 100 010
besser
X 7 O3x3 (7.30)

8 Die Restriktion ist zu Apin (F(z)) > 0 dquivalent. Thre zuliissige Menge hat i. Allg. einen nichtglatten Rand,
vgl. Az > b & diag(Az — b) »= Omxcm-
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geschrieben. Beide Restriktionen fordern, dass die symmetrische (3 x 3)-Matrix nichtnegativ
definit sein soll. Allgemein kann jede Matrixform stets in die kanonische Form tiberfithrt
werden, der umgekehrte Weg indes ist nur sinnvoll, wenn sich die x; zu Vektoren oder Matri-
zen zusammenfassen lassen. Beispiele fiir LMI-Restriktionen in Matrixnotation sind die aus
der Regelungstheorie bekannte Lyapunov-Ungleichung

ATP + PA > Opyn, (7.31)

die diskrete Lyapunov-Ungleichung oder die Kalman-Yakubovich-Ungleichung. In (7.31) ist
zu beachten, dass entweder A oder P konstant sein muss, da ansonsten die linke Seite der
Gleichung nicht mehr linear in den Unbekannten ist. Sind sowohl A als auch P Unbekannte,
entsteht eine ungleich schwieriger zu behandelnde nichtkonvexe Restriktion.

Da die Umformung einer Doppelungleichung in zwei einfache Ungleichungen keinerlei Schwie-
rigkeiten bereitet, ist es aus Griinden der stiarkeren Aussagekraft der Doppelungleichung
zweckméafig, diese in der Problemformulierung zu belassen und nicht aufzulésen. So wird fir

die Sphérikrestriktion an einen Ellipsoiden (wenig Abweichung von einer Kugel) besser
'VIIn j X j ’72]71 anstatt 'YQIn - X t Onme - ’71]n i Onxn (732)

geschrieben. Ebenso ist es uniiblich, zwei einzelne LMI-Restriktionen durch ihre direkte Sum-

me darzustellen, d. h.

= Opmtp)x(mip)-  (7.33)

A1 (I) 0
Al (1') t Om><m7 AQ(I) i OPXP anstatt |: 0 AQ(:L)

Aufmerksamkeit ist der Tatsache zu schenken, dass eine strenge Ungleichung nicht zu einer
nicht strengen gemacht werden kann. Dies entspréche einem Abschwéchen der Restriktion
(7.27), was nur zuldssig ist, wenn F(@opt) > Opmxm gilt. So muss unter der Restriktion F(z) >
Opmxm keine Losung existieren, da der zuléssige Bereich eine offene Menge ist. Die Zielfunktion

hat dann unter Umstanden nur ein Infimum.

Eine alternative Darstellung zu (7.27) lautet
Tr=Min Az =bz€C. (7.34)

Diese Darstellung hat grofie Ahnlichkeit mit der Standardform eines LP-Problems. Der ein-
zige Unterschied ist, dass statt des Kegels der nichtnegativen Matrizen im LP-Problem als
Kegel der nichtnegative Orthant benutzt wird. Umgekehrt ldsst sich jedes LP-Problem in

ein SDP-Problem umwandeln

Tr = Min; Az < b, AcR™" & Tz = Min F(z) = diag(—Az +b) = Oy (7.35)
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7.8.2 Umformung konvexer Probleme in semidefinite Probleme

Das Uberfiihren konvexer Probleme in SDP-Probleme geschieht in drei Schritten:

1. Erzeugen einer linearen Zielfunktion mit der Epigraph-Methode (Abschnitt 6.5)
2. Umformen der Restriktion in eine LMI

3. Vereinfachen, wenn moglich (Abschnitt 7.8.3)

Das soll am folgenden Beispiel veranschaulicht werden.

Beispiel 7.7 (Minimieren der Spektralnorm)

Das konvexe Problem
JA(z)|lo = Min = € R A() : R" — RP*¢ affin in z (7.36)
lasst sich mit der Epigraph-Form und der Umformung 9 in Tabelle 7.4 iiber

Tpe1 =Min 2 € R [JA@)]]2 < Znst (erster Schritt) (7.37a)

Toi1l, Alx)

1
& a1 = Mi =0 :
Tn+1 m AT(z) zol, | = (p+9)x (p+4q)

(zweiter Schritt).  (7.37b)
in ein SDP-Problem tiberfithren. Ein Zusatzvorteil: In (7.36) existiert die Ableitung nicht
iiberall, wodurch bei den erforderlichen Fallunterscheidungen schwierig handhabbare Aus-
driicke entstehen; (7.37b) kennt solche Probleme nicht.

Die LMI-Restriktionsumformung eignet sich nur fir konvexe Restriktionen, da eine LMI
eine konvexe Restriktion verkérpert und somit bei geforderter Aquivalenz zur Ausgangsre-
striktion diese auch konvex sein muss. Fiir das Umformen gibt es keinen einheitlichen Weg;
Moglichkeiten sind in den Tabellen 7.4 und 7.5 angegeben, die Ergebnisse aus [93] zusam-
menfassen und erweitern. In Tabelle 7.4 ist zu sehen, dass sich parabolische Flachen, Ellipsen
und Kegel sehr elegant durch LMI-Restriktionen ausdriicken lassen. Insbesondere die Ellip-
sen spielen in geometrischen Anwendungen eine wichtige Rolle, z. B. umhiillende Ellipsen,
wahrend die Ellipsoide als ihre n-dimensionalen Erweiterungen bevorzugt bei der Erstellung
statistischer Modelle (Streuellipsoide) zum Einsatz kommen. Tabelle 7.5 enthélt die wichtige
Schur-Komplementformel. Hier allerdings nicht in der gewohnlichen Richtung, dass aus ei-
ner Blockmatrix zwei Bedingungen fiir deren Semidefinitheit kleinerer Dimension abgeleitet
werden, sondern die umgekehrte Richtung, also die Aggregation von zwei Bedingungen in
einer. Die gewohnliche Anwendung der Schur-Komplementformel wird jedoch im néchsten
Abschnitt benotigt.

Anmerkung 7.7 Das Umformen in LMI-Restriktionen lisst sich den Erweiterungsmetho-
den zuordnen, da die Zahl der Restriktionen um triviale und redundante Restriktionen zu-

nimmt. Das zeigt das nédchste Beispiel.
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Bedingung Umformung
. mXxn
1 Ax(i)b, 4€R diag(Az — b) = Opmxm
lineare Restriktion =
2
9 Yy 2 ax ) 1/a x}i%xz
Parabelfliche Ty
oy 1 = vy
3 ¥+b72§1 |:.T a2 0:|>‘03><3
Ellipsenflache y 0
w2 CE b0 o
S+ <P 0<z2< roa
4 (L2+b2_z’ e y 0 b 0 0 = Osxs; ¢ = 27
Kegel 0 0 0 ¢ 0
0 0 0 0 e—¢
5 [|[Az = bl|s < Tz +d [ (cTx+d)],, Asz}>0
SOC-Restriktion L (Az—=0)" Tz+d]— (e t)emt)
6 (Az = b)T(Ax —b) — T2z —d <0 r I, Axfb}>0
konvexe quadratische Restriktion L (Az —0)" Tz+d ]~ (mtl)x(m+1)
. (z—0)TA Yz —b) <A > Opxn A x—b}>0
Ellipsoid L (=" v (+1)x(n 1)
- T
(aTz)?/(bTx) >y >0 y az
8 g | aTe o7 |50
4@l < 7 B2 oL AW
9 - AT I :| >: 0(m+n)><(m+n)
A(.) affine Funktion in LAY (z) Ayl 1)
X[z <v; X €R™® yeR> i
10 (=) ’y[¥ X :| - O(m,+n)><(m+n)
Korollar aus (7) L XD L 1=
. mxn [y X
11 | IIXNlr <y X eR™" yecR> O V<2
(=) XT ]n (=) (m4n)x(m+n), SPUr (:)’\/
Korollar aus (12a) im Fall < und (12c) im Fall < mit V" als Schlupfvariable

Tabelle 7.4: Aquivalente Umformungen in LMI-Restriktionen (Teil 1)
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Bedingung ‘ Umformung
Restriktionen vom Schur-Komplement-Typ, [299], [92]
C T > OTU my A x B z
12a (.L) xm 1 T T( ) < ) - O(m+n)><(m+n)
A(z) = B(x)C™H2)B () = Ouxn | | B (2) C(z)
Fir C(x) = 0pxm gilt: A(x) B(x
12b ( ) - T T ) ( ) = 0(m+n)><(m+n)
A(x) = B(x)C™H(2)B"(2) = Onxn | | B'(2) C(2)
C(I) >_ m><m7 B
A(z) B(z
12 | A@w) = B@CH @B @) = 0w | | 0 P 0o
N Bf(z) C(x)
B(‘T)( m ( )C(I) ) = Opnxm -
Y  B(z)
C ‘ Ome7
13 (/L.) - -~ BT(’I') O(T) - O(m+n)><(m+n)7
spur(B(z)C~Yz)BT(z)) < 1 L . -~
spurY < 1
Korollar aus (12a) mit Y als Schlupfvariable
Ai.’ >'0n><n:::17~~~~ .
" (1:)(:) gt ,m dlag(Ai(x))(a-)OZn,xzm
A;(.) affine Funktionen in x a
15 || X(I,+X) Yl <1 X+ X"+ 1= 0 /?

Tabelle 7.5: Aquivalente Umformungen in LMI-Restriktionen (Teil 2)

Beispiel 7.8 (Triviale und redundante Restriktionen bei der LMI-Umformung)

Die Einheitskreisflache lasst sich als LMI wie folgt ausdriicken

m2+y2§1®[

1 z y
z 1 0
y 0 1

= O3x3-

(7.38)

Bekanntermafen ist eine Matrix genau dann nichtnegativ definit, wenn alle Hauptminoren
nichtnegativ sind [645]. Das bedeutet fir die Matrix in (7.38)

1>0
1>221>4%1>0
12x2+y2

fiir die drei Hauptminoren 1. Ordnung
fiir die drei Hauptminoren 2. Ordnung

fiir den Hauptminor 3. Ordnung

(7.39a)
(7.39b)
(7.39¢)

(7.39a) ist trivial und (7.39b) schwécher als (7.39¢), also redundant.

SXT+ X+I1-0 XT+D)(X+1)

= 1> [|X(X +D)7YE = [[X(X + D73
umgekehrt: 1 > || X(X + 1) > 0;(X (X + 1)

I>MXT+DIXTX(X + 1)

SXTX el (XT+DIXTX(X+1)7!

=VM(XT +1) 1XTX(X +1)-1)

DNeTs- (XT + I) XTX(X + 1)

lae XT 4+ X+1-0
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7.8.3 Vereinfachungen von linearen Matrixungleichungen

Wiéhrend sich im vorangegangen Abschnitt mit der Frage befasst wurde, wie eine konvexe
Restriktion in eine LMI tiberfiihrt werden kann, widmet sich dieser Abschnitt der Frage,
wie LMIs durch Umformungen vereinfacht oder auf eine verfiighare Software zugeschnitten
werden konnen. Basisumformungen finden sich in den Standardwerken zur Matrixalgebra
[72], [299], [300], [382]. Als Beispiel sei die folgende Aquivalenz auf S, genannt

A=Bs A ' <B. (7.40)

Der Tréigheitssatz von Sylvester'® kann verwendet werden, um Koeffizientenmatrizen
SER™ X €S,:STXS = 0pxn & X = 0 (7.41)

zu eliminieren. Noch leistungsstirker werden er und seine Erweiterungen in Kombination
mit den Schur-Komplementformeln in Tabelle 7.5. Fiir Probleme, in denen sich die Variable

X nicht tiber die gesamte Matrix erstreckt, also beispielsweise bei

Ap Ao A Ay Ay A+ XT
A21 AQQ —+ X A23 Oder A21 A22 Azg s (742)
Az Asp Ass Azt + X Ag Ass

kann die Zahl der Restriktionen reduziert werden. Hierzu werden zunéchst alle Variablen
durch ein geeignetes S in eine moglichst kleine Blockmatrix in der linken oberen Ecke trans-

formiert, z. B.

07101 [Ay An Asl[0 1 0 App+ X Aoy Asy
I 00 Agl A22+X A23 I 00 - A12 A11 A13 (743)
001 Asz1 Az Ass 0 01 Ay Az Asz
oder
1001 An A Ag+XT1[1 0 0 An A+ X7 Ap
O O ] A21 AQQ A23 0 0 ] = A31+X A33 A32
(7.44)

Anschliefend werden die Schur-Komplementformeln eingesetzt. Fiir die Zulassigkeit des Pro-

blems muss die rechte untere Blockmatrix (diese ist nunmehr eine reine Koeffizientenmatrix)

0Dje (reelle) Matrixversion des Satzes lautet: Ist A symmetrisch, so bleibt die Tréigheit (Eigenwertverteilung
beziiglich der imaginiren Achse) invariant unter Kongruenztransformationen. Kurzum, A und S7 AS haben

bei reguldrem S links, rechts und auf der reellen Achse die gleiche Anzahl von Eigenwerten [382].
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der gleichen Relation wie die urspriingliche LMI gentigen. Das kann vorab leicht tiberpriift

werden. Ist also Zuléssigkeit gegeben, dann gilt fiir das erste Problem die Aquivalenz

An Asg Az 1
Agp App+ X Aoz | =06 Ay + X — (Ay, Ags)

A3l A32 A33

All A13
A31 A33

A12

=0 (745
Ay (7.45)

und fiir das zweite

Ap A A+ X7
Ay Az Ags ~0&
Az + X A Ass

A Az + X7

— Ap At Ay = 0. (7.46
At X A 12455 Az (7.46)

In beiden Fallen ist die rechtsstehende LMI von geringerer Dimension und besteht ihr zweiter
Term nur aus Koeffizientenmatrizen, die — einmal berechnet — lediglich eine neue Koeffizien-

tenmatrix darstellt.

Neben den diskutierten Umformungen kénnen auch Variablentransformationen helfen, Pro-

bleme zu vereinfachen, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 7.9 (Stabilisierungsproblem)

Die Stabilisierbarkeit eines LTI-Systems durch Zustandsriickfithrung kann als — Finde ein
P > Opxn und K € R™" mit (A+BK)P+ P(A+BK)T < 0,5, — formuliert werden. Dieses
Problem ist wegen der Produktverkniipfung von P und K bilinear und damit nichtkonvex.
Mit der Variablentransformation X = P und Z = K P entsteht das konvexe Problem: Finde
ein X = 0, und ein Z € R™™ mit AX + BZ 4+ XAT + ZBT < 0,xn.

AbschlieBend sei noch das Eliminationslemma (auch als Projektionslemma bezeichnet) ge-
nannt, durch das sich das Zulassigkeitsproblem fir eine LMI auf eine Auswertung der Koef-

fizientenmatrizen reduziert.

Satz 7.5 (Eliminationslemma, [92])
Es gilt:

3X € R™": A+ BTXC + CTX"B > Opxn; A€ Sy, B € R™F C ¢ R

=
. (s (7.47)
BIABJ_ - O(kfrgB)X(kfrgB) mit BBJ_ = Onzx(kfrgB); BJ_ S RZiEZB £B)

CTAC| » O(k—rg0)x (k—rgc) Mit CCL = Opy(hrgcy; C1 € R’;ifggrg“
Anmerkung 7.8 Eine Erweiterung des Lemmas zur Elimination der Unbekannten aus einer
Menge von Ungleichungen A; + BI XC; +CT XT B; = 0,,5,, ist unzulissig. Allerdings existiert
fiir den Spezialfall mit mehreren A;, aber B; = B und C; = C eine Erweiterung [486].
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7.8.4 Konische Probleme zweiter Ordnung

Fir eine spezielle Klasse semidefiniter Probleme, bei der die Restriktion einen konvexen

m-dimensionalen Standardkegel zweiter Ordnung (Eiskremkegel, Lorentz-Kegel)

t

beschreibt, lassen sich effiziente Innere-Punkt-Algorithmen [476] formulieren, die denen auf

Cfnd—ef{{u} :uGle,tER,MQSt}

LMI-Formulierungen basierenden SDP-Algorithmen iiberlegen sind. Die zugehérige Problem-
klasse wird dann wie folgt definiert.

Definition 7.2 (SOCP-Problem, [93])
Ein nichtlineares konvexes Probleme der Art

foéMin v ER": ||Aw —blls < Tz +dzi=1,...,p (7.48)
Ai S R(mifl)xn’bi S R("L’71)7Ci, f S Rn,di eR

heifit SOCP-Problem (SOCP = second-order cone program) und

SOC-Restriktion der Ordnung m;.

SOCP-Probleme schlieflen LP-Probleme und konvexe quadratisch restringierte quadratische
Probleme ein (setze diverse Matrizen, Vektoren Null; nutze Epigraph-Form), sind aber we-
niger allgemein als SDP-Probleme. Tabelle 7.6 aggregiert aus mehreren Arbeiten einige Re-
striktionen, die sich in SOCs umformen lassen. In Verbindung mit der Epigraph-Form konve-
xer Probleme ergibt sich iiber diesen Weg fiir viele Anwendungen eine SOCP-Formulierung
[411]. Hierzu seien nur die robuste LS aus Satz 5.2 und die Log-Chebyshev-Approximation
genannt, die im folgenden Beispiel dargestellt ist.

Beispiel 7.10 (Log-Chebyshev-Approximation, [93])
Minimiere die maximale Abweichung in log-Skalierung

T Iy n
max |log(a; ) —logb;| = Min = € R". (7.50)

Klar ist, dass | log(afz) —log b;| = logmax{alx/b;,b;/alx} gilt, womit die Zielfunktion (Aus-
nutzung der Monotonie von log) als max; max{a!x/b;, b;/al’z} geschrieben werden kann.
Somit ergibt sich
Tnt1 < Min afx/b; < xpiy (7.51)
bi/afz <wpi1;1 <i <N,
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Bedingung Umformung
1] aTz+b<0 0<—aTx—b
lineare Restriktion Hier ist in (7.49) A; =0, b; = 0 zu setzen.
T, [ Rea? —Sma” ][ Rex Reb
2| la7z—bl <y | Sma?  ReaT %mx} {\smb”’ <y
a,reC"beC
2 [ 2x
3| llali3 <y ), <
T [ 2 T
4| 1/y<c'z+d, y>0 ch—|—d—y] <crz+d+y, 0<y
5| 2TAr <yz,y >0,2>0 QL‘T]H <y+z
Az Onxn, 18A =1 LeR>*: [TL = A; L ist Cholesky-Faktor
hyperbolische Restriktion
T T 2Lx . _ T
6|zt Az +2b"z+c¢<0 _1+C+2bT1‘]2§1 c—2b'x
AtonxnargA:T LGR:X”;LTL:A
konvexe quadratische Restriktion
7 2TAz+ 2072 +¢<0 | A2z + A=12p||, < VOTA-1h — ¢
A~ 0n><n
streng konvexe quadratische R.
a(x)l, b(x
3| [ o ] = Oy | M@ < ale)
spezielle LMI-Restriktion a(x),b(x) affine Funktionen in z

Tabelle 7.6: Aquivalente Umformungen in SOC-Restriktionen, [93], [475], [71]

Mit der Umformregel 4 aus Tabelle 7.6 (y := alx/b;) folgt schlieBlich das SOCP-Problem
Tng1 L Min afz/b; < xpi (7.52)

< Xp +alz/b;;1 <i < N.
2

2
Tpy1 — alx/b;

In den Beispielen des gesamten Kapitels und seinen Tabellen zeigt sich einmal mehr, dass sich
kompliziert erscheinende Zielfunktionen und Restriktionen durch Transformationen und Um-
formungen beseitigen oder zumindest vereinfachen lassen. Wichtig hierfir ist die Kenntnis
dariiber, fiir welche Problemklassen zugeschnittenen Algorithmen existieren (s. Ubersichten
in Abschnitt A.4) und ob sie fiir die Anwendung in Programmsystemen verfiigbar sind (einfa-
che Rechercheaufgabe). Mit dieser Kenntnis kann das Umformen zielfithrender erfolgen, es er-
fordert aber dennoch einige Erfahrung. Liegt diese Erfahrung nicht vor, kénnen nacheinander
die im Kapitel angefithrten Techniken auf ihre Eignung gepriift werden. Sollten Restriktio-

nen mit linearen und/oder quadratischen Restriktionen auftreten, sind SDP-Formulierungen
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zu erwagen. Vorsicht ist allerdings geboten, wenn die im quadratischen Term auftretende
Matrix A indefinit ist. Dann ist die zuldssige Menge nicht mehr konvex und die Aussa-
gen zur Eindeutigkeit laut Abschnitt 4.1.2 greifen nicht. Letztlich kann empfohlen werden,
bei Recherchen zu Losungen des technischen Problems die Suchbegriffe um mathematische
zu erginzen, z. B. durch ,semidefinite programming® oder ,LMI“, um auf artververwandte

Publikationen aufmerksam zu werden.



Kapitel 8
Problemmodifikationsmethoden

In Kapitel 7 wurden Transformationen in vereinfachte Probleme diskutiert, aus denen der
Minimierer des Originalproblems folgt. Bei der Problemmodifikation hingegen wird sich mit
einer Naherung fiir den Minimierer begniigt, wenn dafiir ein einfacheres Problem entsteht
(weniger Nebenminima, weniger Restriktionen, keine diskreten Variablen, schneller, nume-
risch stabiler usw.). Der Nachteil einer genédhertem Losung fallt in der Praxis vielfach nicht so
sehr ins Gewicht, da die Losungen der modifizierten Probleme oft nahe der optimalen Losung
liegen. Auflerdem bleibt bei Offline-Anwendungen stets die Moglichkeit einer Nachoptimie-
rung mit der gendherten Losung als Startwert. Bei Online-Anwendungen in der Regelungs-
technik reduziert eine genéherte Losung zwar die Performance etwas (z. B. weniger genauer
Vorsteueranteil), allerdings ist sie dank der Modifikation realisierbaren Modelladaption im

Allgemeinen immer noch héher als bei konventioneller robuster Reglerauslegung.

Anwendungen finden Problemmodifikationsmethoden bei bestimmten nichtlinearen Restrik-
tionen, nichtdifferenzierbaren Funktionen, der Identifikation mit diskreten Variablen (Ord-
nungen, Grade, Indizes, Dimensionen, Rénge, diskrete Totzeiten) und der Parameterschét-
zung in hybriden Systemen (Kombination aus Steuerungskomponenten und klassische Dif-
ferenzialgleichungen). Wie typische Modifikationen aussehen, was fiir Konsequenzen sich
daraus ergeben und welche Methoden der Ingenieur kennen sollte, darauf gibt das Kapitel
Antworten. Der Schwerpunkt liegt allerdings — wie in den anderen Kapiteln auch — auf der
Bereitstellung wichtiger mathematischer Grundlagen und Zusammenhénge sowie der Aufbe-

reitung neuer Ergebnisse, die in der Ingenieurliteratur bisher weitgehend unbekannt sind.

Abschnitt 8.1 widmet sich Relaxationen, bei denen ein Minimierungsproblem

e durch Vergrolern der zulassigen Menge (Weglassen von Restriktionen oder Umbhiillen

der zulédssigen Menge durch eine grofere Menge) oder

e durch Andern der Zielfunktion hin zu einer Minorante

287
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vereinfacht wird. Dabei wird das Minimum der Modifikation das des Originalproblems nicht
iibersteigen. Von besonderem Interesse sind natiirlich solche Relaxationen, bei denen die

Minima von Originalproblem und Modifikation tbereinstimmen, s. Abschnitt 8.1.2.

Von den Relaxationszugdngen bedarf das Weglassen von Restriktionen keiner Erklarung.
Das Umbhiillen ist ebenfalls anschaulich, wobei eine gute Relaxation natiirlich eine enge Hiille
erfordert. Zweckméfig ist die konvexe Hiille. Leider ldsst sie sich aber nur fir ausgewéhlte
Mengen direkt angeben. Aus diesem Grund wurden Algorithmen entwickelt [354], die eine
Folge kompakter konvexer Mengen Cj, generieren, die asymptotisch gegen die konvexe Hiille

von F konvergieren, d. h.!

conv.F C Cpy1 CCy und ﬂ Ci = conv.F. (8.1)
k=1

Die Konstruktion einer Minorante ist meist schwierig. Mit der in der Lagrange-Relaxation
genutzten Technik gelingt es allerdings, relativ formal eine Minorante zu konstruieren. Ob
dann aber die gewiinschte Vereinfachung moéglich wird, hangt entscheidend vom Original-

problem und der entstehenden Minorante ab.

In Abschnitt 8.1.3 wird mit der LP-Relaxation ein Beispiel fiir eine Relaxation basierend auf
einer Umbhiillung und mit der Rang-1-Relaxation eine fir das Weglassen einer Restriktion
gezeigt. Die Lagrange-Relaxation, die ein Lagrange-duales Problem nutzt, wird in Abschnitt
8.1.4 vorgestellt. Fiir einige Probleme kann gezeigt werden, dass die Extrema der Relaxa-
tion und des Originals iibereinstimmen. Dann wird von starker Dualitat gesprochen, die
Gegenstand von Abschnitt 8.1.5 ist.

Der Gegenspieler zur Relaxation ist die Kontraktion, bei der die zuldssige Menge einge-
schréankt wird und/oder im Fall der Minimierung eine Majorante bestimmt wird. Das Ziel
ist es wiederum, ein einfacher zu lésendes Problem zu erhalten. Durch wiederholte Anwen-
dung der Kontraktion lassen sich ebenso wie bei der Relaxation konvergente Algorithmen
ableiten. Leider zeigt sich, dass einige der in den Ingenieurwissenschaften und der Statistik
eingesetzte Algorithmen zwar konvergieren, aber nicht notwendigerweise gegen den richtigen
Wert. Sie werden deshalb und wegen ihrer meist nur linearen Konvergenz kaum betrachtet.
Nichtsdestotrotz erweisen sie sich in der Praxis als niitzlich und tauglich. Deshalb sollen hier
einige populdre Zugénge in Abschnitt 8.2 vorgestellt werden, wenngleich nicht auf kritische

Anmerkungen verzichtet werden kann.

Der Vorteil, durch Relaxation ein einfacheres Problem zu 16sen, wird mit dem Nachteil einer

eventuell auflerhalb der zuldssigen Menge liegenden Losung erkauft. Es ist dann Standard,

! Die konvexe Hiille einer Menge ist die kleinste konvexe Menge, die Menge F umschlieBt, also alle Rand-
punkte mit enthélt. Sie wird mit convF bezeichnet. Von drei Punkten ist die konvexe Hiille die durch die

Punkte gegebene Dreiecksflache; bei einer Kugel mit Loch ist sie die Kugel ohne Loch.
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a posteriori durch eine metrische Projektion auf die zulédssige Menge eine approximative
Losung fir das Originalproblem zu bestimmen. Aber auch einige kontraktionsbasierte Al-
gorithmen nutzen die Projektionen, weil fiir diese Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen gut
moglich sind (Satz 4.2 und Korollar 4.1) und weil fiir viele Probleme geschlossene und da-
mit schnell und einfach berechenbare Losungen existieren, vgl. den Projektionssatz 4.9 und
die Umformungen in Abschnitt 6.5 fiir Projektionen in der 1- oder oco-Norm. Neben dem
klassischen Matrixapproximationsproblem existieren zur A-posteriori-Behandlung alternati-

ve Formulierungen, auf die in Abschnitt 8.3 kurz eingegangen wird.

8.1 Relaxation

8.1.1 Prinzip und Regeln zu Relaxation und Kontraktion

Bei einer Relaxation wird ein schwieriges Problem durch eine leichteres (entspanntes) ersetzt.
Zwei offensichtliche Méglichkeiten bieten sich an: Vergréfiere die zuldssige Menge F durch
eine Obermenge ® und/oder ersetze die Zielfunktion f(z) auf der zuldssigen Menge durch

eine Minorante ¢(z) beim Minimieren (Majorante beim Maximieren).

Definition 8.1 (Relaxation)
Ein Ersatzproblem min{¢(x) : z € ®} heiit Relaxation von min{f(x) : z € F}, falls

FCod und ¢(z) < f(x) fir alle z € F. (8.2)

Fir Maximierungsprobleme ist das Ungleichungszeichen umzukehren. Ist das Ersatzproblem
linear, semidefinit oder konvex, dann wird von einer LP(SDP, CP)-Relaxation gesprochen.
Bezeichnungen nach Personen (Shor-Relaxation, Lagrange-Relaxation usw.), nach dem Vor-
gehen (Big-M-Relaxation?) oder nach den weggelassenen Restriktionen (Integer-Relaxation,

Rangrelaxation) sind ebenso tiblich.

Durch die Relaxation ergeben sich bei der Minimierung untere Schranken (auch duale Schran-
ken genannt), denn @opy < fop gilt immer und ¢op = fopy manchmal, was von besonderem
Interesse ist. Um moglichst enge duale Schranken zu erhalten, sollte ® eine moglichst gute

duflere Approximation von F sein.

Obere (primale) Schranken ergeben sich durch Einsetzen eines beliebigen zuldssigen x in

die Zielfunktion f(z). Allerdings sind derartige Schranken ohne A-priori-Information oder

2 Die Big-M-Relaxation ist fiir disjunktive Restriktionen geeignet. \/?_, (g:(z) < 0) ist dquivalent zu g;(z) <

M1 =)y € {0,1},35F 1y = 1, wobei M > maxgcx gi(2) sein muss. Ein hinreichend grofies M
bewirkt also, dass bis auf eine Restriktion alle anderen redundant sind [474]. Die y; lassen sich zudem

durch 0 < y; <1 relaxieren.
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Heuristiken meist wertlos, da sie zu konservativ sind. Eine Alternative eréffnen vereinfach-
te Probleme, die durch Einschrankung des zuléssigen Bereichs (Kontraktion, Anspannung,

innere Approximation) und/oder leicht auswertbare Majoranten entstehen.

Definition 8.2 (Kontraktion)
Ein Ersatzproblem min{t(z) : z € ¥} heifit Kontraktion von min{f(x) : x € F}, falls

FOoU und Y(x) > f(z) fir alle x € F. (8.3)

Fiir Maximierungsprobleme ist das Ungleichungszeichen umzukehren.

Eine viel genutzte Form der Kontraktion ist die Elementfixierung, bei der » Komponenten
von z festgehalten werden und somit nicht fiir die Minimierung verfiigbar sind. Es gilt dann
U =Fn{r = :L‘ijiz;l <i; < ... <4, <n}. Der Fall r = n — 1 ist kennzeichnend fiir
Blockabstiegsverfahren. Ebenso kann die Suche entlang einer Abstiegsrichtung nach dem

Majorisierungsprinzip [487] als spezielle Kontraktion interpretiert werden.

Aus den Definitionen 8.1 und 8.2 ergeben sich unmittelbar zahlreiche offensichtliche Regeln,

die hier vom Autor in kompakter Form zusammengefasst werden:

X CX=> mlél)g f(z) > zlean f(z) (8.4a)
X C & = sup flz) < Sup f(z) (8.4b)
it () = max{inf f(x), inf f(2)) (5.40)
sup  f(z) < min{ sup f(@), sup f()} (8.4d)
zEXlﬁXg
inf{f(z ﬂ]—'} > inf{f(x ﬂ]—'} (8.4e)
i=1 z;ﬁ]
sup{f(z) : ﬂ Fi} <sup{f(z): ﬂ Fi} (8.4f)
= #J
W (F(2) + 9(a)) = inf f(x) + inf g(a) (3.48)
ilelg(f () +g(x)) < i‘ggf () + iggg(x) (8.4h)
f() = g(x) = inf f(z) > inf g(z) (8.4i)
f(x) > g(z) = sup f(z) > sup g(=) (8.4j)
zeX zeX
£(@) < gla) = int f(&) < inf g(2) (3.48)

f(z) < g(x) = ilelgf (z) < ilelgg(x) (8.41)
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Einzig fir (8.4g) und (8.4h) ist die Relaxation nicht sofort offensichtlich, doch zeigt

L)+ 9(@) = ik (£(x) + 9(0). (85)

dass die rechte Seite von (8.4g) durch Weglassen von = = y eine Relaxation auf X x X ist.

Beispiel 8.1 (Relaxation nichtkonvexer Restriktionen)

Mitunter treten konvexe und nichtkonvexe Funktionen gemeinsam auf, z. B.

7 < g1(0) <72 g1 nichtkonvexe Funktion (8.6a)
73 < g1(0) + g2(0) <v4  go konvexe Funktion. (8.6b)

Eine Elimination von g;(#) liefert schwéchere, dafiir aber konvexe Restriktionen

M+ 92(0) < Y4 konvex (8.7a)
Y3 < Y2 + g2(0) konvex. (8.7b)

Als eine Anwendung sei die Ableitung einer notwendigen Bedingung fir die Schur-Stabilitét
einer (2 x 2)-Matrix genannt, fiir die |det A| < 1 und |spur A] < 1 + det A notwendig und
hinreichend ist. Hier ist | det A| < 1 nichtkonvex. Mit der Abschétzung 14+det A < 14| det A],
die fiir Abtastsysteme keineswegs ungiinstig ist (det A > 0 bei zweckmiBiger Wahl der
Abtastzeit, vgl. Abschn. 2.2.10), verbleibt nach der Elimination die konvexe notwendige
Stabilitiatsbedingung |spur A| < 2.

8.1.2 Relaxation ohne Auswirkung

Besonders vorteilhaft fiir den Ingenieur sind Relaxationen, bei denen das vereinfachte Pro-
blem den gleichen Optimalwert annimmt, also fopt = @opt gilt. Dann muss sich nicht mit einer
gendherten Losung begniigt werden und ein gegebenenfalls notwendiges iteratives Nachbes-
sern der Losung mit dem Startwert der gendherten Losung entféllt. Wichtige Relaxationen

mit der Eigenschaft fopy = ¢opy Werden deshalb nachfolgend angefiihrt:

1. Relaxation von redundanten Restriktionen
Formal handelt es sich beim Weglassen redundanter Restriktionen um eine Relaxation i.S.
von Definition 8.1. Dennoch ist es uniiblich, das entstehende Ersatzproblem als eine Relaxa-

tion zu bezeichnen, da es sich nicht wirklich entspannt hat.

2. Relaxation von Ungleichungen, die im Extremum inaktiv sind
Meist sind im Extremum des Originalproblems nicht alle Ungleichungen gleichzeitig aktiv.

Formal konnten also bei der Relaxation alle in z.y¢ inaktiven Ungleichungen weggelassen
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werden, ohne dass sich @, und fop dndern. Das Problem dabei ist, vorab zu wissen, wel-
che Ungleichungen inaktiv sein werden. Erfahrung, A-priori-Wissen und Heuristiken helfen
hier. Gestiitzt wird dies durch folgenden Satz, der sich direkt aus den Karush-Kuhn-Tucker-
Bedingungen ableiten ldsst [71].

Satz 8.1 (Relaxation inaktiver Ungleichungen, [71])

Ist xopt globaler Minimierer von
f@)=Min  gi(z) <0,95(x) < 0,_y, h(z) = 0, (8.8)
mit g1(Zept) < 0, dann ist z,p lokaler, aber nicht notwendig globaler Minimierer von

fl@)=Min  ga(z) < 0,1, h(z) =0, (8.9)

Die lokalen Minimierer des einfacheren Problems (8.9) sind somit Kandidaten fiir globale
Minimierer von (8.8), sofern sie g1 (210c) < 0 erfiillen. Falls fiir keinen lokalen Minimierer die
Bedingung gi(z10c) < 0 gilt, ist g;(z) = 0 zwingend.

3. Relaxation von Gleichungen

In der Regel sind Relaxationen von Gleichungen nicht moglich. Eine Ausnahme bilden Re-
striktionen, die gewissermafien die zuldssige Menge ,teilen“. So bewirkt det X = 1, dass
von den orthogonalen Matrizen nur die Drehungsmatrizen beriicksichtigt werden. Da sich
det X = 1 unschén mit der Methode der Lagrange-Multiplikatoren behandeln lasst, wird
diese Restriktion gern weggelassen. Als Preis dafiir sind die lokalen Minimierer des reduzier-
ten Problems zu betrachten, von denen es mindestens zwei gibt, vgl. Beispiel 4.1. Letztlich
ist der richtige Minimierer auszuwéhlen.

Eine andere Ausnahme sind Symmetrierestriktionen, wenn der Gradient des freien Problems

per se nur eine symmetrische Losung zulasst.

Beispiel 8.2 (ML-Schitzer der Normalverteilungsparameter)
Seien y;; ¢ = 1,..., N stochastisch unabhingige, identisch normalverteilte Zufallsvariablen

mit y; ~ Ny (g, X) mit rgy = n, dann folgt

Sty E1s o EN) :m exp ( - %;(& — )G - M)) (8.10a)
L(p, X) :W exp ( - % ;(yi — )"y - M)) (8.10D)
(%) = — %@W) - glndetz - %sp(z*zm)) (8.10¢)

N

mit Z () = > (v — 1) (g — )" (8.10d)

i=1
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Beim Maximieren der Likelihood-Funktion bzw. dquivalent von [(u, X)) sind an pu € R™ keine
Restriktionen zu stellen, wahrend fiir die Schétzung St positive Definitheit zu fordern ist.
Da die Behandlung einer solchen Restriktion ein wenig komplizierter ist, wird die Restriktion
in der Hoffnung weggelassen, dass die freie Losung von sich aus die Restriktion erfillt. Aus
den Optimalitatsbedingungen erster Ordnung folgt dann

N
Ay, %) _ =Ny — Np) =0,
o i=1
N, %) _ _E —1\T } -1 ~I\T _

was flyrr, = % SN, v und YL = %Z(ﬂ) = % SN (v — ) (yi — )7 liefert. Sz ist minde-
stens nichtnegativ definit und fir N > n mit Wahrscheinlichkeit Eins positiv definit.

4. Relaxation generischer Restriktionen

Da Mengen mit generischen Eigenschaften (z.B. Vollrang, Steuerbarkeit) offen und dicht
sind, schranken sie die zuldssige Menge fast nicht ein. Umgekehrt ist klar, dass bei mageren
Mengen (z. B. Rang-k-Bedingung) die Restriktion nicht weggelassen werden darf, da sonst

fast immer ein Wert aus der Komplementarmenge angenommen wird.

5. Relaxation stochastisch fast sicherer Restriktionen
Hier greift die vorstehende Argumentation allerdings iiber Wahrscheinlichkeitsmafle.

6. Relaxation kompakter Mengen durch ihre konvexe Hiille

max 'z = max_c'x F ist eine kompakte Menge (8.11)

rEconv.F
Fir fast jedes ¢ € R™ ist der Maximierer des relaxierten Problems ein Extrempunkt der
konvexen Hiille convF. Als solcher ist er ein Element von F und zugleich Maximierer von
F. Der Beweis stiitzt sich auf das Ewald-Larman-Rogers-Theorem?® [184].

Beispiel 8.3 (Relaxation bei Permutationsmatrizen)
Représentieren A und B gleiche oder dhnliche Daten in unterschiedlicher Anordnung, so

kann dies aus dem Prokrustes-Problem
||AX — B||% < Min X € R™" Permutationsmatrix (8.12)
erkannt werden. Elementare Umformungen fithren auf

sp(XTBT A) < Max X € R™" Permutationsmatrix. (8.13)

3 Satz: Fiir jeden konvexen Koérper in R” hat die Menge der Einheitsvektoren, die parallel zu einem Segment
des Korperrandes liegen, ein endliches (n — 2)-dimensionales Hausdorff-Ma8 [187]. Somit kann der Rand
eines konvexen Korpers nicht Liniensegmente enthalten, die in alle Richtungen zeigen. Anschaulicher:
Bezogen auf eine konvexe ebene Figur werden die durch ¢ bestimmten Hohenlinien fast nie parallel zu

einem Randsegment (Strecke) liegen, sodass fast nie ein gesamtes Segment Losung der Maximierung ist.
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Beide Probleme sind nicht konvex. Da die Permutationsmatrizen in den doppelstochastischen

Matrizen* enthalten sind, kann das relaxierte Problem

sp(XTBTA) = Max X € R™™:a;; >0,X1, =1,, X1, =1, (8.14)

Menge der doppelstochastischen Matrizen

betrachtet werden. Dieses LP-Problem nimmt die Losung an einer Ecke an. Da die Ecken
der doppelstochastischen Matrizen aber gerade die Permutationsmatrizen sind®, haben das

Originalproblem und das relaxierte Problem die gleiche Lésung.

7. Lagrange-Relaxation ohne Dualitétsliicke
Siehe Abschnitt 8.1.5.

8.1.3 Ausgewihlte Relaxationen

In diesem Abschnitt wird das Vereinfachen (Modifizieren) von Problemen durch Proble-
me der linearen Optimierung und der semidefiniten Optimierung kurz skizziert, weshalb
von LP-Relaxationen oder SDP-Relaxationen gesprochen wird. Etwas préziser wird die LP-

Relaxation wie folgt definiert; die Definition fiir die SDP-Relaxation ist hierzu analog.

Definition 8.3 (LP-Relaxation)

Als LP-Relaxation (abgeleitet von Lineare Programmierung) wird ein Problem bezeichnet,
dass F mit einem & iiberdeckt, das durch lineare Restriktionen in reellen Variablen beschrie-
ben wird. Ist ® ein Intervall, so wird auch von einer Intervallrelaxation und im Fall eines

Hyperquaders von einer Box-Relaxation gesprochen.

Mittels LP-Relaxationen kénnen unter anderem NP-schwere ganzzahlige lineare Optimie-
rungsprobleme in reelle LP-Probleme tiberfiihrt werden, welche sich in polynomialer Zeit
l6sen lassen. Nur selten erfillt die reelle Losung die Ganzzahligkeitsbedingung des urspring-
lichen Problems. Aus der reellen Losung und deren Extremum folgen Schranken und damit
Mengeneingrenzungen fiir das urspriingliche Problem. Allerdings ist die Annahme, wonach
gerundete oder benachbarte ganzzahlige Losungen Optimierer seien, im Allgemeinen falsch,

wie das folgende Beispiel zeigt.

4 Eine doppelstochastische Matrix ist entsprechend der Restriktion in (8.12) eine nichtnegative Matrix,

deren Zeilen- und Spaltensumme gerade Eins ist. In den Anwendungen sind die Matrizenelemente zumeist
Wahrscheinlichkeiten (also nichtnegative GroBen) und die Summe-Eins-Bedingungen resultieren aus dem
zweiten und dritten Kolmogorov-Axiom.

Satz von Birkhoff: Die doppelstochastischen Matrizen sind die konvexe Hiille der Permutationsmatrizen
[72]. Mit anderen Worten: Sie bilden eine kompakte konvexe Menge, das sog. Birkhoff-Polytop, dessen Ex-
trempunkte (Punkte, die sich nicht als streng konvexe Kombination zweier Elemente der Menge darstellen

lassen) die Permutationsmatrizen sind [529].
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Beispiel 8.4 (Schlechte Relaxation)
Selbst wenn die Maxima von Original und Relaxation relativ dicht liegen, kénnen deren

Maximierer weit entfernt sein. So hat
5x1 + 8o L Max 1+ 29 <6, 511 + 979 < 455 79,79 € N> (8.15)

das Optimum fopy = 40 bei (21, 22)opt = (0,5), wihrend die LP-Relaxation mit z1,2, € R
den Wert ¢opy = 41.25 bei (z1,22) = (2.25,3.75) annimmt. Die gerundete Losung liegt bei
(2,4) im unzulassigen Gebiet, und die zulassige Nachbarlosung bei (2, 3) liefert f(2,3) = 34.

Anwendungen fiir Intervall- und Box-Relaxationen sind bevorzugt 2"-elementige Mengenre-
striktionen vom Typ x € {a, b}"™. So steht |z| = a fir z € {—a,a} und wird durch —a <z < a
tiberdeckt. Eine Box-Relaxation der bindren Zahlen z € {0,1}" ist 0, < z < 1,,.

Anmerkung 8.1 Fiir bestimmte endliche Mengen empfehlen sich von Fall zu Fall auch

2 — 2 =0, was durch

nichtlineare Relaxationen. So ist « € {0,1} aquivalent zu z(z — 1) =
eine quadratische Restriktion 22 —z < 0 relaxiert werden kann. Die Trust-Region-Relaxation

[|z||2 = n iiberdeckt alle Vektoren aus x € {+1, —1}".

Anmerkung 8.2 Bei geringer Kardinalitat einer endlichen Menge ist die Lésung mehrerer

Einzelprobleme fiir jedes Mengenelement gegeniiber einer Relaxation zu favorisieren.

Zahlreiche Probleme lassen sich in eines mit quadratischer Zielfunktion und quadratischen
Restriktionen (schliefit lineare mit ein) umformen. Hierzu zdhlen Probleme mit polynomia-
len Ungleichungen (Splitting-Techniken), Probleme mit Binarrestriktionen (Trust-Region-
Relaxation) aber auch geometrische Probleme wie Ellipsen-Schnittprobleme, um- und ein-
beschriebene Ellipsen (dufiere bzw. innere Lowner-John-Ellipsoid). Da diese quadratischen
Probleme schwer zu lésen sind, wenn sie nicht konvex sind, werden sie mit Blick auf eine

spitere SDP- oder LMI-Formulierung umgeformt.

aTAgr + 208 +co = Min  aT A+ 2 e+ > 0k =1,...,p (8.16a)
spur(AgY) + 2bf x + ¢ = Min spur(A,Y) +2bfx 4+ ¢, > 0;k=1,...,p (8.16b)
Y = za”
spur(AgY) + 2bf x + ¢ = Min spur(A,Y) +2bfx 4+ ¢, > 0;k=1,...,p (8.16¢)
Y = z2T Relaxation; konvexe Restriktion

Wegen Y = z2? & Y = 227, rgV = 1 handelt es sich in (8.16¢) um eine Rangrelaxation.
Weitere Umformungen mit dem Schur-Komplement-Formeln und der Shor-Prozedur fithren
auf ein SDP-Problem in LMI-Formulierung, weshalb die Relaxation auch Shor-Relaxation,
SDP-Relaxation oder LMI-Relaxation des quadratischen Problems (8.16a) genannt wird.
Wird (8.16¢) in eine Maximierung umgeformt und einer Lagrange-Relaxation unterzogen,

entsteht ebenfalls eine LMI-Formulierung, die den gleichen Zielfunktionswert aufweist [280].
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8.1.4 Lagrange-Dualitét

Dualitét ist ein beliebtes Konzept in vielen Wissenschaftsbereichen (Geometrie, Algebra, Op-
timierung, Systemtheorie). Grob gesagt bedeutet es, dass Kenntnisse des primalen Objektes,
Kenntnisse des dualen Objektes implizieren und umgekehrt. In der Regelungstechnik bilden
Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit ein solches Paar, in der Algebra sind es Normen oder
Réume und in der Optimierung zwei ,wesensverwandte“ Optimierungsaufgaben. Bekann-
te Dualitédten sind die Lagrange-Dualitét, die Fenchel-Dualitat [71] und die Wolfe-Dualitéat
[631]. Nach einer Begriffsklarung werden die Vorteile der Umformung in duale Probleme

genannt, um danach kurz in die Lagrange-Dualitét einzufiihren.

Definition 8.4 (Duales Problem)

Ein duales Problem ist eine Optimierungsaufgabe mit der Eigenschaft, dass ihr Extremum
immer eine Schranke fiir ein Originalproblem, genannt primales Problem, ist.

Vereinfacht und mit anderen Worten: Zu einer Minimierung/Maximierung (primal) gehort ei-
ne Maximierung/Minimierung (dual), deren Maximum/Minimum eine untere/obere Schran-

ke fiir das primale Problem ist.

Die Vorteile fiir eine derartige Problemmodifikation sind vielschichtig. So kann bei einem
nichtkonvexen primalen Problem ein konvexes duales und damit einfacher zu lésendes Pro-
blem entstehen. Ferner tauscht sich die Rolle von Variablen und Restriktionen in dem Sinn,
dass statt tiber 1000 Variablen mit 5 Restriktionen im dualen Problem tiber 5 Variablen mit
1000 Restriktionen zu optimieren ist. Zudem kénnen die Restriktionen einfacher werden,
s.z. B. den Wegfall von Gleichungsrestriktionen in Tabelle 8.1 auf Seite 301. Mit der Kennt-
nis einer guten Schranke aus dem dualen Problem ist bei NP-schweren primalen Problemen
zumindest klar, ob ein Fortschreiten des numerischen Losens des primalen Problems noch
eine wesentliche Verbesserung liefern kann oder nicht.

Gelingt der Nachweis, dass die Schranke des dualen Problems dem Extremum des prima-
len Problems entspricht, dann lasst sich oft aus der dualen Loésung einfach auf die primale
schlieBen. Wurden etwa im Fall der Lagrange-Dualitat alle Restriktionen relaxiert (in die
Lagrange-Funktion aufgenommen), so ist mit den nunmehr bekannten optimalen dualen
Variablen ein freies Problem beziiglich der primalen Variablen zu 16sen (u.U. ist eine ge-
schlossene Losung moglich). Uber die Bedingung vom komplementéren Schlupf werden die

einzubezichenden aktiven Ungleichungen angezeigt.

Nach dieser einleitenden Motivation fiir duale Probleme sei eine fiir beliebige Funktionen

K(z,y) giltige Minimax-Ungleichung von von-Neumann [71]

sup inf K(z,y) < inf sup K(z,y) (8.17)
yey TeX TEX ycy

=K. (y) —K*(x)
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genannt®, auf der die gingigen Dualititszuginge beruhen. Eine der beiden Seiten ist da-
bei stets das primale Problem, die andere das duale. Beide beschridnken einander. Indem
fir K(z,y) eine Lagrange-Funktion L(x,y) gewédhlt wird, ergeben sich die sogenannten
Lagrange-dualen Probleme. Da bei der Lagrange-Funktion die y affin sind, ist das duale
Problem stets konvex (minimieren iiber konvexe Mengen oder maximieren tiber konkave
Mengen). Wird nunmehr berticksichtigt, dass jedes restringierte Minimierungsproblem zu

einem Minimax-Problem iiber seiner Lagrange-Funktion dquivalent ist, vgl. exemplarisch

_ f(x) fir g(z) <0, } _ T _
(%15(0 f(x) ;g)f({ oo, sonst ;g)ffsgti{f( z)+y g(z)} = ;g)f(JsgtiL(% Y),

(8.18)
dann ist in diesem Fall die rechte Seite in (8.17) das primale und die linke das duale Problem.”
Da die Ungleichung (8.17) fur jedes K (z,y) gilt, miissen hier nicht wie bei der Methode der
Lagrange-Multiplikatoren alle Restriktionen aufgenommen werden. Es sind lediglich X', Y
entsprechend anzupassen. Letztlich konnen die Lagrange-dualen Probleme als jeweils beste

Lagrange-Relaxation aufgefasst werden. Fir jedes zuldssige « und beliebige y gilt ndmlich

L.(y) < sup, Li(y) = @p < L(z,y) < f(z), (8.19)

da y, Thi(x) =0 und yLg,(x) < 0. Somit ist L.(y) fiir jedes y eine Minorante (sehr einfache,
da konstante Funktion) fir f, und die beste Minorante (Relaxation) unter diesen ist gerade
sup, L.(y). Im Gegensatz zum profanen Weglassen von Restriktionen bleiben die auf die

beschriebene Weise relaxierten Restriktionen gewichtet in der Zielfunktion berticksichtigt.

Definition 8.5 (Lagrange-Dualitit, [71])
Sei ein Originalproblem (primales Problem)

Qp = inf{f(z): g1(z) <0,,,hi(x) = 0py; g2(x) < 0py, ho(z) =0,,, z € X TR} (8.20)

gegeben, dann bezeichnet

L(z,y) = f(z) + yp b () + yo g1 (), = (y;,ya) (8.21)

die mit den zu relaxierenden Nebenbedingungen g, h; assoziierte Lagrange-Funktion mit
den dualen Variable y, € R”* und y,, > 0,,,. Ferner heifit

L.(y)= inf L(z,y) (8.22)

TEX
g2(x) SOPQ
hg(w)ZOmQ

6 Vr,y: 1nf K(z,y)<K(z,y) = Vz :sup inf K(z,y)<sup K(z,y) = sup inf K(z,y)< inf sup K(z,y).
yeY TEX yey yey TE€X TEX yey

7 Fiir Gleichungen und Maximierungen ergeben sich analoge Beziehungen.
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die Lagrange-duale Funktion, mit deren Hilfe das duale Problem

Qp =sup{L.(y) : yy € R"",y, > 0y, } (8.23)

formuliert wird. Die Differenz Qp — @p heifit Dualitatsliicke. Handelt es sich beim Origi-
nalproblem um eine Maximierung, so ist die Lagrange-duale Funktion L*(y) = sup, L(z,y)
durch Maximierung tiber x zu erhalten und das duale Problem wird zur Minimierung iiber
L*(y). Da @p in diesem Fall eine obere Schranke fiir Qp angibt, wird dann als Dualitéts-
liicke Qp — Qp definiert. Gilt Qp = @Qp, so wird von starker Dualitat zwischen primalem
und dualem Problem gesprochen, andernfalls von schwacher Dualitit?.

Beispiel 8.5 (Lagrange-Dualitit eines LP-Problems)
Fiir Tz = Min; Az = b, x € RY lautet die duale Funktion mit Relaxation der Gleichung

—yTb falls ¢7 +yTA> 07
L.(y) = inf L(z,y) = inf(c"x + y” (Az — b)) = { Y R }
>0 z>0 —o0 sonst

und das duale Problem ist damit

sup L. (y) = max{—b"y : ATy +¢ > 0,,y € R™} = max{b’y : ATy < c,y € R™}.
yeR™

Wird zusétzlich auch x > 0,, relaxiert, so ergibt sich iiber

. - —yTy falls AT > Yu
L*<yg,yu>=infL<z7yg,yu>:inf<cT:c+y§<Axb)y3z>={ Yoo TS Ay ey }
>0 x>0 —00  sonst

unter der Ausnutzung, dass der zuléssige Bereich fir y, umso groBer ist, je kleiner y,, ist, mit

sup E*(ygvyu) = sup z/*(ygvon) = Sup L*(y)
YgER™ 1y, >0p, ygER™ yeR™

in diesem Fall die gleiche duale Aufgabe.

Anmerkung 8.3 Das duale Problem stellt immer eine konvexe Optimierung dar (hier Ma-
ximierung iiber konkave Funktion), da L.(y) als Infimum einer Familie affiner Funktionen

immer konkav ist.

Anmerkung 8.4 Ist das primale (duale) Problem unbeschrankt, so hat das duale (primale)
Problem keine Lésung. So impliziert z. B. inf, sup, L(z,y) = —oo in (8.17) (unbeschrénkte

Minimierung), dass sup, sup, L(z,y) = —oo gilt, was wiederum Y = () erzwingt.

8 Da die Fille Qp = Qp = +oo bzw. Qp = Qp = —oo moglich sind, wird zur Definition der starken
Dualitat Qp = Qp statt der Forderung ,,Dualitétsliicke gleich Null* herangezogen.
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Anmerkung 8.5 Das duale Problem ist nicht intrinsisch. Anders ausgedriickt: Das duale
Problem und sein Extremum sind weder eine Eigenschaft der primal zuldssigen Menge noch
der Zielfunktion selbst. Es hangt von der speziellen Formulierung ab. Aquivalente primale
Probleme, die durch monotone Transformationen der Zielfunktion, das Einfithren neuer Va-
riablen, z. B. bei (21 —22)% + (23 — 23)* < Min zu (11 —22)2 + (24— 23)? L Min; x5 = w4, oder
die Hinzunahme redundanter Restriktionen entstehen, kénnen also durchaus unterschiedli-
che Duale haben.

Die Hinzunahme redundanter Ungleichungsrestriktionen kann somit helfen, die Dualitats-
liicke zu verringern oder gar zu schlieen. Diese Technik wird gern bei der ganzzahligen
Optimierung genutzt und ist dort unter den Begriffen , gultige Schnittebene“ und ,valid
inequality” bekannt. Noch faszinierender ist das Schlieen der Dualitétsliicke durch Hin-
zunahme einer redundanten Gleichungsrestriktion, s. X7 X = I, (Orthogonalitit) und die
redundante Restriktion X X7 = [, in [27].

Anmerkung 8.6 Bei einer Lagrange-Relaxation tiber endlichen Mengen X werden die Un-
gleichungsrestriktionen relaxiert, und es wird ein freies Problem tiber der endlichen Menge
gelost. Das geht mit speziellen Algorithmen (Kiirzester Pfad, Maximaler Fluss, Minima-
ler Kostenfluss usw.) recht flott. Gegeniiber der Integer-Relaxation mittels konvexer Hiille
und Beibehaltung der Ungleichungen liefert die Lagrange-Relaxation bessere Schranken. Bei

linearen Zielfunktionen und lineare Restriktionen sind beide Schranken gleich [71].

8.1.5 Starke Dualitatstheoreme

Bei Relaxationen sind jene Félle mit starker Dualitét (Qp = @ p) von besonderem Interesse.
Noch wichtiger sind aber die Félle, in denen zudem das duale Problem eine Losung hat,
aus der auf die des primalen geschlossen werden kann. Dann liegt namlich nicht nur eine

Problemmodifikation, sondern sogar eine Problemtransformation vor.

Da die dualen Variablen y in gleicher Weise in der Lagrange-Funktion auftreten wie die
Lagrange-Multiplikatoren A, 1 bei der klassischen Optimierung, werden sie mitunter auch
Lagrange-Multiplikatoren genannt, was aber unzweckméfig ist. Ein Lagrange-Multiplikator
zielt unter Differenzierbarkeitsannahmen auf ein lokales Minimum ab, eine duale Variable
iber die Lagrange-duale Funktion dagegen auf ein globales Minimum ohne eine Forderung
nach Differenzierbarkeit. Fiir optimale duale Variable sollte deshalb der Begriff |, Geometri-

scher Multiplikator“ verwendet werden.

Definition 8.6 (Geometrischer Multiplikator, [71])
Ein Vektor § = (ngT,gjf )7 mit g, > 0, heift Geometrischer Multiplikator, wenn Qp =
inf, L(z,y) gilt. Y ist die Menge aller Geometrischen Multiplikatoren.
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Es bestehen nun folgende Zusammenhénge:®

1.Qp=Qp= Y= YVopt fundamentaler Zusammenhang
In Worten: Bei starker Dualitét sind die dualen Optimallésungen Geometrische Multipli-
katoren und y} . g(2opt) = 0 gilt.

2.Qp < Qp=Y =0, d h. sobald ein y existiert, ist Qp = Qp

3. Y ist gleich der Menge der Lagrange-Multiplikatoren fiir konvexe eindeutige C'-Probleme
4. y héngt bei konvexen Problemen nicht von z., € X,pe ab, wohl aber (Aopt, fopt)

5. y kann existieren, ohne dass x.p existiert, vgl. inf,>¢1/z mit y =0

6. y braucht nicht zu existieren, wohl aber zqp; / 10

7. ming—o(—2?) hat ein Aoy = 0, aber kein y,p, und kein g

8. Topt 108t (8.20) & wop, = argmin L(xz, §) und g2 g(xop) = 0 und x4y, zulédssig fiir (8.20)

zeX
Die Zulassigkeitsforderung in Punkt 8 der Zusammenhénge ist dabei essenziell, denn das
Minimieren tiber L(z, Yopt) kann auch Losungen liefern, die nicht das Originalproblem 16sen,
vgl. Beispiel 8.6. Das Beispiel zeigt zudem, das starke Dualitéit keine ausschlielich an konvexe
Probleme gekniipfte Eigenschaft ist, wenngleich das Starke Dualitatstheorem fir konvexe

Probleme natiirlich von zentraler Bedeutung ist. Es folgt direkt nach dem Beispiel.

Beispiel 8.6 (Nichtkonvexes Problem ohne Dualitétsliicke)
Das Rayleigh-Quotiententheorem [299] liefert Apin(A) = min{zT Az : 2Tz = 1} fiir sym-
metrisches A, wobei alle auf Eins normierten Eigenvektoren zu Api,(A) Losungen sind. Das

duale Problem lautet

falls A — yI, = Opxn
sup inf(xTAx—y(xTx_l))_sup{ y lalls Yln = Upx }

el TR yeR | —oo sonst
=max{y € R: A—yl, = Opxn}
= )\IIliIl(A)’

wobei in der ersten Zeile das Infimum fiir ., = 0,, im definiten Fall und zusétzlich fiir alle
x € N(A — yI,) im semidefiniten Fall angenommen wird. Das duale Problem weist keine
Dualitétslicke auf. Die implizite (versteckte) Restriktion A — yI,, = 0,xn erscheint iber
den ,echten“ Definitionsbereich von L,(y). Korrespondierend zu yopt = Amin(A) l0sen alle
Eigenvektoren zu Ayin(A) und der Nullvektor das duale Problem, wobei aber der Nullvektor

keine Losung des primalen Problems ist.

Satz 8.2 (Starkes Dualitdtstheorem — konvexe Restriktionen, [71])
f(2) £ Min; 2 € CCR™, Az =b, Czx <d, gi(xz) <0; i =1,...,p mit f, g konvex (nicht

9 Entnommen aus der Vorlesung (Lektion 18) von Bertsekas aus 2004:
dspace.mit.edu/bitstream/handle/1721.1/70523/6-253-spring-2004/contents/lecture-notes /lec_18.pdf

100 = min{z : 22 < 0} mit Topt = 0 und 0 = sup, > min, x + yx? mit ZTopt = —1/(2y) und yopt — 00
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notwendig differenzierbar) tiber konvexem C, fop endlich und einem zuléssigen # € riC'' mit
g:(%) < 0;i =1,...,q (Slater-Constraint-Qualification) hat keine Dualitétsliicke zu seinem

Lagrange-Dual, und es existiert mindestens ein Geometrischer Multiplikator.

Anmerkung 8.7 Ohne eine Constraint-Qualification kénnen bei konvexen Problemen Dua-
litatsliicken auftreten, vgl. Gegenbeispiel in [71]. Die Slater-Bedingung ist nur hinreichend.
Schwichere sowie notwendige und hinreichende Bedingungen (i. d. R. mathematisch und
algorithmisch weniger gut handhabbar) werden in [84] gegeben. Ohne g; kann auf eine
Constraint-Qualification verzichtet werden, wenn f,,; endlich ist und f tiber R™ konvex
ist [71]. Fiir spezielle Problemklassen ergeben sich die nachfolgenden aufgefithrten weiterge-

henden Aussagen. Ergénzend sei auf [420] fiir konvexe quadratische Probleme verwiesen.

Satz 8.3 (Allgemeiner Dualitdtssatz fiir LP-Probleme, [153], [154])
Fir primale (P) und duale (D) LP-Probleme in Tab. 8.1 gelten die folgenden Aussagen:

- P und D haben zulédssige Lésungen = P und D haben Optimalldsungen

- P und D haben zulédssige Losungen = Extrema sind gleich (nutze Satz 8.2)

- P (D) hat Optimallésung = D (P) hat Optimallosung

- P (D) hat keine zuldssige Losung = D (P) ist unbeschrankt oder D (P) hat keine Losung
- P (D) ist unbeschréankt = D (P) hat keine zuléssige Losung (s. Anm. 8.4)

primales LP-Problem duales LP-Problem
max{c’z: Az < b,z > 0,} | min{b"y: ATy > ¢,y >0,}
min{c’z : Az > b,x > 0,} | max{bTy: ATy <c,y>0,}
max{c’z: Az = b,z > 0,} | min{bTy : ATy > c}
min{cTz : Az = b, > 0,} | max{bTy: ATy <c}
max{clz : Ax < b} min{b’y : ATy =c,y >0,}
min{c’z : Az > b} max{b’y : ATy =c,y >0,}

Tabelle 8.1: Primale und duale LP-Probleme [256]

111iC steht fiir das relative Innere der Menge C, also fiir jene inneren Punkte von C, die gleichzeitig Az = b
erfiillen. Beispiel: Schneidet eine Ebene eine Kugel, so ist die Schnittflache ein Kreis. Das Innere des Kreises

ist dann das relative Innere.
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Satz 8.4 (Generisch starke Dualitdt bei konvexen Kegelrestriktionen, [555])

Sei C ein properer Kegel'?, dann gilt fiir'®

Qp =nf{{c,z) : Az =b,Cx =¢ d} (8.24a)
QD = SuP{<b7 y) : A*yg + C*yu =C Yy icﬂa On} (824b)
Yg,Yu

Qp = Qp generisch'®. Ferner liegt unter diversen Bedingungen an (4, C,C) universelle Dua-
litat vor, d. h., fir beliebige b, d besteht dann (nicht nur generisch) starke Dualitét.

Korollar: Dualitat fiir SDP-Probleme:

Qp = i&f{sp(CX) ssp(AX) = bi, X = Opxen ) (8.25a)
Qp =sup{b’y : C — Z%‘Ai = Onxn} (8.25b)
y i=1
=7

mit Sp(XoptZopt) = 0 € Xopt Zopt = ZoptXopt = Onxn. Wird sp(4;X) =b;;i =1,...,p kurz
als A(z) = b mit dem Operator A : S,, — R™ geschrieben, dann ist A* : R™ — S,y —
S yiA; der adjungierte Operator. Zudem ist (C, X) = sp(CX) das entsprechende Skalar-
produkt auf den symmetrischen Matrizen und der Kegel C sind die nichtnegativ definiten
Matrizen. Dieser Kegel ist selbstdual, also C® = C, womit die vorgenannte Dualitéit direkt

abgelesen werden kann.

Anmerkung 8.8 Beachte: Die Dualitétsformulierung [476]

Qp =inf{{c,z) :z € (L+b)NC} (8.26a)
Qp =inf{{b,y) :y € (L++c)NC?} (8.26b)

weicht von der Lagrange-Dualitit dahingehend ab, dass Qp + @p = (¢, b) gilt.

Nach dieser mathematisch geprégten Betrachtung sei hier nochmals an den Vorteil erinnert,
den die Umformulierung bei starker Dualitat bringt. Dadurch, dass sich die Rolle der Varia-
blen tauscht, entspricht die Anzahl der Variablen des dualen Problems gerade der Anzahl
der Gleichungsrestriktionen. Bei sehr wenigen Gleichungsrestriktionen ist also im dualen

Problem unter Umstédnden tiber erheblich weniger Variablen zu optimieren.

12abgeschlossener, konvexer, fester (kein leeres Innere) und spitzer (C N (—C = 0,,) Kegel

13Ein properer Kegel induziert eine Halbordnung x ¢ y EE - y € C. Mit A* wird die adjungierte Matrix
bezeichnet, d.h. Vz,y € H(R) : (Az,y) = (z, A*y). Fir das Standardskalarprodukt in R™ ist das gerade
die Transponierte von A. C® = {y € R™ : (y,z) > 0,Vx € C} ist der positive Polarkegel.

14 Generisch steht hier gleichermaBen fiir topologisch als auch metrisch generisch. Einen alternativen Be-
weis mit etwas stiarkeren Aussagen liefert [504], indem sich auf das Ewald-Larman-Rogers-Theorem aus s.
Abschn. 8.1.2 bezogen wird und indem das Hausdorff-Maf} die Lebesgue-Maf-Null-Mengen besser quanti-
fiziert.
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8.2 Relaxations- und kontraktionsbasierte Algorithmen

In den nachfolgenden Abschnitten werden ausgewéhlte relaxations- und kontraktionsbasierte

Iterationsalgorithmen vorgestellt. Dazu zihlen (Ubersichten in [387], [56]):

1. Zyklische Projektionsalgorithmen (Weglassen von Restriktionen)

2. Blockabstiegsverfahren (Festhalten aller bis auf eine Variable)

3. Alternierender Quadratmittelalgorithmus (Blockabstiegsverfahren fir LS)

4. Quadratmittelalgorithmus mit iterativer Wichtung (Majorisierung der Zielfunktion)

5. Tterativer quadratischer Maximum-Likelihood-Algorithmus (Festhalten einer Variablen
nach Anwendung der Spitting-Methode).

8.2.1 Zyklische Projektionsalgorithmen

Viele Identifikations- und Approximationsprobleme mit Restriktionen kénnen in

m

la— 2|l =Min  ze€()C=CCH(R) (8.27)
i=1

mit skalarproduktinduzierter Norm umgeschrieben werden. So hat |[Az — b3 < Min den

gleichen Minimierer wie ||A*b — 2|[4r4 = Min. Ahnliches gilt fiir matrixvariate Probleme.

Fiir die wichtige Klasse (8.27) existieren seit langem Aussagen zu Relaxationsverfahren, die

in jedem Schritt nur eine Restriktion betrachten und die Optimallésung 2, durch eine Folge

verketteter Projektionen mit zyklischer Wiederholung

Ty = Fe, Pe, - Pe, (k) (8.28)

ermitteln. Das Von-Neumann-Theorem fiir alternierende Projektionen (fiir m = 2) und des-

sen Verallgemeinerung durch Halperin (fir m > 2) liefert eine solche Aussage.

Satz 8.5 (Halperin’s Konvergenzsatz fiir zyklische Projektionen, [271])
Sind Cy, . .., C,, abgeschlossene Unterrdume in einem Hilbert-Raum H und C = N, C;, dann
gilt fir alle z € H

ln [|(Pe, Pe,., -+ Py} (@) = Pela) | = 0. (329)

Die Konvergenz bleibt auch fiir den Schnitt affiner Unterrdume (und damit auch Hyperebe-
nen) mit C # () erhalten'.

15Wshrend der Schnitt von Unterrdumen per se nie leer sein kann, da sie stets den Nullpunkt gemeinsam

haben, ist im Fall der affinen Raume zusétzlich eine nichtleere Schnittmenge zu fordern.
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Anmerkung 8.9 Zyklische Projektionsalgorithmen und deren Variationen (mit Beschleu-
nigung [57], mit Modifikation der Projektionsreihenfolge, fiir konvexe Mengen usw.) kon-
vergieren langsam. Obwohl Beispiele mit beliebig langsamer Konvergenz konstruiert werden
konnen, rechtfertigt die Praxis in Verbindung mit schnellen Rechnern ihren Einsatz. Denn da
fiir zahlreiche Einzelprojektionen kompakte Losungsformeln existieren, ist so ein Algorithmus

schnell programmiert.

Anmerkung 8.10 Die Konvergenzaussage gilt nicht fiir den Schnitt konvexer Mengen! Es
folgt lediglich Konvergenz zu einem Punkt im Schnitt, sofern der Schnitt nicht leer ist.
Alternierende Projektionen y, = Pe,(x)) und x4 = Pe, (y) liefern im Fall zweier Mengen
mit leerem Schnitt C; N Cy = (0 Folgen z;, — z* € C; und vy, — v* € C; mit der Eigenschaft
[lz* — y*|] = dist(Cy,Co) [129]. Sie liefern somit einen einfachen Weg, um den Abstand

zweier konvexer Mengen zu bestimmen.

Beispiel 8.7 (Zyklische Projektion versagt bei konvexen Mengen)
Fir zwei Halbraume C; = {(a1,22) : @2 < 0} und Cy = {(21,22) : 21 + a9 < 0} liefert die
Projektion von (2, 1) auf C; den Punkt (y/2,0) und die anschlieBende Projektion den Punkt

(1,-1) im Schnitt beider Mengen. Die Optimallosung ist hingegen (1, —3).

Anmerkung 8.11 Die Konvergenzaussage gilt auch nicht fiir den in der Signalverarbeitung
lange Zeit populdren Cadzow-Algorithmus [115] zur strukturierten Niedrig-Rang-Reduktion,
der alternierend auf affin-strukturierte Matrizen und rangreduzierende Matrizen projiziert.

Aus einer Folge sich bestandig verringernder Giitewerte darf ndmlich nicht Konvergenz zur

gesuchten Losung geschlossen werden.

Beispiel 8.8 (Cadzow-Algorithmus versagt)
Gesucht sei die nédchstgelegene Hankel-Matrix kleineren Rangs zu {(1)8(1)}. Der Algorithmus
010

88[1)} . Das Beispiel bereitet auch den modernen STLN-Zugéngen Schwie-

. 100
liefert {o 0 0} statt {
000
rigkeiten [500].

010

Nach so viel Negativem soll nun der Dykstra-Algorithmus vorgestellt werden, der dank einer
speziellen Korrektur Konvergenz zur Optimalldsung im Schnitt konvexer Mengen liefert. Er

erweitert so das Einsatzgebiet von Projektionsalgorithmen daher erheblich.
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Satz 8.6 (Dykstra-Algorithmus funktioniert bei konvexen Mengen, [95]'°)
Sind Cy, . . ., Gy, abgeschlossene konvexe Mengen in einem Hilbert-Raum H und C = N, C; #

(), dann liefert die Iteration in k = 1,2,...

V= .= 9 =0y,20 =0 (8.30a)

firi=1,....m  w:=a" 45 2l = k-1 (8.30b)
2 = Py (w) (8.30c)

ngk) =w— xgk) Dykstra-Korrekturterm (8.30d)

fiir jeden Startwert a € H insgesamt m Folgen mgk), die allesamt gegen die Bestapproximation
Zopt = Pe(a) von (8.27) streben.

Anmerkung 8.12 Die Dykstra-Korrektur kann fir alle jene C; entfallen, die affine Unter-
rdume sind, denn da qi(k) L C; fiir alle qgk) gilt, folgt ohnehin Pci(gcgf)l + qfk_l)) =P, (xglf)l)

3

Anmerkung 8.13 Weiterfithrende Arbeiten sind [56] (Ubersicht, Konvergenzergebnisse)
und [97] (Erweiterung der Zielfunktionen; Bregman-Projektionen).

8.2.2 Blockabstiegsverfahren

Die Idee hinter diesem Verfahren ist wiederum, das Gesamtproblem tiber eine Folge einfacher

zu losender Teilprobleme anzugehen. Es eignet sich fiir stetige Zielfunktionen der Art
fx1,...,2,) = Min (@1, xn) € X X - X A (8.31)

Definition 8.7 (Blockabstiegsverfahren, [387])
Ein Algorithmus fiir (8.31) mit den Startwerten z3”, ..., 2() heift Blockabstiegsverfahren'”,

wenn er folgende Gestalt hat

x(lkH) = argmin f(z1, x(gk)7 e airglk)) k=0,1,... (8.32a)
I1EX1

2§ = argmin f(2{", 2g, 28" . 2) (8.32b)
T2 EX2

2®4D = argmin £V, 2®) 2,). (8.32¢)
TnE€Xp

16Die Arbeit verallgemeinert Dykstra’s Idee [176], die sich auf den Schnitt konvexer Kegel bezieht. Der
Algorithmus wurde unabhéngig auch von Han [272] entwickelt und von ihm per Dualitétstheorie bewiesen.
17Blockabstiegsverfahren heifien mitunter auch Block-Relaxationsverfahren. Im Sinne der obigen Definiti-
on ist aber eher Block-Kontraktion angebracht. Die historische Bezeichnung als Relaxation riithrt daher,
dass mitunter Relaxation schlechthin als Vereinfachung und nicht als Entspannung gedeutet wird. Dem-
gegeniiber hat die hier getroffene Unterscheidung den Vorteil, dass sofort klar ist, ob das Verfahren eine

Abschétzung nach unten oder oben liefert.
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Beispiel 8.9 (Blockabstiegsverfahren)

22 — 1129 + 23 < Min hat die Losung zope = (0,0)7. Die Zielfunktion ist fiir festes z;

bzw. festes x9 konvex, womit alle Teillosungen eindeutig sind. Mit .rgo) = a ergeben sich die

1

1)Fa. Sie sind also

Iterierten aus den skalaren Teilproblemen zu z{¥) = (3)¥(2a) und 2 = (
Nullfolgen.

Die x; konnen selbstverstédndlich auch Vektoren oder Matrizen sein. Von den Mengen &X; wird
lediglich gefordert, dass fiir die Teilprobleme eine Losung existiert, nicht notwendigerweise
eine eindeutige. Die Mengen konnen durchaus endlich sein. Wichtig ist aber, dass die Va-
riablen nicht wechselseitig iiber Restriktionen voneinander abhdngen, da sonst die Iteration

scheitern kann, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 8.10 (Blockabstiegsverfahren scheitert bei nichtseparablen Mengen)

22+ 22 = Min; 21 — 7 = 1 hat die Losung (3, —3). Gestartet mit 2 =0, bliebe XY = {1}
und damit wegen xg) =1 ein Stopp bei einer falscher Losung (1, 0).

Das nachfolgende Beispiel soll als Warnung dienen, dass aus einer Konvergenz der Iteration

nicht auf Konvergenz zur richtigen Losung geschlossen werden darf.

Beispiel 8.11 (Blockabstiegsverfahren liefert falsche Losung, [1])
Es sei die Chebyshev-Approximation von f(x) = z? durch eine Gerade g(x) = 0,z + 6, fiir
das Intervall [0,1] gesucht. Die Losung fur

U
max |2? — 6,2 — 6y| = Min
z€[0,1]

lautet gopi(z) = = + 5. Wird die Iteration mit 9%0) = 0 gestartet, folgt 931) = 1 und mit
festgehaltenem 9(()1) = % anschliefend 9%1) = 0. Damit ist die Iteration zu Ende, Konvergenz

lag vor, aber das Ergebnis ¢g(z) = % ist falsch.

Das Erschreckende an diesem Beispiel ist, dass die Zielfunktion in 6 konvex ist. Allein deshalb
miissten sich Blockabstiegsverfahren verbieten, wéren da nicht ihre Einfachheit und die vielen
erfolgreichen Anwendungen etwa in der Identifikation und Statistik. Der Zwiespalt riihrt aus
der unterschiedlichen Stérke in den Aussagen zur globalen und lokalen Konvergenz. Die
globalen Aussagen greifen im Wesentlichen auf die Zangwill-Konvergenzbedingungen zuriick
und sind relativ schwach, s. [387] einschliefllich weiterer Gegenbeispiele. Stérker sind die
lokalen Aussagen, die auf einem Satz von Ostrowski [431] beruhen. Sie sind es letztlich,
die die Rechtfertigung geben. Hinzu kommt, dass die Situation fiir eine Reihe spezieller
Klassen nicht so dramatisch ist. Zwei fiir solche Klassen zugeschnittenen Verfahren, der
ALS-Algorithmus und der IRLS-Algorithmus, werden wegen ihres hiufigen Gebrauchs in
den nachfolgenden beiden Abschnitten kurz diskutiert. Weitere Spezialverfahren finden sich
in [387].
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8.2.3 Alternierender Quadratmittelalgorithmus

Ein spezielles Blockabstiegsverfahren ist der Alternierende Quadratmittelalgorithmus (ALS-
Algorithmus; Alternating Least Squares), der in jedem Schritt ein lineares LS-Problem lést.
Die Klasse der separablen NLS-Probleme ||f(X,Y)||% = Min, bei denen f beziiglich jeder
Variablen affin ist, gestattet beispielsweise die Anwendung des ALS-Algorithmus

(k1) - Ry [2
X arg min || (X, Y) [ (8.33a)
YD = argmin [| (X5, V)| |7 (8.33b)

Bei mehr als zwei Variablen heifit der Algorithmus zyklischer LS-Algorithmus. Eine An-
wendung findet der ALS-Algorithmus bei der Identifikation von Wiener- und Hammerstein-

Modellen, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 8.12 (Identifikation von FIR-Hammerstein-Modellen)

ylk] = ib]-,1<zn:ci(u[k - ]Dl) +elklik=nn+1,..5b=1 (8.34)

i=1

In der zugehorigen LS-Formulierung ist f affin in den unbekannten Variablen z; := b; und

Y; ‘= ¢y

Sind fir die moglicherweise restringierten Teilprobleme explizite Losungen bekannt, ist der
in den Giitewerten konvergente Algorithmus (monoton fallende, durch Null beschrénkte Fol-
ge) schnell programmiert. Lokale Konvergenz ist gewéhrleistet, d. h., wird ein Startwert in
der Néhe des globalen Minimierers gewahlt, dann ist es unmoglich, nicht gegen diesen zu
konvergieren. Begriindung: z.p ist ein Fixpunkt, die Iterierten bewegen sich immer in seine
Richtung und die Folge der Giitewerte ist fallend. Die Konvergenz kann langsam sein. Glo-
bale Konvergenz liegt zwar meistens, aber eben nicht immer vor, wie das folgende einfache

Beispiel, s. auch [586] fiir ein Gegenbeispiel mit einem Hammerstein-Modell.

Beispiel 8.13 (Global nichtkonvergente, aber lokal konvergente ALS)

2
x—2 1o . _ o
xy + 4 9 - 1\/1111 = 'TOPt - 27 yopt - 27 Q!mn — O
—Ayp-1+2 4 2yl +1) . )
Esfolgt z), = ———— u = = —————= Firy, = 1gilt z — 0, yp — 00, Tpyr —

2 Yk = ——
Yer +1 Ty 2yp1—1
—4, und @ — 4 (monoton fallend), d.h., die ALS konvergiert nicht gegen das Minimum,

die Folge der Minimierer divergiert sogar. Fiir yo &~ —2 ergibt sich lokale Konvergenz.
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Ursache fiir das Fehlschlagen der Konvergenz ist héufig eine Uberparametrisierung, die ent-
steht, wenn X und Y keine natiirlichen Unbekannten sind, sondern selbst iiber Reparametri-
sierung entstanden sind (z. B. Rangfaktorisierung). Zudem neigen die orthogonalen Suchrich-
tungen in X x Y zur Konvergenz gegen Sattelpunkte und ist die Konvergenzgeschwindigkeit
im Vergleich zu anderen Verfahren geringer. Diesen Nachteilen steht die Einfachheit gegen-
iiber, die bei konvexen Problemen, Problemen mit wenigen Minima oder bei gemischten

Problemen (kontinuierliche und diskrete Variablen) zum Tragen kommt.

Eine Alternative zur ALS bietet insbesondere bei affinen und einigen einfachen konvexen

Restriktionen das Gaufl-Newton-Verfahren, das sich fur
|JA— BXCYD|Z2=Min XeX,Yey (8.35)
wie folgt liest (ersetze X durch X + a X, desgleichen fir Y, vernachlassige BaAX CaY D)

(Xgs1, Y1) = (Xg, Yi)+ay argmin ||[A—BX,CY,D—BX,CaY D—BaX CY;D||3. (8.36)
Xy +AXEX
Vi +AY €Y

Bei bilinearen Problemen konvergiert gemeinhin die ungedémpften Version aj = 1 global.

8.2.4 Quadratmittelalgorithmus mit iterativer Wichtung

Der Quadratmittelalgorithmus mit iterativer Wichtung, kurz IRLS-Algorithmus (iteratively
reweighted least squares), eignet sich fir nichtquadratische Probleme der Art

if@—ﬁméMm (8.37)

i=1
Diese lassen sich, durch eine Folge parameterlinearer quadratischer Probleme

L$ 1d
Tpp1 = argminz > wi(ze) - (y; — af o) mit w;(zy) = = /(2) )
Tk i=1 z dz ls=yi—aTa

<oo  (8.38)

iterativ losen, wenn f eine symmetrische konvexe Funktion ist und ¢(z)/z = (df /dz)/z fir

z > 0 beschrankt ist und monoton fallt.

Die Funktion f(z) = |zP hat fir 1 < p < 2 die geforderten Eigenschaft, weshalb die
l,-Approximation iiber ||Az — b[[) < Min per IRLS berechnet werden kann. Zahlreiche Feh-
lerfunktionen fiir robuste M-Schétzer erfiillen ebenfalls die Voraussetzungen [439], weshalb

der Algorithmus zur Lésung robuster Schéitzprobleme gern eingesetzt wird.

Obwohl der IRLS-Algorithmus oft nur fiir freie Probleme angegeben wird, kann er ohne
Schwierigkeiten auf restringierte Probleme erweitert werden, wenn die quadratischen Teil-
probleme unter der Restriktion einfach zu losen sind. Bei linearen Restriktionen ist das sicher

der Fall, s. [125] fiir eine Anwendung (pro Iteration wird ein LSE-Problem gelost).
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Die Konvergenz der IRLS ist oft linear oder superlinear!8. Sie geht ohne Modifikationen
verloren, wenn die Forderung w;(z) < oo verletzt wird. Das kann bei einigen Funktionen
f wegen 1(z)/z bei Null- oder Quasinull-Residuen geschehen. Wohin die IRLS konvergiert,
héngt von der Funktion f in (8.37) und bei Restriktionen von der zuldssigen Menge ab.
Durch das sukzessive Minimieren werden gemeinhin lokale Minimierer erreicht, bei konve-
xen Problemen ein globaler. Deshalb beziehen sich die wenigen verfiigharen Beweise auf den
konvexen Fall, s. z. B. [77]. Sie beruhen vom Grundansatz auf einer konvexen Majorisierung
(sichert absteigende Folge, schliefit Multimodalitat aus). Die Majorisierungstechnik wird ganz
allgemein in [487] beschrieben und wurde vom Autor auch fiir einen neuen Konvergenzbe-
weis des Fuzzy-c-Means-Algorithmus [251] verwendet. Sie beruht darauf, dass der Minimierer
einer majorisierenden Funktion (diese liegt komplett iiber der eigentlich zu optimierenden
Funktion) zu einem Abstieg (kleineren Funktionswert) in der eigentlichen Funktion fiihrt.
Geschickte Umformungen, Abschétzungen iiber Ungleichungen und Monotoniebetrachtun-
gen sind der Schliissel zum Finden einer Majorante. Um diese Aussage zu stiitzen, wird hier

im nachfolgenden Beispiel eine Majorante konstruiert.

Beispiel 8.14 (Majorisierung in der IRLS-Iteration)
Ist f eine symmetrische, konvexe, differenzierbare Funktion und e = b, — a72® das i-
te Residuum im k-ten Schritt, dann wird die Zielfunktion Y%V | f(b; — a’z) durch jede der
nachstehenden Funktionen majorisiert

(k)) N

M) = 5 S e+ 30 (1) - ).

=konstant

Um das zu verdeutlichen, wird gezeigt, dass jede der Teilfunktionen f(y; — afx) =: f(2)
unterhalb der Funktion

. Y ez( ) 1 .
wa (2) = U5 224 (el - 20y el?)
E —=konstant

liegt, d.h., dass u;(z) = maj,(z) — f(2) > 0 gilt. Uber u}(z) = 442 — (5(7;)2 —9(z) und

dz €
mit den Eigenschaften von f folgt ui(el(vk)) = ui(—egk)) = 0 und u;(egk)) = ui(—egk)) = 0.
Da 1(2)/z fiir z > 0 monoton fallt, fallt u/(z) fiir 0 < z < £ und steigt fiir z > ¥, was
letztlich u(z) > u(e™) = 0 firr = > 0 impliziert; desgleichen fiir z < 0 wegen der Symmetrie.

Eine Summation tber i liefert das gewiinschte Resultat.

18Sei 24, der Konvergenzpunkt, dann hat ein Algorithmus eine lineare Konvergenzgeschwindigkeit, wenn
ein ¢ mit 0 < ¢ < 1 existiert und ||zx41 — Zoo|| < €|z — Zo|| gilt. Er hat eine superlineare Konvergenz,
wenn statt eines konstanten c eine Folge cx mit limy_, o ¢ = existiert. Der Abstand vom Konvergenzpunkt

verringert sich also mit wachsendem k immer schneller.
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Nachfolgend werden NLS-Probleme der Art

N T
a; T+ b; 2 . n
betrachtet, die dquivalent sind zu

1

N
T) = wi(z) - ((aF = ficHz — fid))? = in mit w;(x) = ———.
Q) = S wilw) - (af = ficlyo + (b — fidi))* £ M buile) =

i=1

(8.41)

Diese Problem legen eine IRLS-Implementierung nahe, erfiillen aber die Voraussetzungen zu
(8.38) nicht. Klar ist sofort, dass die Zielfunktionen Q(zy) = SN, w;(xx) - ((af — fich)z +
(b; — fid;))*> + Konstante keine globalen Majoranten sein kénnen, da der ,quadratische®
Differenzterm N | (w;(21) — w;(z))[(a; — fic))Tx]? von Q(z1) — Q(x) negativ werden kann.
Nichtsdestotrotz kann die IRLS-Folge der z;, konvergent sein, doch wird der Fixpunkt fiir xy
in der Regel nicht einmal ein lokaler Minimierer sein (Konvergenz zum globalen Minimierer
ist wegen der Nichtkonvexitat von Q(z) ohnehin nicht zu erwarten), vgl. Fixpunktbedingung

von Q(z) und notwendigen Bedingung erster Ordnung fiir Q(z).

Der ALS- und der IRLS-Algorithmus bilden eine Alternative zu Standardalgorithmen der
nichtlinearen Optimierung, da sie einfach zu programmieren sind. Ein bisher weitgehend
unbeachteter Vorteil resultiert aus ihrer Eigenschaft, eine Folge einfacher parameterlinearer
LS-Probleme zu generieren und zu 16sen. Dadurch eignen sie sich zur Entwicklung rekursiver
LS-Algorithmen unter Restriktionen, bei denen die bekannten rekursiven LS-Algorithmen

mit den iterativen Komponenten der Algorithmen kombiniert werden konnen.

8.2.5 Iterativer quadratischer Maximum-Likelihood-Algorithmus

STLS-Probleme [389], Frequenzschitzprobleme [471] und andere Probleme lassen sich in
2TW () < Min T =1 (8.42)

mit einem fiir alle z € R™ positiv definitem W (x) umschreiben. Oft werden sie dann mit
dem sog. IQML-Algorithmus (iterative quadratic maximum likelihood) gelost:

Ty = argmin{a’ W (zp)r : 27z = 1} (8.43a)
= standardisierter Eigenvektor zu Ay (W (zy)) (8.43b)

Die Idee dahinter ist zunéchst eine Erweiterung von (8.42) auf
oTW (y)x = Min r=1y=2x (8.44)

und anschlieend eine Kombination aus Weglassen der Restriktion y = z und Fixieren

y = x1,. Allerdings zeigt folgende Uberlegung, dass der Algorithmus (8.43) gemeinhin nicht
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gegen die Losung von (8.44) konvergiert. Ist namlich xg, Fixpunkt der Iteration (8.43), dann
ist zgy ein Eigenvektor von W (zgy) zum kleinsten Eigenwert (Rayleigh-Ritz-Ungleichung).
Um zugleich Optimallosung zu sein, miisste zg, die aus der Lagrange-Funktion L(z,\) =
2TW(z)x — MaTx — 1) zu (8.42) folgende notwendige Bedingung (Ableiten beziiglich x)

T OW (z)

T
2W (z)x + =z (8.45)
LT W (@),
Oxn

erfilllen. Die Optimallésung ., ist demnach anders als g, aber kein Eigenvektor von
W (xopt), es sei denn, der zweite Summand auf der linken Seite liegt parallel zum Eigen-
vektor. Da das im Allg. nicht der Fall sein wird, stimmen der Iterationsfixpunkt und die

Optimallésung gemeinhin nicht iiberein.

Vom angegebenen IQML-Algorithmus gibt es diverse Modifikationen mit zahlreichen An-
wendungen, s. die Literaturhinweise in der Arbeit [587], der auch das folgende Beispiel ent-

nommen wurde.

Beispiel 8.15 (Zeit- und Ortsfrequenzschitzprobleme)
Solche Schétzprobleme fithren auf Aufgaben vom Typ

sp[B(z)(B"(z)B(z)) ' B" ()R] < Min, (8.46)

wobei B(x) Band-Toeplitz-Matrizen mit den Elementen von x sind, wobei x seinerseits fiir
Polynomkoeffizienten mit einer Elementfixierung oder Eins-Normierung steht. R ist eine
Schatzung der Kovarianzmatrix der Messdaten. Auch hier konvergiert der IQML-Algorithmus
mit einer Wichtung W (zy) = (B (x4)B(x))~" i. Allg. nicht gegen den wahren Wert, was
wegen der Verwandtschaft zu (8.42) analog zu (8.45) gezeigt werden kann, vgl. [587] fir eine

alternative Argumentation.

Obwohl der IQML-Algorithmus und seine Modifikationen gemeinhin nicht gegen die wah-
re Losung konvergieren, sie also nur eine approximierte Losung liefern, und obwohl sogar
divergente Beispiele existieren'®, haben Algorithmen vom IQML-Typ eine empirische Recht-
fertigung. Sie konvergieren fast immer, die Approximationen sind gut und die Algorithmen
sind einfach zu programmieren. Dank leistungsfahiger Rechner empfiehlt es sich aber, diesen
Algorithmentyp nur fir Startschidtzungen heranzuziehen, die dann mit klassischen nichtli-

nearen Optimierungsalgorithmen das jeweils origindre Problem lésen.

9Der Hinweis zur Divergenz bezieht sich auf eine Arbeit von He und Ren (1995) in [587]. Allerdings konn-
te diese Arbeit nicht recherchiert werden. In [336] wird von Divergenz der Steiglitz-McBride-Iteration
berichtet (ohne Beispiel), die zur IQML-Iteration nach [449] &quivalent ist.
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8.3 Matrixapproximationsprobleme

Standardschatzverfahren wie die LS und die TLS oder die Hauptkomponenten- und Fakto-
ranalyse lassen Interpretationen zu, in denen ein néichstgelegener Vektor oder eine néchst-
gelegene Matrix gesucht ist (Formulierung als Projektionsproblem). Im Fall von Matrizen,
die als Spezialfall die Vektoren einschliefen, wird dann von Matrixapproximationsproblemen
gesprochen. Anwendungen bei dynamischen Systemen betreffen beispielsweise die néchstge-
legene Hurwitz-stabile Matrix oder nichstgelegene Matrix mit vorgegebenem Eigenwert und
kommen meist a posteriori zum Einsatz, um eine Eigenschaft zu erzwingen, die durch das
Schétzverfahren zunéchst nicht erfiillt wurde. Im Rahmen einer umfangreichen Literaturre-
cherche wurden vom Autor mehr als 200 geloste Matrixapproximationsprobleme zusammen-
gestellt, von denen eine Auswahl als Literaturverweise in Kapitel 2 angegeben ist.

Das klassische Matrixapproximationsproblem wird dabei wie folgt definiert.

Definition 8.8 (Matrixapproximationsproblem)
Ein Problem der Art
JA— X||=Min X eMcC™™, (8.47)

bei dem alle Matrizen aus M eine bestimmte Eigenschaft besitzen, z. B. ,,symmetrisch®, wird
als Matrixapproximationsproblem bezeichnet. Die Matrix A stammt nicht aus M (sonst
Xopt = A trivial). Alle Matrizen X, fiir die das Minimum angenommen wird, heifilen
Approximanden oder Bestapproximationen, jeweils versehen mit der die Menge M kenn-

zeichnenden Eigenschaft, z. B. ,,symmetrischer Approximand®.

Sind mehrere Eigenschaften, beschrieben durch r Teilmengen &;, gleichzeitig zu erfillen,
dann ist M = N;_; M, zu wahlen. Sollten die Mengen konvex sein, kann das Problem mit
dem Dykstra-Algorithmus nach Satz 8.6 gelost werden.

Die klassischen Matrixapproximationsprobleme lassen sich in unterschiedlicher Weise erwei-
tern. Zum einen kann diejenige Matrix gesucht werden, die zu k Matrizen A; den kleinsten
Abstand hat. Anschaulich ist das diejenige Matrix in der Ndhe des Mittelpunkts (s. auch
Steiner-Weber-Problem [71]), die die geforderten Eigenschaften hat. In solchen Féllen wird
von simultanen Matrixapproximationsproblemen gesprochen (Bsp. simultane Hauptkompo-
nentenanalyse, parallele Faktoranalyse, individuelle Differenzenskalierung [349], [433]), da
die optimale Matrix eben zugleich mehrere Matrizen im Kompromiss approximiert. Mogli-

che simultane Formulierungen sind

k k
S = X||=Min baw. S|4 - X[PE=Min X e McC O™ (8.48)
i=1 =1

Zum anderen kann statt einer einzelnen Matrix ein Paar oder ein Tupel von Matrizen be-

trachtet werden. Typische Anwendung liefern (verallgemeinerte) Zustandsraumdarstellungen
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mit ¥ = (E, A, B,C, D) (E nur bei Deskriptorsystemen). Matrixapproximationen fiir nicht-
steuerbare Paare, nicht positiv reelle Systeme, Nichtminimalphasensysteme werden in den
Abschnitten in Kapitel 2 genannt und diskutiert. Als Tupel kénnen auch die Koeffizien-
tenmatrizen A; von Matrixpolynomen p(£) = S1_, A;&* auftreten, wobei das Matrixbiischel
p(A) = EX — A von Deskriptorsystemen [111], [166] oder Polynommatrizen zweiten Grads
aus der Mechanik p(\) = MA? 4+ BA + C mit der Massenmatrix M, der Dimpfungsma-
trix B und der Steifigkeitsmatrix C' genannt seien, s. [339] fir allgemeinere Probleme mit
Eigenwertrestriktionen. Der Standardzugang zur Formulierung derartiger Probleme basiert

auf der Blockmatrixdarstellung im folgenden Sinne
(A, B) — (X1, Xo)|| = Min (X1, X5) € M. (8.49)

Eine Alternative fiir Matrizen und Vektoren, die sich ihrer Dimensionen wegen einer Block-

formulierung entziehen, bietet eine spezielle Summenformulierung

VIA= X2 +[|B - X2 = Min (X1, Xs) € M. (8.50)

Ein Beispiel ist der Abstand von Systemen beziiglich des E/A-Verhaltens, wenn fiir A der
Vektor der Nennerpolynomkoeffizienten und B der der Zahlerkoeffizienten verwendet wird
[435]. Die Wurzel sichert im Ubrigen, dass es sich bei der Zielfunktion um eine Metrik handelt;

ohne sie wére die Dreiecksungleichung verletzt.

Abhéngig von der Verwendung des Modells interessieren nicht notwendig die néchstgelegenen
Matrizen, sondern es ist nur der Abstand einer Matrix von einer Menge M mit bestimmten
Eigenschaften gefragt. Kurzum, nicht der Minimierer, sondern das Minimum ist gesucht.
Durch Substitution X =: A 4+ AA entstehen sog. Abstandsprobleme.

Definition 8.9 (Abstandsproblem)
Probleme vom Typ

|aA]| = Inf (A4 aA4) € M CC™" (8.51a)
Al
HIIAAIIH LInf  (A+ad)e McCmn (8.51b)

heiBen normweise bzw. relative Abstandsprobleme?’.

Ist die Teilmenge M abgeschlossen, so hat (8.47) eine Losung. Fir abgeschlossenes kon-
vexes M und streng konvexe Normen (Frobenius-Norm, aber nicht Spektralnorm) ist die
Losung eindeutig. Diese Bedingungen sind hinreichend. Fiir nichtkonvexe Mengen, also etwa
bei Rangapproximationsproblemen, kénnen trotzdem eindeutige Losungen existieren. Ist die

20Da || A|| fest ist, sind die Minimierer A4, beider Probleme gleich, sofern sie existieren.
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Teilmenge M offen, existiert keine Losung und das Minimum ist durch ein Infimum zu erset-
zen. Solche Probleme kénnen dennoch von Interesse sein, denn das Infimum gibt den Abstand
zur zuldssigen Menge an und ist somit ein Maf} fiir das Verletztsein einer Eigenschaft oder
die Reserven einer Eigenschaft. Zu beachten ist, dass es Mengen gibt, die weder offen noch

abgeschlossen sind; dann kann eine Losung existieren, muss aber nicht, vgl. Beispiel 4.2.

Das relative normweise Abstandsproblem lasst sich dquivalent zu (8.51b) auch als
§=Inf  [|ad|| <6||A|| und (A + ad) € M (8.52)

schreiben. In dieser Form dhnelt es dem sog. komponentenweisen Abstandsproblem. Im Ge-
gensatz zum normweisen Abstandsproblem erfolgt beim komponentenweisen Abstandspro-
blem die Stérung oder die Suche nach der néchstgelegenen Matrix nicht in alle Richtungen.
So werden z. B. Nullelemente nicht gestort. Diese Forderung ist sinnvoll, wenn beispielsweise
schwach besetzte Matrizen betrachtet werden, wie sie bei der Diskretisierung von partiellen
Differenzialgleichungsmodellen entstehen. Um auch Anderungen in anderen Matrixelemen-
ten unterdriicken zu koénnen, z. B. in Einselementen oder in a priori bekannten Elementen,
und um eine Skalierung vornehmen zu kénnen, kann zusétzlich eine entsprechende Wichtung
eingesetzt werden, s. nachfolgende Definition auf der Rump [544] aufbauend die theoretischen

Grundlagen und Anwendungen beschreibt.

Definition 8.10 (Komponentenweise Abstandsprobleme)

Standardversion:
Skomp = Inf  |AA| < Gpomp|A] und (A + 2A4) € M, wobei |A] € ((Ja])).  (8.53)
gewichtete Version:

o =Inf  [aA] <3V [AGW|und (A+aAd) € M;W € R™" (8.54)

© bezeichnet dabei das Hadamard-Produkt (elementweises Produkt) [299].

Die Vielzahl der Moglichkeiten, Matrixapproximationsprobleme zu beschreiben, ist ein Indiz
fiir deren praktische Bedeutung. Sie findet ihre Begriindung in den unterschiedlichen Blick-
winkeln und ist auch dem Schwierigkeitsgrad der mathematischen Behandlung geschuldet.
So kann ein Problem in der einen Norm einfach zu lésen sein, in einer anderen Norm da-
gegen nicht. Prinzipiell streben die Publikationen jedoch immer geschlossene Losungen an
oder, wenn das nicht moglich ist, solche die den Suchraum signifikant verkleinern (1- bzw.

2-dimensionale Suche statt n2-dimensionaler Suche).



Kapitel 9
Empfehlungen fiir die Identifikation

In diesem Kapitel werden wichtige Empfehlungen zur Identifikation unter Einbeziehung von
Vorwissen zusammengestellt. Sie werden um grundlegende Empfehlungen ergénzt, die unab-
héngig von der Einbeziehung von Vorwissen sind. Anders als die vorangegangenen Kapitel,
bei denen die Fragen ,Welche Restriktionen sind einzubeziehen?“ und vor allem ,Wie wird
das gemacht?“ beantwortet wurden, geht es in diesem Kapitel um die Fragen ,Worauf ist bei
der Identifikation zu achten?* und ,,Welche Konsequenzen ergeben sich aus den Ergebnissen
der vorliegenden Arbeit?“ Die Darstellung ist thesenhaft gestaltet, um speziell Studenten und
Neueinsteigern einige von Mathematik freie Ratschlige fiir die Modellbildung zu geben. Die
Gliederung erfolgt nach Themenkomplexen und orientiert sich nur grob an der Reihenfolge
der Kapitel dieser Arbeit.

9.1 Grundlegende Empfehlungen

Es gibt zahlreiche Biicher, die sich ausschliellich mit der Approximation oder der Regression
befassen, und jene, die die Identifikation dynamischer Systeme als priméren Inhalt haben.
Da in dieser Arbeit die Klammer durch das Vorwissen und dessen Umsetzung mit Restrik-
tionen gegeben ist, werden typische Anwendungen aus all den genannten Gebieten aufge-
fithrt. Je nach Anwendungsgebiet und den Zielstellungen nach guter Anpassung, biasfreien
und wenig streuenden Parametern bzw. technisch gesehen validen Parametern ergeben sich
unterschiedliche Giitekriterien und Vorgehensweisen. Dessen ungeachtet gibt es einige grund-
legenden Aspekte zu beachten, die unabhéngig von der Zielsetzung und dem Umstand sind,

ob Vorwissen einbezogen wird oder nicht. Eine Auswahl geben die nachfolgenden Thesen.

315
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1. Problemspezifisches Giitekriterium wihlen

Fir die Auswahl einer geeigneten Methode zur Modellbildung ist zu beurteilen, um welche
Art von Problem es sich handelt, d.h. ob eine Approximation oder eine Regression ausge-
fithrt werden soll. Die Art der Problemstellung bestimmt ndmlich entscheidend die Wahl des
Gitekriteriums. Als hilfreich erweist sich dabei zunéchst eine Einordnung entsprechend der
Tabelle 9.1.1

Problemfeld Modell Storung
inverse Probleme exakt keine
Approximation gendhert keine
Regression exakt signifikant
Approgression gendhert signifikant

Tabelle 9.1: Einteilung der Modellbildungsprobleme

Kennzeichen der inversen Probleme ist, dass aus beobachteten oder gewiinschten Wirkungen
auf die Ursache geschlossen werden soll (Zustdnde, Quellen). Ortungsprobleme, Tomogra-
fieprobleme und auch das dem Regelungstechniker vertraute Beobachterproblem gehéren
hierzu. Gemeinhin sind inverse Probleme schwierig zu 1osen. Restriktionen, Problemtrans-
formationen und Kompromisskriterien, vor allem aber Problemmodifikationen durch Regula-
risierungsterme und Mafinahmen zum Erzwingen eindeutiger Losungen helfen, die Probleme

glinstiger zu gestalten.

Die Tatsache, dass sowohl bei der Approximation als auch bei der Regression vielfach Qua-
dratmittelprobleme gelost werden, erklart die in der Fufinote angesprochene begriffliche Un-
schérfe teilweise. Doch dabei wird ein BLUE-Schétzer (bester linearer biasfreier Schitzer) zur
Regression iiber einen génzlich anderen Ansatz abgeleitet als ein gewhnlicher Quadratmitte-
lausgleich zur Datenapproximation. Des Weiteren unterscheiden sich beide Problemklassen
in der Interpretation des Ergebnisses (Modell nihert mit einer bestimmten Giite; Modell
gilt mit einer bestimmten Signifikanz). Auch der verwendete mathematische Apparat ist ein
anderer (Analysis, Algebra einerseits, Statistik andererseits). Das angesprochene Verschwim-

men der Begriffe wird auch beim Kalman- und beim Kalman-Bucy-Filter (kontinuierliches

! Die vom Autor getroffene Unterteilung ist keineswegs Standard, da die Begriffe oftmals synonym verwendet
werden. Das zeigen die Diskussionen auf Wikipedia unter dem Stichwort , Ausgleichsrechnung®, wo in
Diskussionsbeitragen zu Recht bemerkt wird: ,,Regression und Fit bzw. Methode der kleinsten Quadrate
sind nicht synonym und unterscheiden sich in den Problemstellungen und den auszuwertenden Daten.“ Die
hier beziiglich Approximation-Regression-Abgrenzung gefithrte Argumentation &hnelt der von Magnus und
Neudecker [421]. Der nahezu unbekannte, aber sehr treffende Begriff der Approgression geht auf Bandemer
[44] zurtick.
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Pendant) deutlich, der der Regression zugeordnet werden kann (exaktes lineares Modell, aber
Storungen). Allzu oft findet sich die Formulierung ,Der Zustandsvektor konvergiert gegen
...% Dieser Aussage fehlt aber die Spezifizierung der Konvergenzart (in Wahrscheinlichkeit,
im quadratischen Mittel, fast sicher), die anders als in der Analysis immer mit anzugeben

ist.

Letztlich sei noch die Approgression genannt, die einen Kompromiss zwischen Approximation
und Regression erreicht, indem in das Giitekriterium nicht nur die Fehlervarianz, sondern
auch die Parameteranzahl einflieft. Das geschieht tiber sogenannte Informationskriterien

[107).

Als Hilfestellung fiir den Leser gibt Bild 9.1 eine Ubersicht zu Approximationsproblemen,

wahrend Tabelle 9.2 eine Kurzcharakterisierung von Regressionsmethoden vermittelt.

Erwahnt sei, dass Regressionsprobleme aufler nach der verwendeten Methode auch modell-
spezifisch in parametrische und nichtparametrische Regression bzw. lineare und nichtlineare
Regression oder fehlerspezifisch in nichtorthogonale und orthogonale Regression unterteilt
werden. Da es bei der Regression letztlich darum geht, einen Schatzwert fiir die Modell-
parameter zu erhalten, handelt es sich um Punktschitzmethoden (im Gegensatz zu den in
der Statistik ebenfalls verwendeten Bereichs- und Intervallschitzmethoden). Die Vorschrift,
nach der die Storungen (aufgefasst als Zufallsvariablen) in eine Zufallsvariable fir die unbe-
kannten Modellparameter abgebildet werden, heifft Schatzfunktion. Das Bild dieser Funktion
wird Schéitzer genannt, wiahrend die konkrete Realisierung als Schitzwert bezeichnet wird.
Die Methode, nach der die Schétzfunktion abgeleitet wird, heifit Schitzmethode oder hier

Regressionsmethode.?

2 Der Begriff der Schitzmethode ist weitreichender als der der Regressionsmethode, da bei der parame-
trischen Regression die Verteilungsfunktionen aus der Kombination von parametrischem Modell und St6-
rungsmodell entstehen, wihrend fiir Schatzmethoden die Herkunft und die Struktur der Verteilungsfunktio-
nen vollig offen ist. Das erklart auch, warum die Momentenmethode (Parameter einer Verteilung werden
aus Momentenschéitzwerten fir die Verteilung ermittelt) oder die Minimum-Chi-Quadrat-Methode (fir

diskrete Parameter bevorzugt) nicht in der Tabelle 9.2 auftaucht.
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Approximation

—Datenapproximation

—Interpolation

|
I
stiickweise definierte Funktionen
- lokale Approximation
(B-Splines, Akima-Splines)
- globale Approximation
(natiirliche kubische Splines)

|

Einheitlich definierte Funktionen

- nur globale Approximation
(Polynome, Potenzfunktionen,
gebrochen rationale Funktionen)

- Robuste TLS

— Abbildungsapproximation

—Flunktionsapproximation

—Ausgleich
I [ [ |
frei regularisiert restringiert
- LS - Glatter (Splines, Kernglatter) - LSE
- TLS - Tikhonov-Regularisierung - CTLS

I I
Taylor-

Approximation - Hermite-Interpolation

— Matrixapproximation

Verallgemeinerte Interpolation

- Schonbergsche Spline-Appr.

I
L-Norm-Approximation

- orthogonale Systeme

- diverse Ansatzfunktionen

normweise

— Systemapproximation
|

I
komponentenweise

[
linear =>linear
- Padé-Approximation
- Ordnungsreduktion
- trajektorienbasierte Appr.

nichtlinear = linear

- Tangentenlinearisierung

- Carleman-Linearisierung

- harmonische Linearisierung
- stiickweise Linearisierung

nichtlinear =» nichtlinear

- Bifurkationsnormalform
- Poincaré-Linearisierung
- Taylorentwicklung

Diskretisierung

- Zeitdiskretisierung
(Transf. mit Haltegliedern,
Poincaré-Abbildung)

- Ortsdiskretisierung
(FEM, Kollokation)

Bild 9.1: Ubersicht zu Approximationszugéingen
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Methode ‘ Kommentar

Bayes- Vorwissen und Préferenzen iiber Parameter flieBen tiber eine A-priori-
Methode [44] Verteilung ein. Nur fir einfache Modelle anwendbar, da schwierig.
Maximum- Modalwert der A-posteriori-Verteilung wird genutzt. Wie bei der

A-posteriori-
Methode [44]

Bayes-Methode wird eine A-priori-Verteilung bendtigt. Median und
Erwartungswert sind dem Modalwert oft iiberlegen. Bei nahezu glei-

chem Aufwand ist die Bayes-Methode zu bevorzugen.

Maximum-
Likelihood-
Methode [149]

Die Likelihood-Funktion L(0|z1, 2o, ..., 2,) = f(21, 22, - -
maximiert, die aus der Dichtefunktion folgt, wenn die Realisierungen

, Tp; 0) wird

der Zufallsvariablen in die Dichtefunktion eingesetzt werden. Die z;
und der Parametervektor 6 tauschen ihre Rolle. Die ML-Methode lie-
fert bei nichtinformativer A-priori-Verteilung (z. B. konstante Funkti-
on) dieselben Ergebnisse wie die Bayes-Methode. ML-Schétzer haben
gute statistische Eigenschaften.

Best-Methoden
[421]

Bei diesen Methoden werden die Struktur des Schétzers (linear, af-
fin, quadratisch) und/oder die Eigenschaften (biasfrei, kleinste Streu-
ungen) vorgegeben. Der wohl bekannteste Schétzer ist der BLUE-

Schétzer (best linear unbiased estimator).

Methoden [105]

Kleinste- Die Schétzfunktion entspricht der Losungsformel des zugeordneten

Quadrat- Quadratmittelproblems, mit dem Unterschied, dass die Abweichungen

Methode nunmehr als Zufallsvariablen interpretiert werden. Anders als bei den

[421], [62] Best-Methoden, bei denen die Eigenschaften im Entwurf vorgegeben
werden, miissen sie bei Kleinsten-Quadrat-Schéitzern im Nachhinein
ermittelt werden. Unter Linearitéts-, Normalverteilungs- und Unko-
relliertheitsannahmen liefern die Kleinste-Quadrat-Methode und die
ML-Methode gleiche Ergebnisse.

Robuste Robuste Methoden zielen auf einen Kompromiss zwischen statisti-

schen Eigenschaften und Robustheit. Sie erweisen sich als vorteil-
haft, wenn wenige Daten verfiighar sind oder diese Ausreiflern auf-
weisen. Haufig verwendet werden M-Schétzer (z.B. basierend auf der
Huber-Funktion) und L-Schéatzer (z. B. Median-Schétzer; Pendant zur

l;-Approximation).

Ridge-
Methoden
53], [398]

Ridge-Regressionen werden angewendet, wenn betreffende Matri-
zen Kollinearitaten aufweisen. Dabei wird wie bei der Tikhonov-

Regularisierung vorgegangen, wodurch die Streuung der Parameter

auf Kosten eines Bias schrumpft.

Tabelle 9.2: Ubersicht zu Regressionsmethoden
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2. Black-Box-Modelle vermeiden

Black-Box-Modelle beschreiben Systeme durch Gleichungen, ohne die Komplexitat und die
dem System hinterliegende Physik zu berticksichtigen. Obwohl sich der Autor mehrfach mit
der Modellierung durch Black-Box-Modelle intensiv befasste, tiberzeugten ihn die erzielten
Ergebnisse nie richtig. Der Weg, auf eine theoretische Modellierung zu verzichten und schnell
zu empirischen Losungen zu gelangen, ist zwar verlockend, fithrt aber wegen der geringen
Prozessdurchdringung nicht auf valide Ergebnisse. Die richtige Modellstruktur ist vielmehr
der entscheidende Schlissel zum FErfolg. Ein Gedankenexperiment soll das verdeutlichen:
Angenommen ein System hat eine Totzeit in einem Riickkoppelzweig und die empirischen
Ansitze kennen keine Totzeit oder lassen sie nicht in allen Zweigen zu, dann koénnen die
empirische Modelle zwar die gemessenen Daten unter Umstdnden gut anpassen, doch in
der Regel zum Preis vieler Parameter. Darunter leidet die Robustheit des Modells, und
es ist nicht sicher, wie weit System- und Modellverhalten bei anderen Eingangssignalen

voneinander abweichen.

3. Vorwissen sammeln und sondieren

Um Vorwissen in die Modellbildung integrieren zu kénnen, muss dieses Wissen zunéchst erst
einmal verfiigbar sein. Auch héngt die Art des Vorwissens davon ab, ob ein dynamisches
Modell entstehen soll oder ob ein Zusammenhang durch eine Funktion zu modellieren ist.
Wenn beim dynamischen Modell die Modellstruktur und die Modellordnung (theoretische
Analyse) geklart sind, heifit es, die erwarteten Eigenschaften des Modells herauszuarbei-
ten. Als Anhaltspunkt hierfiir kénnen die Uberschriften zu Kapitel 2 als eine Checkliste
dienen. Selbstverstandlich lassen sich weitere Eigenschaften hinzufiigen. Desgleichen kénnen
die Uberschriften von Kapitel 3 fiir Eigenschaften an Funktionen herangezogen werden.
Neben dem spezifischen Vorwissen tiber ein System oder eine Funktion sind je nach An-
wendung auch physikalisch-technische Restriktionen an Parameter bekannt oder bei geo-
metrischen Problemen Restriktionen zur Lage von Schwerpunkten oder Geraden sowie zur

Ausrichtung von Objekten vorhanden.

4. Aktive Experimentation bevorzugen

Wenn es moglich ist, sollte eine aktive Experimentation vorgenommen werden. Bei aktiver
Experimentation ldsst sich ndmlich das Testsignal designen und das System gezielt beein-
flussen, wiahrend bei passiver Experimentation nur die protokollierten Prozesssignale ver-
fiigbar sind. Auerdem sollte bei aktiver Experimentation, wenn moglich (Stabilitét, Sicher-
heit vorausgesetzt) an der offenen Strecke identifiziert werden. Wenn im geschlossenen Re-
gelkreis identifiziert werden muss, ist die Stellgrofen-RegelgroBen-Beziehung gegenitiber der
Fiihrungsgrofien-Regelgrofien-Beziehung zu bevorzugen. Kann nur tiber die Fithrungsgréfien-
Regelgrofien-Beziehung identifiziert werden, sind Stellbegrenzungen zu vermeiden. Der Reg-
ler darf sonst nédmlich nicht aus der Ubertragungsfunktion des geschlossenen Kreises auf rein

algebraische Weise herausgerechnet werden.
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5. Messdaten iiberpriifen

Wichtig fiir eine erfolgreiche Modellbildung sind gute Prozessdaten. Es gilt also Datenseg-
mente herauszusuchen, in denen

- eine prozesstypische Situation vorliegt,

- angemessene Prozessanregung stattfindet,

- keine Datenausreifler vorkommen,

- keine im Modell unberticksichtigten Einfliisse/Storungen auftreten und

- das Messrauschen gering ist.

Fiir niedrigdimensionale Systeme empfiehlt sich das, durch visuelle Beurteilung der Daten
zu tun. Beim automatisierten Einsatz ist zunédchst zu priifen, welche der angesprochenen
Aspekte das Computerprogramm zur Datenauswahl betrachtet. Typische Fehlerquellen in
diesem Zusammenhang sind die Ergebnisverfilschung durch Ausreiler oder durch mangeln-

de Systemanregung.

Bei der passiven Experimentation ist das Datenmaterial nach sogenannten Eventsituatio-
nen zu untersuchen, in denen im Prozess etwas passiert. Dankbar fiir den Modellbildner,
wenngleich unerwiinscht fiir den Verfahrensingenieur, sind Ausfille von Stellgliedern (Hei-
zern, Pumpen). Da Regler ihrer Aufgabe entsprechend gegen den Modellbildner arbeiten —
sie sorgen fiir Ruhe, der Modellbildner braucht Unruhe im Prozess — ist Datenmaterial aus
der Inbetriebnahmephase meist mehr geeignet als jenes, wenn die Regelkreise bereits ar-
beiten. Sprungférmige Arbeitspunktwechsel sind ebenfalls interessant, Arbeitspunktwechsel
iber S-Kurven und Rampen sind dagegen weniger geeignet.

6. Ergebnisse visuell beurteilen

Bei geometrischen Problemen werden die Losungen meist grafisch dargestellt, wohingegen bei
Regressionen und Approximationen manchmal ausschlieBlich nach dem Giitewert beurteilt
wird. Das ist gefahrlich. So liefern Gleichungsfehlerkriterien besonders bei der Identifikati-
on dynamischer Systeme trotz eines kleinen Zielfunktionswertes unter Umstédnden schlechte
Modelle. Eine Simulation visualisiert solch schlechte Modelle sofort. Zu beachten ist aber,
dass fiir die Simulation Anfangswerte benotigt werden, die Gleichungsfehlermethoden in der
Regel nicht mitliefern. Das ist ein Argument, zumindest fiir niedrigdimensionale Offline-

Modellbildungen dynamischer Systeme Ausgangsfehlermethoden zu verwenden.

Eine visuelle Beurteilung ist auch dann wichtig, wenn zwecks einfacherer Losbarkeit auf
Giitekriterien ausgewichen wird, die nicht dem natiirlichen Fehlerempfinden entsprechen.
Hierzu zéhlen in gewissem Sinn auch die Quadratfehlerkriterien. So wird bei der Anpassung
von Punkten an eine Kurve intuitiv nicht das Quadrat, sondern vielmehr der Absolutbe-
trag, ja oft sogar der lotrechte Abstand beurteilt. Der Mensch denkt halt nicht quadratisch,
was sich in vielen grafischen Darstellungen zur Geradenanpassung darin dufert, dass der

Fehlereinfluss durch Striche statt durch die zugehoérigen Fehlerquadrate kennzeichnet wird.
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Zu den weniger intuitiven Fehlern zihlen auch die Fehler der algebraischen (impliziten) Glei-
chung einer Kurve (z. B. Ellipsengleichung). Intuitiver sind in diesem Fall die geometrischen
Fehler auf Basis der Parameterdarstellung der Kurve, die allerdings auf schwieriger auszuwer-
tende Zielfunktionen fithren. Wie bedeutend die Unterschiede in der Wahl der Giitekriterien
fiir die praktische Anwendung letztlich sind, kann nicht allgemein gesagt werden, aber eine
Visualisierung kann das weniger intuitive, leichter auswertbare Giitekriterium a posteriori

rechtfertigen.

AbschlieSlend sei aber vor einer alleinigen visuellen Beurteilung gewarnt. Schwierigkeiten
wie grofe Parameterstreuungen oder -empfindlichkeiten kénnen unerkannt bleiben. Als hilf-
reich erweisen sich dann die Parameterkovarianzmatrizen und Singularwertuntersuchungen
der Datenmatrizen. Zudem koénnen lokale Nebenminima durch eine gute Modellanpassung
ein globales Minimum vortduschen, s. Beispiel 4.14. Diesem Problem kann durch mehrfache
Optimierungsldufe mit unterschiedlichen Startwerten begegnet werden. Ein probates Mittel
ist es auch, bei der Experimentation fiir eine hinreichende Anregung oder eine gleichméfige
Verteilung der Datenpunkte zu sorgen. Dadurch wird meist verhindert, dass das Nebenmi-
nimum etwa die gleiche Grole wie das globale Minimum hat, oder es wird erreicht, dass

Nebenminima auferhalb des praktisch relevanten Parameterbereichs auftreten.

7. Parameterkovarianzen statt Fehlerkovarianzen betrachten

Bei Regressionsmodellen sollte — wenn moglich — die Parameterkovarianzmatrix mit ange-
geben werden. Es kann namlich sein, dass die Glitewerte ein gutes Modell signalisieren, die
Parameter aber hohe Varianzen haben. Das geschieht bei ungiinstiger Verteilung der Daten,
ungeniigender Prozessanregung oder zu hohen Modellordnungen. Eine Hauptachsentransfor-
mation der Parameterkovarianzmatrix auf eine Diagonalmatrix der Eigenwerte ldsst genauere
Interpretationen zu. Die Eigenvektoren geben die Richtung der Hauptachsen an, die Kehr-
werte der Wurzeln aus den Eigenwerten sind die Langen der zugehorigen Halbachsen des
entsprechenden Ellipsoids. Damit signalisiert ein Eigenwert nahe Null eine groie Streuung
entlang der betreffenden Hauptachse. Gelegentlich sind solche grofien Streuungen in spezielle

Richtungen ein Indiz fiir eine bisher unbekannte Restriktion (lineare Abhéngigkeit).

9.2 Arbeitspunkte und Statik bei der Identifikation

Die Identifikation linearer Modelle wird in der Literatur ausfiihrlich behandelt. In der Praxis
werden aber meist nur um einen Arbeitspunkt giiltige lineare Modelle bestimmt. Dass dabei
Gleichanteile zu eliminieren sind, die nicht im Zusammenhang mit den Kleinsignalen (Ab-
weichungen um Arbeitspunkt) stehen, wird von Neueinsteigern auch schon mal vergessen.

Hierauf und auf weitere Aspekte gehen die folgenden Thesen ein.
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1. Klassisches Abziehen der Arbeitspunkte bevorzugen
Von den in Abschnitt 2.2 genannten Moglichkeiten Gleichanteile fiir die Identifikation linea-
risierter Modelle zu eliminieren, ist das Abziehen der Arbeitspunkte zu empfehlen, da es ein

klares Bekenntnis zum Arbeitspunkt und zum Modellgtltigkeitsbereich erfordert.

2. Arbeitspunkt zum Modell mit angeben

Wird das identifizierte Modell einer anderen Person tibergeben, muss neben dem Modell
auch der Arbeitspunkt und der Giiltigkeitsbereich mit tibermittelt werden. Fehlen diese
Informationen, kann beispielsweise eine unbedarfte Simulation eines Ofenmodells, das fiir
einen Arbeitspunkt von 1000°C gilt, dazu fiihren, dass der Ofen trotz Maximalleistung keine
500°C heifl wird. Die Ursache ist dann, dass bei 1000°C die Streckenverstédrkung erheblich
kleiner als bei niedrigen Temperaturen ist. Liegen hingegen die Informationen vor, wird der
Arbeitspunkt zwangslaufig beriicksichtigt — im Fall des Reglers enthélt der Integratorwert
die Heizleistung im Arbeitspunkt — und die Simulation sollte erfolgreich sein.

3. Statische Kennlinie vor der Dynamikidentifikation bestimmen

Bevor mit einer Erstellung dynamischer Modelle begonnen wird, sollte die statische Kenn-
linie oder das statische Kennfeld betrachtet werden. Hieraus ergeben sich Anhaltspunkte
fiir den Modellgiiltigkeitsbereich. Ferner wird durch die Kenntnis der statischen Kennli-
nie gesichert, dass fiir die Identifikation linearer Modelle nur Arbeitspunktpaare (Eingangs-

wert /Ausgangswert) auf der statischen Kennlinie gewahlt werden.

4. Statikinformation bei Modellapproximation vererben

Angenommen ein komplexeres Modell sei bekannt und fiir den Reglerentwurf, eine Simula-
tion oder eine andere Anwendung wird ein vereinfachtes Modell benotigt. Dann empfiehlt
sich, dass das Approximationsverfahren, ggf. durch Hinzunahme von Restriktionen, die Sta-
tikinformation des komplexeren Modells tibernimmt. Im Fall der Modellordnungsreduktion
linearer Modelle heifit das, dass die statischen Verstarkungsmatrizen von komplexem und
einfachem Modell iibereinstimmen miissen. Ahnliches gilt, wenn ein nichtparametrisches Ge-
wichtsfolgenmodell in ein parametrisches Ubertragungsfunktionsmodell umgewandelt werden
soll. Bei der Approximation eines nichtlinearen Modells durch ein einfacheres nichtlineares
Modell sollten die statischen Kennlinien im Giiltigkeitsbereich iibereinstimmen. Auflerdem
sollten auch die Anzahl der Ruhelagen bzw. die Dimension der Ruhelagenmannigfaltigkeit

erhalten bleiben.

5. Statikinformation zur Identifikation nichtlinearer Modelle nutzen

Bei niedrigparametrischen nichtlinearen Modellen gelingt unter Umsténden eine Parameteri-
dentifikation durch Identifikation mehrerer linearisierter Modelle, s. Abschnitt 2.1.3. Dadurch
sinkt der Schwierigkeitsgrad.
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6. Schitzung durch Statikrestriktionen verbessern

Das Einbeziehen von Vorwissen zur Statik bringt bei der Modellbildung in der Regel einen
groflen Gewinn. Das liegt daran, dass das Vorwissen zumeist auf Gleichungsrestriktionen
fithrt, die ihrerseits den Parameterraum bei SISO-Systemen um eine Dimension verkleinern.
Somit wird der Zufall auf den Messungen in weniger Parametern aggregiert, oder anders

ausgedriickt, er wird besser weggemittelt.

Diese Aussage gilt allgemeiner fiir beliebige Gleichungsrestriktionen und aktive Ungleichungs-
restriktionen (solche, bei denen die Losung auf dem Rand liegt) [441], [233], [423].

7. Statikinformation bei Kennfeldern beriicksichtigen

Gerade beim Verwenden empirischer Modellansitze ist darauf zu achten, dass das empi-
rische Modell nicht gegen naturwissenschaftliche Gesetze verstofit. Die Statikinformation
lasst sich aus Bilanzgleichungen gewinnen, aber auch durch Nullsetzen der Ableitungen bzw.

Konstantsetzen der Signale bei zeitdiskreten Modellen.

8. Experimentation aus dem Arbeitspunkt heraus ausfiihren

Bei aktiver Experimentation empfiehlt sich eine Systemanregung aus dem Arbeitspunkt her-
aus. Neben der Tatsache, dass dann klar ist, fiir welchen Arbeitspunkt das Modell gilt,
hat es den Vorteil, dass bei ausgangsfehlerorientierten Verfahren keine Systemanfangswerte

geschétzt werden miissen.

9. Mittelwertfreie Signale bei aktiver Experimentation verwenden

Gegentiber Sprungsignalen fithren Maandersignale oder Pseudorauschternirsignale zu einer
zweiseitigen Systemanregung. Zudem sind diese Signale mittelwertfrei, wodurch das Signal
selbst keine Gleichwert- oder Arbeitspunktverschiebung hervorruft. Die Periodendauer der
Signale sollte so gewéhlt werden, dass der fir die Modellgiltigkeit anvisierte Ausgangsbereich

zu 95% ausgesteuert wird.

Aber: In der Praxis gibt es natiirlich zahlreiche Beispiele, in denen sich eine mittelwertfreie
Anregung verbietet. Angenommen der Zuckerabbau eines Menschen soll modelliert werden.
Dann ist sicher eine impulsartige Anregung (eine bestimmte Anzahl Zuckerstiicke wird ge-

gessen) sinnvoll. Eine Sprunganregung scheidet in diesem Fall ebenfalls aus.

9.3 Identifikation dynamischer Modelle

Obwohl sich die Identifikation dynamischer Modelle praktisch zeitgleich mit der Regelungs-
technik entwickelte, schliellich werden zum modellbasierten Entwurf dynamische Modelle
benotigt, hat sie in der Lehre und Anwendung nie den Stellenwert wie die Regelungstechnik
eingenommen. Vielfach beschranken sich die Lehrinhalte auf einfache Verfahren wie die Wen-

detangentenmethode oder diverse Quadratmittelverfahren auf der Basis von z-Modellen. Die
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erhaltenen Modelle eignen sich aber nicht sonderlich fiir Zwei-Freiheitsgrade-Regelungen, da
Wendetangentenmodelle relativ ungenau sind und z-Modelle den Makel der Nichtminimal-
phasigkeit tragen (Satz 2.18). Mangels guter Modelle kommen deshalb in der Praxis meist
robuste Regelungslésungen in Betracht, bei denen zwangslaufig Performance verschenkt wird.
In den letzten Jahren haben sich aber einige Anderungen vollzogen, die den Ingenieur heu-
te in die Lage versetzen, gute Modelle mit vergleichsweise tiberschaubarem Aufwand zu
erstellen. Eine erste neue Qualitat ergibt sich aus der Moglichkeit, die theoretische Pro-
zessanalyse computergestiitzt ausfithren zu kénnen, was besonders bei mechanischen, elek-
trischen und verfahrenstechnischen Strecken zum Tragen kommt. Als zweite neue Qualitét
seien die Fortschritte in der Computeralgebra genannt, mit deren Hilfe sich Gleichungen
und Ungleichungen umstellen und vereinfachen lassen. Selbst das Losen und Analysieren
von Differenzialgleichungen ist nunmehr moéglich. Als dritte neue Qualitét ist die Verfiigbar-
keit leistungsfahiger numerischer Programme und der Portierbarkeit von Matlab-Lésungen
in C-Programme zu nennen, die dem Ingenieur die praktische Umsetzung erleichtert und
nicht mehr so tiefe Kenntnisse in Numerik und Optimierung voraussetzt wie zu fritheren
Zeiten. Die Herausforderungen liegen nunmehr in der Fahigkeit, die neuen Méglichkeiten zu
nutzen, was das Beherrschen der Softwarewerkzeuge unabdingbar macht. Trotz dieser Fort-
schritte benétigt das Erstellen guter dynamischer Modelle immer noch eine gewisse Portion
Erfahrung und Intuition. Beide werden benétigt, da Vorwissen iiber systemtheoretische FEi-
genschaften in vielen Féllen auf nicht einfach handhabbare Restriktionen fithrt. Um gerade
Studenten und Neueinsteigern unschéne Erfahrungen zu ersparen, sind nachfolgend einige
Empfehlungen und Erkenntnisse angefiihrt, die aus den praktischen Arbeiten des Autors und

den theoretischen Darstellungen in dieser Arbeit stammen.

1. Zeitkontinuierliche Modellbeschreibungen bevorzugen

Zur Identifikation dynamischer Modelle werden in aller Regel abgetastete Signale verwendet,
was eine Identifikation von z-Modellen nahelegt. Zudem iiberwiegt in Biichern die Beschrei-
bung von Verfahren auf der Basis von Differenzengleichungen. Im Gegensatz dazu empfiehlt
der Autor aber, zeitkontinuierliche Modelle sowohl im linearen als auch im nichtlinearen Fall
zu verwenden. Als Begrindung soll die moderne Literatur zur adaptiven und nichtlinearen
Regelung dienen. In der Literatur zu adaptiven Reglern oder adaptiven Beobachtern mit li-
nearen Modellen wird fast ausschliefflich die Identifikation von zeitkontinuierlichen Modellen
beschrieben. Der Grund liegt auf der Hand, denn fur zeitkontinuierliche adaptive Regler ist
der Entwurf und Stabilitdtsnachweis schlichtweg einfacher als fiir rein zeitdiskrete adapti-
ve Regler oder fir hybride adaptive Regler mit zeitdiskretem Modell und kontinuierlichem
Regler. Einen vergleichsweise grofien Bogen um die zeitdiskreten Modelle und Regler tétigt
auch die Literatur zu nichtlinearen Regelungen. Neben der schwierigeren mathematischen
Behandlung hinsichtlich Entwurf und Stabilitdt kommt dort erschwerend hinzu, dass auch

die zeitdiskreten nichtlinearen Abtastmodelle selbst erheblich komplizierter sein kénnen als
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ihre kontinuierlichen Pendants, siche Beispiel 2.22. Neben den genannten Griinden gibt es

weitere, die nicht dazu beitragen, dass sich zeitdiskrete Modelle aufdrangen. Hierzu zéhlen:

e Es gibt zeitdiskrete Modelle, die kein kontinuierliches Analagon haben. Als Beispiel sei
ein zeitdiskretes Modell erster Ordnung mit negativ reellem Pol genannt, dessen Ge-
wichtsfolge schwingt, was bei einem kontinuierlichen System erster Ordnung unmdoglich
ist, da dessen Gewichtsfunktion stets einen exponentiellen Verlauf hat.

e Minimalphasige zeitkontinuierliche LTI-Systeme mit einem Differenzgrad gréfier zwei
sind als Abtastsysteme nach Satz 2.18 nichtminimalphasig. Das bedeutet aber, dass
bei einem System dritter Ordnung ohne Zahlerdynamik fiir das kontinuierliche Modell
der Reglerentwurf, der Entwurf einer Vorsteuerung auf triviale Weise gelingt, wahrend

das fiir das zeitdiskrete Modell erheblich schwieriger ist.

e Der Differenzgrad vererbt sich vom kontinuierlichen nicht auf das zeitdiskrete Abtast-
modell mit Halteglied. Er ist beim zeitdiskreten Modell in der Regel kleiner. Das hat
einige Konsequenzen:

- Trotz gleicher Modellordnung vielfach mehr zu identifizierende Parameter.
- Mehr Parameter bedeuten eine schlechtere Schatzung.
- Die Riickrechnung produziert messstérungsbedingt zusétzliche Zéhlerdynamik.

- Der Entwurf einer Vorsteuerung beim Reglereinsatz wird erschwert.

e Der Einfluss der Abtastzeit bei der Identifikation ist auf zeitdiskrete Modelle groBer

als auf zeitkontinuierliche [247].

e Die Riickrechnung vom zeitdiskreten Modell in ein zeitkontinuierliches ist bei Systemen

mit Totzeit nicht eindeutig, siche Beispiel 4.13.

e Das Stabilitdtsgebiet der zeitdiskreten Modelle ist das Innere des Einheitskreises, das
der zeitkontinuierlichen die gesamte linke offene komplexe Halbebene. Daraus resul-
tiert, dass zeitkontinuierliche Modelle durch Stérungen auf den Messsignalen weniger
dazu neigen, ohne stabilitatssichernde Restriktionen instabil zu werden. Die hohe Emp-
findlichkeit der Pole beziiglich der Nennerparameter unterstiitzt diese Aussage, siche
hierzu Beispiel 2.7.

e A-priori-Information zu Nullstellen des kontinuierlichen Modells lasst sich fiir Abtast-
modelle mit Halteglied nicht nutzen, da zwischen den Nullstellen beider Modelle kein
einfacher Zusammenhang existiert. Aber bei Verwendung von Tustin-Abtastmodellen

besteht ein einfacher Zusammenhang (gegeben durch Bilineartransformation).
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Anders als in der Regelungstechnik wiegen die Nachteile der zeitdiskreten Modelle in der
Signal- und Datenanalyse weniger schwer, weshalb dort die zeitdiskreten Modelle wie Auto-

kovarianzfolgen, diskrete Spektren, ARMA-Préadiktionsmodelle usw. verbreitet sind.

2. Zustandsvariablenfilterverfahren fiir Online-Identifikation nutzen

In den 1990er Jahren wurden viele Verfahren zur Online-Identifikation untersucht. Das ent-
scheidende Problem bei der Identifikation von Differenzialgleichungen sind die Ableitungen.
Das numerische Bilden der Ableitungen scheidet wegen der Storaufrauhung dabei aus. Also
mussen zusétzliche Filter verwendet werden, die mit endlichem oder unendlichem Gedéchtnis
ausgelegt sein kénnen. Untersuchungen des Autors in [247] ergaben, dass Filter mit unend-
lichem Gedéchtnis Vorteile bieten. Die Wahl des Filtertyps ist dabei weniger kritisch; viel
entscheidender ist die Wahl der Grenzfrequenz. Die Filterordnung muss mindestens der Sy-
stemordnung entsprechen. Letztlich sind die Zustandsvariablenfilter nichts anderes als die
in den 1970er Jahren und in der modernen Literatur zu adaptiven Regelungen verwendeten
Tiefpésse nur in geschickter Implementierung (Zustandsraum; unterschiedliche Halteglied-
diskretisierungen fiir Eingangs- und Ausgangssignale). Weitere Hinweise, die die eindeutig-
keitserzwingende Restriktion betreffen, finden sich in Abschnitt 4.4.4.

3. Zweckmiflige Koordinaten wahlen

Gerade bei mechanischen Systemen gibt es eine Reihe von Alternativen, die Koordinaten
fiir die Modellierung zu wéhlen. Je nach mechanischem Objekt, abhéngig von kinematischer
oder dynamischer Modellierung sowie dem Verwendungszweck (Identifikation, Simulation
oder Systemanalyse) sind einige Darstellungen zweckméfBig oder eben nicht. Die Alterna-
tiven erstrecken sich von den generalisierten Koordinaten im Lagrange-Formalismus, den
Orts- und Impulskoordinaten in Hamiltonschen Systemen, den Quaternionen fiir Drehbe-
wegungen, der Denavit-Hartenberg-Notation in der Robotik, den Study-Parametern fiir die
Vorwirtskinematik von Parallelrobotern, den Pliicker-Koordinaten in der Liniengeometrie®

fiir ungerichtete Geraden oder den dualen Vektoren! fiir gerichtete Geraden [305].

Die Wahl zweckméBiger Zustandsraumkoordinaten (Zustandsgrofien) kann auch in der Re-
gelungstechnik und der Identifikation helfen, die Arbeit zu vereinfachen. Im Abschnitt 2.3.2
werden hierfiir einige weniger bekannte Normalformen angefithrt. In diesem Zusammenhang

sei auch auf die Vorteile von Deskriptordarstellungen verwiesen (im Linearen Ei = Ax+ Bu,

3 Im Gegensatz zur iiblichen Raumpunktgeometrie, in der drei Koordinaten einen Punkt charakterisieren,
bilden in der Liniengeometrie die Geraden der Ausgangspunkt jeglicher Betrachtungen. Ein Punkt ist als
Schnittpunkt zweier Geraden darstellbar.

4 Duale Vektoren basieren auf dualen Zahlen (nicht den biniren Zahlen!), die ihrerseits ein algebraisches
Objekt darstellen, das eng mit dem Begriff des Tangentialvektors verbunden ist. Die dualen Zahlen bilden
eine zweidimensionale hyperkomplexe Algebra iiber R und sind mit den komplexen Zahlen vergleichbar,
allerdings gilt fiir das nicht-reelle Element ¢ in z = a + b nunmehr £2 = 0 statt wie bei komplexen Zahlen
i?=-1
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d.h. & ist nicht isoliert wie in der Kalman-Zustandsraumdarstellung). Sie entstehen in na-
tiirlicher Weise aus der Kombinationen von gewohnlichen Differentialgleichungen und alge-
braischen Nebenbedingungen (Knoten- bzw. Maschenbedingungen in Stromkreisen, geome-
trische Zwangsbedingungen in Mechanik). Gegeniiber Zustandsraumsystemen enthalten die
Deskriptormodelle oft deutlich mehr Nullelemente und damit weniger zu bestimmende Para-
meter. Uberdies haben die Parameter einen direkteren Einfluss, was eine bessere Topologie
des Giitegebirges bewirkt, als wenn sie tiber komplizierte Parameterverkniipfungen nach In-
version von F einfliefen. Letztlich bietet bei singularem E die Aufspaltung in ein schnelles

und langsames System Potenzial fiir Modellvereinfachungen.

4. Theoretische Modelle vereinfachen

Bekanntermafen ist es schwieriger, hochparametrische Modelle zu identifizieren und zu regeln
als niederparametrische. Deshalb sollte das theoretische Modell nach Mdglichkeiten einer
Vereinfachung untersucht werden. Gerade fiir Neueinsteiger ist es schwierig zu erkennen,

welche Vereinfachungen sich anbieten. Nachfolgend wird eine kleine Auswahl diskutiert:

e Die kleine Winkelndherung, bei der sin 6 =~ 0, tan = 6 oder cos§ ~ 1 genutzt wird, ist
vom mathematischen Pendel mit kleinen Ausschlagen gut bekannt. Sie gilt aber auch
fir kleine Differenzwinkel sin(¢y — 102) & 11 — b9, wobei die Winkel 91, ¢, gleichwohl

grof} sein konnen.

e Schnelle Dynamiken kénnen, wenn die langsameren Dynamiken primér interessieren,
durch ihre statische Verstarkung ersetzt werden. Das reduziert die Modellordnung zum
Teil erheblich.

e Die Verwendung der Kriimmung « statt des Momentanradius r bei der Modellierung
von Kurven bietet den Vorteil, dass die Gerade durch k = 0 und nicht durch r = oo
ausgedriickt werden kann. Das Beispiel lehrt, dass bei einem Modell immer auf eine
stetige Anderung von Parametern zu achten ist und das unendliche groe Werte als
auch Singularitdten zu vermeiden sind. Eine geringe Kriimmung bietet des Weiteren

Potenzial zur Modellvereinfachung, denn haufig greift die Ndherung ﬁ ~ 1.

e Unterlagerte schnelle Regelkreise konnen vielfach durch lineare Verzégerungsglieder
erster Ordnung ersetzt werden. Nichtlinearitdten, gegen die der unterlagerte Regler
ankampft, als auch die Dynamik der unterlagerten Strecke brauchen dann nicht be-
riicksichtigt werden. Als Verstarkung fiir das Verzogerungsglied ist K = 1 ein guter
Anhaltspunkt (vorausgesetzt der Regelkreis hat keinen nennenswerten bleibenden Re-
gelfehler).

e Eine entkoppelte Betrachtung kann ebenfalls helfen, die Komplexitdt zu verringern.
Hierbei wird beispielsweise statt einer gekoppelten Zweigréfienstrecke nur eine Eingro-

Benstrecke betrachtet, wobei die Koppelwirkung sich dann durch einen zeitvariablen
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Parameter duflert. Als Beispiel sei die entkoppelte Betrachtung von Léngs- und Querdy-
namik eines Fahrzeugs in Standardfahrsituationen genannt. Besonders einfach wird es,
wenn sich dieser Parameter relativ zur Strecke langsam dndert, vgl. Abschnitt 2.8. Vor-
teilhaft ist auch, wenn die einkoppelnde Groéfie messbar ist, da dann der zeitvariable

Parameter bei der Modellerstellung bekannt ist.

e Wesentliche Vereinfachungen lassen sich auch erzielen, wenn komplizierte Dynamiken
als Storungen aufgefasst werden. Die Idee stammt aus der Regelungstechnik, wo nichtli-
neare Dynamiken in der Mechanik (Reibungen, Coriolisterme) in einer Stérung zusam-
mengefasst werden und ein schneller Stérgrofenbeobachter diese permanent schétzt,

um sie alsdann per Storgrofenaufschaltung zu kompensieren.

e Eine aufwendige, aber erfolgversprechende Technik ist die Sensitivitdts- und Einfluss-
analyse. Gerade bei der computergestiitzten Erstellung von Modellen kommt es oft vor,
dass die Modellgleichungen mehrere A4-Seiten fiillen. Fiir solche Modelle experimen-
tell die Parameter zu bestimmen, ist ein Unding. Da helfen auch Restriktionen nicht
weiter. Dann ist es ratsam, sich zunéchst eine Tabelle zu erstellen, in der Intervalle fiir
die Prozessparameter notiert werden. Bei der Einflussanalyse wird dann untersucht,
ob eine Anderung des Parameters durch Einsetzen der Intervallgrenzen einen signifi-
kanten Einfluss auf das Systemverhalten hat. Bei mechanischen Systemen kdnnen so
Teilsysteme mit schwachen translatorischen und rotatorischen Triagheiten erkannt und
im Weiteren vernachlassigt werden. Bei der Sensitivitdtsanalyse werden jene Parameter
gesucht, auf die Ausgangs- oder interessierende Zustandsgréfien empfindlich reagieren.
Diese Parameter gilt es im Modell auf jeden Fall zu berticksichtigen. Fiir sie sind auch

Restriktionen besonders wichtig, da sie helfen kénnen, die Schatzgiite zu erhéhen.

e Durch Kompensation von Eingangs- und Ausgangsnichtlinearitaten gelingt es mitunter,
auf die Identifikation nichtlinearer Wiener- oder Hammersteinmodelle zu verzichten.
Als Beispiel sei ein Gleichspannungsheizer an einem Ofen genannt. Statt des Span-
nungswertes, der wegen der Beziehung zwischen Spannung und Leistung quadratisch
eingeht, wird als Eingangsgrofie die Leistung gewéhlt. Somit kann das Ofenmodell in
erster Naherung durch ein lineares Verzogerungsglied erster oder zweiter Ordnung, je
nach Aufbau der Isolation, beschrieben werden. Andere Beispiele sind die Fahrzeuglen-
kung mit v := tan d, wo mit dem Tangens des Lenkwinkels statt direkt mit dem Lenk-
winkel gearbeitet wird. Desgleichen konnen nichtlineare Beziehungen zwischen Hohe
und Volumen in ungleichméfig geformten Behéltern (Zylinder plus Kegel) kompensiert

werden.

e Die Dimension der Ruhelagenmannigfaltigkeit bestimmt bei holonomen, also insbe-

sondere bei linearen oder bei linearisierten hyperbolischen Systemen (keine Eigenwerte
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auf imaginarer Achse), die Menge der unabhingig einregelbaren Grofien. Mit einem
SISO-LTI-System lasst sich demnach nur eine Grofie einregeln. Als Klassiker sei der
Doppelintegrator genannt, der beispielsweise eine reibungsfrei bewegte Masse nach dem
Newtonschen Grundgesetz F' = m& beschreibt. Mit der Kraft als Eingang kann nur die
Geschwindigkeit oder nur die Lage eingeregelt werden, aber nie beide gleichzeitig. Fir
die Modellbildung heifit das, dass die Zahl der Ein- und Ausginge tibereinstimmen
muss. Ferner ergeben sich Schlussfolgerungen fiir die Wahl der Zustandsgrofien und

Hinweise auf Modellvereinfachungspotenziale.

5. Vorwissen iiber Pole und Eigenwerte nutzen

Integratoren und Differenzierer im System, bekannte Pole in Teilsystemen, die bekannte Ent-
wurfsdynamik eines unterlagerten Regelkreises oder bekannte Schwingungsmoden fiihren auf
Gleichungsrestriktionen (meist sogar lineare). Dieses Vorwissen kann damit relativ einfach
und zudem wirkungsvoll in der On- und Offline-Modellbildung genutzt werden. Schwieri-
ger ist die Situation, wenn das Vorwissen weniger prézise durch Ungleichungen gegeben ist.
Hierfiir lassen sich dann als einfach zu handhabende Restriktionen oft nur notwendige Be-
dingungen formulieren. Im Abschnitt 2.2 wird gezeigt, wie die Umsetzung des Vorwissens
erfolgt und was der Ingenieur zu beachten hat. Hervorzuheben ist der Unterabschnitt 2.2.10,

der sich Restriktionen an die Pole widmet, die sich aus dem Abtasttheorem ableiten lassen.

6. Nach Diagonaldominanzen suchen

Ist ein LTI-System stabil, so liegen dessen Pole oder Eigenwerte in der linken offenen komple-
xen Halbebene. Eine Restriktion ist damit zwar schnell formuliert, ihre Handhabung aber ist
sehr kompliziert. Die Situation &ndert sich, wenn dass System eine Diagonaldominanz oder
eine partielle Dominanz (nur ausgewéhlte Zustinde betreffend) aufweist. In einem solchen
Fall ergeben sich einfach zu handhabende lineare Ungleichungsrestriktionen an die Para-
meter, mit denen die Stabilitdt des Modells sichergestellt werden kann. Im Abschnitt 2.5.2
werden hierzu praktische Beispiele genannt. Selbst wenn keine Diagonaldominanz vorliegt,
kénnen Betrachtungen zur Diagonaldominanz helfen, die Stellgrofien-Regelgrofienzuordnung
(E/A-Zuordnung) bei MehrgroBenregelungen festzulegen. Hierzu kénnen mehrere Modelle
mit unterschiedlicher Zuordnung identifiziert werden und a posteriori wird diejenige Zuord-

nung und damit das Modell gewahlt, das der Diagonaldominanz am néchsten kommt.

7. Stabilitat in vielfaltiger Weise sichern

Im Kapitel 2 nehmen Techniken einen breiten Raum ein, mit denen die Stabilitdt von Model-
len garantiert werden kann, wenn das System stabil ist. Die Breite ist erforderlich, da sich Sta-
bilitat in den unterschiedlichen Darstellungsformen auch unterschiedlich duflert. Auflerdem
fithren Stabilitatsrestriktionen in aller Regel auf nichtlineare und nichtkonvexe Beziehungen,
was die Existenz priadestinierter Losungszuginge nahezu ausschlieft. Aus der Vielzahl mog-

licher Zuginge wurden erfolgversprechende aus der Literatur zusammengestellt, bewertet
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und gegebenenfalls modifiziert. Die Zugénge reichen von Reparametrisierungen, dem Ein-
satz von nur notwendigen oder nur hinreichenden Bedingungen bis hin zu Formulierungen
mit semidefiniten Restriktionen. Hervorzuheben sind in diesem Rahmen auch die Darstel-
lungen zu Restriktionen, die sich durch die Betrachtung von Intervallsystemen ergeben, siche
Abschnitt 2.7. Dabei wird nicht nur ein Modell, sondern eine ganze Familie von Modellen
betrachtet. Wahrend diese Zugénge in der Regelungstheorie zur Stabilitdtsanalyse und zum
Stabilitatsnachweis in einigen Féllen erfolgreich eingesetzt werden, blieben sie in der Modell-
bildung bisher weitgehend unbeachtet. Einschrénkend sei aber erwédhnt, dass sie — wie in der
Regelungstheorie auch — nur dann effektiv sind, wenn sich die Zahl der Intervallparameter
auf wenige Parameter in einem Modell beschrénkt oder die Intervalle hinreichend klein sind.
Klar ist namlich, dass sich mit der Anzahl der Intervallparameter und mit der Groe der

Intervalle die Chance erhoht, dass in der Modellfamilie ein instabiles Modell liegt.

Hervorzuheben ist neben den klassischen Stabilitdtskonzepten, dass in der Arbeit vorge-
stellte Konzept der praktischen Stabilitat, welches in der Modellbildung anders als in der
Regelungstechnik bisher keine Beachtung gefunden hat. Bei diesem Konzept wird im Gegen-
satz zu den klassischen Konzepten nicht nur das asymptotische Verhalten charakterisiert,
sondern auch das transiente. Letztlich wird gezeigt, dass der Grad der Nichtnormalitét einer
Hurwitz-stabilen Systemmatrix wesentlich beeinflusst, ob sich die Norm des Zustandsvektors
eines autonomen Systems zunéchst nennenswert vergroflert — eventuell praktisch gefdhrlich
beziiglich einer Zustandskomponente — um nach Erreichen eines Maximums asymptotisch

gegen Null zu streben.

8. Instabile Modelle als Motivationsquelle ansehen

Ein instabiles geschitztes Modell fiir eine stabiles System erscheint zunéchst als ein nutzloses
Ergebnis, aber es erfordert auch, das Modell und/oder das Verfahren neu zu iiberdenken.
Ideen hierfiir ergeben sich aus einigen typischen Ursachen fiir die Instabilitat:

- Kausalitit verletzt, siche Beispiel 2.28

- unberiicksichtigte Messverzogerungen, Totzeiten

- Modellordnung zu hoch

- Modellstruktur falsch

- Kollinearitédten infolge von Riickkopplungen

- zu geringe Systemanregung (falsche oder zu wenige signifikante Frequenzen)

- schlecht gewéhlte Abtastzeit

- Ausreifler

- schlechtes Stor-Nutzsignalverhéltnis

9. Passivitidt vererben und fiir die Regelung nutzen
Im Abschnitt 2.10 werden zunéchst unterschiedliche Konzepte vorgestellt, und es wird er-

klart, in welchen Zusammenhang die positiv reellen Funktionen zu den passiven Systemen
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stehen und wie sich daraus Restriktionen ergeben. Wichtig fiir Neueinsteiger sind die Aus-
sagen zum relativen Grad, den ein System haben muss, um iiberhaupt passiv zu sein und
die Tatsache, dass das Produkt aus Ein- und Ausgangssignal physikalisch einer Leistung
entsprechen sollte.

Passivitat ist dhnlich wie die Stabilitdt schwierig zu handhaben. Diese Eigenschaft wird
deshalb selten bei der klassischen Parameterschéitzung — abgesehen von einfachen oder sta-
tischen Systemen — berticksichtigt. Anders ist die Situation bei der Modellreduktion, bei der
die Passivitatseigenschaft auf das reduzierte Modell vererbt werden soll. Hierfiir werden die
entsprechenden Sétze und Literaturquellen bereitgestellt.

Fir den Regelungstechniker ist die Passivitdt eines Systems eine schéne Eigenschaft, zu-
mal einige Entwurfsverfahren sogar auf der Passifizierung durch Regelung oder durch dyna-
mische Kompensatoren beruhen. Soll also ein Modell fiir die Regelung verwendet werden,
dann kann unter Umstanden durch geschickte Wahl der Stell- und RegelgroBen (Eingangs-/

AusgangsgroBen der Strecke) ein passives Modell entstehen.

10. Minimalphasigkeit betrachten

Ob eine SISO-Strecke minimalphasig ist oder nicht, ldsst sich experimentell anhand von
Sprungexperimenten ermitteln. Aus dem Sprungexperiment ist eine Totzeit leicht ablesbar.
Hat das System eine Totzeit, ist es stets nichtminimalphasig. Zudem kann die erkannte Tot-
zeit bei einer Identifikation strukturell berticksichtigt werden, denn zur Identifikation sollten
die Sprungsignale selbst nicht unbedingt verwendet werden, siehe Abschnitt 9.2 und Beispiel
4.14. Reagiert das System an der Stelle ¢ = 0 mit einer entgegen der stationdren Endla-
ge gerichteten Bewegung, dann liegt eine ungerade Anzahl von Nullstellen auf der rechten
komplexen Halbebene vor. Antwortet es auf einen Sprung zwar in Richtung des stationédren
Endwerts, zeigt dann aber mehrere Anderungen des Anstiegs, ohne dabei zu schwingen, dann
liegt eine gerade Anzahl nichtminimalphasiger Nullstellen vor. Dieses Verhalten gilt gleich-
wohl im Nichtlinearen, obschon dann nicht von Nullstellen, sondern von instabiler Nulldy-
namik gesprochen wird. Aus der Anzahl der nichtminimalphasigen Nullstellen ergeben sich

Vorzeichenrestriktionen, die sich aus den Vorzeichenregeln von Descartes ergeben.

Wesentlich komplizierter als im SISO-Fall sind die Zusammenhénge zur Minimalphasigkeit
im MIMO-Fall und im Fall der nichtlinearen Systeme. Das schriankt das Formulieren hand-
habbarer Restriktionen ein. Deshalb sind die Ergebnisse und Aussagen des Abschnitts 2.13
mehr systemtheoretisch als modellbildungsméflig orientiert. Fir den Anwender heifit das,
dass er zweckméfigerweise sein Modell a posteriori auf Minimalphasigkeit untersucht. Liegt
diese nicht vor, gestaltet sich der Reglerentwurf schwieriger. Dann kann es ratsam sein, die
Wahl der Stell- und Regelgréfien und damit das Modell zu iiberdenken. Als Regel gilt: Je wei-
ter Ein- und Ausgangsgrofien aus dynamischer Sicht auseinander sind, desto unwahrschein-
licher ist ein Nichtminimalphasensystem, denn eine Erhohung des relativen Grads reduziert

die Nullstellenanzahl und damit die Gefahr von Nichtminimalphasennullstellen.
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11. Generische Eigenschaften a posteriori bewerten

Generische Eigenschaften sind vereinfacht gesprochen jene, die durch algebraische Glei-
chunggsrestriktionen beschrieben werden. Im zweidimensionalen Raum ist beispielsweise eine
Gerade eine solche generische Restriktion, wenn alle Punkte auflerhalb der Geraden zuléssig
sind, die auf der Geraden aber nicht. Obwohl die Gerade selbst unendliche viele Punkte
hat, sind die ausgeschlossenen Punkte aber eine magere Menge in der Ebene. Anschaulich
bedeutet das, dass bei einer Identifikation fast nie ein Punkt (Modellparametersatz) auf der
Geraden ermittelt wird.

Zu den generischen Systemeigenschaften gehoéren die Steuerbarkeit und die Beobachtbarkeit.
Der Grund liegt bei beiden Eigenschaften in der Rangrestriktion, die durch das Kalman-
Kriterium gegeben ist, das seinerseits eine endliche Menge algebraischer Gleichungsbedin-
gungen enthélt. Eine weitere Eigenschaft ist der Grenzstabilitat, da die Menge der Systeme
mit defektiven Eigenwerten auf der imaginiren Achse (solche sind nicht Lyapunov-stabil)
mager ist.

Der Vorteil generischer Eigenschaften ist es also, dass sie bei der Identifikation nicht be-
riicksichtigt werden miissen, da sie ja fast immer von allein eingehalten werden. Generische
Eigenschaften eroffnen aber ein Potenzial fir die A-posteriori-Modellbewertung. So kann
etwa der Abstand eines identifizierten steuerbaren Modells zu den nichtsteuerbaren Model-
len bestimmt werden. Hieraus und aus der Analyse zum Grad der Steuerbarkeit einzelner
Moden kénnen Aussagen zur Wahl der Testsignale, zum bei der Regelung zu erwartenden
Stellaufwand oder zur Vereinfachung (Vernachlassigung schlecht steuerbarer Moden) getrof-

fen werden.

Aber: Obwohl defektive Eigenwerte zwar nicht generisch sind, heifit das nicht, dass sie in
der Praxis nicht auftreten. Der Doppelintegrator in Zustandsraumdarstellung mit seinem

defektiven Nulleigenwert ist ein entsprechendes Beispiel.

12. Naive Verallgemeinerungen vermeiden

Neueinsteiger in der Regelungstheorie und Modellbildung, aber auch langjahrige Praktiker
begehen nicht selten einen klassischen Fehler. Sie schlielen aus der Theorie der LTT-Systeme
durch Analogie auf Eigenschaften (Stabilitat, Steuerbarkeit usw.) linearer zeitvariabler Sy-
steme oder auch nichtlinearer Systeme. Oft mag dieser Schluss — wenn auch unzuléssig —
zum richtigen Ergebnis fithren, dennoch ist das gefdhrlich. Im Kapitel 2 und im Anhang
A.6.4 finden sich daher zahlreiche Gegenbeispiele, die den Leser diesbeziiglich sensibilisieren

sollen.
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9.4 Identifikation von Funktionen

Die Anwendungspotenziale fiir Restriktionen an Funktionen in Kapitel 3 gehen weit iiber die
klassische Identifikation parametrischer statischer Zusammenhénge und nichtparametrischer
Stiutzwertemodelle von Folgen oder Spektren hinaus. So kdnnen die vorgestellten Techniken
auch in der Bildverarbeitung, der Bahnplanung oder in nichttechnischen Anwendungsfeldern
wie der Medizin oder Psychologie eingesetzt werden. Einige fiir technische Anwendungen

wichtige Ergebnisse und Empfehlungen fassen die folgenden Thesen zusammen.

1. Information iiber die Funktion zusammentragen

Das Erstellen von Vorwissen zu einer Funktion geht am einfachsten, wenn wie bei der Kur-
vendiskussion vorgegangen wird. Einige hierfir hilfreiche Fragestellungen sind nachfolgend
aufgefithrt:

- Hat die Funktion spezielle Punkte, durch die sie geht? (Nullpunkt, Pi, y-Nullpunktoffset)
- Hat die Funktion Asymptoten?

- Hat die Funktion Singularitdten?

- Ist die Funktion stetig, nichtnegativ, monoton, konvex usw.?

- Ist die Funktion beziiglich einzelner Koordinaten monoton?

- Weist die Funktion Symmetrien auf? (gerade, ungerade, radialsymmetrisch, periodisch)

- Wie glatt ist die Funktion?

- Gibt es Integralrestriktionen? (Eins bei Dichten, Null bei periodischen Funktionen)

- Liegen Funktionswerte oder ihre Ableitungen in bekannten Ordinatenintervallen?

- Ist die Funktion unimodal oder sogar A-unimodal (s. Def. 3.4)?

- Welche Aussagen lassen sich iiber die Subniveaumengen treffen?

- Gelten Quadranten- oder Orthantenbeziehungen? (Sektorbedingungen)

- Gelten die zuvor herausgearbeiteten Eigenschaften intervallweise oder global?

- Soll die Funktion parametrisch oder nichtparametrisch beschrieben werden?

- Liefert die Physik Hinweise auf die Funktionenklasse? (Basislosungen)

Zu all diesen Fragen finden sich mogliche Antworten, Erklarungen in Kapitel 3, wobei die
Zugénge, um das akquirierte Vorwissen letztlich mathematisch umzusetzen, im Mittelpunkt

stehen.

2. Orthogonale Funktionensysteme verwenden

Beim Erstellen empirischer Modelle ist von vornherein oft nicht klar, wie hoch die Appro-
ximationsordnung zu wahlen ist. Um dann bei Erh6hung der Ordnung eine méglichst grofie
Reduktion des Fehlers zu erhalten, empfehlen sich orthogonale Funktionensysteme. Ahnlich
der dem Ingenieur gut bekannten Fourier-Reihenanalyse, bei der die Orthogonalitiat von
Sinus- und Kosinusfunktionen genutzt wird, gibt es auch orthogonale Polynomsysteme (z. B.

Legendre-Polynome) [163].
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Auch fiir normierte Rdume (L', L*), die keine Hilbert-Riume sind und denen damit die Or-
thogonalitat fehlt, gibt es geeignete Funktionensysteme. Welches System fiir die Anwendung
das richtige ist, erfahrt der Ingenieur in aller Regel nach einer kurzen Internetrecherche oder
aus [568], [298], [506].

3. Polynomansitze nicht bei Singularititen verwenden

Fir Neueinsteiger sind Polynomansétze, da parameterlinear und mit Standardquadratmit-
telzugdngen leicht handhabbar, oft das Mittel der ersten Wahl fiir viele Probleme. Dabei
wird verkannt, dass sie fiir Funktionen mit Singularitdten ungeeignet sind, weil sie diese
strukturell nicht abbilden kénnen. Gebrochenrationale Funktionen oder andere Funktionen
wie Tangens, Cotangens, Cotangens Hyperbolicus, Areatangens Hyperbolicus usw. sind dann

die bessere Wahl, um das Verhalten nahe einer Singularitét abzubilden.

4. Wahl des Funktionsansatzes nach Eigenvorgingen richten
Aus der Identifikation linearer Systeme ist bekannt, dass sich eine Losung aus Eigenvorgén-
gen und erzwungenen Vorgingen zusammensetzt. Auch kommen als Eigenvorgénge nur die

at sin(wt), cos(wt), e~ sin(wt), e~ cos(wt) in Frage, wenn

zu wichtenden Funktionen 1,¢, e~
nichtgenerische Mehrfacheigenwerte/-pole aufler Acht gelassen werden. Dieser Pool potenzi-

eller Funktionen lisst sich durch theoretische Uberlegungen eventuell weiter einschrinken.

Obwohl fiir nichtlineare Systeme das Superpositionsprinzip nicht gilt, gelingt es bei einigen
Systemen niedriger Ordnung und bei einfacher Systemanregung durch Spriinge, Impulse
oder Sinusfunktionen, die Lésung in geschlossener Form anzugeben, vgl. hierzu auch Tabelle
7.3. Geschlossene Losungen konnen des Weiteren durch Verwenden computeralgebraischer
Léser oder durch Nachschlagen in Standardwerken [653], [333] erhalten werden. Letzteres
empfiehlt sich flir eine Reihe ein- und zweidimensionaler physikalischer Probleme, da in
den Standardwerken auch Bedingungen fiir diverse Fallunterscheidungen angegeben werden.
Letztlich stehen durch dieses Vorgehen — vorausgesetzt es ist erfolgreich — strukturell die
richtigen Funktionsansitze zur Verfiigung. Uber den Umweg einer speziellen Lésung kénnen
somit einige nichtlineare System identifiziert werden, ohne auf numerische Losungen der

Differenzialgleichung zuriickgreifen zu miissen.

5. Kennlinie nach Losbarkeit der Differenzialgleichung auswihlen

Statische Kennlinien von SISO-Systemen erscheinen bei einigen dynamischen Systemen als
Absolutglied der Differenzialgleichung. Um die Vorteile geschlossener Losungen zu nutzen
— Identifikation der verbleibenden Parameter ist ohne Simulation der Differenzialgleichung
moglich, Stabilitdtsuntersuchung kann an Losung statt indirekt erfolgen — ist es ratsam,
strukturell solche Ansatzfunktionen zu wéhlen, mit denen direkt oder nach Substitution
eine geschlossene Losung der Differenzialgleichung gelingt. Fiir Kennlinien mit gesittigtem

Anstieg werden solche Ansétze im Punkt 2 in Abschnitt 3.4.2 vorgestellt.
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6. Translations- und Rotationsinvarianz beachten

Werden Funktionen zur Modellierung geometrischer Probleme verwendet, so ist insbesonde-
re darauf zu achten, dass sich die entstehende Loésung in Relation zu Punkten nicht &ndert,
wenn die Punkte verschoben oder gedreht werden. Im Beispiel 4.16 wird gezeigt, dass das
nicht der Fall sein muss, wenn Restriktionen ungeschickt gewahlt werden. Auch eine unge-
schickte Wahl der zu minimierenden Fehler kann ein Verhalten wie im Beispiel bewirken.
Die Verwendung orthogonaler Abstandsfehler verhindert das. Zur Wahl geeigneter Normen
bei der Kurvenanpassung und Funktionsapproximation sei auf [622] verwiesen.
Parametrische Darstellungen von Kurven und Fléchen sind unter dem Gesichtspunkt der
Invarianzen ebenfalls empfehlenswert (Absténde lassen sich teils einfacher berechnen; zu-
sétzliche Restriktionen wie in Gleichungsdarstellungen entfallen durch angepasste Struktur
der Parameterdarstellung), siehe auch Abschnitt 5.2.9. Fiir ebene Kurven empfiehlt sich dar-
itber hinaus eine Parametrisierung iiber die Bogenlédnge oder indirekt tiber die Kriimmung
bzw. Krimmungsanderung (Anwendung bei autonomen Fahrzeugen).

Eng verwandt mit der Invarianzproblematik ist die Frage nach der Allgemeingiiltigkeit eines
Zugangs unter gedrehten Situationen. Am einfachsten ldsst sich das anhand einer Geraden
erklaren. y = mx + n ist als Modell nicht in der Lage, eine senkrechte Gerade darzustel-
len. Wird die Gerade dagegen in Hessescher Normalform az + by — d = 0 mit a® +b* = 1
dargestellt, ist das kein Problem.

7. Semi-unendliche Probleme relaxieren

Durch intervallweise Restriktionen an die Nichtnegativitat oder die Monotonie werden semi-
unendliche Probleme formuliert. ,Semi-“, da die Zahl der Restriktionen unendlich ist (muss
fir jeden der unendlich vielen z-Werte im Intervall gelten), aber die Zahl der Parameter
selbst endlich ist. Ein beliebte und wirkungsvolle Technik ist es, statt der unendlich vielen
Restriktionen nur eine hohe Anzahl punktweiser (meist dquidistanter) Restriktionen zu be-
trachten. Das ist immer dann ratsam, wenn die punktweisen Restriktionen dabei linear sind

und die Parameter ebenfalls linear im Funktionsansatz auftreten.

8. Autokovarianzfolgen zweckbezogen schitzen

Autokovarianzfolgen (AKF) spielen beim Erkennen von Zusammenhéngen und als Zwischen-
modell in der Signalanalyse eine wichtige Rolle. In der Literatur gibt es unterschiedliche
Formeln, mit denen diese Folgen geschétzt werden kénnen. Im Abschnitt 3.9 werden diese
Formeln diskutiert. Ein entscheidendes Problem bei der Schatzung der Autokovarianzfolgen
rithrt aus ihrem Wesen: Sie werden eingesetzt, um Unkorreliertheiten zu erkennen. Unkorre-
liertheit bedeutet aber zwangslaufig das Nicht-stochastisch-unabhéngig-sein. Damit ist aber
die in der Statistik vielfach geforderte Annahme stochastischer Unabhéngigkeit verletzt, was
die ganze Sache komplizierter gestaltet. Zudem sinkt mit wachsender Zeitverschiebung die
statistische Giite, weshalb zur Weiterverwendung in der Parameterschiatzung nie die gesam-

te Folge herangezogen werden sollte. Letztlich ergeben sich aus der Forderung, Signale mit
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den Eigenschaften einer identifizierten AKF iiber ein Filter mit endlichem Gedéchtnis zu
erzeugen, zusatzliche Restriktionen. Diese lassen sich aber elegant in lineare Matrixunglei-

chungsrestriktionen umformen, sodass die entsprechenden Probleme effizient 16sbar werden.

9.5 Eindeutigkeit und Identifizierbarkeit

Waéhrend in der Optimierungs- und der Approximationstheorie das Ermitteln eindeutiger Lo-
sungen eine zentrale Stellung einnimmt, wird in der Schétztheorie und der experimentellen
Modellbildung von der Identifizierbarkeit gesprochen. Letztere widmet sich der Frage, ob fiir
ein parametrisiertes Modell mit einer bestimmten Methode (Giitekriterium) unter den vor-
liegenden Experimentationsbedingungen die ,wahren“ Modellparameter bestimmt werden
konnen. Im Kapitel 5 der Arbeit werden Fragen der Eindeutigkeit und der Identifizierbarkeit

betrachtet. Hier werden einige Aussagen dazu kurz zusammengefasst.

1. Existenz eines Minimums priifen

In der Modellbildung wird sich fast ausschliellich fiir die Minimierer und nicht fiir das Mi-
nimum interessiert. Deshalb sollten Formulierungen vermieden werden, die nur ein Infimum
(grofite untere Schranke) aufweisen, da diese keinen Wert im Definitionsbereich liefern, fiir
den der kleinste Funktionswert angenommen wird. Zur Erinnerung: f(z) = 1/z hat fir
x > 0 das Infimum Null, aber kein Minimum und damit keinen Minimierer. Uberpriifen
lasst sich eine Formulierung auf die Existenz eines Minimierers anhand der Bedingungen
des Satzes 4.1. Letztlich sind dabei meistens vier Falle kritisch: Erstens sind es Restriktio-
nen, die durch strenge Ungleichungen beschrieben werden, die zudem scharf sind, in denen
also eine Anndherung bis auf ein Epsilon gelingt. Zweitens sind es gleichungsrestriktionsbe-
dingte Ausschlussmengen (z.B. durch Rangrestriktionen), die als Ungleichheitsrestriktionen
geschrieben werden kénnen und damit wie strenge Ungleichungen wirken. In beiden Fallen
resultieren die Probleme aus der Tatsache, dass dann die betrachtete zuldssige Menge der
Variablen nicht abgeschlossen ist. Drittens sind es Richtungen im Unendlichen, in denen
die Zielfunktion den Wert Null annimmt und wobei gleichzeitig eine asymptotische Anné-
herung an eine Restriktionsgrenze erfolgt. Viertens sind es Unbeschréanktheiten im Inneren,

die durch Singularitdten hervorgerufen werden.

Das Problem der Unbeschranktheiten nach unten tritt bei Formulierungen mit Normen nicht
auf, da diese stets durch Null beschrénkt sind. Das Problem mit den kritischen Richtungen
nach Unendlich entfillt bei LS-Problemen, wenn spaltenreguldre Datenmatrizen vorliegen,
denn dann strebt die Zielfunktion mit wachsender Norm des Parametervektors — also beziig-
lich aller Richtungen — nach Unendlich, weshalb im Unendlichen kein Infimum sein kann.
Anschaulich heifit das, dass die Zielfunktion im Grofien einem unendlichen Eierbecher &h-

nelt und nicht einem Trog. Das Problem mit der Anndherung an eine Ungleichung kann



338 KAPITEL 9. EMPFEHLUNGEN FUR DIE IDENTIFIKATION

vielfach auf eines nach Unendlich zuriickgefiihrt werden, denn meist bedingt die Annahe-
rung einzelner Parameter an die kritische Restriktion, dass andere Parameter nach Unend-
lich streben. Die angefithrten drei Argumente sichern die Koerzitivitdt und tiber den Satz
von Weierstrafl die Existenz eines Minimums. Das Problem mit der Ungleichheit kann mit
dem Argument magerer Mengen wegdiskutiert werden. Mit anderen Worten, das Problem
hat dann eben generisch ein Minimum. Vorsicht ist in allen Fallen bei der Implementierung
geboten. Eingebaute Rangtests sollten priifen, ob die Voraussetzungen auch immer erfiillt

sind, um unliebsame Programmabstiirze zu vermeiden.

Eine wichtige Konsequenz aus dem Satz von Weierstra8 ist, dass fiir Standard-LS-Probleme
und Prokrustes-Probleme (LS-Probleme mit Restriktionen) Spaltenregularitat der Daten-
matrix die Existenz einer Losung und gegebenenfalls sogar deren Eindeutigkeit sichert, vgl.
hierzu die Sétze 4.10 bis 4.15.

Zu beachten ist aber, dass selbst bei einem Verletztsein der Spaltenregularitat restringier-
te Probleme eine Losung, ja sogar eine eindeutige Losung haben koénnen. Eine solche Si-
tuation liegt vor, wenn die Restriktionen die mit dem Spaltenrangverlust einhergehenden
Koerzitivitdtsprobleme oder Mehrdeutigkeiten kompensieren. Ist das der Fall, so fithren bei-
spielsweise bei linearen LS-Problemen mit linearen Restriktionen die Umformungen iiber die
Eliminations- bzw. Nullraummethode auf neue, dann spaltenreguldre Probleme. Bei nicht-
linearen Problemen gelten dhnliche Aussagen, wobei tiber die quadratische Zielfunktionsap-

proximation und die Taylor-linearisierten Restriktionen argumentiert werden kann.

2. Spaltenregularitit der Datenmatrix sichern

Um der Forderung nach der Spaltenregularitiit gerecht zu werden, sind Uberparametrisie-
rungen zu vermeiden. Solche Uberparametrisierungen entstehen bei Polkiirzbarkeit (Beispiel
2.11) oder bei ungeschickter Formulierung in der MISO-Modellbildung (dhnlich der Polkiirz-
barkeit). Eine andere Quelle fiir den Verlust der Spaltenregularitit ist eine ungeniigende
Systemanregung oder eine zu geringe Abtastzeit, sodass sich die Gleichungen kaum unter-
scheiden. Bei der Identifikation im geschlossenen Regelkreis kann auch der Regler einen
Spaltenrangverlust verursachen. Das geschieht immer dann, wenn seine Ordnung kleiner als
die der Strecke ist. Das Reglergesetz, das aus den Ausgangssignalen die neuen Stellsignale
berechnet, macht dann die Eingangssignale linear abhéngig. Es ist deshalb ratsam, fiir die
Identifikation im geschlossenen Regelkreis abweichend vom iiblichen PID-Regler mit einem
Regler hoherer Ordnung zu arbeiten.

Eine wichtige Konsequenz fiir den Praktiker sind Riickschliisse auf die Daten, um Spaltenre-
gularitat zu garantieren. Datenkonstellationen, die einen Rangverlust bewirken, gilt es also
von vornherein auszuschlieen. Das Beschéaftigen mit dieser Thematik kann somit auch neue
Einsichten in das praktische Problem liefern. Probleme mit der Spaltenregularitit entste-

hen beispielsweise in pathologischen Féllen der Identifikation von Kurven iiber algebraische
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Gleichungen (z. B. Ellipsenfit), wenn etwa alle Punkte auf einer Gerade liegen. Solche Fille
sind fir Offline-Anwendungen eher weniger tragisch, da sie schnell erkannt werden und eine
Fehlermeldung oder ein Programmabsturz keine Folgen haben. Fiir Online- und Prozessbe-
triebsanwendungen sollte die Regularitéit der Datenmatrix also parallel immer mit tiberwacht

werden.

Trotz des Einhaltens der Spaltenregularitéit ist bei der Identifikation von Polynomen auf
die richtige Wahl des Polynomgrads zu achten. Angenommen ein Polynom zweiten Grads
wird durch einen Ansatz dritter Ordnung bestimmt. Die zugeordnete Datenmatrix ist dann
reguldr, aber der fiihrende Koeffizient wird zu Null oder nahe Null bestimmt. Das ist ja
richtig so, aber das Problem ist dann, dass Wurzelberechnungen praktisch unbrauchbar sind
(Division durch nahe Null, hohe Empfindlichkeit der Wurzeln).

3. Strenge Konvexitit anstreben

Wie in der Arbeit bereits mehrfach angesprochen, hingt die Schwierigkeit eines Optimie-
rungsproblems nicht davon ab, ob es linear oder nichtlinear ist, sondern ob es konvex oder
nichtkonvex ist. Das liegt an den Eigenschaften konvexer Probleme:

- Subniveaumengen sind konvex.

- Menge der Minimierer ist konvex, wenn sie nicht leer ist.

- Lokale Minimierer sind gleichzeitig globale Minimierer.

- Festhédngen von Suchverfahren in einem nichtglobalen Minimum entféllt.

- Analytische Berechnung des Minimierers erfordert nur Bedingung zur ersten Ableitung.

- Konvexitét 1asst sich einfach nachweisen (Ungleichungen, Monotonie).

All diese Aussagen lassen sich natiirlich prézise in Sétze fassen, s. hierzu Abschnitt 4.2.1 und
Abschnitt 6.6.4 mit Anmerkung 6.14.

Noch besser als Konvexitét ist strenge Konvexitét, da dann nur ein einziger Minimierer exi-
stiert. Auch hierfiir werden in Abschnitt 4.2.1 Satze bereitgestellt. Zudem werden in diesen
Satzen Abschwéchungen hinsichtlich Quasi- und Pseudokonvexitit betrachtet. Das ist auch
wichtig, da Normen — auch wenn sie streng konvex genannt werden — keine streng konvexen
Funktionen sind, wohl aber streng quasikonvexe Funktionen. Fiir den Ingenieur ergibt sich
daraus, dass er aus Sicht der Eindeutigkeit Probleme in der euklidischen Norm oder der
Frobenius-Norm formulieren sollte und nicht die Absolutsummennorm, die Maximalbetrags-

norm oder die Spektralnorm wéhlen sollte.

Obwohl die Absolutsummennorm und die Maximalbetragsnorm keine streng konvexen Nor-
men sind, kann ihr Einsatz dennoch angezeigt sein, da etwa die Minimierung der Summe
der Abstande oder die Minimierung des Maximalabstandes dem technischen Problem bes-
ser angepasst sein kann. Auch bedeutet eine nicht streng konvexe Norm nicht zwingend
Mehrdeutigkeiten, s. Abschnitt 4.1.2.
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4. In Hilbert-Riumen arbeiten

Hilbert-Raume, d. h. Vektorrdume, in denen ein Skalarprodukt erklart ist, bieten viele Vortei-
le. Durch das Skalarprodukt wird eine streng konvexe Norm induziert, was der Eindeutigkeit
dient, und iiber das Skalarprodukt lassen sich Winkel definieren. Von denen ist der rechte
Winkel, der mit einem Skalarprodukt von Null korrespondiert, der wichtigste. Er spielt in
den sogenannten Projektionsséitzen, die den nédchstgelegenen Punkt zu einer Menge spezifi-
zieren, eine entscheidende Rolle. Der eigentliche Vorteil dieser Séatze, vgl. Satz 4.9, sind die
notwendigen und hinreichenden Bedingungen, die ohne Ableitungen auskommen. Zudem gel-
ten sie mit marginalen Abschwéchungen auch in unendlichdimensionalen Hilbert-Raumen.
Solche Ridume treten beispielsweise bei der Funktionsapproximation im Sinne der L,-Norm
auf, werden aber in dieser Arbeit nicht weiter betrachtet.

Die gebréuchlichste Art fiir den Ingenieur, um eine Optimierung in einem Hilbert-Raum aus-
zufithren, ist die Verwendung der euklidischen oder einer elliptischen Norm fir vektorielle
Variable und die Frobenius-Norm fiir Matrixvariable. Diese Normen implizieren zugehorige
Skalarprodukte. Auf diesem Weg kénnen Matrizenmengen, die lineare Unterrdume formen

(symmetrische, schiefsymmetrische, Toeplitz—Matrizen), in gleicher Weise behandelt werden.

5. Eindeutigkeit durch zusitzliche Restriktionen erzwingen

Es gibt eine Reihe von Problemen, die per se eine Menge dquivalenter Minimierer zulassen.
Hierzu zéhlen Verhéltnisprobleme, wo sich die Mehrdeutigkeit der Minimierer beziiglich des
Minimums herauskiirzt. Als Beispiel seien Datenmodelle genannt, bei denen die gesuchten
Vektoren zum Beispiel eine optimale Trennung der Daten in Teilmengen gewéhrleisten sol-
len oder bei denen der lineare Unterraum maximaler Streuung bestimmt werden soll. Dazu
zéhlen aber auch parameterlineare Ansétze, die auf impliziten Gleichungen fuflen (z.B. El-
lipsenfit). Hierbei bewirkt ein Dividieren der Gleichung wegen der Null auf der einen Seite,
dass mehrere Parametersitze die gleiche Funktion beschreiben. In beiden vorgenannten Fél-
len kann die Eindeutigkeit durch zusétzliche Restriktionen, z. B. durch Normieren auf eine
bestimmte Linge, meist Lange Eins, oder durch Fixieren eines Parameters auf Eins erreicht
werden. Welche der beiden bevorzugten Techniken verwendet wird, héngt entscheidend vom
resultierenden Losungsaufwand ab. Welcher Parameter beim Einsfixieren allerdings auf Eins
gesetzt wird, hdngt hingegen von der Modellverwendung und gegebenenfalls von statistischen
Aspekten ab, siehe hierzu auch Abschnitt 4.4.4.

Ein ganz anderer Weg, Eindeutigkeit zu erreichen, besteht darin, zunédchst alle potenziellen
Minimierer zu bestimmen. Insbesondere wenn sich diese Menge einfach beschreiben l&sst,
was bei konvexen Loésungsmengen héufig der Fall ist, kann in einem zweiten Schritt aus
dieser Menge eine priadestinierte Losung ausgewéahlt werden. Eine Moglichkeit ist, das norm-
kleinste Element der Losungsmenge zu nehmen, was die sog. Pseudonormallésung bei unter-
bestimmten LS-Problemen begriindet. Einen alternativen, kaum bekannten Weg basierend

auf Halbordnungsrelationen zeigt Beispiel 4.17.
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6. Uber Symmetrien nachdenken

Die Formulierung konvexer Probleme ist zwar wiinschenswert, allerdings fiir eine Reihe von
Problemen unméglich. Hierzu zédhlen geometrischer Probleme, die allein aus Symmetriegriin-
den mehrere isolierte Losungen haben miissen. Dieser Nachteil ist aber zugleich ein Vorteil,
denn er sagt, wo und wie viele solcher Minima zu erwarten sind. Wenn néamlich aus diversen
Uberlegungen klar ist, dass im ungestérten Fall mehrere Minimierer mit dem gleichen Mini-
mum auftreten, dann werden diese Minimierer unter Stérung nicht plétzlich verschwinden.
Einer der Minimierer wird zum globalen Minimierer, der Rest zu lokalen Minimierern. Diese

Information kann bei Suchverfahren zur Festlegung neuer Startwerte genutzt werden.

Mitunter sind diese Symmetrien nicht immer offensichtlich. Im Beispiel 4.14 basieren sie auf
der Approximationsfahigkeit negativer Zahlerkonstanten fiir Totzeiten. Das Beispiel liefert
zudem einen Beleg dafiir, dass Sprungsignale nur bedingt zur Identifikation geeignet sind.
Diese Aussage wird auch durch Beispiel 4.15 gestiitzt.

7. Bei Offline-Identifikation Ausgangsfehlerverfahren bevorzugen

Obwohl aus Sicht der Konvexitét alles fiir die Verwendung von Gleichungsfehleransétzen fur
die Identifikation dynamischer Modelle spricht, sollten insbesondere fiir niedrigparametri-
sche lineare oder nichtlineare dynamische Modelle bei der Offline-Modellbildung bevorzugt
ausgangsfehlerorientierte Giitekriterien verwendet werden. Dem Nachteil einer nichtkonvexen
Problemformulierung, der damit einhergehenden Existenz lokaler Minima und des erforderli-
chen Einsatzes iterativer Suchverfahren stehen als Vorteil bessere statistische Eigenschaften
der Schatzung und die selbststabilisierenden Eigenschaften der Suchverfahren gegeniiber.
Letztere kénnen dazu fithren, dass beispielsweise auf Stabilitdtsrestriktionen an das Mo-
dell verzichtet werden kann. Das Suchverfahren verhindert gewissermafien, dass das Modell

instabil wird. Gleichungsfehlerorientierte Zugénge weisen diese Eigenschaft nicht auf.

Bei der Verwendung von Ausgangsfehlerverfahren fiir dynamische Modelle (zeitkontinuierli-
che Beschreibung wahlen) werden die Anfangswerte fiir die Simulation zur Zielfunktionswert-
berechnung benétigt. Liegt keine Erregung aus dem Arbeitspunkt vor (z. B. Eventsituation
bei passiver Experimentation), miissen die Anfangswerte als zuséatzliche Parameter bestimmt
werden. Vor dem naheliegenden Ansatz, den ersten Ausgangssignalwert und seine Ableitun-
gen zu nehmen, sei gewarnt. Das Ausgangsverhalten kann namlich sehr empfindlich beztiglich
der Anfangswerte sein [247]. Als zweckméflig erweist sich zudem, nicht vom Differenzialglei-
chungsmodell und dessen Anfangswerten auszugehen, da dann auch die Eingangssignalan-
fangswerte zu beriicksichtigen sind. Besser sind geeignete Zustandsraumdarstellungen mit

dem Anfangszustand als zusétzlichen Parametervektor.
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8. Irrelevante lokale Minima durch Restriktionen ausschlielen

Einige Probleme haben Minima, die praktisch bedeutungslos sind. Ein Beispiel sind Aus-
gangsfehlerzugéinge, bei denen die Anfangswerte mit geschitzt werden missen. Ein lokaler
Minimierer ist dann als Anfangswert der Ausgangssignalmittelwert und ein Modell dessen
Parameter Null oder Unendlich sind. Das Minimum nutzt die Optimalitat des Mittelwertes
bei der Least-Squares-Methode und ignoriert die Modelldynamik. Um diese uninteressante
Losung auszuschlieen und vor allem um zu verhindern, dass die Suche gegen diesen Mi-
nimierer strebt, empfehlen sich sogenannte optimierungstechnische Restriktionen. Das sind
Restriktionen, die in allen interessierenden Minima inaktiv sind. Bei Systemen mit Totzeit
empfiehlt sich eine obere Schranke, um bei periodischer Anregung die Zahl der Subextrema
zu reduzieren und um bei aperiodischen Vorgéingen dhnliche Effekte wie bei unendlich grofier

Zeitkonstante zu vermeiden.

9.6 Tipps zum Problemlosen

In den Kapiteln 5 bis 8 werden Techniken vorgestellt, mit denen sich Parameterschétzpro-
bleme vereinfachen und 16sen lassen. Die Schwierigkeit fiir Neueinsteiger im Gegensatz zum
Routinier besteht darin, in einem Problem das Potenzial fiir eine Vereinfachung oder gar
einen zielgerichteten Losungszugang zu erkennen. Die hohen mathematischen Anforderun-
gen kommen erschwerend hinzu. In diesem Abschnitt werden deshalb Thesen formuliert, mit
deren Hilfe das Vereinfachungspotenzial und erfolgversprechende Losungszugéinge erkannt
werden konnen. Mitunter ergeben sich allein aus der Zuordnung des Problems und aus den
Losungsansétzen neue Suchbegriffe fiir die Recherche. Mit etwas Gliick lésst sich so eine Lo-
sung oder ein Losungsverfahren finden, was dann weniger eigenes Rechnen erfordert. Merke:

Die meisten eigenen Probleme hat so dhnlich fast immer schon jemand irgendwo gelost.

1. Stringente mathematische Formulierung anstreben

Obwohl das Gegeben-Gesucht-Skizze-Prinzip durch die Ausbildung dem Ingenieur in Fleisch
und Blut eingegangen sein sollte, ist immer wieder zu beobachten, dass Probleme nur halb-
herzig formuliert werden. Mogliche Fehler sind:

- unprézises Formulieren der Zielfunktion

- vergessene versteckte Restriktionen (Riickrechnungs-, Definitionsbereichsbedingungen)

- fehlende Arbeitspunkte, Anfangswerte bei der Identifikation dynamischer Modelle

- fehlende Modellgiiltigkeitsbereiche

- fehlende Angaben zu den Daten (Anzahl, Qualitit, interne Abhéngigkeiten)

Zur stringenten mathematischen Formulierung gehort auch, dass das Problem in eine ma-
thematische Notation umcodiert wird. Der Regelungstechniker macht das permanent, indem

er v, y und z fir Eingdnge, Ausginge und Zustidnde verwendet. In der Optimierung wird



9.6. TIPPS ZUM PROBLEMLOSEN 343

mit x iblicherweise die Unbekannte benannt, wahrend die Daten in Matrizen A, B oder
Vektoren ¢, d zusammengefasst werden. Andere Fachdisziplinen belassen fiir geometrische
Probleme die Bezeichner z,y und fassen die unbekannten Parameter beispielsweise in einem
Vektor 6 zusammen. Auf jeden Fall ist es zweckméflig, wenn die physikalischen Bezeichner

und Einheiten im mathematisch formulierten Problem nicht mehr auftauchen.

2. Formulierungen in Matrixnotation anstreben

Der entscheidende Vorteil von Matrix- und Vektornotation ist deren Ubersichtlichkeit. In
Matlab kommt hinzu, dass Matrix-Vektoroperationen deutlich effektiver ausgefithrt werden
als die dquivalenten Formulierungen als Summen und deren Implementierung iiber Schleifen.
Es sollte also gepriift werden, ob sich Summen durch Skalarprodukte darstellen lassen und

ob sich durch Umordnen (Ausklammern), die Parameter in einem Vektor anordnen lassen.

3. Zweckmiflige Normen wihlen

Tendenziell sollten streng konvexe Normen verwendet werden. Zudem sind bei additiven
Termen in der Zielfunktion Normen unterschiedlichen Typus zu vermeiden, also entweder
durchweg Hilbert-Raum-Normen (euklidische, elliptische, Frobenius-Norm) oder durchweg
polyedrischen Normen (Manhattan-, Chebyshev-, Spaltensummen-, Zeilensummen-Norm)
oder eben die Spektralnorm. Weiterhin ist er ratsam, wenn mehrere additive Terme in der
Zielfunktion zu beriicksichtigen sind, bei Hilbert-Raum-Normen die Summe der Normqua-
drate, bei polyedrischen Normen die Summe der Normen zu verwenden. Prinzipiell kann
zwar das Summe-von-Normen-Problem (Weber-Problem) durch Umformung in semidefinite
Probleme elegant gelost werden, aber nicht so effizient (interessant bei hochdimensionalen
Problemen) und auch nicht rekursiv wie ein Summe-von-Normquadraten-Problem.

Fir bestimmte Eigenwert-Distanzprobleme empfiehlt sich die Spektralnorm gegeniiber der
Frobenius-Norm. Hierbei heben sich die komplizierten Zusammenhénge zwischen Matrixele-
menten und Eigenwerten und der komplizierte Zusammenhang zwischen Matrixelementen

und maximalem Singulérwert in gewissen Grenzen gegenseitig auf.

4. Restriktionen analysieren

Ein wesentlicher Schritt bei der Problemldsung besteht darin, die ,,guten* von den ,,schlech-
ten“ Restriktionen zu unterscheiden. Lineare Gleichungs- und Ungleichungsrestriktionen z&h-
len zu den guten Restriktionen, da sie einfach behandelbar sind. Bei den Ungleichungsre-
striktionen sind jene gut, durch die fiir die Parameter konvexe Mengen formuliert werden.
Hierzu zéhlen Kegelrestriktionen oder quadratische Restriktionen mit positiv definiter Ma-
trix. Bei den Gleichungsfehlerrestriktionen sind jene gut, die kompakte Mengen beschreiben,
da dann ein Extremum garantiert ist. Dabei muss durch die Restriktion nicht notwendiger-
weise eine zusammenhingende Menge beschrieben werden. Bei nicht zusammenhéngenden
Mengen, wie den orthogonalen Matrizen X7 X = I, — die Determinante von X kann +1

oder -1 sein — ist dann eben einfach iiber beide Teilmengen zu optimieren. Weniger proble-
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matisch sind auch Gleichungsrestriktionen, bei denen eine konvexe Relaxation durch eine
Ungleichungsrestriktion moglich ist (Kreis ||z]]o = 1 wird zur Kreisscheibe ||z]]2 < 1), s.
auch Abschnitt 8.1.2. Als schlechte Restriktionen seien Ganzzahligkeitsrestriktionen, oder-
verkniipfte Restriktionen, aber auch ordnungs- und rangfixierende Restriktionen genannt.
So ist die Forderung, wonach ein Polynom den Grad 3 haben soll, weit schwieriger als die
Forderung, wonach es einen Grad < 3 haben soll. Die Polynome bis zum Grad 3 bilden
némlich einen Vektorraum, die vom Grad 3 dagegen nicht. Ahnlich verhélt es sich mit Rang-
und Max-Rang-Restriktionen.

Neben der Einteilung der Restriktionen gilt es, die Menge der Restriktionen nach redun-
danten und singuldren Restriktionen zu durchforsten, s. hierzu die Hinweise in den Ab-
schnitten 5.1.3 und 5.1.4. Vergleichbar mit den singuldren Ungleichungsrestriktionen, die zu
Gleichungsrestriktionen entarten, kénnen mehrere Gleichungsrestriktionen bei der Schnitt-
mengenbildung auf isolierte Punkte oder Kurven fithren. Diese gilt es zu erkennen, da sie
einerseits beim Optimieren Schwierigkeiten bereiten, andererseits aber separat behandelt

werden konnen bzw. miissen.

Bei der Analyse der Restriktionen empfiehlt es sich, jene zu kennzeichnen, fiir die eine Losung
in geschlossener Form oder eine einfache und schnelle iterative Losung gelingt. Besitzt das
Problem durchweg solche Restriktionen, dann kann es — da die Restriktionen simultan gelten
miissen — dennoch schwierig zu l6sen sein. Allerdings erdffnen die einfachen Teillosungen,
Algorithmen auf der Basis zyklischer Projektionen zu konstruieren, vgl. Abschnitt 8.2.1.

Sind Zielfunktion und Restriktion von gleicher oder ahnlicher Struktur kann {iberlegt wer-
den, ob statt der klassischen Formulierung auch eine Verhéltnisformulierung der Anwendung
gerecht wird. Die Restriktion ist dann weg und steht im Nenner der Zielfunktion. So sind
die Bestimmung der maximalen Verformung einer Einheitssphére und die Bestimmung des
maximalen Streckungsfaktors einer beliebigen Sphére dquivalente Aufgaben. Auch ist die
Abstandsminimierung in logarithmischer Skalierung zu einer Verhaltnisminimierung dquiva-
lent, s. Beispiel 7.10. Verhéaltnisformulierungen finden unter anderem in der Datenanalyse
(z. B. Diskriminanz-, Hauptkomponentenanalyse) Anwendung. Nachteilig fiir Neueinsteiger
sind die ungewohnten Losungszuginge, die grofitenteils auf die vertrauten Ableitungszu-
gange verzichten und stattdessen Ungleichungstechniken (Beispiel 7.1, Abschnitt 5.3) oder
SDP-Umformungen (Abschnitt 7.8) nutzen.

5. Suche nach freien und separablen Variablen

Freie Variablen, also jene, die keinen Restriktionen unterliegen, kénnen vielfach zur Pro-
blemreduktion genutzt werden. Hierzu wird beztiglich der freien Variablen optimiert, um die
erhaltene Losung danach in die Zielfunktion einzusetzen, siehe Abschnitt 5.2.7. Im Problem
Pua 1 Lty 67, B, = 1 9.1
9, i = i, 130013 = (9.1)

[A, 1,] +7[B,0,]
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sind 6, und ~ freie Variablen. Da 6, zudem nicht mit v verkniipft ist, ldsst es sich leicht
eliminieren. Eine Elimination von + ist zwar theoretisch moglich, verkompliziert aber die

Zielfunktion nur unnotig und bringt somit keinen Gewinn.

Das Verhaltnis der Anzahl der freien Variablen zur Anzahl der Restriktionen gibt ein Indiz
dafiir, ob es sich lohnt, iiber eine Problemumformung basierend auf dem Dualitatsprinzip
nachzudenken, vgl. Abschnitt 8.1.4 und 8.1.5. Durch Anwenden dieses Prinzips tauscht sich
die Rolle der Variablen und Restriktionen, d. h., ein Problem mit vielen Variablen und weni-
gen Restriktionen wird zu einem mit wenigen Variablen und vielen Restriktionen. Unabhén-
gig von den Variablen-Restriktionen-Beziehung erzeugt das Prinzip ein im Optimierungssinn
duales Problem. So wird beispielsweise statt des kleinsten Abstands zwischen zwei Mengen
der grofite Abstand paralleler Stiitztangenten gesucht, was natiirlich dquivalent ist. Die An-
wendung des Dualitatsprinzips kann sehr wirkungsvoll sein, ist aber fir Neueinsteiger —

abgesehen von geldsten Problemen — schwierig.

Vereinfachen lassen sich auch Probleme, in denen die Restriktionsmengen separabel sind,
da dann mit Dekompositionstechniken, also dem Zerlegen in Teilprobleme, gearbeitet wer-
den kann, siche Abschnitt 7.3. Besonders leistungsstark sind Dekompositionszugénge, wenn
neben den Restriktionsmengen auch die Zielfunktionen separabel in den Variablen sind. We-
niger effektiv kann die Anwendung der Regel gclegr(rllﬂixlge/_‘(2 f(z1,20) = xrglgi;lz{xlfle'% flz1,29)}
sein. Sie erfordert eine Parametrisierung der Minimierer x min durch zo, die dann eingesetzt
in f(z1,27) auf die neue Zielfunktion f (@1, min(®2), 22) fihrt. Wie im vorherigen Fall von 6,

und v kénnen dadurch einfacher oder schwieriger handhabbare Probleme entstehen.

Eine besondere Situation liegt vor, wenn die Variablen separabel in dem Sinn sind, dass eine
Optimierung iiber der einen Variable bei festgehaltener anderer Variable einfach méoglich ist.
Das ist bei Quadratmittelproblemen und multilinearer Verkniipfung der Variablen der Fall,
wie (9.1) beziiglich v und 6. In einer solchen Situation bieten sich die Verfahren aus den
Abschnitten 5.2.8, 8.2.2, 8.2.3 und 8.2.3 an.

6. Einsatz von Pseudoparametern priifen

Eine beliebte Technik zur Problemvereinfachung besteht darin, nichtlineare Parameterver-
kniipfungen durch einen neuen Parameter zu ersetzen. Dabei sind zwei Falle zu unterschei-
den: Parameteranzahl bleibt gleich, s. Beispiel 7.4, oder sie erhoht sich. Bei einer Erhéhung
sind zusétzliche Restriktionen zu berticksichtigen, vgl. Beispiel in Tabelle 7.2. Ein weiteres
Beispiel ist das quadratische Eigenwertproblem (A2A; + AA; + Ap)z = 0,, das mit dem
Pseudoparameter y = Az (zusitzliche Restriktion) in Ay + A1y + Agx = 0,, umgeschrieben

werden kann und in Blocknotation zu einem verallgemeinerten Eigenwertproblem wird

0n><'n, [n I’IL O'n,><n i
' Tl= . (9.2)
Yy Onxn A2

-4y —A
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7. Eigenwertprobleme erkennen

Quadratische Probleme mit quadratischen Restriktionen fithren beim Einsatz der Lagrange-
Multiplikator-Methode haufig auf Eigenwertprobleme (EWP). So liefert die Optimalitéatsbe-
dingung fiir 27 Az = Min unter 27 Bz = 1 ein verallgemeinertes EWP (A— AB)z = 0,, mit A
als Lagrange-Multiplikator oder im Sinne der Losung als Eigenwert, s. [248] fir Anwendun-
gen und Loésungszugéinge. Tabelle 9.3 benennt und charakterisiert die Eigenwertprobleme,

womit das Erkennen und Zuordnen in kiinftigen Anwendungen erleichtert wird.

‘ Art des Eigenwertproblems ‘ Formulierung (fir alle z # 0,,)

gewohnlich [300] Az =z

verallgemeinert [300] Az = ABx mit B nicht zwingend regulér

singular [326], [179] (A=AB)z =0,,; A, BeC™" m#n
oder det(A — AB) =0 bei A, B € C**"

inhomogen [445] (A=X,)z =0

quadratisch [599) (AN2Ay + MAL + Ag)x =0,

polynomial [598] < Zk:o /\i’Ai>x =0,

Ayzy= M Bz + ...+ M Bz, 1 € R™
multiparametrisch [35], [466] : :
Apxp = M Brixg + ...+ M\ By, ) € R
allgemein-multiparametrisch [102] (A - zk:l )\jB]-)x =0,

j=

A11 e Alq X )\1]31
multivariat [136], [589], [590], [646]° : : = :
Ap ... Ay Zq AgZq
nichtlinear® F(\ AL Az =0,
restringiert [561] C >z L Q(N\)x € C® mit C konvexer Kegel
Spezialfall: Pareto-EWP x>0, L (A=A,)x >0,; Q(\) Polynommatrix
Axr=
Singularwertproblem [300] Tx 7Y
Aly=ox

Tabelle 9.3: Einteilung von Eigenwertproblemen

o

Ein spezielles bivariates Problem, das bei der Identifikation endlicher Impulsantworten entsteht, wird in
[Liu, Z.-Y.; Qian, J.; Xu, S.-F.: On the double eigenvalue problem] beschrieben.
http://www.math.pku.edu.cn:8000/var/preprint/7229.pdf

o

Nichtlineare EWP entstehen u. a. bei der Untersuchung von Zustandsraumsystemen mit Totzeiten im

Zustandsvektor. Die Determinante formuliert dann ein charakteristisches Quasipolynom [258].
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Hinweise: Quadratische und polynomiale EWP lassen sich in verallgemeinerte EWP {tiber-
fithren (Linearisierung durch Dimensionserhéhung). Verallgemeinerte EWP kénnen als ge-
wohnliche EWP formuliert werden, wenn entweder A oder B regulér ist. Inhomogene EWP
kénnen in quadratische EWP iiberfithrt werden [641]. Beim allgemein-multiparametrischen
EWP ist A, anders als beim gewthnlichen multiparametrischen EWP, keine Blockdiagonal-
matrix, vgl. A := Diag(4;), B; := Diag(B;;), 27 := [2],...,2]]. Regulire zweiparametri-
sche (lineare und quadratische) EWP konnen mittels Kronecker-Produkt in verallgemeinerte
EWP umgeformt werden [294].

Beachte: Mitunter fehlt fiir ein multiparametrisches EWP eine Gleichung. Diese kann aber
aus Doppeleigenwertbedingungen oder aus hinreichenden Optimalitatsbedingungen folgen,
s. [319]7.

Bei verallgemeinerten, quadratischen und nichtlinearen EWP kénnen neben den endlichen
Eigenwerten auch Eigenwerte im Unendlichen auftreten. Beim singuldren EWP (Generisch
sind quadratische Biischel A — AB regulér.) kommen noch die sog. unbestimmten Eigenwerte
hinzu. Es ist auch méglich, dass singulire EWP keine Eigenwerte besitzen, vgl. A := [1, 2]T
und B :=[1, 3]T.

9. Anwendungsproblem als gelstes Optimierungsproblem formulieren

Mit dieser These ist nicht gemeint ,Wir haben eine Losung und suchen ein Problem dazu.,
sondern die Erfahrung, dass das Wissen um geloste Optimierungsprobleme ungeschickte
Formulierungen vermeiden hilft. Ein Studium der Tabellen in Abschnitt A.4 sollte gerade

fiir Neueinsteiger ein erster Schritt sein, um sich einen Uberblick zu verschaffen.

Die Abschnitte dieses Kapitels stellen Ergebnisse, Empfehlungen und Tipps bereit, um bei
der Identifikation von Modellen an sich und durch das Einbeziehen von Vorwissen erfolg-
reich zu sein. In den Thesen und in der Arbeit finden sich Hinweise dazu, wann strukturelle
Umformungen und Parameterrestriktionen vorteilhaft sind, was durch Kompromisskriteri-
en und Relaxation erreicht werden kann und dass das suboptimale zweistufige Vorgehen
aus Weglassen und nachtréglichem Sichern der Restriktion eine Losungsoption ist. Dennoch
bleibt die Identifikation guter Modelle eine grofle Herausforderung. Wie in anderen Wissen-
schaftsgebieten gilt auch hier: Erst das bestédndige selbstdndige Losen von Problemen wird
die eigene Erfahrung verbessern und die Intuition dafiir stirken, was, wie und wann am

besten funktioniert.

7 Nichtiterative Losung in [Muhi¢, A.; Plestenjak, B.: A method for computing all values A such that A+ B
has a multiple eigenvalue. Preprint (2013)]
http://wuw-1lp.fmf.uni-1j.si/plestenjak/Papers/PreprintDouble.pdf.






Kapitel 10
Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit stellt Techniken, Ansitze und Ubersichten bereit, um Vorwissen an
Systeme und Funktionen bei der Modellierung einzubeziehen. Gegenstand der Arbeit sind
die mathematische Beschreibung von Vorwissen in Form parametrischer und struktureller
Restriktionen an das Modell und die Darstellung von Methoden zur Vereinfachung restrin-

gierter Optimierungsprobleme.

Mit dieser Arbeit wird erstmalig ein breiter Uberblick zum Aufstellen und zur mathemati-
schen Formulierung von Restriktionen gegeben. Fiir den Ingenieur sind dabei insbesondere
die systemtheoretischen Restriktionen an dynamische Modelle (Kapitel 2) und an Funktio-
nen (Kapitel 3) von Bedeutung. Ferner sind fast immer auch Restriktionen zu stellen, die
eine Uberparametrierung verhindern, Identifizierbarkeit sichern oder ein Problem eindeutig
machen (Kapitel 4). Insofern liefern die Kapitel 2 bis 4 das Riistzeug fiir eine wichtige Pha-
se bei der Modellbildung, ndmlich die Aggregation von Vorwissen und die mathematische
Formulierung von Vorwissen. Diese Phase wird ausgefithrt, wenn die Systemgrenzen und der
Modelltyp (parametrisch bzw. nichtparametrisch, Zustandsraum bzw. Ubertragungsfunktion
usw.) festliegen. Eine Freiheit, die dann fir die Modellbildung noch besteht, betrifft die Ent-
scheidung, ob das Vorwissen iiber parametrische oder strukturelle Restriktionen umgesetzt
werden soll. Hierfiir gibt es zwar keine Regel, da das vom umzusetzenden Vorwissen abhéngt,
aber fir viele wichtige Eigenschaften finden sich Losungsansétze in dieser Arbeit. Die Ansét-
ze konnen im Normalfall auch auf andere, nicht angefiihrte Eigenschaften tibertragen werden.
Ist das Vorwissen vage, wie etwa im Fall der Forderung nach einem méglichst glatten Verlauf
einer Funktion, dann kann eine einzelne Restriktion viel zu streng oder auch viel zu schwach
sein. In einem solchen Fall bleibt die Moglichkeit, die Restriktion durch einen zusétzlichen
Parameter in ihrer Starke zu regulieren und das Problem fiir unterschiedlich starke Restrik-
tionen zu lésen. Die einzelnen Lésungen sind dann a posteriori zu beurteilen. Alternativ kann

ein Kompromisszugang gewéhlt werden, bei welchem die Forderung iiber einen zuséatzlichen

349
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Term in die Zielfunktion aufgenommen wird. Durch einen Gewichtungsparameter lédsst sich

der Einfluss der Restriktion variieren.

Da sich die Gliederung der Arbeit in den Kapiteln 2 und 3 nach dem jeweiligen Vorwis-
sen richtet, ermoglicht sie dem Leser auch ohne Kenntnis der kompletten Arbeit, Losungen
fiir seine umzusetzenden Systemeigenschaften zu erarbeiten. Zahlreiche Beispiele, vor allem
aber auch Gegenbeispiele zu naheliegenden, jedoch falschen Schlussfolgerungen unterstiitzen
ihn dabei. Insofern sind die beiden Kapitel auch losgelost von der Modellbildung fiir Leser
mit stérker systemtheoretischem Fokus von Interesse. Ergénzt werden die eher der Plausi-
bilisierung dienenden Beispiele durch eigene praktische Modellierungsanwendungen, die es
im Rahmen von Regelungsaufgaben fir Mehrzonendfen, verfahrenstechnische Anlagen und

autonome Fahrzeuge zu l6sen galt.

Wéhrend das Aggregieren des Vorwissens zundchst unabhingig von der Wahl der Zielfunk-
tion ist, muss beim Formulieren des Vorwissens die Zielfunktion im Blick behalten werden.
Aber nicht nur sie, auch die verfigbare Software, die Anwendungsplattform (Mikrocontrol-
ler, Stand-alone-Rechner) und andere Aspekte haben Einfluss auf die Formulierung. Ziel-
funktion und Restriktionen bestimmen nédmlich gemeinsam den algorithmischen Aufwand
und entscheiden auch dariiber, ob mehrere lokale Minima auftreten und ob eine eindeutige
globale Losung existiert. Allzu oft wird dieses Zusammenspiel vernachlassigt, weil gehofft
wird, dass leistungsfahige Rechner und Standardoptimierungsalgorithmen das entstehende
Problem schon angemessen schnell 16sen. Fiir Mikrocontrolleranwendungen und auch fiir mit-
telgrofie Probleme (ab zehn Parameter, manchmal auch schon ab finf Parameter) gilt das
aber nicht zwingend. Die Algorithmen finden zwar relativ schnell einen Minimierer, ob dieser
aber der globale ist, lassen sie offen. In der Arbeit wird deshalb der konvexen oder besser noch
streng konvexen Formulierung bzw. Umformulierung von Problemen der Vorrang gegeben
(u.a. in den Abschnitten 4.1.2, 4.2.1, 7.8). Erreichbar ist das unter anderem durch Normen

iiber parameterlineare Funktionen und bei linearen oder semidefiniten Restriktionen.

Als Konsequenz aus der Forderung nach Eindeutigkeit und nach schnellen und numerisch
stabilen Algorithmen werden zumeist Quadratmittelansétze mit linearen Gleichungs- und
Ungleichungsrestriktionen préferiert. Doch hier sollte genau gepriift werden, ob die quadra-
tische Zielfunktion wirklich problemadéaquat ist. Bei Approximationsproblemen ist beispiels-
weise die Absolutfehlersumme eine alternative Zielfunktion, da sie nicht nur anschaulicher
ist, sondern auch robustere Ergebnisse impliziert. Aus diesem Grund heraus werden sowohl
in einigen Abschnitten als auch im Anhang wiederholt nichtquadratische Zielfunktionen und
deren Umformung betrachtet, wobei die Darstellungen selbst kurz gehalten werden und durch

Literatur fiir vertiefende Betrachtungen erganzt werden.

Obwohl sich die angesprochenen Konflikte aus zu langsamer Konvergenz, Multimodalitét

und Nichteindeutigkeit durch konvexe Formulierungen weitgehend auflésen lassen, muss fiir
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den Fall, dass keine konvexe Formulierung gelingt, nach Alternativen gesucht werden. Das ist
leider bei vielen Restriktionen fiir LTI-Systeme so, da Wurzeln, Pole, Nullstellen und Eigen-
werte in komplizierter Weise von den Polynomkoeffizienten bzw. Matrixelementen abhédngen.
Daher gibt es auch keinen universellen Zugang, sondern viele problemspezifische Losungen,
die direkt im jeweiligen Abschnitt diskutiert werden. Dennoch lassen sich einige wiederkeh-
rende Losungsprinzipien ableiten, wie Relaxation, Parametertransformation, Dekomposition,
Matrixapproximation und Generizitédt. Diese und weitere Prinzipien werden losgelést von der
Anwendung in den Kapiteln 5 bis 8 ndher untersucht. Jedes dieser Kapitel beschreibt eine
Methodenklasse, die die Probleme auf unterschiedliche Weise vereinfacht und Moglichkeiten
eroffnet, einen Teil der Konflikte zu bewiltigen. Konkret werden die Reduktionsmethoden
(Kapitel 5), die Erweiterungsmethoden (Kapitel 6), die Transformationsmethoden (Kapitel
7) und die Modifikationsmethoden (Kapitel 8) vorgestellt. Auch fir diesen Teil der Arbeit
wurde eine weitgehende separate Lesbarkeit der einzelnen Abschnitte angestrebt. Hierfir er-
folgt eine kurze Darstellung der theoretischen Grundlagen, die durch Beispiele untersetzt und
Anmerkungen erginzt wird. Als Beispiele fiir potenzielle Umformungen werden restringierte
Optimierungsprobleme zur Approximation, Regression und Ordnungsreduktion genutzt, um
die Breite der Einsatzmoglichkeiten aufzuzeigen. Dabei gilt eine Umformung als erfolgreich,

wenn eine Aufgabe in der neuen Darstellung effizienter 16sbar ist.

Als Konsequenz zum Teil 2 der Arbeit und aus den eigenen Erfahrungen beim Loésen von
Modellierungsaufgaben ist es fiir die erfolgreiche Anwendung der beschriebenen Techniken
wichtig zu wissen, in welche Richtungen die Umformungen erfolgen sollen. Das ist aber nur
moglich, wenn das Ziel der Umformungen bekannt oder zumindest intuitiv klar ist. Eine
Kenntnis der gut 1osbaren restringierten Optimierungsprobleme und der verfiigharen Soft-
ware (Standard, freie Downloads) ist somit unabdingbar. Die Zusammenstellung haufig auf-
tretender Probleme im Anhang hilft hier. Nach der Festlegung des Ziels muss das jeweilige
Problem analysiert werden. Hierbei sind Fragen zu beantworten wie: ,,Gibt es zuviele Varia-
blen oder zuviele Restriktionen?*, | Gibt es lineare Restriktionen, die sich zur Elimination
von Variablen eignen?“ oder ,Welche Restriktionen sind besonders schwierig zu handhaben
(Rangrestriktionen, multivariate Polynomrestriktionen)?* Diese Analyse fiihrt dann letztlich
auf die entsprechende Methodenklasse und schlussendlich zur Wahl einer konkreten Umfor-
mungsmethode. Gleichwohl ein wenig Gliuck bei den Entscheidungen gehért dazu, wobei
allerdings zu erwdhnen ist, dass selbst Spezialisten keineswegs immer die gleichen Entschei-

dungen treffen.

In der Kurzbeschreibung zur Methodik, wie Vorwissen in die Modellbildung iiber Restriktio-
nen einzubeziehen ist, wird deutlich, dass und vor allem wie die in der Einleitung angefiihrten
Ziele erfillt werden. Ergénzend seien einige Besonderheiten und ausgewéhlte Ergebnisse der
Arbeit genannt. Hierzu zéhlt der weitgehende Verzicht auf Beweise, um dem lésungsori-

entierten Ingenieur eine stirkere Konzentration auf die Satzaussagen zu ermoglichen und
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eine grofere thematische Breite abdecken zu koénnen. Der Kompromiss zwischen themati-
scher Breite und erforderlicher Tiefe wird durch die Zweiteilung, die Gliederung und durch
Formelzusammenstellungen (u. a. Zeit-Frequenzbereichsbeziehungen, Dekompositionsregeln,
Umformungen von LMI-Restriktionen, Stabilitétskonzepte) und Ubersichten (u.a. Nomen-
klatur der Restriktionen und Optimierungsprobleme, Umformung parameternichtlinearer in
parameterlineare Probleme, Implikationen zur Stabilitat, Bifurkationen) geschlossen. Wah-
rend sich dabei die eigenschaftsbezogene Gliederung im Teil 1 in Werken zur Systemtheorie
wiederfindet, ist die hier gewédhlte methodenorientierte Gliederung im Teil 2 in der Optimie-
rung uniiblich. Dort wird bevorzugt hinsichtlich der Optimierungsprobleme (linear, nichtli-

near; konvex, nichtkonvex) oder in Theorie und numerische Umsetzung gegliedert.

Eine weitere Besonderheit dieser Arbeit sind die Modifikationsmethoden, die in der Op-
timierungsliteratur weitgehend unbeachtet bleiben. Das liegt daran, dass die betreffende
Community stillschweigend beschlossen hat, dass Verfahren, die nicht wenigstens quadra-
tisch konvergieren ebenso uninteressant sind wie jene, die nur suboptimale Losungen liefern.
Anwender aus der Statistik, der Signalmodellierung, der Regelungstechnik sehen das weni-
ger streng und erzielen mit den Methoden gute praktische Losungen. So kann beispielsweise
eine lineare Konvergenz je nach Problemordnung vollig ausreichen, zumal die Algorithmen
vielfach deutlich einfacher sind, was die Implementierung auf einem Mikrocontroller viel-
leicht iiberhaupt erst gestattet. Auch die Suboptimalitat ist in bestimmten Anwendungen
kein Hindernis, da beispielsweise ein Regler ohnehin mit Modellfehlern umgehen muss. Der
Tausch von Optimalitdt gegen Suboptimalitdt mit dem Ziel eines Rechenzeit- oder Eindeu-

tigkeitsgewinns ist durchaus ein probates Mittel.

In Standardwerken zur Modellbildung spielen die Matrixapproximationen bisher kaum ei-
ne Rolle, wird vom Eckart-Young-Mirsky-Theorem [299] zur Herleitung der totalen Least-
Squares-Methode einmal abgesehen. In dieser Arbeit hingegen werden sie immer wieder her-
angezogen. Zum einen gestatten sie Vereinfachungen im Sinne einer Problemmodifikation,
zum anderen dienen sie der Modellbewertung, indem sie Ja/Nein-Eigenschaften verstetigen

und quantifizieren. Sie erdffnen zudem eine geometrische Sicht auf bestimmte Probleme.

Eine weitere Abweichung zu herkdmmlichen Darstellungen betrifft die Matrixableitungskal-
kiile. Diese werden besonders in der Ingenieur- aber auch Statistikliteratur [421], wo sie
ebenso als Werkzeug verwendet werden, als reine Schemata der partiellen Ableitungen an-
gesehen. Solange es nur um das Ableiten und Nullsetzen zum Bestimmen der stationdren
Losungspunkte geht, mag diese Betrachtung ausreichen. In dieser Arbeit wird aber auf den
direkten Bezug der Schemata zur Fréchet-Ableitung hingewiesen. Darauf aufbauend wird ein
neues Kalkil zur Ableitung vorgestellt, das angewendet werden kann, wenn zwischen den

Matrixelementen affine Abhangigkeiten bestehen.
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Die angefiihrten Besonderheiten in der Gestaltung und der Betrachtungsweise untermauern
den Kompromiss aus thematischer Breite und erforderlicher Tiefe. Letztendlich bleibt es aber
ein Kompromiss allein schon wegen des zu begrenzenden Umfangs der Arbeit. Statistische
Aspekte oder strukturelle Restriktionen an Grade, Indizes, Ordnungen bleiben offen. Auch
das Erstellen und Behandeln von Restriktionen bei der Modellierung nichtlinearer Systeme
féllt vergleichsweise kurz aus. Fiir nichtlineare Systeme sind nédmlich im Gegensatz zur li-
nearen System- und Regelungstheorie die Methoden zur Identifikation und erst recht die
mit Beriicksichtigung von Vorwissen nicht so weit entwickelt. Zudem verhindert allein die
facettenreiche Stabilitdtseigenschaft im weiten Umfang generalisierbare Losungsmethoden.
Es ist deshalb zu erwarten, dass sich neue Zugénge in den kommenden Jahren vordergriindig
auf konkrete Anwendungen und enge Systemklassen beschranken werden. Das trifft auch
auf die Einsatzmoglichkeiten des bereits bewdhrten Verbundbeobachterzugangs zu, bei dem
Zustande und Parameter gleichermafien bestimmt werden. Sowohl seine Konstruktion als
auch der Stabilitatsnachweis, gegebenenfalls mit Angabe des Einzugsbereichs, stellen keine

einfachen Aufgaben dar.

Wesentlich positiver wird sich der Einsatz numerischer Suchverfahren gestalten, die fiir die
Modellierung nichtlinearer Systeme und zur Losung nichtkonvexer Probleme ganz allgemein
eingesetzt werden konnen. Das liegt vor allem an der wachsenden Rechnerleistung, der den
Algorithmen eigenen Selbststabilisierung durch die permanente Giitewertverbesserung und
der einfachen Anpassbarkeit an unterschiedliche Problemstellungen. Dem Nachteil eines nicht
vollstdndigen Verstandnisses tiber das Losungsverhalten, also zum Beispiel tiber existierende

Nebenminima, kann durch numerische Grofizahlversuche begegnet werden.

Ein weiterer Trend der kommenden Jahre wird der verstéirkte Einsatz der semidefiniten Opti-
mierung in der Modellbildung sein, wobei insbesondere die Anzahl praktischer Anwendungen
zunehmen wird. Das liegt an der mittlerweile gut verfiigbaren Software, aber auch daran,

dass diese Thematik zunehmend in die universitare Ingenieurausbildung Einzug hélt.

Zusammenfassend ist festzuhalten: Das Einbeziehen von Vorwissen uber Parameterrestrik-
tionen belohnt den Anwender mit besseren Modellen, verlangt ihm aber weitreichende ma-

thematische Kenntnisse ab.
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Anhang

A.1 Anmerkungen zum Bezeichnerapparat

Entsprechend dem fachiibergreifenden Charakter der Arbeit wurde sich bei der Variablenbe-
zeichnung an den in den jeweiligen Wissensgebieten gebrauchlichen Darstellungen orientiert.
So ist x bei systemtheoretischen Betrachtungen die Zustandsvariable, bei optimierungstech-
nischen Betrachtungen hingegen die Unbekannte, bei der Datenapproximation wiederum das
Argument von f. Die jeweilige Bedeutung erschliefit sich dabei aus dem Kontext.

Mit Grolbuchstaben A, B, C, ... werden i. Allg. Matrizen bezeichnet; eine Ausnahme bilden
die statische Verstarkung K oder die Lipschitz-Konstante L. Als Standardmatrizen treten
die Nullmatrix 0,,x,, die Einsmatrix 1,,+, und die Einheitsmatrix I,, auf, wobei die Indizes
die jeweiligen Dimension angeben. A” meint die transponierte, A¥ die konjugiert transpo-
nierte Matrix. Kleine Buchstaben a, b, ¢ bezeichnen in aller Regel Vektoren, gelegentlich aber
auch skalare Variablen. Griechische Buchstaben stehen fir Winkel, reelle Variablen oder in
einigen Féllen auch fiir komplexe Variablen. Zufallsvariablen erscheinen im Fettdruck. Men-
gen werden in kalligrafischer Schrift gesetzt, also A, B, . .. Fur die Zahlenbereiche werden die
Symbole N, Z, Q,R und C gewéhlt. R” bzw. R™*™ steht fiir die betreffenden Vektor- bzw.
Matrixerweiterungen und R, R> bzw. RY fiir die positiven, die nichtnegativen Zahlen bzw.
den nichtnegativen Orthanten. Eine allgemeine konvexe Menge wird gemeinhin mit C, ein
Vektorraum mit V und ein reeller Hilbert-Raum mit 7(R) bezeichnet. £ bezeichnet das or-
thogonale Komplement der Menge L. Fiir die stetigen, einmal stetig differenzierbaren, k-mal
stetig differenzierbaren, die glatten bzw. die analytischen Funktionen werden die Symbole
C%,CY,C*,C> bzw. C* verwendet. Die Mengen S,, SZ

n?

S, kennzeichnen die symmetrischen,
nichtnegativ definiten bzw. positiv definiten Matrizen. N'(A) und R(A) spezifizieren den
Null- und Bildraum einer Matrix; fiir Funktionssymbole und Normen gelten die in der Ma-
thematik tiblichen Standards. Weniger gebrauchliche Symbole werden im Text oder in einer
Fufinote erklart.

Der Vergleich von Vektoren erfolgt elementweise (natiirlichen Halbordnung), d.h. x > y
meint x; > y;;¢ = 1,...,n. Symmetrische Matrizen werden im Sinne der Léwner-Halbordnung
verglichen, d.h. A = B meint A — B € §=.

Abweichend von der tiblichen Art der Formulierung einer Minimierungsaufgabe geméaf

minimiere 22

unter der Nebenbedingung x <4

wird hier die kompakte Darstellung z? < Min;xz < 4 gewéhlt. < ist als eine Aufforderung

zum Losen der Aufgabe zu verstehen und kann beim Lesen durch ,soll sein® ersetzt werden.
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A.2 Abkiirzungen

Abkitirzungen fiir Methoden sind im Abschnitt A.4 inklusive der mathematische Charakteri-
sierung zusammengestellt. Alle Abkiirzungen, die sich auf Stabilitdtseigenschaften beziehen,
finden sich in Abschnitt A.6.2. Die im Text mehrfach verwendeten Abkiirzungen enthélt
die folgende Ubersicht, wahrend Abkiirzungen, die nur in einem Abschnitt vorkommen, in

diesem benannt und erkldrt werden.

AKF  Autokovarianzfunktion

ALS Alternating Least Squares

AR Autoregressive

E/A Eingangs-/Ausgangs-

F-, G-  Fréchet-(differenzierbar; Ableitung), dgl. fiir Gateaux-
IQML  Tterative Quadratic Maximum Likelihood
IRLS  Iteratively Reweighted Least Squares
KYP  Kalman-Yakubovich-Popov

LMI Linear Matrix Inequality

LS Least Squares

LTI Linear Time-invariant

LTV Linear Time-variant

MA Moving-Average

MIMO Multiple Input Multiple Output

MISO  Multiple Input Single Output

ML Maximum Likelihood

MSE Mean Squared Error

PR Positive Real

QR Matrixprodukt QR mit @ orthogonal und R obere Dreiecksmatrix
SISO Single Input Single Output

SPR Strictly Positive Real

SQP Sequential Quadratic Programming

SVD Singular Value Decomposition
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A.3 Begriffsbestimmung fiir Optimierungsprobleme

Tabelle A.1 fasst Begriffe der Optimierung zusammen [71], [320], [419], wobei lediglich die
Unterscheidung in explizite und implizite zuléssige Menge nicht allgemeiner Standard ist. Sie
erweist sich aber als niitzlich, da die implizite zuldssige Menge (Schnitt der Definitionsbe-
reiche, bezeichnet mit dom f) die sog. impliziten Restriktionen formuliert (s. Abschn. A.5).
Diese zusétzlichen Einschrankungen ergeben sich beispielsweise aus der Nichtnegativitat von

Radikanden und werden von unerfahrenen Anwendern gern iibersehen.

Bezeichnung Kiirzel Bedingung
explizite zulissige Menge Fexpl Fexp ={x €V : g(x) <0p, h(z) =0,}
implizite zulédssige Menge Fimpl Fimpt = dom f N F] dom g; N H dom h;
i=1 i=1
zulédssige Menge F F = Fexpl N Fimpl
Supremum von f auf F sup f(z) qup f(x) def nnn {y y> f(x);x e F}
zeF ye

kleinste obere Schranke def

Sugf () =

TE

. def

= <

Infi{rsnum von fsaluf]-;{ ;IGl]f__f( x) uelﬁf(x) e}g&({ix {y:y < f(z);z € F}
grofite untere Schranke mf fa )dbf
globales Minimum von f ng}l f(x) V;L €EF:f(z)> mem f(z) = fuin und
absolutes Minimum min f(z) € WB(f)

zeF
lokales Minimum von f f(210c) U (z10c) C V,
relatives Minimum?! Vo € U(xioe) NF = f() > f(2100)

strenges lokales Minimum

isoliertes lokales Minimum

EIL{(xIOC) C V,
Vx € u(xloc) N f\{xloc} : f(l‘) > f(xlOC)

Extremum

fmin ) fmax

fmin - f(xopt) = IT%I}__I f('T)
fmax = f(xopt) = glég_c f(I)

Minimierer von f

arg min f (z)

flargmin f(z)) = min f(z)

Losung, Optimallosung, Zopt Zopt = AIZ grg;l f(x)

Optimalpunkt Topt = ArgMax f(z)

Lésungsmenge Xopt Xopt = {Topt € F & f(Topt) = %1}1 f(z)}
Kopt = {opt € F 1 f(wopt) = max f(z)}

g-approximative Losung Te f(ze) < f(xopt) und

|h(ze)| < el und g(ze) < el,

Tabelle A.1: Elementare Grundbegriffe aus der Optimierung

-

Jeder isolierte Punkt ist sowohl ein lokaler Minimierer als auch ein lokaler Maximierer.
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In Tabelle A.2 werden Standardbezeichnungen fiir Optimierungsprobleme aus [71], [320],
[419] kompakt zusammengefasst und in Beispiel A.1 erlautert. Der Vollstandigkeit halber
sind die unendlichdimensionalen Probleme mit aufgefiihrt, obwohl sie in dieser Arbeit nicht
betrachtet werden. Unendlichdimensionale Vektorraume treten beispielsweise bei der nicht-
parametrischen Modellierung auf, wenn beziiglich einer Funktion zu optimieren ist.

Der Begriff der semiunendlichen Probleme gehért nicht zum Standardrepertoire. Er kenn-
zeichnet den Umstand, dass eine endliche Anzahl von Optimierungsvariablen eine unendliche
Anzahl von Restriktionen einhalten soll. Ein Beispiel ist die Bestimmung der Polynomkoef-
fizienten unter der Nichtnegativitat fiir alle, unendlich vielen x. Ein weiteres Beispiel ist die
Schatzung einer endlichen Autokovarianzfolge, die eine nichtnegative Spektraldichte entlang
des Einheitskreises aufweisen muss. Beide Beispiele werden in der Arbeit betrachtet, und es

werden Wege zur Umgehung der unendlich vielen Restriktionen aufgezeigt.

Bezeichnung Erkliarung

freies Problem Problem ohne Restriktionen
restringiertes Problem Problem mit Restriktionen

zuliissiges Problem F#0

unzuléssiges Problem F =10, Ileele__l f(z) ESS
Zuléssigkeitsproblem Finde ein x € F oder zeige, dass F = ().
beschrinktes Problem F #0, ;22 f(z) ist endlich.
unbeschrinktes Problem F #0, ;gjfrf(x) =—00

l6sbares Problem Kopt 7 0

Klassifikation nach Kardinalitét von Afp;
(eindeutig; mehrdeutig endlich, mehrdeutig unendlich)

nicht 16sbares Problem Kopt =0

dquivalentes Problem F, Xopt, fopt sind gleich bzw. ergeben sich wechselseitig.
endlichdimensionales Problem | F C V,dimV < oo mit endlich vielen Restriktionen
unendlichdimensionales Pbl. FCV,dmV =00

semiunendliches Problem F CV,dimV < oo mit unendlich vielen Restriktionen

Tabelle A.2: Klassifikation der Optimierungsprobleme

Beispiel A.1 (Erlauterung zur Problemcharakterisierung)

Jedes unzuléssige Problem ist nicht losbar, aber nicht umgekehrt. So ist 1/x < Min ist auf
R nicht l6sbar, aber zuldssig und beschréinkt.

23 — 3z = Min ist auf R unbeschrankt, nicht 16sbar, hat aber einen lokalen Minimierer.

1 L Min; —1 < 27 < 1,29 <1 ist beschrankt, die Losungsmenge ist aber unbeschrankt.

FEin zuléssiges, nicht 16sbares Problem kann beschrinkt oder unbeschréankt sein.
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A.4 Nomenklatur von Optimierungsproblemen

In den folgenden Tabellen werden vom Autor Optimierungsprobleme kompakt zusammen-
gestellt, die sich wihrend seiner Arbeiten zur Modellierung ergaben und bei Literaturrecher-
chen als interessant und niitzlich erachtet wurden. Die Ubersichten zeigen dem Ingenieur die
Unterschiede in den Zielfunktionen und/oder Restriktionen und erméglichen die Zuordnung
einer konkreten Aufgabe zu einer Problemklasse. Durch gezielte Suche nach dem englischen
Fachbegriff kénnen schnell Aussagen zur Existenz und Eindeutigkeit der Losungen, zu ge-

schlossenen Losungen oder zugeschnittenen Algorithmen gefunden werden.

Ordinary Least Squares | LS, OLS | ||Az — b||3 < Min =z €R"

Weighted Least Squares | WLS ID(Az — b)|]2 = Min 2 € R";D € D2,

Singular Generalized LS | SGLS [|u| |2 < Min z€R"ueRF:b= Az + Bu,
BBT =W € 8z, 1gW =k

Matrix Least Squares MLS IAXC — B||2 = Min X € Rm™*»

Equality Constrained LS | LSE [| Az — b||2 ZMin z€R": Ca = d; C € RP*"

Minimum Norm with MN-LES [z ZMin z€R":Cr=d

Linear Equation System | MNy-LES| ||z||w ZMin zeR":Cr=d

Minimum Norm LS MN-LS |lz|lo = Min & € argmin ||Az — b||,

Partial Least Squares PLS |Az —b|2 = Min z €R":z = Wp; W € R™*
W = (ATb, ATAATS, ... (AT A)*~1ATb)

Principal Component PCR [|Az — b]|3 SMin zeR":z=VpVe Ohns

Regression A = (Uy, Upp—s)diag(Esxs, Sm—s)x(n—s)) Vs, Vies) "

Tikhonov Regularized LS | Ti-LS |Az — b|2 + af|Lz|2 = Min = € R",a € R>

Inequality Constr. LS LSI [|[Az — b|[3 “Min zeR": 1< Cz<u

Box constrained LS BLS [|Az — b]|3 “Min zeR":I<z<u

NonNegative LS NNLS |Az — b2 =Min z€R":2>0

Linear Inequality LS LILS [| max{Az — b, 0,,}||3 < Min zeR"

komponentenweise max-operation liefert
Fehlerbeitrag, wenn (Az < b); nicht gilt

Tabelle A.3: Nomenklatur linearer LS-orientierter Kriterien
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Robust LS RLS max [|(A+ aA)z — (b+ ab)||y = Min; z € R"
[[AA[lp<ra,l|Abll2<r,
ra,Tp a priori bekannte Schranken
max ||(A+ aA)z — (b+ ab)||, = Min; z € R"
[[(AA:Ab)||p<r
r a priori bekannte Schranke
N
Nonlinear Least Squares | NLS > (o(z, ;) — by)? < Min zeCr explizite Form
=1
N
> e2(x, a;, b;) L Min zecCn implizite Form
=1
N
Constrained NLS CNLS > (o(z, a;) — b;)? < Min h(z) =0, 9(x) <0,
i=1
LS with a Quadratic LSQI ||Az — b||3 L Min zeR": [|Cx —d|]a <~
Inequality AeR™™ BeRP" veR> m+p>n>p
LS over Sphere LSS |Az —b|2 = Min z € R": ||z]|, < 7,7 € R>
Orthogonal Projection OP l|z — 0|2 L Min zeMCR"
M hat bestimmte Eigenschaften
LS with Variable Metric | LSVM [Az1 = b[fy o) < Min z; € R",z, € RP
Procrustian Problems PP ||A— XBY||r < Min X € My, Y € M,
M1, My haben bestimmte Eigenschaften
M1, M sind abgeschlossen
Normalized Generalized | NGBRQ | spur(XTAX) < Min XeCmn:XTBX =1,
Block-Rayleigh-Quotient
Linear Matrix Inequality | LS-LMI | ||[AXC — BJ|% < MinX € R : [ < F(X)=U
Least Squares F ist eine lineare Abbildung
Least Median of Squares | LMS,, 2 () ~Min z€XCR"
geordnet geméB €2 < e < ... <%
Least Trimmed Squares | LTS, i e2(x) < Min z€XCR"
=1
geordnet gemif e2 < e2 < ... <%
s@—cPa>c
Dead-Zone LS DZ-LS lz| < ¢

é 1(e:(x)) = Min; I, (e) = { 0

s+ r<—c

Tabelle A.4: Nomenklatur nichtlinearer LS-orientierten Kriterien
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Minimum Norm problem | MN, |||, ZMin z€R": Az =b;1< pé)oo
l,-approximation Iy [|Az — b||, < Min z€RY AR
log-l,-approximation log-l max [log(alz) — log by < Min, z € R"; Ac R™*"
MN,-l,-approximation MNgL, | ||zllq = Min z € argmin{||Az — b||,}
Total-l,-approximation T-1, [I[A4, b]z]|, < Min z:€R": [lz]l, =1
Structured Nonlinear SNTLN,, H DAi)z = Min A(z+az)z=b+ab

Total Least Norm A(z) hatpeine nichtlineare Struktur

Robust TLN RTLN max |[(A+ ad)x — (b+ ad)||a = Min z € R"

[1AA]lp<ra,l|Ab]|a<ry

[|.||, ist separabel beztiglich |[.||a

N
M-Estimator ME > plei(x)/o;) ZMin z€XCR"
i=1
N
Set-Membership SMI > le(ei(2)) = Min; [.(e) = { 0 lef=ec
i=1 oo el >e¢
Identification

equivalent: zop € {x : |g;(z)| < ¢}

Relative Component-wise | RCDP § = Min [aA| < O|A], (A+aA)eM

Distance Problem M hat bestimmte Eigenschaften
Determinant MaxDet | Indet G(z) — 'z < Max z € R": F(z) = 0pxp
Maximization G(z) = Gy + f: ;G > Ogxgs G;f =G;

i=1

F(z)=Fy+ S «.F, FT = F,
i=1

Matrix Approximation MAP |[A—X||=Min X €M CCm™n
Problems M hat bestimmte Eigenschaften

Tabelle A.5: Nomenklatur ausgewéhlter nichtquadratischer Kriterien
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Total LS distance TLS [aA, ab]||[p = Min 2 € R": (A+ aA)z = b+ ab
TLS with normed z TLSNy | |[[aA, ab]||p = Min 2 € R™!: [jz|jy =1
([A,] + [34, al)z = 0,,
Tikhonov regularized Ti-TLS | ||[aA, ab]|[p = Min 2 € R": [|La||, <6
TLS (A+ad)z = b+ ab
Truncated TLS distance | TTLS [[[aA, ab]||p < Min z€R": (A+aA)z=b+ab
rg(A+aAb+ab)=s<n
Data LS distance DLS [|aAllp < Min zeR": (A+2rA)z=0b
Weighted TLS distance | WTLS | ||[[aA4, ab]D||r = Min z€R™ (A+2A)z=b+ab
AeR™" DeDz,,
Complete WTLS CWTLS | ||D1[aA, aB|Dy||p = Min Dy €D}, D€D2,,
XER™™: (A+aA)X = B+aB; AcR™", BeR™<k
Fixed Column TLS FCTLS | ||ads||r < Min z€R"™: [lz]]a =1
(Ah AQ -+ AAQ).”L‘ =0
TLS with Equalities TLSE | |[[aA, ab][|p = Min 2 € R": (A+ aA)z =b+ab
Cx =d;C e R
Principal Component PCA Enj l|la; — ;][> L Min x; € B, C R™
. =1
Analysis B, beliebige k-dimensionale Hyperebene
Generalized TLS GTLS | ||E|lr =Min X € R™" A € RP*™ B € RPXa
[A, B] + E(COVE)I/Q] { _)i } = Opxn
a
N
Nonlinear TLS NTLS | % [[az|l3 = Min f(z +az,2) =0;i=1,...,N
Orthogonal Regression | OR = zi, Az E RP x € R”

Tabelle A.6: Nomenklatur TLS-orientierter Kriterien
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Affine Structured TLS | ASTLS | [|[a4, ab][|p = Min 2 € C": (A+ aA)z = b+ ab
(aA, ab) hat die Struktur von (A, b)

Constrained TLS CTLS | fTDf =Minz € R", f € R*; D € D}
f Rauschvektor; F; bindre Matrizen

1=

k
Structured TLS STLS wilti—s)?=Min  t; eRi=1,...,k
=1

k
(TO + Z tsz)y - On+17 ||y||2 — 17 Z c Rmx(n,+1)
i=1

s; sind Elemente von (A, b); T; bindre Matrizen

L Minz € R",a € R?, 3 € R%; D €D
2 Az + Xa=b+ Fp+ Ga
F, G bindre Matrizen

Structured Total Least | STLN, D,
Norm

Dsp

Tabelle A.7: Nomenklatur von TLS-Kriterien mit affinen Nebenbedingungen
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Linear Programming LP Allgemeine Form

Tr=Min z€R": Ar=b A R™" bhecR”
Cx <d;C e RP*" d € RP

Standardform?

Tz = Min re€R": Ax =b,x >0,
Ungleichungsform

Tz = Min reR": Az >b
Kanonische Form

Tz EMin zeR: Az > b,z >0,

Second-order Cone Progr. | SOCP | ¢’z = Min 2 € R": ||Ciz + di|| < elx+ f;
Cl' S Rn,Xm’ dl (S R"’, e; € Rm,
fieRi=1,....p

Semidefinite Programming | SDP Kanonische Form (LMI-Form)
Te=Min 2z €R": F(z) = 0pxp
Standardform

Tz = Min Ar = b,x eC

C ist zu den semidefiniten Matrizen isomorph

Convex Programming CP Allgemeine Form3
f(2) L Min zeC: h(z) = 0, g(z) <0,

C ist eine konvexe Menge; h; affin, f,g; konvex

Standardform
Tz = Min zeR": Az = b,g(z) <0,
Epigraph-Form

X
Tpt1
Az = b7 (J('/L.) < 0177 f(%.) — Tpt1 < 0

e R

U
Tpy1 = Min

Tabelle A.8: Nomenklatur einiger konvexer Optimierungsprobleme

)

Mitunter heifit die kanonische Form auch Standardform und die Standardform dann Slackform. Hier soll
die Standardform folgende Merkmale haben: lineare Zielfunktion, lineare Gleichungsrestriktionen und eine
Bedingung = € C. Die einzelnen Probleme unterscheiden sich dann in der Menge C. Es gilt folgende
Hierarchie LP ¢ SOCP € SDP C CP.

Beachte: Die Darstellungsformen unterstellen durchweg, dass kein g;(z) < 0 singulér ist.

22 + 2% = Minjg(z) = 21/(1 + 22) < 0,h(z) = (21 + 22)2 = 0 mit F = {(z1,22) : 31 = —a2 < 0}
ist ein konvexes Problem, das nicht in der allgemeinen Form vorliegt. Die hierzu &dquivalente Form lautet
xf +I§ L Min;zy < 0,21 + x5 = 0.

w
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A.5 Begriffsbestimmung fiir Restriktionen

Die Tabellen A.9 und A.10 geben eine Ubersicht zur Charakterisierung von Restriktionen hin-
sichtlich ihrer mathematischen Eigenschaften, wobei einige Begriffe selbsterklarend sind und
andere zum mathematischen Standardrepertoire gehoren [71], [320], [419]. In Tabelle A.11

hat der Autor ergédnzend einige Charakterisierungen von Restriktionen aus funktioneller Sicht

zusammengestellt. Einfache bzw. typische Beispiele unterstiitzen die Begriffserklarungen.

Bezeichnung

Erklarung

Gleichungsrestriktion

Restriktion der Art h;(x)

Ungleichungsrestriktion?

-0
Restriktion der Art g;(xz) < 0 oder g;(z) < 0

Ungleichheitsrestriktion
(engl.: inequation)

Restriktion der Art g;(x) # 0
g9i(x) # 0 < gi(x) <0,gi(x) >0

Operatorrestriktionen

Restriktionen, die durch Operatoren formuliert werden.

funktionale Restriktion

x; hangt von anderen z; ab, z.B. 321 + 2z, =5

nichtfunktionale Restriktion

x; hangt nicht von anderen z; ab, z.B. 2; <5

aktive Restriktion

gi(z) < 0 heifit aktiv in einem Punkt (oder straff bez.
eines Punkts) =g € F, wenn g;(zo) = 0 gilt.

inaktive Restriktion

gi(z) < 0 heifit inaktiv in einem Punkt (oder locker bez.
eines Punkts) =g € F, wenn g;(zo) < 0 gilt.

reguldre Restriktion

Ungleichungsrestriktion, die fiir mindestens ein x streng

ist.

singuldre Restriktion

Ungleichungsrestriktion, die fur kein x € F streng ist.
Sie ist also per se aktiv und formuliert implizit eine Glei-

chungsrestriktion, z. B. 2 < 0.

konsistente Restriktionen

Wenigstens ein x im Definitionsbereich von f erfillt
h(l) = Omag(a’.) < Up

inkonsistente Restriktionen

Kein z im Definitionsbereich von f erfillt h(z) = 0,

g(x) <0,

Tabelle A.9: Begriffsbestimmung fiir Restriktionen (Teil 1)

4 Charakterisierungen von Ungleichungen (engl.: inequalities):

Standardform
strenge Ungleichung
nicht-strenge Ungleichung

scharfe Ungleichung

schwéchere Ungleichung

rechte Seite der Ungleichung ist Null
Relationszeichen <, > wird benutzt

Relationszeichen <,> wird benutzt

Gleichheit gilt fiir mindestens ein z bei nicht-strengen Ungleichungen

Ve > 0: 3z € U (0) bei strengen Ungleichungen in Standardform
g1 ist schwiicher als g2, wenn {z : go(z) < 0} C {z : g1(z) < 0}
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Bezeichnung Erklarung

redundante Restriktion Restriktion, die durch andere Restriktionen impliziert
wird. Ein Streichen einer redundanten Restriktion &n-
dert F nicht.

streng redundant: g;(z) < 0 fiur alle z € F

schwach redundant: g;(z) < 0 fir ein z oder h;(z) =0

explizite Restriktionen Alle Restriktionen, die durch Gleichungen, Ungleichun-
gen und/oder Operatorbeziehungen im Optimierungs-

problem formuliert sind.

implizite Restriktion Restriktion, die nicht durch f, g, h explizit aufgefithrt
wird. Sie resultiert aus dem Definitionsbereichen von
f, g, h bzw. aus Resubstitutionsforderungen bei Parame-

tersubstitutionen.

separable Restriktionen Ist [ ig ] eine permutierte Darstellung von z und gilt
Fz = Fu, X Fup, dann heiflen die Restriktionen separa-
bel bez. 4 und zp.

disjunktive Restriktionen x € UL, F;; Fi CV oder aquivalent V{_,(z € F;)

algebraische Restriktion Gleichungen oder Ungleichungen, die keine Ableitungen

oder Integrale enthalten.

differenzielle Restriktion Ublicherweise eine Differenzialgleichung als Restriktion;
tritt bei der Optimalsteuerung auf, wenn das System als

Restriktion fungiert.

integrale Restriktion Integralbeziehung als Restriktion

stochastische Restriktion Restriktion, die in Wahrscheinlichkeit gelten muss. Sie
ist eine spezielle Operatorrestriktion. In stochastischen
Restriktionen sind meist Parameter und Daten mitein-

ander verkniipft.

Tabelle A.10: Begriffsbestimmung fiir Restriktionen (Teil 2)

Beispiel A.2 (Implizite Restriktionen)

Quellen fiir implizierte Restriktionen sind Funktionen, die nicht iiber dem gesamten R™ defi-
niert sind. So enthalten Inz bzw. f(z1,7s) = /23 + 23 die implizite Restriktion z > 0 bzw.
x3+23 > 0. Implizite Restriktionen ergeben sich in Lagrange-dualen Problemen fiir die dufe-
re Optimierung aus der inneren Optimierung, s. Beispiel 8.6. Das Vernachléssigen impliziter
Restriktionen kann falschen Ergebnissen fiihren, s. Beispiel 5.14. Ergédnzend sei ein Klassiker

fiir eine implizite Restriktion genannt: die ML-Schétzung des Gleichverteilungsparameters.
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e J1e 0<e<0 o o N
Aus f, (&) = { 0 &<0vE >0 ergibt sich fiir n unabhéngige, identisch verteilte x;

10" ceD={£:0<¢<0} oy ) 1/6m 6 > max; x;
Formales Differenzieren liefert wegen % = —n/0"* < 0 kein Maximum. Aus der Restriktion

6 > max z; und dem monotonen Fallen von L(6; z) auf § > max z; folgt HAML = max ;.
1<i<n 1<i<n 1<i<n

Beispiel A.3 (Disjunktive Restriktionen)
Restriktionen aus Fuzzy-Modellen (IF (x € F;) THEN (x € F,) ELSE (x € F3)), dquivalent
(x e FiNF) V (z ¢ Fi,z € F3), und Restriktionen bei stiickweise definierten Funktionen

flz) < { % igé(},oo%’)o} , aquivalent (z € (—00,0], f(z) < 1) V (z € (0,00], f(z) < 2),

zéhlen zu den disjunktiven (oder-verkniipften) Restriktionen. Ihre Behandlung erfolgt iiber

Fallunterscheidungen, Umschreiben in eine einzelne Restriktion oder Relaxationen.

Beispiel A.4 (Stochastische Restriktion)

Prob(a’z < b) > n mit a ~ N(jua,Xa) ist eine stochastische Restriktion. Ahnliche Re-
striktionen entstehen, wenn als Operator der Erwartungswert fungiert. Um stochastische
Restriktionen der Optimierung zuginglich zu machen, miissen sie umgeformt werden. Im
Beispiel fithrt dies auf pula + ®~1(n)||2L2z||, < b, also eine Kegelrestriktion zweiter Ord-
nung (SOC-Restriktion) [287].

Beispiel A.5 (Physikalisch-technische Restriktionen)

Geometrische Uberlegungen liefern fiir ein sich auf einer Ebene bewegendes Fahrzeug die Ebe-
nenbedingung ¢’z — d = 0 und fiir einen Satelliten die Drehspiegelungsbedingung ATA = I
(orthogonal) und det A = 1. Aus den Erhaltungssétzen folgt etwa fiir Mehrzonenéfen oder
die medizinische Substanzverfolgung mittels Radioisotopen, dass die Systemmatrix diago-
naldominant sein muss. Grenzen ergeben sich allein schon durch Vorzeichenbedingungen
(Konzentrationen, spezifische Warmekapazitit) von Prozesskoeffizienten, die in Bedingun-
gen fir die Parameter umgerechnet werden konnen (Intervallrechnung).

Die physikalisch-technischen Restriktionen sind ihrerseits nicht auf Parameter beschrankt,
sondern kénnen sich auch auf Signale beziechen. Eine zu schitzende Temperatur kann in
bestimmten Prozessen nur sinken (keine Energiezufuhr). Ahnliches gilt fiir den Durchfluss,

wenn hinsichtlich des Zusetzens eines Rohres fehlerdetektiert werden soll.

Beispiel A.6 (Temporire Restriktionen)
In SQP-Algorithmen® werden Trust-Region-Ellipsoide [71] eingebaut, die dem Fortschritt
des Algorithmus entsprechend angepasst werden und die im Grenzpunkt inaktiv sind.

> Es wird eine Folge quadratischer Ersatzprobleme geldst, die durch eine quadratische Approximation der

Zielfunktion und Linearisieren der Restriktionen in jedem Iterationsschritt entstehen.
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Bezeichnung

Erklarung

physikalisch-technische
Restriktion

Restriktion, die aus der Geometrie, Erhaltungssétzen,

physikalisch-technischen Grenzen usw. folgt.

magere Restriktion

Restriktion, die nur eine magere Teilmenge ausschlief3t;
kann haufig entfallen, da sie generisch erfillt wird; z. B.
Restriktion fir Steuerbarkeit eines LTI-Systems

eindeutigkeitserzwingende
Restriktion

Restriktion, die dem Problem zugefiigt wird, um eine
pradestinierte Losung aus einer mehrelementigen Lo-

sungsmenge zu erhalten.

temporére Restriktion

Ungleichungsrestriktion, die F in einem iterativen Al-
gorithmus zeitlich befristet eingrenzt, im Minimum aber

stets inaktiv ist.

optimierungstechnische
Restriktion

Ungleichungsrestriktion, die dem Problem a priori hin-
zugefiigt wird, um uninteressante oder entartete Submi-
nima auszuschlieBen und somit das Konvergenzverhal-

ten zu verbessern; sie ist im Minimum inaktiv.

zu vererbende Restriktion

Restriktion oder strukturelle Mafinahme, um bestimm-
te Systemeigenschaften bei Modellapproximationen zu

erhalten (Stabilitat, Passivitiat, Monotonie, usw.)

methodenbedingte
Restriktion

Verheftungsrestriktion der Interpolation; Regularisie-
rungsrestriktion; Fehlerkopplungsbedingungen bei TLS,
CTLS usw.

schiatzungsbedingte
Restriktion

Restriktion, die insbesondere aus der Forderung nach
Erwartungstreue, Konsistenz, Effizienz oder auch Sym-

metrie, Definitheit resultieren.

Tabelle A.11: Begriffsbestimmung fiir Restriktionen (Teil 3)
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Beispiel A.7 (Schiatzungsbedingte Restriktionen)
Fiir einen affinen Schitzer W8 = Ay + c einer Lineartransformation von 0 folgen aus der

Forderung nach Erwartungstreue
E{WO} = W0 =AX0+c¢ V0

die Restriktionen

AX =W und c=0.

Fiir den besten quadratischen positiven Schétzer fiir die Varianz, d.h. 62 = y” Ay folgt aus
der Positivitat

A=CTC.
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A.6 Stabilitat

A.6.1 Formelnotation fiir Stabilitatsdefinitionen

Symbol Name, ggf. Definition
Hom Homéomorphismus: stetige, bijektive Abbildung mit stetiger Inverse
K Klasse-K-Funktion (Kamke-Massera-Funktion):
v €C%:[0,a) = R, streng wachsend, y(0) =0
Beispiel: y1(r) = In ;= mit a = 1; 7(r) = 1 — e™" (beschrénkt)
Regeln: 71(.) +72(.), ev(.); ¢ > 0,71 (72(.)), max{71, 12}, min{y1, 72} € K
v € K auf [0,a) = Iy~ € K auf [0, lim ~(r))
Sofern a nicht spezifiziert ist, wird a = oo, also [0, 00) = R> unterstellt.
Koo Klasse-Koo-Funktion: v € K : R> — R, lim ~(r) = oo (unbeschrankt)
Beispiel: a(r) =r¢¢>0
KL B :Rs xRy >R mit Vr >0:8(r,.) € Lund ¥Vt > 0: (., t) € £
Beispiel: 8y(r,t) = re™t, Bao(r, t) = H’"Q% /8
L Klasse-£-Funktion: ¢ : Rs — Rs, monoton fallend, lim ¢(¢) =0
. . - - t—o0
Beispiel: p(t) = e ™ X >0
LP;1<p<oco p-fach Lebesgue-integrierbare Funktionen (Lebesgue-Raume)
L im Wesentlichen beschrankte Funktionen, d.h. die Werte Unendlich wer-
den auf einer Menge vom Mafi Null angenommen
cr Menge der n-dimensionalen Vektoren mit Elementen aus £?
5 lle@l5de) p e [1,00)
. def E
ety 2xNorm: leOller * § cssuplitie 9= oo
<t
L 1<p<oo lokal p-fach Lebesgue-integrierbare Funktionen
L£o° messbare Funktionen z : [0,00) — (R U 00)", die lokal, d.h. auf jedem
endlichen Teilintervall von [0, 00), im Wesentlichen beschrénkt sind
1 1/p
Rlemlar)" pe 1)
x pe abgeschnittene £P-Norm: ||x pe (
[lz0alle & " [1z0aller esssup||z(7)|la  p= o0
0<r<t
N Klasse-N-Funktion: v : R> — R stetig, nicht fallend
No Klasse-Ny-Funktion: v € N, v(0) =0
Z[o,q in ¢ abgeschnittene Signale: x4 & { w(r) 7 €[0.1]

0 7€((t,oo)

6 Statt Koo £ wird meist Lo, geschrieben [367]. Zudem werden globale Konzepte vielfach nur mittels KL
definiert, denn: Sei By(r) = S(r,0), so ist By € Koo, da (r,0) > r,Vr < ||zo|| und im globalen Fall ||z]|
beliebig groff sein kann. Mithin wird in globalen Stabilitdtsdefinitionen die Existenz einer KL-Funktion
gefordert und diese enthalt Lo, per se. Wird die Globalitdt an M statt an R™ festgemacht, besteht im

Fall der Beschrénktheit von M sogar die Chance, eine echte KL-Funktion statt eine KL, verwenden zu

koénnen.



A.6. STABILITAT

369

A.6.2 Stabilitatskonzepte

‘ Stabilitdtskonzepte fiir Ruhelage’z, = 0,, in g von & = f(x,t); f(0n,t) = 0,,Vt > 1o

lokale Konzepte: (L) fur lokal

Lagrange-Stabilitat in ¢y

V8 > 0, Je(d,t0) > 0: ||aol| <0 = ||Jz(t)|] <e < o0

Lyapunov-Stabilitit® in ¢ (LS)

Ve>0, 30(g,t0) >0 : ||zo]| < d = ||z(t)|| < e,VE >t

totale Stabilitat (T'S)
Stabilitdt unter Dauerstérung®

vto > O,VE > 0,351(5) > 0,62(6) >0:
|[zo|| <0, [|af(@, )| < &2 = [[xs4as(t; w0, to)|| <

Attraktivitat in ¢y (LATT)

30(to) > 0: |]zol| < 6 = tlingom(t) =0

asymptotische Stab. in ¢y (LAS)

Lyapunov-Stabilitat in ¢y plus Attraktivitat in ¢,

(nur fir isolierte Ruhelagen sinnvoll)

gleichmapige lokale Konzepte: Die

Variablen § und 7" miissen unabhéingig von t, sein.

gleichméBige Lyapunov-Stabilitat
(ULS); U fir uniform

Ve>0, 30(2) >0 :|[zo]| < 0 = [[a(®)|| < &Vt > to > 0
Iy €K, 6> 0 wo|| <= |z < v(|zol])

gleichm. Attraktivitat (ULATT)

Ve > 0,3T(c) > 0: ||lz(t)]] < ¢l|zol|, VE > to+T,t0 >0

ULAS (=ULS+ULATT)

BEKL, 6 >0 [lzol| <0 = [lz@)I] < B(||zoll, t — to)

gleichm. exponentielle S. (ULES)

36, 0,¢ > 0: ||zo]| <0 = ||z(t)]] < cem 10| |||
Anm.: o = 0 kennzeichnet die Krasovskii-Stabilitat.

regionale Konzepte: Angabe des Einzugsbereichs ; x, = 0 ist einzige Ruhelage in 2.

AS im Grofien

‘ Lyapunov-Stabilitat plus zg € Q = tli)m z(t) =0

globale Konzepte: Die xo-Pramisse der lokalen Konzepte wird durch Vzyo € M CR™ ersetzt

und z, = 0 ist einzige Ruhelage in zuldssiger Anfangswertmenge M. (G) fiir global

Ultimative Beschranktheit
Levinson-Dissipativitat (L-DISS)

Voo e MCR™, 3r > 0 tll}7m||x(t)\| <r
Vo, Ir > 0,3t >ty +T(I0,t0) : ||{L‘(t)” <, vVt >t

Globale Attraktivitat (GATT)

Voo € M CR": lim [z(t)]] = 0

Globale asymptotische Stabilitat

GAS=LS+GATT

gleichméfige globale Stab. (UGS)

Vo, 3y € Koo : [|2(8)]] < Y(||z0]]),VE > to > 0

gleichmaBige GATT (UGATT)

Vo, 3r, T(e) > 0: ||zo|| <7 = ||z(t)|| <e,VEt>to+T

gleichmafliige GAS (UGAS)

Tabelle A.12: Interne Stabilitatskonzepte fiir Standardruhelage

" Der Ruhelagenbegriff (konstante Losung fiir t > #9) kann durch Einbeziehen von Unendlich sowohl bzgl.

der Zeit, z.B. iiber 0,, =

als auch bzgl. des Zustands etwa durch

tlim f(ze,t) bzw. ber Transformation ¢ := t/(t + 1) von [0, c0) auf [0, 1] [542],
— 00

hemisphérische Transformation [343] erweitert werden.

8 Die e-6-Definition kann als Stetigkeit der Abbildung z : R" x Rs — C°([0, 00),R"), (w0, o) +— =(t), kurzum
als Stetigkeit von den Anfangswerten, interpretiert werden.
9 Das Konzept der totalen Stabilitit geht auf Duboshin (1940) [169] und Malkin (1944) [426] zuriick.

10Global meint nicht zwingend R”, sondern nur den gesamten Giiltigkeitsbereich der Anfangswerte.
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Anmerkung A.1 Ist z(t;20,ty) eine Losung (héufig eine Ruhelage x(t;x¢,t0) = z. fir
t > to), so kann deren Stabilitit anhand des iiber = ¢ —to und #(t) = x(£) — z(f + to; zo, to)

transformierten Systems (sog. Gleichung der gestorten Bewegung)

und dessen Ruhelage # = 0,, in £ = 0 untersucht werden. Da nichtkonstante Losungen auch

Bewegungen genannt werden, wird mitunter von Bewegungsstabilitidt gesprochen.

Stabilititskonzepte fiir invariante Mengen!'S von Systemen & = f(x,t) ‘
Lyapunov-Stabilitét Ve >0, 36 > 0 : dist(zg,S) < § = dist(z(t),S) < &

Ersetze in Tab. A.12 Norm durch Distanzfunktion zwecks Definition anderer Konzepte.

Stabilitatskonzepte fiir Bewegungen und Trajektorien von Systemen & = f(x,t) ‘

Lyapunov-Bewegungsstabilitat | Ve>0,30>0: ||zg—z1|| < = ||z (t; x0) —z(t; 21)|| <&

Zhukovskii-Stabilitét 2 Ve > 0,36 > 0,3p € Hom : Ry — R :

starke orbitale Stabilitat l|zo — z1|| < 0 = ||x(@(t); o) — z(t;21)|| < &, VE > 1
Stabilitat unter Zeitskalierung

Poincaré-Stabilitat T {r € R": & = z(t; x0),t > 0} ist eine Trajektorie
orbitale Stabilitat'3 Ve >0,30>0:||xg—x1]| < = dist(T,z(t; 1)) <e

bahnstabil, pfadstabil

Tabelle A.13: Interne Stabilitatskonzepte fir Mengen, Bewegungen und Trajektorien

Anmerkung A.2 Stabilitat einer Ruhelage meint strenggenommen immer Stabilitat der
Losung z(t) = x.. Hat ein System nur eine einzige Ruhelage, so wird gelegentlich lax von

der Stabilitét des Systems gesprochen.

1 Eine Menge S heifit invariante Menge eines Systems, wenn jede Trajektorie, die in S startet, fiir alle Zeit

in § bleibt. Beispielsweise sind Ruhelagen, deren Einzugsbereiche oder Orbits invariante Mengen.

12 Zhukovskii-Stabilitit ist nichts anderes als Lyapunov-Stabilitit von (zeit)reparametrisierten Losungen.
Zhukovskii entwickelte sein Konzept 1882, also 10 Jahre vor Lyapunov. Fast vergessen, wurde es in jiingster
Zeit fir die Untersuchung seltsamer Attraktoren wiederbelebt [391].

13Obwohl die Bezeichnungen Poincaré-Stabilitit und orbitale Stabilitit hiufig synonym gebraucht werden,
empfiehlt es sich, von orbitaler Stabilitédt nur zu sprechen, wenn es sich um eine abgeschlossene Kurve, also
um einen Orbit, handelt. Die Bezeichnung Poincaré-Stabilitat schliefit gleichermaflen nicht abgeschlossene

Kurven mit ein, wenngleich Poincaré nur periodische Orbits betrachtete.
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Anmerkung A.3 Die Stabilitdtstheoreme fiir Ruhelagen lassen sich formal auf kompakte
Mengen erweitern; fiir nicht-kompakten Mengen bedarf es grofierer Sorgfalt. Stabilitat kann

auf beliebige Mengen erweitert werden, auch auf solche, die keine Losungen bzw. Trajektorien

371

der Differenzialgleichung sind bzw. enthalten, z. B. die sog. Grenzmengen [268], [37].

Stabilitatskonzepte fir Systeme &

= f(x,u,t)

Asymptotische Verstarkung (AG)
asymptotic gain [576]

Ve € M CR™ ue L, Ty e Ny :
lim sup [lz(®)|] < y(llllez)
~(.) heiBt nichtlineare Verstarkung

CICS-Eigenschaft [576]

converging input converging state

Vg € M CR™: lim u(t) =0= lim z(t) =0

CIBS-Eigenschaft

converging input bounded state

Vg, de < 00 : tlim u(t) =0=||z(t)]| < ¢, VEt>to

UGAS, wenn f(0,,u,t) =0,
Interpretierbar als robuste Stabilit

die die Ruhelage nicht andern.

Voo € M CR™,38 € KL : ||2(t)]] < B(||zoll, £ — to)

at bez. Storungen (Parameterunsicherheiten),

Eingangs-Zustands-Stabilitét
input-to-state stability (ISS)
ist ein globales Konzept [367]

indem ||z(¢)|], ||zo|] durch dist(z(¢

Ve e MC R ue L300 KLye K
[|z(®)]] < max{B(|[zol|, ¢ = to), Y([[uronllese)}
aquivalent: Voo e M CR" 3 e KL,y € K :
lz(@)[] < B(lzoll, t = to) + (l|tgeo.llcze), VE = to

m

Erweiterbar auf attraktive invariante, nicht notwendig kompakte Mengen S,

), S), dist(zo, S) ersetzt werden (SET-ISS) [580].

integral ISS (IISS) [25]

35 € ’C£>’Y1772 ek
le @)1 < B(lwoll,t = to) + 1 (i V2l 1] 25e) A7)

BIBS-Stabilitat [576]
bounded-input-bounded-state

Voo € M CR™ u e LZ,IAN(M, x9,t) < 00 :
esssup||u(t)|| <M <oo = esssup||z(t)|| <N
t>to t>t0

UBIBS-Stabilitat

Veg € M C R u € L2, 3o1,00 €N :

[|z(®)l e < max{o([|zoll), oa([lu()llez)}

Tabelle A.14: Externe Stabilitdtskonzepte fir Systeme ohne Ausgang
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‘ Stabilitatskonzepte fir Systeme & = f(z,u,t);y = h(z,t) ‘

L9-Stabilitat; BIBO fir g=00 | Veg € M CR" {0 >0:u€ L] =y € L]

(Zames-Operatorstabilitét)

UBIBO-Stabilitit!4 Yue LR, e, d<o0 : ess 5up| ly(t)|] < cesssup|lu(t)||+d
t>to

dquivalent fiir LTT [077] HG( Mo <oo
gleichméaBige £P°-L°-Stabilitédt | Yu € L57, 3e,d < 00t |[Yjtg,qlcze < ¢l gl cze +d
c ist gleichméBige endliche £P¢-L%-Verstirkung'®
E/A-Stabilitat [575] Vo € MCR™ tg > 0,Yu € £, € KL, € K -

m

input-to-output stability (I0S) | [|y(¢)|| < B(||we 17|l zooe, t — T) + (] ooc)
fur fast alle Paare T' <t mit to < T <t
E-A/Z-Stabilitat [401] Veoe M C R t>0,Vu € LS, IFEL, 71,72 €K
(1088) (@)1 < B0z, t—to) 1 ([l sz H )
A/Z-Stabilitat [583] Vg e M C Rty >0,30€ KL, v € Ky
output-to-state stability [z < B(lzoll, t —to) + Y([|Yiro.nllcze<)
(0SS), wenn u = 0,, fiir LTI-Systeme aquivalent zur Detektierbarkeit
A /E-Z-Stabilitét VYoo € MCR™ Ik € N7 BeKL, vEK,Yuelrt:
output-to-input-and-state Yito]
z(t) (*)
lto.1 Lok

Linksstabilitat fir MIMO-LTI-Systeme
Minimalphasigkeit fiir SISO-LTI-Systeme

t
Hyperstabilitat [20] Vu mit ful (1)y(r)dr < 68||xo|| supl|z(7)]|, ¥Vt > 0 gilt:
0 0<7<t

3k,6 >0 [[a(t)]] < k(||zol| +9)
asymptotische Hyperstabilitat hyperstabil und z = 0,, ist GAS fﬁr u =0,

Nichtexpansivitét V(t,0,), YVt > to - f lly(7)|]3dr < f [|u()||3dT
Kontraktivitét bei strenger Ungl. dquivalent fiir G(s ) I1G(8)]|oo = sup Tamax(G(3)) < 1
Re s

Tabelle A.15: Externe Stabilitdtskonzepte fiir Systeme mit Ausgang

4Werden nur messbare beschrinkte Signale zugelassen, kann das Wesentliche Supremum durch das ge-
wohnliche Supremum ersetzt werden. UBIBO-Stabilitdt ist gleichbedeutend mit der Beschrinktheit des
Ubertragungsoperators. Im Linearen ist d = 0, wenn zusitzlich 2o = 0 angenommen wird; das kleinste ¢
ist dann die Operatornorm des Ubertragungsoperators. Im Nichtlinearen ist die additive Konstante auch
fiir z¢p = 0 vonnéten, wie §y = —y + 1 + u zeigt.

"Damit h : L3¢ — L3¢,z — y gilt, muss ohnehin sup{h(z) : ||z|| < a} < o00,Ya > 0 sein. Mit der
Zusatzbedingung h(0,,) = 0 folgen die K-beschrinkte Funktionen, d.h. h(0,) = 0, 3o € K : [|h(z)]| <
a(]|z|]). ISS plus K-beschrinktes h ergibt IOS [575].
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A.6.3 Implikationen zwischen den Konzepten

Bei LTI-Systemen sind fiir fast alle Systeme die jeweiligen Stabilitdtsdefinitionen zueinander

aquivalent (Ausnahme: grenzstabile und neutral stabile Systeme). LTV-Systeme und nicht-

lineare Systeme konnen dagegen in dem einen Sinne stabil sein, in einem anderen aber nicht.

Implikationen und ggf. Gegenbeispiele helfen das zu untermauern, s. auch [268].

GAS = UGAS fur & = f(z) und fir & = f(z,t) mit f(z, ¢ +7T) = f(z,?)
& = (6tsint — 2¢)x ist nur GAS, da nicht UGS [345]
&= =5 x(t) = Fha(ty) ist nur GAS, da nicht UGATT [345]
UGAS# UGES i =—a
ISS= UGAS klar, vgl. Definitionen mit u = 0
Aquivalenz fiir Hurwitz-stabile LTI-Systeme
A(l[ullz=e) = [1Bll2 J5* e lod [[ul| zoe, B(|zoll, £) = [|e]]2]]ao]]
Beispiel fiir ISS:
i = —ax® + baPo(u), k,p € N,p < k, k ungerade, ¢ € C*, 0(0) =0
UGAS#AISS T=—sat(x) +w;u=2,0=1,z(t)=1+¢
auch unter Hinzunahme der absoluten Integrabilitdt von w nicht,
denn es existieren UGAS-Systeme & = f(z) + v in R? mit der
Eigenschaft Ve > 0,3u : ||ul|p < e : z(t) — oo [579]
ISS=TISS nicht umgekehrt, vgl. # = —arctanz + v mit 2o = 1,u = 5
IISS= UGAS klar, vgl. Definitionen mit u =0
CICS#AISS & = —x + zu, aber ISS=-CICS
ISS=BIBS, CIBS | fiir zahlreiche weitere Implikationen zu ISS s. [582]
UBIBS#4ISS i = —(cosu)’z;u = Z (System ist neben UBIBS auch UGAS.)
10S=UBIBO IOS ist mehr, da zusétzlich y — 0, wenn « — 0 gelten muss [575]
UBIBO#AIOS y=u+1
UGAS#-CICS &= —z+ 22uyu(t) = e '1(t), z(t) = (2710)23% — oo fiir zy > 2
Implikation gilt auch fiir vorwérts vollst. Systeme nicht [198]
UGAS ist notwendig fir CICS, d.h. CICS= UGAS
fiir LTI-Systeme gilt UGAS=-CICS
UGAS#CIBS i=—z+ 22+ Dusu(t) = (2t +2)7Y2 20 = V2,2(t) = V2t + 2
UBIBO=-CICO [577]
UGAS#UBIBO v=—-y+ @+ Duu=1

Fiir LTI-Systeme gilt UGAS=UBIBO, [577]

UBIBO# UGAS

Ty =T1,Tg = —Ty +U,Y = T

LTI: UBIBO + Minimalitat = UGAS

Tabelle A.16: Ausgewéhlte Implikationen zur Stabilitat (Teil 1)
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UGES=-LY; unter diversen Abschitzungen fiir f(.) und h(.) [345]
q € [1,00]

ISS=L> unter diversen Abschatzungen fiir f(.) und h(.) [345]

ULES=-sLY, Der Vorsatz ,,s“ steht fiir ,,small-signal®.

q € [1,00] | unter diversen Abschatzungen fir f(.) und h(.) [345]
ULAS=sUBIBO Der Vorsatz ,,s“ steht fiir ,,small-signal®.
unter diversen Abschitzungen fiir f(.) und h(.) [345]
ULES=- ULAS Fiir LTV-Systeme gilt Aquivalenz [543].
i = (sinln(t+ 1) +cosln(t + 1) —a)x; x(t) = eltHDsinmt+D=(lo+DsinIn(to+1)=alt=to) (1)
instabil fir a < 1; LS, nicht ULS, nicht LAS fir a = 1; LAS und ULS, nicht ULAS fiir
a = /2; ULAS fir a > v2

_22¢qinl o
r¥sin, x#0

TS# ULAS T = aber, Implikation gilt fiir & = Ax

0 xz =0,

Umkehrung: ULAS + f gleichm. lok. Lipschitz!6= TS [442], [340]
LP-L£9-Stabilitét Fiir LTI-Systeme siehe [311], [168].
GATT# GAS Vinograd-Beispiel: instabil, aber global attraktiv'?

af(@s — 11) + 23
(af + x%z)((l + (QI% )+ 3)?)
. To(To — 2X1 . ..
S i @ eagp) ==
Fir LTV-Systeme sind GATT und GAS &quivalent.
Ultimative Beschranktheit = Lagrange-Stabilitét, nicht umgekehrt
Lyapunov-Stabilitdt = Zhukovskii-Stabilitdt = Poincaré-Stabilitét [198]

Lyapunov-, Zhukovskii- und Poincaré-Stabilitdt sind dquivalent fiir Ruhelagen

.’i’lz .i’1:Ofﬁf.1'1:.”L'2:0

Zhukovskii-, Poincaré-Stabilitit sind dquivalent fiir periodische Losungen, wenn f € C!
Fir Unterschiede s. [198] und [391]
x(t) =t + xo zu & = 1 ist Lyapunov-stabil, aber nicht Lagrange-stabil.

Fir minimale LTI-Systeme sind Hyperstabilitdt und Passivitdt bzw. asympt. Hypersta-
bilitit und strenge Passivitit dquivalent [20].1® Fiir u = 0,, folgt LS bzw. GAS.
Asymptotische Hyperstabilitat = BIBO-Stabilitét

Nichtexpansivitiat = Lyapunov-Stabilitat

Kontraktivitat = GAS

Tabelle A.17: Ausgewéhlte Implikationen zur Stabilitat (Teil 2)

16 GleichmiBig lokal Lipschitz-stetig meint lokal Lipschitz-stetig unabhingig von t.

17 Etwas einfacher ist &1 = 23 — x%, &9 = 22129, bei dem der Punkt Unendlich in R? eingeschlossen wird und
+00, —o0 als ein Punkt betrachtet werden (Alexandrov-Kompaktifizierung des R?) [548].

18GStatt der Begriffspaare ,Hyperstabilitit, asymptotische Hyperstabilitit werden gelegentlich die Paare
»allgemeine Hyperstabilitéat, Hyperstabilitiat® bzw. ,schwache Hyperstabilitit, Hyperstabilitdt* verwendet.
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A.6.4 Stabilitatssatze

Dieser Abschnitt enthalt niitzliche Hinweise zur Stabilitdtsiiberpriifung. Gegenbeispiele war-

nen vor Fehlschliissen. Die Sédtze werden dabei in die folgenden elf Gruppen eingeteilt:

—_

Stabilitatscharakterisierungen fiir LTV-Systeme
Lyapunov-basierte Satze

Ableitungsbasierte Satze fur autonome Systeme
Ableitungsbasierte Satze fiir nichtautonome Systeme
Ableitungsbasierte Satze fiir nichtkonstante Losungen
Ableitungsbasierte Satze fur L£2-Stabilitat

Sétze fiir pseudolineare Systeme

Sétze iiber verschwindende Storterme

© 0N oUW

Séatze fiir gekoppelte Systeme

._.
e

Abschétzungstheoreme

11. Fixpunkttheoreme

1. Stabilitatscharakterisierungen fiir LTV-Systeme

Fir LTV-Systeme mit © = 0, als einzige Ruhelage sind alle lokalen Stabilitdtsaussagen
zugleich global giiltig, da xz(t) = ®(¢,t)z(ty) linear vom Anfangszustand abhéngt. Somit
kann die Stabilitat aquivalent tiber die Transitionsmatrix ®(t, ) beschrieben werden. Die
Aussagen aus [614] sind hier in Tabelle A.18 kompakt zusammengefasst, wobei induzier-
te Normen!® zu verwenden sind. Einfacher zu handhabende Charakterisierungen sind fiir
spezielle Systemklassen in Abschnitt 2.8 aufgefiihrt.

LS sup ||D(¢, to)|| < oo
t>to
LAS Jim [|®(¢,t0)|| =0
LES Je> 1,3 > 0,Vt > 0: ||®(¢,0)]| < ce™™
< o1 < 0 (s. FuBinote 32, [152], [290])
ULS sup sup || (¢, £o)|| < o0
to>0 t>to
ULAS supsup ||®(t,to)|| < oo und lim sup ||®(¢,t)|| =0
= t0>0 t>to 1=00 4,0
ULES Je>1,3IN> 0,V > 15 > 0 ||B(t, tg)]| < ce At
< op <0 (s. Anm. A.6, [152], [290])

Tabelle A.18: Stabilitdtscharakterisierungen fir LTV-Systeme

Y Eine induzierte Norm (Operatornorm, natiirliche Matrixnorm) wird durch eine Vektornorm ||. ||y, iiber
def A . . .
[|Ally = maxgo Azl oryengt. So werden Spaltensummen-, Spektral- und Zeilensummennorm jeweils
#0n Tl ’ :

durch die l1-, l9- und [-Norm induziert; die Frobenius-Norm ist hingegen keine induzierte Norm.
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2. Lyapunov-basierte Sitze

Ohne Kenntnis der Losungen kénnen Stabilitatseigenschaften von Ruhelagen mit dem Lya-
punov-Theorem [614], [548], dem LaSalle-Yoshizawa-Theorem [367] oder Modifikationen die-
ser Theoreme nachgewiesen werden, siche hierzu Tabelle A.19%°. Leider geben die Theoreme
keine Auskunft dariiber, wie entsprechende Lyapunov-Funktionen zu finden sind. Bewéahrte
Methoden hierfiir sind die Variable Gradientenmethode (s. auch Ingwerson-Variante [262],
[501]), die Krasovskii-Methode [548] und die Chataev-Methode [546]. Weitere Methoden wer-
den in [493], [332] beschrieben. Als niitzlich erweist sich in diesem Zusammenhang auch die
Eigenschaft, dass die Menge der Lyapunov-Funktionen fiir eine asymptotisch stabile Ruhe-

lage konvex ist.

Neben den genannten analytischen Zugéngen zur Konstruktion von Lyapunov-Funktionen
gibt es viele algorithmische Methoden. Fiir Polynomvektorfelder bieten sich Sum-of-squares-
Typ-Ansétze fir die Lyapunov-Funktion an. Dabei sind SDP-Zulédssigkeitsprobleme zu 16sen.
Modifikationen ermoglichen in einigen Fallen (cosz, sinz, /x, e*, spezielle Sattigungsfunk-
tionen und rationale Funktionen ohne reelle Pole) die Erweiterung auf nicht-polynomiale
Vektorfelder [498], [499]. Ebenfalls auf SDP-Probleme fithrt die Methode in [10], die ein
Lyapunov-Theorem mit hoheren Ableitungen nutzt, oder die Methode in [205], die parame-
terabhangige Lyapunov-Funktionen verwendet.

Einen weiteren Zugang liefert die Carleman-Linearisierung [361]. Fiir das héherdimensionale
approximierende lineare System 2 = Az zu & = f(x) kann, wenn AT P+ PA = —I eine posi-
tiv definite Losung P hat, eine Lyapunov-Funktion V' (2) = 2T Pz mit 2 = ¢(z) (entsprechend
der Approximation) erstellt werden. Umgekehrt sichert das McCann-Theorem, wonach jedes
UGAS-System topologisch dquivalent zu einem 2n-dimensionalen linearen System ist, dass
zumindest die unendlichdimensionale lineare Approximation eine (unendlichdimensionale)
positiv definite Losung P hat; endliche Approximationen haben ggf. nur endliche Einzugs-
bereiche [281].

Vektor-Lyapunov-Funktionen empfehlen sich fiir grofle, gering gekoppelte Systeme [380].
Statt einer einzigen Lyapunov-Funktion werden mehrere iiber eine positive Wichtung kom-
biniert. An die Stelle des Nachweises der Negativitdt der Ableitung iiber die Léwner-Halb-
ordnung tritt der Nachweis der Negativitat im Sinne der natiirliche Halbordnung fiir Vekto-

ren, was die Konstruktion der Lyapunov-Funktionen erleichtert.

Die Forderung nach stetiger Differenzierbarkeit der Lyapunov-Funktion lasst sich durch Ver-
wenden der Dini-Rechtsableitung (Molchanov-Pyatinskii-Theorem) [510] abschwéchen. So-
mit konnen stiickweise Lyapunov-Funktionen genutzt werden, z. B. V(z) =max{V;(z), Va(x)}

[638], um in Verbindung mit LMI-Formulierungen die Einzugsbereiche zu vergréfern. Die

20Tn Tab. A.19 wird aus Platzgriinden fiir die Ableitung der Lyapunov-Funktion V (z,t) entlang der Lésungen
V(x,t) = %V(I(t;IO;tO))‘t:tn+0;zn:z geschrieben, obwohl LV (x,t) pragnanter ist.
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Eigenschaft Bedingung an V Bedingung an V'
lokal: Va € U.(0,)\0,,, Vt > tg :
al = f(x) V(0,) =0,V eC!
bli=f(xt)  |[V(O,=0vec ]
1b| stabil 0 < Wi(z) < V(x,t) Vi, t) <0 Lyapunov [345]
2a| gleichméaBig 0<Vi(x) V(z) <0 Lyapunov [345]
2b| stabil 0 < Wi(z) < V(e t) <Way(z) | V(z,t)<0  Malkin [345]]
3b| asympt. stabil | 0 < Wy (z) < V(z,t) < Wa(z) | V(z,t) < —g(t)Wa(z) <0
einty U (2.0)>0 ft‘;o g(t)dt = oo Hahn [268]
Wi(0,) =0, Wi(z) >0 V(z,t) < h(V(z,t),t),h(0,t) =0
W; e C° v = h(v,t) ist GAS; h € C°
comparison theorem [268], [399]
0 <V(x,t); ||f(z,t)]| <¢ V(x,t) < —Ws(z)<0 Marachkov [380]
0 < V(x,t); V(z,t) < —a(V(z,t));a €k Salvadori
0 < V(x,t) f/(x,t) <co. ff/(x,t) <c [519]
w(z, ) Wi(z) < V(x,t) V(z,t) <0
tlg})lo w(t, ) = 0o . [399]
4a| gleichméBig 0<V(x) V(z) <0 Lyapunov [345]
asymp. stabil V(z) <0 Barbashin-Krasovskii [345]
Art)e{z:V(x) =0} : z(t) Z0, [358]
V(1) < 0Vz £0:V(z) =0
VO(z) =0 firi=2,3,...,2k [467]
0<V(x) V(x) <0; UAS bez {z:V(z)=0}
Kalitine [122]
i W) <V < Wae) [ Vi) < “Wile)” LaBalie Yoshizawa)
ATVt +T),t+T)—V(z(t),t) < —Ws(z(t))
Narendra-Annaswamy [472], [7]
0 < Wi(z) < Vi(z,t) < Way(z) | Vi(z,t) < —Wi(z) <0 Matrosov
max{|Va(z,1)], || f(z,8)[} < ¢ | Vo(x,t) 2 0 auf {z : Wi(z) = 0} [425]
5| gleichméBig | ky||z|> < V(x,t) < kof|2||? Vi(z,t) < —ks||z]|? ki >0
exp. stabil [|VoV (2, 0)]] < kallz]| Krasovskii [548]
6| instabil V(z,t) < Wa(x) V(x,t) > Ws(z) >0 Lyapunov [614]
Jzg € Us\O,, : V (o, t0) > 0 V(x,t) = ksV (z,t) + w(z,t)
w(z,t) >0, ks >0 Lyapunov [614]
7| Globalitat Va#0,,¥t> to: V-Bedingung | V& #0,.,Vt> to: V-Bedingung

Zzgl. hmeHﬁoo V(Z‘) = 00 bzw.

hmeHHOO Wl(??) =0 [614}

Tabelle A.19: Stabilitdtstheoreme vom Lyapunov-Typ
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Forderung nach negativer Definitheit der Ableitung der Lyapunov-Funktion lédsst sich eben-
falls abschwéchen, was allerdings die Hinzunahme anderer Bedingungen erfordert, s. das
LaSalle-Theorem [345] oder die Theoreme in Tabelle A.19. Letztlich ist im AS-Fall zu zeigen,
dass die Menge der Punkte, in denen die Ableitung der Lyapunov-Funktion verschwindet,
keine invariante Menge aufler dem Nullpunkt enthélt. Eine Erweiterung des Invarianzprin-
zips auf periodische Systeme gelingt formal, wohingegen der allgemeine zeitvariante Fall
schwieriger ist, da bei diesen Systemen positive Grenzmengen nicht notwendigerweise invari-
ant sind. Entsprechende Sétze fuBen deshalb auf dem Barbélat-Lemma?! [548], der Methode
der Grenzgleichungen [31], [386], dem Matrosov-Theorem [444], [413] oder fiir eine spezielle
Klasse auf einem Ergebnis vom Zentrumsmannigfaltigkeit-Typ [43].

Analog zu den Stabilitdtstheoremen vom Lyapunov-Typ gibt es auch Theoreme fiir den
Nachweis der Instabilitit, s. Tabelle A.19 oder das Chataev-Theorem [548].

Alle vorgenannten Theoreme sind nur hinreichend. Es gibt lediglich Umkehrtheoreme (Per-
sidskii fiir LS; Massera fur LAS, LES; Corless fur ULES; Zubov fir ULS; Kurcveil fiir
ULAS?%) [595], [455], [37], die die Existenz einer Lyapunov-Funktion garantieren.

Lésst sich keine globalgiiltige Lyapunov-Funktion finden, so ist die Ruhelage moglicherweise
nicht alleinige invariante Menge im Zustandsraum. Andere Ruhelagen lassen sich per Ruhe-
lagenanalyse schnell ausschliefen. Periodische Orbits oder gar kompliziertere Mengen sind
schwieriger zu detektieren. Speziell fiir den Nachweis eines periodischen Orbits in R? gibt
es das Poincaré-Bendixson-Theorem [292]; zum Ausschluss das Bendixson- und das Dulac-
Theorem [265], s. [186] fiir eine Ubersicht zu Sétzen fiir n > 2.

Erweiterungen: Stillschweigend wurde bisher die Eindeutigkeit der Losungen vorausge-
setzt. Das Konzept der globalen starken Lyapunov-Stabilitiat (GSS) erweitert GAS, indem
alle (nicht notwendig eindeutigen) Losungen nach 0,, konvergieren miissen. Hierfir existiert
ein Satz von Kurcveil [370], [522]. Im dualen Lyapunov-Konzept nach Rantzer [526] geht es
hingegen um die Konvergenz fast aller Losungen gegen eine Nullruhelage.

Zwischen Stabilitat und asymptotischer Stabilitit ist die Semistabilitéit einzuordnen. Sie fin-
det Anwendung bei Systemen mit einem Ruhelagenkontinuum und fordert, dass jede Losung,
die in einer Umgebung einer stabilen Ruhelage startet, zu einer (moglicherweise anderen) sta-
bilen Ruhelage strebt, die ihrerseits stetig von den Anfangswerten abhéngt.

Die Konzepte der semiglobalen bzw. praktischen asymptotischen Stabilitdt sind zweckmé-
Bige Abschwachungen. Im ersten Fall wird analysiert, ob ein parametrisiertes System (mit
Einstellparameter) eine beliebige Ausdehnung des Einzugsbereichs gestattet; im zweiten, ob

eine Konvergenz beliebig nah zur Ruhelage gelingt.

21 Zuginge diesen Typs zeigen gemeinhin GAS, aber nicht UGAS.
22Fiir f € C° impliziert UAS die Existenz einer glatten Lyapunov-Funktion; Lyapunov-Stabilitit impliziert

dies aber nicht.
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Im Konzept der bedingten Stabilitdt wird die zuléssige Variation der Anfangswerte auf eine
Menge S eingeschrankt. Danach ist die instabile Ruhelage x = 05 von &1 = x1; &3 = —x auf
S = 0 x R asymptotisch stabil [400]. Bezieht sich S direkt auf eine Teilmenge der Zustands-
koordinaten, so wird auch von partieller Stabilitdt gesprochen, die mit dem Rumyantsev-
Theorem behandelt werden kann [545]. Anwendung finden diese Konzepte, wenn bestimmte
Zustande praktisch irrelevant sind (z. B. Integratoren bei Transformation auf Zeitinvarianz
oder bei Pfadregelproblemen, nichtverschwindende Parameterfehler bei aber asymptotisch
stabilen Regelfehlern in adaptiven Systemen). Letztlich sei das Konzept der Stabilitdt beziig-
lich einer Funktion genannt, das bereits von Lyapunov eingefiihrt wurde und Bedeutung fiir
die Zustands-Ausgangs-Darstellung hat. Die betrachtete Funktion ist dann gerade y = h(z).

Andersartige Erweiterungen beziehen sich wegen unstetiger rechter Seiten auf verallgemei-
nerte Losungen von & = f(z,t);z(ty) = xo [119], z. B. geschrieben als Integralgleichung

1) =20+ /tt Fa(r),7) dr. (A.2)

Der Vorteil der Darstellung (A.2) ist, dass abzéhlbar viele Unstetigkeiten von f beim Inte-
grieren keine Rolle spielen. Da die Integration zudem gléttet, sind die uber (A.2) definier-
ten Carathéodory-Losungen absolutstetig und erfiillen die Differenzialgleichung fast iiberall.
Eine Alternative sind die Euler-Losungen, die auf einer Glattung der rechten Seite beru-
hen (stiickweise affine Approximationen von f). Letztlich seien noch die Krasovskii- bzw.
Filippov-Losungen genannt, die das Prinzip des Differenzialeinschlusses nutzen (mengenwer-
tige Betrachtung an & € F(z,t)). Die Filippov-Losungen finden bei der Modellierung von
Haft- und Gleitreibung sowie in Sliding-Mode-Reglern Anwendung.

Die Stabilitatsbetrachtung fir nichtlineare differenzial-algebraischen Systeme erfolgt analog
zum Linearen [67], [206] meist durch eine Aufspaltung der Komponenten in jene, die der
Dynamik unterliegen, und jene, die durch die algebraische Gleichung fixiert werden [453].
Als hilfreiches Werkzeug in der Lyapunov-Theorie aber auch bei der Exakten Linearisierung
erweist sich dabei fir Systeme in semi-expliziter Form & = f(z,z) und 0 = g(z,2) die
M-Ableitung

ov. oV ~1 dg
MV (2,2) = (55 — 5z A
Ve = (g = 5o <02T> 8er> (48)
die letztlich die Rolle der Lie-Ableitung L,V (z) itbernimmt [62

Bei Systemen mit Totzeit sind statt Lyapunov-Funktionen sog. Lyapunov-Krasovskii-Funk-
tionale zu verwenden, da numehr Anfangswertfunktionen auftreten. Der einhergehenden
schwierigeren Behandlung kann héufig iiber das Razumikhin-Theorem ausgewichen werden,

welches Funktionen und Bedingungen nutzt, die denen vom Lyapunov-Typ dhneln [258].

Einzugsbereich: Lokale asymptotische Stabilitét ist eine fiir Anwendungen unzureichende
Eigenschaft. Vielmehr ist regionale Stabilitat vonnoten, die die asymptotische Stabilitéit un-
ter Angabe des exakten Einzugsbereichs Q = {zo € R" : tli}m x(t; xo, to) — 0,} oder einer
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Approximation bezeichnet [367]. € ist eine offene, einfach zusammenhingende®®, invariante
Menge. Der Rand von 2 ist ebenfalls eine invariante Menge, die von Trajektorien geformt
wird [37], [595]**. Eine Lyapunov-Funktion V,,(z), die den exakten Einzugsbereich liefert,
heifit maximale Lyapunov-Funktion [609].%° Sie erfiillt zu den Eigenschaften einer Lyapunov-
Funktion zusatzlich IE{B{Q V(z) = oco. Diese Eigenschaft ist das Pendant zur globalen Unbe-
schranktheit bei @ = R™. Bis auf wenige Ausnahmen lassen sich V;,(z) und letztlich auch
Q nicht geschlossen berechnen. Zum einen gibt es Einzugsbereiche von fraktaler Struktur,
wenn beispielsweise mehrere Attraktoren im Spiel sind, zum anderen erfordert V,,(z), eine
partielle Differenzialgleichung zu 16sen (Zubov-Theorem [652], [268])

ov(z)

0xT
Dabei ist h(x) eine positiv definite Funktion, die so gewahlt wird, dass sich (A.4) gut 16sen
lasst. Das Urbild von v(z) ist der exakte Einzugsbereich Q@ = {z € R" : 0 < v(z) < 1},

und es gilt V,,(z) = —In(1 — v(z)). Nach dem Zubov-Theorem existieren also maximale

J() = —h(z)(1 - v(2)). (A4)

Lyapunov-Funktionen, die ihrerseits von der Wahl von h(z) abhidngen. Sollte f nicht die
Existenz einer Losung fir alle zp garantieren (etwa bei endlicher Fluchtzeit) oder f auf R™
nicht iiberall stetig, definiert und beschrankt sein, ist die rechte Seite in (A.4) um den Faktor
1+ ||f(2)]|? zu erginzen, der aus einer Zeitskalentransformation stammt [257]. Letztlich
ergeben sich vereinfachte Berechnungen fiir V,,,(z), wenn 2 bekannt ist [652].
Da (A.4) nur selten geschlossen 16sbar ist, wird auf Reihenentwicklungen [609] oder Mo-
difikationen der Differenzialgleichung [217] ausgewichen. Alternativ wird der Einzugsbe-
reich direkt iiber parametrisierte Lyapunov-Funktionen per Optimierung bestimmt. Da-
bei wird ausgenutzt, dass die offenen Subniveaumengen £, = {# € R" : V(2) < a} mit
Vo € £L;\0, : V(x) < 0, innere Approximationen des Einzugsbereichs darstellen, wenn sie
einfach zusammenhéngend und beschrankt sind und natiirlich den Nullpunkt umschlieflen.
Bewséhrt haben sich jene Verfahren, die auf SDP-Formulierungen fithren [131]. Eine génz-
lich andere Idee verfolgen Henrion und Korda [278], die die Einzugsbereichsberechnung in
ein unendlichdimensionales lineares Optimierungsproblem auf dem Kegel der Borel-Mafle
umformulieren. Dank endlichdimensionaler LMI-Relaxationen kénnen somit gute Approxi-
mationen des Einzugsbereichs erhalten werden.
Einzugsbereiche fiir nichtautonome Systeme ohne Eingénge kénnen tiber den Umweg ord-

nungserhaltender?® oder ordnungserhéhender Autonomisierungen erhalten werden. Bei einer

23Eine wegzusammenhingende Menge heifit einfach zusammenhéngend, wenn jede geschlossene Kurve stetig
zu einem Punkt geschrumpft werden kann. Im R? darf die Menge keine ,Locher“ haben.

24Der Rand kann auch vollstéindig aus Ruhelagen bestehen, vgl. i; = (—a + |21| + |z2|)z; [257].

BFiir 41 = —21 + 223w9; @9 = —x9 gilt Q= {z € R?: 2129 < 1} und V,,,(z) = l—ﬁwz + x2 [268].

26 iir & = A(t)x bewerkstelligt « = T'(t)z mit T'(t) = A(t)T(t) —T(t)A die Transformation auf das autonome

System 2 = Az, siehe [362] fiir Hinweise zur Konstruktion von T'(t). Zur Autonomisierung linearer und

nichtlinearer Differenzialgleichungen empfehlen sich Kummer-Liouville-Transformationen [69].
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Ordnungserhéhung sollte dabei keine klassische Integratorerweiterung gewihlt werden?, son-
dern eine Zeittransformation vom Fowler-Typ (z.B. t = —In72), sodass auch der erweiterte
Systemzustand 7 asymptotisch stabil ist [219]. Erweiterungen auf nichtautonome Systeme
unter Storungen oder mit Eingédngen (Konstruktion von Control-Lyapunov-Funktionen) wer-
den in [116] betrachtet.

3. Ableitungsbasierte Séitze fiir autonome Systeme
ULES kann fiir & = f(x); f(0,) = 0,, und stetig differenzierbares f in U.(0,)? nach Lyapu-
novs indirekter Methode [614] im endlichdimensionalen Fall tiber die Linearisierung

At = Aax mit A = o7 =Df(0,) (A.5)

oxT|
geschlossen werden, wenn A Hurwitz-stabil ist.?? In diesem Fall gilt auch die Umkehrung, d. h.
ULES von ¢ = f(z) impliziert ein Hurwitz-stabiles A [548]. Das Hartman-Grobman-Theorem
[548], [596], [275] liefert anhand von A bei hyperbolischen Ruhelagen (keine Eigenwerte auf
imaginérer Achse) noch weitergehende Aussagen iiber das Verhalten um die Ruhelage. Im
Fall nicht-hyperbolischer Ruhelagen ist keine Aussage méglich, vgl. & = 2® mit instabiler
und & = —2® mit stabiler Ruhelage, aber gemeinsamer Ruhelagenlinearisierung az = 0. In

solchen Situationen hilft die Methode der Zentrumsmannigfaltigkeit weiter [548].

Globale Aussagen lassen sich aus nichtkonstanten Jacobi-Matrizen nicht ableiten, selbst dann

nicht, wenn sie fur alle x Hurwitz-stabil sind.

Markus-Yamabe-Vermutung [437], (1960):
i = f(z), f(0,) =0, mit f € C' ist GAS, wenn Re \; (Df(z)) < 0 fiir alle z gilt.

Beispiel A.8 (Gegenbeispiel zur Markus-Yamabe-Vermutung [138], (1997))

i —x1 + m3(31 + T273)? —1+z3p(z)  aip(x)  womsp(x) + 102 ()
By |=| —x2— (z1+2013)? |, Df(z)= —p(z) —1—ax3p(x) —x3p(x)

mit p(z) = 2(x1 + z2x3) zeigt, dass \23(Df(x)) = —1 fiur alle € R” gilt. Die Losung
z1(t) = 18e!, mo(t) = —12e*, x3(t) = e~" ist unbeschréinkt.

Anmerkung A.4 Die Markus-Yamabe-Vermutung ist fiir n = 1 und n = 2 richtig, wobei
Beweise fiir den letzteren Fall unabhéngig in [189], [227] und [263] erbracht wurden. Sie ist

27Bei klassischer Integratorerweiterung erfolgt die Zeittransformation a posteriori durch das Einbeziehen von

Unendlich als Ruhelage, siehe dazu FuBnote 7.

28 Mitunter wird die Forderung, dass f stetig differenzierbar sein muss, vergessen. Weder die Existenz der
Jacobi-Matrix (Schema der partiellen Ableitungen) noch die Existenz der Fréchet-Ableitung reichen aus,
da diese Punktkonzepte keine Lipschitz-Stetigkeit in der Umgebung implizieren.

29Ein analoges Theorem gilt fiir unendlichdimensionale Systeme [118].
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auch richtig, wenn D f(z)+(Df(z))" eine Hurwitz-stabile Matrix ist [274]. Selbstverstandlich
ist sie nur hinreichend, vgl. & = —x|z|. Uberdies konnen die Eigenwerte der Jacobi-Matrix in
bestimmten Gebieten sogar positiv sein. So sind sie fir das GAS-System & = —4x|z — 1| — =z
im Intervall (%, 1) positiv. Das zeigt einmal mehr, dass die Eigenwerte der Jacobi-Matrix
zundchst nur etwas dariiber aussagen, wie sich benachbarte Punkte im Phasenraum relativ

zueinander(!) bewegen.

Anmerkung A.5 Das Pendant zur Marcus-Yamabe-Vermutung ist im Diskreten die
LaSalle-Vermutung [374], wonach aus einer fiir alle x Schur-stabilen Jacobi-Matrix auf GAS
geschlossen werden kann. Auch diese Vermutung ist falsch [440], und zwar sogar fiir n > 2.
Eingeschrénkt auf Polynomvektorfelder gilt sie fiir n < 2, nicht aber fiir n > 2. Eine all-
gemeingiiltige Ausnahme bilden radiale Df(z) (Spektralradius und -norm sind gleich). Fiir
Polynome beliebiger Ordnung gilt die Verschiarfung der LaSalle-Vermutung, wonach Schur-
Stabilitdat von absD f(x) fir alle  GAS impliziert [139].

4. Ableitungsbasierte Sitze fiir nichtautonome Systeme

Beim Anwenden von Lyapunovs indirekter Methode auf Systeme & = f(z,t); f(0n,t) = 0,
ist Sorgfalt geboten. Das beginnt mit einer , gleichméBigen“ Linearisierung3’
. . of (x,t) , |If (z,t) — A(t)z]]
AL = A(t)ax mit Alt) = ——— und lim su =0. (A6
(t) (t) oxT o, llzl|=0 t>g) [[2]] ( )

Die Bedingung (A.6) verhindert ein unbeschranktes Wachstum des Restterms und somit

seine Dominanz iiber den Linearteil. Ohne (A.6) entstiinden Fille wie i = —xz + e’z? mit der
Losung z(t) = 1/(0““)1(10) —(t—to)e') (endliche Fluchtzeit t = L fiir £y = 0), in denen trotz

stabilem Linearteil die Losung instabil ist. Natiirlich kann der Rest auch konform mit dem
Linearteil wirken, z. B. bei # = —z — t2®, weshalb (A.6) fiir abgeleitete Stabilititsaussagen
nur hinreichend ist. Eine Abschwichung von (A.6) etwa auf eine gleichméafiige Lipschitz-
Bedingung an f gelingt nicht [41].

Die angesprochene Sorgfalt ist ein weiteres Mal vonnéten, wenn namlich aus der Stabilitét
der Linearisierung ai = A(t)az nach (A.6) mit sup,c( ) [A(t)| < co auf die des Originals
% = f(x,t) geschlossen werden soll. So impliziert gleichméafiige asymptotische Stabilitiat der
Ruhelage az = 0, dass z(t) = 0,, gleichmiBig lokal asymptotisch stabil ist [548]. Umgekehrt
kann aus ULES (ULAS) von z(t) = 0,, auf UGES (UGAS) der Linearisierung geschlossen
werden [548], [203]. Ferner sichert exponentielle Dichotomie®!, dass die Stabilitétseigenschaft

39Die Bedingung besagt, dass der Rest schneller als  und zudem unabhiingig von ¢ nach null strebt. Sie
kann mit g(z,t) = f(z,t) — A(t)z auch als Vt : ||g(x, t)|| < h(z)||z]|,lim,—0, h(z) = 0 oder als Vt > 0,z €
U(0,) = [|g(z,)]| < e||z||P, e > 0,p > 1 geschrieben werden.

31 Exponentielle Dichotomie stellt die Erweiterung der hyperbolischen Ruhelagen auf nichtautonome Systeme

dar. Sie fordert eine Aufspaltung in eine lineare Mannigfaltigkeit von Losungen, die exponentiell nach null,

und eine, die exponentiell nach unendlich strebt [143].
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der Nulllosungen az(t) = 0,, und z(¢) = 0, gleichlautend ist [143]. Auf die GleichméaBigkeit
bzw. die exponentielle Dichotomie kann ohne zuséatzliche Einschrankungen nicht verzichtet
werden! Eine solche Einschrinkung ist die auf Lyapunov zuriickgehende Forderung nach
einer reguldren linearen Approximation. Ist sie erfiillt, darf asymptotische Stabilitidt bzgl.
x(t) gefolgert werden, wenn der grofte Lyapunov-Exponent g des az-Systems negativ ist.
Die Forderung nach Regularitét i. S. von Lyapunov ist dabei substanziell, wie das legendére
Perron-Beispiel A.9 belegt.

Beispiel A.9 (Perron-Effekt [505], (1930))
Als Perron-Effekt wird der Vorzeichenwechsel des gréfiten Lyapunov-Exponenten®? des Ori-
ginalsystems (A.7) gegeniiber dem seiner Linearisierung (A.8) bezeichnet, wodurch beide ein
lokal unterschiedliches Stabilitdtsverhalten aufweisen. Das System
1= —am (A.7a)
#y = (sinIn(t + 1) + cosln(t + 1) — 2a)xy + 27 (A.7b)
mit 1 <2a <1+ %c*" hat die Losung

z1(t) = e~ t) g (¢))

To (t) _ e(t+1) sinIn(t+1)—(to+1) sinIn(to+1)—2a(t—to) <x2 (t()) i ;1’,‘% (to) /t e_(7—+1) sin 1n(T+1)dT> ,
to

aus der die Lyapunov-Exponenten LF; = 1 + %e’” —2a > 0 und LEs = —a berechenbar
sind [393]. Dabei signalisiert LE; Instabilitat. Die Linearisierung von (A.7) lautet

A:tl = —GAT1 (Aga)
A%y = (sinln(t 4+ 1) + cosn(t + 1) — 2a)az,. (A.8b)
eia(tit()) O ‘| |: A.Z'l(t())

az(t)= O(t, to)ax(ty) = [ 0 (D) sinIn(t+1)— (to-+1) sinln(to+1)—2a(t—to) aza(to)

liefert direkt LE; = 1 — 2a < 0 und LFEy = —a, weshalb az(t) = 0, asymptotisch stabil ist,
allerdings nicht UGAS.%

32Beachte: Die Begriffsbezeichnungen sind in der Literatur nicht einheitlich. Sei z(t) eine Lésung von
% = A(t)z, so heiBt CE(z(t)) = limsup,_,. +In||z(t)|[2 charakteristischer Exponent dieser Losung
(Der negative C'E entspricht der von Lyapunov eingefiihrten charakteristischen Zahl.). Als Lyapunov-
Exponenten werden die Zahlen LE; = limsup,_, . ﬁ Ino;(®(t,t0)) bezeichnet, wobei o;(.) die Singular-
werte der Fundamentalmatrix ®(¢,to) sind. Fiir LTV-Systeme stimmen der grofite charakteristische Ex-
ponent oo = sup, cgn CE(2(t; A20)) und der grofite Lyapunov-Exponent o7, = LE; iiberein. Regularitét
eines LTV-Systems liegt vor, wenn Y ; CE;(z(t)) = lig iogf 11n|det ®(t,0)] fiir ein normales Fundamen-
talsystem {z;(t);¢ = 1,...,n} gilt. Die Lyapunov-Exponenten fiir ein LTI-System sind die Realteile der
Eigenwerte und fiir ein periodisches LTV-System die Realteile der Floquet-Exponenten.

3BWegen ||az(t)]|s < ce  t0)||az(to)||2 gilt ULES und damit auch ULAS. Mit e(t+1)sinn(t+1) < ot+1
e~ (ot D)sinIn(to+1) < glotl folgt |Azy(t)]| < e2(totNe(1=20)(t—to) | Az, (tg)], was zeigt, dass ¢ = e2(0+1) nicht

unabhéngig von ¢y ist.
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Der Perron-Effekt kann auch entgegengesetzt wirken, also mit instabilem ax-, aber stabilem
a-System [393]. Das widerlegt die Aussage, wonach eine Losung bzw. ein System instabil sei,

sofern der grofite az-System-Lyapunov-Exponent positiv ist.

Anmerkung A.6 Wird statt des grofiten Lyapunov-Exponenten der Bohl-Exponent
In | “P(h to)AI(t0)| ‘2 —In ||¢)(7'7 ﬁo)ACL’(to)”z

og = sup limsup
Ax(to)£0, | t—00 t—T1
t—T—00

von A¢ = A(t)az herangezogen, so kann aus dessen Negativitat auf ULES von & = f(,t)
geschlossen werden [152]. Fiir Beispiel A.9 ist o5 = v/2 — 2a. Die Stabilititsanforderung an
a aus gop < 0 ist dabei klar konservativer als die des x-Systems mit o, = 1+ %e‘” —2a < 0.
Es gilt o, < op < M mit [|A(t)]]s < M und ¢f, = op = max; Re \;(A) fir A(t) = A.

Mit dem Bohl-Exponent lésst sich eine notwendige Bedingung fiir chaotischer Losungen

formulieren, wihrend deren Beschranktheit und g7, > 0 dafiir hinreichend ist [198].

Anmerkung A.7 Ist A(t) kinematisch &hnlich zu einer konstanten Hurwitz-stabilen Matrix
B,d.h.3P(.): —=P~Y(P—AP) = B, sosichert o;, < 0 des az-Systems ULES [436]. Weiterhin
impliziert o5, = o¢ < 0 fiir Systeme erster Ordnung LAS des Originals [393].

Anmerkung A.8 Lyapunovs Satz zur Stabilitdat durch eine Erste-Ordnung-Approximation
(synonym fiir indirekte Methode) wird durch das Chataev-Malkin-Massera-Theorem [371]
verfeinert und das Leonov-Theorem (2008) [391] ergénzt. Letztlich geht es in beiden Theo-
remen um Zusammenhénge zwischen der exponentiellen Wachstumsrate des Restterms und
der Determinante der Cauchy-Matrix. Als Ubersichtsarbeiten und Erginzungen (Instabili-
tatstheoreme, diskrete Systeme, Beispiele) seien [393], [53] und [150] genannt.

Génzlich anders ist das Kelemen-Theorem [344], das sich auf Systeme & = f(z,u) bezieht. Es
weist grofie Ahnlichkeit mit den Sdtzen fiir langsam-zeitvariante Systeme auf, s. Abschn. 2.8.
Danach sichert eine hinreichend langsame Anderung von u Stabilitit beziiglich einer Familie
asymptotisch stabiler Ruhelagen, womit Stabilitdt einiger Gain-Scheduling-Strategien oder
der Feedforward-Linearisierung [238] begriindet werden kann.

5. Ableitungsbasierte Sitze fiir nichtkonstante Losungen

Die Stabilitdt von Losungen x(t; zo,to) kann auf zwei Wegen untersucht werden. Der erste
Weg orientiert sich am transformierten System (A.1) und untersucht die Ruhelage 7 = 0,
von & = f(z,t); f(0,,t) = 0, mit den Methoden von Punkt 4. Die Stabilititseigenschaften
von Z(t) = 0, tbertragen sich auf x(¢;zg,t). Der zweite Weg bezieht sich nicht auf das
transformierte System, sondern direkt auf & = f(z,t). Um in den Betrachtungen die unscho-
ne Abhangigkeit von ¢y loszuwerden (bei Lyapunov-Stabilitidt wird tiber die Anfangswerte,
nicht aber tiber die Anfangszeit variiert), erfolgt zunéchst eine Zeittransformation ¢ := ¢ —t,
die im zeitinvarianten Fall nattirlich gegenstandslos ist. Somit kann ohne Einschrankungen

von & = f(z,t); x(0) = xo bzgl. einer Losung z(; xy) ausgegangen werden.
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Satz A.1 (Stabilitit nichtkonstanter Losungen, [390])

Fiir f € C? folgt Lyapunov-Stabilitit einer Losung x(t;xq) aus A(t;Zo) = Df(x(t; Zo),t),
wenn ||®(t, 0;Zo)||]2 < 7(t) < 00; Ty € Us(mg) gilt. Jim ~(t) — 0 impliziert dann asymptoti-
sche Stabilitat von x(¢; xg).

Gegeniiber Lyapunovs indirekter Methode wird im Satz A.1 GleichméBigkeit bzgl. xo gefor-
dert. Ferner verhindert das Umgebungskonzept den Perron-Effekt, denn nur Losungen auf
dem Rand des Flusses, der stabil in der ersten Approximation ist, konnen den Perron-Effekt
hervorrufen. Klar ist auch, dass VZo € U.(xg) : 0(Zo) < 0 asymptotische Stabilitit sichert.

Die Notwendigkeit, Losungen des nichtlinearen Systems in der Umgebung zu betrachten,
zeigt sich anhand der instabilen Losungen in der Umgebung von xy = 0y in (A.7). Regu-
laritat der Linearisierung ertibrigt diesen Aufwand in Weg 1. GleichméBige (asymptotische)
Stabilitat der Nulllosung der Linearisierung reduziert in beiden Wegen ebenso den Aufwand
und lasst zudem den Schluss auf gleichméafiige (asymptotische) Stabilitat der Losung zu.

Beispiel A.10 (Linearisierung um nichtkonstante Lésungen)

# = 2% — 1 hat die instabile Ruhelage z1(t) = 1, die stabile Ruhelage z5(t) = —1 und die
Losung z3(t) = % fir |zo| # 1. Untersucht werden soll x3(¢;0) = — tanh .

Im ersten Weg wird nur um xz3(¢; 0) linearisiert und mit Regularitit argumentiert; im zweiten
Weg wird um alle Umgebungslosungen linearisiert.

Erster Weg: & = —2(tanht)Z + 72 folgt iiber # = z + tanht und liefert die Linearisie-
rung ai = —2(tanht)az. Uber a(t) = —2tanht < 0 kann asymptotische Stabilitdt von
Az = 0 und wegen der Regularitit bei Systemen erster Ordnung asymptotische Stabilitit

von Z(t) = 0 und letztlich von z3(¢) = tanh ¢ geschlossen werden.

s Axg—tanht
=2 1—Axgtanht

mit axg € U:(0); ¢ < 1. Alle Systeme sind wegen a(t; axg) < 0 asymptotisch stabil. So-

Zweiter Weg: Die Linearisierung bzgl. aller Umgebungslésungen lautet a AT

mit ist z3(t) = tanht eine asymptotisch stabile Losung. Analog wird argumentiert, wenn
|®(t,0; azg)| (ungleich aufwéndiger) entsprechend Satz A.1 betrachtet wird.

Die Losung von ai = —2(tanht)az lautet z(t) = %@sz(to) und zeigt, dass die Losung
sogar gleichméafig stabil ist, denn es gilt sup, - sup;s,, \C:(fifﬂ =1 < oo. Allerdings ist die

Losung nicht gleichméfBig asymptotische stabil, da ihr hierzu die gleichméfBige Attraktivitat
fehlt. Sie ist halt nur attraktiv, was tibrigens auch direkt aus x3(t, z9) — —1 folgt.

6. Ableitungsbasierte Satze fiir £?-Stabilitat
Fir Systeme ¢ = f(z,u,t) und y = h(z,u,t) darf aus der lokalen Ruhelagenstabilitét, der
Beschrinktheit und Gleichméfigkeit bzgl. ¢ der Jacobi-Matrizen ;TfT und a(?TfT sowie einer

Abschéitzung fir h auf lokale (besser Kleinsignal) £-Stabilitat geschlossen werden. Zwei
Satze finden sich fir ULAS bzw. ULES in [345].
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7. Sétze fiir pseudolineare Systeme®! i = A(z)z

Die Forderung, dass alle Eigenwerte von A(z) fir alle z in der linken offenen komplexen
Halbebene liegen, ist weder notwendig noch hinreichend, vgl. Beispiel A.11. Auch die Hinzu-
nahme einer exponentiellen Beschranktheitsbedingung zur Hurwitz-Bedingung, wie sie von
Langson und Alleyne (2002) [383] propagiert wird, erweist sich als nicht ausreichend fir
GAS, wie das Gegenbeispiel in [465] zeigt. Lediglich ULES kann geschlossen werden, wenn
A(0,,) Hurwitz-stabil ist, was sich direkt tiber 351;(55) le=0, = ((633)3: + A(z)e;))|s=o, = A(0,)

mit der indirekten Methode von Lyapunov begriinden lasst.

Beispiel A.11 (Stabilitdtsproblematik bei pseudolinearen Systemen)

.’,i?l _ —.f% + %{Elxg 0 T
1.52 0 _(1+$§)+.’I‘1 )

ist UGES [45], obwohl die Eigenwerte von A(z) nicht tiberall negativ sind. Fir

l-’l o —1 l’% T it i (O) - 2
i | |0 —1|]| ml 20 |~ |2
2x2(t)

sind A 9(A(z)) = —1, was GAS nahe legen konnte; doch die Losung z;(t) = (-3

2
T9(t) = 2¢7* entartet in ¢ = In/2 [604]. Die Nichtanwendbarkeit der Eigenwertbetrachtung
zeigt sich auch in der dquivalenten Darstellung fir das vorstehende System

-

in der gy, g2 € C! frei withlbar sind. Fiir g;(x) = 1 und go(x) = 0 bleibt ein Eigenwert des

Das System

und

—1+gi(z, m2)me 2% — ga(21, 22) 11 } [ T }
1) 7

92(1’171“2)@ -1 *92(131,132)251

jetzt neuen A(z), aber immer noch gleichen & = f(x), bei -1, wiahrend der andere bei —1+ 25

liegt und fir den gewahlten Anfangswert x4(0) = 2 instabil ist.

Pseudolineare Systeme erster Ordnung & = a(z)z sind genau dann GAS, wenn a(x) < 0 fir
alle € R\{0} gilt. Das ist namlich gleichbedeutend mit a(z) = f(x)/x < 0 bzw. dquivalent
V(z) = f(z)z < 0 fiir V(z) = 32°. Ferner sind pseudolineare Systeme GAS, wenn alle
Eigenwerte von A(z) + AT(z) in der linken offenen Halbebene liegen. Fiir Systeme mit
einer speziellen Diagonaldominanz wird in [45] ein Stabilitdtstheorem angegeben. Dariiber
hinaus findet sich fiir zustandsabhéngige Schaltsysteme A(x) € {Ai,..., Ay} in [45] ein
i. Allg. konservatives Kriterium, das die Verweilzeiten und Abklingraten in den stabilen und
instabilen Bereichen €2y, ...,€; in Bezichung setzt. Der Existenz quadratischer Lyapunov-

Funktionen fiir zustandsabhéngige Schaltsysteme widmet sich [244].

34 Andere Begriffe fiir Systeme & = A(x)z + B(z)u;y = C(x)z + D(z)u sind ,lineardhnliche faktorisierte

Systeme®, ,,Zustandsabhéngige-Koeffizienten-Parametrisierung®, ,, Erweiterte Linearisierung*.
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Fiir pseudolineare Differenzialgleichungen 2™ + f, 129 4+ ... + fiz = 0 mit den Funk-
tionen f; = fi(z"V ... & x) versagt die verallgemeinerte Hurwitz-Bedingung ebenfalls als
Mittel zum Stabilitdtsnachweis. Die Giiltigkeit der Hurwitz-Bedingungen an die f; fiir alle
x garantiert demnach nicht Stabilitat, wie es falschlicherweise in [210] behauptet wird, vgl.

-3 .
hierzu &+ + f (&, )z = 0 mit (0) = 0, £(0) = 1 und f(&,z) = { %83 fﬁ z 8 aus [630].

8. Sitze iiber verschwindende Storterme

Die folgenden Sétze beziehen sich auf Systeme, deren Ruhelage in einem bestimmten Sinne
stabil ist. Die Sdtze beantworten, ob und bis zu welchem Mafe ein Storterm, der in der be-
treffenden Ruhelage verschwindet, zuldssig ist, um das Stabilitdtsverhalten nicht zu &ndern.
Den Schwerpunkt bilden die lineardominanten Systeme, bei denen das LTI-Verhalten den

Einfluss nichtlinearer oder zeitvarianter Storterme dominiert.

Klassische Lyapunov-Abschdtzung
&= Az +g(x) mit [|g(@)[]s < ylle|l2 Ve € 2,0 <y < 555 9(00) = 00,9 €CO (A9)

Hurwitz-Stabilitdt von A und PA + ATP = —1I,, impliziert ULES auf 2. Umgekehrt liegt
ULES fiir
t=Ar+G(x)r lim G(z) = 0pxn; VL > 0,31 > 0: ||G(2)||2 < L, V||z]|2 <71 (A.10)

z—0p

nur vor, wenn A Hurwitz-stabil ist.

Abschdtzung mittels Stabilitdtsradius
i =Av+g(x)  mit|lg(Q)llz <rc(A) - [[¢]l2, V¢ € C\{0,} und g(0,) = 0,, (A1)

wobei g lokal Lipschitz-stetig, differenzierbar in 0,, und von endlicher Verstarkung ist.
Hurwitz-Stabilitat von A impliziert UGAS [289]. Gilt sup, Hﬂ&% < rg (A), folgt sogar UGES.
Lokale Versionen mit ¢ als lokaler Lipschitz-Konstante iiber Q und 0 < 6 < rg(A) fiur LAS
und mit 0 < 0 < r¢ (A) fir ULES [290] ergdnzen diese Familie von Sétzen. Die letztgenannte
Bedingung ist weniger einschrankend als (A.9), vgl. Abschn. 5.6 in [290].

Ist g reell — was tblicherweise der Fall ist — kann g durch ¢(¢) := g(Re () fortgesetzt wer-
den und die Resultate gelten dann fiir die fortgesetzten Funktionen. Die Bedingungen sind

hinreichend; fiir ein konkretes g mit sup, % > rg (A) kann durchaus Stabilitit gelten.

Lyapunov-Malkin- Theorem

¥1 = Ax; + g(x1,22)  g(Opy, xa) = 0y, (A.12a)
Ty = [o(1,72) f2(05,,22) = Opy (A.12b)

Wenn A Hurwitz-stabil ist, dann ist (0,,,0,,) stabil und asymptotisch stabil beziiglich z.

Fiir Trajektorien, die nahe (0,,,0,,) starten, gilt Jlim x1(t) = 0, und Jim xo(t) = ¢ [82].
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Asymptotisch zeitinvariante Systeme
= Az + g(x,t) mit lim g(z,t) =0, (A.13)

Die Folgerung, wonach GAS der Losung von (A.13) fiir Hurwitz-stabiles A vorliegt, ist falsch,
vgl. & = —x + 2e~'2?;2(0) = 1 mit z(t) = €.

Lyapunov-Abschdtzung fiir zeitvarianten Storterm
&= Az + g(z,t) mit ||g(z,t)||2 < h(t)||z]]2, / h(t)dt < oo, g €C' (A.14)
0

Lyapunov-stabiles A sichert Lyapunov-Stabilitdt in (A.14) [59]. Hurwitz-Stabilitit von A
sichert UAS [350]. Wird A durch A(t) ersetzt, so darf aus UAS von & = A(t)z weiterhin auf
UAS des gestorten Systems geschlossen werden [592].

Abschétzung fir speziellen asymptotisch verschwindenden Stérterm

b= (A +G(t)e  mit Vo > 0,38 < oo : /t°° 1G]t < B (A.15)

C

UGES bzw. UGS fiir # = A(t)x sichert UGES bzw. UGS von (A.15) [543].

Abschdtzung mit quadratischem Lyapunov-Kandidaten

T = f(z)+g(z,t) mit [|g(x,t)]]2 < yl|z|l2, Yo € B(0n,r),0 <y < cs/cy, V>0

und eqllallg < Vi, 1) < eal 3 V(2,8) < —esllol3 1 2201s < callal

(A.16)

ULES fur & = f(x) auf B(0,,r) sichert ULES von (A.16) [345]. Die Abschétzung ist hau-
fig konservativ. Auflerdem kann aus LAS fir & = f(z) LAS von (A.16) gefolgert werden,
wenn V (z,t) eine Lyapunov-Funktion vom quadratischen Typ ist, also V (z,t) < —c3¢*(z),
12211, < ca(e) mit [lg(z, )]s < 16(x) und 0 < 7 < ey/es.
Die ULES-Bedingung ist wichtig, denn x(¢) = 0 von & = —a% + cx mit ¢ > 0 ist instabil,
obwohl & = f(r) = —x3 sogar GAS ist. Die LAS-Bedingung greift mit V(z) = 2%, ¢(z) =
z3 v =1 wegen |cz| £ 12° in B(0,, ) nicht.

Die vorgenannten Sétze geben quantitative Abschatzungen fir die Einhaltung der Stabilitét
unter Storungen der Differenzialgleichung. Qualitativ gesehen ist nur ULES robust gegen-
tiber hinreichend kleinen Stérungen. Dabei ist die GleichmafBigkeit von Bedeutung, denn es
gibt Systeme, die UGS sind und die Eigenschaft der globalen exponentiellen Attraktivitat
(Konvergenz) besitzen, die aber nicht total stabil sind. Ursache ist, dass bei globaler expo-
nentieller Attraktivitat die Parameter der Vergleichsfunktion nicht unabhéngig von xy und

to sind.



A.6. STABILITAT 389

9. Satze fiir gekoppelte Systeme
Viele grofiere Systeme weisen spezielle Kopplungsstrukturen auf, z. B. eine Kaskadenform.
Dann geniigt es, meist einfache Bedingungen zu ergénzen, um fiir die Teilsysteme Stabilitit

nachzuweisen. Nachfolgend sind einige wichtige Beziehungen zusammengefasst.

Kaskadensysteme vom Typ:

1 = fi(zy, z2) f1(0py,05) = Opyy f1 lokal Lipschitz-stetig (A.17a)
To = fo(2) 12(0,,) = 0, f2 lokal Lipschitz-stetig (A.17b)
Implikationen:

- ULS fir @ = fo(x) und ULAS fir @1 = fi(z1,0,,)= (0,0)-ULS gesamt [595]
- ULAS fir @9 = fo(xg) und ULAS fiir @1 = f1(x1, 0y )< (0,0)-ULAS gesamt [595]

Gilt nicht fiir UGAS, vgl. iy = —z1 + 2329, 79 = —2» und 21(0) - 25(0) > 2.

Aber, wenn beide UGAS und f; global Lipschitz oder f; CIBS, dann (0,0)-UGAS [574]
- UGAS fiir @9 = fo(22) und ISS fiur @1 = f1(x1, z9)= (0,0)-UGAS gesamt [29]
- UGAS + ULES fir f, und IISS fiir fi, wenn affin in 2 = (0,0)-UGAS gesamt [29]
- UGAS + ULES fiir fo und @1 = fi1(21) + fi2(z1, z2) mit fio(z1,0,,) = 0y, siehe [448]
Kaskadensysteme vom Typ:

1 = fi(z1,u) f1(0,,,0) = 0y, /1 lokal Lipschitz-stetig (A.18a)
Zo = fo(w1,22)  f2(Ony, O0ny) = Op, f2 lokal Lipschitz-stetig (A.18b)
- ISS fur f; und ISS fiir fo mit x; als Eingang = ISS gesamt [581]
Small-Gain-Theorem

T = fl(xh‘rQ) fl(0n170n2)
To = fQ(xlv'%'?) f2(0n1>0n2)

Il
o o

n f1 lokal Lipschitz-stetig (A.19a)
o f2 lokal Lipschitz-stetig (A.19b)

ISS fiir f; mit x5 als Eingang und Verstiarkung v, € Ko sowie ISS fiir fs bzgl. 21 und
72 € Koo liefert UGAS, wenn die Small-Gain-Bedingung ~ (y2(r)) < r erfillt ist. Werden f;

und/oder f, mit Eingédngen versehen, folgt unter einer analogen Bedingung ISS [323].
Zwei-Zeitskalen-Systeme (singular gestorte Systeme)
j;l = fl(xh N t, E) Jil(to) = fL’l;s (AQO&)
Ei?z = fg(Il, ZT2, t, €) Ig(tg) = T2 (A20b)
und 0 < € < 1 hat mit 7 langsame und mit x5 schnelle Komponenten. Durch die Zeittrans-
formation 7 = (¢ — tg)/e lautet die Differenzialgleichung beztiglich 7
) = efi(z1, T, to + €75 €) 21(0) = @1, (A.21a)
xhy = fowy, T2, to + €75 €) 22(0) = mg,. (A.21Db)
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Mit € = 0 kann die schnelle Dynamik z}, = fa(z1.0, 22, to; 0); 22(0) = 29,0 untersucht werden.
Die durch 0 = f5(x1, z2,t;0) definierte Menge heifit langsame Mannigfaltigkeit. Sie kann
aus mehreren Teilmengen bestehen. Sei xo = ¢(x1,t) eine Beschreibung einer Teilmenge der

Mannigfaltigkeit, so reduziert sich die langsame Dynamik auf
i1 = fi(zn, ¢(z,1),50)  2i(ty) = @1se. (A.22)

Exponentielle Stabilitdat beider Teildynamiken impliziert lokale exponentielle Stabilitat der
Ruhelagen von (A.20) [355]. Asymptotische Stabilitat (da nicht robust beziiglich Stérungen)
reicht nicht, vgl. &, = —x3 + ez; und eiy = —xo mit 1 GAS fiir ¢ = 0, aber instabiler
Ruhelage des Originalsystems. Globale exponentielle Stabilitdt beider Systeme impliziert
nicht globale Stabilitéit, vgl. i1 = —z; + 2325 und €39 = —zp mit &; = —z; und z) = —z».

10. Abschitzungstheoreme

Abschétzungstheoreme (s. auch comparison theorem, comparison principle) erdffnen die
Moglichkeit [333], qualitative Eigenschaften einer Differenzialgleichung durch Vergleich mit
einer anderen, einfacher losbaren Differenzialgleichung abzuleiten. So liefert das Sturmsche
Theorem Aussagen zur Nullstellenanzahl von & + ao(t)z = 0, wiahrend Differenzialunglei-
chungen analog zum Majoranten- bzw. Minoranten-Prinzip von Folgen helfen, auf Stabilitat

bzw. Instabilitdt zu schliefen. Erfiillen die beiden skalaren Systeme

.’i’l = fl(t,.”ﬂ1) (IJl(to) = X190 (A23a)
j}'z = fg(t,xz) Ig(to) = T2 (A23b)
fl(t733') S fg(t,l') Vit Z to 10 S 20 (A23C)

und hat eines der Systeme eine eindeutige Losung, so gilt x;(¢) < xo(t) fiir ¢ > ¢ [333]. Bei
Nichtnegativitat der Losungen folgt dann z9(t) — 0 = x1(t) — 0. Theoreme dieses Typs
erweisen sich als niitzlich, wenn die Ableitung eines Lyapunov-Kandidaten V(z) das Vor-
zeichen wechselt (das Lyapunov-Theorem also nicht mehr greift). Gelingt eine Abschétzung
V(x(t)) < a(t)y(V), so kann aus dem Stabilitétsverhalten von v(t) = 0 des skalaren Systems
0 = a(t)Y(v) auf das von z(t) = 0, geschlossen werden [379], [399)].

11. Fixpunkttheoreme

Besonders fiir den Stabilitdtsnachweis in zeitdiskreten Systemen eignen sich Fixpunkttheo-
reme. Die bekanntesten sind die von Banach, Brouwer, Schauder, Tarski und Krasnoselskii.
Thre Anwendung ist dabei nicht nur auf zeitdiskrete Systeme beschrinkt, wie in [109] gezeigt
wird. Zu beachten ist, dass die Kontraktionseigenschaft von der gewahlten Norm abhéngt.
So ist f(@1,x2) = [0.9921,0.49(x1 + x2)]” in ||.||e kontraktiv, in ||.||2 aber nicht.
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AlA

Das Einbeziehen von Vorwissen in die Modellbildung liefert validere Modelle fiir technische Systeme
und flr Zusammenhange, die durch Funktionen beschrieben werden. Welches Vorwissen dabei
in der Praxis vorliegen kann und wie es mathematisch tber Restriktionen zu formulieren ist, wird
im ersten Teil der Arbeit erdrtert. Der zweite Teil widmet sich der Behandlung der entstehenden
restringierten Optimierungsprobleme, indem er in vier Zugangen Wege aufzeigt, die die Probleme
fir Standardloser aufbereiten. Ein Leitfaden fir die experimentelle Modellbildung mit Vorwissen
erganzt die Betrachtungen. Zahlreiche Beispiele vertiefen die Aussagen, wahrend 32 Tabellen und
eine Zusammenstellung zur Stabilitatsthematik dem Uberblick dienen.

»Auch wenn es schwierig sein kann, Vorwissen zu integrieren, so wird die Miihe dafiir meist starker
belohnt als jene fiir den Einsatz komplexerer Identifikationsmethoden.”
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