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1. Einleitung

Ein zentraler Aspekt der Brunn-Minkowski Theorie, die Ende des 19. Jahrhunderts von H.
Brunn und H. Minkowski begriindet wurde, ist die Verbindung der Minkowski-Addition
mit dem Begriff des Volumens. Ein konvexer Koérper ist eine kompakte, konvexe Menge mit
nichtleerem Inneren im d-dimensionalen euklidischen Raum R?. Das Volumen V(on K1+

-+« + 0k K)) einer Minkowski-Summe konvexer Korper Ki, ..., K; mit nichtnegativen
Koeflizienten g1, . .., 0% ist ein Polynom in g1, ..., or und die Koeffizienten dieses Polynoms
werden gemischte Volumina V (K, ..., K;,) mit i1,...,iqg € {1,...,k} genannt.

Eine ebenfalls grundlegende Klasse von Funktionalen konvexer Korper erhalten wir
hieraus als Spezialfall. Betrachten wir die Minkowski-Summe eines konvexen Korpers K
und eines Vielfachen der Einheitskugel B¢, so gelangen wir zur Steinerformel

d
V(K + 0B =Y 0" ki Vi(K),
=0

wobei ¢ > 0 ist und k4—; das Volumen der (d — ¢)-dimensionalen Einheitskugel bezeichnet.
Die Koeffizienten Vo(K), ..., Vg(K) der Steinerformel sind die inneren Volumina des kon-
vexen Korpers K. Sie besitzen einfache geometrische Interpretationen. Insbesondere ist
V; das Volumen, V;_1 die halbe Oberfliche und V; ist proportional zur mittleren Breite.
Lokale Varianten dieser Funktionale sind die auf der Einheitssphire S definierten Ober-
flichenmaBe Uo(K,-),..., ¥4 1(K,-), die unabhéngig voneinander 1937/38 von W. Fenchel
und B. Jessen [27] beziehungsweise A. D. Aleksandrov [1] eingefiihrt wurden. Im Jahr 1959
folgten H. Federers KriimmungsmaBe auf R¢ [25] und spiter die StiitzmaBe auf R? x S4=1
die durch R. Schneider [63] erkldrt wurden. Die Oberflichen- und Kriimmungsmafe liefern
hierbei Informationen iiber den Rand des konvexen Korpers, da sie in gewisser Weise Eigen-
schaften von Randstiicken des konvexen Ko6rpers beschreiben. Eine ausfiihrliche Herleitung
und Definition all dieser Mafle und Funktionale findet sich in Abschnitt 3.2.

Die Oberflichen- und Kriimmungsmafle gehen unter geeigneten Projektionen als Bildmafe
aus den Stiitzmaflen hervor. In dhnlicher Weise stellen die im ersten Teil dieser Dissertation
betrachteten Fahnenmafe eine Verallgemeinerung der Stiitzmafle dar. Im Unterschied zu
den Stiitzmaflen beriicksichtigen die Fahnenmafle auch noch die den konvexen Koérper
berithrenden, affinen Unterriume des R?. Zum ersten Mal in Erscheinung getreten sind
MafBe dieser Art in einer Arbeit von W. J. Firey [29], in der er eine integralgeometrische
Interpretation der Oberflichenmafie ¥, (K, -) (i € {0,...,d—1}) liefert. Sie konnen als Maf}
aller (d — 1 —1)-dimensionalen affinen Unterrdume des R? (auch (d— 1 —i)-Ebenen genannt)
angesehen werden, die den konvexen Korper K berithren und in einer Stiitzhyperebene
von K liegen, deren duflere Normale ein Element der Borelmenge ist, in der das Maf
ausgewertet wird. Eine analoge Interpretation der Kriimmungsmafle geht zuriick auf R.
Schneider [62].

Zur Motivation der Fahnenmafle geben wir nun zwei Anwendungsbeispiele an. Ein Ziel
der konvexen Geometrie ist es, lokale Informationen iiber konvexe Korper zu erhalten,
indem eine Verbindung zwischen globalen geometrischen Funktionalen wie zum Beispiel
gemischten Volumina und lokal definierten Grolen hergestellt wird. Ein bekanntes Beispiel
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hierfiir ist die Darstellung

VK], Mld=1]) = V(K, M,..., M) = ?z/sd () g1 (M, du)

des gemischten Volumens V(K [1], M [d — 1]) zweier beliebiger konvexer Kérper K und M.
Die Funktion h(K, -) bezeichnet hierbei die Stiitzfunktion des konvexen Korpers K. Eine
Verallgemeinerung dieser Formel auf gemischte Volumina der Form V (K[m], M[d — m])
fiir m € {2,...,d — 2} war bisher nur unter geeigneten Voraussetzungen an die konvexen
Korper moglich. Es handelt sich dabei um Integraldarstellungen, bei denen iiber lineare
Grafmann-Mannigfaltigkeiten des R integriert wird. Diese Integration macht es notwendig,
dass einer der konvexen Korper K, M zentralsymmetrisch, das heifit punktsymmetrisch zu
einem Zentrum, und ausreichend oft differenzierbar ist. Mit Hilfe von Fahnenmafen ist es
D. Hug, J. Rataj und W. Weil [41] gelungen, diese Einschréinkung fallen zu lassen. Es wird
nun nur noch benétigt, dass die konvexen Korper in allgemeiner Lage sind.

Unter #hnlichen Voraussetzungen bewies W. Hinderer [35] ebenfalls mit Hilfe von
Fahnenmaflen Integralformeln fiir die Projektionsfunktionen L +— V;(K|L), 1 << j <
d — 1, also fiir das i-te innere Volumen der Orthogonalprojektion eines konvexen Korpers
K auf einen j-dimensionalen linearen Unterraum L.

Diese beiden Beispiele geben Anlass zur Hoffnung, dass auch weitere Funktionale mit-
tels Integration iiber Fahnenmannigfaltigkeiten dargestellt werden kénnen. Neben der
Einfithrung von Fahnenmaflen als Projektionsmittel und der Zusammenstellung ihrer Ei-
genschaften besteht ein Ziel dieser Dissertation darin, einen weiteren Beitrag in dieser
Hinsicht zu leisten. So leiten wir zum Beispiel Darstellungen gemischter Mafle und der
Stiitzfunktion eines konvexen Koérpers durch Fahnen-Oberflichenmafle her.

Nun kommen wir noch einmal zum historischen Hintergrund der Fahnenmafle. Mafe,
die direkt auf dem Raum der j-Ebenen (j € {0,...,d — 1}) definiert sind, die einen
konvexen Koérper berithren, wurden von W. Weil [77] und von R. Kropp [47] untersucht.
Sie konstruierten Mafle auf Paaren von Randpunkten und der Menge der den konvexen
Korper in diesem Randpunkt beriihrenden j-Ebenen beziehungsweise dufleren Normalen
und der Menge der j-Ebenen orthogonal zu diesen Normalenvektoren. Die Kriimmungs- be-
ziehungsweise Oberflichenmafle gehen durch Projektionen aus ihnen hervor. R. Kropp [47]
fithrt diese beiden Mafle aulerdem zusammen und prisentiert erstmals Mafe Egi)kil([( ,)
(k € {0,...,d — 1}) auf Tripeln von Randpunkten des konvexen Korpers K, dufleren
Normalen und dazu orthogonalen linearen Unterrdumen. Wie R. Kropp fithren wir die
Fahnenmafe als Projektionsmittel ein. Allerdings leiten wir unsere Darstellung der Fah-
nenmafle aus einer expliziten Formel fiir Polytope her und erhalten im Unterschied zu R.
Kropp Fahnenmafle E%)(K, -) fiir jedes m € {0,...,d — k — 1}. Die in dieser Dissertation
betrachteten Fahnenmafle unterscheiden sich aulerdem durch eine andere Normierung von
denen in [47].

Uber einen anderen Ansatz gelangt W. Hinderer [35] zu den FahnenmaBen. Sein Start-
punkt sind lokale Parallelmengen, das heifit Mengen von j-Ebenen, deren Abstand zum
konvexen Korper kleiner als ¢ > 0 ist. Die Fahnenmafle tauchen dann als Koeffizienten
einer lokalen Steinerformel auf. Seine Vorgehensweise wird in Abschnitt 4.1 ausfiihrlich
erldutert. Wie zuvor erwédhnt, ist das Hauptresultat seiner Arbeit eine Integralformel fiir
Projektionsfunktionen.

Wiederum einen anderen Weg die Fahnenmafle einzufithren wahlen W. Rother und M.
Ziahle in [61] (beziehungsweise [83]). Fiir Mengen positiver Reichweite fiihren sie die Fahnen-
mafle auf dem verallgemeinerten Normalenbiindel als Integrale beziiglich der zugehorigen
Hausdorffmafle ein. Dieser Zugang verwendet Kriimmungen und wird in Abschnitt 4.2



genauer dargestellt.

Die eingangs erwéhnten inneren Volumina spielen auch im zweiten Teil dieser Dissertation
eine wichtige Rolle, wenn wir uns mit der Approximation konvexer Kérper durch zufillige
Polytope beschiftigen. Ein zufélliges Polytop K|, ist die konvexe Hiille von n unabhéngigen,
zufillig in einem konvexen Korper K gewéhlten Punkten. Am einfachsten ist es, von
gleichverteilten Punkten auszugehen. Allgemeiner ist es auch moglich anzunehmen, dass
eine andere Wahrscheinlichkeitsverteilung der Punkte vorliegt. Diesen Fall betrachten wir
in dieser Dissertation.

Wichst die Anzahl n der zufilligen Punkte, so ist plausibel, dass das zufillige Polytop
sich dem konvexen Korper mit wachsender Genauigkeit annéhert. Die Giite dieser Ap-
proximation des konvexen Korpers durch das zufillige Polytop wollen wir untersuchen.
Der Fehler dieser Approximation kann gemessen werden, indem der Erwartungswert der
Differenz F'(K)— F(K ) fiir ein auf der Menge der konvexen Korper definiertes Funktional
F betrachtet wird. Da explizite Formeln kaum zu berechnen sind, zeigen wir asymptotische
Formeln fiir wachsendes n. Auflerdem werden wir die Varianz abschétzen und mit Hilfe
der oberen Abschitzung ein starkes Gesetz der grofien Zahlen beweisen. Das betrachte-
te Funktional F' wird bei uns entweder das Volumen oder die mittlere Breite sein. Die
Breite eines konvexen Korpers K in eine Richtung u € S ! ist der Abstand der beiden
Stiitzhyperebenen von K orthogonal zu uw. Durch Mittelung iiber alle Richtungen erhalten
wir die mittlere Breite von K.

Da die Form des konvexen Korpers und insbesondere die Beschaffenheit des Randes bei
der Approximation durch Polytope eine wichtige Rolle spielt, werden in den Resultaten
und Beweisen die aus dem ersten Teil der Dissertation bekannten Kriimmungen auftreten.

Wihrend zuféllige Polytope den konvexen Korper von innen approximieren, ist eine
Approximation von auflen durch den Schnitt von zufélligen Halbrdumen, die den konvexen
Korper enthalten, moglich. Ein solcher Schnitt von zufélligen Halbrdumen wird zuféllige
polyedrische Menge genannt. Auch mit dieser zu obiger Fragestellung dualen Situation
beschiéiftigen wir uns in der vorliegenden Arbeit. Als Funktionale betrachten wir in diesem
Fall ebenfalls das Volumen und die mittlere Breite. Wir werden sehen, dass sich asymptoti-
sche Formeln fiir Erwartungswerte, Varianzabschétzungen und starke Gesetze der grofien
Zahlen fiir zufillige polyedrische Mengen mittels Polaritit aus denen fiir die zufalligen
Polytope herleiten lassen.

Die Dissertation ist folgendermaflen gegliedert: Nachdem wir in Kapitel 2 allgemeine
Grundlagen aus der konvexen Geometrie, multilinearen Algebra und iiber Kriimmungen,
wie sie zum Beispiel in den Biichern von R. Schneider [67] und H. Federer [26] nachgelesen
werden konnen, bereitgestellt haben, gliedert sich diese Arbeit in zwei Teile. Im ersten
Teil befassen wir uns mit Fahnenmafien und somit mit dem lokalen Verhalten konvexer
Korper. Im zweiten Teil beschiftigen wir uns mit der Approximation konvexer Korper
durch zufillige Polytope.

Um Fahnenmafle besser verstehen zu kénnen, fithren wir in Kapitel 3 zunéichst Stiitzmafle
wie in [67] und [82] ein, geben eine Ubersicht iiber ihre Eigenschaften und betrachten die
hiervon abgeleiteten Kriimmungsmafle und Oberflichenmafle. Auch der Zusammenhang zu
den inneren Volumina wird hier ausfiihrlich erldutert. In Kapitel 4 begegnen uns zum ersten
Mal die Fahnenmafle. In den Abschnitten 4.1 und 4.2 werden zunéchst die beiden zuvor
erwahnten aus der Literatur bekannten Herleitungen der Fahnenmafle als Koeffizienten
einer lokalen Steinerformel (siehe [35]) und mittels Kriimmungen (siehe [41] und [61])
vorgestellt. In Abschnitt 4.3 wird eine dritte Moglichkeit die Fahnenmafle einzufithren
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dargestellt, ndmlich die Darstellung der Fahnenmafle als Projektionsmittel. In Abschnitt
4.4 werden grundlegende Eigenschaften der Fahnenmafle gezeigt. Zahlreiche dieser Eigen-
schaften werden in den Beweisen in den folgenden Kapiteln ben6tigt. Aus der in Abschnitt
4.3 hergeleiteten Darstellung der Fahnenmafle geht hervor, dass sie eine Verallgemeinerung
der Stiitzmafle sind. Daher ist es nicht verwunderlich, dass hier viele Eigenschaften der
Stiitzmafle wieder auftreten. Fiir eine spezielle Klasse von konvexen Kérpern, die sogenann-
ten Zonoide, ist bekannt, dass sich die (gemischten) Oberflichenmafe als Integrale beziiglich
der erzeugenden Mafle der Zonoide darstellen lassen. In Kapitel 5 werden wir sehen, dass
eine solche Darstellung auch fiir (gemischte) Fahnen-Oberflichenmafle moglich ist. Die
restlichen Kapitel des ersten Teils dieser Dissertation sind nun wie oben erwihnt dem Ziel
gewidmet, Integraldarstellungen geometrischer Funktionale mit Hilfe der Fahnenmafle zu
beweisen. So betrachten wir in Kapitel 6 gemischte Volumina beziehungsweise allgemeiner
gemischte Mafle und zeigen, dass wir diese mit Hilfe von Fahnen-Oberflichenmaflen darstel-
len kénnen. Dies ist auch fiir innere Volumina und gemischte Volumina von Projektionen
konvexer Korper auf einen linearen Unterraum der Fall, wie wir in Abschnitt 6.3 sehen wer-
den. Das abschlieende Kapitel des ersten Teils, Kapitel 7, widmet sich der Herleitung einer
Darstellung der Stiitzfunktion eines konvexen Korpers durch Fahnen-Oberflichenmafle.

Der zweite Teil dieser Dissertation befasst sich mit der Approximation konvexer Korper
durch zufillige Polytope. In Kapitel 8 geben wir eine Einfithrung und einen Uberblick
iiber den aktuellen Stand der Forschung. Wir betrachten zwei unterschiedliche Modelle von
zufilligen Polytopen. Der Unterschied der beiden Modelle besteht darin, dass die zufélligen
Punkte in Kapitel 9 {iberall in dem konvexen Koérper gewéahlt werden konnen und in Kapitel
10 ausschliellich auf dem Rand des konvexen Korpers. In Abschnitt 9.1 beweisen wir eine
asymptotische Formel fiir den Erwartungswert der gewichteten Differenz der mittleren
Breiten des konvexen Korpers und des zufilligen Polytops. In Abschnitt 9.2 sehen wir
dann, wie sich mittels Polaritéit und des Ergebnisses aus Abschnitt 9.1 eine Formel fiir den
Erwartungswert der gewichteten Volumendifferenz einer zufilligen polyedrischen Menge und
des konvexen Korpers ableiten ldsst. In den restlichen Abschnitten von Kapitel 9 werden
Varianzabschétzungen zu den obigen Groflien gegeben und daraus mit Hilfe der oberen
Schranken starke Gesetze der grolen Zahlen abgeleitet. Im letzten Kapitel dieser Arbeit
gehen wir in dhnlicher Weise wie in Kapitel 9 auf das zweite Modell zufilliger Polytope
ein. In diesem Fall beweisen wir eine asymptotische Formel fiir den Erwartungswert der
gewichteten Volumendifferenz des konvexen Korpers und des zufélligen Polytops. Daraus
leiten wir wieder mittels Polaritdt und des zuvor bewiesenen Resultats eine Formel fiir den
Erwartungswert der Differenz der mittleren Breiten einer den konvexen Koérper beriihrenden
zufilligen polyedrischen Menge und des konvexen Korpers selbst ab.



2. Grundlegende Definitionen

In diesem Kapitel soll die verwendete Notation erldutert sowie die wichtigsten Definitionen
aus der konvexen Geometrie und der multilinearen Algebra bereitgestellt werden, die
im weiteren Verlauf der Arbeit immer wieder benotigt werden. AbschlieBend werden
Kriimmungen eingefiihrt. Soweit nicht anders erwéhnt, kénnen alle Informationen im Buch
von Schneider [67] nachgelesen und vertieft werden.

2.1. Allgemeine Grundlagen

Wie iiblich bezeichnen wir mit N, Z und R die natiirlichen, ganzen und reellen Zahlen. Der
Betrag einer Zahl ist | - | und fir ganze Zahlen r, s € Z sei r A s := min{r, s} die kleinere
der beiden Zahlen. Ebenfalls mit | - | bezeichnen wir die Kardinalitét einer Teilmenge
der natiirlichen Zahlen. Aus dem Kontext wird immer klar sein, was gemeint ist. Das
Komplement einer Menge I C N ist I¢. Das Inklusionszeichen C verwenden wir stets in
der Bedeutung C.

Zu einer Aussage C ist 1{C} die Indikatorfunktion. Sie ist genau dann eins, wenn die
Aussage erfiillt ist und ansonsten null. Ist E ein topologischer Raum, so ist B(FE) die
o-Algebra der Borelmengen von E.

Wir arbeiten im Folgenden im d-dimensionalen reellen euklidischen Raum R mit Ur-
sprung o. Dort bezeichnet (-,-) das Standardskalarprodukt und || - || die induzierte Norm.

Die lineare bezichungsweise affine Hiille einer Teilmenge A C R? wird mit lin(A) bezie-
hungsweise aff (A) bezeichnet. Weiter sind dA und int(A) der Rand und das Innere von
A sowie relbd(A) und relint(A) der relative Rand und das relative Innere, das heifit der
Rand und das Innere beziiglich der affinen Hiille. Die Dimension von A bezeichnen wir mit
dim(A). Sie ist die Dimension der affinen Hiille von A.

Die GraBmann-Mannigfaltigkeit der k-dimensionalen linearen Unterrdume des R? fiir
k€ {0,...,d} ist G(d, k) und die Menge der k-dimensionalen affinen Unterriume des R?
ist A(d, k). Thre Elemente werden im Folgenden auch lineare (affine) k-Ebenen genannt.
Der Orthogonalraum eines linearen Unterraums L wird mit L' bezeichnet und fiir die
Orthogonalprojektion einer Menge A C R¢ auf L schreiben wir A|L. Weiter benutzen
wir die Schreibweise u L L, falls ein Vektor v € R? orthogonal zu L ist. Zwei lineare
Unterrdume Lq und Ls heiflen parallel, wenn L1 C Lo oder Loy C L1 und wir schreiben
Ly || Ly. In dhnlicher Weise heiflen zwei affine Unterrdume Ey = x1 + L1 und Ey = x9 + Lo
mit z1, 2z € R? parallel, wenn die linearen Unterrdume L; und Ly parallel sind. Ist E eine
affine k-Ebene, so ist L(E) der k-dimensionale lineare Unterraum parallel zu E.

Fiir A, B ¢ R? und \ € R definieren wir die Minkowski-Summe

A+B:={a+b:acAbec B}

sowie die Mengen

AB:={acA:a¢ B}

und
A :={Xa : a € A}
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Fiir zwei Punkte z,y € R? ist ||z — y|| der Abstand von z und y. Der Abstand eines
Punktes z € R? zu einer kompakten Menge A C R? wird definiert durch

d(A,z) := min{||lz —y|| : y € A}.

Analog definieren wir den Abstand einer kompakten Menge A zu einer affinen Ebene
E € A(d,k), k € {0,...,d}, durch

d(A,E) :==min{|lz —y| : z € A,y € E}.

Die Menge
B(z,0):=={y € R : |z -y < o}

ist die abgeschlossene Kugel mit Mittelpunkt 2 € R? und Radius ¢ > 0. Die d-dimensionale
FEinheitskugel B(o,1) wird auch mit B¢ bezeichnet. Ihr Rand, die Einheitssphdre, ist
S .= {y e R? : |ju|| = 1}.

Mit A;, 0 < j < d, wird das j-dimensionale Lebesguemafl und mit H7 das j-dimensionale
Hausdorffmafi auf R? bezeichnet sowie mit #/LA die Einschrinkung von #7 auf eine
Menge A. Da das Hausdorffmal H’(w) einer Borelteilmenge w einer affinen j-Ebene
E (j-dimensionalen Sphiire S7) in R? mit dem Lebesguemal \; von w berechnet in F
(sphirischen Lebesguemafl berechnet in S7) iibereinstimmt, kénnen Integrationen beziiglich
des Lebesguemafles durch das Hausdorffmaf} ausgedriickt werden. Dies werden wir in dieser
Arbeit hiufig ausnutzen. Das sphirische Lebesquemafl auf S bezeichnen wir mit o.

Insbesondere wird das d-dimensionale Maf}, das heifit das Volumen, mit V' bezeichnet.
Das Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel ist

kg =V (BY) = =

und ihre Oberfléche ist
272
d )
(%)
wobei I'(-) die Gammafunktion bezeichnet. Fiir Berechnungen, in denen diese Konstanten
auftreten, benotigen wir hiufig die Verdopplungsformel von Legendre

1
n n+1 T2
r(3) r( 5 >_2n1r(n), neN.

Die Gruppe der eigentlichen Bewegungen in R¢ bezeichnen wir mit G(d) und die Gruppe
der eigentlichen Drehungen in R ist SO(d). Jede Bewegung kann als Komposition einer
Drehung und einer Translation dargestellt werden. Sowohl diese Mengen als auch A(d, k)
und G(d, k) werden mit ihren iiblichen Topologien versehen. Im Folgenden bezeichnen
wir mit v, p, v und pi Haarsche Mafle auf SO(d), G(d), G(d, k) beziehungsweise A(d, k).
Hierbei sind v und v, so normiert, dass v(SO(d)) = 1 und v, (G(d,k)) = 1. Fiir die
Normierung der Mafle ;1 und py verweisen wir auf Abschnitt 4.4 in [67].

Wy = Hd_l<5d_1) — dﬁ?d _

2.2. Grundlagen aus der Konvexen Geometrie

Eine Menge A C R? heifit konvex, wenn sie mit je zwei Punkten auch deren Verbindungs-
strecke enthélt, das heifit genau dann, wenn

1-=XNz+ye A firz,ye A Xel0,1].
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Hieraus ergibt sich, dass Durchschnitte konvexer Mengen ebenfalls konvex sind genauso
wie die Minkowski-Summe zweier konvexer Mengen.

Ein konvezer Kegel ist eine nichtleere konvexe Menge A C R?, fiir die mit jedem Punkt
x € A auch der Strahl Az mit A > 0 in A enthalten ist.

Die konveze Hiille conv(A) von A C R? ist der Durchschnitt aller konvexen Teilmengen
des R?, die A enthalten. Analog ist die positive Hiille der Durchschnitt aller konvexen
Kegel, die A enthalten.

Eine kompakte und konvexe Menge K mit nichtleerem Inneren heifit konvezrer Kérper.
Die Menge aller konvexen Korper in R? ist K¢. Zusammen mit der Hausdorffmetrik

§(K,L):=min{o>0: K C L+9B% Lc K+ oB%, K,Lekq

bildet die Menge K¢ einen metrischen Raum. Die Menge K + 9B nennen wir auch
Parallelmenge von K im Abstand g > 0.

Sei K ein konvexer Kérper in R%. Fiir u € S%~! und ¢ € R definieren wir die Hyperebene
H(u,t) := {y € R? : (u,y) = t} sowie die zugehdrigen abgeschlossenen Halbriume
Ht(u,t) == {y € R? : (u,y) >t} und H (u,t) := {y € R? : (u,y) < t}. Falls = €
KNH(u,t) und K C H" (u,t) oder K C H™ (u,t), so heit H(u,t) Stiitzhyperebene von
K in x € 0K und der Halbraum, in dem K liegt, wird Stitzhalbraum genannt. Im Fall
K C H™ (u,t) ist u ein duferer Normalenvektor oder kurz eine duffere Normale von K im
Randpunkt z, andernfalls ist —u eine &uflere Normale. Nach Theorem 1.3.2 in [67] besitzt
ein konvexer Korper in jedem Randpunkt eine Stiitzhyperebene und zu jeder Richtung
u € S9! existiert eine Stiitzhyperebene mit duBerer Normale u.

Da jeder konvexe Korper der Durchschnitt seiner Stiitzhalbraume ist (siehe [67], Corollary
1.3.5), ist er durch seine Stiitzhyperebenen eindeutig bestimmt. Eine Stiitzhyperebene
eines konvexen Korpers K mit duflerer Normale u € S9! ist wiederum eindeutig durch
den Wert der Stitzfunktion hi(u) = h(K,u) bestimmt. Sie ist definiert durch (vergleiche
Abbildung 2.1)

hi(u) == max{(u,z) : z € K}, ueR%

Somit ist H(K,u) := H(u,hx(u)) eine Stiitzhyperebene mit #uBerer Normale u € R?

Abbildung 2.1.: Stiitzfunktion von K in Richtung u

und H~ (K, u) := H (u, hg(u)) ist der zugehorige Stiitzhalbraum. Die Menge F(K, u) :=
H(K,u)N K heiBt Stiitzmenge von K. Gilt dim(F(K,u)) = 0 fiir alle u € S9!, so enthilt
der Rand des konvexen Korpers keine Strecken und K wird strikt konvex genannt. Die
Stiitzfunktion ist genau dann differenzierbar in v € R%\ {0}, wenn die Stiitzmenge F(K,u)
nur ein Element = enthélt (siehe [67], Corollary 1.7.3). In diesem Fall gilt fiir den Gradienten
der Stiitzfunktion Vhg (u) = .
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Die Stiitzfunktion hg (u) gibt also den Abstand der Stiitzhyperebene mit &uflerer Normale
u € S9! zum Ursprung an. Somit ist die Breite wg eines konvexen Korpers K in Richtung
u € S9! gegeben durch

wi (u) = hi(u) + hg(—u),

das heif3t sie ist der Abstand der zwei Stiitzhyperebenen von K, die orthogonal zu « sind.
Der Mittelwert der Breite von K iiber die Einheitssphiire S?! heifit mittlere Breite von
K und ist definiert als

WK) = — [ we(w) MO (du) = = /S i) M ().

o wq Jgd-1 Wd

Im Verlauf dieser Arbeit werden wir uns immer wieder mit der Struktur des Randes eines
konvexen Korpers beschéiftigen und versuchen diese zu beschreiben. Daher wollen wir nun
noch auf Randpunkte eingehen, die besondere Eigenschaften haben. Ein konvexer Koérper
K besitzt zwar in jedem Randpunkt z eine Stiitzhyperebene, allerdings muss diese nicht
eindeutig sein. Ist die Stiitzhyperebene von K in z eindeutig (und somit auch die duflere
Normale), so heifit x ein requlirer oder glatter Randpunkt von K. Die Menge aller reguléren
Randpunkte von K wird mit reg(K) bezeichnet. Ein konvexer Korper ist glatt, wenn all
seine Randpunkte regulir sind. In diesem Fall ist sein Rand eine C!-Untermannigfaltigkeit
des R? (siehe [67], Theorem 2.2.4).

Die Menge aller dufleren Einheitsnormalen von K in einem Randpunkt x bildet einen
abgeschlossenen Kegel, den sogenannten FEinheitsnormalenkegel

n(K,z):={ue S : ze HK,u)}.

Da die Menge aller nicht reguldren Randpunkte von K eine Nullmenge beziiglich des
(d — 1)-dimensionalen Hausdorffmafes ist (folgt aus Theorem 2.2.5 in [67]), gibt es in H~1-
fast allen Randpunkten = einen eindeutigen dufleren Normalenvektor. Die Gaufs-Abbildung
or : reg(K) — S9! ordnet jedem reguliren Randpunkt x von K seine eindeutige duflere
Einheitsnormale ok (x) zu.

Eine besondere Klasse von konvexen Korpern sind die Polytope mit inneren Punkten.
Daher betrachten wir die Eigenschaften von Polytopen nun genauer.

Ein Polytop P ist definiert als die konvexe Hiille einer endlichen Menge von Punkten des
R?, also

P :=conv({z1,...,z1}), T1,...,2 € R? ke N.

Die Menge aller Polytope in R? bezeichnen wir mit P¢. Sie ist eine dichte Teilmenge der
Menge der kompakten und konvexen Mengen im R? (folgt mit Theorem 1.8.16 in [67]).
Diese Tatsache bildet die Grundlage fiir eine wichtige Beweismethode. Ist F' : K — R
ein Funktional iiber K¢, das stetig von K abhingt, so lassen sich Eigenschaften von F
nachweisen, indem sie erst fiir Polytope gezeigt werden und dann durch Approximation
auf beliebige konvexe Korper iibertragen werden.

Wie wir vorhin gesehen haben, besitzt ein konvexer Korper in jedem Randpunkt eine
Stiitzhyperebene. Ist H eine Stiitzhyperebene des Polytops P = conv({z1,...,2k}), so ist
die zugehorige Stiitzmenge gegeben durch H N P = conv(H N {x1,...,x%}). Insbesondere
zeigt uns das, dass jede Stiitzmenge eines Polytops ebenfalls ein Polytop ist.

Die Stiitzmengen eines Polytops werden auch Seiten genannt, genauer werden die
k-dimensionalen Stiitzmengen fiir k € {0,...,d} als k-Seiten des Polytops bezeichnet.
Insbesondere werden die 0-Seiten von P Ecken und die (d — 1)-Seiten Facetten genannt.
Die Menge aller k-Seiten eines Polytops P wird mit Fi(P) bezeichnet. Die eigentlichen
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Seiten sind alle Seiten aufler der leeren Menge und P selbst. Sie sind jeweils in einer Facette
des Polytops enthalten (siehe [67], Theorem 2.4.7).

Ist F eine Facette eines Polytops P € P, so gibt es eine Hyperebene H(u,t) mit
geeigneten v € S ! und t € R, sodass F' = PN H(u,t). In diesem Fall sagen wir, dass
u € S9! die dupfere Normale der Facette F ist. Den Einheitsnormalenkegel n(P, F)
einer Seite F' von P definieren wir durch n(P,F) := n(P,z), wobei x ein beliebiger
Punkt aus dem relativen Inneren der Seite F' ist. Zwischen den Stiitzmengen und den
Einheitsnormalenkegeln liisst sich ein Zusammenhang feststellen. Fiir v € R%\{o} gilt

F =F(P,v) < v € relint(n(P, F)). (2.1)

Alternativ lassen sich Polytope als Durchschnitte von endlich vielen abgeschlossenen
Halbrdumen charakterisieren (vergleiche [67], Theorem 2.4.3 und Theorem 2.4.6). Insbeson-
dere ist ein Polytop P auch der Durchschnitt seiner Stiitzhalbraume (siehe [67], Corollary
2.4.4), das heifit

k
P=(H (Pu),
i=1
wobei k die Anzahl der Facetten von P ist und wu;, 1 <7 < k, die dufleren Facettennormalen
von P sind. Die Werte h(P,u1),...,h(P,u;) bestimmen das Polytop P € P? hierbei
eindeutig.

Wir bezeichnen mit o(P, 3) das sphdirische Bild, das heifit die Menge aller &ufleren
Normaleneinheitsvektoren von P in Punkten aus # in R?. Zum Schluss definieren wir noch
den duperen Winkel eines Polytops P € P? an einer Seite F € Fx(P), k=1,...,d — 1,
durch . )

y(F,P) := —— H"F (P, F)) = —— H¥F 1 (o(P, relint(F)))
Wd—k Wd—k
und

Y(F,P):=1 firk=d.

Besonders zu bemerken ist, dass der &uere Winkel v(F, P) den gleichen Wert hat, wenn er
in einem affinen Unterraum berechnet wird, der das Polytop P enthélt, falls die Dimension
von P kleiner als d ist.

2.3. Grundlagen aus der Multilinearen Algebra

In diesem Abschnitt wollen wir die in dieser Arbeit benétigten Grundlagen der multilinearen
Algebra einfiihren. Diese und mehr Informationen lassen sich zum Beispiel in Kapitel 1 im
Buch von Federer [26] nachlesen.

Fiir m € {0, ...,d} bezeichnet A, R? den linearen Raum der m-Vektoren in R%. Er ist
(i)—dimensional und ist der Vektorraum, der durch Produkte uq A - -+ A u,, von Vektoren
Ul .., Uy, € R? aufgespannt wird. Insbesondere gilt No R = R und A\, R? = R9, das
heiBt die reellen Zahlen kénnen als 0-Vektoren und die Elemente des R? als 1-Vektoren
aufgefasst werden. Bilden die Vektoren uy, ..., uq eine Orthonormalbasis des R?, so bilden
die m-Vektoren w;; A -+ Aw;, mit 1 < i3 < --- < 4y, < d eine Orthonormalbasis von
A R

Ein Element £ aus A, R? heifit einfach, wenn es das Produkt von m Vektoren w1, ..., un,
aus R? ist. Also wenn es eine Darstellung & = uy A - - - A uy, besitzt. Dieses Produkt ist
genau dann null, wenn die Vektoren ui, ..., u,, linear abhingig sind.
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Ein enger Zusammenhang besteht zwischen den einfachen m-Vektoren und den m-
dimensionalen linearen Unterriumen des R?, denn jeder einfache m-Vektor ¢ reprisentiert
eine m-Ebene, die den Ursprung enthélt. Genauer gesagt wird mit £ der lineare Unterraum
T={zeR: 2 Au; A--- Auy = o} assoziiert, das heifit der m-dimensionale Unterraum,
der von uq, ..., Uy, aufgespannt wird. Umgekehrt kann man zu einem m-dimensionalen
linearen Unterraum 7' eine Orthonormalbasis u1, ..., %, wihlen. Dann ist 7' der zum
einfachen m-Vektor uj A - - - A u,, assoziierte Unterraum.

Die zu zwei einfachen m-Vektoren £ und n (§ # o # 1) assoziierten Unterrdume sind
genau dann gleich, wenn fiir eine reelle Konstante ¢ # 0 gilt £ = ¢ - 7.

Ein Skalarprodukt fiir einfache m-Vektoren wird definiert durch

(U1 A v AN, 01 A - A vg) o= det (i, 05))75=1) S

wobei ui, ..., Um,V1,...,0m € R? und det fiir die Determinante steht. Durch bilineare
Fortsetzung erhalten wir ein Skalarprodukt auf A, R?. Die hierdurch induzierte Norm auf
A, R bezeichnen wir mit || - ||. Da wir die Elemente des R? auch als 1-Vektoren ansehen
konnen, ist diese Notation konsistent mit der Notation fiir Elemente des R€.

Ist einer der Multivektoren § € A, R? oder 1 € N RY einfach, so gilt fiir die Norm von
& An die Abschétzung (siehe [26], S. 32)

1€ A< (€] lInll. (2.2)

Sind beide Multivektoren einfach und ungleich null, so gilt Gleichheit genau dann, wenn
die zu 1 und ¢ assoziierten Unterrdume orthogonal sind.

2.4. Kriimmungen

In Abschnitt 2.2 haben wir gesehen, dass es sehr einfach ist, den Rand eines Polytops
durch seine Seiten zu beschreiben. In diesem Abschnitt wollen wir die Randstruktur von
beliebigen konvexen Korpern betrachten und sie mit Hilfe von Kriimmungen beschreiben.
Bevor wir uns an allgemeine konvexe Korper wagen, betrachten wir zunéchst konvexe
Korper, deren Rénder geeignete Differenzierbarkeitseigenschaften erfiillen, sodass sie im
Sinne der Differenzialgeometrie regulire Untermannigfaltigkeiten des R? sind.

Was wir unter Kriimmung verstehen, wird im Folgenden genauer erldutert. Hierzu sei
K € K% ein konvexer Koérper sowie z € K ein glatter Randpunkt von K, das heifit in « gibt
es eine eindeutige Stiitzhyperebene H (K, o (x)) mit eindeutiger duflerer Einheitsnormale
or(z). Mit T, K := H(K,ox(z)) — z wird der Tangentialraum von K in z bezeichnet. Er
ist der zu ok () orthogonale lineare Unterraum des R

Da z ein glatter Randpunkt ist, kann der Rand von K in einer Umgebung U (¢), € > 0,
um z durch eine nichtnegative konvexe Funktion f : T, K N B(o,e) — R mit f(o) = 0
dargestellt werden, sodass gilt

UE)NIOK :={x+t— f(t)orx(x) : t € T, KN B(o,e)}.

Ein konvexer Koérper heit von der Klasse C*, k € N, falls seine Randhyperfliche k-mal
stetig differenzierbar ist. Aus Theorem 2.2.4 in [67] folgt, dass ein glatter konvexer Korper
K von der Klasse C! ist. Ist K von der Klasse C2, so kénnen wir die GauB-Abbildung
or auf dem ganzen Rand von K definieren, das heifit sie ordnet jedem Randpunkt x
von K seine eindeutige duflere Einheitsnormale o (x) zu. Die GauB-Abbildung ist von
der Klasse C! (siehe [67], S. 113) und ihre Ableitung, die Weingartenabbildung, W, :=
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Dok (z) : T,0K — T,,K(,c)Sd*1 ist eine selbstadjungierte, lineare Abbildung mit reellen
Eigenwerten ki (K;x),..., kq_1(K;x), den sogenannten Hauptkrimmungen von K in x.
Sie konnen als Funktionen auf 0K interpretiert werden. Ist f die konvexe Funktion, die
in einer Umgebung von = den Rand von K beschreibt, so sind die Hauptkriimmungen in
x gerade die Eigenwerte der Hessematrix von f, woraus mit Theorem 1.5.13 in [67] folgt,
dass sie nichtnegativ sind.

Die j-te normalisierte elementarsymmetrische Funktion der Hauptkrimmungen von K
inz € 0K ist fiir j =1,...,d — 1 definiert als (vergleiche [67], Formel (2.36))

Hy(K;z):=1

-1
Hj(K;z):= <d ; 1) > ky(Ksx) -k (K x)

1<ii << <d—1

:(d;1>_1 Z Hki(K;x).

1c{1,....d—1} i€l
=3

Insbesondere wird k() := Hg_1(K;z) = Hf:_ll ki(K; ) Gauf-Kronecker-Krimmung und
H,(K;x) mittlere Krimmung genannt.

Wir haben die Hauptkriimmungen eines konvexen Korpers K also als Funktionen auf
dem Rand von K definiert. In dhnlicher Weise wollen wir nun die sogenannten Haupt-
kriimmungsradien als Funktionen der dufleren Einheitsnormalenvektoren von K definieren.

Ein konvexer Korper K ist von der Klasse CX, k > 2, falls K von der Klasse C* ist und
die GauB-Kronecker-Kriimmung « positiv ist. Da die Hauptkriimmungen nichtnegativ sind,
besagt die letzte Bedingung insbesondere, dass keine der Hauptkriimmungen null ist.

Im Folgenden sei K € K¢ ein konvexer Korper von der Klasse Ci. Insbesondere ist dann
die Stiitzfunktion von K zweimal stetig differenzierbar (siche [67], S. 115).

Die Umkehrfunktion der GauB-Abbildung zx bildet von S¢~! nach 0K ab. Der Tangen-
tialraum von S ! in u € S ist T}, = u'. Nun definieren wir die inverse Weingartenab-
bildung

W = Dxg(u) : Ty — Ty,.
Ihre Eigenwerte r1(K;u),...,rq—1(K;u) werden Hauptkrimmungsradien von K in u ge-
nannt. Sie sind nichtnegativ und kénnen als Funktionen des dufleren Einheitsnormalenvek-
tors, das heifit als Funktionen auf dem sphérischen Bild, aufgefasst werden.

Analog zu den elementarsymmetrischen Funktionen der Hauptkriimmungen definieren
wir fiir j = 1,...,d — 1 die j-te normalisierte elementarsymmentrische Funktion der
Hauptkriimmungsradien von K in Richtung u € S%~1 (vergleiche [67], Formel (2.43)) durch

s; (K u) = (d_,l)l Z riy (Ksu) -y, (K w)

J 1<ig < <ij<d—1

d—1\""
_< j ) S Ik w.
Ic{1,...d—1}iel
\T|=j

Da wir voraussetzen, dass K von der Klasse C? ist, gilt 25 (u) = Vhg(u) und somit fiir
jede integrierbare Funktion f : 0K — R die Gleichung

(z) Hd_l(dac) = flxg(u)) sq_1(K;u) ”Hd_l(du)
oK gd—1
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und fiir jede integrierbare Funktion ¢ : S9! — R gilt

| st aw = [ glo() st HE o) (23)
Sd—1 oK

In Lemma 8.1 in Kapitel 8 werden wir zeigen, dass letztere Gleichung auch unter schwécheren
Differenzierbarkeitsvoraussetzungen an den konvexen Korper gilt.

Nun nutzen wir die elementarsymmetrischen Funktionen der Hauptkriimmungen und
Hauptkriimmungsradien, um ein lokales Parallelvolumen zu berechnen, das uns in Abschnitt
3.1 in verallgemeinerter Form wiederbegegnen wird. Fiir o > 0 und eine relativ offene
Borelmenge 8 C 0K definieren wir die lokale Parallelmenge A, (K, /3) aller Punkte = € R,
deren Abstand zu K hochstens g betrégt und deren néchster Punkt p(K,z) in K in der
Menge S liegt, durch

A)K,B) :={zeR? : 0<d(K,z) < ound p(K,z) € B}.

Zum anderen definieren wir fiir eine offene Menge w C S%! die lokale Parallelmenge
B,(K,w) als die Menge aller Punkte 2 € R?, deren Abstand zu K hochstens o betrigt und
fiir die die d&uBere Einheitsnormale u(K, x) in der Menge w liegt, das heifit

B,(K,w) :={z €R? : 0<d(K,z) < o und u(K,z) € w}.

Berechnen wir fiir w = og(f) oder f = zx(w) das Lebesgue-Maf3 obiger Mengen, so
erhalten wir (siehe [67], Formel (2.63))

H(Ag(K, ) = H(B,(K,w))

Bisher haben wir nur konvexe Korper mit geeigneten Differenzierbarkeitseigenschaften
betrachtet. Diese Einschrénkungen wollen wir nun fallen lassen und uns allgemeinen
konvexen Kérpern zuwenden. Sei daher im Folgenden K € K¢ beliebig. Des Weiteren
sei z ein glatter Randpunkt von K und u € S4 ! die #uBere Einheitsnormale an K in
x. Wir sagen K ist im Randpunkt x zweimal differenzierbar im verallgemeinerten Sinn,
falls ein Koordinatensystem gewihlt werden kann, sodass es eine quadratische Form @
auf R4 gibt, die folgende Eigenschaft hat: Liegt K so, dass = o gilt und R%"! eine
Stiitzhyperebene von K in z ist, dann ist K in einer Umgebung von o der Graph einer
konvexen Funktion f, die auf einer (d — 1)-dimensionalen Kugel um o in R4~! definiert ist
und

£(2) = 5Q() + ol l2])

fiir z — o erfiillt. Mit o(-) wird hierbei das Landau-Symbol bezeichnet. In diesem Fall wird

ein normaler Randpunkt von K genannt und @ die zweite verallgemeinerte Fundamentalform

von 0K in z. Sie kann als eine Funktion in T, K beziehungsweise v aufgefasst werden.
Ist v1,...,v4_1 eine geeignete Orthonormalbasis von T, K, so gilt

d—1

Q(z) = ki(K;z) 2,

=1
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wobei z; € R, 1 <1i < d—1, durch die Gleichung z = zyv1 + - - - 4+ 24_1v4_1 definiert sind.
Die Menge
D={zeT,K:Q(z) <1} (2.5)

wird (Dupinsche) Indikatriz von K in x genannt. Durch diese Darstellung sind die Haupt-
kriimmungen ki (K;x), ..., k¢—1(K;z) definiert. Da D stets eine konvexe Menge ist, sind
die Hauptkriimmungen nichtnegativ. Weiterhin ist die Gaufl-Kronecker-Kriimmung fiir
normale Randpunkte x definiert und es gilt x(z) = det Q.

Ein Satz von Aleksandrov (siehe [34], Theorem 5.4 oder [67], Theorem 2.6.1) besagt,
dass H? !-fast alle Randpunkte eines konvexen Koérpers normal sind. Trotz dieser Aussage
konnen wichtige Informationen zur Gestalt eines konvexen Korpers in den Randpunkten
enthalten sein, die nicht normal sind. Dies ist zum Beispiel bei Polytopen der Fall.

In diesem Abschnitt haben wir die Kriimmungen als Funktionen auf dem Rand des kon-
vexen Korpers definiert. Eine weitere Moglichkeit ist, sie auf dem Einheitsnormalenbiindel
zu definieren. Darauf werden wir in Abschnitt 3.2 genauer eingehen.






Teil I.

Fahnenmalle






3. Stiitzmale

In diesem Kapitel fithren wir die Stiitzmafle eines konvexen Korpers auf zwei verschiedene
Arten ein. Einerseits als Koeffizienten einer lokalen Steinerformel und andererseits mittels
der Kriimmungen des konvexen Korpers. In Kapitel 4 fithren wir dann in analoger Art und
Weise die Fahnenmafe ein.

3.1. StutzmaBe als Koeffizienten einer lokalen Steinerformel

In diesem Abschnitt fithren wir die StiitzmaBe eines konvexen Korpers K in R als Koeffizi-
enten einer lokalen Steinerformel ein. Genauer gesagt betrachten wir das Volumen geeigneter
lokaler Parallelmengen, deren Abstand zum konvexen Korper maximal ¢ > 0 betréigt (ver-
gleiche [67], Kapitel 4). Das Wachstum des Volumens dieser Mengen in Abhéngigkeit von
o reflektiert dann Kriimmungseigenschaften des konvexen Korpers.

Im Folgenden sei K stets ein konvexer Kérper in R, Die metrische Projektion eines
Punktes auf den konvexen Korper K ist eine Abbildung p(K,-) : R¢ — K. Dabei ist
p(K,z) der eindeutige Punkt y in K, der x € R? am néchsten ist, das heifit fir den
d(K,z) = ||y — x| gilt. Fir = ¢ K sei die Richtung u(K, =) gegeben durch

_ r-p(Kx)
u(K,z) = |z — p(K,z)|

Da u(K,x) in diesem Fall eine duBere Einheitsnormale an K im Randpunkt p(K,x)
ist, wird das Tupel (p(K,z),u(K,z)) auch ein Stitzelement von K genannt. Die Menge
aller Stiitzelemente, das sogenannte Einheitsnormalenbiindel von K, wird mit Nor(K)
bezeichnet.

Obige Definitionen sind in Abbildung 3.1 veranschaulicht. Dort ist auflerdem die Paral-
lelmenge K, von K im Abstand g > 0 eingezeichnet.

u(K, )

K,

Abbildung 3.1.: Parallelmenge K, und Stiitzelement (p(K,z), u(K,z))
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Abbildung 3.2.: Lokale Parallelmenge M,(K,n) mit n =8 X w

Fiir eine Borelmenge 1 € B(R? x S%1) und ¢ > 0 wird nun die lokale Parallelmenge
M,y(K,n) definiert durch (vergleiche Abbildung 3.2)

My(K,n) :={zcR?: 0<d(K,z) <o, (p(K,z),u(K,z))<n}. (3.1)

Sie ist eine Borelmenge, da sowohl p(K, -) als auch u(kK,-) auf R\ K stetig sind. AuBerdem
gilt folgende lokale Steinerformel.

Satz 3.1. Sei K ein konvexer Kirper in R®. Dann existieren endliche, positive Majse
Eo(K,-), ..., Zq_1(K, ") auf B(R? x S9=1) derart, dass

1

d—
Ad(Mg(Kv 77)) = Z Qdim’id—m Em(Ky 77) (32)
m=0

fiir alle n € B(R? x S%1) und o > 0 gilt.
Beweis. Die Aussage entspricht Satz 4.2.1 in [67]. O

Fiir ein Polytop P € P9 lassen sich die Koeffizienten der lokalen Steinerformel (3.2) iiber
die Seiten des Polytops darstellen. Fiir m = 0,...,d — 1 gilt (siehe [67], Formel (4.21))

Wa—
d=m per (

= A z,u) € -} HE (du) H™ (da
En(P,) ZP)/F/W,F)”(’ )€ YHET ) W (de). (33)

Die Mafle Zo(K, ), ..., ZE4-1(K, ) heilen Stitzmafe. Ihre wichtigsten Eigenschaften sind
im folgenden Satz zusammengefasst.

Satz 3.2. Sei K ein konvezer Korper in R und m € {0,...,d—1}.
1) Die Abbildung K — Z,,(K,-) ist schwach stetig, das heift fiir (K;)jen C K¢ mit
K; = K (j = o0) gilt

lim flz,u) Ep (K5, d(z,u)) = / flz,u) En (K, d(z,u))

Jj—=00 JRdy gd—1 Rdx §d—1
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fiir alle stetigen und beschrinkten Funktionen f : R% x S 1 = R, und additiv, das
heifSt
Em(Kl U K27 ) + Em(Kl N K27 ) - Em(K17 ) + Em<K27 )

fiir konvexe Kérper K1, Ko mit K1 U Ky € K¢
2) Die Abbildung =, (-,n) : K — R st fir alle n € B(RY x S9=1) messbar.
3) Em(K,n) ist konzentriert auf dem Finheitsnormalenbiindel Nor(K') von K, das heifst

Em(K,n) =En(K,nNNor(K))

fiir n € B(R? x §4=1).

4) En(K,-) ist homogen vom Grad m, das heifst
En(AK,An) = A" EL (K, n)

fiir A >0, n € B(RY x S41) und M\ := {(\z,u) : (x,u) € n}.

5) Em(K,-) ist bewegungskovariant, das heifit
Em(oK,on) =Z,(K,n)

fiir alle Bewegungen o € G(d), wobei oo die zugehirige Rotation ist, n € B(RY x §9~1)
und on := {(ox,o0u) : (z,u) € n}.

Beweis.
1),2) Siehe Theorem 4.2.1 in [67].
3) Siehe Formel (4.7) in [67].
4),5) Siehe Theorem 14.2.2 in [68]. O

Nun kénnen wir auch die Namensgebung der Stiitzmafle verstehen, denn aus der dritten
Eigenschaft geht hervor, dass sie auf der Menge der Stiitzelemente des konvexen Korpers
konzentriert sind.

Unter singuldren Randpunkten eines konvexen Korpers K verstehen wir Randpunkte, die
nicht regulér sind und unter singuldren duferen Normalen verstehen wir Normalenvektoren
u € 891, fiir die die Stiitzmenge F(K, u) eine Strecke enthilt. Da ein konvexer Korper
sowohl singuldre Randpunkte als auch singuldre duflere Normalenvektoren besitzen kann,
ist es niitzlich, auch die Projektion der Stiitzmafle auf die erste beziehungsweise zweite
Komponente zu betrachten. Dadurch erhalten wir zum einen Mafle, die auf Mengen von
Randpunkten definiert sind, und zum anderen Mafle, die auf Mengen von Normalenvek-
toren definiert sind. Fiir m = 0,...,d — 1 heifit ®,,(K,-) := Z,,(K,- x S971) das m-te
Kriimmungsmaf von K und ¥,,(K,-) := Z,,,(K,R% x -) das m-te Oberflichenmaf von
K. Bei den KriimmungsmafBen koénnen wir diese Definition durch ®4(K,-) := HY (K N ")
erganzen.

Fiir Polytope kann aus der Formel (3.3) fiir Stiitzmafle jeweils eine entsprechende
Darstellung fiir Oberflichen- und Kriimmungsmafle abgeleitet werden (vergleiche auch [67],
Formeln (4.24) und (4.22)), némlich

U(Pw) = —— 3 HE (P, F) (w) HO(F) (3.4)

Wi—
d=m pcr (P
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und

FeFn(P)

fir P € P4, B € B(RY), w € B(S%') und m = 0,...,d. Anhand dieser Darstellung ist
leicht zu erkennen, dass das Kriimmungsmafl nur vom Polytop P und der Borelmenge /3
abhingt und nicht von der Dimension des umgebenden Raumes, in dem es berechnet wird.
Es kann also in jedem affinen Unterraum berechnet werden, der das Polytop P enthélt.

Die Eigenschaften der Stiitzmafle aus Satz 3.2 lassen sich natiirlich fiir die Kriimmungs-
und Oberflichenmafle entsprechend ableiten. Die Kriitmmungsmafle sind aulerdem lokal
definiert in dem Sinne, dass fiir eine offene Menge f C R™ und konvexe Kérper K1, Ko € K¢,
die K1 N B = Ky N S erfiillen,

Dy (K1, 8') = P (K2, 5')

fiir alle Borelmengen ' C j gilt (vergleiche [67], S. 215). Fiir die Oberflichenmafe gilt
Ahnliches, nur diesmal in dem Sinne, dass fiir eine Borelmenge w € B(S%~!) und konvexe
Korper K1, Ko € K%, die 7(K1,w) = 7(Ko,w) erfiillen,

\I/m(Kl,OJ) = \Ilm(K27w)

gilt, wobei 7(K,w) die Menge aller Randpunkte von K bezeichnet, in denen eine zu w
gehorige duBere Normale an K existiert (vergleiche [67], S. 215).

In der Literatur (zum Beispiel in [67]) wird teilweise eine andere Normalisierung verwendet.
Dabei sind die Mafie ©,,, (K, -), Cr, (K, -) und Sp, (K, -) fiir m =0,...,d — 1 gegeben durch

i) = () Ol 36)
g i () = (i) O, (3.7)
dig U (K, ) = <i) (K, ). (3.8)

Betrachten wir spezielle Kriimmungs- oder Oberflichenmafle, so erhalten wir zum Beispiel

IHIYOK N-), falls dim(K) #d — 1,

by 1(K,-) =
a-1(K, ) {Hd‘l(aKﬂ-), falls dim(K) =d — 1,

und
Uy (K, = %’Hd_l(T(K, ), falls dim(K) #d — 1, (3.9)
sowie . )
Po(K,-) = w—dﬂd*(a(f{,.)), Uo(K,-) = w—de’l(-).

Einen besonderen Stellenwert hat das (d — 1)-te Oberflichenmafl Sy_; (K, -). Denn Auf-
grund des Existenzsatzes von Minkowski (siehe [67], Theorem 8.5.5) wissen wir, dass
ein volldimensionaler konvexer Kérper durch S;_1(K,-) bis auf Translation festgelegt ist.
Neben der Stiitzfunktion ist dies also eine weitere Moglichkeit einen konvexen Koérper zu
charakterisieren.



3.1. StiitzmaBe als Koeflizienten einer lokalen Steinerformel 21

Anhand von Formel (3.9) sehen wir, dass das (d — 1)-te Oberflichenmaf} der halben
Oberflache der Menge 7(K, -) entspricht. Dadurch ist es zu seinem Namen gekommen. Alle
anderen Mafle ergeben sich daraus durch die Steinerformel (siehe [67], Formel (4.27))

d—1
‘lld_l(K-i-QBd Z Qd 1= mwd m ‘llm(f{7 )
m=0

Sei nun K ein konvexer Kérper in R?, der von der Klasse C? ist. Nach (2.4) und (3.1)
gilt dann fiir das m-te Kriitmmungsmaf folgende Darstellung (vergleiche auch [67], Formel
(4.25))

d
P (K, ) = d/<(ad )m /azm,@ Hi-1-m(K; ) Hdil(dx)

und fiir das m-te Oberflachenmaf (vergleiche auch [67], Formel (4.26))

()

dkq—m

U (K, w) = / Sy (K u) HE Y (du)

fiir 3 € B(RY), w € B(S4 ') und m = 1,...,d — 1. Fiir beliebige konvexe Korper konnen
die Kriimmungsmafe als Ersatz fiir die elementarsymmetrischen Funktionen der Haupt-
kriimmungen betrachtet werden, die nur fiir konvexe Korper der Klasse C?r definiert sind.
Dies erkléart woher sie ihren Namen erhalten haben.

Nun sei K wieder ein beliebiger konvexer Korper in R?. Betrachten wir die totalen Mafle,
so erhalten wir einerseits die Quermajfintegrale

1
Wi (K) = - Op_m(K, R x 8471, m=1,...,d,

Wo(K) := V4(K)
und andererseits die inneren Volumina

Vin(K) := @, (K,RY) = ¥,,,(K,5Y), m=0,...,d,

die unabhéngig von der Dimension des umgebenden Raumes sind. Insbesondere gilt
(1)
Vin(K) :%Wd_m(K), m=20,...,d, (3.10)
d—m
und wegen (3.5) fiir ein Polytop P, dass
Van(P)= > ~(F,P)H"(F).
FeFm(P)

Die inneren Volumina tauchen auch als Koeffizienten der Steinerformel

d d
V(K+gBd:ng ka—j Vi( Z() K), 0>0,

_] 1=

auf, die besagt, dass das Volumen des Parallelkorpers von K im Abstand g als ein Poly-
nom vom Grad d in ¢ dargestellt werden kann. Die inneren Volumina haben auflerdem
geometrische Interpretationen. So entspricht zum Beispiel V;(K) dem Volumen von K und
Vi—1(K) ist die halbe Oberfliche. Weiter ist V;(K) bis auf einen von der Dimension von
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K abhéngenden Faktor die mittlere Breite von K und Vp(K) ist immer eins.

Wie wir gesehen haben, gehen die Stiitzmafle aus einer lokalen Betrachtung der Minkowski-
Summe K + oB? hervor. Daher ist es naheliegend zu vermuten, dass sie auch auf allgemeine
Kombinationen o1 K7 + - - - + 01K}, erweitert werden kénnen, wobei K1, ..., K € K¢ und
01,---,0r > 0 (k € N) sind. Fiir die Oberflichen- und die Kriimmungsmafle (siehe [46])
ist dies bekannt (siehe auch [31] und [40] fiir Spezialfille). Im folgenden Satz sehen wir,
dass auch eine multilineare Entwicklung des Mafles Z,, (01 K1 + - - - + 0k K, -) moglich ist,
falls die konvexen Korper Ky, ..., K in allgemeiner Lage sind. Diese Bedingung bedeutet,
dass die Stiitzmenge F(K; + -+ + Ky, u) = F(K1,u) + - - - + F(Kj, u) fir jede Richtung
u € S91 die Gleichung dim(F(Kq + - - - + Ky, u)) = dim(F(Ky,u)) + - - - + dim(F (K, u))

erfiillt. Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn K1, ..., K} strikt konvex sind.
Sind K7,...,K), € K¢ in allgemeiner Lage, so ist die Summe 3 + --- 4+ f; C R¢
von Borelmengen f1,...,8, C R* mit 8; C K; fur i = 1,...,k im Allgemeinen keine

Borelmenge. Nach Lemma 3.2 in [46] ist allerdings (51 + -+ + ) N O(K1 + - - - + K}) eine
Borelmenge. Da die Stiitzmafle auf dem Einheitsnormalenbiindel konzentriert sind und
somit fiir einen konvexen Korper K € K¢ die Gleichung =, (K, -) = Z,,(K,-N (0K x S971))
gilt, ist die linke Seite der unten stehenden Gleichung (3.11) wohldefiniert.

Im Folgenden bedeutet die Notation K|[r], dass der Eintrag K in dem Ausdruck r-mal
wiederholt wird, und (A)" bezeichnet das r-fache kartesische Produkt einer Menge A.

Satz 3.3. Firk € N seien o1,...,0r > 0, K1,..., K}, € K¢ konveze Kérper in allgemeiner
Lage sowie B1,. .., Br C R? Borelmengen mit 3; C K; und v C S ! eine Borelmenge.

1) Firme {0,...,d—1} und iy,...,ix € {0,...,m} mitiy+---+ix = m gibt es Mafe
Eiroin (K1y oo, Ki, +) auf (RY* x S471 0 die auf 0Ky x - - - x 0K}, x S471 konzentriert
sind, sodass

Em (i 0i K, (zk: Qiﬁi) X 7) (3.11)
i=1 i=1

m
m i1 P
= E ( .)Ql 0 B i (K Ky B X X B X ).
= N\
21,..0=0

Das Maf =y, .4, (K1, ..., Ky, ) hingt schwach stetig von Ky, ..., K}, in allgemeiner
Lage ab und ist symmetrisch in dem Sinne, dass

Eil,...,ik(Kla s aKkHBl X X 5k’ X 7)
= Eiﬂ(l),‘..,iﬁ(k) (Kﬂ'(l)7 s 7K7r(k)7 ﬂw(l) X X Bﬂ'(k‘) X ’7)
fiir alle Permutationen ™ von 1,..., k. Fir i, =0 gilt
Ei1,...,ik (Kl, ey Kk,8K1 X ) = Eiz,...,ik(K27 e ,Kk, )

Firiy # 0 ist 25, 4, (K1, ..., K, ) translationskovariant und homogen vom Grad iy
in der ersten Komponente, das heifst

Eiy gy, A1+ 2, Koy ooy Ky (AB1L 4 2) X Ba X - X Bl X )
= )\il Eily.,.,ik(Klw")Kk)/Bl X X Bk x ’Y)

fiir A > 0 und z € R%. Des Weiteren hat Eiryigyin (3 Koy ooy Ky - X B X - X B X )
eine Polynomentwicklung.



3.1. StiitzmaBe als Koeflizienten einer lokalen Steinerformel 23

2) Seienm € {1,...,d—1} und iy,...,ix € {1,...,m} so, dass iy + -+ +ix, = m. Sind
Ki,..., K, € K% strikt konveze Kérper, so gilt

Eil,...,ik(K17 ceey kaB]. XX Bk X fY)
= Z1, (K fin]s o Kglig), (B0 x - x (B)™ x ),
wobei der untere Index 1 auf der rechten Seite m-mal auftritt.

3) Fir m € {0,...,d — 1}, r € {0,...,m}, einen konvexen Kiorper K € K¢ und
Borelmengen 3 C K, v C S gilt

(v) ra
A M (K, BB x ST x ).

ET‘(K7/B X 7) = (ndI) Fog»

Fiir konveze Korper K1, ..., K, € K in allgemeiner Lage und Borelmengen v C S%~1,
Bis...,Bs CRE mit B; C K; gilt auferdem

Eil,~~~,is(Kl7' . 'aKS761 X oo X BS X 7)

d
Kdem — _
- (2) - :i1,...,is,m—r<Kla e 7K5aBd761 X X ﬁs X Sd ! X 7)7
(m) Kd—r
wobei i1,...,is €{0,...,7} mitig +---+is=1.
Beweis.

1) Aus (5.16) in [46] und wegen (3.6) erhalten wir die Polynomentwicklung (3.11) mit
Koeffizienten-Maflen Z;, . ;, , die durch diese Entwicklung festgelegt sind. Die weiteren
Eigenschaften dieser gemischten Mafe folgen nun aus der Formel auf S. 328 in [46]
sowie aus den Eigenschaften, die in Theorem 5.6 und Corollary 3.6 in [46] angegeben
werden.

2) Seien m € {1,...,d — 1} und 41,...,i € {1,...,m} mit m = i3 + --- + ix. Seien
Ki,..., K, € K% strikt konvex. Wir betrachten Ol1s-+30lits-+-»Okls---»Oki = 0

sowie Borelmengen $; C R? mit 5; C K; fiir i = 1,...,k und v € S?~!. Dann ist der
Koeffizient von 11 - - - o4, in der Entwicklung von

Em (zk: i Qrerra (zk: i Qrsrﬁr) X 7) (3'12)

r=1s,=1 r=1s,=1

nach (3.11)

m! E1,...,1(1(1 [il]v s 7Kk[ik]a (/Bl)il Ko X (Bk)Zk X ’7)'

Der Index 1 im Mafl 5 1 tritt hier m-mal auf. Nutzen wir andererseits aus, dass
K, strikt konvex ist und 8, C K, so gilt

(£ 5 0s) £ 5 0n)

r=1s,=1 r=1s,=1

(S ) o] oS5 (50 0]

Sr=1 Sr=1
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Hieraus folgt, dass (3.12) das Gleiche sein muss wie
En((onn + -+ 014) K1 + -+ (op1 + -+ - + 0kiy ) K,
[(o11 + -+ 01,)B1+ -+ (ok1 + -+ 0ki,) Br] X 7).
Entwickeln wir dies mit (3.11), so erhalten wir
m
m 1 Tk
> (011 + -+ 01)™ - (0k1 + -+ + Okiy)
Ty...,TL
T1,...,7“k:0
X:T1 ..... T‘k(Klv"'7Kk‘7/81X'.‘XBkX’Y)'
Entwicklung der k Terme (...)", m = 1,...,k, liefert schliefllich ein Polynom in
011, - - - Okij,» das homogen vom Grad m ist. Das Monom @11 - 014, *** Ok1 - * Okiy,
taucht nur in der Entwicklung von ry =iy, ..., r; = it auf und dort mit Vielfachheit
(1 “ 1) e (1 ) Daher ist der Koeffizient dleses Monoms
m i Uk -
iy (K1, K X oo X B X
(uzk) <11> (11) it (B K B 7)
- m' Eh,...,ik(Klv ey Kkvﬁl X X 5]45 X ’Y)
Ein Koeffizientenvergleich zeigt nun, dass
Er, 1 (Kafi], o Bglig], (B1) % - x (Bp)™ x )
Eh 7Zk(K17"'7Kk'7/81 X oo X ﬁk X”)/).
3) Fiir K € K¢ folgt aus 1), dass

Em(K + 0B, (B + 0B?) x 7) ng (r) Ermr(K, B, B x 9971 x ).

Sei Ty(z,u) = (x + ou, u) fir (z,u) € ]Rd x S9=1. Wegen
Em(K + 0B, (B + 0B") x 7) = Ep(K + 0B, [(8 + 0B) x 7] N Nor(K + ¢B))
= Zn(K + 0B Ty(8 x 7))

und unter Verwendung der Polynomentwicklung fiir Stiitzmafe (siche [67], Theorem
4.2.7)

Em(K + 0B, T,(8 x 7)) = Z@”“(d B T) M2 (KL B x ) (3.13)

m—7T) RKdq—m

folgt durch Koeflizientenvergleich

d
—_ Rd—m — -
2.(K,Bx7) = (2) (K, BY, B x ST x ).
(m) Rd—r

Ersetzen wir K durch eine Minkowski-Kombination o1 K7 + - - - + 05K mit konve-
xen Korpern K1,...,K, € K% in allgemeiner Lage und 8 durch eine Minkowski-
Kombination g181 + - - - + 05085, entwickeln beide Seiten und vergleichen die Koeffizi-
enten, so erhalten wir

Eil,-n,is(Kl""aKsaﬁl X X 58 X 7)

_ (i) Rd— m —

(2) o

=01 els,— T'(K17"‘7K87Bd7/81 X X 58 X Sdil X 7)7

wobei 41 4+ - +1is = 7. ]



3.2. Stiitzmafle und Kriimmungen 25

Bemerkung 3.4.

1) Die strikte Konvexitéit bendtigen wir, da die 47 Kopien von K etc. in allgemeiner Lage
sein miissen. Auf diese Voraussetzung kann verzichtet werden, wenn die Projektion
der gemischten Mafle auf die letzte (sphérische) Komponente betrachtet wird. In
diesem Fall vereinfacht sich die Darstellung zur klassischen Multilinearitéit gemischter
Oberflichenmafle (vergleiche [67], Kapitel 5.1).

2) Im Folgenden schreiben wir abkiirzend Z(Kj, ..., Ky, ) fir 21 1(K1,..., Kp,-),
da hier aus dem Kontext hervorgeht, dass der untere Index 1 m-mal auftritt.

3.2. StiitzmaBe und Kriimmungen

In diesem Abschnitt fithren wir die Stiitzmafle mittels der Kriimmungen des konvexen
Korpers ein und erhalten somit eine andere Darstellung fiir sie. Zu diesem Zweck betrachten
wir die Kriimmungen nicht wie in Abschnitt 2.4 als Funktionen des Randes des konvexen
Korpers, sondern als Funktionen auf dem Einheitsnormalenbiindel. Was genau damit
gemeint ist, wird nun erldutert. Als Referenzen wurden [67], Kapitel 2.6 und [82] genutzt.

Sei K € K¢ ein konvexer Kérper in R? und o > 0. Der Parallelkérper K, von K
besitzt nur regulére Randpunkte und sein Rand 0K, ist nach Theorem 2.2.4 in [67] eine
(d — 1)-dimensionale C''-Fliiche, das heifit eine C'-Hyperfliche, deren Normalenabbildung
Lipschitz-stetig ist (vergleiche auch [25], Theorem 4.8).

Die Abbildung

0K, — Nor(K), z— (p(K,2),u(K, z))

ist bijektiv und bi-Lipschitz, da die metrische Projektion nach Theorem 1.2.1 in [67] eine
Kontraktion ist und die Umkehrabbildung

Nor(K) — 0K,, (x,u) = x + ou

lautet. Mit analytischen Argumenten (vergleiche [67]) lésst sich zeigen, dass eine Menge
D3 C Nor(K) mit H4~1(Nor(K)\Dj) = 0 existiert, sodass u(K, -) fiir alle (,u) € D} und
alle o > 0 im Punkt z + gu differenzierbar ist und die Ableitung Du(K, z+ou) : v — u* in
diesem Punkt reelle Eigenwerte k1 (K;z+ou), ..., kg—1(K; x4+ ou) > 0 hat. Die zugehorigen
Eigenvektoren a1 (K;z,u),...,aq—1(K;x,u) werden Hauptkrimmungsrichtungen genannt.
Sie sind paarweise orthogonal, bilden eine Orthonormalbasis von u* und kénnen unabhingig
von g gewéhlt werden (siehe [82], S. 559 oben).

Die wverallgemeinerten Hauptkriimmungen sind fiir H4~!-fast alle (z,u) € Nor(K) und
alle p > 0 definiert durch (siehe [82], Formel (3))

_ ki(K;x + ou)
ki(K;z,u):=1
(K, u) tg(l)l—k(t—g)k:i(K;x—&—gu)

_ {ki(K;mﬂ’“) falls k;(K;x + ou) < 071,

1—ok;(IK;z+0u)’
00, falls k;(K;x + ou) = o~ !

fir i € {1,...d — 1}. Hieraus erhalten wir fir i € {1,...,d — 1} durch Umformen

ki (K;z,u) .
k(K4 ou) = 4 Trok(Rway  [alS iz, u) < oo,
Q_17 faHS k@(K,ZE,U/) = 0.
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Zu den in Abschnitt 2.4 eingefithrten Kriimmungen, die auf dem Rand eines konve-
xen Korpers definiert sind, besteht folgender Zusammenhang. Ist z ein normaler Rand-
punkt von K, so ist x + pok(z) fiir alle p > 0 ein normaler Randpunkt des Paral-
lelkorpers K,. Daher entsprechen nach Lemma 3.1 in [39] die verallgemeinerten Haupt-
kritmmungen k;(K; x, o (z)) fiir H? !-fast alle x € 0K den Hauptkriimmungen k;(K; x)
von K in z, i = 1,...,d — 1. Des Weiteren sind nach Lemma 3.4 in [39] die Wer-
te k1(K;zr(u),u) ... kg 1 (Ko (u),u) ! fir H9 !-fast alle v € S9! die Haupt-
kriimmungsradien von K in u.

Im Folgenden gehen wir davon aus, dass die verallgemeinerten Hauptkriimmungen
geordnet sind, das heifit

0<k(K;z,u) < - <kg1(K;z,u) <oo.

Mit Hilfe der Hauptkriimmungsrichtungen kann eine spezielle Orthonormalbasis des Tan-
gentialraums von Nor(K) in (x, u) konstruiert werden. Die Basis dieses (d—1)-dimensionalen
Unterraums von R¢ x S9! ist dann gegeben durch

1 kz K; 5 .
a;(K;z,u), (Kz,u) ai(K;zyu)):i=1,...,d—1;.
V14 ki(K; 2, u)? V14 k(K z,u)?
Definieren wir die bijektive bi-Lipschitz Abbildung F' durch

F :Nor(K) x (0,00) = RN\ K
(x,u,t) — x + tu,

so gilt fiir die lokale Parallelmenge (3.1)

MQ(K77]) = {l’ € KQ\K : (p(K7 x),u(K, l’)) € 77}
= F({(z,u,t) € Nor(K) x (0, 0] : (z,u) € n}),
wobei n € B(R? x §4-1).
Wie im letzten Abschnitt sind wir nun an dem Lebesgue-Maf3 dieser Menge interessiert.

Dieses wird in [82] mit Hilfe obiger Orthonormalbasis, der Koflichenformel (siehe [26],
Theorem 3.2.12) und der Jacobi-Determinante der Funktion F', die durch

a1 1+ thi(K; 2z, u)

t)
(v Zl_[l\/l#—kKa:u)
d—1

pd—m—1 Z Hz’e[ ki(K;z,u)

m=0 Ic{l, d— 1}H \/H'ki(K”["’u)2
[I|=d—m—1

gegeben ist, berechnet. Wir beschrénken uns hier darauf, das Ergebnis anzugeben. Es gilt
H(My(K, 1))

- / (1) € 0} T (@, u,t) HE(d e, 0, 1))
Nor(K)x (0,0]

4
= / / JF(z,u,t)dt H¥ (d(z, u))
Nor(K)Nn JO
d—

1 d—m / Hie[ ki( K2, u)
Nor(K)

d—1
1 rcq1,..,d-1} [T V1 + k(K 2, u)?
[I|l=d—m—1

HE Y (d(z,u)).

i
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In obigem Produkt verwenden wir die Konvention _killzu) g beziehungsweise
1+ki (K;z,u)2
1 = 0, falls die verallgemeinerte Hauptkriimmung k;(K; z,u) den Wert unend-

\ 14k (K;z,u)?

lich annimmt.
Die StiitzmafBe sind dann nach Theorem 3 in [82] fiir m € {0,...,d — 1} gegeben durch

i kz Ka 9 —
1 / d_l:[zel (K;z,u) _ 24 1(d(x,u)). (3.14)
Wd—m Nor(K)Nn Ic{1,..d—1} Hi:l \/1 + kl(Kv ZII,'LL)
[I|=d—m—1

Em(K,n) =

Bemerkung 3.5. Satz 3.3 dieses Kapitels ist in der gemeinsamen Veroffentlichung [44]
mit D. Hug und W. Weil enthalten.






4. Fahnenmalle

Dieses Kapitel ist eine ausfiihrliche Einfiithrung in die Fahnenmafle eines konvexen Korpers,
die uns schon in der Einleitung begegnet sind. Wir stellen im Folgenden drei Moglichkeiten
vor sie zu definieren. Da die Fahnenmafle eine Verallgemeinerung der Stiitzmafle darstellen,
orientieren wir uns an der Reihenfolge des letzten Kapitels und leiten die Fahnenmafle
zunéchst wie in [35] als Koeffizienten einer lokalen Steinerformel her. Im darauffolgenden
Abschnitt 4.2 zeigen wir, wie die Fahnenmafle mittels der Kriimmungen des konvexen
Korpers ausgedriickt werden konnen (vergleiche [41] und [61]). Abschnitt 4.3 enthélt die
dritte Moglichkeit Fahnenmafle zu definieren. Hier nutzen wir den Zusammenhang der
Fahnenmafle zu den Stiitzmaflen aus, um sie als Projektionsmittel darzustellen. Ausge-
hend von dieser Definition zeigen wir dann in Abschnitt 4.4 zahlreiche Eigenschaften der
Fahnenmafe.

4.1. FahnenmaBe als Koeffizienten einer lokalen Steinerformel

In diesem Abschnitt fiihren wir die Fahnenmafle als Koeffizienten einer lokalen Steiner-
formel ein. Erstmals bewiesen wurde diese Darstellung von Hinderer in Kapitel 4 seiner
Dissertation [35]. Das Vorgehen ist dabei sehr dhnlich zur Herleitung der im letzten Kapitel
vorgestellten Stiitzmafle. In diesem Fall werden allerdings anstatt der lokalen Parallel-
mengen von Punkten in R? mit Abstand kleiner o > 0 zum konvexen Koérper K lokale
Parallelmengen von k-Ebenen E betrachtet, fiir deren Abstand zu K ebenfalls d(K, E) < o
gilt.

Sei K ein konvexer Korper in R%, o > 0 und 0 < k < d. Mit I(K, E) € E bezeichnen
wir den eindeutigen néchsten Punkt einer affinen k-Ebene F € A(d, k) zu K, falls dieser
existiert. Aulerdem bezeichnen wir in diesem Fall mit p(K, E') € K die metrische Projektion
von (K, F) auf K und somit ist p(K, E) der eindeutige néchste Punkt von K zu E, das
heifit es gilt d(K, F) = ||p(K, E) — (K, E)||.

Die Menge aller affinen k-Ebenen FE, die einen eindeutigen néchsten Punkt zu K haben, K
aber nicht schneiden, nennen wir X *). Bis auf eine yj,-Nullmenge sind darin alle k-Ebenen
enthalten, die K nicht schneiden (siehe [35], Lemma 21).

Fiir £ € K® wird die Richtung u(K, E) des kiirzesten Vektors, der K und E bezie-
hungsweise genauer gesagt p(K, E) und [(K, E) verbindet, definiert durch

Z(Kv E) _p(K7 E)
K, F):= .
Die hier verwendeten Funktionen p(K,-),l(K,-),u(K,-) : K& — R? sowie d(-,-) : K¢ x
G(d, k) — R? sind nach Lemma 23 in [35] alle stetig. Zur Veranschaulichung sind sie in
Abbildung 4.1 graphisch dargestellt.
Nun wird zum einen die Menge K é(,k) von k-Ebenen, deren Abstand zu K maximal o ist,
durch

k) . k) .
K :={Ee K™ :0<dK, E) <o}
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Abbildung 4.1.: Nichste Punkte von K und E

definiert. Andererseits definieren wir die lokale Parallelmenge von k-Ebenen
M{H(K.n) == {E € K : (p(K, E), u(K, E), L(E)) € n}
fiir eine Borelmenge 1 € B(R? x S~ x G(d, k)). Definieren wir auBerdem
) (K, ) = (M (K, -)), (4.1)

so erhalten wir ein endliches Borelmal auf B(R? x S9! x G(d,k)), da Mék) (K,-) das

Bildmafl von pyj unter der stetigen Abbildung fék) : Kék) — R? x S x G(d, k), E
(p(K,E),u(K, E),L(E)) ist. Einige Eigenschaften dieses Mafles fassen wir im folgenden
Satz zusammen.

Satz 4.1. Sei K € K% ein konvexer Korper und o > 0. Dann gilt:
1) Die Abbildung K uék)(K, -) ist schwach stetig und additiv.

2) Die Abbildung ugﬂ)(‘, n) ist messbar fiir alle n € B(R? x S~1 x G(d, k)).

Beweis.
1) Das sind die Aussagen von Lemma 26 und Lemma 28 in [35].

2) Das ist die Aussage von Lemma 27 in [35]. O

Ist P € K% ein Polytop, so besitzt das Ma8 uék)(P, -) eine Polynomdarstellung in ¢ (siehe

[35], Kapitel 4.2)
d—k—1

pF (P, = Z o g m ER(P, ). (4.2)

Die Koeffizienten = (P,-) sind endliche MaBe auf B(R? x S~ x G(d, k)) und besitzen
fir k € {0,...,d— 1}, m € {0,...,d—k—1} und n € B(R% x S~1 x G(d, k)) die explizite
Darstellung

1
=) (P ) = / / 43
m (P1) Wd—k—m JG(d,k) Z FILt JLton(PF) (4.3)

FeFn(P)
x H{(p(F, L+ x),u, L) € n} H* " (du) H™(dz) vg(dL).
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Nach Theorem 29 in [35] ldsst sich die Polynomdarstellung (4.2) aufgrund der schwachen
Stetigkeit von /Lék)(P, -) mit Hilfe von Eigenschaft 1) aus dem folgenden Satz 4.2 auf
beliebige konvexe Kérper K € K erweitern. Fiir K € K4, k € {0,...,d — 1} und ¢ > 0

erhalten wir
d—k—1

K
=Y "R ER(K ). (4.4)

o

Die hierdurch definierten Mafle E%)(K, ), m € {0,...,d—k— 1}, heilen Fahnenmafle von
K beziehungsweise genauer Fahnen-Stitzmafle von Typ (k, m). Sie sind nichtnegativ und
die Abbildung K — Z%) (K, n) ist fiir alle n € B(R? x S9! x G(d, k)) messbar (vergleiche
[35], Theorem 29). Fiir die Fahnenmafle gilt der folgende Satz. Hierbei bezeichnet Nor (K)
fiir k € {0,...,d — 1} das k-te verallgemeinerte Normalenbiindel von K € K¢

Norg(K) := {(z,u, L) € R x $91 x G(d, k) : (z,u) € Nor(K), L L u}.

Satz 4.2. Sei k€{0,...,d—1} und m € {0,...,d —k—1}.

1) Die Fahnenmaje ng) erfiillen eine umgekehrte lokale Steinerformel, das heifst fir
K € K% existiert eine Darstellung

=W(K, ) =3 eld, kym, ) i (K,

wobei die Konstanten c(d,k,m,j) € R nur von d,k,m und j abhdngen.

2) Die Fahnenmafle sind lokal definiert, das heif§t es gilt
20 (K1,m) = 20 (K, n)

fiir alle konvezen Korper K1, Ko € K% und alle Borelmengen n C R x S9! x G(d, k)
mit n N Norg (K1) = n N Norg(K2).

Beweis.

1) Sei zunichst P € P? ein Polytop und n C R? x S%~1 x G(d, k) eine feste Borelmenge.
Setzen wir in (4.2) fiir o die Werte 1,...,d — k ein, so erhalten wir ein lineares
Gleichungssystem fiir die Koeffizienten E(()k) (P,n),..., Egi) x—1(P,n). Da die zugehorige
Determinante eine Vandermonde-Determinante ist, ist dieses lineare Gleichungssystem

(k)

invertierbar. Also erhalten wir =;,’(P,n) als eine Linearkombination der Werte
(k)(P n);- - ,M((ik_)k(P,n), das heifit

d—k
E chkmy ()(Pn)
7j=1

mit reellen Konstanten c(d, k,m, j), die von d, k, m und j abhéingen, aber nicht von P
und 7. Wegen Satz 4.1 1) ldsst sich dies durch Approximation auf beliebige konvexe
Kérper K € K% erweitern.
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2) Seien K1, Ko konvexe Korper in R und € B(R? x S9! x G(d, k)) eine Borelmenge,
fiir die n N Nory (K1) = n N Norg(K2) erfiillt ist.
Fiir eine affine k-Ebene E € M, ék) (K1, n) gilt nach Definition der lokalen Parallelmenge
(p(K1,E),u(K1,E),L(E)) € nN Norg(K7). Wegen n N Norg(K7) = n N Norg(K2)
gilt also auch (p(Ki, E),u(K1, E),L(E)) € n N Norg(K3) C Norg(K2) und somit
insbesondere (p(Ki, E),u(K1, E)) € Nor(Ks). Also gilt py-fast sicher p(K1, E) =
p(K2,F) und E N Ky = (. Hieraus folgt u(K1, F) = u(K2, F) und somit F €
Mék) (K2,m). Durch analoges Vorgehen mit vertauschten Rollen fir K7 und Kj
erhalten wir

M (K m) = M{P) (Ky,m)

bis auf eine pg-Nullmenge affiner k-Ebenen. Dies impliziert wiederum ,ug,k) (Ky,nm) =
,u(gk) (K2,7n). Durch invertieren der linearen Gleichungssysteme wie in 1) folgt schliefflich

Bemerkung 4.3. In [44] wird folgende andere Definition der lokalen Definiertheit gewihlt.
Falls es fiir konvexe Kérper K1, K9 € K% eine offene Menge X gibt mit X N K; = X N Ko,
so wird die Gleichheit der FahnenmaBe auf allen Borelmengen n € B(R? x S x G(d, k))
mit {r € R?: (z,u,L) € n} C X gefordert. Wenn Fahnenmafe im dortigen Sinn lokal
definiert sind, dann sind sie es auch in dem hier betrachteten Sinn. Denn ist X eine offene
Teilmenge des R? mit X N K1 = X N Ky und {x € R? : (x,u,L) € n} C X, so ist auch
1 N Norg (K1) = nN Norg(K2) erfiillt.

4.2. FahnenmaBle und Kriimmungen

Ahnlich wie die Stiitzmafie (sieche Abschnitt 3.2) besitzen auch die Fahnenmafe eine
Darstellung als Integral iiber das Einheitsnormalenbiindel Nor(K) eines konvexen Koérpers
K. Diese werden wir in diesem Abschnitt wie in [41] beziehungsweise [61] herleiten. Fiir k €
{0,...,d—1} entsprechen die so definierten Mae den Fahnenmafien Egk_)k_l(K, -xG(d,k))
aus dem vorangegangenen Abschnitt. Interpretieren kénnen wir sie als Mafle der Menge
der k-Ebenen, die den konvexen Kérper K in einer gegebenen Teilmenge von R¢ x S4-1
beriihren.

In Abschnitt 3.2 haben wir gesehen, dass die verallgemeinerten Hauptkriimmungen
ki(K;x,u) € [0,00] von K in (z,u) € Nor(K) sowie die zugehorigen Hauptkriimmungsrich-
tungen a;(K;x,u) € ST i =1,...,d — 1, fir H¥'-fast alle (x,u) € Nor(K) definiert
sind. Fiir sie definieren wir nun zum einen

licr ki(K 2, u)
= 1+ k(K 2, u)?
wobei ein Produkt iiber eine leere Indexmenge 1 ist. Falls k;(K;z,u) = oo fiir ein

i€ {l,....,d — 1}, so wird K;(K;z,u) als Grenzwert fiir k;(K;xz,u) — oo berechnet.

. C 1 _ 00 _ . . .
Insbesondere bedeutet dies Ties = 0 und Wiee i 1. Zum anderen bezeichnen wir mit

Ar(K;z,u) :=lin({a;(K;z,u) : i € I})

Ki(K;z,u) = (4.5)

den linearen Unterraum, der von den Hauptkriimmungsrichtungen aufgespannt wird.
Teilweise wird es niitzlich sein, ihn als Multivektor aufzufassen, das heif3t

Al(K;z,u) = /\Z a;(K;z,u). (4.6)

el
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Hierbei gilt A;(K;x,u) = {o} beziehungsweise Ar(K;x,u) =1 € A\ R, falls I = . Fiir
die bendtigten Grundlagen aus der multilinearen Algebra verweisen wir auf Abschnitt 2.3.
Fiir m € N sei m* := d —m — 1. Fiir das Stiitzmaf} gilt dann nach (3.14)

1
K=o [ Uewed Y KK W da),
Wd—m JNor(K) 1c{1,...d—1}
[I|=m*

Um eine entsprechende Darstellung fiir die Fahnenmafle herzuleiten, definieren wir auf
dem k-ten verallgemeinerten Normalenbiindel von K die Projektionsabbildung

fi(z,u, L) — (x|LL,L).

Sei k € {0,...,d — 1}. Das k-te Fahnenmaf E,(Ck*)(K, -) ist ein MaB auf R? x {(u,L) €
S9=1 x G(d,k*) : w L L} und als solches definiert durch (vergleiche [41], S. 638)

[ st 0= (K dla 0, 1)

_(d.k) . o
~c(dk) /G(d,k*)/amu) ( 2 gl L) | L2 e (L),

zu,L)ef~H{(2,L)}

wobei g eine beliebige messbare und beschriinkte Abbildung auf R? x {(u, L) € S~ x
G(d,k*) : uw L L} ist. Die Konstanten 7(d, k) und ¢(d, k) sind hier gegeben durch

am . (A=Y TERH T
@ =5(", ) ()
und P(%)
c(d, k) = F(k—'f)l’(d_g"‘l)'

Die Menge f~'{(z,L)} ist fiir vg--fast alle L € G(d,k*) und H*-fast alle z € 9(K|LY)
einelementig. Dies folgt aus dem Theorem auf S. 103 in [67] mit s = 1 (vergleiche auch
[81], Theorem B).

Obige Darstellung kann durch mehrmaliges Anwenden der Koflichenformel (siehe [26],
Theorem 3.2.12) und durch Berechnung diverser Jacobi-Determinanten (siehe [61] oder
[41] fiir die Details) umgeformt werden zu

_ (d, k) ST, U T,U
B C( k) /Nor(K) Z KI(K’ 7 )/ g( ’ 7L)

ul *
’ Ic{1,..d—1} Gu(d—1,k%)
|1|=Fk~

x (L, Ap(K; 2, u))? vge (dL) HA 1 (d(, v)), (4.7)

QU

wobei

N H’“*(Sk*) N Wd—k

’Y(d, ]ﬁ) e (dzl) (dzl)

und G (d — 1,k*) die Gramann-Mannigfaltigkeit der k*-dimensionalen linearen Un-
terrdume von u’, u € S, bezeichnet. Unter Beachtung der unterschiedlichen Notationen
entspricht dies Formel (5) in [41] beziehungsweise Formel (4) in [61].
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Somit haben wir unser Ziel erreicht, fiir das k-te Fahnenmaf} eine Darstellung als Integral
iiber das Einheitsnormalenbiindel herzuleiten, nidmlich

2w =200 [ S mea) [ D) e )
c(d, k) Jxor(k) e} b (d—1,k*)
Tk

x (L, Ap(K;z,u))? vgs (dL) HE 1 (d(, w)).

Hieraus geht auch direkt hervor, dass die Projektion 7 : Nory(K) — Nor(K), (x,u, L) —
(z,u) das Fahnenmaf} = (k )(K, -) (bis auf eine Konstante) auf das Stiitzmal = (K, )

abbildet (vergleiche Proposrcion 4.11).
4.3. FahnenmaBe als Projektionsmittel
In Abschnitt 4.1 haben wir gesehen, dass das Fahnenmaf$ eines Polytops P in R? eine

explizite Darstellung als Summe iiber die m-Seiten von P besitzt, die auf Hinderer [35]
zuriickgeht, ndmlich

=Bp, )= / / / (4.8)
Wd—k—m FE]—' F|LL JLLnn(PF)

x 1{(p(F7L+x)7u,L) € -} HTFT T (du) 1™ (d) v (dL)

fir k€ {0,...,d—1} und m € {0,...,d — k —1}.

In diesem Abschnitt zeigen wir einen alternativen Zugang zu den Fahnenmafien auf. Wir
nehmen obige Formel als Definition des Fahnenmafes Eg,’f)(P, -) und zeigen, dass es sich
schwach stetig auf beliebige konvexe Korper fortsetzen liasst und einer lokalen Steinerformel
genugt.

Unser erstes Ziel ist es daher, die rechte Seite von Gleichung (4.8) so umzuformen, dass
wir sie spéter auf allgemeine konvexe Korper erweitern kénnen. Aus diesem Grund ersetzen
wir zunédchst den Ausdruck p(F, L + x), der fiir vi-fast alle Unterrdume L € G(d, k) das
eindeutig bestimmte Element der Menge (z 4+ L) N P ist, durch eine allgemeinere Funktion.
Hierzu erkldren wir die Abbildung

g RIxGd k) x K¢ 5 RY, (2,0, K) — c ((p(K\LJ‘,:L‘) +I)N K) ,

wobei ¢(M) den Mittelpunkt der Umkugel um einen konvexen Kérper M € K% bezeichnet.
In Lemma 4.6 werden wir sehen, dass diese Funktion geeignete Stetigkeitseigenschaften
besitzt. Die Abbildungen 4.2 und 4.3 zeigen zwei Beispiele der Abbildung g.

Fiir eine Seite F' € F,,,(P) gilt dann p(F, L + x) = g(z, L, P) fiir vi-fast alle linearen
Unterrdume L € G(d, k) mit L*Nn(P, F) # () und alle x € F|L* (vergleiche [67], Corollary

2.3.11) und somit folgt
=0)(p )=
=0(Pyn) = (49)
Wd—k—m JG(d,k) ]_. FIL* J LA n(P,F)

X 1{(g(a;,L,P),u,L) e n} HEFm N du) H™ (da) vy (dL).

Fe
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p(K|L*,2) + L

(K| 2)+ L) N K Lt )+ L)nK

c((p(K|Lt,2)+ )N K

Abbildung 4.2.: Beispiel 1 fiir g(z) Abbildung 4.3.: Beispiel 2 fiir g(z)

Nun wollen wir das innere Integral durch das Stiitzmaf E{;f (P|L*,-) von P|L* in L*,
L € G(d, k), ausdriicken. Aus (3.3) erhalten wir fiir dieses Stiitzmaf} die Darstellung

1

=L+ 1
=LY (PILS, ) = I/ (4.10)
Wd—k—m Ge]—‘mZ(I:DLL) G Jn, 1 (P|L+,G)

x 1{(y,u) € -} HEF"™"1(du) H™ (dy).

Hier und im Folgenden bedeutet der Index L+ bezichungsweise ein hochgestelltes L stets,
dass wir die entsprechende Gréfe im Unterraum L+ betrachten.

Um den Zusammenhang zwischen dem inneren Teil von Formel (4.9) und Formel (4.10)
einsehen zu koénnen, bendtigen wir die folgenden beiden Hilfsaussagen, die Seiten von
P|L* mit Seiten von P in Verbindung bringen. Wir verwenden hierbei die folgenden
Sprechweisen. Zwei lineare Unterriume L; und Lo des R? sind in allgemeiner Lage, wenn
lin(L; U Lg) = R? oder Ly N Ly = {o}. Eine Seite F eines Polytops in R? und ein linearer
Unterraum L sind in allgemeiner Lage, falls der lineare Unterraum L(F') parallel zu aff (F')
und L in allgemeiner Lage sind. Schliefllich sind ein Polytop P und ein linearer Unterraum
L in allgemeiner Lage, wenn F' und L fiir jede Seite F' von P in allgemeiner Lage sind.

Lemma 4.4. Seien P ein Polytop in R, k € {0,...,d — 1}, m € {0,...,d — k — 1}
sowie F € Fp(P) und L € G(d, k). Sind F und L in allgemeiner Lage und u € L+ N
relint(n(P, F)), dann gilt

F|ILY € Fu(PILY)  und  w € velint(ny . (P|LY, FILY)).

Beweis. Seien P € PY F € F,,(P) in allgemeiner Lage zu L € G(d, k) sowie u €
L+ Nrelint(n(P, F)) (vergleiche auch Abbildung 4.4). Wir erinnern daran, dass H (P, u)
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Abbildung 4.4.: Zusammenhang zwischen Seiten und dufleren Normalen des Polytops P
und der Projektion P|L+

die Stiitzhyperebene von P mit #uflerem Einheitsnormalenvektor u bezeichnet und F'(P, u)
die zugehorige Stiitzmenge. Da u € relint(n(P, F)), gilt nach (2.1), dass F = F(P,u) =
H(P,u)N P. Wegen u € L+ ist H(P,u)N L* eine Stiitzhyperebene von P|L* mit #uBerem
Normaleneinheitsvektor « und (P|LY) N H(P,u) N L+ = F|L*. Insbesondere ist F|L+ =
F; . (P|L*, u) eine Seite von P|L*. Da L und F in allgemeiner Lage sind, gilt LNL(F) = {o}
und daher dim(F|LY) = m, also ist F|L+ € F,,(P|L+). Aufgrund von (2.1) haben wir
nun gezeigt, dass u € relint(n, . (P|L*, F|L1)). O

Lemma 4.5. Sei P ein Polytop in R, k € {0,...,d — 1} und L € G(d, k) so, dass
P und L in allgemeiner Lage sind. Ist G € F,,(P|L*), m € {0,...,d — k — 1}, und
u € relint(n; . (P|L*Y, G)), so existiert eine eindeutige Seite F' € F,,(P) mit F|L*+ = G
und u € relint(n(P, F)).

Beweis. Sei P € P? in allgemeiner Lage zu L € G(d, k) sowie G € Fy,(P|L*) und u €
relint(n; 1 (P|L*,G)) (vergleiche auch Abbildung 4.4). Nach (2.1) gilt F; . (P|L*,u) = G.
Ferner ist F := F(P,u) eine Seite von P mit F|L+ = G und als solche eindeutig. Da P
und L in allgemeiner Lage sind, ist dim(F') = dim(G) = m, das heifit F' € F,,(P) mit
G = F|L* und u € relint(n(P, F)), wobei zuletzt wieder (2.1) verwendet wurde. O

Seien nachfolgend das Polytop P und der Unterraum L € G(d, k) in allgemeiner La-
ge. Da sich n; 1 (P|L*,G) und relint(n; . (P|L*,G)) nur um eine H4*~™~1_Nullmenge
unterscheiden, gilt

=L (PILY, ) = //
" 7 Wd—k—m Z G Jrelint(n, | (P|LL,G))

GEFm(P|LL)
x 1{(y,u) € }HTF N (du) H™ (dy).




4.3. Fahnenmafe als Projektionsmittel 37

Mit Hilfe von Lemma 4.4 und Lemma 4.5 folgt nun

=L (PIL*, ) =

Wd—k— M peFm( /F|LJ- /[A—ﬁrehnt (P,F))
x {(y,u) € ‘}Hd T du) T (dy)-

Fiir eine (beliebige) Seite F' € F,,,(P) von P ist der Einheitsnormalenkegel n(P, F') der
Durchschnitt der Einheitssphére mit einem (d—m)-dimensionalen polyedrischen Kegel, dem
sogenannten Normalenkegel N (P, F'), dessen relativer Rand in einer endlichen Vereinigung
von (d —m — 1)-dimensionalen Untervektorrdumen enthalten ist. Indem wir eine -
Nullmenge von Unterrdumen L € G(d, k) ausschliefien, konnen wir voraussetzen, dass Lt
und jeder der N (P, F') begrenzenden Unterrdume in allgemeiner Lage sind. Dies impliziert
HIk=m=1(LL Nrelbd(n(P, F))) = 0, und somit ist

Wd—k— mFe}_ /F|Ll /Liﬁn P,F)

x 1{(y,u) € -}%d F=m=1(du) H™(dy).

7L
‘:fn (P’Lla) =

Die vorangehenden Argumente zeigen nun

=000 [ i, E, )
m (P) G(d,k) Wd—k— M peF(P) F|L+ JLLnn(P,F)

x 1{(g(z, L, P),u, L) € -} HIF=""Y(du) H™ (dzx) vj.(dL)
/ /1{ 2,L,P),u,L) € }EL(P|L*, d(z,w)) v (dL). (4.11)
G(d,k)

Das Fahnenmaf} kann also als eine Mischung von Stiitzmaflen von Projektionen des gege-
benen Polytops ausgedriickt werden. Dies ist unsere angestrebte Umformung von Formel
(4.8).

Sei nun K € K? ein beliebiger konvexer Kérper und E%)(K, )) fir k€ {0,...,d— 1} und
m € {0,...,d — k — 1} definiert durch (4.11).

Wir sagen L € G(d, k) hat die eindeutige Stiitzeigenschaft beziiglich K und schreiben,
dass L € USP(K), falls jede zu L parallele k-Ebene, die K stiitzt, genau einen Punkt
mit K gemeinsam hat. Fiir einen fest gewihlten Unterraum L € G(d, k) schreiben wir
im Folgenden auch gy (x, K) anstelle von g(x, L, K). Die Stetigkeitseigenschaften von gy,
untersuchen wir im folgenden Lemma.

Lemma 4.6. Fir i € Ny seien K; € K% konvere Korper und x; € R mit K; — K,
x; = xo fliri— oo. Sei L € G(d, k) NUSP(Ky). Dann gilt

lim gr(x;, K;) = gr(xo, Ko).

11— 00

Insbesondere gilt:
1) x> gr(z, Ky) ist stetig;

2) gr(-, K;) = gr(+, Ko) konvergiert (fiir i — oo) gleichmdfig auf kompakten Teilmengen
des R?,
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Beweis. Scien K; € K%, z; € R? (i € Nog) mit K; — Ko, x; — xg fiir i — co. Auflerdem
sei L € G(d, k) NUSP(Kp). Aufgrund der Stetigkeit der metrischen Projektion p(-,-) (siehe
[67], Lemma 1.8.11), folgt aus Theorem 12.3.5 in [68], dass

p(Ki’LLﬂEi) +L— p(KOILlwa) + L

fir 7 — oo.

Fall 1: p(Ko|L*, 2¢) + L und K lassen sich nicht durch eine Hyperebene trennen.
Der Beweis von Theorem 1.8.10 in [67] (wobei Theorem 1.8.8 in [67] durch Theorem
12.2.2 in [68] zu ersetzen ist) zeigt, dass in K¢ fiir i — oo gilt

(p(Ki| L, 23) + L) N K; = (p(Kol L™, o) + L) N K.
Da die Abbildung c: C' — R nach Lemma 4.1.1 in [68] stetig ist, folgt die Behauptung.

Fall 2: p(Ko|L*, 2¢) + L und K lassen sich durch eine Hyperebene trennen.
Aus der Voraussetzung L € USP(K)) folgt

(p(Ko|L*, 20) + L) N Ko = {0}

fiir ein 29 € RY. Wir zeigen nun, dass (p(K;|L*, z;)+L)NK; — {20}, woraus die Behauptung
folgt.

Sei (jk)ken eine Teilfolge in N mit ji — oo fiir k — cound y;, € (p(Kj, | L, 2, )+L)NK;;,
mit y;, — yo fiir k = oco. Wegen Kj;, — Ko und y;, € Kj, folgt mit Theorem 12.2.2 in
[68], dass yo € Ko. Da ferner y;, € p(Kj,|L*,zj,) + L — p(Ko|Lt, z0) + L gilt, folgt nach
Theorem 12.2.2 in [68] auch yo € p(Ko|L*,z¢) + L. Also yo € (p(Ko|L*,x0) + L) N K.
Insbesondere gilt also yo € {z0}, das heifit yo = 2p.

Wihle nun Punkte y; € (p(K;|L*,z;) + L) N K; # 0 beliebig. Nach dem vorherigen
Argument muss jede konvergente Teilfolge von y; gegen zg konvergieren. Da (y;);en be-
schréinkt ist, gilt somit y; — zp. Aus Theorem 12.2.2 in [68] erhalten wir so die behauptete
Konvergenzaussage. Die restlichen Aussagen sind klar. O

Nun kénnen wir zeigen, dass die Abbildung K — Eﬁ,’f) (K -) schwach stetig auf K% ist.

Satz 4.7. Sei (K;)ien eine Folge konvexer Korper in R? und Ky € K¢ mit K; — K fiir
1 — 00. Dann gilt

[1]

0 (1, ) % =) (Ko, ).

m

Beweis. Sei F eine nichtnegative, stetige Funktion auf R? x S9! x G(d, k). Wir miissen
zeigen, dass

Ko [ [Pl L), D) 25 (KIE d(e, w) n(a)
G(d,k)
stetig auf K¢ ist. Seien dafiir Ko, K; € K¢, i € N, mit K; — K fiir i — oco. Nun zeigen wir
lim [ Fgr(z, K;),u, L) EL" (K| LY, d(z, u))
1— 00

~ [ Flo(o. Ko, 1) 25 (Kol L d(a )
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fir vy-fast alle L € G(d, k). Die Behauptung folgt dann aus dem Satz von der majorisierten
Konvergenz.

Nach Korollar 2.3.11 in [67] gilt L € ();cy, USP(K;) fiir vy-fast alle L € G(d, k). Fiir ein
so gewdhltes L folgt

\ / Flgr (e, K;),u, D)2 (K| LY d(w,w) - / Flgr (e, Ko),u, L) 2, (Kol L', d(w, )
_ '/F(gL(x,Ki),u,L)—F(gL(a;,KO),u,L) =LY (KL d(w, u))
+/F(gL(:E,K0),u, L)EE (K| L*, d(z,u)
- [ Pl Ko w D= (Kol (o)

< /'F(gL(a:,Ki),u,L)—F(gL(x,KO),u,L) Efnl(Ki]LJ‘,d(m,u))

+ ’/F(gL(aj,Ko),u, L) E#L(KZ"LL,d(SL',’LL)) (4.12)
—/F(gL(x,KO),u, L) Egj(KO|LL,d(x,u))’.

Da K; — Ko und daher K;|L+ — Ko|L*, ist der Triiger der Mafe E#L(KALL, -), i€ Ny
fiir ein geeignet grofies R > 0 enthalten in RB% x S9!, AuBerdem gibt es nach Lemma 4.6
zu € > 0 ein ig(€), sodass fiir i > ig(€) gilt

‘F(gL(:L‘,KZ-),u, L) - F(gL(:U,KO),u,L)’ <e

fiir alle (z,u) € RB% x S9!, Ferner ist (E{;f(Ki]Ll, Lt x (841N LL))). . beschrinkt
1€

und somit kann der erste Summand in (4.12) als kleiner als e abgeschétzt werden.
Da ebenfalls nach Lemma 4.6 die Abbildung

(1’, U) — F(gL(:Ea KO)v u, L)
stetig und beschriinkt auf RB? x S9! ist und nach Satz 3.2 1) fiir i — oo gilt, dass
=h (KilLY, ) 5 =0 (Kol L™, ),

gibt es ein i1 (€), sodass fiir i > i1(€) auch der zweite Summand in (4.12) kleiner gleich e
ist. Somit folgt die Behauptung. O

Aufgrund der schwachen Stetigkeit kann Formel (4.11) auf beliebige konvexe Koérper
fortgesetzt werden. Somit haben wir gezeigt, dass das Fahnenmaf} eines konvexen Korpers
K € K% die Darstellung

=K, .):/ /1{(g(x,L,K),u,L) € YEL (K|LE, d(z,u)) me(dD) (413
G(d,k)

hat, wobei k € {0,...,d —1}, m € {0,...,d — k — 1} und n C R? x S9! x G(d, k) eine
Borelmenge ist. Die Projektion dieses Mafles auf die zweite und dritte Komponente hat
dementsprechend eine Darstellung durch das Oberflichenmaf} \I/ﬁf im Raum L*. Fiir
ke{0,...,d—1} und m € {0,...,d — k — 1} setzen wir

V(K ) = 2R (K R x )

m
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und erhalten so

vk (K, w) = /G(dk)/u(u, L) € w} VL (K|L*, du) vy (dL)

fiir w € B(S?! x G(d, k)). Die MaBe P (K, ) werden Fahnen-Oberflichenmafe von Typ

(k,m) genannt. Analog erhalten wir auch Fahnen-Krimmungsmafe @%)(P, ).

Da die Fahnen-Oberflichenmafle beziehungsweise die Fahnen-Kriimmungsmafle Bildmafe
der Fahnen-Stiitzmafle sind, kénnen alle im folgenden Abschnitt gezeigten Eigenschaften
auch fiir sie hergeleitet werden.

Bevor wir im néchsten Abschnitt auf die Eigenschaften der Fahnenmafle eingehen, wollen
wir hier noch zeigen, dass sie die Koeffizienten einer lokalen Steinerformel sind und somit,
dass sie mit den Maflen von Hinderer aus Abschnitt 4.1 iibereinstimmen. In (4.1) wurde
das Maf} der lokalen Parallelmenge von k-Ebenen definiert, ndmlich

U (K, n) = (M (K, 1))

fir k € {0,...,d—1}, m € {0,...,d—k — 1} und eine Borelmenge n C R% x S9! x G(d, k).
Es sei T(L) die Menge aller Punkte x aus L', fiir die L + 2 in der lokalen Parallelmenge
von k-Ebenen liegt, das heif3t

T(L):={zeL*: L+zeMMEKn)}

Nach der Definition des Mafles py gilt dann

W9 (K ) = / HEH(T(L)) i (dL).
G(d,k)

Die lokale Parallelmenge von k-Ebenen wurde in Abschnitt 4.1 definiert als
k k) .
MK, ) = {E e KW 0 <d(K,E) < o, (p(K, E),u(K, E), L(E)) € n}.

Deshalb ist die Bedingung L + z € Mék)(K ,n) fir yp-fast alle linearen Unterrdume
L € G(d, k) und fiir x € L+ dquivalent zu

0<d(K|LY,z) <o und (g(z,L,K),uw(K|L* z),L)€n.
Mit der Bezeichnung
n(L) = {(z|Lt,u) € Lt x (841N LY) : (z,u, L) € n}
folgt dann
ug? (K, m)

= [ @) mn

G(d,k)
B /G(d k) H7*{z e LT 0 <d(K|L",2) < o, (9(z, L, K),u(K|L", x), L) € n}) vi(dL)
- /G(d " /L 1{0 < d(K|L*, ) < 0. (p(K|L*, 2), u(K|L*, x)) € (L)} KO (da) vy (dL)

_ / HER(ME (KLY (L)) vi(dL),
G(d,k)
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wobei M QLL (K|L*,n(L)) eine lokale Parallelmenge von K|L* in L+ bezeichnet (vergleiche
(3.1)). Hierauf kénnen wir wegen H*(ML™ (K|L*,n(L))) = pp(K|L*+,n(L)) die lokale
Steinerformel (3.2) der Stiitzmafle anwenden und erhalten

d—k—1

WP E) = Y e [ EE KIS gL )
0 G(d,k)

Fiir vg-fast alle L € G(d, k), fir € L+ und uw € S ' N Lt gilt (g(z, L, K),u,L) € n
genau dann, wenn (x,u) € n(L). Also folgt aus (4.13), dass

/ (@) =LY (K|LY n(L)) v (dL) = 20 (K, n)

und somit sind die FahnenmaBe =\ (K, n) die Koeffizienten der lokalen Steinerformel

i) (K, m) Z O T K km EW (K ).

Ein Vergleich mit Formel (4.2) zeigt, dass die in diesem Abschnitt als Projektionsmittel
definierten Fahnenmafle mit denen aus Abschnitt 4.1 iibereinstimmen.

4.4. Eigenschaften der Fahnenmalle

Aufgrund der Darstellung (4.13) der FahnenmaSe, ist es naheliegend zu vermuten, dass sie
ghnliche Eigenschaften wie die Stiitzmafle besitzen. Dies werden wir in diesem Abschnitt
untersuchen. Auflerdem werden wir in Proposition 4.11 zeigen, welcher Zusammenhang
zwischen den Fahnenmaflen und den Stiitzmaflen besteht. Auch weitere Darstellungen und
gemischte Mafle werden betrachtet.

Im folgenden Satz sind einige wichtige Eigenschaften der Fahnenmafle zusammengefasst.

Satz 4.8. Sei K € K% ein konvexer Korper und n € B(R? x S4 ' x G(d, k)). Die Fah-
nenmafe _ﬁ,’?( K,-) haben fir k € {0,...,d — 1} und m € {0,...,d — k — 1} folgende
Eigenschaften:

1) Sie sind bewegungskovariant, das heifst
EW (0K, om) = ) (K, n)

fiir alle Bewegungen o € G(d) mit zugehdoriger Rotation og € SO(d), wobei
on = {(ox, o0u,00L) € R x S¥1 x G(d, k) : (z,u,L) € n}.

2) Sie sind homogen vom Grad m, das heifst fir A > 0 gilt
Ei (K, Ap) = A" 2R (K, ),
wobei A := {(Az,u, L) € R? x 41 x G(d, k) : (w,u,L) €n}.
3) Sie sind konzentriert auf dem k-ten verallgemeinerten Normalenbiindel
Nory(K) = {(z,u,L) € R? x S x G(d, k) : (x,u) € Nor(K), L L u}

von K, das heifit
=W (K1) = E) (K, n 0 Nory(K)).
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4) Sie sind additiv, das heifst fir Ky, Ko € K¢ mit K1 UKy € K% gilt

2R (K UKy, )+ ER(K N Ky, ) =20 (K, ) + 20 (K, ).

5) Sie sind lokal definiert, das heifit
Ef) (K1, m) = ER) (K2, 1)

fiir alle konvezen Korper K1, Ko € K% und alle Borelmengen n C R x S~ x G(d, k)
mit n N Norg (K1) = n N Norg(K2).

Beweis. Sei K € K? ein konvexer Korper, k € {0,...,d—1}, m €{0,...,d —k — 1} und
n eine Borelmenge in R? x S9! x G(d, k).

1) Die Bewegung o € G(d) sei gegeben durch die Rotation o und die Translation um den
Vektor y € R%. Dann gilt wegen (4.13) aufgrund von (0 K)|L* = (0oK)|L*+ + y|L*
und der Translationskovarianz der Stiitzmafe (siehe Satz 3.2 5))

=k (oK, on)

- / / 1{(g(z, L, 0K),u, L) € on} E5* (0 )| L, d(z, u)) vi (L)
G(d,k)

N / /1{(g(x + y‘LJ',L,UK),u,L) S 077} Efvj((O—OK)‘LLﬂd(‘rvu)) Vk(dL)
G(d,k)

:/ /1{(g(ac,L,00K) +y,u, L) € on} ZL (0o K)| LY, d(z, u)) v (dL).
G(d,k)

Die Gleichheit im letzten Schritt gilt, da aufgrund der Translationskovarianz von ¢(+)
fiir die Funktion g gilt

9w +y|L* LoK) = ¢ (@KL @ + y|LY) + L) N (0K))

= ¢ ((p((00K)|L*, z) + y|L + L) N (0o K + y))

=C

=C

7 N7 N7 NN

(P((00FO)| L+, 2) + L) N (00 K)] + )
(b((00K)|LY @) + L) 0 (00K) ) +
=g(z,L,00K) +v.

Verwenden wir nun nacheinander, dass v, rotationsinvariant ist sowie, dass die
Identitét (ooK)|(ooL)* = oo(K|L*) gilt, und dass die StiitzmaBe nach Satz 3.2 5)
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drehkovariant sind, so folgt weiter

=W (0K, on)
B / /1{(9(1’, 0oL, 00K) +y,u,00L) € on} ZV (00 K)|(00L) ", d(w,u))
G(d,k
X I/k(dL)

= / / 1{(g(cox,00L, 00 K) + y, o0ou, 0o L) € on} L (KL, d(z, u)) vg(dL)
G(d,k

_/ /1{(00g(:c,L,K) +y,00u,00L) € o} LS (KLY, d(x, u)) v (dL)
G(d,k

[ [l L )0, 1) €} S5 KILY dlayu) maL)
G(d,k

==W(K,n).

Im drittletzten Schritt haben wir die Gleichheit g(ooz,00L,00K) = oog(z, L, K)
verwendet. Diese gilt, da

g(oox,00L,00K) = c | (p(oo( K‘L ), 00z) + ool) N (O’oK))

(0t

= ¢ ((oop(K|L*,2) + 00L) 1 (00 K) )
( (p(K|L*Y, z) +L)ﬁK)>

— opc ((p(K|LL,x) +I)N K)
09(z, L, K).

2) Fiir A > 0 gilt

=W (K, An)
:/ /1{(g(x,L, AK),u, L) € M} 5K LY, d(w, u)) vi(dL)
G(d,k

:/ /1{(g(x,L, AK),u, L) € Mg} LT (NK|LY), d(z, v)) v (dL)
G(d,k
:/ /1{(g(Am,L,)\K),u, L) € M A" EL (KL d(z,u)) vi(dL)
G(d,k
= Am/ /1{()\g(x,L,K),u,L) e MYy EE(K|LY, d(z, u)) v (dL)
G(d,k
=\" /G(dk /1{(g(x,L,K),u, L) en} E{E (K|LL,d(x,u))yk(dL)

=" Eg]f)(KW),

wobei verwendet wurde, dass AK|L+ = A\(K|L'), das StiitzmaB Z nach Satz 3.2

m
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4) homogen vom Grad m ist und g(Azx, L, AK) = Ag(z, L, K). Letzteres gilt wegen
g(\z, L,AK) = c((p(AK|L*, A\z) + L) N AK)
= c((M\p(K|L*,z) + L) N \K)
— c(M(p(KIL* 2) + L) K)
Ae((p(K|LY, ) + L) N K)
=Mg(z, L, K).

3) Aufgrund von Gleichung (4.13) gilt

(K, ) = / / 1{(g(x, LK), u, L) € YL (K|L*, d(z, u) v (dL).
G(d,k)

[1]

Da aulerdem der Tréger eines Stiitzmafes eines konvexen Korpers im Normalenbiindel

des Korpers enthalten ist, ist der Trager von =& (K, ) enthalten in

{(z,u,L) e R x 8L x G(d,k) : 2= g(z, L, K), (z,u) € Nor,. (K|L)}
c{(z,u,L) e R x SV x G(d, k) : (z,u) € Nor(K),u e L},
was die Behauptung zeigt.

4) Fiir den Beweis der Additivitéit der Fahnenmafle wird zunéchst das folgende Lemma
gezeigt:

Lemma 4.9. Seien K1, Ky € K% mit K1 UKy € K% und L € G(d, k). Dann gilt
1) (K1 U Ky)|L*+ = K| Lt U K| L+,
2) (K1 N KQ)‘LJ_ = Kl‘LJ‘ N KQ‘LJ_.

Beweis des Lemmas. Fiir eine beliebige Abbildung A : R¢ — R? und Mengen
A, B c R? gilt stets h(AU B) = h(A) Uh(B) und h(AN B) C h(A) N h(B). Es bleibt
daher lediglich die Inklusion ,, D¢ fiir 2) zu zeigen.

Sei hierzu = € Ki|L*+ N Ky|L*. Dann existiert ein y € K mit z = y|L* und ein
z € Ko mit x = z]Ll. Da K; U K> nach Voraussetzung konvex ist, gibt es ein
w € conv({y, z}), das heifit w = (1 — a)y + az mit a € [0,1], und w € K; N K. Es
folgt w|L+ = (1 — ) (y|L*) + a(z|L*Y) = x. Also gilt * = w|L*+ € (K1 N Ky)|L+. O

Nun wird die Additivitdt der Fahnenmafle bewiesen. Seien K1, Ko € K¢ konvexe
Korper, deren Vereinigung K7 U K5 ebenfalls ein konvexer Korper ist. Dann gilt mit
(4.13) und Lemma 4.9, dass

=W (K1 U Ko, ) + EW (K71 N Ko, 1)

— [ [l L UK 0,1 € ) S5 (K U K| d(o ) (L)
G(d,k)
[ gt K 0 K L) € nbEE (6 N K| L dla ) (L)
G(d,k)
= / (/ 1{(g(z,L, K1 UK>),u, L) € n} EL" (K1 | L+ U Ko| LE, d(z, )
G(d,k)

+ /1{(9(36, L, KN Ky),u, L) € g} EL" (KLt N Ky|LY, d(z, u))> ve(dL).
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Im Folgenden betrachten wir nur die Summe der inneren Integrale und wéhlen
L € G(d,k) so, dass L mit K, Ky und K; U K3 in allgemeiner Lage ist. Wir
definieren eine Funktion Az : R? x S%1 — R? durch

gr(z, K1), (z,u) € Nor;. (K, |LY),
]’LL(.T,’U,) = gL(.’L‘,KQ), (a:,u) S NOI"LL (KQ‘LL),

0, sonst.

Die Abhéngigkeit von K7, Ko wird durch die Notation nicht angezeigt. Die Funktion
hr, ist messbar und eindeutig definiert, da fiir (x,u) € Nor, . (K;|L+)NNor 1 (Ka|L*)
aufgrund der vorausgesetzten eindeutigen Stiitzeigenschaft g(z, L, K1) = g(x, L, K3)
gilt. Der Beweis von Theorem 4.1.3 in [67] zeigt, dass

Nor(AU B) U Nor(A N B) = Nor(A) U Nor(B) (4.14)
fiir konvexe Korper A, B, fiir die auch A U B konvex ist. Wegen Lemma 4.9, der
vorausgesetzten eindeutigen Stiitzeigenschaft und (4.14) erhalten wir fir (z,u) €
Nor; 1 ((K1|LY) U (K3|L1)), dass hr(z,u) = g(x, L, K1 U K5). Ist dagegen (z,u) €
Nor; 1 ((K1|L*Y) N (Ka|LY)), so st hy(x,u) = g(z, L, K1 N K). Hiermit erhalten wir

/1{(9($,L,K1 UKs),u, L) € n} Eh (K1 |LH U Ko| L+, d(w, u))
+ [ Hlgto LK 0 K. L) € ) E5 (AL 0 Kol L d )

— / 1{(he(e,u),u, L) € n} 2L (K1 |L* U Kol L, d(, u)
+ / V{(hy (2, 0), 0, L) € 7} SE* (KA L5 A Kol L, d(z, )

— [t L) € npE (Rl (o, )
+/1{(hL($,u),u,L) € n}EL (Kol LY, d(x, w))

~ [l 2. Kr) . ) € ) 25 (KL o)

=L+ 1
+ [ (gl LK), L) € n EE (alL* d, ).
Dabei wurde die Additvitit der StiitzmaBe in L' (siehe Satz 3.2 1)) und dann die

Definition der Funktion hj verwendet. Integration iiber L € G(d, k) ergibt schliefflich
die Behauptung.

5) Gilt nach Satz 4.2 2). O

Bemerkung 4.10. Analoge Aussagen kénnen fiir die Fahnen-Oberflichenmafle \If,(fff) (K,-)
abgeleitet werden. Diese sind konzentriert auf der Fohnenmannigfaltigkeit

FYd, k) :={(u,L) € S x G(d,k) : L L u}.

In den Voriiberlegungen zu Satz 3.3 war es wichtig, wann die Summe von Borelmengen
wieder eine Borelmenge ist, da dies im Allgemeinen nicht der Fall ist. Eine dhnliche
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Uberlegung benstigen wir nun fiir Projektionen, denn auch die Orthogonalprojektion einer
Borelmenge  C R? auf einen Unterraum muss keine Borelmenge sein. Im Fall K € K¢
und # C K ist allerdings der Durchschnitt (5|L) N O (K|L) fiir vg-fast alle L € G(d, k)
eine Borelmenge, wobei dr, den Rand in L bezeichnet (siehe Beweis von Theorem 6.2.1
in [68]). Diese Tatsache werden wir in der folgenden Proposition und anschliefend immer
wieder benottigen. Die néchste Proposition zeigt, welcher Zusammenhang zwischen den
Fahnenmaflen und den Stiitzmafien besteht.

Proposition 4.11. Sei K € K¢, k€ {0,...,d—1} und m € {0,...,d — k —1}. Dann gilt
=K, x G(d, k) = ald, k,m) Ep (K, )

1—\( d712€+1 ) F( d*g%i’l )

o(d, k,m) = F(@)F(d—k—mﬂ)'
2 2

Beweis. Seien 8 € B(RY) und v € B(S%!). Zuniichst betrachten wir den Fall & = 0. Hier
gilt

20K, B x v x G(d,0))

= / /1{(g(at,L,K),u,L) €8x~ xG(d,0)} L (K|LY, d(z,w)) vo(dL)
G(d,0)

— [ UL eGE@ONEL (KIL(BILY) x (10 L) mldL)
G(d0)

== Em(KaB X 7)

sowie a(d,0,m) = 1. Sei nun k € {1,...,d — 1}. Theorem 4.4.10 in [67] liefert (unter
Verwendung der Umrechnung (3.6))

d—k
( m Jdmbate o g g,
() Kd—k—mKd

/ L (K|LE, (BILY) x (v 0 L)) vi(dL) =
G(d,k)

Damit folgt die Behauptung, denn
=W (K, B x v x G(d, k))

= /G(d 5 / 1{(9(‘7:’117 K)7u7 L) € B x v X G(d, k:)}EfJnL(fﬂLJ‘,d(x,u)) Vk(dL)
= / 1L € G(d, k)Y Eh (K|LY, (BILY) x (v 0 L) wi(dL)
G(d,k)

- / =L (KL, (BILY) x (701 LY)) vi(dL)
G(d,k)

d—k
_ m JWimbick o ¢ gy )
(2)Kd—k—mFd

=ald,k,m)ZE,(K,B x 7). O

Bemerkung 4.12. Insbesondere gilt also
2K, x G(d,0)) = En(K, )
fir K € K% und m € {0,...,d — 1}.



4.4. Eigenschaften der Fahnenmafe 47

Wie wir gezeigt haben, sind die Fahnenmafle die Koeffizienten einer lokalen Steinerformel.
Daher liegt die Frage nahe, ob auch fir sie selbst eine Polynomentwicklung moglich ist,

wenn Eg,’f) (K + oB?, -) fiir o > 0 betrachtet wird. Die folgende Proposition liefert uns eine

Antwort auf diese Frage.

Proposition 4.13. Seien K ein konvezer Korper in RY, o > 0, k € {0,...,d—1}, me
{0,...,d—k—1} und n C R*x S 1 xG(d, k) eine Borelmenge. Auferdem sei die Abbildung
to: R x S % G(d, k) — R? x S4=1 x G(d, k) gegeben durch ty(z,u,L) = (x + ou,u, L).
Dann gilt

_ A=k + G —m\ Fdkeriom —(k
S 4 omt ) = Y o1 (17T Bk ) (i,
j=0 —hmm

Beweis. Seien K € K%, 0> 0,k {0,...,d—1},m€{0,...,d—k—1} und n € B(R? x
S9=1 x G(d, k)). Wie wir sehen werden, leitet sich dieses Resultat von der entsprechenden
Formel fiir Stiitzmafle (3.13) ab, die wir im Beweis zu Satz 3.3 verwendet haben.
Zuniichst verwenden wir, dass (K + oB%)|L+ = K|L* + oB4|L* fiir alle L € G(d, k) gilt
sowie g(z, L, K + oB%) = g(x — ou, L, K) + ou fiir (z,u) in Nor(K + ¢B%) und erhalten

Egs) (K + QBd7 th)

—/ . /1{(9(9«“7L,K+93d>,u, L) €t} L5 (K + oBY)|LE, d(z,w)) v (dL)
= / , /1{(9(93 — ou, L, K) + pu,u, L) € tyn} EL (K|L* + oBY| LY, d(w, u)) vi,(dL)
N / n /1{(9("” — ou, L, K),u, L) € n} Bl (K|L* + oB?|L*, d(x, u)) v (dL).

Mit Formel (3.13) folgt nun

(
En’f K"‘QBd ton)
/ /1{ (2,L,K),u,L) € n}
G(d,k)

Xia(d‘k?‘m)mﬂm”“ (KLY, d(z,u)) vi(dL)

=0 Rd—k—m
m d—k . 8 .
:ZQJ f] M\ Kd—k+j E(k:)_'(K’n). -
= J Kd—k—m 7

Wie fiir die Stiitzmafle gibt es auch fiir die Fahnenmafle eine multilineare Entwicklung,
fiir die Proposition 4.13 einen Spezialfall darstellt. Um diese zeigen zu kénnen, miissen wir
iiberpriifen, ob die Bedingung der allgemeinen Lage unter Projektionen erhalten bleibt.
Dies liefert das folgende Lemma.

Lemma 4.14. Seien K1, Ko konveze Kirper in allgemeiner Lage im R?. Sei der lineare Un-
terraum L € G(d, k) firk € {0,...,d—1} so, dass es keine k-dimensionale Stiitzhyperebene
von Ky + Ko parallel zu L gibt, die eine 1-dimensionale konvexe Teilmenge von K1 + Ko
enthdlt. Dann sind K1|L* und Ks|L* in allgemeiner Lage in L*.
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Beweis. Fiir k € {0,d — 1} ist nichts zu zeigen. Sei daher L € G(d, k) mit 1 <k < d —2
ein linearer Unterraum, der die Voraussetzungen des Lemmas erfiille.

Angenommen K;|L+ und K»|L* sind nicht in allgemeiner Lage in Lt. Dann gibt es
einen Einheitsvektor v € L+ und parallele Strecken S; C F(K;|L*,v), i = 1,2. Also gibt
es Strecken S; € F(K;,v) mit S; = S;|L+, i = 1,2. Da K; und K> in allgemeiner Lage
in R? sind, sind die Strecken Sy, Ss nicht parallel, und daher folgt dim(S; + S») = 2.
Allerdings enthilt dann Sy + So eine Strecke S parallel zu L und S + L C H(K; 4+ K»,v)
ist eine k-dimensionale Stiitzhyperebene von K7 + Ko parallel zu L, die eine 1-dimensionale
Teilmenge von K + K5 enthélt. Dies steht im Widerspruch zur Wahl von L, also sind
K1|L*+ und K5|L* in allgemeiner Lage in L. O

Nun koénnen wir die multilineare Entwicklung der Fahnenmafle beweisen.

Satz 4.15. Firl e N seien K1, ...,K; € K¢ konveze Kérper in allgemeiner Lage sowie
01,-..,00 > 0 und f1,...,3 Borelmengen in R mit 3; C K;. Des Weiteren sei k €
{0,...,d -1} und v C S%! x G(d, k) eine Borelmenge.
1) Firm € {0,...,d—k—1} undiy,...,i; € {0,...,m} miti;+---+i; = m gibt es Mafe
E(f)l(Kl o K ) auf (RS9I G(d, k), die auf 0Ky x---xOK;x ST xG(d, k)
konzentriert sind, sodass

! !
= <Z 0i K, (Z Qzﬂz‘) X ’Y) (4.15)
i1 i=1

m
= 3 ()= L KB x B

il,...,z’l:O

Das Mafs ng)” (K1,...,K;,-) hingt schwach stetig von K1, ..., K; in allgemeiner
Lage ab und ist symmetrisch in dem Sinne, dass

=(k) -Z(K1,...,KZ,B1 X X/Bl X'Y)

i_‘ilv-"/l
—(k
= :szl),,,,,i,r(l)(Kw(l), oy Borys By X o X Bry X V)
fiir alle Permutationen m von 1,...,l. Fir iy =0 gilt
—(k —(k
Fiir i1 # 0 ist Egi)...,il(Kh ..., Ki,-) translationskovariant und homogen vom Grad iy

in der ersten Komponente, das heifst

= AKL + 2, K, K (AB1 +2) X B2 % -+ X iy % )

in —(k
= A" ‘:‘517),,,’1'1(1:(17' : '7Klvﬁ1 XX Bl X 7)

fiir X\ > 0 und x € R%. Des Weiteren hat ng’)i2’m7il(~,K2, oy Ky X B X X B X )
eine Polynomentwicklung.

2) Seienm € {1,...,d — k —1} und iy,...,9 € {1,...,m} so, dass iy +--- + i = m.
Sind K1, ...,K; € K strikt konvexe Korper, so gilt

Ez(f,), (Klw"aKl?ﬁl X X /Bl X ’Y)
g],g.)..g(Kl[il]a s Kolig], (51)11 X X (ﬁl)il X ),

wobei der untere Index 1 auf der rechten Seite m-mal auftritt.

]

—
=
=
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3) Firm € {0,...,d—k—1}, r € {0,...,m}, einen konvezen Korper K € K% und
Borelmengen 8 C K, v C S% 1 x G(d, k) gilt

d—k
—_ Rd—k—m —
=0 (K, B x ) = (djk) B (K, BB x S x ).
(“F) Kd—k—r
Fiir konveze Korper Ki,...,Kys € K% in allgemeiner Lage und Borelmengen v C

Sa=1 % G(d, k), B1,...,Bs C R mit B; C K; gilt auferdem

—(k
:'517)"'7is(K17" . 7Ksaﬁ1 X X IBS X ’Y)

d—k
Rd—k—m —(k -
= (dik) = :§1,)...,is,mfr(K17 .- '1K87Bd>61 X X Bs X Sd ! X 7)7
(“°F) Kd—k—r

wobei i1, ..., is € {0,...,r} mit iy +---+is=r1.

Beweis. Fiir [ € N seien K1, ...,K; € K% in allgemeiner Lage sowie o1, ...,0; > 0 und
B1,..., 0 Borelmengen in R* mit 3; C K;. Des Weiteren sei k € {0,...,d — 1} und
v C 891 x G(d, k) eine Borelmenge.

1) Wir kénnen annehmen, dass ¥ = w x A mit Borelmengen w C S ! und A C G(d, k).
In unserer Darstellung des Fahnenmafles als Projektionsmittel (4.13) tritt das
Stiitzmafl der Projektion des konvexen Korpers auf einen Unterraum auf. Daher
mochten wir im Folgenden Satz 3.3 fiir Stiitzmafle anwenden. Damit dessen Vorausset-
zungen erfiillt sind, miissen wir erst zeigen, dass die Projektionen Ki|L™*, ..., K;|L*
der konvexen Koérper auf einen Unterraum fiir vi-fast alle L € G(d, k) ebenfalls in
allgemeiner Lage sind. Dazu kombinieren wir Lemma 4.14 mit einem Resultat von
Zalgaller (siehe den Fall s = 1 und r = k des Theorems in ,,Notes for Section 2.3
n [67], S. 103), um zu zeigen, dass fiir zwei konvexe Koérper K; und Kj, die in
allgemeiner Lage in RY sind, folgt, dass K1|L* und Ky|L* fiir vj-fast alle L € G(d, k)
in allgemeiner Lage in L' sind. Durch Induktion erhalten wir die Erweiterung dieses
Resultats auf endlich viele konvexe Korper in allgemeiner Lage.

Aus (4.13) und (3.11) folgt dann
=k <Zl: 0i K, (Zl: Qi/Bi) X 7)
i=1 i=1
:/Gdk/l{( xLZQl Z),uL (ZQzﬁz)X’Y}
.= L((ZQZ )|L d(x u)) vi(dL)
:/G(d,k)/l{ g<x’L ZQ’ Z)’u L) (ZQZ&) XV}

=Lt
<=t

0i (K| LY, d(m,u)) vi(dL)

©-

Il
R

(2

! l
- /G(d,k) UL eay= (Z (Ki|L), (; Qi(ﬁi|LL)> X (WQLL)> vi(dL)
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m m ) ;
=3 (e [ ey
o \ULs--enll G(d,k)

RIS

x ng,,7il(K1\LL, LKL (BULY) x - x (B L) x (wn LY)) v (dL)

m
m . o (k
- Z (i1 il>0211“.Qzl:gl,)u-,iz(Kl""’Kl’ﬁlX"'XﬁlX’Y)'

i1,.iy=0

Das gemischte StiitzmaB der konvexen Korper Ki|L*, ..., K;|L*+ in L+ wird hier mit
=k (K1Y, .. KG|L*, ) bezeichnet.
Das gemischte Fahnenmaf El('f,)m,iz (Ki,..., K], ) definieren wir durch

=) (Ky,..., K, 1 X -+ X B XxwXx A)

St sesi
[ awen (419
G(d,k)
x BF (KLY, KD (BULY) x - x (B LY) x (@ L) v(dL).
Die restlichen Aussagen von 1) folgen aus (4.15), (4.16) und den entsprechenden
Eigenschaften von gemischten Stiitzmafen in Satz 3.3 1).

2),3) Diese Aussagen folgen aus (4.16) und Satz 3.3 2) und 3). O

Bemerkung 4.16.

1) Im Folgenden wird 2®) (K1, ..., K,,,-) fiir Egk)l(Kl, ..oy, K, +) geschrieben, wobei
m € {1l,...,d —k — 1} und der Index 1 m-mal im Maf Eg{g)’l auftritt.

2) Zwei Spezialfille des vorangegangenen Satzes sind:
Sindm=d—k—1undr € {0,...,d—k— 1} in Satz 4.15 3), so gilt fiir K € K¢
r ( 7ﬁ X ’Y) (d _ k)ﬁd—k—r rd—1—k—r

Seienm=d—k—1>1undr € {0,...,d—k—1}. Ist K € K% strikt konvex, so
implizieren Satz 4.15 2) und 3), dass

(K,B%, 3 x 871 x ).

=K, Bx7) = (d—]g);d)—k—

(1]

¥ (K[r), BYd—k—1-7], (B) x (8T 1)1 F "),

In Bemerkung 3.4 haben wir gesehen, dass die allgemeine Lage der konvexen Korper
und somit die strikte Konvexitét fiir die multilineare Entwicklung der Oberflichenmafle
keine notwendige Bedingung ist. Dies {ibertréagt sich auch auf die Fahnen-Oberflichenmafe.
FEinige der Formeln, die somit aus Satz 4.15 fiir allgemeine konvexe Korper folgen, listen
wir nun auf. Die Notation fiir die gemischten Fahnen-Oberflichenmafle wiahlen wir nach
dem gleichen Prinzip wie fiir die gemischten Fahnen-Stiitzmafle. Es gilt

m
U (0K + -+ oK, )= Y ( " )sz o U (K i), K i), )
i oi1=0 11,...,7
!
= Z le"'Qjmlll(k)(Kjla"'ijm?')v

JiseeJm=1



4.4. Eigenschaften der Fahnenmafe 51

und

m> \Ij(k) (Ka Bda')

r=0 " o

s o fd—k—7r\ Kg—p— &
=> " " gk, ).
r:OQ <d—k‘—m)%d—k—m P UK)

Die unterste Formel folgt auch direkt aus Proposition 4.13.
Abschlielend untersuchen wir in diesem Kapitel Zusammenhénge der Fahnenmafle
E,(qli) (K, -) mit festem m, aber unterschiedlichen k. Der folgende Satz 4.17 zeigt, dass zwischen

diesen Maflen eine Integralformel gilt. Hierfiir bezeichnen wir mit Eﬁj’(rfk)(K |L*,-) das
fir k € {0,...,d -1}, r € {k,....,d—1}, m€ {0,...,d—r —1} und L € G(d, k) in L+
berechnete Fahnen-Stiitzma von Typ (r — k,m) des konvexen Korpers K|Lt. Analog
verfahren wir mit ng. Der Spezialfall » = k des folgenden Satzes liefert wieder (4.13).

Satz 4.17. Fiir einen konvezen Korper K in R%, k€ {0,...,d — 1}, r € {k,...,d — 1}
und m € {0,...,d —r — 1} gilt

EGNE, ) = / /1{(g(a;,L,K),u,v + L) € YEESCR (KLY d(x,u, V) v(dL).
G(d,k)
(4.18)
Beweis. Sei K € K%, kc {0,...,d—1},rc{k,...,d—1}und m € {0,...,d—r —1}. Fiir
einen Unterraum V € G(d, k) des R? bezeichnen wir im Folgenden mit G(V,1) die Menge
der linearen Unterrdume W € G(d,l) mit W C V, falls [ € {0,...,k}. Gilt [ € {k,...,d},
so ist G(V,1) die Menge aller W € G(d,l) mit V' C W. In beiden Féllen wird das Haarsche

Wahrscheinlichkeitsmaf} auf G(V, ) mit v bezeichnet. Sei f : R? x $971 x G(d, k) — [0, 00)
messbar. Wird (4.13) in L+ angewendet, so gilt

/ /f(g(:c, L, K),u,V + L) =L 0-R) (K| LY d(z,u, V) v (dL)
G(d,k)

[ [r(o (WL K) W+ L)
G(d.k) JG(LL r—k)
X ZETWE ((KILHILE 0 W), d(zw) ) vE (@W) w(dL)

r—

[ [ HoW 1K) w W+ 1)
G(dk) JG(LL r—k)
x EWED (K|(W + L), d(z,w) ) vES (W) vi(dL)

:/ / /f(g(z,U,K),w,U) =0 (KU, d(z,w)) vH(dU) m(dD),
G(d,k) JG(L,r)
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wobei U := W + L gesetzt wird. Mit Theorem 7.1.1 aus [68] und nochmaliger Anwendung
von (4.13) folgt schlieBlich

/ /f(g(x, L, K),u,V+ L)EE 0 (K|L* d(z,u, V) vg(dL)
G(d,k
- / / F(9(2, U, K),u, U)ZU (KIUL, d(z, w)) v (dU)
G(d.r)

:/f(z’ujU)E%)(K,d(Z,u,U))- -

Hieraus kénnen wir durch das gleiche Vorgehen wie im Beweis zu Satz 4.15 eine Erweite-
rung auf gemischte Mafle erhalten.

Satz 4.18. Fiirl € N seien K1,...,K; € K konveze Korper in allgemeiner Lage und
Bi,..., B C R Borelmengen mit B; C K;, i = 1,...,1. Zusditzlich seien k € {0,...,d — 1},
re{k,...,d=1} undm € {0,...,d—r—1} sowiew C S* ' und A C G(d,r) Borelmengen.
Fiir iy, ...,i € {0,...,m} mit iy + -+ + iy = m gilt dann

E(T) Kl,.. Kl761 X XBZXWXA)

z /dk/l{m@l}

O KL (BILY) x - x (BT % (w0 LY x dV) u(dL).

117 -0

Beweis. Fiir | € N seien K7,..., K; € K% in allgemeiner Lage und fi, ..., 3 € B(R?) mit
Bi C Kiyi=1,...,1.Seien k € {0,...,d—1},r € {k,...,d—1} und m € {0,...,d—r—1}
sowie v C S 1 und A C G(d,r) Borelmengen. Des Weiteren seien g1, ..., 0 > 0 und
i €d0,...,m}mit i+ 4+ =m
Nach Satz 4.15 1) (Formel (4.15)) gilt zum einen

I I
2 <ZQiKia <Zgzﬂi) X w X A>
i=1 i=1
m
m 1 i —
= 5 () L K A

Andererseits gilt mit Satz 4.17 und wiederum Satz 4.15 1), dass
l !
2 <Z 0i K, <ZQ¢5¢) X w X A)
i=1 i=1

:/G(dk)/l{(g(x,L,;Q@ 1>,u V+ L) (Zglﬁl) xwa}
!
_k)<(;QiKi) It

d(z,u, V)) vi(dL)
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/dkz)/{ xLZQ’ ’)’“V+L (Z&@)wa/l}

x BL(r=k) (Zgi(Ki\LL),d(x,u,Vo vi(dL)
i=1

= / /1{V + L e A}
G(d,k)

l l
x E5 k) (Zgi(Ki\LL Y ei(BiILY) x (wn LY x dv> Vi (dL)
i i=1

fuJren £ (7 )i

xuf UKL KLY (BULY) % x (BILY) X (w N LY) x dV) v(dL).

Demnach gilt also

m
m ; -
> <Z.1 il)d 0 B (K K By x By X w X A)

RIS

o frsen £ (7 oo

i1,..,5=0

x B LE, L KL (BLY) x - x (BILY) x (@ LY x dV) v(dL).

“117 -5

Ein Koeffizientenvergleich fiithrt letztlich zu

H(T) Kl,.. Klaﬁl X - XﬁleXA)

/dk/WHeA}

) EECUR L L KGILE, (B L) x - x (B L) x (wn L) x dV) v(dL).

i1 »ll

O]

Bemerkung 4.19. Bis auf Abschnitt 4.2 und Satz 4.18 sind sémtliche Resultate die-
ses Kapitels (teilweise ohne beziehungsweise mit anderem Beweis) in der gemeinsamen
Veroffentlichung [44] mit D. Hug und W. Weil enthalten.






5. Fahnenmal3e fur Zonoide

Eine besondere Klasse von konvexen Korpern sind die Zonoide, da sie (in der Hausdorffme-
trik) durch endliche Summen von Strecken, sogenannte Zonotope, approximiert werden
konnen. Ein konvexer Korper K heifit (zentriertes) Zonoid, wenn es ein gerades Borelmaf
p(K,-) auf S9! gibt, sodass die Stiitzfunktion von K in der Form

h(K,u) = /Sdl |{(u,v)| p(K,dv), ueR", (5.1)

dargestellt werden kann (siehe [67], Theorem 3.5.3). Ein verallgemeinertes Zonoid ist ein
konvexer Kérper Z € K? (oder eine Parallelverschiebung von Z), dessen Stiitzfunktion die
Darstellung (5.1) mit einem geraden signierten Borelma$ auf S?~! hat. Das Ma8 p(Z,-)
wird erzeugendes Majf§ von Z genannt.

Da wir das signierte Mafl p(Z,-) mit Hilfe der Hahn-Jordan-Zerlegung als Differenz
zweier Mafle schreiben kénnen, gibt es zwei Zonoide K7 und Ks, sodass Z + K1 = K». Gilt
andersherum eine solche Gleichung fiir Z € K¢, so ist Z ein verallgemeinertes Zonoid.

Aufgrund der Translationsinvarianz der Fahnenmafle wird im Folgenden angenommen,
dass das Zentrum des verallgemeinerten Zonoids Z im Ursprung liegt. Das MaB} p(Z, -) ist
dann durch Z eindeutig bestimmt (siche [67], Theorem 3.5.4).

Sind Z, Zy, ..., Z4 verallgemeinerte Zonoide, so kénnen mittels ihrer erzeugenden Ma-
Be die inneren Volumina V;(Z) (j = 0,...,d), die gemischten Volumina V(Z,...,Zy),
die Oberflichenmafle ¥;(Z,-) (j = 1,...,d — 1) sowie die gemischten Oberflichenmafe
U(Z1,...,Z4-1,) ausgedriickt werden (siehe Satz 5.2). Fiir Kriimmungsmafe sind keine
solchen Formeln bekannt. In diesem Kapitel leiten wir entsprechende Resultate fiir Fahnen-
Oberflichenmafle her.

Mit E(uq,...,uy) bezeichnen wir die lineare Hiille der Vektoren uq, ..., u; # o, insofern
diese k-dimensional ist. Andernfalls setzen wir E(uq,...,u;) = FEp mit einem festen
Unterraum Ey € G(d, k). Mit Dy(uq,...,ux), k=1,...,d — 1, wird das k-dimensionale
Volumen des von ui,...,u; € S aufgespannten Parallelepipeds bezeichnet, das heifit

Dy (uy,...,ux) = Vi(conv({o,u1}) + -+ 4+ conv({o, ur})) = | det(uq, ..., ug)|,

falls Dy (u1,...,ux) > 0. Fir einen Unterraum M € G(d,m) und k + m < d definie-
ren wir Dy (u1,...,ug, M) durch Dgyp(u1, ..., ug,v1,...,0p), wobei vi,..., v, eine
Orthonormalbasis von M ist. Diese Bezeichnung ist unabhéngig von der Wahl der Basis.
Wir méchten noch einmal daran erinnern, dass in der Literatur (zum Beispiel in [67])
manchmal eine andere Normalisierung der (gemischten) Oberflichenmafle verwendet wird.
Der Zusammenhang zu der in dieser Arbeit verwendeten Normalisierung besteht durch

2U(Ky,...,Kq1,)=S(K1,...,Kqg-1,")

und (siehe (3.8)) (d)
J

v ) = 0

Si(K,-).
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Aufgrund von S;(K) = S(K[j], BY[d — 1 — j],-) erhalten wir auBerdem (vergleiche (4.17))

d
\I]j(Kv') = ﬁ

~d .\II(K[j]de[d_l_j]v‘)'
Rd—j

Fiir einen spéteren Beweis wird zunéchst folgende Darstellung des gemischten Ober-
flichenmafles von verallgemeinerten Zonoiden und konvexen Korpern bereitgestellt.

Satz 5.1. Firk e {1,...,d — 2} seien Z1,...,Zy verallgemeinerte Zonoide mit erzeugen-
den Mafen p(Z1,-),...,p(Zy,") sowie Kyi1,...,Kq_1 € K konvexe Korper. Dann gilt fiir
w € B(STY), dass
\P(Zla ooy Zi, Kk+17 s Kd—law)
2k
-2 [ Dy w)
k;!(dgl) /Sdl gd—1

x UEN (Kpr|BL, .. Kya|EY, w N EY) p( 21, dw) . . . p(Zg, dug)

mit £ = E(ul,... ,’U,k>.

Ist die Dimension des Unterraumes F kleiner als k, so ist \I'EL(- -+ ) nicht definiert.
Allerdings ist in diesem Fall Dy (uq, ..., u;) = 0 und somit ist es konsistent, den Integranden
als null zu definieren. Ahnliche Konventionen werden auch im Folgenden iibernommen.

Beweis. Die Beweisidee ist analog zu der von Proposition 3.7 aus [65].
Fiir eine Borelmenge w C S9! definieren wir ein Maf8 y durch

2k:
= e D e
/L(OJ) k'(dgl) /gd—l i1 k(ula ,Uk)

1
X OF (K1 |[ES, . Kga|[EY w0 ET) p(Zy, duy) ... p(Zy, duy).

Sei M € K% beliebig. Mit Theorem 5.1.7 in [67] und Formel (31) aus [66] folgt dann

/’ B(M, v) (o)
Sdfl

2k
= — D h(M
k‘(dgl) /Sdl /Sdl /SdlmE‘L k(ula 7U‘]€) ( ?U)

x UE (K |BL, .. Kyq|EL, dv) p(Zy, duy) . . . p( 2, duy,)
2k(d — k
= 2]g(!(d;]'>)/s'd—1 i Dk(ul,...,uk)
X VE (K |EL, .. Ky1|E+, M|EL) p(Zy, dwy) . .. p(Zs, dugy)
_ 2(d— k) K(f)
Qk!(dgl) 2k

d
= SVOM, Kisr, o Kao, 2, Z)

V(Kk+17 s 7Kd717M7 Z17 N '7Zk)

:/d 1h(Mav)\Ij(Zlv"'7Zk’7Kk+1>"'7Kd—1>dU)'
gd—
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Da M ein beliebiger konvexer Korper war und Differenzen von Stiitzfunktionen dicht im
Banachraum der stetigen Funktionen auf S%~! liegen, folgt daraus schlieflich

lu('):\I,(Zl""7ZkaKk+la'°'aKd—la')~ O

Fiir k = d—1 gehen in obigen Satz keine konvexen Korper Ky 1,..., K41 ein. In diesem
Fall interpretieren wir WE" (K 1|EL, ..., Kq_1|E*, ) als $HOL(E+ N S971). Der Beweis
geht dann ebenso und es folgt

2d—1
\IJ(Zl,...,Zd_l,w) = T Dd_l(ul,...,ud_l) (52)
(d— 1)' Sd—1 Sd—1

1
X 57{0(‘*’ NEY) p(Zy,dw) ... p(Za-1, dug 1)

mit £ = E(uy,...,uq_1).
Diese Formel wurde in anderer Darstellung schon von Weil in [76] bewiesen. Um dies
einzusehen, sei eine messbare Abbildung T gegeben durch

T - (Sd—l)d—l N Sd—l
T(uy,...,ug—1) = Ug,
wobei die Vektoren ui,...,uq_; linear unabhiingig sind, uy € FE(uy,...,ug—1)" und
Uul,. .., Ud_1,uq beziiglich einer festen Vergleichsbasis positiv orientiert sind. Fiir line-
ar abhingige w1, .. ., ug_1 wird ug := ug gewihlt mit ug € S9! fest. Mit T'p bezeichnen wir
nun das BildmaB auf S?~! eines (signierten) MaBes p auf (S?~1)4=! unter T'. Insbesondere
ist dann das Bildmaf des uneigentlichen Integrals | Dy_q dp unter T wohldefiniert durch

T [/ D4y dﬂ] (w) 5:/ y )Ddfl dp, we B,
T Hw

und fiir eine stetige, reelle Funktion f auf S?~! gilt nach [67], dass

/Sd1 flu)T [/ Dd—1dp] (du)

_ /(Sd_l)d_l F(T(u, . s ug1)) D (s g 1) pldu, - ug 1)) (5.3)

Der Integrand in dieser Formel ist stetig auf (S9-1)4-1,

Ist L € G(d, k) ein linearer Unterraum, so wird mit 7' die entsprechende Abbildung 7% :
(8=t N L)*1 — S9N L bezeichnet. In diesem Fall verbinden wir mit jedem L € G(d, k)
auf messbare Weise eine Orientierung. Des Weiteren werden die Abbildungen 7" und 7% in
Verbindung mit einem Unterraum M € G(d, m) benutzt, mit dem wir auf messbare Weise
eine Orientierung verbinden und im Fall von T voraussetzen, dass M C L, M # L. Genauer

ist T'(u1,...,uqg—m—1, M) fiir linear unabhéngige Einheitsvektoren i, ..., uq_,—1 definiert
als T'(u1, ..., Ug—m—1,V1,---,Um), wobei die Vektoren vy, ..., v, eine positiv orientierte
Orthonormalbasis von M bilden. Ebenso ist T (u1, ..., ug_m—_1, M) definiert. Da wir nur

beziiglich gerader Mafle integrieren, ist die genaue Wahl der Orientierung nicht von Belang.

Formel (5.2) ldsst sich nun umformen zur ersten Aussage des folgenden Satzes. Es handelt
sich hierbei um einen Spezialfall von Satz 5.1. Der folgende Satz entspricht den Sétzen 3, 4
und 6 in [76].
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Satz 5.2. Seien Z,Z1,...,Zq verallgemeinerte Zonoide mit erzeugenden MajSen p(Z,-),
o(Z1,)y. ..y, p(Zq,-). Dann gilt fir das gemischte Oberflichenmaf

2d71

U(Z1,..., Za1,7) = WT

. Dy d(p(Z1,-) x -+ x p(Zg-1, '))] :

Fiir das j-te Oberflichenmaf, j =1,...,d—1, gilt

2]+1
\I’j(Zv )

/ Dy_1d(p(Z,-) x (Hd_l)d_j_l)] .

yod—j—1_ 1
1, d—j—
dk; | Kd—j

Des Weiteren gilt fiir das gemischte Volumen und die inneren Volumina

2d
V(Zl,...,Zd):/ Dd(ul,...,ud)p(Zl,dul)---p(Zd,dud)
d! gd—1 gd—1
und .
27
2= 5 [ [ it ) plZedun) - p(Zdy
7+ Jga-1 Sd—1
firj=0,...,d.

Die erste Formel ist wie erwdhnt eine Umformung von Formel (5.2). Die zweite folgt aus
der ersten, da die Einheitskugel B? ein verallgemeinertes Zonoid ist mit erzeugendem Maf
(siehe [76], Satz 3)

Bd _ dl dl

Das Resultat fiir das gemischte Volumen folgt wegen (siehe [67], Formel (5.19))

V(Kl,...,Kd):?l/ h(Kd,u)\I/(Kl,...,Kd,l,du)
Sd 1
fir K1,...,Kq € Ke.

Da die Orthogonalprojektion Z|L* eines verallgemeinerten Zonoids Z auf einen Unter-
raum L+, L € G(d, k), nach Satz 4.1 in [78] wiederum ein verallgemeinertes Zonoid (in
L) ist, lassen sich dhnliche Darstellungen wie in Satz 5.2 auch fiir gemischte Fahnen-
Oberflaichenmafle herleiten. Hierzu wenden wir einen Spezialfall der Projektionsformel
(4.16) an, namlich

\Il(k)(Kla"'aKd—k‘—b') (54)
:/ / 1{(u,L) € YU (Kq|L*Y, ... Ky py|L*Y, du) v (dL)
d,k) J Sa-1nLL
fir k € {0,...,d — 2} und konvexe Korper Ki,..., K4 r_1 € K%

Das erzeugende Mafl von Z|L‘ konnen wir mittels der sphdrischen Projektion TI .
beschreiben. Diese ist fiir einen linearen Unterraum L € G(d, k) gegeben durch

M. :SN\L - 84 tnLt
u|LJ-
7 LA
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Fiir das erzeugende Maf von Z|L* gilt dann nach Satz 4.1 in [78]
P2 = [ UTLeue L (2 du)
Sd—l\L

Der Integrationsbereich S9!\ L kann hier auf S9! erweitert werden, da ||u|L*|| = 0 fiir
u € L gilt, woraufhin der Integrand null ist.
Fiir eine nichtnegative, messbare Funktion f auf S ' N L't gilt somit

/ F(u) p(Z|L*, du) =/ F@paw) [l p(Z, du). (5.5)
Sd—1npL Sd—1

Aufgrund der Definition der sphérischen Projektion gilt aulerdem

Dg_p—1 (Mpruy, ... It U1y - - -y Ug—p—1)
D uy | Lt Uy | L+
= —_— ., U ey Ud— ke
1
= Dy_p—1(ur|L*, . .. L+ e Ud—f—1)- 5.6
HuﬂLLII”'HUm\LLII d—k—1(ut| L7 | L Ut - U 1) (5.6)

Nun koénnen wir Satz 5.1 auf gemischte Fahnen-Oberflichenmafle erweitern.

Satz 5.3. Fir k € {0,...,d —3} undl € {1,...,d — k — 2} seien Zi,...,7Z; verall-
gemeinerte Zonoide mit erzeugenden Mafen p(Zy,-),...,p(Z;,-). Des Weiteren seien
Ki,...,Kqgp—1 € K4 konvexe Kérper. Dann gilt

(k)(Zl,-' 2L K, K-,

TR / o / Di(wi|L* ol LY 1{(w L) € -}
Sd—1 Sd=1 JG(d,k) JSi-1nELNLL

x \IJEL“LWKMMEL NLY),..., Kok |(BX 0 LY), du)
X Z/k’(dL) p(Zla d’Ul) s p(Zla dUl)

mit B = E(vi|L*, ... v|LY) .

Beweis. Aus (5.4) und mit Satz 5.1 angewendet in L+ folgt
V(Zy,.. . 2 Ky Koy )

/ / (u,L) € -}
G(dk) Jsa- 1le

1
x UWE( LY, 2L K LY Kg g |LY, du) v (dL)

2l
:/ dkl/ / / Divr, ... o) 1{(u, L) € -}
Gdk) 1 ) Jsa-iapt  Jsi-inpt)(sd-1nLi)nELnnt

X WESOL (K |[LY(BY 0 LY, (Ko | L9)|(BS 0 LY, du)
X p(zlyLL dvy) ... p(Z)| L+, dv) v (dL)

d rt / / / / Dy(vi, ..., ) I{(u, L) € -}
G(d)k) J59= npt Jsa-inpt Jsa-inpiare

x W“L (K [(BY N LY, . Ko | (BS N LY, du)
X p(Z1|LF,dvy) ... p(Zy| L, duvr) vi(dL)
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mit F = E(vy,...,v). Mit (5.5), (5.6) und dem Satz von Fubini gilt dann

ok )(Zla'- 2 K, Kgogp—1,

|d k 1 / / / / (HLJ_Ul,.. HLJ_'UZ)
l G(dk) Jgd-1 gd—1 Jgd-1nplnLL

X 1{(U7L) € Hloa LH -+ o L

< U (K |(BY ALY, Ko [(BR N LY, du)
X p(Zl,dvl p(Zy, dvy) v (dL)

TR / / ] Dol L5l ID () € )
G(d,k) J Sd-1 gd-1 Jgd-1nglnLL

x \I/EL”LL (KZHy(EL NLY), .. Kop1|(BX N LY, du)
X p(Zl,d’Ul Zl,dvl Vk dL

G / / / / Dy(vi|L*, .. oL 1{(u, L) € -}
l' st §d-1 JG(d,k) J SI-InELNLL

x \IIEL“L (K [(BX N LY, Ky (BY N LY, du)
x vi(dL) p(Z1,dvr) - .. p(Z, doy)
mit E = E(vi|L*, ..., u|L"Y). O

Der Fall £ € {0,...,d —2} und | = d — k — 1, bei dem keine konvexen Korper
Kiyq,..., K4 1 auftreten, kann genauso bewiesen werden, wenn Satz 5.2 anstatt von
Satz 5.1 verwendet wird. Dadurch erhalten wir

Korollar 5.4. Fiir k € {0,...,d — 2} seien Z1,...,Zq_k—1 verallgemeinerte Zonoide mit
erzeugenden Maflen p(Z1,+),...,p(Z4—k—1,). Dann gilt

()(Zla“ Zd k—1y"

od—k—1 n
D L+ _k—1|L
T /S o [ Dol a2

X 1{( HLLul,.. HLlud k— 1) )G }Vk(dL) (Zl,dul) (Zd,kfl,dud,kfl)
2d k—1

Dg—p-1(u1|L, ..., ug—p-1|L)
d k—l /Sdl /Sd 1/G(dd k) ’

x V{(THMpu,. .., Mpug_—1), L") € -} vai(dL) p(Z1,dwr) ... p(Za—i—1, dug_—1)-

Beweis. Aus (5.4) und mit Satz 5.2 angewendet in L+ folgt

\Ij(k)(Zh ey Zd*k*l? )

:/ / 1{(u,L) € YU (Z|L*, ... Zy 1 |L*, du) vi(dL)
G(d,k) J S4—1nL+

2dk1
uLE
/dm/gd e

x TH {/ Dy 1 d(p(Zi|L*, ) X -+ X p(Za-p—1|L*, ) | (du) vg(dL).
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Aus (5.3), (5.5) und (5.6) und mit dem Satz von Fubini folgt dann

\Il(k)(Zla ey Zd—k—h )

2d—k—1
=0 Dy g ey Ud—f—
(d — k- 1)! /G(d,k) /Sd—lmLi /Sd—lmLi -t 1(U1, ok 1)

X 1{(TLL (ul, e ud,k,1)7 L) S } p(Zl‘LJ‘, dul) R p(Zd,kfl‘LJ', dud,k,l) Vk(dL)

2d—k—1
= Dy_p_1(II | e
(d_k_l)!/G(d,k) /Sd_l iy D 1(prwn, . Hpiug-g—1)
Lt 1 1
x {(T" (Uprur,... Mprugg—1),L) € -} lua|L~] -+ [ug—p—1]| L~ ||
x p(Z1,duy) ... p(Zg——1,dug—g—1) vi(dL)
2d k—1 N
.. D L+ —p—1|L
S d—k=1) /dk)/Sdl ”_ d—k—1 (w1 - Ug—k—1| L)

X 1{( HLJ_Ul,.. A piug—p— 1) )G }p(Zl,dul) (Zd_k_l,dud_k_l)ljk(dL)
2d k—1 N
D L+ _k_1|L
a—h=1 /Sd1 /Sdl/dk d—k—1(w|L™, .. ug—g—1|L7)

X 1{( (HLL’Ul, R ,HLL’LLd_k;_l), ) S } Vk(dL) p(Zl, dul) . P(Zd—k—la dud_k_l).

O

Bemerkung 5.5. Eine andere Formel fiir W% (Zy,..., Zy_r_1,-), k € {0,...,d — 3},
erhalten wir, wenn die konvexen Korper Kjiq,...,Kq_—1, 1 € {1,...,d — k — 2}, in Satz
5.3 ebenfalls Zonoide Z; mit erzeugenden Maflen p(Z;,-),i=1+1,...,d —k — 1, sind. In
diesem Fall gilt

‘I’(k)(zh-- v Ld—k—1,"

TR / / / / Di(lLb ol L) 1{(u L) € -}
Sd-1 sd-1.JG(d k) Jsi-1nELAL

x xpEL“Ll( Zia|(BEXNLY), .. Zapa|(EX N LY, du)
X vi(dL) p(Z1,dvr) . .. p(Zy, dvy)

mit F = E(vi|L*Y, ..., v|LY).

Finen weiteren interessanten Spezialfall erhalten wir, wenn es sich bei einigen der
verallgemeinerten Zonoide um die Einheitskugel handelt, das heifit Z;,1 = ... = Z3 1 =
B¢, In diesem Fall kénnen wir folgendes Resultat zeigen.

Satz 5.6. Firk e {l,...,d=2} undl € {1,...,d—k—1} seien Z1,...,Z; verallgemeinerte
Zonoide mit erzeugenden Maﬂen o(Z1,")y...,p(Z1,+). Dann gilt

v®(zy, .. 2, BYd—k—1—1],

d kl / / / / Dd f— 1(U1‘L ul]L U)
Sdl Sa-1 JG(d,d—k) JG(L,d—k—1—1)

X L{(TH(Mpur, ... Tpug, U), LY € Y vj g1 (dU) va_x(dL) p(Z1, dur) ... p(Zy, duy)
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mait
2d—k:—1 W
d, k1) = s R
old, k1) d—k—1)" i1

Beweis. Fiir I = d—k—1 folgt die Behauptung aus Korollar 5.4. Daher wird im Folgenden
k<d-—3undl < d—k—1angenommen. Sei L € G(d,d — k). Wegen

1

BYL, S
p(BYL,") = ST

HPIL(S8 N L)

gilt fiir eine nichtnegative, messbare Funktion f auf S9! N L, dass

d _ 1 d—k—1
Lot o) = g [ ).

Andererseits gilt nach (5.5), dass

/ F(w) p(BYL, du) = / ST ul L] (B, du)
Sd-1nL gd—1

und somit

1
2Kd—k-1

/ F(pu) [lul L[| p(BY, du) = / flw) HTH (du). (5.7)
gd—1 Sd-1AL

Aus Korollar 5.4 und mit (5.7) erhalten wir

¥z, .. 2, B d—k—1-1],")
2d*k71

=T Dg_j— L,...,ug_p_1|L
(d_k_l)!/G’(d,d—k)/Sdl i1 O (urlds - va—g| )

x (Tt ..., Opug_p_1), L) € -}

X P Zl,dul Zl,dul B dul+1 B dud fo— 1) Vq— k(dL)
wsi [ oo Lo

G(d,d—k) J Sd— 1mL gd-inr Jgd-1 Sd—1
X Dg_p1(u1|L,...,w|L,upy1,. .. ug—p—1)

X 1{( (HLula"'aﬂLulaul-f—la"'aud—k‘—l)aLL) € }
x p(Zy1,dw) ... p(Zy, dw) HF M dugg) ... HE R (dug—g—1) va—i(dL),

d—k—1—1
. L 2d—k—l 1
wobei a(d,k,1) i= 5 (54 ) .
Sind w41, . . ., ug—g—1 linear unabhéngig, so spannen sie einen (d—k—1[—1)-dimensionalen

linearen Unterraum U C L auf und es gilt

Dg—p—1(u|L,...;w|L,upgn,s .. ug—k—1)
=Dg_p—1(u|L, ..., w|L,U) - Dg_p—1—1 (W41, Ud—k—1)-

Durch Anwenden eines Spezialfalls von Theorem 1 in [2] auf das (d — k — | — 1)-fache
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Integral iiber S~ N L erhalten wir

vz, 2, BYd—k—1—1],-)
= a(d, k, 1) HUFDEHF==D( (L, d — k — 1 — 1))

/dd k)/Ldkll)/Sd U /Sd 1mU/Sd1 /sdl

X Dg_g—1(u1|L, ..., w|L,U) Dg_—1-1(v1, ., vg—p—1-1)" "
X {(TH(Mgua, ..., Mpw,U), LY) € -} p(Zy, dur) . ... p(Zy, duy)
X Hd_k_l_2<d1}1) e ’Hd_k_l_Q(d’Ud,k,l,Q ngkflfl@lU) Vd,k<dL).

Einige der Integrale kénnen wir nun durch Einfithren von Polarkoordinaten berechnen.
Denn aus Theorem 8.2.2 in [68] folgt

b(d, k, l) = / e / Dd,k,lfl(’l)l, N 7’Ud7kflfl)l+2
Sd=1nU Sd=1nU

X Hd_k_l_Q(dvl) .. .Hd_k_l_z(dvd_k_l_l)
d—k—1-2

_, d—k-1-1 Wd—k—1—-1—j
= Wi k1 H PP
§=0 —k+1—j

Also gilt

VR zy,. . 2, BYd—k—1-1],-)

:C<d7k7l)/ / / [P Ddfk-fl(ul‘lq...,u”L’U)
G(d,d—k) JG(L,d—k—1-1) J §4-1 ga—1
x {(T*(Mpu, ..., M, U), L) € -}

x p(Zy,dur) ... p(Zy, dug) vy (dU) vg_x(dL),
wobei

e(d, k1) = a(d, k,1) - HEHDEFR==D( QD d — k — 11— 1)) - b(d, k, 1)
2

d—k—1 d—k—l—
2 dek—l—1Wd—k " * " Wd—k—1 H Wd—k—1—1—j

= — )T _—
(d —k— 1)! W1+ W41 =0 Wd—k+1—j
2d—k—1

_ d—k—1—-1 Wi+2
= 7' T _—.
(d—Fk—1)! Cd—ti1

Dies folgt, da fiir das Hausdorffmafl der Grafmann-Mannigfaltigkeit gilt (siehe [26], S. 267),
dass

H™ =) (G(n,m)) =T (;)m(n " H

j=1
mitm=I0+1und n=d—k. O

Die Wahl Z; = ... = Z; = Z fithrt mit (4.17) und Satz 5.6 schliellich auf eine Formel
fiir das Fahnen-Oberflichenmaf \Ill(k)(Z7 -) eines verallgemeinerten Zonoids Z.
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Korollar 5.7. Sei Z ein verallgemeinertes Zonoid mit erzeugendem Maj$ p(Z,-). Seien
ke{l,...,d=2}undle{l,...,d—k—1}. Dann gilt

(k) 2N / / / /
v®) (7. o(d, k, 1)
8= (d—k)ka——1 st Jgar Joad—r) JoLd—k—i-1)

X Dg_p—1(u1|L, ..., w|L,U)1{(T*Mpu, ..., Opu, U), L) € -}
X Vg1 (dU) Vd—k(dL) p(Z,dur)...p(Z,du),

. _ 207kl g k-1 _Wigo
wobei c(d, k,1) = @i Od—pt1

Aus Formel (4.17) und Korollar 5.4 erhalten wir folgendes Korollar.

Korollar 5.8. Sei Z ein verallgemeinertes Zonoid mit erzeugendem Maf$ p(Z,-) und sei
ke A{0,...,d—2}. Dann gilt

k
\I,](Cdfkfl)(zv ) :27 / / / Dk(ullL,...,Uk‘L)
k! Jga-1 S4-1 JG(d,k+1)

x V{(TE(Mpuy, ..., Tpug), LY) € Y vpg (dL) p(Z, duy) . . . p(Z, duy,).

Aus Proposition 4.11 erhalten wir
Ue(Z,) =a(dd—k -1,k 0 (z . x G(d,d - k- 1)).

Bemerkung 5.8 impliziert dann

2k
U.(Z,)=a(d,d—k—1,k)7" / / / Dy(ui|L, ..., uxlL)
Sd=1 Sd=1 JG(d,k+1)
><1{TL(HLu1,...,HLuk)G-}Vkﬂ(d Yp(Z,dur) ... p(Z,duy).  (5.8)

Diese Formel scheint in der Literatur noch nicht vorhanden zu sein, allerdings kénnten wir
sie auch auf einem direkteren Weg erhalten.

Berechnen wir hiervon das totale Maf}, so erhalten wir eine bekannte Formel (siehe
Satz 5.2) fiir die inneren Volumina beziehungsweise wegen (3.10) fiir die Quermafintegrale
verallgemeinerter Zonoide, namlich

28 (d — k) kg
Wy p(7) = 2= Btk Dilut, ..., up) p(Z,duy) ... p(Z, dug).
d' Sd—1 Sd—1

Um diese Formel aus (5.8) zu erhalten, nutzen wir aus, dass

Dy(ur|L, ... ug|L) = Dy(us, ..., ug) - Di(&|L, .. ., &|L),

wobei £1,...,& ein beliebiges Orthonormalsystem mit derselben linearen Hiille wie der
von (den als linear unabhéngig angenommenen) uy, ..., uy ist. AuBerdem wenden wir die
Formel in der Mitte von S. 139 in [26] (mit t =1, m =k und k =d —k — 1) an, um

Bi(d, k)

IS a(d,d—k—1,k)

/ Di(€1|L, .. &|L) vps1 (dL) =
G(dk+1)
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zu erhalten, wobei die Konstante

(=5+)

DT ()

firl<m<n

e
Bi(n,m) = (2(1

aus Abschnitt 3.2.13 in [26] stammt.

Bemerkung 5.9. Siamtliche Resultate dieses Kapitels sind (teilweise ohne Beweis) in der
gemeinsamen Veroffentlichung [44] mit D. Hug und W. Weil enthalten.






6. Gemischte MaBe und gemischte Volumina

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit gemischten Maflen der translativen Integralgeo-
metrie, die in einem engen Zusammenhang mit den gemischten Volumina stehen. Nachdem
wir die gemischten Mafle eingefiihrt haben, verallgemeinern wir ein Resultat von Hug et al.
[41] fiir die totalen gemischten Mafle von zwei auf endlich viele konvexe Korper. Im An-
schluss leiten wir eine lokale Version dieses Resultats her. Im letzten Abschnitt beschéftigen
wir uns dann mit gemischten Volumina von Projektionen von konvexen Kérpern.

Die in diesem Kapitel benétigten Grundlagen aus der multilinearen Algebra wurden in
Abschnitt 2.3 eingefiihrt. Die Notation wurde grofitenteils aus [41] iibernommen.

Seien K, L konvexe Korper in R? und 1 < k,l <d — 1 mit k + 1 = d. Mit &, (K, L,
werden die gemischten Mafle der translativen Integralgeometrie bezeichnet (siehe [50] oder
[79]). Diese sind endliche BorelmaBe auf R? x R? und fiir Polytope P, @ und Borelmengen
a, B € B(R?) definiert durch (siehe [68], Theorem 5.2.2)

Opi(PQaxf)i= > Y AF PG Q)[F G \(a) M(B).
FeF,(P) GeF(Q)

Hierbei ist v(F, P; G, Q) der gemeinsame duflere Winkel

'7(F PG Q) — HQd_l_k_l(n(Fn (G+ZE)7PQ (Q‘*’l‘)))
o Wad—k—1 ’

wobei z € R? so gewiihlt ist, dass relint(F) Nrelint (G +2) # () ist. Mit [F, G] bezeichnen wir
die Unterraumdeterminante (vergleiche [68], Section 14.1). Wéhlen wir in L(aff(F')) und
in L(aff(G)) je eine Orthonormalbasis, so ist [F, G] := [L(aff(F)), L(aff(G))] das Volumen
des Parallelepipeds, das von der Vereinigung dieser Basisvektoren aufgespannt wird.

Ein Zusammenhang zu den Kriitmmungsmafen besteht fiir j € {0,...,d} durch (siche
[68], Theorem 5.2.3 oder [50], Formel (3))

/Rdéj(Kﬂ(L—I—x),aﬂ(ﬁ—l—az)))\d(da:): S (K, Lax f).

ktl=d+j
k,1>0

Fiir k € N sei k* := d — k — 1. Die Konstanten ~(d, k) und ¢(d, k) sind fiir d,k € N wie
in Abschnitt 4.2 gegeben durch

_ G (6.1)

d, k) =
und g
()
cld, k) = 2~ (6.2)
k—Qi-Q)F(d l2c+1)
Insbesondere gilt also
2T (4tl
c(d,1) = ) und c¢(d,d—1)=1
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Fiir einen Winkel © € [0, 7) sei

1 © ['/sint®\* [sin(1-t)©\"
Fra(©) = wgd_k_lsin@/o <sin@> < sin © > dt.

Wenn © gegen  strebt, geht F},;(©) gegen unendlich. Daher wurde in [41] die beschrankte
Approximation

F)(©):= Fu(0)1{0<0 <t ¢}, >0, (6.3)

eingefiihrt. Fiir sie gilt F; ,Sl) /" F, fiir € \, 0, wobei die Pfeile andeuten, ob der Grenzwert
durch eine wachsende oder fallende Folge erreicht wird.

Der kleinere Winkel zwischen zwei Einheitsvektoren u,v € S9! wird mit Z(u,v) € [0, 7]
bezeichnet. Insbesondere gilt fiir Z(u,v) € [0,7) die Gleichung

1
Fig-1(£(u,v)) = ! £(u,v) )/0 (sint/(u,v))*~2 dt.

wg sin®™1 Z(u,v

6.1. Totale gemischte Male

Wie wir in Abschnitt 3.1 gesehen haben, sind die totalen Kriimmungsmafle die inneren
Volumina. Ein dhnlicher Zusammenhang besteht auch zwischen den gemischten Maflen
und den gemischten Volumina

d

V(K L) = (k

>V(K[k], —L[l]) = & (K, L,R*) (6.4)
fiir konvexe Kérper K, L in R% und k,l € N mit k + [ = d.

In [41] zeigten Hug et al., dass sich das gemischte Volumen Vj;(K, L) unter gewissen
Voraussetzungen an K und L durch Fahnen-Oberflaichenmafle darstellen lisst (siehe Satz
6.1). Ausgehend von diesem Resultat zeigen wir nun, dass diese Darstellung nicht auf zwei
konvexe Korper beschriankt ist, sondern auf mehrere konvexe Korper erweitert werden kann.
Im néchsten Abschnitt wird dann auflerdem eine lokale Version dieses Satzes bewiesen.

In [41] wird eine andere Normierung der Fahnen-Oberflichenmafie verwendet. Der
Zusammenhang mit den Fahnen-Oberflichenmafle in der vorliegenden Arbeit ist

(K, ") = c(d, k) UK, K ek,

wobei c(d, k) die Konstante aus (6.2) ist. Die Fahnenmannigfaltigkeit F'*(d, k) = {(u, L) €
Se1x G(d,k) : L L u} wurde in Bemerkung 4.10 definiert. Theorem 2 in [41] lautet dann
folgendermafen.

Satz 6.1. Seien K und L konvexe Kirper in R? sowie k,1 € {1,...,d —1} mit k+1=d.
Dann existiert eine stetige Funktion o*' auf F*(d, k*) x F+(d,1*), sodass

Vil L) =c@be@d) [ [ Bz
FL(d,k*) JFL(dl*)
x @ (u, U, 0, VY UL, d(w, V) O (K, d(u, U))

gilt,
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(a) falls K und L Polytope in allgemeiner Lage sind, das heifit L(aff(F)) N L(aff(G)) =
{0}, wenn F € Fi(K), G € F;(L) undi,j € {1,...,d =1} mit i+ j =d;

(b) falls die Stiitzfunktion von K oder L von der Klasse C1:' ist;
(c) fiir K und pL fiir vg-fast alle p € O(d).

Nach (17) in [41] ist die Funktion ! definiert durch

kAK* INT*

=D > ¥y (6.5)

p=0 ¢=0

mit Koeffizienten a4, € R, die explizit berechnet werden kénnen. Die Funktionen cp’;jé auf
FL(d, k*) x F+(d,1*) sind hierbei fiir 0 < p < kA k* und 0 < ¢ < I Al* gegeben durch
(siehe [41], S. 651)

2
k,l _ . )
pg(u, Uy v, V) = Z Z H/\z‘el u; Au A /\jeJ v A v‘ , (6.6)
|I|=k* |J|=1*
[ INIo|=k*—p |JNJo|=l*—¢q
wobel u1, ..., ug sowie vy, ...,vg Orthonormalbasen des R? sind mit ug = v und vg = v.

Die linearen Unterrdume U und V sind die linearen Hiillen U = lin({w; : @ € Ip}) und
V =lin({v; : j € Jo}), wobei die Mengen I und Jy feste k*- beziehungsweise [*-elementige
Teilmengen von {1,...,d — 1} sind. Summiert wird hier und im Folgenden iiber alle
Teilmengen I,J C {1,...,d — 1} mit der entsprechenden Kardinalitét.

Ausgehend von Satz 6.1 zeigen wir nun

Satz 6.2. Firk € {1,...,d—1} undr,s e Nmit 1 <r <k, 1 <s <d—k seien
Ki,....,K,,Ly,...,Ls konvexe Kérper in R?. Des Weiteren seien iy, ..., iy, Jlyev30s >0
mit Y gy iq =k und Y7 _, jg = d — k. Auflerdem definieren wir die Konstanten k* :=

d—1—Fk und cqp := (d)ﬂM. Dann gilt

k de(%)z
V(K1[i], 1], -+, —Ls[Js))
/ / Pk, 0) ¢4 U, V)
F(d,k*) JFL( d,
x plld=k)" ], L [js], d(0, V) OF) (K [ih],. .., K, [iy], d(u,U)),

falls

(a) K1,...,K;,Li,...,Ls Polytope sind, fir die die Polytope Y ._; K; und ijl L; in
allgemeiner Lage sind, oder

(b) falls die Stiitzfunktionen von Ky, ..., K, oder von Ly, ..., Ls von der Klasse C*' sind
oder

(c) fir Ki,...,K, und pLy,...,pLs fir vg-fast alle p € O(d).

Beweis. Zu k € {1,...,d — 1} seien r € {1,...,k} und s € {1,...,d — k}. Weiter seien
Ki,...,K,, Li,..., L konvexe Korper in R%, o1,...,0r, 01,...,0 > 0 sowie i1, ...,

JiseeeyJs 2 0mit 370y ig=kund 370 jg=d— k.
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Wir zeigen zunéchst, dass fir K =Y ;_, 0;K; und L = 2;21 ojL; eine der Vorausset-
zungen (a) — (¢) aus Satz 6.1 erfiillt ist und wir diesen somit anwenden koénnen.

Sei zunéchst Voraussetzung (a) dieses Satzes erfiillt, das heiit seien Ky, ..., K, L1,..., Ls
Polytope, fiir die die Polytope > ;_; K; und }77_; L; in allgemeiner Lage sind. Dann sind
auch K und L Polytope. Durch Skalierung &éndert sich der lineare Unterraum, der parallel
zu einer Seite eines Polytops ist, nicht. Auflerdem gilt fiir die Dimension einer Stiitzmenge
von K (beziehungsweise L), dass

dim(F(K,-)) = dim(F ZQZ i _dim(F(ZKi,~)).

Da die Stiitzmengen eines Polytops seine Seiten sind, folgt daher, dass K und L in
allgemeiner Lage sind und in diesem Fall Voraussetzung (a) von Satz 6.1 erfiillt ist.

Gilt Voraussetzung (b) dieses Satzes, das heifit sind zum Beispiel die Stiitzfunktionen
von K1,...,K, von der Klasse C!, so ist auch die Stiitzfunktion von K von der Klasse
CH!, denn: Fiir die Stiitzfunktion von K gilt

h(K7 ) = h(z 0i K, ) =0 h(Kla ) +otor h(Kra )
=1

Als Summe von differenzierbaren Funktionen ist die Stiitzfunktion von K also ebenfalls
differenzierbar. Ahnliches gilt fiir den Gradienten, der als Summe von Lipschitz-Abbildungen
ebenfalls eine Lipschitz-Abbildung ist.

Wegen pL = p (Z 1 0j LJ) = > ;-1 0j(pL;) kénnen wir auch im Fall von Voraussetzung

(c) Satz 6.1 anwenden.

Wegen (6.4) und Satz 6.1 gilt nun einerseits

V(KT[k], —L[d — k])
- v((i oI ) 1. (= oy ) d - k])
i=1 Jj=1

-1
pr <Z> C(d7 k) C(d7 d - k) / / Fk,d*k(é(u, 'U)) Sok,d—k’(u’ U, U’ V)
FL(dk*) J FL(d,(d—k)*)

((d k g 5 'U ) - NG, u, .
X W (Z L, d V)) (;QK d( U))

Mit der Verdopplungsformel von Legendre berechnen wir die Konstante

Caf = (Z)lc(d, k)e(d,d— k) = (Z) 17;(;;%)1!)12!.
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Mit (4.15) erhalten wir

V(K|[k],—L[d — k])

== Cd,k / / Fk,d*k(l(ua ’U)) (pk’d_k<u7 U7 v, V)
FL(d,k*) JFL(d,(d—k)*)

d—k
x > ( a=h >a{1 ol BRI (L[], L), d(v, V)

J1yeerfs=0 J1y---sJs
k § | |
il"“?iT‘:O I

Andererseits gilt nach (5.29), (5.26) und wiederum (5.29) in [67], dass

i1y = j=1
k d—k
k ; ; d—k
-2 (S )des T (0 )
i1y =0 1 ) F1yeenrfis=0 Ji, - yJs
X V(Kl [711]7 ) T[ZT]v _Ll[jl]a y _Ls[.jsD
Also gilt
d—k k
d—k ; . k i ;
Z ( )J{l...afj Z (Z i)gll...g,f
Jmde=0 ]1,..., i ie=0 Tyeoesylp
X cdk/ / Fk,d,k(é(u,v)) cpk’d_k(u, U, V)
FL(dk*) JFL(d
x WL, (], L [ ] d(v, V) U (K fi], . ., Kpli]), d(u, U))
k d—k
k i ; d—k .
= Z <z Z_>Qll...gr’" Z < ) {1..a§b
i1yerin=0 N2t J1seje=0 Jis-e s s

x V(Kqli1], ..., Kplir], =L1[j1]s - - -, — Ls[Js])-
Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir schliefilich
V(Kl[il]v RS KT[Z'T]’ _Ll[jl]a ceey _Ls[js])
—a | | Frao(4(u,0)) ¢4, U0, V)
FL(dk*) JFL(d,(d—k)*)
x WO (L), ... L, d(o, V) O (G 1], - K i ], d(u,U))

mit Y0 ig=kund Y0, j,=d— k. O
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6.2. Gemischte Malle

In diesem Abschnitt wird eine Darstellung der gemischten Mafle ®y;(K, L, -) durch Fah-
nenmafe hergeleitet. Die Herleitung basiert auf der in Abschnitt 6.1 erwdhnten Arbeit von
Hug et al. [41]. Allerdings wurden dort nur die totalen Mafie Vj (K, L) = & (K, L, R??)
fir k,l € N mit k£ 4+ [ = d und konvexe Korper K, L betrachtet.

Nach Theorem 2 in [50] gilt fiir jede Borelmenge n € B(R?), dass

Dy (K, L,n)
(K z,u)
N /Nor(K)XNor(L) Hiey) €k Feile |Iz;c* J%:l 171 ki ISE{ 1; u)?
H% /\2610 i(K; 2, ’/\jeJcaj(L3 y, 0)* H* T (d(w, u,y,0),
wobei [-, ] fiir Multivektoren in RY wie in [50] definiert ist. Diese Notation ist konsistent

mit der der Unterraumdeterminante, wenn wir anstatt der Multivektoren die zu ihnen
assoziierten Unterrdume betrachten. Wir erinnern daran, dass die Summation iiber alle
Teilmengen I,J C {1,...,d — 1} der entsprechenden Kardinalitit erfolgt.

Mit den Definitionen von K;(-) in (4.5) und A;(-) in (4.6) ldsst sich die Schreibweise der
rechten Seite erheblich verkiirzen. AuBlerdem wenden wir Lemma 1 in [50] an und erhalten

(K, Lym)
= 1{(z,y) € n} Fiu(£ K (K;z,u)Ky(L;y,v)
/Nor(K)XNor(L) |IZI:c* Jz:l*
xmpuaau»Aﬂux%wFH””QMmmym»
= {(z,y) € n} Fiu(£ K/ (K;z,u) Ky(L;y,v)
/Nor(K)xNor(L) |Izk* ;*

AIKawwAuAALy,>AM%F*%ﬂ%uwm»
/ / {(x,y) € n} Fra(L(w,0)) > > Ki(K;a,u)Ks(L;y,v)
Nor(L) JNor(K \I|=k* |J|=1*
xHAAKnmoAuAAﬂwaﬁAMFH*%ﬂau»H*%w%v»
Den Fall Z(u,v) = 7, das heifit © = —v, miissen wir nicht gesondert betrachten, da in

diesem Fall ||A;(K;x,u) AuA Aj(L;y,v) Av||? = 0 gilt und somit der Integrand null ist.
Mittels der beschriankten Approximation F,gel)(é(u, v)) fithren wir nun

oK, L,

/ / xye}erl) (u,v) ZZKIKquJ(Ly,)
Nor(L) JNor(K)

|I|=k* |J|=1*
x || Ar(K; @, u) AuA Ay(Lsy,v) Av||PHET (d(@, u) HEHd(y, v))

ein. Es gilt O\ (K, L,) /* ®p (K, L, ) fiir ¢ \, 0.
Der folgende Satz liefert eine Darstellung von @,(S(K, L,-) durch Fahnenmafe. Die
Funktion "' auf F*(d, k*) x F+(d,1*) ist in (6.5) definiert.
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Satz 6.3. Seien K, L konvexe Kérper in RY, € > 0 sowie 1 < k,1 <d—1 mitk+1=d.
Fiir jede Borelmenge n € B(R??) gilt dann

®}) (K, L,n)

G2

)2(% T //1{$y6n}FI§l( (u,v))
x @ (u, U, v, V) EF )<K,d(m,u,U>>E§ L, d(y,v,V)) (6.7)
d k'k' ¢ _

2dP d+1 //1{ G n} F]S,(%—k(é(l%v)) (pk’d k(U7U,'U7V)

x _,g )(K d(z,u, U)) ES- (L, d(y,v,V)).

r(4
D(E2)T (=5

Beweis. Mit GU" (d—1, j) bezeichnen wir die Graimann-Mannigfaltigkeit der j-dimensiona-
len linearen Unterrdume von ut, u € S%~1. Nach Proposition 2 in [41] gilt, dass

<1>,(:§(K L,n)

(€)
(x,y) € n} F, (£(u,v) K (K;z,u) K (L; y,
/1;IorL)/1\Ior(K ) } kl E Z ( )

|I|=k* | J|=l*
X Ar(K; 2, u) Au A Ag(Liy,v) Aol> HEH(d(, w) HEH(d(y, v))

/N /N(K :Uyen}F,El Z(u,v) ZZKIK:UuKJ(Ly,)

|I|=k* | J|=l*
<2(d. R D) [ / (Ar(K:2,w), U (0, U0, V)
ut (d=1,k*) J GVt (d—1,0%)
XAV, Ay (Lyy, 0)) v (dV) vies (dU) (A, ) HOH(d(y, v)-
Durch zweimaliges Anwenden von Formel (4.7) erhalten wir

®}) (K, L,7)

(d,1) //N (@) € B (L) 3 KilKiu)o(dh) [

|T|=k*
x <AI<K;x,u>,U>2sokv’<u, U0, V) v (dU) HE Y (d(2,w) 2 (L, d(y, v, V)

— o(d, k) e(d, 1) / / 1{(z,9) €} B (L(u,0)) o (u, U, 0, V)
x EF(K, d(x,u, U) 2L, d(y, v, V).

ut (d—1,k%)

Nach (6.2) gilt fir die Konstante
i)

c(d, k) c(d,l) = )2 I(52)r(=5Ly

I'(
D(H2)T(4=5H

Formen wir die Voraussetzung k 4+ = d um zu [ = d — k und setzen dies in obige Formel
ein, so erhalten wir

] (d— k)lk! .
o o = Gty [ [ 1) € m EG w0 )

x ZF VK, d(w,u, U) EF (L, d(y, v, V),
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wobei bei der Berechnung der Konstanten die Verdopplungsformel von Legendre angewendet
wurde. O

Satz 6.3 impliziert

Dea(K, L) = lim @) (K, L, 1)

i2
2

)
A

(k*)

= lim
eNO F(%) (&=
k

(u, U, v, V)E

1{(z,y) € n} B (L(u,v))

L
2
(K (:B,u, U)) =N, d(y, v, V). (6.8)

Wie in [41] stellt sich uns nun die Frage, ob bezichungsweise in welchen Fillen Integration
und Grenzwertbildung vertauscht werden kénnen.

Satz 6.4. Seien K, L konvexe Kdrper in R sowie 1 < kil<d—1mitk+1=d und
n € B(R?) eine Borelmenge. Dann gilt

r(t)?
T | | 1) €0 Bl

x @ (u, U, v, V) EF ><K,d<x,u, ) =L, d(y, v, V),

Qk,l(Ka L7T7) =

(a) fir K und pL fiir vg-fast alle p € O(d),
(b) wenn die Stiitzfunktion von K oder L von der Klasse C1! ist,

(c) wenn K und L Polytope in allgemeiner Lage sind.

Beweis. Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Theorem 2 in [41].

Seien K, L € K sowie k,l € {1,...,d — 1} mit k +1 = d und n € B(R??). Des Weiteren
seien © € [0,7), € > 0 und (u,U,v,V) € F+(d, k*) x F+(d,1*). Im Folgenden werden mit c
stets nicht genauer angegebene positive, endliche Konstanten bezeichnet, die unter anderem
auch von K und L abhéngen konnen. Fiir den Winkel O gilt

1
0= F,EEZ)(@) < F(0) = sin'~?0 5)/ (sin t@)k* (sin(1 — t)@)k—l dt
) 2 Jo
<c-sint7?O.

Aufgrund der Definitionen (6.5) und (6.6) von ¢*! und 4,0’;,’51 erhalten wir aulerdem

EAE* IN*
k.l _ k,l
| (w, U0, V) = D0 ap g g (u, Uy, V)
p=0 ¢=0
EAK* INL* 9
= « Z Z H/\ u-/\u/\/\ v-/\vH
Z Z pa icl " jeJ 7
p=0 ¢=0 |I|=k* |J|=l*
[INIg|=k*—p |JNJo|=l*—q
kAK* INT* 9
= o Z Z H/\ u'/\/\ v'/\u/\vH
Z Z Psq icl " jeJ 7
p=0 ¢=0 |T|=k* |J|=t*

[INIo|=k*—p |JNJo|=l*—q
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2
E E . Al 2
Apa H/\iel u’/\/\jeJUJH lu Ao

\I|=k* | J|=1*
[INIo|=k*—p |JNJo|=l*—q

10~
]

<c-|luno|?

= ¢ |sin Z(u,v)|?,

wobei verwendet wurde, dass fiir einfache Multivektoren £ und n Abschétzung (2.2) gilt,
das heift [|€ A nl| < [I€]] - [In]]-

Zusammengefasst folgt
FL)(£(u,0)) |9 (u, U0, V)| < ¢ sint = Z(u,v) - | sin £ (u, )
=c-sin®> "% Z(u,v). (6.9)

Im Folgenden werden wir zeigen, dass in den drei Féllen (a)-(c) der Satz von der

majorisierten Konvergenz anwendbar ist. Die Behauptung folgt dann wegen F,E? (L(u,v)) N
Fi1(£(u,v)) fiir e \, 0 aus (6.8).

(a) Sei p € O(d). Wegen (6.9) bleibt zu zeigen, dass fiir vg-fast alle p € O(d) gilt, dass
//1{(x,y) e n} sin®~ 4 £ (u, v) E,(f*)(K, d(x,u,U)) El(l*)(pL,d(y,U, V)) < oo.
Die Stiitzmafle beziehungsweise Oberflichenmafle sind bis auf eine Konstante Bildma-
Be der Fahnenmafle beziehungsweise Stiitzmafle (siche Proposition 4.11 bzw. Kapitel

3.1). Somit folgt mit dem Satz von Fubini und aufgrund der O(d)-Kovarianz der
Stiitzmafe (siehe Satz 3.2 5)), dass

/S o / / 1{(z,y) € n} sin®* ¢ Z(u, v) EF) (K, d(xz,u,U))

x 5" (pL, d(y, v, V) valdp)
<c. /S » / / sin® £ (u, v) Zy(K, d(x, w)) Ei(pL, d(y, v)) va(dp)
<c. / / /S 1y S 0 0 ) BB, ) B )
.. / / /S s ) MO () Sy (K da, ) Z( L d(,0)
<ec- / / /S Hsin?’*dg(u,w)ﬂd*l(dw)qzk(K,du)wl(L,dv).

Fiir das innere Integral gilt
/Sd 1 sin®~4 / (u, w) H4 ™ (dw) = HI2(S972) - /OW sinada = 2wg_ 1.
Da dies eine von v € S%~! unabhiingige endliche Konstante ist, folgt
c- / / /S - sin®~4 / (u, w) HO (dw) Ui (K, du) Uy(L, dv)

< c-//de1 Uy (K, du) ¥, (L, dv)
<c¢-S(K)S(L)

< 00,
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wobei mit S(K) und S(L) die Oberfliche von K beziehungsweise L bezeichnet wird.

Hiermit ist gezeigt, dass der Satz von der majorisierten Konvergenz angewendet
werden kann.

Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit sei die Stiitzfunktion von K von der Klasse
CH!. Dann sind alle Oberflichenmafie von K absolut stetig mit beschréinkter Dichte
(siehe [41], Lemma 1 und [75], Satz 4.7), das heifit

U (K, ) <c-HTWSTY k=1,...,d-1.
Wegen (6.9) zeigt die zu Fall (a) teilweise analoge Abschétzung

/ / 1{(z,y) € n} sin® ¢ Z(u,v) BV (K, d(,u, U) BV (L, d(y, v, V))
< c-//l{(w,y) € n} sin®* £(u, v) Zp(K, d(z, w)) (L, d(y, v))
< c-//sin3—d4(u,v) 25 (K, d(x, 1)) Z(L, d(y, v))
<c- / / sin®~4 Z(u,v) Uy (K, du) U, (L, dv)

<c- // sin®~4 / (u, v) H4 (du) ¥, (L, dv)
Sd—1

<c-S(L)

< 00,

dass wieder der Satz von der majorisierten Konvergenz angewendet werden kann.

Seien K und L Polytope in allgemeiner Lage. Des Weiteren sei F' eine k-Seite von K
und G eine [-Seite des Polytops L. AuBerdem definieren wir N (F) := L(F)* sowie
N(G) := L(G)*. Wegen

(L(F) N L(G)* = (L(F)* + L(G)")* = N(F) + N(G)
und k 4+ [ = d folgt
dim(N(F) N N(G)) = dim(N(F)) + dim(N(G)) — (d — dim(L(F) N L(G)))

= dim(L(F) N L(G))
=0,

woraus wiederum n(K, F) N £n(L,G) = 0 folgt.
Fiir die Oberflichenmafle eines Polytops K gilt nach (3.4), dass

UK, ) = wil, Z HE(FYHITF Y (n(K, F)N )
FE.FkK)

firk=0,...,d— 1.

Mittels eines Kompaktheitsarguments folgt nun, dass Z(u,v) € [§, 7 — ] fiir eine
Konstante § € (0,7) und alle Einheitsvektoren u,v € S9! aus dem Triiger von
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U (K, ) beziehungsweise ¥;(L,-). Somit ist |sin Z(u,v)| fiir alle betrachteten wu, v
von unten durch eine positive Konstante beschriankt. Also gilt

//1{(3:, y) €n} sin® ZL(u,v) E,(f*)(K, d(xz,u,U)) Egl*)(L, d(y,v,V))
<co [ [ 1lwy) € np sin® £(u,0) 50K dlo0) SL.d(y,0)
<c- //singdé(u,v) Ep(K,d(z,u) (L, d(y,v))

< c-//sin3—d4(u,v) (K, du) U;(L, dv)

< 0.

Die Behauptung folgt nun wiederum aus (6.9) und mit dem Satz von der majorisierten
Konvergenz. O

6.3. Gemischte Volumina von Projektionen

Am Ende dieses Kapitels wollen wir noch einmal auf die gemischten Volumina zuriickkommen.
In seiner Dissertation [35] zeigte Hinderer, dass sich das j-te innere Volumen der Projektion
eines konvexen Korpers K auf einen linearen Unterraum L € G(d, k) (0<j <k <d—1)
mit Hilfe von Fahnen-Oberflichenmaflen berechnen l&sst.

Nach Theorem 58 in [35] existiert fiir vg-fast alle L € G(d, k) eine messbare Funktion
g:G(d, k) x S x G(d,d — k — 1) = R, sodass gilt

k
Vi(K|L) = ) / g(L,u,U) 8D (K, d(u, U))
Kk—j J8d-1xG(d,d—k—1) I

- g(Lu, U)W V(K dw,U). (610)
Kk—j S4-1xG(d,d—k—1)

Diese Formel gilt insbesondere fiir alle Polytope K in allgemeiner Lage zu L.

Wir werden ein entsprechendes Resultat zunéchst fiir gemischte Volumina von Projek-
tionen beweisen und danach aus obigem Satz von Hinderer noch eine weitere Formel fiir
gemischte Volumina von Projektionen herleiten.

Satz 6.5. Seien K1,...,K; konveze Kérper in R?. Auferdem seien iy,...,i; > 0 gegeben
mit 22:1 ig = J fiir 0 < j <k < d-—1. Dann existiert eine messbare Funktion g auf
G(d, k) x S x G(d,d — k — 1), sodass fiir vy-fast alle L € G(d, k) gilt

V(Ki|L[i1], ..., Ki|L[i), BY L[k — j])

e | oL, 0, U) WD (R[], .. Kaifid, dw, U)).
S4-1%G(d,d—k—1)

;)

Beweis. Seien K7,...,K; € K% sowie K = Zé:l 0 K; mit g1,...,0; > 0. Nach Theorem
58 in [35] existiert eine messbare Funktion g auf G(d, k) x S¥' x G(d,d — k — 1), sodass
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mit Satz 4.15 1) fiir vi-fast alle L € G(d, k) gilt

Vi(K|L) = Z ol
w j l
i / o, 0 ¥ 0, )
Sd-1xG(d,d—k—1)

k=i i=1
7 7
) 911 T Qll

J
— wk—ﬁ‘l/ g(L,u,U) Z <
Kk—j Sd—le(d,d—k—l) “
Andererseits gilt nach den Formeln (4.9), (5.53) und (5.29) in [67], dass

U1y =

x WR=U (K (i), ... Klig], d(u, U)).

Vi(K|L) = ~=V(K|L[j],..., BY|L[k - j])

l
- v<<§j oK) |LL.... BYILlE ~ )

Zgz (K| L)[j], - -, BYLIK = 1)

=1

G < i\
==y (n,...,n)g?--'92’V(KllL[i1]7-~-aKzlL[il]aBd|L[’f—ﬂ)'

RE—j

ij

i1,0yi=0

Zusammengefasst gilt also

J .
Wk_j+1/ J i1 7
LSRR o(LuU) Y < ,)Q o
Kk—j Jsd-1xG(d,d—k—1) | = i, i)t !

01 ,ee,87=0

x R (K (i), ... Klig), d(u, U))

* : o
=N (T )b o VIEGLE, - Kl LLi), BYLIK — ).
RE—j i 1=0 11y...57]

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir schlieflich

V(K1|L[i), ..., K| Llif), BY| Lk — j])

— hoitl / g(L,u, U) U9F=D(K i), ... Klif], d(u,U)). O
(5)  Jsi1xaaa—k-1)
Bemerkung 6.6.
1) Im Spezialfall k =1 = j gilt i1 = ... =4; = 1 und somit folgt

:2/ g(L,u, U) U (KK d(u, U)). (6.11)
Sd=1%G(d,d—k—1)
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2) Im Fall k = j = d — 1 gilt zum einen nach (6.10), dass

Vi 1 (K|L) = / (L, U) SO, (K, d(u, U))
S4-1%G(d,0)

B /Sdl 9(L,u,{o}) Sa—1(K, du)

und zum anderen

1
Vi KID) = 5 [ I 1) Sia (K. o).

Also folgt, dass in diesem Fall g(L,u, {o}) = 3|(u, L1)| eine Moglichkeit zur Definition
der Funktion g ist.

Mit Hilfe von Kubotas Integralrekursion kénnen wir aus (6.10) eine Formel fiir die
inneren Volumina eines konvexen Koérpers herleiten.

Proposition 6.7. Seien K € K und 0 < j <k <d-1. Dann existiert eine messbare
Funktion g auf G(d, k) x S9! x G(d,d — k — 1), sodass

/ / g(L,u, U) WS V(K d(u, U)) vi(dL) = Byge Vi (),
G(d,k) J S4-1xG(d,d—k—1)

) ®krkd_;
wobei By, = (§J> ik

j)ﬁdwk—jﬂ ’

Beweis. Mit der Integralrekursion von Kubota (siehe [67], Formel (5.72) zusammen
mit [67], Formel (4.9)) und nach Formel (6.10) existiert eine messbare Funktion g auf
G(d, k) x St x G(d,d — k — 1), sodass

k

(j)“k"idfj v

(5) rarn—j

- [ vi@ILnan
G(d,k)

K)

[ e 9(Lyu, U) WD (K d(u, U)) vi(dL).

G(dk) Frk—j Jsi-1xG(dd—k—1)

Durch Umformen folgt hieraus die Behauptung. O

Fiir gemischte Volumina gilt auflerdem folgende Proposition.

Proposition 6.8. Seien Kq,...,K; € K* und 0 < j < k < d — 1. Auferdem seien
i1,-..,1; > 0 gegeben mit 22:1 iqg = J. Dann gilt

/ V(KL |L[i), .. Kol L), BY LIk—j]) e(dL) = 520 v (K [ia) . .., Kalid], BYd—3)).
G(d,k) (5)ka
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Beweis. Seien 0 < j < k < d—1und K,...,K; € K% sowie 01,...,0 > 0 mit K =
Zi‘:l 0;K;. Einerseits gilt (vergleiche Beweis zu Satz 6.5)

| viwin wr)
G(d,k)

=— ) ot -0V (K1 |L[i1], ..., Kj|L[i;], BY| L[k — j]) vi.(dL).
o G(d,k)hZ o )et VAL, Kl LG, BYLIE — 7)) mi(d)

=0

Andererseits erhalten wir mit der Integralrekursion von Kubota (siehe [67], Formel (5.72)
zusammen mit [67], Formel (4.9)), dass

| vimIL war)
G(d,k)
(3) ki :
j —J
= V(> 0ikKi)
d J L
(j) Kakk—j =1
k)/{ j .
(' kRd—j i i . . .
- (1,0 ) Vil Fola, B~ 5,
(j) Rakk—j 4, =0 N1
Durch Koeffizientenvergleich folgt die Behauptung. O
Bemerkung 6.9. Insbesondere folgt fiir | = k = j, dass iy = ... = ¢; = 1 und somit
KiKd—
/ V(EQ|L,..., K L) v(dL) = "2 vk, Ky, BYd — k).
G(d,k) (%) Ka

Zusammen mit Formel (6.11) folgt hiermit, dass eine messbare Funktion g auf G(d, k) x
S4=1 % G(d,d — k — 1) existiert, sodass

RERJ—
R Y (K, Ky, BYd - K])
(k)“d

:/ V(Ki|L, ..., Ky|L) vg(dL)

G(d,k)

~[ =2f g(Lyu, U) WD (K Ky d(u, U)) v(dL).
G(dk) JS4-1xG(d,d—k—1)

Dies fiihrt schliefilich zu
V(Kla ceey Kk7 Bd[d - k])

9 d
_ 2 [ oL, U) WD (K Ky d(u, U)) ve(dL).
KkKd—k Ja(dk) J 541 xG(d,d—k—1)
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In diesem Kapitel wollen wir zeigen, dass die Stiitzfunktion eines konvexen Korpers eine
Darstellung durch Fahnen-Oberflichenmafie besitzt. Dies geschieht im folgenden Abschnitt.
Fiir die Herleitung ist es notwendig, die Funktion ¢¢~1 aus Kapitel 6 explizit zu berechnen.
Da diese Berechnung relativ lang ist, wird sie in Abschnitt 7.2 durchgefiihrt.

7.1. Darstellung der Stiitzfunktion durch FahnenmaBe

Unser Ziel ist es, die Stiitzfunktion h(K,-) eines konvexen Korpers K durch Fahnen-
Oberflichenmafle darzustellen. Eine Moglichkeit, dies zu tun, ist auszunutzen, dass fiir
zentrierte Funktionen f,g € C(S%1) aus

(u) Sg—1(L,du) = / g(u) Sg_1(L,du) fiir alle L e K¢

gd—1 gd—1

die Gleichheit

f=g (7.1)

folgt (siehe [79], S. 93).
Eine stetige Funktion f € C(S?1) heiBt zentriert, wenn

/ wf(u) HP (du) = 0

gd—1

erfiillt ist. Insbesondere ist die zentrierte Stitzfunktion h*(K,-) gegeben durch
h*(Kv ) = h(K - S(K)v ) = h(K7 ) - <8(K)7 '>7

wobei s(K) := Hid Ja—1 MK, u) uH* ! (du) den Steinerpunkt bezeichnet.

Lemma 7.1. Die zentrierte Stiitzfunktion h*(K,-) eines konveven Korpers K € K¢ ist
zentriert.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass [go uh*(K,u) H* ! (du) = 0.
Nach den Definitionen der zentrierten Stiitzfunktion und des Steinerpunktes sowie Formel
(1.33) in [67] gilt
/ wh* (K, u) H Y (du)
Sd—1
_ / wh(K — s(K),u) 1o (du)
gd—1

N /5 wh(EK, u) — uls(K),u) H™ (du)
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82
= kas(K) — / u(s(K),u) H (du)
Sd—1
= kqs(K) — kgs(K)
=0. O
Seien K und L konvexe Kérper in R?, d > 3, fiir die Satz 6.1 gilt. Dies ist zum Beispiel
der Fall,

(a) falls K und L Polytope in allgemeiner Lage sind oder

(b) falls die Stiitzfunktion von K oder L von der Klasse C1! ist oder

(¢) fir K und pL fiir v4-fast alle p € O(d).

Aufgrund der Bewegungskovarianz des Oberflichenmafles sowie Formel (5.19) in [67] gilt

/ MK, —v) Sq—1(L,dv) = / h(K,v)Sq—1(—L,dv)
Sd—1 Sd—1
=dV(K,—L[d- 1))

=Viag-1(K,L).

Nach Satz 6.1 existiert eine stetige Funktion o"4=1 auf F*(d,d — 2) x F*(d,0), sodass

Vi,a-1(K, L)
— e d 1) e(d,d—1) / / Frao1 (£(u,0)) 944 (u, U, v, V)
FL(d0) JFL(d,d—2)

< UK, d(u, U)) O, (L, d(v, V)
c(d, 1 _
S R ¢ w U o)
§d-1 JFL(d,d—2)
x WK d(u, U)) S (L, dv),
wobei im letzten Schritt verwendet wurde, dass nach Bemerkung 4.12 fiir eine messbare

Funktion g gilt

/ g@VW&MKAmvwzj
FL(d,0) gd-1

=: /S g0 {oh) Sua (K. dv).

g(v, {0}) \Ild—l(Kv dv)

Um eine explizite Darstellung von Vi g_;(K, L) zu erhalten, miissen wir die Funkti-
on @41 berechnen. Da diese Berechnung relativ lang ist, wird sie hier nicht direkt

durchgefiihrt, sondern in den néchsten Abschnitt 7.2 ausgelagert.

Das Ergebnis dort liefert uns
2T d—1
(5) (7.2)

wl’dil(uﬂ U, v, {0}) =

D=

S (d = ([@d+ DoU)? — dlu, v)?).

U

N ‘
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Das heif3t

/ h(K,—v) Sq—1(L, dv)
Sd—1

M w1 (. U v fo
- /Sdl /Fi(dd 2) Fra-a(4(u,0))¢ (u,U,v,{0})
x WD (K, d(u, U)) Sq_1(L, dv)
d—1)T l d—2
( 2 /Sd 1/1M dd2) Fyg-1(£(u,v)) (d = (d+ D)|o|U[* = d(u,v)?)

gd DK, d(u,U)) Sg_1(L, dv).

Wollen wir nun mit Hilfe der am Anfang des Abschnitts beschriebenen Vorgehensweise
(7.1) die Darstellung der Stiitzfunktion ableiten, miissen wir zeigen, dass die Funktion

g0 = G [ R0 e U o) 9 (K dw D) (1)
2 Jri(dd-2)

zentriert und stetig auf S?~1 ist. Dies ist aufgrund der in der Funktion g vorkommenden
Winkel bisher nicht auf direktem Wege gelungen und wir miissen daher einen Umweg
wiéhlen. Auch in der Literatur finden sich Beispiele, die zeigen, dass es kompliziert sein kann,
die Zentriertheit einer Funktion zu beweisen. Zum Beispiel lieferte Weil in [79] zunéchst
einen unvollstindigen Beweis, der dann acht Jahre spiiter von Goodey und Weil in [32]
vervollstédndigt wurde.

Im Folgenden bestimmen wir zunéchst die zentrierte Stiitzfunktion eines konvexen
Korpers K iiber die gemischten Mafle und leiten davon die Darstellung der Stiitzfunktion
ab.

Satz 7.2. Sind K ein konvexer Kérper im R%, d > 3 und w € S, so gilt fir die
zentrierte Stitzfunktion

d—1)T(3)42
U Fyg (£ (u,w))
r'(5) NOJFpL(dd-2)

x (d = (d+ 1) |[w]U]? = d{u, w)?) W' (K, d(u, U)),

(K, —w) =

wobet Fl(z_l(') in (6.3) definiert ist.
Beweis. Zu einer Richtung w € S%~! seien die abgeschlossenen Halbriume
w”i={reR?: (z,w) <0} und w':={zreR?: (z,w)>0}=(-w)"
gegeben sowie ihr Rand, das heiffit die Hyperebene
Li={zeR?: (z,w) =0}.

Des Weiteren sei §(w) eine Borelmenge in w* mit 1 (B3(w)) = 1.
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Nach (2.3) in [32] und Theorem 2 in [50] gilt fiir die zentrierte Stiitzfunktion

h* (K, —w)
=& 4 1(K,w,R? x B(w))
:/ {(z,y) € RY x B(w)} Fra1(L(w,0)) > > Ki(K;z,u)
Nor(K)xNor(w™) I|=d—2 | J]=0

X Kj(w_;y,v) ||AI(K7 I‘,U) ANu A AJ(w_;yv U) A UH2 HQd_Q(d(m?uayv’U))'

Da die Indexmenge J leer ist, gilt Aj(w™;y,v) = 1. AuBerdem folgt

=1,

Ky(w™;y,v) =
i) [Tj=1 VT4 ks (w =y, 0)?

da die verallgemeinerten Hauptkriimmungen eines Halbraumes null sind. Somit gilt mit
A (K;z,u) AuAlAv|]? = ||A(K;2,u) AuAv|?, dass

h*

|I|d2

(K, —w)
/1;1 \/N(K $y)€RdX5( )}Fldl 'LLU ZKIKIEU

|A7(K;z,u) AuALAv||2HE N d(2,w) HEHd(y, v))

=1 vi+ kj(’w‘; y,v)?
:/Nor /Nor(K)l{yEﬂ(w)}Fl,d—l(é(u,v)) Z K;(K; z,u)

|I|=d—2

x || AL (K, u) Au A |2 H N (d(z, w) HO (d(y, ).
Das Normalenbiindel von w™ ist die Menge

Nor(w™) = {(y,v) e R x ST . ycwh = 0w ,v=w} = {(y,w) : y € wt}.

Weiteres Umformen ergibt

, —W)
_/ﬁ(w)/Nor(K)Fl’dl(Z(u’w)) Z K (K;z,u)

\[|=d—2
ALK 2, u) Au A w|? R (d(2,w) HE (dy)
_/ Fraa(Zw) S Ki(Kiw,u) |Ar(K;z,u) Aw w2 HO (d(, )
Nor(K) T|=d—2
x HEH(B(w))

:/ Fraa(Zuw) S Ki(Kiw,u) | A (K2, u) AuAw|2HE (d(, ),
Nor(K) \T|=d—2

wobei die Voraussetzung H%!(5(w)) = 1 verwendet wurde.

Wie in Abschnitt 6.2 betrachten wir nun die beschrénkte Approximation Fl( C% 1(L(u, w)).
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Mit Proposition 2 aus [41] und (4.7) sowie der Formel fiir ¢4~ (siehe (7.2)) folgt dann

h* (K, —w)
. ) d,1
— lim FO_ (Luw) Y Ki(K;z,u) il 5 )
N\ Nor(K) \T|=d—2

x / (Ar(K; 2, u), U2 " (w0, U, w, {0}) va—a(dU) KO (d(2, u))
Gut (d—1,d—2)

= A%ty [ F (L) o s U fo) 2D (K, d,0,0)

e\0
_dd b / FO (L, w)) 0 (u, Uy w, {0}) W2 (K, d(u, U))
2 e\ 0 Fl(d,d-2) ’
d—1)T(3)42
_ -1 d(Q) lim F9_ (£ (u,w))
I'(5) NOJpL(dd—2)
x (d — (d+ 1)|[wlU]|? — d{u,w)?) W2 (K, d(u,U)). O

Bemerkung 7.3. Eine weitere Darstellung der zentrierten Stiitzfunktion iiber Kriim-
mungen erhalten wir, wenn wir anstatt Proposition 2 aus [41] und (4.7) zu verwenden, die
Norm ||A;(K; x,u) AuAwl||? direkt berechnen. Wir nutzen die Definition des Skalarprodukts
fiir einfache k-Vektoren und entwickeln die entstehende Determinante, um

1AL (K, u) Aunwl? = (w, ai(K; z,u))”
iclc
zu erhalten. Setzen wir dies ein, so erhalten wir schliellich

h* (K, —w)

_/ Fig-1(£(u, w)) Z K (K;z,u) ||Ar(K; 2, u) AuAw|?HENd(z,u)
Nor(K) I|=d—2

:/N (K)F1,d—1(4(u,w)) ST Ki(Kizou) Y (w, ai(K; 2, u)2 HE d(x, v)).

\I|=d—2 iele

Fir konvexe Korper in der Ebene erhalten wir folgende Darstellung der zentrierten
Stiitzfunktion.

Proposition 7.4. Sind K ein konvexer Kiorper im R? und w € S, so gilt fir die
zentrierte Stitzfunktion

(K, —w) = 1 /Sdl Z(u,w) - sin Z(u, w) U1 (K, du).

™

Beweis. Im Beweis von Satz 7.2 geht die Bedingung d > 3 erst ein, wenn die Funktion
o141 eingesetzt wird. Daher gilt die Formel aus Bemerkung 7.3 auch fiir d = 2 und wir
erhalten

* —w) = u, w .U ST, U u w 2 1 r,u)).
B (K, —w) /N o Pl >>|;0K1<K, ) [ A7 (K ) A A2 1Y (d e, w)
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Die Indexmenge [ ist also die leere Menge. Nutzen wir dies aus, setzen die Formel fiir Fy ;
(siehe Kapitel 6) ein und berechnen die Norm, so vereinfacht sich obige Formel zu

(K, —w) = 1/ Z(u,w) - sin Z(u, w) (/1 + k1 (K;z,u)2) " 7 (d(z,u))
27 Nor(K)

- 1/4(u,w)‘sin4(u, w) Z1 (K, d(z,u))

s

1
= / Z(u,w) - sin Z(u, w) Uy (K, du),
S1

™

wobei in den letzten beiden Schritten zum einen Formel (3.14) verwendet wurde und zum
anderen, dass die Oberflichenmafle Bildmafle der Stiitzmafle sind. O

Bemerkung 7.5.

1) Diese Darstellung der zentrierten Stiitzfunktion ist gleich der Formel von Berg [9]
(vergleiche auch [67], Formel (8.35)). Er zeigte, dass

(K, —w) = /S g, —w)) Uy (K, dua),

wobei
1

g2(t) :== ;(w — arccos(t))V/1 —t2 — it, te[-1,1].

2
2) Die Darstellung der zentrierten Stiitzfunktion aus dem folgenden Satz 7.6 ist fir

d = 2 gleich der Formel aus Proposition 7.4.

In welchen Fillen in Satz 7.2 Grenzwertbildung und Integration vertauscht werden kann,
zeigt der folgende Satz.

Satz 7.6. Sind K ein konvexer Korper im R%, d > 3 und w € S, so gilt fir die
zentrierte Stitzfunktion

(d—1)T(5)%2
F(%)Q /FL(CM—Q) Fi g 1(£(u,w))

% (d = (d+ D) wlU]2 = d(u, w)?) 91" (K, d(u,U)),

h* (K, —w) =

(a) fiir w und pK fiir vy-fast alle p € O(d),

(b) wenn die Stiitzfunktion von K von der Klasse C1! ist,

(c) wenn K ein Polytop ist und keine Seite von K parallel zu w' ist.
Beweis. Wir konnen wie im Beweis zu Satz 6.4 vorgehen.

Im Folgenden werden mit ¢ stets nicht genauer angegebene positive, endliche Konstanten
bezeichnet, die unter anderem von K abhingen kénnen. Fiir € > 0, (u,U) € F(d,d — 2)

und w € S9! erhalten wir wie im Beweis zu Satz 6.4, dass

F1(3—1(4(Ua w)) [ u, Uy w, {o})] < ¢+ sin® Z(u, w).
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Im Folgenden werden wir zeigen, dass in den drei Féllen (a)-(c) der Satz von der

majorisierten Konvergenz anwendbar ist. Die Behauptung folgt dann wegen F,gfl) (L(u,w))
Fi1(Z(u,w)) fiir € \, 0 aus Satz 7.2.

Wir zeigen zunéchst Fall (a). Sei p € O(d). Wegen obiger Abschétzung bleibt zu zeigen,
dass fiir vg-fast alle p € O(d) gilt, dass

/ sin®~4 / (u, w) \Ilgd_Q)(pK, d(u,U)) < oo.
FL(d,d-2)

Da die Oberflichenmafle bis auf eine Konstante Bildmafle der Fahnen-Oberflichenmafe
sind, folgt mit dem Satz von Fubini und aufgrund der O(d)-Kovarianz der Stiitzmafe (siehe
Satz 3.2 5)), dass

/ / sin®~4 /(u, w) \Ilgd_Z)(pK, d(u, U)) va(dp)
SO(d) J FL(d,d—2)
<c- // sin®~4 Z(pu, w) vg(dp) U1 (K, du)
SO(d)
—c- // sin® = /(z,w) H Y (dz) Uy (K, du)
Sd—1

<c- /2wd_1 \I/l(K, du)
<c¢-S(K)

< 00,

wobei wir verwendet haben, dass fiir das innere Integral die Identitét

™
/d ) sin®~4 /(z,w) HT N (dz) = HA2(8972) . / sin o da = 2wg_q
Sa—= 0

gilt und mit S(K') die Oberfliche von K bezeichnet wird.

Hiermit ist gezeigt, dass der Satz von der majorisierten Konvergenz angewendet werden
kann.

In den Féllen (b) und (c) kann ebenfalls analog zum Beweis von Satz 6.4 gezeigt werden,
dass der Satz von der majorisierten Konvergenz angewendet werden kann. O

Unsere Darstellung der zentrierten Stiitzfunktion aus Satz 7.6 stimmt mit der Funktion ¢
aus (7.3) iiberein. Da die zentrierte Stiitzfunktion nach Lemma 7.1 zentriert ist, ist dies also
auch fiir g der Fall. Hatten wir die Eigenschaft der Zentriertheit fiir g direkt nachweisen
konnen, so hitten wir Satz 7.6 mittels des Arguments (7.1) beweisen kénnen.

Da die zentrierte Stiitzfunktion eines konvexen Kérpers K gegeben ist durch h*(K,-) =
h(K,-) — (s(K),-), folgt schliefllich aus Satz 7.6 folgende Darstellung der Stiitzfunktion
von K.

Korollar 7.7. Sind K ein konvezer Korper im R, d > 3 und w € S, so gilt fir die
Stiitzfunktion

I | AT S R
hK, —w) = /Fl(d,dg) )/O( £/ (u, w))42 dt

2T sin?! Z(u, w

x (d = (d+ DwlU|? = du,w)?) B2 (K, d(u, U)) + (s(K), —w),
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(a) fir w und pK fiir vg-fast alle p € O(d),

(b) wenn die Stitzfunktion von K von der Klasse C1' ist,

¢) wenn K ein Polytop ist und keine Seite von K parallel zu wt ist.
(c) ytop P

Bemerkung 7.8. Formen wir dies mit der Formel auf S. 639 in [41] weiter um, so erhalten

wir mit ((d 11)) = % aulerdem die Formel

(u, w) 1 )
47r / G(d,d—2) /Sd 1AL Smd ll(u w) /0 (smtg(u,w))d 2 gt
% (d = (d+ DlwlUI = dfu,w)?) SY7(K|U, du) vy (dU) + (s(K), ~w).

WK, —w) =

7.2. Berechnung der Funktion o'~ !(u, U, v, {o})

In diesem Abschnitt berechnen wir die Funktion ¢'4~!(u, U, v, {0}) aus dem vorangegan-
genen Unterkapitel. Das Ergebnis dieser Berechnung wurde dort schon zur Berechnung der
Stiitzfunktion verwendet.

Seien u,v € S9! und U € G(d,d — 2) mit d > 3. Nach (6.5) gilt

1A(d—2) (d—1)A0

8017d71<u7 U7U7 {0}) = Z Z apquld ! U U7v7{0})

p=0 q=0
= ago eyl (u,U,v,{o}) +aroers ' (u,U,v, {o}).

)

Berechnung von ago und o

Nach [41] erhalten wir die Konstanten ag und aj o aus

(a0,07 01170) (D(d - 17 d— 2) ® D(d - 170)) = ((’Y(da 1)’7(d7 d— 1))717 0)
= (a0, a10) = ((7(d, 1)y(d,d —1))71,0) (D(d — 1,d = 2) ® D(d — 1,0)) ™"

Hierbei sind die Konstanten (d, 1) und v(d,d — 1) gegeben durch (vergleiche (6.1))

d-1 d-1
7(d’l):;<d11> (%) :l(d_l)T( 5)

sowie .
1/d-1 F(g) 1
1 p— e
das heif3t g
_ 4 T'(5)
1 — 1))t — 22
(v(d, 1)v(d,d — 1)) a—1T(=0)

Weiter gilt nach der Bemerkung auf S. 649 in [41], dass

i, k) kA(d—1—k)

D(d—1,k) = (d; s
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mit
kA(d—1—Fk) k . 4 . .
dd Lk _ Z quz k—y J J d—1—-k—j
Y m=0 k’mz:o ¢ k—i—1)\k—m—1)\m+Il+i—k)

In unserem Fall gilt somit

pa-ro == 33 () ()0 (00

1=
=Coo
sowie

gictd=2 gl
D(d—-1,d-2)={ 3% 42 d1d2
(dLo diq”’

d—1 d—1
= cd_Q’c(l) 1 d-1 Ca-21 -1 |-
(d—2)cg o, g oot (d—3)cg 5,

Um ap und a1 9 zu erhalten, miissen also noch die Konstanten cg 01, cj ;0 und ¢ a 2 1

berechnet werden. Dies geschieht im Folgenden.
Nach Lemma 3 in [41] existiert eine positive Konstante CSBI, sodass fiir lineare Unterrdume
A,B € G(d—1,0) gilt, dass

/ (A VYV, B2y~ (aV) = coo (A, B)2 (7.4)
G(d—1,0)
Wegen (A, B)? =1 fiir A, B € G(d — 1,0), folgt
/ (A VYAV, BY2 g1 (av) = / 1ydtav) =1
G(d—1,0) G(d—1,0)

und somit aus (7.4), dass
d—1 __
coo =1

Fiir die anderen Konstanten gilt Ahnliches:
Nach Lemma 3 in [41] existieren positive Konstanten cg:% und cgj 1> sodass fiir
A,BeG(d—1,d—2) gilt

/G(d y 2)<A, V)XV, B)? 5 3(dV) = 73 o (A, B)? + ¢i73 | (A, B)}.

Andererseits gilt
1

Wd—1

/ (A, VY2(V, BY y=hav) = / (a, v)2 (v, b)2 H2(dv)
G(d—1,d—2) gd-2

mit a,b € S92,
Gilt A = B, so folgt daraus

[ AV V) = iy (A AR+ L (A}
G(d—1,d—2)

= L a, ) 12 (dv
_ /Sd_2< Y2 (). (7.5)

Wd—1
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Wegen (A4, A); = 0 und (A, A) = 1, gilt somit

1
d—1 4.9,d—2
Ci—20 = wd ) /Sd a, 0)" HT (dv)
= / / T dEHO 3 (dw)
Wd—1 J§d—2npyL
:“‘”2/(1—15) = ¢4 dt.
Wd—1 0

Die Substitution t2 = s sowie die Definition der Betafunktion

! x
B(z,y) = /0 (1- S)xil s¥7lds = w

fithren zu

Wd—1 252
W— d—2

= 4 2/ (1—s)2 tsalds
Wd—1 Jo

Durch Einsetzen in (7.5) erhalten wir

/G<d v VIV B V) = M—D?M<A,B>2+c§_%,1 (A, B)?
ey R )

Sei nun A # B. Dann gilt

/ (A, V)2V, BY2 =1 (V)
G(d—1,d—2)

1
— / (a,0)* (v, b) HO~(dv)
Wd—1 Jgd—2
1 d—1
_ d— 2
N Wd—1 /Sd 2 d 1 ; “H (dv).

Da die b; eine Orthonormalbasis des R4~! bilden gilt Zfz_ll (v,b;)% = ||v]|?> = 1. AuBerdem
kann mit [67], S. 50 (oder durch Berechnung wie oben) vereinfacht werden zu

/ (A VY2V, B)? = (V)
G(d—1,d—2)

o f @
1
@= 17
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Andererseits gilt

3 -1
CEE (a,b)? + cd_271<a,b>%
d—1 d—1
3 1
= (a, b))% + 371 ———N (a,b;)?
—1\2 ) d—2,1 7 )
(d—1)2(d+ 1) — d—1~
3 d—1 =
= (a,bi)? + g 57— > (1= {a,b;)?)
ERY) ) d—2,17 _ )
(d—1)2(d+1) — d—1 —
B 3 s d—2
d—12(d+1) ‘2141
Durch Zusammenfiigen beider Identititen, erhalten wir
4 il d—2 1
(d—12(d+1) 4“2ld—1 (d—1)2
3 a1 1
d—2)=——
— (d—l)(d+1)+cd*271( ) d—1

und somit

il < - g ) :
=217 \d-1 (d—1)(d+1)/) (d—2)

(d=1)(d+1)’

Insgesamt bedeutet das

1 3 1
PU=LA=2) = D@+ <d—2 d>

und
1 3 1
D(d—l,d—2)®D(d—170)=(d_1)(d+1)(d_2 d>
B (d—1)(d+1) d -1
(D(d—1,d—2)® D(d—1,0))"' = T 2d+1) <_(d_2) 3)

-5 (—(dd— 2) _31) |

Damit folgt

4 T (d-1) d —1
=1 F(Q%) 07 (—(d—2) 3)
24T (5)4!
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1,d—1 1,d—1
Berechnung von gpo’g und <p1’g

-1

Nach der Definition (6.6) von gozlgjg gilt fiir 0 <p <1 und ¢ = 0, dass

@;:g_l(u; U,'I),V) — Z Z H/\ielui/\U/\/\jEJUj /\UHQ.

|I|=d—2 [J]=0
|INIg|=d—2—p |JNJG|=0
Hierbei gilt |Iy| = d — 2 sowie |Jy| = 0, das heiBt Jy = () und daher V = {o}.

Wahle Einheitsvektoren uq, ..., uq_1 und vy,...,vg4_1 S0, dass uy, ..., uq_1,u beziechungs-
weise vy, ..., Ug_1,v Orthonormalbasen des R sind und U = lin({uy, ..., uq_2}), das heiBt
Io={1,....d—2}.

Dann gilt nach obiger Formel

2
1,d—1 _ , _ 2
oo (u,Uv,{o}) = H/\ie{l,...,d—2} ui ANuN1TAv|| =||UAuANTAD|
und
2
1d—1 _ ,
e1o  (u,U,v,{o}) = Z H/\iel u AuATA UH
|T|=d—2
[INIg|=d—3
d—2 2
:Z /\ Ui AuAN1Av

- ie{1,....d—1}\j

j=1

d—2

= lur A Auj—1 Aujpr A Aug—g Aug—y /\u/\l/\v”Q.
j=1
Also gilt
d—1 2
1,d—1 1,d—1 —
%0,0 (u,U,v,{o}) + ¥1,0 (u,U,v,{o}) = - /\ie{l,...,d—l}\j u Au N1 Av

]:
d—1 2

u; ANuAv

- /\ie{l,...,d—l}\j

<.
I

Nach der Definition des Skalarprodukts fiir einfache k-Vektoren gilt
o (u, U, v, {0})
= H /\ U ANuNv
1€{1,...,d—2}

B </\i€{1,...,d72} Ui AU, /\ie{l,...,dfz} u; A uAv)

2

1 0 0 0 (u1,v)
0 1 0 0 (ug,v)
— det : : " : : : ’
0 0 1 0 (ug_o,v)
0 0 0 1 (u,v)
(vyur) (vyug) ... (v,ug—92) (v,u) 1

da ui,...,ug4_1,u = ug eine Orthonormalbasis des R% bilden und somit (ui, uj) = 0i; gilt.
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Durch Entwicklung dieser Determinante erhalten wir

poe (U, {0}) = 1= (v,u)? = (=1)* 80, u1)? — (1) 12(v, up)?

- (_1)4d716<vvu3>2 - (_1)4<U7ud*2>2
d—2
=1-) (v,u;)? — (v, u)?
i=1

da U =lin({u1,...,uqg—2}).

Fiir (p}:g_l(u, U,v,{o}) ergibt sich analog zur vorherigen Rechnung, dass

d—2 2
cp% Y, U, v, {o}) = /\ie{l,...,d—l}\j u ANuN1Av
j=1
d—2
= <1),Uj>2
7j=1
= [lo|U]?
Insgesamt gilt also
" (u, U, v, {0})
= a0y (wUyv,{o}) +aroerg (u, (o}
2dT(3)4! oT (l)
= —— 2 (L= |[U]? = (v,u)?) = — 25— HUIUH2
F(*) N

2
L(z)""

d— (d+ D|v|U|]? = d(u,v)?).
F(dT)( (d+1)[[o|U[* = d{u,v))
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Zufdllige Polytope






8. Einfiihrung

Spétestens seit J. J. Sylvester im Jahr 1864 sein bekanntes Vier-Punkte-Problem (siehe
[72]) formulierte, werden zufiillige Polytope, das heifit die konvexe Hiille von unabhéingigen
zufélligen Punkten in einem konvexen Ko6rper, ausgiebig erforscht. Sylvester fragte damals
nach der Wahrscheinlichkeit, dass die konvexe Hiille von vier zufélligen unabhéngigen
gleichverteilten Punkten in einem ebenen konvexen Korper ein Dreieck bildet. Schon
bei dieser einfach anmutenden Fragestellung zeigt sich, dass die Antwort von der Form
des konvexen Korpers, besonders der Beschaffenheit des Randes, abhingt. So ist die
Wahrscheinlichkeit minimal, wenn die Punkte in einer Ellipse gew&hlt werden und maximal,
wenn der konvexe Korper selbst ein Dreieck ist (siehe [11]).

Mochte man Sylvesters Problem in héheren Dimensionen betrachten, kann man zum
Beispiel nach der mittleren Eckenzahl des zufilligen Polytops K(,) fragen, das als konvexe
Hiille von n zufilligen Punkten in einem konvexen Koérper K entsteht. Noch allgemeiner
ist die Frage nach der erwarteten Anzahl an k-dimensionalen Seiten f; (k=0,...,d —1)
des zufélligen Polytops K(,). Erste Ergebnisse in dieser Hinsicht lieferten Rényi und
Sulanke [57], allerdings nach wie vor im R2. Danach folgten zwar auch Resultate fiir den
d-dimensionalen Raum, lange Zeit beschréinkten sie sich jedoch auf die erwartete Ecken-
und Facettenzahl (teils mit unterschiedlichen Fehlertermen) fiir konvexe Korper K von
der Klasse C3 und in K gleichverteilte Punkte (siehe [80], [3], [4], [70]). SchlieBlich gelang
es Reitzner [56] fiir den Erwartungswert der Anzahl der k-Seiten, genauer gesagt fiir den
Erwartungswert des f-Vektors f(K(,)) = (fo(K@u))---, fa-1(K(n))), die Formel

d—1 da—1

BI (Kw) =@ nf [ n(a)aht ut- o) + on)
oK
fiir n — oo zu zeigen und die Varianz abzuschétzen
Var(fi(K ) < er(d,k, K)n1, k=0,....d~ 1.

Hieraus leitete er ab, dass
(K py)n™ &1 — e (d) / k(z) 71 1O (da)
oK

in Wahrscheinlichkeit fiir n — oo gilt. Hierbei ist K ein konvexer Korper von der Klasse
Ci und die zufélligen Punkte sind gleichverteilt in K. Die exakten Eintréige des konstanten
Vektors ¢ (d) € R und die Werte der Konstanten c;(d, k, K) konnten von Reitzner nicht
berechnet werden. Hier und im Folgenden bezeichnet ¢;(-) stets positive Konstanten, die nur
von den GréBen in der Klammer abhingen. Ebenso verfahren wir mit Vektoren ¢;(-) € RY.

Handelt es sich bei dem konvexen Korper K selbst auch um ein Polytop, so nimmt
Reitzners Ergebnis eine andere Form an. Dann gilt

E(f (K (n))(Inn) =Y — &(d) T(K) fiir n — oo,

wobei T'(K) die Anzahl der Fahnen des Polytops K bezeichnet. Hierbei wird ein Tupel
(Fo,...,Fy_1) aus Seiten Fy, € Fi(K), 0 < k < d— 1, als Fahne von K bezeichnet, falls
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Fy C By C -+ C Fy_1 gilt. Die zugehorigen Varianzabschitzungen lieferten Barany und
Reitzner [7]
Var(fx(Kn))) < c2(d, K) (logn)d_l, k=0,...,d—1.

Aus diesen Abschitzungen folgen starke Gesetze der groflen Zahlen. Auflerdem zeigten
Barany und Reitzner, dass es fiir die Varianz untere Schranken von gleicher Ordnung gibt.
Neben diesen kombinatorischen Funktionalen wird auch die Giite der Approximation
des konvexen Korpers durch das zufillige Polytop untersucht. Wichst die Anzahl n der
zufélligen Punkte, so ist plausibel, dass das zufillige Polytop sich dem konvexen Korper mit
wachsender Genauigkeit annéhert. Der Fehler dieser Approximation kann gemessen werden,
indem der Erwartungswert der Differenz F'(K)—F(K;)) fiir ein auf der Menge der konvexen
Korper definiertes Funktional F' betrachtet wird. Explizite Formeln hierfiir sind kaum zu
berechnen, daher werden scharfe Schranken, zum Beispiel durch asymptotische Formeln fiir
wachsendes n, gesucht. Als das Funktional F' werden haufig das Volumen, die Oberfléiche
oder die mittlere Breite gewéhlt, da die Berechnungen hier einfacher durchfiihrbar sind
als beispielsweise bei anderen der inneren Volumina. Von diesen dreien ist das Volumen
besonders interessant, da das erwartete Volumen von K ohne K, gleich der symmetrischen
Differenz, einer Metrik auf K%, ist. Sie ist gegeben durch (vergleiche [67], S. 71)

§%(K, L) :=HY(K\L) U (L\K)) firr K,L € K%

Die meisten bekannten Resultate behandeln das asymptotische Verhalten der konvexen
Hiille gleichverteilter Punkte in K. Auch im Folgenden ist hiervon auszugehen, insofern
nicht explizit auf eine andere Verteilung hingewiesen wird. Die ersten Ergebnisse zu
Flacheninhalt und Liange des Umfangs in der Ebene stammen abermals von Rényi und
Sulanke [58]. Sie berechneten explizite Formeln fiir den Erwartungswert des Fldcheninhalts
und der Linge des Umfangs fiir konvexe Kérper der Klasse C2 und fiir Quadrate. Weitere
asymptotische Formeln fiir die Volumendifferenz wurden von Bardny [4], Reitzner [54] und
Schiitt [70] verdffentlicht. Die allgemeinste jedoch ist die von Béroczky et al. [12], da keine
Voraussetzungen an den konvexen Korper K gestellt werden,

i @ ) HUdz) | = ¢ x_ﬁ xﬁxﬁ =1 (dg .
lim n Ea(/K\K(n)A()H(d)> s(d)/aKQ() A(z) k(x) &1 1 (dx), (8.1)

n—oo

wobei o eine geeignete Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion auf K ist und A eine geeignete
integrierbare Funktion. W&hlt man die Gewichtungsfunktion A = 1, so erhélt man die
Volumendifferenz, und ist ¢ konstant, so betrachtet man gleichverteilte zufillige Punkte
in K. Die Konstante c3(d) wird in [12] explizit angegeben. Im Fall von gleichverteilten
zufilligen Punkten in einem konvexen Korper K von der Klasse Ci gelangen Reitzner in
[63, 55] Varianzabschétzungen der Form

d+3 d+3

ca(K)n~ a+1 < Var(V(K(,)) < c¢j(K)n~ @1,
Eine asymptotische Formel fiir die Varianz lieferten Calka und Yukich [22]. Es gilt

lim 0 Var(V(EK ) = ¢5(d, V(K)) /a ) k()T 1 (da),

n—o0

wobei die zufilligen Punkte gleichverteilt in einem konvexen Koérper K der Klasse CiJrG
sind.
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Mit Hilfe des Zusammenhangs zwischen Eckenzahl und Volumen

E, (fO(K(n))) =nk, (/K

der auf Efron (siehe [24], Dimension d = 2, 3) zuriickgeht, wird in [12] aus (8.1) gefolgert,
dass fiir die erwartete Eckenzahl gilt

o(x) H%dw)) :

\K(n—1)

n—o0

lim 0”7 E, (fo(K ) = cs(d) /@ ) o(2) 5 k()T HA (da).

Sind die zufilligen Punkte gleichverteilt in einem Polytop K, so zeigten Bardny und
Buchta [5], dass die Volumendifferenz

n~(Inn)?-1

V(K) - E(V(K))) =T(K) (d+ 1) L(d—1)!

+0(n Y(Inn)?¥2Inlnn)

erfiillt. Barany und Reitzner [7] schétzten die Varianz unter der Voraussetzung V(K) =1
ab
logn)d—!

Var(V(K(,)) < cs(d, K) ( 2

n
und folgerten daraus ein starkes Gesetz der groflen Zahlen. Eine untere Schranke fiir die
Varianz von gleicher Ordnung existiert ebenfalls.

Befasst man sich mit dem Volumenfunktional, so liegt die Frage nahe, ob &hnliche
Resultate fiir die anderen inneren Volumina gelten. Boroczky et al. [15] verallgemeinerten
Baranys [4] und Reitzners [54] Resultate zu

d+1 1
i () R =~ BORG@)) = ) [ s B o) 10 ),
i=1,...,d— 1, fiir konvexe Korper, in denen eine Kugel frei rollt. Varianzabschétzungen
gibt es bisher nur fiir konvexe Korper von der Klasse CJQr. Den Beweis fithrten Barany et al.
[6] zwar nur fiir den Fall einer Kugel mit Hilfe einer Kappeniiberdeckungstechnik durch,
geben aber die Idee an, wie sich der Beweis auf glatte konvexe Korper verallgemeinern
lésst. Aus ihrer Abschitzung

_d+3 _d+3
cg(K)n~ &1 < Var(Vi(K(y))) < cg(K)n~ d+
fiir die Varianz folgerten Bérany et al. [6] dann ein starkes Gesetz der grofien Zahlen.
Die asymptotische Formel
d+3
lim A&t Var(Vi(K))) = 0%
A—00 ¢
fir die Varianz stammt in diesem Fall von Calka et al. [21]. Hierbei ist K die konvexe Hiille
von Punkten eines Poissonpunktprozesses im R? mit Intensitét A, die in einem konvexen
Korper der Klasse Ci liegen, und a%/i wird mit Hilfe von zwei bestimmten Prozessen in
R4! x R, beschrieben (siche [21] fiir Details).
Da wir uns im Folgenden mit der mittleren Breite befassen werden, wollen wir die hierzu
bekannten Resultate genauer betrachten. In [14] zeigen Boroczky et al. die asymptotische
Formel

lim a1 (W(K) — E(W(K))) = i /8 ) K@) 1 (de) (8.2)

n—oo
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fiir alle konvexen Korper K mit Volumen eins, in denen eine Kugel frei rollt. Ihr Beweis
enthélt eine Liicke, die wir mit dem spéater folgenden Lemma 8.1 schlieflen. Schon vor
Boroczky et al. bewiesen Schneider und Wieacker [69] und Reitzner [54] dieses Resultat
unter stéirkeren Voraussetzungen an den konvexen Koérper K. In der Arbeit [14] wird
auflerdem die Varianz abgeschétzt. Es gilt

d+3

co(K) n" o < Var(W (K(,))) < c¢o(K)n~ @,

Mit Hilfe der Abschitzung nach oben, der Tschebyscheff-Ungleichung und dem Borel-
Cantelli-Lemma wird dann schlieflich ein starkes Gesetz der grofien Zahlen fiir die Differenz
der mittleren Breiten von K und K, hergeleitet.

Ein entsprechendes Resultat fiir ein Polytop K bewies Schneider [64]. Es gilt

Tim (W(K) = E(W (K()) nt = cio(K),
wobei die von Schneider angegebene Konstante ¢19(K) nur von der Form des Polytops K
in der Nahe seiner Ecken abhéngt.

Die ersten zentralen Grenzwertsétze stammen von Groeneboom [33] (siehe auch Finch
und Hueter [28]) und Hsing [36] (siehe auch Buchta [19]), sie gelten allerdings nur in der
Ebene. Ein Durchbruch in hoheren Dimensionen gelang wiederum Reitzner [55], der einen
zentralen Grenzwertsatz fiir die Anzahl der k-Seiten fi(II,), K = 0,...,d — 1, und das
Volumen V(II,,) bewies. Das zufillige Polytop II,, ist hier die konvexe Hiille von Punkten
eines Poissonpunktprozesses der Intensitét n, die in einem konvexen Koérpers K der Klasse
Ci liegen. Analoge zentrale Grenzwertsétze fiir den Fall, dass K selbst ein Polytop ist,
bewiesen Barany und Reitzner [8]. Vu [74] gelang es, Reitzners [55] Resultate auf zufillige
Polytope K, zu iibertragen. Vu merkt an, dass seine Methode auch anwendbar ist, wenn
K ein Polytop ist. Der zentrale Grenzwertsatz von Barany und Reitzner [8] stand ihm
damals allerdings noch nicht zur Verfiigung.

Vereinzelt wurden auch andere Funktionale wie der Hausdorffabstand von K und K,
(siehe [10] und [23]) oder der Unterschied der Durchmesser (siehe [49] und [48]) betrachtet.
In einer jiingeren Arbeit betrachten Hug und Schneider [42] den Hausdorffabstand bei
einer Approximation eines konvexen Korpers K von auflen durch eine zufillige polyedrische
Menge. Diese ist der Schnitt von abgeschlossenen Halbrdumen, die durch Hyperebenen
eines stationéren Poisson-Hyperebenen-Prozesses begrenzt sind und K enthalten.

Im folgenden Kapitel 9 verallgemeinern wir die asymptotische Formel (8.2) der erwarteten
Differenz der mittleren Breiten. In der Diplomarbeit der Autorin [73] wurde ein entspre-
chendes Resultat fiir die gewichtete mittlere Breite erzielt. Ausgehend davon betrachten
wir nun die konvexe Hiille von Punkten, die gem&f} einer Wahrscheinlichkeitsdichtefunk-
tion p in K gewihlt werden. Das heifit die zufélligen Punkte sind nun nicht wie in [14]
gleichverteilt in K. Auflerdem werden wir obere und untere Abschitzungen fiir die Varianz
beweisen, die ein starkes Gesetz der groflen Zahlen implizieren. In Kapitel 10 betrachten
wir dann ein weiteres Modell eines zufélligen Polytops, das als konvexe Hiille von zufélligen
Punkten auf dem Rand eines konvexen Korpers entsteht. In diesem Fall betrachten wir die
Volumendifferenz und beweisen eine analoge Formel zu (8.1). In beiden Kapiteln nutzen
wir Dualitdt aus, um Resultate fiir zuféllige polyedrische Mengen, das heifft Schnitte von
zufalligen Halbrdumen, die einen konvexen Korper enthalten, herzuleiten. Die konkret
betrachteten Modelle werden in den Abschnitten eingefiihrt, in denen sie benotigt werden.
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Zusiétzlich zu der schon bekannten Notation aus den vorangegangenen Kapiteln, werden
wir noch einige weitere Bezeichnungen benéttigen.

Mit K wird weiterhin ein konvexer Korper in R? bezeichnet. Entgegen der Notation in
den vorangegangenen Kapiteln wird die konvexe Hiille von Teilmengen X7, ..., X, C R?
und Punkten z1,...,z, € R nun mit [X1,..., X,,z1,...,x,] bezeichnet.

Wir werden im Folgenden voraussetzen, dass eine Kugel vom Radius r(K) > 0 frei
in K rollt, das heifit, dass jeder Randpunkt z € 0K auf dem Rand einer Kugel B C K
vom Radius r(K) liegt (vergleiche Abbildung 8.1). In diesem Fall ist K also glatt, da
alle Stiitzhyperebenen an K eindeutig sind. Das Vorhandensein einer rollenden Kugel ist

T

Abbildung 8.1.: Kugel mit Radius r(K) > 0 rollt frei in K

dquivalent dazu, dass die GauB-Abbildung ok eine Lipschitzfunktion auf 0K ist (vergleiche
[40] oder [43], Lemma 3.3).
Des Weiteren definieren wir die Mengen

Dy == {(t,u) € [0,00) x 841 : t = hy(u)}

und
C(u,t) .= KN H" (u,t).

Seien x € 0K und t € (0, hg(ox(z)). Dann nennen wir C(ox(z), hx(ox(z)) — t) eine
Kappe der Hohe t in © € 0K (vergleiche Abbildung 8.2).

xT

C(u, hi(u) —t)

[u =ox(x)

Abbildung 8.2.: Kappe von K

Ist f: S9! — R eine messbare Funktion, so kann ein Integral iiber die Sphire mit Hilfe
der Koflachenformel von Federer (siche [26], Theorem 3.2.12) und der GauB-Abbildung
ok in ein Integral {iber den Rand eines konvexen Korpers K, in dem eine Kugel frei rollt,
umgewandelt werden. Dies sehen wir im néchsten Lemma, das somit auch eine Liicke im
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Beweis zu Theorem 1.1 in [14] (vergleiche Formel (8.2)) schlieft. In dem Beweis in [14]
wurde die uns aus Abschnitt 2.4 bekannte Formel (2.3) angewendet, die allerdings nur fiir
konvexe Korper der Klasse Ci gilt.

Lemma 8.1. Sei K ein konvezer Korper R?, in dem eine Kugel frei rollt, und f eine
messbare Funktion auf S41. Dann gilt

(W) H" Y du) = [ flox (@) w(a) HT (dz).
Sd—1 oK

Beweis. Da eine Kugel in K frei rollt, ist die Gaul-Abbildung o iiberall auf 0K definiert
und Lipschitz-stetig (siehe [43], Lemma 3.3). Des Weiteren liefert Lemma 2.3 in [37], dass
die (approximative) Jacobi-Determinante von o fiir H?!-fast alle z € K gegeben ist
durch

apJg_10k (7) = k().

Mit der Koflachenformel von Federer (siche [26], Theorem 3.2.12) erhalten wir
flox(@))r(a) H' ™ (do) = /8K flox(x)) apdy ok () H' (dx)

_ / / f(ok () HO(d) HO (du)
511 Jog ()

oK

= (u) H (du),
gd—1

wobei wir ausnutzen, dass es fiir H¢ !-fast alle v € S9! genau ein € JK gibt mit
u = og(x) (siehe [67], Theorem 2.2.11). O

Seien f und g reelle Funktionen, die auf demselben Raum I C R definiert sind. Wir
schreiben f < g oder f = O(g), falls es eine positive Konstante «y gibt, die von K, ¢ und ¢
abhéngen kann, sodass |f| < - g auf I. Des Weiteren schreiben wir f ~ g, falls I = N und
f(n)/g(n) — 1 fir n — oo, n € 1.

SchlieBlich zitieren wir noch ein Lemma, das urspriinglich aus [14] stammt. In den folgen-
den Beweisen werden wir es mehrfach benétigen, allerdings teilweise in einer allgemeineren
Form. Daher formulieren wir es etwas anders als in [14].

Lemma 8.2. Seien >0, w > 0 und o = 2((16_‘:1). Sei g2 (0,00) = R mat limy_yo4 pu(t) = 1.

2
Falls g(n) — 0 fiir n — oo und g(n) > (%hﬂ) " fiir grofe n, so gilt

n

g(n) 2 2(8+1 (5+1)
/ t7(1 = p(t) Wt%)n dt ~ ;e L ( (dﬁ - )> n= o
0 (d+1)w a1 +1

Bemerkung 8.3. Lemma 8.1 dieses Kapitels ist in der gemeinsamen Arbeit [30] mit F.
Fodor und D. Hug enthalten.



9. Konvexe Hiillen von Punkten in einem
konvexen Korper

In diesem Kapitel betrachten wir zunéchst das bekannteste Modell eines zufélligen Polytops,
nédmlich die konvexe Hiille von zufilligen identisch verteilten Punkten in einem gegebenen
konvexen Korper K. Da K konvex ist, ist das zuféllige Polytop komplett in K enthalten.
Die Eckpunkte des Polytops miissen hierbei aber nicht wie spéter in Kapitel 10 auf dem
Rand des konvexen Korpers liegen.

Das zugrunde liegende Wahrscheinlichkeitsmodell wird im Folgenden beschrieben (ver-
gleiche auch [12]). Sei p eine beschrinkte nichtnegative messbare Funktion auf K und
[ 0(z) HY(dz) = 1. Nun wihlen wir zuféillige Punkte aus K gem#f dem Wahrscheinlich-
keitsmafl P, g, das die Dichte o beziiglich H?_K hat. Den Erwartungswert beziiglich Po i
bezeichnen wir mit E, r. Falls K klar aus dem Kontext hervorgeht, verwenden wir die
Abkiirzungen P, und E,. Auflerdem verwenden wir haufig die vereinfachte Notation P,
anstelle von P3™.

Sei X, :={z1,...,z,} eine zufillige Stichprobe von n unabhéngigen zufélligen Punkten

aus K, die geméfl der Wahrscheinlichkeitsverteilung P, x gewéhlt wurden. Ihre konvexe
Hiille

Ky = [Xa] = [21,. .-, 0]

ist dann ein zufdlliges Polytop in K.

Abbildung 9.1.: Zufilliges Polytop K,

0.1. Gewichtete Differenz der mittleren Breiten

In diesem Abschnitt beweisen wir eine asymptotische Formel fiir die erwartete Differenz
der gewichteten mittleren Breite eines konvexen Korpers K und eines zufalligen Polytops
K(;). Ein erster Beweisansatz ist in der Diplomarbeit der Autorin [73] zu finden. In
der vorliegenden Arbeit fithren wir nun einen vollstindigen Beweis. Im Vergleich zum
entsprechenden Resultat in [73] beweisen wir die Formel in grofierer Allgemeinheit.
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Mit Hilfe einer messbaren Gewichtsfunktion q : R x St — [0, 00) definieren wir die
gewichtete mittlere Breite von K als

9 hi(u)
= / / q(s,u) ds HE Y (du).
Wqd Jsd-1 Jo

Zudem nennen wir ¢ lokal integrierbar, falls das Integral

/Sd1 /CQ(S, u) ds HE Y (du)

fiir alle kompakten Teilmengen C' in R endlich ist.

Satz 9.1. Sei K C R? ein konvexzer Korper mit o € int(K), in dem eine Kugel frei rollt.
Sei o eine Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion auf K und q : R x S4~1 — [0,00) eine lokal
integrierbare Funktion. Ist o positiv und stetig in jedem Randpunkt von K und q stetig in
jedem Punkt der Menge Dy, dann gilt

lim nati Ey (We(K) = Wy(K(n)))

n—o0

2T (2 dio 2
= (dﬂ / k(z) T q(h (o k (2)), 0 (2)) o(x) T H (dx).

Bemerkung 9.2. Aufgrund der Voraussetzung, dass eine Kugel vom Radius r(K) > 0
in K frei rollt, ist die GauB-Kronecker-Kriimmung x(z) fiir 9 !-fast alle x € 9K durch
7(K)~(@=1) vyon oben beschriinkt. Dadurch ist die Endlichkeit des Integrals auf der rechten
Seite obiger Gleichung gewahrleistet.

Beweis von Satz 9.1. Wir beginnen den Beweis von Satz 9.1 damit, auf das Ereignis zu
“bedingen”, dass der Ursprung in K, enthalten ist. Also

By (Wo(K) — Wy(K ) ))

=E, / / (s,u) ds H¥™ 1 (du)
wWqd Jgd—1 hK( ) u)

hi(u)
_ / / / (5, u) ds HO L (du) BE™ (d(zy, ..., )
n Sd 1 h

Kn) “)
hi(u)
= / / / (s,u)1{o € K }ds?—[d Y(du) PE" (d(x1, . . ., xn))
n Jgd—1 Jp

K () (¥

/n/sd l/th(u (s,u) 1{o ¢ K(ny} ds H (du) PS™(d(1, . .., ).

Ky (1

Im néchsten Schritt zeigen wir, dass der zweite Summand in obiger Formel vernachléssigbar
ist. Dafiir benotigen wir folgendes Lemma.

Lemma 9.3. Es gibt eine Konstante 0 < 1 < 1, die nur von K und o abhingt, sodass

P, (0 & K(ny) < 29(1 — )™
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Beweis. Es sei eine feste Orthonormalbasis des R¢ gegeben. Dieser wird durch die zu-
gehérigen (d — 1)-dimensionalen Koordinaten-Hyperebenen in 2% konvexe Kegel geteilt, die
sogenannten Koordinatenkegel ©;, i = 1,...,2% Gilt o ¢ K (n), 80 werden die zufélligen
Punkte z1,...,xz, durch eine Hyperebene H strikt von o getrennt. Also existiert ein Koor-
dinatenkegel, zum Beispiel ©;, der strikt von den zufélligen Punkten x1, ..., z, getrennt ist.
Der minimale Wahrscheinlichkeitsinhalt eines Koordinatenkegels sei mit v, > 0 bezeichnet.
Dann gilt

Py (0 ¢ K(ny) < 2%(1 —y1)™. O

Hiermit folgt wegen h , (u) > —hx(—u) fiir alle u € 591 und der lokalen Integrierbar-
keit von ¢, dass

/n/Sd I/h w q(s,u) 1{0¢K(n}d87-[d 1(du)]P’®”(d(:c1,...,a;n))

Kny ¥
< //Sd 1/hK( Ao Log K, ) ds HO (du) PER(d(xy, .., )
/Sd_l/ q(s,u)]P’Q (ogéK(n)) ds’Hdil(du)

1—71 / / (s,u) ds H¥ 1 (du)
gd—1

= 0( ),

Daher werden wir im Folgenden den Term, der zum Ereignis o ¢ K(,) gehort, ver-
nachléssigen.

Mit r(K) bezeichnen wir den Radius der Kugel, die in K frei rollt. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit kénnen wir r(K) < 1 annehmen. Nach Vorraussetzung ist ¢ stetig
und positiv in jedem Randpunkt z von K. Also existiert um jedes x € 0K eine offene
Umgebung U(z), in der g positiv ist, und diese Umgebungen iiberdecken 0K . Da der Rand
des konvexen Koérpers K kompakt ist, enthilt diese offene Uberdeckung nach dem Satz
von Heine-Borel eine endliche Teiliiberdeckung. Also gibt es ein ¢y > 0, sodass o in der
eo-Umgebung U von JK positiv sowie durch die positiven Konstanten cg := inf ¢y o()

und sup,¢;; o(x) von unten und von oben beschriankt ist. Sei y2 1= (603371 )% und ng € N

grof3 genug, sodass fiir alle n > ng die folgenden Bedingungen gelten:

a) r(K) > (lnn)5z’
b) QZCOIDC(“WK(U)—W(IT)

2
3 d+1 1
) (“”2) = h;”) <z (B2

2cokq—1m(K) 2

=

s d—1
) fir alle u € S, 9.1)

&.

Von nun an nehmen wir n > ng an. Mit dem Satz von Fubini und Lemma 9.3 erhalten

hi (u)
/ / / (s,u) 1{o € K, }dsHE 1(du)P®”(d(1‘1,...,mn))
n Jgd—1 Jp

2 o
= / / Q(Sv u)
Wd Jsd-1 Jo

X /K" Hhk, (u) <stl{o€ K(n)}IP’?"(d(xl, ) ds HE (du)
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2 h (u)
= / / Q(S, U)
Wq Jgd-1 Jo

<[ U € KAC )} (= 1o ¢ K ) P o, ..., ,)) ds 1O (d)

e (u)
4 /s : / a(s,u) Po(Xp C K\C (u,5)}) ds H' " (du) + O(e ")

hx
— 2/5d 1/ a(s,1) (1 — P, (21 € C (u, $)))" ds HO Y (du) + O(e™1™).

Wir zerlegen das innere Integral und erhalten

2 hi (u) : .
Wy /Sdl /0 q(s,u) (1 =P, (z1 € C(u,s)))" dsH" " (du)

1

u)d

hi(u)—=y2 (=
= /s / a(s,u) (1= P, (21 € C (u,5)))" ds H'™ (du)
"l / y d(5u) (1 =Py w1 € C (u,5)))" ds H' (du).
St S e (u)— ’72

E

Der erste Summand kann vernachléssigt werden. Um dies zu zeigen, schitzen wir zunédchst
den Integranden ab. Wegen (9.1a) ist der Radius r(K) der in K frei rollenden Kugel gréBier

1
als die Hohe der Kappe C (u, hi(u) — 2 (ln”) > Somit kénnen wir deren Volumen gegen

n

1
das eines Kreiskegels der Hohe o (%) 4 abschitzen (vergleiche Abbildung 9.2). Bezeichnet

G (s e (u) - t)/ \ }t
d o

o

Abbildung 9.2.: Skizze zur Abschitzung des Kappenvolumens

A(t) einen Kreiskegel mit Hohe ¢ und Radius ¢, der in einer Halbkugel mit Radius r(K)
enthalten ist, so gilt fiir ¢t < r(K), dass

V(C(u, hic(w) — 1)) > V(A() = él@d_ltd.
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Aus (9.1b) und der Wahl von 9 folgt dann

P, (a:l cc <u o — <“;”))) -/ - o () H(da)
> ¢V (C (u,hK(u) . (h“n") d))

1 g 1nn
> Co K- 1’72

3lnn
= . 9.2
= 92)

=

.

Diese Ungleichung gilt auch fiir gréBere Kappen C(u, s) mit s € [0, hg (u) — 72 (22)
Unter Verwendung der Ungleichung (1 — 31%)” < e 37 — =3 erhalten wir nun

2 i (u)—yz (1) d ) .
UJd/d / q(s,u) (1 =P, (z1 € C(u,s)))" dsH* ™ (du)
sd-1 Jo

hc (w) =2 (152 ) n
2/ / q(s,u) <1 - 31nn) ds H 1 (du)
Wq Jsd-1 Jo n

hic(w)—y2 (")
< 2/ / q(s,u)n =2 ds H 1 (du)
wWd Jsd-1 Jo

-3

-

=

<Ln

Wir definieren C (u,t) := C (u, hx(u) — t) und substituieren s = hg (u) — t. Dann gilt fiir
den zweiten Summanden

hi (u)
/ / q(s, ) (1 =B, (21 € C (u, 5)))" ds H (du)
Sd—1 Jp

K (u)—

&‘\»—‘ Q.\»—\

(u) — t, ) (1 _P, (3;1 e’ (u,t)))" dt 1 (du)

hie (), w) (1 _P, (wl eC (u,t)))n dt 1O (du)

/Sd 1 /72 hi(u) —t,u) — q(hg (u),u)}

X (1 - P, (ZL‘1 € C(u,t))) dt H4 L (duw).

o /w
2

a.\»—-

Auch in diesem Fall ist der zweite Summand vernachléissigbar. Dies zeigen wir im Folgenden.
Sei € > 0 fest gewahlt. Nach Voraussetzung ist ¢ in jedem Punkt der Menge Dy stetig.
Daher gilt fiir ausreichend grofles n die Ungleichung

lq(hx (u) — t,u) — q(hk (u),u)| <€
1
fiir alle ¢t € [0, Yo (IHT”) ‘i} und fiir alle u € S9!, denn: Sei (;);en C [0, 00) eine Nullfolge.

Angenommen die Ungleichung ist nicht fiir alle v € S9! erfiillt. Dann existiert fiir alle
i € Nein u; € 891, sodass

lq(hi (ui) — ti, ui) — q(hx (ui), u;)| > €. (9.3)
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Da die Einheitssphiire S9! kompakt ist, sei ohne Beschriankung der Allgemeinheit (u)ien C
S4=1 konvergent mit Grenzwert ug € S4 1. Dann gilt aber

lq(h (ui) — ti, ui) — q(hre (us), ug)|
< lg(hx(ui) = ti;ui) — q(hx (uo), wo)| + gl (uo), uo) — g (ui), us)|.

Wegen der Stetigkeit von g auf Dy konvergiert dies fiir ¢ — oo gegen null, was im
Widerspruch zu (9.3) steht.
Somit gilt, falls n grof§ genug ist, die Ungleichung

Inn

2 "/2( n )%
o /Sd1 /0 lg(hg(u) —t,u) — q(hg(u),u)]

x (1 P, (:cl e O (u, t)))” dt 1O (du)

gsjd/sd_l /072(1?) (1-2, (21 € C )" der dw).

Aus (9.1a) und (9.1b) folgt fiir ausreichend grofies n, dass

=

B, (€ Cun) = /C el H(dz)

> oV (C(u, hg(u) —1t))

d—1 d+1
2

- 2cokg—1r(K) 2 ¢
- d+1

(9.4)

In diesem Fall wurde das Volumen der Kappe durch das der in ihr enthaltenen Kugelkappe
der Hohe ¢ wie folgt abgeschétzt (vergleiche Abbildungen 9.3 und 9.4). Bezeichnet C,.(x)(t)
die Kappe der Hohe ¢ einer Kugel mit Radius r(K), so gilt fir 0 < ¢ < r(K), dass

t t
d—
V(C(u, hx(u) — 1)) = V(Cr (i (1)) = / kg1 R(s)Vds = [ kg_1\/5(2r(K) — s) ! ds,
0 0
wobei R(s) wie in Abbildung 9.4 eingezeichnet definiert ist und verwendet wurde, dass nach
dem Hohensatz R(s)? = s(2r(K) —s) gilt. Fiir s € [0,7(K)] ist auBerdem 2r(K) —s > r(K)
und somit

t
- - 2
V(C(u, hie(w) — 1) > | ka1\/s7(K)" 1ds:,<d_1r(K)d%d+1t%.
0

Fiir jedes feste u € S9! erhalten wir nun mit Hilfe von Lemma 8.2 mit 8 = 0 und (9.1c),
dass

o\
)
N
—~
s
S~—
-
—
—_
|
=
s}
—
8
=
m
™\
£
N
~
~
3
o8
~

1 —
< /72(3;“)d (1— 2eora-1r(K)F td?>ndt
A dt1
XIS 2
T1 2
< B — F<d+1>” - (9.5)
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R(s)
‘ c<u,hK<u>—t>ﬁ< }t .
0 2r(K)
K
Abbildung 9.3.: Skizze zur Abschéitzung des
Kappenvolumens Abbildung 9.4.: Ausschnitt aus Abb. 9.3
und somit
2 n(2)?
Lo et ) = atbicta). o)
Wd Jsd-1 Jo
X (1 i (a:l eC(u,t))) dt 1 (du)
d—1
2 2d+1 2
<e— d—1 -2 2 d—1 <d 1) nod+t Hd 1(du)
Ca IS (@ nys e TR () N
KL en d+l
Insgesamt gilt also
E, (Wo(EK) — Wy(K(y)))
72 lnn % » n
/ / (), u) (1 ~P, (m e C’(u,t))) dt 1 (du)
Sd—1

+0 (e @) 40 (n7) + O(™™),

On(u) 1= n1 2 g(hs(u), u) /72(”) (1 —P, (xl s é(u,t)))"dt.

Wy 0
Aus (9.5) folgt dann
9 2% 2
+
@n(u) < JQ(hK(u%u) d—1 -2 _2_ F<d+ 1>
d @+ D ()5

Das heift, es gilt ©,,(u) < ~ fiir alle © € S7! und eine geeignete Konstante v > 0. Des
Weiteren ist die Gauss-Kronecker-Kriimmung x(z) fiir H%!-fast alle 2 € 9K ebenfalls von
oben beschrinkt durch die Konstante (&)~ (4~1). Deswegen folgt aus Lemma 8.1 und dem
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Satz von der majorisierten Konvergenz, dass

lim ntt B, (W,y(K) — Wy(K(n))

n—o0

= lim O (u) H (du)

n—oo Sd71

= lim On (o () k(x) HE(dx)

_ / lim O, (0 () £(z) HE (da).
0
Es bleibt also der Grenzwert

lim O, (cx(z)) = iq(hK(O'K(x»,O’K(x))

n—o0 Wd

« Jim o7 [ " (12 (o1 € C ot halonta) ~ )

fiir H% '-fast alle z € OK zu berechnen. Nach Aleksandrov sind fast alle Randpunkte
normal (siehe [67], Theorem 2.6.1), daher geniigt es, diese zu betrachten.

Lemma 9.4. Sei xz € 0K ein normaler Randpunkt von K mit k(z) =0 und u = ox(x).
Dann gilt
lim ©,(u) =0.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass fiir jedes gegebene ¢ > 0 die Abschéitzung

-

Nt /Ow(l"n") (1—199 (xl € é(u,t)))ndt <e (9.6)

fiir ausreichend grofles n erfiillt ist. Da p in einer Umgebung von x positiv ist (siehe (9.1b)),

gilt
P, <x1 e C(ut)) = /~

o(y) H(dy) >V (5 (u, t))
C(u,t)

n

1
flir ausreichend grofies n und ¢ € <()7 Yo (lnn) d)

Nach der Voraussetzung x(z) = 0 ist eine Hauptkriimmung von JK in z null und daher
insbesondere kleiner als e9*!7(K)?2. Da z ein normaler Randpunkt ist, gilt daher

HITYK N H (u, hie(u) — 1)) > \/ta—(d+1)r(K)—(d—2) . tr(K)diz.

Dies impliziert
~ d+1 d+1

V(C(u,t))>»e 2t 2.
Die Behauptung (9.6) folgt nun aus Lemma 8.2 mit 5 = 0. O

Als néchstes betrachten wir den Fall, dass € 0K ein normaler Randpunkt mit x(z) > 0
ist. Zur Vereinfachung der Notation setzen wir wieder u = o (x). Mit @) bezeichnen wir
die zweite Fundamentalform von 0K aufgefasst als eine Funktion im Orthogonalraum u"
von u in R?. Sei

D={zecut: Q) <1}
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die Indikatrix von 0K im normalen Randpunkt = (vergleiche (2.5)). Sind die Vektoren
V1,...,V4_1 eine Orthonormalbasis von u' aus Hauptkriimmungsrichtungen von 9K in z,
so ist bekannt, dass Q(z) berechnet werden kann durch

wobei z; € R mit z = 2101+ - -+ 24_1v4—1. Es gibt eine nichtfallende Funktion x : (0, 00) —
R mit lim, g+ p(r) = 1, sodass

N ~
ME/% (K(u,r)—i—ru—x)CDCM( )(K(u,r)—i—ru—x), (9.7)

wobei K (u,r) := K N H(u, hg(u) —r).
Da fiir das (d — 1)-dimensionale Volumen von D gilt

Da © monoton wachsend ist, lédsst sich dies weiter abschétzen zu

d—1 a1
2 _ LA 275 ko
V(C(u,hg(u) —r)) < ”dllu(r)d_l/ S5 s — %M(T)d—l e
r(x)? 0 (d+ 1)k(x)2

Durch eine analoge Vorgehensweise erhalten wir die Abschéitzung
V(C(u, hic(u) = 7)) > ———TL ()= 5

Zusammengefasst gilt also

N|=

V(O hic(w) = 1)) = 1 (1) Z ey (),

d+1

wobei 1 : (0,00) — R eine Funktion mit lim,_,o+ u1(r) = 1 bezeichnet. Aufgrund der
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Stetigkeit von p in x und mit Hilfe von Lemma 8.2 mit 8 = 0 erhalten wir damit

nh_)rglo On(or(x))
2

= w—dq(hK(UK(x))aUK(x))

-

x lim @t /Ow( ") (1 =P, (21 € C(ok (), h(ox(z)) —1)))" dt

n—oo

— cfdq(fw(cw(oc)),aK@c»
o (e 241 1 "
X lim nii /O ! <1 e (2’1 a1 () @(gg)) dt
2T (%) N )

- —— q(hk (oK (2)), 0Kk (7)) K(2) T o(x)” TFT
wa(d+ 1)1

und daher schliefilich

lim a1 E, (Wy(K) — Wo(Kn))

n—oo

- / lim O,(0x (@) r(z) H' (dz)
oK
2T (-2 42 2
_ (&) 2 / g(hic(ox(2)), o (2)) () 1 o) T HI (da),

Y
-

wq(d+ 1)ﬁ;§5i11 oK

was den Beweis von Satz 9.1 beendet. OJ

9.2. Polaritat und zufillige polyedrische Mengen

In diesem Abschnitt werden wir die Dualitét zwischen Punkten und Hyperebenen, sowie
konvexen Hiillen und Durchschnitten von Halbraumen ausnutzen, um mit Satz 9.1 eine
asymptotische Formel fiir die erwartete Volumendifferenz einer zufilligen polyedrischen
Menge K (™ und eines in dieser enthaltenen konvexen Kérpers K zu zeigen. Wir kénnen also
die mittlere Breite von zufélligen Polytopen mit dem Volumen von zufilligen polyedrischen
Mengen in Zusammenhang bringen. Dabei folgen wir einer dhnlichen Argumentationsweise
wie in [12].

Zufillige polyedrische Mengen wurden in der Vergangenheit nicht so intensiv untersucht
wie zufillige Polytope, obwohl die gleichen kombinatorischen und asymptotischen Gréien
betrachtet werden konnen. Die Anfinge gehen abermals zuriick auf Rényi und Sulanke [59],
die das asymptotische Verhalten der erwarteten Eckenzahl einer zufilligen polyedrischen
Menge in der Ebene unter verschiedenen Voraussetzungen an den konvexen Korper K
bestimmten. Kaltenbach [45] zeigte, dass fiir einen konvexen Koérper K von der Klasse Ci
gilt

E(V(K™ N Ky)) - V(K) = e(d, K)n~ 1 + o(n~ @1,

Hierbei (und auch im Folgenden) ist es nétig, den Schnitt von K (™ mit dem Parallelkorper
Ky von K im Abstand eins zu betrachten, da der Schnitt von zufilligen Halbrdumen und
somit die zufillige polyedrische Menge unbeschrankt sein kann. Anstatt des Parallelkorpers
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konnten wir auch einen anderen konvexen Korper benutzen, der K enthélt. Dies wiirde
nur das Anpassen einiger Konstanten erfordern.
Ist K selbst ein Polytop, so zeigte Kaltenbach

E(V(K™ N Ky)) — V(K) = c(d, K)n™d + o(n"1).
Uber die Dualitit konnten Béréezky et al. [12] aus (8.1) folgende asymptotische Formel
fiir die erwartete Differenz der mittleren Breiten von K" und K herleiten

lim n#1 K, (W(K(”) NK) — W(K))

— c(d) /a (@), o (@) T r(w) T ),

Hierbei wird vorausgesetzt, dass K den Ursprung enthélt, und die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung p, sowie die Funktion ¢ sind wie im Anschluss folgend definiert.
Fiir die erwartete Facettenzahl der zufélligen polyedrischen Menge ergibt sich hieraus

lim n~ %1 E,, ( fd,l(mn))) = ¢(d) / a(hx(ox (@), ox (2)) 71 k(z) T HIY(dz).
Nun fithren wir das Wahrscheinlichkeitsmodell, mit dem die polyedrische Menge K (™)
konstruiert wird, ein und geben die verwendete Notation an.
Ein wichtiges Werkzeug im Beweis wird der Polarkérper K* eines konvexen Korpers K
sein. Er ist gegeben durch

K*={yeR?: (z,y) <1 fiiralle z € K}.

Ist o € int(K), so ist K* ebenfalls ein konvexer Koérper mit o € int(K*) und K** = K
(siehe [67], Theorem 1.6.1). Auflerdem folgt aus Lemma 2.4.5 in [67], dass der Polarkorper
eines Polytops ebenfalls ein Polytop ist.

Zusitzlich benotigen wir die Radiusfunktion p(K,-) eines konvexen Korpers K, der den
Ursprung im Inneren enthélt. Sie ist gegeben durch

p(K,z) :=max{r >0:rz € K}, zcR{o}.

Von besonderem Interesse ist fiir uns der Zusammenhang zwischen Radiusfunktion und
Stiitzfunktion des Polarkorpers. Es gilt (vergleiche [67], Formel (1.52))

Der Parallelkérper von K im Abstand eins wird mit K; := K + B? bezeichnet. Ist
H := A(d,d — 1) der Raum der Hyperebenen in R?, so bezeichnet Hf die Teilmenge von
‘H, deren Elemente K7 schneiden, aber nicht das Innere von K. Fiir H € Hg sei H™ der
abgeschlossene Halbraum, der K enthilt. Mit x4 wird das (eindeutige) bewegungsinvariante
Borelma$l auf H bezeichnet, das so normalisiert ist, dass u{H € H : H N M # (} fiir alle
konvexen Korper M in R? die mittlere Breite von M ist. Sei 2ux die Einschrinkung des
Mafles v auf Hx. Dann ist pux wegen

w(Hi) = W(K + B —W(K) =W(B?) =2

ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf Hg. Seien Hy, ..., H, unabhingige zufillige Hyperebenen
in R?, das heifit unabhiingige H-wertige Zufallsvariablen mit Verteilung px auf einem
geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum. Der Durchschnitt

KM .= ﬁ H
=1
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mit H; € Hg fir ¢ = 1,...,n ist eine zufdllige polyedrische Menge, die K enthilt. Zu
beachten ist, dass K (™ unbeschrinkt sein kann.

Abbildung 9.5.: Zufillige polyedrische Menge K (")

Dieses Modell wollen wir nun noch etwas allgemeiner angeben. Dazu sei ein konvexer
Korper K mit o € int(K) fest gewihlt. Wie in [12] sei ¢ : [0,00) x S9! — [0, 00) eine lokal
integrierbare Funktion und

1 oo
e / / V{H (ut) € -t u) dt H (dw). (9.8)
Wqd Jsd-1 Jo
Die Funktion ¢ habe zusétzlich die folgenden Eigenschaften:

i) Sie ist konzentriert auf der Menge DL = {(t,u) € [0,00) x S%°! :
hic(u) <t < hp (u)};
SN e " L . 1 (9.9)
i1) sie ist positiv und stetig in jedem Punkt der Menge Dy in Dy;
i11) pg(Hr) = 1.

Dann ist g eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf dem Raum der Hyperebenen, die
auf Hx konzentriert ist. Wie oben seien Hy, ..., H, unabhéngige zufillige Hyperebenen
mit Verteilung p, und der Durchschnitt der Halbrdume, die K enthalten, wird mit K (n)
bezeichnet.

Wir sagen, dass ein konvexer Korper K frei in einer Kugel B rollt, wenn es zu jedem
Randpunkt z der Kugel einen Translationsvektor ¢t € R¢ gibt, sodass z € K + ¢t und
K +t C B (vergleiche [67], S. 156).

Schliefllich definieren wir das gewichtete Volumen von K mit o € int(K) wie folgt

plu) d—1 d—1
Vy(K) = /S/O $U\(E ) de HE Y (du),

wobei A : R x §41 — [0, 00) eine messbare Funktion ist. Fiir A = 1 entspricht dies dem
Volumen von K, denn dann gilt

p(Ku) 1
Vi (K) = / / 41 g 20 () = / (K, ) H Y (du) = V(K.
Sd-1.Jo d gd—1
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Wir nennen die Funktion A lokal integrierbar, falls simtliche gewichtete Volumina von
konvexen Korpern, die den Ursprung im Inneren enthalten, endlich sind.

Der folgende Satz stellt eine Verallgemeinerung eines Satzes in [73] dar, in dem das
Volumen eines konvexen Korpers, das heifit der Fall A = 1, betrachtet wird. Der Beweis
erfolgt analog.

Satz 9.5. Sei K C RY ein konvexer Korper mit o € int(K), der frei in einer Kugel rollt.
Die Funktion q : [0,00) x S41 — [0,00) erfiille die Eigenschaften i), ii) und i) aus (9.9).
Sei A : R x ST —[0,00) eine lokal integrierbare Funktion, die in jedem Punkt der Menge
{(p(K,u),u): u € S¥1} stetig ist. Dann gilt

lim n@1 E, (VA(K(n) N K1) — Va(K))

n—o0

= ¢ / q(hic(ox (@), o5 (2) T A(||z]), 2| ~* @) s(z) T HE N (da),
OK

wobei
(wa) T ()
(d+1) 5T

cq =

Bemerkung 9.6. Aufgrund der Voraussetzung, dass der konvexe Korper K frei in einer
Kugel vom Radius R(K) > 0 rollt, ist die GauB-Kronecker-Kriimmung r(x) fiir H¢!-fast
alle z € 9K durch R(K)~(?~1 von unten beschriinkt (siche Formel (9.11) im Beweis fiir
weitere Details). Dadurch ist die Endlichkeit des Integrals auf der rechten Seite obiger
Gleichung gewihrleistet.

Beweis von Satz 9.5. Fiir polyedrische Mengen P in R? definieren wir das nichtnegative
messbare Funktional

Fy(P) = 1{P € K1 }(A(P) — VA(K).

Fiir z1,...,2, € K*\(K;)* gilt K C [21,...,2,])" C K. Deshalb folgt aus o € int(K),

dass o € int([z1, ..., ,]). Durch die Substitution s = } erhalten wir dann
Ex([x1,...,z5]%)
:1{[1’1,..., ] CKl} V)\ T1,. .- ]*)—V)\(K))
[(IJl >$"] 1u)
= 1{[z1,... *C Kl}/ / tEN(t w) dt HO L (du)
Sd—1
h[zl ,,,,, zn) d—1 d—1
= 1{[x1,... *C Ky} / / At w) dtHY (du)
Sa=1 Jhpex (u)~
hgex (u)
= 1{[x1,... *C Kl}/ / s, u) ds H (du),
Sd—1 Piay,..on] (W)
wobei
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In [17] wird gezeigt, dass IP’M(K(”) ¢ Ki) < o™ fiir eine reelle Konstante o € (0, 1), die
nur von K und der Dichte ¢ abhéngt. Da auflerdem die zufélligen polyedrischen Mengen
K™ (basierend auf Hyperebenen um K mit Verteilung y,) und (K E“n))* = ((K*)m))*
(basierend auf zufilligen Punkten in K* mit Dichte p) in Verteilung gleich sind (siehe [12],
Proposition 5.1), folgt

(V,\( K™ N Ky) - VA(K))
E,.,(L{K™ c Ki}(VA(K™) - VA(K))) + O(a™)
:EQ,K*(l{( )" C K} (Va((K(,))") = VA(K))) + O(a™)

hges () -
=E, g~ / / A(s,u)ds ’Hd_l(du) + O(a"),
Sd=1 Jh ](u)

wobei ¢ wie in [12] auf S. 516 definiert ist, das heifit

Jwgta@) 2|74, 2 e K*\(Ky)*,
o(z) := {0’ v ()

und
q(z) = q(llz[I" flz) " =), @ e K*\{o}.

Nun priifen wir, ob die Voraussetzungen von Satz 9.1 erfiillt sind, um diesen anwenden
zu konnen. Nach Proposition 5.3 in [30] rollt in K* eine Kugel frei. Dass oben definierte
Funktion g eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf K* ist, sehen wir unter Verwendung von
Polarkoordinaten und der Substitution ¢ = % ein. Es gilt

1 _ _ —
/ o) M (dw) = — q(ll| 7 ]~ ) [l D # (dx)
* d K*\(Kl)*

1 (K*u)
=— / s 2q(s7 u) ds H (du)
Sd 1 )

hKl(u
= / / q(t, u) dt HO 1 (du)
Sa—1 Jhg

= HK—l

Auch dass g positiv und stetig in jedem Randpunkt von K™ ist, kann auf die Eigenschaften
der Funktion ¢ zuriickgefiihrt werden. Fiir einen Randpunkt z von K* gilt ndmlich wegen
o € int(K™*), dass

|7 = (K, 2|7 2) ™ = hue (]|~ @)

und somit
q(lz) =" =l =) = q(hre ()~ 2), [« 2).

Da (hg(||z]| '), ||z|~! 2) ein Element der Menge D ist, folgen die behaupteten Eigen-
schaften von . Sei nun u € S%~!. Dann gilt wegen o € int(K*) fiir (hg«(u),u) € Dk,
dass

M= (w), 1) = hge= ()~ N(p(K, u), u).

Da A nach Voraussetzung stetig in jedem Punkt der Menge {(p(K,u),u) : u € Sa=1Y st
folgt daraus, dass A stetig in jedem Punkt der Menge D+ ist. Schlielich kénnen wir durch
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Abschétzen aus der lokalen Integrierbarkeit von A auf die lokale Integrierbarkeit von A
schliefen. Also kénnen wir Satz 9.1 anwenden und es folgt

lim nd+1E J(K ()ﬁKl V(K))

n—oo
hies (u
= nlgrolondﬂ Eo, i+ / / (s,u) ds H¥ 1 (du)
S Jhigy,.., (U)
2 2 at2 g q
= ca(wa)” T+ A+ (o5 (iﬂ)),O'K*(x))Q(m) T () T 7O (d)
OK*

B Cd/ (hee (o5 (2)) " DN (e (05 (2)) Y o () ()77 ]
OK*

d
X K () 1 1Y (da),
wobei k*(z) die Gau-Kronecker-Kriitmmung des Polarkérpers K* in x bezeichnet. Mit
Lemma 6.1 aus [12] erhalten wir nun

lim nat B, (VA(K™ 0 Ky) — VA(K))

n—o0

= o [P e (Ve @) (T ()75 [T ()
< Mp(K, o (Vhie (), o (Vhie () 6 (Vhgee (1)) Doy hgee (w) 751 HE L (du).

Fiir H? -fast alle u € S?!' bezeichnet Dy_ihp+(u) hierbei das Produkt der Haupt-
kriimmungsradien von K* in Richtung u. Dieses ist aufgrund der in K* frei rollenden
Kugel vom Radius r(K*) > 0 von unten durch 7(K*)4~! beschriinkt.

Da eine Kugel frei in K* rollt, gilt fiir H?-fast alle u € S9!, dass o+ (Vhgs(u)) = u.
AuBerdem ist die Stiitzfunktion hg+ von K* nach Lemma 2.6 in [37] fiir H9!-fast alle
u € S9! zweimal differenzierbar in u, der Gradient Vhg«(u) von hg+ ist ein normaler
Randpunkt von K™ und es gilt £*(Vhg+(u)) Dg—1hi+(u) = 1. Nach Lemma 3.1 und Lemma
3.4 in [39] sind die betreffenden Hauptkriimmungen und Hauptkriimmungsradien fiir diese
u endlich und > 0. Somit folgt

K*(VhK* (u)) =Dg_1hg~ (u)_l S (0, OO)
und damit

lim na1 By, (Va(K™ 0 Kp) — VA(K))

n—o0
d+1 74 2
:Cd/sd P W) (Ve (w) BT A(p(K, w), w) [Vhic (u)]
X Dd*lhK* (’Ll,)_ﬁ 'Hd_l(du).

Nach Theorem 2.2 in [38] gilt fiir H?'-fast alle u € S9!, dass die Stiitzfunktion von K*
in u zweimal differenzierbar ist und der Punkt = = p(K,u)u € 0K ein normaler Randpunkt
von K ist. Des Weiteren gilt nach Theorem 2.2 in [38] fiir diese u € S9!

D1 hge (W) (u, o () = w(x) T (9.10)

Da Dy_1hy«(u) fiir H9!-fast alle u € S9! von unten durch r(K*)4~! beschriinkt ist,
konnen wir aus Gleichung (9.10) folgern, dass die GauB-Kronecker-Kriimmung «(z) fiir
H~ 1 fast alle x € OK von unten beschrinkt ist. Denn es gilt

k(z) > (u, UK($)>d+1 r(K*)d_l > rg'H 7“([(*)d_]L >0, (9.11)
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wobei wir ausgenutzt haben, dass (u,o0x(x)) = hg(ok(x)) > 7o fir ein rg > 0 gilt.
Bezeichnet R(K) den Radius der Kugel, in der K frei rollt, so wissen wir wegen Proposition
5.3 in [30] auBerdem, dass r(K*) = R(K)~! gilt.

Mit (9.10) erhalten wir

lim n@t E, (V)\(K(n) N Kp) — Va(K))

n—oQ

= [ o) (Ve ()7 A ) 0) [V ()| (o (K )~
x (u, o g (p(K, w)u)) HI ™ (du).

Die Funktion 7 : S9! — 0K, u — p(K,u)u ist bijektiv und bi-Lipschitz und ihre
Jacobi-Determinante ist fiir H?!-fast alle u € S?~1 (vergleiche [38], Beweis zu Lemma

2.4) gegeben durch
Vi (u)]

g (u)d
Damit folgt unter Verwendung der Homogenitét der einzelnen Funktionen und der Definition
von ¢, dass

JT(u) = |

lim n @ B, (VA(K™ 0 Ky) — Vy(K))

n—oo

— ca /a Pl ) (T (ol ! ) M, o] ), | )

< [Vhi (el ™ @) 5(@) ™7 (ol ™ 2, 0k (@) hc- (]|~ 2)* 7Y (de)
— ca /8 (Vi ()77 Al ol ) [V () )55 G, ) 1 )
— ca /a a1V @) [V @] T (@) 75 Ml o ™ ) [V 2]

¥ k(2)” T (z, o () HE L (d).

Nach Lemma 2.6 in [37] ist Vhg+(x) fiir H?~-fast alle z € 9K ein normaler Randpunkt
von K*, das heifit der eindeutige Randpunkt von K* mit &uflerer Normale x. Hieraus folgt,
dass

IVhic-(@)I7" = (2, 0 ()

sowie

Vhg(z)
[[Vhi ()]

fir H9 -fast alle € OK gilt und wir erhalten schlieBlich

= ok ()

lim 7@t E, (V,\(K(n) N K1) — VA(K))

n—oo

= ¢q / g(hic(ox (), 05 (@) T A(Jz, l2] "} @) 5(2) T HE N dz). O
oK

9.3. Varianzabschatzungen

In diesem Abschnitt zeigen wir zunéchst asymptotische Schranken fiir die Varianz der
gewichteten mittleren Breite des zufélligen Polytops K, in K, das heifit Var, W, (K,)).
Anschlielend folgern wir hieraus wieder mittels Polaritéit eine obere Schranke fiir die
Varianz des gewichteten Volumens Var,, (Vx (K ™) N Ky)).
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Satz 9.7. Sei K C R? ein konvexzer Korper mit o € int(K), in dem eine Kugel frei rollt.
Ist o eine Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion auf K und q : R x S%~1 — [0,00) eine lokal
integrierbare Funktion, sodass o positiv und stetig in jedem Randpunkt von K ist und q
stetig in jedem Punkt der Menge Dy ist, dann gilt

d+3

_d+3 _
c1-n 1 < Varg(Wy(Ky))) < ca-n” i,

wobet die positiven Konstanten c1,ce nur von K, q und o abhdngen.

Beweis. Die untere Schranke kann mit der gleichen Argumentation wie bei Bordczky et
al. in [14] erhalten werden. Daher fithren wir diesen Beweis hier nicht aus. Die Idee des
Beweises besteht darin, dass die Varianz der gewichteten mittleren Breite mindestens die
Summe der Varianzen in geeignet konstruierten unabhéngigen Kappen ist.

Um die obere Schranke zu zeigen, ist unser Vorgehen ebenfalls dhnlich zu dem aus [14].
Das Hauptwerkzeug ist die Efron-Stein-Jackknife-Ungleichung (siehe Reitzner [53]), die

besagt, dass
Var, Wo(K()) < (n+ 1) Ep(Wy(K (1)) — Wq(K(n)))2- (9.12)

Mit (9.12) und dem Satz von Fubini folgt

Var,(Wy (K@)

hi,,
< n/ / / o q(s,u) ds H ™ (du)
Kn+1 Sd—1 hK( )(u
Kn
/ / (1) (¥ t,v) dt H (dv) P?(n+1)(an+l)
Sd—1 hK( )(’U)

hi(u) prhi(v)
= n/ / / / q(s,u) q(t,v)/ 1{hK(n) (u) <s< hk(n+1)(u)}
Sd-1.Jsd=1 Jo 0 K+l

X 1{hK(n) (U) <t< hK(n+1)(U)} 1{0 S K(n)}
x P (d X, 1) dt ds HTH (dv) HEH (du) + O(ne™ ™).
Hierbei wird der Erwartungswert in zwei Summanden zerlegt und der Summand, der den
Term 1{o ¢ K} enthilt, aufgrund der lokalen Integrierbarkeit der Funktion ¢ und mit
Hilfe von Lemma 9.3 abgeschitzt. Dabei wird ausgenutzt, dass wegen o € int(K) die
Ungleichungen hg(u) > hi, ., (u) > hi, (v) > —hg(—u) fir alle u € S erfiillt sind.
Durch weiteres Umformen erhalten wir

Var, (W (K ()

_n/Sdl/Sdl/h”)/hK(v (5,1) tv)/+1{xn+160(u,s)ﬂ0(v,t)}

x H{X, C K\ (C(u,s) UC(v,t))} (1 —1{o ¢ K(n)})
X P?(n+1)(an+1) dt ds Hd_l(dv) Hd_l(du) L O(nem™)

hi(u)  phi(v)
- ”/Sdl /Sdl/o /0 q(s,u) q(t,v) Py(zns1 € C(u,s) NC(v, 1))
X (1 =Py(x1 € C(u,s) UC(v,t)))" dtds Hd_l(dv) ’Hd_l(du) + O(ne™M™),

wobei der Summand, der den Term 1{o ¢ K,)} enthélt, wieder aufgrund der lokalen
Integrierbarkeit der Funktion ¢ und mit Hilfe von Lemma 9.3 abgeschitzt wird.



120 9. Konvexe Hiillen von Punkten in einem konvexen Koérper

Nun definieren wir fiir b > 0, 0 < s < hg(u) und u € Sd=1 die Menge
S(u,s:b) = {v € S C(u,s) N C(v,b) £ 0}
und fiir v € X(u, s;b) sei
P} (u, 5;0,b) = max{P,(z1 € C(u, ), Py(z1 € C(v,b))}.

Sei 2 definiert wie im Beweis zu Satz 9.1. Aufgrund der Symmetrie kénnen wir s <t
annehmen. Dann erhalten wir durch die Substitution b = hg (v) — t und durch Zerlegen
des Integrals iiber s, dass

Var,(Wy (K@)

hi(u hi (v
<<n/sd1/sd1/ / (s,u) q(t,v) Py(xps1 € C(u,s) NC(v,t))
o(x1 € C(u,s) UC (v, 1)) dt ds H¥ (dv) HO™(du) + O(ne™ ™)

<<n/sdl/hK(u)/hK /Mb 5,0) q(hx(v) — b, v) P (u, 510, b)

(1 =P (u, s;0,b))" H(dv) dbds H ' (du) + O(ne” ")

hic(w)—r(B2)T hyc(u)—s
:n/ / / / (s,u) q(hx(v) = b,v) P (u, s;v,b)
Sd—1 usb)

(1 =P (u,s;v,b)" HI (dv) dbds HE Y (du)

hi(u)—s
+n/ / . / / q(s,u) q(hx(v) — b,v) ]P’;(u,s;v,b)
S4=1 Jhye (u)—y2(22)a Jo ¥ (u,s;b)

(1 =P (u, s;0,0))" 1 (dv) dbds HY ' (du) + O(ne”"™).

Im Folgenden schétzen wir zundchst den ersten Summanden mit Hilfe folgender Abschét-
zung ab. Ist a € [0, 1], dann gilt

(123" a\m _ an
> (14— > —
1 _a) > (1+5) 25
woraus
3 200\ "
l—a)"<—-[1—-— 9.13
at-ar <2 (1-2) (9.13)

1

folgt. Aus (9.13) und (9.2) folgt dann, dass
lnn q

hi(u)—y2(52)d  phi(u)—s
n/ / / / (s,u) q(hg (v) — b,v) P (u,s;v,b)
Sd—1 usb)

x (1 =Pl (u,s30,0))" 7! (dv) dbds H' (du)
Inn E

b (u) =2 (7 1 rhi (u)—s
Sn/ / / / (s,u)q(hx(v) —b,v)
sd—1 Jo 3(u,s;b)

3 <1 - fIP’+(u s;v b)> HI L (dv) dbds HE (du)

n 3¢
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lnn 1

7 S S S

231
% 3 (1 - 53 n”) I (dv) dbds 1O (du)

n

< n~2.

Dies, zusammen mit (9.13) und der Substitution a = hx (u) — s impliziert

Var, (W, (K,

hK(u hi(u)—
<<n/ / 1/ / q(s,u) q¢(hg(v) — b,v) P (usvb)
gd—1 Jp Yd >(u,s;b)

K (u)—
(1—]P>+(u S;v b) v) dbds H ! (du) + O(ne™ ™) + O (n?)

hic (u) hi(u
<n/ / 1/ / (s,u)q(hg(v) —b,v)
SA=1 Jh e (u)—72( 1— d u,s,b

<1 = ;mu 53 b>> T (dv) dbds HI (du) + O(ne™™") + O (n?)
n

x (1 -2 P;w, hic(u) - asv, b)) HY (dv) dbda 1O (du)

+O0(ne” ") + 0 (n?).
Aufgrund der Stetigkeit von ¢ in jedem Punkt von Dg kénnen wir annehmen, dass

(hx(u) — a,u) fiir ausreichend grofles n fiir alle a € [0, Wg(ln")d] und fiir alle u € §4!
beschrénkt ist. Aus [14] (siche Beweis der oberen Schranke in Theorem 1.2, S. 2291) folgt,

dass das (d— 1)-dimensionale Hausdorffmaf} von ¥ (u, hi (u) —a; b) hochstens ’ya% betrigt,
wobei die Konstante v > 0 von d abhéingt. Daher erhalten wir unter Verwendung von (9.4)

und Lemma 8.2 mit 8 = %, dass

Var (W (K (n) ))

d
xdbda?—[d 1(d +O(ne VI")+0( )

BT (g o\
d—1 0ka—17(K) 2 an
1-— db
<</Sd 1/ / ’ ( 3(d+1) @z
x daH? ! (du) + O(ne""™) + O (n~?)
NCOL 4t "
= / / ’ d+1 1 _ 4COHd—1T(K) 2 CL% da Hd_l(du)
Sd—1 J0 3(d + 1)

+O(ne” ") + 0 (n?)
< / n” @ HI L (du) + O(ne ™) + O (n?)
Sd—1

1

d+3

K n d+l,
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Somit ist die asymptotische obere Schranke in Satz 9.7 gezeigt. O

Aus der oberen Abschétzung fiir die Varianz der gewichteten mittleren Breite eines
zufélligen Polytops K(,) in K folgern wir nun mit Hilfe des Polarkérpers eine obere

Abschiitzung fiir die Varianz Var,, (Vi (K™ 0 K7)).

Satz 9.8. Sei K ein kovever Korper in R? mit o € int(K), der frei in einer Kugel rollt.
Die Funktion q : [0,00) x S — [0,00) erfiille die Eigenschaften i), i) und 4ii) aus (9.9).
Sei A : R x S — [0,00) eine lokal integrierbare Funktion, die in jedem Punkt der Menge
{(p(K,u),u) : u € S¥1} stetig ist. Dann gilt

d+3

Varuq(VA(K(") NKy)) <ecg-n drt,
wobet die positive Konstante c3 nur von K, A und q abhdngt.

Beweis. Wegen der Efron-Stein-Jackknife-Ungleichung (vergleiche [53]) gilt

Var,, (Vi(K™ 0 K7))
2
< (n+1)E,, (VA(K(”) N K1) — V(K™D K1)>

2
< nE,, (VA(K(”) NKL) — V(K™ Kl)) :

Wir gehen nun genauso vor wie im Beweis zu Satz 9.5. Da P, (K™ ¢ Ki) < o™ fiir
ein von K und ¢ abhingiges o € (0,1) gilt (vergleiche [17]) und aufgrund der Verteilungs-
gleichheit der zufilligen polyedrischen Mengen K und (K ))* (siehe [12], Proposition

(n
5.1), folgt

Var,, (Va(K™ N k7))
<n <E#q (1{K(") C K (VA (K™) — VA(K("“)))?) + O(Qn))

= (Bg i (UK € KA ) = VA ,40))7)?) + O(™)
2
=n | E,x- ( /S - /h Hereal )X(s,u) dSH“(du)> +0(a™)

2
<n (EQ,K* (WX(KE‘nH)) - WX(K(*H))> + O(a”)) ,

wobei x1,...,2,41 € K*\ K7} unabhéngig identisch verteilte Zufallspunkte mit Verteilung
o sind. Die Funktion A ist gegeben durch

A(su) m {1{3 > hiey (W} s~ A5~ Lu), s> 0,
0, sonst.

Die Funktion X ist also wie im Beweis von Satz 9.5 definiert.
Nach Proposition 5.3 in [30] rollt in K™ eine Kugel frei. Somit liefert Satz 9.7 die obere
Schranke der Varianz. O
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9.4. Starke Gesetze der groBen Zahlen

Die oberen Schranken fiir die Varianzen implizieren starke Gesetze der grofien Zahlen fiir

Wo(K () und Vi (K™ N Ky).

Satz 9.9. Sei K C R? ein konvexzer Korper mit o € int(K), in dem eine Kugel frei rollt.
Ist o eine Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion auf K und q : R x S%~1 — [0,00) eine lokal
integrierbare Funktion, sodass o positiv und stetig in jedem Randpunkt von K ist und q
stetig in jedem Punkt der Menge Dy, dann gilt

lim (W, (K) = Wy(Kn)) - natt

2F L d+2 2
= (31) . / k(@) q(hi ok (2)), ok (2)) o(x)” 71 H (da)
oK

d—1
(d+ 1) T wgrg!)

mit Wahrscheinlichkeit 1.

Beweis. Dieser Beweis folgt der Argumentation von Theorem 1.3 in [14].
Fiir € > 0 gilt mit der Tschebyscheff-Ungleichung und Satz 9.7, dass

Py ([, () — Wy () — By (Wy(K) — Wy(K ()| -n7T > <)

-2
< (en ) Vary (Wy(Kn))

9 _4 _d+3

L g “nd+tln d+1

_d=1
L n 4+,

d—1

d+1

Die Summe Y 77, n,: ist fiir ny = k* endlich. Daher ist auch die Summe der Wahr-

scheinlichkeiten
00 _2
ZPQ <‘Wq(K) - Wq(K(nk)) - E, (Wq(K) - Wq(K(nk)))’ ’ ”1?“ > 5>
k=2

endlich.
Aus dem Borel-Cantelli-Lemma und Satz 9.1 folgt, dass

2

lm (Wy(K) = Wo(K,)) -ngt

n—0o0

2 e (9.14)

2T (2 )
= ( 1> > / k() 51 q(hi (o (2)), 0k (2)) o(z) T HI (da)
0K

d—1 2
(d+ 1) wer

mit Wahrscheinlichkeit 1.
Da W, (K) — Wy(Ky,)) monoton fallend in n ist, gilt fiir ny_1 < n < ny, dass

2 2

(Wo(K) — WQ(K(nk_l))nIZill < (Wo(K) - Wq(K(n))) nait < (Wy(K) — Wq(K(nk))n/j?-

Der Grenzwert von % fiir k gegen unendlich ist eins, daher folgt die Behauptung aus

dem Grenzwert der Teilfolge (9.14). O
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Analog zu diesem Beweis kann man auch folgendes starke Gesetz der groflen Zahlen fiir das
gewichtete Volumen zeigen. In diesem Fall wird die Monotonie von Vi (K™ N K7) — Vi (K)
beziiglich n ausgenutzt.

Satz 9.10. Sei K C RY ein konvezer Kérper mit o € int(K), der frei in einer Kugel rollt.
Die Funktion q : [0,00) x S9! — [0, 00) erfiille die Eigenschaften i), ii) und i) aus (9.9).
Sei A : R x S — [0,00) eine lokal integrierbare Funktion, die in jedem Punkt der Menge
{(p(K,u),u) : u € S¥1} stetig ist. Dann gilt

2
lim (VA(K™) 1K) = VA(K) ) - nn

n—oo
__2 _ 1 _
:Cd/a q(hi (oK (x)), ok ()T A(||z||, |2l " =) r(x)” T H (do)
K
mit Wahrscheinlichkeit 1.

Hierbei ist die Konstante cq definiert wie in Satz 9.5.

Bemerkung 9.11. Die Sitze dieses Kapitels sind in der gemeinsamen Arbeit [30] mit F.
Fodor und D. Hug enthalten.



10. Konvexe Hiillen von Punkten auf dem
Rand eines konvexen Korpers

In diesem Kapitel betrachten wir im Unterschied zu den vorangegangenen Kapiteln ein an-
deres Wahrscheinlichkeitsmodell. Die Punkte 1, ..., x, werden nun gemif einer gegebenen
Wahrscheinlichkeitsverteilung zufillig und identisch auf dem Rand eines konvexen Korpers
K gewihlt. Die konvexe Hiille K,y = [71,...,%,] dieser Punkte ist dann wiederum ein in
K enthaltenes zufilliges Polytop. Alle in diesem Abschnitt verwendeten Definitionen und
Bezeichnungen werden aus den vorangegangenen Kapiteln entsprechend iibernommen.

Kn)

K

Abbildung 10.1.: Zufilliges Polytop Ky

Obwohl sich die Approximation des konvexen Korpers K durch zufillige Polytope
verbessert, wenn die Punkte auf dem Rand von K anstatt im Inneren gewahlt werden,
da fast jeder Punkt ein Eckpunkt der konvexen Hiille ist, wurde dieses Modell bisher
vergleichsweise wenig untersucht. Zwar berechneten Buchta et al. [20] 1985 explizite
Formeln fiir die erwartete Oberfliche, mittlere Breite und Facettenzahl, wobei die Punkte
gleichverteilt auf dem Rand der Einheitskugel gewahlt wurden beziechungsweise im Fall
der erwarteten mittleren Breite auf dem Rand eines konvexen Korpers von der Klasse
Ci, Verallgemeinerungen dieser Resultate oder Formeln fiir andere Funktionale blieben
zunédchst jedoch aus. Erst im Jahre 2002 bewies Reitzner [51] asymptotische Formeln fiir
die erwartete Differenz der inneren Volumina von K und K, von der Form

lim 771 (Vi(K) = By(Vi(K(n)) = o9 /BK o(@) T T k(@) 7T Hy(w) H' (dx)

n—oo

fir ¢ = 1,...,d unter der Annahme, dass der konvexe Korper K von der Klasse C%r ist. Die
Konstante ¢(#® hingt nur von ¢ und der Dimension d ab. Er betrachtete dabei Verteilungen
der Punkte, die eine stetige positive Dichte g besitzen. Im Fall des Volumenfunktionals
gelang es Schiitt und Werner [71] die Voraussetzungen dahingehend abzuschwiichen, dass
der konvexe Korper in einer Kugel frei rollt und auflerdem eine Kugel im konvexen Korper
frei rollt. Des Weiteren berechneten sie die auch im folgenden Satz vorkommende Konstante
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4 explizit. In [13] wurde Reitzners Resultat von Bérdczky et al. schlieBlich fiir alle
konvexen Korper, in denen eine Kugel frei rollt, bewiesen.

Eine obere Abschétzung fiir die Varianz des Volumens wurde von Reitzner [53] gezeigt.
Die untere Abschitzung der gleichen Ordnung bewiesen Richardson et al. [60]. Ist der
konvexe Korper K von der Klasse CJZr und werden die zufilligen Punkte gleichverteilt (in
[60]) beziehungsweise gemif einer positiven stetigen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion g
(in [53]) auf dem Rand von K gewihlt, so gilt

_a+3 _d+3
o(K)n~ a1 < Var(V(K(,)) < d(K,0)n” a1,
wobei die positiven Konstanten ¢(K) und (K, g) von K beziehungsweise von K und o
abhingen.

Die Methoden, die Reitzner in [56] benutzt, um die erwarteten Seitenanzahlen, das heift
den f-Vektor, zu bestimmen, kénnen auch fiir dieses Wahrscheinlichkeitsmodell angewendet
werden. Insofern stellen sie also eine Verallgemeinerung der Formeln von Buchta et al. auf
alle konvexen Korper von der Klasse Ci dar.

10.1. Gewichtete Volumendifferenz

Bisher wurden noch keine Gewichtungsfunktionen betrachtet. Daher berechnen wir nun
aufbauend auf der Arbeit von Boroczky et al. [13] die erwartete gewichtete Volumendifferenz
von K und K(,). Die Voraussetzungen an die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion ¢ konnten
hierbei abgeschwécht werden. Entsprechende Resultate fiir das in Kapitel 9 betrachtete
Modell eines zufélligen Polytops wurden von Bordczky et al. in [12] bewiesen.

Satz 10.1. Sei K C R ein konvezer Korper mit o € int(K), in dem eine Kugel frei rollt.
Seien X : K — R eine lokal integrierbare Funktion sowie o eine Wahrscheinlichkeitsdichte
auf OK. Sind A und o in jedem Randpunkt von K stetig und ist o positiv, so gilt

imn% z) H(dx) | = D x_%ﬁmdlj ) H (dx
! 1%<A%mmx<nfw>> | ey @ @) 2@ 1 o),

n—o0

wobei
c(d’d) ': (d— 1)4—1 P(d+ 1+ ﬂ)
: — .
2(d+ 1)wi ]

Beweis. Der Beweis folgt der Idee des Beweises von Theorem 1.2 in [13]. Fiir ¢ € (0, 1)
1

sei Ky := (1 —t)K und fiir z € 0K sei zp) := (1 — t)x. Insbesondere sei t,, :=n"a-1. Mit

dem Satz von Fubini gilt

d
E, < /K e (d@)

— T - €T d X d-1 T1,...,T
/(GK)" /K\K<n) M >HQ( i) Hi(da) 1O (d(n, - - )

i=1

= [ Pula # K Als) Wi
K

_ / Py(z ¢ Km) Ax) Hé(d) + / Py(x ¢ Km) Mz) Hi(dx).
K\Kit) Kin)
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Diese beiden Summanden schitzen wir nun einzeln ab. Hierfiir sei 6 > 0 so gewahlt,
dass es die Voraussetzungen von Lemma 2.1 in [13] erfiillt. Wir nehmen im Folgenden an,
dass n so grof ist, dass t,, < ¢ erfiillt ist. Nach Lemma 2.2 in [13] gilt dann fiir den ersten
Summanden

[ Bule # K A W)
K\Kjt

_/ /”Pg(x[ﬂ ¢ Ko) Magg) (1 — D% (w0 () dt HO ) (d).
0K JO

Da wir spéter den Satz von der majorisierten Konvergenz anwenden wollen, schitzen
wir das innere Integral weiter ab. Hierzu benétigen wir folgendes Hilfsmittel. Fiir ¢ > 0 mit
5T <1 folgt durch die Substitution s = ¢tz und wegen (1 — )" < e " fiir s € [0, 1]
und n € N, dass

d—1
Aivw#?Wﬁzdffd%AMQsflwyﬂw@
2 __2 5’7 2 4 _
gdilc d—l/o gd-1~ " e " s
< T TE, (10.1)

Wir koénnen fiir den Rest des Beweises davon ausgehen, dass A eine nichtnegative lokal
integrierbare Funktion ist, da wir sie in ihren positiven und negativen Teil zerlegen kénnen.
Da A in jedem Randpunkt von K stetig ist, ist A fiir hinreichend kleines ¢ beschrankt in
r. Nach Lemma 2.1 in [13] existiert auBerdem eine von K und ¢ abhiingige Konstante
~v1 € (0,1), sodass mit (10.1) fiir ausreichend grofles n folgt, dass

weT /0 Pyl & K) Magg) (1= 0 (@, 0xc(2) dt

2

tn un

<<nd—1/ (1= 713 ) M) (1= 0% (o, e ()
_2 O,L

<<nd71 Pyn d—1

=7,

wobei die Konstante v > 0 abhéngig von K, A und p ist. Diese Abschétzung werden wir
spéter bendtigen, um den Satz von der majorisierten Konvergenz anwenden zu kénnen.
Der zweite Summand kann wie folgt abgeschétzt werden. Sei zunéchst x € K[5. Dann
gilt
Po(z ¢ Kny) < 27(1 = 72)"

fiir ein o > 0. Dies sieht man analog zum Beweis von Lemma 9.3 wie folgt ein: Es sei
eine feste Orthonormalbasis des R? gegeben. Dieser wird durch die zugehérigen (d — 1)-
dimensionalen Koordinaten-Hyperebenen in 2¢ konvexe Kegel geteilt, die sogenannten
Koordinatenkegel ©;, i = 1,...,2% Mit O =24+06;i=1,... , 2% bezeichnen wir die nach
x verschobenen Koordinatenkegel. Wegen x € K5 mit 6 > 0 folgt = € int(K) und aufgrund
der Konvexitét von K enthilt jeder Koordinatenkegel ©) einen Teil des Randes von K.
Die Konstante 72 sei der minimale Wahrscheinlichkeitsinhalt eines Teilstiicks des Randes
von K, das in einem Koordinatenkegel ©/ enthalten ist. Gilt = ¢ K (n)» S0 kann x durch
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eine Hyperebene H strikt von K(,) getrennt werden. Also gibt es einen Koordinatenkegel
©!, der durch H strikt von K (n) getrennt ist. Hieraus folgt die Behauptung.
Sei nun z € 0K und t € (t,,0). Nach Lemma 2.1 in [13] existiert ein 3 € (0,1), sodass

d—1
Pg(x[t] ¢ K(n)) L (1 —st 2 )™

Mit diesen beiden Abschitzungen sowie mit Lemma 2.2 aus [13] gilt

| Pule ¢ K M) W)

Kiin)

/ (¢ K(ny) Ma) H(dz) + / Py & K (ny) Ma) H(d)
Kitn \K[a Kis)

/8 / 2 & Km) M) (1= 1971 (2, 05c(2)) dt HI ()
/ 29(1 — )" A() H(d)

5 d—1
h /c'?K /tn (1 =73t )" M) (1 = 1) (2, 05 (@) dE HT (d)
+ 241 =) / A=) H (d).
Kis)

Fiir t € (t,,6) gilt
d—1 _1 e __3
(L—qst 2 )" < (L—myn 2)" <e " < p a1
Da A lokal integrierbar ist, folgt somit, dass
2
/K Py(x & K) Ma) HY(dx) = o (n d,l) .
[tn]

Zusammengefasst folgt also mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz und der
Stetigkeit von A fiir den Erwartungswert

lim na-1 E, / Az) He(dx)

= lim n% T z) HH(dz T 2) HE (dx
=1 (/K\K ]P)g( ¢K(n))/\( )H (d )+/}{[tn]Pg( ¢K(n)))\( )H (d ))

n—0o0

—1mnd1 tn CC x fd_lxax d_lx
= i (/M/ 4 & Ky) Mag) (1= 0% (2, 0 (2) dt HOL ()

n—o0

+0<n = 1))

= / lim / = Po(wp & Kny) M) (1 — 4N, o () dt HE (dx)

th
= /aK A(z) nlgrolo ; na1 Py(zy ¢ K(n)) (x,0K(x)) dt?—[dil(dx)

- / A(z) Jo(z) H (dx),
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wobei
tn

_2
Jo(x) := nh_)rgo ; na1 Py(zy & Ky (v, 0Kk (2)) dt.

Wie im Beweis zu Satz 9.1 geniigt es, aufgrund eines Satzes von Aleksandrov (siehe
[67], Theorem 2.6.1), den Grenzwert fiir normale Randpunkte zu bestimmen. Nach Lemma
2.4 und der Formel auf Seite 806 in [13] gilt fiir einen normalen Randpunkt = € 0K mit
nichtnegativer Gaufl-Kronecker-Kriimmung, dass

Ty(x) = o(a) T w(z) 7T B9,

Hiermit folgt schliellich

im ndzl 2)HNdz) | = x ) H N dx
Jim, E@(/K\KW“ yH'd >> | 2@ ot 1
:C(d’d)/ )\(Jj) Q(x)_dzl H(.I)diT Hd*l(dx)
oK

und die Behauptung ist gezeigt. O

Bemerkung 10.2. In [13] wird die Differenz aller inneren Volumina betrachtet. Das
Problem einer Verallgemeinerung des obigen Satzes auf die gewichtete Differenz aller
inneren Volumina liegt darin, dass die Definition eines gewichteten inneren Volumens im
Allgemeinen nicht klar ist.

10.2. Beriihrende polyedrische Mengen

In diesem Abschnitt wird in dhnlicher Weise wie in Abschnitt 9.2 mit Hilfe des Polarkorpers
und der Dualitét zwischen polyedrischen Mengen und Polytopen die erwartete Differenz
der mittleren Breite der zufilligen polyedrischen Menge K (™) und eines konvexen Korpers
K mit o € int(K) berechnet. Im Unterschied zum vorangegangenen Kapitel werden
die Hyperebenen nun so gewéhlt, dass sie K berithren und das Innere von K nicht
schneiden, das heifit es handelt sich um Stiitzhyperebenen. Wie im vorangegangenen
Kapitel ist H der Raum der Hyperebenen in R?. Mit # K,s bezeichnen wir die Teilmenge der
Stiitzhyperebenen von K. Die zufillige polyedrische Menge K (") entsteht als Durchschnitt
von n Halbrdumen H; , die den Ursprung o enthalten und von n zufilligen, unabhéngig
gewéhlten Stiitzhyperebenen H; € Hg s von K berandet werden, also

KM = (n] Hy .
=1

Wie im vorangegangenen Abschnitt erwéhnt, wurde dieses Modell bisher wenig erforscht.
Bekannte Resultate gibt es von Buchta [18], der die erwartete Eckenzahl des Durchschnitts
von Halbrdumen berechnete, die die Einheitskugel beriihren. Béréczky und Reitzner [16]
betrachteten die erwartete Differenz des Volumens, der Oberfliche und der mittleren
Breite fiir einen konvexen Korper von der Klasse C2. Fiir die Volumendifferenz gelang es
Reitzner [52] die Varianz abzuschétzen und dadurch ein starkes Gesetz der grofien Zahlen
zu beweisen.
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Bevor wir unseren Satz formulieren und beweisen, benétigen wir einige Grundlagen.
Analog zu Abschnitt 9.2 definieren wir p, fiir eine lokal integrierbare Funktion ¢ : [0, 00) x
S4=1 10, 00) durch

ho = — [ L{H(u b)) € -} b (u), u) HO (du).

Wq Jgd-1
Zusitzlich soll die Funktion ¢ folgende Eigenschaften erfiillen:
i) Sie ist konzentriert auf der Menge Dy;

i1) sie ist positiv und stetig in jedem Punkt der Menge Dy (10.2)
i) iq(Mics) = 1.

Dann ist p, eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf dem Raum der Hyperebenen, die auf
Hr,s konzentriert ist. Die zufélligen Hyperebenen, die wie oben beschrieben die zufillige
polyedrische Menge K™ erzeugen, sollen nun die Verteilung g haben.

Das folgende Lemma stellt einen Zusammenhang zwischen den polyedrischen Mengen
K™ und (K, E‘n))* = ((K*)(n))" her und wird spiter im Beweis ein wichtiges Werkzeug sein.

Lemma 10.3. Sei K ein konvezer Korper in R? mit o € int(K), der frei in einer Kugel
rollt. Sei q eine lokal integrierbare Funktion, die die Eigenschaften i), ii) und iii) aus (10.2)
erfiille, sowie o gegeben durch

1 - - - *
o(z) szdq(llwll Ll ) 2T one (), @ € 9K

Dann sind die zufilligen polyedrischen Mengen K™ (basierend auf Stitzhyperebenen von
K mit Verteilung piq) und (Kfn))* (basierend auf zufilligen Punkten aus OK* mit Dichte
0) in Verteilung gleich.

Beweis. Sei F' ein nichtnegatives messbares Funktional konvexer polyedrischer Mengen
im R%. Nach der Definition von ftq und wegen

n

ﬂ Hi_ (ui, hK(uz)) = [hK(ul)_lul, ceey hK(un)_lun]*

=1
gilt
E,, (F(K(”))>
— in F (ﬂ H; (u;, hK(ui))> T g (), ) HO (A (s - )
Wa J(se-1)n i=1 i=1
_— F ([hac () uns - e () " ] T @O (), ) HO (s )
(.dd (Sdfl)n i—1
S F(p(K* u)urs .., oK unun]*) T alhr (i), ud) HE (A, - ).
wd (Sd—l)n i1
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Wie im Beweis zu Satz 9.5 nutzen wir nun die bijektive bi-Lipschitz Funktion 7" : §¢~1 —
OK*, u — p(K*,u)u und ihre Jacobi-Determinante (vergleiche [38], Beweis zu Lemma 2.4)

VA (u)l|

T = P (u)

und erhalten wegen der Homogenitét der Stiitzfunktion und ihres Gradienten, dass

1
=— F([x1,...,2,]"
5 o F )
R ([la]| " ) } -
X (hr (|| 1 itz ’Hdldx,...,xn
H[ el ™ a0, sl ™ ) O e d(an,)
1
=— F([z1,...,2,])
Xﬁ (il =" e (1 -1, sz”fd Hi-1(g
i=1 v

Die Abbildung Nor(K*) — Nor(K), (x,u) — (ﬁ,ﬁ) ist bijektiv. Ist (x,u) €
Nor(K™), so ist also ﬁ ein Randpunkt von K mit &uflerer Normale x. Da K in ei-
ner Kugel frei rollt, ist K strikt konvex und somit gilt Vhg(z) = ﬁ Also folgt fiir fast

alle z € OK* die Identitiit ||Vhg(z)|| ! = (x,0x+(z)) und obige Formel vereinfacht sich zu

£y, (P
1

= — F(lz1,...,z,]"

51 [ Pl

xH[ (il = el = ) N~ G e (i) | 1 (@ ).

Firn =1 und F =1 gilt daher

L= [ el ol )l G e () )
OK*

Wd

Also ist .
o(z) :== o q(lz) =" 2| @) |2z, o+ (), @ € 0K,

eine Wahrscheinlichkeitsdichte beziiglich HILOK*. AuBerdem ist o positiv und stetig in
jedem Randpunkt von K*. Dies folgt aus den Eigenschaften von ¢: Ist  ein Randpunkt
von K*, so gilt

|7 = (K, 2|7 2) ™ = b ([l @)

und somit
q(llz)| 7 lz) " 2) = q(hi ([l 2), (|| 7! 2).

Da (hg(||z||~t 2), ||z||~' =) ein Element der Menge Dy ist, ist ¢ nach (10.2 ii)) positiv und
stetig.
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Mit dieser Definition von g erhalten wir schliefllich

E,, (F(K("))> - /(BK*)HF([:CL...,%]*) Hg(mi)Hd_l(d(azl,...,xn))
=Eox (F((Kf)Y))-

Also sind K™ und (K (*n))* in Verteilung gleich. O

Nun konnen wir eine asymptotische Formel fiir die erwartete Differenz der mittleren
Breiten der polyedrischen Menge K™ und K beweisen.

Satz 10.4. Sei K ein konvewer Korper in R? mit o € int(K), der frei in einer Kugel rollt.
Sei q eine lokal integrierbare Funktion, die die Figenschaften i), ii) und iii) aus (10.2)
erfillt. Dann gilt

lim na1E,, (W(K(”) NK) — W(K))

n—oo

2c(d7d) 2 d=2 . 4
=—a= / q(hk (o (2)), oKk (2)) a1 K(z) =1 H* (dz),
w;ﬂ 0K

wobei ¢\ die in Satz 10.1 definierte Konstante ist.

Beweis. Das Vorgehen im Beweis ist dhnlich zu dem im Beweis von Satz 9.5. Fiir eine
polyedrische Menge P C R? sei

F(P):=1{P C K1} (W(P) - W(K)).

Fir xy,...,2, € OK* gilt K C [z1,...,2,]". Also gilt 0 € int([z1,...,z,]), dao € int(K)

ist. Durch die Substitution s = % und mit Polarkoordinaten erhalten wir

F([x1,...,24])%)
=1{[z1,...,z,]" C K1} (W([1,...,25]") — W(K))

2
= 1{[.%1, - ,xn]* C K1} qu /Sd—1 h[m’.._’zn]*(u) — hK(u) ’Hdl(du)>

p([z1,mn]u)
/ 1dt ’Hd‘l(du)>
p _

wq Jgd—1 (K*u)~1
— 2 1o, 2]’ C K1) L@ 2 )
K*\[xlv"wxn} d
=2 -{[z1,...,x,)" C K1} Mz) He(dx),
K*\[xlv"wxn}

w2 @D,z e K1\{o},
0, sonst.

wobei \(z) := {

Aufgrund von P, (K™ ¢ K1) < o™ fiir ein a € (0,1), das von K und ¢ abhiingt (siche

*

[17]), und der in Lemma 10.3 gezeigten Verteilungsgleichheit der Mengen K™ und (K (*n))
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folgt
E,, (W(K(") NKp) — W(K))
= By, (1K™ ¢ K W(KE™) - W(K)))
+ By, (UK ¢ K} W(K™ 0 Ky) - W(K)))
= E,,, ({K™ ¢ K}(W(K™) = W(K))) + O(a")

=By (H{(K(y)' € Kl W((K,)) = W(K))) +0(a”)

= E, k- (2 (KL C K} Aa) Hd(d:v)> +0(a")

K*\K(n)

=2 -E, k- (/ Ax) ”Hd(dx)> +O(a™).
KK

Da K frei in einer Kugel rollt, rollt nach Proposition 5.3 in [30] eine Kugel frei in K* und
wegen o € int(K) gilt auch o € int(K™*). Aus dem Beweis von Lemma 10.3 geht hervor, dass
o eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf 0K* ist, die positiv und stetig in jedem Randpunkt
ist. Auflerdem ist die oben definierte Funktion A stetig in jedem Randpunkt von K* und
aufgrund der Kompaktheit von K* integrierbar. Also gilt mit Satz 10.1 fiir den Grenzwert

lim i1 E, (W(K(”) NEKy) — W(K))

n—o0

— lim 0T (2B, ke / Ma) H(dz) | + O(a™)

— 9. lim nPTE, / ANa) 1 (dz)

:w@@/ o)™ T 1 (1) 7T Az) HO (d),
OK*

wobeil k*(z) wieder die GauB-Kronecker-Kriimmung des Polarkérpers K* in = bezeichnet.
Setzen wir obige Definitionen von ¢ und A ein und nutzen fiir x € K™ die Gleichungen
(x,05+(x)) = hic- (0x=(2)) = p(K, o+ (2)) ",

so erhalten wir mit Lemma 6.1 aus [12], dass

lim i1 E, (W(K(”) nKp) — W(K)>

n—0o0

9 (d.d)
- / (27 el ™ 2) "7 (@, o ()77 65 (@) T |l @D 291 (dz)
61(*

d

9 cldd

e — / (=2 2L 2) "7 p(K, e ()T [larf| dr (@D
; 8K*

X 15 (@) BT K (2) T HE (d)

QC(d,d) B Y hies(u f—dzl e "
= da/ q <HVhK*(U)H 1hK()> p(K,u) T || Vhe- (u)]|a-1~ (@D
Wit I8t IVhic ()]

K5 (Vhige ()1 Dyt hee (u) 35 1Y (du),
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wobei g+ (Vhg(u)) = u fiir fast alle u € S%~! verwendet wurde.

Wie im Beweis zu Satz 9.5 bezeichnet Dg_ihg+(u) fiir HO '-fast alle v € S9! das
Produkt der Hauptkriimmungsradien von K* in Richtung u. Dieses ist aufgrund der in K*
frei rollenden Kugel vom Radius 7(/K*) > 0 von unten durch r(K*)?~! beschrinkt.

Da eine Kugel frei in K™ rollt, folgt ebenso wie im Beweis zu Satz 9.5 aus Lemma 2.6 in
[37] sowie Lemma 3.1 und Lemma 3.4 in [39], dass

K*(Vhges (1)) = Dg_1hg-(u) "t € (0,00).

AuBerdem gilt nach Theorem 2.2 in [38] fiir H9!-fast alle u € S9!, dass die Stiitzfunktion
von K* in u zweimal differenzierbar ist und der Punkt = = p(K,u)u € 0K ein normaler
Randpunkt von K ist. Fiir solch ein v € S9! gilt dann

Dy-1hg-(u) (u, 0 (x))" = k().
Hiermit folgt

lim nTE,, (W( K™Ky — W(K))

n—00
2c(d’d) 1 Vhg«(u st 2d _ 2
=2 [ a (9@ ) e 0 (i)
-1 *
I d—2
X Dy—thie-(u) =1 HO! (du)
2
2 c(dd) Vhic TaT 2d 2
= [t (17 7 ) T I ik
1

d—
d
(d+1)(d—2)

x k(p(K, wyu) i1 (u, o (p(K, u)u)) ™ a1 HE Y (du).

Wie im vorangegangenen Beweis nutzen wir die Funktion T : S1 — 0K, u — p(K,u)u
und deren Jacobi-Determinante (vergleiche [38], Beweis zu Lemma 2.4)

[V hic=(u)|

JT(U) - hK*( )d

Da auflerdem
IVhi-(2)| 7" = (z,0x(2)) = hg(0k(z))

sowie
VhK* (w)

Wi ()] ~ 7<)

fiir H4 !-fast alle « € OK gilt, erhalten wir schlieBlich aufgrund der Homogenitiit der
einzelnen Funktionen

lim ni1E, (W(K(”) NK,) — W(K))

n—o0

9 (dd)
= q(nww(

-1 JOK

d

w

Vhi (=]~ z)

-1 2 —(d+1)
Wzl o)l z= o)l

|~ )]~

) Ve

a—2

IR =2 _ _ @@=z hpee(||z]| 7 2)?
x p(K, lll| = @) 3T k() a1 ([lal| 7 @, o5 ()

VR~ (

H Y (dx)

x|~ )
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2 c(d:d) _ Vhs(x —7 2d _ 2
=~ q(vax)u KU) [V hges (z) |71~ @D ||| =T
5 o [Vhie ()]
d
— — )(_ 7d 7d
< (K, 2)7T r(2) R [l T (o (o))~ ST NP DT g
|Vhgs(x
2 cldd) ~1 Vhg«(2) = 24 (d+2) d=2
=" [ (Vi@ et |V A () || 7 k(@) =1
T Joxc [V A ()]
d
X (o (2)) " AT N (d)
2 c(d.d) _ 2 _ 2d d—2
=" | alhk(ox(@)),0x(x) T hg(ox(z)) 17 g(z)a=
d—1 0K
Wy
X hic(og (@)™ AT H (da)
2C(d’d) __2 =2 1 1
- / a0k (@), 05 (@)~ w(2) D HE (da).
wctli 0K

Somit ist die Behauptung gezeigt.
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