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Kurzfassung

In dieser Arbeit wird der Einfluss von elastohydrodynamischen Kontakten (EHD) auf das
nichtlineare Schwingungsverhalten von Systemen untersucht. Im Bereich der Tribologie
sind diese Kontakte bereits detailliert untersucht und verstanden. Ihr Einfluss auf das
Schwingungsverhalten wurde bisher nur unzureichend betrachtet und ist Gegenstand
dieser Arbeit.

Eine nichtlineare Schwingungsanalyse erfordert recheneffiziente Kontaktmodelle. Daher ist
eine numerische Auswertung des vollstdndigen EHD-Problems nicht moglich und es miissen
vereinfachte Kontaktmodelle herangezogen werden. Bisher existiert in der Literatur kein
fiir diesen Zweck geeignetes Modell, sodass im ersten Teil dieser Arbeit ein neues Modell
fir EHD-Linienkontakte entwickelt und validiert wird. Dieses neue EHD-Kontaktmodell
besteht aus einer Reihenschaltung von Hertz’schem Kraftelement und hydrodynamischem
Kontakt. Bei letzterem wird von starren Kontaktpartnern sowie von konstanter Viskositét
und konstanter Dichte ausgegangen.

Die durch die elastohydrodynamischen Kontakte induzierten nichtlinearen Schwin-
gungsphénomene werden zunidchst an Modellbeispielen demonstriert. Hierzu wird ein
Einmassenschwinger mit einem Kontakt betrachtet und durch die &uflere Kraft, den Fuf-
punkt oder die Parameter reduzierter Kontaktradius beziehungsweise hydrodynamische
Geschwindigkeit erregt. Dabei treten sub- und superharmonische Resonanzen, instabile
Losungen und Amplitudenspriinge auf. Der Amplitudenverlauf in der Nahe der Hauptre-
sonanz ist stets nach links gekrimmt (degressives Verhalten). Wird ein zweiter Kontakt
hinzugefiigt, sodass ein symmetrischer Aufbau entsteht, dann treten auch nach rechts
gekriimmte Amplitudenverldufe (progressive Kennlinie) auf. Die nichtlinearen Schwin-
gungsuntersuchungen erfolgen mithilfe der numerischen Pfadverfolgung.

Ein Rotor in Zylinderrollenlagern wird abschlieend untersucht. Dabei wird einerseits die
Anwendbarkeit des vereinfachten EHD-Kontaktmodells und andererseits der Einfluss der
EHD-Kontakte auf das nichtlineare Schwingungsverhalten gezeigt: Neben den bereits be-
schriebenen Schwingungsphdnomenen treten zusétzlich quasiperiodische und chaotische
Losungen auf. Das Lager weist eine periodische Gesamtsteifigkeit auf, da die Kontaktstel-
len mit dem Kéfig wandern. Die damit vorliegende Parametererregung fithrt in Verbindung
mit einer konstanten Vorlast zu Fremderregung. Daher sind sowohl klassische Resonanzen
als auch Parameterinstabilitdten zu beobachten.

III






Inhaltsverzeichnis

1

1.1 Literaturtibersichtl . . . . . . . . . . . ... 1
L1.1 _ Geschichtliche En’r\m_ck_hmd ....................... 1
112 Numerische LASUNgen . . .« o o o oo 2
M ----------- 3
1.1.4 _Systeme mit elastohvdrodynamischen Kontakten . . . . . . . . . .. 4
[1.1.5  Experimentelle Untersuchungen . . . . . . . o o oo .. 6

1.2 Zieleder Arbeil . . . .. ... 6
7

1.3 Aufbander Arbeil . . . . ...

[2__Elastohydrodynamischer Kontakt 11
2.1 Zﬁgggg dsg gjgmlgf ............................... 12

1.1 Herleitung . . . . . . . . . .. 13

R.1.2 Giiltigkeit der ichund . ... 16

ingungen . . . ... ... 16

B2 Elastostati . . . . ... 18

i ita i i i ichtl . . ... .. 18
2.4 Dimensionslose Notationl . . . . . . . . . . . .. 19

...... 20
21

2.4.2 Neue dimensionslose Formulierung von Viskositit und Dicht

25
25
26
26
26
28
3.3.3 Zeitabhdngige Parameted . . . . . . . . . ... ... .. 29

.34 Linearisierung der Kontaktkraffl . . . . . . ... ... ... ..... 31

4.1  Hertz'scher T)ru(’El ................................ 33

4.2 _Elastische Deformation und Annsherungd . . . . . . ... .. ... ... 34
43 Tineare NARTUNd . . .« « « o o oo oo 37




Inhaltsverzeichnis

39

39

§ 40

— - 42

|§ .3 Reynoldsgleichung als Konvektions- gjgf.usignsg ejch]md ....... 44

5.2 Dimensionslose Notation der Implementierung . . . . . . . . . . . . . ... 45
5.3 Numerische Losung mittels FEM . . . . o o o0 46
[5.3.1 Startwerte des Drucks fiir iterative Losungsverfahren . . . . . . . . 47
5.4 Ausgewihlte numerische Lasungen . . . . . .« ..o 48
5.4 Statische Tastl . . . . . . . . . . . . ... 48

5.4.2 Harmonische Belastung . . . . . « o v o oo 49

6.1 Dynamisches Fluid-Struktur-Mod ]I ...................... 54

6.2 Nichtlineares Kelvin-Voigt-Modell . . . . . . . . .. . ... ... .. .... 55
6.3 Validierung des vereinfachten Kontaktmodelld 58
- . 58

60

65

67

69

. - 69

72 Poincaré-Abbildungerl . . . . ..o 70
[.3  Stabilitdt von LASUNEEN . . . « o o o oo e e 71
731 Definition . . . . ... 71

7.3.2  Stahilitit periodischer Losuneen, Flogquet-Theorid . . . . . . . . . . 72

7.4 Bifurkationen periodischer LAsungen . . . o v o o oo e 74

[7.4.1 Periodenv@rdonn]nng .......................... 74
-Bi o . . ... 75
743 TornsBifurkationl . . . . o oo 75

[Z.5 Chaotische Beweoungen . . . . . . o oo 75
.51 Tyapunov-Exponentl . . . . . o o oo 76

m% .......................... 77
- -Methodd . . . . . . . . ... ... 78

7.6.2 Pfadverfolglma ............................. 78

RO Ergchmissd . . « .« . o o e 80
821 Kmf‘rerreglmd .............................. 81
822 TFufpunkt- und Parametererregung . . . . . . ..ot 84

VI



Inhaltsverzeichnis

8392 Fufpunkt- und Parametererreeund . . . . .. ..o 88
0 i Kontakten 91
9.1 Differentialgleichungssystem . . . . . . . . . . . . ... 92

0.2 Brgebmissd . . . . . oo 92

10.5 Abschitzune der Eigenkreisfrequenzen . . . . . . . .. ... 102
: i i indender Walzkérpermassd . . . . . . . 102
10.5.2 Einfluss der Walzkérpeld . . . . . . . . . .o Lo 105

[10.6 Amplitudenverlaufd . . . . . ... 105

[10.6.2 Rubender Rotor und Sprungpliinomend . . . . .« . . oo .. L. 108

10.6.3 Vertikalbewegung der Welld . . . . . . . . ... ... ... ... .. 111
B‘ eiche quasiperiodischer und chaotische ngenl ... ... 112
0 nte hungen bei ausgewédhlten Rotordrehzahlen . . . . . . . .. 114
0 Kaskadendiagramm und Lyapunov-Exponentf . . . . ... ... .. 117
(08 Schlussfolgerumgen . . . o o o oo 119

han
|A_Elastischer Halbraum

[A1 Elastische Deformation durch eine Linienlasdl . . . . . . o o oo oot 125
%@Eﬂ ..................... 126
[A.1.2 Ebener Verzerrungszustand . . . . . ... ... L 126
A. 1.3 Gleichgewichtsbedingungen . . . . . ... ... ... ........ 127
%g&% ...................... 127
A.1.5 Airv’sche Spannungsfunktion . . . . . . . . . . . ... .. 127

A 1.6 Verschiebungen . . . . . . . . . . . ... ... 128

123

VII



Inhaltsverzeichnis

EHD-Modelle mit Walzkorpe
ereinfachte HD-Mode

VIII

137
137
138
139

141
143

147



1 Einleitung

In vielen technischen Anwendungen sind Wélzlager oder Getriebe zu finden, die akustische
Gerausche oder sptirbare Vibrationen hervorrufen. Wahrend Gerausche oft ,nur“ stérend
sind, kénnen Schwingungen zum katastrophalen Ausfall des Systems fiihren. Um schon in
frithen Entwicklungsstadien eines Produkts moglichst genaue Vorhersagen treffen zu kon-
nen, sind tiefgehendes Verstdndnis aller Komponenten und geeignete Simulationswerkzeuge
notwendig.

1.1 Literaturiibersicht

Im Rahmen dieser Arbeit werden vollgeschmierte Linienkontakte mit glatten Kontakt-
oberflichen behandelt und mit trockenen Hertz’schen Kontakten verglichen. Dabei wird
der Einfluss der Kontaktnormalkraft auf das Schwingungsverhalten des Gesamtsystems
untersucht. Die Reibungseinflisse in Tangentialrichtung werden nicht beriicksichtigt. Die
im Folgenden dargestellte Literatur ist mit Bezug auf diese Annahmen ausgewahlt.

1.1.1 Geschichtliche Entwicklung

Grundlegende Untersuchungen zu trockenen Kontakten wurden bereits 1882 von Hertz
durchgefiihrt und haben bis heute grofie Bedeutung [46, 47]. Dabei wurde das Kraftgesetz
fiir den Punktkontakt angegeben, jedoch nicht fiir den Linienkontakt. Die Deformation des
Linienkontakts hdangt unter anderem von der Geometrie der konkreten Problemstellung ab
und kann fir den allgemeinen Fall nur in Abhéngigkeit einer unbekannten Konstanten
angegeben werden. In der Formulierung von Tripp wurde diese so gewéhlt, dass sie ei-
ne physikalische Bedeutung erhélt [118]: Die Konstante stellt den Abstand zwischen der
Oberflache und einer Stelle unterhalb des Kontaktzentrums dar, an der die Verschiebung
verschwindet.

Tower untersuchte 1883 die Reibung in 6lgeschmierten Kontakten am Beispiel des Gleit-
lagers [115, 116]. Dabei entdeckte er zufallig einen hydrodynamischen Druckaufbau, des-
sen Verlauf er genauer untersuchte [117]. Diesen Druckaufbau beschrieb Reynolds 1886
mit einer partiellen Differentialgleichung [87]. Die nach ihm benannte Reynoldsgleichung
ist bis heute die zentrale Gleichung der Hydrodynamik (HD) und der Elastohydrodyna-
mik (EHD). Schon Reynolds hatte einen moglichen Einfluss der elastischen Deformation
auf den Druckaufbau angesprochen, der jedoch erst viele Jahre spater berticksichtigt wurde.
Von Barus wurde erkannt, dass die Viskositdt ndherungsweise exponentiell mit dem Druck
ansteigt [3]. Diese sogenannte Piezoviskositat wurde durch Roelands insbesondere fir hohe
Driicke korrigiert [90]. Dennoch findet die Formel von Barus aufgrund ihrer Einfachheit
immer noch Verwendung.
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Giimbel [37] und Martin [70] haben zeitgleich geschmierte Kontakte zwischen Zahnra-
dern mithilfe der zuvor entwickelten hydrodynamischen Theorie untersucht. Unter der
Annahme konstanter Viskositiat beschrieben sie den Zusammenhang zwischen Kraft und
Verschiebung mit einfachen Formeln. Sie unterschitzten die Schmierfilmhéhe bei hohen
Lasten um Groflenordnungen und sagten sie im Bereich der Oberflachenrauheit voraus.
Dies liegt daran, dass im Gegensatz zu konformen Kontakten in Gleitlagern die Kontakt-
stellen bei Zahnridern nicht-konform sind. Dadurch entstehen bei der Ubertragung hoher
Kréfte lokal sehr hohe Driicke, sodass zum einen die Kontaktpartner deformiert werden
und zum anderen die Viskositidt stark zunimmt. Das damit entstandene elastohydrody-
namische Problem — bestehend aus Reynoldsgleichung, Elastostatik und Piezoviskositét —
hat erstmals Ertel formuliert und ndherungsweise analytisch gelost. Seine Arbeit wurde
von Grubin [36] veroffentlicht [14].

Detaillierte Ausfithrungen tiber die Historie der Elastohydrodynamik sind in [27, 28, |68,
91, 1104] zu finden.

1.1.2 Numerische Losungen

In diesem Abschnitt werden die wichtigsten Entwicklungsschritte der numerischen Ver-
fahren zur Losung des EHD-Problems dargestellt. Die Entwicklung dieser Verfahren wird
beispielsweise in [40, 66, [119] ausfithrlich diskutiert.

Die ersten numerischen Losungen konnte Petrusevich mit einem iterativen Algorithmus
berechnen [82]. Dabei bestimmte er ausgehend von einem Startdruck die elastische Defor-
mation, wodurch sich ein neuer Druck einstellte. Sobald eine vorgegebene Schmierfilmdicke
im Kontaktzentrum erreicht wurde, erfolgte der Abbruch der Iteration.

Kurze Zeit spéter gelang es Dowson und Higginson mit einem inversen Ansatz, Losungen
fiir eine Vielzahl an Parametern zu berechnen [25]. Dabei wurde die Deformation zunéchst
so bestimmt, dass sie fiir ein gegebenes Druckprofil die Reynoldsgleichung erfiillt. Anschlie-
Bend berechneten Dowson und Higginson die Deformation der Struktur, die sich infolge
des vorgegebenen Druckprofils einstellen wiirde. Der Druckverlauf wurde solange variiert,
bis beide Berechnungsmethoden die gleiche Deformation ergaben.

Das von Brandt eingefiihrte Mehrgitterverfahren fiihrte zu einer drastischen Reduktion
der Rechenzeit [11]. Dieses Verfahren wurde erstmals von Lubrecht et al. [67] auf das
EHD-Problem angewandt und von Venner [119] entscheidend weiterentwickelt. Aufgrund
der Rechenzeitreduktion konnten transiente Vorgédnge hochbelasteter Kontakte berechnet
werden. Das Mehrgitterverfahren zeichnet sich durch geringen Speicherbedarf und Rechen-
aufwand pro Iteration aus. Es handelt sich jedoch um einen schwach gekoppelten iterativen
Algorithmus, wodurch nur langsame Konvergenzraten erzielt werden [39].

Die Diskretisierung wurde bisher meist mittels Finiter Differenzen (FD) durchgefiihrt.
Dabei traten bei der Verwendung von zentralen Differenzenquotienten oszillierende Losun-
gen auf, deren Ursprung in der Diskretisierung begriindet liegt. Die Oszillationen konn-
ten mithilfe von unsymmetrischen Differenzenquotienten (streamline upwind stabilization)
unterdriickt werden. Die elastische Deformation wurde mithilfe der sogenannten Halb-
raumlosung bestimmt, wodurch die dazugehoérige Jacobi-Matrix vollbesetzt war und deren
Invertierung einen entsprechenden Rechenaufwand erforderte.
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In jingerer Vergangenheit wurde mehr und mehr auf Finite-Elemente-Methoden (FEM)
zuriickgegriffen. Dabei wurde die elastische Deformation nicht wie zuvor mithilfe der so-
genannten Halbraumloésung, sondern durch eine Diskretisierung des gesamten elastischen
Korpers berechnet. Die nicht mehr vollbesetzte Jacobi-Matrix fiihrte trotz der Einfiih-
rung neuer Freiheitsgrade zu einer effizienteren Losung. Ein Vergleich zwischen der be-
notigten Anzahl an Iterationen eines Mehrgitteralgorithmus und der eines Standard FE-
Verfahrens wurde von Habchi et al. dargestellt [39], wobei sich die FE-Methode als vorteil-
haft erwies. Eine Diskretisierung, die numerisch stabile Gleichungen erzeugt, ergibt sich
bei Verwendung von unsymmetrischen Gewichtsfunktionen. Diese sogenannte Stabilisie-
rung des Standard-Galerkin-Verfahrens wurde beispielsweise mittels Streamline Upwind
Petrov-Galerkin oder Galerkin Least Squares umgesetzt [13, [17, 32, 39].

1.1.3 Analytische Losungen und Regressionsformeln

Seit der Entdeckung der Hydrodynamik wurden einfache Formeln entwickelt, um die
konstruktive Auslegung von geschmierten Kontakten zu erleichtern. Fiir hydrodynamische
Schmierung, das heifit isoviskoses Fluid und starre Kontaktpartner, wurden 1916 zwei
verschiedene Losungen von Giimbel [37] und Martin [70] verdffentlicht: Beide nahmen
eine konstante Relativbewegung der glatten Kontaktpartner ausschlieBlich in Tangential-
richtung an, sodass der zeitabhéngige Term der Reynoldsgleichung verschwindet und das
Problem als statisch bezeichnet werden kann.

Giimbel konnte ein analytisches Kraftgesetz unter Beriicksichtigung der sogenannten
Giimbel-Randbedingungen — auch Halb-Sommerfeld-Randbedingungen genannt — ange-
ben [37].

Martin legte Reynolds-Randbedingungen zugrunde [70]. Sie wurden erstmals von Reynolds
[87] erwahnt und von Swift [108] und Stieber [106] mathematisch formuliert [26]. Diese
zeigen gute Ubereinstimmung mit Experimenten und erfiillen im Gegensatz zu den Giim-
bel-Randbedingungen die Kontinuitatsgleichung — sowohl im statischen als auch unter
bestimmten Voraussetzungen im transienten Fall [80, 109, [125]. Die Reynoldsgleichung
ergibt mit Reynolds-Randbedingungen ein freies Randwertproblem, da die Stelle des
Filmaufrisses a priori nicht bekannt ist und daher mitberechnet werden muss. Die Lésung
kann nur in semi-analytischer Form gefunden werden. Die numerische Auswertung fithrt
nach einer Regressionsrechnung auf ein Ergebnis, das sich um einen konstanten Faktor
minimal von der Glimbel-Losung unterscheidet.

Christensen fand fiir eine Relativbewegung der Kontaktpartner ausschliefllich in Norma-
lenrichtung unter hydrodynamischen Bedingungen eine geschlossene Lésung [16]. Diese
hangt natiirlicherweise unter anderem von der Annédherungsgeschwindigkeit ab und impli-
ziert die zeitabhéngigen Terme der Reynoldsgleichung.

Werden Relativgeschwindigkeiten sowohl in Tangential- als auch in Normalenrichtung
zugelassen, so ist unter Beachtung der Reynolds-Randbedingungen aufgrund des freien
Randes nur eine semi-analytische Losung moglich. Eine Superposition der Lésungen bei
Relativbewegungen in Tangential- beziehungsweise Normalenrichtung scheint auf den
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ersten Blick moglich, da die Reynoldsgleichung im Druck linear ist. Jedoch ist dieser An-
satz mathematisch nicht zuléssig, da unterschiedliche Randbedingungen zugrunde liegen.
Sasaki et al. iiberlagerten dennoch beide Anséitze. Sie setzten negative Driicke zu null
und gelangten zu einem sehr genauen Ergebnis [93]. Rahnejat liel nach der Superposition
negative Driicke zu und formulierte eine Naherung, welche der beziiglich der Annéhe-
rungsgeschwindigkeit linearisierten Formel von Sasaki dhnlich ist [84].

Ertel fand 1945 fiir das statische elastohydrodynamische Problem eine semi-analytische
Néaherung [14, 36]. Sie liefert neben einer guten Approximation des Druckverlaufes —
insbesondere auch der Druckspitze — Naherungen fiir die Schmierspalthohe hochbelasteter
Kontakte.

Fir EHD-Kontakte unter transienten Bedingungen ist bisher kein analytischer Ansatz
zur Bestimmung des Kraftgesetzes bekannt. Da besonders bei dynamischer Betrachtung
von Systemen mit vielen EHD-Kontakten die numerische Auswertung aufgrund des hohen
Rechenaufwandes nicht praktikabel ist, hat eine Vielzahl an Autoren Néaherungsformeln
entwickelt [23, (74, I78, 191, [120, [125]. Meist wird die Verschiebung in Abhéingigkeit der
Kraft dargestellt, was im Rahmen von Mehrkérpersimulationen nachteilig ist. Die Mehr-
zahl der Naherungen gelten ausschlieflich fiir hochbelastete Kontakte. Sie sind fiir nicht-
lineare Schwingungsanalysen bei schwachen und mafiigen Lasten ungeeignet. Die meisten
Néaherungen wurden mittels Regression aus numerischen Lésungen bestimmt und erlauben
daher nur begrenzten Einblick in die zugrunde liegende Physik.

1.1.4 Systeme mit elastohydrodynamischen Kontakten

Systeme mit EHD-Kontakten wurden in vielen Arbeiten untersucht: Walzlager 23, 27, 185,
92, [121, 124], Getriebe mit Zahnradern [60, [99], Gleitlager [7, 49, I89], Ventilsteuerungen
mit Nocken-StoBel-Kontakten |8, 24] und einfache Einmassenschwinger [123, [126]. Der
Fokus lag dabei fast ausschliefllich auf tribologischen Aspekten: Druckverlauf, Schmier-
spalthohe, Reibung, Temperaturverteilung, maximaler Druck und minimale Spalthohe.
Das Verhalten des Gesamtsystems wurde nur wenig betrachtet — insbesondere nichtlineare
Schwingungseffekte, die durch EHD-Kontakte induziert werden, sind bisher kaum unter-
sucht worden. In diesem Abschnitt werden ausgewéhlten Veroffentlichungen vorgestellt, in
denen iiber Systeme mit EHD-Kontakten berichtet wird. Diese kénnen mit den im Rah-
men dieser Dissertation entwickelten Modelle erweitert werden, um das Systemverhalten
umfassender zu analysieren.

Dowson et al. untersuchten Nocken-Stofel-Kontakte und bewerteten dabei besonders
die minimale Spalthohe, den korrespondierenden maximalen Hertz’schen Druck und die
Reibungsverluste [24]. Die Belastung der Kontakte wurde aus kinematischen Zusammen-
héngen unter Berticksichtigung der Tragheitskrafte bestimmt. Damit lasst sich zwar das
Verhalten des Kontaktes abschétzen, nicht aber das Verhalten des gesamten Systems.



1.1 Literaturtibersicht

Wijnant und Venner untersuchten einen einzelnen Wélzkérper mit EHD-Kontakt bezie-
hungsweise Hertz’schem Kontakt [126]. Die zeitliche Entwicklung von Druck, Schmierspalt
und Walzkérperposition wurde dargestellt. Sie kamen zu dem Schluss, dass die Perioden-
dauern beziehungsweise die Frequenzen der freien Schwingungen fiir die gewéhlten Parame-
ter beider Varianten gleich sind. Dies erscheint fiir hohe Lasten plausibel, da die elastische
Deformation die Starrkorperverschiebung dominiert und der EHD-Druck dem Hertz’schen
nahe kommt. Die Kraftverldufe von EHD- und Hertz-Kontakt unterscheiden sich bei schwa-
chen und méBigen Lasten signifikant, was auf unterschiedliche Periodendauern fithrt. Dies
wurde in dieser Veroffentlichung nicht berticksichtigt.

Wijnant bestimmte mittels Regression aus numerischen Simulationen Steifigkeits- und
Dampfungskoeffizienten, die ausschlieflich fiir hohe Lasten giiltig sind [125]. Damit un-
tersuchten Wijnant et al. [124] und Wensing [120] Kugellager mit EHD-Kontakten un-
ter axialer Vorspannung und mit flexiblem Auflenring. Sie beobachteten mit steigender
Drehzahl einen Anstieg bestimmter Eigenkreisfrequenzen und fiihrten dies auf die wach-
sende Steifigkeit des Fluidfilms zuriick. Durch die grofie Fluidkraft verdnderte sich zudem
der Kontaktwinkel, womit sie das Absinken der anderen Eigenkreisfrequenzen erklérten.
Das Verhalten des Auflenrings wurde eingehend untersucht, insbesondere im Hinblick auf
auftretende Frequenzen. Auf unterschiedliches Losungsverhalten, wie beispielsweise pe-
riodische oder chaotische Losungen, sind Wijnant et al. und Wensing nicht eingegangen.
Ebenfalls unberticksichtigt blieben mégliche Einfliisse von schwachbelasteten Walzkérpern.
Diese befinden sich im Wesentlichen in dem Bereich, der bei Lagern mit Hertz’schen Kon-
takten als lastfreie Zone bezeichnet wird.

Nichtlineare Schwingungsphanomene von walzgelagerten Rotoren wurden in der Literatur
ausfihrlich diskutiert, wobei zur Kontaktmodellierung in den Lagern stets die Hertz’sche
Theorie zugrunde gelegt wurde [55, [72, 113, [114]. Ahnlich umfassende Schwingungsana-
lysen von Rotoren in Wélzlagern unter expliziter Beriicksichtigung von EHD-Kontakten
sind in der Literatur nicht zu finden.

Lastfreie Zahnrader in Getrieben, welche als Losrader bezeichnet werden, neigen zum Klap-
pern. Diese storenden Gerdusche treten auf, wenn ein Losrad innerhalb der Spielgrenze
oszilliert, sodass es zu St6Ben zwischen den Flanken kommt. Singh et al. nahmen einen ein-
seitigen Kontakt mit konstanter Steifigkeit an, womit letztendlich ein trockener Hertz’scher
Linienkontakt approximiert wurde [102]. Theodossiades et al. berticksichtigten die Schmie-
rung und nahmen kleine Kréfte an [110]. Damit konnten sie von einem hydrodynamischen
Flankenkontakt bei vernachlissigbarer Deformation ausgehen. Ein kontinuierlicher Uber-
gang zwischen beiden Modellen fehlt bisher.

Das Losradkreischen wurde in einer Untersuchung von Schwarze auf selbsterregte Schwin-
gungen zuriickgefithrt, deren Entstehung mit dem Fluidfilm im Walzlager begriindet wur-
de [99]. Die elastische Deformation wurde vernachlissigt und kann mit den in dieser Arbeit
vorgestellten Modellen beriicksichtigt werden.
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1.1.5 Experimentelle Untersuchungen

Eine Vielzahl an Experimenten ist tribologischen Fragestellungen gewidmet |27, [104]. Da-
bei wurden beispielsweise Spalthéhe, Druckverteilung und Reibung unter statischen und
transienten Bedingungen untersucht. Jedoch wurde das Schwingungsverhalten von Syste-
men mit EHD-Kontakten nur in wenigen experimentellen Arbeiten betrachtet:

Dareing und Johnson [21] untersuchten einen fufipunkterregten Einmassenschwinger, des-
sen Erregung durch Welligkeiten in der Oberfliche realisiert wurde. Damit wurde die
Dampfung des Fluids nachgewiesen, die sich mit steigender Vorlast an die Dampfung
des trockenen Kontaktes anndherte. Es wurden nur hochbelastete Kontakte untersucht,
wodurch die bei kleinen und méfiigen Lasten zu erwartenden nichtlinearen Schwingungsef-
fekte nicht beobachtet werden konnten. Die Ergebnisse wurden numerisch von Mehdigoli
et al. validiert [71]. Die Amplitudengénge waren jedoch nicht vollstdndig — in der Nahe der
Hauptresonanz wurden keine Amplituden angegeben.

Kilali et al. untersuchten einen krafterregten Einmassenschwinger [56]. Dabei wurden ver-
schiedene Aufbauten realisiert, bei denen im Wesentlichen eine Kugel gegen eine Platte ge-
driickt wurde. Im trockenen Fall (Hertz'scher Kontakt) 6ffnete sich bei ausreichend grofier
Kraftamplitude der Kontakt. Dies ist in in den Amplitudengéngen deutlich zu erkennen.
Fiir geschmierte Kontakte ergab sich neben der Hauptresonanz eine weitere Resonanzstelle,
die wahrscheinlich eine subharmonische darstellt.

1.2 Ziele der Arbeit

Elastohydrodynamische Kontakte sind im Bereich der Tribologie bis zu einem hohen
Detailgrad untersucht und verstanden. Jedoch wurde deren Einfluss auf das Schwingungs-
verhalten eines Systems bisher nur unzureichend analysiert. Meist wurden Systeme mit
hochbelasteten Kontakten mittels linearisierter Modelle betrachtet.

Aus diesem Grund besteht das Ziel dieser Arbeit darin, mit geeigneten Simulationswerkzeu-
gen die nichtlinearen Schwingungsphédnomene von Systemen mit elastohydrodynamischen
Kontakten zu beschreiben. Um moglichst allgemeingiiltige Aussagen treffen zu kénnen,
ist die Betrachtung eines umfassenden Parameterraumes notwendig. Insbesondere soll der
Lastbereich so gewédhlt werden, dass er sowohl hydrodynamische Bereiche ohne nennens-
werte elastische Deformation als auch elastohydrodynamische Bereiche umfasst. Damit ist
der Ubergangsbereich zwischen beiden Lastbereichen eingeschlossen.

Das Ziel dieser Arbeit kann in zwei Unterpunkte aufgeteilt werden:

e Ein vereinfachtes EHD-Modell fiir Linienkontakte soll entwickelt werden. Dabei muss
der Rechenaufwand des vereinfachten Modells im Vergleich zur numerischen Aus-
wertung des vollsténdigen EHD-Problems um Groéflenordnungen kleiner sein, damit
detaillierte nichtlineare Schwingungsuntersuchungen im Systemkontext durchgefiihrt
werden konnen. Des Weiteren ist es im Rahmen von Mehrkorpersimulationen vor-
teilhaft, die Kontaktkraft in Abhéngigkeit von Verschiebung und Geschwindigkeit
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auszudrucken. Das neue EHD-Kontaktmodell soll mit numerischen Simulationen des
vollstandigen EHD-Problems validiert werden.

e Die in Systemen infolge von EHD-Kontakten auftretenden nichtlinearen Schwin-
gungseffekte sollen aufgezeigt werden. Zunéchst sollen grundlegende Untersuchun-
gen anhand einfacher Modellprobleme durchgefiihrt werden. Abschliefend soll ein
typisches Modell eines Rotors in Walzlagern aufgebaut und analysiert werden. Da-
bei sollen im Lager EHD-Kontakte angenommen werden, womit die Anwendbarkeit
des neuen Modells demonstriert wird. Zusétzlich sollen Unterschiede zwischen einer
Lagerung mit EHD- und einer Lagerung mit Hertz-Kontakten dargelegt werden.

1.3 Aufbau der Arbeit

Die Arbeit ist den Zielen entsprechend in zwei Teile untergliedert: Im ersten Teil werden
Kontaktmodelle vorgestellt; im zweiten werden Systeme mit EHD-Kontakten hinsichtlich
ihres nichtlinearen Schwingungsverhaltens untersucht.

[Teil T beginnt mit der Beschreibung des EHD-Linienkontaktes (Kapitel 2)). Zur kompakten
Formulierung und zur Reduktion der Parameterzahl wird eine dimensionslose Schreibwei-
se eingefiihrt. Aus dem EHD-Kontakt wird in der hydrodynamische Kontakt
abgeleitet, was auf der Vernachldssigung der elastischen Deformation und der Annahme
konstanter Viskositdt und konstanter Dichte beruht. In diesem Fall kénnen analytische
Losungen und Néherungen bestimmt werden. Dabei wird eine moglichst kleine Parame-
teranzahl benotigt, was durch die zuvor eingefithrte dimensionslose Notation gegeben
ist. Fiir spétere Herleitungen und Vergleiche wird der Hertz’sche Kontakt in
vorgestellt. Die numerische Auswertung des EHD-Kontaktes erfolgt in sowohl
fiir kleine als auch fiir grofe Lasten. Dabei ist unter anderem eine Skalierung der Kontakt-
breite mithilfe der zuvor diskutierten Hertz- beziehungsweise HD-Kontakte notwendig.

Vereinfachte EHD-Kontaktmodelle werden in entwickelt und validiert.

In [Teil 11l werden schwingungsfihige Systeme mit EHD-Kontakten untersucht. Dazu wer-
den in Grundlagen dynamischer Systeme zusammengefasst. Einfithrend werden
nichtlineare Schwingungsphénomene eines Einmassenschwingers mit einem EHD-Kontakt
in beschrieben. Hierfiir wird das vereinfachte Kontaktmodell verwendet. Die
Ergebnisse werden mithilfe einer numerischen Auswertung (Finite-Elemente-Methode) der
EHD-Gleichungen validiert. Des Weiteren werden in die Besonderheiten eines
Einmassenschwingers mit zwei EHD-Kontakten vorgestellt. Dies geschieht im Hinblick auf
das in betrachtete Zylinderrollenlager. Hierbei treten zusétzlich zu den zuvor
beobachteten nichtlinearen Phdnomenen quasiperiodische und chaotische Losungen auf,
die detailliert untersucht werden.

Abschlieflend werden die Ergebnisse dieser Arbeit zusammengefasst und weiterfithrende
Fragestellungen vorgeschlagen.






Teil |

Modellierung von Kontakten

In diesem Teil werden zunéchst die Grundgleichungen der Elastohydrodynamik formuliert,
deren numerische Implementierung eine passende Skalierung der Kontaktbreite erfordert.
Dazu werden der hydrodynamische und der Hertz’sche Kontakt benétigt, die ebenfalls
vorgestellt werden.

Die numerische Auswertung des EHD-Kontakts erfordert einen hohen Rechenaufwand —
insbesondere bei Systemen mit mehreren Kontakten. Eine detaillierte Untersuchung von
nichtlinearen Schwingungen dieser Systeme erscheint ohne Reduktion der Rechenzeit nicht
praktikabel. Daher wird ein vereinfachtes EHD-Modell eingefiihrt, das auf dem hydrody-
namischen Kontakt mit starren Kontaktpartnern und dem trockenen Hertz’schen Kontakt
basiert. Abschlieflend wird das vereinfachte EHD-Modell validiert.






2 Elastohydrodynamischer Kontakt

Die Beschreibung des EHD-Linienkontakts erfolgt anhand des in darge-
stellten Modells: Zwei Korper, die mit den Indizes j = 1, 2 gekennzeichnet sind, werden mit
der langenbezogenen Kraft F' gegeneinander gedriickt. Die Kraft ist auf die Kontakttiefe
(2-Richtung) bezogen und hat daher die Einheit N/m. Die Kérper besitzen die Elasti-
zitdtsmoduln Ej, die Querkontraktionszahlen v;, die Radien 7; in der Kontaktstelle und
die Massen m,;. Sie sind in y-Richtung verschiebbar gelagert und bewegen sich so, dass
sich beziiglich der deformierten Oberfliche die Tangentialgeschwindigkeiten U; einstellen.
Der Kontakt wird mit einem Fluid der Viskositdt n und der Dichte p geschmiert, sodass

F
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(a) Allgemeiner EHD-Kontakt (b) Reduzierter EHD-Kontakt

Abbildung 2.1: EHD-Kontakt. Oberflache der Kontaktpartner:
undeformiert - — -, deformiert , Approximation durch Parabel

sich aufgrund der Relativbewegung der Kontaktpartner ein hydrodynamischer Schmier-
film aufbaut. Bei hohen Driicken verformen sich die Kontaktpartner, wodurch sich die
Spaltgeometrie andert. Dies hat einen entscheidenden Einfluss auf den Druckautbau.

Die Modellierung erfolgt unter der Annahme kleiner Deformationen im Vergleich zu den
Korperabmessungen. Damit beschreibt die Hohe hg; in guter Naherung die Verschiebung
des jeweiligen Korperschwerpunktes.
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Die Schmierspalthdhe setzt sich aus der Summe der undeformierten Konturen h,,;(z) und
der elastischen Deformationen v;(z) zusammen. Die undeformierte Kontur mit dem Ra-

dius r; im Kontaktpunkt kann, wie aus ersichtlich ist, in guter Naherung

durch einen parabolischen Verlauf beschrieben werden:

122
h“j(.??) = hoj + 5; . (2'1)

Die gesamte Spalthohe fiir glatte Oberflichen lautet

122 122 122

h(l’) = h[)l -+ h02 + 571 + 572 + 1)1(1’) —+ UQ(I) = ho —+ 5? + U(I) . (22)
Dabei bezeichnet hg = hg; +hgo die Starrkérperposition, v = v, +wv5 die elastische Deforma-
tion und R den reduzierten Radius. Werden zusétzlich der reduzierte Elastizitatsmodul E*
und die reduzierte Masse m eingefiihrt, so gentigt die Betrachtung des reduzierten Modells,
das in dargestellt und zu dem zuvor beschriebenen fast dquivalent ist[l Die
reduzierten Grofien sind definiert durch

11 1 1 1—02 112 1 1 1
4= = ; — =+ —. 2.3
R 1 +T27 E~ E1 + E2 ’ m mq +m2 ( )

Die Definition der reduzierte Masse lasst sich wie folgt begriinden: Die Bewegungsgleichun-

gen des in dargestellten Modells lauten
mlfl(n—FK:—F, mghog—FK:—F, (24)
wobei mit Fx die Kontaktkraft bezeichnet wird. Mit hg = hg; + hop folgt

. . . 1 1 Fyx — F
hO:h01+h02:(FK_F) (+> = Km

my o
N————

, (2.5)
=1/m

sodass die Bedeutung der reduzierten Masse m ersichtlich wird.

2.1 Reynoldsgleichung

Die Reynoldsgleichung beschreibt das Verhalten des Fluids im EHD-Kontakt. Sie wird im
Folgenden ausgehend von der Kontinuitéit, der Impulsbilanz und dem Konstitutivgesetz
fiir inkompressible Newton’sche Fluide hergeleitet [109]. Mithilfe von geeigneten Randbe-
dingungen und Vereinfachungen kann die Geschwindigkeit v des Fluids eliminiert werden,
sodass die Reynoldsgleichung nur noch den Druck p als Unbekannte enthélt.

! Die Aquivalenz muss abgeschwiicht werden, da die Starrkérpermode des Systems aus
im reduzierten System nicht abgebildet wird.

12
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2.1.1 Herleitung

Die Kontinuitatsgleichung fiir ein kompressibles Fluid mit der Dichte p und der Geschwin-
digkeit v lautet

dp

5 +div(pv) =0. (2.6)

Die Impulsbilanz l&sst sich in lokaler Form als
po = pf +dive (2.7)

schreiben. Dabei sind f die Volumenkrifte, o der Cauchy’sche Spannungstensor und o die
materielle Zeitableitung der Geschwindigkeit. Fiir ein inkompressibles Newton’sches Fluid
lautet das Konstitutivgesetz

o=—pl+2nD (2.8)
wobei D den symmetrischen Anteil des Geschwindigkeitsgradienten bezeichnet:
1
D=— (grad'v + gradTv> . (2.9)
2
Mithilfe der fir konstante Viskositdt und konstante Dichte geltenden Identitét

dive = div (- pI +27D) = —~Vp+nAv (2.10)

ergeben sich aus der [[mpulsbilanz (2.7)| die Navier-Stokes-Gleichungen

p0 =pf —Vp+nAv (2.11)

fiir Newton’sche und inkompressible Medien @] Dabei werden der Nabla-Operator V und
der Laplace-Operator A verwendet, die in kartesischen Koordinaten in der Form

o 9 o\ »? P P

geschrieben werden konnen.
Um von den [Navier-Stokes-Gleichungen (2.11)|und der [Kontinuitat (2.6) zur Reynoldsglei-
chung zu gelangen, miissen weitere Annahmen getroffen werden [87, [109]:

1. Es liegt ein schmaler Spalt mit vernachlassigbarer Krimmung vor. Daraus folgt:

e Unter Verwendung eines kartesischen Koordinatensystems fallt

die ,,Ebene des Fluidfilms“ mit der (z,z)-Ebene zusammen.

e Das Langenverhéltnis € = L,/L,, ist klein, wobei mit L,, und L, charakte-
ristische Langen der (x,z)-Ebene beziehungsweise der Filmhohe in y-Richtung
bezeichnet werden. Fiir typische Anwendungen gilt e = O(1073).

13
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Va

Uz

Wi

Uy

.y
-

xT

Abbildung 2.2: Geschwindigkeiten der Kontaktpartner

2. Volumenkrifte f und Trégheitskréfte p %’ des Fluids sind vernachlassigbar.

3. Die Stromung ist laminar.

Damit vereinfachen sich die [Navier-Stokes-Gleichungen (2.11)[ zu

Vp=nAv, (2.13)

wobei v = (u,v,w) die Geschwindigkeiten des Fluids in z,y- und z-Richtung bezeich-
nen. Mithilfe des kleinen Parameters ¢ = L,/L,, kann eine dimensionslose Schreibweise
eingefithrt werden, womit weitere kleine und damit vernachlassigbare Terme identifiziert
werden konnen. Die Langen L,, und L, ergeben dimensionslose Koordinaten von gleicher
Groflenordnung:

—_

Y N z
= - , Z= . 2.14
v € L. Ly ( )

<
I

T =

h‘@

sz ’
Analog werden die Geschwindigkeiten durch den Bezug auf V,, und V,, transformiert:

U ~ v 5 w
0= — w =

Veo |20 Vio

= (2.15)
Die dimensionslosen Geschwindigkeiten sollen ebenfalls von gleicher Gréflenordnung sein.
Hierfir wird in Verbindung mit der inkompressiblen [Kontinuitatsgleichung (2.6)| ein Zu-
sammenhang zwischen V., und V, abgeschatzt:

ou  V, 9 0w
9u v 0w _ V.= eV, . 2.1
9 Teviog toz 0 T V=l (2.16)

Die vereinfachten [Navier-Stokes-Gleichungen (2.13)|lauten in dimensionsloser Notation

EpL,, 0p , (0% 0% 0%
9P _ 2.1
WV, 0z < \oz o) Tap (2.172)
EpLy, 0p (0% 0% y, %0
P _ 2.17b
Ve 07 o To) T o (2.17b)
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EpLy, Op (P O 0w
b A S Wi -— 2.17
nv.. 0z < o "oz ) T op (2.17)
wobei mit p = p/p der dimensionslose Druck definiert ist. Fiir ¢ — 0 wére p nicht mehr in
den Gleichungen enthalten. Die drei Navier-Stokes-Gleichungen und die Kontinuitét miiss-

ten durch drei unbekannte Geschwindigkeiten erfiillt werden. Um diese Unbestimmtheit
zu umgehen, wird p o< 1/€% angenommen, womit sich das sinnvoll gestellte Problem

dp Opu  Opv  Jpw

E+87 87y+§:07 (2.18&)
op _ du op  Pw

dp

ay =" (2.18¢)

ergibt. Aus [Gleichung (2.18¢c)| folgt, dass der Druck p = p(z, z) nicht von y abhéngt und
somit tiber der Spalthohe konstant ist. Damit kénnen die|Gleichungen (2.18b)|leicht nach y
integriert werden:

1 dp 2
27}8

1(‘3p2

K% K%
+ 1y+ 2 277(9

+ Ky + KY . (2.19)
Die Integrationskonstanten KT bis K% werden durch die Haftbedingung an den angren-
zenden Flachen bestimmt. Die Geschwindigkeiten Uy, V4 und Us, Vs der beiden Kontakt-
partner sind in visualisiert. Die Komponenten V; und V; sind parallel und
zeigen in y-Richtung. Die Anteile U; und U, sind tangential zur betrachteten Stelle: U
ist parallel zur x-Achse und U, schlieft mit ihr den als klein angenommenen Winkel o ein
(v = tana = Oh/0x, cos a = 1). Daraus ergeben sich sechs Randbedingungen:

wy=0)=U, uly="h)=Us,, (2.20a)
oh

viy=0)=W, v(ly=h)~Vy+ Ug% , (2.20Db)

w(y=0)=0, wly=h)=0. (2.20c)

Die Anpassung der |Gleichungen (2.19)|an die [Randbedingungen (2.20a)| und |(2.20c)| liefert
die Geschwindigkeiten in z- und z-Richtung:

1 op
%%(J — hy) + (U2—U1) +U,

1 dp

T 0z (221)

Um die Reynoldsgleichung in ihrer bekannten Form darzustellen, wird die Kontinuitats-
gleichung |(2.6)| iiber die Spalthohe gemittelt:

h@zt) (dp  Opu  dpv  dpw _
J (aﬁ or oy T om ) W0 (222)
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Die Dichte wird spater in Abhangigkeit des Drucks ausgedriickt und hangt daher ebenfalls
nicht von y ab: p = p(p(t,x,z)). Einsetzen der Geschwindigkeiten u und w aus den
Gleichungen (2.21)|in die [gemittelte Kontinuitatsgleichung (2.22)| liefert unter Beachtung
der [Randbedingungen (2.20b)| die Reynoldsgleichung:

o [ op] , 0 (o0
n Or

67
Ox

)
+12p (Ve — Vi) + 128—';h . (223)

ox 0z | n 0z

Im Folgenden wird der sogenannte Dehnungsterm phaUé;rUQ =~ 0 vernachlassigt, da von

steifen Kontaktpartnern ausgegangen wird [97]. Bei der Untersuchung von Linienkontakten
entfallen die Ableitungen nach z. Mit V5 — V3 = 9h/0t und der Definition der hydrodyna-
mischen Geschwindigkeit U = U; 4 Us folgt die eindimensionale Reynoldsgleichung

0 [ph?op .. Oph Oph

2.1.2 Giiltigkeit der Reynoldsgleichung

Die Darstellung der [Navier-Stokes-Gleichungen (2.11)|setzt konstante Dichte und konstan-
te Viskositdt voraus. Bei der Mittelung der [Kontinuitatsgleichung (2.22)[ wird hingegen
eine druck- beziehungsweise ortsabhédngige Dichte zugelassen. Dariiber hinaus wird iibli-
cherweise bei der Berechnung des EHD-Problems in die [Reynoldsgleichnung (2.24)| eine
druckabhéngige Viskositét eingesetztﬂ Letztere Inkonsistenz wurde von Rajagopal und
Szeri diskutiert @] Sie schlugen eine modifizierte Reynoldsgleichung vor — jedoch unter-
scheiden sich die Ergebnisse in Bezug auf den Druck von EHD-Kontakten nicht signifikant.
Des Weiteren verglichen Almqvist et al. ﬂﬂ] Losungen der Reynoldsgleichung mit nume-
rischen Losungen der Navier-Stokes-Gleichungen im Kontext von EHD-Problemen und
fanden ebenfalls exzellente Ubereinstimmung, sodass in dieser Arbeit die vorgestellte und
weit verbreitete Reynoldsgleichung verwendet wird.

2.1.3 Randbedingungen

Die Reynoldsgleichung kann als partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung im Druck
betrachtet werden, sodass zur vollsténdigen Beschreibung des Problems entsprechende

Randbedingungen angegeben werden miissen, siche ﬂ@] und [Abbildung 2.3

Ein erster Ansatz stammte von Sommerfeld |:

p(—00) = p(oc0) =0. (2.25)

Diese Randbedingungen wurden im Hinblick auf Gleitlager formuliert und geben das phy-
sikalische Verhalten nur unzureichend wieder. Sobald der Druck unter den Dampfdruck
oder den Sattigungsdruck fillt, verdampft das Fluid oder werden geloste Gase freigesetzt.

! Eine konsistente Herleitung der generalisierten Reynoldsgleichung fiir variable Dichte und variable
Viskositit ist méglich [d, [8d).
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T Sommerfeld
TE = = = Gumbel
A ‘ Reynolds
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Abbildung 2.3: Randbedingungen

Die bei Sommerfeld-Randbedingungen auftretenden hohen negativen Driicke kénnen da-
her nicht iibertragen werden. Da Dampf- oder Sattigungsdruck p.., wesentlich kleiner als
die im konvergierenden Spalt tiblichen Kontaktdriicke sind, kann p., =~ 0 angenommen
werden. Damit lasst sich eine Zwangsbedingung im Druck formulieren:

P 2 Peav =0 . (2.26)

Werden die negativen Driicke zu null gesetzt, ergeben sich die von Giimbel ﬂﬁ] vorgeschla-
genen Randbedingungen

p(—00) =p(0) =0. (2.27)

Die Giimbel-Randbedingungen — auch Halb-Sommerfeld genannt — bilden zwar die Physik
nicht exakt ab, geben aber dennoch entscheidende Einblicke, da analytische Losungen
moglich sind.

Die sogenannten Reynolds-Randbedingungen wurden von Swift M] und Stieber M}
mathematisch formuliert:

dp

o), =0. (2.28)

p(—OO) =0 ) p($f7') = Peav = 0 )

T

Dabei wird mit zy, die Stelle des Filmaufrisses (engl.: film rupture) bezeichnet. Diese Stel-
le ist a priori unbekannt und fiihrt daher auf ein freies Randwertproblem. Die Reynolds-
Randbedingungen zeigen gute Ubereinstimmung mit Experimenten und erfiillen, im Ge-
gensatz zu den davor genannten, die Kontinuitdtsgleichung am Austritt.

Die allgemein giiltigen Jakobsson-Floberg-Olsson-Randbedingungen erfiillen die Kontinui-
tétsgleichung zusétzlich am Eintritt und berticksichtigen Gebiete mit Mangelschmierung

,E} Sowohl im statischen als auch unter bestimmten Voraussetzungen im transienten
Fall sind Jakobsson-Floberg-Olsson- und Reynolds-Randbedingungen am Austritt iden-
tisch @, @] Die Reynolds-Randbedingungen sind vergleichsweise einfach zu implemen-
tieren und werden daher in dieser Arbeit verwendet.
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2.2 Elastostatik

Zur Bestimmung der Deformation der Kontaktpartner infolge des hydrodynamischen
Druckes werden die lineare Elastizitatstheorie sowie homogene und isotrope Korper an-
genommen. Aufgrund der Beschrankung auf Linienkontakte mit unendlicher Ausdehnung
ergibt sich ein ebener Verzerrungszustand. Die Berechnung der elastischen Deformation
erfolgt quasistatisch, sodass die Tragheitskrafte infolge der Deformation vernachléssigt wer-
denl Zur Beschreibung der Starrkérperbewegung wird, wie bereits durch
beschrieben, die Trigheitskraft der Masse m beriicksichtigt.

Zur numerischen Auswertung des EHD-Modells mittels FEM wird eine Struktur quadra-
tischen Querschnitts mit der Kantenldnge ¢, betrachtet (Abbildung 2.4). Sie wird unten
fest eingespannt und oben mit dem Fluiddruck belastet. Die Deformation v in y-Richtung
beeinflusst die Spalthéhe in der Reynoldsgleichung.

7 S () >
z
v |

ést

gst

P

A 4

7772727777 727272777

Abbildung 2.4: EHD-Modell

2.3 Viskositat, Dichte und Kraftegleichgewicht

Das elastohydrodynamische Problem besteht im Wesentlichen aus der Reynoldsglei-
chung und den Gleichungen der Elastostatik (Abschnitt 2.2)). Dabei werden stets
Reynolds-Randbedingungen zugrunde gelegt. Zusatzlich sind weitere Beziehungen
notwendig: druckabhédngige Dichte, druckabhéngige Viskositdt und Kréftegleichgewicht
zwischen Druck und Kontaktkraft. Die Temperatur wird als konstant angenommen, sodass
der Energieerhaltungssatz fiir das Fluid nicht ausgewertet werden muss.

Bei hohen Driicken muss insbesondere die Viskositdt druckabhéngig modelliert werden, da
sich diese um mehrere Groflenordnungen dndert. Das erste weit verbreitete Viskositéatsge-
setz wurde von Barus entwickelt [3]:

ne = noe™” . (2.29)

! Die zugrunde liegenden Gleichungen sind in aufgefiihrt.
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Dabei ist ng die Viskositét bei Umgebungsdruck und Betriebstemperatur und « ein Druck-
Exponent. Das Viskositédtsgesetz von Barus ist besonders einfach und fiihrt auf eine elegan-
te dimensionslose Schreibweise fiir EHD-Probleme, die in [Abschnitt 2.4] vorgestellt wird.
Die Formel von Barus ist nur bis zu moderaten Driicken giiltig [43]. Daher wird in dieser
Arbeit das exaktere Viskosititsgesetz von Roelands

MR = 1o exp Kln”‘) + 9.67) ({1 + 5.1-10*95}2 - 1)} (2.30)

Pas a

verwendet, wobei z als Druck-Viskositédts-Index bezeichnet wird [90]. Dieser liegt fiir gén-
gige Ole im Bereich z = 0.4. .. 1.
Die Druckabhéangigkeit der Dichte wird mit der Beziehung von Dowson und Higginson

14+2.3p/GPa

— 2.31
14+ 1.7p/GPa (2:31)

P = Po
modelliert, wobei po die Dichte bei Umgebungsdruck und Betriebstemperatur darstellt [27].
Die Dichte variiert in der Grofienordnung von 25 %, sodass nur kleine Einfliisse zu erwarten
sind. Unter anderem wird die Hohe der Druckspitze reduziert, wodurch sich die numerische
Auswertung vereinfacht.

Zur vollstandigen Beschreibung des Kontaktproblems wird ein Kréftegleichgewicht zwi-
schen dem Druck p und der Kontaktkraft Fj formuliert:

F = /jo pd . (2.32)

2.4 Dimensionslose Notation

Zur kompakten Darstellung des EHD-Problems und zur effizienten Validierung vereinfach-
ter Modelle wird eine dimensionslose Notation eingefiihrt. Bereits 1959 konnte Blok@ das
EHD-Problem mit zwei Parametern charakterisieren. Auf Koetdl gehen die heute tiblicher-
weise verwendeten Groflen Last W und Schmiermittelparameter L zuriick:

F <2R0E*>1/2

(2.33)

- 2RoE* \ nolUo

2R0E*>1/4
00U ’

L = 2aFE* <

Dabei ist Uy eine konstante Geschwindigkeit, die in Verbindung mit einer zunéchst beliebig
von der Zeit abhingenden Funktion ¥y die hydrodynamische Geschwindigkeit U ergibt;
eine analoge Formulierung gilt fiir den Radius:

U=yl R = xRy . (2.34)

! Die Arbeiten von Blok (Correlational review of theoretical and experimental data on elasto-
hydrodynamic lubrication, Technische Hogeschol Delft, 1959) und Koets (A Survey of the isothermal theory
of elastohydrodynamic lubrication, Univ. Technol. Rept. Delft, 1962) sind in keiner deutschen oder auslin-
dischen Bibliothek nachgewiesen und konnten daher nicht gesichtet werden. Die entsprechenden Aussagen
sind von Dowson und Higginson tibernommen [27].
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Moes konnte mithilfe der optimalen Ahnlichkeitsanalyse zeigen, dass mindestens zwei Pa-
rameter zur Beschreibung des Problems notwendig sind und daher keine weitere Reduktion
der Parameteranzahl méglich ist HE]

Die langlichen Ausdriicke fiir W und L kénnen mithilfe der dimensionslosen Grofien von
Dowson und Higginson tibersichtlich dargestellt werden ﬂﬁ} Die Geschwindigkeit U, die
Last W und der Materialparameter G wurden von Dowson und Higginson eingefithrt und
werden im Hinblick auf schwingende Systeme um die dimensionslose Masse M ergénzt:

nOUO F % mUo
- W=__ = 20F - .
AR E* 2R, E* § =2k, M= T

(2.35)

Dabei bezeichnet m eine auf die Lénge des Linienkontaktes bezogene spezifische Masse mit
der Einheit kg/m. Mit den Parametern von Dowson und Higginson lassen sich W und L
kompakt darstellen; zusatzlich kann eine zu W und L passende Masse M definiert werden:

W= % , L=g U\, M= M (2U)"* . (2.36)

Zur dimensionslosen Beschreibung des EHD-Kontaktes werden Spalthohe H, Starrkorper-
position Hy, zentrale Spalthohe H,., Deformation V', Deformation A im Kontaktzentrum,
Koordinate X, Druck P, Zeit 7, Viskositiat n und Dichte p eingefiihrt:

h h he )
H:T, .HOZT, HC:%, A:T7 V:g7
x=% p= r=t. oa=l, =l
T D t o Po

Dabei gilt h = Ry (2U)"?, & = Ry 2U)"*, p = 2E* (2U)"* und ¥ = &/U.

2.4.1 Reynoldsgleichung, Elastostatik und Kraftegleichgewicht
Die [Reynoldsgleichung (2.24) und die [Spalthohe lassen sich mit den dimensionslosen

Grofen des vorigen Abschnitts vereinfachen:

o [pH?OP] OpH OpH _ X?
M{ﬁaX}GﬁU o T2 H—H0+E+V. (2.38)

Die elastische Deformation kann mithilfe der [Fundamentallosung (A.17)| eines mit einer
Linienlast beaufschlagten Halbraums bestimmt werden. Das dabei zugrunde liegende Fal-
tungsintegral lasst sich direkt in die dimensionslose Notation iiberfithren. Werden hingegen
die in beschriebenen Gleichungen der Elastostatik numerisch ausgewertet,
so muss beispielsweise die Querkontraktionszahl vorgegeben werden. Im Rahmen dieser
Arbeit wird v = 0.3 gewéhlt.

Das [Kraftegleichgewicht (2.32)[ lautet in dimensionsloser Form

W= /Oo PdX . (2.39)
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2.4.2 Neue dimensionslose Formulierung von Viskositat und Dichte

Zur vollsténdigen Beschreibung des EHD-Problems miissen abschlieflend die Viskositat und
die Dichte in eine dimensionslose Form gebracht werden. Fiir die Viskositdt nach Barus

aus gilt

g = 12 = ¢oP = P (2.40)
Mo

Die Viskositdt nach Roelands aus lasst sich nicht ohne weitere Annahmen
in eine dimensionslose Notation iiberfithren, da die Viskositét 1y und der Druck p durch die
entsprechenden Einheiten dividiert werden — beispielsweise im Term In (1, /Pas). Bisherige
Publikationen verzichten auf eine vollstdndige dimensionslose Notation. Sie miissen neben
den Parametern W und L auch den Druck-Viskositats-Index z und die dimensionsbehaftete
Viskositat ng zur vollstandigen Charakterisierung des EHD-Problems angeben.

Im Hinblick auf spétere Validierungen erscheint eine weitere Reduktion der Parameterzahl
sinnvoll. Daher wird eine neue Modifikation des Roelands-Gesetzes vorgeschlagen, sodass
der Druck nur als Produkt ap auftritt.

Ein Zusammenhang zwischen o aus der Barus-Formel und 7y und z aus dem Roelands-
Gesetz ldsst sich mit der Forderung der gleichen Steigung dn/dp bei p = 0 herstellen:

1
a=51-10"" z(ln % + 9.67> o (2.41)

Damit lautet die Viskositiat nach Roelands:

o ap :
= 1 : 1 1] . 2.42
R = 7o €XP K npo-+9 67) ({ i Pas § 9.67)} ﬂ (2.42)

Um 7 zu eliminieren, wird der folgende Term fiir den Bereich ny = 0.001 ... 1 Pas gemittelt:

1
<ln S/LR 9.67) ~ - Kan.OOl + 9.67) + <1n1 + 9.67)] ~ 6.2 (2.43)
Pas 2

Mit der Einfithrung eines neuen Exponenten Z = Z(ny, z) folgt

z
_ LP
773 ~ exp [62 ({1 +622} — 1)

Die Viskositdten von Roelands und Barus sind in exemplarisch fiir
1o = 0.01 Pas und z = 0.6 dargestellt. Die neue Naherung der Roelands-Viskositat aus

liefert mit Z = 0.57 ausgezeichnete Ubereinstimmung. Zur Bewertung
der Giite der Niherung wird der Parameterbereich z = 0.4...1 und 79 = 1073...10° Pas

untersucht. Dabei wird die jeweils maximale Abweichung betrachtet, die zwischen der

(2.44)
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Viskositit nach Roelands und der dimensionslosen Niherung im Bereich p = 0...5-10° Pa
auftritt. Der relative Fehler

1 er ] approzx
Mg — MR (2.45)
In ng
beziiglich der Logarithmen der exakten Viskositit % und der Naherung ng?™** ist in

gezeigt und liegt maximal bei ungefihr 4 %.

109
< S 0.04
= A
=10t = 0.03
s} =
= = 0.01 Pas = 2
o 1o = 0.01 Pas = 0.0
g 2=06 = 0.01
- Z=0.57 =
10°¢ Y,
0 1 2 3 4 5 1073 102 107! 10°
Druck p [Pa] x10° Viskositat 7y [Pas]
(a) Viskositét: Barus, Roelands, (b) Maximaler relativer Fehler in Inngr (Roelands,
O Approximation der Roelands-Viskositét Bereich p = 0...5-10° Pa).

z: 0.4, 0.8, 0.9, 1

Abbildung 2.5: Vergleich der Viskositdten: Barus, Roelands und neue dimensionslose Ap-
proximation der Roelands-Viskositét

Der Zusammenhang zwischen neuem und altem Exponenten Z beziehungsweise z ist fur

ausgewéahlte 7y in gezeigt.

1
o — 100
i
% EO 0.6 -2
E Qj o — 1) = 107" Pas
= —— 1 = 1073 Pas
0'20.4 0.6 0.8 1

Exponent z von Roelands

Abbildung 2.6: Zusammenhang zwischen 7, z und dem neuen Exponenten Z
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Fiir die dimensionslose Schreibweise der Dichte aus ergeben sich prinzipiell
die gleichen Schwierigkeiten wie bei der Viskositét, weshalb ein neuer Ansatz vorgeschlagen

wird:

1+ 29 0p  140085P

p:1+$|_p_ 1+0.0595 P

(2.46)

Die Konstante K7 wird mithilfe einer Regressionsrechnung bestimmt. Zur Bewertung der

Giite der gendherten Dichte wird diese in [Abbildung 2.7/ mit der Formulierung von Dowson
und Higginson verglichen. Da das Gesetz von Dowson und Higginson empirisch ermittelt
wurde, erscheint die neue dimensionslose Formulierung ausreichend genau zu sein.

1.3}
1.25¢

—_
[N}
T

1.15}

Dichte p/po

—_
—_
T

1.05 Dowson und
—— Higginson

0 1 2 3 4 )
Druck p [Pa) x10°

Abbildung 2.7: Vergleich der Dichte von Dowson und Higginson mit der neu entwickelten
dimensionslosen Formulierung
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3 Hydrodynamischer Kontakt

Ein Kontakt wird im Rahmen dieser Arbeit als hydrodynamisch (HD) bezeichnet, wenn
die Kontaktpartner starr sind und das Fluid isoviskos und inkompressibel ist. Damit ver-
einfacht sich der Schmierspalt zu

2

H:Hc aa
* o0n

(3.1)
wobei unter H, die Filmhohe im Kontaktzentrum zu verstehen ist. Mit ¥J5 wird eine mog-
liche Zeitabhéngigkeit des Kontaktradius beschrieben, wie sie beispielsweise zwischen No-
ckenwelle und Sto8el auftritt. Fiir die Dichte und die Viskositét ergibt sich n = p = 1.
Dadurch vereinfacht sich die [Reynoldsgleichung (2.38);

o [ ,0oP]  OH __0H. X0V
M{Hax}ﬁﬁvaf”&%a«

(3.2)

Hierbei gilt insbesondere 22 = 9He _ X7 9% 11y Folgenden werden Losungen fiir unter-
or or 207 Ot

schiedliche Randbedingungen vorgestellt.

3.1 Annaherung ohne Tangentialgeschwindigkeit

Eine Annédherung der Kontaktpartner wird unter Vernachldssigung der Tangentialge-
schwindigkeit (Jy = 0) betrachtet. Dabei wird zusétzlich ein konstanter Radius angenom-
men (Jg = 1). Es werden die [Sommerfeld-Randbedingungen (2.25)| zugrunde gelegt, die
wegen der symmetrischen Problemstellung zu

oP

aix‘xzo - (3-3)

aquivalent sind [63]. Die Integration der [Reynoldsgleichung (3.2)| ergibt den Druckver-
lauf P,, und die Kontaktkraft W,,, bei reiner Annaherung (engl.: normal approach) [16]:

24 0H, 7
Po=——— 67 Wna:/PnadXZ_
(2H, + X2 or ]

3nvV/2 0H,
W? . (3.4)

Die Kraft W,,, wird in dieser Arbeit ausschliefllich zur Ableitung einer Approximation der
transienten Losung in [Abschnitf 3.3.1] genutzt. Daher wird auf eine Diskussion moglicher
negativer Driicke beziehungsweise Krafte verzichtet.
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3.2 Giimbel-Randbedingungen

Die Reynoldsgleichung kann mit Giimbel-Randbedingungen P(—o0) = P(0) = 0 analy-
tisch gelost werden. Im statischen Fall, das heifit konstante Last W, konstante hydrodyna-
mische Geschwindigkeit U und konstanter Radius R, lauten die Druckverteilung und die
Normalkraft
po__ % w2 (3.5)
(2H. + Xx?) H.

Die Stelle X747 des maximalen Druckes Pjia* ergibt sich aus der Bedingung 0P/0X = 0:

4 max 3f
W Pip = = W2 (3.6)

Xpp = —
Der hydrodynamische Kontakt stellt eine N&herung von schwachbelasteten EHD-
Kontakten dar. Dabei kénnen mit Xj#3" und Pif¥ der maximale Wert und die ortliche
Ausdehnung des EHD-Druckes abgeschitzt werden. Die Abschitzung wird in

genutzt, um eine fiir die numerische Losung geeignete Schreibweise zu formulieren.

3.3 Reynolds-Randbedingungen

Zur Erstellung eines vereinfachten EHD-Modells in wird das transiente hydro-

dynamische Kontaktproblem mit [Reynolds-Randbedingungen (2.28)
oP

P(-o0) =0,  P(X;)=0, oo Lo 0 (3.7)

betrachtet, wobei mit Xy, die a priori unbekannte Stelle des Filmaufrisses bezeichnet wird.
Damit liegt ein freies Randwertproblem vor, fiir das keine analytische Losung bekannt ist.
Eine semianalytische Lésung kann in Abhéngigkeit der unbekannten Stelle X, angegeben
werden. Daraus ldsst sich mittels Regression eine geschlossene Approximation der Kon-
taktkraft ableiten [122]. Um die Rechnung tbersichtlich zu halten, wird zur Herleitung
Yy = 9 = 1 angenommen. Im Anschluss wird der allgemeine Ausdruck angegeben.

3.3.1 Semi-analytische Losung

Unter Berticksichtigung der Randbedingung g—)lz . = 0 und mit der Annahme Jy = 9 = 1
fr

ergibt eine einmalige Integration der Reynoldsgleichung

oP 1

OH,
X  H {G(H Hyr)

(X Xfr)} . (38)
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Dabei wird mit Hy, = H(X},) die Filmhohe an der Stelle des Filmaufrisses bezeichnet.
Eine weitere Integration und die Anpassung an die Randbedingung P(—o0) = 0 liefert den
Druck

3v2 OH. X -
3X 0H., 6 0H, 3X .

Mittels partieller Integration kann die Kraft in Abhéngigkeit der noch unbekannten Stel-
le X}, berechnet werden:

X X
0

Xy, P
W:/PdX:XP’ —/dex
e —_— 0X

=0

3 3 (7 X,V X\ 0H.
= 2 2 )T A Ve L Sarctan | 2L . 1
Hy o {\/i + Hy + v/2arctan ( ST 5, (3.10)

Der freie Rand X}, muss aus der verbleibenden Randbedingung P(X},) = 0 numerisch be-
stimmt werden. Um dies bei dynamischen Simulationen mit vielen Kontakten zu umgehen,
wird ein analytischer Ausdruck der Kraft entwickelt. In sind die Stelle X,
des Filmaufrisses und die Kraft Wy in Abhéngigkeit der zentralen Spalththe H, unter sta-
tischen Bedingungen aufgetragen. Eine Regressionsrechnung bestétigt den Zusammenhang

800 3
600 3 Exakt
‘ 2 x 6/H,
b 400 =
1
200
0 0
10° 102 10* 109 10° 102 10* 108
H(J H(ﬁ
(a) Stelle des Filmaufrisses (b) Kontaktkraft

Abbildung 3.1: Hydrodynamischer Kontakt mit 0H./01 =0, 9y = dg =1

zwischen Kraft und Verschiebung, den Martin @] erstmals angegeben hat:

(3.11)

In sind die Stelle des Filmaufrisses und die Normalkraft in Abhéngigkeit
der Verschiebung H, und der Geschwindigkeit 0H,./07 gezeigt. Gesucht ist letztendlich
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5
4000 —= . 2
SOOI ST TA8E 747757
S| N o
3 & 775225204
0 -5
0
-1000 -5 107 -1000 10
0 s 10* 0 - s 10*
500 10° Ty 500 10° g
dH,./dr ¢ dH,./dr ¢
(a) Stelle des Filmaufrisses (b) Kontaktkraft

Abbildung 3.2: Transienter Hydrodynamischer Kontakt mit 9y = Jg = 1

ein Zusammenhang zwischen Kraft W, Verschiebung H, und Geschwindigkeit 0H./0T.
Eine analytische Néherung der Stelle des Filmaufrisses Xy, wiirde diesen liefern, konnte
aber nicht in zufriedenstellender Form gefunden werden. Eine Approximation der Kraft ist
bisher in der Literatur nicht beschrieben und wird im Folgenden skizziert ﬂﬂ]

3.3.2 Neue Regressionsformel fiir transiente Normalkraft

Eine Regressionsformel fiir die Kontaktnormalkraft unter transienten hydrodynamischen
Bedingungen (0H/J7) mit der Einschrankung ¥y = ¥ = 1 wird entwickelt. Dazu wird die
Differenz der transienten und der statischen Kraft aus den Gleichungen [(3.10)] und [(3.11)|
betrachtet. Sie wird mit der Kraft bei Anndherung ohne Tangentialgeschwindigkeit aus
normiert und ergibt das Kraftverhéltnis

W — W,
U= (3.12)

zeigt, dass das Kraftverhéltnis ¥ in guter Naherung als Funktion des Argu-

ments ‘98110 /V/H. beschrieben werden kann und einen sigmoidalen Verlauf aufweist. Mittels

0.5

numerisch
Néherung

Kraftverhaltnis W

0t ‘ ‘
-1000 -500 0 500
o/ VH,

Abbildung 3.3: Kraftverhaltnis ¥ im Bereich H, = 1...105, aafic = —1000...500
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Regression lasst sich ¥ approximieren:

1 2 [3 0H,
\Ilwz{lﬂarctan< o or >} . (3.13)

Die Genauigkeit dieser Naherung ist in dargestellt. Der relative Fehler ist

0.02

0.01}

ot
(=)
wt

relativer Fehler in W

0
-1000 -500 0 500
o /VH:

Abbildung 3.4: Relativer Fehler des Kraftverhaltnisses W

im Bereich H, = 1...10° und % = —1000...500 kleiner als 2%, sodass von einer
ausreichend genauen Naherung ausgegangen werden kann.
Mit dem [Kraftverhéltnis (3.13)| und der Kraft W, aus lautet unter der Annahme
Yy =Yg = 1 die Normalkraft hydrodynamischer Kontakte

V6 3 2 3 0H.\]| 0H,
W—WQ‘F\PWna—E—W l—garctan E or or . (314)

3.3.3 Zeitabhangige Parameter

Bei allgemeinen Kontaktproblemen kénnen sowohl die hydrodynamische Geschwindigkeit
als auch der lokal im Kontakt vorliegende Radius von der Zeit abhdngen. Ein technisch
bedeutsames Beispiel ist der Kontakt zwischen Nockenwelle und Stéfel [24].

Die Kontaktkraft 1asst sich fiir zeitvariante Geschwindigkeiten U = 9y U, und fiir konstante
Radien R angeben. Dazu wird in der dimensionslosen Notation die Geschwindigkeit U an-
stelle von Uy und der Radius R anstelle von R verwendet, sodass die Regressionsrechnung
aus genutzt werden kann. Fiir beliebige ¥y und ¥ mit der Einschrankung
OYr/0T = 0 folgt damit die Kontaktkraft in der Form

V6 3r (0a\*] 2 Vs [3 0H.\] 0H,
w=>" (2R 1- 2 VIR |2 . 1
w0 = s\ Zean \ S N o )| ar (3.15)
Eine Berticksichtigung eines zeitverdnderlichen Radius ergibt
0H 0H., 1X2%200
_ i} (3.16)

or — or 202 or
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Der bisher unberiicksichtigte Term f%%% wird fir Yy = 0 und 0H./Or = 0 isoliert
untersucht. Die Reynoldsgleichung lautet in diesem Fall

0

% (3.17)

{Hd ap} X2 00

X o
Aufgrund der symmetrischen Problemstellung werden die Randbedingungen P(occ) = 0
und ‘9P ‘ = 0 aus [Abschnitt 3.1 iibernommen. Der Druckverlauf (Abbildung 3.5) und

die Normalkraft ergeben sich zu

(4 2H,  2X! ) D0 205 D0
Py =

4 9k Yr 3.18
H B 02H) or H. or (8-18)

Eine Superposition der Kréafte aus den Gleichungen und|(3.18)|ist mathematisch auf-

Druck Pr

-50 0 50
Ort X

Abbildung 3.5: Druckverlauf bei zeitvariantem Radius und ¥y = 0, 0h./0t = 0.
VR /0OT: 0.5, —0.5

grund unterschiedlicher Randbedingungen nicht zuldssig. Eine Addition des Anteils %WR
zu |Gleichung (3.15)| liefert, wie sich spéter zeigen wird, dennoch akzeptable Ergebnisse.
Damit lautet die Kontaktkraft unter allgemeinen hydrodynamischen Bedingungen

\/> 19R 2 3193 HH ch 6 2’[93 8’193
W= . —Urly — \@ I 1- - arctan 19U — / T or 5 +5 i oo
(3.19)

Der Kraftverlauf ist fiir ausgewdhlte Radiusveranderungen 9¥z/dr7 = —0.1...0.1 in Ab-
bildung Bl dargestellt. Ein Vergleich mit der numerischen Losung des transienten hydro-
dynamischen Problems mit Reynolds-Randbedingungen zeigt unter Berticksichtigung der
Annahmen akzeptable Ubereinstimmung.
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OV¥r/0T = 0.1
—6— 0Up/0T = 0.01
—6— 00p/dr = —0.01
—0— 0Ur/0T = —0.1

O  numerisch (,exakt)
Superposition

D
10° 10! 10? 10° 10* 10°
zentrale Spalthohe H..

Abbildung 3.6: Kraft mit Anpassung an zeitabhéngigen Radius ¥z mit 0H./017 = 0 und
dy =1

3.3.4 Linearisierung der Kontaktkraft

Zur Entwicklung vereinfachter EHD-Modelle in wird eine Linearisierung der
hydrodynamischen Kontaktkraft um 0H./d1 = 0 vorgenommen:

\/6 3 ’L9R 32 aH(- 2191? (919]3
Wy = — —— | = - - 2
=g - p\m) o V@ ar (3.20)
Hierfiir konnen Steifigkeits- und Démpfungskoeffizienten angegeben werden:
oo _Wa V6 N or9y® OH. 3mV20x OVn
=4 H, H2 U o022 HY? OT oHY? o’ o1
del 3 19]{ 3/2 (3 )
Dy=—="—=——F|— .
"Tan, V2 (H)

Dabei stellt der Index ()7 den Bezug zum Fluid her. Die negativen Vorzeichen treten auf,
da H. und Wy, in entgegengesetzte Richtungen definiert sind.
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4 Kontakt zweier elastischer Korper —
Hertz’sche Pressung

In diesem Abschnitt wird die Anndherung zweier homogener, isotroper, elastischer, glat-
ter und in z-Richtung unendlich ausgedehnter Korper bestimmt, die mit der Linienlast
F [N/m] gegeneinander gedriickt werden ([Abbildung 4.Ta)). Es wird ein reibungsfreier Li-
nienkontakt angenommen. Die Kérper besitzen im Kontakt lokal die Radien r;, die Elas-
tizitdtsmoduln E; und die Querkontraktionszahlen v; (j = 1,2).

F
. @
5 2a x
p =~ 7
F
(a) Kontakt zwischen zwei koaxialen Zylindern (b) Aquivalentes reduziertes Problem

Abbildung 4.1: Geometrie, Belastung und Materialkonstanten des Linienkontaktes

4.1 Hertz’scher Druck

Bereits 1882 konnte Hertz den sich zwischen den Kontaktpartnern einstellenden Druckver-
lauf angeben. Die Herleitung erfolgte fiir einen Punktkontakt, der eine elliptische Kontakt-
fliche ausbildet [46]. Den Linienkontakt zwischen zwei Korpern leitete Hertz durch einen
Grenziibergang her, bei dem eine Halbachse der Kontaktellipse als unendlich angenommen
wird [47]. Fiir den Linienkontakt lautet der Hertz’sche Druck

maxr xQ
pr() =Pl =5 . (4.1)
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Dabei sind die halbe Hertz’sche Kontaktbreite und der maximale Hertz-Druck mit

[AFR  2pH**R 2F FE*
_ — mar _ 27 4.2
“ mE* E Pa ma TR (42)
gegeben. Die reduzierten Gréfien Radius R und Elastizitdtsmodul FE* sind in Glei-
chung |(2.3)| definiert und erlauben die Betrachtung des reduzierten Modells, das in

Abbildung 4.1F dargestellt ist (vergleiche [Kapitel 2).

Mit der dimensionslosen Notation aus [Abschnitt 2.4 kann der Hertz’sche Kontakt durch

pi X2 v [W
Py =" = ppar 1 -2 prer — ZH 7
e A? " p 2 (4.3)
a
Y
z S

beschrieben werden.

4.2 Elastische Deformation und Annaherung

Im Gegensatz zum Punktkontakt kann die Anndherung 6 = d; + do der beiden Kérper
beim Linienkontakt aufgrund einer unbekannten Integrationskonstanten nicht eindeutig
bestimmt werden. In der Literatur sind Losungen fir den ,Linienkontakt mit endlichen
Kontaktgebieten“ und sich anschlieBenden elastischen Halbrdumen zu finden ﬂa, @}
Infolge des endlichen Kontaktgebietes bleibt die Last endlich und es ergibt sich eine ein-
deutige Integrationskonstante. Des Weiteren existieren unterschiedliche spezielle Losungen
fiir Linienkontakte, bei denen die Last aufgrund der unbegrenzten Ausdehnung unendlich
grofl wird ﬂa, @, ,@, @] Als konkretes Beispiel sei die Zusammendriickung einer Wal-
ze zwischen zwei Kérpern erwiahnt ﬂﬁL @] Dabei ist die Deformation der Walze aufgrund
der symmetrischen Last eindeutig bestimmbar. Im Folgenden werden die Deformation und
die Anndherung so dargestellt, dass die im Allgemeinen unbekannte Integrationskonstante
physikalisch interpretierbar ist und gleichzeitig einen Zusammenhang zu den speziellen
Losungen erkennen lasst. Die Deformation des j-ten Koérpers wird mit der Deformation
eines mit Hertz’schem Druck belasteten elastischen Halbraums angenahert.

Zunichst wird der Halbraum mit einer Linienlast ¢ in y-Richtung beaufschlagt (Abbil-
dung A2)). Die sich einstellende Deformation qu~ in vertikale Richtung wurde erstmals von
Flamant angegeben [‘ﬁ, @, E] Dabei tritt eine im Allgemeinen unbekannte Integra-
tionskonstante K auf, die insbesondere nicht von x abhingt. Die Deformation ist im
[Anhang AT] (Gleichung (A.17)) hergeleitet und lautet

q -y 2 i
v =0 In (x ) + K7 (4.4)
J
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Abbildung 4.2: Elastischer Halbraum mit Linienlast in y-Richtung

Um die unbekannte Integrationskonstante K7 vorliufig zu umgehen, wird die Ableitung
nach x bestimmt:

2
31}? B I_le

or q TE; x’ (4.5)

Die Ableitung dv;/0x der vertikalen Deformation bei der Belastung durch den Druck py
soll bestimmt werden. Die Berechnung erfolgt mittels Faltung, wozu die Linienlast ¢ durch
die differentielle Last py(s) ds ersetzt wird:

an - oo (91);1
G = 57

— 12 oo
11/]

ds =-2
s o 7oopH(S).7)—8

ds . (4.6)

r—s

Im Rahmen dieser Arbeit werden stets zwei Kontaktpartner betrachtet und damit die
Summe der Deformation beider Korper. Fiir die Summe der Ableitung der Deformationen
beider Korper folgt

Ov  Ovy | Ovy 2 oo
R 0

d 4.7
. ds, (4.7)
wodurch die Definition des reduzierten Elastizitdtsmoduls E* begriindet wird. Die vertikale
Deformation v und deren Ableitung konnen fir Hertz’schen Druck explizit bestimmt wer-
den. Die an Greenwood [37] angelehnte Rechnung kann entnommen werden.
Die vertikale Deformation aus [Gleichung (A.24)| mit der Konstanten K% lautet

1 2?4+ Ki |z] < a

" 2R x2_|x\/x2_a2+a21n<|i+\/(2)2—1>+K§, |z] > a . (48)

2 2
g _ a Lo
K =—3 {1—|—ln <4a2>} .

An der Stelle z = xq gilt stets v(xy) = 0, sodass x eine neue Integrationskonstante mit
physikalischer Bedeutung darstellt. Durch die vorliegende Geometrie und die Randbedin-
gungen wird xg bestimmt.
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Letztendlich ist die Anndherung ¢ der Kontaktpartner von Interesse, das heifit, die Defor-
mation an der Stelle x = 0 (Gleichung (A.25))):

[1 +1In (;%xgﬂ . (4.9)

5=

TE*

Zur weiteren Behandlung des nichtlinearen Kraftgesetzes wird die dimensionslose Notation
aus [Abschnitt 2.4 verwendet. Damit ldsst sich die Anndherung A = §/h kompakt in
Abhéngigkeit der Last W = 71" ausdriicken:

2

X, 2
A=T {1 +1In %OF} mit I'= ;W : (4.10)

Dieser Ausdruck kann mithilfe der Lambert’schen W-Funktion nach der Last W aufgelost
werden M] Sie ist die in gezeigte Umkehrfunktion zu y = ze®. Im Reellen

ot
8 /
I
5 9l \\\ Wo(y)
3 . — W)
S \
= 4t \
; AW ;
0.5-1/e 0 05 1

y = vexp(x)
Abbildung 4.3: Reale Aste der Lambert’schen W-Funktion

treten zwei Aste auf: Der obere wird mit Wy(y) und der untere mit W_;(y) bezeichnet.
Aufgrund des hier vorliegenden Definitionsbereichs ist der untere Ast zu wéahlen. Fiir die

Kraft folgt somit
—TA
4.11
W, (— Adg/XE0) A
wobei e &~ 2.7183 die Euler’sche Zahl darstellt. Die Nachgiebigkeit S der Struktur kann

elegant aus [Gleichung (4.10)] bestimmt werden; die Steifigkeit C? aus

da 2 . X3 dw —m/2
w_ 48 2, 71X o OV . 412
St aw 7 20pW 7 Ca dA 1+ W_ i (—Adg/XEe) (4.12)

W="r=
2

Dabei hiingen S™ und C™ nichtlinear von der Kraft W beziehungsweise von der Verschie-
bung A ab und werden deshalb mit ()™ gekennzeichnet.
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An dieser Stelle soll betont werden, dass die Steifigkeit fiir kleiner werdende Lasten bezie-
hungsweise kleiner werdende Annédherungen gegen null geht:

Cip = lm Ci'=0. (4.13)

st,

4.3 Lineare Naherung

Die Kraft kann, wie in |Gleichung (4.11) gezeigt, mithilfe der Lambert’schen W-Funktion in
Abhéngigkeit der Anndherung dargestellt werden. Dabei treten zwei Schwierigkeiten auf:
Zum einen sind Umformungen, wie sie spater in durchgefiihrt werden, nicht
moglich. Zum anderen ist die Lambert’sche W-Funktion nicht in allen géngigen numeri-
schen Programmen in geeigneter Form verfiigbar. Beispielsweise wird sie von MATLAB®
innerhalb der symbolischen Toolbox bereitgestellt; numerische Auswertungen sind zwar
moglich, aber mit langen Rechenzeiten verbunden.

Daher wird die |Annaherung (4.10)[der Kontaktpartner alternativ durch ein lineares Kraft-
gesetz A = xT' approximiert. Die Linearisierung erfolgt mittels Regression. Dazu wird
das Integral der Fehlerquadrate zwischen der linearen Approximation und der exakten
Annaherung iiber den Bereich I' = 0...[},,, bestimmt:

R Thnae (T — AP dr = Tinae B x21\?
= Y »2dl = Y[ =T |[1+In=0]) dr. (4.14)
0 0 gl

Das Minimum von R? folgt aus der Forderung dR%/dx = 0 und liefert den gesuchten
Parameter

—In(Thnaz) - (4.15)

! %
= 4mae
X=gtnsy

Damit kann die Linearisierung der Deformation angegeben werden:

X2 4 X2
A=T |1+ ~T|(=4+=—InTh.)] . 4.16
{+n19RF} <8+ nﬁR n( )> ( )

In der Literatur werden in Bezug auf EHD-Kontakte maximale Lasten von W a 1000 ver-
wendet. Auf dieser Basis wird im Rahmen dieser Arbeit bei dimensionslosen Ausfithrungen
e = 600 angenommenﬂ Damit ergibt sich die konstante Steifigkeit der Struktur:

/2 . m/2

; N (4.17)
43t —In(Dpee) In5E—5

Cst ~

! Die Linearisierung beziehungsweise x hingt vom Linearisierungsbereich ab. Daher sollte beim Ver-
gleich von dimensionsbehafteten Ergebnissen (bei unterschiedlicher Entdimensionierung) der Linearisie-
rungsbereich nicht durch eine konstante Last I},,, vorgegeben werden, sondern durch eine konstante
dimensionsbehaftete Kraft F,, ...
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1000 ; 0.4
“ B
exakt >z S
EI‘\N = = = : linear C 0.3
= 500 2 0.2
Z P
S < 0.1
= X = 782 =
0 = 0
0 2000 4000 oet 0 2000 4000
Deformation A Deformation A
(a) Kraftverlauf (b) Relativer Fehler der Linearisierung

Abbildung 4.4: Vergleich von exaktem Kraftgesetz mit dessen Linearisierung

Die Qualitdt der linearen Néherung ist in [Abbildung 4.4] dargestellt und mit der exakten

Lésung aus verglichen. Das Kraftgesetz suggeriert ausgezeichnete Uber-
einstimmung (Abbildung 4.4a)). Der relative Fehler bestatigt dies fiir grofe Lastbereiche

((Abbildung 4.4b]). Insbesondere bei hohen Lasten beziehungsweise groen Deformationen
liegt der relative Fehler unter 10 %. Fiir verschwindende Lasten beziehungsweise Deforma-
tionen geht zwar der absolute Fehler gegen null, jedoch wird aufgrund der nicht iiberein-
stimmenden Steifigkeit der relative Fehler unendlich.
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5 Numerische Implementierung des
EHD-Kontaktproblems

Zur numerischen Auswertung des EHD-Kontaktproblems aus wird das kommer-
zielle FEM-Programm CoMSOL MULITPHYSICS® verwendet, das simultanes Losen von
gekoppelten Mehrfeldproblemen erlaubt. Das EHD-Problem besteht aus der Reynoldsglei-
chung und den Gleichungen der Elastostatik, sodass eine Formulierung in den unbekannten
Groflen Druck und Verschiebung nahe liegt. Auf die Implementierung des elastostatischen
Teilproblems wird nicht ndher eingegangen und stattdessen auf die Literatur verwiesen
M, b51).

Die [Reynoldsgleichnung (2.38)| kann als nichtlineare Konvektions-Diffusionsgleichung auf-
gefasst werden. Bei diesem Gleichungstyp kénnen fiir bestimmte Parameter oszillierende
Losungen (engl: spurious oscillations) auftreten, deren Ursprung in der Diskretisierung
und nicht in der Physik liegt. Die Oszillationen lassen sich durch eine stabilisierte Dis-
kretisierung unterdriicken. Zum besseren Verstdndnis der numerischen Oszillationen und
der Stabilisierungsmethoden wird zuéchst eine lineare Konvektions-Diffusionsgleichung be-
trachtet. AnschlieBend wird die Variationsformulierung der nichtlinearen Konvektions-Dif-
fusionsgleichung einschlielich der Stabilisierung vorgestellt.

In dieser Arbeit werden sowohl hoch- als auch schwachbelastete EHD-Kontakte untersucht,
was besondere Anforderungen an die numerische Implementierung stellt: In der Néhe der
Kontaktzone ist eine feine Diskretisierung notwendig, in den verbleibenden Gebieten miis-
sen aus Griinden der Rechendauer gréflere Elemente verwendet werden. Fiir eine adaptive
Vernetzung muss die Grofie des Kontaktgebietes bekannt sein, die sich bei hohen Lasten an
Hertz’schen und bei kleinen Lasten an hydrodynamischen Kontakten orientiert. Zu diesem
Zweck wird eine weitere dimensionslose Notation eingefiihrt.

5.1 Konvektions-Diffusionsgleichung

Die Reynoldsgleichung kann in die Form einer nichtlinearen Konvektions-Diffusionsglei-
chung iiberfithrt werden. Dabei treten beim Standard-Galerkin-Verfahren oder bei Finiten
Differenzen-Verfahren mit zentralen Differenzenquotienten oszillierende Lésungen auf. De-
ren Ursprung ist nicht physikalisch sondern liegt in der Diskretisierung.

Zur Beschreibung der schwachen Formulierung der Reynoldsgleichung und deren Stabili-
sierung wird die nichtlineare eindimensionale Konvektions-Diffusionsgleichung

~(EP) +TP' =@, XeQ=(X.X,) (5.1)

betrachtet |13, 138]. Dabei ist ()’ = d()/dX die Ableitung nach X. Das offene Intervall
mit den Grenzen X, und X, wird mit €2 bezeichnet. Der Diffusionskoeffizient K, die Kon-
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vektionsgeschwindigkeit T und der Quellterm @ héngen im Falle der Reynoldsgleichung
nichtlinear von X, P und V ab. Den Quellterm in

Q=0Q:1—Q (5:2)

aufzuteilen erscheint sinnvoll, wenn dadurch eine numerische Differentiation von Teilen
des Quellterms vermieden werden kann. Im Rahmen dieser Arbeit gentigt die Betrachtung
geometrischer Randbedingungen

P(X)=P(X), Xel={X,X.}, (5.3)

wobei die Funktion Pr(X) auf dem Rand I' gegeben ist.

5.1.1 Stabilitdt einer linearen Konvektions-Diffusionsgleichung

Die Oszillationen treten bereits beim eindimensionalen linearen Konvektions-Diffusions-
Problemen mit konstantem Diffusionskoeffizienten K, konstanter Konvektionsgeschwin-
digkeit T und verschwindendem Quellterm @ = 0 auf. Fir die Randbedingungen P(0) =0
und P(1) = 1 kann die analytische Losung

T
P(X) — w (5‘4)
exp (?) -1
angegeben werden, die als Referenzlosung dient. Sie ist streng monoton und kann insbe-
sondere keine Oszillationen aufweisen.
Zur Diskretisierung von wird das Gebiet Q@ = (0,1) in N dquidistante
Teilgebiete der Breite AX = 1/N mit den Knoten X; = j AX fir j =0,..., N unterteilt.

Die Diskretisierung mittels zentralem Differenzenquotienten ergibt mit den Annahmen
dieses Unterkapitels

Piy(Pe—1)+2P — P y(Pe+1)=0, j=1,...,N—1, (5.5)

wobei die Element-Péclet-Zahl Pe = TQAKX verwendet wird. Ein Ansatz der Form P; = AN
liefert nach der Anpassung an die Randbedingungen die analytische Losung der diskreti-

sierten Gleichungen:

1— (LR’
P_<:>N i—0...N. (56)
1-(iR)

Diese Losung weist fir |Pe] > 1 oszillierende Losungen auf, weshalb die mit dem zentra-
len Differenzquotienten diskretisierten Gleichungen als instabil bezeichnet werden (Abbil-
dung BTI).

Eine Stabilisierung kann mittels Streamline- Upwind erreicht werden. Dabei wird eine ver-
dnderte Gewichtung beziiglich der Stromungsrichtung vorgenommen. Im vorliegenden ein-
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1t analytisch
= ©O= zentrale Differenzen ;
= % = Streamline Upwind N

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Abbildung 5.1: Losung der linearen Konvektions-Diffusionsgleichung mit Finiten Differen-
zen fir Pe =4, N =10

dimensionalen Fall fithrt dies auf die Verwendung von Vorwérts- beziehungsweise Riick-
warts-Differenzenquotienten fir den konvektiven Term:

AX

C Bl fals Pe>0,
TP ={_ p3%, (5.7)
T~ falls Pe<O.

Fiir Pe > 0 ergibt sich unter Beriicksichtigung der Stabilisierung die modifizierte Differen-
zengleichung

—Pj +2Pj(Pe+1)— P_,(2PRe+1)=0, j=1,...,N—1, (5.8)

Wie zuvor kann auch in diesem Fall eine analytische Losung der stabilisierten diskretisier-
ten Gleichungen angegeben werden:

_ J
p_ 1-(Pt1)

N G e M R 5.9
T Ry )Y (5.9)

Diese Losung ergibt unabhéngig von der Péclet-Zahl Pe keine oszillierenden Lésungen und
ist daher stabil.
Bei dquidistantem Gitter ldsst sich beispielsweise die Approximation der ersten Ableitung

mittels Rickwérts-Differenzenquotienten zusammensetzen aus zentralen Differenzenquoti-
enten einer ersten und einer zweiten Ableitung:

T

Pi— Py _ o <Pj+1 —Pj—1> _AXT (Pj+1 —2Pj+Pj—1> (5.10)

AX 2AX 2 AX?

Damit ist die Stabilisierung mittels Streamline-Upwind dquivalent zur Hinzufiigung eines
zusédtzlichen Diffusionsterms ﬂE]
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5.1.2 Variationsformulierung einer Konvektions-Diffusionsgleichung
Zur Beschreibung der Variationsformulierung von wird der Raum

Ly(Q)) = {gp : /Qapz(x) dz < oo} (5.11)

der auf €2 quadratisch integrierbaren Funktionen eingefithrt. Damit kénnen der Sobolev-
Raum H'(Q) und der Raum der Vergleichsfunktionen V(g) fiir eine gegebene Funktion g
definiert werden:

H'(Q) = {p € Ly(Q) : dp/dz € Ly(Q)} , (5.12)
V(g)={p€e H'(Q): p=gaufl'}. (5.13)

Dabei ist I' der Rand des Gebietes €. Die Variationsformulierung von |Gleichung (5.1)
ergibt sich durch Multiplikation mit der Testfunktion § P und anschlieBender Integration
iiber das Gebiet €2, wobei entsprechende partielle Integrationen ausgefiihrt werden. Die
Variationsformulierung lautet wie folgt: Es ist eine Funktion P € V(Pr) gesucht, die

a(P,6P) =1(6P) V&P € V(0)
mit  a(P,0P) = /Q (KP'(SP'—!—TP/(;P) dXx (5.14)

1(5P) :/Q(QI(SPJng(SP’) dx

erfiillt. Bei dominanter Konvektion kénnen unphysikalisch oszillierende Losungen entste-
hen, wie der Druckverlauf des EHD-Problems in zeigt. Eine Methode zur

ol | ‘ ‘ | | A_A A A A
13
12+
12
8
A 6 -2 0 2
4 L
2 ohne Stab.
0 SUPG
-60 -40 -20 0 20 40 60
X

Abbildung 5.2: Einfluss der Stabilisierung (W = 1000,L =5,Z = 0.6,n = 1)

Reduzierung oder Unterdriickung dieser Oszillationen ist das Streamline Upwind Petrov-
Galerkin (SUPG), das von Christie et al. ﬂﬁ] eingefithrt und von Heinrich et al. @], sowie
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Brooks und Hughes [13] weiterentwickelt wurde. In dieser Arbeit wird die Formulierung
von Galedo et al. [32] — erstmals von Habchi et al. [39] auf das EHD-Problem angewandt
— verwendet. Die Diskretisierung von Q wird mit {{2.} bezeichnet und umfasst N Teilge-
biete .. Der betrachtete Funktionenraum wird geméf

Vi(9) = {y € V(9); ¢la. € Pu(Q), e=1...N} (5.15)

weiter eingeschrankt, wobei P,(£2.) die Menge der Polynome auf 2. bis zum Grad n

darstellt. Die diskrete Form von [Gleichung (5.14)| lautet mit SUPG: Finde P, € Vu(FPr)

derart, dass

CL(Ph, 5Ph) + GSU(Pha5Ph) = l((sph) + lSU((sPh) VP, € Vh(O)

N ’
mit asu(Pha 6Ph) = ; -/Qe Tsu' T 6P}; ( - (KP’;> + TPA) dXx ’ (516&)

N
Lo (6P,) = 3 /Q oo T OPL QdAX
e=1 €

giltﬂ Der Faktor 75, kann fiir Systeme mit konstanten Koeffizienten K, T und @) = 0 opti-
mal gewahlt werden: Die Losung der diskreten Formulierung mit linearen Ansatzfunktionen
n = 1 wird beispielsweise an den Knoten mit der analytischen Losung in Ubereinstimmung
gebracht. Fir Ansatzfunktionen beliebiger Ordnung n kann 7, angepasst werden, jedoch
ist die Losung an den Knoten nicht mehr exakt [32]. In Abhéngigkeit einer Funktion £(Pe)
und der angepassten Element-Péclet-Zahl Pe lasst sich 75, kompakt ausdriicken:

h 1 e — |T|h

Tsu = mg(Pe) mit §(Pe) = COth(Pe) — % s = oK

(5.16b)

Dabei wird mit h eine charakteristische Gitterweite bezeichnet. SUPG fithrt bei der An-
wendung auf die Reynoldsgleichung bei hohen Lasten W und hohen Schmiermittelpara-
metern L nicht zur vollstdndigen Unterdriickung der Oszillationen. Dies kann durch die
nicht konstanten und von der Lésung abhdngenden Koeffizienten K, T und @ bedingt
sein. Zusatzlich miissten die Gleichungen der Elastostatik zur Stabilisierung mitberiicksich-
tigt werden. Da jedoch der Druck als Randbedingung in das elastostatische Teilproblem
eingeht, ist eine Formulierung als mehrdimensionale Konvektions-Diffusionsgleichung mit
mehreren Unbekannten nicht zielfithrend [52].

Alternativ kann zur Unterdriickung der verbleibenden Oszillationen der Diffusionsterm
kiinstlich erh6ht werden [39]. Mit dieser als Isotrope Diffusion (ID) bezeichneten Stabili-

! Das Standard-Galerkin- und das Petrov-Galerkin-Verfahren besitzen unterschiedliche Gewichtsfunk-
tionen. Beim SUPG-Verfahren werden die Residuen beziiglich der Strémungsrichtung unsymmetrisch ge-
wichtet. Alternativ folgt die SUPG-Formulierung, wenn zum Standard-Galerkin-Verfahren ein entspre-
chender Diffusionsterm, der aus der unsymmetrischen Gewichtung resultiert, hinzugefiigt wird. In Ab-
schnitt BTl werden beide prinzipiellen Herangehensweisen anhand einer Streamline-Upwind-Stabilisierung
mit Finiten Differenzen erlautert.
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sierung lautet die diskretisierte Variationsformulierung von |Gleichung (5.1)| wie folgt: Finde
Py, € V,(Pr), sodass

a(Ph, 5Ph)+aSU(Ph, 5Ph) + aID(Ph, 5Ph) = l((SPh) + lSU(dPh) V(;Ph S Vh(O)

h|T 5.17
mit  a;p(Py, 0F,) = Z / | | ( )

P 6P dX

erfiillt ist. Unter den Voraussetzungen () = 0, konstante Koeffizienten K und Y, lineare
Ansatzfunktionen und dquidistante Gitterweite h sind SUPG und ID im eindimensionalen
Fall bei einer bestimmten Wahl von 7;, aquivalent:

h|Y|

2
Tip 7211 =T 1" =

h
2T n

P & mp=£(R) . (5.18)

Da diese Voraussetzungen zur Aquivalenz von SUPG und ID bei der Anwendung auf die
Reynoldsgleichung nicht zutreffen, kénnen beide Stabilisierungen unterschiedlichen Ein-
fluss haben. In der vorliegenden Arbeit wird bei Bedarf zusétzlich zu SUPG ein geringer
Anteil ID mit 7, = 0...0.2 hinzugefugt. Da die Oszillationen der Losung eine Folge der
Diskretisierung sind, kann die Stabilisierung als Korrektur des dort gemachten Fehlers
angesehen werden.

5.1.3 Reynoldsgleichung als Konvektions-Diffusionsgleichung

In diesem Abschnitt wird die [Reynoldsgleichung (2.38)| in die Form der Konvektions-Dif-
fusionsgleichung |(5.1)[ iiberfiihrt und die Implementierung der Randbedingungen und der
Zwangsbedingung beschrieben.

Aufgrund der [Reynolds-Randbedingungen (2.28)| liegt ein freies Randwertproblem vor,
da die Stelle Xy, des Filmaufrisses a priori unbekannt ist. Zur numerischen Realisierung
hat Wu eine Penalty-Methode vorgeschlagen, bei der zur |[Reynoldsgleichung (2.38)| der
yStrafterm® min(P,0) addiert wird @] Es kann gezeigt werden, dass fir II — oo die
Reynolds-Randbedingungen am Austritt P(Xy,) = 0P/0X|x,, = 0 und die Zwangsbedin-
gung P > 0 erfiillt werden. Die Penalty-Methode von Wu ist im Vergleich zu der Arbitrary
Lagrangian- Eulerian-Methode einfach zu implementieren und effizienter als iterative Algo-
rithmen @, m, @} Jedoch muss der Penalty-Parameter II empirisch bestimmt werden.
Dabei kénnen numerische Probleme entstehen, wenn er zu grofi gewahlt wird. Bei einem zu
kleinen IT werden die Randbedingung und die Zwangsbedingung nicht ausreichend genau
erfullt.

Die Reynoldsgleichung und die verbleibenden Randbedingungen lassen sich somit in der
Form

OpH OpH
12— +1I P,
X + o + min(P,0) (5.19)

mit P(X;)=0, P(X,)=0

d [pH?OP]
ox | 7 ox
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darstellen, wobei die Rander X; (links) und X, (rechts) ausreichend weit vom Kontakt-
zentrum entfernt sein miissen. Damit konnen die Koeffizienten der Konvektions-Diffusions-

gleichung |(5.1)| identifiziert werden:

pH3 OpH
K= 7”7—_] . T=0, Q = 1254 +min(P,0), Qo =60ypH . (5.20)
T
Aufgrund der druckabhéngigen Dichte gilt

oplt _, opop on
ox ~ Torpox Pax-
Die stabilisierenden Terme agy (P, 0P), lsy(0P) und a;, (P, 6P) ergeben sich aus den Glei-
chungen |(5.16)[ und |(5.17)| mit der Konvektionsgeschwindigkeit
Ip

T =-60pH — . .22
69y op (5.22)

(5.21)

5.2 Dimensionslose Notation der Implementierung

Die in der Literatur dargestellten EHD-Modelle beschrénken sich in der Regel auf die
Berechnung hochbelasteter Kontakte. Hierdurch liegt aufgrund der Ahnlichkeit zwischen
Hertz- und EHD-Druck eine Entdimensionierung mit der Hertz’schen Kontaktbreite a und
dem maximalen Hertz’schen Druck pj** nahe. Bei schwachbelasteten Kontakten — die in
dieser Arbeit ebenso betrachtet werden — kann diese Entdimensionierung versagen. Dies
liegt daran, dass bei kleinen Lasten a wesentlich kleiner als das Kontaktgebiet und pj**
wesentlich grofier als der EHD-Druck wird.

Aus diesem Grund wird eine neue dimensionslose Notation vorgeschlagen, die sich adaptiv

an schwach- und an hochbelasteten Kontakten orientiert. Mithilfe eines Schaltparameters

W
8= A _ Wo (5.23)
N H Wy yE W VGO,

kann ein kontinuierlicher Zusammenhang zwischen beiden Extremféllen hergestellt werden,
wobei V\l/imoﬂ = 0 beziehungsweise Wlim B =1 gilt. Damit kénnen die charakteristischen
0— 0—>00

GroBen P, X und H definiert werden:
D max max 3\/3 8 W
P= (1= B) Pl + ™ = (1= 5) W0 + 5457

X W
X:20(1—5)(X,",“5“ +BA—20(1ﬂ)\/3TW0+45 27? (5.24)

. A° W, 6
A= =N+ 10 =204 22

/-3 Cst WO
F=2X.
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Mit Pymaz pimaz und X9ma® werden die entsprechenden Ausdriicke unter statischen Be-
dingungen bei W = W, bezeichnet. Der Faktor 20 vor | X%71| ist empirisch bestimmt und

dient der Anpassung an die 6rtliche Ausdehnung des hydrodynamischen Druckes. Mit den
Definitionen aus [Gleichung (5.24)| ergeben sich die neuen dimensionslosen Grofien:

P=P/P, X=X/X, H=H/H, A=A/H,

Rl
\1
~
>
—~
ot
[\)
(@)
=

Die [Reynoldsgleichung (5.19)[ lautet damit

o [pH? 0P apH opH _ 6X
——— | =( (7 +1I P.0 it === . 5.26
ax{nax} <<U8X Tor ) FHmIn(P0) it ¢ =g (5.20)
Die Koeffizienten der [Konvektions-Diffusionsgleichung (5.1)| ergeben sich zu
pH? -0pH - _ _ _
K=-2" v=o0, Q1:4%+nmm(13,0), Qo= CippH . (5.27)
7 T
Fiir die stabilisierenden Terme ergibt sich die Konvektion:
Ip
= (OpH == . 5.28
(y 5P (5.28)

5.3 Numerische Losung mittels FEM

Zur numerischen Auswertung wird die FEM-Software CoMSOL MULITPHYSICS® (Ver-
sion 4.3a) verwendet. Der wesentliche Vorteil dieser Software besteht darin, dass die
Reynoldsgleichung in der schwachen Formulierung eingegeben werden kann. Des Weite-
ren werden die Reynoldsgleichung und die Gleichungen der Elastostatik simultan geldst.
Eine Ansteuerung mit MATLAB® erméglicht umfangreiche Studien und erleichtert die
Auswertung.

Fiir die Struktur wird ein quadratischer Querschnitt mit der Kantenlange Ly gewéhlt (Ab-
bildung £3)). Zur Bestimmung der Deformation der elastischen Struktur wird das Modul
Structural Mechanics verwendet. Die Struktur wird unten fest eingespannt und oben mit
dem Druck aus der Reynoldsgleichung belastet. Die Reynoldsgleichung wird auf dem obe-
ren Rand der Struktur definiert und als schwache Form eingegeben. Damit wird sowohl fir
die Reynoldsgleichung als auch fir die Struktur die gleiche Vernetzung verwendet. Es wird
eine unstrukturierte Dreiecksvernetzung durchgefiihrt, die in der Nédhe der Kontaktstelle
durch Geometrievorgaben gesteuert wird (Abbildung 5.3)).

Das EHD-Problem wird mit steigender Last W und mit steigendem Schmiermittelpara-
meter L numerisch komplexer, sodass die Gitterweiten verkleinert werden miissen. Diese
werden im Kontaktbereich ungefahr zwischen 0.005 und 0.001 gewéahlt. Um die Anzahl der
Freiheitsgrade moglichst gering zu halten wird eine wesentlich grobere Vernetzung aufer-
halb des Kontaktzentrums verwendet. Die Anzahl der Freiheitsgrade bewegt sich typischer-
weise zwischen 10* und 3-10* und erreicht in extremen Fillen 5-10%, wobei iiberwiegend
lineare Ansatzfunktionen verwendet werden.
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X
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Abbildung 5.3: FEM-Modell in CoMsoL MULITPHYSICS®

Die Stabilisierung und die numerischen Losungsverfahren sowie deren Einstellungen mis-
sen an die jeweiligen Parameter des EHD-Problems angepasst werden: Fiur L = 0 wird
ein geddmpftes Newton-Verfahren fiir alle Lasten eingesetzt und die Stabilisierung entfallt
wegen 0p/0P = 0. Bei hoheren Schmiermittelparametern wird das numerische Losungsver-
fahren lastabhéngig gewdhlt. Kleine und méafige Lasten bis W = 1 erlauben weiterhin die
Verwendung des geddmpften Newton-Verfahrens, fiir gréere Lasten wird der Double Do-
gleg-Algorithmus verwendet. Der Double Dogleg-Algorithmus ist ein Newton-Trust-Region-
Verfahren, bei dem der Korrekturschritt aus einem Newton-Schritt und einem Schritt eines
Gradientenverfahrens besteht HE, E] Zur Stabilisierung gentigt bei kleinem Schmiermittel-
parameter L Streamline-Upwind Petrov-Galerkin, bei gréeren Werten von L muss isotrope
Diffusion hinzugefiigt werden.

Zur Loésung des transienten Problems wird ein BDF-Verfahren (engl.: Backward Diffe-
rentiation Formula) eingesetzt @] Dabei wird aufgrund dessen Stabilitdt maximal die
Ordnung 3 verwendet.

5.3.1 Startwerte des Drucks fiir iterative Losungsverfahren

Zur Losung der nichtlinearen Gleichungssysteme sind geeignete Startwerte fiir den Druck
notwendig. Mithilfe des [Schaltparameters (5.23)| liegt die Definition

Pt = (1= B) Php+ B Py (5.29)

nahe, die fiir einen grofien Parameterbereich geeignet ist. Fiir Parameterbereiche in der N&-
he von 8 = 0.5 oder fiir sehr hohe Lasten hat sich gezeigt, dass eine Anpassung notwendig
ist:

f1=0...1, Bo=0 firf~0.5

5.30
1 =0, Pa=0...1 fir hohe Lasten . ( )

Pinit:BIPgD"‘/BQP][_)[ mit {
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Die unstetige Ableitung von P%p, bei X = 0 fithrt in einige Féllen zu Problemen. Ein glatter

Ubergang mithilfe eins Polynoms Pj dritter Ordnung im Bereich X = —X¥maer X §maz

kann Abhilfe schaffen. Die Bedingungen an Ps; werden gemaf

OPhp OPs
X  0X

gewdhlt. Damit ergibt sich fiir den HD-Anteil ein modifizierter Startdruck (Abbildung 5.4)):

Pyp="Ps, an den Stellen X = £X /5" (5.31)

. 8X 0max
Pip= { 27<4/W0+{“>2 . i , 32 X < Xub (5.32)
2EWEXS — ZEWEX + 2VBW°, XPper < X < | XPmee| .

Mit einer Glittung des Hertz’schen Anteils P konnte kein Vorteil erzielt werden.

x1073

10

0
PHD

- - 0
Prp

-30 -20 -10 0 10
X

Abbildung 5.4: Startdruck fir W = 0.1

5.4 Ausgewahlte numerische Losungen

5.4.1 Statische Last

In sind Druck- und Spaltverldufe fiir L = 5 und unterschiedliche Lasten W
dargestellt (¥ = ¥ = 1). Dabei ist insbesondere der Ubergang zwischen schwachen und
hohen Lasten zu beobachten: Bei schwachen Lasten entsteht ein HD-Druckverlauf mit
parabolischem Schmierspalt bezichungsweise vernachlassigbarer Deformation. Bereits ab
W = 2 beginnt sich die Einschniirung am Austritt auszubilden, obwohl der Druckverlauf
nach wie vor dem eines schwachbelasteten Kontaktes dhnelt. Fir grofie Lasten sind die
Ausbildung der Druckspitze und die Einschniirung der Spalththe am Austritt deutlich
erkennbar.

Der Einfluss des Schmiermittelparameters L kann anhand von analysiert

werden:

e Bei kleinen Lasten hat L keinen nennenswerten Einfluss. Es liegt ein HD-Druck mit
parabolischem Schmierspalt vor [(a)]
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-15 -1 05 0 05 1

Abbildung 5.5: Statische Druck- und Spaltverlaufe L = 5,
W: e 5, o 3 2, m==1,===0.5, 0.01

e Bei groflen Lasten unterscheiden sich EHD- und Hertz-Druck leicht am Ein- und
Austritt, sowie in unmittelbarer Nahe der Spitze @ Die Schmierspalthohe ist fast
unabhéngig von L und wesentlich kleiner als die Hertz’sche Deformation. Somit kann
davon ausgegangen werde, dass L in Bezug auf das Verhalten von Systemen mit
EHD-Kontakten bei grofien Lasten keinen wesentlichen Einfluss hat.

e Im Ubergangsbereich werden sowohl Druckprofil als auch Spalthéhe deutlich von L
beeinflusst, @und Wird das Verhalten eines Systems mit Hertz’schen Kontakten
mit dem eines Systems mit EHD-Kontakten verglichen, so ist in diesem Lastbereich
die grofite Abweichung als Folge des Schmiermittelparameters zu erwarten.

5.4.2 Harmonische Belastung

Zur Untersuchung von transienten Effekten wird die Last gemafl W = (1 + 7, cos Q1) Wy
harmonisch variiert. In sind die Druck- und Spaltverlaufe zu verschiedenen
Zeitpunkten 7/ gezeigt. Zum Vergleich sind die Verlaufe unter statischen Bedingungen bei
den entsprechenden Lasten hinzugefligt. Dabei sind die Abweichungen zwischen statischer
und transienter Losung klein, sodass sich der EHD-Kontakt bei kleinen Anregungsfrequen-
zen ) quasistatisch Verhéiltﬂ

Mit steigender Frequenz €2 sind bei hochbelasteten Kontakten wellige Druck- und Spaltpro-
file zu beobachten. Die Druck- beziehungsweise Spaltmodulationen laufen in Richtung der
hydrodynamischen Geschwindigkeit U (Abbildung 5.8). Die Frequenz, ab der ein welliger
Verlauf auftreten kann, wird im Folgenden abgeschétzt |:

Bei hochbelasteten Kontakten ist in der Hochdruckzone —A < X < A der Schmierspalt H
sehr klein, wahrend der Druck und damit die Viskositét 1 hoch sind. Dadurch kann der

IIn wird das Frequenzverhéltnis v, zur Beschreibung der Anregungsfrequenz definiert.
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. ‘ i =
| |
0.5 20

0.4 0.1

0.5 "' a 0.2 05 { 0.051

' /10.1

X
() W=5 (d)

Abbildung 5.6: Statische EHD-Druck- und EHD-Spaltverlaufe, L: 0, =5, = 20.
Undeformierter Spalt: = == = HD-Druck: = = = Hertz-Druck: = « =+ = .
Fast identische Verldufe werden zusétzlich mit Punkten in der entsprechen-
den Farbe markiert.

linke Term der [Reynoldsgleichung (2.38)| vernachlassigt werden und es entsteht eine Ad-
vektionsgleichung

0H OH
0=6-=+12— 5.33
ox T (5.33)
wobei konstante Dichte und 9y = ¥ = 1 angenommen werden. Mit einer beliebige Funk-
tion G lautet die allgemeine Losung dieser Advektionsgleichung
H(X,7)=G(X - 1r). (5.34)
Eine Druck- oder Spaltvariation am Eintritt der Hochdruckzone wird durch diese trans-
portiert. Die Transportgeschwindigkeit betrégt %, sodass die Variation die Hochdruckzone
in der charakteristischen Zeit 2A/5 = 4A durchléuft. Um spéter einen kontinuierlichen
Ubergang zu schwachbelasteten Kontakten herzustellen, wird anstelle von A die charakte-
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O %ﬂ' %71' %71'
T %w %7‘(‘ %ﬂ'
Abbildung 5.7: v, = 0.01: Druck und Schmierspalt —— bei harmonischer Kraftanre-

gung zu den Zeiten 7/ im eingeschwungenen Zustand. Zum Vergleich sind
die korrespondierenden statischen Losungen (s « «) hinzugefiigt. Wy = 10,
L=5,72=0.6, v =02

Abbildung 5.8: v, = 3: Druck =— und Schmierspalt —— bei harmonischer Kraftanregung
zu den Zeiten 7/ im eingeschwungenen Zustand. Zum Vergleich sind die
korrespondierenden statischen Losungen (- = = - - - ) hinzugefiigt. Wy = 10,
L=5,72=06,v =02
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ristische Linge X aus [Gleichung (5.24)| verwendet. Damit ergibt sich die charakteristische
Zeit

T, =4X . (5.35)
Zur spéateren Validierung des Modells bietet sich ein Frequenzverhéltnis

Q 2 .
=——==-X0Q :
2 /1. ™ (5.36)

Ve
beziiglich der charakteristischen Zeit 7. an.
Im Rahmen dieser Arbeit werden ausschliefllich die Einfliisse der Kontaktnormalkraft auf
das Schwingungverhalten berticksichtigt. Zur Bestimmung der Kraft wird der Druck inte-

griert, sodass kein wesentlicher Einfluss eines welligen Druckprofils auf die Starrkérperbe-
wegungen zu erwarten ist.
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6 Vereinfachte Modelle fiir EHD-Kontakte

Die numerische Auswertung des EHD-Problems ist aufwendig und im Rahmen von Mehr-
korpersimulationen nicht praktikabel. Deshalb muss auf vereinfachte Modelle zuriickge-
griffen werden, welche fiir die konkrete Problemstellung eine ausreichende Genauigkeit
aufweisen. In dieser Arbeit werden Systeme mit EHD-Kontakten betrachtet, die sowohl
groBen als auch kleinen Lasten ausgesetzt sind. Um effiziente Mehrkorpersimulationen
durchfithren zu konnen, sollte die Kraft in Abhéngigkeit von Starrkorperverschiebung und
-geschwindigkeit dargestellt sein. Diese Anforderungen erfillt nach heutigem Stand kei-
nes der bekannten Modelle (vergleiche [Abschnitt 1.1.3)), weshalb im Folgenden ein neuer
Ansatz vorgestellt wird.

Die Grundidee des neuen Modells besteht aus einer Reihenschaltung von Hertz’schem und
hydrodynamischem Kontakt (Abbildung 6.1]). Die Starrkorperverschiebung setzt sich aus
der Spalthohe und der elastischen Deformation im Kontaktzentrum zusammen. Bei klei-
nen Lasten ist die Schmierspalthohe, die aus dem hydrodynamischen Modell berechnet
wird, wesentlich grofler als die elastische Deformation. Deshalb bestimmt das hydrodyna-
mische Kraftelement in diesem Lastbereich mafgeblich die Starrkérperverschiebung (Ab-
bildung EGal). Im hochbelasteten Fall dominiert die elastische Deformation. Dies kann
entnommen werden, wobei die GroBlenordnung der Spalthohe und die di-
mensionslose Notation zu beachten sind. Zusétzlich sind sich Hertz- und EHD-Druckprofil
dhnlich, weshalb bei hohen Lasten die Hertz’sche Deformation zugrunde gelegt wird.

_A=
WA
—

=

Hy

& §§ I-Jl'-lel

(a) Physikalische Darstellung (b) Kompakte Darstellung in dimen-
sionsloser Notation

Abbildung 6.1: Vereinfachter EHD-Kontakt

Das neu entwickelte EHD-Modell ist in dargestellt. Das Fluid-Element
wird durch das nichtlineare hydrodynamische Kraftgesetz aus definiert. Der Pfeil
im Feder-Démpfersymbol symbolisiert die Nichtlinearitdt. Die Strukturkraft wird mit der
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Hertz’schen Anndherung aus [Kapitel 4 und zusitzlicher Dampfung beschrieben. Die Positi-
on des Schwerpunktes der Struktur ist mit 5+ ho gegeben. Mit der Annahme kleiner Defor-
mationen ist die Linge ¢y konstant, weshalb die Bewegung des Korpers mit hy beschrieben
wird. Im Folgenden wird hg als Starrkorperposition oder -bewegung bezeichnet. Diese setzt
sich zusammen aus der zentralen Schmierspalthohe A, und der elastischen Deformation ¢
im Kontaktzentrum: hg = h. — ¢. Gesucht ist letztendlich die Kontaktkraft Fi (ho, ho) in
Abhéngigkeit von Starrkérperverschiebung und -geschwindigkeit.

6.1 Dynamisches Fluid-Struktur-Modell

Das neue Modell fiir EHD-Kontakte enthélt aufgrund der Reihenschaltung die zentra-
le Schmierspalthohe h, als Zustandsgrofie. Dadurch wird der Interaktion zwischen Fluid
und Struktur Rechnung getragen, weshalb im Folgenden vom dynamischen Fluid-Struktur-
Modell (FS) gesprochen wird. Die Herleitung erfolgt der Ubersichtlichkeit wegen in der
dimensionslosen Notation aus [Abschnitt 2.4 (Abbildung 6.1b)).

Das Fluidelement wird mit dem nichtlinearen Kraftgesetz Wy; des hydrodynamischen Kon-
taktes aus beschrieben. Die Strukturkraft Wy, setzt sich aus der im Fol-
genden mit WY, bezeichneten Kraft aus [Gleichung (4.11)] welche unter der Annahme von
Hertz’schem Druck in bestimmt wird, und einer geschwindigkeitsproportionalen
Dampfung zusammen:

Wy =W%(A)+ Dy A mit Dy = Cst% . (6.1)
Dabei ist ¥ der Verlustfaktor und 2 eine Erregerkreisfrequenz [‘E, @] Aufgrund der

Annahme einer Reihenschaltung miissen Fluid- und Strukturkraft gleich sein:

Wi =Wy
V6 31 (9 \ Y2 Wp . W . (6.2)
=4 EﬁRﬁU_ﬁ E HC+37T HC 0R_W&t(A)+Cst5A .

Dabei wird fir die Zeitableitung die Abkiirzung () = % eingefiihrt. Zusatzlich gilt die
kinematische Beziehung

Hy=H,— A, (6.3)

womit [Gleichung (6.2)]in den GréBen Ho, Ho, H, und H, formuliert werden kann. Starrkor-
perposition Hy und -geschwindigkeit H, werden im Rahmen von Mehrkorpersimulationen
durch entsprechende Bewegungsgleichungen beschrieben. Zur Bestimmung der zentralen
Spalthohe wird das [Kraftegleichgewicht (6.2)| als Differentialgleichung in H, formuliert:

1/2 . .
Y2 iy + 3 (%) O — W (H,— Ho) + § Cu Hy

Bt ()"

H, =

(6.4)
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Die Kontaktsteifigkeit beziiglich einer Ruhelage ergibt sich aus einer Linearisierung:

CiCp

Cg = — st
FS Cgtl_Cf]

(6.5)

Die negativen Vorzeichen sind den unterschiedlich definierten positiven Richtungen von
Kraft beziehungsweise Verschiebung geschuldet.

Der Ubergangsbereich zwischen kleinen und grofien Lasten kann beispielsweise mithilfe der
Steifigkeit Crg definiert werden. Dabei werden die Steifigkeiten des Fluids und der Struktur
aus den Gleichungen [(3.21) und [[4:12)| mit der Steifigkeit des Fluid—Struktur—Modells
verglichen. Aus [Abbildung 6.24] ergibt sich der Ubergangsbereich 0.1 < W < 10. Dieser
Bereich wird durch kein bisher aus der Literatur bekanntes Modelle erfasst.

0.2 ‘ : / 0.2 : —
o o /_ |§£z| S ',' |§fl|
Y st /i st
0____—,/ ___.CFIS 0_____,1 ___.CKIV
1072 10° 102 1072 10° 102
WO WO
(a) Dynamisches Fluid-Struktur-Modell (FS) (b) Nichtlineares Kelvin-Voigt-Modell (KV)

Abbildung 6.2: Steifigkeiten von Fluid, Struktur und EHD-Kontakt

6.2 Nichtlineares Kelvin-Voigt-Modell

Das dynamische Fluid-Struktur-Modell des vorigen Abschnitts enthilt als Unbekannte
die Schmierfilmhéhe H.. Dadurch kénnen bei Mehrkoérperproblemen mit EHD-Kontakten
bei Verwendung des FS-Modells steife Differentialgleichungen entstehen, was durch eine
Elimination der Variablen H, verhindert werden kann. Bei linear-elastischen Strukturen

kann unter statischen Bedingungen nach H. aufgelost werden, sodass das

Kraftgesetz geschlossen angegeben werden kann und damit H, eliminiert wird.

Zunéchst wird das [Kréftegleichgewicht (6.2) unter statischen Bedingungen H, = =
A = 0 betrachtet:
V6

Wo = 77ty = WE,(A) (6.6)
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Mit der linearen Strukturkraft aus|Gleichung (4.16)| kann das Kraftegleichgewicht explizit
nach H,. aufgelost werden:

_ Hy Hp\? Urdy
He == \J<2> +6 o, (6.7)

Da die Spalthoéhe positiv sein muss, ergibt sich eine eindeutige Losung, die zur Bestimmung
der Kontaktkraft genutzt werden kann:

C, 46
W, = 2"‘ —Hy + H§+(}—[19319U . (6.8)
st

Die Kontaktkraft ist in [Abbildung 6.3] dargestellt, wobei fiir ¥y — 0 ein kontinuierlicher
Ubergang zwischen Hertz- und EHD-Kontakt moglich ist.

Abbildung 6.3: Kraftgesetz des KV-Modells (9 = 1). Kontinuierlicher Ubergang zum
Hertz’schen Kontakt fir ¥y — 0

Die Steifigkeit des Kontaktes kann in Abhéngigkeit der Kraft W, ausgedriickt werden:

dw, C, H, CyW;
Cry=——rt=—| 1+ 0 0

= 3 -
dH() 2 /Hg + %{?ﬁRﬁU \/écst'ls‘R’L?U +W0

Um den EHD-Kontakt méglichst realistisch abzubilden ist Dampfung erforderlich. Dadurch
entsteht ein wie in dargestelltes nichtlineares Kelvin-Voigt-Modell (KV).
Dabei wird die Kraft der nichtlinearen Feder durch beschrieben. Das Ziel
besteht darin, die Ddmpfung Dy so anzupassen, dass das dynamische Fluid-Struktur-
Modell und das nichtlineare Kelvin-Voigt-Modell im eingeschwungenen Zustand den glei-
chen Zusammenhang zwischen W und Hj liefern.

Der Ausgangspunkt der Betrachtung ist das beziiglich H, = WigﬂRﬂw H, = 0 linearisierte
dynamische Fluid-Struktur-Modell, wobei ¥ und ¥y als konstant angenommen werden
(Abbildung 6.4a)). Bei harmonischer Kraftanregung kénnen sowohl eine Steifigkeit C¢2akt

exakt

als auch eine Dampfung D75 gefunden werden, sodass die Frequenzgange beider Modelle

(6.9)
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W
Y 3
Cst D st o D KV
= = E
T Py T S
C flEE ITI Dy, O
(a) Linearisiertes ~ dynamisches — Fluid- (b) Nichtlineares Kelvin-Voigt-Modell

Struktur-Modell

Abbildung 6.4: Ubergang vom linearisierten dynamischen Fluid-Struktur-Modell auf das
nichtlineare Kelvin-Voigt-Modell

iibereinstimmen. Dabei hingen C¢&2* und D& von der Anregungsfrequenz 2 und der

Vorlast Wy ab. Sie sind in [ADbildung 6.5 mit durchgezogenen Linien dargestellt und werden
als ezakt bezeichnet.

0.4
0.3
QO Q ©
= & y \Q
g =
=, 2 02 &
=] (S
n A 0.1
o
0 -e00@%Kx —xx =X

1072 107! 10° 10* 1072 1071 10° 10*
Wy Wo
(a) Steifigkeit (b) Ddmpfung
Abbildung 6.5: Steifigkeit und Dampfung bei Erregung mit : 0.01, == 0.5, =— 1.

Varianten zur Bestimmung der Steifigkeit beziehungsweise der Dampfung:
exakt, = ©=mit Q = 0, = %= mit Q — oo (jeweils fir Q = 0.01,0.5, 1)

Unter der Annahme Q = 0 folgt die mit [Gleichung (6.9)| identische Steifigkeit
CaCl

exakt
Ckv = CKV ==

. 6.10a
Q=0 Cst —Cp ( )
Damit ergibt sich letztendlich die Kraft aus |Gleichung (6.8) die ihrer Einfachheit wegen

verwendet werden soll. Die Frequenzginge konnen daher unabhéngig von der Wahl der
Dampfung Dgy nicht mehr in Ubereinstimmung gebracht werden. Um die auftretenden
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Amplituden nicht zu unterschitzen, wird die Annahme Q — oo zur Bestimmung der

Dampfung zugrunde gelegt (Abbildung 6.5)):
_ DuDy

Dyy = D§EeH =-——"" 6.10b
K Y oo Dy — Dy ( )
Analog lassen sich die Steifigkeit ¢k . und die Dampfung Dg2ekt bestimmen.

Sie sind zum Vergleich in hingflgeﬁigt, werden jedoch in dieser Arbeit nicht
weiter berticksichtigt.

Die in den |Gleichungen (6.10)] verwendeten Steifigkeits- und Dampfungskoeffizienten sind
fiir das Fluid in [Gleichung (3.21)[ und fiir die Struktur in den Gleichungen und
angegeben beziehungsweise definiert. Sie lauten fiur die in diesem Abschnitt getroffenen
Annahmen

V6 W2 w/2
Chp=—=ly=—7"—, Coyp = ——,
! Hz o V6 IRy ' 1nf§—§—5

(6.11)

3 Un 3/2 31/4 W, 3/2

Ein Vergleich der Steifigkeiten Cy, und Cy mit der Steifigkeit Cxy des Kelvin-Voigt-
Elements ist in [Abbildung 6.2 dargestellt. Dabei zeigt sich ebenfalls der Ubergangsbereich

zwischen schwachen und hohen Lasten.

6.3 Validierung des vereinfachten Kontaktmodells

Die Validierung des vereinfachten EHD-Kontaktmodells erfolgt in zwei Abschnitten: In die-
sem Abschnitt wird der Kontakt unter statischen und transienten Bedingungen betrachtet.
In [Tefl 11l wird das Modell am Einmassenschwinger mit EHD-Kontakt validiert.

6.3.1 Statische Validierung

Die Normalkraft und die Kontaktsteifigkeit des vereinfachten Modells sind in den Abbil-
dungen und gezeigt. Sie werden mit der Referenzlésung, die sich aus der nume-
rischen Auswertung des vollstindigen EHD-Problems mittels FEM ergibt, fir verschie-
dene Schmiermittelparameter L verglichen. Beide vereinfachten Modelle weisen bei der
Betrachtung der Kontaktkraft iiber den gesamten Lastbereich eine hohe Genauigkeit auf
(Abbildung 6.6a)). Kleine Abweichungen treten lediglich beim nichtlinearen Kelvin-Voigt-
Modell auf. Diese sind auf die Verwendung der linearisierten Strukturkraft zuriickzufiihren,
wodurch die Kontaktsteifigkeit besonders bei hohen Lasten deutlich vom exakten Wert ab-
weicht (ADbildung 6.Gb).

In sind die Normalkraft und die Kontaktsteifigkeit im Ubergangsbereich
zwischen kleinen und grofien Lasten gezeigt. Dabei stimmen beide vereinfachten Modelle
fiir kleine Lasten mit der numerischen Losung gut iiberein. Mit zunehmender Last treten
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:’:\. " 0.25
0'0\.’; ) L=0 ./
102 ,0‘.‘ 0.2 x L:20 .(..
& FS |77 T Rt T
t 0.15( == ="KV W
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(a) Kraft-Verschiebungsverlauf. Die Verlaufe von

(b) Kontaktsteifigkeit
FS- und KV-Modell sind fast deckungsgleich.

Abbildung 6.6: Normalkraft und Kontaktsteifigkeit iiber der Starrkorperverschiebung

0.25
X L=0
41 \PX -y e L=5
DX\ X L=20
3 t))e‘ FS
;D 9 | == ==KV
2 O NS
¥
()
()
1 ."
0 Dot
-40 -20 0 20 40 10—t 100

(a) Kraft-Verschiebungsverlauf (b) Kontaktsteifigkeit

Abbildung 6.7: Normalkraft und Kontaktsteifigkeit iiber der Starrkorperverschiebung im
Ubergangsbereich zwischen kleinen und grofen Lasten

59



Teil I: Modellierung von Kontakten

Abweichungen auf. Diese lassen sich beim dynamischen Fluid-Struktur-Modell ausschlief3-
lich auf die Unterschatzung der Fluidfilmdicke zuriickfithren, da die Struktur nahezu exakt
abgebildet wird. Beim Kelvin-Voigt-Modell kommt der Fehler durch die linearisierte Struk-
turkraft hinzu. Beide Modelle geben jedoch den qualitativen Verlauf der Kontaktkraft be-
ziehungsweise der Steifigkeit wieder, sodass sie zur Vorhersage von Schwingungseffekten
von Systemen mit EHD-Kontakten geeignet erscheinen.

In sind Kraftverldufe fir unterschiedliche Viskositéts-Exponenten Z darge-

stellt. Dessen Einfluss ist gering und erscheint vernachléssigbar. Im Folgenden wird stets
Z = 0.6 verwendet.

:':\ " 2
, ‘O,\.:‘ . \." ’ \‘ Z _ 0 4
10 % AP \® X Z=08
i 5 FS
‘I 3 wl | ==--KV
= 10 = = >
=k ’ o
=0.417 Q
x 7=08| § . M
o KV \ A
S —y
0 s
4000 -2000 0 2000 40 20 0 20 40

Hy

(a) Gesamter Lastbereich. Die Verldufe von FS- und
KV-Modell sind fast deckungsgleich.

H,
(b) Ubergangsbereich

Abbildung 6.8: Normalkraft iber der Starrkorperverschiebung fir Z = 0.4 und 0.8. Zum
Vergleich sind die Verldufe von FS- und KV-Modell hinzugefiigt.

6.3.2 Dynamische Validierung

Das vereinfachte EHD-Modell muss ebenso unter transienten Bedingungen validiert wer-
den, wobei im Folgenden ausschliellich das dynamische Fluid-Struktur-Modell betrachtet
wird. Dazu wird entweder fiir die Belastung W, die hydrodynamische Geschwindigkeit U

oder den Radius R ein zeitlich harmonischer Verlauf zugrunde gelegt. Die Anregung erfolgt
gemaf der Funktion

I = g+ 7, cos QT fir ne{W,U,R,S}, (6.12)
wobei der Konstantanteil mit ¢ und die Anregungsamplitude mit 7, bezeichnet werden.
Die FuBpunkterregung S wird spéater betrachtet und ist hier der Vollstandigkeit wegen

aufgefithrt. Ab dem Zeitpunkt 7 = 0 wird der EHD-Kontakt ausgehend von der statischen
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Gleichgewichtslage bei W =W, U = Uy, R = Ry angeregt. Um bei 7 = 0 einen glatten
Verlauf zu erzielen, wird ¥4 modifiziert (Abbildung 6.9):

(6.13)

n

97 — q+ %5 (cosQr—1), Qr<n
q+’Y7LCOSQ7_7 QTZ?T.

Damit kénnen die drei verschiedenen Anregungsfille dargestellt werden, die zur Validierung

1.2F

0 m 2m 3T 4T
Qr
Abbildung 6.9: Anregung 9} mit 7, = 0.2

des vereinfachten Kontaktmodells herangezogen werden:

Kraft (yw # 0): W=9'W,, U=Uy, R =Ry,
Geschwindigkeit (v # 0): W=W,;, U=9,Uy, R=Ry,
Radius (’)/R#O) \N:WO7 U:(]()7 R:’L%IQRO

Amplitude

Die Amplitude von Hj ist in Bezug auf schwingende Systeme oftmals von entscheidender
Bedeutung. Sie wird im eingeschwungenen Zustand durch

max Hy — min Hy
2

amp Hy = (6.14)
definiert. Fiir eine Krafterregung mit ~, = 0.2 ist in [Abbildung 6.10a] die Amplitude
amp Hy iiber der statischen Last W, aufgetragen. Dabei liegt eine sehr gute Ubereinstim-
mung zwischen dem vereinfachten und dem FEM-Modell vor. Auffallend sind die frequenz-
unabhangigen Amplituden bei hohen Lasten: Die Ursache liegt darin, dass die elastische
Deformation die Starrkdérperverschiebung Hy dominiert, der Kraftverlauf des Hertz’schen
Kontaktes fast linear ist und die Strukturddmpfung vernachléssigt wird.

Die Frequenzabhéngigkeit der Amplitude geht aus hervor: Je kleiner die
statische Vorspannung, desto starker sinkt die Amplitude bei steigender Erregerfrequenz.
Es wird deutlich, dass fiir ,kleine FroquenzanI v, < 1 die Amplituden frequenzunabhéngig
sind.

! Die Frequenz v, = 1 kann aufgrund der sehr kurzen Bezugszeit 7. bei technischen Anwendungen
bereits sehr hoch sein.
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Abbildung 6.10: Amplitudenverlauf: v, = 0.2, - ©— FEM, =— FS

Der Einfluss des Schmiermittelparameters auf die Amplitude lasst sich anhand von Abbil-
dung untersuchen: Kleine Abweichungen treten lediglich im Ubergangsbereich W = 1
auf. Daher wird im Folgenden L = 5 angenommen und auf eine weitere Untersuchung des
Schmiermittelparameters verzichtet.

102 T T T
< Z
i ﬁ\a ﬁ;’{f/
= AN P
& & »9
\6’_—:‘,‘6'/ |_ =
100 ¢ - —0- - L=20
1072 1071 10° 10*
Wy
Abbildung 6.11: Amplitudenverlauf: v, = 1, 7, = 0.2 und L = 0, 20.
-©-FEM, FS

Die Amplituden von Hj infolge von Parametererregungen sind in gezeigt.
Bei Anregung durch eine variierende hydrodynamische Geschwindigkeit U miissen bei ho-
hen Lasten Abstriche hingenommen werden. Exakte Ubereinstimmung liegt bei kleinen
Lasten vor; im Ubergangsbereich zwischen kleinen und grofien Lasten stimmen die Am-
plituden qualitativ iiberein. Ein oszillierender Radius R fithrt bei Frequenzen v, 2 2 zu
deutlichen Abweichungen. Dies erscheint jedoch nicht kritisch, da dieser Frequenzbereich
bei praktischen Anwendungen oftmals nicht erreicht wird. Bei kleineren Frequenzen wird

die Frequenzunabhéngigkeit der Amplitude durch die FEM-Rechnung bestéatigt.
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Abbildung 6.12: Amplitude W: 0.01, 0.5, 1, 10
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Phasenverschiebung

Zur weiteren Validierung des vereinfachten Modells wird die Phasenverschiebung Ay zwi-
schen Erregung 9} aus [Gleichung (6.12)] und Antwort Hy betrachtet. Hierzu wird ange-
nommen, dass die Verschiebung H, durch eine harmonische Funktion

Hy =~ mean(Hy) + amp(Hy) cos(Qr — Ap) (6.15)

gendhert werden kann, wobei mit mean(H,) der Mittelwert bezeichnet wird. Zur Bestim-
mung der Phasenverschiebung wird der harmonische Verlauf mithilfe eines Least-Square-
Verfahrens an die numerischen Ergebnisse angepasst.

Bei Krafterregung muss die Phasenverschiebung bei kleinen Frequenzen Ay = 7 betragen,
da eine steigende Last W eine sinkende Spalthohe Hy zur Folge hat (Abbildung 6.13)).
Die Phasenverschiebung steigt mit sinkender Last und dndert sich bei hohen Lasten nur
geringfiigig (Ap ~ 7). Bei mittleren Lasten liegt bei Betrachtung von [Abbildung 6.13h] ein
Maximum vor, dabei ergibt sich sowohl bei kleinen als auch bei hohen Frequenzen Ay = 7.
Die Phasenverschiebung bei kleinen Lasten steigt mit wachsender Frequenz und erreicht
ungefahr %77.

Das vereinfachte Modell sagt bei einer Erregung durch die Geschwindigkeit eine mit der
Frequenz steigende Phasenverschiebung von Ag ~ 0 bis 5 voraus (Abbildung 6.14al). Bei
kleinen Lasten bestatigt das FEM-Modell die Vorhersage. Im Ubergangsbereich stimmen
die Verldufe bei Frequenzen bis v &~ 2 {iberein und weisen erst bei hoheren Frequenzen Ab-
weichungen auf. Qualitative Unterschiede treten bei W = 10 auf: Die Phasenverschiebung
zeigt zwei Maxima, die das vereinfachte Modell nicht abbildet.

Bei einer Erregung durch einen harmonisch oszillierenden Kontaktradius tritt aufgrund
des Terms Oh/0t die zeitliche Ableitung OR/0t auf, wodurch eine negative Phasenver-
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Abbildung 6.13: Phasenverschiebung: v, = 0.2, — ©— FEM, =— FS
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schiebung moglich wird (Abbildung 6.14H). Im Ubergangsbereich liegen trotz deutlicher
Abweichungen qualitative Ahnlichkeiten vor.

Dampfung

Zur Bestimmung der Démpfung wird die dem System wéhrend einer Periode iiber die
Erregerkraft zugefiihrte Energie betrachtet:

@u:—dem, (6.16)

Die Energieabfuhr wird mit einem linear-viskosen Dampfer D modelliert und kann unter
der Annahme eines harmonischen Antwortsignals Hy angegeben werden:

. 2w/,
1%:-%0&@%:—/ DIZdr = —x DQ (amp Ho)? . (6.17)
0

Bei periodischen Losungen muss iiber einen Zyklus FE., + E,, = 0 gelten, sodass die
Déampferkonstante D bestimmt werden kann.

Die Betrachtung der Dampfung ist aufgrund der Bestimmung der zugefithrten Energie
in nur fur die Krafterregung sinnvoll. In diesem Fall liegt im Bereich
W = 0.1...1 eine hohe Dampfung vor und geht fiir grofie beziechungsweise kleine Lasten
gegen null [Abbildung 6.15). Die Dampfung des vereinfachten Modells stimmt mit der

numerischen Referenzlésung des vollstandigen EHD-Problems tiberein.

0.2 : : : ,
v.=1
0.15t Ve=2
SO V. =25
Z 01} Ve = 20
o
!
8
0.05
04 D
102

Abbildung 6.15: Ddmpfung: v, = 0.2 und v, = 1, 2, 5, 20.
- ©- FEM, =—FS

6.3.3 Zusammenfassung der Validierung

Das Kontaktmodell zeigt iiber weite Parameterbereiche eine gute Ubereinstimmung mit
der Referenzl6sung, welche auf einer numerischen Auswertung des vollstdndigen EHD-
Problems mittels FEM beruht. Es deckt einen grofien Lastbereich ab: sowohl schwach- als
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auch hochbelastete Kontakte werden abgebildet. Damit stellt das Modell einen kontinuier-
lichen Ubergang zwischen hydrodynamischen Kontakten ohne elastische Deformation und
EHD-Kontakten her.

Im statischen Fall liegt mit Blick auf die vorgesehene Anwendung innerhalb von Mehr-
kérpersimulationen eine ausgezeichnete Ubereinstimmung vor.

Bei Kraftanregung werden Amplitude, Phase und Dampfung sehr genau abgebildet. Ab-
striche miissen bei Parameteranregung hingenommen werden.

Ein Uberblick iiber die Anwendbarkeit des Modells ist in [Tabelle 6.1] zusammengestellt:
Ausgezeichnete Ubereinstimmung wird mit ,+* bewertet, grofie Abweichungen sind durch
,—* gekennzeichnet. Zusatzlich werden die Abstufungen +/0, 0 und 0/— verwendet. Die
Bewertung erfolgt getrennt fir die Amplitude und die Phase. Dabei wird zwischen den
verschiedenen Anregungsarten und dem Lastbereich unterschieden.

Amplitude Phase

Frequenz v, <1 =1 21 <1 =1 21
Kraft 7, + + o+ + 4+ o+ g
+ + + + + + e
2.
@
Geschwindigkeit vy + + +/0 + _g — é
_ — _ — — &
=
@
Radius vr + + — — — — .
+ + — — — — 28

Tabelle 6.1: Bewertung des vereinfachten EHD-Kontaktmodells bei Anregung durch Kraft,
Geschwindigkeit oder Radius:
schwache Last, ® Ubergangsbereich, ® hohe Last

Aus der Validierung geht hervor, dass der Einfluss des Schmiermittelparameters L und des
Viskositats-Exponenten Z vernachlassigt werden kann.
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Schwingungsfiahige Systeme mit EHD-
Kontakten

In diesem Teil wird der Einfluss von EHD-Kontakten auf das nichtlineare Schwingungsver-
halten von Systemen untersucht. Dazu werden zunéchst zwei Modellprobleme betrachtet:

{{(»1}@131
Ja ( t) aufSen;
) Ra(t)

m

¢ Kontakt
§
R(®) Ri(t)
Kontakt
(innen)
() ()
(a) Schwinger mit einem Kontakt (b) Schwinger mit zwei Kontakten

Abbildung II: Einmassenschwinger mit EHD-Kontakt

e Ein Schwinger der Masse m wird, wie in dargestellt, mit der zeit-
abhangigen Kraft F' belastet. Der Kontakt wird unter anderem durch den lokalen
reduzierten Radius R und die hydrodynamische Geschwindigkeit U charakterisiert.
Beide Parameter sind im Allgemeinen zeitabhédngig und kénnen zu Parametererre-
gung fiihren. Die Position s des unteren Kontaktpartners wird vorgegeben, sodass
sich eine FuBpunkterregung realisieren lasst. Die verschiedenen Erregungsarten wer-
den getrennt voneinander betrachtet und in diskutiert. Die Position der
Masse wird mit & bezeichnet.
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e Ein in gezeigter Einmassenschwinger wird zwischen zwei Kontakten
eingespannt ([Kapitel J). Der untere Kontakt wird mit ( ); bezeichnet und entspricht
bei der Betrachtung eines Wélzlagers dem inneren Kontakt. Der obere beziehungs-
weise duffere Kontakt wird mit (), gekennzeichnet. Die reduzierten Radien R; und
R,, die hydrodynamischen Geschwindigkeiten U; und U,, die Kraft F' sowie die Fuf3-
punktposition s sind vorgegeben und fithren zur Erregung des Systems.

Mithilfe des vereinfachten EHD-Kontaktmodells wird abschlieend in ein Zy-
linderrollenlager modelliert. Die Ergebnisse werden mit denen eines Lagermodells mit
Hertz’schen Kontakten verglichen.

Zur Untersuchung der auftretenden Schwingungen werden im folgenden Kapitel Grundla-
gen zur Stabilitdt und zur Bifurkationsanalyse zusammengefasst.
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7 Grundlagen dynamischer Systeme

In diesem Kapitel werden ausgewdhlte Grundlagen vorgestellt, die spater zur Beschreibung
der dynamischen Systeme mit EHD-Kontakten bendtigt werden. Dabei wird insbesonde-
re auf das Stabilitats- und Bifurkationsverhalten periodischer Lésungen unter Beachtung
der Nichtlinearitdten eingegangen. Die Nichtlinearitdten treten beispielsweise infolge der
Kontaktstellen auf und haben entscheidenden Einfluss auf das Schwingungsverhalten des
Gesamtsystems.

Der Ausgangspunkt der Betrachtung ist ein System von n autonomen gewohnlichen Diffe-
rentialgleichungen, die einen deterministischen Prozess beschreiben:

== f(x) mit xeP CR". (7.1)

Dabei ist P der zugrunde liegende Phasenraum und f : P — R” ein ausreichend oft stetig
differenzierbares Vektorfeld.

Eine Losung «(t) des Systems wird durch die Anfangsbedingung x(ty) = ¢ zum Zeit-
punkt to festgelegt. Die Menge v(x) = {x(t) : ¢t € R, z(to) = o} wird Orbit oder
Trajektorie durch @y genannt [12, 81].

7.1 Charakteristische Losungen

Zur Charakterisierung von dissipativen Systemen wird héufig der stationdre Zustand be-
trachtet, der auch eingeschwungene oder stationire Lésung genannt wird. Ein fir t — oo
eintretender, stationdrer Zustand definiert eine Menge, die unter der Annahme von Be-
schranktheit als Attraktor bezeichnet wird. Ein Repellor wird analog mit ¢ — —oo definiert.
Die Vereinigung aller Attraktoren und Repelloren eines Systems bildet die Grenzmengeﬂ.
Die moglichen Losungen konnen in vier charakteristische Typen eingeteilt werden [81]:

e Eine Ruhelage x, liegt vor, wenn ~(x) = {xo} gilt. Die Grenzmenge {ao} besteht
daher aus der Ruhelage selbst.

e Fir periodische Losungen gilt @(t + T') = x(¢) fir alle ¢ € R. Dabei ist die Peri-
ode T' > 0 die kleinste Konstante, welche die vorige Bezichung erfiillt. Eine isolierte
Losung liegt vor, wenn in der Umgebung keine weiteren periodischen Losungen auf-
treten. Die Grenzmenge ist damit eine im Phasenraum geschlossene isolierte Kurve.
Bei autonomen Systemen wird sie als Grenzzyklus bezeichnet

1 Im Folgenden wird vereinfachend ein einzelner Attraktor beziehungsweise Repellor als Grenzmenge
bezeichnet.

2 Nicht-autonome Systeme mit periodischen Zeitabhéngigkeiten sind eingeschlossen, da sie in autonome
Systeme transformiert werden konnen.
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e Eine quasiperiodische Losung besteht aus mindestens zwei iiberlagerten periodischen
Bewegungen, die durch die inkommensurablen Perioden 77 und 75 charakterisiert
sind!y Die sich einstellende Grenzmenge ist ein Torus, der als Uberlagerung der
Grenzmengen der zugrunde liegenden periodischen Losungen interpretiert werden
kann.

e Chaotische Bewegungen lassen sich keiner der zuvor genannten Lésung zuordnen.
Sie weisen eine hohe Sensitivitat in Bezug auf die Anfangsbedingungen auf: Zwei Lo-
sungen mit beliebig nahen Anfangsbedingungen divergieren voneinander, wobei die
Bewegungen beschrankt sind. Damit lassen sich chaotische Bewegungen nicht vor-
hersagen, obwohl das zugrunde liegende System deterministisch ist. Die Grenzmenge
wird seltsamer Attraktor genannt und besitzt eine fraktale Dimension.

In einer Vielzahl mechanischer Probleme tritt die Zeit explizit auf — beispielsweise bei zeit-
abhéangigen Koeffizienten oder duflerer Erregung. Die damit vorliegenden nicht-autonomen
Differentialgleichungen kénnen durch die Einfithrung einer zusétzlichen Zustandsvariablen,
wie beispielsweise § = 27t /T, in ein autonomes System der Art tiberfithrt werden [81].
Daher werden im Folgenden ohne Beschriankung der Allgemeinheit ausschliefilich autonome
Systeme diskutiert. Bei periodischen Zeitabhdngigkeiten lassen sich die zuvor beschriebe-
nen Definitionen iibertragen, wenn 0 < 6 < 27 vorausgesetzt wird. Im nicht-periodischen
Fall ist das System wegen hm 0 = oo unbeschrankt und der fiir die vorigen Betrachtungen

vorausgesetzte stationdre Zustand liegt nicht vor.

7.2 Poincaré-Abbildungen

Die Poincaré-Abbildung reduziert die Dimension eines dynamischen Systems von n auf
n—1 ([Abbildung 7.1]). Die Grenzmenge der Poincaré-Abbildung lasst sich der Grenzmenge
einer charakteristischen Losung zuordnen und stellt daher ein wichtiges Hilfsmittel dar.
Die Poincaré-Abbildung P : H — IH € R"!, wobei H eine noch nither zu spezifizierende
Hyperebene darstellt, kann auf zwei grundlegend verschiedene Arten definiert werden:

1. Es wird ein System mit T-periodischen Koeffizienten oder eine Losung mit be-
kannter Periode T vorausgesetzt. Dann lésst sich die Poincaré-Abbildung durch
Prr(xo) = x(to + kT) mit x(tg) = xo € H definieren, wobei ¢y einen beliebigen
Zeitpunkt darstellt. Anschaulich kann sie als stroboskopische Betrachtung einer Lo-
sung interpretiert werden: Die Zustande {x(t) : t =t + kT, k € N, x(ty) = zo},
die eine Teilmenge der Hyperebene H bilden, werden beobachtet.

2. Bei unbekannter Periode muss zunéchst eine geeignete Hyperebene H definiert wer-
den. Die Losung x(t) schneidet die Hyperebene H zum Zeitpunkt ¢ an der Stelle &}
Die Poincaré-Abbildung lautet Py () = ;-

Die Grenzmenge {x? € H} der Poincaré-Abbildungen kann geometrisch einer charakteris-
tischen Losung zugeordnet werden [10, 81]:

! Inkommensurable Perioden T} und T liegen vor, wenn diese nicht als ganzzahlige Vielfache vonein-
ander ausgedriickt werden konnen: k1 Ty # koTo Vky, ko € IN.
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Abbildung 7.1: Darstellung der Poincaré-Abbildung. Der Punkt @, € H des Phasenraums
liegt in einem periodischen Orbit, & € H in einem nicht-periodischen.

e Bei einer endlichen Anzahl an Elementen a9 liegen periodische Lésungen vor.

e Quasiperiodische Losungen fithren zu einer Grenzmenge, die durch eine endliche An-
zahl an glatten Kurven dargestellt werden kann.

e Chaotische Losungen ergeben Strukturen mit fraktaler Dimension, die seltsame At-
traktoren genannt werden.
7.3 Stabilitat von Losungen

Im Rahmen dieser Arbeit wird zur Beurteilung der Stabilitat periodischer Losungen die
Definition nach Lyapunov verwendet [83, 107].

7.3.1 Definition

Betrachtet wird die Losung @ (t) der [Differentialgleichung (7.1)| mit den Anfangsbedin-
gungen x, zur Zeit tyo. Eine kleine Stérung Az, der Anfangsbedingungen verdndert die
urspriingliche Losung um die Storung Az (¢) und ergibt

B(t) = x(t) + Ax(t) . (7.2)

Eine Stabilitatsaussage iiber die Referenzlosung x(t) folgt entweder aus dem Vergleich zwi-
schen x(t) und der gestorten Losung &(t) oder aus der Untersuchung der Storung Ax(t).
Die Losung «(¢) ist im Sinne von Lyapunov stabil, falls zu jedem beliebig kleinen € > 0 ein
0 > 0 mit folgender Eigenschaft existiert{]

Az <6 = |Az)<e Vi>t,. (7.3)

1 Mit ||( )| wird eine beliebige Norm bezeichnet.
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Eine Losung wird als instabil bezeichnet, falls sie nicht im Sinne Lyapunovs stabil ist.
Die Definition der Stabilitdt nach Lyapunov ldsst zu, dass sich die ungestorte und die
gestorte Losung auch fiir ¢ — oo unterscheiden. Diesen Fall schliefit die asymptotische
Stabilitat aus:

Eine Losung x(t) heiit asymptotisch stabil, wenn sie im Sinne Lyapunovs stabil ist und
zusétzlich folgende Bedingung erfiillt: Es existiert ein beliebig kleines § > 0, sodass fiir alle
Anfangsbedingungen mit ||Axzg|| < § der Grenzwert der Stérung verschwindet:

lim || Aa(r)| =0 (7.4)

7.3.2 Stabilitat periodischer Losungen, Floquet-Theorie

Zur Untersuchung der Stabilitét einer T-periodischen Losung @,(t) des autonomen Sys-

tems [(7.1)| wird die Stérung Ax(t) betrachtet:
Ad = f(ap+ Az) — (z,) = fa(Aa) | (7.5)

Zur Untersuchung der Stabilitdt von «(t) wird die Ruhelage Axz = 0 von fa analy-
siert. Nach dem Satz von Hartman und Grobman sind unter anderem die Stabilitédtsaussa-
gen iiber hyperbolische Ruhelagen von nichtlinearer und linearisierter Differentialgleichung
identisch [50]. Daher wird eine Linearisierung beztiglich der periodischen Lésung @, (t) vor-
genommen, welche die linearisierte Differentialgleichung der Stérung liefert:

df (z)

de  lz=z,

Ad = A(l) Ax mit  A(t) = (7.6)

Dabei ist A(t) die zeitabhangige T-periodische Jacobi-Matrix. Mithilfe der Theorie von
Floquet [30] kann die Stabilitdt von Az(t) und damit letztendlich von x,(t) bestimmt
werden [76].

Aus n voneinander unabhingigen Losungen ¢;(¢) des linearen ergibt sich
mit ¢(0) = I die normierte zeitabhéngige Fundamentalmatrix ¢(t) = {d)l t)y..., qﬁn(t)}

Aufgrund der T-Periodizitat von ist @(t) = ¢(t + T) ebenfalls eine Fun-

damentalmatrix und es gilt [15]

o(t) = ¢(t +T) = $(t) $(T) . (7.7)

Zur weiteren Betrachtung wird die Monodromiematriz definiert:

M =¢(T) . (7.8)
Mit der Monodromiematrix kann aus |Gleichung (7.7) der Zusammenhang
ot +kT) = p(t)M* (7.9)
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abgeleitet werden. Eine Losung der [Storungsgleichung (7.5)| mit den Anfangsbedingungen
Axz(0) = Axg lasst sich gemal

Ax(t+kT) = p(t + kT)Azxy = p(t)YM"Azy  mit ke N (7.10)

darstellen. Die Stabilitdt der Losung «(¢) hingt damit ausschlieBlich von M ab. Zur wei-

teren Stabilititsanalyse wird die Transformation ¢(t) = (t)Q ' auf

angewandt:
Yt +ET)Q ' =p(H)Q T M" . (7.11)

Eine Diagonalisierung wird erreicht, wenn fiir Q@ die Modalmatrix von M gewéhlt wird [l
Die Eigenwerte u; von M werden als Flogquet-Multiplikatoren bezeichnet. Mit

Q 'MQ = Diag <,u1,...7un> (7.12)
kann die transformierte Losung ¥ (t) = [wl(t)7 o ﬂl)n(f)} dargestellt werden:

Gt +KT) = pbs(t),  i=1,...,n. (7.13)
Damit ergibt sich fiir ¢ — oo beziehungsweise k — oo

0 falls |p| < 1
klim it +kT) = oo falls || > 1 (7.14)
—00

Pi(t) falls ;=1

Fir den Fall der hier betrachteten T-periodischen Losungen &, (t) muss fiir einen Eigenwert
der Monodromiematrix pu; = 1 gelten. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit wird im
Folgenden p; = 1 vorausgesetzt. Die Stabilitdt und Charakterisierung der Losung héngt
allein von den verbleibenden n — 1 Eigenwerten ab:

e Eine periodische Losung wird als hyperbolisch bezeichnet, wenn nur ein Eigenwert
mit |p;| = 1 existiert: Aufler py = 1 liegt kein weiterer Floquet-Multiplikator auf
dem Einheitskreis der komplexen Ebene.

e Die Losung ist asymptotisch stabil, wenn fiir alle verbleibenden n — 1 Eigenwer-
te |l < 1 gilt (i = 2,3,...,n). Die Grenzmenge wird stabiler Grenzzyklus oder
periodischer Attraktor genannt.

e Die Losung ist instabil, wenn es mindestens einen Eigenwert mit |u;| > 1 gibt.

e Die Grenzmenge der Losung wird periodischer Repellor genannt, wenn fiir alle n — 1
Eigenwerte |u;| > 1 gilt (i =2,3,...,n).

! Unter der Annahme von einfach auftretenden Eigenwerten ist die konstante Matrix @ invertierbar.
Der Fall mehrfacher Eigenwerte wird von Nayfeh und Mook behandelt ﬂﬂ] Die Stabilitdtsaussagen bleiben
unveréndert.
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e Liegen zwei oder mehr Eigenwerte auf dem Einheitskreis der komplexen Ebene und
alle anderen innerhalb desselben, dann liegt der kritische Fall vor. Zur Bestimmung
der Stabilitédt miissen die nichtlinearen Terme hinzugezogen werden.

7.4 Bifurkationen periodischer Losungen

Fiir die weiteren Betrachtungen wird die autonome [Differentialgleichung (7.1)| um einen
Parameter o erweitert:

&=f(x,0) mit xfecPCR" ceR. (7.15)

Die auftretenden Losungstypen kénnen nun von ¢ abhdngen. Eine qualitative Anderung
der Losung an der Stelle o wird Bifurkation oder Verzweigung genannt [107]. Dazu z&hlt
beispielsweise auch eine sich 4ndernde Anzahl an Floquet-Multiplikatoren innerhalb be-
ziehungsweise auflerhalb des Einheitskreises. Das System ist an dieser Stelle strukturell
instabil [81)].

In dieser Arbeit werden ausschlieflich Systeme mit einem verdnderlichen Parameter
betrachtet. Dementsprechend konnen Bifurkationen der Codimension 1 detektiert wer-
den [12]. Die Variation des Parameters o erfolgt quasistatisch.

Im vorigen Abschnitt wird die Stabilitat periodischer Losungen anhand von Floquet-Mul-
tiplikatoren besprochen. Dabei gilt stets gy = 1. Sobald infolge der Variation von o ein
weiterer Floquet-Multiplikator auf den Einheitskreis ,wandert“, tritt der kritische Fall ein.
Verlasst dieser Floquet-Multiplikator schliefilich den Einheitskreis, dann wird die Lésung
instabil. Die Unterscheidung zwischen drei charakteristischen Bifurkationsszenarien hangt
von der Stelle ab, an welcher der Floquet-Multiplikator den Einheitskreis verlasst (Abbil-

dung [2).

4+Im p 4Im p +Im g

(a) Periodenverdopplung (b) Sattelknoten (c) Torus-Bifurkation

Abbildung 7.2: Bifurkationsszenarien periodischer Losungen (Codimension 1)

7.4.1 Periodenverdopplung

Verlasst ein Floquet-Multiplikator den Einheitskreis bei u; = —1, fithrt dies zu einer weite-
ren nicht abklingenden Lésung. Aus [Gleichung (7.13)| ergibt sich ap;(t +27") = (—1)24;(t),
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woraus der Charakter der neuen Losung abgeleitet werden kann: Sie ist ebenfalls peri-
odisch, besitzt aber an der Bifurkationsstelle, das heifit bei ; = —1, die doppelte Perioden-
dauer. Diese Bifurkation wird Periodenverdopplung (PD) oder Flip-Bifurkation genannt.

7.4.2 Sattelknoten-Bifurkation

Eine Sattelknoten-Bifurkation wird an der Stelle 0 = o, angenommen. Dann sind bei-
spielsweise fiir o < o, ein stabiler und ein instabiler Grenzzyklus vorhanden. Diese fallen
bei 0. zusammen und verschwinden fiir ¢ > 0. [62]. Beim Ubergang vom stabilen zum
instabilen Grenzzyklus verldsst ein Floquet-Multiplikator den Einheitskreis bei p; = 1
(A o ). Eine Sattelknoten-Bifurkation wird im Englischen als turning point,
limit point, limit point cycle (LPC) oder fold bifurcation bezeichnet.

7.4.3 Torus-Bifurkation

Eine Torus-Bifurkation liegt vor, wenn zusétzlich zum Floquet-Multiplikator u; = 1 ein
konjugiert komplexes Eigenwertpaar mit Betrag 1 existiert, beispielsweise

pos = X, lv| £ 0,7, 2m, ... . (7.16)

Bei irrationalen Verhéltnissen von 27 /v treten quasi-periodische Losungen auf. Ist das
Verhéltnis 27 /v rational, liegen periodische Losungen vor. Sie kénnen jedoch eine sehr
lange Periodendauer aufweisen und sind oft nur schwer von den quasiperiodischen Losun-
gen zu unterscheiden. Die Torus-Bifurkation wird auch als Neimark-Sacker-Bifurkation,
Hopf-Bifurkation periodischer Orbits, sekundére oder generalisierte Hopf-Bifurkation be-
zeichnet.

7.5 Chaotische Bewegungen

Chaotische Bewegungen weisen eine hohe Sensitivitdt in Bezug auf Anfangsbedingungen
oder kleine Storungen auf. Die Bewegung ist im Phasenraum beschrankt, dennoch di-
vergieren benachbarte Losungen exponentiell. Daher ist es nicht méglich, eine bestimmte
chaotische Losung vorherzusagen. Vielmehr ist der stationdre Zustand von Interesse, der
einen seltsamen Attraktor ergibt.

Die Identifikation von chaotischen Bewegungen kann mithilfe der Poincaré-Abbildung (Ab-
bildung [[2)) durchgefiihrt werden. Jedoch ist dies eine grafische Methode, die nur schwer
eine automatisierte Auswertung erlaubt und meist auf einer visuellen Bewertung beruht.

Ein weiteres grafisches Hilfsmittel stellt das Leistungsspektrum dar. Dabei ergeben peri-
odische oder quasiperiodische Losungen an diskreten Stellen von null verschiedene Werte.
Hingegen zeichnen sich chaotische Losungen durch ein breitbandiges Spektrum aus[l Da-

! Bei stochastischen Prozessen treten ebenfalls breitbandige Spektren auf. Da in dieser Arbeit aus-
schliefllich deterministische Systeme untersucht werden, ist ein breitbandiges Spektrum ein eindeutiges
Indiz fiir chaotisches Verhalten.
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her kann chaotisches Verhalten eines Subsystems zu einer breitbandigen Anregung anderer
Teilsysteme fithren und unerwiinschte Schwingungen hervorrufen.

7.5.1 Lyapunov-Exponent

Der Lyapunov-Exponent erlaubt im Gegensatz zu den zuvor genannten Kriterien eine
quantitative Identifizierung chaotischer Lésungenﬂ Der Ausgangspunkt der Betrachtung
ist die zu den Anfangsbedingungen x, gehérende Losung x(t), fir welche der grofite
Lyapunov-Exponent bestimmt werden soll. Wie in wird die Anfangsbe-
dingung um Az, gestort, woraus sich die Losung Z(t) = x(t) + Axz(t) ergibt. Mithilfe
der aus berechneten Stérung Ax(t) kann das Spektrum der Lyapunov-

Exponenten \; definiert werden [76]:

1 Ax(t
M= lim L1 B2 (7.17)
oot || Al
Fir n geeignet gewdhlte Anfangsbedingungen Ax, ergeben sich theoretisch n Lyapunov-
Exponenten. Bereits der maximale Lyapunov-Exponent A; liefert folgende Aussagen iiber
die vorliegende Losung:

A1 < 0 Ruhelage
A1 =0 periodisch oder quasiperiodisch
A1 > 0 chaotisch

Bei periodischen Lésungen existiert — in Analogie zu den Floquet-Multiplikatoren — genau
ein Lyapunov-Exponent mit A\; = 0. Quasiperiodische Lésungen ergeben mindestens zwei
verschwindende Exponenten \; = 0. Fiir die verbleibenden gilt in beiden Féllen A; < 0. Bei
nicht-autonomen Systemen bleiben die Stabilitdtsaussagen beziiglich chaotischer Losungen
unverdndert, jedoch fehlen bei periodischen oder quasiperiodischen Losungen verschwin-
dende Lyapunov-Exponenten.

Zur numerischen Berechnung existiert ein Vielzahl verschiedener Verfahren [76, 81, 101,
127). In dieser Arbeit wird eine Methode angewandt, die auf der Zeitintegration der gestor-
ten und der ungestorten Losung beruht [105]. Praktisch fir alle Anfangsbedingungen Ax
ergibt sich damit der maximale Lyapunov-Exponent. Dies liegt daran, dass mit hoher
Wahrscheinlichkeit Az, einen Anteil in Richtung des gréfiten Wachstums der Stoérung
aufweist [101]. Zusétzlich kénnen kleinste numerische Fehler infolge der Sensitivitét der
chaotischen Bewegung ebenso zu einem Anteil in diese Richtung fithren.

Zur Beschreibung des Verfahren werden die ungestorte und die gestérte Losung x(t)
beziehungsweise &*(t) im Zeitintervall ¢ € [t;, tx41] mit den jeweiligen Anfangsbedingun-

gen zf und & betrachtet (Abbildung 7.3). Bei chaotischem Verhalten divergieren x(t)

! Die Realteile der Eigenwerte der Jacobi-Matrix einer Ruhelage und die Realteile der Floquet-
Multiplikatoren periodischer Losungen sind mit den Lyapunov-Exponenten identisch [81]. Damit sind
auch Aussagen iiber Ruhelagen, periodische oder quasiperiodische Losung moglich.
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Abbildung 7.3: Bestimmung des maximalen Lyapunov-Exponenten

und Z(¢) exponentiell. Da der Lyapunov-Exponent ein lokales Mafl darstellt, mussen die
Anfangsbedingungen ¥ zu Beginn einen jeden Zeitintervalls normiert werden:

[Azo||

mm: 1t - (7.18)

ilg = m(tk) +

Der maximale Lyapunov-Exponent lasst sich damit fiir groe n nédhern:

R re
M 2 A

k=1

(7.19)

Zur Berechnung des gesamten Lyapunov-Spektrums miissen n Stérungen mit linear un-
abhéangigen Anfangsbedingungen betrachtet werden. Damit sie nicht alle den maximalen
Lyapunov-Exponenten ergeben, muss die sogenannte Gram-Schmidt-Orthogonalisierung
angewandt werden. Da in dieser Arbeit mit dem Lyapunov-Exponenten nur chaotisches
Verhalten detektiert werden soll, gentigt die Bestimmung des maximalen Exponenten.

7.6 Bifurkationsdiagramme

Die Attraktoren und Repelloren der Losungen x(t) des [Systems (7.15)] konnen in Bifur-

kationsdiagrammen dargestellt werden, die einen Uberblick iiber das Systemverhalten ge-
ben. Dabei wird eine charakteristische skalare Grofie char(x), die beliebig definiert werden
kann, tiber dem Bifurkationsparameter ¢ aufgetragen. Bei periodischen Lésungen bilden
sich glatte Kurven aus, sodass stabile Losungen mit durchgezogenen und instabile mit
gestrichelten Linien gekennzeichnet werden kénnen. Im Allgemeinen ergibt die charakte-
ristische Grofle bei quasiperiodischen und chaotischen Losungen eine Punktwolke. Damit
zeigt das Bifurkationsdiagramm einen Uberblick iiber das mégliche Systemverhalten.

In dieser Arbeit werden Amplituden oder lokale Extrema einer Komponente z; als cha-
rakteristische Grofilen char(x) gewahlt. Als Bifurkationsparameter wird in dieser Arbeit
entweder die Erregerfrequenz des Einmassenschwingers oder die Winkelgeschwindigkeit
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des Rotors gewahlt. Zur Berechnung der Bifurkationsdiagramme existieren zwei grundle-
gende Varianten: Brute-Force-Methode und Pfadverfolgung. Sie werden in den folgenden
beiden Abschnitt vorgestellt.

7.6.1 Brute-Force-Methode

Bei der Brute-Force-Methode wird ein stationdrer Zustand durch die Lésung nach ei-
ner ausreichend langen Zeitintegration approximiert. Zur Erstellung eines Bifurkations-
diagramms muss dies fiir eine Parametermenge {o} durchgefithrt werden. Damit ist die
Brute-Force-Methode besonders einfach und universell einsetzbar. Insbesondere lassen sich
quasiperiodische und chaotische Lésungen untersuchen. Jedoch werden oft lange Rechen-
zeiten bendtigt und instabile Losungen kénnen im Allgemeinen nicht bestimmt werden.
Eine Ausnahme bilden Repelloren; sie kénnen durch Umkehrung der Zeit berechnet wer-
den.

7.6.2 Pfadverfolgung

Die Pfadverfolgung ist ein effizientes Werkzeug, um Ruhelagen und periodische Lésungen
(Grenzzyklen) in Abhingigkeit des Parameters o zu bestimmen. Die Verfolgung quasipe-
riodischer Losungen ist Gegenstand aktueller Forschungsaktivitat und wird aufgrund ge-
ringer Robustheit in dieser Arbeit nicht eingesetzt [10, 95]. Das Vorgehen zur Verfolgung
T-periodischer Losungen wird im Folgenden skizziert |62, (76, [101]:

Da die Periodendauer T' im Allgemeinen unbekannt ist, wird eine neue Zeit 7 = t/T

eingefithrt, sodass beziiglich 7 die Periodendauer 1 betrigt. Aus folgt in

Verbindung mit der Periodizitatsbedingung ein Randwertproblem:

@ Tiwo),  a(0)==(1) (7.200)

Zur Bestimmung der Periodendauer T" wird dieses Randwertproblem auf

dT
o 0, U(x)=0 (7.20b)
erweitert. Dabei ist W(x) = 0 eine sogenannte Phasenbedingung. Die Namensgebung l4sst
sich leicht begriinden: Falls &(7) eine Losung von [Gleichung (7.20a)|ist, dann stellt & (74 79)
fiir ein beliebiges 79 ebenfalls eine Losung dar. Mithilfe der Phasenbedingung wird die
Phasenlage der Losung eindeutig definiert.

Die Pfadverfolgung wird in Pradiktion, Korrektur und Schrittweitensteuerung unterteilt.
Die numerische Auswertung erfolgt bei vielen Implementierungen mittels Schiefiverfahren,
Finiten Differenzen oder Kollokationsverfahren. Auftretende Bifurkationspunkte kénnen
mithilfe von Testfunktionen lokalisiert und bestimmt werden.

Es existiert eine Vielzahl an Softwarepaketen zur Pfadverfolgung, beispielsweise AUTO,
BirpACK und ALCON. In dieser Arbeit wird die MATLAB® -Toolbox MATCONT verwendet
[22,162].

78



8 Einmassenschwinger mit einem Kontakt

In diesem Kapitel wird der Einfluss eines EHD-Kontaktes auf einen Einmassenschwin-
ger diskutiert. zeigt den Oszillator mit der dimensionslosen Notation aus
[Abschnitt 24 mit einem zunéchst allgemeinen Kontakt (vergleiche auf Sei-
te[67). Die Kontaktkraft Wy kann entweder mit dem hydrodynamischen, dem Hertz’schen
oder dem elastohydrodynamischen Kontaktmodell aus [Teil 1l bestimmt werden.

LW(T)
M

Abbildung 8.1: Einmassenschwinger mit einem Kontakt

Falls nicht anders angegeben wird zur Bestimmung der Kontaktkraft stets das dynamische
Fluid-Struktur-Modell (FS) verwendet. Mit = wird die Position der Masse M, mit S(7) die
Position des FuBBpunktes und mit W(7) die Krafterregung beschrieben.

8.1 Differentialgleichungssystem

Die Bewegungsgleichung des Einmassenschwingers in = lautet
M= — Wy = —W(7) . (8.1)

Bei Verwendung des dynamischen Fluid-Struktur-Modells muss zur vollstandigen Beschrei-
bung des Systems die [Differentialgleichung (6.4)[ der inneren Variable H, hinzugefiigt wer-
den.

Zur Darstellung wird im Folgenden die Eigenkreisfrequenz €y des Schwingers mit dyna-
mischem Fluid-Struktur-Kontakt (FS) und damit die Steifigkeit Crg aus [Gleichung (6.5)]
verwendet. Dabei liegt eine Linearisierung des ungeddmpften Systems um die Ruhelage
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zugrunde. Ein Erregerfrequenzverhéltnis v ldsst sich mithilfe der Erregerfrequenz 2 und
der Eigenkreisfrequenz )y definieren:

Q [Crs
= Qo =4/ —= . 2
v QO ) 0 M (8 )

Die zur charakteristischen Zeit aus |Gleichung gehorende Kreisfrequenz 27 /7, und
die Eigenkreisfrequenz 2y weisen fiir bestimmte Parameterkombinationen die gleiche Gro-

Benordnung auf (Abbildung 8.2)). In solchen Fallen muss zur Bestimmung des stationéren

Zustandes ein entsprechend langer Einschwingvorgang berticksichtigt werden. Die Herlei-
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Abbildung 8.2: Eigenkreisfrequenz €y des ungedampften und um die Ruhelage linearisier-
ten Einmassenschwingers mit einem EHD-Kontakt (FS). Zum Vergleich ist
die zur charakteristischen Zeit gehorende Kreisfrequenz 27 /7. des EHD-
Kontaktes (FS) hinzugefigt.

tung der charakteristischen Zeit 7, ist in ausgefiihrt und nur fiir hochbe-
lastete Falle giiltig, das heifit 8 ~ 1. Fir die Dauer des Einschwingvorgangs folgt daher: Je
hoher die Last Wy und je kleiner die Masse M, desto langer dauert der Einschwingvorgang
— bezogen auf die Eigenkreisfrequenz 2.

Bei kleinen Lasten und hohen Massen ergibt sich ein Druckprofil, das dem des statischen
Falles nahe kommt (vergleiche [Abschnitt 5.4.2)). Hohe Lasten oder kleine Massen fiihren zu
welligen Druckprofilen oder zu solchen, wie sie bei Anndherung ohne Tangentialgeschwin-

digkeit auftreten (Abschnitt a1l[1, 45, l6)).

8.2 Ergebnisse

Das dynamische Verhalten ldsst sich iiberwiegend anhand von Amplitudengéngen disku-
tieren, wobei die Amplitude amp = iiber der Erregerfrequenz v aufgetragen wird. Zur Be-
schreibung der Amplitude wird die dimensionslose Schreibweise aus genutzt.
Damit entspricht = = 1 ungefihr der Auslenkung unter statischen Bedingungen.

Die Ergebnisse mit den vereinfachten Kontaktmodellen werden fir Kraft, Fulpunkt- und
Parametererregung getrennt vorgestellt und anschlieBend mithilfe des FEM-Modells vali-
diert.
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8.2.1 Krafterregung

Bei schwachen Lasten treten klassische nichtlineare Schwingungseffekte auf (Abbil-
dung B3)). Der Amplitudenverlauf in der Nahe der Hauptresonanz bei v ~ 1 ist nach
links gekriimmt, was einen Hinweis auf einen degressiven Kraftverlauf darstellt. Dadurch
ergibt sich eine instabile periodische Losung, die durch zwei Sattelpunkte (LPC) begrenzt
wird. Mit der instabilen Lésung gehen Amplitudenspriinge einher. Die superharmonischen
Resonanzen sind fiir v &~ 3,3, 1 deutlich zu erkennen. Eine weitere periodische Lésung
entsteht an den Periodenverdopplungen (PD) bei v & 2. Diese subharmonische Resonanz
besitzt ebenfalls einen nach links gekriimmten Amplitudenverlauf, der einen Sattelpunkt

und einen Bereich instabiler periodischer Losungen aufweist.

3 stabil |
= = = = jnstabil
1 o LPC

1] 2f 1 * PD 1
o,
g
< 1t i

0 L L L

0 0.5 1 1.5 2 2.5

Frequenz v

Abbildung 8.3: EHD-Kontakt (F'S) bei schwacher Last Wy, = 0.01 und Krafterregung
Y = 0.3, M =20

Bei hohen Lasten ist der Kraftverschiebungsverlauf des Hertz’schen Kontaktes in guter Na-
herung linear. Daher kann ein Amplitudengang erwartet werden, der weder nach links noch
nach rechts gekritmmt ist. Jedoch éffnet sich bei grofien Amplituden ab etwa amp = ~ 1
der Kontakt, wodurch der Amplitudenverlauf in der Nahe der Hauptresonanz nach links
gekrimmt ist ([Abbildung 8.4]). Der Bereich des Abhebens ist in [Abbildung 8.4] hervorge-
hoben und beginnt mit einem Knick der Amplitude. Infolge der Linkskriimmung treten
Sattelpunkte, instabile Lésungen und Amplitudenspriinge auf. EHD- und Hertz-Kontakt
zeigen bei hohen Lasten qualitativ das gleiche Verhalten. Die bei schwachen Vorlasten
beobachteten sub- und superharmonischen Resonanzen sind nicht mehr vorhanden.

In sind unter anderem die Amplitudenverléufe fiir zwei besondere Félle bei

Lasten im Ubergangsbereich gezeigt:

e Das Verhalten bei Wy = 0.1 entspricht einem iiberkritisch geddmpften Einmassen-
schwinger, der mit einem linearen Kelvin-Voigt-Element mit der Umgebung verbun-
den ist.

e Bei einem linearen, geddmpften, krafterregten Einmassenschwinger ist die Eigen-
kreisfrequenz kleiner als die Eigenkreisfrequenz des zugehorenden ungedampften Sys-
tems @] Die Hauptresonanz des Einmassenschwingers mit EHD-Kontakt liegt je-
doch fiir den Lastfall Wy = 0.5 bei v = 1.5. Der scheinbare Widerspruch lasst sich
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FS
Hertz
s Abheben

ol \ e LPC

0 0.5 1 1.5 2 2.5
Frequenz v

i 4y

amp

Abbildung 8.4: Abheben unter hoher Last Wy = 100 bei Krafterregung ~,, = 0.3, M = 10,
1 = 0.1, FS-Modell

durch physikalische Uberlegungen auflésen: Bei kleinen Lasten (W, = 0.001) wird
die Steifigkeit und damit die Eigenkreisfrequenz des um die Ruhelage linearisierten
Systems durch das Fluid-Element bestimmt, da Cy; < Cy vorliegt. Mit steigender
Last erhoht sich zunéchst die Ddmpfung ([(Abbildung 6.5h)), sodass das Fluid-Element
yversteift wird. In einigen Féllen kann die Dampfung so hoch werden, dass die Ei-
genkreisfrequenz trotz Cp < Cy durch die Struktursteifigkeit dominiert wird und
eine Resonanzverschiebung auftritt.

1.

g Wy = 0.001

L —_— W, =01
1[1]
- —_— W, =05
< 0.5 stabil

= = =« instabil
0 ‘ ‘ ‘ ‘ e LPC
0 0.5 1 1.5 2 2.5

Frequenz v

Abbildung 8.5: Besondere Auspragungen von Amplitudenverlaufen bei Krafterregung:
Uberkritische Dampfung bei W, = 0.1, Resonanzverschicbung bei
Wy =0.5. (7w = 0.3, M = 0.1, FS-Modell)

Die Amplitudengénge fir Krafterregung (v, = 0.3) sind fiir die Lasten Wy = 0.01...100
und die Massen M = 0.1...100 in zusammengefasst. Dabei ist die Mas-
senunabhéngigkeit der Ergebnisse bei hohen Lasten hervorzuheben (Abbildung 8.6d). Dies
kann zum einen mithilfe des anndhernd linearen Kraftgesetzes des Hertz’schen Kontak-
tes begriindet werden. Zum anderen ist wihrend des gedffneten Kontaktes das Verhalten
ebenfalls massenunabhingig. Aufgrund der groBen Ahnlichkeit der Ergebnisse sowie der
Modelle (bei hohen Lasten) kann die Argumentation vom Hertz- auf den EHD-Kontakt
iibertragen werden.
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Abbildung 8.6: Parameterstudie bei Krafterregung ~, = 0.3, FS-Modell,
M: 0.1, 1, 10, 100. Fast identische Verldufe trotz unter-
schiedlicher Massen werden zuséatzlich mit Punkten in der entsprechenden
Farbe markiert.

Einer der Vorteile des neu entwickelten EHD-Kontaktmodells liegt in der Giiltigkeit tber
einen grofen Lastenbereich — insbesondere auch fiir kleine Lasten. Fir Wy = 0.01 sind
HD- und EHD-Kontakt identisch (Abbildung 8.7a). Dabei wird deutlich, dass die Model-
lierung mittels Hertz’scher Theorie versagt. Bei hohen Lasten sind, wie zuvor beschrieben,
die Ergebnisse mit Hertz- und EHD-Kontakt identisch (Wy = 10 in [Abbildung 8.7d). Er-
wartungsgemif geben weder HD- noch Hertz-Kontakt das Verhalten im Ubergangsbereich
korrekt wieder (Abbildungen und B7d).

Ausgehend vom dynamischen Fluid-Struktur-Modell wird mit zusétzlichen Annahmen das
nichtlineare Kelvin-Voigt-Modell in [Abschniff 6.2 hergeleitet. Der in [Abbildung 8.8 gezeigte
Vergleich beider Modelle ergibt, dass die wesentlichen Phénomene auch vom nichtlinearen
Kelvin-Voigt-Modell abgebildet werden: Sattelpunkte, instabile Lésungen, Amplituden-
spriinge, sub- und superharmonische Resonanzen und Abheben. Jedoch ist im Ubergangs-
bereich Wy = 1 eine zuséatzliche subharmonische Resonanz zu finden, die bei Verwendung
des FS-Modells nicht auftritt. Des Weiteren erlaubt bereits die Herleitung des KV-Modells
den Schluss, dass die oben diskutierte Resonanzverschiebung nicht auf-

treten kann.
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Abbildung 8.7: Vergleich von EHD- mit HD- beziehungsweise Hertz-Kontakt bei Krafter-
regung v = 0.3, M =10

8.2.2 FuBpunkt- und Parametererregung

Die Amplitudenverldufe bei Fulpunkterregung und Parametererregung durch den Radius
beziehungsweise durch die hydrodynamische Geschwindigkeit sind in den Abbildungen B9,
und BTl gezeigt. Die Verldufe sind qualitativ d&hnlich zu denjenigen bei Krafterregung
in [Abschnitf 82771

Bei Parametererregung durch den Radius sind im Vergleich zu Krafterregung besonders
die ausgepréigten subharmonischen Resonanzen bei v /&~ 2 zu erwahnen. Diese werden iib-
licherweise anhand der Mathieu-Gleichung mit einem Freiheitsgrad erklart (Anhang ).
Dabei wird insbesondere bei v &~ 2 von einer Parameterinstabilitit gesprochen. Eine sta-
tische Vorlast entspricht einer Inhomogenitiat der Mathieu-Gleichung. In wird
gezeigt, dass als Folge von statischer Vorlast und Parametererregung eine Fremderregung
entsteht. Aus diesem Grund kénnen auch klassische Resonanzen gefunden werden.

Die FufSpunkterregung erfolgt mit

S =9%(H? + AY) . (8.3)

Fiir grofie und kleine Lasten ergibt sich die Amplitude aus dem Produkt zwischen statischer
Auslenkung und ~g.
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Abbildung 8.8: Vergleich zwischen dynamischem Fluid-Struktur-Modell (FS) und nichtli-
nearem Kelvin-Voigt-Modell (KV) bei Krafterregung v, = 0.3, M = 10
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Abbildung 8.9: Fuflpunkterregung vs = 0.2, FS, M: 100, == 10, == 1, ==0.1. Fast
identische Verlaufe trotz unterschiedlicher Massen werden zuséitzlich mit
Punkten in der entsprechenden Farbe markiert.
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Abbildung 8.10: Parametererregung durch eine variierende hydrodynamische Geschwindig-
keit vy = 0.2, FS-Modell, M: 0.1, 1, 10, 100. Fast
identische Verldufe trotz unterschiedlicher Massen werden zusétzlich mit
Punkten in der entsprechenden Farbe markiert.
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Abbildung 8.11: Parametererregung durch einen variierenden Kontaktradius yg = 0.2, F'S-
Modell, M: 0.1, 1, 10, 100. Fast identische Verlaufe
trotz unterschiedlicher Massen werden zusétzlich mit Punkten in der ent-
sprechenden Farbe markiert.
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8.3 Validierung

Der Schwinger mit dem vereinfachten EHD-Kontaktmodell wird mithilfe numerischer
FEM-Loésungen validiert, wobei die verschiedenen Erregungsarten getrennt voneinander
betrachtet werden. Der Amplitudenverlauf muss aufgrund der Komplexitat des FEM-
Modells mittels Zeitintegration (Brute-Force-Methode, [Abschnitt 7.6.1]) berechnet werden.
Die Bestimmung der Amplitude setzt einen eingeschwungenen Zustand voraus, was wie-
derum eine ausreichend lange Zeitintegration bedingt. In der vorliegenden Arbeit werden
die Amplituden an diskreten Frequenzen berechnet. Um jeweils den eingeschwungenen Zu-
stand moglichst schnell zu erreichen, wird die stationdre Losung mit der vorigen Frequenz
als Anfangswert verwendet. Dadurch ergeben sich im Bereich von Amplitudenspriingen
bei steigender beziehungsweise fallender Frequenz unterschiedliche Losungen

Im Bereich der Subharmonischen wird eine besonders lange Einschwingzeit bendtigt, wo-
durch diese Resonanz leicht iibersehen werden kann. Des Weiteren kann die Subharmoni-
sche auch als Parameterinstabilitdt interpretiert werden. Dabei ist bekannt, dass sie nur in
einem schmalen Parameterbereich existiert. Im Falle einer schlechten Frequenzauflésung
der FEM-Rechnung wird die Instabilitdt mit hoher Wahrscheinlichkeit nicht detektiert.
Die Berechnung mithilfe eines vereinfachten Kontaktmodells (FS oder KV) erlaubt die
Benutzung von Verfolgungsalgorithmen, und stellt damit — abgesehen von Modellunge-
nauigkeiten — eine zuverlédssige Vorhersage von subharmonischen Resonanzen dar.

8.3.1 Krafterregung

Krafterregung fiihrt — wie in [Abschnité 8277] beschrieben — bei schwachen Lasten unter
Verwendung des dynamischen Fluid-Struktur-Modells zu sub- und superharmonischen Re-
sonanzen. Diese werden durch eine FEM-Rechnung bestéatigt (Abbildung 8.12a]). Dabei

2.5 8 ]
9 FEM v 1
6 |
o FEMv]
ml 1.5 1]
N S} FS
g 1 g
IS =
2
0.5 )
0 0 :
0 0.5 1 1.5 2 2.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
Frequenz v Frequenz v
(a) Wo =0.01 (b) Wo = 1 (Ubergangsbereich)

Abbildung 8.12: Validierung des dynamischen Fluid-Struktur-Modells mittels FEM bei
Krafterregung v, = 0.3 fiir schwache und mittlere Lasten, M = 10

! Eine Simulation mit steigender Frequenz wird als Hochlauf bezeichnet und in den Diagrammen mit
LV T¢ abgekiirzt. Analog wird durch eine abnehmende Frequenz ein Auslauf charakterisiert, der mit ,v ¢
abgekiirzt wird.
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stimmen die Amplituden exakt tiberein, was auf eine genaue Modellierung der Dampfung
schliefen lasst. Lediglich bei der subharmonischen Resonanz sind geringe Abweichungen
zu erkennen.

Der Amplitudensprung bei der Last Wy = 1 in ist deutlich zu erkennen.
Aufgrund der geringen Dampfung insbesondere bei hohen Lasten ergeben sich beim Aus-
lauf extrem hohe Amplituden, wobei die FEM-Rechnung an ihre Grenzen st68t. Daher
erscheint der Sprung beim Auslauf von hohen zu niedrigen Amplituden bei v =~ 0.1 nicht
mehr vertrauenswiirdig. Davon abgesehen liegt eine hohe Ubereinstimmung zwischen dem
vereinfachten und dem FEM-Modell vor.

Die tiberkritische Démpfung und die Resonanzverschiebung werden basierend auf dem dy-
namischen Fluid-Struktur-Modell in besprochen und an dieser Stelle mit
dem FEM-Modell validiert: Der iiberkritisch geddmpfte Fall zeigt eine exakte Ubereinstim-
mung beider Modelle [(Abbildung 8.13al). Die Resonanzverschiebung wird zwar abgebildet,
jedoch differieren die Amplituden (Abbildung 8.13D)). Damit geht einher, dass die durch
das FS-Modell vorhergesagten Sattelpunkte, instabilen Losungen und Amplitudenspriinge
nicht auftreten.

0.4 ) FEM v 1
03l FEM vt o FEMv]
wmo FS T FS
= 2
= 0.2 =
] S
0.1
0
0 0.5 1 1.5 2 2.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
Frequenz v Frequenz v
(a) Uberkritische Diampfung: Wy = 0.1 (b) Resonanzverschiebung: Wy = 0.5

Abbildung 8.13: Uberkritische Dampfung und Resonanzverschiebung: Validierung des
dynamischen Fluid-Struktur-Modells mittels FEM bei Krafterregung
Yo =03, M=0.1

8.3.2 FuBpunkt- und Parametererregung
Die Amplitudenverliufe bei Fufipunkterregung werden, wie zeigt, vom

dynamischen Fluid-Struktur-Modell mit einer hohen Giite vorhergesagt. Insbesondere
werden die Hauptresonanz und die ausgepriagte subharmonische Resonanz bei Wy = 0.01
bestatigt (Abbildung 8.14a)). Aus der iibereinstimmenden Amplitude kann auf eine genaue
Modellierung der Dampfung geschlossen werden. Bei der hohen Last Wy = 10 treten in
beiden Modellen Amplitudenspriinge auf ([Abbildung 8.14h]). Die Stellen des Sprungs von
groflen zu kleinen Amplituden weichen leicht voneinander ab, sodass in diesem Bereich
auch die Amplituden leicht voneinander abweichen.
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Abbildung 8.14: Validierung des dynamischen Fluid-Struktur-Modells mittels FEM bei
FuBpunkterregung v¢ = 0.2, M = 10
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Abbildung 8.15: Validierung des dynamischen Fluid-Struktur-Modells mittels FEM bei Pa-
rametererregung durch eine variierende hydrodynamische Geschwindig-
keit v = 0.2, M =10
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Bei Parametererregung durch eine schwankende hydrodynamische Geschwindigkeit stimmt
bei kleinen Lasten das dynamische Fluid-Struktur-Modell mit der FEM-Rechnung iiber-
ein (Abbildung 8.15a)). Mit steigender Last werden die Abweichungen grofier (Abbil-
dung RBT5H). Bei hohen Lasten liefert das vereinfachte Kontaktmodell, wie bereits aus der
Validierung in [Abschnitt 6.3 hervorgeht, keine zuverlissige Vorhersage (Abbildung 8.15d).
Das dynamische Fluid-Struktur-Modell zeigt gute Vorhersagen bei Parametererregung in-
folge eines verdnderlichen Radius ([Abbildung 8.16]), obwohl die Herleitung unter besonders
starken Vereinfachungen erfolgt ist (Abschnitt 3.3.3). Lediglich eine beim FS-Modell in ei-
nem sehr schmalen Parameterbereich auftretende subharmonische Resonanz wird durch
das FEM-Modell nicht bestatigt.
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Abbildung 8.16: Validierung des dynamischen Fluid-Struktur-Modells mittels FEM bei
Parametererregung durch einen variierenden Kontaktradius vz = 0.2,
M =10
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9 Einmassenschwinger mit zwei Kontakten

Bei praktischen Anwendungen treten in der Regel mehrere geschmierte Kontaktstellen auf.
Dadurch entstehen Effekte, die nicht mehr mithilfe des Einmassenschwingers mit einem
EHD-Kontakt erklart werden konnen. Daher wird der in in dimensionsloser
Notation gezeigte Schwinger mit zwei Kontakten untersucht (vergleiche auf
Seite [G7). Er besteht aus einem Korper (Masse M, Breite L), dessen Schwerpunktposition
mit = bezeichnet wird. Der Kérper wird von einem inneren und einem &ufleren Kontakt
eingeschlossen, die mit (); bezichungsweise (), gekennzeichnet werden.

4 Ko+ Ly >
< K + Lq >
Lo |
Hy; Hoq
S(r) . |W(T) é
M A

Ko+ Lo)/2 ]

Abbildung 9.1: Einmassenschwinger mit zwei Kontakten

Vereinfachend werden — bis auf zeitabhingige Schwankungen — identische Kontakte und
ein symmetrischer Aufbau vorausgesetzt. Dadurch gilt im statischen Zustand W(7) = 0,
S(r)=0,U; =U, = Uy, Ry = R, = Ry und C%, = C% = Cy,. Bei einer symmetrischen
Erregung durch Schwankungen der hydrodynamischen Geschwindigkeiten U; = U, = U(t)
beziehungsweise der Kontaktradien R; = R, = R(t) wiirde die Amplitude amp Z im ein-
geschwungenen Zustand verschwinden. Daher erfolgen Parameter- und Fulpunkterregung
ausschlieBllich an einem Kontakt — in diesem Abschnitt am inneren.

Die Anregung lésst sich mittels 94 = ¢ + ,, cos Q7 aus [Gleichung (6.12)| darstellen:
Kraft (yw # 0) W =92 W, ,
FuBpunkt (ys # 0): S =9%(H + AY + H + A?) |
(w#0):  U=93U, (Ua = Uo) ,
(’)/R 7é O) RZ = 1911? Uo s (Ra = Ro) .

Dabei hat insbesondere die Kraft W keinen Konstantanteil.

Geschwindigkeit
Radius

91



Teil II: Schwingungsfahige Systeme mit EHD-Kontakten

Zur Beschreibung des Systems werden das Spiel Ky, das unter der Bedingung S(7) =0
vorliegt, und das momentan auftretende Spiel K eingefiihrt. Damit ergeben sich die kine-
matischen Beziehungen

KU*K+S(T) :H01+HOQ+S(T) y
K, K, 9.1
Hy; = 7°+_—S() und  Hpo= -2 —Z=. 6.
Bei geschmierten Kontakten kann ein Zusammenhang zwischen dem Spiel Ky und der
Kontaktkraft Wy unter statischen Bedingungen hergestellt werden. Bei Verwendung des
dynamischen Fluid-Struktur-Modells (Abhschniff 6.1) folgt

4 X2
KO:H&—i—Hga:Hg—A?—#H&—AS:Q\\//VG {I—H ;W}w
0

9.2)

9.1 Differentialgleichungssystem

Die Bewegungsgleichung fiir den in gezeigten Einmassenschwinger mit zwei
Kontakten lautet

MZ + W% — Wi, = —W(7) . (9.3)

Dabei wird die innere Kontaktkraft mit Wi und die duflere mit W% bezeichnet. Das
Differentialgleichungssystem muss erweitert werden, falls das dynamische Fluid-Struktur-
Modell verwendet wird. Zur Bestimmung der Spalthéhen H.; und H,, wird |Gleichung
gemaf

12
205 i i
Y 9ok + <—> Oy — W%+ £ C7 Hy,

i Hei
ci = 4 o, 3/2 ’
6Ot <H> (9.4)
H T@ - WS? C.st HOG

. il 1\
o sat‘f‘ﬁ(Hm)

angepasst. Dle statlschen Strukturkrifte W% = W% (H,;— Hy;) und W% = W% (H,,— Ho,)
sind in 1)[ angegeben.

9.2 Ergebnisse

Bei der Betrachtung eines krafterregten Schwingers mit zwei EHD-Kontakten fallen im
Vergleich zum Schwinger mit einem Kontakt zwei wesentliche Unterschiede auf (Abbil-

dung @.2):
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Kapitel 9: Einmassenschwinger mit zwei Kontakten

e Die sub- und superharmonischen Resonanzen und damit auch die Periodenverdopp-
lungen koénnen in den betrachteten Beispielen nicht beobachtet werden.

e Der Amplitudenverlauf in der Nahe der Hauptresonanz ist bei schwachen Lasten nach
rechts gekriimmt, wodurch in diesem Fall auf ein progressives Kraftgesetz geschlossen
werden kann. Dennoch liegt bei hohen Lasten weiterhin degressives Verhalten vor.

183

amp

0 0.5 1 1.5 2 2.5
Frequenz v

S = oW ok Ot

Abbildung 9.2: Krafterregung vy = 0.3 bei gegebenem Spiel K, und daraus resultierender
Vorspannung Wy, M = 100, FS-Modell,
(Wo, Ko): (0.01, 2), = (0.2, 1.6), = (0.5, 0) == (100, —2)

Das Kraftgesetz kann bei Bewegungen in der Ndhe einer Ruhelage Aufschluss geben, ob
progressives oder degressives Verhalten vorliegt. Dazu wird — um eine analytische Darstel-
lung zu erhalten — das nichtlineare Kelvin-Voigt-Modell zugrunde gelegt. Die entsprechende
statische Kontaktkraft ist in angegeben.

Unter der Annahme identischer Kontakte kann die Ruhelage = = 0 direkt aus Glei-
chung abgelesen Werdenﬂ Die Abweichung von der Ruhelage wird mit A= bezeichnet,
sodass sich

HOi - 7 + AE 5 HOa = 7 - AE (95)
ergibt. Die Resultierende Wy = W% — Wi, der auf die Masse wirkenden Krifte hingt

also von Ko und AZ ab (Abbildung 9.3). Die Krimmung von W (AZ) kann mithilfe der
zweiten Ableitung abgeschitzt werden. Eine kurze Rechnung zeigt, dass fir die Ruhelage

stets d*Wg /dAZ? = 0 gilt. Deshalb kann das Vorzeichen der Kriimmung in der
Umgebung von A= = 0 mit der dritten Ableitung bestimmt werden:

d*Wg
dA=3

B 6v6K, >0 fir Ko>0 — progressiv (9.6)
e (12, 4/6\%/2 <0 fir Ky<0 — degressiv. ’
a0 (K3 + )

Damit liegt bei positivem Spiel (K > 0) progressives und bei negativem Spiel (K, < 0) de-
gressives Verhalten vor. In[Abbildung 9.3)ist bei hoher Last und negativem Spiel (W, = 100,

! Eine allgemeine Herleitung ist im ausgefiihrt.
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Ky ~ —2) ein Knick bei AZ ~ 1 zu erkennen ] Dieser lisst sich anhand des Hertz'schen
Kontaktes erkldaren, der sich bei AZ = 1 6ffnet. Dadurch wird das degressive Verhalten
des EHD-Kontaktes verstérkt.

WK/WO
S = oW e ot

0 0.5 1 1.5 2

Abbildung 9.3: Resultierende Kraft Wg der beiden EHD-Kontakte (FS) in Abhéngigkeit
der Abweichung AZ von der Ruhelage, bei der Vorspannungen W, bezie-
hungsweise dem Spiel K,
(W, Ky): (0.01, 2), = (0.2, 1.6), = (0.5, 0) == (100, —2)

Bei Fupunkterregung ist das bereits erwihnte progressive Verhalten bei
schwachen Lasten besonders ausgepragt. Die an der Periodenverdopplung abzweigende Lo-
sung weist selbst wieder Periodenverdopplungen auf. Es entsteht letztendlich eine Kaskade
an Periodenverdopplungen. Diese ist ein Indikator, dass bei leichten Parameteranderungen
chaotisches Verhalten auftritt, das hier jedoch nicht gefunden werden konnte.

11

amp

stabil
= = = = instabil
e  Sattelpunkt
%  Periodenverdopplung

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Frequenz v

Abbildung 9.4: Fulpunkterregung s = 0.2 bei der Vorspannung W, = 0.01, M = 100, FS

! Entsprechend der in Abschnitt 5.7 eingefithrten dimensionslosen Schreibweise gilt AZ = AZ/ H.
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1 1

0.8 0.8

i 0.6 m 0.6
= =

< 04 s 04

0.2 0.2

0 0

0 1 2 3 0 1 2 3
Frequenz v Frequenz v
(a) o =02 (b) yr = 0.2

Abbildung 9.5: Parametererregung, bei der Vorspannung W, beziehungsweise dem
Spiel Ko, M =100, F'S-Modell
(Wo, Ko): (001, 2),

(0.2, 1.6), — (0.5, 0) —— (100, —2)

In sind Ergebnisse bei Parametererregung durch Schwankungen der hydro-
dynamischen Geschwindigkeit und des Kontaktradius gezeigt. Wie bei der Krafterregung
tritt auch hier sowohl progressives als auch degressives Verhalten auf. Bei schwachen Lasten
liefert — wie schon beim Schwinger mit einem Kontakt — eine Erregung durch den Radius
dhnliche Ergebnisse wie eine Erregung durch die hydrodynamische Geschwindigkeit.
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10 Rotor in Zylinderrollenlager

In diesem Kapitel wird ein Rotormodell mit Wélzlagerung erstellt, wobei die Kontaktstel-
len mit dem neu entwickelten Modell fiir EHD-Linienkontakte aus abgebildet
werden [] Damit wird einerseits die Anwendbarkeit des neuen EHD-Modells demonstriert.
Andererseits wird der Einfluss der EHD-Kontakte auf das nichtlineare Schwingungsverhal-
ten untersucht und mit einem Rotor verglichen, dessen Lager mit Hertz’schen Kontakten
modelliert werden.

Exemplarisch wird ein symmetrischer Rotor in identischen Zylinderrollenlagern ohne Ver-
kippung betrachtet, sodass eine ebene Modellierung moglich ist. Vereinfachend wird ein
feststehender Auflenring und eine mit konstanter Drehzahl rotierende Welle angenommen,
die mit dem Innenring fest verbunden istE Aufgrund der Rotation der Welle wandern die
Kontaktstellen mit der Kafigdrehzahl. Bei ausgelenkter Welle — beispielsweise durch eine
statische Vorlast — dndern sich die Kontaktsteifigkeiten periodisch, sodass neben Unwucht-
anregung auch Parametererregung mit der Uberrollfrequenz der Wélzkérper auftritt. Dabei
werden die qualitativen Unterschiede zwischen Lagern mit EHD- beziehungsweise Hertz-
Kontakten aufgezeigt. Es werden unter anderem Lastverteilungen, Eigenkreisfrequenzen
und nichtlineares Schwingungsverhalten — insbesondere chaotische Losungen — betrachtet.

10.1 Geometrie und Kinematik

Fiir geometrische und kinematische Zusammenhénge des Zylinderrollenlagers werden spiel-
freie Kontakte und reines Rollen der N Wélzkorper angenommen. Die Wélzkorper mit
dem Radius 7. rotieren mit der relativen Winkelgeschwindigkeit w, (Abbildung 10.1al).
Zusétzlich bewegen sich deren Schwerpunkte mit der auf ein Inertialsystem bezogenen
Winkelgeschwindigkeit w, des Kafigs. Der AuBenring mit dem Radius r, ist fest mit der
Umgebung verbunden. Der Innenring (Radius r;) rotiert mit der konstanten Wellendreh-
zahl w. Die Position des k-ten Walzkorpers wird mit dem Winkel 6, beschrieben, wodurch
in erster Naherung auch die Positionen der entsprechenden Kontaktstellen gegeben sind A
Die Kontakte zwischen Innenring und Wélzkérper werden mit dem reduzierten Radius R;
und die Kontakte zwischen Auflenring und Walzkoérper mit R, charakterisiert. Es gelten
die Beziehungen

1 1 1 1 1 1
e = - _ — 10.1
R + r R, 7 1 ( )

! Eine Anpassung des Kontaktmodells an die Besonderheiten des Wilzlagers erfolgt in
2 Daher werden die Bezeichnungen Innenring und Welle weitgehend synonym verwendet.
3 Die exakte Position der Kontakte wird durch die Verschiebung der Welle beeinflusst.
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(@]
W - We
We
Ul
¢
(a) Fester Auflenring (b) Transformiertes System — ruhen-

der Zylinderschwerpunkt

Abbildung 10.1: Geometrie und Winkelgeschwindigkeiten

Mit der Festlegung R; = Ry wird der reduzierte Radius am Innenringkontakt als Bezugs-
linge fiir die dimensionslose Schreibweise aus [Ahschnitt 2.4] gewéhlt. Der duBere Kontakt
wird mit dem Verhéltnis

R,

== 10.2
o= = (102)

beschriebenl] In ist ein Walzkorper des Lagers im mitbewegten 7, (-

System dargestellt. Dieses erleichtert die Formulierung der hydrodynamischen Geschwin-
digkeiten: U; = (w — we)ri + w,r und U, = wery, + w,ri. Beide Geschwindigkeiten sind unter
Beachtung der Rollbedingung (w — w.)r; = w,n = w,r, identisch, sodass im Folgenden

2,
T dp+1

U= UZ = Ua wr; (103)

verwendet wird. Aus der Rollbedingung ergibt sich die Winkelgeschwindigkeit des Kéfigs
in Abhéngigkeit der Wellendrehzahl:

w
dp+1°

(10.4)

We =

! Die GroBe g wird bereits in [Gleichung (2.34)] definiert. Sie kann dort zeitabhingig sein und stellt
den Bezug zwischen einem Referenzradius und dem aktuell vorliegenden Radius her: 9 = R/Ry.

Im Falle des Walzlagers sind die reduzierten Radien am Innen- und am Auflenringkontakt zwar konstant,
sie sind jedoch verschieden. Streng genommen miissten Jr, und g, eingefithrt werden, sodass R; = Jr, Ro
und R, = Vg, Ry gelten wiirde. Da jedoch als Bezugslinge R; = Ry gewéhlt wird, folgt Jr, = 1 und
vereinfachend wird ¥g, = g gesetzt, vergleiche
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Die Wélzkorperanzahl N ist in typischen Lagerkatalogen iiblicherweise nicht angegeben —
sie ldsst sich jedoch geometrisch nach oben abschétzen:

2r(ri+n)  Up+1

N < - ,
=" o T h—1

(10.5)

10.2 Differentialgleichungssystem

Die Bewegungsgleichungen der Wélzkérper und der mit konstanter Winkelgeschwindig-
keit w rotierenden Welle werden in diesem Abschnitt formuliert. Die Winkelgeschwindig-
keit w, des Kéfigs wird geometrisch vorgegeben, sodass jeder Walzkorper nur einen radialen
Freiheitsgrad besitzt. Vereinfachend wird ein ebenes Rotormodell betrachtet.

\

Abbildung 10.2: Innenring mit Welle

Der Innenring und die Welle bilden eine Einheit der Masse M. Die Lage des Gesamtschwer-
punktes S wird mit den Koordinaten y und z beschrieben. Auf den Innenring wirken, wie
in dargestellt, die Kontaktkrifte F} (k= 1...N) an den Stellen 6. Dabei
ist [} die Kraft zwischen dem Innenring und dem k-ten Wilzkorper. Die Angriffsstel-
le und damit auch die Richtung der jeweiligen Kontaktnormalkraft wird bei konstanter
Wellendrehzahl in erster Naherung durch den Winkel

O(t) — %(k ) 4wt (10.6)

ausgedrickt. Im Kontakt wirken ausschliefilich Normalkrafte in radiale Richtung; Rei-

bungskrifte werden vernachlassigt. An der Welle greifen zusatzlich eine mitrotierende
Kraft Fi, — beispielsweise infolge einer Unwucht — und eine raumfeste Last F in z-Richtung
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an. Erstere kann fur eine reine Unwuchtanregung mithilfe der Exzentrizitat e, die den Ab-
stand zwischen Wellenschwerpunkt S und Wellendurchstopunkt W darstellt, ausgedriickt
werden:

Fy=Mew” . (10.7)
Die Summen der Kontaktkréfte in y- und z-Richtung lauten
N ) N ]
Fy=—3 Fysinf F,=—Y Fjcos . (10.8)
k=1 k=1

Damit lassen sich die Bewegungsdifferentialgleichungen der Welle formulieren:

My — F, = Fysinwt |

. (10.9)
Mz —F,=F + Fscoswt .

Die FuBipunktverschiebung der Kontaktstellen am Innenring in radiale Richtung infolge
einer Verschiebung der Welle kann durch

Sy = ysin by, + z cos O, mit  $, = (¢ — zw,) sin by + (£ + yw.) cos by, (10.10)

gendhert werden. Die auf die Walzkorper wirkende Zentrifugalkraft wird mit

Ep=m(r+n)w? (10.11)
approximiert. Damit gilt analog zu |Gleichung (9.3) die Bewegungsgleichung
méy + Ff — F} = F.y (10.12)

fiir den k-ten Walzkorper. Dabei wird mit Fy die Kontaktkraft zwischen AuBenring und
Wilzkérper und mit € die radiale Position des Walzkorpers bezeichnet. Die Verwendung
des dynamischen Fluid-Struktur-Modells erfordert zusétzlich die [Gleichungen (B.2)| zur
Bestimmung der inneren Variablen h.; und h,.

Bei Vernachlissigung der Wélzkérpermasse (m = 0) vereinfacht sich |[Gleichung (10.12)|
und die Kontaktkréfte konnen, wie im ausgefiihrt, weiter vereinfacht werden.

10.3 Rotor- und Lagerdaten

Das Walzlager NU1012-M1 der Schaeffler AG [94] wird als Grundlage fir die numeri-
schen Beispiele verwendet. Es besitzt den Innendurchmesser d = 60 mm und damit ge-
méaf der Lagerluftgruppe CN nach DIN 620 eine radiale Lagerluft von 40...70 um. Die
Lange der Wélzkorper ist nicht gegeben und wird mit der Lagerbreite B = 18 mm ab-
geschétzt. Die dynamische Tragzahl C,. = 52kN erlaubt die maximale raumfeste Last
max F| ~ C,/B =~ 2.9:105N/m. Zur Bestimmung des Wilzkérperradius wird Spielfrei-
heit zugrunde gelegt. Die Masse eines Wélzkorpers wird mittels der Dichte von Stahl
(p = 7800 kg/m?) mit m ~ 0.4kg/m abgeschiitzt. Fiir den Rotor wird die Masse 180kg
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angenommen, sodass M =~ 5000kg/m gilt. Alle Werte fiir den Rotor und das Lager sind
in [Mabelle 101l aufgefithrt und sind — falls nicht anders angegeben — den Simulationen
zugrunde gelegt.

7 35 mm Radius der Lauffliche am Innenring
Ta 43 mm Radius der Lauffliche am Auflenring
N 12 Walzkoérperanzahl
Ko 0, 5, 30 pm halbe radiale Lagerluft
Mo 0.01Pas Viskositéat
Y 0, 0.02 Strukturddmpfung
E 210-10°N/m?  Elastizititsmodul
v 0.3 Querkontraktionszahl
2
ig;ﬁ; (2]'74 Integrationskonstanten!
F 10%...10°N/m raumfeste Last
e 0, 1pm Exzentrizitat
m 0.4kg/m Walzkérpermasse
M 5000 kg/m Rotormasse

Tabelle 10.1: Rotor- und Lagerdaten

10.4 Lastverteilung

Wilzlager mit EHD- beziehungsweise Hertz-Kontakten ergeben unterschiedliche Lastver-
teilungen (AbDbildung 10.3). Der hiufig vorkommende Fall von spielbehafteten Zylinderrol-
lenlagern fiihrt dazu, dass bei Hertz’schen Kontakten eine lastfrei Zone auftritt, sodass in
diesem Bereich die Kontaktkrafte verschwinden. Hingegen wird bei vollgeschmierten EHD-
Kontakten stets ein Fluidfilm aufgebaut. Dadurch treten auch in der ,lastfreien” Zone von
null verschiedene Kontaktkréfte auf. Dies kann dazu fiithren, dass die maximale Kontakt-
kraft sinkt, da die Walzkérper am Rand der ,lastfreien” Zone die Wellenlast mittragen.
Jedoch kann die maximale Kontaktkraft im EHD-Lager mit anwachsender Drehzahl auch
steigen und dadurch grofler als die maximale Kontaktkraft im Hertz-Lager werden.
Aufgrund der mit der Kafiggeschwindigkeit wandernden Kontaktstellen variiert bei aus-
gelenkter Welle die Steifigkeit des Wilzlagers. Die damit vorliegende Parametererregung
fithrt in Verbindung mit der statischen Vorlast zusdtzlich zu Fremdanregungl sodass das
System keine Ruhelage besitzt (vergleiche [Anhang (). Dennoch kann zu jedem beliebigen
Zeitpunkt eine quasistatische Losung gefunden werden, bei der Geschwindigkeiten und
Beschleunigungen null sind.

! Dem vereinfachten EHD-Kontaktmodell liegt zur Bestimmung der elastischen Deformation ein Halb-
raummodell zugrunde. Die dabei auftretenden Integrationskonstanten werden unter anderem durch die
Randbedingungen am Aufien- und am Innenring festgelegt (Abhschnitt 4.2).

2 Bei ausgelenkter Welle werden infolge der Rotation des Kiifigs die Fupunkte der Wilzkérper ange-
regt. Die FuBBpunkterregung stellt ebenso eine Fremderregung dar, wird jedoch im Folgenden nicht mehr
explizit erwédhnt.
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5 x10*
w = 10001/s R [—e—EHD, KV
2.5} ko = Be-6m d ¥ - -o0- Hertz
e=0m ! !
2 v=0

F, =1e5N/m

Kraft £ [N/m]
&

060-6606660606000€6 5-0-0-6 66060000
13 151719 2123 1 3 5 7 9 11 13
Walzkorper

Abbildung 10.3: Lastverteilung im Wélzlager bei vorgegebener Last F| = 10° g und unter
Vernachlassigung der Walzkorpermasse (m = 0), N = 24

Die Lastverteilung in [ABbildung 10.3) wird fiir eine vorgegebene Last F| = 10° & bestimmt,
wobei quasistatische Losungen zugrunde liegen. Die Zentrifugalkrifte der Walzkorper und
Déampfungseinfliisse werden vernachlassigt. Der Zeitpunkt ist dabei so gewéahlt, dass 8; = 0
gilt.

10.5 Abschatzung der Eigenkreisfrequenzen

Die beim wiélzgelagerten Rotor auftretenden Eigenkreisfrequenzen werden durch die Kon-
taktmodellierung beeinflusst. Zu deren Bestimmung muss ein geeigneter Linearisierungs-
punkt gewihlt werden. Dazu werden — wie bereits in [Abschnitt 10.4] beschrieben — qua-
sistatische Losungen genutzt, wobei insbesondere alle Dédmpfungseinfliisse vernachléssigt
werden.

Des Weiteren wird die Walzkorpermasse vernachlassigt (m = 0), sodass zur Bestimmung
der Kontaktkrafte das in beschriebene Modell verwendet werden kann. Dabei
liegt letztendlich das nichtlineare Kelvin-Voigt-Modell zugrunde.

Die verbleibenden Freiheitsgrade sind diejenigen der Welle, wobei die Differentialgleichun-
gen nur schwach gekoppelt sind. Dadurch lésst sich eine Eigenkreisfrequenz mit der
y- und eine mit der z-Richtung assoziieren.

10.5.1 Rotor in Lagern mit verschwindender Walzkorpermasse

Die Eigenkreisfrequenzen wy, und wy, des Rotors sind in in Abhédngigkeit
der Vorlast F| dargestellt. Dabei werden Wilzlager mit EHD- beziehungsweise Hertz-
Kontakten verwendet, wobei die Wélzkorpermassen vernachléssigt werden.

Zunichst werden die Eigenkreisfrequenzen fir die Wélzkorperanordnungen 6; = 0 und
61 = n/N diskutiert. Der treppenartige Verlauf beim Hertz’schen Modell entsteht, da mit
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Abbildung 10.4: Eigenkreisfrequenzen des Rotors iiber der Vorlast, w = 10001/,

ko=30pum, »y =0, m=20

zunehmender Last eine héhere Anzahl an Walzkoérpern in Kontakt kommt. Da der Ab-
schétzung der linearisierte Hertz’sche Kontakt zugrunde liegt, treten im Allgemeinen auch
fiir kleine Lasten deutlich von null verschiedene Eigenkreisfrequenzen auf. Eine Ausnahme
liegt bei der Wilzkorperanordnung ¢; = 0 vor: Hierbei steht fiir die Lasten F| < 10°N/m
ausnahmslos Walzkorper 1 in Kontakt. Dadurch verschwindet die Steifigkeit in horizonta-
ler Richtung und damit auch die mit der horizontalen Bewegung verkniipfte Eigenkreisfre-
quenz.

EHD-Kontakte weisen im Allgemeinen unter den in dieser Arbeit getroffenen Annahmen
stets eine nicht verschwindende Kontaktkraft auf, wodurch die einzelnen Stufen geglattet
werden. Bei der Last F| = 0 tritt in allen Kontakten die gleiche Kraft auf, die durch
die hydrodynamische Geschwindigkeit und damit letztendlich durch die Wellendrehzahl
bestimmt wird[] Die dabei auftretenden Eigenkreisfrequenzen wy, und wy . sind identisch
und definieren fiir abnehmende Lasten eine Grenzfrequenz.

Die fiir den Betrieb relevanten Eigenkreisfrequenzen werden zwischen den Grenzen er-
wartet, die mit §; = 0 beziehungsweise §; = 7/N bestimmt werden. Mittelungen der
Eigenkreisfrequenzen iiber § = 0...7/N liefern entsprechende Naherungen. Sie sind eben-

falls in eingezeichnet und bilden die Grundlage fir folgende Diskussionen.

zeigt den Verlauf der gemittelten Eigenkreisfrequenzen als Funktion der
Wellendrehzahl. Wie zu erwarten ist, ergeben Wélzlager mit EHD- beziehungsweise Hertz-
Kontakten bei hohen Lasten dhnliche Eigenkreisfrequenzen ([Abbildung T10.5a]). Sie sind
auch beim Lager mit EHD-Kontakten quasi konstant.

Bei kleinen Lasten sind — wie [Abbildung 10.5D] zeigt — die Eigenkreisfrequenzen bei
Hertz’schen Kontakten niedriger als zuvor, da weniger Wélzkorper in Kontakt stehen.
Der Einfluss der EHD-Kontakte ist hier besonders ausgeprégt: Die mit der z-Richtung

! Es gilt iy =0N/m und ¢ = 0m
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Abbildung 10.5: Gemittelte Eigenkreisfrequenzen der Welle {iber der Drehzahl, 1 = 0,
m=20

verkniipfte Eigenkreisfrequenz wy , fallt zunéchst mit steigender Drehzahl ab. Dies lésst
sich anhand der abnehmenden maximale Steifigkeit beziehungsweise Kontaktkraft erkléren
(Abbildung 10.6). Sie kann sinken, da mit wachsender hydrodynamischer Geschwindigkeit
die Normalkréifte der EHD-Kontakte auflerhalb des Zentrums steigen und zunehmend die
statische Vorlast mittragen. Der erneute Anstieg der Eigenkreisfrequenz wq, beziehungs-
weise der entsprechenden Steifigkeit ab w = 1600 1/s kann mit der weiteren Zunahme aller
Kontaktkrifte aulerhalb des Zentrums begriindet werden. Erst bei sehr hohen Drehzahlen
(w = 10%1/s) ist auch bei Walzkérper 1 eine leicht steigende Kontaktkraft zu beobach-
ten. Der Anstieg von wy, ist auf die stets anwachsenden Kontaktkrifte in y-Richtung
zuriickzufiihren.
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Abbildung 10.6: Lastverteilungen im Lager mit EHD-Kontakten (KV), bei unterschiedli-
chen Wellendrehzahlen w, F| = 104 %, Ko = D pm

10.5.2 Einfluss der Walzkorper

Der Einfluss der Wélzkorper auf das Spektrum der Eigenkreisfrequenzen wird in diesem
Abschnitt abgeschatzt. Dazu werden — wie im vorigen Abschnitt — die Kontaktkréfte des
Modells aus genutzt, um quasistatische Wellenpositionen zu bestimmen. Fiir
diese Positionen kénnen mittels die Steifigkeiten der inneren und dufleren
Kontakte berechnet werden. Daraus ergeben sich fiir eine festgehaltene Wellenposition N
Eigenkreisfrequenzen QO v infolge der Walzkorper:

Ry = 1/% . (10.13)

Dabei ist M die dimensionslose Masse eines Wélzkorpers. Beim Modell mit Hertz’schen

Kontakten existieren ausschliefllich die beiden Eigenkreisfrequenzen Qg‘f }f 1 = 0 und
Qi'f 2 = 1/ (Ci + C%) /M. Diese sind aufgrund der Annahme einer linearen Strukturkraft

drehzahl- und belastungsunabhéingig. Bei EHD-Kontakten liegen die Eigenkreisfrequenzen
der Wilzkérper zwischen den durch die Hertz’sche Theorie vorgegebenen Grenzen.

Mit steigender hydrodynamischer Geschwindigkeit, die proportional zur Drehzahl ist,
nimmt bei gegebener Walzkérperposition die Kraft im EHD-Kontakt zu. Dadurch erhéhen
sich die Eigenkreisfrequenzen der Wilzkorper bei festgehaltener Wellenposition und, wie
zeigt, auch bei konstanter Last F|. Die in mit steigen-
der Drehzahl abfallenden FEigenkreisfrequenzen kénnen anhand der Lastverteilung aus
erklart werden (vergleiche [ADschnitt 10.5.7]).

Ba51erend auf dieser Analyse wird bei der Beriicksichtigung von EHD-Kontakten ein brei-
teres Spektrum der auf die Walzkorper zuriickfithrbaren Eigenkreisfrequenzen erwartet.

10.6 Amplitudenverlaufe
Hohe Auslenkungen der Welle oder der Walzkorper kénnen zu stérenden Gerduschen oder

zu Systemversagen flihren. In diesem Abschnitt wird deshalb besonders auf die Amplitu-
denverldufe eingegangen. Dabei wird stets ein Rotor ohne Unwucht diskutiert.
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Abbildung 10.7: Eigenkreisfrequenzen wi'® der Wilzkorper (N = 12) iiber der Wellen-
drehzahl w

10.6.1 Resonanzen und Parameterinstabilitaten

In sind die extremen Ausschlége eines Rotors in EHD-Lagern gezeigt, auf
den die vertikale Last F| = 10°N/m wirkt. Zur weiteren Diskussion ist das Campbell-
Diagramm aus in leicht modifizierter Form hinzugefiigt. Damit lassen
sich die auftretenden Resonanzen und Parameterinstabilitdten des Rotors in Lagern mit
EHD-Kontakten erklaren:

e Zunichst werden die Schnittpunkte der halben Uberrollfrequenz %N w, mit den Ei-
genkreisfrequenzen wy, und wy, betrachtet, die bei w &~ 7251/s und w ~ 12751/s lie-
gen. In Analogie zum Mathieu-Schwinger entsprechen diese Frequenzen
den Parameterinstabilitdten erster Ordnung. Instabile Losungen lassen sich mit der
Brute-Force-Methode nicht bestimmen. Dennoch kann beispielsweise bei w a2 725 /s
die y-Komponente der vermutlich instabilen Losung im Amplitudengang mit hoher
Wahrscheinlichkeit durch die Losungen links und rechts von w ~ 7251/s interpoliert
werden. Daher kann an dieser Stelle von einer Parameterinstabilitdt ausgegangen
werden.

In der Nahe der Parameterinstabilitiat bei w ~ 12751/s weist der Amplitudenverlauf
auf quasiperiodische oder chaotische Losungen hin. Diese Losungstypen werden in

[Abschnitt 10.7 detailliert untersucht.

e Der Schnittpunkt zwischen Nw, und wg, + wo, liegt bei w ~ 10011/s. An dieser
Stelle kann im Allgemeinen eine weitere Parameterinstabilitidt erster Ordnung auf-
treten, was in diesem Fall durch den Amplitudenverlauf bestéatigt wird. Nayfeh et al.
sprechen in diesem Zusammenhang von einer Kombinationsresonanz [77)].

e Infolge der statischen Vorlast tritt in Verbindung mit den zeitlich verdnderlichen
Steifigkeiten zusatzlich zur offensichtlichen Parametererregung auch eine Krafter-
regung auf, obwohl ein unwuchtfreier Rotor angenommen wird. Dies wird anhand
der Mathieu-Gleichung in erklért, wobei die statische Vorlast einer In-
homogenitét der Mathieu-Gleichung entspricht. Die Frequenz der Krafterregung ist
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identisch mit der Uberrollfrequenz Nw.. Aufgrund der Nichtlinearitit sind infolge der
Kraftanregung Resonanzen an den Schnittstellen von Nw, mit Linearkombinationen

der Eigenkreisfrequenzen zu erwarten [77]. Die in eingezeichneten
Schnittstellen liegen bei w & 362 1/s,638 1/s, 1001 /s.

Bei den Frequenzen w = 3621/s,6381/s kénnen nicht nur Resonanzen sondern eben-
so Parameterinstabilitaten zweiter Ordnung auftreten. Das Gebiet einer Parameter-
instabilitdt wird mit zunehmender Ordnung beziehungsweise steigender Dampfung
immer kleiner. Daher ist es nicht verwunderlich, dass bei w = 3621/s und w ~ 638 /s

der Charakter einer klassischen Resonanz iiberwiegt (vergleiche [Anhang C)).

Wie im vorigen Punkt beschrieben, liegt bei w ~ 1001 1/s ein charakteristischer Am-
plitudenverlauf einer Parameterinstabilitdt vor. Diese Instabilitét ist von erster Ord-
nung und dominiert offensichtlich das Rotorverhalten. Eine infolge der Krafterregung
mogliche Resonanz ist nicht zu erkennen.

e Die weiteren Schnittpunkte von nNw. (n = 2,3,...) mit Eigenkreisfrequenzen wer-
den als superharmonische Resonanzen bezeichnet. Exemplarisch sind die Schnitt-
punkte von 2Nw, mit wy, bezichungsweise wy, eingezeichnet (w ~ 1801/s,3201/s).
Weitere superharmonische Resonanzen sind in der y-Komponente bei w ~ 1201/s
und w & 901/s und in der z-Komponente bei w = 207 1/s sichtbar.

e Eine Parameterinstabilitidt dritter Ordnung, deren Frequenz sich mit %N We = Woy
bestimmen lésst, ist in der y-Komponente deutlich erkennbar.

e Am Schnittpunkt von %N we mit —woy + wy, liegt vermutlich ebenfalls eine Parame-
terinstabilitat vor.

Beim betrachteten Beispiel (F} = 10° ) liefern die Rotoren mit EHD- beziehungsweise
Hertz-Kontakten tiber grofle Drehzahlbereiche vergleichbare Ergebnisse ([Abbildung 10.9)).
Eine Modellierung der Lager nach Hertz gibt alle Resonanzen und Instabilitaten eines
Modells mit EHD-Lagern wieder, liefert dariiber hinaus jedoch noch weitere.

Bei kleinen Lasten (F, = 10*N/m) sind die Resonanzen des Rotors mit EHD-Lager deut-
lich weniger ausgeprégt als zuvor (Abbildung 10.10). Die Hauptresonanzen bei w ~ 112 1/s
und w =~ 2821/s beziiglich der y- beziehungsweise z-Richtung lassen sich anhand des
Campbell-Diagramms erkliren. Bei w = 55 /s tritt eine superharmonische Resonanz
auf. Parameterinstabilitdten sind nicht zu identifizieren. Das Lagermodell mit Hertz’schen
Kontakten zeigt erwartungsgemadf ein vollig anderes Verhalten: Wesentlich hohere Ampli-
tuden und ein Vielfaches an Resonanzen werden vorhergesagt. Das Lager mit Hertz’schen
Kontakten erscheint daher bei kleinen Lasten ungeeignet zur Beschreibung von geschmier-
ten Lagern.

10.6.2 Ruhender Rotor und Sprungphdanomene

Aufgrund der sich mit dem Kéfig mitbewegenden Kontaktstellen kann im Wilzlagersystem
Parametererregung auftreten. Da zusétzlich eine Vorlast aufgepragt wird, liegt Fremder-
regung vor und es existiert keine Ruhelage des Gesamtsystems. Dennoch kann Abbildung
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Abbildung 10.9: Vergleich der Wellenauslenkungen bei Lagern mit EHD- beziehungsweise
Hertz-Kontakten, F| = 105 %, e =0, ko =30 um, e EHD (FS), e Hertz

x10~6

E E 4.5

= S

= ]

z 5

g g ¢

~ ~

g g

g : d g

0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
Wellendrehzahl w [1/s] Wellendrehzahl w [1/s]
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.10 entnommen werden, dass der Rotor in EHD-Lagern bei der Last F| = 10* N/m und
niedrigen Drehzahlen w < 3501/s im Rahmen der numerischen Genauigkeit ruht, obwohl
die Wélzkorper periodische oder quasiperiodische Bewegungen ausfithren (Hochlauf in Ab-
bildung [0.12H)). Der ruhende Rotor wird durch das hier vorliegende Lagerspiel kg = Om
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Abbildung 10.11: Ruhender Rotor bei spielfreiem Lager, F| = 10° %7 e =0, kg = 0.
e EHD (FS), o Hertz
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Abbildung 10.12: Hoch- und Auslauf des Rotors in EHD-Lagern und damit einhergehende
Amplitudenspriinge, F| = 10° g, e=0,k=0

begiinstigt: Bei kleinen Lasten F) treten in allen EHD-Kontakten vergleichbare Kontakt-
kréifte auf, sodass eine homogene Lastverteilung vorliegt. Daher sind sowohl die Parameter-
als auch die daraus resultierende Krafterregung sehr klein. Zusétzlich ist die Dampfung
bei tblichen Arbeitsbedingungen im Vergleich zu trockenen Kontakten grof. Dies fiihrt
offensichtlich dazu, dass der Rotor im Rahmen der Rechengenauigkeit ruht. Der Rotor
ruht bis zu einer Drehzahl von w =~ 365 1/s. Danach scheint diese Losung instabil zu werden
und kann deshalb mittels Zeitintegration nicht mehr beobachtet werden. Bei Lagern mit
Hertz’schen Kontakten tritt dieses Verhalten nicht auf.

In nichtlinearen Systemen koénnen bei gleichen Parametern mehrere Losungen koexistieren.
Die sich einstellende stationdre Losung hangt von den Anfangsbedingungen ab. Daher kon-
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nen beim Erhohen der Wellendrehzahl (Hochlauf) andere Ergebnisse entstchen als beim
Absenken (Auslauf): Beim Hochlauf ruht der Rotor bis w & 365 /s und kommt beim Aus-
lauf — wie [Abbildung 10.12a] entnommen werden kann — erst bei w &~ 1201/s wieder zur
Ruhe. Beim Wechsel zwischen ,ruhender” und periodischer beziehungsweise quasiperiodi-
scher Losung dndert sich die Amplitude stark. Obwohl der transiente Ubergang zwischen
den beiden Losungen stetig ist, wird von einem Amplitudensprung gesprochen.

Die Grenze zwischen den Einzugsgebieten verschiedener Losungen wird Separatriz genannt.
Sie stellt eine instabile Lésung dar, die mithilfe von Zeitintegration (¢ — oo) nicht gefunden
werden kann. Ein moégliches Bifurkationsdiagramm, das eine Verbindung zwischen Hoch-

und Auslauf herstellt, ist in gezeigt. Beim Stabilitdtswechsel der Losung

“ Sattelpunkt
BN
§ - / ,ruhender Rotor
Bl " TTTTTT quasiperiodische
é Losung
A=
g

Wellendrehzahl w

Abbildung 10.13: Ein prinzipiell vervollstdndigtes Bifurkationsdiagramm zu jenem aus Ab-
bildung M[0.12al stabil, = = = instabil

mit ruhendem Rotor entsteht eine neue quasiperiodische Losung, die zunéchst ebenfalls
instabil ist. Sie wird am Sattelpunkt stabil, ist somit wieder mittels Zeitintegration be-
stimmbar und daher in [Abbildung 10.124] sichtbar.

10.6.3 Vertikalbewegung der Welle

Eine Verdnderung der Kontaktkraft ist — wie aus abgeleitet werden kann —
bei festgehaltener zentraler Filmhohe H, proportional zur hydrodynamischen Geschwindig-
keit U beziehungsweise 0. Daher erfahren die Kontakte unter hoher Last, beziehungsweise
die Kontakte mit kleiner zentraler Filmhdohe, bei variierender hydrodynamischer Geschwin-
digkeit eine grofiere Kraftdnderung als Kontakte unter kleiner Last. Mit steigender Dreh-
zahl nimmt daher die Schmierfilmhéhe der Kontakte im unteren Bereich des Walzlagers,
das heifit in der Lastzone, starker zu als im oberen. Dadurch ist mit grofler werdender
Drehzahl bei Lagern mit EHD-Kontakten eine vertikale Aufwartsbewegung des Rotors zu
erwartenE solange der Einfluss der Zentrifugalkrifte auf die Walzkérper klein bleibt.

Die vertikale Aufwartsbewegung des Rotors kann anhand [Abbildung 10.14a] bis w ~ 500 /s
beobachtet werden. Bei weiter steigenden Drehzahlen senkt sich der Rotor ab, was bei
Lagern mit Hertz’schen Kontakten iiber den gesamten Drehzahlbereich geschieht.

Das Absenken erscheint insbesondere bei Lagern mit Hertz’schen Kontakten zunéchst un-
plausibel, da der einzelne Kontakt nicht von der Drehzahl abhangt. Jedoch werden durch

! Bei periodischen, quasiperiodischen oder chaotischen Losungen beziehen sich die Aussagen auf einen
Mittelwert der y-Komponente.
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Abbildung 10.14: Vertikalbewegung der Welle, F| = 10* 27 e=0, kg =0.
e EHD (FS), e Hertz

den Einfluss der Zentrifugalkrafte die Walzkorper gegen den Auflenring gedriickt (Abbil-
dung [0.T4H), wodurch sich die Welle aufgrund der Vorlast F) vertikal nach unten bewegt.

10.7 Bereiche quasiperiodischer und chaotischer
Losungen

In diesem Abschnitt werden quasiperiodische beziehungsweise chaotische Losungen eines
mit der Kraft | = 10° ¥/m belasteten Rotors untersucht. Die Unwucht des Rotors mit der
Exzentrizitdt e = 1 um wird berticksichtigt. Im Lager wird das Spiel ko = 30 ym angenom-
men. Die im gesamten Kapitel verwendeten Lagerdaten sind in [Tabelle 10.1] aufgefiihrt;
die speziell in diesem Abschnitt zugrunde liegenden Parameter sind in [Tabelle 10.2] zu-
sammengefasst. Die Amplitudenginge dieses Systems sind in dargestellt.
Dabei sind stellvertretend die y-Komponente der Welle und die radiale Position £ eines
Wilzkorpers ausgewéhlt. Bei der Betrachtung dieser Amplitudengénge liegt die Vermutung
nahe, dass in unterschiedlichen Drehzahlbereichen verschiedene Losungstypen auftreten.
Im Folgenden werden die Bereiche quasiperiodischer und chaotischer Losungen bestimmt.

Ko 30 um halbe radiale Lagerluft

¥ 0.02 Strukturddmpfung
F, 10°N/m raumfeste Last
e lpum Exzentrizitat

Tabelle 10.2: Rotor- und Lagerdaten

Chaotische Losungen zeigen ein breitbandiges Spektrum. Dieses enthdlt mit hoher Wahr-
scheinlichkeit Resonanzfrequenzen anderer Systemteile, sodass hohe Amplituden oder Ge-
rdusche entstehen kénnen. Zur Vermeidung von chaotischen Losungen miissen diese zu-
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nichst identifiziert werden, was — wie bereits in erwihnt — nicht immer eindeutig
ist.

x107°
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(a) Auslenkungen der Welle in y-Richtung
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Abbildung 10.15: Amplitudenverldufe eines Rotors mit Unwucht, F| = 10° %, e =1pum,
ko = 30 um, @ EHD (FS), e Hertz

Das Rotorsystem wird wie zuvor mit der Uberrollfrequenz Nw, angeregt. Zusitzlich erfihrt

es infolge der Unwucht eine Anregung mit der Wellendrehzahl w. Gemaf |Gleichung (10.4)|

gilt fiir das hier gewdahlte Lager Nw, = % /2 5.3846 w. Daher liegt eine Periodendauer

aufgrund der Anregung bei mindestens 13 Wellenumdrehungen. Jedoch miissen sich bei
periodischen Lésungen die Welle und der Kéfig nach einer Periode wieder in ihrer Aus-

gangsposition befinden: Wegen w, = % ~ 0.4487w betragt eine Periode mindestens 78

Wellen- beziehungsweise 35 Kéfigumlaufe. Aufgrund der groflen Perioden bei wélzgela-
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gerten Rotoren mit Unwucht sind periodische und quasiperiodische Lésungen kaum zu
unterscheiden, weshalb stets von quasiperiodischen gesprochen wird.

10.7.1 Untersuchungen bei ausgewadhlten Rotordrehzahlen

Der Einfluss der Unwucht ist bei kleinen Drehzahlen gering, sodass die im vorigen Ka-
pitel beschriebene Erregung durch die Uberrollfrequenz das Systemverhalten mafgebend
beeinflusst. Bei hohen Drehzahlen treten die dominierenden Schwingungseffekte infolge der
Unwucht auf. Dadurch kénnen in beiden Féllen scheinbar periodische Losungen entstehen.
In[ABbildung 10.16]sind fiir w = 200 1/s die Wellenverlagerungsbahn und die Walzkérperbe-

wegung gezeigt. Um zwischen periodischen und quasiperiodischen Lésungen zu unterschei-

x107° x1073
3.44 -1
3.46 %
£ 3.48 = 0
©35 <
o
3.52 < 3
3.54
-5 0 5 1 1.2 14 1.6
-7 -5
y [m] *10 ¢m] x10
(a) — Wellenverlagerungsbahn, e Poincaré-Abbil- (b) — Walzkorperbewegung, e Poincaré-Abbil-
dung mit 7' = i—’: dung mit 7' = i—’:

Abbildung 10.16: Ausschnitte aus dem Phasenraum und der Poincaré-Abbildung bei w =
2001/s (EHD, FS)

den, sind die zugehorigen Ausschnitte aus der Poincaré-Abbildung hinzugefiigt, wobei eine
stroboskopische Darstellung mit der Periode T' = 27/w,. gewahlt ist. Der Ausschnitt der
[Poincaré-Abbildung T10.16D] welcher die Walzkérperbewegung enthélt, reduziert sich né-
herungsweise zu einem Punkt. Damit liegt scheinbar eine periodische Losung vor. Jedoch
deuten die Wellenverlagerungsbahn in [Abbildung 10.16a] und der zugehorige Ausschnitt
der Poincaré-Abbildung auf eine quasiperiodische Losung hin. Dies wird durch das Am-
plitudenspektrum der y-Auslenkung der Welle in bestétigt. Dabei liegen
unter anderem hohe Amplituden bei der Wellendrehzahl w, der Uberrollfrequenz Nw, und
lineare Kombinationen der beiden vor ([Tabelle T0.3). Dies fithrt aus praktischer Sicht zu
einer unendlich langen Periode, weshalb die Bezeichnung der Lésung als quasiperiodisch
gerechtfertigt erscheint.

w Nw.—w Nw. Nwc4w 2Nw.,—w 2Nw, 2Nw.+w
200 877 1077 1277 1954 2154 2354 oo Y]

Tabelle 10.3: Dominierende Frequenzen in der y-Komponente bei w = 2001/s (EHD, FS)
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Abbildung 10.17: Amplitudenspektrum der y-Komponente bei w = 2001/s (EHD, FS)

Die Losung bei w = 8001/s lisst sich anhand von untersuchen. Der Aus-
schnitt der [Poincaré-Abbildung 10.18al bei dem jetzt die Periode T' = %’r zugrunde gelegt
ist, zeigt 13 scheinbar isolierte Punkte. Analog zum vorigen Beispiel ldsst sich auch hier
mithilfe des Amplitudenspektrums das Vorliegen von quasiperiodischen Losungen belegen
(Abbildung 10.18b)).
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(a) —— Wellenverlagerungsbahn, e Poincaré-Abbil-  (b) Amplitudenspektrum der y-Komponente

dung mit 7' = 27”
Abbildung 10.18: Wellenverlagerungsbahn mit einem Ausschnitt der Poincaré-Abbildung
und Amplitudenspektrum bei w = 8001/s (EHD, FS)
Der Amplitudengang in erlaubt eine erste Abschitzung der Drehzahlbe-
reiche mit chaotischen Lésungen:

Wehaos & 500...6501/s,  1450...15501/, 2050...25001/s, 3000...31501/s .

Exemplarisch wird diese Abschétzung bei den Drehzahlen w = 200 /s, 300 1/s, 550 1/s, 800 /s
und 1500 /s tiberprift:

e Bei w = 3001/s werden aus der Betrachtung des Amplitudenganges quasiperiodische
Losungen erwartet. Die Wellenverlagerungsbahn mit dem Poincaré-Ausschnitt und
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das zugehorige Amplitudenspektrum der y-Komponente in [Abbildung 10.19| weisen
entgegen der Erwartung auf chaotisches Verhalten hin.
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dung mit T’ = i—’r

Abbildung 10.19: Chaotische Losung bei w = 3001/, (EHD, FS)

e Ebenso widerlegt wird die Vermutung, dass bei w = 550 /s chaotisches Verhalten vor-
liegt. Der [Poincaré-Ausschnitt 10.20al zeigt eine geschlossene Kurve. Im Amplituden-
spektrum [[0.200 sind von null verschiedene Amplituden nur an diskreten Frequenzen
zu finden. Beides stellt einen Beleg fiir quasiperiodische Losungen dar.
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Abbildung 10.20: Quasiperiodische Losung bei w = 5501/s (EHD, FS)

e Aus dem Amplitudengang wird bei w = 1500 /s chaotischen Verhalten erwartet. Dies
wird durch den Poincaré-Ausschnitt und das breitbandige Amplitudenspektrum in

(Abidmg T021] bekriftigt.

e Bestitigt werden die aus dem Amplitudengang erwarteten quasiperiodischen Losun-
gen bei w = 200 /s und 800 /s durch die Abbildungen [[0.T6 und
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Abbildung 10.21: Chaotische Lésung bei w = 1500 1/s (EHD, FS)

10.7.2 Kaskadendiagramm und Lyapunov-Exponent

Die Beurteilung jeder einzelnen Loésung hinsichtlich ihres Losungstyps anhand von Wel-
lenverlagerungsbahnen, Poincaré-Ausschnitten und Amplitudenspektren ist mithsam.
Stattdessen wird auf eine komprimierte Form der Amplitudenspektren zurtckgegriffen:
Das in dargestellte Kaskadendiagrammﬂ zeigt die Amplitudenspektren
der y-Komponente der Welle in Abhéngigkeit der Wellengeschwindigkeit w. Die spektralen
Amplituden sind dabei als Graustufen codiert: weifl entspricht einer verschwindenden
Amplitude, zunehmende Grauintensitiat bedeutet zunehmende Amplitude. In den quasi-
periodischen Bereichen treten hohe Amplituden nur an diskreten Frequenzen auf. Dies ist
bei EHD-Kontakten (ADbbildung 10.22a]) beispielsweise im Bereich w & 9501/s. .. 1450 /s
der Fall. Dabei sind unter anderem die Winkelgeschwindigkeit der Welle, die Uberrollfre-
quenz, sowie ganzzahlige Kombinationen erkennbar. Zusétzlich sind die in
abgeschétzten Eigenkreisfrequenzen der Welle sichtbar.

Die breitbandigen Spektren korrespondieren mit chaotischen Losungen. Beispielsweise ist
das chaotische Verhalten bei w = 3001/s im Kaskadendiagramm identifizierbar, was aus
dem Amplitudengang nicht zu entnehmen ist.

Beim hier untersuchten Lager mit Hertz’schen Kontakten treten bei Drehzahlen unter-
halb von w a2 11501/s fast ausschlieflich chaotische Losungen auf. Im Drehzahlbereich
w = 1450...42001/s liegen quasiperiodische Schwingungen vor. Dabei fallen zum einen
grofle Wellen- und Walzkorperauslenkungen ((Abbildung 10.T5) auf. Zum anderen ist in
der y-Komponente eine Dominanz der Wellendrehzahl zu beobachten.

Eine eindeutige Detektierung von chaotischen Bereichen ist mithilfe des Lyapunov-
Exponenten méglich (Abschnitt 7.5.1]). Jedoch miissen bei der numerischen Bestimmung
einige Parameter an das vorliegende Problem angepasst werden, sodass auch hier eine
gewisse Unsicherheit vorliegt: Unter anderem miissen bei der gewidhlten numerischen
Implementierung zur Berechnung des maximalen Lyapunov-Exponenten geeignete An-

! Beim Kaskadendiagramm wird das Amplitudenspektrum bei jeweils konstanter Drehzahl bestimmt.
Das Wasserfalldiagramm entsteht aus Zeitsimulationen mit zeitabhéngiger Drehzahl @]
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Abbildung 10.22: Kaskadendiagramme beziiglich der y-Komponente. Die auftretenden Fre-
quenzen sind jeweils auf die Uberrollfrequenz Nw, (obere Achse) bezie-
hungsweise auf die Wellendrehzahl w (untere Achse) normiert.
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fangsbedingung der Stérung gewéhlt werden. Des Weiteren ist das Zeitintervall, nach dem
die Normierung der Stérung vorgenommen wird, problemabhéingig festzulegen. Zur Be-
stimmung des Lyapunov-Exponenten wird ein stationédrer Zustand vorausgesetzt, der erst
nach einer unbekannten ausreichend langen Integrationsdauer erreicht wird. Daher liefern
die in gezeigten maximalen Lyapunov-Exponenten ebenfalls keine sichere
Bestimmung von chaotischen Bereichen. Dennoch ergibt sich in Verbindung mit den Kas-
kadendiagrammen eine nahezu vollstandige Ubersicht beziiglich quasiperiodischer
und chaotischer Losungen.
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Abbildung 10.23: Maximaler Lyapunov-Exponent

Im periodischen Fall tritt bei autonomen Systemen ein Lyapunov-Exponent mit A = 0
auf, alle anderen sind kleiner als null. Das Walzlagermodell ist nicht-autonom formuliert,
da beispielsweise die Ausdriicke sin wt und coswt in den Bewegungsgleichungen auftreten.
Deshalb sind bei periodischen Losungen alle Lyapunov-Exponenten kleiner als null und
bei quasiperiodischen Losungen kann ein Lyapunov-Exponent mit A = 0 auftreten. Dies
muss bei der Analyse von [Abbildung 10.23| beriicksichtigt werden, da aufgrund numerischer
Unzulénglichkeiten bei maximalem Lyapunov-Exponent mit 0 < A\ < 1 nicht zwangslaufig
Chaos vorliegt.

10.8 Schlussfolgerungen

Eine Modellierung der Lager mit Hertz’schen Kontakten kann bei hohen Belastungen
dhnliche Ergebnisse liefern wie eine Modellierung mit EHD-Kontakten (Abbildung T0.9).
Weitaus héufiger — beispielsweise bei kleinen Lasten — sind jedoch teils signifikante Un-
terschiede aufgrund der beiden Kontaktmodelle zu beobachten: Beispielsweise werden bei
dem in [Abschnitt 10.7 untersuchten Rotor unter hoher Vorlast deutlich verschiedene Am-
plituden und unterschiedliche Losungstypen vorhergesagt. Bei kleinen Lasten liegen erwar-
tungsgeméaf keine vergleichbaren Ergebnisse vor. Daher wird bei geschmierten Kontakten
die Modellierung mit EHD-Kontakten empfohlen.
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Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wird ein vereinfachtes EHD-Modell entwickelt, das aufgrund sei-
ner Effizienz besonders im Rahmen von Mehrkérpersimulationen mit vielen Kontaktstel-
len geeignet ist. Das Modell bildet sowohl hoch- als auch schwachbelastete vollgeschmier-
te EHD-Linienkontakte ab und erlaubt einen kontinuierlichen Ubergang zum Hertz’schen
Kontakt. Eine Validierung des vereinfachten Modells erfolgt anhand numerischer Lésungen
des vollstandigen EHD-Problems. Dabei zeigt sich iiber grofle Parameterbereiche ausge-
zeichnete Ubereinstimmung. Einschrinkungen miissen bei sehr hohen Lasten und zugleich
zeitabhéngigen Radien beziehungsweise zeitabhéngigen hydrodynamischen Geschwindig-
keiten hingenommen werden.

Zur Herleitung des vereinfachten EHD-Modells werden der trockene Hertz’sche Kontakt
und der hydrodynamische Kontakt ohne elastische Deformation benétigt. Fir letzteren
wird ein neues geschlossenes Kraftgesetz bestimmt, welches die Normalkraft bei Reynolds-
Randbedingungen im transienten Fall abbildet. Dabei kénnen sowohl die Spalthohe als
auch die hydrodynamische Geschwindigkeit von der Zeit abhingen. Die Annéherung
der Kontaktpartner bei trockenen Hertz’schen Linienkontakten ist nur bis auf eine pro-
blemabhéngige Integrationskonstante bestimmt. Diese héngt unter anderem von den
Randbedingungen und den Geometrien der Koérper ab. Im Rahmen dieser Arbeit wird
die Konstante physikalisch interpretiert und fiir unendlich ausgedehnte Kérper mit qua-
dratischem Querschnitt angegeben. Das Kraftgesetz des Hertz’schen Linienkontaktes ist
schwach nichtlinear. Fine Linearisierung stellt daher eine geeignete Nédherung dar und
erlaubt weitere Vereinfachungen: Die im dynamischen Fluid-Struktur-Modell auftretende
innere Variable, welche oft auf steife Differentialgleichungen fiithrt, ldsst sich eliminieren,
sodass das nichtlineare Kelvin-Voigt-Modell entsteht. Dieses erlaubt unter anderem ana-
lytische Abschétzungen.

Es zeigt sich ein deutlicher Einfluss von EHD-Kontakten auf das nichtlineare Schwingungs-
verhalten von Mehrkorpersystemen. Bereits am Einmassenschwinger mit einem Kontakt
sind bei Kraft-, Parameter- oder FuBlpunktanregung ausgeprégte nichtlineare Schwin-
gungsphénomene zu beobachten: Es treten sub- und superharmonische Resonanzen,
Sprungphénomene und damit einhergehende instabile Losungen auf. Besonders erwéh-
nenswert ist eine Verschiebung der Hauptresonanz bei méaBigen Lasten (Ubergangsbereich),
sodass sich die Resonanzstelle nicht mehr durch die Masse sowie die Kontaktsteifigkeit
des ungedampften Systems vorhersagen ldsst. Die Ergebnisse des Schwingers mit einem
EHD-Kontakt sind mit einer numerischen Auswertung des vollstindigen EHD-Problems
mittels FEM validiert. Der Oszillator zeigt stets degressives Verhalten, sodass der Ampli-
tudenverlauf in der Nahe der Hauptresonanz nach links gekriimmt ist. Wird ein zweiter
EHD-Kontakt so hinzugefiigt, dass die Masse symmetrisch von beiden Kontakten umgeben
wird, dann ergibt sich abhéngig vom Spiel ein degressives oder ein progressives Kraftgesetz.
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Zusammenfassung und Ausblick

Abschliefend wird ein Rotor in Zylinderrollenlagern untersucht. Damit wird die Anwend-
barkeit des vereinfachten EHD-Kontaktmodells demonstriert und unter anderem der Ein-
fluss auf das nichtlineare Schwingungsverhalten beschrieben:

e Aufgrund der mit dem Kafig wandernden Kontaktstellen im Lager liegt eine peri-
odische Gesamtsteifigkeit vor, welche zu Parameterregung fiithrt. In Verbindung mit
einer konstanten Vorlast wird das System zusétzlich fremderregt. Damit sind klassi-
sche Resonanzen und gleichzeitig Parameterinstabilitidten zu beobachten.

e Trotz der Anregung kann bei schwachen Vorlasten und verschwindendem Lagerspiel
ein Betriebszustand vorliegen, bei dem der Rotor ruht. Dies ist bemerkenswert, da
infolge der Auslenkung der Welle die Walzkorper quasiperiodische Bewegungen aus-
fithren.

e Mit steigender Drehzahl ist es moglich, dass sich der Rotor entgegen der Vorlast nach
oben bewegt.

e Es treten neben quasiperiodischen auch chaotische Losungen auf, was mittels Kas-
kadendiagrammen und Lyapunov-Exponenten gezeigt wird.

Zum Vergleich wird ein Rotor betrachtet, bei dem im Lager trockene Hertz’sche Kontakte
angenommen werden. Diese weit verbreitete Modellierung zeigt besonders bei schwachen
und mittleren Vorlasten deutliche Unterschiede zum Lager mit EHD-Kontakten, sodass
der geringe zusitzliche Rechenaufwand infolge der vereinfachten EHD-Kontakte gewinn-
bringend erscheint.

Die vorliegende Arbeit bietet viele Ankniipfungspunkte fiir weitere Untersuchungen:

e In dieser Arbeit wird ausschliefllich der Einfluss der Normalkraft untersucht. Ein Rei-
bungsgesetz auf Basis der vorgestellten vereinfachten EHD-Kontaktmodelle ist denk-
bar, sodass ohne signifikante Rechenzeiterh6hung weitere Effekte untersucht werden
konnen. Dazu ist jedoch die genaue Kenntnis der minimalen beziehungsweise zentra-
len Schmierspalthéhe notwendig, die im bisherigen Modell im Hinblick auf Reibung
nicht ausreichend genau wiedergegeben wird. Zur Korrektur der Schmierspalthéhe
konnte beispielsweise die analytische Losung von Ertel oder eine Vereinfachung einer
Regressionsformel von Lubrecht oder Venner verwendet werden.

e Bei Parametererregung sind Verbesserungen des vereinfachten Kontaktmodells wiin-
schenswert. Dazu konnten die im vorigen Punkt beschriebenen Losungen oder For-
meln genutzt werden.

e Die Ergebnisse sind zwar anhand numerischer Auswertungen der EHD-Grundglei-
chungen validiert — dennoch kénnte eine experimentelle Validierung die Ergebnisse
dieser Arbeit untermauern.

e Eine Erweiterung auf den Punktkontakt wiirde eine Verallgemeinerung dieser Ar-
beit darstellen. Dabei sind insbesondere in hochbelasteten Féllen starker ausgeprég-
te nichtlineare Schwingungsphénomene zu erwarten, da der Hertz’sche Punktkontakt
stark nichtlinear ist.
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A Elastischer Halbraum

Ausgehend von der linearen Elastizitatstheorie wird die elastische Deformation des unend-
lich ausgedehnten Halbraums unter einer Linienlast abgeleitet. Diese sogenannte Funda-
mentallosung ergibt durch Faltung mit einer beliebigen Lastverteilung die sich einstellende
elastische Deformation. Eine analytische Losung der Deformation bei Hertz’schem Druck
wird hergeleitet.

A.1 Elastische Deformation durch eine Linienlast

Der Ausgangspunkt ist der in gezeigte unendlich, ausgedehnte elastische
Halbraum, der durch die Ebene bei y = 0 begrenzt wird [42, 54, [109, [112]. Die Belastung
erfolgt durch eine Linienlast ¢ in y-Richtung entlang der z-Achse. Das vorliegende Problem
ist eben, da die Last unabhéngig von z ist und keine Komponente in z-Richtung besitzt. Es
treten ausschlieflich Verschiebungen u(z,y) und v(z,y) in - beziehungsweise y-Richtung
auf.

"y
Abbildung A.1: Elastischer Halbraum mit der Linienlast ¢ beziehungsweise der Lastvertei-
lung p in y-Richtung
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A Elastischer Halbraum

A.1.1 Kinematik und Materialgesetz

Die Annahme kleiner Verformungen ergibt den kinematischen Zusammenhang zwischen
der Verzerrung € und der Verschiebung u:

1
€= 7<gradu + gradTu> ) (A1)
2
Die technischen Konstanten Elastizitdtsmodul F und Querkontraktionszahl v eignen sich

zur Formulierung des Hooke’schen Gesetzes

1+v v
€=—p 0 Esp(a)I (A.2)

in dehnungsexpliziter Form. Dabei ist o der Spannungs- und I der Einheitstensor. Mit sp
wird die Spur eines Tensors abgekiirzt.

A.1.2 Ebener Verzerrungszustand

Beim betrachteten Halbraum liegt ein ebener Verzerrungszustand vor, da ebene Quer-
schnitte mit z =konst. auch unter Belastung eben bleiben und nicht in 2z-Richtung ver-
schoben werden. Damit verschwinden alle Dehnungskomponenten in z-Richtung sowie alle
Ableitung nach z:

o0) _

6zz:€yz:€zz:07

Das|Hooke’sche Gesetz (A.2)| vereinfacht sich, sodass die Verzerrungen €,,, €,, und €, mit
dem Zusammenhang o, = v(0,,; + 0,,) kompakt in kartesischen Koordinaten dargestellt
werden konnen:

ou 1 1—12 v(l+v)
Cor = 5o = E<am —v(oyy + azz)> =5 w5 Ows (A.3a)
ov 1 1—v? v(l+v
Cyy = 073/ = E(Uyy — V(04 + Uzz)) =g Oyy — ( B )Uzz ) (A.3b)
ou Ov 1+v
€y = 6—y+% =2 7 O - (A.3¢)

Die Integration der ersten beiden Gleichungen ergibt die Verschiebung in z- beziehungs-
weise y-Richtung:

1—12 v(l+v)

u=— /Jm dz — T/O'yy dr + K (y) , (A.4a)
1—v% ¢ 1 -

v = EV Oyy dy — % / Ope dy + K (2) . (A.4b)

Die Integrationskonstanten K% und K kénnen von y beziehungsweise = abhé’mgen.

! Die Konstanten K{7 und K£ treten wegen der Konsistenz mit erst spiter auf.
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A.1 Elastische Deformation durch eine Linienlast

A.1.3 Gleichgewichtsbedingungen

Fiir die Verschiebungen u und v muss eine Losung gefunden werden, welche die Impulsbi-
lanz erfillt. Die Impulsbilanz lautet unter Vernachldssigung der Volumenkréfte f und
bei statischen Bedingungen div o = 0. Sie kann aufgrund des ebenen Verzerrungszustandes
weiter vereinfacht werden und ergibt in kartesischen Koordinaten

004, 00y

ox Ay

0oy, 00y

Ay ox

=0,

~0. (A.5)

A.1.4 Kompatibilitatsbedingungen

Die |kinematische Beziehung (A.1)| liefert im allgemeinen Fall sechs partielle Differential-
gleichungen. Fiir gegebene Verzerrungen stehen sechs Gleichungen zur Bestimmung der
drei unbekannten Verschiebungen zur Verfiigung. Daher konnen die Verzerrungen nicht
unabhéngig voneinander sein und miissen die Kompatibilitatsbedingungen

rot (rot e) =0. (A.6)

erfiillen. Im Falle des ebenen Verzerrungszustandes vereinfachen sich diese und lauten in
kartesischen Koordinaten
2 2 2
Oerr  0%€yy 0 €qy

Oy? * Ox2 :28x8y' (A7)

Nach Einsetzen des [Hooke’schen Gesetzes (A.3)| und unter Verwendung der Gleichge-
wichtsbedingungen |(A.5)[ konnen die Kompatibilitdtsbedingungen in den Spannungen aus-
gedriickt werden:

Apy(0pe +0yy) =0 (A.8)
Dabei bezeichnet A, den Laplace-Operator in der Form

02 0?

(A.9)

A.1.5 Airy’sche Spannungsfunktion

Zur Auswertung der [Integrale (A.4)[ wird der Ansatz von Airy mit der noch zu bestim-
menden Spannungsfunktion F' gewéhlt:

0PF *F OPF
*87342 s O'yy—w y Uzy—faxay . (A].O)
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A Elastischer Halbraum

Der Ansatz erfillt die [Gleichgewichtsbedingungen (A.5). Die in den Spannungen ausge-
driickte [Kompatibilitatsbedingung (A.8)| ergibt

4 4 4
Or , OF 0T _, am

A2 F = —
i 0 0x20y? oyt

Diese Forderung wird als Bipotentialgleichung oder biharmonische Gleichung bezeichnet
und definiert mit den bei y = 0 vorliegenden Randbedingungen

Oy =0, Uyy<x7é0) =0, /j:oayy dx = —¢q (A.12)

das zu lésende Problem. Bereits 1892 hat Flamant hierfiir die gesuchte Airy’sche Span-
nungsfunktion veroffentlicht [@, @]

F=gq L arctan = . (A.13)
71' x

Die Spannungen ergeben sich damit in kartesischen Koordinaten zu

22y 23 2y%x (A14)
. A Oy = —( —————— Opy = —(@ ————5— . .
q r@2+ 22 v q T2+ 22 Y q (22 + )2

O’I‘T -

Ausgedriickt in Polarkoordinaten wird der rein radiale Spannungszustand erkennbar:

2
Opp = f—qsin¢ , 0p6 =0, 06 =0 (A.15)
wr

A.1.6 Verschiebungen

Die Verschiebungen konnen durch Auswerten der |Gleichungen (A.4)| mithilfe der Spannun-

gen [(A.14)| bestimmt werden:

1+v xy (14+v)(1—-2v) x
u(z,y) =q TE 24 q e arctang + K (y) , (A.16a)
1—v? 1+v 22
v(z,y) = —q In(z* 4 4%) — ¢ TE 2 + Kl (2) . (A.16b)

Aufgrund der Symmetrie muss —u(—=z,y) = u(z,y) gelten, sodass sich K¥(y) = 0 er-
gibt. Die Verschiebungen miissen die Schubspannung o, aus [Gleichung (A.14)| erfiillen,
weshalb K¥ (z) = K konstant sein muss. Fiir die weitere Rechnung ist nur die Verschie-
bung v in y-Richtung an der Oberfliche y = 0 von Interesse. Diese Verschiebung infolge
der Streckenlast ¢ wird Fundamentallosung genannt und lautet mit einer neuen Integrati-
onskonstanten K

V2
Ina2? + K. (A.17)

vl = U(J,’7y:0) =—q T E
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A.2 Elastische Deformation unter Hertz’schem Druck

Liegt ein Druck p(s) vor, dann kann die Streckenlast durch ¢ = p(s)ds ersetzt werden.
Damit folgt nach einer Faltung mit v? die Verschiebung der Oberfliche in y-Richtung:

1—p?% oo

yZ—
vt =
7E —00

p(s)In(z — 5)?ds + K& . (A.18)

Die Konstante K% hingt von der vorliegenden Geometrie der Kontaktpartner und den
Randbedingungen ab und kann nur fiir Sonderfélle, wie beispielsweise symmetrisch belas-
tete Walzen, eindeutig bestimmt werden [31), |54].

A.2 Elastische Deformation unter Hertz’'schem Druck

Ausgehend von der [Fundamentallosung (A.17)| des elastischen Halbraums wird die Gesamt-
deformation zweier Kontaktpartner berechnet. Dabei wird eine Hertz’sche Druckverteilung
angenommen. Die Rechnung orientiert sich an [35].

Der [Hertz’sche Druck (4.1)| eines Linienkontakts lautet

maxr I2 maxr I
pir(x) = pgery 1 - & = (apo(l“) - p”)
“ “ (A.19)

In

Zunéchst wird, wie in [Abschnitt 4.9 beschrieben, die Ableitung der Summe der elastischen
Deformation beider Kontaktpartner bestimmt. Diese ergibt sich aus [Gleichung (4.7)| zu

maxr

v _ 2 [ puts) L gs— 2P0 (a[o(x)—bém)> , (A.20)

dxr 7B J- r—s TE*

wobei eine Abkiirzung fiir die Integrale I, (n = 0,1,2,...) eingefithrt wird:

_ [ Pals) [ x5! a g1
I = [a (x —s) ds = [a (a2 — s2)1/2(x — ) ds — /,a (a2 — s2)1/2 ds . (A21)
Mithilfe der Definition
T, =0
“ s" 0 n=1
o (a2 — 2)1/2 s T n=2 (A.22)

folgt eine rekursive Formel fiir I, mit dem Startintegral Iy:

0, | <a
In = IIn—l - Jn—l 5 IO = ' - ‘ |
v el >a
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A Elastischer Halbraum

Damit konnen die Integrale I,, berechnet werden:

n I, fur |z] <a I, fir|z]|>a

00 Ve
1 -7 mrsfiﬂ) -
7\'1152 sgn(x
2 —7x 712§§2) — Tz
Die Ableitung der Deformation ergibt
O _ 2 (0 Bl 20 [a. 2] < a
v al (1) — - _
Oz wE* 0 a al* |z —sen(z)va?—a?, |z|>a.
=1/R
(A.23)
Eine Integration liefert die Summe der Deformationen beider Kontaktpartner:
1 2?4+ KY | |z] < a
v = (A.24a)

- 2
2R x2|x|m+azln<|§+ (f) 1>+K§{7 7] > a.

Die freie Konstante K% soll so bestimmt werden, dass die Deformation an der Stelle
|z| = zp > a verschwindet:

2 2 2
K = g2 [‘”0 (ﬂ) 1 (ﬂ) ~In (“““0 + (@> - 1)} . (A.24D)
a a a a a
Fiir groe Werte xy/a kann die Konstante mit
a? x3
Kl ~ 5 {1 +1In <4 agﬂ (A.24c)

angendhert werden. Dabei ist zu beachten, dass der Hertz'sche Radius a von der Last
abhangt. Die Vereinfachungen von K% fithren zu einem relativen Fehler zwischen der ex-
akten und der genéherten Form der Konstanten K%. Wie in dargestellt, ist
der relative Fehler bereits fur %0 > 7 kleiner als 0.1%. Die daraus resultierende elastische
Deformation wird deshalb im Rahmen dieser Arbeit als ezakt bezeichnet.

Letztendlich ist die Anndherung § = v(0) der beiden Kontaktpartner von Interesse, die bis
auf die Konstante zy durch

a? 23 F 0 DA
5“%{1“11(4@2)}@* {1+ln(FRxO>} (A.25)

gegeben ist. Dieser nichtlineare Zusammenhang zwischen der Annédherung § und der
Kraft F ist experimentell validiert [57]. Die Konstante x, ist abhéngig von der konkreten
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A.3 Validierung

T

& 10—1

£ 102

=

=00

[}

=

= 107

= 1 5 10 15 20

xo/a

Abbildung A.2: Relativer Fehler in K4

Problemstellung, insbesondere von der Geometrie und den Randbedingungen. Sie lésst
sich wegen v(x) = 0 physikalisch interpretieren.

A.3 Validierung

Die analytische Losung der Annédherung zweier Kontaktpartner bei Hertz’schen Bedin-
gungen aus wird mit der Losung eines FEM-Modells sowie mit speziellen
Losungen aus der Literatur verglichen. Dazu wird ohne Beschriankung der Allgemeinheit
Yr = 1 angenommen.

A.3.1 Vergleich mit FEM-Modell

Das FEM-Modell, welches in gezeigt ist, bildet einen unendlich langen
Korper quadratischen Querschnitts mit der Kantenlinge Ly = £ /2 = 1000 ab.

0
~ 1000t
E
g 2000 f "= 200
g I' =500
ks, - = = analytisch
A 3000f analytisc
> Kontakt-
T 7777777777777 gebiet
Ly 4000 t .
< > -500 0 500
Ort X
(a) FEM-Modell (b) Elastische Deformation in vertikaler Richtung

Abbildung A.3: Validierung der analytischen Ausdriicke fir Deformation und Annéherung

131



A Elastischer Halbraum

Wie in [Z erd die Querkontraktionszahl v = 0.3 gewéhlt und der Elastizitats-
modul E aus Ei =21 v hestimmt, wodurch das FEM-Modell die halbe Gesamtdefor-
mation bezichungsweise Annaherung liefert. Die Struktur wird unten fest eingespannt und
oben mit Hertz’schem Druck belastet.

Die Gesamtdeformation V' der analytischen Ndherung aus [Gleichung (A.24)[ beziehungs-
weise des FEM-Modells sind in fiir ausgewihlte Lasten dargestellt. Beide
Losungen stimmen im Kontaktgebiet ausgezeichnet iiberein. Dabei ist zu beachten, dass
bei der Kantenldnge Ly = 1000 die Integrationskonstante X, = 782 gewéhlt werden
muss. Eine numerische Auswertung verschiedener Strukturen mit quadratischem Quer-
schnitt ergibt, wie in gezeigt, einen linearen Zusammenhang zwischen der

Kantenlénge und der Integrationskonstanten:

Xo=0.782 L . (A.26)
::i 40000 © FEM
= = = = Regression
*? 3000
g o
~Z 2000 0’ g
=i
2 1000f g%
;% (-} Xo=0.782 L
) 0
E 0 1000 2000 3000 4000 5000

Kantenlinge L,

Abbildung A.4: Zusammenhang zwischen der Integrationskonstanten X, und der Kanten-
lange Ly bei quadratischen Strukturquerschnitten

Die Annéherung der analytischen Losung und des FEM-Modells sind in
dargestellt. Der relative Fehler zwischen beiden Varianten ist in gezeigt
und liegt unter 0.2 %.

A.3.2 Entdimensionierung mit Hertz’scher Kontaktbreite

Bei EHD-Berechnungen wird héufig zur Entdimensionierung die Hertz’sche Kontaktbrei-
te a verwendet %@] Dadurch ergibt sich eine Struktur, deren reale Abmessungen
(dlmensmnsbehaftet proportional zu a sind und damit von der Last abhdngen. Wird die
Annéaherung dieser von a abhéngigen Struktur mit einem FEM-Modell abgebildet, so ergibt
sich eine Annéherung, die mit der linearen Regression aus beschrieben
werden kann (Abbildung A.6a): Fiir die Kantenlédnge Ly = 204 und die Integrationskon-
stante Xy = 1037 sind beide Modell identisch, wie dem relativen Fehler in

entnommen werden kann.
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1500 P e 2740
0 L, =1000 (FEM) =
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(a) Kraftverlauf (b) relativer Fehler

Abbildung A.5: Vergleich des analytischen Kraftgesetzes aus [Gleichung (4.10) mit der
FEM-Rechnungen bei konstanter Strukturgrofie

I x1073

15001 o L, =204 (FEM) =

. = 1.5
1000 linear é)

7 el
,q -
500 o

X, = 1037 g 09

0 T () Lo-0-0-0-09-9-0000000006
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Annédherung A Annédherung A
(a) Kraftverlauf (b) relativer Fehler

Abbildung A.6: Vergleich des analytischen, linearisierten Kraftgesetzes aus Glei-
chung [(4.16)] mit FEM-Rechnungen bei lastabhéngiger Strukturgrofle
(Struktur wird mit Hertz’scher Kontaktbreite skaliert)
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A Elastischer Halbraum

A.3.3 Spezielle Losungen aus der Literatur

Die analytische Anndherung aus |Gleichung (A.25)| wird zur weiteren Validierung mit spe-
ziellen Losungen aus der Literatur verglichen. Johnson gibt die Formel

5= WZ* {m <%> +In (%) - 1} (A27)

fiir das Zusammendriicken eines Zylinders zwischen zwei Kérpern an [54]. Bei Verwendung
des gleichen Materials ergibt sich ein Ausdruck fir die Anndherung, den auch Hamrock et
al. angeben [43]. Der Zusammenhang zu [Gleichung (A.25) kann tiber die Integrationskon-
stante hergestellt werden:

1o =2Re ' ~ 0.74R . (A.28)

Féppl leitet ebenso das Zusammendriicken eines Zylinders her [31]. Er nimmt einen para-
bolischen Druckverlauf an und gelangt daher zu einem leicht unterschiedlichen Ergebnis:

F RE 2 v=03
b=—r1 (1.207 1 —) = =1/=(1—v2) Re™9 "RT 0.84R . (A.29
o +In 7 Zo 7r( ?)Re ( )
Tripp gibt eine allgemeine Losung mit der Integrationskonstanten dy an, die bereits vor
der Faltung mit dem Druck beliebig gewdhlt wurde [11&]. Im Gegensatz dazu wird die In-
tegrationskonstante zq in dieser Arbeit erst an das Endergebnis angepasst (Abschnitt 4.2).
Umgeschrieben in die Notation der vorliegenden Dissertation lautet die Anndherung nach
Tripp

F E*
anR +21n@+1 mit  xo=dp .

0= 1E F R

Trotz unterschiedlicher Anpassung an die Randbedingung ergibt sich offensichtlich das
gleiche Kraftgesetz, was mit grofien Kérperabmessungen im Vergleich zu kleinen Kontakt-
breiten begriindet werden kann. Tripp gibt eine weitere physikalische Interpretation der
Integrationskonstanten: An der Stelle x = 0, y = dy = z, das heifit am Kontaktzentrum
unterhalb der Oberflache, verschwindet die Deformation.

A.4 Strukturen unterschiedlicher Abmessungen

Fiir Strukturen unterschiedlicher Grofie ergeben sich bei gleicher Last unterschiedliche
Deformationen beziechungsweise Anndherungen. Bei Parameterstudien, wie sie in den Ab-
schnitten und ausgefiihrt werden, miisste zuséitzlich die Strukturgrofie und damit
Xo variiert werden. In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass eine Verdnderung der Struk-
turkantenléinge Ly mit einer Variation des Elastizitatsmoduls E* vergleichbar ist.

Es werden zwei Strukturen unterschiedlicher Grofie betrachtet: Fir die erste wird der
spéter zu bestimmende Elastizitatsmodul E* und die feste Kantenldnge L, = 1000, das
heiffit X, = 782, gewéhlt. Die zweite Struktur besitzt den Elastizitdtsmodul E} und die
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A.4 Strukturen unterschiedlicher Abmessungen

Integrationskonstante Xy .. Im Folgenden wird gezeigt, dass fiir jede Kombination von Ej
und Xy ein E* existiert, womit beide Strukturen nédherungsweise die gleiche Deformation
ergeben. Damit ist ohne zusétzliche Variation von X, bereits der gesamte Parameterraum
ﬁberprﬁftﬂ

Die Forderung gleicher Struktursteifigkeit nach liefert

! m E* m B}
Cst = Cst,? == . Xg 5 = ng .
N5y =9 Inge =5

(A.30)

Daraus ergibt sich der von Xgo (bezichungsweise Ly o) und Ej abhingende Elastizitéts-
modul

lnXg -5

pr= 22070
InXg, -5

E; . (A.31)
wobei ohne Beschrankung der Allgemeinheit ¥ = 1 gewahlt wird. Durch eine Anpassung
des Elastizititsmoduls wird ausschlieflich die Struktur beeinflusst. Eine Anderung des

Radius hitte eine unerwiinschte Anderung des hydrodynamischen Kontaktproblems zur
Folge.

Die Deformation von Strukturen unterschiedlicher Kantenlange mit angepasstem Elas-
tizitatsmodul sind in dargestellt. Unter Beriicksichtigung der Skalierung

erscheint die Genauigkeit ausreichend. Der relative Fehler der Deformation im Vergleich

300
400 |5

Abbildung A.7: Deformation von Strukturen mit verschiedener Kantenldnge und angepass-
tem Elastizitdtsmodul. L o: 500, === 1000, = = = 2000, =+ =+ = 5000

zur Referenzstruktur mit Ly = 1000 ist fiir unterschiedliche Lasten in ge-
zeigt. In der Hochdruckzone —A < X < A sind die relativen Fehler meist deutlich unter
10 %. Es kann daher davon ausgegangen werden, dass die in den Abschnitten und
durchgefiithrten Parameterstudien ausreichend sind.

! In der Parameterstudie werden die dimensionslose Last W und der Schmiermittelparameter L variiert.
Dies impliziert insbesondere die Variation des reduzierten Elastizitdtsmoduls E*.
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Abbildung A.8: Relativer Fehler zwischen der Deformation einer Referenzstruktur mit

Ly = 1000 und der einer zweiten Struktur mit Lg o
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B EHD-Modelle fiir Wailzlager

B.1 EHD-Modelle mit Walzkorper

In Zylinderrollenlagern konnen die Kontakte zwischen Innenring und Walzkérper sowie
zwischen Walzkorper und Auenring mit der elastohydrodynamischen Theorie modelliert
werden.

Fiir die lokalen Radien am Innen- und am AufBlenringkontakt miissten g, und g, ein-
gefiihrt werden, sodass R; = U, Ry und R, = ﬁRaRo gelten wiirde. Im Walzlager sind
die Kontaktradien jedoch konstant, sodass 1937 = 191?“ = 0 gilt. Da jedoch als Bezugsldnge
R; = Ry gewéhlt wird, folgt ¥g, = 1 und vereinfachend wird dg, = Jg gesetzt. Damit kann
Yr = R,/ R; als Radienverhaltnis beider Kontaktstellen bezeichnet werden. Mit den Indizes
(); und (), wird die innere beziehungsweise die dulere Kontaktstelle gekennzeichnet.

Fiir das dynamische Fluid-Struktur-Modell kénnen die Normalkrafte im Kontakt aus Glei-
chung [(3.20)| und die Differentialgleichungen der inneren EHD-Variablen H.; und H., aus

abgeleitet werden:

3/2 )
w,= Yo, 3 ()" Ot
Hci \/i Hm 67’ (B 1)
wo_ VB, 3Tk 2 9H., '
¢ Hca e \/Q Hca 87’ ’
N f ’[9U —_ WS%(HM H()l) + CstHOZ
Hz:i = % i 3/2 ,
0 Gt ﬁ(H) (B.2)
g A 9pty — W(Hea— Hoa) + 2 C%Hog

Lon+ ()

Dabei ist WS (A) die Strukturkraft aus Die Steifigkeits- und Dampfungs-
koeffizienten unter statischen Bedingungen ergeben sich aus |Gleichung (6.11)f

) W(Q) W32 . /2 /2
i : ce = R : ct = __ 1= ’ ct =_ "7 ,
fl \/619[] fl \/éﬂRﬁU st In ng, _5 st 2
st ([ Wy \¥? )
i a 0 a a
Dfl:Dfl:_ﬁ (\/619(]) ) Dy =Cuy/Q, Dy =Cy/0.
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B EHD-Modelle fiir Wélzlager

Fir das nichtlineare Kelvin-Voigt-Modell folgen die Kontaktkrafte aus|Gleichung (6.8)] die
im statischen Fall

Cz’ 44/6 . .
W; = ;t —Hy; + | Hj; + 7{ Yy | — Dy Hoi , (B.4a)
st

Ca 4 6 .
Wa = 7St *HOa =+ JH&J + 07{ ﬁRﬁU - D?(VHOQ (B4b)
st

lauten. Dabei werden die Steifigkeits- und die Démpfungskoeffizienten wie in [Abschnitt 6.2
bestimmt:

. cLCy . CaChi
CKV - _CZ i é,z ) CKV = _Ca i é’a ) (B5a)
st fl st fl
. D:,D; D%D4
Diyy = — 20 Dy = —— 1 B.5b
KV Di, — D;l KV Dg, — D?z ( )

B.2 Vereinfachtes EHD-Maodell ohne Wailzkorper

Wird der Walzkorper beziehungsweise dessen Trégheit vernachléssigt, so kann das nichtli-
neare Kelvin-Voigt-Modell weiter vereinfacht werden. Das Vorgehen ist identisch mit dem
Ubergang vom dynamischen Fluid-Struktur-Modell zum nichtlinearen Kelvin-Voigt-Modell

(vergleiche [ADschnitt 6.2)).

Das Kriftegleichgewicht WY = WY zwischen innerer und duBerer Kontaktkraft lautet

B
(—Hm +JHE + B) — 9 (—HOa 4\ JHz, + i B) , (B.6)

wobei die Abkiirzungen J¢ = C%/C% und B = 40‘{619[} verwendet werden. Zwischen den
t

Verschiebungen Hy; und Hy, gilt der kinematische SZusammenhang

K = Ho; + Hoa , (B.7)

der in eingefiihrt wird. Das [Gleichungssystem B.2] wird im Folgenden nach Hy;
aufgelost, womit die Kontaktkraft angegeben werden kann. Dazu wird eine eindeutige und
umkehrbare Transformation in zwei neuen Variablen « und v eingefiihrt:

Hy; = —+V/B sinhu und  Hy, = —\/% sinhwv . (B.8)
C

Einsetzen der Transformation in die ergibt

[0
e =1/Urlc e’ , K =—vB sinhu — WRB sinhv . (B.9)
c
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B.3 Hertz’sche Kontakte und Strukturdimpfung

Mithilfe der trigonometrischen Beziehungen

sinhx = % (ez — e_z) , cosh’?z —sinh®z =1, ( )
B.10

coshz = % (e’ + e’””) , sinh x + coshx = e” .

kann |[Gleichung (B.9)| gelost werden. Daraus folgt nach einer langlichen Rechnung die
Verschiebung

(200 + 000 +1) K — (Dot — 1)y K2 + 58 (1 4+ 9)(1+0c) 52
Hy = - . B.11
0 2(1+9g)(1 +9c) (B.11)

Die Kontaktkraft folgt durch Einsetzen von Hy; in |Gleichung (B.4a)f

Ci
;t —Ho; + | Hj; +

46

W = —
Cst

Iy | = Dicvow K - (B.12)

Die Steifigkeits- und Dampfungskonstanten lauten

Cies iy
Civ +Chy

i a
DKVDKV

DvPkv (B.13)
Dy + Dy

Crvowr = Drvowrk =

B.3 Hertz'sche Kontakte und Strukturdampfung

Das Modell fiir Hertz’sche Kontakte ist fiir den statischen Fall in hergeleitet. Die
Ergebnisse in Bezug auf Wélzlager werden in dimensionsbehafteter Form angegeben, um
einen besseren Bezug zur Realitét herstellen zu kénnen. Da zur Berechnung unterschiedli-
che dimensionslose Schreibweisen zum Einsatz kommen, muss — wie bereits in
erwihnt — der Linearisierungsbereich fiir die Struktursteifigkeiten C?, und C¢% angepasst

werden. Ausgehend von lauten die Steifigkeiten
; w/2 w/2
Ciy =+ 1 Xﬂ/ e 7 Co =~ Xéﬂ/ (B.14)
g + n 0o - Il( maz) g ‘|’ ln W - ln(rmaz)

Es wird stets Fqp = 2-10° N/m vorgegeben, sodass I, mit der dimensionslosen Schreib-
weise aus [Abschnitt 2.4 bestimmt werden kann.

Die Strukturdimpfungskonstanten werden analog zu [Abschnitt 6.1] bestimmt. Als charak-
teristische Frequenz wird die Uberrollfrequenz gewihlt:

Dst:CstNQ ?

Di = i

AL (B.15)

Da Zylinderrollenlager in der Regel Spiel besitzen, muss die Strukturkraft bei offenem Kon-
takt verschwinden. Damit die Kraftverlaufe stetig bleiben, wird der ddmpfende Term mit
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B EHD-Modelle fiir Wélzlager

einer geglatteten Sprungfunktion Hg multipliziert (vergleiche und Modell
von Gonthier et al. @])

Hgl(Ait) Di, Ait beziehungsweise Ha(A%) Dy, A‘; . (B.16)

Die gegléttete Sprungfunktion Hg(A) wird so definiert, dass zum Zeitpunkt des Offnens
bei A = 0 die Dampfung bereits verschwindet. Dadurch kénnen hochfrequente, nahezu
ungedampfte Oszillationen der Wélzkorper entstehen. Mit Blick auf die Numerik und auf
weitere Reibungseinfliisse — wie beispielsweise zwischen Wélzkorper und Kifig — wird zu-
satzlich eine kleine zur Walzkorpergeschwindigkeit £ proportionale Dampfung hinzugefiigt.

1
\<-]: 0.5
o0
us
0
-4 -2 0 2 4

A
Abbildung B.1: Geglittete Sprungfunktion
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C Inhomogene Mathieu-Gleichung

Die Mathieu-Gleichung mit einem Freiheitsgrad ist ein klassisches Beispiel zur Beschrei-
bung von Phénomenen, die durch Parametererregung auftreten [8, 41, 48 |75, [76, (77, 96,
111]. In dieser Arbeit tritt Parametererregung zum einen infolge einer variierenden hydro-
dynamischen Geschwindigkeit oder eines oszillierenden Kontaktradius auf. Zum anderen
variiert im Wilzlager die Steifigkeit mit der Uberrollfrequenz, die aufgrund der Annahme
der Rollbedingung kinematisch durch die Wellendrehzahl gegeben ist [65]. Zusétzlich wer-
den statische Vorlasten angenommen, die einer Inhomogenitét in der Mathieu-Gleichung
entsprechen.

Es wird daher die modifizierte Mathieu-Gleichung

~

&4+ 20+ (14+ecosvr)r = f (C.1)

mit dem linearen Dampfungskoeffizienten 5 < 1, der Parameterfrequenz v, der konstanten
Vorlast f und dem Parameter e betrachtet. Dabei wird die Ableitung nach der dimensi-
onslosen Zeit 7 mit () = % abgekiirzt. Fiir € = 0 stellt 7y = f eine Ruhelage dar. Deshalb
liegt eine Formulierung der Mathieu-Gleichung in der Abweichung Az beziiglich xy = f
nahe und liefert

A+ 28A& + (1 + ecosvr) Az = —ef cos v . (C.2)

Daraus folgt, dass eine konstante Vorlast f in Verbindung mit Parametererregung zu
Fremderregung fiihrt. Daher liegt die Vermutung nahe, dass fiir v = 1 eine klassische Re-
sonanz auftritt. Die klassische Mathieu-Gleichung mit f = 0 besitzt eine Ruhelage x = 0,
deren Stabilitat tblicherweise untersucht wird. Dabei liegen bei den Frequenzen v = 2/k
(k= 1,2,...) sogenanute Parameterinstabilititen der k-ten Ordnung vor. Damit kénnen
bei v = 1 die klassische Resonanz infolge der Fremderregung und die Parameterinstabilitat
zweiter Ordnung erwartet werden.

Beispielhaft sind in die Amplitudenverlaufe der Mathieu-Gleichung fir die
Dampfungskonstanten 3 = 0.1 beziehungsweise 3 = 0.02 mit den Parametern ¢ = 0.5
und f = 1 gezeigt. Zur Berechnung wird der Pfadverfolgungsalgorithmus der MATLAB®
-Toolbox MATCONT verwendet [22].

Die Parameterinstabilitdt bei v &~ 2 ist in beiden Féllen deutlich zu erkennen. Sie fithrt
im vorliegenden linearen System zu unendlichen Amplituden, sodass deren Amplituden-
verlaufe nur angedeutet sind. In Zeitsimulationen kann der oszillatorische Charakter mit
exponentiell ansteigender Amplitude beobachtet werden.

Fiir die Dampfung 8 = 0.1 ergeben sich in der Ndhe der Hauptresonanz v =~ 1 beschrankte
Amplituden ([Abbildung C.Ta]). Ein Vergleich mit der VergréBerungsfunktion des Systems
ohne Parametererregung — jedoch mit der entsprechenden Fremderregung — zeigt einen
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C Inhomogene Mathieu-Gleichung

dhnlichen Verlauf. Die Amplituden sind anhand einer Zeitsimulation iiberprift; die Aus-

lenkungen x sind in gezeigt.

Wird die niedrigere Dampfung 5 = 0.02 gewéhlt, so liegen in der Ndhe von v = 1 sehr
groBe Amplituden vor (Abbildung C.1h). Die Zeitsimulation in zeigt os-
zillatorisches Verhalten mit exponentiell ansteigender Amplitude — ein Hinweis auf eine
Instabilitat. Jedoch wird bei Parameterinstabilitédten stets eine zu untersuchende Losung
instabil, die mithilfe der Pfadverfolgung weiterhin berechnet werden kann. Bei v ~ 1 ist
dies jedoch nicht der Fall, sodass keine klassische Parameterinstabilitat vorliegt. Der Am-
plitudenverlauf ist in der Ndhe von v = 1 glatt und deutet zunéchst auf eine klassische
Resonanz hin. Diese liegt jedoch nicht vor, da trotz positiver Ddmpfung anscheinend un-
beschrankte Amplituden auftreten. Damit kann bei v ~ 1 weder von einer klassischen
Resonanz eines gedampften Systems noch von einer Parameterinstabilitdt im bekannten
Sinne gesprochen werden.

) 8
2 o)
g =
@ @
0 0.5 1 1.5 2 2.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
Frequenz v Frequenz v
(a) B=0.1 (b) B =0.02

Abbildung C.1: Amplitudenverlauf der Mathieu-Gleichung mit ¢ = 0.5 und f = 1

stabil, = = = instabil (bei v = 2), % Periodenverdopplung,

=+ =+=von der Periodenverdopplung abzweigender Verlauf,

—— VergroBerungsfunktion bei Krafterregung (ohne Parametererregung)

x 103
10 5
ERE 2
= S|
=< <
w0 0w
zZ 7 z
-10 -5
0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
Zeit T Zeit T
(a) B=0.1 (b) B = 0.02

Abbildung C.2: Auslenkungen z aus Zeitsimulationen bei v = 1 und den Démpfungskon-
stanten J = 0.1 beziehungsweise 5 = 0.02 (¢ = 0.5 und f = 1)
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Symbolverzeichnis

Im Symbolverzeichnis werden nur die wichtigsten und héufig verwendete Symbole aufgelis-
tet. Formelzeichen, welche ausschlieflich in einzelnen Unterabschnitten verwendet werden,
sind hier nicht aufgefithrt. Doppelte Belegungen konnten in dieser Arbeit leider nicht ver-
mieden werden.

Indizes

)
)

0

)

a
)

(o Ruhelage, Konstantanteil
(a auflen

Barus (Viskositét)

oo}

Fluid

f
fr Filmaufriss (engl.: film rupture)

FS dynamisches Fluid-Struktur-Modell

H Hertz

©() innen
i )y Ok Indizes zur Nummerierung

KV nichtlineares Kelvin-Voigt-Modell

nl nichtlinear

R Roelands (Viskositét)

st Struktur

()
()
()
()
()
()
()
()mp Hydrodynamik
()
()
()
()
()
()
()

2 Oys ()2 Koordinaten eines Vektors oder Tensors

Lateininsche Symbole

a, A Hertzsche Kontaktbreite, dimensionslos: A = a/%
c, C Steifigkeit, dimensionslos: C = ¢R/noUy
d, D Démpfung, dimensionslos: D = d/nq
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Symbolverzeichnis

E

B

F

h = R(2U)'/?
h, H

h07 HO

he, He

Kj!

gst) Lst

L =g u)"*
m

M =mUy/Rono
M = MV2U
p=2E*(2U)*
p, P

pas pmaz

max
PHD

- Ny
Il

>

~

&

U = noUy/ARE*
v,V

W = F/2RE*
W =WwW/v2u
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Elastizitédtsmodul

reduzierter Elastizititsmodul: 1/E* = (1 —v?)/E; + (1 — v2)/E,
Linienlast [N /m]

Bezugshoéhe zur Entdimensionierung von h, hg, A, § und &
Schmierspalthohe, dimensionslos: H = h/ h

Position der undeformierten Kontur im Kontaktzentrum, dimensionslos:

Hy = ho/h

Spalthohe im Kontaktzentrum, dimensionslos: H. = h,./ h
Konstante k =1,2, ...

Kantenlange der quadratischen Struktur, dimensionslos: Ly = f4 /%
Schmiermittelparameter

Masse [kg/m]

Masse (passend zu den Parametern von Dowson und Higginson)
Masse (passend zu W und L)

Bezugsdruck zur Entdimensionierung von p

Druck, dimensionslos: P = p/p

maximaler Hertz'scher Druck, dimensionslos: Pj}** = p®* /p

maximaler hydrodynamischer Druck (Giimbel-Randbedingungen, di-
mensionslos)

reduzierter Radius

Bezugszeit zur Entdimensionierung von ¢ und w

Zeit, dimensionslos: 7 = t/f

hydrodynamische Geschwindigkeit

Geschwindigkeit (von Dowson und Higginson)

clastische Verschiebung (Deformation), dimensionslos: V = v/h
Last (von Dowson und Higginson)

Last
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zg, Xo

max max
XH ’ XHD

z

z

Bezugsliange zur Entdimensionierung von x und /£
kartesische Koordinaten
Integrationskonstante, dimensionslos: Xy = zo/&

Stelle des maximalen Hertz’schen bzw. hydrodynamischen Druckes bei
Giimbel-Randbedingungen (dimensionslos)

dimensionsloser Viskositats-Exponent

Druck-Viskositéts-Index (Roelands)

Griechische Symbole

«
5, A
= 2w

Yws YU, YR 5 VS

mn

Mo
Ko, Ko

Druck-Exponent (Barus)
Anniherung durch elastische Deformation, dimensionslos: A = §/h
Last

Amplitude bei harmonischer Anregung durch Kraft, Geschwindigkeit,
Radius und Fulpunkt

dynamische Viskositat, dimensionslos: 17 = n/ng

dynamische Viskositat bei Umgebungsdruck und Betriebstemperatur
Spiel bei Ruhelage, dimensionslos: Ky = I{o/?l

Lyapunov-Exponent

Querkontraktionszahl

Frequenzverhéltnis

Anregungskreisfrequenz oder Wellendrehzahl, dimensionslos: Q = wt
Verlustfaktor

Dichte, dimensionslos: p = p/po

Dichte bei Umgebungsdruck und Betriebstemperatur
dimensionslose Zeit

charakteristische Zeit des EHD-Kontaktes

beliebige Funktion der Zeit mit n € {W,U, R, S}

harmonische Funktion der Zeit: 9 = ¢+, cos Q7 mit n € {W,U, R, S}
und Konstantanteil ¢
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Der Einfluss von elastohydrodynamischen Kontak-
ten (EHD) auf das nichtlineare Schwingungsver-
halten von Systemen wird untersucht. Aufgrund
der numerischen Komplexitat des vollstandigen,
kontinuierlich modellierten EHD-Problems missen
flr nichtlineare Schwingungsanalysen vereinfachte
Kontaktmodelle herangezogen werden. Bisher
existiert in der Literatur kein fur diesen Zweck
geeignetes Modell, sodass im ersten Teil dieser

Arbeit ein neues Modell fur EHD-Linienkontakte
entwickelt und validiert wird.

Die durch die elastohydrodynamischen Kontakte
induzierten nichtlinearen Schwingungsphanomene
werden an Modellbeispielen demonstriert. Hierbei
werden Kraft-, FuBpunkt- und Parameterregung
betrachtet, wobei letztere durch eine zeitveran-
derliche hydrodynamische Geschwindigkeit oder
einen oszillierenden reduzierten Kontaktradius
realisiert wird. Dabei treten sub- und superharmo-
nische Resonanzen, instabile Loésungen und Amp-
litudenspriinge auf.

AbschlieBend wird ein Rotor in Zylinderrollen-
lagern betrachtet. Dabei wird einerseits die An-
wendbarkeit des vereinfachten EHD-Kontaktmo-
dells demonstriert und andererseits der Einfluss
der EHD-Kontakte auf das nichtlineare Schwin-
gungsverhalten des Rotorsystems gezeigt.

ISBN 978-3-7315-0350-7
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