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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Steuerungstheorie in der Versicherungsmathematik

Optimierungsprobleme, welche sich mit der optimalen Beeinflussung eines dynamischen
Prozesses befassen, gehtéren zum Problemfeld der Steuerungstheorie. Dabei sind die sto-
chastischen Steuerungsprobleme dadurch charakterisiert, dass der Entscheidungsprozess
Ungewissheiten oder Risiken beinhaltet, so dass in das Modell nicht nur deterministische,

sondern auch stochastische Grofien miteinflieRen.

Bruno de Finetti (1957) formulierte eines der ersten Optimierungsprobleme der stochas-
tischen Steuerungstheorie in der Versicherungsmathematik. Darin wird die Maximierung
des erwarteten Dividendenbarwerts untersucht, wobei der Risikoreserveprozess des Versi-
cherungsunternehmens durch einen einfachen Random Walk gegeben ist. Gerber (1969)
16ste dieses Problem fiir das etablierte Cramér-Lundberg-Modell. Weitere frithe Verof-
fentlichungen zur optimalen Steuerung von Versicherungen folgten durch Frisque (1974),
Shreve et al. (1984), Martin-Lof (1994), Brockett und Xia (1995) sowie Browne (1995).!
Die Arbeiten von Asmussen et al. (1998), Hipp (2003) sowie das Buch von Schmidli (2008)
bieten Ubersichten zu méoglichen Fragestellungen. Inzwischen existiert eine Vielzahl von
Arbeiten sowie aktuellen Forschern auf diesem Gebiet. Die betrachteten Optimierungs-
probleme unterscheiden sich dabei im Wesentlichen durch das Modell fiir den Risikoreser-

veprozess, die zu optimierende Zielfunktion und die steuerbaren Entscheidungsgrofien.

Die Modellierung des Risikoreserveprozesses erfolgt zumeist entweder iiber eine Dif-
fusionsapproximation, das Cramér-Lundberg-Modell oder allgemeiner iiber einen Lévy-
Prozess. Die beiden haufigsten Zielgrofsen sind der von de Finetti betrachtete Dividen-

denbarwert sowie die Ruinwahrscheinlichkeit. Gegenstand aktueller Untersuchungen sind

1Vgl. Hipp (2003) und Schmidli (2008).



zudem Kombinationen der beiden miteinander, etwa in Form von Nebenbedingungen,
sowie die zusétzliche Beriicksichtigung von Kosten oder Strafzahlungen. Die Steuerung
erfolgt dabei iiber eine oder mehrere Einflussgrofsen. Beispiele hierfiir sind Dividenden-
zahlungen, Riickversicherungsvertrage, Investments, Kapitalinjektionen, Pramienniveau

und Neugeschéft.

1.2 Forschungsbedarf und Ziele der Arbeit

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Maximierung des erwarteten Dividenden-
barwerts im Cramér-Lundberg-Modell. Gerber (1969) konnte zeigen, dass die optimale
Dividendenstrategie hier stets durch eine sogenannte Bandstrategie gegeben ist. Dabei
wird der Kapitalbereich durch eine aufsteigende Folge von Bandgrenzen in aneinander-
grenzende Intervalle unterteilt. Auf diesen Intervallen wird abwechselnd keine Dividende
bzw. gerade so viel Dividende ausgeschiittet, dass man auf die néchstkleinere Bandgrenze
fallt.

Ein Grofteil der Literatur fokussiert sich auf Barrierenstrategien. Dies ist die einfachste
Form einer Bandstrategie, bei der es nur eine Bandgrenze — die Barriere — gibt und
samtliches Kapital oberhalb dieser Barriere als Dividende ausgeschiittet wird. Fiir Kapital

unterhalb der Barriere wird hingegen keine Dividende gezahlt.

Eine Moglichkeit, die optimale Bandstrategie und deren Wert zu bestimmen, ist die
Charakterisierung der Wertfunktion als Losung der zugehorigen Hamilton-Jacobi-Bellman-
Gleichung des Optimierungsproblems. Dieser Ansatz wird beispielsweise bei Azcue und
Muler (2005, 2009, 2010) und Schmidli (2006, 2008) verwendet. Zur Umsetzung dieses Ver-
fahrens muss eine Integro-Differentialgleichung fiir verschiedene Nebenbedingungen gelost
werden. Die Bandgrenzen werden dabei iiber eine Suche mit Uberpriifung von Optimali-

tatskriterien bestimmt.

Alternativ ldsst sich der Wert einer Bandstrategie anhand sogenannter Gerber-Shiu-
Funktionen darstellen. Dabei handelt es sich um die von Gerber und Shiu (1998) ein-
gefiihrten diskontierten Straffunktionen, die eine Darstellung einer Barrierenstrategie er-
moglichen. Dieser Ansatz wird vor allem im Kontext von Barrierenstrategien verwendet,
so etwa bei Loeffen (2008) und Lin et al. (2003). Die Verallgemeinerung auf Bandstra-
tegien ist Avram et al. (2013) gelungen. Alle diese Verfahren verlangen die sukzessive

Berechnung von Skalenfunktionen und die Inversion von Laplace-Transformierten.

Azcue und Muler (2005) ist erstmalig die Konstruktion eines Beispiels gelungen, in
dem tatsdchlich eine echte Bandstrategie und keine Barrierenstrategie optimal ist. An-

dere Beispiele mit mindestens zwei Béndern erfordern entweder ein anderes Modell wie

2



etwa die zusétzliche Beschrankung der Dividendenzahlungen oder die Verwendung von
nur stiickweise stetigen Verteilungsfunktionen. Die Analyse der Lage und Anzahl der
Bénder ist entsprechend bislang kaum erforscht. Ein zentrales Resultat ist jedoch Loef-
fen (2008) gelungen. Demnach ist die absolute Monotonie der Dichte der Schadenhdhen-
verteilung eine hinreichende Bedingung fiir die Optimalitdt einer Barrierenstrategie im
Cramér-Lundberg-Modell.

Innerhalb der vorliegenden Arbeit sollen die bestehenden Bewertungsansétze insbeson-
dere in Hinblick auf deren Umsetzung verbessert bzw. vereinfacht werden. Des Weiteren
sollen die optimalen Bandgrenzen untersucht werden. Hierzu werden verschiedene Aus-
gangspunkte gewéhlt.

Zum einen werden die bestehenden Vorgehensweisen analysiert, erweitert und mitein-
ander in Einklang gebracht. Dies soll die Méglichkeit bieten, Vorteile der jeweiligen Me-
thode ausnutzen zu konnen. Aufbauend auf diesen Resultaten soll die Lage der optimalen
Béander vorzugsweise analytisch eingegrenzt werden.

Zum anderen wird fiir die Klasse der Phasentypverteilungen eine automatisierte Imple-
mentierung des Verfahrens angestrebt. Motivation hierfiir ist die Exponentialverteilung,
fiir welche sich das Optimierungsproblem durch Herleitung einer Differentialgleichung ex-
plizit 16sen ldsst. Auch in anderen Bereichen ist die Struktur der Phasentypverteilungen
von Vorteil, so gelingt etwa eine analytische Berechnung von Summenverteilungen und
Ruinwahrscheinlichkeiten. Aufbauend auf den dazu verwendeten Techniken werden fiir die

im vorliegenden Modellrahmen relevanten Grofsen analytische Darstellungen angestrebt.

Des Weiteren wird der Spezialfall konstanter Schadenhohen untersucht. Dieses Pro-
blem taucht erstmalig in der Arbeit von Gerber (1969) auf. Die genauere Analyse dieses
Spezialfalls dient zur Abgrenzung von absolut stetigen Verteilungen und gleichzeitig als
Ausgangspunkt fiir den allgemeinen Fall von Schadenhéhenverteilungen mit Punktmas-

Se1nl.

1.3 Gliederung

Im Anschluss an diese Einleitung werden im zweiten Kapitel das Optimierungsproblem
formuliert, mathematische Grundlagen erldutert und erste Eigenschaften der Zielfunkti-
on hergeleitet. Erstmalig gelingt eine vollstandige Beschreibung der Dynamik der Wert-
funktion zu einer beliebigen Bandstrategie. Ebenfalls neu ist die Identifikation sémtlicher
Unstetigkeiten und Undifferenzierbarkeiten derselbigen.

Das dritte Kapitel dient der Vorstellung bestehender Losungsansatze sowie deren Er-

weiterung und Gegeniiberstellung. Ziel ist die Bestimmung einer optimalen Strategie so-



wie der Wertfunktion in Abhéngigkeit des Startkapitals. Zum einen wird die Charak-
terisierung dieser Wertfunktion als Losung der Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung des
Optimierungsproblems prasentiert. Dabei werden Schwierigkeiten bei der Umsetzung auf-
gedeckt. Zum anderen wird die Darstellung der Zielfunktion anhand von Gerber-Shiu-
Funktionen konstruiert. Anschlieftend folgt eine liickenlose Gegeniiberstellung der beiden
Methoden, indem alle verwendeten Funktionen und Kriterien miteinander in Verbindung

gebracht werden.

Im vierten Kapitel gelingt — basierend auf den Ergebnissen aus den Kapiteln 2 und 3 —
eine analytische Lokalisierung der potenziellen Bereiche der optimalen Bandgrenzen aus-
schlieklich anhand der Schadenhohenverteilung und der Modellparameter. Hierdurch wird
zudem eine Vereinfachung der numerischen Umsetzung der vorgestellten Losungsansitze
ermoglicht. Ein weiteres zentrales Resultat ist durch die Identifikation aller optimalen

Strategien gegeben.

Aufbauend auf den vorgestellten Losungsansitzen wird im fiinften Kapitel ein direkt
implementierbares Losungsverfahren fiir die Klasse der absolut stetigen Phasentypvertei-
lungen hergeleitet. Anhand numerischer Beispiele werden die Erkenntnisse aus Kapitel 4
zur Lage der optimalen Bander verdeutlicht und analysiert. Des Weiteren wird illustriert,
wie sich die optimalen Bander durch Variation der Modellparameter verdndern. Hieraus
erhdlt man Implikationen, wie sich die Anzahl der optimalen Bénder antizipieren bzw.
konstruieren lédsst. So kann erstmalig eine absolut stetige Schadenhohenverteilung be-
stimmt werden, fiir welche im vorliegenden Modellrahmen eine Dreibandstrategie optimal
ist.

Das sechste Kapitel befasst sich mit dem Fall einer deterministischen Schadenhohe.
Dabei gelingt eine analytische Darstellung des Werts einer beliebigen Bandstrategie. Die
optimalen Bandstrategien werden — soweit moglich analytisch, andernfalls numerisch —
in Abhéngigkeit der Modellparameter untersucht. In Einklang mit den Ergebnissen aus
Kapitel 2 zeigt sich, dass sich die Singularitdt der Schadenhéhenverteilung in Undifferen-

zierbarkeiten der Wertfunktion widerspiegelt.

Abschliefsend wird in Kapitel 7 ein Fazit gezogen sowie auf ankniipfende Forschungs-

fragen eingegangen.



Kapitel 2
Mathematische Modellierung

Der erste Abschnitt dieses Kapitels dient dazu, das Optimierungsproblem zu formulieren.
Im zweiten Abschnitt werden die mathematischen Techniken vorgestellt, welche benotigt
werden, um die Wertfunktion zu charakterisieren und zu analysieren. Die zentralen Re-
sultate dieses Kapitels sind durch Satz 2.10 und Lemma 2.13 gegeben. Satz 2.10 préazisiert
die Dynamik der Wertfunktion in Abhéngigkeit von den beliebig wahlbaren Bandgrenzen.
Die Glattheit der Wertfunktion — insbesondere in den Bandgrenzen — wird mittels Lemma
2.13 bestimmt. Alle etwaigen Spriinge der Wertfunktion sowie deren Ableitung kénnen

hierdurch erstmals identifiziert werden.

2.1 Das Optimierungsproblem

Zur Aufstellung des Optimierungsproblems wird zunéchst ein geeignetes Modell fiir den
Risikoreserveprozess des Versicherungsunternehmens benétigt. Das im Folgenden betrach-
tete Cramér-Lundberg-Modell — eingefiihrt von Filip Lundberg (1903) — gilt als das be-
kannteste in der Versicherungsmathematik. Man bezeichnet es daher auch als das klas-
sische Ristkomodell bzw. spricht vom klassischen Risikoreserveprozess. Dabei wird ange-
nommen, dass stetig Pramien eingenommen werden und der Gesamtschadenprozess durch
einen zusammengesetzten Poisson-Prozess dargestellt wird. Dieser Prozess modelliert eine
zuféllige Schadenanzahl und hiervon unabhéngige Schadenhdhen, welche wiederum sto-
chastisch unabhéngig und identisch verteilt sind. Somit handelt es sich um ein kollektives
Modell, innerhalb dessen das Gesamtschadenportefeuille eines Schadenversicherers in ag-
gregierter Form modelliert wird. Eine Zuordnung zu den einzelnen Policen und somit auch

die Modellierung der Einzelrisiken — wie es im individuellen Modell der Fall ist — wird hier



nicht vorgenommen.!

In diesem Abschnitt wird zunéchst der klassische Risikoreserveprozess unter zuséatzli-
cher Beriicksichtigung von Dividendenzahlungen modelliert. Es folgen die Formulierung
des Optimierungsproblems sowie erste Eigenschaften der Wertfunktion. Abschliefsend wer-
den verschiedene Dividendenstrategien — insbesondere die optimalen Bandstrategien —

erlautert.

2.1.1 Der Risikoreserveprozess

(92, F, P) sei stets der zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsraum. Der Risikoreservepro-

zess X = (Xy), ist fiir Startkapital 2 > 0 zum Zeitpunkt ¢ > 0 gegeben durch
Xi=x+ct-5;.

Dabei bezeichnet ¢ > 0 die konstante Pramienrate. S = (S;)0 ist der Prozess des kumu-

lierten Gesamtschadens mit S; = %Y; N = (Ny)ss0 ist ein Poisson-Prozess mit Intensitét
A > 0 und modelliert die Schadenzi;llzahl. Die Schadenhohen Y; ~ Y sind stochastisch unab-
héngig identisch verteilt mit Verteilungsfunktion PY. Dabei gilt PY((0,00)) =1, d.h. die
Wahrscheinlichkeitsmasse ist auf den positiven Halbstrahl konzentriert. Negative Sché-
den sowie Schédden der Hohe Null werden dadurch ausgeschlossen. Die Schadenhohen Y;
und der Prozess der Schadenanzahl N sind ebenfalls stochastisch unabhéngig. Die Vertei-
lung des Gesamtschadens ist daher eine Poissonsche Summenverteilung. A wird auch als

Schadenintensitiat bezeichnet, PY als Schadenhohenverteilung.

Ferner sei (F;),,, die natiirliche Filtration zu X. Als Ruin wird das Ereignis bezeichnet,
dass die Reserve des Versicherungsunternehmens negativ wird. Der Ruinzeitpunkt ist
definiert als 7 = 7(z) = inf{t >0: X; <0| X, =z}. Sofern aus dem Zusammenhang die

Abhéngigkeit von z klar ist, wird nachfolgend lediglich die Bezeichnung 7 verwendet.

Abbildung 2.1 skizziert einen typischen Pfad der Risikoreserve im Cramér-Lundberg-
Modell. Zwischen den Schadeneintrittszeitpunkten, den Spriingen des Poisson-Prozesses,
wachst die Reserve linear mit Steigung c. Das Schadenereignis geht somit mit einem
Sprung nach unten einher, wobei die absolute Hohe eines Sprungs der jeweiligen Schaden-
héhe entspricht. Ruin tritt immer gleichzeitig mit einem Schaden ein.

In einem néchsten Schritt wird das Modell nun um Dividendenzahlungen erweitert. Zu

einer Dividendenstrategie m sei D™ = (D] )0 der Prozess der akkumulierten Dividenden

! Ausfiihrlichere Beschreibungen des individuellen und kollektiven Modells werden beispielsweise in
Hipp und Michel (2002), Mack (2002) und Rolski et al. (1999) gegeben.



Abbildung 2.1: Der Risikoreserveprozess im Cramér-Lundberg-Modell

Schematische Skizze eines Beispielpfades im Cramér-Lundberg-Modell mit Startkapital = und
Pramienrate c. Im Beispiel tritt Ruin mit dem dritten Schaden ein.

bis ¢. Der Post-Dividenden-Risikoreserveprozess X™ = (X[),,, ist demnach gegeben durch
X[ =X,-Dy.

Der Ruinzeitpunkt ist entsprechend durch 77 = 77(x) = inf {t > 0: XT < 0| X, = 2} gege-

ben.

2.1.2 Die Wertfunktion
Der Wert V™ (x) einer Strategie m zu Kapital x € R ist definiert als der erwartete Divi-
dendenbarwert zum Diskontfaktor § > 0 geméaf

™

VT (2) = E[ f " etapy
0—

X(0) = x] (2.1)

Fiir z < 0 gilt trivialerweise V™ (x) = 0, unabhéngig von der gewihlten Strategie 7.

Die Menge der zuléssigen Strategien sei durch
IT = {m : D™ monoton wachsend, F;-adaptiert, cadlag}

gegeben.

Bemerkung 2.1.
Die Einschriankungen an D™ gewéhrleisten, dass Dividendenzahlungen nichtnegativ sind,
die Entscheidung, ob und wie viel Dividende gezahlt wird, nicht von zukiinftigen Informa-

tionen abhéngt und dass X7™ rechtsseitig stetig ist. Durch die Integration von 0— bzw. 77—



in (2.1) wird eine etwaige sofortige Dividendenzahlung aus dem Startkapital beriicksich-
tigt bzw. Dividendenzahlungen, die zum Ruin fithren oder danach erfolgen, werden gerade
nicht mehr beriicksichtigt.? Ein Festlegen von D; fiir X < 0 ist somit fiir den Wert der
Strategie irrelevant. Zur einfacheren Handhabung der Integralgrenzen in den weiteren Be-
rechnungen wird jedoch vereinbart, dass fiir jede Bandstrategie D = DZ,._ fiir t > 7™ gelte,
d.h. dass keine Dividendenzahlungen zum Ruin fiithren diirfen und nach Ruineintritt kei-
ne Dividenden mehr ausgezahlt werden. Das Ruinereignis des Post-Dividenden-Prozesses

geht daher nach wie vor mit einem Schadenereignis einher.

Das Optimierungsproblem besteht nun darin, diejenige Strategie zu finden, welche den
erwarteten Dividendenbarwert maximiert. Die resultierende Funktion V', welche jedem

Startkapital x diesen maximalen Wert zuordnet, wird als Wertfunktion bezeichnet

V(x) =sup V™ (x). (2.2)
mell
Auch ohne weitere Glattheitsannahmen an die Schadenhohenverteilung erfiillt die Wert-

funktion das folgende Lemma.

Lemma 2.2.
Die Wertfunktion V' ist monoton steigend, lokal Lipschitz-stetig und absolut stetig auf
(0,00). Die Ableitung V'(x) existiert fast iberall auf [0,00). Es gilt

1 2+ 55 <V(x)<x+§ fir alle x>0,
2. V(y)-V(z)>y-x firale0<x <y,
3. V(z) > e WDV (y) fir alle0<z <y.

Beweis. Die Stetigkeit von V', die Schranken in 1. und die Monotonie-Eigenschaft 2. wur-
den bereits von Gerber (1969, Abschnitt 4.1) gezeigt. Die darauf aufbauenden Aussagen
finden sich bei Azcue und Muler (2005, Abschnitt 2). O

Bemerkung 2.3.
Mit V(0) > 35 >0 = h%l_ V (x) folgt, dass die Wertfunktion in Null nicht stetig und insbe-
sondere nicht differenzierbar ist. Geméf den Aussagen des obigen Lemmas ist V' allerdings

in der Null rechtsseitig stetig und rechtsseitig differenzierbar. Da die linksseitigen Werte

2Diese Annahmen stehen in Einklang mit Schmidli (2008, Abschnitt 2.4.2). Andere Arbeiten wie etwa
Gerber (1969), Azcue und Muler (2005) und Loeffen (2008) betrachten hingegen caglad Strategien. Hier
wird stets der Prozess unmittelbar vor Dividendenzahlungen beobachtet. Dies spiegelt sich insbesondere
in den technischen Beweisen wider. Vgl. Definition 2.4.



trivial sind und fiir die Berechnung der Bander und der Wertfunktion an sich irrelevant

sind, wird zur besseren Handhabung jedoch die Konvention V'(0-) = V'(0+) getroffen.

Innerhalb der vorliegenden Arbeit werden insbesondere Schadenhdhenverteilungen mit
differenzierbarer Dichte betrachtet. In Kapitel 5 sind die behandelten Phasentypvertei-
lungen unendlich oft differenzierbar. Hier lassen sich jeweils weitergehende Aussagen zur
Glattheit der Wertfunktion herleiten. Diese Eigenschaften erméglichen auch erst die dort
vorgestellten Losungsverfahren. Im Fall konstanter Schadenhéhen, welche in Kapitel 6
behandelt werden, ist die Schadenhdhenverteilung hingegen nicht stetig. Hier wird ins-
besondere auf die technischen Unterschiede aufgrund der fehlenden Stetigkeitsannahme
eingegangen sowie diskutiert, inwieweit dies Auswirkungen auf die optimale Strategie und
die Wertfunktion hat.

2.1.3 Dividendenstrategien

In der Literatur werden unterschiedlichste Formen von Dividendenstrategien betrachtet.
Im Folgenden wird die jeweilige Wirkungsweise der am meist verwendeten Formen be-
schrieben. Genauere Definitionen und das entsprechende Aufkommen in der Literatur
finden sich unter anderem bei Albrecher und Thonhauser (2009) sowie bei Avanzi (2009).

e Bei einer Barrierenstrategie wird sdmtliches Kapital oberhalb einer festen Barrie-
re als Dividende ausgezahlt. Auf der Barriere wird entsprechend bis zum néchsten
Schaden eine stetige Dividende in Hohe der Pramienrate ausgeschiittet. Fiir Kapital

unterhalb der Barriere erfolgt keine Dividendenzahlung.

e Bei einer Bandstrategie wird der Kapitalbereich in aneinandergrenzende Intervalle
unterteilt, auf denen abwechselnd keine Dividende bzw. gerade so viel Dividende
ausgeschiittet wird, dass man die néchstkleinere Bandgrenze erreicht. Somit handelt

es sich um eine Schichtung von Barrierenstrategien.

e Bei einer Threshold-Strategie wird oberhalb einer festen Schwelle (eng. threshold)
eine stetige Dividende mit einer Rate kleiner der Pramienrate ausgeschiittet. Fiir

Kapital unterhalb der Schwelle wird keine Dividende ausgeschiittet.

e Bei Multi-Layer Strategien gibt es mehrere Schwellen. Auf jeder Schicht (eng.
layer) zwischen zwei Schwellen werden stetige Dividenden zu einer Rate kleiner der

Pramienrate ausgeschiittet.

e Bei einer linearen Barrierenstrategie ist die Barriere nicht konstant, sondern



linear zeitabhéngig. Die Dividendenrate auf der Barriere entspricht hier in der Regel

der Préamienrate abziiglich der Steigung der Barriere.

e Bei einer Einfachen Impulsstrategie wird fiir Kapital oberhalb einer Schranke
immer eine feste Einmalzahlung geleistet. Fiir Kapital unterhalb der Schranke wird

wiederum keine Dividende ausgeschiittet.

Tatséchlich sind im vorliegenden Modellrahmen stets Bandstrategien optimal, so dass
hierzu eine formelle Definition erforderlich ist. Gerber (1969, Definition 4.2.1) fithrt diese

wie folgt ein.3

Definition 2.4 (Bandstrategie).
By, B.,Bo, c [0,00) bilden eine disjunkte Zerlegung von [0,00) = By u B, U B,, mit den
folgenden Eigenschaften in [0, 00 ):

1. By rechtsseitig offen,

2. B, abgeschlossen und beschrénkt,

3. B linksseitig offen,

4. {z:3(@n)nen € Boo mit x, >+ (n > o00)} cB.,
5. (max{beB.},0) c Be.

Die Dividendenzahlungen einer Strategie m seien anhand von By, B, und B., wie folgt

festgelegt:
Zahle keine Dividende.
Xgr € B() :
Dr-Df =0
X7 eB,: Zahle eine stetige Dividende mit Rate c.
dD] =c dt
Zahle eine Einmalzahlung, so dass der néchsttiefer
X[ eBy: gelegene Punkt von B, erreicht wird.

Df - Df = X[ -max{beB.: X >b}

3Da bei Gerber (1969) caglad-Strategien verwendet werden, entspricht die Einmalzahlung der Differenz
DY, — Df. Des Weiteren ist dort B., offen. In Kapitel 4 wird sich zeigen, dass diese unterschiedlichen
Eigenschaften der Mengen jeweils zuléssig sind, zwar zu unterschiedlichen Strategien fithren kénnen,
aber stets den gleichen Wert liefern. Mathematisch ist dies durch die rechtsseitige Stetigkeit einer jeden
Schadenhdhenverteilung PY gewdhrleistet.
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In diesem Fall heifst 7 Bandstrategie mit By, B. und B.,. By bezeichnet man als No-Action-
Area, B, U B, als Action-Area.

Die Optimalitdt von Bandstrategien ist durch den folgenden Satz gegeben.

Satz 2.5 (Gerber 1969, Existenzsatz 4.5).
Fiir das Optimierungsproblem (2.2) existiert immer eine optimale Bandstrategie m*, so

dass V(z) =V~ (z) fiir alle x >0 gilt.

Soweit notig, wird zur eindeutigen Kennzeichnung die Notation Bj, B} und By, fiir eine
optimale Wahl der definierenden Mengen verwendet. Inwieweit diese Mengen eindeutig
sind, wird in Abschnitt 4.5 diskutiert.

Gerber (1969) beweist die Existenz einer optimalen Bandstrategie tiber eine Diskretisie-
rung in Zeit und Kapital mit anschliekender Limesbetrachtung. Alternative Beweise finden
sich jeweils bei Schmidli (2008) und Azcue und Muler (2005). Azcue und Muler (2005)
verwenden die Theorie von Viskositatslosungen. Schmidli (2008) fiihrt zunéchst eine Be-
schrankung der Dividendenrate ein, um durch Limesbetrachtung den Fall unbeschrankter
Dividendenzahlungen zu erhalten. Die Beweise greifen dabei auf Martingaltechniken zu-
riick. Anstelle der allgemeinen Definition 2.4 definiert Schmidli (2008, Abschnitt 2.4.2)
direkt die optimal zu wéhlenden Mengen B, B; und B, iiber die Wertfunktion (siche
Satz 3.4). Die obige Variante liefert jedoch auch den formellen Rahmen fiir suboptimale
Bandstrategien, welche fiir verschiedene Argumentationen noch eine wichtige Rolle spie-

len. In der vorliegenden Dissertation treten hauptsichlich Bandstrategien auf, fiir die der

Kapitalbereich [0,00) in eine endliche Anzahl aneinandergrenzender Intervalle wie folgt

unterteilt wird.

Definition 2.6.

Existieren Bandgrenzen 0 < by < ay <by <as <+ < @y < bpy_1, so dass gilt

m=1 m—1 m-2
BU = [OabO)U U(ak7bk)7 Bc: U {bk}a Boo = U(bk7ak+1]u(bmflaoo)a
k=1 k=0 k=0

so bezeichnet man 7 als endliche Bandstrategie.

Die Namensgebung der Intervalle ist in der Literatur nicht eindeutig. So werden ent-
weder die Intervalle [by,ar.1] der Action-Area B, u B, oder die Intervalle [ay,bx] der
No-Action-Area By als Bdnder bezeichnet. Im Folgenden seien die Bander die Intervalle
von By, das heift, die Bereiche, auf denen keine Dividende gezahlt wird. Entsprechend wird

auch von Einband-, Zweiband- beziehungsweise allgemein von m-Bandstrategien gespro-

11



chen. Eine Einbandstrategie ist in der Regel eine Barrierenstrategie mit By = [0,by) , B, =
{bo} und B, = (bg, o0). Die spezielle Barrierenstrategie by = 0, bei der Ruin immer mit
dem ersten Schaden eintritt, wird als Alles-muss-raus-Strategie bezeichnet und mit 74
notiert. Einbandstrategien mit by = 0 werden in der Literatur sowie im Folgenden zu den
Zweibandstrategien gezéhlt. Genauer handelt es sich um eine entartete Zweibandstrategie,
da das erste Band aufgrund der Wahl by = verschwunden ist. Abbildung 2.2 verdeutlicht

die Wirkungsweise einer Zweibandstrategie anhand der Entwicklung der Reserve.

Allgemein ist eine Einschrankung der optimalen Strategie auf endliche Bandstrategien
nicht zu gewéhrleisten. Gerber (1969, Abschnitt 4.7.1) schreibt bereits, dass in Abhén-
gigkeit von der Verteilungsfunktion PY die Menge B, fiir die optimale Strategie auch
aus abzahlbar unendlich vielen Punkten oder aus einem ganzen Intervall bestehen kann.
Entsprechende Beispiele sind hierzu jedoch nicht bekannt. In Abschnitt 4.5 wird hierauf
naher eingegangen.

*

Soweit notig, wird zur eindeutigen Kennzeichnung nachfolgend die Notation bj, a7, . . .,

a’ by fiir die optimalen Bandgrenzen verwendet.

m?I~m

2.2 Die Dynamik von V7

In diesem Abschnitt werden zunéchst der infinitesimale Generator des Risikoreservepro-
zesses sowie die im weiteren Verlauf der Arbeit noch bedeutende Integro-Differential-
gleichung (I DG) vorgestellt. Zur Analyse deren Losung wird im Anschluss das Konzept
von Skalenfunktionen herangezogen. Dies liefert die mathematische Basis, um den Wert

einer Bandstrategie im weiteren Verlauf zu analysieren.

Wiéhrend in der Literatur fast ausschlieflich nur auf Eigenschaften der Wertfunktion
eingegangen wird, folgt in Abschnitt 2.2.3 die Herleitung wichtiger Eigenschaften von V7
zu beliebigen und damit im Allgemeinen suboptimalen Bandstrategien 7. Diese Eigen-
schaften ermoglichen eine genauere Abgrenzung zur optimalen Strategie und liefern daher

mathematische Hilfsmittel zur Identifikation derselben.

2.2.1 Die Integro-Differentialgleichung

Die hier aufgefithrten Definitionen und Aussagen finden sich beispielsweise bei Davis
(1993) und Rolski et al. (1999, Kapitel 11).
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Harmonische Funktionen

Zu einem homogenen Markov-Prozess Z = (Z;),,, sei der Operator £ fiir hinreichend
glatte Funktionen f:R — R wie folgt definiert

£1G) = g EUGEIZ= 1)
L wird als infinitesimaler Generator von Z bezeichnet. D(L) sei das Gebiet des Genera-
tors, d.h. die Menge aller Funktionen f:R — R, so dass der obige Grenzwert existiert.
Eine Funktion f wird als harmonisch bezeichnet, wenn f(Z;) ein Martingal ist. In
diesem Fall gilt f € D(L£) und Lf = 0. Gemék Dynkins Theorem ist fiir f € D(L) der

Prozess

(2~ 1(Z0) - [ L(Z)as

ein Martingal. Somit folgt also auch umgekehrt, dass fiir f € D(L£) und Lf = 0 der Prozess
f(Z;) ein Martingal ist.

d-harmonische Funktionen

Die Vorgehensweise lasst sich auch anwenden, wenn man den Prozess multiplikativ um
eine zeitabhingige Komponente erweitert. Sei dazu h : [0, 00) — R differenzierbar, wobei h
und A’ auf (0, c0) lokal beschrénkt seien. A sei der Generator zum Prozess (Z;,t), welcher
auf die Produktfunktion f"(x,t) = f(z)h(t) angewandt wird. Man erhélt

lim E[f(Zua)h(t+ A Zy = 2] - f(2)h(t)
At—0+ At
h(t)Lf(z) +h' (1) f(2).

Af'(z,t)

Somit ist

J(ZORW) = FERO) = [ (h()LF(Z)ds +W(5)F(Z,))ds

ein lokales Martingal fiir f € D(L).
Fiir die spezielle Wahl h(t) = e7% erhdlt man mit b’ = —0h

Aff(zt) = e(Lf(x)-0f(x)).

Offenbar ist f" genau dann harmonisch, d.h. eine Losung von Af" =0, wenn Lf -6f =0

gilt. In diesem Fall bezeichnet man f als d-harmonisch.
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0-harmonische Funktionen im Cramér-Lundberg-Modell

Fiir das Cramér-Lundberg-Modell ist der infinitesimale Generator von X gegeben durch
L) =cf ()= A @)+ A [ fla=-y)dP" (y).
0

Zur einfacheren Notation wird hierzu der Operator A eingefiihrt, welcher eine hinreichend

glatte Funktion f auf das Integro-Differential

Af@) = el @)+ A [ fla=y)dP" (y) - (A+0)f(2) (23)

abbildet. Es gilt also Af = Lf - df. Eine Funktion f ist hier genau dann §-harmonisch,
wenn Af(x) =0 gilt. Dies liefert gerade die besagte I DG, welche fiir z € R gegeben ist
durch

of @)+ A [ fa=y)dP" (1) - (A+6)f(x) = 0. (1DG)

Offenbar ist diese Gleichung homogen in f, d.h. fiir jede Losung f, der I DG ist auch K- f
eine Losung fiir beliebiges K € R.

2.2.2 Skalenfunktionen

Biithlmann (1970, Abschnitt 6.4.8) schreibt bereits, dass die /DG mit der Einschrankung
f(x) =0 fiir x < 0 bis auf Normierung eindeutig losbar sei. Diese Losung ist im Allge-
meinen jedoch nicht tiberall differenzierbar — wie sich in Kapitel 6 zeigen wird — und in
diesem Sinne eine schwache Losung. Um die Glattheit der Losung zu untersuchen, wird
nun das Konzept der Skalenfunktionen eingefiihrt. Tatséchlich ist die Losung der I DG eine
(0-harmonische) Skalenfunktion. Hier zeigt sich die Parallele also bereits in der Bezeich-
nung. Im Folgenden werden zunéchst die zugehorigen Begrifflichkeiten sowie und erste
Eigenschaften eingefiihrt. Wahrend in der Literatur allgemein Lévy-Prozesse betrachtet
werden, beziehen sich die folgenden Aussagen konkret auf den Risikoreserveprozess X
ohne Dividendenzahlungen. Fiir die allgemeineren Formulierungen sei beispielsweise auf
Bertoin (1996, Kapitel VII) und Kyprianou (2006, Kapitel 8) verwiesen.

Sei ¢ der Laplace-Exponent von X, es gilt also

W(0) = log (E[exp(0X1)]) = cf - A+ \p(0), (2.4)

wobei P auch fiir den Fall einer unbeschrankten Dichte p mit dPY (y) = p(y)dy die Laplace-
Transformierte sei, d.h. p(6) = [;~ e"%dPY (y). Weiter sei ¢y~ (8) = sup {0 > 0:¢(0) = 0} die
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Rechtsinverse von 1. Die Skalenfunktion ist nun wie folgt definiert, siehe z.B. Kyprianou
(2006, Theorem 8.1).

Proposition und Definition 2.7.

Zu 6 >0 existiert genau eine Funktion W©® : R - R mit
1. WO (z) =0 firxz<0,
2. WO st absolut stetig und streng monoton steigend auf [0, 00),
3. T () = Z’MsW(é)(s)ds _ (0(8) =) fiir 6 > b (5).

W) bezeichnet man als (§-harmonische) Skalenfunktion.

W©) spielt eine groke Rolle bei der Analyse von Eintritts- und Austrittszeiten und
taucht hierzu bereits in den sechziger Jahren auf. Eine kurze historische Ubersicht zu den
frithen Verwendungen von Skalenfunktionen findet sich etwa bei Kyprianou (2006, S. 215).
Das folgende Lemma fasst wichtige weiterreichende Eigenschaften der Skalenfunktion zu-

Sammen.

Lemma 2.8.
Set § > 0.

1. WO 4st von rechts und links differenzierbar auf (0, 00).
2. W®(0) =1 und W®'(0+) = 222
3. AW (2) =0 fiir x> 0.

4. W) st genau dann stetig differenzierbar auf (0,00), wenn PY keine Punktmassen
hat.

Beweis. Zu 1. siche z.B. Kyprianou et al. (2010, Lemma 8.2). 2. findet sich z.B. bei
Avram et al. (2007, (3.5)). Bei Bertoin (1996, Kapitel VII) ist 3. fiir den Fall W) ¢
C1(0,00) aufgefithrt. Allgemein erhélt man den Zusammenhang durch Invertieren der
Laplace-Transformierten von W), Lambert (2000, Proposition 5.1) liefert 4. O

Umgekehrt ist jede Losung f der IDG mit f(x) = 0 fiir < 0 proportional zu W),
Man sieht dies leicht durch Bilden der Laplace-Transformierten von Af(z) = 0 ein. Mit

Io" fx=y)dPY (y) = [, f(z—y)dPY (y) erhilt man fiir 7o) = of e 95 f(s)ds

cBf(8) ~ cf(0) + AF(B)D(8) ~ (A +8)F(8) = 0.
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Folglich gilt _
f() c ~ c _W@(0)
f0) B+ Xp(B) - (A+8) ¥(B) -6 WO(0)
Die Eindeutigkeit von Laplace-Transformierten liefert die Eindeutigkeit einer Losung f

der IDG mit f(x) =0 fir z <0 bis auf Normierung mit f(0).

In Kapitel 6 wird explizit der Fall betrachtet, wenn W9 Undifferenzierbarkeiten auf-
weist. Ist hingegen die Schadenhéhenverteilung mehrfach stetig differenzierbar, so iiber-

tragt sich dies wie folgt auf die Skalenfunktion.

Satz 2.9 (Chan et al. 2011, Theorem 3).
PY habe eine Dichte p mit p(y) < Cy='=7 fiir alle y € (0,¢€) fir ein € >0 und Konstanten
v <1 und C>0. Dann gilt fiir 6 >0 und k e N

W e Ck1(0, 00) <= PY € C*(0, ).

In Kapitel 5 wird diese Eigenschaft verwendet, um héhere Ableitungen der Wertfunk-

tion darzustellen und in ein System gewohnlicher Differentialgleichungen tiberzufiihren.

2.2.3 Eigenschaften von V'™

Es kann nun der Zusammenhang zwischen dem Optimierungsproblem und der I DG her-
gestellt werden, so dass sich die Verwendung der Skalenfunktionen zur Darstellung des
Werts einer beliebigen Bandstrategie erkléaren lasst. Der folgende Satz beschreibt hier-
zu die Dynamik von V7™ auf den zu unterscheidenden Bereichen. Dariiber hinaus kénnen

Aussagen zur Glattheit getroffen werden, welche durch Lemma 2.13 fortgefiihrt werden.

Satz 2.10.
Sei V™ der Wert einer Bandstrategie zu By, B. und Bo,. Dann gilt
1. (a) V™(y)-V™(z) =y -z fir (z,y] ¢ Be.
(b) V™ ist auf Boo stetig differenzierbar.
(c) V™' (z) =1 fiir x € Bo.

2. (a) Vi(x) 2 e S0 Va(y) fir alle [2,y] c By.
(b) Fiir x € By und b=min{z>x:z€B.} gilt

C )\ A+8
T — AN T(h _ =2 (b-z)
V(@) (A+5+A+6E[V(b Y”)e
A b _M( ~ u+ v
+ —f e e i”)[ V™(u-y)dP" (y)du.
Cc Jx 0
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(¢) AV™(x) =0 fir xzeBy.
(d) Auf B, dem Inneren von By, ist V™ stetig und von links und rechts differen-

zierbar.

3. SeibeDBB..

(a) V7 (b) = 35 + ¥ E [V (0-Y)].
(b) Euistiert eine Folge (x,) ¢ Boo mit z, — b+, so ist V™ in b rechtsseitig stetig
und differenzierbar mit V7'(b+) = 1.

(¢) Falls h >0 existiert mit (b—h,b) c By, so ist V™ in b linksseitig stetig.

Beweis. 1.(a) folgt direkt aus der Definition 2.4. Da B,, offen ist, folgt die stetige Diffe-
renzierbarkeit (b). Zusammen mit (a) folgt hieraus (c).

Zu 2.: Sei h = == Ist der erste Schadeneintrittszeitpunkt 7} erst nach h Zeiteinheiten, so
werden bei Startkapital x bis zum Zeitpunkt h keine Dividenden ausgeschiittet, da die ku-
mulierten Pramieneinnahmen noch zu gering sind, um Bereiche mit Dividendenzahlungen

zu erreichen. Es folgt

h
Vi(r) = E[fo Dy + e VT(XT)| X (0) = x]
P(Ty > h) e V™ (x +ch) = e~ OO" V™ (1 + ch).

[\

und somit (a).

Anstelle der obigen Abschitzung wird nachfolgend eine Integralgleichung hergeleitet.
Diese und die entsprechende Herleitung finden sich bereits bei Gerber (1969). Man un-
terteilt den Wert in die etwaigen Dividenden bis zum bzw. nach dem ersten Schaden.
Entsprechend unterscheidet man, ob der erste Schaden vor oder nach dem Erreichen von
B. durch Pramieneinnahmen eintritt Fiir Startkapital = sei dazu b=min{z >z :z € B.}.
Man betrachtet also die Félle 77 < =2 und T > =2 und erhélt somit (b)

b-w o st ST
E 1{le } f ce tdt + e YT (- Y)
cC b—z

+ E[l {T1 < b_g’j}e&Tlvﬂ(ch1 —Y)]
C

V()

- ( ‘ LE[Vﬂ(b-Y)]) -2 (b-2)

A+ A+0
(z+cu)+
. /\f _(,\+5)u[ V™ (z + cu—1y)dPY (y)du
)\ >\+6
_ T (b-z)
(/\+6 T EVT Y)])
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A

b u+
t = f e~ (ua) f V™ (u-y)dPY (y)du.
T 0

Anhand der Integralgleichung wird nun gezeigt, dass die Differenz V™ (x + h) - V™ (x)
gegen Null konvergiert fiir A — 0+. Zusammen mit 2.(a) folgt die Stetigkeit von V™ auf
BS. Sei also x € Bf und h > 0 hinreichend klein, so dass [z,x+h] c By gilt. Aus der
Integralgleichung folgt

V™ (x+h)-V7™(x)

I
—
ml

>
o+

9
>

C A A+d
_ T(h_ -222(b-w)
1)(}\+6+)\+5E[V (b Y)])e

z+h 8 u+
- - / e~ e (uo) / V™ (u - 1y)dPY (y)du.
x 0

c

Der Term der ersten Zeile konvergiert fiir A — 0+ gegen Null, da E[V™(b-Y)] < $+b< oo
gilt. Fiir den zweiten Term kann analog [, V7™ (u - y)dPY (y)du durch £+ u nach oben
abgeschitzt werden und zwar auch fiir Verteilungen PY mit Punktmassen. Somit folgt

die Konvergenz gegen Null des zweiten Terms.

2.(c) erhélt man unmittelbar durch Differentiation der Integralgleichung 2.(b). Insge-
samt folgt somit (d).

3. Sei b € B.. Per Definition 2.4 werden bis zum néchsten Schaden genau die stetigen

Pramieneinnahmen als Dividende ausgeschiittet. Somit gilt

T
V(b)) = EUO e‘&cdt+e‘5T1V’T(b—Y)]

c A .
= /\+6+mE[V (b-Y)].

Sei nun A >0 mit (b - h,b) c Bs,. Gemék 2.(b) gilt

c A T _ 2oy
e w12 LG Y)])e ’

AP b eeny [ v
+ —[ e e / V™(u—-y)dP" (y)du.
¢ Jo-h 0

Vri(b-h) = (

Wie bei 2.(b) folgt hier die Konvergenz des ersten Terms gegen (5% + 25 E [V™(b-Y)])
und des zweiten Terms gegen Null. Geméfs 3.(a) folgt die linksseitige Stetigkeit. O

Bemerkung 2.11.
Die Aussagen des obigen Satzes werden bei Gerber (1969, S. 204f, 207f) fiir die optimale
Strategie hergeleitet. Welche Eigenschaften auch fiir suboptimale Strategien gelten, ist

jedoch nicht trivial. Beispielsweise kann man 2.(a) fiir V auf dem gesamten positiven

18



Halbstrahl zeigen. Mit V' (y) -V (z) >y — x fiir x <y (geméf Lemma 2.2) folgt direkt die
Stetigkeit von V' auf (0, 00) und die obige Limesbetrachtung ist nicht nétig. Tatséchlich
ist der Wert einer suboptimalen Strategie im Allgemeinen nicht iiberall stetig. Offenbar
sind hier insbesondere die Uberginge von Be, zu By ggf. unstetig, wenn diese nicht optimal
gewahlt sind. Lemma 2.13 prézisiert die Glattheitseigenschaften. In Kapitel 6 werden dazu

entsprechende Beispiele vorgestellt.

Lemma 2.12.
Sei m die Barrierenstrategie in b, d.h. By =[0,b), B. = {b} und Be = (b,00). Dann ldsst
sich V™ diber die Skalenfunktion W) wie folgt darstellen

W@ (x)
- O () x < b,
V@) = o ~b >b (25)
WO (bv) T2

Beweis. Fiir den Fall, dass PY stetig und somit W) differenzierbar ist, findet sich (2.5)
etwa bereits bei Bithlmann (1970, Gleichung (D.5)), wobei hier nicht die Skalenfunktion,
sondern die Losung der Integro-Differentialgleichung herangezogen wird. Allgemein erhélt
man die Darstellung wie folgt. Auf [0,0) gilt die IDG und somit V7™ ~ W) In b gilt
gemif Satz 2.10 3.(a) V(D) = 15 + 25 E[V™(b-Y)]. Zusammen mit V™' (b+) = 1 folgt
hieraus, dass V™ die I DG auch in b+ erfillt. Fiir z > b ist V7 linear mit Steigung 1. Somit

folgt die Behauptung. m

Eine probabilistische Herleitung von (2.5), ebenfalls fiir stetige Schadenhéhenvertei-
lung, findet sich bei Gerber (1979) und Gerber und Shiu (1998). Die Vorgehensweise wird

an dieser Stelle ergénzt, um in Abschnitt 3.2 darauf aufbauen zu kénnen. Sei dazu
Cb:inf{tZO:X2b|X0=x} (26)

der erste Zeitpunkt, zu dem der Prozess X das Kapital b erreicht. Der erwartete Zeitwert

bis zum erstmaligen Erreichen von b ist demnach gegeben durch
Ele?1{¢ <7} X(0)=z].

Dies entspricht dem erwarteten Barwert einer Zahlung der Héhe Eins bei Erreichen von
b. Da fiir Kapital kleiner als b keine Dividende ausgezahlt wird, stimmen die Prozesse
X und X7 entsprechend fiir Startkapital Xy, = x < b bis (; iiberein und man erhélt, vgl.
Gerber (1979, Kapitel 10, (1.9)),
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VTi(x)=FE [e“m’l {G <7} X(0) = ZE] V7™ (b), x <b. (2.7)

Der Zeitwert bis zum Erreichen von b kann nun folgendermafsen dargestellt werden, vgl.
Gerber und Shiu (1998, (6.25))4,

) (¢
E[e1{¢, <7} | X(0)=2] = %2—)((5)) (2.8)

Auferhalb dieses Kontexts findet sich (2.8) bereits in Korolyuk (1975) (siehe Kyprianou
(2006)).

Zusammen mit (2.7) erhélt man also

@) (2
V() = E/V(Z—)ib))vwb), v <b. (2.9)

Die Bestimmung von V7(b) erfolgt wie oben mit der Bedingung V*'(b) = 1 und man
erhélt (2.5), vgl. Gerber und Shiu (1998, (7.5)).

Wahrend der Wert einer Barriere stetig ist, gilt dies fiir den Wert einer endlichen

Bandstrategie im Allgemeinen nicht. Genauer gilt jedoch das folgende Lemma.

Lemma 2.13.
Sei 7 eine endliche Bandstrategie mit Bandgrenzen 0 < by < ay < by--- < ay, < by,. Dann

qilt

1. V7 ist stetig auf (0, 00)\ Lnj a;.
i=1

2. Besitzt PY keine Punktmassen, so ist V™ differenzierbar auf (0, 00)\ LWJL a;.
i=1

3. Besitzt PY Punktmassen, so ist V™ differenzierbar auf
.M Qv tguBnfe: P )0}
i=1
Fiir v € {Byu B.} n{x: PY {x} >0} erhdlt man

VT (z=) -V (2+) = %VW(O)PY({»T})-

Beweis. Aus Satz 2.10 1. und 2. folgt die Stetigkeit von V7 auf (0,by) U Lm,l(bi_l,ai) U
i=1

4 Auch hier taucht jedoch der Begriff der Skalenfunktion nicht auf, sondern es wird mit den in Abschnitt
3.2 eingefiihrten Straffunktionen argumentiert.
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U(al,b ) U (b, 00). Sei nun i € {1,...,m} mit b; # a;1. In diesem Fall liefern 3.(b) und
( c ) zusammen die Stetigkeit in b; und somit 1. In b; gilt weiter von links die /DG und

gemiR Satz 2.10 3.(a) V™ (b;) = 3% + 25 E [V™(b; - Y)]. Zusammen mit V7' (b;+) =1 folgt
hieraus, dass V™ die DG auch in b;+ erfiillt. Besitzt PY keine Punktmassen, so folgt aus

der IDG 2. Andernfalls ist das Integral [;" V™ (2 -y)dPY (y) in den Atomen unstetig und
man erhalt 3. O

Die etwaigen Spriinge in den unteren Bandgrenzen a; konnen an dieser Stelle noch
nicht quantifiziert werden. Dies gelingt mithilfe der Methoden des néchsten Kapitels und

wird in Lemma 3.8 festgehalten.
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Abbildung 2.2: Der Risikoreserveprozess im Cramér-Lundberg-Modell mit Dividenden-
zahlungen zu einer Zweibandstrategie.

Die untere Grafik ist eine schematische Skizze eines Beispielpfades im Cramér-Lundberg-Modell
mit Startkapital  und Prémienrate ¢ zur Dividendenstrategie = mit By = [0,b0) U (a1,b1), B =
{bo,b1}, Boo = (bp,a1] U (b1,00). Die obere Grafik stellt die zugehorigen kumulierten Dividen-
denzahlungen dar. Fiir Startkapital = > b; folgt eine direkte Auszahlung von z — b;. Bis zum
néichsten Schaden werden die Pramieneinnahmen stetig als Dividenden ausgezahlt. Der erste
Schaden fiihrt zu einem Kapital innerhalb der No-Action-Area, so dass zunéchst keine Dividende
ausgezahlt wird. b; wird erneut erreicht und somit werden bis zum zweiten Schaden wieder stetig
Dividenden ausgeschiittet. Nach dem zweiten Schaden ergibt sich fiir den Moment eine Reserve
zwischen by und a1 und es folgt eine sofortige Finmalzahlung, so dass Kapital bg tibrig bleibt. Bis
zum dritten Schaden werden wieder stetig Dividenden gezahlt. Im Beispiel wird by nicht mehr
erreicht und der vierte Schaden fiihrt zum Ruin.
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Kapitel 3
Losungsmethoden

In diesem Kapitel werden zwei verschiedene Konzepte vorgestellt, welche jeweils eine Mog-
lichkeit darstellen, um die Wertfunktion und eine optimale Strategie konstruktiv zu er-

mitteln.

Zum einen handelt es sich dabei um die Bestimmung der Wertfunktion als Losung
der Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung des Optimierungsproblems. Diese Vorgehenswei-
se, welche sich unter anderem bei Schmidli (2008) und Azcue und Muler (2005, 2010, 2012)
findet, wird in Algorithmus 3.7 formalisiert. Hierzu wird die Wohldefiniertheit aller beno-
tigten Grofen inklusive der geforderten Glattheitseigenschaften bewiesen. Unklarheiten
bei der Umsetzung sowie der Zuordnung der optimalen Strategie werden identifiziert. Im

Zuge der anschliefsenden Kapitel werden hierzu Antworten und Losungen bereitgestellt.

Eine andere Moglichkeit besteht darin, den Wert einer beliebigen Bandstrategie an-
hand sogenannter Gerber-Shiu-Funktionen darzustellen, so dass durch Optimierung tiber
die Bandgrenzen die Wertfunktion ermittelt werden kann. Wahrend dies in Ansétzen —
insbesondere bei der Beschrdnkung auf Barrierenstrategien — vermehrt in der Literatur
zu finden ist!, gibt es kaum Arbeiten zum allgemeinen Fall. Avram et al. (2013) behan-
deln die Optimierung des erwarteten Dividendenbarwerts abziiglich einer Strafzahlung,
die von der Hohe des Defizits im Ruinzeitpunkt abhéngt, wenn der Risikoreserveprozess
einem spektral negativen Lévy-Prozess folgt und zusétzlich bei jeder Dividendenzahlung
Transaktionskosten anfallen. Es handelt sich somit um eine Verallgemeinerung des hie-
sigen Modellrahmens. Avram et al. zeigen, dass wiederum Formen von Bandstrategien
optimal sind und stellen deren Wert anhand von Gerber-Shiu-Funktionen dar. Die techni-
schen Beweise greifen dabei auf Super- und Sublésungen der H.J B zuriick. Dariiber hinaus

entwickeln sie einen Algorithmus zur Bestimmung der optimalen Bandgrenzen, indem sie

! Beispielsweise bei Gerber und Shiu (1998), Lin et al. (2003), Renaud und Zhou (2007), Avram et al.
(2007) und Scheer und Schmidli (2011).
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rekursiv dquivalente optimale Stoppprobleme herleiten und 16sen. Fiir die Darstellung des
Werts einer beliebigen — d.h. nicht zwangsldufig optimalen Strategie — beschréanken sie sich
auf den Fall einer Zweibandstrategie. Wie im Folgenden gezeigt, unterscheidet sich der all-
gemeine Fall hiervon jedoch strukturell nicht. In Abschnitt 3.2.2 gelingt die entsprechende
Darstellung des Werts einer beliebigen Bandstrategie im hiesigen Modellrahmen. Zunéchst
wird hierzu eine probalistische Herleitung durchgefiihrt, die ein intuitives Verstédndnis fiir
die Darstellung mit sich bringt. Der anschlieffende analytische Beweis zeichnet sich durch

Einfachheit und Préagnanz aus.

Abschliefsend werden die Konzepte liickenlos miteinander in Einklang gebracht. Dies
ermoglicht ein umfassendes Verstandnis sowie eine parallele Verwendung der verschiede-
nen Darstellungen. In den Fragestellungen der folgenden Kapitel konnen somit simultan

die strukturellen Vorteile beider Darstellungen ausgenutzt werden.

3.1 Schwache Losungen der HJB

Das im Folgenden vorgestellte Verfahren basiert hauptsachlich auf den Ideen von Schmid-
li (2008) und Azcue und Muler (2005). Dabei wird die Wertfunktion als Losung der
Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung (HJB) des Optimierungsproblems charakterisiert.
Typischerweise werden Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichungen mittels des Prinzips der

dynamischen Programmierung hergeleitet.

3.1.1 Die Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung

Die Werfunktion erfiillt das nachfolgende Prinzip der dynamischen Programmierung (siche

z.B. Mnif und Sulem (2005), Azcue und Muler (2005) und Schmidli (2006)).

Proposition 3.1 (Prinzip der dynamischen Programmierung).
Seir T eine F;-Stoppzeit. Dann gilt fir x >0

TAT™
/ e 0udDT + TV (X )

0-

V(z)=supFE

mell

X(0) = x] (3.1)

Die unten folgende HJB ldsst sich dann beispielsweise wie im Beweis zu Satz 2.10
tiber eine heuristische Vorgehensweise aus (3.1) motivieren. Dazu wihlt man fiir kleines
h > 0 die Stoppzeit T' = min {7}, h}, wobei T} wieder der Zeitpunkt des ersten Schadens
sei. Fiir die notigen Umformungen, um letztlich die HJB zu erhalten, werden dabei al-

lerdings Glattheitsannahmen an die Wertfunktion gestellt, die eine Taylorapproximation
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sowie das Vertauschen von Integration, Supremums- und Limesbildung ermdglichen. Hier-
zu ware die Differenzierbarkeit der Wertfunktion ausreichend. Gemaéfs Lemma 2.2 existiert
die Ableitung der Wertfunktion fast iiberall. Im Allgemeinen ist die Wertfunktion jedoch
nicht {iberall differenzierbar und es bedarf einer Verifikation der H.JB — es muss zunéchst
gezeigt werden, ob und inwieweit die Wertfunktion die H J B erfiillt. In der Literatur findet
man hierzu unterschiedliche Vorgehensweisen. Zu nennen sind hier Verfahren, die soge-
nannte Viskositétslosungen verwenden, wie sie von Crandall und Lions (1983) eingefiihrt
wurden.? In der Arbeit von Azcue und Muler (2005) kann hiermit gezeigt werden, dass die
Wertfunktion die kleinste Viskositétslosung der H.J B ist. Alternativ zeigt Schmidli (2006,
2008), dass die Wertfunktion eine schwache Losung (weak solution) der HJB ist, in dem
Sinne, dass die Wertfunktion die HJB {iiberall erfiillt, wo die erste Ableitung existiert.
Dies wird im Folgenden aufgegriffen, um darauf aufbauend die optimale Strategie und

den Losungsalgorithmus formulieren zu kénnen.

Satz 3.2 (Schmidli 2008, Theorem 2.39).
Die Funktion V st von links und rechts differenzierbar auf (0,00). Beide Ableitungen

erfiillen die Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung
max {AV (z),1-V'(z)} =0, fiir z > 0. (HJB)

Ist PY stetig, so gilt dariberhinaus V'(x=) =1<V'(x+) fir alle x >0, in denen V nicht

differenzierbar ist.

Bemerkung 3.3.

Die Stetigkeit von PY wird hier zunéchst nicht zwingend vorausgesetzt, um so auch in
Kapitel 6 auf die HJB zuriickgreifen zu kénnen. Fiir die dort betrachtete Einpunktver-
teilung mit entsprechend unstetiger Verteilungsfunktion wird in der Tat zu beobachten
sein, dass die Ableitung von V' Spriinge nach unten machen kann. Ist PY hingegen stetig,
so kann Schmidli (2008, S. 83f) folgern, dass nur Spriinge von Eins ausgehend nach oben

moglich sind.

Die HJB nimmt hier die Form einer Variationsungleichung an. Fiir alle z > 0 gelten
insbesondere V/(x) > 1 und AV (z) < 0. Fiir suboptimale Strategien gilt dies im Allgemei-
nen nicht, sondern lediglich V7™'(z) = 1 auf Bo, und AV™(z) = 0 auf B geméaf Satz 2.10.
Die optimal gewahlten Bereiche Bj, By, B%, lassen sich in Abhéngigkeit der Wertfunktion

wie folgt definieren.

2Ubersichten zu der verwendeten Methodik sowie Anwendungsbeispiele finden sich beispielsweise bei
Crandall et al. (1992) und Fleming und Soner (2006).
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Satz 3.4 (Schmidli 2006, Theorem 3.3.1).

Die Strategie m* mat
B; {x>0:V'(x=)>1},

B; = {mﬁéBgﬂ(xn)n20CBS7'xn_>x_}U{0fallsv(o):)\j—(;}’

ist optimal, d.h. es gilt V =V7".

Man beachte dabei, dass geméf der obigen Konvention {0} c B} gilt, wenn V’(0+) > 1
erfiillt ist.

Bemerkung 3.5.

Bei Schmidli (2006, 2008) folgt geméf dieser Charakterisierung, dass B offen ist. In Defi-
nition 2.4 ist lediglich die rechtsseitige Offenheit gefordert. In Kapitel 4 wird anhand von
Satz 4.1 gezeigt, dass iiber die obige Festlegung hinaus moglicherweise weitere optimale

Strategien existieren, welche nur die rechtsseitige Offenheit von B erfiillen.

Der folgende Satz liefert nun umgekehrt hinreichende Kriterien, wann eine Losung der
HJB die Wertfunktion ist.

Satz 3.6 (Schmidli 2006, Theorem 3.4.1).
Ist f:R—> R mit f|,,=0 eine Losung der HJB mit

1. f" hat keine Spriinge nach unten,
2. f(x)e_%” - 0 fiir x - oo,
3. f'(0+) > 1 oder f(0) = 5,

so qilt f=V.

3.1.2 Konstruktion der Wertfunktion

Schmidli (2008, S.92) beschreibt, wie sich die Wertfunktion fiir den Fall, dass PY stetig
und eine endliche Bandstrategie optimal ist, sukzessive ermitteln lasst.® Bei Azcue und
Muler (2012, Abschnitt 7) findet sich fiir den Fall einer beschrankten Dividendenrate eine

bereits formellere Darstellung dieser Vorgehensweise. Scheer und Schmidli (2011) liefern

3Gemik Lemma 2.8 ist die Skalenfunktion in diesem Fall stetig differenzierbar.
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einen Algorithmus fiir die Modellvariante mit Kapitalinjektionen und Administrationskos-
ten. Der folgende Algorithmus liefert eine entsprechende Formalisierung im vorliegenden
Modellrahmen. In jedem Iterationsschritt m wird hier ein neuer Kandidat V,,, fiir die Wert-
funktion bestimmt. Inwieweit dieser Algorithmus tatséchlich die Wertfunktion liefert und

was dabei zu beachten ist, wird im Anschluss diskutiert.

Algorithmus 3.7.

1. Bestimme den ersten Kandidaten

W(‘S)(a:)
Vo(z) = W (b)) T <bo, (3.2)
%(bo)-l—&?—bo, LCZbO

b = sup {m >0: WO (2) = inf W(‘;),(y)} : (3.3)
Yy
Setze m =0 und gehe zu Schritt 2.
2. Uberpriife ob AV,,(z) <0 fiir alle x> by, gilt.

— Ja. STOPP.
— Nein. Dann ezistiert G,,,1 = inf {x > b, : AV,,(x) > 0}. Gehe zu Schritt 3.

3. Betrachte die Funktionenschar {f% .1} fir a € (by,am+1), so dass f¢ ,(z) die IDG
lost fir x> a und f2 ., (x) =V (x) fir x <a gilt, d.h.

. Vi (), xr<a,
a1 (T) = . (3.4)
(Afe . (x)=0), x> a.
Bestimme
Gms+1 = Inf {a € (b, Gne1) s inf f2,"(y) = 1} (3.5)
y>a
und b,,,1 = sup {:17 > Ayt fomit(x) = 1}. (3.6)

Somit folgt der ndchste Kandidat V,,,1 fiir eine Losung der HJB

Vm('x)a T < At
Vm+1(x) = fg{iil ('T)y Am+1 < T < bm+17
fs{ﬂl (bm+1) + T = b1 T2 bt
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Setze m =m+ 1 und gehe zu Schritt 2.

Zu dem aufgefithrten Algorithmus treten noch einige Schwierigkeiten bzw. ungekléirte
Aspekte auf. So stellt sich die Frage, ob alle Grofsen und Funktionen wohldefiniert sind und
die notigen Glattheitseigenschaften gewéahrleistet sind. Auferdem ist zu klaren, inwiefern
die Folge by, a1, b1, as,... tatsdchlich mit den optimalen Bandgrenzen iibereinstimmt und
unter welchen Umstédnden Konvergenz gegen die Wertfunktion vorliegt. Abschliefsend stellt
sich die Frage, wie sich der Algorithmus konkret umsetzen lasst, d.h. insbesondere wie sich

die Losungen der I DG bestimmen lassen.

Wohldefiniertheit

Die hier durchgefiihrten Uberlegungen erfolgen induktiv iiber die Schleifen des Algorith-
mus 3.7. Der Induktionsanfang bezieht sich auf Schritt 1. Die Eigenschaften der Skalen-
funktion (Lemma 2.8) liefern aufgrund der Stetigkeit von PY, dass V{ und b, wohldefiniert
sind und dass Vg auf (0, 00) stetig differenzierbar ist. Als Induktionsvoraussetzung wird
nun angenommen, dass der m — te Kandidat V,, bereits bestimmt sei. Sdmtliche bisher
benotigte Grofen und Funktionen seien wohldefiniert. V,, sei stetig auf (0, c0) und diffe-
renzierbar auf (0, 00)\ U {a;}. Weiter sei @41 < oo, d.h. mindestens eine weitere Schleife
im Algorithmus soll durchlaufen werden. Auferdem wird die folgende Kurzschreibweise

verwendet

gj(z) = ij(x—y)dPY(y), x>0 fir j=0,1,...,m
0

Es sei also a € [by,,am+1] €in potentieller Abzweigepunkt vom linearen Verhalten von
Vi ab by,. Somit gilt AV,,(a) < 0. (3.4) und die Induktionsvoraussetzungen liefern, dass

@ (x) wohldefiniert, auf (0, o) stetig und auf (0, oo)\{ {a;} U {a}} differenzierbar ist

mit

A+9 A [ )
@) = 2 fra@) =2 [ fra@-pdPY (), firesa
0

In z=aist f¢,,'(z) im Allgemeinen nicht stetig. Mit Af2, (a+) =0 gilt

0 < -AVp(a)
= Afpa(ar) = Af (o)
= c(fra'(a+) = f14(a-))
= c(fia'(a+) -1).
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Somit ist f¢,,(x) in x = a genau dann stetig, wenn Af¢ () in z = a stetig ist und dies
gilt wiederum genau dann, wenn AV,,(a) = 0 gilt. Offenbar ist dies insbesondere in den
Réndern a € {b,,, @41} der Fall. Allerdings ist nicht auszuschliefen, dass die Null auch

innerhalb des Bereichs punktweise beriihrt oder gar auf Intervallen gehalten wird.

Es wird nun der rechte Rand a = @,,,; betrachtet. Somit ist f“m“ in @,,,; stetig und

es folgt
inf o (y) < forit (@) = 1. (3.7)

Y>Am+1

Im linken Rand a = b, gilt gerade fgfh = fmm und es folgt

inf fon,'(z) = inf fir'(2)
= [ (b)
= 1. (3.8)

Aufgrund des Supremums in (3.6) erreicht f'(x) die Eins jedoch nicht mehr, das heift
Fom () > 1 fiir alle @ > by,

m+1
Fiir alle a € [by,, Q1] gilt weiter Af2 . (a+) = 0. Betrachtet man diesen Ausdruck als

Funktion von a, ist dlese entsprechend differenzierbar beziiglich a mit - (A fo.(a+))=0

Aus 2 (fa,,(a)) = 2 (Viu(bm) +a=by) =1 und

% (f f%+1(a—y)dPY(y)) = % (f Vm(a—y)dPY(y)) = g, (a)

folgt, dass f2,,"(a+) bzgl. a differenzierbar ist mit

= (Af%+1(a+)) = o (f%ﬂ (a+)) = (A+0) + Agp,(a). (3.9)

0

Um das Vorzeichen von £~ (f2 +1'(a+))‘a=bm+ zu bestimmen, wird im Folgenden iiber AV,

die Grokenordnung von g/ (b,,) bestimmt. Fiir = € (a,,, o) gilt

c=(A+0)(Vi(b) + 2 = b)) + Agm(x), x> by,
0, Ay < T < by

AV, (x) = {

Per Voraussetzung ist V,,(z) in = = b, differenzierbar mit V! (b,,) = 1. Somit ist auch
AV, (z) in z = b, differenzierbar mit

D] <o
835 r=bm
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da AV (b,,) =0 und AV,,(z) <0 fir z € [by, Gme1] gilt. Es gilt also

0> %(Avm(x)) =—(A+0)+ A (bn).

x=bm,

Eingesetzt in (3.9) liefert dies

L ()| 20 (3.10)

a=bm+

Da fe,,'(z) stetig ist fiir alle a € (b, @ps1) und z > a, folgt die Stetigkeit von inf f¢_"(y)
y>a
als Funktion von a. Zusammen mit den bisherigen Ergebnissen (3.7), (3.8) und (3.10) zum

Verhalten in den Réndern folgt, dass die folgenden Mengen D,,,,; und &,,,1 nicht leer sind.
Dm+1 = {CL € (bm,am+1] : ;ltllgfgwll(x) = 1} * Q.

Emi1={T>ama: 2 (2)=1} 2 @.

Hieraus erhalt man die Existenz von

m+1 = il,lf,Z)m+1

und b1 = sup&mi-

Somit ist V;,,1 wohldefiniert. Die stetige Fortsetzung in a,,,; und die entsprechende Wahl

von by mit V! (bar=) = f1 1 (bps1) = 1 = V! (bims1) liefern zusammen mit der

m+1
Induktionsvoraussetzung, dass V,,,,1 stetig und auf (0,00)\ U {a;} differenzierbar ist.
i=1

Verifikation

Die Wertfunktion V' ist eine stetige Funktion, welche die HJB gemaéfs Satz 3.2 erfiillt.
Diese Bedingungen sind notwendig, aber nicht hinreichend, dass dies auch tatséchlich die
Wertfunktion ist.

Es sei nachfolgend angenommen, dass der Algorithmus 3.7 konvergiere und der letzte
Kandidat V,, sei. Geméafs den Schritten 1, 2 und 3 ist dann V;,, gerade eine stetige Losung
der HJB. Anhand von Satz 3.6 kann nun gezeigt werden, dass in diesem Fall V' =V, gilt.

Da V,, ab b, linear ist, gilt Voraussetzung 2. in Satz 3.6. Fiir 3. unterscheidet man

die Félle by > 0 oder by = 0. Im ersten Fall gilt V; (0+) = v‘;V(:S))’((b?;)) > gg,ggii = 1. Die

Gleichheit ist hier im Allgemeinen nicht auszuschliefen. Allerdings gilt in diesem Fall

Vin(0) = VII/AZ‘E;S—')((()(?) = 155, nach Lemma 2.8 2. Analog folgt fiir den zweiten Fall V,,(0) =

_C
A6
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Um Satz 3.6 anwenden zu kénnen, muss noch gezeigt werden, dass V,/ keine Spriinge
nach unten macht.? Geméf Obigem kénnen nur in den Ubergingen a; Spriinge der Ab-
leitung auftauchen. Durch V) (a;,—) = 1 und V (a;+) > 1 ist gewéhrleistet, dass allenfalls
Spriinge nach oben moglich sind. Somit sind die Voraussetzungen von Satz 3.6 erfiillt und
es gilt V =V,,.

Konvergenz

Falls die optimale Strategie eine endliche Bandstrategie ist, konvergiert der obige Algo-
rithmus, d.h. es existiert ein m € N mit V,, = V' (vgl. Schmidli (2008, S.92) und Azcue
und Muler (2012, Remark 8)). Andernfalls ist jedoch keine Methode bekannt, um die op-
timale Strategie und die Wertfunktion konstruktiv zu bestimmen. Dies gilt ebenso fiir die
Methodik in 3.2.

Fiir den Fall einer unbeschrénkten Dichte der Dividendenzahlungen D;, wie es im vor-
liegenden Modellrahmen erlaubt ist, liegt bislang kein Beispiel vor, dass eine Strategie
mit unendlich vielen Béndern optimal wére. Fiir den Fall beschrankter Dividendenzah-
lungen findet sich ein solches Beispiel bei Azcue und Muler (2012, Example 6.20). Man
beachte hierbei, dass im dortigen Modellrahmen mit der Beschrankung D), — D; < lgh fiir
h >0 und ein [y < oo kein Maximum fiir die oberste Bandgrenze angegeben werden kann.
Fiir das dortige Beispiel kann gerade gezeigt werden, dass die optimale Strategie keine
endliche oberste Bandgrenze haben kann. Hieraus lasst sich folgern, dass es unendlich
viele Bander gibt und keine Konvergenz erfolgt. Im hiesigen Modellrahmen gilt hingegen
(%, 00) € Bo geméfs Schmidli (2006, Lemma 3.3.1). Die Konstruktion bei Azcue und
Muler (2012) ldsst sich daher nicht auf den Fall unbeschrankter Dividendenzahlungen

iibertragen.

Suboptimale Strategien

Fiir die Bestimmung des Werts einer beliebigen endlichen Bandstrategie ist der obige
Algorithmus nicht geeignet. Geméft Schritt 3 wiirde man im Abzweigepunkt a,,,; derart
stetig fortsetzen, dass ab a,,.; die I DG erfiillt ist. Ab b,,,; wiirde man stetig linear mit
Steigung Eins fortsetzen. Wahrend die Wertfunktion stetig ist, ist dies fiir suboptimale
Strategien in den Abzweigepunkten im Allgemeinen jedoch nicht gewéhrleistet, und zwar
auch fiir den Fall einer stetigen Schadenhohenverteilung, vgl. Satz 2.10 und Bemerkung

2.11. Die resultierende Funktion ist also moglicherweise nicht der Wert der betrachteten

4In Kapitel 6 wird sich zeigen, dass diese Voraussetzung fiir unstetige Verteilungsfunktionen im All-
gemeinen nicht gilt. Da an dieser Stelle die Stetigkeit von PY ohnehin bereits vorausgesetzt ist, ist dies
hier unproblematisch. Andernfalls sind jedoch in den b; Spriinge der Ableitung nach unten maoglich.
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Strategie. In Abschnitt 3.3 gelingt eine genaue Charakterisierung, wann man den Wert

einer Strategie erhélt bzw. wann nicht und unter welchen Bedingungen dieser stetig ist.

Die resultierenden Bandgrenzen

Es sei nun angenommen, dass V =V, fiir ein m € N gelte. Die optimale Strategie 7* lasst
sich geméf Satz 3.4 festlegen. Dies deutet zunéchst darauf hin, dass die im Algorithmus
erhaltenen by < a; < by ...a,, < b, gerade den Bandgrenzen entsprechen, da auf (a;,b;) je
V'(x) > 1 und auf (b;,a:1) je V'(x) =1 gilt.

Wenn in (3.6) die Eins in mehreren Argumenten angenommen wird, so wird geméfs Satz
3.4 nicht nur im Supremum, sondern in jedem dieser Elemente stetig Dividende gezahlt.
Somit entspricht die Anzahl der benétigten Schleifen im Algorithmus im Allgemeinen nicht
der optimalen Anzahl der Bander. Dies kann bereits im ersten Schritt der Fall sein, wenn
in (3.3) das Infimum in mehreren Argumenten angenommen wird. In Kapitel 4 werden

alle denkbaren Konstellationen im Detail analysiert und durch Satz 4.1 identifiziert.

Anwendbarkeit

Um den obigen Algorithmus fiir eine konkrete Schadenhohenverteilung und eine Para-
meterkonstellation durchzufiihren, muss in Schritt 3 jeweils eine Funktionenschar mit
fortgesetzten Losungen der I DG bestimmt werden. Im Allgemeinen wird dies nur an-
hand numerischer Verfahren mit einer Diskretisierung des Kapitalbereichs umzusetzen
sein. Mafsgeblich ist dabei die Art der Schadenhohenverteilung PY. Eine einfache Me-
thode wére z.B. ein Euler-Verfahren, welches eine Taylor-Approximation erster Ordnung
verwendet. Die benétigte erste Ableitung fiir den ndchsten Punkt im Gitter kann dabei
jeweils aus der I DG gewonnen werden. Dieses Verfahren konvergiert jedoch insbesondere
bei mehreren Bandern nur sehr langsam. Ungeachtet davon, ist innerhalb der numeri-
schen Verfahren kaum eine Analyse der erhaltenen Strategien in Zusammenhang mit der
eingegangenen Schadenhohenverteilung méglich. In Kapitel 5 wird fiir die Klasse pha-
sentyp verteilter Schadenhchen eine analytische Darstellung der obigen Funktionenschar
hergeleitet.

Geméfs Obigem ist der Algorithmus fiir unstetige Schadenhthenverteilungen nicht ge-
eignet, da hier die Ableitung in den oberen Bandgrenzen mdoglicherweise nicht existiert.
Abschnitt 3.2 liefert die benotigten mathematischen Hilfsmittel, um schlieflich in Kapitel
6 die Verfahren derart zu modifizieren, dass auch unstetige Verteilungen beriicksichtigt

werden konnen.
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3.2 Gerber-Shiu-Funktionen

Gerber und Shiu (1998) fiihrten die inzwischen nach ihnen benannten Gerber-Shiu-Funk-
tionen in ihrer einschligigen Arbeit On the time value of ruin ein. Wie dem Titel zu
entnehmen ist, beschéftigt sich die Arbeit mit Ruintheorie — genauer wird die gemeinsame
Verteilung des Ruinzeitpunkts, der Reserve unmittelbar vor Ruin und des Defizits im Ruin
analysiert. Anhand dieser Verteilung berechnen sie erwartete diskontierte Strafzahlungen
im Ruin. Daher werden die hierzu verwendeten Funktionen inzwischen auch als Gerber-
Shiu diskontierte Straffunktionen bezeichnet.

In Einklang mit den bendtigten Quellen wird zunéchst angenommen, dass die Scha-
denhohenverteilung PY stetig sei. Samtliche Aussagen in 3.2.1 lassen sich jedoch leicht
auf den Fall beliebiger Schadenhéhenverteilungen erweitern. An den geeigneten Stellen

finden sich hierzu ergénzende Anmerkungen.

3.2.1 Erwartete diskontierte Ruinkosten
Erwartete diskontierte Ruinkosten fiir den klassischen Risikoreserveprozess

Sei w : (—00,0) - [0,00) eine nichtnegative Funktion. Es wird angenommen, dass im
Ruinzeitpunkt Kosten oder auch Strafzahlungen der Hohe w(X (7)) entstehen. w wird
daher auch als Straffunktion bezeichnet. Gerber und Shiu (1998) betrachten die erwarteten

diskontierten Ruinkosten zum Diskontfaktor § > 0
o (r) = E[G_BTW(X(T))1{7'<OO}‘X():LL’:I, fiir z € R. (3.11)

Es gilt also ®y|,., = w. In spéteren Arbeiten werden Funktionen der Form ®,, als Gerber-
Shiu-Funktionen bezeichnet.?

Zur Berechnung von ®,, leiten Gerber und Shiu (1998, Gleichung (2.16)) zunéchst
folgende Integro-Differentialgleichung her

0=—(A+5)<I>W(q;)+c<1>gv(a;)+Af<1>w(:c—y)dPY(y)+Aw(x), fir x>0 (3.12)

[e9)

mit w(z) = [ w(z - y)dPY(y). Fir w = 0 ist dies gerade die /DG der Skalenfunktion

T

°Bei Gerber und Shiu (1998) hiingt w vom Defizit im Ruin |X(7)| und zusiitzlich von X (7-), der
Reserve unmittelbar vor Ruin ab. Die zweite Komponente ist fiir die Anwendungen hier nicht nétig.
Beziiglich des Vorzeichens findet man in der Literatur sowohl w(X (7)) als auch w(]X(7)|). Auf die
Resultate hat dies offensichtlich keinen Einfluss.
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W . Anders formuliert ist W) die Losung der homogenen Gleichung zu (3.12). Ge-
nauer betrachtet handelt es sich um die identische Integro-Differentialgleichung — jedoch
mit unterschiedlichen Nebenbedingungen fiir negatives Startkapital. Setzt man nédmlich

D, | w als Nebenbedingung voraus, so gilt

<0 —

(o]

j P (v —y)dPY (y) + f w(z-y)dPY (y)

T

[ @ula-)ar’ )
_ f O, (x - y)dPY (y) + w(z).

Somit ist (3.12) nichts anderes als die I DG auf [0, c0). Die Nebenbedingung fiir negatives
Startkapital ist demnach aquivalent zur Wahl der Straffunktion w.

Ersichtlicherweise sind alle Losungen f der IDG fiir x > 0 mit der Nebenbedingung
fl,<o = w durch eine Kombination einer speziellen Losung und einem Vielfachen der

homogenen Lésung gegeben. Es gilt also

{f{R>R:Af(z)=0flir x>0 und f| _,=w}={P, +nWO :neR}. (3.13)

<0

Zur eindeutigen Bestimmung ist somit jeweils eine weitere Randbedingung erforderlich.
Offenbar gelten die bisherigen Zusammenhéange auch ohne die Stetigkeitsvoraussetzung an
PY. Die IDG ist in diesem Fall sowohl von den rechtsseitigen als auch den linksseitigen
Ableitungen erfiillt.

Gerber und Shiu (1998, Gleichung (2.22)) fithren weiter folgende Gleichung in 6 ein
W(0)-6=0 (3.14)

und bezeichnen diese als fundamentale Lundberg-Gleichung. 1 ist wie bisher der Laplace-
Exponent (oder auch die Kumulantenfunktion) von X. Allgemein besitzt (3.14) genau

eine nichtnegative Losung p.6

Fp>0: Y(p) =46. (3.15)
Zur weiteren Darstellung wird nun die spezielle Gerber-Shiu-Funktion

U(x)=F [6_57+px(7)1 {T <00} |X(0) = m] (3.16)

6In Abhingigkeit von der Verteilung PY existiert ggf. eine weitere Losung & < 0. Fiir § = 0 handelt
es sich hier gerade um die berithmte Bestimmungsgleichung fiir den Anpassungskoeffizienten R > O:
¥ (-R) = 0. Siehe auch Asmussen und Albrecher (2010, Kapitel XII, Lemma 2.1).
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benotigt. ¥ nimmt daher die Gestalt von ®,, zur konkreten Straffunktion w(z) = e?* an.
®,, kann anhand von V¥ folgendermafen dargestellt werden (Gerber und Shiu 1998, (2.41),
(6.5)-(6.7))

by () = m_—)M(!e‘pzw(z) (P (x - 2) - B(0)) dz

" f e P2w(z) (e - \I/(u))dz). (3.17)

Anstelle des Umwegs tiber ¥ kann auch direkt die Laplace-Transformierte von ®,, aus der
Integro-Differentialgleichung gewonnen und ggf. numerisch invertiert werden. Es gilt hier
(vgl. Diskussion von Dickson zu Gerber und Shiu (1998))

@, (0) - \T(0)

RNTOR
A@(p) - @(6)
N (3.18)

In Abhéngigkeit von PY kann hier die eine oder andere Variante vorteilhafter fiir die nume-
rische oder moglicherweise auch explizite Berechnung sein. Bislang treten keine Schwierig-
keiten bei der Beriicksichtigung unstetiger Schadenhohenverteilungen auf. Gegebenenfalls

gilt die I DG entsprechend von links und rechts.

Erwartete diskontierte Ruinkosten bei einer Barrierenstrategie

Lin et al. (2003) erweitern das Modell von Gerber und Shiu (1998), indem sie zusétzlich
Dividendenzahlungen geméf einer Barrierenstrategie beriicksichtigen. Die Gerber-Shiu-

Funktion zur Barrierenstrategie § in b ist dann wie folgt definiert”
¥(x) = E [e-éfﬁw(xﬁ(fﬁ))|xo = x] . (3.19)
Offensichtlich ist vaﬁv ab b konstant, d.h. es gilt
P (x) = ®E(b), fiir x > 0.

Unterhalb von b erfiillt ®5 ebenfalls (3.12) bzw. die I DG und lésst sich daher mittels @,

TAuch bei Lin et al. (2003) kann die Straffunktion von der Reserve unmittelbar vor Ruin abhingen.
Das Defizit wird in Betragsform berticksichtigt.
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der homogenen Losung (%) und einer Konstanten n wie folgt darstellen
BB (2) = Dy (x) + WO (2), fiir 2 <b. (3.20)

Eine zusitzliche Nebenbedingung kann nun festgestellt werden, indem man den Wert
fiir Startkapital b betrachtet. Bis zum néchsten Schaden werden hier stetig Dividenden
ausgezahlt. Zum Schadeneintrittszeitpunkt 7} verbleibt Kapital z — Y;, welches somit

unabhéngig von 7T ist. Folglich gilt

A0

/Oer—Me—&(fOb+ @Vﬁv(b—y)dPY(y)+fbjow(b—y)dPY(y))dt

([ e0-mar oy [Tvo-nar w)

Zusammen mit &5 (b+) = 0 erfiillt &5 die IDG folglich auch in b. Mit ®2'(b) = &/ (b) +
nW®'(b) erhélt man somit 7 = —M%;)(,b()b). Insgesamt folgt (Lin et al. 2003, (2.8),(3.4) und
(3.5))

5
B () = B () - @;(b)%, fiir 2 < b. (3.21)
Diese Gleichung wird in der Literatur auch als dividends-penalty identity bezeichnet. Ei-
ne Alternative zur analytischen Herleitung findet sich bei Gerber und Yang (2010). Hier
werden zundchst die Prdmieneinnahmen als Compound-Poisson-Prozess mit exponenti-
al verteilten Spriingen modelliert. Fiir dieses Modell gelingt ihnen eine probabilistische
Argumentation zur Herleitung der dividends-penalty identity. Die Limesbetrachtung zum

Modell mit stetigen Pramieneinnahmen fiihrt dann wiederum zu (3.21).

Ist PY unstetig, so erhélt man @@’(b+) =0 und

A

0) = o5 ([ 020-nar @)+ [Two-nar ).

Folglich ist auch hier die I DG in b+ erfiillt. Die allgemeinere Form der dividends-penalty
identity ist entsprechend durch

W) (z)

B(r) = @) = @ (00)

fir x <b (3.22)

gegeben. Somit ist ®2 in b moglicherweise nicht differenzierbar. Genauer folgt aus der
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IDG

/() = 200 -2 ([ 00— @)+ [T wo-par )
= CIfo,’(b+)+

é( [ @t0-nar )+ [Tw-yar ")
_é(fb_ @@(b—y)dpy(y)+fbww(b‘y)dpy(y))

c 0 -

_ %PY({b})((PfV(OH—W(O))'

Anstelle von &y, kann jede Losung der DG in (3.22) verwendet werden. Genauer gilt

W) (z)

Bw) = @) - B (00)

fir x <b
mit @, = By, + WO fiir alle n € R.
Avram et al. (2013, (4.7) bzw. Lem.B.1) verwenden die folgende Version

o0

Fu(z) = @y (z) + (CW(O) DY fo " V(02 f w(z - y)dPY(y)dz) WO (x).  (3.23)

z

Wahrend diese Wahl zunéchst komplex erscheint, ergeben sich hierdurch speziell im vor-
liegenden Modellrahmen rechnerische Vorteile. Die Laplace-Transformierte nimmt die fol-
gende Form an (Avram et al. 2013, (4.6))

w(0) 242 - A (@(6) - w(0)52)
b(0) =

Mit der Form (2.4) von ¢ und der Laplace-Transformierten von W) (Prop. und Def. 2.7)

lasst sich dies wie folgt vereinfachen

FW(G) =

O (4(0) + A(1 - B(6))) — A(B)
v() -4
(ew(0) = A (0)) W (0).

F.(0)

Somit lasst sich Fy, durch Inversion der Laplace-Transformierten wie folgt darstellen

Fu(z) = ew(0)W® () - A / WO (2 - y)w(y)dy. (3.24)
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Im Vergleich zu (3.17) und Avram et al. (2013, (B.1)) ist diese Darstellung einfacher und
unmittelbar aus W zu bestimmen. Des Weiteren ist der Wert in Null explizit durch
F(0) =w(0) gegeben (vgl. Avram et al. 2013, Lem.B.1 (ii)). Dies vereinfacht die spétere
Optimierung, vgl. Abschnitt 4.5, da F,, somit in Null stetig ist. Des Weiteren eriibrigt

sich die Bestimmung von p bzw. @(p).

Im Folgenden wird also die Identitét

WO (z)

‘I’gv(w) =Fy(z) - FVIV(bJr)W(é)—'(bJr)’

fir x <b (3.25)

verwendet. Fiir die Ableitungen — gegebenenfalls von links und rechts — von Fj, gilt dabei

F!(z) = ew(0)W®'(z) - %w(x) -\ [ WO (z - y)w(y)dy. (3.26)

3.2.2 Der Wert einer endlichen Bandstrategie

Im Folgenden wird gezeigt, wie sich der Wert einer endlichen Bandstrategie induktiv
anhand von Gerber-Shiu-Funktionen konstruieren lésst. Hierzu wird nachfolgend explizit
die Stetigkeit der Schadenhohenverteilung PY vorausgesetzt. In Kapitel 6 werden die

Besonderheiten einer unstetigen Schadenhohenverteilung aufgezeigt.

Fiir ein m € N sei nun 7 die Bandstrategie mit Bandgrenzen 0 < by <a; < by <--- < a,, <
by, < o0, d.h.

m m-1 m—1
B()= [O,bo)UU(aj,bj), BC= U {bm}7 B = U(bj,aj+1]u(bm,oo).
=1 =0 =0

Zur Konstruktion wird auferdem die Barrierenstrategie § mit Barriere b,, — a,, mit Ruin-

zeitpunkt 78 benotigt.

Es sei angenommen, dass V™ bis b,,_; bereits bestimmt sei. Von b,,,_; bis a,, und ebenso
oberhalb von b,, wird die Funktion jeweils linear mit Steigung Eins stetig fortgesetzt.

Somit wird noch eine Darstellung zwischen a,, und b,, benotigt.

Im Folgenden wird zunéchst probabilistisch hergeleitet, dass sich V™ auf dem néchsten

Band wie folgt darstellen lasst
V™(z) = VP(x-ap)+®(x-apy), fir x € (am,bm |,

zur Straffunktion w(z) = V™ (a,, + z). Mit Hilfe der vorangegangenen Berechnungen kann

dies in Form von Gerber-Shiu-Funktionen ausgedriickt werden. Diese Vorgehensweise lie-
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fert vor allem ein besseres Verstédndnis des spateren Optimierungsproblems und dafiir, in-
wieweit die Grenzen Einfluss auf den erwarteten Dividendenbarwert haben. Im Anschluss

wird eine pragnante analytische Herleitung der Darstellung geliefert.

Probabilistische Herleitung

Sei im Folgenden x € (a,,, by, ]. Die Stoppzeit
E=inf{t>0: X[ <a,|Xo=x} (3.27)

gibt den ersten Zeitpunkt an, zu welchem die Reserve fiir die Strategie m unter a,, fallt.
Offenbar gilt £ < 77. Der erwartete Dividendenbarwert lisst sich nun in Dividenden bis

und ab £ wie folgt unterteilen

- T -

E f edD7| Xo =

L 0 |

V™(z)

- - -

€
- E / edDF| Xo =2 |+ B f 3t dDy
0 . 13

Xo=2z]. (3.28)

Der erste Term in (3.28) ist somit unabhéngig von by, as,...,b,_1. Lediglich die Breite
b, — a,, des Bandes und die Lage von x innerhalb dessen spielt eine Rolle. Durch eine
Verschiebung des Prozesses sowie der Bandgrenzen um a,, nach unten lasst sich der erste
Term aufgrund der Stationaritét des Prozesses als Wert einer Barrierenstrategie darstellen.
Genauer erhélt man den Wert der Barrierenstrategie 3 in b, — a,, zu Startkapital x — a,,.

Die Stoppzeit € entspricht dadurch dem Ruinzeitpunkt des transformierten Prozesses
fzinf{t>O:Xtﬁ<O‘X0:x—am}.

Man erhilt somit

&
E [ f ¢St dDy

0

8
onx] = F /e"Sthf Xo=x-a,

0

VA(z - an)

WO (z - a,,)
W(5)’(bm - am)'
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Der zweite Term in (3.28) stimmt gerade mit dem auf heute diskontierten Wert V™ fiir
Startkapital X™ (&) tiberein

T

E f et DT
'3

Xo=a|=E[e V™ (X(£))| X = z]. (3.29)

Um dies einzusehen, unterscheidet man die Falle b,,_1 < a,, bzw. b,,_1 = a,,.

Sei b,,_1 < a,,. Die Reserve in £ ist somit entweder bereits unterhalb von b,, 1 oder es
erfolgt eine direkte Dividendenzahlung der Hohe X7 (§) — b,,_1. Folglich kann nach der
etwaigen Dividendenzahlung in £ Kapital grofser als b,,.; und damit insbesondere grofer
als a,,, nicht mehr erreicht werden. Der Barwert dieser Dividendenzahlungen lasst sich also
aus V7 fiir Startkapital kleiner als a,, bestimmen, wofiir eine Darstellung bereits vorliegt.
In Abbildung 3.1 wird die Verschiebung anhand eines Beispielpfades illustriert.

Sei nun b,,_; = a,. Grundsitzlich ist hier moglich, dass X™(&) € (am-1,bm-1) gilt.
In diesem Fall wird also zunéchst keine Dividende gezahlt und ein erneutes Erreichen
von b,,_1 und der damit verbundenen stetigen Dividendenzahlungen ist ebenso mog-
lich. Dies dndert jedoch nichts an der Tatsache, dass sich der Wert dieser Dividen-
denzahlungen aus V7™ bestimmen lasst. Hier muss allerdings fiir den Erwartungswert
Startkapital bis inklusive a,, beriicksichtigt werden. Auch dieser Wert ist jedoch durch

Vi(am) = 35 + 25 me“(am - y)dPY (y) bereits darstellbar. Abbildung 3.2 illustriert
0

diesen Spezialfall und die entsprechende Verschiebung zur Unterteilung der Dividenden
anhand eines Beispielpfades.
Zur Darstellung von & und X™(¢) in (3.29) kann man wie fiir den ersten Term den

Prozess um a,, nach unten transformieren. Insgesamt liefert dies

T

E f ¢St dDr

3

Xo=z| = E[e"”BV7T (XB(TB) +am)|Xo = a:—am].

Dies stimmt jedoch gerade mit der Gerber-Shiu-Funktion (3.19) zu einer Barrierenstrate-
gie ( liberein, wenn man die Barriere b, — a,, sowie die Straffunktion w(z) = V™ (a,, + 2)

wéhlt und entsprechend ®% in z — a,, auswertet. Mit (3.25) erhélt man somit

E [(3‘576‘/7r (Xﬁ(rﬁ) + am)‘ Xo=x- am]
O (x - ay,)

W) (x-ay,)
WO (by, = am)

Fo(z—ap) - FL(by — am)
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Insgesamt erhélt man folgende Darstellung fiir V™ auf (a,, by, ]

V7 (x)

VA (x —ap) + P2 (x-ay)

(©) _
= w ,(x ) + Fo(x —ap) = Fi(by —an)
WO (b, = a)

WO (z-a,,)
W& (b, = am)

WO (z - a,,)

= (1-F (b —am)) W((S),(b “an)

+ Fy(z—ap). (3.30)

In Ergénzung zu Lemma 2.13 erhélt man die folgende Aussage.

Lemma 3.8.
Sei 7 eine endliche Bandstrategie mit Bandgrenzen O < by < ay < by--- < @y, < by,. Fiir jedes

i=1,...,mist V™ genau dann stetig in a;, wenn F}, (b; —a;) =1 gilt. Genauver gilt

1- }’—‘Vlvl(bZ - CLi)
CW((S),(bZ‘ —ai)

V”(ai+) = +V”(ai—).

Beweis. Folgt aus (3.30) unter der jeweiligen Verwendung von Fy, (0) = w;(0) = V7™ (a;—)
und W®(0+) = 1. O
In Kombination mit Satz 2.9 erhélt man das folgende Lemma.

Lemma 3.9.
Sei w eine endliche Bandstrategie. PY erfille die Voraussetzungen von Satz 2.9 und sei
k-mal stetig differenzierbar fir ein k > 1. Dann ist V™ auf By (k + 1)-mal stetig differen-

zierbar.

Beweis. Aus Satz 2.9 und der Darstellung des Werts einer Barrierenstrategie (2.5) folgt
die (k+ 1)-mal stetige Differenzierbarkeit zunéchst auf (0, by). Die Behauptung folgt nun
induktiv aus (3.30) und (3.24). O
Analytische Herleitung

Nach dieser probabilistischen Herleitung soll an dieser Stelle der analytische Zusammen-

hang hergestellt werden. Gesucht ist eine Funktion f mit
1. Af(x) =0 fir z > a,
2. flyca, = V7 und

T<am
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3. f'(bn) = 1.
Gemék Satz 2.10 und Lemma 2.13 - da PY stetig ist - erfiillt V™ diese Eigenschaften.

Die erste Bedingung wird durch die Translation um a,, einer Losung der DG fiir
x > 0 erfiillt. Fiir eine beliebige Straffunktion w ist dies etwa durch f(x) = Fy,(z - a,,) fiir
x € R gegeben. Das homogene Problem wird hier durch die entsprechende Translation der

Skalenfunktion gelost. Die Menge aller Funktionen mit 1. ist daher durch
{FW(.CE —ap) + WO (2 —ay):neR und w: (—o00,0) - [0, oo)}

gegeben. Es sei also f(z) = Fy(z - ay,) + nWO (x - a,,) fiir z > 0, wobei n und w nun
geméf den weiteren Eigenschaften bestimmt werden konnen. Fiir x < a,, gilt f(x) =
w(x—a,,)+n-0. Damit 2. gilt, muss die Straffunktion w(z) = V™(a,, + =) gewdhlt werden.
Die Randbedingung 3. liefert

F (b)) = F (b — am) + WO (b — a) = 1
1= F (b — am)
U WO (b —am)

Insgesamt liefert dies (3.30).

3.3 Die Methoden im Einklang

In diesem Abschnitt soll die Parallele zwischen der Darstellung mittels Gerber-Shiu-
Funktionen und der Vorgehensweise aus Algorithmus 3.7 gezogen werden. Es sei weiter-
hin PY stetig. Zur Notation der benotigten Gerber-Shiu-Funktionen sei fiir eine beliebige

Strategie m und ein a > 0
Flox = Fy, zur Straffunktion w(z)=V"(z+a). (3.31)

Nachfolgend kann beantwortet werden, ob sich Algorithmus 3.7 auch fiir die Bewertung
suboptimaler Strategien eignet, bzw. inwieweit dieser abgeédndert werden muss. Es sei 7
eine Strategie mit Bandgrenzen by, aq,...,b,,. Weiter seien b,, < a < b. Offenbar stimmt
dann F,r)(z - a) gerade mit f% ,(x) aus (3.4) iiberein, wenn dort der m-te Kandidat

durch V,, = V™ gegeben ist.

VT (x), r<a }

Fon(z—-a) =
(o) ) {AF(MF)(x—a):O, r>a
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Vin(z), x<a
Afe., =0, z>a
a (2). (3.32)

Betrachtet man in Fortsetzung zur Strategie 7 das weitere Band (a,b), so ist der Wert

dieser Strategie fiir x € (a,b) geméf Darstellung (3.30) gegeben durch

WO (x-a)

(1 Flum —@))m

+ Fomy (2 —a),

wobei Fi,r)(0) = V7™(a) gilt. Geméaf Lemma 3.8 liefert die stetige Fortsetzung im Algo-
rithmus 3.7 insofern nur dann den Wert der Strategie mit Bandgrenzen by, ..., b,,,a,b,
wenn F(, . (b—-a) =1 bzw. analog fa.,'(b) =1 gilt. Dies ist zwar auf jeden Fall fiir ei-
ne optimale Strategie gewahrleistet, wie im Anschluss noch genauer erldautert wird, gilt
allerdings nicht im Allgemeinen. In der Notation von Algorithmus 3.7 ist der Wert also

gegeben durch

WO (x - a)

(= ' O ey

a1 () (3.33)

w )(x a)
W©® (b-a
3.7 somit auch zur Bewertung suboptimaler Stategien verwendet Werden

Durch die zusétzliche Berticksichtigung von (1 - f¢ (b)) kann der Algorithmus

Wé&hlt man ein Band (a, b) mit F(’am)(b—a) # 1, so ist der Wert dieser Strategie in jedem
Fall in a unstetig. Fir F (’(M)(b —a) < 1 erfolgt ein Sprung des Werts nach oben. Es wirkt
sich also fiir Kapital oberhalb von a positiv aus, dass Kapital angehéuft wird. Umgekehrt
wirkt es sich fiir Kapital unterhalb von a negativ aus, dass direkt eine Einmalzahlung
geleistet wird. Fur F(’a’ﬂ)(b —a) > 1 erfolgt sogar ein Sprung nach unten. Der erwartete
Dividendenbarwert ist also fiir Kapital wenig oberhalb von a tatsdchlich kleiner als fiir
Kapital unterhalb von a. In jedem Fall kann man folgern, dass der Handlungswechsel in

a zu einem Ungleichgewicht fiihrt.

Um eine optimale Strategie zu erhalten, muss daher in jedem Fall F' ('a ) (b—a) =1 gelten.
Inwieweit die Wahl von Infimum bzw. Supremum in (3.5) und (3.6) bzw. die Zuweisung
in Satz 3.4 die einzige optimale Wahl ist, kann zum Ende des nichsten Kapitels geklart

werden.
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Abbildung 3.1: Unterteilung des Dividendenbarwerts einer Zweibandstrategie in Dividen-
den bis und ab dem Unterschreiten des oberen Bands.

Die untere Grafik ist eine schematische Skizze eines Beispielpfades im Cramér-Lundberg-Modell
mit Startkapital z zur Dividendenstrategie m mit By = [0,bo) U (a1,b1), Be = {bo,b1}, Boo =
(bp,a1 ] U (b1, 00). Im Beispiel tritt Ruin mit dem vierten Schaden ein. Der griine Punkt stellt
den Wert der Reserve im Zeitpunkt &, dem ersten Unterschreiten von a; dar, was im Beispiel mit
dem zweiten Schaden erfolgt. Die obere Grafik zeigt die Entwicklung der Reserve mit Startkapital
x — aj unter Anwendung der Barrierenstrategie 8 mit By = [0,b1 —a1), Be = {b1 —a1}, Bo =
(b1 —aq, 00) fiir den gleichen Verlauf wie in der unteren Grafik, d.h. fiir den gleichen Ereignispfad
in €. Somit ist der Prozess um a; nach unten verschoben. Der griine Punkt stellt hier das Defizit
im Ruin dar. Ruin tritt mit dem zweiten Schaden ein.
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Abbildung 3.2: Unterteilung des Dividendenbarwerts einer Dreibandstrategie mit zusam-
menfallenden Bandgrenzen as; = b; in Dividenden bis und ab dem Unterschreiten von
by.

Die untere Grafik ist eine schematische Skizze eines Beispielpfades im Cramér-Lundberg-Modell
mit Startkapital x zur Dividendenstrategie m mit By = [0,b9) U (a1,b1) U (b1,b2), B, =
{bo,b1,b2}, Boo = (bg,a1]U (bz,0). Der griine Punkt stellt den Wert der Reserve im Zeitpunkt
&, dem ersten Unterschreiten von ao = by dar, was im Beispiel mit dem zweiten Schaden erfolgt.
Jedoch wird by mit den anschlieffenden Pramieneinnahmen noch vor dem dritten Schaden wieder
erreicht und es kommt zu einer stetigen Dividendenauszahlung. Ruin tritt hier mit dem fiinften
Schaden ein. Die obere Grafik zeigt die Entwicklung der Reserve mit Startkapital x — as unter
Anwendung der Barrierenstrategie 5 mit By = [0,b3 —b1), Be ={b2—b1}, Beo = (ba — by, o0) fiir
den gleichen Verlauf wie in der unteren Grafik, d.h. fiir den gleichen Ereignispfad in . Somit ist
der Prozess um as nach unten verschoben. Der griine Punkt stellt hier das Defizit im Ruin dar.
Ruin tritt mit dem zweiten Schaden ein.
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Kapitel 4

Lokalisierung und Identifikation der

optimalen Bander

Zur Lage der optimalen Bénder ist bislang einzig die obere Schranke % (Schmidli
2006, Lemma 3.3.1) fiir die grofte optimale Bandgrenze gegeben. Des Weiteren gibt es
keine Aussage zur Eindeutigkeit der durch Algorithmus 3.7 konstruierten bzw. Satz 3.4
definierten optimalen Strategie. In diesem Kapitel werden diese Aspekte aufgegriffen, um

eine genauere Vorstellung von moglichen optimalen Strategien zu erhalten. Zunéchst wer-

den hierzu die Funktionenscharen aus Algorithmus 3.7 genauestens untersucht. Es wird
also vorausgesetzt, dass PY stetig ist. Es wird nun angenommen, dass der m-te Kandi-
dat V,, bereits bestimmt sei und bis b,, mit der Wertfunktion {ibereinstimmt. Demnach
existiert eine Strategie m mit V,, = V™. Eine Eindeutigkeit dieser Strategie ist an dieser
Stelle weder notwendig noch gewéhrleistet. V,, ist stetig auf (0,00) und differenzierbar
auf (0,00)\ G {a;}. Weiter sei @41 < 00, d.h. V},, ist nicht die Wertfunktion, und ein wei-
teres Band Eluss existieren. Fir a € [by,, Gpm+1] werden also die Funktionen f¢ ., (z) sowie
Afe . (z) und deren Ableitungen untersucht. Jedes a stellt einen moglichen Abzweige-
punkt vom linearen Verlauf von V,,, dar. Das Verhalten der Funktionen fiir ein Abzweigen

in den Randpunkten a € {b,,,@p,41} ist hier von besonderem Interesse.

Abbildung 4.1 zeigt einen typischen Verlauf von f{’ fiir verschiedene Werte von a. Hier
ist zu beobachten, dass die Ableitung fiir den Abzweigepunkt by zunéchst in Eins startet
und dann stets oberhalb von Eins bleibt. Fiir Werte a zwischen by und a; bleibt die Kurve
vollstandig oberhalb von Eins. Fiir die optimale Wahl a; bertihrt die Kurve gerade die
Eins. Fiir Werte zwischen a; und a; féallt die Kurve unter die Eins. Im letztmdoglichen
Abzweigepunkt a; startet die Kurve in Eins. Diese Beobachtungen werden im Folgenden

analytisch untersucht.
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Abbildung 4.1: Typischer Verlauf von f& fiir verschiedene Abzweigepunkte a

Die Grafik zeigt die numerische Auswertung von f fiir verschiedene a. Die Schadenhohenver-

teilung ist gegeben durch PY = vErl(31,2) + (1 = v)Erl(f2,2) mit $; = ;71, Bo = % und v = 4

5.
Die Modellparameter sind gegeben durch A =1, 6 = 1% und p = 7%. Man erhélt zunéchst by = 0,
vgl. hierzu auch die Abbildungen 4.2, 5.3 und 5.7.

Hanspeter Schmidli (2008, Seite 92) schreibt bereits, dass fiir a kleiner als a,,,; die
Ableitung f2.," die Eins nicht mehr erreicht. Fiir a groker als a,,,; wird ein Wert kleiner

als Eins angenommen.

Die etwaige Wahl des Infimums fiir a,,,; in (3.5) gewéahrleistet zusammen mit (3.10)

in jedem Fall die Relation
@ (x)>1 fiir alle a € (b, Gpy1) und z > a. (4.1)

Der erste Teil der Aussage von Schmidli (2008), dass die Ableitung fiir zu kleine Werte
von a die Eins nicht mehr erreicht, ist somit bewiesen. Der zweite Teil, das Erreichen
der Ableitung eines Werts kleiner als Eins fiir zu grofes a, wird im Folgenden tiberpriift
und schlieflich mit (4.12) konkretisiert und bestétigt. Dabei wird die Kurzschreibweise

Jma1 = [yt verwendet.

Aufbauend auf den erwiesenen Relationen werden die optimalen Bandgrenzen genauer
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eingegrenzt. Dies erfolgt zum einen ex ante anhand der Schadenhdhenverteilung. Zum
anderen konnen in jeder Schleife des Algorithmus 3.7 die zu betrachtenden Parameter
weiter eingegrenzt werden. Abschliefend kann die Menge aller optimalen Strategien cha-

rakterisiert werden.

4.1 Auswirkungen der unteren Bandgrenze

Der Ubergang von der Linearitit zur Dynamik der /DG

Im Abzweigepunkt a,,, ist zumeist eine Ableitung grofer Eins zu beobachten, d.h. es gilt
fr . (@mi+) > 1. Somit entsteht ein Knick im Ubergang von der Linearitit zu der Dy-
namik der Integro-Differentialgleichung. In sdmtlichen Beispielen der vorliegenden Arbeit
ist dies auch der Fall. Ohne weitere Einschrankung ist dies jedoch nicht zu gewéhrleisten.
So ist es denkbar, dass AV,(am+1) = 0 und somit f! . (am++) = 1 gilt. Es ist ebenso
denkbar, dass die Ableitung auf einem anschliefenden Intervall die Eins nicht verlésst.
Die im Folgenden hergeleiteten Aussagen, welche grofitenteils auf Ungleichungen basie-
ren, konnen unter Ausschluss dieser Spezialfille zumeist verstéirkt werden. Die konkreten

Bedingungen werden jeweils gesondert ausgewiesen. Dazu sei

Cmy1 = max {bm, max { > a1t AV (uw) =0 fiir alle w € [a41, 2]} }
_ bm> Avm(am+1) < 07
- max {x > a1 : AV (u) =0 fiir alle u € [an,1, 7]}, AV, (ami1) = 0.

Fiir (ni1 > ams bedeutet dies, dass V,, auf [ami1,(ne1] linear ist und gleichzeitig die
Integro-Differentialgleichung erfiillt. In der HJB wird somit in beiden Termen das Ma-
ximum — also gerade der Wert Null — angenommen. Somit gilt f,,;1(x) = V,,,(z) fiir alle
Z < (1. Man kann insofern nicht von einem Abknicken in a,,,; sprechen. Auch in (,,,1
ist in diesem Fall kein Knick vorhanden. Die Differenzierbarkeit von f,,.1 fir > a1

gewihrleistet einen glatten Ubergang in (,.1. Des Weiteren erhélt man

1= fmets fir alle a € [@mi1, Cmr1] - (4.2)

Aus der Definition von @,,,1 < oo folgt (ni1 < @pyr- In der Regel wird AV, (apms1) < 0

gelten, so dass (41 = b, folgt.

Es kann nun das Verhalten fiir die Abzweigepunkte oberhalb von a,,,; untersucht

werden, d.h. es sel a1 < @ < Gpsr. Unter Verwendung von Af2 ., (a+) = Afyi(a) =0
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erhalt man somit

fm+1,(a) - fgwll(a'i_)
Afm+1((l) 4 A+0

funs(@) =2 [ frala=)dP¥ ()

C C
_(Afg”l(a_'-) + A+o r?ﬁl(G)_é‘/fr?wl(a_y)dpy(y))
C c ¢ 0
A+0

(er(@) = Fos(@) =2 [ Uar(a=v) = (0= 9)) 4P (1)

0

C

> (“5-%PY(a-amﬂ))(me(a)—f;;ﬂ(a))

C

0.

v

Die erste Ungleichung resultiert daraus, dass fir € (am+1,a) der Abstand zwischen
fm+1(x) und f2  (z) monoton steigend ist. Dies basiert wiederum darauf, dass f/ ,,(z) >
1=V (z)=fo, ' (z) fir alle z € (as1,a) gilt. Die Gleichheit f,,.1"(a) = f2,,"(a+) gilt
genau dann, wenn (.1 > a (d.h. AV,,(x) = 0 fur alle z € [a;,41,a]) gilt . Dann gilt also
bereits Viu|,co = fneilpca = [hi1lpce- Andernfalls ist die Ungleichung streng. Insgesamt

erhilt man demnach

fmii' (@) = f2.'(a+), falls a € (apme1, Min {Cni1, Gmat}] (4.3)

fmii (@) > f2. " (a+), falls a € (max {@ms1, Cms1} Gms1] - (4.4)

Aus AV, (a) <0 erhdlt man weiter

o
Il

Afgwl(a"')
L' (@4) = A+ O)Vanl@) + A [ Viu(a=)aP? (y)
= (S (@) = 1)+ AVi) ()

c(fo.'(a+)-1), fir a1 < @ < A1

IA

Dabei gilt die Gleichheit f2,,’(a+) = 1 genau dann, wenn AV,,(a) = 0 gilt. Andernfalls

gilt die strenge Ungleichung. Somit gilt fiir alle a € (@11, a1

o Vlat) = 1, falls AV, (a) =0, (4.5)
o Vlat) > 1, falls AV, (a) <0. (4.6)
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Fasst man die Ergebnisse (4.3),(4.4),(4.5) und (4.6) zusammen, erhélt man

fm+1,(a) = fslﬂl(a"') =1, falls a € (am+1,min {Cm+laam+1}] )
fms1 (@) > fo, /" (a+) =1, falls a € (max{ams1,Cms1}, Gme1] und AV, (a) =0,
fmsi'(a) > fo. ) (a+) > 1, falls a € (max {@ms1, Gns1}, Gms1] und AV, (a) <O0.

Aufserdem erhélt man eine dquivalente Definition fiir (.1

(m+1 = max {bm,max {x > e ¢ freq(u) =1 fiir alle u e [am+1,$]}}
_ bms falls f] .1 (ams1+) > 1,
- max {z > ams1 : f} 1 (u) =1 fiir alle u € [ams1, 2]}, falls f .1 (am+1) = 1.

Das Auseinanderdriften von f,,.; und f¢_,

Es sei weiterhin a1 < @ < @y,41. Im Folgenden wird iiberpriift, ob die Ableitung f/ ()
auch fiir z > a die Ableitung f2,,"(x) nicht unterschreitet. Dazu wird zunéchst die An-

nahme getroffen, dass
B2 {5 03 fn!(2) < ooy (2)} < 00

sei. Zunéchst folgt 0 < f11(y) — f2.1(y) < frms1(8) = f2,1(k) fir alle a4 <y < K. Aus
S () = £, "(k) und Afpni1(x) = Af2,, (k) = 0 erhélt man analog zu oben

0 = fm+1,(,€)_fr(iz+1,(ﬁ)
A0 ()~ Fa () = 2 e () = T () PY (5~ )

= ()\C+ 0 %PY(/{ - am+1)) (fm1(K) = fra ()

c

i\

0.

Die Gleichungskette 0 = f,,.1"(k) = f2,, (k) = 0 gilt nur fir den Fall f,.1 = f%,, (was
wiederum &dquivalent zu (41 > a, also AV, (x) = 0 fiir alle x € [am,1,a] ist) entgegen
der Annahme k < co sowie der hier betrachteten Parameter a € (max {1, Gni1}, Gme1] -
Folglich fiihrt die strenge Ungleichung 0 = f,,.1'(k) = f2,," (k) > 0 zu einem Widerspruch

zur Annahme k < oo. Es gilt also
fmid 2 frd- (4.7)
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Aus (41 < a und (4.4) folgt weiter

0< fm+1(a) - fgwl(a) < fm+1(y) - fgwl(y) < fm+1(x) - fgl+1(x)7 fiir Cm+1 <a<y<uw,

und hieraus wiederum

2P = ) () = Fiar(0)) > 0

fmad' (@) = [ (2) 2 (

Somit driften f,,.; und f¢,, aufgrund der durch die Integro-Differentialgleichung indu-

zierten Dynamik immer weiter auseinander.

St () > £, (), fir x > a und a € (max{ams1,ms1}, Gme1] - (4.8)

4.2 Lokalisierung der optimalen oberen Bandgrenze

Das Integro-Differential AV,, auf &,,.1

Im Folgenden wird untersucht, wie der Bereich fiir die ndchste obere Bandgrenze anhand
des Integro-Differentials AV, des aktuellen Kandidaten eingeschrankt werden kann. Dazu
sei b e &y, d.he (b)) = 1. Durch Subtraktion der Integro-Differentiale Af,,+1(b) =0
und AV, (b) erhélt man in diesem Fall

AV(B) = Afar(8) = AV (0)
=~ 40) (fnst () = Vin1)
A [ @) = Va(9)) p(b = )d(y)
< —(A+0=APY (b= apns1)) (fne1 (D) = V(D))
< 0.

Fir b > max {am+1,(me1} und somit f,41(b) > V,,(b) gilt die echte Ungleichung. Ent-
sprechend kann f/ , die Eins insbesondere zwischen max{am+1,(n+1} und @peq nicht

annehmen, da hier AV,, nichtpositiv ist.

fra(x)>1, fir alle z € (max {am+1,Cms1} , Gme1] - (4.9)

Man erhalt
AV, (b) >0 fir alle b € &1\ [@ms1, Cme1] - (4.10)
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Es sei O,,11 = {x >0: AV,,,(z) > 0}. Dann gilt also

bm+1 € gm+1\ [am+17 Cm+1] c @m+1‘ (411>

Hieraus lésst sich insbesondere die zweite Aussage von Schmidli (2008) bis auf die Spezi-

alfalle (i1 > apyr herleiten. Mit (4.8) und by,11 > Gpyq folgt nédmlich

1= fm+1,(bm+1) > g@+1,(bm+l)7 fir alle a € (max {am+1,Cm+1} ,6m+1] . (412)

Die Ableitung féllt also in b,,,; unter die Eins. Folglich ist es nicht notwendig, fiir jeden
moglichen Abzweigepunkt a € (b, @pyq | das Minimum der Ableitung zu bestimmen, um
diese insgesamt zu vergleichen. Sobald die Ableitung f2.," in nur einem Punkt einen Wert
kleiner als Eins annimmt, erhalt man die Einschrankung a,,,1 < a. Dies ist insgesamt ein

effizientes Ausschlusskriterium fiir numerische Berechnungen.

Man kann sogar die Suche nach dem Minimum von W®' und damit von b, bereits
anhand des Integro-Differentials AV™ zum Wert der Alles-muss-raus-Strategie einschrin-

ken. Dazu seien

Qo inf {m >0: AV”A(u) > O} )

(o = max {x >0: AV™ (u) = 0 fiir alle u € [0, a:]} :
und & = {$ >0: W(é)'(x) = Iﬂiél W(é)/(y)} .
y>

Fiir b € & erhdlt man

AV (B) = AV(b) - AV™(b)

= (i (B) = 1) = (A+6) (Vo(b) - V™ (0))

+A (/ (Vo) -v™" () p(b - y)dy)

~(\+ 8= APY () (Vo(0) - V™' (1))
0.

IA

IN

Falls AV~ (b) = 0 gilt, so gilt demnach V(b) = V™" (b). Aus VJ > 1 folgt dann Vy(z) =
V™' (z) fiir < b. Somit erhélt man AV~ (z) = AVy(z) = 0 fiir z < b und hieraus folgt
(o > b. Die Gleichheit AV’TA(b) =0 ist also genau dann gegeben, wenn (y > b gilt. Daraus
folgt

WO (2) > WO (b)),  fiir alle z € ({o, @] (4.13)

52



und
AV™ (B) >0,  fiir alle be &\ [0, ¢ (4.14)

Es sei ©g = {0} u {IE >0:AV™(z) > 0}. Dann gilt also

b() € 50\ [O, Co] C @0. (415)

Die Ableitung -£AV,,(z) des Integro-Differentials auf &,,.1

Sofern f,,,1 flir x > a,,+1 zweimal stetig differenzierbar ist, lasst sich die Menge &,,.1
anhand von der Ableitung des Integro-Differentials noch genauer charakterisieren. Fiir

T > Gy gilt in diesem Fall

d d
—AV(@) = (A () - AV(2))

= cfp(®) = (A+9) (frpa(z) - 1)
+&%(!¥ﬁmdx—w—v%@—yﬂp@ﬁw)
= cfmi(@) = (A+0) (fra(z) - 1)

A [ S (a=9) = Vila =) py)dy
chn(@) = (4 0) (@) = 1).

v

Fir be &4 gilt dann f”,,(b) =0 und f! ,,(b) = 1. Hieraus folgt unmittelbar

iAVm(x)

- <0, fiir alle be & (4.16)

z=b

Es sei AO,,,1 = {x >0: %AVm(aj) < 0}. Dann gilt demnach
Emi1 CAO,,,1. (4.17)

Dies gilt wie folgt bereits fiir b € &), wenn W) und somit Vj zweimal stetig differenzierbar

sind. Fiir x > 0 gilt zunéchst

d A
_AVT
AV (@)

% ((W(zs)'(bo))_1 AW O (z) - AV”A(x))

C(W<5>’(b0))71 WO (z) - (A +0) ((WW(bo))1 WO (z) - 1)
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o f ( (WO G0) WO =g -V (o - y))p(y)dy)

= (W) W (@)= () (W))W (@) - 1)
A (V5(0) = V™ (0)) pla)

+A j ((W(‘”'(bo))_1 WO (z-y) -V (a - y))p(y)dy

v

(WO b)) WO (@) = O 8) (W' ) WO (2) -1).

Fiir 0 # b € & erhilt man daher unter der Verwendung W®"(b) = 0 und W®'(b) =
W®' (by)

d

—AV7r ((17) < 0, fiir alle 0 # b € &.

Mit der Definition A©q = {0} U {x >0: %AV”A (z) < O} erhélt man also
50 c A@O (418)

In Abschnitt 5.4 werden die Ergebnisse anhand entsprechender Abbildungen illustriert.

4.3 Ex ante Lokalisierung aller optimalen oberen Band-

grenzen

Veranderung des Integro-Differentials von m < m + 1

Im Folgenden wird die Verdnderung des Integro-Differentials von V,,,; im Vergleich zu

Vi analysiert. Fir @ > b, gilt V! (z) = V! (z) =1 und man erhélt

AV, (x) = AV, (x)

=~ ) (Vi (0) = V@) + A [ (Vi (0) = Vo))l = )y

Am+1

- (/\ +0 - APY (z - am+1)) (Vi1 () = Viu(2))
< 0.

IN
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Es gilt also
Avm+1($) < Avm(z)a T2 bm+1

und
{2 > bps1 : AVsa () > 0} & {x > bppyy - AV () > 0}

Somit erfiillt V,,,;; die H.JB mindestens bis @,,,1. Falls @,,,2 < oo gilt, so ist geméfs (4.10)
der potentielle Bereich fiir b,,,o durch {z >b,,,1: AV,,,;1(z) >0} eingegrenzt, usw. Dies
gilt bereits, wenn man die Integro-Differentiale von V[, und dem Wert der Alles-muss-

raus-Strategie V™ vergleicht. Fiir = > by gilt nun
AVo(z) = AV™ (z)

S+ D) Va(@) =V @)+ [ (Vo) =V )l - y)dy

~AV™ (2)

IN

~(A+8=APY(2)) (Vo(bo) - V™" (by))
0.

IN

Die Gleichheit gilt nur fiir den Fall ¢y = by und somit V=" = Vj. Andernfalls gilt AV (bo) >

0. Fiir das Integro-Differential zu V™" erhélt man weiter die Abschétzung

AV () c-=(AN+0)(z+ ‘ )+/\f($—y+ : )APY (y)

A+0 A+0
= QDA )P (@) - [ ydPY () (4.19)
0
< —()\+5)x+)\(x+)\i6)£0.

Somit gilt AV™ (z) < 0 fiir alle z > % und es folgt (o < by < +2%. Dann ist

.....

Ac

Insbesondere erhélt man hieraus eine alternative Herleitung von (£%,00) ¢ Be. (4.19)

lasst sich aulerdem wie folgt darstellen

AV () = oo+ %PY@;) CAuHY (2),
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wobei = E[Y] die mittlere Schadenhohe und HY (z) = l%fom(l - PY(y))dy die Leiterho-

henverteilung sei. Somit erhélt man die folgende Darstellung

e

d(A+9)

@Oz{O}u{0<x< 5

PY(x) —MHY(x)}. (4.21)

Dieses Ergebnis ist insofern wertvoll, als auch ohne Losen der Integro-Differentialgleichung
vorab der Bereich fiir alle denkbaren oberen Bandgrenzen durch O, eingeschrankt werden

kann.

Veranderung der Ableitung des Integro-Differentials von m - m+1

Analog lédsst sich die Verdnderung der Ableitung des Integro-Differentials untersuchen.

Fiir © > b4 erhdlt man unter Verwendung von V!, (z) =1 und V., (2) =0

AV (0) = AVu() = A ( [ Wanala—9) = Vi - y))p(y)dy)

0

A [ Vo =) = Vi = ) p()dy
0.

Wie oben gilt dies auch fiir den Ubergang von V™" zu V. Fiir z > 0 gilt

d

X

(AVo(2) - AV (@) A% ( [ (=) -v' —y))p(y)dy)

A(Vo(0) = V™ () p(@) + A [ (Vi =)= 1) p(y)dy

0.

vV

77777

Fiir A©q erhélt man aus
d A _ e Y
%AV () = —(A+0)+ )\+5p(x)+)\P ()
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die Darstellung

AG, - {O}U{IZOZ%p(x) < /\+5—/\Py(x)}.

Sofern also f; fiir z > a; zweimal stetig differenzierbar ist fiir alle j = m,...,m, so gilt

geméf (4.16) und (4.18)
by € AO,,, fir m=0,1,...,m.

Eine hinreichende Voraussetzung hierzu ist gegeben, wenn PY stetig differenzierbar ist
und die Voraussetzungen von Satz 2.9 erfiillt. Kombiniert mit den obigen Ergebnissen

erhalt man
b € ©,, N AO,,, firm=0,1,...,m. (4.23)

Somit gelingt wiederum ohne Losen der Integro-Differentialgleichung eine weitreichende
Einschréankung fiir alle denkbaren oberen Bandgrenzen durch

O N ABy

= {0}u {m >0:x< 5()\/\i 5 PY(z) - %’UHY(:U) und %p(m) <A+0- )\PY(x)}

Ac
[0, 5(A—+5)) . (4.24)

Abbildung 4.2 stellt exemplarisch die Verédnderung des Integro-Differentials dar.

4.4 Potentielle optimale untere Bandgrenzen

Anhand der bisherigen Ergebnisse lasst sich die Zusammensetzung der folgenden Menge

beschreiben

Doves = (€ (b T 510 fi' () =1},
e Fiir a € (b, amy1) folgt aus (4.1) fo. '(x) > 1 fiir alle > a. Somit ist a ¢ D,y,1.

o Fiir a € [amq+1, Gne1] gilt geméh (4.2) finer = fO, 1. AUS byt 2 Gms1 2 Gnaa 2 a folgt

somit a € D,,,1.

e Fiir a € (max{am+1,Cms1},am+1] folgt aus (4.12) 2, "(byms1) < 1. Somit gilt a ¢
Dm+1-
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Abbildung 4.2: Typische Veranderung des Integro-Differentials von m < m + 1

Die Grafik zeigt die numerische Auswertung von AV™ fiir die Alles-muss-raus-Strategie, die
Barriere in by und die optimale Zweibandstrategie. Die SchadenhShenverteilung ist gegeben durch

PY = yErl(p1,2) + (1 =) Erl(f2,2) mit B = %, B2 = % und vy = %. Die Modellparameter sind

gegeben durch A =1, 6 =1% und p = 7%. Vgl. hierzu auch die Abbildungen 4.1, 5.3 und 5.7.

Insgesamt lasst sich folgern, dass die Menge D,,,,;1 schlicht durch folgendes Intervall gege-

ben ist
D = {0 € (b Ton ]800 £ 0) = 1 =} Oan Gu]. (425)

In den betrachteten Beispielen gilt stets (.1 = by, so dass die Menge demnach nur aus
{a@ms1} besteht. In den Abbildungen 4.3 und 4.4 wird die Auswirkung der Ergebnisse auf
die zu untersuchenden Bereiche zur Bestimmung von a,,,,; und b,,,, separat fiir die Félle
Cma1 = by b2W. (i1 > @y veranschaulicht. Die zusétzlichen Einschrankungen (4.11) und
(4.23) sind hier nicht zu illustrieren, da diese individuell von den Modellparametern und

der Schadenhohenverteilung abhéangen. In Kapitel 5 folgen hierzu konkrete Beispiele.
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Abbildung 4.3: Die zu untersuchenden Bereiche in Algorithmus 3.7 zur Bestimmung von
Gpms1 Und by, ¢ fir den Fall (.41 = b,,.

Die Grafik stellt die verschiedenen Bereiche dar, die bei der Suche von a;,,1 und b,,.1 eine Rolle
spielen. Hier wird der zumeist zu beobachtende Fall (.1 = b, betrachtet. Auf dem Intervall
(b, @m+1] befindet sich ap41. Fiir by,41 ist inzwischen gezeigt, dass man sich auf den Bereich

Amtls %] beschranken kann. Fiir jeden Abzweigepunkt a € (b, @m+1] und fir z < a, in

Blau hinterlegt, stimmt f¢,,(z) mit V,,(z) tiberein. Fiir alle a € (by,, @pm+1) und z > a, in Grau
hinterlegt, bleibt die Ableitung f%.,’(x) oberhalb von der Eins. Fiir a > a1 und alle 2 > a1,
in Griin hinterlegt, bleibt die Ableitung f/,,,(z) stets oberhalb von der Ableitung f2,'(x). Fiir
numerische Suchalgorithmen ist es ausreichend, die Ableitung auf dem rot umrandeten Bereich,
d.h. fiir a € [by,, @me1] und x € [6m+1, %] auszuwerten.

4.5 Identifikation aller optimalen Strategien

In diesem Abschnitt soll die Gesamtheit aller optimalen Strategien identifiziert werden.
Hierzu wird die Argumentation und entsprechend die Notation aus 3.2 aufgegriffen. Man
beachte daher jeweils den Zusammenhang F, ) (-—a) = f%,,(-), fir V™ =V, geméf (3.32).
Im Folgenden sei weiterhin angenommen, dass man ausgehend vom m-ten Kandidaten V,,,
aus Algorithmus 3.7 das néchste Band optimal bestimmt. Diese konkrete Konstruktion

ist jedoch keine notwendige Bedingung. Alternativ wére folgende Annahme méglich.

Es sei m eine Bandstrategie mit Grenzen by, aq, ..., b, und den zugehdrigen Bereichen
By, B. und Bs. Es sei angenommen, dass w bis by, optimal sei, d.h. es gelte V™|
V.. . Auferdem sei Gy = inf{x>0b,, : AV™(x) >0} < oo, d.h. V™ erfillt die HJB

nicht. Jede optimale Strategie hat somit mindestens ein weiteres Band (i1, bimy1) ober-

x<bm

halb von b,,. Es wird auflerdem angenommen, dass F) (b ﬂ)(m) > 1 fiir x >0 gelte.
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Abbildung 4.4: Die zu untersuchenden Bereiche in Algorithmus 3.7 zur Bestimmung von
Gme1 Und by, ¢ fiir den Fall (41 2 Ginp1.

Die Grafik stellt die verschiedenen Bereiche dar, die bei der Suche von a;,;1 und b,,.1 eine Rolle
spielen. Hier wird der Fall (41 > @41 betrachtet. Auf dem Intervall (b, dp+1] befindet sich
Gm+1- FUr by,41 ist inzwischen gezeigt, dass man sich auf den Bereich [5m+1, %] beschréinken
kann. Fiir jeden Abzweigepunkt a € (by,, Gme1] und fiir z < a stimmt f2 ,; (z) mit V,,,(x) iiberein.
Hier gilt dies auch fiir a € [am+1, Gn+1] und @ < (py1. Der gesamte Bereich ist in Blau hinterlegt.
Betrachtet man nun den rot hinterlegten Bereich, d.h. weiterhin a € [am+1, Gn+1] und & > Gpe1 so
stimmen die Fortsetzungen zwar nicht mehr mit V;;,, jedoch alle untereinander iiberein, es gilt also
£ (x) = fre1(x). Fiir alle a € (b, ame1) und 2 > a, in Grau hinterlegt, bleibt die Ableitung

;‘,‘Hl'(l‘) oberhalb von der Eins. Fiir a > (41 und alle x > (41, in Griin hinterlegt, bleibt
die Ableitung f! ., () stets oberhalb der Ableitung f%.,’(z). Fiir numerische Suchalgorithmen
ist es ausreichend, die Ableitung auf dem rot umrandeten Bereich, d.h. fiir a € [b,, @p+1] und

T € [am+1, %] auszuwerten.

Die Ergebnisse dieses Abschnitts bestdtigen im Nachgang, dass die Einschrinkung

F(’bm

dieser Stelle nicht gewéhrleistet. Vor allem aber ist die Eindeutigkeit im Folgenden nicht

ﬂ)(x) > 1 fiir x > 0 zulassig ist.! Eine Eindeuigkeit von 7, a,,;1 und b,,,; ist an

erforderlich. Entsprechend ist es zuldssig, nach wie vor V™ = V,, fiir den m-ten Kandidaten
im Algorithmus 3.7 zu setzen. Dort ist auch die Einschrankung F . 7T)(x) > 1 fiir x>0
erfiillt, da b,, maximal gewahlt wurde. Folglich gilt b,, < @41 < g1 UNA Gppiq < bppyq < 00

geméf den Eigenschaften einer Bandstrategie (Definition 2.4).

Gemaéf Lemma 2.2 und Satz 3.2 ist die Wertfunktion insbesondere in a,,,; stetig und die
Ableitung ist iiberall groker gleich Eins. Aus (3.30) folgt demnach F . ,T)(bm+1—am+1) =1

! Andernfalls wire auch a,,+1 = by, zu beriicksichtigen, vgl. Bemerkung 4.4.
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und F/ > 1. Die bisherige Zuweisung geméafs Algorithmus 3.7 von

(am+177r) -

Am+1

inf D,,,,1 = inf {a € (b, Qmar] migl F(’am)(:z:) = 1}

und b1 = sup&pyr =sup {b > Qm4 F(/am+1,7r)(b - am+1) = 1}

findet sich auch bei Avram et al. (2013, S. 16). Im Folgenden wird gezeigt, dass dies
zwar eine optimale Wahl von a,,,; und b,,,1 ist, im Allgemeinen jedoch nicht die einzige
darstellt.

Geméfh (4.25) gilt Dyy1 = {@ms1} U [@me1, max {amy1, (et }] mit
Cm+1 = max{bm, max {z > a1 : AV (u) =0 fir alle w € (a1, 2]} }

Uber die Menge &,,,1 sind keine solche Einschrinkungen zu treffen. Es ist je nach Wahl
der Schadenhohenverteilung denkbar, dass die Menge mehrere Elemente oder Intervalle

in beliebiger Kombination aufweist.

Im Folgenden werden notwendige und hinreichende Bedingungen hergeleitet, zu denen
mehrere optimale Strategien mit gleichem Wert — nédmlich V' — existieren. Es stellt sich
heraus, dass man so auch die bereits von Gerber (1969, S.218f) antizipierten Strategien

erhalten kann, bei denen die Menge B} sogar Intervalle beinhaltet.

Zur besseren Anschaulichkeit wird zundchst angenommen, dass Dy,.1 = {am.1} gelte
und &,,,1 endlich viele Elemente habe. Dies lasst sich direkt im Anschluss auf eine beliebige
Zusammensetzung von &,,,1 erweitern. Zuletzt wird zugelassen, dass (i1 > Gmy1 und

somit Dyyy1 = [@me1, Gne1] gilt. Die Sétze 4.1 und 4.5 fassen die Ergebnisse zusammen.

Endlich viele Kandidaten fiir die nichste obere Bandgrenze

Es seien also Dyuy1 = {ami1} und Epyr = {06MW 630 bW} mit (M) < b2 < ... < p(E),
Es erscheint zunichst einzig sinnvoll, das grokte Element b,,.; = b&) zu wihlen. Fiir jede
andere Wahl b() fiir ein j < L wiirde man auf der Action-Area oberhalb von b() auf eine
Steigung groker Eins verzichten, da F(’awm)(x = Qmy1) > 1 fir alle x € (am1,0)\Emst
gilt. Dies kann in dieser Form nicht optimal sein. Es besteht allerdings noch die Moglich-
keit, in b() zwar stetig Dividende auszuschiitten, aber oberhalb direkt noch ein weiteres
Band anzuschliefen. Es handelt sich dabei um zusammenfallende Bandgrenzen, wie be-
reits in Abbildung 3.2 dargestellt. Die Action-Area zieht sich demnach auf den Punkt ()

zusammen. Dieser Fall muss genauer untersucht werden.

Es sei 7(9) die Fortsetzung zur Strategie m mit den weiteren Bindern (a,,,1,b¢)) und
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(b)), wobei s > bU) noch (optimal) zu wéhlen ist. Weiter sei HU) = Fq) 1y die
Gerber-Shiu-Funktion zur Straffunktion w(z) = V™ (z + b(®). Dann gilt

1- H®' (s -b@)
W@ (s - b))

V(1) = WO (z =Dy + HOD(z -0,  bpD <z <s.

Es wird nun der Zusammenhang zwischen Fi,, ., ») und H0) hergeleitet. Fi,, ., ) (2—=aps1)
pep@ = V™ (2) = HO) (2 -b@D) fiir 2 < b . Weiter

gilt AF(q,.,.m (2 = ame) =0 fiir > b0). Demnach existiert ein 7 € R mit

erfiillt insbesondere F,, ., = (v - am+1)‘

Flapim)(@ = amsr) =W (2 = bMWY + HO (2 b)), fiir x € R.

Mit der Randbedingung F(q,, ., ») (b9 ~ay.1) = V= (b0)) = HG)(0) folgt aber direkt 1 = 0

und somit die Identitat
Flapm (T = amq1) = HD (2 -b0)), fiir zeR.

Fiir eine optimale Wahl von s muss V™ insbesondere in b() stetig sein. Dies ist genau
dann der Fall, wenn 1= HO'(s5-b@) = F(’amﬂﬂr)(s — A1) erfiillt ist. Folglich gilt s = b(*)
fiir ein k € {j+1,...,L} und die Werte der Strategien V= = V= stimmen vollstéindig
iiberein. Fiir jede Wahl £ < L kann wieder analog argumentiert werden, dass direkt ein
weiteres Band anschliefen muss. Induktiv lisst sich somit zeigen, dass in jedem b)) fiir
7=1,...,L—1 ein derartiges Gleichgewicht herrscht, dass man indifferent ist, ob zunéchst
bis zum etwaigen Erreichen von bU+1) gespart wird oder ob man direkt stetig Dividende

bezahlt.

Dariiberhinaus gilt somit in jedem Fall b,,,,; = b(&) c B2 fiir jede optimale Strategie. Des
Weiteren kann fiir eine optimale Strategie in b(X) kein weiteres Band direkt anschliefen,
da {b> @) : HO (z - b)) = 1} = & gilt.

Beliebig viele Kandidaten fiir die nachste obere Bandgrenze

Je nach Wahl der Schadenhohenverteilung ist es denkbar, dass sogar Intervalle zur Menge
Em+1 der potentiellen Kandidaten gehoren. Die obigen Uberlegungen lassen sich wie folgt
verallgemeinern. Betrachtet man anstelle von (a1, biny1) das Band (a1, b) fiir by,,1 > b €
Em+1, 50 kann die obige Argumentation analog durchgefiihrt werden. Eine solche Strategie
kann nur optimal sein, wenn entweder in b direkt ein weiteres Band (b,s) mit s € &,,41 N

(b, by+1 | anschliefst oder ein € > 0 exisitert mit [b,b+¢€] c {BF UBL} N Emq1.

In isolierten Punkten von &,,.1 ist man demnach indifferent, ob man bis zum Errei-
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chen des nichstgrofseren Elements spart oder ob man stetig Dividende ausschiittet. Auf
zusammenhédngenden Intervallen in &,,,1 herrscht entsprechend vollige Gleichgiiltigkeit ob
der moglichen drei Aktionen — keine Dividende ausschiitten, stetig ausschiitten oder eine

Einmalzahlung leisten.

Beliebig viele Kandidaten fiir die nachste untere Bandgrenze

Im Folgenden wird der Fall betrachtet, dass (.1 > ams1 gilt. In diesem Fall stimmen
also V™(x) und Fq,, ;) (% = am+1) bis Gpe1 iberein und V™ erfiillt die /DG entsprechend
bis (1. Alle Fortsetzungen F,-y(z —a) (und trivialerweise auch deren Ableitungen)

stimmen ebenso iiberein, solange a € D,,,1 gilt, vgl. (4.2). Man erhélt also
o Flamy(xz—a)=V™(x) = Fla,,.n (%= amn1), fir  <a und jedes a € [ap1, (1],
o Flam(z—-a)=Fuq, . (T = api), fir xeR und jedes a € [amq1, Gne1],

o [/

((M)(x -a)= F(’

am+177r)

(= amy1) = 1, fir x € [by,, (a1 ] und jedes a € [amy1, Cmet |-

Somit ist durch jedes a € [ap+1,(ny1] eine optimale nichste untere Bandgrenze gegeben.
Die Mengen der potentiellen Kandidaten etwaiger oberer Bandgrenzen unterscheiden sich
aufgrund der Bedingung b > a lediglich durch die Verkiirzung um (a,,,1,a]. Genauer gilt

fiir jedes a € [ams1; st ]
(0, Gneal e {b>a: Fl, 1 (b=a) =1} = Enaa\ (amor,a] (4.26)

Daher ist man fiir € [a,,41, (m+1] ebenfalls indifferent, ob man keine Dividende ausschiit-
tet, stetig ausschiittet oder eine Einmalzahlung leistet.

Der folgende Satz kombiniert die bisherigen Ergebnisse und fasst alle denkbaren Aus-

gestaltungen einer optimalen Strategie zusammen.

Satz 4.1.
PY sei stetig. w sei eine Bandstrategie mit Grenzen by, ay, ..., b, und den zugehdorigen
Bereichen By, B. und Beo. Es gelte V™|, =V| . Weiter seien Fg,. 7r)(x) > 1 fiirz>0

und U1 = 1inf {x > by, : AV™(x) >0} < 0o. Dann gilt
1. Die Strategie 7% mit
o = Bou(ams1,bmir)

B;k = Bc U {bm+1}
Bo*o’ = Boo\ (a’m+1abm+1]

63



1st optimal bis b,,.1, d.h. es qilt Uikl

=V] o .
<bym 41 2<bm1

2. Fine Strategie 7 mit B, B; und By, ist genau dann optimal bis by,.1, wenn

(a) V™" psh = Ve, gilt,
(b) Bg,B: und By, die Eigenschaften aus Definition 2.4 erfillen und

(c) drei disjunkte Teilmengen
Byu B.U B, = {am+1 : AVm(am+1) = 0} U Sm+l
gegeben sind, so dass gilt

BS M [bm, bm+1]
bm+1 € BZ N [bmabm+1]
B:o N [bm7 bm+1]

(am+1, bm+1)\ {BC @] Boo} ] Bo,
{bm} \{BoU Bs } U B,
(b, @ms1 ]\ {Bo U B.} U Bo.

Bemerkung 4.2.

Bei der Formulierung der Gesamtheit der optimalen Strategien ist zu beachten, dass
D1 € {@ms1} U Emar gilt. Der Fall D,,y1 = {ams1} liefert noch keine Aussagen, ob
AV, (ami1) = 0 gilt oder nicht, so dass dies explizit berticksichtigt werden muss. Die

folgenden Besonderheiten sind zu beachten:

e Der Spezialfall a,,,1; € B, ist nur moglich, wenn AV,,(ams1) = 0, d.h. (i1 > @it

gilt.

e Fiir a,,,1 € By muss sogar a,,,;1 < (i1 gelten. Die Gleichheit a,,41 = (41 geniigt hier

nicht, da Bjj rechtsseitig offen sein muss.

e Isolierte Punkte von &,,,; konnen nicht zu B, gehdren, da andernfalls die rechtssei-

tige Offenheit von B} verletzt wére.

Folgerung 4.3.
PY sei stetig. Zu einer optimalen endlichen Bandstrategie mit zusammenfallenden Band-
grenzen existiert immer eine optimale Bandstrategie mit paarweise verschiedenen Band-

grenzen.

Bemerkung 4.4.
Fiir eine numerische Berechnung der Wertfunktion und einer optimalen Strategie ist die

Wahl des Supremums b,,,1 = sup &,,,1 die stabile Variante. So erhélt man ein effizientes
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Verfahren. Lésst man eine andere Wahl zu, so miisste man jeweils die Moglichkeit eines
direkt anschliefsenden Bandes beriicksichtigen. Dies fiihrt zu unnotigen Schleifen. Insbe-
sondere ware hier eine Divergenz des Verfahrens moglich, wenn &,,,1 Intervalle beinhaltet.
Dies rechtfertigt nun auch die zu Beginn dieses Abschnitts sowie im obigen Satz getroffene
Einschriankung F (’bmﬂr)(a:) > 1 fiir > 0. Durch die jeweilige Wahl des Supremums ist dies

namlich gerade der Fall.

Die Wahl des Infimums fiir a,,.1 spielt eine untergeordnete Rolle, da man geméfs (4.26)
unabhéngig von der Wahl der unteren Bandgrenze innerhalb von D,,,; immer b,,,; als
Supremum der potentiellen oberen Bandgrenzen erhélt. Sofern zur Umsetzung des Algo-
rithmus ein numerisches Verfahren verwendet wird, welches beginnend ab b,, die néchste
untere Bandgrenze etwa auf einem Gitter sucht, so ist es auch hier effizient, das Infimum

zu wihlen, da sich die Auswertung fiir grofere Abzweigepunkte somit ertibrigt.

Demnach stellt die durch Algorithmus 3.7 formulierte Vorgehensweise von Schmidli
(2008, S.92) ein effizientes Verfahren zur Konstruktion der Wertfunktion dar, welches

konvergiert, sofern eine endliche Bandstrategie optimal ist.

Im Nachgang kann nun auch beantwortet werden, dass die im Algorithmus erhaltenen
bo,aq,... immer auch als optimale Bandgrenzen dienen. Dies entspricht der Wahl von
7% in Satz 4.1 fiir jede Schleife im Algorithmus. Die in Satz 3.4 definierte optimale
Strategie von Schmidli (2008) entspricht hingegen der Strategie 7* aus 2., wenn in jeder
Schleife stets B, = {ams1: AVip(ame1) = 0} U Ep maximal gewdhlt wird. In diesem Fall
konnen also zusammenfallende Grenzen der Form a,,, = b,,.1 auftreten. Auflerdem konnen
ganze Intervalle zu B, gehoren. Die resultierende Strategie ist in diesem Fall im Sinne von
Definition 2.6 keine endliche Bandstrategie. In diesen Féllen konvergiert der Algorithmus
3.7 offensichtlich trotzdem. Eine Divergenz wiirde dann vorliegen, wenn etwa die Folge

(@,,) einen Haufungspunkt in [O, %] hat.

Abschliefsend lésst sich formulieren, wie sich die Menge der optimalen oberen Band-

grenzen grundsétzlich einschranken lasst.

Satz 4.5.

PY sei stetig. Ist 7 eine optimale Strategie mit By, B; und By, so gilt
Ac AL
B c{0}ul{0<z<————PY(x)-"EHY :
T R e L R

Ist PY zusdtzlich stetig differenzierbar und erfillt die Voraussetzungen von Satz 2.9, so
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gilt

PY(x) - %Hy(x) und %p(az) <A+ - /\PY(x)}.

. ‘ Ac
BCC{O}U{wZO.mS(;()\H;)

Beweis. Fur die erste Aussage kombiniert man Satz 4.1 mit (4.11),(4.15) und (4.21).

Die Menge {0 <r=2PY(z) - %Hy(x)} muss miteinbezogen werden, um sdmtliche

5(A+9)
Konstellationen aus Satz 4.1, 2. zu beriicksichtigen. Die zweite Aussage folgt analog in
Kombination mit (4.23) und (4.24). O
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Kapitel 5

Explizites Losungsverfahren fur

phasentyp verteilte Schadenhohen

In den letzten beiden Kapiteln wurde ausfiihrlich untersucht, wie sich der Wert einer be-
liebigen endlichen Bandstrategie darstellen ldsst und wie sich die Wertfunktion innerhalb
derer unterscheidet. Eine konkrete Darstellung erfordert die Bestimmung der Gerber-Shiu-
Funktionen fiir verschiedene Straffunkionen bzw. die Losung der I DG fiir verschiedene
Anfangswerte.

Eine explizite Losung des Optimierungsproblems liegt bislang einzig fiir die Expo-
nentialverteilung vor. Hierzu wird aus der IDG auf der No-Action-Area fiir die Wert-
funktion eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung hergeleitet und geldst.
Dieses Beispiel wird bereits bei Gerber (1969, S. 223f) behandelt. Grundlegend fiir die
dortige Vorgehensweise ist die folgende Differentialgleichung erster Ordnung der Dichte
p(y) = Bexp(=Py), y >0

Bp=-p'. (5.1)

Im Folgenden wird sich zeigen, inwieweit sich das Verfahren strukturell auf die gesamte
Klasse der absolut stetigen Phasentypverteilungen verallgemeinern ldsst. So kann man die
optimale Strategie zwar nicht explizit angeben, jedoch gelingt eine explizite Darstellung

fiir den Wert einer endlichen Bandstrategie.

Hierzu wird zunéchst basierend auf Hipp (2006) eine Differentialgleichung fiir die Dich-
te der Phasentypverteilung hergeleitet. Darauf aufbauend wird fiir den Wert der Strategie
separat auf der Action-Area bzw. auf der No-Action-Area jeweils ein System von Differen-
tialgleichungen erster Ordnung konstruiert. Beide Systeme lassen sich jeweils anhand von
Matrixexponentialen l6sen. Somit kann der Wert einer endlichen Bandstrategie stiickwei-

se in geschlossener Form dargestellt werden. Die optimalen Bandgrenzen konnen hiermit
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innerhalb des vorgestellten Algorithmus 3.7 unter zuséatzlicher Beriicksichtung der Ein-

grenzungen aus Kapitel 4 bestimmt werden.

Abschliefend werden ausgewéhlte numerische Beispiele prasentiert. Die theoretischen
Ergebnisse zur Lage der optimalen Bander in Kapitel 4 lassen sich hiermit veranschauli-
chen. Des Weiteren erhélt man einen Eindruck, wie sich die Anzahl der optimalen Bander
ex ante zumindest erahnen ldsst. Hierzu gibt es bislang kaum Resultate. Loeffen (2008,
Theorem 3) konnte beweisen, dass bei einer absolut monotonen Dichte der Schadenho-
henverteilung stets eine Barrierenstrategie optimal ist. In Erweiterung zeigen Kyprianou
et al. (2010, Theorem 1.2), dass eine log-konvexe Dichte hinreichend fiir die Optimali-
tat einer Barrierenstrategie ist. Dariiberhinaus sind keine charakterisierenden Ergebnisse

bekannt.!

Anhand der gewonnenen Erkenntnisse gelingt hier erstmalig die Konstruktion einer
absolut stetigen Schadenhoéhenverteilung, so dass man eine optimale Dreibandstrategie
erhélt. Durch Variation einzelner Modellparameter erhélt man fiir die gleiche Verteilung
wiederum optimale Barrieren-, Einband- oder Zweibandstrategien. Insgesamt lassen sich
dabei stetige Ubergiéinge der Strategien beobachten. So gehen die Binder zunichst aus ei-
nem Punkt hervor und dehnen sich schliefslich immer weiter bis zum néchsten Band aus,
um mit diesem zusammen ein groferes Band zu bilden. Andersherum betrachtet ziehen
sich die Béander bis zu einem Punkt zusammen, um dann zu verschwinden. Das beobach-
tete Verhalten der Bénder lésst Riickschliisse zu, inwieweit sich die optimale Anzahl der
Bander anhand des Verlaufs des Integro-Diffferentials AV ™" abschitzen lasst.

5.1 Eigenschaften von Phasentypverteilungen

Neuts (1975) fithrte die Klasse der Phasentypverteilungen ein. Eine Zufallsvariable ¥ und
deren Verteilung werden als (stetig) phasentyp bezeichnet, wenn sich Y als Absorptionszeit
einer zeitstetigen absorbierenden Markov-Kette mit endlichem Zustandsraum darstellen

lasst. Diese ist wie folgt definiert.

Proposition und Definition 5.1 (Neuts 1981, Lemma 2.2.1).

Z = (Z)s0 sel eine regulére zeitstetige homogene Markov-Kette auf einem endlichen

! Avram et al. (2013) liefern in ihrem weiter gefassten Modellrahmen Optimalititsbedingungen fiir
Einband- und Zweibandstrategien. Im hiesigen Modellrahmen sind diese Aussagen jedoch gleichbedeutend
mit dem bekannten Kriterium AV, <0, welches nur der Uberpriifung dient.
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Zustandsraum S = {1,...,n,0} mit Intensitdtsmatrix
B -B1
(5.2)
0 0

fiir eine Matrix B € R™". Die Startverteilung sei durch « = («,a9)? gegeben. Dann sind

die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

1. Der Zustand 0 ist der einzige absorbierende Zustand und wird mit Wahrscheinlich-

keit 1 fiir jeden beliebigen Startzustand erreicht.
2. B ist regular.

In diesem Fall heifst Z absorbierende zeitstetige Markov-Kette mit nichttrivialer Startver-
teilung o und nichttrivialer Intensitatsmatrix B. Der Zustandsraum besteht somit aus der
Menge der transienten Zustdnde {1,...,n} und dem schlieflich absorbierenden Zustand
0.

Somit lésst sich die Phasentypverteilung formell einfiihren.

Definition 5.2 (Neuts 1975).

Z sei eine absorbierende zeitstetige Markov-Kette auf einem endlichen Zustandsraum
S ={1,...,n,0} mit nichttrivialen Parametern a und B. Die Zufallsvariable Y wird als
die Absorptionszeit der Markov-Kette definiert

YZIHf{tZOZtZO}

Die Verteilung PY von Y bezeichnet man als Phasentypverteilung mit der Schreibweise
Y ~ PH(«, B). n wird als Ordnung der Darstellung bezeichnet (O’Cinneide (1990)). Die

Klasse aller Phasentypverteilungen wird im Folgenden mit PH bezeichnet.

Im Allgemeinen ist die Verteilung singuldr im Nullpunkt, genauer gilt PY {0} = .
Fiir Schadenhhenverteilungen muss (0, 00) der Triager der Verteilung sein. Somit wird
im Folgenden stets ag = 0 gefordert. Die Verteilungsfunktion P¥ und die Dichte p lassen
sich fir Y ~ PH(«, B) explizit anhand der Parameter darstellen. Fiir y > 0 gelten (Neuts
(1975))

1-PY(y)

alexp(yB) 1 (5.3)
-a B exp(yB) 1. (5.4)

und  p(y)
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PY ist demnach absolut stetig auf (0, c0). Mit der Einschrankung ag = 0 erhélt man somit

die Klasse der absolut stetigen Phasentypverteilungen.

Offenbar gehort auch die Exponentialverteilung zur Klasse der absolut stetigen Pha-
sentypverteilungen. Eine mogliche Parameterwahl zu Y ~ Exp(3) ~ PH(«, B) ist etwa
durch a = (1) und B = (-f3) gegeben. Die hoheren Ableitungen der Dichte von p sind
gemafs (5.4) fiir r=1,2,... gegeben durch

P (y) = -a" B exp(yB) 1. (5.5)

Aufbauend auf der Vorgehensweise von Hipp (2006) wird im Folgenden gezeigt, dass die
Dichte einer absolut stetigen Phasentypverteilung grundsétzlich eine homogene lineare

Differentialgleichung erfiillt.

Lemma 5.3.
Ist Y ~ PH(«, B) absolut stetig phasentyp verteilt mit Ordnung der Darstellung n, so
erfillt die Dichte die folgende homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung

n—-1
p(n) = Z krp(r), (5.6)
r=0
mit den Koeffizienten
k.= (-1)"" Z H n;,  fir r=0,...,n-1,

(il,...,’infT)EKomﬁ,T j€{i1,...,in77}

wobein; fir j =1,...,n die Figenwerte von B unter Beriicksichtigung aller Vielfachheiten

seien.?

Beweis. Die Vorgehensweise basiert auf Hipp (2006). Zundchst wird gezeigt, dass sich die
rationale Laplace-Transformierte p(s) = ¢1(s) (¢2(s))™" als Quotient zweier Polynome ¢

und ¢ darstellen lasst mit

—_

r—

& Y fO)s 7,

M=

a1(s)

r=1 =0
n
@(s) = Y ¢s"
r=0
2Fiir 0 < j < n bezeichnet K om[ die Menge aller Kombinationen in {0,...,n} mit j Elementen.

70



und den Koeffizienten

¢ = (1) Z [T fir r=0,...,n.

(i1yeensin-r)eKom®_.  je{it,oyin_r}

Die Eigenwerte von B sind durch spec{B} = {n;,;i=1,...,n} gegeben, wobei alle Viel-
fachheiten berticksichtigt seien. Weiter sei Jg = D + N die Jordannormalform von B mit
der Diagonalmatrix D = diag {n;} und der nilpotenten Matrix N = (Ny;), ;;
tragen N;; = 1{j =i+ 1An; =n;11}. S sei die zugehorige Basiswechselmatrix, d.h. es gilt
B=S(D+N)S-1.

Zunichst werden die Laplace-Transformierten der héheren Ableitungen von p benotigt.
Es gilt

[ ey = - [l exp((B - s1y)Bdy
0

0
= —[a"(B=-sI)"exp((B-sl)y)B"'1]
= o (B-sI)'B™'1. (5.7)
Fiur r =0 liefert dies
p(s) = Elexp(-sY)] = f exp(—sy)p(y)dy = o' (B - sI)"'B1.

0

Mit der Cramérschen Regel erhdlt man weiter

a’adj(B - sI)B1
det(B-sI)

a(B-sI)'B1

wobei adj(A) die Adjunkte der Matrix A bezeichnet. Es seien ¢;(s) = aadj(B - sl)B1
und go(s) = det(B - sI). Dann gilt

w(s) = det(D-sI+N)=][0n-5) =S C1rs % I =

i=1 r=0 (i1, rin_r)eKom®_,  jeli1,.in_r}
n

ZCTST.

r=0

Induktiv erhélt man folgende Darstellung fiir (5.7)

x r—1
[ eI @)y == 3 p0(0)5 1+ 57s). (5:8)
0 =0
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Der Induktionsanfang fiir » = 1 ist wie folgt gegeben

[ e @y = 1@ - [ (=) p(y)dy = -p(0) + ().

Den Induktionsschritt » <= r + 1 erhdlt man unter Verwendung von (5.8) als Induktions-

voraussetzung (IV)

fe—syp(r+1)(y)dy - [e—syp(r)(y)];o_f(_s)e—syp(r)(y)dy
0 0
r—1
Y00+ (- SO0 )
=0
r+l1-1
- _ Z p(l)(0)8r+17171+8”1]’9\(8).
1=0

Das Polynom ¢, lédsst sich nun wie folgt darstellen
n(s) = P(s)a(s) =), ers'B(s)
r=0

n x r—1
(5:8) —sy (T r—1-
=’ cp(s) + ZCT (/e yp() (3)dy + Zp(l)(())s ! l)
r=1 1=0

0

n = n r—1
= Cr [ e p" (y)dy + > ¢ > pB(0)s™ (5.9)

r=0 0 r=1 =0

Mit (5.7) erhélt man weiter

f e™Yp") (y)dy = o (B - sI)"' B™'1 — 0 (s > o0).
0

n r-1
In (5.9) liefert dies fiir das Polynom ¢3(s) = ¥ ¢, ¥ p®(0)s" 1~
r=1 =0

gi_)fg(%(s) - qs(s)) = 0.
Somit gilt bereits ¢; = g3. Folglich gilt fiir alle s > 0

n

r=0

cr f e~ *¥p") (y)dy = 0.
0
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Dies liefert Z c,p™ (y) = 0. Mit der Normierung beziiglich der n-ten Ableitung liefert dies

gerade die Koefﬁz1enten k, aus Lemma 5.3

n—1
P () =Y kp(y).
r=0
Es gilt also

kT:__:(_l)n—rH Z H M}, 7‘:0,...,71—1.

(i1 emsin—r)eKom?_.  je{it,oyinr}

Da die Absorptionszeiten von verschiedenen Markov-Ketten in Verteilung iibereinstim-
men koénnen, sind die Darstellung und folglich auch die Ordnung der Darstellung einer
Phasentypverteilung nicht eindeutig (siehe zum Beispiel O’Cinneide (1989)). Die obige
Differentialgleichung ist fiir jede Darstellung und daher auch fiir jede mogliche Ordnung
giiltig.

Beispiel 5.4.

Fiir ein n € N sei a der n-dimensionale Vektor mit identischen Eintrigen % und B die
Diagonalmatriz mit identischen Diagonaleintrigen —(. Es gilt also a = (%)j:l ,,,,,
B = diag(-p,...,-08). Somit ist =3 ein n-facher Eigenwert von B. Bei der Verteilung
PH (o, B) handelt es sich schlicht um die Mischung der gleichen Exponentialverteiluny
Dies ist nichts anderes als die Exponentialverteilung selbst Y ~ Exp(B) ~ Z LEzp(B).
Die Koeffizienten, basierend auf der Darstellung mit o und B, sind in dzesem Fall gegeben

durch

5
3
Il

(-t > [T 8

(’il ..... in,r)eKomQ,T je{il ..... infr}

O D D

(215eeeyin—r)eKoml_.

[,

Die Differentialgleichung (5.6) lautet entsprechend

-5 )
=3, e
Offenbar wird diese Differentialgleichung von p(y) = Bexp(By) ebenso erfillt wie (5.1).
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n-1
Dies sieht man leicht unter Verwendung von Y, (n’fr)(—l)T =(-1)"! ein.
r=0

5.2 Systeme von Differentialgleichungen fiir V'™

Es sei Y ~ PH(«, B) phasentyp verteilt mit Ordnung der Darstellung n. Unter Verwen-
dung der Differentialgleichung (5.6) fiir p konnen im Folgenden Systeme von Differenti-
algleichungen fiir den Wert V7 einer Bandstrategie m aufgestellt werden. Im Anschluss
konnen diese gelost werden, so dass V'™ stiickweise explizit angegeben werden kann. Die
Vorgehensweise kann nicht nur fiir die Bestimmung des Werts einer fest vorgegebenen
Strategie verwendet werden, sondern auch zur Umsetzung von Algorithmus 3.7, um eine
optimale Strategie und die Wertfunktion zu bestimmen. In Einklang mit Folgerung 4.3
werden nur Bandstrategien m mit paarweise verschiedenen Bandgrenzen betrachtet. Es
gilt also by < a; <by---<a; <bj.... Die Bandgrenzen kénnen dabei entweder fest vorgege-
ben sein oder alternativ mit Algorithmus 3.7 optimal bestimmt werden. Fiir m = 0,1, ...
bezeichne dazu V,, den Wert der Strategie mit den Bandgrenzen by, aq,b1,...,an,b,. Im
Algorithmus wéren dies somit die jeweiligen Losungskandidaten, sofern die Bandgrenzen
wie dort beschrieben optimal gewéhlt werden. Fiir a > b, sei f¢,, wiederum die stetige

Fortsetzung von V,, ab a, so dass Af%,,(x) =0 fiir alle z > a gilt.

Da alle Berechnungen dieses Abschnitts gleichermafien fiir V™, somit natiirlich auch fiir
alle V,,,, aber auch fiir W und alle f¢, gelten, wird im Folgenden kurz die Bezeichnung f
stellvertretend fiir alle Moglichkeiten verwendet. f ist also abschnittsweise entweder linear
oder erfiillt die I DG. Etwaige Spriinge in den Ubergingen sind nicht ausgeschlossen und
werden im nédchsten Abschnitt genauer untersucht. Fiir die jeweilige Faltung mit p wird

die Bezeichnung

g(x) = fox f)p(x—y)dy, fiir >0

stellvertretend fiir g™, g, gw bzw. g2, fir die Faltung von V™, V,,,, W) bzw. f2 | mit p

verwendet.

Lemma 5.5.
Die links- und rechtsseitigen Ableitungen von f und g erfillen die folgende Differential-
gleichung

(@) = Sy fO()+ S ks 9 (), (5.10)
7=0 7=0
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wobei k; die Koeffizienten der Differentialgleichung (5.6) fir p sind und die k; gegeben

sind durch

n—1
ki = pUTD0) - Y Ky pUT(0), firj=1,...,n-2

l=j+1
und  kn1 = p(0).
Beweis. Fiir r=1,...,n gilt zunéachst
r—1 pa
9@) = X U@ pO0)+ [ F) 9O - )y, (5.11)
i=0 5

Fiir die n-te Ableitung von g erhélt man unter der Verwendung von (5.6) und (5.11)
n-1 ) ) n-1
g (x) = Y fUI (@) pO0) + 3 ke 9T (2)
1=0 r=0

B 21 ki (i FUrO (@) pt (0))

=0

. nf(p(”‘l‘j)(O) - ni ki p(l‘l‘j)(o))f(j)(%‘)

3=0 I=j+1

n-1
+ p(0) f D (z) + 2;) ke g7 ()

und somit die Behauptung. O]

Die Differentialgleichung (5.10) in f und g folgt also rein aus der Erwartungswertbil-
dung und der Differentialgleichung (5.6) der Dichte. Die besondere Dynamik von f ist
hierzu noch nicht beriicksichtigt. Im Folgenden wird diese ausgenutzt, um Systeme von
Differentialgleichungen zu generieren. Hierzu wird die folgende (n + 1)-wertige Funktion

definiert

f(x)
9(x)
y(zx) = 5”((2)) , firx>0.

\ 9D (x)

y wird also stellvertretend fiir die Funktionen y™,y,,,yw und y% ., mit den jeweiligen

Komponenten in V7, V,,,IW®) bzw. f2  und den hoheren Ableitungen von g7, g, gw
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bzw. g¢ ., verwendet.

Es wird nun zwischen den Bereichen unterschieden, auf denen f linear ist, beziehungs-
weise die Dynamik der I DG erfiillt. Fiir V7™ wird also zwischen der Action-Area und der

No-Action-Area unterschieden.

Lemma 5.6.
y erfullt auf dem Inneren von {Af(x) =0} eine homogene lineare Differentialgleichung

erster Ordnung der Form
y'(z) = Ay(z). (5.12)

fiir eine Matriz A € R(w+D)x(n+1)

Beweis. Induktiv erhélt man zunéchst auf {Af(z)=0}" firi=1,...,n-1

(A+5

f0) ) 00 (@) - 2 0)

(Mé) <I>—5§(M5)(l 7 g0 (5.13)

r=0 c

Kombiniert mit der Differentialgleichung (5.10) liefert dies

9" (x) = nf/—@] (()\HS) f(x )—AS(AJF(S)(j_I_T)g(T)(x))

=0 r=0 \ €
n—l
k; g9 (x)
]=0
n-1 A+ J n-1 ‘
- @ T (2] 4 Tk )
j=0 ¢ j=0
n-2 n—-1 (j-1-7)
AY Yy (Mé) 9" (x)
€ r20 j=r+1 c
n—1

J
) + ko g9 (2)

J
n—2 A\ nol A+0 (j-1-r)
ST () ),
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Demnach folgt die Behauptung mit folgender Zuweisung fiir A

A+0 A
- 2 0 0
0 0 1
A= ) ,
: . . 0
0 0 1
Qp+1,1 Ape12 0 0 Apiln Apaln+l

wobei die Elemente der letzten Zeile gegeben sind durch

I
Nl
—
I
—
>
+
(o9
SN—
<.

Qp+1,1
=0 ¢
Al A+s\UT
An+lr+2 = ky —— Z /{]( ) ) fir r=0,...,n-2,
c J=r+1 c
Aptin+l = kn—l-

Die linearen Bereiche von f sind natiirlich trivial, solange man die Werte in den Uber-
gangen gegeben hat. Fiir die entsprechenden Randbedingungen der Differentialgleichung
(5.12) fiir y werden daher die héheren Ableitungen von ¢ in den Ubergéingen benétigt. Da-
mit dies einfach umzusetzen ist, wird fiir y auch auf {f’(z) = 1} eine Differentialgleichung

aufgestellt.

Lemma 5.7.
y erfullt auf dem Inneren von {f'(x) =1} eine inhomogene lineare Differentialgleichung
erster Ordnung der Form

y'(z) = A y(x) +d, (5.14)

fiir eine Matriz A e RO+Dx(0+1) ynd einen Vektor d e R(+1).

Beweis. Auf {f’(x) =1}° gilt zunéchst
fO®x) = 0, firli=2,...,n-1.

Kombiniert mit der Differentialgleichung (5.10), liefert dies die einfache Darstellung

g™(x) = ko f(2)+k +nz_:lk‘j g (x), firze{f(z)=1}".
7=0
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Somit folgt die Behauptung mit folgender Zuweisung fiir A und d

0 )
0 1 : 0
A= : und d=
. 0
0 0 1 0
Ko kO kn—Q kn—l K1

Bemerkung 5.8.

Samtliche Berechnungen mit der singuliren Matrix A gestalten sich sehr einfach. So ist
das Spektrum von A gerade gegeben durch spec{fl} = {0} u spec{B}. Dazu bestimmt
man das charakteristische Polynom det(A —9I) von A. Sukzessives Entwickeln nach der

ersten Spalte liefert induktiv

0 -9 1 :
~ : n-1 )
det(A - 91) = o= er 19(2 9k —0").
: . . j=0
Ko kO kn—2 kn—l —9

Neben der Losung 9 = 0 von det(fl —97) = 0 erhélt man gerade die Eigenwerte von B. Sei
dazu v = ;. Es folgt

n—1 n—1
Z_;) Ik, —0" = (ZO n (=1)™! >, I1 m)—n?-

(’i1 ..... in,T)EKomﬁ,r jé{il ..... infr}

Sortiert man dies nach den Potenzen von n;, heben sich alle Terme auf und man erhélt
det(A-nI)=0firl=1,...,n.

V™ ergibt sich nun, indem man abwechselnd die Differentialgleichungen (5.12) und
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(5.14) 16st. Sind die Bandgrenzen durch by, ag, . .., an, by gegeben, so gilt

exp(Azx)y™(0), 0 < < by,
ySp(x7 bm) + exp(fl(a: - bm))(yﬂ(bwﬁ) - ysp(bma bm))a by <2 < Qs
y(z) =
exp(A(x - am+1))yﬂ(am+1+)7 st £ T < byt
Ysp(2, bar) + exp(A(z = bar) ) (Y (bar+) = Ysp(bar, bar)), z 2 by

Die speziellen Losungen vy, (-, byy,) fiir © > by, sind dabei gegeben durch

Ko ko [ k1 R1 Ko
(b T:( b, D0 +—(—+bm)——, o o,...,o).
s bm) = (7 ho " o \o Ro' o
Dies sieht man jeweils leicht durch Uberpriifen der Differentialgleichungen ein. Offenbar
werden zur vollstandigen Darstellung von V7™ der Anfangswert y™(0) und die rechtssei-
tigen Werte in den Bandgrenzen benétigt. Insbesondere in den héheren Komponenten
liegt hier im Allgemeinen keine Stetigkeit vor. Der néchste Abschnitt liefert eine explizite

Berechnung der etwaigen Sprungkomponenten.

5.3 Die Uberginge in den Bandgrenzen

Bestimmen des Anfangswerts

Der Wert einer Bandstrategie kann nun sukzessive bestimmt werden. Zunéchst wird yy,
durch Losen der Differentialgleichung (5.12) fiir « > 0 bestimmt. Der Anfangswert yy(0)
errechnet sich dabei wie folgt. Zunéchst gilt W (0) = 1 (sieche Lemma 2.8.). Da PY keine
Masse in der Null hat, folgt gy (0) = 0. Fiir die hoheren Ableitungen von gy, entfallt der
Integralterm in (5.11) ebenso, da auch alle héheren Ableitungen von p stetig sind (vgl.
(5.5)). Mit (5.13) erhélt man fir r=1,...,n-1

r—1

r role 0)
g0) = 3 pr D)W @ (0)
=0
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r—1

_ Zp(r_l_l)(O)((/\-i_a) W®(0) - Z\li(/\z(s)(l 1-7) (J)(O))

=0 7=0

Dies liefert eine Rekursion fiir die Komponenten von yu (0), wobei die ersten beiden

Komponenten gegeben sind durch W (0) =1 und gy (0) = 0.

Somit ist die Losung der leferentlalglelchung (5.12) fiir > 0 mit Anfangswert 3 (0)
gegeben durch

yw(z) = exp(Az)yw(0), x> 0.

Durch entsprechende Normierung erhélt man so yo(x) fiir « < by. Geméf (2.5) gilt Vo(z) =
W@ (z)

W) (bg) "
Somit erhélt man

Die Normierung iibertrégt sich gleichermafien auf gy und sdmtliche Ableitungen.

exp(Az)yw (0)

yo() = eflpA exp(Abg)yw (0) 7

Oﬁx<bo.

Sofern by optimal bestimmt werden soll, erhédlt man gemaft Algorithmus 3.7 die folgende

Zuweisung

by = max {b > 0:ef Aexp(Ab)yw (0) = mlne Aexp(A:z:)yW(O)}

Ubergang von der No-Action-Area in die Action-Area

Ab hier erfolgt die Berechnung rekursiv. Dazu sei m > 0 und v, sei bis b,, bestimmt.
In der oberen Bandgrenze b,, muss der Ubergang bestimmt werden, da hier nicht in
allen Komponenten die Stetigkeit gewéhrleistet ist. Hierzu wird y,,,(bm+) aus v, (by—)
bestimmt. Geméaf Lemma 2.13 ist V,, in b,, nicht nur stetig sondern auch differenzierbar
mit V! (by,) = 1. Die Stetigkeit von g, folgt somit unmittelbar. Auch die Stetigkeit der
ersten Ableitung von g, ist dadurch gewéhrleistet. Fiir die rechtsseitigen Ableitungen von
V., gilt hier

V) (bp+) =0, fiir r>2.

Fiir die hoheren Ableitungen von g,, gilt gemék (5.11) fir r=1,...,n

5 (V) () = V(b)) p90(0)

1=0

gf(r:)(bm+) _g(r)(bm_)

- —zvnsf-l-i><bm—>p<i>(o> zv% )P (0).
=0
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Somit sind auch g/, und g/’ in b,, stetig. Ab der dritten Ableitung bzw. der fiinften Kompo-
nente von y,,, konnen in Abhéngigkeit von der Dichte und der Wahl von b,, Unstetigkeiten

auftreten.

Die hoheren linksseitigen Ableitungen von V,, berechnen sich unter Verwendung von
(5.13) wie folgt aus y,,(by,,—). Fir r > 2 gilt

VO, - (Aza) V(o _)_%li(ma)” 9 09 (be).

j=0 ¢
Insgesamt gilt somit fir r=2,...,n
60 = o200 - 5 (20) OO 6)
At 1)\+6(”]) 1o :
;ZZ( ) 006 (o).

Somit ist die Losung vy, der Differentialgleichung (5.14) fir = >

b,, mit Anfangswert

Ym (bm+) gegeben durch

Ym() = Ysp(,bm) + exp(fl(:c = b)) (W(bar+) = Ysp (b, b)), fir x > by,

wobei die spezielle Losung s, (-, by,) fiir « > b, gegeben ist durch

k K K
. me:( _b,, -2 ( ! bm)——1 Ko, 0).
y P(‘/L‘7 ) X ] ko T+ k:o ]{;O ]{;O Y ]{;O Y 9 9

Fiir den Fall by = 0 muss die Rekursion zur Berechnung von yo(bo+) = y0(0+) gleichermafen

durchgefiihrt werden.

Ubergang von der Action-Area in die No-Action-Area

Es wird nun aufbauend auf y,, die Fortsetzung fiir ein weiteres Band (@11, bms1) oberhalb
von by, betrachtet. Dazu wird zunéchst der Anfangswert y® ,(a+) fiir beliebiges a > b,
bestimmt. y® ., ist in der ersten Komponente in a stetig, da ¢ ,(a) = Vi,(a) gilt. In
der zweiten Komponente, also fur g2 ,,, folgt die Stetigkeit in a daraus, dass PY keine
Punktmassen hat. Fiir die hoheren rechtsseitigen Ableitungen von ¢¢ ., in a wird analog
zur Bestimmung von yy(0) vorgegangen. Unter der Verwendung von (5.11) folgt fiir
r=1,...,n

ggm—l(r)(a’_'_) - ggrwl(r)(a_)
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T

( 7(711+1(l)(a+ 1?1+1(i)(a_))p(r717i)(0)

g

3 e
| I
—

_ ) ( a (Z)(a+) V(Z)(a))p(r 1-9)(0)

~
[y

r—1 ) )
= —p"2(0) + Y £ D (a+)pT19(0). (5.15)
=1

Dabei wurde zundchst verwendet, dass f¢,, bis a mit V,, libereinstimmt, wobei V,,, ab

by, linear ist. Somit ist auch die dritte Komponente von 32 ., stetig in a, da ¢%,,"(a+) =
It (@) = g}, (a) gilt.
Fiir r > 1 erhélt man unter Verwendung von (5.13) und (5.15)

r—1 ) )
G V(@) = gu @) =P D)+ T i) p(0)

1=1
gm" (a) - p2(0)

+rz_:1((>\z5) +1(a+)_%ﬂzl()\+5)(z 1-7) a+1(j)(a+)) p10(0).

i=1 j=0\ €

Dies liefert eine Rekursion fiir die Komponenten von y¢ (a+), wobei die ersten beiden
Komponenten gegeben sind durch f¢(a+) = f2(a=) = V,,(a) und g% (a+) = g% (a-) =
gm(a).

Somit ist die Losung y2 ,, der Differentialgleichung (5.12) fiir z > @ mit Anfangswert
y2 ., (a+) gegeben durch

Ym1(2) = exp(A(z - @) )yma1 (at), T 2a.

Zu einem konkreten Band (@41, bme1) ergibt sich der Anfangswert fiir y,,,1 wie folgt. Die

Rekursion erfolgt analog, allerdings beginnend mit

1- gﬁll(bmﬂ)

: W)+ 2., (a),
WO (byer — ) (0) + frii(a)

Vm+1 (am+1+) =

gemék (3.33). Die Komponenten der Differenz y,,+1 — y%,, erfiillen demnach die gleiche
Rekursion wie die Komponenten von yy (0), allerdings beginnend mit V1 (ame1+) —
V(1) = Wl_f’%“’(b’”“) W (0). Somit folgt

) ’(bm+1 —Am+1 )

1- am+1,(bm+1) y
W(6) (bm+1 - am+1)

Y1 (A +) = w(0) + Y1 (@mea ).
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Folglich ist die Losung y,,41 der Differentialgleichung (5.12) fiir « > a,,+1 mit Anfangswert

Y2 .1 (ame1+) gegeben durch

Ym+1 (.T) = eXP(A(fL’ - am+1))ym+1(am+1+)7 A1 £ T < bm+1‘

Soll das néchste Band innerhalb von Algorithmus 3.7 je optimal gewéhlt werden, so gilt

e = nin {a> by minef Aexp(A(s - ) g (o) = 1,
bpns1 = max {b > e 2 €] Aexp(A(bmi1 = ami1)) Yt (@mar+) = 1}'

In diesem Fall unterscheiden sich entsprechend y,41(@m+1+) und yori (am+1+) nicht. Die
ersten drei Komponenten von %,,,,1 sind demnach in a,.; stetig. Der Ubergang in b,,.1
ist ebenso glatter, da hier V.. (bp1+) = V., (bys1—) = 0 gilt. Folglich ist sogar g/, in
b1 stetig. Unstetigkeiten konnen daher in diesem Fall erst ab der fiinften Komponente
von Y1 (bms1) auftreten. Dies gilt bereits fiir den Ubergang in bg, sofern es sich um ein

inneres Minimum handelt, d.h nicht um das Randminimum b, = 0.

5.4 Beispiele und Implikationen

Fiir die folgenden Beispiele ist der in 3.1.2 vorgestellte Algorithmus 3.7 in MATLAB im-
plementiert. Die numerische Suche der optimalen Bandgrenzen ist anhand der Ergebnisse
aus Kapitel 4 vereinfacht. Zur Losung der I DG respektive der linearen Fortsetzung sind
die in Abschnitt 5.2 vorgestellten Matrixexponentiale verwendet. Die Ubergénge in den
Bandgrenzen sind geméfs den Ergebnissen aus Abschnitt 5.3 ermittelt. Der jeweils zu be-
trachtende Kapitelbereich [0, %] ist durch ein dquidistantes Gitter unterteilt. Um die
Verlasslichkeit der numerischen Umsetzung zu iiberpriifen, sind die Berechnungen fiir die
verschiedenen Schrittweiten 1071, 1072, 1073 und 10~* durchgefiihrt. Die Ergebnisse zeigen,
dass sich die ermittelten optimalen Bandgrenzen jeweils um die (j — 1)-te Kommastelle

bei der Verfeinerung von 107=1 auf 107 stabilisieren.

Als Schadenhohenverteilung werden im Einzelnen die folgenden Félle betrachtet.

1. Eine geometrische Summenverteilung zu einer Faltung zweier Exponentialverteilun-
gen
PY = SV (geo(7), Exp(5) * Bxp(f2))
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mit Darstellung

a:(1)7 B:(—ﬁl wﬁl)'
0 0 -p

. Eine Erlangverteilung PY = Erl(3,2) mit Darstellung

1 _
a= , B = f b .
0 0 -B
. Eine Mischung von zwei Erlangverteilungen je mit Skalenparameter 2

PY =yErl(31,2) + (1 -v)Erl(B,,2)

mit Darstellung

0l -1 B 0 0
0 0o - 0 0
. ’ B B
1-7v 0 0 =B B
0 0 0 0 -5

. Eine Mischung von drei Erlangverteilungen mit Skalenparameter 2, 3 bzw. 4

PY = ’YlETl(ﬁl,Q) +’}/2ET'Z(B273) + (]. -7 —’}/Q)ETZ(Bg,Zl)
mit Darstellung

4!

. 61 B O 0O 0O 0O 0 0 0
O - 0 0 0 0 0 0 0
702 0 0 B B 0O 0 0 0 0
. 0 0 0 =B B 0O 0 0 0
o= , B=|l 0o 0o 0 0 =8 0 0 0 0
I-v1-7
. 0O 0 0 0 0 B3 Bz 0 0
. O 0 0 0 0 0 —B;5 B3 0
. O 0 0 0 0 0 0 -8 B
. O 0 0 0 0 0 0 0 =B

Anstelle einer absoluten Festlegung der Pramienrate ¢ wird im Folgenden der Sicherheits-
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zuschlag p geméf dem Nettopramienprinzip verwendet. Es gilt also ﬁp = A—f mit = E[Y].
Die iibrigen Modellparameter werden absolut festgelegt. Fiir den Diskontfaktor ¢ und die
Schadenintensitdt A spielt jedoch nur das Verhéltnis v = ﬁ eine Rolle. Dies wird in

Kapitel 6 erneut aufgegriffen und in Anhang A genauer erlautert.

Die Abbildungen 5.1, 5.2, 5.3 und 5.4 illustrieren anhand ausgewahlter Parameter die
sukzessive Bestimmung der optimalen Bandstrategie geméfs Algorithmus 3.7. So wird

zunéchst by als der Minimierer der Ableitung f; der Skalenfunktion bestimmt.

In den Beispielen wird p variiert, wobei alle anderen Parameter und die Schadenho-
henverteilung je beibehalten werden. Man erkennt in allen Beispielen, dass das globale
Minimum innerhalb der lokalen Minima wechseln kann und sich die Anzahl der Bander

in Konsequenz andert.

Sofern das Integro-Differential AV™ fiir die Barrierenstrategie nichtpositiv bleibt, ist die
Barriere bereits optimal. Andernfalls wird jeweils sukzessive das néchste Band bestimmt

und wiederum das zugehorige Integro-Differential auf Nichtpositivitat tiberpriift.

Die Grafiken illustrieren zudem die Ergebnisse aus Kapitel 4 zur Lokalisierung der
Bénder. So erkennt man zum einen, dass die oberen Bandgrenzen b, geméf (4.11) jeweils
im Bereich ©,, = {x >0: AV,,_1(x) > 0} liegen. Zum anderen erkennt man die Antitonie
der Mengen ©,, geméifs (4.20). Anhand von AV7 fiir die Alles-muss-raus-Strategie, bzw.
anhand von Oy, lédsst sich somit schon ein recht préziser Eindruck iiber die optimale

Strategie gewinnen.

In den betrachteten Beispielen ist jeweils zu beobachten, dass die positiven Maxima
des Integro-Differentials AV™ durch die hinzukommenden Bénder eliminiert werden. Folg-
lich kénnte man daraus schlieffen, dass die Anzahl der positiven Maxima des Integro-
Differentials zur Alles-muss-raus-Strategie eine Obergrenze fiir die Anzahl der Bénder
darstellen kénnte. Ein analytischer Beweis ist jedoch bislang nicht gelungen. Ebenso sind

schwéchere Forderungen in Form der Kriimmung des Integro-Differentials denkbar.

Die Abbildungen 5.5, 5.6, 5.7 und 5.8 zeigen fiir die verschiedenen Schadenhéhenvertei-
lungen und Modellparameter die optimalen Bandgrenzen, welche anhand von Algorithmus
3.7 berechnet wurden, in Abhingigkeit von p. Die Ubergéinge der Bandstrategien verdeut-
lichen die Ergebnisse aus Abschnitt 4.5, inbesondere zur Thematik zusammenfallender
Bandgrenzen.

Fiir die geometrische Summenverteilung, die Erlangverteilung sowie die Mischung der
Erlangverteilung mit Skalenparameter 2 zeigt sich fiir die ausgewahlten Parameter, dass
es entweder ein oder zwei lokale Minima der Ableitung der Skalenfunktion gibt. Fiir klei-

nes p wird das globale Minimum im kleineren Minimierer angenommen. So ist zunéchst
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fiir kleine Werte von p eine Barrierenstrategie in diesem kleineren Minimierer optimal.
Fiir grofer werdendes p findet ein Ubergang zu einer Zweibandstrategie statt. Das Band
entsteht dabei aus einem Punkt. Technisch gesehen beriihrt in diesem Punkt das Integro-
Differential gerade die Null. Die Bandgrenzen a; und b; entfernen sich im Verlauf weiter
voneinander, so dass sich das Band immer weiter ausdehnt. Fiir die ersten drei Schadenho-
henverteilungen kommt kein weiteres Band hinzu. Die untere Bandgrenze a; konvergiert
gegen by. Die obere Bandgrenze b; konvergiert gegen den Minimierer des zweiten lokalen
Minimums. In diesem Ubergang von der Zweibandstrategie zuriick zu einer Barrierenstra-
tegie stimmen die beiden lokalen Minima miteinander iiberein. Die Zweibandstrategie mit
zusammenfallenden Bandgrenzen by = ag < b; hat hier den gleichen Wert wie die Barrie-
renstrategie in by. Fiir grofere Werte von p entspricht das globale Minimum dem zweiten

lokalen Minimum und die Barrierenstrategie ist optimal.

Fiir die betrachtete Mischung von Erlangverteilungen verschiedener Skalenparameter
erhélt man teilweise sogar drei lokale Minima der Ableitung der Skalenfunktion und der
eben beschriebene Effekt ist zweifach zu beobachten. So erhélt man fiir kleines p die Op-
timalitat einer Barrierenstrategie, wobei das globale Minimum mit dem ersten lokalen
Minimum zusammenféallt. Anschliefend dehnt sich ein Band zum zweiten lokalen Mini-
mum aus. Parallel hierzu taucht jedoch ein weiteres Band auf, welches sich im weiteren
Verlauf bis zum dritten lokalen Minimum ausdehnt. So erhélt man indessen erstmalig die
Optimalitat einer Dreibandstrategie fiir eine absolut stetige Schadenhchenverteilung im
hiesigen Modellrahmen. Fiir groferes p verschwindet zunéchst das untere und anschlie-

flend das obere Band, bis schliefilich eine Barrierenstrategie optimal ist.
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(i) AV™ fiir die Alles-muss-raus-Strategie (ii) Ableitung f} der Skalenfunktion

0.1 T T T T T T T T T 0.1

0

-0.1;

-0.2;

-0.3

-0.4

-0.5

-0.6;

-0.7;

-0.

(iv) AVT fiir die Zweibandstrategie

(v) Ableitung V' der Wertfunktion

Abbildung 5.1: fJ, AV™ und V" fiir eine geometrische Summenverteilung

Die Grafik zeigt die numerische Auswertung von f), AV™ fiir die sukzessiven Strategien 7 im Algo-
rithmus 3.7 sowie V’. Die Schadenhthenverteilung ist gegeben durch PY = SV (geo(), Exp(B;) *
Exp(B2)) mit f1 =1, B =2, v = % Die Modellparameter sind gegeben durch A =1, § = 10% und
p € {30%,38%,50%}. Fiir p = 30% ist die Alles-muss-raus-Strategie optimal. Fiir p = 38% erhalt
man die entartete Zweibandstrategie mit by = 0, a1 = 0.48 und by = 2.06. Fiir p = 50% erhélt man
eine Barrierenstrategie mit by = 3.05.
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(i) AV™ fiir die Alles-muss-raus-Strategie (i) Ableitung f} der Skalenfunktion
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(iv) AV™ fiir die Zweibandstrategie

(v) Ableitung V' der Wertfunktion

Abbildung 5.2: fJ, AV™ und V" fiir eine Erlangverteilung

Die Grafik zeigt die numerische Auswertung von fj, AV™ fiir die sukzessiven Strategien 7 im
Algorithmus 3.7 sowie V’. Die Schadenhohenverteilung ist gegeben durch PY = Erl($,2) mit
B = 1. Die Modellparameter sind gegeben durch A = 10, § = 10% und p € {1%,7%,10%}.
Fiir p = 1% ist die Alles-muss-raus-Strategie optimal. Fiir p = 7% erhélt man die entartete
Zweibandstrategie mit by = 0, a; = 1.8 und b; = 10.22. Hierbei handelt es sich gerade um das
Beispiel von Azcue und Muler (2005). Fir p = 10% erhélt man eine Barrierenstrategie mit

bo = 14.55.
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(i) AV™ fiir die Alles-muss-raus-Strategie

0.02

-0.02

-0.04

(iv) AVT fiir die Zweibandstrategie

(v) Ableitung V' der Wertfunktion

Abbildung 5.3: fj, AV™ und V" fiir eine Mischung von zwei Erlangverteilungen gleichen
Skalenparameters

Die Grafik zeigt die numerische Auswertung von fj, AV™ fiir die sukzessiven Strategien 7 im
Algorithmus 3.7 sowie V'. Die Schadenhohenverteilung ist gegeben durch PY = vEri(j3,2) +
(1 =~)Eri(B2,2) mit B = ;1, By = % und v = %. Die Modellparameter sind gegeben durch
A=1, 0 =1% und p € {1%,7%,10%}. Fiir p = 1% ist eine Barrierenstrategie mit by = 0.17
optimal. Fiir p = 7% erhalt man eine Zweibandstrategie mit by = 0.18, a1 = 0.70 und by = 4.66.
Fiir p = 10% erhélt man eine Barrierenstrategie mit by = 6.77.
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(v) AV™ fiir die Dreibandstrategie (vi) Ableitung V' der Wertfunktion

Abbildung 5.4: fJ, AV™ und V" fiir eine Mischung von drei Erlangverteilungen verschie-
dener Skalenparameter

Die Grafik zeigt die numerische Auswertung von fj, AV™ fiir die sukzessiven Strategien 7 im
Algorithmus 3.7 sowie V'. Die Schadenhhenverteilung ist gegeben durch PY = 4 Erl(51,2) +
Yo Erl(f2,3) + (1 =1 —v2)Eri(B3,4) mit f; = 10, B2 = 1, B3 = 0.2, 1 = 0.025 und ~2 = 0.225.
Die Modellparameter sind gegeben durch A =1, ¢ = 10% und p € {38%,40%, 40.5%, 42%,47%}.
Fiir p = 38% ist eine Barrierenstrategie mit by = 0.26 optimal. Fiir p = 40% erhélt man eine
Zweibandstrategie mit by = 0.26, a1 = 1.45 und b; = 3.51. Fiir p = 40.5% erhdlt man eine
Dreibandstrategie mit by = 0.26, a; = 0.79, by = 3.52, as = 26.60 und by = 34.74. Fiir p = 42%
erhélt man eine Zweibandstrategie mit by = 3.57, a1 = 19.03 und by = 35.94. Fiir p = 47% ist eine
Barrierenstrategie mit by = 40.60 optimal.
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Abbildung 5.5: Optimale Bandgrenzen zu einer geometrischen Summenverteilung

Die Grafik zeigt die optimalen Bandgrenzen in Abhéngigkeit von p. Die Schadenhdhenvertei-
lung ist gegeben durch PY = SV (geo(7), Exp(B1) * Exp(Bs)) mit By =1, Bo =2, v = % Die
Modellparameter sind gegeben durch A =1 und § = 10%.
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Abbildung 5.6: Optimale Bandgrenzen zu einer Erlangverteilung

Die Grafik zeigt die optimalen Bandgrenzen in Abhéngigkeit von p. Die SchadenhShenverteilung
ist gegeben durch PY = Erl(53,2) mit g = 1. Die Modellparameter sind gegeben durch A = 10
und § = 10%.
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Abbildung 5.7: Optimale Bandgrenzen zu einer Mischung von zwei Erlangverteilungen
gleichen Skalenparameters

Die Grafik zeigt die optimalen Bandgrenzen in Abhéngigkeit von p. Die SchadenhShenverteilung
ist gegeben durch PY = vErl(81,2) + (1 —v)Erl(f2,2) mit 1 = %, B2 = % und v = % Die
Modellparameter sind gegeben durch A =1 und § = 1%.

45 T T T T T T T T T
+ b L
40t 0 S
* aq
35 L bl $ .
30l * @2 i: i
+ b *
25 2 : *** . : . : . : . i
%
o,
Sy
20} **mﬂm .
o st |
10} ™ .
****
%
5t + .

0.38 039 04 041 042 043 044 045 046 047 048
P

Abbildung 5.8: Optimale Bandgrenzen zu einer Mischung von drei Erlangverteilungen
verschiedener Skalenparameter

Die Grafik zeigt die optimalen Bandgrenzen in Abhéngigkeit von p. Die SchadenhShenverteilung
ist gegeben durch PY =y Erl(f1,2) + v Erl(B2,3) + (1 = y1 = v2) Erl(Bs,4) mit By = 10, fz = 1,
B3 =0.2, 71 =0.025 und ~9 = 0.225. Die Modellparameter sind gegeben durch A =1 und ¢ = 10%.
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Kapitel 6
Einpunktverteilungen

In diesem Kapitel wird der Fall konstanter Schaden der Hohe M > 0 betrachtet. Die
Schadenhohenverteilung PY ist somit die Einpunktverteilung d,,. Gerber (1969) betrach-
tet diese Schadenhohenverteilung bei der Untersuchung des Verhaltens der Wertfunktion
fiir groke Zinsintensitdten. So gelingt ihm die Herleitung einer unteren Schranke fiir die
Zinsintensitat §, so dass die Alles-muss-raus-Strategie fiir alle Zinsintensitdten optimal
ist, welche diese Schranke nicht unterschreiten. Des Weiteren kommt er zum Schluss, dass
die Alles-muss-raus-Strategie zumindest fiir nur wenig kleinere Zinsintensitaten von einer
Strategie mit den Bandgrenzen {by = 0 < a; < by = M} abgelost wird. Sonstige Erkenntnisse

zu diesem zunéchst einfach erscheinenden Fall sind bislang nicht bekannt.

Im Folgenden soll untersucht werden, wie sich der Wert einer beliebigen endlichen Band-
strategie konkret berechnen liasst. Es wird sich zeigen, dass Algorithmus 3.7 sowie auch
die Darstellung mittels Gerber-Shiu-Funktionen in Abschnitt 3.2 weitestgehend {ibernom-
men werden kénnen. Die Singularitdt der Schadenhohenverteilung muss allerdings jeweils
explizit berticksichtigt werden und fiihrt entsprechend zu Modifikationen in den bisher

betrachteten Zusammenhéngen fiir stetige Verteilungsfunktionen.

Innerhalb dieses Kapitels eignet sich wie bereits in den Beispielen im vorangegangenen

Kapitel die Verwendung der relativen Parameter p und v anstelle von A, ¢ und §.!

Al A

_ = = v =

1
1+p c’ A+6

mit g = F[Y]. Wie bereits erwéhnt, stellt p den Sicherheitszuschlag dar. Somit ist %ﬂ
gerade die Ruinwahrscheinlichkeit des klassischen Risikoreserveprozesses X ohne Divi-

dendenzahlungen zu Startkapital 0. v ist der erwartete Barwert des ersten Schadenein-

Tm Anhang A wird erliutert, wie sich durch Variation der Zeit- und Geldeinheit die Parameter
reduzieren lassen.
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trittszeitpunktes, bzw. allgemein der erwartete Barwert der Verweildauer zwischen zwei

Schéden.
A

)\+6=

Fiir die hier betrachtete Einpunktverteilung gilt trivialerweise p = M. Zur vollstandigen

V.

E [e_m] _ /:(’ A~ O+t gy =

Identifikation der Parameterkonstellation wird in Ergénzung zu p und v auch weiterhin der
Parameter M verwendet. Man kann ihn als Skalierung der Geldeinheit auffassen, indem

samtliche Kapitalgrofen in Vielfachen des Einheitsschadens ausgedriickt werden.?

6.1 Die Differenzen-Differentialgleichung und die Ska-

lenfunktion

Fiir die Einpunktverteilung &, ist das Integral [ f(x-y)dPY (y) fiir eine messbare Funk-
0
tion f schlicht durch f(x — M) gegeben. Die Integro-Differentialgleichung wird somit zu

einer Differenzen-Differentialgleichung
(1+p)vMf'(x)+vf(zr—M)- f(x)=0. (DDG)

Zur weiteren Notation wird hierzu der Operator I' eingefiihrt, welcher eine hinreichend

glatte Funktion f auf das Differenzen-Differential

Lf(x) =1+ p)yM[f'(x) +vf(x- M) - f(x)

abbildet. Es gilt also I'f = ﬁA f. Bei der DDG wird somit eine andere Normierung als
bei der bisherigen I DG verwendet, um so die Parametrisierung durch p, v und M zu

ermoglichen. Die HJB fiir die Wertfunktion V' kann demnach wie folgt formuliert werden
max {(1+p)vM V'(z) +vV(x-M)-V(x),1-V'(z)} =0. (6.1)

Bildet man die Laplace-Transformierte auf beiden Seiten der D DG mit der zusétzlichen

Annahme f(z) =0 fiir < 0, so erhélt man durch Auflésen die folgende geschlossene Form
fir f

(1+p)vM £(0)

f(s) = (1+p)vMs+vesM -1

(6.2)

2Siche ebenfalls Anhang A.
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Im Folgenden wird die Losung fy der DDG mit Anfangswert fo(0) =1 und fo(x) =0 fiir
x < 0 verwendet. f, ist daher die Normierung der Skalenfunktion W) mit dem Faktor
W@ (0) = 1. fo wird nun explizit bestimmt. Dazu betrachtet man zunéchst Startkapital
x € [0, M). Folglich gilt fo(z—M) =0 und die DDG vereinfacht sich zu der gewohnlichen
Differentialgleichung

(L+p)vMf'(x)=f(z), 0<x<M.

Man erhélt entsprechend fo(x) = exp (W) fiir 0 < x < M .3 Somit kennt man fo(zx—M)
fir z € [ M,2M) und die DDG lésst sich hier ebenso losen. Rekursiv lasst sich so fj auf den
Intervallen [0,M),[M,2M),...,[kM,(k+1)M),... bestimmen. Die zu beobachtende
Struktur lasst auf die folgende Darstellung schliefsen

1 2\ 1 1 \Y (z-jMy
fo(x):eXp((ler)VM)jZ:(;ﬁ(_1+peXp(_(1+p)l/))( M ) (6.3)

Die Giiltigkeit lésst sich beispielsweise durch Bestimmen der Laplace-Transformierten und

einem Vergleich mit (6.2) iiberpriifen. Fiir (6.3) erhélt man

- oo F 1 Y re kM 1 x
fo(s) = ,;)ké ( Tep 0 (_(1+p)'f)) ( M ) eXp(((Hp)V_SM)M)dx
B = [exp(-sM) 1 g e
B MI;J( (1+p) ) ((1+P)’/ M)
1 o 1
B _M((1+p)1/_SM) 1~ (1+)exp( sM) —

(1+p)v

und folglich gerade (6.2). Aus der Eindeutigkeit von Laplace-Transformierten folgt die
Giiltigkeit von (6.3). Offenbar ist fy auf (0,00) stetig. Dies ist auch bereits theoretisch
durch Proposition und Definition 2.7 gegeben. Zur Bestimmung des Werts einer Barrie-

renstrategie wird weiter die erste Ableitung der (normierten) Skalenfunktion benotigt. Es

| VaY.
(e aim)) (56)

fiir x < M erhélt man grundsétzlich fiir alle Scha-

gilt

Sk

J

[
, s e T 1
Jo(x) = p((1+p)yM)((1+p)yM

3Die Form fy(z) = exp(@) = eXp(m)
denhdhenverteilungen mit PY {[0, M)} = 0, da in diesem Fall [ f(x - y)dPY (y) = 0 fiir alle z < M
0

gilt.
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1 [%J 1 1 1 J x—jM g1
W;(j—l)!(‘upexp(‘(up)v))( i) ) o4

In den k-Vielfachen von M fiur k =1,2,... erhdlt man von links bzw. rechts

, ) k 1 ko1 TR A
=)= exp(aw)u)(<1+p>uM§ﬁ(‘mexp(‘m)) =
1k 1 1 7 .
W;(j—l)!(‘upexp(‘(up)u)) (=9 )
und

k k 1 T
Ja(kM+) = eXp((1+,0)V)((1+p)VMZ '( 1+p P (_ )) (k=7)

0.J (1+p)v

1 &1 N
*M;u—m( 1+peXp( <1+p>u)) (=9 )

Die Differenz ist daher gegeben durch

: , YRR o
ka0 - a1y = 37 (1) (<1+p>ukz!+<k—1>!)'

Dies liefert die Stetigkeit von f] auf (0, 00)\ {M}. Folglich ist V™ fiir alle Barrierenstrate-
gien, abgesehen von der Wahl by = M, differenzierbar. Dies ist auch bereits durch Lemma

2.13 gegeben. Konkret gilt hier

00 =ty (o () 1) =800 - 5

(1+p)M°

Unter Verwendung von Lemma 2.13 erhélt man gerade fiir den Wert der Barrierenstrategie
min by = M

/! 1 ™
V(M=) + mv (0)
1 1

T (U4 p)M fy(M+)

1+ (l exp ( q +1p)y) 1)_1 .
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Dies folgt schlussendlich auch durch die direkte Berechnung

o) e (i)

VT(M-) = L0 - .
fO(M+) %exp(m)—l

Um by optimal zu wéhlen, muss das globale Minimum von fj(z+) bestimmt werden.

Hierzu kann die zweite Ableitung herangezogen werden. Es gilt

) . 1 izl 1\ (z-MY
o) = eXp(<1+p>uM)(<<1+p>uM>2%ﬁ(‘m“p(‘uw)u))( i)
1 o lE g 1 1Y (2o My
AT MM ¢ (j—l)!(_1+peXp(_(1+p)V))( M )
1 L7 ] 1 1 1 J x—jM\ 2
+Wj;(j—z)!(_1+peXp(_(1+p)y))( M ) )

In den k-Vielfachen von M fiir k=1,2,... erhilt man

il =
! M*H
—

Ok Ok—l 0k—2

124 144 _ 1 1 g
0 (RM+) = fo (kM=) = W(_up) ((1+p)2y2k!+2(1+p)1/(l€—1)!+(/{—2)!)'

Somit erhélt man die Stetigkeit von f{' auf (0, c0)\{M,2M}. In M bzw. 2M gilt fi/(M+)-
J(M=-) = —W und fJ'(2M+) - fy(2M-) = m. Die potentiellen Kandidaten
fiir die Minima der ersten Ableitung und somit fiir die Wahl eines optimalen b, sind daher

eingeschrankt durch
b e {0, M,2M}u{x>0: fi'(x)=0}.

6.2 Der Wert einer endlichen Bandstrategie

Fiir ein m € N sei 7 die Bandstrategie mit Bandgrenzen 0 < by < a1 < by <-+- < @y, < by, < 00,
d.h.

m m~-1 m~-1
BO: [O7b0)UU(aj7bj)7 Bc: U {bm}y Boo = U(bjaa’jJrl]U(bmvoo)'
j=1 7=0 =0
Ausgehend von V7 (z) fir x < a,, wird im Folgenden der Wert fiir Kapital z € (@, bn)

bestimmt. Dabei wird unterschieden, ob die Bandbreite b,, — a,, mit M iibereinstimmt

oder nicht.
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Bandbreite b, — a,, # M

Sofern b,,, —a,, #+ M gilt, kann die probabilistische Argumentation aus Abschnitt 3.2.2 ana-
log durchgefiihrt werden, um eine Darstellung von V™ mittels Gerber-Shiu-Funktionen zu
erhalten. Wie fiir den Fall stetiger Verteilungsfunktion wird der erwartete Dividendenbar-
wert fiir Kapital x € (@, b,] in Dividenden bis und ab £ = inf{t>0: X[ < a,,| Xo = z}
unterteilt, siche (3.28)

™

£

Vr(z) = E[ f e ddDr

0

T

X, = x] +E| [ ean;
3

Xo=1x]. (6.5)

Mit (2.5) und (3.25) folgt fiir = € (ay,, by ]

B

E f etdp?
0
VP (x-am)+ 95 (z-anm)

O (z-a
(1= Rl =0)) g2

V™ (x)

Xo=2-a, +E[e_‘57ﬁV7r (XB(TB) +am)‘Xo = x—am]

+ Fy(x—ap),

mit der Straffunktion w(z) = V7 (a,,+2) und der Barrierenstrategie 8 mit Barriere by, —a,.
Fir den Fall b, — a,,, # M erhélt man also gerade wieder (3.30) wie fiir den Fall stetiger

Verteilungsfunktion PY.

Die Gerber-Shiu-Funktion lésst sich hier explizit ermitteln. Fiir eine beliebige Straf-
funktion w liefert (3.24)

Fu(w) = wOU@) - oy [ oo =)y

mit
~ r ) w(x-M), x<M
we) = [ wle-pdP ) { 0 e
Somit erhélt man
1 min{z,M}
Fo(x) =w(0) fo(x) - s )M fo(z —y)w(y - M)dy,
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mit der zugehorigen Ableitung

min{z,M}
F(x) = w(0)fi(x)- m fiw - y)wly - M)dy
1

Fiir die Straffunktion w(z) = V(2 + a,,) erhdlt man fur « € (a,,, by,)

Foy(x—an) = V™(an)folr—an)
1 min{z—am,M}
Tt M eV M e
F'(z—apm) = V™(am)fo(x - am)

min{z-am,M}

el (M_[ V=M
1 T
_1{x—amsM}mV (z-M). (6.6)

Zur Bestimmung der optimalen Bandgrenzen eignet sich die Auswertung von F,,'(x - a,,).

Hieraus lasst sich F, auch rekursiv tiber (3.12) bestimmen

Fo(x—an) = (1+p)wMF,(z-ay)+vi{x>M+a,} Fy(x-a, - M)
+VvI{M<x<M+an,} V™ (x-M). (6.7)
Fiir z € (am, by) und by, — a,, #+ M erhdlt man insgesamt

min{bm—am,M}

V() - (1+;1{bm>M} f (b =y =)V (= M + )y

(1+p)M o
1 ™ fo(ﬂf— am)
7l ) {00
1 min{x-a,,M}
——(Hp)Ml{wM} (M_f)+ fol@ = am -V (y- M +ap)dy.  (6.8)

Fiir die konkrete Berechnung spielt es also eine Rolle, ob die Bandbreite b, — a,, den
Einheitsschaden unter- oder iiberschreitet. Die Integrale konnen jeweils stiickweise berech-

net werden. Fiir die Skalenfunktionen sind dabei die Vielfache von M mafgeblich, fiir V'™

99



die vorangegangenen Bandgrenzen. In Kombination ergibt sich die notwendige Zerlegung

der Integrale.

Bandbreite b,, —a,, = M

Fiir den Spezialfall, dass die Bandbreite b,, — a,, gerade mit dem FEinheitsschaden M
tibereinstimmt, d.h. fiir b,, = a,, + M, lasst sich die obige probabilistische Argumentation
nicht direkt anwenden. Zunéchst besteht fiir Startkapital x € (a,,b,,) die Moglichkeit,
durch die Préamieneinnahmen Kapital b,, zu erreichen. Dies gilt natiirlich auch fiir den
Fall b,, — a,, # M. Nun tritt jedoch folgender Unterschied auf. Nach dem ersten Schaden
in T verbleibt Kapital a,, und es erfolgt eine Dividendenauszahlung. Fiir diesen Fall gilt
insbesondere T} < £ = Ts. Diese Dividendenauszahlung wird somit im Allgemeinen nicht

durch eine Barrierenstrategie in M abgebildet.

Im Folgenden wird V7 (z) fir = € (am,ay, + M) unmittelbar aus V7 (z) fir = < a,,
bestimmt. Hierzu unterscheidet man wiederum, ob fiir Startkapital z € (@, a,, + M) der

erste Schaden vor oder nach Erreichen von Kapital a,, + M eintritt. Im ersten Fall gilt

am+M-—x

fiir den Schadeneintrittszeitpunkt 77 < und es verbleibt nach dem Schaden ein

Kapital der Hohe x + ¢17 — M < a,,. Der verbleibende Barwert der Dividendenzahlungen

betragt somit V™ (x + ¢TI — M). Im zweiten Fall werden, wie eben bereits beschrieben,

am+M-x
t c

die Prémieneinnahmen ab dem Zeitpunk stetig als Dividenden ausgeschiittet

und das Kapital verbleibt auf a,, + M. Im Schadeneintritt liefert dies somit zunéchst ein

Kapital von genau a,, mit direkt einsetzender Dividendenzahlung.

am+M-x
c

V7™ (x) e~ YT (1 4 et — M)dt

0

o t
+ / e M (/ e %edu + e_‘stV’T(am)) dt
am+M-x am+M-x

= éfme‘AZ(S(“JrM_g”)V’r(u)alu

C Jx-M

+ (V”(am) + g (1 - ﬁ))exp (—)\25(6% + M—x))
1 am

T S ¢ VT

+(WV™(an) + (14 p)rM) exp(

am+M—x)' (6.9)

1+ p)vM

Betrachtet man nun (6.8) im Limesiibergang b,, — a,, > M-, so sieht man leicht ein, dass

dies gerade mit (6.9) tibereinstimmt.
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6.3 Die optimalen Strategien

Basierend auf den Ergebnissen der vorangegangenen Abschnitte, werden im Folgenden
die optimalen Strategien untersucht. Dabei gelingt zumindest fiir einen Teil der Para-
meterkombinationen eine analytische Herleitung der Optimalitdt. So zeigt sich fiir den
Fall By c [0, M), dass sich der Wert V7 als eine Exponentialfunktion ausdriicken lésst.
In diesem Fall gestaltet sich die Uberpriifung der Optimalitéit einfach und es gelingt eine
Charakterisierung der Optimalitdt in den Parametern v und fp. Fiir Bander, welche tiber
M hinausgehen oder erst oberhalb beginnen, ist dies aufgrund der hoheren Komplexitéat
des Werts einer solchen Strategie im Allgemeinen nicht mehr moglich. In diesen Féllen
ist eine numerische Uberpriifung notwendig. Allerdings lassen sich die moglichen Bereiche
der Bander auch hier mittels analytischer Vergleiche genauer eingrenzen. Um die Ver-
lasslichkeit der in MATLAB durchgefiihrten numerischen Berechnungen zu iiberpriifen,
sind fiir den jeweils zu betrachtenden Kapitalbereich [O =1 +p)M ] Gitter verschiede-
ner Schrittweiten implementiert. Konkret sind fiir den Kapltalberelch die Schrittweiten
10711072 sowie 1073 betrachtet. Fiir den Parameterbereich ( Vi T ) (0,1)2 bzw. die in
den Abschnitten 6.3.1 bis 6.3.6 untersuchten Teilmengen ist als feinste Schrittweite 1073
betrachtet. Die Ergebnisse der verschiedenen numerischen Auswertungen liefern stets die
gleichen qualitativen Aussagen. Wie bereits fiir die Beispiele zu den Phasentypverteilun-
gen ldsst sich eine Stabilisierung der numerischen Ergebnisse bei Verfeinerung des Gitters
beobachten.

\\\\\\\\\\\\\Q&M\\\\\\&\

T

Abbildung 6.1: Minimierer von fj in Abhéngigkeit von v und - +p
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Abbildung 6.2: Die Struktur der Minimierer von f; in Abhéingigkeit von v und - +p

Abbildung 6.1 skizziert die mit M normierten Minimierer von fJ. Fiir die grafische
Darstellung ist die Schrittweite 1072 fiir das Gitter der Parameterkombinationen gewahlt,
so dass die Hohenlinien erkennbar bleiben. Die Randwerte fiir v = 1 sind dabei bewusst
vermieden, da der Minimier im Limes v — 1 gegen unendlich konvergiert. Diese Aussage
findet sich bereits bei Gerber (1969, (52)). In Abbildung 6.2 ist die bereits in Abbildung
6.1 zu erkennende Struktur nochmals verdeutlicht. So erhélt man fiir einen geringen Si-
cherheitszuschlag, bzw. einen grofen Wert fiir fp ein zusammenhdngendes Gebiet mit
bop = 0 als Minimierer. Zwischen (0, M) und (M,2M) treten offenbar keine Minimierer
auf. Im Anhang B.1 wird dies analytisch bewiesen. Die Bereiche mit by = M und by = 2M

liefern ebenfalls jeweils zusammenhéngende Gebiete.

Fiir die analytische Unterteilung des Parameterbereichs werden die Nulllinien

{( 1-1+ ) fl( 1J1rp)=0}7 firi=1,...,7

der folgenden Funktionen in v und ﬁp bendtigt

1 1
fl(ya ) _V27
1+p 1+p

1 1
fQ(Va ) _V37
1+p 1+p

102



generiert wurden. Man beachte, dass gerade der Zusammenhang f5 = f4 — f3 gilt. So-

mit schneiden sich die Nulllinien von f3, fs und f5 in einem gemeinsamen Schnittpunkt.

1
exp D - (1+v),

2 1
AP _( 1+ p) p(
oo |2 _(

\T+n)w

(-

11p)_(”

2 1
exp (m) - (21/ + 1

+p

1
(1+p)v

).

) (ﬂ+pﬁ)+y
(ﬂ+p))

)exp(m) + 12

Abbildung 6.3 zeigt die Nulllinien, welche anhand einer impliziten Auswertung in Maple

Hierdurch werden die Bereiche f;(0) 2 f5(M), f3(0) 2 f;(2M) und f{(M) 2 f§(2M) von-

einander abgetrennt. Ebenso sieht man leicht ein, dass f5, f3 und fg einen gemeinsamen

Schnittpunkt haben.

In Abbildung 6.4 sind die im Folgenden betrachteten Parameterbereiche jeweils grau
eingefirbt. Fiir die Parameterkonstellationen in (i), (ii) und (iii) gelingt eine analytische
Herleitung der optimalen Strategien. Fiir (iv), (v) und (vi) sind hingegen nur numerisch
gestiitzte Aussagen moglich. Teilaussagen sind jedoch auch hier in analytischer Form

moglich, so dass man néherungsweise einen Eindruck tiber die optimalen Strategien erhélt.

Zusammengefasst erhélt man die folgenden Aussagen iiber die optimalen Strategien.

Nr. Bereich Strategie Uberpriifung
(i) fi=20 Alles-muss-raus-Strategie by = 0 analytisch
(i) | f1 <0< max{fs, f3} Bandstrategie by =0 < ay; < M = by analytisch
(iii) f3<0< fs Barriere by = M analytisch
(iv) | fo<0<min{fs, f4} | Barriere by > 2M oder Mehrbandstrategien | numerisch
(v) | max{fs, fo} <0< f5 Bandstrategie by = M < a; < 2M = b, numerisch
(vi) max { fy, f5} <0 Barriere by > 2M numerisch

6.3.1 Der Parameterbereich {f; >0}

Es sei V™ der Wert der Alles-muss-raus-Strategie 74, d.h. der Barrierenstrategie in by = 0,

V”A(x) =
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Abbildung 6.3: Die Nulllinien der charakterisierenden Funktionen f;, i=1,...
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(i) {f1 <0<max{fs, f3}}

0,759 0,757

0,501 0,50
0,257 0,251
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0 0,25 0,50 0,75 1 0,25 0,50 0,75 1
(iti) {fs <0< fo} (iv) {f2 <O<min{fs, fa}}
1 1
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0-| T T T T O-I T T T — T
0 0,25 0,50 0,75 1 0,25 0,50 0,75 1
(v) {max{fs, fe} <0< f5} (vi) {max {fs, fs} <0}
Abbildung 6.4: Die Untersuchungsbereiche in Abhéngigkeit von v und ﬁ
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Im Folgenden wird gezeigt, dass diese Strategie genau auf dem Bereich {f; > 0} optimal
ist. Hierzu wird iiberpriift, ob TV (z) fiir « > 0 nichtpositiv bleibt. Es gilt

TV (z)<0 < (1+pwM+vV™ (z-M)-V™" (2)<0
& v((1+pwM+z-M)1 {2 M}-z<0.
Fiir 0 <z < M ist dies offenbar erfiillt. Fiir x > M erhélt man die Einschrankung

1 _
9621/( +p)vM M.
1-v

(6.10)

Ist nun M > VW, was aquivalent ist zu 1%,0 > 12 ist, so gilt (6.10) fir alle z > M.

Andernfalls ist AV™ (z) > 0 fiir z € [M : M). Fiir die Einpunktverteilung 6, ist

1-v

die Alles-muss-raus-Strategie 74 somit genau dann optimal, wenn

1
> 1? (6.11)

1+p

erfiillt ist. Anders formuliert ist die Alles-muss-raus-Strategie fiir alle Parameterkombina-
tionen <V, ﬁ) mit f; (V, ﬁ) > 0 optimal. Der Bereich ist in Abbildung 6.4(i) dargestellt.

Der kritische Grenzfall fp = 12 findet sich bereits bei Gerber (1969, (49)) in der Form

5=A(\/AZM—1) (6.12)

bei der Analyse grofer Zinsintensitéiten. Fiir die Exponentialverteilung Y ~ Exzp(f) erhélt
man die gleiche Relation. Mit p = %3 ist hier %p = 5%: und die Bedingung fiir die Optimalitét
der Alles-muss-raus-Strategie lautet ﬂic > (ﬁ){ vgl. z.B. Gerber (1969, Kap. 5, Gleichung
(9)) und Schmidli (2008, S.94).

Man erhélt gleichzeitig auch die folgende Aussage. Sofern fp < 12 gilt und dennoch

eine Strategie m mit by = 0 optimal ist, so hat die Strategie m mindestens ein weiteres
Band (aq,b;) mit a; < M. Grundsétzlich kann im Folgenden angenommen werden, dass

1
<v? (6.13)

1+p

erfiillt ist, da andernfalls die Alles-muss-raus-Strategie optimal ist.
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6.3.2 Der Parameterbereich {f; <0< max{fs, f5}}

Gerber (1969, S.219) schreibt bereits, dass fiir Zinsintensitéten nur wenig unterhalb der
kritischen Grenze (6.12) eine Strategie m der Form 0 = by < a; < by = M optimal sei. Im Fol-
genden wird bewiesen, dass diese Strategie genau auf dem Bereich {f; <0 < max{ fs, f3}}
optimal ist.

Der Wert einer solchen Strategie ldsst sich auf (a;, M) anhand von (6.8) berechnen.

Die Integrale verschwinden jeweils und man erhélt

) = (141 _yry ) Jolrza)
) (1 GHIM (O))fo%M—al)
= (1+p)VM(1+V)€%- (6.14)

Die vollstandige Darstellung von V'™ lautet entsprechend

(1+p)vM +x, r<a
(1+v)(1+p)vM e(lf;%M, ap <x <M
Q+v)l+p)vM+x-M, z>M

Vi(z)

I
-

V™(0) + x, r<ay
= 1 V™(a1+) e<1i;;"1M, ap<x <M .
V(M) +x-M, z>M

Der Wert der Strategie ist in a; genau dann stetig, wenn
a1-M
(1+p)wM+a;=(1+v)(1+p)wvM Aenzy (6.15)

gilt. Dies ist eine notwendige allerdings keine hinreichende Bedingung fiir die Optimalitét

der Strategie.

Im Folgenden wird abschnittsweise untersucht, ob V™ die HJB bzw. (6.1) erfiillt.
Dabei wird die Giiltigkeit von (6.15) unterstellt. Im Anschluss wird iiberpriift, ob diese
Wahl von a; iiberhaupt moglich ist, d.h. fiir welche Parameterkonstellationen die Strategie

wohldefiniert ist.

Die HJB auf [0,a]

Auf diesem Bereich ist V™ = 1 und es muss iiberpriift werden, ob das Differenzen-
Differential nichtpositiv ist. Fiir = € [0, a4 ] gilt schlicht T'V7(z) = -z < 0.
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Die HJB auf (ay, M)

Hier muss iiberpriift werden, ob die Ableitung nicht unter die Eins fallt. Fir x € (ay, M)

ist die Ableitung gegeben durch

1

et (@*) eTra

VT(z) =

und somit monoton steigend. Unter der Bedingung (6.15) iibersteigt die rechtsseitige

Ableitung in a; bereits die Eins

1

Vi) = (1+p)vM

V”(al)zl ap > 1.

1
’ (1+p)vM

Fir z > M ist V™'(z) = 1 und es muss jeweils iiberpriift werden, ob das Differenzen-

Differential nichtpositiv ist. Hierzu werden im Folgenden die Bereiche
o [M,M+ay),
e [M+ay,2M) und
e [2M,0)

betrachtet.

Die HJB auf [M, M + a4]

Hier erhélt man unmittelbar ['V™(z) = (v -1) (x - M) < 0.

Die HJB auf (M +ay,2M)

Das Differenzen-Differential ist hier gegeben durch
V™ (z) = (1+v)(1+p)*M T paT — (1+p)’ M -z + M.
Somit muss gelten
(1+v)(1+p)*M eTEiT < (1+p)*M +x - M.

Im linken Rand z = M + a; ist dies unter der Annahme (6.15) erfiillt. Im rechten Rand
x =2M ist die folgende zusétzliche Bedingung erforderlich

1
(1+v) 1+ p)*M < (1+p)V*M+M < 1°< s (6.16)
p
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Dies ist gerade aquivalent zu fy (V, 1%;;) > 0. Andernfalls ist die HJ B noch vor 2M verletzt

und die Strategie m kann nicht optimal sein.

Die HJB auf x € [2M, o)

Fiir x > b, + M fiir eine oberste Bandgrenze b,, > M gilt grundsétzlich

V™ (x)

(1+p)vM +v(V™(by)+x-M=by) = (V™ (by) + 2 —by,)
LV (b + M) - (1-v) (z+ (b + M)).

Da das Differenzen-Differential auf diesem Bereich somit monoton féllt, kommen keine

weiteren Bedingungen hinzu.

Die Wohldefiniertheit der Strategie

Es wird nun tiberpriift, ob zusétzlich zu (6.13) und (6.16) Bedingungen notwendig sind,
damit die Strategie geméfs (6.15) wohldefiniert ist. Eine Losung 0 < a; < M von (6.15)

exisitiert genau dann, wenn die konvexe Funktion k(z) und die Gerade [(z) mit

I(x)

(1+p)vM +x,
(1+v)(1+p)vM Benny

zwischen 0 und M mindestens einen Schnittpunkt haben. Mit der Bedingung (6.13) folgt
zunéchst [(M) < k(M). In Null erhdlt man

1(0)2k(0) < 12(1+v) e <« I(0) 2k (0).
Somit existiert genau dann ein Schnittpunkt von k(z) und I(z) zwischen (0, M), wenn

(1—1%)) > vlog(l+v) (6.17)

gilt. Dies ist eine zusétzliche Einschréankung zu den bisherigen Bedingungen (6.13) und
(6.16).

Die Strategie m mit by = 0 < a3 < by = M mit a; geméfs (6.15) ist somit genau dann
wohldefiniert und optimal, wenn max {v3, vlog(1+v)} < fp < v? gilt. Dies ist wiederum
dquivalent zu f; (u, 1%,;) <0< min{ fo (1/, 1%,;) . f3 (u, 1%/))} Abbildung 6.4 (ii) illustriert
den Parameterbereich.

Man beachte, dass die Wertfunktion in der oberen Bandgrenze M nicht differenzier-
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bar ist. Dies steht im Gegensatz zum Fall stetiger Schadenhéhenverteilung. Des Weiteren
wird verdeutlicht, dass ein numerisches Verfahren wie Algorithmus 3.7, dessen Suchkrite-
rium auf einem differenzierbaren Ubergang in der oberen Bandgrenze basiert, hier nicht

unmittelbar anzuwenden ist.

Die Uberpriifung der HJB auf (M +ay,2M) liefert des Weiteren die folgende Aussage.
Sofern eine Strategie m optimal ist mit by = 0 < a; < M = by, aber f, (1/, ﬁ) < 0 gilt, so
hat 7 mindestens ein weiteres Band (as, bs) mit as < 2M.

Bemerkung 6.1.
Der Spezialfall Ty = (1+v) zusammen mit der Bedingung v3 < %ﬂ liefert gerade die

Optimalitat der Strategie ¥ mit den Bandgrenzen by = a; =0 < by = M. Dabei gilt

(1+p)vM, x=0
V() = { (1+p)wM(1+ V)@Wlivng, O<x<M . (6.18)
(1+pwM(1+v)+x-M, z>M

1
Somit ist V¥ in = 0 genau dann stetig, wenn (1 +v) = e@a» gilt. Dies ist unter den
geforderten Bedingungen gerade auch erfiillt. Den identischen Wert liefert ebenso die
Barrierenstrategie in M, welche daher ebenso optimal ist. Man ist folglich zwischen den

Strategien indifferent.

6.3.3 Der Parameterbereich {f;<0 < f5}

Im Folgenden wird gezeigt, dass die Barrierenstrategie  mit by = M genau auf dem Bereich
{f3 <0< fs} optimal ist. Unter Verwendung von fj(M+) = m (% exp (m) - 1) ist

der Wert dieser Strategie gegeben durch

V() - (1+p)vM (exp(m) _,/)‘lex?l(m), O<z<M
(1+p)VM(1—l/eXp(—m)) vx-M, z>M

i V”(O)exp(m), O<a<M
Vr(M)+z-M, x>M

Die HJB auf [0, M)

Fiir diesen Bereich ist zu {iberpriifen, ob die Ableitung von V™ die Eins nicht unterschrei-

tet. Da die Ableitung monoton steigend ist, geniigt es, den Wert in Null zu tiberpriifen
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VT(0) 21 < fo(M+)< fi(0) < exp((1 +1p)l/) <1+vw.

Dies ergibt die notwendige Bedingung

(11,0) <vlog(l+v), (6.19)

’ 1+p

L) < 0. Andernfalls kann die Wahl by = M grundsétzlich

bzw. dquivalent hierzu f3 (V

nicht optimal sein, unabhéngig davon, ob oberhalb noch weitere Bénder folgen oder nicht.

Die HJB auf [ M,2M)
Das Differenzen-Differential berechnet sich hier zu

-M

'Vi(z) = (1+p)V]\4+VV’T(O)eXp((1 ]

)—(1+p)uM—VV“(O)—x+M.

Die HJB ist hier somit genau dann erfiillt, wenn gilt

-M

vV7(0) exp (&W) <z -M+vV7(0).

Aufgrund der Konvexitéit der linken Seite und der Linearitdt der rechten sind nur die
Rénder zu tiberpriifen. In x = M gilt gerade I'V™ (M) = 0. Im rechten Rand x = 20 erhélt
man die folgende zusétzliche Bedingung, damit I'V7™(2M) < 0 gilt

1 , 1 1
V(I/—(1+p))2(l/ —(1+p))exp(m). (6.20)

Dies ist dquivalent zu fG( v, 1+p) > 0. Die Barrierenstrategie mit by = M ist folglich genau

dann optimal, wenn (6.19) und (6.20) gelten. Dies ist wiederum dquivalent zu f3 (1/, ﬁp) <
0< f@( V1o, ) Der Bereich ist in Abbildung 6.4(iii) dargestellt.
Man erhélt gleichzeitig auch die folgende Aussage. Sofern 7 optimal ist mit by = M, aber

0> f6( VT ) gilt, so weist m mindestens ein weiteres Band (aq,b;) auf, wobei a; < 2M

gilt.
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6.3.4 Der Parameterbereich {f; <0< min{fs, fi}}

Auf dem Parameterbereich {fo <0 <min{f3, f4}} ist eine Vielzahl unterschiedlicher opti-
maler Strategien zu beobachten. Zunéchst gilt f{(0) < min {fj(M+), f5(2M)}. Fir eine
optimale Wahl von by gilt daher in jedem Fall by € {0} U (2M, 00). Die numerischen Aus-

wertungen von f zeigen, dass beide Falle by = 0 und by € (2M, 0o) mdoglich sind.

Fiir die Parameterkombinationen mit by > 2M lassen die numerischen Auswertungen

von ['V™ auf die Optimalitdt der Barrierenstrategie schliefsen.

Gilt allerdings by = 0, so zeigen die Ergebnisse aus 6.3.1, dass es mindestens ein Band
(a1,b1) mit a; < M geben muss. Fiir den Fall b; = M zeigen die Ergebnisse aus 6.3.2, dass
es hier noch mindestens ein zweites Band (ag,by) mit as < 2M geben muss. Im Anhang
B.1 wird des Weiteren gezeigt, dass jede Wahl by € (0, M) u (M, M +ay) nicht optimal sein
kann. Somit bleiben auf Basis der numerischen Ergebnisse noch die folgenden zwei Félle

zu untersuchen
1. Strategien mit by =0<a; < M <M + a; < by,
2. Strategien mit by =0< a; < M = by < as < by,

wobei die Existenz weiterer Bander oberhalb von b; respektive by ebenfalls denkbar ist.

Strategien der Form by =0<a; <M <M +ay < by

Der Wert V™ einer Strategie m mit Bandgrenzen {by = 0 < a; < M < M +ay < by} ist bis a;
wie folgt gegeben

Vi(x) = (1+pwM +x, r<a.

Zur Bestimmung der optimalen Bandgrenzen a; und b; wird die Ableitung F,'(x — a1)
der Gerber-Shiu-Funktion benotigt. Diese ldsst sich anhand von (6.6) abschnittsweise auf

den Intervallen

e [IM+ay,(l+1)M) und

o [+ 1)M,(I+1)M +ay)
fiir [ > 0 analytisch bestimmen. Die entsprechenden Herleitungen sind in Anhang B.2
aufgefithrt. Es zeigt sich, dass F! auf x € (a1, 00)\{M} stetig ist. Der Fall b; = M wird
im Anschluss separat betrachtet. Fiir den Fall by > M + a; kann die optimale Wahl von a;
und b; daher wie im stetigen Fall erfolgen. Folglich wird a; minimal gewéhlt, so dass

min F,(z—-ay)=F,(by—a;)=1

x>a1+M

112



gilt. Die numerischen Auswertungen von F! (x - a;) anhand der Formeln in B.2 fiir a; €
(0, M) und b; € (M +ap, (1+ p)éM) liefern die optimalen Bandgrenzen. Der Wert der

Strategie bestimmt sich in diesem Fall wie folgt

(1+p)vM+xz, 0<zx<ay
Vr(x) = Fo(z —ay), a <x < by
V“(b1)+x—bl, ZL‘Zbl

Dabei kann die Gerber-Shiu-Funktion leicht anhand von (6.7) aus V7™ (z) fir x < a; und
F!(z —ay) berechnet werden. Die numerischen Auswertungen lassen auf die Optimalitét

der Bandstrategie schliefen.

Strategien der Form by=0<a; <M =b; <as < by

Der Wert einer solchen Strategie ist fiir den Fall, dass by, a; und b; optimal gewéhlt sind,

bis by = M wie folgt gegeben

(1+p)vM +z, r<ay
Vi(xz) = { (1+v)(1+p)vM e<1i;>]\fM, ap<xr<M .
(L+v)(L+pywM+ax—-M, M<zx<ay

Zur Bestimmung der optimalen Bandgrenzen as und by wird die Ableitung F,,'(z - as)
der Gerber-Shiu-Funktion wiederum mit (6.6) bestimmt. Auch hier ist eine analytische
Bestimmung moglich, wobei zunéchst unterschieden wird, ob as % M + ay gilt. Fiir as €
(M, M + ay) werden die Intervalle

o [IM+ay,(I+1)M +ay),
e [(I+1)M+ay,(I+2)M) und
o [(I+2)M,(I+1)M +ay)
fiir [ > 0 unterschieden. Der Fall ay € (M + ay,2M) erfordert die Unterteilung in
o [IM +as, (I+2)M) und
o [({+2)M,(I+1)M +ay)

fiir [ > 0. Die Herleitungen finden sich ebenfalls in Anhang B.2. Die numerischen Auswer-
tungen liefern wiederum verschiedene Moglichkeiten. Teilweise erhélt man die Optimalitét

der Zweibandstrategie, wobei zumeist die Bandgrenze by = 2M optimal ist. Jedoch ist auch
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der Fall zu beobachten, dass das Differenzen-Differential noch einmal positiv wird und die
Existenz eines weiteren Bands impliziert. Die Berechnungen konnen entsprechend fortge-
setzt werden. Mit jedem weiteren Band sind hier wiederum mehr Fallunterscheidungen
notig, um den Wert der Strategie, bzw. zunéchst die Ableitung der Gerber-Shiu-Funktion,
analytisch zu bestimmen. Eine allgemeine Aussage iiber die Anzahl der Bénder einer op-

timalen Strategie ist hier nicht zu treffen.

6.3.5 Der Parameterbereich {max {fs, f¢} <0< f5}

Auf diesem Bereich ist anhand der analytischen Ergebnisse die erste Bandgrenze entweder
in M oder oberhalb von 2M. Es gilt also by € { M }u(2M, 00). Die numerischen Auswertun-
gen von f} liefern ausschliefslich den Fall by = M. Wie in Abschnitt 6.3.3 bereits gezeigt,
muss es in diesem Fall mindestens ein weiteres Band (a,b;) mit a; < 2M geben. Die
numerischen Auswertungen liefern hierbei stets by = 2M. Im Folgenden wird analytisch
gezeigt, dass immer ein a; € (M,2M) existiert, so dass die Strategie mit by = 2M stetig
ist.

Der Wert V™ einer Strategie m mit Bandgrenzen {by = M < a; < 2M = b} ist bis a; wie
folgt gegeben

-1
Vr(e) - (1+p)y]\/[(exp(m)—u) eXPl(m)’ O<x<M
(1+p)1/M(1—VeXp(—m)) +r-M, M<zx<aq
V”(O)exp(W), O<z<M
Vr(M)+xz-M, M<zx<a
Somit ist V™'(z) > 1 fiir z € [0, M], wenn f3 (V,fp) < 0 gilt. Fiir die Ableitung der
Gerber-Shiu-Funktion erhdlt man fiir x € (ay,2M ] mit (6.6)

, . _ 1 1 T —aq
Fi(r-a) = (V (O)GXP(W)”“M) (1+p)1/Mexp((1+p)VM)

1 T —ay . z-M
TG M r o)l (O)eXp( )

Ly~ exp(

T (1+p)M

Fir x = 2M liefert dies

, ) ) 1 1 2M - aq
FI(2M -ay) = (V (O)eXp((1+p)V)+a1_M)(1+p)yMeXp((1+p)V)




LM ]
Wi et O p((lw)v)

1 K
e p)MV (0) exp(

)
(L+p)v)

Fiir den Randwert a; = M gilt

) 1
F,2M-a1)21 <= f5(y,1+p)§0.

Fiir den Randwert a; = M gilt

1
Fl(2M-a;)21 < f6(1/,1+p)§0.

Somit existiert auf dem Parameterbereich f5 (V, Flp) >0> fs (1/, ﬁp) ein ay € (M,2M)
mit F!(2M - ay) = 1. Fiir diese Wahl ist V™ fiir z € (ay,2M ] gegeben durch

V7(z) Fo(x-ay)

(1+p)wMF.(z—-ay)+vV™(x - M +ay).

Eine analytische Herleitung der Optimalitat dieser Strategie ist hier nicht méglich. Die nu-
merischen Auswertungen lassen auf die Optimalitéit der Strategie {bg = M < a; < 2M =b,}

fiir den gesamten betrachteten Bereich

oty )

schlieRen.

6.3.6 Der Parameterbereich {max{fy, f5} <0}

Sofern f{(2M) <min {f}(0), fi(M+)} gilt, folgt fiir eine optimale Wahl der ersten Band-
grenze by > 2M, da wie im Anhang B.1 gezeigt auf (0, M) sowie (M,2M) keine lokalen
Minima von f}(x) vorliegen. Die Bedingung f§(2M) < f(0) ist gegeben durch

2 1 1
exp((1+p)y)—(1+p+y)exp((1+p)y)—130. (6.21)
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Die Bedingung fj(2M) < f{(M+) ist dquivalent zu

2 1 1
exp((1+p)y)—(V+1Tp+1)exp((1+p)y)+yg(). (6.22)

Somit erhélt man die folgende hinreichende Bedingung fiir by > 2M

2 1 1 ) 1
exp((1+p)y) - (Tp+1/)exp((1+p)y) Smln{l,exp((ler)V)—l/}.

Dies ist gerade dquivalent zu max { f1 (1/ L ), fs (1/ 1 )} < 0. Der Bereich ist in Abbil-

? 14p ? 14+p

dung 6.4(vi) dargestellt. Dabei kann der Bereich weiter durch die Nulllinie von f; unterteilt
werden. Es gilt f)'(2M+) <0 < f; <0. In diesem Fall gilt stets by > 2.

Es bleibt zu iiberpriifen, ob die Barrierenstrategie optimal ist oder moglicherweise
noch weitere Bénder folgen. Ab by + M ist I'V™ linear monoton fallend mit T'V™(z) =
V™ (bo+ M) - (1-v)(x—-(bo+M)). Auf by < x < by + M ist ['V™ genau dann nichtpositiv,

wenn

1 l/fo(ZE—M)—fo(bo) < 1 .T—b() _

Tvp [OOM  “1+p M
1 (fo(l") — fo(bo) x- bo) < y( folx) 1)
L+p\  fo(bo)M M)\ fo(bo) M

gilt. Weder die analytische Charakterisierung von by noch die analytische Herleitung der
Optimalitéit sind hier allgemein moglich. Die numerischen Auswertungen lassen auf die

Optimalitéit der Barrierenstrategie in by fiir den gesamten betrachteten Bereich schliefsen.
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Kapitel 7

Fazit und Ausblick

Die vorliegende Dissertation setzt sich umfassend mit der Maximierung des erwarteten
Dividendenbarwerts im Cramér-Lundberg-Modell auseinander. Der Schwerpunkt liegt da-
bei zum einen auf der Bereitstellung anwendbarer Berechnungsmethoden des Werts einer
Bandstrategie. Zum anderen werden das Verhalten und die Lage der optimalen Béander in

den Fokus gestellt.

Zur Bestimmung der Wertfunktion und der optimalen Strategie werden die beiden be-
stehenden Verfahren fiir stetige Schadenh6henverteilungen genauer untersucht und in Hin-
blick auf eine umfassendere und einfachere Umsetzung erweitert. Es lasst sich zeigen, dass
die neuere Darstellung der Wertfunktion anhand von Gerber-Shiu-Funkionen von Avram
et al. (2013) im hiesigen Modellrahmen mit der konstruktiven Losung der Hamilton-
Jacobi-Bellman-Gleichung von Schmidli (2008) iibereinstimmt. Fiir beide Darstellungen
wird die Bestimmung des Werts suboptimaler Bandstrategien erméglicht. Hierzu wird
die Darstellung anhand von Gerber-Shiu-Funktionen fiir eine beliebige Bandstrategie auf
anschauliche Art probabilistisch hergeleitet. Der alternative analytische Beweis besticht
hingegen durch seine Pragnanz. Neue Resultate zur Dynamik des Werts einer beliebigen
Bandstrategie liefern einerseits die vollstéindige Identifikation sdmtlicher Unstetigkeiten
und Undifferenzierbarkeiten des Werts einer Bandstrategie. Andererseits gelingt hierdurch
die Modifikation des Optimalitatskriteriums im Verfahren von Schmidli (2008), um auch

suboptimale Bandstrategien abbilden zu kénnen.

Fiir die Untersuchung der Lage der optimalen Bénder stellt sich eine genauere Analyse
des Integro-Differentials als aufschlussreich heraus. Als zentrales Resultat erhélt man die
Eingrenzung der oberen Bandgrenzen durch die Kapitalbetrage mit positivem Wertebe-
reich des Integro-Differentials zur Alles-muss-raus-Strategie, wobei die Stetigkeit der Scha-
denhdhenverteilung vorausgesetzt wird. Im Falle der stetigen Differenzierbarkeit kann der

Bereich zusétzlich durch die Kapitalbetrage mit negativem Wertebereich der entsprechen-
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den Ableitung des Integro-Differentials zur Alles-muss-raus-Strategie eingegrenzt werden.
Diese Resultate sind besonders wertvoll, da sich die potentiellen Bereiche rein anhand
der Schadenhohenverteilung und der iibrigen Modellparameter explizit berechnen lassen.
Dariiber hinaus lassen sich die Bereiche sukzessive innerhalb der Schritte der vorgestellten
konstruktiven Verfahren durch die entsprechenden Bereiche des aktuellen Lésungskandi-
daten eingrenzen. Neben der Lokalisierung der optimalen Bénder dienen die verwendeten

Kurvendiskussionen zudem zur Identifikation aller optimalen Strategien.

Um die gewonnenen theoretischen Resultate anwenden zu konnen, bedarf es einer
Umsetzung der beschriebenen konstruktiven Verfahren. So bleibt stets die Herausforde-
rung, die Integro-Differentialgleichung fiir verschiedene Nebenbedingungen zu lésen bzw.
Gerber-Shiu-Funktionen zu bestimmen. Fiir die Klasse der Phasentypverteilungen lasst
sich die Integro-Differentialgleichung unter Verwendung einer Differentialgleichung der
Dichte in ein System gewohnlicher Differentialgleichungen umwandeln. Schlieflich ge-
lingt eine geschlossene Darstellung der bendtigten Funktionenscharen im Algorithmus
zur Bestimmung der Wertfunktion anhand von Matrixexponentialen. Zudem koénnen die
Ubergénge in den Bandgrenzen analytisch bestimmt werden. Somit verbleibt lediglich
die numerische Auswertung zur Uberpriifung der Optimalitéitskriterien, um eine optimale
Strategie zu erhalten. Unter Einbeziehung der analytischen Eingrenzung der optimalen
Béander erhélt man folglich ein effizientes Verfahren fiir eine grofe Klasse von Schadenhd-
henverteilungen. An dieser Stelle ist anzumerken, dass sich das Verfahren auf jede Ver-
teilung anwenden lésst, deren Dichte eine gewohnliche lineare Differentialgleichung mit
konstanten Koeffizienten erfiillt. Dies schlieftt die matrixexponentiellen Verteilungen mit
ein.

Die ausgewahlten Beispiele geben {iber die analytischen Resultate hinaus weiteren Auf-
schluss iiber das Verhalten der optimalen Strategien. Besonders hervorzuheben sind dabei
die folgenden Beobachtungen. Zunéchst kann man fiir die gleiche Schadenhéhenverteilung
durch Variation der Modellparameter eine unterschiedliche Anzahl optimaler Béander er-
halten. Die Uberginge erfolgen in gewissem Mafke stetig. Zusitzliche Bénder entstehen
aus einem Punkt heraus. Umgekehrt verschwinden Bénder, indem sie entweder immer
kleiner werden und sich schlieflich vollstandig zusammenziehen oder sich bis zu einem
nichstgelegenen Band ausdehnen und mit diesem verschmelzen. In diesen Ubergéingen er-
halt man gerade den seltenen Fall, dass man zwischen verschiedenen Strategien — welche
jeweils optimal sind — indifferent ist. Dariiberhinaus ist zu beobachten, dass die positi-
ven Maxima des Integro-Differentials sukzessive durch das nichste Band im Algorithmus
eliminiert werden. Dies konnte darauf hindeuten, dass die Anzahl der positiven Maxima

des Integro-Differentials zur Alles-muss-raus-Strategie eine obere Schranke fiir die Anzahl
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der optimalen Bénder darstellen konnte. In Einklang mit den Ergebnissen von Loeffen
(2008) wire jedoch ebenso eine Formulierung im Kriimmungsverhalten des entsprechen-
den Integro-Differentials denkbar. Dies zu kléren, scheint eine anspruchsvolle Aufgabe

zukiinftiger Forschung zu sein.

Weiterer Forschungsbedarf ist durch die Betrachtung von Schadenhéhenverteilungen
mit diskretem Trager gegeben. Die vorgestellte Losungsmethodik fiir den Fall konstanter
Schadenhohen eignet sich hierbei unmittelbar fiir die Ubertragung auf den Fall einer Scha-
denhohenverteilung mit abzahlbar endlichem Trager. Weiterreichende Argumentationen
iiber die optimalen Strategien sind hingegen in diesem Mafe kaum umzusetzen, da sich
die hierzu benétigten Fallunterscheidungen mit jedem Atom zahlreicher und komplexer

gestalten.

In Hinblick auf eine realistischere Modellierung ist sicherlich die Betrachtung von Mo-
dellvarianten mit weiteren Kontrollmoglichkeiten sowie der zusétzlichen Berticksichtigung
okonomischer Nebenbedingungen von Interesse. Um langfristig eine Anwendung der Opti-
mierungsmethoden in der Versicherungswirtschaft zu erreichen, bedarf es allerdings auch
fiir diese komplexeren Problemstellungen nicht nur einer theoretischen Losung, sondern
gleichermafien geeigneter Berechnungsmethoden und einer umfassenden Analyse der op-

timalen Strategien.
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Anhang A

Invarianz des Modells in Zeit- und
Geldeinheit

Im vorliegenden Modellrahmen sind die Parameter A, ¢ und ¢ sowie die Schadenhéhenver-
teilung PY zu spezifieren. In Kapitel 5 ist P = PH(«, B) mittels o und B festgelegt, in
Kapitel 6 ist lediglich der Einheitsschaden M fiir PY = 0, zu determinieren. Durch Va-
riation der Mafseinheiten fiir Zeit und Geld lésst sich die Parameteranzahl reduzieren. Die
bislang nicht naher spezifizierten Standardeinheiten fiir Zeit und Kapital seien ZF bzw.
GE. Zu fest vorgegebenen Parametern A, c,d,« und B sei V7™ der Wert einer beliebigen

Bandstrategie m mit Bandgrenzen {bg, a1, ...,b,} jeweils bzgl. der Geldeinheit GE.

Variation der Zeiteinheit

Es sei ZE = kZE. Die Variation der Zeiteinheit wirkt sich entsprechend auf die Intensi-
taten bzw. Raten A, ¢ und 0 aus, da diese eine Verdnderung bzgl. der Zeit angeben. Man

erhélt somit die folgende Skalierung

S
Il

<
A= 2 e=S
Y K

=&

)

¢ und (a, B) bzw. M sowie V™ und die Bandgrenzen bleiben unter Verdnderung der

Zeiteinheit unverandert.
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Variation der Geldeinheit

Es sei GE = K GE. Die Variation der Geldeinheit wirkt sich entsprechend auf die

monetiaren Parameter ¢ und B respektive M aus. Es gilt

Fiir phasentyp verteilte Zufallsvariablen Y gilt allgemein, dass auch aY fiir positives a
wieder phasentyp verteilt ist.!. Fiir die Schadenhdhen Y; gemessen in GE mit Verteilungs-

funktion PY erhilt man hier fiir T1 < T

7a\
~
IN

7
—GE)

[ 3o(5)

1

P(# GE < Y < & GE) = P(%GE

p(x)dz

I}
w\ﬁ'\xﬁ

Fiir die Dichte p der Phasentypverteilung gilt weiter

Lo(z) o Lo Z\B1 = —af (E)(E)
KP(K) = Ka eXp(BK)Bl = —a’ exp Kx 7 1.

Dies ist also gerade die Dichte einer Phasentypverteilung mit Parametern (a, %) Folg-
lich erhédlt man als neue Schadenhéhenverteilung wieder eine Phasentypverteilung mit
Parametern (52, E) = (a, %)

Bemerkung A.1.

Die Transformation der Phasentypverteilung ist intuitiv klar. Die Division der Intensitéts-
matrix mit dem Wechselkurs K verandert nichts an der Struktur der zugrundeliegenden
Markov-Kette. Die Zustinde, Start- und Ubergangswahrscheinlichkeiten bleiben gleich.
Fiir die exponential verteilten Verweildauern in den Zustdnden, welche als monetéare Gro-
Ken interpretiert werden koénnen, wird der jeweilige Parameter durch K dividiert und

entsprechend der neuen Geldeinheit angepasst.

Die Bandgrenzen gemessen in GE sind gegeben durch {I;E), . ,l;;} ={Kby,...,Kb,}.
Fiir den Wert der Strategie gilt V7 (Z) = +V(Kz).

Bemerkung A.2.

Eine mogliche Normierung ist durch F[PY] =1 gegeben. Die monetéren Grofen werden

!Siehe z.B. Neuts (1975).
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in diesem Fall proportional zur mittleren Schadenhthe angegeben. Anstatt einen weite-
ren Parameter zu fixieren, konnen alternativ die absoluten Gréfen durch relative ersetzt

werden. In Kapitel 6 werden konkret anstelle von A, c und ¢§ die relativen Grofen

A 1 AE[PY]
un =
A+0 1+p c

variiert. Diese sind offenbar unabhéngig von den gewéhlten Einheiten.
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Anhang B

Erganzungen zu Kapitel 6

B.1 Suboptimale Strategien

B.1.1 Bandstrategien mit 0 < by < M

Aufgrund der Relation fi(M-) < fi(M+) sowie der streng steigenden Monotonie von
fo(z) fir € (0, M) werden alle Strategien mit by € (0,M ] von der Alles-muss-raus-
Strategie auf [0,by] dominiert. Eine solche Wahl von by kann daher nie optimal sein. Zu
diesem Schluss gelangt man ebenso durch die folgende probabilitische Uberlegung. Fiir
Startkapital kleiner als M ist man sowohl bei der Alles-muss-raus-Strategie als auch bei
der Barrierenstrategie stets mit dem ersten Schaden ruiniert. Das Sparen bis zum Betrag
by stellt daher im direkten Vergleich einen Verzicht auf sofortige Dividendenzahlungen
dar, ohne dass dadurch vorzeitiger Ruin verhindert bzw. spétere Dividendenzahlungen

ermoglicht wiirden.

B.1.2 Bandstrategien mit M < by <2M

Im Folgenden wird gezeigt, dass f{ fiir keine Parameterkombination ein lokales Maximum
auf (M, 2M) haben kann und daher by € (M, 2M) nie optimal ist. Es sei also z € (M,2M).
Dann gilt

z—-M

f(2)=0

1
=(1+p) (exp (m) - 2y) :

Demnach existiert auf (M, 2M) genau dann ein lokales Extremum von fj, wenn

eXp((1 +1p)y) € (21/, v+ 1 Jlrp) (B.1)
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gilt. Unter dieser Annahme sei

westfieanfon( ) o))

Die dritte Ableitung ist fiir x € (M,2M) durch

" _ 1 T
fo'(x) = (1+p)3y3M3eXp((1+p)yM)

1 1 z—-M 1
(1 - 1TpeXp (_(1 +p)1/) M ~Svexp (_(1 +p)1/))

gegeben. In by liefert dies

" — L bo !
0 (bo) = WGXP (m) (—l/eXp (_(1 + p)l/)) <0.

Somit hat f) unter der Bedingung (B.1) ein lokales Maximum auf (M,2M). Andernfalls

gibt es kein lokales Extremum.

B.1.3 Strategien der Form {0=5by<a; <b; <M}

Eine derartige Strategie erscheint vorab nicht sinnvoll. So tritt Ruin grundséatzlich mit
dem ersten Schadenfall ein. Offenbar wird diese Strategie daher von der Alles-muss-raus-
Strategie dominiert. Ein Sparen auf einem Intervall unterhalb von M macht keinen Sinn,
da es den Ruinzeitpunkt nicht nach hinten verschiebt und einen reinen Verzicht auf Di-
videnden darstellt. Die Suboptimalitit lasst sich zudem analytisch zeigen. Unter Verwen-
dung von (6.8) erhélt man fir z € (aq,b1)

V’]‘(‘(x) _ fO(x_al)

fo' (b1 —ar)’

da sdmtliche Terme bzw. Integrale mit V™ aufgrund des negativen Kapitals verschwinden.

Insgesamt liefert dies

(1+p)vM+z, O0<z<ay
x-by
Vi(x) =1 (1+p)vM e qy<x<b -
(l+p)vM+x-by, 2b
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In a; liegt daher ein Sprung nach unten vor
a1-b
V™i(a) = (l+p)vM+a; > (1+p)wM eTmoh = V7™ (a+).

Somit ist V™ in a; nicht stetig und kann daher nicht optimal sein.

B.1.4 Strategien der Form {O=by<a; < M <by <M +ay}

Der Wert V™ einer Strategie m mit Bandgrenzen {0 = by < a; < M < by < M + a1} lésst sich

auf (a1,b;) anhand von (6.8) berechnen. Man erhélt

Vi(x) = (1 + 21/exp((1bi+)]\f]\/[) - 1/)(1 +p)uMexp(ﬁ)

+1{x> M} (2(1 +p)1/2M(1 —exp(ﬁ)) +v(x - M)) :

Die Ableitung ist somit auf x € (M, b;) kleiner Eins

VTi(x) = (1 - V) exp(ﬁ) +rv<l.

Eine solche Strategie kann daher nie optimal sein.

B.1.5 Strategien der Form {O=by<a; <M <by =M +a,}

Der Wert V'™ einer Strategie m mit Bandgrenzen {0 = by < a; < M < by = 2M } lasst sich auf

(a1, M + a;) anhand von (6.9) berechnen.

(z-M)'+M-x
(1+p)vM

Vi(z) = l/exp( )(2(1+p)VM+(ZE—M)+)

+(1-v)(1+p)vM exp (_a1 +M—a:).

(1+p)vM

Fiir z € (M, M + ay) erhélt man

V™(x) = y+(1—V)eXp(—a1+M_$) <1.

(1+p)vM
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Diese Strategie kann daher nie optimal sein. Man beachte, dass in M ein Sprung der

Ableitung nach unten vorliegt. Es gilt

ai

VT'(M-) = 2v+(1-v)exp (_m

) =V™(M+) +v.

Die Differenz entspricht dabei gerade v = mV”(O), wie auch bereits in Lemma 2.13

3. theoretisch gezeigt.

B.2 Die Ableitung der Gerber-Shiu-Funktion in 6.3.4

In Ergénzung zu Abschnitt 6.3.4 wird im Folgenden die Ableitung der Gerber-Shiu-

Funktion zu den Strategien mit
1. boz0<a1<M<M+a1<blsowie
2. bon<a1<M:b1<a2<b2

ermittelt, welche auf dem Parameterbereich {f, < 0 < min { f3, f1}} potentielle Kandidaten

fiir eine optimale Strategie sind.

Strategien der Form by=0<a; <M <M +ay < by

Mit (6.6) erhélt man hier

Fl(z-a) = Vi(a)fo(z-ar)

min{z—ai,M}
1
_(1+p)M1{x>M} M_/ Jolw=ar=y)V7™(y = M+ a)dy
1
~H{z-ay <M} ———V" (2~ M).
{x—a; < }(1+p)MV (x )

Dies lasst sich abschnittsweise analytisch bestimmen. Zunéachst gilt

F, (- ay)
= Vi(a) fo(z - ar)
0, x € (ay, M)
+ y—2yexp(%), xe[M,M+ay) .

(V + ‘(1+—ap1)M) folx—ar-M)-vfy(x-M) - mjl(x), x> M +a
Dabei ist J; durch das folgende Integral gegeben
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M
[ fe-a-pay

M-aq

M

J (G
A, (1+p)vM
[T*ary

3 SV e ”(x—al—y—jM)jd
= ! 1+peXp (1+p)v M v

Die Auswertung von J; verlangt die weitere Unterteilung in die Abschnitte

Jl(l‘)

o [IM+ay,(l+1)M) und
o [(I+1)M,(I+1)M +ay)

fir [ > 1. Fir x € [IM +aq, (L+1)M) gilt
ll]\/l[_yJ = [-1, ye(M-ay,M).

Fir z € [(I+1)M,(l+1)M +a;) ist eine Unterteilung des Integrals in y = z — ay - IM
notwendig, da gilt

lx—al—yJ I, M-ai<y<x-—a-IM
-1, z-a1-IM<y<M '

Partielle Integration liefert sukzessive
fl(x—al—y—jM)je r-am-y |\,
—_— X —
j! M P (1+p)vM Y
L1 k+1l(m—a1—y—jM)j_k (ﬂﬁ—al—y)]
= M - —(1+p)v expl ———=1].
;;(J—k)!( (L+p)r) M (1+p)vM

Insgesamt erhélt man somit fiir x € [{M + aq, (1 + 1)M)

-1 J j
0@ = B e(-mr)) 5 o s

o\ L+p k=0
(x—al—(j+1)M)j_k xr—a-M
exp| —————
M (1+p)vM

(9 e 50)
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Fir ze[(I+1)M,(l+1)M +ay) erhdlt man

h) = Mi(_%pexp(_%)) éo(j—lm!(‘(“p)”)m

Z 1+ o)
(R
(Y )
(e () S e

(e (s ) - () e )

Strategien der Form by =0<a; < M =b; <as < by

Die Ableitung F,'(z — az) der Gerber-Shiu-Funktion wird wiederum mit (6.6) bestimmt.

Fiir x > ay gilt zunéchst

F(x—ag) = V7™(a2)fo(x - az)

1 min{z—az,M}

T f fo(x —as —y)V™(y — M + ay)dy
1

—1{x—a2£M}m

V™(x—-M).
Dies lasst sich abschnittsweise analytisch bestimmen, wobei eine Vielzahl an Unterschei-
dungen benotigt wird.
1. as € (M,M+CL1)
(a) x € [ag, M +ay)

x-M
(1+p)M

as — M T — oy 1 Ty
_(2y+m)eXp((1+0)vM)_ T

(b) z e [M+ay,2M)

F/(x—az) = V™(ag)fi(x—az)+2v+

/ T / aq x—al—M
F,J/(r—ay) =V (az)fo(x—a2)+(2y+m)exp( )

(1+p)vM
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—(21/+ o~ M )ex( Lo )
A+ )M )P\ + ot
ap—-M x-2M
e p(<1+p>uM)
1
_(1+p)M

V™ (x-M).
(c) we [2M, M +ay)
Fy'(z-az) = V7(a2)f5(x - az)

1 T —aq
+(1+,0)M ((1 +p)yM) 2(1+ p)yM + ay)

_(1+;)M ((1+ B M)(2(1+p)VM M +a3)

_(1+1IO)M(1+V)(M—611)GXP(
1
NI
1 eX(:z;-zM
(1+p)M P (1+p)vM
1
(L+p)M

x—-2M
(1+p)VM)

(2+v)(1+p)vM +2x-2M)

) 2+v)(1+p)vM

V™i(x-M).

(d) ze[IM+ag,(I+1)M +ay). Zunichst gilt fir x € [[M +ag, (I +1)M +ay)

F'(z-az) = V7(a2)f5(x - az)

+mfo(x = (ay + M) (1 + p)uM +ay)

1
(1+p)M

!
(1+p)M

fo(x —az) ((1+p)vM - M + as)

al +M7a2

Jo(x —ag —y)dy

—fo(z = (a1 + M))(1 + V)Vexp(

2M—-as

CL1—M )

(1+p)vM
1

_(1+,0)M

a1+M az

————fo(x—as - M) (1 +v)(1+ p)vM - M + a3)

y—2M+Cl2
= =) (1 vy (200

(1+ p)M
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M

_(1+1p)M2M[ folz —as —y)dy. (B.2)

—as

Fiir x € [IM + ag, (I +1)M + a; ) erhélt man hier weiter

Fo'(x —as)
= V(@) fi(o - a2) + (e = (a+ ) (L4 )M + )
1

—(1+p)Mf0(a:—a2)((1+p)VM—M+a2)

1 ! 1 1 7 1 il
<1+p>MMJZo( i Xp( s ) )) 2 G CAro)

(l j)M ik x a2 JM T - ay

( ((1+p)1/) ) eXp((ler)VM))
1 ! J +1

(1+p)MM]Z<:)( L+p Xp( (1+p) )) z;) (j- k)' (@

((x a, — (]+1) ) (m(lia;);%))

(l J)M o ( ))
1 CLl—M
_mfo(x— (a1 + M))(1+v)(1 +p)1/]\4exp((1 +p)VM)
1 T —2M
_(1+,0)M(1+V)(_M)eXp((l+p)VM)

ii) G jl)! (_1 -1+peXp (_(1 +1p)V))
(=5 ()

(1+ )Mfo(x ag— M) ((1+v)(1+p)vM - M +ay)dy

1 Ll 1 7 "
‘(1+p>MM§o(‘1Tpexp( 1+7) )) % o o
T-ay-(G+1DM* x—ay—-M
(( M ) eXp((1+p)VM)

- (x _—(j]\; o )j_k o ( (1x+‘_p2)y_M )) |
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(e) ze[({+1)M +ay,(l+2)M). Ausgehend von (B.2) erhélt man

F.'(z - ay)
= V(@) fy(a- ) + ol - (- AD) (L4 o + )
1
—mfo(x - CLQ) ((1 + p)VM -M+ as

1 l 1 1 T 1 "
‘<1+p>MM§)(‘1TpeXp(‘(1+p>v)) LG oy
t-a,-(G+1DMV™" r—ay—-M
(( M )eXp(<1+p>uM)

(=Y ()

+mf0(m CoM)(1+v)(1+ p)uM
1 ap—-M
—mfo(l’ (e + M))(1+v)(1 +P)VMGXP((1 +p)l/M)
1 xz-2M
BT ”)("M)eXp(u +p)1/M)

Z J+1)‘( 11/} o (_(1+1P)V))j

j=
l j)M g x as — (j+1)M)j+1
M

(1+ V)(—M)exp( v - 2M )

_(1+p)M (1+p)yM

| 1 1 !
;) (G+1) (_1 P (_(1 +,0)1/))

()

—————fo(x—as - M) (1 +v)(1+ p)vM = M + ay) dy

(1+ p)M
1
(L+p)M

1 S 1 1 ’ J 1 k+1

(( T DM)J ke’“p(fl_f;)_uz\ﬂj)

folx =2M)Y( +v)(1+ p)vM
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) (#)M =P ( (1?5)%4)) '

(f) xe [(1+2)M,(l+1)M + ay). Wiederum mit (B.2) erhdlt man

F.'(x - ay)
= V(a) iz —an) + mfg(x = (ay + M) (1 + p)oM +ay)
1
—(1 +p)Mf0(x —az) ((1+p)vM - M + ay)

e Mi_ie S ji L s )
e 2\ e P ) ) Gl
z-a - (j+ )M\ x—a - M
(( M ) eXp((l+p)yM)
2 )

M (L+p)rM

T2 (L oM
1 M))(1 1 M n
T arle@ - (a s M)A+ )L+ p)y eXp((1+p)vM)

1

x-2M
—m(1+u)(—M)eXp( )

(1+pwM

Lo 1 1 J
'Z%(m)!(‘1+peXp(’<1+p>v))

((—HZ&”M)M—(” )

e >Mf0<fﬂ az = M) (1 +v)(1+p)vM - M +az) dy
1
(L+p)M

—1 l 1 1 ’ ! 1 k+1
a +p>MM§o(‘1TpeXp(‘<1 o)) B
(1-HM\™* l z—-(G+2)M\* z—-2M

(( i) exP((lw)v)‘( ) eXp(<1+p>uM))

1 -1 1 J 1 .
_<1+p>MMj;(_1+peXp(_<1+p>v)) 2 G o)

(=) o )
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) (%)M eXp((1 +lp)y)) '

2. CLQG(M*I’CH,QM)

(a) x € [ag,2M)

F'(z-az) = V7(a2)fo(x - az)

1 x—2M
_(1+p)M(w_a2)eXp((1+,0)VM)(1+V)
1 s
_(1+p)MV (z-M).

(b) x e [2M, M +as)

F(x-a) = V™(a)fo(z - as)
1 x-2M
_(1+p)M(2M_a2)eXp((l+p)VM)(1+V)
1
17 )0l (2+v)(1+p)yM +2x-2M)

+

x—-2M 1 .
—(2+1/)1/exp((1 +,0)1/M) “a +p)MV (z-M).

(c) x e [IM+ag,(l+2)M). Fiir x > M + ay gilt zunéchst allgemein

FJ'(z—-az) = V™(az)fi(x—az) + (1 +v)vfo(x—2M)

—2M+a2
-1+ v)vfo(z —ag)exp ( i+ p)l/M)

2M-as
1

y—2M+CL2
_mu +v) Of fo(z —as ‘y)eXp(m)d
1

+mf0(x—a2 —M)((L+v)(1+p)vM - M +ay)
(1 v fole - 20)
) M

i ] Pa-e-nd (B.3)

M-as

Fiir x € [IM + as, (I +2)M ) erhilt man hier weiter

Fo'(r - as)
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= V™(ag) fi(z —ag) + (1 +v)vfo(x —2M)
—2M+CZ2
~(1+v)v fo(z - az) exp ( (1+ p)VM)
1 r-2M
Trpu M e ( 1+ p)VM)

! 1 1 1 !
2 G (_1 +pexp(_(1 +ﬂ)V))

(=2 )

1 x—-2M
G )M(1+V)(_M)6Xp((1+p)yM)

Ji y+1)'( 1ip o (_(1+1p>y))j
((x (mw ((l—j>M)j“)

M

+(1+ )Mfo(ac as— M) ((L+v)(1+p)vM - M +ay)

—(1+v)vfolx - 2M) N
(e a)) B e
((x ~ ay _]\(j + 1)M)J'—k - (fl_j;)—w\j\j)

(02 2

(d) ze[({+2)M,(l+1)M +as). Ausgehend von (B.3) erhélt man hier

F,'(z - ay)
= V™(ag) fo(x—as) + (1 +v)vfo(x—2M)

—2M + ay
1 x—-2M
A EM) eXp((l " ,o)yM)

Jio (j +11)! (_1 ipexp(_(l +1P)”))
(=52 (=22 )
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1
"M
—(L+v)vfo(z-2M)

! l 1 1 jj 1 k+1
_<1+P>MM§)(‘1TpeXp('<1+p>u)) Ly )
G AN R B W £ ) AT AU (e
(2 ) () 20
_(1+1/))MM§)(—11pexp(— 1 )) i '1 .(_(1+p)y)k+1
r-ay-(j+1)M ik Tx—ay—-M
(( M ) exp((1+p)yM)

_ ((l —A;)M)j—k eXp((l +lp),,)) |

folx —as—M)((L+v)(1+p)vM - M + as)
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