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Kurzfassung

Effekte in Materialien treten auf verschiedenen Skalen auf. Zur Beschreibung dieser
Effekte werden unterschiedliche Simulationsmethoden verwendet. Die vorliegen-
de Arbeit startet auf der atomistischen Lingenskala und fithrt dort die kristalline
Phasenfeldmethode ein. Es wird eine phanomenologische Herleitung aus der Swift-
Hohenberg-Gleichung und eine Approximation an die Dichtefunktionaltheorie
gezeigt. Stabilitdtsanalysen werden angefertigt, um die Bereiche der stabilen Struk-
turen zu finden. Zur numerischen Implementierung werden Spektralmethoden
verwendet, die ohne Mehraufwand ein implizites Losen ermdglichen. Fiir Rein-
stoffe werden Grenzflachenspannungen berechnet und dendritisches Wachstum
prasentiert. Die bindre kristalline Phasenfeldmethode wird fiir die Modellierung
und Simulation einer eutektischen Erstarrung benutzt. Sie eréfinet den Weg zur
Erweiterung der Methode fiir mehrkomponentige Mischungen. Analytische Lo-
sungen der freien Energie ermdglichen eine effektive Berechnung, dazu wird eine
Moden-Entwicklung als Approximation an die Dichte verwendet. Damit werden
Phasendiagramme von terndren Eutektika erstellt. Neben terndrer dendritischer
Erstarrung wird auch lamellare eutektische Erstarrung gezeigt.

Die Phasenfeldmethode wird verwendet, um ausgehend von einem kleinen Atom-
cluster einen Dendriten mit terndren Seitenarmen zu simulieren. Dabei tiberbriickt
die Phasenfeldmethode die atomistische Skala bis zur mesoskopischen Skala. Zu-
néchst werden Parameter und Daten aus atomistischen Simulationen gewonnen
und fiir die Phasenfeldmethode konvertiert. Die Verwendung der Phasenfeldme-
thode auf der atomistischen Skala wird mit Keimwachstum in Molekulardyna-
miksimulationen verglichen und validiert.

Fiir die Simulation von thermischen Dendriten, ausgehend von dem atomistischen
Keim, werden einige Simulationstechniken eingefiihrt. Eine iterative Hochska-
lierungsmethode ermoglicht es bei gleicher Gebietsgrofie und damit gleichem
Rechenaufwand wachsende Strukturen zu simulieren. Besonderheiten der Pha-
senfeldmethode erlauben dieses Hochskalieren nur auf einem begrenzten Bereich



ii | Kurzfassung

der Langenskala. Zur weiteren Berechnung wird die Symmetrie des Dendriten
ausgenutzt. Damit ist auch das Ergebnis symmetrisch, dies stellt aber fiir viele
Untersuchungen keinerlei Einschrinkungen dar. Der Fundamentalbereich eines
Dendriten passt in ein Hillsches Tetraeder. Durch Spiegelungen ldsst sich aus dem
Fundamentalbereich der komplette Dendrit erstellen. Hillsche Tetraeder nehmen
nur ein Sechstel des Volumens eines Wiirfels ein und ermdglichen so den Rechen-
aufwand auf 1/48 zu reduzieren. Die Benutzung einer speziellen Randbedingung
an den Seiten des Hillschen Tetraeders erlaubt die Simulation identischer Ergeb-
nisse gegentiber des vollen Gebiets. Die spezielle Lage eines Dendritenarms im
Hillschen Tetraeder erlaubt es, zusitzlich auf einen Teil des Hillschen Tetraeders
zu verzichten. Damit reduziert sich der Rechenaufwand auf 1/96. Diese Techniken
erlauben es, ausgehend von einem 5nm groflen Keim, einen Dendriten mit einer
Spannweite von 4 000 Zellen mit einer Auflosung von 5 A je Zelle zu berechnen.

Abstract

Effects in materials occur on various scales. For the description of these effects,
different simulation methods are used. The present thesis begins on the atomistic
length scale and there introduces the phase-field crystal method. A phenomeno-
logical derivation from the Swift-Hohenberg equation and an approximation to
the density functional theory is shown. Stability analyses are made in order to find
the regions of the stable structures. Spectral methods are used for the numerical
implementation, which enable implicit solving without additional effort. For pure
materials, interfacial tensions are calculated and dendritic growth is presented.
The binary phase-field crystal method is used for modelling and simulating an
eutectic solidification. It opens the way to the extension of the method for mul-
ticomponent mixtures. Analytic solutions of the free energy enable an effective
calculation, for which a mode development is used as an approximation to the
density. With this, phase diagrams of ternary eutectics are produced. Besides
ternary dendritic solidification, lamellar eutectic solidification is also shown.

The phase-field method is used to study a dendrite with ternary side arms, starting
from a small atomic cluster. There, the phase-field method bridges the atomistic
scale up to the mesoscopic scale. First, parameters and data are obtained from
atomistic simulations and converted for the phase-field method. The use of the
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phase-field method on the atomistic scale is compared and validated with grain
growth in molecular dynamics simulations.

Starting from the atomistic grain, some simulation techniques are introduced for
the simulaton of thermal dendrites. An iterative upscaling method allows the
simulation of growing structures, with the same simulation size and the same
calculation effort. Particular characteristics of the phase-field method only allow
this upscaling in a limited area of the length scale. For further calculation, the
symmetry of the dendrite is utilized. With this, the result is symmetrical too, but
is no restriction for many investigations. The fundamental domain of a dendrite
fits into a Hill tetrahedron. By means of reflections, the whole dendrite can be
created from the fundamental domain. Hill tetrahedrons only take up one-sixth
of the volume of a cube and thus enable the reduction of the calculation effort to
1/48. The use of a special boundary condition at the sides of the Hill tetrahedron
enables the simulation of identical results, as compared to the full region. The
special position of a dendrite arm in the Hill tetrahedron allows to additionally cut
off a part of the Hill tetrahedron. So the calulation effort reduces to 1/96. These
techniques allow the calculation of a dendrite with a span of 4 000 cells, with a
resolution of 5 A per cell, starting from a grain sized 5nm.
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Einleitung

Die wissenschaftliche Neugier fiir den Aufbau von und den Prozessen in Materia-
lien erstreckt sich tiber mehrere Langenskalen. Sie reicht von der atomistischen

Skala, auf der u. a. Struktur und Dynamik von Gitterdefekten untersucht werden,
bis zur makroskopischen Skala, auf der ganze Bauteile betrachtet werden. Fiir die

verschiedenen Lingenskalen sind unterschiedliche Simulationsmodelle entwickelt
worden. Wiahrend Methoden der atomistischen Skala grundsitzliche Material-
parameter bestimmen konnen, werden diese Parameter von den Methoden der
grofleren Skalen verwendet. Auch wenn ganze Bauteile aus Atomen bestehen, ist
es meist recht uninteressant, was das einzelne Atom gerade genau macht. Daher
werden auf grofSeren Skalen Gesetzméfligkeiten benutzt, die das Verhalten einzel-
ner Atome zu einer Gesamtheit zusammenfassen. Als Beispiel sei die Erstarrung
genannt. Sie beginnt mit einzelnen Atomen, Atomclustern, einzelnen Kristallen,
mehreren Kristallen, Kérnern und endet bei grofen Bauteilen. Wo irgendwann
nur noch fest oder fliissig, da oder nicht da interessiert. Werden Korngrenzen
betrachtet, geniigt es meist Koérner aufzulosen. Kleinere Bestandteile erhéhen den
Aufwand enorm, liefern aber nur wenige neue Erkenntnisse. Dafiir werden andere
Eigenschaften wie Temperatur oder Spannungen eingefithrt und den Materialien
lokal zugeordnet, obwohl diese Informationen bereits in den Atomen stecken.
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Die Phasenfeldmethode, die die physikalischen Gesetzmifligkeiten in ihrem dif-
fusen Ubergangsbereich enthilt, eignet sich besonders gut fiir die Beschreibung
auf mehreren Skalen. Thr diffuser Ubergangsbereich kann dabei das Verhalten
von Grenzflichen beschreiben, obwohl die Breite des Ubergangsbereichs aus
numerischen Griinden gewihlt ist und nicht zwingend mit der physikalischen
Grenzflichenbreite iibereinstimmt. Physikalische Eigenschaften zwischen zwei
benachbarten Bereichen werden innerhalb dieses Ubergangsbereichs interpoliert,
sodass ein explizites Verfolgen der Grenzflachenbewegung unnétig ist. Vielmehr
kann in den diffusen Ubergangsbereich eine scharfe Grenzfliche hineininterpre-
tiert werden. Dies bietet den Vorteil, dass Langenskalierungen keine Anpassung
des Modells nach sich ziehen. So kann die natiirliche Skala der Phasenfeldme-
thode, die mesoskopische Skala, verlassen werden und mit ihr bis runter zur
atomistischen Skala gerechnet werden. Diese Arbeit veranschaulicht dies, ob-
wohl kontinuierliche Phasen- und Temperaturfelder verwendet werden, deren
Auflosung geringer ist als der Abstand der Atome, die aus Molekulardynamiksi-
mulationen stammen, welche fiir den Vergleich benutzt werden. Dies macht es
mdoglich, das Verhalten eines Keims mit einer Simulationsmethode, beginnend
von der atomistischen Skala bis zur mesoskopischen Skala zu verfolgen und zu un-
tersuchen. Diese Skaleniiberbriickung benétigt einige neue Simulationstechniken,
die hier vorgestellt werden.

Mit der Phasenfeldmethode konnen nur Effekte betrachtet werden, die sich in
ihrem diffusen Ubergangsbereich ereignen, so kann sie offensichtlich nicht Effekte
einzelner Atome beschreiben. Einen dhnlichen Ansatz auf der atomistischen Skala
bietet das kristalline Phasenfeld, welches ebenfalls nicht die einzelnen Atome be-
trachtet, sondern eine diffuse Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte dieser Atome
verarbeitet. Diese neue Methode aus dem Jahr 2002 wirkt im Gegensatz zu der
Molekulardynamik oder der Dichtefunktionaltheorie auf grofieren Zeitskalen.
Zunichst wurde sie phanomenologisch aus der Swift-Hohenberg-Gleichung, eine
Gleichung der Musterbildung, abgeleitet. Sie lasst sich als Approximation an die
Dichtefunktionaltheorie herleiten. Die benutzten Korrelationen zwischen einzel-
nen Atomen konnen auch die Korrelationen zwischen Kolloiden beschreiben, so-
dass das kristalline Phasenfeld nicht auf die atomistische Langenskala beschrankt
ist. Die Betrachtung der Atome als eine Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte
erfordert die Einfithrung von Konzentrationsfeldern, damit auch das Verhalten
von Atomen in bindren oder terniren Mischungen reproduziert werden kann.
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Gliederung

Die Arbeit gliedert sich in zwei Bereiche. Im|[ersten Teil| wird das kristalline Pha-
senfeldmodell auf der atomistischen Skala behandelt. Der [zweite Teil| zeigt, wie ein
Atomcluster auf der atomistischen Skala zu einen Dendriten auf der mesoskopi-
schen Skala heranwichst. Separate Einleitungen in die kristalline Phasenfeld- bzw.
Phasenfeldmethode geben zu Beginn jedes Teils einen vorbereitenden Einblick.

beginnt in mit einer Einfiihrung in die Spektralmethoden, ei-

ne effektive Méglichkeit, partielle Differenzialgleichungen hoher Ordnung zu
16sen. Kristallgitter und deren Modenapproximation werden in |Ka?ite? 4feinge-
fiihrt. Uber Eigenschaften der Swift-Hohenberg-Gleichung wird in|Kapitel 5|das
kristalline Phasenfeldmodell zunachst phdnomenologisch und anschlieffend aus
der Dichtefunktionaltheorie hergeleitet. In[Kapitel 6| werden Anwendungen, wie
Wachstumssimulationen und Berechnungen der Grenzflichenspannung gezeigt.
Eine ausfiihrliche Herleitung des bindren kristallinen Phasenfeldmodells wird
in vorgestellt. In wird ein mehrkomponentiges kristallines
Phasenfeldmodell hergeleitet, fiir das Phasendiagramme berechnet und lamellare
eutektische Erstarrungen und dendritisches Wachstum in 2D und 3D dargestellt
werden.

Der[zweite Teil fithrt zunéchst das Phasenfeldmodell fiir Reinstoffe in
ein. bestimmt Parameter fiir Nickel aus der Molekulardynamik fiir

die Phasenfeldmethode. Molekulardynamikdaten werden in fiir die
Phasenfeldmethode konvertiert. Isothermes Wachstum einer planaren Grenzfla-
che sowie eines kugeligen Clusters wird in [Kapitel 13| untersucht und zwischen
der Molekulardynamik und der Phasenfeldmethode verglichen. Anschlieflend
werden in [Kapitel 14| Simulationstechniken fiir eine effizientere Simulation vor-
gestellt. Des Weiteren werden Anwendungen fiir grofiskalige Simulationen in

gezeigt.







Teil I.

Kristalline
Phasenfeldmethode






Einleitung in die kristalline
Phasenfeldmethode

Dieser erste Teil beschiftigt sich mit Phanomenen auf der atomistischen Lingen-
skala. Auf dieser Skala agiert eine grof3e Anzahl an Teilchen miteinander. Das
Detailverhalten der Teilchen ist weniger interessant als eine Aussage iiber das
Gesamtverhalten des Systems. Die Statistische Physik beschreibt dies mithilfe von
Modellsystemen, die Punktmassen oder starre Kérper betrachten. In der ersten
Approximation konnen harte Kugeln benutzt werden. Harte Kugeln bezeichnen
undurchdringliche Kugeln, die sich nicht iiberlappen diirfen. Der Ubergang zu
kontinuierlichen Potentialen fithrt zu Lennard-Jones-Potentialen, die aus einer
anziehenden Kraft und einer abstoflenden Kraft bestehen. Bei der anziehenden
Kraft handelt es sich tiberwiegend um Van-der-Waals-Krifte, diese fallen mit der
sechsten Potenz des Abstandes ab. Die abstoflende Kraft tiberwiegt, wenn sich die
Teilchen zu nah kommen, da Elektronen wegen dem Pauli-Prinzip auf energetisch
hohere Orbitale ausweichen miissen.

In der Monte-Carlo-Methode (MC) [2] werden die Teilchen zufillig bewegt und
anschlieffend die Energie des neuen Zustandes bewertet. Dazu werden die Krifte
aller Teilchen, die durch das Potential beschrieben werden, integriert. Ist die
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Energie des Systems gesunken, so wird der neue Zustand angenommen. Steigt
die Energie an, so wird der neue Zustand mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit,
abhingig von der Energie, trotzdem angenommen. Fiir harte Kugeln werden nur
giiltige Zustidnde akzeptiert, so diirfen sich nach der zufélligen Bewegung keine
Kugeln iiberlappen. Die Anwendung von MC auf fcc- und hep-Phasen wird in
der Referenz [3] gezeigt. Eine Ubersicht iiber Monte-Carlo-Methoden findet sich
in den Referenzen [4}[5]. MC-Methoden fiir das Kristallwachstum kénnen in den
Referenzen [6} [7] gefunden werden.

Eine weitere Simulationsmethode, bei der neben den diskreten Teilchenpositionen
auch deren Geschwindigkeit betrachtet wird, ist die Molekulardynamik (MD).
Den Teilchen in einem System werden zufillige Anfangsgeschwindigkeiten zu-
geordnet. Fiir harte Kugeln werden elastische Stéf3e simuliert [8]. Fiir Lennard-
Jones-Potentiale resultiert die Bewegung eines Teilchens aus der Summe aller
paarweisen Krifte, die auf dieses Teilchen wirken. Mit MD werden zahlreiche
Materialparameter oder Kristallstrukturen sowie Kristalldefekte
untersucht. Durch die paarweisen Krafteinwirkungen sind diese Methoden fiir
grofie Systeme [I5] schwer zu rechnen, insbesondere weil die Zeitskala klein ist.

Die klassische Dichtefunktionaltheorie beschreibt das Verhalten von Vielteilchen-
systemen im Gleichgewichtszustand, urspriinglich von inhomogenen Fliissigkei-
ten [16]. Anders als MC und MD beschreibt die Dichtefunktionaltheorie nicht
die diskreten Teilchenpositionen, sondern berechnet die ortsabhingige Dichte
des Systems. Die kristalline Phase wird durch eine periodische Dichte dargestellt.
Der Abstand der einzelnen Dichtepeaks entspricht dem Abstand der Atome. Die
einzelnen Peaks sind dabei sehr steil und haben eine hohe Amplitude, was eine
hohe numerische Auflosung [17]] impliziert. Die atomaren Eigenschaften der festen
oder fliissigen Phase werden durch Korrelationsfunktionen der fliissigen Phase
modelliert, die eine freie Energie beschreiben. Die dynamische Dichtefunktio-
naltheorie (DDFT) beschreibt die Entwicklung eines Systems fiir Nichtgleichge-
wichtszustinde [18-20]. Eine Stirke der DDFT sind inhomogene Systeme, bei
denen beispielsweise die Teilchendichte ortsabhéngig ist. Mit der DDFT fiir Erstar-
rungen wurde eine Reihe von klassischen Systemen sowie die Dynamik
in inhomogenen Systemen, wie das Kristallwachstum [25,[26], untersucht.

Das kristalline Phasenfeld, das im Englischen mit phase-field crystal, kurz PFC,
bezeichnet wird, ist ein neueres Modell zur Untersuchung von Gleichgewichtsdy-
namiken. Es wurde 2002 von Elder et al. [1] als Analogie zur Swift-Hohenberg-
Gleichung eingefiihrt. Die Swift-Hohenberg-Gleichung beschreibt den
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Prozess der Musterbildung. Sie ist eine theoretische Modellgleichung und be-
schreibt kein reales physikalisches Experiment. Im Vergliche zu Gleichungen realer
Experimente ist sie sehr tibersichtlich. Viele Phdnomene der physikalischen Mus-
terbildungsprozesse konnen mit ihr beschrieben werden, wie beispielsweise die
Musterbildung von Streifen bei Wolken oder bei Phaseniibergingen, analog zum
Ubergang von der Wirmeleitung zur Konvektion beim Bénard-Experiment .
In einer konservativen Variante der SH-Gleichung entstehen neben Streifen auch
hexagonale Strukturen, die fiir die Beschreibung von Kristallen interessant sind.

Durch eine spitere (2007) Herleitung aus der DDFT von Elder et al. [30], werden
physikalische Parameter in die PFC-Gleichung eingefiihrt. Die PFC-Methode
agiert auf der atomistischen Langenskala und einer diffusen Zeitskala [31]. Die
Peaks im Dichtefeld des PFC sind im Vergleich zu den DDFT-Peaks kleiner und
weniger spitz, wodurch der numerische Aufwand geringer ist.

Zahlreiche Kristalleigenschaften und Phdnomene wie Elastizitat und Plastizitat
34], polykristalline Korngrenzen und deren Dynamik sowie Versetzungen
wurden untersucht. Verschiedene Abwandlungen des PEC-Modells wurden
entwickelt, um besser an die physikalischen Eigenschaften, wie die Oberfldchen-
spannung, das Kompressionsmodul oder die Korngrenzenergie von bcc-Eisen
angepasst werden zu konnen. Die Eigenschaften von fcc-Strukturen wurden
mit einem Zwei-Moden-Modell untersucht. Nukleation und
Kristallwachstum werden ebenfalls vom PFC-Modell abgebildet. Teeffe-
len et al. zeigen dendritische Kolloide und verlassen damit die atomistische
Lingenskala.

Die Erweiterung von Elder et al. [30], auf ein binares PEC-Modell mit zwei Kom-
ponenten, wird zur Untersuchung der Korngrenzendynamik und des eutek-
tischen Wachstums verwendet. Erste Anwendungen vom mehrkompo-
nentigen PFC-Modell werden in den Referenzen gezeigt.

Ausziige aus[Teil I|dieser Arbeit sind bereits in M. Berghoff und B. Nestler. Scale-
Bridging Phase-Field Simulations of Microstructure Responses on Nucleation in
Metals and Colloids. The European Physical Journal Special Topics 223 (3) (2014),
409 zusammengefasst. Insbesondere[Abschnitt 6.2],]Berechnung der Grenzfla}
|chenspannung in 3DJ" ist teilweise in M. Oettel, S. Dorosz, M. Berghoff, B. Nestler
und T. Schilling. Description of Hard-Sphere Crystals and Crystal-Fluid Interfaces:
a Comparison Between Density Functional Approaches and a Phase-Field Crystal
Model. |Physical Review E 86 (2) (2012), 021404, Appendix B veroffentlicht.



http://dx.doi.org/10.1140/epjst/e2014-02099-8
http://dx.doi.org/10.1140/epjst/e2014-02099-8
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.86.021404
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Ein Artikel zum mehrkomponentigem PFC-Modell aus[Kapitel 8]ist zur Veréffent-
lichung zusammengefasst worden, M. Berghoff und B. Nestler. Phase Field Crystal
Modelling of Ternary Solidification Microstructures. Computational Condensed
Matter 4 (2015), 46| [51].


http://dx.doi.org/10.1016/j.cocom.2015.08.002
http://dx.doi.org/10.1016/j.cocom.2015.08.002

Einflihrung in die Spektralmethode

Dieses Kapitel fiihrt ein numerisches Verfahren zur Losung von partiellen Diffe-
rentialgleichungen ein. Insbesondere wird eine mogliche Losungsmethode fiir das
PFC-Modell gezeigt. Die Losung partieller Differentialgleichungen héherer Ord-
nung, wie sie im PFC-Modell vorkommen, ist numerisch aufwendig. Verfahren
der Finite-Differenzen-Methoden approximieren partielle Differentialgleichungen
auf einem Rechteckgitter mit Differenzenquotienten. Die mehrdimensionalen
Differenzenquotienten lassen sich zu einem Diskretisierungsstern zusammenfas-
sen, der die Gewichtung der einzelnen diskreten Werte je Rechenzelle beschreibt.
Zur Diskretisierung werden Nachbarwerte benétigt. Fiir eine zweidimensionale
partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung hat der Diskretisierungsstern 5
Eintrage, je einen Nachbarwert in jede Richtung, sowohl positiv als auch nega-
tiv. Spater wird gezeigt, dass das PFC-Modell eine partielle Differentialgleichung
sechster oder zehnter Ordnung ist. Die naive Weiterentwicklung fiir den Diskreti-
sierungsstern wiirde demnach 5 Werte in jede Richtung haben. Dabei wird schnell
klar, dass es nicht besonders geschickt ist, Werte fiir die Diskretisierung zu ver-
wenden, die 5 Werte entfernt sind. Albrecht und Yserentant zeigen einige
Diskretisierungssterne, die mit Werten im Abstand von 2 in der Maximumsnorm
gebildet werden. Fiir die sechste Ordnung kénnen sogar die 8 Nachbarwerte be-
nutzt werden. Je nach Grof3e des Diskretisierungsstern wird so eine oder zwei
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Randschichten benétigt oder bei Verwendung eines grofleren Sterns noch mehr.
Durch die hohe Ableitungsordnung wird die Zeitschrittweite in rein expliziten Ver-
fahren stark eingeschrankt. Fiir implizite Verfahren muss eine Bandmatrix gelost
werden, deren Bandanzahl von der Grof3e des Diskretisierungsterns abhangt.

Eine effiziente Methode zur Losung von partiellen Differentialgleichungen mit
hoher Ordnung und im Idealfall mit nur linearer Abhéngigkeit ist die Spektralme-
thode. Dabei wird das Problem mit Hilfe von Basisfunktionen in sein Spektrum
zerlegt und dann gelost. In vielen Fallen kann das spektralzerlegte Problem dann
ohne Mehraufwand implizit gelost werden. Als Spektralezerlegung eignet sich
numerisch besonders die Fourier-Transformation, da es den Algorithmus der
schnellen Fourier-Transformation (FFT), vom Engl. fast Fourier transform, gibt.
Zunichst wird die Fourier-Transformation mit Rechenregeln und Eigenschaften
eingefiihrt. Diese wird spater benutzt, um an einfachen Beispielen die Spektral-
methode anwenden zu konnen. Bei der Betrachtung der Numerik wird auf den
Rechenaufwand und die Speicheranforderungen eingegangen.

3.1. Fourier-Transformation

Die Fourier-Transformation zerlegt kontinuierliche, aperiodische Funktionen
f(x) in ein kontinuierliches Spektrum der Fourier-Transformierten, f(¢).

Definition 3.1 (Fourier-Transformation). Sei f € L'(C") eine integrierbare Funk-
tion. Der Fourier-Transformations-Operator F bildet Werte aus einem allgemein
komplexen Ortsraum in einen komplexen Frequenzraum (auch Fourier-Raum)
ab F : C" - C", f » F(f). Die Fourier-Transformierte f := F(f) von f ist
definiert durch

1
\/Znn

Die entsprechende Riicktransformation lautet

F&) = FD@ = ——=5 [ fx) e dx.

@) =F D)= [ f© e a

Der Vorfaktor 1/+/ 27" kann auch der Riicktransformation zugeordnet werden.
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Definition 3.2 (Multiindex). @ = (ay,...,a,) € IN" wird Multiindex genannt,
eine Zusammenfassung von mehreren Indizes. Fiir D als Differentialoperator und
x € C" gelten folgende Konventionen

|| := o + - + &y,

An
n o

D" := D{*---D".

xa = xl‘xl...x

Definition 3.3 (Schwartz-Funktionen). Eine glatte, d. h. unendlich oft differen-
zierbare Funktion f € C*(R"), f : R" — C heifit Schwartz-Funktion oder
schnell-fallend, wenn fiir alle Multiindizes &, § € IN" die Funktion x* D? f(x) auf
R" beschréankt ist.

Der Vektorraum aller Schwartz-Funktionen heif$t Schwartz-Raum und wird mit
S(RR") bezeichnet

S(R"):={feC®(R")|Va,feN",3C>0, Vx e R": [x*DF f(x)| < C}.

Satz 3.4 (Rechenregeln und Eigenschaften). Seien g, f € S(R") c L'(R") zwei
Schwartz-Funktionen, a, b € C und & ein Multiindex. Dann gelten

Riicktransformationsformel FUF)) =1,

Linearitit F(af +bg) =aF(f)+bF(g),
Differentiation F(Df)(&) = il“‘f“}—(f)(f),
Faltungstheorem F(f*g)=F(HF (g, (3.1)

wobei (f * g)(x) := [z f(7)g(x — 7) d7 die Faltung von f mit g ist.
Die Fourier-Transformierte von reellen Funktionen ist hermitesch
f(x) eR = f(=&) = f(&).

Definition 3.5 (Diskrete Fourier-Transformation). Die diskretg FourieAr-Transfor-
mation (DFT) eines Vektors f = (fo, ..., fy-1) € CNist f = (fo,..., fn-1) € CN
mit den Koeflizienten

A N-1 . jk
fio= Y e firk=0,...,N 1. (3.2)
=0



14 | Kapitel 3 Einfiihrung in die Spektralmethode

Die inverse DFT (iDFT) f von f hat die Koeffizienten

1 N-1 ik A
fj:NZez’”%fk fiir j=0,...,N - 1. (3.3)
k=0

Definition 3.6 (Mehrdimensionale DFT). Fiir ein mehrdimensionales Feld kann
die DFT leicht erweitert werden, indem sie jeweils einmal auf alle Koordinaten-
richtungen angewandt wird. Fiir n Dimensionen gilt

Ni-1  N,-1 - ,
A _ il —ZHiJ"k"
Shvvkn = D, o D € N e N firejuo
j1=0 Jjn=0

und fiir die inverse DFT
1 Nzl Nu-l

=
NiNu =0 K20

firk; =0,...,Ngy—1lund j; =0,...,N;—1lmitd =1,..., n.

Speicherstruktur

Zur Berechnung der Fourier-Transformationen wird die FFTW3-Bibliothek

verwendet. Dabei wird bzw. ohne Vorfaktor 1/N gerechnet. Entspre-
chendes gilt fir mehrdimensionale Fourier-Transformationen. Gebiete mit einer
Zellanzahl N = 2°3%5¢7911°13/ mit a, b, ¢, d, e, f € Nund e + f < 1 werden

in einem Aufwand von O(N log N) berechnet. Die Fourier-Transformation bil-
det allgemein von dem komplexen Raum in den komplexen Raum ab. Ein rein
reeller Ortsraum ist im Frequenzraum hermitesch, sodass es geniigt, die Halfte
des komplexen Feldes in den Speicher zu legen. Die andere Hilfte kann tiber

die Beziehung f(~£) = f(&) berechnet werden. Hier wird wieder die Funkti-
onsschreibweise fiir f(x) verwendet, obwohl es sich durch die Diskretisierung
um einen Vektor handelt.

Definition 3.7. Sei d die Dimension und N; fiir j = 1, ..., d die Anzahl der Zellen
in j-Richtung. Die verschiedenen Felder werdens wie folgt benannt.

(i) Ein reelles Feld im Ortsraum wird mit X bezeichnet. Es hat Nj x --- x N Zellen
mit reellen Eintragen, so ist jede Zelle ein Element von RR. Das transformierte Feld
von X ist hermitesch.
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(ii) Durch Ausnutzung der Symmetrie in der letzten Dimension im Frequenzraum
geniigt ein reduziertes komplexes Feld F mit Ny x -+- x Ny_y x (| N4/2]| +1) Zellen,
wobei jede Zelle ein Element von C ist. Identifiziert man C mit R?, so hat IF
Nj x ---x Ng_y x 2(| N4/2| + 1) reelle Zellen, also eine (N, ungerade) oder zwei
(N4 gerade) Schichten mit Ny x --- x Ny_; Zellen mehr als X.

(iii) Da X ¢ F ist, kann ein gemischtes Feld IM benutzt werden, wobei entweder das
Spektrum im Frequenzraum oder der Ortsraum gespeichert ist. Dies wird mit IMp
fir den Frequenzraum bzw. mit Mx fiir den Ortsraum notiert. Es gilt My = IF und
R ¢ Mx. Die zusitzlichen Schichten werden als Paritdit oder Padding bezeichnet.

(iv) Ein volles komplexes Feld wird als Cx bezeichnet, wenn es den Ortsraum
enthilt und mit Cy, wenn es den Frequenzraum enthilt. Es gilt Cx = Cp und hat
[T}_; N; Zellen, wobei jede Zelle ein Element von C ist.

zeigt die Felder X, IF, My und Mx fiir zwei Dimensionen. Die

letzte Dimension ist in diesem Fall also die y-Richtung. Die Indizes stehen in den
Zellen und die Koordinaten am Rand.

3.2. Spektralmethode

Zum Losen von parabolischen partiellen Differentialgleichungen, wie der Dif-
fusionsgleichung, gibt es eine Reihe von verschiedenen Losungsmethoden. An
dieser Stelle wird die Spektralmethode anhand von zwei Beispielen eingefiihrt, wo-
bei das Problem mit Basisfunktionen in sein Spektrum zerlegt wird, wo dann
eine einfachere Losung gefunden werden kann. Fourier hat in seinem Werk
»Ihéorie analytique de la chaleur® (Analytische Theorie der Wérme) die
Fourier-Reihenentwicklung zur Beschreibung der Wiarmeverteilung eingefiihrt.
Fir u(x, t), die vom Ort und Zeit abhéngige Temperatur, und die Temperaturleit-
tahigkeit a lasst sich die Warmediffusion durch die Warmeleitungsgleichung

ou(x,t
% =V -a(x,t)Vu(x,t) (3.4)
beschreiben. Dabei bezeichnet V := (9, ..., dx, )T den n-dimensionalen Nabla-

Operator, dessen Komponenten die partiellen Ableitungsoperatoren d/dx; sind.
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A

AN
RERNRS IS A NSRS
R 0 idx=0 | 1 2 3 Ny=2 | Ny-1
X =
AX Ny Ny+'l
20X
(Ny —1)Ax
Ny Ny
1 2! 3
k, =0 N,y N,By iNyAy
idx=0 1 &_1 Ny
F = Mg ky = 2 3
N1A T
.94
Nx
2
NyAx
Ny
2
iNXA)(
NyAx
1
Ny Ax
o LN
NEREES B IS EAS N
idx=0 |1 2 3 Nny Nny Ny Ny+‘l
My: x=
AX Ny+2 Ny+3
2
20X 3
©
o —
<
(N, = 1)Ax

Abbildung 3.1.: Felder auf denen die FFT berechnet wird. Double Werte sind Grau.
Hellgrau und Dunkelgrau entspricht einem komplexen Wert.
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0, wird als Kurzschreibweise fiir d/dx verwendet. Das Produkt von V mit einer

Funktion f ist deren Gradient V f = grad f = (y, ..., 0y, f) . Das Skalarpro-
dukt mit einem Vektorfeld V ist dessen Divergenz

v

V~V:divV:Za .
Xj

J

V2 bezeichnet das Skalarprodukt von ¥ mit sich selbst und ist gleich dem Laplace-
Operator A,

vz—v-v—za—z—A
i o

Beispiel 3.8. Sei zunichst a konstant, so vereinfacht sich zudyu = alu(x, t).
Es sei &t := F(u) die Fourier-Transformierte von u. Mit den obigen Rechenre-
geln lisst sich Au durch Multiplikation von @ mit i2|k|* = —k? berechnen. Dabei
bezeichnet k = (k,, k),)T den (hier zweidimensionalen) Wellenvektor mit den
Wellenzahlen ki, k, in x- bzw. y-Richtung und k := |k| = \/(k, k) die Kreiswel-
lenzahl als Linge des Wellenvektors mit dem Skalarprodukt (s, ). Ist der Grad n
der Ableitung gerade, so wird das Feld mit der n-ten Potenz der reellen Kreiswel-
lenzahl k multipliziert. Bei ungeraden Ableitungsgraden ist dies komplizierter,
wie unten gezeigt wird. Durch Riicktransformation in den Ortsraum ergibt sich
dann die Gleichheit

Au = FH(-K*F(u)).

Mit den Ableitungsregeln der Fourier-Transformation kann die Bewegungsglei-
chung im Fourier-Raum angegeben werden

0:11 = —ak?1,
diese lasst sich leicht implizit diskretisieren,

Uty — Uy

2 A
VIR —ak“li

oder nach Umstellen

-1

fip41 = (1 + Atak?) (3.5)



18

Kapitel 3 Einfihrung in die Spektralmethode

S <3>< <3>\
3 3 o> X X
= &|lo oo
t|Y
F(u) 1
35| <3S ik
| = F ' (ika) ﬂ
t| Y -a(x)
F(u) F(aVu)
Zeitschritt Zeitschritt j
F (@) F (@)
skalieren skalieren
t+1|Y t+1)Y

(2 Beipiei g (b)eise 59

Abbildung 3.2.: Speicher und Rechenschritte fiir die Warmeleitungsgleichung mit
konstanter Warmediffusion a und((b)|ortsabhéngiger Warmediffusion a(x). Die horizon-
tale Achse zeigt die einzelnen Felder. Die vertikale Achse zeigt die Berechnungsschritte,
von Zeitschritt t nach t + 1 . l== markiert Werte im jeweiligen Feld, die dunkelgraue
Box zeigt Werte die initial in diese Feld geschrieben werden und die hellgraue Box zeigt
an, dass die Werte in diesem Feld berechnet werden. Werden zur Berechnung Werte
aus anderen Feldern benétigt, so wird das mit einem Pfeil (@—) gezeigt.

Dabei wird davon profitiert, dass nur lokal mit k? multipliziert werden muss und
sich somit das tibliche Losen eines Gleichungssystems zu einer Division verein-
facht. Zur numerischen Losung muss zunéchst #, die Fourier-Transformierte von
u, bestimmt werden. u ist reell und kann in X gespeichert werden. il ist hermi-
tesch und kann in IF gespeichert werden. « und & kénnen alternativ auch in einem
gemischten Feld IM gespeichert werden, was im néchsten Beispiel deutlich wird.
Fiir das Feld der Fourier-Transformierten # kann dann der eigentliche implizite
Zeitschritt durchgefithrt werden. Nach der anschlielenden Riicktransfor-
mation muss u noch skaliert werden, d. h. durch die Anzahl der Zellen dividiert

werden. Diese Rechenschritte sind in [Abbildung 3.2(a)] fiir den Zeitschritt von ¢

auf t + 1 aufgefiihrt.

Nach diesem sehr einfachen Beispiel folgt nun eine komplizierte Gleichungen
mit aufwendigeren Rechenschritten.
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Beispiel 3.9. Ist jedoch a(x, t) vom Ort abhingig, so ergibt sich nach der Fourier-
Transformation eine Faltung a = #i. Diese wird numerisch tiber das Faltungstheo-
rem , also tiber Fourier- und inverse Fourier-Transformationen berechnet.
Fir (3 erglbt sich somit

¢t = ik - F(aF ' (ikF (u))) = z(]]z;) . (}—ga}_ IE gg) (3.6)

Da die Ableitung nun eine Multiplikation mit i und dem Wellenvektor k ist, ist
das Produkt nicht mehr hermitesch und somit werden fiir die Speicherung des
Vektorfelds kii zwei komplexe Felder benétigt, und zwar fiir jede Raumrichtung
eins. [Abbildung 3.2(b)| zeigt den Programm- und Speicherablauf zur Lésung von
(3:6). u wird transformiert und mit ik, bzw. ik, multipliziert. Die Resultate werden
in den zwei C-Feldern gespeichert. Riicktransformation, Multiplikation mit a(x)
und erneute Fourier-Transformation werden in den Feldern C ausgefiihrt. Bei der
Riicktransformation wird eine Skalierung mit der Zellanzahl nétig, die zusammen
mit der Multiplikation mit a(x) durchgefithrt wird. Die rechte Seite von wird
als ,,ik;C, + ik, C,“ berechnet, womit dann der Zeitschritt berechnet wird. Eine
Riicktransformation mit anschlieflender Skalierung liefert den neuen Zeitschritt
im reellen Raum.

3.3. Abschneidefunktionen

Durch die diskrete Fourier-Transformation werden nur bestimmte diskrete Fre-
quenzen berechnet. Fiir d € {x, y,z } sind dies

Ny

2mj N,
7-[] fﬁrj:_7d+1,...,7

NyAd

kd =

mit Ny Zellen und Ad Zellabstand in d-Richtung. Bei der Riicktransformation
kann es zu einigen ungewollten Artefakten kommen, die gemeinsam als Ringing
bezeichnet werden. Dazu gehért das Gibbs'sche Phinomen und das Uberschwingen.
Dabei entstehen insbesondere an Sprungstellen hohere oder niedrigere Werte, die
zudem schwingen. Im Fall des Gibbs'schen Phianomens liegt dies an der endlichen
Anzahl der Frequenzanteile und ist fiir Funktionen ohne Sprungstellen vernach-
ldssigbar. Durch Verdnderungen der Amplituden der einzelnen Frequenzen kann
Uberschwingen auftreten, dies kann durch gleichmifligere Anpassungen von
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benachbarten Frequenzen reduziert werden. Aulerdem kann es zu Alias-Effekten
kommen, wenn Frequenzanteile vorkommen, die hoher als die Nyquist-Frequenz
(halbe Abtastfrequenz) sind, die sich dann periodisch tiberlagern. Um dies zu ver-
hindern, kann ein Tiefpassfilter eingesetzt werden, der unerwiinschte Frequenzan-
teile herausfiltert. Typischerweise werden hohe Frequenzen abgeschnitten, deren
Wellenlingen A = 2m/k kiirzer sind als physikalisch bedeutende Wellenlangen
Acut- Werden Atome mit Wellen beschrieben, so sind Frequenzen mit Wellenlén-
gen, die kleiner als der Atomabstand sind, physikalisch nicht relevant. Es konnen
verschiedene Filter 6(k) = 0(|k|) verwendet werden. Der einfachste Fall ist hart
abzuschneiden, d. h., dass alle Frequenzen, die hoher als 277/ k < Ay, sind, Null
gesetzt werden. Der harte Tiefpassfilter

o(k) - {1 fir k < 27/ Acus (37)

0 sonst,

in der inversen Fourier-Transformation
1 2mi 3
=5 X 000hent,
k=0

erfiillt dies. Uberschwingen kann durch harte Filter nicht vermieden werden,
es kann sich dadurch verstirken, weshalb méglichst glatt abgeschnitten werden

muss. Der Filter
)36
0(k) = -36( —
(k) eXp( (K) )

mit K = 271/ Acy ist eine Approximation an einen Erfc-Log-Filter von Boyd [56],
welcher das Uberschwingen gut verhindern kann. Oft geniigt schon ein einfacher
linearer Filter

1) kS kl,
2
0(k):={1- Lkl)z, ki < k < ky, (3.8)
(k2 = k1)
Os k2 S k,

der Frequenzen < k; unberiihrt ldsst, Frequenzen > k, Null setzt und dazwischen
linear interpoliert. Die Filter werden in[Abbildung 3.3|gezeigt.
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--- hard
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Abbildung 3.3.: Tiefpassfilter fiir hartes (gestrichelt) und lineares (gepunktet) Abschnei-
den sowie die Approximation an den Erfc-Log-Filter (durchgezogen) fir ein Gitter
mit 128 reellen Stitzstellen und Ax = 271/128. Die Filterparameter sind ki = 22 und
K = ky = 30 = 271/ Acur.

Es sei angemerkt, dass die Informationsdichte nach Abschneiden sehr gering ist.
Fiir ein quadratisches Gebiet mit einer Kantenlange von 1024 Gitterpunkten und
wenn die physikalisch uninteressanten Wellenldngen < 10Ax sind, werden alle
Frequenzen Null gesetzt, fir die gilt

21 \? 27 2
k2 k2 _ ( ) .2 .2
(IOAx) <R = To2aax (7 +43)

024> ., .
o <hth

. 10242 5
=Jy> 102 —Jk-

Beriicksichtigt man noch den hermiteschen Teil, so tragt lediglich ein Viertelkreis
mit Radius r = 1024/10 die Information, 7r*/(1024 - 512 - 2) = 7%.







Kristallgitter

Im festen Zustand ordnen sich Atome regelmafig an. Die Struktur von Kristallen
wird durch ein Gitter und eine Basis beschrieben. Nachfolgend werden einige fiir
Metalle typische Kristallstrukturen eingefiihrt.

4. Gitterstrukturenin 2D und 3D

Sei n € {2,3} die Dimension. Kristallgitter konnen durch Basisvektoren a’ € R”,
i=1,...,nbeschrieben werden und besitzen bis zu sechs Gitterkonstanten, welche
die Winkel zwischen den Vektoren oder die Abstinde benachbarter Gitterebenen
angeben. Die reziproken Basisvektoren b; € R",i =1,..., n werden durch a}-b’ =
276;; beschreiben. Fiir n = 3 sind dies

a; x a)

aj(a; x a})’

a) x a; aj x aj

bj=2n—=*——, by=2n

— 1 pl=2r
aj (a3 x 3) “{(“;X“Q)) ’

Fiir quadratische bzw. kubische Gitter haben die Basisvektoren die gleiche Lange
und sind paarweise orthogonal. So lassen sich diese Gitter durch eine einzelne
Gitterkonstante a, die Linge der Elementarzelle im reellen Gitter, beschreiben.
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Abbildung 4.1.: Die Gitterpunkte der ersten 12 Schalen in einem einfach quadratischen
Gitter mit den Basisvektoren by = (1,0)" und b, = (1,0)". Die Zahlen der rechten Halfte
geben den quadratischen Abstand zum Ursprung an.

a wird fir gewohnlich auch als Gitterabstand bezeichnet. Dieser Begriff wird im
Rahmen dieser Arbeit jedoch fiir den Abstand benachbarter Gitterpunkte im
Simulationsgebiet verwendet und daher hier vermieden.

Seien aa; := a’ die mit a skalierten Basisvektoren und g := 27/a die reziproke
Gitterkonstante. Dann sind gb; := b’ die skalierten reziproken Basisvektoren. Die
skalierten Vektoren bilden ebenfalls ein Gitter.

Sei
G::{Zvibi Vi EZ}
i=0

die Menge aller Gittervektoren im reziproken Gitter. Punkte im reziproken Gitter
sind durch die Gittervektoren k € G gegeben. Die reziproken Gittervektoren k € G
werden ihrer Lange nach in Schalen IK; aufgeteilt,

3

G: Kia

0

sodass fiir k, € IK;, k;, € IKj, |ka| < |ky| genau dann wenn i < j gilt und |k,| =
|ky| genau dann wenn i = j ist. U bezeichnet die disjunkte Vereinigung. Damit
besitzt G eine Quasiordnung, die zu einer Wohlordnung erweitert werden kann,

indem Vektoren gleicher Schale eine beliebige Ordnung bekommen.[Abbildung 4.1]
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zeigt die Aufteilung der Gittervektoren auf die ersten 12 Schalen fiir ein einfach
quadratisches Gitter.

4.2. Modenentwicklung

Sei y(r) das Dichtefeld des Kristalls, wobei r € R” den Vektor der Raumkoor-
dinaten bezeichnet. Insbesondere gilt, dass y mit Periode a periodisch ist und
sich so als komplexe Fourierreihe

y(r) = > Pjexp(igk;-r) (4.1)
J

darstellen ldsst. Dabei sind

1 .
P =— f r)e' ki dr
i= g y(r)
die zugehorigen Fourierkoeffizienten und Q := [-a/2, a/2]" bezeichnet den Defi-
nitionsbereich einer Elementarzelle, k; bezeichnet den j-ten Vektor in der qua-
sigeordneten Menge der Gittervektoren G.

Da y eine gerade Funktion ist, sind die zugehorigen Fourierkoeffizienten P; reell.
Auflerdem ist y(r) unter Vertauschung der Richtungen fiir quadratische bzw.
kubische Symmetrien invariant. Zu jedem k € G liegen die Vektoren, die durch
Permutation oder Negierung der Koeflizienten von k entstehen, in derselben
Schale IK;. Fiir n = 2 bedeutet dies, dass es zu jedem k = (k;, ky)' € G ein j
gibt, sodass

LI M)

gilt. Oft ist sogar K = IK;. Somit sind fiir alle k € K die P; gleich. Da alle k € K;
die gleiche Linge haben, wird jeder Schale IK; eine Amplitude A; zugeordnet.
wird damit zu

y(r) = ZA]- Zexp(iqkl -1). (4.2)
j

kieK;
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Tabelle 4.1.: Basisvektoren des realen und reziproken Gitters fiir sq-, hex-, fcc- und bcc-
Gitter.

Gitter real reziprok

e
e

4.3. Basisvektoren

Im Rahmen dieser Arbeit werden das quadratische Gitter (sq), vom Engl. square,
und das hexagonale Gitter (hex) in zwei Dimensionen betrachtet. In drei Dimen-
sionen werden das kubisch innenzentrierte Gitter (bcc), vom Engl. body-centered
cubic sowie das kubisch flichenzentrierte Gitter (fcc) vom Engl. face-centered
cubic, betrachtet. Die Basisvektoren hierzu sind in [Tabelle 4.1 aufgelistet. Die
Struktur des quadratischen Gitters bleibt im reziproken Raum erhalten. Das hexa-
gonale Gitter entspricht einem um 30° gedrehten Gitter, die Struktur bleibt also
auch hier erhalten. Aus dem bcc-Gitter wird eine fcc-Struktur und umgekehrt.

Wegen der Symmetrie ist es sinnvoll, die folgenden Gitterindizes zu verwenden.

Definition 4.1 (Gitterebene/Millersche Indizes). Seien h, k und | ganzzahlige
Indizes. Das Zahlentripel (hkl) bezeichnet im dreidimensionalen Kristall eine
spezifische Gitterebene. Im zweidimensionalen Kristall bezeichnet (hk) eine spe-
zifische Gitterebene.

Negative Indizes werden mit einem Balken tiber der Zahl geschrieben =.

Die Notation { hkl} wird verwendet, wenn alle symmetrisch dquivalenten Ebenen
gemeint sind. Im kubischen Kristallsystem sind (100), (100), (010), (010), (001)
und (001) die Oberflichen eines Wiirfels und werden mit {100} bezeichnet.



4.3 Basisvektoren

(a) bcc-Gitter (b) fcc-Gitter

Abbildung 4.2.: Elementarzellen des bcc-Gitters mit der (110)-Ebene (dunkel) und
der (200)-Ebene (hell) und des[(b)] fcc-Gitters mit der (111)-Ebene (dunkel) und der
(200)-Ebene (hell).

Dabei bezeichnet (hkl) den reziproken Gittervektor
hbl + kbz + lb3,
der senkrecht auf der (hkl)-Ebene steht.

Definition 4.2 (Gittervektor/Richtungsindizes). Seien u, v und w ganzzahlige
Indizes. Das Zahlentripel [uvw] bezeichnet im dreidimensionalen Kristall einen
spezifischen Gittervektor. Im zweidimensionalen Kristall bezeichnet [uv] einen
spezifischen Gittervektor.

Die Notation (uvw) wird verwendet, wenn alle symmetrisch dquivalenten Rich-
tungen gemeint sind.

Im realen Gitter bezeichnet dabei [uvw] den Vektor

ua, +va, + was.

Durch die Periodizitéit der einzelnen Gittervektoren, ergeben sich auf den Gitter-
ebenen ebenfalls periodische Strukturen, auf denen die Atome unterschiedlich

dicht beieinander liegen. [Abbildung 4.2] zeigt die beiden Ebenen mit den dichtes-
ten Atompackungen fiir das bec- und fec-Gitter. Mit der Gitterkonstante a = 1

27
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ergeben sich fiir das bee-Gitter die Atomdichten der {110}- und {200}-Ebene,
1+4-1 4.1
=—2 =V2w14], =—21=1
P{10} 2a? V2 P{200} P

Fir das fcc-Gitter sind die Atomdichten,

3-2+43-2 4 - 1+4-;
Py = ?az —\/§~ 31 P{200} = PR

Dezimalzahlen werden in dieser Arbeit mit einem Dezimalpunkt geschrieben.

4.4. Dichteapproximation

Mit den reziproken Basisvektoren lassen sich unmittelbar Approximationen der
Dichte bestimmen. Fiir die 1-Mode-Approximation (j < 1) werden Gittervektoren

bis zur Schale IK; benutzt. Fiir das sq-Gitter folgt aus mit k; = (1, O)T = —ks,
ky = (0, 1)T = —ky aus K
1//i—qmode(r) = AO + Al Z eXp(lqk] . T)

kjelK;

=Ag+A; Y. (cos(qk;-r)+isin(qk;-r))
kjelK;

= Ao + A(cos(gk; - r) + cos(gk, - ) + cos(qk; - r) + cos(gk, - )
+i(sin(qky - r) +sin(gk, - r) — sin(qk; - r) — sin(gk, - r)))

= Ao +2A1(cos(gk; - 1) + cos(gky - 1))

= Ay +2A1(cos(gx) + cos(qy)). (4.3)
Fiir die 2-Moden-Approximation kommen die Vektoren aus I,: ks = (1,1)" = -k,
ks = (1,-1)" = —kg hinzu
Vo mode () = ¥ymode (1) + 2A2(cos(gks - 1) + cos(gk; - 1))

= Vi'mode (1) + 2A2(cos(gx + qy) + cos(qx - q4y))

=yt () + 2A2( cos(gx) cos(gy) — sin(gx) sin(qy)

+cos(gx) cos(gy) + sin(gx) sin(qy))
=y (1) + 4A5(cos(gx) cos(gy)).
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Die Vektoren aus I3 entsprechen den Vektoren aus IK; mit Faktor 2. Die 3-
Moden-Approximation lautet

Yo ae (1) =W (1) + 2A5(cos(2gx) + cos(2gy)).

Die ersten drei Modenapproximationen des quadratischen Gitters sind in[Abbil}
berechnet.

Fiir die nachfolgenden Gitter wird die 1-Moden-Approximation angegeben. Fiir
das hexagonale Gitter folgt aus mit k; = (1,0)" = —ky, k = (1/2, \/§/Z)T =
—ks und ks = (1/2,\/3/2)" = —kg aus K,
w{l-iflode(r) = AO + A Z eXP(lqu : r)
kjelK,

=Ag+Ar Y, (cos(qkj -r) + isin(qk; - r))
kjelK,

= Ag +2A,(cos(gk; - 1) + cos(gky - 1) + cos(gks - 1))

e o )l )

=Ag+ 2A1(cos(qx) + cos(qg) cos(q\/zgy)

) )l o)
+sin(q§)sin(\/2§y))

=Ag+ 2A1(cos(qx) + 2cos(qg) cos(q\/jy)).

Die Vektoren in IK; fiir das bee-Gitter sind

kl = (1) 1 O)T = _k7) k4 = (_1; 1, O)T = _k10)
ky=(1,0,1)" = —kg, ks = (-1,0,1)" = —kyy,
ks = (0,1,1)" = —ko, ks = (0,-1,1)" = —ky,.
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(c) M3 := 4A;(cos(gx) cos(qy)) (d) 3° =P ge T M2

2-mode

# N
V| ‘“i
/TN
”;”"’"'""""'.W\

(e) M5 := 2A;5(cos(2gx) + cos(2qgy)) (F) 93 node = ¥amode + M3
Abbildung 4.3.: Dichteapproximation fiir eine Elementarzelle des quadratischen Gitters.
Auf der linken Seite sind die Approximationen fiir die Schalen[(@)] K1, [€)] K. und[[e] K.
Die rechte Seite zeigt die[(b)] 1-Moden-,[[d)] 2-Moden- und[{f}] 3-Moden-Approximation.
Die Amplituden Ag = A; = 1, A; = 0.6875 und As = 0.1261 resultieren aus der Minimie-

rung (vgl.[Abschnitt 8.4.1).
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So ergibt sich fiir
W?—Cr;ode(r) = A() + Al Z eXP(lqu ) 1')
kjelKy
=Ag+A; Y. (cos(qk;-r)+isin(qk;-r))
kel
6
= Ag+24; ) cos(qk;-r)
=1
= Ao +2A;(cos(gx + qy) + cos(gx + gz) + cos(qy + qz)
+cos(—gx + qy) + cos(—gx + qz) + cos(—qy + qz))
= Ao +4A;(cos(gx + qy) + cos(gx + qz) + cos(qy + qz)).

Dabei wurde erneuter die Symmetrieeigenschaften der trigonometrischen Funktio-
nen cos(—x) = cos(x) und sin(-x) = —sin(x) ebenso wie das Additionstheorem
cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y) benutzt.

Fir die 1-Moden-Approximation des fcc-Gitters werden die Vektoren

ki =(-1,1,1)" = —ks,
ky=(1,-1,1)" = —kg,
ks=(1L1,-1) = -k,
ky=(-1,-1,-1)" = kg

aus IK; benuzt. Die Dichteapproximation lautet dann

Yiode(r) = Ao + Ay Y exp(igk;-r)
kjelK;

=Ag+A; Y. (cos(qk;-r)+isin(qgk;-r))
kjelk;

4
=Ag+2A; ) cos(qk;-r)
=1
= Ay +2A1(cos(—gx + qy + qz) + cos(gx — qy + qz)
+cos(gx +qy —qz) + cos(—gx — qy — qz))
= Ag + 8A;(cos(gx) cos(qy) cos(gz)) (4.4)

31
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mit dem erweiterten Additionstheorem

cos(x + y +z) = cos(x) cos(y + z) — sin(x) sin(y + z)

= cos(x)(cos(y) cos(z) —sin(y) sin(z))
—sin(x)(sin(y) cos(z) + cos(y) sin(z))

cos(x) cos(y) cos(z) — cos(x) sin(y) sin(z)
—sin(x) sin(y) cos(z) + sin(x) cos(y) sin(z).

In der Summe bleibt durch sin(-x) = —sin(x) nur der erste Term ibrig, mit
cos(—x) = cos(x) wird dieser fiir alle Summanden gleich.

Fir die 2-Moden-Approximation werden zusitzlich die Vektoren

ko = (2,0,0)" =k,
ki = (0,2,0)" = ki3,
ki = (O,O,Z)T =k

aus IK, verwendet

fec c

Vamode () = Vicmnoae (1) + 242(cos(gks - 1) + cos(ghuo - 1) + cos(qku - 1))

fec

= Y mode () + 2A5(cos(2gx) + cos(2gy) + cos(2gz)).



Kristalline Phasenfeldmethode
flir Reinstoffe

Die kristalline Phasenfeldmethode wird entlang des historischen Weges einge-
fithrt. Dazu wird zunachst die Swift-Hohenberg-Gleichung, die ausfiithrlich in Be-
stehorn nachgelesen werden kann, eingefiihrt und verglichen. Fiir die Gleich-
gewichtsthermodynamik wird eine erhaltende Version der Swift-Hohenberg-
Gleichung erstellt und untersucht. Ein anderer Zugang iiber die Approximation
der Dichtefunktionaltheorie, liefert eine Version der Gleichung mit mehreren
Parametern und somit besseren Anpassungsmoglichkeiten an die Physik.

5.1. Swift-Hohenberg-Gleichung

Ausgangspunkt fiir die Nebeneinanderstellung der Swift-Hohenberg-Gleichung
(SH) und der PFC-Methode ist das Potentialfunktional

5,1

ZWl= [w((@+ v -e) - Ly s Lyt (5:)
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Dabei bezeichnet g den kritischen Punkt, dessen Bedeutung spiter bei der Untersu-
chung der Swift-Hohenberg-Gleichung erlautert wird. r = (x, y) oder r = (x, y, z)
ist der Vektor der Raumkoordinaten, wobei zunéchst der zweidimensionale Fall
betrachtet wird. —gy? /3 + y*/4 wird als Potential bezeichnet. Mathematisch ge-
sehen ist .#[y] ein Ljapunow-Potential, dessen physikalische Interpretation der
Gleichgewichtsthermodynamik der freien Energie entspricht.

y soll einer Gradientendynamik gehorchen, sodass die Bewegungsgleichung als
Gradientensystem mit der Funktionalableitung geschrieben werden kann,

_0F[y]

Sy
Es ergibt sich fiir ¢ = 0 die Swift-Hohenberg-Gleichung, benannt nach den Auto-
ren der ersten Verdffentlichung, Swift und Hohenberg

atll/ = (52)

Ay =ey— (g2 + V) 'y-y’. (5.3)

Z[y] ist unter der Bewegungsgleichung monoton fallend, denn fiir die
zeitliche Ableitung mit Einsetzen von gilt

3.7 - / S«ill[/‘ﬂ]atwdr:—f(&fly])zdrso.

Die zeitliche Entwicklung von y muss also in einem stationaren Zustand v (r)
enden, wobei .Z [y,] ein (lokales) Minimum ist.

Betrachtet man den linearen Teil aus (5.3) im Fourier-Raum, so ergibt sich das
Gradientensystem

i = (e (a3 1K) )i

mit dem Wellenvektor k. Ist € < 0, so konvergieren die Amplituden von ¢ fiir alle
Wellenzahlen gegen 0. Ein Muster kann sich also nur ausbilden, wenn ¢ > 0 ist,
hier wachsen die Amplituden einiger iiberkritischer Wellenzahlen, die in einem
Band um den kritischen Punkt g, liegen. Es gilt

e (a3~ KP) >0 |qd - k7| < v, (5.4)
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sodass die Breite des Bandes von der Groflenordnung O(\/e) ist. Es bilden sich
Muster mit der Wellenldnge 27/qy. Fiir eine gegebene Losung y ist offensichtlich
auch —y eine Losung und somit ist die Swift-Hohenberg-Gleichung symmetrisch.

In den Beispielsimulationen aus[Abbildung 5.1 entstehen streifige Muster aus einer

zufilligen gleichverteilten Fiilllung. Mit der Zeit ordnen sich die Streifen zuneh-
mend, zeigt fast parallele durchgehende Streifen. Das Muster
wird mit grofler werdenden ¢ chaotischer, die Zeit bis ein stabiler Zustand ge-
funden wird, wird dafiir kiirzer. Werden als initiale Fiillung Streifen verwendet,
deren Wellenldnge nicht 277/q, entspricht, kann es zu einer Zickzack-Instabilitdt
kommen, dabei kippen die initialen Streifen in regelmafigen Abstdnden nach
links und rechts, sodass ein Zickzack-Muster entsteht, wie in[Abbildung 5.2(a)H(c)}
Alternativ kann eine Eckhaus-Instabilitiit auftreten, bei der einige Amplituden
schrumpfen, um dann mit der Wellenlange von 277/q, wieder zu wachsen, wie

[Abbildung 5.2(d)H({)] zeigt.

Die Swift-Hohenberg-Gleichung wird oft als einfaches Modell strukturbildender
Systeme verwendet. Demnach ist es nicht allzu verwunderlich, dass auch atomare
Ordnungen mit ihr untersucht werden, da Atome, zumindest in Festkorpern re-
gelmiflige Strukturen bilden. Die Streifen aus[Abbildung 5.1]sind jedoch zunchst
das einzige Muster welches die Swift-Hohenberg-Gleichung bildet. Um weitere
Strukturen bilden zu kénnen, muss die Symmetrie gebrochen werden. Eine einfa-
che Méglichkeit die Symmetrie zu brechen, ist das Einfiigen eines quadratischen
Terms. Fiir g # 0 folgt aus die erweiterte Swift-Hohenberg-Gleichung

Ay =ey— (g2 +V2) 'y + gy’ -y (5.5)

Ohne Einschrinkung wird q = 1 gesetzt, da dies durch Multiplikation mit 1/g§
und Umskalieren von Ort, Zeit, y, € und g erreicht werden kann. So bleiben die
beiden Parameter ¢ und g tibrig.

Um herauszufinden, welche Strukturen existieren und fiir welche Parameter diese
dann stabil sind, werden zunichst einige Stabilitatsbegriffe und Methoden zur
Berechnung eingefiihrt.

Definition 5.1. Sei d,x = f(x) ein dynamisches System und x, eine Losung. Dann
heif3t x,

o Ljapunow-stabil, wenn kleine Storungen klein bleiben, genauer
Ve>036>0: Va mit [x(0) —xo| < & gilt |x(t) — x| <eVE>0.
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Abbildung 5.1.: Streifenbildung in der SH-Gleichung, fiir verschiedene Werte von «.
Ausgangspunkt ist eine zuféllige Fillung mit der Amplitude +£0.5 in einem quadratischen
Gebiet mit Kantenldange N = 128 und einem Gitterabstand von 2716/N. t ist eine
dimensionslose Zeit.
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AN

(@)e=0.3,t=0 (b) € = 0.3, t =400 (c)e=0.3,t=800
(d)e=03,t=0 (e)e=0.3,t=100 (f)e=0.3,t=100

Abbildung 5.2.: Auftretende Instabilitdten in der SH-Gleichung Zickzack-Insta-
bilitét fur g = 15/16 und [[d)H{)] Eckhaus-Instabilitét fir g = 20/16. Das Gebiet ist mit
cos(2mmq)/2 + n initialisiert, wobei n bei der Zickzack-Instabilitat ein normalverteiltes
Rauschen mit der Amplitude +0.01 ist.

o attraktiv, wenn kleine Stérungen zuriick zu x, gehen, genauer
36> 0: Vx mit [|x(0) — xo| < 8 gilt lim/00 x(#) = xo.

o asymptotisch stabil, wenn x, Ljapunow-stabil und attraktiv ist.

Mit der Linearisierungsmethode wird die Stabilitdt untersucht.

Satz 5.2. Sei x eine Losung von d;x = f(x). Sei u = x + & die mit & gestorte
Losung. Seien A; die Eigenwerte des durch Einsetzen und Linearisierung entstan-
denen Gleichungssystems. Dann gilt fiir die Realteile der Eigenwerte

(i) Re(1;) <0 Vi< xq asymptotisch stabil,
(ii) 3i:Re(A;) > 0 < x instabil.
Ist ein Eigenwert 0, so kann die Stabilitit von hoheren Termen abhiangen und

dadurch kann die Linearisierung keine Aussage tiber die Stabilitat machen.

Beweisskizze. Die gestorte Losung wird in das dynamische System eingesetzt und
die Taylor-Entwickelung nach & um x, betrachtet,

dix0 + 0:& = 0u = f(x0) + Df(x) &+ O(|E]).
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Dabeiist Df = (8 fi/ ax,.)ij die Jacobi-Matrix. 9;x¢ und f(x¢) verschwinden, fiir
kleine & dominiert D f, sodass das lineare Differenzialgleichungssystem

0:§=Df(x)§ (5.6)

bleibt. Das Eigenwertproblem D f(v) = Av liefert Eigenwerte A; und Eigenvek-
toren v;, die mit &;(t) = v; M Losungen von (5.6) fiir reelle Eigenwerte sind.
&:(t) - 0 fir t - oo gilt, wenn A; < 0.

Komplexe Eigenwerte tauchen mit ihrem komplex konjugierten Gegenstiick auf
M,2 = a + i und haben die Eigenvektoren v; , = u + iw. Es sind

& (t) = e* (ucos(Bt) — wsin(Bt))
& (t) = e* (usin(Bt) + wcos(Bt))

zwei linear unabhingige Losungen, wobei e*' dominiert, und daher der Realteil
« = Re(1) ausschlaggebend fiir die Stabilitat ist. O

Stabilitatsanalyse der Swift-Hohenberg-Gleichung

Zuniachst wird eine Losung fiir (5.5) benétigt, welche ndherungsweise als Moden-

Approximation (vgl. angeben werden kann.
3
y(rt)=> Aj(t) ekt y e, (5.7)
j

mit den 6 Vektoren k;j, die regelmifig sternférmig angeordnet sind und jeweils
die Lange |kj| = 1 besitzen. Es gelte k; = —k;;3. Damit y reell ist, muss fiir die
Amplituden A; = Aj,5 gelten, was durch den komplex konjugierten Teil (c. c.)
dargestellt ist. Daraus werden drei gewohnliche Differenzialgleichungen, indem
mit e’*/* multipliziert und {iber ganzzahlige Vielfache der Wellenlingen integriert
wird. Die Differenzialgleichungen sind gerade die Gleichungen der einzelnen
Fourier-Moden

d;A; = €Ay +2gA2A; — A (3|A1)" + 6|As|” + 6]A3]), (5.8a)
d;A; = €Ay +2gA1 A5 — Ay (3|AL]° + 6|AL)7 + 645, (5.8b)
d¢A3 = £A3 + 2gzlA2 — A3(3|A3|2 + 6|A1|2 + 6|A2|2) (SSC)
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Nullsetzen ergibt stationdre Losungen der Amplituden A;, A; und Aj, welche
nach Einsetzen in (5.7) eine Losung fiir y liefern. Die triviale Lsung A; = 0V j
ist fiir £ < 0 stabil, da simtliche Eigenwerte der linearisierten Gleichung A; = ¢
sind. Auf die ausfiihrliche, langweilige Rechnung wird an dieser Stelle verzichtet.
Fiir € > 0 gibt es weitere Losungen, so ist

AI:\/}:AS,AZ:AFO

eine Losung, die stationdren Streifen mit dem Wellenvektor k entspricht. Zur
Stabilitatsuntersuchung wird die Losung mit &; gestort, dazu wird

Al(t) =Ag+ &, Ay(t) = &, As(t) = &

in die Differenzialgleichungen (5.8) eingesetzt und beziiglich &; linearisiert. Dies
fithrt auf das Eigenwertproblem (M — AI)& = 0 mit der Matrix

-2 0 0
M= 0 —-&  2gA,
0 2gAy -¢

Die Eigenwerte {-2¢, —¢ + 2gA;, —¢ — 2¢ A, } sind alle negativ fiir

4

2 5.9
€>38 (5.9)

Fiir g = 0 sind somit die Streifen fiir positive € stabil. Fiir g # 0 kann es dem-
nach noch eine zusitzliche Struktur geben und zwar die stationdre hexagonale
Struktur mit

Aj= %(gi\/g2+l5£) = Ay, Vj.

Analog zu der Storung der Streifen, ergibt sich aus der Stérungstheorie fiir die
hexagonale Struktur die Matrix

a B P
M=| B a P
BB a

mit « := ¢ — 21A7 und f := 2gA} — 12A7. Die zugehorigen Eigenwerte sind
negativ fir
6 >

1 2 <l
-— e< —g .
158 38
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0.3 1
0.2 1
“ 0.1+

0.0 1 =X

-04 -03 -0.2 -0.1
g Ao

(a) Swift-Hohenberg-Gleichung (b) erhaltende Form der Swift-Hohenberg-
Gleichung

Abbildung 5.3.: Stabilitétsbereichein der g-e-Parameterebene fir die Swift-Hohen-
berg-Gleichung und der[(b)] Ao-¢-Parameterebene fiir die erhaltende Swift-Hohen-
berg-pGleichung (5.15). Die schwarzen Punkte zeigen die Parameter fir die Beispielsi-

mulationen inBTATg 54

Die erste Bedingung ist erfiillt wenn A reell ist, d. h. in diesem Bereich existiert
die hexagonale Struktur. Die Uberschneidung mit (5.9) ergibt einen bistabilen
Bereich

4, 16 ,
—gf<e< —g°,
3g 3g

in welchem sowohl Streifen als auch Hexagone stabil sind.

zeigt die Stabilititsbereiche in der g-e-Parameterebene. Die Eigenschaften von
Ljapunow-Potentialen sorgen dafiir, dass sich die Struktur mit dem kleinsten
Potentialwert durchsetzt, fiir die SH-Gleichung ist dies jedoch an dieser Stelle
nicht von Interesse. zeigt Beispielsimulationen im bistabilen Be-
reich und im Bereich der stabilen hexagonalen Struktur. Im bistabilem Bereich
existieren Hexagonale und Streifen lange Zeit nebeneinander, bis sich schliefSlich
die Streifen durchsetzen.

Ein zweites regelmiafliges 2D Gitter besteht aus Quadraten, dessen Struktur eben-
falls durch eine Moden-Approximation auf Stabilitat untersucht wird. Dazu sei

y(r,t) = ZZ:Aj(t) ekt cc. (5.10)
J
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(c)g=-0.25t=3200

(b) g = -0.25, t = 1600

(a)g =-0.25,t=100

(€)g=-03,t=1000  (f)g=-0.3,t=2000

(d)g=-0.3,t=100

Abbildung 5.4.:[(a)H(c)| bistabiler Bereich und|(d)H(f)|Hexagonale in der SH-Gleichung

0.1. Die Parameter sind durch Punkte in[Abbildung 5.3(@)|gekennzeichnet.

bei €

(0,1)". Es folgen die Moden-

—ky =

—k3 = (1,0)T und k2 =

Dabei sind k;
Gleichungen

(5.11a)

2)’

+6|A2|

2

3|A,]

diAr = 24y - 43[4

(5.11b)

2),

+6|A1

2

(

8A2 - A2
die unabhéngig von g sind. Deren Lésung ist

thZ =

Die Stérung und Linearisierung fithrt auf ein Eigenwertproblem mit der Matrix
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Die zugehorigen Eigenwerte {2¢/3, —2¢} sind offensichtlich nicht beide negativ.
Die Swift-Hohenberg-Gleichung besitzt demnach keine stabile quadratische Struk-
tur, dies kann durch Hinzuftigen h6herer Terme in geandert werden. So zeigt
Bestehorn [57], dass die Gleichung

dy =gy~ (1+ V) 'y - ay’ - cyv* (v?).

stabile Quadrate besitzt. Dies wird an dieser Stelle nicht weiter betrachtet. Es inter-
essiert vielmehr wie die SH-Gleichung abgewandelt werden muss, um sinnvolle
atomare Strukturen beschreiben zu konnen.

5.2. Erhaltende Swift-Hohenberg-Gleichung

Die Swift-Hohenberg-Gleichung ist bis hierher eine strukturbildende Modellglei-
chung, die fir die Parameter € und g verschiedene stabile Strukturen ausbildet.
Interpretiert man das Ordnungsfeld y als die Aufenthaltswahrscheinlichkeit einzel-
ner Partikel, z. B. Atome, so entsprechen Peaks den zeitlich gemittelten Positionen
der Partikel, wie Tupper und Grant mit der Mittlung von Atompositionen
aus Molekulardynamik Simulationen gezeigt haben. Genau genommen ist y eine
Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte, kurz Dichte. Peaks gibt es nur in der hexa-
gonalen Struktur. Die triviale Losung kann als Fliissigphase (liquid) interpretiert
werden, da die Atome dort ungeordnet sind und die Wahrscheinlichkeit ein Atom
in der Schmelze anzutreften fiir alle Orte gleich ist. Die Bereiche, wo Streifen die
stabile Struktur bilden, sind fiir diese Interpretationen nutzlos.

Die Swift-Hohenberg-Gleichung folgt einer Gradientendynamik, die fiir Gleich-
gewichtszustande eine gute Approximation sein kann, da es dort nur auf den
stabilen Endzustand ankommt. Partikel sollen {iber den Gleichgewichtszustand
hinaus beschreiben werden konnen, dazu ist es wiinschenswert, die Dynamik
der Partikelbewegungen abbilden zu kénnen. Die Eckhaus-Instabilitit
hat gezeigt, dass Defekte, die in einen Gleichgewichtszustand eingefiigt
werden, spontan verschwinden kénnen und an anderer Stelle wieder auftauchen.
Dieses Verhalten ist fiir Partikel nicht erwiinscht, hier sollen sich Defekte, wie
Versetzungen nur durch Leerstellendiffusion bewegen konnen. Partikel kénnen
nicht einfach verschwinden sondern miissen wegdiffundieren. Eine konservative
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Dynamik erfiillt dieses Verhalten, wie Berry et al. untersucht haben. Im Fol-
genden wird die konservative Variante der Swift-Hohenberg-Gleichung hergeleitet.
Dadurch wird die Dynamik, wie gewiinscht, beeinflusst.

Wie oben schon angedeutet, kann das Potentialfunktional als freie Energie
interpretiert werden. Dann ist % [y(x, t)] die freie Energie einer bestimmten
Konfiguration der Partikel. Dabei bezeichnet der Begrift Konfiguration die Dich-
teverteilung, die sich fiir eine Anordnung der Partikel ergibt. Die Variation von
Z in y gibt demnach an, wie sich die freie Energie bei der Ortsidnderung der
Partikel, also bei der Dichtednderung, dndert. Die Variation definiert also das
chemische Potential

dabei bezeichnet

0Fy] o[ F(y,Vy,...)dr
Sy Sy

jaﬂ(w,jw,...)
(V)

- ('Y
j=0

die Variationsableitung.

Das erste Fick’sche Gesetzt besagt, dass der Fluss j in einem System proportional
zum Gradienten des chemischen Potentials ist, also

j=-Dvu.

Es konnen keine Partikel erzeugt oder vernichtet werden, also kann auch keine
Dichte erzeugt oder vernichtet werden, sodass der Fluss die Kontinuitatsgleichung
befolgt

oy
v Li=0
o +V-j
oder nach Einsetzen
oy ) , 0.7
— =D =DV —, 5.12
o Vu \Y, 5y (5.12)

wobei D ein effektiver Diffusionskoeffizient ist. Dies ist die erhaltende Version der
Swift-Hohenberg-Gleichung (cSH) vom Engl. conserved. Im Kontext der Gleich-
gewichtsthermodynamik wird (5.12)) als kristallines Phasenfeldmodell (PFC) vom
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Engl. phase-field crystal bezeichnet und wurde von Elder et al. 2002 ein-
gefithrt. Die Dynamik der Musterbildung lasst sich also mit einer Cahn-Hillard-
Gleichung beschreiben. So kommt zusétzlich zu € und g noch die mittlere Dichte
Yo := () als Parameter hinzu. Die Dichte ist nun eine Erhaltungsgrofe.

Jaatinen und Ala-Nissila sowie Toth et al. zeigen, dass der Term O(y?)
durch Umskalieren entféllt. Durch die Variationsableitung §.% /8y sind lineare
Beitrdge in y konstant und haben keinen Einfluss auf die Evolutionsgleichung.
Zunachst wird um einige Konstanten (A, b) erweitert, um eine allgemeinere
Form der freien Energie fiir das PFC-Modell zu erreichen. Spéter tauchen einige
abgewandelte Formen des PFC-Potentials auf, die leicht auf die allgemeinere Form
gebracht werden kénnen. Durch die Erweiterung an dieser Stelle kénnen diese
Ergebnisse damit auch direkt auf die abgewandelten PFC-Potentiale angewandt
werden. Um in der vereinfachten Form die gewdhnlichen Symbole benutzen zu
konnen, wird a statt ¢ und ¢ statt y verwendet,

2 b
F¢] =f§(a+l(q§+vz) )¢_§¢3+Z‘04d"' (5.13)
Fir Dimension d werden
. A g
PV
2

a:=-Aqge+ f—b,

1
xX:=—r,

qo
Fi= )‘qug_dgz

definiert. Einsetzen von ¢ in das Potential (5.13) liefert

_ &3 b, I P
frovi= =397+ 9" =0(y) = 2 7y + Ry

_ A’qg g€ 5.1,
=0+ = (_mngzl” V)

Weiter ist mit ¥ und x, es wird V fiir V in x geschrieben,

o= (a e Mg = 7)o =\ 28 (aagi (1 927y + OO
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Multiplikation mit ¢/2 und Einsetzen von a liefert
2 2
(Pfc _ Ao l//( -Agge + % +Aq(1+v?) )w+ O(v)

== (—s+(1+v ) )‘/’* Zogbv/ +0(y)
2

2

2
)qu v 2
- bo(z(_H(Hvz) Ju+ 6M3b2w2)+0(w

Zusammensetzen unter Berticksichtigung von F und x liefert das einfache freie
Energiepotential

Flo]= f %(—s +(1+ vz)z)w iw“ +O(y)dr. (5.14)

Das Einsetzen in (5.12) ergibt die PFC-Evolutionsgleichung

oy = Vz((—s+(1+vz)2)w+y/3), (5.15)

hier mit D = 1. Damit ist eine einfache Variante der PFC-Gleichung gefunden
worden. Fiir Berechnungen der Stabilitdt analog zu der SH-Gleichung geniigt diese
Form vollkommen. hat nur noch die Durchschnittsdichte y und ¢, dessen
physikalische Bedeutung noch bestimmt werden muss. Werden die Stabilitatsbe-
reiche in[Abbildung 5.3(b)|als Phasendiagramm interpretiert, so entspricht ¢ einer
negativen Temperaturskala, kann also einer Unterkiithlung zugeordnet werden. Fiir
€ < 0, also eine Temperatur oberhalb des Schmelzpunktes, existiert nur die Fliissig-
phase. Zu gegebener Dichte wird mit grofier werdenden e zunachst der bistabile
Bereich Liquid-Hexagone erreicht und dann die stabile hexagonale Phase. Zur

Berechnung der Phasen aus[Abbildung 5.3(b)]wird wieder eine Stabilititsanalyse
durchgefiihrt, diesmal von der cSH-Gleichung.

Stabilitat der erhaltenden Swift-Hohenberg-Gleichung

In der erhaltenden Swift-Hohenberg-Gleichung ist somit wieder von zwei
Parametern abhingig (¢ und ¢). Dabei stellt sich die Frage, inwiefern ¢, die
Rolle von g einnehmen kann. In der SH-Gleichung wurde durch g # 0 erreicht,
dass eine hexagonale Struktur stabil ist. Da g nicht weiter relevant ist, muss also
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die Durchschnittsdichte y, dessen Rolle iibernehmen und somit effektiv den
kubischen Term ersetzen.

Zunichst werden die stabilen Strukturen, die in der SH-Gleichung entstehen,
untersucht. Dabei wird der Moden-Approximation (5.7) A0, der Beitrag der
Durchschnittsdichte hinzuaddiert

3
y(r,t) = A0+ > Apj(t) e+ c.c,,
J

k; wie oben sternformig angeordnete Vektoren und fiir die Amplituden gilt wieder
Apj = Aj,3. Daraus werden drei gewdhnliche Differenzialgleichungen, indem mit
e'%* multipliziert und iiber ganzzahlige Vielfache der Wellenlingen integriert
wird. Die Differenzialgleichungen der einzelnen Fourier-Moden lauten

dA; = A, — 6AgArA; —3AZA, — A|(3|AL]" + 6|4y +6]As7),  (5.16a)
dA; = Ay — 6AgA1A; — 3A2A; — Ay (3|AL° + 6|AL7 + 6]A5)7),  (5.16b)
th3 =¢A3 — 6A()Z]A2 - 3A%)A3 - A3(3|A3|2 + 6|A1|2 + 6|A2|2) (516C)

Im Vergleich zu (5.8) kommen im Wesentlichen die Terme mit A} hinzu. Die
restlichen Terme sind in beiden Gleichungen erhalten, sodass sich bestitigt, dass
Yo die Rolle von g einnimmt.

Die triviale Losung der Modengleichungen ist
Aj=0Yj>0

und liefert nach Stérung und Linearisierung das Eigenwertproblem mit der Matrix
M := (e - 3A%)I und dem dreifachen Eigenwert e — 3A3, dieser ist negativ fiir

2
£ < 3Aj.

Stationire Streifen lassen sich durch die Losung

1 7
A]Zig 38—9A%:1AS,A2:A3:0

darstellen. Dies fithrt nach Stérung und Linearisierung auf die Matrix
€—3A2 —9A? 0 0
M = 0 €—3A} - 6A2 —6A0As
0 —6A0As €—3A} - 6A2
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mit den Eigenwerten {e — 3A - 9A%, & - 3A% — 6A2 + 6A¢A,}, die alle negativ
sind, wenn

2
€ > 15A5.

Fir die stationdre hexagonale Losung werden A; = A, = A; = Ay als reell
angenommen. Aus (5.16) folgt die Gleichung

0=¢eAp —3ALAL — 6A0AT — 1547

1 1
Ap=——Ag+ —\/—36A2 + 15¢.
h=75%0% 55 0

Die Losungen werden gestort, uj = Ay + fj,j =1,...,3, in (5.16) eingesetzt und
beziiglich & linearisiert. Dies fithrt auf das Eigenwertproblem

a-d BB
M = B a-A P &=o,
B B a—-A

mit a = e—3A5 - 2147 und f—6A¢A —12A}. Die zugehérigen Eigenwerte sind

und nach Umstellen

{e-3A% —12A0Ap — 45A%, & — 3AG + 6A0Ap — 947 },

welche negativ sind fiir
12
gaz < &< 5la

und damit den Bereich der stabilen hexagonalen Struktur angeben. Es sei ange-
merkt, dass eine der beiden Losungen Ay, fiir a < 0 stabil ist und die andere fiir
a > 0 stabil ist.

Nachdem die gleichen stabilen Strukturen wie bei der SH-Gleichung gefunden
wurden, wird noch die Stabilitdt der quadratischen Struktur getestet. Dazu wird
analog zu (5.10) die Moden-Approximation

2
y(r,t)=Ag+ > Aj(t)e™ "+ cc
j
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mit ky = —ks = (1,0)" und k, = —ky4 = (0,1)" benutzt. Die Moden-Gleichungen
ergeben sich wie folgt

thl = —8A1 - A](A%) + |A1|2 + 2|A2|2), (5173)
deAs = —eA, - AZ(A%) +|Asf + 2|A1|2), (5.17b)

Deren Losung ist

1
Aj=2\e=3AF = Ag, Vj> 0.

Die Stérung und Linearisierung fihrt auf ein Eigenwertproblem mit der Matrix

v €t 3A5 +15A% 12A%
N 12A% —&+3A7 +15A%

Die zugehorigen Eigenwerte {~¢ + 3A + 3A2, —& + 3AF + 27A% } sind nach Ein-
setzen von A4 negativ wenn

£ >3A; und e < 3A7

gilt, was offensichtlich bedeutet, dass nie alle Eigenwerte negativ sind und damit die
quadratische Struktur auch in der cSH-Gleichung nicht stabil ist.[Abbildung 5.3(b)|
zeigt die Parameterbereiche in denen die einzelnen Strukturen stabil sind, auch
hier gibt es wieder bistabile Bereiche, zwischen der hexagonalen und trivialen
Struktur, wenn

12
EA% < e <345
und zwischen Hexagonen und Streifen fiir

15A7 < & < 5145,

In der cSH-Gleichung existiert die triviale Struktur nun auch fiir positive ¢, sodass
negative € nicht weiter interessant sind. Sowohl in der Swift-Hohenberg-Gleichung
als auch in der erhaltenden Swift-Hohenberg-Gleichung sind die Streifen fiir g = 0
bzw. Ay = 0 stabil. Fir (betragsméflig) grofler werdende Parameter ist dann
die eigentlich interessante Struktur, die hexagonale Struktur, stabil. In beiden
Gleichungen gibt es keine stabile quadratische Struktur, dafiir wurde in der SH-
Gleichung ein zusétzlicher Term hinzugefiigt. Im Folgenden wird eine weitere
Moglichkeiten aufgezeigt.
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(a) Hexagonal (b) Quadratisch -Mode  (c) Quadratisch 2-Moden

Abbildung 5.5.: Gitterstruktur mit den ersten Nachbarn (violett), den zweiten Nachbarn
(griin) und den dritten Nachbarn (rot) in[(@)Jund[[b)]bzw. die ersten und zweiten Nachbar
(violett), die dritten Nachbarn (griin) und die flinften und sechsten Nachbarn (rot) in
wenn die ersten beiden Nachbarabsténde als erste Nachbarn bezeichnet werden.
Die roten Nachbarn haben gerade den doppelten Abstand wie die ersten. Die roten
und blauen Bereiche markieren die Mengen um Punkt A bzw. B. Die eingezeichneten
Abstadnde sind gerade 27r.

5.3. Von Quadraten und Quasikristallen

In wurde gezeigt, dass nur Amplituden in einem Band um den kritischen
Punkt go wachsen und Muster mit der Wellenlinge 27/ g, bilden konnen. Spéter
in und wurde gezeigt, dass ohne Einschrinkung g, = 1 gesetzt werden
kann. Die Muster haben somit einen Abstand von 27. In dem hexagonalen Gitter
sind damit die ersten Nachbarn im Abstand von 27 und haben jeweils zueinander
wieder den Abstand von 27. Das hexagonale Gitter ist sehr dicht gepackt. Werden
alle Punkte im Abstand von 27 um zwei benachbarte Punkte in die Mengen A
und B aufgeteilt, so liegen im Schnitt A N B vier Punkte und A, B haben jeweils
sieben Punkte. Wird das Gleiche fiir ein quadratisches Gitter gemacht, so haben
A und B jeweils fiinf Punkte und im Schnitt A n B liegen gerade die beiden
benachbarten Punkte. Der Abstand der zweiten Nachbarn im quadratischen Gitter
betrigt /227, im Gegensatz zu \/327 im hexagonalem Gitter. Es legt nahe, dass
der kiirzere Abstand einen hoheren Einfluss hat. Daher werden zusitzlich zu den
ersten Nachbarn auch die zweiten Nachbarn im quadratischen Gitter in A und B
aufgenommen, so sind jeweils neun Punkte in der Menge und im Schnitt AnB sind

sechs Punkte. Die Dichte der Packung ist in [Abbildung 5.5|veranschaulicht. Das
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Abbildung 5.6.: Quasikristalle miteiner quadratischen Symmetrie undeiner
12-Fach Symmetrie.

quadratische Gitter mit zwei Nachbarn sieht dhnlich dicht aus wie das hexagonale
Gitter. Es liegt also nahe, dass quadratische Strukturen erst dann stabil sind, wenn
nicht nur Amplituden einer Wellenldnge wachsen. Der lineare Teil der Swift-
Hohenberg- bzw. erhaltenden Swift-Hohenberg-Gleichung wird um den Faktor
(qf + V2)2 erweitert, wobei 271/q; die zweite Wellenldnge ist, wie es von Lifshitz
und Petrich vorgeschlagen wurde. Es folgt

0y = ew—(1+vz)2(qf +v2)21//+g1//2—1//3 (5.18)
bzw.

=5 (e G+ 9 lat -7 )y ov).

Es geniigt nicht die Moden-Approximation, die oben in der Stabilititsuntersu-
chung verwendet wurde, um weitere Moden mit der Wellenzahl /227 zu erwei-
tern. Sowohl SH- als auch cSH-Gleichung bilden auch dann keine stabile quadrati-
sche Struktur. Untersuchungen fiir Quasikristalle mit der SH-Gleichung kénnen in
der Referenz gefunden werden. Quasikristalle in der cSH-Gleichung werden
in den Referenzen untersucht.[Abbildung 5.6]zeigt einige Quasikristalle mit

verschiedenen Verhiltnisse der Wellenlingen, so bilden sich fiir g; = \/2 Quadrate
und fir q; = V2 + /3 eine 12-fach Symmetrie, dabei ist g = 1und ¢ = 0.

Eine leicht abgewandelte Form der 2-Moden-Gleichung kann bei Wu et al. [39]
gefunden werden. Dort wird ein zusatzlicher additiver Term in die zweite Mode
eingefiigt, mit dem die Dominanz der ersten Mode gesteuert werden kann. Dieses
Model wird spiter noch einmal genauer betrachtet (vgl. (5.33)).
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TRESEEAR RN

(a) Streifen (b) Stabe (c) BCC (d) FCC

Abbildung 5.7.: 3D-Strukturen in einer Box mit 4 x 4 x 4 Einheitszellen.

5.4. Ubergang zu 3D

In den letzten Abschnitten wurde gezeigt, dass in 2D zwei fiir die Modellierung
von Partikeln interessante Strukturen existieren. Mit der Erweiterung auf Quasi-
kristalle kommt eine dritte Struktur, die quadratische Struktur hinzu. Wie sieht das
Ganze in 3D aus? Zunéchst sei angemerkt, dass nun nur noch die cSH-Gleichung
betrachtet wird, da diese fiir das eigentliche Ziel die richtigen Parameter, die
richtige Unterkithlung € und die richtige Durchschnittsdichte v, besitzt. Die Am-
plituden der hinzukommenden Dimension werden Null gesetzt, so bilden sich aus
den oben ermittelten 2D Strukturen, Strukturen, die konstant in der dritten Raum-
richtung sind. Das bedeutet, dass die triviale konstante Losung konstant bleibt, die
Streifen werden zu ebenen Streifen und die hexagonale Struktur wird zu Staben.
Die Strukturen werden in[Abbildung 5.7(a)H(b)] dargestellt. Bis auf die konstan-
te Struktur, konnen diese Strukturen nicht fiir die Beschreibung von Partikeln
benutzt werden. Kubische Anordnungen, wie sie in Metallen auftreten, sind das
kubisch raumzentrierte Gitter (bcc) und das kubisch flichenzentrierte Gitter (fcc).
Es ist noch die hexagonale Kristallstruktur (hcp) vom Engl. hexagonal closed
packed zuerwihnt, die im Rahmen dieser Arbeit aber nicht weiter beriicksichtigt
werden wird.

Den Anfang macht die bee-Struktur. Sei Ay wieder der Beitrag der Durchschnitts-
dichte. Die Moden-Approximation lautet

6
y(r,t)=Ag+ Y Aj(t) ety cc. (5.19)
j
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mit den Vektoren der ersten Nachbarn aus Schale IK; im reziproken Gitter

ki = (1,1,0)", ks =(-1,1,0)",
k= (1,0,1)", ks = (-1,0,1)",
ks =(0,1,1)", ks = (0,-1,1)".

Fiir die Amplituden gilt wieder A; = Zj%. Es wird (5.19) in (5.15) eingesetzt, mit
e’%* multipliziert und iiber ganzzahlige Vielfache der Wellenlingen integriert.
Dies resultiert in den Differenzialgleichungen der einzelnen Fourier-Moden

d;A; = eA; - 3A5A; - 6A0(ArAg + A3A5)

—6(A2A4As + A3A4Aq) — 6A1(A - 3|A[), (5.20a)
d;Ay = €Ay —3A5A, — 6A¢(A 1A + AsAy)

—6(A1A4As + AsAsAg) — 6A,(A - 3|As]%), (5.20b)
d;A; = eAs —3ALA; — 6A¢(A1As + AyAy)

—6(A1A4Aq + ArAsAg) — 6A5(A - 3|A5]), (5.20¢)
d;Ay = €Ay —3A%A, — 6A0(ALAs + AsAg)

—6(A1A2As + AjA3Ag) — 6A4(A - 3|A4), (5.20d)
d;As = eAs —3A5As — 6A¢(A A3 + AyAg)

—6(A1A2A4 + A2 A3Aq) — 6As(A - 3|As[), (5.20¢)
d;Ag = eAg —3A2As — 6A0(A1A; + A4As)

—6(A1A3A4 + AyA3As) — 6Ag(A - 3|Ag). (5.20f)

Dabeiist A := 2?:1 |A j|2. Bei der trivialen Losung wurden alle Amplituden A; = 0
gesetzt, dies wurde im 2D-Fall schon untersucht. Die Amplituden der Vektoren
mit der z-Komponente # 0 werden Null gesetzt, so bleiben gerade die Vektoren der
zweidimensionalen, quadratischen Losung iibrig, welche nicht stabil ist. Werden
alle Amplituden gleich gesetzt, so folgt aus die Differenzialgleichung

d,Ap = eAp - 3A5 Ay, — 12A0A} — 4543,

Nullsetzen liefert die Losung

2 1
Api=——Ag+ —/5¢ —11A2.
T s 0



5.4 Ubergang zu 3D

Stéren und Linearisieren resultiert im Eigenwertproblem

a-d By B P
Boa-d BBy P
A T T P
y BB a-d B P
By BB ad P
BBy BB a-d

mita = e-3A5 -394}, f = -6A¢A,—18A7 und y = —~24A; . Die Eigenwerte sind
A = e—3A} —24A,Ayp — 13547,
Ay = & —3A% +1240A,, - 27A7,
A3 = £ - 3A% — 15A7.

A, ist negativ, wenn ¢ > 11A% /5 gilt, fiir A, negativ muss & < 27A2 /5 sein und wenn

€ < 67A2 gilt, ist A3 < 0. Damit ist die bee-Struktur stabil im Bereich

Wie sieht es aber mit dem fcc-Gitter aus? Nach Wu et al. werden Vektoren

der ersten beiden dominanten Schalen IK; und IK, benutzt, dies sind

ki = (-1,1,1)",
ky=(1,-1,1)",
ks=(1,1,-1),
ky=(-1,-1,-1)",
ks =(2,0,0),
ks = (0,2,0)",
k; = (0,0,2)

in der Moden-Approximation

7
y(r,t)=Ag+ Y Aj(t) elfimy e (5.21)
J
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wobei fiir die Amplituden wieder A; = A}, gilt. Einsetzen von in die
Bewegungsgleichung und anschliefende Multiplikation mit e’*i* sowie
integrieren tiber ein ganzzahliges Vielfache der Wellenldngen, liefert die Differen-
zialgleichungen der einzelnen Fourier-Moden
d;A; = €A, —3A2A; - 6A,(A - 3|A)
- 6A0(ArA7 + A3Ag + A4As)
—6(A2A3A4 + AryAsAg + AsAsA; + AyAGA7), (5.22a)
diAy = €Ay —3A2A; — 6A,(A - 3|Ay)%)
—640(A1A7 + A3As + A4Ag)
—6(A1A3A, + A1AsAg + A3AgA; + AyAsAy), (5.22b)
dA; = eA; —3A2 45 — 6A5(A - 3|A;3])
—6A0(A1Ag + ArAs + A4A7)
—6(A1A2AL + ALAsA; + AyAgAy + AyAsAg), (5.22¢)
diAy = €Ay —3A2A, - 6A4(A -3|A4%)
—6A¢(A1As5 + AyAg + A3A7)
— 6(A1A2A5 + AjAgA; + AryAsA; + AsAsAg), (5.22d)

16 1
th5 = 5(8 - §)A5 - 4A%)A5

~8A¢(A1A4 + ArA3) — 8As(A — 4|As])

- 8(X1A2A6 + EA3A7 + AzEA7 + A3A4A6), (5226)
16 1
d,Ag = 3(8 - §)A6 —4ALAg
~8Ao(A1As + AAL) — 8Ag(A — 4|Aq")
- 8(A1A72A5 + A1A4A7 + A72A3A7 + A3A4A5), (522f)

16 1
th7 = 3(8 - §)A7 - 4A%]A7

~8A¢(A1A; + A3A,) - 8A; (A - 4|A;])
- 8(A1A73A5 + A1A4A5 + A2A73A6 + A2A4A5), (522g)

dabei ist A == ¥7_,[4;[".
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Amplituden, die zu Vektoren gleicher Lange gehoren, werden gleichgesetzt, d. h.
Af:= A, = Ay = As; = A, und Bf := A5 = Ag = A-. Einsetzen in (5.22) liefert
die Differenzialgleichungen

d,Af = eAg — 3A5A; — 18A¢A¢ By — 36A¢BE — 2743,

16 1
dBs = E(s - §)Bf ~ 4A}Br —16A0 A} — 64A%B; — 20B}.

Seien A¢ und By die Losungen, die aus Platzgriinden hier nicht aufgeschrieben
sind. Durch Stéren und Linearisieren folgt das Eigenwertproblem (M — AI) = 0,
dessen Matrix die Form

Il
I T3IITHT™R

™R ™
I IR
IR I
S OO <<= <
SR OO ==
X OO < < < =

hat, mit o = & — 3A3 — 27A? — 18B}, B = —6B} — 6A(B; — 18A}, y = £(e- 1) -
4A% —32A2 - 28B%, 8 = —16(A? + B}), v = —6A¢(Ag + 4Br) und 7 = 4v/3. Es gibt
vier Eigenwerte, die ebenfalls aus Platzgriinden hier nicht aufgelistet werden. Es
gibt einen Bereich, in dem alle Eigenwerte negativ sind, dieser ist in[Abbildung 5.8|
cyan dargestellt. Alle Eigenwerte liefern keine quadratische Abhangigkeit ¢ von A,
mehr. Die fcc-Struktur kann erst stabil sein, wenn ¢ > 0.06 und Ay < —0.04, was
in der cyanfarbenen Ecke rechts unten in[Abbildung 5.8(a)| zu sehen ist, die die
Ay-e-Parameterebene mit den stabilen Bereichen der einzelnen Strukturen zeigt.
Es kommt zu hiufigen Uberlagerungen der Bereiche, nur die Streifen («), die
Stébe () und die Konstante (£) haben stabile Bereiche, in denen nur sie stabil sind.
Die hier durchgefiihrte Stabilitdtsanalyse kann nur eine Aussage tiber die Existenz
von stabilen Strukturen machen. Sind keine weiteren Stérfaktoren vorhanden, so
sind die Strukturen stabil. In einer Koexistenz von mehreren Strukturen wird sich
immer die Struktur mit dem geringeren Potentialwert durchsetzen, mit den Begrif-
fen der Gleichgewichtsthermodynamik, ist das die Phase mit der geringeren freien
Energie. Die Berechnung der freien Energie wird an dieser Stelle unterlassen und
in[Abschnitt 8.3|ausfiihrlich fiir das mehrkomponentige PFC-Modell beschrieben.
Jaatinen und Ala-Nissila haben das Phasendiagramm fiir Werte von ¢ bis
1.8 anhand der freien Energie einer konvergierten PFC-Simulation ausgerechnet.
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12 -1.0 0.8 0.6 —0.4 02 0.0 212 -10 -08 -06 -04 02 00
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(a) Stabile Strukturen (b) Phasen aus Referenz

Abbildung 5.8.:zeigt die stabilen Bereiche fiir £ Liquid (griin), & fcc (cyan), y bcc
(rot), B Stabe (blau) und a Streifen (weiB).zeigt zusétzlich die stabilen Phasen (graue
Bereiche), von Jaatinen und Ala-Nissila berechnet.

Zuvor wurde nur mit kleinen ¢ bis etwa 0.1 gerechnet. [Abbildung 5.8(b)| zeigt
die Stabilititsbereiche iiberlagert mit dem Phasendiagramm aus Referenz [58].
Dabei liegen die Phasen im stabilen Bereich, hiufig liegen die Phasengrenzen
sogar an einer Bereichsgrenze.

5.5. Herleitung aus der Dichtefunktionaltheorie

Im vorherigen Abschnitt wurde gezeigt, wie nach Elder et al. die kon-
servative Version der SH-Gleichung als PFC-Modell fiir das Kristallwachstum
interpretiert werden kann. Dabei ist die Wahl der Parameter im Wesentlichen
auf die Unterkithlung € und die Durchschnittsdichte y, beschrinkt, wie die ver-
einfachte Form zeigt. Um physikalische Prozesse qualitativ wiedergeben
zu konnen, scheint es schwierig alle physikalisch relevanten Groflen auf diese
zwei Parameter zu beschrinkten. Ein anderer Zugang zu dem PFC-Modell wurde
spater ebenfalls von Elder et al. publiziert. Sie zeigen, dass sich das freie
Energiefunktional aus der klassischen Dichtefunktionaltheorie herleiten ldsst. Die
klassische Dichtefunktionaltheorie beschreibt das Verhalten von Vielteilchensyste-
men, indem die ortsabhidngige Dichte des Systems berechnet wird. Sie betrachtet
den Gleichgewichtszustand und kann thermodynamische Eigenschaften wie freie
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Energien oder Phasentiberginge beschreiben. Fiir Nichtgleichgewichtszustinde
gibt es die dynamische Dichtefunktionaltheorie (DDFT), die die zeitliche Entwick-
lung eines Systems berechnen kann. Fiir einen tieferen Einblick in die DDFT wird
auf die Originalveréffentlichung von Ramakrishnan und Yussouft [21] oder einem
Review von Singh verwiesen. Uber die Herleitung der DDFT kommen die
physikalischen Parameter in das PFC-Modell. Hier wird den Argumenten von
Provatas und Elder und Jaatinen et al. [17]] gefolgt. Die Herleitung beginnt mit
einer funktionalen Taylor-Reihenentwicklung der helmholtzschen freien Energie
.Z um ein Liquid, welches sich in Koexistenz mit einer kristallinen Phase befindet.
F ist ein Funktional der lokalen Teilchendichte p(r) von Atomen oder allgemein
von Partikeln in einem System. Es ist

A 1 &
Flp]l _ [ 671p] spar++ [0 Z[p] Sp1ps drdrs
kg T o |, 2! dp1dp2 |,
1 &F[p]
— | —————| 6p10p26p3 dridr,d -+ (5.23
* 3! f8p15p25p3 ) prop20ps CNEndrs = ( )

wobei £ einen Referenzzustand, meistens als Liquid gewahlt, bezeichnet. Weiter
ist 8p 1= p — pp und AF = .F — %, die Differenz der freien Energie zu der
freien Energie des Referenzzustands €. Der erste Term ist nach Ramakrishnan
und Yussouft die Entropie eines idealen Gases

07 1p] 6= pln(p) - &p.
¢ pe

op
Die Terme hoherer Ordnung lassen sich als direkte Korrelationsfunktionen C,
schreiben

8" F[p]

Cn(rl,rz,. . .,Tn) = —m.

Korrelationsfunktionen geben die wechselseitige Abhingigkeit der Teilchendichte
von verschiedenen Punkten im Raum an. Die paarweise Korrelationsfunktion C,
gibt die Wahrscheinlichkeit an, zu einem Atom am Punkt r; ein Atom am Punkt
r, zu finden. Fiir drei Atome gibt die Korrelationsfunktion Cs; die Wahrschein-
lichkeit an, zu einem gegebenen Atom am Punkt 7; und einem weiteren Atom am
Punkt r,, ein Atom am Punkt r; anzutreffen. Diese Korrelationsfunktion wird
ebenso vernachlissigt, wie alle Korrelationsfunktionen héherer Ordnung. In einer
Fliissigkeit sind Atome nicht fest geordnet sondern durch ihre Nahordnung gebun-
den und somit isotrop. Daher ist es sinnvoll, eine Liquid-Referenz zu entwickeln.
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Dahingegen spiegelt die Korrelationsfunktion in einem Kristallgitter das Gitter
wieder und ist nicht rotationsinvariant. Wenn die Korrelationsfunktion isotrop
ist, hiangt sie nur vom Abstand r = |r; — 1| ab. Sie wird mit C,(r) := C,(|r; — 12])
bezeichnet. So wird das freie Energiefunktional zu

A

F 1
kggf)] = fpln(:e)—épdr—z!/C2(|r1—r2|)8p16p2 dridr, (5.24)

Mit der DDFT wurden zahlreiche Uberginge am Schmelzpunkt untersucht (
22]]). Numerisch ist sie jedoch fiir Nichtgleichgewichtsphanomene nur bedingt
geeignet, da typischerweise die Losungen sehr spitze Peaks haben und damit eine
hohe rdaumliche Auflésung nétig ist. Pro Raumrichtung werden fiir gewohnlich
in etwa 100 Stiitzstellen pro Atompeak benétigt. Im Folgenden werden einige
Vereinfachungen durchgefiihrt, wobei die wesentlichen Eigenschaften von Kris-
tallen reproduziert werden, aber der hohe numerische Aufwand schrumpft. Die
Vereinfachungen sind teilweise recht drastisch, sodass das entstehende Modell
nur als eine schlechte Annaherung an die DDFT verstanden werden darf.

Das dimensionslose Feld der reduzierten Teilchendichte wird definiert als
- P~ Pe
Pe

wobei p, eine konstante Referenzdichte, typischerweise Liquid im Gleichgewichts-
zustand, ist. Teilen von (5.24)) durch p, und Einsetzen von p/p, = (1 +1) liefert

AF[p]
kB Tp@

= f(n+1)ln(n+1)—ndr—%fn(rl)peC2(|r1—r2|)n(r2)dr1dr2
(5.25)

Fiir kleine n wird der ideale Teil in einer Taylor-Entwicklung angegeben,

n* n* ont
(n+1)ln(n+1)—n=(n+1)(n—+—+O(n5))—n

2 3 4
n* an®  bn* 5
S et +0(n®). (5.26)

Hier wurden die Konstanten a = b = 1 eingefiihrt, um spater mehr Freiheitsgrade
zu bekommen. Das zweite Integral wird nach Gradienten entwickelt, dazu wird
die Fourier-Transformierte nach der Kreiswellenzahl k = |k| entwickelt. Da die
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é(km) b
< 0
breg

0 km
Kreiswellenzahl k

Abbildung 5.9.: Typischer Verlauf einer paarweisen Korrelationsfunktion C, im Fourier-
Raum mit erstem Peak bei k.

Korrelationsfunktion vom Liquidzustand benutzt wird, ist diese invariant unter
Rotation,

é(k) = Co + Cok* + Cyk*,

wobei ¢(k) = peC, mit C, = F(C,) die Fourier-Transformierte der Korrelati-
onsfunktion ist. Dabei werden nur gerade Exponenten bis zur 4-ten Ordnung
berticksichtigt. Cy, C; und C, sind Konstanten. Die Riicktransformation

(Co = CuV* + C,vY)n(r) (5.27)

hat die gleichen Gradienten wie die SH-Gleichung (5.5) und ist somit die kleinst-
mogliche Ordnung, welche periodische Strukturen zuldsst. Es sei angemerkt, dass
die transformierte Korrelationsfunktion mit dem Strukturfaktor iiber

1
RRREEaTy

zusammenhéngt und somit die Konstanten Cy, C, und Cy4 an diesen angefittet wer-
den konnen. Einen typischen Verlauf fiir die transformierte Korrelationsfunktion

reigt [PETdung 53
Einsetzen von (5.26) mit a = b = 1 und (5.27) in (5.25) liefert

AT n]
kB Tpg

n 2 4 n’ n'
:/5(1—c0+c2v = CiVn -+ (5.28)
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Nach Skalierung mit n = \/3y ergibt sich das SH-Potential

a1~ [ Y(_ 2 02\, & 3 1 4

Fwl= [E(-er @+ v )y- 3w+ Jvtan (5.29)
wobei Coy = 1+¢&—q2, Cy = 2¢2,Cy = -1,.F = AF[(3kgTp,) und g = \/3/2
gesetzt wurden.

Es wurde gezeigt, dass sich das SH-Potential aus der DDFT herleiten ldsst. Bei der
Herleitung tauchen einige Konstanten auf, die anhand physikalischer Werte be-
stimmt werden konnen. Im Wesentlichen zeigt die Herleitung aus der DDFT, dass
tiber die Korrelationsfunktion physikalische Eigenschaften in das PFC-Potential
modelliert werden. Das bedeutet dann aber auch, dass das SH-Potential nur eine
bestimmte Korrelationsfunktion besitzt. Die Wahl der Parameter im PFC-Potential
kann als Modifikationen des SH-Potentials gesehen werden. Im Folgenden werden
die Resultate einiger Paper gezeigt, die jeweils das PFC-Potential in einer leicht
modifizierten Form mit physikalischen Eigenschaften in Verbindung bringen. Da
es oben um die Verbindung zur SH-Gleichung ging, wird hier noch einmal das
PFC-Potential nach Elder und Grant aufgeschrieben,
4

FElder = / Z(aJr)L(q% + V2)2w+gv;)dr. (5.30)

‘Wu und Karma untersuchen bee-Liquid-Grenzflichen, dazu verwenden sie

das freie Energiefunktional (5.30)) mit einer hier ausgelassenen Skalierungen und
kommen auf die dimensionslose Form

4
Py = / lé/(—€+ (1+V2)21//+ I/:L)dr. (5.31)
Die Parameter, mit denen skaliert wird, werden durch Anpassung von Amplitu-
dengleichungen an die Ginzburg-Landau-Theorie ermittelt.

Jaatinen et al. [17] erweitern die Entwicklung der Korrelationsfunktion bis zur
achten Ordnung

an®  bn*

1 2
Faatinen = f_i fng(|r—r'|)ndr'+%—T+fdr (5.32)
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mit

. -k\ (kR
pgc(k)wC(km)+F( 1 )+EB( = )

2T 4Ep\,, (T 6Eg) , 4Ep, ¢ Ep g
- (e R (g - B

und T = —k2,C" (k) /8, Ep = C(ky) — Co—T werden an die Korrelationsfunktion
C(k) abhingig von der Kreiswellenzahl k = |k| gefittet, dabei ist k,, die Position
des ersten Peaks. Die Parameter a, b werden so gewihlt, dass die minimale freie
Energie eine Amplitude hat, die der der Molekulardynamik entspricht.

Wu et al. fiihren, wie bei den Quasikristallen (5.18)), einen Gradiententerm
mit einer zweiten Mode Q; ein. Der zusitzliche Kontrollparameter R; gewichtet
die Dominanz der ersten oder zweiten Mode. Das PFC-Funktional zur Simulation
von fcc, eigentlich zweidimensionale, quadratische Gitter, sieht wie folgt aus

4

Fwa= [ 2(-e+ (VD (V2 + Q)+ R))n+ 2 dr

n
- 5(R1+Q14—e+(2Qf+2Q12+2R1)V2

Co C2

4
+(1+QF +4Q2+R) V* + (2+2Q%) v + Vg)n + %.(5.33)
L 1 L 1

Cq C6

Tegze et al. untersuchen die Dynamik von fcc-, bee- und hep-Strukturen
mit dem Funktional

3 114

n vn
Fregre = f E(BL +2BsV? + BsV*)n — ERET) dr (5.34)

wobei B, = (kppeks T)_1 und Bs = K(pekp T)_1 mit x;, die Kompressibilitit der
Fliissigphase und K das Elastizitdtsmodul des Kristalls ist.

Angemerkt sei noch, dass Teeffelen et al. dem freien Energiefunktional (5.28)
ein externes Potential V () hinzufiigen und damit die Erstarrung von Kolloiden
untersuchen.

61
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Tabelle 5.1.: Konstanten der allgemeinen PFC-Form fiir die verschiedenen freien Ener-
giefunktionale.

Potential

m Co 2 Ca Co g ay a3
Feider (6:30) 4 Agi+a  2Aq} A 0 g
T 4 1-¢ 2 1 0 1
F jaatinen (5.32) 8 2-Co Zr;gEB FZZEB % ‘%31 _% g
Tz 8 siehe Klammerung in 0 1
yTegze 4 B, 2Bs Bs _% %

Die freien Energiefunktionale (5.29)-(5.34) haben eine dhnliche Form, sodass
eine allgemeinere Bewegungsgleichung

m/2 )
oen = MVZ( > e Vin+ V(r)) (5.35)
j=0

die Evolution all dieser Funktionale beschreiben kann. Es werden weiterhin nur
Potentiale der Form V(r) := a,n® + a3n® betrachtet. Die Konstanten c, j und
a, az konnen dann fiir die o. g. Funktionale geméf3 [Tabelle 5.1] gesetzt werden.
Dabei ist M eine effektive Mobilitdt und m gibt die Ordnung der Approximation
an die Korrelationsfunktion an.

5.6. Numerische Losung

Je nach Ordnung der Approximation an die Korrelationsfunktion wird zur Losung
der Bewegungsgleichung ein raumlicher Differenzialquotient sechster oder
zehnter Ordnung benoétigt. Ein einfaches explizites Euler-Verfahren wiirde drei
bzw. fiinf Randschichten benétigen und durch die hohe Ordnung der Differenzi-
alquotienten eine kleine Zeitschrittweite verlangen. Um dies zu umgehen, wird
die Spektralmethode aus[Abschnitt 3.2 zur Lésung der PEC-Bewegungsgleichung
verwendet. Diese wird auf eine semi-implizite Spektralmethode mit Ope-
ratoraufspaltung, wie es Tegze et al. fiir ein bindres PFC-Modell nennen, er-
weitert. Im Vergleich zum Euler-Verfahren ist die Zeitschrittweite 180 mal grof3er,
wie es ausfiihrlich in der Referenz beschreiben ist. Der nicht lineare Teil
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V(x) wird zundchst im reellen Raum berechnet und anschlieflend die Fourier-
Transformierte

Al = ]—'(—aznz + a3n3) (5.36)

berechnet. Nach den Rechenregeln aus fiir die Differentiation unter der
Fourier-Transformation wird V2 zu i*|k|” = —k* mit k der Kreiswellenzahl. Die
Fourier-Transformierte PFC-Bewegungsgleichung (5.35) wird somit zu

mp
Ayt = —Mkz( S (1) e k¥ it + fznl),

j=0

wobei 71 = F(n) die Fourier-Transformierte des Dichtefeldes 7 ist. Fiir die diskrete
Form, die implizit gel6st werden soll, wird die rechte Seite von (5.35) als Operator
interpretiert, dann ist 0;71 = An mit

m/2 ) )
Afl = —Mkz( Z (—l)]Cijzjﬁ + ﬁnl)‘
=0
Der vorberechnete nicht lineare Teil (5.36)) kann nur mit hohem Aufwand implizit

berechnet werden, sodass der Operator A in A; + A, aufgesplittet wird und das
Teilproblem A, explizit berechnet wird. Es ist

Btﬂ =Afn = (A1 + Az)ﬁ (537)
mit dem Teiloperator
m/2 ) )
Avii= Y ()Y Mo -5 ) k20Dt - MK (5.38)
j=0

mit den Konstanten s;. Dabei werden s; so gewihlt, dass die Gradienten, also die
Multiplikationen mit k%, méglichst betragsmafig kleine Beitrige liefern. Da hier
M und c; Konstanten sind, kénnen

Sj = (—1)(j+1)MCzj
gewihlt werden. Es ist dann

At = —Mkzﬁnl.
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Damit die Operatoraufspaltung (5.37) erfiillt ist, muss fiir den Operator A, Fol-
gendes gelten

m/2 )
A= Y ;K204 (5.39)
j=0

Die diskrete Berechnung von 7, , erfolgt mit einem Zwischenschritt. Dabei ist
i* das Ergebnis des ersten Teilproblems

nt = fy + AtAgfy, (5.40)
ht+At = l}’\l* + AtAzﬁ[+A[. (541)

Fiir s; = 0 wird somit ein rein expliziter Rechenschritt durchgefiihrt. Der implizite
Rechenschritt ldsst sich durch einfaches Umstellen des zweiten Teilproblems (5.41)
angeben

ﬁtJrAt = ﬁ*(l - AtAz)_l.

Werden die beiden Teilprobleme zusammengefiihrt, indem das Ersten (5.40) in
das Zweite (5.41) eingesetzt wird und wird die explizite Diskretisierung (s; = 0)
betrachtet, so wird klar, dass

m/2 )
S:=At Z(ﬂﬁ'At - ﬁt)kz(]+l)
j=0

zur expliziten Diskretisierung hinzuaddiert wurde. Fiir At — 0 geht S — 0, sodass
die Konsistenz dies Verfahrens gegeben ist. [Abbildung 5.10] zeigt die einzelnen
Rechenschritte und die Speichernutzung fiir die hier beschriebene semi-implizite
Spektralmethode mit Operatoraufspaltung. Beginnend zum Zeitpunkt t wird von
dem reduzierten Dichtefeld # die Fourier-Transformierte 71 berechnet, sodass
beide, n und 7 im Speicher gehalten werden. Aus n wird der nicht lineare Teil,
also das Potential berechnet und als n,,; im Speicher abgelegt. Von diesem Feld
mit der nicht linearen Zwischenrechnung wird dann die Fourier-Transformierte
berechnet, es enthilt dann 71,,. Im impliziten Schritt wird aus den beiden Feldern
fiund 71, mit und #i im neuen Zeitschritt berechnet, anschlieflend
riicktransformiert und skaliert. Insgesamt wird mit dieser Vorgehensweise der
Speicher von drei Feldern, #, 71 und einem Feld fiir den nicht linearen Teil, benétigt.
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c |« {‘:E
AEREE
t
F(n)
nn = V(x)
F(nm)

v
impliziter Schritt
7(7) | g

7

Skalierung

t+1]Y

Abbildung 5.10.: Speicherbenutzung fiir die Spektralmethode mit Operatoraufspaltung,
die Speicherbezeichungen werden in|Definition 3.7jund|Abbildung 3.2]erklart.

Durch verschieben der ersten beiden Schritte kann der Speicher auf zwei benotigte
Felder reduziert werden, dann hat allerdings das Feld von # eine Paritit.

Einige Anwendungen der hier eingefiihrte kristallinen Phasenfeldmethode werden
im néchsten Kapitel gezeigt.






Anwendungen der kristallinen
Phasenfeldmethode

In diesem Kapitel werden einige Ergebnisse mit dem PFC-Modell fiir Reinstoffe
in zwei und drei Dimensionen gezeigt. Die Ergebnisse aus|Abschnitt 6.2],/Berech}
[nung der Grenzflachenspannung in 3D sind teilweise in M. Oettel, S. Dorosz,
M. Berghoft, B. Nestler und T. Schilling. Description of Hard-Sphere Crystals and
Crystal-Fluid Interfaces: a Comparison Between Density Functional Approaches and
a Phase-Field Crystal Model. Physical Review E 86 (2) (2012), 021404, Appendix
B verdffentlicht.

6.1. 2D-Simulation

Mit dem einfachen Modell nach Elder und Grant lassen sich Kornwachs-
tum und Kornreifung simulieren.[Abbildung 6 1] zeigt eine 2D-Simulation von drei
Keimen in einem 512 x 512 grofen Gebiet mit periodischen Randbedingungen. Als
Keime dienen 10 x 10 Quadrate mit normalverteiltem Rauschen mit einer Ampli-
tude von £0.1. Der Gitterabstand ist Ax = 0.785 und die Unterkiihlung ist &€ = 0.25.


http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.86.021404
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(@t=1125 (b) t = 1500 (c)t=16125

(d)t=1125 (e) t=1500 (f)t=16125

Abbildung 6.1.: Die obere Reihezeigt das Dichtefeld einer Simulation fuir Korn-
wachstum und Kornreifung. Der Grauwert reprasentiert den Wert der Dichte ¢, die
Peaks sind als schwarze Punkte dargestellt. Die untere Reihe [[d}H{f)] zeigt die zuge-
horige geglattete freie Energiedichte, von blau niedriger tiber rot bis zur hohen freie
Energiedichte in gelb.

Die Durchschnittsdichte des Kristalls und der Schmelze betrigt yq = 0.285. In[Ab}

[bildung 6.1(a)]und[(d)]ist das Kornwachstum gut zu erkennen. Im Dichtefeld ist der

Kristall durch Peaks (schwarze Punkte) im regelméifligen, hexagonalen Gitter dar-
gestellt. Die Bereiche mit gleicher Gitterorientierung werden als Kérner bezeichnet.
Die groflen rundlichen Kérner sind aus den initial gesetzten Keimen gewachsen,
die in deren Mitte gesetzt wurden. Durch Uberlagerung von Wellen kénnen eben-
falls Peaks entstehen, sodass zwischen den urspringlichen Kérnern noch weitere
Korner keimen. Die freie Energiedichte ist in der Schmelze (rot) hoher als im Kris-
tall (blau), die Grenzflache der Korner hat die hochste freie Energiedichte (gelb).
Die freie Energiedichte ist eine Méglichkeit die Korngrenzen zu visualisieren.



6.2 2D-Simulation

(@Q)o=0 (b)o =3 (co=4 (d)o=6

Abbildung 6.2.: Freie Energie |(a)| ungeglattet und geglattet per Faltung mit
GauB3-Kern fiir das Dichtefeld aus|Abbildung 6.1(c)

[Abbildung 6.1(b)H(c)]und[(e)H(D)] zeigen die Evolution der Kornreifung des Dichte-

feldes bzw. der freien Energiedichte. Dabei bilden sich Grenzflichen deutlich
aus und zeigen regelméaflige Versetzungen. Wahrend der Evolution orientieren
sich kleine Kérner um und verschwinden so. Die Berechnung der freien Ener-
giedichte erfolgt iiber das freie Energiefunktional (5.14). [Abbildung 6.2(a)| zeigt
die berechnete freie Energiedichte, die eine dhnlich Form wie das Dichtefeld auf-
weist, auch hier sind die Peaks deutlich zu erkennen, jedoch ist ein Unterschied
zwischen Kristall und Grenzfliche nur schwer auszumachen. Um eine gemittel-
te freie Energiedichte zu berechnen wird diese geglittet.
zeigt die geglittete freie Energiedichte. Dazu wird die freie Energiedichte F(x)
mit einem n-dimensionalen Glattungskern G gefaltet. G : R” — R, ist eine
nichtnegative, unendlich oft stetig differenzierbare Funktion, deren Trager in der
abgeschlossenen Einheitskugel liegt und es wird / G dx =1 verlangt. Es wird die
n-dimensionale Gauflsche Glockenkurve verwendet,

Fy(x)=(G*F)(x) = -/IR" 27_1[02,1exp(—|210|2)F(1—x) dr, (6.1)

mit der Varianz o2, die die Breite der Glockenkurve und damit die Stirke der Glit-
tung angibt. Numerisch berechnet wird die Glattung mit dem Faltungstheorem
(3.1), dabei sei angemerkt, dass die Fourier-Transformierte der Glockenkurve wie-
der eine Glockenkurve mit anderer Varianz ist und somit direkt berechnet werden
kann. Eine Glittung mit o = 3, wie in[Abbildung 6.2(b)] hebt die Korngrenzen
gut hervor, obwohl die einzelnen Peaks noch zu erkennen sind. Fiir ¢ = 4 sind
die Peaks nicht mehr auszumachen, noch grofiere os glitten in einem breiteren
Bereich und sorgen so fiir breitere, verschmierte Korngrenzen.
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(a) {100} (b) {110} (© {111}

Abbildung 6.3.: Die minimalen periodischen Simulationsboxen fiir verschiedene Orien-
tierungen des fcc-Kristalls.

6.2. Berechnung der Grenzflachenspannung in 3D

Mit dem 3D-PFC-Modell werden zunéchst die Grenzflichenspannungen verschie-
dener Orientierungen berechnet. Die Simulation wird in einem kartesischen Gitter
mit den sich aus der Spektralmethode ergebenen periodische Randbedingungen
durchgefiihrt. Zur Berechnung der Grenzflachenspannungen wird eine plana-
re Grenzfliche mit unterschiedlichen Orientierungen simuliert. Dabei wird die
Grenzfliche normal in x-Richtung gelegt. Durch Ausnutzung der durch die peri-
odischen Randbedingungen gegebenen Symmetrie geniigt es, den periodischen
Teil in y- und z-Richtung zu simulieren. Fiir die {100}-Ebenen ist dies gerade
eine Einheitszelle. Fiir die drei Hauptorientierungen {100}, {110} und {111}, er-
geben sich fiir die fcc-Gitterstruktur die in[Abbildung 6.3] gezeigten minimalen
periodischen Boxen, gezeigt mit einer Auflosung von etwa 10 Zellen pro Gitter-
konstante a.[Tabelle 6.1 fasst weitere Eigenschaften der Einheitszelle zusammen,
so werden unterschiedlich viele Atome fiir die verschiedenen Orientierungen in
der minimalen periodischen Box simuliert. In der kristallinen Phase impliziert
die Periodizitdt eine Spannung in den Kristall, sobald die Lénge der Simulati-
onsbox kein ganzzahliges Vielfaches der Lange der Einheitszelle des Kristalls im
Gleichgewichtszustand ist. Um diese Spannungen zu vermeiden, muss eine Si-
mulationsbox benutzt werden, die zu der gegebenen reziproken Gitterkonstante
qmin die Gitterweiten Ax, Ay und Az so wahlt, dass a = 277/qmin, bzw. bei gedreh-
tem Gitter die Periodizitit aus[Tabelle 6.1} genau in die Simulationsboxen passt.
Dabei ist gmin die reziproke Gitterkonstante, die zur gegebenen Durchschnitts-
dichte v die freie Energie des Kristalls minimiert und somit spannungsfrei ist.
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Tabelle 6.1.: Eigenschaften der minimalen periodischen Box fiir verschiedene Orientie-
rungen ©.Fird € {x,y, z} ist Ny die Anzahl der Zellen in d-Richtung bei einer Auflésung
der Gitterkonstanten a von etwa 10 Zellen. N,y, gibt die Anzahl aller Zellen und A die
Anzahl der Atome in der Box an.

) Drehung Periodizitdt ~ (Nx,Ny,Nz) A Ny, 02
{100} (0,0,0) (a,a,a) (10,10,10) 4 1000 250
{110} (0,0,7) (% %) (7,7,10) 2 490 245

{111} (0,7, -arcsin(15)) (% ga,ﬁa) (7,12,17) 6 1428 238

Zur Bestimmung des minimalen gmi, wird entweder eine Reihe von Simulatio-
nen mit verschiedenen g oder eine n-Moden-Approximation verwendet. Beide

Verfahren werden in ausfiihrlich beschrieben und verglichen.

Testsimulationen einer einzelnen Einheitszelle fiir € = 0.5 im Gleichgewichtszu-
stand und s = —0.448336 mit N = 8,16, 32 und 64 Gitterpunkten liefern die Werte
q® =0.539898, ¢(1) = 0.539469, ¢*?) = 0.539476 und q(**) = 0.539468 fiir die
reziproke Gitterkonstante g. Den grofiten Unterschied zeigt hier q®, sodass 8
Zellen pro Einheitszelle nicht ausreichend viele sind.

Zur Erstellung einer planaren Grenzfliche zwischen Kristall und Schmelze wird
das Gebiet halb mit dem Kristall gefiillt. Dazu wird die 1-Mode-Approximation
yie ae(1) mit der Durchschnittsdichte y; initialisiert und die andere Halfte
mithilfe des konstanten Werts vom Gleichgewichtszustand y, als Liquid initiali-
siert.[Abbildung 6.4{(a)| zeigt einen Ausschnitt des Dichtefelds im Gleichgewichts-
zustand. Die dort gezeigte Grenzflache liegt in der Mitte der Box, eine zweite
Grenzflache verlauft wegen der periodischen Randbedingung am Rand. Fiir die
Simulationen wurde ein Gebiet mit 32 x 32 x 32 Zellen je Einheitszelle fiir die
{100} und {110} Orientierung verwendet. Fiir die {111}-Orientierung wurden
32 x 64 x 64 Zellen benutzt. Die Simulationsbox ist in x-Richtung, also normal
zur Grenzflache, 32 Einheitszellen fiir {100} und {110} sowie 16 Einheitszellen fiir
die {111} Orientierung lang, was in allen Fillen 1024 Zellen ergibt.

Das System wird unter der Dynamik von (5.15) relaxiert, bis die durchschnittliche
Abweichung Ay des lokalen chemischen Potentials y(x) = 6.7 /Sy von dem Wert
im Gleichgewichtszustand y.q kleiner ist als Ay < 107%.
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Abbildung 6.4.: Ausschnitt von 256 Zellen einer Grenzflache in Koexistenzder Dichte
i und[(b)]der lokalen freien Energiedichte F aus einer 32 x 32 x 1024 groBen Simulati-
onsbox. Oben wird das ungeglattete Dichteprofil ¢ und unten die geglitteten Profile
Yo und F, mit o = 9in x-Richtung gezeigt.

Die dimensionslose Grenzflichenspannung j fiir zwei Grenzflichen, zwei da das
Gebiet periodische Randbedingungen besitzt, ist die Differenz des grofSkanoni-
schen Potentials Q) = f — peqy mit dem groflkanonischen Potential im Gleich-
gewichtszustand

29:%/VQ—Qequ
1
= fvf_ﬂeq‘/’_feq+/1eq1/’equ
1 fsi—fe fi—fe
L L L SV S L (S
A.[Vf I//S—l//ew f V/S—V/BW

1 fs—Jfo . fsve— foys
- - - + dx. 6.2
Afvf %_ww — x (6.2)




6.2 Berechnung der Grenzflachenspannung in 3D

Oder wie Wu und Karma es schreiben

2?=1ff—(fsw Ve —few ws)dx.

AJv Vs — Ve Vs — Ve

Dabei ist A die Flache der Grenzflache in dimensionslosen PFC-Einheiten. f
ist die PFC-freie Energiedichte, f; bezeichnet die freie Energie fiir den Kristall
bei Koexistenz und f; die freie Energie fiir das Liquid bei Koexistenz. y ist der
PFC-Ordnungsparameter, dabei bezeichnet v die Dichte des Kristalls und v, die
Dichte der Schmelze im Gleichgewichtszustand. Im Kristall ist die Dichte eine
periodische Funktion mit Peaks im Abstand der Gitterkonstante. Um hier die
Durchschnittsdichte zu bestimmen, kann von Peak zu Peak integriert werden,
oder das Dichtefeld geglittet werden. [Abbildung 6.4] zeigt das mit o = 9 geglattete
Profil der Grenzfliche. Eine leichte Restwelligkeit ist noch vorhanden, weswegen
die Durchschnittswerte ¥, und y, von Peak zu Peak bestimmt werden. Mit f;
und f;, der durchschnittlichen freien Energie im Kristall bzw. in der Schmelze,
wird genauso verfahren. Die thermodynamischen Zusammenhénge beziiglich des

PFC-Modells sind symbolisch in[Abbildung 6.5 dargestellt.
Weiter mit ergibt sich

L fe fbs - f
2= (f s B o [ ves)

werden f, § als Durchschnitt der freien Energiedichte bzw. des Ordnungspara-
meters definiert, so folgt

SN S

14 Vs —Ye Vs — Ve
SRS )
A Ws - 1//8 Vls - V/E

Esist V.= [ dx =L, -L,-L;,sodass V/A = L, gilt. Es ergibt sich
Lz(f+ fsve— fers -9 (f —fz))_
2 V-/s - 1I/€

ydx

y= (6.3)

Um die Grenzflichenspannung mit (6.3) zu berechnen, werden nur noch die
Durchschnittswerte f und y im gesamten Gebiet und die Durchschnittswerte v,
Vs, fs und f, vom Kristall bzw. der Schmelze benétigt.
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Abbildung 6.5.: Thermodynamische Grundlagen des PFC-Modells. Der Ordnungspara-
meter ¢ gibt die Gleichgewichtsdichte ¢ des Kristalls und ¢, die der Schmelze an. Die
zugehorigen freien Energien werden mit f; bzw. f, bezeichnet. Oben ist die gemeinsa-
me Tangente, deren Steigung das chemische Potential peq im Gleichgewichtszustand
entspricht, eingezeichnet. Sie schneidet die y-Achse beim grof3kanonischen Potential
Qeq = feq—MeqWeq- Unten wird der Koexistenzbereich fiir die Unterkiihlung bei € gezeigt.

Fiir € = 0.53, wurde die Grenzflichenspannung von Tang et al. mit y[i90] =
0.0113 berechnet.[Tabelle 6.2]zeigt fiir unterschiedliche Aufldsungen, Zellen N pro
Einheitszelle, die Grenzflichenspannungen der [100] Orientierung. Hier ist eine
deutliche Abweichung bei einer Diskretisierung von nur 8 Zellen pro Einheitszelle
zu erkennen, sodass davon auszugehen ist, dass die in der PFC-Gemeinschaft iibli-
che Diskretisierung von etwa 10 Zellen pro Einheitszelle fiir quantitative Aussagen
ungeniigend ist. Fiir qualitative Aussagen werden in dieser Arbeit in der Regel
auch nur etwa 10 Zellen pro Einheitszelle verwendet, um Rechenzeit zu sparen.

Tabelle 6.2.: Grenzflachenspannung y fiir e = 0.53 in [100]-Richtung.

N Voo

8 0.00913
16 0.01041
32 0.01041

64 0.01052
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Tabelle 6.3.: Grenzflachenspannung y fir verschiedene € und Richtungen fiir N = 32
Zellen pro Einheitszelle

3 Y[100] Y[110] Y]

0.50 0.0097 0.0092 0.0073
0.53 0.0104 0.0100 0.0079
0.65 0.0132 0.0129 0.0102
0.80 0.0165 0.0163 0.0129

Fiir die [111]-Richtung liefert Tang et al. Y] = 0.0082. Im Vergleich dazu
ergibt sich y[y;; = 0.0079 fiir die hier verwendete Berechnung mit N = 32. Grenz-
flichenspannungen der Richtungen [100], [110] und [111] fiir € = 0.5, 0.53, 0.65

und 0.8 sind in|Tabelle 6.3|aufgelistet. Die Tendenz der Werte y(100] > Y[110] > Y[111]

wird auch von Davidchack et al. [[8] fiir harte Kugeln angegeben. Jaatinen et al.

berechnen die Grenzflichenspannung fiir bee-Kristalle mit dem PFC-Modell.

6.3. Dendritisches Wachstum in 3D

Dendritisches Wachstum wird durch Setzen eines Keims in eine unterkiihlte
Schmelze initialisiert. In dem hier beschriebenen Fall wird dazu ein 32° Wiirfel mit
einem fcc-Gitter i< . (r) approximiert. Mit g = 0.577 und Ax = 0.72552
ergeben sich so 2° Einheitszellen. Es wird das freie Energiefunktional (5.34) mit
B, = 1/(21/3), BL = By —5-107° und v = ¥/3/2 nach Tegze et al. [@] verwen-
det. Die Durchschnittsdichte o = —0.04 befindet sich im Koexistenzbereich
von fcc und Liquid, der in der Referenz [63] mit [-0.0862, —0.0347] angegeben
wird. Simuliert wurde in einer 1024 Box mit 80 CPUs fiir 12.7 Tage, der Zeit-
schritt ist At = 0.5. Zunéchst wichst der Keim in seiner Gleichgewichtsform
eines Oktaeders, wie[Abbildung 6.6(a)]zeigt. Dabei lagern sich zunichst die Ato-
me an der Spitze an und fiillen dann die Flichen auf. Wird der Keim grofier,
lagern sich an der Spitze weitere Atome an, bevor die Fliche komplett aufge-
fiillt worden ist. Dies fiihrt zu einer stufigen Anlagerung von Atomen, wie[Ab}
bildung 6.6(b)|zeigt. Da die Spitzen schneller wachsen als die Flichen, entstehen
dendritische Arme, wie inzu sehen ist, in Ubereinstimmung
mit den Referenzen [42}/65]. Hier werden die lokalen Dichtepeaks mit Kugeln
dargestellt, dabei entsprechen Farbe und Radius der Kugeln der Hohe des Peaks.
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(a) t=9000 (b) t =15500

(c) t = 50000

Abbildung 6.6.: Peaks des Dichtefelds dargestellt als Kugeln, deren Radius und Farbe
die Hohe des Peaks wiedergibt. Insind etwa 150 000 Peaks dargestellt.
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Abbildung 6.7:: fcc-Dendrit mit 3.3 Millionen Peaks. Berechnung des Dendriten aus
Abbildung 6.6|in einem 2 048° groBen Simulationsgebiet.

zeigt deutlich ausgebildete Primirarme, hier wurde ein 2048’ Ge-
biet simuliert. Zur Visualisierung kénnen hier nur noch deutliche Peaks dargestellt
werden. Peaks kleiner als 0.5 werden nicht angezeigt. Insgesamt besteht dieser
Dendrit aus mehr als 3.3 Millionen Atomen. Die Peaks werden als Atome inter-
pretiert, so ergibt sich als reale Grofie fiir Ni etwa 64 nm von Spitze zu Spitze. Die
Struktur zeigt grofle Ahnlichkeiten mit der Struktur von Tang et al. [65]. Toth
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etal. interpretieren die Peaks als Kolloide, so wére der Dendrit von Spitze
zu Spitze 90 um grof3, unter der Annahme, dass die kolloidalen Partikel einen
Durchmesser von 1 um haben. Um von realen Systemen sprechen zu koénnen,
miissen sicherlich noch einige Parameter angepasst werden.

6.4. Mikrostrukturelle Parameter

[Abschnitt 6.2] hat gezeigt, wie die Grenzflichenspannung mit dem PFC-Modell be-
rechnet werden kann. In der Referenz werden zusitzlich noch die Wachstums-
geschwindigkeiten der verschiedenen Orientierungen gemessen. Die Berechnung
von elastischen Parametern wird von Elder und Grant angegeben. Jaatinen et
al. [17] berechnen thermodynamische Eigenschaften von bcc-Metallen am Beispiel
von Eisen. Darunter sind die Grenzflachenspannungen, das Kompressionsmo-
dul fiir fest und fliissig sowie die Warmeausdehnung. Die Korngrenzenenergie
von Eisen wird wie von Jaatinen et al. berechnet. Fiir fcc-Metalle berechnen
Wu et al. elastische Konstanten und das Kompressionsmodul. Dafiir wer-
den Parameter fiir Nickel von der Molekulardynamik ins PFC-Modell tiberfiihrt.
Die Geschwindigkeit der Verfestigungsfront in kolloidalen Systemen wird von
Teeftelen et al. untersucht und mit DDFT verglichen.

Mikrostrukturen wie Korner aus[Abbildung 6.]jund dendritische Strukturen aus

Abbildung 6.4(a)|liegen als Dichtefeld oder Peakpositionen vor. Uber die Dichte

oder die freie Energie lassen sich mittels Glattung leicht Bereiche verschiedener
Kérner oder Fest- und Fliissigphasen unterscheiden, wie in [Abbildung 6.2]anhand
der geglitteten freien Energie zu sehen ist. Im zweiten Teil dieser Arbeit wird
gezeigt, wie die aus den atomistischen Simulationen ermittelten Parameter als
Eingangsparameter fiir makroskopische Simulationen genutzt werden kénnen.
Die nichsten Kapitel bleiben zunachst auf der atomistischen Skala und zeigen die
Erweiterung des PFC-Modells auf mehr Komponenten.



Kristalline Phasenfeldmethode
fiir binare Mischungen

In den vorherigen Kapiteln wurde das PFC-Modell fiir Reinstoffe untersucht. Die
Moglichkeit Metalle zu mischen, also Legierungen aus mindestens zwei Kom-
ponenten zu bilden, eréffnet einen weiteren grofien Bereich in der Materialwis-
senschaft. In diesem Kapitel werden zundchst bindre Legierungen, die aus zwei
Atomsorten A und B bestehen, betrachtet. Die Herleitung greift direkt auf die
DDFT zuriick und benutzt Ergebnisse des einkomponentigen PFC-Modells und
ist an die Entwicklung von Provatas und Elder angelehnt.

7.1. Freie Energiefunktional

Die zwei Atomsorten A und B haben jeweils die einkomponentigen freien En-
ergiefunktionale .%#, und .#5. Die freie Energie der Mischung wird durch die
Summe von .%4 und .#3 plus einen weiteren Kopplungsterm, der die direkten
Korrelationsfunktionen zwischen den zwei Atomsorten beschreibt, modelliert.
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Wie beim einkomponentigen PFC-Modell werden nur die paarweisen Korrelati-
onsfunktionen C, betrachtet. Als freies Energiefunktional ergibt sich

7 yA /8 (r1)Cap(r1,12)0pp(ry) dridry + - (7.1)
kB kBT kT PAT1)CaB\T1,12)0pPB (T2 1412 .
mit Cyp die direkte Zweipunkt-Korrelationsfunktion zwischen Atomen der Sorte
A und B. Die Punkte stehen fiir A — B-Korrelationen hoherer Ordnung.

Um Ordnungsparameter, dhnlich denen im Phasenfeldmodell zu erreichen, wird
das totale Dichtefeld und die Konzentration

pi=patps  C=palp (7.2)
eingefiihrt, sodass p4 = cp und pp = (1 - ¢)p gilt.
Die freie Energie (71)), in p und c ausgedriickt, ergibt

F

1
= paln pa - dpa dr——/SpA(rl)CAAﬁpA(rz)drldrz
kBT PeA 2!

1
+f(p31n(;):;)—6p3)dr—2!f&pB(rl)CBB(SpB(rz)drldrz
—fCAB5PA(r1)5PB("2)dr1d7’2- (7.3)

0pa = pa — pea und dpp := pp — pep bezeichnen die Differenz der Dichten p 4,
p zu ihren Referenzdichten pg4 und pep, die meistens als die Dichten der Fliis-
sigphase im Gleichgewicht gewdhlt werden. Weiter ist py = pea + pep die Summe
der Referenzdichten. Zunichst werden die Integranden mit dem Logarithmus
betrachtet und in eingesetzt

pAln( )+p ln( )—SpA—SpB
Pea PeB

P PA sz P@ p PB I_)z
=paln| ——=—— | +ppln| ——— | —pa + DN
& (P€ P Pea PeB) pr (Pe P PeB) PA T Pea= PB Y Pes

P PeB
=(pa+ ln()+ ln( )+ ln( )+ In ( )
pa+ps) po ) TPl T | pein| TE )+ palnl

+(pa +pB)ln(5e) ~(pa+pB) + (pea+pes)
¢B
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p Pa PB PeB Pe
=pln| — | +paln| — | +pglnl — |+ paln| — |+ pIn| — | - p +
: (Pe) pa ( P ) pe ( P ) P (PeA) P (PeB) P

= pln(p) +pcln(c) +p(1-c¢)In(1-c) +pcln(pw) +p1n(pe) - dp,
Pe Pea

mit §p = p — pg, die Summe der Differenzen zu den Referenzdichten.

Die Faltung wird als Integrationsoperator C*p := [ Cx(|r — r'|)p dr’ definiert,
wobei X die Korrelation bezeichnet (z. B. X = AB), die wie im einkomponentigen
Fall isotrop sind und nur vom Abstand |r — /| abhingen. Dann vertauscht C*
offensichtlich, d.h. psC¥pp = pgC*p4. CX, angewandt auf eine Konstante, ist
konstant.

Die restlichen Integranden aus (73), beginnend mit der Korrelation C#4, lauten
1 1
—E(SPACAA(SPA =5 (pa- pea)C(pa = pea)

1 1
= _EPACAAPA +paC*ppa — EPZACAAPEA

1
= —gczCAAp +pcCHMpeq — ECAAp%A. (7.5)

In der letzten Zeile wurde ausgenutzt, dass das Dichtefeld p viel schneller variiert
als das Konzentrationsfeld ¢ und damit ¢ als lokal konstant approximiert werden
darf. Fiir die Korrelation C?® ergibt sich mit Addition von 0
1 1 1
—55173 CPBopp = - 2PB CPBpp + ppCPPpep - JPes CP8pp
+paC”pep = paC®’pes

1 1
= _EPBCBBPB +pCPPpyp - EPzBCBBPeB —paC”Ppep
1
= —g(l —¢)’CB8p — pcCBBpyg + pCPBpyp — ECBBpﬁB. (7.6)
Die Korrelation C4p mit Addition von 0 ergibt

~8paC*8pp = — paC*®pp — peaC*®pes + paC*®pes + psC%pea
+paC*poa — paC?8pys
= —pc(1-¢)C*p — pcC*®poy + pcC*®pyp
+pC*®pys — C*poppea. (77)
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Es wird mit den Ergebnissen (74)-(7.7) zusammengefasst, dabei verschwin-
den die konstanten Terme in .%' := .# — kg TK,

=S ol) -
_ g(CZCAA +(1- c)ZCBB +2c(1- c)CAB)p
+p((1=¢)In(1-¢) + cln(c))

+ pc((CAA - CAB)peA + (CAB - CBB)PzB + ln(Zw)) dr, (7.8)
LA

mit

K := fp(ln(m) + CBBP({B + CABP({A)
PeB

1
—C*® peapes - E(CAAP& +C*piy) dr.

Zur weiteren Vereinfachung wird Elder et al. und Tegze et al. gefolgt
und der reduzierte anteilige Teilchendichteunterschied n, = (pa — pea)/pes
ng = (pp — pes)/pe eingefiihrt. Damit lassen sich die dimensionslosen Felder,
die reduzierte Teilchendichte n := ny + ng = (p — pe)/pe und der reduzierte
Konzentrationsunterschied

C’5= nB_nA+PeB—PeA :PB_PA :(1—2c)£
Pe

P Pe

einfithren und skalieren ¢ := ¢’py/p. Es gilt

p=pe(n+1). (7.9)

wird um ¢ = 0 und » = 0 entwickelt. Da die Dichte eine ErhaltungsgrofSe ist,
entspricht n im Integral der Durchschnittsdichte, die ohne Einschrankung auf Null
gesetzt werden kann. Die &rtliche Anderung von n ist viel grofier als die ortliche
Anderung von ¢, sodass ¢ in Bezug auf n als lokal konstant angenommen werden
kann. Die Terme der Ordnung O(n) kénnen somit vernachlédssigt werden. Es
wird A.Z = % (¢, n) — %, mit einer konstanten Referenzenergie .%, eingefiihrt.
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Diese Referenzenergie beinhaltet alle konstanten Terme. Zunéchst wird (79) in
(7.8) eingesetzt,

Z-- /pe(n+1)1n(”“(:j;”)—(pe<n+1)—pe>

) [(1-¢c\> 1+¢)\? l+gl-
_pe(nt1) (7C) CAA+(ﬁ) CBB 4 =TS 2" S aB pe(n+1)
2 2 2 2 2
I+¢, (1+¢\ 1-¢, (1-g
+pe(n+1)(Tln(T)+Tln(T))

+pe(n+ 1)1_;((CAA —C*)pea+ (C* = CPP)pep

+ln(P€B)) dr
Pea

und bringen p, auf die andere Seite
F' f
= n+1)In(n+1)-n
el ICRRCRS)

_Pe("“)((IC) ot (129) cBB+(1+<)“cAB)(n+1)
2 2 2 2
(S (56 4 L (12))
2 2 2 2
+(n+ 1)1_2C((CAA = C*B)pea + (CHF = CPB) pyg

+ln(’0lZB )) dr.
PeA

(7.10)

Die auftauchenden logarithmischen Terme kénnen in den logarithmischen Reihen
entwickelt werden

n?> n’ 5
1 N=n-—+—-—+0 ,
n(n+)nz+3 4+(n)
1 2 3 4
ln(%):—ln(2)+c—%+%—%+(9(c5),
4

_ 2 3
ln(ch) :—ln(2)—c—i L CZ +0(¢).
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Der Integrand der ersten Zeile in (710) wird damit zu

n* n* nt
(1+n)ln(n+1):(1+n)(n— 5 +3—4+(’)(n5))
2 3 4 3 4
An-Z s o)+ [n2- L T o)
2 3 4 2 3
2 3 4 2 3 4
=n+n———+n—+0(n5)mn——n—+n—+const+0(n). (711)
2 6 12 2 6 12

Die dritte Zeile wird zu

(e omn(5) e on(57))

4
+(—ln(2)+c—czz+c33—i:+(9(c5))
—c(—ln(Z)—c—i—i—i+O(Cs))
+c(—ln(2)+q—C22+c33—i:+(9(c5)))

_n+1(_ln(2)_C_C22_C33_C:+O(C5)
—ln(2)+c—§+§—§+0(c5)

¢ <
+¢In(2) +¢* + S5 +0(¢%)

34
—In(2) +¢* - % + % + (’)(cs))

n+l IS ¢t
= 2In(2) - ¢* - = +2¢*+2+ O(¢
5 ( (2)-¢ St 42 (¢7)

=(n+ 1)(—ln(2) + c—: + g + (’)(cs))
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=-In(2) + ¢ + ¢ +0(¢°) - nln(2) + niz + ni1 +n0(s)
2 12 2 12

S

¢ ¢t
ROttt const + O(n). (712)

Fir die zweite Zeile wird

pe(n+1)((1=6\* aa  (1+5\* 55 1-¢ a8
LLED(( e () e a5t o o

zunichst die innere Klammer betrachtet,

1-¢)\? 1 1-
(—C) CAA+( +C) CP®r(1+¢) RLYCYE
2 2 2

:i((l =)’ CM 4 (146)°CP +2(1+ ) (1- ) C*)

1
:Z((l -26+ ) CM + (1+2¢+ ¢*)CPP + (2-267)C*P)

CA% + CBB 12048 —2CA4 + 2B 1
_ n C+7(CAA+CBB_2CAB)C2
[} 4 ] L 4 ] 4I ]
=C =1sC =AC
6C AC ,

¢+ 96 AC
2 ¢ 4 .
Dies wird wieder in (713) eingesetzt, es folgt

- L(H;— D (C+ %c+ %cz)(n +1)

B0 5 B, s 5C 80,
2 2 5 4 2 2(S 4
; C AC - C AC
—&(C —c+—c2)n—&(c+—c+—c2)
2 2 4 2 2 4

penf- 06C AC , ) ( 6C AC,
-—C+ —¢+— C+—¢+—
2( y ST ) 2; 4 °

- A

2 2 4

~ —%(C + 87Cc + %cz)n - %(%c + %cz) + const + O(n).(714)



86 | Kapitel 7 Kristalline Phasenfeldmethode fiir bindre Mischungen

Die letzte Zeile aus dem freien Energiefunktional (7.10) ohne die Korrelationen
C¥* wird zu

(n+1) (PEB)
2 Pea

_ 1 (Pw) ﬂl (PEB) In (PeB)+ 1 (PeB)

2 PeA 2 PeA 2 PeA 2 PeA

~—2In ( ) + const + O(n). (715)
2\ pea

Der Term mit den Korrelationen CX aus dem freien Energiefunktional (710)
wird zu

(f’l+1) ((CAA CAB)p +(CAB CBB)/)EB)

_ _5((CAA — CABYpgs + (CHB = CPB)pyy) + const + O(n).

Addition des Terms —£ %€ ¢ aus (714) liefert

Pe 6C

_ ?TC_ %((CAA _ CAB)pM . (CAB B CBB)pw)
- _g(_%(CAA — CPB) 4 CMpyy — CAPpyy + CAPpyy CBBPEB)
C

¢
__E( Ad —% +PeA)+CBB(p PeB)—CAB(PzA—PeB))
S{ A _PeA PeB
= — 2= 23
2( ( 2 2 F “‘)
+CBB(p;A pﬁ—p ) AB(pzA—PeB))
G(1
= —E(ECAA(PM —pes) + ECBB(PeA —pes) — C* (pea - PeB))
¢l
=——-AC - . 716
27 (PeA PeB) ( )
Die linearen Terme in 7, also alle Terme der Ordnung O(n), werden, wie bereits

oben angemerkt, vernachldssigt und werden weggelassen. Die konstanten Terme
werden zur Referenzdichte .%, hinzuaddiert. Mit Einsetzen der zuvor berechneten
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Zwischenergebnissen (7.11), (7.12), (714), (7.15) und (7.16) ergibt sich fiir (7.10) die

Differenz des freien Energiepotentials A%,

AF 6C AC, n®  nt
:/ (1—p¢ C+—¢+—¢ ) -+ =
kBTpe 2 2 4 6 12

pes) 1 ¢ c( AC) ¢t
1 - - AC)Z+2|1-pe— —dr.
( H(PM) 2(PeA pes) )2 + > Pey ¢+ 2 r

(717)

In den nachsten Schritten werden Terme mit Korrelationen vereinfacht. Den
Anfang machen die Korrelationen der ersten Zeile aus (7.17),

. 8C AC
pe(C+7c+Tc2). (718)

Zur Erinnerung, C, §C und AC sind Summen von Integrationsoperatoren C%,
1nsbesondere Faltungen. Die zugehorigen Fourier-Transformierten der Opera-

toren seien C, C und AC. Selen weiter ¢ := F(¢) und ¢2 = F(¢?) die Fourier-
Transformierten von ¢ und ¢*. Mit der Benutzung des Faltungtheorems wird
die Fourier-Transformierte von (718) gebildet,

¢+8—CA +A—CA2 (7.19)
Pe 5 ¢ 1 G |- .

Die Operatoren werden mit geraden Exponenten bis zur Ordnung k* entwickelt,

é N —é() + ész - é4k4,
0C ~ —8Cy + 6C,k* — 8C,k*,
AC N —ACO + Aézkz - Aé4k4.

Diese Entwicklungen werden in die Fourier-Transformierte von (7.19) eingesetzt,
so folgt

2 2 2 (SC (SCA (sé N
pg((—Co + Cok? = Cakt) + (—20 + 7218 - 24k4)g

+ _LCAO ACzkz Lak4 CAZ
4 4 4
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s 8C,, AC 2 s 8C,, AG x2 )72
= (N Co+ —<C+ —8 |+ | Co+ —=¢+ —=¢C5 |k
Pe( ( 0 5 Y 1 G 2 > S 1 G
s 0C,, ACy L)\, 4
—Cs+ —3¢+—35 |k
( 4 ) G 4 *
= Pe(—éo + ézk2 - é4k4) (7.20)
mit den Definitionen
2 2 o A
Ci=Ci+— 9C; ¢ Ci 2 fiiri = 1,2, 4. (7.21)

(7.20) wird zuriick in den reellen Raum transformiert und in die erste Klammer
aus (717) eingesetzt, so folgt hierfiir

g(l —pe(=Co - C2v? = C4v*))n

(1+peC0)+ pg(sz +C4V)

n’
2

—Bt
B, =n 26 26,\
B npe G, (26 V24 (=2 vt |n (722)
2 246"\ 6 c,
| I |
=:R2

Die Taylor-Entwicklungen von B® und R mit den Definitionen (721) im reellen
Raum in Bezug auf ¢
. - 2
&Q% B (C2+%8C2c+iAC2¢2)
4 C4 © G+ 1Cic+ 1AC, ¢
C,8C, C36C
Pe . 20%2 2_24 C+O(C2)
C4 Cy 2C;
:Bg + Bj¢ + Bi¢?, (7.23)
R 2C, 2C4 + 0Cy + SACs¢2
- \ C~2 - CZ + %(SC2C+ lAC2C2
2C, . 1 8Cy  VC C40Cy ¢+ 0(&)
—_— —— 9
NG "2va\Vee  ava

Ry + Ric + Ry &2, (7.24)

B :=
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dabei wurden die Terme der Ordnung O(¢*) aus Griinden der Ubersichtlichkeit
nicht explizit ausgeschrieben.

Als Nichstes werden die linearen Terme in ¢ betrachtet, das ist die zweite Klammer
in (717). Es ergibt sich nach Einsetzen der Approximation von AC » —AC, —
AC,V? - AC,V*

(—11n(pw) - i(PBA —PeB)AC)C

2 \pea
= (—lln(PZB)-{—l(p@A—peB)ACo)C (725)
. 2 \pea) 4 .

7y
1
+ 7 (pea=pen) (AC2 V76 + AC, V).

Fiir quadratische Terme in ¢ folgt aus der dritten Klammer in (717) nach Einsetzen
von AC

AC ACy\ ¢2 AC AC
e (o ) S 2P 2
| —

2 4 4 4 4
=w

2
G Cr6_, GACy 4

=w— + 77v - =
2 TP Py ¥

=:L

2
¢ L,_ GAC, _4

=w— 4= +pe2—2vic. 726
5 2|Vc| Py V'S (7.26)

Die &rtliche Anderung von ¢ ist viel langsamer als die Anderung von n, sodass
hohere Gradienten von ¢, d. h. O(Vzc) als verschwindend angenommen werden

kénnen. Mit (7.22)), (7.25) und (7.26) folgt aus (7.17)

A Bt t
al = /—n2+BSE(2R2V2+R4V4)n—7n3+zn4
ks Tpe 2 2 30 4

w, u,4 L 2
+yc+ —¢ + —¢ + —|V¢|[ dr, (727
Yot S¢S 2| gl (7.27)

wobei die Konstanten ¢ := 1/2, v := 1/3 und u := 1/3 eingefiihrt werden, um spater
mehr Freiheiten zu haben.
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7.2. Dynamik

Die Dynamik wird von der Minimierung der freien Energie angetrieben. Wie
bei der DDFT ergeben sich fiir die zwei Komponenten A und B die Dynamik
in den Dichtefeldern p4 und pg

0 o0F
oPa _ V- (MAV) +Cas

ot 6pA

apB Wa

PE_ g | Myv=— , 2
5 \Y ( BV(SPB)+(B (7.28)

mit M, und Mp Mobilititen von A und B Atomen, die im Wesentlichen von
der jeweiligen Dichte abhiangen. In (4 und (5 kann Rauschen benutzt werden,
um etwa thermische Fluktuationen zu modellieren. An dieser Stelle wird darauf
verzichtet.

Der Zusammenhang zwischen p 4, pg und #, ¢ ist gegeben durch

n—¢ o Patpg=p —(Pp—pa) _ p*
2 2pt Pr=pPamy
n+c ¢ Patpp—p tPs—Pu Pt
= = - . 7.29
2 2pt PPEPET (729)

Zur Vereinfachung wird ab jetzt ¢ statt ¢’ geschrieben und das freie Energiefunk-
tional wird als .# [ n, ¢] statt A% geschrieben. Mit den Abhéngigkeiten n(p4, pg)
und ¢(pa, pp) lassen sich die Variationsableitungen von .% angeben

0F _8F n 87 bc
Opa  On 8pa  O¢ Opa
0F 6.7 én &?ﬁ

oF _o0F on  O0F 730
0pgp  6n Spp 8¢ Ops (730)

mit

on on 1 d¢ 1 d¢ 1
— ==, T——=-—, ——=—. (7.31)
dpa  Opp  pe dpa Pe dpp  pe
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(730) und (7.31) in (7.28) einsetzen,

8pA _ MA 0F MA 0.7

ar ( Vaon " eV oc )

aPB My 6. MB 0.7

ZFb Py 2y —. 7.32
ot ( v 811 Pe v oc¢ ) (732)

Es wird (7.29) verwendet, um die Summe und die Differenzen von p4 und pg
zu differenzieren

apA+pB_8n—c+n+c ~ on
ot ot 2 TPy
opp—pa O n+¢—(n-¢) ¢
ot ot 2 Pe=pPedey

dabei wurde 0,p, = 0 beriicksichtigt. Dies wird in (7.32) eingesetzt
on 1 9(pa+ps)

ot Pe ot
1 (MA 8F My O0F My 0F MBVM‘)

pe pe  On  pe 8¢ pe  dn p ¢
(MA+MB 0.7 —-M4 + Mp 6?)
=V VotV
Pt on Pt o5
96 _ 1 d(ps—pa)
ot Pe ot
1 My 6.F M 0.7 My 0F My 0F
(et (st
Pe on Pe oc¢ on oc¢
Mpg-M 0F Mp+M 07
Sy | AT BT A G2 (7.33)
P on Pt ds
S
=M’ =M

mit den effektiven Mobilititen M und M’.

Die bendtigten Variationsableitungen von lauten
0F
on
6.7 oB'n* O(B°R*) _, 10(BR)
6c_8c2+ acnni o¢

= By is (ZRZV2 + R4V4)n + VZ(BSRZn) + %V“(BSR‘*n) —tn*+vn’

nvin + Y+ ws+ uc3 - vaq.
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Unter der Annahme, dass die Mobilitdten der beiden Atomsorten gleich sind,
also M4 = Mp gilt, wird M’ zu Null. Damit fallt der Anteil mit M’ weg und die
Bewegungsgleichungen (733)) sind somit entkoppelt

on 0.7
— =V -MV—,
ot v v on
¢ 0.7
2=V -MV—. 734
~ V.MV 5 (7.34)

Die Taylor-Entwicklungen der Parameter aus (7.23) B® = B} und aus (7Z.24) R =
Ry + Ry, sowie analog dazu fiir den Parameter B* =: Bf + B%¢c® werde, unter
der Annahme, dass hohere Terme verschwinden, in die Bewegungsgleichungen

([734) eingesetzt,

on B;
- Mvz((Bg + B )n+ 70(2(R0 +Ri6)?V? + (Ro + Rig) 'V )

ot
BS
+7°(2v2((R0 + Rlc)zn) + V4((R0 + Rlc)4n)) —tn®+ vn3),
0
a{ = MV?(BSon® + 2Bn((Ro + Rig)RiV? + (Ro + Rig) Ryv* )

+y+ w6+ ug - vac). (7.35)

7.3. Numerische Umsetzung
mit Operatoraufspaltung

Tegze et al. schldgt einen spektralen Losungsalgorithmus vor, der durch Auf-
teilung des Operators den nicht linearen Teil in einem Zwischenschritt explizit
vorberechnet und den linearen Teil implizit rechnet. Das zu 16sende Gleichungs-
system ist von diagonaler Struktur und kann somit direkt berechnet werden. Die
Evolutionsgleichungen werden als

on
I (A +Ay)n,
ot (Ar+ 4z)n
P}
% - (B, +By)s,

ot
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geschrieben mit den Unteroperatoren
An= VZ(M(BS + ngz) —sl)n
$2
+ VZ(MBS(RO +Ri¢)? - )Vzn

)V4n

)

BS
+ VZ(MTO(RO + Rlc)4

N‘[i,” )

+ V4(MB3(RO +Ri¢)’ -

6 1, B0 483
+V MT(RO-‘_RIC) > n
+ VZM(—z‘n2 + vn3), (7.36)
Apn =V + 5V +53V0n, (7.37)

B¢ = MVZ(Bgan
s 2 3 4
+280n((R0 +Ri¢)RV* + (Ro + Ri¢)’RyV )n

ry+uc’),  (738)
B,¢ = M(wvzg - LV4C).
Fiir das reine PFC-Modell ist ¢ = 0 und damit vereinfacht sich (7.36)) zu einem

Operator der Form (5.38). (7.37) und (5.39) haben die gleiche Form. Der Operator
B ist im reinen PFC-Modell nicht vorhanden.

Die Kombination aus explizitem Zeitschritt fiir A; und B; und implizitem Zeit-
schritt fiir A, und B, fithrt zu den Gleichungen
n* =n'+ AtAn’,
nt+At n* +AtA, nt+At
¢* =¢'+ AtBy¢',
ct+At — Cx— + Ath(:t+At,

wobei n* und ¢* die Losungen der Teilprobleme der entsprechenden Operatoren
A; und B; sind.

Im Fourier-Raum kann der diskretisierte Laplace-Operator wieder mit der Multi-
plikation mit dem Faktor —22772k2, wobei die diskrete Kreiswellenzahl als k> = |k|*

93
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geschrieben wird, da hier nur Gradienten mit gerader Ordnung vorkommen. Es
folgt im Fourier-Raum

N ok -1
AL = f (1 + Ats; 222K — Atsy 2ttt + Ats326716k6) ,
= & (14 AMW2A K2 + AEML?24 k)™
Fir (736]) werden in jedem Zeitschritt die Konstanten sy, s,, s3 als betragsgrof3-

ter Wert

s = m;ix{‘Bg + Bgc(x)2|},

b

5 = mfx{‘MZBB(RO + Rig(x))?
s3= m;ax{‘MBf)(Ro + R1C(x))4|}

bestimmt, sodass der explizite Anteil der Gradienten moglichst klein ist, damit
dieser moglichst numerisch stabil bleibt. Fiir konstante ¢ ergibt sich fiir den ex-
pliziten Anteil

An= VZM(—tn2 + vn3)
analog zum puren PFC-Modell.

Die entstehenden Faltungen werden umgangen, indem fiir den Operator B; in
zunichst die Terme héherer Gradienten N, = V?n und Ny = V*n im
Fourier-Raum berechnet werden und dann zurticktransformiert werden. Es folgt
Bi(¢) = MV?¢ mit

&= Bécn® + 2B3n(Ro + Ri¢)R N, + 2B n(Ry + Ri¢) RiNy +y + uc’.

[Abbildung 71|veranschaulicht den Speichergebrauch und die Abfolge der einzelnen
Rechenoperationen pro Zeitschritt. Es werden sechs Fourier-Transformationen
und vier inverse Fourier-Transformationen durchgefiihrt. Fiir die Berechnungen
wird neben den beiden reellen Feldern fiir #n und ¢ jeweils noch das komplexe
Feld und vier Zwischenspeicher benétigt, sodass insgesamt acht Felder benotigt
werden.
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Abbildung 7.1.: Rechenoperationen und Datenverlauf im Speicher firr das binare PFC-
Modell. Oben sind die Speicherfelder markiert und an der linken Seite sind die Rechen-

operationen aufgelistet. Die ausfihrliche Erklarung der Symbole ist in[Abbildung 32
angegeben.

7.4. Anwendung der kristallinen
Phasenfeldmethode fiir
die eutektische Erstarrung

Fiir die eutektische Erstarrung wird ein Modellsystem mit den Parametern von
Elder et al. und Tegze et al. verwendet. Die Ermittlung des Phasendia-
gramms fiir dieses Modell kann bei Elder et al. nachgelesen werden. Die
thermodynamischen Zusammenhinge beziiglich des PFC-Modells sind symbo-
lisch in [Abbildung 72| dargestellt. Im biniren System gibt die Konzentration ¢ den
Ordnungsparameter an und nicht wie im einkomponentigen Modell die Dichte.
Im Folgenden wird kurz auf die Bedeutung von den Parameter der Bewegungs-
gleichung eingegangen. Die thermische Unterkiithlung korrespondiert mit
AB := B} - B, sodass die Erhshung von AB zu einer stirkeren Unterkiihlung fiihrt.
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f
fp 4 £--7"
¢ Af
N
S
AT
AB
Phase a Phase 8
Ca Cﬁ ¢

Abbildung 7.2.: Thermodynamische Grundlagen des bindren PFC-Modells. Es sind ¢4
und ¢g die Gleichgewichtskonzentrationen von Phase a und B, die zugehdrigen freien
Energien werden mit f, bzw. fz bezeichnet. Oben ist die gemeinsame Tangente gezeigt,
deren Steigung dem chemischen Potential ueq im Gleichgewichtszustand entspricht.
Sie schneidet die y-Achse beim grof3kanonischen Potential Qeq = feq — HeqGeq. Unten
wird der Koexistenzbereich fiir die Unterkiihlung bei AB gezeigt.

Diese erho6ht die treibende Kraft der Kristallisation. Eine Druckerhohung verstérkt
ebenfalls die treibende Kraft, dies entspricht im PFC-Modell einer Erhéhung der
Durchschnittsdichte ng. Zusatzlich ist die treibende Kraft auch von der Zusam-
mensetzung der Komponenten abhingig, diese wird tiber den Wert von ¢ in
der Schmelze initialisiert. Die Parameter Ry und R; geben den Atomabstand an,
wobei R; die Abhingigkeit des Atomabstands von ¢, der Zusammensetzung der
Mischung, modelliert. t und v dndern das Zusammenspiel zwischen der freien
Energie des idealen Gases und dem Beitrag der Korrelationsfunktion. Die weniger
offensichtlichen Parameter L, w und u modellieren die Phasenseperation.

Zeigt das Ergebnis einer dimensionslosen eutektischen Kristallisa-

tion in einem 2 048 x 2048 grofien Simulationsgebiet mit einem Gitterabstand
von Ax = 1.1 nach 700000 Zeitschritten. Als initiale Struktur werden in die
Mitte des Simulationsgebiets zwei aneinander angrenzende Kreise mit einem
Radius von je 24 Zellen und einigen Peaks mit einem reziprokem Abstand von
q = 0.8 bei einer Konzentration von ¢ = 0.3 und g = 0.93 bei einer Konzentrati-
on von ¢ = —0.3 gesetzt. Das restliche Gebiet wird mit einer Konzentration von
Go = 107° initialisiert. Die Durchschnittsdichte betrégt im gesamten Gebiet n¢ = 0.
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(a) t = 700000 (b) VergréBerung von

Abbildung 7.3.: Differenzkonzentration der eutektischen Kristallisation mit blau, nega-
tiv und rot, positiv Werte. Die schwarzen Punkte zeigen die Peaks des liberlagerten
Dichtefelds.

Die Gitterparameter sind Ry = 1 und Ry = 1/4, der Zeitschritt ist At = 1 und die
Mobilitit M = 1. B§ = 1, B§ = 1.0248 und B = -1.8 setzten die Temperatur. Wei-
tere Parameter sind t = 0.6, v =1, u =4, L = 1.44, y = w = 0. Frequenzen, deren
Wellenldngen kleiner als der Atomabstand sind, werden im Fourier-Raum durch
Nullsetzen abgeschnitten. Thermisches Rauschen wird tiber ein normalverteiltes,
numerisches Rauschen realisiert. Dazu werden dem Dichte- und Konzentrations-
feld Zufallswerte z; hinzuaddiert. z; folgt der Standardnormalverteilung A/(0, 1),
multipliziert mit der Amplitude 107°.

In sind deutlich etwa gleich breite Steifen der verschiedenen
Phasen, rot und blau, zu erkennen. Die Phasen definieren sich durch die Kon-
zentration. Das Dichtefeld kann nur die Wahrscheinlichkeit angeben, ein Atom
an einer bestimmten Stelle anzutreffen, jedoch nicht ob es sich um ein Atom der
Sorte A oder B handelt. Es kann davon ausgegangen werden, dass die rote und
blaue Phase keine Reinphase ist, d. h. es ordnen sich Atome beider Sorten an,
auch wenn sich die eine Atomsorte tiberwiegend in der roten Phase anordnen
wird und die andere in der blauen. Das Dichtefeld kann als gemitteltes Verhaltnis
der Anordnung der A- und B-Atome angesehen werden. Der Abstand der Peaks
unterscheidet sich, so liegen die Peaks der roten Phase etwa 9.5 Zellen auseinander
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und die der blauen Phase nur etwa 9.1 Zellen. Im Ubergang, dem gelben Bereich
zwischen rot und blau, sind die Peaks weniger stark ausgebildet, die Amplitude
der Peaks ist hier geringer.



Mehrkomponentige kristalline
Phasenfeldmethode

Die Erweiterung des PFC-Modell auf theoretisch beliebig viele Komponenten wird
in diesem Kapitel beschrieben. Dies ermoglicht die Untersuchung von ternaren
Legierungen mit der kristallinen Phasenfeldmethode. Zunichst wird die Herlei-
tung einer mehrkomponentigen kristallinen Phasenfeldmethode gezeigt. Fiir drei
Komponenten werden anschliefSend Untersuchungen vom Verhalten eines Mo-
dellsystems durchgefithrt und einige Anwendungen, die terniren Erstarrungen in
zwei und drei Dimensionen, gezeigt. Ausziige aus diesem Kapitel wurden zu einer
Veréffentlichung zusammengefasst M. Berghoff und B. Nestler. Phase Field Crystal
Modelling of Ternary Solidification Microstructures. Computational Condensed
Matter 4 (2015), 46 [51].

Im biniren PFC-Modell aus[Kapitel 7 wurden die zwei Konzentrationsfelder als
ein gemeinsammes Differenzkonzentrationsfeld behandelt. Fiir den mehrkom-
ponentigen Fall ist es nicht zweckmaflig, mehrere Differenzkonzentrationsfelder
einzufithren. Begonnen wird wieder mit dem DDFT freien Energiefunktional
fiir einen Reinstoff. Dieses wird wie im binéren Fall erweitert, nun jedoch auf
beliebig viele Komponenten. Zur Erinnerung wird das freie Energiefunktional


http://dx.doi.org/10.1016/j.cocom.2015.08.002
http://dx.doi.org/10.1016/j.cocom.2015.08.002
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fiir einen Reinstoff noch einmal fiir O ¢ R" kompakt mit abschnittweisen glatten
Rand §Q) gezeigt,

o [t >1n(p( )) p(r)dr== [ p()Callrrop(r") drd +

Dabei bezeichnen die Auslassungspunkte vernachlissigte Korrelationen hoherer
Ordnung. Wie im Fall fiir Reinstoffe werden fiir das mehrkomponentige freie
Energiefunktional nur Uberschussenergiebeitrige paarweiser Korrelationen be-
riicksichtigt.

Fur K Atomsorten A, B, C, ..., K kann das freie Energiefunktional als Summe von
K reinen, freien Energiefunktionalen A% 4, A%p, A%, ..., AFk plus weiteren
Kopplungstermen, den paarweisen Korrelationsfunktionen, zwischen jeweils zwei
Atomsorten modelliert werden

g ATy N AFp . AGc s AFx

ksT kgT =~ kpT = kpT kg T

—%/6pA(r)C?B(r,r')8pB(r') dr'dr

—%f(?pA(r)Cfc(r,r')é‘pc(r') dr'dr

—%f5pA(r)C§K(r,r')6pK(r')dr'dr

—%fSpB(r)CfA(r,r')SpA(r') dr'dr

mit C28, C4¢, ..., C#K, €54, .. den paarweisen Korrelationsfunktionen zwischen
A-B, A-C,..., A-K, B-A, ... Atomen. Die freie Energie wird wieder als Integral
iiber die Summe der idealen Energiedichte AF4, des Entropiebeitrags fiir ein
K-komponentiges System und der Uberschussenergiedichte AFex, welche aus den
Interaktionen der Atome beruht, geschrieben

AF _ [ AFg  AFy
kT ) ’eT ' koT

dr
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mit
AFy pi )
= iln —_— - 6 i (81)
kyT Zi:p (Pu P
und
AFex 1 ij ’ / /
=== [ > 8pi(r)Cy (r,r")op;(r") dr'. (8.2)
kgT 2

i,j

Fiir die Komponente i bezeichnet dabei p; die Dichte und py; die Referenzdichte
in der Flussigphase bei Koexistenz. §p; := p; — pe; ist der Dichteunterschied.

Definition 8.1. Um Ahnlichkeit zum Phasenfeldmodell zu erreichen, werden
(i) die totale Massendichte p := Y, p;,

(ii) die totale Referenzmassendichte p; := 3, peis

(iii) die Konzentrationen c; := %,
(iv) die korrespondierende Referenzkonzentration c; := %,
(v) die dimensionslose Massendichte # := P;%

eingefiihrt.

Lemma 8.2. Mit den Definitionen [8.1]folgt die Bedingung 3, ¢; = 1.
Beweis. Folgt direkt aus den Definitionen 8.(D)] und [iiD)} O

Die Konzentrationen sind auf 0 < ¢; < 1 eingeschrinkt, dabei bedeutet 0, dass
die Komponente nicht vorhanden ist und 1 bedeutet, dass nur die Komponente
i vorhanden ist.

Definition 8.3. Es bezeichnet

i=0

Cﬁ::{CERn

n+l
0<c¢;<lund Zcizl}

das n — 1-Standardsimplex, die Menge aller giiltigen Konzentrationsvektoren c.
Es wird kurz &* geschrieben, wenn die Dimension klar ist. Eine ausfiihrliche

Betrachtung befindet sich in[Anhang A]
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Fiir ergibt sich mit den Definitionen [8.]]
=D pi ln( ) dpi
i
= Zpiln(pippz) = (pi = pei)

AFld

i Pei P Pe

o)) o

:pln(;) p+pe +Zp, ln(p Pe)

peip

:pe(Pln(P)_mHPme(M))

Pe \Pe Pe pe i P Peip

:pe((n+l)ln(n+1)—n+(n+1)Zc,~ln(CCi)).
i ei

Definition 8.4 (Ideale Mischungsentropiedichte).

AFnix(c) := Zc ln( h)

Mit der Taylor-Entwicklung fiir In(#n + 1) ergibt sich

(n+1)ln(n+1)—n:(n+1)(n—nz+n3—r;+(9(n5))—n

2 3 4
:n——n—+n—+(’)(n5).
2 6 12

Es geniigt die vierte Ordnung, so folgt

AFi 2 3 4
d _ 1_1+n—+(n+l)AFmix. (8.3)
kBT‘Dg 2 6 12

Es wird vorausgesetzt, dass die Korrelationsfunktionen C, iJ (r,7") isotrop sind,
d.h. C; t héngt nur vom Betrag |r — +'| ab und es gilt C” C’l Geschrieben als
Cy/(r - ") oder zur besseren Lesbarkeit auch kurz C/.
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Ein Summand aus wird fiir beliebige i, j € [1, K] betrachtet, dabei werden
die Definitionen [8.1| benutzt. Zur Abkiirzung wird + fiir die Abhéngigkeit von
' geschrieben

1 ii 1 ij
—5/(Spiczj(sp;-dT,:—E(Pi_Pii)/CZJ(Pg_Pgi)dr,

1 iy iy
=—E(Pi—Pei)'/‘C;]C;PI(WIJFI)_C;]CQJ‘PI dr’

1 y y y
= _E(Pi - pei)pi f Cycin’ + C ¢l = Cley;dr’. (8.4)

Die Dichte # ist periodisch mit der Gitterkonstante. c; ist hingegen ein weitrei-
chendes Feld. Wie in den Referenzen beschrieben, wird nur eine erste
Niherung dieser Beitrage betrachtet, dann kann c(r) als lokal konstant angesehen
werden und es gilt ndherungsweise

/C;j(r—r')n(r')cj(r') dr'mcj(r)/C;j(r—r')n(r') dr'.

Fir die Substitution von ¢ := r — v’ und dem Betrag der dazugehérigen Funk-
tionaldeterminante |det(Dt)| = (-1)* folgt mit der mehrdimensionalen Substi-
tutionsregel

fC;j(r—r')ngdr':C¢ij;j(t)dt.

Da es sich um eine lineare Substitution handelt, werden die Integrationsgrenzen
hier nicht weiter beriicksichtigt. Die Anwendung der Fourier-Transformation
liefert

Cz]’ f C;](t) -1dt = C@j f C;](t) . e_ik‘t dt’k,o = C@]CA;](O)

mit C;] (k), der Fourier-Transformierten von C;j (t).

Zur Abkiirzung der Dichte p, wird diese mit C;j zusammengefasst. Dafiir wird
C, = p¢C,’ umdefiniert. Fiir den Vorfaktor aus gilt

pi—pei = cipe(n+1) = ceipe = pe(ci(n+1) — cei).
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Integration iiber r und wieder als Summe geschrieben liefert die Uberschuss-
energie

AFex 1 ij
S n+ci—cu)e; [ Cn'dr'd
ks Tpe 2%:/(6,11 c ce,)c]f S n'dr'dr
1 .
—EZ/(cin+ci—cei)fC;Jc;dr'dr
ij

1 s
+52/(Ci”+ci_cei)62jcg(0) dr. (8.5)
i

Die Referenzen [[67H70]] zeigen, dass alle Terme in (8.5) mit linearen »n bzw. n’
verschwinden. Fiir den Term mit der Koppelung von ¢; und ¢; mit C;’ aus (8:3)
fiir beliebige i, j ergibt sich

oy = fci(r)fC;j(r—r')cj(r') dr'dr. (8.6)

Die Korrelationsfunktion kann als inverse Fourier-Transformierten von C,’ ge-
schrieben werden,

lir-r)= [ EJ) e 0 dk= [ TRy etre ™ ak. (57)
Einsetzen von in
= fci(r) ff CY (k) e™*r ek dk cj(r')dr'dr
- fci(r) / CY (k)T / ¢;(r') e *" dr' dkdr
- fc,.(r)fé;'f(k)ej(k)e”"f dkdr,
wobei ¢; die Fourier-Transformierte von c; ist. Fiir die langwelligen Grenzwert-

betrachtung wird die Korrelationsfunktion in Potenzen von k* um k = 0 ent-
wickelt

,-(k) e'*" dkdr,

= [ ¢ (’)/Z aZ(l@)
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nur die ersten beiden Terme bis m = 1 werden behalten

mjmfci(r)fC;j(k)‘kioéj(k)eik'r dkdr

+ fci(r) sz aaC(;;((zl)c)

¢j(k)e™* dkdr (8.8)
k=0

und definieren

i aCY (k)

k=0
Anwenden der inversen Fourier-Transformationen in (8.8)) fithrt zu
Ay =yy [ e drn [ e(r)(-v3)e(rdr

Mit dem Gauflschen Integralsatz gilt fiir das zweite Integral

—'/Qci(r)V-ch(r)dr:—f

(Ve () mds+ jg vei(r) - Ve, (r) dr

dabei ist n ein dufleres Normaleneinheitsfeld und § Q) der Rand von Q. Das Integral

tiber den Rand verschwindet fiir periodische Gebiete, andernfalls kann Q grof3
genug gewahlt werden. So folgt weiter

;i = Yij / ci(r)cj(r)dr+«;; / Vei(r)-vej(r)dr. (8.9)

Analog dazu lasst sich der Term mit der Koppelung von c¢; und ¢; mit Céj aus
(8.5) fur beliebige i, j vereinfachen

B = cei(r)/C;j(r—r')cj(r') dr'dr

~ yij/cei(r)cj(r) dr +xjj / Veei(r) - Vej(r) dr,

unter der Berticksichtigung, dass c¢; konstant ist, folgt

:Yijfcucj(f) dr. (8.10)



106 | Kapitel 8 Mehrkomponentige kristalline Phasenfeldmethode

Mit der Definition von y;; hat %;; die gleiche Form wie der letzte Term in (8.5).

Einsetzen von und (810), die Vereinfachungen von .¢7; und %;;, in (8.5)
liefert

AT ex

1 / f ij 1.7
=—— ncic; | C/n'dr'dr

kBTpe 2% ! 2

1
—*ZKiijCi'VdeT

2 i

1
—52/(—(cin+ci—ce,»)q;j—cucj+cicj)yijdr

ir]

1 i 1 1
:/—*n‘/‘ZCiCjC;]H/dTI— *ZK,‘J‘VQ 'VC]'— 72Fijy,~jdr,
2 i 2 i 2 i

(8.11)

mit Fij = —(C,'T’l +C; — Cg,‘)Cej - CeiCj + C,‘Cj.

Die ideale Energie (8:3) und die Uberschussenergie (8.11) werden zusammen-
gefasst
2 3 4
F = fn——n%+x%+w(n+1)AFmix

—fanc ¢;C ’] n' dr’ —*ZKUVC, Ve;dr, (8.12)

wobei hier die Konstanten #, y und w eingefiihrt werden. Diese sind formal gleich
eins, konnen jedoch dazu verwendet werden zusétzliche Freiheitsgrade in das
Modell zu bringen. Der letzte Term in wird zur Vereinfachung mit der idealen
Mischungsentropiedichte AFy,ix, durch Anpassung von w, wie von Huang et
al. gezeigt, kombiniert. Die skalierte freie Energie wird als & := A.% [ (kg Tpe)
definiert.

Bemerkung 8.5. Fiir ¢ € C* mit ¢; = 1 folgt aus (8.12)

F = f f Cin' dr'dr,

das reine PEC-Modell.
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8.1. Effektive Korrelationsfunktion

Die Korrelationsfunktionen in (8.12)) beschranken sich auf den Term
f > cic;Cyn' dr'.
ij

Hierbei werden die paarweisen Korrelationsfunktionen C;j mit ¢;c; gewichtet.
Korrelationen hoherer Ordnung wurden von Beginn an vernachlassigt, so tauchen
die Terme c;cjcy C;j ¥ usw. nicht auf. Die Korrelationsfunktionen fiir Reinstoffe
(Ci") sind wesentlich einfacher als die Kreuzkorrelationen (C;j ,i# j), so wird
eine effektive Korrelationsfunktion Ceg definiert.

Definition 8.6. C.¢f bezeichnet die effektive Korrelationsfunktion, die mit den Kon-
zentrationen c; aus den Korrelationsfunktionen fiir Reinstoffe interpoliert wird.
Seien zusitzlich h;(¢) Interpolationsfunktionen, damit Cegs stetige Ableitungen
besitzt. Es wird

Cete(r—1") := Z hi(e)CY(r—r")
geschrieben.

Die Korrelationsfunktionen werden direkt im Fourier-Raum definiert. Fiir jede
Familie von symmetrisch dquivalenten Kristallebenen gibt es einen Peak, wie von

Greenwood et al. definiert
__2_ (H-Kp?

C;’](k) =e My e Wy (8.13)

Die ersten beiden Ebenen in einem quadratischen 2D-Gitter sind die Familien

{10} und {11}, wie in [Abbildung 8.1(a)| dargestellt, mit den Abstinden A, = a,
dem Abstand der {10}-Ebenen und 1, = a/+/2, dem Abstand der {11}-Ebenen.

Fiir das fcc-Gitter sind die ersten Ebenen {111} und {200} mit den Abstinden
A = a/v/3und A, = a/2, siehe|Abbildung 8.1(b)
Die erste Exponentialfunktion in (8.13) ist ein Debye-Waller-Faktor, der die ef-

fektive Temperatur ¢ setzt. oy, ist eine effektive Ubergangstemperatur, die die
Effekte der Kristallebene beschreibt. Greenwood et al. benutzen

, 2piBj

oM = ki
ij
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(a) (b)

Abbildung 8.1.: Die Kristallebenen im einfach quadratischen Gitter, gepunktet (10)
und gestrichelt (11), mit den Ebenenabstanden A; = a und A; = a/v/2.|(b)|Im fcc-Gitter
sind die ersten Ebenen (111) dunkelgrau und (200) hellgrau, mit den Ebenenabstan-
den Ay =a/v/3undA; = a/2.

Dabei bezeichnet p;, die Atomdichte, 3;, die Anzahl der symmetrischen Ebenen
und k;; = 27/A;; den reziproken Gitterabstand der j-ten Ebene und i-ten Kom-
ponente. Nachist By = Py =4 und By =8, Bragoy = 6. Fiir
die Atomdichte der einzelnen Ebenen in zwei- und dreidimensionalen Gittern
ergibt sich mit a =1

1 2.1
. 3 . 3 l 4
Plaoy = = = L Py = aa N p{my = ek P {200} = 2.

Dies sind zugleich die ersten beiden Atomebenen mit den dichtesten Atompa-
ckungen.

Die zweite Exponentialfunktion ist eine Gaufsche Glockenkurve mit der Varianz
ocfj und einem Peak an der Position k;;. Also ein geglitteter §-Peak an der Stelle

kij. Die a;; setzen die elastische Energie und die Oberflichenenergie sowie die
anisotropischen Eigenschaften, wie Greenwood et al. zeigten.
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< e - - 6;1
. \ B 7652
\\ . C‘;B
N 76fo

Ceff

0 2 4 k11k21k31 k12 k22 k3210 12 14
Kreiswellenzahl k

Abbildung 8.2.: Die gestrichelten Linien zeigen die paarweisen Korrelationsfunktionen
mit Peaks bei den Kreiswellenzahlen ki1 = 817/38, ka1 = 547/29, k31 = 2mund ki =
V/2k;; fur die gewahlten Werte om; = 0.55,a;1 = 0.8und a;; = V/2aj;, Vi. Die graue
Linie zeigt fir die Konzentrationen ¢ = (0.3,0.6, 0.1) die effektive Korrelationsfunktion
Cess interpoliert mit und die schwarze Linie zeigt die Interpolation mit (A5).

Fiir jede Familie von Kristallebenen kommt ein Peak zur Korrelationsfunktion,
die fiir den Stoff i die Einhiillende all dieser Peaks ist,

Cii(k) := maxééfj(k). (8.14)
j

[Abbildung 8.2 zeigt die spiter in[Abschnitt 8.6 verwendeten Korrelationsfunktio-

nen C4 (k) im Fourier-Raum. Zusitzlich werden die interpolierten, effektiven
Korrelationsfunktionen Cegr fiir ¢ = (0.3,0.6,0.1) berechnet. Die Interpolati-
onsfunktionen werden in ausfiihrlich behandelt. Gezeigt wird die
Interpolationsfunktion (A.4),

hi(c) = 3¢; - 2¢) + 216563,
die von Ofori-Opoku et al. verwendet wird und die Interpolationsfunktion
(A.5) mit m = 2,

2
Ci
hi(e) = o>

Xj=16

die im Folgenden als Interpolationsfunktion verwendet wird, da diese alle gefor-

derten Eigenschaften aus erfiillt.
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8.2. Dynamik der mehrkomponentigen
Phasenfeldmethode

Das erste Fick’sche Gesetz der Diffusion besagt fiir ideale Losungen oder Mi-
schungen

je=-DVec,

dabei ist j. der Diffusionsfluss, D der Diffusionskoeffizient und der Konzentra-
tionsgradient ist die treibende Kraft.

Im Gegensatz dazu ist die treibende Kraft in chemischen Systemen der Gradient
des chemischen Potentials . Das Fick'sche Gesetz wird damit zu:

Jc = _EV[J,

mit M, dem Mobilitatskoeffizent, R, der universellen Gaskonstante und T, der
absoluten Temperatur.

Dabei stehen die Koeffizienten iiber die Legendre-Transformation in Beziehung

oc
jo=—-DVc=-D—Vu.
j Ve o Vu

8.2.1. Onsagersche Reziprozitatsbeziehungen

Onsager postulierte, dass auf den Fluss die korrespondierende Kraft und
Kreuzkrifte wirken. Durch Superposition wird der resultierende Fluss der i-ten
Komponente zu

ji == LijVuj, (8.15)
j

mit L;; fiir direkte Transportkoeffizienten und L;; fiir i # j Kreuzkoeffizienten,
die im Folgenden bestimmt werden.
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Definition 8.7 (Onsager-Koeflizienten). Sei
Lij = M,-ci(éij - M]C])
Lk Micc
mit M; Diffusionskoeffizienten.
Lemma 8.8. Fiir die Onsager-Koeflizienten gilt
(i) Symmetried.h. L;; = Lj;,
(i) ¥;Lij=%;Lij=0.

Beweis. Zu (i), fir i # j ist _M"CiﬁMijck =-Mjc; z%{j}:q.
Zu (ii)
M:c: Y. Mic;
ZL,‘J' = ZMiCi(aij - ”) = M,‘Ci(l— J]J) =0
; ; >k Myck 2k Mick
> Lij = 0 folgt mit (i). O

Hingen die Fliisse und die wirkenden Krifte linear voneinander ab, dies gilt
fiir konservative irreversibler Prozesse nah am Gleichgewichtszustand, so gilt
Onsagers Reziprozititsbeziehung, da dort das Konzept der mikroskopischen Re-
versibilitit oder des lokalen Gleichgewichts gilt. Die mikroskopische Reversibilitét
wird durch gleich grofie Kreuzkoeffizenten, also der Symmetrie aus[Cemma 8.8
erfiillt.

Der resultierende Fluss (8.15) wird in die Kontinuitatsgleichung
dc i

gZ—V']i

eingesetzt, so kann Onsagers Aussage als Satz formuliert werden.

Satz 8.9 (Onsager). Seien L;; Onsager-Koeffizienten. Dann bleibt die Bedingung
>; ¢i = 1lin der Evolutionsgleichung

ac,-
I v L;; .
ot v z]: ]v[’l]

erhalten.
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Beweis. Zuzeigenist}; 5 ac‘ =0. Mltfolgt

dc;

7—2 A ZLUVP‘J -V > Vu; ) Lij=0. O
i i j i

Mit dem chemischen Potential y, also der Funktionalableitung von .% nach c;,

0F O0AFnix 1 8Ce 2
”j:—:w(n+1) - —n >H’l+ijV cj+ § va Ci
6Cj 6Cj 2 861' ,¢]

ergeben sich so die Evolutionsgleichungen der Konzentrationen

dc; 0.7
- = Ll
o -V 2LV

1 0Ces

L;; V(w(n+1) Finix n *1’[+K'VZC')), (8.16)
(Z j 3¢; 275 V€

dabei werden die Kreuzgradiententerme vernachlidssigt. Es wird «; := «;; gesetzt
und die Kurzschreibung der Faltungen benutzt

Cett * 1= (Cege x n)(r) = fCeff(r -n(r')dr, (8.17)
,O0Cett _n(r )(5Ceff ) )f 5Ceff r—Yn(r') dr'.(818)
8(3]'
Die Dichte ist ebenfalls eine Erhaltungsgrofie
on 0.7
Zov M, v—Z
ot v ( v on )

n? n’
ZV'(MnV(n—I’I2+X3+CUAFmiX_Ceff*n)). (8.19)

Da Dichte und Konzentrationen auf unterschiedlichen Langenskalen wirken,
wurden die Kreuzkrifte zwischen Dichte und Konzentrationen vernachlassigt.

Bemerkung 8.10. Es ist
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8.2.2. Operatoraufspaltung

Genau wie im einkomponentigen und bindren Fall, werden die Evolutionsglei-
chungen (8.19) und (8.16) in einen linearen und nicht linearen Teil aufgesplittet.
Fiir die Dichte ist

% = (A] +A2)n

mit den Suboperatoren
n*  n’
Aln =V- (MnV(_rlz + X? + (‘)AFmix - Ceff *n ))
An=V-M,Vn.

Fiir die Konzentrationen werden zunachst die chemischen Potentiale in einen
linearen und einen nicht linearen Teil aufgeteilt,
07 OAFnix 1 0Ce 2
i=———=wn+1 - =n *n+K;iVocj
H; 6 C j ( ) 8 [ j 2 (SC j J /

=iCnl,j
2
= Cnl,j + Kjv C]'.
Die Evolutionsgleichungen formen sich zu
Bc,»

e ;LUVW

=V 2 LijV (e s+ &)
j

=V ) LijVen, + Lijk; Ve
j

=V 2 LijVen, + (Liji; = Sij +8ij) Ve
j

=V 3 LijVeaj+ (Lijij = Sij) Ve + $iV7¢;
j

=V 2 LijVen, + (Lijij = Sij) V2ej+ 318V e
j j

L ] L ]
=:Bjc =:Bjsc

= (Bil +Bi2)C,
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wobei S;; Konstanten sind.

Die Zeitdiskretisierung erfolgt im Fourier-Raum, die zugehorigen Evolutions-
gleichungen sind

on N .

E = (A] + Az)f’l,
d¢; R L
T (Bi1 + Bi)¢,

hierbei sind A, A,, B;; und B;, die korrespondierenden Operatoren,
Ay = —M,K*,
Bizéi = ZS,]k‘lé]
j

Zunichst werden, in expliziten Zwischenschritten (1, ¢;'), die nicht linearen Teile
gerechnet und anschlieflend implizit der neue Zeitschritt berechnet
A% At N
no=n + AtAin,
ﬁtJrAt — }fl* + AtAzﬂt+At’
Ak ~t 5 At
=¢; + AtBilC s
ETAL = ¢F 4 AtBpet

i

A% At+At

c; + ZAtSijC .
J

Der implizite Teil fiir das Dichtefeld lasst sich auflosen zu
AR = 717 (1= AtAS).
Fiir die Konzentrationsfelder bekommt man das lineare Gleichungssystem
A éH—At — ‘A: * ,
mit der Matrix

A= (0i - AtSykY)
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Definition 8.11. Das Betragsmaximum bezeichnet das Element einer Menge M,
welches vom Betrag das grof3te ist

maxa, maxa| > [minajl,
|M| .— ] aeM aeM aeM
max * .
mina, sonst.
aeM

Die Konstanten S;; werden so gewéhlt, dass der Beitrag von dem V>-Term klein
gehalten wird und damit der explizite Schritt moglichst stabil ist.

S,’j = |{LIJ(X)KJ | X € Q}|max VI,]

8.2.3. Fourier-Transformationen

Durch die Benutzung der Fourier-Transformierten kann ein Disktretisierungs-
sterm umgangen werden. Die entstehenden Faltungen bei den nicht linearen
Zusammenhingen kénnen durch weitere Hin- und Riicktransformationen um-
gangen werden.

Zur Erinnerung: Die Korellationsfunktionen haben die Form
Cest(Ir=7') =Y hi(e)CY (Ir 7))
j

Die Faltungen in (8.17) und (8.18) werden durch die Fourier-Transformationen
gelost

Cefr * 1 = zhj(C)]:_l(ng}-(n)),
J
(Sceff N a]’lj(c)

- ~1( ~JJ
n 5, n—nzj: 3, F (Cz}'(n)).

Der Operator A; wird somit zu

) n? n’ ¢
Ain=-M,|k|"F —117+X?+w2cjln 5 | = Cess # 1.
j j
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Bil wird zu

Bic = ik- ]—'( Y LigF (iR F (emj)) + (Ligks = $i) 7 =ikl F (e5)) )
j

L ]
=:bnl,i

Cj 1 8C.
Cnl,jzw(n+1)(1n(cg?)+l)—2n 5cjff * 1

8.2.4. Stabilitat

wobei

Der explizite Schritt muss in der Zeitschrittweite begrenzt werden. Der entstehende
Fehler sorgt dafiir, dass )7, ¢; # 1 wird. So kann das letzte Konzentrationsfeld
nichtaus cx =1- Zf{_l c; berechnet werden, bzw. ¢x =1 - Zf(_l ¢; im Fourier-

Raum mit

. {1 |k| =0,
1=6(k) =
0 sonst.

Der implizite Schritt bleibt stabil, solange der Nenner positiv ist. Um Instabilititen
zu vermeiden, werden Frequenzen, deren Wellenldnge kleiner als der Gitterab-
stand A ist, abgeschnitten. Dazu wird ein Ay > A gewéhlt und im Fourier-Raum
die Werte auf Null gesetzt falls |k| < 27/Acyt. Bei diesem harten Abschneiden
treten Uberschwingungen auf. Um diese zu vermeiden, gibt es eine Reihe glatter
Abschneidefunktionen; fiir die hier beschriebenen Zwecke geniigt die lineare

Funktion aus [Abschnitt 3.3|

1 |k| < Ky,
k|- ki)
O(|k|) = 1—§|k|k1;2, ki < |K| < kz,
2 M
0’ k2 S |k|.

Die Bedingung )’ ; ¢; = 1 muss erfiillt bleiben. Durch das Abschneiden der schnel-
len Frequenzen kommt es jedoch zu kleinen Abweichungen in der Summe, sodass
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alle K Konzentrationsfelder berechnet werden miissen. Denn der Verzicht auf die
Berechnung einer Konzentration fiihrt tiber die Formel cx =1 - Zf;ll dazu, dass
samtliche Abweichungen der Konzentration cx hinzugefiigt werden. Damit sich
die Abweichungen nicht mit Fortschreiten der Simulation aufaddieren, wird nach
jedem Berechnungsschritt dafiir gesorgt, dass ¢ in C* liegt. Dazu wird ¢ normiert.
Konzentrationen nahe 0 sind durch den Logarithmus in unerwiinscht, da
diese zu Instabilititen fithren. Es wird eine untere Schranke s := 107* fiir die
Konzentrationen eingefiihrt, Konzentrationen < s werden auf s gesetzt. Bei der
Normierung von ¢ werden so angepasste Konzentrationen nicht geédndert.

8.2.5. Speicher

Zur Veranschaulichung wird die Speicherbenutzung in [Abbildung 83| fiir 2D und
in[AbBbildung 8.4|fiir 3D dargestellt, die Felder werden nach benannt

und die Symbole sind aus[Abbildung 3.2]bekannt. Block bezeichnet dabei den Spei-
cher fiir jedes Konzentrationsfeld. In den Feldern die mit Block bezeichnet sind

werden die einzelnen Komponenten von V¢; und V>c; gespeichert, daher werden
jeweils fiir 2D zwei Blocke und fiir 3D drei Blocke benétigt. Der gesamt benétigte
Speicher fiir d Dimensionen und K Komponenten entspricht 2+ K (2 +4d) reellen
Feldern, dabei wird ein komplexes Feld als zwei reelle Felder angenommen und das
Padding wird vernachlassigt. Es werden 3 + K (4 + 3d) Fourier-Transformationen,
in den Abbildungen mit F und F ' bezeichnet, bendtigt. Die einzelnen Zwischen-
rechnungen aus den vorherigen Abschnitten sind an der linken Seite aufgefiihrt.
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Cj
¢
Cx Block A

Cr Block A
Cx Block B
Cr Block B

ji

2

ji

2
Cx Block C
Cr Block €
Cx Block D
Cr Block D

MX Ny
Mg Aqi

<X
My ¢/
Mp ¢

F(Block A)
F(nm)
ke,
-ik’¢

F ' (Block A-D)
buy,i
F(Block A-B)

B,‘]C

impliziter Schritt
Fn)
skalieren
FUq)
Splitting

v v
t+1 v v

Abbildung 8.3.: Speicherbenutzung und Berechnungsschritte wahrend eines Zeitschrit-
tes fiir 2D. Siehe Text fur eine detaillierte Erklarung.
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Cj

¢
Cx Block A
Cr Block A
Cx Block B
Cr Block 8
Cx Block C
Cr Block ¢

ji

2

ji

2
Cx Block D
Cr Block D
Cx Block E
Cr Block £
Cx Block F
Cr Block F

Mg Ay

My ¢/

My ¢
<X

¥

]MX Ny

t
F(n)
Flcp)
¢l

F(¢EJn)
Cnl,jr Mnl
F(Block A)
F(nn)

iken

-ik’¢;

F ' (Block A-F)
bui

F(Block A-C) ;j
BH (4
—d

impliziter Schritt

F'in) ]

Y g 2P

skalieren

F (cj)
Splitting I
Y v

Abbildung 8.4.: Speicherbenutzung und Berechnungsschritte wahrend eines Zeitschrit-
tes furr 3D. Siehe Text fur eine detaillierte Erklarung.
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8.3. Analytische Losung der freien Energie

8.3.1. Einkomponentiges PFC-Modell

Die freie Energie einer Elementarzelle fiir das einfache PFC-Modell (5.14)) ist

F = % fQ y(r)(1- v2) u(r) + asy(r)" dr (8.20)
=7

wobei V := [, dr das Volumen von ) ist und zur Skalierung auf eine Elemen-
tarzelle dient.

Gesucht wird die Dichte y(r) des perfekten Kristalls, das ist der Kristall, der die
minimale freie Energie besitzt.

f =t feorr + fpot aus (8.20) wird in einen Korrelationsteil und einen Potentialteil auf-
geteilt. Nach Einsetzen der Dichteapproximation (4.2)) aus der Modenentwicklung

in [Abschnitt 4.2]
v(r) = Y A; Y expliqk -r)

j kielK;

ergibt sich fiir das Potential

1{/(1‘)4 = ZAJ- Zexp(iqkj r)- ZAk Zexp(iqkk - 1)

Jj kjckK; k krelKy
. ZA; Zexp(iqkl r)- ZAm Zexp(iqkm -r)
I kel M kyeK,
= > AjALA LA, > exp(iq(kj+ ki + ki +ky) 1)
jok,l,m kjelK;, kp el ki€l k€K

wobei entweder v := (kj + ki +k; + km) = 0 gilt oder aber es gibt ein v/ :=
(k;- + ki, + kj + k), ) mit k. k;. k. k;, aus den gleichen Schalen K, so dass v =
—v' und damit exp(igv-r)+exp(igv’-r) = 0V r. So kann die innere Summe durch
die Anzahl der auftretenden Paarungen N ji;,, € IN ersetzt werden. Es ist dann

y(r)* = Y. AjAAAuNjkim.
joksl,m
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Damit folgt aus (8.20)

1
FPOt:V./;z(MW(r) dr
1
AAAA,N, mff dr
j,]%:’m jA kAl jki v Ja

= dy Z AjAkAlAmNjklm-
jok,l,m

Fiir den Korrelationsteil wird V2 und v* von (#.2) berechnet

Viy(r)=-3 A, Zqz‘k‘ exp(igk;-r),

Jj kjelK;
viy(r) = ZAqu4|kj|4exp(iqkj-r)
j kjeK;

und dies in den Korrelationsteil von (8.20) eingesetzt.

(8.21)

corr= Vf ZA Zexp(zqk 1‘) ZAIZ(I—q2|k1|2)2exp(iqkl~r)dr

kjelK; kelK;

:VfQZI:AjAl > (l—qz\kl\z) exp(iqk;-r)-exp(igk; - r)dr.
Iz

kjelKj, kielK;

Analog zu oben ist entweder k; + k; = 0 oder es gibt den negativen Beitrag, so
dass sich die Exponentialfunktionen aufheben. Insbesondere gilt k; + k;

fiir kj, k; aus denselben Schalen. Es folgt
Feorr = — fZAZ 1— 2|k‘)Ndr
i

wobei ‘k j| die Lange eines Vektors aus IK; ist und N; € IN ist die Anzahl der

Vektoren in IK;.

=0 nur

(8.22)

121
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Zusammenfassend ergibt sich so fiir (8.20) die freie Energie in Abhéngigkeit von
q und A = (A(),Al,Az, .. )

2
F(q,A) = ZAﬁ(l— q2|kj|2) Ni+as ¥ AjAcAAnNjkim.
j Jokl,m

Diese Approximation der freien Energie ldsst sich analytisch berechnen. Bevor
der minimale reziproke Gitterabstand gmin, und die Amplituden A, bestimmt
werden, fiir die die freie Energie minimal ist, betrachtet man die Approximaton
der freien Energie fiir das multikomponentige PFC-Metode.

8.3.2. Multikomponentiges PFC-Modell

Die freie Energie des multikomponentigen PFC-Modells (8.12)) fiir konstante Kon-
zentrationen ¢ wird erneut in einen Potential- und Korrelationsteil aufgeteilt

1 rn* ot
:V 07—ﬂ€+XE+wAlex(n+l)

1 1
—7nfCeff(r—r’)n'dr’+fZKj|ch|2dr

2 2 7

2 3 4

1 n n n
= — — —N— + x—= + wAFni(n+1
%4 ./QIZ 1 6 X12 ( ).
=:fpot
1
—En/Ceff(r—r')n'dr'dr. (8.23)

= feorr

Es ist

1fdr DAY ('kr)lfdrA

— | ndr= i > exp(igkj-r)— = Ay,

vy J ]kje]Kj P v Jv ’
da es fiir j > 0 zu jedem k € K; ein k" € IK; mit k = —k’ gibt und so exp(igk -
r) + exp(igk’ - r) = 0 Vr.
Fiir n* und n* wurde dies in (8:22) und (8:21) gezeigt. Analog dazu ergibt sich

fir n?

1 3
— n’dr = A;A AN,
va j’zk;l JAKAIN kI
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mit Njkl e IN.

Der Korrelationsteil wird numerisch berechnet, dazu wird eine Elementarzelle
durch endlich (N) viele Moden

n(r)=> A;> exp(iqk;-r) (8.24)

kjelK;

=

approximiert. Durch Fourier-Transformationen wird die Faltung umgangen und
numerisch integriert

1 1 A
Feorr = v /;) n- Cegr * ndr = v /;2 T’lfil(ceff . f(n)) dr.
Die freie Energie (8.23), in Abhéngigkeit von g und A, lautet
1 i
F(q,A,¢) = 3 ZA?N]- s Zk:l AjAkANjx
j ik,

1
+ S AARAI AN i + @AFig(Ag +1) - > Feorr (8.25)

12 jok,l,m

8.4. Berechnung von terndren Phasendiagrammen

Sei C* := A", hier n = 3, der Simplex der Konzentrationen. Zur Erstellung eines
terniren Phasendiagramms wird die freie Energie in Abhingigkeit von ¢ € C*
der einzelnen Phasen benétigt.

Die Fliissigphase besitzt konstante Dichte, sodass A; = 0 Vj > 0. Damit wird
(8.24) zu n(r) = A. Insbesondere ist die mittlere Dichte hier A, = 0. Einsetzen
in (8.25)) liefert

Fy(q, A, c) = Fe(c) = AFpix,

welches in gezeigt ist.

Die einzelnen Festphasen sind nicht direkt aus dem Dichtefeld oder den Konzen-
trationsfeldern bestimmbar. Die freie Energie F;(c) der verschiedenen Festphasen
kann jedoch auf dem Simplex C* bestimmt werden und daraus kénnen dann, wie
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in[Abschnitt 8.5|beschrieben wird, Phasendiagramme fiir verschiedene Tempe-

raturen berechnet werden.

Die Berechnung von F,(c) kann numerisch oder approximativ erfolgen. In der
numerischen Variante wird eine Einheitszelle des Kristall simuliert und dessen
freie Energie numerisch integriert. Oder die approximative freie Energie
wird fiir N Schalen in g und A minimiert. Zunéchst wird die numerische Losung
beschrieben.

8.4.1. Minimierung der freien Energie

Der Kristall, der zu gegebenen Konzentrationen ¢ die minimale freie Energie be-
sitzt, wird als perfekter Kristall bezeichnet. Der perfekte Kristall ist spannungsfrei,
auf ihn wirken insbesondere keine dufleren Zug- oder Druckbelastungen, die
durch die periodische Randbedingung unumgénglich sind, wenn das Simulati-
onsgebiet nicht ein ganzzahliges Vielfaches des Kristallgitters ist.

Zur Berechnung der freien Energie geniigt die Simulation einer Elementarzelle.
Als initiale Dichte wird y{_ 4. (7) mit der mittleren Dichte Ao = 0 in ein
Simulationsgebiet der Grof3e 16 x 16 gesetzt. Damit der Kristall ohne Zug- und
Druckbelastung gesetzt wird, wird der Gitterabstand Ax = a/16 mit a = 27/q
gewidhlt. Die freie Energie einer Dichteverteilung kann durch numerische Inte-
gration von bestimmt werden. Die Simulationen der Evolutionsgleichung
werden bis zum Erreichen der konvergierten Dichte ausgefithrt. Dabei wird
die Dichte als konvergiert bezeichnet, wenn die Anderung der freien Energie
zwischen zwei Zeitschritten kleiner als eine Konvergenzschranke Af =107 ist.
Die freie Energie, berechnet aus der konvergierten Dichte einer Simulation mit der
Gitterkonstante g, wird als f(q) bezeichnet. Die minimale freie Energie fin wird
fir gmin erreicht. Bemerkung: f(q) ist von der Wahl von A; unabhingig, solange
die Dichte nicht gegen eine konstante Dichte konvergiert, was fiir zu grofle bzw.
zu kleine A, passiert. Es wird A; = 0.23 verwendet.

Ein nicht perfekter Kristall wiirde unter freien Randbedingungen seine Gitterkon-
stante zu g dndern, sodass der perfekte Kristall entsteht. Die Gitterkonstante
kann sich jedoch wahrend der Simulation nicht dndern, sodass der Kristall Zug-
oder Druckbelastungen ausgesetzt ist.
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Die Minimierung von f(q) ist gleichbedeutend mit f'(g) = 0. Dazu wird die
zentralen Differenz

F(q) = 180 = fla=4q)
2Aq

benutzt, wobei Aq = 0.0001 ist. Zur Nullstellensuche wird der Brent-Algorith-
mus verwendet, der fiir eine schnelle Konvergenz zwischen quadratischer
Interpolation, linearer Interpolation oder Bisektion entscheidet und ohne Ablei-
tungen auskommt. In jedem Iterationsschritt werden zwei Simulationen f(q+Aq)
und f(q - Aq) ausgefiihrt. Ist | f'(q)| < 107, wird g als Minimum akzeptiert. Der
Brent-Algorithmus terminiert fiir gewohnlich nach weniger als 10 — 15 Iterationen,
da jedoch konvergierte Simulationen benétigt werden, dauert die Berechnung
einer freien Energie einige Minuten. Ein kleinmaschiges Abtasten des C* ist da-
mit sehr aufwendig. Daher wird ein effizienterer Algorithmus verwendet, der im
nachfolgenden beschrieben wird.

8.4.2. Simulierte Abkiihlung (simulated annealing)

Um ohne Simulation auszukommen, wird die approximierte freie Energie
berechnet. Fiir N Schalen ist dies ein N + 1-dimensionales Optimierungspro-
blem, sodass ein heuristischer Optimierungsalgorithmus basierend auf dem si-
mulated annealing verwendet wird. Die Idee hinter simulated annealing
ist, dass wenn bei einer Temperatur T gestartet wird, die Temperatur mit ei-
ner monoton fallenden Folge (T;); verringert wird. Zu gegebener Temperatur T
ist die Wahrscheinlichkeit, dass das System die Energie E; annimmt durch die
Boltzmann-Verteilung

E.
P(E;) = ex ——])
( ]) P( kg T
gegeben, wobei kg die Boltzmann-Konstante ist. Zusétzlich besagt das Metropolis-
Kriterium [2], dass zu gegebener Energie E eines Systems ein Zustand mit der
Energie E > E, mit der Wahrscheinlichkeit

E—Eo)

P(E) = exp(— T
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angenommen wird. Die Kombination aus beiden Kriterien besagt, dass mit sin-
kender Temperatur ein Anstieg der Energie unwahrscheinlicher wird und dass
kleine Energieanstiege wahrscheinlicher sind als grofie.

Das simulated annealing hat den Vorteil, dass ein lokales Minimum mit einer
gewissen Wahrscheinlichkeit wieder verlassen werden kann, um eine bessere
Approximation an das Minimum zu suchen. Der Algorithmus sieht wie folgt aus.
Das Problem f : D — R soll mit dem Definitionsbereich D ¢ RN*! minimiert
werden und f sei die freie Energie zu gegebenen Konzentrationen c. Die Losung
wird mit X,pprox bezeichnet. Als Startwert wird x € D gewihlt. Benutzt wird
die reziproke Temperaturfolge (f;); mit o := 10*, B141 := 108 und es wird an
jeder Komponente i einzeln gewackelt, sodass y € D n By (x) mit y; = x; Vj €
{1,....,N}~{i}, wobei B (x):={yeR"||x-y|, } die Umgebung um x
mit Abstand & bezeichnet. Initial ist 8y = 107, Fiir f(y) < f(x) wird der neue
Wert akzeptiert und es wird x := y gesetzt; ist zusitzlich f(y) < f(Xapprox ), wird
die neue approximative Losung Xapprox := y gesetzt. Fiir f(y) > f(x) wird y mit
der Wahrscheinlichkeit

P(akzeptieren) = exp(-B:(f(y) - f(x)))

akzeptiert. Wenn nach 100 Iterationen keine bessere Losung X,pprox gefunden
wurde, wird die néchste reziproke Temperatur f3;,1 benutzt und &;,1 = &;/2 gesetzt.

Der Pseudocode ist in aufgelistet.

Berechnung des Minimums

Nicht bei jedem Versuch wird ein akzeptables Minimum erreicht. Es kommt vor,
dass die berechnete freie Energie nah der Liquid freien Energie liegt, Fapprox ~ Fe.
Moglicherweise ist die Abkithlung im Algorithmus zu schnell, die Umgebung
in der gesucht wird zu klein oder das Problem zu komplex. Hierfiir konnen
gute Parameter aber auch nur heuristisch gefunden werden, wenn sie iiberhaupt
existieren. Bei verschiedenen Versuchen findet der Algorithmus unterschiedliche
lokale Minima, sodass auch ein mehrmaliges Ausfithren zu einer Verbesserung
der Ergebnissen fiihrt. Bei 20 Versuchen liegt das gefundene Minimum héufig
akzeptabel niedrig. In [Abbildung 85| wird diese Methode fiir verschiedene N-
Moden-Approximationen mit je 20 Versuchen gezeigt. Mit grofier werdenden N
wird die approximierte freie Energie geringer, eine Haufung tritt bei N = 10 bis 20
auf. Die Kreuze zeigen die gefundenen Minima fiir einen Versuch mit 12 Schalen.
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X<«—xeD

B — 10*
§«—107
solange 8 < Bax tue

solange ¢ < 100 tue
c+—c+1
fiir alle Komponenten i tue
y<«—yeDnBs(x)mity;=x;Vje{1,...,N} x {i}
wenn f(y) > f(x) dann // schlechter Wert
wenn exp(-B(f(y) - f(x))) > rnd() dann
X<—Yy // akzeptiere Wert
sonstwenn f(y) > f(x) dann // guter Wert
Xapprox <— Y
c«—20
sonst
[ x—y
B<—108
6—96/2

Algorithmus 8.1: Pseudocode des simulated annealing-Algorithmus.

Einige Minima liegen nah an der guten Approximation, jedoch liegen einige auch
auf dem Niveau von F,. Ein Vergleich mit der Brent-Methode aus
zeigt, dass diese Minimierung schon approximativ mit sechs bis sieben Schalen
erreicht wird. Es zeigt sich aber auch, dass eine 2-Moden-Approximation nicht
gut genug ist, wie es auch schon in der Referenz fiir das reine PFC-Modell
festgestellt wurde.

[Abbildung 8.6] zeigt die Fehler der verschiedenen Minimierungsmethoden. Hier
wird deutlich, dass die freie Energie wesentlich geringeren Schwankungen unter-
liegt als die reziproke Gitterkonstante. Fiir die Brent-Methode zeigen die inneren
Fehlerbalken den Fehler, der durch die Wahl von Ag = 0.0001 verursacht wird. Fiir
die Erreichung konvergierter Energien werden die Simulationen nach erreichen
Konvergenzschranken 1077 bzw. 10~ gestoppt. Ebenso werden Simulationsgebie-
te mit Kantenlinge von 16 bzw. 32 Zellen verwendet (vgl.[Tabelle 8.1). Die freie
Energie, bestimmt mit der Brent-Methode, unterliegt also einigen Ungenauig-
keiten, weswegen man gut annehmen kann, dass die wahre freie Energie noch
etwas niedriger ist.
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Abbildung 8.5.: Gezeigt wird die freie Energie fiir c4 = 0 aus der Approximation fiir
1 — 14 Schalen fiir 20 Versuche (Linien) und furr 1 Versuch (Kreuze). Im Vergleich dazu
wird die Minimierung aus fuir c4 = 0.01 als Kreise dargestellt.

Die Laufzeit der Brent-Methode ist etwa sechsmal so lang wie mit
der Approximation (Tabelle 8.2). Die Berechnung fiir mehr Schalen dauert linger,
insbesondere weil fiir 20 Schalen zusitzlich auch die Anzahl der Versuche noch
erhéht werden muss, um eine gute Approximation zu finden (vgl.[Abbildung 8.5).
Als Kompromiss zwischen Genauigkeit und Laufzeit werden 12 Schalen gewéhlt.

Fiir A = 0 wird F zu F,, wodurch die freie Energie des Kristalls nur dort bestimmt
werden kann, wo Fs < F ist. Damit der Bereich etwas vergroflert werden kann
wird eine untere Schranke s mit s < |A;| eingefiihrt. Hshere Amplituden werden
mit s < 2/ |A j| beschrankt. Im Algorithmus wird dafiir der Definitionsbereich
D = [-s, s] x [-s/2, s/2] x --- angepasst. Dies ist mit der Brent-Methode aus
[Abschnitt 8.4.1 nicht moglich. Die Wahl von s = 0.075 sorgt dafiir, dass F; nicht
im Bereich F; < F; beeinflusst wird, aber trotzdem das Profil der freien Energie
auf diesen Bereich erweitert werden kann.
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Abbildung 8.6.: Fehlertoleranzen fiir ¢ = (0.01, 0.5, 0.49) der minimalen freien Energie
fmin und der reziproken Gitterkonstante gmin, bestimmt mit simulated annealing (5 mal
20 Versuche), Brent-Simulationen (16% und 322 Zellen sowie Konvergenzschranke 1077
und 107%) und numerische Lésung des ersten Peaks der Korrelationsfunktion Ceg.

8.4.3. Analytische Lésung

Bei der Betrachtung von (8.25) fallt auf, dass eine Minimierung in g, die Mini-
mierung von F,,, bedeutet, insbesondere ist nur Cer von g abhéngig. Dabei ist

A

Cefr eine Interpolation der einzelnen Korrelationsfunktionen
A 3 Ars
Ceff = Z h,-(c)C;‘
i=1

wobei jede Korrelationsfunktion das Maximum von zwei Peaks ist, wie in
definiert. In einem reinen Stoff ist k;; gerade als reziproke Gitterkonstante defi-
niert, sodass sich gmin durch den ersten Peak definiert. Durch die Interpolation
entstehen neue Peaks, wobei die Position vom Anteil der einzelnen Komponenten
abhéngt. Liegen die ersten Peaks aller Korrelationsfunktionen links der Unste-
tigkeitsstelle, die durch die Einhiillende entsteht, so beeinflusst der zweite Peak
die Position des interpolierten ersten Peaks nicht. Dies ist fiir dieses Beispiel, wie
[Abbildung 8.2 zeigt, gegeben. Um gmin zu finden, geniigt es dann das Maximum
der Interpolation der ersten Peaks zu berechnen. Da Cefr aus den ersten Peaks eine
stetig differenzierbare Funktion ist, kann x Cefr (k) = 0 gelost werden. Die Losung

fir ¢ = (0.01,0.5,0.49) ist in|Abbildung 8.6|als senkrechte Linie eingezeichnet.
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Tabelle 8.1.: Minimale reziproke Gitterkonstante g und gemittelte freie Energie
f(q) := (f(q - Ag) +f(g + Aq))/2 sowie Iterationsschritte und Laufzeit ¢, der Brent-
Methode fiir verschiedene Konvergenzschranken I und Anzahl der Zellen Ny und
¢ =(0.01,0.5,0.49).

I Ny q f(q) Iter. t/[s]

107 16 6.061 -4.910-107° 13 226
107° 16 6.062 -4.959.-107° 15 470
1077 32 6.059 -4.899.-107° 9 220
107° 32 6.064 -4.948-107° 13 527

Tabelle 8.2.: Minimale reziproke Gitterkonstante g und freie Energie f(q) sowie bester
(zweitbester) Versuch und Laufzeit t, des simulated annealing-Algorithmus fir ¢ =
(0.01,0.5,0.49) und N = 12 mit jeweils 20 Versuchen.

q f(q) Versuch t [s]

6.060 -5.738-107° 16(9) 37.4
6.061 -5.738-107° 18(1) 393
6.064 -5.738-107° 8(4) 313
6.062 -5.738-107° 6(3) 337
6.059 -5.738-107°  12(10) 37.3

Sie liegt im Bereich der Losungen der beiden anderen Methoden. Das so geloste
(min kann als Startwert fiir die Suche der Amplituden A; benutzt werden.
[dung 8.7) zeigt den Verlauf von g, fiir verschiedene ¢, die Werte in den Ecken
des terniaren Diagramms entsprechen den ersten Peaks kj;.

8.5. Gemeinsame Ebenenkonstruktion

Fir die einzelnen Festphasen wird die freie Energie mittels der oben beschriebenen
Verfahren fiir eine bestimmte effektive Temperatur ¢ ermittelt. Dazu wird der
Simplex C* mit einer Schrittweite von 0.02 in c4- und cp-Richtung abgetastet.
An den Ecken des Simplex C* ist F, < F;, somit bilden in diesen Bereichen die
einzelnen Festphasen die stabilen Phasen. Die freien Energieprofile der Festphasen
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Abbildung 8.7.: Reprasentation von gmin als Farbwert tiber die Konzentrationsverteilung
¢, von ky; Uber k31 bis k1.

i werden an die Paraboloiden W; (x, y) := a;(x — u;) +b; (y — v;) +¢; gefittet. [Ab]
eigt das Potential F, sowie die berechneten Punkte der F;-Potentiale

in rot. In dem Bereich der blau markierten Punkte wird Fy durch W; gefittet.
Die Paraboloide W; werden im nachfolgenden als freie Energie der Festphase

i benutzt. Sie wurden so gewahlt, dass sie im Bereich der Tangentialpunkte der

gemeinsamen Ebenen gut iibereinstimmen. Zur Ermittlung der Gleichgewichte

zwischen Fest- und Fliissigphase, wird die gemeinsamen Ebenen zwischen F,

und W; bestimmt. Dazu werden zunéchst die chemischen Potentiale in Richtung

ca und cp berechnet

Ha? oca ' Hp dcg ’
e ._ aFe(CA’CB) [ aFe(CA,CB)
Ha " 7’ ‘Llﬁ -— 7,

aCA aCB
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0.8 0.8
1

Abbildung 8.8.: Plot des freien Energiepotentials der Flussigphase F, (gold) und des
approximierten Potentials an die Festphasen F;s (rote Punkte) mit den Paraboloiden W;
der Festphasen F; gefittet Uber die blau markierten Punkte in den Simplexecken. Es
wird die kartesische Projektion von C* illustriert.

dabei bezeichnet «, die c4-Richtung und -4 die cp-Richtung sowie «° die Festphase
und +¢ die Fliissigphase.

Die Gleichgewichtsebenen haben dieselben Steigungen im Gleichgewichtspunkt
der Festphase ¢* = (c5, ¢}, ci.) und der Fliissigphase ¢* = (¢§, c§, c¢), d. h.

Ha(ch cp) = ua(ciocp)s  up(chcy) = up(cn cp).
Ebenso miissen die groffkanonischen Potentiale gleich sein
F(chs ¢p) = pa (€ cp)ea — up(ch cp )¢
= Fe(ci i) = #a(chs ca) e = (s €p) ey

Die Losung von diesen Gleichungen fiir die Konzentrationen cf, ¢!, ¢ und c}
werden numerisch berechnet, indem einen Parameter ¢!, oder c}; festgehalten wird.
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Um die Gleichgewichtslinien zu bekommen, wird der festgehaltene Parameter in
0.01-Schritten variiert. [Abbildung 8.9] zeigt die so berechneten Phasendiagramme
fir 0 zwischen 0.215 und 0.23. Der Schnittpunkt der drei Liquiduskurven fallt bei
0 = 0.2235 in einem Punkt zusammen, sodass dies nach diesen Berechnungen
die eutektische Temperatur ist. Zum Vergleich werden in die
berechneten Phasendiagramme fiir die eutektische Temperatur fiir 2, 4, 8 und 12
Schalen gezeigt, was noch einmal verdeutlicht, dass die Approximation stark von
der Anzahl der approximierenden Schalen abhingt.
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Abbildung 8.9.: Terndre Phasendiagramme mit 12 Schalen, berechnet fiir o = 0.215,
0.22, 0.2225, 0.223, 0.2235 und 0.23. Mit der eutektischen Temperatur bei etwa o =
0.2235.
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Abbildung 8.10.: Ternadre Phasendiagramme, berechnet fiir o = 0.2235 mit 2, 4,8 und
12 Schalen.
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8.6. Anwendungen

Zur Anwendung des mehrkomponentigen PFC-Modells wird das Modellsystem
Al-Cu-Mg, wie schon von Ofori-Opoku et al. [47], verwendet. Die drei Korre-
lationsfunktionen (Cu, Mg, Al) werden aus jeweils zwei Peaks der Form
zusammengesetzt, mit kg = 817/38, ky; = 547/29, k3 = 2m und ki = 2k
sowie op,; = 0.55, aj; = 0.8 und a; = V2a; Vi. Die freien Simulationsparameter
sind y =1, 7 = 1.4 und w = 0.005. Die Referenzdichten sind ¢} = ¢} = 0.333 und
samtliche Mobilititen sind M,, = M; = L

8.6.1. Dendritisches Wachstum in 2D

Es wird ein Al-reicher Keim in einer unterkiihlten Schmelze simuliert. Der Keim
wird als quadratischer sq-Kristall mit der Grofle von 10 x 10 Atomen mittig in ein
10240 x 10240 grofles Gebiet gesetzt. Die initiale Konzentration der Schmelze
und des Keims betrigt ¢ = (ccu, cmg> ca1) = (0.1,0.1, 0.8). Die Gitterweite betragt
Ax = 0.125 und die Zeitschrittweite ist At = 0.1. Die effektive Temperatur betragt
o = 0.182, es wird x; = 1 Vj gewihlt. zeigt den gewachsenen
Dendriten nach 37000 Zeitschritten, der 10 Tage auf einem Rechenknoten mit
zwei AMD Opteron 6344 Prozessoren mit je 12 Kernen bei 2.9 GHz und 32 GB
Arbeitsspeicher berechnet wurde.

8.6.2. Dendritisches Wachstum in 3D

Die Anwendung in 3D erfordert andere Korrelationsfunktionen, aus dem sq-
Gitter wird das von Aluminium gebildete fcc-Gitter. Es wird weiter mit einem
Modellsystem gerechnet, jedoch werden die Korrelationsfunktionen an die Atom-
eigenschaften der Elemente angepasst. Die Masse m = n - A mit n als die An-
zahl der Atome pro Einheitszelle und A als die relative Atommasse. Das Volu-
men einer Einheitszelle ist demnach V = a*, wobei a die Gitterkonstante ist.
Fiir die Dichte gelten die Beziehungen p = m/V = nA/a’. Die atomare Mas-
seneinheit ist lu = 1.660538921 - 10~ kg. zeigt die relative Atom-
masse und die Dichte sowie die daraus berechnete Gitterkonstante a
und den auf Al normierten Ebenenabstand 1. Wie in gezeigt,
sind die Ebenenabstinde A; = a/v/3 und A, = 1/2, diese werden mit A skaliert.
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Abbildung 8.11.: Das Al-Konzentrationsfeld nach 18 000 Zeitschritten. Der vergréerte
Ausschnitt zeigt das Dichtefeld.

Zur Erinnerung, es gilt k = 27/A. So ergeben sich die Peaks der Korrelations-
funktionen (Mg, Cu, Al) ky; = 0.893v/3 - 271, ky = 1.118/3 - 27, k3 = \/3- 27
und k;, entsprechend, oy;, a;; wie zuvor. Als Abschneidefunktion wird
mit k; = 1und k, = 1.25 benutzt. Es wird «; = 1 gewahlt. Das Simulationsgebiet
ist 640 x 640 x 640 Zellen grof3, mit Ax = 0.0894521496 und At = 0.002. Die
initiale Konzentration betrigt ¢ = (0.7,0.15,0.15). Es wird ein kugelformiger
Atomcluster mit fcc-Gitterstruktur gesetzt, mit einem Radius von 35 Zellen im
Inneren. Das Dichtefeld nimmt bis zu einem Radius von 47 Zellen linear ab. Die
effektive Temperatur betrégt o = 0.18.[Abbildung 8.12| zeigt den Dendriten nach
2300 Zeitschritten, berechnet in 3 Tagen auf einem Rechner mit 2 Intel Xeon
E5649 Prozessoren mit je 6 Kernen bei 2.53 GHz und 96 GB Arbeitsspeicher.
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Tabelle 8.3.: Eigenschaften der Atome im ternaren System.

Atom Alu p/[%/m*] a/nm A

Al 26.982 2700 40.49 1
Cu 63.546 8930 36.20 0.893
Mg 24.305 1740 4527 1.118

(a) (b)

Abbildung 8.12.: Isofléchen desinitialen Dichtefelds unddes Dichtefelds nach
t = 2300 Zeitschritten. Die 640 x 640 x 640 Zellen grof3e Simulationsbox beinhaltet
140000 Atome.

Damit die dendritische Struktur zu erkennen ist, muss das Simulationsgebiet we-
sentlich grofer sein als die Struktur. Wie in [Abschnitt 8.2.5| beschrieben, wird
fiir die Berechnungen der Speicher von 44 reellen Feldern benétigt, das sind, wie
hier bei einer Kantenlidnge von 640 Zellen, 86 GB. Eine Verdoppelung des Spei-
chers fiihrt lediglich zu einer Kantenlange von 806 Zellen. Die zur Parallelisierung
verwendete Methode der FFTW ist, wie in [Anhang B|beschrieben, nur in der
Shared Memory Parallelisierung performant. Es kann nicht ohne Weiteres auf
Clustersysteme ausgewichen werden. In[Anhang B|werden einige Losungsansatze
aufgefithrt.
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8.6.3. Lamellares eutektisches Wachstum

Eine weitere Simulation zeigt lamellares Wachstum nahe der eutektischen Tem-
peratur g, = 0.2235 aus[Abbildung 8.9} Das 2D-Modellsystem wird benutzt, um
Lamellen mit der Kristallstruktur jeweils einer Komponente mit hoher Konzentra-
tion nebeneinander in einer unterkiihlten Schmelze anzuordnen. Die Schmelze
besteht aus gleichen Anteilen der Komponenten. Simuliert wird bei der effektiven
Temperatur ¢ = 0.2, also unterhalb der eutektischen Temperatur.

Die drei Atomsorten haben unterschiedliche Atomabstidnde. Da das Simulations-
gebiet periodisch ist, sollten die Lamellen spannungsfrei gesetzt werden, dazu
werden von jeder Komponente gleich viele Atome (30) gesetzt und die Gitterweite
dementsprechend angepasst. Es ergibt sich Ax = 0.091874015 fiir ein Gebiet mit
1365 x 1024 Zellen. Zwischen den einzelnen Lamellen bildet sich genauso wie
zwischen fest und flissig eine Grenzfliche, mit dem Unterschied, dass die Breite
nicht bekannt ist und sich wegen den unterschiedlichen Gitterkonstanten auch
nicht durch Simulationen ermitteln lasst. Dadurch lassen sich die Festphasen
nicht ganz spannungsfrei setzen. Damit die Spannung nicht zu grof3 ist, werden
mehrere Atome nebeneinander gesetzt, sodass sich der Fehler auf alle Atome
verteilt. Maximal kann ein Fehler von einem halben Atom gemacht werden, dies
entspricht bei 30 Atomen einen durchschnittlichen maximalen Fehler von < 1.7%.
Zusitzlich werden die Lamellen in Cu-Al-Mg-Al angeordnet, sodass durch die
Periodizitat eine symmetrische Struktur entsteht. Die einzelnen Lamellen sind
etwa 18 Atomschichten hoch, wie[Abbildung 8.13(a)]zeigt. Das Konzentrationsfeld
evolviert wesentlich langsamer als das Dichtefeld, ebenso schrankt das Konzen-
trationsfeld durch den grofleren nicht linearen Anteil den Zeitschritt stark ein,
sodass die Zeitschrittweite At = 0.0004 ist. Die Frequenzen werden mit hart
bei Ayt = 1.0 abgeschnitten. Es ist x; = 5 gewihlt.

Abbildung 8.13zeigt vier Zeitschritte der Simulation fiir die insgesamt 2 - 107

Zeitschritte lief die Simulation etwa 16 Wochen auf einem Rechenknoten mit
zwei AMD Opteron 6344 Prozessoren mit je 12 Kernen bei 2.9 GHz und 24 GB
Arbeitsspeicher. Die einzelnen Konzentrationsfelder werden einer Grundfarbe
zugeordnet und als einzelner RGB-Farbkanal betrachtet. Die Fliissigphase als

gleichanteilige Mischung der 3 Konzentrationen in[Abbildung 8.13(a)|ist demnach
Grau. In[Abbildung 8.13(b)|sind vor den Lamellen die jeweiligen Komplementrfar-

ben zu erkennen, dies ergibt sich aus dem Mangel an der jeweiligen Konzentration.
In der Mitte ist noch ein grauer Bereich der urspriinglichen Mischung zuerkennen.
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(a) Start (b) 5 - 10° Zeitschritte
(€) 1-107 Zeitschritte (d) 2- 107 Zeitschritte

Abbildung 8.13.: Lamellenwachstum fiir o = 0.2 unterhalb der eutektischen Temperatur.
Die Peaks des Dichtefelds sind schwarz. Die Farbwerte entsprechen einer Mischung
RGB-Werte der Konzentrationen, dabei wird Cu rot, Mg griin und Al blau zugeordnet.

Im spiteren Verlauf der Simulation ist das Konzentrationsfeld so weit ausgebreitet,
dass die periodischen Randbedingungen das lamellare Wachstum beeinflussen.
Die Al-Lamellen (blau) wachsen am schnellsten, sodass es in[Abbildung 8.13(d)|
zusitzlich zu einem Mangel dieser Konzentration vor den anderen Lamellen
kommt. Dies dufSert sich in der Anreicherung von Mg (griin) in der Flissigphase
vor der Cu-Lamelle (rot) und umgekehrt. Da die Kristallgitter der verschiede-
nen Lamellen nicht zueinander passen, kommt es an der Grenzfldche zwischen
den Lamellen zu Gitterdefekten. Diese ordnen sich wahrend der Simulation um,
|Abbildung 8.13(d)|zeigt die Al-Lamellen mit einer gedrehten Orientierung. Die
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Gitterstruktur des Dichtefelds ist jeweils dort, wo eine einzelne Komponente eine
hohe Konzentration aufweist. Das Dichtefeld evolviert wesentlich schneller als
das Konzentrationsfeld. Bei vorgesetzten Konzentrationen evolviert der Kristall
innerhalb von 5000 Zeitschritten (At = 0.002) durch das gesamte Gebiet.

In diesem ersten Teil wurde die PFC-Methode ausfiihrlich vorgestellt. Mit dem
Weg iiber das bindre PFC-Modell wurde ein mehrkomponentiges PEFC-Modell
gezeigt. Der nichste Teil zeigt wie diese und andere atomare Daten fiir die Phasen-
feldmethode umgewandelt werden konnen. Die Phasenfeldmethode wird benutzt
um von diesen atomistischen Daten bis zur mikroskopischen Langenskala zu
simulieren. Dazu werden weitere physikalische Parameter benétigt, die auch mit
der PFC-Methode oder anderen atomistischen Simulationen ermittelt werden
kénnen.
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Einleitung zur Phasenfeldmethode

Die Phasenfeldmethode (PF-Methode) ist eine leistungsfihige Methode zur Be-
schreibung von Phaseniibergangsphidnomenen und der Mikrostrukturbildung mit
komplexen Grenzflachentopologien. Sie wirkt in der Regel auf einer mesoskopi-
schen Lingenskala von etwa einem bis mehreren hundert Mikrometern [80H83].
Ausfithrliche Review-Artikel wurden von Chen und Steinbach verfasst.
Varianten der Methode wurden fiir Erstarrungen von Reinstoffen und fiir
Mehrkomponentensysteme [87-92], wie polykristalline Strukturen [93] und eutek-
tische [94}95], peritektische und monotektische Systeme formuliert. Sie
wird aufSerdem verwendet, um homogene und heterogene Keimbildung, Mikro-
strukturentwicklung in Festphasensystemen und allgemein Bewegungen
von Korngrenzen zu modellieren.

Die Phasenfeldmethode erfordert vorherige Kenntnisse der Materialeigenschaften
des zu untersuchenden Systems. Die Eingabeparameter umfassen unter anderem
Bulkeigenschaften, wie Dichte, Warmekapazitit, latente Warme und Grenzfla-
chenkoeffizienten und kinetische Wachstumskoeffizienten, wobei die letzteren
Eigenschaften in Experimenten kaum zugénglich sind. Hier spielen atomistische
Simulationen, wie auch im ersten Teil dieser Arbeit gezeigt wurde, eine wichtige
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Rolle, da diese die erforderlichen Eigenschaften anhand von einem Wechselwir-
kungspotenzial bestimmen koénnen. Kinetische Koeffizienten und freie Grenz-
flichenenergien inklusive deren Abhéingigkeit von der Kristallorientierung von
reinen Metallen und Legierungen kénnen direkt aus Simulationen von inhomoge-
nen Fliissig-Kristallsystemen extrahiert werden, Beispiele dazu finden sich in

102].

In der Materialwissenschaft erfordert eine moderne computerunterstiitzte Cha-
rakterisierung und Entwicklung von Materialien mehrskalige Simulationsansitze,
um die auf beiden Skalen, der atomistischen und mesoskopischen Lingen- und
Zeitskala, wirkenden physikalischen Prozesse zu erfassen [103]). Ein Verstindnis
der Effekte auf jeder Skala erméglicht es, Informationen, Materialdaten und physi-
kalische Eigenschaften auf andere Skalen zu iibertragen, dazu werden mittlerweile
gut etablierte Methoden verwendet. Bragard et al. [104], zum Beispiel, nutzen
die von der Molekulardynamik (MD) gelieferten Parameter, um Simulationen
von Nickel-Dendriten auf einer Mikrometer-Lingenskala mit der Phasenfeldme-
thode zu berechnen. Ahnliche Studien betrachten Keimwachstum von reinem
Nickel [105]], CO,-Hydrate oder binire Legierungen [107]. Eine weitere
Vorgehensweise von Gandin und Rappaz koppelt zelluldre Automaten mit
einem Finite-Elemente-Ansatz. Dendritenwachstum mit zelluliren Automaten
wird in Referenz beschrieben. Tupper und Grant [31] und Provatas et al.
verwenden ein kristallines Phasenfeldmodell als Alternative auf der atomistischen
Lingenskala im Vergleich zu MD, um Eingabedaten fiir die PF-Simulationen
zu erhalten. Fir Dendritenwachstum werden auch Hybridverfahren, wie das
Multiskalen-Diffusions-Monte-Carlo-Verfahren [6} [7] verwendet.

In diesem Teil werden zundchst Simulationsergebnisse fiir isothermales Erstarren
aus der MD und der PF-Methode miteinander verglichen, bevor die Phasenfeldme-
thode verwendet wird, um einen Keim von der atomistischen Skala bis zu einem
Dendriten auf der mesoskopischen Skala zu simulieren. Fiir den Vergleich werden
beide Methoden auf der atomistischen Langenskala eingesetzt, um das Wachs-
tum eines kugelférmigen kristallinen Clusters aus Nickel, der in einer Schmelze
eingebettet ist, zu untersuchen. Zu diesem Zweck werden aus der Molekulardy-
namik ermittelte thermodynamische und kinetische Daten verwendet. Fiir die
Phasenfeldsimulationen werden gleichwertige Anfangskonfigurationen verwen-
det. Es wird untersucht, wie gut die Phasenfeldmethode auf der atomistischen
Skala das Wachstumverhalten wiedergeben kann, ohne dass sie Informationen
der einzelnen Atome besitzt.
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Um eine Simulation von 1A bis zu mehreren Mikrometern zu ermoglichen, sind
verbesserte numerische Algorithmen und Losungsverfahren notig. Die vorlie-
gende Arbeit stellt eine Reihe von Techniken zur Optimierung der Effizienz vor
und zeigt wie diese Losungen am Beispiel von dendritischem Wachstum ange-
wandt werden kénnen. Es werden MD- und PF-Simulationen kombiniert, um
Informationen von der atomistischen Skala auf grolere Skalen zu iibertragen. Auf
der atomistischen Skala ist die MD mit zuverldssigen Ergebnissen etabliert
113], aber sie hat einen hohen Rechenaufwand, sodass grofle Simulationen
nicht sehr praktikabel sind [15].

Aufgrund der Komplexitdt der zugrunde liegenden physikalischen Modelle sind
die einzelnen Verfahren der verschiedenen Lingenskalen auf ihrer Skala schon
rechnerisch sehr aufwendig. Die Herausforderung eines integrierten Computer-
modells fiir die Materialentwicklung mit einer multiskaligen Informations- und
Dateniibertragung ist, im Wesentlichen neue Techniken und Algorithmen zu
erstellen, um Rechenzeit und Speicher effizient zu reduzieren. Dazu werden nume-
rische Losungsverfahren basierend auf Symmetrieargumenten und Reskalierung
entwickelt.

Es wird die Evolution einer typischen dendritischen Erstarrung betrachtet, um die
Notwendigkeit und die Vorteile der entwickelten Algorithmen zur Uberbriickung
von der atomistischen zur mesoskopischen Skala zu veranschaulichen. Begonnen
wird auf der atomistischen Skala mit einem Keim mit 50 A Durchmesser, der in
eine unterkiihlte Schmelze gesetzt wird. Der Keim wichst in seiner umgebenen
Schmelze zu einem groflen Atomcluster heran. Wihrend der Erstarrung treten
infolge der begrenzten Temperaturdiffusion Grenzflacheninstabilititen auf, aus
denen sich schlief3lich auf der mesoskopischen Skala die dendritische Form mit
Primédrarmen und sekundéren und terndren Seitenarmen ausbildet.

Der Aufbau einer skalentiberbriickenden Simulation benotigt eine grof3e Auf-
l6sung des numerischen Gitters, sodass beide, der urspriingliche Keim als auch
die Morphologie des Dendriten, ausreichend fein aufgelost sind und vom Simula-
tionsgebiet abgedeckt werden. Die Grenzflichen-Péclet-Zahl (das Verhéltnis der
Grenzflichenbreite zur Diffusionslinge) muss fiir die thermodynamische Kon-
sistenz des PF-Modells klein sein [114]. Das verwendete Simulations-Framework
Pace3D basiert auf einem expliziten Finite-Differenzen-Schema in einem regel-
mifligen, kubischen Gitter. So werden im Detail bei einer Auflésung von 1A
20000 Zellen in jede Richtung benétigt, um einen Dendriten von 2 um Lénge zu
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simulieren. In 3D werden so grob 8 - 10'* Zellen benétigt, das entspricht bei dop-
pelter Genauigkeit, also 8 Byte pro Wert, 58 TB fiir jedes Feld. Im einfachsten Fall
einer thermischen dendritischen Erstarrung eines Reinstoffes, werden zwei Felder
bendtigt, eine Phasenvariable, die den Phasenzustand des Systems beschreibt und
ein Temperaturfeld. So miissen 116 TB gespeichert und berechnet werden. Auch
mit dem Einsatz von Hochleistungsclustern ist die skizzierte Simulation ohne wei-
tere Techniken im Grunde nicht praktikabel. Hochleistungscluster besitzen in der
Regel bis zu 2 GB pro CPU, sodass eine skaleniiberbriickende Simulation eines ther-
mischen Dendriten 60 000 CPUs bendétigen wiirde. Es sei angemerkt, dass neuere
Cluster haufig nur 512 MB Speicher pro CPU besitzen. Weit verbreitete Techniken
zur Verringerung des Rechenaufwands sind adaptive Netzverfeinerungen, die
gleichzeitig den Speicherbedarf reduzieren, wenn Finite-Elemente-Strukturen
verwendet werden 116]. Die Random-Walker-Verfahren erméglichen
eine Reduzierung der Gitterpunkte in Regionen, die weit von der bewegten Grenz-
fliche entfernt sind [117]. Ein weiterer Ansatz von Granasy et al. basiert auf
einer hybriden Parallelisierung von GPUs und CPUs.

In diesem Teil werden Algorithmen und Iterationsverfahren vorgestellt, die geeig-
net sind, die Effizienz der diffusen Grenzfliche des PF-Modells und die Symme-
trieeigenschaften des anisotropen Kristalls auszunutzen. Die Evolution des Pha-
senfelds ist nur innerhalb eines begrenzten Bereichs von der Grenzflichenbreite
unabhingig, sodass es nicht beliebig skalierbar ist. Es wird eine Reskalierungs-
technik gezeigt, um die Anzahl der Gitterpunkte in jeder Richtung von 20 000
Zellen auf 4 000 Zellen zu reduzieren. Damit benétigt jedes Feld 477 GB Speicher
und liegt bereits im Bereich der auf Hochleistungscluster berechenbaren Grofie.
Die Reskalierung der Gitterauflosung kann fiir verschiedene Arten von Mikro-
strukturen eingesetzt werden. Zur weiteren Verbesserung des Rechenaufwands,
wird die kubische Symmetrie des Dendriten geometrisch mit Hilfe von Hillschen
Tetraedern verkleinert. Zusammen mit den trivialen Symmetrieargumenten, die
nur 1/8 der Domain beriicksichtigen, ermdglicht die Hill-Konstruktion zusitzlich
eine Reduktion von 1/6. Insgesamt ergibt sich so eine Reduzierung auf 1/48 der
urspriinglichen Domane.

Ausziige aus dieser Arbeit sind bereits an anderer Stelle veroffentlicht
worden. In M. Berghoff, M. Selzer und B. Nestler. Phase-Field Simulations at the
Atomic Scale in Comparison to Molecular Dynamics. The Scientific World Journal

2013 (2013) konnen insbesondere Teile aus [Kapitel 11H13| wiedergefunden
werden. M. Berghoff, M. Selzer, A. Choudhury und B. Nestler. Efficient Techniques

fnr Rridgingfmm Atomic to Mp,cncmpir. Scale_in_Phase-Field Simulations. Journal


http://dx.doi.org/10.1155/2013/564272
http://dx.doi.org/10.1155/2013/564272
http://dx.doi.org/10.3233/JCM-130476
http://dx.doi.org/10.3233/JCM-130476
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of Computational Methods in Science and Engineering 13 (5) (2013), 441
enthlt hauptsichlich Ausziige aus[Kapitel 14 und|[[5] M. Berghoff und B. Nestler.
Scale-Bridging Phase-Field Simulations of Microstructure Responses on Nucleation
in Metals and Colloids.|The European Physical Journal Special Topics 223 (3) (2014),
409 fasst unter anderem [Teil 11| dieser Arbeit noch einmal zusammen.


http://dx.doi.org/10.3233/JCM-130476
http://dx.doi.org/10.3233/JCM-130476
http://dx.doi.org/10.1140/epjst/e2014-02099-8
http://dx.doi.org/10.1140/epjst/e2014-02099-8
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Phasenfeldmodell fiir Reinstoffe

Fiir ein n-dimensionales Gebiet () c R" bezeichnet das Phasenfeld ¢ : O x R —
[0,1] die stetige Funktion ¢(x, t). Sie beschreibt den lokalen Phasenanteil an
der Position x zur Zeit t. Fiir beliebige, aber feste ¢t € R, bildet die Familie al-
ler Phasenfelder (¢, ), ; eine Zerlegung der Eins fiir Q. Dabei bezeichnet I die
Indexmenge aller Phasenfelder. Somit gilt >,y 9« (x,¢) = 1 Vx € Q. Die ein-
zelnen Phasenfelder ¢, beschreiben unterschiedliche physikalische Eigenschaf-
ten, wie thermodynamische Phasen oder Orientierungen. Sie sind allgemein
Ordnungsparameter. Der Bereich, in dem ¢, = 1 ist, wird als Bulk bezeichnet,
By = {x € Q| ¢q(x,t) =1}. Da die ¢, stetige Funktionen sind, tiberlappen
sich die nicht Bulk-Bereiche zwischen zwei Phasenfeldern. Dies wird als diffuse
Grenzfliche bezeichnet. Die Menge aller diffusen Grenzflichen wird als Interface
bezeichnet, I := Q \ Uyep By Das bindre Interface zweier Phasenfelder, ¢, und

9ps ist Log = {x € Ia | palx,1) + 9p(x, 1) =1},

Im Grenzfall fir einseitig stetige Sprungfunktionen wird die Grenzfliche scharf, es
gilt dann Q = [J,p Bo. Um eine scharf definierte Grenze zwischen zwei Phasenfel-
dern ¢, und ¢ mit diffuser Grenzflache zu erhalten, wird analog zum Grenzfall
die Grenze als ¢, = @g definiert. Die Menge @, = { x € Q | ¢a(x,t) > 1/2 } wird
als Phase «a bezeichnet. Der Abschluss der disjunkten Vereinigung aller Phasen
entspricht Q, also Q = (Jueq P
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Durch die diffuse Grenzfliche und den vom Ordnungsparameter abhéngigen
physikalischen Eigenschaften, gelten im gesamten Gebiet dieselben Gleichungen,
sodass auf ein Verfolgen der Grenzflache verzichtet werden kann.

Fiir das Kristallwachstum eines Reinstoffes werden zwei Phasenfelder benétigt.
Diese werden mit ¢, fiir die feste Phase (solid) und mit ¢, fiir die fliissige Phase
(liquid) bezeichnet. Da ¢, + ¢¢ = 1 auf Q gilt, geniigt es eine Phasenfeldvariable
zu betrachten und die andere zu berechnen. Es sei ¢ := ¢, dann ist ¢, =1 - ¢.
Das Interface I, wird im Zwei-Phasen-Fall mit I bezeichnet.

Herleitungen fiir diffuse Grenzflichenmodelle wurden von Collins und Levi-
ne gezeigt und von Chen und Boettinger et al. zusammengefasst.
Daraus ldsst sich das folgende Phasenfeldmodell ableiten. Aus thermodynami-
schen Uberlegungen fiir irreversible Prozesse ergibt sich das Entropiefunktional

S[e,<p]:/;)s(e,q))dx—/Q%V|V<p|2+vW(<p)dx. (10.1)

Das erste Integral ist der Bulk-Entropie-Beitrag, dabei ist s(e, ¢) die Entropiedich-
te. Das zweite Integral modelliert den Interface-Beitrag, es ist ein Funktional vom
Ginzburg-Landau-Typ [121]. v ist eine Skalierungskonstante und W ein Potential,
die beide spater definiert werden.

Die Evolutionsgleichung von (10.1) lasst sich als Gradientengleichung schreiben,
die die Entropie maximiert,

dp OS[e,p] Os )
_0ole @l 95 2, , 10.2

wobei w := d, W ist und p zunichst ein reziproker Mobilititsfaktor ist.

Das Potential W muss so gewidhlt werden, dass der Interface-Beitrag thermodyna-
misch giiltig ist. Dazu wird zundchst im Eindimensionalen der Gleichgewichts-
zustand betrachtet. Im Gleichgewichtszustand gibt es nur Interface-Beitrage und
keine zusétzliche Evolution, sodass es gentigt

y% =W o —wvw(g) =0 (10.3)

zu betrachten.
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Das Phasenfeldprofil fiir eine endliche, diffuse Grenzfliche kann durch die stetige,
monotone Funktion

#:1-[0.1]
L (f) (10.4)
X > 2Sln /‘ .

modelliert werden. Der Parameter A skaliert die Profilbreite. Die Menge I :=
[-7A/2, mA/2] bezeichnet das Interface. ¢(x) ist punktsymmetrisch im Punkt

(0,1/2).
Die Umkehrfunktion von lautet
x%:[0,1] =1
¢ — —Aarcsin(2¢ — 1).
Durch Einsetzen in ergibt sich
(o) = 3 8o - 5z om( M) - 15

Und durch Integration folgt

~ «_ 9o(l-9)
Wip) =5

¢ ist auf das Intervall [0,1] eingeschrankt, das impliziert, dass das Potential bei 0
und 1 ein Minimum haben muss. Dies kann durch Addition von

_ 0, furge[0,1],
w =
(9) {oo, sonst

erzwungen werden. W (¢) := W(¢) + W(¢) ist ein Doppelwandpotential.

Der Interface-Beitrag aus muss im Gleichgewichtszustand die Grenzfliche-
nentropie j ergeben. Die Grenzflichenentropie ist gegeben durch y = ¢/ T mit der
Grenzflichenspannung o (vgl. [122])). Dazu wird die Konstante v zur Kalibrierung
benutzt. A muss dann so gewéhlt werden, dass der Interface-Beitrag normiert

ist. Mit (10.3) folgt

i o iy _, [tell-9) A
1—2'/IW(x)dx—2/; W(X(¢))‘X(<P)d</’—2f0 2 'mdq’

L 7
=/O deq’:ﬁ- (105)
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Fur A = 77/8 wird der Interface-Beitrag also normiert. Um jedoch die Freiheit der
variablen Interface-Breite nicht zu verlieren, wird der Parameter ¢ eingefiihrt. Die
Konstanten v und A schreiben sich zusammen mit y formal als

3|
| M

Es wird v := ¢y und A := en/8 gesetzt. Dies wird in (10.5) eingesetzt und mit v
multipliziert, es folgt die Grenzflichenentropie

_ _rl 64
sy=sy/0 \/ﬁfp(l—sv)dsv-

Das Entropiefunktional (10.I)) kann damit als

1
Slevgl= [ s(e.0) - (3e71V0P + e7W(9)) dx (10.6)

geschrieben werden. Dabei ergibt sich nach Einsetzen von A fiir das Potential

32
Se(1-9).
&

W(gp) = =

Das Interface-Profil hat die Gleichgewichtsform

1 1 8x
5(x) = = — = sin[ — 10.7

¢(x) 2 251n( ns) (10.7)
und eine Breite von A = en? /4. Wohlgemerkt, dies gilt im Gleichgewichtszustand.
Unter Einfluss von treibenden Kriften, oder durch Kritmmung der Grenzfliche,
andert sich das Profil ab.

Physikalisch hingt die Grenzflichenspannung und damit auch die Grenzflichenen-
tropie von der Grenzflichenorientierung ab. Um dies zu modellieren, wird die Kon-
stante j durch eine orientierungsabhingige Funktion y(#) mit i = (ny, n, n3) =
-V ¢/|V¢|, dem normalisierten Gradientenvektor, ersetzt. Fiir ein unverindertes
Potential W wird die oben angegebene Kalibrierung fiir den Interface-Beitrag nur
noch approximativ erfiillt, wenn die Mittlung von y(#) » y entspricht. Die Form

von (i) wird in [Abschnitt 11.1.2| beschrieben.
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10.1. Freie Energie

Ausgehend von der freien Energiedichte
f=e-Ts

wird die Entropiedichte s(e, ¢) berechnet. e ist die innere Energiedichte des Sys-
tems und T die absolute Temperatur. Die innere Energie und Entropie fiir Schmelz-
und Erstarrungsprozesse setzen sich aus zwei Beitragen zusammen. Ein Beitrag
beschreibt den Phasentibergang und der andere kommt vom Unterschied der
Wirmespeicherzahlen.

Stoftparameter, die von der Phase abhéngen, werden mit den Phasenfeldwerten
interpoliert. Aus den Parametern p® fiir Phase a und pP fiir Phase f8 ergibt sich
der effektive Parameterwert mit

pefr = p*h(pa) + Pﬁh(‘l’ﬁ)~

Phasenabhingige Parameter werden mit dem hochgestellten Phasenindex bezeich-
net. Dabei ist h(¢) = ¢>(6¢* — 15¢ + 10) eine Interpolationsfunktion, die die

geforderten Eigenschaften (vgl.[Anhang A) erfiillt. So ist () monoton steigend
auf dem Intervall [0,1] und es ist h"(0) = h'(1) = 0 mit h'(¢) = d,h(¢). h(¢)
schirft den Ubergang zwischen p, und pg.

Der Phasentibergangsanteil der inneren Energie- und Entropiedichte ist
er = ~h(¢)L(T),

L(T
s =~h(g) ;m )
mit L(T), der latenten Wirme pro Volumen und Ty,, der Schmelztemperatur. Die
freie Energiedichte fiir den Phasentibergang ist demnach

fi= T L(T)R(p).

m

Hier wurde ffh(¢q) + ffh(goﬁ) = ffh(¢) = fuh(¢) benutzt, da L nur einer
Phase zugeordnet wird.
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Als zweiten Anteil der freien Energiedichte ergibt sich die interpolierte Anderung
der Enthalpie und Entropie

er= T ho.) [ CHT)AT'
sT—Zh( a)f Ca(T, dr’

mit C¥(T), der Warmespeicherzahl fiir Phase a. Es ist Cy = ¢, p das Produkt der
spezifischen Wéarmekapazitit bei konstantem Volumen ¢, mit der Dichte p. Fiir
die freie Energiedichte folgt

fr-Xsthton - 3 [ ccrnar - [T S ar o),

Die resultierende freie Energiedichte ist die Summe der einzelnen freien Ener-
giedichteanteile

f=f+fr
_T-Ty
T,

L(T)h(so>+z(

o

T o ! /A T Cg(T,) !
/Tm C*(T")dT _Tme - dT)h((pa).
(10.8)

Es ist weiter

FEh(9a) + fER(gp) = fER(9) + fER(1-9) = (f¥ ~ fE)h(p) + f1. (10.9)

10.2. Phasenfeldevolutionsgleichung

Der thermodynamische Zusammenhang liefert mit s = —drf fiir die innere
Energiedichte

_ - of
e=f+Ts=f- TBT



10.2 Phasenfeldevolutionsgleichung | 157

als Funktion in (T, ¢). Die Ableitungen nach T und ¢ lauten

de _of of L f _ &S

oT 9T oT  oT? oT?’
de _9f ofoT _oT of o’ f _g_Tazf

dp dp 0T dp d9adT ~ dTdg d¢p  0TdIp

Nach Stinner [123]] kann mit einer geeigneten Approximation an f ein Variablen-
wechsel von (T, ¢) zu (e, ¢) durchgefiithrt werden. Sei

D: R, x A% > Rx A?
(T.9) = (e(T. 9), )
die Abbildung dieses Variablenwechsels. Dann ist die Jacobi-Matrix D® : R x
TA? - R x TA? mit

de  de
DO(T, ¢) = (BOT a]{/’).

1 bezeichnet die Identidt und TA" := { veR" | 2jvi=0 } ist der Tangentialraum
zu A". Fiir T97% f # 0 folgt aus dem Satz von der Umkehrabbildung

de de | de
D(@*)(e,go):(D@(T,go))1:(1/gT aﬂa) (10.10)

f und die Ableitungen sind nun Funktionen in (T (e, ¢), ¢). Die erste Zeile der
Matrix in (10.10) enthélt die Ableitungen von T nach e und ¢,

oT -1
ng%’

oT _ %_Taal‘zéf(p
o Tl

Sei auch die Entropiedichte eine Funktion in den neuen Variablen

s(e:9) =~ 2L (T(e,9). 9)
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so lauten ihre Ableitungen nach e und ¢

9 PfoT  Pf 1 1
de  9Top de  0Top 7oL T’

J 9*
ds  *foT  Pf aifatfo—Tﬁ Pf  10f

dp  9T>d¢ 0dTdp  IT? T2 0Tog T og

Mit Einsetzen in (10.2) und Benutzen von (10.6)), ergibt die nicht erhaltende Pha-
senfeldevolutionsgleichung

dp 19 X i
War © _Tag]; +ey(i) V2 - eyw(p). (10.11)

10.3. Energiegleichung

Die Energiegleichung ist eine erhaltende Evolutionsgleichung und ergibt sich nach
dem ersten und zweiten Fick’schen Gesetz,

%——v Xvﬁ——v le
ot de T

mit dem Diffusionskoeffizienten X := x T2. Mit der Quotientenregel fiir

1 -vT
Vi~
folgt
de
— =-V- T 10.12
o V- kV ( )

dabei bezeichnet x die Warmeleitfahigkeit. Der Zusammenhang zur Warmelei-
tungsgleichung folgt aus der zeitlichen Ableitung von e = C, T + ey mit Referen-
zenergie ey und konstantem C,,

de oT
% oS - v.kvT.
5 Cy 5 V-xV



10.3 Energiegleichung

Es folgt

oT
- _v.-avT
Y V-aVv

mit a = k/Cy, der Temperaturleitfahigkeit.

Die zeitliche Ableitung der inneren Energiedichte e = f—Tor f mit f(T(t), ¢(t))
lautet

de 9foT 9fdp 0T If . (9°fdT ~9°f dp
9t 9T ot dp ot otaT \oT2 ot 9Top ot

2 2
__qp9foT (Of ., 9°f \9¢
ar2 ot \op  aTop)at’

(10.13)

Die zeitlichen Ableitungen der inneren Energiedichten 0, e aus (10.12) und (10.13)
werden miteinander gleichgesetzt und nach 0, T aufgeldst, so folgt die zeitliche
Temperaturableitung,

of f ¢
_ T— 9%
ar (E)(p aTa<p) ot

ot 82f
T

Da f = fi + fr ist, werden zunichst die Ableitungen von f;, aus (10.14) ange-
geben,

(10.14)

of, . T-Ty,
Lyt ),

of, (OL(T)T-T, L(T)
aT_( oT  Tm  Ta )h(“’)’

7’fL E)ZL(T)T—Tm+ 2 aL(T) L
oT? _( T2 Ty  Tm ) (9),
Pfe _(OL(T)T-Tw  L(T)\,,
aTa<p'( oT T = Ta )h(“’)’

hier bezeichnet b’ := 9, h die Anderungen in der Phase ¢. Fiir die Ableitungen von
fr werden die Ableitungen nach T aus der freien Energiedichte (10.8) berechnet,

159
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dabei werden die Integrale C* := [ C¥(T")dT" und C§.:= [ C¥(T")/T’ AT’ zur
Abkiirzung benutzt,

a T o / ! a 44 o o

= f CH(T)dT = = (CH(T) = C*(Tw)) = CI(T),  (1015)

cs(1)
T

T Cu(T/
=/ = 2 (CH(T) - CH(Tw)) =

TC‘V”(T) '
ﬁTme o AT = (TC (T) - TCF(Tw))

>

cxn+ S e,
- _/T CH(T')dT" + C*(T). (10.16)
Die Differenz von und ist
cx(n) - (e3(r) + i) - cs(ra)) = [ S0 ar
Zusammen mit ergibt sich

%:_fTTCa(T')dTh() fTCﬁ ™) ar'n(1 - ¢).

oT
Es folgt
*fr C"‘(T) Cf(T)
oT2 ———>h(¢) - ———h(1-9¢)
Pfr [ T Tcﬁm
aTaq)‘_(/Tm 47" /T,., ar )h( )

Die Ableitung nach ¢ lautet

ofr _ L a gy g LCy(T’) Loy
a(P_((mecv(T)dT—Tme = dT)

T A ! TC‘@(TI) A !
_(/Tmcf(T)dT_T/Tm = dT))h(cp).
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Einsetzen dieser Ableitungen in (10.14) resultiert in der Temperaturevolutions-
gleichung

-V -xVT
_ T ~a 1\1,/
or  —(-HPTIR - L(T) + [ Cx(T') - CE(T) AT ) (9) 5
3t (PL(T) . T-Tm _OL(T) T '
- T ™42 — —C%(T) |h B(T)h(1-
(T3 2D can Juce) + cimna- o
(10.17)

Vereinfachung fiir isothermales Wachstum

Fiir isothermales Wachstum wird T festgehalten. Dadurch entfillt die Temperatu-
revolution und der Beitrag der freien Energie vereinfacht sich. Die beiden freien
Energien f* und f* sind dann konstant. Es folgt

Of (1)

T T h,(q’) = _fconst'h,(q’)

mit der Konstante fon := (f* — f#)/T. Die treibende Kraft, die iiber die unge-
storte Grenzflache integriert ist, ist also ebenfalls konstant.

10.4. Phasenfeldmobilitat

Der reziproke Mobilitétsfaktor u := 7¢ in wird iiber den Relaxationspa-
rameter 7 an die Kinetik der Grenzflache angepasst. Dabei wird T so angepasst,
dass der Gradientenfluss von der diffusen Grenzfliche dem Fluss der scharfen
Grenzflache entspricht. Details hierzu kdnnen bei Stinner und Taylor und
Cahn nachgelesen werden.

Zur Anpassung von 7 wird ein idealisiertes, eindimensionales System angenom-
men, in dem die Wachstumsgeschwindigkeit

v =kAT (10.18)

proportional zur Unterkithlung AT = Ty, — T ist. k bezeichnet den mittleren kine-
tischen Koeffizienten. Aus ,, Theory of Solidification von Davis [125] lassen sich
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einige Resultate der Erstarrung aufstellen. Die Gibbs-Thomson-Beziehung setzt
im Gleichgewichtszustand die thermische Unterkithlung mit der Krimmungs-
unterkithlung gleich,

AT = 2HT = ZH%. (10.19)

Dabei ist I := /L der Gibbs-Thomson-Koeftizient. H ist die mittlere Krimmung,
also das arithmetische Mittel der beiden Hauptkriimmungen k; und k,,

H := %(k] + kz)

Im Zweidimensionalen, oder fiir einen Zylinder mit Radius r, ist H = 1/(2r). Fir
eine Kugel mit Radius r betragt H = 1/r. Im Nichtgleichgewichtszustand wird
(10.19) zu der Gibbs-Thomson-Gleichung

AT = % ~ 2HT. (10.20)
Die Kinetik der Grenzflache ist proportional zur treibenden Kraft, die aus den

verschiedenen Unterkiihlungen resultiert.

Fiir die scharfe Grenzfliche kann analog zu die folgende Gleichung auf-
gestellt werden,

B
vT=2Hy- @, (10.21)

dabei bezeichnet [ f }]i = P — f* den Sprung an der Grenzfliche, also die Poten-
zialdichte der treibenden Kraft.

([10.18) um 7 erweitern und mit (0.21) gleichsetzen, liefert
B
TkAT = 2Hy - @

Dies wird im Eindimensionalen, ohne Kriimmung, zu

UL
£

TkAT = - (10.22)
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Fiir Metalle am Fest-fliissig-Ubergang kann die Differenz der Warmespeicherzah-
len vernachlassigt werden. Mit den spater verwendeten Parametern fiir Nickel
ist dadurch der Fehler fiir Temperaturen aus dem Intervall [1400 K, 1600 K] ma-
ximal 0.6 %. Es ist dann

s_ _LAT
[[fﬂ{x Tm °
Einsetzen in (10.22)) liefert
- LAT
ThAT = ——.
TTy
Es folgt
- L _ Is
- - , 10.23
! TTuk (7] m*K ( )

Analog zu § kann auch k den Durchschnitt der orientierungsabhingigen Kinetik
k() bezeichen. Dann hingt der Relaxationsparameter direkt von der orientie-
rungsabhingigen Kinetik und der Temperatur ab. Es ergibt sich

.o L(T)
") = T k)

Die Form von k() wird zusammen mit y(#) in|Abschnitt 11.1betrachtet.

10.4.1. Willkiirliche Relaxationskinetik

Eine weitere Korrektur fiir den Relaxationsparameter 7 wird in der diinnen Grenz-
flichenanalyse berechnet. Dies wurde von Choudhury und Nestler fiir Le-
gierungen mit dem Doppelwandpotential, basierend auf fritheren Ergebnissen
fiir das Doppelmuldenpotential [88}[126]], durchgefiihrt. Fiir einen Reinstoff mit
isotroper Grenzfliche ist eine ausfithrliche Herleitung bei Choudhury zu
finden. Ziel ist es, eine willkiirliche Relaxationskinetik benutzen zu kénnen. In
der Phasenfeldmethode ist die kinetische Unterkithlung in der Gibbs-Thomson-
Bedingung enthalten und ist sogar grofler als die Kriimmungsunterkiihlung [128],
obwohl physikalisch die kinetische Unterkiihlung vernachléssigt werden kann.
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Dazu werden die Unterkithlungen in Ordnungen der Grenzflichen-Péclet-Zahl
Pe entwickelt

AT = AT + PeAT".
Diese Terme konnen dquivalent als kinetische Koeffizienten
~BV = -B°V + Pep'v

TTn. L
= My T V(M4 F)
L K

geschrieben werden. Dabei entspricht die nullte Ordnung, unter Beriicksichtigung
von B = 1/k, der scharfen Grenzfliche aus (10.23). Die beiden Konstanten M und
F kommen aus Bedingungen an die Losbarkeit und hangen im Wesentlichen von
h(¢@) ab, hier ergibt sich M + F = 0.182223. Weiter ist

T Ty
P= L

B kann nun willkiirlich gewahlt werden und an die physikalischen Werte angepasst
werden. Fir f = 0 folgt

L
—e—(M+F).
K

2
I3
TThx

Im Fall einer anisotropen Grenzfliche kann dies analog zu Karma und Rappel [128]
formuliert werden als,

T= (M +F).

2
(i) = ey ()

Dabei ist () die orientierungsabhingige Grenzflichenentropie aus (11.5).

(M +F).

Als weiterer Effekt kann durch diesen Relaxationsparameter die Abhéngigkeit von
der Grenzflichenbreite reduziert werden. Die Quantitat des Modells kann durch
2D dendritisches Wachstum fiir unterschiedliche Grenzflachendicken gezeigt
werden. Dazu wird die Geschwindigkeit der Dendritenspitze mit der theoreti-
schen Geschwindigkeit verglichen. Es seien hier kurz die Resultate angegeben,
welche sich aus einer dimensionslosen Simulation mit den spiter eingefiithrten
Parametern fiir Nickel und den Skalierungsgrofen fiir Linge € = 14, Zeit 7 = 1ps,
Temperatur 9 = 1748 K und Energiedichte e = 6.6485)/m* ergeben. Fiir grofle
Ax = 40,50,60,70 sind dies die Geschwindigkeiten 3.7370 - 1077, 3.7291- 1077,
3.7276 -1077 und 3.7332 - 10~”. Die Abweichung dieser Werte zur theoretischen
Geschwindigkeit ist kleiner als 0.3 %.
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10.4.2. Implementierung

Fiir die Simulationen wird die Software PACE3D, ein mehrphasiger, mehrkompo-
nentiger Phasenfeldloser, verwendet. Die internen Berechnungen werden fiir N
Phasen und K Komponenten durchgefiithrt. Dabei wird fiir diese Rechnungen
N = 2 Phasen und K = 1 Komponente benutzt, weswegen die Berechnungen
im Detail etwas anders aussehen als hier beschrieben ist. Sie konnen bei Nestler
etal nachgelesen werden. Fiir zwei Phasen und eine Komponente ldsst sich
das Modell zu dem hier beschriebenen Modell umformulieren. Die Evolutionsglei-
chungen und werden mit einem expliziten Eulervefahren in der Zeit
gelost und ortlich mit einer Diskretisierung zweiter Ordnung auf einem reguldren
kartesischen Gitter aufgelost.
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Parameterwahl flir Nickel

In[Teil wurden einige atomistischen Simulationsmethoden angesprochen. Diese
konnen verwendet werden, um Eingabeparameter fiir die Phasenfeldmethode
zu erhalten. Einige thermopysikalischen Eigenschaften fiir Nickel konnen aus
Mills entnommen werden. Andere werden durch Molekulardynamiksimu-
lationen bestimmt. Dazu wird die Embedded-Atom-Methode nach Foiles
(EAM F85) verwendet. Die hier verwendeten MD-Simulationen wurden von Ro-
berto Rozas und Jiirgen Horbach im Rahmen einer SPP-Zusammenarbeit durch-
gefiihrt und die dabei entstandenen MD-Daten wurden zur Verfiigung gestellt.
Die temperaturabhingigen Bulkeigenschaften werden aus unabhéngigen Gleich-
gewichtssimulationen von homogenen Systemen bei Druck p = 0 bestimmt. Die
Fliissigphase wird durch Schmelzen einer zuvor gesetzten Kristallphase erzeugt.
Dazu wird die Temperatur des Thermostats tiber die der Schmelztemperatur
gesetzt. Die Kristallphase entsteht durch eine relaxierte perfekte Kristallphase.
Zur Vorbereitung werden Simulationen mit dem isotherm-isobaren Ensemble
(NPT) verwendet, zur eigentlichen Simulation wird dann das mikrokanonische
Ensemble (NVE) benutzt.

Die Dichte der Bulkphasen wird an die quadratische Funktion p*(T) = p§ +
pET + p3 T? gefittet. Fiir die fcc-Festphase, bezeichnet mit « = s, ergibt sich im
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Temperaturintervall von 300 K bis 1900 K pg = 8 901.6 kg/m?, p; = —0.20379 kg/m* K
und p§ = —0.0000614202 kg/m* k2. Fiir die Flussigphase, bezeichnet mit « = €, ist
pE = 8992.26k8/m?, pf = —0.667037k8/m’ k und p% = 0.0000331612 kg/m’ K* im
Intervall von 1000 K bis 3 000 K. In beiden Fallen sind auch metastabile Phasen
im Fit enthalten.

Die latente Wérme, dies ist der Unterschied der Enthalpie der Fliissig- zur Fest-
phase, wird im Temperaturintervall von 1000 K bis 1900 K an die quadratische
Funktion, L%(T) = L§ + LT + LYT? mit den Faktoren L§ = —15980.2)/kg,
L; = 324.745)/kgk und L5 = —0.0810984 J/kg 2, gefittet. Die latente Warme als
Energie pro Volumen ergibt sich dann durch L*(T) = L(T) - p*(T) fiir die
Festphase. Fiir die Fliissigphase wird L* = 0 gesetzt.

Die spezifische Warmekapazitit bei konstantem Volumen ist gegeben durch die
lineare Funktion €5 (T) = ¢§ + ¢ T mit ¢ = 419.452)/kg kK und ¢ = 0.020388 J/kg K>
fiir die Festphase und c{ = 563.024J/kgk und ¢ = —0.06952]/kg k* fiir die Fliis-
sigphase.

Der ermittelte Werte der Temperaturleitfahigkeit a aus MD-Simulationen betrigt
2.1-1077 m/s [130]. Experimentelle Werte, 170-10~7 m*/s von Mills [79]],120-10~7 m*/s
von Zinovev et al. und 8.7 - 1077 m*/s von Nagata et al. [132]], unter Mikro-
gravitation gemessen, sind mindestens vier Mal grofler. Die Differenz lésst sich
durch den in der klassischen Molekulardynamik nicht modellierten Beitrag von
Elektronen beim Warmetransport in Metallen erklaren.

Die Schmelztemperatur Ty, = 1748 K ist bestimmt aus inhomogenen fest-fliissig-
Systemen, wo die Bewegung der Grenzflache Null ist.

11.1. Anisotrope Parameter

Materialeigenschaften, die mafigeblich von der Grenzflache abhéngen, hiangen
meistens von der Ausrichtung der Atomebenen ab. Als kontinuierliches Modell
muss diese Ausrichtung in der Phasenfeldmethode explizit modelliert werden.
Dazu werden anisotrope Parameter eingefiihrt, deren Richtungsabhangigkeit iiber
die Normale der Grenzfldche bestimmt wird. Der Gradient des Phasenfelds zeigt
in Richtung der Grenzflichennormale, sodass fiir die Normale 7i = V¢/|V ¢ gilt.
Sie existiert offensichtlich nur im Interface.
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11.1.1. Kinetische Anisotropie

Der kinetische Koeflizient k wird durch die lineare Beziehung zwischen plana-
rer Wachstumsgeschwindigkeit v und Unterkithlung AT nahe der Koexistenz
bestimmt,

v = kAT.

Die Wachstumsgeschwindigkeiten werden durch unabhingige Simulationen mit
Kristallorientierungen {100}, {110} und {111} bestimmt. Sie sind von der Kris-
tallorientierung abhéngig. Daraus folgt unmittelbar die Richtungsabhingigkeit
des kinetischen Koeftizienten. Die Richtungsabhingigkeit wird durch die kubisch
Harmonische modelliert, da diese genau wie die fcc-Struktur eine kubische Sym-
metrie besitzt. Die ersten vier kubisch Harmonischen lauten nach Fehlner und
Vosko [133]]

Koo(f) =1,
Kua(A) = V21 (5Q(#) -3),

Ko, (1) = g%(z}ezsﬁ(ﬁ) +21Q(#) -17),

1
Ks.(f1) = \/5613—2(65Q(ﬁ)2 — 2088 () - 94Q(#) + 33)
mit Q(#) = nf + nd + n? und S(#) = n?nZn? fir it = (ny, ny, n3)".

Wird die Normierung der einzelnen kubisch Harmonischen aufgegeben, so kann
die gewichtete Summe der ersten #n kubisch Harmonischen verwendet werden,
um eine orientierungsabhingige Gewichtung zu bekommen. Sei

k(ﬁ) = ]zoKO,o(fl) + I;IK4,1(fl) + ]‘;ZKG’I(ﬁ)
fiir drei Freiheitsgrade. Dies lésst sich zu
k(i)

].% = Ko)o(fl) + 81K4,1(1:l) + €2K6’1(fl)
0

=1+¢&(5Q(f1) —3) + &,(462S(A) +21Q(7) —17). (1.1)

169
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umstellen, mit ¢; := I~<j /ko fiir j = 1,2. Oder dquivalent dazu mit

. 35¢;
677 140 + 21e, — 2008,
_ 28082
140 + 21g; — 200¢,

- 3 10
ko :=k 1+—£——e)
0 o( 0T T

k-

zu
k(#)

0

=1+ &,.(4Q(71) - 3) + 0, (P(f1) +30S(#))

umformulieren, mit P(f1) = nf + n§ + nf.

Fiir die drei Hauptorientierungen, {100}, {110} und {111}, lassen sich die kineti-
schen Koeffizienten mit dem EAM F85-Modell bestimmen. Fiir die verschiedenen
Kristallorientierungen ergeben sich die kinetischen Koeffizienten

k100 =0.33 m/s K, k110 =0.23 m/s K, klll =0.12 m/s K. (112)
Die Orientierungen lassen sich als Normalenvektor
b0 = (LO.OF, R SIS U 111
n = » Uy > n = T =T = > n = T = =5 =
100 =\ s m=\3 BB

schreiben. Die Funktionen Q, P und S ergeben sich zu den Orientierungen als

Q(#00) =1, P(#i100) = 1, S(#i100) =0,
. 1 R 1 N
Q(fing) = 2’ P(fino) = rk S(#i0) =0,
QUim) ==, P(im) ==, S(im) = -
fim) = -, fim) = —, finy) = —.
m) =3 m) =g m) =5

Damit ldsst sich das Gleichungssystem aufstellen
kigo = ko(1+ &k + Ok), (11.3a)

1
ko = ko(1—&x + Z5k), (11.3b)

ki = ko(1- gSk + %51(). (11.3¢)
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Abbildung 11.1.: Orientierungsabhéangige Kinetik mit den Werten kqoo = 0.33 ™/sk, k110 =
0.23 m/s kund ki1 =0.12 m/s K.

Dessen Losung, nach Einsetzen von ki, k110 und ki3, lautet ko = 0.319205 m/s %,

& = 0.230331und &y = —0.19651ﬂ Abbildung 11.1|zeigt die orientierungsabhéngige

Kinetik k(#1) mit den berechneten Parametern.

11.1.2. Grenzflachenanisotropie

Die Grenzfldchensteifigkeit und Grenzflichenenergie werden aus der Analyse
des Kapillarwellenspektrums fiir grof3e fliissig-fest-Grenzflichen bei Koexistenz
bestimmt. Die Grenzflachensteifigkeit ist definiert durch

(11.4)

mit 7, und ﬁﬁ als Einheitsvektoren tangential zur Grenzfliche || Sie wur-
de von Rozas und Horbach [102] fiir verschiedene Kristallorientierungen [100],

e, und & wurden in filschlicherweise vertauscht aufgeschrieben.

m
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[110] 159> [110] 0y und [111] bestimmt, wobei die Grenzflichenenergie fiir die
[110]-Richtung abhingig von den parallelen Richtungen, notiert durch den Sub-
skript, ist. Es sind

)7[100] =0.177 I/mz, )‘)[110][110] =0.405 I/mz,
)7[110][001] = 0228 ]/mz, )7[111] = 0386 I/m2

Die richtungsabhingige Grenzflichenenergie y(#) wird beschrieben durch die
kubisch harmonische Entwicklung analog zu (IL1) mit den ersten vier kubisch
Harmonischen. Mit Ausklammern ergibt sich

y(#) ( 3) ( 17) ( 5 94 33)
=1 -z 3Q + 668 — — 5Q2-16S- —Q+ — . (1L.5
vo +e1| Q A Q+ - )*es Q 13Q+13 (11.5)

Durch Einsetzen von in ergibt sich das Gleichungssystem
Yl100] = )’0(1 - §€1 - @82 - §83),
5 7 13
. 39 155 19
Y[110] gy = )’0(1 T8t 183),

10
. 21 365 33
Y[10] (00 = )’0(1 - 581 + ﬂez + 5—253),
Y] = yo(l + le - @82 + &83)
5 63 351

fiir die Grenzfldchensteifigkeit y. Details hierzu konnen der Referenz entnom-
men werden. Fiir die EAM F85 16sen yq = 0.302)/m?, & = 0.10191, &, = —0.00134
und &5 = 0.00876 das Gleichungssystem. Mit diesen Werten ergeben sich die
Grenzflichenenergien y[199] = 0.315)/m?, y[i10] = 0.3007/m?> und yppy) = 0.2947/m?,
wie in [Abbildung 11.2(a)| gezeigt.

Zusitzlich wird die mittlere Grenzflachenenergie y benétigt. Sie lasst sich durch
Gleichsetzen des Oberflichenintegrals der Einheitskugel S {iber die anisotrope
Grenzflichenenergie mit dem Oberflachenintegral tiber y berechnen,

fszy(ﬁ)dA=/sz))dA.

Da y konstant ist, folgt mit 477, der Oberflache der Einheitskugel,

o1 .
7= ./sz y(#) dA. (1L6)

Wegen der schwach ausgepragten Anisotropie ist y = 0.3021/m? ~ y,.
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(a) MD (b) PFC

Abbildung 11.2.: Anisotrope Grenzflaichenenergie berechnet ausMD- undPFC-
Simulationen. Rot entspricht jeweils dem maximalen Wert, y[140] und blau dem mini-
malen Wert, y[11].

11.1.3. Grenzflachenanisotropie aus PFC

In[Abschnitt 6.2]aus[Teil | wurden die Grenzflichenenergien ebenfalls fiir eine fcc-
Struktur berechnet. Die dimensionslosen Ergebnisse fiir eine Unterkithlung von

¢ = 0.53 aus[Tabelle 6.3]lauten y[199] = 0.0104, y[110] = 0.0100 und ;) = 0.0079.

Unter Verwendung der ersten drei kubisch Harmonischen ergibt sich mit

%=1+81(Q—§)+82(3Q+66S—g)

das Gleichungssystem
Yoo = Yo(1+ &1+ €2),

1
Y[i0] = )’0(1 —&+ 282);

5 11
Y] = )’0(1 —38 + 582)

173
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analog zu (IL.3). Mit der Lésung yo = 0.00957, &; = 0.33565 und &, = —0.08403. Die
Funktion wird in [Abbildung 11.2(b)| gezeigt. Da es sich bei den PFC-Rechnungen
um ein Modellsystem handelt, kdnnen die Ergebnisse nicht mit den Ergebnissen
aus den MD-Rechnungen verglichen werden. Die berechneten Werte aus dem
Modellsystem reichen jedoch aus, um zu zeigen, dass die durch die PFC-Methode
bestimmten Werte ebenfalls als Eingabeparameter fiir PF-Rechnungen dienen
kénnen.
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Datengewinnung und
-konvertierung

Im vorherigen Kapitel wurden physikalische Parameter aus MD- und PFC-Simu-
lationen extrahiert. Fiir eine vollstindige Simulation wird zusitzlich auch eine
Geometrie benétigt. Diese kann durch explizites Setzen der Phasenfeldvariable ¢
erfolgen. Sie kann mit Hilfe des Grenzflichenprofils gesetzt werden. Wie
oben beschrieben, ist das Grenzflichenprofil jedoch nur fiir planare Flichen
im Gleichgewichtszustand giiltig. Die Verformung, die durch den Einfluss von
Kriften verursacht wird, ist nicht genau bekannt. Da die Phasenfeldevolutions-
gleichung die Entropie maximiert und diese fiir ein perfektes Grenzflichenprofil
maximal wird, evolviert das Phasenfeld gegen das perfekte Grenzflachenprofil.
Somit ist es nicht notig das Grenzflachenprofil der Geometrie perfekt zu initiali-
sieren. Als approximative Initialisierung kann ¢ im Festen mit 1 und im Fliissigen
mit 0 initialisiert werden. Eine anschlieflende Faltung mit einem Gléttungskern,
etwa (6.1), sorgt fiir eine geglittete Grenzfliche, die das Volumen erhilt und eine
Approximation an die perfekte diffuse Grenzfliche ist.

Fiir den Vergleich des Wachstums eines Atomclusters zwischen MD und der PF-
Methode wird die Geometrie aus den MD-Daten konvertiert. Dazu wird zunéchst
beschrieben, wie der initiale Cluster generiert wird.
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12.1. Generierung von Cluster und Schmelze

Fiir die Wachstumssimulation von einem Atomcluster wird eine Kugel mit Kris-
tallstruktur, umgeben von einer Schmelze, mittig in das Simulationsgebiet gesetzt.
Zur Initialisierung von diesem Aufbau werden einige Simulationsdurchlaufe mit
dem NPT-Ensemble benétigt. Zunidchst wird die Festphase ins Gleichgewicht
bei p = 0 gebracht. Dazu werden die Atome in einer perfekten fcc-Struktur in
dem kubischen Simulationsgebiet so angeordnet, dass die initiale Dichte nah an
der experimentell gemessenen Dichte p = 8.9 8/cm® (bei Raumtemperatur) liegt.
Der zweite Schritt teilt das Simulationsgebiet in zwei Gebiete auf, Schmelze und
Festphase. Die Festphase wird durch eine Kugel mit Radius r = 25 A definiert.
Alle Atome in der Kugel werden fixiert und nur die Bewegung der Atome in der
Schmelze wird simuliert. Auflerhalb der Festphase wird die Temperatur linear, bis
deutlich tiber die Schmelztemperatur, erh6ht. Dabei wird ein isotropes Barometer
verwendet. Im ndchsten Schritt wird die Schmelze wieder auf die Temperatur des
Kristalls abgekiihlt, sodass eine metastabile, unterkiihlte Schmelze entsteht. Der
letzte Schritt sorgt dafiir, dass die Grenzflache relaxiert, indem wieder alle Atome
in der Simulation bewegt werden. Als Ergebnis entsteht ein kristalliner Cluster,
der in eine Schmelze bei gleicher Temperatur eingebettet ist.

12.2. Lokaler Ordnungsparameter gsqs

Auf der atomaren Langenskala werden die Partikel der MD-Simulationen durch
ihre Position und Geschwindigkeit zu gegebener Zeit beschrieben. Ein einzel-
ner Partikel kann nicht zwischen Kristall und Schmelze unterschieden werden.
Dazu wird die lokale Anordnung dieses Partikels mit seinen Nachbarn betrach-
tet und bewertet. Die Bewertung wird durch den lokalen Bindungsordnungs-
parameter g¢qs vorgenommen, da dieser ein gutes Kriterium fiir die
Unterscheidung von fcc-Kristall und Schmelze zu Verfiigung stellt. Der lokale
Bindungsordnungsparameter fiir ein Partikel ist eine Funktion, die abhéngig von
den relativen Koordinaten der Nachbarpartikel ist. Sein Wert unterscheidet sich
je nach Ordnung der Nachbarpartikel, so konnen die Partikel anhand dieses Wer-
tes in Kristallstruktur oder ungeordnete Schmelze eingeteilt werden. Der lokale
Bindungsordnungsparameter g¢qs lasst sich fiir Partikel i durch Ys,,, die Kugel-
flichenfunktionen von Grad 6 und Ordnung m, definieren. Sei PP die Indexmenge
aller Partikel und p; die Position von Partikel i im Raum. Die Indexmenge aller
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Nachbarpartikel zu Partikel 7, die innerhalb des Abstand mit dem Radius r liegen,
ist definiert durch

Ni={jeP||pi-pjl<r}.

Fiir Nickel wird der Radius r = 3.36 A, leicht mehr als der doppelte Van-der-
Waals-Radius, gewihlt. Sei Z; := |\V;| die Anzahl der Nachbaratome fiir Partikel
i. rij bezeichnet den Richtungsvektor zwischen Partikel i und j. 6(r;;) ist der
Polarwinkel und ¢(r;;) der Azimutwinkel zu diesem Richtungsvektor. Der durch
die Kugelflichenfunktionen gewichtete Mittelwert aller Richtungsvektoren ist
definiert durch

B ] 1
Qem (i) = 7 > Yom(0(rij), 9(rij)).
ing
Dessen Normierung ist gegeben durch
p -1/2
- . B . = |2
qﬁm(l) = Q6m(’)( Z |Q6m(l)| ) :
m=—6

Wird das m in g, (i) als Vektorkomponente aufgefasst, so ergibt sich das Skalar-
produkt

60) 06) = 3 don(en )

Der lokale Bindungsordnungsparameter ist definiert durch die Mittelung dieser
Skalarprodukte,

466() = - 3 46(1) - 4e(j):
i jeN;

12.3. Konvertierung von Atomdaten

Die Daten der MD-Simulationen bestehen aus diskreten Atompositionen. Je-
dem Atom wird der Wert des localen Bindungsordnungsparameter gsgs aus dem
vorherigen Abschnitt zugeordnet. Werden die Positionen der Atome als unstruk-
turierte Gitterpunkte aufgefasst, so bilden die g¢g¢-Werte ein Feld auf diesem.
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Abbildung 12.1.: Verteilung des lokalen Bindungsordnungsparameters gsqg fiir das aus
den MD-Daten fiir 1 500 K konvertierte gsgs-Feld. Die Fits der GauBkurven teilen das
Gebiet in Flussigphase, Grenzflache und Festphase

Dieses q¢q6-Feld wird mit einem regelmafligen, kartesischen Gitter mit dem Ab-
stand Ax = 1A iiberdeckt. Die gsqs-Werte werden auf diesem geglittet. Dazu
werden die unstrukturierten g¢qs-Werte, deren Abstand vom regelméfliigen Git-
terpunkt u = (i, j, k) maximal 2 betrdgt, gemittelt und u zugewiesen. Das Feld
der g g¢-Werte wird anschlieflend so skaliert, dass der PF-Kristall das gleiche Vo-
lumen wie der MD-Kristall hat. Der gsqs-Ordnungsparameter ist normalverteilt,
mit einem Peak bei y und einer Standardabweichung o. Eine typische Vertei-

lung von g¢qs zeigt [Abbildung 12.1} Der Wert der Phasenfeldvariablen ¢, am

Gitterpunkt u, wird wie folgt definiert

0, wenn geqs() < a := pg — 20y,
o(u) = 1 wenn geqs (1) > b = ys + 205,
q6d6(4) —a a, sonst.
b-a

Konvertierung von PFC-Daten

Bei grofien PFC-Simulationen wird fiir gewohnlich nur die Position der Dichte-
peaks gespeichert. Von diesen Positionen kann genauso wie von den MD-Daten
der g¢g6-Ordnungsparameter bestimmt werden und auf das regelmiflige Gitter
projiziert werden. Ist stattdessen das Dichtefeld vorhanden, so kénnen daraus die
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Dichtepeaks berechnet werden und es kann weiter wie oben verfahren werden. Al-
ternativ kann das Dichtefeld ¢ oder aber die daraus berechnete freie Energiedichte
durch Glattung in ein Grenzflachenprofil gebracht werden, das dem Phasenfeld

dhnlich ist, siehe Dies kann analog zu dem ggqs-Wert skaliert

werden,
0, wenn y(u) < ¥y,
1, wenn y(u) > Vs,
o(u) = . y(u) >y
u, sonst.
Ws - 1//(’,

Damit die Restwelligkeit im Dichtefeld keinen Einfluss hat, wird y/; etwas unter-
halb der Dichte der Festphase y, gewdhlt und , etwas oberhalb der Dichte der
Fliissigphase .. Dies kann je nach Starke der Glattung mit einem Parameter v
gemacht werden, s = (1-v) (ys — e ) + Yo und ¥p = v(ys— e ) + . Fir v = 0.05
werden so die oberen und unteren 5 % abgeschnitten.
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Isothermes Wachstum

Die Gibbs-Thomson-Gleichung (10.20) fiir den Grenzwert des Grenzflichenpara-
meters ¢ — 0, unter der Annahme eines Temperaturgradienten in der diffusen
Grenzschicht, lautet

AT = % + 2HT. (13.1)

Im Zweidimensionalen ist fiir einen Kreis mit Radius r die mittlere Kriimmung
H = 1/(2r). In den folgenden Untersuchungen wird zunachst ein isothermes
System betrachtet. Begonnen wird mit einem System im Gleichgewichtszustand.

13.1. Validierung im Gleichgewichtszustand

Im Gleichgewichtszustand gilt v = 0. vereinfacht sich dann zu AT = 2HT =
['/r. Umstellen nach r ergibt also den Radius, fiir den sich das System im Gleich-
gewichtszustand befindet, dieser wird als kritischer Radius r. := T /AT bezeichnet.
Demnach befindet sich ein runder Cluster mit Radius 7. im Gleichgewicht. Dabei
bezeichnet Cluster die zum Phasenfeld dquivalente Atomstruktur, die in dem
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kontinuierlichen Phasenfeld nicht aufgeldst wird. Stattdessen wird die Phasenfeld-
variable ¢ im Radius r um einen Punkt x auf 1 gesetzt und im iibrigen Gebiet 0
gesetzt. Als Beispiel fiir die Temperatur T' = 1550 K, berechnet sich der kritische
Radius zu r. = 9.7 A. Ein Cluster, der kleiner als 7, ist, muss also schmelzen und
ein Cluster, der grofier als 7 ist, muss wachsen. Phasenfeldsimulationen bestitigen
dies. Fiir T = 1550 K wichst ein gesetzter Cluster mit Radius r = 10 A und schmilzt
fiir r = 9.5 A. Das Setzen eines Clusters zwischen 9.5 A und 10 A ist nicht ohne
grofleren Aufwand moglich. Da dieses Ergebnis eine Abweichung von 3 % hat,
soll es als Test geniigen.

13.2. Validierung an der planaren Grenzflache

Fiir eine planare Grenzfliche, dies ist der Grenzfall fiir r — oo, ist die Kriimmung

0, sodass sich zu
v =kAT (13.2)

vereinfacht. Um den Phasenfeldrelaxationsparameter 7(#) deutlicher mit dem
kinetischen Koeffizienten k(#) aus der MD zu verbinden, wird der Parameter
70(T) := L(T)/(TTy) eingeftihrt. Da T konstant ist, wird die T-Abhangigkeit
nicht geschrieben. Aus ergibt sich damit

AN L(T) _ To
) = T k) k)

Mit den Parametern aus ergeben sich fiir feste T die in[Tabelle 13.1| ge-

zeigten Parameter. Die Wachstumsgeschwindigkeit aus PF-Simulationen planarer
Grenzflichen mit den Orientierungen [100], [110] und [111] werden im Vergleich
zu der analytischen Losung und den MD-Simulationen in [Abbildung 13.1 gezeigt.
Der kinetische Koeffizient, gemittelt fiir Temperaturen im Intervall von 1400 K
bis Ty, wird in[Tabelle 13.2] aufgelistet. Sowohl die PF-Methode als auch die MD
konvergiert fiir kleine Unterkiithlungen zu der analytischen Losung aus (13.1). Fiir
groflere Unterkiithlungen zeigen die Geschwindigkeiten der PF-Simulationen wei-
terhin ein lineares Verhalten in Abhédngigkeit zur Unterkiithlung AT. Die Kinetik
in der PF-Methode passt in diesem Bereich gut mit den ermittelten MD-Werten
aus tiberein. Erst bei extremen Unterkithlungen fiir T < 1200 K wird diese
Linearitdt gebrochen.
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Abbildung 13.1.: Wachstumsgeschwindigkeit einer planaren Grenzflache bei unter-
schiedlichen Temperaturen fiir die Grenzflachenorientierungen [(a)| [100],|(b)| [110]
und[1 11] im Vergleich zu MD. Der kinetische Koeffizient ist in[Tabelle 13.2|aufgelis-
tet.[[d)|fasst die Geschwindigkeiten aller Richtungen der PF-Simulationen noch einmal
zusammen.
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Tabelle 13.1.: Temperaturabhangige Parameter fiir verschiedene T.

/K L(T)/[m] G(T)/[m* K] C(T/Umik]  To(T)/[fm* ]
1000 1.9029232-10° 3.7986297-10° 4.1248960-10° 1378.158424
1200 2.1170095-10° 3.8037554-10° 3.9516967-10° 1148.465354
1400 2.2721969-10° 3.8061271-10° 3.7830368-10° 984.398874
1450 2.3020792-10° 3.8062826-10° 3.7415682-10° 950.454085
1500 2.3284707-10° 3.8062614-10° 3.7003746-10° 918.772283
1525 2.3403689-10° 3.8061841-10° 3.6798804-10° 903.710442
1550 2.3514080-10° 3.8060623-10° 3.6594544-10° 889.134467
1575 2.3615928-10° 3.8058958-10° 3.6390963 - 10° 875.021221
1600 2.3709276-10° 3.8056846-10° 3.6188058-10° 861.349015
1650 2.3870654-10° 3.8051272-10° 3.5784271-10° 835.247530
1748 2.4090209-10° 3.8035100-10° 3.5000610 - 10° 788.420151

Tabelle 13.2.: Kinetischer Koeffizient von Ni in m/sk von Molekulardynamiksimulationen
und Phasenfeldsimulationen.

Orientierung MD  PF Sun et al.
[100] 0.33 0.323+0.003 0.358 +0.022
[110] 0.23 0.214+0.002 0.255+0.016
[111] 0.12 0.112+£0.001 0.241 £0.04

Fir MD-Simulationen ist diese Linearitdt nur fiir kleine Unterkiithlungen (T >
1600 K) gegeben, die Geschwindigkeit ist kleiner als von der linearen Beziehung
prognostiziert. Der gleiche Effekt kann auch in den Ergebnissen von Hoyt et
al. [13] beobachtet werden. Die Wachstumsgeschwindigkeit der MD-Simulationen
wird von vielen Effekten beeinflusst. So kommt es fiir grofiere Unterkiihlungen in
der Schmelze hiufiger vor, dass sich durch Nukleation Atome zu kleinen Clustern
ansammeln. Diese Cluster konnen sich auch wieder auflosen oder sich mit dem
grofSen Cluster vereinen, wobei letzteres unwahrscheinlicher ist. Gibt es viele
Cluster in der Schmelze, ist die Wahrscheinlichkeit, dass es auch unmitelbar vor
der Grenzfliche zum Kristall kleine Cluster gibt, grof3. Diese Cluster erschweren
dann das Anlagern von Atomen an den Kristall. Da sich zum einen nur wenige
frei bewegliche Atome vor der Grenzflache zum Kristall befinden und zum andren
konnen sich diese dann alternativ am Cluster statt am Kristall anlagern. Durch
beide Effekte wird das Kristallwachstum gebremst.
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Abbildung 13.2.: Simulationsabbilder bei 1 550 K. MD-Simulationen bei (a) Initialisie-
rung, (b) 80 ps, (c) 100 ps und (d) 220 ps. Die untere Reihe (e)-(h) zeigt die Entwicklung
des Keims in PF-Simulationen mit dem entsprechenden Volumen.

13.3. Keimwachstum in 3D

Das Keimwachstum wird mit beiden Methoden, MD und PF, simuliert. Als initialer
Keim wird ein wie in[Abschnitt 12.] generierter Cluster verwendet. Dazu werden
N =256 000 Atome simuliert. Diese entsprechen einer kubischen Simulationsbox
mit einer Kantenldnge von 145 A. Der initiale Keim hat einen Radius von 25 A,
was etwa 5.5 - 10°> Atomen entspricht (vgl. . Damit ist der Keim
viel grofSer als der kritische Keim bei T = 1500 K, der aus etwa 10 Atomen besteht,
wie Bokeloh et al. zeigen. Fir T > 1600K ist der initiale Keim kleiner
als der kritische Keim und schmilzt wie erwartet. In MD wird mit einem NPT-
Ensemble bei p = 0 simuliert, dazu wird ein Andersen-Thermostat und -Barostat
verwendet.

Da die MD den Keim bei konstanter Temperatur simuliert, werden die PF-Simu-
lationen ebenfalls isotherm durchgefiihrt, beginnend mit den gleichen initialen

Keimen, die, wie in[Abschnitt 12.2| beschrieben, konvertiert sind.
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Abbildung 13.3.: Zeitliche Entwicklung des Keimvolumens fiir verschiedene Temperatu-
ren, dabei werden fiir die MD-Werte Mittelwerte aus acht unabhéngigen Simulationen
bestimmt.

Simulationsbilder der MD- und PF-Simulationen werden in[Abbildung 13.2|gezeigt.

Die Entwicklung des Keimvolumens als Funktion der Zeit ¢ zeigt[Abbildung 13.3]
Fiir moderate Unterkiihlungen (T > 1550 K) stimmen die Wachstumsgeschwindig-

keiten in den MD- und PF-Simulationen gut iiberein. Fiir groflere Unterkithlungen
zeigt die PF-Methode ein schnelleres Wachstum, welches mit groflerer Unter-
kithlung noch weiter von der Wachstumsgeschwindigkeit der MD-Simulationen
abweicht. Unter der Annahme, dass der Keim seine kugelige Form im frithen
Wachstumsstadium beibehilt, wird fiir ein Volumen V der Radius r := /3V /(47)
und die radiale Geschwindigkeit v, := dr/dt definiert.[Abbildung 13.4(a)| zeigt die
Entwicklung der radialen Geschwindigkeit der MD-Simulationen. Dort kénnen
drei Bereiche identifiziert werden, im ersten und letzten fallt die Geschwindigkeit
ab, im mittleren gibt es einen linearen Geschwindigkeitsanstieg. Der erste Abfall
lasst sich durch die Generierung des Keims erkldren, wo das System weiter rela-
xiert, um die Grenzfliche auszubilden. Die Relaxation kann nicht vom Wachstum
entkoppelt werden, sodass im ersten Bereich nur eine Uberlagerung beider Effekte
beobachtet werden kann. Im zweiten Bereich wéchst der Keim mit linear zuneh-
mender Geschwindigkeit. Der Geschwindigkeitsabfall im letzten Bereich ldsst sich
durch die endliche Gréfle der Simulationsbox erkléren, wo der Keim grof3 genug
ist, um mit seinem periodischen Abbild zu interagieren. Dadurch verliert er auch
die kugelige Form. In den PF-Simulationen ist dieser Relaxationsbereich nur fiir
grofle Unterkiihlungen zu beobachten, wie|Abbildung 13.4(b)|zeigt. Die Grenz-
flache bildet sich schnell aus und das Wachstum wird nicht weiter beeinflusst.
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Abbildung 13.4.: Zeitliche Entwicklung der radialen Geschwindigkeit fiir verschiedene
Temperaturen in@MD-Simulationen undl@lPF-SimuIationen.

Die Randbedingung der PF-Methode hat erst dann einen Einfluss auf das Ergeb-
nis, wenn die Grenzflache den Rand beriihrt. In diesem Fall wird die Simulation
dann beendet.

Im Vergleich nimmt die Geschwindigkeit in den PF-Simulationen von Anfang an
linear zu, bei den MD-Simulationen erst nachdem sich die Grenzfldche ordentlich
ausgebildet hat und die initiale Struktur relaxiert ist. Das bedeutet aber auch, dass
durch diese Uberlagerung von Wachstum und Relaxation der Keim zu diesem
Zeitpunkt schon grofler ist, sodass ein Vergleich zu gegebenem Radius sinnvoller
ist als der Vergleich zur selben Zeit.[Abbildung 13.5] zeigt die radiale Geschwindig-
keit iiber den Keimradius bei unterschiedlichen Temperaturen. Die Ergebnisse der
PF-Simulationen stimmen mit der Gibbs-Thomson-Gleichung iiberein. Die
analytische Geschwindigkeit ist v = kayg (AT — 2T'/7), wobei kayg den mittleren
kinetischen Koeffizienten angibt. Eine Approximation an die Geschwindigkeit
in Form der Gibbs-Thomson-Gleichung, v, v(r) = ar + br/r, wird benutzt, um
die Daten mit den Parametern ar und by fiir jede Temperatur T zu fitten. Fiir
diese Approximation werden nurdie Datenpunkte mit relaxierter Grenzfliche, wo
r>30A gilt, benutzt. Diese Fits werden ebenfalls fiir die MD-Daten im zweiten
Bereich gemacht, in etwa dort, wo der Keimradius zwischen 40 A < r < 60 A liegt.
Diese Werte sind durch Punkte in[Abbildung 13.5 markiert. Nach der Gibbs-Thom-
son-Gleichung erreicht die radiale Geschwindigkeit einen asymptotischen Wert,
v = lim, oo vr, 7(7), wenn der Keim grof8 genug ist, seine Form zu erhalten.
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Abbildung 13.5.: Entwicklung der radialen Geschwindigkeit fiir verschiedene Tempera-
turen in[{@)] Molekulardynamik- und[(b)|Phasenfeldsimulationen. Die Linien zeigen die
Fits ve,r(r) := ar + br/r.

Dieser Grenzwert kann nicht direkt in den Simulationen beobachtet werden, da
erstens die Simulationen in einem endlichen Gebiet durchgefithrt werden und
zweitens eine anisotrope Grenzflachenenergie modelliert ist, sodass der Keim
seine kugelige Form nicht beibehilt, die Gibbs-Thomson-Gleichung aber davon
ausgeht. Daher wird der Fit extrapoliert und fiir jede Temperatur wird eine asym-
ptotische, radiale Geschwindigkeit v.°, = ar angegeben. |Abbildung 13.6(a)|zeigt
die in den PF- und MD-Simulationen beobachtete asymptotische, radiale Ge-
schwindigkeit. Die Ergebnisse beider Methoden liegen zwischen den linearen
Funktionen vi99 = ki9oAT und vi1; = ki3 AT. Fiir die MD-Simulationen zeigen
die Ergebnisse ein ahnliches Verhalten wie im planaren Fall. Fiir grof3ere Unter-
kithlungen weicht die radiale Geschwindigkeit starker von dem linearen Verlauf
ab. Die PF-Simulationen zeigen dieses Verhalten ebenfalls, jedoch weniger stark
ausgeprigt, dabei ist die Geschwindigkeit der PF-Simulationen geringer als die
der MD-Simulationen.

Wie in[Abschnitt 13.2] gezeigt, hingt die Wachstumsgeschwindigkeit von der Ori-
entierung der Kristalloberfliche ab. Fiir die PF-Methode ist dies durch die Aniso-
tropie der Kinetik modelliert. Die Simulationen der planaren Grenzflichen aus
[Abbildung 13.1)zeigen, dass die Kinetik fiir planare Grenzflichen sehr gut reprodu-
ziert werden kann. Wie aber kann das planare Ergebnis auf das Keimwachstum
iibertragen werden?
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Abbildung 13.6.:Asymptotische, radiale Geschwindigkeit als Funktion der Tempera-
tur. Dabei sind die Werte v; die Grenzwerte der Fits aus[Abbildung 133] [(b) Kugeligkeit

des Kristalls flir unterschiedliche Unterkiihlungen. Die Kontur zeigt die Form des Schnitts
in [100]-Richtung durch das Kristallzentrum fiir den Kristall bei T = 1400 K und 1 550K.

Unter der Annahme einer perfekten Kugel kann die durchschnittliche Kinetik
kavg als ein Oberflachenintegral der Einheitskugel iiber den kinetischen Koeffizi-
ent berechnet werden, wie es auch schon fiir die Grenzflachenanisotropie
gemacht wurde. Es ist

Kavg = ﬁ J., k(i) da~0.236.

Fiir eine Kugel ist damit die erwartete Wachstumsgeschwindigkeit v, (AT) =
kavgAT, die durchgezogene Linie in|Abbildung 13.6(a)} Im friihen Wachstumssta-
dium &hnelt die Kristallform stark einer Kugel. Die bevorzugte Wachstumsrich-
tung [100] sowie die Oberflachenanisotropie formen die Gleichgewichtsform, die
fiir Nickel Ahnlichkeiten mit einem Oktaeder hat. Die deutliche Verformung von
der Kugel zum Oktaeder ist in[Abbildung 13.2(h)|zu erkennen. Im Grenzfall gibt
es daher nur noch [111] Richtungen. Damit nimmt die Flache der [100] Orientie-
rungen zugunsten der [111] Orientierungen mit grofler werdendem Kristall ab. Es
folgt, dass die Wachstumsgeschwindigkeit zwischen kg fiir den kugeligen Beginn
und kyj; dem finalen Oktaeder liegen muss, insbesondere unterhalb von k,y,.

Zur Verdeutlichung des Ubergangs von einer Kugelform zu einer Oktaederform
wird die folgende Definition verwendet.
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Definition 13.1 (Kugeligkeit). Die Kugeligkeit s ist ein Maf3 fiir die kugelige Form
eines Kristalls. Sei V' das Volumen und sei S die Oberfliche eines Kristalls. Unter
der Annahme einer perfekten Kugel ldsst sich der Radius r = v/3V/(47) und
die Oberfliche Sy = 477 aus dem Volumen V berechnen. Nach Wadell ist
dann die Kugeligkeit s gegeben durch

Das Volumen eines Kristalls im Phasenfeld ist definiert durch V := [, ¢ dV und
die Oberfliche durch S := f,|V¢|dV. Dabei geht die Oberflichenberechnung
von einer glatten, nicht deformierten Oberfliche aus, was in der PF-Methode
nicht mehr gegeben ist, wenn treibende Krifte etwa aus der Kriimmung oder der
Unterkiihlung vorhanden sind. Um dies auszugleichen, wird ein Korrekturfaktor
benutzt, der fiir eine Kugel mit Radius 25 A bestimmt wird. Die Oberfliche wird
dann mit diesem Faktor, 1.0089, multipliziert.[Abbildung 13.6(b)| zeigt die Kugelig-
keit als Funktion {iber den Radius. Der Keim wird weniger kugelig fiir ein langeres
Wachstum und eine stirkere Unterkithlung. Daher ist die Wachstumsgeschwin-
digkeit unterhalb von k. insbesondere fiir stirkere Unterkiihlungen geeignet.

Bis hierher wurde gezeigt, dass die atomistischen Strukturen fiir die Phasenfeldme-
thode konvertiert werden kénnen. Thermophysikalische Parameter konnen mit
atomistischen Simulationsmethoden bestimmt werden oder aus der Literatur ent-
nommen werden. Mit deren Hilfe kann die Phasenfeldmethode einen kontinuierli-
chen Blick auf die atomistische Skala werfen. Fiir einfache Geometrien, wie planare
Flachen, stimmen die Ergebnisse sehr gut mit denen aus Molekulardynamiksi-
mulationen iiberein. Fiir komplizierte Geometrien kann die Phasenfeldmethode
keine detaillierte Ubereinstimmung liefern. Sie beruht auf Eingabeparametern,
die ein statistisches Mittel angeben. Es werden keine lokalen Abweichungen von
diesem Mittel abgebildet, sodass sich die Methoden unterscheiden miissen. Eine
Untersuchung der entstehenden Geometrie in der Phasenfeldmethode zeigt je-
doch, dass sich die Wachstumsraten der Geometrie entsprechend verhalten. Fiir
grofere Geometrien mitteln sich die Abweichungen in den Molekulardynamiksi-
mulationen heraus, sodass eine bessere Ubereinstimmung erwartet werden kann.
In den nachfolgenden Kapiteln werden, ausgehend von den hier beschriebenen
Keimen Dendriten berechnet, die um einige Gréfenordnungen grofer sind.
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Techniken zur Effizienzsteigerung

Im vorherigen Kapitel wurde gezeigt, dass die Phasenfeldmethode auf atomarer
Lingenskala, im Vergleich zu atomistischen Simulationsmethoden, vergleichbare
Ergebnisse liefern kann. Nun soll der Weg tiber die Skalen zuriick zu einer typi-
schen Skala der Phasenfeldmethode verfolgt werden. Konkret heift dies, dass der
Cluster aus den vorherigen Kapiteln, der einige Angstrém grof8 ist, als Keim fiir
einen Dendriten dienen soll, der einige Mikrometer grof3 ist.

Zwischen der atomistischen und mikroskopischen Langenskala liegen mindestens
vier Groflenordnungen. Diese miissen tiberbriickt werden, wenn der komplette
Weg vom Keim bis zum Dendriten gezeigt werden soll. Fiir Simulationsgebiete
mit einer Kantenldnge von 1 um, hier fingt die mikroskopische Langenskala an,
bedeutet dies, dass bei gleichbleibender Auflésung von 1 A im Zweidimensionalen
10® und im Dreidimensionalen sogar 10'? Gitterpunkte benétigt werden. Bei
zwei Feldern mit doppelter Genauigkeit werden im Dreidimensionalen demnach
14.6 TB Arbeitsspeicher benétigt. Schon ohne Abschitzung der Rechenzeit wird
klar, dass Simulationen dieser Gréflenordnung nicht sehr praktikabel sind. Im
Folgenden werden verschiedene Algorithmen beschrieben, die zu einer Steigerung
der Effizienz fiihren und damit zeigen, dass Simulationen mit einem so grofien
Aufwand gar nicht notig sind.
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Die Algorithmen sind speziell fiir das symmetrische, dendritische Wachstum in
einer reinen Nickelschmelze entwickelt worden. Sie konnen jedoch wegen ihrer
Einfachheit auch auf weitere Probleme tibertragen werden, sofern die ausgenutzten
Eigenschaften, also die Symmetrie, vorhanden sind. Nickel besitzt eine kubische
Anisotropie, wie in[Abschnitt 11.1|gezeigt wurde. Die daraus resultierende kubische
Symmetrie kann genutzt werden, um das Simulationsgebiet von vornherein zu
verkleinern. Fiir einen symmetrischen Keim geniigt es demnach, wenn nur ein
Achtel simuliert wird. Dazu wird der Keim mit seinem Mittelpunkt in eine Ecke
des Simulationsgebiets gesetzt (siehe[Abbildung T4.1). An den Seiten des Simulati-
onsgebiets, wo der Keim den Rand beriihrt, wird die Neumann-Randbedingung
benutzt, so ist gewéhrleistet, dass die Rédnder als Spiegelebene fungieren und damit
die Symmetrie erhalten bleibt. Dieses symmetrische Simulationsgebiet wird als
reduzierter Wiirfel bezeichnet.

14.1. Iteratives Hochskalieren

Als erstes Verfahren wird ein iteratives Hochskalieren beschrieben. Die Idee da-
hinter ist, ein Simulationsgebiet mit relativ wenigen Gitterpunkten mit einem
wachsenden Keim mitwachsen zu lassen, dabei aber die Anzahl der Gitterpunkte
nicht zu erhéhen. Dazu wird in einem kleinen kubischen Gebiet mit L Zellen
pro Richtung und initialem Gitterabstand Ax(®) die Wachstumssimulation ge-
startet. Der Keim wichst und bevor Randeffekte auftauchen wird die Simulation

unterbrochen. Dies ist in der oberen Reihe in[Abbildung 14.1 dargestellt.

Um nun gréfier simulieren zu kénnen, ohne das Gebiet zu vergréfiern, wird ein
Skalierungsschritt von (n — 1) - n wie folgt durchgefiihrt. Die Grofle des Keims
wird so angepasst, dass er in ein kubisches Gebiet mit einer Kantenldnge von L/2
Zellen passt. Dazu wird eine trilineare Interpolation verwendet. Das so skalierte
Gebiet wird in die untere Ecke des L x L x L-Gebiets eingebettet, wie unten in [Ab}
bildung 14.1]zu sehen ist. Das iibrige Simulationsgebiet wird mit initialen Werten
aufgefillt, fiir das Phasenfeld mit 0 und fiir das Temperaturfeld mit der initialen
Temperatur Tj.

Damit sich nach dieser Skalierung die physikalische Grofie des Keims nicht dn-
dert, wird der Gitterabstand verdoppelt, Ax(") := 2Ax("~!). Die physikalische
Grofle des Simulationsgebiets betragt dann 2" Ax(?) L. Die Simulation wird fort-
gesetzt, wobei die Zeitschrittweite vervierfacht werden kann, At(") := 4A¢("~1,
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Wachstums-
simulation
L

Parameterdanderung:
Ax™ = 2ax"") Skalieren
A" = apd™

l Einbetten

L2

L

Abbildung 14.1.: Schematische Darstellung eines iterativen Hochskalierungsschrittes in
2D. Eine detaillierte Beschreibung befindet sich im Text.

Dies folgt unmittelbar aus der CFL-Bedingung At/Ax* < C, die fiir das
verwendete explizite Eulerverfahren mit einer einfachen Zeitdiskretisierung und
einer Ortsdiskretisierung zweiter Ordnung gilt. Wie[Tabelle T4.1|zeigt, ist der physi-
kalische Gitterabstand nach vier Skalierungsiterationen auf den 16-fachen Abstand
angewachsen, Ax(*) = 16Ax(%). Die Zeitschrittweite ist 256 mal so grof$ wie zu
Beginn At(*) = 256At(*). Damit ist eine dreidimensionale Simulation insgesamt
> 10® mal schneller. Fiir n Schritte ist sie allgemein um den Faktor 2°" schneller.

Diese iterative Skalierungsmethode ist aufgrund des relativ kleinen Simulations-
gebiets mit konstanter Grof3e sehr schnell. Inwieweit der durch die Skalierung
verursachte Fehler toleriert werden kann wird in[Kapitel 15 diskutiert. Hier wird zu-
vor eine weitere Methode vorgestellt, die die Uberlegungen, die zum reduzierten
Wiirfel gefithrt haben, weiterfiihrt.
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Tabelle 14.1.: Steigerung von Orts- und Zeitdiskretisierung in der iterativen Hochska-
lierungsmethode. Der Speedup ist fiir ein 3D-Gebiet angegeben, er besteht aus dem
Ortsfaktor 2>" und dem Zeitfaktor 22",

Schrittn  Ax(™/ax®  At™ /At Speedup

0 1 1 1
1 2 4 32
2 4 16 1024
3 8 64 32768
4 6

256 1048576

14.2. Ausnutzung der Symmetrie

Durch Einfithrung des reduzierten Wiirfels kann das tatsidchliche Problem in
einem kleineren Gebiet simuliert werden. Dabei entstehen entlang der drei Haupt-
achsen die Dendritenarme, genauer 1/4 des Arms in jede Richtung. Ein kompletter
Arm kann durch Spiegelungen an den Koordinatenebenen erstellt werden. Wéchst
der Dendrit symmetrisch, oder ist die Asymmetrie nicht von Interesse, so ist nur
einer der 1/4-Arme notig, um den gesamten Dendriten abbilden zu kénnen. Im
Folgenden wird dazu eine Geometrie erstellt.

14.2.1. Konstruktion der Hillschen Tetraeder

Ein Wiirfel Q := { (x,y,2) € R3 | 0<x,y,2< 1} kann in 6 symmetrische Teile
geteilt werden. Dazu wird Q entlang der drei Schnittebenen (110), (101) und
(011) geschnitten. So entstehen sechs Hillsche Tetraeder 141], die durch die
folgenden Mengen beschrieben werden,

Hs = {(x,y,Z
,H6 = {(x,y,Z

eR*|0<z<y<x<l},

Hi={(xp2)eR’|0<x<y<z<l},
Hy={(x,y,z) e R’ |0<x<z<y<1},
Hy={(xy.2) e R*|0<z<x<y<l},
Hy={(x,.2)eR’|0<y<x<z<1},
)
)

eR’|0<y<z<x<l}.
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(a) Initial Wurfel

y y
(¢) (101) Schnitt (d) (071) Schnitt

Abbildung 14.2.: Der Einheitswiirfel Q in wird von den Ebenen (110), (101) und
(011) geschnitten. Das Ergebnis des ersten Schnittsist dquivalent zu der Menge
Ay = {(x,y,2) e Q| x <y} = HiUH,y U Hs. Der zweite Schnitt [(c)| ist entspricht
der Menge Az := {(x,y,2z) € Ay | x <z} = H1 U H,. Der dritte Schnittﬁresultiert in
{(x,y,2) € A2 | y < z} und beschreibt das Hillsche Tetraeder #;.

Genaugenommen sind diese Mengen ein Spezialfall der Hillschen Tetraeder. Sie
bilden eine liickenlose Raumfiillung fiir einen Wiirfel. So ist die Vereinigung
dieser Mengen gerade der reduzierte Wiirfel Q = (J°_, Hn.zeigt
die Schnittebenen von Q. Jede Schnittebene teilt den Wiirfel in zwei gleiche Teile,
wovon jeder Teil aus drei Hillschen Tetraedern besteht. Die vier Seitenflichen eines
Hillschen Tetraeders bestehen aus rechtwinkligen Dreiecken mit den Seitenldngen
1, v/2 und /3. Die beiden nicht sichtbaren Dreiecke in|[Abbildung 14.2(d)|sind
gleichschenklig.

195
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Der reduzierte Wiirfel wird mit Q bezeichnet und ist das diskrete Analogon von Q.
Der Keim wird im Ursprung von Q so platziert, dass Q 1/8 des Keims beinhaltet.
Die drei Schnittebenen sind offensichtlich Spiegelebenen fiir die Symmetrie des
Keims. Jedes Hillsche Tetraeder beinhaltet 1/6 von dem Teil des Keims im redu-
zierten Wiirfel Q, also liegt 1/48 des Keims in ;. Dies ist gerade der Fundamen-
talbereich des wachsenden Dendriten. Der Keim wichst mit der Dendritenspitze
in z-Richtung. Die Spiegelebene (110), zusammen mit der xz- und yz-Ebene,
projizieren diesen Teil zuriick auf einen ganzen Arm in z-Richtung. Die Arme in
x-und y-Richtung werden durch die Ebenen (101) und (011) projiziert.

Aufgrund der Symmetrieeigenschaften gentigt es also ein Hillsches Tetraeder zu
berechnen. Durch die Projektionen entsteht der gesamte Dendrit. Das diskrete
Analogon des Hillschen Tetraeders #; wird benutzt, um das Simulationsgebiet
zu definieren. Es sei

Hy:={(i,jk) e N’ |0<i<j<k<N}

mit N, der Anzahl der Zellen in einer Richtung. Analog sind Hy, ..., Hs die
diskreten Mengen der Hillschen Tetraeder ,, ..., Hs. Zur Rekonstruktion des
reduzierten Wiirfels Q wird H; auf H,, ..., He abgebildet. Dazu werden die Ab-
bildungen

Ay Hy - Hy, (i, j, k) = (i, k, j),
As:Hy - Hs, (i, j, k) = (k, 1, ),
Ay:Hy — Hy, (i, j, k) = (j, i, k),
As:Hy — Hs, (i, j, k) = (k, j, i),
Ag : Hy > Hg, (i, j, k) = (j. k, i)

verwendet. Diese lassen sich zu Q vereinigen. Aus Q lisst sich durch Spiegelung
an den xy-, xz- und yz-Ebenen das Simulationsgebiet erzeugen, welches den
kompletten Dendriten umfasst.

Fiir das numerische Losen der Phasenfeldevolutionsgleichung und der Tempera-
turevolutionsgleichung werden finite Differenzen in einem dquidistanten Gitter
berechnet. Der Diskretisierungsstempel benétigt die direkten und einfach dia-
gonalen Nachbarzellen. Fiir Randzellen, bei denen es keine Nachbarzellen gibt,
werden einseitige Differenzen gebildet. Um Diskretisierungsfehler, die durch die
einseitige Diskretisierung entstehen, zu vermeiden, wird H; um jeweils eine Zelle
in jede Richtung im Inneren erweitert.
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Tabelle 14.2.: Die Laufzeit von MPI parallelisierten Testsimulationen mit einer kubischen
Domain der GroRe 72° Zellen. Benutzt wurden die Cluster HP XC3000 am Steinbuch
Centre for Computing am Karlsruher Institut fiir Technologien (hc3) mit 2 Quad-Core
Intel Xeon E5540 (2.53 GHz) und 24 GB RAM pro Knoten und der Cluster des Institute
of Materials and Processes an der Hochschule Karlsruhe (Imp) mit 2 Quad-Core AMD
Opteron 2350 (2 GHz) und 16 GB pro Knoten. Angegeben sind jeweils Rechnungen
auf einem und auf zwei Knoten. Zum Vergleich wird zusatzlich die Laufzeit auf einer
lokalen Workstation (WS) mit Dual-Core Intel EB400 (3 GHz) und 4 GB mit zwei Prozessen
angegeben.

hc3/1 he3/2 Imp/1 Imp/2 WS
Hillsches Tetraeder 274s  153s 507s 333s 5445
Ganzer Wiirfel 1568s 498s 1835s 1022s 2840s
Speedup 5.7 3.2 3.6 3.1 53

Mit dieser Konstruktion wird das Innere von H; mit dem vollen Diskretisierungs-
stempel berechnet. Dies stellt sicher, dass die Berechnung in H; identisch mit der
Berechnung des Wiirfels Q ist. Der innere Rand von H; im Wiirfel ist gegeben
durch die Menge

B:={(i,j,k) eIN’ | k<N:(i<jaj=k+1)v(i=j+1nj<k)
v(i<jaj=k+2)v(i=j+2naj<k)v(i=j+1nj=k+1)}.

Alle Zellen, die nicht in der Vereinigung H; U B eingeschlossen sind, werden als
nicht Berechnungszelle markiert. Fiir Zellen des inneren Randes B muss eine
passende Randbedingung formuliert werden, welche die symmetrischen Ein-
genschaften erhalt. Dazu werden diese Zellen nach jedem Zeitschritt durch die
Abbildungen A, ..., A¢ mit den Werten aus H, gefiillt. Folglich haben die Zellen
in H; die gleichen Nachbarzellen, die sie auch in Q hatten. Geometrische Details
des inneren Randes B und der nétige Datenaustausch der Randschichten in paral-

lelen Rechnungen, und die dort auftretenden Sonderfille, sind in

dargestellt.

Eine Testsimulation von einem 73> Zellen groflen kubischen Gebiet mit einem
Prozess zeigt einen Geschwindigkeitsgewinn (Speedup) von etwa 6.5, mehr als das
theoretisch erwartete Maximum von 6. Dies kann durch die bessere Ausnutzung
des Caches erklart werden, was aber nicht weiter untersucht wird. Der Speedup

fiir parallele Rechnungen ist in [Tabelle 14.2] aufgelistet.
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Prozess 1 tKommunikationsrand! Prozess 2

Abbildung 14.3.: Die Zeichnung zeigt das Simulationsgebiet und die Kopiervorgange
fur die Randbedingungen in einer parallelen Simulation. Die gestrichelte, diagonale
Linie zeigt die Symmetrieachse. Die oberen weilen Zellen sind die Berechnungszellen,
die unteren grauen Zellen sind die als nicht Berechnungszelle markierten Zellen. Nach
jedem Zeitschritt wird der Randaustausch fiir die parallele Kommunikation (blauer Kas-
ten), wie (D zeigt, ausgetauscht. Zusitzlich wird die Gebietsrandbedingung ausgefiihrt,
was aus Ubersichtsgriinden hier nicht gezeigt wird. Dann wird fiir jede Zelle des inneren
Rands B (blau) die symmetrische Bedingung ausgefiihrt. Dazu werden die Werte vom
Inneren von H; mit den Abbildungen A,, ..., As (—) kopiert, mit der Ausnahme von
Zellen in der Region (2). Hier werden Daten von einem anderen Prozess benétigt, was ei-
nen zusatzlichen Kommunikationsschritt bedeuten wiirde. Die Zellen werden jedoch fiir
die weitere Berechnung nicht benétigt, sodass diese Zellen als nicht Berechnungszelle
markiert werden kénnen (schraffiert). Fir Zellen in B, die direkt neben dem Gebietsrand
liegen, wird dieser ebenfalls neu gesetzt (angedeutet durch - - »).



142 Ausnutzung der Symmetrie

14.2.2. Reduzierte Hillsche Tetraeder

Um mit einer einfachen Methode das Simulationsgebiet zu durchlaufen und zu
berechnen, werden alle Zellen von Q gespeichert, obwohl nur etwa 1/6 des Gebiets
iberhaupt berechnet wird. Wie[Abbildung 14.4(a)|zeigt, fillt die Dendritenspitze
nur einen kleinen Teil vom Hillschen Tetraeder H; aus. Dies erlaubt es, das Hillsche
Tetraeder mit einer Ebene, parallel zur xz-Ebene, zu teilen. Wird diese Ebene bei
y = 1/2 geschnitten, so wird das Hillsche Tetraeder in zwei identische Hélften
geteilt. Die Hailfte, die den Dendriten beinhaltet, ist definiert durch

<3}
y‘z

1
OSZSIAOSxSySmin{E,z}}.

HE ::{ (x,9,2) € Hy

:{ (x,y,2) e R?

H{ passt in einen Quader mit einem Viertel des Volumens von Q. Das diskrete
Analogon wird mit Hf bezeichnet. Fiir die Simulation muss an der Schnittebene
eine Randbedingung definiert werden. Es wird die gleiche Randbedingung wie
fiir die anderen dufleren Rénder verwendet. Sobald ein Feld den Rand erreicht,
wird die Berechnung durch die Randbedingung beeinflusst. Giiltige Ergebnisse
konnen daher nur erreicht werden, solange kein Feld den Rand beriihrt.

199
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y y

(@) Schematischer Dendrit (b) Halber Hillscher Tetraeder

y

(c) Kleines Simulationsgebiet

Abbildung 14.4.: Reprasentation des Hillschen Tetraeders aus|Abbildung 14.2(d)[mit
einem schematischen Dendriten sowie der Schnittebene, [[b) ein halbiertes Hillsches

Tetraeder unddas reduzierte Simulationsgebiet, dessen Gré3e nur noch ein Viertel
von Q betrdgt. Das wird durch die gepunkteten Quader veranschaulicht.
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Anwendung flir grof3skalige
Simulationen

Die Phasenfeldmethode agiert fiir gewohnlich auf Lingenskalen zwischen der
mikroskopischen und makroskopischen Skala. In|[Kapitel 13| wurde die Phasenfeld-
methode auch auf der atomistischen Skala angewandt und mit einer atomistischen
Simulationsmethode, der Molekulardynamik, validiert. Wie bereits in [Kapitel 14]
angedeutet, soll der Atomcluster aus als Keim fiir einen Dendriten
benutzt werden. Um das Wachstum des Dendriten mittels des simulativen Weges
iiber die Skalen zu verfolgen, werden die in|[Kapitel 14beschriebenen Methoden
angewandt.

Beim dendritischen Wachstum entstehen Seitenarme in Folge von Stérungen an
der Wachstumsfront. Diese Storungen sind meistens thermische Fluktuationen,
welche als Rauschen implementiert werden konnen. Das impliziert, dass
das Dendritenwachstum nicht mehr isotherm gelost werden kann, so wird das
volle Modell aus [Kapitel 10| mit Phasenfeld- und Temperaturevolutionsgleichung
benutzt.

Zunichst soll das iterative Hochskalieren aus[Abschnitt 14.1] verwendet werden.
Dazu wird ein Simulationsgebiet mit einer Ortsauflésung von 1 A und 145 Zellen je
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Richtung verwendet. Dieses wird mit dem aus Molekulardynamikdaten umgewan-
delten kristallinen Cluster initialisiert. Der Cluster ist etwa 5 nm im Durchmesser

grofd und wurde bereits in [Kapitel 13| verwendet.

Die diskreten Atompositionen von MD zeigt{Abbildung 13.2(a)lund das mit der
Methode aus[Abschnitt 12.3| konvertierte kontinuierliche Phasenfeld wird in [Ab}
[bildung 13.2(e)| gezeigt. Aus den MD-Berechnungen entsteht kein symmetrischer
Keim, so ist der zum Phasenfeld konvertierte Keim ebenfalls nicht symmetrisch.
Die Phasenfeldevolution glittet den Keim zu Beginn jedoch schon nach weni-
gen Zeititerationen naherungsweise zu einer Kugel. Diese Eigenschaften der PF-
Methode erlauben es, den Keim als symmetrisch anzunehmen.

Das Temperaturfeld wird mit Ty = 1450 K initialisiert. Verwendet wird die Tem-
peraturleitfahigkeit a = 2.1-1077 m"/s aus der MD, da diese fiir eine langsame
Evolution des Temperaturfelds sorgt. Im Vergleich zum Phasenfeld breitet sich das
Temperaturfeld trotzdem noch sehr schnell aus. Um Randeffekte der Temperatur
zu vermeiden, wird daher ein doppelt so grofles Simulationsgebiet verwendet, wie
es fiir den resultierenden Kristall benétigt wiirde. D. h. der Kristall wéichst nur
bis zur Mitte bevor der Skalierungsschritt durchgefiithrt wird.

zeigt die Evolution des von MD konvertierten Keims bis zu einem

mesoskopischen Dendriten. In den einzelnen Skalierungsschritten formt sich die
Oberfliche des Keims von einer konvexen Kriimmung zu einer konkaven Form.
Der resultierende Dendrit erreicht eine Grofle von 1 um, was fiir einen Dendriten
aus reinem Nickel klein ist. Die Simulation verwendet die Parameter aus der MD,
die in[Kapitel Tl beschrieben wurden. Dort wurde auch schon diskutiert, dass die
verwendete Temperaturleitfihigkeit a = 2.1- 1077 m*/s wesentlich kleiner ist als
experimentelle Werte und damit diese Abweichung erklart werden kann.

Bei der Skalierung wird auch der Grenzflichenparameter & gedndert. Es wird
€ = 4Ax benutzt, sodass die Breite der diffusen Grenzflache fiir jede Teilsimulation
etwa 8-10 Zellen betrigt. Dies impliziert eine Anderung der physikalischen Grenz-
flachenbreite, was wiederum einen Einfluss auf die Wachstumsgeschwindigkeit ha-
ben kann. In 1D-Testsimulationen wurde der Einfluss vom Grenzflichenparameter
auf die Wachstumsgeschwindigkeit untersucht. In den ersten drei Teilsimulationen
bis Ax(® = 4 A, nimmt die Geschwindigkeit um 1.5 % zu. Fiir ein ¢, welches 8
mal so grof} ist wie die physikalische Grenzfliche, ist die Wachstumsgeschwindig-
keit 3 % schneller. Und fiir ein 16 mal so grof3es ¢ ergibt sich ein 7 % schnelleres
Wachstum. Diese Abweichung resultiert in einer nicht mehr symmetrischen Grenz-
fliache, sodass grole Werte Ax > 4 A zu einem nicht erwarteten Verhalten fiihren.
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Initialer, aus MD
konvertierter Keim

Zusammengesetzter
Dendrit

ax*=16 A

Abbildung 15.1.: Phasefeldsimulation eines Dendriten (unten rechts) gestartet von ei-
nem kleinen MD-Keim (oben rechts) mit vier iterativen Hochskalierungsschritten auf
der linken Seite (rot Wachstum, blau Skalierung). Der resultierende Dendrit hat eine
maximale Spannweite von 1 um.

Der Bereich, in dem eine symmetrische Grenzflache vorhanden ist, hdngt von
der treibenden Kraft ab, vgl. [127], also von der gewihlten Unterkiihlung. Fiir
andere, kleinere Unterkiihlungen kann diese Methode demnach tiber weitere
Iterationsschritte gute Ergebnisse produzieren.

Die willkiirliche Relaxationsgeschwindigkeit aus ermoglicht auch

noch fiir gréflere Ax eine symmetrische Grenzfliche. Sie vergrofert damit den
Bereich in dem giiltige Simulationsergebnisse erzeugt werden kdnnen. Zusitz-
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lich wird die Evolutionsgeschwindigkeit des Phasenfelds an die der Temperatur
angepasst. Dies fithrt dazu, dass das Phasenfeld naher an den Rand kommen
kann, bevor die Simulation durch Randeffekte des Temperaturfeldes beeinflusst
wird. So ist es moglich, die experimentell gemessene Temperaturleitfahigkeit
a=170-10"" m/s zu verwenden, ohne dass das Simulationsgebiet vergrofiert
werden muss, um Randeffekte zu vermeiden.

€ ist so gewihlt, dass die Grenzfldche etwa 8-10 Zellen breit ist, damit kann die
Geometrie des Dendriten maximal mit dieser Auflosung aufgelost werden. Die
mikroskopische Auflosung von dendritischen Seitenarmen kann also nur fiir
kleine Ax simuliert werden. Fiir grofSe Ax verschwinden benachbarte Seitenarme
in der diffusen Grenzfliche. Deswegen wird der hochskalierte Keim aus [Abbil}
mit Ax®) = 4 A auf Ax = 5A skaliert und so initial in ein Hillsches

Tetraeder aus[Abschnitt 14.2.1| gesetzt. Die tibrigen Parameter bleiben die gleichen
wie in beschrieben.

[Abbildung15.2)zeigt die Entwicklung eines 3D-Dendriten mit einer Spannweite bis

zu 2 um, berechnet in dem Hillschen Tetraeder. Durch Ausnutzung der Symmetrie
und Benutzung des Hillschen Tetraeders wird nur 1/48 des Dendriten berech-
net. Der komplette Dendrit entsteht dann, wie beschrieben, durch Spiegelungen.
Wegen der hoheren Temperaturleitfahigkeit sind die Arme dieses Dendriten we-
sentlich spitzer als die des 1 um grofien Dendriten aus[Abbildung 15.1} Der daraus
resultierende Dendrit fiillt ein 4 000° grofRes Gebiet aus und zeigt die Bildung von
sekundéren und frithen terniren Armen.

Theorien zur Beschreibung von thermischen Dendriten betrachten die Geschwin-
digkeit v und den Radius » der Dendritenspitze. Nach Ivantsov [143] folgen stabile
Losungen der Gleichung

A = \/nPe ™ erfc(v/Pe)

mit A := ¢, (Ty, — T)/L der dimensionslosen Unterkiihlung und der Péclet-Zahl
Pe := rv/(2a), dabei ist ¢, die Wiarmespeicherzahl, L die latente Wiarme und a
die Temperaturleitfihigkeit mit den Werten fiir Nickel aus [Kapitel 11} Es ergibt
sich ein Stabilititsparameter,

d() Zado
o= —

- >
rPe  vr?

wobei dy := 2107 m die Kapillarlinge fiir reines Nickel ist.|Abbildung 15.3|zeigt
den Stabilititsparameter o fiir den berechneten Dendriten aus
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(a) (b)

Abbildung 15.2.: Berechneter Dendrit mit einer Spannweite von 2 000 Zellen (1 um)
in dem zugehdrigen halben Hillschen Tetraeder. [[B)] Dendrit mit der Bildung von ter-
ndren Seitenarmen mit einer Spannweite von 4 000 Zellen (2 um) mit experimentellen
Parametern und der unendlichen Kinetik. Die Kontur zeigt den Schnitt durch den Sei-
tenarm und ist durch Pfeile gekennzeichnet.

Dieser konvergiert schnell. Die Abschitzung ojy.x ~ 0.026 nach Langer und
Miiller-Krumbhaar ist ebenfalls eingezeichnet. Dendritenspitzen mit einem
kleineren Wert sind nicht stabil und teilen sich durch Bildung eines Plateaus an der
Spitze auf. Nédheres zu dieser Stabilitdtstheorie kann bei Provatas und Elder
gefunden werden.

Die Drahtbox in[Abbildung 15.2(a)] zeigt ein halbes Hillsches Tetraeder aus[Ab}
[schnitt14.2.2] Zwischen Dendritenarm und Schnittebene ist ein deutlicher Abstand
zu erkennen, sodass, wenn die willkiirlichen Relaxationsgeschwindigkeit benutzt
wird, die Schnittebene keinen Einfluss auf das Temperaturfeld hat. Die Verwen-
dung des halben Hillschen Tetraeders ermdglicht es, mit einer Verdoppelung der
Zellen einen Dendriten mit einer Spannweite von 4 000 Zellen zu simulieren. Der
symmetrische Teil des Dendriten passt in einen Quader mit 2000 x 1000 x 1000
Zellen. Fiir Volumendaten mit einfacher Genauigkeit, also 4 Byte pro Zelle, ist
das Abbild eines Zeitschrittes fiir diesen Quader 7.45 GB grof3. Im Vergleich dazu,
ein Gebiet welches den ganzen Dendriten fasst, wiirde 32 mal so grof3 sein und
238 GB bendotigen. Der resultierende Dendrit ist in[Abbildung 15.2(b)| dargestellt.
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Kapitel 15 Anwendung fiir grof3skalige Simulationen
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Abbildung 15.3.: Stabilitdtsparameter 1400« flir den Dendriten aus |Abbildung 15.2
Sowie die Abschétzung oim-k ~ 0.026 fir stabile Dendritspitzen.

Deutlich zu erkennen ist eine dendritische Aufspaltung nah am Zentrum. Der
Schnitt durch einen Seitenarm hebt das Entstehen von ternaren Seitenarmen
hervor.

Fiir die parallele Simulation wird das Gebiet in einer Dimension in Scheiben
aufgeteilt, sodass ein reduzierter Wiirfel mit N Zellen pro Richtung maximal mit
N Prozessen berechnet werden kann. Wird das Hillsche Tetraeder in Scheiben
aufgeteilt, so bilden die Zellen, die berechnet werden, in Scheibe # ein gleich-
schenkliges Dreieck, mit Kathetenldnge #n. Die beiden Scheiben mit den grofiten
Dreiecken N und N — 1 umfassen etwa so viele zu berechnende Zellen wie eine
Scheibe des reduzierten Wiirfels. Diese werden einem Prozess zugeordnet. Die
weiteren Scheiben werden entsprechend aufgeteilt, sodass jeder Prozess weniger
als N? zu berechnende Zellen bekommt. Unter der Annahme, dass die Rechenlast
in allen Zellen gleich ist, lasst sich ein reduzierter Wiirfel der Grofle N = 145
mit 145 Prozessen genau so schnell berechnen wie das entsprechende Hillsche
Tetraeder mit 28 Prozessen. Mit 63 Prozessen kann die benétigte Zeit halbiert
werden, indem kein Prozess mehr zu berechnende Zellen bekommt als die grofite
Scheibe. Dies entspricht einer Reduzierung der CPUh um einen Faktor > 4.6.



16

Ausblick

Zusitzlich zu den in dieser Arbeit beschriebenen Themen haben sich noch weitere
Themengebiete gezeigt, die im Rahmen dieser Arbeit nicht ausgearbeitet werden
konnten. Einige werden im Folgenden kurz aufgefiihrt.

Die Phasenfeldmethode mit dem Hillschen Tetraeder speichert 5/6 des Gebiets,
obwohl dort nicht gerechnet wird. Die Interprozesskommunikation in der PACE3D-
Software arbeitet auf verteilten Daten. Hier findet zwischen benachbarten Prozes-
sen ein Randaustausch statt, der in dieser Arbeit nur in einer Dimension betrachtet
wurde. Mittlerweile gibt es fiir die PACE3D-Software einen Randaustausch in alle
drei Raumdimensionen [145]], dadurch wird das Verhiltnis von Rand- zu Rechen-
zellen besser. Wird der reduzierte Wiirfel gleichmiflig auf die Prozesse aufgeteilt,
so konnen Prozesse auftreten, die keine Berechnungszellen erhalten. Dies kann
noch optimiert werden, wenn dort das Gebiet erst gar nicht angelegt wird. Zudem
ist es moglich nur die zu berechnenden Zellen zu speichern, indem diese mit
Hilfe der figurierten Zahlen, den Dreiecks- und Tetraederzahlen linear indiziert

werden [146].

Eine andere Art der Interprozesskommunikation wird im PFC-Loser verwendet.
Dort greifen alle Prozesse auf denselben Arbeitsspeicher zu. Dies ist fiir den
massiven Gebrauch der Fourier-Transformation von Vorteil, da fiir die Berechnung
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einer Fourier-Transformation das Gebiet transponiert werden muss. Dazu benétigt
jeder Prozess von jedem anderen Prozess einen Teil der Daten. Wiirden die Daten
auf alle Prozesse verteilt sein, so wiirden sich fiir n Prozesse insgesamt n(n —
1) Kommunikationen ergeben. Die sinnvoll nutzbare Anzahl der Prozesse in
einem Knoten, also die Prozesse, die ohne Netzwerkkommunikation auf einen
gemeinsamen Speicher zugreifen konnen, ist beschrinkt. Dies liegt heute bei
etwa vier Prozessoren mit je 8 oder 12 Kernen, das sind also bis zu 48 Prozesse.
Beschleunigerkarten oder Grafikkarten erhohen die Anzahl der Prozesse je Knoten
auf einige Hundert bzw. Tausend. Wird nur auf einem Knoten gerechnet, so
ist die Grof3e des Simulationsgebiets durch die Grofle des Arbeitsspeichers des
Knotens beschrankt. Ein weiterer Knoten kann nur benutzt werden, wenn die
Daten verteilt werden. Die Anzahl der Kommunikationen kann bei einer hybriden
Parallelisierung, bei der zwischen einzelnen Knoten die Daten ausgetauscht werden,
auf einem Knoten jedoch der Speicher gemeinsam genutzt wird, stark reduziert
werden. Bei n = 32 Prozessen ergibt sich eine Reduzierung um den Faktor n(n —
1) = 992. Erste Schritte in diese Richtung werden in gezeigt.

Neuere Prozessorgenerationen unterstiitzen Vektorisierung, d. h. zur gleichen Zeit
kann eine Berechnung auf mehrere Daten durchgefithrt werden, dies wird als
SIMD (Single Instruction, Multiple Data) bezeichnet. Mit SSE (Streaming SIMD
Extensions) konnen zwei Gleitkommazahlen mit doppelter Genauigkeit gleichzei-
tig berechnet werden, mit AVX (Advanced Vector Extensions) vier und mit dem
fiir Beschleunigerkarten eingefiithrten AVX-512 acht Gleitkommazahlen. Im PFC-
Loser konnen diese Erweiterungen fiir die im Speicher linearen Berechnungen
effizient umgesetzt werden.

Die Konzentrationsfelder im multikomponentigen kristallinen Phasenfeld evolvie-
ren sehr langsam. Ohne Onsager Relation wiirde diese viel schneller evolvieren,
jedoch den Simplex C* verlassen. Hierfiir kénnte eine Riickprojektion auf den
Simplex verwendet werden. Inwieweit die Ergebnisse dann von dem jetzigen
Modell abweichen, muss untersucht werden.

Durch die Spektralmethode im kristallinen Phasenfeld konnte leicht ein impli-
zierter Losungsalgorithmus verwendet werden, der einen etwa 180 mal grof3eren
Zeitschritt ermoglicht. Die Phasenfeldmethode hat eine dhnliche Evolutions-
gleichung, sodass auch hier die Spektralmethode fiir einen implizierten Losungsal-
gorithmus benutzt werden kann, wodurch sich ebenfalls der Zeitschritt vergrofiern
lassen diirfte. Sicherlich ist dies nicht fiir alle Félle méglich, so erfordern nicht
periodische Randbedingungen eine extra Behandlung.
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Abbildung 16.1.: Ausschnitt des Inneren eines PFC-Dendriten. Es werden nur Atome
angezeigt, deren gsgs-Wert < 0.95 ist und die damit nicht im perfekten Gitter liegen.

Der in dieser Arbeit beschriebene Weg von der atomistischen Skala zu mikrosko-
pischen Dendriten, wurde anhand von reinen Metallen gezeigt. Dies sollte analog
auch fiir bindre oder ternére Systeme funktionieren. Hier konnen dann die Konzen-
trationsfelder der kristallinen Phasenfeldmethode direkt fiir Simulationen mit der
Phasenfeldmethode verwendet werden, ohne dass die Konzentrationsfelder erst
aus diskreten Atompositionen der Molekulardynamik erstellt werden miissen.

Das kristalline Phasenfeld wird haufig auch zur Betrachtung von Versetzungen
und den daraus resultierenden Eigenspannungen benutzt [32[35438]. Dies spielte
im Rahmen dieser Arbeit keine Rolle. Die einkomponentigen Dendriten aus[AD]
[bildung 6.6 zeigen jedoch im Inneren keine perfekte fcc-Struktur. [Abbildung 16.]]
zeigt in einem Ausschnitt die nicht perfekt geordneten Atome im Inneren ei-
nes Dendriten. Die nicht perfekte fcc-Struktur besitzt Gitterfehlbildungen die
Eigenspannungen dritter Art induzieren. Sie treten symmetrisch auf und sind
an Stellen zu beobachten, in deren Nihe sich spiter Seitenarme bilden. Es bleibt
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zu untersuchen, welchen Einfluss die Eigenspannungen auf das Entstehen von
Seitenarmen haben. Die PFC-Methode ist fiir diese Art der Untersuchung gut
geeignet, da die MD so grofie Dendriten nicht praktikabel simulieren kann. Die
PE-Methode wurde mit Spannungsfeldern gekoppelt. Ein aus den Eigenspannun-
gen initialisiertes dendritisches Seitenarmwachstum muss jedoch erst modelliert
werden. Dazu werden ab initio Berechnungen benétigt, um die Effekte und deren
Auswirkungen zundchst zu erkennen.
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AbschlieBende Diskussion und
Zusammenfassung

Parameter fiir PF-Simulationen aus der MD zu bestimmen, ist eine géngige Me-
thode [105]). [Abschnitt 6.2]und [I1.1.3|zeigen, dass einige Parameter auch mit
der PFC-Methode bestimmt werden kénnen. Die PF-Methode erzeugt auf ihrer
natiirlichen Skala, der mesoskopischen Skala, Ergebnisse, die zu Experimenten
kompatibel sind [88}[148]. In[Kapitel 13| wird bestatigt, dass PF-Simulationen mit
MD-Parametern sogar auf der atomistischen Skala durchfithrbar sind und zu MD-
Simulationen vergleichbare Ergebnisse liefern. Obwohl die einzelnen Atome in der
PF-Methode nicht aufgelost werden und somit nur ein mesoskopischer Blick auf
die atomistische Skala geworfen werden kann, ergeben sich gleiche Wachstumsra-
ten. Bei zu stark unterkiihlten Schmelzen fehlen durch den mesoskopischen Blick
der PF-Methode Details in der nichtlinearen Grenzfliche der MD-Simulationen.
Die kontinuierliche PF-Methode betrachtet viel mehr eine Mittelung der Effekte
auf atomistischer Skala, sodass gerade bei wenig beteiligten Atomen ein gréflerer
Unterschied entsteht. In planaren Grenzfldchen gibt es statistisch weniger Aus-
reifler als in einem Cluster, bei dem nur wenige Atome dieselbe Orientierung
haben. Daher ist es wenig verwunderlich, dass die Ubereinstimmung zwischen der
PF-Methode und der MD fiir eine planare Grenzflache grofier ist als beim Cluster.
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Um diese Diskrepanz besser zu verstehen, wird die Kugeligkeit eingefiithrt und
verwendet. Sie gibt an, wie sehr die Form eines Clusters einer Kugel dhnelt. Dar-
iiber kann das Wachstumsverhalten der Cluster in den PF-Simulationen erklart
werden. Die PF-Methode kann also das Verhalten einfacher Geometrien auch
auf der atomistischen Skala gut wiedergeben. Bei komplizierteren Geometrien
kommt es durch den mesoskopischen Blick zu einer erklarbaren Abweichung,
die fiir grofiere Geometrien kleiner wird.

Damit ist gezeigt, dass die PF-Methode in der Lage ist Multiskalensimulationen ab
der atomistischen Skala zu beschreiben, ohne dass fiir die verschiedenen Skalen
verschiedene Simulationsmethoden benétigt werden. Fiir eine effiziente Durchfiih-
rung der Simulation kdnnen einige Techniken benutzt werden. Diese erméglichen
die Simulation von grofSen Dendriten, ausgehend von Atomclustern.

Die iterative Hochskalierung aus[Abschnitt 14,1 halt die Gréf8e des Simulations-
gebiets, genauer die Anzahl von Gitterpunkten, konstant. Beim gleichzeitigen
Erhohen der physikalischen Lange wird die betrachtete Struktur vergréfiert. Trotz
wachsender Struktur bleibt der Rechenaufwand wegen der konstanten Anzahl an
Gitterpunkten gleich. Eine inhomogene Verteilung der Rechenlast wird hier aufSer
Acht gelassen. Das Skalieren der Lange um den Faktor 2 ermdglicht eine Vergrofie-
rung des Zeitschrittes um den Faktor 4. Im letzten Schritt in [ABbildung 15.1 wird
der Langenfaktor 16 benutzt, der einen Zeitschrittfaktor von 256 ergibt. Die theore-
tische Beschleunigung des Verfahrens bei einem Simulationsgebiet mit 16-facher
Anzahl von Zellen in jede Richtung ist > 10°, mit zusitzlicher Beriicksichtigung
der kleineren Zeitschrittweite. Da Phasenfeldsimulationen nicht unabhéngig von
der Breite ihrer diffusen Grenzfliche sind, kann der Gitterabstand nicht beliebig
angepasst werden. Dies bedeutet, dass die iterative Hochskalierung nur fiir die
ersten Schritte sinnvolle Ergebnisse liefert.

Die Simulation mit dieser Methode verwendet die Temperaturleitfahigkeit, die
auch in MD-Simulationen benutzt wird. Diese ist geringer als die in Experimenten
ermittelten Temperaturleitfdhigkeiten. Fiir eine hohere Temperaturleitfdhigkeit
evolviert das Temperaturfeld schneller, sodass das Simulationsgebiet grofSer sein
muss, um Randeffekte zu vermeiden. Die Méglichkeit eine willkiirliche Relaxati-
onsgeschwindigkeit zu wihlen sorgt dafiir, dass die Ausbreitungsgeschwindigkeit
des Phasenfelds an die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Temperaturfelds ange-
passt werden kann.

Wird die Symmetrie von Nickeldendriten ausgenutzt, so kann der Rechenaufwand

verringert werden, ohne den Gitterabstand dndern zu miissen, wie[Abschnitt 14.2.
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zeigt. Es wird nur ein représentatives Element des Dendriten berechnet. Thermi-
sche Fluktuationen, die durch zufélliges Rauschen modelliert werden, haben so
allerdings nur einen Einfluss auf den tatsachlich simulierten Teil des Dendriten,
sodass der rekonstruierte Dendrit trotzdem perfekt symmetrisch ist. Fiir die Un-
tersuchung von nicht symmetrischem, dendritischem Armwachstum ist diese
Methode daher nicht geeignet. Es wird weiterhin ein kubisches Simulationsgebiet
verwendet, um die Anpassungen in der PACE3D-Software gering zu halten. Das
Simulationsgebiet hat die gleiche Grof3e wie der reduzierte Wiirfel, es werden
jedoch nur etwa 1/6 der Zellen berechnet. Fiir eine Parallelisierung, bei der das
Gebiet in eine Richtung in Scheiben zerlegt wird, ist die Anzahl der maximal
benutzbaren Prozesse und damit die Beschleunigung durch die Gréfle des Simu-
lationsgebiets beschrankt. Fiir einen 145° Wiirfel kénnen demnach maximal 145
parallele Prozesse genutzt werden. Unter Ausnutzung der Hillschen Tetraeder
und einer geeigneten Aufteilung auf die Prozesse, werden fiir eine Simulation mit
gleicher Rechenzeit nur 28 Prozesse benotigt. Bei der Verwendung von 63 Prozes-
sen halbiert sich zusitzlich noch die Laufzeit. Dies fiihrt zu einer Beschleunigung
> 4, die durch die zusdtzliche Symmetrie zur trivialen Symmetrie des reduzier-
ten Wiirfels erreicht wird. Diesen Abschitzungen wird ebenfalls eine homogene
Verteilung der Rechenlast zugrunde gelegt.

Gegeniiber eines vollen Dendriten reduziert das Hillsche Tetraeder das Simu-
lationsgebiet um den Faktor 48 bzw. durch einen zusitzlichen Faktor 6, wenn
die triviale Symmetrie des reduzierten Wiirfels mit Faktor 8 beriicksichtigt wird.
Dartiber hinaus benétigt der symmetrische Teil des Dendriten im halben Hill-
schen Tetraeder nur 1/32 des Speichers des gesamten Dendriten und es werden
nur 1/96 der Zellen berechnet.

Thermische Dendriten lassen sich ausgehend von einem kleinen Atomcluster
auf einer mesoskopischen Skala berechnen, Dazu wird die iterative
Hochskalierung im frithen Wachstumsstadium eingesetzt. Auf Grund der Ein-
schrankungen der PF-Methode erfolgt eine Fortsetzung der Simulation in einem
halben Hillschen Tetraeder. Der Dendrit beginnt schlieSlich mit der Ausbildung
von terndren Seitenarmen. Die vorgestellten Techniken zur Verbesserung der
Recheneffizienz bieten durch die Einrichtung eines Simulations-Frameworks fiir
hochauflésende 3D-Berechnungen neue Einblicke in die Physik der Mikrostruk-
turbildung.

[Abbildung 171|fasst noch einmal die méglichen Koppelungen zwischen der atomis-
tischen MD und PFC-Methode mit der mesoskopischen PE-Methode zusammen.
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Abbildung 17.1.: Darstellung fir multiskalige Simulationen mit Berechnungen und
Konvertierungen von der atomistischen Skala bis zur mesoskopischen Skala. Die PFC-
Methode kann durch eine Modenapproximation oder eine Konvertierung von atomisti-
schen Daten (z. B. MD) initialisiert werden. PFC-Resultate kdnnen zu atomistischen Daten
konvertiert werden. Wie aus atomistischen Daten kdnnen die benotigten Parameter und
Daten fiir die PF-Methode direkt oder mithilfe geglatteter Dichten bzw. freier Energien
berechnet bzw. konvertiert werden. Aus diesen Daten lassen sich mit den vorgestellten
Simulationstechniken Dendriten auf der mesoskopischen Skala simulieren.

Dabei erhilt die Phasenfeldmethode die Parameter aus MD-, PFC-Simulationen
oder aus Experimenten. Die initiale Geometrie kann ebenfalls aus MD-, PFC-
Simulationen oder Experimenten konvertiert werden.

Der|erste Teil|dieser Arbeit behandelt das kristalline Phasenfeld. Es agiert auf der
atomistischen Langenskala, aber auf einer diffusen Zeitskala. Einzelne Atombewe-
gungen werden nicht aufgeldst, vielmehr wird der statistische Mittelwert der Be-
wegung eines Atoms durch eine Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte dargestellt.
Daraus ergibt sich ein Geschwindigkeitsvorteil gegeniiber anderen atomistischen
Simulationsmethoden, wie der Molekulardynamik. Die PEC-Methode wurde aus
der Swift-Hochenberg-Gleichung entwickelt, die verschiedene Muster wie Streifen
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oder hexagonale Strukturen im Zweidimensionalen bildet,[Abschnitt 5.1] Die Peaks
der hexagonalen Struktur werden als die grofite Aufenthaltswahrscheinlichkeit der
Atome interpretiert. Fiir ein konsistentes atomistisches Modell muss die Dichte
des Ordnungsparameters erhalten bleiben, da keine Atome verschwinden oder
erzeugt werden kénnen. So entstand die erhaltende Swift-Hochenberg-Gleichung,
die auch als PFC-Gleichung bezeichnet wird, [Abschnitt 5.2] Diese besitzt im We-
sentlichen zwei Parameter, die fiir Phasentransformationen benutzt werden, eine
Durchschnittsdichte und eine Unterkiihlung. Mit Hilfe einer Modenapproximati-
on lassen sich Kristallgitter annahern und damit lassen sich durch analytisches
Losen der PFC-freien Energie effizient Bereiche in Phasendiagrammen bestimmen,
in denen die jeweilig existierenden Strukturen stabil sind. So werden Parameter be-
stimmt, bei denen ein fcc-Gitter existiert. Durch Erweiterung der cSH-Gleichung
mit einem Zusatzterm, der eine zweite Gitterkonstante enthalt, konnen quadrati-
sche Strukturen und Quasikristalle beschrieben werden, [Abschnitt 5.3} Eine eher
physikalisch motivierte Herleitung des PFC-Funktionals kommt auf dasselbe Er-
gebnis, indem einige Approximationen an das DFT-Funktional gemacht werden,

wie [Abschnitt 5.5| zeigt.

Die Evolutionsgleichung der PFC-Methode enthilt Gradienten bis zur zehnten
Ordnung. Eine Berechnung mit dem Finiten-Differenzen-Verfahren ist aufwendig.
Mit Hilfe von Fourier-Transformationen stellen Spektralmethoden
ein effizientes Werkzeug dar, da die Losung damit ohne Mehraufwand implizit
berechnet werden kann.

Anwendungen der PFC-Methode in [Kapitel 6]zeigen, dass die Berechnung der
Grenzflachenspannung fiir wenige Gitterpunkte pro Einheitszelle nicht besonders
akkurat ist. Die mit der PFC-Methode berechneten Grenzflichenspannungen fiir
verschiedene Orientierungen kénnen genauso wie Grenzflachenspannungen aus
der MD verwendet werden, um eine anisotrope Grenzflaichenspannung fiir die
PF-Methode zu bestimmen. Dendriten und andere Mikrostrukturen zeigen ein
ahnliches Verhalten wie mesoskopische Simulationen.

Die Herleitung eines biniren PFC-Modells zeigt einige Ideen, die auch
fiir ein mehrkomponentiges PFC-Modell benotigt werden. Dabei wird
eine effektive Korrelationsfunktion eingefiihrt, die als Interpolation der paarweisen
Korrelationsfunktionen der beteiligten Stofte berechnet wird. Dadurch ergeben
sich einige Vereinfachungen fiir die Modellierung und Bestimmung der Korrelati-
onsfunktionen. Zur Erhaltung der Konzentration miissen Onsager-Koeffizienten
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verwendet werden, wie auch in der mehrkomponentigen PF-Methode. Phasendia-
gramme konnen mit einer analytischen Losung durch eine Modenentwicklung an
den perfekten Kristall oder durch die Minimierung der freien Energie berechnet

werden, [Abschnitt 8.3] Die Anzahl der Moden fiir die Approximation muss grof3
genug (2 10) sein, um akkurate Ergebnisse zu erhalten.

Die Phasendiagramme zeigen Bereiche in denen ein dendritisches
Wachstum moglich ist. Ebenso kann der eutektische Punkt bestimmt werden,
an dem ein lamellares eutektisches Erstarren simuliert wird. Das dendritische
Wachstum geschieht schnell. Die eutektischen Lamellen bilden sich im Vergleich
dazu nur sehr langsam aus, wie in[Abschnitt 8.6|gezeigt wird. Beides hangt mit der
Diftusion der Konzentrationen zusammen, die recht langsam ist. Anders als bei
den Lamellen ist beim dendritischen Wachstum keine Umlagerung der Konzentra-
tionen notwendig. Vielmehr ist der Konzentrationsunterschied an der Grenzflache
eine Folge des Wachstums. Dendriten in 2D, mit einer Spannweite von 1024 Ato-
men, lassen sich mit weniger als 3000 CPUh berechnen. Ohne die Modellierung
von thermischen Fluktuationen, wie es fiir die PF-Methode typisch ist, beginnt
der gezeigte Dendrit mit der Ausbildung von sekundéren Seitenarmen.
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Gewichtung

Definition A.1 (n-Standardsimplex). Seien n € IN und ey, ..., e,; die Einheitsvek-

toren im R"*!, dann bezeichnet A" das n-dimensionale Standardsimplex, definiert
durch

A" = {x e R

n+l n+l
X = Ztiei mit0<t; <lund Zt,- :1}.
i=0 i=0

Die Punkte e; werden Eckpunkte von A” genannt.

Bemerkung A.2. Die durch die Eckpunkte e; definierte Hyperebene, die auf den

positiven Raum [0, co["*" eingeschrankt ist, entspricht A”, wie |[Abbildung A.1
zeigt.

Bemerkung A.3. Fiir n € IN Komponenten ist ¢ = (cy, ..., cy) € R" das n-Tupel
der Konzentrationen. c ist eine Teilmenge des (n — 1)-Standardsimplex A", Fiir
die Konzentrationen c¢; gilt 0 < ¢; <1VY0 < i < nund

n
Z Ci = 1.
i=1

So gilt auch ¢, =1 - Y7'. Die nichste Definition wird gemacht, um Verwechs-
lungen zwischen n und n — 1 zu vermeiden.
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é3

Abbildung A.1.: Das 2-Standardsimplex A? im R*.

Definition A.4. Es sei (% := A" ' c R”, kurz C*.

Definition A.5. Sei ¢ € C;,. Eine Familie (;),_; _, von Funktion h; : Cy ~ [0,1]
heif3t Zerlegung der Eins, wenn Folgendes gilt

n
Z hi(C) =1. (Al)
i=1
Satz A.6. Sei L € R” eine beliebigen Grofie, die durch ¢ gewichtet wird
Lef = ) ciLis
i=1

und (h;) eine Zerlegung der Eins mit #; monoton steigend, h;(¢)|,_, = 0 und
hi(c)|,-, =1, dann ist auch

Legr= hi(c)L;
i1

eine Gewichtung von L. Fiir gewShnlich ist Lefr # Leg.

Beweis. Folgt direkt aus O



Definition A.7. Seien a = (ay, ay, ..., a,) und B = (B, B2, -
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.» Bn) zwei Multi-

indizes. Dann gehoren « und f zur selben Multiindexklasse, wenn das a-Tupel
eine Permutation vom B-Tupel ist. Bezeichnet wird die Multiindexklasse mit

{ar,02,...,ar} wobei o > oy > -+ > af >0
Beispiel A.8 (Triviale Gewichtung).
hi(ec) = c;

Beispiel A.9. Fiir n = 2 nach

hi(c) =3¢t -2c;
oder mit der Korrektur fiir beliebige # nach

hi(c) =3c; —2¢; +2¢; Y. cjck
j<k

j#i
ki

Satz A.10. (A.4) ist eine Zerlegung der Eins.

Beweisskizze. Firn =2giltc, =1- ¢y,

hl + hz = 3C12 —2Ci5 +3(1— C1)2 —2(1— Cl)3

(A.2)

(A3)

(A4)

=3¢t - 26 +3(1-2c+¢f) —2(1 -3¢, +3¢] - ¢;)

=1

Firn >2giltl = (X7, ¢;)’. Die Berechnung mit der Multinomialformel und
dem anschlieflenden Multiindizesvergleich fiir die Multiindexklassen

(i) {1, 1,1} hat den Multinomialkoeffizient 6. Die Korrektur 2c¢;c;cx kommt

dreimal vor (in h;, hj und hy),

(ii) {2,1} hat den Multinomialkoeffizient 3, mit ¢, = 1 — Z;’;ll ¢; ergibt sich fiir

jedes i

n
3ci| 2oei|=3ci Doej+1- Y ¢ [ =3ci(1- i) =3¢ -3¢},
=0 : :

j#i j#i
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(iii) {3} den Multinomialkoeffizient 1 und somit kommt ein ¢; hinzu.

Zusammenfassen von [(i)H(iii)} liefert Y7, h;(c).
Es gilt h;(c)|,_o =0und h;(c)|,_, =1 -

Beispiel A.11. Nach [149] mit 0 < m € R

cm
hi(e) = < (A.5)
T
Beweisskizze.
S Yio '
Zhi(‘:): nl m:L
i=1 o1 €]
Es gilt h;i(c)|.,_o =0und h;(c)|. ., =1 O
Partielle Ableitungen
Soll eine gewichtete Grofle partiell abgeleitet werden, so erhélt man
oL ", oh;
it 5o ohile) (A.6)
oc; o dc
Ist aha"c(jc) o © a’g"c(f) " 0, so ist die Gewichtung stetig.

Bemerkung A.12. Dies ist gleichbedeutend mit der stetigen Differenzierbarkeit
der Fortsetzung von h;(c) : R" - R mit

0 c; <0,
]:li(C) =41 Ci > 1,
hi(c) sonst.

Die triviale Gewichtung (A.2) ist nicht stetig differenzierbar.
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Satz A.13. Die partiellen Ableitungen von (A.4)), unter Berticksichtigung von ¢, =
1- Y7 ¢;, lauten

ah,’(())

=6¢c; — 6cf +2 Z CrCp —2¢; Z Cr Vi+n, (A.7a)
oc; k<l k=i
k#i k#n
1#i
ohi (C) =2 C,ch—c, ch = (cicn—c,-cj) Vi#tn,j*n,i#j, (A7b)
a k+i k+i
k#j k#n
one) __ 5~ Oule) Vin (A7¢)
oc; ke 9C ’ '
oh;(c) oh;(c) dc oh;(c) )
- RN il A S Vi+n, A7d
dc, HZn dc;  dcy ,; dc; P ( )
oh,(c) oh(c) oh(c)
= — = . (A7e)
dc, k; dcy k; l;l dc;
oh;(c)

Esgilt Y7, 5c, =0 Vj.

Beweis. Die Summe der partiellen Ableitungen ist insbesondere durch (A.7c) und
(A.7€) Null. Die Richtigkeit der Ableitungen muss gezeigt werden.

(a) Fiir den letzten Term in (A.4)) ist die partielle Ableitung nach ¢; mit der
Produktregel

Zchcl+26, chcl

k<l Ci k<1
k#i k#i
1+i 1+i

Fiir die Ableitung der letzten Summe ergibt sich mit der Bedingung fiir ¢,,

9cy
7ZCkCl ch ¢ I—ch.

Ci <1 k+n k+n
k=i 1#i k+i
1#i

(b) Mit der Produktregel ergeben sich wieder zwei Summen. In der ersten blei-
ben alle Produkte mit c; erhalten. Die zweite Summe benutzt die Bedingung
an ¢, und die innere Ableitung ist —1.
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(c) Die Ableitung von (A.1) Y %C(ic) = 0 ist zu erfillen.
(d) ¢, hangt von ¢, cx < nab. Esist o, ¢, = -1.

(e) Wie zuvor in[(c)]und [(d)
O

Die Stetigkeit gilt nur bedingt, es geniigt (A.7a) und (A.7b), um zu zeigen, dass
oh;(c) > 0 und oh;(c) -0

aCj ¢i=0 - Bcj ci=1 '
Bemerkung A.14. Die Gewichtung (A.6) ist von der Wahl der bedingten Variablen

abhingig.

Die partiellen Ableitungen von (A.4) ohne bedingte Variable

oh;
(C) :6Ci_6c%+22CkCl Vl,
oci k<!
k+i
1#i
oh;(c) o
=2¢i ), ¢k Vi#j.
acf k+i
k=j
erfiillen nicht mehr }; aha"c(f) = 0.
J

Die partiellen Ableitungen von (A.5)

ohi(c)  mc]"! mcim! vi
oc; - EZI— 2 m 2\2 >
<% (Zhhe)
ohi(e) __ me'ef Vizj
PR — i#j.
! (T e)
erfiillen ¥, ahaic(;) =0und a;;C(J_Q T a}gc(;) =0 fir m > 1.




Hybride Parallelisierung der FFT

Die mehrdimensionale FFT wird parallelisiert, indem die Fourier-Transformation
nacheinander in den einzelnen Richtungen durchgefiihrt wird. Die Daten werden
so aufgeteilt, dass jeweils alle Daten in dieser Richtung von einem Prozess bearbei-
tet werden konnen. Dazu gibt es fiir die dreidimensionale Fourier-Transformation
zwei Méglichkeiten. Das Gebiet wird in z-Scheiben geteilt, sodass die Daten x-
und y-Richtung auf einem Prozess liegen. Nach der Berechnung der Fourier-
Transformation in x- und y-Richtung wird das Gebiet ausgetauscht, dazu muss
jeder Prozess mit jedem anderen Kommunizieren. Das sind bei n Prozessen
n(n —1) = O(n*) Kommunikationen. Anschlieflend kann dann die Fourier-
Transformation in z-Richtung berechnet werden.

Eine andere Moglichkeit ist die Aufteilung des Gebiets in zunédchst x-Stébe und
Berechnung der Fourier-Transformation in x-Richtung. Anschlieffend wird der
Austausch von x- in y-Richtung durchgefiihrt, dazu kann in unabhéngigen Grup-
pen kommuniziert werden, wie beispielhaft in [Abbildung B.I| veranschaulicht
wird. Es geniigt, wenn die einzelnen Prozesse der z-Ebene miteinander Kom-
munizieren, von[Abbildung B.1(a)| nach[(b)| geniigt es wenn der rote Prozess mit
dem Violetten kommuniziert. Der Aufwand der Kommunikationen betragt fiir
n Prozesse in etwa \/n(y/n — 1) = O(n) je Gruppe. Nach der Berechnung der
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Fourier-Transformation in y-Richtung wird das Gebiet erneut ausgetauscht, so
dass die Fourier-Transformation in den z-Staben berechnet werden kann.

Auf einem Knoten, also die Prozesse die ohne Netzwerkkommunikation auf ei-
nen gemeinsamen Speicher zugreifen konnen, benétigen keine Kommunikation.

(c) z-Richtung

Abbildung B.1.: Symbolische Gebietsaufteilung fiir 6 Prozesse in Staben entlang der
verschiedenen Richtungen. Die Teilgebiete bekommen die Farbe des Prozesses. Der
Austausch von[@)]nach[(b)]transponiert die einzelnen xy-Ebenen und der Austausch
von@nachtransponiert die einzelnen yz-Ebenen.
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Damit verringert sich die Anzahl der Kommunikationen erheblich. Auf einen Kno-
ten kann dann OpenMP verwendet werden und fiir die Kommunikation zwischen
Knoten wird MPI verwendet, dies wird als hybride Parallelisierung bezeichnet.

Im Nachfolgenden wird der genaue Austausch, der zwischen Knoten stattfindet,
gezeigt.

Beispiel B.1. Als Beispiel wird ein 4 x 4 x 4-Gebiet verwendet, welches auf einem
2 x 3 Knotengitter aufgeteilt wird. Die einzelnen Prozesse werden hier nicht
betrachtet.

XY-Austausch Das aufgeteilte Gebiet sieht wie folgt aus, dabei wird jedem Kno-
ten eine Farbe zugeordnet.

z

Das globale 3D Gebiete wird als linear indizierter Speicher interpretiert, hier wird
jede z-Schicht als x x y-Matrix dargestellt. Die Koordinaten ny, 1y, 1, sind die x,
v, z Koordinaten.

S 1y
P
ml{|0 1 2 3 16 17 18 19 32 33 34 35 48 49 50 51
4 5 6 7 20 21 22 23 36 37 38 39 52 53 54 55
8§ 9 10 11 24 25 26 27 40 41 42 43 56 57 58 59
12 13 14 15 28 29 30 31 44 45 46 47 60 61 62 63

Der erste Austausch transponiert fiir jede z-Schicht die x- und y-Koordinaten.
Der Speicher des blauen Wiirfels im linear Speicher sieht wie folgt aus, die Um-
randungen zeigen den Zielknoten an.
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P
mllo 1] 2 3‘/[16 17)(18 19)
4 s|le 7| (20 2)(22 23

Jedes Knotenpaar soll genau einmal miteinander kommunizieren, daher wird
der Speicher hintereinander in einen Sendepufter gelegt. Blau ist der Puffer, der
mit Knoten 0 getauscht wird und violett bezeichnet den Puffer, der mit Knoten
1 getauscht wird. Nach der Kommunikation liegt das ausgetauschte Gebiet in
einem Empfangspuffer. Die eckige Umrandung zeigt die erste z-Schicht an und
die abgerundete Umrandung die zweite z-Schicht.

o 1[4 5|6 17)(20 2)|2 6][18 22[(3 7])(19 23]

o 1[4 5|16 17)(20 21)|8 912 13](24 25)(28 29]

Im letzten Schritt fiir den x-y Austausch wird das Gebiet transponiert. Hier sind
dann die Koordinaten ny, ny, n, die y, x, z Koordinaten.

i p 1y
mllo 4|8 12| |16 20)(24 28]
1 sl 1| |17 (25 29)

YZ-Austausch Nachdem XY ausgetauscht wurde, sicht das Gebiet wie folgt aus.

zZ
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Die Zellen wieder durchnummeriert. Die Koordinaten ny, n;, n, entsprechen den
v, x, z Koordinaten.

ny P "

millo0 1 2 3 16 17 18 19 32 33 34 35 48 49 50 51
4 5 6 7 20 21 22 23 36 37 38 39 52 53 54 55
8§ 9 10 11 24 25 26 27 40 41 42 43 56 57 58 59
12 13 14 15 28 29 30 31 44 45 46 47 60 61 62 63

Nun werden die Knoten blau, griin und rot getauscht. Der blaue Knoten wird
wieder aufgezeichnet und die Umrandungen haben die Farbe des Zielknotens.

n0—>
j-ll [ vl o]
(4 s)el(7) [0 22 (3

Der Sende- und Empfangspuffer sehen wie folgt aus. Zwischen den Knoten werden
hier nicht mehr die gleiche Menge an Daten ausgetauscht. Die eckige Umrandung
wird fiir die erste x-Schicht benutzt, die abgerundete Umrandung fiir die Zweite.

e RNNER DR
o 1[16 17|(4 5)(20 21 (52 53)

Auch hier muss der Speicher aus dem Empfangspuffer wieder transponiert werden
damit die Daten anschlieflend in der richtig Reihenfolge im Speicher liegen.

p

no =~ | 1y

o]z [] [ m[s)
Cx6E 2
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