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1 Einleitung

Die Produktion von Higgs-Boson-Paaren im Standardmodell der Elementarteil-
chenphysik am Large Hadron Collider (LHC) ist ein herausfordernder Prozess,
in der Theorie ebenso wie im Experiment. Die wissenschaftliche Motivation
zur Untersuchung dieses Prozesses liegt insbesondere darin, dass er Zugang zur
Higgs-Boson-Selbstkopplung bietet. Diese Selbstkopplung wiederum gibt Auf-
schluss iiber den Mechanismus der spontanen Symmetriebrechung, und dieser
Mechanismus ist von zentraler Bedeutung fiir das Verstindnis des Standard-
modells. Eine vergleichbar vielversprechende Messung der Selbstkopplung ist
auBer am LHC mit dem ATLAS und dem CMS Experiment an keinem an-
deren gegenwértigen Experiment moglich. Allenfalls ein zukiinftiger Linearbe-
schleuniger, wie zum Beispiel der International Linear Collider (ILC) oder ein
Future Circular Collider (FCC), konnten vergleichbare Ergebnisse produzie-
ren. Doch — von den physikalischen und technischen Moglichkeiten zukiinftiger
Experimente ganz abgesehen — hat der LHC den nicht zu unterschétzenden
Vorteil, dass er gebaut und in Betrieb ist. Hinzu kommt, dass die bis jetzt
in Run 1 bei einer Schwerpunktsenergie von 7 TeV und 8 TeV gesammelten
Daten und die zugehorigen Analysen die Erwartungen nicht nur erfiillt, son-
dern in vielen Féllen sogar iibertroffen haben. Nicht zuletzt die Entdeckung
des Higgs-Bosons [I}, 2] ist eine eindrucksvolle Demonstration der erfolgreichen
Zusammenarbeit von Theorie, Experiment und Technik. Vor diesem Hinter-
grund ist der LHC die ideale Umgebung, um auch , schwierige* Prozesse wie
die Higgs-Boson-Paarproduktion zu erforschen.

Higgs-Boson-Paarproduktion ist aber nicht nur aufgrund der Higgs-Selbst-
kopplung von Interesse. Es handelt sich natiirlich auch um einen Standard-
modell-Prozess, der am LHC prinzipiell zugénglich ist, und er sollte daher als
solcher, wie jeder andere zugéngliche Prozess auch, untersucht werden. Dieses
Argument wird umso stérker, je mehr man beriicksichtigt, dass es derzeit am
LHC keine Hinweise auf grofle Abweichungen vom Standardmodell gibt. Und
solange es keine groflen Abweichungen vom Standardmodell gibt, wird es zuneh-
mend wichtiger, moglichst alle prinzipiell zugédnglichen Prozesse auch moglichst
genau zu untersuchen.
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Abbildung 1.1: Anzahl der Veroffentlichungen pro Jahr, die das LO-Ergebnis
fiir den Higgs-Paar-Wirkungsquerschnitt [3] zitieren. Daten und Abbildungen von
www.inspirehep.net, Stand: Juni 2015.

1.1 Einordnung dieser Arbeit

Ziel dieser Arbeit ist die Verbesserung der Vorhersage des Standardmodells fiir
Higgs-Boson-Paarproduktion am LHC, insbesondere QCD-Korrekturen zum
Wirkungsquerschnitt in Gluon-Fusion und deren Abhéngigkeit von der Top-
Quark-Masse m;. Vor Beginn dieser Untersuchungen war

e das Ergebnis in fithrender Ordnung der Storungstheorie (leading order,
LO) mit voller Abhéngigkeit der Top-Quark-Masse [3] (siehe auch [4])
und

e das Ergebnis in néchst-fithrender Ordnung der Stérungstheorie (next-to-
leading order, NLO) im Grenzfall eines unendlich schweren Top-Quarks
[5] (siehe auch z.B. [6])

bekannt. Abb. [Tl zeigt die Anzahl der Veroffentlichungen pro Jahr, die den LO-
Wirkungsquerschnitt [3] zitieren. Man erkennt, dass mit dem Start des LHC
und vor allem der Entdeckung des Higgs-Bosons das Interesse an Higgs-Paaren
enorm gestiegen ist. Aufgrund der grofien Zahl an Verdffentlichungen wird hier
nur eine Auswahl der Referenzen gegeben, die im Zeitraum meiner Promotion
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veroffentlicht wurden, und die — teils mehr, teils weniger — eng mit meinen
Untersuchungen verkniipft sind:

e Der Wirkungsquerschnitt in néchst-néchst-fithrender Ordnung der Sto-
rungstheorie (NNLO) in der effektiven Theorie (m; — oo) [T, §];

o my -Effekte im NLO-Wirkungsquerschnitt in einem anderen Ansatz als in
dieser Arbeit [9];

e Parton-shower-Effekte auf NLO [10, 11];
e Resummierung von Schwellen-Effekten [12, [13].

Im Rahmen meiner Promotion wurden in Zusammenarbeit mit Jens Hoff, Kirill
Melnikov und Matthias Steinhauser bereits folgende Ergebnisse, die auch in
dieser Arbeit vorgestellt werden, veroffentlicht:

e my-Effekte auf NLO, Entwicklung bis O(1/m?) [14] und

e die virtuellen Korrekturen in der effektiven Theorie (m; — oo) auf NNLO
und der NNLO-Matching-Koeffizient [15].

1.2 Das Higgs-Boson im Standardmodell der
Elementarteilchenphysik

1.2.1 Spontane Symmetriebrechung und Selbstkopplung

Da explizite Massenterme der W- und Z-Eichbosonen in der Lagrange-Dichte
Eichinvarianz brechen, kénnen die gemessenen Eichbosonmassen im Standard-
modell ohne Higgs-Boson nicht konsistent beschrieben werden. Die dynamische
Erzeugung der Eichbosonmassen mit dem (Standardmodell-)Higgs-Mechanis-
mus ist die effizienteste Moglichkeit, die gemessenen massiven Eichbosonen kon-
sistent zu beschreiben. Die Einfiihrung des komplexen skalaren SU(2)-Dubletts

()l o) w

mit nicht-verschwindendem Vakuumerwartungswert (¢;) = v/v/2 und der
Lagrange-Dichte

Litges = (D@ (2)) D' — V(@) (1.2)

3
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mit dem Higgs-Potential
V(®) = —p 20! (2)0(x) + A (070)° (1.3)

wobei 2 > 0 und A die Higgs-Selbstkopplung ist, bricht die Eichsymme-
trie micht. Das Higgs-Dublett koppelt dabei iiber die kovariante Ableitung
D, =0, +1ig/27 - VT/M +1ig'/2B,, im kinetischen Term an die elektroschwachen
Eichbosonen W* und B* mit den Eichkopplungen ¢g und ¢’. Das Minimum des
Higgs-Potentials bei

12

DfPo = [duol® + [duol* = o5 (14)

hingegen bricht die Eichsymmetrie, so dass bei Entwicklung des Higgs-Dubletts
um das Minimum des Potentials

112

O, = % (2) mit v = |/ (1.5)

die Massen des Higgs-Bosons und der Eichbosonen

g%
2 _ 2 _ 2 _
my = 2u° , My == und my =

v (1.6)

erzeugt werden. Nach der spontanen Symmetriebrechung wird das Higgs-Po-

tential in Gl. (I3)) zu
1 1
V(H) = ém%HQ—i—)\vH:S—i—Z)\H‘l , (1.7)

wobei H das Higgs-Feld aus Gl. (L)) ist. Mit Gl. (L.6)) ist auBerdem der Vaku-

umerwartungswert
2
v=TW \/ V2Gp ~ 246 GeV (1.8)
g

durch die W-Masse und die schwache Kopplung g bzw. die Fermi-Konstante G g
festgelegt. Aus der gemessenen Higgs-Masse [1}, 2], [16] erhélt man den Parameter

_mMu
=

Im Standardmodell ist also das Higgs-Potential in Gl. (L3) bzw. Gl. (IL7)) durch
p und v bereits vollsténdig bestimmt, denn aus Gl. (LE) und Gl. (L6) folgt

mit my =~ 125 GeV . (1.9)

2 2

_ K my
)‘_F_Q—v?”o'l?" (1.10)
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Abbildung 1.2: Feynman-Diagramme zur Produktion von zwei Higgs-Bosonen in
Gluon-Fusion. Die Gluon-Higgs-Wechselwirkung wird durch eine Top-Quark-Schleife
vermittelt. Das rechte Diagramm enthiilt den H3-Vertex und ist oc \.

Andererseits ldasst sich die Higgs-Selbstkopplung A auch durch die Messung
des Koeffizienten des Drei-Higgs-Vertex direkt bestimmen, wie man in Gl. (L7
erkennt. Eine solche direkte Messung der Drei-Higgs-Kopplung konnte das
Standardmodell an einer zentralen Stelle bestéitigen oder widerlegen.

In dieser direkten Messung von A spielt die Produktion von Higgs-Boson-
Paaren eine Schliisselrolle, da es sich um den langfristig einzigen zugénglichen
Prozess handelt, der vom Drei-Higgs-Vertex abhingig ist (siehe Abb. [[.2).

1.2.2 Produktion von Higgs-Bosonen am LHC

An einem Hadronen-Beschleuniger wie dem LHC oder Tevatron werden (Anti-)
Protonen zur Kollision gebracht. Daher stehen als Teilchen im Anfangszu-
stand Quarks und Gluonen zur Verfiigung, und die Produktion eines Higgs-
Boson-Paares erfolgt analog zur Produktion eines einzelnen Higgs-Bosons in
vier Kandlen: Gluon-Fusion, Vektorboson-Fusion, Higgs-Strahlung und assozi-
ierte Produktion mit Top-Quarks (siche Abb. [[3]).

Die Beitriage aller Kanile lassen sich in drei Kategorien unterteilen. Auf der
linken Seite von Abb. [.3] sind die ,,Dreiecks-Beitriage* abgebildet, die der Er-
zeugung eines einzelnen virtuellen Higgs-Bosons entsprechen, das iiber den
Drei-Higgs-Vertex in zwei reelle Higgs-Bosonen zerfillt. Diese Beitréige ent-
sprechen bis auf die Phasenraumintegration und den Higgs-Propagator gerade
der Einzel-Higgs-Produktion. Die zweite Kategorie auf der rechten Seite von
Abb. zeigt die sogenannten ,,Box-Beitrége®, die jeweils zwei Quark-Higgs-
bzw. Vektorboson-Higgs-Vertizes haben. Die dritte Kategorie (Mitte) tritt nur
im Vektorboson-Fusions- und im Higgs-Strahlungs-Kanal auf und zeichnet sich
durch einen Vektorboson-Zwei-Higgs-Vertex aus.

In [17] ist der Theoriestatus der verschiedenen Kanile zusammengefasst.
Abb. 4] wurde aus [I7] entnommen und zeigt den totalen Produktionswir-
kungsquerschnitt eines Higgs-Boson-Paares als Funktion der hadronischen
Schwerpunktsenergie. Man erkennt, dass in einem weiten Bereich von LHC-
Energien bei 14 TeV bis hin zu 100 TeV der Gluon-Fusions-Kanal etwa einen

5
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(d) Assoziierte Produktion

Abbildung 1.3: Produktionskanile der Higgs-Boson-Paarproduktion am Beispiel
von LO-Feynman-Diagrammen. Da die Kopplung des Higgs-Bosons an ein Quark pro-
portional zur Masse des Quarks ist, sind in Gluon-Fusion und assoziierter Produktion
die Beitrage domninant, bei denen das Higgs-Boson an ein Top-Quark koppelt.
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Abbildung 1.4: Wirkungsquerschnitt in Abhéingigkeit der hadronischen Schwer-
punktsenergie fiir Higgs-Boson-Paarproduktion in den verschiedenen Kanélen. Ab-
bildung aus [17].

Faktor 10 iiber den anderen Kanilen liegt. Den néchstgrofleren Beitrag lie-
fert Vektorboson-Fusion, gefolgt von assoziierter Produktion und zuletzt den
Higgs-Strahlungs-Prozessen.

Fiir den totalen Wirkungsquerschnitt ist Gluon-Fusion also numerisch der
wichtigste Kanal. Wéhrend in [17] dieser Kanal auf NLO und im (m; — o0)-
Grenzfall behandelt wurde, werden in dieser Arbeit Effekte der endlichen Top-
Quark-Masse und NNLO-Korrekturen berechnet.

1.2.3 Zerfall der Higgs-Bosonen

Da das Higgs-Boson nicht stabil ist, kann es im Experiment nur indirekt iiber
seine Zerfallsprodukte nachgewiesen werden. Abb. (aus [18]) zeigt das Ver-
zweigungsverhéltnis der verschiedenen Zerfallskanéle eines einzelnen Higgs-Bo-
sons. Wie man sieht, ist die gemessene Higgs-Masse von etwa 125 GeV pha-
nomenologisch sehr interessant, da eine Vielzahl verschiedener Zerfallskanéle
zugénglich ist und nicht ein einzelner Kanal den Higgs-Zerfall dominiert. Ab-
gesehen vom Zerfall in den Kaniélen gg und cé¢, die von einem enormen QCD-
Hintergrund begleitet sind, zerféllt das Higgs-Boson mit folgenden Verzwei-

7
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Abbildung 1.5: Zerfallskanile des Higgs-Bosons: Dargestellt sind die verschiedenen
Verzweigungsverhiltnisse als Funktion der Higgs-Masse. Abbildung aus [1§].

gungsverhiltnissen in die verschiedenen Endzusténde [I§]:
Kanal ‘ o WW— ZZ 1t 4y Zy  outus
Verzw .-verhaltnis [%] | 56 23 28 62 023 0.16 0.002

Um also im Experiment ein Higgs-Boson nachzuweisen, muss man abwigen
zwischen einem hohen Verzweigungsverhiltnis (beispielsweise in bb) einerseits
und einem sauberen, d.h. hintergrundarmen, Signal (beispielsweise in v7) an-
dererseits. Wie im néichsten Abschnitt diskutiert wird, ist tatsdachlich der Kom-
promiss bbyy fiir den Nachweis eines Higgs-Boson-Paares ein vielversprechender
Kanal.

1.2.4 Experimenteller Zugang

Zur Messung von Higgs-Paaren und der Bestimmung der Higgs-Selbstkopplung
am LHC wurde schon zu Beginn der 2000er Jahre der bbyy- und der
WHW-W+HW~-Kanal vorgeschlagen und eine Messung von A # 0 am LHC in
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Aussicht gestellt [19, 20]. Mit der Entdeckung des Higgs-Bosons im Jahr 2012
hat die Anzahl der Veroffentlichungen zum Thema Higgs-Paare und Selbstkopp-
lung am LHC stark zugenommen. Ohne Anspruch auf Vollstiandigkeit sei im
folgenden eine Auswahl dieser Verdffentlichungen genannt. Wenn nicht anders
angegeben, beziehen sich die Aussagen auf den LHC mit 3000 fb—1.

In [17] wurde der bbyy-, der bbr+7~- und der bbW*+W ~-Kanal untersucht,
mit dem Ergebnis, dass die ersten beiden Kanile vielversprechend sind,
wéahrend der letzte Kanal aufgrund des zu kleinen Signal-zu-Hintergrund-
Verhéltnisses weniger bedeutend ist.

In [21] wurde eine Bestimmung der Selbstkopplung aus Verhéltnissen
von Einzel- zu Doppel-Higgs-Wirkungsquerschnitten vorgeschlagen. Mit
dieser Methode konnte die Selbstkopplung mit einer Genauigkeit von
+30 %/—20 % bestimmt werden.

In [22] wird die Genauigkeit auf die Selbstkopplung aus der Messung des
bbyy-Kanals mit 40 % geschéitzt.

In [23] wurde die assoziierte Produktion H Htt diskutiert, wobei beide
Higgs-Bosonen in bb zerfallen. Obwohl die assoziierte Produktion einen
deutlich geringeren Beitrag zum totalen Wirkungsquerschnitt liefert, kann
dieser Prozess in Kombination mit den {ibrigen Kanélen zur Bestimmung
der Selbstkopplung beitragen. Dieser Kanal ist insbesondere deswegen
von Interesse, da im Gegensatz zu den iibrigen Kanélen der Wirkungs-
querschnitt mit A\ wéchst und nicht fallt.

In [24, 25] wurde von der ATLAS-Kollaboration der bbbb- bzw. der bbyy-
Kanal mit ca. 20 fb~! bei 8 TeV untersucht. Wie im Standardmodell
erwartet, kann der Prozess dort noch nicht gesehen werden, allerdings
konnte im bbyy-Kanal eine Grenze von 2.2 pb auf das Produkt von Wir-
kungsquerschnitt und Verzweigungsverhéltnis gesetzt werden.

Auch die CMS-Kollaboration untersuchte in [26] den bbbb-Kanal im Hin-
blick auf nicht-Standardmodell-Resonanzen.

Es ist allerdings zu beriicksichtigen, dass — mit Ausnahme der letzten beiden
Punkte — diese Arbeiten von der Theorie-Seite stammen. Die Genauigkeiten
sind also eher als erste Abschétzung zu verstehen, da es sich nicht um experi-
mentelle Studien mit Detektorsimulation etc. handelt.

Weitere Untersuchungen zu Higgs-Paaren und der Selbstkopplung am LHC
findet man zum Beispiel in [27, 28] 29] 30].

9
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1.3 Higgs-Paare jenseits des Standardmodells

Um eine Messung von Higgs-Boson-Paaren einordnen zu kénnen, braucht man
einerseits eine moglichst genaue Standardmodell-Vorhersage, was der Kern die-
ser Arbeit ist. Andererseits ist natiirlich auch von Interesse, ob und wie sehr
sich diese Vorhersagen von bestimmten nicht-Standardmodell-Theorien unter-
scheiden. Hier seien beispielsweise das Zwei-Higgs-Dublett-Modell (siehe zum
Beispiel [31]) oder Composite-Higgs-Modelle (siehe zum Beispiel [32]) genannt.
Ein anderer Ansatz, mit dem man nicht ein bestimmtes Modell priift, sondern
relativ modellunabhéngig bleibt, ist die Parametrisierung der unbekannten Neu-
en Physik in Form von hoherdimensionalen Operatoren. Die Erweiterung des
Standardmodells um (d = 6)-dimensionale Operatoren im Hinblick auf Higgs-
Boson-Paare wurde in [33] [34] untersucht. In solchen Erweiterungen spielt die
Higgs-Paarproduktion eine Schliisselrolle, da ein zusétzlicher Term

H]°
X A2

(1.11)

im Higgs-Potential nur in der Drei- und Vier-Higgs-Selbstwechselwirkung sicht-
bar wird. Dabei ist A die hohe Energieskala der Neuen (unbekannten) Physik.

Uberblick

Im néchsten Kapitel wird zunéchst der LO-Wirkungsquerschnitt diskutiert. In
Kapitel Blwerden dann technische Aspekte und Methoden vorgestellt, die fiir die
(N)NLO-Rechnung benétigt wurden. Kapitel @ zeigt die 1/m,-Entwicklung des
NLO-Wirkungsquerschnitts und dessen Abhéngigkeit von der Higgs-Selbstkop-
plung. In Kapitel @ wird der NNLO-Matching-Koeffizient berechnet, der fiir
konsistente (m; — oo)-Vorhersagen auf NNLO benotigt wird. In Kapitel
werden die virtuellen Korrekturen zum NNLO-Wirkungsquerschnitt und die
soft+virtual-Naherung inklusive m;-Effekten vorgestellt. Zusammenfassung und
Ausblick findet man in Kapitel [



2 Notation und
Wirkungsquerschnitt in

fiihrender Ordnung (LO)

In diesem Kapitel wird zunéchst die Notation eingefiihrt, die auch in den fol-
genden Kapiteln verwendet wird. Auflerdem werden einige Aspekte des LO-
Wirkungsquerschnitts diskutiert.

2.1 Kinematik und Lorentz-Struktur

Wir betrachten den Prozess ¢(q1)g(q2) — H(qs)H (q4) (Abb.[21]). Aufgrund der
Energie- und Impulserhaltung haben wir also drei unabhéngige Impulse q; 23,
aus denen sich folgende Mandelstam-Variablen bilden lassen:

§= (ql + (]2)2 ) t= (Ch - QS)2 ) U = (QQ - (]3)2 ) (21)
wobei die Gluonen und Higgs-Bosonen reell sind, d.h.

G=q¢=0, @ = q; =my = s+t+u=2mj . (2.2)

Lorentz- und Eichinvarianz fithren dazu, dass die Amplitude aus nur zwei
unabhéngigen Lorentz-Strukturen (sieche Anhang[A ] [4])

M = efe; (MiAT + My AYY) (2.3)
besteht, wobei

vV v 1 v
A =gt o ady

" 19233 u 2q23 s 2qi3 L 2, (24)
Ay =g + W — 5 G195 — 5 505 + = @545 ,

2 qc2r6h2 H Q%cm s Q%cm . Q:Qr i

und
2¢13q23
Qi; = 4i - 45 , Q% = — (33 . (2-5)

q12
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9(01) Q000000 ——T------- H(qa) 9(a1) . H(a)

Y

9(q2) - -------- H(gs) 9(g2) ™ H(gs)

Abbildung 2.1: Diagramme, die zur LO-Amplitude fiir Doppel-Higgs-Produktion
beitragen.

Die Projektoren auf die beiden Strukturen M; und M, sind im Anhang [A.1]
gegeben. Diese Strukturen lassen sich weiter aufspalten in Box- und Dreiecks-
Beitrage:

Grags

B 2/ 2

M 8?855@ [CAFAAI;W + CD (FE\AI/,U/ + GE\AZW/)] (26)

mit

6v? 3m?
Cp o= Ao = Coi=1. (2.7)
s—my  S—my

Die Formfaktoren Fn/an und Gn wurden berechnet und mit dem Literaturer-
gebnis in [4] verglichen. In dieser Notation ist der partonische LO-Wirkungs-
querschnitt gegeben durch

G%a? b
O’(gg—)HH) = m/; dt {|CAFA+CDFD|2+|CDGD|2} (28)
mit
s NG 4m?,
ti:—1(1+5:F2 5) und b=1-—L. (2.9)
2.1.1 Grenzfall m; — oo
Fiir my — oo nehmen Fp/a und Go
2 2
FA—>§, FD—>—§, Go— 0, (2.10)
und damit auch der Wirkungsquerschnitt in Gl. (2:8))
G%a? | 9 s —4m?2,|?
— HH) - —L=_ [ dt —|Cr —C — X 2.11




2.2 Disskussion des LO-Wirkungsquerschnitts

eine einfache Form an. Es ist zu beachten, dass an der Produktionsschwelle
(s — 4m?%) fiir zwei Higgs-Bosonen die Box- und Dreiecks-Beitrige sich im
Standardmodell, also fiir A\ = Agy = 3m?% /v?, exakt wegheben. Bei einer Res-
kalierung der Higgs-Selbstkopplung A = xyAgy wird Gl. (ZI1]) zu

s — (1 + 3z )m% |?

0(g9 > HH) —x (2.12)

Die vollstindige Kanzellierung direkt an der Schwelle (s = 4m?%) wird also
fiir ) # 1 zerstort. Fiir z; > 1 kommt es allerdings oberhalb der Schwelle
bei s = (1 + 3xy)m?% zu einem Nulldurchgang des Wirkungsquerschnitts. Im
folgenden werden wir sehen, dass dieses Verhalten auch fiir endliche Top-Quark-
Masse zu beobachten ist.

2.2 Diskussion des LO-Wirkungsquerschnitts

2.2.1 Globale Parameter

Bevor der Wirkungsquerschnitt auf LO diskutiert wird, werden an dieser Stelle
die verwendeten Eingangsparameter angegeben. Soweit nicht anders angegeben,
werden diese Parameter in der gesamten Arbeit verwendet:

my = 125.09 GeV , m; = 173.21 GeV , Gp=1.16 x 107° GeV 2 . (2.13)

Der Wert der Higgs-Masse ist aus [16] entnommen, die iibrigen Parametern sind
die aktuellen PDG-Werte [35]. Hadronische Groflen wurden mit MSTW2008
Partonverteilungen [36] auf LO, NLO und NNLO bestimmt, und es wurden die
zugehorigen Werte fiir die starke Kopplungskonstante

MSTW2008-LO & as(my) = 0.13939
MSTW2008-NLO & as(my) = 0.12018 (2.14)
MSTW2008-NNLO & ay(my) = 0.11707

verwendet. Die laufende Kopplung wurde daraus mit dem Programm
RunDec [37] berechnet. Fiir die hadronische Schwerpunktsenergie wurde

Vs =14 TeV (2.15)

verwendet.
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Abbildung 2.2: Partonischer LO-Wirkungsquerschnitt: Box-, Dreieck- sowie
(Box+Dreieck)-Beitrége.

2.2.2 Partonischer Wirkungsquerschnitt

In Abb. ist der partonische LO-Wirkungsquerschnitt o°(gg — HH) als
Funktion der Schwerpunktsenergie /s dargestellt. Die durchgezogene Linie
stellt das Standardmodell-Ergebnis dar, das sich aus Box- und Dreiecks-Bei-
trigen sowie dem Interferenzterm zusammensetzt. Zum Vergleich sind aufler-
dem die Box- und die Dreiecks-Beitrage gesondert dargestellt. Betrachten wir
zundchst das Standardmodell-Ergebnis. Der partonische Wirkungsquerschnitt
steigt von der Schwelle bei 250 GeV bis zu seinem Maximum bei etwa 500 GeV
stark an und fallt danach weniger stark ab. Diese Form unterscheidet sich
deutlich von der Produktion eines einzelnen Higgs-Bosons. Denn in diesem
Fall ist aufgrund der (2 — 1)-Kinematik der Wirkungsquerschnitt durch ei-
ne 6(s — m?%)-Distribution festgelegt. Bei der Einzel-Higgs-Produktion ist al-
so der LO-Wirkungsquerschnitt allein durch den Wert an der Schwelle gege-
ben, wihrend im Doppel-Higgs-Fall bereits auf LO der Wirkungsquerschnitt
durch den Bereich oberhalb der Schwelle beherrscht wird. Diese Tatsache hat
weitreichende Auswirkungen, zum Beispiel im Hinblick auf die Entwicklung in
der inversen schweren Top-Quark-Masse. Wihrend im Fall der Einzel-Higgs-
Produktion m% = s < m? gilt, ist das fiir Higgs-Paarproduktion mit s > 4m?
im allgemeinen nicht mehr giiltig. Das ist die Motivation fiir die detaillierte
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Abbildung 2.3: Partonischer LO-Wirkungsquerschnitt bei Variation der Higgs-
Selbstkopplung A = x)Agym um ihren Standardmodell-Wert. Das untere Bild zeigt
das Ergebnis normiert auf z, = 1.

Untersuchung der Top-Massen-Effekte in Kapitel [l

Wie bereits in der Einleitung beschrieben, ist die Higgs-Paar-Produktion
insbesondere wegen des Zusammenhangs mit der Higgs-Selbstkopplung A von
Interesse. Da aber nicht die gesamte Amplitude, sondern nur die Dreiecks-
Beitrédge proportional zu A sind, betrachten wir jetzt getrennt die Beitrige
von Box- und Dreiecks-Diagrammen. Wie man in Abb. erkennt, sind im
gesamten kinematischen Bereich die Dreiecks-Beitrage deutlich kleiner als die
Box-Beitrige. Aulerdem werden sie fiir grofie Schwerpunktsenergie zusétzlich
unterdriickt, so dass fiir 1/s 2 1000 GeV der Wirkungsquerschnitt allein durch
die Box-Beitréige bestimmt wird. Im (m; — 00)-Grenzfall ist die Ursache dieser
Unterdriickung offensichtlich, da in diesem Fall die Amplitude der Dreiecksdia-
gramme proportional zu dem Higgs-Propagator

1

2
s —my

1
Ch x — — fiir s > qu
S
ist, wihrend die Box-Beitrige o« Co = 1 sind. Im Bereich /s < 1000 GeV sind
die Dreiecks-Beitrage zwar ebenfalls klein, allerdings sorgt dort die Interferenz

zwischen Box und Dreieck fiir eine deutliche Verringerung der Box-Beitrige.
Im Bereich der Schwelle (250 GeV < /s < 300 GeV) kommt es sogar zu

15
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einer fast vollstindigen gegenseitigen Ausloschung zwischen Box und Dreieck,
so dass der LO-Wirkungsquerschnitt im Standardmodell dort sehr klein ist.
Daher ist die Schwelle ein sehr sensitiver Bereich, einerseits fiir Abweichungen
vom Standardmodell, andererseits aber auch fiir Korrekturen héher Ordnung
und Top-Quark-Massen-Effekte.

In Abb. 2.3 ist nochmals der partonische Wirkungsquerschnitt dargestellt,
allerdings fiir phédnomenologisch interessante Variationen der Higgs-Selbstkopp-
lung um £50 % und +20 % bzgl. ihres Standardmodell-Wertes. Das Ergebnis
im Standardmodell (z), = 1) ist dieselbe Kurve wie |0 + AJ? in Abb. 22
Zunéchst stellen wir fest, dass das fiir m;y — oo in Gl. (2I2)) beobachtete
Verhalten auch fiir endliche m; zu beobachten ist: Fiir ), < 1 findet keine
Ausloschung des Wirkungsquerschnitts statt. Fiir ) > 1 hingegen findet die
Ausloschung bei /s 2 2my, also nahe — aber nicht direkt an — der Schwelle
statt, was man an den Nullstellen in Abb. 2.3 (unten) erkennt. Fiir Energien
oberhalb der Nullstelle fithrt wie erwartet eine groBere/kleinere Selbstkopplung
zu einem kleineren/groBeren Wirkungsquerschnitt. Die absolute Abweichung
vom Standardmodell ist bei etwa 500 GeV am gréfiten. Die relative Abweichung
hingegen wachst zur Schwelle hin an, wobei im Fall ), > 1 der Anstieg noch
durch die Nullstelle des Wirkungsquerschnitts nahe der Schwelle unterbrochen
wird.

Des weiteren sieht man in Abb. 23] dass fiir grofe Schwerpunktsenergien
der Wirkungsquerschnitt nicht mehr sensitiv auf die Higgs-Selbstkopplung ist,
was man aufgrund der Unterdriickung der Dreiecks-Beitrdge erwartet. Daran
erkennt man, dass im Hinblick auf die Messung der Selbstkopplung hohere
hadronische Energien nur indirekt, ndmlich iiber die damit verbundene hoéhere
Parton-Luminositéat, hilfreich sind.

2.2.3 Hadronischer Wirkungsquerschnitt

Nachdem wir bis jetzt den partonischen Wirkungsquerschnitt im Detail be-
trachtet haben, stellt sich die Frage, wie sehr die beobachteten Aspekte durch
die Partonverteilungen verschmiert werden und wie sie sich im hadronischen
Wirkungsquerschnitt zeigen. Die Partonverteilungsfunktion f,(z) gibt die
Wahrscheinlichkeit an, ein Parton p mit dem longitudinalen Impulsanteil z
des Hadrons zu finden. Da die Partonverteilungsfunktion des Gluons f,(z) mit
wachsendem z féllt, werden Beitrédge hoher partonischer Schwerpunktsenergie
unterdriickt, wihrend Beitrdge niedrigerer Schwerpunktsenergie (insbesondere
die Schwelle) betont werden. Da der partonische Wirkungsquerschnitt beziiglich
der Abhéngigkeit von A aber auch im Hinblick auf ag- und 1/m-Korrekturen
an der Schwelle sich stark von mittleren und hohen Energien unterscheidet,
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ist es von besonderem Interesse, den Einfluss der Partonverteilungen auf die
unterschiedlichen Bereiche genau zu untersuchen. Dazu betrachten wir den ha-
dronischen Wirkungsquerschnitt 6(pp — HH)

G (3) = /4 o (%) o(r3) (2.16)

m?, /3

mit
<%) (1) = /01 dz, /Oldngg(xl)fg(x2)5(7 — T122) . (2.17)

Durch Einfiihrung eines Schnitts auf die partonische Schwerpunktsenergie,

. ! dL,, R R
(8, Seut) = dr a4 o(78)0(Scuy — T8) (2.18)
4 T

m?, /3

erkennt man bei Betrachtung des Wirkungsquerschnitts als Funktion von sqy
bei festem § wie stark die Bereiche verschiedener partonischer Schwerpunkt-
senergie zum totalen hadronischen Wirkungsquerschnitt beitragen. Per Kon-
struktion erhélt man fiir s.,; > § den totalen hadronischen Wirkungsquer-
schnitt.

In Abb. 2.4l ist der hadronische LO-Wirkungsquerschnitt als Funktion von
V/Scut filr eine hadronische Schwerpunktsenergie von Vé = 14 TeV darge-
stellt. Man erkennt, dass der totale Wirkungsquerschnitt von dem Bereich
Vs < 800 GeV bestimmt wird. Fiir grofilere Energien fallen der partonische
Wirkungsquerschnitt und die Partonverteilungen, so dass es keine nennenswer-
ten Beitrige zu gy (14 TeV) gibt. Der besonders interessante Bereich nahe
der Schwelle liefert trotz Betonung durch die Partonverteilungen aufgrund des
kleinen partonischen Wirkungsquerschnitts ebenfalls nur einen geringen Bei-
trag zum totalen Wirkungsquerschnitt. Allein der Bereich 350 GeV < /s <
800 GeV macht 90 % des totalen Wirkungsquerschnitts aus.

Da auf LO die partonische Schwerpunktsenergie gleich der invarianten Higgs-
Paar-Masse \/@ ist, ist der in Gl. (2.I8) eingefiihrte Schnitt auch als physika-
lische Observable zu sehen. Betrachtet man die relative Abweichung (Abb. 241
unten) bei Variation von A, so erkennt man, dass der Wirkungsquerschnitt bei
einem Schnitt auf die invariante Masse des Higgs-Paares von < 350 GeV extrem
sensitiv auf A ist. Unter Beriicksichtigung der absoluten Gréfie des Wirkungs-
querschnitts in diesem Bereich (Abb. 2.4] oben) wird man sich einen solchen
Schnitt unter Annahme des Standardmodells aufgrund der geringen Statistik
nicht leisten kénnen.
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Abbildung 2.4: Hadronischer LO-Wirkungsquerschnitt bei Variation der Higgs-
Selbstkopplung A = x)xAgyv um ihren Standardmodell-Wert. Das untere Bild zeigt
das Ergebnis normiert auf auf z)x = 1. Der Schnitt s. ist auf LO aquivalent zu
einem Schnitt auf die invariante Higgs-Paar-Masse.

2.2.4 Entwicklung in 1/m;

Bevor wir im né#chsten Kapitel die NLO-Korrekturen und deren m;-Abhé&n-
gigkeit untersuchen, betrachten wir die 1/m;-Entwicklung auf LO. Mit dem
Entwicklungsparameter

schreiben wir den Wirkungsquerschnitt wie folgt:
c=094+cWp4+ o453 1 . (2.20)

Da die Amplitude M(gg — HH) an der Schwelle fiir die Produktion eines
Top-Quark-Paares bei /s = 2m; einen Imaginérteil entwickelt, den die Ent-
wicklung um p = 0 nicht enthilt, kann diese Entwicklung nur unterhalb der
Top-Quark-Schwelle funktionieren. In Abb. erkannt man, dass die Entwick-
lung bis O(p%) unterhalb der Schwelle gut funktioniert, sie nihert sich dem in
my exakten Ergebnis an. Direkt bei und oberhalb der Schwelle versagt die Ent-
wicklung wie es zu erwarten war. Da der totale Wirkungsquerschnitt wesentlich
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Abbildung 2.5: Partonischer LO-Wirkungsquerschnitt exakt und entwickelt in der

inversen Top-Quark-Masse, wobei p = m%{ /m?2. Die p’-Kurve entspricht dem Ergeb-
nis in der effektiven Theorie (m; — o0).
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durch den Bereich oberhalb der Schwelle bestimmt wird, ist diese Entwicklung
nicht geeignet, den totalen Wirkungsquerschnitt oder Verteilungen oberhalb
der Top-Quark-Schwelle auf LO zu beschreiben. Im folgenden Kapitel wird
diskutiert, inwiefern eine solche Entwicklung auf (N)NLO modifiziert werden
kann, um auch oberhalb der Schwelle eine moglichst gute Naherung des exakten
Ergebnisses zu erhalten.

Zuletzt noch eine Beobachtung beziiglich der Struktur der p-Entwicklung.
In Abb. erkennt man, dass die verschiedenen Kurven paarweise auftreten.
Die Kurven (p° p'), (0% p%) und (p*, p°) liegen jeweils niher zusammen. Es
sei vorweggenommen, dass ein dhnliches Verhalten auch auf NLO beobachtet
werden wird.



3 Methoden fiir die
(N)NLO-Rechnungen

In diesem Kapitel werden einige technische Aspekte diskutiert, die fiir die
(N)NLO-Rechnungen in den folgenden Kapiteln verwendet wurden. Darunter
fallen verschiedene Methoden und Konzepte zur Berechnung von Wirkungs-
querschnitten und anderen physikalischen Observablen ebenso wie deren prak-
tische Umsetzung, im wesentlichen in Form von Computerprogrammen.

3.1 Optisches Theorem, Cutkosky-Regeln und
Reversed Unitarity

Das Optische Theorem besagt, dass sich der totale Wirkungsquerschnitt
Tt (192 — X)) aus dem Imaginérteil (bzw. der Diskontinuitéit) der Vorwérts-
strenamplitude M(q1g2 — q1¢2) ergibt:

1
ot (12 — X) = glm Mg, 92 = q1,¢2) - (3.1)

Dabei ist /s = /(q1 + ¢2)? die Schwerpunktsenergie. Das Theorem basiert
auf der Wahrscheinlichkeitserhaltung, also auf der Unitaritat der Streumatrix.
Nicht nur in der Quantenmechanik, sondern auch in der Quantenfeldtheorie
ist das Optische Theorem von grofler Bedeutung. Im Rahmen dieser Arbeit
wurde es verwendet, um den totalen Wirkungsquerschnitt fiir Higgs-Boson-
Paarproduktion im Gluon-Gluon-, im Gluon-Quark- und im Quark-Antiquark-
Kanal aus den entsprechenden Vorwirtsstreuamplituden zu erhalten. Aller-
dings ist das Optische Theorem in Form von Gl. (81]) dafiir nicht unmittel-
bar geeignet. Denn in dieser Arbeit soll nicht der Wirkungsquerschnitt fiir
einen beliebigen Endzustand X, sondern fiir einen Endzustand mit genau zwei
Higgs-Bosonen untersucht werden. Diese Einschrinkung auf dem Niveau von
Feynman-Diagrammen machen zu kénnen, erlauben die Cutkosky-Schnitt-Re-
geln [38] (siehe auch z.B. [39]). Diese besagen, dass der Beitrag zur Diskon-
tinuitat der Vorwértsstreuamplitude, der mit einem bestimmten Endzustand
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\

A

Abbildung 3.1: Beispiele fiir verschiedene Schnitte von Diagrammen der gg-
Vorwirtsstreuamplitude. Die Schnitte tragen bei zu den Endzustinden (von links
nach rechts) Htt, HHg, tt, HHtt und gg.

verbunden ist, sich aus der Ersetzung der Propagatoren

e p——— — —27ié(p* — m?) (3.2)
ergibt, die den Teilchen im Endzustand entsprechen. Im Diagramm wird die-
se Ersetzung durch eine Linie (den Schnitt), die Anfangs- und Endzustand
trennt, dargestellt (siehe Abb. B]). Diese Regel erlaubt es, nicht die gesamte
Vorwiértsstreuamplitude betrachten zu miissen, sondern sich auf die Feynman-
Diagramme zu beschréinken, die dem gewiinschten Endzustand entsprechen. Die
Einschrénkung des Endzustandes auf HH + X (wobei X fiir leichte Quarks
und Gluonen steht) lautet also in der Sprache der Schnitte, dass nur solche
Diagramme beriicksichtigt werden, die

e genau zwei geschnittene Higgs-Propagatoren und

e beliebig viele geschnittene (masselose) Quark- und Gluon-Propagatoren
und

e keine geschnittenen Top—Quark—PropagatorenE]

haben. Alle anderen Diagramme tragen nicht zur Higgs-Boson-Paarproduktion
bei. Weiter ist zu beachten, dass Diagramme mehrere Schnitte haben kénnen.
In diesem Fall sind genau die Schnitte zu beriicksichtigen, die die Kriterien in
der obigen Aufzdhlung erfiillen, siche Abb. 3.1l

Reversed Unitarity

Das Optische Theorem und die Cutkosky-Regeln erlauben es also, einen Wir-
kungsquerschnitt

ovnlgg — HH + X) = /dPS M(gg — HH + X[ | (3.3)

Fordert /erlaubt man auch geschnittene Top-Quark-Propagatoren, so erhiilt man die Bei-
trige zur assoziierten Produktion o(gg — HH + tt + X).
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also ein Phasenraumintegral, durch geschnittene Feynman-Diagramme

[M (gg — gg)]alle erlaubte Schnitte (34)

auszudriicken. Obwohl es sich nicht um herkémmliche Schleifenintegrale, son-
dern (auch) um Phasenraumintegrale handelt, kénnen viele Techniken fiir
Schleifenintegrale auf sie angewendet werden. Die Anwendung dieser fortge-
schrittenen Techniken (insbesondere IBP-Relationen, Reduktion auf Master-
integrale, Berechnung von Masterintegralen mit Differentialgleichungen) auf
Schnitt-Integrale bezeichnet man als reversed unitarity [40]. Im Rahmen die-
ser Arbeit wurde reversed unitarity verwendet, um die reellen Korrekturen zum
NLO-Wirkungsquerschnitt fiir Higgs-Boson-Paarproduktion aus der Gluon-
Gluon-Vorwirtsstreuamplitude zu berechnen. Die geschnittenen Schleifeninte-
grale konnen — mit einigen Ausnahmen — wie herkémmliche Integrale behandelt
werden.

Beispiel zum Unterschied zwischen geschnittenen und nicht
geschnittenen Integralen

Eine dieser Ausnahmen besteht darin, dass geschnittene Integrale nicht immer
faktorisieren, auch wenn das fiir das entsprechende ungeschnittene Integral gilt.
Dieser Fall tritt bei den virtuellen Korrekturen der Higgs-Boson-(Paar-)Pro-
duktion auf NNLO ein. Im Fall der einfachen Higgs-Produktion wurde derselbe
Effekt in [41] diskutiert.

Wir betrachten die Diagramme aus Abb.[3.2al die zum NNLO Wirkungsquer-
schnitt beitragen. Das Beispiel zeigt nur die O?-Diagramme, fiir A? und OA
gilt die Argumentation vollig analog. Im Zuge der 1/m;-Entwicklung kénnen
die soften Beitriage dieser Diagramme auf die Topologien in Abb. 3.2h abgebil-
det werden, die wiederum die Masterintegrale in Abb. B.2d enthalten. Fiir nicht
geschnittene Schleifenintegrale wiren das linke und das rechte Integral iden-
tisch, da es sich um das Produkt dreier Einschleifen-Integrale handelt. Fir die
geschnittenen Integrale gilt dies aber nicht. Faktoren auf der linken und auf der
rechten Seite des Schnitts miissen unterschiedlich behandelt werden, was man
am Vergleich mit der Vertex-Rechnung sofort erkennt: In der Vertex-Rechnung
treten die entsprechenden Beitrige in der Amplitude in Form der Diagramme
in Abb. B.3al auf, die sich auf die Masterintegrale in Abb. [3.3D] zuriickfithren
lassen. Da der masselose Einschleifen-Propagator mit (—s)¢ skaliert, muss

SO0 x>0 (O o (=5 +i0)"(—s — i0) = 5*
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(a) Diagramme

=0 =X

(b) Topologien

SOQO< >O00<

(c) Masterintegrale

Abbildung 3.2: Beitriage zur gg — gg Amplitude.

gelten. Fiir das Integral auf der rechten Seite, sowie das Integral, das aus dem
am Schnitt gespiegelten Diagramm hervorgeht, gilt hingegen

OO0+ P00 s (<) +ee

o (—s 4 i0)* + (—s — i0)* = s* 2 Re [(—1 +10))*] .

Um also aus der gg Vorwirtsstreuamplitude den totalen gg — H H Wirkungs-
querschnitt zu erhalten, diirfen die Integrale in Abb. [3.2d nicht identifiziert
werden, und es muss beriicksichtigt werden, dass das linke Integral mit 1, das
rechte Integral mit Re[(—1 + 10)*] skaliert.

3.2 Der soft+virtual-(SV-)Wirkungsquerschnitt

Ein Wirkungsquerschnitt héherer Ordnung besteht aus virtuellen und reellen
Korrekturen. In fester Ordnung der Storungstheorie, zum Beispiel NLO (das
entspricht hier O(a?)), miissen alle Bestandteile von der entsprechenden Ord-
nung in ay beriicksichtigt werden. Die Beriicksichtigung von virtuellen Korrek-
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Abbildung 3.3: Beitriage zur gg — HH Amplitude.

turen von O(a?) bei Vernachlissigung der reellen Korrekturen von O(a?) wiire
nicht konsistent. In physikalischen Observablen driickt sich dieser Umstand da-
durch aus, dass ein Ereignis, bei dem keine reelle Abstrahlung stattgefunden
hat, nicht zu unterscheiden ist von einem Ereignis, bei dem ein hinreichend
energiearmes Teilchen abgestrahlt wurde, das nicht messbar ist.

Da reelle Abstrahlung, zum Beispiel eines energiearmen Gluons, mit einer Di-
vergenz verkniipft ist, spiegelt sich dieses Verhalten auch in Form von 1/e-Polen
in dimensionaler Regularisierung wieder. In dimensionaler Regularisierung in
d = 4 —2¢ Dimensionen treten ultraviolette (UV), infrarote (IR) und kollineare
Divergenzen in Form von 1/e-Polen auf. UV-Divergenzen sind einfache Pole,
die durch die Renormierung der Parameter (Felder, Massen und Kopplungen)
entfernt werden. Auf (N)NLO konnen IR- und IR-kollineare Divergenzen 1/e*-
(1/€*-)Pole entwickeln, die sich durch Aufsummieren der reellen und virtuellen
Korrekturen wegheben (Kinoshita-Lee-Nauenberg-Theorem). Die verbleiben-
den kollinearen 1/e- (1/€*-) Pole werden durch Renormierung der Partonver-
teilungsfunktionen absorbiert.

Betrachtet man allerdings die virtuellen Korrekturen und die reellen Kor-
rekturen in dem Grenzfall, in dem die reelle Abstrahlung energiearm ist (soft
limit), dann ist eine physikalische Vorhersage moglich. Denn ein (pp — HH)-
Ereignis ist zu unterscheiden von einem (pp — HH + jet)-Erzeugnis, bei dem
der jet mindestens eine gewisse Energie hat. Durch Hinzunahme der reellen
Korrekturen im soft limit 1asst sich daher ein fiir ¢ — 0 endliches Ergebnis, das
soft+wvirtual-Ergebnis (SV), konstruieren.

Von Vorteil ist, dass aufgrund von Faktorisierungseigenschaften der QCD

das SV-Ergebnis sich allein aus den virtuellen Korrekturen konstruieren lasst.
Allerdings handelt es sich bei dem SV-Wirkungsquerschnitt nur um einen —
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wenn auch endlichen — Teil des totalen inklusiven Wirkungsquerschnitts. In
Abschnitt B.2.4 wird diskutiert, unter welchen Bedingungen dieses Teilergebnis
als Naherung fiir den totalen inklusiven Wirkungsquerschnitt verwendet wer-
den kann. In Abschnitt [L.5.1] wird sich herausstellen, dass fiir Higgs-Boson-
Paarproduktion der SV-Wirkungsquerschnitt auf NLO eine gute Naherung
des vollstandigen Ergebnisses darstellt: Fiir grofle partonische Schwerpunkt-
senergien betrigt die Abweichung vom vollstindigen Ergebnis etwa 20 %. Da
die Partonverteilungen aber den Bereich kleiner Schwerpunktsenergien, wo die
Abweichung deutlich geringer ist, betonen, liegt der totale hadronische SV-
Wirkungsquerschnitt nur 5 % unter dem vollstindigen FErgebnis. In
Abschnitt wird gezeigt, dass durch Hinzunahme nicht-fithrender Terme der
SV-Entwicklung der totale Wirkungsquerschnitt noch genauer abgeschétzt wer-
den kann.

In dieser Arbeit wird der SV-Wirkungsquerschnitt unter zwei Gesichtspunk-
ten verwendet.

1. Die SV-Konstruktion beinhaltet die Vorhersage von Teilen des NLO- aus
dem LO-Ergebnis. Da LO exakt in der Top-Quark-Masse bekannt ist,
lasst sich so Information iiber die m;-Abhéngigkeit von LO auf NLO
iibertragen (sieche Abschnitt [.5]).

2. Auf NNLO wird das SV-Ergebnis verwendet, um die m;-Abhéngigkeit des
vollen NNLO-Ergebnisses abzuschétzen (siche Kapitel [).

Die Konstruktion des SV-Wirkungsquerschnitts basiert auf der Eigenschaft
der QCD, dass IR~ und kollineare Divergenzen einer Amplitude faktorisieren,
d.h. die Pole einer (UV-renormierten) n-Schleifen-Amplitude kénnen aus der
entsprechenden Amplitude mit (n—1) Schleifen konstruiert werden. In [42] wur-
de diese Konstruktion fiir einen beliebigen farblosen Endzustand einer Proton-
Proton-Kollision bis zu NNLO beschrieben. Die in dieser Arbeit, also fiir den
Fall pp — HH + X, verwendeten Relationen werden in den folgenden Abschnit-
ten vorgestellt. Sie wurden im wesentlichen aus [42] entnommen und folgen der
dortigen Notation.

3.2.1 Notation
Wir wollen den Prozess 6(pp — HH + X) untersuchen. Wir schreiben

QQd&(§7Q2> — /1 ds (%) Q2d0<37 Q2> -
4

3.5
Q2 2 /s dr dQ2 (3:5)

VIV



3.2 Der soft+wvirtual-(SV-)Wirkungsquerschnitt

wobei ¢ (¢) und § () fiir den hadronischen (partonischen) Wirkungsquerschnitt
bzw. fiir die Schwerpunktsenergie und L, fiir die Gluon-Gluon-Luminositét wie
in Gl. (2I7) steht. Fiir den partonischen Wirkungsquerschnitt schreiben wir

, do 1

—— = —00Q*G(2) = 0p2G(2) z = Q—2

T = (3.6)

mit dem partonischen LO-Wirkungsquerschnitt oy. Durch die Substitution
Q? — zs wird die Integration iiber die invariante Higgs-Paar-Masse zu

s do ! 4m?
dQQ—:/ dz 0g(2s)G(2 mit § ;=1 — —2 3.7
|49 3= ] @z ooz 3
Korrekturen héherer Ordnung in a werden in die Funktion
— GO L qm (L @) (%) 3
Glz) = GO +GV(2) (52) +696) (52) +00d  (38)

=0(1-2)

absorbiert. Die Abhéngigkeit von der Renormierungs- und der Faktorisierungs-
skala und der invarianten Higgs-Paar-Masse

a0 = 00(Q°) as = as(pr) G(2) = G(2,Q* pr, pir)

wird im folgenden nicht explizit geschrieben.
Die Aufteilung in soft (Q* ~ s oder z =~ 1) und hard (s > Q?* oder z < 1)
ist nicht eindeutig. In dieser Arbeit seien alle Beitriage soft, die im Integranden
mit
log"(1 —
(1 —2) oder lw

T ]+mitn:0,1,2,... (3.9)

skalieren, und solche, die mit (1 —2)"(n =0, 1,2,...) skalieren, hard. Die Plus-

Distributionen sind iiber die Integration mit einer Testfunktion f

1 1
/ dzf(2) [9(2)l; == / dz [f(2) = F(D)]g(2) (3.10)
0 0
definiert, und im folgenden wird die Schreibweise
log"(1 —
D_y=6(1—2z), Dyso = {M} (3.11)
- 1-=2 n

verwendet. Die Charakterisierung geméf Gl. (3.9) wird als SV-Niherung im

z-Raum bezeichnet. Eine alternative Definition ist die ebenfalls in [42] be-
schriebene SV-Néherung im Mellin-Raum. In letzterem Ansatz werden auch
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Beitrége, die nicht in fithrender Ordnung der (1 — z)-Entwicklung im Sinne
von Gl. (B9) sind, in die soften Anteile absorbiert. Dadurch wird z.B. auch
die Resummierung der weichen Gluon—Abstrahlungg zu allen Ordnungen in oy
moglich. Man beobachtet in Higgs-, aber auch in Doppel-Higgs-Produktion,
dass die SV-Nidherung im Mellin-Raum, das vollstdndige Ergebnis deutlich bes-
ser beschreibt, als die SV-Néherung im z-Raum (siehe auch Abschnitt [6.2]).

In der SV-Nédherung treten auf LO, NLO und NNLO folgende (partonische)
Beitriage auf:

LO
1 Schleife g9 — HH
NLO
2 Schleifen g9 — HH
1 Schleife g9 — HHg (3.12)
NNLO
3 Schleifen g9 — HH
2 Schleifen g9 — HHg
1 Schleife g9 — HHgg 99 — Hqq

Die in der vollen NLO-Rechnung (siche Abschnitt 4.2)) berticksichtigten Kanéle
q9 — HHq und qq — HHg sowie die Prozesse, bei denen nur ein einzelnes
(Anti-)Quark abgestrahlt wird, tragen zu SV nicht bei, da die Abstrahlung
eines energiearmen (Anti-)Quarks keine Singularitat wie in Gl. (8.9) fiir z — 1
entwickelt.

3.2.2 NLO

Um das SV-Ergebnis auf NLO zu erhalten, benotigt man also die virtuellen
UV-renormierten Zwei-Schleifen-Korrekturen, die Korrekturen durch Abstrah-
lung eines energiearmen Gluons und die Counterterme zur Absorption der soft-
kollinearen Divergenzen in die Partonverteilungen. Die virtuellen Korrekturen
schreiben wir als

dotV oy [ oV
v 0 (5 5(1 = ) 7 Zfin 1
o S(%)(x 2)§ 2Re [1{"] + 72 (3.13)

2Das sind Terme ~ log N, wobei 6 das N-te Mellin-Moment des hadronischen Wirkungs-
querschnitts §(8§) ist.



3.2 Der soft+wvirtual-(SV-)Wirkungsquerschnitt

mit [43]
4rpt\© St Cn 04— % -
W=—(-—"£ : L4866~ 3 = (4m)%e = . (3.14
g ( s ) F(l—é)(€2+ € S = (dm)'e (3:14)

Dabei wurde ausgenutzt, dass sich nach [43] die in e singuldren Anteile der
virtuellen NLO-Korrekturen aus LO ergeben, so dass og, endlich ist fiir ¢ — 0.
Gl. (B13) gilt fiir einen beliebigen Prozess mit zwei Gluonen im Anfangszustand
und einem farblosen Endzustandf Fiir die Abstrahlung eines energiearmen
Gluons erhélt man [44], 42]

do, oo [\ [(dmpE\°© 1 4T(1 —¢)
o c 3.15
dQ? s <27T> ( s (1 — z)t+2e AeF(l —2¢)’ ( )

wobei ,,~* hier ,gleich im soft limit“ bedeutet. Diese Formel erhélt man, wie
in [42] gezeigt wurde, aus der Faktorisierung des Phasenraums sowie der Fak-
torisierung des LO-Matrixelements fiir die Abstrahlung eines Gluons [44]. Die
kollinearen Counterterme [45]

do. 09 (oz8> 2Pg(2)

- 2T

0" (3.16)

€

haben dieselbe Form wie in der vollstdndigen Rechnung, allerdings sind in den
Altarelli-Parisi-Splitting-Funktionen nur die in (1 — z) singuléren Anteile

11 1 1
PO ~ <—CA — —nl> 5(1—2)+2Cy [1 } (3.17)
Jr

6 3 -z
zu beriicksichtigen. Damit erhalten wir fiir den SV-Wirkungsquerschnitt:

dogy  do, n do, n do.

dQ*  d@* " d@*  d@*
Durch Aufsummieren und Entwicklung in € beobachtet man explizit die Kan-
zellierung der 1/e-Pole und erhélt schlieflich das endliche SV-Ergebnis

(3.18)

3 3

(1)

2L 11L 272 Ogn
)+ g

0o

GWY ~ Gél\a =D_, [?nl +Ca (—— +

3Fiir eine Prozess mit ¢ im Anfangszustand und farblosem Endzustand ist in G1. 3.13)), I, g(l)

durch Lgl) zu ersetzen, wobei sich Lgl) von I;l) allein in den Farbfaktoren unterscheidet.
In [43] ist die entsprechende Relation fiir beliebige QCD-Amplituden gegeben.
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—4C4 LDy + 8C4D,

L? 7\ | O
D_ =L ’ 3.19
—l—e{ 1nl(3 18)+00 (3.19)
—11L? 777* 2Lxw?
C —4
T ( 6 36 3 Cf’”) ]

+ Dy [Ca (—2L% + 7°)] +8CALDy — 8C 4Dy + 0(62)}

wobei L = log u?/s ~ log u?/Q? ist. In dieser Arbeit wurde fiir die numerische
Auswertung des SV-Ergebnisses stets L = log u?/Q? verwendet, da das SV-
Ergebnis auf NLO mit L = log u?/Q? das vollstindige NLO-Ergebniss besser
anniihert. Der numerische Unterschied im Vergleich zu L = log u?/s ist Aus-
druck nicht-fithrender Terme im soft limit. Der Einfluss solcher Terme wird
in Abschnitt diskutiert. Im Vergleich zu [42] ist in Gl. (BI9) auch die
Abhéngigkeit von p = pup = pgr gegeben, wobei auch crl%) noch explizit von
[t abhingt. 01(120 und 0&)71 sind durch

a&) = aéﬁo + (7{(%216 + O(€?) (3.20)

definiert. In [42] sind auBerdem auch die O(e®)-Terme gegeben, die allerdings
erst fiir N3LO-Rechnungen benétigt werden. Der totale partonische NLO-SV-
Wirkungsquerschnitt ist dann durch

osv(s) = /1 R oo(25) [5(1 S (;;) GSV)] (3.21)

-5
gegeben. In der Praxis werden also der LO-Wirkungsquerschnitt und die vir-
tuellen NLO-Korrekturen berechnet. Durch Invertieren von Gl. (B.I3]) erhalt
man daraus a&). Damit ist der SV-Anteil von G in Gl. (3.19) und folglich
der SV-Wirkungsquerschnitt in Gl. (8.2I]) vollstéindig bestimmt.

3.2.3 NNLO

Die virtuellen Korrekturen auf NNLO werden analog zu NLO in Gl. (313)
geschrieben@ Fiir die NNLO-SV-N&herung sind auch die iibrigen Subprozes-
se aus Gl. (BI12) zu beriicksichtigen: Der NLO-Prozess mit der zusétzlichen

4Siehe auch Gl. (6.5), dort sind die entsprechenden Relationen fiir die virtuellen NLO-
und NNLO-Korrekturen angegeben. Die Notation ist analog zu diesem Kapitel, mit dem
Unterschied, dass in Gl. ([G.3]) der LO-Wirkungsquerschnitt nicht faktorisiert wurde, und
dass Gl. (6.5) differentiell in der Madelstam-Variable ¢, und nicht differentiell in Q? ist.
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Abstrahlung eines Gluons, sowie der LO-Prozess mit der zusétzlichen Ab-
strahlung zweier Gluonen oder eines Quark-Anti-Quark-Paares. Auflerdem sind
die zusétzlichen UV- und kollinearen Counterterme, also die Erweiterung von
Gl. (3I8) und Gl. (BI7) auf O(a?), zu beriicksichtigen. Als Konsistenztest wur-
den alle diese Bestandteile aus [42] entnommen und die Funktion G®)(z) im
SV-Grenzfall daraus selbst konstruieren. Das Ergebnis stimmt mit dem eben-
falls in [42] gegebene Ergebnis iiberein. Wir finden

X 1x?\ 2L o, o
GY) = DI{CFLnl +n? (— + ) fing | “fing

o T8 ) T3 T oy
607 51772 7t 121 4x?
2| == =
TEART T IR TR0 <36 3)
16 1172 407
L|-=— —38Cs | — —
1) 5 (1)
11Log . 27205,
Lol - == fin0 | ST fin0
3 (o)) 3 (o))
N 82 1112 11z
n U —
\s1 9 8
4 27T2 37C3
L=+ 20
+ <3+ 9 )+ 18
+ Dyl cC 56, 0L, AT 4Lg&)’0
n [— [ [ — —
=A™ 27 g 9 o0
404 2972 134 1072
c?(——+11L° L -——= 78
+A<27+ +9+<9+3)+<3
268 44L 2072
D022 - 2 1612 —
(1)
40 8L O
N e e
9 3 0o

44 8C
+ Dy [Cﬁ (—? — 48L) + TAnl} + Dgci 32 + O(E) .

Dabei ist L = log u?/s ~ log u?/Q?, Cx = 3, Cp = 4/3 und n; = 5 masselose
Quarks. Die Distributionen D,, sind in Gl. (B.I1)) definiert. In dem hier angege-
benen Ergebnis ist — wie bereits in Gl. (8.19) — aulerdem die Abhéngigkeit von
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der Skala u = purp = pgr angegeben, wobei die p-Abhéngigkeit von 0&)70 /oo und

Uéi),o /oo nicht explizit geschrieben wird. Die fiir N*LO bendtigten O(¢)-Anteile
findet man in [42].

Konstruktion der Skalenabhdngigkeit

Die Skalenabhéngigkeit wurde einerseits aus den in [42] fiir beliebige Skala
angegebenen Bestandteilen von G und G® bestimmt. Andererseits wurde
als Konsistenztest die Skalenabhéngigkeit, wie in [40] beschrieben, mit Hilfe
der DGLAP-Gleichungen rekonstruiert. Dazu geht man von der Unabhéngigkeit
des physikalischen hadronischen Wirkungsquerschnitts von der Skala u ausfl

d d
2 A 2
O—Nd—[ﬂadﬂd—[ﬂ(fg®fg®a)a (3.22)
wobei f,; die Gluon-Verteilungsfunktion ist. Ausfithren der Ableitung fithrt mit
fHﬂﬂaderIX}LAIl(Hemhunif
d Q@
2 _ G
2 A2 fo= By (ng ® fg) (3.23)
und der S-Funktion

o () = = (2) = () + 0t

T
11 1
O, — = 24
60 120A 6nl ) (3 )
17 1 5
B = ﬂci - gCFTLz — ﬂCAnl -

auf eine Differentialgleichung fiir den Wirkungsquerschnitt bzw. seine Entwick-
lungskoeffizienten G™:

™ ™

o= (8) 60+ ()64 (£2) 6 o] e

5Dabei ist die Faltung ® wie folgt definiert:

(f1® f2) () 5/0 d»’Cl/O das fi(x1)f2(w2)0(x — 2122) |

und der partonische Wirkungsquerschnitt ist aufzufassen als Funktion von 7 = s/3.

5In [40] sind Splittingfuktionen, S-Funktion und Wirkungsquerschnitte in a /7 entwickelt.
Wahrend die S-Funktion hier dieser Konvention folgt, sind Wirkungsquerschnitte und
Splittingfunktionen hier in o, /(27) entwickelt.
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Diese Differentialgleichung léasst sich Ordnung fiir Ordnung in a; 16sen, und so
lasst sich die volle u-Abhéngigkeit der Funktionen G = G(u) aus einer Randbe-
dingung, wie zum Beispiel dem in [42] gegebenen G(u = +/s), rekonstruieren.

3.2.4 Qualitat der SV-Ndherung

Nachdem wir gezeigt haben, wie man die SV-Néherung konstruiert, stellt sich
die Frage, inwiefern diese Ndherung geeignet ist, das vollstédndige Ergebnis zu
beschreiben. In Hadron-Kollisionen werden grundsétzlich aufgrund der Parton-
verteilungen bestimmte Bereiche des partonischen Wirkungsquerschnitts ver-
starkt, wahrend andere Bereiche unterdriickt werden. Da fiir Doppel-Higgs-
Produktion Gluon-Fusion der dominante (in der SV-Néherung auf (N)NLO so-
gar der einzige) Produktionskanal ist, und die Gluon-Verteilungsfunktion f,(x)
mit wachsendem x féllt, wird in diesem Fall der Bereich kleiner partonischer
Schwerpunktsenergien (z ~ 1) verstirkt, wiahrend der Bereich grofier Schwer-
punktsenergien (z &~ 0) unterdriickt wird. Die Genauigkeit einer Entwicklung
um z = 1 wird daher grundsétzlich von den Partonverteilungen begiinstigt.
Ob aber allein die fithrenden Terme in Gl. (B.9)) eine gute Néherung darstellen,
ist nicht offensichtlich. In [46] wurde fiir einfache Higgs-Produktion untersucht,
inwiefern die Qualitdt der SV-Néaherung den Partonverteilungen zuzuschreiben
ist. Zunéchst wird dort die Gluon-Luminositét fiir pp = 120 GeV wie folgt
parametrisiert:

(dcfgg) (1) x 779 mit a ~ 2.5 fiir 7 < 0.05 , (3.26)
-

wobei 79 = m%/§ < 7 < 1. Fiir Tevatron- (und LHC-)Schwerpunktsenergien
von V4 > 2 TeV ist 75 < 0.05 und daher Gl. (8:28) eine gute Niherung. Der
Einzel-Higgs-Wirkungsquerschnitt

(g9 — H) = o, /T1 dz (ﬁ) Clz) (3.27)

dz z

kann in diesem Fall ndherungsweise mit

o(gg — H) ~ 0, (%) (r = m2 /3) / L) (3.28)

0

beschreiben werden, wobei z = m? /s ist. Die Abhingigkeit von der Gluon-
Luminositét ist in dem Faktor z* parametrisiert. Die iibrige z- Abhéngigkeit ist
in der Funktion C, die durch Gl. (3:27) definiert ist, enthalten. Da 27! &~ 2!
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fiir z — 1 nicht stark ansteigt, kann die Qualitdt der SV-Naherung im Einzel-
Higgs-Fall nicht (allein) mit der Unterdriickung der Partonverteilungen erklért
werden. Sie ist vielmehr eine Eigenschaft der Funktion C also des partonischen
Wirkungsquerschnitts.

Im Fall der Doppel-Higgs-Produktion mit der Schwelle bei 2my ist immer
noch 75 < 0.05, und die Partonverteilungsfunktion des Gluons ldsst sich mit
derselben Parametrisierung beschreiben. Daher ist auch im Fall der Doppel-
Higgs-Produktion aufgrund der Partonverteilungen allein die Qualitéit der SV-
Néherung nicht zu erkldren. Im néchsten Kapitel werden wir auf NLO, wo so-
wohl das SV- als auch das vollstdndige Ergebnis berechnet wurde, beobachten,
dass bereits auf partonischem Niveau — also unabhéngig von den Partonver-
teilungen — SV eine relativ gute Naherung darstellt, siehe Abschnitt [4.5.1] und
Abschnitt

3.3 Erzeugung der Feynman-Diagramme (QGRAF)

Fiir die Erzeugung der Feynman-Diagramme wurde das Fortran-Programm
QGRAF [47] verwendet. Im Rahmen dieser Arbeit wurde die Amplitude
M (g9 — HH) berechnet. Dafiir wurden die Diagramme

e gg — HH auf 1-, 2-, und 3-Schleifen-Niveau (LO, NLO und NNLO)

erzeugt (siche Abb. B4al). Als Konsistenztest wurden auflerdem die Vorwérts-
streuamplituden

e gg — HH — gg auf 3-, 4-, und 5-Schleifen-Niveau (LO, NLO und NNLO)
und

e cc - HH — cc auf 5-Schleifen-Niveau (NNLO), wobei ¢ fiir Faddeev-
Popov-Geister steht[]

berechnet. Die Notation A — B — A steht fiir die Vorwértsstreuamplitude
A — A, die einen Schnitt hat, der dem Zustand B entspricht. Der Beitrag der
virtuellen Korrekturen zum totalen Wirkungsquerschnitt wurde also einerseits
aus der (99 — HH)-Amplitude und andererseits iiber das Optische Theorem
aus der (gg — gg)-Vorwértsstreuamplituden berechnet.

"Die Hinzunahme der Geist-Kanile in ein rein technisches Hilfsmittel, das es erlaubt, die
Mittelung tiber die Gluon-Polarisationen wie im abelschen Fall durch ZEZEV - —Guv
zu ersetzen. Die alternative Berechnung mit physikalischen Gluon-Polarisationen wéire
technisch deutlich aufwendiger.
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Y

A

(a) Diagramme fiir die virtuellen Korrekturen zu gg — HH auf LO (erste Zeile),
NLO (zweite Zeile) und NNLO (dritte Zeile).
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(b) Diagramme der Vorwirtsstreuamplituden: LO (erste und zweite Zeile), NLO
reell (dritte Zeile) und NLO Quark-Kanile (vierte Zeile).

Abbildung 3.4: Beispiel-Feynman-Diagramme.
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Die reellen Korrekturen im Gluon-Gluon-Kanal sowie die Quark-Kanéle wur-
den ebenfalls iiber die Vorwértsstreuamplitude und das Optische Theorem be-
rechnet. Dafiir wurde die folgenden Diagramme benétigt:

e Fir die reellen Korrekturen
— g9 — HHg — gg auf 4-Schleifen-Niveau (NLO),
— ¢¢ — HHg — c¢ auf 4-Schleifen-Niveau (NLO) und
— ¢g — HHc — cg auf 4-Schleifen-Niveau (NLO),

e sowie fiir die Kanéle mit masselosen Quarks ¢
— q9 — HHq — qg auf 4-Schleifen-Niveau (NLO) und
— qq — HHg — qq auf 4-Schleifen-Niveau (NLO).

Auf NLO wurden auflerdem aus technischen Griinden auch die Diagram-
me mit effektiven ¢"H™-Vertizes (n = 2,3; m = 1,2) benotigt (sieche Ab-
schnitt B.6.1)).

Die mit QGRAF erzeugten Listen von Diagrammen enthalten im allgemeinen
auch Diagramme, die nicht zum physikalischen Ergebnis beitragen, da z.B. ihr
Farbfaktor verschwindet oder sie keinen gewiinschten Schnitt haben (siehe Ab-
schnitt 3.1]). Diese Diagramme wurden mit Hilfe eines Skripts herausgefiltert.
Im Fall der Vorwértsstreuamplituden wurde dazu das Programm gen] verwen-
det.

3.4 Asymptotische Entwicklung (exp)

Die Komplexitidt von Feynman-Diagrammen wichst nicht nur mit der Zahl
der Schleifen, sondern auch mit der Zahl der auftretenden Massen m; sowie
der Zahl der externen Impulse ¢;. Besteht allerdings zwischen zwei Skalen eine
Hierarchie, zum Beispiel m? > ¢?, so ist eine Entwicklung in z := ¢*/m? (und
log x) eine gute Ndherung, und eine Skala des Problems wird eliminiert. Die
in [48, [49] eingefiihrte hard mass expansion erlaubt es, die Entwicklung in der
inversen schweren Masse, in unserem Fall der Top-Quark-Masse, auf Diagramm-
Niveau wvor Ausfithrung der Schleifenintegration durchzufithren. Da aber der
Schleifenimpuls k, iiber den integriert wird, sowohl von der Grélenordnung der
hohen Skala k ~ my (hard region), als auch von Gréflenordnung der niedrigen
Skala k ~ q1,q2,+/s (soft region) sein kann, muss der Integrationsbereich in
verschiedene Regionen aufgeteilt werden. Am Beispiel von Diagrammen der

8Privater Code von Jens Hoff und Alexey Pak.



3.5 Asymptotische Entwicklung (exp)

Produktion eines Higgs-Bosons auf LO, NLO und NNLO sieht diese Einteilung
folgendermaflen aus:

ey b
I -2 byl -
P =i B[P 3 eI

Der Grenzwert der Drei-Schleifen-Rechnung mit Top-Quark-Masse lésst sich
also auf masselose Ein- und Zweischleifen-Formfaktoren sowie massive Ein-,
Zwei- und Dreischleifen-Vakuumintegrale zuriickfithren. Dabei steht L fiir den
Entwicklungsoperator, der den Integranden eines Feynman-Integrals in der Hier-
archie der jeweiligen Region entwickelt. Wir betrachten zum Beispiel das LO-
Integral

1 1 1
I, = | d% .
! / Y+ k)2 —m2 (g — k)2 — m2 k2 —m?

Ist der Schleifenimpuls soft, k1 ~ qi/2, so ist der Integrand in der Hierarchie
q1, q2, k1 < my zu entwickeln. Diese Entwicklung fiithrt auf skalenlose Integra-
le, die in dimensionaler Regularisierung verschwinden. Ist der Schleifenimpuls
hingegen in der hard region ki ~ my, so ist der Integrand in der Hierarchie
q1, @2 < k1, my zu entwickeln. Diese Entwicklung fiihrt auf die oben dargestell-
ten Vakuumintegrale.

Bei den NLO- und NNLO-Integralen mit zwei bzw. drei Schleifen erhédlt man
entsprechende Beitrége der Regionen (ky soft, ks hard), (k12 hard) (zweite Zeile
in Gl. (3.29)) bzw. (k12 soft, ks hard), (ki soft, ko3 hard), (k1/2/3 hard) (dritte
Zeile in Gl (3:29)).

In der Praxis wurde das C++-Programm exp [50, 51] verwendet um die asymp-
totische Entwicklung symbolisch durchzufithren. exp erzeugt fiir jedes Dia-
gramm die zugehorigen Sub- und Co-Subdiagramme (rechte Seite von
Gl. (829)). Die explizite Berechnung der Dreipunkt- (und bei Doppel-Higgs-
Produktion auch Vierpunkt-)Integrale und die Entwicklung der Vakuumdia-
gramme (bzw. deren Propagatoren) wird im folgenden beschrieben. In diesem
Formalismus konnte der NLO- sowie der NNLO-SV-Wirkungsquerschnitt bis
zur Ordnung 1/m;? bzw. 1/m;} entwickelt werden.
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3.5 Topologien (exp und TopoID)

Die in Schleifenrechnungen auftretenden Integrale haben typischerweise die
Form
IT N
(¢ gy, {a:}) :/ddlld%... en (3.30)
I1 Dy
i=1
mit
D; = p? - m? , Ni=pe-pi, (3.31)

wobei g; externe Impulse, m; Massen und p; Linearkombinationen der externen
und der Schleifenimpulse /; sind. Es geniigt an dieser Stelle, skalare Integraltﬂ
zu betrachten, da im Fall von Tensorintegralen eine Tensorreduktion oder die
Anwendung von Projektoren das Integral auf ein skalares Integral zuriickfithren
kann. Die Festlegung der Zéhler V; und der Nenner D; definiert eine Topologie.
Durch Angabe der Topologie und der Exponenten a; ist dann ein bestimmtes
Integral eindeutig identifiziert. Die Abbildung auf Topologien ist von grofer
Bedeutung, da viele Rechenschritte ohne weiteres fiir eine Topologie (d.h. un-
abhéngig von den expliziten Werten der Exponenten {a;}) implementiert wer-
den kénnen. Und auch wenn die Zahl der Integrale von O(10°) ist, lassen sich
diese in der Regel durch O(10) Topologien beschreiben. Im Zuge der Abbil-
dung aller Integrale auf Integrale der Topologien lassen sich zwar beispielsweise
aufgrund von Symmetrien einige Vereinfachungen machen, die Groflenordnung
der Anzahl der unabhéngigen Integrale bleibt aber gleich. Von entscheidender
Bedeutung ist allerdings, dass die Zuordnung zu Topologien es ermoglicht, alle
Integrale einer Topologie durch IBP-Relationen (siehe Abschnitt B.7) auf O(10)
unabhéngige Masterintegrale abzubilden.

Eine umfassende und formale Beschreibung zum Thema Topologien findet
man in [52]. Das dort vorgestellte Mathematica-Programm TopoID wurde ent-
wickelt um die Vorwirtsstreuamplitude fiir Einzel-Higgs-Produktion auf
(N)NNLO zu berechnen. Der Kern des Programms identifiziert und definiert
automatisch aus einer Liste von Feynman-Diagrammen benotigte Topologien
und erzeugt FORM-Code, der die Diagramme durch Integrale der Topologien
ausdriickt.

9Das sind solche Integrale, bei denen auf der rechten Seite von Gl. ([3.30) keine offenen
Lorentz-Indizes auftreten. Die offenen Indizes im Argument der linken Seite von Gl. (B.30)
sollen andeuten, dass das Integral von allen Skalarprodukten der externen Impulse (z.B.
¢2, q1 - q2 etc.) abhingen kann.



3.6 Topologien (exp und TopoID)

3.5.1 Topologien fiir M (g9 — HH)

Fiir die Berechnung von M(gg — HH) bis NNLO wurden die Topologien
von Hand identifiziert, und mit Hilfe von exp [50, 51] wurde jedes Diagramm
seiner Topologie zugeordnet. Nach der asymptotischen Entwicklung treten mas-
sive Ein-, Zwei- und Dreischleifen-Vakuumdiagramme sowie masselose Ein- und
Zweischleifen-Formfaktoren und Vierpunkt-Integrale auf.

Die massiven Vakuumtopologien sind im FORM-Programm MATAD [53] nur im
Ein- und Zweischleifen-Fall fiir beliebige Skalarprodukte im Zahler implemen-
tiert. Allerdings konnte auf private Erweiterungen zuriickgegriffen werden, die
durch Anwendung von Projektoren die Tensor-Integrale auf die in MATAD im-
plementierten skalaren Topologien zuriickfithren 'Y

Die in Abb. dargestellten masselosen Topologien mit vier externen Bein-
chen wurden selbst definiert. Der FORM-Code, mit dem die Skalarprodukte im
Zahler und die Nenner durch Integrale der jeweiligen Topologie ausgedriickt
werden, wurden (halb)automatisch erzeugt. Symmetrien und Randbedingun-
ge der Topologien wurden als Konsistenztest auch mit TopoID erzeugt und
verglichen.

3.5.2 Topologien fiir M(gg — gg)

Fiir die berechneten Vorwartsstreuamplituden konnte auf NLO ebenfalls auf
bestehende Topologien zuriickgegriffen werden. Auflerdem wurde unabhingig
davon auf NLO sowie auf NNLO TopoID [52] verwendet, um alle auftretenden
Topologien zu identifizieren und die Diagramme auf sie abzubilden. Abb.
zeigt die so automatisch erzeugten Topologien. Da aber in TopoID die asymp-
totische Entwicklung nicht implementiert ist, wurden die gefunden Topologien
in einem Zwischenschritt auf exp-Topologien abgebildet, so dass mit exp die
asymptotische Entwicklung durchgefiihrt werden konnte. Danach konnten die
Diagramme mit dem ebenfalls von TopoID erzeugten FORM-Code durch die ska-
laren Integrale der jeweiligen Topologie ausgedriickt werden.

0Vielen Dank an Alexander Kurz, der mir die entsprechenden Routinen zur Verfiigung
gestellt hat.

HDamit sind in diesem Zusammenhang Werte der Exponenten {a;} gemeint, fiir die ein
Integral Null ergibt.
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q1 )41 q4 q1 J4! q4
p3
2y \ | J 2
P4
@ P a3 0 P2 @
topD0111 topD0113
Q1 b1 q4 q1 b1 b2 q4
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topD0211 topD0213
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Abbildung 3.5: Topologien fiir die Amplitude M(gg — HH). Alle internen Linien
sind masselos, ¢© = ¢2 = 0, qg =ql = m%{ Die Topologien topD0112 und topD0212
gehen durch die Vertauschung ¢; <> g2 aus topD0111 und topD0112 hervor.

3.6 Spuren, Projektoren, und 1/m;-Entwicklung
(FORM)

Nach der Erzeugung der Diagramme, der (symbolischen) asymptotischen Ent-

wicklung und der Abbildung auf Topologien liegen die Diagramme in geeigneter

maschinenlesbarer Form vor und kénnen explizit berechnet werden. Dieser re-

chenintensivste Teil der Arbeit wurde in FORM durchgefiihrt. Der verwendete

Code basiert im wesentlichen auf MATAD bzw. dem vom TopoID erzeugten Co-
de. Prozeduren fiir

e Feynman-Regeln,
e Dirac-Algebra und Spurbildung,

e explizite Entwicklung in 1/m; und
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2 X

(a) Topologien fiir LO und NLO (virtuell).

%
gi

(b) Topologien fiir NLO (reell).

<L X
e
)~

(c) Topologien fiir NNLO (virtuell).

EK
XY

Abbildung 3.6: Von TopoID erzeugte Topologien. Die einfachen Linien stehen fiir
masselose Propagatoren, die doppelten nicht ausgefiillten Linien stehen fiir geschnit-
tene Higgs-Propagatoren, die doppelten grau unterlegten Linien stehen fiir nicht ge-
schnittene Higgs-Propagatoren.
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e Integration der Vakuumintegrale

konnten unverdndert aus MATAD {ibernommen werden. Der (prozessabhéngige)
Input besteht lediglich aus den Topologien sowie aus den in Anhang [A 1] gege-
benen Projektoren auf die beiden physikalischen Lorentz-Strukturen.

In diesem Setup konnten die ersten Terme (p°, p') der m;-Entwicklung auf
NLO problemlos berechnet werden. Fiir eine tiefere Entwicklung auf NLO und
fiir die NNLO-Rechnung waren allerdings aus technischen Griinden (Laufzeit
und Speicherbedarf) zwei Modifikationen notwendig, die in den beiden folgen-
den Abschnitten vorgestellt werden.

3.6.1 Optimierung 1: ¢" H-Bausteine
Idee

Bei der Berechnung der reellen Korrekturen der Vorwértsstreuamplitude auf
NLO treten in jedem Diagramm jeweils zwei der Subdiagramme in Abb. [3.7d
auf. Dabei steht ,1L* fiir eine Top-Quark-Schleife. In MATAD werden in jedem
dieser Diagramme zunéchst alle Top-Quark-Linien entwickelt und dann das
entsprechende Vakuum-Integral eingesetzt. Danach werden die verbliebenen
masselosen n-Punkt-Topologien abgearbeitet. Es werden also in jedem Dia-
gramm immer wieder dieselben Ein-Schleifen-Vakuumdiagramme erneut be-
rechnet. Dazu kommt ein Symmetriefaktor, da die meisten Diagramme sich
nur durch die Vertauschung z.B. der Gluonen eines ggH H-Subdiagramms un-
terscheiden. An dieser Stelle bietet sich die folgende Optimierung an: Anstelle
der eigentlich zu berechnenden Diagramme (Abb. B.7al) werden die Diagram-
me in der ,effektiven Theorie (Abb. B.7D) mit ¢"H™(n = 2,3;m = 1,2)-
Vertizes erzeugt, und in diese Diagramme werden die zuvor einmalig berechne-
ten Einschleifen-Subdiagramme eingesetzt. Dabei handelt es sich nach wie vor
um die asymptotische Entwicklung der vollen Theorie. Denn obwohl die Dia-
gramme wie in der (m; — oo)-Theorie aussehen, wird fiir jede ,, 1L“-Einsetzung
stets das vollstandige Einschleifen-Integral eingesetzt.

Implementierung

Die Einschleifen-Einsetzungen ¢>H (¢?H?, g*H, g3 H?) bestehen aus 2, (6, 6, 24)
Diagrammen, die fiir offene Lorentz- und Farbindizes und fiir beliebige Impulse
(in der asymptotischen Entwicklung) berechnet wurden. Die Kanzellierung der
Anteile mit der symmetrischen Strukturkonstante d*¢ wurde explizit beobach-
tet, so dass der ¢g>H- und der ¢g®H?-Baustein wie der g*-Vertex proportional
zur antisymmetrischen Strukturkonstante f¢ ist.
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Baustein | p® p°  p*  pP pPlO
g*H <1l <1 <1 <1 <1
g*H*? 5 2 1 <1 <1
¢*H 7 4 1 <1 <1
g3 H? 130 40 10 2 <1

Tabelle 3.1: Grofle der Gluon-Higgs-Vertex-Bausteine im FORM-Format in MB.

Tab. Bl zeigt die Grofle der Bausteine im FORM-Format in MB. Wie erwartet
wichst die Gréfle der Bausteine mit der Tiefe der Entwicklung in 1/m? ~ p
sowie mit der Zahl der externen Impulse. Auf den ersten Blick scheinen diese
Zahlen nicht besonders grof}, da in FORM die Manipulation von Ausdriicken auch
im GB-Bereich prinzipiell keine Problem ist. Allerdings ist zu beachten, dass
die Bausteine in ein Diagramm eingesetzt werden. Ein Ausdruck, der propor-
tional zu einem ¢3H?-Baustein ist und der selbst aus nur 100 Termen besteht,
wird sich beim Einsetzen auf 100 x 130 MB vergrofern. Hinzu kommt, dass
jedes Diagramm nicht nur aus einem, sondern aus zwei Bausteinen besteht.
Aufgrund dessen wurde das Einsetzen der Bausteine Ordnung fiir Ordnung in
p vorgenommen. Am Beispiel der Entwicklung bis O(p?) werden die Bausteine
By =" by;p' und By = Y by;p® also nicht direkt eingesetzt

By x By » (blo + buip + 512/)2) (520 + bo1p + 522/)2) ; (3.32)
sondern
By x By — bigbag + (b1obar + bi1bao) p + (biobag + bi1ba1 + bi2byo) P (3.33)

Wihrend also in Gl. (3:32)) das Produkt ausmultipliziert und Terme ~ p® und
~ pt erzeugt wiirden, werden in Gl. ([333) nur die Terme eingesetzt, die
tatsiichlich zum Endergebnis zur O(p?) beitragen.

3.6.2 Optimierung 2: Vorziehen der Vakuumintegrale

Bei der Berechnung der virtuellen Korrekturen treten auf (N)NLO ebenfalls un-
abhéngige Fin- und Zweischleifen-Vakuumintegrale auf. Das linke Diagramm in
Abb. B.§ zerfillt in der asymptotischen Entwicklung in ein Zwei-Schleifen- und
ein Ein-Schleifen-Vakuumintegral, das rechte Diagramm in drei Einschleifen-
Vakuumintegrale. Auch in diesem Fall wiirde MATAD zunéchst alle Propagato-
ren entwickeln und danach die Ein- bzw. Zweischleifen-Integration ausfiihren.
Im Fall der Diagramme in Abb. 3.8 wiirden also 10 bzw. 8 massive Top-Quark-
Propagatoren entwickelt, wodurch der Ausdruck kiinstlich aufgeblidht wird. Um
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Y
Y
Y

Y

A

A
A

A

q1 q1 qa q1 q1 qs
-- Q3 q2 -- Q4 q2
q2 q2 q3 q3 q3 q4
(c)

Abbildung 3.7: Die reellen NLO-Diagramme (a) bestehen aus jeweils zwei Top-
Quark-Schleifen, die mit zwei oder drei Gluon- und ein oder zwei Higgs-Propagatoren
verbunden sind. Diese , 1L“-Einsetzungen, dargestellt in (c), kénnen einmalig fiir
beliebige Impulse g; entwickelt und integriert werden und dann in die ,effektiven
Diagramme*“ (b) eingesetzt werden.

das zu vermeiden, wurde der FORM-Code abgeéndert, so dass zunéichst Propa-
gatoren identifiziert werden, die zu einem Ein- oder Zweischleifen-Vakuum-
integral gehoren. Dann werden genau die Propagatoren, die zur ersten Integra-
tion gehoren, entwickelt, und die erste Integration wird ausgefiihrt, bevor die
iibrigen Propagatoren entwickelt und integriert werden.

3.7 Reduktion auf Masterintegrale (FIRE)

Nach den bisher diskutierten Schritten liegt die Amplitude vor, ausgedriickt
durch skalare Integrale der verwendeten Topologien. Die massiven Vakuumin-
tegrale wurden bereits explizit eingesetzt. Die skalaren Integrale sind allerdings
nicht (linear) unabhéngig. Integration-By-Parts-(IBP-)Relationen [54] erlauben
es, die (auf NNLO ca. 50000) skalaren Integrale durch nur O(10) unabhéngige



3.8  Masterintegrale

Abbildung 3.8: Die gezeigten Diagramme haben 10 (links) bzw. 8 (rechts) massive
Top-Quark-Propagatoren. In der asymptotischen Entwicklung gehoren diese jedoch
zu verschiedenen Vakuumintegralen, die unabhéngig voneinander entwickelt und in-
tegriert werden konnen.

Integrale (die Masterintegrale) auszudriicken. IBP-Relationen sind lineare Glei-
chungen, die Integrale mit verschieden Exponenten {a;} (siehe Gl. (8.30)) mit-
einander in Beziehung setzen. Der Laporta-Algorithmus [55] beschreibt, wie
man eine Menge gegebener Integrale zu Masterintegralen reduziert. Grundge-
danke des Algorithmus ist es, fiir die bendtigten Integrale explizit IBP-Rela-
tionen aufzustellen. Durch die Definition einer Ordnungsrelation werden dann
mit Hilfe der IBP-Relationen ,,gréfere® durch , kleinere* Integrale ausgedriickt,
und zwar so lange, bis man bei — im Sinne der Ordnungsrelation — minimalen
Integralen angelangt ist.

In dieser Arbeit wurde die Reduktion auf Masterintegrale mit den Program-
men FIRE [56, 57] und rows [52] 58], die im wesentlichen auf dem Laporta-
Algorithmus basieren, durchgefiihrt. Danach liegen alle Integrale der in Abb.
und Abb. gezeigten Topologien, ausgedriickt durch die in Abb. 3.9 bzw. in
Abb. B.10 gezeigten Masterintegrale, vor.

3.8 Masterintegrale

Notation

In dieser Arbeit treten Ein-, Zwei- und Drei-Schleifen-Masterintegrale auf. Die
Zahl der Schleifen wird als Index notiert. Schleifen-Integrale ohne Schnitt wer-
den mit I bezeichnet, die geschnittenen Integrale aus der Rechnung mittels
Vorwiértsstreuamplituden mit J (virtuell) bzw. R (reell). Weiter gilt

G =q=0, @G =q=m}y,

s = (Q1 + Q2)2 ) = (Q1 - Q3)2 ) U= ((J2 - Q3)2 . (3-34)
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q1 q4
q2 q3 q2 43
q2 g3
11(2) Il (3)
I (1); 11(7)q19q2
44 q1 qa q1 qa
(h _HI:
92 ——
q3 q2 q3 q2 q3
1(4) 11(5); 11(8)gy 30 1,(6)
(a) 1-Schleifen Masterintegrale
q1 q1
q1 q4 g4 qa
q2 q3 q3 q3
[2(1) q2 q2
I(2) I5(3) — I2(1), I2(2)
q1 q1
qa : q1 g4 : q4
q3 q2 q3 q3
q2 [2(5) q2
12(4) [2(6)

(b) 2-Schleifen Masterintegrale

Abbildung 3.9: Masterintegrale fiir M(gg — HH). Alle internen Linien sind mas-

selos, ¢ = ¢3 = 0 und qg =q = m%{
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Ji(1) S1(2) J2(0)
Ry(1) Ry(2) Ry(3)
J2(1) J2(2) J2(3) J2(4)
J2(5) J2(6) J2(8) J2(9)
J3(1) J3(2) J3(3) J3(4)

Abbildung 3.10: Mit TopoID und rows erzeugte Phasenraum-Masterintegrale. Ers-
te Zeile: LO und NLO virtuell; zweite Zeile: NLO reell; Zeile 3-5: NNLO virtuell. Die
einfachen Linien stehen fiir masselose Propagatoren, die doppelten nicht ausgefiillten
Linien stehen fiir geschnittene Higgs-Propagatoren, die doppelten grau unterlegten
Linien stehen fiir nicht geschnittene Higgs-Propagatoren. Ein Kreuz auf einer Linie
steht fiir einen inversen Propagator. Das Diagramm fiir J5(7) wurde ausgelassen, da
J2(7) = J2(0) ist (interne Notation).

47



48  Kapitel 3 Methoden fiir die (N)NLO-Rechnungen

3.8.1 Masterintegrale fiir M(gg — hh)

In diesem Abschnitt werden die Masterintegrale vorgestellt, die man fiir die
Vertex-Rechnung der virtuellen Korrekturen auf NLO und NNLO benotigt,
sieche Abb. 3.9 Um die Notation einzufiihren, betrachten wir den masselosen

Propagator
P(¢%) = /ddl ! ! — in¥2G(1,1) ! (3.35)
(2] [=(¢ = 1)?] (=)
mit
F()\l + )\2 + € — 2)F(2 — € — )\1)F(2 — € — )\2)
AL, Ag) = .
Gl 2o) TONTOT(E — A — g — 20) (336
womit wir der Konvention von [59] folgen.
Ein-Schleifen-Masterintegrale
Damit findet man sofort die Zweipunkt-Integrale
(1) = P, (3.37)
I(7) = P(u) (3.38)
L(2) = P(m?), (3.39)
Li(3)=P(s) . (3.40)
Fiir die Dreipunktfunktion I;(4) wurde die Darstellun
1
I(4) = —= | Go(=1;2)Go(0;y) — Go(0;y)Go(—1/y; )
sV'o
+2G,(—1,0;x) — 2G,(—1/y,0;x) + O(e)} (3.41)

mit

1 1 o 4m?
y:_Z’ x:L\/_’ 5:1_ mH
x 1—-+0 s

verwendet, wobei G,({w;}; z) fir den Goncharov-Polylogarithmus [64] mit Ge-
wichten {w;} und Argument z steht. Fiir die hier benttigten Gewichte redu-
zieren sich die Goncharov-Polylogarithmen zu gewohnlichen Logarithmen und
Dilogarithmen, siehe Anhang [A.4]

12 Andere Darstellungen des Integrals findet man in [60, 61]. Da nicht gezeigt werden konnte,
dass diese mit der hier verwendeten Darstellung iibereinstimmen, wurde das hier ver-
wendete Ergebnis durch eine numerische Auswertung des Integrals mit FIESTA [62] [63]
bestétigt.
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Die (gekreuzte) Box findet man in [65], es gilt

1,(5) = NpoxBoxd[m3, m3, s, ul , (3.42)
11(8) = NpoxBoxd[m3, m3, s, 1] , (3.43)
I,(6) = NpoBox3[m;, m}, t,u] , (3.44)

mit Box3 und Box4 aus [65] und

F2(1 —al'(1+e¢)
Npo, = in%? . 3.45
Box = 17 T(1— 2¢) (3.45)

Zwei-Schleifen-Masterintegrale

Die Zwei-Schleifen-Masterintegrale findet man ebenfalls in [59], es gilt

(1) = (in??)?G(1, 1)G<1,€)W : (3.46)
5L(2) = (i?)?G(1,1)G(1,1,¢) (_1)25 , (3.47)
I,(4) = (in?/2e7E¢)? S (;4 — :—2 — % — 51927; + (9(6)) . (3.48)
I,(5) = P(s)?, (3.49)
5(6) = 522 1(3) (3.50)
mit
. P(—)\l — )\3 — € + 2)P(—)\2 — )\3 — € + 2)
Gl A ) = [0
F()\l + )\2 + )\3 +e€e— 2) (351)

% P(—)\l—)\g—)\g—2€+4) '

Wie in Abb. angedeutet, ist I5(3) kein Masterintegral, da es sich als Line-
arkombination von I5(1) und I5(2) schreiben lésst:

(d—3)(3d —10) 1
2(1) + 417 512(2) (3.52)

(d —3)(3d — 10)(3d — 8) 1

]2(3) == (d— 4)3

Das Integral wird hier aufgefiihrt, da es von FIRE zunéchst als Masterintegral
identifiziert wird. Unter Ausnutzung der Symmetrie (Spiegelung an der Hori-
zontalen, bzw. der Vertauschung von ¢; und ¢o) ldsst sich jedoch mit FIRE die
Relation Gl. (3:52)) herleiten.
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3.8.2 Masterintegrale fiir M (g9 — gg)
Ein-Schleifen-Phasenraumintegrale

Fir den ¢(q1)g(q2) — H(q3)H (q4) Phasenraum in d Dimensioner[ findet man

/dPS—/ g g, 2m)% (g +q—qzs—q1)  (3.53)
27T d— 12E3 )d712E4 m q1 q2 q3 qa .

zgﬁ(sl/? 6(43) ﬁ /Oldy (y(1—y)~

4m? 1+ cosf
S 2

Das Integral in Gl. (853) ergibt sich direkt aus der Eulerschen Betafunktion

mit

(3.54)

B(a,b) := /Old:v 1 —a) = (3.55)

Damit finden wir fiir das erste Masterintegral

Ji(1) :/dPS: %51/2—6 (4?”) ﬁ \/Oldy W=y (330

~~ -~

=:Npg =B(1—¢,1—¢)

Fiir die {ibrigen Phasenraumintegrale fithren wir die Schreibweise

Ja= [ awo - (357)

ein, und mit Npg aus Gl. (B.50) ergibt sich

1 1
J1(2):/dPS¥:NPS/d§;7

wobei die Mandelstam-Variable

t= (o —a)? =~ 6+ 1+2v5(2y — 1)

13 Mit f(e),ty,t_ aus [7] gilt:

/dPs2 = 8—; /ﬁ dt f(e)
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von y abhéngt. Um das y-Integral auszuwerten, entwickeln wir den Integranden
ind=1—4m3/sum § = 0, also die Produktionsschwelle bei /s = 2my. Nach
der Entwicklung ist der Integrand ~ y?(1 — y)°, so dass man die Integration
mit Gl. (8.55) sofort ausfiithren kann.

Diese d-Entwicklung kann als praktische Alternative zur numerischen Aus-
wertung der Integrale gesehen werden. Die konsistente Entwicklung der Inte-
grale und des gesamten Wirkungsquerschnitts hat den Vorteil, dass Konsis-
tenztests (Kanzellierung von e-Polen) oder Vergleiche analytisch durchgefiihrt
werden konnen. Auflerdem bleibt Information iiber analytische Eigenschaften
des Ergebnisses erhalten. Wie in Anhang [A.2] gezeigt wird, ist bei einer Ent-
wicklung bis O(6°°) die Konvergenz so gut, dass die Unsicherheit aufgrund der
Entwicklung auch fiir 6 &~ 1 numerisch zu vernachlédssigen ist.

Zwei-Schleifen-Phasenraumintegrale — virtuell

Fiir die Zwei-Schleifen-Phasenraumintegrale findet man

J2(1):/dPS Re [1,(1)] . (3.58)
7,(2) = / dPS Re [1,(1)] . (3.59)
1r(3) = Re [11(2)] / dps | (3.60)
1,(4) = Re[1,(2)] / aps T (3.61)
J(5) = / dPS A,(1) | (3.62)
Jo(6) = / dPS 1,(6) (3.63)
Jo(7) = Re [I; (3)] / dps | (3.64)
1(8) = Re [I(4)] / dps | (3.65)
15(9) = Re [1,(3)] / dPS% | (3.66)

Die Integrale, die nicht ohnehin faktorisieren, lassen sich nach ¢-Entwicklung
iiber die Definition der Eulerschen Betafunktion sofort integrieren.

14Das Integral A;(1) findet man als , Triangle 2“ in [65].
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In der Basis der Masterintegrale der Vorwéartsstreuamplitude in Abb. 3.10
wird das Integral J5(8) (und damit [;(4)) fiir die virtuellen Korrekturen auf
NNLO bis einschliefllich O(e) benétigt. In der Basis der Masterintegrale in
Abb. hingegen geht nur der O(e”)-Anteil in das Ergebnis ein. Durch einen
Basiswechsel ldsst sich der O(¢e)-Anteil von J5(8) durch die bereits angegebenen
Integrale und die endlichen Anteile von

J,(10) = / dPS Re [1;(5)] (3.67)
ausdriicken.

Zwei-Schleifen-Phasenraumintegrale — reell

Die Zwei-Schleifen-Phasenraumintegrale fiir die reellen NLO-Korrekturen sind

Ry(1) = /d§3d§4d§5(27)d5(d) (h+¢—q—q—q)

Ry(2) = /d§3d§4d§5(2ﬁ)d5(d) (h+¢—q—q—q) [

(g3 + CM; m7 ] i
1
)

(g3 + qu4)? qu]
(3.68)

Ry(3) = /d§3d§4d§5(2ﬂ)d5(d)(91 +q2—q3— qu — q5) [

mit
dd—lq
(2m)a12¢q0

Durch Reparametrisierung ergibt sich fiir diese Integrale [I4]

2

dg = q%qu:O, quqi:mH. (3.69)

1
R2<1> = Ns 12655/236/ du (1 _ /i)l/Q_e Iu172e ’

1 —

.3 1
R2<2): 2 2655/2 36/ d'u 5 1_,u)1/2 ,ul 2 [Z+5<1_M):| ’
0

e 103 1 -
( ) Ns 2— 2555/2 36/ dM 1_,u)1/2 Ml 2 |:Z+5<Z_M):| ’

N = {%} 2 {1 + de + <12 — 2%2) e + 0(63)} : (3.71)

Die Entwicklung von Gl. (8.70) in ¢ fithrt im Integranden wieder direkt auf die
Eulersche Betafunktion.
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Drei-Schleifen-Phasenraumintegrale

Die Drei-Schleifen-Phasenraumintegrale faktorisieren in den Phasenraum J;(1)
und bereits angegebene Integrale:

J3(1) = Ji(DRe[L1(3)] ,
J3(2) = Ji(DRe [[2(2)] ,
J3(3) = Ji(1)Re [12(4)] ,
J3(4) = Ji(1)Re [1»(3)*] ,
j3(4) = J1(1) |[1(3)‘2

Wie in Abschnitt B] beschrieben tritt das Integral J3(4) in zwei Varianten
auf. Die eine entspricht dem Diagramm in Abb. .10l die andere entspricht
dem Diagramm, bei dem die beiden masselosen Ein-Schleifen-Propagatoren auf

verschiedenen Seiten des Schnittes sind (siche Abb. B.2).

3.9 Renormierung

Im Rahmen dieser Arbeit wurde stets die starke Kopplungskonstante a, im
MS-Schema mit 6 aktiven flavours renormiert [66], und wurde im Anschluss
durch decoupling zum 5-flavour-Schema iibergegangen [67, [68]. Die Top-Quark-
Masse wurde im on-shell-Schema renormiert [69]. Die on-shell-Renormierung
der externen Gluonen wurde mit Hilfe der decoupling-Konstante fiir das Gluon-
Feld ¢ [67] durchgefiihrt.

3.10 Aspekte der Computernutzung

Wesentliche Teile dieser Arbeit konnten nur mit Hilfe moderner Soft- und Hard-
ware erstellt werden. Fiir die Berechnung der virtuellen Korrekturen auf NNLO
mussten beispielsweise 3796 Feynman-Diagramme berechnet werden, von de-
nen jedes einzelne — wenn {iberhaupt — nur mit groBter Mithe und enormem
Zeitaufwand von Hand hétte berechnet werden koénnen.

Parallelisierung

Seit den 1960er Jahren bis heute beobachtet man, dass sich die Anzahl der Tran-
sistoren in handelsiiblichen integrierten Schaltkreisen etwa jéhrlich verdoppelt
(Moore’s Law). Die Taktfrequenz von handelsiiblichen CPUs entwickelte sich
bis in die 2000er Jahre dhnlich, seitdem stagniert sie allerdings. Wahrend es
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also frither moglich war, durch Abwarten und den Kauf eines neuen Compu-
ters in einem Jahr ein Programm doppelt so schnell auszufiihren, ist das heute
nicht mehr méglich Um also die nach wie vor beobachtbare Verdoppelung
von Transistoren, die sich in der Vervielfachung der Kerne pro CPU ausdriickt,
nutzen zu kénnen, muss man parallele Algorithmen verwenden. Gelingt es, ein
Problem in 7 unabhéngige, 1/n grofie Teilprobleme aufzuspalten, so lassen sich
diese im Idealfall auf einem Computer mit n Kernen gleichzeitig berechnen,
und man gewinnt wieder einen Faktor n im Speedup. Gelingt das allerdings
nicht, kann man auch durch modernere Computer derzeit keine Verringerung
der Laufzeit erwarten.

Wenn man also von moderner Hardware profitieren will, muss erstens das
Problem grundsétzlich aufspaltbar sein, und zweitens muss die entsprechende
Software anpasst oder neu entwickeln werden, was in der Regel sehr aufwendig
sein kann. In der Physik treten zahlreiche Probleme auf, die sich fiir Parallelisie-
rung eignen. Darunter sind solche, bei denen die Parallelisierung trivial ist (da
das Problem per Konstruktion in unabhéngige Teilprobleme aufzuspalten ist),
aber auch solche, bei denen die Zerlegung in unabhdingige Teilprobleme nicht
trivial ist und zur Ausfiihrungszeit Information zwischen den Teilproblemen
ausgetauscht werden muss. Das hat einerseits einen gréofleren Programmierauf-
wand und andererseits einen geringeren maximalen Speedup zur Folge.

Beispiel 1: Aufspaltung in Feynman-Diagramme

Die Berechnung einer Amplitude aus unabhéngigen Feynman-Diagrammen ist
trivial zu parallelisieren, da die Berechnung der einzelnen Diagramme vollstan-
dig unabhéngig ist. Die Berechnung von Feynman-Diagrammen in dieser Arbeit
wurde grundsétzlich parallel organisiert, Subdiagramme desselben Diagramms
wurden allerdings nacheinander berechnet.

1510 [70] (versffentlicht im Jahr 1999) wurde diskutiert, ob und inwiefern es effizienter ist, eine
aufwendige Rechnung nicht sofort zu beginnen, sondern abzuwarten, bis die gesteigerte
Rechenleistung die Wartezeit (iiber)kompensiert.

16Diese triviale Parallelisierbarkeit kann auch aus einer anderen Perspektive betrachtet wer-
den. Denn obwohl die Diagramme unabhéngig voneinander zu berechnen sind, bestehen
zahlreiche Relationen zwischen den verschiedenen Diagrammen, die in diesem Ansatz
nicht ausgenutzt werden konnen. So sind in der Regel einzelne Feynman-Diagramme we-
der eichinvariant noch endlich in d = 4 Dimensionen, sie brechen also Symmetrien der
Amplitude. Das macht sich in einer enormen Aufblihung in Zwischenschritten der Rech-
nung bemerkbar. Wihrend zum Beispiel fiir die Berechnung aller NNLO-Diagramme in
dieser Arbeit insgesamt ein Festplattenspeicher von O(100 TB) notig war, ist das auf-
summierte Ergebnis noch vor Einsetzen der IBP-Relationen lediglich O(100 MB) gro8.
In modernen Anséitzen wird versucht, basierend auf der Unitaritdt der Streumatrix, diese
Aufbldhung in Zwischenschritten zu umgehen, siehe zum Beispiel [T, [72].



3.10  Aspekte der Computernutzung

Beispiel 2 : Manipulation groBer Ausdriicke

Die Manipulation einzelner Summanden eines groflen Ausdrucks ist ebenfalls
sehr zur Parallelisierung geeignet. Das Computeralgebrasystem FORM [73), (74} [75]
basiert auf der termweisen Manipulation von Ausdriicken und existiert auch in
den parallelen Versionen TFORM (basierend auf POSIX Threads) und ParFORM
(basierend auf MPI). Ein grofler Vorteil dieser Programme ist, dass bis auf we-
nige Ausnahmen, die Parallelisierung vollstéindig vom Programm tibernommen
wird und von Anwenderseite keine Anderungen an dem fiir serielles FORM ent-
wickelten Programmcode notwendig sind.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde bei der Berechnung der einzelnen Diagram-
me massiver Gebrauch von TFORM [74) [76] gemacht. Ohne diesen Einsatz wére
es nicht moglich gewesen, die in den néchsten Kapiteln vorgestellten Ergebnisse
zu erhalten.

Beispiel 3 : Reduktion auf Masterintegrale

Die in Abschnitt [3.7] besprochene Reduktion auf Masterintegrale ist ein weiteres
Beispiel fiir rechenintensive Probleme der theoretischen Teilchenphysik. In den
Reduktionsprogrammen FIRES [57] und Reduze 2 [77] sind beispielsweise par-
allele Algorithmen implementiert. In diesem Fall ist Parallelisierung allerdings
nicht trivial, da die Zerlegung in unabhéngige Teile nur eingeschriankt moglich
ist.

Beispiel 4 : Gittersimulationen

Gittersimulationen sind in der Physik wie auch in benachbarten technischen
Disziplinen weit verbreitet — sei es Gitter-QCD, Kosmologie (Millennium-Si-
mulatio), Meteorologie oder numerische Stromungsmechanik (computational
fluid dynamics). In allen diesen Gebieten kann man durch die Diskretisierung
von Raum und Zeit eine Vielzahl von interessanten Groflen (numerisch) be-
rechnen, was im Kontinuum nicht moglich ist. Die Parallelisierbarkeit von Git-
tersimulationen beruht darauf, dass in der Regel zwar einige (typischerweise
benachbarte) — aber nicht alle — Gitterpunkte wechselwirken (also Informati-
on austauschen). Daher konnen die Gitterpunkte, die gerade keine Information
austauschen, unabhéingig, und damit parallel, berechnet werden.

"http://www.mpa-garching.mpg.de/galform/virgo/millennium/
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Scheduling

Zur Veranschaulichung des Rechenaufwands zeigt das Histogramm in Abb. B.11]
die Anzahl der Diagramme in Abhéngigkeit des maximal bendtigten Festplat-
tenspeichers und der gesamten bendctigten Laufzeit der Berechnung der virtu-
ellen NNLO O(1/m}) Korrekturen. Jedes einzelne der 3796 Diagramme wurde
mit TFORM mit jeweils zwei Threads berechnet. Wie man sieht, ist der bei wei-
tem grofite Anteil der Diagramme ,relativ einfach®, d.h. die Laufzeit liegt im
Bereich von 10 Stunden bei einem Speicherbedarf von unter 100 GB. Ande-
rerseits gibt es aber auch O(10) Diagramme, die mit einer Laufzeit von iiber
500 Stunden bei einem Speicherbedarf von iiber 1 TB extrem aufwendig sind.
Aufgrund dieser weiten Streuung der Komplexitdt der Diagramme ist es un-
erlésslich, das Job-Scheduling entsprechend anzupassen. In der Praxis wurde
dazu folgendermaflen vorgegangen:

e Berechnung der einfacheren O(1/m})-Korrekturen ohne Anpassung.

e Klassifizierung der Diagramme nach deren Laufzeit in drei Gruppen:
1. Laufzeit iiber 6 Stunden (sehr komplex)
2. Laufzeit 4 — 6 Stunden (komplex)
3. Laufzeit unter 4 Stunde (einfach)

Da, wie man in Abb. B.I1] erkennt, Laufzeit und Speicherbedarf stark
korreliert sind, war eine gesonderte Kategorisierung nach Speicherbedarf
nicht notwendig.

e Fiir die Berechnung der hoheren O(1/m})-Korrekturen wurden zunéchst
die Diagramme der Gruppe 1 und 2 gestartet, unter der Einschrinkung,
dass hochstens zwei dieser Diagramme auf einem Computer laufen. Die-
se Einschréankung ist notwendig, da pro Computer etwa 2-3 TB freier
Festplattenspeicher verfiighar ist, so dass mehr als zwei der komplexeren
Diagramme auf einem Computer aufgrund von zu wenig Speicherplatz
abstiirzen konnten.

e Freie Slots wurden dann mit Diagrammen der Gruppe 3 aufgefiillt.

So konnten die O(1/m;})-Terme auf dem Cluster ,Moon* (siche unten) des
Instituts fiir Theoretische Teilchenphysik in ca. 4 Monaten berechnet werden.
Bei einer seriellen Berechnung auf einem einzelnen Computer wére allein fiir
die 20 komplexesten Diagramme ein Laufzeit von etwa 2 Jahren notig gewesen.
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Lorertz-Snkiur 1 Lorentz-Struiur 2
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(a) Laufzeit der NNLO-Diagramme.

Lafzit[H

(b) Laufzeit und Speicherbedarf der NNLO-Diagramme.

Abbildung 3.11: Statistik zur Laufzeit und zum Speicherbedarf der Berechnung
der virtuellen Korrekturen auf NNLO bis O(1/m}).

Hardware

Der iiberwiegende Teil der hier vorgestellten Rechnungen wurde auf dem Moon-
Cluster durchgefiihrt. Dieser besteht aus 28 Computern mit Intel Xeon X5675
Prozessoren mit einer Taktfrequenz von 3 GHz. Jeder dieser Prozessoren hat
sechs physikalische Kerne, so dass durch Hyper-Threading bis zu 24 Threads
pro Computer parallel ausgefiihrt werden kénnen. Derzeit haben die Computer
zwischen 50 GB und 100 GB Arbeitsspeicher und 3.4 TB Festplattenspeicher.

Bei der Berechnung der 1/m-Korrekturen auf NLO, insbesondere der
O(1/m;?)-Anteile, traten O(10) Diagramme auf, bei denen in Zwischenschrit-
ten deutlich mehr Festplattenspeicher benttigt wurde. Diese wurden auf Com-
putern des Earth-Clusters des des Instituts fiir Theoretische Teilchenphysik
berechnet, die bis zu 6 TB Festplattenspeicher habe.
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4 Top-Quark-Effekte im
NLO-Wirkungsquerschnitt

Mit den in Kapitel B vorgestellten Mitteln wurde der NLO-Wirkungsquer-
schnitt fiir Higgs-Boson-Paarproduktion im Gluon-Gluon-, Quark-Gluon- und
Quark-Antiquark-Kanal berechnet. Fiir die virtuellen Korrekturen wurde die
Amplitude M(gg — HH) bis O(1/m}) fiir beliebigen Eichparameter ¢ und
bis O(1/m}?) fiir £ = 0 berechnet. Die reellen Korrekturen wurden mit dem in
Abschnitt B.6.1] beschriebenen optimierten Setup bis O(1/m;?) berechnet. Ei-
ne unabhéngige Rechnung, in der sowohl virtuelle als auch reelle Korrekturen
bis O(1/m}) iiber die Vorwirtsstreuamplitude berechnet wurden, fiihrt zu dem
identischen Ergebnis.

Bevor phidnomenologische Aspekte diskutiert werden, betrachten wir die ana-
lytische Form des in p = m%/m? und 6 = 1 — 4m?% /s (siehe Abschnitt B.8.2)
entwickelten NLO-Wirkungsquerschnitts:

ey = S (%Y{ 7p 53/2+p2< 9 p 24001 53/2)

or  \w/ 25920 4147200 87091200
3/2 2
+% {_ 15296 +e (_1037680\/5 + 8% {422220 B 2;79;0 a % Ly
+5TZOL§ + <_8T70 + %()Lz) Ls + ﬁ@})
: <{ 261122873396900 a 4144792007T2 * 8644900 2+ %Lg

49 49 49
—= | L - Ly ) Lg b 6'/2
+< 57600) 2+< 172800 115200 2) ‘5}5

{318919 24001 , 24001 _,
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Dabei ist Ly = log2, Ls = logd, und die Renormierungs- und Faktorisierungs-
skala wurde auf u = mpy gesetzt. Auch wenn diese Entwicklung fiir phénome-
nologische Betrachtungen nicht ausreichend ist, ldsst sich das Verhalten an der
Schwelle untersuchen. Wir beobachten:

e Die in ¢ und p fithrenden Terme im LO-Wirkungsquerschnitt sind von

der Ordnung O(p°6°/?) und O(ps*/?).

e Die fithrenden Terme im NLO-Wirkungsquerschnitt sind von der Ordnung
O(p°6%/2) und O(pd'/?).

Das Verhalten an der Schwelle § = 0 wird also auf LO durch O(p)-Terme
bestimmt. Verglichen mit den NLO-Korrekturen ist sowohl der O(p")- als auch
der O(p')-Anteil des LO-Ergebnis mit einem Faktor § unterdriickt.

Fiir die folgenden Diskussionen wurde der NLO-Wirkungsquerschnitt bis
O(6%%) entwickelt. Abschneiden der §-Entwicklung ist, wie in Anhang [A.2] ge-
zeigt wird, fiir diese Diskussionen nicht von Bedeutung.

4.1 Strikte 1/m;-Entwicklung des NLO
Wirkungsquerschnitts

Die gestrichelten Linien in Abb. A1l zeigen den strikt in p entwickelten Wir-
kungsquerschnitt im Gluon-Gluon-Kanal, sowie Abb. im Quark-Gluon- und
Quark-Antiquark-Kanal. Wie zu erwarten, konvergiert die Entwicklung nur na-
he der Produktionsschwelle. Oberhalb und in der Nédhe der Schwelle ist kein
Zeichen von Konvergenz erkennbar. Diese Entwicklung ist also fiir phdnomeno-
logische Zwecke, bei denen der Bereich an und oberhalb der Schwelle wichtig
ist, nicht geeignet. Die Entwicklung ist aber trotzdem von Nutzen:

1. Es handelt sich bei dem Ergebnis um die Entwicklung des ezakten NLO-
Ergebnisses unterhalb der Top-Quark-Schwelle, und das Ergebnis liegt in
analytischer Form vor. Damit enthélt es wertvolle Informationen des ex-
akten NLO-Ergebnisses und kann als Konsistenztest fiir zukiinftige Rech-
nungen jenseits der m; -Entwicklung dienen.

2. Aus der Entwicklung auf NLO sowie der Kenntnis des exakten Ergebnis-
ses auf LO lasst sich eine NLO-Vorhersage konstruieren, die prinzipiell
auch oberhalb der Top-Quark-Schwelle zumindest als Naherung des ex-
akten Ergebnisses dienen kann. Diese Konstruktion wird im folgenden
beschrieben.
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Abbildung 4.1: Partonischer NLO-Wirkungsquerschnitt ohne LO-Beitrag, Gluon-
Gluon-Kanal. Die gestrichelten Linien stellen das strikt entwickelte Ergebnis dar, die
durchgezogenen Linien das Ergebnis nach LO-Faktorisierung.

4.2 Faktorisierung des LO-Wirkungsquerschnitts

In dieser Arbeit bedeutet die Faktorisierung des exakten LO-Wirkungsquer-
schnitts die folgende Ersetzung:

NLO nwo . 7% o LO Toxp.
._ . exp
gexp = Okt = oLo Uexp - gLO : (42)
exp exp

Vom faktorisierten Wirkungsquerschnitt og, erwartet man, dass er den tat-
sichlichen exakten Wirkungsquerschnitt besser annidhert als die strikte Ent-
wicklung. Dabei handelt es sich aber tatsdchlich nur um eine Annahme. Man
erkennt, dass fiir

NL
oNLO Uexpo oNLO PR e i3
gLO ~ FLO = gNLO ~ gLO ( : )
exp exp exp

offensichtlich o0 ~ g}LO ist. Die zugrundeliegende Annahme lisst sich also

in Worten wie folgt formulieren:

Formulierung 1 Der exakte K-Faktor ist ungefihr gleich dem K-Faktor, den
man erhélt, wenn man Zahler und Nenner separat entwickelt.
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Abbildung 4.2: Partonischer NLO-Wirkungsquerschnitt. Kanéle mit mindestens
einem Quark im Anfangszustand, Farben wie in Abb. 1]

Formulierung 2 Der 1/m;-Korrekturfaktor auf LO ist ungefdhr gleich dem
1/m-Korrekturfaktor auf NLO.

Formulierung 3 Der K-Faktor hingt allein von my und m;, und nicht von /s
(oder der invarianten Masse \/@) ab. In diesem Fall werden insbeson-
dere analytischen Eigenschaften vom exakten LO-Wirkungsquerschnitt
auf den NLO-Wirkungsquerschnitt tibertragen (z.B. die Entwicklung des
Imaginérteils der Amplitude an Top-Quark-Schwelle bei /s = 2m;).

Um es nochmals zu betonen: Es handelt sich dabei um Annahmen, die auf
Gl (£2) fihren. Es handelt sich nicht um Argumente dafiir, dass die Annah-
men korrekt sind. Die Frage, ob und wie genau die Annahmen erfiillt sind,
bzw. wie genau Gl. (£2) das exakte NLO-Ergebnis beschreibt, ist ein zentra-
ler Punkt dieser Arbeit. Im Fall der Einzel-Higgs-Produktion beobachtet man
tatséchlich, dass die Faktorisierung wie in Gl. (£.2) den totalen Wirkungsquer-
schnitt sehr gut beschreibt. Bevor wir im néchsten Abschnitt den Vergleich
ziehen zwischen dem FEinzel- und dem Doppel-Higgs-Fall, betrachten wir jetzt
den geméf Gl. (£2]) LO-faktorisierten partonischen NLO-Wirkungsquerschnitt
im Doppel-Higgs-Fall.

In Abb. L] und Abb. sind die NLO-Korrekturen zum LO-Wirkungs-
querschnitt dargestellt. Im folgenden wird die Notation oNO\LO verwendet,
wenn es sich um die NLO-Korrekturen handelt, die zu LO zu addieren sind.
Fiir das vollstindige NLO-Ergebnis (inklusive LO) wird die Notation gMO+NLO
verwendet. Die gestrichelten Linien zeigen das strikt entwickelte Ergebnis, die
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durchgezogenen Linien das Ergebnis nach LO-Faktorisierung aus Gl. (d.2)). Wir
beobachten:

e Im Gluon-Gluon-Kanal bewirkt die LO-Faktorisierung eine deutliche Ver-
besserung des Konvergenzverhaltens. Dennoch beginnt im Bereich
350 GeV < /s < 400 GeV eine Aufspaltung der verschiedenen Kurven,
so dass fiir gréfere partonische Schwerpunktsenergien die Kurven zwar
nicht konvergieren, aber verglichen mit der strikten Entwicklung doch
weniger divergent sind. Eine detaillierte Diskussion des Konvergenzver-
haltens findet in Abschnitt .3 statt.

e Im Quark-Gluon-Kanal sowie im Quark-Antiquark-Kanal ist ebenfalls ei-
ne — wenn auch weniger stark als im Gluon-Gluon-Kanal ausgeprigte —
Verbesserung verglichen mit der strikten Entwicklung erkennbar. Dass
die Faktorisierung weniger gut funktioniert als im Gluon-Gluon-Kanal,
ist nicht iiberraschend, da der exakte LO-Wirkungsquerschnitt selbst ein
Gluon-Gluon-Kanal ist. Und es ist nicht erstaunlich, dass die zugrunde-
liegenden Annahmen in Gl. (£.3) eher innerhalb eines Kanals erfiillt sind.

e In allen Kanilen zeigt sich, dhnlich wie auf LO (vgl. Abb. 22), bei der
Produktionsschwelle ein zunéchst flacher Anstieg, der im Bereich der Top-
Quark-Schwelle steiler wird und nach einem Maximum (je nach Kanal
zwischen 400 GeV und 700 GeV) schliellich langsam abfillt. Wie auf
LO wird der Wirkungsquerschnitt nicht durch den Bereich direkt an der
Schwelle bei /s ~ 2my, sondern durch den Bereich grofierer Schwer-
punktsenergien dominiert.

e Bei Betrachtung der absoluten Skala fallt auf, dass der Quark-Gluon-
Kanal und der Quark-Antiquark-Kanal etwa zwei Grolenordnungen klei-
ner sind als der Gluon-Gluon-Kanal. Dazu kommt noch eine Unterdrii-
ckung durch die Partonverteilungen, so dass diese Kanile fiir Phanome-
nologie am LHC praktisch vernachlédssigbar sind. Wenn nicht anders an-
gegeben, wird im folgenden immer ausschliellich der Gluon-Gluon-Kanal
diskutiert.

4.2.1 Vergleich mit Einzel-Higgs-Produktion

Im Fall der Einzel-Higgs-Produktion ist auf NLO bereits der in m; exakte
Wirkungsquerschnitt [79], sowie auf NNLO Entwicklungen in 1/m; bekannt
[80), BTl 82]. Abb. @3] wurde aus [78] entnommen und zeigt den totalen NLO-
Wirkungsquerschnitt der Einzel-Higgs-Produktion in Abhéngigkeit von der
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Abbildung 4.3: Totaler hadronischer NLO-Wirkungsquerschnitt fiir Einzel-Higgs-
Produktion als Funktion der Higgs-Masse. Die durchgezogene Linie zeigt das in m; ex-
akte Ergebnis, die gestrichelte Linie den (m; — o0)-Grenzfall mit LO-Faktorisierung
wie in Gl. (@.2]). Die Abbildung wurde aus [78] entnommen.

Higgs-Masse. Dargestellt ist das exakte Ergebnis (durchgezogene Linie) sowie
der (m; — o0)-Grenzfall mit LO-Faktorisierung wie in Gl. (£2) (gepunkte-
te Linie). Man erkennt, dass die effektive Theorie das exakte Ergebnis fiir
mpy =~ 125 GeV hervorragend beschreibt. Selbst fiir eine Higgs-Masse ober-
halb der Top-Quark-Schwelle ist die Naherung noch auf 10 % genau. Daran
erkennt man, dass die LO-Faktorisierung prinzipiell geeignet ist, das exak-
te Ergebnis auch fiir my > 2m; zu beschreiben. Allerdings ist zu beachten,
dass hier der totale inklusive Wirkungsquerschnitt betrachtet wurde. Und der
entscheidende Unterschied zum Doppel-Higgs-Fall ist, dass fiir Einzel-Higgs-
Produktion der Bereich /s < 2m; des partonischen Wirkungsquerschnitts den
totalen hadronischen Wirkungsquerschnitt dominiert. Der in Abschnitt fiir
den Doppel-Higgs-Fall beobachtete Mangel an Konvergenz des hadronischen
Wirkungsquerschnitts ist also eher auf die Tatsache zuriickzufiihren, dass fiir
Doppel-Higgs-Produktion der Bereich /s 2 2m; im totalen Wirkungsquer-
schnitt dominant ist. Um diesen Bereich genauer zu beschreiben, ist allerdings
eine tiefere Entwicklung in 1/m; per Konstruktion nicht geeignet, da diese ja
gerade die umgekehrte Hierarchie /s < m; impliziert. Fiir eine bessere Vor-
hersage konnte allerdings der Hochenergielimes /s > m; > mpy betrachtet
werden, wie es fiir Einzel-Higgs-Produktion auf LO und NLO gemacht wurde.



4.2 Faktorisierung des LO-Wirkungsquerschnitts

Hochenergielimes bei Einzel-Higgs-Produktion

Wie in [83] diskutiert wurde, entwickelt der Higgs-Wirkungsquerschnitt fiir
s — oo eine Singularitét [84) [85]

oo [ 2oty @ log® ! = fiir my — 00
J<gg - H + X> TL ];O 1 k k—1 s %I . . .
> ey @5 log > fiir m; endlich

My

(4.4)

Die gg H-Punktwechselwirkung in der effektiven Theorie unterscheidet sich also
charakteristisch von der vollen Theorie, in der die ggH-Wechselwirkung iiber
einen Formfaktor — die Top-Quark-Schleife — stattfindet. Um die in Gl. (d.4)) er-
kennbare kiinstliche zusiitzliche Singularitiit ((aslog s)? anstelle von (o log s))
der effektiven Theorie zu umgehen, wurde in [83] (basierend auf der Hochener-
gie-Faktorisierung in [84, 85]) der Hochenergielimes der vollen Theorie be-
stimmt. Dieser (y/s > my, my)-Grenzfall wurde auf (N)NLO in [80, [82] mit
dem umgekehrten Grenzfall m; > s, my durch eine Interpolation kombiniert.
Man findet, dass die ohnehin kleine Abweichung vom exakten Ergebnis auf
NLO, durch diese Interpolation erklirt werden kann.

Auf NNLO, wo das exakte Ergebnis nicht bekannt ist, beobachtet man ei-
ne grofere Abweichung als auf NLO, die allerdings immer noch < 1 % ist.
Diese verbleibende NNLO-Unsicherheit ist im wesentlichen auf die Matching-
Prozedur, d.h. auf die Frage, wie man zwischen den beiden Grenzfillen inter-
poliert, zuriickzufiihren.

Hochenergielimes bei Doppel-Higgs-Produktion

Da im Doppel-Higgs-Fall bereits der LO-Wirkungsquerschnitt durch hohere
partonische Schwerpunktsenergien bestimmt wird, ist davon auszugehen, dass
in diesem Fall das Hochenergieverhalten von noch gréferer Bedeutung ist. Da-
her ist es naheliegend, auch fiir Higgs-Paare den Hochenergielimes zu bestim-
men und mit der 1/m;-Entwicklung zu kombinieren. Dieser Ansatz ist jedoch
erstens (technisch) komplizierter und zweitens weniger erfolgversprechend als
im Einzel-Higgs-Fall:

1. Wie in [84] 85, 83] gezeigt wurde, erhdlt man den dominanten Beitrag
zum Hochenergielimes aus einem Phasenraumintegral iiber die off-shell-
Amplitude M(g(q? # 0)g(g5 # 0) — H). Wihrend jedoch bei der Higgs-
Produktion die Phasenraumintegration aufgrund der (2 — 1)-Kinematik
mit einer §(Q? — m?%)-Distribution trivial ist, ist das bei Higgs-Paaren
nicht mehr der Fall. Dort ist insbesondere die invariante Masse \/@ der
beiden Higgs-Bosonen eine weitere freie Skala, die nur durch /s — oo
,beschrankt® ist.
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2. Selbst wenn man den Hochenergielimes bestimmt hétte, wére — so wie
im Einzel-Higgs-Fall auf NNLO — die Interpolation zwischen den beiden
Grenzfillen ein kritischer Punkt. Letztendlich wére damit ein (kleiner)
Teil der m;-Effekte unter Kontrolle, der vermutlich gréfiere Teil der Unsi-
cherheit wére nach wie vor vorhanden, allerdings in Form der Matching-
Prozedur.

4.3 Konvergenz

Bevor wir weitere Aspekte der m;-Korrekturen auf NLO untersuchen, soll in
diesem Abschnitt kurz der Konvergenz-Begriff, wie er iiblicherweise im Rahmen
solcher Entwicklungen in der Physik und insbesondere in dieser Arbeit ver-
wendet wird, erldutert werden. Wir betrachten am Beispiel einer reellen Folge
(z,) den Konvergenz-Begriff in der Mathematik. Eine mogliche Definition des
Grenzwertes der Folge lautet:

(xn) = @ & dr:Ve>0:3ng:Vn>ng:|z—z,| <e. (4.5)

Solche Formulierungen kénnen mathematisch exakt gemacht werden. Um mit
dieser Charakterisierung allerdings Konvergenz priifen zu koénnen, muss der
Grenzwert z und/oder die Folge (x,,) (vollstéindig) bekannt sein. In der Physik
hingegen ist die Problemstellung in der Regel eine andere: Gegeben ist eine
endlich Anzahl der ersten Terme einer Entwicklung, und die Frage ist, ob die
Entwicklung grundsétzlich gegen einen Grenzwert konvergiert und wie grof3 die
Abweichung von diesem unbekannten Grenzwert (maximal) ist. In der Regel
ist also weder der Grenzwert noch eine beliebige Anzahl von Folgengliedern
bekannt, vielmehr soll der Grenzwert und die verbleibende Unsicherheit aus
den bekannten Folgengliedern konstruiert werden. Daher hat sich in der Physik
ein anderer Begriff der Konvergenz etabliert. Am Beispiel der Folge (z,,) wiirde
dieser lauten:

(xn) — @ & Ing :Vn >ng: |z, — xp1| < |Tpo1 — Tp_ol (4.6)

wobei n,ng < Npax Wenn ny,, die Anzahl der bekannten Folgenglieder ist. In
Worten bedeutet dies, dass man von Konvergenz spricht, wenn man beobach-
tet, dass mit wachsender Entwicklungstiefe n die Differenz zwischen der O(n)-
und der O(n — 1)-Entwicklung kleiner wird. Als beste Naherung des unbekann-
ten Grenzwertes x wird z, . verwendet und der Fehler mit |z, . — T . 1]
abgeschétzt.

Diese Charakterisierung hat natiirlich keine Beweiskraft, sondern ist empiri-
scher Natur, und die verbleibende Unsicherheit ist nur eine Abschitzung. Fiir
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viele physikalische Probleme (bei denen sowohl das exakte Ergebnis als auch
die Entwicklung bekannt ist) hat sich allerdings gezeigt, dass die so gemachten
Abschitzungen korrekt (gute Niherungen) sind.

Mit dieser kurzen Diskussion soll betont werden, dass mit einer Charakteri-
sierung wie in Gl. (4.6) zwar kein mathematisch korrekter, aber dennoch ein
transparenter und fiir die physikalische Diskussion in der Regel ausreichender
Konvergenzbegriff gegeben ist.

Konvergenz im NLO Gluon-Gluon-Kanal

Anhand des Gluon-Gluon-Kanals untersuchen wir die Konvergenz des NLO-
Wirkungsquerschnitts und die Auswirkungen der Faktorisierung des LO-Wir-
kungsquerschnitts. Dazu betrachten wir fiir n = 1,...,6 die Differenz

n n—1
O_NLO7p _ O_NLO,p

: (4.7)

also die Korrekturen des p"-Ergebnisses zum p"~!-Ergebnis. In der linken Spal-
te von Abb. [4.4] ist jeweils der Bereich in der N#ihe der Produktionsschwelle
dargestellt. Abb. £4al zeigt den absoluten Wirkungsquerschnitt, Abb. [4.4D] die
entsprechende Differenz zur néchsttieferen Entwicklungsordnung.

Wir betrachten zunédchst die strikte Entwicklung (gestrichelte Linien) im
Bereich unterhalb der Top-Quark-Schwelle (Abb. [4.4D)] links). Man erkennt,
dass die Differenz ,p% — p°“ (schwarze Linie) bis /s ~ 350 GeV kleiner ist
als die niedrigerer Ordnung, d.h. die Entwicklung konvergiert in diesem Be-
reich, und das p®-Ergebnis ist der beste Schiitzwert fiir das exakte Ergebnis.
Fiir groflere Schwerpunktsenergien ist das nicht mehr der Fall, und es ist kein
Anzeichen von Konvergenz erkennbar. Bei Betrachtung des LO-faktorisierten
Ergebnisses (durchgezogene Linien) erkennt man, dass in diesem Fall schon
bei /s ~ 300 GeV die Korrekturen mit wachsender Entwicklungstiefe nicht
mehr kleiner werden, d.h. dass das Ergebnis dort im Sinne von Gl. (€8] nicht
konvergiert. Andererseits erkennt man ebenfalls, dass der absolute Betrag der
Differenz sehr klein und deutlich kleiner als im Fall der strikten Entwicklung oh-
ne LO-Faktorisierung ist. Betrachtet man jetzt auch den Wirkungsquerschnitt
selbst (Abb. [£4al), so erkannt man, dass in dem Bereich /s < 300 GeV, wo
sowohl strikte Entwicklung als auch das faktorisierte Ergebnis konvergieren, die
beiden besten Schétzer (die schwarzen Kurven) sehr gut iibereinstimmen.

Wir stellen also fest, dass Konvergenz in dem Sinne, dass die tiefste Ent-
wicklung die beste Néherung fiir das exakte Ergebnis ist, tatsédchlich auch
nach LO-Faktorisierung nur fiir sehr kleine Schwerpunktsenergien zu beob-
achten ist. Andererseits ist die Variation aller verschiedenen Entwicklungstie-
fen noch bis /s < 350 GeV so klein, dass die Aufspaltung der Kurven fiir
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die phinomenologische Diskussion vernachléssigt werden kann. Fiir grofiere
Schwerpunktsenergien bleibt eine deutliche Unsicherheit aufgrund der Varia-
tion der Entwicklungstiefe.

Wir fassen also zusammen:

1. Fiir sehr kleine Schwerpunktsenergie /s < 300 GeV konvergiert die m;-
Entwicklung. Das p® Ergebnis ist dort unabhiingig von der LO-Faktorisie-
rung eine sehr gute Ndherung des exakten Ergebnisses. Diese Korrekturen
sind verglichen mit dem p°-Ergebnis phinomenologisch nicht von Bedeu-
tung. Sie sind allerdings von Wert, um als Konsistenztest fiir zukiinftige
exakte (moglicherweise numerische) Rechnungen zu dienen.

2. Fiir groBere Energien /s = 300 GeV versagt die Konvergenz, und die
Kurven spalten sich in beiden Féllen auf. Wahrend im Fall der strikten
Entwicklung bereits ab 350 GeV die Variation der verschiedenen Kurven
unbeschriankt scheint, ist in dem Fall mit LO-Faktorisierung die Variati-
on noch so klein, dass sie phdnomenologisch (z.B. fiir den hadronischen
Wirkungsquerschnitt) praktisch keine Rolle spielt. Erst fiir noch grofiere
Energien ist auch hier die Variation der Kurven deutlich sichtbar, aber
dennoch auf O(50 %) des p°-Ergebnisses beschriinkt.

4.4 Hadronischer Wirkungsquerschnitt |

Nachdem wir festgestellt haben, dass die m;-Entwicklung trotz LO-Faktorisie-
rung im partonischen Wirkungsquerschnitt fiir /s = 400 GeV nicht konver-
giert, stellt sich die Frage, inwiefern sich das im beobachtbaren hadronischen
Wirkungsquerschnitt bemerkbar macht. Dazu betrachten wir, wie bereits auf
LO in Abschnitt 2.2.3] den NLO-Wirkungsquerschnitt als Funktion von /s,
einem Schnitt auf die partonische Schwerpunktsenergie. Wie in Abschnitt [4.5.]
gezeigt wird, kann man diesen ,,theoretischen Schnitt“ als Naherung fiir den im
Experiment beobachtbaren Schnitt auf die invariante Higgs-Paar-Masse sehen.

Abb. @B zeigt den hadronischen NLO-Wirkungsquerschnitt fiir v/§ = 14 TeV
als Funktion von /Scu;, wobei MSTW2008 Partonverteilungen [36] verwendet
wurden. Fiir \/scy > Vs erhilt man den totalen Wirkungsquerschnitt (in der
Abbildung am rechten Rand mit oo gekennzeichnet). Ahnlich wie bereits auf
LO beobachtet man, dass der totale Wirkungsquerschnitt wesentlich durch den
Bereich 350 GeV < /s < 700 GeV bestimmt wird. Da in diesem Bereich die
Entwicklung schlecht oder gar nicht konvergiert, ist folglich auch der totale
Wirkungsquerschnitt nicht konvergent in der m;-Entwicklung. Wiirden weitere
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Abbildung 4.5: Hadronischer LO+NLO-Wirkungsquerschnitt und K-Faktor fiir
V§ = 14 TeV. Fiir den K-Faktor wurde NLO-ay im Zihler und LO-a im Nenner
verwendet. Scut = 00 bezeichnet den totalen Wirkungsquerschnitt.

Entwicklungskoeffizienten dem Schema der berechneten Koeffizienten folgen,
wire der totale Wirkungsquerschnitt nach oben vermutlich unbeschréinkt. Auf
Basis dieses Ergebnisses ist es also nicht moglich, einen besten Schétzwert fiir
den in m,; exakten totalen Wirkungsquerschnitt auf NLO anzugeben. Aller-
dings kénnen die berechneten Entwicklungskoeffizienten durchaus zur (groben)
Abschétzung der verbleibenden Unsicherheit verwendet werden. Das ist deswe-
gen moglich, weil eine Entwicklung zur Ordnung (1/m?)™ nicht nur eine Ent-
wicklung in p = m? /m?2, sondern implizit auch eine Entwicklung in 7 := s/m?
ist. Daher ist davon auszugehen, dass fiir hinreichend grofle Werte von n und
grofle Werte von s das exakte Ergebnis durch eine weniger tiefe Entwicklung
besser approximiert wird. Es ist also insbesondere denkbar, dass der totale Wir-
kungsquerschnitt beispielsweise durch das p'- oder p?-Ergebnis besser beschrie-
ben wird als durch das p®-Ergebnis. Obwohl also der totale Wirkungsquerschnitt
in dieser Entwicklung divergiert, sind die ersten Terme der Entwicklung eine
verniinftige Abschétzung der Griffenordnung der theoretischen Unsicherheit.

Abb. zeigt diese Unsicherheit im Verhéltnis zur Variation der Higgs-
Selbstkopplung um +20 % verglichen mit ihrem Wert im Standardmodell. Wie
man erkennt, ist fiir /s < 350 GeV die m-Entwicklung so gut, dass prak-
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Abbildung 4.6: Masseneffekte und Variation der Higgs-Selbstkopplung im NLO-
Wirkungsquerschnitt. Das untere Schaubild zeigt alle Kurven auf p® normiert. squ =
oo bezeichnet den totalen Wirkungsquerschnitt.

tisch keine Unsicherheit verbleibt. Gleichzeitig ist in diesem Bereich der Wir-
kungsquerschnitt relativ gesehen extrem sensitiv auf die Higgs-Selbstkopplung,
jedoch der absolute Wert so klein, dass im Standardmodell eine Messung am
LHC mit heutigen Methoden aussichtslos scheint. Umgekehrt betrachtet ist das
aber auch eine Moglichkeit, Abweichungen vom Standardmodell zu beobach-
ten. Sollte am LHC bei einem Schnitt auf die invariante Higgs-Paar-Masse von
beispielsweise 350 GeV ein deutlicher Uberschuss gemessen werden, so kann
aufgrund der hier gefundenen Ergebnisse ausgeschlossen werden, dass es sich
dabei um m;-Effekte handelt.

Im Bereich 350 GeV < /s < 550 GeV wichst die my-Unsicherheit schnell
an, wiahrend die Sensitivitdt auf die Selbstkopplung féllt. Danach tritt eine
Sattigung ein, und die Kurven bleiben fiir s — oo nahezu konstant. In die-
sem Bereich und insbesondere fiir den totalen Wirkungsquerschnitt kann die
my-Unsicherheit nur grob mit O(£10 %) abgeschétzt werden. Das ist derselbe
Bereich wie bei Variation der Selbstkopplung um O(£10 %). Insbesondere ist
zu beachten, dass fiir den totalen Wirkungsquerschnitt oder /scy 2 400 GeV
aufgrund fehlender Konvergenz kein bester Schitzwert gegeben werden kann.
Die pS-Kurve wurde in Abb. als zentraler Wert gewéhlt, da sie fiir kleinere

71



72

Kapitel 4 Top-Quark-Effekte im NLO-Wirkungsquerschnitt

V/Seur das exakte Ergebnis darstellt. Fiir grofie \/sc,¢ kann nicht davon ausge-
gangen werden, dass sie dem exakten Ergebnis ndher kommt als die weniger
tiefen Entwicklungen, die unterhalb der p®-Kurve liegen (wie man in Abb.
sieht, liegt die p'-Kurve sogar noch unterhalb der p°-Kurve).

Da am LHC eine Vermessung der Selbstkopplung mit einer Genauigkeit von
~ 20 % in Reichweite ist, ist die hier gemachte Abschétzung der m;-Effekte von
O(%£10 %) unter phanomenologischen Gesichtspunkten nicht befriedigend. Da-
her wird im néchsten Abschnitt basierend auf der SV-Néherung eine genauere
Vorhersage konstruiert.

4.5 Verbesserung der LO-Faktorisierung

Die LO-Faktorisierung, wie in Abschnitt diskutiert, findet fiir den totalen
partonischen Wirkungsquerschnitt statt. Das ist allerdings problematisch, da

s do
o(s) = dQ? — 4.8
W= 1@ G (4.9
ist, wobei /@? die invariante Masse des Higgs-Boson-Paares bezeichnet. Fiir
grofle Werte von s tragen Bereiche grofier ) bei, in denen die m-Entwicklung
per Konstruktion nicht funktionieren kann. Fiir ein robusteres Ergebnis sollte
die Faktorisierung also vor der Q*-Integration stattfinden:

dgexakt

Ueift(s) /S dQ? d<TNL20 N /s dQ? (TLZ> d<7NL20 .
o (S) am?, dQ am% (ddUQ2 ) dQ

Da aber aufgrund der Berechnung durch das Optische Theorem der Wirkungs-
querschnitt (zumindest die reellen Korrekturen) nicht differentiell vorliegt, ist
das nicht ohne weiteres moglich. Andererseits konnen, wie in Abschnitt ge-
zeigt wurde, die soften reellen Korrekturen aus dem LO-Wirkungsquerschnitt,
der exakt in m; vorliegt, konstruiert werden. Die Grundidee ist also, das vol-
le Ergebnis aufzuspalten in soft+virtual (SV) und hard (H). Im SV-Anteil ist
die LO-Faktorisierung bereits implizit vor der Q*-Integration ausgefiihrt. Die
,problematische“ LO-Faktorisierung ist dann nur noch fiir die harte Abstrah-
lung durchzufiihren, die, wie wir sehen werden, im totalen Wirkungsquerschnitt
numerisch nicht dominant ist.

4.5.1 Aufspaltung in soft+virtual (SV) und hard (H)

Der NLO-Wirkungsquerschnitt setzt sich zusammen aus virtuellen Korrektu-
ren, UV-Countertermen, reellen Korrekturen und den kollinearen Counterter-
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men
o= 0_V1rt+ren + o_real + O_spht ) (49)

Diese Beitrége liegen separat, jeweils strikt in p und ¢ entwickelt vor. Die soften
Beitrage der Splitting-Funktionen liegen ebenfalls separat vor, die soften Bei-
trége der reellen Korrekturen allerdings nicht. Unter Ausnutzung von Gl. (3.13)),
Gl. (315) und Gl. (B16]) konnen wir die folgenden Zerlegungen vornehmen:

1
o = B4 + Siin mit Yidiv = / dz ULO(Z)fvirt(Z) )
1-6
1
real __ Ereal Ereal t Zreal _ d LO 4 10
g — “soft + hard mi1 soft — 5 o (Z)freal<z) ’ ( . )
1—
1
T it S [ de o L)
1—

Damit haben wir unseren Wirkungsquerschnitt in SV und H zerlegt:

o= ZSV + ZH (: O.Virt—l—ren + O_real + O'Spht)
mit Sy := Saie + Dan + L + ooy (4.11)

soft
Z e Zreal + Zspllt
H -— “hard hard *

Zusammenfassung

virt-+ren, real, split ;] 5LOwurden selbst berechnet.

2. Aus der SV-Konstruktion ([42], Gl. (8.13), Gl. (BI5) und Gl (B.14]))
ergeben sich die Funktionen fyit, frea und fopue in Gl (4I0).

l. o

3. Durch invertieren von Gl. (£.10) erhélt man Zrd?il/ﬁsﬁiistoft Jhard-

4. Liegt diese Aufteilung vor, so kann man die LO-Faktorisierung fiir die
SV-Anteile auf differentiellem Niveau vornehmen.

Bevor wir aber die differentielle Faktorisierung durchfiihren, betrachten wir in
Abb. 7 die Aufspaltung in SV und H. Dabei wurde fiir ¢© in G1. (£I0) der in
p und 0 entwickelte LO-Wirkungsquerschnitt verwendet und die z-Integration
analytisch ausgefiihrt. Anschliefend wurde die LO-Faktorisierung wie in Ab-
schnitt durchgefiihrt. Wir beobachten:

e Wie erwartet, sind die Beitrédge der harten Strahlung fiir kleine Schwer-
punktsenergien stark unterdriickt.
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UNLO\LO [fb]

Abbildung 4.7: Aufteilung des partonischen NLO-Wirkungsquerschnitts in
soft+virtual (SV) und hard (H). Farben wie in Abb.

e Zwischen 300 GeV und 400 GeV steigen die harten Beitréige auf lediglich
ca. 0.1 fb.

e Fiir groflere Schwerpunktsenergien wird die Aufspaltung der verschiede-
nen Ordnungen der 1/m-Entwicklung sichtbar. Die Aufspaltung der har-
ten Beitrige bleibt aber auch fiir grofere 1/s klein, und die harten Beitrige
sind relativ flach in /s.

Wir stellen also fest, dass das SV-Ergebnis die Form des partonischen Wir-
kungsquerschnitts sehr gut beschreibt und der absolute Wert fiir /s 2 350 GeV
ca. 15 % unterhalb des vollen Ergebnisses liegt. Diese Beobachtung rechtfer-
tigt auch einen Schnitt auf die partonische Schwerpunktsenergie als Ndherung
fiir einen Schnitt auf die invariante Higgs-Paar-Masse. Denn (Q? und s unter-
scheiden sich nur fiir die harten Anteile, die aber in jeder Ordnung in 1/my
klein und gleichférmig verteilt sind. Die zusétzliche Betonung der SV-Anteile
durch die Partonverteilungen bewirkt, dass fiir den totalen hadronischen NLO-
Wirkungsquerschnitt fiir m; — oo das SV-Ergebnis nur 5 % unterhalb des
vollen Ergebnis liegt.

Es ist zu beachten, dass diese Zahlen und Abb. [£7 auf der SV-N&herung
im z—Raum basieren (siehe Abschnitt B.2.1]). Ein Diskussion iiber den Einfluss
nicht-fithrender Terme der SV-Néherung findet in Abschnitt statt. Fiir die
im folgenden vorgestellten Ergebnisse sind diese Effekte weniger bedeutend, da
nicht allein die SV-Néaherung verwendet wird, sondern auch die harte Abstrah-
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lung beriicksichtigt wird. Die Definition der SV-Naherung beeinflusst also die
Frage, welche Terme zu SV und welche Terme zu H gezéhlt werden. Die Summe
aus SV+H bleibt davon unberiihrt.

4.5.2 Differentielle LO-Faktorisierung

In diesem Abschnitt wird untersucht, wie sich die Faktorisierung auf differen-
tiellem Niveau auswirkt. Dazu betrachten wir zunéchst nur die SV-Naherung.
Denn fiir die SV-Nédherung kénnen beide Varianten der LO-Faktorisierung kon-
struiert werden. Aus Gl. (£I0) und Gl. (4.I1) folgt

ey = / 0 [f(2) + frn(2) + S (] + Do

_ / o [Fin(2) + fran(2) + fapma(2) + 60— ) ] (4.12)

1
:/ dz o"°Gsv(2) |
1-5

wobei die Funktion Ggy bereits in Abschnitt eingefiihrt wurde. In Gl1. (4.12])
erkennt man, dass im SV-Ergebnis — bis auf den Anteil x og, — per Kon-
struktion der LO-Wirkungsquerschnitt faktorisiert. Lediglich in og, wird die
LO-Faktorisierung von Hand eingefiihrt. Dort spielt es allerdings ohnehin keine
Rolle, ob das vor oder nach der z-Integration passiert, da dieser Anteil < §(1—=z)
ist. Verwendet man den exakten LO-Wirkungsquerschnitt in Gl. (4I2), so
wird die differentielle LO-Faktorisierung realisiert. Verwendet man hingegen
den entwickelten LO-Wirkungsquerschnitt, so ist die Faktorisierung nach der
z-Integration vorzunehmen. In Abb. [4.§ ist der NLO-SV-Wirkungsquerschnitt
mit differentieller und nicht-differentieller LO-Faktorisierung dargestellt. Man
erkennt, dass es einen wesentlichen Unterschied macht, die differentielle Fakto-
risierung anzuwenden. Im gesamten Bereich ist die Aufspaltung der verschiede-
nen m;-Ordnungen sowohl relativ als auch absolut deutlich geringer als im Fall
der nicht-differentiellen Faktorisierung. Das ist ein Hinweis darauf, dass diese
Variante das robustere Ergebnis im Hinblick auf die 1/m;-Entwicklung liefert.
Des weiteren stellen wir fest, dass, wie erwartet, fiir v/s < 350 GeV beide Va-
rianten gegen dieselbe Kurve konvergieren. Fiir grofere /s unterscheiden sich
die beiden Ansitze deutlich, und der Unterschied wéchst mit der Ordnung der
1/my-Entwicklung.
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Abbildung 4.8: NLO-SV-Wirkungsquerschnitt mit LO-Faktorisierung auf differen-
tiellem Niveau (dF) und wie in Abschnitt Farben wie in Abb.

4.5.3 Verbesserte NLO-Vorhersage

Um schliellich das verbesserte vollstiandige NLO-Ergebnis zu erhalten, miis-
sen zu den SV-Anteilen noch die harten Anteile addiert werden. Da die H-
Anteile nicht differentiell vorliegen, wird fiir sie LO-Faktorisierung des totalen
Wirkungsquerschnitts vorgenommen:

opO  (s5) = 1 dz 09 (52) Gsv( 7°(5) Z 4.13
best guess - s SV 2) + oLO (8) H(S) ’ ( ’ )
NG 1- v exp 4
soft+2;2’rtual h?l:d

Der so erhaltene verbesserte partonische NLO-Wirkungsquerschnitt und K-
Faktor ist in Abb. als durchgezogene Linie dargestellt. Die gestrichelten
Linien zeigen zum Vergleich das nicht-differentiell faktorisierte Ergebnis aus
Abb. A1l Da das Ergebnis von den SV-Anteilen dominiert wird und die H-
Anteile relativ flach sind, zeigt sich qualitativ das gleiche Verhalten wie bei
Betrachtung der SV-Anteile allein: Fiir kleine /s stimmen beide Varianten
iiberein, die verbesserte Version zeichnet sich allerdings fiir grofiere /s durch
eine deutlich geringere Aufspaltung der Kurven aus. Bei Betrachtung des par-
tonischen K-Faktors in Abb. fallt auf, dass im Bereich der Top-Quark-
Schwelle sich die beiden Ansétze deutlich unterscheiden. Bei differentieller Fak-
torisierung iibersetzt sich die starke Kriimmung des LO-Wirkungsquerschnitts
deutlich auf das NLO-Ergebnis. Bei nicht-differentieller Faktorisierung hinge-
gen wird durch die Q?-Integration dieses Verhalten vollig ausgewaschen. Im
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Abbildung 4.9: Verbesserte LO-Faktorisierung (SV(dF)+H) verglichen mit nicht-
differentieller LO-Faktorisierung SV+H. In den partonischen K-Faktoren wurde im
Zahler und im Nenner das NLO-«, verwendet. Farben wie in Abb.
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Bereich sehr nahe der Higgs-Paar-Schwelle (Abb. [.9b] unten) sind zwei inter-
essante Punkte festzuhalten.

1. In beiden Ansitzen verringert sich der K-Faktor des p'- und des p-
Ergebnisses, wiahrend die tieferen Entwicklungen zur Schwelle hin an-
steigen. Die Tatsache, dass die effektive Theorie sich hier auch qualita-
tiv deutlich von der Entwicklung (die in diesem Bereich praktisch dem
exakten Ergebnis entspricht) unterscheidet, ist allerdings aufgrund des
geringen Wirkungsquerschnitts in diesem Bereich nicht von phdnomeno-
logischem Interesse.

2. Beide Ansitze fiihren hier auf dasselbe Ergebnis. Die Entwicklung kon-
vergiert so gut, dass alle p"-Kurven mit n > 3 {ibereinander liegen. Das ist
ein weiterer Konsistenztest, der bestétigt, dass die Entwicklung in diesem
Bereich konvergiert.

4.6 Hadronischer Wirkungsquerschnitt Il

Nachdem auf partonischem Niveau beobachtet wurde, dass eine verbesserte
LO-Faktorisierung auf ein deutlich robusteres Ergebnis im Hinblick auf 1/m;-
Korrekturen fithrt, betrachtet wir jetzt den entsprechenden hadronischen Wir-
kungsquerschnitt. Anstelle von Abb.[A.5und Abb.[L.6lergibt sich jetzt Abb.AI0l
und Abb. LTIl Fiir den totalen hadronischen Wirkungsquerschnitt erhalten
wir folgende Zahlen (links mit differentieller Faktorisierung, rechts mit nicht-
differentieller Faktorisierung):

& [fb] (dF) | KNLO | XNLO [%] |

& [fb] ‘ KNLO ‘ XNLO [%]

LO 22.7 — — 227 | — —
LO+NLO|0 || 36.4 1.60 |0 39.8 | 1.75 0
LO+NLO|, || 34.9 1.54 —4.1 379 | 1.67 —4.8
LO+NLO|,2 || 36.5 1.61 +0.3 424 | 1.87 | +6.5
LO+NLO|s || 36.3 1.60 —0.3 427 | 1.88 +7.3
LO+NLO|, || 37.1 1.63 +1.9 46.1 | 2.03 +15.8
LO+NLO|,s || 37.3 1.64 | +2.5 471 1 2.07 | +18.3
LO+NLO| || 37.9 1.67 | +4.1 50.0 | 2.20 +25.6

Dabei ist der hadronische K-Faktor

KNLO _ (C}LO + C}NLO) |NLO pdfs

AL
o O|LO pdfs

(4.14)
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und

Y NLO _ CATNLO|p” - &NLO|p°

GLOFNLO| (4.15)

die relative Abweichung zum p°-Ergebnis. Bei nicht-differentieller LO-Faktori-
sierung variiert der totale NLO-Wirkungsquerschnitt zwischen —4.8 % (p')
und +25.6 % (p°®) verglichen mit dem p’-Ergebnis, das der effektiven Theo-
rie entspricht. Daher kann in diesem Fall die m;-Unsicherheit nur sehr grob
mit O(£10 %) abgeschitzt werden. Bei differentieller LO-Faktorisierung liegen
alle Kurven zwischen —4.1 % (p!) und +4.1 % (p°®) des p’-Ergebnisses. Aller-
dings ist auch in der verbesserten Variante keine Konvergenz (in dem Sinne,
dass man einen besten Schitzwert geben konnte) gegeben. Es kann also nicht
entschieden werden, ob p!' mit —4.1 % oder p® mit +4.1 % dem exakten Er-
gebnis ndher kommt. Aufgrund dessen wird die verbleibende m;-Unsicherheit
mit maximal £10 % — und nicht wie zuvor mit O(+10 %) — konservativ ab-
geschiitzt. In Anhang[A.3sind die gezeigten Schaubilder mit differentieller und
nicht-differentieller LO-Faktorisierung im direkten Vergleich zu sehen.

4.7 Skalenabhangigkeit

In der bisherigen Diskussion wurde stets Renormierungs- und Faktorisierungs-
skala auf die Higgs-Paar-Schwelle gesetzt:

LR = [p = g = 2Mmy . (4.16)

Die (unphysikalische) Abhéngigkeit des NLO-Ergebnisses, die iiblicherweise als
Abschétzung der Genauigkeit verwendet wird, wird im folgenden zunéchst an-
hand des (m; — oo)-Ergebnisses untersucht. Zum einen wird p in dem Bereich

Ho/2 < p1 < 2pg (4.17)

variiert, zum anderen wird als zentraler Wert neben 2my auch py = /s ver-
wendet. Die unabhéngige Variation von pp und pp wird hier nicht diskutiert,
fir my — oo findet man sie auf (N)NLO in [I3]. Die invariante Masse als
,hatiirliche® Skala der Higgs-Paarproduktion wird in vielen Veréffentlichungen
als zentraler Wert verwendet. Da in dieser Arbeit aber die reellen Korrekturen
nur integriert vorliegen, ist diese Wahl hier nicht moglich. Um diese Wahl zu
simulieren, wurde die partonische Schwerpunktsenergie /s als zentraler Wert
gewihlt. Die blauen (LO) und roten (LO+NLO) Béander in Abb. 12 zeigen die
Variation in Gl. (£.I7) fiir die beiden unterschiedlichen zentralen Werte von .
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Abbildung 4.10: Hadronischer LO+NLO-Wirkungsquerschnitt und K-Faktor mit
differentieller LO-Faktorisierung fiir V3 = 14 TeV. Fiir den K-Faktor wurde NLO-
o im Zahler und LO-a, im Nenner verwendet. squ = 0o bezeichnet den totalen
Wirkungsquerschnitt.

In Abb. sind nur die zentralen Werte der beiden Mdoglichkeiten im direkten
Vergleich zu sehen. Auflerdem ist dort neben dem p°- auch das pS-Ergebnis dar-
gestellt. Wie man am Beispiel der p®-Kurve sieht, wirkt sich die Wahl der Skala
in den verschiedenen Entwicklungsordnungen in etwa gleich aus, so dass fiir die
verschiedenen Entwicklungsordnungen die Skalenabhéngigkeit nicht gesondert
zu diskutieren ist, wenn man (zu LO oder zu m; — o0) relative Korrekturen
betrachtet. Bei Betrachtung der absoluten Zahlen ist es jedoch die Wahl der
Skala deutlich zu unterscheiden.

Es ist zu beachten, dass die unabhéngige Variation vom pup und pp auf NLO
zu einer deutlich grofleren Skalenabhéngigkeit fiihrt. Darauf wird hier nicht
weiter eingagangen, da in dieser Arbeit die m;-Effekte im Mittelpunkt stehen
und die Skalenabhéngigkeit kaum von diesen Effekten (der Tiefe der 1/my;-
Entwicklung) abhéngig ist.
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Abbildung 4.11: Masseneffekte und Variation der Higgs-Selbstkopplung im NLO-
Wirkungsquerschnitt mit differentieller LO-Faktorisierung. Das untere Schaubild
zeigt alle Kurven auf p® normiert. sq, = 0o bezeichnet den totalen Wirkungsquer-
schnitt.

normiert

8t

4.8 Andere Ansatze zur Beriicksichtigung von
m-Effekten

In [9] wurden m;-Effekte auf NLO in einer anderen Art und Weise abgeschétzt.
Dort wurden alle (numerisch) exakt bekannten Anteile (das sind die reellen
Korrekturen und die Dreiecks-Beitréage der virtuellen Korrekturen) exakt imple-
mentiert. Nur fiir die virtuellen Box-Beitrage wurde der (m; — oo)-Grenzwert
mit einer voll differentiellen LO-Faktorisierung verwendet. Mit dieser Methode
finden die Autoren von [9] eine Korrektur von ~ —10 % im totalen Wirkungs-
querschnitt verglichen mit dem (m; — o0)-Ergebnis. Dieses Ergebnis steht
nicht im Widerspruch zu den hier gefundenen Ergebnissen, da im totalen Wir-
kungsquerschnitt die hier gemachte Entwicklung nicht genau genug ist, um
eindeutig zwischen einer Korrektur von +10 % oder —10 % zu unterscheiden.
Fiir die Methode in [9] spricht, dass dort alle exakt verfiigharen Teile auch exakt
implementiert sind. Der Nachteil dieses Ansatzes ist jedoch, dass ein Teil des
exakten Ergebnisses fehlt, und dass nur schwer abzuschétzen ist wie grof§ dieser
fehlende Teil ist. Insbesondere Kanzellierungen zwischen den reellen und den
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Abbildung 4.12: Skalenabhingigkeit des p°-Ergebnisses. Das blaue (rote) Band
zeigt eine Variation der Skala von pg/2 < p < 2pp des LO- (LO+NLO)-
Wirkungsquerschnitts.

virtuellen Korrekturen kénnen die Qualitédt dieser Ndaherung negativ beeinflus-
sen, da die reellen Korrekturen exakt behandelt werden, wéahrend die virtuellen
Korrekturen (teilweise) im (m; — 00)-Grenzfall behandelt werde. Abb. LI4]
zeigt separat die endlichen Beitrdge der virtuellen und der reellen Korrektu-
ren zum NLO-Wirkungsquerschnitt bei nicht-differentieller LO-Faktorisierung.
Man erkennt, dass in diesem Fall die exakte Kenntnis entweder der reellen oder
der virtuellen Korrekturen nicht ausreichend ist, da es in jeder Ordnung der
Entwicklung in p zu Kanzellierungen zwischen virtuellen und rellen Korrektu-
ren kommt. Der Ansatz im Rahmen dieser Arbeit, alle Anteile des Ergebnisses
konsistent zu entwickeln, hat den Vorteil, dass keine Kanzellierungen zwischen
exakten und entwickelten Anteilen das Ergebnis verfilschen konnen. Auflerdem
konnen tiefere Entwicklungsterme zur Abschitzung der verbleibenden Unsi-
cherheit verwendet werden. Der Preis dafiir ist, dass nicht die gesamte bereits
bekannte Information iiber die m;-Abhéngigkeit verwendet werden kann.
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Abbildung 4.13: Skalenabhéngigkeit des LO- und des NLO-Wirkungsquerschnitts
in der effektiven Theorie, zentrale Werte.
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Abbildung 4.14: NLO-Wirkungsquerschnitt mit nicht-differentieller LO-
Faktorisierung. Dargestellt sind die endlichen Anteile der virtuellen Korrekturen
(, V¢, gestrichelt), die endlichen Anteile der reellen Korrekturen (,R“, gepunktet)
und die Summe der virtuellen und der reellen Korrekturen (, V4R, durchgezogen).
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5 Matching-Koeffizient fiir

Higgs-Boson-Paarproduktion auf
NNLO

5.1 Effektive Theorien

Unter einer effektiven Theorie versteht man im allgemeinen eine Theorie, die
als ein bestimmter Grenzfall aus einer anderen Theorie (auch volle Theorie ge-
nannt) hervorgeht. Die effektive Theorie ist eines der grundlegendsten Konzep-
te der Physik. Denn jede physikalische Theorie ist an einen Giiltigkeitsbereich
gebunden, so dass fiir praktisch jede Theorie eine vollstandigere Theorie mit
erweitertem Giiltigkeitsbereich denkbar ist — abgesehen von einer per Definiti-
on alles beschreibenden groflen vereinheitlichten Theorie. Umgekehrt ldsst sich
aus jeder Theorie durch Einschrankung des Giiltigkeitsbereichs eine speziellere
(effektive) Theorie konstruieren. Die Anwendung von effektiven Theorien lasst
sich in zwei Kategorien unterteilen.

1. Die volle Theorie ist bekannt. Prinzipiell lieBen sich alle Vorhersagen in
der vollen Theorie berechnen. Diese volle Rechnung ist aber so aufwen-
dig, dass man sie in der Praxis nicht durchfithren will oder kann. Die
effektive Theorie ist in diesem Fall eine Methode, um Rechenaufwand zu
sparen. Die in dieser Arbeit diskutierten Top-Quark-Massen-Effekte fal-
len in diese Kategorie, ebenso wie die Newtonsche Mechanik als Grenzfall
der Relativitétstheorie.

2. Die volle Theorie ist nicht bekannt oder ihre Vorhersagen sind grund-
sétzlich nicht berechenbar. In diesem Fall erlaubt die effektive Theorie
eine Parametrisierung des Unwissens. Durch eine solche Parametrisie-
rung ist es moglich, bestimmte Klassen von Theorien als mogliche volle
Theorie zu bestétigen oder auszuschliefSen. Ein Beispiel dafiir sind die in
Abschnitt genannten effektiven Operatoren.

Einen Uberblick iiber effektive Theorien in der Quantenfeldtheorie findet man
zum Beispiel in [86, 7, [8F].
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5.2 Die effektive Theorie m; — oo des
Standardmodells

Auf LO lésst sich die Wechselwirkung von Gluonen mit beliebiger Anzahl von
Higgs-Bosonen durch die folgende Lagrange-Dichte beschreiben [89, 90, 01, 92,
3

s H . 1
ﬁgf? = —;—W(’)l In <1 + ;) mit 01 = ZGZVGH%@ . (51)

Dabei ist o, die starke Kopplungskonstante, H das Higgs-Feld, v der Vaku-
umerwartungswert und G, der Gluon-Feldstérketensor. Die Entwicklung des
Logarithmus zur Ordnung (H/v)¥ fithrt direkt auf die ggH"-, die g® H"- sowie
die g*H"-Vertizes (n < N) der effektiven Theorie mit

H 1(H\*> 1/H\’

v 2(2}) +3<v) T
Insbesondere gilt daher auf LO, dass — abgesehen von dem Kombinatorik-Faktor
1/n — die n-Higgs-Gluon-Wechselwirkung identisch ist. Der Koeffizient Cpy ist
derselbe, unabhéngig von der Anzahl der Higgs-Bosonen. Geht man aber zu
hoheren Ordnungen in ay, so ist das nicht mehr der Fall. Wahrend Eichinvarianz
nach wie vor sicherstellt, dass der n-Higgs-m-Gluon-Vertex fiir festes n und m =
2, 3,4 proportional zu C'y ist, muss die Wechselwirkung verschiedener Anzahlen
von Higgs-Bosonen nicht identisch sein. Da wir an (N)NLO-Korrekturen der

Wechselwirkung von Gluonen mit bis zu zwei Higgs-Bosonen interessiert sind,
schreiben wir also

L Cp=-2. (52

37

L0 = ¢y 0,

H 1 /H\?
Eeff - —CHol - = (-) CHH(’)1 . (53)
) 2\ v

Die Koeffizienten C'y und Cyy sowie den Operator O; erhélt man durch Re-
normierung aus den entsprechenden nackten Grofien geméis [93) 67]

1

Oy = —C% Oy = Zo,O° (5.4)
Zo,
mit
_ Qg BO (&P 2 53 61 3

und der -Funktion wie in Gl. (8:24]).



5.3  Matching

Um in der effektiven Theorie Strahlungskorrekturen bis einschlielich NNLO
zu berechnen, muss man einerseits die entsprechenden Ein- und Zweischleifen-
matrixelemente berechnen, andererseits benttigt man die Matching-Koeffizi-
enten C'y und Cyy auch auf NNLO Genauigkeit. Wahrend C'y bereits auf LO
[90], NLO [94], 95], NNLO [96], N*LO [67] und — bis auf 34 — sogar auf N*LO
[97, O8] bekannt ist, war C'yy bisher nur auf NLO [5] bekannt. Die Berech-
nung von Cpp, das fiir konsistente NNLO-Rechnungen benétigt wird, wird im
néchsten Abschnitt beschrieben.

5.3 Matching

Die Voraussagen der effektiven Theorie gehen als Grenzwert aus denen der
vollen Theorie hervor. Fiir jede Observable X muss

lim XvU(my) = XN(Cy, Cyyr) (5.6)

me—00

gelten. Diese Gleichung stellt die sogenannte Matching-Bedingung dar, aus der
man Cy und C'yy berechnen kann. Bei der Wahl der Grofie X hat man dabei
eine gewissen Freiheit. Prinzipiell kommt jede (in der vollen und in der effekti-
ven Theorie) berechenbare Observable, die von C'y und C'y iy abhéngt, in Frage.
Naheliegend ist beispielsweise, den totalen inklusiven Wirkungsquerschnitt fiir
Higgs-Boson-Paarproduktion zu wéahlen:

th O'V0H<mt) = Ueff(CH,CHH) . (57)

me—00

Wie man auf der linken Seite von Gl. (B.6) und Gl. (5.1) erkennt, benotigt
man den Grenzwert einer Vorhersage der vollen Theorie. Das ist insofern ei-
ne Herausforderung, als man in der Regel eine effektive Theorie gerade dann
verwendet, wenn die Rechnung in der vollen Theorie nicht méglich oder sehr
aufwendig ist. Im Fall der Doppel-Higgs-Produktion ist zum Beispiel der NLO-
Wirkungsquerschnitt exakt in m; nicht bekannt, auch wenn prinzipiell die ex-
akte Rechnung mit gegenwértigen Methoden (zumindest numerisch) in Reich-
weite ist. In vielen Féllen ist es allerdings moglich, den Grenzwert der vollen
Theorie direkt zu berechnen, ohne zuerst die volle Rechnung durchzufiihren,
und anschlieBend den Grenzwert zu bilden] In unserem Fall ist das Werk-

1 Selbst wenn eine solche Vereinfachung nicht moglich ist, ist das Konzept der effektiven
Theorie von Nutzen. In diesen Fillen geniigt es, die aufwendige Rechnung fiir einen
Prozess durchfiihren oder den Matching-Koeffizienten aus einer Messung im Experiment
zu ermitteln. Nach dieser einmaligen Ermittlung des Koeffizienten kann man alle anderen
Prozesse, die von dem entsprechenden Koeffizienten abhéngen, in der effektiven Theorie
berechnen.
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zeug hierfiir die in Abschnitt B.4] vorgestellte asymptotische Entwicklung der
Feynman-Diagramme.

Neben der asymptotischen Entwicklung lassen sich allerdings noch weite-
re Vereinfachungen finden, die es erlauben, den Matching-Koeffizienten mit
moglichst geringem Rechenaufwand zu bestimmen. Wie im folgenden erldutert
wird, ist es ausreichend, die beiden folgenden Gleichungen zu losen:

lim FXOH7 hard (mt) _ szf, tree(CH) : (58&)
me—r0Q
mltlinoo Fe‘zoll, hard (mt) — FSH, tree(c«H7 CHH) ) (58b)

Die Funktionen Fp g sind die in Abschnitt 2.1] eingefithrten Bestandteile der
Amplitude fiir Higgs-Paarproduktion:

Grags

2/ 2

Gl. (5:8)) anstelle von Gl. (&7 zu betrachten, ist ausreichend, denn:

M:

E?Eg(gab [CAFAAluy + CD (FDAluV + GDAZMV)] : ([ED

1. Betragsquadrat und Phasenraumintegration sind unabhéngig davon, ob
man in der vollen oder in der effektiver Theorie rechnet. Daher ist das
matchen auf Niveau der Amplitude M moglich.

2. Die Lorentz-Struktur ist ebenfalls unabhéingig davon, in welcher Theo-
rie man rechnet. Daher ist es prinzipiell moglich, die Koeffizienten von
elf 6514‘1‘72 zu matchen. Da aber Gg fiir my — oo verschwindet, liefert der

zu Ay gehorende Koeffizient keine Matching-Bedingung. Die Wahl fillt

also auf den Koeffizienten von A;, der proportional zu (CaFa + CoFpn)

1st.

3. Die Dreiecks-Beitrdage entsprechen, abgesehen von dem Faktor Cn, gerade
der Einzel-Higgs-Produktion. Sie héngen allein von Cy ab und sind véllig
unabhéngig von den iibrigen (O-)Korrekturen. Daher ist es moglich, Fa
und Fp separat zu matchen.

4. Die Einschrankung auf die sogenannten harten Anteile in der vollen Theo-
rie und auf tree-level-Beitrage in der effektiven Theorie ist moglich, da
alle Schleifenkorrekturen in der effektiven Theorie, so wie die soften An-
teile der vollen Theorie, mit s"¢ skalieren und sich separat kanzellieren.
Dieser letzte Schritt wird im folgenden Abschnitt genauer erldutert.



5.3  Matching

5.3.1 Einschrinkung auf harte bzw. tree-level-Anteile

Die Einschrankung auf harte (tree-level) Anteile der vollen (effektiven) Ampli-
tude wird, wie die asymptotische Entwicklung, am Beispiel der Einzel-Higgs-
Produktion diskutiert. Der Fall der Doppel-Higgs-Produktion gestaltet sich
vollig analog.

Wir betrachten zunéchst die linke Seite von Gl. (B.7). Auf NNLO tragen
in der asymptotischen Entwicklung (siehe Abschnitt [3.4]) folgende Diagramme
zum Wirkungsquerschnitt bei:

;:b ,,,,,,, =% xi
%:ﬁ> ,,,,, :igg@ ><L>+if§§r~ ><L€j>
S oL S

Die masselosen n-Schleifen-Formfaktor-Diagramme skalieren mit s7"¢, die mas-
siven n-Schleifen-Vakuumintegrale mit m; 2", Betrachten wir andererseits die
rechte Seite von Gl. (B.7), so stellen wir fest, dass dort nur tree-level- und mas-
selose Formfaktordiagramme auftreten konnen, da die effektive Theorie kein
massives Quark enthélt. In der effektiven Theorie skalieren also alle Schlei-
fenkorrekturen mit s7"¢, wobei n > 0. Aufgrund der unterschiedlichen Skalie-
rung miissen sich also die verschiedenen Beitréige separat entsprechen, und es
geniigt, sich auf beiden Seiten der Gleichung auf die harten Beitrage (also die

oc s%m; ?"¢) zu beschriinken.

5.3.2 Vergleich mit Einzel-Higgs-Produktion

Im Fall der Einzel-Higgs-Produktion geniigt es, mit Gl. (5.8a) den Koeffizi-
enten Cy zu bestimmen. In diesem Fall ist auch in der effektiven Theorie
,tree-level* gleichbedeutend mit ,LO*“. Denn die harten Anteile der (N)NLO-
Korrekturen sind vollstéandig in C'y enthalten. Aulerdem treten nur einteilchen-
irreduzible (1PI, one-particle-irreducible) Diagramme auf. Im Fall der Doppel-
Higgs-Produktion gilt das nicht mehr. Dort treten ndmlich sowohl in der ef-
fektiven als auch in der vollen Theorie einteilchenreduzible (1PR, one-particle-
reducible) Diagramme auf, sieche Abb. [B.Jl Insbesondere gibt es also in der ef-
fektiven Theorie tree-level-Diagramme, die erst zum NLO-Wirkungsquerschnitt
beitragen (siehe Abb. E.IDl oben rechts).

Die Beschrinkung auf 1PI-Beitrige auf beiden Seiten von Gl. (B.8D) ist im
allgemeinen nicht moglich. Wahrend man auf NLO noch beobachtet, dass sich
1PI- und 1PR-Beitrdage separat kanzellieren, ist das auf NNLO nicht mehr der
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(b) Diagramme der effektiven Theorie.

Abbildung 5.1: Beispiel-Diagramme der vollen und der effektiven Theorie. Fiir die
Matching-Prozedur ist es ausreichend die harten Subdiagramme der vollen Theorie
und die tree-level-Diagramme der effektiven Theorie zu betrachten.



5.4  Ergebnisse

Fall. Dort muss man die Summe 1PR-+1PI und nicht die einzelnen Summanden
betrachten.

5.3.3 Konsistenztests

Mit den oben beschriebenen Methoden wurden C'y und C'y gy auf LO, NLO und
NNLO berechnet, und es wurde Ubereinstimmung mit den bereits bekannten
Literaturergebnissen fiir C'y auf NNLO [96] und Cppy auf NLO [5] gefunden.

Die in diesem Abschnitt beschriebene Rechnung wurde fiir beliebigen Eich-
parameter £ durchgefiihrt. Eine unabhéingige Rechnung fiithrte zu demselben
Ergebnis.

AuBlerdem wurde der NNLO-Anteil von Cgxg zusitzlich indirekt aus dem
Vergleich der virtuellen Korrekturen zum NNLO-Wirkungsquerschnitt (siehe
Kapitel [) mit dem entsprechenden Ergebnis aus [7] konstruiert. In [7] war
Cyyg nur auf NLO bekannt, und das NNLO-Ergebnis wurde in Abhéngigkeit
von (Cyy — Cy) angegeben. Der Vergleich mit der vollstandigen Rechnung aus
Kapitel [ bestéitigt das Ergebnis der direkten Berechnung von Cyg.

5.4 NNLO-Matching-Koeffizient — Ergebnisse

Wir schreiben das Ergebnis entwickelt in der laufenden MS-Kopplungskonstan-
te a, = ol (1) mit n; = 5 masselosen Quarks

Cx =~ {C(O o ( 2) +cf (7> + O(a%j)] X e{H HH}, (59)

und finden damit folgendes Ergebnis fiir C'y:

C}f’ =1
_n
4
1063 27
7 1
+ <1_60124 - —CACF) In m—tz

2
+nTr (_MCA - —CF + CFIH Tll:l_)
t
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+—Ih—S+m|-——+-In—

L2777 19 2 67 1. u?
T 288 160 m 96 3 m?

sowie fir Cyg:

0 0
Ciy = Cty
¢t =cl (5.11)

2 2 2
i = O + A

mit
7 5! 11 1
Ay = gci — gCaTr — 5 CaCr + 5CrTr + Cpnily (5.12)
35, 2
243

C4,Cr und Tg sind die SU(N)-Farbfaktoren, wobei in der QCD im Standard-
modell (SU(3)) Cy =3, Cr =4/3 und Tp = 1/2 ist. p ist die Renormierungs-
skala, m; die on-shell Top-Quark-Masse und n; = 5 die Anzahl der masselosen
Quarks.

5.4.1 Auswirkung auf den NNLO-Wirkungsquerschnitt

Noch bevor diese Ergebnisse in [15] veroffentlicht wurden, wurde der Wirkungs-
querschnitt fiir Higgs-Paarproduktion auf NNLO in [8] verdffentlicht. Da den

Autoren C’g}{ nicht bekannt war, wurde dort fiir die ph&nomenologische Dis-
kussion C’g}{ = C’g) gesetzt und der Fehler durch die Variation

0<C?, <209 (5.13)

abgeschitzt. Fiir diese Variation stellen die Autoren von [§] eine Variation des
totalen Wirkungsquerschnitts von unter 2.5 % fest. Betrachten wir nun die

tatsachlichen Werte aus Gl. (5.10) und Gl. (512)) fir g = m; und n; = 5:

0(2)
A®) ~ 479 C? ~6.15 = Cfgj ~18<2.
H

Die tatsdchlichen Werte liegen also an der oberen Grenze des Intervalls in
Gl (513). Die Auswirkungen auf den totalen hadronischen NNLO Wirkungs-
querschnitt sind allerdings moderat. Verglichen mit dem Fall C'y = Cyy stellt
das tatsichliche Ergebnis ein Korrektur von 1 % bei v/§ = 14 TeV dar.



5.4  Ergebnisse

Allerdings werden Beitrdage, die proportional zu A?H = C}f}, — Cg) sind,
an der Produktionsschwelle s — 4m?% verstéirkt. Denn Cg) und Cg}{ treten
in der effektiven-Theorie-Rechnung nur multipliziert mit den beiden LO-tree-
level-Diagrammen auf. Das entspricht fiir C’g) #* Cg}{ einer unabhéngigen
Reskalierung von Ca bzw. Ch. Und eine solche Modifikation zerstort die in
Abschnitt 21T beschriebene gegenseitige Ausloschung der Box- und Dreiecks-
Beitrige. Aus Gl. (2I1)) folgt sofort:

A(s) i= S0utCmn — 00zt _ 20— Mi) ) () 5y
. dUCH:CHH (3 - 4m%—[> i . .

Die relative Abweichung A im partonischen NNLO Wirkungsquerschnitt ist
in Abb. als Funktion von /s = \/@ dargestellt. Man erkennt, dass ein
Effekt von 2 10 % allerdings erst bei < 260 GeV auftritt, also sehr nahe der
Schwelle, an der der absolute Wirkungsquerschnitt praktisch verschwindet. Im
phidnomenologisch interessanteren Bereich 2 350 GeV sind die Auswirkungen
unter 2.5 %.

Der hier beobachtete Effekt, verursacht durch Variation der Box-Beitrige,
ist vollig analog zur Variation der Higgs-Selbstkopplung (also der Dreiecks-
Beitrdge) bei Festhalten der Box-Beitrage, wie Abb. veranschaulicht. All-
gemeiner ausgedriickt fiihrt jede Variation einer der ,Kopplungen“ A, B oder
C in Abb. bei Festhalten der anderen beiden zu einem solchen Effekt.
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Abbildung 5.2: Effekt von Ag}{ # 0 im NNLO Wirkungsquerschnitt auf logarith-
mischer Skala mit my = 125 GeV und a, = 0.11. A ist in Gl. (514]) gegeben.

Abbildung 5.3: Die in Abschnitt 2.1.1] besprochene Kanzellierung direkt an der
Schwelle findet nur fiir die Standardmodell-Werte der ,,Kopplungen“ A, B oder C
statt.



6 Top-Quark-Effekte im
NNLO-SV-Wirkungsquerschnitt

Fiir die virtuellen Korrekturen zum NNLO-Wirkungsquerschnitt wurde die
(99 — HH)-Amplitude fiir beliebigen Eichparameter £ bis O(1/m?) und fiir
¢ =0 bis O(1/m}) durchgefiihrt. Das 1/m-Ergebnis fiir do/dt konnte analy-
tisch mit dem Literaturergebnis [7] verglichen werden. Eine unabhéngige Be-
rechnung von o bis O(1/m?) mit ¢ = 0 iiber die Vorwiirtsstrenamplitude fiihrt
auf dasselbe Ergebnis

Bevor die Ergebnisse vorgestellt werden, sei auf einige Aspekte zur Berech-
nung der Ergebnisse hingewiesen. Wihrend in [7] die Rechnung in der effekti-
ven Theorie ohne Top-Quark durchgefiihrt wurde, wurde in dieser Arbeit die
asymptotische Entwicklung der vollen Theorie mit endlicher Top-Quark-Masse
berechnet. Das ist aus verschiedenen Griinden von Bedeutung:

e Der so berechnete fiihrende Term (p°) der Entwicklung stellt weniger
eine Wiederholung der Rechnung in [7] als vielmehr eine unabhingige
Rechnung dar.

e Die asymptotische Entwicklung der vollen Theorie erlaubt es, zu hoheren
Ordnungen in p (in diesem Fall bis O(p?)) gehen.

Der Preis fiir die beiden obengenannten Vorteile ist allerdings eine technisch
deutlich aufwendigere Rechnung. Fiir die Berechnung der (g9 — H H)-Amplitu-
de mussten Drei-Schleifen-Integrale mit vier externen Beinchen betrachtet wer-
den, fiir die Berechnung mit dem Optischen Theorem musste die gg-Vorwérts-
streuamplitude auf Fiinf-Schleifen-Niveau berechnet werden. Die unter ande-
rem in Abschnitt beschriebene Optimierung von Computerprogrammen
sowie die in Abschnitt B.10] beschriebene Parallelisierung der Rechnung waren
unumgénglich um die folgenden Ergebnisse zu erhalten.

IFiir den Vergleich wurde do/dt in & entwickelt und analytisch integriert. Aufgrund der
d-Entwicklung konnten die Ergebnisse analytisch verglichen werden, bis auf den Anteil
proportional zu den O(e€)-Anteilen des Integrals J2(8), siche Abschnitt Diese Anteile
wurden numerisch verglichen.
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6.1 Virtuelle Korrekturen im Grenzfall m; — oo

Die virtuellen (N)NLO-Korrekturen in der effektiven Theorie waren bereits bis
auf Terme  (Cyy — Cy) bekannt [7]. Bevor wir m;-Korrekturen betrachten,
geben wir hier das (m; — o0)-Ergebnis an. Dazu schreiben wir den in der
Mandelstam-Variable ¢ differentiellen virtuellen Wirkungsquerschnitt

do, do®  a, dolV (as>2 dot? 5). (6.1)

& - At o) dt

entwickelt in der laufenden MS-Kopplungskonstante o, = af? (p) fiir fiinf mas-

selose Quarks. Fiir den LO-Wirkungsquerschnitt erhalten wir

diim = SpoN (CPo — 4eCro + 4€%) | (6.2)
mit
I % 9 32 A7 ;
N = <E2) (I—¢ (1+e G = €3G+ e G+ Ofe ))
und
2 4 —e 2
Sio = 2113%4‘;‘:3[((?_ e)r;z;()l/ i] S o= % ~1.  (6.3)

Die O(e)-Anteile stammen aus dem d-dimensionalen Phasenraum sowie der
Mittelung iiber die Gluon-Polarisationen. Diese Anteile werden benétigt, um,
wie in [43], [42], die divergenten Anteile des (N)NLO-Wirkungsquerschnitts zu
konstruieren. Die Notation folgt [7], die O(e)-Anteile unterscheiden sich aller-
dings, da in [7] in der effektiven Theorie die Matching-Koeffizienten in d = 4
Dimensionen verwendet wurden. In der hier vorgestellten Rechnung in der vol-
len Theorie sind hingegen implizit die Matching-Koeffizienten in d = 4 — 2¢
enthalten. Wéhrend diese O(€)-Anteile nicht in physikalische Grofien eingehen,
sind sie fiir einen Vergleich der nicht endlichen virtuellen Korrekturen von Be-
deutung. Durch Identifikation der Diagramme, die in der effektiven Theorie auf
o C% bzw. < Cry abgebildet werden, konnten durch die Ersetzung

Cd=4\ 2 (rd=4
M= X(CIQ{)Cl + X(CHH)C2 — <C{{—d) c1 + %CQ (64)
H HH

auch die O(e)-Anteile in [7] reproduziert werden. Fiir ¢ — 0 erhalten wir den
LO-Wirkungsquerschnitt aus Gl. (2.11]).



6.1  Virtuelle Korrekturen im Grenzfall m; — oo

Nach UV-Renormierung schreiben wir analog zu Gl. (8.I3)) die virtuelle Am-
plitude, die noch IR und kollineare Divergenzen enthélt, [43] 42] folgend als

dof’ _ doyy, doy”
Zt - diﬁ +2Re [}V] Zt ’
d0(2) da(? da(l)
v _ v,fin 9 I(l) v,fin (65)
at @ TRl —

doq(,o)

+ {\Ig@ ” + 2Re [(Ig@)z} + 2Re [1?] } =

Da Ig(,l) bis zu 1/€e*-Pole, und _75(,2) bis zu 1/e*-Pole hat, wird fiir ein endliches
NNLO-Ergebnis 4 bis O(e*) und o bis O(€?) benstigt. Durch die endlichen
Anteile von cr{(ii) sowie cr{%) bis O(€?) ist bei konsistenter Behandlung der O(e)

Anteile von ¢(®) das NNLO-Ergebnis vollstindig bestimmt. Wir schreiben a&/ 2

als
o). e\ N
i = oo (1) 7 rao () R r0 (@) 60
und
da(Q)
S = S0 [(RoF® + CLoR® + V] £ 0 (e - (6.7)

Die Funktionen ) und F® beinhalten die Beitrige der Ein- und Zweischlei-
fen-Formfaktoren in Abb. und Abb. [6.1D] die mit einem anderen (N)LO
Formfaktor multipliziert werden. Die Funktionen R und R® beinhalten die
Interferenzterme von Abb. mit LO bzw. Abb. [6.1d mit LO. Die Funktion
V) enthélt die Beitriige, die man durch quadrieren der Beitriige in Abb.
erhélt. Die die Funktionen F, R und V werden hier explizit angegeben:

1 4 1 77
FO = 2Ca [15 + 11L5} — 30k — S LT +e {50,4 {—37 - 56

11 5
+12¢3 + 15L,, — 11L, + ?Li] + Cp [‘% — 3Lm}

1 1 98 55
+§anF [14@ + 4L, — 2L§] } + €2 {50,4 [3 +61¢ — ?CZLS

47 15 11 11
—gcg +12¢3L, + 18¢, — 31L,, + ?Lfn — 6L, — ?Lg + FLz]
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1 29
2 2

+=Cp | === = 9¢ + 35Ly, —3L;}

2 2 1
+§anF {—7@ + 5CLs + §C3 + L2 — ng} } ;

4 2 2m? 4 omS
RO — Z_ )y M M My +CA[45+22LS] —45C,
3 3 s tu stu
8
- SLSanF} + €2 {2@ —101CF — ganF {7@ + 2L, +2L,,L,
1
— Li} +3Ca [210 +154¢, — 48(3 + 22 (2L, + 2Ly, L, — L?) ] } :
23827 83 253 5 7 89 121
FO = | - 2 - G4 =G+ =L+ — L+ — 12
Ao TG gg e gt gle T 12
145 11 4 22
+90% + CyCp | ——— — =Ly, — 11L,| + ni Tz | = L? — ==(,
6 2 3 9
1 2255 49
——nTpCy +40L, +22L% — —@ —gg
3 54
1
_ZnT [41—12Lm—24 }—— 20y,
5 rCr (3 24CA BCF
476 11
R(Q) = _7CA + 110ACF — SnlC'FTF + - CA |:—9 4+ — 3 <4Ls —+ Lt —+ Lu)
4 4 10
mH} ~8Cr — 5 Ten {? Y AL, L+ Lu]

_Ca (1 + 2”?) {QLiz <1 . ﬁ) + 4L (m—%>
tu t
+4Li, (”?) +4In (1 - mT%f) In (-mT%) (6.8)
e (1= 5 ) (<52) -se-we (5]
u u

1
A EETE [m%(t +u)? = 2mptu(t +u)? + t*u?(4s* + (t + u)?)
Dabei ist L,, = In(u*/m?), Ls = In(p?/s), L, = In[g?/(—u)] und L, =
In[u?/(—t)]. Vergleicht man fir Cy = 3, Cp = 4/3, Tr = 1/2, p*> = s und



6.2  Qualitdt der SV-Naherung

(a) (b) (c) (d)

Abbildung 6.1: Klassifizierung der Beitrige zu den virtuellen Korrekturen des
NNLO-Wirkungsquerschnitts fiir m; — oco.

€ = 0 den Ausdruck R mit dem in [7] gegeben Ergebnis, das von Cg}{ — C’g)
abhéngt, so findet man in Ubereinstimmung mit Gl. (5.12)

%, 2

A(Q) _ 29
HH =94 * 3

6.2 Qualitat der SV-Naherung

Auf NLO wurde das SV-Ergebnis verwendet um moglichst viele Anteile des
vollsténdigen Ergebnisses durch den exakten LO-Wirkungsquerschnitt auszu-
driicken und so die LO-Faktorisierung zu verbessern. Da aber die harte Ab-
strahlung auch beriicksichtigt wurde, war das Ergebnis nicht sehr sensitiv dar-
auf ob (nicht-fithrende) SV-Terme zu den SV- oder zu den harten Anteilen
gezahlt wurden. Auf NNLO hingegen soll die SV-Néaherung ohne die harte reel-
le Abstrahlung als Naherung fiir das vollstéandige Ergebnis verwendet werden.
Dabei wird es eine entscheidende Rolle spielen welche nicht-fiihrenden Terme
man beriicksichtigt oder nicht. Im Fall der Einzel-Higgs-Produktion wurde in
[42] festgestellt, dass die SV-Néherung im Mellin-Raum den totalen (N)NLO-
Wirkungsquerschnitt auf ca. 10 % genau beschreibt, wihrend die SV-Naherung
im z-Raum auf NLO (NNLO) um 40 % (60 %) vom exakten Ergebnis abweicht.
Bevor wir also die SV-Naherung auf NNLO betrachten, untersuchen wir den
Einfluss nicht-fithrender Terme der SV-Entwicklung auf NLO, wo das vollstén-
dige Ergebnis zum Vergleich vorliegt. Um den Einfluss nicht-fithrender Terme
der SV-Entwicklung zu untersuchen, gehen wir wie in [99] [100] fiir N*LO-Higgs-
Produktion vor: Einfiihren einer Funktion f(z) mit
lim f(2) =1 (6.9)
z—1
im Integranden in Gl. (B.7), bzw. in der Funktion Ggy(z) éndert die fithrenden
Terme der SV-Naherung nicht, denn

ésv(Z’) = f(Z)GS\/<Z) >~ GS\/<Z) . (610)
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+NLO\LO [£b]

+NLO\LO [fb]

Abbildung 6.2:
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NLO-Wirkungsquerschnitt in der SV-Ndherung und das
vollstindige Ergebnis. In der SV-Néherung wurden nicht-fiihrende Terme durch die

Funktionen f(z) = 1, z, 22, 1/z abgeschiitzt.



6.3  1/my-Entwicklung der SV-Nédherung

Nicht-fithrende Terme &ndern sich allerdings, und so lédsst sich deren Einfluss
durch verschiedene Testfunktionen f abschitzen. Abb. zeigt neben dem
vollstdndigen partonischen NLO-Wirkungsquerschnitt auch Variationen mit
den verschiedenen Testfunktionen f(z) = 1,z 22, 1/z fiir das p°- und das
pS-Ergebnis. Man erkennt, dass bis zur Top-Quark-Schwelle die SV-N#herung
praktisch invariant unter Anderung der Funktion f ist. D.h. dass dieser Be-
reich allein durch die fithrenden Terme bestimmt wird. Oberhalb der Top-
Quark-Schwelle erkennt man wie die Kurven aufspalten und nicht-fithrende
Terme wichtig werden. Verwendet man die SV-Nédherung im z-Raum, wie in
Abschnitt definiert (also f(z) = 1), dann erhédlt man einen partonischen
Wirkungsquerschnitt, der deutlich unterhalb des vollstéandigen Ergebnisses liegt
(gestrichelte Kurve in Abb. [6.2]). Wihrend f(z) = 1/z und f(z) = 2% noch wei-
ter abweichen, ist die SV-N&herung mit f(z) = z fiir p° fast identisch mit dem
vollstéindigen Ergebnis. Die entsprechende pS-Kurve zeigt eine etwas groBere
Abweichung, allerdings ist auch hier f(z) = z die beste Néherung. Aufgrund
dieser Beobachtung auf NLO werden wir auf NNLO die SV-Néherung mit
f(2) = z verwenden.

6.3 1/m-Entwicklung der SV-Naherung

Fiir die virtuellen NNLO-Korrekturen wurde, wie bereits in Kapitel [ auf
NLO eine Entwicklung in der inversen Top-Quark-Masse bis O(1/m}) durch-
gefiihrt. Daraus wurde gemaf Gl. (6.5]) [43] 42] da&) /dt und dagl) /dt konstru-
iert. Die ¢- sowie die z-Integration wurde numerisch ausgefiithrt und man erhélt
(mit f(z) = z, sieche oben) den partonischen NNLO-SV-Wirkungsquerschnitt
in Abb. Dort ist zum Vergleich auch der exakte LO-Wirkungsquerschnitt
und der NLO-Wirkungsquerschnitt fiir p°, p* und p? gezeigt. Es ist zu sehen,
dass der NNLO-Beitrag eine dhnlich Form wie der NLO-Beitrag hat, allerdings
ist er kleiner. Im Bereich 450 GeV < /s < 750 GeV wird er sogar negativ.
Bei Betrachtung der Schwelle féllt auf, dass, wie bereits auf NLO, die Un-
terdriickung verglichen mit LO (und auch verglichen mit NLO) weniger stark
ist. Weiterhin erkennt man, dass die zu p° relativen Korrekturen des p'- und
des p*-Ergebnisses auf NLO und NNLO-SV demselben Schema folgen: p! liegt
unterhalb, wihrend p? oberhalb der p°-Kurve liegt.

Bevor wir den hadronischen Wirkungsquerschnitt betrachten, wird in
Abb. der Effekt nicht-fiihrenden Terme der SV-Entwicklung (also der Wahl
f(2) = z) und der Einfluss der Skala u gezeigt. Wie auf NLO liegen unabhéngig
von der Skala die Kurven mit f(z) = 1 deutlich unterhalb der Kurven mit

f(z) =z
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Abbildung 6.3: Partonischer Wirkungsquerschnitt. Dargestellt ist der exakte LO-,
der NLO-(ohne LO) und der NNLO-(ohne LO und NLO)Wirkungsquerschnitt. Fiir

alle Kurven wurde das NNLO-a, verwendet.

In Abb. ist der hadronische LO-, NLO-(p°) und NNLO-SV- (p%!?)-
Beitrag zum Wirkungsquerschnitt dargestellt. Um zu untersuchen wie grof der
Einfluss der m;-Korrekturen ist, die allein von den NNLO-Korrekturen stam-
men, wurde auch dort immer das NLO-p’-Ergebnis verwendet 8 Auch hier stellt
man wie auf NLO fest, dass fiir /s, < 400 GeV praktische keine Aufspaltung
der Kurven sichtbar ist. Fiir groflere Energien wird die Aufspaltung sichtbar.
Abb. zeigt den Einfluss der Wahl der Skala sowie das hadronische Ergeb-
nis fir f(z) = 1 und f(2) = 2. Um p = /Q? zu simulieren (,u =~ /Q%*)
wurde in den SV-Anteilen p = \/@ und in den harten Anteilen, sowie in den
Partonverteilungen p = /s verwendet. Wir erhalten fiir den totalen hadroni-
schen Wirkungsquerschnitt schliellich die Ergebnisse in Tab. [6.1l. Dabei ist der
hadronische K-Faktor

~LO ~NLO ~NNLO
JONNLO (6"0 + ™0 + 6 ) INNLO pafs

= 6.11
ULO\LO pdfs ( )

2Da auf NLO fiir /Scu; 2 350 GeV nicht entschieden werden kann ob p' (—4.2 %) oder pb
(+4.2 %) das exakte Ergebnis besser beschreibt, wird hier die zentrale p°-Kurve an Stelle
des unbekannten exakten Ergebnisses verwendet.
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Abbildung 6.4: Partonischer NNLO-Wirkungsquerschnitt fiir verschiedene Skalen
und fiir f(z) = 1, 2. Gezeigt ist das p'-Ergebnis.

und

~NNLO ~NNLO
Y NNLO _ g ‘p” —0 ‘p“

(6.12)

a-LO—i—NLO—i—NNLO |p0

Fiir %, p ~ \/@ und f(z) = z stimmen die gefundenen Werte mit denen aus
[7] iiberein. Fiir diesen Fall wurde in [§] gefunden, dass die SV-Néherung das
vollstdndige Ergebnis auf 2 % genau beschreibt.

Wir stellen also fest, dass die m;-Korrekturen auf NNLO-SV relativ gese-
hen sich wie auf NLO verhalten. Nimmt man fiir NLO das p’-Ergebnis als
das exakte Ergebnis, dann entspricht die Variation p%'2 allein der NNLO-SV-
Korrekturen einer Variation von maximal +3 % des totalen NNLO-SV Wir-
kungsquerschnitts, unabhéngig von der Wahl der Skala oder der Wahl der Funk-
tion f. Dieses Ergebnis rechtfertigt den (m; — oo)-Grenzfall als Ndherung des
exakten totalen inklusiven Wirkungsquerschnitts auf NNLO mit einer Genau-
igkeit von £5 %, unter der Bedingungen, dass man das (derzeit unbekannte)
exakte NLO-Ergebnis verwendet. Bei Verwendung des (m; — oo)-Ergebnisses
auf NLO iibertrdgt sich die NLO-m;-Unsicherheit natiirlich auf das NNLO-
Ergebnis, und man muss mit einer Unsicherheit von etwa +10 % des NNLO-
Wirkungsquerschnitts rechnen.
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Abbildung 6.5: Hadronische NNLO-Wirkungsquerschnitte auf LO, NLO und
NNLO-SV, wobei jeweils das entsprechende as verwendet wurde. Im NNLO-Ergebnis
wurden die NLO-Anteil fiir p verwendet.
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Abbildung 6.6: Hadronische NNLO-Wirkungsquerschnitte: p’-Ergebnis fiir ver-

schiedene Skala und f(z) =1, z.
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= 2mpy & [fb] ‘ K (NNLO | x»NNLO [%]
LO 22.7 | — —
LO+NLO 0 36.4 | 1.60 —
f(2) =2

LO+NLO|,0+NNLO| 0 || 39.7 | 1.75 0
LO+NLO|,0+NNLO|,: || 38.7 | 1.70 —2.5
LO+NLO|,0+NNLO|, || 40.5 | 1.78 +2.0
[z =1

LO-+NLO|,0+NNLO| 0 || 36.8 | 1.62 0
LO+NLO|,0+NNLO|,: || 35.9 | 1.58 —2.5
LO+NLO|,0+NNLO| 2 || 37.4 | 1.65 +1.6
PR

LO 179 | — —
LO+NLO| 0 33.5 | 1.87 —
f(2) =2

LO+NLO|,0+NNLO| 0 || 41.1 | 2.30 0
LO+NLO|,0+NNLO|,: || 39.9 | 2.23 —2.9
LO+NLO|,0+NNLO| 2 || 41.8 | 2.34 +1.7
[z =1

LO+NLO|,0+NNLO| 0 || 37.3 | 2.08 0
LO+NLO|,0+NNLO|: || 36.5 | 2.04 —2.1
LO+NLO|,0+NNLO| 2 || 38.0 | 2.12 +1.9

Tabelle 6.1: Totaler hadronischer Wirkungsquerschnitt auf LO, NLO und NNLO-
SV mit ms-Effekten fiir verschiedene Skalen und verschiedene Funktionen f zur
Abschitzung der SV-Néherung.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Dissertation wurden QCD-Korrekturen zur Produktion von
Higgs-Boson-Paaren am LHC untersucht. Es wurde insbesondere

1. der NLO-Wirkungsquerschnitt bis O(1/m}?),
2. der NNLO-Matching-Koeffizient und
3. der NNLO-SV-Wirkungsquerschnitt bis O(1/m})

berechnet und deren Bedeutung fiir die LHC-Experimente diskutiert. Damit
wurden erstmalig Effekte jenseits der (m; — oo)-Naherung auf NLO und NNLO
untersucht und durch die Berechnung des NNLO-Matching-Koeffizienten das
zuvor unvollstdndige NNLO-Ergebnis vorvollstandigt. Zusammenfassend lésst
sich folgendes festhalten:

e Die Effekte der endlichen Top-Quark-Masse im totalen NLO-Wirkungs-
querschnitt sind bei konservativer Abschitzung maximal £10 % vergli-
chen mit dem (m; — 00)-Grenzfall.

e Wird man im totalen Wirkungsquerschnitt auf eine Genauigkeit von
< 10 % sensitiv (was im Standardmodell aufgrund des kleinen Wirkungs-
querschnitts sehr optimistisch ist), so muss die exakte Abhéngigkeit von
der Top-Quark-Masse beriicksichtigt werden, und die hier gemachten Ent-
wicklungen reichen nicht aus.

e Sollte (moglicherweise in Verbindung mit einem Schnitt auf @?) ein Uber-
schuss von > 10 % gemessen werden, dann kann ausgeschlossen werden,
dass es sich dabei um m-Effekte im Rahmen des Standardmodells han-
delt.

e Bei einem Schnitt auf die invariante Higgs-Paar-Masse im Bereich unter
500 GeV nimmt die m;-Unsicherheit wie auch der absolute Wert des Wir-
kungsquerschnitts zur Produktionsschwelle hin stark ab. Dort zeigen sich
grofle relative, in absoluten Zahlen aber vernachlassigbare Korrekturen
zur effektiven Theorie. Dieser Bereich ist vor allem als Test fiir zukiinftige
exakte (moglicherweise numerische) Rechnungen von Interesse.
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e Im Rahmen der Entwicklungen wurden die Entwicklungskoeffizienten des
in m,; ezxakten Wirkungsquerschnitts exakt und in algebraischer Form be-
stimmt. Diese Information ist ebenfalls im Hinblick auf Tests zukiinftiger
Rechnungen von Bedeutung.

e Mit dem NNLO-Matching-Koeffizienten sind jetzt auch formal vollstén-
dige Rechnungen auf NNLO in der effektiven Theorie moglich. Diese
erhohen den NLO-Wirkungsquerschnitt um weitere 10 — 20 % (je nach
Wahl der Skala).

e Die m;-Korrekturen im NNLO-SV-Wirkungsquerschnitt zeigen ein
dhnliches Verhalten wie die auf NLO. Die Unsicherheit aufgrund der
NNLO-m-Effekte allein kann mit +5 % abgeschétzt werden. Damit ist
die effektive Theorie auf NNLO ein guter Ausgangspunkt fiir die Unter-
suchung von Higgs-Boson-Paarproduktion am LHC.

Diese Ergebnisse leisten einen Beitrag zu der Fiille an Vorhersagen des Stan-
dardmodells, die am LHC relevant sind. Mit dem Start des Run 2 des LHC
am 3. Juni 2015 riickt — trotz der groflen theoretischen und experimentellen
Herausforderungen — eine Messung von Higgs-Boson-Paaren und die Messung
der Higgs-Boson-Selbstkopplung in greifbare Nidhe. Damit, aber auch mit dem
gesamten wissenschaftlichen Programm der LHC-Experimente, werden tiefere
Einblicke in die Natur der Elementarteilchen moglich als jemals zuvor.



A Anhang

A.1 Kinematik und Lorentz-Struktur

Wir betrachten den Prozess gg — HH, wobei die Gluonen g den Impuls ¢ o
und die Higgs-Bosonen den Impuls ¢34 haben. Aufgrund der Energie- und Im-
pulserhaltung haben wir also drei unabhéngige Impulse ¢ 23, aus denen sich
(zusammen mit dem metrischen Tensor) 9(+1) Strukturen bilden lassen

g

¢ qy
0 q7
q5q7
Da die Gluon-Polarisationsvektoren

e diqs
XA
a5 95

senkrecht auf den zugehorigen Impulsen

(A1)

stehen

elq) a1 =0, £(q2) -2 =0, (A.2)

sind fiir die physikalische Amplitude nicht alle der obigen Strukturen von Be-
deutung, und sie lédsst sich wie folgt schreiben:
M = coog" + ) cidl'e)
2
= coog"” + 2105 q] + C23qh G5 + C3145G7 + C3395G5 +

(A.3)
X

unphys. -

Die fiinf verbleibenden physikalischen Koeffizienten sind allerdings nicht un-
abhéngig. Ward-Identitédten fithren dazu, dass nur zwei unabhéngige Struktu-
ren

v v 1 4
Al = g" - @
A.4)
v 33 2q23 2q13 2 (
AR = g 4 O . O . . B O Rl
? G2 H G2 t G2 T a7 o
bestehen und die Amplitude als
MM = M A + My ALY + Xg:phys. (A.5)
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geschrieben werden kann. Die Projektoren

1 1
q12 q12dT 12
2(]13 :| w v |: 2 :| wov 1
—€ Q3493 +€ | —= 1| q39
[%2(]% 27 g ] P (2(d—3)

433 1 2q93
P} = “”—i—{ 1—5—6—}(]”(1“—{ 1—e]q”q“
2 {g Q12Q%( ) q12 H %2‘]%( ) s

—_

2q93 }

v v
Q14 —€|—5 | 19
2 [%2@% s

2q13 } [2 } 1
- l—e)| G+ |50 —e)| ddgs p———
[qlzq%( )| & q%( )| a5 3d—3)

projizieren in d Dimensionen auf die beiden physikalischen Lorentz-Strukturen:

P M, =M,

AT
PQ,LLI/ . MMV — M2 ) ( )

A.2 )-Entwicklung

Abb. [AT] zeigt die Auswirkungen der Entwicklung der Phasenraum-Integrale
in 0 = 1— 4m%/s. Gezeigt ist der partonische NLO-Wirkungsquerschnitt bei
nicht-differentieller LO-Faktorisierung (Abb. [A.Tal) sowie derselbe Wirkungs-
querschnitt, wobei an den SV-Anteile differentielle LO-Faktorisierung durch-
gefiihrt wurde (Abb.[ATD). Man erkennt, dass bei einer Entwicklung bis O(5°°)
die Abhéngigkeit von der Entwicklungstiefe erst fiir /s = 600 GeV und die p"-
Kurven mit n > 3 sichtbar wird und auch dann maximal 1 % — 2 % betragt.
Fiir die ph&nomenologische Diskussion und insbesondere die hadronischen Wir-
kungsquerschnitte spielt die §-Entwicklung also keine Rolle.

A.3 Differentielle und nicht-differentielle
LO-Faktorisierung
Abb.[A2zeigt den direkten Vergleich von differentieller und nicht-differentieller

LO-Faktorisierung auf NLO. Gezeigt sind Abb. 5 und Abb. 10 bzw. Abb.
und Abb. AL.111
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(b) Partonischer NLO-Wirkungsquerschnitt mit differentieller LO-Faktorisierung.

Abbildung A.1: Numerische Auswirkungen der d-Entwicklung.
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(b) Masseneffekte und Variation der Higgs-Selbstkopplung.

Abbildung A.2: Differentielle und nicht-differentielle LO-Faktorisierung auf NLO.
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A.4 Goncharov-Polylogarithmen

Das Masterintegral I;(4) wurde in Abschnitt B.81] durch Goncharov-Polyloga-
rithmen [64] ausgedriickt. Diese sind wie folgt definiert:

1 S
Go(0p; ) = ] log" x mit 0, = (0,...,0), (A.8)

und fiir @ # 0

Go(wl,wg,...,wn;x):/ dt Go(wa, ..., wy; ), (A.9)
0

t—w1

wobei w;, x € C. Fiir die endlichen Anteile des Masterintegrals /;(4) lassen sich
alle auftretenden Goncharov-Polylogarithmen durch Logarithmen und Diloga-
rithmen ausdriicken:

Go(0;y) = log(y) (A.10)
Gol(~152) = log(1 + ) (A1)
Go(— 1/y7 x) = log(1 +xy) (A.12)
Go(—1,0; ) = log(x)log(1l + x) + Lis(—x) , (A.13)
Go(—1/y,0;x) = log(z) log(1l + zy) + Lia(—ay) . (A.14)
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