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Kurzfassung

Die Optimierung spielt eine wichtige Rolle in der Ingenieursarbeit. Dabei
macht es keinen Unterschied, ob es sich um die Optimierung der Mikro-
struktur eines Werkstoffs handelt (s. Abb. (a)), mechanisch belastete Bauteile
(s. Abb. (b)), durch- und umstromte Bauteile (s. Abb. (¢)). Auch das Verstind-
nis des Verhaltens von Stromungen in geologischen Strukturen (s. Abb. (d))
kann fiir die optimale Auslegung von geothermischen Kraftwerken verwendet

werden.

(a) Phasenfeldsimulation (b) Optimierung (c) Optimierung (d) Dreidimensionale
auf Basis einer einer einer durch- Stromungssimulation
experimentell Tragstruktur stromten einer Kluftstruktur.
ermittelten unter Struktur.

Anfangsstruktur. mechanischer
Belastung.

Abbildung: Beispiele fiir Optimierungen von Strukturen in verschiedenen Bereichen.

In dieser Arbeit werden Methoden und Verfahren basierend auf der Kontinu-
umsmechanik, Stromungsmechanik und der Phasenfeldmethode fiir die Opti-
mierung solcher Prozesse vorgestellt. Die heutige Rechnerleistung ermoglicht
mit den gezeigten Methoden umfangreiche Simulationsstudien durchzufiihren.



Kurzfassung

Alle Simulationen und Auswertungen wurden, soweit nicht anders vermerkt,
mit dem Softwareframework PACE3D - ,Parallel Algorithms for Crystal
Evolution in 3D* durchgefiihrt.
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1 Einleitung

1.1 Motivation

In Zeiten der Energiewende und im Zeichen des Umweltschutzes ist ein res-
sourcenschonender Umgang mit Materialien und Energie notwendig. Es sollen
bis zum Jahre 2020 eine Reduktion der Treibhausgase, eine Erhohung der
Energieeffizienz und eine Erhohung des Anteils der erneuerbaren Energie-
trager am Gesamtenergievebrauch um jeweils 20 % erreicht werden. Die Bun-
desregierung plant sogar bis 2020 den Aussto} von Treibhausgasen um 40 %
gegeniiber 1990 zu reduzieren [1]. So dient ein Verstindnis iiber den Auf-
bau der Mikrostruktur von Materialien einem effizienten Herstellungsprozess
und einem effektiven Einsatz fiir verschiedenste Anwendungen. Die optimierte
Bauweise von Strukturen unter mechanischer Beanspruchung mit moglichst
geringem Materialeinsatz dient der ressourcenschonenden Konstruktion von
Bauteilen unter anderem im Leichtbau. Es wird dabei nicht nur das Gewicht
reduziert, sondern gleichzeitig die Steifigkeit erhoht. Bauteile, die durch- oder
umstromt werden, konnen bzgl. ihres Widerstands optimiert werden. Dies wie-
derum reduziert die Energie, die benétigt wird das stromende Medium durch
bzw. um die Geometrie zu fiihren. Die Ergebnisse sind daher in der Luft und
Raumfahrt als auch in Automobilindustrie von grolem Interesse. Ebenso sind
durchstromte Kliifte, wie sie z.B. in geothermischen Anlagen vorkommen, auf
ihre Eigenschaften bzgl. der Durchstrombarkeit aus verschiedenen Richtungen
zu untersuchen. Dies dient der optimalen Ausrichtung der Stromungsrichtung

fiir einen minimalen Einsatz von Energie bei der Betreibung solcher Anlagen.
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So konnen fossilen Energietrigern eingespart werden und durch Nutzung
erneuerbarer Energien ersetzt werden.

In dieser Arbeit werden alle diese Aspekte beleuchtet und verschiedene
Modelle vorgestellt, die helfen einige der Fragen die in diesen Feldern gestellt
werden zu beantworten. Die heutige Rechnerleistung ermdglicht mit den gezeig-
ten Modellen umfangreiche Simulationsstudien durchzufiihren. Diese Modelle
wurden eigens dafiir in dem Softwareframework PACE3D — ,Parallel Algo-
rithms for Crystal Evolution in 3D* fiir die Durchfiihrung von groBskalige

Simulationen umgesetzt.

1.2 Gliederung

Die Arbeit ist in die nachfolgenden fiinf Kapitel wie folgt aufgeteilt. Es wer-
den im Kapitel ,,Mathematische und Physikalische Grundlagen* die verwen-
deten grundlegenden Modelle und Methoden der Kontinuumsmechanik, der
Stromgsmechanik und die verwendete Phasenfeldmethode vorgestellt. Die ein-
gesetzten numerischen Methoden fiir die zu 16senden Gleichungen werden
gezeigt. Abschliefend wird das fiir die Arbeit notwendige Optimierungsver-
fahren erldutert.

Im Kapitel ,,Untersuchung der Kornform auf den Kornreifungsprozess* wird
mit einem Phasenfeldmodell fiir anisotropes polykristallines Material die Dyna-
mik des Kornwachstums unter dem Einfluss von heterogenen Korngrofien- und
Orientierungsverteilungen und der Anisotropie der Korngrenzenergie analy-
siert. Ein optimiertes Rechenverfahren ermoglicht die Simulation einer grofen
Anzahl an Kornern. Es werden experimentelle Proben gezeigt und die algorith-
mischen Schritte vorgestellt, um diese Daten fiir die Initialisierung des Rechen-
gebiets der Phasenfeldsimulationen aufzubereiten. Die Ergebnisse werden mit
verschiedenen Kornreifungsgesetzen verglichen und ausgewertet.

Das Kapitel ,,Strukturoptimierung von mechanisch belasteten Bauteilen®

beschiftigt sich mit der Simulation der Form- und Topologieoptimierung
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mechanisch belasteter Strukturen durch ein auf der Phasenfeldmethode basie-
renden Optimierungsverfahren. Es wird ein kontinuumsmechanisches Modell
an ein Phasenfeldmodell unter Beriicksichtigung der Gewichtskraft angebun-
den. Die Forminderungsenergie wird hier als treibende Kraft der Optimierung
vorgestellt und validiert. Durch ein Nukleationsmodell wird die Topologie-
optimierung ermoglicht. Desweiteren wird eine spannungsabhingige Form
der Volumenberechnung motiviert, validiert und ihre Anwendungsméglich-
keit gezeigt. Es wird die qualitative und quantitative Evaluation der Form- und
Topologieoptimierung mit den vorgestellten Methoden in mehreren Simula-
tionsstudien gezeigt.

Zur Kopplung der Navier—Stokes Gleichungen mit dem Phasenfeldmodell
werden im Kapitel ,,Strukturoptimierung von um- und durchstromten Geo-
metrien® verschiedene Ansitze vorgestellt. Es wird fiir den dazu notwendi-
gen Zusatzterm der zugehorige Reibwert fiir das Zweimuldenpotential und
das Zweibarrierenpotential bestimmt. Der Reibwert ist dabei eine dimensions-
lose Grofle, die die Stromungsgeschwindigkeit innerhalb der diffusen Grenz-
flache beeinflusst. Die modifizierten Navier—Stokes Gleichungen werden fiir
laminare Stromung validiert. Bei den Simulationsreihen werden unterschied-
liche Einflussgroen wie Auflosung, Stromungsgeschwindigkeit und Gebiets-
grofle beriicksichtigt. AnschlieBend werden die Terme fiir Zielfunktion der
Stromungsoptimierung diskutiert. Die vorgestellten Terme werden in Simula-
tionsstudien fiir Stokessche Stromungen untersucht.

Im letzten Kapitel ,,Untersuchung von komplexen Stromungen in Kliiften*
werden Untersuchungen zum Stromungsverhalten in Gesteinskliiften gezeigt.
Unter Anwendung der diskreten Navier—Stokes Gleichungen konnen dreidi-
mensionale Stromungssimulationen durchgefiihrt werden. Es wird das genaue
Stromungsverhalten in Gesteinskliiften hinsichtlich der bestehenden Unter-
schiede zwischen der vertikalen und der effektiven Apertur untersucht.
Im Gegensatz zu den bisherigen Anniherungen des kubischen Gesetzes, in
denen die effektive Apertur stets global vorgegeben wurde, wird diese

numerisch ermittelt. Des Weiteren wird die Stromungsanisotropie in Kliiften
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untersucht. Hierzu werden Simulationen von parallel als auch senkrecht zur
Versetzungsrichtung durchstromten Kluftplatten durchgefiihrt und hinsichtlich
ihrer Stromungseigenschaften charakterisiert. In diesem Zusammenhang wer-
den fiir verschiedene Reynoldszahlen die Ergebnisse des kubischen Gesetzes
unter Beriicksichtigung der vertikalen und der effektiven Apertur gegeniiber-
gestellt. Diese mit dem kubischen Gesetz ermittelten Ergebnisse werden mit
den durch die Navier—Stokes Gleichungen ermittelten Simulationsergebnissen

verglichen.



2 Mathematische und
Physikalische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die mathematischen und physikalischen Grundlagen
fiir diese Arbeit vorgestellt. Eingegangen wird auf die aus der Bilanzgleichung
hergeleiteten Modelle der linearen Elastizitéitstheorie und der inkompressiblen
Navier-Stokes Gleichungen der Stromungsmechanik. Es werden verschiedene
Phasenfeldmodelle dargestellt. AnschlieBend werden die verwendeten numeri-
schen Methoden vorgestellt. Die theoretischen Grundlagen fiir die Herleitung
von Topologieoptimierungsmodellen werden erklirt und die dafiir notwendige

Berechnung der Sensitivititen erldutert.

2.1 Mathematische Nomenklatur

Zum besseren Verstindnis der in den nachfolgenden Kapiteln vorgestellten
Gleichungen wird hier eine Ubersicht iiber die verwendete mathematische
Nomenklatur und die am haufigsten verwendeten Operatoren gegeben. Alle
skalaren Gréen werden kursiv dargestellt. Grundsitzlich gilt, dass rdumliche
Vektoren mit einem Pfeil gekennzeichnet werden. Dabei wird nicht unterschie-
den, ob es sich um einen ein-, zwei- oder dreidimensionalen Vektor im Raum
handelt. Die entsprechende Komponente des Vektors wird bei der gesonder-
ter Behandlung einer Raumrichtung explizit angegeben. Die n-dimensionalen

Vektoren und die Tensoren 2. Stufe werden fett gedruckt. Die Tensoren 4. Stufe
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werden mit einem doppeltgestrichenen Buchstaben gekennzeichnet, z. B. der
Steifigkeitstensor C oder der Einheitstensor 4. Stufe I.

Werden Gradienten einer Grof3e u als rdumliche Ableitungen gebildet, werden
diese mit Vu, die raumliche Divergenz einer Grofie # mit V - u und die Diver-
genz vom Gradienten einer Grofle u, also V - Vu, kurz als Au bezeichnet. Bei
der Berechnung der partiellen Ableitung einer Grofe u beziiglich einer Grofie
x wird fiir % auch kurz d.u verwendet. Eine ebenso fiir die partielle Ableitung
% verwendete Schreibweise ist u .

Die materielle Ableitung einer Grofe u wird mit # gekennzeichnet. Sie
beschreibt die totale Ableitung einer Grofle die von Raum und Zeit abhén-
gig ist. Allgemein wird die totale Ableitung einer Grofle u nach x mit %‘
bezeichnet. Diese kann je nach Anwendung in der Euler— oder der Lagrange
Darstellung (s. Abs. 2.2.1) erfolgen.

Das Landau-Symbol & wird verwendet, um eine Oberschranke festzulegen.
Dies kann die Oberschranke des numerischen Fehlers eines numerischen Ver-
fahrens, der Speicherbedarf oder die Laufzeit eines Algorithmus sein.

Der Index fiir einen Zeitschritt n wird bei Grofen hochgestellt dargestellt
(z.B. y"), auBer bei der ZeitgroBe t,, wo der Zeitindex unten steht. Die Raum-
indizes ijk und Indizes, die Komponenten eines Vektors bezeichnen, werden
tiefgestellt (z. B. x;jk, uy). Kommen an einer Position mehrere unterschiedliche

Arten von Indizes vor, werden diese durch Komma getrennt (z. B. uy ).

2.2 Allgemeine Bilanzgleichungen

Eine Bilanzgleichung summiert extensive, also additive, Grofen iiber einen
Korper Q auf (s. Abb 2.1) und stellt die Grundlage fiir die Herleitung der
Massen-, Impuls- und Drehimpulsbilanz dar (s. [2]). Diese Bilanzgleichungen
sind wiederum die Grundlage fiir die mechanische Impulsbilanz aus der lineare
Elastizititstheorie und die Navier—Stokes Gleichungen aus der Stromungs-

mechanik.



2.2 Allgemeine Bilanzgleichungen

Abbildung 2.1: Ein beliebiger Korper wird in das Volumen Q und die Oberfliche A aufgeteilt. Den
Rand auf der Oberfliche kann man wiederum in Dirichlet- (I'p) und Neumannrand
(I'y bzw. ') unterteilen (s. Abs. 2.2.4).

Die Bilanzgleichung einer FeldgroBe w(X,¢) lédsst sich im allgemeinen Fall

nach Euler als

d
— dV:/ + dv+;£ q-nd 2.1
o g(,)"’ Q(t)(p 5) o 44 2.1)

ausdriicken. Die zeitliche Anderung des Volumenintegrals der Feld-
groBe w(X,t) ergibt sich aus der Produktion p und der Zufuhr s in dem
betrachteten Volumen, sowie dem Fluss ¢ - 7 iiber den Rand des Korpers.
Formt man diese Bilanz mit dem Satz von Gauss um, so erhilt man die lokale
Bilanzgleichung

oy

ﬁ—kv-(wv):p—i—s—i-V-q (2.2)

Mit dieser Bilanzgleichung lassen sich die Massen-, die Impuls- und die Ener-

gieerhaltung herleiten.
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2.2.1 Darstellung der FeldgroBe im Raum

In der Kinematik wird die Bewegung eines Korpers im Raum betrachtet. Die
Lage des Korpers kann dabei auf zwei Arten, die Lagrangesche sowie die
Eulersche Darstellung, beschrieben werden. Der kleinste betrachtete materielle
Punkt & ist der Tréger der physikalischen Grofe. Mit der Platzierungsfunktion

X=22.0) (2.3)

wird jedem Punkt & zu jedem Zeitpunkt ¢ eine eindeutige Lage X zugeteilt.
Die Platzierungen einer physikalischen Grof3e wird durch die Ortsvektoren X

der Anfangsplatzierung zum Zeitpunkt 7y = 0 mit
X =X()=2P1). (2.4)

und mit dem Ortsvektor ¥ zum momentanen Zeitpunkt #, > 0 fiir die Momen-

tanplatzierung mit
X =3(2t). (2.5)

definiert. Geht man von der allgemeinen Platzierungsfunktion } aus der
Gl. (2.4) in die konkrete Darstellung der Position einer physikalischen Grofe in
einem Raum mit den Koordinaten X iiber, folgt die Bestimmung der momen-
tanen Position X aus der urspriinglichen Position X mit der Funktion x()_f Jtn)
und es gilt

=

X =x(X,tn). (2.6)

Die momentane Lage eines Punktes in Abhédngigkeit der Anfangsplatzierung

ist dadurch festgelegt.
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Lagrangesche Darstellung

In der Darstellung einer Feldgrole nach Lagrange wird ein Element des Kor-
pers vor der Belastung betrachtet und der Weg dieses Elements wéhrend der
Belastung verfolgt. Somit wird die Feldgroe y als Funktion der Anfangslage
X und der Zeit ¢ wie folgt ausgedriickt

w(X,1). 2.7

Die Darstellung einer Feldgrofle, bei der diese als Funktion der Anfangslage
beschrieben wird, bezeichnet man als Lagrangesche Darstellung. Die Ablei-

tungen des Ortsvektors X nach der Zeit, welche die Geschwindigkeit

= ox(X,t

FX, ) =% = xgt’ ) 2.8)
sowie die Beschleunigung

E’(YI)—?—?—w (2.9)

T o '

darstellen, sind einfach zu definieren. Die Verschiebung kann abhéngig von der
Anfangslage durch

PTX,)=xX)-X=x-X (2.10)

beschrieben werden.

Eulersche Darstellung

Nach Euler wird eine FeldgroBe y in der Momentanplatzierung mit

w(X.1) (2.11)
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als Funktion der aktuellen Position X und der Zeit ¢t angegeben. Durch das
Invertieren der Funktion y aus GIl. (2.6) lassen sich die beiden Darstellungen
ineinander iiberfithren. Die zeitliche Ableitung in der Eulerscher Darstellung
schreibt sich

N dy(¥X,t) Jdw(X,t) _
W(T,0) = "’gt )4 Wg(x’ ) (7.0).

2.12)

Der erste Term auf der rechten Seite beschreibt die lokale Anderung und der
zweite Term die advektive Zustandsdnderung der GroBe y. Die Beschleuni-

gung d g in Eulerscher Darstellung lautet also

Tp(X.0)=Ve(T,1) = + a;, V(F0). (2.13)
Wp=1u(x ' (X,0)0) (2.14)

beschreiben.

2.2.2 Impulsbilanz

Betrachten wir nun die Impulsbilanz ist die zu bilanzierende Feldgrofie
v = pV. Die Produktion p des Impulses muss Null sein, da der Impuls eine
Erhaltungsgrofe ist. Die Zufuhr s entspricht der Volumenkraftdichte pz. Der
Impulsfluss iiber den Rand ist durch den Spannungsvektor ¢ - 7 gegeben. For-

muliert man nun die integrale Impulsbilanz

d -
4 _’dV:/ b dv f 7 dA 2.15
dr /szmp ' Q(z)p " r<z>6 " @12

10
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folgt unter Einhaltung der Massenbilanz die lokale Impulsbilanz
pV=pb+V-o. (2.16)

Die zeitliche Ableitung der Verschiebung u entspricht der Geschwindigkeit V.

Setzt man das in die lokale Form der Impulsbilanz ein erhélt man
pit=pb+V-o. 2.17)

Der Dimpfungsterm k% beschreibt das zeitliche Abklingen der Schwingungs-
amplitute der Verschiebung eines elastischen Materials durch Energiedissipa-
tion bei Lastwechsel. Dabei ist k ein Maf fiir das Abklingen einer elastischen
Welle in einem Medium bedingt durch die Reibungsverluste. Die vollstindige

Form entspricht einer Schwingungsdifferentialgleichung und schreibt sich
pi=pb+Kki+V-o. (2.18)

Der statische Zustand, bei dem die Zeitableitungen verschwinden, kann mit
einem impliziten Verfahren oder durch eine numerisch geschickte Wahl von k

iterativ mit einem expliziten Verfahren gelost werden. Es gilt dann

—

0=pb+V-o. (2.19)

2.2.3 Hyperelastisches Materialverhalten

Fiir einen Korper unter mechanischer Belastung kann ein Verschiebungs-,
Dehnungs- und Spannungsfeld angegebenb werden (s. [3]). Die Modellierung
dieser Felder wird unter Verwendung der GI. (2.18) auf hyperelastisches und
isotropes Materialverhalten beschrinkt. Nach [4] hingt die Spannung in einem

elastischen Material nur vom momentanen Deformationszustand und nicht von

11
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der Deformationsgeschichte (Cauchy-elastisches Material, Prinzip des Deter-
minismus) ab. Bei kleinen Deformationen gilt fiir den Verschiebungsgradient

der Zusammenhang

U (X,t) JuU(X,1)
-5 = (2.20)

Von kleinen Deformationen kann gesprochen werden, wenn die Frobenius-

Norm des Verschiebungsgradienten viel kleiner als eins ist, sodass gilt
||H|| = \/sp(HHT) < 1. (2.21)

Der Verschiebungsgradient ldsst sich in einen symmetrischen Anteil, den Ver-

zerrungstensor €, und einen schiefsymmetrischen Anteil w zerlegen zu
. 1 T 1 T
H=¢e+o mit 8:§(H+H ) und w:E(HfH ). (2.22)
Der Verzerrungstensor ldsst sich formulieren als
1 — —T
e=-(Vu+VvVu'). (2.23)

Fiir kleine Verformungen mit linear elastischem Materialverhalten ist nach dem
Hookeschen Gesetz die Spannung ¢ eine lineare Funktion des Verzerrungsten-
sors €. Mit dem Steifigkeitstensor C (Tensor 4. Stufe) lidsst sich dieser Zusam-

menhang mit
o = Cle] (2.24)

ausdriicken. Die Eintrdge abhidngig von der Symmetrieklasse des Steifigkeits-

tensor C definieren die elastischen Materialeigenschaften. Fiir ein isotropes

12
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Material, das auf die Belastung von jeder Seite gleich reagiert, 1dsst sich der

Steifigkeitstensor C mit den beiden Lamé Konstanten A und pt schreiben als
C=MI+2ul, (2.25)

wobei I der Einheitstensor 2. Stufe ist und I¥ der symmetrische Anteil des Ein-
heitstensors 4. Stufe ist. Die Lamé Konstanten lassen sich aus Elastizitdtsmodul

E und Querkontraktionszahl v mit

VE E

)L:— und N:m

(I+v)(1-2v) (2.26)

berechnen.

2.2.4 Randbedingungen

Zur Losung eines linearelastischen Problems benétigt man die bestimmende
Differentialgleichung (2.18) und geeignete Rand- und Anfangswerte. Zur Fest-
legung der Randwerte unterteilt man den Rand I" eines Korpers Q (s. Abb. 2.1)
in Bereiche, auf denen die unterschiedlichen Randbedingungen definiert wer-
den. Im Folgenden werden die Randbedingung fiir die Verschiebung beschrie-
ben. Der Ortsvektor X hat den Index O fiir einen beliebigen Rand, fiir den
niederwertigen Rand / und fiir den hoherwertigen Rand u. Der Index n kenn-
zeichnet die Komponente in die Normalenrichtung und der Index ¢ die Kom-
ponenten in die tagentiale Richtung.

Dirichlet Randbedingung

Bei der Dirichlet Randbedingung wird die konstante Verschiebung % ¢ vorge-

geben und es gilt somit

W(X) =1 (2.27)

13
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Neumann Randbedingung

Die Neumann Randbedingung definiert man mit dem konstanten Spannungs-
vektor 7 °. Fiir einen beliebigen Rand I'y mit der Normalen 7 auf dem Rand-

bereich 'y gilt
on(X0)=T7°. (2.28)

Unter Verwendung von Gl. (2.24), GI. (2.28) und GI. (2.46) kann der angege-
bene Spannungsvektor 7°¢ am Rand in eine dquivalente Verschiebung umge-
rechnet werden.

Konstante Kraft Randbedingung

Bei der Betrachtung der Gl. (2.18) zeigt sich noch eine weitere Moglichkeit
fur eine Randbedingung. Die Spannung wird direkt in die GI. (2.18) einge-
setzt und nicht wie bei der Neumann Randbedingung in Verschiebungen umge-
rechnet. Dazu wird am Rand die Belastung durch eine Kraft Fe vorgegeben.
Diese Kraft F ¢ wird durch eine Berechnung der Fliche Ap am Rand I', an der
die Kraft angreift, in einen Spannungsvektor G umgerechnet. Von den sechs
unabhingigen Komponenten des symmetrischen Spannungstensors ¢ werden

drei Komponenten durch den Spannungsvektor 76 vorgegeben mit

_>L'
— F —

Gn(xo)—Aio— re. (2.29)
Zur Bestimmung der dusseren Energie am Rand werden die Werte der tan-
gentialen Komponenten durch Gleichsetzen der tangentialen Komponenten der

Nachbarzelle bestimmt mit

G,(?o)ZGt(Yl). (2.30)

14
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Kombinierte Randbedingungen

Bei mechanischen Problemen gibt es unterschiedliche Lagermoglichkeiten fiir
ein Bauteil. Erst durch die Kombination von Randbedingungen lassen sich
bestimmte Problemstellungen simulieren. Bei der festen Einspannung (Diri-
chlet Randbedingung) ist das Bauteil fixiert, sodass alle kinematischen Frei-
heitsgrade (Translation und Rotation) gesperrt sind. Bei einem Festlager ist
das Bauteil fixiert, sodass die kinematischen Freiheitsgrade der Translation
gesperrt sind, Rotationen aber auftreten konnen. Das Loslager zeichnet sich
dadurch aus, dass nur ein bestimmter translatorischer Freiheitsgrad, also die
Verschiebung in eine bestimmte Raumrichtung, gesperrt wird, alle anderen
translatorischen und rotatorischen Bewegungen aber zuldssig sind. Am Rand
wird dazu eine kombinierte Randbedingung aus Dirichlet und Neumann Rand-
bedingung verwendet. Dabei ist die Komponente in Normalenrichtung zum
Rand fest vorgegeben. Bei den tangentialen Komponenten sind die Ableitun-
gen in Normalenrichtung null. Dies lésst sich schreiben als
— =
du;(Xo) -

— = —C t
Up(Xo)=u und
(¥0) = e

=0. 2.31)

2.2.5 Innere und auBere Energie,
Arbeitssatz der Mechanik

Fiir ein hyperelastisches Material ist die Verformungsarbeit wegunabhingig
[4]. Hieraus folgt die Existenz eines Potenzials W; fiir die Spannung ¢. Somit
ist die zeitliche Anderung der Forminderungsenergiedichte W; gleich der Span-
nungsleistung ¢ - €. Hier ist & die Verformungsgeschwindigkeit. Durch Auflo-
sen nach der volumenspezifischen Forminderungsenergiedichte ergibt sich die

Spannung ¢ zu

IW;

= (2.32)

15
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Integriert man diese beziiglich des Verzerrungstensors € und unter Verwendung

des Hookeschen Gesetzes (2.24) erhilt man das gesuchte Potenzial

1 1
W; = §£~G = 58 -Cle] (2.33)

als hyperelastische innere Energiedichte. Fiir die gesamte Forménderungs-

energie gilt

wee — L / e-Cle] av. (2.34)
2 Jo

1

Die gesamte duBere Energie W7’ an einem Rand mit konstanter Spannung IG

lasst sich schreiben als
W — / ¢ U dA. (2.35)
Ik

Fiir ein statisches Gleichgewicht gilt der Arbeitssatz der Mechanik, der die
Gleichheit der von dufleren und inneren Kriften geleisteten Arbeit beschreibt
[5]. Dieser lautet fiir ein linear elastisches Materialverhalten unter Vernachlis-

sigung der Volumenkrifte

f/C[s]de:Wig“:Wf”: rCUWdA=-F°u. (2.36)
2 Jo Ik 2

Dabei bezeichnet V das Volumen eines Korpers Q und A die entsprechende
Flache des Kraftrandes I'x. Das Lemma von Cauchy formuliert den Zusam-
menhang zwischen der inneren Beanspruchung ¢ und der dufleren Beanspru-
chung 7°¢ iiber den Oberfliichennormalenvektor 7 und es gilt 67 = 7.

16
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2.3 Grundlagen der Stromungsmechanik

2.3.1 Navier-Stokes Gleichungen

Die grundlegenden Gleichungen zur Beschreibung von reibungsbehafteten
Stromungen sind die Navier—Stokes Gleichungen. Sie enthalten die Erhal-
tungssitze der Masse und des Impulses. Die Navier—Stokes Gleichungen erwei-
tern nach [6] die Euler Gleichungen um die Komponente der Fluidreibung
durch die Viskositit. Ein newtonsches Fluid ist ein Fluid, bei dem die Scher-
spannung proportional mit der Viskositit y zur Schergeschwindigkeit ist. Ein
newtonsches Fluid weist somit einen linearen Zusammenhang zwischen der
Scherspannung und der Forminderungsgeschwindigkeit [7] auf. Fiir eine all-
gemeine dreidimensionale Stromung mit dem Geschwindigkeitsfeld V' lautet

die Massenerhaltungsgleichung bzw. Kontinuitidtsgleichung (s. [8])

d -
5PV (pT)=0. (2.37)

Geht man von einer zeitlich konstanten Dichte aus ergibt sich die Bedingung
der Inkompressibilitit p = aa—’[’ + 7V -Vp =0 und die Massenerhaltungsglei-
chung (2.37) vereinfacht sich zu

du Jdv  Idw

VV=—ot—+—-—=0. 2.38

YT ox * dy + Jz (239
Der Impuls 7 berechnet sich aus dem Produkt von der Masse m und Geschwin-
digkeit %. Fiir die Impulserhaltung muss nach [9] folgende Beziehung

erfiillt sein

d d d r
wP=ad" =g /Q@p vdv (2.39)

Nach dem 2. Newtonschen Gesetz ist die Ableitung des Impulses gleich der
Summe aller wirkenden Krifte F. i,i=1,...,n. Unter der Annahme der

17
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Inkompressibilitit 1dsst sich GI. (2.39) fiir ein raumfestes Kontrolvolumen V

umschreiben zu

dpV dv &
/Q av = / dV——mE Y Fi=0 (2.40)

i=1

Die Volumenkraft I—; v mit dem Vektor g, der den Einfluss z. B. der Gravitation
oder magnetischer Felder beschreibt, berechnet sich aus

szm-g’z/gpg’dv, (2.41)

die Reibungskrifte ergeben sich mit dem viskosen Spannungstensor T zu

F,:/ V.zdv (2.42)
Q
und die Druckkraft zu
F,= f/ Vpdv. (2.43)
Q

Die Geschwindigkeitsinderung eines materiellen Punktes &7 hingt von der
Position X (¢) zum Zeitpunkt # und von der Bewegung des Punktes von X (7)
zu X (¢t + 6t) ab. Setzt man daher die Gl. (2.13) fiir die Beschleunigung in
Euler Darstellung und die Gln. (2.41) - (2.43) in Gl. (2.40) ein, erhilt man fiir
die lokale Impulsbilanz unter Beriicksichtigung konstanter Dichte
d N -
p(atv—i—( V)v):—Vp+V~T—|—pg. (2.44)

Der viskose Spannungstensor T eines isotropen newtonschen Mediums ist
nach [10]

T=u <2e (. 7)]1) . (2.45)

18
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Die viskose Reibung ist der Verformungsgeschwindigkeit des Fluids proportio-
nal (vgl. [6]). Fiir die Verformungsgeschwindigkeit € des Verzerrungstensor €
aus Gl. (2.22) gilt

(VV+ (V)T (2.46)

Bei inkompressiblen Medien fallen der Term (V(%)) aus Gl. (2.46) unter
Anwendung der Divergenz aus Gl. (2.42) und der zweite Term aus Gl. (2.45)
weg, da sie die Kontinuititsgleichung (2.38) enthalten. Die Impulserhaltungs-
gleichung vereinfacht sich damit unter Verwendung von V> = A zu

a—» — — — —
p(atv—l—(v-V)v):—Vp—HLAv—Fpg. (2.47)

Eine ausfiihrliche Herleitung der Navier—Stokes Gleichungen ist in [8] und [9]
zu finden. Die Erhaltungsgleichungen fiir Masse und Impuls bilden im drei-
dimensionalen Raum ein Gleichungssystem aus vier partiellen, nichtlinearen
Differentialgleichungen, das fiir die unbekannten Geschwindigkeiten V' sowie
den Druck p in Abhingigkeit von Ort und unter der Definition geeigneter
Anfangs- und Randbedingungen gelost werden muss [9]. Es ist zu beachten,
dass die Gleichung fiir den Druck nur bis auf eine unbekannte Konstante geldst
werden kann. Diese Tatsache ist fiir das Losen der Gleichungen nicht von
Bedeutung, da fiir inkompressible Fluide die Stromung nur durch den Druck-
gradienten nicht aber durch den absoluten Wert des Drucks beeinflusst wird.

2.3.2 Randbedingungen

Die einzelnen Randbedingungen fiir die Geschwindigkeit ¥ und den Druck p
werden im Folgenden kurz dargestellt. Dabei bezeichnet X die Position an
einem beliebigen Rand, der niederwertige Rand wird mit ¥; und der hoher-
wertigen Rand mit X, bezeichnet. Der Index n kennzeichnet die Komponente

in Normalenrichtung und der Index ¢ die Komponenten in tagentiale Richtung.

19



2 Mathematische und Physikalische Grundlagen

Haftbedingung

Kein Fluid dringt durch den Rand, allerdings haftet das Fluid am Rand, d. h.
die Geschwindigkeit am Rand ist null, genauso wie die Anderung des Drucks

in Normalenrichtung:

dp(Xo)

V(¥p)=0 und 37 7 =0. (2.48)

Rutschbedingung (engl. free-slip)

Kein Fluid dringt durch den Rand, jedoch gleitet das Fluid reibungsfrei ent-
lang des Rands, d. h. die Geschwindigkeit normal zum Rand und die Ableitung
der tangentialen Geschwindigkeit normal zum Rand sollen Null sein und die

Anderung des Drucks in Normalenrichtung ist null:

9Vi(X0) 5 o wna 2230 7o (29
on on
Einstrombedingung (engl. inflow)

Das Fluid strémt mit einer konstanten Geschwindigkeit V¢ durch den Rand

und auch hier ist die Anderung des Drucks in Normalenrichtung null:
=271 =0. (2.50)

Ein-/Ausstrombedingung (engl. outflow)

Die Geschwindigkeit V' wird so eingestellt, dass sie am Rand divergenzfrei
ist. Die Ableitung des Drucks in Normalenrichtung ist dabei Null oder kann

alternativ auf einen konstanten Wert p¢ gesetzt werden:

dp(Xo)

VV(Y()) =0 und 37

=0 oder p(¥Xo)=p°. (2.51)
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Periodische Randbedingung

Fiir ein periodisches Problem mit der Periodenldnge gleich der Gebietslinge
L kann man sich auf eine Periode beschréinken, da die Geschwindigkeiten und

der Druck an den gegeniiberliegenden Gebietsrindern identisch sind:

V(F)=V(F) und p(F)) = p(F). (2.52)

2.3.3 Couette-Stromung

Analytisch beschreibbare Stromungsprofile konnen unter anderem zum Ver-
gleich mit numerischen Losungen verwendet werden. Betrachtet man eine
ebene Couette—Stromung nach [9] fiir ein inkompressibles Fluid, bei der der
obere Rand mit der konstanten Geschwindigkeit VS = 0 und V¢ = u® # 0
angetrieben wird und am unteren Rand die Haftbedingung gilt, stellt sich
durch die innere Reibung im Fluid ein linearer Geschwindigkeitsverlauf in
Abhingigkeit der y-Koordinate ein (s. Abb. 2.2). Bei eingelaufener Stromung
ist der Druckgradient in Stromungsrichtung und quer zur Strémungsrichtung
% = ‘3—5 = 0. Somit kann die Impulsgleichung (2.47) fiir eine stationére Stro-
mung unter den gegebenen Randbedingungen analytisch vereinfacht werden zu

0=p>—s. (2.53)

Durch zweimaliges Integerieren und durch das Bestimmen der Integrations-
konstanten mit den Randbedingungen u(0) = 0 und u(h) = u¢, wobei h die
Hohe des Kanals darstellt, ergibt sich die Stromungsgeschwindigkeit in

x—Richtung als Funktion von y mit

u(y) = u % (2.54)

21



2 Mathematische und Physikalische Grundlagen

c _
U = Umax

y

L.

Abbildung 2.2: Stromungsprofil einer Couette—Stromung, bei der die obere Wand mit der
Geschwindigkeit u“ angetrieben wird.

2.3.4 Poiseuille Stromung

Fiir die ebene Poiseuille Stromung (Spaltstromung) und die Hagen—Poiseuille
Stromung (dreidimensionale Rohrstromung) kann die Impulsgleichung (2.47)
fiir den stationdren laminaren Fall unter Annahme der Randbedingungen ana-
lytisch bestimmt werden [11], [12]. Das Schema in Abb. 2.3 zeigt die Randbe-

dingungen der Poiseuille-Stromung und ihr typisches Geschwindigkeitsprofil.

Ebene Poiseuille Stromung

Fiir eine eingelaufene stationire ebene Plattenstromung (s. Abb. 2.3(a)) ohne
Einfluss von Volumenkriften vereinfacht sich die Impulserhaltungs-
gleichung (2.47) nach [11], [13] zu

_dp | du(y)

0= dx 'udy2

(2.55)
Dabei bezeichnet u die Geschwindigkeitskomponente des Geschwindigkeits-

vektors V in x-Richtung. Durch die zweimalige Integration und der Bestim-

mung der Integrationskonstanten mit der Haftbedingung u(0) =0 und u(L) =0
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—— _

L Umax

__ _

U =23Upay

(a) ausgebildetes Stromungsprofil zwischen zwei ebenen Platten

T

u= 1/ 2 Umax

(b) ausgebildetes Stromungsprofil bei Rohrstromung
Abbildung 2.3: Ausgebildete Geschwindigkeitsprofile (a) ebener Poiseuille Stromung bzw.
(b) Hagen—Poiseuille Stromung. An den Seitenrdndern oben und unten gilt die

Haftbedingung. Am linken Rand wird mit u¢ = i eingestromt. Die maximale Stro-
mungsgeschwindigkeit u,,,, wird in der Spalt- bzw. Rohrmitte erreicht.
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erhilt man fiir das analytische Geschwindigkeitsprofil der Stromung als

Funktion von y mit

L>d 2
u(y)z—wdi(l—(z) > (2.56)

Das Geschwindigkeitsprofil bildet sich senkrecht zur Strémungsrichtung zwi-
schen den ebenen Platten aus, wihrend in Stromungsrichtung ein konstanter
Druckgradient vorliegt. Fiir die mittlere Geschwindigkeit i bzw. die maximale
Geschwindigkeit u,,,,, an der Stelle y = % gilt:

1 dp ,

1 dp., 3

Hagen-Poiseuille Stromung

Analog zur Spaltstromung lisst sich fiir den Fall dreidimensionaler Rohrstro-
mungen das Geschwindigkeitsprofil herleiten. Voraussetzung ist wieder eine
ausgebildete, stationdre Stromung inkompressibler Fluide mit Haftbedingung
an den Rohrrindern. Die Impulsgleichung (2.47) wird dafiir in Zylinderkoor-
dinaten betrachtet. Das gesuchte Geschwindigkeitsprofil kann in Abhingigkeit
vom Radius r mit

R%d 2
=~ (1= )

dargestellt werden. In diesem Fall stellt sich eine parabolische Verteilung der
Geschwindigkeit entlang der y-Achse und der maximalen Geschwindigkeit
Umay auf der Mittelachse ein (siehe Abb. 2.3(b)). R ist der halbe Durchmesser D
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2.3 Grundlagen der Stromungsmechanik

des Rohres. Die mittlere Geschwindigkeit i sowie die Maximalgeschwindig-

keit u,,,, lassen sich iiber

R?> dp
R dp 259
il 81 dx ( a)
R*d
e = —@a” —2i (2.59b)

bestimmen [11].

2.3.5 Charakteristische Werte fur Stromungen

In der Stromungsmechanik wird aufgrund verschiedener Zusammensetzung
von Stromungsgeschwindigkeit, Gro3e und Geometrie des Gebietes besonde-
rer Wert auf die Vergleichbarkeit der Ergebnisse miteinander gelegt. So kann
ein mafstabsgetreues Modell, z. B. das eines Schiffs oder Flugzeugs, in einem
Stromungsexperiment durch dimensionslose charakteristische Kennzahlen mit
realen Geometrien verglichen werden. Hier werden einige der in dieser Arbeit

verwendeten Kennzahlen vorgestellt.

Reynolds-Zahl

Eine stromungsmechanische Kennzahl ist die Reynoldszahl Re, benannt nach
dem Physiker Osborn Reynolds [14], [15]. Es handelt sich um eine dimensions-
lose Kenngrofle zum Vergleich der Stromungsart. Sie beschreibt in stromenden
Medien das Verhiltnis von Trigheitskriften zu den Reibungskriften [12], [16]

und wird mit

Trigheitskrifte
€=
Reibungskrifte
(2P veldar _ PUeLoar (2.60)
(:uuw/LChar) Lz%har v H

25



2 Mathematische und Physikalische Grundlagen

angegeben. Die Grofle u.. beschreibt die Anstromgeschwindigkeit. Die kine-
matische Viskositit ist mit v, die dynamische Viskositit mit y bezeichnet
und p ist die Dichte des Fluids. Die Wahl der charakteristischen Lange Ly,
hingt von der betrachteten Geometrie ab. So wird bei durchstromten Roh-
ren und umstromten Zylindern der Rohr- bzw. Zylinderdurchmesser verwen-
det. Zur Beschreibung der Couettestromung wird fiir die charakteristischen
Liange L.y, die Spaltbreite gewihlt. Die Kennzahl ermoglicht es geometrisch
dhnliche Stromungsfelder miteinander zu vergleichen. Dies ist die Grund-
lage aller Modellversuche, in denen aufgrund von Messungen am geometrisch
verkleinerten Modell in Stromungskanilen vergleichbare Ergebnisse erzielt
werden sollen. Es ldsst sich sagen, dass fiir sehr kleine Reynoldszahlen die
Stromung reibungsdominiert ist und die Tragheitskrifte vernachlissigt werden
konnen. Fiir sehr groe Reynoldszahlen iiberwiegen die Trigheitskrifte und
die Reibung kann aufler Acht gelassen werden. Bei einer Rohrstromung lassen
sich der laminare (Re < 2300) und turbulente (Re > 2300) Bereich unterschei-
den. Der turbulente Bereich wird durch die schwankende Bewegung der Flu-
idteilchen als instationdr wahrgenommen [8]. Nach [12] liegt bei umstromten
Korpern die kritische Reynoldszahl bei Re > 5 - 10°.

Stromung im Einlaufbereich

Als Einlaufstrecke bezeichnet man die Strecke nach der sich ein charakteris-
tisches Geschwindigkeitsprofil fiir gegebene Anfangs- und Randbedingungen
einstellt. Zur Beschreibung von charakteristischen Stromungseigenschaften ist
es hilfreich, wenn die Stromung ausgebildet und stationér ist. Die Couette-
und Poiseuillestromungen (Gl. (2.53), GI. (2.56) und Gl. (2.58)) gelten daher
nicht im Bereich des Stromungseinlaufs. Die Einlaufstrecke /, kann fiir eine
Poiseuillestromung in Abhingigkeit von der Reynoldszahl Re und dem Rohr-

durchmesser D abgeschitzt werden mit

l,=c,-Re-D, 2.61)
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2.3 Grundlagen der Stromungsmechanik

wobei ¢; je nach Quelle [7], [11], [12], [17] mit 0,04 bis 0,065 angegeben
wird. In Abb. 2.4 sieht man wie sich das Stromungsprofil vom Rand mit
konstanter Einstromgeschwindigkeit u¢ (Bereich (1) in Abb. 2.4) entlang der
Einlaufstrecke /, (Bereich (2) in Abb. 2.4) zu einer eingelaufenen stationéren
Strsmung (Bereich (3) in Abb. 2.4) entwickelt. Dieser Ubergangsbereich ent-
lang der Einlaufstrecke /, ist der Einfluss des Randbereichs. Fiir eine eingelau-
fene Stromung weicht die Geschwindigkeit an keiner Stelle mehr als 1% von
der vollstindig ausgebildeten Stromung ab (Bereich (3) in Abb. 2.4) [7], [13].

u=u
=
N N
K
’\
[ N RN [q
> R
u¢ > D ><:::—::::= Umax
y [ ,,—”"_\
>l |- 7
> — —
p
' / > _

| 1, %
® @ ®

Abbildung 2.4: Einlaufbereich einer Poiseuille Stromung: Aufgrund von Reibungseinfliissen ent-
wickelt sich die Stromung kontinuierlich innerhalb der Einlaufstrecke /,.

Druckverlust

Der Druckverlust bei inkompressiblen Stromungen ist die Druckdifferenz, die
durch Wandreibung und Wirbelbildung in Formstiicken, Armaturen und ande-
ren Leitungselementen entsteht. Der reale Druck pr., am Ende der Stromrohre
ist kleiner als der theoretische Druck py, bei idealer, reibungsfreier Stromung.
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Es ergibt sich daher ein Druckabfall Apye mit

Apyerl = Pth — Preal- (2.62)

Die erweiterte Bernoulli-Energiegleichung [18] mit Druckverlustansatz ldsst

sich wie folgt schreiben

P1+%'C%+P'8‘h1=P2+%'C%+P'g'h2+Apverl (2.63)

Diese Energiebilanz beschreibt den energetischen Zusammenhang zwischen
Einlass und dem Auslass eines Rohres, der sich durch kinetische und potenti-
elle Energie, Druckenergie und dem Druckverlust ergibt.

Druckverlustbeiwert ¢

Der Druckverlustbeiwert oder auch Druckverlustbeiwert ¢ ist eine dimensi-
onslose Kennzahl fiir den Druckverlust in einem durchstromten Bauteil. Der
Druckverlustbeiwert § lisst sich mit der Druckdifferenz Ap, der Dichte p und
der mittleren Geschwindigkeit u., nach [12] definieren mit

Ap

[She

Der gesamte Druckverlustbeiwert o5 durch Z hintereinander liegende Rohr-
leitungselemente ergibt sich durch {ees = Y% | ;. Zur Uberpriifung von Opti-
mierungen der Stromung kann der relative Druckverlustbeiwert §,.; des Druck-
verlustbeiwerts {,,, und des Druckverlustbeiwerts {y ohne Optimierung

bestimmt werden mit

Ap
[ u2 u2
Crgl _ Capt _ 2Anpt _ 27() (265)
% L u
% u% opt
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2.4 Das Phasenfeldmodell

2.4 Das Phasenfeldmodell

Nach [19] konnen Phasen als unterschiedliche thermodynamische Zustinde,
die sich physikalisch und chemisch voneinander unterscheiden, aufgefasst
werden. Diese Bereiche werden rdumlich durch Grenzflichen getrennt. In phy-
sikalischen Modellen gibt es verschiedene Mdoglichkeiten eine Grenzfliche
zwischen unterschiedlichen Phasen zu beschreiben. In einem scharfen Grenz-
flaichenmodell (engl. ,,sharp interface model*) wird der Ubergang zwischen
einzelnen Phasen durch eine infinitesimal kleine Grenzfliche definiert mit
Randbedingungen, die die Spriinge der physikalischen Eigenschaften beschrei-
ben. Dagegen beschreiben Phasenfeldmodelle eine diffuse Grenzflache (engl.
,,Jdiffuse interface®), also ein Gebiet, in dem eine Phase kontinuierlich in eine
andere tibergeht. Die Phasenfeldmethode hat sich als ein flexibles Modellie-
rungsverfahren etabliert. Es werden damit u. a. Kristallwachstumsprozesse [20],
Bruchdynamik [21], [22] und Phasenumwandlungen in Stromungen [23], [24]
simuliert. Im Phasenfeldmodell werden keine expliziten Randbedingungen

¢ (x)
1 —
Phase 3 Phase o
X
0]
Kk——A
€
(a) Ein Gebiet Q wurde in Phasen- (b) Phasenfeldprofile in der Grenzfliche zwi-
felder, getrennt durch eine diffuse schen der Phase o und der Phase 3. Entlang
Grenzschicht (rot) der Breite ¢, der diffusen Grenzfliche mit der Breite €
aufgeteilt. Exemplarisch wurden die werden Materialparameter interpoliert.

Gebiete Qg und Qﬁ der Phase o bzw.
Phase f3 markiert.

Abbildung 2.5: Aufteilung des Gebietes Q2 (a) durch mehrere Phasenfelder und (b) Darstellung des
Profils einer diffusen Grenzfliache.
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definiert, sondern sie ergeben sich durch die Interpolation der physikalischen
Eigenschaften in der diffusen Grenzfliche. Die Eigenschaften eines Randes
ergeben sich also aus dem kontinuierlichen Ubergang einer Phase in eine
andere. Durch eine ,,sharp interface asymtotic* kann man die Giiltigkeit gegen-
iber der scharfen Grenzflichenmodelle zeigen [25]. Der Phasenfeldvektor ¢,
der alle Ordnungsparameter ¢q,, = 1,...,N beinhaltet, beschreibt den
Systemzustand rdumlich und zeitlich (s. Abb. 2.5(a)). Dabei nimmt der Volu-
menanteil @y (X,7) der Phase @ an der Stelle X zum Zeitpunkt ¢ einen Wert
zwischen null und eins an. Fiir ¢y =1 ist nur Phase o und fiir ¢, =0 ist kein
Anteil der Phase o vorhanden. In der Grenzfliche variiert ¢, glatt zwischen
den Werten benachbarter reiner Phasen (s. Abb. 2.5(b)). Das hier verwendete
Phasenfeldmodell vom Typ Allen-Cahn nach [26], [27] basiert auf folgendem
Energiedichtefunktional

7(0) = [ (cal9.V9)+ c0(0)+ £(0))av. .66

Der Parameter € bestimmt die Breite der diffusen Grenzfldche (s. Abb. 2.5(b)).
Die Gradientenenergiedichte wird durch €a(¢, V@) beschrieben. Die potenti-
elle Energiedichte é(o(q)) ist fiir reine Phasen minimal, sodass intermedidre
Phasenwerte bestraft und ein schmaler Grenzbereich begiinstigt wird. Der
Term f(¢) steht fiir die freie Energiedichte. Die Evolution des Phasenfelds
wird mit dem Lagrange-Formalismus fiir Optimierungsprobleme und der Ver-
wendung eines Variationsansatzes [25], [27] aus Gleichung (2.66) hergeleitet
durch

00q  O0F
und es folgt die zu 16sende Evolutionsgleichung
9 Pq 1
o= e(V-a vy, (9,V9) —a,(¢)) — E“’,%:(‘P) —f9a (@) —A.
(2.68)
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¢ (x)
1
(4
0 X
(a) Wirkung der (b) Wirkung der (c) Wirkung der
Gradientenenergiedichte potentiellen Energiedichte freien Energiedichte

Abbildung 2.6: Wirkung der Terme aus der Phasenfeldgleichung (2.68) auf die diffuse Grenz-
fliche durch (a) die Gradientenenergiedichte €a(¢,V¢), (b) die potentielle
Energiedichte é w(¢) und (c) die Evolution des Phasenfelds durch die freie Ener-
gie f(¢). Auf der vertikalen Achse ist der Anteil einer Phase aufgetragen und auf
der horizontalen Achse die rdumliche Ausbreitung in x—Richtung dargestellt. Die
Pfeile zeigen jeweils die Wirkung der Terme auf den blau dargestellten Verlauf der
diffusen Grenzfliche.

So lassen sich Phasenumwandlungen basierend auf dem Prinzip der Energie-
minimierung beschreiben. Der kinetische Koeffizient 7 beschreibt die Rela-
xationsgeschwindigkeit der Phasenumwandlung. Die Notation a g, bezie-
hungsweise a g, stellt die Kurzschreibweise fiir die Ableitung aéﬁ respek-
tive tﬁTaa dar. Gleiches gilt fiir die entsprechenden Ableitungen @y, und f 4, .
Die Ausbildung der diffusen Grenzfliche wird durch €a(¢,V¢) und 1 o(¢)
bestimmt. Eine Ausweitung der Grenzfliche wird durch V-a vy, (¢, V) —a g,
(s. Abb. 2.6(a)) und eine Verkleinerung der Grenzfliche durch @, erzielt
(s. Abb. 2.6(b)). Durch die Minimierung der Oberflichenenergiedichte
ea(o) + é(o(q)) und der freien Energiedichte f(¢) (s. Abb. 2.6(c)) bewegt
sich die diffuse Grenzflache und damit dndert sich der Zustand des Phasenfeld-
vektors @. An jeder Stelle im Gebiet Q gilt fiir alle N, <N aktiven Phasen

Y 0u=1. (2.69)
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Diese Bedingung wird durch den Lagrange-Multiplikator

A=1- L0 (6(V-a,966(9.V9) =96, (9.V0) ) =W 96, ()~ 66, (9))
(2.70)

sicher gestellt. Die scharfe Grenzflache kann durch Bestimmung der Krifte-
gleichgewichtslinie bestimmt werden. Im einfachsten Falls ist fiir die
Abbildung auf die scharfe Grenzfliche zwischen zwei Phasen o und f8 die
Bedingung ¢ = ¢ =0.5 erfiillt.

2.4.1 Gradientenenergiedichte

Die Gradientenenergiedichte € a(¢, V¢) kann nach [27] mit dem generalisier-

ten Normalenvektor g g = 9aVPs — @V oo beschrieben werden mit

ea(0.Ve)=¢€ Y Yup(aup(Tap))’|qapl’ 2.71)

oa<f

wobei ¥y die Oberflachenspannung beschreibt. Die Anisotropie der Gradien-
tenenergiedichte kann durch den Faktor (aqp(q o ﬁ))2 beschrieben werden. Fiir
isotrope Oberflichenenergien (s. Abb. 2.7(a), [28]) lautet der Term

agg(Gap) =1, (2.72)

fiir Kristalle mit einer glatten (+/-) kubischen Anisotropie (s. Abb. 2.7(c))
lautet er

- 14

— q

aaﬁ(qa[i)zl—&xﬁ (3;4:?(123) 2.73)
o

mit |7 o5l =YL, (g}) und |7 op* = [T, (¢7)]>. Die Stirke der Anisotropie

zwischen den Phasen o und 8 wird dabei mit dem Parameter &, eingestellt.
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(b) §-Vektor fiir eine isotrope Ober-

(a) y-Plot fiir eine isotrope Ober-
flachenenergie

flaichenenergie

(d) ¢-Vektor fiir eine kubisch glatte

(c) y-Plot fiir eine kubisch glatte Ober-
Oberflichenenergie mit § =0.2

flichenenergie mit 6 =0.2

(f) -Vektor fiir eine facettierte Ober-

(e) y-Plot fiir eine facettierte Oberfla-
flaichenenergie

chenenergie

Abbildung 2.7: Plot der auf eins normierten (a) isotropen, (c) kubisch glatten und (e) facettierten
Oberflichenenergie (dimensionslos). In (b), (d) und (f) sind die, durch {-Vektoren
nach [29], approximierten Gleichgewichtsformen dargestellt.
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Fiir Kristalle mit einer facettierten Anisotropie (s. Abb. 2.7(e)) schreibt sich
der Term als

<

ap ﬁgﬁ} (2.74)

aaﬁ(zfaﬁ): max {
| aﬁ|

lgkgnaﬁ

=

dabei sind ﬁg B mitk=1,...,nqp die Ecken der Wulffform des Kristalls [30].

2.4.2 Potentielle Energiedichte

Die potentielle Energiedichte %w(q)) definiert die stabilen Zustinde der einzel-
nen Phasen. Da jede Phase einen stabilen Zustand besitzt, muss die potentielle
Energiedichte so viele stabile Zustéinde bzw. Minima wie Phasen haben. Die
Oberflichenspannung ¥, zwischen den Phasen a und B kann als Aktivie-
rungsenergie betrachtet werden und skaliert die Hohe der Maxima [27]. Die
Funktion w(¢) der potentiellen Energiedichte kann als Multimuldenpotential

(engl. ,,multi-well potential) geschrieben werden mit

N N
et (9) =9 Y Yap 9095+ Y. Yaps 9a9395 (2.75)
a<f a<f<d
mit dem Verlauf wie in Abb. 2.8(a) und 2.8(b) dargestellt. Entsprechend lésst

sich ein Multibarrierenpotential (engl. ,,multi-obstacle potential*) mit

N N
W (9) = g Y Yap 0008+ Y. Yaps 9a9p9s (2.76)
a<f a<f<é
wie in Abb. 2.9(a) und 2.9(b) dargestellt, beschreiben. Die N Minima beim
Multimuldenpotential liegen in den N stabilen Zustinde der jeweiligen Pha-
sen. Fiir das Multibarrierenpotential werden die N stabilen Zustdnde durch die
Gibbs—Simplex Bedingung mit G={¢ € RY : ¥, ¢,=1, ¢, >0} begrenzt.
Fiir die Vermeidung von Drittphasen, d. h. Phasen, die sich entlang einer bini-

ren Grenzfldche ausbilden, wird ¥,g5 entsprechend kalibriert [31].
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Abbildung 2.8: Plot des Multimuldenpotentials fiir drei Phasen in (a) seitliche Ansicht und
(b) Ansicht von oben.

Abbildung 2.9: Plot des Multibarrierenpotentials fiir drei Phasen in (a) seitliche Ansicht und
(b) Ansicht von oben. Die Werte kleiner 0 bzw. groBer 1 werden durch eine
Projektion auf den Simplex beschriinkt. Der Maximalwert wird jeweils durch ¥,
definiert.
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2.4.3 Interpolation der Materialparameter

Zur Beschreibung eines Materialparameters m werden die materialspezifischen

phasenabhingigen Parameter my, o =1,...,N interpoliert mit
N
m=Y mgh(¢q) (arithmetisch) (2.77)
1
oder
1 Ynh
— :Z (92) (harmonisch). (2.78)
m 5 mg

Dabei ist (@) eine Interpolationsfunktion, die abhingig von der Phasenfeld-
variablen ¢ ist. Ist eine Phase a vollstindig vorhanden ist 2(1) =1 und fiir
eine nicht vorhandene Phase ist (@) = 0. Die Interpolationsfunktion weist
dabei einen stetigen Verlauf zwischen den Werten 0 und 1 auf. Der Wert der
Funktion A(0,5) soll 0,5 sein, sodass die Grenze zwischen zwei Phasen an der
0,5-Isolinie angenommen werden kann. Es gibt verschiedene Funktionen, die

diese Eigenschaften erfiillen. Beispiele sind:

Mary = ho() =¢ (2.79)
Phase o
=1 (9) :¢2(372¢) (2.80)
Phase f3 Lmg L =h(9) =03(60>—15¢ +10) (2.81)
Kﬁ

Abbildung 2.10: Lineare Interpolation eines fiktiven Materialparameters m=mg h(¢o)+mp h(¢p)
mit verschiedenen Interpolationsfunktionen (2.79)-(2.81) als Funktion von der
Raumposition x.
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Der steilere Verlauf der /,(¢) Funktion in GI. (2.81) fiihrt zu einer genaue-
ren Approximation der scharfen Grenzflichenlosung (s. Abb. 2.10) und wird
daher, wenn nicht anders angegeben, verwendet. Es sind andere Funktionen,
wie etwa Hashin—Shtrikman, méglich [32]. Diese Art der Interpolation erfiillt
im Allgemeinen nicht die Bedingung /(0,5) =0, 5. Besonders auffillig ist die
viel stirkere Bestrafung hoher ¢-Werte. Diese Funktion findet in der Literatur
hiufig Verwendung bei nicht Phasenfeldansitzen, unter anderem in der Topo-

logieoptimierung [32], und ist daher nur der Vollstdndigkeit halber erwihnt.

2.4.4 Randbedingungen

Zur Losung der partiellen Differentialgleichung (2.68) werden folgende Rand-
bedingungen vorgeschlagen. Dabei bezeichnen die Indizes der Ortsvektoren
die Position des entsprechenden Phasenfeldvektorswerts ¢ am Rand. Der Orts-
vektor X liegt an einem beliebigen Rand, ¥; am niederwertigen Rand und
¥, am hoherwertigen Rand. Zur Beschreibung der Nachbarposition wird der
Index durch Addition bzw. Subtraktion verdndert.

Dirichlet Randbedingung

Es werden feste Werte ¢5, mit & = 1,...,N fiir die Eintrdge des Phasenfeld-
vektors ¢ vorgegeben mit

¢(70) :{¢f7'”7¢13}7 (2.82)

wobei die Bedingung (2.69) eingehalten werden muss. Der Verlauf der Pha-
senfeldwerte am Rand sollte zu der eingestellten Grenzflichenbreite € passen.
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Neumann Randbedingung

Der Phasenfeldvektor ¢ dndert sich in Normalenrichtung nicht, es gilt also

20(X0) _

99(X0) 5 _o, (2.83)
an

Dies fiihrt zu einer Ausrichtung der Phasengrenze senkrecht zum Rand.

Periodische Randbedingung

Eine Phase kann iiber den Rand auf die andere Seite das Gebiets wandern
und es gilt

0(%1) = ¢(Fu). (2.84)

Dabei muss die GroBie des Gebiets Q passend zu der Periodizitit des Problems

gewdhlt werden.

Extrapolierende Randbedingung

Zur Vermeidung einer Winkeldnderung der Phase durch den Rand kann eine
Form einer Robin-Randbedingung verwendet werden. Die Phasenfeldwerte

werden dazu durch eine Taylorreihenentwicklung erster Ordnung

9(X0) =20(¥1) —9(X2) (2.85)

bzw. zweiter Ordnung

0(T0) = 5 (50(X1) ~49(T2) +9(T3)) (2.86)

bestimmt. Als Nebenbedingung muss dazu die Gl. (2.69) erfiillt sein und eine
Projektion auf den Gibbs-Simplex erfolgen (s. Abschnitt 2.4.2).
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Anisotrope Randbedingung

Eine besondere Formulierung ist die anisotrope Randbedingung, wie sie schon
in [33] Verwendung findet. Sie ist so konstruiert, dass die Anisotropie der
Grenzfliche sich vom Rand her entwickeln kann, und zwar in unterschiedli-
che Richtungen am unteren bzw. oberen Rand. Dazu wird die Evolutionsglei-
chung (2.68) so angepasst, dass die Gradienten von ¢ bzw. die Divergenz von

V-a vy, am Rand null sind. Dies Idsst sich schreiben als

V-ayp,(X))=0 und V,0(¥,)=0. (2.87)

2.4.5 Eliminierung der Krimmungsminimierung

Die Gradientenenergiedichte minimiert die Kriimmung der Oberfliche zwi-
schen zwei Phasen. In [34] wird vorgeschlagen fiir die numerische Verfol-
gung der scharfen Grenzfliche auf einem diskreten Gitter die Krimmungs-
minimierung zu eliminieren, in dem der kriimmungsminimierende Teil der
Gradientenenergiedichte in der Evolutionsgleichung (2.68) entfernt wird. Dies
lasst sich fiir den Multiphasenfall erweitern. Dadurch verliert die Oberflachen-
spannung ¥,p ihre physikalische Bedeutung und wird zu einem numerischen
Vorfaktor 75, der lediglich grofer O sein muss. Es wird eine Indexmenge
K C{1,...,N} definiert in der alle Phasenindizes enthalten sind, die mit Kriim-

mungsminimierung gerechnet werden sollen. Der Term

V- ave, (9,V) —ag,(9), (2.88)

der in der Evolutionsgleichung (2.68) aus der Gradientenenergiedichte herge-

leitet ist, wird ersetzt durch

a(g,ve)+a(e,ve). (2.89)
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Mit der GI. (2.71) lésst sich a(¢, V@) schreiben als
a9, Vo) =
V. L Z Yo (aaﬁ(ﬁ)aﬁ))z‘?]’aﬁ ‘2 - i Z Yap (aaﬁ(7aﬁ)>2|7aﬁ ‘2 :
IV o a<p 9o a<p

ack ack

(2.90)

Unter Verwendung der Kriimmung der Grenzfliche der Phase «, die nach [34]

berechnet werden kann mit

_ V‘Poc o V'(Vﬁba)‘(l)a‘_v(‘vﬁba”'vﬁba
=¥ (5a1) = ( VouP ) e

und der Gl. (2.72) ldsst sich der modifizierten Oberflichenterm d(¢,V¢)
schreiben als

(0.90) = X 7 (800 190a17 - (o) ) 9
ag¢kK o

mit A = V- V. Setzt man die modifizierten Terme aus (2.89) in die Evolutions-
gleichung (2.68) ein erhilt man

J 1
787? =£(a(9,V9)+a(0,V9)) = — 04, (0) — f9.(9) =2 (2.93)

mit der man fiir alle Phasen eine diffuse Grenzfliche erhilt, jedoch nur die Pha-

sen mit dem Index o € K minimieren ihre Kriimmung. Simulationsergebnisse
mit der modifizierten Evolutionsgleichung (2.93) fiir Multiphasen werden in
Abb. 2.11 vorgestellt. Dazu wird ein Gebiet mit 5 Phasen definiert. In diesem
Gebiet werden 4 Phasen quadratisch umgeben von einer fiinften Phase ange-
ordnet (s. Abb. 2.11(a)). In Abb. 2.11(b) ist das Ergebnis fiir alle Phasen mit
der isotropen Grenzflachenenergie aus Gl. (2.72) dargestellt. Mit fortlaufender
Simulationszeit schrumpfen die inneren Phasen zusammen. Man kann erken-

nen, dass die Grenzfliche immer kleiner wird. Am Ende der Evolution werden
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(a) Anfangskonfiguration des (b) Alle Phasen mit
finf-Phasen-Gebiets: vier Kriimmungsminimierung
Phasen (Mitte) umgeben von
einer weiteren Phase

(c) Eine Phase mit (d) Zwei Phasen mit
Kriimmungserhaltung Kriimmungserhaltung

(e) Drei Phasen mit (f) Vier Phasen mit
Kriimmungserhaltung Kriimmungserhaltung

Abbildung 2.11: Ergebnisse der Simulationen mit fiinf Phasen. Die Darstellung zeigt die Phasen

jeweils unterteilt an der ¢ = 0.5, = 1,...,5 Isolinie. Jede Farbe steht fiir eine
Phase.
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alle inneren Phasen in die umgebende Phase umgewandelt. In Abb. 2.11(c)-(f)
wird gezeigt, wie sich die verschiedenen Phasen verindern, wenn fiir eine,
zwei, drei oder vier Phasen die Kriimmungsminimierung entfernt wurde. Es
bildet sich dabei eine diffuse Grenzfliache aus und es wird der Kriimmungsmi-
nimierung entgegengewirkt. In den Abb. 2.11(c)-(e) ist zu erkennen, das bei
einer gemischten Anwendung der Terme a(¢,V¢) und d(¢,V¢) die Triple-
punkte den kriimmungsminimierenden Phasen folgen bis diese Phasen ver-
schwunden sind. Danach bleiben die kriimmungserhaltenden Phasen in dieser
Form stabil, so wie es in Abb. 2.11(f) fiir alle fiinf Phasen der Fall ist. Daraus
lasst sich folgern, dass die GI. (2.93) sich fiir die Kriimmungserhaltung aller
Phasen und keiner Phase sehr gut eignet. Die gemischte Verwendung ist nur

bedingt anwendbar.

2.4.6 Volumenerhaltung

Sowohl die Kriimmungsminimierung als auch die treibenden Krifte in der
Gl. (2.68) dndern im Allgemeinen die Volumenanteile der einzelnen Phasen im
Phasenfeldvektor ¢. Zur Erhaltung des Volumens kann daher nach [35] eine

zusitzliche Bulkenergiedichte

N
8(0) =Y xah(9a) (2.94)
o=1

eingefiihrt werden, die die Volumenanteile der Phasen o mit Y # 0 auf einem
konstanten Wert Vi, o¢=1,...,N,, hilt und die Phasen 8 mit y5=0,8=N, +
1,...,N voll evolvieren ldsst. Das Volumen einer Phase o zum Zeitpunkt n

ldsst sich bestimmen mit

Vi = /Q 01dV (= V). (2.95)

42



2.4 Das Phasenfeldmodell

Zur Volumenerhaltung wird das konstante Volumen V; vorgegeben, z. B. durch

Jo 99 dV. Die Bulkenergiedichte g(¢) lsst sich nun unter Verwendung von

ne (R I W A ) firl <N, <Nundo=1,...,.N

Y= Hq \"¢ T N-N, &p=11B = Ny ) P (2.96)
Ba firN,=Nund o =1,...,N
o

definieren, sodass die Volumenédnderungen auf die diffuse Grenzfliche proji-
ziert werden konnen. Das Integral der zeitlichen Anderung des Volumens Ry,
und das Integral der Oberflache H, schreibt man mit

e )
Ra= [ ( g >dV und H = [ h(da)av. (297

Vereinfacht ldsst sich die Volumenénderung auch durch
Rl = (V5 —V§) (2.98)

berechnen. Zur Einhaltung der Summenbedingung (2.69) wird ein zusitzlicher

Lagrange Multiplikator eingefiihrt mit

N
1 4
A= - Y xah o, (90). (2.99)
a a=1
Dabei gibt N, <N, die Anzahl an aktiven Phasen, bei denen )¢ 70 ist, fiir eine
gegebene Stelle im Gebiet Q an. Die abgeédnderte Evolutionsgleichung ldsst

sich also schreiben als

904 90
rsa—ta =Te 8;" —8.60(9) — A (2.100)

Die Evolution teilt sich nun in zwei Schritte auf. Der erste Schritt ist das
Losen der GI. (2.68). Im zweiten Schritt wird die Volumeninderung bestimmt
und durch die zusitzliche treibende Kraft gg,(¢) korrigiert. Grofie

Volumeninderungen kann man jedoch nur iterativ korrigieren, da die Volumen-
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dnderungskraft nur auf die Oberfldche wirkt. Dies ist im Allgemeinen nicht der
Fall, da durch das Losen der Gl. (2.68) sich nur langsam das Volumen dndern
kann. So konnen nur bei stark unterschiedlichen V} und V die Volumenin-
derungen nicht vollstindig zuriickprojiziert werden. Anwendung findet diese
Methode bei der Bestimmung der Gleichgewichtsform (s. Abb. 3.1(b)) und bei
der Topologieoptimierung in Kapitel 4 und Kapitel 5.

2.5 Entdimensionalisierung

Die Entdimensionalisierung ist eine Methode zur dimensionslosen Darstellung
von physikalischen Groflen. Die dimensionsbehafteten Grofen werden dazu
auf eine charakteristische Grofle mit gleicher Dimension bezogen. Alle physi-
kalischen Einheiten bzw. Groflen miissen konsistent entdimensionalisiert wer-
den. Dies wird durch die Division der dimensionsbehafteten GrofBe durch eine

Vergleichsgrofie mit gleicher physikalischer Einheit erreicht mit

physikalische Grofie

dimensionslose Grofle = - -
Vergleichsgrofle

(2.101)

Dabei wird die Anzahl und Komplexitit der Einflussgrofien einer physikalisch
motivierten partiellen Differentialgleichung reduziert und die entdimensionali-
sierten Simulationsergebnisse konnen auf geometrisch dhnliche Formen iiber-
tragen werden [8]. So kann durch Reduktion auf eine dimensionslose Zahl eine
Dimensionsanalyse durchgefiihrt werden [9], um die Ergebnisse einer Simula-
tion mit unterschiedlichen Groen vergleichbar zu machen. Des weiteren ist es
numerisch giinstiger den Wertebereich der Parameter moglichst im Bereich
eines gemeinsamen Exponenten anzundhern, da es bei der Rechnung mit
sehr unterschiedlichen Exponenten zu groflen Rundungsfehlern kommt. Die
Genauigkeit ist dabei um den Bereich von eins am groften. Dies ermoglicht

einen stabilen Simulationsablauf, denn fiir sehr grole bzw. sehr kleine Werte
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neigt die Numerik moderner Computersystemen zu ungenauen Losungen. Zur
Beschreibung des Zusammenhangs aus Gl. (2.101) werden folgende Bezeich-
nungen eingefiihrt:

X = dimensionslose Grofe
4

= physikalische Grofie

>

X0 Vergleichsgrofie mit gleicher physikalischer Einheit

Alle Parameter mit dimensionslosen Grolen werden in den folgenden Dia-
grammen mit [-] gekennzeichnet. Mit Hilfe der SI-Einheiten [36] fiir Lénge
in Metern [m], Masse in Kilogramm [kg], Zeit in Sekunden [s], Stromstirke
in Ampere [A], thermodynamische Temperatur in Kelvin [K], Stoffmenge in
Mol [mol] und Lichtstdrke in Candela [cd] lassen sich alle daraus abgeleiteten
Einheiten darstellen und mit Gl. (2.101) entdimensionalisieren. Eine Methode
um die Vergleichsgroflen zu Bestimmen ist das 7-Theorem von Buckingham
(siehe auch [9]).

2.6 Numerisches Ldsen partieller
Differentialgleichungen

Fiir die Berechnung von Modellen, die durch partielle Differentialgleichun-
gen beschrieben werden, sind im Allgemeinen keine analytischen Losungen
bekannt. Um die im kontinuierlichen Zahlenraum definierten partiellen Dif-
ferentialgleichungen numerisch auf einem Rechner zu 16sen, muss zundchst
eine diskrete Formulierung fiir die zeitlichen und die rdumlichen Ableitun-
gen gefunden werden. Nach der Beschreibung des verwendeten Rechengitters
wird eine Einfiihrung in verschieden Diskretisierungsverfahren und die dazu
notwendigen numerischen Stabilitdtskriterien aufgefiihrt. Abschliefend wer-

den Algorithmen zur Losung diskreter Gleichungssysteme erklért.
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2.6.1 Raumliche Diskretisierung

Die Aufteilung des Rechengebiets Q durch ein Rechengitter zur numerischen
Losung von partiellen Differentialgleichungen wird Diskretisierung genannt.
In der Literatur, z. B. [2], [9], sind verschieden Verfahren bekannt das Rechen-
gebiet durch ein diskretes Gitter raumlich zu unterteilen. Je feiner die Unter-
teilung des Rechengebiets Q ist, desto geringer ist der Fehler, der durch die
Diskretisierung entsteht. Zur Diskretisierung werden hidufig strukturierte und
unstrukturierte Gitter verwendet. Das hier verwendete strukturierte Gitter
(s. Abb. 2.12) ist eine einfache Methode zur Generierung von Gittern, da
alle Zellen gleich behandelt werden. Jede Raumrichtung hat im Allgemeinen
eine unterschiedliche aber konstante Anzahl an Gitterzellen. Die x—, y— und
z-Richtung wird dabei in ny,n, und n; viele Zellen unterteilt. Ein reguléres
orthogonales Gitter hat eine konstante Zellenldnge in die jeweiligen Raum-
richtungen, die mit Ax, Ay und Az bezeichnet werden. Im zweidimensionalen
Fall erhélt man ein Gitter aus Rechtecken und im dreidimensionalen Fall ein

Gitter aus Quadern. Die Linge L, L, und L, des Gebiets kann mit
Ly=ny-Ax, Ly=ny-Ay, L,=n; Az (2.102)

berechnet werden. Die Position X der Koordinate ijk einer Rechenzelle im

dreidimensionalen Raum ergibt sich aus

Xi i-Ax
Yijk = Vj = j-Ay . (2.103)
Zk k-Az

Ein strukturiertes und reguléres Gitter ist besonders fiir die im Weiteren vorge-
stellte Finite-Differenzen—Methode von Vorteil. Durch die Gittereigenschaf-
ten konnen die Ableitungen in den Raumrichtungen einfach bestimmt werden.
Die Nachbarzellen lassen sich durch einfache Indexoperationen mit Gl. (2.103)
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0o 1 .. Ny—2 Ny—1

Zellen des
Rechengebiets Q

b

. Randzellen

z X —
Ax

Abbildung 2.12: Das rechteckige Rechengebiet, hier zweidimensional, wird in Zellen diskretisiert.
Hierbei bezeichnet Ny bzw. Ny die Anzahl der Zellen in die jeweilige Raumrich-
tung. Da die Nummerierung bei O startet, haben die dulersten Zellen den Index 0
und Ny — 1 bzw. Ny — 1. Die Randzellen werden zur Berechnung der Randbedin-
gungen benotigt.

ermitteln. Es sind dazu keine Koordinatentransformationen notwendig. Aus
diesem Grund brauchen bei einer Gitterposition nur Indizes, die sich im Raum
von der Gitterposition i jk unterscheiden, angegebenen zu werden, d. h. die Git-
terposition i+ 1 jk schreibt sich kurz als i+ 1. Zur Diskretisierung der Randbe-
dingungen werden an den niederwertigen und hoherwertigen Réndern Zellen
hinzugefiigt [8] (s. Abb. 2.12)). Diese Zellen in der Randschicht werden auch
Geisterzellen (engl. ,,ghost cells*) genannt. Im einfachsten Fall sind in jeder
Raumrichtung zwei zusitzliche Zellen notwendig. Es konnen aber auch Rand-
bedingungen vorkommen, die mehr Zellen benétigen. Die Gesamtzahl der Zel-
len, einschlieBlich der Randzellen, wird mit N,, Ny und N, bezeichnet. Fiir
speicher- und rechenzeiteffiziente Abbildung der Feldgroen im Rechengebiet
kann ein n—dimensionale Raum in einen eindimensionalen Vektor transformiert
werden. Die Gitterposition i jk im dreidimensionalen Raum in Gl. (2.103) wird

nun durch einen Linearindex [ beschrieben mit

=i+ j-Ny+k-Ni-Ny (2.104)
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und die Riicktransformation ldsst sich mit

i = (I mod N, - Ny) mod Ny (2.105)
j=(Imod N,-N,) / Ny (2.106)
k=1/(Ny-Ny) (2.107)

berechnen. Die Geometrieeigenschaften und die Verkniipfung mit den Nach-
barzellen bleiben durch diese bijektive Abbildung erhalten. Ublicherweise sind
strukturierte und regulire Gitter nicht geeignet komplexe Geometrien abzubil-
den. In den letzten Jahren hat sich jedoch neben Methoden wie Level-Set [37]—
[39] die Phasenfeldmethode [24], [27], [34], [40] etabliert, die es ermoglicht
auch auf strukturierten und regulédren Gittern komplexe Geometrien darzustel-
len. Diese Methode wird in Abschnitt 2.4 erldutert und in den Kapitel 3 bis 5
in ihrer Anwendung gezeigt. Es gibt verschiedene Methoden der Diskreti-
sierung, die man anhand von Rechengenauigkeit, numerischer Stabilitit und
Rechenzeit bewerten kann. Verbreitete Verfahren sind die Finite—Elemente—
Methode, wie sie etwa in Parisch [4] erkliart wird, die Finite-Differenzen—
Methode und die Finite—Volumen—Methode, wie sie in Griebel [8] verwendet
werden. Die Finite—Elemente—Methode wird hier nicht weiter betrachtet. Die
Finite—Differenzen—Methode wird zur Diskretisierung von Fliissen verwendet.
Die Finite—Volumen—Methode ist besonders geeignet partielle Differentialglei-

chungen aus Bilanzgleichungen zu diskretisieren.

2.6.2 Modellierung innerer Gebietsrander

Zur Losung von partiellen Differentialgleichungen ist es notwendig Anfangs-
und Randbedingungen anzugeben. Fiir die Diskretisierung der Randbedin-
gungen werden geeignete Randzellen benotigt (s. Abb. 2.12), wie im
vorangegangen Abschnitt beschrieben. Fiir Anwendungen, die nicht in einem

rechteckigen Gebiet liegen ist es unter Verwendung eines rechteckigen
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Ausgangsgebiets Q notwendig, die entsprechenden Bereiche zu markieren. An
den Ubergiingen zwischen diesen Bereichen wird dann eine Randbedingung
definiert. Fiir eine scharfe Grenzfliche wird der Bereich Qg als eine Barriere
markiert (s. Abb. 2.13(a)). Der entsprechende Rand wird mit I's bezeichnet.
So konnen beliebig geometrisch geformte Gebiete durch ein reguldres Gitter
angendhert werden. Alternativ dazu kann die Finite—Elemente—Methode [4]
verwendet werden, die hier jedoch nicht genauer beleuchtet wird. Bei einer
diffusen Grenzfliche (s. Abb. 2.13(b)) zwischen dem Teilgebiet Q, und dem
Teilgebiet Qg miissen die entsprechenden Gleichungen modifiziert werden,
sodass das Verhalten einer scharfen Grenzfliche am Ubergang der Teilgebiete
approximiert wird [25], [34], [41], [42].

diffuse Grenzfliche
/ Qp

Qp

y —
A/
-~

(a) Unterteilung des Gebiets Q in die Teil- (b) Unterteilung des Gebiets Q in die Teil-
gebiete Qq und Qp getrennt durch eine gebiete Qy und Qg getrennt durch eine
scharfe Grenzfliche — Barrierengrenzfliche. diffuse Grenzflache.

Abbildung 2.13: Darstellung verschiedener Moglichkeiten zur Modellierung der Grenzflichen
zwischen Teilgebieten innerhalb eines Rechengebiets Q.

2.6.3 Finite-Differenzen—Methode

Die Finite-Differenzen—Methode (FDM) bietet eine Moglichkeit zur Diskre-
tisierung partieller Differentialgleichungen. Nach [8] lésst sich die Finite—
Differenzen—Methode aus der kontinuierlichen Beschreibung der Ableitung
einer differenzierbaren Funktionu : R — R
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Jdu _ Lm u(x+ Ax) — u(x)

2.108
ox  Ax—0 Ax ( )

herleiten, in dem man die Limesbetrachtung weglésst und die finite Differenz
definiert mit
[au]r‘_ u(xi+Ax) —u(x)  wlxiy) —u(x)

7). o~ = e (2.109)

In [43] wird gezeigt wie sich diese finite Approximation des kontinuierlichen
Differenzenoperators aus einer Taylorreihe herleiten lidsst. In Abb. 2.14 sind
die verschiedenen Differenzenverfahren veranschaulicht. Die finite Differenz
kann auch wie hier gezeigt als

{au}’ u(x) —u(x;)

P = I (linksseitige Differenz) (2.110)

i

oder

{(h} = w (zentrale Differenz) (2.111)

x|, 2Ax
dargestellt werden. Die zentrale Differenz kann dabei als eine Mittelung der
rechts- und linksseitigen Differenzen aufgefasst werden. Die Fehlerordnung
der rechts bzw. linksseitigen Differenz liegt bei ¢/(Ax). Bei Verwendung der
zentralen Differenzen liegt die Fehlerordnung bei &(Ax?). Mit einer hoheren
Auflosung und damit einer Verringerung von Ax kann der Fehler offensicht-
lich verkleinert werden. Es sind dann jedoch mehr Unbekannte im Gebiet, die
gelost werden miissen, und es erhoht sich entsprechend der Rechenaufwand.
Vor einer aufwendigen Simulation ist immer abzuschitzen, was ein guter
Kompromiss zwischen der Auflosung des Rechengitters und dem Rechenauf-

wand ist.

50



2.6 Numerisches Losen partieller Differentialgleichungen

linksseitige Differenz

zentrale Differenz

rechtsseitige Differenz

i i i
T T T X

0 Xi—Ax Xi Xi+Ax

Abbildung 2.14: Die Differentialgleichung an der Stelle x; wird bei den jeweiligen Differenzen-
verfahren durch den Differenzenquotienten zwischen unterschiedlichen Punkten
approximiert.

Eine Ableitung hoherer Ordnung kann man aus der Taylorreihenentwicklung
durch spéteres Abschneiden der Terme erreichen. Die Genauigkeit der Ablei-
tung wird erhoht, es sind jedoch mehr Gitterpunkte notwendig, daraus folgt,
dass die Rechenzeit zunimmt. Ebenso wird die Beschreibung von Randbe-
dingungen aufwendiger. Die Approximation der zweiten Ableitung % kann
durch mehrmaliges Anwenden der Gl. (2.110) hergeleitet werden als diskrete

Ableitung

2
Bx’;]l :: u(xiy1) —225;1')4‘“(36[71)_ 2.112)
Es wird angenommen, dass die Genauigkeit im Mittel am GroBten ist, wenn
die einseitigen Differenzen jeweils um eine halbe Zelle verschoben sind
(s. Abb. 2.14). Eine linksseitige Differenz ist demnach um eine halbe Gitter-
zelle nach links und eine rechtsseitige Differenz eine halbe Zelle nach rechts
verschoben. Bei zentralen Differenzen liegt der Wert der Ableitung genau
in der Mitte zwischen dem linken und rechten Wert. Zur Bestimmung von
Koeffizienten ist es daher oft notwendig die Werte an die richtige Position zu
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interpolieren. Mit der linearen Interpolation werden die Werte an die erforder-
liche Positionen gemittelt. Die Beschreibung der Gitterposition erfolgt durch
halbe Indexwerte unter Verwendung von u; = u(x;) mit

Ui+ Uit +Ujp1 + Uig1j41
H’% 2 i+5j+5 4 '

I
Qo
o
(€]
=
<

I

(2.113)

Diese Approximationen lassen sich auf alle Raumrichtungen und die Zeit
erweitern. Dabei wird der Index im Dreidimensionalen auf ijk erweitert und

fur die Zeit n angegeben.

2.6.4 Finite—Volumen-Methode

Zur Losung von Bilanzgleichungen (s. Abs. 2.2) hat sich die Finite—Volumen—
Methode (FVM) etabliert, bei der das Rechengebiet in kleine diskrete Kontrol-
volumen zerlegt wird. In ein Kontrolvolumen geht der aktuelle Zustand, der
Zu- und der Abfluss der bilanzierten GroBe ein. Die zu bilanzierende Grofie
wird dabei in der Zellmitte angenommen und gilt fiir das ganze Volumen der
Zelle. Die integrale Form einer Erhaltungsgleichung (s. Gl. (2.1)) wird zur Her-
leitung der FVM verwendet und erlaubt fiir solche Gleichungen typische unste-
tige Losungen. Die Anforderungen an die Gitterzellen sind gering, sodass kom-
plexe Geometrien abgebildet werden konnen. Das Hauptanwendungsgebiet der
FVM ist die computergestiitzte Simulation der Fluiddynamik (engl. ,,computa-
tional fluid dynamics®, CFD). Da die Bilanzierung der Fliisse unabhingig von
der Form der Rechenzelle ist, ldsst sich die FVM leicht auf verschiedene Gitter-
formen anwenden. In dieser Arbeit wird sie, wie im Abschnitt 2.6.1 erldutert,
auf einem regulédren strukturierten Gitter diskretisiert. Das Losen der Fliisse
tiber den Rand wird mit finiten Differenzen dargestellt. Die Fliisse liegen auf
den Kanten der Zelle. Die Werte der Fliisse lassen sich somit gut auf versetz-
ten Gittern 16sen [8], [43]. Die Impulsbilanzgleichungen (2.18) und (2.47)

werden daher auf versetzten Gittern (engl. ,.staggered grids™) diskretisiert.
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Abbildung 2.15: Die x—, y— und z—Komponenten einer vektoriellen GroBe % liegen eine halbe
Gitterzellenldnge verschoben in die jeweilige hoherwertige Raumrichtung auf der
Zellwandmitte. Skalare Grofen ¢ liegen in der Zellmitte.

Wiirde man alle Groflen in den Zellmittelpunkten 16sen kommt es nach [8]
bei der Stromungsberechnung zu unphysikalischen Oszillationen im Druck.
Es werden daher die skalaren Werte in den Zellmitten und die Fliisse auf den
Zellflachen angenommen. Eine graphische Darstellung einer Zelle mit versetz-
ten Werten ist in Abbildung 2.15 gezeigt. Bei der Diskretisierung der Terme
muss genau darauf geachtet werden, wo der Term fiir die spitere Berechnung
gebraucht wird. Werden Terme aus verschiedenen Gittern mit gleichem Index
bendtigt miissen sie im jeweiligen Gitter an die richtige Position interpoliert
werden (s. Abs. 2.6.3 GI. (2.113)).

2.6.5 Upwind-Verfahren

Durch die Advektion von einer materiellen Grofie wird sein Zustand transpor-
tiert (s. Gl. (2.13)). Die Diskretisierung der rdumlichen Ableitung im advek-
tiven Term durch zentrale Differenzen fiihrt nach [8], [43] unbedingt zu einer

numerischen Instabilitit. Die Bedeutung des Werts der advektierten Grofe aus

53



2 Mathematische und Physikalische Grundlagen

der Richtung aus der gestromt wird hat einen grofleren Einfluss auf die Losung
(s. Abb. 2.16). Es bietet sich daher an, die Diskretisierung mit zentralen Diffe-
renzen durch einseitige Differenzen entgegen der Stromungsrichtung zu erset-
zen [8], [43]. Diese Art der Diskretisierung wird Upwind—Verfahren genannt.
Die Diskretisierung mit dem Upwind—Verfahren ist unter Einhaltung der CFL—
Bedingung (s. Abs. 2.6.8) stabil. Im Vergleich zu der Diskretisierung mit zen-
tralen Differenzen hat das Verfahren einen Fehler von &'(Ax) (1. Ordnung).
Zur Bestimmung des Differentialquotienten % wird die Strémungsrichtung

beim Upwind—Verfahren mit der Vorzeichenfunktion

1, u>0
sgn(u) ;=< 0, u=0 (2.114)
-1, u<O.

bestimmt. Die Diskretisierung mit dem Upwind—Verfahren ist unter Verwen-

dung der Vorzeichenfunktion sgn aus Gl. (2.114) definiert mit
du
dx

Um die Genauigkeit des Differenzenoperators zu erhohen, wird nach [8] eine

up
(T 4sgn(u))(ui —ui—1) + (1 —sgn(u)) (uir1 — u;)
= e i . (2.115)

i

Mittlung zwischen upwind Differenz und zentraler Differenz
y'? - upwind Differenz + (1 — y*P) - zentrale Differenz (2.116)

eingesetzt. Der Faktor y"P muss im Intervall (0, 1] gewihlt werden. Wenn der
diffusive Anteil in der Gleichung dominiert kann P klein gewéhlt werden.
Dominiert der advektive Teil muss y"P ndher bei eins liegen.

Alternativ zu der upwind-Diskretisierung kann der advektive Term nach [8]
auch mit dem Donor-Cell-Schema diskretisiert werden. Dabei liegen die

GroBen der Geschwindigkeit u versetzt zu den Grofen ¢ auf einem Gitter
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2.6 Numerisches Losen partieller Differentialgleichungen

Geschwindigkeit u

(a) Stromung von links

Geschwindigkeit u

(b) Stromung von rechts

Abbildung 2.16: Upwind (----- ) und zentrale Differenz (- - -) fiir
(a) Stromung von links und
(b) Stromung von rechts jeweils an der Position x;.
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2 Mathematische und Physikalische Grundlagen

(s. Abb. 2.15). Die Donor-Cell-Diskretisierung fiir eine advektierte GroBe ¢ ist
definiert als

[awu)r“. I

5 = (O (i +uig1) — @ (ui—1 +u;)

i

+ 10| (i —uit1) — @] (uim1 — ui)). (2.117)

Die Wahl von ¢, und ¢ fiir die weiteren Diskretisierungen wird in [8] nédher
dargestellt. Diese Art der Diskretisierung des advektiven Terms ldsst sich auch
wie in GI. (2.116) gezeigt mit zentralen Differenzen mitteln.

2.6.6 Abnahme der totalen Variation

Die Genauigkeit des Upwind—Verfahrens ist von 1. Ordnung. Verwendet man
ein Verfahren hoherer Ordnung kommt es insbesondere bei Unstetigkeiten
zu Oszillationen. Abhilfe schaffen hier unter anderem hoch aufgeloste (engl.
,High—Resolution*) Verfahren [2]. Ein Vergleich verschiedener solcher Ver-
fahren findet sich in [44]. Eines davon besagt, dass die Bedingung zur Abnahme
der totalen Variation (engl. ,,Total Variation Diminishing* (TVD)) bei der zeit-
lichen Iteration erfiillt sein muss. Dazu wird die totale Variation einer skalaren

Grofe ¢ zum Zeitpunkt bzw. Iterationsschritt # mit

V(") = Y. o/ — o] 2.118)

[=—o0

bestimmt. Wenn nun die Bedingung
TV(p") <TV(¢") (2.119)

fir alle n erfiillt ist, so ist die Losung kontinuierlich und die totale Varia-
tion nimmt ab. Die TVD-Bedingung ldsst unphysikalische Losungen zu und

muss daher um eine Entropiebedingung ergénzt werden. Zur Erreichung dieser
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2.6 Numerisches Losen partieller Differentialgleichungen

Bedingungen werden Begrenzer (engl. ,.Limiter) verwendet. Ein Begrenzer

verbessert die Losung, indem er die Differenz, die ungewollte Schwingun-

gen (Oszillationen) auslost, durch eine weniger anfillige Variante austauscht.

Einer der bekanntesten Begrenzer ist der Superbee—Limiter von Roe [44]. Der

Superbee-Limiter vergleicht die linksseitige und die rechtsseitige Differenz mit

dem zweifachen der jeweils gegenldufigen Differenz. Verwendet werden dafiir

die minmod-Funktion

a, fiir
minmod(a,b) := ¢ b, fiir
0, fiir
und die maxmod-Funktion
a, fiir
maxmod(a,b) := { b, fiir
0, fiir

la] < |b| und
|a| >|b| und
ab <0
|a| > |b| und
la| <|b| und
ab <0

ab >0
ab>0

ab >0

ab>0.

(2.120)

2.121)

Bei der Ausfiihrung des Superbee-Limiters wird zunichst einmal die minmod-

Funktion ausgewertet. Die Parameter der Funktion sind eine einseitige Ablei-

tung und das doppelte der gegenldufigen Ableitung. Anschlieend wird der

grofite Betrag der Werte ermittelt. Dies erfolgt mit

ol = minmod( i~ 9 5.

o

n
— %

! Al

o = minmod(2

Al )

R A

! Al
M) 50)),

o' = maxmod(o; ’, 0;

Al )

(2.122)

(2.123)

(2.124)

Dabei steht Al fiir die Zellenlidnge in die jeweilige Raumrichtung x, y bzw. z

und wird daher entsprechend durch Ax,Ay, Az ersetzt. Die diskrete Form der
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materielle Ableitung einer Grofle ¢ im eindimensionalen Raum kann nun fol-

gendermal3en angegeben werden

_do Jdo
== — V
¢ dr ot Tuve
(¢! = 1) | (Ax—ult)(o]'—0o] |)
i(P;l+1—‘Pfl_~_u. s s u>0
At (‘Pi+1A;‘Pi> o (AX+MA1‘2>'(AG;+]_61')) u<O.

(2.125)

2.6.7 Zeitdiskretisierung

Zeit- und Raumdiskretisierungen konnen mit unterschiedlichen Verfahren dis-
kretisiert werden. Der aktuelle Zeitpunkt ldsst sich aus den diskreten Zeitschrit-

ten berechnen mit
n n
ty = /At(n) =Y Ar(n). (2.126)
0
0

Sind alle Az(n) gleich Ar [9] ergibt sich daraus
ty =n-At. (2.127)

Bei einer expliziten Zeitdiskretisierung mit dem ,,Vorwirts Euler-Verfahren
wird unter Verwendung der rechtsseitigen Differenz aus GI. (2.109) die Zeitab-
leitung approximiert. Dabei hiangt der Wert der Variablen zum neuen Zeitschritt
n+1 nur von Werten aus dem vergangenen Zeitschritt n ab. Diese Art der Zeit-
diskretisierung ist einfach mit der Finiten—Differenzen—-Methode umzusetzen
und benétigt keinen aufwendigen Gleichungsloser. Allerdings ist das Verfah-
ren nur unter Einhaltung eines Stabilitétskriteriums stabil. Durch die Verwen-
dung der linksseitigen Differenz aus Gl. (2.110) hidngen die Werte zum neuen

Zeitpunkt nur von den Werten zum neuen Zeitpunkt ab. Bei diesem impliziten
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2.6 Numerisches Losen partieller Differentialgleichungen

Diskretisierungsverfahren, auch ,,Riickwirts Euler genannt, ist es notwendig
ein gekoppeltes System von Gleichungen zu 16sen. Im Gegensatz zum expli-
ziten Verfahren ist das voll implizite Verfahren unbedingt stabil. Desweiteren
gibt es noch semi—implizite Verfahren. Die Werte hingen dabei sowohl von
den alten als auch von den neuen Werten ab. Auch hier gilt, dass der explizite
Teil der Gleichung ein Stabilitétskriterium erfiillen muss und der implizite Teil
unbedingt stabil ist. Die Genauigkeit der Zeitdiskretisierung einer expliziten
Diskretisierung kann durch ein semi—implizites Verfahren verbessert werden.
Es ist auch hier fiir den impliziten Teil der Gleichung ein Gleichungsloser not-

wendig.

2.6.8 Numerische Stabilitat der
expliziten Zeitdiskretisierung

Bei einer explizit Zeitdiskretisierung, wie im vorgehenden Abschnitt erwihnt,
wird die Zeitschrittweite durch die Courant—Friedrich-Levi— (CFL-)
Bedingung [45]

At
=u— <1. 2.128
c=up < ( )

beschrinkt. Die CFL—Zahl wird hier mit ¢ bezeichnet. Die Simulation wird
demnach instabil, wenn die Geschwindigkeit u der Zustandsidnderung einer
Grolle bewirkt, dass die Information der Zustandsédnderung in der Zeit At einen
grofleren Weg als Ax zuriicklegen muss. Im mehrdimensionalen Raum erwei-
tert sich die Bedingung auf alle Raumrichtungen. Die Instabilitit zeigt sich
meist durch eine oszillierende Ausbreitung der Grofe im Gebiet. Je kleiner der
Abstand zwischen den einzelnen Gitterzellen, desto genauer ist das Simulati-
onsergebnis. Allerdings erhoht eine grofere Gebietsauflosung den Rechenauf-
wand, da die Zeitschrittweite Ar aufgrund der CFL-Bedingung bei kleinerem

Ax kleiner werden muss.
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Stabilitatskriterium fir die Impulsbilanz

Fiir die Gleichung zur Losung des Verschiebungsfelds (2.18) ist die Zeitschritt-

weite Ar wie folgt zu ermitteln
V2 P

Aty < ~=Ax :
Y= 2 A+2u

(2.129)

Stabilitatskriterium fiir die Navier-Stokes Gleichungen

Nach der CFL-Bedingung darf die Stromungsgeschwindigkeit V eines Fluid-
partikels nur so grof} sein, dass dieser sich innerhalb eines Zeitschritts nicht
weiter als die Ldnge einer Zelle Ax, Ay bzw. Az fortbewegt. Als Referenzge-
schwindigkeiten gelten somit die grofiten im Gebiet auftretenden Geschwin-
digkeiten Uy, Vimgy Und wy,,, in den jeweiligen Raumrichtungen und es erge-
ben sich nach [8] die Zeitschrittweitenbeschrinkungen

Ax A A
A<= A< und A < ——. (2.130)

Umax Vinax Wimnax

Es gibt noch ein weiteres Stabilitdtskriterium, das von Hirt [46] hergeleitet
wurde. Bei diesem Stabilitdtskriterium wird unter Vernachlédssigung der Volu-
menkrifte und des Druckterms die in der Navier—Stokes Gleichung enthal-
tene Viskositdt des Fluids noch mitberiicksichtigt. Die mit einer Taylorrei-
henentwicklung approximierten Navier—Stokes Gleichungen entsprechen einer
hyperbolischen partiellen Differentialgleichung, deren Einflussbereich durch
die Charakteristik % = j:\/% bestimmt ist. Fiir die numerische Losung muss
nach [46] der numerische Einflussbereich groBer als der Einflussbereich der

Charakteristik sein und es gilt

2v Ax\ 2
< <At> . (2.131)
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2.6 Numerisches Losen partieller Differentialgleichungen

Fiir den viskosen Anteil der dreidimensionalen Navier—Stokes Gleichungen

lautet das Stabilititskriterium daher

YRS N L
Y = 2v (AxAy)? + (AyAz)? + (AxAZ)?

(2.132)

Die maximal zuldssige Zeitschrittweite ldsst sich aus den Kriterien in den
Gln. (2.130) und (2.130) bestimmen mit

At < tgmin (At Ay, Aty Aty) . (2.133)

Der Sicherheitsfaktor g ist je nach Geometrie in einem Bereich (0, 1] zu wih-
len. Da sich die maximalen Geschwindigkeiten in jedem Zeitschritt dndern
konnen, schlugen Amsden und Harlow [47] vor, eine anpassungsfihige Rou-
tine zur Erfassung der Zeitschrittweite zu implementieren. Somit kann in jedem
Zeitschritt n eine fiir das aktuelle Geschwindigkeitsprofil passende Zeitschritt-

weite Az, gefunden werden.

Stabilitatskriterium fir die Phasenfeld-Gleichung

Die Zeitschrittweite At der Evolutionsgleichung (2.68) wird mit

min(7yg) - min(AX)?

Aty <
¢ 2-d-2-max(Yyp)

(2.134)

bestimmt. Die GroBen sind im Abschnitt 2.4 erldutert. Das Minimum min(AX)
beschreibt die kleinste Seitenkante einer Gitterzelle. Der Faktor d beschreibt

die Dimension in der die Gl. (2.68) gelost wird.
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2.7 Grundlagen der Optimierung

Rao [48] beschreibt ein Optimierungsproblem als den Vorgang das beste Resul-
tat unter den gegebenen Bedingungen zu erreichen. Weiter definiert er ein
,optimal control“~Problem als einen mathematisch formulierten iterativen
Optimierungsalgorithmus, bei dem jeder neue Schritt von dem vorherigen
Schritt abhingt. Die Optimierung des Systems erfolgt iiber einen Algorith-
mus, der unter der Einhaltung von Nebenbedingungen und unter Minimierung
eines Zielfunktionals die Systemgeometrie veridndert. Die in den Kapiteln 4
und 5 vorgestellte Form- und Topologieoptimierung mit der Phasenfeldme-
thode ist ebenso als ,,optimal control“~Problem einzuordnen. Zunichst folgt
eine allgemeine Definition von Optimierungsproblemen. Anschliefend wer-
den mathematische Ansétze zur Bestimmung der fiir Optimierungsaufgaben

wichtigen Sensitivitit erldutert.

2.7.1 Mathematische Formulierung
eines Optimierungsproblems

Ein Optimierungssystem setzt sich nach Max D. Gunzburger [49] aus folgen-

den vier Grofen zusammen:

* Die Zustandsvariable u beschreibt den momentanen Zustand des betrach-
teten Systems zu einem festen Zeitpunkt 7, z. B. mechanische Spannun-

gen oder Geschwindigkeiten.

* Die Designvariable ¢ stellt den aktuellen Aufbau des Gebiets Q zu
einem festen Zeitpunkt # dar und soll durch den Optimierungsprozesses
entsprechend eingestellt werden, z. B. der Anteil der tragenden Struktur

oder der Fliissigphasensanteil einer Zelle im Gebiet.

* Die restriktiven Gleichungen F(¢,u) legen das Verhalten des Systems

durch den funktionalen Zusammenhang der Zustandsvariable u und der
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Designvariable ¢ fest, z.B. das Hookesche Gesetz oder die Navier—

Stokes—Gleichungen.

* Die Zielfunktion ¢ (¢,u) stellt durch eine Funktion oder ein Funktional
den quantifizierbaren Zustand des Systems dar, der minimiert werden

soll, und wird in den Kapiteln 4 und 5 gesondert diskutiert.

Eine Optimierung unter Verwendung der genannten Grofen wird im Allgemei-
nen (s. [49], [50]) angegeben mit:

Minimiere die Zielfunktion _# (¢, u) (2.135)
unter Einhaltung der restriktiven Gleichungen F(¢,u). (2.136)

Es ist also erforderlich eine Zielfunktion zu finden, die die Designvariable so
anpasst, dass unter den gegebenen restriktiven Gleichungen ein Minimum bzw.
ein Maximum durch Negieren der Zielfunktion gefunden wird [48], [51]. Je
nach Wahl der Zielfunktion finden sich lokale Minima. Das globale Minimum
findet sich dann nur {iber besondere Suchalgorithmen. Oft reicht zur Losung

des Optimierungsproblems ein Gradientenverfahren aus [52].

2.7.2 Sensitivitat der Zielfunktion

Die Zielfunktion ist fiir den Optimierungsalgorithmus der Ma@stab fiir den
Optimierungsgrad einer Struktur. Die Sensitivitdt der Zielfunktion entspricht
dem Gradienten in Richtung des Minimums der Zielfunktion. Die Sensitivitit

lasst sich durch die totalen Ableitung der Zielfunktion nach ¢ berechnen mit

o7 9/ 97 di
A A s 2.137)

« du

Die sogenannte ,,response sensitivity A lasst sich oft nicht explizit berech-
nen, da die Abhingigkeit der Zustandsvariable u von der Designvariable ¢y

iiber die restriktiven Gleichungen F(%(¢),¢) nur implizit gegeben ist [53].
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Fiir ihre Berechnung haben sich die direkte Differentiation und das Adjun
giertenverfahren etabliert. Einen detaillierten Vergleich beider Verfahren
beschreibt [54].

Direkte Differentiation

Die Berechnung der Sensitivititen kann fiir jede Komponente ¢, der Design-
variable ¢ mittels der Finiten—Differenzen—Methode (s. Abs. 2.6.3)) durch

% _ (/(%Mf;:_/(%)> (2.138)

erfolgen. Die Gl. (2.138) muss fiir jede Gitterzelle gelost werden. Diese Methode
benotigt keine aufwendige Implementierung. Der Rechenaufwand wichst aller-
dings mit der ,,Anzahl der Designvariablen + 1*. Probleme dieses Verfahrens
sind laut [55] die geeignete Wahl von A¢ und der zu erwartende Rundungs-
fehler.

Das Adjungiertenverfahren

Adjungiertenverfahren wurden urspriinglich in der Luftfahrtindustrie entwi-
ckelt. Es wird in der Topologieoptimierung eingesetzt, um die Sensitivititen
der Zielfunktion zu bestimmen. Im Gegensatz zur direkten Differentiation
benotigt das Adjungiertenverfahren nur je einen Aufruf des Losers fiir die
restriktiven Gleichungen und des sogenannten Adjungiertenlosers [S56]. Damit
besteht keine Abhédngigkeit des Rechenaufwands von der Anzahl der Designva-
riablen, was die Methode besonders fiir groe Rechengebiete attraktiv macht.
Die ersten Schritte des Adjungiertenverfahren gleichen denen der direkten Dif-
ferentiation. Allerdings wird die ,,response sensitivity* % nach [57] nicht

direkt gelost, sondern umgeformt in

Q __(aF)—l JF

o~ Gu) e (2.139)
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und anschlieBend in die Sensitivititsgleichung (2.137) eingesetzt. Daraus

ergibt sich

1S _9F (OF W 0 O5F (IFyI oK (2.140)

dog  00q = Ou doy 90y  Ju \du

a¢a ’

Dass dies zuldssig ist, um die ,,response sensitivity* zu eliminieren, l&sst
sich iiber die Lagrange Funktion ¥ = ¢ + vIF zeigen. Hierbei ist v der
Lagrange-Multiplikator. Es gilt

42 _(9S oS du)\ o OF  OF du

d¢a_<a¢a+ o d¢a>+v <8¢a+8ud¢a> (2.141)
_(r9F 97\ du rIF 97
—(v 3u+ B d%—i— \% a%—ka% . (2.142)

Um d% zu eliminieren werden die partiellen Ableitungen nach u gleich null
gesetzt und es ergibt sich fiir den Lagrange-Multiplikator

r__(9F\ 97
VT = <au < (2.143)

Mit der GI. 2.143 in Gl. (2.141) eingesetzt ldsst sich der Zusammenhang zwi-

schen Lagrange—Funktion und Sensitivitit zeigen mit

AL _ g OF 0 _0J (F\Tdg OF _df
T ( ) (2.144)

du ou d¢g  dog

2.7.3 Ablauf der Topologieoptimierung

Um die Optimierung eines betrachteten Systems durchzufiithren, muss die
Designvariable ¢ angepasst werden, sodass nach Losen der restriktiven Glei-
chungen F die Zielfunktion ¢ (¢,u) minimal wird. Bei einem ,optimal
control“—Problem ist diese Anpassung der Designvariable ¢ ein iterativer

Algorithmus (s. Abb. 2.17). Es werden eine Startgeometrie vorgegeben, die
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Randbedingungen definiert und die Modellkoeffizienten festgelegt. Die restrik-
tiven Gleichungen F(¢,u) werden gelost. Anhand der nun vorliegenden
Zustandsvariablen u wird die Sensitivitdt der Zielfunktion ermittelt. Gemif
der Sensititvitét %ﬁ’") wird nun die Designvariable ¢ unter Einhaltung der
Nebenbedingungen angepasst, sodass die Zielfunktion _#(¢,u) minimiert
wird. Mit der neu ermittelten Designvariable ¢ beginnt der nichste Iterati-
onsschritt. Ein Abbruchkriterium fiir den Topologieoptimierungsalgorithmus
ist das Erreichen der Schranke d; ¢ (¢,u) < &, sodass die Zielfunktion ausrei-
chend minimal ist. Wird die Berechnung beendet, liegt die optimierte Design-
variable ¢ beziiglich eines (lokalen) Minimums der Zielfunktion _# (¢,u) vor.
Bei nicht Erfiillen der Bedingungen wird nach einer festgelegten Anzahl an Ite-
rationen der Algorithmus mit einem nicht vollstindig konvergierten Ergebnis

der Designvariablen ¢ beendet.

Startgeometrie

................................................... l ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Losen der restriktiven Gleichungen F
zur Bestimmung der Zustandsvariable u

1

Losen der Sensitivititen %% der Zielfunk-

tion ¢ zur Bestimmung der Designvariable ¢

nein

J

Abbruchkriterium
2L < & erfille?

Optimierte Geometrie

Abbildung 2.17: Flussdiagramm zur Losung eines ,,optimal control“~Problems.
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3 Untersuchung der Kornform
auf den Kornreifungsprozess

3.1 Motivation

KenngroBen, wie die durchschnittliche Korngrofe, die Verteilung der Korn-
orientierungen und die allgemeine Heterogenitét des Polykristalls, bestimmen
groftenteils die Materialeigenschaften wie die mechanische Festigkeit und die
Wirmeleitfihigkeit. Daher ist es von Interesse, die Prozessparameter zu verste-
hen, die die Ausbildung der Kornstruktur beeinflussen. Die Natur von realem
Material ist polykristallin und generell anisotrop. Die Mikrostruktur besteht aus
Kornern mit unterschiedlichen kristallographischen Orientierungen, die keine
Verbindung eingehen. Die Kornstruktur wird durch die Bewegung der Korn-
grenzen geprigt, die durch die Minimierung der gesamten mittleren Kriim-
mung, beziehungsweise der Gesamtenergie der Korngrenzen, ein Kriftegleich-
gewicht lokal an den Tripel- und den Multipunkten erzeugen. Studien, die
auf rechnerischen Methoden basieren, liefern Einblicke in die Dynamik der
Kornstrukturentwicklung und tragen zum Verstdndnis der Mechanismen des
Kornwachstums und der Kornreifung bei. Dieses Wissen ist wichtig, um die
Prozesse der Mikrostrukturentwickung zu kontrollieren und Materialien mit
bestimmten Eigenschaften zu erzeugen.

Zur Bestimmung des Einflusses der initialen Kornstruktur auf die charakteris-
tischen GroBen des Kornwachstums wird die Phasenfeldmethode (s. Abs. 2.4)
fiir die anisotrope Bewegung der Korngrenzen angewendet. Durch die Pha-

senfeldmodellierung wurden Fortschritte in der Simulation der Mikrostruktur-
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3 Untersuchung der Kornform auf den Kornreifungsprozess

evolution und in der Simulation von groen Kornsystemen mit komplexen
Grenzflichentopologien erreicht. Durch die Einfiihrung von diffusen Grenz-
flachen wird die Bewegung der Grenzflachen implizit durch die Dynamik von
partiellen Differentialgleichungen beschrieben.

Die numerischen Simulationen des polykristallinen Systems mit vielen Kor-
nern miissen algorithmisch optimiert werden. Es wird eine Kombination aus
parallelen Algorithmen und dynamischen Listen, um die Anzahl der betrach-
teten Ordnungsparameter lokal zu reduzieren, verwendet. Insbesondere die
Dynamik der Vergroberung und die Auswahl der Kornorientierungen in Abhén-
gigkeit von der Heterogenitit, der Anisotropie, der Orientierungsverteilung
und der Art der Morphologie (blockhaft oder faserig) der urspriinglichen
Mikrostruktur wird analysiert. Basierend auf einer Simulationsstudie wird
ein Diagramm fiir die Klassifizierung der Korrelation des Kornwachstums der
Mikrostruktur hergeleitet. Neben einer synthetisch erzeugten Kornstruktur mit
genau definierten Eigenschaften werden auBerdem experimentelle Kornstruk-
turen eines polykristallinen, austenitischen Materials als Anfangskonfiguration
des Rechengebiets verwendet und die Unterschiede im Evolutionsprozesse
betrachtet. Um auf der Basis der experimentellen Strukturen zu simulieren,
werden die mithilfe der Electron Backscatter Diffraction (EBSD)-Technik
gemessenen Orientierungsverteilungen entsprechend in Simulationsdaten kon-
vertiert und fiir die Bestimmung der Missorientierungsmatrix von allen Korn-
grenzen verwendet.

In diesem Kapitel wird mit einem Phasenfeldmodell fiir anisotropes polykris-
tallines Material [27] die Dynamik des Kornwachstums unter dem Einfluss von
heterogenen Korngrofen- und Orientierungsverteilungen und der Anisotropie
der Korngrenzenergie analysiert. Ein optimiertes Rechenverfahren ermoglicht
die Simulation einer grolen Anzahl an Kornern. Im Gegensatz zu vorheri-
gen numerischen Studien von polykristallinen Materialien, wo Berechnun-
gen hauptsédchlich mit anfanglichen Voronoi-Zerlegungen durchgefiihrt wer-
den, wird die Kornentwicklung auf der Basis von realen heterogenen Struk-

turen simuliert. In Abs. 3.5 werden experimentelle Proben gezeigt und die
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algorithmischen Schritte vorgestellt, um EBSD-Daten fiir die Initialisierung
des Rechengebiets der Phasenfeldsimulationen aufzubereiten. Die experimen-
tellen Daten beinhalten Informationen iiber die Korngrofien, die Kornformen
und die Kornorientierungen in den betrachteten Bereichen. Aus den Orientie-
rungen werden die Missorientierungen der Korngrenzen bestimmt. Die experi-
mentelle Kornstruktur, die Verteilung der Korngréfe und die Missorientierun-
gen werden als Eingabeparameter fiir die Phasenfeldberechnungen aufberei-
tet. Als Hauptteil des Abschnitts 3.6 wird eine ausfiihrliche Simulationsstudie
der Dynamik des Kornwachstums fiir unterschiedliche Anfangskornstrukturen
gezeigt. Die Ergebnisse der Kornwachstumssimulationen werden durch den
Vergleich der realen heterogenen Strukturen mit synthetisch erzeugten Struk-

turen mit kontrollierten Eigenschaften evaluiert und diskutiert.

3.2 Stand der Forschung

In der Phasenfeldmodellierung muss die Physik von Missorientierungen aller
polykristallinen Kérner durch die Energien an den Korngrenzen und der Aniso-
tropien beschrieben werden. Um N unterschiedliche Orientierungen zu behan-
deln, wurde in [58], [59] ein freies Energiefunktional mit N Minima durch die
Einfiihrung einer Orientierungsvariablen formuliert. Die Evolution der Korn-
grenzen wird durch die Minimierung der Kriimmung angetrieben. Alternative
Ansitze fiir polykristalline Systeme weisen den N unterschiedlichen Kornern
bzw. Orientierungen N Ordnungsparameter zu [25], [60]-[62]. Phasenfeld-
modelle, einschlieBlich der Anisotropie der Energie an den Korngrenzen und
der Mobilitét der Korngrenzen, wurden in [63]-[66] présentiert. Ein Orientie-
rungsfeld wird in [42], [67], [68] eingefiihrt, bei dem die unterschiedlichen
Stufen der Feldvariablen lokalen, kristallinen Kornorientierungen entsprechen.
Anwendungen auf facettierte Kristallformen werden ebenfalls in [69], [70]
gezeigt. In [71] wurde die Methodik auf durch Warmediffusion kontrollierte

Erstarrung polykristalliner Mikrostrukturen, in Anwesenheit einer Fliissig-
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3 Untersuchung der Kornform auf den Kornreifungsprozess

phase, erweitert. Der Wachstumswettkampf von Siliziumkornern im Rahmen
einer gerichteten Erstarrung wurde im zweidimensionalen Raum untersucht,
um die Wechselwirkung zwischen der Grenzflachenenergie und der Kinetik in
Abhingigkeit von der Unterkiithlung zu untersuchen [72]. Laut [73] ist die
Anzahl der Kornorientierungen durch die Rechenleistung begrenzt. Durch
dynamische Zuweisungen der Orientierungen der Nachbarkorner vermeiden
die Autoren von [74] die Koaleszenz, sogar in Systemen mit einer kleinen
Anzahl an Orientierungsfeldvariablen. Adaptive Gitter Methoden haben auch
bestitigt, dass sich die Recheneffizienz deutlich verbessern lasst [75]-[77].
Durch die Reduzierung der Anzahl an Ordnungsparametern an einer Gitterpo-
sition wurde in [78] ein optimiertes numerisches Losungsschema entwickelt,
welches grofskalige Phasenfeldsimulationen mit idealem Kornwachstum und

ohne das Zusammenwachsen von Kérnern ermoglicht.

3.3 Phasenfeldmodell fir
polykristalline Systeme

Im Abschnitt 2.4 werden die fundamentalen Gleichungen der Phasenfeldme-
thode, die fiir die grof3 angelegten Simulationen des Kornwachstums verwendet
werden, zusammengefasst. Das grundlegende Modell wurde in [27], [70] for-
muliert und ermoglicht die Beschreibung von polykristallinen Mikrostruktu-
ren. Es wird ein polykristallines Material, bestehend aus N Kornern mit unter-
schiedlicher kristallographischer Orientierung, in einem Rechengebiet Q C R?
betrachtet. Die einzelnen Korner besetzen die Gebiete Qq,€2g, ..., was sche-
matisch in Abb. 2.5(a) gezeigt wird. Das System wird ausschlieBlich durch
die Kriimmungsminimierung der Korngrenze angetrieben. Die Korner wer-
den durch den vektorwertigen Ordnungsparameter ¢ dargestellt. Das Teilge-

biet Qg, in der ¢o(X,7) > 0 ist, entspricht dem Volumenanteil von Korn o.
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3.3 Phasenfeldmodell fiir polykristalline Systeme

(a) Richtungsabhéngige Oberfldchenenergie (b) Simulierte Gleichgewichtsform
eines einzelnen Korns in 3D

Abbildung 3.1: Darstellung (a) eines Plots der richtungsabhingigen Oberflichenenergie und
(b) die simulierte Form eines einzelnen Korns durch Anwendung der facettierten
kubischen Anisotropie der Korngrenzen aus Gl. (2.74) mit den Eckvektoren aus
Gl (3.1).

An den Korngrenzen fithren die Phasenfeldvariablen einen kontinuierlichen
Ubergang von Eins zu Null innerhalb einer diffusen Grenzschicht mit der
Dicke € durch (s. Abs. 2.4). Zur Modellierung von polykristallinem Austenit
verwendet man die facettierte Gradientenenergiedichte aus Gl. (2.74). Die acht

Eckvektoren ﬁ’;l"“’s werden als eine dreidimensionale kubische Anisotropie
definiert mit

—k=1,....8

o ={(20.5,£0.5,4+0.5)}. 3.1

Die Eckvektoren werden entweder zufillig oder gemal der Missorientierungs-
tabellen aus den experimentellen Messungen gedreht.

In Abb. 3.1 wird die Kornform eines einzelnen Korns durch Anwendung
der facettierten Gradientenenergiedichte der Korngrenzen aus GI. (2.71) und
den dazu verwendeten Eckvektoren aus Gl. (3.1) gezeigt. Die Phasenfeldglei-
chung (2.68) wird entdimensionalisiert und die Simulationen werden mit den

folgenden dimensionslosen Parametern der Phasenfeldgleichungen durchge-
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3 Untersuchung der Kornform auf den Kornreifungsprozess

fihrt: =1, €=7, Yup =1, Yups = 10. Es wird angenommen, dass die Ober-
flichenenergiedichten €aqg fiir die Austenitstruktur kubisch und facettiert
sind, gemél der Formulierung in [70] (s. Gl. (2.74)). Die Werte der nume-
rischen Diskretisierung sind der Gitterabstand Ax=Ay =1 und die Zeitschritt-
weite At =0.1. Die Anzahl der numerischen Zellen variiert entsprechend der
Grofe der experimentellen Proben. Die betrachteten Zahlen liegen im Bereich
von N, = [306,406] und N, = [990,1206] in den x— und y—Richtungen der

Proben.

3.4 Parallelisierte lokal reduzierte
Ordnungsparameter

Die Phasenfeldgleichungen (2.68) werden durch Anwendung des Software-
pakets Parallel Algorithms of Crystal Evolution in 3D (Pace3D) numerisch
gelost. Fiir die numerische Umsetzung wird eine Finite—Differenz—
Diskretisierung fiir die Raumableitungen und ein explizites Zeitschrittverfah-
ren verwendet (s. Abs. 2.6). Um Simulationen von Mikrostrukturen in gro3en
Rechengebieten und mit mehreren Kornern beziiglich realistischer Rechenzei-
ten zu ermoglichen, muss die Effizienz der numerischen Losungsalgorithmen
durch eine Kombination von Algorithmen verbessert werden, die die Struk-
tur von mehreren Feldvariablen optimieren und die Berechnung effizient auf

parallele Rechencluster verteilen.
3.4.1 Methode der lokal reduzierten
Ordnungsparameter

In dem betrachteten Phasenfeldmodell wird jedes Korn & im Phasenfeldvektor
durch einen Ordnungsparameter @, repriasentiert. Daher entspricht die Anzahl

der Phasenfeldvariablen und die Anzahl der partiellen Differenzialgleichun-
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gen, die direkt geldst werden sollen, der Kornanzahl in der polykristallinen
Mikrostruktur. Einzelne Terme vergroern dabei ihren Rechenaufwand mit der
Ordnung ¢'(N?). Daher steigt der benotigte Datenspeicher und die Rechenleis-
tung mit der Anzahl der Korner (bzw. Ordnungsparameter), die insgesamt die
Grolle des betrachteten Systems begrenzt. Zur Simulation von groflen Korn-
systemen wurden neue Optimierungsalgorithmen mit parallelen Algorithmen
kombiniert. Die Optimierung verwendet eine Reduktion von lokal betrachteten
Ordnungsparametern. Wie in [79], [80] und [78] beschrieben, ist die Optimie-
rung geometrisch darauf gegriindet, dass die Anzahl der lokal aktiven Pha-
sen eine bestimmte Zahl [ an einer Position ¥ nicht iibersteigt. Die geldsten
Phasenfeldgleichungen und gespeicherten Ordnungsparameter fiir Mikrostruk-
tursimulationen werden daher auf eine Zahl [, die typischerweise kleiner als
10 ist, reduziert. Der implementierte Algorithmus wird als Lokal Reduzierte
Ordnungs Parameter (LROP)-Methode bezeichnet. An jeder Position in einem
zwei- oder dreidimensionalen Gebiet kann die erforderliche Zahl der Ord-
nungsparameter jeweils auf fiinf im zweidimensionalen Raum und sechs im
dreidimensionalen Raum begrenzt werden [78]. Daher werden hier an jedem
Gitterpunkt nur fiir fiinf Phasenfeldvariablen Speicher reserviert. Es wurde in
[78] gezeigt, dass man ungeachtet dieser Begrenzung immer noch die richtigen
Eigenschaften und die richtige Dynamik erhilt. Um die Phasenfeldmethode auf
die LROP-Methode anzupassen, ist es notwendig, den Phasenfeldindex o der
lokal existierenden Phase (bzw. des Korns) zusammen mit dem Wert des Ord-
nungsparameters ¢ in einer dynamischen Liste (0, @, )i=1,...; mit hochstens
i=1,...,] Eintrigen zu speichern. Die lokal nicht existierenden Ordnungspa-
rameter sind nicht in der Liste des /-Tupels enthalten. Es wird angenommen,
dass sie null sind und dass sie daher keine zusitzlich zu speichernde Informa-
tion tragen. Ahnlich wie [79] und [78] verwendet man hier eine Datenstruktur
mit einer festen Zahl [, die wihrend der Ubersetzung des Programmcodes fiir
meter variiert im Simulationsgebiet. An einer bindren Grenzflache sind nur

zwei Ordnungsparameter vorhanden, wihrend in Bereichen mit Mehrfachver-
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3 Untersuchung der Kornform auf den Kornreifungsprozess

bindungen drei oder mehr Ordnungsparameter zur Beschreibung der physika-
lischen Eigenschaften beitragen. In Fillen, in denen die Anzahl der aktiven
Ordnungsparameter grof3er als die feste LROP—Zahl / ist, werden die nicht rele-
vanten Ordnungsparameter aus dem aktiven Satz an Ordnungsparametern ent-
fernt. Zur Quantifizierung der Relevanz der Volumenanteile eines Ordnungspa-
rameters wird ein Mal eingefiihrt. Das Maf ist als die Summe der vier (in 2D),
beziehungsweise sechs (in 3D) Werte einer bestimmten Phasenfeldvariablen,
die in den Nachbarzellen der lokalen Position auftritt, definiert. Man speichert
die [ groiten Werte des Mafles als die relevantesten Ordnungsparameter. Man
bemerkt, dass die Eigenschaften und die Dynamik des Kornwachstums unab-
hingig von der Einfithrung diese MaBles wiederhergestellt werden, [79], [80]
und [78]. Basierend auf mehreren Benchmark-Simulationen wurden die emp-
fohlenen Werte l,p = 5 und I3p = 6 von Kim et al. als eine angemessene Wahl
bestitigt. Der Vollstandigkeit halber wird hier noch Gruber et al. [80] erwihnt,
die alternativ eine dynamische Liste verwenden, die wihrend der Laufzeit lokal

variiert.

Speicherverbrauch

Der Speicher, der fiir einen Bereich mit N - N - N, = Ny, Zellen in den ent-
sprechenden rdumlichen Dimensionen benotigt wird, kann fiir die Betrachtung

von N Ordnungsparametern geschitzt werden durch

N - S( Ordnungsparameter ) - Nyy.. (3.2)
double

Die Optimierung gemél der LROP—Annahme reduziert den Speicher auf

I-(S( Ordnungsparameter ) +S( index )):Nyy. (3.3)
double long integer

Die S-Funktion bestimmt den Speicherbedarf eines Datentyps. Hier angegeben

sind der Gleitkommadatentyp ,,double* mit doppelter Genauigkeit (8 Byte) und
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der Ganzzahldatentyp ,,long integer” (8 Byte). Damit lassen sich bis zu 264
verschiedene Ordnungsparameter darstellen. Der Speicher wird von &(N) auf
O(1) reduziert, da [ eine feste Zahl ist, die unabhingig von der Anzahl der
Phasenfelder ist. Zusitzlich wird nur in den diffusen Grenzflichen des Gebiets

Speicher zugewiesen.

Berechnungszeit

; der lokal

existierenden Ordnungsparameter ermoglicht sowohl eine Reduktion der N

Die LROP-Datenverwaltung der dynamischen Liste (a4, @, )i=1

Gleichung auf die wichtigsten [-lokal berechneten Phasenfeldgleich
ungen (2.68), als auch eine Begrenzung der berechneten Terme von N (bzw. N 2)
auf maximal [ (bzw. [%) in jedem Energiebeitrag. Dadurch reduziert sich der
Rechenaufwand von ¢'(N?) auf ¢(1). Um die Auswirkung der LROP-Op-
timierung zu messen, wird auf einem Intel Xeon X5570 @ 2.93GHz mit
38 GByte Hauptspeicher eine Reihe an 3D Kornwachstumssimulationen mit
einer Korntopologie einer initialen Voronoi-Zerlegung durchgefiihrt. Es wer-
den die Zeiten des vollen Gleichungssystems t,,;; und des Gleichungssystems
mit der LROP-Optimierung 77 zop bestimmt und das Verhiltnis analysiert.

Die resultierende Beschleunigung hiingt aufgrund der Reduzierung des Rechen-
aufwands von &(N?) auf ¢(1) quadratisch von der Anzahl der Korner ab
(s. Tabelle 3.1), die mit dem erwarteten Verhalten iibereinstimmt. Sogar fiir
eine Anzahl von weniger als sechs Kornern im Gebiet zeigt der leistungsop-
timierte Loser eine Reduzierung von 30% der Rechenzeit als Ergebnis des
Cache-Zugewinns, aufgrund der reduzierten Anzahl der summierten Terme in
den Energiebeitrigen der Phasenfeldgleichung, die dynamisch auf das lokal
existierende Phasenfeld angepasst sind. Fiir grolere Kornsysteme (Zahl der
Ordnungsparameter > 100) sind Kornreifungssimulationen mit dem gesam-
ten Satz an Gleichungen und ohne reduzierten Ordnungsparameterraum zu
rechenintensiv und bendtigen Rechenzeiten inakzeptabler Linge, sogar auf

Hochleistungs-Clustern.
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3 Untersuchung der Kornform auf den Kornreifungsprozess

Korner Berechnungszeit tﬁ’fﬁ
ohne LROP mit LROP

6 00:29:16 00:20:29 0,700

12 01:06:48 00:25:34 0,383

24 03:00:17 00:33:09 0,184

48 08:53:57 00:40:41 0,076

72 18:12:06 00:44:45 0,041

96 30:43:09 00:48:24 0,026

Tabelle 3.1: Das Verhiltnis der Berechnungszeit ’Lt’*% zeigt einen fast quadratischen Anstieg der
Vol
notwendigen Berechnungszeit mit der Anzahl der Korner.

3.4.2 Datenspeicherung

Um die Simulationen zu analysieren und mikrostrukturelle Eigenschaften zu
bestimmen, ist eine effiziente Datenspeicherung von gro8en Datenmengen fiir
die Nachbearbeitung wichtig. Fiir grole N ist es nicht moglich alle Felder ¢ zu
speichern. Durch Verwendung eines speziellen Dateiformats, das die LROP-
Datenstruktur verwendet, ist es wegen der reduzierten Festplattennutzung mog-

lich alle gelosten Felder auf Festplatten zu schreiben und spiter auszuwerten.

3.4.3 Parallelisierung — Kommunikationsdauer

Die Parallelisierung des Losungsverfahrens wird durch eine dynamische 3D
Gebietszerlegungsmethode realisiert. Die Teilgebiete werden auf verschie-
denen Knoten eines Linux-Clusters unter Verwendung des Message Passing
Interface (MPI)-Standards fiir verteilte und gemeinsam genutzte Speicher-
systeme (Multiprozessorsysteme) gerechnet. Um die Berechnungszeit bei der

parallelen Simulation weiter zu verringern, wird, unter Verwendung des
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MPI-Standards, die Berechnung des gesamten Gebiets durch eine dynamische
Gebietszerlegung auf die Knoten eines Clusters verteilt [8§1]. Der verwen-
dete Algorithmus teilt das Gebiet Q in Teilgebiete Q;. Jedes Teilgebiet Q;
erhilt einen internen MPI-Gebietsrand mit kopierten Werten der benachbar-
ten Teilgebiete Qj— 1 und Qj+ 1, damit die benotigten Werte fiir die fini-
ten Differenzen in den Randzellen fiir die Berechnung bereitstehen. Aufgrund
des Vorwirts—Euler—Zeitschrittverfahrens werden die berechneten Anderun-
gen der Phasenfeldvariablen bei jedem Zeitschritt auf die benachbarten Teil-
gebiete tibertragen. Durch Verwendung der LROP-Methode ist die Netzaus-
lastung abhédngig von der Zahl der eventuell gespeicherten Phasen [ konstant,
anstatt mit der Gesamtzahl der Phasen N zu wachsen. Die Kombination der
3D-Parallelisierung und des LROP—Algorithmus beeinflusst sowohl die Netz-
werklast durch den Austausch der Grenzschicht nach jedem Zeitschritt als
auch die dynamische Lastverteilung, um das Gebiet bei unterschiedlicher Aus-
lastung der Prozessoren zwischen den Arbeitsprozessen neu zu verteilen. Eine
ausfiihrlichere Untersuchung der Parallelisierung des Losers und des Einflus-

ses auf die dynamische Gebietszerlegung kann in [81]-[83] gefunden werden.

3.5 Vorbereitung von experimentellen
Daten fir Phasenfeldsimulationen

Durch die Anwendung von Voronoi—Zerlegungen im betrachteten Gebiet wer-
den initiale Kornstrukturen erzeugt. Um verschiedene initiale Mikrostruk-
turen zu untersuchen, wird die Voronoi-Zerlegungen durch homogene oder
heterogene Arten der Korngroenverteilung iiberlagert. Es werden die Miss-
orientierungsverteilungen der Korngrenzen, die den gesamten Winkelbereich
oder nur eine enge Teilmenge von Winkeln abdecken, zufillig gewihlt. Des
Weiteren werden mehr blockhafte oder faserartige Kornstrukturen konstruiert.
Um die Evolution dieser synthetisch erzeugten Kornstrukturen mit den realen
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Kornstrukturen, die eine natiirliche Variation in Grof3e, Form und Kornorientie-
rung haben, zu vergleichen, werden experimentelle Proben von NisgMn3oGay)
des Leibniz-Instituts fiir Festkorper- und Werkstoffforschung Dresden verwen-
det. Diese weisen einen stabilen Zustand des Austenits bei Raumtempera-
tur bei dieser Zusammensetzung auf. Die Orientierungsverteilungen werden
durch EBSD-Messungen bereitgestellt. Zur Simulation auf der Basis von rea-
len Strukturen als initiale Gebietsfiillung wurde eine Programmierschnittstelle
entwickelt, um diese experimentellen Daten in Simulationsdaten konvertieren
und wieder rekonstruieren zu konnen. Die experimentellen Daten enthalten die
Informationen iiber die Orientierungen in Eulerwinkel der Korner an der Ober-
flache der Probe. Bevor die experimentellen Rohdaten fiir die Phasenfeldsimu-

lationen verwendet werden konnen, miissen sie weiter aufbereitet werden [84].

3.6 Simulationsstudie der urspriinglichen
Struktur — Korrelationen des
Kornwachstums

In diesem Abschnitt werden die Moglichkeiten der parallel und lokal redu-
zierten Ordnungsparameter verwendet, um die Dynamik des Kornwachstums
und die Wahl der Orientierung in polykristallinen Austenitstrukturen zu ana-
lysieren. Der Exponent des Potenzgesetzes, der den Vergroberungsprozess
beschreibt, wird aus den Simulationen hergeleitet und die Evolution der Korn-
orientierungsverteilung wird durch zeitabhéngige stereographische Projektion
evaluiert. In Phasenfeldsimulationen wird die Evolution von polykristallinen
Kornstrukturen untersucht und die charakteristischen Eigenschaften der Dyna-
mik hergeleitet. Abb. 3.2 zeigt exemplarisch die Dynamik einer der konver-
tierten experimentellen Proben in vier Zeitschritten. Es werden die folgenden

unterschiedlichen Arten von Mikrostrukturen betrachtet:
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— verarbeitete Daten von vier experimentellen austenitischen Mikrostruk-
turen (benannt mit Probe 1-4), mit 758, 857, 928 und 787 unterschiedli-

chen Orientierungsvarianten und

— Kornstrukturen, erzeugt durch einen Voronoi-Algorithmus mit 772 ori-
entierten Kornern fiir
(i) isotrope Korngrenzen

(i1) blockhafte, kubische, anisotrope Korngrenzen mit zwei Orientie-

rungsverteilungen von -45° bis +45° und von -10° bis +10°

(ii1) faserige, kubische, anisotrope Korngrenzen mit zwei Orientierungs-
verteilungen von -45° bis +45° und von -10° bis +10°

(iv) eine heterogene Verteilung von KorngroBen in Ubereinstimmung

mit dem experimentellen Muster.

Der Vergroberungsprozess, der von der Art der urspriinglichen Mikrostrukturen

und der Orientierungsverteilung abhédngt, wird evaluiert durch die Bestimmung

der durchschnittlichen Korngrofle im Zeitablauf

des Zeitexponenten des Kornwachstumsgesetzes

der KorngréBenverteilung

der Dynamik in Abhéngigkeit von der Anzahl der Ecken

der Evolution der Verteilung der Kornorientierungen.

Das Wachstum und die Schrumpfung in Abhingigkeit von der Anzahl der
Ecken ist iiber dem von Neumann-Mullins-Gesetz fiir isotropes Kornwachstum
aufgetragen. Zur Analyse der Orientierungsverteilung werden die Orientierun-
gen durch eine stereographische Projektionsmethode dargestellt. In den expe-
rimentellen Mikrostrukturen sieht man, dass die urspriingliche Kornstruktur
sehr inhomogen ist, wobei die untere Hilfte der Probe aus faserigen Kornern

mit kleinwinkligen Korngrenzen besteht.
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(d)

100 101

Abbildung 3.2: Phasenfeldsimulation des Kornwachstumsprozesses in kubischem Austenit in vier
Zeitschritten, basierend auf einem experimentellen Datensatz aus Missorientierun-
gen von Korngrenzen. Die Farben geben die Orientierung der Korner an.

Erwartet wird, dass sowohl die Heterogenitit der Kornform als auch die Orien-
tierungsverteilung der urspriinglichen Struktur die Dynamik des Kornwachs-
tums beeinflussen. Um die einzelnen Einfliisse der Struktur zu untersuchen,
werden synthetische Voronoi-Fiillungen aus blockhaften und faserigen Poly-
kristallen konstruiert und Kornorientierungen in unterschiedlichen Winkelbe-
reichen (+45° und +10°) gewihlt. Die Ergebnisse der synthetischen Struk-
turen werden mit den experimentellen Strukturen verglichen. Dariiber hinaus
wird die Evolution der Korngrenzen mit einem Gefiige mit isotropen Korn-
grenzenenergien in Bezug gebracht. Fiir den Vergleich mit den experimentel-
len Daten werden zufillige initiale Voronoi-Strukturen von faserartigen und
blockartigen Strukturen generiert, auch mit jeweils zufilligen Orientierungen
(Abb. 3.3(a)+(f)). Fiir die Generierung der Struktur in Abb. 3.3(d) wird ein
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Abbildung 3.3: (a) Zufillig generierter Anfangszustand fiir faserige Kornreifungssimulationen.
Endgiiltige Struktur fur faserige Korner (b) mit £10° und (c) mit £45°; (d)
Anfangszustand fiir ein generiertes heterogenes Korn und Orientierungsverteilung,
entnommen von der experimentellen Messung von Probe 1 und (e) letzter Simu-
lationszeitschritt fiir die heterogene Struktur. In (f) wird ein zufillig generierter
Anfangszustand mit einer blockhaften Struktur gezeigt. In Abb. (g)-(i) werden die
letzten Zeitschritte fiir Simulationen mit den Kornorientierungen +10°, £45° und
fiir isotrope Oberfldchenenergien gezeigt. Die Farbung kennzeichnet die Orientie-
rungen der Korner, mit Ausnahme fiir die isotrope Simulation, wo stattdessen die
Kornanzahl angegeben wird.
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Algorithmus verwendet, der das Volumen erhilt (s. Abs. 2.4.6, [35]), und es
wird dieselbe Korngrofenverteilung gemif der Messung aus der experimentel-
len Probe 1 definiert. Es werden fiir alle Simulationen als auch fiir die experi-
mentellen Datensitze dieselben Simulationsparameter verwendet. Die endgiil-
tigen Kornstrukturen fiir die verschiedenen Konfigurationen sind in Abb. 3.3
abgebildet. Mehr Details sind in den jeweiligen Bildunterschriften enthalten.

Das Diagramm in Abb. 3.4(a) enthilt die zeitliche Entwicklung der durch-
schnittlichen KorngroBe, die durch die urspriingliche durchschnittliche Korn-
grofe fiir alle Proben normalisiert wird. Fiir Zeiten ¢ > 1000 stellt sich fiir
alle betrachteten Mikrostrukturen ein stationdres Kornwachstum ein. Inner-
halb des stationdren Bereichs wird in Abb. 3.4(b) die Steigung einer linearen
Ausgleichsgerade im Zeitintervall 1 € [1000,4000] bestimmt. Die vier expe-
rimentellen Strukturen zeigen ein dhnliches Wachstumsverhalten. Die block-
haften, isotropen Systeme und die blockhaften, anisotropen Systeme zeigen
ein beschleunigtes Wachstum, verglichen mit den vollstindig faserigen oder
nur teilweise faserigen Strukturen, das fast unabhingig von der urspriinglichen
Orientierungsverteilung ist. Das isotrope, blockhafte Kornwachstum ist das
schnellste. Bei den Voronoi-Mustern ist der Vergroberungsprozess langsamer.
Aus der Evolution der durchschnittlichen Korngrofen kann log(t)/log(2(r))
aus der Beziehung 2r ~ t"" berechnet werden, wobei ¢ die Zeit und r der mittlere
Kornradius ist. Fiir das Diagramm in Abb. 3.5 nihert sich die isotrope Simu-
lation dem erwarteten Wert von 2. Die experimentellen Simulationen inklu-
sive der heterogenen Verteilung, die aus Probe 1 extrahiert wird, sind fiir das
betrachtete Zeitintervall leicht unterhalb dieses Werts. Die kiinstlichen Struktu-
ren bilden sich mit hoheren Exponenten als 2 heraus. Die kleinwinkligen Korn-
grenzensysteme mit +10° Orientierungen entstehen bei m ~ 2,4, wohingegen
die +45° Systeme einen Exponenten von m ~ 2,3 bilden. Wie exemplarisch in
den stereographischen Projektionen von Probe 2 in Abb. 3.6 gezeigt, werden
wihrend des Kornwachstumsprozesses in allen Simulationen eine Selektion an
bevorzugten Orientierungen in der {100}, {110} und {111} Ebene gefunden.
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(a) Simulierter mittlerer Kornradius fiir die
konvertierten experimentellen Struktu-
ren und fiir die synthetisch generierten
urspriinglichen Strukturen als eine Funk-
tion der Zeit.
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(b) Gradienten der linearen Ausgleichsgera-
den der verschiedenen mittleren Radien.
Die linearen Ausgleichsgeraden beziehen
sich auf das Zeitintervall ¢ € [1000,4000].

Abbildung 3.4: Evolutionsdiagramme des normalisierten mittleren Radius mit der Zeit.
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Abbildung 3.5: Exponent des Kornwachstums gegeniiber der Zeit fiir die untersuchten

Strukturen.

In Abb. 3.7 wird die KorngroBenverteilung fiir alle Simulationen als eine Funk-

tion des Radius r/(r) ausgewertet. Die homogenen Voronoi-Strukturen haben

eine symmetrische, gauB-dhnliche Verteilung von Grofen um r/(r) = 1. Die

experimentellen Strukturen und die heterogenen Voronoi-Strukturen enthalten

zahlreiche kleine Korner in Bezug auf den mittleren Radius (r) am Anfang der
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3 Untersuchung der Kornform auf den Kornreifungsprozess

Evolution (s. Abb. 3.7(b)). Demgegeniiber sind in Abb. 3.7(c) und (d) identi-
sche Profile fiir die finalen Strukturen ohne Beriicksichtigung des Anfangszu-
stands zu beobachten. Zusitzlich werden die finalen Verteilungen durch eine
Lognormalverteilungsfunktion in Abb. 3.7(e) angepasst. Das Maximum der
isotropen Struktur liegt genau bei r/({r) = 1. Das Maximum der Kurven im
Zusammenhang mit den anisotropen Strukturen wird auf kleinere Radien von
r/(r) € [0.6,0.8] verschoben. Die Anisotropie der Oberflichenenergie fiihrt
Zu einer ein-, zwei- bzw. dreimal grofleren Standardabweichung als bei dem
isotropen Beispiel. Die erwarteten Zahlen u und die Standardabweichung ¢
der Regression sind in der Legende des Diagramms 3.7(e) angegeben.

In Abb. 3.8 ist die Haufigkeit der Korner in Abhingigkeit von der Anzahl der
Ecken fiir die urspriinglichen und die endgiiltigen Strukturen grafisch darge-
stellt. Die Profile der homogenen Voronoi—Konfigurationen sind anfinglich um
Korner mit sechs Ecken zentriert (Abb. 3.8(a)). Die experimentellen Struktu-
ren tendieren zundchst dazu Korner mit nur vier bis fiinf Ecken zu enthalten.
Gleichzeitig zeigt das Profil einen langen Schwanz aus wenigen Kornern mit
einer groen Anzahl an Nachbarn. Die hohe Anzahl an urspriinglichen Kor-
nern mit weniger als sechs Ecken kann gut dazu verwendet werden, um die
Beobachtung in Abb. 3.5 zu erklidren, dass die experimentellen Proben viel
schneller in der Anfangsphase der Vergroberung entstehen (entsprechend eines
Zeitintervalls 7 € [0, 1000]). Die Diagramme in Abb. 3.8(c) und (d) bestitigen
das Ergebnis der Hiufigkeit gegeniiber dem Radius in Abb. 3.7, dass die end-
giiltigen Haufigkeitsverteilungen alle vergleichbar sind und dass die Selektion
von Kdérnern mit einer gewissen Anzahl an Ecken nicht von der Historie der
Struktur abhéngt.

SchlieBlich wird die Tendenz der Korner zu wachsen oder zu schrumpfen
betrachtet, was von der Anzahl der Ecken abhingt (Abb. 3.9). Um die Simu-
lationsdurchldufe zu analysieren, wird iiber alle Kérner mit derselben Anzahl
an Ecken der Mittelwert gebildet. Zur Bestimmung des Wachstumsverhaltens
der Simulationen werden alle Korner, die nicht mit der Grenze des Rechenge-

biets zusammenhéngen, identifiziert. Zur Bestimmung der Flidche eines Korns
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(a) {100} Maximum 7,0 (b) {110} Maximum 10,2 (c) {111} Maximum 8,78
(d) {100} Maximum 7,85 (e) {110} Maximum 12,81 (f) {111} Maximum 11,32
0 max

Abbildung 3.6: Stereographischen Projektionen, die die bevorzugten Orientierungsvarianten
von Probe 2 in den (a) {100}, (b) {110}, und (c) {111} Ebenen fiir die
Anfangskonfiguration und entsprechend in (d)-(f) fiir den letzten Simulations-
zeitschritt zeigen. Die Orientierungen wurden unter Verwendung eines Gauss-
Kerns mit % des Radius der Projektionsfliche projiziert. Mit angegeben ist
jeweils die maximale absolute Hiufigkeit aus allen Orientierungen nach der
Projektion.

werden die numerischen Zellen mit dem entsprechenden Phasenfeldindex auf-
addiert. Es werden nur Korner betrachtet, die in einem bestimmten Zeitschritt
ein Volumen gréer Null haben. Die Messung beginnt beim Zeitpunkt 1000
und endete beim Zeitpunkt 4000. Das von Neumann-Mullins-Gesetz [85], [86]
ist gegeben durch

dA,

T
- = ETaBYaB(n_é) =

" (n—06), (34)

W[y
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konvertierten experimentellen Strukturen.

voronoi-10° u=-0.18 o=+0.51
voronoi-10°-faserig pu=-0.13 6=+0.43
voronoi-45° u=-0.07 6=+0.39
voronoi-45°-faserig u=-0.13 6=+0.53
voronoi-isotrop u=+0.04 c=+0.22
Probe 1 p=-0.13 6=+0.60

Probe 2 p=-0.13 6=+0.53

Probe 3 pu=-0.13 0=+0.41

Probe 4 u=-0.11 o=+0.47

Probe 1-Verteilung u=-0.06 c=+0.51

(e) Kurven fiir den letzten Zeitschritt, angepasst durch eine Lognormalverteilung.

Abbildung 3.7: Vergleich der KorngroBenverteilungen als eine Funktion des Kornradius, vor und

nach der Simulation.
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Abbildung 3.8: Vergleich der KorngroBenverteilung durch die Anzahl der Ecken, vor und nach der
Simulation. Zu beachten ist die groBere Streuung in Abb. (b).

wobei die Mobilitit der Korngrenze 7,5 = 1 und die Oberflichenenergie
Yop = 1 mit dimensionslosen Werten gesetzt wird. A, ist die Fliche eines
Korns mit n Ecken. Die Ergebnisse aus den Simulationen werden mit dem
von Neumann—Mullins—Gesetz fiir isotrope Systeme (Abb. 3.9(a) und (b))
verglichen. Alle Mikrostrukturen zeigen den erwarteten Nulldurchgang bei
n = 6 Ecken. Die Gradienten der anisotropen Strukturen sind viel kleiner
(g €10.17,0.29]) als im isotropen Fall (g ~ 1.0). In Abb. 3.9(a) werden die
linearen Ausgleiche der generierten Strukturen gezeigt. Die isotrope Simu-
lation stimmt genau mit der von Neumann-Mullins-Kurve tiberein. Die 10°
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3 Untersuchung der Kornform auf den Kornreifungsprozess

Simulation hat den niedrigsten Gradienten von allen Kurven dieser Auswer-
tung. Die faserige 10° Simulation hat einen etwas steileren Gradienten. Das
Gleiche trifft auf die 45° Systeme zu. Die faserige Struktur hat einen steileren
Gradienten verglichen mit der blockhaften Struktur. Wenn man diese Ergeb-
nisse mit den Simulationen der experimentellen Strukturen in Abb. 3.9(b)
vergleicht, sieht man, dass die Gradienten der experimentellen Strukturen
(g € 10.37,0.40]) etwas hoher sind als die der synthetischen Strukturen. Fiir
die Simulation mit der heterogenen Voronoi-Struktur, basierend auf der Korn-
grofenverteilung von Probe 1, liegt der Gradient (g = 0.31) im Regime der
blockhaften und faserigen 45° Simulationen. Jetzt wird der Gradient der linea-
ren Ausgleichsgeraden mit g. Die exakten Werte sind in den Legenden von
Abb. 3.9(a) und (b) aufgefiihrt. Die grafischen Darstellungen in Abb. 3.9(c)-(f)
beziehen sich auf ausgewihlte Voronoi-Strukturen und experimentelle Struk-
turen und zeigen exemplarisch die Ergebnisse des bestimmten Bereichs in
der zeitlichen Entwicklung jedes Korns im System und fiir alle Zeitschritte.
Diese Datenverteilungen bilden die Basis fiir die linearen Ausgleichsgeraden
in Abb. 3.9(a) und (b). Die experimentellen Strukturen in Abb. 3.9(e) und (f)

haben eine grofere Datenstreuung als die synthetischen Voronoi-Berechnungen.

3.7 Fazit

Die prisentierte Studie mit der Phasenfeldmethode hat gezeigt, dass die Dyna-
mik des Kornwachstums und die Auswahl der Orientierung stark von den
charakteristischen strukturellen Eigenschaften des urspriinglichen Polykris-
talls, wie der Art der Morphologie, der Heterogenitit der Mikrostruktur, der
Verteilung der Kornorientierungen und der Anisotropie abhidngen. Es wurde
gezeigt, dass die Heterogenitit der KorngroBen, z. B. die Abweichungsspanne
vom mittleren Kornradius, die Anfangsphasen des Kornwachstums erheb-
lich beeinflusst, was zu einer beschleunigten Vergroberung einer heterogene

Struktur gegeniiber einer homogenen Struktur fithrt. Wie der Vergleich mit
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Abbildung 3.9: Vergleich des Wachstumsverhaltens fiir die simulierten Strukturen mit dem von

Neumann-Mullins-Gesetz.
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3 Untersuchung der Kornform auf den Kornreifungsprozess

dem von Neumann-Mullins-Gesetz gezeigt hat, haben sowohl die Anisotro-
pie der Korngrenzen als auch die Form der Korner einen starken Einfluss auf
die Fliachendnderung der Korner, was von der Anzahl der Ecken abhingig
ist. Die Steigung der linearen Ausgleichsgeraden zwischen der Wachstums-
bzw. Schrumpfungsrate und der Anzahl der Ecken ist fiir anisotrope Struktu-
ren viel kleiner als fiir isotrope Korngrenzen. Sowohl die Art der Morphologie
(blockhaft oder faserig), als auch die Orientierungsverteilung der urspriing-
lichen Kornstruktur beeinflussen die Steigung des mittleren Kornradius in
der Zeit, auf einer langen Zeitskala des Wachstumsprozesses. Ein Polykristall
mit Kornern, der das gesamte Spektrum an Eulerwinkeln abdeckt, zeigt eine
etwas schnellere Kornvergroberung als eine Struktur mit einem kleinen Spek-
trum an Orientierungen. Die Phasenfeldsimulationen haben auflerdem eine
Beschleunigung der Dynamik fiir blockhafte Strukturen im Vergleich zu fase-
rigen Strukturen gezeigt. Basierend auf den Beobachtungen kommt man zu
dem Schluss, dass eine zuverldssige rechnerische Studie von polykristallinem
Material stark von der Auswahl der Daten abhingt, die als Ausgangskorngrofie
und als Fiillung der Form verwendet werden. Es wurde gezeigt, dass sich expe-
rimentelle Daten von experimentellen Messungen gut fiir die Initialisierung des
Rechengebiets eignen und somit eine sehr realistische Reproduktion von rea-
len Materialstrukturen und die Untersuchung der dynamischen Eigenschaften
moglich ist.

90



4 Strukturoptimierung
vonh mechanisch
belasteten Bauteilen

4.1 Motivation

Nicht nur im Bewusstsein der Offentlichkeit haben das Umweltbewusstsein
und die Nachhaltigkeit zugenommen, auch die Politik hat sich dem Thema
verschrieben [1]. Die Verknappung von Ressourcen fiihrt zu einem Umdenken
beim Verbraucher. Zum Beispiel legen Kunden heutzutage beim Kauf eines
Automobils viel mehr Wert auf den Verbrauch. Die Unternehmen versuchen
ihre Ausgaben zu senken und gleichzeitig den Absatz zu steigern [87]. Zudem
werden nicht nur Erd6l und Erdgas knapper und damit teuerer, sondern es
steigen durch die Ressourcenknappheit die Materialkosten, beispielsweise fiir
Stahl [88]. Andererseits gibt es Anwendungen in der Automobilindustrie, der
Luft- und Raumfahrttechnik (Leichtbau) oder der Baubranche (Wolkenkrat-
zer), die erst durch das Einsparen von Material ermdglicht werden. Ein Opti-
mierungsziel bei der Konstruktion mechanisch belasteter Bauteile ist das Tra-
gen einer gewissen Last bei gleichzeitig minimalem Materialeinsatz und langer
Lebensdauer. So kénnen nachhaltig Kosten und Ressourcen gespart werden.
Die Form- und Topologieoptimierung, die sich in ihren Urspriingen bereits auf
Galileo Galilei zuriickfiihren lasst [89], hat vor allem durch die Rechenleistung

moderner Prozessoren in den letzten Jahrzehnten starke Fortschritte gemacht.

91



4 Strukturoptimierung von mechanisch belasteten Bauteilen

In dieser Arbeit werden verschiedene Form- und Topologieoptimierungen
basierend auf der in den Materialwissenschaften verbreiteten Phasenfeld-
methode (s. Abs. 2.4) vorgestellt. Die Losung der Impulsbilanz liefert die not-
wendigen GroBen fiir die Evolution der Bauteilgeometrie, die mittels der Pha-
senfeldmethode beschrieben wird. Die treibene Kraft der Optimierung ist die
Minimierung der Forminderungsenergie. Dies resultiert in einer Verschiebung
der Bauteilkonturen. Das Ergebnis der Optimierung ist eine Geometrie mit
minimaler Forminderungsenergie, die ein optimiertes Verhalten in Bezug auf
die ZustandsgroBen aufweist. Es wird gezeigt, wie eine optimale Struktur mit
der maximalen Steifigkeit fiir ein bestimmtes Volumen gefunden werden kann.
Desweiteren wird eine Methode vorgestellt, wie das minimale Volumen unter
einer gegebenen Belastung gefunden werden kann. Dazu wird die von-Mises
Spannung zur Bestimmung der tragenden und nichttragenden Volumenanteile
verwendet. Im Detail wird der Einfluss der Anfangslage, also der initial vorge-
gebenen Struktur, auf die Endform untersucht. Zu den Randbedingungen der
Topologieoptimierung gehdren Bauraumbeschriankungen, Lagerung, Kraftan-
griffspunkt und -betrag sowie Vorgaben an maximal zuldssigem Gewicht. Eine
Anwendung mit realem Bezug ist eine Tragstruktur einer Briicke. Fiir diese
Tragstruktur wird unter Beriicksichtigung des Eigengewichts eine Optimie-

rung der Tragstruktur vorgestellt.

4.2 Stand der Forschung

Die Optimierung von Bauteilen weist bereits in der Forschung eine lange Tra-
dition auf. In diesem Abschnitt wird ein Uberblick an Verfahren zur Topologie-
optimierung von mechanisch belasteten Korpern gegeben (s. a. [90]). Im weite-
ren Verlauf des Abschnitts wird weiterhin auf den derzeitigen Forschungsstand
zur Optimierung im Phasenfeldkontext eingegangen.

Eine frithe Arbeit zur Strukturoptimierung stammt von Michell in [91] zum

Entwurf idealer Stabwerke. Die dort formulierte These besagt, dass das
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geringste Volumen erreicht ist, wenn alle Stébe gleich belastet werden. Dar-
aus folgert Michell, dass alle Stibe rechtwinklig auf die Verbindungsknoten
zulaufen miissen. Die so konstruierten Strukturen gelten nur fiir sehr einfa-
che Lastfille. Aus diesem Grund dient es heute nur noch der Validierung von
Strukturoptimierungsmethoden, z. B. in [92].

Die ,,Solid Isotropic Microstructure/ Material with Penelization for Interme-
diate Densities Method“ (SIMP) Methode wurde von Bendsge und Kikuchi
[93] entwickelt und von Bendsge [94], [95] weiterentwickelt. Dabei stiitzen
sie sich auf verschiedenste Verfahren zur Homogenisierung [96], [97]. Bei
der SIMP-Methode wird die Steifigkeit in Abhéngigkeit von der Dichte p
exponentiell interpoliert und ist in der Tragstruktur am Grofiten. Intermedidre
Dichten zwischen der Luft und der Tragstruktur, die ein hoheres Volumen fiir
die Struktur bedeuten, sollen bestraft werden. Dazu wird ein Optimalitétskri-
terium fiir eine Evolutionsgleichung durch einen Lagrange-Formalismus aus
dem Optimierungsproblem hergeleitet. Die Verteilung der als Designvariable
verwendeten Dichte p des Gebiets wird mit dieser Evolutionsgleichung itera-
tiv bestimmt. So kann eine klare Trennung von Korper und Umgebung erreicht
werden [92]. Die SIMP-Methode kann bei konvexen Problemen Losungen fiir
die Steifigkeitsoptimierung bzw. der Topologieoptimierung beschreiben, und
zwar fiir verschiedene Nebenbedingungen und Belastungsfille. Dies macht die
Methode fiir industrielle Anwendungen interessant. Bei nicht konvexen Pro-
blemen ist das Erreichen eines globalen Optimums nicht garantiert [90].

Xie und Steven stellen die ,.Evolutionary Structural Optimization® (ESO)
Methode in [98] vor. Ausgehend von einer Startstruktur, die viel grosser als
die optimale Struktur ist, wird die Spannung berechnet. Bei der Unterschrei-
tung eines kritischen Wertes einer Zielgrofe, z. B. der von Mises—Vergleichs-
spannung, werden die entsprechenden Zellen in Reststruktur umgewandelt.
Der Vorgang wird iterativ gelost bis ein (lokales) Minimum gefunden ist.
Eine Weiterentwicklung der ESO-Methode ist die bi-directional ESO (BESO)
Methode, bei der der Tragstruktur Zellen hoher Entscheidungswerte hinzu-

gefiigt werden konnen [99]-[103]. Die Startgeometrie muss daher kein
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iiberdimensioniertes Volumen mehr haben. Diese Art der Topologieoptimie-
rung ist sehr einfach umzusetzen. Auf Grund der heuristischen Herangehens-
weise gibt es nach [90] keinen Beweis, dass die gefundene Struktur die opti-
male Geometrie fiir einen gegebenen Belastungsfall ist. Es gibt auch keine
Moglichkeit das Volumen der Geometrie zu beeinflussen.

Eschenauer [104] und spéter auch Schumacher [97] stellten mit den Loch-
positionierungskriterien (engl. ,,Bubble®) eine Erweiterung vor, durch die man
Formoptimierungsverfahren auch zur Topologieoptimierung einsetzen kann.
Fiir einen gegebenen Belastungsfall wird ein beliebiger Formoptimierungsal-
gorithmus solange ausgefiihrt, bis sich keine weitere Anderung mehr ergibt.
Durch die Bewertung der zu optimierenden Zielgroe werden diejenigen Posi-
tionen bestimmt an denen Locher (Bubbles) in eine Geometrie eingebracht
werden, um anschlieend die neu entstandene Oberfliche durch einen Form-
optimierungsalgorithmus weiter zu optimieren. Dieser Vorgang wird iterativ
ausgefiihrt, bis sich die ideale Form und Topologie einstellt. Ahnliche Ansitze
finden sich in [105], [106] und [107]. Eine allgemeine mathematische Ablei-
tung der Positionierungskriterien liefert [108].

Die Grundlage fiir die Level-Set Methode schafften Osher und Sethian in
[109]. Die Anwendung der Level-Set Methode zur Form- und Topologieop-
timierung stellt Wang [110] und spéter Allaire [111] aufbauend auf Arbeiten
von Sethian [37] und [112] vor. Das Grundgeriist bildet dabei die Ermittlung
des Randes einer Geometrie, der durch eine Nullstellenmenge (,,level-set®)
einer Hilfsfunktion beschrieben wird. Im Gegensatz zu parametrischen Ansit-
zen konnen mit der Level-Set-Metode beliebig komplizierte Oberflachen ein-
fach beschrieben werden. Ein Auflosen und ein Verschmelzen der Teilbereiche
ist einfach zu realisieren. Die Bewegung des Randes erfolgt aufgrund eines
Terms, der Richtung und Geschwindigkeit bestimmt. Aus der Sensitivitdtsana-
lyse der Zielfunktion und den Nebenbedingungen fiir die Form- und Topologie-
optimierung wird die Geschwindigkeit berechnet. Nebenbedingungen wie ein
bestimmtes Zielvolumen sind méglich. In [113] wird ein massenminimieren-

der Term bei der Nachgiebigkeitsminimierung unter Spannungsrestriktionen
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4.2 Stand der Forschung

Term bei der Nachgiebigkeitsminimierung unter Spannungsrestriktionen erar-
beitet. AuSerdem vergleichen sie die massenbeschrinkte Nachgiebigkeitsmi-
nimierung und die spannungsbeschrinkte Massenminimierung bei bauteilbe-
dingten Lasten wie Druck und Eigengewicht. Allerdings verweisen sie darauf,
dass Probleme mit Versagensrestriktionen, wie z.B. eine Maximalspannung,
schwieriger zu 16sen sind, da eine Vielzahl von nichtlinearen Beschriankungen
einzuhalten sind. Ein Nachteil im Vergleich zum Phasenfeldansatz ist, dass die
Level-Set-Funktionen oft mehrmals innerhalb einer Optimierung neu initiali-
siert werden miissen [114]. In [111] wird die Robustheit bei dreidimensionalen
Berechnungen aufgezeigt. In [115] wird iiber eine kombinierte Anwendung
von Phasenfeldmodell und Level-Set-Methode diskutiert.

Bei der Bauteiloptimierung im Phasenfeldkontext handelt es sich @hnlich wie
bei der Level-Set Methode um eine Formoptimierung bzw. grenzflichenba-
sierte Optimierung. Eine erste Anwendung der Phasenfeldmethode fiir die
Formoptimierung findet sich in [116]. Es wird die Modellierung einer Opti-
mierung vorgeschlagen, bei der geometrieabhiingige Lasten aufgebracht wer-
den konnen, wie dies z.B. bei Staudimmen der Fall ist. Die Optimierung
basiert auf kontinuierlichen Phasenfeldparametern, die das Simulationsgebiet
in verschiedene Bereiche unterteilt. Die Bauteilstruktur (,,Tragstruktur* Phase)
eines unter hydrostatischem Druck belasteten Modells wird auf Steifigkeit hin
optimiert, die restlichen Phasen (,,Reststruktur) wird als Umgebung definiert.
Ein hinreichend scharfer Phaseniibergang wird mithilfe eines Straftermes zur
Vermeidung von Phasenwerten mit annihernd gleichem Anteil der Phasen
sichergestellt. Die treibende Kraft des Phasenfeldparameters wird durch die
lokale Minimierung der entsprechenden Zielfunktion beschrieben. Als Ziel-
funktion verwendeten Bourdin und Chambolle [116] das Gleichgewicht zwi-
schen innerer und duflerer Energie ohne Volumenkrifte zu beriicksichtigen. In
[116] wird die Grenzflichenbreite € und die Zeitschrittweite Az automatisch
verindert, sodass zu Beginn grole Werte fiir schnelle Verdnderungen sorgen,
wihrend gegen Ende die Optimierung langsamer ablduft und genauer ange-

passt wird, da der Ubergang durch eine Verringerung von € weniger weich
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4 Strukturoptimierung von mechanisch belasteten Bauteilen

Phasenfeldmethode gelegt. Wang und Zhou [118] erweitern ein Cahn-Hilliard
Modell zur Formoptimierung unter Einhaltung einer Volumenbeschriankung
zur Maximierung der Steifigkeit. Es wird keine Geometrieabhédngigkeit der
Last angenommen. Die Erweiterung auf die Optimierung von zwei festen Pha-
sen und einer Luftphase wird in [119] beschrieben. In beiden Arbeiten wird
ein Regularisierungsansatz nach [120] verwendet, wie er in der Bildverarbei-
tung Anwendung findet. Die Zielfunktion stellt sich als ein Hybrid aus der
elastischen Energie als treibende Kraft, Regularisierungs- und Phasenfeld-
termen dar. Das Optimierungsmodell mit dem Regularisierungsansatz wird
in [121] verworfen und ein Phasenfeldmodell, welches auf thermodynami-
schen Grundlagen basiert, verwendet. Eine Erweiterung ist die Benutzung von
drei Festphasen: weich, mittel und hart. Die Optimierung wird hier mit einem
Phasenfeldrauschen als Anfangslage durchgefiihrt. In [122] wird die Untersu-
chung mehrerer Phasen fortgesetzt. Es wird gezeigt, dass Bauteile mit bis zu
drei Tragstrukturphasen in zwei- und dreidimensionalen Versuchen optimiert
werden konnen.

Burger und Stainko beschreiben in [123] die Volumenminimierung unter einer
Spannungsrandbedingung. Es wird dazu ein Bestrafungsterm fiir zu grofie
Oberflichen beigefiigt und die Spannungsrandbedingung in Abhingigkeit der
von Misesschen Vergleichsspannung formuliert.

In der Arbeit von Takezawa etal. [114] wird die strukturelle Topologieopti-
mierung beziiglich linearer Elastizitit und Vibrationsverhalten mit einem von
ihnen erweiterten Phasenfeldmodell untersucht. Die Evolution des Phasen-
felds erfolgt iiber die Allen-Cahn Gleichung und die numerischen Berech-
nungen erstrecken sich iiber das gesamte Rechengebiet. Zur Interpolation
der Phasenfeldwerte setzt Takezawa die SIMP Methode ein. Dabei wird der
Phasenwert mit einem Exponent versehen, sodass der Phaseniibergang durch
Bestrafung intermedidrer Werte steiler wird. In jedem Iterationsschritt fithren
sie eine Finite Elemente Berechnung der Zustandsgleichung durch und zwan-

zig Berechnungen der Evolutionsgleichung des Phasenfelds. Im Gegensatz
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4.2 Stand der Forschung

zu [123], [40] oder [122] werden keine intermediéren Startwerte als Anfangs-
lage vorgegeben. Um topologische Anderungen herbeizufiihren werden Locher
durch Lochpositionierungskriterien, wie sie in [104] und [97] vorgeschlagen
werden, gesetzt. Der Einfluss der Ausgangsgeometrie auf die resultierende
Modellgestalt ist u.a. Gegenstand der Untersuchung in [111]. Die Anwen-
dungsfelder der Phasenfeldmethode werden als gleichwertig zu denen der
Level-Set Methode eingestuft. Es wird in [114] ein Vorteil bei der Verwendung
der Phasenfeldmethode in Bezug auf Rechenzeit gegeniiber anderen Methoden
gesehen, da sie keine stindige Reinitialisierung des Rechengebiets benotigt.
Durch ihre Modelleigenschaften ermoglicht die Phasenfeldmethode zusitz-
lich eine glatte Reprisentation der Konturen von Geometrien und macht ein
Nachbearbeiten der optimierten Strukturen iiberfliissig. Es werden dabei auch
dreidimensionale Berechnungen von Takezawa vorgestellt.

In einer Arbeit iiber die Eignung der Phasenfeldmethode fiir die strukturelle
Topologieoptimierung wird in Blank etal. [40] ein Vergleich von Phasen-
feldmodellen nach Allen-Cahn und Cahn-Hilliard im Optimierungskontext
durchgefiihrt. Es wird die Cahn-Hillard Gleichung vierter Ordnung als Grund
fiir lange Rechenzeiten identifiziert und erfolgreich durch eine volumener-
haltende Allen-Cahn Gleichung zweiter Ordnung ersetzt. Es wird eine glatte
50% Verteilung der Phasen als Anfangslage gewdhlt. Dariiberhinaus reduzie-
ren sie die Grofle des Problems, indem sie das Phasenfeld nur innerhalb der
diffusen Grenzflache 16sen. Vorteile des Ansatzes sind seine Eignung beziig-
lich der Optimierung mehrphasiger Materialien, sowie die Moglichkeit das
Phasenfeld mit Temperatur- oder Konzentrationsfeldern zu koppeln. Laut den
Autoren wird der Einsatz der Phasenfeldmethode zu neuen Moglichkeiten in
der strukturellen Topologieoptimierung fithren. In [40] wird ebenfalls mit der
Forménderungsenergie als treibende Kraft in der Zielfunktion gearbeitet. Der
Steifigkeitstensor im Simulationsgebiet wird im Rechengebiet mithilfe einer
Interpolationsfunktion als ein glatter Ubergang von einer festen zu einer wei-

chen Phase beschrieben. Zur Sensitivitdtsanalyse ist fiir die Zielfunktion keine
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4 Strukturoptimierung von mechanisch belasteten Bauteilen

einfache, geschlossene Ableitung mehr moglich. Es wird deshalb das Adjun-
giertenverfahren eingesetzt. In Penzler et al. [124] wird die Auswirkung der

nicht linearen Elastizitétstheorie auf die Topologieoptimierung untersucht.

4.3 Elastisches Modell fiir eine Phase
eingebettet in eine Vakuum-Phase

In der Topologieoptimierung verwendet man im einfachsten Fall einphasige
Materialien, wie etwa in [40], [105]. In diesem Abschnitt wird ein Modell zur
Beschreibung einer Tragstruktur, die in eine Vakuum-Phase eingebettet ist, vor-
gestellt.

4.3.1 Kopplung der Impulsbilanz durch
Interpolation der Spannungen

Fiir die Verwendung der Phasenfeldmethode ist die Beschreibung mindestens
zweier Phasen notwendig. Die erste Phase beschreibt die zu optimierende Trag-
struktur (TS) und die zweite Phase beschreibt die Umgebung, hier Reststruk-
tur (RS) genannt. Die Vakuum-Phase RS hat keine Kraftwechselwirkungen
mit der Tragstruktur. Sie nimmt also keine Spannungen auf und somit ist keine
Forménderungsenergie in der Reststruktur vorhanden. Die Kraftwechselwir-
kung an der singulidren Kontaktfliche zweier Materialien beschreibt man in
der Kontinuumsmechanik durch eine Sprungbedingung [125, S.55-62], auf
der eine FeldgroRe y einen unstetigen Verlauf annehmen kann. Ubertriigt man
die Uberlegung auf die Materialkonstanten zweier Materialien in der diffusen
Grenzflache, lisst sich ein Ansatz konstanter Spannungen oder Dehnungen
formulieren. Je nach Orientierung der Normalen an der Grenzfliche geht man
von einem linearen bzw. harmonischen Verhiltnis der Spannungen bzw. Deh-

nungen aus [126], [127]. Die Annahme der gleichen Spannungen entlang der
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diffusen Grenzfliche fiihrt zu einer linearen Interpolation des Steifigkeits-
tensors und entspricht dem Voigt-Limit. Geht man von konstanter Dehnung
entlang der diffusen Grenzfliche aus liefert die harmonische Interpolation
des Steifigkeitstensors die Formulierung des Reuss-Limits (s. [127]). In die-
ser Arbeit wird ein Ansatz, der auch in [128] zu finden ist, verwendet. Dazu

werden die Spannungen zwischen Tragstruktur und Reststruktur mit

0 = h(¢rs)o1s + h(Prs)Ors 4.1)
=0

interpoliert. Die Dehnungen werden als gleich angenommen. Andere Ansétze
zur Interpolation finden sich z. B. in [32], [129], diese sollen jedoch hier nicht
weiter betrachtet werden. Setzt man nun das Hooke’sche Gesetz aus Gl. (2.24)

in Gl. (4.1) ein erhélt man
0 = h(¢rs)o1s = h(Prs)Crs[ers]. (4.2)

Zur Bestimmung der Impulsbilanz Gl. (2.18) verwendet man nun Gl. (4.2)

und erhalt
w=V.c=V. (h(¢rs)Crs.[eTS]) 3)

Man erkennt, dass dieser Ansatz gleichwertig mit der Interpolation des Steifig-
keitstensors C = h(¢1s)Crs + (1 — ¢rs)Crs mit sehr kleinem Steifigkeits-
tensor Cgs ist, wie es vergleichbar in [40] vorgeschlagen wird. Im Gegensatz
zu der Arbeit [40] werden fiir die Interpolation die in Abs. 2.4.3 vorgestellten
Funktionen verwendet.

Aus der interpolierten Spannung lédsst sich die Formdnderungsenergiedichte
Wi ts (s. Abs.2.2.5), vergleichbar mit dem Modell in [22] zur Untersuchung

von Rissen, berechnen mit

1
Wirts = Eh(d)TS)CTS [eTs] - €Ts. (4.4)
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4 Strukturoptimierung von mechanisch belasteten Bauteilen

4.3.2 Ablauf der Verschiebungsberechnung

Fiir die Berechnung des Verschiebungsvektor # diskretisiert man die GI. (4.3)

mit der Finiten—Differenzen—Methode (s. Abs. 2.6.3). Die Gl. (2.18) wird fiir

die Berechung der Verschiebung u; "“ eines neuen Zeitschritts n+41 mit dem

Vorwirts—Euler—Verfahren (s. Abs. 2.6.7) diskretisiert. Mit einer finiten Diffe-
renz fiir die Zeitableitung 2. Ordnung von % ergibt sich
—>n+1 2 TR ﬂn 1
s u; i jk i /k ijk
Wi = 4.5)

Der Diampfungsterm k% wird mit einer zentralen finiten Differenz diskretisiert
mit
7n+l _ —n—1

= ijk ijk
=x— " 4.6
=K 2At (46)

K

Setzt man die beiden Terme in die Impulsbilanz (2.18), unter Vernachldssigung

der Volumenkriifte, ein ergibt sich die Verschiebung u _’"“ zum Zeitschritt n+1
durch
nt_ WPV 020 (p kA T @)
ijk = :
pP—3 LAt

wobei auf Grund des versetzten Gitters die Komponenten des Verschiebungs-
vektors ; jk und somit auch die Komponenten des Vektors V - 6;;; an unter-
schiedlichen Gitterpositionen liegen. Die Divergenz von o, ldsst sich
schreiben als

1n n n n n
il G,wcz + 6)5} j_GX\j 1 + Ok Oxz—1
Ax Ay Az
o .—oh . o . —oh . o —oh
V.o, = i~ Oyri—1 v+l Oy, vok ~ Oyzk—1 ) 4.8
ijk T e v . (4.8)
n _ ~n n _~n
6 76@: 1 + O2j O-z_v.,j—l) + O k1 Ok
Ax Ay Az
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Die Komponenten des Verzerrungstensors lassen sich nun ebenfalls durch
Finite—Differenzen berechnen. Es ist zu beachten, dass die Komponenten des
Verschiebungsvektors auf Grund des versetzten Gitters auf verschiedenen Posi-
tionen im Gitter liegen (s. Abs. 2.6.4). Exemplarisch wird fiir zwei Span-
nungskomponenten unter Verwendung des isotropen Steifigkeitstensors aus
Gl. (2.25) die Diskretisierung der Spannung angegeben mit

Otk = (Ars + 201 )€ + Ats €y i + ATSEL ik 4.9)
un_iun. unviun‘ n )
— (A 2 X0 x,i—1 A V. J y,j—1 A z‘k z,k—1
(Ars +2p1s) Ax + Ats Ay + Ats Az
und
1
xyl/k = HtS ( x}tjk+€‘ﬂl+l+ \/+]+£x)l+lj+l> (410)
mit
L=y iy =y
Exyijk = 2H1S 5 < Ay T A . 4.11)

4.4 Berucksichtigung von
phasenabhangigen Volumenkraften
in der Impulsbilanz

Zur Beschreibung von tragenden Strukturen mit einer hohen Dichte und gro-
Bem Volumen, wie z.B. Briicken mit Beriicksichtigung des Eigengewichts,
miissen fiir die Phasen verschiedene Dichten angegeben werden. In diesem
Abschnitt wird beschrieben, wie die Dichte in GI. (2.18) angepasst wird, um
phasenabhingige Volumenkrifte simulieren zu konnen. Die Ergebnisse werden
mit der analytischen Losung fiir das Problem verglichen und das dynamische

Verhalten des Systems untersucht.
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4 Strukturoptimierung von mechanisch belasteten Bauteilen

4.4.1 Interpolation der Dichte

Die in Abschnitt 2.4.3 vorgestellten Funktionen kénnen verwendet werden,
um die Dichte p phasenabhingig zu interpolieren. Dabei soll sichergestellt
sein, dass die Formédnderungsenergie mit Gl. (2.34) moglichst exakt ermittelt
werden kann.

Der Verlauf der Interpolation kann durch die Verwendung verschiedener Inter-
polationsansitze modelliert werden. Bei der Verwendung zweier Phasen TS
(Tragstruktur) und RS (Reststruktur) fillt die Dichte p bei der Interpolation
entlang der diffusen Grenzschicht von dem Wert der Dichte ptg der Phase TS
auf den Wert der Dichte prs der Phase RS ab (s. Abb. 4.1). Der Verlauf der
interpolierten Dichten innerhalb der diffusen Grenzfliche fiir beide Interpolati-
onsverfahren ist in Abb. 4.1 dargestellt. Bei der linearen Interpolation berech-
net sich der Verlauf der Dichte durch

N
p =Y h(9a)Pa- (4.12)

Alternativ wird die harmonische Interpolation, die durch

R

-=Y (%), (4.13)
p o Pa

berechnet wird, untersucht. Eine wichtige Eigenschaft der linearen Interpola-

tion ist die Moglichkeit eine Dichte von Null verwenden zu konnen. Dies ist

bei der Modellierung von Vakuum notwendig.

— lineare Interpolation
- - harmonische Interpolation

Lors

Abbildung 4.1: Verlauf der Dichte in der diffusen Grenzfliche bei linearer und harmonischer Inter-
polation mit der hp-Interpolationsfunktion.
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4.4.2 Validierung des implementierten Verfahrens
zur Dichteinterpolation

Zur quantitativen Validierung der Dichteinterpolation wird ein hingender Stab
unter Eigengewicht untersucht. Der Phase TS werden die Materialparameter
von Stahl zugewiesen (siehe Anhang A Tab. A.1). Die Interpolation der Lamé—
Parameter erfolgt linear mit den im Vergleich zu Stahl sehr kleinen Werten
Ars = 1,21 x1072, urs =8,08 x 1073, Die Interpolation der Dichte prs =7,87
und der Dichte prs = 7,87 x 107 erfolgte linear gemiB GI. (4.12) oder har-
monisch mit Gl. (4.13). Das Simulationsgebiet ist 39 x 1 x 40 Zellen grof3 und
wird, wie in Abb. 4.2 dargestellt, mit einem Stab, der 30 mm lang, 20 mm
breit und 1 mm dick ist, gefiillt. Am oberen Rand ist der Stab eingespannt
(s. Abb. 4.2) durch eine Dirichlet Randbedingung bzw. durch die kombinierte
Randbedingung (s. Abs. 2.2.4), sodass die Verschiebungen nach unten null sind
und sich orthogonal zum Rand entwickeln konnen. Alle anderen Rénder wer-
den spannungsfrei mit 75, =0 angenommen. AuBer der Erdbeschleunigung g

in z-Richtung wirken keine Krifte auf den Stab.

I

Abbildung 4.2: Versuchsaufbau zur Untersuchung von der Dichteinterpolation unter dem Einfluss
der Erdbeschleunigung. Die Tragstruktur (gelb) entspricht dem Stab und wird von
Reststruktur (blau) umgeben. Der Phaseniibergang wird durch eine diffuse Grenz-
flache (rot/orange) modelliert.
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4 Strukturoptimierung von mechanisch belasteten Bauteilen

4.4.3 Untersuchung der linearen und
harmonischen Interpolation der Dichte

Die Validierung der zusitzlichen Gewichtskraft in der Impulsgleichung wird
mit einem Stab unter Eigengewicht durchgefiihrt. Zur Uberpriifung der Ergeb-

nisse wird die analytische Losung fiir die Verschiebung eines Zugstabes mit

_ [Fo

ul) = [ P (4.14)
_NW

o(x) = A0 (4.15)
_[F NG

)= || 574w (410

ermittelt. Hier ist u(x) die Verschiebung, ¢ (x) die Spannung, N(x) die Normal-
kraft, E(x) der Elastizititsmodul, A(x) die Querschnittsfliche und L die Linge
des Stabes. Es wird von einem Stab mit homogenem Material und konstan-
tem Querschnitt ausgegangen. Der Elastizititsmodul und die Querschnittsfla-
che sind daher ortsunabhingig. Fiir die Normalkraft N(x) in einem Stab, der

nur aufgrund des Eigengewichtes eine Spannung erféhrt, gilt
N(x) = m(x)g = pV(x)g = pAxg. (4.17)
Somit verédndert sich 4.16 zu

L
pxg lpg »
_ dre LP8 2 41
u(x) /0 E 2E (4.18)

Fiir die werkstoffspezifischen Kennwerten von Stahl mit p =7870k¢/m* und
E =210%N/mm?, den Bauteilabmessungen L=30 mm, »=20 mm, =1 mm und

104



4.4 Beriicksichtigung von phasenabhingigen Volumenkriften

und der Beschleunigung im Gravitationsfeld der Erde g=9,81m/s? ergibt sich
als analytisches Ergebnis

u(30mm) = 1,65 x 10~ m. (4.19)

Als weiterer Validierungsgrofie wurde die Formédnderungsenergie mit Gl. (2.33)
berechnet. Unter Verwendung des Arbeitssatzes aus Gl. (2.36) kann die Giiltig-
keit der Simulation {berpriift werden. Fiir die Forménderungsenergie
ergibt sich

W —30mm = 12,77. (4.20)

Zum Vergleich der Interpolationsmethoden fiir die Dichte sind in den
Abb. 4.3(a) und 4.3(b) die Verschiebung und die Spannung dargestellt. In
Abb. 4.3(a) sieht man, dass die Verschiebung mit der linearen Interpolation
etwas oberhalb der analytischen Losung verlduft. Im Gegensatz dazu verlduft
die Verschiebung mit Abaqus etwas unterhalb der analytischen Losung. Die
harmonische Interpolation zeigt zwar die richtige Tendenz, die Verschiebun-
gen sind jedoch 2,6-mal groBer als die zu erwartenden Verschiebungen und
weisen einen Sprung in der Vakuumphase auf. Bei den Spannungen, wie in
Abb. 4.3(b) dargestellt, sicht man, passend zu den Verschiebungen, die quan-
titativ gut iibereinstimmenden Losungen der linearen Interpolation und der
Abaqus-Simulation. Der Spannungsabfall am rechten Rand ist auf das Fehlen
der fiir die Auswertung notwendigen Randwerte zuriickzufiihren. Die Span-
nungen der harmonischen Interpolation verlduft erwartungsgemif3 zu niedrig.
Die Abweichung der Formédnderungsenergie W; ist bei der linearen Interpo-
lation und der Abaqus-Simulation deutlich unter 1 %. Bei der harmonischen
Interpolation liegt sie bei einem Sechstel der analytisch ermittelten Energie.
AbschlieBend ldsst sich sagen, dass die lineare Interpolation der harmonischen

Interpolation sowohl qualitativ als auch quantitativ vorzuziehen ist.

105



4 Strukturoptimierung von mechanisch belasteten Bauteilen

20x107°
0x10°
—20x107°
—40x107°
—60x107¢
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—100x10~°
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—140x107°
—160x10°°

~180x107° ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0
510 15 20 25 30 35 40
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Verschiebung [m]
Phasenfeldvariable ¢rs

(a) Vergleich der Verschiebung bei linearer und harmonischer Interpolation.

2.5%10°

2.0x10°

1.5x10°

1.0x10°

Spannung [N/m?]

500.0x 10°

Phasenfeldvariable ¢rs
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(b) Vergleich der Spannung bei linearer und harmonischer Interpolation.

Phasenfeldvariable ¢rs ——
harmonische Interpolation ——
lineare Interpolation ——
Losung Abaqus ——
Analytisch ——

Abbildung 4.3: Vergleich der Verschiebungs- und Spannungswerte mit der linearen und harmoni-
schen Interpolation, der Abaqus—Simulation und der analytischen Losung.
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4.4.4 Einfluss der Breite der diffusen Grenzflache

Zur Untersuchung des Einflusses der diffusen Grenzflichenbreite € auf das
Simulationsergebnis wurde mit den oben erwdhnten Parametern eine Stu-
die durchgefiihrt. Ausgehend von den Ergebnissen aus der vorangegangenen
Untersuchung wurde nur die lineare Interpolation der Dichte betrachtet. Wie
in Abb. 4.4 zu sehen ist, beeinflusst die Breite der diffusen Grenzflache die
Ergebnisse kaum. Die grofite Abweichung ist bei einer Grenzflachenbreite
von € =2,5 zu erkennen. Der Verlauf der Energie ist konsistent zu dem Verlauf
des Phasenfeldprofils und die Energie steigt erst ab einem Wert von ¢ > 0,5
deutlich.

14 1
12
Energieverlauf bei €=2,5 ——
10 - g"’ Diffuse Grenzfliche bei €=2,5 ——
o H 1 —
5 sl 2 Energieverlauf bei e=5
) g Diffuse Grenzfliche bei e=5 ——
>
:Eu 6 I = Energieverlauf bei e=10 —
. 5 Diffuse Grenzfliiche bei e=10 —
4 g Energieverlauf bei €=20 —
Diffuse Grenzfliche bei €=20 —
2
0 |

0
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Linge [m]

Abbildung 4.4: Plot der berechneten Energie aus den Simulationen mit unterschiedlich Grenz-
flachenbreite € eines Stabs unter Eigengewicht.
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4.4.5 Einfluss der Interpolation der Dichte
auf die dynamische Entwicklung

Zur Bestimmung des elastischen Verhaltens bei Phasen mit linearinterpolierten
unterschiedlichen Dichten wird die Wellenausbreitung der Verschiebung unter-
sucht. Dazu wird ein Gebiet mit 60 x25 Zellen zur Hélfte mit der Phasen TS fiir
die Tragstruktur und zur anderen Hilfte mit der Phase RS fiir die Reststruktur
gefiillt (s. Abb. 4.5). Die Ridnder werden spannungsfrei angenommen mit Aus-
nahme des rechten Rands, der mit einem sinusférmigen Impuls angeregt wird.
Die Phase TS hat einmal eine 107-fach hohere Dichte und einmal die gleiche
Dichte wie die Phase RS. Die Lamé-Konstanten sind jeweils 100-fach grofB3er
als in der Reststruktur. Es wirken keine Volumenkrifte. In der Abb. 4.6(a)-(d)
ist der Verlauf des sinusformigen Impulses in einem eindimensionalen Schnitt
entlang der x-Achse in vier Zeitschritten dargestellt. Der sinusférmige Impuls
ist in Abb. 4.6(a) vollstindig in die Phase TS eingedrungen. In Abb. 4.6(b)
trifft die positive Amplitude des Impulses gerade auf den Phaseniibergang und
in Abb. 4.6(c) bewegt er sich von der Grenzfliche weg. Die vollstindig reflek-
tierte Welle ist in Abb. 4.6(d) gezeigt. Wie man sehen kann gibt es eine Streu-
ung des Impulses an der Grenzflache. Die Streuung ist deutlich geringer im Fall
von prs > prs. Durch die deutlich unterschiedlichen Lamé—Konstanten dringt

der Impuls so gut wie nicht in die Reststruktur ein.

L

Abbildung 4.5: Anfangsbedingung des Phasenfelds zur Untersuchung des Einflusses der
Interpolation der Dichte auf die dynamische Entwicklung der Losung.
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4.4 Beriicksichtigung von phasenabhingigen Volumenkriften

10
< ., = .
ST £ 3 £
2 2 £ 2
g 0 s 3 g
@ s 9 S
S
s £ 3 2
§ ~ § A~
-10
0
Linge [-] Linge [-]
(a) Der Impuls befindet sich vollstindig (b) Die Amplitude des Impulses trifft auf
in der Tragstruktur. die diffuse Grenzfliche.

Verschiebungsamplitude [-]
Phasenfeldvariable ¢rg
Verschiebungsamplitude [-]
Phasenfeldvariable ¢rg

0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
Linge [-] Linge [-]
(c) Die Amplitude wird am Ubergang (d) Der Impuls wurde vollstindig an der
zwischen Tragstruktur und Reststruktur diffusen Grenzfliche reflektiert.
reflektiert.

Abbildung 4.6: Vergleich des Verlaufs der elastischen Verschiebung bei gleicher und linearinter-
polierter Dichte auf das dynamische Verhalten der Simulation. Es ist zu erkennen,
wie der Impuls reflektiert wird und es zu einer Streuung des Impulses durch den
Dichteunterschied der Phasen an der diffusen Grenzflache kommt.
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4 Strukturoptimierung von mechanisch belasteten Bauteilen

4.5 Strukturoptimierung

Fiir die Strukturoptimierung von mechanisch belasteten Bauteilen werden im
folgenden Abschnitt die Begriffe Bauweise, Material-, Groflen-, Form- und
Topologieoptimierung voneinander abgegrenzt. So soll eine Einordnung der
Phasenfeldmethode in den Optimierungskontext erfolgen und eine leichtere
Vergleichbarkeit zu anderen Optimierungsverfahren ermoglicht werden. Im
Anschluss an die Begriffsdefinition der Strukturoptimierung wird die Umset-
zung mit der Phasenfeldmethode erléutert.

4.5.1 Definition der Strukturoptimierung

Die Strukturoptimierung befasst sich mit der Suche nach der optimalen Form
eines Festkorpers fiir eine bestimmte Anwendung. Nach [130] werden bei

Strukturoptimierungsproblemen folgende Kriterien unterschieden:

1. Optimierung der Bauweise

Bei der Bauweise wird die grundlegende Ausgangsstruktur bestimmt.
Es kann je nach Anwendungsfall eine hiingende oder stiitzende Struktur

optimaler sein.

2. Materialoptimierung

Die Eigenschaften des verwendeten Materials bestimmen das Verhalten
einer Struktur unter den Nebenbedingungen. Hier kann eine Anderung
der Anteile bzw. der Austausch der eingesetzen Materialien eine Opti-

mierung bewirken.

3. GroBenoptimierung

Bei der GroBenoptimierung von Strukturen wird fiir eine gegebene Form

die Abmessungen des Bauteils bestimmt. Es werden die Strukturen
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4.5 Strukturoptimierung

durch das VergroBern bzw. das Verkleinern von Verbindungselemen-
ten unter Einhaltung der Nebenbedingungen verbessert, die Form bleibt
dabei erhalten.

4. Formoptimierung

Bei der Formoptimierung werden nur die Grenzen der Struktur veridndert
ohne den inneren Zusammenhalt (seine Topologie) zu dndern. Das Ein-

bringen von Lochern oder neuen Verbindungsstiicken ist nicht moglich.
5. Topologieoptimierung

Die Topologieoptimierung dndert den inneren Zusammenhalt. Es konnen

neue Locher entstehen oder bestehende Verbindungen entfernt werden.

Bei der Topologieoptimierung kann gleichzeitig eine Groen- und Formopti-
mierung erfolgen, somit stellt diese Optimierungsmethode einen allgemeingiil-
tigen Ansatz dar. Zur Durchfiihrung der Strukturoptimierung ist es notwendig,
die Zustandsvariable, die Designvariable, die restriktven Gleichungen und die
Zielfunktion mit den Nebenbedingungen entsprechend der in Abs. 2.7.1 vorge-
stellten Methode vorzugeben. Solange das Optimierungsproblem nicht durch
eine konvexe Funktion beschrieben wird und daher nur ein Minimum hat, kann
im Allgemeinen nie ausgeschlossen werden, dass die Optimierung in einem
lokalen Minimum stecken bleibt, siehe auch [130]. Von besonderer Bedeutung
ist daher die Wahl der Anfangsverteilung wie sie in [40] untersucht wird. Es
kann auch eine Materialoptimierung durchgefiihrt werden, indem unterschied-
liches Material im Gebiet eingebracht wird und dieses sich dann unter den
gegebenen Nebenbedingungen der Struktur verteilt. Fiir weiterfiihrende Ein-
blicke in die Optimierung seien [51], [48] und [131] genannt. Eine Einfiihrung

in die Bauteiloptimierung bietet [95].
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4 Strukturoptimierung von mechanisch belasteten Bauteilen

4.5.2 Grundlagen fur die Strukturoptimierung
mit der Phasenfeldmethode

Die Strukturoptimierung mit der Phasenfeldmethode ist als Formoptimierung
und unter bestimmten Umstidnden auch als Topologieoptimierung zu charakte-
risieren, die in der Lage ist komplexe Geometrien zu beschreiben und zu ver-
dndern. Die Formoptimierung findet durch die Bewegung der diffusen Grenz-
flache, wie durch die Evolutionsgleichung (2.68) beschrieben, statt. Durch das
Auflosen bestimmter Bereiche kann eine einfache Topologieoptimierung erfol-
gen. Zur vollen Beschreibung der Topologieoptimierung wird ein Nukleati-
onsmechanismus benotigt, wie er z. B. in [114], angelehnt an Lochpositionie-
rungskriterien, verwendet wird. Alternativ kann auch eine Anfangsbedingung
gewdhlt werden, die durch zufillige Muster keine vordefinierte Form vorgibt
[40]. In Abb. 4.7 ist schematisch der Aufbau eines Form- und Topologieopti-
mierungsproblems einer fest eingespannten Struktur mit der Phase TS und der
Phase RS unter mechanischer Belastung 7€ zu sehen. Die Designvariable wird
durch den Phasenfeldvektor ¢ = (@rs, @rs), beschriinkt auf die zwei Phasen TS

Q 6, =0
Ors=1—¢1s =1
O<¢TS <1
/)
/)
E’C§ ors=1 9
; Y
—c
YA !
“x c,=0

Abbildung 4.7: Schematische Darstellung eines Gebiets Q mit einer am linken Rand fest einge-
spannten Struktur. Die Struktur wird am rechten Rand mit einer konstanten Kraft
pro Fliiche 7 belastet.
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4.5 Strukturoptimierung

und RS, beschrieben. Als Zustandsvariable wird der Verschiebungsvektor 74
verwendet. Die restriktiven Gleichungen ergeben sich aus der Impulsbilanz-

gleichung (2.17) und werden fiir den stationédren Fall angegeben mit
F(¢,7%):=pb+V-6=0. 4.21)

Auf den Réndern werden Verschiebungsrandbedingungen (Dirichlet—Rand-
bedingungen) und Kraft- oder Spannungsrandbedingungen (Neumann—Rand-
bedingungen) angewendet (s. Abs. 2.2.4).

Zur Beschreibung der Zielfunktion wird das Energiedichtefunktional aus
Gl. (2.66) verwendet. Die geleistete dullere Arbeit ist geringer, je hoher die
Steifigkeit eines Bauteils ist (s. Abs. 2.2.5, Gl. (2.34)). Ziel ist es also die
Struktur mit der minimalen hyperelastischen Energie und der hochsten Stei-
figkeit zu finden. Da die Maximierung der Steifigkeit mit einem Zuwachs von
Volumen einhergeht, muss als Nebenbedingung eine Beschrinkung auf das
Volumen, wie etwa in [116], vorgegeben werden (s. Abs. 2.4.6). Der Gradi-
entenenergiedichteterm a aus dem Energiedichtefunktional (2.66) soll keine
Wirkung zeigen. Es wird daher die Modifikation aus Abs. 2.4.5 verwendet und
die modifizierte Gradientenenergiedichte mit a bezeichnet. Die Zielfunktion

lautet also

F(0.10)= [ (£3(9.99)+ ;0(0) +5(0) +I(0.7))aV. (422

Aus der Variationsableitung von _# (¢, %) wird die Evolutionsgleichung fiir
die Sensitivitit einer Phase ¢ der Designvariablen ¢ zur Minimierung der

Forminderungsenergie hergeleitet zu

0 _ . _ A
76 0% — (72,94, (0.V6) ~2,0,(9)) ~ a0, (9:V9) ~ 1 09, (0)
as(9.7)
ST —A—8ps — A (4.23)
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4 Strukturoptimierung von mechanisch belasteten Bauteilen

Der Relaxationskoeffizient 7 wird auf eins gesetzt. Fiir den g—Term wird die
Gl. (2.72) und fiir das Potential wird die Gl. (2.76) verwendet. Die Energie-
dichte J(¢,u) wird durch die Forminderungsenergie aus GIl. (4.4)

beschrieben mit

J(o,u Wfés 3 / e-Cqyle (4.24)
Die totale Ableitung der Gl. (4.24) beziiglich einer Phase o

dJ 7_> aJ 7_> 1
((i((Ppau) _ g(ﬁ;au) =1 5 (8 8 h.d,aCa[E]) (4.25)

wird nun in Gl. (4.23) nach [40] durch die partielle Ableitung ersetzt und um

einen Gewichtungsfaktor 1 erginzt, der als treibende Kraft fungiert. Zur pro-

blemunabhiingigen Skalierung der treibenden Kraft wird der Skalierungsfak-

tor 1 normiert und mit einem Gewichtungsfaktor 7 versehen, sodass
77f

= "7
H I ||max

(4.26)

gilt. Die Gleichungen (4.21) und (4.23) werden nach dem ,,optimal-control*
Algorithmus aus Abs. 2.7.3 gelost.

Die Ergebnisse der Untersuchungen in diesem Kapitel werden in verschie-
denen Versuchsreihen vorgestellt. Zu den angegebenen Versuchsparametern
gehoren nur versuchsspezifische oder besonders modifizierte Parameter. Wenn
bei den Untersuchungen keine Anfangslage angegeben ist, ist sie nicht von
Bedeutung fiir die Interpretation. Die verwendeten Farbskalen sind in Abb. 4.8
fiir die Phasenfeldwerte und in Abb. 4.9 fiir die von Mises-Vergleichsspannung
gezeigt. Die Maxima werden ggf. bei den Simulationsergebnissen angegeben.
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4.6 Ergebnisse der Formoptimierung

a
0

0 0,5

max

Abbildung 4.8: Farbskala Abbildung 4.9: Farbskala von Mises-
Phasenfeldwert Vergleichsspannung

4.6 Ergebnisse der Formoptimierung

Im Folgenden werden Beispiele zur Formoptimierung gezeigt. Alle Ergeb-
nisse werden, wenn keine Einheiten angegeben sind, entdimensionalisiert dar-

gestellt.

4.6.1 Kragtrager unter Biegebeanspruchung

Der Kragtriger unter Biegebeanspruchung ist ein Problem der Formoptimie-
rung, das schon Galileo Galilei kannte und die Kontur einer Parabel als Opti-
mum angab (s. [89]). Der Versuchsaufbau ist in Abb. 4.10 dargestellt.

?c

Parameter Wert
JllllLLL]]
Q GebietsgroRe 200x 1x200
= o
Il Il Konstante Kraft 1000
H s
Zielvolumenverhiltnis 50 % zu 50 %
X %
y Z c,=0 ny 4

Abbildung 4.10: Schematischer Versuchsaufbau zur Untersuchung eines Kragtrigers unter Biege-
beanspruchung
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4 Strukturoptimierung von mechanisch belasteten Bauteilen

Zu diesem Versuch werden die optimierte Geometrie, die Sensitivitits- und
die Energieverteilung in Abb. 4.11 gezeigt. Die optimale Form eines Kragtri-
gers wird erreicht, wenn bei einer konstanten Breite die Hohe parabelférmig
anwichst. Man erkennt in Abb. 4.11(a) die optimierte Form. In Abb. 4.11(b)
ist die tiber den Rand gleichmifige verteilte Sensitivitdt zu erkennen. Der
Spannungsverlauf in Abb. 4.11(c) zeigt eine homogene Verteilung der Span-
nung entlang des Randes der Struktur. In der Ecke der Einspannung ist eine

Spannungsspitze zu sehen.

(a) Optimierte Form (b) Sensitivitit (c) von Mises Spannung
Abbildung 4.11: Optimierter Kragtriger mit einer parabelférmigen Randgeometrie, die nach Gali-
lei Galileo ein Gewichtsoptimum bei gleichzeitiger konstanter Randbelastung

darstellt. In der Darstellung von (b) Sensitivitit und (c) von Mises Spannung kann
man die homogene Verteilung der Groen erkennen.

4.6.2 Biegeplatte

Der nichste Belastungsfall, der optimiert werden soll, ist eine einseitig einge-

spannte Biegeplatte an der eine Kraft in negativer x—Richtung angreift.

Biegeplatte 1

Der initiale Spannungszustand in Abb. 4.13 zeigt eine Erhthung in den Ecken
der Struktur. Wihrend der Optimierung werden diese Ecken abgerundet und es

ergibt sich die in Abb. 4.13(b) dargestellte Form. Die Spannungsverteilung in
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4.6 Ergebnisse der Formoptimierung

Abb. 4.13(d) zeigt eine deutlich homogenere Verteilung. Spannungsspitzen
sind nur noch in den Ecken der eingespannten Réndern zu erkennen. Die
maximale Verschiebungsnorm in x—Richtung am Plattenende betrdgt in der
Anfangslage 0,162 und im formoptimierten Zustand 0,117. Das entspricht
einer Reduktion der Verschiebung auf ca. 72 % des urspriinglichen Zustandes.

Die Auswertung der gesamten Formidnderungsenergie ergibt zudem ein Ver-

hiltnis von ?2‘22‘5‘ ~ 0,75 zwischen dem formoptimiertem Zustand und der
Anfangslage.
0,=0 Parameter Wert
Q Gebietsgrofie 44x1x90
to
I . Konstante Kraft 440
<
t= - . Zielvolumenverhiltnis 64 % zu 36 %
X te
y ey ny 05

Abbildung 4.12: Schematischer Versuchsaufbau zur Untersuchung eines Kragtrégers unter Biege-
beanspruchung

™

(a) Anfangslage (b) Optimierte Endform

(c) von Mises Spannung Anfangszustand (d) von Mises Spannung Endzustand
(max=262) (max=258,3)

Abbildung 4.13: Energie und Spannungsverteilung
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4 Strukturoptimierung von mechanisch belasteten Bauteilen

Biegeplatte 2

Fiir den gleichen Belastungsfall der Biegeplatte wird nun eine verdnderte
Anfangslage und in einem groBeren Gebiet gerechnet. Es wird in Abb. 4.15
und 4.16 deutlich, dass die Wahl des Gewichtungsfaktors 7, einen Einfluss
sowohl auf die Evolution der Optimierung als auch auf die resultierende Form
der Struktur hat.

o 0, =0 Parameter Wert
TC”> GebietsgroRe 60x1x120
<
f)s. Konstante Kraft 100
N Y ?c

Abbildung 4.14: Schematischer Versuchsaufbau zur Untersuchung des Einflusses der Gewich-
tungsfaktoren auf die Optimierung eines Kragtragers unter Biegebeanspruchung

In den ersten Bildreihe erkennt man bei einer kleineren Gewichtung der trei-
benden Kraft eine schnellere Anderung der Form zu Beginn der Formopti-
mierung. Bei der Wahl von 1y=-0,5 wird ein Teil der Stege entfernt und
eine nahezu symmetrische Form entsteht. Bei 1y=-1 und 1=-2 entstehen
nahezu die gleichen Endformen. Man sieht jedoch, dass die Evolution sich
in den mittleren dargestellten Zeitschritten unterscheidet. Es sei angemerkt,
dass eine zu kleine Gewichtung zu einem Abreiflen der Strukturbestandteile
fiihren kann. In Abbildung 4.16 ist die Formoptimierung fiir eine Gewichtung
der treibenden Kraft mit ny=-4 dargestellt. Wie zu erkennen ist bilden sich
trotz groBerer Gewichtung keine feinen Strukturen aus. Die diffuse Grenzfli-
che wird ebenfalls kleiner und betrigt fiir ny=-4 gerade noch 3 Zellen. Auch
an den Verschiebungs- und Energiewerten in Tab. 4.1 kann man sehen, dass
die Gewichtung mit 1y=-4 nicht ideal ist. Gut zu erkennen ist in den Abbil-

dungen auch der durch die Neumann—Randbedingung im Phasenfeld bewirkte
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4.6 Ergebnisse der Formoptimierung

Anfangslage von Mises Spannung

et
— .

T I T
- 100 P P45
D»} ! 0»: Q »}

IS

Abbildung 4.15: Evolution der Formoptimierung bei der Biegeplatte mit unterschiedlicher
Gewichtung der treibenden Kraft.

t=780

119



4 Strukturoptimierung von mechanisch belasteten Bauteilen

(a) =100 (b) t=1100

Abbildung 4.16: Formoptimierung bei zu starker Gewichtung der treibenden Kraft mit 1,=-4.
Deutlich ist zu erkennen, dass die diffuse Grenzfliche sehr scharf wird. Die
Evolution der Form verlduft nicht mehr gleichmifig.

ny |Uy|_max wEe
Anfangszustand 0,07392 2,9962

-0,5 0,02902 (39%)  1,3933 (46,5%)
-1 0,02742 (37%) 1,3231 (44%)
2 0,02742 37%)  1,3295 (44,5%)
-4 0,02984 (40%)  1,45842 (48,5 %)

Tabelle 4.1: Vergleich der Ergebnisse der Optimierung mit unterschiedlicher Gewichtung der trei-
benden Kraft auf die maximale Verschiebung und die Forménderungsenergie W5,

senkrechte Verlauf der Grenzfldche hin zum Rand. Die Auswertung der Ener-
gie und der maximalen Verschiebung am Balkenende in Tab. 4.1 ergibt, dass
die Struktur in den beiden rechten Bildern in Abb. 4.15 bei t=1800 eine gro-
Bere Steifigkeit aufweist als die Biegeplatte mit den zwei charakteristischen
Reststrukturdreiecken im linken Bild. Die Reduzierung von Verschiebung und
Energie auf weniger als die Hilfte des Anfangszustands zeigt die erfolgrei-
che Optimierung der Anfangslage. Die Anfangslage mit den vielen Ecken und
den daraus resultierenden Spannungs-spitzen wird so umgeformt, dass eine

gleichmiBige Verteilung der Forminderungsenergie die Steifigkeit erhoht.
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4.6 Ergebnisse der Formoptimierung

4.6.3 Simulationen des Einflusses der
Gewichtskraft an einer Biegeplatte

Hier wird der Einfluss der Gewichtskraft in der Impulsbilanz (2.18) nach der in
Abs. 4.4 vorgestellten Anpassung auf die Form der optimierten Struktur unter-
sucht. Der Versuchsaufbau und die verwendeten Parameter sind in Abb. 4.17
gezeigt. Die Groflen wurden dimensionsbehaftet eingesetzt. In Abb. 4.18 ist
der Einfluss der Gewichtskraft auf die optimierte Form dargestellt. Im ersten
Fall nur unter dem Einfluss der Gewichtskraft ist in der Abb. 4.18(a) zu erken-
nen, dass die Form sich zuriickbildet und einen stabilen Zustand ohne Ein-
spannung erreicht. Die Forménderungsenergie W betréigt 8 uJ. Es sind Span-
nungsspitzen an den Ecken der Einspannung zu erkennen. Im Bauteil selbst
erkennt man eine homogene Verteilung der Spannung. Wird im zweiten Fall
nur eine duBere Last, wie in Abb. 4.18(b) zu sehen, an den Biegebalken ange-

legt kommt es zu einer eingespannten Form, die sich parabelférmig ausbildet.

Parameter Wert
-
6,=0 g Gebietsgrofie 80x 1x100
Q l Zellenldnge 1cm
to
Il < Konstante Kraft variiert
<
=
f ) G Zielvolumenverhiltnis 40 % zu 60%
X
y }2 0,=0 Gewichtskraft variiert
ny -4

Abbildung 4.17: Schematischer Aufbau der Simulation zur Untersuchung des Einflusses der
Gewichtskraft auf die optimierte Form eines Biegebalkens.
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4 Strukturoptimierung von mechanisch belasteten Bauteilen

Die Forménderungsenergie W' betriigt 95,7 uJ. Die Spannung ist an den Réin-
dern der Struktur am grofiten und im inneren am niedrigsten. Die Kombination
von Gewichtskraft und duflerer Belastung des dritten Falls in Abb. 4.18(c) zeigt
eine keilforme Struktur, die deutlich von der in Abb. 4.18(b) gezeigten Form
5 betriigt 208,5 uJ. Die Forminde-
rungsenergie Wl.ges der formoptimierten Struktur steigt somit auf tiber den dop-

abweicht. Die Forminderungsenergie

pelten Wert an. Die maximale Spannung verteilt sich, wie bei der Simulation
nur mit der Belastung am dufleren Rand, entlang der Strukturgrenze und ist in

der Mitte am niedrigsten.

D

(a) In der Simulation der Bie- (b) In der Simulation der Bie- (¢) In der Simulation der Bie-

geplatte unter Eigengewicht
zieht sich die Tragstruktur
zur Seite der festen Einspan-
nung hin zuriick. Die Form
weist eine runde, konvexe
Form auf.

geplatte unter der dufleren
Krafteinwirkung bleibt die
Mittelachse der Tragstruk-
tur aus der Anfangslage
bestehen. Der Biegebalken
wird parabelférmig.

geplatte unter der Kom-
bination von Eigengewicht
und duferer Belastung bleibt
die Mittelachse der Trag-
struktur aus dem Anfangszu-
stand bestehen. Der Biege-
balken wird keilformig.

(d) Spannungsfeld im
Endzustand
(max=118,7 mPa)

(e) Spannungsfeld im

Endzustand
(max=127,2 mPa)

(f) Spannungsfeld im

Endzustand
(max=198,1 mPa)

Abbildung 4.18: Untersuchung des Einflusses der Gewichtskraft auf die optimierte Form.
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4.7 Topologieoptimierung

Zur Beschreibung von Topologieoptimierung wird ein Nukleationsmodell ein-
gefiihrt, das das Einbringen von Reststruktur in Bereiche der Tragstruktur mit
niedriger Formédnderungsenergie ermoglicht. Mit der so geschaffenen Grenz-
flache kann Topologieoptimierung durchgefiihrt werden, vergleichbar mit [104]
und [114]. Es werden verschiedene Ansitze fiir ein Nukleationsmodell vorge-

stellt und gegeniibergestellt.

4.7.1 Nukleation mit Interpolation

Die Nukleation beschreibt einen Mechanismus, der es ermoglicht Reststruk-
tur in einen Bereich mit dem Phasenfeldwert ¢rs = 1 einzubringen. Durch das
Einbringen wird die Topologie der Struktur gedndert und eine weitere Form-
optimierung kann durchgefiihrt werden. Zur Auswahl des zu nukleierenden

Bereichs wird die von Mises Vergleichsspannung

3
G = ﬁ 1o'l (4.27)

herangezogen mit ||o’|| = || — 1Asp(o)l|| = /||o]]>—5/3sp(0)2. Zur

Findung eines Energiekriteriums verwendet man nun die Gestaltinderungs-

energie mit
1
WG =—(lo"|)? (4.28)
und setzt die Gl. (4.27) aufgeldst nach ||6”|| ein. So erhilt man

1
wo = a(crvM)z. (4.29)

123



4 Strukturoptimierung von mechanisch belasteten Bauteilen

Ein FlieBen des Materials tritt ein, wenn Oy einen kritischen Wert o liber-
schreitet (s. [132]). Die Schranke fiir die Nukleation kann nun unter Verwen-

dung eines Skalierungsfaktors w abhingig von der FlieBspannung o definiert

werden mit
1
we. = @(wcf)z. (4.30)

Zur Verwendung der Energie fiir die Nukleation miissen durch eine Interpolati-
onsfunktion die zu setzenden Phasenfeldwerte in Relation zu der Energie Wk(r;n
gebracht werden. Dazu werden die Phasenfeldwerte lineare oder exponenti-
ell (beschrinktes Wachstum) interpoliert. Bei der linearen Interpolation wird
der Phasenfeldwert ¢rs=1 der Energie Wk?iz und der Phasenfeldwert ¢rs=0 der
Tragstrukturzelle mit der niedrigsten Energie zugeordnet. Die Interpolations-

funktion fiir beschriinktes Wachstum lautet
drs(Wy) = S — (S — Fy)el =W (4.31)

Dabei beschreibt S die Schranke des zu setzenden Phasenfeldwerts iiblicher-
weise mit eins, Fy den Anfangswert des gesetzten Phasenfeldwerts mit
Fy € ]0,5). Um den Wachstumsfaktor ¢ auszurechnen muss definiert werden,
welchen Phasenanteil der Phasenfeldvektor bei der Energieschranke haben
soll. Dieser Anteil sollte fiir die Phase TS nahe bei eins liegen, um einen stei-
len Anstieg der Funktion zu ermdéglichen. In Abb. 4.19 sind die unterschied-
lichen Interpolationsarten aufgezeigt. Die Nukleation wird nur durchgefiihrt,
wenn die Tragstrukturzellen die Energieschranke W,gil unterschritten haben.
Als Energieschranke wird hier 50% der Forménderungsenergie an der Fliel3-
grenze gesetzt. Die Moglichkeit der Nukleation ergibt eine Beschleunigung der
Optimierung, da bereits abhidngig von einem Energiekriterium nukleiert wird.
Zur Vermeidung von zu hiufigen Nukleationsereignissen muss gepriift wer-
den, ob die Designvariable (agg < &) und das Verschiebungsfeld (% <ER)

stationdr sind.
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Abbildung 4.19: Darstellung des Verlaufs eines gesetzten Phasenfeldwerts bei linearer Interpola-
tion (----- ) und mit beschranktem Wachstum (- - -).

Die Anzahl an Zellen, die nukleiert werden, kann auf eine feste Anzahl
beschrinkt werden, sodass nicht die ganze Phase TS beeinflusst wird. So wer-
den nur die Zellen mit der niedrigsten Energie neu gesetzt. Die Zellen werden
dazu abhingig von ihrem Energiewert sortiert. Den Zellen mit den niedrigs-
ten Energiewerten kann so, abhingig von der Gestaltinderungsenergie, ein
neuer interpolierter Wert zugeordnet werden. Beispiele fiir die vorgestellten
Nukleationsarten sind in Abb.4.20 zu sehen. Der diffusere Verlauf der Phasen-
feldwerte bei der Verwendung der Interpolation mit beschrinktem Wachstum
ergibt fiir die anschlieBende Formoptimierung eine bessere Ausgangkonfigu-
ration. In den folgenden Simulationen mit Nukleation werden die Phasenfeld-

werte iiber die Interpolationsfunktion mit beschrinktem Wachstum gesetzt.

Topologieoptimierung einer Platte
mit beidseitig fester Einspannung

Zur Untersuchung der Topologieoptimierung wird der Einfluss der Anfangs-
lage auf die optimierte Endform betrachtet. Es wird ausgehend von einer
Anfangslage in einem Gebiet gefiillt mit der Phase TS unter Verwendung der
Nukleation und in einem Gebiet gefiillt mit zufélligen Phasenfeldwerten zwi-

schen ¢75=0 und ¢75=1 ohne Nukleation simuliert.
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4 Strukturoptimierung von mechanisch belasteten Bauteilen

> _ =

(a) Anfangslage (b) Nukleation mit linearer Interpolation
der Phasenfeldwerte

>

(¢) Nukleation mit beschrinkter (d) Nukleation mit linearer Interpolation und
Wachstumsfunktion mit beschrinkter Anzahl an Zellen

Abbildung 4.20: Beispiele fiir die Anwendung der Nukleation fiir die Anfangslage in (a) mit
(b) linearer Interpolation der Energie WCG, (c) Nukleation mit beschrinktem
Wachstum und (d) linearer Interpolation und beschrinkter Anzahl an Zellen bei
der Nukleation.

Optimierung einer Briickenstruktur mit Nukleation

Fiir diesen Vergleich wird eine Briickenstruktur, die durch eine Streckenlast,
also durch eine Spannung, die an der gesamten Unterseite angreift, belastet
wird, simuliert. Die Gebietskonfiguration in Abb. 4.21 ist mit der tragenden
Seite einer Briicke zu vergleichen. Auf Grund der Volumenerhaltung ist in der
intialen Struktur eine Aussparung in der Mitte festgelegt. Am unteren Rand ist
bei den Simulationen der Phasenfeldwert konstant gehalten, um ein Ablosen
der Kraftangriffsstelle zu verhindern.

Die in Abb. 4.22(a) und (b) dargestellten Ergebnisse zeigen, dass der Ver-
gleich mit einer Briickenstruktur zuléssig ist. Die Unterschiede zwischen den
Ergebnissen in Abb. 4.22(a) und (b) zeigen auf Grund der unterschiedlichen

Gewichtungsfaktoren von 1y=-4 und 1,=-3 verschieden dicke Streben, die
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sich am unteren Rand verzweigen. Die Abb. 4.22(a) zeigt insgesamt eine fei-
nere Struktur. Zum Vergleich der Ergebnisse ist in Abb. 4.22(c) ein Ergebnis
von Penzler [124] dargestellt. Man kann eine dhnliche Struktur erkennen. Die
feinere Verzweigung ist auf eine hohere Auflosung des Ergebnisses von [124]
zuriickzufithren. Ein weiterer Unterschied ist, dass das implementierte Modell
in [124] auf der nicht-linearen Elastizitdtstheorie beruht.

0, =0 Parameter Wert
Q
Gebietsgrofie 88x1x180
to to
J‘ J' Konstante Kraft 1800
= =
N Zielvolumenverhiltnis ~ 57% zu 43%
y &,

VLD 7 4 -3
t(,‘

Abbildung 4.21: Schematischer Aufbau der Simulation zur Untersuchung des Einflusses der
Nukleation und einer zufilligen Anfangslage.

Tragstruktur
Verschiebung a
Volumen
Anfangszustand 0,01794 15583 280
Platte A ny=-4 0,026585 9000 239
Platte B 17=-3 0,026765 9000 241

Tabelle 4.2: Darstellung der Ergebnisse der Topologieoptimierung fiir die Briickenstruktur. Der
a-Wert bezeichnet das Produkt aus Volumen mal maximaler Verschiebung. Das
Verhiltnis des o-Wertes zum Ausgangszustand betrdgt 1:0,85 (Platte A) und
1:0,86 (Platte B).
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\,\\L vy, !'[; \‘n" 4'!

(a) Platte A (PACE3D) 1=-4 (b) Platte B (PACE3D) n,=-3

.

(c) Optimierte Platte nach [124]

Abbildung 4.22: Darstellung der Ergebnisse der Simulation mit den Gewichtungsfaktoren
(a) ny=-4 und (b) 1=-3. In (c) ist zum Vergleich ein Ergebnis von Penzler [124]
gezeigt. Die Farben wurden fiir den Vergleich angepasst, sodass die Tragstruktur
in Weif} und die Reststruktur in Schwarz dargestellt ist.

Optimierung einer Briickenstruktur aus zufélliger Anfangslage

Im Folgenden wird fiir den oben beschriebenen Belastungsfall aus Abb. 4.21
eine zufillige Verteilung der Phasenfeldwerte generiert (s. Abb. 4.23(a)). Die
durchgefiihrte Optimierung findet dabei ohne Nukleation statt. In Abb. 4.23(b)
ist der Verlauf der Optimierung zu sehen. Die Struktur entwickelt sich sehr
unruhig bevor sie, wie in Abb. 4.23(c) zu sehen, eine stabile Form annimmt.
Auch hier weist der Endzustand in Abb. 4.23(c) groBe Ahnlichkeiten mit den in
Abb. 4.22 gezeigten Topologieoptimierungen mit Nukleation auf. Man erkennt,
dass die Struktur nicht vollstindig symmetrisch ist. Die maximale Verschie-
bung liegt mit 0,027 um 0,5% hoher als bei den optimierten Platten durch
die Nukleation. Ein Vorteil der Topologieoptimierung mit Nukleation, wie in
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Abb. 4.21 vorgestellt, ist, dass von einer symmetrischen Struktur ausgegangen
werden kann. Das Verschiebungsfeld konvergiert somit gegen eine symmetri-

sche Verteilung. Die aus dem Verschiebungsfeld optimierte Struktur erhilt so

eine symmetrische Form.

A\ [\ [

(a) Zufillige Anfangslage (b) Evolution der Form (c) Optimierter Endzustand

Abbildung 4.23: Optimierung einer Briickenstruktur aus einer zufilligen Anfangslage

4.7.2 Variation der Gebietsauflosung und
der diffusen Grenzflachenbreite ¢

Es wird der Einfluss der Gebietsauflosung und der diffusen Grenzflachen-
breite € auf die Topologieoptimierung untersucht. In allen betrachtenden Fillen
kam es fiir die Simulationen mit einer Grenzflichenbreite von €=2,25 zu Insta-
bilititen. Fiir die beiden kleinsten Auflosungen fiihrt auch die Wahl von £€=4.5
zu instabilen Simulationen. Bei der Verwendung einer 50 % groferen Grenz-
flachenbreite von £=6,75 kommt es zu einem Abreiflen der Tragstruktur vom
rechten Simulationsrand. Bei einer hoheren Auflosung bleibt die Funktionali-
tit des Tragwerks erhalten, wobei feinere Strukturen beziiglich der Topologie
des Bauteils mit steigender Auflosung erkennbar sind (s. Abb. 4.25). Bei der
Variation der Grenzflichenbreite unterscheiden sich die Geometrien der opti-
mierten Strukturen. Hierbei weisen die Simulationen mit der diffusen Grenz-
flache ovale Aussparungen auf. Mit der Grenzflachenbreite von £€=6,75 kommt
es dagegen zu rautenformigen Aussparung im Biegebalken. Fiir ein stabiles

Ergebnis braucht das Phasenfeld einen gewissen Handlungsspielraum bzw.
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4 Strukturoptimierung von mechanisch belasteten Bauteilen

eine ausreichende Zellenanzahl in der diffusen Grenzfliche, um die Verinde-
rungen infolge der Volumenerhaltung, der treibenden Kraft oder der Nuklea-
tion verarbeiten zu konnen. Wird eine zu grof3e diffuse Grenzfliche verwendet
kann es zu einem Ablosen der Tragstruktur kommen. Fiir die Auflésung einer
einzelnen Strebe bendtigt man mindestens den doppelten Durchmesser der
Grenzflachenbreite. Eine Grenzflichenbreite von 10 Zellen mit €=4,5 kann als
gute Wahl gesehen werden.

Parameter Wert
c,=0
o) Gebietsgrofie variiert
to Zellenldnge variiert
I 1S Konstante Kraft 0.2 MN
fs Zielvolumenverhiltnis 50 % zu 50 %
x V?C Nukleation ein

y }2 0,=0 € variiert

nr -4.0

Abbildung 4.24: Schematischer Versuchsaufbau zur Untersuchung des Einflusses der Gebietsauf-
16sung an einem Biegebalken.

4.7.3 Untersuchung des Einflusses der
Oberflachenenergie auf die Optimierung

Der Einfluss der Minimierung der Oberflichenenergien auf die optimierte
Form wird an einem Biegebalken untersucht. Bei der Simulation eines Bie-
gebalkens (s. Abb. 4.26) entstehen fiir die Minimierung der Oberflachenen-
ergie, vor allem an den Rindern des Simulationsgebietes und den inneren
Kerben beim Aufeinandertreffen der zwei Streben, ein abgerundeter Ober-
flaichenverlauf der Tragstruktur. Die von Mises Spannung ist bei der Ver-

wendung der Kriimmungsminimierung mit 480 MPa zu 221 MPa mehr als
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(a) Simulation in einem 80 x 1 x 120 Zel- (b) Simulation in einem 80 x 1 x 120 Zel-
len grofien Gebiet, einer Zelllinge von len groBen Gebiet, einer Zelllange von
Ax=1,25cm und der Grenzflichen- Ax=1,25cm und der Grenzflichen-
breite €=4,5. breite €=6,75.

(c) Simulation in einem 100 x 1 x 150 Zel- (d) Simulation in einem 100X 1 x 150 Zel-
len groBen Gebiet, einer Zelllinge len groBen Gebiet, einer Zelllinge
von Ax=1cm und der Grenzflichen- von Ax=1cm und der Grenzflichen-
breite £€=4,5. breite £€=6,75.

(e) Simulation in einem 200 x 1 x300 Zel- (f) Simulation in einem 200 x 1 x 300 Zel-
len grofen Gebiet, einer Zelllinge len groBen Gebiet, einer Zelllinge
von Ax=5mm und der Grenzflichen- von Ax=5mm und der Grenzflichen-
breite £€=4,5. breite £=6,75.

Abbildung 4.25: Auswertung bei verschiedenen Auflosungen und unterschiedlichen Grenzflichen-
breiten €.
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doppelt so hoch. Die Minimierung der Oberflichenenergie fiihrt zu runde-
ren Formen der Tragstruktur. Zwar fithren scharfe Ubergiinge wie Kerben zu
hoheren Spannungsspitzen und sollten vermieden werden. Dies ist jedoch die
Aufgabe der Formoptimierung durch die treibenden Kraft und nicht die Auf-
gabe der Kriimmungsminimierung. Die Beriicksichtigung der Minimierung der
Oberflichenenergie fiir strukturmechanische Probleme sollte mit dem vorge-
stellten Mechanismus aus Abs. 2.4.5 vermieden werden.

(a) Biegebalken mit (b) Biegebalken ohne
Krimmungsminimierung und der Kriimmungsminimierung und der

Grenzflichenbreite €=4,5. Grenzflichenbreite £=4,5.
B : _

(c) von Mises Spannungsfeld (d) von Mises Spannungsfeld
(max = 480 MPa) (max =221 MPa)

Abbildung 4.26: Simulation des Biegebalkens in einem Gebiet von 80x 1 x 120 Zellen.
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4.8 Volumenbeschrankung durch
die von Mises FlieBgrenze

Die Bestimmung des Volumens einer Struktur ist von entscheidender Wich-
tigkeit fiir die Stabilitdt des Bauteils. Die Maximierung der Steifigkeit fiir ein
gegebenes Volumen ist eine tibliche Nebenbedingung fiir die Strukturoptimie-
rung. Setzt man jedoch die Minimierung des Volumens als weitere Nebenbe-
dingung ein ergeben sich neue Moglichkeiten fiir die Optimierung von Struk-
turen. Es wird eine neue Volumennebenbedingung formuliert, die abhédngig
von der von Mises Flie3grenze das Zielvolumen der Strukur bestimmt. Die
optimale Ausnutzung des erzielten Volumens soll damit erreicht werden. Die
Methode wird im weiteren Full-Stress-Volume-Method (FSVM) genannt.

4.8.1 Bestimmung des Zielvolumens

Zur Bestimmung des Zielvolumens wird die von Mises Vergleichspannung o,/
aus Gl. (4.27) verwendet, mit dem Volumen der Phase TS multipliziert und mit
der Flieigrenze of in Relation gebracht. Es ergibt sich das gesuchte Volu-
men Vyu (¢, o) durch
Vit (915, 0) / ors—2 ) gy e = L e o) (4.32)

m(Q1s,0) = ST N mit s = — y L .

! Qrs sh(¢rs)oF S
Der Sicherheitsfaktors s bestimmt wie weit unterhalb der FlieBgrenze das Volu-
men bestimmt werden soll. Zur Dimpfung der Volumenédnderung nach einer

Evaluation des Zielvolumens wird eine Mittelung eingefiihrt mit

o,
VJILW + er;ljlrl _ fQTS PrsdV + fQTS ¢rs Sh((])r}g)ﬁp av
2 2
1 Oovm

n+1
VvM -
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So werden zu grofe Spriinge im Volumen vermieden. Die Evaluation findet
erst nach einem festgelegten Konvergenzkriterium statt, bei dem die Form der
Struktur nahezu stationdr ist. Es wird die Volumenerhaltung aus Abs. 2.4.6
verwendet und das konstante Volumen V¢ durch das aus Gl. (4.33) ermittelte

Volumen V,,, ersetzt.

4.8.2 Vergleich von Simulationen mit
der analytischen Losung von
einachsigen Zugversuchen

Die Volumenkorrektur wird an einachsigen Zugversuchen qualitativ und quan-
titativ validiert. Fir einen Zugversuch mit einem einachsigen Zugstab der
Linge [ und dem Querschnitt A mit der Zugkraft F ergibt sich die eindimen-
sionale Hauptspannung zu
F
o' =ow =7 (4.34)
Unter der Bedingung, dass die von Mises Vergleichspannung im Bauteil s mal

der FlieBspannung or entspricht, folgt

F
A= —. (4.35)
SOf
Bei einem konstanten Querschnitt A des Zugstabes ist der Spannungszustand
unabhingig von der Position im Stab. Es folgt bei optimaler Werkstoffausnut-

zung fiir das Volumen

Fl
V=Al=—

= ) (4.36)
SOf

In einem Gebiet mit der GroBe 30 x 1 x 100, der Zellenldnge von 1 cm, der

Grenzflichenbreite £€=4,5 und dem Gewichtungsfaktor 1,=-4 wird mit den
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Parametern von Stahl simuliert. Die FlieBgrenze o liegt bei 200N /mm? und der
Sicherheitsfaktor bei s=1. Es wird in beide Richtungen des Stabs mit der Kraft
von 600 kN, 800 kN, 1200 kN, 1800 kN und 2400 kN gezogen. Das anfingli-
che Volumen des Zugstabs liegt bei 30 % des Simulationsgebiets.

In den Fillen mit der Zugkraft von 600 kN und 800 kN liegt das initiale Volu-
men oberhalb des analytischen Volumens und bei den Zugkréften mit 1800 kN
und 2400 kN liegt das initiale Volumen unterhalb des analytischen Volumens.
Bei der Belastung mit 1200 kN ist das initiale Volumen genau auf dem ana-
lytischen Volumen. Die Ergebnisse sind in der Tabelle 4.3 dargestellt. Die
Abweichungen der gefundenen Volumina liegen zwischen 1,24 % bis 4,26 %
des analytisch ermittelten Volumens. Es ist zu erkennen, dass das Volumen
jeweils oberhalb des analytischen Ergebnisses liegt. Die Versagensgrenze wird
also nicht tiberschritten und die Volumenbestimmung erfiillt ihre Aufgabe.
Die Voraussetzung fiir das Unterschreiten der FlieBgrenze ist jedoch die homo-
gene Verteilung der Spannung, die in diesen Beipielen durch den Versuchsauf-

bau gewihrleistet ist.

F [kN] 600 800 1200 1800 2400

Vanaiytisch [em?] 900 1200 1800 2700 3600

Viom [em?] 930,06 1251,07 1837,33 2744,53 3644,54

AV [em?] 30,06 51,07 37,33 44,53 44,54

Fehler [%] 3,34 4,26 2,07 1,65 1,24

Tabelle 4.3: Ergebnisse fiir die Simulation eines einachsigen Zugstabs mit den angelegten Kriften
600 kN, 800 kN, 1200 kN, 1800 kN und 2400 kN unter Verwendung des Volumenkri-
teriums nach der FVSM.
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4.8.3 Vergleichssimulationen mit vorgegebenem
und ermitteltem Volumen

Im Folgenden werden die Ergebnisse der Volumenmethode an einer Biege-
platte (s. Abb. 4.27 und 4.28) und einem Verzeigungsstiick (s. Abb. 4.29 und
4.30) ermittelt. Es werden pro Bauteilgeometrie vier Simulationen gezeigt,
jeweils mit Volumenvorgabe und ermitteltem Volumen mit und ohne Verwen-
dung des Nukleationsmechanismus. Der Versuchsaufbau ist in einem Schau-
bild (s. Abb. 4.27 und 4.29) dargestellt und die verwendeten Parameter jeweils
in einer Tabelle zusammengefasst.

Die durchgefiihrten Simulationen fithren unter Verwendung eines fest vorgege-
benen Volumens und der Verwendung der FSVM zu qualtitativ gleichen Bau-
teilen. Die Ergebnisse sind in Tabelle 4.4 zusammengefasst. Das mit der FSVM
ermittelte Volumen ist jeweils niedriger als das fest vorgegebene Volumen.
Die Spannung mit FSVM liegt dabei nur leicht iiber der Spannung mit festem
Volumen. Die Verwendung der Nukleation fiihrt zu einer homogeneren Vertei-
lung der Spannung. Die Formidnderungsenergie wird dadurch weiter gesenkt.
Die FSVM bietet eine Moglichkeit das benotigte Volumen einer Tragstruk-
tur zu ermitteln. Voraussetzung ist eine moglichst gleichmiflige Verteilung
der Spannung in der Struktur, da es durch lokale Spannungsspitzen zu einem
lokalen FlieBen des Materials kommen kann und die Struktur somit versagt.
Dies gilt jedoch generell bei der Topologieoptimierung. Die Nuklation, und
somit die Topologieoptimierung, bietet fiir die homogene Verteilung der Span-

nung und die Vermeidung von Spannungsspitzen in einer Struktur das notige

Potential.
Geometrie Biegeplatte Verzweigungsstiick
Nukleation aus ein aus ein
Volumen Wert | FSVM Wert | FSVM Wert | FSVM Wert | FSVM
V [em’] 7500.00 | 6831.43 | 7500.00 | 5616.07 || 7200.00 | 5666.59 | 7200.00 | 5215.20
woes 1] 173.72 | 180.51 71.38 85.82 299.11 | 41290 | 259.08 | 372.08

Tabelle 4.4: Volumen- und Energiewerte fiir die Simulationen zur Volumenrestriktion.
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Vergleich der Volumenrestriktion an einer Biegeplatte

Parameter Wert
On = 0 . ..
a9 Gebietsgrofie 100x1x150
Zellenldnge 1 cm
to
I . Konstante Kraft 0.2 MN
el
1= Zielvolumenverhiltnis variiert
Y ¢ -

X % f Nukleation variiert

Yz 0,=0 ny -4.0

Abbildung 4.27: Schematischer Versuchsaufbau eines Biegeversuches zur Untersuchung der
FVSM.
(a) Anfangslage der (b) Anfangszustand des von
Biegeplatte fiir die Mises-Spannungsfeldes
Phasenfeldsimulation. (max = 405 MPa)

(¢) Simulationen ohne (d) Simulationen ohne (e) Simulationen mit Nuk- (f) Simulationen mit
Nukleation mit festem Nukleation mit der leation alle 5000 Zeit- Nukleation alle 5000
Volumen (40% des FSVM (5=0,6). schritte mit festem Zeitschritte mit der
Simulationsgebietes). Volumen (40% des FSVM (5=0.,6).

Simulationsgebietes).

(g) Endzustand des (h) Endzustand des (i) Endzustand des (j) Endzustand des
Spannungsfeldes Spannungsfeldes Spannungsfeldes Spannungsfeldes
(max=175 MPa) (max=183 MPa) (max=210 MPa) (max=198 MPa)

Abbildung 4.28: Vergleichsstudie zur Untersuchung des Einflusses der FSVM und der Nukleation
auf die Topologieoptimierung an einer Biegeplatte.

137



4 Strukturoptimierung von mechanisch belasteten Bauteilen

Vergleich der Volumenrestriktion an einem Verzweigungsstiick

T Parameter Wert
éiiiliilil Gebietsgrofe 80x1x150
§ '§ Zellenlidnge 1cm
§ "§ Konstante Kraft 1 MN
S 3 Zielvolumen variiert
Y N9
X % Nukleation variiert
y¥, /777777777
nC= (_)> Ny -4.0

Abbildung 4.29: Schematischer Versuchsaufbau eines Verzweigungsstiicks zur Untersuchung
der FSVM. Die Phasenfeldrandbedingung ist unten Neumann- und oben eine
Dirichlet-Randbedingung. Links und rechts wird die periodische Randbedingung

verwendet.
. .
A (a]
(a) Anfangslage des Ver- (b) Anfangszustand des von
zweigungsstiicks fiir die Mises-Spannungsfeldes
Phasenfeldsimulation. (max=580 MPa)

(c) Simulationen ohne (d) Simulationen ohne (e) Simulationen mit (f) Simulationen mit
Nukleation mit festem Nukleation mit der Nukleation alle 5000 Nukleation alle 5000
Volumen (60% des FSVM (5=0.9). Zeitschritte mit fes- Zeitschritte mit der
Simulationsgebietes). tem Volumen (60% des FSVM (s =0.9).

Simulationsgebietes).

(g) Endzustand des (h) Endzustand des (i) Endzustand des (j) Endzustand des
Spannungsfeldes Spannungsfeldes Spannungsfeldes Spannungsfeldes
(max=330 MPa) (max=470 MPa) (max=645 MPa) (max=725 MPa)

Abbildung 4.30: Vergleichsstudie zur Untersuchung des Einflusses der FSVM und der
Nukleation auf die Topologieoptimierung an einem Verzweigungsstiick.
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4.8.4 Simulationen zum Einfluss des
Sicherheitsfaktors an einer Brickenstruktur

In der letzten Studie wird eine Briicke als Tragstruktur betrachtet und struktur-
mechanisch form- und topologieoptimiert (s. Abb. 4.31). Dabei wird der Ein-
fluss des Sicherheitsfaktors s auf die Optimierung einer Pfeilerbriickenstruk-
tur unter Verwendung der FSVM untersucht. Zur Auswertung der Ergebnisse
werden Kriterien aufgestellt, die eine Bewertung des Grads der erzielten Opti-
mierungen ermoglichen. In Anlehnung an die FSVM aus Abs. 4.8.1 wird die
in der Struktur vorhandene von Mises Vergleichsspannung mit der Referenz-
spannung o verglichen. Es wird allerdings der Betrag der gefundenen Groflen
aufbauend auf der FSVM verwendet, damit sich die positiven und negativen
Anteile nicht gegenseitig autheben, und anschlieend durch das erzielte Volu-
men geteilt. Das Uberschreiten der FlieBspannung dient als absolutes Optimie-

rungspotential mit

abs

< Ovm 1) 'dv, (4.37)

wihrend die Beriicksichtigung des Sicherheitsfaktors s zu einem relativen

Versagenskriterium der Form

( Ovm 1> ‘ av (4.38)

rel

fithrt. Zur Beurteilung des absoluten Versagens n“bs werden fiir die Bildung
des Integrals aus Gl. (4.37) und entsprechend fiir das relative Versagen 1’ el
unter Verwendung der GI. (4.38) nur die Anteile mit ((;‘)M > 1 betrach-
tet. Zur Bestimmung des absoluten Einsparpotentials werden die Gl. (4.37)
und entsprechend fiir das relative Einsparpotential n’e’ unter Verwendung
der Gl. (4.38) nur die Anteile mit h((;‘% < 1 betrachtet. Fiir die Auslegung
von Tragstrukturen muss ein Sicherheitsfaktor s beriicksichtigt werden, um
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4 Strukturoptimierung von mechanisch belasteten Bauteilen

bei unerwarteten Belastungsiiberhohungen die Tragfihigkeit zu gewéhrleis-
ten. Es soll der Einfluss des Sicherheitsfaktors s auf die Kosten (Volumen),
die Belastungen, die Werkstoffausnutzung und die Topologie des Bauwerkes
anhand des in Abb. 4.31 dargestellten Aufbaus untersucht werden. Bei der
Variation des Sicherheitsfaktors s zwischen 0,5 bis 1 lassen sich drei Topo-
logieklassen beobachten (s. Abb. 4.32). Demnach besteht die Briickenkon-
struktion fiir die Sicherheitsfaktoren s={0,5, 0,55, 0,6} aus einem Vollmate-
rial (s. Abb. 4.32(c)), fiir die Sicherheitsfaktoren s={0,65, 0,7, 0,75, 0,8} ent-
steht ein Hohlraum in der Mitte der Konstruktion (s. Abb. 4.32(d)) und fiir die
Werte s={0,85, 0,9, 0,95, 1,0} bilden sich drei Hohlrdume aus (s. Abb. 4.32(f)).

. Parameter Wert
t
JLLLLLLLLY GebietsgroBe 80x 1x 150

< Q < l 8 Zellenldnge I'm
;§ .§ Konstante Kraft 10 GN
N I Zielvolumen FSVM

=, R
X % Gewichtskraft ein
y«iz 177 /ﬁ’é i /6/ 7 Nukleation ein
nr -4

Abbildung 4.31: Schematischer Aufbau der Pfeilerbriicke.

An der unteren festen Einspannung kommt es in allen Fillen zu einer Span-
nungsspitze der von Mises—Vergleichsspannung oberhalb der FlieBgrenze. Die
hohere Topologieklasse fiir hohere Sicherheitsfaktoren ist auf das niedrigere
zur Verfiigung stehende Volumen und damit auf eine effiziente Nutzung der
Kraftpfade zuriickzufiihren. Das Volumen des Tragwerkes nimmt mit steigen-
dem Sicherheitsfaktor s ab (s. Abb.4.33(a)), gleichzeitig steigt die Forménde-
rungsenergie W;. Dies ergibt sich aus der homogenen Belastung der Struktur.
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4.8 Volumenbeschriankung durch die von Mises FlieBgrenze

i .
[

(a) Anfangslage (b) Initialer Span-
der Phasenfeld- nungszustand
simulation (max=620 MPa)
(c) Simulations- (d) Simulations- (e) Simulations- (f) Simulations-
ergebnis fiir ergebnis fiir ergebnis fiir ergebnis fiir
5=0,55. s=0,7. 5=0,85. s=1,0.

(g) Spannungsfeld (h) Spannungsfeld (i) Spannungsfeld (j) Spannungsfeld
(max=561 MPa) (max=678 MPa) (max=690 MPa) (max=722 MPa)

Abbildung 4.32: Simulationsserie fiir die Topologieoptimierung unter Verwendung verschiede-
ner Sicherheitsfaktoren. Eine dhnliche Struktur finden sich auch in Bourdin und
Chambolle [117].

Um kostengiinstig zu produzieren verwendet man also einen niedrigen Sicher-
heitsfaktor. Das Optimierungspotential setzt sich aus dem Integral der Uber-
und Unterbelastung zusammen (s. Gl. (4.37) und GI. (4.38)), macht jedoch
keine Aussage, ob man sich auf der zuldssigen oder unzuldssigen Seite der
Optimumslage befindet. Somit dient das Optimierungspotential lediglich als
eine Orientierung. Die Uberbeanspruchung 7, und Unterbeanspruchung 7
konnen als charakteristische Grofen herangezogen werden (s. Abb. 4.33(b)
und 4.33(¢c)).

Das absolute Optimierungspotential 1%

sinkt fiir einen steigenden Sicher-

rel

heitsfaktor. Das relative Optimierungspotential ™ weist keine eindeutige

Tendenz auf. Es zeigt sich, dass sich bei der Volumenberechnung mit der
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4 Strukturoptimierung von mechanisch belasteten Bauteilen
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Abbildung 4.33: Auswertung der optimierten Strukturen beziiglich des Volumens, der inneren
Energie, der Unterbeanspruchung, der Uberbeanspruchung und des Optimie-
rungspotentials.
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4.9 Fazit

FSVM Belastungen unterhalb und oberhalb der FlieBgrenze oy gegenseitig
eliminieren konnen. In allen Fillen kommt es daher zum Versagen der Trag-
struktur. In den Spannungsfeldern wird ersichtlich, dass direkt am Rand der
festen Einspannung eine hohe von Mises—Vergleichsspannung herrscht. Die
relative Unterbeanspruchung nimmt Werte im Intervall von 10 % bis 15 %
an und weist somit fiir alle Simulationen ein @hnliches Einsparpotential auf.
Wohingegen die absolute Unterbeanspruchung mit steigendem Sicherheitsfak-
tor deutlich sinkt. Fiir die Verdopplung der Sicherheitsfaktors von s=0,5 auf
s=1,0 reduziert sich die absolute Unterbeanspruchung um 40 %.

4.9 Fazit

In dieser Arbeit wurde ein an das Phasenfeldmodell gekoppeltes mechanisches
Modell um die Beriicksichtigung der Gewichtskraft erweitert und validiert. Die
Forminderungsenergie kann fiir die Formoptimierung direkt aus dem Elastizi-
titsloser ibernommen werden. Die Anwendung auf die Form- und Topologie-
optimierung und der Einfluss verschiedener Anfangslagen auf die optimierte
Struktur wurde untersucht. Aulerdem wurde das Modell mit diversen Litera-
turergebnissen verglichen.

Die Versuchsreihen zum Einfluss der Anfangslage auf die optimierte Struktur
haben gezeigt, dass verschiedene Anfangslagen zu verschiedenen optimier-
ten Strukturen fithren konnen. Die Wahl der Anfangslage eines Bauteils ist
daher von Bedeutung, da bestimmte Anfangslagen in ein lokales Minimum
fiihren. Es miissen verschiedene Anfangslagen getestet und bewertet werden,
um die optimale Struktur zu finden. Fiir die Bewertung der Optimierung lie-
fert die maximalen Verschiebungsnorm und die elastische Formidnderungsen-
ergie eine gute Vergleichsmdoglichkeit. In manchen Fillen konnte die Formén-
derungsenergie um iiber 50 % in der optimierten Struktur reduziert werden.
Weiterhin wurde festgestellt, dass es eine Abhingigkeit des Gewichtungs-
faktors 1) auf den Optimierungsprozess gibt. Der Gewichtungsfaktors 1y
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4 Strukturoptimierung von mechanisch belasteten Bauteilen

muss fiir ein optimales Ergebnis fiir jeden Versuchsaufbau neu eingestellt
werden. Beim Vergleich mit diversen Literaturergebnissen wurde eine sehr
gute Ubereinstimmung festgestellt. Die in [95] beschriebenen Effekte, dass
feinere Strukturen besser sind und dass die Simulationsergebnisse eine Auflo-
sungsabhingigkeit zeigen, wurden auch im hier verwendeten Modell festge-
stellt. Die diffuse Grenzflichenbreite steht in enger Beziehung mit der
Auflosung und der Gewichtung der Forminderungsenergie. Die Auflosung
iibt dabei einen groBen Einfluss auf den Detailgrad der Struktur aus. Bei
einer hohen Gewichtung der Forminderungsenergie kommt es bis zu einem
gewissen Grad zu feineren Strukturen. Im Vergleich mit anderen Phasenfeld-
modellen ([40], [114], [117], [124]) wiesen die Vergleichsversuche deutliche
Gemeinsamkeiten auf. Um Strukturen nicht nur in der Form sondern auch in
der Topologie zu verbessern, wurde die Mdoglichkeit durch Nukleation neue
Strukturelemente einfiigen zu konnen vorgestellt. Mittels der Nukleation lésst
sich die Topologieklasse erhohen. Als Anfangslage fiir die Topologieopti-
mierung ist ein fast vollstindig mit Tragstruktur gefiilltes Simulationsgebiet
gut geeignet, da es das groftmogliche Volumen fiir die Nukleation fiir die
anschlieende Optimierung bereitstellt. Die Topologieoptmierung aus einem
schon formoptimierten Anfangszustand oder aus einer zufilligen Anfangslage
ergibt dabei, bei gleicher Parameterwahl, eine nahezu identische Endstruk-
tur. Die Nukleation innerhalb eines zu grofen Bereichs der Tragstruktur birgt
die Gefahr des Abreiflens der tragenden Strukturelemente. Ein zu geringer
Anteil des nukleierenden Volumens bewirkt keine bleibende Topologieédnde-
rung. Eine zu hédufige Durchfiihrung der Nukleation kann zu einer Divergenz
der Simulation fiihren. Fiir eine stabile Simulation ist eine ausreichend breite
diffuse Grenzfliche notwendig, um die Anderungen im Phasenfeld relaxieren
zu lassen.

Neben dem bisher verfolgten Ziel der minimalen Nachgiebigkeit konnte eine
Minimierung des Volumens unter einer vorgegebenen Spannungsgrenze imple-
mentiert werden (s. [113], [123]). Anfinglich bereitete die rigide Volumen-

reduktion durch die aktuell implementierte Volumenerhaltung Probleme.
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4.9 Fazit

Dies zeigt sich vor allem bei grolen Unterschieden zwischen Anfangs- und
Zielvolumen. Es wurde ein neues Berechnungsverfahren fiir die Bestimmung
des Zielvolumens bei der Topologieoptimierung vorgestellt. Es wurden Simu-
lationsresultate mit den bisherig verwendeten Varianten verglichen bzw. die
Einsatzmdglichkeiten dargelegt. Mittels der Full-Stress-Volume-Methode kann
unter der Vorraussetzung einer homogenen Spannungsverteilung in der Struk-
tur das optimale Volumen berechnet werden. Es konnte anhand eines Zugstabes
gezeigt werden, dass die Methode mit einem Fehler kleiner 5 % quantitativ zu
dem richtigen Ergebnis fiihrt. Aufgrund der stets zu groen Volumina ist die
Methode konservativer beziiglich des Versagenskriteriums als das Optimum
und kann somit trotz Verbesserungspotential auch fiir reale Problemstellun-
gen eingesetzt werden. Die prinzipielle Einsatzmoglichkeit der FSVM wurde
anhand einer Studie des Sicherheitsbeiwertes fiir eine Pfeilerbriicke bestitigt.
Jedoch kam es in allen Fillen zu einem absoluten und somit auch relativen
Versagen der Tragstruktur. Um optimale und realitdtsnahe Ergebnisse zu erzie-
len, sollte die Volumenrestriktion und Gewichtskraft beriicksichtigt und die

Oberflichenminimierung eliminiert werden.
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5 Strukturoptimierung von
um- und durchstromten
Geometrien

5.1 Motivation

Der nachhaltige Umgang mit Rohstoffen und Energie ist ein erklirtes Ziel der
Politik [1] und erfordert unter anderem optimierte Produkte und Verfahren. In
Leitungssystemen entstehen Verluste, die sich in Form von schwankenden Drii-
cken am Auslass auswirken, z. B. in Raffinerien an den kilometerlangen Lei-
tungen oder in Hauswasserleitungen an den Wasserhdhnen. Bei stromungsfiih-
renden Bauteilen wird z.Z. noch auf Standardlosungen zuriickgegriffen. Die
Auslegung von Rohrsystemen unter Beachtung der Rohrgeometrie ist stark von
den Stromungseigenschaften, dem Druck und anderen GroBen abhéngig. Diese
GroBen konnen in experimentellen Versuchsreihen herausgefunden werden.

Computergestiitzte Optimierungsverfahren waren vor wenigen Jahren noch
undenkbar. Die Entwicklung der Computerleistung ermdglicht es heutzutage
numerische Probleme in vergleichsweise kurzer Zeit zu losen. In der moder-
nen ingeneurwissenschaftlichen Entwicklung werden daher numerische Stro-
mungssimulationen (engl. ,,Computational Fluid Dynamics®, CFD) immer
hiufiger eingesetzt. Zur Beschreibung von stromungsmechanischen Prozes-
sen werden physikalische Stromungsmodelle (s. Abs. 2.3.1) mit numerischen
Methoden gelost (s. Abs. 2.6). Sie verringern einerseits die Entwicklungszeit

und -kosten, andererseits sind einige Probleme so komplex, dass es keine
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5 Strukturoptimierung von um- und durchstromten Geometrien

analytische Losung gibt. Im Bereich der Strukturmechanik wurden Werkzeuge
zur Bauteiloptimierung, wie sie in Abs. 4 gezeigt wurden, entwickelt, die fiir
gegebene Anforderungen automatisch Geometrien mit maximaler Festigkeit
und Steifigkeit bei minimalem Materialeinsatz, respektive Gewicht, liefern
[133]. Neben der Strukturoptimierung von Bauteilen, gewinnt die Optimie-
rung von umstromten und durchstromten Bauteilen an Bedeutung [57].

Fiir die Ingenieurswissenschaften erschliefen sich neue Moglichkeiten in der
numerischen Stromungssimulation und somit in der Optimierung durch- und
umstromter Bauteile. Energieeffiziente Stromungsformen ergeben sich bei
optimalen Stromungsgeometrien. Die stromungsmechanische Topologieopti-
mierung macht es durch Computersimulationen moglich, die stromungsfiih-
renden Bauteile durch optimierte Konstruktionen mit minimaler Energiedissi-
pation zu ersetzen [134].

Zur Beschreibung komplexer Geometrien kommen hiufig scharfe Grenzfli-
chenmodelle zum Einsatz. Die Behandlung der Randbedingungen, insbeson-
dere wenn sich die Geometrie zeitlich verdndert, ist aufwindig. Die
Phasenfeldmethode wurde entwickelt, um komplexe Vorginge bei Phasen-
umwandlungen in werkstoffkundlichen Anwendungen simulieren zu konnen.
Das Phasenfeldmodell (s. Abs. 2.4) ermoglicht die Darstellung der zeitlichen
Evolution von komplexen Strukturen durch diffuse Grenzflichen. Die vorlie-
gende Arbeit untersucht die Eignung eines Phasenfeldmodells zur Form- bzw.
Topologieoptimierung von Stromungsstrukturen, sodass bei Um- bzw. Durch-

stromung eines Bauteils moglichst wenig Leistungsverlust auftritt.

5.2 Stand der Forschung

Im Bereich der Topologieoptimierung mit Stromung wird, wie bei bestehenden
strukturmechanischen Losungen, ein parameterfreier Ansatz verfolgt [135].
Dabei wird, abgesehen von Vorgaben durch Fertigungsrestriktionen, die
gesamte Stromungsgeometrie zur Optimierung freigegeben. Zur Steuerung

dieses Prozesses miissen sog. Optimalititskriterien (Optimality Criteria),
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5.2 Stand der Forschung

das sind heuristische Aussagen, die den Zusammenhang zwischen lokalen
Stromungsgroen und dem globalen Optimierungsziel beschreiben, gefunden
und weiterentwickelt werden. Im Fokus steht dabei die systematische Unter-
suchung der Moglichkeiten und Grenzen der parameterfreien Stromungsopti-
mierung bei der Losung unterschiedlicher Klassen von Stromungsaufgaben.
Das Modell von Thomas Borrvall und Joakim Petersson [136] kann als weg-
weisend fiir die Forschungsarbeiten auf dem Feld der Topologieoptimierung
von Stromungsprozessen gesehen werden. Deren Topologieoptimierungsmo-
dell verwendet die “material distribution technique® fiir stationire Stokes-
Stromung. Thr Ansatz basiert auf der Verteilung von unterschiedlich durch-
lassigem Material, modelliert durch zwei Stoffkomponenten mit ungleicher
Porositit. Die Pordsititen werden mit dem Darcy Gesetzes beschrieben, wel-
ches in die zugrundeliegende Stokes-Gleichung fiir die Beschreibung der Stro-
mung implementiert wird. Hierbei wird die Fliissigkeit durch das durchléssige
Medium reprisentiert. Im stérker porosen Medium verliert die Stromung stark
an Impuls, daher verhalten sich die Bereiche hoher Pordsitéit ndherungsweise
wie Festkorper. Die Porositit ist daher die Designvariable des Modells. In jeder
Zelle des Rechengebietes kann durch einen Interpolationsfaktor ¢ eine indivi-
duelle Porositit zwischen den zwei Grenzwerten modelliert werden. Mittlere
Werte werden dabei bestraft, um eine klare Zuordung der Rechenzellen zu
erleichtern. In ihrer Arbeit untersuchen Borrvall und Petersson die Optimie-
rung der Energiedissipation in umstromten und durchstréomten Korpern.

Die Forschung von Borrvall und Petersson wird von vielen anderen Grup-
pen weitergefiihrt. Olesen et al. [137] demonstrieren in ihrer Arbeit anhand
eines durchstromten Richtungsumkehrers, dass auch ohne Volumenerhaltung
brauchbare Ergebnisse zu erzielen sind. In [138] wird das Materialverteilungs-
modell untersucht. Er bindet Trigheitseffekte in die Stromungsgleichungen ein
und ermoglicht so eine Betrachtung von Reynoldszahlen zwischen 0 und 850.
AuBerdem erlaubt er die Trennung des Materialzusammenhaltes und ermog-
licht so die Entstehung von Inseln. Dariiberhinaus untersucht er numerische

Effekte und schlédgt weitere Verbesserungen vor, beispielsweise den Ersatz von
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5 Strukturoptimierung von um- und durchstromten Geometrien

pordsem durch undurchlédssiges Material. Die oben beschriebenen Vorgehens-
weisen werden oft als herkommliche Methoden bezeichnet. Thre Nachteile lie-
gen laut [39] in einer langen Konvergenzzeit des Optimierungsprozesses und
in mangelnder Robustheit bei Rechnungen mit hoheren Reynoldszahlen.
Stromungssysteme konnen aus mehreren Materialien durch verschiedene
Modelle dargestellt werden. Es gibt scharfe bzw. diffuse Grenzflachenmodelle
zur Beschreibung der Oberfliche und ,,whole domain® bzw. ,,split domain*
Ansitze in der Aufstellung der Navier-Stokes Gleichungen. Sobald die Grenz-
flichen keine einfache Geometrie beschreibt, fithren die scharfen Grenzfli-
chenmodelle bei der numerischen Umsetzung eines solchen Problems mit
freiem Rand zu erheblichen Schwierigkeiten, insbesondere, wenn sich die
Topologie der Grenzflache im zeitlichen Verlauf dndert. Diffuse Grenzfldchen-
modelle haben erstmals die Moglichkeit geschaffen, komplexe Oberflachen-
formen in realen Systemen mit mehreren physikalischen Zustinden numerisch
zu simulieren. Eine Ubersicht iiber Modelle fiir Simulation von hydrodynami-
schen Systemen findet sich in [139].

Ein Ansatz ist die Level-Set Methode, die nach [110], [140] die Vorteile hat
komplizierte dreidimensionale dynamische Oberflichenformen einfach darzu-
stellen, dass das Modell rechnerisch robust ist und dass es effizient in Bezug
auf das gegebene Anfangswertproblem ist. Es konnen glatte Geometrien, trotz
der Bestrafung von intermediédren Zellwerten, mit einer Evolutionsgleichung
verandert werden. [38] erwihnt ihre hervorragende Eignung mathematisch
fliissig-fliissig und fliissig-feste Grenzflichen darzustellen und erwihnt die
Bedeutung, welche die Level-Set Methode derzeit auf das Feld der struktu-
rellen Topologieoptimierung hat. In ihrer Arbeit untersuchen die Autoren die
Eignung der Level-Set Methode fiir permeable mikrostrukturelle Materialien.
Nach der Berechnung des Zustandes im Optimierungssystem folgt die Evo-
lution des Designs durch die Ermittlung der Sensitivitidt der Zielfunktion mit
der adjungierten Methode unter der Nebenbedingung der Volumenerhaltung.
In [39] wird ein Level-Set Modell zur Topologieoptimierung von Stromungs-

systemen mit herkommlichen Ansitzen, die auf elementweiser Verteilung von
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5.2 Stand der Forschung

Material basieren, verglichen ohne Vorteile in Bezug auf die Leistungsfihigkeit
und Robustheit der Methode festzustellen.

Die diffuse Grenzflichenmodellierung, zu der auch die Phasenfeldmethode
gehort, ist eine zu den scharfen Grenzflaichenmodellen alternative Technik zur
Beschreibung von Systemen, in denen Phaseniiberginge stattfinden bzw. sich
Grenzflachen bewegen. Sie basiert auf der Formulierung eines freien Energie-
dichtefunktionals, das u.a. von einem Ordnungsparameter, einer sogenannte
Phasenfeldvariablen, abhingt, die den Phasenzustand im System an jedem
Punkt im Raum und zu jeder Zeit charakterisiert. Im Gegensatz zu dem schar-
fen Grenzflichenmodellen beschreiben Phasenfeldmodelle Grenzflachenbe-
reiche zwischen zwei benachbarten Phasen durch eine von Null verschie-
dene Dicke. Eine Phasengrenze wird dabei durch die glatte, in einer diinnen
Schicht verlaufenden Niveaudnderung der Phasenfeldvariablen ausgedriickt.
Die Beschreibung der Dynamik von Grenzflichen mit einem Phasenfeldmo-
dell erfordert keine Einschrinkungen an die Topologie der Grenzfliachen, die
zu berechnen sind. Die Geometrie der Phasengrenzen und deren zeitliche Ent-
wicklung miissen nicht, wie bei dem sharp interface Ansatz, berechnet wer-
den, da bei dieser Formulierung keine Randbedingungen an den Oberflichen
festgelegt werden miissen. Die Herleitung der Bewegungsgleichungen fiir die
thermodynamischen Variablen wurde von O. Penrose und P. C. Fife [141] in
den Rahmen der irreversiblen Thermodynamik eingebettet. In kontinuierli-
cher Weiterentwicklung wurden Phasenfeldmodelle fiir die Beschreibung von
Erstarrungsprozessen in reinen Materialien [142] und in bindren Legierun-
gen [41], [63], [143]-[146] entwickelt. Diese Modelle wurden fiir die numeri-
sche Simulation komplexer dendritischer Wachstumsstrukturen in unterkiihlten
Schmelzen eingesetzt [64], [147]-[150]. Die Simulationen zeigen eine Vielzahl
realistischer Phinomene des dendritischen Wachstums wie z. B. die Ausbil-
dung und Vergroberung von Seitenarmen. Mit der wachsenden Computerleis-
tung wurden umfangreichere und genauere Berechnungen bei geringer Unter-
kiihlung durchgefiihrt und mit sehr guter Ubereinstimmung mit experimentel-

len Messungen verglichen [64], [149], [150]. Ein weiterer Schwerpunkt der
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5 Strukturoptimierung von um- und durchstromten Geometrien

Forschungsarbeiten lag in der Erweiterung der Methode zur Behandlung von
Stromungsprozessen in der fliissigen Phase [151], [152]. Anderson etal. [153]
leiteten das Phasenfeldmodell aus dem Kontext der irreversiblen Thermody-
namik her und behandelten dabei die Festphase als hochviskose Fliissigkeit.
Die Beschreibung von polykristallinen Kornstrukturen mit vielen Kornern und
die Modellierung von Phaseniibergiingen in bindren dreiphasigen Systemen
stellten weitere grole Herausforderungen an die Phasenfeldmethode dar. Seit
Mitte der neunziger Jahre wurden hierzu unterschiedliche Phasenfeldansitze
auf der Basis eines vektorwertigen Ordnungsparameters formuliert [25], [26],
[60], [61], [65], [67], [70], [154]-[156].

In Verbindung mit CFD wird erst seit wenigen Jahren an Optimierungsan-
sitzen in der Forschung gearbeitet. Neben Versuchen, allgemeine Parameter-
optimierer bei wenig rechenintensiven CFD—Aufgaben anzuwenden, haben
erste Arbeiten an spezialisierten Verfahren begonnen. Der Beginn fand im
Bereich der Formoptimierung fiir aerodynamische Probleme statt, wie bei
[157] und [158]. Ansitze fiir Verfahren zur Topologieoptimierung im CFD—
Bereich wurden vorgeschlagen von [136], [159], [160] und [161]. Ein allge-
mein einsetzbares Verfahren, welches mit den heute verfiigbaren Methoden
in der Strukturoptimierung vergleichbar ist, existiert zurzeit aber noch nicht.
Insbesondere gilt dies fiir turbulente Stromungen bei mittleren und groflen

Reynoldszahlen, wie sie in den meisten technischen Anwendungen auftreten.

5.3 Kopplung der Stromungsmechanik
mit dem Phasenfeldmodell

Um mit dem Phasenfeldansatz Simulationen im Bereich der Stromungsmecha-
nik realisieren zu konnen, muss ein Phasenfeldmodell an ein Modell zur Stro-
mungsberechnung gekoppelt werden. Nachfolgend werden drei Ansitze zur
Kopplung vorgestellt, von denen Letzteres fiir die Formoptimierung von um-

und durchstromten Strukturen verwendet wird.
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5.3 Kopplung der Stromungsmechanik mit dem Phasenfeldmodell

5.3.1 Lattice—Boltzmann—Modell mit Phasenfeld

Eine Moglichkeit ist es, das Lattice-Boltzmann—Modell zur Simulation von
Stromungen anzuwenden [162]. Bei diesem Modell wird die Stromung auf
Teilchenebene betrachtet und durch diskrete Teilchendichten in die verschie-
denen Raumrichtungen beschrieben. Das Modell kann direkt aus der soge-
nannten Boltzmann-Gleichung abgeleitet werden (s. [163, S. 507]). Durch die
Bewegung der einzelnen Teilchen zueinander und deren Kollisionen unter-
einander resultiert das Stromungsfeld. Ein Lattice-Boltzmann—Modell wird in
[164] hergeleitet, um in Verbindung mit einem Phasenfeldmodell die Stromung
durch porose Medien zu simulieren. Der Fokus dieser Arbeit soll jedoch auf die

Verwendung der Navier—Stokes Gleichungen beschrinkt werden.

5.3.2 Navier-Stokes Gleichungen mit
phasenabhéangiger Viskositit

Die Navier-Stokes Gleichungen in Anderson etal. [165] und Nestler etal. [24]
sind so modelliert, dass im Simulationsgebiet nur fliissige Phasen mit unter-
schiedlicher Viskositit vorliegen. Die gekoppelte Impulsgleichung mit kon-

stanter Dichte schreibt sich

oV N

P> +p(V-V)V=V. K—p1+u(¢)(vV+(VV)T)) +eca,,].

(5.1
Dabei ist das Phasenfeldmodell durch die Einfithrung einer phasenabhidngigen
Viskositit p(¢) mit

N
w(9)="Y tada- (5.2)
a=1

und durch den Kapillartensor 6,,, der den Einfluss der Grenzfliche auf den

Verlauf der Stromung abhéngig von der Oberflachenenergie (s. Abschnitt 2.4.1)
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5 Strukturoptimierung von um- und durchstromten Geometrien

beschreibt, gekoppelt. Die Navier—Stokes Gleichungen werden bei diesem
Modell auch in den festen Phasen gelost, die normalerweise nicht durchstromt
werden sollen. Dazu wird die feste Phase, im Vergleich zur fliissigen Phase,
mit einer sehr hohen Viskositit beschrieben. Die Ergebnisse in [165] haben
gezeigt, dass das Modell fiir kleine Stromungsgeschwindigkeiten geeignet ist.
Man kann leicht nachvollziehen, dass bei der Verwendung von Randbedin-
gungen, die eine hohe Einstromgeschwindigkeit beschreiben, eine sehr hohe
Viskositéten fiir die Festphase notwendig ist, sonst stellt sich eine minimale
Bewegung der Stromung in der festen Phase ein. Durch die hohe Viskdsitit
und die damit verbundene kleine Zeitschrittweite (s. Abs. 2.6.8) ergibt sich
eine hohe Rechenzeit fiir den Stromungsloser. Dies macht eine numerische
Losung nicht mehr praktikabel. Ein weiterer Nachteil des Modells ist, dass die
Navier—Stokes Gleichungen in allen Gebietszellen gelost werden miissen, was

zusitzliche Rechenzeit bendtigt.

5.3.3 Kopplung durch Interpolation
der Erhaltungsgleichungen

In Beckermann etal. [23] wird die Herleitung der Navier—Stokes Gleichungen
in Abhingigkeit des Phasenfeldvektors ¢ zur Simulation von Erstarrungsvor-
gingen von Schmelzen bei Konvektion der fliissigen Phase beschrieben. Das
Modell beschreibt zwei Phasen, eine fliissige Phase ¢; und eine feste Phase ¢,
die starr, undurchldssig und stationér ist. Beckermann leitet die Impuls- und
Massenerhaltung tiber die lokale Bilanzgleichung (2.2), unter der Vernach-
ldssigung der Volumenkraft pg, iiber ein Volumen AV her. Hierbei wird die
Existenzfunktion X, in welcher jedes Teilchen entweder den Wert Null oder
Eins annimmt, iiber ein Volumen gemittelt. Der gemittelte Wert (X;) = ¢ steht
fiir den Anteil der fliissigen Phase / im Volumen. Folglich ist nach Gl. (2.69)
die feste Phase ¢y = 1 — ¢;. Der Ubergang von der diskreten Betrachtung
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5.3 Kopplung der Stromungsmechanik mit dem Phasenfeldmodell

einzelner Teilchen zu einer kontinuierlichen Formulierung fiir das Phasenfeld-

modell erfolgt, indem eine arithmetische Mittelung
Y= ¢+ oYy (5.3)

iiber einem Volumenelement AV der Bilanzgrofie ¥ (W = p fiir Massenerhal-
tung, ¥ =V fiir Impulserhaltung) durchgefiihrt wird. Die Geschwindigkeit in
der festen Phase ¢y ist per Definition ¥ =0. Die phasengemittelte Geschwin-
digkeit V" an einem Ort innerhalb der diffusen Grenzfliche ergibt sich aus der

Mittelung tiber einem Volumenelement AV zu
V=0 Vi +0 V=V (5.4)
=0

Im Gegensatz zum Anderson—-Modell werden die Viskositéiten sowie die Dich-
ten beider Phasen gleich und konstant iiber dem ganzen Volumen angenom-
men. Die Kontinuititsgleichung (2.38) ergibt sich mit Gl. (5.4) zu

V- (¢v)=0 (5.5)

Wendet man Gl. (5.4) auf die vereinfachte Impulserhaltungsgleichung (2.47)
an, folgt aus der Herleitung in [23]

p (aat((blVl) +V. (¢17171T)> =—¢/Vp+uA(¢v;) —([7];- VX)).
(5.6)

Der Term ]l_/f;l = ([t]; - VX;) wird als ,dissipativer Grenzflichenspannungs-
term™ bezeichnet und wirkt als Impulssenke in der diffusen Grenzfliche zur
Erfiillung der Haftbedingung hin zur festen Phase ¢;. Der Spannungstensor ©
des Mediums entspricht dem einer inkompressiblen, Newton’schen Fliissigkeit

und wird mit dem Gradienten der Existenzfunktion X; iiber das Volumen AV
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5 Strukturoptimierung von um- und durchstromten Geometrien

gemittelt [23]. Fiir einen scharfen Grenziibergang (¢ — 0) geht der Term gegen
unendlich und realisiert damit die Haftbedingung v = 0. 1In [23] wird der
dissipative Grenzflachenspannungsterm mit

M{ = ph(1 =)~ Vol (5.7)

angegeben. Der Parameter € dient in Gl. (2.68) zur Einstellung der Breite der
diffusen Grenzfliache. Der Koeffizient / ist ein dimensionsloser Reibwert, der
die Geschwindigkeit in der diffusen Grenzfliche steuert. Der Term JT/I)ﬁl ist fiir
eine pure fliissige Phase ¢, = 1 und fiir eine pure feste Phase null, sodass die
Gl. (2.47) auBerhalb der Grenzfliche zwischen zwei Phasen erhalten bleibt.
Die Modellierung dieses Terms erfolgt abhéngig von der verwendeten poten-
tiellen Energiedichte (s. Abs. 2.4.2)) der Phasenfeldgleichung aus der ana-
Iytischen Losung des stationdren Phasenfeldprofils. Eine Verallgemeinerung

des Ansatzes auf beliebig viele feste Phasen kann erfolgen, wenn ein Vektor

I1=(l,...,ly) eingefiihrt wird mit
1, wenn ¢ eine fliissige Phase ist
lg = . (5.8)
0, wenn @ eine feste Phase ist

Dann ergibt sich ¢; mit der Skalarmultiplikation von / und dem Phasenfeldvek-
tor ¢ zu ¢; =1[- ¢ und @ zu 1 — ¢; auf Grund der Summenbedingung (2.69).

5.4 Bestimmung des dissipativen
Grenzflachenspannungsterms
Zur Losung des dissipativen Grenzflichenspannungsterms aus GI. (5.7) ist es

notwendig den Term |V¢| zu bestimmen. Zwischen dem Potenzial ® und der
Ableitung der Phasenfeldvariablen ‘;—i besteht der Zusammenhang

d 1
Vo| = ai) =-Vo. (5.9)
n

s
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5.4 Bestimmung des dissipativen Grenzflichenspannungsterms

Fiir das Modell in [23] werden mit Gl. (5.8) alle fliissigen Phasen auf eine
Phase ¢; = ¢ und alle festen Phasen auf eine Phase ¢ abgebildet. Dadurch
reduzieren sich auch die Potenzialterme auf zwei Phasen. Fiir die stationire
Losung der Phasenfeldgleichung unter den Randbedingungen ¢ (x=0)= 0,5
und ¢ (x: %) =1 zur Bestimmung der Integrationskonstanten kann eine
analytische Losung angegeben werden [31], sodass die mit scharfer Grenz-
flache berechnete Losung bei x =0 liegt (s. Abb. 5.1). Es ist zu beachten,
dass wegen ¢; = ¢ = 1 — ¢, der Betrag der Ableitungen stets gleich ist, also
|¢| = |@1| = |¢s| gilt. Bei der Berechnung des Reibwertes /4 wird von einer
Breite der diffusen Grenzflache von 10 Zellen ausgegangen. Dafiir gilt der ver-

einfachte Zusammenhang
10Ax=2,5¢. (5.10)
5.4.1 Dissipativer Grenzflachenspannungsterm
fur das Barrierenpotential

Fiir die Stromungssimulation werden zwei Phasen betrachtet, sodass sich der

Potenzialterm @, aus GI. 2.76 zu

16 16
O = EY‘PZ%Z ?Y(Pl(l_qbl) (5.11)

vereinfacht. Fiir das Zweibarrierenpotenzial kann gezeigt werden, dass das
Phasenfeld in der hier genutzten Formulierung bei einer Breite von # ZWi-
schen null und eins verlduft. Mit Gl. 5.9 gilt fiir den Betrag des Gradienten

von ¢ dann

20 4
Vol=20 = 2 \/oli—on (.12
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5 Strukturoptimierung von um- und durchstromten Geometrien

Setzt man GI. (5.12) in den dissipativen Zusatzterm (5.7) der Impulserhal-
tungsgleichung ein, ergibt sich daraus die Formulierung fiir das Zweibarrieren-

potenzial mit

L o
Ml,ob:EhH(l—ﬁb)? o(1-9)y
4ou=9) o(1—9)yu. (5.13)

- ne? )

Unter Verwendung von Gl. (5.13) wird nun der Reibwert £ fiir das Zweibar-
rierenpotenzial hergeleitet. Der Wert fiir die Oberflichenspannung wird dabei
fur alle Rechnungen mit ¥ = 1 angenommen. Die Herleitung erfolgt analog
zu [23] anhand einer ebenen Poiseuille Stromung. Die Impulsgleichung (5.6)
fiir diffuse Grenzflachen vereinfacht sich entsprechend der analytischen ,,Sharp
Interface*—Losung aus Gl. (2.55) bei stationédrer Stromung und unter Verwen-

dung von u;¢ = u zu

d’u 4 (1—9¢) _dp
Mﬁ*@hﬂ p V‘P(l*d))ufd’d*y- (5.14)

Um eine allgemeine, entdimensionalisierte Darstellung zu erhalten, wird die
Variable X = . eingefiihrt. Mit X wird die Position der Gitterzellen bezeich-
net. Um GI. (5.14) in Abhéngigkeit von X zu erhalten, multipliziert man diese
mit €2 und ersetzt &€ dann aufgrund der GI. 5.10 durch £ = 4 Ax. Damit ergibt
sich die dimensionslose Differenzialgleichung

Pu hu(1-9)

X2 4m ¢

¢(1—¢>u:¢m2‘;—’y’ (5.15)

Das Profil der Phasenfeldgleichung im stationéren Fall ldsst sich analytisch als

Funktion der Variablen X angeben mit

2 2
¢(X):% <sin();)+1>, X:—%...%. (5.16)
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Der Wert von /& wird nun bestimmt, sodass am Ubergang zwischen diffu-
ser Grenzflache und rein fliissiger Phase die Stromungsgeschwindigkeit mit
dem &duferen Wert der analytischen Losung iibereinstimmt. Dazu werden zwei
Ansitze untersucht, die in Abb. 5.1 skizziert sind. Im ersten Ansatz wird die
Losung an der Stelle X =1, also im Ubergangspunkt zu ¢ = 1, linear approxi-
miert. Im zweiten Ansatz wird der Massenstrom innerhalb des diffusen Inter-
face mit dem der analytischen Losung in diesem Bereich verglichen, sowie
in Abb. 5.1 durch die schraffierten Bereiche dargestellt. Die Ubergangswerte
der Geschwindigkeit in der diffusen Grenzflache zur analytischen Losung wer-
den mit X =1 fiir den Ubergang zur festen Phase, d.h. ¢ — 0 und X = I fiir
den Ubergang zur fliissigen Phase, d.h. ¢ — 1 bzw. zur analytischen Losung
bezeichnet (s. Abb. 5.1). Die GI. 5.15 ldsst sich nicht analytisch bestimmen. Es
wurde daher die Losung innerhalb der diffusen Grenzfliche mit einem Runge—
Kutta—Verfahren 4. Ordnung numerisch bestimmt. Dabei wird angenommen,

dass sich die Losung der Impulsgleichung im diffusen Interface exponentiell

Ugittus

/ lineare Nidherung

FOAX
’

\

Abbildung 5.1: Das Koordinatensystem zur Herleitung des diffusen Grenzflichenspannungsterms
mit einer exemplarischen Darstellung ebener Poiseuille Stromung fiir die ,,Sharp
Interface” Losung (links) und die Losung fur die diffuse Grenzfliche (rechts).
Zusitzlich sind die verschiedenen Ansitze zur Bestimmung des Reibwertes sche-
matisch eingetragen. Beim 1. Ansatz wird die Geschwindigkeit im Ubergangsbe-
reich linear genihert, im 2. Ansatz wird der Massenstrom im Bereich der diffusen
Grenzfldche verglichen.

Ansatz iiber Massenstrom
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5 Strukturoptimierung von um- und durchstromten Geometrien

verhilt und fiir die Geschwindigkeit dhnlich zu Beckermann [23] ein Ansatz

der Form
u(X) = exp (\/EX) (5.17)

gewihlt. Zunichst wird von einer idealen Grenzflichenbreite von etwa 10 Zel-
len ausgegangen. Da im dissipativen Zusatzterm M;’ der Term % auftritt, kann
¢ (1) fiir die durchgefiihrten Berechnungen nicht den Wert 0 annehmen. Um
das Phasenfeld symmetrisch zu halten, wurden die Werte zwischen i = 44,934
gewihlt. Fiir diese Werte sind die Abweichungen zu ¢ = 0 bzw. ¢ = 1 vernach-
lassigbar klein. Die Anfangsbedingungen zur Losung der GI. 5.15 werden mit
dem Ansatz der Geschwindigkeit in der diffusen Grenzfliche aus Gl. (5.17))

am Ubergang zur festen Phase mit

u(i) = expVhi (5.18)
und

du(i) )

W = \/ﬁexp\/zt (519)

bestimmt. Der Reibwert /# kann damit fiir die verschiedenen Ansitze berechnet

werden.

Ansatz 1a): allgemeine, lineare Naherung
an die analytische L6sung

Unter der Annahmen, dass der Wert Ax sehr klein ist kann die rechte Seite

von Gl. 5.15 vernachldssigt werden. Aus der daraus folgenden Differenzial-

gleichung
u h (1-9) B
W a9 ¢(1—9)u=0 (5.20)
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5.4 Bestimmung des dissipativen Grenzflichenspannungsterms

wird der Reibwert durch lineare Niherung an der Ubergangsstelle 7 bestimmt,
sodass die Losung von Gl. (5.20) in guter Ndherung mit der analytischen
Losung tibereinstimmt. Es wird angenommen, dass sowohl das Geschwindig-
keitsprofil der analytisch Losung als auch die Losung von Gl. (5.20), die das
Geschwindigkeitsprofil innerhalb der diffusen Grenzfliche beschreibt, linear
approximiert werden kann. Dies ist in Abb. 5.1 gezeigt. Die lineare Ubergangs-
bedingung, die sich aus der Linearisierung der analytischen Losung (Gl. 2.56)

ergibt, lautet

L dp

X) = ——AxX =CLAxX 5.21
L d
W(X)=—PAc =CLAx . (5.21b)
2u dy
Zur einfacheren Schreibweise wird die Konstante C = ﬁ‘é—f eingefiihrt. Es

ergibt sich aus der linearen Ndherung an der Stelle X der folgende Zusammen-
hang fiir das Verhéltnis von u(x) und der Ableitung u’(x)

u(x)
X

W (X) = (522)

Das Verhiiltnis aus Gl. (5.22) muss an der Stelle x = [ erfiillt sein, damit die
Losung am Ubergang der diffusen Grenzfliche moglichst der analytischen
Losung entspricht. Daraus lédsst sich ein Fehlerkriterium definieren. Der Fehler
an der Stelle X = I, der durch die Rechnung mit diffuser Grenzfliache entsteht,
betrigt

Fehler = @ —d () = %fh’) —Vhexp(Vhl). (5.23)

Der minimale Fehler ergibt sich durch das Kriterium in GI. 5.23 fiir

I ="7,989.
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Der dabei bestimmte Fehler liegt der GroBenordnung von 10~°. Bei der Berech-
nung des Wertes sind weder Eigenschaften der Stromung noch Simulationspa-
rameter eingeflossen. Die einzige Parameter ist die Breite der diffusen Grenz-
flache von 10 Zellen. Obwohl die Herleitung des diffusen Reibwertes anhand
von ebener Poiseuille Stromung erfolgt ist, sollte der gefundene Wert auch fiir
allgemeine Stromungsfille giiltig sein.

Ansatz 1b): Lineare Néherung an die analytische L6sung

Bei diesem Ansatz wird nicht mehr angenommen, dass die rechte Seite von
Gl. 5.15 aufgrund eines kleinen Wertes von Ax vernachléssigt werden kann. Es

soll also der Reibwert i anhand der Losung von GI. (5.15) bestimmt werden.
Teilt man diese Gleichung durch p und fiihrt die Konstante C = ﬁ% ein

ergibt sich

u  h (1-¢)

— 2
X2 an g VOU9u=200Ax (5.24)

Die Berechnungen sind jetzt abhingig von der Auflosung Ax sowie den in der
Konstante C enthaltenen Stromungs- und Materialgréfen. Der Reibwert 4 wird
weiterhin iiber das Fehlerkriterium GIl. (5.23) bestimmt, das sich durch den
Ansatz der linearen Niherung in der diffusen Grenzflache ergibt. Ein einheitli-

cher Wert fiir den diffusen Reibwert £ existiert nicht mehr.

Ansatz 2): Berechnung tiber den Massenstrom

Ein weiterer Ansatz, den Reibwert /2 zu bestimmen, besteht in der Betrachtung
der Massenstrome. AuBerhalb der diffusen Grenzfliche soll die numerische
Losung der Navier—Stokes Gleichungen moglichst der analytischen Losung
entsprechen. Daher muss der Massenstrom innerhalb der diffusen Grenzflache

auch dem Massenstrom der analytischen Losung entsprechen.
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In Abb. 5.1 wird dies durch die schraffierten Bereiche verdeutlicht. Fiir den
Massenstrom m gilt

= pAi (5.25)

mit der mittleren Stromungsgeschwindigkeit & und der durchstromten Quer-
schnittsfliche A. Der Massenstrom der analytischen Losung im Bereich der

diffusen Grenzflache berechnet sich mit

1

manalytisch = pI (~/x:0 u(x) dx)%v (5.26)

T

wobei u(x) dem Geschwindigkeitsprofil aus Gl. (2.56) entspricht. Die mittlere
Geschwindigkeit im Bereich 0. ..I wird mit @tpr bezeichnet. Aus der GI. (5.26)
wird klar, dass die Berechnung des Massenstroms gleichbedeutend mit der
Berechnung der in Abb. 5.1 schraffierten Fliche multipliziert mit der Dichte
ist. Je kleiner die Schrittweite Ax, gewihlt wird, desto kleiner ist der dadurch
entstehende Fehler. Der Massenstrom ergibt sich dann zu

4 Ax
Tgdiffus = P (I_ l) <Z'unum (X)) 7” (5.27)

I—i

iupp
Das Fehlerkriterium, iiber das der Reibwert /& bestimmt werden kann, lautet
somit

Fehler = manalytisch — Mdiffus | - (5.28)

Der Nachteil bei diesem Ansatz ist jedoch, dass die Berechnung aufgrund des
direkten Vergleichs mit dem Massenstrom der analytischen Losung abhingig
ist vom Abstand zwischen den Platten, dem Druckgradienten ‘3—’; sowie von der
mittleren Geschwindigkeit i, also von der Reynoldszahl Re.
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5.4.2 Dissipativer Grenzflachenspannungsterm
fur das Zweimuldenpotenzial

Analog zu den Ausfithrungen im vorangegangenen Abschnitt wird kurz die
Herleitung des dissipativen Grenzflichenspannungsterms fiir das Zweimulden-
potenzial beschrieben sowie der zugehorige Reibwert / berechnet. Fiir zwei

Phasen vereinfacht sich der Potenzialterm aus GI. (2.75) zu
2 2
w=9Y9"(1-9) . (5.29)

Damit ergibt sich fiir die Ableitung der Phasenfeldvariablen ¢ nach GI. (5.9)

20 3
L= Ze-9) VT (530)

Der dissipative Zusatzterm fiir ein mit Zweimuldenpotenzial berechnetes

Phasenfeld ergibt sich damit zu
3 2
= ST - 0)°T. (531)

Beim Zweimuldenpotenzial existiert aufgrund der tanh—Funktion nur
lim(x — +o0) = 0 bzw. 1. Daher wird die Phasenfeldvariable nur im Bereich
¢ =0.05...0.95 betrachtet. Dies entspricht einer Breite von ” £ Der Reibwert
wird wieder anhand einer ebenen Poiseuille-Stromung berechnet. Dabei wird
wieder y=1 angenommen. Die vereinfachten Navier—Stokes Gleichungen in
Abhingigkeit von der dimensionslosen Variablen X = - ergeben die 16sende
Differenzialgleichung
d’u 3

2 dp
o " 1eh(1-9)u f¢dfy- (5.32)
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Ansatz 1: allgemeine lineare Naherung an die analytische Lésung

Die rechte Seite der Differenzialgleichung wird wieder unter der Annahme
kleiner Werte von Ax vernachléssigt und schreibt sich dann

2’V 3 )

————h(l—¢)"V =0 5.33

(197 (533)
Aus GI. (5.33) lédsst sich nun der Wert fiir 4 bestimmen. Die stationédre Losung

¢ (X) der Phasenfeldgleichung (2.68) lautet im Falle des Zweimuldenpotenzials

O(X) = % (1 +tanh (i)) . (5.34)

Die Gl. (5.33) wird mit einem Runge—Kutta—Verfahren 4. Ordnung gelost,
wobei als Anfangsbedingungen der Exponentialansatz aus Gl. (5.17) gilt. Da
¢ (x) sich den Werten 0...1 aufgrund der tanh—-Funktion, die das analytische
Phasenfeldprofil beschreibt, nur annihert, wird die Phasenfeldgleichung nur
fiir Werte von ¢ (x) = 0,05...0,95 gelost. Daraus ergeben sich die Werte fiir X
im Ubergangsbereich zu X = i =+ 4,625. Bei linearer Niherung wird der
Fehler mit Gl. (5.23) berechnet. Fiir den diffusen Reibwert ergibt sich fiir

Berechnungen
h = 6,362.

Dieser Wert ist wieder von weiteren Groflen unabhingig. Das Vorgehen fiir die
weiteren in Abs. 5.4.1 vorgestellten Ansitze konnen fiir das Zweimuldenpo-

tenzial analog erfolgen.
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5.5 Algorithmus zur Losung der
Navier—Stokes Gleichungen

Im Folgenden wird der Ablauf des Stromungsldsers dargestellt und die dazu
notwendigen Umformungen der entsprechenden Gleichungen erldutert. Das
Losen der Navier—Stokes Gleichungen wird dadurch erschwert, dass keine
unabhingige Gleichung fiir den Druck p vorliegt. Um alle Unbekannten bestim-
men zu konnen, muss die Impulserhaltungsgleichung (2.47) mit der Kontinui-
titsgleichung (2.38) gekoppelt werden. Ein Losungsalgorithmus fiir die Stro-
mung eines inkompressiblen, einphasigen Mediums wird in [166] vorgestellt
und in [8] ausfiihrlich beschrieben. In Anlehung an das dort beschrieben Vor-
gehen wird hier der Algorithmus fiir das Losen der modifizierten Impulsglei-
chung (5.6) beschrieben. Der Unterschied besteht darin, dass die Impulsglei-
chung eine Phasenfeldvariable enthilt, die sich rdumlich und zeitlich &ndert.
Als erstes wird die Impulsgleichung (5.6) nach der zeitlichen Ableitung umge-

formt zu

d

1 _
5107 =V (OTV )+ (~oVpua(e7) - Mf). (539

Die Zeitableitung auf der linken Seite kann man mit rechtsseitiger Differenz
annihern mit

pa) ¢n+1Vn+1 7¢117n

5, (V) Y

(5.36)

Zur besseren Lesbarkeit wird im Folgenden fiir Grossen zum Zeitschritt n der
Index weggelassen. Ersetzt man jetzt in der Gl. (5.35) die Zeitableitung mit
Gl. (5.36) und bringt die Geschwindigkeit ¢"+! v"*! auf die linke Seite und
alle anderen Terme auf die rechte Seite ergibt sich

¢"+‘v"+‘:¢v+m(fv.(¢7ﬂ)+ (uA(q)V)f/T/I'f))7%(¢”“Vp”“). (5.37)

1
p

-y
= A
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Auf der rechten Seite der Gleichung sind die Geschwindigkeit vV und der
Phasenfeldwert ¢ vom Zeitschritt n. Im Unterschied dazu wird der Druck-
gradient zum Zeitpunkt n 4 1 gebildet. Die Diskretisierung ist explizit in den
Geschwindigkeiten und implizit im Druck. Es handelt sich demnach um eine
semi-implizite Gleichung. Setzt man jetzt die Gl. (5.37) in die Kontinuitéts-
gleichung (2.38) ein erhilt man eine Differentialgleichung fiir den Druck der
Form

At

V-(07) :V-X—;Vo(q)"“Vp”H) =0 (5.38)

und nach Umformen erhilt man die zu 16sende Gleichung

b

V-A. 5.39
A (5.39)

V. (¢m vty =
In [8] handelt es sich bei GI. (5.39) um eine Poissongleichung, was hier nicht
der Fall ist, da ¢ abgeleitet werden muss, daher wird sie im Weiteren als Druck-
gleichung bezeichnet. Die Gleichungen kdnnen in der hier gezeigten Form dis-
kretisiert werden, wie es im Abschnitt 2.6.3 dargestellt ist.
Um das Gleichungssystem zu 16sen miissen als Anfangsbedingungen die Gro-
Ben VO, p° und ¢° zum Zeitpunkt 7y vorgegeben werden. Fiir jeden neuen Zeit-
schritt 1auft eine Schleife durch, die den neuen Druck und die neue Geschwin-
digkeit berechnet. So konnen aus den Groflen zum Zeitpunkt 7, die Werte zum
Zeitpunkt #,, | berechnet werden. Um nun alle Geschwindigkeits- und Druck-

werte zum Zeitschritt n+ 1 zu bestimmen, wird wie folgt vorgegangen:

1. Schritt: Lose die Phasenfeldgleichung (2.68)

2. Schritt: Berechne den mit A bezeichneten Teil der GI. (5.37) mit
der Geschwindigkeit ¢ V" aus dem Zeitschritt n.

3. Schritt: Lose die GI. (5.39) fiir den Druck p™*! iterativ.

4.Schritt:  Bestimme die neue Geschwindigkeit ¢"+! 7 "+! durch
einsetzen von A und dem Druck p”+1 in die GI. (5.37).
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5 Strukturoptimierung von um- und durchstromten Geometrien

Da die Diskretisierung implizit im Druck ist, muss in Schritt 3 ein lineares
Gleichungssystem gelost werden. Die Unbekannten sind hierbei plf’;l und es
gibt fiir jede Zelle eine Gleichung, siehe Gl. (5.39). Damit ist das Gleichungs-
system eindeutig bestimmt. Um die Druckgleichung (5.39) zu 16sen, wird das
Successive Over Relaxation (SOR)—Verfahren in rot—schwarz Sortierung und

das prikonditionierte BICGSTAB—Verfahren verwendet [167].

5.6 Validierung des dissipativen
Grenzflachenspannungsterms

In diesem Abschnitt werden die in Abs. 5.4 beschriebenen Ansétze zur Berech-
nung des Reibwertes / validiert. Es werden die mittels des linearen Ansatzes 1a
gefundenen Werte fiir das Doppelbarrierenpotential (Abs. 5.6.1) anhand einer
ebener Poiseuille Stromung, wie in [23] gezeigt, validiert. Zusitzlich wird der
Einfluss der Auflosung, der Stromungsgeschwindigkeit und der Breite der dif-
fusen Grenzfliche beriicksichtigt. Im Anschluss werden in Abs. 5.6.5 und in
Abs. 5.7 die verschiedenen Ansitze zur Bestimmung von /4 fiir unterschiediche
Stromungstille untersucht.

5.6.1 Validierung des Reibwertes / an
der ebenen Poiseuille Stromung
fur das Zweibarrierenpotenzial

Als Modelle fiir die Validierung wird das Geschwindigkeitsprofil einer ebe-
nen Poiseuille Stromung, wie in Abs. 2.3.4 vorgestellt, gewihlt. Damit die
Geschwindigkeitsprofile vergleichbar sind, wird die diffuse Grenzflidche so ein-
gestellt, dass der Phasenfeldwert ¢ =0.5 an der Position des Phasentibergangs
der scharfen Grenzflachen liegt. Das Gebiet der zweidimensionalen Simula-

tion ist Ny =60 Zellen und N, =200 Zellen grof3. Bei einer Auflésung von
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5.6 Validierung des dissipativen Grenzflachenspannungsterms

Ax=Az=1 ergibt sich eine ca. 10 Zellen breite diffuse Grenzfliche fiir € =4.
Der Reibwerte wird auf den in Abs. 5.4.1 ermittelten Wert von h = 7,989
gesetzt. Die Spaltbreite D des Kanals ergibt sich aus dem Abstand der oberen
und unteren Wand bei dem Phasenfeldwert mit ¢ =0, 5 und betriagt D=40. Es
wird am Einstromrand eine konstante Einstromgeschwindigkeit von v ¢ =0, 1
vorgegeben. Abb. 5.2 zeigt das Geschwindigkeitsprofil der mit diffuser Grenz-
flache simulierten Stromung an der Stelle N, =200, an der die Stromung als
eingelaufen betrachtet werden kann (rote Kurve). Zusitzlich ist das Ergebnis
einer Simulation mit scharfer Grenzflache und die nach GI. (2.56) berechnete
analytische Losung aufgetragen. Dabei ist die dimensionslose Geschwindigkeit
iiber der dimensionslosen Gebietslinge (x—Richtung) aufgetragen. Au3erdem
ist der Verlauf der Phasenfeldvariablen ¢ aufgetragen, wobei die Stelle ¢ =0,5
durch vertikale Linien gekennzeichnet ist. Fiir die Bewertung der Ergebnisse
im Vergleich zur analytischen Losung ist besonders der Bereich auB3erhalb der
diffusen Grenzfliche von Bedeutung. Die mit diffuser Grenzflache simulierte
Stromung geht, wie in Abb. 5.2(a) zu sehen, im Bereich von x=13, also noch
innerhalb der diffusen Grenzfldche, in die analytische Losung iiber und verlduft
dann etwas unterhalb der Kurve. In Abb. 5.2(b) ist das Geschwindigkeitsprofil
im Bereich der Spaltmitte aufgetragen und man sieht, dass fiir die Simulation
mit diffuser Grenzflache der analytische Maximalwert der Geschwindigkeit
nicht erreicht wird. Nach GI. (2.57b) betrigt dieser u,,, =0, 15. Die simulative,
maximale Geschwindigkeit betragt u,,,,x =0, 1481 und weicht somit ca. 1,3 %
vom analytischen Wert ab. Fiir die Rechnung mit scharfer Grenzfliche deckt
sich das Geschwindigkeitsprofil mit dem der analytischen Losung.

In Abb. 5.2(a) sieht man, dass die Kurve des simulierten Geschwindigkeits-
profils (rot) im Bereich der diffusen Grenzflache unter die analytische Losung
(schwarz) fillt und dann unterhalb dieser verlauft. Dadurch wird der Massen-
strom ausgeglichen, der in der diffusen Grenzfldche im Bereich ¢ <0,5 flief3t.
Da die berechnete Maximalgeschwindigkeit unterhalb der analytischen Losung
liegt, kann daraus interpretiert werden, dass der Massenstrom innerhalb der

diffusen Grenzfliche grofer ist als der Massenstrom der analytischen Losung
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5 Strukturoptimierung von um- und durchstromten Geometrien

in diesem Bereich. Fiir den Bereich auBlerhalb der diffusen Grenzfliche steht
im Vergleich zur analytischen Losung ein kleinerer Massenstrom bei gleicher
durchstromter Flache zur Verfiigung. Die Folge ist, dass aufgrund der Massen-
erhaltung die Geschwindigkeit sinkt. Mit den aus der Simulation ermittelten
Werten fiir den Druck, im eingelaufenen Bereich der Stromung, ergibt sich
ein Druckgradient von ‘é—’z’ =—7,4x 1077 im Vergleich zum analytischen Wert
nach GI. (2.57a) mit ‘31—? =—7,5x107. Senkrecht zur Stromungsrichtung ist der

Druck konstant. Eine Verdopplung der Auflosung dndert das Ergebnis nicht.
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(a) Bereich der diffusen Grenzfliche (b) Bereich der Spaltmitte

Abbildung 5.2: Geschwindigkeitsprofil ebener Poiseuille Stromung bei 7=7,989 im Vergleich mit
der analytischen Losung und der ,,Sharp Interface*“~Ldsung. Zusitzlich ist der Ver-
lauf der Phasenfeldvariablen ¢ aufgetragen und die Stelle ¢ =0,5 durch vertikale
Linien gekennzeichnet.

5.6.2 Einfluss der diffusen Grenzflachenbreite ¢

Zur Untersuchung des Einflusses der diffusen Grenzflachenbreite € auf die
Ergebnisse der Stromungssimulationen wird € auf die Werte 0,6,1,2,3 und 4
gesetzt. Fiir das Gebiet wurde die GroBe Ny = 120 und N, = 400 mit
Ax=Az=0,5 festgelegt. So ergibt sich fiir die diffuse Grenzfliche bei den
verwendeten € eine Zellbreite von entsprechend 3,5,10,15 und 20 Zellen.
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5.6 Validierung des dissipativen Grenzflachenspannungsterms

Der Reibbeiwert ist wieder 7 =7,989 und die Anstromgeschwindigkeit liegt
bei ¥¢=0, 1. Die resultierenden Geschwindigkeitsprofile sowie die analyti-
sche Losung fiir die Poiseuille-Stromung sind in Abb. 5.3(a) gezeigt. Betrach-
tet man den Bereich der Spaltmitte (Abb. 5.3(b)), sicht man, dass je kleiner die
Breite der diffusen Grenzfliche ist, desto stirker nihert sich der Verlauf des
Geschwindigkeitsprofils der analytischen Losung. Fiir eine Vergrosserung der
Grenzflichenbreite von € =3 auf € =4 steigt der Fehler von 0,4 % auf 1,1 %.
Fiir die kleinste Grenzflichenbreite € = 0,6 betridgt die Abweichung von der
analytischen Maximalgeschwindigkeit nur 0,1 %. Dies ist damit zu erkliren,
dass durch eine schmalere diffuse Grenzflache der beeinflusste Bereich kleiner
wird. Wie in Abb. 5.3 zu erkennen, fliet bei einer diffusen Grenzfliche mit
einer Breite von 3 Zellen kaum ein Massenstrom in der diffusen Grenzfliache.
Dementsprechend fillt auch die Verschiebung des Massenstroms in die dif-
fuse Grenzflache geringer aus. Fiir eine Vergroferung der Grenzflachenbreite
erhoht sich der Fehler, da die durchgefiihrte lineare Niaherung aus Abs. 5.4.1
(Ansatz la), durch die der Wert von 7= 7,989 berechnet wurde, nicht mehr
erfiillt ist.

5.6.3 Einfluss der Stromungsgeschwindigkeit

Zur Untersuchung der Abhingigkeit der Simulationsergebnisse von der
Reynoldszahl Re mit dem Reibbeiwert 4 = 7,989 wird die Reynoldszahl von
Re =40 in der Simulation aus den vorangegangenen Abschnitten auf die Rey-
noldszahl Re = 400 erhoht. Nach Gl. (2.61) ist die Einlaufstrecke der Stro-
mung proportional zur Reynoldszahl und kann fiir Re =400 auf die Linge
in z—Richtung auf N, =1.000 Zellen abgeschitzt werden. In x—Richtung ist
das Gebiet N, =60 breit und der Spaltabstand mit D =40 konstant gehalten.
Die ZellgroBe ist Ax=Az=1. Die Anstromgeschwindigkeit wird auf w® =1
erhoht. Es ergibt sich das in Abb. 5.4 aufgetragene Geschwindigkeitsprofil.

Die Simulationsergebnisse werden mit der analytischen Losung verglichen.

171



5 Strukturoptimierung von um- und durchstromten Geometrien

1
~ 014 -
= — 0.8
5 012
} L 3
=) 0.1 )
£ — 06 £
= 008 - =
3 | 8
g 0.06 0.4 5
5 B £
2 004 £
S — 02
@ 002 n

0 T 0

Linge [-]

(a) Geschwindigkeitsprofile ebener Poiseuille Stromung bei Variation der Breite der diffusen
Grenzfliche (durch den Verlauf von ¢ dargestellt)

0.152
T 0148
)
2
2
£ 0144
2
=
Q
s
S0 0.14
® £=0,6 —
2 e=1 ——
g 0136 — €=2 —
N e=3
e=4 —
0.132 LI I R L L

24 26 28 30 32 34 36
Liange [-]

(b) Geschwindigkeitsprofile im Bereich der Spaltmitte

Abbildung 5.3: Je groBer die diffuse Grenzfliche, desto grofer ist der Abstand zur analytischen
Losung. Fiir € = 2 ist die Breite der diffusen Grenzfliche 10 Zellen.

172
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Die maximale Geschwindigkeit an der Stelle z = 1.000 betragt u,,, = 1,4775
und weicht damit 1,5 % von der analytischen Losung ab. Die Abweichung liegt
im Bereich von der bei Re = 40 durchgefiihrten Simulation. Im eingelaufenen
Bereich der Stromung lésst sich der Druckgradient i—’z’ =—7,55x10"* ermit-
teln. Im Vergleich zum analytischen Wert —7,5x 10~ ist der Fehler kleiner
als 1 %.

1.6 |
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Abbildung 5.4: Geschwindigkeitsprofil einer ebenen Poiseuille Stromung mit der Reynoldszahl
Re =400 und 10 Zellen breiter diffuser Grenzfliche. Die Abweichung von der
analytischen Losung ist kleiner als 1 %.

5.6.4 Auswertung der Einlaufstrecke

Fiir die mit Reynoldzahl Re = 40 und Re =400 durchgefiihrten Simulationen
wird die Einlaufstrecke untersucht. Eine Stréomung wird, wie in Abs. 2.3.5
dargestellt, als eingelaufen betrachtet, wenn die Stromungsgeschwindigkeit in
der Rohrmitte nicht mehr als 1 % von der maximalen Strémungsgeschwindig-
keit abweicht. In Abb. 5.5(a) wird das Profil der Stromung mit Re =40 und in
Abb. 5.5(b) bei Re =400 im Einlaufbereich gezeigt. Die oberen Diagramme
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zeigen jeweils das Geschwindigkeitsprofil iiber der Spaltbreite an verschie-
denen Stellen entlang der z—Koordinate. Im unteren Teil der Diagramme ist
jeweils der Verlauf der Geschwindigkeit an der Stelle % aufgetragen. Am
Eintritt (z=1) liegt ein gleichmiiBiges Stromungsprofil vor (Bereich (1) in
Abb. 2.4). Bei Re =40 ist an der Stelle z = 25 deutlich die Kernschicht mit
konstanter Strémungsgeschwindigkeit entlang der Spaltbreite D (Bereich (2)
in Abb. 2.4) zu erkennen. Fiir die hohere Reynoldszahl Re = 400 ist die Kern-
schicht auch an der Stelle z = 125 noch ausgeprigt und geht dann in das para-
belformige Stromungsprofil iiber. Die maximale Stromungsgeschwindigkeit
Umax =0, 1481 bei Re=40 ist in Abb. 5.5(a) an der Stelle z=200 zu sehen. Die
eingelaufene Geschwindigkeit u, =0, 1466 ist bei z="78 (graues Stromungs-
profil in Abb. 5.5) erreicht. Berechnet man nun den Faktor /, aus Gl. (2.61),
ergibt sich dieser zu 0,049. Die maximale Geschwindigkeit u,,,,x = 1,4775 fiir
die Reynoldszahl Re =400 ist an der Stelle z=1.000 zu finden. Die eingelau-
fene Geschwindigkeit u, = 1,4627 wird bei z =659 erreicht. Der Faktor zur
Abschitzung der Einlaufstrecke /, betrigt in diesem Fall 0,041. Die ermittel-
ten Werte liegen im Bereich der Literaturwerte von [, = 0,04...0,065 Re D.
Dass der Faktor bei Re = 400 kleiner ist als der bei Re = 40 kann kann mit
Randeffekten auf Grund der unterschiedlichen Verhiltnisse von Einlaufstrecke

zur Gebietsldngen begriindet werden.

5.6.5 Auswertung der verschiedenen
Ansatze zum Reibwert /

Die in Abs. 5.4.1 vorgestellten verschiedenen Ansitze zur Bestimmung des
Reibwertes & werden nun verglichen. Dazu wird fiir die verschiedenen Fille
der Reibwert £ fiir den linearen Ansatz 1b und den Massenstrom—Ansatz 2
ermittelt. Die Ergebnisse werden dem Ansatz la mit dem allgemeinen Reib-
wert h=7,989 gegeniiber gestellt. In den Legenden der Diagramme ist jeweils

der h—Wert angegeben, der fiir die jeweilige Berechnung verwendet wurde.
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Abbildung 5.5:

Lénge in z-Richtung [-]
(b) Einlaufstrecke bei Reynoldszahl Re = 400

Im oberen Teil der Diagramme sind die Geschwindigkeitsprofile fiir eine ebene
Poiseuille Stromung fiir (a) Re =40 und (b) Re =400 entlang der Spaltbreite an
verschiedenen Stellen entlang der z—Achse aufgetragen. Die unteren Diagramme
zeigen den Verlauf der Maximalgeschwindigkeit in der Spaltmitte. Man sieht die
Entwicklung der Stromung vom ebenen Stromungsprofil iiber Kernstromung bis
hin zum ausgebildeten parabolischen Stromungsprofil.
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Zusitzlich ist der jeweilige Ansatz durch folgende Abkiirzungen gekennzeich-
net: lin fiir den linearen Ansatz 1b und MS fiir den Massenstrom—Ansatz. Fiir
Ansatz la ist nur der ~—Wert 7,989 angegeben. Bei allen durchgefiihrten Simu-
lationen wurde eine ebene Poiseuille Stromung simuliert, bei der das Phasen-
feld mit dem Zweibarrierenpotenzial berechnet wurde.

Bei den bisher gezeigten Stromungssimulationen wurde die mittlere Geschwin-
digkeit an der Einflusskante und die Ausflusskanten der Geometrie vorgegeben
(Geschwindigkeitsrandbedingung). Bei den folgenden Simulationen wurde
auch die sogenannte Druckrandbedingung verwendet. Dafiir wird anstelle der
Geschwindigkeit der Druck an der Ein- und Ausflussseite vorgegeben. Der
Druck wurde immer so gewdhlt, dass fiir den Druck am Ausgang p, =0 gilt,
wobei sich der Druckgradient aus Ap = p, —p; berechnet. Simulationen mit
der Druckrandbedingung haben den Vorteil, dass aufgrund des vorgegebenen
Druckgradienten das Stromungsprofil (nachdem dieses ausgebildet ist) an jeder

Stelle dem Profil einer eingelaufenen Stromung entspricht.

5.6.6 Bewertung der Ansatze zur Bestimmung des
Reibwertes flr verschiedene GebietsgroBen,
Auflésungen und Geschwindigkeiten

Es werden die Ergebnisse zum Vergleich der verschiedenen Ansidtze zur
Berechnung des Reibwertes sowie die Ergebnisse weiterer Simulationen, bei
denen Auflosung, Gebietsgroflie oder Geschwindigkeit variiert wurden, zusam-
mengefasst und bewertet. Dazu wird fiir die verschiedenen Ansitze jeweils der
Reibwert £ fiir unterschiedliche Eingangsgrofien berechnet und eine Simula-
tionsreihe durchgefiihrt. Innerhalb einer Simulationsreihe unterscheidet sich
jeweils nur der Reibwert /4. Die Abweichungen von der analytischen Losung
ebener Poiseuille Stromung werden dann verglichen. Wie bereits gesehen,
kommt es zwischen der analytischen Losung und den Simulationsergebnis-

sen zu Abweichungen in der Geschwindigkeit und im Massenstrom. Um zu
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sehen, bei welchen Parametern welcher Fehler mehr ins Gewicht fillt,
wird die Abweichung von der Geschwindigkeit gegen die Abweichung im
Massenstrom mit

Umay (Simulation)

Fehler (Geschwindigkeit) = (1 - ) -100 %

Upmgy (analytisch)

i (Simulati
Fehler (Massenstrom) = (1 — m(lmuawn)> 100 %

rir (analytisch)

aufgetragen. Ein negativer Fehler bedeutet also, dass die Geschwindigkeit bzw.
der Massenstrom grofer ist als der analytische Wert, bei einem positiven Fehler
entsprechend kleiner. Jedem Ansatz zur Berechnung von A wird ein Symbol

zugeordnet, und zwar

O fiir h =7,989
V fiir den linearen Ansatz zur Berechnung von &

(O fiir den Massenstrom Ansatz zur Berechnung von &

Dabei werden fiir die Geschwindigkeitsrandbedingung gefiillte Symbole und
fiir die Druckrandbedingung leere Symbole verwendet. Die Simulationen einer
Simulationsreihe sind jeweils in der gleichen Farbe dargestellt. Tab. 5.1 gibt
einen Uberblick iiber die verschiedenen Simulationsreihen und die Kennzeich-
nung. In Abb. 5.6(a) sind alle Punkte zu den in Tab. 5.1 aufgefiihrten Simu-
lationen eingezeichnet. Die grauen Linien sind Isolinien fiir einen Fehler von
1 %, 3 % und 5 %. Alle Punkte mit einem Fehler von maximal 3 % zeigt
Abb. 5.6(b) nochmals vergroert. Es besteht eine Korrelation zwischen der
Abweichung von Massenstrom und Geschwindigkeit. Die Linge des durch-
stromten Gebiets in z—Richtung hat bei Verwendung der Druckrandbedingung

einen Einfluss auf die Qualitét der Ergebnisse.
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Abbildung 5.6: Vergleich der Abweichung von Geschwindigkeit und Massenstrom fiir die Simu-
lationsreihen aus Tab. 5.1.
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Symbol RB GebietsgroBle Ax L[] € h Ansatz  iapatyrisch

N. Ny N,
0 DR 60 1 30 1 40 4 7989  alg 0.1
v DR 60 1 30 1 40 4 966 Il 0,1
O DR 60 1 30 1 40 4 899 MS 0.1
O DR 60 1 200 1 40 4 798  allg 0,1
v DR 60 1 200 1 40 4 966  lin 0.1
O DR 60 1 200 1 40 4 899  MS 0.1
B GR 60 1 200 1 40 4 7989  allg 0.1
v GR 60 1 200 1 40 4 966 lin 0,1
e GR 60 1 200 1 40 4 899  MS 0.1
T DR 120 1 60 05 40 2 798  allg 0,1
v DR 120 1 60 05 40 2 1077  lin 0.1
(O DR 120 1 60 05 40 2 1146 MS 0.1
DR 60 1 30 1 40 4 798  allg 1,0
DR 60 1 30 1 40 4 718  lin 1,0
DR 60 1 30 1 40 4 260 MS 1,0
O DR 60 1 200 1 40 4 798  alg 1,0
v DR 60 1 200 1 40 4 718  lin 1,0
O DR 60 1 200 1 40 4 260 MS 1,0
O DR 9 1 300 3 213 12 798 allg 0084
v DR 9 1 300 3 213 12 10618 lin 0,084
O DR 9 1 300 3 213 12 11,01 MS 0084

Tabelle 5.1: Uberblick iiber die Simulationsreihen zur Bewertung der Ansitze zum Reibwert

Dies zeigt ein Vergleich der mit rot gekennzeichneten Simulationsreihe bei
einer Gebietsgrole von N, = 30 und der blauen Simulationsreihe bei einer
Gebietsauflosung von N,=200, wihrend alle anderen Parameter jeweils gleich
sind. Gleiches gilt fiir die orange (N,=30) und schwarz (N,=200) gekenn-
zeichneten Ergebnisse, bei denen eine hohere Geschwindigkeit gewihlt wurde.
Unabhingig von der Qualitidt der Ergebnisse und unabhingig vom Ansatz fiir 4
ist der Fehler kleiner bei einem lédngeren, durchstromten Gebiet. Abweichun-

gen vom Massenstrom treten nur bei der Druckrandbedingung auf. Bei den
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eingetragenen Punkten fiir die mit Geschwindigkeitsrandbedingung durchge-
fiihrten Simulationen treten nur Abweichungen der Geschwindigkeit auf. Fiir
den gezeigten Fall liefert der allgemein berechnete Wert von & = 7,989 mit
ca. 1,3 % Abweichung das schlechteste Ergebnis. Bei der hellblauen Simula-
tionsreihe ist die physikalische Gebietsgrofle im Vergleich zur roten Simulati-
onsreihe gleich grof, jedoch bei doppelter Auflosung. In Abb. 5.6(a) erkennt
man, dass sich fiir 4~ = 7,989 bei doppelter Auflosung sowohl der Fehler
in der Geschwindigkeit als auch im Massenstrom halbiert. Die A—Werte, die
fiir den linearen Ansatz und den Massenstrom—Ansatz berechnet wurden, lie-
gen bei doppelter Auflosung in beiden Fillen iiber dem h—Wert bei niedriger
Auflosung, liefern jedoch sehr gute Ergebnisse: Diese liegen innerhalb des
Bereichs von 1 % Abweichung. Auch bei hoherer Auflosung konnen Ergeb-
nisse nahe der analytischen Losung erzielt werden. Fiir (), V betrdgt die Auf-
16sung Ax,y,z = 3. Die Abweichung liegt bei etwa 1 %. Hier wurde mit Druck-
randbedingung bei einer gro3en Gebietslinge von N, = 300 simuliert. Dies
erklédrt auch, dass der Fehler fiir [] niedriger ist als der von [, bei dem die
Auflosung sechsmal hoher ist. Es gibt keine einheitliche Tendenz, welcher
Ansatz zur Berechnung des Reibwerts /1 die besten und welcher die schlech-
testen Ergebnisse liefert. Fiir den mittels Massenstrom—Ansatz berechneten
h—Wert bei hoherer Geschwindigkeit bzw. einer Reynoldszahl von Re = 400,
(=1, O schwarz bzw. orange, h=2,6) treten die grofiten Abweichungen von
bis zu 25 % bei Massenstrom und 16 % bei der Geschwindigkeit auf. Fiir
den linearen Ansatz sind die Ergebnisse in diesem Fall deutlich besser, die
geringsten Abweichungen werden mit dem Wert von & = 7,989 erzielt. Fiir das
groBBere Gebiet ([J) liegt der Fehler innerhalb der Isolinie fiir 3 % Abweichung.
Betrachtet man im Gegensatz dazu in Abb. 5.6(b) die besten Ergebnisse, fillt
auf, dass sich innerhalb des Bereichs von max 1 % Abweichung nur Simula-
tionsergebnisse befinden, bei denen der 7—Wert mittels des linearen Ansatz 1b
bzw. dem Massenstrom—Ansatz 2 unter Einfluss der Gebiets- und Stromungs-

parameter bestimmt wurde.
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5.7 Validierung fur allgemeine
Stromungsfalle

Nun werden von der ebenen Poiseuille Stroémung abweichende Stromungsfille
untersucht. AuBerdem soll aufgezeigt werden, ob die ermittelten Reibwerte
auch bei allgemeinen Stromungsfillen Giiltigkeit besitzen. Weiterhin wird mit

dem Zweibarrierenpotenzial fiir das Phasenfeld gerechnet.

5.7.1 Couette-Stromung

Couette—Stromung (s. Abs. 2.3.3) stellt neben der Poiseuille Stromung einen
weiteren Stromungsfall dar, fiir den die analytische Losung ermittelt werden
kann. Fiir ¢ > 0.4 stimmen die Profile fiir die diffusen Grenzflichen sehr gut
mit dem fiir die scharfe Grenzfliche iiberein. Fiir kleinere ¢ geht die Geschwin-
digkeit kontinuierlich bis zum Wert null iiber. Das Rechengebiet ist Ny=60 und
N,=300 grof3. Die Zellenlidnge betrigt Ax=Az=1. Die diffuse Grenzflache ist
€=4 breit. Der Reibwert ist #=7,989 und die Geschwindigkeit des angetrie-
benen Rands ist u“=0,2. Der Abstand zum stehenden Rand ist 50 Gitterzel-
len. In Abb. 5.7 ist das aus der Simulation ermittelte Geschwindigkeitspro-
fil, der Verlauf von ¢ und im Vergleich dazu die analytische Losung aufge-
tragen. Da die diffuse Grenzfliche zwischen den Zellen 50 und 51 den Wert
¢ = 0,5 annimmt, miissen bei der analytische Losung bei einem Spaltabstand
von L = 50 die Randbedingungen #(0,5) = U und u(50,5) = 0 erfiillt sein.
Die Ergebnisse stimmen fiir den Reibwert 7 = 7,989 bei dem Zweibarrieren-
potenzial im Bereich auBerhalb des Phasenfeldes mit der analytischen Losung
iiberein. Im Bereich der diffusen Grenzfliche erfolgt ein stetiger Ubergang von
der Geschwindigkeitsverteilung in der diffusen Grenzflache hin zum linea-
ren Geschwindigkeitsprofil. Bei der Herleitung von & durch Ansatz la wird

in Gl. (5.20) die rechte Seite der Navier—Stokes—Gleichungen vernachlissigt.
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Abbildung 5.7: Innerhalb der diffusen Grenzfliche erfolgt ein stetiger Ubergang zum linearen
Geschwindigkeitsprofil, das mit der analytischen Losung iibereinstimmt.

Die GI. (5.20) stellt damit die Differenzialgleichung bei Beriicksichtigung des
dissipativen Zusatzterms fiir Couette—Stromung (s. Abs. 2.3.3) dar fiir die gilt:
h = 0. Dies ldsst den Schluss zu, dass der daraus berechnete h-—Wert fiir den
gewihlten Ansatz richtig ist, da die Losung in diesem Fall mit der analytischen

Losung iibereinstimmt.

5.7.2 3—dimensionale Stromung:
Hagen-Poiseuille Stromung

Den einfachsten Fall dreidimensionaler Stromungen stellt die in Kap. 2.3.4
beschriebene Hagen—Poiseuille Rohrstromung dar. Dafiir wird in diesem
Abschnitt untersucht, wie durch die Simulation einer Stromung in 3D bei
einem Reibwert 7 = 7,989 die Ergebnisse beeinflusst werden. Die Gebiets-
groBe ist Nx=60, Ny=60 und N,=80. Die Zellenlidnge betrigt Ax = Ay = Az=0,5.
Der Durchmesser des Rohres betrigt 40 Zellen, dies entspricht einem Rohr-
durchmesser von D = 20. Der Reibwert £ ist 7,989 und die mittlere Stromungs-
geschwindigkeit liegt bei #=0,15. In Abb. 5.8(a) ist das Phasenfeld fiir einen
Schnitt durch das Gebiet an der Stelle Ny=30 zu sehen. Abb. 5.8(b) zeigt die
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(c) Stromungsprofil im Schnitt durch die Rohrmitte mit dem Verlauf der diffusen Grenz-
flache im Vergleich zur analytischen Losung: Auf der x—Achse sind hier Zellen aufge-
tragen. Die Abweichung der max. Geschwindigkeit liegt bei 2,8 %.

Abbildung 5.8: Ein mit Phasenfeld modelliertes Rohr und die Geschwindigkeitsverteilung.

Geschwindigkeitsverteilung bei stationdrer Stromung an gleicher Stelle. Die

maximale Geschwindigkeit tritt in der Rohrmitte auf, nach aufien hin nimmt die

Geschwindigkeit ab. Am Ubergang zur festen Phase wird die Haftbedingung
erfilllt. In Abb. 5.8(c) ist das Geschwindigkeitsprofil u(x) sowie der Verlauf
der Phasenfeldvariablen ¢ an der Stelle Ny=30 im Vergleich zur analytischen
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Losung dargestellt. Auf der x—Achse ist die Anzahl der Zellen aufgetragen. Es
ist auffillig, dass der Ubergangsbereich zwischen diffusem Geschwindigkeits-
profil und analytischer Losung im Vergleich zu Abb. 5.2 auflerhalb der diffusen
Grenzfliache liegt, etwa im Bereich von Zelle 17. Die maximale Geschwindig-
keit in der Simulation betrdgt in der Rohrachse u,,,,=0,2917. Fiir die analyti-
sche Losung betrigt diese nach Gl. (2.59b) u,,,,,=0,3. Der Fehler liegt somit
bei 2,8 %. Nach dem Gesetz der Massenerhaltung miissten sich beide Kurven
innerhalb der diffusen Grenzfliche schneiden, so dass der Massenstrom auf3er-
halb der diffusen Grenzfliche in beiden Fillen konstant wére. Auch wenn der
Fehler bei dreidimensionaler Rohrstromung etwas grofer ist als im Vergleich
zur zweidimensionalen Spaltstromung, ist die Abweichung von der analyti-

schen Losung immer noch in einem akzeptablen Bereich.

5.7.3 3—dimensionale Stromung:
Karmansche WirbelstraBe

Es wird eine Karmansche Wirbelstrale simuliert. Die fiir die Reynoldszahl
Re = 100 charakteristische Wirbelbildung ist in Abb. 5.9 gut zu erkennen. Es

zeigt somit, dass dreidimensionale Simulationen grundsitzlich moglich sind.

Abbildung 5.9: In einer dreidimensionalen Simulation stromt ein fliissiges Medium bei einer Rey-
noldszahl Re = 100 um einen Zylinder mit dem Durchmesser d = 0.1 m. Die
Stromlinien zeigen die charakteristische Wirbelbildung der Karméanschen Wirbel-
strale.
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5.8 Phasenfeldmodell fr die Optimierung
von Stromungsprozessen

Zur Verwendung des Phasenfeldmodells fiir die Optimierung von Stromungs-
prozessen wird zuerst beschrieben, wie das Energiedichtefunktional (2.66) als
Zielfunktion angepasst wird. Die Zielfunktion soll die Minimierung der Ver-
lustleistung ermoglichen. Es werden verschiedene Terme zur Beschreibung der

Verlustleistung fiir die Zielfunktion vorgestellt.

5.8.1 Beschreibung des ,,optimal
control“—Problems mit der
Phasenfeldmethode

Fiir ein Optimierungssystem wird, wie in Abs. 2.7.1 vorgestellt, eine Design-
variable, eine Zustandsvariable, die Zustandsgleichungen und eine Zielfunk-
tion benotigt. Fiir die Kopplung zwischen dem Phasenfeld- und Optimierungs-
modell wird die Designvariable gleich dem Phasenfeldvektor ¢ gesetzt. Die
Anzahl der Phasen wird auf eine feste und eine fliissige Phase begrenzt. Der
Anteil der flissigen Phase in einer Zelle wird mit ¢;, der Anteil der festen
Phase mit ¢, bezeichnet. Bei der Optimierung von Stromungsprozessen ist
die betrachtete Zustandsvariable der Geschwindigkeitsvektor vV = ¢; ;. Die
Zustandsgleichung ist durch die Navier—Stokes Gleichungen fiir stationédre und
inkompressible Stromungen gegeben mit der Nebenbedingung V - ¥V =0. Es
wird das in Abs. 5.3.3 angepasste Modell nach [23] verwendet. Die Zustands-

gleichung basierend auf GI. (5.6) fiir den stationédren Stromungszustand lautet
F =0, Vp+uA(F)+M{ —p(V-V)¥ = 0. (5.40)

—
Der dissipative Grenzflachenspannungsterm M;i hingt von dem verwendeten
Potential ab (s. Abs. 5.4). Es ist gerade bei Simulationen von umstromten

Strukturen sinnvoll das Volumen zu beschrinken, da eine Umstromung immer
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zu einem Leistungsverlust fiithrt und somit ein modelliertes Hindernis weg-
optimiert wiirde. Es wird dazu die in Abs. 2.4.6 vorgestellte Volumenerhal-
tung eingesetzt. Die Optimierung soll den Leistungsverlust minimieren. Da bei
dieser Optimierung die Kriimmungsminimierung keine Rolle spielt wird das
Energiedichtefunktional (2.66) nach der in Abs. 2.4.5 vorgestellten Methode
angepasst. Die freie Energie f im Funktional aus Gl. (2.66) wird durch einen
Leistungsdichtterm J ersetzt. Das vollstdndige Leistungsdichtefunktional fiir

die Zielfunktion lautet
S 0.7)= [ (2a(0.99)+0(9.Y0) + £0(6) +(9) +7(6.7))V. (541)

Aus der Variationsableitung von _# (¢, V) ergibt sich dann die Evolutionsglei-

chung fiir eine Phase o der Designvariablen ¢ zu

d
rs% =&(V-avg, (0,V9) —d g, () —dve, (Voa)

L 00,(0) 70, (0)~A-gg, A (5.42)

Der Relaxationskoeffizient T wird hier nicht weiter betrachtet und daher auf
T =1 gesetzt. Fiir den a-Term wird die GI. (2.72) und fiir das Potential wird
die GI. (2.76) verwendet. Als Ansatz wird die totale Ableitung der Geschwin-
digkeit vV nach der Designvariablen ¢ in der Sensitivitit an der Stelle der trei-
benden Kraft durch die partielle Ableitung ersetzt und nach GI. (5.4) analytisch
bestimmt. So ist kein zusitzlicher Schritt fiir die Losung des adjungierten Ver-
fahrens (s. Abs. 2.7.2) notwendig. Die Gl. (5.42) wird nun nach dem ,,optimal
control* Algorithmus aus Abs. 2.7.3 unter Verwendung einer geeigneten Leis-
tungsdichte J(¢, V) geldst. Der Algorithmus wird beendet, wenn das Opti-
mierungsziel erreicht ist. Dazu wird das Abbruchkriterium iiber die zeitliche
Anderung der treibenden Kraft a;—‘t“’ definiert als

(Jo(t+Ar)—T4(t))?
At

ot

d
‘%¢ <& (5.43)

mit dem Schwellwert &,.
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5.8.2 Leistungsdichteterme zur Minimierung
des Leistungsverlusts

Zur Beschreibung der Leistungsdichte J(¢, V) wird der in der klassischen

Mechanik bekannte Zusammenhang
W=F @ (5.44)

zwischen Energie W, Kraft F und Weg u verwendet. Die materielle Ableitung
der Energie fiir eine zeitunahédngige Kraft F geteilt durch das Volumen V ergibt
die Leistungsdichte J(¢, V') als

=~ (5.45)

WoF.v
|4

Allgemein kann die Leistungsdichte J(¢, V') unter Verwendung von Gewich-

tungsfaktoren ¢; und eines Normierungsfaktors s als
J(¢,7) :SZC,'],' (546)
i

dargestellt werden. Die Vorzeichen der Gewichtungsfaktoren c; legen fest in
welche Richtung des Leistungsverlusts optimiert werden soll. Der Normie-

rungsfaktor s mit

1

s = W (5.47)
soll sicherstellen, dass die Vorfaktoren c¢; der Zielfunktionen bei verschiede-
nen Reynoldszahlen sich nicht dndern miissen. Die Potenz d wird empirisch
auf einen Wert von d=1,6, der fiir verschiedene Geschwindigkeiten die gleiche
Skalierung der Vorfaktoren c; zu lésst, festgelegt. Die Terme in der Impulsglei-
chung der Navier—Stokes Gleichungen entsprechen gerade einer Kraftdichte,
sodass man durch das Multiplizieren der Gl. (5.6) mit der Geschwindigkeit V'

auf die gesuchte Leistungdichte kommt.
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Der viskose Reibungsverlust ergibt sich aus der inneren Reibung der Molekiile
in der Stromung. Das heifit eine grofle Verformungsgeschwindigkeit des Flu-
ids sorgt fiir einen hohen Energieverlust. Durch die Vergroierung der durch-
stromten Fldache werden die Abstinde der Fluidteilchen groBer, sodass die Rei-
bung zwischen den Teilchen reduziert wird. Der Leistungsdichteterm J fiir die
viskosen Reibungsverluste ergibt sich fiir inkompressible Newtonsche Fluide

unter Verwendung von Gl. (2.46) zu
h=p(V¥+ V) (5.48)

Dieser Term findet auch in dem Modell von Borrvall und Petersson [136] Ver-
wendung. Die Ableitung des Terms J; erfolgt auf Grund der Gradiententerme
durch eine Variationsableitung.

Die Druckdinderungsleistung beschreibt die Leistung, die notig ist um den
Druck des Fluids zu dndern. Der Druckterm der Navier—Stokes Gleichungen
(5.6) multipliziert mit der Stromungsgeschwindigkeit ergibt fiir den Leistungs-

dichteterm J, die Druckédnderungsleistung
Hh=¢Vp-V. (5.49)

Die Beschleunigungsleistung wird benotigt, um eine Anderung der Geschwin-

digkeit zu bewirken. Der Term J3 fiir die Beschleunigungsleistung ergibt sich zu
J=p(V-V)- V) V. (5.50)

Zur Beschreibung des Leistungsverlusts durch Reibung an der Oberfldche wird
der dissipative Grenzflaichenspannungsterm aus Gl. (5.7) verwendet. Dieser
wird abhiingig vom verwendeten Potentialterm (s. Abs. 2.4.2 und Abs. 5.4)
gewdhlt und beschreibt die diffuse Grenzflichenreibleistung mit

Jy=M{- 7. (5.51)
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Abbildung 5.10: Vergleich einer durchstromten Struktur eines 90° Kriimmers vor der Optimie-
rung (grau) und den durch die Optimierung mit dem Js-Terms entfernten Bereich
(schwarz).

In Bereichen, in denen keine Stromung vorherrscht, sogenannte Totzonen, gibt
es auch keinen Leistungsverlust. Es wird ein kiinstlicher Term Js fiir die Bestra-

fung von nicht bzw. wenig durchstromten Bereichen eingefiihrt mit
Js=0.5-|1]- ¢, (5.52)

der die Bildung fester Phase in Gebieten mit geringer Geschwindigkeit begiins-
tigt. Die treibende Kraft %5 wird jedoch nur berechnet, wenn die Norm der
Geschwindigkeit || der Zelle kleiner ist als 1% der Norm der maximalen
Geschwindigkeit |V 4| und der Phasenwert ¢; groBer ist als 0,3. Durch die
zweite Bedingung wird der Geschwindigkeitsgradient in der diffusen Grenz-
flache beriicksichtigt. Einen weiteren Ansatz zur Reduktion von kleinen
Geschwindigkeiten, der in ersten Versuchen bereits gute Ergebnisse geliefert

hat, ist durch die Ableitung

Us 7

A~ &Vl 459

definiert. Als Referenzgeschwindigkeit dient die Norm der maximalen
Geschwindigkeit | V4| im Gebiet, die mit ¢ skaliert wird, z. B. auf 1% der
maximalen Geschwindigkeit. In der Abb. 5.10 ist nach einer Simulation mit
dem Term Js zu sehen, dass die Ecke (schwarz dargestellt) eines von links
eingestromten 90°-Kriimmers abgerundet ist und parallel zu den Stromlinien
verlduft.
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5.9 Auswertung der Formoptimierung

In diesem Abschnitt werden Anwendungen der Zielfunktion (5.46) und den
dafiir bestimmten Leistungsdichtetermen (5.48)-(5.52) fiir Stokessche Stro-
mungen mit den Reynoldszahlen Re <1, Re <1 und Re~1 von umstromten
und durchstromten Bauteilen gezeigt. Zuerst wird die Auswirkung der Gewich-
tung der beiden Terme J; und Js auf das Ergebnis untersucht. Die Terme
J1 und Jy spielen fiir die schleichende Stromung die wesentliche Rolle. Die
Betrachtungen werden jeweils fiir die beiden Fille Volumenerhaltung ein und
Volumenerhaltung aus durchgefiihrt. AnschlieBend wird die Auswirkung der
Kriimmungsminimierung auf die Zielfunktionsterme untersucht. Das Zusam-
menspiel beider Terme ist fiir die Funktionalitit des Modells von Bedeutung,
insbesondere bei der Anpassung des Modells an unterschiedliche Reynolds-
zahlen. Zur Bewertung wird das Geschwindigkeitsprofil am Auslass gezeigt
und die relativen Druckverlustbeiwerte {,,; bestimmt. Fiir die Stokessche Stro-
mungen kann davon ausgegangen werden, dass die Beschleunigungen gering
sind und somit der Beschleunigungsterm J3 vernachlissigt werden kann. Die
physikalischen ReferenzgroBen werden fiir die Linge auf / = 1073 m, fiir die
Zeit auf t = 107! s und fiir die Masse auf m = 107° kg festgelegt. Alle Para-

meter in dimensionslosen Groflen werden mit [-] gekennzeichnet.

5.9.1 Umstromter Korper

Die Verlustleistung ist bei umstromten Koérpern minimal, wenn der Korper
verschwunden ist. Alle Rechnungen fiir den umstromten Korper werden daher
mit Volumenerhaltung durchgefiihrt. Fiir die Optimierung eines umstromten
Korpers wird als Anfangsbedingung eine quadratische Geometrie gewdhlt
(s. Abb. 5.11). Die treibende Kraft der Sensitivitit (5.46) wirkt auf die diffuse
Grenzfliche. Untersuchungen haben gezeigt, dass sich mit =5 eine 10 Zellen

dicke Grenzfliche ausbildet. Eine Form entwickelt sich gleichméfig mit einer
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200 40 I

Abbildung 5.11: Gebietskonfiguration eines von links umstromten Korpers (grau) in einem Gebiet
mit 200 <300 Zellen. Die schwarzen Stromlinien zeigen den Stromungsverlauf.
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Abbildung 5.12: Untersuchung des Einflusses der Leistungsdichteterme J;,J> und J4 auf den Opti-
mierungsprozess.
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glatten Grenzflache unter Verwendung dieses Parameters. Die Simulationen
werden daher mit € = 5 durchgefiihrt. Zur Validierung der Leistungs-
terme (5.48), (5.49) und (5.51) werden Simulationen mit der Anfangsbedin-
gung aus Abb. 5.11 durchgefiihrt. Die Abb. 5.12(a)-(g) sind jeweils so gedreht,
dass die Einstromrichtung oben ist. Die Druckrandbedingung ist am Einlass
auf den Wert 5 x 107°[-] und am Einlass auf den Wert 1-107°[-] festgelegt.
An den anderen Réndern ist jeweils die Ein-/Ausstromrandbedingung gesetzt.

3.0-10°9 ‘ ; 2.62:10°5 : ‘
ohne — N+h+dy ——
X Jithtdy —— T o-s L i p—
= 25107 Y ] L 261:10 e
2 J+Jy —— g s A
= s L I — | % 2.60-107 - D J
g 2010 Nl — E \ 7
E — £ 259.10° | y e
£ 15107 | b E]
2 )
) 2 2581075 | J
% 1.0-10°5 2
) B B 1)
éﬂ £ 257-107° .
£
205107 ¢ T £ 256-107 | ]
2 3
0.0 . L : 2551075 ; . . L
0 50 100 150 200 80 9 100 110 120 130
Linge [-] Linge [-]

(a) Vergleich der Stromungsprofile am Auslass (b) Zum besseren Vergleich ist hier ein Aus-
des Rechengebiets. Die gestrichelte Linie schnitt der Stromungsprofile aus Abb. (a)

zeigt das Ergebnis vor der Optimierung. dargestellt.
0.85
0.845 | .
Gnar o0 | i
0.835 | .
0.83 N T S S R R
S 7 % S, %, 7,
< v v 3

(¢) Relativer Druckverlustbeiwert ., iiber den
Zielfunktionen.

Abbildung 5.13: Vergleich der Stromungsprofile bei der Optimierung der Geometrie durch die
unterschiedlichen Zielfunktionsterme.
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In den Abb. 5.12(d)-(f) sind die Ergebnisse fiir die paarweise Kombination der
Terme zu sehen. Die Kombination der Terme Ji, J, und Jy ist in Abb. 5.12(g)
zu sehen. Man erkennt, dass die Eigenschaften der Ergebnisse aus den Simu-
lationen in den Abb. 5.12(a)-(c) sich zu einer gemeinsamen Form ergédnzen.
Zur quantitativen Auswertung der Ergebnisse wird das Stromungsprofil am
Austromrand betrachtet (s. Abb. 5.13(a) und 5.13(b)). Eine deutliche Erh6hung
der maximalen Geschwindigkeit gegentiber der nicht optimierten Geometrie
ist zu erkennen. Die maximale Geschwindigkeit ohne Optimierung betrdgt
2,379 x 1073[-]. Mit Optimierung durch die Kombination der Terme J;, J>
und J, betriigt die maximale Geschwindigkeit 2,605 x 10~°[-]. Die ermittelten
maximalen Geschwindigkeiten werden verwendet, um den relativen Druckver-
lustbeiwert &,,; in Abb. 5.13(c) zu bestimmen. Man sieht wie sich die Terme
auf den relativen Druckverlustbeiwert {,,; auswirken. Die kleinste Verbesse-
rung liegt bei 15,2 % bei der Verwendung des Terms J, und die maximale
Verbesserung des Widerstandbeiwerts bei der Verwendung der Terme J;, J>
und Jy liegt bei 16,5 %. Insgesamt gesehen ist die Optimierung umstromter
Bauteile mit Einschriankungen moglich. Diese Einschriankungen sind entweder
derart, dass das Bauteil sich mit der Stromung bedingt durch den Optimie-

rungsprozess mitbewegt oder dass Barriere eingebracht werden muss.

5.9.2 Gerades Rohr

Zur Bestimmung der Wirkung viskoser Reibungsverluste J; und der diffu-
sen Grenzflichenreibleistung J4 wird eine Parameterstudie mit der Reynolds-
zahl Re ~ 1 durchgefiihrt. Zum Vergleich der Ergebnisse wird das Verhiltnis
V= i—i eingefiihrt. Der Aufbau des Rechengebiets ist in Abb. 5.14 zu sehen.
Bei durchstromten Korpern besteht das umgekehrte Problem zu den umstrom-
ten Korpern. Das Leistungsminimum ist gefunden, wenn es keine Stromung
gibt. Eine Rohrleitung wird also verschlossen, sodass nichts mehr hindurch-
fliessen kann. Zur Vermeidung dieses Effekts wird der Randbereich der Geo-

metrie festgehalten und somit keine Optimierung am Rand durchgefiihrt.
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1000 40

Abbildung 5.14: Gebietskonfiguration eines durchstromten Korpers (grau) in einem Gebiet mit
1000 x 400 Zellen. Die schwarzen Stromlinien zeigen den Stromungsverlauf

des von links durchstromten Korpers mit einem Offnungsdurchmessers von
40 Zellen.

(a) Untersuchung des Einflusses des Verhiltnisses von ¢ zu c4.
Dargestellt sind die Isolinen an der 0,5-Line des Phasenfeld-

profils fiir die Verhéltnisse y= % , Y= ggg und y= %.
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(b) Vergleich der Stromungsprofile bei (¢) Vergleich des relativen Widerstandbeiwerts &,
unterschiedlichen y-Verhiltnisse. der Maximalgeschwindigkeiten fiir die Geo-
metrie aus Abb. 5.14 iiber dem resultierenden
Volumen.

Abbildung 5.15: Ergebnisse der Studie zur Untersuchung des Verhéltnisses der Gewichtungs-
faktoren ¥ = %.
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5.9 Auswertung der Formoptimierung

In Abb. 5.15(a) sind die Isolinien fiir drei der Ergebnisse dargestellt. Die Ergeb-
nisse in Abb. 5.15(b) zeigen eine Verengung des durchstromten Korpers und
damit eine niedrigere Geschwindkeit bei einem Verhiltnis von y < 1. Der rela-
tive Druckverlustbeiwert §,,; steigt deutlich an. Fiir Verhéltnisse groBer eins ist
eine Vergroferung der durchstromten Flidche zu erkennen. Gut zu erkennen ist
in Abb. 5.15(c), dass der relative Widerstandbeiwert {,.; mit steigendem Volu-
men sinkt. Deutlich wird, dass mit sinkender Oberfliche der Volumenstrom

durch die durchstromte Geometrie zunimmt.

5.9.3 90° Kriummer

An einem 90° Kriimmer (s. Abb. 5.16) werden die Verlustleistungsterme der
Topologieoptimierung unter dem Einfluss der Kriimmungsminimierung unter-
sucht. Durch das Bestreben der Bauraumminimierung und Erhohung der Durch-
flussrate spielt ein optimierter 90° Kriimmer in der Technik eine bedeutende
Rolle. Die Strémung fliet von links {iber die Kriimmung nach unten. Die
schwarzen Stromlinien veranschaulichen die Stromung in der fliissigen Phase
(hier weil3 dargestellt). Die graue Fliche stellt die feste Phase ¢ = 1 dar. Die
eingetragenen Werte beschreiben durch die Diskretisierung die Gebietsgrofie

in Form von Zellen.

500
330

40 Iﬁi i 500

Abbildung 5.16: Anfangsbedingung zu den Simulationen mit einem 90° Kriimmer.
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Im Folgenden werden die Auswirkungen der Volumenerhaltung (V) und der
Kriimmungminimierung (K) auf den Volumenstrom {iiberpriift. Die Kriim-
mungsminimierung hat zur Folge, dass die fliissige Phase den geometrisch
kiirzesten Abstand zwischen dem Einstromgebiet und dem Ausstromgebiet
annimmt und somit der Massenstrom den kiirzesten Weg zuriicklegt. Durch
die Volumenerhaltung sind die Volumina der festen und fliissigen Phase des
Gebietes konstant. Diese Gebiete konnen sich lediglich durch die treibende
Kraft der Sensitivitit verschieben, aber es entsteht dabei keine Optimierung
durch das Wachstum oder Schrumpfen der Phasen. Die Optimierung bewirkt
jedoch, wie in Abb. 5.17(c) zu sehen ist, eine VergroBerung der fliissigen

Phase im Bereich der 90° Kriimmung um die Verlustleistung zu minimieren.

(a)K=1,V=0 b)K=0,V=1 (c)K=0,V=0

0.00045
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0.0001 |
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0 | | | |
0O 10 20 30 40 50 60 70 80

Linge [-]

Stromungsgeschwindigkeit [-]
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—oe
o <<<

=
5
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o o—o

(d) Vergleich der Stromungsprofile der Optimierung

Abbildung 5.17: Vergleich des Optimierungsergebnisses mit und ohne Kriimmungsminimierung
in Kombination mit und ohne Volumenerhaltung bei Re < 1
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(a) Re K 1

(b)Re < 1 (c)Re~ 1

Abbildung 5.18: Vergleich der Optimierung eines 90° Kriimmers bei verschiedenen

Stromungsgeschwindigkeit [—]
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Abbildung 5.19: Optimierung eines 90° Kriimmers bei verschiedenen Reynoldszahlen. ”Opt.*
bezeichnet die Geschwindigkeit des optimierten Zustandes und “ohne* bezeich-
net den nicht-optimierten Zustand.
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Bei der Verwendung der Kriimmungsminimierung (s. Abb. 5.17(a)) wird eine
deutliche Asymmetrie des Stromungsprofils (s. Abb. 5.17) durch die hori-
zontale Rohrneigung sichtbar. Dieser Effekt ist nur in leichter Form bei der
Simulation ohne Volumenerhaltung und ohne Kriimmungsminimierung
(s. Abb.5.17(c)) erkennbar. Die folgenden Simulationen zur Optimierung bei
verschiedenen Reynoldszahlen werden mit den Verlustleistungstermen Jp,Jy4
und Js simuliert (s. Abb. 5.19). In den Abb. 5.18(a)-(c) sind die Stromungs-
profile fiir die verschiedenen Reynoldszahlen am Ausstromrand aufgetragen.
Eine Abhingigkeit der Geschwindigkeit von der Kriimmung des Rohres ist zu
erkennen. Die Geschwindigkeiten bei Re ~ 1 haben das grofite Wachstum der
fliissigen Phase bewirkt. Im konvergierten Zustand liegt das Zellvolumen bei
28042 Zellen, wihrend die fliissige Phase von Re < 1, 27792 fliissige Zellen
aufweist. Im nicht-optimierten Zustand betrigt das Zellvolumen der fliissigen
Phase aus 23085 Zellen. Die Leistungssteigerung der Simulationen fiir die ein-
zelnen Reynoldszahlen ist in Tab. 5.19(d) abzulesen. Es ist eine Reduktion des
Widerstands von iiber 22 % bei Re < 1 zu erkennen und eine Reduktion von

fast 28 % durch die Optimierung bei Re ~ 1.

5.9.4 Doppelkrimmer

Der Doppelkriimmer dient zur Umlenkung in Form zweier 90° Winkel
(s. Abb. 5.20). Die Stromung, durch die schwarzen Stromlinien veranschau-
licht, flie3t von links iiber die beiden Kriimmungen nach rechts. Die graue Fla-
che stellt dabei die feste Phase ¢ = 1 und die weifle Flidche die fliissige Phase
¢ = 0 dar. Die angegebenen Werte beschreiben die Gebietsgrofie in Zellen. Im
Folgenden wird der Doppelkriimmer hinsichtlich der Kriimmungsminimierung
und der Volumenerhaltung verglichen. Das gleiche Auswertungsschema wie in
Abb. 5.9.3 wird verwendet.
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150

175

500

Abbildung 5.20: Anfangsbedingung zu den Simulationen des Doppelkriimmers

(@K=1,V=0 MK=0,V=1

c)K=0,Vv=0

Abbildung 5.21: Vergleich der Geometrien unter dem Einfluss der Kriimmungsminimierung

und der Volumenerhaltung

Es zeigen sich die Verhaltensweisen der Optimierung wie in Abb. 5.9.3 erkenn-

bar ist. Bei der Kriimmungsminimierung strebt der Massenstrom den nahezu

geometrisch kiirzesten Weg an und bei der Volumenerhaltung bleibt der durch-

flossene Durchmesser des Rohres fast gleich. Die Optimierung in Abb. 5.21(c)

zeigt vor allem eine Forméinderung bei den stromungsbelasteten Kriimmungen.
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Dort findet ein Wachstum der fliissigen Phase statt, die die scharfkantigen
90° Winkel abrundet. Durch die Optimierung entsteht ein leicht asymmetri-
sches Stromungprofil am Ausstromrand (s. Abb. 5.22) mit K=1 und V=0. Es ist
eine deutliche Geschwindigkeitssteigerung in Abb. 5.22 und damit eine Leis-
tungsoptimierung durch die Optimierung ohne Kriimmungsminimierung und
ohne Volumenerhaltung in Abb. 5.21(a) zu erkennen. Zur weiteren Untersu-
chung des Einflusses der Volumenanteile der flissigen Phase auf den Grad der
Optimierung werden mit der Geometrie in Abb. 5.20 Simulationen mit dem
Verhiltnis y = ;—; durchgefiihrt. Die Stromungsprofile in Abb. 5.24 zeigen,
wie schon in Abb. 5.15(c), einen Einflul des Volumens der fliissigen Phase auf
die Optimierung. Die Zunahme des fliissigen Volumens beschreibt durch die
Korrelation eine Erhohung der Geschwindigkeit (s. Abb. 5.24(b)).

0.5

04 +

0.3 |

02 |

0.1 |

Stromungsgeschwindigkeit [—]

I I I
0 10 20 30 40 50 60 70
Linge [-]

Abbildung 5.22: Vergleich der Stromungsprofile der optimierten Geometrien am Ausstromrand.

-

@y = 5o ® v = 5 ©v = 5o

Abbildung 5.23: Parameterstudie zum Verhéltnis von ¢; und ¢4
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flissigen Volumens

Abbildung 5.24: Vergleich der Stromungsprofile der optimierten Geometrien eines
Doppelkriimmers

Die folgenden Optimierungen sind mit verschiedenen Reynoldszahlen und den
Verlustleistungstermen Ji,J4 und J5 simuliert. Zu erkennen ist eine leichte
Asymmetrie in den Stromungsprofilen der optimierten Doppelkriimmer
(s. Abb. 5.25). Zur Verdeutlichung des Grads der Optimierung werden die Stro-
mungsprofile am Ausstromrand aufgetragen (s. Abb. 5.26). Um die Leistungs-
steigerung zu veranschaulichen wird der Druckverlustbeiwert § in Abb. 5.26(d)
dargestellt.

(@) Re < 1 (b)Re < 1 (C)Re~1

Abbildung 5.25: Vergleich der Geometrien bei verschiedenen Reynoldszahlen
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Abbildung 5.26: Vergleich der Stromungsprofile der optimierten mit der nicht-optimierten Geome-
trie.”Opt.* bezeichnet die Geschwindigkeit des optimierten Zustandes und “ohne*
bezeichnet den nicht-optimierten Zustand.

5.9.5 T-Kriimmer

Der T-Kriimmer spaltet den Volumenstrom in zwei Hilften auf. Die Stromung
fliet von links tiber den Stromungsteiler nach oben und unten (s. Abb. 5.27).
Dies wird durch die schwarzen Stromlinien veranschaulicht. Die fliissige Phase
¢ = 0 (weiBe Fliche) wird durchstromt. Die graue Fliche stellt die feste Phase
¢ =1 dar.
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500

40]

370

Abbildung 5.27: Anfangsbedingung zu den Simulationen des T-Kriimmers

Das Ergebnis der Optimierung durch die treibenden Krifte bei verschiedenen
Reynoldszahlen ist in Abb. 5.28 zu sehen. Am Ende des horizontalen Roh-
res tritt eine Totzone auf. Zu erkennen ist eine Formoptimierung des Rohres
im Stromungsteiler durch die Bestrafung stromungsarmer Gebiete mit dem
Js-Term an dem V-Schnitt der festen Phase.

Um den Grad der Optimierung darzustellen, werden die Stromungsprofile
am oberen Ausstromgebiet aufgetragen, da es sich um ein symmetrisches
Gebiet handelt, sind die Stromungsgeschwindigkeiten am unteren Ausstrom-
gebiet betragsmiBig gleich denen des oberen Stromungsprofils (s. Abb. 5.29).
Durch die hohere Geschwindigkeit im optimierten Bauteils wird ein hohe-
rer Massenstrom am Auslass erreicht und damit eine Leistungssteigerung.
Diese Leistungssteigerung wird durch das C’g—o“", Re-Diagramm visualisiert
in Abb. 5.29. Die Reduktion des Widerstandbeiwerts ist bei den einzelnen
durchstromten Hindernissen relativ dhnlich. Eine Reduktion des Widerstand-
beiwerts des Doppelkriimmers von bis zu 15 % wird erreicht, wihrend die des

T-Kriimmers nur bei maximal 5 % liegt.
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(a)Rek 1 (b)Re < 1 (c)Re=1

Abbildung 5.28: Vergleich der Optimierung der Stromungsgeometrie eines T-Kriimmers bei
verschiedenen Reynoldszahlen
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Abbildung 5.29: Vergleich der Stromungsprofile der optimierten ("Opt.*) mit der nicht-optimierten
Geometrie ("ohne®).
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5.9 Auswertung der Formoptimierung

5.9.6 Duse

In einer Diise verengt sich der Rohrquerschnitt und damit erhoht sich die
Geschwindigkeit des Fluids. Die Stromung fliet von links nach rechts und
wird in einer Stufe komprimiert. Die Kompression ist durch die Verengung
der Abstidnde der schwarzen Stromlinien zu erkennen. Die graue Fliche stellt
dabei die feste Phase ¢ = 1 und die weille Flache die fliissige Phase ¢ = 0 dar.
Eine Diise in Abb. 5.30 bei verschiedene Reynoldszahlen wird betrachtet
(s. Abb. 5.32). Die Anderungen zeigen sich deutliche in der Kriimmung der
Stufe. Hohe Geschwindigkeiten fithren zu einer stirkeren Kriimmungsmi-
nimierung als langsamere. Dieser Effekt ldsst sich in den Phasenfeldern in
Abb. 5.31 zeigen. Um eine Aussage iiber die Optimierung der Diise zu bekom-
men, werden die Stromungsprofile zwischen dem optimierten Zustand (Opt.)
mit dem nicht-optimierten Zustand (ohne) am Auslass in Abb. 5.32 verglichen.
Die Geschwindigkeitssteigerung zeigt eine Optimierung des Massenflusses,
eine genauere Analyse dieser Optimierung mit dem Druckverlustbeiwert §
findet man in Abb. 5.32(d).
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80[::‘,—;
K

Abbildung 5.30: Anfangsbedingung zu den Simulationen der Diise und des Diffusors
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(aA) Re k1

(b)Re < 1 (c)Re~1

Abbildung 5.31: Vergleich der Optimierung einer Diise bei verschiedenen Reynoldszahlen.
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Abbildung 5.32: Vergleich der Stromungsprofile der optimierten mit der nicht-optimierten

Geometrie.
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5.9.7 Diffusor

Zur Simulation eines Diffusors wird der Massenstrom in der entgegengesetz-
ten Richtung einer Diise geleitet. Bei einem Diffusor erweitert sich also der
Querschnitt und das durchstromende Fluid wird verlangsamt. Die Anfangs-
bedingung aus Abb. 5.30 ist dabei, bis auf die Stromungsrichtung, identisch.
Wie schon bei der Optimierung der Diise in Abb. 5.31 ist hier eine Kriim-
mungsminimierung bei hoheren Geschwindigkeiten zu erkennen (s. Abb. 5.33).
Hohe Geschwindigkeiten induzieren hohe treibende Krifte und damit ist eine
stirkere Anderung des Phasenfeldes zu erwarten. Die Stromungsgeschwindig-
keiten am Auslass bilden das in Abb. 5.34 gezeigte Profil. Bei der Diise mit
einer Reynoldszahl von Re ~ 1 wird eine Reduktion des Widerstandbeiwerts
gegeniiber der nicht-optimierten Losung von 4,3 % erreicht. Der Diffusor zeigt

dabei geringere Werte von maximal 3,2 % bei Re ~ 1.

5.10 Fazit

In der Arbeit wird gezeigt, dass eine stromungsgesteuerte Topologieoptimie-
rung mit einem Phasenfeldmodell moglich ist. Das dazu verwendet Stromungs-
modell von [23] konnte auf das in dieser Arbeit verwendete Phasenfeldmodell
angepasst und so fiir die Topologieoptimierung verwendet werden.

Verbesserungen gegeniiber der urspriinglichen Bauteilstruktur zeigen sich in
unterschiedlich starker Ausprigung je nach Modelleinstellung unter anderem
durch das Abrunden von Ecken und dem Zuwachsen von schwach durchstrom-
ten Bereichen. Bei Rechnungen mit Volumenerhaltung zwischen fester und
fliissiger Phase konnen im umstromten Fall aussagekriftige Ergebnisse auf-
gezeigt werden. Es tritt jedoch der Effekt des Wegdriftens der optimierten
Form auf. Der Beginn des FlieBens tritt jedoch erst ein, wenn das Hinder-
nis seine optimale Form erreicht hat. Bei umstromten Hindernissen werden

durch die Optimierung Reduktionen der Widerstandsbeiwerte von bis zu 16 %
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(a)Rek 1

(b)Re < 1

(c)Re=x1

Abbildung 5.33: Vergleich der Optimierung eines Diffusors bei verschiedenen Reynoldszahlen.
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Abbildung 5.34: Vergleich der Stromungsprofile der optimierten mit der nicht-optimierten Geo-
metrie eines Diffusors.
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5.10 Fazit

gegeniiber dem nicht-optimierten Hindernis erzielt. Ungewollte Totzonen bei
Stromungsgeometrien konnen durch einen zusitzlichen Term, der stromungs-
arme Gebiete bestraft, entfernt werden. Mit der Verwendung dieser Zielfunk-
tion werden Reduktionen des Widerstandsbeiwerts von bis zu 28 % gegentiber
der urspriinglichen Geometrie erreicht.

Bei den durchstromten Geometrien hat sich gezeigt, dass die Eliminierung
der Kriimmungsminimierung und das Vernachldssigen der Volumenerhaltung
zu Verbesserungen von iiber 15 % gegeniiber der nicht optimierten Geometrie
in der Stromungsgeschwindigkeit und damit im Massenfluss fiihren. Bei die-
sen elementaren Untersuchungen ist es fiir eine durchstromte Rohrgeometrie
gelungen, ohne Volumenerhaltung gute Optimierungsergebnisse zu erhalten.
Der Ansatz, die analytische partielle Ableitung anstelle eines adjungierten Ver-
fahrens zu verwenden, hat sich also bewéhrt. Es muss jedoch gepriift werden,
in wie weit sich die Ergebnisse auf hohere Reynoldszahlen erweitern lassen.

209






6 Untersuchung von
komplexen Stromungen
in Kluften

6.1 Motivation

In Zeiten der Energiewende ist man auf der Suche nach verldsslichen Alter-
nativen zur Kernenergie. Der CO,-Ausstof3 soll dabei weiter reduziert wer-
den, um die Auswirkungen des Klimawandels zu mildern. Die Europidische
Union verpflichtete sich 2007/2008 zum ,,20-20-20-Ziel“. Es sollen bis zum
Jahre 2020 eine Reduktion der Treibhausgase, eine Erhohung der Energie-
effizienz und eine Erhohung des Anteils der erneuerbaren Energietriger am
Gesamtenergievebrauch um jeweils 20 % erreicht werden. Die Bundesregie-
rung plant sogar bis 2020 den Ausstofl von Treibhausgasen um 40 % gegen-
iiber 1990 zu reduzieren [1]. Die Energieerzeugung aus fossilen Energietrigern
muss dazu durch Nutzung geeigneter erneuerbarer Energien ersetzt werden.
Die Nutzung von Wind- und Solarenergie ist abhidngig von der Wetterlage,
Tages- und Jahreszeit. Daher stellt die Geothermie eine interessante Energie-
quelle dar, die dauerhaft zur Verfiigung steht. Die thermische Energie im Erd-
innern kann zur Stromerzeugung und Wirmeversorgung genutzt werden. Die
oberflichennahe Geothermie kommt dabei vor allem bei Privathaushalten und
kleineren Installationen zum Einsatz [168]. Die Temperatur steigt unter der
Erdoberflache im Mittel um 3 Kelvin pro hundert Meter. Besonders attraktiv

fiir die industrielle Nutzung ist daher die Tiefengeothermie, durch die es mog-
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lich ist mit entsprechend tiefen Bohrungen viel Energie aus dem Erdinnern zu
fordern. Laut dem Bundesverband Geothermie ist in Deutschland ein betrdcht-
licher Teil der geothermischen Stromerzeugung in petrothermalen Systemen
gespeichert [168]. Beim Hot-Dry-Rock-Verfahren (HDR) wird dazu eine Fliis-
sigkeit, in der Regel Wasser, durch eine Bohrung im Gestein unter hohem
Druck in eine Tiefe von 3000 bis 6000 Metern gepumpt. Im Gestein entsteht
durch den Druck ein kiinstliches Kluftsystem. Die Fliissigkeit erwdrmt sich
in dem Kluftsystem. Durch eine weitere einige hundert Meter entfernte Boh-
rung wird die Fliissigkeit wieder an die Erdoberfliche gefordert. Die Fliissig-
keit wird alleine durch den Druckunterschied zwischen den beiden Bohrungen
angetrieben. An der Oberfliche wird die thermische Energie tiber einen Wir-
metauscher fiir die Fernwdrme verwendet oder in einem Dampfkraftwerk in
elektrische Energie gewandelt. Die benotigte grosse Tiefe macht die Tiefengeo-
thermie zu einem sehr aufwéndigen ErschlieBungsverfahren. Dazu gehort auch
die schlechte Abschétzbarkeit des Energieertrages und die komplizierte Ausle-
gung der Anlage, um eine Erschopfung der Wiarmequelle zu vermeiden. Damit
man die Lebensdauer einer geothermischen Anlage optimieren kann muss
man die Prozesse, die darin ablaufen, genau verstehen. In der Gesteinskluft
konnen Materialaberlagerungen und Kristallwachstum dazu fiithren, dass die
Durchldssigkeit abnimmt oder diese sogar komplett versiegelt wird. Neben
experimentellen Methoden kann durch Modellierung der Geometrie einer
Gesteinskluft anhand von seismischen Untersuchungen und anderen messba-
ren geologischen GrofBen mit Unterstiitzung numerischer Stromungsloser unter
Beriicksichtigung des Wirmeiibertragung die Effizienz und Lebensdauer unter-
sucht werden. Diese ermoglichen unter anderem die dreidimensionale Simula-
tion von Kristallwachstum, Fluiddynamik und Wirmetibertragung. In der Geo-
logie wird zur Berechnung von Stromungen durch Gesteinskliifte hdufig das
kubische Gesetz, eine vereinfachte Form der Navier—Stokes Gleichungen, ver-
wendet. Durch Simulationen mit den vollen Navier—Stokes Gleichungen wird
die Fluiddynamik in einer dreidimensionalen Kluft dargestellt und anschlie-

Bend ein Vergleich mit den Ergebnissen des kubischen Gesetzes durchgefiihrt.
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6.2 Stand der Forschung

Whiterspoon etal. [169] untersuchten die Giiltigkeit des kubischen Gesetzes
fiir durchstromte Spalte in Granit, Marmor und Basalt experimentell. Das kubi-
sche Gesetz geht davon aus, dass die Spaltoffnungsweite, auch als Apertur
bezeichnet, die ausschlaggebende Grofie des Volumenstroms ist, da die Apertur
mit der dritten Potenz in das FlieBgesetz eingeht. Die Herleitung des kubische
Gesetz ergibt sich aus der Poiseuille-Stromung zwischen zwei ebenen Platten.
Die Experimente in [169] fiir Stromungen durch Gesteinskliifte ergaben, dass
der kubische Zusammenhang zwischen dem Volumenstrom und der Apertur
gilt. Der Volumenstrom in den Experimenten war etwas geringer als durch das
kubische Gesetz berechnet. Es wurde daher ein linearer Korrekturfaktor einge-
fithrt. Cook [170] und Pyrak-Nolte etal. [171] fanden heraus, dass der Volu-
menstrom bei sehr kleiner Apertur in hoherem Mafle vom kubischen Gesetz
abweicht. Bei groen Aperturen wurde der kubische Zusammenhang zwischen
Volumenstrom und Apertur bestitigt. Ansidtze zur Bestimmung der effektiven
Apertur finden sich in Oron etal. [172] und Ge [173]. Aulerdem entwickelte
Ge [173] am Beispiel einer Kluftgeometrie mit sinusformigem Verlauf eine
Gleichung, in welche die relevante Apertur und die Turtuositit (Gewunden-
heit der Kluft) eingehen. In der ausfiihrlichen Studie von Brush etal. [174] zur
Berechnung von Stromungen durch eine Kluft mit symmetrischem sinusformi-
gem Verlauf wurden experimentelle Ergebnisse mit den Losungen der in [173]
aufgestellten Gleichung, der Stokes- und Navier-Stokes-Gleichungen und des
kubischen Gesetzes verglichen. Bei der Berechnung mithilfe des kubischen
Gesetzes wurden verschiedene Ansitze zur Bestimmung der effektiven Apertur
verwendet. Die Topologie hat bei hohen Reynoldzahlen einen entscheidenden
Einfluss auf die Stromung. So konnen Effekte wie die Ausbildung von Wirbeln
lediglich von den Navier-Stokes-Gleichungen korrekt abgebildet werden. Nach
Berkowitz [175] ist die vertikale Apertur 20 % grofer als die effektive Aper-
tur. Der mit der vertikalen Apertur ermittelte Volumenstrom ist daher grosser.

Fiir die Ermittlung der effektiven Apertur sind verschiedene Methoden bekannt
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6 Untersuchung von komplexen Stromungen in Kliiften

[176]. Nach [177] entspricht der maximale Durchmesser einer Kugel, die die
Kluftoberflachen tangiert, der effektiven Apertur. Diese Methode beriicksich-
tigt die Richtungsabhingigkeit der Aperturen nicht und schliet demnach ein
anisotropes Stromungsfeld aus. In Ge’s [173] Ansatz wird in beide Raumrich-
tungen die effektive Apertur ermittelt, indem lokal eine Normale auf die Strom-
fliche gelegt wird. Dabei muss die Tortuositit, die das Verhiltnis der Linge
von der Gesamtstromflache zur Kluftldnge beschreibt, mitberiicksichtigt wer-
den. Bei Oron und Berkowitz [172] wird die Kluft in Segmente unterteilt und
unter Beriicksichtigung der Segmentmittellinie schlieflich die Normale gelegt.
Die ermittelte Apertur hingt dabei jedoch von der Segmentlidnge ab.

6.3 Das Gesetz von Darcy und
das kubische Gesetz

Zur Untersuchung der Stromungseigenschaften einer Kluft, wie sie in Geo-
thermiekraftwerken vorkommen, wird als stromendes Medium Wasser ange-
nommen, d. h. es handelt sich um ein inkompressibles (p=konst.) Newtonsches
Fluid. Die Navier—Stokes Gleichungen aus Abs. 2.3.1 sind die grundlegenden
Bewegungsgleichungen der Stromungsmechanik. Auf Grund der aufwendi-
gen Berechnungsvorschrift (s. Abs. 5.5) versucht man vereinfachte Modelle
zu verwenden. Darcy [178] stellte empirisch ein Gesetz fiir den Durchfluss
durch porése Medien auf. Es beschreibt den Zusammenhang zwischen dem
Volumenstrom Q und dem hydraulischen Gradienten %, wobei Ah der Hohen-
unterschied bezogen auf eine Linge L bezeichnet. Aus der Massenerhaltungs-
gleichung (2.37) folgt, dass der Volumenstrom (Q eines inkompressiblen
Fluids an verschiedenen Querschnitten mit unterschiedlichen Durchmessern

A;,i=1,...,n konstant ist, es gilt also

0=V=wA| =... = u,A, = konst. (6.1)
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Dabei ist u; die Geschwindigkeit am jeweiligen Querschnitt i. Das FlieBgesetz

von Darcy lautet

Ah
Q= kA (6.2)

mit dem hydraulischen Gradienten

Ah A
== 6.3)
L  pgL
Der Proportionalititsfaktor k¢ ist ein Mal fiir die hydraulische Leitfdhigkeit
und ist sowohl von den Eigenschaften der durchstromten Fldche als auch von
dem stromenden Medium abhéngig. Das kubische Gesetz ldsst sich nach [169],
[179], [180] aus der GIl. (6.2) als eine stark vereinfachte Form der Navier—
Stokes—Gleichungen in einer Ebene umformen zu
3
a’ Ap
—_p—_ =% 6.4
T (6.4)
dabei ist B die Breite der durchstromten Kluft, a die Klufthohe bzw. Apertur
und p die dynamische Viskositit. Die hydraulische Leitfahigkeit & ist dabei

k= (65)

12u
Der hydraulische Druckgradient % in Stromungsrichtung kann in Abhéngig-
keit von der Reynoldszahl GI. (2.60) und der mittleren Geschwindigkeit in
einem Spalt nach Gl. (2.57a) (s. [181]) bestimmt werden mit

Ap —12”2R _dp

L pa’ T

(6.6)

Das Darcy—Gesetz gilt bei laminarer Stromungen mit kleinen Reynoldszah-

len, bei denen die Reibungskrifte (s. Abs. 2.3.5) das Stromungsverhalten
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6 Untersuchung von komplexen Stromungen in Kliiften

dominieren. Als obere Grenze fiir die Giiltigkeit wird in [182] und [183] der
Bereich 1 < Re < 10 angegeben. Bei sehr geringen hydraulischen Leitfahig-
keiten verliert das Darcy-Gesetz ebenfalls seine Giiltigkeit. Der Volumenstrom
wird bei dem kubischen Gesetz durch die Spaltoffnungsweite @ am deutlichs-
ten beeinfluflt, da diese mit der dritten Potenz eingeht. Das kubische Gesetz
modelliert einen glatten, ebenen Spalt. Da natiirliche Gesteinskliifte aber weder
glatt noch eben sind, wurde die Giiltigkeit des kubischen Gesetzes in [169] und
[180] untersucht. Die experimentellen Studien zeigten, dass die Abweichungen
der Geometrie des Gesteinsspalts von einem ebenen Kanal zu einer Absenkung
des Volumenstroms fiihren. In [169] wurde vorgeschlagen einen Korrektur-

faktor } in GL. (6.4) einzufiigen. Die Gleichung schreibt sich dann
Q=—-B———. (6.7)

Im Vergleich mit Experimenten wurde der Faktor zwischen 1,04 und 1,65
ermittelt. In der Arbeit von Becker [176] werden die verschiedenen Ansitze
miteinander verglichen. Zu bemerken ist, dass die effektive Apertur in den
untersuchten Ansitzen durch die Vorgabe eines globalen Werts definiert wurde.
Neben dem Einfluss der rauen Oberfliche weist das Stromungsverhalten wei-
tere UnregelméBigkeiten auf. Die Versetzungsrichtung der Kluftplatte fiihrt
abhingig von der Orientierung der Stromungsrichtung zu unterschiedlichen
Volumenstromen. Dieser Unterschied im Stromungsverhalten wird als

Stromungsanisotropie bezeichnet und mit dem Wert x folgendermalien

charakterisiert
9

K= —". (6.8)
(o

Dabei bezeichnet Q) den Volumenstrom parallel und Q den Volumenstrom
senkrecht zur Versetzungsrichtung. Ein weiteres Merkmal fiir die Charakteri-

sierung von Kluftstrémungen ist die Tortuositét. Diese beschreibt die Gewun-
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denheit der Kluftoberfliche, durch die die Stromung gelenkt wird. Nach Walsh
[184] wird die dimensionslose Tortuosititzahl tx fiir eine Kluft definiert durch

Lsp
K = —. 6.9
K= T (6.9
Dabei stellt Lgr die Gesamtliange der Stromflache und Lg die Linge der Kluft
dar. Die Auswirkungen der Rauheit auf das Stromungsverhalten sind gerin-
ger je hoher die Apertur der Kluft ist und somit sinkt auch der Einfluss der

Tortuositit.

6.4 Projektionsmethoden

Eine Kluft lduft iiblicherweise nicht in einer Ebene durch das Gestein. Um
die Stromungen durch Kliifte mit komplexer Topologie auswerten und ver-
gleichen zu konnen, ist es notwendig, die Komplexitit der Stromung zu redu-
zieren. Dazu wird der Verlauf der Geschwindigkeit, des Druckes etc. entlang
der Stromfldche auf eine Ebene projiziert (s. Abb. 6.1). In diesem Abschnitten
wird das Prinzip der Normalisierung und der anschlieBenden Mittelwertbil-

dung anhand eines Geschwindigkeitsfeldes erldutert.

Normalisierung Mittelwertbildung

/\/\

komplexe Geometrie (3D) ebene Geometrie (3D) senkrechter Mittelwert (2D)

Abbildung 6.1: Projektionsmethoden zur Normalisierung einer komplexen Kluftgeometrie.
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6.4.1 Projektionsmethode zur Normalisierung

Die Normalisierung dient dazu, die Stromung durch die vorgegebene Topolo-
gie auf den Referenzfall einer ebenen Plattenstromung (Abb. 6.1) zu projizie-
ren. Der Einfluss der Topologie kann somit leicht durch einen Vergleich mit der
ebenen Poiseuille Stromung bewertet werden. Zur Durchfithrung der Norma-
lisierung wird das gegebene Geschwindigkeitsfeld im xyz—Koordinatensystem
entlang der Mittelfliche des Spalts auf eine Ebene projiziert. Es lassen sich
auch skalare Grofien, wie der Druck oder der Phasenfeldvektor ¢, der zur
Beschreibung der Topologie dient, normalisieren. Diese Mittelfliche wird
als Stromfldche bezeichnet und als die Flidche definiert, die zu der unteren
und oberen Platte den gleichen Abstand hat. Die Idee ist es, entlang der
Stromfldche zu iterieren und bei jedem Schritt die Geschwindigkeitsvektoren
entlang der Normalen auszuwerten. Fiir die Projektion wird ein lokales Koor-
dinatensystem mit den Basisvektoren r,s und ¢ bestimmt (s. Abb. 6.2). Die
s—Achse steht dabei immer senkrecht auf der Stromfliche. Da der Norma-
lenvektor entlang der s—Achse bei nichtlinearen Stromflichen, wie z.B. in
Abb. 6.2, nicht immer in die selbe Richtung zeigt, wird der Begriff lokale
Normale verwendet. Die Achsen r und ¢ sind die Tagentenrichtungen auf der
Stromfldche und linear unabhingig voneinander. Der Startpunkt der Projek-

Stromflache

Abbildung 6.2: Stromfldche durch eine sinusformige Topolgie. Das Koordinatensystem r, s, ¢ lduft
entlang der Stromfléche.

218



6.4 Projektionsmethoden

tion ist im xyz—Koordinatensystem bei (0,S(0,0),0)? und im rst—Koordinaten-
systems bei (0,N;/2,0)7 jeweils auf der Stromfléiche. Dabei entspricht Ny der
Anzahl der Zellen in s—Richtung. Die Funktion S gibt fiir eine Koordinate ik
bei entsprechender Projektion auf die xz—Ebene die Position der Stromfldche
wieder. Nun wird im rst—Koordinatensystem in positive und negative Richtung
der Normalen s iteriert. Der Laufvektor in s—Richtung (0, j,0) wird durch eine

Drehung mit der Drehmatrix der Form

cos(—y) sin(—7y)cos(—a) —sin(—7y)sin(—c)
—sin(—7y) cos(—y)cos(—a) —cos(—7)sin(—a) (6.10)

0 sin(—a) cos(—at)

in das xyz—Koordinatensystem transformiert. Dabei wird zuerst um den Win-
kel oo um die x- und anschliefend um den Winkel y um die z—Achse gedreht.
Die Rotationswinkel ¢ und 7y ergeben sich aus den partiellen Ableitungen von
S(i,k) in i~ bzw. k—Richtung mit

o = arctan M Y = arctan M . (6.11)
dz ox

Durch die Rotation zeigt der rotierte Vektor im xyz—Koordinatensystem nicht
direkt auf eine Gitterzelle. Deshalb muss die zu projizierende Grofe zwischen
den Gitterzellen durch eine trilineare Interpolation mithilfe der Werte der acht
benachbarten Gitterpositionen interpoliert werden. Bei der Projektion einer
vektoriellen Grofle, wie z. B. die Geschwindigkeit, wird mit der Inversen der
Drehmatrix (6.10) der Vektor zusitzlich in die entsprechende Richtung der Pro-
jektionsflache gedreht.

Dieser Vorgang wird fiir alle Positionen der Projektionsfliche wiederholt. Die
Grolle der Projektionsflache ist dabei nicht unbedingt gleich der GroBe des
Ausgangsgebiets. Die Schrittweiten im rsz- und xyz-Koordinatensystem wer-

den hier vereinfacht als gleich grofl angenommen. Dies fiihrt bei nichtlinearen
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Stromflichen zu einer ungleichméBigen Verzerrung auf der rt—Projektions-
flache. Dies bedeutet, dass die Tortuositidt aus Gl. (6.9) als eins angenom-
men wird. Um die ungleichmiBige Verzerrung der Projektionsfliche zu ver-
hindern, muss die Schrittweite im xyz—Koordinatensystem angepasst werden.
Bei Verldufen mit unterschiedlicher Steigung variiert daher auch die Schritt-
weite entlang der z-Achse. Durch die Anpassung der Schrittweite ergibt sich
eine mafstabsgetreue Projektion der Stromung (s. Abb. 6.3). Die Anpassung
der Schrittweite fiihrt zu einer lokal unterschiedlichen Schrittweite im rst—

Koordinatensystems. Bei der Projektion wird die Anpassung hier jedoch ver-

nachléssigt.
LTI
L[] L] }
At —] d 64\
: \)‘D”(\%
N.<—Af /]
e ] cos(a)
|
Az Az

Abbildung 6.3: Schematische Darstellung (links) der unterschiedlichen Schrittweiten entlang der
z—Achse mit einer Schrittweite von Az und entlang der 7—Achse mit einer Schritt-
weite von At in Abhingigkeit von der Steigung und (rechts) der Zusammenhang
der Schrittweiten iiber den Drehwinkel o entlang eines Steigungsdreieck einer
Stromlinie.

6.4.2 Projektion auf eine zweidimensionale Flache

Bei dieser Projektionsmethode soll ein dreidimensionales Feld auf eine zwei-
dimensionale Ebene projiziert werden (s. Abb. 6.1). Betrachtet man ein dreidi-
mensionales Feld y mit den Werten y; j; an der Position i jk so kann man unter
festhalten einer der Koordinaten i, j bzw. k die Werte auf eine Ebene projizie-
ren. Dazu wird den nicht festgehaltenen Koordinaten, hier als zNJ bezeichnet,
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ein entsprechender Wert )chj zugewiesen. Dieser Wert )NCI.NJ. kann auf zwei Arten
berechnet werden. Die erste Variante ist, dass alle Werte entlang der festgehal-
tenen Koordinate k aufaddiert werden mit

M

%= Y tir (6.12)
k=1

Diese Variante wird im weiteren integrale Projektion genannt. Die zweite Vari-

ante bildet dazu den Mittelwert der aufaddierten Werte mit

1M
x;j:ﬁ;‘, o (6.13)
k k=1

und wird als Projektion durch Mittelwertbildung bezeichnet. Dabei ist N die
Anzahl der Zellen in k-Richtung. Eine zusitzliche Variante ermdglicht es,
Werte selektiv zu addieren. Dabei wird anhand eines Kriteriums festgelegt, ob
ein Wert X 2u der Summe hinzugenommen werden soll. So ist es moglich,

wie z. B. in Abb. 6.4 zu sehen, nur Werte aus dem Spalt zu verwenden.

Abbildung 6.4: Darstellung der durch integrale Projektion ermittelten Aperturkarte unter der
Nebenbedingung nur die Spalthohe zu beriicksichtigen. Die Hohe der Apertur in
Projektionsrichtung wird mittels einer Farbskala visualisiert.
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6.5 Validierung der Projektionsmethoden

Zur Validierung der Projektionsmethoden wird der Einfluss des Rechengitters
auf die Ergebnisse der Stromungssimulation untersucht. Um die Ergebnisse
vergleichen zu konnen, wird die Normalisierung auf Stromungen mit gedreh-
ten Stromlinien angewandt. Im Anschluss wird der Einfluss der Topologie fiir

verschiedene Geometrien und Reynoldszahlen untersucht.

6.5.1 Neigung der Platten

Der Einfluss der treppenformigen Kanten bedingt durch das Gitter bei unter-
schiedlich geneigten Kanilen wird an den drei Neigungswinkeln 5°, 10° und
15° im Vergleich mit einem horizontalen Kanal untersucht (s. Abb. 6.5). Der
Drehwinkel y bezeichnet die Drehung des Kanals in positive Richtung um die

y—Achse.

I e g

(a) y=0° Neigung (b) Y= 5° Neigung (c) y=10° Neigung (d) y=15° Neigung

Abbildung 6.5: Darstellung der Kantenbildung fiir unterschiedliche Neigungen des Stromungska-
nals (weil} ist die Festphase, schwarz ist die Fluidphase). Die z—Achse lduft von
links nach rechts und die x—Achse nach oben. Die Drehachse y steht senkrecht auf
der xz-Ebene. Der Kanal wird von links mit einem Druckgradienten angetrieben.

Das Simulationsgebiet hat eine Auflésung von 30x40 Zellen und die Stromung
wird mit einem Druckgradienten von Ap,=-1,0 [-] angetrieben. An der Kanal-
wand unten und oben gilt die Haftbedingung, links und rechts ist die Ein-/

Ausstromrandbedingung gesetzt.

222



6.5 Validierung der Projektionsmethoden

0.077

0.0765
T 0076
=
£ 00755 0° ——
"2 50 ——
g 0.075 10°
2 00745 15° ——
2
& 0074

0.0735

0.073 | | | | | | |

5 10 15 20 25 30 35
z—Koordinate

Abbildung 6.6: Geschwindigkeitsverlauf bei unterschiedlichen Neigungen einer Poiseuille—
Stromung zwischen zwei Platten in der Mitte des Kanals.

Die Abb. 6.6 stellt die Geschwindigkeitsverldufe fiir die verschiedenen Nei-
gungen entlang der z—Achse dar. Der Verlauf fiir 0° Steigung zeigt eine Verén-
derung der Geschwindigkeit auf Grund der Randbedingung direkt nach Eintritt
in das Simulationsgebiet. Bei 5° Steigung sind die einzelnen Stufen des Kanals
durch Erhohungen im Geschwindigkeitsprofil zu erkennen. Die Schwankungen
in der Geschwindigkeit liegen im Maximum bei unter 1,6%. Die Geschwin-
digkeiten fiir 10° und 15° Neigung liegen im Vergleich zur horizontalen Stro-
mung etwas hoher. Um die Geschwindigkeiten trotz der Neigung dquivalent
vergleichen zu konnen, wurden die Normen der Geschwindigkeiten berechnet
(|%| = Vu® +v2 +w?), anschlieBend fiir jede z-Koordinate die Geschwindig-
keiten in allen Zellen entlang der x-Achse aufsummiert und durch die Anzahl
der Fluidzellen im jeweiligen Querschnitt dividiert (s. Abs. 6.4.2 Gl. (6.13)).
Die Durchschnittsgeschwindigkeit i entlang der Stromlinie bei den 10° und

15° geneigten Kanilen variiert in einem sehr kleinen Bereich.
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Drehwinkel y i Abweichung zu 0 Grad

0° 0,234 0 %

5° 0,227 2,99 %
10° 0,237 1,28 %
15° 0,236 0,085 %

Tabelle 6.1: Entstehende Abweichung der Geschwindigkeit bei unterschiedlichen Neigungen

6.5.2 Bedeutsamkeit der Topologie

In diesem Abschnitt wird der Einfluss der Topologie auf das Stromungsverhal-
ten mit konstruierten Referenzfillen untersucht. An den vorgestellten Fillen

wird die Bestimmung der effektiven Spaltdffnungsweite diskutiert.

Effektive Spalt6ffnungsweite

Als Grundlage fiir die Berechnung des Volumenstroms durch Gesteinskliifte
mithilfe des kubischen Gesetz aus Gl. (6.4) wird eine zweidimensionale Karte
mit der Apertur benétigt. Bestimmt man mit GI. (6.12) die vertikale Apertur
wird die Topologie bzw. der rdumliche Verlauf der Kluft nicht beriicksich-
tigt. Zur Verdeutlichung ist in Abb. 6.7(a) dazu der Verlauf eines sinusformi-
gen Spalts mit konstanter Apertur dargestellt. In Abb. 6.7(c) und 6.7(d) ist
der Geschwindigkeitsverlauf nach der Projektion auf die Stromfliche darge-
stellt. Lediglich am Ein- und Auslass wird ein kleiner Teil des Geschwindig-
keitsfeldes aufgrund der Projektion auf die Stromlinie nicht erfasst. Wenn die
Topologie vernachldssigt und nur der vertikale Abstand beriicksichtigt wird,
erwartet man fiir die Strémung durch das Gebiet in Abb. 6.7(a) einen konstan-
ten Geschwindigkeitsverlauf entlang der z-Achse. Man erkennt in Abb. 6.7(d)
durch die Normalisierung, dass das Stromungsprofil unterschiedliche

Geschwindigkeiten aufweist. Die Erkldrung ist hier, dass die vertikale Apertur
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(a) Ausgangsgeometrie (b) Geschwindigkeitsfeld und Stromlinie
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Normalisierung Normalisierung entlang der Stromlinie

Abbildung 6.7: Sinusférmiger Spalt mit konstantem vertikalen Plattenabstand und variabler Off-
nungsweite. Der Spalt wurde durch eine Sinus-Funktion der Form sin(z/30)
generiert. Simulation und anschliefende Normalisierung einer Spaltstromung bei
einer konstanten vertikalen Apertur a,.,. Die Schwankung der Stromung auf
Grund der effektiven Spaltoffnungsweite a, sy ist nach der Normalisierung deutlich
erkennbar.

zwar konstant ist, die effektive Apertur jedoch unterschiedliche Durchmes-
ser aufweist. In den fallenden und steigenden Bereichen des Kanals ist eine
Verjiingung des Durchmessers fiir eine Erh6hung der Geschwindigkeit verant-
wortlich. Die kleinsten Geschwindigkeiten finden sich an den Stellen z = 80
und z = 240 mit der groBten Spaltdffnungsweite und ein Maximum bei z = 160
an der Stelle mit dem kleinsten Durchmesser. In Abb. 6.7(c) ist zu erkennen,
dass die effektive Spaltoffnungsweite an der Stelle z = 150 kleiner als die ver-
tikale Apertur der beiden Festphasen ist. Es ist deutlich zu sehen, dass die
Geschwindigkeit aufgrund der variablen Apertur nicht konstant ist, sondern

sich periodisch #@ndert. Dies ist durch die alleinige Betrachtung der Hohe in
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vertikale Richtung nicht erkennbar. Die Apertur a ist die dominierende Grofe
im kubischen FlieBgesetz. Es ist daher wichtig diese korrekt zu bestimmen.
Verschiedene Ansitze zur Bestimmung der effektiven Apertur einer Kluft
sowie die GroBenordnung des Fehlers, der bei Nichtbeachtung der effektiven
Apertur entsteht, werden in [172], [173], [180] erortert.

Einfluss der Topologie auf das Strémungsverhalten
in Referenzgeometrien

Zur weiteren Untersuchung des Einflusses der Topologie werden im Folgen-
den Stromungen durch Gebiete mit kantiger (s. Abb. 6.8) und mit sinusarti-
ger (s. Abb. 6.11) Topologie betrachtet. Diese Art von Profilen sind geeignete
Modelle fiir die vorkommenden Geometrien in Kliiften (vgl. [173], [185]).
Zunichst wird die Stromung durch das bruchkantendhnliche Gebiet ausge-
wertet. Es wurden Stromungen unter den selben Ein- und Ausstrombedingun-
gen durch Gebiete der Grofie 150 x 300 mit unterschiedlichem Neigungswin-
kel o von 5°, 10°, 15° und 20° und gleicher Apertur fiir die Reynoldszahlen
Re = 1,10, 100 simuliert. Der jeweilige vertikale Abstand zwischen der oberen

und unteren Festphase wird berechnet mit
Aepp = cOS(QL) - Gyers- (6.14)

Als Einstrombedingung wurde eine FlieBrandbedingung mit einem festen Volu-
menstrom fiir alle Gebietsgroflen verwendet. In Abb. 6.9 ist der Geschwindig-
keitsverlauf exemplarisch bei einem Neigungswinkel von 20° und Reynolds-
zahlen von 1 und 100 dargestellt. Man erkennt, dass die Stromung bei Re =1
der Topologie folgt und die Geschwindigkeitsmaxima im Querschnitt anné-
hernd auf der Stromlinie liegen. Bei Re = 100 liegen die Geschwindigkeits-
maxima verschoben in die Mitte des Kanals. Die unteren und oberen Kanten
werden deutlich weniger durchstromt. Die Diagramme in Abb. 6.10 zeigen den
quantitativen Druckverlauf entlang der Stromfldche fiir verschiedene Winkel
fiir die Reynoldszahlen 1, 10 und 100. Die Verladufe fiir die unterschiedlichen
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Abbildung 6.8: Darstellung einer bruchkantenihnlichen Geometrie eines Spalts.

(@) Re=1

(b) Re =100

Abbildung 6.9: Geschwindigkeitsverlauf und Stromlinie bei o0 = 20°

Neigungswinkel bei Re = 1 und Re = 10 sind sehr dhnlich. Auch die Druck-
gradienten, die fiir den vorgegebenen Volumenstrom notig sind, unterscheiden
sich nur geringfiigig. Die Auswertungen fiir die bruchkantenihnlichen Gebiete
mit gleicher Spaltdffnungsweite, aber unterschiedlichen Neigungswinkeln,

haben ergeben, dass der Grad der Neigung bei Reynoldszahlen im Bereich
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Abbildung 6.10: Druckverlauf entlang der Stromfliche bei verschiedenen Reynoldszahlen

228



6.5 Validierung der Projektionsmethoden

von Re = 100 erheblichen Einfluss auf die Stromung hat (s. Abb. 6.9). Das
Geschwindigkeitsmaximum verschiebt sich bei Anniherung an die Eckstellen
von der Stromfldche weg hin zur spitzen Ecke. Dadurch sinkt die Geschwindig-
keit entlang der Stromflache vor den Eckstellen. Dies fiihrt nach dem Gesetz
von Bernoulli [183] zu einer Druckerhohung. Das ist darauf zuriickzufiihren,
dass die Triagheitskrifte das Stromungsfeld bei hoheren Reynoldszahlen mehr
und mehr bestimmen. Fiir Reynoldszahlen im Bereich von 1 bis 10 dhnelt das
Stromungsverhalten dem Referenzfall einer ebenen Plattenstromung.

Im Folgenden werden die Simulationsergebnisse fiir Stromungen durch
sinusformige Geometrien, wie in Abb. 6.11 dargestellt, ausgewertet. Dazu
wurden Profile mit den Amplituden A = 18Ay,36Ay, den Wellenldnge
A = 37,5Az,75Az, 150Az und den Reynoldszahlen 1, 10 und 100 simuliert.
Die Einstrombedingung wurde so gewihlt, dass die Volumenstrome durch die
jeweiligen Gebiete gleich sind. Die Abb. 6.11 zeigt das Stromungsfeld, das
sich fiir Re = 100 einstellt mit den eingezeichneten Abstinde A und A. In
den Ausbuchtungen kommt es bei einer Reynoldszahl von 100 zur Ausbil-

dung von Wirbeln. Diese beschleunigen die Stromung nach den Engstellen.

Abbildung 6.11: Topologie mit symmetrischem Sinusverlauf. Mit der Darstellung
des vektoriellen Geschwindigkeitsfelds fiir Re = 100.
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Abbildung 6.12: Normalisierter Geschwindigkeitsverlauf fir A = 18 Ay und A = 75 Az bei
Re =1,10,100

Die Geschwindigkeitsmaxima befinden sich nicht mehr direkt an den Engstel-
len, wie es bei Re = 1 der Fall ist, sondern im Bereich hinter den Verengungen
(s. Abb. 6.12). Eine weitere Auswirkung der Topologie auf die Strémung wird
in den Diagrammen auf den folgenden Seiten deutlich. Dort ist der Druckver-
lauf entlang der Stromfldche bei verschiedenen Geometrien dargestellt. In Abb.
6.13 ist zu sehen, dass bei der groBten simulierten Wellenldnge (A = 150 Az)
der niedrigste Druckgradient notig ist. Die Diagramme in Abb. 6.14 zeigen
den Einfluss der Amplitude. Der Druckgradient ist bei niedrigeren Amplitu-
den hoher. Die Auswirkungen der Variation der Amplitude nehmen mit der
Wellenldnge zu. Der Einfluss von Ausbuchtungen in Gesteinskliiften auf den

Materialtransport wird in [186] ebenfalls untersucht.
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6.6 Dreidimensionale Simulation
von durchstromten Klifte

In diesem Abschnitt werden die Auswertungen der Simulationen von Stromun-
gen durch zwei verschiedene Gesteinskliifte dargestellt. Fiir die Untersuchun-
gen werden Kliifte mit selbst-affinen Oberflichen (s. [187]) verwendet. Das
Simulationsgebiet der beiden Kliifte besitzt eine Auflésung von 512x314x512
bzw. 512 x372x 512 Zellen. Um Gebiete dieser Grofle simulieren zu konnen,
wird das Gebiet in Teilstiicke unter Verwendung des Message Passing Interface
(MPI) auf mehrere Prozessorkerne aufgeteilt und berechnet. Es wurden Stro-
mungen mit Reynoldszahlen von ungeféhr 1, 10 und in der ersten Kluftgeome-
trie auch von 100 simuliert. Die verwendeten Parameter sind im Anhang A.2

aufgefiihrt.

6.6.1 Kluft mit konstanter vertikaler
Spaltoffnungsweite

Die erste Kluft wird fiir Simulationen von Strémungen durch eine Gesteins-
kluft mit konstanter vertikaler Apertur verwendet. Die Simulationen werden
im Hinblick auf das Geschwindigkeitsfeld, die Anisotropie der Stromung und
durch den Vergleich mit einer ebenen Plattenstromung ausgewertet. Die Geo-
metrie der ersten Kluft ist in Abb. 6.15 dargestellt und hat eine quadratische
Grundfliche von 640 x 640 mm?” und eine Hohe von ca. 40 mm. Die Gebiets-
auflosung betrdgt 512 x314x512 Gitterzellen bei einer Zellgroie von Ax=1,25,
Ay=0,125 und Az=1,25. Die Hohendifferenz zwischen dem hochsten und tiefs-
ten Punkt des Gesteinsspaltes betridgt knapp 30 mm.
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39,25 mm

/M/

Abbildung 6.15: Dreidimensionales Modell der Kluft. Die Darstellungen der Kluft ist in
y-Richtung um den Faktor 10 vergroBert.

Als Einstrombedingung wird bei den Simulationen eine Druckrandbedingung
gesetzt. Am Ausstromrand wird ein Druck p,,s von Null vorgegeben. Mit
der Gl. (6.6) fiir den Druckgradienten ldsst sich der Druck am Einstromrand
berechnen durch

dp

pein:Nx'Ax‘a~ (6.15)

Mit der Projektion auf die xz-Ebene wird die Aperturkarte der Kluft in
Abb. 6.16(a) erstellt. Sie zeigt die Anzahl der Zellen zwischen den beiden
Klufthélften. Durch die Verwendung der Randzellen entlang der Kluftober-
flache variiert die Apertur bei der vorliegenden Kluft zwischen 7,825 mm und
9,25 mm. Das entspricht 63 bzw. 74 Gebietszellen. Die durchschnittliche Aper-
tur betrigt 8,61 mm. In Abb. 6.16(b) sind der Rissverlauf und der Verlauf der
Apertur fiir x=18 dargestellt. An der Stelle z=210 ist das Gebiet mit der grof3-
ten Neigung von 19,78 % in z-Richtung zu sehen. Das globale Minimum der
Apertur liegt bei z=211.

Zur Auswertung des Geschwindigkeitsfelds wurden die Simulationsergeb-
nisse mit Gl. (6.13) auf die xz-Ebene projiziert. Bei niedrigen Reynoldszahlen

erwartet man einen linearen Zusammenhang zwischen Re und der mittleren
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Abbildung 6.16: Die unter Verwendung der Gl. (6.12) (a) erstellte Aperturkarte in Zelleinheiten
und (b) ein Schnitt durch die Aperturkarte an der Stelle x=18.

Reynoldszahl i [""] Faktor zu Re = 1

1 0,0819 1
10 0,8169 9,974
100 7,9953 97,622

Tabelle 6.2: Zusammenhang zwischen Reynoldszahl und mittlerer Geschwindigkeit

Geschwindigkeit i. In Tab. 6.2 ist zu erkennen, dass dieser lineare Zusammen-
hang besteht. Bei einer Reynoldszahl von 100 sind die Abweichungen jedoch
grofer als bei den Reynoldszahlen 1 und 10.

Als néchstes wird die Richtungsabhingigkeit der Stromung entlang der Haupt-
stromungsrichtungen durch die Kluft untersucht. Zunichst werden die Stro-
mungen in positive und negative z-Richtung miteinander verglichen. Die Dif-
ferenz der mittleren Geschwindigkeiten betrigt lediglich 0,03 % und auch die
Maximalgeschwindigkeit unterscheidet sich nur um 0,2 %. Der Vergleich der
Stromungen in x- und in z-Richtung (L bzw. ||) ist in Tab. 6.3 zusammen-
gefasst. Der Volumenstrom unterscheidet sich bei hoheren Reynoldszahlen

nur gering. Dies ist auf die nicht versetzte Geometrie der unteren und oberen
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Reynoldszahl @ [92] @ [<] k= %
1 04524 04513 0,998
10 45136 45013 0997
100 44247 44057 0,996

Tabelle 6.3: Richtungsabhingigkeit des Volumenstroms

Reynoldszahl QKluf,[%] Ockanal [%] Faktor f

1 0,451 0,565 1,252
10 4,501 5,650 1,255
100 44,06 56,50 1,282

Tabelle 6.4: Vergleich des Volumenstroms durch die Kluft mit dem Referenzfall

Klufthélfte zuriickzufiihren. In dieser Untersuchung wird die Stromung durch
die Kluft mit den Simulationsergebnissen fiir den Referenzfall einer ebenen
Plattenstromung (s. Abs. 2.3.4) verglichen. Fiir die simulierte Kluftgeome-
trie 1 entspricht die vertikale Apertur anndhernd der effektiven Apertur. Als
Plattenabstand fiir die Bestimmung der charakteristischen Poisueille Stromung
wurde der vertikale Abstand der Klufthélften verwendet. Die Tab. 6.4 zeigt die
Ergebnisse fiir den Volumenstrom bei der durchstromten Kluft und der ebenen
Plattenstromung. Auflerdem wurde der Korrekturfaktor f nach [169] berechnet
(s. Gl. (6.7)). Das Ergebnis deckt sich mit den experimentellen Untersuchun-
gen von [169]. Der Volumenstrom durch die Kluft ist etwas geringer als bei
einer Poiseuille-Stromung mit identischem vertikalen Plattenabstand. Dieser
Umstand ist auf mehrere Ursachen zuriickzufithren. Wie in Abs. 6.5.2 eror-
tert wurde, entspricht der vertikale Abstand nicht exakt der effektiven Apertur,
sondern nur dem Maximum der Apertur. Die effektive Apertur ist in jedem
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Falle kleiner als der vertikale Abstand. Je nach Neigung der Klufthilften ist
die Abweichung grofer oder kleiner. Ein weiterer Faktor ist die Topologie
der Kluft. Die geometrischen Abweichungen der Klufthélften von einer ebe-
nen Platten fithren zu einer Reduktion des Volumenstroms. Die Differenz des
Volumenstroms bei der durchstromten Kluft und dem Referenzfall der ebe-
nen Poiseuille Stromung nimmt mit hoheren Reynoldszahlen zu. Das kubische
Gesetz iiberschitzt den Volumenstrom in der Kluft mit hoheren Reynoldszah-

len zunehmend.

6.6.2 Kluft mit horizontalem Versatz
und Kontaktpunkt

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der Simulationen von Stromungen
durch eine Gesteinskluft mit variabler vertikaler Apertur und einem Kontakt-
punkt vorgestellt. Die obere Kluftplatte wird um zehn Gitterzellen in positive
z-Richtung versetzt und beriihrt mindestens an einer Stelle die untere Kluft-
platte. Durch die Versetzung entstehen lokal unterschiedliche Aperturen in der
Kluft (s. Abb. 6.17). Das dreidimensionales Kluftmodell hat eine Gitterauf-
16sung von 512x372x512 Zellen. Das Gebiet der betrachteten Kluft hat die
gleiche Grundfliche wie die Kluft im vorherigen Abschnitt (Abb. 6.15). Der
Verlauf der Apertur variiert zwischen 7 mm und Null. Die Abb. 6.17 zeigt die
Karte der Apertur der Kluft. Der blaue Bereich rechts unten zeigt den Kontakt-
punkt. Es wird der Einfluss der lokal unterschiedlichen Aperturen auf das Stro-
mungsverhalten untersucht und mit dem kubischen Gesetz aus Gl. (6.4) ver-
glichen. Die Ergebnisse fiir die vertikale und horizontale Durchstrémung mit
der Reynoldszahl 1 und 10 werden abschlieend diskutiert. Wie in Abb. 6.17
dargestellt werden die Druckrandbedingungen der Stromung parallel (||) zur
Versetzungsrichtung und senkrecht (L) zur Versetzungsrichtung gesetzt. Die
Druckrandbedingung wird entsprechend der Reynoldszahl und der Hauptstro-
mungsrichtung angepasst.
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(a) Stromung L zur Versetzungsrichtung (b) Strémung || zur Versetzungsrichtung

Abbildung 6.17: Darstellung der untersuchten Stromungsrichtungen mit der Aperturkarte und
einer Gitterauflosung von 512x372x512. Der Kontaktpunkt der oberen und unte-
ren Kluftplatte ist gemdf3 der Farblegende im Gebiet unten rechts zu erkennen.
Das Minimum der Karte ist null und das Maximum liegt bei 7 mm.

In Abs. 6.5.2 wird der Unterschied zwischen vertikaler und effektiver Apertur
diskutiert. Zur Ermittlung der effektiven Apertur werden zwei Hohenkarten,
die die Geometriedaten der unteren und oberen Kluftplatte enthalten, benutzt.
Mit der aus den Daten ermittelten effektiven Apertur wird unter Verwendung
des kubischen Gesetzes der Volumenstrom durch die Kluft bestimmt. Zur
Bestimmung der effektiven Apertur muss der Durchmesser an jeder Stelle
normal zur Stromungsrichtung erfasst werden. Da die Beschreibung der Kluft
nur tber diskrete Punkte definiert ist, wird die effektive Apertur numerisch
bestimmt. Es ist zu beachten, dass die Qualitit der Ergebnisse vom Diskre-
tisierungsgrad abhingt. Es wird daher die Kluft in einer Gitterauflésung von
1024 x 744 x 1024 verwendet, um den numerischen Rundungsfehler kleinzu-
halten. Zur Ermittlung der Stromfliche wird der Mittelpunkt des vertikalen
Abstandes zwischen den Kluftplatten bestimmt. Zur Bestimmung des Nor-
malenfelds mit Finiten—Differenzen wird die so ermittelte Stromflache mit
einem Gauflschen Weichzeichner geglittet. Unter Verwendung dieser Strom-
fliche kann mit der in Abs. 6.4.1 beschriebenen Methode die Kluft normalisiert
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werden. Zur Bestimmung der effektiven Apertur wird nach der Normalisierung
die Gl. (6.12) angewendet. Fiir die Stromungssimulation der Kluft wird auf-
grund des Rechenaufwands die Auflosung auf 512 x 372 x 512 Gitterzellen
reduziert. Zur einfachen Ermittlung des Volumenstroms bzw. der Stromungs-
geschwindigkeit wird das kubische Gesetz aus Gl. (6.4) verwendet. Berko-
witz [175] stellt die Hypothese auf, dass der eigentliche Volumenstrom, der
unter Beriicksichtigung des fiir die Stromung relevanten Querschnitts ermittelt
wird, kleiner als der mit der vertikalen Apertur ermittelte Volumenstrom ist.
Hierzu werden die mittels des kubischen Gesetzes ermittelten Volumenstrome
unter Verwendung der vertikalen Apertur und unter Verwendung der effek-
tiven Apertur verglichen. Die resultierenden Ergebnisse dieser Untersuchung
sind in Abb. 6.18-6.21 dargestellt. In der Farblegende sind hierzu die jewei-
ligen Minima und Maxima aufgetragen. Wihrend der Volumenstrom bei der
vertikalen Apertur Stellen mit lokalen hoheren Geschwindigkeiten aufweist,
lasst der Volumenstrom bei der effektiven Apertur um ca. 38 % kleinere Stro-
mungsgeschwindigkeiten erkennen. Dariiber hinaus geht aus den Abbildungen
6.18 und 6.20 hervor, wie sich bei der effektiven Apertur im Gegensatz zur
vertikalen Apertur in der Kluft ein Durchfluss mit kanalartigen Stréomungs-
pfaden ausbildet. Bei der vertikalen Apertur hat die Kluft durch die groBere
Spaltoffnungsweite mehr Stellen mit geringerem Widerstand, die vom Fluid
durchstromt werden. Aus diesem Grund bringt die Stromung hier keine kenn-
zeichnenden Kanile zum Vorschein.

Fiir den direkten Vergleich der resultierenden Volumenstrome ist in Tab. 6.5 der
Quotient Qess/0...,, der das Verhiltnis von mittlerem effektiven Volumenstrom
und mittlerem vertikalen Volumenstrom angibt, zusammengefasst. Demnach
konnen die qualitativen Beobachtungen aus den Abbildungen 6.18 und 6.19,
dass der Volumenstrom bei der effektiven Apertur kleiner als der Volumen-
strom bei der vertikalen Apertur ist, auch quantitativ bestitigt werden. Es ist
zu festzustellen, dass die Abweichung, die durch die Verwendung der effekti-

ven Apertur entsteht, bei fast 50% liegt. In Anbetracht dessen, dass die Apertur
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in die Gl. (6.4) kubisch eingeht, bewirken bereits sehr kleine Variationen in
der Spaltoffnungsweite eine signifikante Verdnderung des Stromungsverhal-
tens. Beim Vergleich der Volumenstrome féllt aulerdem auf, dass ein aniso-
tropes Stromungsverhalten vorliegt. Sowohl die Verwendung der effektiven
Apertur als auch die Verwendung der vertikalen Apertur zeigen parallel zur
Versetzungsrichtung einen geringeren Volumenstrom als senkrecht zur Ver-
setzungsrichtung. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass die Kluft parallel zur
Versetzungsrichtung eine insgesamt kleinere Apertur aufweist und dadurch fiir
diese Stromungsrichtung eine kleinere Permeabilitit resultiert. Die Permeabi-
litdt beeinflusst demnach die Stromung abhéngig von der Versetzungsrichtung
unterschiedlich stark. Aus Abb. 6.17 ist zu erkennen, dass bei der Stromung
parallel zur Versetzungsrichtung bereits relativ frith am Einlassbereich ein
langgezogener Bereich mit geringerer Apertur vorzufinden ist. Dort wird die
hydraulische Leitfahigkeit herabgesetzt, was dazu fiihrt, dass die Permeabilitét
in diesem Bereich stark abfillt. In diesen Gebieten mit besonders kleinen Per-
meabilititen bilden sich hydraulische Barrieren in der Kluft, die als Widerstand
in der Stromung wirken und das Stromungsverhalten des Fluids beeinflussen.
Bei der Stromung senkrecht zur Versetzungsrichtung ist zu erkennen, dass

die Permeabilitidt der Kluft keinen so starken Einfluss auf die Stromung hat.

Stromungsrichtung %
QW.”VY

| 0,566

1 0,530

Tabelle 6.5: Resultierende Abweichung in Abhingigkeit von der Strémungsrichtung

Den auftauchenden hydraulischen Barrieren weicht das Fluid aus und stromt
hauptséchlich durch die Kanéle mit den hoheren Aperturen. Es fillt auf, dass
das Geschwindigkeitsfeld senkrecht zur Versetzung insgesamt ein inhomoge-

neres Ergebnis liefert. Die Stromung folgt hier dem geringsten Widerstand
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und bildet dementsprechend Stellen mit lokal htheren Volumenstromen. Diese
Ergebnisse bestdtigen, dass die Permeabilitit bei der Stromung parallel zur
Versetzungsrichtung wesentlich kleiner als bei der Stromung senkrecht zur
Versetzungsrichtung ist. Insgesamt betrachtet weist dieser Stromungsfall aller-
dings ein Geschwindigkeitsfeld mit vergleichsweise geringeren Werten auf.
Zum direkten Vergleich dieser ermittelten Simulationsergebnisse mit den
Ergebnissen des kubischen Gesetzes werden die in Abb. 6.18 und 6.19 visua-
lisierten Volumenstrome herangezogen. Aus Griinden der besseren qualitati-
ven Vergleichbarkeit werden die dreidimensionalen Simulationsergebnisse auf
einen zweidimensionalen Fall reduziert. Es sei hier angemerkt, dass aufgrund
dieser Projektion die Abbildungen 6.18(c) und 6.19(c) trotz der hoheren Auf-
16sung mit einer minimalen Abweichung behaftet sind.

Betrachtet man die Volumenstrome, so fillt auf, dass der mittels der Navier—
Stokes Gleichungen ermittelte Volumenstrom kleiner als der mittels des kubi-
schen Gesetzes ermittelte Volumenstrom ist. Man erkennt, dass beim kubischen
Gesetz teilweise Stromungspfade zum Vorschein kommen, welche vergleichs-
weise bei den Navier—Stokes Gleichungen gar nicht existieren. Diese Bereiche
stellen bei den Navier—Stokes Gleichungen die Stellen mit geringeren Permea-
bilititen dar. Den hier durch die sehr geringen Permeabilititen enstehenden
hydraulischen Barrieren weicht das Fluid aus und bevorzugt den Stromungs-
fluss durch Kanile mit den hoheren Aperturen.

Parallel zur Versetzungsrichtung tritt dieser Fall ebenfalls auf. Allerdings wird
hier im Gegensatz senkrecht zur Versetzungsrichtung aufgrund der Lage der
hydraulischen Barriere die Stromung stirker beeinflusst. Die hydraulische Bar-
riere entsteht, bedingt durch den langgezogenen Bereich mit geringerer Aper-
tur, kurz nach dem Einlaufbereich (vgl. Abb. 6.17). Infolgedessen entwickelt
sich im Vergleich zu Abb. 6.18(c) ein insgesamt kleinerer Volumenstrom durch
die Kluft. Diese Beobachtungen lassen sich durch einen quantitativen Vergleich
bestitigen. Zur Ermittlung des genauen Ausmafles der Abweichungen zwi-
schen den einzelnen Untersuchungen sind hierzu die resultierenden Ergebnisse

fiir alle Fille zusammenfassend in Tabelle 6.6 eingetragen.
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6 Untersuchung von komplexen Stromungen in Kliiften

Stromungsrichtung Overt kG OefriG ONasi3p

[ 1,187-107°  6,712-107°% 1,48-1073
1 1,445-107° 7,657-107° 1,88-107°

0,821 0,877 0,787

Tabelle 6.6: Zusammenfassung der resultierenden Ergebnisse fiir Re=1

Strémungsrichtung Overt kG OeffiG ONasi3p
[ 1,187-107% 6,712-107° 1,38-1077
1 1,445-107* 7,657-107° 1,85-107°
k=2 0,821 0,877 0,746
01

Tabelle 6.7: Zusammenfassung der resultierenden Ergebnisse fiir Re=10

Die Untersuchungen fiir die Reynoldszahl Re = 10 liefern sehr dhnliche Ergeb-
nisse. Da die Reynoldszahl stellvertretend fiir die Stromungsgeschwindigkeit
steht, resultieren hier Geschwindigkeiten bzw. Volumenstrome mit entspre-
chend einer Groenordnung hoheren Werten. Im Stromungsverhalten treten fiir
die untersuchten Fille allerdings keine Unterschiede auf. Demnach kann fiir
Stromungen mit sehr kleinen Reynoldszahlen Re < 10, bei der die Trigheits-
kréfte nicht dominieren, das Stromungsverhalten als nahezu identisch betrach-
tet werden. Fiir hohere Reynoldszahlen kann diesbeziiglich keine Aussage
getroffen werden. Auffillig ist, dass in allen Simulationen mit den Navier—
Stokes Gleichungen die Volumenstrome hoher liegen als bei den Simulationen
mit dem kubischen Gesetz.
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6.7 Fazit

6.7 Fazit

Ziel dieser Arbeit war es, die Fluiddynamik in Kliiften unter besonderer Bertick-
sichtigung der Topologie zu analysieren. Zur Erstellung aussagekriftiger Aus-
wertungen von Stromungen durch Gebiete mit komplexer Geometrie ist eine
Normalisierung der Stromung und der Geometrie notwendig. Eine Projekti-
onsmethode zur Normalisierung unter Verwendung von diskreten Stromfla-
chen wurde gezeigt und validiert. Durch Verkettung mit der Mittelwertbildung
bietet sich ein breites Spektrum an Auswertemoglichkeiten. Sowohl vektori-
elle als auch skalare Groflen konnen durch das vorgestellte Verfahren entlang
der Mittelfliche ausgewertet werden. Die Projektionsmethoden wurden auf die
Stromungen in Referenzgeometrien angewandt. Die Analyse des Einflusses der
Topologie ergab, dass diese insbesondere bei hoheren Reynoldszahlen grofie
Auswirkungen auf das Stromungsverhalten hat. Es wurden eine dreidimensio-
nale durchstromte Kluft mit einer Gebietsgroe von 512 x 314 x 512 Zellen
und einer konstanten vertikalen Apertur erstellt und ausgewertet. Die Ergeb-
nisse der Simulation einer Kluft mit anndhernd konstanter vertikaler Apertur
decken sich gut mit den experimentellen Ergebnissen vieler Geologen, die
festgestellt haben, dass die geometrischen Abweichungen der Klufthélften von
ebenen Platten zu einer Senkung des Volumenstroms fithren. Es wurde gezeigt,
dass die effektive Apertur nicht dem vertikalen Abstand der Klufthiften ent-
spricht. Dies sollte bei Simulationen mit vereinfachten Modellen, wie dem
kubischen Gesetz beriicksichtigt werden. In einer weiteren Simulationsreihe
wurden Stromungen durch eine Kluft mit Kontaktflachen und variabler Aper-
tur untersucht. Kontaktflichen in Gesteinskliiften entstehen durch eine hori-
zontale Verschiebung bzw. Scherung der beiden Klufthilften zueinander. Die
GroBe und Orientierung der Kontaktflachen wird durch die Topologie der Kluft
bestimmt. Die Kontaktflachen bei der simulierten Geometrie sind groften-
teils orthogonal zur Scherrichtung angeordnet. Der Vergleich von Strémungen

mit den Hauptstromungsrichtungen parallel und orthogonal zur Scherrichtung
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6 Untersuchung von komplexen Stromungen in Kliiften

zeigte, dass die durchstromte Kluft stark anisotrop ist. Die hydraulische Leit-
fahigkeit der Kluft orthogonal zur Scherrichtung ist um ein Vielfaches hoher
als parallel dazu. In weiteren Untersuchungen ist zu kldren, woher die Abwei-
chung zwischen den Navier—Stokes Simulationen und den Ergebnissen mit
dem kubischen Gesetz kommen. Erste Vermutung ist hier die nicht beriick-
sichtigte Tortuositit.
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A Simulationsparameter
und entdimensionalisierte
GroBen

Die hier definierten Parameter gelten als Grundlage fiir alle Simulationen in
dieser Arbeit. Versuchsspezifische Parameter werden immer direkt beim jewei-
ligen Versuch angegeben. Setzt man die angegebenen Groflen und die entspre-
chenden Skalierungsfaktoren in die GI. (2.101) ein, so erhilt man die dimensi-

onslosen Simulationsparameter, die in dieser Arbeit verwendet werden.

A.1 Entdimensionalisierung der
MaterialgroBen flr Stahl/Vakuum

Symbol GrofBe Vergleichs-

Entdimensionalisiert =~ Dimensionsbehaftet grofle

Ax,Ay,Az 103 1m 103 m

At 1072 1s 10%s
Ars 1,21x10* 1,21x10'" Pa 107 Pa
Urs 8,08x 103 8,08x 10'0 Pa 107 Pa
Prs 7,87 7870 ke/m? 103 ke/um?
PRs 0 0 ke/m? 103 ks/m?

g 9,81-10~* 9,81 m/2 10% m/

c 1 107 Pa 107 Pa

Tabelle A.1: Ubersicht der physikalischen GroBen fiir Stahl und Vakuum.
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A Simulationsparameter und entdimensionalisierte Grofien

A.2 Entdimensionalisierung der
StromungsgroBen fur die Kluft

Symbol Grofe Vergleichs-
Entdimensionalisiert Dimensionsbehaftet grofie
Ax 1,25 1,25%x1073 m 102 m
Ay 0,1 1x10* m 102 m
Az 1,25 1,25%1073 m 10> m
v 100 1 m/s 10% m/s
p 103 103 ke/m? (aus [188]) 1 ke/md
u 0,0132 0,00132 k¢/ms (aus [188]) 10 k&/ms

Tabelle A.2: Ubersicht der physikalischen GroBen fiir Wasser.
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B Projektion des
Lagrangeschen
Verformungszustandes in
die Eulersche Darstellung

Die Darstellung des Verschiebungsfeldes ldsst nicht immer eine Aussage liber
die Verformung der Struktur aufgrund der Belastung zu. Zusétzlich kann durch
eine tiberproportionale Skalierung ein besseres Verstdndnis fiir die unterschied-
lich beanspruchten Bereiche ermoglicht werden. Daher wird hier ein Algorith-
mus beschrieben, der den, in Lagrangescher Darstellung simulierten, Verfor-
mungszustand in die Eulersche Darstellung (s. Abs. 2.2.1)) projiziert.

B.1 Funktionsweise

Zur Projektion der GroBe ¢rs in Lagrangescher Darstellung in die Eulersche
Darstellung wird diese GroBe entlang des Verschiebungsvektors # durch die
Schritte

1. Bestimmung der virtuelle Zeitschrittweite At,
2. Berechnung der numerischen Geschwindigkeit v'*,
3. Losen der Advektionsgleichung fiir den Verschiebungsvektor

4. Losen der Advektionsgleichung fiir die skalare Grofe, hier ¢rs,
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B Projektion des Lagrangeschen Verformungszustandes

iterativ advektiert. Die virtuelle Zeitschrittweite At ergibt sich durch

A= L (B.1)
n;
wobei n; die Anzahl an durchzufiihrenden Iterationen bis zur Erreichung der
maximalen Verschiebung ist. Zu beachten ist, dass die CFL-Bedingung ein-
gehalten wird (s. Abs. 2.6.8). Zur besseren Visualisierung konnen die Ver-
schiebungen skaliert werden, indem ny > n; Iterationen durchgefiihrt werden.
Fiir die numerische Geschwindigkeit v* lisst sich unter Beriicksichtigung von
Gl. (B.1) mit

—

u
V= =u B.2
Y n; At " ( )

zeigen, dass die Geschwindigkeit der Verschiebung entspricht. Da es sich um
bereits berechnete Verschiebungen handelt, die betrachtet werden, wird von
Inkompressibilitit des Materials ausgegangen. Die materielle Ableitung einer

Grofle v wird daher formuliert als

W:Ellf-i-(v -V)y=0. (B.3)

In diesem Fall ist nur die Advektion der GroBe y relevant. Mit der diskre-
ten Form der GI. (B.3) werden nun das Phasenfeld und das Verschiebungsfeld
entlang des Verschiebungsvektors u advektiert. Zur Diskretisierung werden
das upwind—Verfahren (s. Abs. 2.6.5) und das TVD-Verfahren (s. Abs. 2.6.6)
verwendet.

Zur Anpassung der Gebietsgrosse werden die maximalen Verschiebungen
innerhalb des Simulationsgebiets in alle positiven und negativen Raumrich-
tungen ermittelt. Diese Werte werden dann mit der Iterationszahl n; bzw. ng
multipliziert und auf ganze Gitterzellen aufgerundet. Die neue Gebietsgrofe
entspricht der GréBe des alten Gebietes addiert mit der in jede Raumrichtung
jeweiligen maximalen Verschiebung. So kann sichergestellt werden, dass nicht
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B.2 Vergleich der Diskretisierungsverfahren

iiber die Gebietsgrenzen verschoben wird. Die zu verschiebenden System-
groflen werden, wie in Abb. B.1 dargestellt, aus dem urspriinglichen Feld in

das neue Feld gemiss ihrer Verschiebung iibertragen.

neue Gebietsgrofie urspriingliche Gebietsgrofie

>
X

Abbildung B.1: Zur Einbettung der zu advektierenden Grofen wird das Simulationsgebiet
angepasst.

B.2 Vergleich der
Diskretisierungsverfahren

Zum Vergleich der Diskretisierungsverfahren wurde die in Abb. B.2 darge-
stellte beidseitig eingespannte unter Eigengewicht belastete Tragstruktur ver-
wendet. In Abb. B.2(a) ist die Tragstruktur in Lagrangescher Darstellung, in
Abb. B.2(b) ist das dazugehorige Verschiebungsfeld und in Abb. B.2(c) die
entsprechende Norm des Verschiebungsfelds zu sehen. Das Simulationsgebiet
ist 50x 50 Zellen groB. Es zeigt sich eine parabolische Verschiebung der Struk-
tur. An den Rindern findet keine Verschiebung statt. Die grofite Verschiebung

ist in der Mitte der Struktur zu finden.
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(a) (b) (©)

Abbildung B.2: Ein links und rechts fest eingespannte Tragstruktur unter Eigengewicht (a) in
Lagrangescher Darstellung, (b) das entsprechende stationire Verschiebungsfeld
und (c) die Norm des Verschiebungsfelds.

Der Verlauf des Phasenfeldes nach der Advektion ist in Bild B.3 dargestellt.
Die zentralen Differenzen und das upwind—Verfahren zeigen fast identisches
Verhalten. Das TVD-Verfahren zeigt bei der Verwendung fiir beide Advek-
tionsgleichungen ein stark gestauchtes Profil. Verwendet man das TVD—Ver-
fahren nur fiir das skalare Phasenfeld und das upwind—Verfahren fiir die Ver-
schiebung sieht man einen besseren Verlauf, es gibt jedoch einen Uberschwin-
ger an der linken Seite und es entstehen negative Werte. Die Ergebnisse bei
der verwendeten Iterationszahl zeigen mit dem upwind—Verfahren einen etwas

diffuseren aber dem urspriinglichen Phasenfeld dhnlicheren Verlauf.

T T T T
I+ = ¢rs vor der Advektion ———— —
zentrale Differenzen ————
g‘” 08 | upwind-Verfahren y = 1,0 ——— _|
S upwind-Verfahren y = 0,5 ———
3 R
2 06 L J
5 TVD fir grs und
= Upwind fiir %
= 04 -
2
£
£ 02 F J -
[ —= -
1 1 1 1
0 10 20 30 40 50

y-Koordinate des Simulationsgebiets

Abbildung B.3: Darstellung des Verlaufs des advektierten Phasenfeldes in der Mitte des Simulati-
ongebietes (x=25) fiir verschiedene Diskretisierungsverfahren.
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Betrachtet man die Norm des Verschiebungsfeldes entlang der Linie x =25
in Abb. B.4 sicht man, dass das TVD-Verfahren deutliche Uberschwinger
erzeugt. Die anderen Verfahren zeigen zwar auch Uberschwinger, aber deut-
lich schwicher. Die Abb. B.5 zeigt das Beispiel aus Abb. B.2 nach Anwendung

der Projektion des Verschiebungszustandes.

0.004

0.0035

0.003

0.0025

0.002

0.0015

Verschiebungsvektor i

0.001

0.0005

@ vor der A(Il\'cklion
zentrale Differenzen
upwind-Verfahren y = 1,0
upwind-Verfahren y = 0,5
TVD

TVD fiir ¢rs und

Upwind fiir 7

1T N

10

20 30 40
y-Koordinate des Simulationsgebiets

50

Abbildung B.4: Darstellung des Verlaufs des advektierten Verschiebungsfeldes in der Mitte des
Simulationgebietes (x = 25) fiir verschiedene Diskretisierungsverfahren.

(a) Das verformte (advek-
tierte) Phasenfeld

(b) Das advektierte (c) Norm des advektierten

Verschiebungsfeld 7

Verschiebungsfeld 7

Abbildung B.5: Dargestellt ist das Ergebnis der Projektion durch das Advektieren der System-
groBen der in Abb. B.2 gezeigten Tragstruktur unter der Last des Eigengewichts.
Die Tragstruktur wird gemil den berechneten Verschiebungen verformt. Fiir diese
Projektion wurde das upwind—Verfahren verwendet.
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B.3 Skalierung

Zur Visualisierung kleiner Verschiebungen ist es notwendig die Darstellung zu
skalieren. Zur Skalierung werden die Gleichungen fiir die Advektion statt n;
jetzt ng-mal gelost. Nach der Auswertung von Abb. B.3 und B.4 wurde fiir die
Untersuchung der Skalierung fiir beide Advektionsgleichungen das upwind—
Verfahren verwendet. In B.6 sind drei Beispiele fiir unterschiedlich starke Ska-
lierungen zu sehen. Die Breite der diffusen Grenzflache dndert sich durch die
Advektion. Abb. B.7 zeigt fiir unterschiedliche Iterationszahlen den Verlauf
des Phasenfeldes.

(a)ng =5 (b) ny = 1000 (c) ny = 2000

Abbildung B.6: Visualisierung der skalierten Verschiebung einer Tragstruktur unter Eigengewicht
bei unterschiedlichen Werten der Iterationsanzahl n.

06 | .
04 .

02 .

Phasenfeldwert ¢rg

1 1 1 1
0 10 20 30 40 50
y-Koordinate des Simulationsgebiet

Phasenfeldprofil firn, = 5 —
Phasenfeldprofil fiir 7, = 1000 e
Phasenfeldprofil fiir n; = 2000

Phasenfeldprofil fiir n; = 3000 —

Abbildung B.7: Entwicklung des Phasenfeldes bei unterschiedlichen Werten der Iterationszahl n;.
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B.4 Fazit

Es wurden verschiedene Diskretisierungsverfahren untersucht, um eine Advek-
tion der SystemgroBen anhand des Verschiebungsfelds zu projizieren. Die
besten Ergebnisse konnten mit dem upwind—Verfahren realisiert werden. Das
TVD-Verfahren zeigt insbesondere bei der Advektion der Verschiebung deut-
liche Abweichungen. Dies liegt an der sprunghaften Anderung der Verschie-
bungswerte an dem Ubergang zu der Reststruktur. Wendet man das TVD-
Verfahren nur auf die skalare Grofie ¢rs an zeigen sich bessere Ergebnisse.
Die Projektion mit dem upwind—Verfahren ist fiir die gezeigte Anwendung,

die beste Variante.
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C Analyse von Stromungen
durch Stromlinien

Die Visualisierung von Stromungssimulationen ermdoglicht eine qualitative
Auswertung. Die Stromlinien, die die Tangentenkurven an zusammenpassende
Geschwindigkeitsvektoren des Stromungsfeldes darstellen [6, S. 54], ermdg-
lichen einen Vergleich von Stromungsprofilen von um- als auch von durch-

stromten Geometrien durchzufiihren.

C.1 Kiriterien zur Analyse von
Stromungen durch Stromlinien

Fiir einen geringen Formwiderstand eines stromungsoptimierten Korpers gilt,
dass es moglichst keine Wirbelbildung und keine Totraumgebiete gibt [134,
S. 70]. Ein Wirbel ist durch in sich geschlossene Stromlinien zu erkennen. Ein
Totraumgebiet entsteht, wenn sich die Stromlinie so von einem Korper ablost,
dass ein nicht durchstromter Bereich entsteht [6, S. 85]. Der Kriimmungsver-
lauf der Stromlinie ist kein ausreichendes Mal3, da abhédngig von der umstrom-
ten Form die Stromlinien auch stark gekriimmt sein diirfen [6, S. 270]. Eine
Verdichtung der Stromlinien bedeutet eine Beschleunigung der Stromung und
ein Aufficherung der Stromlinien bedeutet eine Verzogerung der Stromung

[6, S. 54]. Im laminaren Fall sollte sich die Stromliniendichte bei optimierten
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Korpern verringern, da die Stromungsgeschwindigkeit proportional zur Ver-
lustenergie ist [6, S. 114]. Dies fiihrt zu einer groleren Beriihrungsflache zwi-
schen der Oberflache des Hindernisses und der Fliissigkeit. Dadurch sinkt der

Formwiderstand und der Flachenwiderstand steigt.

C.2 Definition der Stromfunktion y

Die Stromlinien laufen auf den Isolinien der Stromfunktion. Die Strom-
funktion y(x,y) kann aus dem Geschwindigkeitsfeld berechnet werden
(s. [8, S. 63]) und ist tiber ihre Ableitungen definiert mit

dy(x, Ay (x,
W = —v(x,y) und ‘l/a(j}y) =u(x,y). (C.1)

Hier bezeichnet u die Geschwindigkeit der Stromung in x—Richtung und v die
Geschwindigkeit in y-Richtung. Eine hinreichende Bedingung fiir eine solche

Definition ist die Integrabilitdtsbedingung.

I’y(x,y) _ Pylxy)
dxdy dyox

(C2)

Setzt man die GI. (C.1) in die Kontinuitétsgleichung (2.38) fiir eine Ebene ein

erhilt man

9 dy(x,y) 9 dy(xy) _
dx dy dy ox =0 €3

Das entspricht der Integrabilitidtsbedingung aus Gl. (C.2) (s. [8, S. 64]).
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C.3 Berechnung der Stromfunktion

Zur Berechnung der Stromlinien ist es moglich virtuelle Partikel in die Stro-
mung einzubringen. Bei dieser Art der Berechnung werden virtuelle Partikel-
bahnen entlang der Stromlinien eines Stromungsfelds zu einem festen Zeit-
punkt betrachtet [189, S. 94]. So lassen sich schnell einzelne Stromlinien
berechnen. Nachteil ist, dass man den Anfang einer Stromlinie im Allgemei-
nen nur schwer schétzen kann und so unvollstindige Linien bekommen kann.
Eine vollstindige Berechnung aller Stromlinien macht eine Integration der
Ableitungen der Stromfunktion aus GI. (C.1) notwendig. Bei der numerischen
Integration bietet es sich an, die Integration unter Verwendung von Finite—

Differenzen von einer Gitterzelle zur Nichsten durchzufithren mit
Vij = Wij—1 + uij Ay, (C4

wie es z. B. in [8, S. 66] erldutert ist. Fiir eine groflere numerische Genauigkeit
kann auch statt der Finiten—Differenz die Simpson-Formel, auch Kepplersche
Fassregel genannt, verwendet werden (vgl. [190, S. 42 f.]). Die allgemeine
Form der Kepplerschen Fassregel schreibt sich

be. (f(a)+4f(“§”) +f(b))~ ©5)

Die Funktionswerte f(a),f (%52) und f(b) stehen in diesem Fall fiir die

Geschwindigkeiten u;;_1,u;; und u;;11. So werden die im Gitter benachbarten

Geschwindigkeiten u;; 1 und u;j,1 zusitzlich mit eingerechnet. Die diskrete

Form der Stromfunktion y an der Stelle ij lasst sich nun formulieren als

A
l//ij=2~l[/ij71+?y (uij,1+4u,-j—|—u,'j+1). (C.6)
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Man benétigt einen Anfangswert, da das Integral der Gl. (C.1) bis auf die Inte-
grationskonstante bekannt ist. Dieser Anfangswert kann beliebig gewéhlt wer-
den, da spiter nur die Isolinien unabhingig von ihrem Absolutwert betrach-
tet werden sollen. Die Randwerte der Geschwindigkeiten sind identisch mit
denen aus der Stromungssimulation. Iteriert man nun einfach Zeilen- bzw.
Spaltenweise iiber das Gebiet, ergibt es sich, dass um Hinternisse und Nischen
Spriinge in der Integrationskonstanten auf Grund unterschiedlicher Anfangs-
werte entstehen konnen. Es muss also sichergestellt werden, dass die Werte
entlang eines zusammenhingenden Pfades durch das Gebiet berechnet wer-
den. Es bieten sich zwei Varianten an. Die erste Methode verwendet einen
Floodfill-Algorithmus [191]. Die zweite Methode berechnet zuerst das kom-
plette Gradientenfeld der Stromfunktion, um dann mit der Methode der kleins-

ten Fehlerquadrate die Stromfunktion zu berechnen.

C.3.1 Berechnung der Stromfunktion
mit der Floodfill-Methode

Der Floodfill-Algorithmus startet an einer beliebigen Gitterposition und weist
dieser aufgrund der nicht bekannten Integrationskonstante einen beliebigen
Startwert zu (s. Abb. C.1(a)). Es werden alle Nachbarpositionen (links, rechts,
oben und unten) auf einen Stapel gelegt. Mit der GI. (C.4), diskretisiert nach
der jeweiligen Raumrichtung, wird der y-Wert fiir die obere Position des Sta-
pels bestimmt. Es werden dabei alle Nachbarwerte der Position, die bereits
berechnet wurden, als Referenzwert verwendet und jeweils in die Gl. (C.4)
eingesetzt. Die so berechneten Werte werden zur Minimierung des numeri-
schen Rundungsfehlers anschlieBend gemittelt. Die Position wird als berechnet
markiert und vom Stapel genommen. Im néichsten Schritt (s. Abb. C.1(b)) wer-
den die jeweiligen Nachbarpositionen der neubestimmten Werte, die noch nicht

berechnet wurden, auf den Stapel gelegt. Dies wird solange wiederholt bis alle
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C.3 Berechnung der Stromfunktion

Werte auf dem Stapel sind (s. Abb. C.1(c)). Sind alle Wert fiir die Positionen
vom Stapel berechnet, ist der Algorithmus beendet. Liegen die Nachbarposi-
tionen in einem Hindernis oder auf dem Rand werde diese Positionen ohne
Berechnung eines y-Werts vom Stapel genommen. Sind alle Werte berechnet,

werden diese noch auf die Werte zwischen null und eins normiert.

. [e] . o) o) | | | | | |

PN +:»7~:+ DI

y o | | [e] y | | | | | | y | | | | | |

T. ¥ . TY ¥, ¥ TY ¥, ¥
>x >x >X

(a) Initiale Markierung (b) Berechnen der y—Werte (c) Berechnen der y—Werte der
der blauen Positionen griinen Positionen, alle Posi-
tionen sind auf dem Stapel

Abbildung C.1: Ablaufschema des Floodfillalgorithmus:
(a) Anfangswert wird gesetzt und die Nachbarpositionen (weise Kreise) werden
auf einen Stapel gelegt.
(b) Fiir die blauen Positionen werden die y-Werte berechnet und wieder die Nach-
barpositionen auf den Stapel gelegt.
(c) Alle Positionen sind auf dem Stapel. Die y-Werte werden berechnet bis die
letzte Position vom Stapel genommen wurde.

C.3.2 Berechnung der Stromfunktion mit der
Methode der kleinsten Fehlerquadrate

Eine Moglichkeit das gesamte Stromungsfeld aus allen moglichen Richtun-
gen gleichwertig zu berechnen ist, zunédchst die Gradienten des gesamten
Geschwindigkeitsfelds zu bestimmen und danach die Anfangsbedingung zu

setzen. Dazu werden fiir jede Position ij im zweidimensionalen Stromungs-
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gebiet in Richtung der jeweiligen Nachbarpositionen (links, rechts, oben und

unten) die entsprechenden vier Gleichungen

Vij =Vi-1j+FP +4A, (C.7)
Vij =Vir1j— FP +42 (C.8)
Vij =Vij 1 +FP +A; (C.9)
Vij =Vijs1 —FP + A, (C.10)

aufgestellt. Die Variable FP_ steht fiir den Wert des Gradienten der von der
linken benachbarten Position aufaddiert werden muss, um die Stromfunktion
an der aktuellen Position zu berechnen. Der Wert FP_ wird nach der Kepp-
lerschen Fassregel mit der GI. (C.6) bestimmt. Die Variablen FP,, F Py und
F Py+ sind dquivalent dazu definiert. Die Werte Aj,A>,A3 und A4 bezeichnen
die Abweichung der Gleichungen vom exakten Ergebnis durch die Diskreti-
sierung. Zur Bestimmung der Losung des iiberbestimmten Gleichungssystems
wird die Methode der kleinsten Fehlerquadrate angewendet (s. [192, S.207
ff.]). Die Summe S aller Abweichungen im Quadrat fiir alle N Gitterpunkte

N
S= Y (A1)’ +(A22)" + (A30)* + (Aan)® (C.11)
n=0
soll minimal werden. Das heif3t, die Ableitung von S wird zu Null gesetzt.
Daraus folgt, dass alle partiellen Ableitungen 8WS , 1 =0..N, Null sein miissen.
Lost man jetzt die Gln. (C.7)-(C.8) jeweils nach A, A>, Az und A4 auf, setzt
dies in GI. (C.11) ein und bildet die Ableitung von S nach y erhilt man

as

v =FPoa —4 Vij +VWic1j+Vir1j+ Vi1 + W01 =0 (C.12)
ij
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Wobei FPy die Summe —FP; + FP! — FP; + FP/ ist. Nach weiterer
Umformung von Gl. (C.12) erhilt man

—4 Y+ Wi+ Wi Vi1 F Wi = —FPoa. (C.13)

Schreibt man die Werte y;; in einen Vektor y und bestimmt die Matrix A zur

Losung des linearen Gleichungssystems aus Gl. (C.13) erhélt man
Ay =—FPyq. (C.14)

Der Vektor ﬁ,,,ml hingt vom betrachteten Geschwindigkeitsfeld ab. Die Mul-
tiplikation von Gleichung (C.14) mit der Inversen der Matrix A fiihrt auf den

Losungsvektor
Y =—A""FPiyq. (C.15)

Dieses Gleichungssystem kann nun mit der Gauss Elimination oder einem
iterativen Verfahren wie dem Conjugated-Gradient—Verfahren gelost werden
(s. [167]). Der Losungsvektor y wird wie bei der Variante mit dem Flooddfill-
Algorithmus normiert.

C.4 Ergebnisse/Validierung

Es werden jetzt an zwei Fillen die beiden Methoden verglichen. Fiir den ers-
ten Fall wird die analytische Losung fiir eine Poiseuille Strémung verwendet.
Der zweite Fall ist eine Gegeniiberstellung der Losungen mit der Floodfill-
Methode und der Methode der kleinsten Fehlerquadraten fiir ein umstromtes

Hindernis.
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C.4.1 Vergleich der Methoden an einer
ebenen Poiseuille Stromung

Fiir den Fall der laminaren ebenen Poiseuille Stromung kann wie in Abs. 2.3.4
gezeigt die analytische Losung angegeben werden. Setzt man Gl. (2.56) in
Gl. (C.1) ein erhdlt man

dy(xy)  L*dp y\2
e £u(, ()

Nach Integration iiber y erhélt man die analytische Losung der Stromfunktion

(C.17). Die Integrationskonstante wird auf null gesetzt.
L? dp 3
_ - = . C.17
v(x,y) o1 d (y <3L2 (C.17)

09 |
08 |
0.7 |
T n kleinste Fehlerquadrate
0.5 — Floodfill ——
L T analytisch --------
03 |

02 |
0.1 |

0 1 i i i i
5 10 15 20 25 30

Linge [m]

W/ Yo

Abbildung C.2: Normierte Stromfunktion {iber den Querschnitt y einer ebenen Poiseuille
Stromung. Man erkennt, dass die Methode der kleinsten Fehlerquadrate und die
analytische Losung zusammenfallen. Die Floodfill-Methode weist eine leichte
Abweichung auf.
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Fiir den Vergleich wird eine Simulation mit einem 30 m breiten, mit Wasser
mit einer Viskositit von p = 1073k¢/ms durchflossenen Kanal durchgefiihrt.
Der Druckgradient betriigt —10~8Pa/m. In Abbildung C.2 sind das analyti-
sche Ergebnis und die numerischen Ergebnisse der Stromungsfunktion mit der
Floodfill-Methode sowie der Methode der kleinsten Fehlerquadrate tiber den
Querschnitt y dargestellt. Alle drei Berechnungen sind auf die Werte zwischen
0 und 1 genormt. Die Methode der kleinsten Fehlerquadrate weist eine sehr
gute Ubereinstimmung mit der analytischen Berechnung auf. Die Stromfunk-
tion mit der Floodfill-Methode zeigt eine gute Ndherung, liegt aber nicht genau
auf der analytischen Losung.

C.4.2 Vergleich fur den Fall einer
Zylinderumstromung in einem Rohr

Fiir eine Zylinderumstromung in einem Kanal, bei der von links eingestromt
wird und das Hindernis in der Mitte sitzt, muss das Stromungsfeld und damit
die Stromfunktion zur Mitte der y-Achse spiegelsymmetrisch sein. Hierfiir ist
keine einfache analytische Losung vorhanden, deshalb wird nur die Symme-
trie der Losungen mit der Methode der kleinsten Fehlerquadrate wie auch der
Floodfill-Methode zur x-Achse iiberpiift. In Abb. C.3 sind die Losungen beider
Methoden fiir eine laminare Stromung dargestellt. Betrachtet man in Abb. C.3
die Stromlinie, die direkt oberhalb des Hindernisses verlduft, sieht man eine
leicht andere Kriimmung der Linie bei der mit der Floodfill-Methode bestimm-
ten Variante. Die Methode der kleinsten Fehlerquadrate lieft eine symmetri-
sche Losung. Die Berechnung mit der Floodfillmethode ist anfélliger bei Hin-
dernissen, liefert jedoch in den meisten Fillen ebenfalls gute Ergebnisse. Die
maximale Abweichung der berechneten Stromfunktion zwischen der Floodfill-
Methode und der Methode der kleinsten Fehlerquadrate ist kleiner als 1 %.
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i
4

e —
(a) Floodfill (b) Fehlerquadrate

Abbildung C.3: Stromliniendarstellung des umstromten Kreises auf Grundlage der Berechnung
mit der Floodfill-Methode bzw. der Methode der kleinsten Fehlerquadrate. Die x-
Achse geht nach links und die y-Achse nach oben. Das Hindernis wird von links
angestromt. Der Kreis in der Mitte stellt das Hindernis dar.

C.4.3 Fazit

Die Uberpriifung fiir den Fall eines durchstromten ebenen Kanals mit einem
Zylinder als Hindernis zeigt, das die Floodfill-Methode fiir Umstromungen
weniger geeignet ist. Die Berechnung bendtigt allerdings deutlich weniger
Rechnerressourcen und kann unter Beriicksichtigung der bekannten Fehler als
schnelle Variante genutzt werden. Die Ergebnisse mit der Methode der kleins-
ten Fehlerquadrate sind dagegen genauer, benotigen aber durch das Losen eines

Gleichungsystems mehr Ressourcen.
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