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Kurzfassung

Modellbildung und Simulation liefern einen wichtigen Beitrag zur Weiterentwicklung von
Verbrennungsprozessen. Dabei stellen turbulente Verbrennungsprozesse eine besondere
Herausforderung dar. Deren direkte numerische Simulation ist aufgrund der grofien Spanne
von raumlichen und zeitlichen Skalen, die aufgelost werden miissen, mit erheblichem oder
sogar nicht zu bewaltigendem Aufwand verbunden. Fiir praktische Anwendungen besteht
daher ein starkes Interesse an Modellen, mit denen turbulente Verbrennungsprozesse unter
iiberschaubarem Aufwand beschrieben werden kénnen und die dennoch zuverlassige und
genaue Ergebnisse liefern.

Vor diesem Hintergrund erfolgt in der vorliegenden Arbeit eine statistische Beschreibung
der Turbulenz mit Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen (Probability-Density-Functions,
PDF) und eine Vereinfachung der chemischen Kinetik auf Basis von Reaktions-Diffusions-
Mannigfaltigkeiten (REDIM). Dabei wird zum einen ein konsistentes hybrides PDF-Verfahren
formuliert und implementiert. Zum anderen wird das REDIM-Verfahren bei verschiedenen
turbulenten Verbrennungsprozessen angewendet.

Mit einer Methodik, die sich auf weitere Anwendungen des REDIM-Verfahrens tibertragen
lasst, werden Mannigfaltigkeiten fiir einen turbulenten Ziindprozess, fiir eine geschichtete
turbulente Flamme und fiir eine nicht-vorgemischte turbulente Flamme bestimmt. Die
erfolgreiche Anwendung dieser Mannigfaltigkeiten erméoglicht interessante Untersuchungen
und untermauert die allgemeine Verwendbarkeit des REDIM-Verfahrens.

Das konsistente hybride PDF-Verfahren mit REDIM reduzierter Kinetik wird anhand einer
turbulenten nicht-vorgemischten Flamme validiert. Dabei zeigt es auch im Vergleich mit
anderen PDF-Verfahren, insgesamt sehr gute Ergebnisse, sodass die Modellierung und
Implementierung insgesamt bestétigt werden.

Als Schwéche wird eine Unterschiatzung lokalen Verloschens festgestellt. Diese wird gezielt
fiir die verwendete Mischungsmodellierung und reduzierte Kinetik analysiert und es werden
Verbesserungen vorgeschlagen.
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1. Einleitung

Modellbildung und Simulation liefern einen wichtigen Beitrag zur Weiterentwicklung von
Verbrennungsprozessen [117]. Vor allem turbulente Stromungen, die mehrheitlich in techni-
schen Anwendungen vorliegen [117], stellen dabei eine grofie Herausforderung dar [38].

Die Bilanzgleichungen zur Beschreibung der Verbrennung gelten zwar auch bei turbulenten
Stromungen [38, 117]. Allerdings zeichnen sich letztere durch eine grofie Spanne raumlicher
und zeitlicher Skalen aus. Bei einer direkten numerischen Simulation (DNS) der Bilanz-
gleichungen miissen diese verschiedenen Skalen aufgelost werden. Dadurch entsteht ein
imenser bzw. nicht zu bewéltigender Rechenaufwand [38]. Zudem werden die aus einer DNS
gewonnenen Informationen héaufig nicht in vollem Umfang benotigt. Stattdessen geniigt
bei technischen Fragestellungen iiblicherweise die Kenntnis statistischer Grofien, wie z.B.
Mittelwerten [117].

Bei einer statistischen Modellierung kénnen direkt solche Groflen bestimmt werden. Hierfiir
ist dann nur ein vergleichsweise geringer Rechenaufwand notwendig [33, 38, 92].
Zusatzlich zur Turbulenz muss auch die chemische Kinetik beschrieben werden. Bei detail-
lierten Reaktionsmechanismen liegt hierbei eine Vielzahl verschiedener Spezies und eine
grofie Spanne von Zeitskalen vor [117]. Eine Vereinfachung der chemischen Kinetik ist
daher ebenfalls erstrebenswert, um den Rechenaufwand bei praktischen Anwendungen zu
verringern [48].

Bei den angesprochenen Vereinfachungen zur Beschreibung turbulenter Verbrennung stellt
sich die Frage nach der Genauigkeit und Zuverlassigkeit von Voraussagen. Eine Vielzahl
verschiedener Modelle zeichnet sich dabei durch jeweilige Starken und Schwéchen aus [29,
51]. Dadurch wird die Notwendigkeit zur Weiterentwicklung von Modellen fiir turbulente
Verbrennung unterstrichen [29].

Vor diesem Hintergrund erfolgt in der vorliegenden Arbeit eine statistische Modellierung der
Turbulenz mit Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen (Probability-Density-Functions, PDF')
[36, 92] und eine Vereinfachung der chemischen Kinetik auf Basis von Reaktions-Diffusions-
Mannigfaltigkeiten (REDIM) [18, 48]. Ziel ist dabei zum einen die Umsetzung eines konsis-
tenten hybriden PDF-Verfahrens [63, 79, 81] und zum anderen die Anwendung des REDIM-
Verfahrens [18] fiir verschiedene turbulente Verbrennungsprozesse.

Dabei wird die Arbeit von Lipp [68] fortgesetzt, der ebenfalls ein hybrides PDF-Verfahren
mit REDIM reduzierter Kinetik verwendet. Das PDF-Verfahren in [68] ist allerdings noch
inkonsistent auf Gleichungsebene [79]. Diese Inkonsistenz wird als entscheidender Nachteil
des Verfahrens erachtet, da sie unter anderem die Vergleichbarkeit mit anderen PDF-Ver-
fahren und die Erweiterung auf instationédre Prozesse erschwert. Ausgehend von [68] wird
daher ein konsistentes hybrides PDF-Verfahren nach dem Vorbild von [63, 81] umgesetzt,
welches die genannten Nachteile tiberwindet.



1. EINLEITUNG

Die Methodik zur praktischen Bestimmung und Verwendung von Mannigfaltigkeiten wird
weiterentwickelt. Damit konnen Mannigfaltigkeiten fiir verschiedene turbulente Verbren-
nungsprozesse zur Verfiigung gestellt werden, was die Anwendung des REDIM-Verfahrens
weiter verallgemeinert und etabliert.

Das konsistente hybride PDF-Verfahren mit REDIM reduzierter Kinetik wird fiir eine
turbulente Flamme validiert. Dabei erfolgt ein Vergleich mit experimentellen Werten und
den Ergebnissen anderer PDF-Verfahren. Dies hilft die vorliegende Arbeit in das bestehende
Angebot von PDF-Verfahren einzuordnen. Die Modellierungsschwéchen, die sich bei der
Validierung zeigen, werden gezielt analysiert und darauf aufbauend Verbesserungen vorge-
schlagen. Damit wird ein Ausgangspunkt geschaffen fiir kiinftige Weiterentwicklungen des
hybriden PDF-Verfahrens mit REDIM reduzierter Kinetik.

In Kapitel 2 werden die Grundlagen und der Forschungsstand umrissen, der fiir die vorliegende
Arbeit relevant ist.

Die Kapitel 3-5 befassen sich dann mit dem REDIM-Verfahren zur Vereinfachung der
chemischen Kinetik. Dabei wird in Kapitel 3 auf die Grundlagen des Verfahrens eingegangen,
bevor in Kapitel 4 seine praktische Umsetzung diskutiert wird. SchliefSlich werden in Kapitel 5
die Mannigfaltigkeiten fiir einen turbulenten Ziindprozess und eine turbulente geschichtete
Flamme vorgestellt, welche im Rahmen der vorliegenden Arbeit zur Verfliigung gestellt
werden.

Die Kapitel 6 und 7 befassen sich mit dem verwendeten hybriden PDF-Verfahren. Durch
die Darstellung der Hintergriinde und Gleichungen des Verfahrens in Kapitel 6 wird seine
Konsistenz verdeutlicht und ein Ausgangspunkt fiir etwaige Verallgemeinerungen geschaffen.
Anschlieflend wird in Kapitel 7 ausfiihrlich auf seine Umsetzung eingegangen.

Nachdem die Gesamtmethodik des hybriden PDF-Verfahrens mit REDIM reduzierter Kinetik
vorgestellt ist, widmet sich Kapitel 8 deren Validierung. Dazu wird eine nicht-vorgemischte
turbulente Flamme untersucht, um somit die verwendete Modellierung und Implementierung
zu bestatigen, bzw. Schwachen aufzudecken und zu analysieren.

Die Kapitel 9 und 10 geben schlieflich eine Zusammenfassung der Arbeit und einen Ausblick
auf kiinftige Untersuchungs- und Entwicklungsmoglichkeiten.



2. Grundlagen und Forschungsstand

Dieses Kapitel gibt eine Ubersicht iiber die Grundlagen der in dieser Arbeit verwendeten
Beschreibung turbulenter Verbrennungsprozesse. Dariiber hinaus wird auf den Forschungs-
stand eingegangen, der in Bezug steht mit der vorliegenden Arbeit. Fiir eine Einfithrung zum
Thema turbulenter reaktiver Stromungen seien die Lehrbiicher [33, 38, 92, 117] empfohlen
und als Ubersicht zum aktuellen Forschungsstand [29].

Die Begriffe und Modelle werden zunachst allgemein gehalten bevor in den folgenden Kapiteln
genauer auf die verwendeten Verfahren eingegangen wird.

2.1. Grundbegriffe zur Beschreibung von
Verbrennungsprozessen

Verbrennungsprozesse konnen nach verschiedenen Gesichtspunkten unterschieden werden
[117]. Eine mogliche Unterscheidung erfolgt nach dem Strémungstyp. Dieser kann je nach
Geschwindigkeit, Stromungsmedium und Geometrie laminar oder turbulent sein [92]. Viel-
fach werden Verbrennungsprozesse neben dem Stromungstyp auch unterteilt nach der
Vormischung von Brennstoff und Oxidationsmittel [117]. Unterschieden werden dabei die
Extremfille nicht-vorgemischte und vorgemischte Verbrennung [117].

Die Einteilung ist zum einen hilfreich beim Verstandnis und der Bewertung von Verbren-
nungsprozessen [117]. Zum anderen wird das Wissen iiber das unterschiedliche Verhalten
bei diesen Verbrennungstypen auch zur Modellierung genutzt [86, 117].

Erhaltungsgleichungen

In dieser Arbeit werden reaktive Stromungen betrachtet, die sich als Kontinuum beschreiben
lassen [55]. Die Stromungsgrofien lassen sich mathematisch als Eigenschaften @ (x,t) an
einem Ortspunkt @ und zu einem Zeitpunkt ¢ beschreiben [55]. In reaktiven Strémungen
bewirken Konvektion, molekularer Transport, Fernwirkungen (z.B. Gravitation, Strahlung)
und chemische Reaktion eine Anderung der Stromungsgréfien [12, 55, 117]. Eine vollstindige
Beschreibung der Stromung kann anhand von Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Impuls,
Speziesmassen und Energie sowie einer Zustandsgleichung erfolgen [12, 55, 117]. In einer
allgemeinen Formulierung lassen sich die Erhaltungsgleichungen als

DU oU

Dit_ﬁ—kU-gradU—A(U,u?),

D¥ oW

¥ 0¥ : W —=B(U.¥ 2.1
i 5 + U - grad (U,w) (2.1)



2. GRUNDLAGEN UND FORSCHUNGSSTAND

schreiben, mit der Zeit ¢, der substantiellen Ableitung %, dem Geschwindigkeitsvektor

U = (Ul,UQ,Ug,)T und dem Zustandsvektor ¥ = (%,%,...,WR)T der n thermoche-
mischen Skalare#55]. Auf den Vektor ¥ wird unten weiter eingegangen. Die Vektoren
A= (A1,As,A3) und B = (By, By, ..., Bn)T bezeichnen die rechten Seiten der Erhaltungs-
gleichungen mit denen die Fernwirkungen, der molekulare Transport und die chemischen
Reaktionen beschrieben werden [55]. Durch Modelle fiir diese verschiedenen Prozesse (che-
mische Reaktion, Transport, Strahlung usw.) und eine modellierte Zustandsgleichung (z.B.
ideales Gas), gelingt eine geschlossene Beschreibung der Stromung durch die gewédhlten
Stromungsgrofien [55, 117].

Die obige allgemeine Formulierung der Erhaltungsgleichungen 2.1 wird in Unterabschnitt 2.2.1
weiterverwendet. Eine Konkretisierung der in dieser Arbeit verwendeten Erhaltungsgleichun-
gen erfolgt dann in den Kapiteln 3 und 6.

Thermochemischer Zustandsvektor und Zustandsraum

Im thermochemischen Zustandsvektor ¥ = (¥, Ws, ... ,L_Un)T werden die n Skalare zusam-
mengefasst mit denen der thermochemische Zustand einer reaktiven Stromung beschrieben
werden kann. Mogliche Vertreter dieser Variablen sind z.B. die die Dichte, die Temperatur
und die Speziesmassenbriiche in der Stromung [117]. Der n-dimensionale thermochemische
Zustandsraum wird dann durch die Eintrage des Zustandsvektors aufgespannt [117]. Ein
gegebener Zustand bildet also einen Punkt im Zustandsraum.

Losung der Erhaltungsgleichungen

Modellierte Gleichungen der Form 2.1 gelten sowohl fiir laminare als auch fiir turbulente
Stromungen [117] und kénnen numerisch gelost werden [32, 53, 54]. Eine solche direkte nu-
merische Simulation (DNS) ist im Fall laminarer Stromungen und vereinfachter Geometrien
heute gut zu realisieren und in CFD-Programmen wie z.B. INSFLA [69, 73] implementiert.
Allerdings stellen turbulente reaktive Stromungen aufgrund der grofien Spanne rdumlicher
und zeitlicher Skalen ein grofles Problem bei direkter numerischer Simulation dar [33, 38,
117]. Eine Moglichkeit zur vereinfachten Beschreibung solcher Stromungen besteht durch
die Verwendung von statistischen Verfahren [33, 38, 92], die auch in der vorliegenden Arbeit
verwendet werden (siehe Abschnitt 2.2).

Chemische Kinetik und deren Vereinfachung

In den Gleichungen 2.1 kénnen chemische Reaktionen beriicksichtigt werden. Eine detaillierte
Beschreibung der chemischen Kinetik gelingt durch die Verwendung von Reaktionsmecha-
nismen, die aus Elementarreaktionen aufgebaut sind [117]. Dabei tritt oft eine grofie Anzahl
chemischer Spezies auf und die Dynamik umfasst eine grofle Spanne verschiedener Zeitskalen
48, 117].

Fiir Verbrennungsprozesse ergeben sich auf diese Weise grofie, steife Differentialgleichungssys-
teme, die schwierig numerisch zu 16sen sind [38]. Durch spezielle numerische Losungsverfahren
gelingt zwar die numerische Integration [38], wie beim oben erwéhnten Programm INSFLA.
Allerdings ergibt sich bei komplizierten Geometrien oder turbulenten Strémungen ein sehr
grofler bzw. nicht bewéltigbarer Rechenaufwand [48].



2.2. TURBULENZ UND STATISTISCHE VERFAHREN

Fir viele Fragestellungen wird daher die chemische Kinetik vereinfacht [48]. Dies kann
anhand von sog. Mannigfaltigkeits-Verfahren erfolgen (siehe Abschnitt 2.3). Einer ihrer
Vertreter ist das REDIM-Verfahren (Kapitel 3), das in der vorliegenden Arbeit verwendet
wird.

Flamelet-Beschreibung und Verbrennungsregime

Eine weitere Moglichkeit zur vereinfachten Beschreibung von Verbrennungsprozessen besteht
durch die Verwendung von Flamelet-Verfahren [86]. Diese sind v.a. bei der Modellierung
turbulenter Flammen weit verbreitet [86]. Die oben genannte Einteilung in vorgemischte
und nicht-vorgemischte Verbrennung ist dabei entscheidend [86].

Die Modellierung basiert auf der Vorstellung, dass innerhalb einer turbuleten Stromung
lokale raumliche Strukturen erhalten bleiben, die denen von laminaren Flammen entsprechen
[86]. Das Wissen um diese lokalen Strukturen kann dann zu einer vereinfachten Beschreibung
der Verbrennungsprozesse genutzt werden [86]. So wird bei nicht-vorgemischter Verbrennung
z.B. der sog. Mischungsbruch [117] verwendet, um den hier entscheidenden Mischungsgrad
von Brennstoff und Oxidationsmittel, zu einer vereinfachten Beschreibung zu nutzen [86]. Bei
einer vorgemischten Verbrennung wird dagegen z.B. eine sog. Fortschrittsvariable verwendet,
um vereinfacht zu beschreiben, wie weit eine Verbrennung fortgeschritten ist [86].

Das Problem bei diesen vereinfachten Betrachtungsweisen ist, dass sich v.a. turbulente
Verbrennungsprozesse vielfach nicht klar in diese Extremféalle der Vormischung einteilen
lassen und z.B. auch partiell vorgemischte oder geschichtete Verbennungszonen [86] in
einer turbulenten Flamme vorliegen kénnen (siehe z.B. [106]). Dartiber hinaus treten in
turbulenten Flammen nicht nur brennende lokale Strukturen auf, sondern es kénnen sich
auch instationédre Prozesse ergeben, wie lokales Verloschen und erneutes Ziinden [86], die
eine Flamelet-Beschreibung weiterhin erschweren [20].

Bei einer reduzierten Beschreibung mit dem REDIM-Verfahren (Kapitel 3) ist eine solche
strenge Einteilung verschiedener Verbrennungsregime nicht notwendig, was das Verfahren
allgemeiner anwendbar macht. Allerdings kann das Konzept der Flamelets genutzt werden,
um die Zeitskalen von Transportprozessen realistisch abzuschéatzen, sodass eine moglichst
einfache und genaue REDIM reduzierte Beschreibung gelingt (sieche Abschnitt 3.3). Der
Begriff Flamelet wird in der vorliegenden Arbeit im Sinne eines Profils verwendet, das zu
einem eindimensionalen Reaktions-Diffusions-Problem gehort. Er umfasst damit neben den
Profilen stationdrer Flammen auch solche, die sich aus einer Verloschung, einer Ziindung
oder auch einer Vermischung ohne Reaktion ergeben.

2.2. Turbulenz und statistische Verfahren

Im Gegensatz zu laminaren Stromungen findet bei turbulenten eine ungeordnete Bewegung
statt, deren Strukturen sich iiber einen breiten Bereich von rdumlichen und zeitlichen
Skalen erstrecken [92, 110]. Zur Charakterisierung von turbulenten Strémungen wird die
Reynoldszahl

_ UL,

v

Re (2.2)
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verwendet, mit der charakteristischen Geschwindigkeit U,., der charakteristischen Lange
L. und der kinematischen Viskositédt v [92, 110]. Die Reynoldszahl setzt destabilisierende
konvektive Terme mit stabilisierenden diffusiven Termen ins Verhaltnis und erlaubt damit
eine Beurteilung, ob eine turbulente Stromung vorliegt [110]. Auerdem ist sie ein MaB fiir
den GroBenunterschied zwischen grofiten und kleinsten Skalen in einer turbulenten Stromung
(je groBer Re umso groBer die Unterschiede) [110]. Speziell fur hohe Re-Zahlen ist daher eine
detaillierte numerische Simulation (DNS) einer Stromung sehr aufwindig und so werden
statistische Verfahren verwendet, um die Beschreibung zu vereinfachen [92].

Bei statistischen Verfahren werden die Stréomungsgrofien als Zufallsvariablen [36] aufgefasst
[92]. Eine Stromungsgrofie () kann demnach als Summe eines Mittelwertes (Erwartungswertes)
(@) und einer zufélligen Fluktuation @)’ beschrieben werden (sog. Reynoldszerlegung [38]):

Q=(Q)+Q". (2.3)

Weiter wird dann davon ausgegangen, dass die genaue Kenntnis der zufalligen Fluktuationen
nicht notwendig ist und stattdessen die Information iiber die Statistik der Stréomungsgrofien
(z.B. die Mittelwerte) ausreicht [117]. Solche statistischen Informationen kénnen mit viel
geringerem Aufwand numerisch bestimmt werden, als wenn samtliche Strukturen der Turbu-
lenz in einer DNS aufgeldst werden miissen [92].

Im Allgemeinen sind auch die mittleren Stromungsgréfien orts- und zeitabhéngig. Im Fall
zeitlich konstanter mittlerer Stromungsgroflen, wird von einer statistisch stationaren Stro-
mung gesprochen [92]. Ein numerisches Verfahren zur Bestimmung der mittleren Groéfien
kann dann auch nicht-zeitexakt sein (z.B. lokale Zeitschrittverfahren, Unterrelaxation [32, 53,
54]). AuBerdem kann die Statistik turbulenter Stromungen auch rdaumliche Symmetrien auf-
weisen, wie z.B. bei statistisch planaren oder statistisch achsensymmetrischen Stromungen,
Gitterturbulenz oder homogener Turbulenz [92], sodass nur zwei, eine oder sogar gar keine
Raumrichtung in einem numerischen Verfahren aufgelost werden muss. Dies verdeutlicht die
Vereinfachungen und die geringeren Anforderungen an numerische Verfahren, die durch eine
statistische Beschreibung moglich sind.

Fiir Stromungen mit veranderlicher Dichte wird meist mit dichtegewichteten Mittelwerten
(Favre-Mittel) gearbeitet und fiir die Favre-Zerlegung einer Stromungsgroie () ergibt sich

PR ~

YD =G+, (24)
(p)

wobei p die Dichte bezeichnet, % = C~2 das Favre-Mittel und " = ¢ die zugehorige

Fluktuation [38]. Weiter ist damit die dichtegewichtete Varianz von ) durch

Q

var (Q) = ¢? (2.5)
und die dichtegewichtete Standardabweichung @,,,s durch

Qums = V& (2.6)

gegeben [38]. In dieser Arbeit werden oft dichtegewichtete GroBen verwendet, vereinfachend
aber nur von Mittelwerten, Varianzen bzw. Standardabweichungen gesprochen (d.h. ohne
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den Zusatz “dichtegewichtet”). Die Formelzeichen geben dann Aufschluss welche Mittel-
werte und Fluktuationen gemeint sind und werden nach dem obigen Formalismus angewendet.

Die Transportgleichungen fiir Momente der Stromungsgréfien [36, 92] (Mittelwerte, Vari-
anzen usw.) lassen sich ausgehend von ihren Erhaltungsgleichungen ableiten [33, 38, 117,
121]. Dies fithrt auf sog. Momentenverfahren [38]. Zum Teil werden diese Verfahren auch als
RANS-Verfahren [121] bezeichnet (RANS von engl. “Reynolds Averaged Navier Stokes”),
obwohl sie bei reakiven Stromungen neben den Impulsgleichungen ja auch noch Gleichungen
der thermochemischen Skalare umfassen [51] '

In den Gleichungen der Momente ergeben sich ungeschlossene Terme, was als Schliefungspro-
blem der Turbulenz bezeichnet wird [33, 38, 92, 121]. Die SchlieBung der Gleichungen gelingt
nur durch Modellierung. Dabei werden Modelle festgelegt, mit denen sich die ungeschlossenen
Terme naherungsweise auf Basis der bekannten statistischen Momente beschreiben lassen
38, 121].

Mogliche Schliefungen der gemittelten Impulsgleichungen sind durch sog. Zwei-Gleichungs-
modelle, z.B. das k,e-Modell [121], oder durch Reynoldsspannungsmodelle gegeben [92].
Insbesondere die Modellierung der ungeschlossenen Terme in den Gleichungen fiir die Mo-
mente thermochemischer Skalare stellt aber eine groie Herausforderung dar [33, 38, 117].
So lasst sich z.B. der Mittelwert chemischer Quellterme nur sehr ungenau auf Basis von
mittleren StromungsgroBen beschreiben [38, 117].

Eine bessere Modellierung der Statistik gelingt dagegen auf Basis von Wahrscheinlich-
keitsdichtefunktionen [36, 92] (PDF fiir engl. “Probability Density Function”). Die PDF
fo (R; x, t) beschreibt vollstdndig die Statistik der zufélligen Stromungsgrofie @ (z, t) fir
einen Ortspunkt x und einen Zeitpunkt ¢ (engl. “One point, one time PDF”) [92]. Die
Variable R bezeichnet darin die Zufallskoordinate, die zur Zufallsvariablen () gehort [38].
Héufig vorkommende (oder angenommene) Verteilungen von Zufallsvariablen sind Gleich-,
Gauss-, Beta- und Gammaverteilungen, deren PDFs z.B. in [92] zu finden sind. Mit Hilfe der
PDF fq lassen sich am Punkt «, ¢ samtliche Momente von () und auch Momente beliebiger
Funktionen ¢ (@) bestimmen [92]. Fiir den Mittelwert der Funktion g am Punkt @, ¢ folgt
beispielsweise [92]:

oo

(9(Q@. 1) = () (@ ) = [ g(R) Jo (R; @, t)dR. (2.7)

—00

Wenn mehrere zuféllige Stromungsgrofien, z.B. zwei Grofien

T
Q ("B7 t) = (Ql (CC, t)? QQ (CC, t))
vorliegen, kann die Statistik mit der Verbund-PDF

f01,g. (R1, Ry, t) = fo (R; x, t)

n [51] wird daher zur Klarstellung die Bezeichnung RAS (engl. “Reynolds Averaged Simulation”)
vorgeschlagen. In der vorliegenden Arbeit wird aber an der Bezeichnung RANS festgehalten bzw. von
Momentenverfahren gesprochen, wie in [38].
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beschrieben werden [92]. Der Mittelwert einer Funktion i (Q) am Punkt @, ¢ ist dann durch
h(@@, 1) =) (@ t) = [ h(R) fo(Rie t)dR
- / h(Ri,Rs) for.0, (Ru, Ro; @, t)dRydRy  (2.8)

gegeben [92]. Anstatt von einer Verbund-PDF bei mehreren Zufallsgroen zu sprechen, wird
im Folgenden oft wieder die kiirzere Bezeichnung PDF verwendet.

Im Zusammenhang mit der Modellierung durch Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen wird
auch das Konzept bedingter PDFs und bedingter Mittelwerte benotigt [33, 92]. Mit der
bedingten PDF

. fQ17Q2 (Rla RQ)

fouq. (B1|@2 = Ry) = (2.9)
fQ2 (RQ)
ergibt sich der bedingte Mittelwert (h (Q) |Q2 = Rz) zu
(h(Q1.Q2) Q2= Fo) = [~ h(Ru, Ro) foyjau (Ra]Q2 = Ry)dRy,  (210)

wobei fg, (Rg) in Gleichung 2.9 die Einzel-PDF der Variablen () bezeichnet, die aus

for (F2) = [ farqu (R, o) dRy (2.11)

bestimmt werden kann [92].

Da die chemischen Quellterme nur von den Stromungsgréfien an einem Orts- und Zeitpunkt
abhangen, lassen sich ihre Momente mit Gleichungen der Form 2.8 bestimmen. Somit gelingt
eine geschlossene Behandlung chemischer Quellterme, wenn eine PDF zur Beschreibung der
Statistik einer reaktiven Stromung verwendet wird. Dies stellt den Hauptvorteil von sog.
Transportgleichungs-PDF-Verfahren dar [33, 38, 51, 91], die auch in dieser Arbeit verwendet
und im folgenden Unterabschnitt 2.2.1 beschrieben werden.

Abschlielend sei noch auf die Moglichkeit verwiesen, dass die Momente von Stromungsgrofien
auch durch eine sog. Filterung bestimmt werden koénnen [92]. Dies fithrt auf die Einfithrung
von LES-Verfahren (engl. “Large Eddy Simulation”) [92], die auch in Verbindung mit PDF-
Verfahren verwendet werden kénnen (siche Unterabschnitt 2.2.4). Ein solches LES-Verfahren
wird von WANG et al. [116] zusammen mit REDIM reduzierter Kinetik zur Untersuchung
einer mager vorgemischten, pilotstabilisierten, turbulenten Methan/Luft-Flamme verwendet.
Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird eine REDIM zur Verfiigung gestellt, die eine
verbesserte reduzierte Beschreibung dieser Flamme darstellt (siehe Abschnitt 5.2).

2.2.1. Transportgleichungs-PDF-Verfahren

Die Transportgleichung der Verbund-PDF fiir die Geschwindigkeit und die thermochemischen
Skalare fy g (V, I';x,t) [38] lasst sich auf Basis der Erhaltungsgleichungen 2.1 herleiten 2.

2Es gibt auch Transportgleichungs-PDF-Verfahren, die auf einer Verbund-PDF nur fiir die thermochemi-
schen Skalare fg (I';x,t) aufbauen. Solche Thermochemischen-PDF-Verfahren [38] werden hier aber
nicht néher behandelt. Ein Uberblick findet sich dagegen in [51].
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Hierbei bezeichnet V' die Zufallskoordinate zu U und I' die Zufallskoordinate zu ¥. Die
PDF-Transportgleichung ergibt sich als [33, 38]

a(pgjgl) +div(Vpfuw)
9 0
=~ (AU =V, =T pfow) — AT (BolU =V, @ =T pfug) ,(2.12)

wobei (A;JlU =V W =T') und (B,|U =V ,¥ = I') die bedingten Erwartungswerte der
rechten Seiten der Erhaltungsgleichungen 2.1 bezeichnen und tiber doppelt auftretende
Indizes zu summieren ist, mit i = 1,2, 3 und a = 1,...,n.

Neben der PDF fyy ¢ bietet sich zur Beschreibung von Stromungen mit verédnderlicher Dichte
die Verwendung der Massendichtefunktion (MDF')

Fow (V. T x;t) =p(I') fuw (V,I';z,t) (2.13)

an [51, 91], fir die
| Fowavar = () (2.14)

gilt und das Favre-Mittel einer Stromungsgroie @ (U, ¥) durch

Q= </1)> | O:O FueQdvVdr (2.15)

einfach bestimmt werden kann. Anhand von Gleichung 2.12 und 2.13 ergibt sich die Trans-
portgleichung

O ve div (V Fy.w)
ot ’
0 0
=37 (AlU=V, & =T)Fys) - o (BoJlU=V,® =T) Fyg) , (2.16)

zur Bestimmung der MDF, welche somit ebenfalls zur Beschreibung der turbulenten Stro-
mung verwendet werden kann.

In den rechten Seiten der Erhaltungsgleichungen 2.1 sind Terme enthalten, die von rdumli-
chen Ableitungen der Stromungsgrofen abhangen (z.B. Diffusion von Spezies [117]). Diese
rdaumlichen Ableitungen stellen weitere ZufallsgroBlen dar, deren Statistik aber nicht mit
der bekannten Ein-Punkt-Statistik der PDF beschrieben werden kann [33]. Innerhalb von
(A;JU =V, @ =T') und (B,|U = V,¥ = I'') treten somit ungeschlossene Terme auf, die
durch Modellierung geschlossen werden miissen [33, 38, 51, 91, 92]. Dagegen konnen samtliche
(auch nicht-linearen) Terme, die nur von der Statistik an einem Orts- und Zeitpunkt abhén-
gen, geschlossen behandelt werden (wie bespielhaft in Gleichung 2.7 gezeigt). Im Gegensatz
zu den Momentenverfahren miissen hier also nicht die nicht-linearen Terme modelliert wer-
den [38], sondern nur solche Terme, die von raumlichen Ableitungen der Stromungsgrofien
abhéngen [33]. Eine solche Modellierung erscheint weniger schwierig als die Behandlung der
stark nicht-linearen ungeschlossenen chemischen Quellterme bei Momentenverfahren [38]
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und so erklért sich die vielfache Anwendung dieser Transportgleichungs-PDF-Verfahren fiir
turbulente reaktive Stromungen [51]. Im Folgenden wird statt Transportgleichungs-PDF-
Verfahren auch kurz von PDF-Verfahren gesprochen.

Wenn Modelle fiir die ungeschlossenen Terme in Gleichung 2.12 bzw. Gleichung 2.16 gefunden
sind, kann eine numerische Losung erfolgen. Problematisch ist dabei die hohe Dimension
dieser Gleichungen, welche eine Verwendung tiblicher stromungsmechanischer Diskretierungs-
verfahren, wie Finite-Differenzen- oder Finite-Volumen-Verfahren [32, 53, 54], praktisch
ausschliefit [91].

Stattdessen kann die Losung anhand eines Ensembles von Partikeln erfolgen, wodurch der
Aufwand nur linear mit der Anzahl an Dimensionen ansteigt [51, 91]. Die Partikel kénnen als
unterschiedliche Realisierungen in der turbulenten Stromung angesehen werden [38]. Durch
sie ist eine diskretisierte PDF bzw. MDF gegeben [38], welche im Fall der MDF

Flox(V.I,Y;t) ivj m®s (V —U®) 5 (r—eW)s(y - x®) (2.17)
k=1

lautet. Die mehrdimensionalen Dirac-Funktionen sind dabei durch

s(Vv-u®) = ﬁa(w—U}’“)),
=1
_g®Yy — T _g®)
5 (1 —w®) };[15(11 vM)
Sy —x®) = ﬁé(Yi—Xi(k)) (2.18)

N
Il
—_

gegeben und U®) | @) X *) begzeichnen die Eigenschaften des k-ten Partikels mit der
Masse m®) im Ensemble aus N Partikeln [51]. Fiir den Erwartungswert der diskretisierten
MDF muss

(f{{w,X (V,I''Y;t)) = Fuw (V, I x;t) (2.19)

gelten, d.h. er muss auf die MDF fiihren [51].

Die Eigenschaften der Partikel werden dann so entwickelt, dass sich ihre Statistik entspre-
chend zur Stromung ergibt. Die Modellierung der ungeschlossenen Terme erfolgt somit auf
Partikelebene und deren Entwicklung fithrt auf eine modellierte PDF- bzw. MDF-Trans-
portgleichung [51].

Von PoPE [91] wird zu diesem Zweck eine Lagrange’sche Betrachtungsweise und stochasti-
sche Modelle [36] vorgeschlagen, sodass auch von stochastischen Partikeln und Lagrange-
Monte-Carlo-Partikelverfahren gesprochen wird. Diese Verfahren sind am meisten verbreitet
[51]. Ein solches wird auch in der vorliegenden Arbeit zur Bestimmung einer MDF verwendet,
wobei auf die Entwicklung der stochastischen Partikel in Abschnitt 6.1 eingegangen wird.
Auch wenn das Verfahren direkt auf der Bestimmung einer MDF beruht wird im Folgenden
wieder hauptséchlich mit der PDF argumentiert (diese ist ja durch Gleichung 2.13 mit der
MDF verkniipft, sodass gleichwertig argumentiert werden kann).
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2.2.2. Stand-Alone-PDF-Verfahren

Damit eine eigenstandige Turbulenzmodellierung innerhalb des PDF-Verfahrens moglich ist,
muss die PDF um ein turbulentes Zeitmafl erweitert werden [92]. Hierzu wird eine Verbund-
PDF der Geschwindigkeit, Skalare und turbulenten Frequenz eingefiihrt fy v, (V, I, 90; x,t)
[92], mit der turbulenten Frequenz w und deren Zufallskoordinate ©. Die Bestimmung dieser
PDF kann wieder anhand stochastischer Partikel erfolgen, wobei ein zusatzliches Modell
zur Beschreibung der turbulenten Frequenz eingefiithrt wird [102]. Wird zudem eine Poisson-
Gleichung fiir den mittleren Druck geldst [91], ist eine eigenstdndige Losung der PDF-
Transportgleichung fir fy g, moglich (engl. “Stand-Alone-PDF-Method”), wie z.B. in [123,
124].

XU et al. [123] analysieren die numerischen Fehler von Stand-Alone-PDF-Verfahren, die auf
stochastischen Partikeln basieren. Sie unterscheiden dabei neben einem Diskretierungsfehler
zwischen einem statistischen Fehler und einem Bias. Der statistische Fehler ergibt sich
bei der Bestimmung von Momenten von Stromungsgréffen anhand einer endlichen Anzahl
stochastischer Partikel und stellt eine Zufallsgrofie dar. Dagegen ergibt sich der Bias als ein
systematischer Fehler, der entsteht, wenn die fehlerhaft berechneten Momente wiederum
zur Entwicklung der Eigenschaften der stochastischen Partikel verwendet werden. Um diese
Fehler auf ein gewiinschtes Mafl zu reduzieren, sind viele Partikel notwendig [123].

Der statistische Fehler erweist sich vor allem zur numerischen Losung der Poisson-Gleichung
als problematisch, da in diese rdumliche Ableitungen zweiter Ordnung von Momenten
von Stromungsgroflen eingehen. Es sind dann spezielle Methoden zur Stabilisierung des
Losungsverfahrens notwendig, die kompliziert und zum Teil auch nur fiir statistisch stationére
Stréomungen zuldssig sind (z.B. Dampfung, Zeitmittelung) [79].

In diesem Zusammenhang gelingt GHORBANI et al. [43] eine Verbesserung von Stand-
Alone-PDF-Verfahren durch die Verwendung eines Projektions-Verfahrens. Dabei wird die
Kontinuitétsgleichung gewahrleistet, ohne dass explizit eine Poisson-Gleichung fiir den Druck
gelost werden muss. Das Verfahren zeigt sich als numerisch robust und erlaubt auch die
Simulation instationdrer Prozesse. Damit ist es GHORBANI et al. méglich die Ziindung durch
einen heiflen Abgasfreistrahl [39, 42, 44, 45] zu untersuchen, wobei die verwendete REDIM
reduzierte Kinetik im Rahmen der vorliegenden Arbeit zur Verfiigung gestellt wird (siehe
Abschnitt 5.1).

Um die numerische Losung der PDF-Transportgleichung zu verbessern, werden auflerdem
auch sog. hybride PDF-Verfahren vorgeschlagen [62, 63, 79, 81]. Ein solches hybrides
Verfahren wird in der vorliegenden Arbeit verwendet.

2.2.3. Hybride PDF-Verfahren

Die Idee hybrider Verfahren ist es, die bereits vorhandenen robusten Methoden zur Losung
der gekoppelten gemittelten Kontinuitdts- und Impulsgleichungen (und ggf. Energieglei-
chung) [32, 53, 54] mit einer PDF-Turbulenzmodellierung auf Basis von stochastischen
Partikel zu kombinieren [51].

11
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Die gemittelten Gleichungen kénnen ausgehend von der PDF-Transportgleichung durch
Integration tiber die Zufallskoordinaten hergeleitet werden [33]. Sie enthalten also keine neue
Information und werden lediglich benétigt, um die numerische Robustheit und Genauigkeit
bei der Losung der PDF-Transportgleichung zu erhéhen.

Das hybride Verfahren wird dann aus zwei Teilverfahren aufgebaut: Eines dient zur Losung
der gemittelten Gleichungen und eines zur Entwicklung der stochastischen Partikel (Par-
tikelverfahren). Oftmals werden zur Losung der gemittelten Gleichungen Finite-Volumen-
Verfahren (FV) verwendet [32, 53, 54]. Das hybride Verfahren besteht dann aus einem FV-
Verfahren und einem Partikelverfahren.

Hybride Verfahren werden schon lange vorgeschlagen [51], allerdings gelingt erst in neueren
Arbeiten wie [63, 79, 81] eine Formulierung sog. konsistenter Verfahren. Dabei wird gewéhr-
leistet, dass die Gleichungen beider Verfahren konsistent sind [81]. Dies erscheint zunéchst
trivial, ist allerdings erst mit der Einfithrung einer eigenstdndigen PDF-Modellierung mit
einem turbulenten Zeitmaf und z.B. dem Frequenzmodell [102] problemlos moglich [79]. Hier
konnen die gemittelten Gleichungen aus der modellierten PDF-Transportgleichung bestimmt
werden [81] und es ist kein eigensténdiges Turbulenzmodell auf Seiten des FV-Verfahrens
notwendig. Beide Verfahren sind dann konsistent auf Gleichungsebene [81]. Werden dagegen
unterschiedliche Turbulenzmodelle in den Teilverfahren verwendet, z.B. ein Zweigleichungs-
Modell [121] im FV-Verfahren und ein Simplified-Langevin-Modell (SLM) [92] im Parti-
kelverfahren, sind die Gleichungen der Teilverfahren nicht konsistent [79]. Denn das SLM
im Partikelverfahren entspricht auf der Ebene der zweiten Momente der Geschwindigkeit
dem Reynoldsspannungsmodell von Rotta [92] und unterscheidet sich somit von einem
Zweigleichungs-Modell, wie z.B. einem k, e-Modell, im FV-Verfahren [79].

In [79] und [81] werden sog. Konsistenzbedingungen untersucht. Es werden unabhéngige
Bedingungen fiir FV- und Partikelfelder gefunden, deren Erfiillung die Konsistenz beider
Teilverfahren gewéhrleistet [81]. Durch Korrekturverfahren kénnen diese Konsistenzbedin-
gungen trotz numerischer Fehler erzwungen werden [63, 81, 125].

Daneben wird auch direkt bei der Formulierung eines hybriden Verfahrens versucht, redun-
dante Grofien moglichst zu vermeiden. So wird z.B. in [81] und [63] die Geschwindigkeits-
fluktuation w als Partikeleigenschaft verwendet und nicht die Gesamtgeschwindigkeit U.
Damit wird eine doppelte Représentation der mittleren Geschwindigkeit U im FV- und
Partikelverfahren umgangen.

Neben der hoheren numerischen Robustheit, erreichen hybride Verfahren auch eine Verringe-
rung des Bias (sieche Unterabschnitt 2.2.2) im Vergleich zu Stand-Alone-PDF-Verfahren [62].
Nachteilig bei hybriden PDF-Verfahren ist, neben der notwendigen Beachtung der Kon-
sistenzbedingungen, vor allem der hohere Implementierungsaufwand (und zum Teil auch
Speicher- und Rechenaufwand), der durch die Organisation der beiden Teilverfahren entsteht.

Ein wesentlicher Teil der vorliegenden Arbeit besteht in der Formulierung und Implementie-
rung eines konsistenten hybriden PDF-Verfahrens nach dem Vorbild der obigen Verfahren.
Dabei wird die Arbeit von Lipp [68] fortgefithrt, in der noch eine Inkonsistenz auf Glei-
chungsebene vorliegt. Diese ergibt sich dadurch, dass im Partikelverfahren ein SLM und im
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FV-Verfahren ein Zweigleichungs-Modell verwendet wird (siehe oben). Diese Inkonsistenz
wird als entscheidender Nachteil des Verfahrens in [68] erachtet, da sie:

e die Vergleichbarkeit mit anderen PDF-Verfahren erschwert,

e die Erzwingung von Konsistenzbedingungen [79, 81] durch Korrekturverfahren [63, 81]
erfordert,

e die Festlegung von Modellparametern schwierig macht,

e und schliefflich die Anwendung bei instationdren Stromungen erschwert.

Letztere sind zwar noch nicht Gegenstand der vorliegenden Arbeit, allerdings erweisen sich
mit dem konsistenten hybriden PDF-Verfahren bereits bei statistisch stationdren Stromungen
Vorteile und Verbesserungen im Vergleich zu [68] und seine Verallgemeinerung erscheint
somit moglich. Das Verfahren wird den Kapiteln 6 und 7 vorgestellt.

2.2.4. Klassifizierung statistischer Verfahren

Die bisherigen Beschreibungen deuten an, dass es eine Vielzahl verschiedener statistischer
Verfahren gibt. Ein Uberblick hierzu wird z.B. von HAWORTH [51] gegeben. HAWORTH
klassifiziert statistische Verfahren und fithrt abkiirzende Bezeichnungen ein. Diesen Bezeich-
nungen wird in der vorliegenden Arbeit gefolgt, wenn Vergleiche mit anderen Verfahren
angestellt werden (z.B. in Kapitel 8).

Die Verfahren lassen sich nach verschiedenen Gesichtspunkten einteilen. Eine erste Einteilung
ergibt sich durch die Art nach der die Stromungsgrofien gemittelt werden. Je nachdem, ob
die gemittelten Groflen durch Reynolds-Mittelung oder durch Filterung erhalten werden
(sieche Abschnitt 2.2), erfolgt eine Unterscheidung in RANS/PDF- und LES/FDF-Verfahren.
Weiter lassen sich Verfahren unterscheiden, bei denen eine Transportgleichung fiir die PDF
bzw. FDF gelost wird und solche bei denen die Form der PDF bzw. FDF angenommen wird.
Es wird dann von Transportgleichungs-PDF- bzw. Transportgleichungs-FDF-Verfahren und
Assumed-PDF- bzw. Assumed-FDF-Verfahren gesprochen [38, 51].

Meist wird in der vorliegenden Arbeit mit Verfahren argumentiert, denen eine Reynolds-
Mittelung zugrunde liegt und bei denen eine Transportgleichung fiir die PDF gelost wird,
also mit Transportgleichungs-RANS/PDF-Verfahren. Diese Verfahren werden im Folgenden
kurz als PDF-Verfahren bezeichnet.

Die PDF kann dabei unterschiedliche Variablen umfassen. So bezeichnet das Kiirzel “VCF-
PDF” eine Verbund-PDF aus Geschwindigkeit (Velocity), thermochemischen Skalaren
(Composition) und turbulenter Frequenz (Frequency).

Schliefllich kann nach der Art des Losungsverfahrens fiir die PDF-Transportgleichung un-
terschieden werden. Dieses beruht in der vorliegenden Arbeit auf Lagrange-Monte-Carlo-
Partikeln und kann im Fall einer VCF-PDF eigensténdig erfolgen, d.h. mit Stand-Alone-
PDF-Verfahren oder hybrid, d.h. mit gleichzeitiger Losung der RANS-Gleichungen (siehe
Unterabschnitt 2.2.1).

Bei der vorliegenden Arbeit wird im Sinne dieser Bezeichnungen ein hybrides VCF-Lagrange-
PDF-Verfahren verwendet (siehe Kapitel 6).
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2. GRUNDLAGEN UND FORSCHUNGSSTAND

2.3. Mannigfaltigkeits-Verfahren zur Vereinfachung der
chemischen Kinetik

Wie oben erwéhnt, ist eine Vereinfachung der chemischen Kinetik erstrebenswert, um auch
kompliziertere reaktive Stromungen mit iiberschaubarem Aufwand berechnen zu kénnen.
Ziel ist eine moglichst einfache Beschreibung der Kinetik, die dennoch eine zuverléssige
Modellierung des betrachteten Anwendungsfalls erlaubt [48]. Hierzu werden verschiedene
Methoden eingesetzt, wobei in [48] ein Uberblick gegeben wird.

Eine Moglichkeit zur automatischen Erstellung vereinfachter Kinetik, ausgehend von ei-
nem detaillierten Reaktionsmechanismus, sind sog. Mannigfaltigkeits-Verfahren [48], z.B.
Intrinsic-Low-Dimensional-Manifolds (ILDM) [8, 14, 16, 71, 72, 82], Trajectory-Generated-
Low-Dimensional-Manifolds (TGLDM) [93] und dabei das Progress-Variable-Model (PVM)
[11, 120], Flame-Prolongation of ILDM (FPI) [46], Flamelet-Generated-Manifolds (FGM)
[111] oder Reaction-Diffusion-Manifolds (REDIM) [17, 18, 20, 70, 106]. Diese Verfahren
nutzen die Tatsache, dass typischerweise nur ein kleiner Teil des thermochemischen Zu-
standsraums bei Verbrennungsprozessen eingenommen wird [48, 72]. Dies lasst sich durch
stark unterschiedliche Zeitskalen der chemischen Reaktionen begriinden [72]. Die Zustande
konnen demnach gut auf niedrigdimensionale Mannigfaltikeiten beschriankt werden, sodass
der volle thermochemische Zustand, anhand von nur wenigen Parametrisierungsvariablen
(entsprechend zur Dimension der Mannigfaltigkeit) bestimmt werden kann [48]. Eine Mannig-
faltigkeit kann als Vorarbeit einer nachfolgenden Simulation bestimmt werden, notwendige
Zustandsinformationen konnen anhand der Parametrisierungsvariablen tabelliert werden
und in der nachfolgenden Simulation miissen nur noch Gleichungen fiir die wenigen Pa-
rametrisierungsvariablen gelost werden, um die Dynamik entlang der Mannigfaltigkeit zu
beschreiben [48]. Im Fall des PVM- und des ILDM-Verfahrens basiert die Reduktion allein
auf der Berticksichtigung bzw. der Analyse des chemischen Quellterms [72], wogegen bei FPI,
FGM und REDIM die Wechselwirkung mit molekularem Transport bei der Identifikation der
Mannigfaltigkeit berticksichtigt wird [17, 48]. Die Berticksichtigung dieser Wechselwirkung
stellt einen entscheidenden Vorteil dar, da damit auch die Existenz sehr niedrigdimensionaler
Mannifaltigkeiten im gesamten fiir Anwendungen relevanten Bereich gewéhrleistet wird
(eine ILDM niedriger Dimension existiert dagegen nur im Bereich hoher Temperaturen [16]).
Dariiber hinaus wird bei FGM und REDIM auch der Ubergangsbereich zwischen Gebieten in
denen die Systemdynamik durch chemische Prozesse dominiert wird und solchen dominanter
physikalischer Prozesse, direkt bei Identifikation der Mannifaltigkeit beriicksichtigt [16, 18].
In der vorliegenden Arbeit erfolgt eine Vereinfachung der chemischen Kinetik mit dem
REDIM-Verfahren (siehe Kapitel 3).
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3. REDIM-Verfahren zur Vereinfachung
der chemischen Kinetik

Im Folgenden wird eine Beschreibung des REDIM-Verfahrens gegeben, das in dieser Arbeit
zur Vereinfachung der chemischen Kinetik verwendet wird. Fiir weitere Details sei auf [17,
70] und die Uberblicke zum REDIM-Verfahren in [18, 48] verwiesen.

Zunéchst wird auf die Erhaltungsgleichungen der thermochemischen Skalare und die chemi-
sche Kinetik eingegangen. Im Anschluss wird dann das REDIM-Verfahren zur Vereinfachung
der Gleichungen diskutiert.

3.1. Erhaltungsgleichung der thermochemischen Skalare
und chemische Kinetik

In Abschnitt 2.1 wurde bereits angesprochen, dass die thermochemischen Skalare in einer
reaktiven Stromung durch Erhaltungsgleichungen beschrieben werden kénnen. Nun wird
genauer auf deren Form eingegangen.

Die in dieser Arbeit betrachteten Félle lassen einige Annahmen zu, durch die sich die
Gleichungen vereinfachen:

e es wird von Stromungen idealer Gase ausgegangen,

e es wird von offenen Stromungen augegangen,

e es werden Stromungen mit kleiner Machzahl vorausgesetzt,
e Detonationen werden ausgeschlossen.

Die letzten drei Annahmen haben zur Folge, dass der thermodynamische Druck pg in den
betrachteten Stromungen konstant ist.
Zur Beschreibung des thermochemischen Zustands in einer Strémung wird der Vektor

v = (hap07X17"-7an)T (31)
verwendet, mit der spezifischen Enthalpie h, dem thermodynamischen Druck py und den
spezifischen Molzahlen yq, ..., x,s der ns Spezies im Gasgemisch. Diese sind durch

Xi = w; /M, (3.2)
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3. REDIM-VERFAHREN ZUR VEREINFACHUNG DER CHEMISCHEN KINETIK

aus dem Massenbruch w; und der Molmasse M; einer Spezies i zu berechnen [117].
Die Erhaltungsgleichung der thermochemischen Skalare lasst sich dann durch

%:p:F—U-grad!P+;diV(Dgrad!l7):B (3.3)
formulieren, wobei p die Dichte bezeichnet, mit dem Vektor F' Fernwirkungen und die
Quellterme durch chemische Reaktion beschrieben werden sowie Konvektion mit der Ge-
schwindigkeit U und molekularer Transport mit der Diffusionsmatrix D erfolgt [12, 55,
117]. Fiir eine geschlossene Beschreibung miissen die verschiedenen Stromungsgrofen und
Prozesse in Abhangigkeit vom Zustandsvektor ¥ bestimmt werden, worauf im folgenden
eingegangen wird.

Die Temperatur T" in der Stromung lésst sich abhéangig von der Enthalpie und der Gemisch-
zusammensetzung bestimmen:

T=T(h,x1, -, Xns) =T (&), (3.4)
wobei tabellierte thermodynamische Daten verwendet werden kénnen [117]. Die Dichte p
ergibt sich dann aus der idealen Gasgleichung:

p= é“T —p(P) . (3.5)

Darin bezeichnet R, die spezifische Gaskonstante des Gasgemischs, die durch
R, = —= (3.6)

gegeben ist, mit der universellen Gaskonstante R und der mittleren molaren Masse M des
Gemischs [117].

Die Koeffizienten der Diffusionsmatrix konnen ebenfalls abhéangig von den Variablen des
Zustandsvektors bestimmt werden, d.h. D = D (¥). Je nachdem wie detailliert der moleku-
lare Transport beschrieben werden soll, d.h. wie detailliert die Multikomponentendiffusion
der verschiedenen Spezies behandelt wird und welche verschiedenen Effekte neben der
gewohnlichen Diffusion erfasst werden (z.B. Thermodiffusion), ergeben sich komplizierte
Zusammenhédnge zur Bestimmung von D (¥) [12, 55, 117]. Im einfachsten Fall wird fiir alle
Spezies der gleiche Diffusionskoeffizient und eine Lewis-Zahl Le = 1 angenommen, sodass

D =dI (3.7)

mit der Einheitsmatrix I gilt und somit nur ein einzelner Koeffizient d (¥) bestimmt werden
muss [117]. Wie gut diese Vereinfachung erfiillt ist, hangt vom Anwendungsfall ab und es
bleibt jeweils zu hinterfragen, ob eine detailliertere Modellierung des molekularen Transports
[12, 55] notwendig ist.

Zuletzt wird auf die Beschreibung des Vektors F' = (Fy, Fy, F3, . .. ,Fns+2)T = F (¥) einge-
gangen, der Fernwirkungen und chemische Quellterme in der Erhaltungsgleichung 3.3 erfasst.
Wenn in der Energieerhaltung keine Fernwirkung durch Strahlung berticksichtigt wird, gilt
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3.1. ERHALTUNGSGLEICHUNG DER THERMOCHEMISCHEN SKALARE UND CHEMISCHE
KINETIK

fir den ersten Eintrag: F; = 0 [117]. Weiterhin ist unter den oben genannten Bedingungen
der Druck py konstant, sodass auch der zweite Eintrag verschwindet: F» = 0. Die weiteren
Eintrage von F' bezichen sich auf die Speziesmassenerhaltung in der keine Fernwirkung
auftritt, dagegen aber Quellterme aufgrund chemischer Reaktion [117]. Die Bestimmung der
chemischen Kinetik, und damit der chemischen Quellterme in Abhéangigkeit von Zustand ¥
wird im Folgenden dargestellt.

Wie in Abschnitt 2.1 erwahnt, wird die chemische Kinetik mit Reaktionsmechanismen
bestehend aus Elementarreaktionen beschrieben. Letztere haben den Vorteil, dass sich die
Zeitgesetze zum Umsatz von Spezies direkt aus der Reaktionsgleichung ableiten lassen [117].
Die Vorgehensweise wird erldutert fiir einen Mechanismus aus R Elementarreaktionen zur
Beschreibung der chemischen Kinetik der ns Spezies in der Erhaltungsgleichung 3.3.
Zunachst wird eine einzelne Elementarreaktion [ im Mechanismus betrachtet. IThre Reakti-
onsgleichung lasst sich in einer allgemeinen Form durch

=1 i=1

schreiben, mit dem Geschwindigkeitskoeffizienten k;, den Teilchensymbolen der Spezies
A; und den stéchiometrischen Koeffizienten I/l-(lE) der Edukte und I/i(lp) der Produkte. Der
Geschwindigkeitskoeffizient der Elementarreaktion lésst sich durch den modifizierten Arrhe-
niusansatz abhangig von der Temperatur bestimmen:

E,
ki = ki (T) = AT exp (mi) , (3.9)
wobei A; den praexponentiellen Faktor, 5; den Temperaturexponent und FE,; die Aktivie-
rungsenergie der Reaktion [ bezeichnen [117]. Anhand der Reaktionsgleichung kann dann
die Bildungsgeschwindigkeit einer Spezies i in der Reaktion [ durch

ns V(E>
ra = ki (T) (v = v ) TL (oxa)™ " = ra (@) (3.10)

=1

bestimmt werden [117]. Der chemische Quellterm F; fiir die Spezies i in der Erhaltungsglei-
chung 3.3 ergibt sich schliefSlich durch Summation ihrer Bildungsgeschwindigkeit in allen
Elementarreaktionen [117]:

F— ;fw (@) = F, (@) . (3.11)

Wie an dieser Ausfithrung zu erkennen ist, hangt der chemische Quellterm der Spezies in
komplizierter und stark nicht-linearer Weise vom Zustandsvektor ¥ ab. Die Mechanismen
konnen eine Vielzahl von Spezies und Elementarreaktionen aufweisen, sodass viele Variablen
im Zustandsvektor vorliegen. Zudem konnen die Geschwindigkeitskoeffizienten der Elemen-
tarreaktionen stark unterschiedlich sein, sodass von schnellen und langsamen Reaktionen
gesprochen werden kann [117]. Dadurch ergeben sich auch stark unterschiedliche chemische
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3. REDIM-VERFAHREN ZUR VEREINFACHUNG DER CHEMISCHEN KINETIK

Quellterme fiir die verschiedenen Spezies und somit eine grofle Spanne von Zeitskalen, mit
denen sie gebildet oder verbraucht werden [117].

Mit der Erhaltungsgleichung 3.3 gelingt je nach verwendetem molekularen Transportmodell
und Reaktionsmechanismus eine sehr detaillierte Beschreibung von Verbrennungsprozessen
mit breitem Giiltigkeitsbereich. So lassen sich mit dieser Gleichung prinzipiell sowohl lamina-
re als auch turbulente Verbrennungsprozesse beschreiben. Allerdings zeigen die Ausfithrungen
dieses Abschnitts auch, dass mit ihr ein grofles, steifes, nicht-lineares Differentialgleichungs-
system vorliegt, das schwierig numerisch zu lésen ist [38]. Eine Anwendung und Lésung bleibt
daher tiblicherweise auf laminare Stromungen und vereinfachte Geometrien beschrankt, wie
z.B. mit dem CFD-Programm INSFLA [69, 73]. Fiir technische Verbrennungsprozesse ist
dagegen eine Vereinfachung der Erhaltungsgleichung erstrebenswert oder sogar notwendig
48].

3.2. Mathematischer Hintergrund zum REDIM-Verfahren

Eine Moglichkeit zur Vereinfachung der Erhaltungsgleichung 3.3 ist durch das REDIM-
Verfahren gegeben [48]. Dabei wird deren Steifheit ausgenutzt, die dazu fithrt, dass sich
die langsame Systemdynamik nur in einem niedrigdimensionalen Unterraum des vollen
thermochemischen Zustandsraums abspielt [48]. Die langsame Dynamik kann somit anhand
einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit M im n-dimensionalen Zustandsraum, mit m < n,
beschrieben werden [48]. Wenn die Betrachtung dieser langsamen Dynamik ausreichend ist
und M bekannt ist, miissen zur Beschreibung einer Verbrennung nur noch m skalare Erhal-
tungsgleichungen gelost werden, deren Steifheit zudem viel geringer ist als bei Betrachtung
des vollen Zustandraums mit Gleichung 3.3.

Der Beschreibung in [18] folgend wird M als invariante Mannigfaltigkeit bestimmt, d.h. es
wird gefordert, dass das Vektorfeld B der rechten Seite von Gleichung 3.3, an jedem Punkt
¥ der Mannigfaltigkeit, tangential zur Mannigfaltigkeit ist [18]. Anders formuliert bedeutet
dies, dass die senkrechte Projektion mit P+ der rechten Seite B verschwinden muss [18]:

P‘B=0. (3.12)

In diesem Fall bewirken die Prozesse der rechten Seite von Gleichung 3.3 also nur Bewegungen
entlang der Mannigfaltigkeit M [18], sodass die Dynamik auch nur auf Basis von M
beschrieben werden kann und nicht der volle Zustandsraum zur Beschreibung benotigt wird.
Die Mannigfaltigkeit M kann mit den generalisierten Koordinaten 8 = (6y,6,, . .. ,Hm)T
parametrisiert werden [7, 8|, sodass

U=y (0) (3.13)
gilt. Die Ableitung von Gleichung 3.13 ergibt
o o
20, T 00m
% o .. 8W2
Wy =| " Ol = (W, T, ), (3.14)
o o
961 T 06m
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3.2. MATHEMATISCHER HINTERGRUND zZUM REDIM-VERFAHREN

und die Vektoren ¥, sind per Definition tangential zur Mannigfaltigkeit [8]. Damit lasst
sich die senkrechte Projektion P+ als

Pt =T1-ww," (3.15)

schreiben [18], mit der Einheitsmatrix I und der, fiir die regulire Matrix ¥ ¥y bestimmbaren,
Moore-Penrose Pseudoinversen [18]

Tt = (T]) W (3.16)
Fiir die Pseudoinverse gilt der Zusammenhang
Uy W, =1, (3.17)

der sich anhand von Gleichung 3.16 nachvollziehen lasst.
Mit der nun bekannten senkrechten Projektion lasst sich zum Auffinden der Mannigfaltigkeit
M die Entwicklungsgleichung

o (t,0))

5 = (I~ (1.0)%" (1.0))B(t.0) (3.18)

formulieren [18, 48]. Dabei handelt es sich um eine partielle Differentialgleichung mit dem
Zustandsvektor ¥ als abhéngige und der Zeit ¢ und den generalisierten Koordinaten 0 als
unabhangige Variablen. Durch numerische Integration kann der stationare Zustand von
Gleichung 3.18 bestimmt werden. Dann verschwindet ihre linke Seite und es ergibt sich die
Invarianzbedingung [18, 48]:

(I-w®")B=0. (3.19)

Fiir die numerische Integration zur Bestimmung von M ist es vorteilhaft, wenn die Orthogo-
nalitdt nicht im orginalen, durch ¥ gegebenen, Zustandsraum festgelegt wird, sondern eine
Skalierung vorgenommen wird [70]. Denn im Zustandsvektor ¥ nach Gleichung 3.1 sind
die Zahlenwerte der Enthalpie und des Drucks viel grofler als diejenigen der spezifischen
Molzahlen, was die numerische Integration der Entwicklungsgleichung erschwert. Durch eine
Skalierung mit der Diagonalmatrix

S = diag (10°,10°%,1,...,1) (3.20)
ergibt sich ein Zustandsvektor
v =Sv (3.21)

bei dem alle Eintrage auf einer ahnlichen Groflenordnung sind. Die Entwicklungsgleichung
der Mannigfaltigkeit wird nun fiir den skalierten Zustand formuliert

~

W (1 9y¥;) B, (3.22)
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3. REDIM-VERFAHREN ZUR VEREINFACHUNG DER CHEMISCHEN KINETIK

~ ~ ~ o~ A~ -1 ~ —~ ~
mit ¥y = Sy, W(j = (SPHT 'Ilg) ¥l und B = SB. Fiir diese Gleichung wird das Pro-
blem umgangen, dass Zustandsvariablen unterschiedlicher Grofienordnung vorliegen. Eine
anschliefende Riickfiilhrung in die originalen Zustandsvariablen fithrt auf:

ov

o (I @y (27 55%,) 1%T§§>B. (3.23)

Wenn nun die Skalierung innerhalb der Pseudoinversen berticksichtigt wird [70]

-1
W, = (T SW,) S, (3.24)
mit L
S =88 =diag (107'2,107%,1,..., 1), (3.25)
ergibt sich wieder die urspriingliche Form der Entwicklungsgleichung
ov
o = (1-w%")B. (3.26)

Es ist wichtig festzuhalten, dass beide Entwicklungsgleichungen 3.18 und 3.26 auf dieselbe
Mannigfaltigkeit M fiihren, wie im Folgenden rechnerisch nachvollzogen wird. Im stationéren
Fall von Gleichung 3.26 gilt:

U,¥," "B =B. (3.27)

Wird Gleichung 3.27 von links mit WyW,* multipliziert ergibt sich

U0, U, 0, B = w,w," B
U, 1Y, B = ¥,¥," B (3.28)

und weiter unter Ausnutzen von Gleichung 3.27 der Zusammenhang
B=9v,9,"B. (3.29)

Dies ist aber wiederum gleichbedeutend mit der stationdren Losung von Gleichung 3.18 und
somit fithren Gleichung 3.18 und 3.26 auf dieselbe Mannigfaltigkeit M.

In der vorliegenden Arbeit wird bei der Bestimmung von Mannigfaltigkeiten die Skalierung
der Zustande gemafl Gleichung 3.26 verwendet.

Zur weiteren Herleitung der Entwicklungsgleichung wird das Vektorfeld B in Abhéngigkeit
von @ dargestellt und in Gleichung 3.26 emgesetzt Dabei verschwindet der Konvektionsterm
aufgrund der Projektion mit I — WeWy®, wobei ausgenutzt wird, dass Wy Wy = I gilt
[18]. Die Entwicklungsgleichung lasst sich damlt durch

ov

o = (I - 2w, *¥) {F + ; (D%g)eg} (3.30)

darstellen, mit @ = @ (£,0), Wy = ¥y (t,0), U™ = W5 (t,0), F = F(¥(£,0)),
p=p(t0), D=D(t0)und & = £ (t,0) [19]. Die Funktion £ stellt eine Abschétzung fiir
die Gradienten grad( ) dar [18, 48, 70], worauf in Abschnitt 3.3 weiter eingegangen wird.
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3.3. ABSCHATZUNG VON GRADIENTEN ZUR BERUCKSICHTICUNG DES MOLEKULAREN
TRANSPORTS

In der Entwicklungsgleichung 3.30 wird ersichtlich, dass bei der Bestimmung der Mannigfal-
tigkeit M chemische Reaktion und molekularer Transport beriicksichtigt werden, weshalb
sie auch als Reaktions-Diffusions-Mannifaltigkeit oder kurz REDIM bezeichnet wird.
Durch die Losung von Gleichung 3.30 kann detaillierte Diffusion bei der Bestimmung einer
REDIM beriicksichtigt werden, wie in [70] gezeigt wird. Im Fall gleicher Diffusivitaten
und Lewis-Zahl Le = 1 gilt D = dI (siehe Abschnitt 3.1) und die Entwicklungsgleichung
vereinfacht sich zu:

%f = (I — W, {F + ; (d%g)eg} . (3.31)
Zur Losung der Entwicklungsgleichung miissen noch Anfangs- und Randbedingungen vorge-
geben werden. Die Anfangsbedingung (Anfangsmannigfaltigkeit) kann im Prinzip beliebig
vorgegeben werden, da nur die stationdre Losung der Entwicklungsgleichung (d.h. die RE-
DIM) von Interesse ist [18]. Allerdings ist der Rechenaufwand und die Stabilitat bei der
numerischen Losung der Entwicklungsgleichung zu bedenken [18]. Zudem verdienen die
Zustande am Rand der Anfangsmannigfaltigkeit mehr Aufmerksamkeit, wenn, wie in der
vorliegenden Arbeit, Dirichlet-Randbedingungen fiir die Entwicklungsgleichung verwendet
werden. In diesem Fall werden die Zustande am Rand der REDIM durch den Rand der
Anfangsmannigfaltigkeit festgelegt. Fiir die Integration der Entwicklungsgleichung ist dies
weniger entscheidend. Jedoch muss die nachfolgende Verwendung der REDIM bedacht
werden. So ist es, je nachdem wie der Rand der REDIM festgelegt ist, moglich, dass sie bei
einer nachfolgenden Verwendung tiber ihre Berandung hinaus verlassen werden kann. Hierauf
wird bei der praktischen Umsetzung des Verfahrens in Abschnitt 4.4 weiter eingegangen.

Mit gegebenen Anfangs- und Randbedingungen erfolgt die numerische Losung der REDIM-
Entwicklungsgleichung durch eine Diskretisierung der Variablen 8 und semi-implizite Zeitin-
tegration bis hin zum stationdren Zustand [18]. Diese praktische Bestimmung einer REDIM
wird spéater in Kapitel 4 vorgestellt. In den folgenden Abschnitten wird weiter auf die
Abschéatzung von Gradienten und die nachfolgende Verwendung einer REDIM eingegangen.

3.3. Abschatzung von Gradienten zur Beriicksichtigung
des molekularen Transports

Zur Losung der REDIM-Entwicklungsgleichung 3.30 bzw. 3.31 miissen durch die Funktion
& die Gradienten grad (0) abgeschatzt werden. Dies lasst sich auch als eine Abschatzung
der Zeitskalen interpretieren, mit denen die Zustiande durch Transportprozesse verandert
werden [18].

Wie in [18] anhand einer laminaren vorgemischten Synthesegas/Luft Flamme gezeigt wird,
geniigen bei Mannigfaltigkeiten mit hoherer Dimension bereits grobe Abschitzungen der
Gradienten und dennoch gelingt eine ausreichend genaue reduzierte Beschreibung. Prinzipiell
sind demnach sehr breit verwendbare REDIMs mit hoherer Dimension m moglich, bei denen
nur minimale Vorkenntnisse zur Gradientenabschétzung notwendig sind, z.B. konnen Werte
aus der Literatur entnommen werden [48].

Der Aufwand zur Bestimmung und Verwendung von Mannifaltigkeiten steigt aber mit deren
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3. REDIM-VERFAHREN ZUR VEREINFACHUNG DER CHEMISCHEN KINETIK

Dimension. Es ist also erstrebenswert bereits bei geringer Dimension (m = 1, m = 2)
eine gute reduzierte Beschreibung zu erreichen. Letzteres ist moglich mit einer Gradien-
tenabschétzung, die entsprechend zu den typischen lokalen Strukturen eines technischen
Verbrennungsprozesses gewéahlt wird.

Durch eine solche Abschatzung wird die Kopplung der chemischen Reaktionen und des
molekularen Transports realistisch von der REDIM wiedergegeben. Zudem gelingt auch
bei einer moderaten Gradientenabschéatzung die Beschreibung extremer Situationen, wie
z.B. eines Verloschens [20]. Die erfolgreiche Anwendung einer REDIM ist also nicht nur auf
den Bereich von Gradienten beschriankt, fiir den sie bestimmt wurde, was das Verfahren
besonders fiir turbulente Flammen interessant macht.

Die typischen lokalen Strukturen in einem technischen Verbrennungsprozess konnen haufig
durch raumlich eindimensionale Profile

ol (r), firrg <r <, (3.32)

d.h. Verldufe des Zustandsvektors tiber einer Ortskoordinaten r, angenéhert werden (dies
wird bei Flamelet-Verfahren ausgenutzt [86]). Den obigen Ausfithrungen folgend, stellen die
Gradienten solcher Profile eine sinnvolle Abschétzung fiir die Bestimmung einer REDIM dar.
Die Profile lassen sich anhand von laminaren eindimensionalen Szenarien, welche den lokalen
Bedingungen im betrachteten Verbrennungsprozess nachempfunden sind, mit detaillierter
Kinetik berechnen und werden im Folgenden auch als Flamelets bezeichnet. Der Begriff
Flamelet wird allerdings allgemein verwendet und umfasst neben den Profilen stationéarer
Flammen auch solche die sich aus einer Verléschung, einer Ziindung oder einer Vermischung
ohne Reaktion ergeben.

Nun soll angenommen werden, dass zur Abschétzung geeignete eindimensionale Szenarien in
kartesischen Koordinaten identifiziert werden kénnen. Anhand berechneter Flamelets lassen
sich dann die Gradienten des vollen Zustandsvekors in der Form [106]

e T (3.33)

FM FM FMN\T
erad (!PFM> _ <8W1 ov, o ) g (WFM)
bestimmen, wobei z die Ortskoordinate und M die Zusténde der Flamelets bezeichnet.
Zunéchst ist festzuhalten, dass diese Zustinde W™ im allgemeinen nicht direkt die gesuchte
REDIM bilden, sodass der Vektor g auch nicht im tangentialen Raum der REDIM liegt.
Um die gesuchte Abschiatzung zu finden muss er dorthin projeziert werden, wobei hierzu
verschiedene Moglichkeiten bestehen.

Aus dem Zusammenhang

grad (¥) = Py grad (0) (3.34)
folgt
grad (0) = Wy grad (¥) (3.35)
und somit die Gleichung
E=W'g (3.36)

mit der die Gradientenabschitzung & anhand der Gradienten g von Flamelets bestimmt
werden kann.
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3.3. ABSCHATZUNG VON GRADIENTEN ZUR BERUCKSICHTICUNG DES MOLEKULAREN
TRANSPORTS

Neben der Gleichung 3.36, bei der die Pseudoinverse verwendet und somit senkrecht zur
Mannigfaltigkeit projeziert wird, kann die Abschétzung auch anhand einzelner Zustandsva-
riablen oder Linearkombinationen von Zustandsvariablen erfolgen. Diese konnen durch die
Matrix C, aus dem Zustandsvektor bestimmt werden:

&, =C,W. (3.37)

Sollen z.B. die Variablen x; und ys aus dem Zustandsvektor ¥ = (h, po, X1, X2, - - - ,Xm)T
fir die Gradientenabschétzung einer Mannigfaltigkeit mit der Dimension m = 2 verwendet
werden, ist diese Matrix durch

a0 000 o) (335
gegeben. Aus der Beziehung
grad (®,) = grad (C,¥) = C, grad (¥) (3.39)
und Gleichung 3.34 folgt dann die Gleichung
§=(CW) ' C,g, (3.40)

zur Bestimmung der Gradientenabschatzung &. Die Matrix Cy%y muss dabei regulér sein,
was durch die Auswahl geeigneter Variablen @, gewéhrleistet ist. Eine solche Auswahl von
Zustandsvariablen hat den Vorteil, dass deren Gradienten bei der Projektion unverandert
bleiben (im Gegensatz zur obigen Gleichung 3.36). Dies ist sinnvoll, wenn in einer An-
wendung die fiir die Abschétzung relevante Information anhand der Gradienten einzelner
Zustandsvariablen festgemacht werden kann. Mogliche Vertreter solcher Variablen sind
Hauptspezies an denen sich der Mischungszustand oder der Reaktionsfortschritt festmachen
lasst (sieche Abschnitt 2.1). Letztlich hangt die Verwendung von Gleichung 3.36 oder 3.40
vom Anwendungsfall ab und wie bereits bei der Anndherung typischer lokaler Strukturen
durch Flamelets kann argumentiert werden, dass eine geschickte Abschatzung zu einer guten
reduzierten Beschreibung fiihrt.

Die Abschéitzung & wird dann wéahrend der Integration der Entwicklungsgleichung durch

£(t,0) =Wy (t,0) g (T (1,0)) , (3.41)

bzw.

£(t.0) = (C,% (t.6)) 'C,g (" (t,0)) (3.42)

bestimmt. Dabei muss der zum Punkt ¥ (¢,0) der Mannigfaltigkeit gehorende Punkt
wrM (t,0) bestimmt werden, bei dem der Gradient g anhand eines Flamelets bekannt
ist. Zu einer solchen Bestimmung verwandter Zustéinde, kann der Abstand des gesamten
Zustands minimiert werden [70]:

@M (t,0) = min| (@ (t,0) — &™) - (& (£,0) - ¥ |, (3.43)
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3. REDIM-VERFAHREN ZUR VEREINFACHUNG DER CHEMISCHEN KINETIK

wobei WM die Flamelet-Zustinde bezeichnet. Andererseits kann es sinnvoll sein bei der
Bestimmung verwandter Zustidnde nur einzelne mafigebende Zustandsvariablen, wie z.B. die
Hauptspezies, zu beriicksichtigen. Ublicherweise sind deren Werte hierbei viel entscheidender
als z.B. diejenigen von Radikalen, die sich auch durch schnelle chemische Reaktionen éndern
konnen. Seien z.B. die relevanten Zustandsvariablen zur Beurteilung verwandter Zustédnde
durch die Variablen x; und y aus dem Zustandsvektor @ = (h, pg, X1, X2, - - - Xns) " gegeben,
dann kann der Zustand durch

@M (t,0) = min | (diag (s) (¥ (t,0) = @) ) - (diag (s) (¥ (t,0) —@"))|  (3.44)
gefunden werden, wobei s durch
s=1(0,0,1,1,0,...,0) (3.45)

gegeben ist [70]. Die Verwendung von Gleichung 3.43 bzw. 3.44 mit der Auswahl von Zu-
standsvariablen im Vektor s hangt wiederum vom Anwendungsfall ab.

Mit der in diesem Abschnitt dargestellten Vorgehensweise konnen die Gradienten & zur
Losung der Entwicklungsgleichung einer REDIM anhand von Flamelets aus detailliert berech-
neten Szenarien abgeschatzt werden. Wie diskutiert wurde ergibt sich als Anwender hierbei
die Moglichkeit eine geschickte Abschatzung zu treffen und somit eine niedrigdimensionale
REDIM zu identifizieren mit der eine gute reduzierte Beschreibung eines Anwendungsfalls
gelingt. Auf die Umsetzung dieser Vorgehensweise bei der praktischen Bestimmung einer
REDIM wird spater in Kapitel 4 eingegangen.

3.4. Tabellierung und Verwendung in nachfolgender
Simulation

Wenn die REDIM durch Integration der Entwicklungsgleichung 3.30 bzw. 3.31 gefunden
wurde, konnen beliebige, fiir eine nachfolgende Simulation relevante, thermochemische
Zustandsinformation @); als Funktion der generalisierten Koordinaten 6

Qi=Q:(0) (3.46)

in einer REDIM-Tabelle gespeichert werden [48]. In der nachfolgenden Simulation miissen
nur noch die m Erhaltungsgleichungen fiir @ gelost werden und die Zustandsinformationen
Qi kénnen durch Abfrage der REDIM-Tabelle erhalten werden [18, 48]. Zur Formulierung der
zu losenden reduzierten Erhaltungsgleichungen kann wieder bei den Erhaltungsgleichungen
des vollen Zustands 3.3 begonnen werden. Aus

0 1
!Ilggt =F (W)—-U -Wygrad 0 + — div (DWy grad 0) (3.47)
P
ergibt sich
0 1
a@t =Wyt F (W) —U -grad 0 + ~W," div (D grad 0) (3.48)
p
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3.5. PARAMETRISIERUNG MIT PHYSIKALISCHEN VARIABLEN

und weiter durch Zusammenfassen der Terme

die zu losende reduzierte Gleichung

0 1
E(;t =G (0)—U-grad + ~P," (0) div (= (0) grad 9) , (3.51)
p
wobei die Grofen G (0), Po™ (0) und = (@) durch Abfrage der REDIM-Tabelle erhalten
werden konnen [18, 48]. Eine reduzierte Beschreibung geméfl Gleichung 3.51 ist im Programm
INSFLA implementiert und wird z.B. in [17, 20, 70, 84] verwendet.

3.5. Parametrisierung mit physikalischen Variablen

Die Verwendung generalisierter Koordinaten nach Gleichung 3.51 stellt eine konsequente Im-
plementierung der REDIM reduzierten Zustandsbeschreibung dar (siehe auch Anmerkungen
in [13] zur Verwendung von ILDM-Tabellen in generalisierten Koordinaten). Die REDIM
kann statt der generalisierten Koordinaten @ aber auch mit physikalischen Variablen, wie
z.B. dem Mischungsbruch, einer Fortschrittsvariablen (siche Abschnitt 2.1), Massenbriichen
einzelner Spezies, Kombinationen von Massenbriichen oder auch der Enthalpie parametrisiert
werden. Der offensichtliche Vorteil hierbei ist, dass die Losungsvariablen bei der reduzierten
Rechnung dann direkt eine anschauliche Interpretation ermoglichen (die Variablen 6 sind
im Gegensatz dazu nur schwer physikalisch zu bewerten [13]). Dariiber hinaus ist die Form
von Gleichung 3.51 spezieller als die der Erhaltungsgleichung 3.3. Viele etablierte CFD-
Programme sind aber fest auf eine Form der Erhaltungsgleichung wie von 3.3 ausgerichtet,
weshalb zur nachfolgenden Verwendung auch oft eine Anderung der Parametrisierung auf
physikalische Variablen vorgenommen wird [13].
Mit Hilfe der konstanten Parametrisierungsmatrix C' konnen die physikalischen Variablen ¢
durch

¢o=Cv¥ (3.52)

bestimmt werden. FEine Parametrisierung der REDIM mit den Variablen ¢ gelingt aber
nur, wenn diese eindeutig ist. Dieser Umstand lasst sich gut veranschaulichen, wenn die
Anderung der Parametrisierung als Projektion der REDIM auf die Variablen ¢ dargestellt
wird [13]. Mit einer eindeutigen Parametrisierung lésst sich der Zustand durch

T =W () (3.53)

darstellen und beliebige thermochemische Zustandsgrofien @); kénnen durch

Qi = Qi (@) (3.54)

in einer REDIM-Tabelle gespeichert werden [48]. In Kapitel 4 wird genauer erlautert, wie
die Anderung der Parametrisierung praktisch erreicht wird.
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3. REDIM-VERFAHREN ZUR VEREINFACHUNG DER CHEMISCHEN KINETIK

Die Erhaltungsgleichung der physikalischen Variablen ergibt sich aus Gleichung 3.3, Glei-
chung 3.52 und unter Ausnutzen von Gleichung 3.19 zu:
¢

1
= C(F(¥)-U - grad ¥ + ;dlv (Dgrad @) ). (3.55)

Wenn weiter D = dI angenommen wird, ergibt sich die Erhaltungsgleichung

0 _

B = S(¢p)—U -grad ¢ + ;div (dgrad ¢) (3.56)

fiir den reduzierten Zustand ¢, wobei

S(¢) =CF(¥(¢)) (3.57)

den chemischen Quellterm von ¢ bezeichnet. Die Gleichung 3.56 entspricht der generischen
Form von Erhaltungsgleichungen reaktiver Skalare, die in vielen CFD-Programmen imple-
mentiert ist [32]. Zur Losung von Gleichung 3.56 kann dann der chemische Quellterm S (¢)
anhand der REDIM-Tabelle bestimmt werden [48].

Diese Vorgehensweise wird z.B. in [115, 116] verwendet. Dort erfolgt eine REDIM reduzierte
Zustandsbeschreibung fiir tubulente Methanverbrennung anhand der Massenbriiche von N,
und CO,.

Bei der Anwendung von REDIM-Reduktion fiir das PDF-Verfahren der vorliegenden Arbeit
werden ebenfalls physikalische Variablen zur Parametrisierung verwendet (siehe Unterab-
schnitt 6.1.4).

26



4. Methodik zur praktischen

Bestimmung und Verwendung einer
REDIM

Nachdem im vorhergehenden Kapitel die Hintergriinde zum REDIM-Verfahren dargestellt
wurden, widmet sich das folgende seiner praktischen Umsetzung. Wie die Diskussion gezeigt
hat, bieten sich dem Anwender hierbei einige Moglichkeiten gezielt eine moglichst geeignete
reduzierte Beschreibung zu erreichen, unter anderem bei der Abschitzung von Gradienten.
Auch unter diesem Gesichtspunkt wird die Methodik zur praktischen Bestimmung und
Verwendung von Mannigfaltigkeiten vorgestellt, welche sich auf weitere Anwendungen des
Verfahrens tibertragen ldsst. Damit werden in der vorliegenden Arbeit neben der REDIM,
die zur Validierung des hybriden PDF-Verfahrens in Kapitel 8 verwendet wird, noch weitere
Mannigfaltigkeiten fiir turbulente Verbrennungsprozesse bestimmt (siche Kapitel 5). Die
vorgestellte Umsetzung des REDIM-Verfahrens bei diesen verschiedenen turbulenten Verbren-
nungsprozessen, helfen es weiter zu etablieren und bestétigen seine allgemeine Anwendbarkeit.

Bei der Bestimmung von Mannigfaltigkeiten werden zusédtzlich zu der in Abschnitt 2.1
getroffenen Annahme von Stromungen idealer Gase bei einem konstanten thermodynamischen
Druck py weitere Vereinfachungen getroffen:

e es finden keine Warmefliisse aufgrund von Strahlung statt,

e es wird von gleichen Diffusivitiaten aller Spezies und einer Lewis-Zahl Le = 1 ausge-
gangen,

e es werden Mannigfaltigkeiten mit einer Dimension m = 2 betrachtet.

Fiir die in dieser Arbeit betrachteten Félle lassen sich bereits mit dieser geringen Dimension
m = 2 gute Ergebnisse erzielen. Zudem kann die Vereinfachung des molekularen Transports
v.a. bei hohen Reynoldszahlen angemessen sein, wie sich z.B. in [6] zeigt.

Beschreibungen zur praktischen Bestimmung von REDIMs fiir die Verwendung in PDF-
Verfahren, werden von LipP [68] und MEESTER [75] gegeben. MEESTER gibt dabei mehr
Details zur Bestimmung einer zweidimensionalen REDIM fiir nicht-vorgemischte Methanver-
brennung. Die folgende Erlauterung der Vorgehensweise greift stellenweise ebenfalls dieses
Anwendungsbeispiel auf. Dabei wird in Anlehnung an die Vorstellung des Verfahrens auch
seine Umsetzung in mehrere Schritte gegliedert.

Zunachst werden reprasentative vereinfachte Szenarien diskutiert mit denen anschlieflend,
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wie in Abschnitt 4.1 erldutert, eine Anfangsbedingung und Gradientenabschatzung fiir
die REDIM-Entwicklungsgleichung bestimmt werden kann. Deren Integration wird in Ab-
schnitt 4.3 besprochen, bevor in den verbleibenden Abschnitten weitere Vorbereitungen fiir
eine nachfolgende Verwendung der Mannigfaltigkeit diskutiert werden.

4.1. Reprdsentative Szenarien und resultierende Flamelets

Wie in Abschnitt 3.3 beschrieben, erfolgt die Abschétzung der Gradienten anhand von
Profilen, die mit detaillierter Kinetik aus eindimensionalen Szenarien berechnet werden.
Dabei wird das Programm INSFLA [69] verwendet. Wie zuvor werden die Profile auch als
Flamelets bezeichnet. Thre sinnvolle Auswahl fiihrt letztlich zu einer geschickten Abschéatzung
der Gradienten, sodass auch mit einer sehr niedrigdimensionalen REDIM (z.B. m = 2 wie
in der vorliegenden Arbeit) eine gute reduzierte Beschreibung einer Flamme gelingt. Zur
Festlegung geeigneter, d.h. reprasentativer, Szenarien kann Vorwissen iiber eine Flamme
genutzt werden, was im Folgenden anhand einiger Beispiele verdeutlicht wird.

Typische lokale Strukturen in einer vorgemischten turbulenten Flamme sind dhnlich zu
vorgemischten freien Flammen [86]. In Abbildung 4.1 wird die Struktur einer solchen freien
Flamme dargestellt. Gezeigt werden die Verldufe einiger Spezies und der Temperatur im
Raum und tber dem Zustand Xco,- Aus diesen Verldufen konnen Gradienten bestimmt und
einem Flamelet-Zustand zugeordnet werden, wie in Gleichung 3.33 dargelegt. Solche Flame-
lets werden in der vorliegenden Arbeit zur Gradientenabschétzung fiir eine vorgemischte
turbulente Flamme verwendet (siche Abschnitt 5.2).

Bei nicht-vorgemischten turbulenten Flammen sind nicht-vorgemischte Szenarien besser
zur Abschéitzung geeignet. Eindimensionale nicht-vorgemischte Flammen kénnen in einer
Gegenstromanordnung realisiert werden [105, 117] und in Abbildung 4.2 ist die Struktur einer
solchen Flamme gezeigt. Je grofler die Streckungsrate, bzw. der tangentiale Druckgradient
[105] in der Gegenstromanordnung ist, umso mehr wird die Flamme durch Transportpro-
zesse gestort [117] und ihre Struktur dndert sich (unter anderem ergeben sich durch die
Storung geringere Temperaturen). Solche Gegenstromflammen werden von MEESTER zur
Gradientenabschatzung fiir eine REDIM verwendet, die zur Beschreibung einer turbulenten
nicht-vorgemischten Drallflamme genutzt wird [75, 76].

Die REDIM soll neben den brennenden Zustinden in einer nicht-vorgemischten turbulenten
Flamme, auch lokales Verloschen beschreiben kénnen. In [20] zeigen BYKOV et al., dass
die REDIM reduzierte Beschreibung auch fiir solche instationdren Prozesse gelingt und
selbst bei groben Abschétzungen des Gradienten bereits gute Nédherungen hierfiir erreicht
werden konnen. Allerdings merken sie auch an, dass die Ergebnisse durch genauere Gra-
dientenabschéitzungen sogar noch verbessert werden konnen und so verwendet MEESTER
[76] ein Szenario fiir eine verloschende nicht-vorgemischte Gegenstromflamme zur Gradi-
entenabschatzung in diesem Bereich der Mannigfaltigkeit. Resultierende Flamelets eines
solchen Szenarios werden in Abbildung 4.3 dargestellt. Aus den Verlaufen fir verschiedene
Zeitpunkte des Verloschens kénnen die Gradienten geméafl Gleichung 3.33 bestimmt und
Flamelet-Zustanden zugeordnet werden. Auch bei der vorliegenden Arbeit wird ein solches
Szenario verwendet, wie spater in Abschnitt B.1 gezeigt wird.

28



4.1. REPRASENTATIVE SZENARIEN UND RESULTIERENDE FLAMELETS

(a) (b)
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Abbildung 4.1.: Szenario: Freie stochiometrisch vorgemischte Methan/Luft-Flamme. Verlaufe
von spezifischen Molzahlen x und Temperatur 7" im Orts- (a) und Zustandsraum (b).
Berechnet mit INSFLA [69] und dem detaillierten Methan-Reaktionsmechanismus in [117].
Schwarz durchgezogen: xco,; Schwarz gestrichelt: 0.4 - xo,; Schwarz strichpunktiert: 0.6 -
XCH,; Grin: 0.4 - XH,0; Blau: 7 - xou; Rot: Temperatur T

Ein weiteres Beispiel ist durch die Anwendung von GHORBANI [39] gegeben. Dort wird
mit Bezug auf die Sicherheitstechnik die Zindung eines Wasserstoff/Luft Gemisches durch
einen heiflen Abgasfreistrahl mit einem PDF-Verfahren und REDIM reduzierter Kinetik
untersucht. Als Szenario zur Abschatzung der Gradienten fiir die Bestimmung einer 2D-
REDIM, wird die Ziindung in einer Gegenstromanordnung verwendet. Auf weitere Details
dieser Anordnung wird in Abschnitt 5.1 eingegangen.

Wie dieser Abschnitt verdeutlichen soll, besteht bei der Auswahl von Szenarien fir die
Gradientenabschétzung eine grofle Freiheit. Die vereinfachten Szenarien kénnen mit tiber-
schaubarem Aufwand auch mit detaillierter chemischer Kinetik mit INSFLA berechnet
werden und dann Gradienten gemafl Gleichung 3.33 bestimmt werden. Wenn die gewéhlten
Szenarien die lokalen Bedingungen in einem technischen Verbrennungsprozess gut wieder-
spiegeln, gelingt auf natiirliche Weise eine gute Gradientenabschéatzung und letztlich eine
genaue REDIM reduzierte Beschreibung bei niedriger Dimension der Mannigfaltigkeit.

Im Folgenden wird erlautert, wie die gewonnenen Daten der Flammenrechnungen zur
Bestimmung der REDIM weiterverwendet werden konnen.
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Abbildung 4.2.: Szenario: Nicht-vorgemischte Methan /Luft-Gegenstromflamme. Verlaufe von
spezifischen Molzahlen x und Temperatur 7" im Orts- (a) und Zustandsraum (b). Berechnet
mit INSFLA [69] und dem detaillierten Methan-Reaktionsmechanismus in [117]. Schwarz
durchgezogen: xn,; Schwarz gestrichelt: 3 - xo,; Schwarz strichpunktiert: 0.4 - xcp,; Grin:
10 - xco,; Blau: 70 - xon; Rot: Temperatur T'.
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Abbildung 4.3.: Szenario: Verléschende nicht-vorgemischte Methan/Luft-Gegenstromflamme.
Verlaufe der spezifischen Molzahl xco, zu verschiedenen Zeitpunkten iiber dem Ort r (a)
und iiber der spezifischen Molzahl xx, (b). Berechnet mit INSFLA [69] und dem detaillierten
Methan-Reaktionsmechanismus in [117].
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4.2. FESTLEGEN EINER ANFANGSBEDINGUNG UND GRADIENTENABSCHATZUNG

4.2. Festlegen einer Anfangsbedingung und
Gradientenabschatzung

Neben der Gradientenabschétzung wird zur numerischen Losung der REDIM-Entwicklungs-
gleichung 3.31 eine diskretisierte Anfangsbedingung (Anfangsmannigfaltigkeit) benotigt.
Beide Informationen kénnen anhand der zuvor besprochenen Flamelets, die sich aus ver-
einfachten Szenarien ergeben, bestimmt werden. Dabei wird eine Mannigfaltigkeit durch
Zusammenfassen von Flamelets und anschlieSende Interpolation auf ein strukturiertes Git-
ter erstellt !. Die so erstellte Anfangsmannigfaltigkeit kann dann zur Initialisierung der
Entwicklungsgleichung verwendet werden und auflerdem enthélt sie anhand der Flamelets
berechnete Gradienten, die zur Abschétzung verwendet werden kénnen.

In Abbildung 4.4 wird die Vorgehensweise anhand einer 2D-Mannigfaltigkeit fiir nicht-
vorgemischte Methanverbrennung veranschaulicht. Zunéchst wird in Abbildung 4.4a eine
Mannigfaltigkeit gezeigt, die durch Zusammenfassen mehrerer nicht-vorgemischter Gegen-
strom-Flamelets erstellt wird. Es handelt sich dabei um zwei Flamelets, die sich fiir stationér
brennende Flammen ergeben, zwei, die sich fiir eine Verloschung ergeben und eines fiir die
Vermischung von Brennstoff und Luft. In der Projektion auf xv,, xco, in Abbildung 4.4a
iiberschneiden sich die Flamelets, aus denen die Mannigfaltigkeit zusammengesetzt ist, nicht.
Diese Variablen erlauben somit eine eindeutige Parametrisierung der Mannigfaltigkeit.

Mit Hilfe einer solchen eindeutigen Parametrisierung erfolgt anschlieend eine Interpolation
der Flamelet-Daten auf das strukturierte Gitter der Anfangsmannigfaltigkeit Abbildung 4.4d.
Die Interpolation erfolgt linear und schrittweise fiir die vorgegebenen Parametrisierungsva-
riablen: In Abbildung 4.4b zunichst fiir xx, und anschlielend in Abbildung 4.4c fiir xco, -
Allgemein konnen die Parametrisierungsvariablen V;p, die zur Interpolation einer m-dimen-
sionalen Anfangsmannigfaltigkeit verwendet werden, durch

Vip = C1pW (4.1)

festgelegt werden [72]. Die Matrix C;p enthilt dabei die Parametrisierungsvektoren zur
Festlegung der m Parametrisierungsvariablen:

Uip cip
: = : . (4.2)
vrp Ccip
Wie oben beschrieben, muss darauf geachtet werden, dass hiermit eine eindeutige Para-

metrisierung der Flamelet-Daten gelingt. Als Ergebnis der Interpolation ergibt sich die

Anfangsmannigfaltigkeit
M — gAM (V) (4.3)

Wenn der Zustandsvektor durch

v = (h,p,XNQ,XCOQ,--->T

!Diese Schritte entsprechen noch der Vorgehensweise beim FGM-Verfahren [111]. Allerdings bilden sie, wie
sich in diesem Abschnitt zeigt, nur den Anfang des REDIM-Verfahrens.
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gegeben ist, lauten die Parametrisierungsvektoren fiir das Beispiel aus Abbildung 4.4 also
cip = (0,0,1,0,...,0)

und
c¢p=(0,0,0,1,...,0) .

Bei der Interpolation kénnen einzelne Bereiche (Zonen) der Mannigfaltigkeit genauer auf-
gelost werden, z.B. der Bereich um die stochiometrische Zusammensetzung. Im Beispiel
von Abbildung 4.4 wird die Mannigfaltigkeit in die drei Bereiche “fett”, “stéchiometrisch”
und “mager” augeteilt und diese mit unterschiedlicher Punktezahl aufgelost. Diese Bereiche
sind in den Abbildungen 4.4b, 4.4c und 4.4d blau, rot und griin gezeigt. Vor allem in
Abbildung 4.4d ist die Verfeinerung im stochiometrischen Bereich gut zu erkennen.

Eine solche Verfeinerung wird auch in [75] genutzt. Bei den Ubergéingen von Bereichen
treten in [75] noch sprunghafte Anderungen der Gitterabstéinde auf. Bei der aktuellen Imple-
mentierung des Interpolationsprogramms werden die Gitterabstande dagegen kontinuierlich
gedndert, was numerisch vorteilhaft ist. Die kontinuierliche Anderung der Gitterabstéinde ist
ebenfalls in Abbildung 4.4d gut zu erkennen.

In der Abbildung 4.5a und vergréert in 4.5b sind dreidimensionale Projektionen auf die
Variablen xx,, xco,, xou fur die interpolierte Mannigfaltigkeit und die Flamelets gezeigt.
Anhand solcher Projektionen lésst sich ein Eindruck von der Form der Anfangsmannigfaltig-
keit gewinnen und auch die richtige Funktion der Interpolation priifen. In den Abbildungen
4.5¢ und 4.5d sind schliefilich, die, auf Basis der Flamelets berechneten, Gradienten von xx,
und Xco, gezeigt. Die Gradienten liegen damit in der Form von Gleichung 3.33 vor und
konnen zur Abschétzung verwendet werden.

Mit der gefundenen Anfangsmannigfaltigkeit und der Moglichkeit zur Gradientenabschétzung
kann die Integration Entwicklungsgleichung erfolgen.

4.3. Integration der REDIM-Entwicklungsgleichung

Die numerische Integration der REDIM-Entwicklungsgleichung 3.31 erfolgt mit einem
semi-impliziten Verfahren. Die chemischen Quellterme werden dabei implizit und die Diffusi-
onsterme explizit behandelt [18]. Zur Integration wird ein fester Zeitschritt vorgegeben und
fiir eine vorgegebene Anzahl an Iterationen angewendet. Eine Verbesserung des Integrati-
onsverfahrens, z.B. vollimplizite Integration, mit automatischer Beurteilung der Konvergenz
wére vorteilhaft, ist allerdings nicht ohne Weiteres zu realisieren [18]. Bislang miissen die
oben angesprochenen numerischen Einstellungen und die Beurteilung der Konvergenz noch
durch den Anwender erfolgen.

Fir die Anwendungen im Rahmen der vorliegenden Arbeit kann stets ein Zeitschritt
At = 10%s verwendet werden (wie auch in [75] verwendet). Prinzipiell sollten viele Ite-
rationen durchgefithrt werden, um eine moglichst gut konvergierte stationdre Losung von
Gleichung 3.31 zu erhalten. Allerdings kann es bei der vorgestellten Vorgehensweise und
der bisherigen Losungsmethode zu Konvergenzproblemen kommen. Dies ist Gegenstand
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Abbildung 4.4.: Zusammenfassen von Flamelets und Interpolation auf ein strukturiertes
Gitter am Beispiel einer 2D-Mannigfaltigkeit fiir nicht-vorgemischte Verbrennung.
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Abbildung 4.5.: Projektion der Anfangsmannigfaltigkeit (griin) und Flamelets (rot) im
Zustandsraum auf xn,, xco,, xou und berechnete Werte der Gradienten von xn, und xco,
fiir eine 2D-Mannigfaltigkeit fiir nicht-vorgemischte Verbrennung. Die spezifischen Molzahlen

sind in der Einheit molkg™! und die Gradienten in molkg~' m~! angegeben.
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laufender Untersuchungen und erst bei weiteren Verbesserungen des Losungsverfahrens ist
eine noch robustere Identifikation von Mannigfaltigkeiten moglich.

Die erfolgreiche Anwendung REDIM reduzierter Kinetik in verschiedenen Beispielen zeigt
aber, dass die erzielte Genauigkeit bei der Losung von Gleichung 3.31 oft ausreichend ist.
Zudem sind Verbesserungen des Losungsverfahrens gegeniiber der Arbeit von MEESTER [75]
festzustellen. Dort wird die Konvergenz durch einen Vergleich von Rechnungen nach 1000
und 2000 Iterationen untersucht und letztlich bereits nach 1000 Iterationen eine konvergierte
Rechnung angenommen. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit werden meist mehr Iterationen
durchgefiihrt.

In Abbildung 4.6a wird die Konvergenz fiir die Berechnung einer 2D-REDIM fiir nicht-
vorgemischte Methanverbrennung anhand eines Residuums von Gleichung 3.31 beurteilt.
Das Residuum wird fiir die Spezies des Zustandsvektors ¥g = (x1, . . . ,an)T definiert:

Ru'fs = 1$ f: (Res (Xi))2 : (4'4)

ns\i=1

In Abbildung 4.6 ist dann der Logarithmus des mittleren Werts von Ry, an den Gitterpunkten
gezeigt:

Ryomws = logy, (Rmys/ (mol kg ™! s’l) ) . (4.5)

Fiir die Berechung sind 200000 Iterationen erfolgt. Durch den Verlauf des Residuums und der
Tatsache, dass es um mehr als drei Groflenordnungen abnimmt, ldsst sich auf die Konvergenz
der Rechnung schlieBen. Ein Vergleich der Anfangsmannigfaltigkeit und der gefundenen
REDIM in Abbildung 4.6b und 4.6¢ zeigt, wie sich die Mannigfaltigkeit durch die Berechnung
andert.

Fiir Vergleiche sind Projektionen auf repréasentative Spezies wie xx,, Xco,, Xon sinnvoll,
um einen Eindruck von der Form einer Mannigfaltigkeit zu erhalten und auch zum Priifen,
ob die Losung von Gleichung 3.31 sinnvoll erscheint. Tatsachlich basiert die Gleichung 3.31
aber auf der Verwendung generalisierter Koordinaten 6 [8] und die gefundene REDIM liegt
zunéchst auch fiir diese Parametrisierung vor. Die generalisierten Koordinaten erlauben
eine numerisch vorteilhafte Beschreibung der Mannigfaltigkeit [8], wie sich anschaulich auch
an den Gittern von Abbildung 4.7b und 4.7d im Vergleich zu Abbildung 4.7a und 4.7c
erkennen lasst. Allerdings dndert sich die Bedeutung von 6@ wihrend der Integration von
Gleichung 3.31, so dass ein direkter Vergleich von Abbildung 4.7b und 4.7d zur Beurteilung
der Konvergenz nicht sinnvoll ist.

Allgemein sind Darstellungen mit generalisierten Koordinaten schwerer zu interpretieren,
als Projektionen auf physikalische Variablen [13] (wie z.B. x,, Xco,, Xom). Die Vorteile bei
der Identifikation einer REDIM und ihrer Verwendung gemafl Gleichung 3.51, iiberwiegen
aber den Nachteil der geringeren Anschaulichkeit [13].

Es ist hauptséchlich mit einer vereinfachten Implementierung in bestehende CFD-Programme
zu begriinden, dass oft nicht direkt die Parametrisierung mit generalisierten Koordinaten
fir nachfolgende Rechnungen verwendet wird (siehe Abschnitt 3.5).
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Abbildung 4.6.: Beurteilung der Konvergenz fiir eine 2D-Mannigfaltigkeit fiir nicht-vorge-
mischte Methan Verbrennung.

Zum einen wird das Residuum Rig,, @, gezeigt. AuBerdem wird die Anfangsmannigfaltigkeit
(rot) mit der gefundenen REDIM (griin) fiir die Projektion auf x,. xco,. xon in zwei
Ansichten verglichen. Die spezifischen Molzahlen sind in der Einheit molkg™! angegeben.
Die Berechung verwendet den detaillierten Methan-Reaktionsmechanismus [117].

36



4.3. INTEGRATION DER REDIM-ENTWICKLUNGSGLEICHUNG

Ny,
1), 0rgess:
i

i
17#4
7%

|' ,’,”], 2052,
Tl
07

7

il 2
Iy Z
i //////////,,/,///

%

Abbildung 4.7.: Anfangsmannigfaltigkeit (rot) und REDIM (griin) in der Projektion x,,
Xco,, Xon und lber den generalisierten Koordinaten 61, 0 fiir eine 2D-Mannigfaltigkeit fiir
nicht-vorgemischte Verbrennung. Die spezifischen Molzahlen sind in der Einheit mol kg~!
angegeben. Die generalisierten Koordinaten entsprechen den Gitterindizes [7] und sind dimen-
sionslos.
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Abbildung 4.8.: Altes (rot) und neues Gitter (griin) fiir die Anderung der Parametrisierung
einer 2D-REDIM fir nicht-vorgemischte Methanverbrennung. Die Parametrisierung wird
von den generalisierten Koordinaten 6 auf die physikalischen Variablen ¢ = (gbl,gbg)T =

T
(XN2,X002) geandert (angegeben in der Einheit molkg™!). Das griine Gitter iiberlappt
das rote Gitter, d.h. fiir die neue Parametrisierung ergeben sich auch Zustande, die auBerhalb
der zuvor ermittelten REDIM liegen.

4.4. Parametrisierung mit physikalischen Variablen

Zu einer vereinfachten nachfolgenden Verwendung wird die gefundene REDIM mit den
physikalischen Variablen ¢ parametrisiert (siehe Abschnitt 3.5). Die Parametrisierung der
REDIM mit ¢ muss eindeutig sein und erfolgt diskretisiert anhand eines dquidistanten
Gitters, das in mehrere Bereiche (Zonen) aufgeteilt werden kann [13, 75]. Fiir eine 2D-
REDIM fiir nicht-vorgemischte Methanverbrennung gelingt eine eindeutige Parametrisierung
mit den Variablen ¢; = xn, und ¢2 = xco,. In Abbildung 4.8 werden die Gitter der ur-
spriinglichen und der neuen Parametrisierung verglichen. Wie in Abbildung 4.8 zu erkennen
ist, umfasst das neue Gitter auch Zustdnde, die auflerhalb der zuvor bestimmten REDIM
liegen und die gesondert behandelt werden miissen (dies wird in [13] auch fir eine ILDM
erlautert). Zunédchst wird aber nur auf die Bereiche des neuen Gitters eingegangen, fir die
eine Interpolation der Zustande erfolgen kann.

In [13] wird die Anderung der Parametrisierung einer 2D-ILDM durch Triangulation und
anschliefende lineare Interpolation erreicht. Bei der vorliegenden Arbeit wird dagegen eine
andere Vorgehensweise verwendet, die an die Verwendung von generalisierten Koordinaten
0 bei der urspriinglichen Parametrisierung der REDIM ankniipft. So sind Ableitungen Qg
besonders einfach zu bestimmen [7, 8] und kénnen zur Interpolation genutzt werden.
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Ausgangspunkt zur Bestimmung der Zustandsgrofien @)(¢) an den Punkten des neuen
Gitters ist der Zusammenhang

Q(¢) = Q(60) + Qg (60) (¢ — D (60)) - (4.6)

Der Punkt 8y bezeichnet dabei den zu ¢ nachsten Nachbarpunkt im urspriinglichen Gitter fiir
Q(8). Dieser wird durch Minimierung des Abstandes der physikalischen Variablen gefunden.
Wird der Zusammenhang

Q(0) = Q (¢(0)) (4.7)
nach 6 abgleitet, ergibt sich
Qo = Qypo (4.8)

und damit weiter ein Zusammenhang zur Bestimmung der Ableitung einer Gréfle () nach
den Variablen ¢

Qs = Qo (o) " . (4.9)
Unter Verwendung der Beziehung 4.9 folgt schliefSlich
Q) = Q(B0) + Qo (Bo) (¢ (60)) " (¢ — ¢ (60)) (4.10)

und damit der Zusammenhang auf dessen Basis die Anderung der Parametrisierung von
den generalisierten Koordinaten @ auf die physikalischen Variablen ¢ realisiert wird.

In Abbildung 4.9 wird die REDIM fiir die alte und neue Parametrisierung in den Projektionen
¢1 = XN,, P2 = Xco,, T und ¢1 = xn,, $2 = Xco,, Xou des Zustandsraums verglichen.
Gezeigt wird nur der Bereich, in dem die neue Parametrisierung durch Interpolation erreicht
werden kann. Fir die Projektion ¢q, ¢o, T ist in Abbildung 4.9a der ganze Zustandsbereich
von ¢ gezeigt und in Abbildung 4.9b nur ein Ausschnitt in einer anderen Ansicht. Die
Projektionen auf ¢1, ¢o, xou sind jeweils nur fiir diesen Ausschnitt und in verschiedenen
Ansichten in Abbildung 4.9¢ und 4.9d gezeigt. Beide Fléchen liegen sehr dicht zusammen.
Die Interpolation geméfl Gleichung 4.10 gelingt also und erweist sich als robust.

Zuletzt bleibt zu klaren, wie die oben angesprochenen Zustande behandelt werden, die
auferhalb der zuvor bestimmten REDIM liegen. Sie konnen in einer reduzierten Rechnung
nie erreicht und somit beliebig vorgegeben werden, wenn:

e die Anfangs- und Randwerte der physikalischen Variablen ¢ bei der reduzierten
Rechnung innerhalb der REDIM liegen,

e die Projektion der REDIM auf die physikalischen Variablen ¢ ein konvexes Gebiet
bildet,

e der Vektor der chemischen Quellterme von ¢ ins Innere dieses Gebiets weist oder
verschwindet.

Nur wenn die erste Bedingung erfiillt ist, gelingt eine sinnvolle Verwendung der REDIM. Die
zweite Bedingung gewéhrleistet, dass Diffusion nicht zu einem Verlassen der REDIM fithren
kann und die dritte tut dies fiir chemische Reaktion. Eine Diskussion dieser Bedingungen
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Abbildung 4.9.: Vergleich einer 2D-REDIM fiir nicht-vorgemischte Methanverbrennung fiir
alte (rot) und neue Parametrisierung (griin). Die spezifischen Molzahlen sind in der Einheit

mol kg~*
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erfolgt in [13].

Wie zuvor in Abschnitt 3.2 beschrieben, wird der Rand der REDIM durch den Rand
der Anfangsmannigfaltigkeit festgelegt (bei der Losung der Entwicklungsgleichung werden
Dirichlet-Randbedingungen verwendet). Somit miissen die oben genannte zweite und dritte
Bedingung bereits bei der Anfangsmannigfaltigkeit erfiillt sein, damit die REDIM bei einer
nachfolgenden reduzierten Rechnung nicht verlassen werden kann.

Im Prinzip kann dies fiir eine gegebene 2D-Anfangsmannigfaltigkeit anhand von Projektionen
wie in Abbildung 4.8 gepriift werden und dann ggf. eine andere Berandung vorgegeben
werden.

Fir das betrachtete Beispiel nicht-vorgemischter Methanverbrennung werden die oben
genannten Bedingungen naherungsweise dadurch erfillt, dass die Berandung zum einen
durch eine Mischung von Methan und Luft und zum anderen durch ein schwach gestrecktes
Gegenstrom-Flamelet vorgegeben wird. Eine solche ndherungsweise Erfiilllung der obigen
Bedingungen ist bei der praktischen Umsetzung ausreichend. Die Beschrankung der phy-
sikalischen Variablen ¢ auf den Bereich der REDIM kann dann kiinstlich erfolgen, wie in
[39, 75], bzw. kann ein Verlassen dieses Bereichs kiinstlich behandelt werden. Letzteres
erfolgt bei der PDF-Untersuchung innerhalb der vorliegenden Arbeit und wird im Folgenden
beschrieben.

Dabei werden auch Zustande auflerhalb der REDIM erlaubt und diesen dann sinnvolle Ab-
schétzungen zugewiesen, was anhand von Abbildung 4.10 veranschaulicht werden soll. Durch
eine Variable Flag kann angezeigt werden, ob sich ein Zustand auflerhalb der zuvor bestimm-
ten REDIM befindet. Die Variable Flag bezeichnet dabei einen auf 1 normierten Abstand
zum nachsten Randgitterpunkt der zuvor bestimmten REDIM (siehe Abbildung 4.10a). Den
Bereichen auflerhalb der REDIM wird der Zustand des nidchsten Randpunktes zugeordnet,
wie in Abbildung 4.10b fir die Temperatur gezeigt ist.

Der schlecht diskretisierte Verlauf der Variablen F'lag und der Temperatur in diesem Bereich
ergibt sich aufgrund der unterschiedlichen Auflésung bei der zuvor bestimmten REDIM und
ihrer neuen Parametrisierung. Da dieser Bereich aber tiblicherweise nicht erreicht werden
kann, ist dies unproblematisch.

Der chemische Quellterm der Parametrisierungsvariablen wird aufferhalb der REDIM zu null
gesetzt, siehe Abbildung 4.10c und 4.10d. Die Mannigfaltigkeit kann in einer nachfolgenden

Simulation also nur durch Mischungsprozesse verlassen werden und durch Auswertung der
Variablen Flag kann beurteilt werden, wie oft dies passiert, um eventuelle Probleme bei
einer Anwendung zu identifizieren.

Durch die beschriebene Vorgehenweise wird eine problemlose Verwendung der REDIM in
einer nachfolgenden Simulation gewéahrleistet. Damit aber gute Ergebnisse erzielt werden
konnen, miissen die Rédnder der REDIM auch so festgelegt sein, dass alle relevanten Zustiande
in der Mannigfaltigkeit enthalten sind, bzw. sie nicht verlassen werden kann (siehe oben).
Die sinnvolle Festlegung der Rénder der REDIM liegt bei der Vorgehensweise, die in dieser
Arbeit vorgestellt wird, in der Verantwortung des Anwenders.

Anhand der Erklédrung dieses Abschnitts kann eine REDIM-Tabelle erhalten werden, fiir
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Abbildung 4.10.: Behandlung von Bereichen auBerhalb einer REDIM.

Gezeigt wird als Beispiel eine 2D-REDIM fiir nicht-vorgemischte Methanverbrennung. Zuvor
bestimmmte REDIM (rot) und Mannigfaltigkeit durch neue Parametrisierung (griin). Die
spezifischen Molzahlen sind in der Einheit molkg™! angegeben, die Temperatur in K und
der chemische Quellterm S, in molkg™!s™t,
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die beliebige thermochemische Zustandsgroflen in Abhéngigkeit von den physikalischen
Variablen ¢ gespeichtert sind. Wie Eingangs erklart, wird fiir ¢ dabei ein dquidistantes
Gitter zugrunde gelegt.

In einer nachfolgenden Simulation muss nur noch die Erhaltungsgleichung fiir ¢ gelost
werden und mit dem berechneten Wert konnen alle weiteren gewtinschten Zustandsgréfien
aus der REDIM-Tabelle bestimmt werden. Dabei erfolgt fiir den berechneten ¢-Wert eine
lineare Interpolation der tabellierten Werte. Diese lasst sich aufgrund des dquidistanten
¢-Gitters der Tabelle besonders einfach und effizient realisieren [94].

Durch einen weiteren Schritt der Tabellenvorbereitung kann die Losung der Erhaltungsglei-
chung fiir ¢ vereinfacht werden, was im Folgenden beschrieben wird.

4.5. Vorintegration der chemischen Quellterme

In der Erhaltungsgleichung der physikalischen Variablen ¢ kann die Zeitintegration des
chemischen Quellterms durch eine Vorintegration vereinfacht werden. Dadurch wird auch
bei groflen Zeitschritten eine genaue Integration ermoglicht und Stabilitdtsprobleme vermie-
den. Im Prinzip bestehen dann keine Zeitschrittbeschrénkungen aufgrund des chemischen
Quellterms. Allerdings ist die Interpolation vorintegrierter Werte auch etwas aufwéndiger,
als eine gewohnliche explizite Integration.

Zum Priifen, ob diese moglich ist, konnen die Eigenwerte

A=(ALAo, )" (4.11)

der Jacobimatrix des chemischen Quellterms

o5,
7= ( %, ) 412

ausgewertet werden. Mit dem betragsméflig grofiten Eigenwert

wchem:maxq)\l‘a’)@’a“-)’)\ml) (413)
kann das Kriterium 4
At < (4.14)
Wehem

formuliert werden, wobei a < 1 eine festzulegende Konstante bezeichnet. Mit dem Kriterium
4.14 kann entschieden werden, ob eine explizite Integration fiir einen gegebenen Zeitschritt
At moglich ist oder vorintegrierte Werte verwendet werden sollten. Dies kann sinnvoll sein,
um Rechenzeit zu sparen, wie unten naher ausgefithrt wird.

Der Wert von wepen kann ebenfalls in der REDIM-Tabelle fiir ¢ gespeichert werden und
steht damit zur Prifung von 4.14 zur Verfiigung. Die Vorintegration der Quellterme wird
im Folgenden vorgestellt.

Die chemischen Quellterme bewirken eine Anderung der physikalischen Variablen, die fiir

den Zeitschritt
At = vt gn (4.15)
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durch

tn+1

P =" + / ¢ (1)) dt (4.16)

gegeben ist. Die Vorintegration der Quellterme folgt nun der Idee, dass sich der Zeitschritt
At anhand von nt vorab festgelegten Zeitschritten At; darstellen lasst

nt
At =" — " =" At + Atg, (4.17)

=1

wobei der Vorfaktor a; angibt, wie oft der jeweilige Zeitschritt zur Darstellung benotigt
wird und durch Atg ein Rest behandelt wird, der zum Affiillen des vollen Zeitschritts At
notwendig ist. Wenn das Produkt a; At; ebenfalls als Summe ausgedriickt wird, ergibt sich:

nt a;
At =YY At;+ Aty (4.18)
i=1 j=1
und es wird ersichtlich, dass insgesamt
nt
Nint = Zai +1 (419)
i=1

Summanden zur Darstellung von At benétigt werden. Das Integral von 4.16 kann nun gemaf

t”+1 ntoai i AL tntl

/tn )dt=>"> / Nt | L S(e(n)d (4.20)

=1 7=1

in eine Summe von n,; Integralen aufgespalten werden, die vorab bestimmt und tabelliert
werden konnen.

Die Frage ist nun wie fiir einen beliebigen Zeitschritt At eine moglichst effiziente Darstel-
lung durch vorab gespeicherte Integrale gelingt oder, was gleichbedeutend ist, wie At in
Gleichung 4.18 durch moglichst wenige Summanden dargestellt werden kann. Dies gelingt
durch eine Verdopplung der Zeitschrittweite:

At =2 At (4.21)
wobei durch
ein kleinster Zeitschritt Atg festgelegt wird. Denn mit diesen Zeitschritten gilt wegen
nt nt )
At — Atg = @At = a2 Atg (4.23)
i=1 i=1

dass sich die Vorfaktoren a; gemaf einer binaren Darstellung der Ganzzahl

At — At i
Natg = 7]{ = Z 2071 (4.24)
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ergeben. Sie bilden also die Ziffern der bindren Darstellung

[nAtS]Q = QptQnt—1 - - - A1 (425)

und sind entsprechend durch
a; € {0,1} (4.26)

gegeben. Die Anzahl notwendiger Summanden ny,, in Gleichung 4.19 zur Darstellung von
At bzw. dem Integral in Gleichung 4.20 ist somit maximal durch

Nt = nt + 1 (4.27)

gegeben. Allerdings gelingt diese effiziente Summation vorab gespeicherter Integrale auch
nur, wenn die binare Darstellung der Ganzzahl n;, mit den zur Verfigung stehenden Ziffern

a; moglich ist, d.h. wenn
nagg < 2™ (4.28)

gilt. Hierauf wird unten weiter eingegangen.

Zur Umsetzung der beschriebenen Vorgehensweise werden fiir einen gegebenen Zustand ¢°
die Integrale

b (0°) = 0"+ /ttomlms S(p()dt, firi=1,... nt (4.29)

ermittelt und gespeichert, sodass in einer nachfolgenden Rechnung die Gleichung 4.16 als
Folge gespeicherter Integrale

¢1 = (Z)n + Ant ¢T,nt (d)n)
¢* = @'+ a1 brui(e)

B = 0 (67)
¢n+1 _ ¢nt_|_/ttn+l Sdt (4.30)

n+17AtR

bestimmt werden kann. Wie zu erkennen ist, besteht die Folge aus maximal nt + 1 Schritten,
was sich aus der oben diskutierten bindren Darstellung fiir den Zeitschritt At ergibt. Der
letzte Teilschritt dieser Folge wird als lineare Interpolation

d)n-i-l — (1 o %

T e S e (47) (431)

fir den kleinsten Zeitschritt bestimmt.

Wenn fiir den gesamten Zeitschritt

At — Atg > Atg - ont (432)
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gilt, gelingt die bindre Darstellung gemafl Gleichung 4.25 nicht, sodass die Folge 4.30 nicht
direkt angewendet werden kann. In diesem Fall wird solange das Integral fiir den grofiten
Zeitschritt At,; ausgewertet, bis wieder eine bindre Darstellung fiir den restlichen Teil des
Zeitschritts moglich ist. Fiir diesen restlichen Teil des Zeitschritts kann dann die tibliche
Folge 4.30 angewendet werden. Die Verwendung der vorintegrierten Werte kann fiir den
geschilderten Fall viel mehr als nt 4+ 1 Schritte bendtigen und somit recht aufwéindig sein.
Fiir lokale Zeitschrittverfahren konnen aber solche grofien Zeitschritte durchaus auftreten.
Vor allem in ihrer Verbindung sind in der vorliegenden Arbeit lange Rechenzeiten bei der
Verwendung vorintegrierter Werte aufgefallen. Daher werden die vorintegrierten Werte bei
PDF-Simulationen der vorliegenden Arbeit nur verwendet, wenn es das Kriterium 4.14
nahelegt. Ansonsten wird eine explizite Integration der chemischen Quellterme durchgefiihrt.
Damit kann eine gute Genauigkeit und Stabilitdt im PDF-Verfahren erreicht werden, ohne
dass bessere und aufwéndigere Zeitintegratoren fiir den chemischen Quellterm bendtigt
werden.

Die Abbildung 4.11 dient schliefllich zur Veranschaulichung der Vorintegration. Dort werden
vorintegrierte Werte des chemischen Quellterms Sy, = Sco, fir das Beispiel einer 2D-REDIM
fiir nicht-vorgemischte Methanverbrennung gezeigt. Der vorintegrierte Wert zeigt an, welchen
Wert xco, nach einer vorgegeben Zeit fiir einen gegebenen Anfangswert aufgrund chemischer
Reaktion erreicht. In Bereichen mit geringem Quellterm Sco, entspricht der vorintegrierte
Wert fast direkt dem Wert von xco,. In Bereichen mit grofem Quellterm zeigt sich die
Zunahme von xco, durch chemische Reaktion anhand der vorintegrierten Werte. Je langer
die Integrationszeit ist umso grofler sind die Bereiche in denen die vorintegrierte Werte
grofer als xco, sind, was z.B. am grofien roten Bereich in Abbildung 4.11d zu erkennen ist.
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Abbildung 4.11.: Chemischer Quellterm und vorintegrierte Werte fiir eine 2D-REDIM fiir
nicht-vorgemischte Methanverbrennung. Es gilt ¢1 = xn, und ¢2 = xco,. Die Bezeichnung
der vorintegrierten Werte folgt Gleichung 4.29, wobei der kleinste Zeitschritt mit Atg =
5-107"s gewahlt ist. Die spezifischen Molzahlen sind in der Einheit molkg™' angegeben

und der chemische Quellterm Sy, = Sco, in molkg™

1

S
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5. Anwendungen fiir die REDIM-
Reduktion bei turbulenter
Verbrennung

Anhand einer systematischen Vorgehensweise bei der Umsetzung der REDIM-Verfahrens, die
im vorhergehenden Kapitel geschildert wurde, gelingt bei der vorliegenden Arbeit die Bereit-
stellung von Mannigfaltigkeiten fiir verschiedene turbulente Verbrennungsprozesse. Neben
einer REDIM fiir turbulente nicht-vorgemischte Methanverbrennung, die zur Validierung des
hybriden PDF-Verfahrens in Kapitel 8 verwendet wird, werden Mannigfaltigkeiten fiir die
Zindung eines turbulenten Freistrahls und fiir eine turbulente vorgemischte pilotstabilisierte
Flamme bestimmt. Letztere werden im Folgenden vorgestellt.

Dabei wird zum einen auf die Motivation und die Hintergriinde zur Untersuchung dieser
Verbrennungsprozesse eingegangen. Zum anderen werden die Bestimmung und anschlieende
Verwendung der REDIM diskutiert.

5.1. Ziindung durch einen heiBen Abgasfreistrahl

Vor dem Hintergrund sicherheitsrelevanter Fragestellungen werden von SADANANDAN [98]
experimentelle und von GHORBANTI et al. [39, 44, 45] numerische Untersuchungen der Ziin-
dung durch einen heiflen Abgasfreistrahl in einer Wasserstoff/Luft-Atmosphére durchgefiihrt.
Die numerischen Untersuchungen von GHORBANTI et al. finden innerhalb der Forschergruppe
1447 (“Physicochemical-based Models for the Prediction of safety-relevant Ignition Proces-
ses”) statt und die dabei verwendete reduzierte Kinetik wird im Rahmen der vorliegenden
Arbeit zur Verfiigung gestellt. Zunéchst wird auf die Motivation und Hintergriinde dieser
Untersuchungen eingegangen.

In vielen Féllen befinden sich Maschinen, die Funken verursachen kénnen, in einer explosi-
ven Atmosphére. Damit eine grofle, ungewollte Explosion vermieden werden kann, werden
diese Maschinen mit Kammern umgeben, die sie vom Rest einer Anlage abtrennen (engl.
“flameproof enclosure”). Wenn es zu einer Explosion kommt, soll diese nur auf die Maschine
und die sie umgebende Kammer beschriankt bleiben. Durch konstruktiv unvermeidbare
Spalte konnen aber heifle Abgase aus der Kammer in die explosive Umgebung gelangen und
dennoch zu einer groflen Explosion fithren.

Die Untersuchungen von SADANANDAN und GHORBANI et al. sollen helfen solche Unfélle
besser zu verstehen und sie damit zu vermeiden. So ist die experimentelle Anordnung von
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Explosion fithren
Flammenausbreitung

Abbildung 5.1.: Schema der experimentellen Anordnung in [99] zur Untersuchung der
Ziindung durch heiBes Abgas.

SADANANDAN dem beschriebenen technischen Anwendungsfall nachempfunden [98, 99]. Sie
wird in Abbildung 5.1 schematisch dargestellt. Zwei Kammern mit brennbarem Wasser-
stoff/Luft Gemisch sind durch eine Diise miteinander verbunden. In beiden Kammern liegt
zu Beginn das gleiche Gemisch vor. In der ersten Kammer wird durch einen Ziindfunken
eine Explosion verursacht. Das dabei entstehende heifle Abgas gelangt tiber die Diise in die
zweite Kammer und kann dort wiederum zu einer Ziindung fithren [99].

Das von SADANANDAN et al. zur Untersuchung verwendete Wasserstoff/Luft Gemisch ist
nahezu stochiometrisch und ein Standardtestgas [99]. In der Diise findet eine Abkiihlung des
heiflen Abgases statt. Daher besitzt es beim Eintritt in die zweite Kammer eine geringere
Enthalpie, als das dort vorliegende Frischgas. Im Experiment kann die Ziindposition in der
ersten Kammer geandert werden und auch der Durchmesser der Diise. Dadurch ergeben
sich unterschiedliche Druckdifferenzen zwischen den Kammern, was zu unterschiedlichen
Strahlgeschwindigkeiten und damit letztlich zu unterschiedlichen Ziindwahrscheinlichkeiten
fithrt, welche im Experiment bestimmt werden kénnen [98, 99].

Die beschriebene Konfiguration wird numerisch von GHORBANI et al. untersucht [39, 42,
44, 45]. Eine effiziente Modellierung gelingt GHORBANI et al. durch die Verwendung von
PDF-Verfahren und REDIM reduzierter Kinetik. Durch diese Methodik erreichen sie eine
quantitative Beschreibung der Ziindung, bei immer noch tiberschaubarem Rechenaufwand
(im Gegensatz zu deutlich aufwéndigeren LES oder DNS Modellen und detaillierten Reakti-
onsmechanismen).

Die PDF-Modellierung transienter Prozesse ist dabei nicht ohne Weiteres zu realisieren.
Viele etablierte Algorithmen, die z.B. in [51] beschrieben werden, sind speziell auf sta-
tistisch stationdre Stromungen angepasst. Sie verwenden Teilverfahren zur Stabilisierung
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bzw. Konvergenzbeschleunigung, die nur bei statistisch stationdren Stromungen zuléssig
sind. In [44] fihren GHORBANI et al. aus, dass aber gerade die transiente Entwicklung des
Freistrahls entscheidend fiir die Ziindung ist und daher durch das Losungsverfahren richtig
wiedergegeben werden muss. Erst durch eine Verbesserung des Algorithmus fiir Stand-Alone-
PDF-Verfahren gelingt GHORBANTI die hierfiir notwendige robuste Berechnung transienter
turbulenter Stromungen [39, 43].

Die zur Effizienzerhohung ebenfalls entscheidende Reduktion der chemischen Kinetik (vor
allem im Hinblick auf kiinftige Anwendungen fiir kompliziertere Testgase der Sicherheits-
technik) wird mit Hilfe des REDIM-Verfahrens erreicht. Hierbei wird vorausgesetzt, dass
der Ziindprozess stark durch Transportprozesse beeinflusst wird und daher die Beschreibung
des gesamten Prozesses der Ziindung und anschlieBenden Flammenausbreitung mit einer
nur zweidimensionalen REDIM gelingt *.

Die Bestimmung und Verwendung dieser Mannigfaltigkeit erfolgt nach der in Kapitel 4
beschriebenen Vorgehensweise. Sie wird in einer Ubersicht in Tabelle 5.1 dargestellt und
wesentliche Punkte im Folgenden diskutiert.

Bei der Ziindung durch den heiflen Abgasfreistrahl konnen Kompressibilitatseffekte ver-

nachlassigt werden, sodass von einem konstanten thermodynamischen Druck py = 1 bar
entsprechend zum Experiment ausgegangen werden kann [39, 99].
Um nun ein realistisches Szenario festzulegen anhand dessen Flamelets zur Gradientensbschét-
zung bestimmt werden konnen, wird schematisch der Eintritt des Abgases in die Kammer
mit brennbarem Frischgas in Abbildung 5.2 betrachtet. Das Abgas kiihlt auf seinem Weg
durch die Diise ab und tritt dann als turbulenter Freistrahl in die Kammer mit dem Frischgas
ein. Im Freistrahl kommt es zur Vermischung von heilem Abgas und explosivem Frischgas,
wodurch sich, je nach 