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Abstract

The purpose of this work is twofold. In the first part, we establish necessary
conditions under which the basic percolation results, i.e. the non-triviality of
the percolation threshold, the uniqueness of the infinite cluster and the exis-
tence of a limit-shape in first-passage-percolation, carry over to Bernoulli-per-
colation on a random tessellation. By that, we mean a random tessellation of R4
in which each cell is colored black with probability p € [0, 1] independently of
each other cell. We will establish various kinds of conditions and give examples
which include the Voronoi-tessellation induced by Poisson-cluster-processes or
determinantal point-processes.

In the second part, we focus on the boolean model build from a Poisson-process
with intensity ¢ € [0,00) and a fixed compact connected grain B. We prove
the exponential decay of the radius of a typical point with a new approach
that was developed by Duminil-Copin and Tassion for percolation on lattices
in [DCT16]. From this result we derive a new way to compute lower bounds
for the critical percolation threshold at an arbitrary confidence level. The cor-
responding simulations show, that the bounds approach the critical threshold
if the simulation-parameters are chosen appropriately. In fact the bounds from
dimension 6 to 11 are slightly better than current simulation results from the
physics literature [T]J12]. We also apply an approach by Hall [Hal85] to obtain
new rigorous lower bounds for dimensions 3-11 which become tight much fas-
ter than the so-called Penrose bound.

Finally we study rigorously the existence of a solution to the so-called Ornstein-
Zernike relation from theoretical physics. It is shown in high generality, that a
unique solution exists which has nice analytic and combinatorial properties.
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1. Einleitung

Perkolation wurde als Modell fiir den Fluss von Wasser durch ein portses Me-
dium 1957 von Broadbent und Hammersley eingefiihrt. Dabei werden in einem
Graphen zufillig Kanten (Kantenperkolation) oder Knoten (Knotenperkolati-
on) entfernt und es werden die Eigenschaften der verbleibenden zusammen-
hiangenden Teilgraphen betrachtet. Wahrend in der Physik relativ schnell durch
Experimente, Simulationen und theoretische Argumente ein gutes Verstadndnis
fur das Modell entstand, liefs die rigorose Verifikation vieler Ergebnisse seitens
der Mathematik verhéltnisméfSig lange auf sich warten.

Es wurde in der mathematischen Literatur zundchst nur der Fall betrachtet,
bei dem der Graph eine Gitterstruktur besitzt und die Kanten bzw. Knoten
unabhingig voneinander mit Wahrscheinlichkeit 1 — p € [0, 1] entfernt wer-
den. Im Jahr 1960 gelang es Harris, zu zeigen, dass fiir Kantenperkolation mit
p = 1/2 auf dem Quadratgitter fast sicher kein unendlich grofer Teilgraph exis-
tiert. Es wurde jedoch vermutet, dass fiir jedes p > 1/2 ein solcher fast sicher
existiert. Es dauerte jedoch 20 Jahre, bis diese Vermutung in einer bahnbre-
chenden Arbeit von Kesten bewiesen werden konnte. In den folgenden zehn
bis fiinfzehn Jahren entwickelte sich durch Arbeiten von Grimmett, Aizenman,
Barsky, Menshikov und vielen anderen ein sehr umfassendes Bild fiir Gitter,
auch in hoheren Dimensionen. Parallel dazu wurden nach und nach auch in
der mathematischen Literatur allgemeinere Modelle betrachtet. Man begann
sich einerseits von der Unabhingigkeitsvoraussetzung zu losen, indem zum
Beispiel Perkolationseigenschaften des sogenannten Ising-Modells betrachtet
wurden. Andererseits wurde auch Perkolation in stetigen (nicht diskreten) Mo-
dellen untersucht. Hier ist insbesondere das Boole’sche Modell bzw. der Gilbert
Graph zu nennen.

In dieser Arbeit gehen wir diesen Weg weiter, indem wir zwei Ansétze verfol-
gen. Der erste Ansatz (Teil I der Arbeit) ist die Verallgemeinerung der Perko-
lationsmodelle auf zuféllige Graphen. Insbesondere wollen wir uns dem Fall
zuwenden, dass die Zellen eines zufalligen Mosaiks unabhéngig mit Wahr-
scheinlichkeit p schwarz bzw. mit Wahrscheinlichkeit 1 — p weif$ gefarbt und
danach die schwarzen Zusammenhangskomponenten betrachtet werden. Die-
se Idee wurde bis jetzt nur in wenigen sehr speziellen Féllen betrachtet. Wir
werden in diesem Teil der Arbeit den Fokus auf grofle Allgemeinheit legen
und wesentliche Voraussetzungen an ein zufilliges Mosaik herausarbeiten, die
fiir die grundlegenden Perkolationseigenschaften hinreichend sind. Damit ist
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insbesondere die Nichttrivialitdt des Phasentibergangs, die Eindeutigkeit der
unendlichen Zusammenhangskomponente und die Existenz einer Grenzform
in sogenannter First-Passage-Percolation gemeint. Im zwei-dimensionalen Fall
zeigen wir aufierdem eine sehr allgemeine untere Schranke an die kritische
Wahrscheinlichkeit. Die Resultate und Methoden, die wir dabei entwickeln, tra-
gen aulerdem mafigeblich dazu bei, das Verstandnis von globalen Eigenschaften
zufélliger Mosaike zu verbessern. Die Forschung steht in diesem Bereich erst
am Anfang. Zwar wurden Mischungseigenschaften und Ergodizitét in vielen
Beispielen nachgewiesen, jedoch steht der Fokus in vielen Arbeit eher auf der
Bestimmung lokaler Grofien wie z.B. Erwartungswerten und Varianzen von
Zellcharakteristika.

Der zweite Ansatz besteht darin, Ideen aus der physikalischen Literatur, die
unter dem Stichwort , Ornstein-Zernike-Gleichung” firmieren, mathematisch
rigoros aufzuarbeiten und daraus Erkenntnisse tiber das Boole’sche Modell zu
gewinnen. Im Zuge dessen erhalten wir unter anderem die Analytizitat der er-
warteten Grofie der Zusammenhangskomponente eines typischen Punktes und
untere Schranken fiir die sogenannte kritische Intensitdt. Aufierdem iibertragen
wir einen neuen Beweis fiir den exponentiellen Tail des Radius der Zusammen-
hangskomponente des typischen Punktes vom diskreten Modell auf das Boo-
le’sche Modell. Der Beweis zeigt dabei eine Moglichkeit auf, untere Schranken
ftir die kritische Intensitdt aus Simulationen zu errechnen. Fiir die so erhaltenen
Schranken konnen wir Konfidenzintervalle angeben und wir kénnen zeigen,
dass sie den kritischen Punkt beliebig genau approximieren. Die Approxima-
tion ist dabei in hohen Dimensionen sogar besser als bisherige Simulationser-
gebnisse aus der physikalischen Literatur.
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Es ist stets d > 2 die Dimension des Raums, in dem wir arbeiten. Wir be-
zeichnen mit (2, §, P) den zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeitsraum. Au-
Berdem definieren wir N := {1,2,...}, Ny := NU {0}, [n] := {1,...,n} fur
n € N, e; den i-ten Einheitsvektor, §, das Dirac-Maf§ im Punkt z, 0 die Wur-
zel eines Graphen G, A° das Komplement von A4, falls A ein Ereignis oder eine
Teilmenge von R? oder Z< ist, 9)A den Rand von A C R%, int A := A\ 0A das
Innere von 4, | -| den Betrag einer Zahl oder die Kardinalitét einer Menge, || - ||1
- ll2, I lso die 1-Norm, die euklidische Norm und die Maximumsnorm eines
Vektors, B,.(z) := B.(7;R%) := {y € R¢ | ||z — y|l2 < r} den Ball um z € R?¢
mit Radius » > 0 (wir nutzen die zweite Schreibweise bei Verwechslungsge-
fahr mit dem Ball in einem Graphen bzgl. der Graphenmetrik. vgl. Abschnitt
2.3lund[6.1), Px die Verteilung einer Zufallsvariablen oder eines zufélligen Ele-
ments X, f|4 die Einschrankung der Funktion f auf die Menge A, P(A) die Po-
tenzmenge der Menge A, Vol(A) das d-dimensionale Lebesgue-Mafs der Menge
AeBRY),A+B:={a+b|a€ A,be B} die Minkowski-Summe der Mengen
A BCR?.

2.1. Produktraume

Sei I eine endliche oder abzdhlbar unendliche Indexmenge und X := {X; |
i € I} eine Familie von unabhingig Ber(p), p € [0, 1] verteilten Zufallsvaria-
blen. Die Verteilung von X nennen wir P,. Der Raum {0, 1}’ mit o-Algebra
F({0,1}) := ®;c1P({0,1}) besitze die kanonische Halbordnung =, d.h. fiir
w,w' € {0,1} istw < W, falls w; < ! fiir alle i € I gilt. Wir nennen eine
Funktion f : {0,1}! — R aufsteigend, falls fiir w,w’ € {0,1}/ und w < &’ auch
f(w) < f(w') gilt. Eine Funktion f heille absteigend, falls —f aufsteigend ist.
Ein Ereignis A C {0, 1} heifle aufsteigend (absteigend), falls 1 4 eine aufsteigen-
de (absteigende) Funktion ist. Die folgenden Theoreme sind Standard in der
Perkolationstheorie. Beweise lassen sich in [Gri99]] oder [BR0O6b] finden.

2.1.1 Theorem (FKG-Ungleichung)
Fiir zwei aufsteigende Ereignisse A, B € §({0,1}) gilt

P,[AN B] > P, AP, [B).
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Sei im Folgenden |I| < oo und A, B € §({0,1}) aufsteigend. Wir definieren
AoB:={a+f|af=0,ac€ A, € B}

und sagen A und B treten disjunkt ein, d.h. es gibt fiir jedes w € A o B eine
Zerlegung von I in T4 und Ip derart, dass w eingeschrankt auf /4 bereits das
Eintreten von A erzwingt und w eingeschrankt auf I bereits das Eintreten von
B erzwingt. Diese Notation erlaubt uns in gewissem Sinne eine Umkehrung
der FKG-Ungleichung.

2.1.2 Theorem (BK-Ungleichung)
Fiir zwei aufsteigende Ereignisse A, B € §({0,1}) gilt

Py[A o B] < P,[A|P,[B].

Ein Index i € I heif3t pivotal fiir eine Konfiguration w € {0,1} und ein Ereignis
A € F({0,1}1), wenn sich mit dem Andern von w; auch dndert, ob w € A
gilt oder nicht. Mit Hilfe von pivotalen Indizes ldsst sich die Ableitung des
Erwartungswerts eines Funktionals f : {0, 1} — R nach p quantifizieren.

2.1.3 Theorem (Russo-Formel)
Ist A € F({0,1}!) ein aufsteigendes Ereignis, so gilt
O, [A]

Ip

= Z P, [i ist pivotal fiir A].

iel

2.2. Punktprozesse

In diesem Teil der Einfithrung tibernehmen wir wesentliche Definitionen und
Notationen aus [SWO08]. Es sei D ein metrischer Raum und B(D) die Borel-
o-Algebra darauf. Wir bezeichnen mit N(D) die Menge der lokal endlichen
einfachen Zdhlmafie i auf D. Das heifst, fiir jede beschrédnkte Menge K € B(D)
ist n(K) < oo und fiir jedes z € D ist n({z}) € {0,1}. Wir versehen N(D) mit
der o-Algebra (D), die von den Mengen {n | n(A) = k} mit A € B(D) erzeugt
wird. Eine messbare Abbildung ® : Q@ — N(D) nennen wir einen Punktprozess
auf D. Jeder Punktprozess ® besitzt eine Darstellung

®(D

)
o=,
=1

wobei ({;);en Zufallsvariablen mit Werten in D sind [SW08, Lemma 3.1.3]. Das
MaB © auf D mit ©(A) := E[®(A4)] fiir A € B(D) nennen wir Intensititsmafl von
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®. Ist D = R? und © = y\? ein Vielfaches des Lebesgue-Mafles A\¢, so nennen
wir v die Intensitit von ®.

In vielen Anwendungen ist es elegant, die Punkte eines Punktprozesses weitere
Informationen tragen zu lassen. Ist M ein metrischer Raum, = ein Punktprozess
auf D' := D x M, so nennen wir = einen markierten Punktprozess auf D mit
Markenraum M . Besitzt = eine Darstellung

(1]

(D’

)
== Z 5((1‘»#1:)’

i=1

wobei die Folge (11;);en von u.i.v. Zufallselementen in M unabhéngig von =(D’)
und (¢;)ien ist und jedes p; die Verteilung Q hat, so nennen wir Z einen un-
abhiingig markierten Punktprozess mit Markenverteilung Q oder auch die unabhin-
gige Markierung von ® mit Q.

Im Falle M C R bezeichnen wir ein Ereignis A € N (D x M) als monoton, falls
aus (n,u) € Aund p’ > p folgt, dass (n, u') € A. Dabeiist p/ > p, wenn u; > i,
fiir alle 7 € N gilt.

Fiir messbare Funktionen f : D — [0, c0) bezeichnen wir mit

o) = [oxp (- [ 1(0) ala) )

das Laplace-Funktional des Punktprozesses ®. Fiir Funktionen mit Werten in R
nutzen wir die gleiche Symbolik und nennen es das erweiterte Laplace-Funktio-
nal. Es ist zu bemerken, dass das Laplace-Funktional stets existiert, was fiir das
erweiterte Laplace-Funktional nicht zutrifft. Eine ausfiihrliche Einfiihrung des
Laplace-Funktionals und dessen Eigenschaften findet sich in [DV]03].

2.2.1 Lemma
Sei M C R mit zwei Wahrscheinlichkeitsmafien Q und Q', wobei Q' stochastisch
grofier ist als Q. Sei weiter ® ein Partikelprozess und =, =/ zwei unabhingige Mar-
kierungen von ® mit Q sowie Q'. Ist A € N (D x M) ein monotones Ereignis, so
gilt

PE e A <P[E' € A].

Beweis: Da Q' stochastisch grofer ist als Q konnen die zugehorigen Marken
und p’ auf Q so konstruiert werden, dass p/ > p gilt. Dann gilt jedoch {= €
A} C {Z' € A} und es folgt die Behauptung.

Wir bezeichnen mit K die Menge der nicht leeren, konvexen und kompakten
Teilmengen des RY. Auf K gibt es eine Metrik, beziiglich der die lokale End-
lichkeit eines Z&hlmafes u auf K impliziert, dass u({K € K | KNC # 0}) < o0
fiir jedes Kompaktum C C R? gilt (siche [SW08])). Wir nennen einen Punktpro-
zess auf K mit dieser Metrik einen Partikelprozess. Besteht D aus Teilmengen
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des R?, so definieren wir den Verschiebungsoperator 0, : N(D) — N(D) bzw.
0, : N(D x M) — N(D x M) via

0.0(A) == n(A—x), AcB(D)

bzw.
0.m(Ax B):=n((A—=x)x B), AeB(D),BeB(M).

Mit dessen Hilfe definieren wir einen (markierten) Punktprozess ® als stationiir,
wenn fiir beliebiges = € R in Verteilung 0, ® = & gilt. Wir werden uns im Lau-
fe der Arbeit ausschliefSlich mit stationdren Punktprozessen beschéftigen.
EsseiZ, C N(D)bzw. Z, C N(D x M) die o-Algebra der ,-invarianten Er-
eignisse, d.h. fiir A € Z, gilt , A = A. Weiter sei Z := ()« Z, die o-Algebra
der verschiebungsinvarianten Ereignisse. Wir nennen einen stationdren (mar-
kierten) Punktprozess ® ergodisch, wenn P[® € A] € {0,1} fur alle A € 7
gilt. Auflerdem nennen wir ® stark ergodisch, wenn P[® € A] € {0,1} fir alle
z € RYund A € Z, gilt. Ist = eine unabhéngige Q-Markierung eines Punkt-
prozesses ®, so ist leicht nachzurechnen, dass fiir f : D x M — [0,00) und
g:D = [0,00) : &z = —log ([ exp(—f(z,y)) Qdy)) bereits L=(f) = La(g)
gilt. Mit Hilfe von [DV]07, Proposition 12.3.VL.] kénnen wir dann leicht zeigen,
dass = genau dann ergodisch ist, wenn ® ergodisch ist. Selbes gilt fiir die Sta-
tionaritét, die sich direkt zeigen ldsst. Im Fall der Ergodizitit bzgl. eines 6, mit
x € R% lassen sich ebenfalls Charakterisierungen analog zu [DV]07, Definition
12.3.1.] und [DV]J07, Proposition 12.3.VL] finden, aus denen leicht die Ergodi-
zitat bzgl. 6, eines unabhédngig markierten Punktprozesses schlieflen lasst. Wir
werden die Details dazu nicht ausfiihren. Allgemein ist darauf hinzuweisen,
dass in der Literatur die Unterschiede zwischen Ergodizitdt und starker Ergo-
dizitdt mitunter tibergangen werden. Dies hat eine gewisse Berechtigung, wenn
die Verschiebungsgruppe R? ist, da hier ein allgemeines Resultat von Pugh und
Shub [PS71] zeigt, dass aus Ergodizitét bereits Ergodizitit bzgl. 6, fiir fast alle
z € R? folgt. AuBerdem wird der Nachweis der Ergodizitit in der Regel iiber
den Nachweis von Mischungseigenschaften gefiihrt, die sofort auch die starke
Ergodizitdt implizieren.

Ein Punktprozess auf einem Raum (D, B(D)), den wir in Teil 1 oft als Baustein
fiir einfache Beispiele nutzen und der im zweiten Teil der Arbeit noch genauer
untersucht wird, ist der sogenannte Poisson-Prozess ¢ mit Intensititsmafl ©. Fur
ein Maf8 © auf (D, B(D)) ist die Verteilung von ® durch die zwei folgenden
Eigenschaften eindeutig bestimmt:

1. Der Prozess ® hat Poisson-verteilte Zuwéchse. Das heifst, es gilt

P[®(A) = k] = e ,  AcB(RY).
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2. Der Prozess ® hat unabhédngige Zuwdichse. Das heifit, ®(A4,),...,®(4,)
ist eine Familie unabhédngiger Zufallsvarialben, falls die Mengen A; €
B(R%), i € [n], n € N paarweise disjunkt sind.

Zu Beginn des zweiten Teils der Arbeit (Abschnitt wiederholen wir die
benotigten grundlegenden Satze {iber den Poisson-Prozess. Im ersten Teil wer-
den wir kaum konkret damit rechnen. Eine umfassende Einfithrung findet sich
in [SWO08] und in [DV]03].

2.3. Knotenperkolation auf Graphen

Seip € [0,1] und G := (V, E) ein Graph mit abzdhlbarer Knotenmenge V' und
Kantenmenge E. Wir nehmen stets an, dass alle Knoten endlich viele Nachbarn
besitzen. Wir sagen, eine Teilmenge U C V induziert den Teilgraphen G’, wenn
¢ = (U, {{v,w} € E | v,w € U}) gilt. Sei weiter X ein zufilliges Element
im Raum {0, 1} mit Verteilung P, :== ®,cvBer(p). In der Perkolationstheorie
interessieren wir uns fiir die GroSe der Zusammenhangskomponenten im von
{v € V| X, = 1} induzierten Teilgraphen von G. Dieses Modell kann auch fiir
zufélliges Loschen von Kanten des Graphen betrachtet werden (vgl. [Gri99]).
Diese sogenannte Kantenperkolation werden wir jedoch in dieser Arbeit nicht
weiter vertiefen.

Wir nutzen folgende Notationen und Begriffe: Ein Pfad v := (y1,72,...), % €V
ist eine endliche oder unendliche Folge von Knoten mit {~;,y;+1} € E fiiri € N
und v; # ; fur ¢ # j. Eine Zusammenhangskomponente von G ist eine maxi-
male Teilmenge C' C V, bei der je zwei Knoten durch einen Pfad verbunden
sind. Ein Zyklus ist ein endlicher Pfad, in dem Anfangs- und Endknoten be-
nachbart sind. Wir bezeichnen mit dg (v, w) := inf{|y| — 1 | ~ ist Pfad von v
nach w in G} den Abstand zweier Knoten v,w € V in G und erweitern dies
via dg(U, W) = inf{dg(u,w) | v € U,w € W} auf Teilmengen U, W C V von
Knoten. Der Ball B,,(v) mit Radius n € [0, c0) und Mittelpunkt v € V ist defi-
niert als B, (v) := B, (v;G) := {w € V | dg(v,w) < n}. Wir nutzen die zweite
Schreibweise bei Verwechslungsgefahr des zugrundeliegenden Graphen bzw.
Raumes (vgl. Anfang von Kapitel 2] und Abschnitt [6.T). Fiir eine Menge von
Knoten W C V sei 0TW = {v € V\ W | dg(v,W) = 1} der duflere und
O~ W :={weW|dg(w,V\W) =1} der innere Rand von .

In der Perkolation interessieren wir uns fiir zuféllig gefarbte Graphen. Formal
nennen wir das Paar (G, f) eine Firbung von G, wenn f eine Abbildung von
der Knotenmenge V' in die Menge {0, 1} ist. Wir nennen einen Pfad  in einem
gefarbten Graphen (G, f) schwarz (weifs), wenn f(v) = 1 (f(v) = 0) furallev €
gilt. Ein schwarzer (weifler) Cluster C' C V ist eine maximale Menge von Knoten,



2. Grundlagen

in der je zwei Knoten miteinander durch einen schwarzen (weifien) Pfad ver-
bunden sind. Fiir v,w € V bezeichnen wir mit {v <> w} das Ereignis, dass
v mit w durch einen schwarzen Pfad verbunden ist. Auflerdem sei C(v;G, f)
der schwarze Cluster in (G, f), der v enthilt. Dies ist die leere Menge, wenn
f(v) =0.

In diesem Sinne ist (G, X) eine zufdllige Firbung von G und wir schreiben
abkiirzend C, := C(v; G, X), wenn der Bezug klar ist.

In der Perkolationstheorie sind zwei Funktionen von zentraler Bedeutung. Die
Perkolationsfunktion

Op(v) == Pp[|Cy| = o0],

und die erwartete Clustergrifie

Xp(v) = E,[|Cy]] = Z Pplv ¢ w].

Eine wichtige Kenngrofie ist die sogenannte kritische Perkolationswahrscheinlich-
keit

Pe :=pe(G) :=sup{p € [0,1] | 6,(0) = 0}. 2.1)

Wir wollen im Folgenden einen sehr kurzen Uberblick iiber die grundlegen-
den bekannten Resultate geben, wenn der Graph G das d-dimensionale Gitter
zd:= (24, B(2%) mit B(2%) := {{v,w} C Z?| ||[v — w|2 = 1} ist. Es hat sich
gezeigt, dass sich alle diese Ergebnisse auf das sogenannte Boole’sche Modell
und manche sogar auf das Poisson-Voronoi Perkolationsmodell tibertragen las-
sen (siehe [Pen], [MR96] im Falle des Boole’schen Modells und [BR06a] fiir das
Poisson-Voronoi Perkolationsmodell). Wir werden einige dieser Resultate als
Spezialfille unserer allgemeinen Theorie erhalten. Beweise fiir die folgenden
Aussagen finden sich ohne Ausnahme in [Gri99].

2.3.1 Theorem (Existenz eines Phaseniibergangs)
Es gilt p.(Z%) € (0,1).

2.3.2 Theorem (Eindeutigkeit des unendlichen Clusters)
Fiir alle p € [0, 1] existiert hichstens ein unendlicher schwarzer Cluster.

2.3.3 Theorem (Verhalten im sub-kritischen Fall)
Fiir 0 < p < p.(29) sind 0, und x, reell analytische Funktionen und es gibt Kon-
stanten c1(p), ca(p) > 0, sodass

P[0 ¢ 07 B, (0)] < e~ 1" und Py[|Co| = n] < emez®)n

gqilt.



2.4. Graphentiere und Zufallsfelder

2.3.4 Theorem (Verhalten im super-kritischen Fall)
Fiir p. < p < 1sind 0, und x,, unendlich oft differenzierbar und es gibt Konstanten
c1(p), c2(p) > 0, sodass

(d—1)/d

P,[0 <> 87 B,(0),|Co| < o0] < e~ ynd  P,[|Co| = n] < e~z

gilt.

Im 2-dimensionalen Fall benétigen wir den Graphen 22* := (Z2, {{v,w} C Z¢ |
[v—wlleo = 1}).

2.3.5 Theorem (2-dimensionaler Fall)

Es gilt po(Z?) + pe(22*) = 1 und fiir p = p.(Z2?) = 1 — p(Z2%*) gibt es weder
einen unendlichen weifien noch einen unendlichen schwarzen Cluster in Z2 oder Z**.
Insbesondere gibt es fiir p # p.(Z?) stets entweder einen unendlichen schwarzen oder
einen unendlichen weiflen Cluster.

2.4. Graphentiere und Zufallsfelder

Fir einen Graphen G := (V, E) mit Wurzel 0 definieren wir die Menge der
Graphentiere A(G) als die Menge aller endlichen zusammenhéngenden Teil-
graphen von G, die die Wurzel enthalten. Die Menge A, (G) := {a € A(G) |
o] = n} enthdlt dann alle Graphentiere der Grofe n € N. Im Falle des d-
dimensionalen Gitters Z¢ nennen wir die Objekte in A(? := A(Z?) Gittertiere.
Wir zeigen zunéchst eine exponentielle Wachstumsschranke fiir die Anzahl der
Graphentiere der Grofie n € N.

2.4.1 Lemma
Ist G ein Graph mit Wurzel 0, in dem jeder Knoten hochstens m € N Nachbarknoten
besitzt, so gilt

m(n+1)
[An41(9)] < (m+1)" (1 + m) <" m+1)", neN.

Beweis: Wir adaptieren den Beweis aus [Gri99, S. 81], der auf Kesten zuriickgeht.
Ein Graphentier a € A(G) der Grofie n € N hat hochstens mn Nachbarknoten,
d.h. Knoten auflerhalb von « die zu einem Knoten in « adjazent sind. Wir defi-
nieren

An,b(g) = {a S Arb(g) | |a+a‘ = b}
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und erhalten fiir beliebiges p € [0, 1]

:Z Z PP[COZQ|X0:1]

beN ac Ay 11,5(9)

= [Anr1(@)Ip" (1 - p)’

beN

> [Ang1p(G)[p" (1 = p)" )

beN
=p"(1 = p)" " A1 (G)]-

Wiéhlen wir p = + , so ergibt sich wegen (- +)" < e durch Umstellen der
Gleichung die Behauptung. O

Fiir einen Graphen G := (V, E)) nennen wir eine Familie von Zufallsvariablen
Y :={Y, | v € V} ein zufilliges Feld auf .

Sei k € N fest. Ist fiir je zwei Mengen U, W C V mit dg (U, W) > k die o-Algebra
o(Y, | u € U) unabhéngig von der o-Algebra o(Y,, | w € W), so nennen wir Y’
ein k-abhingiges Feld. Im Fall G = Z¢ definieren wir wie fiir Punktprozesse fiir
ein w € Z* den Verschiebungsoperator 0, : RZ' = RZ via (0,Y )y := Yy_o.

Daher nennen wir ein zufélliges Feld Y auf Z% stationir, wenn Y 4 0.,Y fir
alle w € Z4 gilt.

Wir bezeichnen mit 7 wieder die o-Algebra der verschiebungsinvarianten Er-
eignisse und nennen Y ergodisch, falls Y stationér ist und fiir alle Ereignisse
A € T bereits P[Y € A] € {0,1} gilt.

Sei Y ein zufélliges Feld auf G, wobei alle Y,, gleich verteilt sind. Wir nennen Y’
zahm, falls eine Konstante ¢ < esssup Yy existiert, sodass f.s.

limsup max Y, <c
n—oo a€AL(9) Z

gilt. Fiir das Gitter Z¢ und eine Familie von u.i.v. Zufallsvariablen Y mit ei-
ner Verteilung mit unbeschranktem Trager geht die Begriffsbildung auf Cox,
Gandolfi, Griffin und Kesten zurtick [CGGK93]|, [GK%4], die nach Bedingun-
gen an das Tailverhalten von Yj suchten, die implizieren, dass ¥ zahm ist. In
[Mar(02] werden diese Bedingungen leicht verbessert. Aufierdem gibt es eine
Abschitzung fiir c. Wir werden ebenfalls eine solche Abschétzung im Fall Y ~
Ber(p) herleiten. Es ldsst sich leicht zeigen, dass die Ergebnisse aus [Mar02] in
weiten Teilen auch fiir k-abhédngige Felder gelten. Allgemein ist es eine inter-
essante und komplexe Fragestellung, welche Bedingungen an Abhéngigkeits-
struktur und Tailverhalten gestellt werden miissen, um ein zahmes zufilliges
Feld zu erhalten. Dies ist bislang nicht untersucht worden.
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2.4. Graphentiere und Zufallsfelder

2.4.2 Lemma

Sei G ein Graph, in dem jeder Knoten hochstens m € N Nachbarknoten besitzt, p €
[0,1] und Y ein zufilliges Feld auf G aus unabhingigen Ber(p)-verteilten Zufallsva-
riablen. Ist ¢4 € (p, 1) derart, dass

c1 1—cy
cai=e(m+1) (i) (11:£> <1 (2.2)

limsup max Y, <e.
n—soo QEA, g) n Z

gilt, so ist

Insbesondere gibt es fur jedes ¢ € (0,1) einp > 0, sodass 2.2) erfiillt ist und fiir jedes
p € [0, (e(m +1))~1) gibt es ein ¢; < 1, sodass 2.2 erfullt ist.
Ist N das Infimum iiber alle ny € N, sodassfur alle n > ng die Ungleichung

erfiillt ist, so gilt

PN >kl < ———ck, kel
1—02

Beweis: Wir nutzen Lemma sowie die Markov-Ungleichung mit der Funk-
tion e!® und erhalten fiirn € Nund t > 0

Lenja)((g ZY >cln1 < Z P ZYU >cln] < Z e*tcln]E[etYO]"

a€A, () Lvea a€AL(G)
< en(m 4 1)71—1e—tc1n(1 —p _’_pet)n.

(I1—c1)p

1 D c1 1_p 1—c1\ ™
Y, 1) | —
ozeril‘la;bx veza - Cln‘| - m+1 (e(m+ )(Cl) (1 Cl>

fuhrt. Das Borel-Cantelli-Lemma liefert damit die erste Behauptung. Die zweite
Behauptung folgt wegen

c1 1_ 1—cq c1 1 1—cq
lim (£ P —0 und lim (& p =p.
pN\O \ C1 1-— C1 c1, 1\ Cq 1-— C1

Aufierdem gilt

P[N>k]§z L&%}({g ZY >cln1 <eZc2 = 1—c2 k.
n=k

Wir wihlen ¢t = In (Cl(l*p)) > 0, was zu

11
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was den Beweis abschliefdt. O

Ist Y ein stationires zufilliges Feld auf Z¢ und ¢ € [0, 1], so heifit Y g-dominie-
rend, falls Y stochastisch grofler ist als das zufallige Feld X := {X, | v € Z%},
wobei die X, unabhingig identisch Ber(g) verteilt sind. In [LSS97] wird diese
Eigenschaft ausfiihrlich fiir {0, 1}-wertiges Y, untersucht. Insbesondere wird
gezeigt, dass fiir beliebiges k¥ € N und ¢ < 1 ein p(k,q,d) < 1 existiert, so-
dass jedes k-abhingige zufdllige Feld Y mit P[Yy, = 1] > p(k, ¢,d) bereits g-
dominierend ist.

2.4.3 Bemerkung

Ist Y ein d-dimensionales stationdres zufilliges Feld mit Y, ~ Ber(p), p € [0, 1]
und ist 1 —Y g-dominierend mit ¢ > 1— (e(2d+1))~}, so folgt mit Lemma[2.4.2}
dass Y zahm ist.
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Teil L.

Perkolation auf Mosaiken
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3. Einfuhrung

Wir nennen eine Menge Z € K eine Zelle, wenn Z innere Punkte besitzt. Ei-
ne abzdhlbare Menge m := {Z;, Z,, ...} von Zellen nennen wir Mosaik, wenn
folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. Jede kompakte Teilmenge des R¢ wird nur von endlich vielen Zellen von
m geschnitten.

2. Die Zellen tiberdecken den gesamten Raum, d.h.

U 7 =R4.

Zem

3. Fiir je zwei Zellen Z1, Zy € mmit Z; # Z, giltint Z; Nint Zy = (.

Die Zelle von m, die den Punkt = € R enthilt, bezeichnen wir mit Z,(m). Soll-
te 2 in zwei oder mehr Zellen enthalten sein, so sei Z, diejenige dieser Zellen,
welche den lexikographisch kleinsten Punkt enthilt. Die Zelle Zy(m) nennen
wir Nullzelle von m.

Es bezeichne M C N(K) die Menge der Mosaike im R¢ und F(M) := N(K)|m
die Spur-o-Algebra von N (K) auf M. Ein zufilliges Mosaik 9 ist ein Partikel-
Prozess, dessen Partikel fast sicher die Zellen eines Mosaiks bilden. Die Null-
zelle Zy(M) eines stationdren zufdlligen Mosaiks 9t ist fast sicher eindeutig
bestimmt [SWO08]]. Damit ist gemeint, dass der Ursprung fast sicher nur in ge-
nau einer Zelle enthalten ist.

Jedes Mosaik m € M induziert einen Graphen G, := (m, Ey,) dessen Knoten-
menge aus den Zellen des Mosaiks besteht. Dabei sind in G, zwei Zellen Z; und
Z3 benachbart, wenn ihr Schnitt (d — 1)-dimensional ist (d.h. er liegt in kei-
ner (d — 2)-dimensionalen affinen Hyperebene). Von m wird ein weiterer Graph
Gr = (m, EY%) induziert. Dessen Knotenmenge besteht ebenfalls aus den Zellen
von m aber in ihm sind zwei Zellen bereits benachbart, wenn sie sich schnei-
den (vgl. Abb. . Wir nennen G, den zu G, dualen Graphen und weisen
darauf hin, dass dieser im Wesentlichen im 2-dimensionalen eine Rolle spielt.
Es wird sich allerdings auch herausstellen, dass sémtliche Theoreme im Folgen-
den nicht nur fiir G, sondern auch fiir G, gelten. Es ist in G, stets 0 := Zy(m).
Das heif3t, die Wurzel von G, wird stets von der Nullzelle Z,(m) gebildet.
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3. Einfithrung

Abbildung 3.1.: Ein Ausschnitt eines Poisson-Hyperebenen-Mosaiks (vgl. Ab-
schnitt mit den Graphen G, und G;;

Ist 9t ein zufélliges Mosaik, so ist Gon ein zufdlliger Graph mit Wurzel 0 =
Zp(91). Wir wollen in diesem ersten Teil der Arbeit auf solchen Graphen Kno-
tenperkolation betrachten. Anschaulich farben wir also jede Zelle von 9t un-
abhéngig mit Wahrscheinlichkeit p € [0, 1] schwarz und betrachten die schwar-
zen Zusammenhangskomponenten, d.h. alle Punkte die durch schwarze Pfade
in R? verbunden sind (vgl. Abb. . Der Begriff Zusammenhangskomponente
ist dabei nattirlich nur fiir die Knotenperkolation auf G, exakt. Fiir Gop miisste
die Definition lauten: ,wir betrachten alle Punkte, die durch schwarze Pfade
verbunden sind, die in einer offenen Menge liegen, die ebenfalls schwarz ist”.
Denn in Ggy sind zwei Zellen nicht benachbart, wenn sie nur einen Punkt (bzw.
eine niederdimensionale Seite) gemeinsam haben (vgl. Abb.[3.1).
Mathematisch modellieren wir die zufillige Farbung eines Mosaiks wie folgt.
Fiir ein Mosaik m € M ist {0, 1}™ der Raum der moglichen schwarz(1)-weif3(0)-
Farbungen von m. Diesen Raum versehen wir mit der iiblichen Produkt-o-
Algebra. Wir nennen ein Paar (m, f) eine Firbung des Mosaiks m, wenn f €
{0,1}™ ist. Eine unabhingige Firbung des Mosaiks m mit Parameter p € [0,1] ist
ein Paar (m, F'), wobei F ein zufélliges Element in {0,1}™ ist, das unter P, n
die Verteilung ® zcm Ber(p) hat.

Eine Farbung (m, f) des Mosaiks m induziert in kanonischer Weise den gefarb-
ten Graphen G, 5 := (G, f) (vgl. Abschnitt]2.3). Analog induziert eine zufalli-
ge Farbung (m, F') einen zufillig gefarbten Graphen G, r := (G, F).

Bei zufélligen Mosaiken verfahren wir ebenso, indem wir den zugrunde lie-
genden Partikelprozess MM := {Z1, Zs, . . . } unabhédngig markieren. Fiir den zu-
gehorigen unabhingig markierten Partikelprozess {(Z1, F1), (Z2, F»), ... } nut-
zen wir stets die Bezeichnung My mit F = (F, Fy,...). Die Marken seien
Bernoulli verteilt mit Parameter p, d.h., eine schwarze Zelle entspricht einem
Partikel mit Marke 1. Wir schreiben My C N(K x {0,1}) fiir die Menge der
gefarbten Mosaike und F(Mp) fir die Spur-o-Algebra darauf. Unter P, hat
Mp die Verteilung eines unabhingig Ber(p) markierten Mosaiks 9. Es wird
dabei stets aus dem Kontext klar werden, ob sich P, auf eine feste Indexmenge
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(vgl. Abschnitt[2.T) oder auf ein zufalliges gefarbtes Mosaik bezieht (und auch
auf welches Mosaik in letzterem Fall).

/o /
s

VA

<7

R

-

Abbildung 3.2.: Eine Realisierung eines gefdrbten Voronoi-Mosaiks, das von ei-
nem Poisson-Cluster-Prozess erzeugt wird. Jede Zelle wurde
mit Wahrscheinlichkeit p = 0.6 griin gefarbt. (Daten von Mi-
chael Klatt)

Jeder markierte Partikelprozess Mr = {(Z1, F1),(Z2, F3), ...} induziert eine
zufillige Farbung (90, F”) des zufélligen Mosaiks 9 via F'(Z;) = F;. Wir
werden stets F' fur F' und My fur (M, F’) schreiben. Umgekehrt bezeichnet
Mpr dann auch den Raum aller moglichen Farbungen von Mosaiken. Es wird
aus dem Kontext klar werden, was gemeint ist. In diesem Sinne gilt fiir alle
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3. Einfithrung
Ac S(MF)

P [y € A] = /M Ppwl(m, F) € AlPgn(dm). (3.1)

Das zuféllig gefarbte zuféllige Mosaik 9t induziert dann den zuféllig gefarb-
ten zufélligen Graphen Gop 7 := (Gom, F).

Wenden wir uns zunédchst der Existenz eines unendlichen schwarzen Clusters
zu. Es folgt leicht aus dem 0-1-Gesetz von Kolmogorov, dass in einem deter-
ministischen Graphen die Wahrscheinlichkeit, dass ein unendlicher schwarzer
Cluster existiert entweder 0 oder 1 ist. Dieses Verhalten iibertrdgt sich nicht
sofort auf stationdre zuféllige Mosaike.

3.0.1 Beispiel

Sei £1 := {[0,1]> + v | v € Z*} das Mosaik, welches dem Quadratgitter ent-
spricht. Sei weiter H das regelméfSige Sechseck mit Seitenldnge eins und £, :=
{H+v|ve (V3,02 x (v3/2,3/2)Z} das Mosaik, welches dem Hexago-
nalgitter entspricht. Es ist bekannt [Gri99], dass die kritischen Perkolations-
wahrscheinlichkeiten p.(£2) = 1/2 < p.(£1) unterschiedlich sind. Fiir X; ~
Unif([0, 1]?) und X5 ~ Unif(H) kann leicht nachgerechnet werden, dass £;+X
und £9 + X5 jeweils stationédre Mosaike sind. Wahlen wir p € (p.(£2),p.(£1))
und definieren Y ~ Ber(1/2) wobei (X1, X»,Y) unabhingig seien, so gilt fiir
das stationdre zufillige Mosaik 9t := 1{Y = 0}(£; + X7) + 1{Y = 1}(£2 + X3)

1
IP, [es ex. ein unendlicher schwarzer Cluster in Gop, 7] = 3

Um diesen, in gewissem Sinne pathologischen, Fall auszuschlieflen, werden
wir im Weiteren stets ergodische Mosaike betrachten.

3.0.2 Lemma
Ist M ein ergodisches Mosaik, so gilt fiir alle p € [0, 1]

P, [es ex. ein unendlicher Cluster in Gon ] € {0, 1}.
Beweis: Da 9t ergodisch ist, ist auch M unter P, ergodisch nach Abschnitt

Das Ereignis ,es existiert ein unendlicher Cluster in Gon * ist verschiebungs-
invariant. O

Wir konnen also die Definition der kritischen Perkolationswahrscheinlichkeit
aus (2.1) auf ergodische Mosaike verallgemeinern. Fiir ein zufilliges ergodi-
sches Mosaik 91 sei

0p(M) = P,[|C(0, Gom )| = 0]
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die Perkolationsfunktion und
Pe(IM) :=sup{p € [0,1] | 6,(M) = 0}

die kritische Perkolationswahrscheinlichkeit (vgl. Abschnitt[2.3). Damit ist klar,
das fiir p > p, f.s. ein unendlicher Cluster existiert, da bereits der Ursprung mit
positiver Wahrscheinlichkeit von einem unendlichen Cluster tiberdeckt wird.
Fir p < p. existiert wiederum f.s. kein unendlicher Cluster, da wegen der
Stationaritét f.s. kein Punkt mit rationalen Koordinaten in einem unendlichen
Cluster liegt, aber alle Zellen rationale Punkte enthalten. Ob es fiir p = p. einen
unendlichen Cluster gibt, ist wie im diskreten Fall nur in wenigen Spezialfillen
bekannt. Allgemein erwarten wir, dass am kritischen Punkt kein unendlicher
Cluster existiert.

Wir bemerken an dieser Stelle auch, dass die Ereignisse ,es existiert ein unend-
licher schwarzer Cluster in Goy ” und ,die Nullzelle liegt in einem unendli-
chen schwarzen Cluster” aufsteigend sind. Also ist 6,(97) nach Lemma
eine monoton steigende Funktion in p.

Wir wenden uns nun drei wesentlichen Phianomenen zu, die in Perkolations-
modellen beobachtet werden. Dies ist erstens ein nicht trivialer Phaseniibergang,
d.h. an einem Punkt innerhalb des Parameterbereichs dndert sich das qualitati-
ve Verhalten des Modells grundlegend, indem ein unendlicher schwarzer Clus-
ter entsteht. Es ist zweitens die Eindeutigkeit des unendlichen Clusters. Das heifit,
dass es fast sicher keine zwei unendlichen Cluster gibt. Und es ist drittens die
Existenz einer Grenzform. Damit meinen wir, dass grofse Bélle in der Graphen-
metrik von Gop geeignet skaliert gegen eine deterministische Menge konver-
gieren. Wir sprechen dann auch davon, dass 9t ein Shape-Theorem erfiillt. Alle
drei Phdnomene wurden bereits fiir das sogenannte Poisson-Voronoi-Mosaik
[BRO6a], [Art96], [VAWI2] nachgewiesen. Wir zeigen in diesem Teil der Arbeit
ganz allgemein, unter welchen Voraussetzungen an ein zufélliges Mosaik diese
Phanomene beobachtet werden kénnen.
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4. Existenz eines nicht-trivialen
Phasenlibergangs

Eine grundlegende Frage in der Perkolationstheorie ist, ob ein nicht trivialer
Phasentibergang stattfindet. Das heifit, ob p. € (0, 1) gilt. Diese Frage ist fiir Git-
ter leicht zu kldren [Gri99]. Sie wurde jedoch bereits im sehr allgemeinen Rah-
men der Cayley-Graphen endlich prasentierter Gruppen in [BB99] beantwortet.
Bei zufilligen Mosaiken stellt sich die Frage, welche Regularitdtsvoraussetzun-
gen an ein zufalliges ergodisches Mosaik gestellt werden miissen, um ebenfalls
pe € (0,1) zu erhalten. Wir werden dazu in den zwei folgenden Abschnitten
zwei allgemeine Ansétze diskutieren, die in beliebigen Dimensionen funktio-
nieren.

Der erste Ansatz setzt die Ergodizitit des Mosaiks voraus und stellt zwei Be-
dingungen, wie sehr sich kleine und grofie Zellen hdufen diirfen. Der zweite
Ansatz fiihrt eine neue Mischungsbedingung ein.

Fiir ein zufalliges Mosaik gentigt es dann, die Bedingungen von einem der bei-
den Ansédtze nachzuweisen um zu schliefSen, dass der Phaseniibergang in die-
sem zufilligen Mosaik nicht trivial ist.

Im dritten Abschnitt gehen wir auf die spezielle Situation im 2-dimensionalen
ein, in der unter schwachen Voraussetzungen bereits p. > 3 gilt.

4.1. Zahme Mosaike

Im ersten Ansatz wollen wir zwei Bedingungen ausmachen, die es fiir ein zufal-
liges Mosaik 9t ermoglichen, die Anzahl der Graphentiere von Goy abzuschit-
zen um dann die selben Methoden anwenden zu konnen wie im diskreten Fall.
Die Heuristik hinter den zwei Bedingungen ist, dass einerseits grofie Zellen
nicht zu nah beieinander sein bzw. zu oft vorkommen diirfen, andererseits sol-
len sich nicht zu viele kleine Zellen hiufen.

Wir nennen eine Funktion z : X — R? eine Zentrumsfunktion, wenn z mess-
bar und verschiebungskovariant ist, d.h. fiir alle z € R? und Z € K gelte
2(Z + x) = 2(Z) + x. Im folgenden sei z aufierdem stets derart, dass z(Z) € Z
gilt. Beispiele fiir mogliche Zentrumsfunktionen (wie z.B. den Schwerpunkt)
finden sich in [SWO08), S. 110].
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4. Existenz eines nicht-trivialen Phasentibergangs

Wir miissen im folgenden Abschnitt einige Diskretisierungen vornehmen, wes-
halb wir folgende wichtige Bezeichnung einfiihren. Fiir ( C Z% und § > 0 set-
zen wir

(=68 (¢C+ 155

Dies ist die aus Wiirfeln der Seitenldnge § zusammengesetzte Teilmenge des
R? die mit ¢ korrespondiert. Ist v € Z¢, schreiben wir kurz v™? fiir {v}-?, den
um Jv zentrierten Wiirfel mit Seitenldnge 6.

4‘ 4—[’6

N

| s

Abbildung 4.2.: Eine Menge ¢ C Z? und das zugehérige (7% mit § = 3.

Fiir ein stationéres zufilliges Mosaik 9t und § > 0 definieren wir die d-dimensio-
nalen zufilligen Felder Y(9,8) := {Y,(9,8) | v € Z%} und UMM, $) :=
{U,(M,0) | v € Z} via

Y, (M, 0) == [{Z € M| 2(Z) € v}

U, (9, 9) := 1{Eine Zelle von 2N schneidet

v und {w € Z? | ||w — v||oe > 2370

e

7 o

| ] {wezd||w—v]o > 2}

Abbildung 4.3.: Ausschnitt einer Realisierung eines zufélliges Mosaiks 9t fiir
das U, (9, ¢) = 1 gilt, da beide blau schraffierten Bereiche von
der selben (rot markierten) Zelle geschnitten werden.
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4.1. Zahme Mosaike

Uberdecken wir also den R? mit einem Gitter der Weite 6, so zahlt Y (9, ), wie
viele Zellzentren in jedem Wiirfel liegen. Die Gitterweite ¢ ist im Allgemeinen
grofs. Daher zeigt das Feld U (91, 6) an, welche Wiirfel von grofien Zellen ge-
schnitten werden. Es ist klar, dass Y (91, ) und U (901, §) stationér sind.

Wir erinnern daran, dass ein zufilliges Feld X = {X,, | v € Z?} zahm ist, falls
eine Konstante ¢ < ess sup X existiert, sodass f.s.

limsup max fZX <c

n—o0o qc AP N

gilt.
Wir nennen ein zufélliges Mosaik 9t zahm, wenn es folgende Eigenschaften
besitzt:

(Z21) Das zufillige Mosaik 9 ist ergodisch.
(Z2) Es gibt ein §; > 0 und ein ¢; € R, sodass

lim sup max fZY (M, 61) <1

n—oo OtG.An vEQ

gilt.
(Z3) Es gibt ein d; > 0, sodass U (M, §2) zahm ist.

Im Fall, dass Yy(901, 61) f.s. beschrénkt ist, ist die Eigenschafttrivialerweise
erfullt. Anderfalls bedeutet sie, dass Y (901, 41 ) zahm ist.

Um zu zeigen, dass U (M, J2) zahm ist, bieten sich z.B. Argumente der sto-
chastischen Vergleichbarkeit unter Nutzung von [LSS97] an. Dazu muss fiir die
Randverteilungen von U (M, 2) wegen Bemerkung PUy = 1] < (e(2d +
1))~! gelten. Es ist allerdings leicht zu zeigen, dass P[U, = 1] — 0 fiir d, — o
gilt, sofern der Durchmesser der Nullzelle von 9t ein endliches d + ¢ Moment
mit ¢ > 0 besitzt. In vielen Beispielen ist es der Fall, dass alle Momente des
Durchmessers der Nullzelle endlich sind.

Wir mochten im weiteren Verlauf diskretisieren. Dazu ist es geschickt, wenn
01 = 02 gilt. Das folgende Lemma zeigt, dass wir dies stets annehmen kénnen.

4.1.1 Lemma
Ist O ein stationdres zufilliges Mosaik, 5, > 0 und ¢, € R so, dass

limsup max fZY M, o) <y

n—oo aqcA@ N vew

gilt, so gibt es fiir jedes 6 > 0 ein c3(d1), sodass

limsup max — ZY (M, 02) < c2(d1),

n—oo acAd N vew
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4. Existenz eines nicht-trivialen Phasentibergangs

gilt. Insbesondere ist also Y (M, d2) zahm, falls ess sup Yo (M, §1) = co und Y (I, 6;)
zahm ist.

Beweis: Ist 9 fest, so gibt es eine Konstante ¢ € N derart, dass jeder Wiirfel vHo2,
v € Z4 von weniger als c3 vielen Wiirfeln der Form w™, w € Z? iiberdeckt

wird. Damit gibt es fiir jedes o € AL‘” eina € AEZ% mit

D V(M 6) <)Y, (9M,61)

vEQ VEQ
woraus die Behauptung folgt. O

Lemma liefert uns Eigenschaft also auch fiir das -, das in be-
nutzt wird. Daher kénnen wir uns im Weiteren auf U := U(2,d3) und YV :=
Y (9, 0,) beschranken und schreiben kurz ¢V fiir ¢7% wenn ¢ C Z¢ ist. Wiirfel
der Art v™ mit v € Z? werden wir Boxen nennen. Diese Notation wird nur im
Zusammenhang mit zahmen Mosaiken verwendet werden.

Fiir ein Mosaik m nennen wir A(G,,) die Menge der Mosaiktiere von m, wobei
daran erinnert sei, dass die Nullzelle die Wurzel von G, ist.

4.1.2 Theorem

Ist O ein stationires zahmes Mosaik, dann existiert eine f.s. endliche Zufallsvariable
N und Konstanten ci,co € R abhingig von d und der Verteilung von 9, sodass fiir
allen > N

|An(gﬂﬁ)| < C?
und fiir die Anzahl der idufleren Nachbarn 0%« von o € A, (Gon)
|0Tal < can
gilt.

In Kombination mit folgendem Standardlemma der Perkolationstheorie, kon-
nen wir p.(9) > 0 schliefen.

4.1.3 Lemma
Sei G ein zusammenhingender Graph. Gibt es ein ¢ € R, sodass fiir n € N grof§ genug
[A,(G)| < ™ gilt, so ist

pe(G) >

ol

Beweis: Es gilt fiir alle p € [0, 1] und n grof§ genug

0p(0) <Py U m{Xv =1}| < Z p" < (cp)™.

a€A,(G) vEa ac€AL(G)
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4.1. Zahme Mosaike

Daraus folgt ,(0) = 0 fiir p < ¢! und damit p.(G) > 1/c. O
4.1.4 Theorem
Ist M ein stationdires zahmes zufilliges Mosaik, so gilt
Pe(9M) > 0.
Beweis: Die Aussage folgt aus Theorem [4.1.2]und Lemma O

Lemma liefert zusammen mit Lemma auch den einfachen Beweis
von p. > 0 fiir Graphen mit beschrénktem Knotengrad, also insbesondere fiir
Gitter. Bei einem zufélligen Mosaik 9t kann jedoch schon in einfachen Beispie-
len der Knotengrad in Gon unbeschrankt sein.

In deterministischen Graphen mit beschranktem Knotengrad ergibt eine Ana-
lyse der Anzahl der Pfade, die im Ursprung starten und Lange n haben, deut-
lich bessere Schranken, die in hohen Dimensionen sogar asymptotisch korrekt
sind. Fiir zufdllige Mosaike sind die Schranken allerdings in beiden Féllen so
schlecht, dass die Untersuchung der Mosaiktiere lohnenswerter ist, da sich
spéter daraus noch andere Eigenschaften ableiten lassen.

Beweis von|4.1.2f Da U = U (9, d5) zahm ist, existiert eine Konstante c3 < 1 und
eine Zufallsvariable Ny, sodass fiir n > N;

max Z U, <csn
ceAd

n ve(¢

gilt. Dann folgt fiir alle n > N, dass die Vereinigung aller Zellen eines Mosa-
iktieres a € A, (Gon) von hochstens 3%(1 — ¢3) ~'n Boxen iiberdeckt wird. Denn
angenommen man brauchte mehr als 3¢(1 — ¢3) ~!n solcher Boxen, so bildeten
deren Mittelpunkte ein Gittertier {, das nach Voraussetzung eine Teilmenge M
mit mehr als 3%n Knoten besitzt, wobei alle v € M die Eigenschaft haben, dass
keine Zelle die v™ schneidet auch noch {w € Z¢ | |w —v|| > 1}" schneidet. Wir
konnen also eine Teilmenge M C M von mehr als n Knoten wihlen, sodass
jede Menge {z € R? | |lz — v[joc < 205} mitv € M mindestens eine Zelle von
« enthilt und fiir je zwei verschiedene Knoten v, w € M bereits ||v — wl|o > 3
gilt. Damit hétte o« mehr als n Elemente, was der Annahme widerspricht.

Wir hatten nach Lemma bereits bemerkt, dass wegen Lemma und
eine Konstante c¢; und eine £.s. endliche Zufallsvariable N, existieren, so-
dass fiir alle n > Ny

max [{Z e M| 2(Z) € (P} < eun (4.1)
ceA®

gilt. )
Fassen wir die beiden Uberlegungen zusammen, erhalten wir, dass es fiir jedes
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4. Existenz eines nicht-trivialen Phasentibergangs

Mosaiktier o € A,,(Gon) ein Gittertier ¢ der Grofe [34(1 — c3)~1n] gibt, sodass
die Zellen von a von ¢ iiberdeckt werden. Fiir |3%(1 — ¢3)~'n] > N liegen
jedoch nach nie mehr als ¢4[3%(1 — c3)"'n] Zellen in ¢". Daher kann die
Anzahl von Mosaiktieren der Grole n > max(N7, N2) nicht groler sein als die
Anzahl von Gittertieren der Grofle [3%(1 — c3)~'n| multipliziert mit der Anzahl
von Teilmengen einer Menge mit c4|3%(1—c3) ~!n| Elementen. Die Anwendung
von Lemma ergibt daher die erste Behauptung.

Betrachten wir nun die Anzahl der Randknoten |0 «| von «. Wir wissen be-
reits, dass die Zellen von « von einer Menge ¢ U iiberdeckt werden, wobei ¢
ein Gittertier der Grofe [3%(1 — c3)~!n| ist. Damit schneidet jede Zelle in 9T«
die Menge ¢". Also schneidet keine Zelle von 0%« eine Box v" mit U, = 0,
fir die {w € Z? | |w — v||o < 1} disjunkt zu ( ist. Ist also ¢ := {v € Z? |
minge¢ [|v — wljeo < 2} und

C(Q):=¢Uu{veZl v EinUY,

so muss 0t a C C(¢)Y gelten. Da C(¢) ein Gittertier mit |C(¢)| > |¢| > n ist,
gilt
Z U, < C3|C(C)|

veC(¢)
Da U, =1 fiir alle Knoten v € C(¢) \ &, ist
col-l< Y u,
veC(¢)
und damit folgt
i 59¢]
< < .
co) < EL < Zhl
Da |C(¢)| > n ist, schlieen wir aus und 9t C C(¢)F die zweite Behaup-
tung. O

Es ist im Beweis ersichtlich, dass wir N leicht kontrollieren konnen, wenn wir
N, gut kennt. Bilden beispielsweise die Zellzentren einen Poisson-Punktpro-
zess, so kénnen wir leicht zeigen (dhnlich wie in Lemma[2.4.2), dass eine Kon-
stante c; > 0 existiert, sodass P[No > m| < e~ %" gilt. Dann hitte auch NV ein
exponentielles Tailverhalten.

Wenn 91 zahm ist, erhalten wir auch eine obere Schranke fiir die kritische Per-
kolationswahrscheinlichkeit. Diese ist jedoch so schlecht, dass wir sie nicht ex-
plizit angegeben haben. Sie l4sst sich jedoch leicht aus dem Beweis des folgen-
den Theorems extrahieren.

4.1.5 Theorem
Ist O ein stationdires zahmes zufilliges Mosaik, so gilt

pe(OM) < 1.
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4.1. Zahme Mosaike

Beweis: Wir verwenden Ny, Na, c3 und ¢4 wie im Beweis von Theorem [4.1.2] Sei
no € N so gewdhlt, dass mit positiver Wahrscheinlichkeit N, No < ng ist. Sei
m eine Realisierung von 91 mit Ny, N2 < ng und fiir ein v € Z% sei W, das
Ereignis , Die Box v wird von einer weiflen Zelle aus m geschnitten.” . Wir
schreiben im Beweis stets U und Y fiir U(m, ¢) und Y (m, ).

Wir nutzen das bekannte Argument von Peierl (vgl. [Gri99]). Dies besagt im
Falle des Quadratgitters Z2, wenn der schwarze Cluster des Ursprungs endlich
und nicht leer ist, so gibt es im Graphen 22* = (Z2, {{v,w} C Z? | ||v — w00 =
1}) einen weilen geschlossenen Pfad +y der 0 einschliefit. Dabei meint einschlie-
Ren, dass jeder unendliche Pfad ¢ in 22, der in 0 startet, 7 schneiden muss.
AuBerdem impliziert die Existenz eines unendlichen Clusters in Z? bereits die
Existenz eines solchen in Z¢. Auf Mosaike angewandt ergibt sich, dass

Ppw[lC(0,Gm,r)| < 0] <Ppm [U m Wv‘|

v vey

gelten muss, wobei die erste Vereinigung iiber alle geschlossenen Pfade in Z%*,
die 0 einschliefien, gebildet wird. Ein geschlossener Pfad v der Gréfle m € N
der 0 einschliefst, muss jede Koordinatenhalbachse schneiden. Verbinden wir
den Ursprung auf direktem Wege mit einem dieser Schnittpunkte, sehen wir
ein, dass es ein Graphentier a € A;(Z%) mit m < | < 2m gibt, welches ~
tiberdeckt. Damit erhalten wir fiir beliebiges n; € N

P, m[es ex. kein unendlicher Cluster] < P, U U U ﬂ W,

n>ny i=n a€A; (Z22*) vEa

Y Y ¥ w0

n>ny i=n a€A;(22*) vEX

Ist « € A(Z?*) ein Graphentier mit Grofe mindestens ng und 31 := {v € « |
U, = 0}, dann ist |51] > (1 — c3)|a|. Nach dem Schubfachprinzip gibt es nun
ein By C B1, sodass ||v — w|s > 3 fiir v,w € Bo und |Ba| > |B1]/3¢ gilt. Dies
impliziert, dass fiir v, w € (2 keine Zelle sowohl die Box vH als auch die Box w™
schneiden kann. Daher sind die Ereignisse W,, und W,, unter P, ,, unabhéngig
und wir erhalten

lﬂ W] Pow | () Wo| = [] PomlWal, 4.2)
vEa vE P2 vEP2

wobei fiir (B9

[B2] > (1 — e3)|af37 (4.3)
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4. Existenz eines nicht-trivialen Phasentibergangs

gilt. Da wir z(Z) € Z fir alle Zellen Z vorausgesetzt hatten, miissen alle Zen-
tren von Zellen, die v mitv € a schneiden, in der Menge {w € Z? | ||w—v]|o0 <
1} liegen. Dementsprechend gilt

H Ppwm[Wy] < H (1 —pzwl\w—vnxsl Yw) . (4.4)
vE P2 vE P2
Weiter gilt nach der Wahl von (s,
U {w | lw =l <1} Ca+{o € 2| o]l < 1},
v€E B2

wobei die Menge auf der rechten Seiten ein Gittertier der Groéle hochstens 3%|af
ist. Daher ist (vgl. (4.1))

Z Z Y, < 043d\a|.
VE B2 wi||lw—v]|e <1

Eine Maximierung der rechten Seite von (4.4) unter dieser Nebenbedingung
zeigt, dass das Maximum erreicht wird, wenn alle Exponenten gleich grofs sind.

Wegen folgt

32d,, 32d., (1—cs)]al3™¢
H (1 ,pzw:uw—vuwgl Yw) < H <1 o r‘d) < (1 p1—r,3) )

vE B2 vE P2

Fiir ny > ng und p grof3 genug ist

S [QW%ZZ > (=)

n>ny i=n a€A;(Z2*) vEQ n>ny i=n a€A;(2£2*)

wegen Lemma summierbar und daher kleiner als eins fiir n; grofS genug.
Wegen der Ergodizitit gibt es dann fast sicher einen unendlichen schwarzen
Cluster. ]

4.2. Skalierungsmischende Mosaike

Wir méchten in diesem Abschnitt eine zweite sehr allgemeine Herangehens-
weise vorstellen, um die Existenz eines nicht trivialen Phasentibergangs zu zei-
gen. Dazu fordern wir anstelle von Ergodizitit starke Mischungseigenschaften
fiir das zuféllige Mosaik.
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4.2. Skalierungsmischende Mosaike

Wir wollen zuerst ein Beispiel eines mischenden Mosaiks skizzieren, das kei-
nen trivialen Phasentiibergang besitzt. In [Heil2] wird im Rahmen von Irrfahr-
ten in zufélligen Umgebungen ein Beispiel fiir eine zufdllige Umgebung (das
sogenannte streetgrid SG(X)) konstruiert, die mischend ist (In dem Sinne, dass
limyj, o0 P[A N 6,(B)] = P[A]P[B] fiir Ereignisse A, B gilt). Dabei wird Z?
in Rechtecke partitioniert, die dann je nach Lage mit unterschiedlichen Uber-
gangswahrscheinlichkeiten ausgestattet werden. Wir sagen, ein Quadrupel
(Ry,...,R,) von Rechtecken in Z? umschliefSt den Ursprung, wenn jeder un-
endliche Pfad der im Ursprung startet, eines der Rechtecke schneiden muss.
Die Konstruktion der Partition ist derart, dass der Ursprung fast sicher von un-
endlich vielen Quadrupeln Q; = (R1 ;, R4 ;) von Rechtecken umschlossen wird
(siehe [Heil2| Figure 2]), wobei R; , N R;; = 0 fiirallei # j € Nund k,[ € [4]
gilt. Dieses Beispiel kann leicht abgewandelt werden, indem die Rechtecke der
Partition als Zellen eines zufélligen Mosaiks 9t betrachtet werden. Das Mosaik
M ist dann immer noch mischend in geeignetem Sinne. Die Details dazu wer-
den wir jedoch nicht ausfiihren.

Dies fithrt dazu, dass p.(9) = 1 ist, da fiir p < 1 fast sicher ein Quadrupel aus
Rechtecken existiert, welches den Ursprung umschliefit und in dem alle vier
Rechtecke weif$ sind. Damit liegt der Ursprung fast sicher in einem endlichen
Cluster.

Die einfache Verschérfung von ergodisch zu mischend gentigt also im Allge-
meinen noch nicht, um einen nicht trivialen Phasentibergang zu garantieren.
Wir stellen nun eine stiarkere Mischungsbedingung vor, die dies leistet.

Fiir eine Borelmenge A € B(R?) nennen wir eine Funktion f : M — R deter-
miniert von A, wenn fiir je zwei Mosaike m;,my € M mitm; N A =my N A
bereits f(m;) = f(my) gilt. Dabei meinen wir mit my N A die Menge {Z N A |
Z € my, ZN A # 0}. Das heifSit, die Werte von f hidngen nur vom Aus-
sehen des Mosaiks in A ab. Ein Ereignis £ € F(M) nennen wir determiniert
von A, wenn 1z von A determiniert ist. Analog definieren wir den Begriff fiir
Funktionen f : N(R?) — R und f : My — R und Ereignisse £ € N(R?)
bzw. E € §(Mp). Dabei sei (m, f)NA = {(Z, NA, f.) | Z,. N A # 0} fiir
(m, ) = {(Zn, f) | n € N} € M.

Wir nennen ein stationdres zufélliges Mosaik 9 skalierungsmischend, wenn fiir
je zwei disjunkte Quader @ := [a,b] und Q' := [a/,b'] mit a,a’,b,b' € R? zwei
Konstanten ¢, co > 0 existieren, sodass fiir ¢ > 0 grof$ genug fiir alle F' € F(M)
determiniert von tQ und E’ € F(M) determiniert von ¢Q’

PN e ENET—POM e EIPM € E']| < et~

gilt. Analog definieren wir skalierungsmischende Punktprozesse und geféarbte
Mosaike.

Anschaulich bedeutet dies, dass Ereignisse nicht wie bei mischenden Mosaik-
en durch Verschiebung raumlich voneinander getrennt werden, sondern durch
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4. Existenz eines nicht-trivialen Phasentibergangs

Skalierung. AufSerdem ist die Geschwindigkeit mit der die Abhingigkeiten ab-
nehmen in dieser Definition quantifiziert. Dies wird spaéter fiir die Anwendung
des Borel-Cantelli Lemmas benétigt.

Wir erinnern daran, dass wir mit z : K — R? eine Zentrumsfunktion bezeich-
net hatten. Wir konnen ein stationdres zufilliges Mosaik M = {Z,, | n € N} als
stationdren markierten Punktprozess M := {(2(Z,,), Z,,—2(Z,)) | n € N} in R¢
mit Markenraum /C auffassen. Es ist bekannt, dass es in diesem Fall eine Wahr-
scheinlichkeitsmaf$ Q auf /C gibt, sodass das Intensitdtsmafl © des Mosaiks von
der Form © = yA® Q ist ([SWO08|, Theorem 3.5.1]). Dabei ist v die Intensitédt und
A das Lebesgue-Maf3. Das Maf$ Q wird die Verteilung der typischen Zelle genannt
und es gilt fiir jede messbare Funktion f : R? x K die Campbell-Formel

Bl Y twa|=q] [ fezeu) i

(z,2)em’
4.2.1 Lemma
Ein stationdres zufilliges Mosaik 90t ist genau dann skalierungsmischend, wenn fiir
je zwei disjunkte Quader Q = [a,b] und Q' := [a/,V'] mit a,a’,b,b' € R zwei

Konstanten cq, co > 0 existieren, sodass fiir t > 0 grof§ genug, fiir alle f : M — [0, 1]
messbar und determiniert von tQ sowie g : M — [0, 1] messbar und determiniert von

Q'
[E[f(90)g(DM)] — E[f(M)]E[g(M)]| < eat™

gilt.
Besitzt auflerdem der Durchmesser der typischen Zelle ein endliches d + ¢ Moment,
d.h. existiert ein € > 0 derart, dass

/ diam(Z)%*¢ Q(dZ) < oo
K

gilt, so gibt es ein Konstante cs, sodass fiir alle p € [0,1] und Ereignisse E,E' €
F(Mp) die von tQ bzw. tQ' determiniert sind

‘]P)ppnp e N E/] — ]P’p[g.np S E]]P)p[gﬁp S E/” <t +c3t™®
gilt.
Beweis: Die Riickrichtung der ersten Behauptung ist trivial, wenn wir f := 1g
und g := 1 setzen. Fiir die Hinrichtung seien n,m € N, a; € [0, 1],b; € [0, 1],

A, € F determiniert von tQ, B; € F determiniert von ¢tQ’ mit ¢ € [n] und
Jj € [m]. Fir einfache Funktionen

n m
f= ZaﬂlA” 9= ijllBj
i=1 =1
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4.2. Skalierungsmischende Mosaike

gilt dann
[E[f ()9 ()] — E[f ()] E[g(00)]]

<D aib; (PN € A;N By — PN € A;|P[ € By])

S Clticz Z aibj
4,3
S Clt_c2.

Durch Approximation konnen wir dieses Resultat sofort auf messbare [0, 1]-
wertige Funktionen f und g ausdehnen, die von tQ) bzw. tQ)’ determiniert sind.
Zum Beweis der zweiten Aussage, sehen wir ein, dass die Funktion f : M —
[0,1] : m — P, w[(m, F) € E] von ¢tQ determiniert ist, da £ von ¢() determiniert

ist. Nach gilt fir f
Pp[Mp € E] = E[f(M)].
Definieren wir f'(m) := P, n[(m, F') € E'], so gilt
IP,[Mp € ENE'] —P,[Mp € EP,[Mp € E|
< P[0 € ENE] = E[f()f/(M)]] + cat™ .

Um dies weiter abschidtzen zu konnen, machen wir uns klar, dass nach dem
Blockungslemma

Ppm[(m, F) € EIPyw|[(m,F) € E'] =Py n[(m,F) € ENE'|

gilt, wenn keine Zelle in m sowohl ¢Q als auch t@Q’ schneidet. Ist A, die Menge
der Mosaike m in denen keine Zelle von m sowohl ¢ als auch ¢Q’ schneidet, so
gilt

Pty € ENE']

Ppwl(m, F) € EN E'] Poy(dm)

g2

La, ()P m[(m, F) € EJPp m[(m, F) € E']

+ ]lAg (m)IP’p,m[(m, F) e En E’] Pon (dm)

E[f(97) f(200)]

Py wm[(m, F) € E|Pp w[(m, F) € E'] Pop(dm)

La, ()P m[(m, F) € EJPp m[(m, F) € E'] + Lag (m) f(m) f'(m) Pon (dm).

J,
Ja
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4. Existenz eines nicht-trivialen Phasentibergangs

Daher ist
|Pp[Mp € ENE']—E[f(I)f(M)]| < P € Af],

was wir leicht mit Hilfe der Momentenbedingung an den Durchmesser der ty-
pischen Zelle abschitzen konnen.
Dazu sei r so groB3, dass @, Q' C B, gilt. Weiter sei § > 0 so klein, dass

or <inf{jz — |2 |z € Q,2’ € Q')

gilt. Wird weder tQ noch tQ’ von einer Zelle mit Durchmesser groSer als or ge-
schnitten, so kann auch keine Zelle beide Quader gleichzeitig schneiden, daher
gilt

POt e A7 <E { Z 1{(Z 4+ =) N By # 0, diam(Z) > tor}| .
(x,2)em’

Wegen der Campbell-Formel ist
POt € A7) < 'y/ / 1{(Z + z) N By # 0, diam(Z) > tér} Q(dZ) dx
R JK
< 'y/ / 1{diam(Z) > tér} Q(dZ) dx
Birytsr /K

< yra(rt(1 +6))? /}C 1{diam(Z) > tér} Q(dZ).

d+e

Es bleibt die Markov-Ungleichung mit der Funktion  — z%"® anzuwenden

um

P € Af] < vra(rt(l + 5))d(t5r)*d*5/ diam(2)*+¢ Q(dZ) = cst™®
K

zu erhalten. O

Lemma zeigt, dass unter einer schwachen Momentenbedingung das ge-
farbte zuféllige Mosaik 9t skalierungsmischend ist, wenn 2t skalierungsmi-
schend ist. Dabei sind die Konstanten unabhéngig von p.

4.2.2 Theorem
Ist M p ein stationiires skalierungsmischendes zufiilliges Mosaik auf R? mit d > 2, so
gilt

pe(M) € (0,1).

Beweis: Wir beginnen mit dem Beweis von p.(91) < 1 und verallgemeinern
eine Idee, die auch im diskreten Fall genutzt wird, um aus hohen Uberque-
rungswahrscheinlichkeiten von Rechtecken auf die Existenz eines unendlichen
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4.2. Skalierungsmischende Mosaike

Clusters zu schliefien (siehe [BRO6b, zweiter Beweis von Theorem 10]). Es sei
Mp|r2 == {(ZNR* x {0}472, ) | (Z, f) € Mp, ZNR* x {0}472 # 0}

das zuféllige gefarbte Mosaik, das durch Schnitt von 9tz mit einer 2-dimensio-
nalen Ebene entsteht. Dass 9y |z wieder ein zufillig gefarbtes zufélliges Mo-
saik ist folgt sofort aus der Stationaritdt von 9. Wenn wir zeigen kénnen, dass
bereits in diesem Mosaik fiir ein p < 1 ein unendlicher Cluster existiert, so folgt
(M) < 1. Nach der Definition eines skalierungsmischenden zufilligen Mo-
saiks muss auch 9 |g= skalierungsmischend sein, also beschranken wir uns im
Folgenden auf die Dimension d = 2.

Wir schreiben im Folgenden [a, b] mit a, b € R fiir den Quader x ie[d)[ai, bi]. Sei
nun fiir a,b € R?, H(a,b) € F(Mp) das Ereignis ,Es gibt einen schwarzen Pfad
in [a,b], der {a1} x [ag, bo] mit {b1} X [ag, b2] Verbindet.”. Wir sagen auch, [a, b]
besitzt eine horizontale schwarze Querung, wenn H (a, b) eintritt. Analog defi-
nieren wir das Ereignis V' (a, b) als das Vorhandensein einer vertikalen schwar-
zen Querung in [a, b]. Wir setzen Q1 := [0,9] x [0,1], Q] :=[0,9] x [2,3],Q2 :=
[0,1] x [0,9], Q% :=[2,3] x [0,9] und erhalten ein ty € R,¢; > 0 und ¢z > 0, so-
dass fiirallet > to und alle A; bzw. A}, die von tQ; bzw. tQ}, i € [2] determiniert
sind,

|]P’p[9ﬁF e A; N A;] — Pppﬁp S AZ]PP[WF S A;]l < Clt_CQ, pE (0, 1)

gilt.
(9t, 3t)
— NTFZAd N
(3t,1)
4T

(0,0)

Abbildung 4.4.: Horizontale und vertikale Querungen von kleineren Rechte-
cken implizieren die Querung des grofsen Rechtecks. (vgl. Glei-

chung )

Dies nutzen wir, um verschiedene Querungswahrscheinlichkeiten in Beziehung
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4. Existenz eines nicht-trivialen Phasentibergangs

zu setzen. Ist t > ¢, so gilt wegen der Stationaritdt von 90 (vgl. Abb.

Py, [H((§),(3))°]
<P, [H((8). () NH((9),(3)°]
<P, [H((8).(9))] +ext™ 4.5)
< (4P, [H (), (3)°] + 3B, [V ((8), ()] )" + eat ™

( 7) 6
< (Tmax {P, [H ((§), (3)] By [V (), (£))T })” + eat ™.
Die selbe Beziehung erhalten wir fiir V ((9), (3%)), was fiir t; > ¢ zu

frg1 <49f% 4 ¢1(3"t1)72, VneN

o= (1, [1 (1), (750)) T o v (0 (25,)) ]

fiihrt. Wir werden nun zeigen, dass fiir p und ¢; grof$ genug f, < 37" gilt.
Wihlen wir ¢; so grof, dass c1t7“® < (4 -49 - 3°2)~! gilt. Ein Rechteck wird
in jedem Fall gequert, wenn alle Zellen, die es schneiden, schwarz sind. Damit
ist klar, dass es ein p < 1 gibt, sodass f; < (2-49 - 3°)~! gilt. Dann gilt per
Induktion f,, < (2-49-3%)~!, denn

1 1
3—262 S—CQTL 3—02 < 3—02.
4. 492 + 4-49 —2-49

frns1 <

Weiterhin gilt per Induktion f,, < 37", denn

1 1
2 < 49 .3—cem —ca —can —Cc2 < 702(n+1).
o1 S 4937205 37R 437N 087 <3

Mit Hilfe des Borel-Cantelli Lemmas konnen wir schlieflen, dass von der Men-
ge von Ereignissen

2n+41 2n+1
{o (0 (5200) v (0 (32)) e
fast sicher nur endlich viele nicht eintreten. Dies impliziert die Existenz ei-
nes unendlichen schwarzen Clusters, da sich die Pfade von H (( 9), ( 3 ))

327¢y
32"+2t1

und V (( 9), (32"+1t1 )) kreuzen miissen (vgl. Abbildung .
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(3311, 3%1) \

(3311, 3%t1)

(0,0)

Abbildung 4.5.: Ein unendlicher Cluster entsteht aus Querungen von
Rechtecken

Wenden wir uns der Behauptung p.(9) > 0 zu. Die Dimension d > 2 sei jetzt
wieder beliebig. Die Argumentation in diesem Fall bleibt gleich, aber die Geo-
metrie wird etwas komplizierter (der zweidimensionale Fall ist in Abbildung
[4.6| skizziert). Wir betrachten Quader S(i, ¢) := [0, 3]~ x [0,] x [0, 3¢]%~% mit
i € [d],t > 0 und definieren das Ereignis A(S(i,t)) :=,Es gibt in S(i,t) einen
schwarzen Pfad von [0,3t]'~! x {0} x [0,3t]9"* nach [0,3¢]*"! x {t} x [0, 3¢]¢~*
. Das heifit, wenn A(S(i,t)) eintritt wird S(i,¢) in kurzer Richtung gequert.
Startet ein schwarzer Pfad v : [0,1] — R? im Wiirfel [-%, £]% und verldsst den
Wiirfel [—3!, 3119, s0 sei 2, := min{z € [0,1] | |[7(z)o = 2L} der erste Punkt,
an dem ~ den Wiirfel [—3, 31 verldsst. Der Punkt z, liegt in mindestens ei-
nem der Quader {S(i,t)+§ei+>" cpan iy 35 | € [AU{S(E, 1) =201 Fej |
i € [d]}. Wir nennen diesen Quader S,. Ist z; := min{z < z, | Yy € [z,z,] :
v(y) € 84}, s0 wird S, von 7|, .. in kurzer Richtung gequert.

Wir wollen jetzt, wie im ersten Teil des Beweises, rekursiv eine Abschitzung fiir
die Wahrscheinlichkeit von A(S(i,t)) konstruieren. Wir betrachten S(i, 6t) und
tiberdecken die beiden Seitenflichen [0, 3¢]"~! x {0} x [0, 3t]¢~% und [0, 3¢]* ! x
{t} x [0, 3t]~* mit endlich vielen Wiirfeln der Seitenlénge ¢, die alle in S(i, 6t)
liegen und deren Innere sich nicht schneiden. Das Eintreten von A(S(i,t)) im-
pliziert, dass es fiir jede der beiden Seitenflichen wenigstens einen Wiirfel in
der Uberdeckung dieser Seitenfliche gibt, in dem ein schwarzer Pfad startet,
der sich weiter als ¢ von diesem Wiirfel entfernt. Insbesondere wird also nach
obiger Argumentation jeweils einer der anliegenden Quader dieses Wiirfels in
kurzer Richtung gequert.

Mit den selben Rechnungen wie im ersten Teil des Beweises erhalten wir Kon-
stanten ¢y, ¢o, c3, tg € (0, 00), sodass fiir alle t; > ¢

max PplA(S(i,6t1))] < cs max Py[A(S(i,11))]* + c1(6™1)
1€ 1€
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4. Existenz eines nicht-trivialen Phasentibergangs

gilt. Ein Quader wird nicht von einem schwarzen Pfad gequert, wenn alle Zel-
len, die ihn schneiden, weifd sind. Wir kénnen also wie im ersten Teil des Be-
weises folgern, dass es ein ¢; € R und ein p > 0 gibt, sodass

ma[L;](IP’p[A(S(i, 6"t1))] < 67", VneN
i€ld

gilt.

7"

HEEEEREEZIIEEEEEN

I
S AN

Abbildung 4.6.: Die blaue Querung des grofien Rechtecks impliziert, dass ein
Quadrat an der Oberseite und eines an der Unterseite , verlas-
sen” wird. Daher gibt es mindestens zwei Querungen von klei-
nen Rechtecken (rot markiert).

Wir schliefien, dass fiir jeden der Wiirfel mit Seitenldnge 6™¢ die wir zum {iber-
decken der Seitenflichen verwendet haben, die Wahrscheinlichkeit, dass ein
Pfad in diesem Wiirfel startet und den darum zentrierten Wiirfel der Seitenlian-
ge 3-6™t verldsst, kleiner als 2d6~ " ist. Damit liefert das Borel-Cantelli Lemma,
dass der Ursprung fast sicher in einem endlichen Cluster liegt. O

4.2.3 Bemerkung

Es ist leicht nachzurechnen, dass fiir ein p > 0 mit max;¢[q Pp[A(S(7,6"11))] <
67", n € N, das Clustervolumen einen polynomialen Tail hat.

Der Beweis liefert auch fiir andere Modelle der stetigen oder diskreten Perkola-
tion eine Blaupause. Es ist lediglich sicher zu stellen, dass die Mischungsbedin-
gung erfiillt ist und dass die Modellparameter sich derart wéhlen lassen, dass
Querungen hohe Wahrscheinlichkeit besitzen.

Wir sehen im Beweis, dass es geniigen wiirde die Mischungsbedingung fiir
bestimmte Querungsereignisse nachzuweisen. Diese hdangen jedoch im Allge-
meinen auf so komplizierte Art und Weise vom Mosaik ab, dass es sich nicht
lohnen wiirde, dies einzeln darzustellen. Die Einfiihrung des skalierenden Mi-
schens erscheint konzeptionell sinnvoller.
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4.3. Planare Graphen mit eindeutigem unendlichem Cluster

4.3. Planare Graphen mit eindeutigem
unendlichem Cluster

Die Situation in 2 Dimensionen unterscheidet sich bei zufilligen Mosaiken, wie
auch im Diskreten, stark von der Situation in hoheren Dimensionen. Dies gibt
uns die Moglichkeit, die bisherigen Ergebnisse fiir zuféllige Mosaike in zwei
Dimensionen noch signifikant zu verbessern.

Der Graph eines zufilligen Mosaiks auf R? ist ein planarer Graph. Wir betrach-
ten daher jetzt den Fall eines unendlichen planaren Graphen. Fiir das Qua-
dratgitter wurde bereits von Harris [Har60] gezeigt, dass sich im Fall p = 1/2
ein unendlicher weifler und ein unendlicher schwarzer Cluster gegenseitig so
,im Weg stehen” wiirden, dass sie nicht gleichzeitig existieren kénnen. Dieser
Beweis wurde in [Gri99, Lemma 11.12] wesentlich vereinfacht und ist seither
unter dem Namen , Argument von Zhang” bekannt. Er setzt lediglich Gitter-
symmetrien, die Eindeutigkeit des unendlichen Clusters und Planaritdt voraus
und zeigt sogar die starkere Aussage p. + p; > 1, wobei p; die kritische Perko-
lationswahrscheinlichkeit des sogenannten dualen Graphen ist. In [BRO8] wurde
dann gezeigt, dass die Anzahl der notwendigen Symmetrien auf Spiegelsym-
metrie reduziert werden kann. Wir werden dieses Argument derart modifizie-
ren, dass wir auf Symmetrien vollstindig verzichten konnen. Dafiir miissen
wir uns allerdings wieder auf p = 1/2 beschranken. Fiir die Anwendung auf
zuféllige Mosaike ist dies oft unproblematisch, da in vielen 2-dimensionalen
zufélligen Mosaiken 901 fast sicher je hochstens drei Zellen in einem Punkt zu-
sammentreffen und damit Gop = G, gilt.

Wir nehmen im Folgenden stets an, dass eine Einbettung des planaren Gra-
phen in die Ebene vorliegt, in der samtliche Kanten stiickweise linear sind
und sich nicht schneiden. Die beiden Knoten, welche eine Kante verbindet,
gehoren dabei nicht zur Kante selbst. Wir fordern aufierdem, dass die Einbet-
tung lokal endlich ist, dass also jedes Kompaktum in R? nur von endlich vielen
Knoten und Kanten geschnitten wird. Wir werden den Graphen stets mit sei-
ner konkreten Einbettung identifizieren und keine gesonderte Notation dafiir
einfiihren.

4.3.1 Theorem

Sei G := (V, E) ein unendlicher zusammenhiingender planarer Graph. Genau dann,
wenn es fiir p = 1/2 nicht mehr als einen unendlichen schwarzen Cluster gibt, ist
01 (v) = 0 fiir jedes v € V. Insbesondere gilt in diesem Fall

N =

Pe 2

Die Frage nach den Graphen, fiir die sich dieses Theorem anwenden lésst,
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4. Existenz eines nicht-trivialen Phasentibergangs

dréngt sich sofort auf. Wir werden darauf in Theorem und Theorem
eingehen und nehmen deren Anwendung hier schon vorweg.

4.3.2 Theorem
Ist 9 ein ergodisches zufilliges Mosaik mit E[|[{Z € M | Z N [0,1]¢ # 0}]] < oo, s0
gilt 61 (M) = 0 und insbesondere

Pc (Sﬁ) >

N | =

Beweis: Die Behauptung folgt direkt aus den Theoremen4.3.1]und O

Esist allerdings zu betonen, dass die Theoreme[4.3.Tlund[5.2.2]auch die bekann-
ten Resultate fiir deterministische Graphen signifikant erweitern, da keinerlei
Transitivitat, Quasitransitivitdt oder Symmetrie gefordert wird.

Der Beweis von Theorem beinhaltet topologische und graphentheoreti-
sche Argumente und Grundlagen, die den Biichern von Diestel [Diel0] und
Mohar, Thomassen [M101] entnommen sind. Der notwendige Hintergrund
zum Jordanschen Kurvensatz findet sich in [Hal07]. Um den probabilistischen
Teil des Beweises klar zu strukturieren, wollen wir zwei topologische Lemmata
vorab beweisen.

Wir fithren dazu folgende Bezeichnungen ein. Eine Kurve ¢ ist eine stetige Ab-
bildung von [0, 1] nach R%. Eine Kurve ¢ hei$t geschlossen, falls ¢(0) = ¢(1). Ei-
ne Kurve heifst Jordan-Kurve, falls ¢ injektiv ist. Die Ausnahme ist die geschlos-
sene Jordan-Kurve fiir die ¢(0) = ¢(1) gefordert sei. Eine Kurve heift polygonal,
wenn die Kurve stiickweise linear ist. Wir werden Kurven stets mit ihrem Bild
identifizieren. Der Jordan’sche Kurvensatz besagt, dass fiir eine geschlossene
Jordan-Kurve ¢ C R? die Menge R? \ ¢ in zwei Gebiete (ein Gebiet sei eine
zusammenhingende Teilmenge des R?) zerfillt, von denen genau eines unbe-
schréankt ist. Eine wichtige Ergdnzung des Satzes besagt, dass ein Punkt = € R?
genau dann im beschrankten Gebiet von R2\ ¢ liegt, wenn eine Jordan-Kurve,
die in « startet und nach unendlich lduft, ¢ genau 2k+1, k € Ny mal kreuzt (wir
werden den Satz lediglich fiir polygonale Kurven verwenden und daher nicht
gesondert definieren, was ,kreuzt’ bedeutet). Wir nennen das unbeschrénkte
Gebiet Aufleres und das beschrankte Gebiet Inneres von . Ein Artikulationspunkt
(engl. cut vertex) eines zusammenhéngenden Graphen ist ein Knoten dessen
Loschung dafiir sorgt, dass der Graph nicht mehr zusammenhéngend ist.

4.3.3 Lemma

Ist G := (V, E) ein unendlicher zusammenhingender planarer Graph mit Wurzel 0,
so gibt es fiir jedes natiirliche n > 2 eine polygonale geschlossene Jordan-Kurve ¢ mit
folgenden Eigenschaften:

1. Keine Kante e € E schneidet ¢.
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2. Jeder Knoten v € B,,(0;G) liegt entweder auf ¢ oder im Inneren von ¢.

3. Ist R, die Menge der Knoten v € B, (0;G), in denen ein unendlicher Pfad
starten kann, der B,,(0; G) nur in v schneidet, so gilt R,, C ¢.

Die erste Eigenschaft bedeutet, dass ¢ den Graphen nur in seinen Knoten
schneidet. Die zweite Eigenschaft meint heuristisch, dass ¢ um B,,(0) herum
lauft. In der dritten Eigenschaft sind Pfade gemeint, die in B,,(0) starten und
dann nie wieder dorthin zuriickkehren. Die Definition von R,, scheint auf den
ersten Blick unnétig kompliziert. Es finden sich allerdings leicht Beispiele in
denen nicht stattdessen einfach 0~ B,,(0) genutzt werden kann.

Beweis von Lemma Wir betrachten zunéchst einen endlichen zusammen-
hingenden planaren Graphen Gy := (V, Ey) und wéahlen e > 0 so klein, dass in
der Einbettung von G in die Ebene im e-Ball um jeden Knoten v € V; nur das
erste Geradenstiick jeder Kante die von v ausgeht liegt. Insbesondere diirfen
keine anderen Knoten oder Teile von Kanten in diesem Ball liegen.

Ein geschlossener Weg (engl. closed walk) ist ein Zyklus, in dem das mehrfa-
che Vorkommen von Knoten zugelassen ist. Die Zusammenhangskomponen-
ten von R? \ (Vy U E¢) nennen wir Flichen von Gy. Es ist bekannt, dass ein
endlicher planarer Graph endlich viele Flichen hat, von denen genau eine un-
beschrénkt ist. Der Rand jeder Flache F' induziert auf natiirliche Weise einen
geschlossenen Weg L := (l4,...,l,,) mit der Eigenschaft, dass zwei aufeinan-
derfolgende Kanten e; := {l;, ;11 } und e; 11 = {liy1,li+2}, @ € [m—2] derart auf
liy1 treffen, dass e; im Uhrzeigersinn direkt nach e; ;1 kommt. Das heifst, das
Kreissegment mit Radius ¢, das von e; 1 und e; dabei eingeschlossen wird, liegt
in F'. Der Weg L ist dabei bis auf die Wahl des Startpunktes und der Anzahl der
Durchléufe eindeutig. Wir nehmen im Folgenden an, dass L nur einmal durch-
laufen wird.

Wir zeigen zunichst, dass ein Knoten, der in L mehrfach vorkommt, ein Arti-
kulationspunkt von G,, ist. Nehmen wir an, der Knoten /; kommt in L mehrfach
vor, so gibt es mindestens zwei Kreissegmente « und § an /; mit Radius ¢, deren
Inneres Teilmenge von F ist (vgl. Abb. links). Verbinden wir o und S in F
durch eine polygonale Jordan-Kurve J' in F derart, dass J' die Kreissegmente
a und f nur in deren Rand in den Punkten z, und z3 schneidet. Setzen wir
nun die Gerade von /; nach z,, die Kurve J’ und die Gerade von g nach /;
hintereinander, erhalten wir die geschlossene Jordan-Kurve J.

Betrachten wir nun die zwei Kanten e := {l;,v} und ¢’ := {v’,l;}, die « ein-
schlielen. Der polygonale Pfad, der in v startet und iiber e, /; und ¢’ fithrend in
v" endet, kreuzt J einmal. Dadurch ist klar, dass v und v’ nicht in den gleichen
Gebieten von R?\ J liegen kénnen (vgl. Abb. @ Daraus folgt auch, dass nach
dem Entfernen von I; die Knoten v und v’ in verschiedenen Zusammenhangs-
komponenten von G liegen, da J nur in I; von G geschnitten wird. Damit ist
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gezeigt, dass ein Knoten, der in L mehrfach vorkommt, ein Artikulationspunkt
ist.

Abbildung 4.7.: Im linken Bild ist skizziert, dass ein Knoten, der in L mehrfach
vorkommt, ein Artikulationspunkt ist. Im rechten Bild haben
wir fiir den Graphen G und den Radius 2 eine mogliche Kurve
 dargestellt.

Betrachten wir den endlichen Teilgraphen G,, von G, der von den Knoten in
B,,(0) induziert wird. Der geschlossene Weg L, der von der unbeschrankten
Flache U von G,, induziert wird, bildet auf nattirliche Weise die Grundlage fiir
¢. Dazu konstruieren wir sukzessive drei Kurven.

Wir beginnen mit der Kurve ¢, (L), die wir dadurch erhalten, dass wir L ein-
mal entlang laufen. Die Kanten zwischen den Knoten in L werden also einfach
als Kurven interpretiert und aneinander gesetzt. Damit schneidet ¢1(L) noch
einige Kanten und verletzt somit Bedingung 1.

Wir modifizieren daher ¢1(L) zu ¢2(L), indem wir jede Kurve zwischen zwei
Knoten l;,l;+1 € L durch eine Kurve ersetzen, die in U nur knapp neben der
urspriinglichen Kurve liegt und keine Kante von G schneidet. Dies ist wegen
der lokalen Endlichkeit der Einbettung moglich. Dies ist sogar so moglich, dass
die Kurven paarweise disjunkt sind. Die Kurve ¢ (L) erfiillt jetzt bereits die Ei-
genschaften 1, 2 und 3, da R,, im Rand von U enthalten sein muss. Leider kann
es passieren, dass Knoten in L mehrfach vorkommen. In diesem Fall ist ¢2(L)
keine Jordankurve.

Wir modifizieren also ¢2(L) zu ¢3(L) indem wir Knoten die mehrfach vorkom-
menden wie folgt auslassen. Mochten wir den Punkt /; auslassen, so sei y; das
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Kurvenstiick in ¢5(L), welches in I; endet und ~, das Kurvenstiick in ¢2(L),
welches daran anschlieflend in I; startet. Wir schneiden jetzt ein gentigend kur-
zes Stiick am Ende von ; und am Anfang von 7, ab und verbinden diese direkt
durch eine Kurve, die nicht durch [; 1duft. Auf diese Weise erhalten wir ¢3(L).
Die lokale Endlichkeit der Einbettung sichert uns, dass wir die Modifikation so
vornehmen konnen, dass Eigenschaften 1 und 2 erhalten bleiben. Wir miissen
jetzt noch klédren, dass auch Eigenschaft 3 erhalten bleibt.

Sei v ein Artikulationspunkt von G, und 51, . . ., Si, k > 2 seien die Zusammen-
hangskomponenten, in die G,, zerféllt, wenn v entfernt wird. Ist ¢ € [k] derart,
dass 0 ¢ S;, so gilt nach Definition der Graphennorm dg, (v, 0) < dg, (w, 0) fir
alle w € S;. Das heifit, dass Knoten der Menge R,, := {v € B, (0) | dg, (v,0) =
n} keine Artikulationspunkte von G,, sein konnen und daher im Weg L der
unbeschrinkten Fliche U hochstens einmal vorkommen. Da R, C R, gilt,
bleibt also auch Eigenschaft 3 in ¢3(L) erhalten und wir kénnen ¢ = ¢3(L)
setzen. O

Eine stetige injektive Abbildung v : [0,00) — R? mit lim,_, ||[7(z)[l2 = o0
bezeichnen wir als einseitig unendliche Jordan-Kurve. Wir schreiben ebenfalls ~y
fiir deren Bild.

4.3.4 Lemma
Sei ¢ eine geschlossene polygonale Jordan-Kurve mit Punkten v1,...,v4 € ¢, die in
dieser Reihenfolge auf ¢ liegen. Seien weiter 1, . .., y4 vier einseitig unendliche po-

lygonale Jordan-Kurven und pi3, pea zwei polygonale Jordan-Kurven mit den Eigen-
schaften:

1 (mUvs)N(reUy) =0,

2. viN¢ =A{(0)} = {vi} fiiri € [4],
3. p13(0) € 71, p13(1) € 73,

4. p24(0) € 72, p24(1) € V4.

Dann gilt
(71 U p13Us) N (72 U pag Uryg) # 0.

Beweis: Wir wihlen einen Radius r > 0 so grof}, dass p13, p24, ¢ C B,—1(0;R?).
AuBerdem sei w; := y(x;) mit z; := min{z € [0,00) | ||vi(z)||2 = 7}, i € [4]
der erste Schnittpunkt von +; und B,.(0; R?). Wir betrachten eine geschlossene
Jordan-Kurve J, die wir erhalten, wenn wir von v; entlang v, bis w; dann im
Uhrzeigersinn entlang dB,.(0; R?) bis w3 dann entlang ~3 bis v3 und dann im
Inneren von ¢ bis v; gehen. Laufen wir von vy entlang ¢ nach vs und weiter
nach vy, so schneiden wir wegen Voraussetzung 2 J genau einmal bei v3 (vgl.
Abb. 4.8 . An dieser Stelle kreuzen wir sogar .J, da J vor v3 im Auferen von ¢
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ist und nach v3 im Inneren von ¢. Es muss also entweder v, im Inneren und v4
im Auferen von J liegen oder umgekehrt.

Nehmen wir an v4 liegt im Aufleren von J. Die einseitig unendliche Jordan-
Kurve 44, die in vy startet, entlang -y, bis w4 lduft und dann entlang des Strahls
{tws | ¢ > 1} in Richtung unendlich l4uft, kann J hochstens in w4 einmal
schneiden. Da v, im Aufleren von J liegt, kreuzt 44 die Kurve J eine gerade
Anzahl oft, also gar nicht. Daher muss auch w4 im Aufleren von J liegen. Je-
de Kurve, die auf v2 vor w, startet und entlang ,, tiber v, entlang ¢, tiber v
entlang ¢, iber vy, entlang 74, tiber w4 und entlang des Strahls {tw, | ¢t > 1} in
Richtung unendlich lduft, kreuzt J genau einmal in v3, daher muss wy € J gel-
ten. Wir schliefSen, dass in diesem Fall w1, w2, ws und wy in dieser Reihenfolge
auf 0B, (0;R?) liegen. Liegt stattdessen v, im Inneren von J, so erhalten wir
mit der selben Argumentation, dass w1, ws, w3 und w, in dieser Reihenfolge
auf 9B,(0; R?) liegen.

Abbildung 4.8.: Beispiel fiir Lemma

Nach Voraussetzung enthalten v, Up13U7ys und v2Upa4 Uy, aber polygonale Kur-
ven p}; von wy nach ws beziehungsweise p), von wy nach wy. Es ist bekannt,
dass wegen der alternierenden Reihenfolge in der die w; auf dem Kreisrand
liegen, je zwei Kurven von ws nach wy bzw. von w; nach ws sich schneiden
miissen. O
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4.3. Planare Graphen mit eindeutigem unendlichem Cluster

Beweis von Theorem ' Ist 61 (v) = 0 fiir jedes v € V so gibt es f.s. keinen

unendlichen schwarzen Cluster fiir p = 1/2, was die Ruickrichtung zeigt.

Sei also p = 1/2, ¢ > 0 und nehmen wir an, es gibt f.s. genau einen unendlichen
schwarzen Cluster Cf;. Wegen der Vertauschbarkeit der Farben bei p = 1/2 gibt
es auch f.s. einen unendlichen weifien Cluster C._. Insbesondere ist 61 (0) > 0.

Der Abstand von 0 zu Cf, ist eine f.s. endliche Zufallsvariable. Unter Verwen-
dung der Notation aus Lemma konnen wir also feststellen, dass es ein
n € N gibt, sodass

PR, NCL #0]>1—¢

gilt. Sei ¢ die Jordan-Kurve, die Lemma fur B, (0) liefert. Weiter seien
(r1,...,7m), m € Ndie Knoten in R,, die in dieser Reihenfolge auf ¢ liegen. Fiir
U C R, betrachten wir nun das absteigende Ereignis E*(U) :=,Es gibt keinen
unendlichen schwarzen Pfad, der in U startet und R,, nur einmal schneidet.”
Wir definieren

fU) =P [E*(U)]

2

und erhalten folgende Eigenschaften:
@) f0) =1,
(ii) f({v}) >P1[X, =0] =3 fiirveR,,
2
(i) F(UUW) > fU)f(W) fur U, W C R, wegen der FKG-Ungleichung,
(iv) f(U) > f(W)furU C W C R,

W) f(Rn) <e.
Aus (ii), (iii) und (iv) folgt fir U C R, und v € R,

FU) 2 FU U {)) 2 LSO) @6

Die Idee ist, R, in vier aufeinander folgende Teile T7,...,Ts zu zerlegen, de-
ren f-Werte sich nicht zu stark unterscheiden. Wir teilen R,, zundchst in zwei
Abschnitte T8 := (ry,...,r) und T = (rip1,...,rm), wobei k € [m]. Fiir
k = m gilt also f(Tl(g)) = f(R,) < eund f(T;s(f)) = f(0) = 1. Wenn wir k um
eins verkleinern, steigt wegen f (Tl(;C )) héchstens um den Faktor 2 wihrend
f (Tg(f)) hochstens um den Faktor 2 fillt. Es gibt also ein k derart, dass
F(I)) < F(T57) < 41(13) (47)
und demzufolge auch
1Ty’
k
F(T))?

FTNATY) < f(R,) <&

<
<Af(TE)F(TSY) < Af(Ry) < 4e
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4. Existenz eines nicht-trivialen Phasentibergangs

gilt. Auf die selbe Art und Weise teilen wir Tl(é ) und Téf) in jeweils zwei Teil-

stiicke Ty, T» und T3, Ty, sodass

F(T) =Py [EX(T)] =Py (B~ (T)] < 2vV2Ve, i€ 4]

gilt. Definieren wir E~ (U) fiir U C R,,, indem wir in der Definition von E*(U)
schwarze Pfade durch weifle Pfade ersetzen, so gilt P1 [E~(U)] = Py [ET(U)].

Wihlen wir ¢ klein genug, so hat also das Ereignis
ET(Ty)NE (Iy)°NEY(T3)° N E(Ty)°,

dass in 77 und T3 zwei schwarze unendliche Pfade ; und 3 starten und dass
in Ty und T, zwei weifle unendliche Pfade v, und ~, starten, die alle R,, und
daher auch B, (0; G) nur einmal schneiden (jeweilsin vy, . . ., v4), positive Wahr-
scheinlichkeit. Der schwarze und der weifde unendliche Cluster sind aber nach
Voraussetzung eindeutig. Dass heif3t, es muss f.s. einen schwarzen Pfad p;3 ge-
ben, der v; mit 3 verbindet, und es muss £.s. einen weifSen Pfad p24 geben, der
~2 mit 4 verbindet. Diese Pfade erfiillen nach Konstruktion die Voraussetzun-
gen von Lemma und daher miissen sich v; U p13 U 3 und 2 U pog U 74
schneiden. Da der Graph planar ist, muss der Schnittpunkt ein Knoten sein. Da
kein Knoten gleichzeitig schwarz und weif$ sein kann, ergibt sich ein Wider-
spruch. O
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5. Eindeutigkeit des unendlichen
Clusters

Nachdem wir untersucht haben, unter welchen Voraussetzungen nicht-triviale
Phasentibergénge sichtbar werden, drangt sich die Frage auf, wie sich die An-
zahl der unendlichen Cluster verhilt. Im diskreten Fall wurde diese Frage von
Aizenman, Kesten und Newman in [AKNS87] zum ersten mal umfassend be-
antwortet. Der Beweis konnte von Gandolfi, Grimmett und Russo in [GGR88]|
nochmal signifikant vereinfacht werden. Diese vereinfachte Variante wurde vor
kurzem von Cerf in [Cerl5] auch quantifiziert. Alles in Allem schien die Her-
angehensweise jedoch zu stark die Unabhéngigkeit zu nutzen und so wurde
weiter nach einem allgemeineren Argument gesucht bis Burton und Keane in
[BK89] der endgiiltige Durchbruch gelang. Ihr Beweis macht nur sehr schwache
Voraussetzungen an die Abhédngigkeitsstruktur und wurde seitdem, aufgrund
der sehr eleganten und robusten Argumentation, vielfach adaptiert. Wir wer-
den hier beide Beweise einzeln aufgreifen und an den Rahmen der zufélligen
Mosaike anpassen. Die Adaption des Beweises von Gandolfi, Grimmett und
Russo wird dabei deutlich stdrkere Voraussetzungen verlangen als die des Be-
weises von Burton und Keane. Die Adaption des Beweises von Gandolfi, Grim-
mett und Russo liefert jedoch als Zwischenergebnis ein Theorem, welches die
Eindeutigkeit des unendlichen Clusters fiir sehr allgemeine deterministische
Graphen zeigt und in diesem Sinne zusétzliche Einsichten ermoglicht, die mit
der Argumentation von Burton und Keane nicht beweisbar sind. Unsere Ergeb-
nisse im Kapitel iiber First-Passage-Perkolation werden uns in die Lage ver-
setzen, dieses Theorem auf geeignete zufillige Mosaike anzuwenden und so
letztlich die Eindeutigkeit des unendlichen Clusters auf einem zweiten Weg zu
zeigen, wenn auch unter starkeren Voraussetzungen.

5.1. Das Argument von Burton und Keane

Die Adaption des Beweises macht es notwendig das kombinatorische Lemma
tiber die Partitionen einer Menge aus [BK89] leicht zu variieren. Wir schreiben
im folgenden Abschnitt Komponenten anstelle von Zusammenhangskompo-
nenten.
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5. Eindeutigkeit des unendlichen Clusters

5.1.1 Lemma
Sei H = (V, E) ein endlicher Graph, dessen Knoten einen der drei Typen ,Tri-Knoten”,
Jnf-Knoten”, ,Fin-Knoten” haben und der folgende Bedingungen erfiillt:

1. jede Komponente K C V von H, die einen Tri-Knoten v enthiilt, zerfillt durch
dessen Entfernung in mindestens drei Komponenten K, ..., K, m > 3, von
denen jede mindestens einen Inf-Knoten enthiilt,

2. H besitzt mindestens einen Tri-Knoten.

Es gilt
#Tri-Knoten in V + 2 < #Inf-Knoten in V.

Beweis: Wir fithren eine Induktion iiber die Anzahl der Tri-Knoten in V' durch.
Nehmen wir an, es gibt genau einen Tri-Knoten in V, dann gibt es in dessen
Komponente mindestens drei Inf-Knoten, was den Induktionsanfang zeigt.
Wir kénnen daher per Induktion davon ausgehen, dass H zusammenhéngend
ist. Sei also n € N und nehmen wir an, die Behauptung gilt fiir alle Graphen
mit n oder weniger Tri-Knoten. Enthélt V' genau n + 1 Tri-Knoten, so wéhlen
wir einen davon, den wir mit v bezeichnen. Wir bezeichnen die Komponenten
von H die durch das Entfernen von v entstehen mit K1,..., K,,, m > 3. Wir
behaupten, dass dann fiir jede der Komponenten K; i€ [m]

#Tri-Knoten in K; + 1 < #Inf-Knoten in K. (5.1)

gilt. Um dies zu zeigen, modifizieren wir jedes K;, i € [m], das einen Tri-
Knoten enthilt, derart, dass wir an die Stelle, wo wir v entfernt haben, einen
Inf-Knoten setzen, ohne dabei die Verbindung zu den anderen Komponenten
wieder herzustellen. Die derart modifizierte Komponente bezeichnen wir mit
K;. Fiir nicht modifizierte Komponenten sei K; = K,.

Wir unterscheiden zwei Fille. Enthilt K; keinen Tri-Knoten, so enthilt es we-
gen Voraussetzung 1 mindestens einen Inf-Knoten und gilt.

Enthilt K; mindestens einen Tri-Knoten, so erfiillt K; die Induktionsvorausset-
zung, da K; bei Entfernung eines weiteren Tri-Knoten immer noch in mindes-
tens drei Komponenten zerfallen muss, von denen diejenige, die ehemals v ent-
hielt, nach der Modifikation garantiert einen Inf-Knoten enthdlt. Alle anderen
blieben unverdndert und miissen daher nach Voraussetzung 1 einen Inf-Knoten
enthalten. Daher gilt nach Induktionsvoraussetzung

#Tri-Knoten in K; + 2 = #Tri-Knoten in K; + 2
< #Inf-Knoten in K;
< #Inf-Knoten in K; + 1
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5.1. Das Argument von Burton und Keane

und damit auch in diesem Fall (5.1). Demnach muss fiir H

#Tri-KnoteninV =1+ Z #Tri-Knoten in K;
i€[m]
<1+ Z (#Inf-Knoten in K; — 1)
i€[m]
<1+ #Inf-Knotenin V. —m
< #Inf-Knoten in V' — 2

gelten. O

Das Lemma kann verschirft werden (siehe z.B. [BR06b) S. 121, Lemma 3]), ist
jedoch fiir unsere Zwecke vollkommen ausreichend.

5.1.2 Theorem
Sei 9 ein stationdres Mosaik. Ist p € [0, 1] und

E[{Z M| ZN[0,1]% # 0}|] < o0

so gibt es Pp,-f.s. in Goy  hiochstens einen unendlichen schwarzen Cluster.

Beweis: Der Beweis ist, wie bereits erwéhnt, eine Adaption von [BK89]. Die Be-
hauptung ist fiir p € {0, 1} trivial, es sei also im Folgenden p € (0, 1). Nehmen
wir zundchst an, 9 ist ergodisch. Dann ist nach Abschnitt auch My unter
IP, ergodisch. Ist n € Ny U {00}, so definieren wir die Ereignisse

E, = {(m, f) € M | es gibt genau n unendliche schwarze Cluster in G, ¢ }.

Es gilt P,[MFr € E,] € {0,1}, da alle E,, verschiebungsinvariant sind. Daher
tritt genau eines dieser Ereignisse fast sicher ein und alle anderen treten fast
sicher nicht ein.

Nehmen wir an, fiir ein festes 2 < n < oo tritt E,, fast sicher ein. In diesem Fall
liegt 91 fast sicher in der Menge

A:={m e M| P, n[in Gn, r gibt es n unendliche schwarze Cluster] = 1}.

Wir fixieren ein m € A und definieren die Zufallsvariablen N(i,7), i € {0,1},
r € N als die Anzahl der unendlichen schwarzen Cluster des Graphen, den
wir erhalten, wenn wir in Gy, r allen Knoten in B,.(0; Gy,) den Wert (bzw. die
Farbe) i zuweisen. Da die Anzahl schwarzer unendlicher Cluster in Gy, r Pp m-
f.s. konstant n ist und mit positiver Wahrscheinlichkeit alle Knoten in B, (0; G,)
den Wert ¢ haben, i € {0,1}, gilt

Ppwm[N(0,7) =N(1,r)=n]=1, reN
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5. Eindeutigkeit des unendlichen Clusters

Da n < oo ist, kénnen die Zufallsvariablen N(0,7) und N(1,r) nur gleich
sein, wenn der Ball B,.(0;G,) von hochstens einem unendlichen schwarzen
Cluster geschnitten wird. Die Anzahl der unendlichen schwarzen Cluster, die
B,.(0; Gyy) schneiden, konvergiert fiir r — oo f.s. gegen n, was zum Wider-
spruch fiihrt.

Esbleibt der Fall auszuschliefSen, dass E f.s. eintritt. Nehmen wiran P,[E| =
1. Sei m € M ein Mosaik und (m, f) eine Farbung von m. Fiir z € R? war
Z5(m) die Zelle, die = enthélt (wobei wir eine beliebige Auswahlregel anwen-
den, wenn z in mehr als einer Zelle liegt) und wir nennen z einen Trifurkations-
punkt von (m, f) mit Parametern (r1,72), wenn folgende Bedingungen erfiillt
sind:

e Alle Knoten in B, (Z,(m); Gn) sind schwarz.

e Der duflere Rand 0% B, (Z;(m); G, ) des Balles um Z,(m) wird von min-
destens drei unendlichen schwarzen Clustern geschnitten, wenn wir die
Farbe jedes Knoten in B,, (Z,(m); Gy, ) auf weif3 setzen.

° Brl( r( )gm) [ T27T2]d-

Sei z € R% Da P,-f.s. unendlich viele unendliche schwarze Cluster existie-
ren, kann 7 so grofs gewéahlt werden, dass By, (Z;; Gon) mit positiver Wahr-
scheinlichkeit von mindestens drei unendlichen schwarzen Clustern geschnit-
ten wird. Unter P ist also eine Realisierung m von 9t mit positiver Wahrschein-
lichkeit derart, dass unter P, ., die zuféllige Farbung (m, F') mit positiver Wahr-
scheinlichkeit die zweite Bedingung an einen Trifurkationspunkt erfiillt. Daher
kann 5 so grofs gewdhlt werden, dass unter P, der Punkt x mit positiver Wahr-
scheinlichkeit ein Trifurkationspunkt von 9tz mit Parametern (rq, r2) ist.

Wie benétigen jetzt Lemma um zu zeigen, dass fiir jeden Trifurkations-
punkt innerhalb einer Menge wenigstens ein schwarzer unendlicher Pfad aus
dieser Menge heraus fithren muss. Genauer wollen wir Folgendes zeigen.
Wenn mindestens k € N Punkte der Menge D, := (312Z%) N [~r,7]¢, r > 0 Tri-
furkationspunkte eines zufillig gefarbten Mosaiks (m, F') sind, so gibt es min-
destens k + 2 schwarze Zellen in (m, F), die d[—r — ra, 7 + 2] schneiden. Die
Einschrankung auf 3ryZ% fithren wir deshalb ein, damit sich spéter kein Ball
B,,(Z;(m); G ) eines Trifukatiospunktes « mit dem entsprechenden Ball eines
anderen Trifurkationspunktes schneidet.

Dazu benétigen wir den gefdrbten Graphen G| 1, den wir erhalten, indem wir
fuir alle Trifurkationspunkte = € D, alle Zellen in B, (Z,(m); Gn,) weil3 farben.
Auflerdem konstruieren wir den Hilfsgraphen H = (V3, Ey ), dessen Knoten-
menge V3, aus drei verschiedenen Typen von Knoten besteht.

Fiir jeden Trifurkationspunkt = € D, gibt es in V; einen Knoten des Typs , Tri-
Knoten”. Fiir jeden unendlichen schwarzen Cluster in gm poder [—r—rg, r+rg)?
schneidet, fligen wir einen sogenannten ,Inf-Knoten” zu V3, hinzu und fiir je-

den endlichen schwarzen Cluster in G| 1, der fiir mindestens zwei Trifurkati-
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5.1. Das Argument von Burton und Keane

onspunkte z # y € D, die Mengen 9% B, (Z;(m); Gw) und 7 B, (Z,(m); Gm)
schneidet, fiigen wir einen sogenannten ,Fin-Knoten” zu V3; hinzu. Die Kan-
tenmenge Fy wird so konstruiert, dass jeder Fin-Knoten oder Inf-Knoten v mit
einem Tri-Knoten w verbunden ist, wenn der Cluster, den v représentiert, die
Menge 0" B;., (Z,(w)(m); Gm) schneidet, wobei z(w) der Trifurkationspunkt sei,
den w représentiert.

Um Lemma [5.1.1) nutzen zu konnen, miissen wir uns klarmachen, dass H die
Bedingung 1 des Lemmas erfiillt. Entfernen wir einen Tri-Knoten aus # so
zerfdllt H in mindestens drei Komponenten. Keine dieser Komponenten be-
steht nur aus Fin-Knoten, da diese wenigstens zu zwei Tri-Knoten verbun-
den sein miissen. Es kann auch keine der Komponenten nur aus Fin- und Tri-
Knoten bestehen, da in diesem Falle das entfernen eines solchen Tri-Knotens
aus H lediglich eine Komponente mit mindestens einem Inf-Knoten hinterlas-
sen wiirde.

Wir kénnen daher mit Lemma schlieflen, dass H mindestens so viele Inf-
Knoten wie Tri-Knoten hat. Nach Konstruktion von #H gibt es fiir jeden Inf-
Knoten in H einen unendlichen schwarzen Cluster in gn; proder [—r—rg, 7412 d
schneidet. Fiir jeden solchen Cluster muss wiederum der Rand 0[—7—ra, r+72]¢
von wenigstens einer schwarzen Zelle aus (m, f) geschnitten werden. Die er-
wartete Anzahl von Trifurkationspunkten in D, muss daher kleiner sein als
die erwartete Anzahl schwarzer Zellen, die 9[—r — ra, 7 + rg]d schneiden. Die
erwartete Anzahl Trifurkationspunkte in D, ist von der Ordnung 7. Die er-
wartete Anzahl schwarzer Zellen, die 9[—r — 74,7 + 73] schneiden, ist jedoch
nach Voraussetzung nur von der Ordnung r¢~!, was zu einem Widerspruch
fiihrt, wenn r grofs genug ist. Damit ist die Behauptung fiir ergodische Mosa-
ike gezeigt.

Ist Mt lediglich stationdr, so gibt es nach [Kal02, Theorem 10.26] eine geeignete
o-Algebra und ein Mafs v auf der Menge £ der Verteilungen von ergodischen
zufdlligen Mosaiken, sodass fiir jedes Ereignis A € F(M)

Pan[A] = /L P(A)w(dP)
gilt. Nach Voraussetzung gilt
/ {Z em| ZN[0,1]% # 0}|Pyp(dm) < oc.
Daher muss fiir v-fast alle Verteilungen P ebenfalls
/|{Z€m | Z0[0,1]% £ 0}|P(dm) < 0o (52)
gelten. Fiir ein ergodisches zufélliges Mosaik dessen Verteilung P die Bezie-

hung erfiillt, haben wir jedoch gezeigt, dass es P-f.s. hochstens einen un-
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5. Eindeutigkeit des unendlichen Clusters

endlichen Cluster gibt. Daher ist die Wahrscheinlichkeit, dass es in Gsn hochs-
tens einen unendlichen Cluster gibt gleich eins. O

Wie in Theorem bereits vorweggenommen, folgt aus Theorem fiir
p = % die Abwesenheit eines unendlichen schwarzen bzw. weifien Clusters
in einem ergodischen zufélligen Mosaik mit schwachen Momenteneigenschaf-
ten. Wir vermuten, dass in vielen Fillen, in denen in einem 2-dimensionalen
Mosaik fast sicher je hochstens drei Zellen eine Ecke gemeinsam haben, die
kritische Perkolationswahrscheinlichkeit exakt den Wert 1 hat, konnten jedoch
keine gentigend schwachen hinreichenden Bedingungen dafiir finden. Wie be-
reits erwdhnt, wurde dieses Ergebnis in [BR064] fiir den Spezialfall des Poisson-
Voronoi-Mosaiks gezeigt. Der Beweis in diesem Spezialfall ist jedoch bereits

sehr aufwiandig.

5.2. Das Argument von Gandolfi, Grimmett und
Russo

Wir formulieren das Ergebnis dieses Abschnitts zuerst fiir deterministische Gra-
phen G := (V, E) und wenden es dann auf zufillige Mosaike an.

Wir bezeichnen in diesem Abschnitt mit L, das Ereignis, dass der Knotenv € V
im dufleren Rand von zwei unendlichen schwarzen Clustern liegt. Der Beweis
des folgenden Lemmas findet sich im Wesentlichen auch in [GGR88], wir wer-
den ihn hier dennoch noch einmal ausfithren, um die Details, die sich durch
die Verallgemeinerung ergeben, direkt priifen zu kénnen.

5.2.1 Lemma
Sei G ein Graph und v € V ein Knoten in G. Ist p € (0,1), so gibt es eine Konstante
c1(p) € (0,00), sodass fiir alle e > 0 und k € N

1—
Pp |3+C'v\ _ Tp|c“| > 5]{:, |Cu| + |3+C'U| =k < efcl(p)zz?k

gilt.

Beweis: Wir erinnern daran, dass A, ;,(G) die Menge der Graphentiere o mit
|a| = n inneren und [0 «| = b Randknoten war, wenden die Markov-Unglei-
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5.2. Das Argument von Gandolfi, Grimmett und Russo
chung mit der Funktion r + ¢'”, ¢ > 0 an und erhalten
+ l-p +
P, ||07Cy| — T'CU| > ek, |Cy| +|07Cy| =k

< e—aktEp [et(\8+CUI—I’T”\CUI)]1{|CU| + |5+C’U| = k}}

1=pp) p
=e N AL (9)]e T p (1 - p)
n+b=k

=Y [ Aua@ (e ) (=)t
n+b=k

Wir schreiben abkiirzend ¢; := pe™ "7 sowie gy := (1 — p)ef, womit

1 _
P, [l - L2210 2 <kl + 076 =

n b
< _ckt + k An ( q1 > ( q2 )
<e 1+ q2) Z ‘ »(9)] Q1+ ¢ q1+ g2

= (@1 + @) P_u_[IC] +[0FC,| = K]

q1+42

gilt. Es ist leicht nachzurechnen, dass

@1+ go < et 2

mit co(p) < % + e — 1 gilt. Wahlen wirnun ¢ = 72026(;7) , ergibt sich
1-— k 2
Py [[07Col = Lo21C| 2 ek, G + 10 Co| = k} < exp (—5) |
p 4ea(p)

O

Es ist also ,unwahrscheinlich”, dass ein Cluster der Grofle (1 — p)k deutlich
mehr als pk Nachbarknoten hat. Dabei spielt der Graph G keine Rolle. Es ist au-
Berdem interessant, dass diese Abschédtzung auch fiir p = p, gilt. In diesem Fall
wird fiir viele Graphen (insbesondere bei d-dimensionalen Gittern) erwartet,
dass P, [|Cy| 4+ |07 C,| = k] lediglich polynomial fallt und nicht exponentiell.
Die Besonderheit des folgenden Theorems liegt nun insbesondere darin, dass
keine Transitivitdt oder Quasitransitivitat fiir den Graphen G gefordert wird.

5.2.2 Theorem
Sei G ein zusammenhingender Graph mit den folgenden Eigenschaften:

1. Fiir die Funktionen
g1:V—=R: v Py[L,]
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5. Eindeutigkeit des unendlichen Clusters

und
g2V —=R: v [0 {v},
existiert )
¢ = llm ——— i(v), 1€{1,2
vEB, (0)
und ist 0 genau dann, wenn g; = 0.
2. Fiir die GrofSe des Balls B,,(0) gilt
B 0
lim 7‘Bn(0)| =0, lim 7| n_\/ﬁ( ) =1,
n—o00 nes n—o00 |Bn(0)|

mit geeignetem cs € R.

Dann existiert fast sicher hochstens ein unendlicher Cluster in G.

Die erste Voraussetzung an G ist eine Art Ergodizitdt oder Mittelbarkeit, die
perfekt zu der Anwendung auf ergodische Mosaike passt. Die zweite Voraus-
setzung wird erfiillt, wenn die Grofie des Balls polynomial wéchst, d.h. wenn
es c4,c5 > 0 gibt mit
B, (0

lim 7| (0)] = cCs.

n—oo nc4
Mit der Beziehung B,,_4;(4,0)(0) C By, (v) C Bptdg(v,0)(0) fiir v € V rechnen
wir leicht nach, dass die zweite Voraussetzung nicht von der Wahl der Wurzel
0 von G abhéngt.

Beweis von Theorem Der Beweis ist, wie bereits erwdhnt, eine Verallge-
meinerung von [GGR88||. Die Behauptung ist fiir p € {0, 1} trivial, es sei also
im Folgenden p € (0,1). Gibt es mit positiver Wahrscheinlichkeit mindestens
zwei unendliche schwarze Cluster, so gibt es auch einen Knoten v € V' der mit
positiver Wahrscheinlichkeit im Rand von zwei unendlichen schwarzen Clus-
tern liegt. Wir zeigen im Folgenden, dass dies jedoch nicht moglich ist, das also
P,[L,] = 0 fiir alle v € V gilt. Wir definieren die Mengen

C, :={C N B,(0) | C ist ein schwarzer Cluster in G mit C N 9" B,,(0) # 0}

F, = U C

ceC,
Gn:=B,0)n | J otC
ceC,
H,:=B,(0)n |J (9CinaCy)
Cl¢02€cn
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und erhalten

Elz |C]| :]E[ > 1{z 07 B,(0)}

ceC, € B, (0)
p +
z€B,_1(0)
< —EE[|Gall 410" Ba-1(0)]
p
Damit gilt
li ! > Py[L]
m ———-— v
n—00 |Bn(0)|UEBn(O) P
E, [[Hnl]
< lim ————
n—+00 IB (0)]
< lim ——FE |0TC| | — |G,
i |3 L
. + —Pp Pia+
< lim E,| > o7C|— le] 0% B,,_1(0)]
n—soo ‘B | el
=:f(C)

(5.3)

- | 5 ]

nee ‘B cecC

Wir méchten nun Lemma anwenden und definieren dazu
C,:={CecC,||C|+]07C| > Vn}
und fiir ¢ > 0 das Ereignis

= () {r(©) <<l +ora)).

cecy,

Wir teilen die Summe in auf in die Summe {iiber die Cluster aus C/, und die
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5. Eindeutigkeit des unendlichen Clusters

Summe iiber den Rest. Fiir den Rest gilt dann

> f©)

Cceca\Cl,

Z Eagel

ceC,\C,

> |3+{v}|]

UGBn(O)\an\/R(O)

S ot Pl L S

©€B,(0) |Bo-vm(0)] ©E€B,_ /= (0)

1
E
B, (0)] "

 [Ba(0)]
n—oo
-

0

und somit bleibt die Summe aus (5.3) Giber C;, zu untersuchen. Dabei betrachten
wir den Erwartungswert, wenn A,, eintritt und wenn nicht. Es gilt

+E[Z F(C) Lag )

cecy,
+E [Z 10+ 0| 1ac

|Bn1(0)| (E [Z f(C) 14,

cec,

1
< m (E [Z e(IC]+o*C))

( cec, cec,
— o 1 i .
= | B,,(0)] Z (L +[07{a}]) + 1B, (0)] Z |0 {x}[(1 = Pp[An])

z€B, (0) z€B,(0)

n—,oo

ZF e(1 4 c2) + ca(1 — Pp[An])
und wir wenden Lemma 5.2.1|an, um mit
1-Py[A,] <Py[Fv € B,(0): Cy, €C,, f(Cy) >e(|Cy] + 10+C,|)]
< DD Bf(Cy) > ek, [Col +107C| = K]

vEB,(0) k>\/n

< |Bn(0)| Z 6—0652k
k>y/n

n—oo
— 0

zu zeigen, dass
1
lim ———— P,[L,] =0
n—oc | By, (0)] 2 B

vEB,(0)
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5.2. Das Argument von Gandolfi, Grimmett und Russo

gilt. Daraus folgt nach Voraussetzung 1, dass P, [L,] = O fiirallev € Vist. O

Auch bei Theorem[5.2.2]bleibt zunéchst die Frage, auf welche Graphen, die man
bisher noch nicht behandeln konnte, es sich anwenden ldsst. Die Antwort wird
sein, dass es sich auf Graphen Gyy, die von ergodischen zufdlligen Mosaiken
9N erzeugt werden, anwenden ldsst. Dazu brauchen wir jedoch eine gute Kon-
trolle iiber das Verhalten des Balls in Ggy. Dies ist das Thema des kommenden
Abschnitts. Leider werden die dort bendtigten Voraussetzungen an das Mosaik
deutlich starker sein, als die minimalen Voraussetzungen in Theorem [5.1.2}
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6. First-Passage Perkolation

In diesem Abschnitt widmen wir uns der sogenannten First-Passage Perkola-
tion, die von Hammersley und Welsh [HW65] im Jahr 1963 eingefiihrt wur-
de. Das Modell entstand ebenfalls aus dem Ansatz, eine Fliissigkeit durch ein
poroses Medium flieflen zu lassen. Im Gegensatz zum normalen Perkolations-
modell steht hierbei jedoch nicht die Durchlassigkeit des Mediums, sondern
die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Fliissigkeit im Mittelpunkt. Die First-
Passage Perkolation wurde dabei wesentlich von Arbeiten von Cox, Durrett,
Grimmett, Kesten, Kingmann und anderen geprégt. Als Meilenstein von enor-
mer Wichtigkeit, weit tiber den Bereich der First-Passage Perkolation hinaus,
sei in diesem Zusammenhang auch die Entdeckung des subadditiven Ergo-
densatzes von Kingman [Kin73] genannt. Einen guten Einstieg in die Thematik
bietet der ausfiihrliche Ubersichtsartikel von Auffinger et. al. [AHD15].

Auf dem d-dimensionalen Gitter Z¢ wird das Modell fiir gewohnlich so ein-
gefiihrt, dass es eine Familie T = {7, | e € E(Z%)} von nicht negativen Zufalls-
variablen gibt und jeder Kante e € E(Z?) die Zeit T, zugeordnet wird, deren
Wert festlegt, wie lange die Fliissigkeit benétigt, um diese Kante zu passieren.
Dadurch ergibt sich fiir je zwei Knoten v, w € Z¢ die zufillige Passierzeit

;1) :=inf T,
T(v,w;T) in Z

ecy

wobei das Infimum tiber alle Pfade v genommen wird, die in v starten und in w
enden (Pfade werden hier ausnahmsweise als Folgen von Kanten interpretiert).
Die Passierzeiten ergeben eine zuféllige Pseudometrik auf Z?. Wir kénnen die-
se Pseudometrik leicht auf R? ausdehnen, indem wir 7(z,y; T) := 7(vs,vy; T)
fiir z,y € R? definieren, wobei v, v, € Z¢ mitx — v,,y — v, € [—1,3) gelten
soll. Unser Ziel in diesem Kapitel ist es, das Modell auf zuféllige Metriken in R?
zu erweitern. Dabei ist ein wichtiger Spezialfall, dass der Graph Z¢ durch den
zufélligen Graphen Gor, der von einem zufélligen Mosaik 9t induziert wird,
ersetzt wird.
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6. First-Passage Perkolation

6.1. Ein Shape-Theorem fiir zufallige
Pseudometriken

Es liegt nah, die Blle
Bi(z;T) :={y e R | 7(x,y; T) < t}, zcR?

in der Pseudometrik 7(z,y; T') zu betrachten und sie mit Billen in anderen Me-
triken zu vergleichen. Es stellt sich heraus, dass es, unter gewissen Momen-
tenbedingungen an die Zeiten T' := (T.).cp(z4), eine Norm auf Z? gibt, deren
Bélle den Béllen B;(x;T') sehr dhnlich sind. Theoreme dieser Art firmieren in
der englischen Literatur unter dem Namen ,,Shape Theorem”.

6.1.1 Theorem [Kes86, Theorem 1.7 und 1.15]
Sei T := (1) ccp(za) eine Menge von u.i.v. Zufallsvariablen mit

Emin{T{o +e,},-- -+ Tf04e,) }*] < 0. 6.1)

Es gibt eine nicht leere konvexe Menge S C RY, die invariant unter Spiegelungen
in Koordinatenrichtung sowie Permutationen von Koordinaten ist und die entweder
kompakt oder gleich R? ist. Die Menge hat auflerdem folgende Eigenschaften:

o Ist S kompakt, so gilt fast sicher: fiir jedes € > 0 gilt fiir geniigend grofie t

(1-¢)ScC w C(1+¢)S.
o Ist S =RY, so gilt fast sicher: fiir jedes ¢ > 0 gilt fiir geniigend grofie t
fre B[ afo < o ¢ 20T,

Ist die Momentenbedingung nicht erfiillt, so gilt

lim sup 77(0’ v T)

=00 fs..
||v]|2—o00 ||U||2

Esist S = R genau dann, wenn P[T,, = 0] grifler oder gleich der kritischen Perko-
lationswahrscheinlichkeit fiir Kantenperkolation auf Z¢ ist.

Wir mochten die First-Passage Perkolation auf zuféllige Mosaike bzw. die von
ihnen erzeugten Graphen iibertragen und fithren dazu folgende Begriffe ein.
Jedes Mosaik wird eindeutig durch die (d — 1)-dimensionalen Seitenfldchen
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6.1. Ein Shape-Theorem fiir zufillige Pseudometriken

der Zellen bestimmt. Wir nennen einen Partikelprozess, dessen Partikel f.s. die
(d — 1)-dimensionalen Seitenfldchen von Zellen eines Mosaiks sind, einen Sei-
tenflichenprozess. Ist M ein zufélliges Mosaik, so nennen wir den Partikelpro-
zess M=), der aus den (d — 1)-dimensionalen Seitenflachen der Zellen von
M(4=1) besteht, den von M induzierten Seitenfliichenprozess und umgekehrt nen-
nen wir 90 das zu M@~V zugehorige Mosaik (fiir Details zur Existenz und Mess-
barkeit sei auf Kapitel 10 in [SW08] verwiesen).

Abbildung 6.1.: Eine Realisierung eines zufilligen Voronoi-Mosaiks 9, das
von einem stationdren Punktprozess erzeugt wird. Samtliche
Marken sind konstant 1. Mit verschiedenen Farben sind
die Mengen B (0; Dﬁ(ld_l)), ..., Bs(0; zm(ld‘”) gekennzeichnet.
Die zwei schwarzen Kreise deuten die Konvergenz von
B,,(0; mﬁd‘l)) gegen den Kreis als Grenzform an.
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6. First-Passage Perkolation

Der Einfachheit halber werden wir uns in diesem Abschnitt auf Mosaike be-
schranken, bei denen der Schnitt zweier Zellen entweder leer oder eine (d — 1)-
dimensionale Seitenfldche beider Zellen ist. Da Seitenfldchenprozesse Partikel-
prozesse sind, ist nach Abschnitt 2.2|klar, was die Begriffe stationér, ergodisch
und markiert in diesem Zusammenhang bedeuten. Es ist auch klar, dass zwi-
schen den Partikeln in M~ und den Kanten in Goy in natiirlicher Weise eine
Eins-zu-Eins-Beziehung existiert.

Ist nun M@= .= {S; | i € N} der vom Mosaik 9t induzierte Seitenflachenpro-
zess, T = {T; | i € N} eine Folge nicht negativer Zufallsvariablen und E)ﬁg,fl .
{(S:,T;) | i € N} ein markierter Seitenflichenprozess mit Markenraum [0, o),
so induziert dieser eine zufillige Pseudometrik auf R? via

'm(d_l) =1 f Tl]]. Slﬂ ,
T(l'vyv T ) 12 Z { 0 74‘ Q)}

ieN

wobei das Infimum tiber alle stetigen, polygonalen Kurven von z nach y ge-
bildet wird (wir identifizieren Kurven stets mit ihrem Bild, vgl. Abschnitt[4.3).
Diese Metrik entspricht der Vorstellung, dass die Fliissigkeit sich innerhalb von
Zellen mit unendlicher Geschwindigkeit ausbreitet und eine Zeit T; benotigt
um durch die Zellwand S; zu diffundieren.

Die zufilligen Bélle in dieser zufélligen Pseudometrik (vgl. Abb. bezeich-
nen wir mit

Br(x;i)ﬁgfl_l)) ={y eR?| T(;v,y;fmgfl_l)) <r}.

Wie in den vorangegangenen Abschnitten stellt sich die Frage, unter welchen
Bedingung an das Mosaik ein Shape-Theorem nachweisbar ist. Wenn wir ver-
suchen mit einer Approximation an das Problem heranzugehen, kénnen wir
Theorem nicht nutzen, da die Unabhéngigkeit der Zeiten in einem ap-
proximierenden Gitter im Allgemeinen nicht gegeben sein wird. Wir benttigen
stattdessen Kenntnis tiber das Verhalten eines Modells auf dem Gitter, wenn
die Zeiten nicht unabhingig, sondern lediglich ergodisch sind. Dies wurde
von Boivin in [Boi90] sehr allgemein behandelt und wir wiederholen hier den
Hauptsatz und das zentrale Lemma seiner Arbeit, um uns mit einer anderen
Darstellungsart der Shape Theoreme vertraut zu machen. Es sei daran erinnert,
dass eine Abbildung x : R? — [0, c0) genau dann eine Halbnorm ist, wenn

1. u(Az) = |Mu(z), NeR,x R4,
2. p(z+y) < pla) +ply), wyeR?

gilt (es kann also im Gegensatz zu einer Norm auch p(z) = 0 sein, obwohl
x # 0ist). Es ist leicht zu zeigen, dass dies bereits

lu(z) — p(y)| < maxp(e;)llz — yll (6.2)
1€[d)
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6.1. Ein Shape-Theorem fiir zufillige Pseudometriken

und somit die Lipschitz-Stetigkeit von p impliziert.

Auf E(2?) definieren wir analog zu Abschnitt[2.4]den Shift-Operator 6, v € Z¢
via 0, ({wy, w2 }) == {wy +v,ws +v} fiir {w1,we} € E(Z). Ebenfalls analog sei-
en die Begriffe stationdr und ergodisch definiert. Wir weisen darauf hin, dass
die Stationaritét einer Familie von Zufallsvariablen T" := (7¢).c g(z+) nicht im-

pliziert, dass T e,} e T(0,e,} gilt.
6.1.2 Theorem [Boi90]

Sei T := (T¢)cc p(zay eine stark ergodische Familie von Zufallsvariablen. Ist

E[T{dof;}] < o0

fiir alle i € [d] und ein € > 0, so existiert eine Halbnorm i mit

0T~ p@) =0 fs..

im
lollz—oe ||v]|2

Die Aussage von Theorem ist zunédchst, dass fiir jeden Vektor u mit ||ul|2 =
1

T
lim 7(0,7u; T)

r—00 'S

= p(u)

gilt. Dies bedeutet, dass p(u) die reziproke asymptotische Geschwindigkeit ist,
mit der sich die Fliissigkeit in Richtung « durch das Gitter bewegt. Der Fall
pu(u) = 0 impliziert daher, dass sich die Fliissigkeit mit beliebig hoher Ge-
schwindigkeit in Richtung « durch das Gitter bewegen kann.

Dariiber hinaus macht Theorem aber auch die Aussage, dass die Kon-
vergenz fiir alle Richtungen gleichmifSig ist. Dies ist die Hauptaussage, da die
Existenz des Limes in eine konkrete Richtung sofort aus der starken Ergodizitét
von T folgt.

6.1.3 Lemma [Boi90]
Sei T := (T¢.)cc p(zay eine stark ergodische Familie von Zufallsvariablen. Ist

B[] < o0

fiir alle i € [d] und ein € > 0, so gibt es eine Konstante ¢ die nur von der Dimension
abhiingt, sodass fiir alle X > 0
d+e
P| sup 7(0,v;T) cmax;e(q) E [T{O,ei}]

vezarfor NVl - Ad

gilt.
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6. First-Passage Perkolation

Fiir Mosaike mit zufélligen Zeiten ergibt sich ein sehr dhnliches Bild. Bei der
Suche nach einem Beweis wurde jedoch deutlich, dass ein Shape-Theorem fiir
First-Passage Perkolation auf zufélligen Mosaiken nur ein Spezialfall einer Ver-
allgemeinerung des Theorems von Z< auf R? ist, den wir im Folgenden be-
weisen werden. Diese Verallgemeinerung deckt auch die Existenz eines Shape-
Theorem:s fiir viele weitere Spezialfélle ab, die bereits in der Literatur behandelt
wurden [VAW92]], [HN97], [LWQ9] (in der dritten Arbeit konnen dadurch auch
die notwendigen Voraussetzungen deutlich abgeschwécht werden). Erstaun-
lich ist dabei, dass weiterhin Ergodizitdt und eine schwache Momentenbedin-
gung die einzigen notwendigen Voraussetzungen sind.

Wir nennen eine Familie von [0, co)-wertigen Zufallsvariablen 7 := {7(z,y) |
z,y € R} eine zufillige Pseudometrik auf R?, wenn fast sicher fiir alle z,y, z €
Rd

7(z,x) =0,

=0
(v, y) = 7(y, 7),
m(z,y) < 7(x,2) +7(2,9)

gilt. Formal ist 7 ein zufélliges Feld auf R2¢, das heifit, ein zufélliges Element

im Raum [0, 00)®*’, der wie tiblich mit der von den Projektionen erzeugten o-
Algebra ausgestattet ist. Wir definieren den Verschiebungsoperator 6, via

0.(r(z,y)) :=7(x — 2,y — 2)

und fiithren Stationaritdt und (starke) Ergodizitét einer zufélligen Pseudometrik
wie in Abschnitt2.2]ein.

6.1.4 Theorem
Ist 7= {7(z,y) | x,y € R} eine stark ergodische Pseudometrik mit

E [max {7(0,2) | o/l < 1}*7] < o0 63)

so gibt es eine Halbnorm p, sodass

L (r(0,2) — () =0

lzlla—oo ||Z]|2

gilt.

Beweis: Das Grundgertist des Beweises ist wie in [Boi90], wir miissen uns je-
doch um einige zusétzliche Probleme kiimmern, die in unserem stetigen Rah-
men entstehen. Fiir eine feste Richtung v € S?~! existiert wegen der starken
Ergodizitdt von 7 und dem subadditiven Ergodensatz [Kal02, Theorem 10.22]

der Limes 0
w(u) = lim M

n—00 n
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6.1. Ein Shape-Theorem fiir zufillige Pseudometriken

Die Homogenitéit von p folgt direkt aus der Definition und die Dreiecksunglei-
chung fiir ;1 folgt sofort aus der Dreiecksungleichung fiir 7. Wenn die Konver-
genz also ,gleichmifiig in alle Richtungen” ist, folgt die Behauptung.

Wir zeigen zuerst, dass es geniigt sich auf » € Z? zu beschrénken. Fiir z € R?
sei z, € Z% so gewihlt, dass  — x, € [—1, 3)¢ gilt. Dann gilt wegen

ol 70— (@)
= ||xl||2 (170, 2) = plwe)| + 7y )] + [a(r) = a()])
: 1 1 1
< 1o (@ 20) = ()| + masc{r(ar,y) |y € 27+ [~5.2)) + g maxpu(es).

LemmalA.4Jzeigt nun, dass aus Voraussetzung (6.3) folgt, dass fiir ein beliebiges
§ > 0 der zweite Summand fast sicher nur fiir endlich viele x, € Z? grofer als
S|z, ||2 ist. Damit folgt, dass es gentigt

1
limsup ——|7(0,v) — p(v)| =0

[|v||2—00,veZd ”1}H2

zu zeigen. Die Idee ist nun, mit Hilfe von Lemma die Konvergenz in Ke-
geln

K(u,r,0):= {mERd [ zlle <7, (75-,u) >1—48}

llzll2”

mit Richtung u € 8?71, Lange r € [0,00] und Offnungswinkel arccos(1 —
d) € [0,27] zu zeigen. Wir definieren eine diskrete Familie von Zeiten T' :=
(Te)ecp(z4) via

Tiowy = T(v,w), {v,w}e B(Z%).

Wegen Lemma und der starken Ergodizitdt von 7 ist T stark ergodisch, es
gilt

r(v,w) < 7(v,w;T) v,w e Z2 (6.4)
und damit wegen auch

JE[T?J;}] < Elmax{7(0, ) | [|zo < 1}9F°] < 0. (6.5)

Wir fixieren jetzt eine Richtung v € S%~! und nutzen Lemma um zu zei-
gen, dass Kegelkappen einer gewissen Dicke Punkte enthalten, die von tiberall
relativ gut erreichbar sind. Das heifit, fiir jedes p > 0, A € R mit

P| sup |ol3'7(0,0;T) > A <1
veZ\{0}
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6. First-Passage Perkolation

und jedes § > 0 gilt fast sicher: Fiir gentigend grofies » € R gibt es ein v €
(K(u,r(1+ p),8) \ K(u,r,8)) NZ%, sodass

A, =) osup T0wT)
wezd\{v} [v— w2

eintritt. Dazu wenden wir zundchst den diskreten rdumlichen Ergodensatz (sie-
he [NZ79, Proposition 4.23, Beispiel 1]) auf die Folge von Kegeln {K (u,r,§) |
r € N} und die Funktion 1 4, an und erhalten, dass fiir ¢ € (0,P[Ao]) fir alle r
grof$ genug

1
P[Ag] — ¢ < m Z 14, <P[Ag] +¢€
7 veK (u,r,8)NZd

gilt. Nehmen wir an, dass es fiir eine Realisierung von 7 kein v mit der gewiin-
schten Eigenschaft gibt, so gilt

Ty,

1
[P’[Ao] —e< d Z
K (uw,r(L4p), ) NLY

Auflerdem rechnen wir leicht nach, dass
d

. r
lim

rovoo [K(u,r,0) N2 c2(9)

gilt. Daraus folgt fiir  grof$ genug

(2(8) = &) (r* (1 + p)? = 1) < (K (u,r(1+ p), ) \ K (u,7,8)) N 2|

1
< — Y da, —|K(u,r,6) N2
= P[Ao] p Ay ‘ (U,T, ) |
veEK (u,r,8)NZ4

< |K(u,r,6) N2 <]P[Aﬂf5 - 1)
< (ca(8) + &)r? (m - 1>

und damit ein Widerspruch, wenn wir ¢ klein genug wéahlen.

Betrachten wir nun die Abweichungen innerhalb eines Kegels. Es sei u € S 1,
§,p > 0 und fiir r € R gro8 genug sei w(r) € Z? ein Punkt in K (u,7(1 + p),d) \
K (u,r,0), sodass A, eintritt. Fiir v € K(u,00,6) N Z* mit [|v||; gro genug
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6.1. Ein Shape-Theorem fiir zufillige Pseudometriken
gilt

7(0.0) = )] € o

(17(0,0) = (0, w([v]}2))
+ 170, w([[vll2)) = 7(0, [|v]|2w)]
+17(0, [lvllaw) = p(flv]l2w)]
+ lulllollaw) = p(o)])
und wir schitzen alle Summanden geeignet ab. Aus und LemmalA.¢|folgt
[7(0,0) = 7(0, w([[v]l2))] < 7(v, w([[v]]2))
< 7(v,w(|[vll2); T)
< Ao —w([oll2)]l
< Avll2(p +2v20(1 4+ p)
und analog
I7(0, w([[v]l2)) = (0, l[v]l2w)| < Allvl2(p +2V25(1 + p)).
Aus schliefen wir

ln(llvllzu) = p(v)] < gré?gfu(ei)ll [0l[2u = v]l2

< max u(es) [ollz2(p + 2v25(1 + p)).

Also kénnen wir zu jedem ¢ > O und u € S4 1 Werte \,rg € Rund p,d > 0
finden, sodass fast sicher fiir alle v € K (u, 00, §) N Z% mit ||v||2 > 7o

mmo,v) — u(w)] < e

gilt. Wir schreiben 6 (u, ) anstelle von § um die Abhangigkeit zu verdeutlichen
und sehen ein, dass die Kegel {K (u, 1,0(u,¢)) | u € S¢~1} die Einheitssphire
tiberdecken. Es ist moglich, eine endliche Teiliiberdeckung {K (u;, 1, 6(u;,€)) |
i € [m]} mitm € N,u; € S¥! zu finden, da S¢~! kompakt ist. Demnach gilt

R = U K (u,00,0(u;,€))
i€[m]
und es folgt die gewtinschte gleichméflige Konvergenz. O

Um den Begriff ,Shape Theorem” fiir Theorem zu motivieren, bringen wir
dessen Aussage in die Form von Theorem Dazu sei fiir € R?

Bi(z;7):={y € R? | 7(x,y) <t}

definiert.
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6. First-Passage Perkolation

6.1.5 Lemma
Es existiert genau dann eine Norm (1 mit

1
lim  ——(r(0,2) — p(a)) =0 fs.,
lzll2—o0 [|2]]2
wenn eine kompakte konvexe Menge S existiert und fast sicher fiir alle € > 0 und
geniigend grofie t
B .
(1-¢)Sc tf”)

C(1+¢)S

gilt. In diesem Fall gilt S = {z € R? | pu(x) < 1}.
Es ist genau dann

o (0,0)

lzlla—oo |22

=0 fs.,

wenn fast sicher fiir alle ¢ > 0 und geniigend grofie t

B .
freR! | ol < ¢} c 200

gilt.

Beweis: Der Beweis ist eine leichte Ubungsaufgabe, und vollkommen identisch
zum diskreten Fall [Kes86|. O

Das Lemma charakterisiert die beiden Fille p(x) # 0 fiir alle  # 0 und
w(z) = 0 fir z # 0. Es ist aber im Prinzip in diesem allgemeinen Rahmen
moglich, dass p nur auf einem k-dimensionalen Unterraum des R? konstant
null und aufierhalb dieses Unterraums positiv ist. In diesem Fall erhielten wir
eine Mischung der beiden Aussagen aus Lemma Die Aussage, die wir
dann uiber B, (0; 7) treffen konnen ist wie auch die zweite Aussage des Lemmas
eher schwach, daher interessiert uns besonders der Fall, in dem x eine Norm
ist, d.h. es gilt yu(x) > 0 fiir = # 0. Diesen Fall untersuchen wir in Abschnitt[6.2}
Theorem|6.1.4]kénnen wir jetzt leicht auf First-Passage Perkolation in zufélligen
Mosaiken anwenden. Wir werden dabei die Momentenbedingung minimal ver-
schiérfen, da sich deren Nachweis dadurch deutlich leichter gestaltet.

6.1.6 Korollar

Sei zmg? Y ein stark ergodischer unabhingig markierter Seitenflichenprozess mit Mar-
kenraum [0, 00), Markenverteilung Q und zugehorigem zufilligen Mosaik 9. Ist fiir
eine >0

d+e
E (Z ]1{20[0,1]%%}) <00

Zem
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6.1. Ein Shape-Theorem fiir zufillige Pseudometriken

und

/ t4TeQ(dt) < oo,

so gibt es eine Halbnorm p, sodass

(m(0,z;ME ) — p(z)) = 0

lim
lzllz—oo ||||2

gilt.

Beweis: Der unabhingig markierte Seitenfldchenprozess ‘.mgfi Y ist stark ergo-
disch, also ist nach Lemma auch 7(-, -; smgii V) stark ergodisch. Sei

N:={Zem|zZn[-3, 34

die Menge der Zellen, die den verschobenen Einheitswiirfel schneiden. Der von
N induzierte Teilgraph Gy von Goy ist zusammenhdngend, also gibt es einen
Spannbaum mit Kantenmenge K, fiir die |K'| = |[N| — 1 gilt. Daher ist

max {T(O,x;i)ﬁgfifl)) [ 1Z]loo < 1} < Z Te
eceK

und wir erhalten aus dem Lemma[A.Tjund den beiden Voraussetzungen

E {max {T(O,x;fm(Td_l)) | z]loo < 1}d+5}

d+e
<E ( > 1{zn)o, 1}d}> /td+EQ(dt) < 0.

zZem

Theorem liefert damit die Behauptung. O

Um die Tragweite und Allgemeinheit von Theorem [6.1.4] zu illustrieren, méch-
ten wir auf zwei Dinge hinweisen.

Den Verallgemeinerungen des Modells auf zufélligen Mosaiken sind kaum
Grenzen gesetzt. Es wire beispielsweise moglich Zellen mit zufélligen Zeiten
zu versehen, Zeiten deterministisch aus Charakteristika des Mosaiks und der
Zell- bzw. Seitenflichenumgebung zu berechnen oder auch solche Ansitze zu
vermischen. Der Nachweis der Ergodizitit sollte dabei wegen Lemma [7.1.7]
kaum ein Problem darstellen. Die Momentenbedingung ist so schwach, dass
sie auch in komplizierteren Modellen gut nachweisbar sein sollte.

Es ist jedoch auch moglich, sich vollkommen von zufilligen Mosaiken zu 16sen.
Dazu mochten wir kurz das Modell aus [LIWQ9] vorstellen. Wir benotigen daftir
zufillige Felder im R?. Wir werden fiir diese keinerlei Einfiihrung geben und
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6. First-Passage Perkolation

stattdessen auf das Buch von Azais und Wschebor [AW09] verweisen.

Sei F' die Menge der stetigen Abbildungen von R? in die Menge der symmetri-
schen positiv definiten d x d Matrizen. Jedes g € F' induziert eine Pseudometrik
auf R?, indem jeder stetig differenzierbaren Kurve ~ via

1
L(y) = / VD g Oyt

eine Lange zugeordnet wird. Der Abstand 7(z, y; g) zweier Punkte z,y € R? ist
dann via

7(x,y;9) = igfL(V)

definiert, wobei das Infimum tiber alle stiickweise stetig differenzierbaren Kur-
ven genommen wird, die in z starten und in y enden. Fiir ein g € F sei die
Verschiebung 0,.g, z € R? durch 0,.g(y) := g(y — z) definiert. Ist nun g ein stark
ergodisches zufélliges Element in F' (Ergodizitdt und Stationaritét sind wie im-
mer bzgl. 0, definiert), dann ist wegen Lemmaklar, dass 7(+, -, g) eine stark
ergodische zufillige Pseudometrik ist. Fiir die Lange einer Kurve «(¢) := ut mit
te[0,1],u € 841 gilt

1 1
16) = [ Viwgdyaar < [ g at

wobei || - || die Spektralnorm meint. Daher ist
max{7(0,z;9) | [#]loc <1} < max{A(z) | [|z[c <1}

wobei A(z) den grofite Eigenwert von g(z) meint. Dies stellt eine klare Bedin-
gung an g, unter der wir Theorem auf 7(-,-; g) anwenden kénnen.

Ein leicht visualisierbares Beispiel erhalten wir, wenn wir g(x) := f(z)I als
zufalliges positives Vielfaches der Einheitsmatrix wéhlen. In diesem Fall ist die
Zeit, die fiir eine Kurve -y benétigt wird, gerade die Fliche unter der nichtnega-
tiven Funktion f entlang der Kurve . Dies kdnnte sehr gut als stetiges Modell
fur die Ausbreitung in einem Medium mit zufdlliger Dichte genutzt werden.
Die Momentenbedingung vereinfacht sich in diesem Fall dazu, dass ein d + ¢
Moment des Maximums von f existieren muss.

6.2. Die Positivitat der Zeitkonstante

Nachdem die Existenz der Halbnorm p geklért ist, wollen wir uns deren Ei-
genschaften widmen. Es ist klar, dass sich Spiegelsymmetrien in der Verteilung
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6.2. Die Positivitidt der Zeitkonstante

von 7 auf p bzw. S {ibertragen. Liegt Rotationssymmetrie vor, folgt ebenso,
dass 1 auf dem Rand des Einheitsballes konstant ist, d.h. falls p(e;) > 0 gilt, ist
S eine Kugel. Dartiber hinaus ist selbst fiir den Fall der First-Passage Perkola-
tion auf Z¢ wenig bekannt. Es gibt im Wesentlichen grobe Abschitzungen fiir
w(eq) fir bestimmte Verteilungen der Zeiten [AP02], die Aussage, dass p(z) im
Sinne der schwachen Konvergenz stetig von der Verteilung der Zeiten abhangt
[CK81]], [Kes86] und die schon in Theorem erwdhnte Charakterisierung
der Positivitdt von . Die Situation bei zufélligen Metriken oder bei zuflligen
Mosaiken ist erwartungsgemaf$ schlechter. Schranken an p kénnten wir zwar
unter gewissen starken Bedingungen zeigen, diese wéren jedoch vollkommen
unbrauchbar, da sie nicht ansatzweise in der Néhe der wahren Werte liegen
wiirden. Die Stetigkeitsaussage benétigt einige andere Ergebnisse, die sich in
der Gesamtheit schwer auf diese allgemeinen Félle iibertragen lassen.

Es bleibt also die Positivitdt von p zu untersuchen. Wir werden uns dazu sofort
auf zufdllige Mosaike spezialisieren. Dabei stellen wir zuerst fest, dass im Falle
von konstanten Zeiten p positiv ist, falls neben der Ergodizitdt und der Momen-
tenbedingung auch Voraussetzung gegeben ist. Sind die Zeiten fast sicher

71)

konstant gleich 1, so schreiben wir zmld anstelle von Emgii ~Y.In diesem Fall

gilt f.s.
B, )= |J =z
Z€By,(0;Gm)

6.2.1 Theorem

Sei ‘.m(ldfl) ein stark ergodischer markierter Seitenflichenprozess, dessen Marken fast
sicher konstant 1 sind. Es gelten auflerdem die Momentenbedingungen aus Korollar
und es sei y die zugehorige Halbnorm. Erfiillt 9% die Bedingung so ist
w(x) > 0 fiir alle x # 0.

Beweis: Es sei daran erinnert, dass es wegen Bedingung [(Z3)| fiir fast alle Reali-
sierungen m des Mosaiks 2t ein ng(m) € N und ein ¢; > 0 gibt, sodass fiir alle
n > no(m)
min ZI—UU >cn
acAlD vea

gilt. Dabei ist
1 — U, = 1{Keine Zelle von 9 schneidet

vP%2 und {w € Z% | |w — v]o0 > 2}7%2}
und
(=0 (CH [53]7), ¢zt

Das heifit, jedes Gittertier der Grofse n enthélt wenigstens ¢;n Knoten, die mit
do-Boxen korrespondieren, bei denen ein Pfad, der v7%2 und {w € Z¢ | ||w —
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6. First-Passage Perkolation

v|lo > 2}7%2 verbindet, mindestens eine Zellwand queren muss. Daher gibt
es ein r € R, sodass fiir jedes * € R? mit ||z||; > r jeder Pfad von 0 nach
mindestens c;||x||1/(3%52) Zellwinde kreuzen muss. Daraus folgt die Behaup-
tung. O

Mit dieser Herangehensweise konnten wir auch fiir zuféllige Metriken Bedin-
gungen aufstellen, die die Positivitdt von p implizieren. Diese wiaren jedoch im
konkreten Spezialfall schwer nachzuweisen.

Wenn die Zeiten unabhingig identisch verteilt sind, wiirden wir hoffen, eben-
falls einen qualitativen Unterschied zeigen zu kénnen, je nachdem ob die Wahr-
scheinlichkeit, dass eine Zeit gleich null ist, kleiner oder grofier als die kri-
tische Perkolationswahrscheinlichkeit ist (vgl. Theorem . Jedoch scheint
Bedingung dafiir nicht zu gentigen. Da wir im Moment die Bedingung,
die wir brauchten in keinem einzigen zufilligen Mosaik nachweisen konnen,
beschrédnken wir uns hier darauf zu zeigen, dass mit gewisser positiver Wahr-
scheinlichkeit eine Kante die Zeit null erhalten kann und trotzdem p noch po-
sitiv ist.

6.2.2 Theorem

Sei im(Td ) ein stark ergodischer unabhingig markierter Seitenflichenprozess mit Mar-
kenverteilung Q die auf [0, 00) konzentriert ist. Es gelte auflerdem die Momentenbe-
dingung aus Theorem und es sei p die zugehorige Halbnorm. Erfiillt 90t die Be-
dingungen und o gibt es eine Konstante ¢ > 0 derart, dass pu(x) > 0 fiir
alle z # 0 gilt, falls Q({0}) < cist.

Beweis: Nach Theorem gibt es eine Konstante ¢; € R, sodass fast sicher
die Anzahl |A,,(Gan)| von Mosaiktieren der GrofSe n fiir n grofd genug durch ¢}
beschrénkt ist. Wir betrachten die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A,, :=,Es
existiert ein Pfad ~ der Ldnge n, der in Zj startet und dessen Gesamtzeit nicht
langer ist als con”. Jeder Pfad der in Z; startet ist ein Mosaiktier, also erhalten
wir mit der Markov-Ungleichung und wegen der Unabhingigkeit der Zeiten
fiir beliebiges € > 0

P4, <> P

< C;Let@nE[e—tT] } (n—1)

< et (P[Ty < e] + e P[Ty > ¢]) .

Z T, < CQn]

ecy

Falls P[T} = 0] < ¢;" gilt, so finden wir auch ein ¢ > 0,¢ € (0,00) und ¢ > 0
(in dieser Reihenfolge), sodass /2 (P[T} < €] + e ¥*P[T} > ¢]) < ¢; ' gilt. Das
Borel-Cantelli-Lemma zeigt dann, dass fast sicher nur endlich viele A, eintre-
ten. Das heifst, fiir fast jede Realisierung m von 9t wird die Zeit con benétigt,
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6.3. Ein graphentheoretischer Ergodensatz

um einen Weg durch n Zellen zuriickzulegen.

Aus Theorem folgt jedoch, dass wir in fast jeder Realisierung m irgend-
wann mindestens cs||z||2 Zellen durchqueren miissen, um von 0 zu einem
Punkt z € R? zu gelangen. Ist also ||z||» gro8 genug, so ist die Passierzeit von 0
nach z groBer als cocs||z||2, woraus die Behauptung folgt. O

6.3. Ein graphentheoretischer Ergodensatz

Wir wenden uns den Anwendungen der bisherigen Resultate dieses Kapitels
zu. Wir hatten in Kapitel |5/ bereits angedeutet spéter die Voraussetzungen fiir
die Anwendung von Theorem in konkreten Féllen nachzuweisen. Dazu
wird uns eine Variante des raumlichen Ergodensatzes behilflich sein, die aus
dem Shape-Theorem folgt. Zuerst mochten wir an den raumlichen Ergodensatz
erinnern, der auf Wiener zurtick geht. Wir werden dabei die Version aus [Kal02]
direkt auf unseren Rahmen ergodischer Mosaike spezialisieren.

6.3.1 Theorem [Kal02| Theorem 10.14]

Sei M ein zufilliges stationires Mosaik, T C §(M) die o-Algebra der verschiebungs-
invarianten Ereignisse und W1 C Wy C ... eine Folge beschriinkter konvexer Mengen
im R?, deren Innenradien gegen unendlich gehen. Ist f : M — [0, co0) messbar, so gilt

. 1
nh—>H;o Vol(W,) /Wn f(0:900) dw = E[f (M) | Z] fs..
Die Konvergenz gilt in L?, wenn E[f(9M)P] < oo fiir p > 1 ist. Insbesondere ist der
Limes f.s. konstant, wenn M auflerdem ergodisch ist.

Existiert einer Grenzform S fir 9t im Sinne von Lemma Punkt eins, so
unterscheiden sich die Bélle bzgl. der Graphenmetrik 7(z, y; W&dil)) nur we-
nig von den Béllen in der Norm p. Dies gibt uns die Moglichkeit im raumlichen
Ergodensatz direkt tiber diese Bélle anstelle von deterministischen Béllen einer
Norm zu mitteln. Dadurch werden Anwendungen auf den von 9t erzeugten
zufélligen Graphen Goy ermoglicht.

Ist 9t ein ergodisches zufalliges Mosaik, so sagen wir 91 erfiillt ein Shape-Theorem
mit Grenzform S, wenn fast sicher fiir jedes € > 0 und n grof8 genug

(1-5)S c %Bn(o; M) € (1+2)8 6.6)

gilt (vgl. Lemma und Theorem [6.2.1). Es ist leicht einzusehen, dass S eine
Kugel B, (0, R?) mit r > 0 enthalten muss.
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6. First-Passage Perkolation

Die Ergebnisse des folgenden Theorems lassen sich im Sinne Palm’scher Wahr-
scheinlichkeiten interpretieren. Dazu miissen wir ein zufélliges Mosaik 901, wel-
ches wir als Partikelprozess M = {Z;, € K | i € N} definiert haben, als mar-
kierten Punktprozess M’ := {(2(Z;),Z; — 2(Z;)) | i € N} mit Markenraum
K interpretieren. Dabei ist z : K — R? die in Abschnitt {4.1| eingefiihrte Zen-
trumsfunktion, die jeder Zelle Z € K auf verschiebungskovariante Weise ein
Zentrum z(Z) zuordnet. Die Funktion z kann beispielsweise den Schwerpunkt
von Z ermitteln.

Fiir diese Darstellung definieren wir die Zellintensitét

o = E[[{(x,2) € M |z € [0, )}] = E[[{Z € M| 2(2) € [0,1]7}]]
und die Palm’sche Verteilung (vgl. [SW08) Theorem 3.5.2])

1
Pl = B[ 3 otz € 4y,
L Zem

mit 4 € B(K) ® N(R? x K). Wir kénnen PJ,, interpretieren als Verteilung,
bedingt darauf, dass im Ursprung das Zentrum der Nullzelle liegt. Wir reden
in diesem Zusammenhang auch von der typischen Zelle des Mosaiks 9t. Fuir
messbare Funktionen f : R? x K x N(R? x K) — [0, o0) gilt dann wie gewohnt
ein Campbell’sches Theorem [SWO0S8, Theorem 3.5.3]

IE)[ > fla, Z,sm/)] = v /]Rd/ICxN(RdeC)f(x’ Z,0_,m) Py, (d(Z,m)) da.

(z,Z) €M’

Bevor wir den erwédhnten Ergodensatz aufstellen und beweisen, tiberlegen wir
uns kurz noch einen Zusammenhang zwischen der Palm’schen Verteilung und
der Verteilung eines zufilligen Mosaiks 90t'.

Esseih : K x N(R? x K) — [0, 00) eine messbare translationsinvariante Funkti-
on. Dabei meint translationsinvariant, dass h(Z, m’) = h(z + Z, 6_,w’) gilt. Wir
definieren die Funktion & : N(R? x K) — [0, 00) durch

h(w') := h(Zo(m'), m’) 6.7)

und erhalten aus der Translationsinvarianz von h, dass fiir jedes Mosaik m’ €
N(R? x K), jeden Punkt (z, Z) € m’ und alle y1, y2 € int(Z + )

h(O—y,m") = h(Zo(0—y,m'), 0, m")
= h(ZO(efwm/) +y1 —x+x— Y9, G,me’)
=h(Zo(0—sm') + 2 — y2,0_,,m’) (6.8)
= h(ZO(ﬁ_me’), 9—y2m/)
= h(6_,,m)
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6.3. Ein graphentheoretischer Ergodensatz

gilt. Mit Hilfe des Campbell’schen Theorems angewendet auf f (z,Z,m') :=
1{0 € Z + x}h(m’) Vol(Z)~! erhalten wir die Gleichung
h(O)
Vol(Zy(9M'))
= [ [ n(-am) ST B (a(Zw) d
R JKxN(RExK) 69)

_ n nI{—zeZ} ,
- ,CxN(RdX)Q/ 2o (m), ™) T Zo () dx Py, (d(Z,m'))

= m/ h(Z,m') PYy (d(Z,m)).
KxN(R?xK)

Insbesondere gilt dann fiir die Zellintensitat
E[Vol(Zo(M))~"] = yan. (6.10)

6.3.2 Theorem
Sei M ein ergodisches zufilliges Mosaik, das ein Shape-Theorem mit konvexer Grenz-
form S erfiillt. Es gilt

o |Ba(Zo(0): Gon)|

n—00 nd

= Vol(S)E[Vol(Zy(9M)) '] = Vol(S)yon  fs. .

Weiter gilt fiir jede messbare Funktion g : M — [0, c0)
1

lim / g(0,9M) dx = E[g(OM)] fs. .
n=% Vol (B, (0; M) /5, (0 4

Sind h und h wie vor und in definiert, so gilt f.s.

1
lim h(Z,9)
n—oo | B, (Zo(IM); Gon )| ZeBn(Zzo(:m);ggn)

_ E[R(9M) Vol(Zy(9M)) 7]
E[Vol(Zy(97)) 1]

= vsm/h(z m') Poy (d(Z, m')).

Beweis: Wir zeigen zuerst die zweite Aussage. Flir ¢ > 0 wenden wir den
rdumlichen Ergodensatz mit f := g und W,, := n(l — ¢)S an. Dann gilt
fs.

1

B8 = 190 =) e/
. (141 —e)d
lim 0. 0M) dz.
= oo Vol(B,,(0; M) /Bn(o;smﬁ“h 9(8. ) do
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Die Abschidtzung nach unten ist analog und die zweite Behauptung folgt.

Die erste Gleichheit der ersten Behauptung folgt, indem wir dieselbe Abschit-
zung mit f(9M) := Vol(Zy(9M))~! und W,, :== —n.S durchfiihren und einsehen,
dass f.s.

1
N / v
/—Bn(o;mf—“) Vol(Zy(6,97)) B, (0?1 Vol(Z- -(937))

- 2 / Vol(Z, ()

Z€Bn(Zo(9M);Gom)
| B (Zo(9); Gom) |

dxr

gilt. Fiir die zweite Gleichheit nutzen wir (6.10).

Fiir die dritte Behauptung wenden wir neben den rdumlichen Ergodensatz
mit f(9) := h(M)/ Vol(Zy(9M)) und W,, := —n.S an. Dann sehen wir mit den
gleichen Argumenten wie bisher ein, dass f.s.

ZELT R N (6,
Vol(Z (o)) n—oo Vol(nS) J_p, (O.Qﬁ(d—l)) Vol(Zy(0 zsm))
iy EDVOI(Zo( MO
a nl_)oc | B (Zo(MM gﬁﬁ | /B L(0;m {1 Vol(Z_(M)) ¢
_ lim E[Vol(Zy(9))~! / h(6_, M)
n—o0 | By (Zo(M )7gsn)| Vo 1(Zx(‘~m))

ZEB(Zo(M);Gom) ” Z
E[Vol(Zy ()] h(Z, (), M)

= lim dx
w5 (B (Zo(M);Gon)| (W 2 Vol(Z, (o))
. E[Vol(Zo("m)) "]
= lim h(Z, M
n=oc | Bn(Zo(M); G| ZeBn(ZEO(:m);gm) m
gilt. O

Eine Anwendung des Theorems erhalten wir, indem wir die erste und
dritte Aussage nutzen um fiir fast alle Realisierungen m eines zufélligen Mosa-
iks 9, das ein Shape-Theorem mit konvexer Grenzform S erfiillt, die Voraus-
setzungen von Theorem nachzuweisen. Dazu werden jetzt nur noch die
Momenteneigenschaften E[Vol(Zo(9M))™!] und E[|0TZy(9M)] Vol(Zo(MM)) ]
benotigt. Dies sind natiirlich deutlich starkere Voraussetzungen, als sie ﬁir
notwendig sind. Jedoch kann der Beweis von Gandolfi et al. im Fall des Z°-
Gitters mit moderatem Aufwand quantifiziert werden [Cer15], sodass dies in
der Zukunft fiir zuféllige Mosaike ebenfalls moglich werden konnte.

Weitere Anwendungen ergeben sich, wenn man sich fiir den Graphen Gop und
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dessen ,rdumliche Struktur” interessiert. Beispiele fiir die translationsinvarian-
te Funktion h(Z, m’) wéren dann die Anzahl der Nachbarn von Z, das Volumen
von Z oder auch die Wahrscheinlichkeit, dass Z in einem unendlichen Cluster
liegt, wenn das Mosaik m’ unabhingig gefarbt wird. Diese konnten alle mit der
dritten Aussage gemittelt werden.

Bevor wir diesen Abschnitt abschliefSen, mochten wir nochmal bemerken, dass
die geforderten Momentenbedingungen an das zufillige Mosaik relativ leicht
fiir viele géngige Beispiele zu zeigen sind. Dies werden wir im Kapitel [7] tun.
Dort wird sich ebenfalls zeigen, dass die in Theorem geforderte Bedin-
gung eine relevante Einschrinkung ist, die sich z.B. nicht fiir STIT- oder
Poisson-Hyperebenen-Mosaike zeigen ldsst. Im Fall der Poisson-Hyperebenen-
Mosaike sind wir jedoch aufgrund der speziellen Konstruktion in der Lage,
trotzdem nachzuweisen, dass sie ein Shape-Theorem mit konvexer Grenzform
S erfiillen, die wir exakt bestimmen konnen (siehe Abschnitt[7.6). Dies ist bis-
her nur auf Gittern in zwei Spezialfdllen moglich gewesen. Einer davon findet
sich in [Sep98], den zweiten erhalten wir wie folgt. Fiir jede Koordinatenrich-
tung i € [d] generieren wir eine Folge von u.i.v. Zeiten (Tj(l)) jez. Jede Kante
v+ {0,e;} mit v € Z¢ erhilt dann die Zeit qug). Es ist leicht zu sehen, dass in
diesem Fall aufgrund der eingebauten Abhéngigkeiten, der direkte Weg immer
der kiirzeste ist. Der Fall des Poisson-Hyperebenen-Mosaiks tibertragt dieses
Prinzip ins Kontinuum.
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In diesem Kapitel wollen wir einige Beispiele liefern, in denen sich die all-
gemeinen Bedingungen aus den vorherigen Kapiteln nachweisen lassen. Die
wichtigste Rolle spielt dabei das Voronoi-Mosaik.

Ist p € N(R?) eine lokal-endliche, nicht leere Menge von Punkten, so heifit fiir
x € ¢ die Menge

V(z,p)={yeR?|Vz€p: [ly—zl2 < ly - z]2},

die Voronoi-Zelle von z. Sind alle Voronoi-Zellen beschriankt, so bilden sie das
Voronoi-Mosaik

B(p) == {V(z, 9) |z € 0},

das von ¢ induziert wird. Diese Begriffsbildung ist gerechtfertigt, da es sich bei
U () tatsdchlich um ein Mosaik handelt [SW08, Theorem 10.2.1]. Die Voronoi-
Zellen eines stationdren Punktprozesses ¢ sind fast sicher alle beschrankt. Ein
stationdrer Punktprozess ® erzeugt also fast sicher ein stationdres zufilliges
Mosaik U (®) [SWO08| Theorem 10.2.2].

Wir setzen in diesem Abschnitt stets voraus, dass die betrachteten stationdren
Punktprozesse nicht 0 sind.

7.1. Ergodische Mosaike [(Z1)|

Wenden wir uns zunéchst der Ergodizitat zu. Diese ldsst sich in vielen grundle-
genden Modellen nachrechnen, aber das folgende Lemma zeigt auch einen Weg
auf, wie sich Ergodizitit auf komplizierte Konstruktionen iibertragen lasst. Wir
definieren dazu nochmal Ergodizitit in einem sehr allgemeinen Rahmen, der
die bisherigen Definitionen mit einschliefft. Sei (X, X, u) ein Wahrscheinlich-

keitsraum und G := R? oder G := Z< eine abelsche Gruppe. Eine Transfor-
mation S : X — X heifft y-invariant, falls u(A) = p(S—tA) fiir alle A € X.
Sei weiter T' := {1, | * € G} mit eine Familie von p-invarianten Transfor-

mationen mit der Halbgruppeneigenschaft T, = T, o T, fir alle z,y € G
und Z, := {A € X | T, ' A = A} die o-Algebra der T,-invarianten Ereignisse
sowie Z := (),c L. die o-Algebra der T-invarianten Ereignisse. Dann heifdt
 stationir, wenn alle T, € T p-invariant sind. Das MafS 1 heifst T-ergodisch,
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wenn p(A) € {0,1} fir alle A € Z gilt und es heiit stark T-ergodisch, wenn
n(A) € {0,1} furallexz € Gund A € 7, gilt.

7.1.1 Lemma

Sei T := {T, | © € G} eine Familie von Transformationen, (X, X, u) ein Wahrschein-
lichkeitsraum mit einem (stark) T-ergodischen Mafd y und (Y,)) ein Messraum. Sei
weiter f : X — Y messbar und v := po f~1 das Bildma von f.Ist S = {S, | z € G}
eine Familie von Transformationen auf Y, sodass fiir alle x € G

Spof=foT,

gilt, so ist v (stark) S-ergodisch.

Beweis: Sei A € Y ein S-invariantes (S;-invariantes) Ereignis. Es gilt fiir alle
zeG

Tl o f7HA) = (foTn)TH(A) = (Seo f)7H(A) = f1 o STH(A) = F71(A).
Also ist f~!(A) ein T-invariantes (T} -invariantes) Ereignis und damit folgt

v(A) = p(f71(4)) € {0,1}.
O

Betrachten wir als eine Anwendung dieses Lemmas, das zuféllige Voronoi-
Mosaik U(®) eines Punktprozesses ® auf R?. Es ist klar, dass die Konstruktion
der Zellen aus einer Punktkonfiguration mit einer Verschiebung um den Vektor
x € R? vertauschbar ist. Also ist U(®) (stark) ergodisch, wenn & (stark) ergo-
disch ist.

Als Beispiele fiir (stark) ergodische Punktprozesse sind zu nennen Poisson-
Punktprozesse, stationdre Determinantal-Punktprozesse [Sos00], Cox-Prozesse
deren steuerndes Maf3 (stark) ergodisch ist [DV]03], Cluster-Prozesse bei denen
die Clusterzentren einen (stark) ergodischen Punktprozess bilden (z.B. Poisson-
Cluster-Prozesse) [DV]03] und einige Gibbs’sche Punktprozesse [Hei92]. Wir
bemerken auflerdem, dass fiir einen (stark) ergodischen Punktprozess ® mit
Verteilung Py auch jeder stationdre Punktprozess I', dessen Verteilung Pr abso-
lut stetig beztiglich Pg ist, (stark) ergodisch ist. Dies folgt direkt aus der Defini-
tion absoluter Stetigkeit, da fiir ein invariantes Ereignis A entweder Pg[A] = 0
oder P3[A°] = 0 gilt. Dies zeigt ebenfalls die (starke) Ergodizitdt grofler Klas-
sen von Gibbs’schen Punktprozessen, da diese oft als Punktprozesse mit einer
Dichte beziiglich eines Poisson-Prozesses definiert werden.

Weiterhin wurde Ergodizitét fiir sogenannte STIT-Mosaike in [MN14] gezeigt.
Wir werden STIT-Mosaike nicht einfiihren und verweisen stattdessen auf die
Arbeiten [NWO05], [MNWO08] sowie [ST13|] und die Referenzen darin.

Fiir Poisson-Hyperebenen-Mosaike wurde in [SW08, Thm. 10.5.3.] gezeigt, dass
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diese mischend, also auch stark ergodisch, sind. Wir werden in Abschnittei—
ne kurze Einfiihrung der Poisson-Hyperebenen-Mosaike geben und verweisen
fiir weitere Details auf [SWO0S].

7.2. Zahme Mosaike [(Z2)

Die Bedingung hingt vom Punktprozess der Zellzentren ab und ist schon
wesentlich restriktiver, da sie relativ gute Kenntnis der globalen Abhédngigkeits-
struktur verlangt. Die beiden einfachsten Beispiele ergeben sich, wenn die Zell-
zentren einen Poisson-Prozess mit konstanter Intensitdt oder einen Hard-Core
Punktprozess bilden. Beim Poisson-Prozess ist klar, dass das zuféllige Feld Y’
aus unabhédngigen Zufallsvariablen mit exponentiellem Tail besteht, was nach
[Mar02|] bereits fiir gentiigt. Bei einem Hard-Core Punktprozess ist es per
Definition so, dass keine zwei Punkte einen Abstand kleiner als eine festgeleg-
te Konstante haben, dadurch ist die Anzahl der Punkte in jedem Wiirfel be-
schrankt durch eine globale Konstante.

Die Ergebnisse von Martin [Mar(02] lassen sich mit wenigen Modifikationen auf
k-abhéngige stationédre Felder mit den selben Voraussetzungen an die Tails ver-
allgemeinern, wodurch ebenfalls fiir gewisse k-abhidngige Punktprozesse
nachweisbar wird. Im allgemeinen Fall wird jedoch oft nur die Moglichkeit
bleiben, die Voraussetzungen des folgenden Lemmas nachzupriifen. Wir erin-
nern an die Definition des zufélligen Feldes Y := Y (9, ) = {Y,(M,9) | v €
74} mit

Y,(9M,6) := [{Z e M| 2(Z) € v}

und daran, dass wir fiir « C Z¢ die Menge o := d(a + [—3, 3]%) und fiir

definiert haben (vgl. Abb.[.2).

7.2.1 Lemma
Sei ® := {z(Z) | Z € 9} der Punktprozess der Zell-Zentren eines zufilligen Mosaiks
9N und es gebe ein t > 0 und ¢, € R, sodass fiir alle n € N grof$ genug und alle

a € Agzd)
Ly(—tl,o)=E {exp(t@(a‘j))} <cf

gilt. Dann gibt es ein ¢ € R, sodass

. 1
limsup max — E Y, <co
n—oo acAi T vEQ

gilt.
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Beweis: Wegen Subadditivitdt, Lemma und Markov-Ungleichung mit der
Funktion e** gilt

]P’lmax ZYU>027L] < Z P

Z Y, > czn]

aeAl? T=0 aea® Lvea
< Z e~ 2"E |exp (t Z YU>
DLGAsz,d) vEQ
< Z e 2"E {exp(t@(am))]
ozEA(nd)

< (e(2d +1))"e "¢},
Das Borel-Cantelli Lemma liefert die Behauptung fiir ¢, grofs genug. O

Es ist zu bemerken, dass das Lemma [7.2.1 nicht von dem in die Definition von
o™ eingehenden &, abhangt.

Schauen wir nun, welche Klassen von Punktprozessen diese Voraussetzung an
das erweiterte Laplace-Funktional Lg erfiillen. Die erste grofie Klasse bilden
die sogenannten a-schwach sub-Poisson Punktprozesse. Dies sind Punktpro-
zesse, die in gewissem Sinne ihre Punkte gleichméfliiger im Raum verteilen
als Poisson-Punktprozesse. Wir nennen einen Punktprozess ® a-schwach sub-

Poisson, wenn

k
E lH B(A;)

i=1

k
< HE[@(Ai)}

fur alle £ € N und paarweise disjunkten Borelmengen Aj,..., A; gilt. Das
folgende Lemma zeigt, dass fiir negative Funktionen das erweiterte Laplace-
Funktional solcher Prozesse kleiner oder gleich dem eines Poisson-Prozesses
mit gleichem Intensitdtsmaf ist.

7.2.2 Proposition ([BY14, Proposition 2.2])
Sei ® ein einfacher Punktprozess auf R® mit lokal beschrinktem Intensitiitsmafl © und
f:R% — [0, 00) messbar. Ist ® a-schwach sub-Poisson, so gilt

E [exp < f(x)fb(dx))] < exp (/ (ef®) — 1)@(dz)> .
R4 R
Ist also @ stationdr mit Intensitit § € (0, c0) und erfiillt es die Voraussetzungen
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von Proposition so gilt fiir alle a € ALY

Lo(—t1,0) < exp (/Rd(exp(t]lam) —1)8 dx)

= exp ((et -10 | 1,0 dm)
Rd

_ e@(etfl)égn'

Damit erfiillt ¢ die Bedingung In [BY14, Kapitel 2] werden viele Beispie-
le fiir a-schwach sub-Poisson besprochen und weitere Vergleichsmoglichkeiten
fiir Punktprozesse diskutiert. Die wichtigste Beispielklasse sind dabei die De-
terminantal-Punktprozesse.

Die Abschédtzung des erweiterten Laplace-Funktionals, die fiir Lemma
notig ist, ldsst sich fiir eine grofie Klasse stationdrer Poisson-Cluster-Prozesses
auch direkt nachrechnen.

7.2.3 Lemma

Sei g := ), 0, ein Poisson-Prozess mit Intensitit 0y > 0 und sei (V;);cn eine
u.1.v. Folge von Punktprozessen unabhiingig von ®q mit endlichem Intensititsmaf ©;.
Fiir den Punktprozess

(I)::Z\Ijn+<77,

neN

ist dann fiir allet > 0 und o € ALY
Lo(—t1l,0) <exp (—9063(1 - ]E[etq’l(Rd)])n) .

Insbesondere sind die Voraussetzungen von Lemma erfiillt, wenn E[et‘l’l(Rd)] <
oo fiirein t > 0.

Beweis: Das Laplace-Funktional fiir solche Poisson-Cluster-Prozesse ist bekannt
[DV]03] und wir erhalten

Lo(—tl,0) exp( / / et ]P’q,l(dp)ﬁodx>
Rd

Wir erinnern uns daran, dass fiir z € [0, z¢] die Ungleichung 1 — ¢” > z(1 —
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e”0)/x¢ gilt, was zu

Lo(—t1,0) <e 9 o8 — ) = )
q>(—t E‘ > 0 Rd :u‘ :L') N(Rd) ‘P1( /J) &z
1 — etr(RY)
=ex 9 P — 2)dx d
p( o R (o ) R ( u))
= exp ( 9052n 1 R (du))
= exp (~0o03n(1 — B[ )
fiihrt. O

Wir bemerken noch, dass die Abschidtzung im obigen Lemma scharf ist, wenn
¥; := 7dp mit einer No-wertigen Zufallsvariablen 7 ist. Mochte man sich auf
Cluster aus einfachen Punktprozessen beschranken, so konnte man dieses Bei-
spiel leicht abwandeln, indem man die Punkte nah beieinander setzt und da-
durch beliebig nah an den Gleichheitsfall herankommen.

Ein offenes Problem ist an dieser Stelle, die Eigenschaft fur ein Poisson-
Hyperebenen-Mosaik oder ein STIT-Mosaik nachzuweisen. Diese scheinen auf-
grund ihrer weiterreichenden Abhingigkeiten schwerer zu behandeln zu sein.

7.3. Zahme Mosaike [(Z3)|

Wenden wir uns der Bedingung zu, welche besagt, dass es ein d, gibt,
sodass U := (U, (M, §2)),cze mit

U, (9, §3) := 1{Eine Zelle von M schneidet
7% und {w € Z4 | [|w — v][oe > 272}

zahm ist. Wir werden dies fiir Voronoi-Mosaike nachweisen, die aus verschie-
denen Punktprozessen erzeugt werden. Dazu werden wir sie zuerst in eine Be-
dingung an die Leerwahrscheinlichkeiten des Punktprozesses umformen.

7.3.1 Lemma

Sei ® ein stationiirer Punktprozess auf R% und M := B(®) das Voronoi-Mosaik, wel-
ches von den Punkten in ® erzeugt wird. Gibt es ein 6 > 0 und ein ¢; < 1, sodass fiir
allen € Nund I C Zmit |I| =n

P[®(I™%) = 0] < ¥,
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gilt, so existiert ein oo > 0, sodass U zahm ist.

Beweis: Ist J C Z% mit |J| = n, so existiert ein I C Z% mit |I| = 29n, sodass
JH20 = 199 yund somit

P[®(J720) = 0] = P[®(I7%) = 0] < 2™

gilt. Wir kénnen also 0.B.d.A. annehmen, dass c; klein ist. Die benétigte Schran-
ke wird sich spéter im Beweis ergeben.

Wir wihlen ¢; € N ungerade mit ¢, > 2/d, setzen 65 = c56 und iiberdecken
jede Box v™, v € Z? mit ¢§ Wiirfeln der Seitenlinge 8. Sei v € Z¢ sowie z,y € R?
mit ||z — &v]| = % und ||y — d2v|| = 352. Es liegt also z im ,inneren” und y im
,dufieren” Rand, des fiir U, relevanten Annulus (vgl. Abb. . Ist & derart,
dass in jedem der Wiirfel mit Seitenldnge 0, die diesen Annulus tiberdecken,
mindestens ein Punkt enthalten ist, so kann der Abstand von x zum Mittel-
punkt z, einer Zelle des Mosaiks, in der x liegt, nicht linger als die Diagonale
eines Wiirfel v™? sein. Das heifit, sie kann nicht langer als v/dé sein. Gleiches
gilt fiir den Abstand von y zum Mittelpunkt z, einer Zelle des Mosaiks, in der
y liegt. Da ||z — y||2 > d2 > 2v/d5, muss auch ||z, — 2, ||z > 0 sein. Damit konnen
2 und y nicht in der gleichen Zelle liegen und es ist U, = 0.

® 521)

Abbildung 7.1.: Beispiel fiir das im Satz beschriebene Setting mit ¢, = 3.

Dies wiederum zeigt, dass jeder Wiirfel mit Seitenldnge ¢ in dem kein Punkt
von ® liegt, nur fiir hochstens 3¢ — 1 Knoten w € Z® mit U, = 1 verant-

wortlich sein kann. Damit gibt es fiir jedes o € A ein a € A.'_(;i)cdn’ sodass
2
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7. Beispiele

(cUdTa)P2 C a7, Daher gilt

P

ZUv>g

vEQ

<P lz 1o (™) = 0} > 2(3;‘_1)]

VEQ

<P [31 Ca, |l = [2(3:1)] L B(17) = 0}

< ( 3dcgn >Cf2(3;?_1)1
—_— n 1 .
Frez=yl

Es folgt leicht aus der Stirling’schen Formel, dass () < c3(q)" fur n gro
genug, ¢ € (0,1) und ein c3(gq) > 0 gilt. Wir wahlen also ¢; so klein, dass

(e(2d +1))"P

ZUU>Z] <cy

vEQ

mit ¢4 < 1 gilt. Damit ist wegen Lemma

P[max ZUU>Z] <cy

(d)
acAn” yea

und die Anwendung des Borel-Cantelli Lemmas schliefit den Beweis ab. O

Als Beispiele fiir Punktprozesse, die mit solchen Leerwahrscheinlichkeiten auf-
warten konnen, nehmen wir uns zuerst wieder Poisson-Cluster-Prozesse vor.

7.3.2 Lemma

Sei @y := ) ¢, ein Poisson-Prozess mit Intensitit 0y > 0 und sei (V;);cn eine
u.i.v. Folge von Punktprozessen unabhingig von Oy mit endlichem Intensititsmaf ©,.
Fiir den Punktprozess

o= U+

neN

ist fiirallen € Nund I C Z4 mit |I| =n
P[®(I7°) = 0] < exp(—P[Wy # 0]6pd4n).

Insbesondere ist iir V(D) erfiillt.
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Beweis: Fiir eine Borelmenge B € B(R?) gilt

P[®(B) E| ] (%0 + G )—0}]
neN
/HIP’ Uy + 2,)(B) = 0] P, d(x1, o, . .. )
neN

= exp (— /Rd(l —P[¥(B—x)=0])b da:)
—exp [ — / /R 1{)(B — z) > 0}6, dx Pml(dw))
= exp (—//Rd]l{ﬂyewt r € B—yl}by de\pl(dw))

exp —/00 Vol(B — ¢) ]P’\pl(dw))
< exp (—P[¥; # 0]¢p Vol(B)).

Dabei haben wir im zweiten Schritt die Unabhédngigkeit von @y und (¥;);en
und im dritten Schritt die Formel fiir das erzeugende Funktional eines Poisson-
Punktprozesses [DV]03]] verwendet. O

Es gibt aufserdem einige Punktprozesse, deren Leerwahrscheinlichkeiten stets
kleiner sind als die eines Poisson-Prozesses mit gleicher Intensitit. Fiir sol-
che Punktprozesse ® muss U(U(®, d2)) natiirlich ebenfalls zahm sein. Diese
Prozesse werden in der Literatur v-schwach sub-Poisson genannt. In der Ar-
beit von Blaszczyszyn und Yogeshwaran [BY14] werden einige Beispiele dis-
kutiert, insbesondere wird gezeigt, dass stationiire Determinantal-Punktprozesse
v-schwach sub-Poisson sind.

7.4. Skalierungsmischende Mosaike

In diesem Abschnitt mochten wir zuerst zeigen, dass sich die skalierungsmi-
schende Eigenschaft eines Punktprozesses ® auf das erzeugte zufillige Mosaik
U(P) tibertrdagt. Dazu bendtigen wir zuerst ein Lemma, das zeigt, dass Leer-
wahrscheinlichkeiten eines skalierungsmischenden Punktprozesses polynomi-
al in der GrofSe des betrachteten Gebiets fallen.

7.4.1 Lemma
Ist @ ein stationiirer skalierungsmischender Punktprozess in R? und Q ein Quader, so
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gibt es ein t1 € R und Konstanten ¢y, co > 0, sodass fiir alle t > 1
Pl®(tQ) = 0] < ¢yt~

gilt.

Beweis: Wie im Beweis von Theorem stellen wir eine Beziehung zwischen
{®(3tQ) = 0} und {®(¢tQ) = 0} her. Dazu gentigt es einzusehen, dass sich in
3tQ zwei disjunkte Quader tQ + z; und tQ + z» finden lassen. Dann gibt es
nach Voraussetzung ein ¢y € R und zwei Konstanten c3, ¢4 > 0, sodass fiir alle
t> 1o

P[®(3tQ) = 0] < P[O(tQ + 21) = 0, P(tQ + 22) = 0] < P[(1Q) = 0]* + 3t~

gilt. Da ® # 0 ist, gilt
P[®(tQ) = 0] ‘=X 0.

Damit lasst sich ebenfalls wie in Theorem die Existenz eines t; € R und
c5 > 0 ableiten, fir das

P[®(3"t1Q) = 0] < 537"
gilt. Es folgt wegen Monotonie fiir beliebiges z > 1
P[@(ngtlQ) = O] S C53_C4l-

und damit die Behauptung. O

7.4.2 Theorem
Ist ® ein stationirer skalierungsmischender Punktprozess in R?, so ist 0(®) ebenfalls
skalierungsmischend.

Beweis: Seien Q und @' zwei disjunkte Quader. Wir wéhlen zwei weitere dis-
junkte Quader H und H’, sodass @ im Inneren von H und @’ im Inneren
von H' liegt. Ahnlich wie im Beweis von Lemma ist leicht einzusehen,
dass es eine endliche Menge von disjunkten Wiirfeln Wy,..., W,, C H \ Q
und Wi,..., W, , C H"\ Q' gibt, sodass folgendes gilt. Wenn in jedem dieser
Wiirfel mindestens ein Punkt von & liegt, so ist das Voronoi-Mosaik U(®) ein-
geschrankt auf @ bzw. Q' von den Punkten von ® in H bzw. H' determiniert
(vgl. Abb. [7.2). Dies andert sich durch Skalierung um den Faktor ¢ nicht und
wir kénnen die Wiirfel der Einfachheit halber auch gleich grofs wahlen.
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Abbildung 7.2.: Beispiel fiir das im Satz beschriebene Setting.

Nennen wir also E bzw. £’ das Ereignis, dass jeder Wiirfel tW; bzw. tW] mit
i € [m], j € [m] mindestens einen Punkt von ® enthélt. Dann ist zunédchst nach

Lemma fiir t grofs genug
P[E] < meit™ und P[EC] < m/cit™

mit geeigneten Konstanten c;, ¢ > 0. Des Weiteren ist fiir Ereignisse A € §(M)
bzw. A’ € F(M), determiniert von tQ bzw. tQ)’, das Ereignis {0(®) € A} N E
bzw. {U(®) € A’} N E’ determiniert von tH bzw. tH'. Daher gilt fiir ¢ grof§

genug
IP[0(®) € AN A'] — P[U(D) € AP[V(P) € A
< [P{U(®) € AANEN{D(®) € A} N E']
—P{U(®) € A} NEIP[{V(®) € A'} N E']|
+ 2P[E°] + 3P[E"]

< estT 4+ 2megt T2 4+ 3m/ et
mit geeigneten Konstanten c3, ¢4 > 0 und die Behauptung folgt. O

Es ist fiir viele Klassen von Punktprozessen offen, ob sie skalierungsmischend
sind. Trivialerweise sind k-abhédngige Punktprozesse skalierungsmischend.
Punktprozesse heifien k-abhingig, wenn fiir zwei Borel-Mengen Q, Q' C R¢,
deren Abstand grofer als k ist und Ereignisse E bzw. E’, die von @ bzw. @’
determiniert sind, gilt, dass £ von E’ unabhéngig ist.

Fiir Poisson-Cluster Prozesse ldsst sich eine Bedingung an das Tailverhalten des
Durchmessers eines Clusters stellen, die garantiert, dass diese Prozesse skalie-
rungsmischend sind. Fiir einen Punktprozess ¥ bezeichnen wir mit diam (%) :=
sup, ,ey ||z — yl| den Durchmesser von .

7.4.3 Lemma
Sei g := ) 0, ein Poisson-Prozess mit Intensitit 0y > 0 und sei (¥;);cn eine

87



7. Beispiele

u.i.v. Folge von Punktprozessen unabhingig von ® mit endlichem Intensititsmaf$ ©4
sowie Verteilung Py. Gibt es Konstanten ¢y, co > 0, sodass fiir alle r > 0

P[diam () > 7] < g~ (4Fe2)

gilt, so ist der Punktprozess

@;:Z\I/n+gn

neN

skalierungsmischend.

Beweis: Das unabhéngige zuféllige Verschieben der Punkte eines Poisson-Pro-
zesses liefert einen Poisson-Prozess gleicher Intensitdt. Die beiden Prozesse
sind also in Verteilung gleich. Demzufolge kann 0.B.d.A Py so gewihlt wer-
den, dass, falls ¥; # 0 gilt, wenigstens ein Punkt von ¥; in 0 liegt.

Seien Q und @’ zwei disjunkte Quader. Wir wihlen zwei weitere disjunkte Qua-
der H und H’, sodass @ im Inneren von H und @’ im Inneren von H' liegt. Des
Weiteren wihlen wir ¢ > 0 derart, dass @ + B, (0) C H und Q' + B.,(0) C H’
gilt und definieren fiir eine Borelmenge D

Op =Y ¢y € DHYy + (),

neN

den Cluster-Prozess, der von ®¢|p gebildet wird. Aufierdem sei fiir disjunkte
Borelmengen D, D’ das Ereignis E(D, D') definiert als ,Kein Cluster ¥,, eines
Poisson-Punktes (,, € D schneidet D’ . Wir bemerken zunichst, dass fiir zwei
Ereignisse A € NV(R?) und A’ € N(R?), die von Q und Q' determiniert sind,

{(pe ANA}YNEH,Q)NEH,QNE(HUH)*,QUQ")
={0y e A} n{P®y € A}NEH,Q)NEH ,Q)NE(HUH'),QUQ)

gilt, denn wenn E(H,Q'), E(H',Q) und E((H U H')¢,Q U Q') eintreten, gibt es
in @ nur noch Punkte aus Clustern V,,, deren Poisson-Punkte (,, in H liegen,
woraus ¢y € A folgt. Fur die umgekehrte Inklusion bemerken wir mit dem
gleichen Argument, dass ® € A liegt. Die Argumentation fiir A’ ist dieselbe.
Ahnlich machen wir uns klar, dass auch

{ec AJNE(H, Q)= {®n € A}NE(H", Q)

gilt. Diese Argumente bleiben auch korrekt, wenn wir alle Teilmengen des R?
um den Faktor ¢ skalieren und A bzw. A’ von tQ bzw. tQ)’ determiniert sind.

Nun ist nachzurechnen, dass die Fehlerterme die richtige Gréfie haben. Da-
zu betrachten wir P[E(tH¢, tQ)°] und erhalten mit dem Campbell’schen Theo-
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rem

PIE(tH,1Q)] < P[En € N: (, € tH*, diam(¥y) > d(Cn, 1Q)]

<E | 1{¢ € tHe, diam(¥,,) > d(Gn, tQ)}

neN

= 90/ Pldiam(¥g) > d(z, Q)] dx
tHe

< 9001/ d(z,tQ) ™47 dx.
t c
Mit der Substitution z := ty ergibt sich

PIE(tHS,1Q)] < foert® [ d(ty, tQ)~"¢ dy
He

< Byt~ d(y, Q)= % dy.
Hc

Es bleibt zu kléren, dass das Integral endlich ist. Dazu wiéhlen wir ein r € R
mit @), H C B,(0) und erhalten

d(y, Q)= dy

He

< / d(y, Q)= dy + / d(y, B.(0)) " dy
HeNB,41(0) Br41(0)°

< / c§d762 dy + 04/ sTime2dg
HCOBT+1(O) r+1

< 00,

wobei ¢4 die Oberfldche der d-dimensionalen Einheitssphére ist. Dieselbe Ar-
gumentation kénnen wir auch auf P[E((tH UtH')°, tQUtQ’)] anwenden. Fligen
wir alle Ergebnisse zusammen, ergibt sich
[P[® e AN A" —P[® € AJP[® € A']|
<P{® e ANA'}NE(H Q)N E(H tQ)N E((tH UtH"),tQ UtQ")]
—PH{® € A} N E(tH tQ"|P[{® € A’} N E(tH,tQ)]|
+PE(tH,tQ")°| + P[E(tH',tQ)°] + PIE((tH UtH')*,tQ U tQ")]
+ PIE(tH®, tQ')°] + 2P[E(tH"*, Q)]
< [P{ @ € A} N E(tH,1Q')P[{ @0 € A'} 1 E(tH',1Q)]
x P[E((tH UtH")*,tQ UtQ")] — P[®y € AIP[E(H®, Q)]
X P[®y € A|P[E(H®,Q")]| + 5t~
< cgt™
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mit geeigneten Konstanten cs, cg > 0. O

Fiir einen Poisson-Cluster-Prozess lésst sich leicht zeigen, dass alle Momente
des Durchmessers der typischen Zelle existieren, woraus mit Hilfe von Lem-
ma folgt, dass unter den in Lemma genannten Bedingungen auch
das zufillig gefarbte Voronoi-Mosaik U(®)  skalierungsmischend ist. Wir wei-
sen auch darauf hin, dass mit Hilfe von Lemma[7.4.3fiir eine kleine Klasse von
nicht k-abhidngigen, aber skalierungsmischenden Poisson-Cluster-Prozessen
die Existenz eines Phasentibergang folgt. In dieser Klasse miisste der Durch-
messer eines Clusters beliebig grofs werden konnen und die Anzahl Punkte in
einem Cluster miisste zwar ein d + ¢ Moment besitzen jedoch kein exponen-
tiales. Ein solcher Prozess wire nicht k-abhdngig und wiirde auch die Voraus-
setzungen von Lemma nicht erfiillen. Er konnte jedoch mit Lemma
behandelt werden.

Leider sind sowohl Poisson-Hyperebenen Mosaike als auch STIT-Mosaike nicht
skalierungsmischend. Wir werden die Argumente dafiir nur skizzieren. Be-
trachten wir @ := [0,1] x [0,3] und Q" := [2,3] x [0,3] und die Ereignisse
A :=,Das Rechteck tQ) wird von einer Geraden mit Anstieg in [-1/¢,1/t] ge-
troffen.” sowie analog A’ mit ¢Q’ anstelle von ¢Q. Dann wird fir ¢ — oo ei-
nerseits P[A] = P[A'] gegen eine Konstante in (0, 1) konvergieren, aber ande-
rerseits wird P[A | A'] gegen eins streben, da die Gerade von A’ mit geringem
Anstieg mit hoher Wahrscheinlichkeit auch ¢() schneiden wird. Daher konver-
giert P[A N A’] — P[A]P[A’] gegen einen konstanten Wert grofSer als null. Dieses
Beispiel kann auf hohere Dimensionen angepasst werden.

Im Fall eines STIT-Mosaiks kann das Beispiel ebenfalls adaptiert werden, in-
dem ,Die erste Gerade, die ¢() schneidet, hat einen Anstieg der klein ist.” als
Ereignis A gewdhlt wird. Das Ereignis A’ definieren wir wieder, indem wir ¢Q
durch tQ’ ersetzen. Der Punkt ist, dass die Konstruktion des STIT- Mosaiks auf
tQUtQ’ vorgenommen werden kann, indem es auf [0, 3¢]? konstruiert und dann
einschrankt wird. Wir bemerken, dass in diesem Fall die erste Gerade, die ¢Q)
trifft, mit positiver von ¢ unabhingiger Wahrscheinlichkeit auch die erste ist,
die [0, 3t] und tQ" trifft. Dadurch wird die asymptotische Unabhéngigkeit von
Aund A’ zerstort.

7.5. Mosaike mit guten Momenteneigenschaften

Wir haben in Kapitel [f|und [f| gesehen, dass fiir die Eindeutigkeit des unendli-
chen Clusters und das Shape-Theorem fiir zufdllige Mosaike gewisse Momente
der Zufallsvariablen

Ni= > 1{Zn[0,1]" # 0} (7.1)

zZem
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endlich sein miissen. Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, dass fiir grofie
Klassen von zufilligen Mosaiken alle Momente von N existieren.

Fiir STIT-Mosaike wurde in [NWO05| Beweis Lemma 1] gezeigt, dass die Anzahl
der Zellen, die den Einheitswiirfel schneiden, geometrisch verteilt ist. Daher
existiert sogar ein exponentielles Moment von N, d.h. es gibt ein ¢t > 0, sodass
E[e!V] < oo gilt.

Fiir Poisson-Hyperebenen-Mosaike werden wir im nidchsten Abschnitt zeigen,
dass alle Momente von N endlich sind.

Es bleibt das Voronoi-Mosaik zu untersuchen. Wir suchen fiir dieses, wie be-
reits in den vorangegangenen Abschnitten, Bedingungen an den zugrunde lie-
genden Punktprozess. Hierbei gibt es relativ viele Moglichkeiten und wir ha-
ben uns fiir eine entschieden, die wir bisher schon verwendet haben. Es wird
jedoch in den Beweisen klar werden, dass es moglich ist, diese Bedingungen
weiter abzuschwichen.

7.5.1 Lemma
Sei ® ein stationiirer Punktprozess auf R% und M := B(®) das Voronoi-Mosaik, wel-
ches von ® erzeugt wird. Gibt es ein 6 > 0 und ein ¢c; < 1, sodass fiir alle n € N und
ICZmit|l|=n

P[(I7°) = 0] < ¢}
gilt und gibt es aufSerdem ein t > 0 und co € R, sodass fiir alle n € N grof§ genug und

alle a € A%d)
Lo(—tl,05) =E exp(t@(am‘;))} <en

gilt, so gibt es Konstanten cs, cg > 0 sodass
PIN >n] <cse ", neN

gilt.

Beweis: Es konnen auf zwei unterschiedliche Arten viele Zellen den Einheits-
wiirfel schneiden. Einerseits kann ®([0, 1]%) grof} sein. Andererseits kénnte es
einen groflen leeren Bereich um [0,1]? geben, in dessen Komplement viele
Punkte sehr symmetrisch angeordnet sind. Unsere erste Voraussetzung sichert
uns jedoch, dass Leerwahrscheinlichkeiten klein genug sind. Die zweite Vor-
aussetzung sorgt dafiir, dass nur mit geringer Wahrscheinlichkeit viele Punkte
in einer beschréankten Menge sind.

Es ist leicht einzusehen (vgl. Beweis von Lemma|7.3.1), dass die Voraussetzun-
gen des Theorems auch mit 2§ anstelle von ¢ erfiillt sind, wenn die Konstanten
c1 und ¢, entsprechend angepasst werden. Wir nehmen daher 0.B.d.A § > v/d
an und definieren

Ap:={zeR?||z|s <ok}, keN.
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Ist ®(Ay) > 1,s0 gibtes fiir jeden Punkt z € [0,1]? C A; einen Punkty € ®N Ay
mit ||z — y|l2 < d(k + 2). Daraus schlieffen wir, dass in diesem Fall keine Zelle
V(z,®) eines Punktes z € ® N R?\ A, den Einheitswiirfel schneidet. Also
gilt

und wir erhalten fiir c3(n) € N

P[N >n] =P[N >n, (A1) > 1]+ Y _P[N > n, &(A;) = 0,8(Ai41) > 1]
i=1
cz(n)—1

< P[@(A3) 2 1] + P[B(Aey(n) =01+ D P[@(Airg) 2 7]
i=1
< P[O(Acyn)) = 0] + c3(n)P[R(Acy(n)42) > 7).

Es gibt ein Gittertier o € A mit |a| = (2(c3(n) + 2))?, sodass A, (n)12 C o
Dabher folgt aus der zweiten Voraussetzung
P[®(Acy(n)+2) = 1] <P[B(a™) > n]
< e "Elexp(t®(a?))]

—tn o2es(m)+2)",

IN

(&

Auflerdem gibt es eine Konstante ¢, > 0, sodass fiir c3(n) grof8 genug ein Git-
tertier « € A@ mit || = ca(c3(n))? und o C A, () existiert. Kombinieren
wir dies mit der ersten Voraussetzung, erhalten wir

P[Q(ACB(’R)) = 0] S P[‘I)(O[DS) = 0] S Ci4(03(n))d.

Wir wihlenjetzt c3(n) € N maximal unter der Bedingung, dass (2(c3(n)+2))? <
tn/2 gilt und schlielen die Behauptung. O

7.6. Poisson-Hyperebenen-Mosaike

Wihrend sich die Konstruktion von Voronoi-Mosaiken sehr gut mit unseren
Voraussetzungen vertrdgt, mussten wir bisher feststellen, dass dies aufgrund
der etwas weiter reichenden Abhingigkeiten nicht auf Poisson-Hyperebenen-
Mosaike zutrifft. Die besondere Konstruktion ermdglicht es jedoch, direkt nach-
zuweisen, dass diese Mosaike ein Shape-Theorem erfiillen.

Wir fithren zunéchst das Poisson-Hyperebenen-Mosaik ein. Dazu tibernehmen
wir fiir diesen Abschnitt im Wesentlichen die Notation aus [SWO08|]. Beweise
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fiir alle grundlegenden Eigenschaften des Mosaiks und des assoziierten Zono-
ids finden sich in [SWO08| Kapitel 4.4, 10.3, 9.3].

Es sei %! := {u € R? | ||ul|z = 1} die d-dimensionale Einheitssphire. Fiir ein
ue€ S tundr > 0sei E(u,r) := {x € R? | (z,u) = r} die Hyperebene, die
senkrecht auf u steht und Abstand r zum Ursprung hat. Wir betrachten einen
Poisson-Punktprozess ® auf S?~! x [0, o) mit Intensitdtsmafl v ® A. Dabei sei-
en ¢ ein gerades Maf3, welches auf keinem GrofSkreis konzentriert ist, v > 0 und
A das Lebesgue-Maf3. Wir identifizieren ® mit der zufélligen Menge von Ebe-
nen {E(u,r) | (u,r) € ®} und nennen P einen Poisson-Hyperebenen-Prozess. Die
bisherigen Voraussetzungen sind dabei so gewéhlt, dass der Prozess der Hy-
perebenen stationdr und stark ergodisch (sogar mischend) ist und den gesam-
ten Raum fast sicher in beschrénkte Zellen zerlegt. Insbesondere wird dadurch
ein zufélliges Mosaik 91 induziert, dessen Verteilung durch v und ¢ eindeutig
bestimmt ist. Dieses nennen wir Poisson-Hyperebenen-Mosaik mit Richtungsver-
teilung o und Intensitit ~y.

Eine wesentliche Kenngrofie solcher zufilliger Mosaike ist das sogenannte as-
soziierte Zonoid. Dies ist eine konvexe Menge mit Stiitzfunktion

)= [ N pldn), @R,

Gleichzeitig ist
1
h(z) = §E[|[O,x] N®|], =eR?

die halbe erwartete Anzahl der Schnitte des Prozesses von Ebenen mit der Stre-
cke von 0 nach z.

Es gibt nun zwei natiirliche Moglichkeiten, den Seitenflichen von 9t Zeiten
zuzuweisen. Die erste Moglichkeit ist die unabhédngige Markierung der Seiten-
flichen mit Zeiten, wie wir sie im Abschnitt untersucht haben. In diesem
Fall gentigt es, wenn die Zeiten ein endliches d + ¢ Moment vorweisen kénnen,
um die Voraussetzungen fiir das Shape-Theorem zu schaffen. Denn dass
das Hinzufiigen einer Ebene, kann die Anzahl der Zellen, die das Einheitsqua-
drat schneiden, hochstens verdoppeln. Daher gilt

3 1{ZN[0,1)F # 0} < 2% pes HEAD0}
zem

Da die Anzahl der Ebenen, die den Einheitswiirfel schneiden Poisson-verteilt
ist, existieren alle Momente der Anzahl der Zellen, die den Einheitswiirfel
schneiden. Demzufolge sind die Voraussetzungen von Theorem erfillt.
Unter welchen Voraussetzungen y in diesem Fall eine Norm ist, ist eine offene
Frage.

Die zweite Moglichkeit ist, anstelle der Seitenfldchen von 9t jeder Ebene von @
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eine unabhéngige Zeit zuzuweisen. Diesen Fall werden wir ausfiihrlicher stu-
dieren. Wir kénnen in diesem Rahmen zeigen, dass p eine Norm ist. Dartiber
hinaus konnen wir p sogar explizit angeben und eine Konvergenzrate fiir die
Konvergenz im Shape-Theorem angeben.

Sei also ® = {E; | i € N} der Poisson-Hyperebenen-Prozess, T' := (T;);cn eine
u.iv. Folge von (0, co)-wertigen Zufallsvariablen und & := {(E;,T;) | ¢ € N}
der unabhingig markierte Hyperebenen-Prozess. Der zuféllige Abstand zweier
Punkte z,y € R? ist via

7 ($,y7 ¢T) := inf E ]1{E1 Y 7 0}11
8l
i€N

definiert, wobei das Infimum wie bisher tiber stetige polygonale Kurven gebil-
det wird, die in z starten und in y enden.

Das Besondere an der Konstruktion ist, dass der direkte Weg auf einer Geraden
stets der kiirzeste Weg ist. Denn liegen zwei Punkte z,y € R? auf zwei unter-
schiedlichen Seiten einer Hyperebene, so muss jeder stetige Pfad von « nach y
diese Hyperebene irgendwann schneiden. Der direkte Weg wiederum schnei-
detjede dieser Hyperebenen hochstens einmal und keine weiteren. Damit gilt

7(0,2:07) = Y I{E; N[0, x] # 0}T;, «€R (7.2)
€N

und wir schliefSen aus

max {7(0,z; ®7) | [2]ee <1} <Y 1{E;N[-1,1]* # 0} T;
i€eN

und Lemma dass 7(-, -; @7) die Voraussetzungen von Theorem erfiillt,
sobald E[T{"F] < oo fiir ein ¢ > 0 gilt. Aus (7.2) folgt, dass die Passierzeiten
zusammengesetzt Poisson-verteilt sind und dass

E[r(0, z; ®7)] = 2E[T} ]h(x)

gilt. Dementsprechend ist nach dem subadditiven Ergodensatz [Kal02, Theo-
rem 10.22] und wegen der Homogenitéit von i

. 7(0,tz; @) . . E[7(0,tx; Pr)]
)= fim === = = = 2E[Di]h().
Wir sehen also, dass die spezielle Konstruktion der zufélligen Metrik leicht die
Voraussetzungen fiir ein Shape-Theorem erfiillt, bei dem wir sogar die Grenz-
form S bestimmen koénnen.
Es stellt sich die Frage, ob es moglich ist, die Konvergenzgeschwindigkeit im
Shape-Theorem zu bestimmen. Wir werden uns dazu auf den Fall zurtickziehen,
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7.6. Poisson-Hyperebenen-Mosaike

in dem die Zeiten konstant eins sind. Dafiir schreiben wir ®,; anstelle von ®p
und bemerken, dass 7(-,; ®1) = 7(-, -; smﬁd‘”) gilt. Im Beweis wird ersichtlich
werden, wie auch im Fall einer nicht auf 1 konzentrierten Verteilung der Zeiten

die Konvergenzgeschwindigkeit abgeschétzt werden kann.

7.6.1 Theorem

Sei ® der Poisson-Hyperebenen Prozess mit Richtungsverteilung o, Intensitit v und
Grenzform S := {x € R? | u(z) < 1}, wobei y die entsprechende Norm zu 7(-, -; ®1)
ist. Es gibt eine Konstante ¢ > 0 die nur von d, vy und o abhingt, sodass fiir alle ¢ > 0
undr >0

2
P[3z € 7S 7(0,2;®1) — p(x)] > er] < ce 2@ Y exp (—TE>
m

mit m := 8 max,cga—1 u(u) gilt.

Beweis: Wir gehen vor wie im Beweis von und quantifizieren die einzel-
nen Details. Einerseits miissen wir uns tiberlegen, wie viele Kegel mit welchem
Offnungswinkel benétigt werden, um den Raum zu iiberdecken. Dies haben
wir in Lemma[A.7]im Anhang getan. Andererseits benétigen wir eine Konzen-
trationsungleichung fiir die Differenz zwischen 7 und p innerhalb eines Kegels.
Sei ¢ > 0. Fiir eine Richtung u € S%~1, r € [0,00] und § > 0 definieren wir den
(abgeschnittenen) Kegel
K(u,r,6) = {z e R | |zl <7, (%=, u) >1—5}

llzll2”

und die folgenden Mengen von Hyperebenen:
Ei(u,r,8) :={E(v,a) | Ja € S¥L, (u,a) >1—-6: (@,0) > a1,

die Menge der Hyperebenen, die den Kegel K (u,r,d) der Lange r in Richtung
u mit Offnungswinkel arccos(1 — §) schneiden, und

E(u,r,8) = {B(v,a) |Va e S* !, (u,@) >1—-45: (4,v) > 2}.

die Menge der Hyperebenen, die jede Strecke [0,7%] C K(u,r,d) schneiden.
Dies impliziert, dass fast sicher

max{7(0,2;®1) | z € K(u,00,0) NrST 1} < ®(& (u,r,0)) (7.3)
und
min{7(0,z;®1) | z € K(u,00,0) NrS¥1} > ®(E(u,r,6)) (7.4)
gilt. Ist © das Intensitdtsmafl von ®, so gilt fiir ¢ € [2]
E(v,a) € & (u,r,0) & E(v, %) € &(u,1,0)
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und damit auch

06w ) =1 [ [ L (B(.0)) da pla)

Sd-
- o 7.5
e (B ) dagar) 7Y
0

s
=r0(&(u,1,9)).

:T’y

Weiter stellen wir fest, dass wegen Lemma fiir u,v,w € 81 und § € (0,1]
mit (u,w) >1—4¢

(v, w) < (u,v) + 5+ V85 < (u,v) + c1V3
gilt, wobei ¢; := 1+ /8 ist. Daraus folgt
@(81(“, 175))
'y/ / 1{3w e S¥1: (w,u) >1-146, (w,v) > a} da p(dv)
Sd—1
/ / 1{{u,v) + 1 V3 > a} da o(dv)
Sd—1

0
O(&1(u,1,0)) + ve V6
p(u) +yer Vo

IN

und
52u15
= / / 1{vw € S, (w,u) >1—-0: (w,v) > a} da p(dv)
Sd—1

>fy/5d 1/ 1{(u,v) — c1V8 > a} da @(dv)

O(E2(u,1,0)) — ve1 Vs
p(u) = yerVs.

Es sei daran erinnert, dass wegen Lemmaund (6.2) fiir alle w € S*1,r,8 >
Ound z € K (u,r,6) NrS?!

(@) = p(ru) — m?ﬁﬂ(ei)\\x —rully > p(ru) — eoVor
1€

gilt, wobei ¢z 1= 2v/2 max;e (g p(e;) ist.
Sei nun § € (0,1]. Nach Lemma gibt es ein ¢; € R, ein k < ¢36'7¢ und
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eine Menge von Richtungen {u; € S¢~! | i € [k]}, sodass S?~! von den Ke-
geln K (u;, 1,6) iiberdeckt wird. In diesem Fall wird auch R? von den Kegeln
K (u;, 00,0) tiberdeckt. Daher gilt fiir ¢, > 0 wegen

P[3z € S 7(0, 2, ®1) — p(z) > er]

< Z P[3z € K (u;,00,0) NrS¥ 1. 7(0,2,®1) — p(x) > er]
i€[k]

< Z P[3z € K (u;,00,8) NS 1 7(0,2,®1) > r(p(us) — 2V + €)] (7.6)
i€[k]

<Y P& (wi, 7, 8)) > r(p(ui) — 2V +€)].
i€ k]

Aus der Markov’schen Ungleichung angewandt mit der Funktion e** und einer
Optimierung tiber s > 0 ergibt sich die Schranke

2
PX > E[X] + 2] <exp (QIE[X]> , x>0 (7.7)

fiir eine Poisson-verteilte Zufallsvariable X . Daraus folgt

P[® (1 (s, 7,6)) > r(pu(w;) — V5 +€)] < exp (—r(g — (es + 02)\/3)2>

2p(ui)
und wir erhalten wegen (7.6) und k < c361~4, dass

o (r(s ~ (e + ch)?)

P[3 d—1. P,) — <
[ rerS T(Oax; 1) ,LL(Sﬂ) > 57"} - 2maXuESd*1 ,LL(U)

gilt. Die Ungleichung

= §d—1

— 2
P[3z € 7S 7(0,2,®1) — pu(x) < —er] < s exp <_7"(5 (ver + c2)V6) )
2max,cgi—1 p(u)

ergibt sich analog unter Verwendung von &, und (7.4) anstelle von & und (7.3),
sowie

P[X < E[X] - 2] < exp (2_[@;]) . x>0

Die Wahl von c
Vo=— =
2(yer + c2)

liefert die Behauptung. O
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Die Wahl von 4 im obigen Beweis ldsst sich etwas verbessern, wodurch jedoch
die Abschédtzung sehr uniibersichtlich wird. Das wesentliche Verhalten dndert
sich dadurch nicht mehr.

Allgemein stellt sich beim Nutzen der sub-Additivitdt die Frage, wie gut die
Schranke tatsdchlich ist. Eine untere Schranke fiir den Tail von Poisson-verteil-
ten Zufallsvariablen, wie man sie beispielsweise aus dem Satz von Cramér und
Chernoff [Kal02, Theorem 27.3] herleiten kann, wiirde im Fall von Theorem
zu einer unteren Schranke der Form exp(—rec; — ¢3), ¢1,co > 0 fiihren,
die fiir r grofd genug gelten wiirde. Um das asymptotische Verhalten noch ge-
nauer beschreiben zu kénnen, miissten die Techniken zu sogenannten Scan-
Statistiken fiir Poisson-Prozesse an den Raum S?~! x [0, 1] angepasst werden
(siehe [Pen09]]). Wir nehmen an, dass dies im Prinzip mdglich, aber technisch
aufwandig ist.

Fiir das Modell mit zufilligen Zeiten geniigt es einzusehen, dass ®(&;) durch
die Summe der Zeiten der Ebenen von ® in &; ersetzt werden muss. Dement-
sprechend muss lediglich fiir diese zusammengesetzt Poisson-verteilte Zufalls-
variable eine Tail-Abschitzung der Form bereitgestellt und bzgl. § opti-
miert werden, um eine Konvergenzrate fiir 7 zu erhalten.

7.7. Zusammenfassung

Nehmen wir die Resultate dieses Kapitels zusammen, kommen wir auf folgen-
de Ergebnisse:

o In STIT-Mosaiken gibt es fast sicher htchstens einen unendlichen schwar-
zen Cluster. Daher gilt im 2-dimensionalen Fall p. > 1. Es gilt auflerdem
ein Shape-Theorem bei dem wir jedoch nicht zeigen konnten, dass y stets
eine Norm ist. Die Existenz eines nicht trivialen Phasentibergangs konn-
ten wir nicht zeigen.

e In Poisson-Hyperebenen Mosaiken existiert ebenfalls hochstens ein un-
endlicher schwarzer Cluster und im 2-dimensionalen Fall ist p. > %
Im speziellen Fall, dass jede Ebene mit einer Passierzeit ausgestattet ist,
konnten wir ein Shape-Theorem zeigen, die Grenzform explizit bestim-
men und die Konvergenzgeschwindigkeit abschétzen. Die Existenz eines

nicht trivialen Phasentibergangs konnte nicht gezeigt werden.

e Fiir Voronoi-Mosaike haben wir gezeigt, dass es fiir die Existenz eines
nicht trivialen Phaseniibergangs hinreichend ist, wenn der zugrundelie-
gende
Punktprozess skalierungs-mischend ist oder wenn er ergodisch ist und
sein erweitertes Laplace-Funktional die Bedingungen in Lemma|[7.2.Tjund
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Lemmaerfﬁllt. Wir haben weiterhin festgestellt, dass Determinantal-
Punktprozesse und grofle Klassen von Poisson-Clusterprozessen diese
Bedingungen erfiillen. Woraus sich insbesondere ergab, dass die erzeug-
ten Mosaike zahm sind.

Es konnte auflerdem nachgewiesen werden, dass es unter schwachen Vor-
aussetzungen an den zugrundeliegenden Punktprozess hochstens einen
unendlichen schwarzen Cluster gibt und dass daher in 2 Dimensionen
pe > 1 gilt.

Wir haben fiir Voronoi-Mosaike ein Shape-Theorem gezeigt und konn-
ten im Falle der zahmen Mosaike auch die Positivitiat der Zeitkonstante
nachweisen. Dies ermoglichte aufferdem die Anwendung des graphen-
theoretischen Ergodensatzes.

Wir vermuten, dass ein nicht trivialer Phaseniibergang in allen drei Klassen
zufélliger Mosaike unter schwachen Bedingungen vorliegt. Fiir Voronoi-Mosa-
ike vermuten wir insbesondere, dass unter geeigneten Voraussetzungen im 2-
dimensionalen Fall p. = % gilt.
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Das Boole’sche Modell

101






Im zweiten Teil der Arbeit beschiftigen wir uns mit dem Boole’schen Mo-
dell. Dieses hat in der Literatur viele weitere Namen (Continuum-Percolation,
Gilbert-Graph, Keim-Korn-Modell, zufilliger geometrischer Graph, Poisson-
Blob-Model, Swiss-cheese model, randomly overlapping spheres, fully pene-
trable spheres), die oft damit korrespondieren, welche Fragestellungen bear-
beitet werden und in welcher Allgemeinheit die Arbeit angelegt ist.

Wir werden aufler in Abschnitt[0.1]stets folgende Version des Modells nutzen:
Es sei B C R? eine kompakte wegzusammenhéingende Menge mit nicht leerem
Inneren und 0 € B. Wir nehmen im Folgenden 0.B.d.A an, dass es eine > 0
gibt, sodass B.(0) C B gilt. Weiter sei ® ein Punktprozess, der unter P, verteilt
ist wie ein Poisson-Prozess mit Intensitdt ¢ > 0. Wir nennen die Menge

U(LZ:+B)

zed

das Boole'sche Modell mit Korn B. Wir mochten die Perkolationseigenschaften
dieses Modells unter die Lupe nehmen und stellen fest, dass samtliche dafiir
notwendigen Information bereits im Graphen

Gp = (@,{{(E,y}C@|£+Bﬂy+B7ﬁ®})

kodiert sind. Diesen nennen wir den Gilbert-Graphen von ®. Der Parameter p €
[0, 1] macht in diesem Zusammenhang keinen Sinn mehr und wird stattdessen
durch die Intensitdt ¢ > 0 des Prozesses ® ersetzt. Es ergibt sich analog zur
diskreten Perkolation die Definition

te :=sup{t > 0 | P,[|C(0, Ga+s,)| < 0] =1}

der kritischen Intensitit (Die Verwendung von ® 4 ¢ anstelle von ® erklaren wir
am Ende des Abschnitts[8.T).

Die Perkolationseigenschaften dieses Modells sind im Allgemeinen in etwa
so gut verstanden, wie die der Perkolation auf dem Gitter Z¢. Das liegt dar-
an, dass es zu nahezu allen Werkzeugen der diskreten Perkolation (z.B. FKG-
Ungleichung, Russo-Formel, BK-Ungleichung) Pendants im Kontinuum gibt
und daran, dass sich das Boole’sche Modell sehr gut durch diskrete Modelle
approximieren ldsst. Leider wurden die Ergebnisse nie systematisch tibertragen
und sind daher nur teilweise in der Literatur zu finden [Hal85|, [Tan93],
[Tan96|, [Pen], [MR96]. Wir werden eine dieser Liicken schliefSen, indem wir
den exponentiellen Abfall des ,Radius” des Nullclusters, der von Menshikov
[Men86] bzw. Aizenman und Barsky [AB87] im diskreten Fall nachgewiesen
wurde, fiir das Boole’sche Modell zeigen. Erfreulicherweise wurde vor kurz-
em ein neuer Beweis fiir den diskreten Fall entdeckt [DCT16], der die bisherige
Argumentation radikal vereinfacht. Wir werden diesen Beweis auf das Boo-
le’sche Modell ibertragen und im Kapitel [10| daraus eine Methode ableiten,
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untere Schranken fiir die kritische Intensitdt per Simulation zu bestimmen. Der
Beweis liefert auflerdem die Einsicht, dass die Perkolationsfunktion bei der kri-
tischen Intensitdt wenigstens linear wéchst.

In Kapitel [9) werden wir uns mit der sogenannten Ornstein-Zernike-Gleichung
befassen. Dies ist eine, in der mathematischen Literatur fast unbekannte, Fal-
tungsgleichung mit deren Hilfe in der Physik viele Erkenntnisse tiber das Ver-
halten der sogenannten Pair-Connectedness-Funktion gewonnen werden konn-
ten. Die Gleichung ist dabei so einfach und grundlegend, dass es eine schier
untiberschaubare Menge an Publikationen in der physikalischen Literatur gibt,
die mit ihr in Verbindung stehen. Wir mochten hier nur exemplarisch die Ar-
beiten [OZ14], [CDAF77] und [Tor12] nennen, die fiir uns spater noch von
groBerer Relevanz sein werden. Die Pair-Connectedness-Funktion P;(x,y) ist
die Wahrscheinlichkeit, dass die Punkte « und y eines Poisson-Prozesses &
der Intensitdt ¢ im selben Cluster von Gg liegen, und damit eine der zentralen
Kenngroflen in der Perkolationstheorie. Wir werden im Boole’schen Modell die
mathematischen Grundlagen der Losbarkeit der Ornstein-Zernike-Gleichung
legen und analytische und kombinatorische Eigenschaften der Losung herlei-
ten.
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8. Exponentieller Abfall im
Subkritischen Bereich

8.1. Hilfsmittel und Bekannte Resultate

Wie bereits erwdhnt gibt es fiir den Poisson-Prozess Varianten der Standard-
werkzeuge der diskreten Perkolation, die wir hier nochmals auffithren wollen.
Die Beweise finden sich in [MR96] und [LP16]. Aufferdem mo6chten wir einen
kurzen Uberblick iiber die fiir uns wesentlichen Perkolationsresultate geben,
deren Beweise in [Pen] und [MR96] zu finden sind.

Wir nennen eine Funktion f : N(R?) — R aufsteigend, wenn aus ¢ C ¢’ €
N(R?) bereits f(¢) < f(¢') folgt (vgl. Abschnitt.1mit I = R%). Ein Ereignis
E € N(R?) heifit aufsteigend, wenn 1z aufsteigend ist.

8.1.1 Theorem (FKG-Ungleichung fiir Poisson-Prozesse)
Fiir zwei aufsteigende Ereignisse A, B € N'(R?) gilt

P,[® € AN B] > P, [® € AJP,[® € B].

Die BK-Ungleichung gibt uns wiederum eine Moglichkeit, das , disjunkte” Ein-
treten zweier Ereignisse zu quantifizieren. Wichtig ist hierbei, dass der Poisson-
Prozess f.s. endlich sein muss. Ist U € B(R?) beschrankt und sind A, B € N (U)
zwei aufsteigende Ereignisse, so definieren wir

AOB:={peNU)|3IK,LcU KNL=0: pnK € A,pnL € B}.

8.1.2 Theorem (BK-Ungleichung fiir Poisson-Prozesse)
Fiir U € B(RY) beschriinkt und zwei aufsteigende Ereignisse A, B € N'(U) gilt

P [®@NU € AOB| <P [®NU € AP [®NU € B
Das Pendant der Russo-Formel (2.1.3) benttigen wir in verschirfter Form, wie
es in [MZ00] oder allgemeiner in [LP16] gezeigt wird. Fiir eine messbare Funk-

tion f : N(RY) — R und n € N definieren den n-ten Differenzen-Operator
durch

Dy f@) = 3 (1" V(0430 00,), w1 o € R g € NR).

JC[n] jeJ
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8. Exponentieller Abfall im Subkritischen Bereich

Wir erinnern daran, dass wir eine Abbildung f : N(R?) — R durch U € B(R?)
determiniert nennen, wenn fiir ¢, ¢’ € R aus oNU = ¢'NU bereits f(¢) = f(¢’)
folgt.

8.1.3 Theorem (Perturbationsformel fiir Poisson-Prozesse)
Seitg,t € [0,00), U € B(R?) beschrinkt und f : N(R?) — R eine messbare Funkti-
on, die durch U determiniert ist. Ist Ey 4[| f(®)]] < oo, so gilt

o tn
B @) = B @)+ 30 [ RDL L f@)dn ) 6)
ne1 . n
und die Summe konvergiert absolut.

Theorem zeigt, dass E.[f(®P)] unter gewissen Integrabilititsbedingungen
eine reell-analytische Funktion in ¢ ist, deren erste Ableitung durch

% _ /R Eo[f(® +8,) — f(®)] de (8.2)

gegeben ist. Ein weiteres Hilfsmittel, das wir sehr oft benotigen werden, ist die
sogenannte Mecke-Gleichung. Dabei bezeichnet 7, := {(z1,...,z,) € ®™ |
Vi # j: x; # z;}, n € Ndie n-Tupel von Punkten in ®, bei denen kein Punkt
doppelt auftritt.

8.1.4 Theorem (Mecke-Gleichung)
Fiir jede messbare Funktion f : N(R9) x (R%)"™ — [0, 00) und n € N gilt

Z f(@,xl,...,xn)]

(wlwuvmn)eq);

- tn / Et
(Rd)™

Insbesondere gilt fiir f : N(R?) x R? — [0, 00) die Mecke-Gleichung

Et lz f(q)"r)

red

¢

f(<I>+ Z 6$i,x1,...,xn)]d(az1,...,xn).
i€[n]

= t/Rd Ei[f(® + 65, x)] du.

Ein Beweis findet sich in [SWO08, Theorem 3.2.5].

Vor dem physikalischen Hintergrund, macht es Sinn, simtliche Grofen nicht
im Ursprung, sondern in einem sogenannten typischen Punkt des Punktprozes-
ses auszuwerten. In einem endlichen System wiirden wir einen solchen Punkt
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8.1. Hilfsmittel und Bekannte Resultate

erhalten, indem wir unter allen Punkten uniform einen auswihlen. Dies ist in
einem unendlichen System nicht mehr mdoglich. Fiir einen stationdren Punkt-
prozess 7 auf R? kénnen wir jedoch die sogenannte Palm’sche Verteilung P von
n durch

PYA] = El(0, 1Y E| Y M A}|, AeN(RY

zenn[o,1]d

definieren. Diese Verteilung kann interpretiert werden als die Verteilung von
n wenn wir darauf bedingen, dass der Ursprung in 7 liegt. Ist 7 ein Poisson-
Prozess, so erhalten wir die Palm’sche Verteilung, indem wir 7 + §y anstelle
von 7 betrachten. Im Abschnitt zur Losbarkeit der Ornstein-Zernike-Gleichung
werden wir die Palm’schen Verteilungen nochmal aufgreifen.

Wir schreiben in diesem Teil der Arbeit stets B, () fiir B,.(z;RY) und B, fiir
B,.(0), da Kugeln in anderen Metriken keine Rolle mehr spielen werden (vgl.
Kapitel 2). AuBerdem definieren wir die Ereignisse

{A1 & Asinn} = {3, 20 €n: (x; + B)NA; #0,i € [2],21 <> 22inG,}

mit n € N(R%), A1, A3 € B(R?), r > 0 und k € N, die wir in vielfaltiger Weise
nutzen werden.

Wie bereits erwidhnt, lassen sich fast alle Resultate der Knotenperkolation auf
dem Gitter Z¢ auf das Boole’sche Modell iibertragen. Das heif3t unter anderem,
dass die kritische Intensitédt ¢. im Intervall (0, c0) liegt, also nicht trivial ist.
Weiter gibt es fiir jedes ¢ € [0, 00) nur hochstens einen unendlichen Cluster.
Istt < t., weisen sowohl das ,Volumen” |C(0,Gs45,)| als auch der ,Radius”
max{r > 0 | C(0,Ga+s,) N B, # 0} des Clusters des typischen Korns einen
exponentiellen Tail auf.

Das Ergebnis fiir das Volumen wurde von Penrose in [Pen) Kapitel 10] gezeigt.
Der Beweis beschréankt sich auf Kugeln als Korner, ldsst sich aber leicht auf
unser etwas allgemeineres Modell {ibertragen. Wir mochten das Theorem der
Vollstindigkeit halber hier noch einmal auffiihren.

8.1.5 Theorem (Exponentielles Verhalten des Clustervolumens)

Fiir t > 0 existieren die Limiten

v (1) = lim L 10g(PL[IC(0, G s,)| > n])

n—oo

1
= lim _ﬁlog(PtHC(O?gq’ﬁ-%” =n]).

n—r oo

Auflerdem ist cy stetig sowie monoton fallend in t und es gilt ¢y (t) — oo fiirt — 0
sowie cy (t) = 0 genau dann, wenn t > t..
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8. Exponentieller Abfall im Subkritischen Bereich

Das Ergebnis fiir den Radius liefse sich im Prinzip ebenfalls mit einem einfachen
Approximationsargument auf das Boole’sche Modell {ibertragen. Wir werden
jedoch im kommenden Abschnitt einen direkten Beweis liefern, der weitere
signifikante Einsichten in das Boole’sche Modell liefert.

8.2. Der Radius des Clusters eines typischen
Punktes

Der Radius des Clusters verhalt sich im subkritischen Bereich dhnlich wie das
Volumen. Um dies zu zeigen, adaptieren wir den Beweis aus [DCT16] an das
Boole’sche Modell. Der Beweis kldrt die Beziehungen zwischen der Verteilungs-
funktion des Radius

Gt(r) = ]P)t [C(O, g<1>+50) M 8BT 7é @] = ]Pt [B < 3BT in q)],
der Perkolationswahrscheinlichkeit

0r :=Pi[|C(0,Gas,)| = 00] = lim 604(r),

r—00

der erwarteten Clustergrofie des typischen Punkts

Xt = E[|C(0, Ga5,)]

und dem Parameter ¢. Die Idee in [DCT16] war, nicht eine dieser Funktionen zu
betrachten und Schlussfolgerungen auf die jeweils anderen zu ziehen, sondern
eine geschickte weitere Kenngrofle ¢, (S) einzufithren und zu allen drei Funk-
tionen in Beziehung zu setzen.

Fiir eine beschrinkte Menge S € B(R?) definieren wir

9sS = (S —B)N (S — B)

und
() ==E; | Y 1{z € 985, B> 2+ Bin®nN (S\dsS)} (8.3)
zed
:t/ BB ¢ 2+ Bin® N (5\ 9 S)] dz, (8.4)
oS

die erwartete Anzahl von Kérnern des Boole’schen Modells im ,breiten Rand”
0S5, die innerhalb von S \ dgS mit dem Punkt im Ursprung verbunden sind.
Wir bemerken, dass die Menge S \ 9gS aus denjenigen Punkten x besteht, fiir
diex + B C S gilt.
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8.2. Der Radius des Clusters eines typischen Punktes

Die Kenngrofie ¢(S) wird nun dazu benutzt, um einen weiteren kritischen
Punkt

t. :=sup{t > 0| Esex. S € B(R?) beschrankt, mit B ¢ S und ¢;(S) < 1}
(8.5)

zu definieren und damit das folgende Resultat zu formulieren.

8.2.1 Theorem
Es gilt t. = t.. Auflerdem gilt:

1. Fiirt < t. existiert ein c(t) > 0 mit

0,(r) = P [C(0,Ggpys,) NOB, # 0] < e W7 > diam(B).

2. Fiirt = t.. ist fiir alle beschrinkten S € B(R?) mit B C S

pir(S) > 1
und es gilt
Xt = 0
3. Fiirt > t. ist
t—1.
0 > .
t

Beweis: Es gentigt, die Aussagen 1, 2 und 3 fiir t. anstelle von t. zu zeigen,
da sich daraus sofort ¢, = t, ergibt. Ist also t < t., SO gibt es ein offenes, be-
schrianktes S € B(RY) mit B € S und ¢;(S) < 1. Ist » > 0 so grof}, dass
S C B,(0) gilt, so schneidet jede stetige Kurve, die 0 mit einem Punkt in 0B,
verbindet, den Rand von S. Da B wegzusammenhéingend und abgeschlossen
ist, folgt aus ,B <+ 0B, in ®”, dass es einx € & N Jg S gibt, sodass B <+ + + B
in®N(S\dsS)und = + B < 0B, in ® gilt, wobei die Punktemengen, die die
beiden Verbindungen realisieren, disjunkt sind. Um dies einzusehen, gehen wir
entlang eines Pfades in Gg, der B mit 0B, verbindet, und wéhlen den Punkt als
z, fiir den als erstes (z +B) N 5S¢ # 0 gilt.
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8. Exponentieller Abfall im Subkritischen Bereich

oBS

Abbildung 8.1.: Realisierung des Ereignisses {B «» 0B, in ®} mit gekennzeich-
netem x, B = By, S in Form eines offenen Quadrats (rot schraf-
fiert) und 0g S (blau schraffiert).

Daraus folgt mit Hilfe der Mecke-Gleichung und der BK-Ungleichung
dass

P,[B <+ B, in |

<E| Y 1{z €S, B+ az+Bin®n(S\dBS),

zed

z + B < 0B, in ® mit disjunkten Punkten}

:t/ PB4+ Bindn(S\ os9),
o

z + B <> 0B, in ® mit disj. Pktn.] dz
PB+z+Bin®nN(S\IgS)|Piz+ B < B, in @] dz
PiB <+ 2+Bin®N(S\ dBS)]

Pz + B« 8B7‘—diam(535’) (z) in @] dx
= Pt[B And aBrfdiam(é)BS) € ‘I’}%&(S)
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8.2. Der Radius des Clusters eines typischen Punktes

gilt. Im vierten Schritt haben wir dabei genutzt, dass B, _giam(ag5)(z) C B, gilt,
wenn = € Jg 9 ist. Damit folgt durch Iteration Aussage 1 fiir ¢.. anstelle von ¢,.
Fiir den Beweis der zweiten Aussage erinnern wir uns daran, dass nach Theo-
rem fiir jedes beschrinkte S € B(R?) die Funktion ¢;(S) analytisch also
insbesondere stetig ist. Gébe es also ein S mit ;7 (S) < 1, so wiirde dies auch
fiir ein ¢ > {, noch gelten, was ein Widerspruch zur Definition von ¢ (9) ist.
Die Mengen dgD,, mit D,, := {z € R? | |[z[]2 < 3ndiam(B)}, n € N sind
paarweise disjunkt, daher gilt

1+ 1{B+ 2+ Bind}
zed

xt = E;

NE

> E; | Y 1{x €Dy, B+ z+Bind}

rzed

n=1

I

Y 1{x € 0Dy, B> +Bin®dn (Dn\ﬁBDn)}]

1 zeP

3
I

M

<pt(aBDn)
1

I
8 1

Um die dritte Aussage zu zeigen, werden wir zunéichst die Differentialunglei-
chung

00:(r) S 1—64(r)

> 1 i .
o 2 ” , t >t r>diam(B) (8.6)

herleiten. Das Ereignis {B <> 0B, } ist durch die Menge B — B determiniert.
Wir schreiben der Lesbarkeit wegen im Folgenden By anstelle von int B,.

Wir verwenden ein besonderes Verfahren, um einen Poisson-Prozess auf By —
B zu konstruieren. Wir gehen induktiv vor und konstruieren eine Folge von
Punkt-Prozessen (7, )nen. Dazu sei (®,,),en eine Folge von Poisson-Prozessen
mit Intensitit ¢ auf R?. Zuerst setzen wir A; := 9gB° und definieren 1, :=
®; N A;. Nun definieren wir induktiv

e = (e + B—B) N (B2 —B))\ A,
und
Nn+1 = (I)n+1 N An+1'

Die Menge A,, 1, ist der Bereich in B —B, in dem jedes Korn z+B mitz € A, 14
ein Korn y + B mit y € n,, schneiden wiirde und in dem der Prozess noch nicht
konstruiert wurde.
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8. Exponentieller Abfall im Subkritischen Bereich

Aus der Konstruktion folgt, dass fiir n € N und zwei Punkte z € n, und y €
Nnt2 bereits  + B Ny + B = () gilt. Da B eine offene Kugel um 0 enthilt, gibt
es ein k € N abhédngig von r, d und B, sodass A;, = ) ist. Wir setzen

= Ek:nn
n=1

und

k
AW = | ] A4,.
Y

Es ist moglich, dass A £ B? — B, daher definieren wir
A® .= (B> -B)\ AW

und setzen
77(2) =01 N AP,

Diese Konstruktion hat zur Folge, dass 1 := M 4 1) ein Poisson-Prozess mit
Intensitdt ¢ auf By — B ist und damit die selbe Verteilung hat wie & N (B, — B)
unter P,. Der Prozess 1(!) enthilt dann genau die Punkte von 7, die mit 0B,
in (Y verbunden sind. Auferdem ist () Poisson-verteilt auf A, wenn n(*)
gegeben ist. Diese Konstruktion wurde in dhnlicher Weise bereits in [Pen96]
verwendet.

Abbildung 8.2.: Eine Realisierung von 7, bei der drei Iterationen durchgefiihrt
wurden.
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8.2. Der Radius des Clusters eines typischen Punktes

Wir benotigen im Weiteren, dass
A® = (B \ (M +B))\ds(By \ ") +B)) (87)

gilt (Abbildung[8.2Jmacht die Gleichheit plausibel, deren Beweis etwas langlich
ist).
Zunéchst erhalten wir aus der Definition von A(Y) durch einfache Umformun-
gen

k
AW = (@B U | ((m. +B - B) N (B2~ B))

= (™M +B—-B)N(BZ —B)) UdB?
= (W +B -B)UdsB?) N (B — B),

T

woraus
A® =By -B)\ (nV + B —B)UdsBY) (8.8)

folgt. Ist nun « ein Element der rechten Seite von so gilt:
1. (x+B)NB#£0,
2. (z+B)n(nM +B) =40,
3. +B C B oder z + B C (B?)“.

Aus 1. und 3. folgt x + B C By, weshalb auch = € By gilt. Aus 2. folgt x ¢
7 + B. Aus 1. und 2. folgt z + B € B2 \ (V) + B). Dies impliziert, dass «
auch in der rechten Seite von enthalten ist.

Ist umgekehrt = ein Element der rechten Seite von (8.7), so ist  + B C By \
(n") + B). Daheristz € BS, 2+ BN (n") + B) = §und = + B C B?. Letzteres
impliziert x ¢ Og By und es folgt, dass « in der rechten Seite von enthalten
ist.

Wir mochten die Ableitung von 6,(r) nach ¢ untersuchen. Dazu wiirden wir
wegen Gleichung gern zeigen, dass fir z € B) — B

1{B ¢ 0B, inn +6,} — 1{B < 8B, inn}

8.9
=1{Bw2+Biny®, y® +BNB =0, 2 €dg(B:\ (n'" +B))} ®)

gilt. Die linke Seite der Gleichung kann nicht negativ werden, also bleiben drei
Félle zu unterscheiden (vgl. Abbildung|8.3).

Fall 1: Die linke Seite von ist gleich eins. Dann erzeugt das Hinzuftigen von
x + B eine Verbindung von B nach 0B, die es in n + B nicht gibt. Das heifst,
{B < z + Binn} muss eintreten. Die Verbindung darf jedoch keine Punkte
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8. Exponentieller Abfall im Subkritischen Bereich

aus 77(1) nutzen, weil sonst bereits ohne die Hilfe von = eine Verbindung von
B und 9B, vorhanden wire, da alle Punkte in 77(1) mit 0B, in 7)(1) verbun-
den sind. Demzufolge kann auch kein Korn eines Punktes von n(*) das Korn B
schneiden. Da x 4+ B eine neue Verbindung zwischen B und 0B, schafft, folgt
auerdem, dass = + B die Menge (B2)°U (n*) +B) schneidet. Wir haben bereits
festgestellt, dass {B <> 2 +B in 1(?)} eintritt. Daher muss z + B auch (n(*) + B)*
schneiden und es folgt = € dg (B2 \ (n") + B)).

Abbildung 8.3.: Beispiel fiir Realisierungen der drei beschriebenen Fille.

Fall 2: Die linke Seite ist gleich null, wobei beide Indikatoren den Wert eins
haben. Dann muss nach Konstruktion {B « 9B, in n(!)} eintreten, weshalb
die zweite Bedingung der rechten Seite nicht erfiillt ist.

Fall 3: Beide Indikatoren der linken Seite sind gleich null. Nehmen wir an, die
erste und die dritte Bedingung der rechten Seiten von wiren erfiillt, dann
wiirde  + B die Menge (B2)¢ U (n(!) 4+ B) schneiden und es géibe in n(?) eine
Verbindung von B nach = + B. Dadurch entstiinde eine Verbindung von B
nach 0B,, da alle Punkte in n(*) mit 9B, in n(*) verbunden sind. Dies ist ein
Widerspruch zur Annahme, dass beide Indikatoren der linken Seite gleich null
sind.

Jetzt konnen wir mit Hilfe von und die Ableitung umformen. Es gilt

89t (’I")
ot

:/ E[1{B < 0B, iny + 6,} — 1{B < B, inn}] dz

B°—B

= /]E{]l{BHx—i—Binn(Q), (nM+B)NB =10,
° B

v €0s(B2\ (n® + B))} | = g} P, (d€) dx.
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8.2. Der Radius des Clusters eines typischen Punktes

Bei gegebenem (1) ist n» wie erwdhnt Poisson-verteilt auf A, und es gilt

P~ [rie+mnB =0} [ t{rem(m\(€+B)

B2—B

E[1{B < 2 +Binn®} | n) = ¢ dz P, ) (d€)
:/]1{(§+B)0B:®}

P, [B &2+ Bin
s (B2\(¢+B))

&N ((B;: \(€+B))\ s (B2\ (£+ B))} dx P, ) (d€)
[ (B2 (€4 B+ B)NB = 0) Py ().

1
t

Wenn (€ +B)NB = 0 gilt, ist wegen r > diam(B) auch gesichert, dass B C
B\ (£ + B) gilt. Aus den Uberlegungen zur Behauptung 2 und der Definition
Vont folgt, dass fiir ¢ > {. und jedes beschrinkte S € B(R?) mit B C S

pi(S) 21
gilt. Daher erhalten wir die gewiinschte Differentialungleichung

8925 (T’) 1 - ot (T)
ot — t t ’

/]1{(5 +B)NB =0} P, (d§) = (8.10)

Es bleibt Behauptung 3 aus (8.10) herzuleiten. Da mit positiver Wahrscheinlich-
keit ® N BY — B leer ist, gilt §,(r) < 1 und es folgt

o) 1
1—0:(r) — ¢t

Diese Ungleichung integrieren wir von . bis ¢ und erhalten

(i) 2 (i)

Die Abschitzung ¢; (r) > 0 und einfache Umformungen liefern

0,(r) > t‘ttC.

Mit dem Limes r — oo ergibt sich die dritte Behauptung fiir ... O
Das Theorem liefert auch eine weitere einfache Moglichkeit die bereits be-

kannte untere Schranke (in der Literatur mitunter Penrose-Schranke genannt)

1
te >

cZ W_B) (8.11)
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8. Exponentieller Abfall im Subkritischen Bereich

herzuleiten. Dazu wahlen wir e > 0 und S = B+ B? und erhalten ¢;(B+B?) <
tVol(B + B? — B), indem wir den Integrand in durch 1 abschétzen und
08(B + B2) C B + B? — B nutzen. Angenommen es ist t. < Vol(B — B)71,
so gibt es ein ¢ > 0, sodass ¢, (S) < 1 gilt (dies folgt, da B — B kompakt und
das Lebesgue-Mafles stetig von oben ist). Dies ist ein Widerspruch zu Theorem
B.2.11

Dieser Ansatz kann jedoch nochmal signifikant verbessert werden. Wir be-
trachten dazu den Spezialfall B = B; und berechnen ¢,(B5). Das Verfahren
lasst sich auch fiir beliebige andere Kérner durchfiihren, die Numerik kann da-
bei jedoch deutlich komplizierter werden.

Wir setzen S = BS und B = B;. Dannist 9gS = BS \ BS und S\ dgS = B5. Sei
x € 0pS = B} \ BS. Das Ereignis {B <+ +B in ®N(S\dgS)} tritt genau dann
ein, wenn es mindestens einen Punkt y € ®N B, gibt sodass (y+B)N(z+B) # ()
gilt. Denn es gilt BN (y + B) # () und somit stellt das Korn y + B bereits die
Verbindung zwischen B und x + B her. Es muss also y € ® N BS N (z + Bs)
gelten. Daraus ergibt sich

Py[B 2+ Bin® N (S\ dgS)] = Po[d((x + Ba) N By) > 1]
=1— e—tVol((ac—i—Bg)ﬁBQ)

und wegen (8.4) nach dem Ubergang zu Polarkoordinaten
4
©:(Bs) = t Vol(By) / rd=1(1 — et VollreatB2)NB2)y gy, (8.12)
2

Dieses Integral kann sehr gut numerisch ausgewertet werden und wir kénnen
numerisch das ¢ bestimmen, fiir das ¢;(B3) = 1 gilt. Dies ist wegen Theorem
eine untere Schranke an .

Wir werden in Kapitel [10] ein Verfahren von Hall auf beliebige Dimensionen
ausdehnen, welches noch bessere Schranken liefern wird. Dort werden wir
auch die Giite dieser Schranken diskutieren.
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8.2. Der Radius des Clusters eines typischen Punktes

d  Schranke via ¢;(Bs) Penrose Schranke
2 0.135802... 0.0795774. ..

3 0.0433691... 0.0298415....

4  0.0167131... 0.0126651....

5 0.00734445... 0.00593678. ...
6  0.00357261... 0.00302358. ..
7 0.00188850... 0.00165352. ..
8§ 0.00107117... 0.000962435. ...
9  0.000645942... 0.000592123. ..
10 0.000411202... 0.000382941. ..
11 0.000274803... 0.000259158. ...

Tabelle 8.1.: Untere Schranken fiir die kritische Intensitit ¢. in Dimensionen 2
bis 11 mit B = B;.

Es sei erwdhnt, dass Penrose in [Pen96] nicht nur eine untere Schranke angibt,
sondern auch zeigt, dass diese asymptotisch exakt wird. Ahnliche und teil-
weise noch deutlich préazisere Entwicklungen der kritischen Perkolationswahr-
scheinlichkeit wurden mit Hilfe der sogenannten Lace-Expansion in diskreten
Modellen erreicht (siehe z.B. [vdHS06])
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9. Die Ornstein-Zernike Gleichung

Die zentrale Grofie, die wir in diesem Kapitel untersuchen, ist die bereits in der
Einfithrung genannte Pair-Connectedness-Funktion P; : RY x R? — [0, 1], die
fiir ,y € RYund ¢t > 0 durch

Pi(z,y) :=P{z} < {y}in®+6,+ 0, =Pz +B < y+Bin®]  (9.1)

definiert ist. Aus der Stationaritdt von ® folgt sofort P;(x,y) = P(0,y — x) und
wir schreiben daher P;(z) := P;(0,z). Es ist wegen Theorem Kklar, dass
P,(z) im subkritischen Bereich ¢ < ¢, fiir ||z]]2 — oo exponentiell fallen muss,
und das folgende Lemma verschérft diese Aussage noch etwas.

9.0.1 Lemma

Fiir t < t. gibt es ein c(t) > 0, sodass

lim 1 log(P;(req1)) = c(t)

T—00 T
gilt.
Beweis: Mit Hilfe der FKG-Ungleichung ist leicht einzusehen, dass fiir

r1,T92 > 0

Py [{0} < {(r1 +72)ei} in @]
> Pi[{0} <> {rie1} in @, {rie1} « {(r1 +72)e;} in @]
> Pt[{O} <~ {7“161} in (I)]Pt[{O} <~ {Tgel} in CD]

gilt. Demzufolge gilt fiir
f(r) == —log(P[{0} <> {re;} in ®]), r >0

die Ungleichung
flri+r2) < f(r) + f(r2)

und es folgt aus einer Verallgemeinerung von Feketes Lemma [Ham62], dass
der Limes
lim J(r)

r—oco T
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9. Die Ornstein-Zernike Gleichung

existiert. Es bleibt also die Wahrscheinlichkeit P;[{0} <> {re;} in ®] zu P;(0,re;)
in Beziehung zu setzen. Es gilt einerseits fiir z, y € R¢

P[{x} <> {y} in ®] <P [z + B <> y + B in 9],

andererseits ist wegen der FKG-Ungleichung (8.1.1) und der Stationaritdt von
o

P{x} < {y}in®] >P[z+B+<y+Bin®,z+BC®+B,y+B C &+ B]
> Pz + B < y+ Bin ®P;[B C ® + BJ*.

Da B eine Kugel mit positivem Radius enthilt, ist P,[B € ® + B] > 0.

Da lim,_,« f(r)/r existiert, folgt mit Hilfe dieser beiden Abschidtzungen leicht
die Existenz von lim,_, . —% log(P;(req1)). Dass c¢(t) > 0 ist, ergibt sich aus
P;(0,7e1) < 6y(r — diam(B)) und Theorem [8.2.1] O

Es sei daran erinnert, dass fiir zwei integrierbare Funktionen f, g : R¢ — R die
Faltung f x g via

(f*g)(x /fx— y)dy, zcR?

definiert ist. Es gelten die elementaren Spezialfille der Young’schen Unglei-
chung [Bog07| Theorem 3.9.2]

1F* gl < Iflullgll,  f,9€ L, ©.2)
1F *gllee < Ifl1llglloc:  f €L, g€ L™, ©3)

weshalb die Definition insbesondere fiir f,g € L' bzw. f € L',g € L™ Sinn
macht. Mit L' seien dabei die integrierbaren und mit L> die beschridnkten
Funktionen gemeint. Diese Rdumen seien mit den entsprechenden Normen
ausgestattet.

Wir wiirden das Verhalten von P; gern besser verstehen. Die Ornstein-Zernike-
Gleichung

Py = Qi +tP x Qy, (94

die P, mit der sogenannten Direct-Connectedness-Funktion () : R? — R in Ver-
bindung bringt, liefert dazu zwei mogliche Ansétze. Der erste Ansatz besteht
darin, eine weitere Beziehung zwischen P, und @), herzustellen und dann das
resultierende Gleichungssystem nach P, aufzulosen. Dieser Ansatz wurde in
der Physik in vielfédltiger Weise verfolgt. In der Regel ist die zweite Gleichung
eine Ndherung, wodurch auch das gefundene P; eine Naherung darstellt (siehe
z.B. [PA87], [Bax7Q]).
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9.1. Lésbarkeit der Ornstein-Zernike Gleichung

Der zweite Ansatz ist, zu zeigen, dass Q;(z) mit betragsméafig grofler werden-
dem z ebenfalls exponentiell in ||z||2 fdllt, wobei jedoch die Konstante im Ex-
ponenten grofer ist (d.h. der Abfall ist schneller). Daraus kann mit Hilfe von
funktionentheoretischen Argumenten geschlossen werden, dass P;(z) von der
Form ¢y (t)/||z| 5~/ 2e=e2®lillz (1 4 (1)) ist [CCCIT.

Wir wollen daher grundlegende Fragen der Losbarkeit der Ornstein-Zernike-
Gleichung und der Eigenschaften dieser Losung stellen und beantworten.

9.1. Losbarkeit der Ornstein-Zernike Gleichung

Die Losbarkeit konnen wir in einem sehr allgemeinen Rahmen zeigen, der
deutlich tiber den Rahmen des Boole’schen Modells hinausgeht. Dazu ist es
notwendig, die Stationaritdt von Punktprozessen auf andere Art und Weise
einzufithren. Wir nutzen in diesem Abschnitt (und nur in diesem) folgende
Definitionen und Begriffe:

Der Grundraum (€2, §,P) sei mit einem messbaren Fluss 0 = (0,),crs ausge-
stattet. Dies ist eine Familie von Abbildungen 6, : Q — Q, fir die (w,z) —
0, (w) messbar ist. Weiter fordern wir, dass 6, die Identitit ist und dass 6, 06, =
04y gilt. Wir konnen uns weiterhin 6, als Verschiebung um x vorstellen, je-
doch ist diese Verschiebung jetzt so angelegt, dass sie auf ganz () wirkt. Wir
setzen voraus, dass

Pof,=P, z€R

gilt. In diesem Sinne nennen wir einen einfachen Punktprozess n auf R stati-
ondr, wenn

n(w, A+1x)=n0(w),A), werecR? AcBR?

erfiillt ist. Dies ist konsistent mit der Definition von Stationaritat aus Abschnitt
Die Intensitédt von 7 bezeichnen wir mit ~;,.

Wir mochten auch die Clusterbildung so allgemein wie moglich halten. Dazu
sei m : Q x R — R? eine messbare translationskovariante Funktion, d.h. es
gilt

70y (w),z—y)=m(w,z) —y, weQzyc RY. (9.5)

Die Funktion 7 kodiert die Art und Weise, wie Cluster gebildet werden, indem
sie jedem Punkt des Punktprozesses ein Clusterzentrum zuordnet. Im Fall des
Boole’schen Modells wiirden z.B. alle Punkte eines Clusters durch = auf den
lexikographisch kleinsten Punkt des Clusters abgebildet. Dadurch ergibt sich
der Punktprozess der Clusterzentren von

(W) = {m(w, z) [z € n(w)}
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9. Die Ornstein-Zernike Gleichung

und der Cluster eines Punktes z € n

Clx) = Clw,z) :=A{y € n [ r(n(w),z) = =(n(w), y)}-

Aus der Translationskovarianz von 7 folgt, dass ¢ ebenfalls stationér ist. Die
Intensitdt von ¢ nennen wir v.. Umgekehrt weisen wir jedem Clusterzentrum
z € ( seinen Cluster

C'(2) = C'(w, 2) == {z € n | w(n(w), =) = 2}
zu und erhalten dadurch eine Familie disjunkter Cluster, fiir die
n=Jce) (9.6)
z€(C

gilt. Wegen der Translationskovarianz von r gilt fiir z € n

C(0y(w),z) =Clw,z+y) —y, weQyecR? 9.7)
und fiir z €

C'(0,(w),2) =C"(w,z+y)—y, weQyeR™ (9.8)

Wir werden nun einen kleinen Teil der Theorie Palm’scher Verteilungen einfiih-
ren, den wir nur in diesem Abschnitt benstigen werden. Einen sehr guten Uber-
blick tiber die Theorie liefert Kapitel 3 in [Las10], das Buch von Daley und Vere-
Jones [DV]03]], [DV]J07] oder auch [SWO08]. Wir erinnern daran, dass wir das
Palmsche Mafi P) von 1 via

]P’g[A] = %7_1 Z 1{0,w € A} P(dw)

zen(w)N[0,1]¢

eingefiihrt hatten. Dies kann interpretiert werden als die Verteilung von 7, be-
dingt darauf, dass 1 einen Punkt im Ursprung besitzt. Dieser Punkt im Ur-
sprung kann auch als ein typischer Punkt von 7 angesehen werden.
Das Palm’sche Maf8 von 7 erfiillt das verfeinerte Campbell-Theorem

/ Z( f(o P(dw) 'Vn// flw,x) d:EIE”O(dw)
zen(w)

fiir jedes messbare f : Q x z — [0, 00). Dies kann, die iiblichen Konventionen
nutzend, auch als

lZf%x]_%Eo [/ F(00, 2 dx]

xen

geschrieben werden. Mit Hilfe der Neveu’schen Austauschformel lassen sich zwei
Palm’sche Verteilungen zueinander in Beziehung setzen.
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9.1.1 Proposition (Neveu'sche Austauschformel)
Es seien m und n' zwei stationire Punktprozesse in R? mit Intensitiiten ~,,, €
(0,00). Ist f : Q2 x R — [0, 00) messbar, so gilt

WE [Z £ (6o, x)] = Yy Eyy lz (s, —x)] :

xzen’ TEN
Dies gilt auch fiir f : @ x R? = R, falls E), 3~ | f(0, —2)[] < oo erfiillt ist.
Dies erlaubt uns auch eine Beziehung zwischen Funktionalen des typischen
Clusters und des Clusters des typische Punkts herzustellen.

9.1.2 Korollar
Fiir jede messbare Funktion f : N(R%) — [0, 00) gilt

WEnlF(C(0) = 7(0))] = EL[|C'(0) £(C(0))]-

Beweis: Aus der Neveu’schen Austauschformel und der Translationskovarianz

©3, 670, @) folgt

YELCO)If(C'(0))] = v EL | D F(C(0))1{n( )—0}]

xen

=T Eg Z f(O/(ezvo))]l{ﬂ'(GZa —z) = O}]

z€§

= E, ZfC" ) — 2)1{m(0) = z}]

_ZGC
= Ed[f(C(0) — 7(0))].
O

Da wir die Pair-Connectedness-Funktion betrachten mochten, bendtigen wir
auflerdem die bivariaten Palm’schen Verteilungen. Die Grundvoraussetzung
dafiir ist, dass das zweite Momentenmafl A(?) von 7

AP (A):=E [ > da(z,y) A € B(R? x R?)

z,YEN,TAY

absolut stetig beziiglich des Lebesgue-Mafles ist. Das heifit wegen der Statio-
naritit von 7, dass es eine messbare Funktion p : RY — R geben muss, fiir
die

AP (d(z,y)) = 7ap(y — x)dz dy
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9. Die Ornstein-Zernike Gleichung

gilt. Die Zwei-Punkt-Palm-Verteilung von 7 ist dann eine Familie {P}¥ | z,y €
R?} von Wahrscheinlichkeitsmafen auf (2, §), sodass (z,y) — P3¥[A] fiir alle
A € §F messbar ist und

E{ 3 f(eo,x,y)lzﬁ J[Et6nnalny - o) dedy 09

z,YEN,TAY

fiir jedes messbare f : © x R? x R? — [0, 00) gilt. Dabei sei E{"*) der Erwar-
tungswert bzgl. P7¥. Unter der Annahme, dass ({2, §) ein Borel-Raum ist, kann
mittels Desintegration gezeigt werden, dass es eine Familie {P)* | z € R%} von
Wahrscheinlichkeitsmaflen auf (€2, §) gibt, sodass

E lz f(6o, )

xen

=B 00.0)) 4 [ B alloe)de 010
Rd

fiir alle messbaren f : 2 x R? — [0, 00) gilt. Dies ldsst sich mit Standardmetho-
den auf messbare und integrierbare f : Q x R? — C ausdehnen (integrierbar
meint in diesem Fall, dass die Erwartungswerte bzw. Integrale in tiber | f|
endlich sind). Es ist leicht nachzurechnen, dass dann

1 . m0,y—=x d
PoY[A] =PV 29, 4], z,yeR, AT (9.11)

die Gleichung erfiillt. Es kann, dhnlich wie bei der Palm’schen Verteilung,
die Verteilung IP;¥ interpretiert werden, als Verteilung von 7 bedingt darauf,
dass 7 jeweils einen Punkt bei x und y besitzt. Demzufolge ist z.B. P} ¥[z,y €

n =1

Wir sind jetzt in der Lage, die Pair-Connectedness-Funktion P(z,y) in der ver-
allgemeinerten Variante des Modells als

Pla,y) = plz —y)Py Y[z € Cy)]
einzufiihren. Wegen und (9.11) gilt dann
P(x,y):P(y—x), xvyGRd~

Wir setzen also wieder P(x) := P(0, z) und erhalten durch die Wahl von f(z) =
1{z € C(0)} mit Hilfe von (9.10) die Gleichung

]Eg[|0(0)\]=1+%/ P(x) da. 9.12)
Rd

Daraus leitet sich ab, dass P genau dann integrierbar ist, wenn die erwartete
Clustergrofie des typischen Punktes endlich ist. Dies ist dann auch die einzige
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wesentlich Voraussetzung fiir die Losbarkeit der Ornstein-Zernike-Gleichung.
Wir meinen mit zy das euklidische Skalarprodukt, falls =,y € R? und definie-
ren fiir eine Funktion f € L' die Fouriertransformierte

flw) = f(x)ev® de, we R4
Rd

Die im Folgenden benutzten Aussagen zur Fouriertransformation und Losbar-
keit von Integralgleichungen (insbesondere der Satz von Wiener) finden sich
zusammen mit einer guten Einfithrung in die Thematik in [J670].

9.1.3 Theorem
Sei n) ein stationirer Punktprozess mit Ey)[|C(0)[] < oo, dessen zweites faktorielles
Momentenmaf$ absolut stetig zum Lebesgue-Maf$ ist. Es existiert genau dann ein () €
LY N L mit

P=Q+yQxP,

wenn

Pg Z v £0l >0, weR?
zeC’(0)

gilt.

Beweis: Um den Satz von Wiener [J670, Satz 13.2] anwenden zu kénnen miissen
wir zeigen, dass 1 + v, P stets positiv ist. Wegen der Integrabilitit von |C(0)|
kénnen wir (9.10) anwenden und erhalten mit (9.6), dass

Tt ’YrZIP(w) =Y+ 72 /]R'i POz € C(0)]e" p(x) da

0
= ’ynEn

Z 1{x € C’(O)}eiw’”l

xTEN

=Ey |22 Ma € CO)}e™ 1 {n(z) = 2}

z€C TEN

gilt. Unter Verwendung der Neveu’schen Austauschformel und der Trans-
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9. Die Ornstein-Zernike Gleichung
lationskovarianzen (9.5), erhalten wir
Tn + %27]5 (w)

=3B Y. Y Ha e, 0} Lin(f,,x) = —y}

yeEN xENOl,

=B D) Mo —y € C(0,, 0} (0,2 — y) = —y}]

LyEn z€n

= 7<E2 ZZ]I{LL’ € C(y)}e =1 r(z) = 0}] .

LyEn z€N

Ist 0 € ¢, so gilt m(x) = 0 und z € C(y) genau dann, wenn z,y € C’(0) ist.
Daraus folgt

Yo + V2P (w) = B

Z Z]l{x S C/ 1111301{y c C/(O)}e—iiz)y]

yEN TEN

§ eiwz

z€C(0)

, (9.13)

= v E¢

unter Verwendung des Satzes von Fubini. Das Korollar impliziert, dass
YELIC'(0)]*] = B [|C(0)]] < o0

gilt. Damit ist klar, dass die Anwendungen der Neveu’'sche Austauschformel
und des Satzes von Fubini gerechtfertigt waren.

Wenden wir uns nun dem eigentlichen Beweis zu. Existiert eine Losung @) €
L' n L*> der Ornstein-Zernike-Gleichung, so liefert die Bildung der Fourier-
transformierten, dass

P=Q+7,QP (9.14)
gilt. Angenommen fiir ein w € R? gilt
PL| Y €T £0| =0,
zeC’(0)

so ist nach auch 1 + 7, P(w) = 0 und wegen (9.14) auch P(w) = 0. Dies
ist ein Widerspruch.

Fiir die Riickrichtung sei daran erinnert, dass die L' Funktionen zusammen mit
der punktweisen Addition und der Faltung eine Algebra bilden. Diese Algebra
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hat zunéchst kein 1-Element, was durch das Hinzuftigen der Delta-Distribution
é behoben wird. Wir bezeichnen mit M die Faltungsalgebra mit 1-Element, die
alle Funktionen der Form r§ + f mit r € Rund f € L! enthilt. Die Ornstein-
Zernike-Gleichung konnen wir in diesem Sinne in

P=Qx(0+7P)

umformulieren. Es folgt aus der Voraussetzung und (9.13), dass die Fourier-

transformierte 50:7\77P = 1 + , P stets grofer als 0 ist. Der Satz von Wiener
[J670, Satz 13.2] besagt, dass zu & + v, P in diesem Fall ein Inverses in M! exis-
tiert, das die Form § + f mit

A —n P
f= ’YnA

1+~,P
hat. Dies zeigt, dass @ € L' mit
. P
B S ’ynlf’
die Ornstein-Zernike-Gleichung 16st. Damit folgt aus (9.3)

[Qllc = 1P =@ * Plloo < [[Plloc +mllQl1[1Plloc < oo,

da P(z) <1 fiir x € R4 O

9.2. Analytizitat der Clusterfunktionale und der
Direct-Connectedness

Wir beschrdanken uns von nun an wieder auf den Fall des Boole’schen Mo-
dells mit Intensitdt ¢ und Korn B, wie wir ihn zu Beginn dieses Kapitels ein-
gefiihrt hatten. Wir zeigen, dass der Erwartungswert von Funktionalen des
Clusters des typischen Punktes unter sehr schwachen Voraussetzungen reell
analytisch im Bereich [0, t.) sind. Dies wird insbesondere zeigen, dass die Pair-
Connectedness-Funktion P;(z) fiir festes + € R? und die erwartete Cluster-
grofle x; analytischin t € [0, ¢,) sind. Daraus werden wir schlieflen, dass auch
die Losung @Q; der Ornstein-Zernike-Gleichung analytisch in ¢ € [0, t.) ist.

Es sei im Folgenden stets f : N(RY) — R eine messbare Abbildung, die lang-
samer als exponential wichst. Das heifst, fiir jedes ¢ > 0 gibt es ein ny € N
mit

|£(p)] < esmaxtlelnol = ¢ N(R?). (9.15)
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9. Die Ornstein-Zernike Gleichung

Dies beinhaltet insbesondere die Grofse des Nullclusters und Potenzen davon,
sowie den Indikator 1{z <> y in ¢}.

Um die Lesbarkeit zu verbessern, schreiben wir in diesem Abschnitt C(x,n)
anstelle von C(z,G,) fiir n € N(R?) und z € 7.

9.2.1 Theorem
Die Abbildung t — E.[f(C(0,® + &9))] ist auf [0, t.) analytisch. Die Reihenentwick-
lung in einer Umgebung eines Punktes to € [0,t.) ist wie in durch

By selo(®)) = Euly@) + 321 [ BIDR 0@ (e,
mit
o(2) 1= F(C(0, +5)

gegeben.

Zum Beweis approximieren wir ® durch den, auf ein beschrdnktes Beobach-
tungsfenster W € B(R?) eingeschrinkten, Poisson-Prozess @y := ® N W. Wir
definieren

H{(t) := E;[f(C(0,® + bo))]

und

Dann gilt nach

Hyy (t) = By, [£(C(0, By + )] Zt—to w(to, W), to€[0,t.)

mit
ha(to, W) = (9.16)
% E| S <_1)n—u\f(c(o, Dy + 5o + Z%))] d(zy,. .. zn).
’ " JcC[n] jeJ

(9.17)
Wir werden zunéchst eine integralgeometrische Ungleichung zeigen, die fiir

sich genommen bereits interessant ist, und diese nutzen um Schranken fiir die
Koeffizienten h,, (to, W) herzuleiten.
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9.2.2 Lemma
Fiir allen € N gilt

/ 1 {B U U(B + x;) ist zusammenha’ngend} d(x1,...,25)
(R)m

i=1

< nle" ™ Vol(B — B)".

Beweis: Wir partitionieren den R? mit halboffenen Wiirfeln der Seitenldnge m !
und Mittelpunkten in m~1Z4, m € N. Wir nutzen m~'Z als Knoten eines Gra-
phen G,,,, wobei wir zwei Punkte u,v € m~1Z% verbinden, wenn es y,,, vy, €
[0, m~1)4 gibt, sodass (B+u+y,)N(B+v+y,) # 0 gilt. In G,, besitzt demnach je-
der Knoten m¢ Vol(B—B)(1+0O(m~")) Nachbarn. Mit dieser Konstruktion kor-
respondiert ein Menge {0, z1, ..., x,}, flir die der Integrand nicht verschwin-
det, entweder zu einem Graphentier a € A,,+1(G,,) der Groie n + 1 in G,,, oder
zwei der Punkte liegen im selben halboffenen Wiirfel. Mit ,{0, z1, ..., 2, } kor-
respondiert zu o meinen wir, dass es fiir jedes v € « genau ein Element aus
{0,21,...,z,} gibt, das im gleichen halboffenen Wiirfel der Seitenlénge m ™!
liegt.

Um den zweiten Fall abzuschétzen, gentigt es einzusehen, dass der Integrand
injedem Fall verschwindet, wenn einer der Punkte nichtin M := Bj(;, 1) diam(B)
liegt, da die Knoten dann nicht mehr alle in einem Cluster liegen konnen. Mit
diesen Uberlegungen ergibt sich

I ::/ 1 {B U U(B + z;) ist zusammenhéingend} d(xy,...,Tn)
(Re)™ i=1

g/ Z 1{{0, x4, ...,z } korrespondiert zu a} d(z1, ..., x,)
(RE)™ a€An11(Gm)

+ / 1{aus {0, x1,...,x,} sind zwei im selben Wiirfel}d(z1,...,z,).

Es ist leicht nachzurechnen, dass das zweite Integral gegen null konvergiert fiir
m — oo. Das Integral tiber 1{{0, z1, ..., z,} korrespondiert zu a} hangt nicht
von « ab und nimmt den Wert n!m 9" an, da n Punkte in n verschiedenen
Wiirfeln liegen, die jeweils das Volumen m~% haben. Mit Hilfe von Lemma

ergibt sich

I <nlm e (maVol(B — B)(1+0(m™1) +1)" +o(1)

"8 ple"t Vol (B — B)™.
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Die Untersuchung der Analytizitdt von H unterscheidet sich qualitativ, je nach-
dem ob ¢y = 0 ist oder nicht. Fiir ¢ty = 0 kann auch die Voraussetzung aus
abgeschwicht werden. Es gentigt in diesem Fall, dass f hochstens exponentiell
wdchst, wie wir im folgenden Lemma zeigen.

9.2.3 Lemma

Ist fiirein cy € Rund n € N

f@)l <cfl, oeNRY), gl <n+1, (9.18)

so gilt
| (0, W)| < ecy((1+4 cf)e Vol(B — B))".

Beweis: Wenn ¢y = 0 gilt, ist @y fast sicher das Nullmaf$ unter P;,. Wir tiberle-
gen uns zundchst, dass der Integrand in gleich null ist, wenn nicht al-
le Punkte {0, z1,...,2,} in einem Cluster liegen. Angenommen diese Punkte
wiirden zwei oder mehr Cluster bilden und fiir ¢ € [n] wére x; nicht im Cluster
des Ursprungs. Dann gilt fiir J C ([n] \ {i})

(—1)"—|J|f(0(0, 50+Z(5%_)) n (_1)n—\Ju{i}\f(C<O,60 + 0ty %)) —0,
jed jed

da der Cluster des Ursprungs in beiden Summanden der gleiche ist. Daraus
folgt nach Lemma nach Voraussetzung und mit Hilfe der binomischen
Formel

1 n
|hn(0, W) < — 1 {B U U (B + x;) ist Zusammenhéingend}

nl
1=1
x ‘f(C(O,éo—i—Zéxj))‘d(ml,...,xn)
jeJ

. W’Z
JC[n]

1
SHZ

clfJ|+1/ 1 {BU U(B+xi) ist zsmh.} d(x1,...,Tp)
JC[n] " i=1
1 n n n
< ch(l +c¢f)"nle™ Vol(B — B)
=ecs((1+cp)eVol(B — B))".
0

Wir hatten in Theorem gezeigt, dass die Anzahl der Punkte des Clusters
des typischen Punktes ein Tailverhalten der Art e=°v(!z hat, wobei cy (t) > 0
fiir t < ¢, war. Dies benotigen wir, um die Schranken an h,, (¢, W) im Interval
(0, t.) nachzuweisen.
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9.2.4 Lemma
Sei 0 < tg <ty < toundt € [ty,t1]. Ist f wie in (9.15), so gibt es ein c(tg,t1) € N,
sodass fiir alle n > c(to,t1)

(e, )] < — e )
n\Y —= 1_6*0‘/4(;1) to(l—efcvyl))

gilt.

Beweis: Mit derselben Argumentation wie in Lemma sehen wir ein, dass
der Integrand in (9.16) verschwindet, wenn nicht alle Punkte 1, ..., x, mit 0
verbunden sind. Daraus folgt

]I{Vz'e[n]: B & B+ a;in &y + 5o + 2511}

i€[n]

1
(£, W) < 7'/ E,
n. Jwn

<3 ‘f(C(O,(I)W + 6 +Zaxj))‘

JC[n] jeJ

d(x1,...,20).

Wir wenden Ungleichung (9.15) mit ¢ = ¢y (t1)/4 (vgl. Theorem 8.1.5) an und
erhalten ein ng € N, sodass

S (f(c(o,éw+5o+j§€;6zj))‘

JC[n]

t
< Z exp #max ng, C(O,<I>W+6O+Z(5Ij)‘
JC[n] JjeJ

< exp (Cvfl) max {no, C(o, By + 00+ > 5”‘})
J€[n]

gilt. Dies nutzen wir zusammen mit der Mecke-Gleichung um

n

7Et

<
[t W] < =

3 ]I{Vie[n]: B<—>B+xiin<1>w+6o}

(xl,.“,xn)ECD;

X exp (Cvfl) max{no, |C(0, By + 50)}> ]
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9. Die Ornstein-Zernike Gleichung
einzusehen. Wir unterscheiden nach der Grofde des Nullclusters und erhalten

[P (

<CV t) max{no,k}) E, | 1{|C(0, ®w + d0)| = k}

< 3 ]l{ViE[n}:BHBeriinCI)WJréO}
(wl,...,wn,)€<1>;

2m > ”V( 1)

_ max{ng,k} _
= g e O k.o (k=n+1)
k=1

x P[|C(0, Dy + do)| = K.

(9.19)
Wegen Theorem und der Monotonie in ¢ gibt es ein n; € N sodass
Po[|C(0, ® + )| = k] < Py, [|C(0, @ + do)| > k] < eV (t)k/2

fur alle k£ > n, gilt. Da die ersten n Summanden in (9.19) verschwinden, erhal-
ten wir fir alle n > max{ng, n1}

AL > cy (t1)
ho(to, W)| < ke (k- 1
ot W1 < i 3¢ (k=n+1)

_cy(t1) n
2n n! e 1
= D D
R R e Gt

1 9e—A \"
e (to(l —e“Vi“’)> |

Die zweite Gleichung folgt dabei aus der bekannten Formel fiir das faktorielle
Moment der geometrischen Verteilung. O

Beweis von Theorem|9.2.1f Wie im Beweis von Lemma gibtesfiirt € [to,t:] C
[0,t.) ein ng € N, sodass

P, [|C(0,® + 6g)| =n] < exp(—%cv(tl)n), n > ng

und
|£(¢)] < exp(fev(t) max{le],no}), ¢ € N(RY)

gilt. Wir finden via

|F(C(0, @w + 8))| < exp(jev (t1) max{ng, |C(0, Pw + 60)[})
i
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ein Majorante von f(C(0, ®w + do)), die wegen

E; [exp( cy (t1) max{ng, |C(0,® + do)|})]
<E [exp( ey (t1) max{ng, |C(0, ® + dp)|})]

o0

<exp(fev(ti)no) + Y exp(tey(ti)k) exp(—3ey (t)k)
k=no+1

< 0

integrierbar ist. Da der Nullcluster fast sicher endlich ist, konvergiert der Wert
von f(C(0,®p, + o)) fiir n — oo fast sicher gegen f(C(0, &+ Jp)). Daher gilt

H(1) = B[ f(C0,® + )] = lim B,[f(C(0,®p, +8))] = lim Hp, (1)

n—oo

Wegen Lemma Lemma und majorisierter Konvergenz lasst sich eine
Umgebung U von ¢ finden, sodass fiir s € U

oo
nh_)rrgo Hg, (s) = nh_)rrgo Hp, (t) + kz s —t) nh_)n;o hi(t, Bn)
=1

gilt. Die Beweise von Lemma und Lemma zeigen, dass

lim h(t, Bn)

n—oo
1
— _1\n—|J|
LB 3 (-1 f(c(o,cb + 60 + Zam)) d(z1,. .. 2n)
JC[n] jeJ
gilt und die Behauptung folgt. O

Wir bemerken, dass fiir Funktionale, die exponentiell mit der Clustergrofie
wachsen, durch Lemma wenigstens die Analytizitdt um 0 sichergestellt
ist. Es ist daraus ebenfalls ablesbar, dass der Konvergenzradius der Entwick-
lung bei 0 eines Funktionals, das schneller als exponentiell fillt, grofer oder
gleich (2¢ Vol(B — B))~! ist. Theorem zeigt insbesondere, dass die Pair-
Connectedness-Funktion und die erwartete ClustergrofSe im subkritischen Be-
reich analytisch sind. Daher gibt es fiir jedes ¢y € [0,t.) eine Umgebung U (o)
mit
Pt(l‘,y) = Z(t—to)"pn(l‘,y,to), te U(t0)7 x,Yy eRda
n=0
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9. Die Ornstein-Zernike Gleichung

wobei py(x, y; to) = Py, (z,y) und

pn(®, Y5 t0)
1 n— .
== Eto[ 2{:](—1) |J|]1{B+x “~ B+y1n<I>+Z]61j}}d(x17...,xn)
JC[n jE

(9.20)

fur n € N gilt. Wie schon bei P; schreiben wir auch bei den Koeffizienten
verkiirzend p,, (z;to) := pn (0, x;to) und fassen die Integrabilitdtseigenschaften
in folgendem Korollar zusammen.

9.2.5 Korollar
Es gilt fiir n € Ny

||p'rb('; O)”OO < 6(26 VOI(B - B))na (921)

@(26\/01(3 _B))"tL, (9.22)

[P (-50)[1 <
Fiir 0 < tg < t1 < t. gibt es Konstanten c1,co € R, sodass fiir t € [to, t1]
[P0 (5 )[loe < 165, (9.23)

n+1
I (5011 < =5 creytt (9.24)

gilt. Insbesondere gibt es fiir ty € [0,t.) eine Umgebung U (o), sodass

oo

Pi(-) = (t—to)"pn(sto), t€ Ulto) (9.25)

n=0

ist, wobei die Konvergenz im L' und im L> Sinne vorliegt.

Beweis: Wir haben in den Beweisen von Lemma und Lemma gese-
hen, dass die dort angegebenen Schranken lediglich von den Konstanten in
den Wachstumsschranken und an das Funktional abhéngen. Da-
her konnen wir die Supremumsnorm von p,(z;t;) genauso abschitzen wie
P (;t0). Mit den Argumenten des Beweises von Lemma erhalten wir au-
ferdem

/ (P23 0)] d
Rd
271 n+1

— 1 {B U U (B + ;) ist zusammenhéingend} d(x1,..., Tpt1)
n: (Rd)n,+1 i1

IN

< M(Qe Vol(B — B))" .
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Eine dhnliche Abschidtzung konnen wir fiir ||p,(-;t)||cc und ||p,(-;t)|j1 im Fall
t € [to,t1] vornehmen. O

Korollar[9.2.5leroffnet uns die Moglichkeit, auch die nach Theorem[9.1.3]existie-
rende Losung @; der Ornstein-Zernike-Gleichung auf Analytizitdt hin zu un-
tersuchen. Wir werden dabei in zwei Schritten zuerst die Analytizitdt um 0 und
danach die Analytizitdt um andere Punkte des subkritischen Bereichs zeigen.
Die Methoden liefern dabei auch Rekursionsformeln zur Bestimmung der Ko-
effizienten der Entwicklung von @, die wir im kommenden Abschnitt genauer
untersuchen werden.

Wir schreiben im Folgenden f*" fiir die Faltungspotenz, die rekursiv via f*? :=
sund f* := f*(*=Dx f, n € N definiert ist (§ bezeichnet das 1-Element der Fal-
tungsalgebra vgl. Abschnitt[9.I). Analog zum Summen- bzw. Produktzeichen
nutzen wir %, zum Beispiel in der Form £ _, f = f*F.

9.2.6 Proposition
Fiir alle t > 0 mit E;[|C(0, ® + do)|] < 2 gilt
Q=Y (-ty"p/ " 9.26)
n=0

in L' und L. Auflerdem gibt es fiir jedes to € [0,t.) eine Umgebung U (ty) von to,
sodass

o

Qu() =Y (t—to)"an(t0), t € U(to) 9.27)

n=0

gilt. Die Konvergenz liegt dabei in L' und L> vor. Die Koeffizienten kinnen rekursiv
durch die losbaren Gleichungen

q0(+;to) = po(-5t0) — topo(-3t0)qo(+; to), (9.28)
und

qn(-5t0) + togn(-ito) * po(-; to)

= puito) = Yt ito) * (i (ito) +top(ite) )
k=1

bestimmt werden.

Beweis: Aus E,[|C(0,® + do)|] < 2 und Gleichung (9.12) folgt ¢||P;|l; < 1. Mit
Hilfe von und erhalten wir

1P oo < 1PT N Prllo, k€N
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9. Die Ornstein-Zernike Gleichung

sowie
P < 1P, R eN.

Es folgt wegen der Vollstandigkeit von L' bzw. L*° mit dem Cauchykriteri-
um die Konvergenz in L' und L*> der Darstellung (9.26). Dass die Ornstein-
Zernike-Gleichung gel6st wird, folgt aus

oo (oo}

Q +1Q x P, = Z(—t)"Pt*”"'l - 2:(—15)”+IP;‘”+2 =P,

n=0 n=0

Um den zweiten Teil der Behauptung zu zeigen, werden wir zunichst zeigen,
dass (9.28) und (9.29) nach ¢o(-; to) bzw. g, (-; to) aufgelost werden kénnen. Wir
zeigen weiter, dass die Reihe

oo

Qi) = Z(t —t0)"qn(:5t0), t € Ulto)

n=0

in einer Umgebung von ¢, in L' und L> konvergiert und die Ornstein-Zernike
Gleichung 1ost.

Wir erinnern daran (vgl. Beweis von Theoremund [J670}, Kapitel 13]), dass
M' = {r§+ f | r € R, f € L'} mit punktweiser Addition und Faltung eine
Algebra ist. Auf M* ist die Norm || - ||; durch |[rd + f|l1 = || + || f|l1 gegeben,
fiir die die Ungleichungen und auch fiir f € M anstelle von f €
L' gelten. Aulerdem besitzt die Funktion § + topo(;tg) € M! ein Inverses
h € M". Daher kénnen die Gleichungen und nach qo(-, o) bzw.
rekursiv nach g, (-, %) aufgelost werden, indem die linke Seite der Gleichung
ZU gy, (+;t0) * (6 + topo(-; to)) umgeschrieben wird. Da nach Definition py(+;¢) =
P, (-) ist, bemerken wir, dass auch ¢o(-; to) = Q4 (+) gilt.

Dass das so bestimmte Q; die Ornstein-Zernike-Gleichung formal 16st, kann
leicht durch einen Koeffizientenvergleich gepriift werden, nachdem zZu

Pu(ito) = an(ito) + > Pro1(3t0) * gnn(-t0) +to D pr(ito) * k(i t0)
k=1 k=0

und die Ornstein-Zernike-Gleichung zu
Pr= Qi+ (t—to) P+ Qi +to Py * Q

umgeformt wurde. Es bleibt also die Konvergenz zu klaren.
Wir schreiben kurz p,, fir p,(-,to) sowie g, fur g,(-,to) und wéhlen p,c € R
mit max{|[pn |1, [pn o} < p" fiir n € N sowie max{|poll1, laoll1. 4]} 1} < c, was
nach Korollar und Theorem (9.1.3) moglich ist. Weiter wihlen wir ¢ € R
so grof3, dass ¢ > p,

q > c(p+c+ ctop)
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und

2c tocC t
c(p++p+°p+°p><1
¢ q dqlg=p) g q-p

gilt, und zeigen per Induktion ||g,||1 < ¢" und ||¢nllec < ¢" fiirn € N.Firn =1
ist

lgulls = 1A * (p1 — qo * o — togo * p1)[l; < clp+ ¢ + tocp) < q.
Gleiches gilt fiir ||¢1 | co-

Nehmen wir an, die Behauptung gilt bereits fiir n € N so ist wegen (9.29), (9.2)
und der Dreiecks-Ungleichung

n n+1
hx <pn+1 = Pk*dnk—to Y pr* Qn+1—k>

k=0 k=1

1gntally =

1

pn-i-lq _pqn-i-l)
—4q

e () e () -6))-
)t (- ()

<q"“c<p+2c+p y oy top)
- ¢ q¢ qlg—p) q¢ q—p

n,, n
<c (P"“ tpteteqt + PITPL L yprtie gy

<qg"th

Mit der gleichen Abschdtzung erhalten wir dann auch ||g, ||« < ¢", wenn wir
(9.3) anstelle von (9.2) benutzen. Damit folgt die Konvergenz in einer Umge-
bung von t. O

Um spéter die Beziehung zwischen den Koeffizienten von @; und P, kombina-
torisch zu interpretieren, ist es hilfreich, die Relation (9.29) fiir ¢, = 0 explizit
anzugeben. Zunéchst gilt

n

Gnt1(50) = prs1(50) = > pr(50) % gui(;0) (9:30)
k=0

und per Induktion (oder aus (9.26)) kann leicht nachgewiesen werden, dass

g(50)=> (=DF > #op(50) (9.31)
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gilt. Umgekehrt erhalten wir ebenso

pa(30) =" > wq,(50). (9.32)

k=01lo+ - +ly=n—k

9.3. Ein kombinatorischer Zugang fur niedrige
Intensitat

Die Koeffizienten in der Potenzreihendarstellung von P; sind im allge-
meinen sehr komplizierte probabilistische Grofien. Im Fall ¢y = 0 verschwindet
jedoch der Erwartungswert und es bleiben Integrale iiber Indikatoren gewisser
Schnittmengen {ibrig. Diese Indikatoren kénnen nach der Form der Schnitt-
menge aufgeteilt werden, was zu einer kombinatorischen Interpretation fiihrt.
Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, wie die Koeffizienten g,, := ¢,,(-; 0) der
Entwicklung von @), auf rein kombinatorischem Wege aus den p,, := p,(-;0)
hergeleitet werden konnen.

Im Folgenden seien x und y zwei Knoten. Fiir n € Ny sei G,, die Menge der
zusammenhidngenden Graphen mit Knotenmenge {x,y,1,...,n}. Der Knoten
x heifst Anfangsknoten und der Knoten y heifist Endknoten eines Graphen G €
G,,. Wir definieren kombinatorische Funktionale =, : G,, — Z durch

Tn(G) == Z (=1)" M1 {x + y in G nur iiber Knoten in I}.
IC[n]

Jeder Graph G € G,, wird die relative Lage von n + 2 Kérnern B zueinander
kodieren. In diesem Sinne induzieren die Punkte xx,xy,x1,...,%, den Graphen
G € G, wenn

B+z,NB+uz,#0 < {v,w}eEG)

gilt, wobei daran erinnert sei, dass E(G) die Kanten von G bezeichnet. Wir
haben im Beweis Lemma bereits eingesehen, dass der Integrand in der
Darstellung von p,(0,z;0) verschwindet, wenn der von 0,z,z1,...,z,
induzierte Graph nicht zusammenhingend ist. Dies fiihrt zu folgender Dar-
stellung dieser Koeffizienten:

1
() n'/(Rd)n Z T (G)1{0, 2,21, ..., z, induzieren G} d(z1,...,2,)

GEG’VL

:% 3 m(G)L(G, ),

" GEG,
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wobei I, : G,, x R? — [0, c0) durch
I.(G,x) ::/ 1{0,z,x1,...,x, induzieren G} d(x1,...,x,)
(Rd)”

:/ [[ 1B+z.nB+a,+0}
RD™ (4 wyeE(G)

H 1{B+z,NB+xy, =0}d(z1,...,2,)
{v,w}¢E(Q)
(9.33)

mit zx = 0 und =y = x definiert ist. Wir konnen also den Koeffizienten p,, als
Summe tiber die Graphen in G,, betrachten, wobei ein Faktor jedes Summands
rein kombinatorischer und der andere rein integralgeometrischer Natur ist. Es
ist auch zu bemerken, dass die 7, nicht eindeutig durch die Definition von I,,
festgelegt sind, da es verschiedene Graphen mit gleichem Integral geben kann.
Die Darstellung der p,, sieht auf den ersten Blick ganz natiirlich aus. Sie hat
jedoch den Nachteil, dass sie sich nur schlecht mit der Faltung vertragt. Wir
werden daher noch ein zweite Darstellung erarbeiten, die sich einerseits gut
falten ldsst und andererseits auch eine extrem einfache Beziehung zur Darstel-
lung der ¢, aufweist.

Es sei D,, C P(G,,) die Menge der sogenannten Diagramme mit der n + 2-
elementigen Knotenmenge {x,y, 1,...,n}. Eine Menge D C G,, ist genau dann
ein Diagramm, wenn es ein G € D gibt, sodass D aus genau den Graphen
G’ € G, mit E(G) C E(G') besteht. Dieses G nennen wir den Reprisentanten
von D und bemerken, dass der Reprasentant eindeutig ist.

In der graphischen Darstellung zeichnen wir die Kanten eines Graphen durch
Linien oder Kurven. Nicht vorhandene Kanten werden nicht gezeichnet. Fiir
die Darstellung eines Diagramms zeichnen wir den Reprdsentanten des Dia-
gramms, jedoch werden die im Repradsentanten nicht vorhandenen Kanten als
gewellte Linie oder Kurve dargestellt. Dies entspricht der Vorstellung, dass ein
Diagramm genau die Graphen zusammenfasst, die bestimmte Kanten enthal-
ten. Wir schreiben E(D) fir die Kantenmenge des Reprasentanten des Dia-
gramms D. Ein Beispiel ist das Diagram

HAL )

welches die Graphen zusammenfasst, die die Kanten {x,y}, {x,1}, {x,2} und
{1,2} enthalten. Das erste Element der Menge ist dabei der Reprasentant des
Diagrammes.
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Das Integralfunktional I, iibertrédgt sich in natiirlicher Weise via

(D, ) ::/ [I 1B+2.0B+ay#0}bds,....z,) (934)
RID™ (4 wyeE(D)

=3 L(G.x) (9.35)

GeD

auf Diagramme, wobei zx = 0 und z, = x sei. Um die Gleichheit in (9.35)
einzusehen, multiplizieren wir fiir jede Kante {v,w}, die nicht in E(D) liegt,
eine 1 hinzu, die wir in 1{B + z, N B + z,, # 0} und 1{B + 2, N B 4z, = 0}
aufteilen. Damit gilt beispielsweise

O—2 O—2 Q—2 O—2 Q—2
1) (o) (5) (i) ()
J =1 + I +1I + 1 .
(82)#(L7g) #(2s) +(dZD) (34
Aus LemmaA.9)folgt die Invertierung
L(G,z)= > I{E(G) C E(D)}(-1)/FPI-ED g (D,2), GeG, (9.36)

DeD,

von Gleichung (9.35), da G,, im Sinne des Lemmas aufsteigend ist. Damit ergibt
sich eine weitere Darstellung von p,, via

pn(z) = o Z T (G) (G, )

" GeG,

= % Z Z 1{E(G) C E(D)}wn(G)(_l)\E(D)I—IE(G)\JR(D’x)
' GeG,, DeD,

:% > Ju(D,2) Y I{E(G) C E(D)}m,(G)(—1)FPI-IEE]

' Deb, GeG,
Das heifit, es gilt
P () :% > #n(D)Ju(D,z), neN (9.37)
DeD,
mit
(D) = > W{E(G) C E(D)}my(G)(—1)FPIZIEEN (9.38)
GeGy

Wir nennen einen Knoten v € [n] in einem Diagramm D € D,, pivotal, wenn
jeder Pfad von x nach y im Reprédsentanten von D den Knoten v enthélt. Eine
besondere Rolle kommt der Menge D% C D,, derjenigen Diagramme zu, die
keine pivotalen Knoten enthalten.
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9.3.1 Theorem
Fiir die Koeffizienten g, (x; 0) der Potenzreihendarstellung (9.27) von Q. um den Punkt
1 -
Gn(w30) = — > #n(D)Jn(D, ).

" DeDe

Das heif3t, dass sich die Koeffizienten ¢, nur dahingehend von p,, unterschei-
den, als dass nur iiber die Diagramme ohne pivotale Knoten summiert wird.
Wir benétigen fiir den Beweis eine Reihe von Lemmata, die die Vertraglichkeit
der Faltung mit der Diagramm-Darstellung zeigen.

Wir definieren zunédchst eine Operation zwischen Graphen, die wir Verkniipfung
nennen. Fiir m,n € N und zwei Graphen G, € G,, G2 € G, schreiben wir
G1 © Gy € Gpym+1. Dabei wird G := G ©® G2 wie folgt konstruiert:

1. Benenne den Knoteny € Gy inn + 1 um.
2. Benenne den Knoten x € Gy inn + 1 um.

3. Benenne die Knoten {1,...,m} C G bei gleichbleibender Reihenfolge in
{n+2,...,n+m+1} um.

4. Setze die Knotenmenge V(G3) := V(G1) UV (G2).
5. Setze die Kantenmenge E(Gs) := E(G1) U E(G2).

Analog definieren wir die Verkniipfung zweier Diagramme D, € ID,, und D, €
D,, mit Reprdsentanten GG, G2 als das Diagramm mit Repréasentant G; ©® Ga.

Zum Beispiel gilt
FASNAS

Es wird also lediglich der Endknoten von D; mit dem Anfangsknoten von D,
verschmolzen und mit der passenden Nummer versehen.

9.3.2 Lemma
Ist n,m € Nund Gy € G, sowie G € G, so gilt

7Tn+m+1(G1 © GQ) = W?L(Gl)ﬂ'm(GQ)~

Beweis: Wir schreiben abkiirzend ,x <> y in G mit I” fiir ,x <> y in G wobei
nur Knoten in I genutzt werden”.
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9. Die Ornstein-Zernike Gleichung

Der Knoten n + 1 € G ® G ist nach Konstruktion pivotal, daher sind x und y
in G; ® G4 nicht mehr verbunden, wenn n + 1 ¢ I und es gilt

Tntm+1(G1 © G2)
= Y ()" x ¢ yin Gy © Gy mit I}
IC[n+m+1]

oo Y (yrtIhEE{x ¢ n 4+ 1in Gy © Gy mit I }
I, C[n] IoC[m]+n+1

X ]l{n+1<—>yinG1®G2mitIQ}
SN (bR {x oy in Gy mit 1}

I, C[n] IoC[m]

X ]l{X <y in GQ mit IQ}
= Wn(Gl)ﬂ'm(Gg).

Das gleiche gilt fiir Diagramme.

9.3.3 Lemma
Ist n,m € Nund D; € ,, sowie Dy € D,,, so gilt

Tntma1(D1 © Da) = 7 (D1) T (D2).

Beweis: Es seien (1 und G2 die Repradsentanten von D; und Ds. Falls x und y
in einem Graph G € G, k € N nicht verbunden sind, so ist 7, (G) = 0. Jeder
Graph, dessen Kantenmenge eine Teilmenge von E(D; ® Dy) ist, hat entweder
n + 1 ebenfalls als pivotalen Knoten, oder ist nicht zusammenhéngend. Daher
konnen wir in der Summation iiber die G € G;,4m+1 zwischen dem Graphen
»wvor” und ,nach” dem pivotalen Knoten n + 1 unterscheiden. Es folgt mit Hilfe
von Lemma[9.3.2]

Tngm+1(D1 © Da)
= Z ]l{E(G) - E(Dl © DQ)}W71+m+1(G)(*l)lE(G)Ii‘E(DIQDz)l
GeGntm—+1

Z Z ]l{E(Gl ® GQ) C E(D1 O) Dz)}ﬂn+m+1(G1 O) Gz)
GleGn G2€Gm

x (_1)|E(G1®G2)|—|E(D1®D2)|

S Y U{E(G)) C E(D)}I{E(Gs) C E(Dy)}

G1€G, G2€Gy,

> ﬂ-n(Gl)ﬂ-m(G2)(71)IE(GI)H’lE(GZ)|7‘E(D1)‘7‘E(D2)‘
= Tp(D1)7m(D2).
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O

9.3.4 Lemma
Ist n,m € Nund Dy € D,, sowie Dy € D,y,, so gilt

Jn(Dl) * Jm(DQ) = Jn+m+1(D1 ® DQ)

Beweis: Fiir x € R gilt

Dy) * Jm (Dz))( )
/ / H{B+z,NB+zy #0}d(z1,...,7,)
Rd J(Rd)n

v w}eE )
[T HB OB A0 ) d,
RO™ (4 wyeB(Dy)

wobei zx = 0, zy = zund yx = 0, yy = z — z ist. Wegen der Translationsin-
varianz des Lebesgue-Mafes bleibt der Wert des Integrals derselbe, wenn wir
Yx = %, Yy = « setzen. Durch eine Umbenennung der Integrationsvariablen,
die mit der Konstruktion der Verkniipfung korrespondiert, erhalten wir

(Jn(D1) * T (D ))(I)
/ / / 1{B +z, N B+, # 0}
RE SR JR™ o) w}eE D10Dy)
X d(x1, ..., Tn) Ad(Tpt2, -y Tnpmt1) dTnp1
= Jntm+1(D1 © Do) ().
O

Damit haben wir alle notwendigen Voraussetzungen bereitgestellt um Theo-
rem zu beweisen.

Beweis von Theorem [9.3.1} Wir fithren Induktion nach n durch und nutzen die
Rekursion aus (9.30).

Fiir den Induktionsanfang sehen wir ein, dass Dy = ]]))8 gilt, da der Graph, der
x durch eine Kante mit y verbindet, das einzige Diagramm D, € D bildet. Fiir
Dy ldsst sich mit Gleichung (9.38) leicht nachrechnen, dass

o Z To(D)Jo(D,x) = Jo(Do,x) = po = qo

DeD)
gilt.
Fiir den Induktionsschritt setzen wir ;0 := D,, \ D%. Damit gilt wegen (9.37)
1 N 1 .
Pnt1 = m Z 7Tn+1(D)Jn+1(D) + m Z Tn+1 (D)Jn+1(D)
DeD? ., DeD;?,
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9. Die Ornstein-Zernike Gleichung

und somit gentigt es wegen (9.30)

n+ 1) > Fnr1(D)nia(D) = pr* Gnk (9.39)
k=0

: >0
D€D71+1

zu zeigen. Wir setzen auf der rechten Seite die Induktionsvoraussetzung ein
und nutzen Lemma [9.3.3|sowie Lemma [9.3.4|um einzusehen, dass

n
Z Pk * gn—k
k=0

= Z <I§1| Z ﬁ'k(Dl)Jk(Dl)> * (TL _1 k)' Z ﬁ'n—k(l)2)<]n—k‘(l)2)

k=0 " D1€EDy " DyeD®
n 1 )
= Z Wn =) Z Z Tnt1(D1 © Do) Jpy1(D1 © Da) (9.40)
k=0 """ " DDy Dyed®

k

gilt.

Wir betrachten nun die linke Seite von (9.39). Jeder Pfad von x nach y durch-
lauft die pivotalen Knoten eines Diagramms in derselben Reihenfolge, daher
macht es Sinn, von einem letzten pivotalen Knoten zu sprechen. Genauso ist
klar, was es heifit, dass ein Knoten vor oder hinter einem pivotalen Knoten liegt.
Es sei Hy, C Dy41, k € [n] U {0} eine Menge von Diagrammen mit folgenden
Eigenschaften:

e Jedes Diagramm enthélt mindestens ein pivotalen Knoten.

o Der Knoten & + 1 ist der letzte pivotale Knoten im Diagramm.

e Die k Knoten {1, ..., k} liegen vor dem Knoten k + 1.

e Dien — k Knoten {k + 2,...,n + 1} liegen hinter dem Knoten & + 1.

Wir teilen die Knoten {1,...,n + 1} in jedem Diagramm D € D;?, in drei
Mengen ein. Die erste Menge M; enthilt alle Knoten, die vor dem letzten pi-
votalen Knoten liegen. Die zweite Menge M enthélt nur den letzten pivotalen
Knoten. Die dritte Menge M3 enthélt die restlichen Knoten. Wir kénnen nun
eine Umbenennung der Knoten auf folgende Weise vornehmen. Die Knoten
in M, benennen wir mit den Zahlen 1,...,|M;| ohne dabei die Reihenfolge
zu verdndern. Der Knoten in M; bekommt die Bezeichnung |M;| + 1 und die
Knoten in M3 benennen wir mit den Zahlen |M7|+ 2, ..., | M|+ |Ms| + 1, wie-
derum ohne die Reihenfolge zu dndern. Nach einer solchen Umbenennung ist
D € Hpz,) und die Werte 7,1 (D) und J,, +1(D) sind unveréandert. Es gibt dabei
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n+1 . . >0 . . . .
genau (, ", ) Diagramme in D;};, die zum gleichen Diagramm in D € Hj,

umbenannt werden. Damit wird die linke Seite von Gleichung (9.39) zu

ﬁ Z Z (k’ Z i_ ]1€’ 1) Tn41(D)Jnt1(D)

k=0 DeHy,

:Z Z mﬁnﬂ(D)JnH(D)’

k=0 DeHy,

was der rechten Seite von (9.40) entspricht. O
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10. Untere Schranken fur die
kritische Intensitat

Es ist ein Kernanliegen in der Perkolationstheorie, die kritische Wahrschein-
lichkeit bzw. die kritische Intensitdt zu bestimmen oder wenigstens Schran-
ken dafiir anzugeben. In der physikalischen Literatur gibt es grofi angelegte
Simulationsstudien fiir die verschiedensten Modelle, die aus mathematischer
Sicht stets den Schonheitsfehler haben, dass die Beziehung zwischen den, in ei-
nem endlichen Beobachtungsfenster simulierten, Ereignissen und Kenngrofien
und der Existenz eines unendlichen Clusters nicht vollkommen klar ist ([LZ01],
[TJ12] sei nur als ein Beispiel genannt).

Wir wollen daher Schranken fiir das Boolesche Modell mit der Einheitsku-
gel als Korn berechnen bzw. aus Simulationen herleiten, die entweder mathe-
matisch exakt sind, oder bei denen wir Konfidenzintervalle angeben konnen.
Einen ersten Ansatz hatten wir dazu bereits am Ende von Abschnitt[8.2]gesehen
und wir werden jetzt noch zwei weitere vorstellen.

10.1. Simulation des Nullclusters

Bei der Betrachtung von Theorem|[8.2.1|und der damit verbundenen Charakte-
risierung der kritischen Intensitit (8.5), ist die nahe liegende Idee, eine grofie
Menge S zu wihlen, ¢,(5) fiir verschiedene ¢ zu simulieren und dabei ¢ so zu
justieren, dass ¢;(S) < 1 gilt. Ein ¢, fiir das dies gilt, ist nach Theorem eine
untere Schranke fiir ¢..

Die Methode ist auf den ersten Blick recht praktikabel, da der ,wahre” kriti-
sche Wert bis auf einige Kommastellen ,bekannt” ist, und daher auf diese Art
eine gewisse Genauigkeit erreicht werden konnte. Es ist aufserdem zu vermu-
ten, dass fiir S = B,(0) mit groBem Radius r die so erhaltene untere Schranke
nur noch wenig vom wahren Wert entfernt ist.

Es ergibt sich jedoch das Problem, dass ¢;(S) ein Erwartungswert einer Vertei-
lung mit grofier Masse auf 0 und einer extrem breiten Verteilung der Restmasse
ist. Uber ;(S) ist ansonsten lediglich bekannt, dass es stochastisch kleiner ist
als eine Poisson-verteilte Zufallsvariable, deren Parameter in etwa proportional
zur Oberfldche von S ist. Dies ergibt extrem schlechte Konfidenzintervalle fiir
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den geschitzten Erwartungswert, die keinen praktischen Nutzen mehr haben.
Dies fiihrt dazu, dass die Methode zu ungenau ist.

Es ist daher geschickter, das in Theorem [8.2.T|beschriebene Verhalten oberhalb
der kritischen Intensitdt zu nutzen. Aus Theorem folgt

t>t,. (10.1)

Dies ist auch fiir ¢ < ¢, korrekt, da 6;(r) > 0 ist. Eine Umformung liefert

te > t(1— 0,(r)). (10.2)

Um eine untere Schranke fiir ¢, zu erhalten, geniigt es also, fiir ein beliebiges
t > 0 und r > 1 die Wahrscheinlichkeit 6,(r) nach oben zu beschranken. Es ist
bekannt, dass lim, . 6,(r) = 0 fiir ¢t < ¢, gilt. Es ist also theoretisch moglich,
mit dieser Methode eine beliebig genaue untere Schranke anzugeben.

Der Ansatz in diesem Abschnitt ist, die Wahrscheinlichkeit 0;(r) fiir ein ¢ nah
an ¢, und grof8es r durch Simulationen zu schitzen, indem wir n mal den Clus-
ter des Punktes bei 0 simulieren und tiberpriifen, ob dieser den Rand des Bal-
les mit Radius r schneidet. Diese Methode hat zwei Vorteile. Erstens kann das
Boole’sche Modell auf B, exakt simuliert werden und zweitens erhalten wir mit
Standardmethoden gute Konfidenzintervalle fiir unsere Schitzung.

Wenn wir also durch die Simulationen herausfinden, dass mit einer Wahrschein-
lichkeit von 99% 6, (r) kleiner als ein bestimmter Wert ist, so konnen wir daraus
auch eine Schranke errechnen, die ¢, nur mit einer Wahrscheinlichkeit von 1%
unterschreitet.

Wir werden nun kurz den Algorithmus beschreiben, mit dem wir den Cluster
des typischen Punktes erzeugen und testen, ob der Rand der Kugel mit Radius
r von diesem Cluster geschnitten wird. Dazu nutzen wir eine dhnliche Metho-
de wie im zweiten Teil des Beweises von Theorem

Wir starten mit einem Punkt bei 0 und erzeugen zufillig die Poisson-Punkte
in By(0). Danach erzeugen wir fiir jeden neuen Punkt # wiederum Poisson-
Punkte in By(z) \ M, wobei M die Menge ist, auf der bereits Punkte erzeugt
wurden. Dadurch bauen wir sukzessive den Cluster der 0 auf, ohne unnétige
Punkte zu erzeugen.

Formal kann der Algorithmus wie folgt beschrieben werden: Es sei R die Men-
ge der bereits realisierten Punkte, L die Liste der Punkte, in deren Umkreis
noch Punkte realisiert werden miissen, und ®(W) die stets neu erzeugte Reali-
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sierung eines Poisson-Prozesses mit Intensitit ¢ auf der Menge W.
R:={0}
L:=®(By)
while L # () do{
T =1,
if ||z||2 > r return true
L:=L\{z}
L:=LU®(By(z)\ (R+ B2(0)))
R:= RU{z}
return false
Es wird also nach und nach der Poisson-Prozess realisiert, jedoch stets nur dort,
wo es relevant fiir den Nullcluster ist (vgl. mit Algorithmus zur Erzeugung von
77(1) in Theorem . Auflerdem priifen wir in jeder Iteration, ob der aktuell
behandelte Punkt bereits den Rand der Kugel B, schneidet.
Um die Laufzeit in hoheren Dimensionen zu verkiirzen, haben wir in manchen
Fallen konservativ abgeschitzt, indem wir auch dann einen Erfolg (Rand von
B, wird vom Cluster erreicht) gezdhlt haben, wenn eine gewisse Clustergrofie
(in den meisten Fallen 300000 Punkte) tiberschritten wurde. Dies verkiirzt die
Rechenzeit und verschlechtert evtl. die erreichten Schranken.

Wir haben bei den Simulationen fiir jede Dimension 10000 Durchldufe durch-
gefiihrt und folgende Ergebnisse erhalten:

d r t Erfolge 99% KI fur ,(r) untere Schranke
2 16000 0.357 0 0.00063692 0.356772

3 2000 0.0814 0 0.00063692 0.0813481

4 500 0.0261 10 0.002119993 0.0260445

5 500 0.0101 0 0.00063692 0.0100935

6 200 0.00456 1 0.000813077 0.00455628
7 200 0.00228 18 0.003154537 0.00227278
8 150 0.00124 21 0.003529665 0.00123560
9 150 0.000725 6 0.001571485 0.000723859
10 120 0.000450 4 0.001282615 0.000449422
11 120 0.0002955 8 0.001849554 0.000294952

Tabelle 10.1.: Simulationsergebnisse fiir untere Schranken an die kritische In-
tensitit ¢, in den Dimensionen 2 bis 11 bei 10000 Durchldufen.
Die Konfidenzintervalle wurden mit der prop . test Routine der
Software ,R” berechnet.
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Es ist sinnvoll neben der Position der realisierten Punkte R auch fiir jede Box
v+[0,2]¢ mit v € 2Z¢ zu speichern, ob und welche Punkte in dieser Box enthal-
ten sind, um den Test, ob ein neuer Punkt in R+ B(0) liegt, schnell durchfiihren
zu kénnen. In hohen Dimensionen bietet sich dazu eine Hash-Map eher an als
eine Matrix fester Grofe.

Wir mochten die gewdhlten Simulationsparameter und Ergebnisse kurz dis-
kutieren. Es ist erkennbar, dass die Prazision nie tiber drei relevante Stellen
hinausgeht. Dies liegt daran, dass die Ungleichung nur dann eine hohe
Genauigkeit liefert, wenn das Konfidenzintervall fiir 6;(r) klein ist. Die Grofie
des Konfidenzintervalls hdngt von der Anzahl der Versuche und von der An-
zahl der Erfolge ab. In den Simulationen hat sich herausgestellt, dass es effizient
ist, die Parameter so zu wéahlen, dass bei 10000 Durchgédngen des Nullclusters
moglichst etwa hochstens 20 den Rand von B, erreichen. Diejenigen Cluster,
die den Rand erreichen, benétigen aufgrund ihrer Grofie enorm viel Rechen-
zeit (in zwei Dimensionen wurden teilweise Cluster mit {iber 107 Punkten er-
zeugt). Es ist daher empfehlenswert, den Versuchsparameter ¢ etwas kleiner als
das vermutete t. zu wéahlen.

Trotzdem ist in Tabelle zu erkennen, dass ab Dimension 6 die simulierten
unteren Schranken grifler als die Simulationsergebnisse aus [T]12] sind (inklu-
sive Fehlerabweichung).

10.2. Operatoransatz von Hall

Der zweite Ansatz ist der Arbeit [Hal85|] entnommen, wo er auf den 2-dimensio-
nalen Fall angewandt wurde. Die Idee ist eine verfeinerte Variante der Idee, die
zur Penrose-Schranke fiihrt. Die Penrose-Schranke erhalten wir, indem wir im
Algorithmus des vorherigen Abschnitts die Uberpriifung entfallen lassen, wo
der Poisson-Prozess bereits realisiert wurde. Stattdessen werden fiir jeden Kno-
ten = neue Nachfahren auf By (z) erzeugt (ersetze im Algorithmus ®(Bsy(z) \
(R+ B2(0))) durch ®(B;(x))). Dadurch werden nicht weniger Punkte realisiert
und somit ist der auf diese Weise realisierte Nullcluster stets mindestens so
grof3 wie der ,,wahre” Nullcluster. Die Anzahl der Knoten in diesem variierten
Nullcluster ist jedoch gleich der Anzahl der Nachkommen in einem Galton-
Watson Baum mit einer Poisson-verteilten Anzahl an Kindern. Der Parameter
dieser Poisson-Verteilung ist die Intensitit ¢ mal das Volumen von B(0). Es
ist bekannt, dass ein Galton-Watson Baum fast sicher endlich ist, wenn die er-
wartete Anzahl Kinder kleiner als eins ist, was zu fithrt. Hall verbesserte
diese Idee, indem er jedem Nachkommen x eines Punktes y einen Typ zuwies.
Dieser Typ war die Entfernung ||z — y||2. Es wird dann im Algorithmus nur ei-
ne abgeschwiéchte Form der Priifung durchgefiihrt (die bei Penrose vollstandig
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entfillt), indem lediglich tiberpriift wird, ob ein realisierter Punkt in dem Be-
reich liegt, in dem der Mutterknoten bereits den Poisson-Prozess realisiert hat
(ersetze im Algorithmus ®(Bz(z) \ (R + B2(0))) durch ®(Bs(z) \ Bz2(y))). Dies
fuhrt zu einem Galton-Watson Baum mit einer Nachkommenverteilung die
vom Typ abhéngt. Hall zeigt, dass die erwartete Anzahl Nachkommen durch

14> T (1 g,2))(1) (10.3)
n=1
gegeben ist. Dabei ist T : C((0,2)) — C((0,2)) ein Operator auf den stetigen
Funktionen des Intervalls (0, 2), der durch

T(f)(x) == / gy, z) dy (10.4)

bestimmt ist. Hierbei ist g(y, ) der Flacheninhalt von 0B, (ze;) \ B2(0). Die
Funktion g(y, z) liefert also die Dichte des Intensitdtsmafies der Nachkommen
eines Punktes vom Typ x. Hall beschrédnkte sich in seiner Arbeit auf das Boo-
le’sche Modell in zwei Dimensionen und auch wenn Meester und Roy in Thren
Buch behaupten, dass die folgenden Rechnungen in hoheren Dimension kaum
zu bewiltigen wéren, ist dies natiirlich mitnichten der Fall. Die Oberflédche ei-
ner Kugelkappe in d Dimensionen ist leicht auszurechnen (siehe z.B. [Lill])
und es ergibt sich g konkret als

2,2
p [ A=z —y
arcco::( 37y )

g(y,x) = (d—1)ra-1y""" fo sin?(p) dp, y € (2-2,2) .
0, y € (0,2 —x)
(10.5)

Dabei ist (d — 1)kq—1 die Oberfldche der d-dimensionalen Einheitskugel. Hall
schlussfolgert, dass die erwartete Anzahl an Nachkommen fast sicher endlich
ist, wenn der grofite Eigenwert des Operators kleiner als 1/¢ ist. Den Eigen-
wert des Operators erhalten wir mit hoher Genauigkeit, indem wir zunéichst
fiir die Dimensionen 2 bis 11 das Integral in g explizit berechnen. Danach ist
die numerische Bestimmung des grofiten Eigenwerts mit Standardmethoden
machbar. Die Ergebnisse sind in Tabelle zusammengefasst.

10.3. Zusammenfassung der
Simulationsergebnisse

Wir fassen alle erhaltenen unteren Schranken an die kritische Intensitét fiir das
Boole’sche Modell mit Korn B = B;(0) nochmal tibersichtlich zusammen. Bei
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den theoretischen Schranken liefert der Ansatz von Hall etwas bessere Ergeb-
nisse, als aus der Berechnung von ¢,(Bs) folgen, welche wiederum deutlich
besser sind, als die Schranke von Penrose. Es ist auch ersichtlich, dass in Di-

mension d = 11 die Schranke von Hall bereits fast bis auf zwei relevante Stellen

korrekt ist.
Penrose via p;(B3)  Hall Sim. 04(r) Sim.
d (17 (8.12) Abschn.[10.2]  Abschn.[10.1] [TJ12]
2 0.0795774 0.135802 0.174746 0.356772 0.359085
3 0.0298415 0.0433691 0.0534187 0.0813481 0.081858
4 0.0126651 0.0167131 0.0198296 0.0260445 0.02642
5 0.00593678  0.00734445  0.00845546 0.0100935 0.01034
6  0.00302358  0.00357261  0.00401478 0.00455628 0.004526
7 0.00165352  0.00188850  0.00208114 0.00226708 0.002272
8 0.000962436 0.00107117  0.00116176 0.00123560 0.001208
9  0.000592124 0.000645943 0.000691455  0.000722539  0.0007133
10 0.000382941 0.000411203 0.000435437  0.000449422  0.0004462
11 0.000259158 0.000274804 0.000288394  0.000294952  0.0002935

Tabelle 10.2.: Die Spalten 1 bis 4 enthalten sdamtliche untere Schranken, die
durch die vorgestellten Methoden errechnet oder simuliert wur-
den. Die unteren Schranken in der vierten Spalte liegen in einem
99% Konfidenzintervall. Die letzte Spalte enthdlt die besten obe-

ren Schranken fur ¢. aus der Literatur.

Bei den Simulationen haben wir untere Schranken erhalten, die ab Dimension 6
die bisherigen Simulationsergebnisse von Torquato und Jiao [TJ12] knapp nicht
mehr enthalten.
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A. Anhang

A.1 Lemma
Sei Y eine N-wertige Zufallsvariable, die unabhiingig von der u.i.v. Folge (X;);cn von
nicht-negativen Zufallsvariablen ist. Ist u > 1, so gilt

[(5+)

Beweis: Wir wenden die Jensen-Ungleichung an und erhalten

Y w Y 00 k
E (ZX) yu-t ZX;‘] =Y PY =KE lk“l ZX;‘]
=1 k=1 =1

i=1
< E[Y“[E[X}]

A.2 Lemma

Sei Y eine N-wertige Zufallsvariable und (X;);cn eine Folge identisch verteilter nicht-

negativer Zufallsvariablen. Ist w > 1 und p, q € [1,00] mit L + ¢ =1, s0 gilt

[(Zx) ]<EY“1)} PE[X")q.

< E[Y“E[XY].

<E

O

Beweis: Wir wenden die Jensen-Ungleichung an und erhalten

(&)

Die Funktion f(x,y) := z"y“1{y > ¢} ist Produkt zweier monotoner Funktio-
nen, die nur von = bzw. y abhdngen, daher folgt, dass f im Sinne von [CSS76]
quasi-monoton ist. Seien X’ und Y’ nun Zufallsvariablen mit P[X’ < z,Y’ <
y] = min{Fx, (z), Fy (y)}, so gilt ebenfalls nach [CSS76]

<E

yu ! XY:)(;J] = iE[Y“‘l]l{Y > i} X

i=1 i=1

E[Y“'1{Y > i} X <E[Y™'1{Y’ > i} X"
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und wir schliefSen

o () | cmren

Die Holder-Ungleichung liefert dann die Behauptung, da X’ die gleiche Vertei-
lung wie X, hat. O

In seltenen Fillen hat Y ein exponentielles Moment und ist nicht beschrankt,
aber X besitzt kein u(1 + ¢) Moment. Dann kénnen wir die folgende Unglei-
chung nutzen, die in diesem Sinne eine Art Young’sche Ungleichung ist.

A.3 Lemma
Es gilt fiir > 0, y, t,u > 0 und die Ungleichung

1 yt
U < tux Z .
gty < et + - log(y)

Beweis: Wir betrachten die Funktion f(z,y,t,u) = &€ + %u log(y) — x¥y™.

Fiir festes ¢, u und y ist lim, o f(2,y,t,u) = co. Aulerdem ist %(m, Yy, tyu) =

e'* —y und daher gibt es genau ein Minimum bei y = e'“*. Der Funktionswert

an dieser Stelle ist f(z, " 1) = Le™ + Lel*tur — zet > 0. O

A4 Lemma
Ist X = (X,),eza eine Familie gleich verteilter nicht-negativer Zufallsvariable mit

E[XIT¢) < oo

fiir ein € > 0, so gilt fiir alle 6 > 0, dass fast sicher nur endlich viele Ereignisse
{X, > 6|jv||2} eintreten.

Beweis: Es ist bekannt, dass es eine Konstante ¢;(d) € R abhingig von der Di-
mension gibt, sodass fiir allen € N

{vez? ||l =n} <cr(dn™!

gilt. Damit ist

ST PIX, > 8llv]la] < 3 er(dnd T PIXo > dn)

veZ? neN
<> a(dn T EIXG ) (6n)
neN
< 00
und das Borel-Cantelli-Lemma liefert die Behauptung. O
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A.5 Lemma
Ist H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-) und z,y, z € H, so gilt

<*T7y> > <:L‘7Z> + (y,z> - <Z7z>
—V((z,2) + (2. 2) = 20z, 2) (g, 9) + (2. 2) — 2(y,2))

Insbesondere gilt fiir (x,x) = (y,y) = (z,2) =1

(@) 2 (@, 2) + (g, 2) =1 = 2¢/(1 = {2, 2))(1 — (3, 2))-

Beweis: Es ist bekanntlich durch ||z|| := \/(z,z) eine Norm auf H definiert.
Demzufolge definiert d(z, y) := |[z—y|| = /(z, z) + (y,y) — 2(z, y) eine Metrik.
Die Dreiecksungleichung fiir diese Metrik ergibt sofort die Behauptung. O

A.6 Lemma
Fiiru € 841, r € [0,00) und § > 0 sei K(u,r,6) = {x € R? | |jzf]z <
r, (e w = 1 — 6} der Kegel der Linge r in Richtung u mit Offnungswinkel
arccos(l — 9). Sind x,y € K(u,re,9) \ K(u,r1,9) fir 0 < r < rg < 00, 50
gilt

e —ylla <re—r1 + 22075

Beweis: Ist z der Punkt auf der Geraden {\z | A € [0,00)}, fiir den ||z]|2 = ||yl|2
gilt, soist z € K (u,r2,6) \ K(u,r1,0) und es gilt

|z =zl <ra—m

und

12 = llzllzulls = /(2 = lIzll2u, 2 = [2]l2u) < V26]1z[|2 < V20r,.

Ebenso ist ||y — ||y|laull2 < V267, und die Dreiecksungleichung liefert die Be-
hauptung. O

A.7 Lemma
Es gibt eine Konstante ¢ € R, die nur von der Dimension d abhingt, sodass fiir jedes
§ > 0 eine Menge von Richtungen {u; € S~ | i € [k]} existiert, sodass

s c | K(ui,1,9)
i€ k]

und c
k< §d—1
gilt. Dabei ist K (u,7,6) = {z € R? | ||lz]j2 <, (PR w 21-0}
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A. Anhang

Beweis: Wir werden die gewiinschte Uberdeckung direkt konstruieren. Dazu

iiberdecken wir S?~! mit Wiirfeln der Form %([O, )4 + v) mit v € Z¢ und

nennen diese Uberdeckung U. Die Wiirfel in U haben einen Durchmesser von d,
daher kann kein Wiirfel in U die Sphére (1—46)S¢~! oder (1+6)S%~! schneiden.
Die Wiirfel in U haben also hchstens ein Gesamtvolumen von rg4((1 + )¢ —
(1 —6)%) und demzufolge gilt

ra((L+0)" = (1= 8)1)

|U| = da/2§d

Es gibt also eine Konstante ¢, sodass |U| < 57=. Istnun x € % ([0,1)¥+v) e U,

dann gibtesein u € S9! und ein 2’ € %[—1, 1] mit 2 = u + 2’ und es gilt
(u, ) =1+ (u,2’) > 1—||2']|2 > 1 0.

Also liegt % ([0,1)® +v) NS4t im Kegel K (u, 1, ) und die Behauptung f([):llgt.

A.8 Lemma
Seien {f; € L' N L> | i € No} und {g; € L' N L> | i € Ny} zwei Folgen von
Funktionen von R? — C. Konvergieren die Reihen

F(t):=Y t"fo, G(t):=)> t"fn

n=0 n=0
in L' und L™ fiir |t| < r € R, so gilt fiir |t| <7
o0
Ft)«G(t) =Y _t" Y fixf;,

wobei die Reihe ebenfalls in L' und L konvergiert.

Beweis: Der Beweis ist analog zum Beweis des Cauchy-Produkt wobei anstelle
der Normeigenschaften, die Ungleichungen

1 * glloo < [[f1111lgllo

und
1f gl < 1 fllxllgllx

verwendet werden. O
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A.9 Lemma
Sei A C {0, 1}™ derart, dass 1 4 aufsteigend ist. Sind f, g : A — R zwei Funktionen,
dann gilt

fl@)=> gly) zcA

yrx

genau dann, wenn

glo) =Y (=DlWfy) e

y=z
gilt.
Beweis: Nehmen wir an, die Darstellung von f gilt, soist fiirz € A

DNy = Y ()L =2} Y g(y) Lz =y}

yre yeA 2€A

= ()Y 1z = adg(z) Y (-)V{z =y =)
z€A yeM

— 0 = aat) Y (o ()
z€EA k=0

=) 1{z = a}g(z)(1 - )

z€EA
= g(@).
Die Riickrichtung lasst sich auf die selbe Art und Weise zeigen. O

Das gleiche Resultat gilt, wenn beide < in Lemma|[A.9|durch > ersetzt werden
und 1 4 absteigend ist.

157






Symbolverzeichnis

0A

otTwW,0-Ww

PN

Wurzel eines Graphen, Seite 3

Wiirfel mit Seitenldnge 6 um die Punkte in ¢, Seite 18
Faltung von f und g, Seite 100

Zahlen von 1 bis n, Seite 3

Komplement der Menge A, Seite 3

Rand der Menge A, Seite 3

duflerer und innerer Rand der Knotenmenge W in einem
Graph, Seite 7

Halbordnung auf kartesischen Produkten vollstindig ge-
ordneter Mengen, Seite 3

Graphentiere (der Grofse n) des Graphen G, Seite 8

Graphentiere (der Grofe n) des Graphen 2, auch Gitter-
tiere genannt, Seite 8

Ball mit Radius n um den Knoten v im Graphen G, Seite 7

zufélliger Ball mit Radius » um z in der zufélligen Pseudo-
metrik 7(x, y; m;d*“), Seite 49

euklidischer Ball um z mit Radius r, Seite 3

kompaktes, wegzusammenhéngendes Korn im Boole’schen
Modell, Seite 85

Borel’sche o-Algebra der Menge A, Seite 4

Bernoulli-Verteilung mit Parameter p, Seite 3
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A. Anhang

C(v; G, f)

dg(u,v)

€;

G’ran

Gm, G
Go

(M, F(M))
(Mp,8(Mr))

(d—1)
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(schwarzer) Cluster des Knoten v im gefdrbten Graphen
(G, f), Seite 7

Dimension des Raumes, Seite 3

Abstand der Knoten u und v im Graphen G, Seite 7
Dirac-Maf3 im Punkt z, Seite 3

i-te Einheitsvektor, Seite 3

Menge der Graphen bzw. Diagramme mit n Knoten die x
und y verbinden, Seite 117

Graphen die vom Mosaik m erzeugt werden, Seite 13

Gilbertgraph der vom Punktprozess ¢ und dem Korn B
erzeugt wird., Seite 85

o-Algebra der §,-invarianten Ereignisse, Seite 5
o-Algebra der verschiebungsinvarianten Ereignisse, Seite 6
Innere von A, Seite 3

Menge der nicht leeren, konvexen und kompakten Teil-
mengen des R?, Seite 5

erweiterte Laplace-Funktional des Punktprozesses ®, Sei-
teb

Raum der Mosaike, Seite 13
Raum der schwarz-weifs gefirbten Mosaike, Seite 14

Seitenflichenprozess der vom zufélligen Mosaik 9t erzeugt
wird, Seite 48

mit Zeiten aus T' markierter Seitenflichenprozess des zufélligen

Mosaiks 9, Seite 49

Menge der lokal endlichen einfachen Zdhlmafie auf A, Sei-
te 4

Menge der natiirlichen Zahlen (vereinigt mit 0), Seite 3



pe(9M)

Pt(x7y)

0 TR0
P, Ey

o-Algebra auf N(A), Seite 4
zugrunde liegender Wahrscheinlichkeitsraum, Seite 3

kritische Perkolationswahrscheinlichkeit des Graphen G,
Seite 7

kritische Perkolationswahrscheinlichkeit des zufélligen Mo-
saiks 901, Seite 16

Pair-Connectedness-Funktion, Seite 99

Palm’sches Mafs bzw. Erwartungswert des Punktprozesses
7, Seite 102

Produktmafl von unabhéngigen Ber(p) verteilten Zufalls-
variablen, Seite 3

Verteilung einer Zufallsvariable bzw. eines zufilligen Ele-
ments X, Seite 3

Potenzmenge der Menge A, Seite 3
kritische Intensitiat im Boole’schen Modell, Seite 85

Passierzeit von x nach y im Mosaik 9t welches mit den
Zeiten aus T versehen ist, Seite 49

Wabhrscheinlichkeit unter P, dass die Nullzelle von 9t in
einem unendlichen Cluster liegt., Seite 16

Wabhrscheinlichkeit unter P, dass der Knoten v in einem
unendlichen Cluster liegt, Seite 7

Verschiebung um den Vektor z, Seite 5
d-dimensionale Lebesguemafs der Menge A, Seite 3
unter P, erwartete Clustergréf8e des Knoten v, Seite 7

zuféllige Felder, die die Haufigkeit von kleinen und grofsen
Zellen im zufdlligen Mosaik 9t beschreiben., Seite 18

Zentrum der Zelle Z, Seite 17

Nullzelle des Mosaiks m, Seite 13
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Zelle des Mosaiks m die z enthilt, Seite 13

d-dimensionale Gitter, Seite 7
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