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1 Einleitung

Die Magnetohydrodynamik(MHD) beschreibt die Stromungen von elektrisch leitfdhigen Fluide unter
Einwirkung von Magnetfeldern. Typische leitfdahige Fluide sind fliissige Metalle wie Blei-Lithium, Blei-
Wismut, Natrium-Kalium, Quecksilber oder ionisierte Gase bei hohen Temperaturen. Auch das Wasser in
unseren Weltmeeren ist mit etwa 55/m schwach elektrisch leitfihig. Die Fluide wie Wasser, Luft und Ol
sind elektrisch isoliert oder nur sehr schwach leitfdhig. Sie spielen in der Magnetohydrodynamik keine
Rolle. Die Strémung eines elektrisch leitfdhigen Fluids in einem Magnetfeld induziert einen elektrischen
Strom, der zusammen mit dem Magnetfeld Lorentz-Krifte erzeugt, die die Fluidbewegung maBigeblich be-
einflussen. AuBerdem wird das Fluid durch den elektrischen Strom beheizt und es entsteht ein zuséatzlicher
Wirmestrom. Je stirker das Magnetfeld ist und je hoher die elektrische Leitfahigkeit des Fluids ist, desto
grofler werden die elektrischen Strome und Lorentzkrifte.

Die numerische Simulation von klassischen MHD-Problemstellungen mit stationdrem Magnetfeld und ho-
mogenen Materialeigenschaften ist schon in einer Vielzahl von Arbeiten wie [Miick, 2000],

[Vantieghem and Knaepen, 2011]], [Mistrangelo, 2005]] und [Ni et al., 2007b] demonstriert worden. Diese
Probleme lassen sich sehr gut mit der induktionsfreien Approximation beschreiben und effizient 16sen.

MHD-Anwendungen, die auf instationdren Magnetfeldern oder inhomogenen Materialien mit teilweise fer-
romagnetischen Eigenschaften basieren, konnen bisher nur in wenigen Spezialfillen simuliert werden. Im
ersten Teil dieser Arbeit wird genau fiir diese Anwendungsfille eine mathematische Beschreibung vorge-
stellt und ein numerisches Losungsverfahren auf Grundlage des Finiten-Volumen Programms OpenFOAM
entwickelt. Das Verfahren basiert darauf, das Magnetfeld iiber zwei Transportgleichungen fiir das magne-
tische Vektorpotential und eine Gleichung fiir das elektrischen Potential zu beschrieben. Mit Hilfe dieser
Formulierung wird es moglich, die instationidre Ausbreitung des Magnetfeldes durch ferromagnetische Ma-
terialien zu beschreiben und zu simulieren. In dieser Arbeit wird aulerdem ein numerischer Algorithmus
entwickelt, der sicherstellt, dass zu jedem Zeitpunkt des Losungsprozesses die Coulomb-Eichung erfiillt
ist und das magnetische Vektorpotential divergenzfrei bleibt. Das Losungsverfahren wird erfolgreich fiir
MHD-Rohr- und Kanalstromungen in stationdren Magnetfeldern angewendet und somit die Methode und
der Losungsalgorithmus verifiziert und validiert.

In einigen MHD Anwendungen wie beispielsweise den Fusionsblankets werden Strukturwerkstoffe mit
ferromagnetischen Eigenschaften verwendet. Ein ferromagnetischer Werkstoff beeinflusst die Ausbrei-
tung des magnetischen Feldes und schirmt abhiingig von seiner relativen magnetischen Permeabilitit die
MHD-Stromung teilweise vom Magnetfeld ab. Die Ausbreitung des Magnetfeldes in einem Kreisrohr mit
ferromagnetischer Wand wurde bereits von [Biihler, 2002]] analytisch untersucht. Ein Vergleich der Simu-
lationsergebnisse mit dieser analytischen Losung bestitigt die korrekte Implementierung des entwickelte
Codes und demonstriert die Genauigkeit des Losungsverfahrens. Dariiber hinaus wird in dieser Arbeit
erstmals die MHD-Stromung in einem quadratischen Kanal mit ferromagnetischen Wénden untersucht.
Dieser Problemfall ist besonders interessant, da die Abschirmung zu einem inhomogenen Magnetfeld mit
gekriitmmten Feldlinien im Inneren des Kanals fiihrt.

Im zweiten Teil der Arbeit wird der entwickelte Losungsalgorithmus angewendet, um eine instationére drei-
dimensionale Simulation eines Durchflussmessgerites mit induktivem Signalabgriff durchzufiihren. Das
Grundprinzip des Messgerites geht auf eine Patentschrift von [Lehde and Lang, 1948]] zuriick. Eine techni-
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sche Realisierung wurde von [Schulenberg and Stieglitz, 2010] im KALLA-Labor des KIT entwickelt und
experimentell untersucht. Das Messgerit ist im wesentlichen aus einem Rohr und drei Magnetfeldspulen
aufgebaut, die entlang des Rohres in gleichem Abstand angebracht sind. Die zwei dufleren Spulen sind
die Erregerspulen und werden entgegengesetzt mit einem Wechselstrom konstanter Frequenz beaufschlagt.
Die Spule dazwischen wird durch eine hohe Anzahl an Wicklungen sehr sensitiv gestaltet und wird als
Messspule an ein hochohmiges Spannungsmessgerit angeschlossen. Strémt in dem Rohr nun eine elek-
trisch leitfahige Fliissigkeit, transportiert diese das Magnetfeld konvektiv mit und an der Messspule wird
ein geschwindigkeitsabhingiges Signal detektiert. In dieser Arbeit wird ein komplettes numerisches Modell
des Durchflussmessgerites vorgestellt, mit dem auch in Zukunft verschiedenste Betriebspunkte und neue
Messprinzipien erforscht werden konnen. Das magnetische Vektorpotential, das Magnetfeld und der elektri-
sche Strom im Messgerit werden dreidimensional und instationdr simuliert. Gleichzeitig wird das Signal an
der Messspule ermittelt und mit Experimenten und Theorien aus der Literatur verglichen. Weiterhin werden
die elektrodynamischen Felder im Inneren des Messgerites bei unterschiedlichen Erregerfrequenzen und
Stomungsgeschwindigkeiten ausgewertet und diskutiert.

Im ersten Kapitel dieser Arbeit folgt eine systematische chronologische Zusammenfassung der Arbeiten
zu induktiven Durchflussmessgeriten. Diese Ubersicht ist so formuliert, dass keine tieferen theoretischen
Grundlagen fiir das Verstindnis nétig sind. Es werden lediglich zwei dimensionslose Kennzahlen einge-
fiihrt die in einigen Diagrammen Verwendung finden. Im Anschluss an die Literaturiibersicht werden in
Kapitel 2] systematisch alle notigen theoretischen Grundlagen zur Magnetohydrodynamik und Elektrodyna-
mik eingefiihrt. AuBerdem werden die theoretischen Grundlagen fiir drei spezielle Problemstellungen der
Magnetohydrodynamik vorgestellt, die in der spéteren Arbeit fiir Validierungszwecke verwendet werden.
Dazu gehort die MHD-Kanalstromung, die MHD-Rohrstromung und die eindimensionale Ausbreitung ei-
nes magnetischen Wechselfeldes in ein elektrisch leitendes Medium. In Kapitel 3] wird ein mathematisches
Modell zur Beschreibung von zeitabhingigen MHD-Stréomungen mit variabler Permeabilitit hergeleitet.
AuBlerdem werden fiir alle relevanten Problemgréen Rand- und Grenzflichenbedingungen abgeleitet. In
Kapitel 4] werden komprimiert die wichtigsten Grundlagen der finite Volumenmethode vorgestellt, die nétig
sind, um in Kapitel [5|die Implementierung des mathematischen Modells in dem Softwarepaket OpenFOAM
zu beschreiben. Die Verifikation des mathematischen Modells und die Validierung des entwickelten Pro-
gramms werden in Kapitel [6 an einer MHD-Kanal- und MHD-Rohrstrdmung durchgefiihrt. Diese Beispiele
sind stationdre Problemstellungen, zu denen analytische Losungen bekannt sind und an denen Netzstudi-
en und Fehlerabschitzungen durchgefiihrt werden konnen. Nachdem die Funktionsweise des Programms
gezeigt wurde, wird die magnetische Permeabilitéit in der Wand des Rohres und des Kanals erhtht und
detailliert die Auswirkungen auf das Magnetfeld und die Strémung untersucht. Fiir die Validierung von zeit-
abhingigen Phinomenen wird das Eindringverhalten von Magnetfeldern unterschiedlicher Frequenzen in
ein elektrisch leitendes Medium simuliert. Auch diese Problemstellung ist analytisch bekannt und kann als
Validierungsbeispiel verwendet werden. SchlieBlich wird in Kapitel [§|das induktive Durchflussmessgerit in
Rohrbauweise numerisch modelliert und simuliert. Es werden verschiedene Betriebspunkte des Messgeri-
tes instationdr und dreidimensional simuliert und die Ergebnisse mit den Experimenten und verschiedenen
Referenzen aus der Literatur verglichen.



1.1 Stand der Wissenschaft im Bereich Induktiver Geschwindigkeitsmesstechnik mit induktivem Signalabgriff

1.1 Stand der Wissenschaft im Bereich Induktiver
Geschwindigkeitsmesstechnik mit induktivem Signalabgriff

Ein induktives Durchflussmessgerit ist dadurch charakterisiert, dass iiber einen Permanentmagneten oder
iiber eine Spulenanordnung ein Magnetfeld in das zu untersuchende Fluid eingekoppelt wird. Aufgrund der
Bewegung des leitfdhigen Fluids im Magnetfeld wird im Fluid ein elektrisches Feld induziert. Dieses Feld
kann auf unterschiedlichste Art und Weise detektiert und ausgewertet werden. Um die Vielzahl der induk-
tiven Messgerite zu kategorisieren werden diese nach Abbildung [I.1] in zwei Hauptkategorien unterteilt.
Die erste Kategorie sind Messgerite, die das induzierte elektrische Feld direkt iiber eine Potentialmes-
sung (Spannungsmessung) im Fluid bestimmen. Dazu werden Punkt- oder Linienelektroden in direktem
Kontakt zur Stromung installiert und das Potential ausgewertet. Die zweite Kategorie sind Messgeriite,
die das induzierte elektrische Feld kapazitiv messen oder induzierte Strome im Fluid induktiv aufnehmen.
Beide Verfahren arbeiten ohne direkten Kontakt zur Stromung. Im Rahmen der Literaturrecherche zu dieser
Arbeit werden hauptsidchlich Messgerite mit kontaktlosem induktivem Signalabgriff vorgestellt, weil das
in dieser Arbeit untersuchte Messgerit auf dieser Grundlage basiert. Die Verfahren mit induktivem Abgriff
werden entsprechend der Spulenanordnung in zwei Gruppen unterteilt. Das Konzept der ersten Gruppe ist
ein Messgerit mit einer Erregerspule und zwei Messspulen die stromauf bzw. stromab angeordnet sind. Die
zweite Gruppe verfolgt das Konzept mit zwei gegenldufig beschalteten Erregerspulen und einer dazwischen
angeordneten Messspule.

Induktive Durchfussmessung

direkte Potentialmessung an Elektroden kontaktlose indirekte Messung

A. Shercliff, 1962

K.W. Bonfig 2002

induktive Messung kapazitive Messung

K.W. Bonfig 2002

1 Erregerspule, 2 Erregerspulen (entgegengesetzt)
2 Messpulen(strom-auf und ab) 1 Messpule

M.D. Cowley, 1965 H. Lehde, W. T. Lang, 1948

J. Priede et al, 2006 N. V. Yalovega, 1967

D. Buchenau, 2007 R. X. Meyer, 1961

W. Wiesner, 1981
R. Stieglitz, 2007

Abbildung 1.1: Einteilung der induktiven Messverfahren mit Referenzen
Die grundlegende Theorie zur induktiven Durchflussmessung wurde von [Shercliff, 1962al| niedergeschrie-

ben und dient bis heute als vielzitierte Referenz. Von [Shercliff, 1962a] werden verschiedene Messgerite
theoretisch untersucht und deren physikalisch relevanten Effekte diskutiert. Die Vielzahl der Gerite basie-
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ren allerdings auf der direkten Messung des induzierten Potentials. Kontaktlose induktive Messverfahren
werden von [Shercliff, 1962a] nur sehr kurz mit einem Verweis auf [Lehde and Lang, 1948] vorgestellt.
Messverfahren mit direkter Potentialmessung und auch ein Verfahren mit kontaktloser kapazitiver Messung
sind in dem Buch von [Bonfig, 2002] zusammengetragen. Das Buch beschreibt die Verfahren sehr praxis-
nah und geht detailliert auf die Auswertungselektronik ein. Von [Bonfig, 2002] werden keine kontaktlose
induktive Messmethoden vorgestellt.

Das erste Durchflussmessgerit mit induktivem Signalabgriff geht zuriick auf ein US Patent. In der Pa-
tentschrift von [Lehde and Lang, 1948] wird das Messgerit in seiner grundlegenden Form, bestehend aus
zwei Wechselstrom-Erregerspulen und einer Messspule vorgestellt. In Abbildung schligt der Autor
eine Messsonde vor, die in einen Stromungskanal eingebracht wird. Innerhalb der Sonde sind drei Spu-
len entlang der Stromungsrichtung angeordnet. Zwei Erregerspulen werden mit einer Wechselstromquelle
konstanter Frequenz und gegenldufiger Polung gespeist. Die Messspule liegt in axialer Richtung zwischen
den Erregerspulen und misst bei ruhender Stromung kein Signal, da sich die elektromagnetischen Felder
tiber destruktive Interferenz an der Messspule ausloschen. Wird die Messsonde allerdings von einem Fluid
umstromt, wird das magnetische Feld liber Konvektion mit der Strdomung transportiert. Es kommt zu einer
Feldverschleppung und es entsteht ein magnetisches Gesamtfeld, das nicht mehr symmetrisch zur Messspu-
le ist. In der Messspule wird jetzt eine Spannung gemessen, die proportional zur Stromungsgeschwindigkeit
ist. Ein Nachteil der Messsonde ist allerdings der invasive Eingriff in die Stromung, weil die Sonde um-
stromt werden muss und somit die Stromung beeintrichtigt wird.

Von [Lehde and Lang, 1948] wird auBerdem ein Messaufbau vorgestellt, der kontaktlos induktiv eine Ande-
rung der elektrischen Leitfidhigkeit des Messfluids bestimmen kann (Abbildung . Dazu werden wieder
drei Spulen in einer Art Sédule in das Messfluid installiert. Fiir die Anordnung ist es wichtig, dass exakt die
Hiilfte der Sdule von dem Messfluid umgeben ist. Auf diese Weise, ist nur eine der beiden Erregerspulen
im Fluid die andere nicht. Als Folge daraus unterscheidet sich das Medium im Umkreis der beiden Erre-
gerspulen bzgl. seiner elektrischen Leitfdhigkeit. Die Messspule ist wiederum zwischen den Erregerspulen
angeordnet. Andert sich nun die elektrische Leitfihigkeit des Fluids, wihrend die Leitfihigkeit des Materi-
als in der Siule konstant bleibt, wird sich das Signal in der Messspule veridndern.

Ein weiterer Messaufbau mit induktivem Signalabgriff wird von [Yalovega, 1967] vorgestellt und ist in
Abbildung dargestellt. Er bringt iiber einen geschlossenen Eisenkern mit Spulen (blau) zwei entge-
gengesetzte Magnetfelder in einen Stromungskanal (grau) ein. Mit einer dritten Messspule (griin) wird die
Feldverschleppung detektiert. Yalovega leitet den Eisenring der Messspule in einer Aussparung direkt durch
den Stromungskanal. Vermutlich verstirkt sich durch diese Anordnung die Sensitivitit der Messung. Leider
greift diese Anordnung wiederum invasiv in die Strémungsfiithrung ein.

[Meyer, 1961] beschreibt einen Aufbau zur Messung der elektrischen Leitfiahigkeit in der lonosphére (Ab-
bildung [1.3b. Auch er verwendet eine Anordnung von drei Spulen, die er in der AuBenhaut einer Rakete
installieren mochte. Spule A und C sind Erregerspulen die ein Wechselfeld erzeugen. Spule B soll die
Feldverschleppung messen. Bei bekannter Geschwindigkeit kann mit dem Messaufbau die elektrische Leit-
fahigkeit der Umgebung, in seinem Anwendungsfall der Ionosphire, bestimmt werden.

Die erste theoretische Arbeit zu kontaktlosen induktiven Geschwindigkeitsmessverfahren wurde von
[Cowley, 1965]] veroftentlicht. Eine Skizze seines Messgerites ist in Abbildung a dargestellt. Im Un-
terschied zu allen vorherigen Autoren verwendet er eine modifizierte Spulenanordnung. Cowley hat die
Erregerspule in der Mitte angeordnet und zwei Messspulen stromauf und stromab der Erregerspule posi-
tioniert. Fiir seine analytische Abhandlung vereinfacht er das Problem und gelangt zur Modellgeometrie in
Abbildung[1.4b. Er beschreibt das System, indem er eine partielle Differentialgleichung fiir das magnetische
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Abbildung 1.2: Skizze eines induktiven Durchflussmessgerites a) und eines induktiven Leitfahigkeitsmessgerites b)

von [Lehde and Lang, 1948]).
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Abbildung 1.3: a) Skizze des Messgerites von [Yalovega, 1967] und b) Skizze des Messgerit zur Leitfidhigkeitsmes-
sung von

Vektorpotential aufstellt und eine zeitharmonische Losungsfunktion ansetzt. Fiir die dimensionslose Dar-
stellung fiihrt er den dimensionslosen Shielding-Parameter S und die magnetische Reynolds-Zahl Rm ein.
Der Shielding-Parameter S ist im wesentlichen proportional zu /f. Genauer ist er definiert iiber die charak-
teristische Linge L, die magnetische Permeabilitét ut, die elektrische Leitfdhigkeit o und die Kreisfrequenz
w=2nfzu

S=L\/uo2nf. (1.1)

Die magnetische Reynolds-Zahl wird als dimensionsloses Maf3 der Geschwindigkeit Uy interpretiert und ist
definiert als
Rm = uocUyL . (1.2)
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Abbildung 1.4: Skizze des Modells von [Cowley, 1965], a) Messgerit, b) mathematisches Modell
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Abbildung 1.5: Ergebnisse von [Cowley, 1965], a) Messamplitude als Funktion von der magnetischen Reynolds-Zahl,
b) Phasenwinkel als Funktion der magnetischen Reynolds-Zahl

Cowley gibt eine allgemeine Losung des Problems an, die er in den beiden Diagrammen und dar-
stellt. In Abbildung ist die Amplitude des Messsignals der Messspulen als Funktion der magnetischen
Reynolds-Zahl Rm dargestellt. Die Amplitude ist fiir verschiedene Shielding-Parameter S aufgetragen. Im
Bereich kleiner magnetischer Reynolds-Zahlen Rm und groBer Schielding-Parameter S steigt die Amplitu-
de des Messsignals in einem breiten Bereich, nahezu proportional zur Stromungsgeschwindigkeit an. Fiir
kleinere S ist der lineare Bereich auf sehr kleine magnetische Reynolds-Zahlen begrenzt. In Abbildung
ist der Phasenwinkel des Messsignals als Funktion von Rm aufgetragen. Fiir einen sehr kleinen Shielding-
parameter S betrdgt der Phasenwinkel 90 Grad. Wird das Durchflussmessgeridt mit hoheren Frequenzen
betrieben steigt S an und der Phasenwinkel weicht zunehmend von 90° ab. Im Bereich kleiner magnetischer
Reynolds-Zahlen ist der Phasenwinkel nahezu unabhingig von der Geschwindigkeit. Fiir grofe Shielding-
Parameter S und magnetische Reynolds-Zahlen Rm > 2 steigt der Phasenwinkel ndherungsweise linear
mit der magnetischen Reynolds-Zahl und somit linear mit der Stromungsgeschwindigkeit. Nur in diesem
Messbereich kann der Phasenwinkel sinnvoll fiir die Geschwindigkeitsmessung herangezogen werden.
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Abbildung 1.6: Skizze der Modellgeometrie (a) und dem experimentellen Aufbau (b) von [Wiesner, 1981]

Eine weitere sowohl analytische als auch experimentelle Untersuchung eines induktiven Durchflussmess-
gerits mit induktivem Signalabgriff wird von [Wiesner, 1981] vorgestellt. Er verwendet wiederum die
Spulenandordnung von [Lehde and Lang, 1948, [Meyer, 1961]] und [Yalovega, 1967] mit einer Messspule
in der Mitte zweier Erregerspulen. Wiesner modelliert das Problem mit einem idealisierten Modell, das
in drei Richtungen unendlich ausgedehnt ist und in Abbildung a dargestellt wird. Im Vergleich zu
[Cowley, 1965]] und auch [Priede et al., 2006], die das Problem mit Hilfe des magnetischen Vektorpoten-
tials beschreiben, wihlt [Wiesner, 1981]] den Weg iiber das elektrische Feld E, fiir das er eine partielle
Differentialgleichung 16st. Das Erregerfeld beschriebt er iiber eine zeitharmonische Funktion fiir die ma-
gnetische Feldstirke H(¢). Er gibt eine analytische Funktion fiir die Verteilung der magnetischen Feldstéirke
in Abhingigkeit der Frequenz und der Stromungsgeschwindigkeit an und visualisiert diese, indem er die
magnetischen Feldlinien darstellt.

Er zeigt sehr schon, dass fiir eine niedrige Frequenz das magnetische Feld tiefer in den Stromungskanal
eindringt, als das fiir eine hohe Frequenz der Fall ist. Weiterhin zeigt er, dass bei steigender Geschwindig-
keit eine Feldverschleppung im Bereich unterhalb der Messspule auftritt. Auerdem gibt [Wiesner, 1981]]
sowohl fiir das Potential in der Messspule, als auch fiir den Phasenwinkel des Messsignals gegeniiber dem
Erregersignal eine analytische Funktion an. Eine Visualisierung dieser beiden Groflen ist in Abbildung
dargestellt. In[1.7h ist zu sehen, dass die Messspannung U;,,; nach seiner Theorie linear mit der Strémungs-
geschwindigkeit ansteigt, aber auch zunimmt, wenn die Erregerfrequenz erhoht wird. In ist der Pha-
senwinkel dargestellt. Er zeigt eine deutliche Abhingigkeit von der Erregerfrequenz, reagiert aber nur sehr
gering auf Anderungen der Stromungsgeschwindigkeit. Bei [Cowley, 1965]] wird ein deutlich stirkerer Ein-
fluss der Frequenz auf den Phasenwinkels beschreiben als bei [Wiesner, 1981]]. Allerdings misst Cowley die
Phasenverschiebung zwischen den beiden Messspulen die jeweils stromauf und stromab der Erregerspule
angeordnet sind, wihrend Wiesner die Phasenverschiebung zwischen Messsignal und Erregersignal auswer-
tet. Wiesner hat im zweiten Teil seiner Arbeit seine theoretische Untersuchung mit experimentellen Fakten
untermauert. Dazu hat er das Experiment aus Abbildung aufgebaut und daran seine Theorie bestitigt.
Sein experimenteller Aufbau besteht aus einer rotierenden Metalltrommel und einem Eissenkern mit den
drei Spulen der am Umfang der Trommel angeordnet ist. Die beiden Sendespulen bringen ein Magnetfeld in
die Wand der Trommel ein und induzieren dort elektrische Felder. Durch die Bewegung der Trommel kommt
es zu einer Feldverschleppung und es wird eine geschwindigkeitsporportionale Spannung in der Messspule
messbar.
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Abbildung 1.7: Ergebnisse von [Wiesner, 1981]], a) Messamplitude als Funktion der Stromungsgeschwindigkeit v, b)
Phasenwinkel als Funktion von v und der Frequenz f

Einen weiteren wichtigen Beitrag in der Entwicklung von induktiven Durchflussmessgeriten mit induk-
tivem Signalabgriff haben [Buchenau, 2012] und [Priede et al., 2006] geliefert. [Buchenau, 2012| hat in
seiner Arbeit das Messgeriit aus Abbildung [I.8]konstruiert und in Laborexperimenten erfolgreich zum Ein-
satz gebracht. In dem Projekt wurde die Spulenanordnung von [[Cowley, 1965]] mit zwei Messspulen und
nur einer Erregerspule aufgegriffen. Um die Streuung des magnetischen Feldes gering zu halten, werden
Spulen mit ferromagnetischen Eisenkernen verwendet, die eine grofe relative magnetische Permeabilitiit
U, aufweisen. [Buchenau, 2012] fiihrt zahlreiche Messungen mit verschiedenen Spulenabstinden durch,
um das Messgerit einsatztauglich und fehlerresistent auszulegen. Hierzu wird hauptsichlich die Phasen-
verschiebung zwischen den Signalen der beiden Messspulen untersucht und zur Geschwindigkeitsmessung
herangezogen.
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Abbildung 1.8: Messgeréit von [Buchenau, 2012]]
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Abbildung 1.9: Ergebnisse der Experimente von [[Buchenau, 2012]]

In Abbildung [T.9] sind zwei typische Diagramme aus der Arbeit von [Buchenau, 2012]] dargestellt. In
Abbildung [T.9h ist die Phasenverschiebung als Funktion der Erregerfrequenz f bei konstanter Stromungs-
geschwindigkeit aufgetragen. In einem mittleren Frequenzband ist eine relativ groe Phasenverschiebung
messbar, wihrend bei zu hohen oder zu niedrigen Frequenzen die Phasenverschiebung sehr gering ausfillt
und schwer messbar wird. In Abbildung [T.9p ist die Phasenverschiebung iiber der mittleren Stromungs-
geschwindigkeit im Kanal aufgetragen. Das Messgerit von Buchenau zeigt einen weitestgehend linearen
Zusammenhang zwischen der Phasenverschiebung und der Geschwindigkeit, was fiir eine Geschwindig-
keitsmessung optimale Voraussetzungen liefert. Die Ergebnisse sind fiir unterschiedliche Parameter K}
dargestellt. K, ist hierbei ein Korrekturfaktor der Anderungen an der Spulenanordnung verschiedener Pro-
totypen kompensiert und so die Ergebnisse variierender Geometrieanordnungen vergleichbar macht.

Eine theoretische Untersuchung des Messgerites von [Buchenau, 2012]] wird in [Priede et al., 2006] erarbei-
tet. Hierzu wird die Geometrie von [Buchenau, 2012] in ein mathematisches Modell abstrahiert (Abbildung
[[.10]a). Im wesentlichen wird die Ausbreitung des zeitharmonischen Erregerfeldes und das Eindringen des
Feldes in ein elektrisch leitfahiges Fluid modelliert. [Priede et al., 2006] beschreiben das Problem analog
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Abbildung 1.10: Theorie von [Priede et al., 2006]. a) Modell b) Phasenverschiebung als Funktion von Rm

zu [[Cowley, 1965] mit einer partiellen Transportgleichung fiir das magnetische Vektorpotential und set-
zen ebenfalls ein zeitharmonisches Verhalten voraus. Als Ergebnis ihrer Analyse geben sie unter anderem
das Diagramm in Abbildung [I.T0b an. Dort tragen sie die Phasenverschiebung iiber der magnetischen
Reynolds-Zahl Rm fiir verschiedene axiale Entfernungen x zur Erregerspule auf. Die grofite Abhédngigkeit
des Phasenwinkels von der magnetischen Reynolds-Zahl tritt auf, wenn die Messspule weit stromab der
Erregerspule liegt, bei x = 1. An einer Messspule stromauf der Erregerspule (x = —1) ist der Phasenwinkel
nahezu konstant {iber der magnetischen Reynolds-Zahl.

Die beiden wichtigsten Referenzen im Bezug auf die vorliegende Arbeit wurden von

[Schulenberg and Stieglitz, 2010] und [Stieglitz, 2004|] publiziert. Diese Autoren haben ein induktives
Durchflussmessgerit mit kontaktlosem induktivem Signalabgriff in Rohrbauform konstruiert und experi-
mentell untersucht (Abbildung [I.T1). Die Arbeiten wurden am Fliissigmetalllabor KALLA des Karlsruher
Institut fiir Technologie durchgefiihrt. Die Spulenanordnung in diesem Projekt ist an [Lehde and Lang, 1948|],
[Meyer, 1961]], [Yalovega, 1967 und [Wiesner, 1981]] angelehnt und verwendet zwei gegenldufig gepolte
Erregerspulen und eine dazwischen liegende Messspule. Die Sensitivitdt des Messgerites wird verbessert,
wenn die Messspule aus sehr vielen Wicklungen aufgebaut wird. Die Autoren konnen in ihrem Experi-
ment sowohl den Volumenstrom der fliissigen Blei-Wissmut Legierung, als auch deren Temperatur sowie
den Erregerstrom und die Erregerfrequenz variieren. [Stieglitz, 2004] wertet sowohl die Amplitude des
Messsignals als auch die Phasenverschiebung zwischen Messsignal und Erregersignal als Funktion des
Volumenstroms, der Frequenz und der Erregerstromstirke aus. In Abbildung [I.12 ist die Amplitude iiber
dem Volumenstrom aufgetragen. Fiir einen konstanten Erregerstrom Iy und eine konstante Erregerfrequenz
f ergibt sich ein linearer Zusammenhang zwischen der Amplitude des Messsignals und dem Volumenstrom.
Wird die Erregerfrequenz erhoht, dringt das magnetische Feld nicht mehr so weit in das Fluid ein und das
Messsignal wird bei gleichem Volumenstrom geringer. Zusitzlich zeigen die Autoren, dass die Amplitude
des Messsignals proportional zum Erregerstrom ist. Abbildung [I.12] b zeigt die Phasenverschiebung zwi-
schen dem Messsignal und Erregerstrom iiber dem Volumenstrom aufgetragen. Die Phasenverschiebung
verhilt sich im dargestellten Messbereich proportional zum Volumenstrom. Aullerdem steigt die gemessene
Phasendifferenz bei gleichem Volumenstrom an, wenn eine hohere Erregerfrequenz in den Erregerspulen
angelegt wird.
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Abbildung 1.11: Aufbau eines induktiven Durchflussmessgerits in Rohrbauform von [Stieglitz, 2004]]. Experimentell
untersucht am KALLA-Labor des KIT.

(a) 30 (b)

251 -
25

20

—
> .

.. ~

) é/ ] m; / e

4] 5 10 0 5 10
O [m3/h] O [m?/h]

(a) (b)

AD pys [MV]
Ag []

Abbildung 1.12: Messergebnisse von [Stieglitz, 2004]. In a) RMS-Wert des Messsignals und in b) die Phasenverschie-
bung des induktiven Durchflussmessers in Rohrbauform als Funktion des Volumenstroms Q. Die
Symbole bedeuten, Rechteck: f = 236Hz, Dreieck: f =471Hz und Kreis: f = 706Hz.
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2 Grundlagen der Magnetohydrodynamik

Ein magnetohydrodynamisches Problem liegt vor, wenn sich ein elektrisch leitfihiges Fluid, in einem
Magnetfeld bewegt, oder wenn im Fluid elektrische Strome flieBen. Die Bewegung des Fluids relativ zu
einem Magnetfeld induziert ein elektrisches Feld im Fluid, das senkrecht zur Stromungsgeschwindigkeit
und senkrecht zum Magnetfeld anliegt. Elektrische Felder in elektrisch leitenden Medien sind der Antrieb
fiir elektrische Strome. Diese Strome erzeugen in Wechselwirkung mit dem Magnetfeld eine Lorentzkraft.

Die Lorentzkraft wirkt senkrecht zum Magnetfeld und senkrecht zum elektrischen Strom und ist die Grund-
lage fiir viele Stromungsphidnomene der Magnetohydrodynamik. Je starker das Magnetfeld ist, desto groer
ist der Einfluss der Lorentzkraft auf die Stromung. In Kanalstromungen wirkt die Lorentzkraft im Kern der
Stromung entgegen der Stromungsrichtung und erhoht somit den Druckverlust [Miiller and Biihler, 2001]].
In magnetohydrodynamischen Pumpen wird eine Lorentzkraft erzeugt, die in Richtung der Stromung wirkt
und eine elektrisch leitende Fliissigkeit fordern kann ([Polzin, 2007]], [Weier, 2007])). In Erstarrungsprozes-
sen kann die Kristallausrichtung durch Lorentzkrifte gezielt beeinflusst werden. Es wird dann mdglich,
gerichtete Kristalle zu erzeugen und dadurch die Materialeigenschaften zu verbessern [Yasuda, 2007]. Bei
umstromten Profilen ist es moglich, mittels der Lorentzkraft die Ablosung der Stromung zu verhindern
[Weier, 2007]. Dazu werden Permanentmagnetstreifen und Elektroden abwechselnd auf der Profiloberfla-
che angeordnet und die Stromung in der Grenzschicht iiber Lorentzkrifte beschleunigt. An der TU Ilmenau
wird in der Gruppe um [Thess et al., 2007|] ein Messverfahren untersucht, das die Lorentzkraft an einem
Magneten detektiert, der auBerhalb eines Stromungskanals befestigt ist. Aus dieser Kraft kann die mittlere
Stromungsgeschwindigkeit im Kanal bestimmt werden. Leider konnen all diese Verfahren nur fiir elektrisch
leitende Fliissigkeiten wie Salzwasser, fliissiges Metall oder ionisiertes Plasma angewendet werden. Fiir
nicht leitende Fluide entstehen keine elektrischen Strome im Fluid und auch keine Lorentzkrifte.

2.1 Grundgleichungen der Magnetohydrodynamik

Magnetohydrodynamische Stromungsvorginge werden mathematisch iiber Transportgleichungen beschrie-
ben. Diese Gleichungen werden im Allgemeinen durch Masse-, Impuls-, und Energie-Bilanzen an einem
infinitesimalen Volumenelement dV hergeleitet [[Oertel jr., 2012]. Unabhingig davon ob Impuls, Energie,
Masse oder das Magnetfeld im Raum transportiert wird, hat eine Transportgleichung einer beliebigen ska-
laren oder vektoriellen GroBe 6 folgenden charakteristischen Aufbau:

a0
— -V6=V-I'VOe + k6 + 2.1
It +v-V) — \W_Q/ 2.D
. Diffusion Produktion/Dissipation
Konvektion

Die Transportgleichung fiir 8 setzt sich aus drei Anteilen zusammen. Zum Ersten die Konvektion, die den
Transport der GroB3e 6 mit dem Feld der Stromungsgeschwindigkeit v beschreibt. Zum Zweiten die Diffusi-
on, welche die Ausbreitung von 6 aufgrund eines rdumlichen Gradienten angibt. Sie ist abhéngig von einer
Diffusionskonstanten I'. Der dritte Anteil wird als Produktions bzw. Dissipationsterm bezeichnet. Dieser
Term kann sowohl proportional zu 6 sein oder durch eine rdumliche Verteilung vorgegeben sein. Eine in-
kompressible MHD-Stromung eines newtonschen Fluids kann im Rahmen der Kontinuumsmechanik durch
vier Transportgleichungen beschrieben werden. Dies sind die skalare Kontinuititsgleichung fiir ein inkom-
pressibles Fluid

V-v=0, 2.2)
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die die Massenerhaltung sicherstellt und die vektorielle Impulsgleichung

p |:3:+(V-V)Vj| =—Vp+pvViv+jxB. (2.3)
Diese beschreibt den Transport des Impulses innerhalb des Fluids und stellt einen Zusammenhang zwischen
der Stromungsgeschwindigkeit v und dem Druckgradienten Vp her. Die Impulsgleichung ist abhéngig von
der Dichte des Fluides p und seiner kinematischen Viskositidt v. Der Druckgradient wirkt hierbei als Pro-
duktionsterm und treibt im Beispiel einer Rohrstromung das Fluid trotz vorliegender Reibung durch das
Rohr. In MHD-Problemen muss in der Impulsgleichung zusitzlich die Lorentzkraft j x B als Quellterm
beriicksichtigt werden, denn elektrische Strome der Stromdichte j verursachen in einem leitfahigen Fluid,
das sich in einem Magnetfeld B befindet, eine zusitzliche Volumenkraft. Diese Lorentzkraft wirkt sowohl
senkrecht zu j als auch senkrecht zu B. Durch eine gezielte Vorgabe von j oder B ist es moglich, mit Hilfe
der Lorentzkraft Strémungen anzutreiben oder abzubremsen (MHD Pumpe, MHD Stromungskontrolle).
Zur Beschreibung von Problemen, bei denen die Temperaturverteilung innerhalb des Fluids von Bedeutung
ist, muss eine weitere skalare Transportgleichung fiir die Warmeenergie,

p%[%f+ﬁpvﬂ}:v-&VT%+;f+Q, 24)

gelost werden ([Miiller and Biihler, 2001]]). Diese Gleichung beschreibt den Transport der Temperatur 7" im
Fluid, der von der Wirmekapazitit ¢, und der Wirmeleitfihigkeit A abhiangt. In MHD-Problemen flief3t
zusitzlich ein elektrischer Strom durch das leitfdhige Fluid und beheizt dieses in Folge der Ohmschen-
Heizung. In der Warmetransportgleichung wird dieses Phanomen durch einen zusétzlichen Quellterm be-
riicksichtigt. Die ohmsche Wirme ist proportional zum Quadrat der elektrischen Stromdichte j* und umge-
kehrt proportional zur elektrischen Leitfidhigkeit 6. Zusitzliche Wiarmequellen oder Verluste werden in der
GroBe Q zusammengefasst.

2.1.1 Grundgleichungen der Elektrodynamik

Die elektrodynamischen Vorgédnge in einer MHD-Stromung werden nach [Miiller and Biihler, 2001]] iiber
die Maxwell-Gleichungen beschrieben. Sie gelten als mathematische Grundlage der Elektrotechnik. In
[Griffiths, 2011]] werden die Maxwell-Gleichungen in zwei Versionen angegeben. Die erste Version gilt fiir
Materialien ohne elektrische Polarisation und ohne permanentmagnetischen Eigenschaften. Die Permittivitét
€ und Permeabilitit yu werden als konstant angenommen. In einer zweiten Version werden diese Vereinfa-
chungen nicht getroffen und die Maxwell-Gleichungen werden deutlich komplexer. In dieser Arbeit wird
eine Mischform der beiden von [Griffiths, 2011]] beschriebenen Versionen benétigt, weil zum Einen, die
dielektrische Permittivitit & = 8.8 107'2As/(V m) < 1 als konstant betrachtet werden kann, zum Anderen
jedoch, ferromagnetische Materialien modelliert werden miissen, bei denen die magnetische Permeabilitét
ortsabhiingig beschrieben werden muss. Das Induktionsgesetz von Faraday ergibt

B
ot’
und beschreibt die Induktion eines rotationsbehafteten, elektrischen Feldes E in einem Medium, wenn dieses

von einer instationdren magnetischen Induktion B(7) durchflutet wird. Wird auf diese Gleichung (2.5)) der
Divergenzoperator angewendet, folgt daraus

VXxE=— 2.5)

V:-B=0. (2.6)
Damit ist die magnetische Induktion, die im weiteren Verlauf der Arbeit als Magnetfeld bezeichnet wird,
quellenfrei und die Feldlinien sind geschlossen. Das Ampersche Durchflutungsgesetz,
&dE

1
\% =Vx—B=j+— .
x H X IJ(X)B i+ 5 2.7)
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2.1 Grundgleichungen der Magnetohydrodynamik

stellt einen Zusammenhang zwischen der elektrischen Stromdichte j der magnetischen Permeabilitét p und
der magnetischen Induktion B bzw. der magnetischen Feldstiarke H her. Demnach entsteht um jeden strom-
durchfloBenen Leiter ein rotationsbehaftetes Magnetfeld. Einen Zusammenhang zwischen der magnetischen
Feldstirke H und der magnetischen Induktion B wird iiber die materialabhéngige magnetische Permeabilitét
U gegeben zu

B=uH. (2.8)

Im weiteren Verlauf der Arbeit wird ausschlieSlich die magnetische Induktion B verwendet und als Magnet-
feld bezeichnet. Um auch ferromagnetische Materialien beschreiben zu konnen, wird nach [Raith, 2006]
die magnetische Permeabilitiit als Produkt aus magnetischer Feldkonstante g = 47 -10~7 N/A? und der
relativen magnetischen Permeabilitdt ausgedriickt. Dabei ist die relative magnetische Permeabilitét . in
ferromagnetischen Stoffen eine Funktion von der magnetischen Feldstirke H. Sie kann nicht mehr als
konstant angenommen werden und ist qualitativ in Abbildung [2.1] dargestellt.

Der Term Ena—atE wird als Verschiebestrom bezeichnet. In MHD Problemen wird dieser Term vernach-
lassigt. Als Grund dafiir zeigt [Davidson, 2001]], dass der Verschiebestrom von der GrdéBenordnung
Uogn = O(1071) ist. [Shercliff, 1965] zeigt weiter, dass der Verschiebestrom umgekehrt porportional
zum Quadrat der Lichtgeschwindigkeit ist und rechtfertigt damit, dass dieser vernachlédssigt werden kann.

Zur vollstindigen Beschreibung der Elektrodynamik in Materie wird zusitzlich die Kontinuitédtsgleichung
des elektrischen Stromes (2.9) und das Ohmsche Gesetz (2.10) benétigt. Die Kontinuititsgleichung des Stro-
mes lasst sich aus der Divergenz des Amperschen Gesetzes V - herleiten. Nach [Bronstein, 2008]
ist die Divergenz eines Rotationsfeldes null. Wenn die Verschiebestrome sehr klein sind, ergibt sich die
elektrische Stromdichte divergenzfrei zu,

V.j=0. (2.9)

Das Ohmsche Gesetz stellt in seiner traditionellen Form fiir ein ruhendes Medium einen Zusammenhang
zwischen der elektrischen Stromdichte j, dem elektrischen Feld E und der elektrischen Leitfdhigkeit o her.
In MHD-Anwendungen bewegt sich das leitende Fluid in einem Magnetfeld. Deshalb muss das Ohmsche
Gesetz um einen Term erweitert werden, der als geschwindigkeitsinduziertes elektrisches Feld bezeichnet
wird. Dieser Anteil ist abhingig von der Stromungsgeschwindigkeit v und der magnetischen Induktion B
und wirkt senkrecht zu diesen beiden Vektoren. Das ohmsche Gesetz fiir ein bewegtes Medium ergibt sich
zu

j=0c(E+vxB). (2.10)

Mit Hilfe der Gleichungen (2.5) - (2.10) kann die Elektrodynamik in MHD-Problemen vollstindig beschrie-
ben werden. Allerdings sind die Gleichungen miteinander gekoppelt und nur schwer in einem dreidimen-
sionalen Rechengebiet zu 16sen. In der Magnetohydrodynamik wird deshalb oft eine Induktionsgleichung
verwendet, die an Stelle der Gleichungen -(2.10) gelost wird. Diese Induktionsgleichung wird aus den
Gleichungen (2.5) -(2.10) hergeleitet. Ein ausfiihrliche Herleitung ist in [Miiller and Biihler, 2001]] gegeben.
Die Gleichung hat die Form einer Transportgleichung und beschreibt den instationiren Transport der ma-
gnetischen Induktion B durch Konvektion mit der Stromung, durch Diffusion als auch durch Induktion. Der
Faktor 1/po der sich aus der magnetische Permeabilitdt u und elektrischer Leitfahigkeit 6 zusammensetzt
tibernimmt die Rolle eines Diffusionskoeffizienten. Uber den Quellterm (B - V)v wird die Verinderung des
Magnetfeldes durch Streckung der Feldlinien beschrieben. Unter der Annahme dass die Stoffwerte (t und o
konstant sind ergibt sich die Induktionsgleichung zu

EB+(v-V)B_‘TGV B+ (B-V)v. (2.11)
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Abbildung 2.1: Hysterese-Verhalten des Magnetfeldes B eines ferromagnetischen Materials als Funktion der magne-
tischen Erregung H.

In der vorliegenden Arbeit wird jedoch von einer variablen magnetischen Permeabilitit ausgegangen. Die
Gleichungen und Modelle, die in Kapitel [3] hergeleitet werden, gehen davon aus, dass die Permeabilitit
eine beliebige Funktion im Ort sein kann. Auf diese Weise konnen ferromagnetische Materialeigenschaften
modelliert werden.

2.2 Induktionsfreie Approximation

In vielen technischen MHD Anwendungen sind die Geschwindigkeiten und charakteristischen Léngen re-
lativ klein. Die magnetische Reynolds-Zahl, als Verhiltniss von induziertem zu angelegtem Magnetfeld,
ist dann Rm = ocuUpL < 1 sodass nur ein sehr schwaches Magnetfeld induziert wird. Dieses induzierte
Magnetfeld wird fiir Rm < 1 vernachlissigt. In vielen MHD-Anwendungen ist das angelegte Magnetfeld
stationdr. In diesen Fillen vereinfacht sich das Induktionsgesetz von Farraday (2.5)) und das elektrische Feld
wird rotationsfrei:

VXE=0. 2.12)

Nach [Griffiths, 2011]] kann fiir diesen Sonderfall das elektrische Feld E iiber den Gradienten des skalaren
elektrischen Potentials ¢ ausgedriickt werden zu

E=-V¢. (2.13)

Dieser Ansatz ist moglich, weil Gradientenfelder stets rotationsfrei sind. Es wird dann méglich, eine Glei-
chung fiir das elektrische Potential herzuleiten. Dazu wird in einem ersten Schritt im Ohmschen Gesetz
das elektrische Feld durch ersetzt. In einem zweiten Schritt wird auf das Ohmsche Gesetz die
Kontinuititsgleichung fiir den elektrischen Strom (2.9) angewandt. Werden die Terme umsortiert und der
Laplace-Operator V> = V -V eingefiihrt, entsteht eine Possion-Gleichung fiir das elektrische Potential ¢,
gemal

VZp=V-(vxB). (2.14)

Aus dem bekanntem elektrischen Potential kann im Anschluss direkt der elektrische Strom und die Lorentz-
kraft (2.15) berechnet werden. Sie ergibt sich zu

F,=jxB=0(—V¢+vxB)xB. (2.15)
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2.3 Skalierungsgesetze und dimensionslose Kennzahlen
in der Magnetohydrodynamik

In der Stromungmechanik ist es iiblich, Gleichungen dimensionslos zu formulieren. Mit Hilfe der Ahnlich-
keitsgesetze wird es moglich, reale Stromungsprobleme und die dazugehorigen Gleichungen durch geeig-
nete Skalierung zu entdimensionieren und somit zu verallgemeinern. Durch eine Entdimensionierung des
Stromungsproblems und dessen Gleichungen nach [Zierep, 1982]] werden die Experimente oder Simula-
tionen unabhingig von den Abmessungen und Stoffeigenschaften des untersuchten Problems. Es ist dann
moglich, Experimente und Simulationen mit Hilfe von skalierten Modellen und mit labortauglichen Fluiden
durchzufiihren und sie direkt mit realen Problemen zu vergleichen. Das Geheimnis liegt darin, bei der Ska-
lierung die problemspezifischen Kennzahlen konstant zu halten, denn damit werden auch die dominierenden
physikalischen Phdnomene beibehalten. AufSerdem kénnen aus dimensionslosen Simulationen oder Experi-
menten allgemeingiiltige, stoffunabhiingige GesetzmiBigkeiten abgeleitet werden. Die ausfiihrliche Theorie
und die Tragweite der Moglichkeiten der Ahnlichkeitsgesetze ist z.B in [Zierep, 1982] niedergeschrieben
und anhand vieler Beispiele zu unterschiedlichen Stromungsproblemen erldutert. Aus den dimensionsbe-
hafteten GroBen (x,v,B,...) des MHD-Problems konnen durch eine Skalierung mit geeigneten BasisgroRen
dimensionslose GroBen (x',v/,B’,...) gebildet werden. In dieser Arbeit bieten sich die Skalierungen entspre-
chend den Gleichungen (2.16] - [2.25) an. Dabei beschreibt L eine charakteristische Linge, Uy eine mittlere
Geschwindigkeit, By ein typisches Magnetfeld, p die Dichte, ¢ die elektrische Leitfihigkeit und ¢ das
elektrische Potential

(x,y,2) = L(X,y.7) (2.16)
v = Uy (2.17)
L !/
o= —t 2.18
T (2.18)
1
vV = -V 2.19
7 (2.19)
B = BB (2.20)
i = oUoBoj (2.21)
E = UpBoE (2.22)
¢ = UyBoL¢' (2.23)
T = DT (2.24)
p = pUsp (2.25)

Mit dieser Skalierung konnen alle Gleichungen der Magnetohydrodynamik entdimensioniert werden. Dazu
werden die Gleichung (2.16]-[2.25) in die Grundgleichungen der Fluidmechanik (2.2} 2.4) und der Elektro-
dynamik (2.5) - [2.10) eingesetzt. Die Gleichungen der Fluiddynamik nehmen die folgende dimensionslose
Form an:

VoY = 0, (2.26)
1 [ov 1 1
N{at’ +<v"V’>V’] = VP gV i xE, (227)
oT’ 1
8t/+(V/-V’)T’ - EV’2T’+Ech’2+Q’. (2.28)
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In der dimensionslosen Impulsgleichung (2.27) erscheinen zwei dimensionslose Kennzahlen - der Interak-
tionsparameter N und die Hartmann-Zahl Ha. Die dimensionslosen Kennzahlen kénnen als Krifteverhalt-
nisse aufgefasst werden ([Oertel et al., 2008]). Der Interaktionsparameters N kann als Kréfteverhéltnis aus
Lorentzkraft zu Tréagheitskraft interpretiert werden und bildet sich zu

2
_ OLBj

N .
pUo

(2.29)

Er wird in einigen Quellen auch als Stuart-Zahl bezeichnet. Fiir ein starkes Magnetfeld B ist der Einfluss
der Lorentzkraft gegeniiber der Trigheitskraft groB3. Fiir eine hohe Stromungsgeschwindigkeit Uy iiberwiegt
eventuell die Triagheitskraft. Die Hartmann-Zahl ist nach dem dénischen Physiker und MHD-Pionier Julius
Hartmann (1881-1951) benannt und kann als dimensionsloses Magnetfeld interpretiert werden. Das Quadrat
der Hartmann-Zahl ist ein Krifteverhiltnis aus Lorentzkraft und Reibungskraft und entspricht dem Produkt
aus Interaktionsparameter und Reynolds-Zahl. Die Hartmann-Zahl bildet sich demnach zu

O
Ha = LBy, /p—v , (2.30)

Ha* = Re-N. (2.31)

Wirken starke Magnetfelder auf die Stromung, iiberwiegen die Lorentzkrifte gegeniiber den viskosen Rei-
bungskriften der Stromung, und es entstehen typische MHD-Stromungen mit diinnen wandnahen oder frei-
en Grenzschichten als auch Propfenprofile oder Geschwindigkeitsjets an den Seitenwénden der Kanile. In
der dimensionslosen Wérmetransportgleichung treten zwei weitere dimensionslose Kennzahlen auf,
die Péclet-Zahl Pe und die Eckert-Zahl Ec. Die Péclet-Zahl stellt das Verhiltnis von konvektiv transportierter
Wirme zu diffusiv transportierter Warme dar. Sie ist definiert als

pConL
1 .

(2.32)

Die Eckert-Zahl erscheint zusammen mit dem Interaktionsparameter als Faktor vor dem Term der ohmschen
Wirmequelle in der Warmetransportgleichung. Sie ist definiert als Zusammenhang zwischen dem Quadrat
der Geschwindigkeit Uy, der Wirmekapazitit ¢, und einer Temperaturdifferenz AT als

Yo

Ec= .
CpT()

(2.33)
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2.4 Grenzflichenbedingungen in der Elektrodynamik

Auch die Gleichungen der Elektrodynamik lassen sich durch eine geeignete Skalierung in eine dimensions-
lose Form iiberfithren und ergeben:

V.B = 0, (2.34)
B’
V/ X E, = —W 5 (235)
1
V/ X EB/ - j/ ) (236)
j = E+vVxB, (2.37)
V. = 0. (2.38)

Die einzige dimensionslose Kennzahl die durch die Skalierung entsteht, ist die magnetische Reynolds-Zahl
Rm = uclLU. (2.39)

Sie beschreibt das Verhiltnis der Magnetfelddnderung durch die Strémung, bezogen auf das von auflen an-
gelegte Magnetfeld. Ist die Rm < 1, wie es in Laborexperimenten mit schwach leitfahigen Fluiden oder bei
kleinen Kanalabmessungen der Fall ist, kann die Induktion des Magnetfeldes infolge der Strémung vernach-
lassigt werden ([Birzvalks and Uhlmann, 1986])). Fiir sehr groe magnetische Reynolds-Zahlen Rm > 1,
wie sie im Kern unserer Erde auftreten, kann eine MHD-Stromung durchaus ein Magnetfeld in der Gro-
Benordnung des vorhandenen Erregerfeldes induzieren (vgl. Geodynamo [Miiller and Stieglitz, 2003]]). Die
dimensionslose Form der Induktionsgleichung ergibt sich zu
d

1
@B/ +(V-V)B = EVZB’ + (B -V)V'. (2.40)

2.4 Grenzflachenbedingungen in der Elektrodynamik

In dieser Arbeit wird die Elektrodynamik in komplexen Geometrien mit unterschiedlichen Materialien nu-
merisch simuliert. Das Magnetfeld kann dabei mehrere unterschiedliche Materialschichten durchdringen.
Die Ausbreitung des Feldes wird innerhalb des jeweiligen Materials von dessen magnetischer Permeabi-
litat u und dessen elektrischer Leitfdhigkeit o beeinflusst. Auch der elektrische Strom j durchdringt alle
miteinander verbundenen Materialien, wenn diese nicht elektrisch isoliert sind. Der Strom wird durch den
Gradienten des elektrischen Potentials V¢ bzw. ein elektrisches Feld E getrieben und breitet sich in dem
jeweiligen Material in Abhéngigkeit von der elektrischen Leitfdhigkeit o aus. Fiir die vektoriellen elektro-
dynamischen Grofien j, B, E miissen Grenzflaichenbedingungen fiir die Komponenten in Normalenrichtung
n und in Tangentialenrichtung t aufgestellt werden. Eine Bedingung fiir die Normalkomponenten von B,
E und j kann hergeleitet werden, wenn direkt an der Grenzfliache ein infinitesimales Volumen aufgespannt
wird, das von der Grenzfliche geteilt wird. Eine Skizze dieser Anordnung ist in Abbildung[2.2]a dargestellt.
Sowohl fiir das Magnetfeld als auch fiir den elektrischen Strom gilt V-B = 0 bzw. V - j = 0. Diese Gleichun-
gen werden iiber das Volumen V des Zylinders integriert. Das Volumenintegral wird mit Hilfe des Satzes
von Gauss

/V-Bde/B-ﬂdAzO (2.41)
v A

in ein Integral tiber die Oberflache des Zylinders iiberfiihrt. Strebt die Hohe des Zylindervolumen gegen
Null, verschwindet die Mantelfliche des Zylinders und die Flichen auf der Ober- und Unter-Seite des Zy-
linders werden gleich gro A; — A, A, — A. Die Normalenvektoren auf beiden Kreisflichen sind damit
genau entgegengesetzt orientiert. Fiir das Magnetfeld B ergibt sich der Zusammenhang

(B—B;) n=0. (2.42)
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Bz, Ez, j2

Abbildung 2.2: Modellgeometrie zur Herleitung von Grenzflichen-Bedingungen der Elektrodynamik an der Grenze
zweier Materialien, (a) Volumenelement zur Beschreibung der Normalkomponenten, (b) Flichenele-
ment zur Beschreibung der Tangentialkomponenten. [Miiller and Biihler, 2002]]

Daraus folgt, dass die Normalkomponente des Magnetfeldes an der Grenzfliche stetig ist. Analog kann eine
Grenzflichenbedingung fiir die Normalkomponente der elektrischen Stromdichte hergeleitet werden. Aus
Gleichung (2.9) folgt

(1 —J2) n=0. (2.43)
In (2.43) kann die elektrische Stromdichte iiber das Ohmsche Gesetz (2.10) fiir ruhende Medien ersetzt
werden und es ergibt sich eine Grenzflichenbedingung fiir die normale Komponente des elektrischen Feldes

(01Ei —oE;)-n=0. (2.44)

Wird anstelle des elektrischen Feldes das skalare elektrische Potential ¢ verwendet, muss auch fiir diese
GroBe eine Grenzflichenbedingungen aufgestellt werden. Wenn in Gleichung (2.44) das elektrische Feld
durch den Gradienten in Normalenrichtung von ¢ ausgedriickt wird, ergibt sich an der Grenzfliche

29 ¢
on "% o0 T

Befinden sich zwei Medien in perfektem elektrischen Kontakt, ist das elektrische Potential iiber die Grenz-
flache hinweg stetig

0. (2.45)

or=¢. (2.46)

Ist eines der beiden Medien elektrisch isoliert (z.B o, = 0) flie3t kein elektrischer Strom {iiber die Grenzfli-

che und es gilt
Jj= Gl% =0. (2.47)
an
Von [Walker, 1981]] wurde eine Approximation fiir den Strom an der Grenzfliche vorgestellt, wenn die
Wand sehr viel diinner ist als die Abmessungen des Stromungskanals. Mit Hilfe dieser Approximation ist
es fiir diese diinnen Winde nicht mehr notig, eine Potentialgleichung in der Wand zu 16sen. Die Wand wird
in seiner Approximation mit einem dimensionslosen Wandleitparameter ¢ beschrieben, der sich aus dem

Verhiltnis der elektrischen Leitfdhigkeiten o und Wandstirke #,, zusammensetzt. Er ist definiert als
Owly
c= .
oL
Die Approximation von [Walker, 1981]] definiert den Strom senkrecht zur Wand j, als Funktion des Wand-
potentials ¢,, und des Wandleitparameter ¢ zu

L _ 99 _
n=—a.=

(2.48)

V- (cVé,) . (2.49)
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Fiir die drei Vektorfelder B, E und j wird auch eine Bedingung fiir die tangentialen Komponenten benotigt.
Zur Herleitung wird ein infinitesimales Rechteck senkrecht zur Grenzfliche aufgespannt. Diese Anordnung
ist in Abbildung - dargestellt. Als Gleichung wird das Amperschen Gesetz j = V x ﬁB herangezogen.
Diese Gleichung wird iiber die Flidche des Rechtecks integriert. Mit dem Integralsatz von Stokes wird das
Fliachenintegral in ein Integral iber die Randkurve des Rechtecks iiberfiihrt. Strebt die Hohe & des Rechtecks
gegen Null, verschwinden die Seitenkanten und dessen Fliche A und es ergibt sich die Beziehung

| I
/Vx—B-ndA:/—B-tds - /j-ndA, (2.50)
m u
A N A
i I
(Bl—B2>><n ~ 0. 2.51)
M1 H2

Diese Beziehung fiir die tangentiale Komponenten des Magnetfeldes ist abhidngig von der magnetischen
Permeabilitidt y; und u, auf beiden Seiten der Grenzfliche. Analog wird aus dem Faradayschen Gesetz
(2.5) eine Beziehung fiir die tangentialen Komponenten des elektrischen Feldes

(E;—E) xn=0. (2.52)

hergeleitet. Zusammen mit dem Ohmschen Gesetz (2.10) an festen Winden (v = 0) ergibt sich eine Bezie-
hung fiir die Tangentialkomponenten der elektrischen Stromdichte j an der ruhenden Grenzflache

1 1
—j1— —1 =0. 2.53
(Glh G2J2> xXn (2.53)

2.5 Grundlagen zu magnetohydrodynamischen
Rohr- und Kanalstromungen

Eine fundamentale Problemstellung in der Magnetohydrodynamik stellt die Stromung durch ein Rohr oder
durch einen Kanal dar. In technischen Anlagen werden Fliissigkeiten in Rohrsystemen transportiert und
es gilt die Druckverluste zu minimieren, um die Pumpleistung mdoglichst klein zu halten. In der klassi-
schen Hydrodynamik ist der Druckverlust in einer Rohrleitung abhingig von der Stromungsgeschwindig-
keit v, der Rohrlidnge L,, dem Rohrdurchmesser D, den Fluideigenschaften p,v und der Wandrauigkeit
([Oertel, 2005b]]). In der Magnetohydrodynamik ist der Druckverlust zusitzlich abhingig von der Stirke
und Richtung des anliegenden Magnetfeldes B und von der elektrischen Leitfidhigkeit der Rohrwand o,
([Miiller and Biihler, 2001]]). Verlauft die Wirkungsrichtung des Magnetfeldes parallel zur Stromungsrich-
tung, wird kein elektrischer Strom im Fluid induziert und es wirkt keine Lorentzkraft. Die Stromung verhélt
sich analog zu einer hydrodynamischen Stromung. Gibt es jedoch Magnetfeldkomponenten, die senkrecht
zur Stromungsrichtung verlaufen, wird ein elektrischer Strom induziert und es wirkt eine zusitzliche Lorent-
zkraft auf die Stromung. Die elektrische Leitfahigkeit der Wand beeinflusst maB3geblich den Weg des indu-
zierten elektrischen Stroms im Fluid und somit auch die Verteilung der Lorentzkraft iiber dem Querschnitt.
Kanalstromungen werden auf Grund ihrer Wandleiteigenschaften unterschieden. Auf der einen Seite gibt
es den elektrisch vollstiandig isolierten Kanal, auf der anderen Seite den elektrisch perfekt leitenden Kanal.
Dazwischen wurde von [Hunt, 1965]] die Stromung in einem halbisolierten Kanal vorgestellt, dessen Winde
senkrecht zum Magnetfeld elektrisch leitend sind, wéhrend die Wénde parallel zum Magnetfeld isoliert sind.
In allen drei Varianten wir im Stromungskern ein elektrisches Feld E;;,; = v x B induziert, das im Ohmschen
Gesetz (2.10)) beriicksichtigt werden muss. Dieses Feld ist umso grofer, je stirker das Magnetfeld ist und
treibt elektrische Strome im Kanalquerschnitt an. Das elektrische Feld fiihrt zu einer Potentialdifferenz A¢
zwischen den beiden Seitenwénden, die parallel zum Magnetfeld verlaufen. Im Fluid flieBt ein elektrischer
Strom und es entstehen Lorentzkrifte F; = j x B, die im Stromungskern entgegen der Stromungsrichtung
wirken und die dafiir verantwortlich sind, dass das urspriinglich hydrodynamische Geschwindigkeitsprofil
in Abbildung [2.3]b im Kernbereich abgebremst wird.
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2.5.1 Kanal mit isolierten Wanden

Hartmann wand

Y

x

(@) ()

Abbildung 2.3: (a) Prinzipskizze einer MHD Stromung im elektrisch isolierten Kanal, (b) qualitative Ge-
schwindigkeitsprofile in die Richtungen parallel (griin) und senkrecht (blau) zu B nach

[1\ M1l nee o A Dizldlae. NN
vt CranG ounCi; ZooT)|.

Abbildung 2.4: (a) Strompfade, (b) axiales Geschwindigkeitsprofil senkrecht zu B und (c) axiales Geschwindigkeits-
profil parallel zu B in einem quadratischen isolierten Kanal fiir verschieden Hartmann-Zahlen nach

LW, EE0 | POFEDAR B b F10 B P TATAN |
lviulivl allga pulivlt, 2Uvl

Aus der Kontinuititsgleichung fiir den elektrischen Strom folgt, dass sich der elektrische Strompfad
schlieBen muss. Im isolierten Kanal in Abbildung schlieBt sich der Stromkreis iiber die sogenannte
Hartmann-Schicht. Als Hartmann-Schicht wird die Grenzschicht bezeichnet die senkrecht zu den Magnet-
feldlinien ausgerichtet ist. Die Wand entlang dieser Grenzschicht wird in der Regel als Hartmann-Wand
bezeichnet. In Wandnéhe sind durch die Haftbedingung kleine Geschwindigkeiten zu erwarten und somit ist
auch das induzierte elektrische Feld an dieser Stelle vergleichsweise gering. An dieser Stelle kann sich der
Strompfad in der Hartmann-Schicht schliefen, indem der Strom parallel zur Hartmann-Wand in z-Richtung
flieBt. Die zu erwartende Stromdichte in der sehr diinnen Hartmann-Schicht ist vergleichsweise hoch, da
der gesamte Strom in einem sehr kleinen Querschnitt zuriickflieBen muss. Es resultiert eine Lorentzkraft in
der Hartmann-Schicht, die in Strémungsrichtung zeigt, und somit entgegen den viskosen Reibungskriften
wirkt. Der Geschwindigkeitsgradient an der Wand nimmt zu und das Geschwindigkeitsprofil bekommt ei-
nen blockformigen Charakter. In Abbildung a sind elektrische Stromlinien tiber dem Querschnitt eines
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elektrisch isolierten quadratischen Kanals dargestellt. Der Strom schlieft sich innerhalb des Fluids und die
Strompfade sind im Bereich der Hartmann-Schicht verdichtet, was auf eine hohe Stromdichte hinweist. In
Abbildung b ist das axiale Geschwindigkeitsprofil iiber die halbe Kanalbreite in einer Ebene senkrecht
zum Magnetfeld fiir die Hartmann-Zahlen Ha = 0, 10 und 30 aufgetragen. Die Dicke der Seitenschichten
nimmt mit steigender Hartmann-Zahl wie §s = 1/y/Ha ab. Abbildung c zeigt das Geschwindigkeits-
profil in einer Ebene parallel zum Magnetfeld. Dort ist die Hartmann-Schicht zu erkennen, deren Dicke
mit 0y, = 1/Ha deutlich kleiner ist als die Seitenschichten. Eine analytische Losung fiir die Geschwindig-
keit, den Druckverlust und das induzierte Magnetfeld in einer MHD-Stromung hat [Dragos, 1975]] in Form
einer Reihenentwicklung vorgestellt. Typische Ergebnisse fiir moderate Hartmann-Zahlen Ha = 10 und
Ha = 50 sind in Abbildung [2.5] dargestellt. In Abbildung[2.5 a und Abbildung 2.5 b sind die Hohenlinien
der axialen Geschwindigkeit fiir verschiedene Hartmann-Zahlen im Querschnitt dargestellt. Es ist deutlich
erkennbar, dass ein Anstieg der Hartmann-Zahl eine Abnahme der Grenzschichtdicke & zur Folge hat. Die
vollentwickelte Stromung wird angetrieben durch einen axialen Druckgradienten Vp = —ke,. Sie besitzt
eine Geschwindigkeitskomponente in axiale Richtung v = u(x,y)e,. Das Magnetfeld setzt sich zusammen
aus dem Magnetfeld B, das von auen vorgegeben wird, sowie dem induzierten Magnetfeld b = b(x,z)e,,
das in axiale Richtung zeigt. Die dargestellten Losungen der Geschwindigkeitsprofile sind mit der mittleren
Kanalgeschwindigkeit Uy skaliert. Der Druckgradient wird mit pvUy /L? skaliert, das Magnetfeld mit By. In
Abbildung c und in Abbildung[2.5]d sind die Konturen des induzierten Magnetfeldes b, im Querschnitt
dargestellt. Entlang einer Linie parallel zum angelegten Magnetfeld B in der Kanalmitte steigt b, linear an,
um dann in der diinnen Hartmann-Schicht auf Null abzufallen. Mit steigender Hartmann-Zahl dehnt sich der
Bereich der linearen Verteilung von b, immer weiter entlang der z-Achse aus und die Grenzschichten von b,
an den Seitenwinden werden diinner. Die Geschwindigkeitsprofile sind symmetrisch zu beiden Mittelach-
sen, die Verteilung des induzierten Magnetfeldes ist antisymmetrisch zur z-Achse. Isolinien des induzierten
Magnetfeldes b = konst sind gleichzeitig Pfade des elektrischen Stroms.
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Abbildung 2.5: Isolinien der Geschwindigkeit (Isotachen) (a,b) und des induzierten Magnetfeldes (c,d) in einem iso-
lierten Kanal fiir Ha = 10 in (a,c) und Ha = 50 in (b,d) nach [Miiller and Biihler, 2001]].
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2.5.2 Kanal mit leitenden Hartmannwanden

Ein etwas akademisches Problem ist die MHD-Stromung in einem halbisolierte Kanal die in Abbildung[2.6]
dargestellt ist. Sie wird als Hunt-Strémung bezeichnet, nach [Hunt, 1965]], der dieses Stromungsproblem
erstmals untersucht hat. Im Hunt-Kanal sind die Seitenwinde elektrisch isoliert, die Hartmann-Winde je-
doch sind elektrisch leitfihig. Im Unterschied zum vollstindig isolierten Kanal, hat der elektrische Strom
jetzt die Moglichkeit, sich iiber die leitfahigen Hartmann-Wénde zu schlieBen. Der elektrische Widerstand
des Stromkreises iiber die Wand ist in der Regel sehr viel kleiner, als der Widerstand der diinnen Hartmann-
Schicht im isolierten Kanal. Es treten somit deutlich hohere Strome im Stromungskern auf und die Lor-
entzkrifte verzogern die Stromung im Kern bis fast zum Stillstand. In die isolierte Seitenwand kann der
elektrische Strom nicht eindringen, der Strompfad biegt in Richtung Hartmann-Wand ab und verlduft somit
in der Seitenschicht parallel zum Magnetfeld. In den Seitenschichten entstehen nur sehr kleine Lorentz-
kréfte. Deshalb bilden sich sogenannte Geschwindigkeitsjets aus, die parallel zur Seitenwand sehr hohe
Geschwindigkeiten erreichen. In Abbildung a sind die Strompfade im halbisolierten Kanal dargestellt,
die oben und unten in die Hartmann Winde eintreten. Abbildung b zeigt axiale Geschwindigkeitspro-
file entlang der Symmetrieachse senkrecht zum Magnetfeld. Mit steigenden Hartmann-Zahlen werden die
Seitenjets diinner und ihre Maximalgeschwindigkeit steigt an. Gleichzeitig nimmt der Geschwindigkeits-
gradient an der Seitenwand zu. Im Stromungskern sinkt die Geschwindigkeitsamplitude. In Abbildung
c ist das Profil der axialen Geschwindigkeit in einer Ebene parallel zum Magnetfeld aufgetragen. Es sind
wiederum die diinnen Hartmann-Schichten zu erkennen.
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Abbildung 2.6: (a) Prinzipskizze einer MHD Stromung im halb-isolierten Kanal, (b) qualitative Geschwindigkeitspro-
file in die Richtungen parallel (griin) und senkrecht (blau) zu B nach [Miiller and Biihler, 2001]].

In Abbildung [2.8 a und [2.8] b sind Isolinien der Geschwindigkeit im Querschnitt dargestellt. Bereits fiir
Ha = 50 sind die Seitenjets deutlich ausgeprigt. Das induzierte Magnetfeld in Abbildung [2.8] ¢ und [2.8|d
breitet sich im halbisolierten Kanal bis in die Wand hinein aus.
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Abbildung 2.7: (a) Strompfade der MHD Stromung in einem quadratischen halbisolierten Kanal fiir Ha = 30, (b)
axiale Geschwindigkeitsprofile entlang der z-Achse und (c) axiale Geschwindigkeitsprofile entlang
der y-Achse fiir verschieden Hartmann-Zahlen.

Abbildung 2.8: Isolinien der Geschwindigkeit (Isotachen) (a,b) und des induzierten Magnetfeldes (c,d) in einem halb-
isolierten Kanal. Fiir Ha = 10 in (a,c) und fiir Ha = 50 in (b,d) nach [Miiller and Biihler, 2001]]

2.5.3 Kanal mit leitenden Hartmann- und Seitenwanden

Die dritte Variante einer idealen MHD-Kanalstrémung ergibt sich fiir einen Kanal mit vier elektrisch leitfa-
higen Winden, der in Abbildung[2.9]gezeigt ist. Der induzierte elektrische Strom kann in dieser Anordnung
senkrecht zum Magnetfeld in einer nahezu geraden Linie in die Seitenwinde eintreten und iiber die Seiten-
winde und die Hartmannwinde den Strompfad schlieBen. Der Strom ist im gesamten Kanal in die positive
z-Richtung gerichtet. Entsprechend wirkt die Lorentzkraft im gesamten Kanal gegen die Stromung. In Ab-
bildung [2.10] a sind die elektrischen Stromlinien im Kanalquerschnitt dargestellt. Sie verlaufen iiber den
gesamten Kanalquerschnitt nahezu senkrecht zum angelegten Magnetfeld. In Abbildung [2.10/b und ¢ sind
die Profile der axialen Geschwindigkeit in den zwei Symetrieebenen dargestellt. In der Ebene senkrecht zu
B in[2.10|b ergeben sich fiir hohere Hartmann-Zahlen moderate Jets und es entsteht ein M-formiges Profil
in z-Richtung. In Abbildung sind die Isolinien der Geschwindigkeit und des induzierten Magnetfel-
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2 Grundlagen der Magnetohydrodynamik

des dargestellt. Die Isolinien des induzierten Magnetfeldes sind wiederum Pfade des elektrischen Stroms.
Ein analytische Betrachtung fiir perfekt leitende Kandéle ist in [Huges and Young, 1966]] und [Hunt, 1965]]
gegeben.

Hartmann wand

(@) ()

Abbildung 2.9: (a) Prinzipskizze einer MHD Stromung im elektrisch leitenden Kanal, (b) qualitative Geschwindig-
keitsprofile der axialen Geschwindigkeit in die Richtungen parallel (griin) und senkrecht (blau) zu B.
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Abbildung 2.10: (a) Strompfade der MHD Stromung in einem quadratischen perfekt leitenden Kanal fiir Ha = 30,
(b) qualitative Geschwindigkeitsprofile der axialen Geschwindigkeit entlang der Symmetrie-Achse x
und (c) Profile der axialen Geschwindigkeit entlang der Symmetrie-Achse fiir verschieden Hartmann-
Zahlen nach [Miiller and Biihler, 2001]]

AbschlieBend wird der Druckverlust in MHD-Kanilen diskutiert. In Abbildung ist der dimensionslose
Druckgradient in viskoser Skalierung
opL?

K=——""— 2.54
axpVU() ( )

iiber der Hartmann-Zahl aufgetragen. Als charakteristische Ldnge L wird im quadratischen Kanal die halbe
Kanalhohe verwendet. Fiir Ha << 1 finden wir den Druckgradient der hydrodynamischen Kanalstrémung.
Mit steigender Hartmann-Zahl Ha nimmt der Druckgradient zu. Der kleinste Druckgradient wird in einem
vollstindig isolierten Kanal erreicht, wéihrend in einem perfekt leitfahigen Kanal der hochste Druckgradient
zu erwarten ist. Der Druckgradient fiir einen halb-isolierten Kanal liegt zwischen den beiden Grenzfillen.
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Abbildung 2.11: Isolinien der Geschwindigkeit (a,b) und des induzierten Magnetfeldes (c,d) in einem Kanal mit per-
fekt leitenden Wénden. Fiir Ha = 10 in (a,c) und fiir Ha = 50 in (b,d) nach [Miiller and Biihler, 2001]].
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Abbildung 2.12: Dimensionsloser Druckgradient K in einem quadratischen Kanal als Funktion der Hartmann-Zahl Ha
und in Abhiéngigkeit der elektrischen Leitfdhigkeit der Winde. [Miiller and Biihler, 2001]].
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2 Grundlagen der Magnetohydrodynamik

2.5.4 MHD Strémung in Kreisrohren

Von besonderem technischen Interesse sind Strémungen durch Rohre mit kreisformigem Querschnitt. Auch
bei MHD-Rohrstromungen wird im Kernbereich des Rohres durch die Stromung innerhalb eines homo-
genen Magnetfeldes By ein elektrischer Strom induziert, der sich je nach Leitfdhigkeit der Rohrwand im
Fluid oder in der Wand schlieit. Die Lorentzkraft im Stromungskern ist in beiden Fillen entgegen der
Stromung gerichtet. Unabhingig ob die Rohrwand isoliert ist (Abbildung [2.13) oder elektrisch leitfihig
(Abbildung [2.74] wirkt in den Hartmann-Schichten eine Lorentzkraft in Strdmungsrichtung und erzeugt
eine sehr diinne Grenzschicht mit einer Dicke § = 1/Ha und einen sehr hohen Geschwindigkeitsgradienten
an der Rohrwand. Die Dicke der Hartmann-Grenzschicht dndert sich im Rohr iiber den Umfang. Im isolier-
ten Rohr schliefit sich der Stromkreis iiber die diinnen Hartmann-Schichten, weshalb dort die Stromdichte
sehr groB wird. Ist die Wand leitend, wird der Strom hauptséchlich in der Rohrwand zuriick flieBen. Der
Gesamtwiderstand des Stromkreises im leitenden Rohr wird kleiner und es flieBen groBere Strome, die
starkere Lorentzkrifte im Stromungskern induzieren. In Arbeiten von [[Vantieghem and Knaepen, 2011|]
wird aufgezeigt, dass das axiale Geschwindigkeitsprofil senkrecht zum Magnetfeld (z-Achse) in elektrisch
leitfihigen Rohren im Randbereich kleine Uberhchungen besitzt.

(@) ()

Abbildung 2.13: Elektrisch isoliertes Kreisrohr. (a) Verlauf des elektrischen Stromes und (b) qualitative Geschwindig-
keitsprofile entlang y und z.

(a) (b)

Abbildung 2.14: Elektrisch leitendes Kreisrohr. (a) Verlauf des elektrischen Stromes und (b) qualitative Geschwindig-
keitsprofile entlang y und z.
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2.5 Grundlagen zu magnetohydrodynamischen Rohr und Kanalstromungen

Eine analytische Losung fiir die MHD Stromung in isolierten Kreisrohren wird von [Gold, 1962| angege-
ben. Er gibt eine Reihenentwicklung fiir die Geschwindigkeit und den dimensionslosen Druckverlust K im
Kreisrohr an. Allerdings ist die numerische Auswertung dieser Reihe nur fiir Hartmann-Zahlen Ha < 30
moglich. In Abbildung R.15]a ist das Profil der axialen Geschwindigkeit entlang der y-Achse aufgetragen,
die parallel zu B liegt. Abbildung R.15|b zeigt das Profil der axialen Geschwindigkeit entlang der dazu
senkrechten z-Achse. Diese Losungen werden in der vorliegenden Arbeit verwendet, um Simulationen von
MHD-Rohrstromungen fiir Ha < 30 zu validieren. Fiir groe Hartmann-Zahlen hat [Shercliff, 1956] eine
asymptotische Losung fiir isolierte Rohre entwickelt. Die Losung wird von [Chang and Lundgren, 1961]
aufgegriffen und fiir elektrisch leitfdhige Rohre erweitert. Diese asymptotische Losung setzt sich aus zwei
Teillosungen zusammen. Einer Kernldsung, die nur von z abhéngt und einer Grenzschicht-Losung, die die
viskosen Effekte in der Hartmann-Schicht beriicksichtigt. Die Grenzschichtlosung fiihrt zu einem exponenti-
ellen Abfall der Geschwindigkeit hin zur Wand. Die Dicke der Hartmann-Grenzschicht ist abhédngig von der
Magnetfeldkomponente normal zur Wand. Das fiihrt bei Kreisrohren zu einer Zunahme der Grenzschicht-
dicke mit dem Umfang. Von [Roberts, 1967 wurde die Losung um die sogenannten Roberts-Schichten
erginzt. Seine Losung beschreibt den Bereich der Grenzschicht, der parallel zum Magnetfeld liegt, und gibt
fiir diesen Bereich eine Grenzschichtdicke an. Die Kerngeschwindigkeit im Rohr wird in der asymptotischen
Losung aus [Miiller and Biihler, 2001] iiber die Gleichung

welyg) = CH VLT
e 14+cHaVv1-722

(2.55)
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Abbildung 2.15: Geschwindigkeitsprofile u,(y,z) im Kreisrohr nach der analytischen Losung von [Geld, 1962]. (a) in
der Ebene z = 0, (b) in der Ebene y = 0 fiir verschiedene Ha-Zahlen.
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2 Grundlagen der Magnetohydrodynamik

als Funktion von der Hartmann-Zahl und dem dimensionslosen Wandleitparameter ¢ = o,,¢ /(o L) beschrie-
ben. Diese asymptotischen Losungen sind nur fiir grofe Hartmann-Zahlen giiltig. Fiir kleinere Hartmann-
Zahlen muss stattdessen die exakte Losung von [[Gold, 1962] verwendet werden. Der dimensionslose Druck-
verlust K fiir eine elektrisch isolierte MHD-Rohrstromung kann fiir niedrige Hartmann-Zahlen aus der ana-
Iytischen Losung von Gold berechnet werden. Fiir hohere Hartmann-Zahlen geben [Shercliff, 1962bl] und
[Roberts, 1967] eine Losung fiir den dimensionslosen Druckgradienten in viskoser Skalierung an. Demnach
gilt fiir den dimensionslosen Druckgradienten im isolierten Kreisrohr

K

~1
_ 3nHa <1 3n 3.273) (2.56)

8 " 2Ha +Ha4/3

Der erste Anteil stammt aus [Shercliff, 1953]] der zweite Anteil aus [Shercliff, 1962b] und der letzte Anteil
wurde von [Roberts, 1967] hinzugefiigt. In Abbildung[2.16list der dimensionslose Druckgradient K in einem
Rohr als Funktion der Hartmann-Zahl aufgetragen. Darin ist in schwarz die Lésung von [Gold, 1962] und
in rot die Losungen von [Shercliff, 1953|] eingezeichnet. In griin ist eine verbesserte asymptotische Losung
von [Shercliff, 1962b|] aufgetragen. Die beste Losung fiir moderate und grof3e Hartmann-Zahlen findet man
in der Korrelation von [Roberts, 1967]]. Sie stimmt bereits bei Hartmann-Zahlen Ha > 20 sehr gut mit der
exakten Losung von [Gold, 1962] iiberein. Sie kann aber im Vergleich zu [Gold, 1962] auch fiir Hartmann-
Zahlen Ha > 30 berechnet werden.
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Abbildung 2.16: Dimensionsloser Druckgradient K im Kreisrohr an Funktion der Hartmann-Zahl Ha. Vergleich ver-
schiedener Losungen aus der Literatur. Entdimensioniert in viskoser Skalierung.
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2.6 Magnetohydrodynamik in instationaren Magnetfeldern

In den bisher behandelten MHD Problemen in Kanélen und Rohren wird das Magnetfeld B als zeitlich
konstant angenommen. Es gibt jedoch eine Vielzahl von MHD-Anwendungen die sich nur mit instationédren
Magnetfeldern realisieren lassen. Einige Beispiele sind:

e kontaktloses induktives Pumpen,

¢ induktive Geschwindigkeitsmessung,
e magnetisches Riihren,

e induktives Heizen,

e magnetisches Schweben.

Die Theorie zur induktiven Geschwindigkeitsmessung wird ausfiihrlich in Kapitel [§] behandelt. Die Theo-
rie zu Induktionspumpen ist fiir diese Arbeit nicht relevant, sie kann aber in einer Zusammenfassung von
[Polzin, 2007]] der Patentschrift von [Hugh C. Behrens, 1987|] nachgelesen werden. Im folgenden Abschnitt
werden die wichtigsten Grundlagen vorgestellt, die zum Verstdndnis von induktivem Heizen und Riihren
notig sind. Als Referenz dient das Buch von [Davidson, 2001]. In Abbildung ist ein Tiegel dargestellt,
der induktiv beheizt und geriihrt werden soll. Der Tiegel ist mit einem elektrisch leitfahigen Fluid gefiillt,
das sich in Ruhe befindet. AuBerhalb der Tiegelwand sind elektrische Spulen entlang z angeordnet, die mit
einem Wechselstrom der Form

J. = jocos(wt)e; (2.57)

beaufschlagt werden. Nach dem Ampersche Gesetz entsteht um jede Spulenwicklung ein rotierendes Ma-
gnetfeld. Die Felder der einzelnen Spulenwicklungen iiberlagern sich und ergeben ein magnetisches Ge-
samtfeld B(z) das zum gezeigten Zeitpunkt gegen den Uhrzeigersinn um das Spulenpaket dreht. AuBerhalb
des Tiegels breitet sich das Feld in der elektrisch isolierten Umgebung aus. Innerhalb des Tiegels ist das
Magnetfeld iiber grofie Strecken parallel zur Wand. Die Wand des Tiegels und das Fluid, sind elektrisch leit-
fahig, mit einer elektrischen Leitfihigkeit 0,, und o. Das instationidre Magnetfeld breitet sich in Form einer
magnetischen Welle iiber Diffusion in der Wand und im Fluid aus. Diese magnetische Welle wird abhiingig
von ihrer Frequenz und den Fluideigenschaften gedimpft und dringt unterschiedlich tief in das Fluid ein.
Es kann eine sogenannte Eindringtiefe (Skintiefe) o definiert werden, die angibt, wie tief die magnetische
Welle in das Fluid eindringt. Die Eindringtiefe ist gegeben durch

[ 2

Magnetische Felder mit geringer Frequenz dringen tiefer in das Material ein, als Felder mit hoher Frequenz.
Zusitzlich ist die Eindringtiefe von der elektrischen Leitfahigkeit o und der magnetische Permeabilitédt u
abhingig. Magnetische Wechselfelder dringen in Medien mit hoher elektrischer Leitfahigkeit weniger tief
ein, als in elektrisch schlecht leitende Materialien.
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Abbildung 2.17: Eindringverhalten eines zeitharmonischen Magnetfeldes in einen Schmelztiegel.

2.6.1 Instationare Magnetfelder in elektrisch leitenden Medien

Das Eindringen eines Magnetfeldes B(¢) in ein ruhendes elektrisch leitendes Medium kann nach
[Davidson, 2001] mit Hilfe der Induktionsgleichung beschreiben werden. Diese Gleichung beschreibt
den Transport des Magnetfeldes B durch Konvektion, Diffusion und Produktion. Wird die Spule in Abbil-
dung als sehr lange in y-Richtung betrachtet und das Rechengebiet als eben in x und y angenommen,
so gibt es keine Anderungen des Magnetfeldes in den Richtungen y und z und es gilt dB/dy = 0 und
0B /dz = 0. Befindet sich das Medium in Ruhe ist v = 0 und die Konvektion von B verschwindet. Die
Induktionsgleichung vereinfacht sich zu

B, 1 (9B,
o "o ( 53 ) : (2.59)

Gleichung (2.59) stellt eine partielle Differentialgleichung dar, die von x und ¢ abhiingt. Sie kann mit einem
harmonischen Lésungsansatz in der Zeit und einem exponentiellen Losungsansatz in der x-Richtung gelost
werden. Letztendlich resultiert die Ausbreitung des Magnetfeldes entlang x in Abhédngigkeit der Eindring-

tiefe 0 zu

By(x,1) = Boe™ cos (a)z - %) . (2.60)

Diese analytische Losung dient als Referenz fiir die Simulationen in Kapitel [7]
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2.6.2 Induktives Heizen und Riihren

In der Wand des Tiegels und im Fluid werden elektrische Strome induziert, die analog einem Transformator,
entgegen den urspriinglichen Stromen in der Spule ausgerichtet sind. Wenn B eine harmonische Funktion
der Zeit ¢ ist, entsteht im Faradayschen Gesetz bei der Differenzierung nach der Zeit die Kreisfrequenz
als Faktor aus der inneren Ableitung. Somit nimmt der induzierte elektrische Strom zu, wenn die Frequenz
des Magnetfeldes zunimmt. Uber den Ohmschen Widerstand wird das Material von den zeitharmonischen
Strémen aufgeheizt. Diese zusitzliche Ohmsche Wirmequelle (1/0) ;% muss in der Wirmetransportglei-
chung beriicksichtigt werden. Weil die elektrischen Strome nur in der Einflusszone des Magnetfeldes
entstehen, wird auch nur in dieser sehr diinnen Zone Wirme erzeugt. Diese Wirme kann praktisch als
Wandwirmestrom Q interpretiert werden. Durch Konvektion und Warmeleitung breitet sich die erzeugte
Wirme im gesamtem Material aus. Die Beheizung ist proportional zum Quadrat des elektrischen Stroms
j* und proportional zum spezifischen elektrischen Widerstand 1/c. Fiir ein vorgegebenes Magnetfeld By,
eine Kreisfrequenz @ und eine Eindringtiefe 0 wird von [Davidson, 2001]] eine Abschétzung fiir den zeit-
gemittelten Wandwirmestrom Q angegeben. Die Beheizung des Materials in der diinnen Einflusszone wird
beschrieben als Heizleistung pro Wandflache

2
0= BZZ"S , 2.61)

Zusitzlich zur Aufheizung entsteht im Fluid eine zeitperiodische Lorentzkraft. Sie zeigt in der Einflusszone
des Magnetfeldes in positive x-Richtung. Die Lorentzkraft wird zeitlich gemittelt und iiber die Schichtdicke
integriert. Sie berechnet sich fiir eine lange Spule zu

F, = De,. (2.62)

Die Lorentzkraft F; kann als magnetischer Druck interpretiert werden, der das Fluid von der Wand in das
Innere des Tiegels driickt. In Realitét ist die Spule endlich in y-Richtung ausgedehnt und die Magnetfeld-
linien kriimmen sich in der Néhe der Spulenenden. Dort sinkt sowohl der Betrag des elektrischen Stromes
j als auch der Betrag der integralen Lorentzkraft F;. Der urspriinglich konstante magnetische Druck ist an
den Spulenenden jetzt kleiner. Somit wird Fluid am Spulenende tangential zur Wand “angesaugt” und in
der Spulenmitte senkrecht von der Wand abtransportiert. Es entstehen Wirbel, die die Stromung im Tiegel
vermischen und fiir einen guten Wirme- und Stofftransport sorgen.
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3 Mathematische Modellierung von MHD-Stromungen

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, MHD-Stromungen mit instationdren magnetischen Feldern B(r)
und beliebigen magnetischen Materialeigenschaften in einem Finite-Volumen-Verfahren zu modellieren
und berechnen. Diese Modellierung teilt sich auf in ein Elektrodynamikmodell, das das Magnetfeld und
den elektrischen Strom im gesamten Problem beschreibt und ein Fluidmodell, welches die Stromung unter
Einfluss der Lorentzkraft beschreibt. Die Modellierung der Stromung beschrinkt sich in dieser Arbeit auf
inkompressible laminare Stromungsvorginge, die iiber die Gleichungen (2.2)) und (2.3)) beschrieben werden
konnen. Der OpenSource CFD-Code OpenFOAM besitzt fiir eine solche Stromungen bereits sehr gut veri-
fizierte und validierte Losungsalgorithmen, die um einen Lorentzkraft-Quellterm erweitert werden konnen.
Deutlich komplexer stellt sich die Modellierung der instationiren Elektrodynamik dar, die in diesem Kapitel
ausfiihrlich diskutiert wird. Es wird ein mathematisches Modell vorgestellt, das die instationédre Ausbreitung
des magnetischen Feldes durch verschiedene Materialien mit unterschiedlichen magnetischen Eigenschaften
beschreibt.

3.1 Verschiedene Elektrodynamik Modelle aus der Literatur

Fiir die Modellierung der Elektrodynamik in MHD-Problemen werden bisher im Wesentlichen zwei Verfah-
ren eingesetzt. Zum einen das ¢-Gleichungsmodell, das aus der induktionsfreie Approximation abgeleitet
wird, und zum anderen das B-Gleichungs-Modell bei dem die Induktionsgleichung (B-Gleichung) gelost
wird, um den Transport des magnetischen Feldes zu beschreiben.

3.1.1 Das ¢-Gleichungsmodell

Das Modell basiert auf der induktionsfreien Approximation, die in [Miiller and Biihler, 2001]] vorgestellt
wird. Es wird die Annahme getroffen, dass das Magnetfeld By stationédr und bekannt ist. Diese Annahme
trifft fiir sehr viele Anwendungsbereiche von MHD-Stromungen zu. Aus der induktionsfreien Appro-
ximation wird eine Gleichung fiir das elektrische Potential ¢ als Funktion der Geschwindigkeit v und
des bekannten magnetischen Feldes By hergeleitet (vgl. Kapitel [2). Eine Losung der ¢-Gleichung
fiihrt auf die Verteilung des elektrischen Potentials im Rechengebiet. Bei bekanntem B kann iiber das
Ohmsche Gesetz (2.10) explizit die elektrische Stromdichte berechnet und schlieBlich die Lorentzkraft
und die Ohmsche Wirme bestimmt werden. Diese Groen gehen als Quellterme in die Impulsgleichung
und Wirmetransportgleichung ein. In Kapitel [2] wird aufgezeigt, dass es moglich ist, sowohl elektrisch
leitende als auch elektrisch isolierte Wénde zu beschreiben. Die Methode wird seit Jahren von vielen
Gruppen weltweit eingesetzt um MHD-Probleme numerisch zu simulieren. In einer Reihe von Veroffent-
lichungen von [Ni et al., 2007c]], [Ni et al., 2007bf],[N1 et al., 2007a] wurden bahnbrechende numerische
Feinheiten veroffentlicht, die das Verfahren zum einen konservativ gestalten und zum anderen die Interpo-
lationsverfahren so optimieren, dass auch Stromungen mit hohen Hartmann-Zahlen erfolgreich simuliert
werden kénnen. In Abbildung [3.1] a ist der Ablauf des Losungalgorithmus schematisch dargestellt, der
im ¢-Gleichungsmodell verwendet wird. Zur Berechnung des elektrischen Stromes wird die konservati-
ve Interpolation von [Ni et al., 2007b] und [Ni et al., 2007a]] verwendet. Sie ist aber im Ablaufdiagramm
aus Griinden der Ubersichtlichkeit nicht dargestellt. Die Druck-Geschwindigkeitskorrektur erfolgt nach
dem PISO-Algorithmus nach [Issa, 1985]]. Im Institut fiir Kern und Energie Technik am KIT wurde von
[Mistrangelo and Biihler, 2007|] der kommerzielle CFD-Code CFX um die induktionsfreie Approximation
erweitert und damit erfolgreich Stromungen in Kreisrohren und Kanilen mit Erweiterung simuliert. In
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spateren Arbeiten von [Mistrangelo and Biihler, 2011]] wurden Simulationen fiir HCLL Fusion-Blankets
bei hohen Hartmann-Zahlen vorgestellt, die ebenfalls mit der induktionsfreien Approximation durchgefiihrt
wurden. Durch die Verwendung des OpenSource CFD-Programm OpenFOAM konnten die Vorschldge von
[N1 et al., 2007b] und [Ni et al., 2007a] implementiert werden. Das Modell hat sich zu einem robusten und
flexiblen Verfahren entwickelt, mit dem beliebige MHD-Probleme simuliert werden kénnen, bei denen das
Magnetfeld stationér und bekannt ist.

3.1.2 Das B-Gleichungsmodell

Das zweite Modell zur Simulation von MHD-Problemen basiert auf der Induktionsgleichung (2.40). Diese
Gleichung beschreibt den instationdren Transport eines magnetischen Feldes B(x,7), das sich durch Mate-
rialien mit unterschiedlichen magnetischen Eigenschaften (Permeabilitit tt) ausbreitet. Nach der Losung der
B-Gleichung wird iiber das Ampersche-Gesetz die elektrische Stromdichte j berechnet und letztendlich die
Lorentzkraft und die Ohmsche Wirme berechnet. Der Ablauf des Algorithmus ist in Abbildung [3.1]b sche-
matisch dargestellt. Das Modell wird z.B. in [Huang et al., 2002[] verwendet, um MHD-Stromungen mit frei-
en Oberflachen zu simulieren. Das Modell bringt allerdings zwei Nachteile mit sich. Zum einen muss iiber
einen zusitzlichen Korrekturalgorithmus sichergestellt werden, dass das Magnetfeld zu jedem Zeitpunkt der
Simulation quellenfrei ist, V- B = 0. Zum anderen ist es numerisch sehr aufwendig, in dreidimensionalen
Probleme, sinnvolle Bedingungen fiir das Magnetfeld am Rand des Rechengebietes aufzustellen.

3.2 Einfuhrung des A — ¢-Gleichungsmodell

In der vorliegenden Arbeit wird die Elektrodynamik iiber die sogenannte A — ¢ Formulierung beschrieben.
Die Methode geht zuriick auf Arbeiten von z.B. [[Csendes et al., 1982]], [Biro and Preis, 1989],

[Biro et al., 1996]. Alle diese Arbeiten behandeln Probleme der klassischen Elektrodynamik und miissen fiir
MHD-Probleme entsprechend erweitert werden. Es werden zwei Differentialgleichungen hergeleitet, um die
Elektrodynamik zu beschrieben. Das ist zum einen eine Gleichung fiir das magnetische Vektorpotential A
und zum anderen eine Gleichung fiir das skalare elektrische Potential ¢. Beide Gleichungen basieren auf
den Maxwellschen Gleichungen. Die Grundlage des Modells ist die Einfiihrung eines magnetischen Vektor-
potentials A ([Raith, 2006], [Kupfmueller et al., 2013]]). Das magnetische Vektorpotential ist ein Vektorfeld,
dessen Rotation das Magnetfeld B beschreibt,

B=VxA. 3.1)

Anschaulich bildet B die Rotationsachse, um die das magnetische Vektorpotential rotiert. Die Definition von
A durch B nach Gleichung ist jedoch nicht eindeutig. Zu A kann namlich ein Gradient einer beliebigen
skalaren Funktion addiert werden, ohne dass dadurch die Rotation von A und somit das Magnetfeld B
den Wert dndert. Damit das Problem eindeutig definiert wird, muss zusétzlich eine sogenannte Eichung
eingefiihrt werden. In [Csendes et al., 1982] und [[Chari et al., 2000] wird zu diesem Zweck die Coulomb-
Eichung vorgeschlagen, die A als quellenfrei definiert,

V-A=0. (3.2)

Als Ausgangspunkt fiir die Herleitung der A — ¢ Formulierung werden die Gleichungen - aus
dem Grundlagenkapitel benétigt. In Gleichung kann das Magnetfeld B iiber die Rotation des magneti-
schen Vektorpotentials ersetzt werden. Nach [Bronstein, 2008] ist die Divergenz einer Rotation exakt
null, womit sichergestellt ist, dass B quellenfrei ist. Diese Eigenschaft ist ein entscheidender Vorteil der
A — ¢ Formulierung gegeniiber Verfahren, die die Induktionsgleichung 16sen. Im Faradayschen Gesetz
wird B ebenfalls durch A ausgedriickt. Die ortliche Ableitung kann mit der zeitlichen Ableitung vertauscht

werden und es ergibt sich

JA
VXE:—ny. (3.3)
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( Lésen der ¢p-Gleichung  V2¢ =V - (v x B) )

Gerechnung vonj j=o(=Vo+vx BD

(a) ¢-Gleichungsmodell

1
Gerechnung von j j= ﬁV x B )

(b) B-Gleichungsmodell

Abbildung 3.1: Mathematische Modelle zur Beschreibung von MHD-Stromungen. (a) ¢-Gleichungsmodell, (b) B-
Gleichungsmodell
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Mit Hilfe des skalaren elektrischen Potentials ¢ kann ein Ausdruck fiir das elektrische Feld angegeben
werden, der Gleichung (3.3)) identisch erfiillt. Das elektrische Feld ergibt sich damit zu
JdA
E=——-V0¢. 34
L. (34
Im Ampereschen Gesetz (2.7) wird das Magnetfeld B durch das magnetische Vektorpotential ausgedriickt
und es ergibt sich

1
j = VXHVXA. 3.5)

In einem weiteren Schritt wird im Ohmschen Gesetz (2.10) das elektrische Feld E iiber den Zusammenhang
aus Gleichung (3.4) ersetzt und das Magnetfeld durch das Vektorpotential ausgedriickt,

j:c<_%‘?—v¢+vaxA>. (3.6)

Jetzt sind alle Grundsteine gelegt, um eine Transportgleichung fiir das magnetische Vektorpotential aufzu-
stellen. Sie entsteht, wenn aus Gleichung und Gleichung die elektrische Stromdichte j eliminiert
wird. Das Ergebnis ist eine partielle Differentialgleichung fiir A der Form
VXIVXA:G<—8A—V¢+VXVXA>. 3.7
u dt
Die Gleichung beschreibt sehr allgemein die Entstehung und den Transport des magnetischen Vektorpo-
tentials im Raum als Funktion der Zeit und der Stromungsgeschwindigkeit im Fluid. Aus dem magnet-
ischen Vektorpotential kann im Anschluss iiber Gleichung (3.I) das Magnetfeld bestimmt werden, das fiir
die Berechnung der Lorentzkraft benétigt wird. Dieses Magnetfeld ist dann definitiv quellenfrei und er-
fillt V- B = 0. Zur eindeutigen Losung von Gleichung ist allerdings die Kenntnis des elektrischen
Potentials ¢ erforderlich. Eine Gleichung fiir ¢ ergibt sich aus der Kontinuititsgleichung des elektrischen
Stroms (2.9), wenn darin die elektrische Stromdichte j mit Gleichung ersetzt wird. Es ergibt sich eine
Potentialgleichung gemif

V-av¢:—§t(v.oA)+v-o(va). (3.8)

Ist die elektrische Leitfahigkeit o konstant, kann sie vor den Divergenz-Operator geschrieben werden und
es ergibt sich eine Poisson-Gleichung. Uber die Coulomb-Eichung wurde A als quellenfrei definiert.
Das hat zur Folge, dass der Term —d/d¢ (V- A) = 0 wird, und die gleiche Potentialgleichung entsteht, die
auch in der induktionsfreien Approximation verwendet wird.

V29 =V-(vxB) (3.9)

Eine Losung der Gleichungen (3.7) und (3.8) mit zugehdrigen Randbedingungen beschreibt die Elektrody-
namik eines MHD-Problems vollstindig.

3.2.1 Umformung der Gleichungen fir die finite Volumen Diskretisierung

Das verwendete CFD-Programm OpenFOAM ist auf die Losung von Transportgleichungen spezialisiert.
Diese Gleichungen werden in der Regel von Gradienten-, Laplace- und Divergenzausdriicken der Transport-
groBe beschrieben. In OpenFOAM sind zahlreiche Operatoren nach dem Finite-Volumen-Verfahren bereits
implizit und explizit implementiert und ausreichend validiert. Um moglichst viele dieser impliziten Opera-
toren aus der OpenFOAM Bibliothek verwenden zu konnen, wird im Folgenden die Gleichung nach
Gesetzen der Vektoranalysis umgeformt.
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3.2.2 Behandlung des Diffusionsterms

Um den Term auf der linken Seite von in einem Finite-Volumen-Verfahren zu implementieren, wird in
diesem Term die Kettenregel auf die Rotation angewendet und dabei u als Funktion des Ortes angenommen.
Das ist wichtig, im Hinblick auf MHD-Probleme mit ferromagnetischen Materialien, bei denen sich lokal
die magnetische Permeabilitit pt abhidngig vom Ort und dem dort vorhandenen Magnetfeld @ndern kann. Es
ergibt sich

1 1 1
Vx —VxA=—(VxVxA)—(VXA)xV—. (3.10)
H u H
In einem zweiten Schritt wird der erste Term auf der rechten Seite von Gleichung (3.10) tiber die Vektori-

denditdt von Grassmann in zwei Terme ohne Rotationsoperator iiberfiihrt. Aus Gleichung (3.10) ergibt sich
bei ortsabhingiger magnetischer Permeabilitit schlieBlich

1 1 1 1
Vx—VxA = ——AA+—V(V-A)—(VxA)xV—. (.11)
M M H H
Fiir eine ortlich konstante Permeabilitit V(1/u) = 0 vereinfacht sich die Gleichung zu
1 1 1
Vx -VxA = ——AA+—V(V-A). (3.12)
H u M

Wenn zudem die Coulomb-Eichung V - A = 0 vorausgesetzt wird, verschwindet in den Gleichungen (3.11)
und (3.12)) jeweils der zweite Term auf der rechten Seite. Allerdings kann in einem numerischen Losungs-
prozess nicht automatisch davon ausgegangen werden, dass diese Eichung zu jedem Zeitpunkt erfiillt ist. In
Kapitel [5] wird deshalb ein Algorithmus vorgestellt, der die Coulomb-Eichung wihrend den Simulationen
sicherstellt.

Die vollstindige Transportgleichung fiir das magnetische Vektorpotential in variablen und instationédren
Magnetfeldern ist in Gleichung (3.13)) zusammengefasst.

JA 1 1
GW_HAA_(VXA)XVE:G(_v¢+VXVXA) (3.13)

3.2.3 Grenzflachenbedingungen fiir das magnetische Vektorpotential

In diesem Abschnitt werden Bedingungen fiir das magnetische Vektorpotential A an einer Grenzfliche zwi-
schen zwei verschiedenen Materialien mit unterschiedlichen elektrischen Leitfdhigkeiten und unterschiedli-
chen magnetischen Permeabilititszahlen hergeleitet. Als Basis werden die Grenzflichenbedingungen fiir das
Magnetfeld B und den elektrischen Strom j in normale und tangentiale Richtung zur Grenzfliche aus Kapi-
tel verwendet. Um eine Grenzflichenbedingung fiir die normale Komponente von A aufzustellen, wird
in Abbildung ein infinitesimales zylindrisches Volumenelement dV in der Grenzfliche aufgespannt.
Die drei relevanten Basisvektoren sind der Normalenvektor n und die beiden tangentialen Vektoren t und s,
die parallel zur Oberfliche angeordnet sind. Oberhalb der Grenzfldche befindet sich das Medium 1 mit den
Stoffeigenschaften o7 und p, unterhalb das Medium 2 mit den Eigenschaften o, und ;. In einem ersten
Schritt wird die Gleichung aus der Coulomb Eichung (3.2)) iiber das Volumenelement integriert. Mit Hilfe
des Integralsatzes von Gaufl wird das Volumenintegral in ein Integral iiber die Oberflache S des Zylinders
iberfiihrt. Es ergibt sich

/V-AdV:/A-ndS (3.14)
\% S

:/A-n] dS+/A-n2dS+/A-nMdS (3.15)
S S5 Su

39



3 Mathematische Modellierung von MHD-Strémungen

Abbildung 3.2: Modellgeometrie zur Herleitung von Grenzflichen Bedingungen der Elektrodynamik an der Grenze
zweier Materialien, Volumenelement zur Beschreibung der Normalkomponenten (a), Flichenelement
zur Beschreibung der Grenzflichenbedingung fiir die Tangentialkomponenten (b).

Strebt die Hohe des Volumenelements 6 — 0 wird die Mantelfliche Sy, des Zylinders null und die beiden
Kreisflachen S; und S, werden gleich groB3. Auflerdem sind die Normalenvektoren n; und n, auf beiden
Seiten der Grenzfliche genau entgegengesetzt. Es ergibt sich an der Grenzfliche die Beziehung

(A1 —A3) n=0. (3.16)

Somit sind die Normalkomponenten des magnetischen Vektorpotentials an der Grenzflache stetig und unab-
hingig von den Stoffeigenschaften. Eine Grenzflichenbedingung fiir die tangentialen Komponenten von A
kann tiber die Definitionsgleichung des magnetischen Vektorpotentials B =V x A hergeleitet werden. Diese
wird iiber die Flidche eines infinitesimalen Rechtecks integriert, das senkrecht auf der Grenzflache steht.

/B-ndS:/VxA.ndS (3.17)
S N

Mit Hilfe des Integralsatzes von Stokes aus [Bronstein, 2008]] wird das Flachenintegral in ein Integral iiber
den Umfang des Rechtecks tiberfiihrt.

/VxA-ndS — [A-tdC :/A-tldC+/A-t2dC+... (3.18)
C
S (o] G

Wenn die Hohe 6 — 0 des Rechtecks gegen Null strebt, verschwindet die linke Seite von (3.18)) sowie die
beiden Anteile senkrecht zur Grenzfliche die nicht explizit in (3.18)) ausgeschrieben sind. Fiir die tangentia-
len Komponenten des magnetischen Vektorpotentials an der Grenzflache ergibt sich damit

nx(Aj—A;) = 0. (3.19)
Damit ist das magnetische Vektorpotential in allen drei Komponenten stetig iiber die Grenzfldche,
A=A, (3.20)

Die partielle Differentialgleichung fiir das magnetische Vektorpotential ist von zweiter Ordnung. Aus diesem
Grund werden zusitzlich Bedingungen fiir die normalen Ableitungen aller Komponenten des magnetischen
Vektorpotentials bendtigt. In vielen Anwendungsfillen ist die magnetische Permeabilitiit auf beiden Seiten
der Grenzfliche gleich (u; = ). Unterscheidet sich die magnetische Permeabilitit an der Grenzfliche,
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muss eine allgemeinere Grenzflichenbedingung hergeleitet werden. Dazu werden die beiden Bedingungen
fiir das Magnetfeld aus Kapitel [2.4] benotigt. Dort wurde gezeigt, dass an Grenzflichen

1 1
<B1 — B2> xn=0 (3.21)

H Ho
gilt. In dieser Gleichung (3.21) wird in einem néchsten Schritt das Magnetfeld iiber das Vektorpotential
ausgedriickt und es ergibt sich

1 1

n><<V><A1—V><A2>:0. (3.22)

Hi Ha
Die Vektorform kann in Komponentenschreibweise notiert werden. In einem lokalen Koordinatensystem
mit der wandnormalen Koordinate n und den beiden tangentialen Koordinaten s und t ergeben sich die
Gleichungen

1 /0 d 1 /0 d
E (aSAn,l - anAs,l> - E <asAn,2 - 3nAs,2> ; (323)
9 d

1 /0 1 /0
m <anAt7l - atAn,l) s <8nA"72 atAn,z) : (3.24)

Unter Anwendung von Gleichung (3.20) kénnen die beiden Gleichungen umsortiert werden und dabei die
Terme mit der Normalkomponente A, zusammengefasst werden. Es ergibt sich jeweils eine Beziehung
fiir die Normalableitung der tangentialen Komponenten %A s und %At in Abhéngigkeit der magnetischen
Permeabilititen p;, tp auf beiden Seiten der Grenzfliche und in Abhingigkeit der Werte von A auf der
anderen Seite der Grenzflache.

1 0 1 0 J 1 1
E% 51 = E% s,2+$An,2 (,u1_,LL2> ; (3.25)
1 0 1 0 0 1 1
—— A = —=—Ar+=—An|———]. 3.26
won' ! won o <.U1 Hz) (320

Die fehlende Beziehung fiir die Ableitung der Normalkomponenten A, an der Grenzflaiche kommt aus der
Coulomb-Eichung. Sie muss auf beiden Seiten der Grenzflache erfiillt sein und fiihrt auf die Gleichungen

V-A) = 0 3.27)
V-A, = 0 (3.28)

Nach Gleichung (3.20) sind alle Komponenten iiber die Grenzfliche stetig und sowohl A; | = A; > als auch
Ag1 = A, . Es ergibt sich

0 0 0 0 0 0
%Aml - %Amz = EAI’Z - EAI,I + a*SAs,z — %As,l . (3.29)

Schlussendlich ergibt sich eine Beziehung fiir die Ableitungen der Normalkomponente von A der Form,

d d

%An,l = %An,Z; (330)
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Somit sind die Grenzflichenbedingungen (3.20),(3.23),(3.26)) und (3.30)) fiir das magnetische Vektorpoten-
tial hergeleitet. Zusammengefasst ldsst sich sagen, dass das magnetische Vektorpotential iiber die Grenz-
flache stetig ist. Die Bedingungen fiir die Ableitungen des Vektorpotentials, normal zur Grenzflache ist im
allgemeinen in zwei Komponenten eine Funktion der magnetischen Permeabilitit auf beiden Seiten. Die
Ableitung der Komponente von A, senkrecht zur Grenzflache ist jedoch unabhingig von der magnetischen
Permeabilitit. Fiir den Sonderfall u; = p; verschwindet A, und man findet den in der Literatur hdufig anzu-
treffenden Grenzfall (z.B. [Lehner, 2008]])

oA _OMy

S =0 (3.31)
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4 Grundlagen numerischer Verfahren der Magnetohydrodynamik

Die Grundgleichungen der Magnetohydrodynamik und der Elektrodynamik sind partielle Differentialglei-
chungen die nur in wenigen Ausnahmefillen analytisch 16sbar sind. Erst mit Hilfe von numerischen Verfah-
ren konnen diese Gleichungen, auf einem diskreten Rechennetz, in lineare algebraische Gleichungssysteme
iberfiihrt werden und auf Computersystemen gelost werden. Die bekanntesten numerischen Verfahren sind:

1. die Finite-Element-Methode (FEM),
2. die Finite-Differenzen-Methode (FDM),
3. die Finite-Volumen-Methode (FVM),

Die Finite-Differenzen-Methode (FDM) kann als Vorginger der Finiten-Volumen-Methode angesehen wer-
den. Die Variablenwerte werden auf den Gitterpunkten eines strukturierten Gitters definiert und die ort-
lichen Ableitungen durch Differenzenquotienten auf diesem Gitter in die verschiedenen Raumrichtungen
approximiert. In den Finite-Element-Methode (FEM) werden die Gleichungen nach der Galerkin-Methode
[Klein, 2014] diskretisiert. Die Losungsvariable wird dabei mit einer Elementfunktionen multipliziert und
so in ein lineares Gleichungssystem iiberfiihrt. Die Methode wurde fiir unstrukturierte Gitter entwickelt
und wird in der Strukturmechanik und in der Elektrodynamik als Standardwerkzeug eingesetzt. Prinzipiell
gibt es auch Simulationssoftware fiir die Stromungsberechnung auf Basis der Finite-Element-Methode, al-
lerdings ist die Finite-Element-Methode im Vergleich zur Finiten-Volumen-Methode nicht konservativ. In
den letzten Jahrzehnten hat sich in der Stromungssimulation die Finite-Volumen-Methode etabliert. Eine
Vielzahl kommerzielle CFD-Programme wie CFX ([CEX, 2013]]), FLUENT (JFLUENT, 2012]]) und STAR
CCM+ verwenden die Finite-Volumen-Methode zur Berechnung von Stromungsproblemen. In der vorlie-
genden Arbeit wird die Finite-Volumen-Methode zur Losung der MHD-Probleme eingesetzt. Dabei kann
fiir die Berechnung der Stromung auf bekannte Losungsalgorithmen aus der CFD-Software OpenFOAM
zuriickgegriffen werden. Die Berechnung der Elektrodynamik iiber die Finite-Volumen-Methode ist aller-
dings in der Literatur nur sehr selten zu finden. In dieser Arbeit wird der Versuch unternommen, auch
elektrodynamische Probleme mit der Finite-Volumen-Methode zu simulieren.

4.1 Das Programm OpenFOAM

OpenFOAM steht fiir Open Field Operation and Manipulation und war urspriinglich eine kommerzielle
Programmbibliothek der Firma Nabla Ltd. zur Behandlung von Skalar-, Vektor- und Tensorfeldern. Die
Bibliothek ist objektorientiert in C++ programmiert und bietet neben vielen Tensor-Feld Operationen und
Diskretisierungsverfahren bereits Programme zur Erstellung von Rechennetzen und zum Auswerten der
Ergebnisse. Die Bibliothek wurde urspriinglich von Forschern am Imperial College in London entwickelt.
Federfithrend waren dabei Henry Weller [Weller et al., 1998]] und Hrvoje Jasak [Jasak, 1996], auf die bis
heute ein Grofiteil des Programmcodes zuriickgeht. OpenFOAM steht seit 2005 unter der GNU Public
Licence GPL [GNU, 2014]. Jedes Programm das auf OpenFOAM Quellen basiert steht durch das Copy-
left der Lizenz automatisch auch unter GPL. Trotzdem miissen eigene Entwicklungen nicht automatisch
der Offentlichkeit zuginglich gemacht werden. Werden allerdings Programmentwicklungen kommerziell
vertrieben, muss dem Kéufer kostenlos der komplette Quellcode beigefiigt werden oder zum Download
angeboten werden ([GNU, 2014])
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Das Kernstiick von OpenFOAM sind die sogenannten Loser (Solver). Unter einem Loser wird in Open-
FOAM ein C++ Programm bezeichnet, das den Ablauf der Losungsprozedur vorgibt und die Gleichungen
definiert, die gelost werden sollen ([[OpenFOAM, 2014]). Es sind sowohl Loser fiir einphasige als auch fiir
mehrphasige Stromungen, sowie Loser fiir inkompressible und kompressible Strémungen implementiert.
Zudem stehen zahlreiche Turbulenzmodelle und Stoffmodelle zur Verfiigung. Die eigentliche Diskretisie-
rung mit der finiten Volumenmethode und die Losungsprozedur des linearen Gleichungssystems wird von
der OpenFOAM Bibliothek iibernommen. Sie stellt dazu verschiedene ortliche und zeitliche Diskretisie-
rungsverfahren und lineare Gleichungsloser zur Verfiigung. OpenFOAM bringt umfangreiche Moglichkei-
ten mit, um die Geometrie zu vernetzen oder Netze aus kommerziellen Vernetzungsprogrammen zu im-
portieren. Ein Problemfall (case) in OpenFOAM wird iiber eine spezielle Ordnerstuktur charakterisiert.
In diesen Ordnern sind alle notigen Informationen in Form von Textdateien abgelegt, die das Problem,
seine Geometrie, Rand- und Startwerte, als auch Materialeigenschaften beschreiben. Innerhalb dieses Pro-
blemfalls wird dann der Loser (Solver) ausgefiihrt der sich an den Informationen bedient und damit seine
Gleichungen 16st. Beispielsweise 10st der Solver “pisoFoam” die incompressible instationdre Navier-Stokes-
Gleichung in einem beliebigen Problemfall (case), sofern dafiir alle Informationen in der Ordnerstruktur de-
finiert sind. Jeder OpenFOAM Problemfall (case) ist durch drei Ordner charakterisiert. Im Ordner constant
sind die Netzdefinitionen, und Materialeigenschaften abgelegt die im Regelfall iiber die Simulationsdauer
konstant bleiben. Im Ordner 0 sind fiir alle relevanten Variablen die Startwerte und Randbedingungen de-
finiert. Im Ordner system sind die Einstellungen iiber die Diskretisierungsverfahren in Zeit und Ort, als
auch Regeln wie das lineare Gleichungssystem geldst werden soll. Verwendet ein Loser nicht-newtonsche
Medien, Turbulenzmodelle oder bewegt sich das Netz, miissen zusétzliche Informationen in speziellen Text-
dateien innerhalb der Ordnerstruktur bereitgestellt werden.

4.2 Die Finite-Volumen-Methode

Die Finite-Volumen-Methode hat sich in den letzten Jahren als Standard Methode zur Simulation von Str6-
mungen entwickelt. Die drei groen kommerziellen Codes CFX, FLUENT und STAR CCM+ und auch
OpenFOAM diskretisieren die Gleichungen mit der Finite-Volumen-Methode. Das Fluidvolumen in dem
die Stromung simuliert werden soll, wird dazu in finite Kontrollvolumen unterteilt. Diese Kontrollvolumen
konnen beliebige Polyeder darstellen. Sie diirfen sich nicht iiberschneiden und miissen den gesamten Fluid-
bereich ausfiillen. Ein typisches Kontrollvolumen ist in Abbildung [.T|dargestellt.

Jedes Kontrollvolumen hat einen Zellmittelpunkt P und mehrere Seitenflachen f. In der Regel werden die
Variablen im Zellmittelpunkt P gespeichert. [Ferziger and Peric, 2002]. Fiir die Diskretisierung von Diffusi-
onstermen und Konvektionstermen, werden zusétzlich Variablen auf den Seitenflichen benoétigt. Sie konnen
iber Interpolationsverfahren aus benachbarten Zellmittelpunkten berechnet werden. Fiir die Benennung der
unterschiedlichen Datenpunkte im Netz hat sich die Kompassnotation bewéhrt. Nach dieser Konvention,
werden die Zellmittelpunkte der Nachbarzellen im zweidimensionalen Raum mit den Kompassrichtungen
fiir North N, South S, West W und East E beziffert. Die Datenpunkte auf den Seitenflachen liegen zwischen
den Mittelpunkten der Kontrollvolumen und werden mit klein notierten Indices n, s, w und e des Kom-
pass bezeichnet. Der Grundgedanke der Finiten Volumen Methode ist es, eine Transportgleichung fiir jedes
einzelne finite Kontrollvolumen zu definieren und diese iiber das Volumen zu integrieren. Sind die Kon-
trollvolumen geniigend klein, konnen Anderungen der TransportgroBen iiber das Kontrollvolumen als linear
angenommen werden. Die Volumenintegrale iiber die Kontrollvolumen werden dann mit dem Integralsatz
von Gauf} in Oberflachenintegrale iiber die Hiille des Kontrollvolumens iiberfiihrt. Durch die Anwendung
dieses Integralsatzes wird die Gleichung um eine ortliche Ableitung reduziert. Werden die einzelnen Flai-
chen der Kontrollvolumen als eben definiert, geht das Oberflachenintegral in eine endliche Summe iiber
k-Fldchen tiber.
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Abbildung 4.1: Dreidimensionales Kontrollvolumen in Kompassnotation. [Lecheler, 2014]

Nach [Ferziger and Peric, 2002] ist die Finite-Volumen-Methode konservativ, und somit besonders gut ge-
eignet, um Erhaltungsgleichungen numerisch zu behandeln. Denn unabhingig davon welche numerischen
Fehler im Losungsprozess entstehen, alle Fliisse, die iiber die Oberfliche eines Kontrollvolumens eintreten,
verlassen in Summe auch wieder das Kontrollvolumen. Somit ist eine Massenerhaltung in jeder Zelle und
im Gesamtsystem gewihrleistet.

4.2.1 Diskretisierung einer Transportgleichung mittels Finite-Volumen

Eine typische Transportgleichung der Grofie ¢

99

BP +(v-V)p=V-(I'V9)+gq, 4.1

besteht aus einem instationdren Term, einem konvektiven Term, einem diffusiven Term und einem Quell-
term. Um diese Gleichung nach der Finite-Volumen-Methode zu diskretisieren, wird die Gleichung iiber das
Volumen V jeder einzelnen Zelle im Rechennetz integriert. Das ergibt

/aa‘fdw/(v.wdv:/v.(rv¢>dv+/qdv. 42)
\%4 \%4 \%4 \%4

Das weitere Vorgehen ist fiir die einzelnen Terme der Gleichung unterschiedlich. Deshalb werden im
Folgenden nacheinander fiir die verschiedenen Terme von Gleichung (@.I)) die weiteren Diskretisierungs-
schritte nach der Finite-Volumen-Methode separat erldutert. Die Beschreibung der Diskretisierung ist aus
[Jasak, 1996] entnommen. Sie stimmt aber auch mit dem numerischen Standartwerk |Ferziger and Peric, 2002]
iberein.
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4 Grundlagen numerischer Verfahren der Magnetohydrodynamik

Diskretisierung des Quellterms

Die Quell- und Senkenterme [, ¢ dV sind unabhingig von der TransportgroBe ¢. Die Quelle ¢ kann in guter
Niherung als konstant iiber das Kontrollvolumen angenommen werden und das Volumenintegral vereinfacht
sich zu,

/qu:qV. 4.3)
14

Fiir die Programmierung bedeutet das, dass der Quellterm ¢ in jedem Kontrollvolumen mit dem jeweiligen
Volumen V multipliziert wird.

Zeitableitungsterm

Der Term der Zeitableitung muss fiir instationdre Simulationen auf einem zeitlichen Gitter diskretisiert
werden. Details dazu werden zu einem spéteren Zeitpunkt in Abschnitt vorgestellt. Der Ausdruck %—?
kann allerdings in der ortlichen Diskretisierung konstant iiber die Zelle angenommen werden, sofern die
Diskretisierung fein genug gewdhlt wurde. Somit kann auch in diesem Fall das Volumenintegral durch eine
einfache Multiplikation mit dem aktuellen Kontrollvolumen V approximiert werden. Es ergibt sich

9¢ 9¢

Diskretisierung des Konvektionsterms

Um die Diskretisierung des Konvektionsterms (v- V)¢ zu beschreiben, wird zuerst die Divergenz eines
Skalarfeldes V - ¢ betrachtet. Das Volumenintegral {iber diesen Ausdruck wird mit dem Integralsatz von
GauB in ein Integral iiber die Oberflache § iiberfiihrt und das Oberfldchenintegral durch eine Summe iiber
alle k Flichen des Kontrollvolumens approximiert. Es ergibt sich,

/v-¢dv - /n-¢ds (4.5)
\%4 S
k

= Y ng ¢Sy (4.6)
-

Nach Gleichung (@.6) ist die Divergenz einer Groe ¢ nach der Diskretisierung mit dem Finite-Volumen-
Verfahren abhiéingig von den Werten ¢, auf allen Seitenflichen (Index f), den Flicheninhalten Sy und den
Normaleneinheitsvektoren ny. Der Konvektionsterm in einer Transportgleichung transportiert die Grofe ¢
mit der Geschwindigkeit v. Die bisherige Formulierung des konvektiven Terms kann mit Hilfe der Kontinui-
titsgleichung (2.2) in eine konservative Formulierung iberfithrt werden. Der Zusammenhang zwischen
konservativem und nicht konservativem Konvektionsterm ist nach [Ferziger and Peric, 2002]

(V-V)¢=V-(vo). 4.7)

Somit kann der konvektive Term iiber einen Divergenz-Operator ausgedriickt werden, der sich konservativ
diskretisieren ldsst. Die Transportgeschwindigkeit v ist ein Vektor, wihrend ¢ sowohl vektoriell als auch
skalar sein kann. Nach der Integration iiber das Kontrollvolumen ergibt sich

/v-(wp)dv - /n-(wp)ds 4.8)
\% S
> >

=Y ns-(vo)rSy = ngSs-ved (4.9)
oy (v0)rSr = LnsSyvior

D
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4.2 Die Finite-Volumen-Methode

In OpenFOAM wird nach [Jasak, 1996] aus der Transportgeschwindigkeit ein skalarer Fluss @y =nzSyvy
berechnet und dieser in der Diskretisierung verwendet. Die Berechnung von @ erfolgt, indem die Ge-
schwindigkeit auf die Seitenflichen f des Kontrollvolumens interpoliert wird und dort mit dem Flachen-
normalenvektor ny - Sy multipliziert wird. Dieser Fluss ®; kann explizit am Anfang des Zeitschritts aus
Geschwindigkeitswerten des vergangenen Zeitschritts berechnet werden. Auf diese Weise findet eine Li-
nearisierung der Impulsgleichung statt. In instationdren Simulationen ergibt sich dadurch ein zusétzlicher
Fehler, weshalb der Fluss im Verlauf der Druck-Geschwindigkeitskopplung (PISO) in jedem Zeitschritt
nocheinmal korrigiert wird. Die Werte fiir die Transportgrofle ¢ sind im Zellmittelpunkt der Kontrollvolu-
men gespeichert. Sie miissen geeignet auf die Kontrollvolumenfldachen interpoliert werden, wofiir im Ab-
schnitt .3] Moglichkeiten aufgezeigt und erldutert werden. Letztendlich wird in der diskreten Form des
Konvektionsterms auf jeder Seitenfliche des Kontrollvolumens der Fluss ®; mit der Transportgroe ¢y an
dieser Stelle multipliziert und die Werte aller Flachen eines Kontrollvolumens aufsummiert.

Diskretisierung des Diffusionsterms

Der Diffusionsterm in Transportgleichungen lisst sich als Divergenz eines Gradientenfeldes darstellen. Der
Diffusionsterm wird ebenfalls iiber das Kontrollvolumen V integriert und mit Hilfe des Satzes von Gauf} in
ein Integral iiber die Oberfliche S des Kontrollvolumens iiberfiihrt. Das Oberflachenintegral lésst sich durch
eine Summe iiber alle Einzelflichen approximieren. Es ergibt sich

/V~(FV¢)a’V - /n~(FV¢)a’S (4.10)
\% S
N

= Y oL (Ve), Ss. @.11)
7

Zur Diskretisierung des Diffusionsterms werden sowohl die Werte des Diffusionskoeffizienten I'y auf den
Flichen des Kontrollvolumens benétigt, als auch der Gradient der TransportgroBe (V@) - Der Diffusionsko-
effizient I" ist dabei eine skalare Grofle, wihrend der Gradient der Transportgrofie (diffusiver Fluss) sowohl
ein Vektor, als auch ein Tensor sein kann. Im Falle einer vektoriellen TransportgroBe ¢ wird der Gradient V ¢
zu einem Vektorgradienten. Als Ergebnis wird in Gleichung (4.T1) der diffusive Fluss auf der Seitenfliche
(Vo) # Uber ein Skalarprodukt mit dem Normaleneinheitsvektor ny der jeweiligen Seitenfliche multipli-
ziert. Es ist somit ausreichend von (V¢) ; nur die Normalenkomponente (¢ /dn) , senkrecht zur jeweiligen
Fliche f, den sogenannten Normalen-Gradienten zu berechnen.

4.2.2 L6ésung des linearen Gleichungssystems

Wird jeder einzelne Term der Transportgleichung fiir eine Volumenzelle diskretisiert, entsteht eine lineare
algebraische Gleichung fiir jedes Kontrollvolumen. In dieser Gleichung wird der Wert im Zentrum P des
Kontrollvolumens iiber Werte aus den umliegenden Kontrollvolumen berechnet. Unabhéngig vom eigentli-
chen Diskretisierungsverfahren hat diese Gleichung nach [Ferziger and Peric, 2002] und [Jasak, 1996 einen
allgemeinen Charakter

apPp— Y O =R. 4.12)
nb

ap fasst dabei alle Koeffizienten zusammen, die vor der Transportgréie ¢p des aktuellen Kontrollvolumens
P stehen. Das sind im Wesentlichen die Flichen S, das Volumen V und Vorfaktoren aus der urspriinglichen
Differentialgleichung. Mit a,,, werden die Koeffizienten bezeichnet, die vor den TransportgréBen ¢, in den
Mittelpunkten der Nachbarzellen stehen. Diese hiingen auch vom Fluss ® ¢ und dem Diffusionskoeffizient
I" ab. Die Koeffizienten ap und a,;, bilden eine Koeffizientenmatrix A. In einem impliziten Verfahren muss
somit ein lineares Gleichungssystem der Form

Ap =R (4.13)
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4 Grundlagen numerischer Verfahren der Magnetohydrodynamik

gelost werden. Die Koeffizienten ap stehen in A auf der Diagonalen, weil sie direkte Faktoren der gesuch-
ten TransportgroBe ¢p sind. Die Koeffizienten a,; bilden Nebendiagonalen in A. Sie sind die Faktoren der
GroBen ¢, aus den benachbarten Kontrollvolumen. Die Anzahl an Kontrollvolumen kann in realen Proble-
men im Bereich mehrerer Millionen liegen. Allerdings ist die Anzahl benachbarter Kontrollvolumen selten
groBer als 8-10. Daraus resultiert, dass die Matrix A nur diinn besetzt ist und fiir strukturierte Gitter eine
Bandstruktur aufweist. In allen Simulationen dieser Arbeit wird das lineare Gleichungsystem mit den Open-
FOAM Gleichungslosern CG oder BiCG gelost. Das sind nach [Jasak, 1996] iterative Verfahren zum Losen
linearer Gleichungssysteme, die auf Basis von konjugierten-Gradienten-Verfahren arbeiten.

4.3 Interpolationsverfahren

In der Diskretisierung von konvektiven und diffusiven Termen wird die Transportgroe ¢ oder deren Ab-
leitung an den Seitenflichen des Kontrollvolumens benotigt. Gespeichert wird die Transportgrofe in der
Finite-Volumen-Methode in der Regel nur im Zellzentrum P des Kontrollvolumens. Deshalb miissen die
Werte auf den Seitenflichen ¢y aus Werten der Zellmittelpunkte benachbarter Kontrollvolumen interpoliert
werden. In Abbildung#.2]ist in grau ein Kontrollvolumen dargestellt. Der Zellmittelpunkt dieses Kontrollvo-
lumens ist mit P bezeichnet. Exemplarisch sollen Werte auf der 6stlichen Seitenfldache e interpoliert werden.
Die Ortsvektoren der Mittelpunkte der beiden Kontrollvolumen sind xp und xg und die Position der ost-
lichen Seitenfliche wird mit x, bezeichnet. In [Ferziger and Peric, 2002] sind verschiedene Interpolations-
verfahren vorgestellt. Einige der Verfahren sind hoherer Ordnung und benétigen zusitzliche Informationen
aus den indirekt benachbarten Kontrollvolumen. Das Programm OpenFOAM rechnet auf unstrukturierten
Gittern. Nach [Jasak, 1996] sind Interpolationsverfahren hoherer Ordnung auf unstrukturierten Gittern zu
rechenintensiv und deshalb in OpenFOAM nicht implementiert. Aus diesem Grund werden im Folgenden
nur Verfahren aus [Ferziger and Peric, 2002|] vorgestellt, die in OpenFOAM implementiert sind.

P o @

Xp Xe Xe

Abbildung 4.2: Volumenzelle P mit der Ostlicher Nachbarzelle £ und den Positionen xg, xp, x,.

Lineare Interpolation

Die lineare Interpolation ist das bekannteste Verfahren zur Bestimmung von ¢ aus Werten der Nachbarzel-
len (Kontrollvolumen). Die Anderung der TransportgroBe ¢ iiber das Kontrollvolumen wird linear appro-
ximiert. Es wird eine lineare Funktion zwischen den beiden Werten in den Zellmittelpunkten benachbarter
Kontrollvolumen angenommen. Da die Geometrie der Kontrollvolumen bekannt ist, kann der Wert auf der
Seitenfliche ¢, gemil

9 = Aor+(1—A)¢p (4.14)

beschrieben werden. Dabei ist A ein Geometriefaktor, der von der Abmessung des Kontrollvolumens in
Interpolations-Richtung abhingt. Er kann direkt iiber die Ortsvektoren der verschiedenen Punkte im Gitter
definiert werden. Fiir das Beispiel aus Abbildung [4.2]ergibt sich
Xe — Xp

A_

XE — Xp '

(4.15)
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4.4 Zeitdiskretisierungsverfahren

Wenn die TransportgroBe als ein lineare Funktion zwischen den beiden Kontrollvolumen approximiert wird,
ist deren Gradient in Normalen-Richtung zur Seitenflache konstant. Dieser wird zur Diskretisierung der

diffusiven Fliisse bendttigt und ergibt sich zu
99 L 9 —0r (4.16)
P— .

on

Die lineare Interpolation ist nach [Ferziger and Peric, 2002|] auf dquidistanten Gittern ein Verfahren zweiter
Ordnung und besitzt einen Abbruchfehler von dritter Ordnung.

4.3.1 Aufwind Interpolation

Ein Verfahren erster Ordnung zur Diskretisierung von ¢y stellt das Aufwind-Verfahren (Upwind) dar. Hier-
bei wird zunichst die Stromungsgeschwindigkeit v-n; normal zur jeweiligen Seitenfliche bestimmt. Ab-
hingig von deren Richtung wird der Wert von ¢, an der Seitenfliche, dann aus dem Zellmittelpunkt des
Kontrollvolumens stromab oder stromauf der Seitenfliche verwendet.

(pe:{(PP, f?rv~nf>0 @.17)
¢p, firv-ny <0

In [Ferziger and Peric, 2002]] wird gezeigt, dass das Interpolationsverfahren 1. Ordnung genau ist. Die nu-
merischen Fehler in diesem Verfahren sind 2. Ordnung und erzeugen numerische Diffusion. Diese kiinstliche
Diffusion beeinflusst das Stromungsverhalten und sorgt fiir eine zusétzliche Vermischung, die physikalisch
nicht vorhanden ist. Die Aufwind Interpolation ist allerdings numerisch sehr stabil und wird in Anwen-
dungsfillen verwendet, in denen die lineare Interpolation instabil wird.

4.4 Zeitdiskretisierungsverfahren

Die Berechnung von instationdren Stromungen oder zeitabhingigen elektrodynamischen Problemen erfor-
dert, dass die Transportgleichungen zusitzlich in der Zeit diskretisiert werden. Dazu wird ein dquidistantes
diskretes Zeitraster mit dem Startzeitpunkt fy und der Zeitschrittweite Ar eingefiihrt. Die diskreten Zeitpunk-
te ¢, ergeben sich dann mit ¢, = #o + nAt. Fiir die Zeitdiskretisierung werden alle Terme der allgemeinen
Transportgleichung mit 6rtlichen Ableitungen zu einer Funktion f(z, ¢ (¢)) zusammengefasst. Fiir eine iiber-
sichtliche Schreibweise wird ¢(z,) = ¢” geschrieben. Ist der Zeitpunkt jedoch noch nicht genau definiert
wird ¢ (r) verwendet. Eine beliebige Transportgleichung lisst sich dann sehr kurz als

do
e (210) (*.18)

notieren. Diese Transportgleichung muss iiber der Zeit ¢ integriert werden. Das ergibt

tnﬂd(]) - Int1
D = [ feomar. (4.19)

1 Iy

Auf dem diskreten Zeitgitter wird die zeitliche Ableitung iiber eine Taylorreihenentwicklung in Differen-
zenquotienten iiberfiihrt. Die bekanntesten Verfahren benutzen dazu zwei benachbarten Zeit-Ebenen 7,
und #,,. Die Ableitung nach der Zeit ergibt bei einem Zwei-Ebenen-Verfahren

n+l _ 4n
T = o). (4:20)
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4 Grundlagen numerischer Verfahren der Magnetohydrodynamik

Durch die Hinzunahme einer dritten Zeitebene bei 7, kann die Genauigkeit der Approximation der Zeit-
ableitung verbessert werden und zu einer Approximation zweiter Ordnung aufgewertet werden. Das Drei-
Ebenen Verfahren approximiert die Zeitableitung als

3¢n+1 _4¢n +¢n—1
2At

ft,0()) . 4.21)

Der Zeitpunkt der Funktion auf der rechten Seite bleibt noch offen und wird deshalb mit ¢ bezeichnet. Fiir
die Diskretisierung wird angenommen, dass in den Zeitebenen t, und f,_; die Transportgleichung bereits
gelost wurde und somit alle Informationen der Transportgrofle vorliegen. Die Losung der Zeitebene 7,
ist noch unbekannt. Zunichst werden ausschlieBlich Zwei-Ebenen-Verfahren vorgestellt. Gleichung {.20)
oder kann nach ¢+ aufgelost werden, wenn ¢™ und ¢! aus den zuriickliegenden Zeitpunkten be-
kannt sind. Solche Verfahren werden als explizit bezeichnet. Wird f ebenfalls zum Zeitpunkt 7, | benétigt,
so muss zur Bestimmung von ¢™+! ein Gleichungssystem gelost werden. Ein solches Verfahren wird als
implizit bezeichnet

Zwei-Ebenen-Verfahren

Zwischen zwei diskreten Zeitpunkten wird die Funktion f(z,¢(¢)) in der Regel als konstant angenommen.
Eine weitere Stellschraube in der Zeitdiskretisierung ist der Zeitpunkt z,,, an dem die Funktion f(z,,, ¢") defi-
niert wird. Es gibt mehrere Moglichkeiten die im Folgenden vorgestellt werden. Die einfachste Moglichkeit
ist es, f aus dem bekannten Zeitpunkt 7, zu verwenden. Diese Methode ist als Euler-Vorwirts-Verfahren
bekannt. Die GroBe ¢"+! kann dann explizit als

0" ="+ f(t,, 0") At (4.22)

beschrieben werden. Eine zweite Moglichkeit ist es, f aus dem noch unbekannten Zeitpunkt #,,; zu ver-
wenden. Diese Methode wird als Euler-Riickwirts bezeichnet. Die Transportgrofle besitzt dann die implizite
Darstellung

0" =" + fltng1, 0" At (4.23)

und fithrt auf ein lineares Gleichungssystem. Die dritte Moglichkeit fiihrt einen Zeitpunkt bei 7, ;1 5 ein. Die
Methode ist als Mittelpunktregel bekannt und ist Grundlage der Leap-Frog Methode. Fiir die Transportgrofe
gilt

9" = 9"+ [t 0" 2)Ar . (4.24)

Die vierte Moglichkeit besteht darin den Verlauf von f zwischen den Zeitpunkten als lineare Funktion
anzunihern. Die Methode ist von zweiter Ordnung genau und wird als Trapezregel oder Cranck-Nicholson-
Verfahren bezeichnet. Die Methode ist ebenfalls implizit und definiert die Transportgro3e zum neuen Zeit-
punkt als

0" = 0" 3 [0, 8") + Fltrer, 0" )] Ar (*29)

Zum besseren Verstindnis sind in Abbildung [4.3]die verschiedenen Mdoglichkeiten grafisch visualisiert, die
entstehen, wenn die Funktion f(z,¢(¢)) zu unterschiedlichen Zeitpunkten definiert wird. In Abbildung
a ist das explizite Euler-Vorwirts-Verfahren gezeigt, in Abbildung 4.3] b das implizite Euler-Riickwirts-
Verfahren. Beide Verfahren fiihren auf einen sehr gro3en Fehler, wenn sich f in der Zeit stark @ndert. Eine
bessere Ubereinstimmung wird in Abbildung c erzielt, wenn der zeitliche Verlauf mit einer linearen
Funktion angenéhert wird. In Abbildung[4.3|d wird eine zusitzliche Zeitebene zwischen den urspriinglichen
angelegt.
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4.5 Implizite und explizite Diskretisierung

Abbildung 4.3: Unterschiedliche Moglichkeiten der Zeitdiskretisierung aus [Ferziger and Peric, 2002]] durch Variation
von f(2,0()).

Drei-Ebenen-Methode

Eine hohere Genauigkeit der Zeitdiskretisierung wird iiber eine Erweiterung auf drei Zeitebenen erzielt
(vgl. Gleichung (#.21))). Es ist dann moglich, zwischen drei zeitlichen Stiitzstellen eine quadratische Funk-
tion aufzuspannen und damit die zeitliche Ableitung deutlich genauer zu beschreiben. Das Verfahren wird
in OpenFOAM als Riickwirts (backward) bezeichnet, in der Literatur wird es manchmal auch als quadra-
tisches Verfahren oder als vollimplizites-Verfahren bezeichnet. Die Grofle ¢ wird nach diesem Verfahren
folgendermallen approximiert,

4 1 2
39" 39" S (0" DA (4.26)

n+1 __
¢ -3

4.5 Implizite und explizite Diskretisierung

Bei der Diskretisierung von Gleichungen in OpenFOAM tritt sehr oft die Fragestellung auf, ob Ausdrii-
cke implizit oder explizit diskretisiert werden miissen. Die Unterscheidung wurde bereits im Rahmen der
Zeitdiskretisierung eingefiihrt. Befindet sich der Losungsprozess im Zeitpunkt #, wird ein Ausdruck als ex-
plizit bezeichnet, wenn er ausschlieBlich Werte der Transportgroen aus den “bekannten Zeitpunkten” t,,
oder t,_y verwendet. Als implizit wird der Ausdruck bezeichnet, wenn die Transportgréfen aus den “zu-
kiinftigen” Zeitpunkten ¢, 5 in die Diskretisierung eingehen. Explizite Ausdriicke kénnen direkt berechnet
werden und leisten einen Beitrag auf der konstanten rechten Seite des linearen Gleichungssystems. Implizite
Ausdriicke fiihren auf lineare Gleichungen und fiihren zu Beitrigen in der Koeffizienten Matrix A des linea-
ren Gleichungssystems. In OpenFOAM kann fiir jeden einzelnen Term der Transportgleichung bestimmt
werden ob dieser implizit oder explizit diskretisiert werden soll. Die meisten Diskretisierungs-Operatoren
in OpenFOAM sind zu diesem Zweck sowohl explizit als auch implizit definiert. Eine Ausnahme stellt
lediglich der Rotationsoperator dar. Fiir diesen Operator ist aktuell keine implizite Diskretisierung in Open-
FOAM moglich. Es gib eine Verdffentlichung von [[Chung, 2001] in der eine Methode vorgestellt wird,
Rotationsoperatoren implizit mit der Finite-Volumen-Methode zu diskretisiert, allerdings wiirde eine Imple-
mentierung in OpenFOAM den Rahmen dieser Arbeit iiberschreiten. In dieser Arbeit werden deshalb die
Transportgleichungen mit Hilfe von verschiedenen Vektoridentititen (siche Kapitel [3)) so umgeformt, dass
die dominierenden Terme mit impliziten Operatoren diskretisiert werden konnen.
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4 Grundlagen numerischer Verfahren der Magnetohydrodynamik

4.6 Fehleranalyse in numerischen Simulationen

In jedem numerischen Verfahren entstehen Fehler, die zum einen mdoglichst minimiert werden sollten und
zum anderen einer Fehlerquelle zugeordnet werden konnen. Nach [Ferziger and Peric, 2002]] kénnen die
Fehler einer numerischen Stromungssimulation in drei Kategorien eingeteilt werden:

1. Modellfehler,
2. Diskretisierungsfehler,
3. Iterationsfehler.

Als Modellfehler wird die Abweichung zwischen der realen Stromung und der exakt gelosten Gleichung
definiert. Beschreibt das mathematische Modell die physikalische Stromung exakt, entsteht kein Modell-
fehler. Der Modellfehler ist nach [Ferziger and Peric, 2002] in inkompressiblen, laminaren Stromungen
vernachlédssigbar, weil die Navier-Stokes-Gleichungen laminare Stromungen exakt beschreiben. In Ver-
brennungsproblemen oder in der Turbulenzmodellierung werden allerdings sehr viele Modellannahmen
getroffen, die nicht immer der physikalischen Realitit entsprechen. Selbst wenn die Transportgleichungen
der turbulenten GroBen exakt geldst werden wiirden, konnte ein sehr groBer Modellfehler auftreten, weil
die Gleichungen nicht exakt die Physik beschreiben.

Der Diskretisierungsfehler ist definiert als die Abweichung zwischen der exakten, analytischen Losung
der Transportgleichung bezogen auf die exakte Losung der diskreten Gleichung. Um den Diskretisierungs-
fehler vom Iterationsfehler zu unterscheiden, muss die diskretisierte Gleichung iiber ein sehr aufwindiges
exaktes Verfahren wie z.B Gauf3-Elimination berechnet werden, bei dem kein Iterationsfehler entsteht. Der
Diskretisierungsfehler ist stark abhédngig vom verwendeten Diskretisierungsverfahren, von der verwendeten
Interpolation und von der ortlichen und zeitlichen Auflosung. Mit hoherer Auflosung in Ort und Zeit sinkt
der Diskretisierungsfehler.

Das lineare Gleichungssystem exakt zu l6sen ist in der Praxis zu aufwéndig. Es werden daher fiir die Losung
iterative Naherungsverfahren verwendet, die deutlich performanter sind. Diese Verfahren liefern nach N
Iterationen eine Niherungslosung die sich nur noch geringfiigig von der exakten Ldsung unterscheidet.
Die Abweichung wird als Iterationsfehler bezeichnet. Uber das Residuum kann aber eine Aussage iiber
die Qualitédt der Losung getroffen werden. Am Anfang des Iterationsprozesses, sind die Residuen relativ
grof. Sie sollten mit der Anzahl an Iterationen gegen eine Asymptote fallen, die den minimal méglichen
Iterationsfehler angibt.
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5 Implementierung des MHD Losungsalgorithmus in OpenFOAM

In Kapitel [3] wurden sehr ausfiihrlich Gleichungen hergeleitet, um instationire MHD-Probleme in variablen
und zeitabhidngigen Magnetfeldern mathematisch beschreiben zu konnen. Auf Basis dieser Gleichungen
wird in diesem Kapitel ein numerischer Losungsprozess vorgestellt und im Softwarepaktet OpenFOAM als
sogenannter Loser (Solver) implementiert. Die Grundlagen der numerischen Diskretisierung mit der Finite-
Volumen-Methode wurde in Kapitel @] beschrieben. Im ersten Teil dieses Kapitels wird die Multiregionen-
Methode vorgestellt, die OpenFOAM anbietet, um komplexe multiphysikalische Probleme zu behandeln.
Diese Methode wird dazu verwendetk, um die verschiedenen Materialeigenschaften von Fluid, Wand, Spu-
len und der Umgebung numerisch zu realisieren. Denn in allen Problemstellungen, die in dieser Arbeit
untersucht werden, muss die Ausbreitung des magnetischen Feldes durch mindestens drei verschiedene
Materialien modelliert werden. Diese Art von Problemstellungen konnen sehr elegant mit Hilfe dieser
Multiregionen-Methode beschrieben und implementiert werden. Im Anschluss wird Schritt fiir Schritt der
Losungsprozesses der A und ¢ Gleichung beschrieben, die Berechnung des elektrischen Stromes sowie der
Lorentzkraft erortert und auf die Losung der Impulsgleichung eingegangen. Am Ende des Kapitels wird
eine Methode vorgestellt, die wihrend des gesamten Losungsprozesses dafiir sorgt, dass das magnetische
Vektorpotential zu jedem Zeitpunkt quellenfrei ist. (Coulomb-Eichung). Dieses Kernstiick des Losungspro-
zesses ist eine Neuentwicklung im Rahmen dieser Arbeit und ist essentiell, um eine richtige Losung des
elektromagnetischen Problems zu gewihrleisten.

5.1 Multiregionen Methode und monolytisch gekoppelte
Gleichungssysteme

Die Ausbreitung von magnetischen Feldern lédsst sich nicht auf den eigentlichen Strémungskanal begrenzen.
Das Magnetfeld breitet sich auch durch Wénde, und durch die Atmosphire (Umgebung) aus. Die Ausbrei-
tung durch die Wandstrukturen hiingt dabei wesentlich von der elektrischen Leitfdhigkeit und vor allem
von der magnetischen Permeabilitét in der Wand ab. Die Umgebung ist in der Regel elektrisch isoliert und
magnetisch neutral, sodass das Magnetfeld mit zunehmender Entfernung abklingt. In dieser Arbeit wird
das Magnetfeld tiber das magnetische Vektorpotential A beschrieben. Um jedoch die instationdre Ausbrei-
tung dieses magnetischen Vektorpotentials im Stromungskanal richtig berechnen zu konnen, miissen die
Gleichungen aus Kapitel [3] iiber verschiedene Materialien hinweg geldst werden und dabei die jeweiligen
Materialeigenschaften beriicksichtigt werden.

Die Multiregionen-Methode wurden von [Jasak, 1996] in OpenFOAM implementiert und ist eine sehr gute
Moglichkeit, verschiedene Materialien mit unterschiedlichen Stoffeigenschaften innerhalb eines Problems
numerisch abzubilden. Entwickelt wurde die Methode in Zusammenarbeit mit [Magnusson, 2010] und
[Craven and Campbell, 2011]] fiir Warmeausbreitungsprobleme in verschiedenen Materialien. Die Tempe-
ratur in einem Wirmeiibertrager breitet sich dhnlich dem Magnetfeld in MHD-Problemen iiber die Grenzen
der Stromung hinweg, durch Winde hindurch aus. Die Multiregionen-Methode sieht vor, fiir Wand und Stro-
mungsbereich zwei sogenannte Regionen anzulegen. In jeder dieser Regionen wird ein separates Netz er-
zeugt, die physikalischen Grofen und Stoffeigenschaften definiert und die Gleichungen diskretisiert, die das
Problem in der jeweiligen Region beschreiben. Im Fall des Wirmeiibertragers wird die Temperatur als ge-
meinsame skalare Transportgrofe iiber die Materialgrenze zwischen Wand und Fluid transportiert. Sie wird
in beiden Regionen iiber die Wiarmetransportgleichung beschrieben, jedoch mit unterschiedlichen Stoffei-
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genschaften. In beiden Regionen kann die Warmetransportgleichung diskretisiert, und in jeweils ein lineares
Gleichungssystem iiberfiihrt, werden. Jede Zeile des Gleichungssystems beschreibt dabei die Temperatur in
einer Volumenzelle der jeweiligen Region als Funktion der benachbarter Zellen und den Stoffeigenschaften
in dieser Region. Es sind jetzt zwei Moglichkeiten fiir eine Losung des Gesamtsystems denkbar. Die erste
Moglichkeit, ist das partitionierte Losen in jeder einzelnen Region fiir einen Zeitschritt mit einem anschlie-
Benden Austausch der Temperaturdaten an den Grenzflachen. In der Praxis muss das Losen und Austauschen
an den Grenzflachen allerdings iterativ solange wiederholt werden, bis das Gesamtproblem ausreichend ge-
nau konvergiert ist. Die zweite, etwas elegantere Moglichkeit ist die monolithische Kopplung. In diesem
Fall werden die beiden Gleichungssysteme der Regionen in einem gemeinsamen Gleichungssystem kombi-
niert und dieses gelost. In beiden Moglichkeiten sind Grenzflichenbedingungen fiir die Temperatur und den
Temperatur-Gradienten an den Materialgrenzen (Regiongrenzflachen) nétig. Wiahrend bei der partitionier-
ten Kopplung diese Grenzflichenbedingungen dazu verwendet werden um die beiden Temperaturfelder an
den Materialgrenzen auszutauschen, geben sie im monolytischen Verfahren an, wie die beiden Gleichungs-
systeme der Regionen zu einem gemeinsamen System zu kombinieren sind.

Sowohl die partitionierte Kopplung als auch die monolytische Kopplung ist den OpenFOAM-extend Ver-
sionen seit der Version 1.6-extend realisiert. Fiir die Simulationen in dieser Arbeit wird die Multiregionen-
Methode mit monolithischer Kopplung eingesetzt, um sowohl das magnetische Vektorpotential A als auch
das skalare elektrische Potential ¢ iiber mehrere Regionen miteinander zu koppeln. Exemplarisch sollen die
verschiedenen Regionen am Beispiel des induktiven Durchflussmessgerits in Abbildung[5.T]aufgezeigt wer-
den. Die Funktionsweise des Geriites wird ausfiihrlich in Kapitel [§] beschrieben, ist aber an dieser Stelle von
untergeordneter Bedeutung. Fiir die MHD-Simulation des Messgerits werden vier verschiedene Regionen
eingefiihrt. Diese sind:

1. das elektrisch leitfahige und bewegte Fluid,

2. die feste elektrisch leitfihige Rohrwand mit o,,,,

3. die ruhende elektrisch isolierte Umgebung mit ¢, = 0,

4. und die drei ruhenden elektrisch leitfahigen, aber zu anderen Regionen isolierten, Magnetfeldspulen.

In der inneren Region (Fluid) flieBt das Fliissigmetall, dessen Geschwindigkeit mit dem Messgerit induk-
tiv ermittelt werden soll. In dieser Region muss zusétzlich zur Elektrodynamik die Impulsgleichung und
Druckkorrektur-Gleichung gelost werden. In den Magnetfeldspulen und in der Wand geniigt es, die Elek-
trodynamik zu l6sen, die von der A und ¢ Gleichung vollstindig beschrieben wird. Um jedoch in den
Magnetfeldspulen das zeitharmonische Magnetfeld zu erzeugen, wird in der Gleichung fiir das magneti-
sche Vektorpotential ein zusitzlicher Strom addiert. In der Umgebung geniigt es, die Gleichung fiir das
magnetische Vektorpotential mit 6, = 0 zu 16sen. Damit die Gleichungen fiir das magnetische Vektorpo-
tential der verschiedenen Regionen in einem gemeinsamen Gleichungssystem kombiniert werden kénnen,
miissen die Grenzflichenbedingungen (3.20), (3.23)), (3.26) und in OpenFOAM implementiert wer-
den. Die Realisierung erfolgt durch eine Anpassung der OpenFOAM Randbedingung “regionCoupling*.
Sie ist im Original fiir die Kopplung der Temperatur vorgesehen und muss entsprechend an die vektorielle
Grenzflichenbedingungen fiir A angepasst werden. Fiir die Kopplung des elektrischen Potentials ¢ und des
elektrischen Stromes, sind die beiden Grenzflichenbedingungen

0 = ¢, (5.1)
Jin = Jon- (5.2)

zu beriicksichtigen, die allerdings vom Typ denen des Temperaturproblems sehr dhnlich sind und auf die
gleiche Weise behandelt werden kdnnen.
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Umgebung

Abbildung 5.1: Geometrie eines induktiven Durchflussmessgerites in Rohrbauweise. Aufteilung in verschiedene phy-
sikalische Regionen fiir Fluid, Wand, Spulen und Umgebung.

5.2 Implementierung des Losungsalgorithmus in OpenFOAM

Im Folgenden wird die Implementierung des mathematischen Modells aus Kapitel [3]in der freien Software-
bibilothek OpenFOAM beschrieben. Die Beschreibung wird so formuliert, dass sie fiir OpenFOAM fremde
Leser verstdndlich ist. Trotzdem soll die Beschreibung einen OpenFOAM versierten Leser in die Lage ver-
setzten, die Besonderheiten in der Programmierung verstehen zu konnen, weshalb in einigen Textpassagen
die Namen von den betreffenden OpenFOAM Objekten angegeben werden. Die Beschreibung fiihrt chro-
nologisch durch die Schritte des Losungsprozesses (Algorithmus). Der chronologische Ablauf eines Zeit-
schrittes ist in Abbildung|5.2] visualisiert.

Der erste Schritt des Algorithmus ist die Definition und Initialisierung aller Variablen und Felder. Dazu
gehort die Einbindung der Netzdaten die iiber Objekte des Typs fuMesh angesprochen werden. Fiir jede
einzelne Region wird ein Netzobjekt fuMesh erzeugt, in dem alle Geometriedaten dieser Regionen verwaltet
werden. AuBlerdem werden fiir die Variablen A, B, j und v Vektorfelder angelegt und die Felder initialisiert.
Fiir die GroBlen ¢, ¢.or, T und p werden skalare Felder angelegt. Alle Felder werden als collocated Grid be-
handelt und die Daten im Mittelpunkt der Volumenzellen gespeichert. Diese Felder werden in OpenFOAM
als volVectorFields oder volScalarFields bezeichnet. Fiir alle Felder miissen die Start- und Randwerte aus
den jeweiligen Textdateien im Ordner O initialisiert werden. Stoffparameter und andere Groé8en, die iiber die
Simulationszeit als konstant betrachtet werden, sind in der Datei elektricalProperties im Ordner constant
abgelegt. Nachdem alle Variablen definiert und initialisiert sind, startet der eigentliche Algorithmus mit der
Losung des ersten Zeitschrittes.
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Definition der Felder

Einlesen der Konstanten

(t+ar) C Lésen der ¢ Gleichung V?¢ =V (v x B) )

.. dA
Gerechnung vonj j=o (—V¢ =7 + v x BD

Abbildung 5.2: Ablaufdiagramm des A-¢ Algorithmus

Innerhalb dieses Zeitschrittes wird zuerst die Transportgleichung fiir das magnetische Vektorpotential A ge-
16st. Um an dieser Stelle das monolithisch gekoppelte Gleichungssystem anzulegen, miissen die Gleichun-
gen in einem Objekt vom Typ fvCoupledMatrix, anstelle des normalerweise iiblichen fvMatrix Objektes,
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angelegt werden. In den verschiedenen Regionen gelten die Gleichungen,

Fluid: Gfuo%—‘?—”%JVZA =—Vcorr—V <#%> x B+ orlo(v X B)

Wand: Culo% — G-VPA = Vi, —V (HL) «B 53
Spule: —-VPA = Voo + lojo

Umgebung: M%MVZA = —Vocorr

Im Vergleich zu [3.13] sind die Gleichungen (5.3) mit der magnetischen Feldkonstante multipliziert. Der
Grund dafiir ist, dass das Produkte oy eine begrenzte Gréfenordnung Ordnung um Eins hat, wihrend
0 =~ 10% und pg = 47107 selbst sehr extreme GroBenunterschiede haben. In der Numerik jedoch, werden
Koeffizienten in der GroSenordnung eins bevorzugt. Die Diskretisierung der Gleichung nach der Finiten-
Volumen-Methode und das Losen des lineare Gleichungssystems (Matrix) iibernimmt die OpenFOAM Bi-
bliothek. In OpenFOAM kann fiir jeden einzelnen Term der Gleichung definiert werden, ob er implizit mit
dem fvm-Operator oder explizit mit dem fvc-Operator diskretisiert werden soll. Alle Terme auf der linken
Seite der Gleichungen (5.3) und (5.5)) werden iiber eine implizite Diskretisierung (fvm) behandelt und erge-
ben Koeffizienten in der Matrix. Die Terme auf der rechten Seite der Gleichung werden explizit berechnet.
Dazu werden Werte aus dem letzten Zeitschritt verwendet. Wihrend des Losungsprozesses der A-Gleichung
muss die Coulomb-Eichung erfiillt sein. In Abschnitt[5.2.1 wird ein Algorithmus vorgestellt, der diese Auf-
gabe erfiillt. Wihrend des Korrekturprozesses 16st der PHISO-Algorithmus eine zusétzliche Gleichung fiir
das Korrekturpotential ¢.,,. Erst wenn das magnetische Vektorpotential erfolgreich korrigiert wurde, ist es
sinnvoll, das Magnetfeld

B=VxA 54

zu berechnen. Um die Elektrodynamik in den elektrisch leitfahigen Regionen (Fluid, Wand und Magnet-
spule) vollstiandig zu beschreiben, muss im Anschluss die Gleichung fiir das elektrische skalare Potential
¢ gelost werden. Dieses Potential ist in allen Regionen definiert, in denen ¢ > 0 ist. Deshalb wird auch
fiir die Potentialgleichung ein fvCoupleMatrix-Objekt angelegt, das die Gleichungen fiir die verschiedenen
Regionen monolithisch koppelt. Dazu werden in den Regionen die Gleichungen

Fluid: A9 =V-(vxB),
Wand: A¢ =0, (5.5
Spule: A¢p =0,

gelost. Die Berechnung des elektrischen Stromes in den einzelnen Regionen wird prinzipiell iiber das ohm-
sche Gesetz beschrieben. Allerdings wird in [N1 et al., 2007a] eine verbesserte Berechnungsmethode fiir den
elektrischen Strom vorgestellt. Der Autor hat sich sehr viele Gedanken dariiber gemacht, wie die Lorent-
zkraft moglichst konservativ formuliert werden kann. Gerade im Zusammenhang mit der Finite-Volumen-
Methode ist man stets bestrebt, alle Terme konservativ zu formulieren, um die Genauigkeit der Simulationen
zu verbessern. Eine konservative Formulierung ist dadurch charakterisiert, dass die Terme der Transport-
gleichungen iiber eine Divergenz ausgedriickt werden. Denn mit Hilfe des Integralsatzes von Gaul3 wird der
Divergenzoperator in Oberflichenintegrale iiber alle Ein- und Austretenden Fliisse {iberfiihrt. Damit ist si-
chergestellt, dass in einem Kontrollvolumen durch Diskretisierungsfehler und Abbruchfehler niemals Quell-
und Senkenterme entstehen konnen. In [Ni et al., 2007a] ist eine konservative Berechnungsvorschrift fiir die
elektrische Stromdichte j fiir beliebige schiefwinklige Volumenzellen angegeben. Im Wesentlichen wird j
liber eine Summe aller Flichen des Kontrollvolumens Sy und ihrem Normalenvektor n; gebildet. Die Beson-
derheit dieser konservativen Berechnung ist, dass diese vom Abstand ry —r. zwischen dem Mittelpunkt der
Zellflache f und dem Zellmittelpunkt P abhéngt. Werte mit dem Index f miissen vor der Berechnung vom
Mittelpunkt des Kontrollvolumens auf die Fldchen interpoliert werden. In [Ni et al., 2007a]] wird auch fiir
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die Interpolation von V¢ vom Zellmittelpunkt auf die Seitenflichen ein geeignetes Schema vorgestellt, das
die lineare Interpolation um einen Korrekturterm erweitert. Die Berechnungsvorschrift fiir die Stromdichte
nach [N1 et al., 2007a]] ist dann

i=1Yo [— (;f)fﬂv x B)f‘“f] ry 1] (56)

Die Implementierung ist aus dem gut validierten Code von [Mistrangelo and Biihler, 2010] {ibernommen,
der ebenfalls in OpenFOAM vorliegt. Die Lorentzkraft in der Fluid-Region berechnet sich zu

F,=jxB. (5.7)

AuBerdem kann fiir thermische Probleme die ohmsche Wirme berechnet werden, die als Quellterm in die
Wirmetransportgleichung eingeht. Sie berechnet sich zu

(P
g=—(R+i+1) - (5.8)

Die Losung der Impulsgleichung und der Wirmetransportgleichung wird analog zu den Standard Open-
FOAM Modulen fiir inkompressible laminare Stromungen implementiert. Fiir die Kopplung zwischen Ge-
schwindigkeit und Druck und zur Erhaltung der Kontinuititsgleichung wird der PISO-Algorithmus von
[Issa, 1985]] verwendet. Er wurde bereits von [Jasak, 1996] in OpenFOAM implementiert und ist vielfach
validiert. Nachdem alle Groen des MHD-Problems gelost wurden, wird mit dem néichsten Zeitschritt fort-
gefahren.

5.2.1 Verfahren zur Divergenzerhaltung des magnetischen Vektorpotentials
(PHISO)

Nach der Coulomb-Eichung muss das magnetische Vektorpotential A im gesamten Rechengebiet divergenz-
frei sein. Es muss somit gelten
V-A=0. (5.9

Diese Bedingung wurde in der Herleitung der A und ¢ Gleichungen vorausgesetzt. Ein numerische Lo-
sungsverfahren ist in der Praxis mit Diskretisierungs- und Iterationsfehlern verbunden. Es kann deshalb nicht
automatisch davon ausgegangen werden, dass die Coulomb-Eichung zu jedem Zeitpunkt auch eingehalten
bleibt. Es wird somit ein Algorithmus benétigt, der diese Eichung am Ende des Zeitschrittes sicherstellt.
Eine dhnliche Problematik findet man bereits in der klassischen Fluiddynamik mit der Druck- und Ge-
schwindigkeitskopplung. Auch dort wird eine Impulsgleichung numerisch gelost, wihrend gleichzeitig die
Divergenz der Geschwindigkeit nach der Kontinuitétsgleichung zu null gefordert wird. In der Fluiddynamik
wurden zur Behandlung des Problems zahlreiche Algorithmen entwickelt. Die wohl bekanntesten sind der
SIMPLE Algorithmus aus [Patankar, 1980] und der PISO Algorithmus von [Issa, 1985]].

Die mathematische Problematik in der Elektrodynamik ist dabei sehr d@hnlich zur Problematik in der Fluid-
dynamik, auch wenn es sich um physikalisch vollig unterschiedliche GroBen handelt. In beiden Fillen soll
gleichzeitig die Transportgleichung einer vektoriellen Grofle gelost werden aber auch Divergenzfreiheit die-
ser Grofle gewdhrleistet sein. Im Modell fiir die Elektrodynamik in dieser Arbeit miissen gleichzeitig die
Gleichungen

JA 1
G”OW_;TAA = oly(—Vo+vxB), (5.10)
V.A = 0, (.11
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erfiillt werden. AuBlerdem ist bekannt, dass das magnetische Vektorpotential ohne (5.11)) nicht eindeutig
definiert ist und durch den Gradienten einer beliebigen skalaren Funktion ergénzt werden kann, ohne das
sich dadurch das Magnetfeld dndert. Bereits in Kapitel 3 wurde ein skalares Potential ¢ eingefiihrt. Jetzt wird
dieses Potential dazu verwendet, das magnetische Vektorpotential so zu korrigieren, dass es divergenzfrei
wird. Anstelle von ol¢ fithren wir in Gleichung (5.10) eine neue Variable

Ocorr = O LY (5.12)

ein, die dazu verwendet wird, die Divergenzfreiheit des magnetischen Vektorpotentials sicherzustellen.
Damit kann auch in elektrisch isolierten Regionen eine Korrektur von A durchgefiihrt werden. Diesem
Korrekturpotential kommt keine physikalische Bedeutung zu, es wird aber auch nur temporir fiir den
Korrekturalgorithmus von A verwendet. Das physikalische skalare elektrische Potential ¢ wird nach dem
Korrekturalgorithmus von A iiber die Potentialgleichung (3.9) berechnet.

Zur Herleitung des Korrekturalgorithmus wird die Gleichung (5.10) iiber ein beliebiges Diskretisierungs-
verfahren in eine algebraische Gleichung tiberfithrt. Ohne das Diskretisierungsverfahren genauer zu spezi-
fizieren entsteht nach [Ferziger and Peric, 2002]] eine Gleichung der Form

apAp+ Y @Ay = 1100 (VX B) = Voco +R . (5.13)

Die Parameter a, und a,,, fassen die jeweiligen Koeffizienten zusammen, die vom verwendeten Diskretisie-
rungsverfahren abhingen. In R sind sonstige Quellterme als auch explizit diskretisierte Ausdriicke zusam-
mengefasst. Die diskrete Gleichung (5.13)) hat den Vorteil, dass sie nach dem magnetischen Vektorpotential,
des aktuellen Pivot-Kontrollvolumens A, aufgeldst werden kann. Das ergibt

1
Ap = ; (_ZanbAnb_v¢C()rr+HOG(vXB)+R) . (514)
4

An dieser Stelle ist es iiblich, eine temporire Hilfsgrofe

. 1
Ap:Ap—i——Vq)w,r. (5.15)
ap
einzufiithren. Das fiihrt auf 1
A} = — (=X awAw + oo (vx B) +R) (5.16)
p

Die Coulomb-Eichung fordert die Divergenzfreiheit von A. Deshalb folgt aus Gleichung (5.16))

1
v. <V¢w,,> — VAL (5.17)
ap

Das Korrekturpotential ¢, wird durch Losung der Poisson-Gleichung (5.17) berechnet. Anschlieend

berechnet sich A, aus zu

1
Ap - Ap - ;V(bcorr . (5.18)
p

Das magnetische Vektorpotential ist jetzt divergenzfrei und erfiillt somit die Coulomb-Eichung. Fiir die
GroBe @corr wird im PHISO-Algorithmus die Gleichung gelost. Entsprechend sind Randbedingung an
allen Réndern nétig. Die Randbedingungen fiir ¢, sind dabei an die Randbedingungen fiir das magnetische
Vektorpotential gekoppelt. Wird fiir A an einem Rand eine Dirichlet Bedingung gefordert

A=A (5.19)
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und diese bereits von A* erfiillt, so ist fiir A keine Korrektur mehr nétig und es gilt

a(PCOrr
on

—0. (5.20)

Wird im Gegenzug, der Gradient des magnetischen Vektorpotentials an einem Rand zu null gesetzt

(Neumann-Randbedingung)
JA

on
kann das Korrekturpotential an diesem Rand auf einen beliebigen konstanten Wert, im Regelfall ¢, =0
gesetzt werden.

—0, (5.21)
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6 MHD-Stromungen in Rohren und Kanalen mit
ferromagnetischen Wanden

6.1 Motivation

Rohr- und Kanalstromungen die von einem Magnetfeld B = By y beeinflusst werden, sind Standartpro-
blemstellungen in der Magnetohydrodynamik. Durch das vorhandene Magnetfeld wird die Stromung einer
elektrisch leitenden Fliissigkeit maB3geblich beeinflusst. Das Hauptinteresse in diesen Stromungen liegt dar-
in, das Geschwindigkeitsprofil v(x) im Querschnitt und den Druckverlust iiber eine bestimmte Kanalldnge
als Funktion des Magnetfeldes zu beschreiben. Beide GrofBen sind abhingig von den Fluideigenschaften
p und v, der elektrischen Leitfidhigkeit o des Fluids und der relativen magnetischen Permeabilitit u, des
Wandmaterials. In der Vergangenheit haben sich zahlreiche Autoren mit dieser Problemstellung beschéftigt.
In [Gold, 1962] wird eine analytische Losung fiir die MHD-Stromung durch ein Rohr fiir kleine Hartmann-
Zahlen (Ha < 50) hergeleitet. In [Sherclitf, 1962b]] und [Roberts, 1967|] wird eine asymptotische Losung
fiir die MHD-Rohrstromung vorgestellt, die besonders fiir gro3e Hartmann-Zahlen eine hohe Genauigkeit
aufweist. Theoretische Untersuchungen zu Kanalstromungen werden von [Hunt, 1965]], [Shercliff, 1953|]
und [[Uflyand, 1961]] vorgestellt. [Shercliff, 1953|] behandelt einen rechteckigen Kanal mit elektrisch isolier-
ten Winden, wihrend [Uflyand, 1961 einen perfekt elektrisch leitenden Kanal betrachtet. Interessant ist
auch die Kanalstromung von Hunt, bei der die beiden Hartmann-Winde elektrisch leitend sind, wihrend die
Seitenwiinde als elektrisch isoliert angenommen werden. In [Miiller and Biihler, 2001] sind alle Theorien
zu Kanal- und Rohr-Stromungen zusammengetragen. Das Buch dient in dieser Arbeit als Standartquelle
fiir diese Stromungsform. Nahezu alle bekannten Untersuchungen von MHD-Rohr- und Kanalstromungen
erfolgten unter der Annahme, dass die magnetische Permeabilitit 1y von Wand und Fluid gleich sind,

M = = Ho - (6.1)

Fiir viele Anwendungsfille ist das gerechtfertigt. Sind die Kanile oder Rohre jedoch aus paramagnetischen
oder ferromagnetischen Materialien wie EUROFER gefertigt, unterscheiden sich die magnetischen Perme-
abilitdtszahlen von Wand und Fluid. Informationen zum Material EUROFER sind in Arbeiten von

[Mas de les Valls et al., 2008]] und [Mergia and Boukos, 2008|| detailliert beschrieben. In diesen Problem-
stellungen wird das Magnetfeld durch die ferromagnetische Wand beeinflusst und muss nicht mehr zwin-
gend homogen iiber den Kanal- oder Rohrquerschnitt verteilt sein. Ein wichtiges Ziel dieser Arbeit ist es
deshalb, die MHD-Stromungen in Rohren und Kanélen mit hoherer Wandpermeabilitit

My > Ho (6.2)
zu beschreiben und sowohl die Ausbreitung des Magnetfeldes als auch die MHD-Stromung in Abhéangigkeit

von W, numerisch zu simulieren.

6.2 Problemdefinition

In Abbildung ist die Anordnung aus einem Kreisrohr mit dem Innendurchmesser 2L und einem Kanal
mit quadratischem Querschnitt 2L x 2L dargestellt. Beide Geometrien befinden sich in einem konstanten
Magnetfeld

B=Byy, (6.3)
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das in groBer Entfernung zum Kanal konstant und homogen ist. Durch beide Kanile stromt ein elektrisch
leitfahiges Fluid mit der Stromungsgeschwindigkeit v, in z-Richtung. Die Stromung wird als eingelaufen,
inkompressibel und laminar betrachtet. Das Fluid selbst wird als Newtonsches Medium mit einer konstan-
ten Dichte p, einer konstanten kinematischen Viskositét v und einer konstanten elektrischen Leitfdhigkeit
beschrieben. Die magnetische Permeabilitit des Fluids ist 4t = . Fiir die reibungsbehaftete Stromung gilt
an den Kanalwinden die Haftbedingung v = 0. Die Innenwand der Kanile ist elektrisch isoliert, sodass kein
Strom in die Wand eintreten kann. Somit gilt am Rand, zwischen Fluid und Wand, fiir das elektrische Po-
tential d¢ /dn = 0. Die Umgebung aufierhalb der Wand ist nichtleitend (o = 0) und magnetisch neutral mit
U = Ho. Den Kanalwianden werden allerdings ferromagnetische Eigenschaften zugeschrieben. Sie besitzen
eine konstante magnetische Permeabilitit u > .

In einem ersten Schritt wird die Verteilung des Magnetfeldes B berechnet, das sowohl die Umgebung, die
Kanalwand als auch das Fluid durchdringt. Die Ausbreitung des Magnetfeldes B wird iiber die Transport-
gleichung fiir das magnetische Vektorpotential A beschrieben. In ihrer allgemeinen dreidimensionalen in-
stationiren Form lautet sie

ot
Fiir das elektrische Potential ¢ gilt nach Abschnitt[3.2]die Gleichung

0——EV2A (VxA)xv:L:c(—ervaxA) (6.4)

V‘GV¢:V'G<—88?+VXB> (6.5)
Die Gleichung und die Gleichung sind fiir das gesamte Rechengebiet giiltig. Um allerdings die un-
terschiedlichen Materialeigenschaften in Umgebung, Wand und Fluid zu realisieren, wird das Rechengebiet
in die drei Regionen Umgebung, Wand und Fluid aufgeteilt. Durch die Aufteilung an den Materialgrenzen
sind die elektrische Leitfdahigkeit und die magnetische Permeabilitét in jeder Region iiber den Ort konstant
und es miissen keine sprunghaften Anderungen dieser GroBen numerisch aufgeldst werden. Vielmehr wer-
den die Anderungen der beiden GroBen durch die Grenzflichenbedingungen aus Kap1tellrea11s1ert Fiir eine
konstante magnetische Permeabilitit wird in Gleichung der Ausdruck V ;11 = (. Fiir eine eingelaufene
und stationdre Kanalstromung in z-Richtung gilt auerdem d/dt = 0 als auch d/dz = 0. Diese Kenntnis

vereinfacht die Gleichung (6.4) weiter.

B=Boy ;

Abbildung 6.1: Skizze eines Kreisrohres (links) und eines quadratischen Kanals (rechts). In groler Entfernung wird
ein homogenen Magnetfeld B = By -y vorgegeben. Die Winde besitzen eine magnetische Permeabilitit

Hw > Ho.
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6.2 Problemdefinition

Fiir die eingelaufene Kanalstrémung entlang der z-Richtung ergibt sich das Magnetfeld B zu

B, o

B, | =VxA=| % : (6.6)
JdAy A,

BZ Tx) T dy

Die Induktion von magnetischem Feld durch die Stromungsgeschwindigkeit v wird tiber den letzten Term
in Gleichung (6.4) beschrieben. Da dieser Term keine Komponente in Stromungsrichtung besitzt, wird A,
durch die Stromung nicht beeinflusst. Die Stromung beeinflusst allerdings A, und Ay, und somit nach Glei-
chung (6.6) die Magnetfeldkomponente B;. Die Komponenten B, und B, sind unabhiingig von der Stro-
mungsgeschwindigkeit. Der Anteil des Magnetfeldes, der iiber die Geschwindigkeit induziert wird, ist bei
MHD-Stromungen um einige Grolenordnungen kleiner als das externe Magnetfeld By. Das Magnetfeld im
Querschnitt des Kanals (x-y Komponenten) wird vollstindig und unabhéngig von der Stromungsgeschwin-
digkeit tiber die skalare Grofe A, beschrieben. Lediglich zur Beschreibung der geschwindigkeitsinduzierten
Magnetfeldanteile wird A, und A, benétigt. Aus Gleichung (6.4) konnen somit drei skalare Gleichungen
abgeleitet werden, die das stationdre Problem vollstindig beschreiben. Sie lauten

1 (9A,  0A\ 99 OA,

‘u<ax+ay> - “’(ax‘vzax» ©D
1 (04, 0A)\ 00 0A,

‘u<ax+ay) = —"(ay‘vz Jy ©®
1 (0A, 0A,\

_,u<o7x + 8y> =0 (69)

Die Umgebung ist mit o = 0 elektrisch isoliert, weshalb sich dort sowohl die Gleichungen - (6.9) als
auch die Gleichung (6.5]) weiter vereinfachen. In der Umgebung und der Wand ist auBerdem die Stromungs-
geschwindigkeit v = 0. Die elektrische Leitfihigkeit o unterscheidet sich im allgemeinen im Fluid und der
Wand. Innerhalb eines Materials wird die Leitfidhigkeit jedoch als konstant angenommen. Aus diesem Grund
kann o in Gleichung (6.5) vor den Divergenz-Operator gezogen und gekiirzt werden. Es ergibt sich

Vig= V-(vxB). (6.10)

An den Grenzflichen zwischen den Regionen gelten jetzt die Grenzflichenbedingungen aus Kapitel [3] fiir
die GroBen A und ¢. Sowohl die elektrische Leitfdhigkeit als auch die magnetische Permeabilitit weisen an
der Grenzflache einen Sprung auf. Fiir die axiale Komponente A, des magnetische Vektorpotential an den
Grenzflichen zwischen den Regionen gilt

A1 = A, (6.11)
A A
1di, _ 1dA, (6.12)
W dn W dn

An den elektrisch isolierten Grenzflichen zwischen Fluid und Wand und zwischen Wand und Fluid flie3t
kein elektrischer Strom und es gilt

9¢

e 0. (6.13)
Da die Innenseite der Wand elektrisch isoliert ist und die Umgebung nichtleitend, fliet in der Wand kein
elektrischer Strom und das elektrische Potential ist hier konstant (¢ = 0). Das homogene Magnetfeld B =
By -y in groBer Entfernung zum Rohr oder Kanal wird iiber eine Randbedingung fiir die Grofle A, auf dem

duBeren-Rand des Rechengebietes der Region Umgebung vorgegeben zu

A, =B x. (6.14)
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6 MHD-Stromungen in Rohren und Kanilen mit ferromagnetischen Wénden

0¢

Abbildung 6.2: Randbedingungen fiir A, ¢, v und p an allen Ridndern im ferromagnetischen Rohr. Fiir den quadrati-
schen Kanal gelten die gleichen Randbedingungen.

Aufgrund von Diffusion nach Gleichung (6.4) breitet sich das Magnetfeld von den Winden ausgehend im
gesamten Rechengebiet iiber alle Regionen hinweg aus. In Abbildung[6.2]sind alle Randbedingungen fiir die
verschiedenen GroBen graphisch dargestellt und das Koordinatensystem angegeben. Nachdem das magne-
tische Vektorpotential A und das elektrische Potential ¢ erfolgreich berechnet sind, werden iiber Gleichung
(6:13) und das Ohmsche Gesetz (6.16) die Verteilung des Magnetfeldes B und der elektrischen Stromdich-
te j bestimmt. In der Berechnung der elektrischen Stromdichte wird die konservative Formulierung aus

[Nt et al., 20070 und [Ni et al., 2007a]] verwendet.

B = VxA (6.15)
j = o(-Vo+vxB) (6.16)

Aus der elektrischen Stromdichte und dem magnetischen Feld wird die Lorentzkraft
F,=jxB (6.17)
im Fluid bestimmt und damit die Stromung iiber die inkompressible Kontinuitidtsgleichung
V.v=0 (6.18)

und die inkompressible, Impulsgleichung fiir Newtonsche Fluide
aV 2 .
P E-F(V-V)V =—-Vp+pvVv+jxB (6.19)

beschrieben. Die Kopplung von Geschwindigkeit und Druck wird mit dem PISO-Algorithmus von [?] durch-
gefiihrt. Er ist bereits in OpenFOAM realisiert. Zur Simulation der vollentwickelten Stromung, wird ein
Kanalabschnitt mit endlicher Linge betrachtet, an dessen Ein- und Auslass-Réndern periodische Rand-
bedingungen fiir die Stromungsgeschwindigkeit angenommen werden. Uber dem Kanalabschnitt wird ein
Druckgradient vorgegeben, der die Stromung antreibt.

6.3 Verteilung des Magnetfeldes im Kreisrohr bei unterschiedlichen
Permeabilitatszahlen

Mit den Gleichungen und Randbedingungen aus dem Abschnitt [6.1] werden Simulationen am Kreisrohr
durchgefiihrt. Dabei wird die magnetische Permeabilitit u,, in der Wand variiert. Alle anderen Parameter
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6.3 Verteilung des Magnetfeldes im Kreisrohr bei unterschiedlichen Permeabilititszahlen

werden konstant gehalten um den Einfluss der relativen Permeabilitit auf die Ausbreitung des Magnetfeldes
B untersuchen zu koénnen. Zuerst wird die Losung des magnetischen Vektorpotentials A, /(BoL) diskutiert,
die in den Abbildungen [6.3|und [6.4] dargestellt ist. In Abbildung[6.3]ist das magnetische Vektorpotential in
der Symmetrieebene y = 0 iiber alle drei Regionen zwischen 0 < x/L < 5 dargestellt. Im Bereich 0 < x/L < 1
befindet sich das Fluid und im Bereich 1 < x/L < 1.5 die Wand mit der magnetischen Permeabilitit u,,.
Im Bereich 1.5 < x/L < 12 ist die elektrisch isolierte Umgebung angesiedelt. Die Umgebung wird in der
Abbildung nur bis x/L = 5 dargestellt um das Diagramm iibersichtlich zu gestalten. Das Rechengebiet
erstreckt sich jedoch bis R = \/x2 +y? = 12L.

Fiir u,, = to in der Wand ergibt sich eine konstante Steigung von A,/ (ByL) iiber alle drei Bereiche des
Problems hinweg. In diesem Fall wird das Vektorpotential und somit auch das Magnetfeld von der Wand
nicht beeintrichtigt. Fiir die Simulationen mit yy > Lo ergeben sich geringere Steigungen von A, im Fluid-
Bereich und groflere Steigungen im Wand-Bereich. In der Umgebung, weit entfernt vom eigentlichen Rohr,
ist die Steigung von A;/(ByL) unabhingig von u,,. Fir u,, = Sy und u,, = 504y sind in das Diagramm
zusitzlich analytische Losungen von [Biihler, 2002]] eingezeichnet. Fiir alle untersuchten Wandpermeabili-
tdten stimmen die numerischen Ergebnisse von A,/ (BoL) sehr gut mit den analytischen Losungen iiberein.

Fiir die Simulation der MHD-Strémung im Fluid ist das magnetische Vektorpotential im Inneren des Roh-
res besonders wichtig, weil daraus das Magnetfeld berechnet wird, das die Lorentzkraft in der Strémung
beeinflusst. In Abbildung ist der Bereich des Fluids zwischen 0 < x/L < 1 vergroBert dargestellt. Hier
wird deutlich, dass A;/(BoL) im Fluid einen linearen Verlauf aufzeigt, dessen Steigung mit zunehmender
Wandpermeabilitit abnimmt. AuBerdem wird in dieser Abbildung die sehr gute Ubereinstimmung zwischen
analytischer Losung und den numerisch simulierten Ergebnissen im Fluidbereich besser sichtbar. Inwieweit
eine Verfeinerung des Rechennetzes die Losung beeinflusst wird an spiterer Stelle detailliert untersucht.

In einem zweiten Schritt wird das Magnetfeld B diskutiert, das sich aus dem magnetischen Vektorpotential
A iiber den Zusammenhang B =V x A ableitet. Abbildung zeigt das Magnetfeld B/By in einer Ebene
senkrecht zur Stromungsrichtung fiir verschiedene magnetische Permeabilititszahlen in der Wand. Zusitz-
lich sind Isolinien von A, dargestellt. Sie entsprechen den Magnetfeldlinien. In Abbildung[6.6]ist der Verlauf
von B/B iiber den Radius x/L dargestellt. Das externe Magnetfeld ist in allen Simulationen in groBer Ent-
fernung von der Wand B/By = 1. Fiir u,, = Ly ergibt sich iiber das gesamte Rechengebiet ein konstantes
Magnetfeld. Eine Permeabilitdt von u,, > oy in der Wand fiihrt zu einer besseren magnetischen Leitung
in die Wand und es kommt zu einem sprunghaften Anstieg von B im Wandbereich. Auflerdem verdichten
sich in diesem Bereich die Magnetfeldlinien. Gleichzeitig wird das Magnetfeld im Bereich des Fluids abge-
schirmt, B/By < 1. Uber den Radius des Innenrohres bleibt B/B konstant. AuBerhalb der Wand verdichten
sich die Magnetfeldlinien in dem oberen und unteren Bereich der Umgebung. Hier nimmt das Magnetfeld
zu. In der Symmetrieebene y = 0 hingegen reduziert sich die Dichte der Magnetfeldlinien und somit der Be-
trag des Magnetfeldes. Fiir x/L >> 1 strebt B, asymptotisch gegen By. In Abbildung ist das Magnetfeld
im Bereich des Fluids vergroBert dargestellt. In der Abbildung sind zusétzlich zwei analytische Losungen
von [Biihler, 2002] fiir verschiedene Wandpermeabilititen eingezeichnet.
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Abbildung 6.3: Verlauf des magnetischen Vektorpotentials A, /(ByL) entlang der x-Achse im Kreisrohr (0 < x/L < 1),
in der Wand (1 < x/L < 1.5) und in der Umgebung (1.5 < x/L < R). Die Punkte zeigen Simulati-
onsergebnisse, die durchgezogenen Linien zeigen die analytischen Losungen von [Biihler, 2002] fiir
verschiedene L, in der Wand .

T T T T T T T T T

o Hw=Ho
e Hw = SHo DM
Wy = 10.“0 OOOOOO
I"LW = 50”0 o Oooo
081 , Ly = 50010 Oooo i
—— Biihler(2002) N
0.6 |- |
[~
<[z
0.4 .
0.2 - |
0 @ .w T8 ® ® ® 8 ® B 3 88 8 88 @ ® ® ® ® QR RRRRRRIIDISIVIYRTBRR

| | | | | | | |

|
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
x/L

Abbildung 6.4: Verlauf des magnetischen Vektorpotentials A;/(BoL) entlang der x-Achse im Fluidbereich (0 < x/L <
1) des Kreisrohres. Die Punkte zeigen Simulationsergebnisse, die durchgezogenen Linien zeigen die
analytischen Losungen von [Biihler, 2002] fiir verschiedene L, in der Wand.
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Abbildung 6.5: Zweidimensionale Verteilung des Magnetfeldes By /By tiber dem Querschnitt des Kreisrohres bei un-
terschiedlichen u,,. Durchgezogene Linien stellen Magnetfeldlinien dar.

Als Fazit aus den magnetischen Simulationen ist festzuhalten, dass eine magnetische Permeabilitit u,, >
Uo in der Wand zum einen zu einer Erhohung von B im Wandbereich fiihrt und zum anderen zu einer
Abschirmung von B im Rohrinneren. Dieses Verhalten war zu erwarten und wird durch den entwickelten
numerischen Code korrekt beschrieben. Die Abschwiéchung von B im Fluid hat Konsequenzen fiir die MHD-
Stromung. Im Fluidbereich kann eine Hartmann-Zahl

[o
Ha=LB g\ ] — . 6.20
a fluid Py (6.20)

definiert werden. Sie charakterisiert die Stirke des magnetischen Feldes im Fluid, das mit zunehmender
Permeabilitdt abnimmt. Damit sinkt auch die Hartmann-Zahl und der Einfluss des Magnetfeldes auf die
MHD-Stromung wird kleiner.

67



6 MHD-Stromungen in Rohren und Kanilen mit ferromagnetischen Wénden

7 [ [ [ [ ]
o Uy = Ho
o M = SHo
6 we=101 | |
My = 50U
51 N\ —— Biihler(2002) | |
4 [ |
<IE
3 |
2 [ |
| | | | | | | | | | | | |

Abbildung 6.6: Verlaufs des Magnetfeldes B, /By entlang der x-Achse im Kreisrohres. Punkte zeigen Simulationser-
gebnisse, die durchgezogenen Linien analytische Losungen von [Biihler, 2002] fiir verschiedene p,, in

der Wand.
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Abbildung 6.7: Verlaufs des Magnetfeldes By /BoL entlang der x-Achse im Fluidbereich 0 < x/L < 1 des Kreisrohres.
Punkte zeigen Simulationsergebnisse, die durchgezogenen Linien analytische Losungen fiir verschie-
dene u,, in der Wand von [Biihler, 2002].
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6.4 Geschwindigkeitsfeld und Druckverlust der Rohrstromung

In diesem Abschnitt werden das Geschwindigkeitsfeld der MHD-Stromung im Kreisrohr und der Druckgra-
dient entlang des Rohres als Funktion der Hartmann-Zahl bestimmt. In Abbildung [6.8]sind die Konturen der
axialen Geschwindigkeit v, im Querschnitt des Rohres fiir verschiedene Hartmann-Zahlen dargestellt. Das
Magnetfeld B in den Abbildungen ist, wie zuvor gezeigt wurde, im Fluidbereich konstant und zeigt in y-
Richtung. Zusitzlich sind in Abbildung[6.9 Geschwindigkeitsprofile entlang der x-Achse und in Abbildung
entlang der y-Achse aufgetragen. Sowohl in der zweidimensionalen Konturansicht aus Abbildung [6.§]
als auch in den Geschwindigkeitsprofilen aus den Abbildungen [6.9]und [6.10]ist erkennbar, dass die axiale
Geschwindigkeit v, entlang Magnetfeldlinien (y-Richtung) nahezu iiber den gesamten Rohrquerschnitt kon-
stant ist. In einer diinnen Hartmann-Grenzschicht oben und unten, fillt die Geschwindigkeit auf null ab. Die
Dicke der Hartmann-Grenzschicht skaliert mit 8y, = 1/Ha und nimmt mit steigender Hartmann-Zahl ab. In
der Richtung senkrecht zum magnetischen Feld (x-Richtung) entsteht ein halbkreisférmiges Geschwindig-
keitsprofil, das sich mit der Hartmann-Zahl nur sehr wenig dndert. In den Abbildungen[6.9]und[6.10]sind zu-
sdtzlich analytische bzw. asymptotische Losungen aus der Literatur eingezeichnet. Die Losung fiir Ha = 30
kommt von und wird aus einer Reihe von Bessel-Funktionen entwickelt. Diese Losung ist sehr
genau, kann aber aus numerischen Griinden nur fiir Hartmann-Zahlen bis etwa Ha = 30 bestimmt werden.
Fiir groBere Hartmann-Zahlen kann alternativ eine asymptotische Losung von verwendet
werden. Diese Losung ist jedoch erst fiir sehr gro3e Hartmann-Zahlen giiltig. Fiir Ha = 30 passen die Ergeb-
nisse der numerischen Simulation sehr gut mit der analytischen Losung von Gold zusammen. Bei Ha = 600
wird eine recht gute Ubereinstimmung mit der Losung von Shercliff gefunden. Allerdings sagt die Losung
von Shercliff in Abbildung im wandnahen Bereich x/L =~ 1 eine etwas hohere Geschwindigkeit vorher
als die Simulation. Diese Abweichungen lassen sich dadurch erkldren, dass die Lésung von Shercliff nur
eine Niherungslosung fiir hohe Hartmann-Zahlen darstellt und Ha = 600 noch nicht hoch genug ist, um
eine perfekte Ubereinstimmung zu erzielen.

In vollentwickelten hydrodynamischen Stromungen fillt der Druck mit einem konstanten Druckgradienten
Vp entlang der Lauflinge des Rohres ab. Dieser Druckgradient kann iiber einen dimensionslosen Druckver-
lustkoeffizient A quantifiziert werden fiir den gilt,

1,1
Vp= —Epuzﬁ -A(Re,k/D) . (6.21)
vz /Uo
1,22753
B, L
0,75
05
IO,25
Ha =30 Ha =150 Ha = 600

Abbildung 6.8: Zweidimensionale Verteilung der axialen Geschwindigkeit v, /Uy iiber dem Querschnitt des Kreisroh-
res bei unterschiedlichen Hartmann-Zahlen.
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Abbildung 6.9: Verlauf der axialen Geschwindigkeit v, /Uy entlang der x-Achse im Kreisrohr. Punkte zeigen Simula-
tionsergebnisse, durchgezogene Linien analytische Losungen fiir verschiedene Hartmann-Zahlen von

[Gold, 1962] und [Shercliff, 19625].
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Abbildung 6.10: Verlauf der axialen Geschwindigkeit v, /Uy entlang der y-Achse im Kreisrohr. Punkte zeigen Simu-
lationsergebnisse, durchgezogene Linien analytische Losungen fiir verschiedene Hartmann-Zahlen

von [Gold, 1962| und [Sherclitf, 1962b].
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6.5 MHD-Strémungen in quadratischen Kanilen mit ferromagnetischen Winden

Wihrend A in der Hydrodynamik von der Reynolds-Zahl Re und der Wandrauheit k/D abhingt, kommt
in der Magnetohydrodynamik eine Abhéngigkeit von der Hartmann-Zahl Ha hinzu. Auflerdem héngt der
Druckgradient von der elektrischen Leitfahigkeit der Rohrwand o,, ab ([Miiller and Biihler, 2001[]). In den
Simulationen in diesem Kapitel werden ausschlieBlich elektrisch isolierte Rohre und Kanile untersucht.

In Tabelle|6.1]ist anstelle von A der dimensionslose Druckgradient

_ Vpl?
~ pvlo

(6.22)

fiir Simulationen mit verschiedenen Hartmann-Zahlen aufgetragen. In der letzten Spalte ist die prozentuale
Abweichungen des numerisch berechneten Druckgradienten bezogen auf theoretische Werte dargestellt. Fiir
die Simulation mit der Hartmann-Zahl Ha = 30 wird mit dem Druckgradienten von [Gold, 1962] verglichen.
Fiir groere Hartmann-Zahlen wird mit der asymptotischen Korrelation von [Roberts, 1967] verglichen. Der
Vergleich zeigt, dass mit der gew#hlten Diskretisierung der Druckgradient sehr gut vorhergesagt werden
kann.

Ha | Kumerisch | KGoia | Krovers | Abweichung AK
30 39.99 40.0753 - 0.2 %
150 | 185.136 - 181.676 1.9 %
600 | 690.8167 - 711.989 2.97%

Tabelle 6.1: Dimensionsloser Druckgradient K der numerischen Losung im Vergleich zu theoretischen Werten.

6.5 MHD-Stromungen in quadratischen Kanalen mit
ferromagnetischen Wanden

In diesem Abschnitt wird das Magnetfeld und die MHD-Stromung in einem Kanal mit quadratischem Quer-
schnitt und ferromagnetischen Winden diskutiert. Diese Stromungen sind besonders interessant, weil eine
erhohte magnetische Permeabilitét p,, > up in der Kanalwand zu einer Deformation der Magnetfeldlinien
im Fluidbereich fiihrt. Anders als im Kreisrohr wird das Magnetfeld im Fluid zwar ebenfalls abgeschwécht,
gleichzeitig jedoch indert es liber den Kanalquerschnitt seinen Betrag und die Magnetfeldlinien werden
gekriimmt. Dies hat zur Folge, dass die Seitenschichten (Shercliff-Schichten) ihren Charakter indern. Wih-
rend die Seitenschichten iiblicherweise an magnetfeldparallelen Wénden zu beobachten sind, gibt es jetzt
keine Feldlinien mehr, die parallel zu diesen Winden verlaufen. Die Scherschichten 16sen sich von den
Seitenwinden und verlaufen als interne Schichten entlang der gekriimmten Magnetfeldlinien durch den Ka-
nalquerschnitt. In Abbildung ist der Verlauf des magnetischen Vektorpotentials entlang der x-Achse
senkrecht zum magnetischen Feld dargestellt. Es ist ein dhnlicher Verlauf von A;/ByL zu erkennen, wie er
im Kreisrohr beobachtet wurde. Ein Unterschied ist, dass A;/BoL im Fluid bei p,, > o nicht mehr linear
ist. Die Steigung nimmt im Bereich kurz vor der Wand ab. In Abbildung ist die zweidimensionale
Verteilung des Magnetfeldes B/Bj in einer Schnittebene senkrecht zur Stromungsrichtung dargestellt und
die Magnetfeldlinien visualisiert. Fiir Simulationen mit u,, > o erreicht das Magnetfeld sein Maximum
in der Wand und die Magnetfeldlinien konzentrieren sich dort. Im Fluidbereich wird das Magnetfeld abge-
schirmt und erreicht Werte, die kleiner sind als By. Im Vergleich zu den Simulationen fiir Kreisrohre, sind
die Magnetfeldlinien im Fluidbereich jetzt allerdings gekriimmt. In Abbildung ist der Verlauf des Ma-
gnetfeldes iiber der x-Achse dargestellt. In der Umgebung weit entfernt vom Kanal betrigt B/By = 1. Fiir
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Wy > Mo tritt eine sprunghafte Erh6hung des Magnetfeldes an der Grenzfliche zwischen Fluid und Wand
auf. An der Grenzfliche zwischen Wand und Umgebung verringert sich das Magnetfeld ebenfalls sprung-
haft auf einen Wert B < By. In Abbildungm ist das Magnetfeld im Fluidbereich des Kanals vergroBert
dargestellt. Im Vergleich zum Kreisrohr (Abbildung ist B/By iiber x/L nicht mehr konstant sondern
steig in Richtung der Kanalmitte an. Diese inhomogene Magnetfeldverteilung bewirkt eine ebenso inho-
mogene Lorentz-Kraft-Verteilung in der Stromung. Zu einem spiteren Zeitpunkt wird gezeigt, inwieweit
sich diese auf das Geschwindigkeitsfeld auswirkt. Zur Definition einer Hartmann-Zahl wird im Falle des
ferromagnetischen Kanals ein volumengemitteltes Magnetfeld B verwendet, das sich zu

o
B=o / BjruiadV (6.23)
\%4

berechnet. Die Hartmann-Zahl im Fluid bestimmt sich aus diesem volumengemittelten Magnetfeld zu

Ha=BL,| 2 (6.24)
pv

Abbildung 6.11: Verlauf des magnetischen Vektorpotentials A, /ByL entlang der x-Achse iiber alle Bereiche des qua-
dratischen Kanals. Fluid: 0 < x/L < 1, Wand: 1 <x/L < 1.5, Umgebung: x/L > 1.5.

6.5.1 MHD-Stromung im magnetisch neutralen quadratischen Kanal

Fiir eine Wandpermeabilitét von u,, = Lo ist das Magnetfeld im Inneren des quadratischen Karrats romogen.
In digsemr Fail kanmrdie Stromung sehr gut mit analytisctEée_I;:Sb[ésungen aus der Literatur von [Dragos, 1975]
und [Shercliff, 1954] verglichen werden. In Abbildung 6.15 sind die Konturen der axialen Geschwindig-
keit v, /Uy fiir Simulationen mit unterschiedlichen Hartmann-Zahlen dargestellt. Die Geschwindigkeitsver-
teilung ist entlang Magnetfeldlinien iiber die gesamte Kanalhohe konstant und féllt in der sehr diinnen
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Hartmann-Grenzschicht auf null ab. Wie bereits im Fall der Rohrstromung beschrieben, skaliert die Dicke
der Hartmann-Grenzschicht wie 8y, = 1/Ha. Fiir steigende Hartmann-Zahlen sinkt somit die Grenzschicht-
Dicke. In den gezeigten Simulationen sind die Hartmann-Schichten so diinn, dass sie in Abbildung
praktisch nicht mehr zu erkennen sind. Zur Visualisierung des korrekten Geschwindigkeitsabfalls in den
Hartmann-Schichten, ist in Abbildung das axiale Geschwindigkeitsprofil entlang der Magnetfeld-
parallelen y-Achse fiir verschiedene Hartmann-Zahlen dargestellt. Dabei ist der Grenzschichtbereich vergro-
Bert gezeigt in dem die x-Achse nur von 0.9 < x/L < 1 aufgetragen ist. In Abbildungist das Geschwin-
digkeitsprofil im Querschnitt, in einer Ebene senkrecht zum magnetischen Feld (x-Achse), dargestellt. Auch
in dieser Richtung ist die Geschwindigkeit im Kern der Stromung nahezu konstant und fillt in einer Grenz-
schicht auf null ab. Diese Grenzschicht, senkrecht zum magnetischen Feld, wird als Shercliff-Grenzschicht
bezeichnet. Sie skaliert mit &g, = 1/ v/Ha und ist somit dicker als die Hartmann-Grenzschicht. In den Ab-
bildungen [6.16| und |6.17] sind zusitzlich analytische Losungen der Geschwindigkeit fiir die verschiedenen
Hartmann-Zahlen e1ngezelchnet Dlese Losungen sind aus [Miiller and Biihler, 2002] entnommen und stam-
men urspriinglich von . I. Alle gezeigten Simulationen stimmen in sehr guter Niherung mit der
analytischen Losung iiberein und geben die korrekten Geschwindigkeitsprofile wieder.

N |
W
W'

Abbildung 6.12: Zweidimensionale Verteilung des Magnetfeldes B/Bj iiber dem Querschnitt des quadratischen Ka-
nals fiir unterschiedlichem p,,. Linien stellen Magnetfeldlinien dar.
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Abbildung 6.13: Verlauf des Magnetfeldes B/By entlang der x-Achse iiber alle Bereiche quadratischen Kanal. Fluid:
0<x/L<1,Wand: 1 <x/L< 1.5, Umgebung: x/L > 1.5.
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Abbildung 6.14: Verlauf des Magnetfeldes B/By entlang der x-Achse im Fluidbereich 0 < x/L < 1 des quadratischen
Kanals.
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Abbildung 6.15: Zweidimensionale Verteilung der axialen Geschwindigkeit v, /Uy iiber dem Querschnitt des quadra-
tischen Kanals bei unterschiedlichen Hartmann-Zahlen und t,, = Uo.
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Abbildung 6.16: Verlauf der axialen Geschwindigkeit v, /Uy entlang der y-Achse in einer Schnittebene x = 0 im qua-
dratischen Kanal. Punkte zeigen Simulationsergebnisse, durchgezogene Linien analytische Losungen
von [Dragos. 1975] fiir verschiedene Ha-Zahlen und u,, = o in der Wand.
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Abbildung 6.17: Verlauf der axialen Geschwindigkeit u, /Uy entlang x/L in einer Schnittebene senkrecht zu By im qua-
dratischen Kanal. Punkte zeigen Simulationsergebnisse, durchgezogene Linien analytische Losungen
von [Dragos, 1975] fiir verschiedene Hartmann-Zahlen und u,, = o in der Wand.

Eine weitere interessante GroBe in einer MHD-Kanalstromung ist das elektrische Potential ¢. Die gezeigten
Simulationen wurden alle fiir einen Kanal mit elektrisch isolierter Wand durchgefiihrt. Es tritt somit kein
elektrischer Strom in die Wand ein und der Potentialgradient normal zur Wand ist null. Das elektrisch
leitende Fluid, das senkrecht zum magnetischen Feld in z-Richtung stromt, induziert ein elektrisches Feld
im Kern des Kanals. Dieses Feld fiihrt zu einer nahezu linearen Potentialverteilung iiber der Kanalbrei-
te in x-Richtung, also senkrecht zu By und senkrecht zur Stromungsrichtung. In Abbildung ist die
Verteilung des skalaren elektrischen Potentials ¢ /(LByUp) im Querschnitt fiir Ha = 500 dargestellt. Die
Potentialverteilung entlang der x-Achse ist in Abbildung[6.19 gezeigt. In einem sehr weiten Kernbereich ist
das Potential proportional zu x. In der Shercliff-Grenzschicht, deren Dicke von der Hartmann-Zahl abhingt,
fillt die Steigung von ¢ auf null ab. Das ist eine Folge der Grenzflichenbedingung d¢ /dn an der isolierten
Grenzfliche zwischen Wand und Fluid. In der Abbildung[6.19]ist zusitzlich die theoretische Potentialvertei-
lung eingezeichnet, die aus der analytischen Losung von [Dragos, 1975]] berechnet werden kann. Auch fiir
das Potential ist eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen der numerischen Losung und den Literaturdaten
zu beobachten.

In einem nichsten Schritt wird der konvektive Transport des Magnetfeldes mit der Stromungsgeschwindig-
keit untersucht. Stromt ein elektrisch leitendes Fluid durch ein Magnetfeld, wird im Fluid ein elektrisches
Feld

Ei,y=vxB (6.25)

induziert, das zu einem Stromfluss entsprechend dem Ohmschen Gesetz

j=0(-Vo+vxB) (6.26)
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fiihrt. Diese Strome erzeugen nach dem Induktionsgesetz ein zusétzliches induziertes Magnetfeld b, das
dem urspriinglichen Magnetfeld B iiberlagert wird. In [Miiller and Biihler, 2002] wird fiir Kanalstréomun-
gen ein Zusammenhang zwischen dem Magnetfeld B und dem induzierten Magnetfeld b angegeben. Das
Magnetfeld setzt sich demnach zusammen aus dem von auBlen angelegten Feld By -y und dem induzier-
ten Magnetfeld, das mit By, der magnetischen Reynoldszahl Rm und dem Kehrwert der Hartmann-Zahl Hiu
skaliert zu

R
B = B, <y+ mb) . (6.27)
Ha

In typischen Laboranwendungen, mit kleinen Abmessungen, ist die magnetische Reynolds-Zahl sehr klein
und das induzierte Feld wird einige Groenordnungen kleiner sein als das angelegte Feld By Auflerdem
wurde in Abschnitt gezeigt, dass im vorliegenden Problem ausschlielich die z-Komponente des Ma-
gnetfeldes von der Geschwindigkeit abhingt. Somit besitzt das induzierte Magnetfeld in diesem Problem
nur Komponente in axiale Richtung b =b; - e;.

In Abbildung ist das dimensionslose induzierte Magnetfeld (b, - Ha( entlang der y-Achse des Ka-
nals dargestellt. Das induzierte Magnetfeld zeigt einen linearen Verlauf in die Richtung parallel zum
magnetischen Feld. In der Hartmann-Grenzschicht fallt b, auf null an der Wand ab. AuBlerdem ist b, punkt-
symmetrisch zum Mittelpunkt des Kanals.

In der Abbildung ist zusétzlich die analytische Losung von [Dragos, 1975] dargestellt, die von der
numerischen Simulation akzeptabel wiedergegeben wird. In Abbildung ist die Verteilung des indu-
zierten Magnetfeldes b, in einer zweidimensionalen Konturdarstellung gezeigt. Das induzierte Feld dndert
sich ausschlieBlich in Richtung des Magnetfeldes entlang der y-Achse. In die Richtung senkrecht zu B ist
b, konstant und fillt erst in Wandnihe auf null ab. AuBlerdem ist in der Wand und der Umgebung keinerlei
induziertes Magnetfeld zu beobachten, weil iiber die isolierte Fluid-Wand Grenzfldche keine elektrischen
Strome in die Wand eintreten konnen.

In einem néchsten Schritt wird der Druckgradient entlang des quadratischen Kanals betrachtet. Der Druck-
gradient aus der numerischen Simulation kann analog zu Kapitel 2| mit der charakteristischen Linge L der
mittleren Geschwindigkeit Uy und der kinematischen Viskositit v entdimensioniet werden. Der dimensi-
onslose Druckgradient K, berechnet sich dann zu

_L*Vp
~ pvlo

(6.28)

Als Vergleichswerte konnen aus der analytischen Losung von [Dragos, 1975] ebenfalls dimensionslose
Druckgradienten Kp,qgos als Funktion der Hartmann-Zahl berechnet werden. Die dimensionslosen Druck-
gradienten sind in Tabelle fiir verschiedene Hartmann-Zahlen zusammengestellt und die Abweichung
zwischen dem numerisch ermittelten Druckgradienten K und dem theoretischen angegeben.

Ha K Kpragos | Abweichung AK
226 238.59 | 240.651 -0.86%
500 515.70 | 520.841 0.98%
1000 | 1017.64 | 1028.704 -1.07%

Tabelle 6.2: Dimensionslose Druckgradienten K der numerischen Simulation im Vergleich zu theoretischen Werten
von [Dragos, 19735] fiir verschiedene Hartmann-Zahlen.
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Abbildung 6.18: Zweidimensionale Verteilung des elektrischen Potentials ¢ /(LUyBy) iiber dem Querschnitt des qua-
dratischen Kanals fiir Ha = 226 und u,, = Uo.
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Abbildung 6.19: Verlauf des elektrischen Potentials ¢ /(LUpBy) entlang der x-Achse senkrecht zu By im quadrati-
schen Kanal. Punkte zeigen Simulationsergebnisse, durchgezogene Linien analytische Losungen von
fiir Ha = 500 und y, = 1 in der Wand.
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Abbildung 6.20: Verlauf des induzierten Magnetfeldes b, - Ha entlang der y-Achse im quadratischen Kanal bei Ha =
226 und u, = 1. Punkte zeigen Simulationsergebnisse, durchgezogene Linien analytische Losungen

von [Dragos, 1975].

Abbildung 6.21: Zweidimensionale Verteilung des induzierten Magnetfeldes b, - Ha iiber dem Querschnitt des qua-
dratischen Kanals bei Ha =226 und ,, = o .
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6.5.2 MHD-Stro6mung im ferromagnetischen quadratischen Kanal

Die meisten Untersuchungen fiir MHD Stromungen, die in der Literatur zu finden sind, beziehen sich auf
Stromungen in magnetisch neutralen Kanidlen mit u,, = yy. Dariiber hinaus gibt es jedoch Anwendungen,
bei denen die Kanalwinden aus ferromagnetischem Material mit u,, > o hergestellt werden. Es kommt
in diesen Fillen zu einer magnetischen Abschirmung des Fluidbereiches, sowie zu einer Kriimmung der
Magnetfeldlinien im Inneren der Kanile (siehe Abb.[6.12]und Abb. [6.13).

In diesem Abschnitt werden die Auswirkungen der Verteilung des Magnetfeldes auf die MHD-Stromung
diskutiert. Zu diesem Zweck werden Simulationen im quadratischen Kanal durchgefiihrt, bei denen die
Wandpermeabilitit p,, > o variiert wird. Das Magnetfeld, das in groBer Entfernung zum Kanal angelegt
wird, ist konstant. Die Ergebnisse fiir die axialen Geschwindigkeiten im Kanalquerschnitt sind fiir drei ver-
schiedene Wandpermeabilititen in Abbildung [6.23] dargestellt. Auf der einen Seite ist zu beobachten, dass
die Geschwindigkeit sich nicht entlang von Magnetfeldlinien dndert. Durch die Kriimmung der Magnetfeld-
linien sind aber die Isolinien der Geschwindigkeit entsprechend den Magnetfeldlinien gekriimmt. Die Stdrke
der Kriilmmung der Magnetfeldlinien und somit der Isolinien der Geschwindigkeit nimmt mit steigender
Wandpermeabilitdt zu. Auf der anderen Seite fiihrt eine Erhohung der magnetischer Wandpermeabilitit
I, Zu einer stirkeren Abschirmung des Fluids und somit zu kleineren mittleren Hartmann-Zahlen Ha im
Fluid, wenn By konstant gehalten wird. Infolgedessen, sind bei hohen Wandpermeabilititen die Hartmann-
schichten etwas dicker. Auflerdem ist ein Ablosen der urspriinglich wandparallelen Shercliff-Schichten
von den Seitenwinden zu beobachten. Es bildet sich eine interne Scherschicht aus, die den gekriimmten
Feldlinien folgt. Uber diese Schicht hinweg kommt es zu einem starken Abfall der axialen Geschwindigkeit.

In den Abbildungen [6.24] und [6.25] ist die axiale Geschwindigkeit entlang den beiden Symmetrieebenen
parallel und senkrecht zum Magnetfeld aufgetragen. In Abbildung ist bei steigender Wandpermabilitit
eine Zuname der Kerngeschwindigkeit und gleichzeitige Zuname der Hartmannsichtdicke zu beobachten.
Das ist auf die sinkende effektive Hartmann-Zahl zuriickzufiihren. In Abbildung [6.24|kommt es im Bereich
zwischen 0.7 < x/L < 0.9 erst zu einem Geschwindigkeitsanstieg, bevor die Stromungsgeschwindigkeit in
der Shercliff-Grenzschicht abfillt. Durch die Kriimmung der Shercliff-Grenzschicht wird die Geschwindig-
keitsverteilung im Querschnitt komplizierter, weshalb in Abbildung [6.26]das axiale Geschwindigkeitsprofil
in verschiedenen Schnitten dargestellt ist. Dabei wird v, /Uy iiber x/L an verschiedenen y-Positionen im
Kanal aufgetragen. Die Daten entstammen einer Simulation mit u,, = 20y. Wird die Geschwindigkeit bei
y = 0.9L knapp unterhalb der Hartmann-Wand (y = L) betrachtet, ist keine klassische Shercliff-Grenzschicht
mehr zu finden. Die Geschwindigkeit fillt im Bereich von etwa +0.7 < x/L < +0.9 sehr rapide um etwa
die Hilfte ab bevor sie dann langsam zum Rand hin auf v, = 0 abklingt. Der Stromungskern zwischen
—0.6 < x/L < 0.6 ist in allen Schnitten vergleichbar. Eine Theorie von Shercliff zeigt, dass die axiale Ge-
schwindigkeit, an einer beliebigen Stelle in einem Kanal, proportional zu einer Linge / skaliert. Die Linge
[ entspricht dabei dem halben Abstand der Hartmannwinde, gemessen entlang von magnetischen Feldlinien
(Abbildung[6.22)). Durch die Kriimmung der Magnetfeldlinien ist /, > /; = L. Im Bereich —0.6 < x/L < 0.6
steigt [, etwas an, was die Geschwindigkeitsiiberh6hung in den Schnitten aus Abbildung [6.26] erklirt.
Magnetfeldlinien auBerhalb von /3 schneiden die Kanalwand in vier Punkten, wodurch sich der Abstand
[ zwischen zwei Winden halbiert, wenn [/ > [3. Nach der Theorie von Shercliff ist deshalb auch die Ge-
schwindigkeit aulerhalb der Linie /3 nur etwa halb so grofl wie im Kern.

In Abbildung ist das elektrische Potential entlang x/L in Kanilen mit unterschiedlichen Wandperme-
abilitdten dargestellt. Fiir steigende u,, fillt der Potentialgradient senkrecht zum Magnetfeld ab. In einem
letzten Schritt wird der dimensionslose Druckgradient K untersucht. Fiir u,, = o besitzt der Kanal eine
Hartmann-Zahl Ha = 500, wofiir sich ein Druckverlust nach [Dragos, 1975]] von K = 520.8 ergibt.
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Abbildung 6.22: Skizze des ferromagnetischen Kanals. In a) Definitionen der Linge /1,1, I3 entlang von Magnetfeld-
linien. In b) Definition der Schnittebenen fiir Abbildung|6.26

In Tabelle sind die dimensionslosen Druckgradienten fiir Simulationen mit unterschiedlicher Wandper-
meabilitit dargestellt und die Reduktion gegeniiber dem magnetischen neutralen Kanal mit yy dargestellt.
Die Reduktion des Druckgradienten ist auf die magnetische Abschirmung im Inneren des Kanals und einer
daraus folgenden reduzierten effektiven Hartmann-Zahl zuriickzufithren. Das Magnetfeld weit entfernt vom
Kanal ist in allen Simulationen konstant.

Uw K Reduktion AK | Ha-Zahl
o 520.8 -% 500
10uy | 412.1 -20.8% 272
20uo | 325.6 -37.47% 175
100u | 96.2 -81.5% 45

Tabelle 6.3: Dimensionsloser Druckverlust der numerischen Simulation fiir verschiedene u,,. Die Referenz fiir pg
kommt von [Dragos, 1975]. Aulerdem sind die volumengemittelten Hartmann-Zahlen fiir die Kanalstro-

mung angegeben.
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Abbildung 6.23: Zweidimensionale Verteilung der axialen Geschwindigkeit v, /Uy iiber dem Querschnitt des quadra-
tischen Kanals bei unterschiedlichen pyy .
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Abbildung 6.24: Verlauf der axialen Geschwindigkeit v, /Uy entlang der x-Achse in einer Schnittebene y = 0 senkrecht
zum Magnetfeld im quadratischen Kanal bei verschiedenen Wandpermeabilititen u,,.
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Abbildung 6.25: Verlauf der axialen Geschwindigkeit v, /Uy entlang der y-Achse in einer Schnittebene x = 0 parallel
zum Magnetfeld im quadratischen Kanal bei verschiedenen Wandpermeabilititen .
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Abbildung 6.26: Axiale Stromungsgeschwindigkeit entlang der x-Achse in verschiedenen Schnitten bei y =0, y =
0.5L,y=0.7L, y = 0.9L. Die Wandpermeabilitit betrdgt in dieser Simulation u,, = 20uy.
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Abbildung 6.27: Potentialverteilung ¢ /(BoUpL) bei y = 0 im quadratischen Kanal mit unterschiedlichen Wandperme-
abilitdten U,,.

6.6 Netzunabhangigkeitsanalyse

Numerisch berechnete Simulationsergebnisse sind grundsitzlich mit einem numerischen Fehler behaftet,
dessen Betrag bei konsistenten Verfahren mit zunehmender Anzahl an Gitterpunkten oder Kontrollvolu-
men sinkt [Ferziger and Peric, 2002]. Eine sehr grofe Zahl an Gitterpunkten oder Kontrollvolumen steigert
jedoch den Rechenaufwand (Speicherbedarf, CPU-Zeit) und erhoht die Kosten solcher Simulationen. Auf
der anderen Seite ist es fiir viele technische Anwendungen ausreichend, die gesuchten Groflen so zu be-
stimmen, dass ihre Abweichung von der exakten Losung in einem vorgegebenen Toleranzbereich liegt. Es
ist somit wichtig, fiir jedes numerische Problem die erforderliche Anzahl und Grofie der Kontrollvolumina
abzuschitzen und anhand von Simulationen mit unterschiedlichen Netzauflosungen zu zeigen, dass der
numerische Fehler in einer akzeptablen GréBenordnung liegt. Eine solche Netzstudie wird im Folgenden
fiir den entwickelten Code am Beispiel der MHD-Stromung im Kreisrohr demonstriert.

Zur Bestimmung des magnetischen Vektorpotentials im Kreisrohr sind in Abbildung Losungen mit
unterschiedlich feinen Netzen dargestellt. Die Zellenanzahl in der Abbildung beschreibt die Anzahl an Kon-
trollvolumen entlang des Radius des Kreisrohres. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit ist in der Abbildung
nur der Bereich von Fluid und Wand zwischen 0 < x/L < 1.5 aufgetragen. Als Linie ist zusitzlich eine
analytische Losung von [Biihler, 2002]] eingezeichnet.

Die Losungen fiir A,/(BoL) konvergieren fiir ein feines Netz gegen die analytische Losung. Deutlicher ist
das Verhalten in Abbildung zu erkennen. Hier ist der Verlauf des Magnetfeldes B, /B, entlang der x-
Achse im Fluidbereich von 0 < x/L < 1 fiir die unterschiedlich feinen Netze dargestellt. Erwartungsgemil
liefert das Netz mit den meisten Kontrollvolumen iiber dem Radius die besten Ergebnisse. Wenn sich eine
Verdopplung der Kontrollvolumen im Rechengebiet nicht mehr signifikant auf die Losung auswirkt, ist die
Losung netzunabhingig und kann fiir belastbare Aussagen herangezogen werden.
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Abbildung 6.28: Verteilung des magnetischen Vektorpotentials A/(BoL) in Fluid und Wandbereich des Kreisrohres
fir w,, = Sup. Punkte zeigen Simulationsergebnisse auf unterschiedlich feinen Rechengittern, die
durchgezogene Linie zeigt die analytische Losung von [Biihler, 2002]

Um den Fehler besser quantifizieren zu knnen, ist in Abbildung[6.30|der relative Fehler R fiir das Magnet-
feld B fiir verschieden feine Netze entlang x/L aufgetragen. Der relative Fehler R wird zu diesem Zweck
definiert zu

R— Brumerisch — Bunalytisch . (6.29)
Banalytisch

Er gibt die Abweichung der numerisch ermittelten Losung bezogen auf die analytische Losung wieder.
Die groBten relativen Fehler sind im Bereich der Rohrwand zu beobachten. Bei einer ausreichend fei-
nen Vernetzung wird der relative Fehler jedoch schnell kleiner als ein Prozent. Mit einer Auflésung von
240 Punkten (Kontrollvolumen) entlang der x-Achse im Bereich 0 < x/L < 12 ist es moglich, das ma-
gnetische Problem so genau zu berechnen, dass der verbleibende Fehler kleiner 1% ist. Diese Genauigkeit
erscheint als ausreichend fiir das Problem, weshalb alle Simulationen mit diesem Netz durchgefiihrt wurden.

Im Bezug auf die Losung der MHD-Stréomung muss ebenfalls eine Netzanalyse durchgefiihrt werden. Al-
lerdings ist fiir die MHD-Stromung ausschlieBlich das Netz im Fluidbereich interessant, weil nur dort die
Impulsgleichungen und die Druckgleichung gelost werden. Zu diesem Zweck werden Simulationen bei
einer moderaten Hartmann-Zahl von Ha = 30 mit unterschiedlich feinen Netzen im Fluidbereich durchge-
fuhrt. Als Ergebnis sind in Abbildung [6.3T] die Geschwindigkeitsprofile in den beiden Symmetrieebenen
x =0 und y = 0 im Rohrquerschnitt dargestellt.
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Abbildung 6.29: Verteilung des Magnetfeldes B/By im Fluidbereich des Kreisrohres fiir w,, = Sug. Punkte zeigen
Simulationsergebnisse auf unterschiedlich feinen Rechengittern, die durchgezogene Linie zeigt die
analytische Losung von [Biihler, 2002]
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Abbildung 6.30: Relativer Fehler R des Magnetfeldes gegeniiber der analytischen Losung von [Biihler, 2002] im
Kreisrohres fiir unterschiedliche Netze.
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6.6 Netzunabhingigkeitsanalyse
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Abbildung 6.31: Geschwindigkeitsprofil v, entlang der x Achse entlang der y-Achse im Kreisrohr. In Punkten sind die
Losungen fiir verschieden feine Rechennetze dargestellt. Als durchgezogene Linie ist die analytische
Losung von [[Gold, 1962] dargestellt.

Als Vergleichslosung wird die exakte analytische Losung von [Gold, 1962]] herangezogen, die in durchgezo-
genen Linien in das Diagramm eingezeichnet ist. Fiir zunehmend feinere Netze nimmt der Fehler zwischen
der numerisch berechneten Losung und der analytischen Losung stetig ab. Somit ist die Konvergenz des nu-
merischen Verfahrens sowohl fiir die elektrodynamische Losung als auch fiir die hydrodynamische Losung
gezeigt.

In Abbildung [6.32] und [6.33]ist der relative Fehler zwischen der numerisch berechneten Geschwindigkeit
und der analytischen Losung aufgetragen. Der Fehler ist zudem normiert mit der mittleren Geschwindigkeit
Up. Der relative Fehler nimmt mit steigender Zellanzahl ab und erreicht schnell Werte kleiner 1%. In Abbil-
dung ist bei y/L = 0.65 ein lokales Maximum des relativen Fehlers zu beobachten das auf die O-Grid
Anordnung im Netz zuriickzufiihren ist. Es wurde bereits von [Ni et al., 2007b|] beschrieben, dass in O-Grid
Anordnungen Probleme bei der Interpolation des elektrischen Potentials auftreten, die auch hier beobachtet
werden.
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Abbildung 6.32: Relativer Fehler R zwischen der Geschwindigkeit v, und der analytische Losung von [[Gold, 1962] in
der Symmetrieebene x = 0.
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Abbildung 6.33: Relativer Fehler R zwischen der Geschwindigkeit v, und der analytische Losung von [[Gold, 1962] in
der Symmetrieebene y = 0.
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7 Simulationen mit instationaren Magnetfeldern

7.1 Motivation

Fiir viele technische Anwendungen von MHD-Stromungen kann das Magnetfeld als quasistationér ange-
nommen werden, wie das in der induktionsfreien Approximation getan wird. In einigen Problemstellungen
allerdings dominiert das instationdre Magnetfeld geradezu das Stromungsverhalten und muss entsprechend
zeitabhingig modelliert werden. Eine Anwendung die von instationdren magnetischen Feldern dominiert
wird, ist das induktive Durchflussmessgerit, das im ndchsten Kapitel dieser Arbeit numerisch untersucht
wird. Andere Anwendungen sind Induktionséfen, Induktionspumpen oder MHD-Stromungskanile in an-
fahrenden Magnetfeldern.

In diesem Kapitel wird der entwickelte Losungsalgorithmus erstmals auf ein Problem angewendet, das von
instationdren magnetischen Feldern dominiert wird. Als Problemstellung wird die Ausbreitung eines harmo-
nisch schwingenden magnetischen Feldes B(¢) simuliert, das in ein ruhendes halb-unendlich ausgedehntes
Medium eindringt. Die Geometrie ist in Abbildung dargestellt. Das Problem ist in y- und z-Richtung
unendlich ausgedehnt. Die Abbildung und auch das numerische Modell bilden nur einen Ausschnitt des
Problems mit den Abmessungen Ay und Az ab. In der Abbildung ist in rot der elektrische Leiter (Spule)
dargestellt. Uber die Linge Az des Leiters wird eine elektrische Wechselspannung vorgegeben, zu

gf = AAZD cos(2mft) . (7.1
Die Potentialdifferenz fiihrt zu einem elektrischen Feld, das nach dem Ohmschen Gesetz eine Wechsel-
stromdichte j(z) entlang des Leiters erzeugt. Dieser Wechselstrom wiederum induziert nach dem Gesetz von
Ampere ein Magnetfeld, das in seiner Orientierung um den Leiter rotiert und somit, im unendlich ausge-
dehnten Medium, in vertikale y-Richtung schwingt, d.h. B = By (t,x) - y. Das Magnetfeld dringt abhingig
von seiner Frequenz f und den Materialeigenschaften in das Medium in x-Richtung ein. Ein typisches Ein-
dringverhalten fiir den eingeschwungenen Zustand ist in Abbildung mit der blauen Kurve schematisch
angedeutet. By beschreibt eine stark geddmpfte Welle entlang der x-Achse. Eine charakteristische Grofe des
Problems ist die sogenannte Eindringtiefe (Skintiefe) 8. Sie wird in Abbildung|[7.1]an der x-Position abgele-
sen, an der die Tangente an B, die x-Achse schneidet. Nach [Kupfmueller et al., 2013] ist die Eindringtiefe
einer magnetischen Welle abhiingig von ihrer Frequenz f, und den elektrischen Eigenschaften o, u des

Mediums
1
6:,/7#6“. (7.2)

Ein Magnetfeld mit hoher Frequenz f dringt weniger tief in das Material ein, als ein Magnetfeld mit niedri-
ger Frequenz. AuBlerdem dringt ein Magnetfeld tiefer in das Material ein, wenn die elektrische Leitfahigkeit
o des Materials oder seine magnetische Permeabilitét u klein sind.
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Abbildung 7.1: Skizze eines halb-unendlich ausgedehnten elektrisch leitfihigen Mediums. Ein Wechselstrom j(¢) im
Leiter (rot) induziert ein Magnetfeld B(¢), das in x-Richtung in das Medium eindringt. Die Linge in
x-Richtung ist als als Vielfache der Eindringtiefe 0 ausgedriickt.

Die instationire Ausbreitung des Magnetfeldes im Medium kann iiber die, in Kapitel [3] hergeleiteten Glei-
chungen fiir das magnetische Vektorpotential

JA 1
0———V?’A=—-0Vp (7.3)
Jdt U
und das elektrische Potential
V-(cVp)=0 (7.4)

beschrieben werden. Der elektrische Strom im Medium wird iiber die Gleichung

oA
i= G(—V¢—§) (1.5)

Das Problem wird durch den instationdren Term %—? in Gleichung (7.3) dominiert.

Ein wesentlicher Schwerpunkt in diesem Kapitel soll es sein, Erfahrungen mit der Simulation von insta-
tiondren magnetischen Feldern fiir spatere Simulationen der Elektrodynamik eines Durchflussmessgerites
zu sammeln. In Hinblick auf das Zielprojekt Durchflussmessgerit, wird das Problem um ein elektrisch
nichtleitendes Medium links von der Spule erweitert, das die Umgebung darstellt in der sich das Magnetfeld
ebenfalls ausbreiten kann. Im Medium selbst wird zusétzlich ein Bereich mit anderen Stoffeigenschaften
eingefithrt um das Eindringverhalten in unterschiedliche Materialschichtungen untersuchen zu konnen.
Dieser Aufbau erweitert das akademische Beispiel zu einem anwendungsnahen Problem, das schon einige
wichtige physikalischen Eigenschaften des Durchflussmessgerites beinhaltet. Das Medium direkt am Leiter
(dunkelgrau) wird im Folgenden als Wand, und das Medium rechts daneben (hellgrau) als Fluid bezeich-
net. Beide Medien konnen sich sowohl in der elektrischen Leitfdhigkeit o als auch in der magnetischen
Permeabilitit u unterscheiden. In den Experimenten mit einem induktiven Durchflussmessgerit, das spiter
untersucht wird, ist der Wandwerkstoff ein magnetisch neutraler rostfreier Stahl (Edelstahl) mit u,, = Uo.
AuBlerdem werden Netzstudien durchgefiihrt, um Erfahrungen mit der zeitlichen Diskretisierung des elek-
trodynamischen Problems und den verschiedenen Zeitdiskretisierungsverfahren zu sammeln.

beschrieben und hiingt im Allgemeinen von der zeitlichen Anderung des magnetischen Vektorpotentials ab.
63
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7.2 Ausbreitung eines magnetischen Feldes in einem elektrisch leitfihigen Medium
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Abbildung 7.2: Modellskizze eines halb-unendlich ausgedehnten elektrisch leitfihigen ruhenden Mediums, einer Spu-
le und elektrisch nicht-leitenden Umgebung. An allen Réndern sind die Randbedingungen fiir A und
¢ dargestellt. Die Spule ist elektrisch isoliert.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels sind die Stoffeigenschaften von Fluid und Wand identisch und das Fluid
wird als ruhend betrachtet: v = 0. Am Ende dieses Kapitels werden Simulationen vorgestellt, bei denen
unterschiedliche Materialien in Wand und Fluid miteinander kombiniert werden. Die Randbedingungen
fiir das magnetische Vektorpotential A und das elektrische Potential an allen Rindern sind in Abbildung
dargestellt. Am rechten Rand des Mediums wird A = 0 gesetzt. An allen anderen Rindern wird eine

Neumann-Randbedingung der Form JA

on
vorgegeben. Uber die Linge des Leiters wird eine harmonisch oszillierende Potentialdifferenz angelegt. Das
magnetische Vektorpotential und damit auch das Magnetfeld breiten sich iiber Diffusion auf beiden Seiten
des Leiters sowohl in die Umgebung als auch in das Medium hinein aus. An der Seitenfliche des Mediums
bei x — oo wird ¢ = 0 gesetzt um das Niveau von ¢ in der Simulation festzusetzen. Alle anderen Rénder und
auch die Grenzflachen zwischen dem elektrischen Leiter und dem Medium werden als elektrisch isoliert
betrachtet mit T

=50 =0. 17

Alle Simulationen werden mit den Anfangswerten A = 0 und ¢ = 0 initialisiert. Die Simulation erfolgt
jeweils iiber 20 Zeitperioden, bis ein eingeschwungener Zustand erreicht ist. Das Rechengebiet ist in die x-
Richtung L = 20- §(f) lang, damit sichergestellt ist, dass am rechten Rand, unabhéngig von der simulierten
Frequenz, alle Storungen abgeklungen sind und die Dirichlet-Bedingungen A = 0 und ¢ = 0 gerechtfertigt
sind. Zwei Simulationen unterschiedlicher Frequenzen haben somit gleich viele Volumenzellen innerhalb
ihrer jeweiligen Eindringtiefe und die Gradienten werden in gleicher Qualitét aufgelost.

0 (7.6)

7.2 Ausbreitung eines magnetischen Feldes in einem elektrisch
leitfahigen Medium

Der erste Validierungsschritt besteht darin, die Ausbreitung des Magnetfeldes B im Medium fiir verschie-
dene Frequenzen zu simulieren und mit der analytischen Losung aus Abschnitt 261 zu vergleichen. In
Abbildung sind Simulationsergebnisse fiir By /By entlang x fiir verschiedene Frequenzen f aufgetragen.
Die Symbole in der Abbildung reprisentieren die Zellmittelpunkte der Volumenzellen des verwendeten
Netzes.
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Abbildung 7.3: Ausbreitung des magnetischen Feldes B, /By nach 20 simulierten Perioden, in einem halb-unendlich
ausgedehnten Medium entlang der Ausbreitungsrichtung x fiir unterschiedliche Frequenzen f. Die
elektrische Leitfihigkeit des Mediums ist ¢ = 10° 1/(Qm). In durchgezogenen Linien ist die exakte
Losung der jeweiligen Frequenz dargestellt.

Frequenz | Eindrigtiefe 6 in [m]
25 Hz 0.112

50 Hz 0.0712

100 Hz 0.0503

200 Hz 0.0356

Tabelle 7.1: Eindringtiefen in ein Medium fiir verschiedene Frequenzen. Elektrische Leitfihigkeit ¢ = 10°1/ (Qm),
magnetische Permeabilitiit aller Materialien ist pi.

In der Abbildung [7.3]sind zusitzlich die analytischen Losungen fiir die verschiedenen Frequenzen als Linien
dargestellt. Diese Vergleichslosungen werden aus Gleichung bestimmt. Fiir alle untersuchten Fre-
quenzen ist die Ubereinstimmung mit der analytischen Losung sehr gut. Ein magnetisches Feld mit niedriger
Frequenz von f = 25Hz dringt demnach weiter in das Medium ein, als ein Feld mit hoherer Frequenz. Wird
an B(x) eine Tangente bei x = 0 angelegt, kann grafisch die Eindringtiefe 0 an der Stelle abgelesen werden,
an der die Tangente die x-Achse schneidet. Dieser Schnittpunkt und damit die Eindringtiefe bewegen sich
zu kleineren x, wenn die Frequenz des magnetischen Feldes ansteigt. In Tabelle sind die Eindringtiefen
fiir die verschiedenen Frequenzen der Simulation aufgelistet.

In Abbildung|7.4|sind die gleichen Simulationsergebnisse fiir B, /B, aufgetragen, jedoch wurde die x-Achse

mit der Eindringtiefe 6 normiert. Durch diese Skalierung fallen alle Losungen fiir unterschiedliche Frequen-
zen auf ein und die selbe Kurve zusammen.
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7.3 Untersuchung der rdumlichen Diskretisierung
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Abbildung 7.4: Ausbreitung des magnetischen Feldes By /By nach 20 simulierten Perioden, in einem halb-unendlich
ausgedehnten Medium entlang der dimensionslosen Achse % fiir unterschiedliche Frequenzen f. Die

elektrische Leitfihigkeit des Mediums ist o = 10 1/(Qm). Die exakte Losung ist mit einer durchge-
zogenen Linie dargestellt.

7.3 Untersuchung der raumlichen Diskretisierung

In einem zweiten Validierungsschritt wird der Einfluss der rdumlichen Diskretisierung auf die Genauig-
keit der Simulation untersucht. In einem konsistenten Finite-Volumen-Verfahren nimmt die Genauigkeit der
Simulation zu, wenn die Abmessungen der Volumenzellen abnehmen ([Laurien and Oertel, 2013]]). Nach
[Ferziger and Peric, 2002] sinkt der Fehler bei einem Verfahren erster Ordnung linear mit der Gitterweite.
Bei Verfahren zweiter Ordnung fillt der Fehler quadratisch mit der Gitterweite ab. In Abbildung ist
der Verlauf von By /B entlang x fiir die Frequenz f = 100 Hz und verschieden feine Netze dargestellt. Die
Anzahl der Volumenzellen in der Legende bezieht sich auf die Anzahl an Volumenzellen in x-Richtung.
Je mehr Volumenzellen fiir die Simulation verwendet werden, desto genauer wird die numerische Losung
und die Abweichung zur exakten Losung sinkt. Um die Netzabhédngigkeit besser beurteilen zu konnen wird
ein Fehlerwert R, ,, eingefiihrt. Er gibt die Abweichung zwischen zwei Losungen fiir das Magnetfeld auf
verschiedenen Netzen wieder und wird definiert zu

Bn - Bm

By,

Die Losung mit dem Index n ist dabei immer feiner diskretisiert und genauer als die Losung mit dem Index
m. Der Fehlerwert R 30 gibt somit die Abweichung zwischen der Losung mit 60 Zellen entlang x und der
Losung mit 30 Zellen entlang x an. In Abbildung sind jeweils die Fehlerwerte einer Losung B, zu einer
Losung mit halber Diskretisierung By /5, tiber der x-Achse aufgetragen. Wihrend der maximale Fehlerwert
fiir die Losung mit 30 Zellen noch bei 0.86% liegt, halbiert er sich fiir die Losung mit 60 Zellen. Eine weitere
Verdopplung der Zellanzahl fiihrt zu einem Fehlerwert von 0.058% bei 120 Zellen entlang x. Innerhalb der
Skintiefe 6 sind im Netz mit 120 Zellen genau 40 Zellen untergebracht. Diese Anzahl an Zellen iiber der
Eindringtiefe wird auch in den Simulationen am induktiven Durchflussmessgerit verwendet.

Rym = (7.8)
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Abbildung 7.5: Verlauf des magnetischen Feldes By /B entlang x/4 fiir unterschiedlich feine Netze. Die Frequenz der
Simulation betrigt f = 100 Hz.
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Abbildung 7.6: Verlauf des Fehlerwertes R entlang der Ausbreitungsrichtung x/L fiir unterschiedlich feine Netze. Die
Frequenz des Simulation betrdgt f = 100 Hz.
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7.4 Untersuchung der zeitlichen Diskretisierung

7.4 Untersuchung der zeitlichen Diskretisierung

In einem dritten Validierungsschritt wird die Abhéngigkeit der numerischen Losung von der zeitlichen Dis-
kretisierung und dem verwendeten Zeitdiskretisierungsverfahren untersucht. Bei instationdren Problemen
wird der Losungsprozess in diskreten Zeitschritten der GroBe At durchgefiihrt ([[Ferziger and Peric, 2002])).
Bei einer harmonischen Schwingung héngt die Zeitschrittweite direkt von der Anzahl an Zeitschritten
pro Periode T ab. Die Anzahl der Zeitschritte pro Periode muss so gewihlt werden, dass die erwarteten
zeitlichen Anderungen im magnetischen Feld und in der Stromung geniigend genau aufgelost werden kon-
nen. Um den Einfluss der Zeitabtastung zu untersuchen, werden fiir eine konstante Frequenz verschiedene
Simulationen mit einer unterschiedlichen Anzahl an Zeitschritten pro Periodendauer 7' durchgefiihrt. Die
Ergebnisse sind in Abbildung dargestellt. Eine Erhohung der Anzahl an Zeitschritten pro Periode fiihrt
zu einer Verbesserung der Genauigkeit. Ab einer Abtastung von 100 Zeitschritten pro Periode dndert sich
die Losung fiir das Magnetfeld praktisch nicht mehr, sodass diese Zeitschrittweite eine gute Wahl fiir die
Berechnung des Durchflussmessgerites darstellt.

Das verwendete Zeitdiskretisierungsverfahren hat ebenso einen Einfluss auf die Qualitdt der Losung. Es
bestimmt in welche Art und Weise die Zeitableitung des magnetischen Vektorpotentials iiber Differenzen-
quotienten approximiert wird. Von [Beam and Warming, 1978|] werden eine Vielzahl an Mdoglichkeiten un-
terschiedlicher Ordnung aufgezeigt, mit denen Zeitableitungen auf diskreten Netzen approximiert werden
konnen. In diesem Abschnitt wird die Untersuchung auf die impliziten Zeitdiskretisierungsverfahren be-
schrénkt, die im verwendeten CFD-Programm OpenFOAM nach [Jasak, 1996] implementiert sind. Diese
sind

e Euler-Riickwirts (1.0rdnung),
e Crank-Nicholson (2. Ordnung),
e Backward-Verfahren (2.0rdnung).

Eine genaue Beschreibung der Zeitdiskretisierungsverfahren ist in Kapitel @.4] gegeben. In Abbildung [7.§]
und ist wiederum die Losung fiir das Magnetfeld entlang x/38 dargestellt. In Abbildung sind die
Ergebnisse mit unterschiedlichen Zeitschrittweiten und den zwei Zeitdiskretisierungsverfahren Euler Riick-
wirts und Backward miteinander verglichen. Fiir 10 Zeitschritte pro Periode weichen beide Losungen deut-
lich von der exakten Losung ab. Fiir 100 Zeitschritte pro Periode sind beide Losungen nahezu identisch
und liegen sehr gut an der analytischen Losung. In Abbildung ist das Euler Verfahren mit dem Crank-
Nicholson Verfahren verglichen. Das Crank-Nicholson Verfahren oszilliert bei 10 Zeitschritten pro Periode
sehr stark und liefert somit unbrauchbare Ergebnisse. Wird die zeitliche Abtastung auf 100 Zeitschritte
pro Periode erhoht, sind die Ergebnisse wiederum fast identisch mit Ergebnissen aus Euler-Riickwirts oder
Backward bei gleicher zeitlicher Abtastung. Wird das Problem mit 100 Zeitschritten pro Periode aufgeldst,
spielt es kaum eine Rolle welches Zeitdiskretisierungsverfahren verwendet wird. Ein Unterschied zwischen
den verschiedenen Verfahren ist nur bei grober zeitlicher Diskretisierung zu beobachten. Fiir die Simulatio-
nen im induktiven DurchfluBmessgerit wird spiter fiir die Zeitdiskretisierung das Drei-Ebenen-Verfahren
“backward” verwendet.
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Abbildung 7.7: Verlauf des magnetischen Feldes By /By entlang x/&( f) fiir unterschiedliche Zeitschrittweiten Az. Fiir
die Zeitdiskretisierung wird Euler-Riickwérts verwendet, die Frequenz in den Simulationen betrigt

f=100Hz.
1.2 | | |
—— Analytische Losung
14 o Euler Riickwirts Ar =T /10 | |
o Euler Riickwiirts At = T'/100
s Backward At =T/10
0.8 |4  Backward Ar =T /100 8
0.6 -
&l
0.4
0.2+
0 [
_0'2 | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Abbildung 7.8: Verlauf des magnetischen Feldes B, /By entlang x/¢ fiir unterschiedliche Zeitschrittweiten und die
Zeitdiskretisierungsverfahren Euler-Riickwirts und Backward. Die Frequenz der Simulation betrigt
f=100Hz
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Abbildung 7.9: Verlauf des magnetischen Feldes B, /By entlang x/d fiir unterschiedliche Zeitschrittweiten und die
Zeitdiskretisierungsverfahren Euler-Riickwérts und Cranck Nicholson. Die Frequenz der Simulation
betriagt f = 100Hz

7.5 Ausbreitung eines Magnetfeldes in ein zweischichtiges Medium

In diesem letzten Abschnitt werden Simulationen durchgefiihrt, bei denen sich ein Magnetfeld durch zwei
Medien mit unterschiedlicher elektrischer Leitfdahigkeit ausbreitet. Mit diesem Aufbau ist es moglich, das
Eindringverhalten des magnetischen Feldes durch die beiden Materialien zu untersuchen. Im Anwendungs-
fall des Durchflussmessgerites, stellt ein Material die Rohrwand und das zweite Material das Fluid dar. Im
hier untersuchten Testproblem ist das Fluid noch bewegungslos.

In einer ersten Untersuchung wird die elektrische Leitfdhigkeit des Fluid variiert wihrend die Leitfdhig-
keit des Wandmaterial fest bei 1-10° 1/(Qm) bleibt. Die Simulationsergebnisse fiir By bei verschiedenen
elektrischen Leitfdhigkeiten sind in Abbildung als Funktion von x/0 dargestellt. Zum Vergleich ist
eine Losung mit ¢ = 0,, eingezeichnet. Die x-Achse ist bezogen auf die Eindringtiefe §(100Hz) die-
ser Vergleichslosung. Im Bereich der Wand, wo die Leitfdhigkeit unveridndert bleibt, verdndert sich B,
praktisch nicht. An der Grenzflache zwischen Wand und Fluid allerdings entsteht fiir alle Fille mit unter-
schiedlichen Leitfihigkeiten ein Knick. Aufgrund der unterschiedlichen elektrischen Leitfihigkeiten sind
die Steigungen von By, auf beiden Seiten der Grenzfliche unterschiedlich. Die Losungen im Fluidbereich
fir 6 < 6,, = 10° 1/(Qm) fallen flacher aus als die Vergleichslosung (schwarz). Damit dringt B, tiefer
in das Fluid ein als in der Vergleichslosung. Das Minimum von B, verschiebt sich zu groBeren x-Werten.
Fiir 0 > o, ist B, im Fluidbereich steiler und dringt somit weniger Tief ein. Das Magnetfeld erfihrt eine
zusitzliche Dampfung.

In einer zweiten Untersuchung wird die elektrische Leitfihigkeit im Fluid bei ¢ = 10° 1/(Qm) festgehalten
dafiir aber die elektrische Leitfihigkeit der Wand o, variiert. Die Ergebnisse fiir By /By entlang von x/J sind
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7 Simulationen mit instationdren Magnetfeldern

lg

o o=1-10°1/(Qm)
0 6=5-10°1/(Qm)
0.8 s s —100
b G, =0 = 10°1/(Qm)
9 6 =5-1001/(Qm)
0.6 i
EE
<€ 0.4 B -
\%
g
0.2 g
e%j
0 %%888000 PR EEEE R A
-0.2 ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x/8(f)

Abbildung 7.10: Verlauf des magnetischen Feldes By /By entlang x/J fiir unterschiedliche elektrische Leitfahigkeiten
o im Fluid. Die Frequenz des Simulation betragt f = 100 Hz.

in Abbildung dargestellt. Diesmal sind sehr deutliche Anderungen von By in der Wand zu beobachten,
wenn dort die elektrische Leitfahigkeit variiert wird. Fiir o,, < o sind viel geringere Steigungen in B, als in
der Vergleichsldsung zu beobachten. Ist 6,, > o ist die Steigung von B, steiler. Wihrend in Abbildung
an der Grenzflidche zwischen Wand und Fluid in allen Simulationen B, nahezu den selben Wert hat, héingt
dieser Wert in Abbildung sehr stark von o,, ab. Die Eindringtiefe ist im Fall der Materialschichtung
nicht mehr alleine iiber die Tangente zu bestimmen. Allerdings ist die Position des Minimums von B), ein
guter Indikator fiir die Eindringtiefe. Die Eindringtiefe von B, bei 0,, < o liegen sehr nahe zusammen. Fiir
o,, > o ergibt sich eine deutlich geringere Eindringtiefe und somit beste Abschirmung.
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7.5 Ausbreitung eines Magnetfeldes in ein zweischichtiges Medium
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Abbildung 7.11: Verlauf des magnetischen Feldes B, /B entlang x/§ fiir unterschiedliche elektrische Leitfdhigkeiten
o in der Wand. Die Frequenz des Simulation betrigt f = 100 Hz.
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8 Numerische Simulation eines Durchflussmessgerates
mit induktivem Signalabgriff

In diesem Kapitel wird der im Rahmen dieser Arbeit entwickelte und validierte Code angewendet, um
ein vollstandiges numerisches Modell eines elektromagnetischen Durchflussmessgerétes zu erstellen und
verschiedene Betriebspunkte des Messgerites zu simulieren. Als Geometrievorlage dient das Durchfluss-
messgerit in Rohrbauform von [Schulenberg and Stieglitz, 2010], das im KALLA-Labor am Karlsruher
Institut fiir Technologie experimentell untersucht wurde. Ziel der Simulationen ist es, moglichst genaue,
zeitaufgeloste, dreidimensionale Lésungen aller relevanten elektromagnetischen Felder zu erhalten. Dazu
gehoren das magnetische Vektorpotential, das elektrische Potential, der induzierte elektrische Strom und die
Magnetfeldverteilung. AuBBerdem wird der zeitliche Verlauf des elektrischen Potentials in der stromlosen
Messspule berechnet und ausgewertet. Erst mit Hilfe dieser Grofe konnen Vergleiche zu den Experimenten
gezogen werden, bei denen diese Grofle gemessen wurde.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wird die Funktionsweise des Messgerites beschrieben und anhand von
Gleichungen aus der Elektrodynamik belegt. Aulerdem werden die wichtigsten physikalischen Phinome-
ne aufgezeigt, die zu erwarten sind. Danach wird das numerische Modell des Durchflussmessgerites mit
allen Stoffeigenschaften und Randbedingungen erldutert. Im Anschluss daran, werden Simulationen mit
verschiedenen Parametervariationen durchgefiihrt und die Simulationsergebnisse vorgestellt und diskutiert.
Am Ende des Kapitels werden die Ergebnisse mit verschiedenen Referenzen aus der Literatur verglichen.

8.1 Funktionsweise des Durchflussmessgerates in Rohrbauform

Das Messprinzip des elektromagnetischen Frequenzdurchflussmessgerites lédsst sich anhand des Ohmschen
Gesetzes | JA

j=——V*A=0c(-Vp—— +vxB 8.1

== ( 9o v ) 8.1
relativ einfach erkldren. Hierbei sind die Strome proportional zur elektrischen Leitfdhigkeit o der Kanal-
wand oder des Fluids. Sie werden angetrieben durch den Gradienten eines elektrischen Potentials ¢, durch
ein elektrisches Feld aufgrund zeitlicher Anderungen des magnetischen Vektorpotentials A, sowie durch
ein stromungsinduziertes elektrisches Feld v x B. Im untersuchten Durchflussmessgerdt kommen alle drei
Mechanismen zum Einsatz.

Zunichst wird an den Enden der Erregerspulen eine zeitperiodische Potentialdifferenz angelegt, die einen
elektrischen Wechselstrom in den Spulen antreibt. Dabei sind die Erregerspulen so gepolt, dass sie in entge-
gengesetzte Richtungen vom Strom durchflossen werden. Die Erregerstrome erzeugten entsprechend dem
Ampereschen Gesetz Magnetfelder, deren Feldlinien um die beiden Spulen herum angeordnet sind (sieche
Abbildung. [8.T] a). Zeitabhingige Magnetfelder induzieren ihrerseits entsprechend dem Faradayschen Ge-
setz elektrische Felder in Umfangsrichtung des Rohres. Diese Felder treiben in elektrisch leitenden Medien,
wie der Kanalwand und dem Fluid, Strome entgegen der urspriinglichen Stromrichtung der beiden Spulen.
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8 Numerische Simulation eines Durchflussmessgerites mit induktivem Signalabgriff

Diese Strome reduzieren im Fluid die Induktionswirkung der Spulen und behindern das Eindringen der
magnetischen Felder in das Fluid, oder beschrinken, zumindest fiir gréere Frequenzen, den Einflussbereich

auf wandnahe Schichten der Dicke
1
o= . 8.2
\/ TfolL (8.2)

Im Bereich der Messspule ergibt sich durch Uberlagerung der Erregerfelder eine Magnetfeldverteilung, de-
ren Orientierung einen vorwiegend radialen Verlauf aufweist (Abbildung[8.1]a,b). Die radiale Komponente
des Magnetfelds induziert in Wechselwirkung mit der axialen Komponente der Geschwindigkeit schlielich
ein elektrisches Feld

E,=vxB, (8.3)
das im Fluidbereich unter der Messspule eine geschwindigkeitsproportionale Stromdichte in Umfangsrich-

tung zur Folge hat (siehe j,, in Abbildung[8.1]b,c).

Der Strom j,;, generiert in seiner Umgebung ein magnetisches Feld b, dessen Vektorpotential in der strom-
losen Messspule einen Potentialgradienten

JA

induziert, der nach Integration liber die Leiterlinge der Messspule eine messbare elektrische Spannung
erzeugt.

(8.4)

Eine zweite physikalische Deutung des Messprinzips beruht auf der sogenannten "Feldverschleppung"
[Wiesner, 1981]]. Gemeint ist damit der konvektive Transport der magnetischen Induktion B mit der Fluid-
bewegung. Die mathematische Beschreibung hierzu liefert die Induktionsgleichung (2.12), die den kon-
vektiven Magnetfeldtransport beschreibt. Ohne Konvektion verschwindet aus Symmetriegriinden die axiale
Komponente von B im Bereich der Messspule und der magnetische Fluss durch die Symmetrieebene bei
xpr wird null. Die Bewegung des Fluids sorgt jedoch mit zunehmender Stromungsgeschwindigkeit fiir eine
stiarkere Deformation der Magnetfeldlinien, sodass in der Messebene schlieBlich ein geschwindigkeitsab-
hingiger magnetischer Fluss vorhanden ist, der iiber das Faradaysche Gesetz eine messbare Spannung in
der Messspule induziert.
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8.1 Funktionsweise des Durchflussmessgerites in Rohrbauform

a) Strom jo(x,t) in Erregerspule (rot) induziert B(x,t),
Fir v=0 ist B(x,t), ja(x,t) symetrisch zu Messspule (griin)

b) Fiir v>0 wird durch Fluidbewegung der Strom jub (x,t)
induziert.

¢) Fir v>0 entsteht das induzierte magnetische Feld b(x,?).
Addiert zu B(x,t) ergibt sich eine Feldverschleppung

Abbildung 8.1: Prinzipskizze des Durchflussmessgerites mit induktivem Signalabgriff in Rohrbauform.
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8 Numerische Simulation eines Durchflussmessgerites mit induktivem Signalabgriff

8.2 Geometrie und Randbedingungen fir die Simulation

Um das induktive Durchflussmessgeridt numerisch untersuchen zu kénnen, muss in einem ersten Schritt
die Geometrie in ein diskretes Rechennetz iiberfithrt werden. Weiterhin miissen die Materialeigenschaf-
ten des Fluids, der Wand und der Umgebung definiert werden und eine Auswahl geeigneter Interpolati-
onsverfahren und Gleichungslosealgorithmen getroffen werden. All diese Uberlegungen werden in diesem
Abschnitt diskutiert und damit das numerische Modell des Messgerites eindeutig definiert. Als Grundlage
fur das Rechennetz dient die Konstruktionszeichnung aus Abbildung[8.2] Die Experimentatoren untersuch-
ten zwei Messgerite mit unterschiedlichen Spulenanordnungen, die hintereinander auf einem Rohrelement
angebracht waren. Im Rahmen diese Arbeit wird ausschlieBlich die rechte der beiden Spulenanordnung
modelliert und numerisch untersucht. Sie ist durch zwei sehr flache Erregerspulen mit 250 Windungen und
einer etwas dickeren Messspule mit 900 Windungen charakterisiert. Fiir die numerische Simulation wird
der Losungsalgorithmus aus Kapitel [5| verwendet und um die Auswertung des elektrischen Potentials in der
Messspule erweitert. Der Code verwendet die Multiregionen-Methode und benétigt deshalb Rechennetze fiir
die jeweiligen Regionen Fluid, Rohrwand, Magnetspulen und fiir die Umgebung. Das Rechennetz der Um-
gebung endet bei r = 90mm. An dieser Position wurde im Experiment ein ferromagnetisches Abschirmblech
eingesetzt, das magnetische Streufelder aus der Umgebung von dem Messsystem fernhalten soll. Dieses Ab-
schirmblech wird in den Simulationen durch eine geeignete Randbedingung beriicksichtigt. Die Vernetzung
wird mit dem internen Vernetzungsprogramm blockMesh von OpenFoam realisiert, das blockstrukturierte
Netze in sehr hoher Qualitit erzeugt. Fiir die Vernetzung des Rohres wird eine O-grid Anordnung verwen-
det, wie in den Guidelines fiir numerische Stromungsberechnung vorgeschlagen. Das Messgerit wird bei
sehr kleinen Hartmann-Zahlen betrieben, damit die Stromung nicht vom Magnetfeld beeinflusst wird. Die
Eindringtiefe des magnetischen Feldes nimmt mit steigender Erregefrequenz ab. Fiir hohe Frequenzen im
Bereich f > 1kHz muss sichergestellt werden, dass innerhalb der geringen Eindringtiefe noch ausreichend
viele Volumen-Zellen vorhanden sind, um den Gradienten des magnetischen Vektorpotentials geniigend ge-
nau aufzulosen. Eine ausreichende ortliche Auflosung des gesamten Messgerites fithrt auf ein Netz mit
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Abbildung 8.2: Konstruktionszeichung des Durchflussmessgerites in Rohrbauform aus [Stieglitz, 2004]. Die Simula-
tion bildet das Gebiet zwischen xg;, und x4,s ab. Die Mitte der beiden Sendespulen befinden sich bei
xs1 und xg>, die der Messspule bei xy.
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8.3 Durchfiihrung der Simulationen

etwa 3.9 Mio Volumenellen. Fiir die zeitliche Auflosung werden 100 Zeitschritte pro Schwingungsperiode
bendtigt. Damit die zeitharmonische Schwingung als eingeschwungen betrachtet werden kann, miissen au-
Berdem mindestens 15 Perioden simuliert werden. Erst dann ist eine Auswertung sinnvoll. Der Code 16st
die partiellen Differentialgleichungen fiir das magnetische Vektorpotential A und das skalare elektrische
Potential ¢. AuBlerdem wird mit dem, in dieser Arbeit entwickelten PHISO-Algorithmus das Vektorpoten-
tial in jedem Zeitschritt so bestimmt, dass die Coulomb-Eichung sichergestellt ist. Fiir alle Felder miissen
an den Rindern des Rechengebiets geeignete Randbedingungen gesetzt werden. Ein Uberblick iiber den
Definitionsbereich der verschiedenen Felder und iiber die jeweiligen Randbedingungen ist in Abbildung
[8.3|dargestellt. Das ferromagnetischen Abschirmblech mit hoher magnetischer Permeabilitit s > po wird
nicht direkt simuliert. Stattdessen wird es durch eine geeignete Randbedingung modelliert. Das Magnetfeld
soll dabei senkrecht in das Abschirmblech eintreten, sich in dem diinnen Blech gebiindelt axial ausbreiten
und dann wieder senkrecht aus dem Blech austreten. Fiir p4 > Uy geniigt es, an der Grenzfldche zwischen
Umgebungsluft und Abschirmblech fiir das magnetische Vektorpotential die Bedingung

JA
— =0 8.5
o (8.5)
zu setzen. In geniigend groBer Entfernung der Spulen verschwinden elektromagnetische Stérungen. Das
magnetische Vektorpotential A wird am Ein- und Auslass in groB3er Entfernung der Spulen definiert zu

A(xgin) = A(xaus) = 0. (8.6)

Damit konnen keine Magnetfeldlinien axial in das Problem ein- und austreten. Sie verlaufen parallel zu
diesen beiden Rindern. Fiir das skalare elektrische Potential ¢ wird am Ein- und Auslass ein fester Wert
gesetzt,

O (xEin) = O (xaus) =0 (8.7)

8.3 Durchfuhrung der Simulationen

In allen Simulationen wird das Geschwindigkeitsprofil im Rohr vorgegeben und die Auswirkung unter-
schiedlicher Geschwindigkeiten auf das Messsignal untersucht. Diese Annahme ist gerechtfertigt, da fiir
die untersuchten Magnetfelder, die elektromagnetischen Lorentzkrifte gegeniiber den Trégheitskriften ver-
nachlissigbar klein sind. Zur Bestitigung dieser Annahme wird die maximale Lorentzkraft F7 4, im Fluid
berechnet und mit der Triagheitskraft pUg /(2L) verglichen. Der daraus resultierende Interaktionsparameter

<1 (8.8)

ist vernachléssigbar klein. Im Experiment sind die Erregerspulen aus 250 Wicklungen isoliertem Kupfer-
draht hergestellt. Die Spulen werden von einem zeitperiodischen Strom mit der Amplitude /y durchflossen.
Im numerischen Modell werden die Wicklungen durch ein Kontinuum mit rechteckigem Querschnitt ersetzt.
Uber diesen Querschnitt wird eine konstante Ersatz-Stromdichte der Amplitude j in Umfangsrichtung vor-
gegeben. Diese Stromdichte wird aus dem Spulenstrom Iy, der Anzahl an Wicklung n = 250, dem inneren
und duBleren Radius R; und R, und der Spulenbreite & berechnet zu,

1
o= o (8.9)

R.—R)h"
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8 Numerische Simulation eines Durchflussmessgerites mit induktivem Signalabgriff

OA
on =0

Abbildung 8.3: Randbedingungen der Felder A und ¢ des Durchflussmessgerits.
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8.3 Durchfiihrung der Simulationen

Symbol | Grofie Wert

P Dichte 10462.42kg /m*
v kinematische Viskosit:it 2.275-10""m? /s
c elektrische Leitfihigkeit Fluid | 8.771-10°A/Vm
Oy elektrische Leitfihigkeit Wand | 1.2-10°A/Vm

Tabelle 8.1: Materialeigenschaften in Fluid und Wand von Blei-Wissmut und Edelstahl bei 200°C aus [Stieglitz, 2004].

Feld | Ortliche-Diskretisierung | Interpolation | Zeitliche- Diskretisierung | Solver | Preconditioner
A gauss (finite Volumen) linear backward CG Cholesky
) gauss (finite Volumen) linear - CG Cholesky
Ocorr | gauss (finite Volumen) linear - BiCG | Cholesky

Tabelle 8.2: Numerische Einstellungen fiir die Diskretisierung mit dem Finite Volumen Verfahren in OpenFOAM, die
Interpolation und den Gleichungslosungsalgorithmus.

In die Gleichung fiir das magnetische Vektorpotential in den beiden Erregerspulen wird ein zeitharmonischer
Quellterm der Form
Jsre = £Jjo cos(2mft) - ey (8.10)

vorgegeben. Das positive Vorzeichen gilt fiir die Erregerspule S; und das negative Vorzeichen fiir die
Erregerspule S,. In den Experimenten von [Stieglitz. 2004] wird als Fluid eine Blei-Wissmut Legierung
bei verschiedenen Temperaturen verwendet. In den Simulationen beschrinken wir uns auf die Temperatur
T =200°C. Die Fluideigenschaften sind in Tabelle[8.1| zusammengefasst.

Alle Gleichungen werden mit dem entwickelten Finite-Volumen-Verfahren im Ort diskretisiert. Dabei wer-
den lineare Interpolationen fiir die Berechnung der Werte auf den Zellflichen verwendet. Fiir die zeitliche
Diskretisierung wird das in OpenFOAM implementierte Backward Verfahren verwendet, das zweiter Ord-
nung genau ist und in Kapitel |4] beschrieben ist. In Tabelle sind in einer Ubersicht die Einstellungen
aufgelistet, die in OpenFOAM verwendet werden, um die Gleichungen zu diskretisieren und die daraus
resultierenden Gleichungssysteme zu 16sen. Durch den vorgegebenen zeitharmonischen Erregerstrom j,,,.
werden magnetische Wechselfelder induziert, die sich in der Umgebung, in der Wand und im Fluid ausbrei-
ten. In den Simulationen zu Kapitel [7 wurde festgestellt, dass ein harmonisch erregtes elektromagnetisches
Problem etwa 10 Perioden benétigt, um in einen eingeschwungenen Zustand zu gelangen. Da in der Arbeit
nicht der Anfahrvorgang des Messgerites simuliert werden soll, sondern der eingeschwungene Betriebszu-
stand, werden mindestens 15 Perioden simuliert, bevor eine Auswertung vorgenommen wird.
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8 Numerische Simulation eines Durchflussmessgerites mit induktivem Signalabgriff

8.4 Simulationsdatenerfassung und Auswertung

Die eigentliche Messgrofie in den Experimenten ist die Spannungsamplitude an den Enden der Messspule.
Diese Potentialdifferenz A¢ kann direkt aus der zeitlichen Anderung des magnetischen Vektorpotentials
innerhalb der Messspule berechnet werden. Als Grundlage fiir diese Berechnung dient das Ohmsche Gesetz

in der Messspule
dA
j = -Vo——"1]=0. 8.11
J 0( ¢ dt) (8.11)

Die Spule ist im Experiment an ein hochohmiges Voltmeter angeschlossen und somit stromlos (j = 0). Glei-
chung (8.T1) kann nach dem Potentialgradienten aufgelost und iiber die Drahtlinge S der Spule integriert
werden

A :/V¢-e¢ds. (8.12)
S

Die Potentialdifferenz eines Spulenumlaufs der Lénge 27r ergibt sich zu

2nr 2mr

/V¢-e¢ds:—/aa?-e¢ds. (8.13)
0

0

Gemittelt iber den gesamten Querschnitt F' der Messspule und summiert iiber alle n = 900 Windungen
ergibt sich

2nr
1 JA 1 [0A
A = —n— - F=-n—[—- : 14
() nFF/O/ ET eydsd nFV/é?t eydV (8.14)

Mit Gleichung ist es moglich, die Potentialdifferenz auf ein Volumenintegral der zeitlichen Anderung
von A in der Messspule zuriickzufiihren. Wihrend der Simulation wird diese Potentialdifferenz A¢ iiber der
Zeit aufgezeichnet. Nach erfolgreicher Simulation wird aus diesem Signal der RMS-Wert berechnet und der
Phasenwinkel zwischen dem Messsignal und dem Erregerstrom bestimmt.

Fiir die detaillierte Auswertung der dreidimensionalen elektromagnetischen Felder, werden drei Auswertel-
inien in der Geometrie definiert, die in Abbildung|8.4]dargestellt sind. Die Auswertelinie xg; liegt in axialer
Richtung in der Mitte der linken Erregerspule und erstreckt sich vom Rohrmittelpunkt radial nach auflen. Die
Auswertelinie x)s liegt in axialer Richtung in der Mitte der Messspule und erstreckt sich ebenfalls entlang r.
Die Auswertelinie xg; liegt in axialer Richtung in der Mitte der rechten Erregerspule. Fiir zweidimensionale
Konturdarstellungen wird eine Schnittebene zwischen der x-Achse und einem Radius r aufgespannt, die
ebenfalls in Abbildung[8.4] visualisiert ist. Die Auswertelinien liegen in dieser Schnittebene.
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8.5 Simulationsergebnisse bei ruhendem Fluid

Messspule M
Spule S1 Spule S2

Xein

Abbildung 8.4: Auswertepositionen fiir die Simulationsergebnisse im Messgeriit.

8.5 Simulationsergebnisse bei ruhendem Fluid

Zunichst wird das Durchflussmessgerit ohne Stromung untersucht (v, = 0) Der elektrische Strom in den
Erregerspulen ist zeitharmonisch. Ist der Strom maximal, ist auch das Magnetfeld in der Nihe der Erreger-
spulen betragsmifig im Maximum. Alle Ergebnisse, die im Folgenden gezeigt werden, beziehen sich auf
den Zeitpunkt, an dem der Strom in der Erregerspule S1 sein Maximum hat.

In Abbildung [8:3]ist der Betrag des magnetischen Vektorpotentials in der x-r-Schnittebene fiir eine Erre-
gerfrequenz von f = 100Hz dargestellt. Die Isolinien A = const sind gleichzeitig Magnetfeldlinien. Wie
zu erwarten, ist das magnetische Vektorpotential maximal in den Erregerspulen und fillt von dort sowohl
in r-Richtung als auch in x- Richtung ab. Am unteren und oberen Rand bei r = +0.09 m treten die Ma-
gnetfeldlinien senkrecht in das Abschirmblech ein. Diese Bedingung wird durch das ferromagnetische
Abschirmblech gefordert und ist erfiillt. Zwischen den Spulen beeinflussen sich die Felder der Spulen
gegenseitig, was in radialer- und axialer-Richtung zu einer hoheren Dichte an magnetischen Feldlinien
fiihrt. Wenn das Messgerit ohne Stromung betrieben wird ist das magnetische Vektorpotential symmetrisch
zur Mittelebene in der Messspule. Da in der Abbildung [8.5] allerdings der Betrag des Vektorpotentials
dargestellt ist die Abbildung symmetrisch zur Linie x = xj;. Die Abbildung [8.6] zeigt Konturen des Ma-
gnetfeldes |B| in der x-r-Schnittebene. Auch hier ist deutlich eine Symmetrie zur Ebene x = x)s zu erkennen.

In Abbildung 8.9 sind die drei Komponenten des Magnetfeldes an den Positionen xgs; und xg, iiber dem
Radius r/R dargestellt. Sofort fillt die Komponente B, ins Auge, die in beiden Abbildungen genau ent-
gegengesetzt verlduft. Wiirde die Anordnung nur aus einer einzelnen Spule bestehen, wiirde sich direkt
unterhalb der Spule ein rein axiales Feld B, einstellen. Die zweite Erregerspule allerdings streut eine kleine
radiale Magnetfeldkomponente ein, sodass B, bei xs; und xg» nicht exakt null ist. Die Komponente B, ist
exakt null. In den beiden Erregerspulen ist By linear iiber den Radius der Spule. Nach innen in Richtung
Wand und Fluid (/R < 1.1) klingt B, ab, wie es in Kapitel [7| ausfiihrlich diskutiert wurde. Nach aufen
in die elektrisch nicht-leitende Umgebung (r/R > 1.27) klingt B, ab und erreicht am Abschirmblech bei
r/R =3 den Wert null.
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8 Numerische Simulation eines Durchflussmessgerites mit induktivem Signalabgriff

In Abbildung[8.10]sind die drei Komponenten der elektrischen Stromdichte j an den axialen Positionen xg;
und xg dargestellt. Die Komponenten jy und j, sind null. Der Strom hat nur Anteile j, in Umfangsrichtung
die punktsymmetrisch zur Rohrachse sind. An der Rohrachse selbst ist j,(r = 0) = 0, von dort aus steigt
der Strom betragsmiBig an und erreicht sein Maximum auf der Innenseite der Rohrwand bei r/R = 1 Dieses
Profil iiber dem Radius entspricht einem Stromwirbel, der unterhalb der Erregerspule in entgegengesetzte
Richtung dreht, wie der Spulenstrom selbst. Bei /R = 1 hat der Strom einen Sprung aufgrund der unter-
schiedlichen elektrischen Leitfahigkeiten in der Wand und im Fluid. In der zweiten Erregerspule bei xg»
dreht der Stromwirbel in entgegengesetzte Richtung.

In Abbildung @ ist eine Konturdarstellung von j, im Fluidbereich in der x-r-Ebene visualisiert. Es sind
sehr deutlich die beiden entgegengesetzt drehenden Stromwirbel unter den Erregerspulen zu erkennen. Die
Wirbelstrukturen sind symmetrisch zur Messspule bei x;;.

In Abbildung [8.1T|und [8.12]sind alle Komponenten von B und j an der Position xj, in der Mitte der Mess-
spule aufgetragen. Im aktuellen Betriebspunkt mit v, = O des Messgerites heben sich die Einfliisse der
beiden Erregerspulen auf B, auf und B.(x)/) verschwindet. Auch die beiden gegenldufigen Stromwirbel
verschwinden an der Position xj;. In einem radialen Schnitt an der axialen Position xj; bleibt nur die ra-
diale Komponente B, iibrig. Sie steigt iiber den Radius im Fluid fast linear an und hat ihr Maximum na-
he der Messspule. Eine Konturdarstellung von B, in der x-r-Schnittebene ist in Abbildung dargestellt.
Zur besseren Anschauung sind die Spulenpositionen skizziert. Direkt unter den Erregerspulen ist B, ~ 0.
BetragsmiBig maximal wird B, rechts und links der Erregerspulen, weil dort alle Magnetfeldlinien radial
verlaufen. Durch die entgegengesetzte Polung jedoch addieren sich die B, beider Erregerspulen im Bereich
der Messspule. Wenn das Messgerit durchstromt wird, wird das Produkt aus ov, x B, einen elektrischen
Strom mit der Umfangskomponente j, im Fluid erzeugen. Da B, seinen maximalen Betrag im Bereich der
Messspule hat, wird dort der grofite Strom induziert werden. Dieser Strom koppelt induktiv in die sensitive
Messspule ein und fiihrt dort zu einer messbaren Potentialdifferenz. Der lineare Anstieg von B, iiber dem
Rohrradius ldsst bereits vermuten, dass der wandnahe Bereich der Stromung wohl einen groferen Einfluss
auf das Signal in der Messspule haben wird, als der Kern der Stromung. Natiirlich werden auch die lokalen
Maxima von B, links von der Spule xg; und recht von der Spule x5, in Kombination mit der Strémungs-
geschwindigkeit einen Strom induzieren. Allerdings sind die beiden lokalen Maxima betragsméBig kleiner
und auBerdem ist dieser induzierte Strom weit von der Messspule entfernt sodass er dieser sich nur sehr
gering auf die Messung auswirken wird.
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0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

Abbildung 8.5: Konturdarstellung von |A|/(joiR?) in der r — x-Schnittebene bei ruhendem Fluid. Die Erregerfrequenz
betriagt f =200Hz.

Abbildung 8.6: Konturdarstellung von |B|/(joitR) in der r — x-Schnittebene bei ruhendem Fluid. Die Erregerfrequenz
betrigt f =200Hz.
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Abbildung 8.7: Konturdarstellung von B,/(joiR) in der r — x-Schnittebene bei ruhendem Fluid. Erregerspulen und
Messspule sind angedeutet. Die Erregerfrequenz betréigt f = 200 Hz.

Abbildung 8.8: Konturdarstellung von j,/ join der r — x-Schnittebene bei ruhendem Fluid. Erregerspulen und Mess-
spule sind angedeutet. Die Erregerfrequenz betrigt f = 200Hz.
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Abbildung 8.9: Komponenten von B/(jouL) iiber dem Radius »/R im Bereich der Erregerspulen an den axialen Posi-
tionen xg; und xs» fiir ein ruhendes Fluid. Fluidbereich: r/R < 1, Wand: 1 < r/R < 1.067, Erregerspule:
1.067 < r/R < 1.27, Umgebung: 1.27 < r/R < 3. Die Erregerfrequenz ist f = 200Hz.
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Abbildung 8.10: Komponenten von j/ jo iiber dem Radius /R im Bereich der Erregerspulen an den axialen Positionen
xs1 und xgp fiir ein ruhendes Fluid. Fluidbereich: r/R < 1, Wand: 1 < r/R < 1.067, Erregerspule:
1.067 < r/R < 1.27, Umgebung: 1.27 < r/R < 3. Die Erregerfrequenz ist f = 200Hz.
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Abbildung 8.12: Komponenten von j/(jo) iiber dem Radius /R im Bereich der Messspule an der axialen Position xps
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8 Numerische Simulation eines Durchflussmessgerites mit induktivem Signalabgriff

8.6 Einfluss der Stromungsgeschwindigkeit

In diesem Abschnitt wird das Durchflussmessgerit bei vorhandener Stromung Uy > 0 untersucht. Im Rohr
wird zunidchst ein laminares parabolisches Geschwindigkeitsprofil mit der mittleren Geschwindigkeit Uy
vorgegeben Die Erregerstrom-Frequenz bleibt konstant bei f = 200Hz. In den Bereichen um die Erreger-
spulen bei xg; und xs sind sehr geringe Anderungen von A, B und j durch die Fluidbewegung zu erwarten,
denn dort ist B, sehr klein und es werden keine elektrischen Felder aufgrund der Wechselwirkung mit der
Geschwindigkeit induziert. Viel Interessanter sind die Verldufe der elektromagnetischen Felder im Bereich
der Messspule an der axialen Position xy;.

In Abbildung a ist der Betrag des magnetischen Vektorpotentials |A|/(jouR?) fiir zwei unterschiedli-
che Geschwindigkeiten in der x-r-Schnittebene dargestellt. Fiir die Geschwindigkeit Uy = 1m/s erscheint
das Feld des magnetischen Vektorpotentials noch symmetrisch zur Messspule. Die Feldverschleppung
aufgrund der Stromungsgeschwindigkeit ist zu klein, um sie in der Abbildung erkennen zu kénnen. Um
die Feldverschleppung graphisch visualisieren zu konnen, wurde in einer zweiten Simulation, eine extrem
hohe Geschwindigkeit von Uy = 30m/s vorgegeben und das Ergebniss fiir |A|/(jouR?) in Abbildung
b dargestellt. Die Konturen fiir das Magnetfeld |B|/(joiR) fiir die verschiedenen Geschwindigkeiten sind
in Abbildung visualisiert. Fiir die moderate Stromungsgeschwindigkeit Uy = 1m/s erscheinen die
Konturen von |A|/(jouR?) und |B|/(jopR) nahezu symmetrisch zur Messspule bei xy. Fiir Uy = 30m/s
werden die Magnetfeldlinien deutlich in Strémungsrichtung iiber die Symmetrieebene der Messspule bei
xy verzerrt. Diese Verformung der Feldlinien ist ein Hinweis auf eine vorhandene Feldverschleppung und
ein Indiz fiir ein geschwindigkeitsinduziertes magnetisches Feld b(r)

In der Abbildung @] sind Ay, B, und j, entlang des Radius bei x); an der Messspule aufgetragen. An
den Erregerspulen bei xg; sind Ay und B, vollstindig fremderregt. Im Bereich der Messspule heben sie sich
fiir den Fall ohne Strémung genau auf. Bei vorhandener Stromung werden Ay, By j, durch Konvektion
(Feldverschleppung) von den Erregerspulen hin zur Messspule transportiert. Im Bereich der Messspule sind
diese drei GroBen nun Indikatoren fiir eine Feldverschleppung und somit fiir die Intensitit der Stromung.
Das magnetische Vektorpotential verschwindet auf der Rohrachse A, (r = 0) = 0. Bei r ~ 0.6R hat A, sei-
nen Maximalwert erreicht und fillt dann {iber die Wand, Messspule und die Umgebung wieder ab. Analog
verhilt sich der Strom j, iiber dem Radius. Auch er wird bei etwa 0.6R maximal und ist auf der Rohrachse
null. Das Magnetfeld B, ist auf der Rohrachse maximal und fillt iiber Fluid, Wand und Messspule auf
B, = 0 am Abschirmblech ab.

Wihrend in den Konturdarstellungen von |A| und |B| nur fiir hohe Stromungsgeschwindigkeiten eine
Feldverschleppung erkennbar war, wird in Abbildung [8.15]deutlich, dass es auch fiir geringe Strémungsge-
schwindigkeiten bereits deutliche Unterschiede in den Verteilungen der elektrodynamischen Felder gibt, die
von der Stromungsgeschwindigkeit abhidngen. Eine Erhohung der Geschwindigkeit fiihrt zu groBeren Ay,
By und j, in der Schnittebene xj;. Die Magnetfeldkomponente B, induziert schlieBlich in der stromlosen
Messspule ein elektrisches Feld, das im Gleichgewicht steht mit der messbaren Potentialdifferenz A¢. Die
Potentialdifferenz an den Enden der Messspule wird in der Simulation protokolliert und iiber eine ganz-
zahlige Periodenzahl ein quadratischer Mittelwert A@gyss berechnet. Die ersten 15 Perioden werden dabei
nicht betrachtet, weil sich in dieser Zeit das Problem noch einschwingt. In Abbildung [8.16]ist der Adrys
Wert der Messspannung in der stromlosen Messspule fiir verschiedene Geschwindigkeiten dargestellt. Fiir
die untersuchten Erregerfrequenzen ergibt sich ein linearer Zusammenhang zwischen der Stromungsge-
schwindigkeit und der Potentialdifferenz an der Messspule. In Abbildung ist die Phasenverschiebung
des Messsignals zum Erregerstrom in S fiir verschiedene Frequenzen dargestellt. Nach diesem Diagramm
sind fiir die untersuchten Betriebspunkte, ausschlielich Phasenverschiebungen aufgrund unterschiedlicher
Erregerfrequenzen zu beobachten. Eine Anderung der Stromungsgeschwindigkeit hat demnach keinen Ein-
fluss auf die Phasenverschiebung des Messsignals gegeniiber dem Erregerstrom.
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Abbildung 8.13: Betrag des magnetischen Vektorpotentials |A|/(jouR?) im Messgerit fiir a) Uy = 1m/s und fiir b)
Up = 30m/s. Die Erregerfrequenz ist f = 200Hz.

Von allen Autoren, die das induktive Frequenzdurchflussmessgerit untersucht haben, wird einstimmig ein
linearer Zusammenhang zwischen der Stromungsgeschwindigkeit und der gemessenen Potentialdifferenz an
der Messspule bestitigt. Dieser lineare Zusammenhang legt es nahe, auch die elektromagnetischen Felder
linear mit der Geschwindigkeit skalieren. Aus diesem Grund werden die Groen aus Abbildung mit
der geschwindigkeitsproportionalen magnetischen Reynolds-Zahl Rm skaliert und in Abbildung [8.18|darge-
stellt. Bedingt durch die Linearitit zur Stromungsgeschwindigkeit liegen alle Losungen nach der Skalierung
aufeinander. Auch die Losung fiir die sehr hohe Stromungsgeschwindigkeit von Uy = 30m/s kann entspre-
chend skaliert und mit aufgenommen werden. Allerdings weicht diese Losung minimal von den Losungen
mit kleiner Geschwindigkeit ab. Diese Beobachtung stimmt aber mit tiberein, der nur fiir
kleine Geschwindigkeiten einen linearen Zusammenhang vorhersagt.
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a)Up=1m/s

0

b) Uy =30m/s

Abbildung 8.14: Betrag des Magnetfeldes |B|/(joiR) im Messgeriit fiir a) Uy = 1m/s und fiir b) Uy = 30m/s. Die
Erregerfrequenz ist f = 200Hz.
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8.7 Einfluss verschiedener Geschwindigkeitsprofile

Je nach Reynolds-Zahl sind unterschiedliche Geschwindigkeitsprofile im Kreisrohr denkbar, die einen Ein-
fluss auf das Messsignal im Durchflussmessgerit haben konnen. In der Verteilung des Magnetfeldes in
Abbildung [8.14]ist ein starker Abfall des Magnetfeldes iiber dem Rohrradius erkennbar. Zudem nimmt die
Eindrigtiefe des Magnetfeldes und die elektrische Stromdichte mit zunehmender Frequenz ab, sodass das
Fluid in wandnahen Bereichen stirker vom Magnetfeld beeinflusst wird als das im Zentrum des Rohres der
Fall ist. Auf der anderen Seite hat ein wandnahes induziertes magnetisches Feld einen stirkeren Einfluss auf
die Messspule als ein induziertes Feld weit entfernt von dieser Messspule. Deshalb liegt es nahe, dass die
Form des Geschwindigkeitsprofils v,(r) bei gleicher mittlerer Stromungsgeschwindigkeit Uy einen mess-
baren Einfluss auf das Signal in der Messspule hat. In allen bisherigen Simulationen wurde im Rohr ein
laminares Geschwindigkeitsprofil der Form

I‘2
ve(r) = 2Up (1 - R2> (8.15)

vorgegeben. In diesem Abschnitt soll jetzt untersucht werden, in wieweit sich das Messsignal und die Ver-
teilung des induzierten Magnetfeldes und der elektrischen Stromdichte im Messgerit veridndert, wenn sich
bei gleicher mittlerer Geschwindigkeit unterschiedliche Geschwindigkeitsprofile einstellen.

Im Experiment von [Stieglitz, 2004] wurden keine Geschwindigkeitsprofile vermessen, jedoch liegt die
Reynolds-Zahl bei Uy = 1m/s bei Re = 263736. Das ist deutlich iiber der kritischen Reynolds-Zahl einer
Rohrstromung von Rey,;; = 2300 und weist auf eine turbulente Stromung hin. Nach [Oertel, 2005a]] kann fiir
eine turbulente Rohrstromung mit Hilfe des 1/7 Potenz-Gesetzes ein Geschwindigkeitsprofil approximiert
werden als,

ve(r) = 1.225U; (1 - %)7 . (8.16)

Dieses turbulente Geschwindigkeitsprofil hat bei gleicher mittlerer Stromungsgeschwindigkeit Uy eine klei-
nere Kerngeschwindigkeit und deutlich diinnere Grenzschichten an den Rohrwénden. Wenn die Stromungs-
geschwindigkeit im Durchflussmessgerit in den wandnahen Schichten stirker in die Messung eingeht, sollte
das turbulente Profil mit den diinnen Grenzschichten zu einem hoheren Messsignal A@gys fithren. Weiterhin
wird der theoretische Grenzfall der reibungsfreien Stromung mit einem Kolbenprofil untersucht. In diesem
Fall ist die Geschwindigkeit iiber den Radius konstant definiert zu

ve(r) =Up . (8.17)

Das Kolbenprofil besitzt keine Grenzschicht und hat am Rand die Geschwindigkeit Uy. Experimentell
entspricht dieses Geschwindigkeitsprofil einem Kolben der sich mit der Geschwindigkeit Uy entlang des
Rohres bewegt. Theoretisch wird beim Kolbenprofil das groitmdglichste Messsignal A@gyss bei gegebener
mittlerer Geschwindigkeit erwartet. Eine grafische Ubersicht der drei Geschwindigkeitsprofile ist in Abbil-
dung [8.19]dargestellt. In allen drei Profilen betrigt die mittlere Geschwindigkeit Uy.
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Abbildung 8.19: Verschiedene Geschwindigkeitsprofile fiir Uy = 1m/s.

In Abbildung ist an der Position xj; das geschwindigkeitsinduzierte Magnetfeld B, iiber dem Radius
aufgetragen. Die Verteilungen des Magnetfeldes im Falle der Stromung mit Kolbenprofil und turbulentem
Profil unterschieden sich nur sehr wenig. Allerdings ist das Magnetfeld bei laminarem Geschwindigkeits-
profil gerade im wandnahen Bereich, der besonders in die Messung eingeht, deutlich kleiner, da dort nur
relativ kleine axiale Geschwindigkeiten auftreten. Deutlicher ist der Einfluss in Abbildung Zu er-
kennen. Hier ist die Verteilung der elektrischen Stromdichte j, im Fluid und der Wand dargestellt. In der
Losung fiir ein turbulentes Geschwindigkeitsprofil und fiir ein Kolbenprofil entstehen deutlich hohere elek-
trische Stromdichten j, in Wandnihe als in der Losung fiir das laminare Geschwindigkeitsprofil. Das ist
ein Resultat der hoheren Stromungsgeschwindigkeiten im wandnahen Bereich, die zu hoheren induzierten
Stromdichten aus dem Produkt B, - v,(r) fithren. Das Maximum der elektrischen Stromdichte j, liegt fiir das
laminare Geschwindigkeitsprofil etwa bei r/R = 0.6. Es wandert aber mit Abnahme der hydrodynamischen
Grenzschichtdicke in Richtung Wand. Fiir das Kolbenprofil steigt die elektrische Stromdichte fast iiber den
gesamten Rohrradius linear an und hat ihr Maximum bei etwa r/R = 0.95. Im néchsten Abschnitt dieser
Arbeit werden ausfiihrlich Losungen mit unterschiedlichen Erregerfrequenzen vorgestellt. Auf ein Ergebnis
dieser Untersuchungen sei aber an dieser Stelle bereits hingewiesen. In Abbildung ist das Messsignal
Ad@grys als Funktion der Frequenz dargestellt. Alle Simulationen in dem Diagramm sind bei Uy = 1m/s aber
fiir unterschiedliche Geschwindigkeitsprofile durchgefiihrt. Bei gleicher mittleren Geschwindigkeit weist
ein laminares Profil kleinere A@gys-Werte auf als das turbulente Profil. Das Kolbenprofil zeigt die hochsten
A@Qrys-Werte.
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8.8 Vergleich verschiedener Erregerfrequenzen

Die Frequenz des elektrischen Stromes in den beiden Erregerspulen beeinflusst die Eindringtiefe des Mag-
netfeldes in die Wand und in das Fluid. Fiir Frequenzen f < 330 Hz ist die theoretische Eindringtiefe grofer
als der Radius des Rohres und das Magnetfeld dringt iiber den kompletten Querschnitt des Rohres ein.
Bei steigender Frequenz, nimmt die Eindringtiefe ab, weshalb dann eine Geschwindigkeitsmessung nur
im Randbereich der Rohrstromung stattfindet. In diesem Abschnitt werden die elektromagnetischen Felder
fir A, B und j fiir Simulationen mit unterschiedlichen Erregerfrequenzen miteinander verglichen. Dabei
werden sowohl Simulationen fiir f < 330 Hz als auch fiir f > 330 Hz durchgefiihrt.

In Abbildung ist das magnetische Vektorpotential |A|/(joiR?) in der x — r Schnittebene fiir zwei ver-
schiedene Frequenzen dargestellt. Linien mit konstantem Vektorpotential stellen Magnetfeldlinien dar. Das
Maximum von A liegt in den Erregerspulen. Auf der Rohrachse ist |A| = 0. Der Betrag des Vektorpotentials
im Bereich der Erregerspulen sinkt mit steigender Erregerfrequenz. Auferdem nimmt die Eindringtiefe mit
steigender Frequenz ab, was durch den breiter ausgedehnten Bereich mit niedrigem Vektorpotential um die
Rohrachse zu erkennen ist.

In Abbildung ist zusiitzlich der Verlauf von Ay /(jouR?) entlang /R an der Position xg; fiir verschiede-
ne Frequenzen aufgetragen. Die Auswertung wurde nach 16 Perioden durchgefiihrt, wenn der Erregerstrom
genau sein Maximum erreicht hat und das Problem zeitlich eingeschwungen ist. Auch das magnetische
Vektorpotential hat somit sein Maximum im Bereich der Erregerspulen. Da die Materialien in Wand, Fluid
und Umgebung allerdings unterschiedliche elektrische Leitfihigkeiten besitzen, ist der Gradient des Vektor-
potential in Richtung Wand und Fluid steiler als in Richtung Umgebung. Bei Frequenzen f < 330Hz fillt
das Vektorpotential in Richtung Wand und Fluid etwa linear auf A = 0 auf der Symmetrie-Achse ab. Mit
steigender Frequenz nimmt die maximale Amplitude des Vektorpotentials in der Erregerspule ab. AuBBerdem
fallt das Vektorpotential mit einem zunehmend steileren Gradienten in Richtung Wand und Fluid ab und
dringt nicht mehr so weit in das Rohr ein. Die elektrische Leitfahigkeit im Edelstahl der Wand ist hoher, als
die des Blei-Wismut. Dies fiihrt zu einer Anderung des Gradienten im diinnen Wandbereich, so wie das in
Kapitel [7] gezeigt wurde.

In Abbildung ist eine Konturdarstellung des Magnetfeldes |B|/(joiR) in der x-r-Schnittebene darge-
stellt. Wihrend bei f = 200 Hz das magnetische Feld den gesamten Kanal durchdringt, ist es aufgrund des
Skineffektes bei f = 10kHz nur im Wandbereich erkennbar und im Fluid sehr schwach. In Abbildung|[8.24]b
sind Ergebnisse fiir B/ (joitR) bei verschiedenen Erregerfrequenzen an der axialen Position xg; entlang des
Radius dargestellt. In der Erregerspule ergibt sich fiir alle Frequenzen ein linearer Abfall. In Richtung Wand
und Fluid, fillt das Magnetfeld bei niedrigen Frequenzen mit einem recht flachen Gradienten ab und durch-
dringt das gesamte Rohr. Fiir steigende Frequenzen sinkt die Eindringtiefe und der Abfall des Magnetfeldes
erfolgt mit einem zunehmend steileren Gradienten. Fiir die Frequenz von f = 10kHz ist die Eindringtiefe so
klein, dass die Welle des Magnetfeldes einen Uberschwinger aufweist und nur noch den Randbereich erfasst.

In Abbildung sind die Konturen der elektrischen Stromdichte j, / jo in Umfangsrichtung fiir verschiede-
ne Frequenzen im Fluid dargestellt. Es sind die beiden gegenldufigen Stromwirbel unter den Erregerspulen
sichtbar. Wihrend die Stromdichte in Umfangsrichtung bei niedrigen Frequenzen im Fluid ndherungsweise
linear bist zur Rohrachse abfillt, dringt auch der elektrische Strom aufgrund des Skin-Effektes bei steigen-
der Frequenz immer weniger tief ein und zeigt einen Uberschwinger.

Deutlicher wird das in Abbildung ¢, in der der Verlauf von j,/ jo entlang des Radius an der Position xg;

aufgetragen ist. Die elektrische Stromdichte ist punktsymmetrisch zur Rohrachse, wo j, = 0 ist. Ihr Betrag
steigt im Fluid mit dem Radius an und springt in der Wand auf seinen Maximalwert. Mit zunehmender
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Erregerfrequenz nimmt der Betrag der elektrischen Stromdichte zu. Der Sprung von j, zwischen Fluid und
Wand erklirt sich durch die verschiedenen elektrischen Leitfahigkeiten der beiden Materialien. Der Verlauf
der Stromdichte bei f = 10kHz fiihrt auf Werte von etwa j,/ jo = 1 in der Wand und wird aus Griinden der
Ubersichtlichkeit nicht komplett dargestellt. Fiir diese hohe Frequenz dringt der elektrische Strom nur noch
etwa 1/3 in das Rohr ein und fliet im Bereich r/R ~< 0.6 sogar entgegengesetzt.

Nachdem nun alle Felder im Bereich der Erregerspulen erldutert wurden, werden jetzt die elektrodynami-
schen Felder im Bereich der Messspule untersucht. Dort werden sich die Erregerfelder teilweise autheben,
weshalb deutlich kleinere stromungsinduzierte Felder erwartet werden, deren Frequenzabhidngigkeit im
Folgenden untersucht wird. In der Abbildung [8.25a ist das magnetische Vektorpotential iiber dem Radius
r/R an der Position x; dargestellt. Das Vektorpotential hat fiir niedrige Frequenzen (f < 1kHz) sein Ma-
ximum bei etwa r/R = 0.6. Auf der Rohrachse bei /R = 0 ist A, = 0. Mit steigender Frequenz nimmt die
Amplitude des Vektorpotentials ab.

In der Abbildung b ist die axiale Komponente des Magnetfeldes iiber dem Radius /R an der Position
xy dargestellt. Die GroBe B, ist auf der Rohrachse maximal und zeigt fiir niedrige Frequenzen einen etwa
parabolischen Verlauf iiber dem Rohrradius. Sowohl Ay /(joR?1t) als auch By (joRi) nehmen mit zuneh-
mender Frequenz ab und sind vom Betrag etwa drei Groenordnungen kleiner als die jeweiligen Felder im
Bereich der Erregerspulen xg;, xs2. Fiir f = 1000 Hz ist sowohl das magnetische Vektorpotential als auch
das Magnetfeld negativ. Das resultiert aus einem Phasenwinkel grofer 180 Grad (Abbildung [8.27).

In Abbildung ¢ ist jy/jo im Fluid und in der Wand an der Position xy dargestellt. Die induzierte
Stromdichte nimmt ebenfalls mit der Frequenz ab und hat fiir niedrige Frequenzen ihr Maximum etwa bei
r/R = 0.6. Fiir steigende Frequenzen dringt das Magnetfeld weniger Tief in den Kanal ein und der Punkt
an dem das Produkt v, - B, zu einem maximalen induzierten Strom fiihrt, wandert in Richtung Wand. Fiir
die Frequenz f = 1000 Hz wird die Stromdichte im Stromungskern teilweise negativ, was wiederum auf
den Phasenwinkel zuriickzufiihren ist. AuBerdem liegt bei f = 1000 Hz das Maximum der Stromdichte sehr
nahe an der Wand.

In Abbildung ist das Messsignal A¢gyss als Funktion der Frequenz aufgetragen. Alle Simulationen in
den Abbildungen sind bei Uy = 1m/s aber fiir teilweise unterschiedliche Geschwindigkeitsprofile im Rohr
durchgefiihrt. Wihrend bei niedrigen Frequenzen ein etwa linearer Anstieg von A¢gyss mit der Frequenz zu
beobachten ist, flacht der Verlauf mit zunehmender Frequenz ab. Erwartungsgemif ergeben Simulationen
mit fiilligeren Geschwindigkeitsprofilen, die eine hohere Geschwindigkeit in Wandnihe haben, einen ho-
heren Messwert A@rys als Simulationen mit dem laminaren Geschwindigkeitsprofil. Somit folgt aus den
Simulationen mit turbulentem Geschwindigkeitsprofil eine Kurve die oberhalb der Simulationsergebnisse
mit laminarem Profil liegt. Ergebnisse fiir ein Kolbenprofil im Rohr liegen nocheinmal etwas hoher als die
Werte bei turbulentem Geschwindigkeitsprofil.

In Abbildung ist der Phasenwinkel zwischen dem Erregerstrom und dem Messsignal dargestellt. Der
Phasenwinkel ist niherungsweise linear zur Frequenz, wie das auch von [Stieglitz, 2004|] gezeigt wurde.
Der Betriebspunkt fiir f = 1000H 7 zeigt einen Phasenwinkel, der groBer ist als 180 Grad. Deshalb wechselt
auch das magnetische Vektorpotential und das Magnetfeld in Abbildung [8.25] sein Vorzeichen. Weiterhin
wird fiir fast alle untersuchten Frequenzen ein etwas geringerer Phasenwinkel berechnet, wenn im Rohr ein
turbulentes Geschwindigkeitsprofil oder sogar ein Kolbenprofil angenommen wurden. Obwohl in Abbildung
[.17] gezeigt wurde, dass der Phasenwinkel nicht von der mittleren Geschwindigkeit abhingt, scheint hier
jedoch die Form des Geschwindigkeitsprofils einen gewissen Einfluss zu haben.
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Abbildung 8.21: Konturen des magnetischen Vektorpotentials |A|/(jouR?) fiir a) f = 200Hz und b) f = 1kHz. Linien
zeigen Magnetfeldlinien, die Geschwindigkeit ist Uy = 1m/s.
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Abbildung 8.22: Konturen des Magnetfeldes |B|/(jouR) fiir a) f = 200Hz, b) f = 1kHz und ¢) f = 10kHz. Die
mittlere Geschwindigkeit betrégt Uy = 1m/s.
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Abbildung 8.23: Konturen der elektrischen Stromdichte j,/ jo fiir a) f = 1kHz und b) f = 10kHz. Die mittlere Ge-
schwindigkeit betrigt ug = 1m/s.
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Abbildung 8.25: Verlauf von a) Ag/(joR?), b) By/(joMR) ¢) jo/jo an der Position xj entlang des Radius r/R fiir
verschiedenen Frequenzen und der Stromungsgeschwindigkeit Uy = 1m/s
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Abbildung 8.26: RMS-Wert der Potentialdifferenz A@ryss in der stromlosen Messspule als Funktion der Erregerfre-
quenz f bei Uy = 1m/s.
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Abbildung 8.27: Phasenwinkel zwischen dem Erregerstrom und dem Messsignal aufgetragen iiber der Frequenz f bei
Up=1m/s.
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8.9 Einfluss der Wandleitfahigkeit

Im Experiment ist die Wand aus Edelstahl mit einer elektrischen Leitfihigkeit 6,, = 1.2- 10§ /m, die hoher
ist als die des Fluids von ¢ = 8.77 - 10° S/m. Alle Simulationen, die im Rahmen dieser Arbeit bisher durch-
gefiihrt wurde, basieren auf diesen realen Stoffdaten. Die Verteilung des elektrischen Stromes zeigt deshalb
in all diesen Simulationen einen Sprung an der Grenzfliche zwischen Fluid und Wand. Eine Begriindung
dafiir kann aus dem ohmschen Gesetz abgeleitet werden. In Fluid und Wand gelten fiir die elektrischen
Strome,

i - o<_v¢_aa‘?+vx3>, (8.18)
o IA,,
Jw = Ow <_V¢w_at>- (8.19)

Aufgrund der Haftbedingung v = 0 an der Rohrwand, verschwindet in Gleichung (8.I8) das induzierte
elektrische Feld v x B an der Wand. Im Durchflussmessgerit flieBen elektrische Strome, aufgrund der Ro-
tationssymmetrie, ausschlieflich in Umfangsrichtung, in der sich jedoch kein Potentialgradient ausbilden
kann. Der elektrische Strom folgt deshalb aus der zeitlichen Ableitung des Vektorpotentials dA/dt. Es
wurde bereits gezeigt, dass A an der Fluid-Wand-Grenzfldche stetig ist. Somit ergeben sich fiir oy # ©
unterschiedliche tangentiale elektrische Stromdichten in der Wand und im Fluid. Dies erklart den Sprung
von j, bei r = R, wenn o,, > o. Fiir den Fall, dass die elektrische Leitfahigkeit von Wand und Fluid gleich
sind, ist der elektrische Strom iiber der Grenzfliche stetig. Um das zu demonstrieren wird eine Simulation
mit

6, =0=28.77-10°S/m (8.20)
durchgefiihrt. Zusétzlich wird auch eine Simulation durchgefiihrt, bei der die elektrische Leitfahigkeit der
Wand niedriger ist als die des Fluids. In Abbildung ist der Verlauf der elektrischen Stromdichte o/ jo
tiber dem Radius an der axialen Position xg; fiir alle drei simulierten Fille dargestellt. Zunéchst bestétigt die
Simulation, dass im Fall o,, = ¢ die Stromdichte iiber die Grenzfliche stetig ist. Weiterhin ist zu beobachten,
dass fiir eine schlecht leitende Wand mit ¢,, = 0.50 der Strom in der Wand deutlich abnimmt. Im Fluid ist
der Strom allerdings nur geringfiigig kleiner als im Falle oy = . Die grofite Stromdichte in der Wand und
auch im Fluid tritt auf, wenn die Leitfahigkeit der Wand groBer ist als im Fluid, so wie es im Experiment
gewihlt wurde.
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Abbildung 8.28: Verlauf von jg,/ jo fiir verschiedene elektrische Leitfahigkeiten o,, in der Wand, aufgetragen an der
Position xg; iiber dem Rohrradius r/R. Die Simulationen wurden bei einer Stromungsgeschwindig-
keit von Uy = 1m/s und bei einer Frequenz von f = 200Hz durchgefiihrt. Die Leitfihigkeit betragt
c=8.77-10°S/m.

8.10 Zusammenfassung der Ergebnisse und Diskussion

In diesem Abschnitt werden die Untersuchungsergebnisse des Durchflussmessgerites zusammengefasst und
mit den Ergebnissen aus verschiedenen Quellen verglichen. Die wichtigste Referenz dabei ist die Arbeit von
[Stieglitz, 2004], der das Messgerit in Rohrbauform konzipiert und Experimente damit durchgefiihrt hat. Je-
doch werden auch die Arbeiten von [Wiesner, 1981]] und [Cowley, 1965]] mit in die Diskussion einbezogen.
Dabei ist zu beachtet, dass [Cowley, 1965] ein Durchflussmessgerit mit nur einer Erregerspule aber zwei
Empfingerspulen untersucht hat und dadurch nicht alle Ergebnisse direkt vergleichbar sind.

Beginnen wir mit dem Messsignal A@gyss. Es ist im untersuchten Frequenzbereich in dieser Arbeit proportio-
nal zur mittleren Stromungsgeschwindigkeit Up im Rohr. Dieser Zusammenhang ist ein Hauptmerkmal aller
Durchflussmessgerite dieser Bauart und wurde sowohl von [Stieglitz, 2004] als auch von [Wiesner, 1981]]
bereits in deren Messungen und Theorien gefunden. In Abbildung [8.2% ist das Adgyy tiber dem Volu-
menstrom Q aus den Messungen von [Stieglitz, 2004]] aufgetragen. Die Messungen zeigen einen linearen
Anstieg des Messsignals mit dem Volumenstrom. Ein Volumenstrom von Q = 10m? /h entspricht dabei etwa
einer Geschwindigkeit von u = 1m/s. Merkwiirdigerweise zeigt Abbildung bei steigender Erregerfre-
quenz eine Abnahme des Messsignals. Das widerspricht allerdings dem Verlauf des Messsignals iiber der
Frequenz den [Stieglitz, 2004] gemessen hat und der in Abbildung darstellt ist.

Auch [Wiesner, 1981] stellt, wie in Abbildung [8.3Th gezeigt, die Spannung in seiner Messspule iiber der
Geschwindigkeit dar. Er findet einen linearen Zusammenhang zwischen dem Messsignal und der mittleren
Stromungsgeschwindigkeit. In Ubereinstimmung mit den, in dieser Arbeit durchgefiihrten Simulationen
steigt bei seinen Experimenten und Berechnungen die Messspannung an, wenn das Messgerit mit hoheren
Erregerfrequenzen betrieben wird. Es ist deshalb zu vermuten, dass die Legende in [Stieglitz, 2004] anders
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zu interpretieren ist. Weiterhin wurde in dieser Arbeit eine Abhingigkeit des Messsignals A¢gyss von der
Frequenz beobachtet (Abbildung [8.26). Fiir kleine Frequenzen ist ein niherungsweise linearer Anstieg von
A¢rys mit der Frequenz zu beobachten, der bei hoheren Frequenzen abflacht. Qualitativ stimmt dieses
Verhalten mit den Beobachtungen von [Stieglitz, 2004|] aus Abbildung a liberein. Allerdings weichen
die Simulationsergebnisse trotz identischer Geometrie und gleichen Materialparametern um einen Faktor
zwei von den Messungen ab. Ein Grund fiir diese Abweichung ist wahrscheinlich auf schwache ferromagne-
tische Eigenschaften der Edelstahlrohrwand zuriickzufiihren, die zu einer Abschirmung des Erregerfeldes
im Fluid fiihrt, und somit das Messsignal reduziert. Ein weiterer Grund fiir die Abweichung kénnte darauf
zuriickzufiihren sein, dass uns keine genaue Beschreibung iiber die Datenerfassung des Messsignals im
Experiment vorliegt. Es ist bekannt, dass im Experiment eine aufwendige Verstirkung des Messsignals vor-
genommen wurde. Uber das genaue Vorgehen jedoch und iiber die Kalibrierung liegen keine detaillierten
Informationen vor. Die Auswertung der Potentialdifferenz in dieser Arbeit wurde unter Verwendung der uns
bekannten Informationen durchgefiihrt konnte aber im Detail (Verstidrkung, Filter, etc.) vom realen Expe-
riment abweichen. Wihrend im Experiment ein turbulentes Geschwindigkeitsprofil vorlag, wurde in dieser
Arbeit zusitzlich der Einfluss von verschiedenen Geschwindigkeitsprofilen auf das Messsignal untersucht.
Dabei wurden bei Simulationen fiir Geschwindigkeitsprofile mit diinnerer Grenzschicht hohere A¢gys
Werte ermittelt als bei parabolischen Geschwindigkeitsprofilen mit gleicher mittlerer Geschwindigkeit Uy.
Simulationen mit Kolbenprofilen, die iiber den gesamten Rohrquerschnitt die gleiche Geschwindigkeit auf-
weisen, fithren zu einer weiteren Steigerung von A@gys.

In der vorliegenden Arbeit wurde zusitzlich zum Messsignal A¢grys auch der Phasenwinkel zwischen
dem Messsignal und dem Erregerstrom ausgewertet. Die Ergebnisse in Abbildung zeigen, dass der
Phasenwinkel etwa linear mit der Erregerfrequenz ansteigt. Ein entsprechendes Verhalten wurde auch von
[Stieglitz, 2004]] gemessen und ist in Abbildung[8.30]a dargestellt. In [Stieglitz, 2004] wird ein etwa linearer
Anstieg des Phasenwinkels mit dem Volumenstrom beschrieben (Abbildung [8.29p). Im Rahmen dieser
Arbeit konnte jedoch keine eindeutige Abhingigkeit des Phasenwinkels von der Geschwindigkeit festge-
stellt werden. (siehe Abbildung[8.17). Allerdings findet auch [Wiesner, 1981]] in Abbildung[8.31p nur eine
minimal kleine Anderung des Phasenwinkel aufgrund der Geschwindigkeit. Nach [Wiesner, 1981] ist der
Phasenwinkel in Abbildung [8.3Th stark von der Erregerfrequenz abhingig. Er misst aber nur sehr geringe
Anderungen des Phasenwinkels mit der Geschwindigkeit. Der Phasenwinkel ist fiir 0 < Uy < 4m/s nahezu
konstant, was mit den Simulationen im Rahmen dieser Arbeit gut {ibereinstimmt.

Eine dritte wichtige Referenz ist die Arbeit von [Cowley, 1965]. Allerdings untersucht dieser ein Durch-

flussmessgerit mit einer Erregerspule und zwei Messspulen. Die Ergebnisse sind deshalb nicht direkt mit

dem hier untersuchten Durchflussmessgerit vergleichbar. Besonders im Bezug auf den Phasenwinkel sind

grundlegende Unterschiede zu erwarten, da dieser bei Cowley zwischen den zwei Messspulen ermittelt

wird, die sich stromauf und stromab der Erregerspule befinden. In der Theorie von [[Cowley, 1965| wird

in zwei verschiedene Betriebsbereiche des Messgerite unterschieden. Er definiert abhingig V0121 Shielding-
48

parameter S und der magnetischen Reynolds-Zahl Rm einen Low-Frequency-Bereich wenn 2> << 1 und

% << 1 und einen Low-Rm-Bereich wenn %122 << 1 und Rm? << 1. Der Rohrdurchflussmesser von
[Stieglitz, 2004] wiirde nach Cowleys Theorien Rm* << 1 und S = O(1) erreichen und fillt somit in den
Low-Rm-Bereich. Fiir diesen Betriebsbereich zeigt [Cowley, 1965] ebenfalls einen linearen Zusammenhang
zwischen Rm und der Messspannung in Abbildung . Signifikante Anderungen im Phasenwinkels be-
schreibt [Cowley, 1965] erst ab Rm ~ 1 in Abbildung[8.32p.
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Abbildung 8.29: Stieglitz: a) RMS Wert der Messspannungsamplitude als Funktion des Volumenstroms, b) Phasen-
verschiebung der Messspannung beziiglich des Erregerstroms als Funktion des Volumenstroms. Die
Symbole bedeuten, Rechteck: f = 236Hz, Dreieck: f = 471Hz und Kreis: f = 706Hz
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Abbildung 8.30: Frequenzabhingigkeit der Messsignalamplitude und des Phasenwinkels. In a) aus [Stieglitz, 2004]],
in b) aus [Wiesner. 1981]].
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8.10 Zusammenfassung der Ergebnisse und Diskussion
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Abbildung 8.31: Wiesner: a) Signalamplitude als Funktion der Geschwindigkeit und b) Phasenwinkel als Funktion der
Geschwindigkeit.
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Abbildung 8.32: Cowley: a) Messamplitude normiert durch die elektrische Leitfdhigkeit und R als Funktion von Rm
im Low-Rm Bereich. b) Phasenwinkel als Funktion von Rm.
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9 Zusammenfassung

In vielen technischen Anwendungen der Magnetohydrodynamik (MHD) werden Magnetfelder eingesetzt,
um den Ablauf von Prozessen gezielt zu beeinflussen, so z.B. in der GieBereitechnik, in Induktionsofen,
beim magnetischen Bremsen und Riithren von Schmelzen, etc. Dariiberhinaus spielen Magnetfelder eine
zentrale Rolle bei allen induktiven Messverfahren. Zur Beschreibung der Dynamik dieser Magnetfelder
und ihrer Wechselwirkung mit elektrisch leitenden Fluiden wurde im Rahmen der vorliegenden Arbeit ein
numerisches Losungsverfahren entwickelt, das die instationdre Ausbreitung von Magnetfeldern durch Ma-
terialien mit unterschiedlicher elektrischer Leitfdhigkeit und unterschiedlicher magnetischer Permeabilitét
beschreiben kann. Im Vergleich zu den iiblichen numerischen MHD Verfahren, bei denen auf Basis der
induktionsfreien Approximation das Magnetfeld vorgegeben oder die Ausbreitung magnetischer Felder
iber eine Induktionsgleichung beschrieben wird, wird in dem entwickelten Losungsverfahren die Elektro-
dynamik mit Hilfe des magnetischen Vektorpotentials und des skalaren elektrischen Potentials modelliert.
Es wird ein Algorithmus vorgestellt, der wihrend des gesamten Losungsprozesses die Coulomb-Eichung,
niamlich die Divergenzfreiheit des magnetischen Vektorpotentials, sicherstellt und somit eine eindeutige
Losung des Problems ermoglicht. Dieses Verfahren ist angelehnt an die Druck-Geschwindigkeitskopplung
der klassischen Stromungsnumerik fiir inkompressible Fluide und ermoglicht eine Berechnung des magneti-
schen Vektorpotentials mit bewihrten numerischen Verfahren der Fluidmechanik. Aus dieser Formulierung
resultieren partielle Differentialgleichungen fiir das magnetische Vektorpotential und fiir das skalare elek-
trische Potential, die iiber die Finite-Volumen-Methode diskretisiert und numerisch geldst werden. Das
Losungsverfahren wurde in die freie Software Bibliothek OpenFOAM implementiert und stellt nun ein
michtiges Berechnungswerkzeug fiir viele MHD-Problemstellungen dar.

Magnetfelder breiten sich im Raum und in der Zeit aus, sie durchdringen feste Winde und beeinflussen
die Stromung von elektrisch leitenden Fluiden in Rohren und Behéltern. Um die Ausbreitung der magneti-
schen Felder iiber unterschiedliche Materialien hinweg beschreiben zu kénnen, wird in dieser Arbeit eine
Multi-Regionen-Formulierung verwendet. Dabei wird das Rechengebiet in sogenannte Regionen unterteilt,
in denen jeweils unterschiedliche Materialeigenschaften (elektrische Leitfdhigkeit, magnetische Permeabili-
tit) vorgegeben werden konnen. Die Losungen in zwei benachbarten Regionen koppeln an der Grenzfliche
zwischen den beiden Medien iiber entsprechende Grenzflichenbedingungen. Fiir die Kopplung der diskre-
tisierten Gleichungssysteme der einzelnen Regionen wird eine monolithische Kopplung verwendet.

Das entwickelte Losungsverfahren wurde an typischen Beispielen fiir stationire MHD Rohr- und Kanal-
stromungen in konstanten Magnetfeldern verifiziert und validiert. Fiir diese Probleme sind in der Literatur
analytische Losungen fiir das stromungsinduzierte Magnetfeld, fiir Geschwindigkeitsprofile und fiir den
Druckgradienten angegeben, mit denen die Simulationsergebnisse verglichen werden konnen. In einer
systematischen Gitterstudie konnte die Konvergenz des Verfahrens mit steigender Anzahl an Gitterpunk-
ten gezeigt werden. Ein Vergleich der numerischen Ergebnisse mit Literaturwerten liefert eine sehr gute
Ubereinstimmung mit Abweichungen von weniger als 1-2% selbst fiir relativ grobe Gitter. Die korrekte
numerische Implementierung fiir zeitabhiingige elektrodynamische Felder wurde unter Verwendung ver-
schiedener Zeitschrittverfahren und unterschiedlicher Zeitschrittweiten validiert.

Ist die magnetische Permeabilitét in der Kanalwand groBer als im Fluid oder in der umgebende Luft, leitet

die Wand das Magnetfeld besser als die Umgebung und schirmt somit den inneren Fluidbereich zumindest
teilweise von duBeren Magnetfeldern ab. Dieses Verhalten wurde mit dem entwickelten Losungsverfah-
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ren an Beispielen fiir Rohr- und Kanalstromungen untersucht. Wihrend in Rohren mit kreisformigem
Querschnitt das Magnetfeld im Fluid auch fiir pw > po weiterhin homogen verteilt bleibt, fiihrt ein ferro-
magnetisches Wandmaterial in rechteckigen Kanélen zu einer inhomogenen Magnetfeldverteilung im Fluid.
Die Magnetfeldlinien im Inneren des Kanals kriimmen sich, und beeinflussen die Stromung anders, als
dies in homogenen Feldern der Fall ist. Aus den urspriinglich wandparallelen Seitenschichten entstehen mit
zunehmender Kriimmung der magnetischen Feldlinien interne freie Scherschichten, iiber die die Geschwin-
digkeit stark abfillt. Die Kriimmung der Magnetfeldlinien und der Scherschichten nimmt mit steigender
magnetischer Permeabilitiit der Kanalwand zu.

Im zweiten Teil der Arbeit werden instationére dreidimensionale Simulationen der Elektrodynamik eines
Durchflussmessgerites mit induktivem Signalabgriff vorgestellt. Dieses Messgerit, das auf einem Mess-
prinzip von [Lehde and Lang, 1948]| basiert, wurde von [[Schulenberg and Stieglitz, 2010]] im KALLA Labor
des Karlsruher Instituts fiir Technologie experimentell untersucht. Das Gerit besteht aus einem Rohr, in dem
die mittlere Stromungsgeschwindigkeit einer elektrisch leitfahigen Fliissigkeit gemessen werden soll. Da-
zu werden in gleichen Abstinden drei Magnetfeldspulen entlang des Rohres angebracht wobei die duleren
beiden, die sogenannten Erregerspulen, mit einem entgegengesetzten Wechselstrom konstanter Frequenz
beschaltet werden. An der mittleren stromlosen Messspule kann dann eine Potentialdifferenz gemessen
werden, deren Effektivwert sich proportional zur Stromungsgeschwindigkeit im Rohr verhlt. In der vorlie-
genden Arbeit wird ein numerisches Modell der Messanordnung erstellt, mit dem das elektrodynamische
Verhalten des Gerites numerisch simuliert werden kann. Fiir ausgewihlte Betriebspunkte werden erstmals
die vollstindigen dreidimensionalen Magnetfelder, die induzierten elektrischen Strome und das magneti-
sche Vektorpotential zeitaufgelost berechnet. Es werden Simulationen mit unterschiedlichen Stromungsge-
schwindigkeiten, mit laminaren und turbulenten Geschwindigkeitsprofilen durchgefiihrt. Die physikalischen
GroBen werden an charakteristischen Positionen ausgewertet. Die Ergebnisse bestitigen das erwartete phy-
sikalische Verhalten und erlauben eine tiefergehende Interpretation der Messsignale. Der Effektivwert des
Messsignals ist, in Ubereinstimmung mit Literaturwerten und den erwihnten Experimenten, in weiten Pa-
rameterbereichen proportional zur Erregerfrequenz und zur mittleren Stromungsgeschwindigkeit.

Mit dem beschriebenen numerischen Verfahren und dem sehr detaillierten numerischen Modell des Durch-
flussmessgerits, sind erstmals genaue dreidimensionale Simulationen der Elektrodynamik méglich. Diese
konnten zukiinftig dazu benutzt werden, das Messverfahren weiter zu optimieren. Beispielsweise wire es
jetzt denkbar, durch Vorgabe verschiedener Erregerfrequenzen die Eindringtiefe elektrodynamischer Fel-
der wihrend der Rechnung gezielt zu steuern, um so aus Messungen unterschiedlicher Frequenzen und mit
Kenntnis numerischer Resultate eventuell sogar Geschwindigkeitsprofile zu rekonstruieren. Das entwickelte
numerische Verfahren zur Berechnung von zeitabhéngigen dreidimensionalen elektrodynamischen Feldern
und ihrer Wechselwirkung mit elektrisch leitenden Fluiden ist ein effizientes Werkzeug zur Berechnung
von MHD Stromungen in vielen technischen Bereichen. Einige erfolgreiche Anwendungsbeispiele konnten
in der vorliegenden Arbeit bereits aufgezeit werden. Dariiberhinaus konnte das Programm aber auch fiir
die Modellierung von Stromungen in ortsabhingigen starken Magnetfeldern in Fusionsblankets oder zur
Simulation der Stromungsverhéltnisse in elektromagnetischen Induktionspumpen, oder in Induktionstfen
eingesetzt werden.
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