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Zusammenfassung

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird das dynamische Verhalten des Reifens
in einer Fahrzeugsimulation erstmals mit Hilfe von geometrisch exakten Scha-
len abgebildet. Ziel ist es, ein schnell rechnendes Modell des Fahrzeugreifens zu
erhalten, welches direkt aus dem dreidimensionalen kontinuumsmechanischen
Modell abgeleitet werden kann. Somit sind die Parameter des Simulationsmo-
dells zum einen das Material und zum anderen die Geometrie des physikalischen
Objektes. Dies ist eine gegensätzliche Herangehensweise zur derzeitigen techni-
schen Entwicklung, wobei versucht wird aus einfachen makroskopischen Grund-
modellen immer komplexere Reifenmodelle zu entwickeln. Da hierfür Geome-
trie, Material und Diskretisierung nicht isoliert voneinander betrachtet werden
können, wird die Parametrierung solcher Modelle immer aufwendiger.

In dieser Arbeit werden, basierend auf einer geometrisch exakten Schalentheo-
rie, die kontinuierlichen Bewegungsgleichungen der Schale für ein lineares Ma-
terialmodell hergeleitet. Zur Diskretisierung im Ortsraum werden isoparame-
trische Finite Elemente benutzt. Dadurch entsteht eine differential-algebraische
Gleichung, welche mit einem BDF-Verfahren in der Zeit integriert wird. Um die
Materialeigenschaften des Reifens auf die Schale zu übertragen, wird ein spe-
ziell ausgerichtetes dreidimensionales orthotropes Materialmodell angewandt.
Der reibungsbehaftete Kontakt zwischen einer starren Fahrbahn und der diskre-
ten Schale wird mit Hilfe eines speziellen Kontaktelements abgebildet. Dieses
berücksichtigt die runde Struktur des Reifens und ermöglicht kleine Hindernisse
mit einer groben Diskretisierung zu detektieren. Die Anbindung der Schale an
das Fahrzeugmodell wird anhand einer Kosimulation realisiert. Hierbei wird der
Reifen als komplexes Kraftelement dargestellt, das aus der Kinematik der Felge
die dynamischen Kräfte und Momente auf diese zurückgibt. Zuletzt wird eine
Möglichkeit zur Linearisierung der diskreten Schale in einem stationär transla-
torisch und rotatorisch bewegten Bezugssystem hergeleitet. Dies ermöglicht es,
das Reifenmodell auch in einer linearen Analyse des Gesamtfahrzeugs um einen
stationären Fahrzustand zu verwenden.

Abschließend wird das Schalenmodell mit verschiedenen statischen Benchmarks
verglichen. Das qualitative Verhalten der linearisierten Schale in einem rotieren-
den Bezugssystem wird anhand eines Beispiels verifiziert. Das in dieser Arbeit
entwickelte Modell eines Reifens wird schließlich einem kommerziellen Reifen-
modell anhand verschiedener Reifenprüfstandsversuche gegenübergestellt. Zu-
dem wird eine Schlechtwegüberfahrt eines Viertelfahrzeugs simuliert, um die
Anwendbarkeit des in dieser Arbeit entworfenen Vorgehens zu zeigen.
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Abstract

In this work, the dynamic behavior of a tire in a vehicle simulation is firstly re-
produced with geometrically exact shell. The objective is to get a computationally
fast model of a tire, which is directly derived from a three dimensional continuum
mechanical model. Therefore, the parameters of such a model are the material
and the geometry parameters of the real physical object. This approach stands in
contrast to the current technical development, where complex tire models are as-
sembled up from many simple macroscopic basic models. The parametrization of
such models is a very expensive task, since geometry, material and discretization
are not independent of each other.

In this work, the equations of motion of the tire are developed based on a geomet-
rically exact shell theory and a linear material law. To spatially discretize these
equations, isoparametric quadrilateral finite elements are used. Thus, a differ-
ential algebraic equation arises, which is integrated in time with the help of the
backward differentiation formula (BDF). A specially oriented orthotropic mate-
rial model is used to transfer the material properties of the tire to the shell. The
frictional contact between a rigid road and the discrete shell is treated with a spe-
cial contact element. This approach incorporates the round structure of the tire
and is able to detect small obstacles with a coarse discretization. The coupling of
the shell and the vehicle model is realized via a co-simulation. Therefore, the tire
is represented as a complex force element, which delivers the force and torque on
the rim, due to its dynamical motion. At last, a possibility is presented to linearize
the tire in a translational and rotatory stationary moving reference frame. Con-
sequently, the tire model could be used in a linear analysis of the whole vehicle
around a stationary state.

Finally, the shell model is tested against several static benchmarks. The qualita-
tive behavior of the linearized shell is verified in a rotating reference frame with
an example. The tire model, which is developed in this work, is compared against
tire test rig results from a commercial tire model. Moreover, a quarter car is sim-
ulated running over a rough road, which shows the applicability of the methods
developed in this work.
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5.4.2. Simulation von Prüfstandsversuchen . . . . . . . . . . . . . 100

5.5. Viertelfahrzeug . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

6. Zusammenfassung und Ausblick 119

Anhang 121

A. Notation der Differentialoperatoren 123

B. Funktionalanalytische Hilfsmittel 125

C. Herleitung aus der Energieminimierung 129

D. Interpolationsfunktionen der Lagrange-Multiplikatoren 133



1. Einleitung

Der Reifen spielt in der Dynamik eines Automobils eine wichtige Rolle. Er dient
dazu, das Gewicht des Fahrzeugs zu tragen und er übermittelt die Kräfte des Mo-
tors und der Lenkung auf die Straße. Durch diese Wechselwirkung ist eine Bewe-
gung des Automobils überhaupt erst möglich. Die Unebenheiten der Straße, wie
zum Beispiel Schlaglöcher, werden durch den Reifen ins Fahrzeug übertragen.
Bereits vor der Produktion eines Fahrzeugs ist die Automobilindustrie daran in-
teressiert, Aussagen über sein Fahrverhalten, seine Betriebsfestigkeit oder seine
Sicherheit zu machen. Dazu werden neben Testfahrten auch Computersimulatio-
nen eines Fahrzeugmodells durchgeführt.

Abbildung 1.1.: Standardbeispiel eines Fahrzeugs in der MKS Software MSC
ADAMS/CAR

Im Kontext Fahrverhalten und Betriebsfestigkeit wird das Fahrzeug als Mehr-
körpersystem (MKS) modelliert. Dabei handelte es sich um ein System aus star-
ren Körpern, die mit Gelenken miteinander verbunden sind. Als Verbindungen
können zusätzlich verschiedene Feder- und Dämpferelemente verwendet wer-
den, siehe Abbildung 1.1. Für solch einen Modellierungsprozess gibt es eine gro-
ße Auswahl an kommerzieller Software wie zum Beispiel MSC ADAMS, LMS
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1. Einleitung

VIRTUAL.LAB und SIMPACK. Darin wird der Reifen als komplexes Kraftele-
ment dargestellt. Über diese Schnittstelle können verschiedene kommerzielle Rei-
fenmodelle angebunden werden. Diese variieren in ihrer Komplexität und dem
Modellierungsansatz. Die Modelle sind eher pragmatisch motiviert, aber sehr
performant. Allerdings müssen ihre Modellparameter für jeden verschiedenen
Reifen neu kalibriert werden. Dies kann je nach Komplexität des Modells zu ei-
nem großen Arbeitsaufwand führen. Auf diese Reifenmodelle wird in Abschnitt
1.2 genauer eingegangen.

Die Modellierung verschiedener Fahrzeugteile mit Hilfe finiter Elemente (FE)
wird meist im Zusammenhang mit Crash- oder Missbrauchssimulationen1 ver-
wendet, siehe Abbildung 1.2. Kommerzielle Softwareanbieter in diesem Bereich

Abbildung 1.2.: Missbrauchssimulationen mit Hilfe eines FE-Modells

sind zum Beispiel ABAQUS FEA, LS-DYNA und MSC NASTRAN. Dabei wird
der Reifen als kontinuumsmechanisches dreidimensionales FE-Modell beschrie-
ben. Ein großer Vorteil dieser Vorgehensweise besteht darin, dass die Modellpa-
rameter jedes Reifens durch seine Geometrie und die Materialdaten bestimmt
sind. Es besteht zudem eine Trennung von Geometrie, Material und Diskreti-
sierung. Ein Nachteil dieser 3D FE-Modelle liegt im enormen Rechenaufwand.
In einer FE-Fahrzeugsimulation fällt dies nicht so sehr ins Gewicht, da hier nur
relativ kurze Zeitabschnitte von einigen Zehntelsekunden berechnet werden. Ei-
ne Kopplung dieser 3D FE-Modelle mit einer MKS-Simulation ist aufgrund der
größeren Zeiträume von mehreren Sekunden beziehungsweise sogar Minuten im
Allgemeinen nicht sinnvoll, da somit die meiste Rechenzeit für das Reifenmodell
benötigt würde.

Der Fokus dieser Arbeit liegt auf der Entwicklung eines kontinuumsmechanisch
motivierten Reifenmodells. Dabei sollen die Vorteile der 3D FE-Modelle erhalten
bleiben, die Kopplung zu einer MKS-Simulation dennoch praktikabel möglich

1Als Missbrauch (englisch misuse) wird in diesem Kontext die Fehlbenutzung des Fahrzeugs
bezeichnet. Im Zusammenhang mit dem Reifen wäre dies zum Beispiel, das Überfahren be-
sonders tiefer oder hoher Hindernisse, wie einem Bordstein.
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1.1. Reifen

sein. Als Grundlage dieses Modells dienen geometrisch exakte Schalen als spezi-
elles Strukturelement.

In diesem Kapitel werden zunächst einige Grundlagen der Reifendynamik so-
wie der Aufbau eines Radialreifens besprochen. Danach werden die wichtigsten
industriellen Reifenmodelle mit ihren Vor- und Nachteilen vorgestellt. Anschlie-
ßend wird eine kurze Übersicht über Schalen in der Kontinuumsmechanik gege-
ben. Abschließend wird der Aufbau der vorliegenden Arbeit erörtert.

1.1. Reifen

In diesem Abschnitt wird die innere Struktur eines Radialreifens vorgestellt. Zu-
sätzlich werden einige reifenspezifische Größen definiert, die in der Fahrdynamik
von großer Bedeutung sind. Detaillierte Informationen lassen sich unter [49, 95]
nachlesen. Heutzutage sind alle Autoreifen sogenannte Radialreifen. Deren inne-
rer Aufbau ist in Abbildung 1.3 dargestellt. Innerhalb des Reifens werden unter-

Abbildung 1.3.: Aufbau eines Radialreifens

schiedliche Arten von Gummi verwendet. Sie sind mit verschiedenen Faserlagen
verstärkt. Den Namen hat der Radialreifen von der Karkasse. Ihre Verstärkungs-
fasern laufen in radialer Richtung durch den kompletten Querschnitt des Rei-
fens bis um den Wulst. Als Material für die Fäden der Karkasse werden meistens
Kunstfasern verwendet. Oberhalb der Karkasse sind in der Lauffläche Lagen aus
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1. Einleitung

Stahlseilen eingebacken. Diese werden auch Stahlcords genannt. Innerhalb einer
Lage sind alle Fasern gleich orientiert und weisen einen Winkel αcord zur Umlauf-
richtung des Reifens auf. Meist existieren zwei Stahlcordlagen, deren Fasern die
Winkel αcord und −αcord besitzen. Oberhalb dieser Stahlverstärkung befindet sich
die Bandage. Sie besteht aus Nylonfasern, die in Umfangsrichtung senkrecht zur
Karkasse verlaufen. Je nach gewünschtem Anwendungsfeld unterscheidet sich
der Reifenaufbau.

Die Abmessungen eines Reifens werden über ein standardisiertes Kürzel defi-
niert, beispielsweise 205/55 R 16, das auf der Seitenwand des Reifens abzulesen
ist. Die erste Zahl des Kürzels (205) gibt die Breite der breitesten Stelle des Rei-
fens B in Millimetern an. In der zweiten Kennziffer (55) steht das Verhältnis von
Flankenhöhe H zur Reifenbreite B in Prozent. Bezogen auf das Beispiel beträgt
die Höhe H = 205 · 0.55 = 112.75[mm]. Der folgende Buchstabe (R) sagt aus, dass
es sich um einen Radialreifen handelt. Die letzte Zahl (16) gibt die Größe der zum
Reifen passenden Felge in Zoll an. In Abbildung 1.4 sind die Abmessungen des
Reifenquerschnitts veranschaulicht.

B

H

Abbildung 1.4.: Abmessungen des Reifens

Zunächst sollen die vom Reifen auf die Felge übertragenen Kräfte und Momente
ermittelt und mit Hilfe des in Abbildung 1.5 dargestellten Koordinatensystems
beschrieben werden. Dessen Ursprung liegt im Mittelpunkt der Felge. Dabei ist
die y-Achse die Drehachse des Reifens. Der Basisvektor x ist immer parallel zum
Boden und senkrecht zu y. Die z-Achse komplettiert die beiden anderen Vek-
toren zu einem orthonormalen Rechtssystem. Basierend auf diesem Koordina-
tensystem kann nun die Orientierung des Reifens genauer besprochen werden.
Ein weiterer wichtiger Bezugspunkt in der Dynamik des Reifens ist der ideelle
Aufstandspunkt. Dieser wird als Schnittpunkt zwischen z-Achse und der Stra-
ßenfläche definiert. Hierbei sei erwähnt, dass in diesem Abschnitt stets von ei-
ner idealisierten flachen Fahrbahn ausgegangen wird. Mit diesen Grundlagen
können nun weitere für die Reifendynamik wichtige Größen definiert werden.

Der Schräglaufwinkel (englisch: slip angle) α ist definiert als Winkel zwischen
der x-Achse des Reifens und der aktuellen Geschwindigkeit v des ideellen Auf-
standspunktes, siehe Abbildung 1.6. Ist der Winkel verschieden von Null wird
eine in y-Richtung wirkende Kraft Fy in der Felge durch den Reifen induziert.
Solche Kräfte werden Lateralkräfte genannt. Ein Schräglaufwinkel entsteht zum

4



1.1. Reifen

y

x

z

Abbildung 1.5.: Körperfestes Koordinatensystem im Mittelpunkt der Felge

x

y

v

α

Abbildung 1.6.: Schräglaufwinkel eines Reifens von oben betrachtet

Beispiel durch Lenken des Reifens. Bei Automobilen ist es üblich, dass durch
Fahrwerkseinstellung auch beim Geradeausfahren die Räder einen Schräglauf-
winkel aufweisen. Dabei haben die Winkel der Räder einer Achse den gleichen
Betrag und unterscheiden sich nur durch ein entgegengesetztes Vorzeichen. Die-
ser Winkel wird in der Fahrzeugdynamik auch Spurwinkel genannt und hat Ein-
fluss auf das Fahrverhalten des Fahrzeugs.

Der Radsturz γ ist definiert als Winkel zwischen der Normalen des Bodens und
der z-Achse des Reifens, siehe Abbildung 1.7. Bei einer Geradeausfahrt in Rich-
tung der x Achse entstehen Lateralkräfte Fy, wenn dieser Winkel von Null ver-
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1. Einleitung

z

y

γ

Abbildung 1.7.: Negativer Radsturz eines Reifens von hinten betrachtet

schieden ist. Bei Motorrädern werden diese Kräfte auch zum Lenken des Ge-
samtfahrzeugs genutzt. In Automobilen wird der Sturzwinkel dazu verwendet,
die Fahreigenschaften des Gesamtfahrzeugs zu beeinflussen.

Als longitudinaler Schlupf werden relative Differenzen zwischen der Drehzahl
des frei drehenden Rades und seiner tatsächlichen Drehzahl bezeichnet. Als frei
rollend wird ein Reifen definiert, der sich mit einer konstanten Geschwindig-
keit in x-Richtung bewegt und bei dem kein Drehmoment Ty um seine y-Achse
wirkt. Die korrespondierende konstante Winkelgeschwindigkeit wird als ω0 defi-
niert. Ändert sich bei gleicher translatorischer Geschwindigkeit nur die Winkel-
geschwindigkeit des Reifens durch äußere Einflüsse zu ω, wird der longitudinale
Schlupf definiert als

κ :=
ω − ω0

ω0

. (1.1)

Ist die derzeitige Drehzahl größer als sie zum freien Rollen nötig wäre (κ > 0),
versucht der Reifen bei konstant bleibender Geschwindigkeit zu beschleunigen.
Dies erzeugt ein entgegenwirkendes Drehmoment Ty < 0 und eine vorantreiben-
de Kraft Fx > 0 auf die Felge. Ist umgekehrt κ < 0 dreht sich der Reifen langsa-
mer als im frei rollenden Zustand. Dies bewirkt bei konstanter Geschwindigkeit
ein beschleunigendes Moment Ty > 0 und eine rücktreibende Kraft Fx < 0 auf
die Felge.

Im Folgenden wird sich auf die in diesem Abschnitt getroffenen Definitionen be-
zogen.

1.2. Reifenmodelle

Für den Einsatz in einer Fahrzeugsimulation existieren derzeit eine Vielzahl ver-
schiedener Reifenmodelle. Wie bereits erwähnt, dienen sie in der MKS Simula-
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tion als komplexes Kraftelement. Als Input bekommen die Modelle den kinema-
tischen Zustand 2 der Felge. Als Output liefern sie die durch den Reifen auf die
Felge wirkenden Kräfte und Momente. In diesem Abschnitt werden die wich-
tigsten Modelle in verschiedene Klassen unterteilt, vorgestellt und ihre Vor- und
Nachteile kurz erläutert.

1.2.1. Empirische Modelle

Bei empirischen Reifenmodellen handelt es sich um eine rein phänomenologische
Beschreibung des Ein- und Ausgangsverhaltens verschiedener Reifengrößen. Der
Reifen als physikalisches Objekt ist hier nicht von Interesse. Der wohl bekannteste
Vertreter dieser Gruppe ist die Magic Formula. Dieses Reifenmodell wurde von
Pacejka entwickelt [4, 96] und ist in nahezu jeder kommerziellen MKS-Software
enthalten.

Der Wortbedeutung nach beruht das Modell auf einer einzigen skalaren magi-
schen Formel:

Y (X) = D sin

(
C arctan

(
B
(
(1− E)X +

E

B
arctan(BX)

)))
. (1.2)

Hierbei repräsentiert X die Input- und Y die Outputgröße. Die möglichen Paa-
re für dieses Szenario sind in Tabelle 1.1 abgebildet. Die Parameter B, C, D und

Eingang X Ausgang Y (X)

Schräglaufwinkel α → Laterale Kraft Fy

Schräglaufwinkel α → Rückstellmoment Tz

Longitudinaler Schlupf κ → Longitudinale Kraft Fx

Tabelle 1.1.: In- und Output der Magic Formula

E dienen dazu die Kurve der Formel (1.2) an die Messdaten anzupassen. Diese
lassen sich durch reifentypische Prüfstandsversuche ermitteln. Der Reifen wird
auf einer flachen Fahrbahn bei konstanter Geschwindigkeit und Vorlast Fz frei
rollen gelassen. Danach wird entweder ein Schräglaufwinkel oder longitudina-
ler Schlupf auf die Felge aufgebracht und die korrespondierenden Kräfte und
Momente gemessen. Dabei entstehen von der Form her relativ ähnliche Kurven.
Die Parameter der Magic Formula werden dann so angepasst, dass sie die Mess-
daten möglichst gut approximieren. In Abbildung 1.8 ist ein Beispiel für jedes
Ein- und Ausgabepaar bei einer Vorlast von Fz = 6, 000N gezeichnet. Die An-
passung der Parameter muss theoretisch für alle Geschwindigkeiten, Sturzwin-
kel, Bodenbeschaffenheiten und Vorlasten erneut vorgenommen werden. Da von
der MKS-Simulation nur die Position der Felge übergeben wird, muss bei einem

2Position, Orientierung, translatorische und rotatorische Geschwindigkeit
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Abbildung 1.8.: Beispiel der drei verschiedenen In- und Output Szenarien mit Pa-
rametern (B,C,D,E) aus [4]

Magic Formula Reifenmodell immer auch eine Ersatzsteifigkeit mitgeführt wer-
den, wie zum Beispiel eine mit dem Boden verbundene Feder. Ein Hauptnachteil
der Magic Formula ist, dass sie über keinerlei eigene Dynamik verfügt. Dadurch
können keine Schwingungen des Reifens ins Fahrzeug übertragen werden. Dies
ist jedoch für die Betriebsfestigkeit von großem Interesse. Ebenfalls repräsentiert
das Modell nur einen Einpunktkontakt mit der Fahrbahn, was das Auflösen von
Bodenunebenheiten schwierig macht.

Allerdings eignet sich die Magic Formula sehr gut zur Simulation von Handling-
manövern auf flacher Fahrbahn wie zum Beispiel Kurvenfahrten, Spurwechsel
oder µ-Split-Bremsung [83]. Durch die Beschreibung als eine Funktion ist dieses
Reifenmodell sehr schnell.

1.2.2. MKS-Reifenmodelle

Reifenmodelle, die aus einem oder mehreren starren Körpern bestehen, werden
als MKS-Modelle bezeichnet. Diese sind mit komplexen Feder- und Dämpfer-
elementen miteinander und mit der Felge verbunden. Der Kontakt zur Straße
wird entweder empirisch oder über sogenannte Kontaktbürsten realisiert. Die be-
kanntesten Vertreter dieser Reifenmodellklasse sind FTIRE [51], RMOD-K [94],

8



1.2. Reifenmodelle

TMEASY [61], MF-SWIFT [105] und CDTIRE [43]. Deren Idee ist es, die Struk-
tur und die dynamischen Eigenschaften durch einen möglichst einfachen me-
chanischen Ansatz abzubilden. Das Vorgehen ist durch die Strukturdynamik [33,
46] motiviert, in der schwingende Bauteile durch Masse-Feder-Dämpfer-Systeme
modelliert werden.

Diese Modelle werden über eine Kosimulation an die zur gleichen Zeit laufen-
de MKS-Simulation gekoppelt. So wird die Eigendynamik des Reifens einge-
bunden. Die kinematischen Zustände der Starrkörper können als interne Frei-
heitsgrade des Reifens angesehen werden. Am Beispiel der verschiedenen Mo-
dellklassen von CDTIRE werden die verschiedenen Komplexitäten der MKS-
Modelle dargestellt. In Abbildung 1.9 sind drei Mitglieder der CDTIRE Modell-
familie visualisiert.

CDTIRE20 CDTIRE30 CDTIRE40

Abbildung 1.9.: Verschiedene Detailgrade der CDTIRE Reifenmodellfamilie

Bei CDTIRE 20 handelt es sich um einen starren Ring, der elastisch gegen die Fel-
ge gelagert ist. Der Kontakt mit der Straße wird durch einen empirischen Ansatz
realisiert. Dieses Modell besitzt nur die Freiheitsgrade des starren Körpers und ist
somit sehr schnell. Aufgrund der einfachen Modellierung des Reifens können nur
die Eigenschwingung des starren Ringes gegen die elastische Lagerung abgebil-
det werden. Auch die Modelle MF-SWIFT und TMEASY benutzen ein ähnliches
Konzept.

Das Modell CDTIRE 30 besteht aus mehreren Massenpunkten, die entlang ei-
nes Kreises um die Felge angeordnet sind. Diese Körper sind durch Feder- und
Dämpferelemente mit ihren Nachbarn und der Felge verbunden. Der Kontakt
wird mit Hilfe von Kontaktbürsten aufgelöst, die zwischen den Punktmassen
positioniert sind. Zur Veranschaulichung lassen sich diese Bürsten als Federn
darstellen, die beim Kontakt mit dem Boden eingedrückt werden. Dadurch er-
zeugen sie eine Kraft auf die Punktmassen. Der tangentiale Kontakt wird mit
Hilfe eines plastischen Reibelements realisiert. Durch die Auflösung des Reifens
entlang seiner Umfangsrichtung kann auch ein gewisser Teil seiner Eigendyna-
mik abgebildet werden. Dieses Reifenmodell besitzt so wenige Freiheitsgrade,
dass es in Echtzeitanwendung einsetzbar ist [44]. Durch die fehlende Auflösung
in lateraler Richtung ist der Kontakt mit der Straße auf eine eindimensionale Li-
nie beschränkt. Dies führt dazu, dass Hindernisse auf der Fahrbahn nicht richtig
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erfasst werden. Zusätzlich erzeugt ein von null verschiedener Radsturzwinkel
keine Lateralkraft.

Bei CDTIRE 40 werden vier derartige Kreisringe aus Massenpunkte zur Beschrei-
bung der Reifenstruktur verwendet. Diese sind in in lateraler und in Umfangs-
richtung mit ihren Nachbarn durch Feder- und Dämpferelemente verbunden. Die
Punktmassen auf den beiden äußeren Ringen sind mit einem speziellen Steifig-
keitselement, welches das Verhalten der Seitenwand abbilden soll, mit der Fel-
ge verbunden. Auf den Vierecken, die durch die Massepunkte entstehen, sitzen
Bürsten, die den Kontakt mit der Fahrbahn herstellen. Zum einen ermöglicht die
laterale Auflösung des Reifens die flächige Abtastung von Bodenunebenheiten.
Zum anderen erzeugt ein Radsturz durch die zweidimensionale Auflösung des
Kontaktgebiets nun auch eine laterale Kraft. Aufgrund der erhöhten Anzahl an
Punktmassen ist dieses Reifenmodell allerdings um einiges rechenintensiver.

In den letzten Jahren wurde mit CDTIRE/3D ein neues Reifenmodell entwickelt
[45]. Dieses bildet den kompletten Reifen, insbesondere auch die Seitenwand, mit
einer beliebigen Anzahl von Punktmassen ab, welche wiederum mit Feder- und
Dämpferelementen mit ihren Nachbarn und der Felge verbunden sind. Zusätz-
lich kommt eine an den Biegewinkel gekoppelte Drehfeder zum Einsatz. Diese soll
inspiriert durch die Kirchhoff-Love-Schalentheorie die Biegesteifigkeit des Rei-
fens repräsentieren. Auch die Verstärkungen in der Lauffläche werden als ein-
zelne Lagen gesondert modelliert, siehe Abbildung 1.10. Der Kontakt wird auch
hier mit Kontaktbürsten realisiert.

Abbildung 1.10.: Struktur von CDTIRE/3D mit funktionalen Verstärkungslagen

Die Modelle RMOD-K und FTIRE verfügen über eine ähnliche Struktur wie CD-
TIRE 20-CDTIRE 40. Die größte Herausforderung der MKS-Reifenmodelle be-
steht darin, ihre Parameter so anzupassen, dass sie das dynamische Verhalten
eines bestimmten Reifens abbilden. Dazu werden mit diesem Reifen bestimmte
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Prüfstandsversuche durchgeführt. Die gleichen Versuche werden mit dem Rei-
fenmodell simuliert. Die Parameter werden dabei auf eine bestimmte Art und
Weise angepasst bis die Simulationsergebnisse mit den Messungen hinreichend
genau übereinstimmen. Da es sich bei den Parametern um Feder- beziehungs-
weise Dämpferkonstanten handelt, ist es schwierig diese alleine vom inneren
Aufbau des Reifens und dessen Geometrie abzuleiten. Dieser Prozess der Op-
timierung der Parameter ist sehr aufwendig. Es müssen sehr viele Simulationen
durchgeführt werden bis die Koeffizienten optimal gewählt sind. Zusätzlich ist
ein hohes Expertenwissen gefordert, um diese Parametrisierung effizient durch-
zuführen. Die Parametersätze sind nicht auf andere Reifenaufbauten oder -grö-
ßen übertragbar. Dies bedeutet, dass der Prozess der Parametrierung für jeden
Reifentyp erneut durchgeführt werden muss.

1.2.3. FE-Reifen

FE-Reifenmodelle stellen die komplexeste Modellierungsebene dar. Sie unter-
scheiden sich in mehreren Aspekten von den in Abschnitt 1.2.1-1.2.2 vorgestell-
ten Reifenmodellen. Der Reifen wird dabei als kontinuumsmechanisches Modell
aufgebaut, in dem sowohl seine Geometrie als auch die verschiedenen Material-
eigenschaften berücksichtigt werden. Die daraus entstehenden kontinuierlichen
Gleichungen werden mit dreidimensionalen Volumenelementen diskretisiert. Bei
diesem Vorgehen wird versucht von Anfang an möglichst viele physikalische Ef-
fekte in das Modell mit aufzunehmen und daraus ein diskretes Modell zu ge-
nerieren (top down). Im Vergleich dazu wird bei den MKS-Modellen, ausgehend
von diskreten Objekten, das Modell immer mehr erweitert, um die gewünschten
Effekte abbilden zu können (bottom up). Dabei sind Diskretisierung, Material und
Geometrie im Allgemeinen nicht voneinander trennbar, im Gegensatz zum FE-
Ansatz.

FE-Reifenmodelle werden meist dazu verwendet Missbrauchsereignisse zu si-
mulieren, siehe Abbildung 1.11. Dabei wird ein fein vernetztes FE-Gitter benö-
tigt, um die einzelnen Materiallagen aufzulösen. Dies führt zu einer sehr hohen
Anzahl an Freiheitsgraden (≈ 100.000), die eine transiente Rechnung sehr lang-
sam machen. Es ist nicht unüblich, dass für eine Sekunde Simulationszeit meh-
rere Stunden Berechnungszeit benötigt werden. FE-Reifenmodelle finden auch
in der NVH3-Analyse Verwendung, in der das Übertragen der Bodenanregung
ins Fahrzeug untersucht wird. Hierbei werden linearisierte Modelle und Sub-
strukturen verwendet, die aufgrund ihrer schnellen Rechenzeiten auch mit MKS-
Simulationen gekoppelt werden können. Hierzu gibt es verschiedene Arbeiten
von Nackenhorst [24, 25, 86, 87, 89], in denen beschrieben wird, wie um einen
quasistatischen Rollzustand linearisiert werden kann. Eine wesentliche Beschrän-
kung der FE-Reifenmodelle besteht darin, dass die exakten Materialdaten nur

3Noise, Vibration, Harshness (deutsch: Geräusch, Vibration, Rauheit)
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1. Einleitung

Abbildung 1.11.: Missbrauchssimulationen mit Hilfe eines FE-Modells. Links:
Lateraler Kontakt der Seitenwand. Rechts: Überfahrt eines
Bordsteins mit flexibler Felge. (Abbildung aus [59])

den Reifenherstellern selbst bekannt sind. Somit können diese essentiellen Para-
meter des Modells nur grob geschätzt werden und müssen auch hier mit Prüf-
standsergebnissen identifiziert werden. Dies ist aufgrund der langen Rechenzei-
ten sehr mühsam.

1.3. Schalen

Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung eines kontinuumsmechanischen Reifenmo-
dells, dessen Komplexität es zulässt, praktikabel in eine MKS-Simulation einge-
bunden zu werden. Um dies zu erreichen, werden Schalen als spezielle Struktur
genutzt. Daher wird in diesem Abschnitt ein kurzer Überblick über dieses spe-
zielle Thema gegeben. Zur Diskretisierung der Schalengleichungen erfolgt eine
Beschränkung auf finite Elemente. Als Schale wird ein Kontinuum bezeichnet, in
dem eine räumliche Ausdehnungsrichtung viel kleiner ist als die beiden Ande-
ren. Diese flächige Struktur lässt sich durch eine Parametrisierung ihrer zweidi-
mensionalen Mittelfläche ϕ : R2 → R3 und zusätzliche Funktionen zur Beschrei-
bung der Dicke darstellen.

Das elastische Verhalten von Schalen wurde schon sehr früh von Kirchhoff [64]
und Love [80] durch mathematische Gleichungen beschrieben. In ihren Theorien
gehen sie davon aus, dass Materialfasern die in der Referenzgeometrie senkrecht
zur Mittelfläche sind und die Länge h haben, auch bei einer Deformation normal
zur deformierten Mittelfäche sind und ihre Länge erhalten bleibt. Diese Annah-
me führt zur sogenannten Kirchhoff-Love Schalentheorie. In dieser kann die Ver-
formung des Schalenkontinuums alleine durch die Mittelfäche beschrieben wer-
den, was allerdings eine erhöhte Glattheit der Parametrierung erfordert. Durch
die schwache Formulierung wird zum Beispiel stetige Differenzierbarkeit (d.h.
ϕ ∈ C1) gefordert. Dies führt zu Schwierigkeiten in der FE-Diskretisierung.
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In der sogenannten Reissner-Mindlin Schalentheorie werden die Annahmen be-
züglich der Materialfasern verallgemeinert. Sind diese in der Referenzgeometrie
normal zur Mittelfläche und haben die Länge h, so müssen sie nach einer De-
formation nicht mehr normal zur deformierten Mittelfläche stehen. Ihre Länge
soll erhalten bleiben. Diese Annahmen gehen zurück auf die von Reissner [101]
beziehungsweise Mindlin [84] entwickelte Plattentheorie4. Hier wird auch von
einer schubweichen Theorie gesprochen, da die Scherung des Kontinuums trans-
versal zur Mittelfäche möglich ist. Um das Schalenkontinuum zu beschreiben,
wird eine zusätzliche Funktion d : R2 → R3 zur Beschreibung der Deformation
der Materialfasern senkrecht zur Mittelfäche benötigt, der sogenannte Direktor
[38, 108]. Diese zusätzliche Variable verringert die Glattheitsanforderung in der
schwachen Formulierung zu d, ϕ ∈ C0.

Die Methoden zur Herleitung diskreter Schalenelemente können in drei Klassen
[16] unterteilt werden. Eine erste Möglichkeit bietet die Herleitung der kontinu-
ierlichen Gleichungen aus der dreidimensionalen Kontinuumstheorie [91]. Dabei
wird eine asymptotische Analysis bezüglich der Verschiebung in Dickenrichtung
ausgeführt. Zu dieser Klasse gehören auch die oben bereits erwähnten Arbeiten
[80, 84, 101].

Eine zweite Möglichkeit auf eine zweidimensionale Formulierung des dreidi-
mensionalen Problems zu kommen ist die sogenannte direkte Methode (englisch:
direct approach). Diese geht zurück auf die Arbeiten der Cosserat Brüder [32]. Da-
bei wird direkt von einer zweidimensionalen gerichteten Fläche ausgegangen.
Hierbei handelt es sich um eine Fläche im Raum, in der jedem Punkt zusätzlich
ein Vektorfeld zugeordnet ist. Die daraus entstehenden Modelle werden heut-
zutage geometrisch exakte Schalen genannt. Dieser Ausdruck kommt von der
exakten kinematischen Darstellung der zweidimensionalen Fläche und der Rota-
tion der Querschnitte. Die zentrale Arbeit zu dieser Vorgehensweise stammt von
Simo und Fox [108].

Eine weitere Möglichkeit besteht darin, die Reduktion zu einer zweidimensiona-
len Fläche erst auf Elementebene durchzuführen. Die so entstandenen Elemen-
te werden degenerierte Kontinuumsmodelle (englisch: degenerate solid) genannt
[15]. Dabei werden dreidimensionale Volumenelemente benutzt, um das Scha-
lenkontinuum zu diskretisieren. Anschließend wird eine numerische Integration
über die Dicke der Elemente durchgeführt. Einige Beispiele dieser Vorgehenswei-
se sind [1, 26, 29, 100, 99].

Ziel dieser Arbeit ist es, den durch eine diskrete Schale dargestellten Reifen in
eine MKS-Simulation einzubinden. Als Schalenmodell erscheint die geometrisch
exakte Methode [108] vielversprechend, da sie mit der exakten zweidimensiona-
len Geometrie arbeitet. Dabei wird der Ansatz von [14] verwendet, da sich dieser
durch die Darstellung des Direktors ohne Rotationen besonders gut zur Kopp-
lung mit einer MKS-Simulation eignet. In [104] wurde gezeigt, dass mit diesem

4Bei Platten handelt es sich um Schalen, deren Referenzgeometrie nicht gekrümmt ist.
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Ansatz eine monolitische Simulation von Starrkörpern und diskreten Schalen
möglich ist.

1.4. Fokus und Aufbau der Arbeit

Das Ziel dieser Arbeit ist es, ein kontinuumsmechanisches Reifenmodell zu ent-
wickeln, welches in einer MKS-Simulation eingesetzt werden kann. Dabei wird
ein anderer Weg, als es zurzeit Stand der Technik ist, beschritten, siehe Abschnitt
1.2.2. Anstelle der Erweiterung eines einfachen Modells zur Abbildung aller ge-
wünschten Effekte, wird in der vorliegenden Arbeit von der Ebene komplexer
dreidimensionaler FE-Reifenmodelle gestartet. Dabei wird von der Arbeitshypo-
these ausgegangen, dass diese Modelle theoretisch bereits alle gewünschten Ef-
fekte abbilden können. Ihre Parameter sind die physikalischen Eigenschaften des
realen Reifens. Um sie im Hinblick auf den Einsatz in einer MKS-Simulation zu
vereinfachen, bieten sich geometrisch exakte Schalen als Modellierungsansatz an.
Hier muss lediglich die zweidimensionale Mittelfläche und das Direktorfeld dis-
kretsiert werden. Dies führt zu wesentlich weniger Freiheitsgraden als bei einer
Diskretisierung mit Volumenelementen, in der die Auflösung der Dicke des Rei-
fens die Elementgröße beschränkt. In einer MKS-Simulation ist nicht von Interes-
se, wie der exakte Verformungs- beziehungsweise Spannungszustand innerhalb
des Reifens ist. Viel mehr kommt es darauf an, dass die korrekten dynamischen
Kräfte an der Felge wirken.

Schalen spielen in der Simulation von Reifen generell eine eher untergeordnete
Rolle. Ein auf der Kirchoff-Love Theorie beruhendes Schalenmodell eines Reifens
wurde in [19, 18, 20] dargelegt. Das Modell berücksichtigt allerdings nur die li-
neare Theorie für kleine Verschiebungen. Es wurden nur statische Rechnungen
simuliert, wie das Aufpumpen des Reifens und das Abplatten gegen eine flache
Fahrbahn. In [67, 68, 69] wurden verschiedene Schalenmodelle basierend auf ei-
ner Multidirektor5-Theorie für den Reifen vorgestellt. Das Ziel ist dabei, die Span-
nungsverteilung über die Dicke des Reifens zu berechnen. Ebenso existieren eini-
ge Abhandlungen [76, 85, 110] in denen Schalen benutzt werden, um analytische
Lösungen für die Vibration der Lauffläche eines Reifens zu berechnen.

Geometrisch exakte Schalen wurden bisher noch nicht zur Modellierung eines
Reifens in einer MKS-Fahrzeugssimulation benutzt. In dieser Arbeit wird zum
ersten Mal dieser vielversprechende Modellansatz verfolgt. Der Aufbau der Ar-
beit gestaltet sich dabei wie folgt: In Kapitel 2 wird das kontinuierliche Modell
der geometrisch exakten Schale aus den kontinuumsmechanischen Gleichungen
hergeleitet. Auf das Diskretisieren der daraus entstandenen Gleichungen sowohl
im Ort als auch in der Zeit wird in Kapitel 3 eingegangen. Alle Erweiterungen des
Schalenmodells, um die Eigenschaften des Reifens abzubilden, werden in Kapi-
tel 4 vorgestellt. In Kapitel 5 wird die diskrete Schale schließlich mit numerischen

5Es wird für jede Materialschicht ein eigener Direktor eingeführt.
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Ergebnissen validiert. Zuletzt werden in Kapitel 6 die Ergebnisse dieser Arbeit
diskutiert und ein Ausblick auf die weitere Forschung gegeben.
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2. Kontinuumsmechanik der Schale

In diesem Kapitel werden die kontinuumsmechanischen Grundlagen zur Theorie
geometrisch exakter Schalen vorgestellt. Als Vorlage dient die Arbeit von Simo
und Fox [108], in der die schubweiche Reissner-Mindlin Kinematik [91] ange-
wandt wird.

2.1. Kinematik der Schale

Das dreidimensionale Schalenkontinuum wird mit Hilfe einer gerichteten Cos-
serat-Fläche [3, 91] beschrieben. Diese wird mit zwei voneinander unabhängigen
Funktionen dargestellt, die über den gleichen zweidimensionalen Parameterbe-
reich ω ⊂ R2 definiert sind

ϕ : ω → R
3 , d : ω → S

2 . (2.1)

Die erste Abbildung ϕ bettet die Mittelfläche der Schale in den dreidimensio-
nalen Raum R3 ein. Die zweite Funktion, der sogenannte Direktor, ordnet jedem
Punkt des Parameterbereichs einen dreidimensionalen Einheitsvektor zu. Hierbei
repräsentiert S2 = {x ∈ R3|‖x‖ = 1} die Einheitssphäre im R3. Beide Abbildun-
gen sind stetig differenzierbar. Die Ableitungen von ϕ bezüglich der Variablen

χ = (χ1, χ2)
T ∈ ω liefern die Tangentialvektoren und die Normale der Mittel-

fläche

aα :=
∂ϕ

∂χα
, a3 =

a1 × a2

‖a1 × a2‖
. (2.2)

An dieser Stelle sei angemerkt, dass in dieser Arbeit wie üblich Indizes mit grie-
chischen Buchstaben die Zahlen von eins bis zwei repräsentieren. Während klei-
ne lateinische Buchstaben die Zahlen von eins bis drei vertreten. Mit (2.2) kann
die Metrik der zweidimensionalen Fläche berechnet werden als

aαβ = aα · aβ . (2.3)

Die kontravariante Basis ergibt sich aus dem Gleichungssystem aα · aβ = δαβ . Das
Flächenmaß ādχ der Mittelfläche ist in jedem Punkt definiert mit der skalaren
Größe

ā := det(aαβ) = a11a22 − (a12)
2 . (2.4)
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Als letzten Term der Mittelfläche werden die Koeffizienten des Krümmungsten-
sors definiert als

bαβ = a3 · aα,β . (2.5)

Hierbei wurde die übliche abkürzende Schreibweise für eine partielle Ableitung

(·),α := ∂(·)
∂χα

übernommen. Detaillierte Informationen zur Differentialgeometrie
von Flächen befinden sich in [36]. Die dreidimensionale Ausdehnung des Scha-
lenkontinuums lässt sich mit Hilfe der zusätzlichen Variable ζ darstellen als

φ(χ, ζ) = ϕ(χ) + ζd(χ) , (2.6)

φ : Ω → R
3 , Ω := ω ×

[
−h
2
,
h

2

]
. (2.7)

Die kovariante Basis dieses Kontinuums ist definiert als die Ableitung bezüglich
ihrer Parametrisierung

gα :=
∂φ

∂χα
= aα + ζd,α , g3 :=

∂φ

∂ζ
= d . (2.8)

Wie bei der Mittelfläche werden durch das Gleichungssystem gi · gj = δji die
kontravarianten Basisvektoren berechnet. Zusätzlich zu aαβ werden mit

καβ := aα · d,β + aβ · d,α und γα := aα · d (2.9)

zwei weitere invariante1 Größen des Schalenkontinuums definiert. Hierbei han-
delt es sich bei καβ um die Koeffizienten eines verallgemeinerten Krümmungs-
tensors, da für d = a3 gilt, dass καβ = −2bαβ . Der Term γα repräsentiert die trans-
versale Scherung, also die Verkippung des Direktors gegenüber der Normalen
a3. Die Metrik des dreidimensionalen Kontinuums gij = gi · gj lässt sich nun mit
(2.3) und (2.9) beschreiben als

gαβ = aαβ + ζκαβ +O(ζ2) , (2.10)

g3α = γα , (2.11)

g33 = 1 . (2.12)

Es ist davon auszugehen, dass die Dicke der Schale klein ist gegenüber der bei-
den anderen Ausdehnungsrichtungen. Daher werden die Terme höher Ordnung
O(ζ2) in (2.10) vernachlässigt.

Um die Bewegung der Schale abzubilden und die damit verbundenen Verzerrun-
gen zu messen, wird eine spannungsfreie Referenzkonfiguration definiert

φ0(χ, ζ) = ϕ0(χ) + ζd0(χ) . (2.13)

1Als invariant werden Größen bezeichnet, die sich bei einer beliebigen Translation oder Rotation
des gesamten Kontinuums nicht ändern.
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2.1. Kinematik der Schale

Referenz Deformierte Konfiguration

Funktionspaar (ϕ0, d0) (ϕ, d)
Metriken der Mittelfläche Aαβ, A

αβ aαβ, a
αβ

Verallgemeinerte Krümmung Kαβ = 2Bαβ καβ
Transversale Scherung Γα γα
Metriken des Schalenvolumens Gij, G

ij gij, g
ij

Tabelle 2.1.: Nomenklatur der kinematischen Größen

Für deren Vektoren und Metriken werden Großbuchstaben benutzt, um sie von
der deformierten Konfiguration (kleine Buchstaben) zu unterscheiden. Die ver-
wendeten Bezeichnungen sind in Tabelle 2.1 aufgelistet. Zusätzlich wird ange-
nommen, dass der Direktor der Referenzkonfiguration identisch zur Einheitsnor-
malen der Mittelfläche ist

d0 = A3 :=
A1 ×A2

‖A1 ×A2‖
= A3. (2.14)

Daraus folgt, dass die zwei Koeffizienten der Metrik Gα3 = 0 verschwinden. Mit
Hilfe der beiden Funktionen (2.6) und (2.13) lässt sich die Deformationsabbildung
definieren

Φ := φ ◦ (φ0)
−1 . (2.15)

Diese Funktion bildet das Referenzvolumen B0 := φ0(Ω) auf das deformierte
Schalenkontinuum B := φ(Ω) ab, wie in Abbildung 2.1 dargestellt. Der Deforma-
tionsgradient dieser Abbildung lässt sich mit Hilfe der Basisvektoren der beiden
Konfigurationen darstellen [120]

F := ∇Φ = gi ⊗Gi . (2.16)

Um die Verzerrungen im deformierten Kontinuum B zu messen, wird der Green-
Lagrange Tensor als invariantes Dehnungsmaß [17] benutzt. Dieser ist mit (2.16)
gegeben als

E : =
1

2

(
F
T
F− Id

)
(2.17)

=
1

2
(gij −Gij)G

i ⊗Gj . (2.18)

Somit werden die Verzerrungen im Kontinuum zurückgeführt auf Differenzen
der beiden Metriken. Im Falle des Schalen-Kontinuums lassen sich diese weiter
aufspalten in Differenzen der Invarianten aus (2.3) und (2.9)

Eαβ =
1

2
(aαβ − Aαβ + ζ (καβ −Kαβ)) +O(ζ2) (2.19)

Eα3 =
1

2
(γα − Γα) (2.20)

E33 = (dTd− 1) = 0 . (2.21)
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2. Kontinuumsmechanik der Schale

h

ω

G3

G1

G2
g3

g1

g2

φ0 φ

Φ

Abbildung 2.1.: Zusammenhang zwischen den Schalenkonfigurationen und dem
Parameterbereich

Es entstehen keine Verzerrungen entlang der Normalenrichtung (2.21), was in
der Literatur [29] als ebener Verzerrungszustand bezeichnet wird. In [120] findet
sich eine Auflistung aller Terme von (2.19)-(2.21), ohne die hier bereits im Vorfeld
getroffenen Annahmen.

Das zum Green-Lagrange Tensor arbeitskonjugierte Spannungsmaß [17] ist der
zweite Piola-Kirchhoff-Tensor S := Sij (Gi ⊗Gj). Über ein Materialgesetz wird
der Zusammenhang zwischen den Verzerrungen und den Spannungen in einem
Kontinuum hergestellt. Dafür existieren verschiedene Ansätze [17, 120], je nach-
dem welches Materialverhalten abgebildet werden soll. In dieser Arbeit wird sich
auf ein lineares Gesetz beschränkt. Dies impliziert die Begrenzung auf kleine lo-
kale Verzerrungen. Große Starrkörperbewegungen werden aber dennoch korrekt
erfasst, da das Verzerrungsmaß (2.18) ihnen gegenüber invariant ist. Bei linea-
rem Materialverhalten besteht über einen vierstufigen Materialtensor ein linearer
Zusammenhang zwischen Dehnungen und Spannungen

S = C : E Sij = C ijklEkl (2.22)

C = C ijkl(Gi ⊗Gj ⊗Gk ⊗Gl) . (2.23)

Die Komponenten des Materialtensors müssen, wie in [17] gezeigt, die folgenden
Symmetrieeigenschaften besitzen

C ijkl = Cklij C ijkl = Cjikl C ijkl = C ijlk . (2.24)
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2.1. Kinematik der Schale

Um das Materialgesetz (2.22) auf die Schale zu übertragen, wird analog zu [29]
angenommen, dass die folgenden Koeffizienten des Tensors verschwinden

Cαβι3 = Cα333 = 0 . (2.25)

Diese Annahme ist, insbesondere im Falle eines isotropen und eines speziell ge-
wählten orthotropen Materials, erfüllt. Eine detaillierte Herleitung des Material-
modells folgt in Kapitel 4.1. Die Hypothese (2.25) entspricht einer Isolierung der
transversalen Scherung. Das heißt, ein transversaler Verzerrungszustand wird
nur durch Scherung parallel zur Mittelfläche induziert und umgekehrt. Mit Hilfe
von (2.18) und (2.22) lassen sich die Komponenten des zweiten Piola-Kirchhoff-
Tensors schreiben als

Sαβ = CαβιπEιπ + Cαβ33E33 , (2.26)

Sα3 = 2Cα3β3Eβ3 , (2.27)

S33 = C33αβEαβ + C3333E33 . (2.28)

Analog zu [29] wird zusätzlich ein ebener Spannungszustand (S33 = 0) ange-
nommen. Dies bedeutet, dass die Spannungen, die in Richtung der Normalen
in der Referenzkonfiguration auftreten, als vernachlässigbar klein angenommen
werden. Somit lässt sich (2.28) wie folgt umschreiben

E33 =
C33αβ

C3333
Eαβ . (2.29)

Setzt man dies nun in (2.26) ein, reduzieren sich die konstitutiven Gleichungen
der Schale zu

Sαβ = HαβιπEιπ , (2.30)

Sα3 =
1

2
Hα3β3Eβ3 , (2.31)

wobei die Einträge des Schalenmaterialtensors H = H ijkl(Gi ⊗Gj ⊗Gk ⊗Gl) ge-
geben sind als

Hαβιπ = Cαβιπ +
Cαβ33C33ιπ

C3333
, Hα3β3 = 4Cα3β3 , H3333 = 0 . (2.32)

Bemerkung 2.1 Der in (2.32) eingeführte Tensor H kann als dreidimensionales Ma-
terialgesetz verstanden werden, in dem der ebene Spannungszustand S33 = 0 und die
dadurch virtuell entstehenden Verzerrungen (2.29) bereits eingeprägt sind. Dieser An-
satz lebt davon, dass bereits in der Kinematik die Restriktion d ∈ S2 getroffen wird und
somit bestimmte Verzerrungzustände ausgeschlossen werden [29].
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2. Kontinuumsmechanik der Schale

2.2. Schwache Formulierung der

Impulsbilanzgleichung

In diesem Abschnitt wird auf die Herleitung der schwachen Formulierung der
Impulsbilanzgleichung für das Schalen-Kontinuum eingegangen, wobei sich auf
die Reduktion des Problems von drei zu zwei Raumdimensionen konzentriert
wird. Die Grundlagen zur Kinematik wurden bereits in Abschnitt 2.1 dargestellt.
Im Gegensatz zu [108] wird auf die explizite Definition von Spannungsresultie-
renden verzichtet und stattdessen direkt die ganze Gleichung über die Dicke in-
tegriert.

Die Impulsbilanz in Bezug auf die Referenzkonfiguration ist im dreidimensiona-
len Fall gegeben als [120]

Div (FS) + F0 = ρ0
d2

dt2
Φ . (2.33)

Der Term F0 : B0 → R3 repräsentiert die von außen auf das Kontinuum wir-
kenden Kräfte, wie zum Beispiel die Schwerkraft. Die Dichteverteilung in der
Referenzkonfiguration ist durch die Funktion ρ0 : B0 → R gegeben. Analog zu
(2.6) werden Testfunktionen über dem Parameterbereich

δϕ : ω →R
3 , δd : ω → TdS

2 , (2.34)

δφ := δϕ+ ζδd (2.35)

definiert, wobei der Tangentialraum in d an S2 gegeben ist [108] als

TdS
2 := {δd ∈ R

3 | δd · d = 0} . (2.36)

Die Testfunktion (2.35) auf dem Parameterraum Ω wird analog zu (2.15) zu einer
Abbildung auf der Referenzkonfiguration

δΦ := δφ ◦ (φ0)
−1 . (2.37)

Von (2.37) kann ebenfalls die Ableitung2 gebildet werden δF = δgi ⊗Gi. Betrach-
tet man die Testfunktion δΦ als Variation der Abbildung Φ, dann repräsentiert δF
die Variation des Deformationsgradienten. Durch die Multiplikation von (2.33)
mit δΦ und der Integration über das komplette Volumen von B0 ergibt sich mit
Hilfe von partieller Integration die schwache Formulierung der Impulsbilanzglei-
chung

−
∫

B0

FS : δF dX+

∫

B0

F0 · δΦ dX =

∫

B0

d2

dt2
Φ · δΦ dX . (2.38)

2δgα = ∂
∂χα

δφ und δg3 = ∂
∂ζ
δφ
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2.2. Schwache Formulierung der Impulsbilanzgleichung

Anhand des Transformationssatzes und δEij := 1
2
(δgi · gj + δgj · gi) wird (2.38)

weiter umgeformt zu

−
∫

Ω

SijδEijḠdζdχ+

∫

Ω

F0 · δφḠdζdχ =

∫

Ω

ρ0
d2

dt2
φ · δφḠdζdχ . (2.39)

Hierbei entspricht der erste Term der inneren virtuellen Arbeit. Der zweite und
dritte Term beschreibt die virtuelle Arbeit aufgrund der äußeren Kräfte und der
Trägheit. Es ist zu beachten, dass bisher alle verwendeten Funktionen wegen
(2.37) und (2.15) implizit den Wertebereich B0 hatten. Durch die Transformation
des Integrals zu Ω ist dies nun hinfällig3.

Im Folgenden wird auf die drei Terme von (2.39) einzeln eingegangen, wobei
sie über [−h

2
, h
2
] integriert werden. Zur Durchführung wird die Determinante

der Kontinuumsmetrik Ḡ mit dem Flächenmaß der Mittelfläche Ā approximiert,
dies wird in der theoretischen Herleitung häuftig durch den sogennanten Shifter
durchgeführt. Dies ist im Limes h → 0 exakt erfüllt. Für eine verkürzte Schreib-
weise wird für die Integration bezüglich der Mittelfläche das Flächenmaß

dχ̄ := Ādχ (2.40)

benutzt.

2.2.1. Integral der inneren Kräfte

Zuerst wird das Integral über die inneren Kräfte behandelt. Für die Komponenten
des zweiten Piola-Kirchhoff Tensors werden die Gleichungen (2.28), (2.30) und
(2.31) eingesetzt

∫

Ω

SijδEijdζdχ̄ =

∫

Ω

EαβH
αβιπδEιπdζdχ̄

+

∫

Ω

Eα3H
α3ι3δEι3dζdχ̄ .

(2.41)

Wie in (2.19)-(2.21) lässt sich auch die Variation des Green-Lagrange Tensors auf-
teilen in

δEαβ = δaαβ + ζδκαβ , δEα3 = δγα . (2.42)

Die explizite Darstellung der Variationen der Invarianten kann der Tabelle 2.2
entnommen werden.

3Zusätzlich müssen nun aber F0 und ρ0 über Ω parametriert werden.
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2. Kontinuumsmechanik der Schale

Invariante Variation

aαβ aα · aβ δaα · aβ + aα · δaβ
καβ aα · d,β + aβ · d,α δaα · d,β + δaβ · d,α + aα · δd,β + aβ · δd,α
γα aα · d δaα · d+ aα · δd

Tabelle 2.2.: Explizite Darstellung der Invarianten und deren Variation

Mit (2.42) lässt sich der erste Summand von (2.41) schreiben als
∫

Ω

EαβH
αβιπδEιπdζdχ̄ =

∫

Ω

1

2
(aαβ − Aαβ)H

αβιπδaιπdζdχ̄

+

∫

Ω

ζ

(
1

2
(aαβ − Aαβ)H

αβιπδκιπ

)
dζdχ̄

+

∫

Ω

ζ

(
1

2
(καβ −Kαβ)H

αβιπδaιπ

)
dζdχ̄

+

∫

Ω

ζ2
(
1

2
(καβ −Kαβ)H

αβιπδκιπ

)
dζdχ̄ .

(2.43)

Um eine explizite Integration über ζ zu ermöglichen, wird in den Komponenten
des Materialtensors die Approximation Gij ≈ Aij angewandt. Ist das Material
spiegelsymmetrisch bezüglich der Mittelfläche, verschwinden alle Integrale der
Form

∫ h
2

−h
2

ζ2k+1(. . . )dζ = 0 , k ∈ N0 . (2.44)

Somit entsteht keine Kopplung zwischen Membran-Verzerrung und Biegung.
Durch Integration von (2.41) über ζ zerfällt das Integral in drei Summanden die
Schnittgrößen genannt werden

∫

Ω

SijδEij det(A)dζdχ = h

∫

ω

1

2
(aαβ − Aαβ)H

αβιπδaιπdχ̄

+
h3

12

∫

ω

1

2
(καβ −Kαβ)H

αβιπδκιπ det(A)dχ̄

+ h

∫

ω

1

2
(γα − Γα)H

α3ι3δγιdχ̄

:= Gint
(
(ϕ, d), (δϕ, δd)

)
.

(2.45)

2.2.2. Äußere Kräfte und Dynamik

Für die Integration über die äußeren Kräfte wird angenommen, dass diese nicht
von der deformierten Konfiguration abhängen. Spezialfälle, bei denen dies nicht
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2.2. Schwache Formulierung der Impulsbilanzgleichung

der Fall ist, werden in Kapitel 4 gesondert behandelt. Daher ist F0 höchstens eine
Funktion der Referenzkonfiguration φ0 und somit kann mit Hilfe des Transfor-
mationssatzes über die Dicke integriert werden

∫

B0

F0 · δΦ dX =

∫

Ω

F0(ϕ0 + ζd0) · δφ dζdχ (2.46)

=

∫

ω

F
ϕ
0 · δϕ dχ+

∫

Ω

Fd

0 · δd dχ (2.47)

:= Gext
(
(δϕ, δd)

)
. (2.48)

Der Term F
ϕ
0 =

∫
F0(ϕ0 + ζd0) dζ repräsentiert die auf die Mittelfläche wirkende

Kraft. Das durch die Kräfteverteilung entlang der Dicke induzierte Moment ist
durch Fd

0 =
∫
ζF0(ϕ0 + ζd0) dζ gegeben.

Als letzter Term wird nun der dynamische Teil von (2.39) über ζ integriert. Die
Dichteverteilung ρ0(φ0) ist in jedem Punkt der Referenzkonfiguration gegeben
und wird als symmetrisch zur Mittelfläche angenommen. Daraus folgt, dass alle
Terme der Form

∫ h
2

−h
2

ζ(2n+1)ρ0 dζ = 0 , ∀n ∈ N0 , (2.49)

verschwinden. Somit ergibt sich für den dynamischen Teil
∫

B0

ρ0
d2

dt2
Φ · δΦ dX =

∫

ω

Aρ0ϕ̈ · δϕ dχ+

∫

ω

Iρ0 d̈ · δd dχ , (2.50)

=: Gdyn
(
(ϕ̈, d̈), (δϕ, δd)

)
, (2.51)

mit den über die Dicke gemittelten Trägheitstermen

Aρ0 =

∫ h
2

−h
2

ρ0 dζ , Iρ0 =

∫ h
2

−h
2

ζ2ρ0 dζ . (2.52)

Letztlich wurden alle Teile von (2.41) über die Dicke integriert. Dadurch erhält
man eine schwache Impulzbilanzgleichung für das Schalenkontinuum

−Gint
(
(ϕ, d), (δϕ, δd)

)
+ Gext

(
(δϕ, δd)

)
= Gdyn

(
(ϕ̈, d̈), (δϕ, δd)

)
. (2.53)

Im Gegensatz zu (2.41) sind alle Integrale über den zweidimensionalen Parame-
terbereich ω zu bestimmen. Dies bringt den Vorteil, dass bei der späteren Anwen-
dung von Finiten Elementen der Parameterbereich direkt mit dem des Elements
identifiziert werden kann und somit die zusätzlichen Ableitungen aufgrund der
Kettenregel verschwinden. Im statischen Fall (ϕ̈, d̈) = 0 eliminiert sich die rechte
Seite von (2.53) und es ergibt sich

Gint
(
(ϕ, d), (δϕ, δd)

)
= Gext

(
(δϕ, δd)

)
. (2.54)
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2. Kontinuumsmechanik der Schale

2.3. Mathematische Formulierung des

nichtlinearen Problems

In diesem Abschnitt wird vorgestellt aus welchen Mengen die Lösungen sowie
die Testfunktionen von (2.53) und (2.54) bestehen. Diesbezüglich gibt es, auf-
grund der Beschränkung des Direktors (2.1) und dessen Testfunktion (2.35), ver-
schiedene Möglichkeiten. In [104] wurde dies bereits für ein Modellproblem dar-
gestellt, welches sich auch auf die hier präsentierte Schalenkinematik übertragen
lässt. Hingegen werden in dieser Arbeit die Lagrange-Multiplikatoren zur Ein-
haltung der Einheitslänge des Direktors, bereits auf räumlich kontinuierlicher
Ebene eingeführt, was zu einem Sattelpunktproblem führt. Dabei wird ein prag-
matischer Ansatz, der die grobe Vorgehensweise aufzeigt, verfolgt. Im Hinblick
darauf werden einige Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis benutzt, deren De-
finitionen und Sätze sich im Anhang B befinden.

2.3.1. Statisches Problem

Zur vereinfachten Notation werden die Funktionspaare aus (2.1), (2.13) und (2.34)
in je einer sechs-dimensionalen Funktion zusammengefasst

q = (ϕ, d)T , q0 = (ϕ0, d0)
T , δq = (δϕ, δd)T . (2.55)

Damit das Integral über die innere Arbeit wohldefiniert ist, müssen die Kompo-
nenten der Abbildungen (2.55) Elemente des Sobolevraums W 1,4(ω) sein, siehe
Definition B.10. Das heißt, die Funktionen müssen einmal schwach differenzier-
bar und biquadratisch integrierbar sein. Daraus folgt, dass die Funktionen q, q0

und die Testfunktionen δq aus dem Raum Q :=
(
W 1,4(ω)

)6
sein müssen. Um das

statische Problem (2.54) auf dem Banachraum Q anschaulich darzustellen, wird
mit Hilfe der im Anhang A dargestellten Matrizen B(q) ∈ R8×6 und H ∈ R8×8

eine Multilinearform definiert

R :Q×Q×Q×Q → R , (2.56)

R(q,p,u,v) =

∫

ω

(B(q)p)THB(u)v dχ̄ . (2.57)

Aufgrund von B(q)p = B(p)q und H = HT hat (2.57) die folgenden Symmetrieei-
genschaften

R(q,p,u,v) = R(u,v,q,p) , (2.58)

R(q,p,u,v) = R(p,q,u,v) , (2.59)

R(q,p,u,v) = R(q,p,v,u) . (2.60)

Mit (2.57) existiert für jedes q ∈ Q und gegebenes q0 ∈ Q ein stetiges Funktional
R(q) ∈ Q∗, welches definiert ist über die Anwendungsvorschrift

< R(q),v >=
1

2

(
R(q,q,q,v)−R(q0, q0,q,v)

)
. (2.61)
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Hierbei ist R(·) selbst ein Operator, der Q in seinen Dualraum4 abbildet R : Q →
Q∗. Mit diesem, im Allgemeinen nichtlinearen Operator, kann die virtuelle Arbeit
der inneren Kräfte (2.45) ausgedrückt werden als

Gint(q, δq) =
1

2

(∫

ω

gijH
ijklδEkldχ̄−

∫

ω

GijH
ijklδEkldχ̄

)
, (2.62)

=< R(q), δq > . (2.63)

Auf die gleiche Art und Weise lässt sich die virtuelle Arbeit der externen Kräfte
F

q
0 := (Fϕ

0 ,F
d

0)
T schreiben

< F, δq >:=

∫

ω

δqTFq
0dχ̄ , F ∈ Q∗ . (2.64)

Nun kann die schwache Formulierung der Statik (2.54) verkürzt dargestellt wer-
den als

< R(q), δq >=< F, δq > . (2.65)

Wegen der Einheitslänge von d beschränkt sich der Raum der möglichen Lösun-
gen von (2.65) auf die Menge

R := {(ϕ, d)T ∈ Q | dTd = 1} . (2.66)

Die Testfunktionen müssen gemäß (2.13) in der folgenden Menge enthalten sein

TqR = {(δϕ, δd)T ∈ Q | δdTd = 0} . (2.67)

Somit kann die Lösung der statischen Gleichungen (2.54) gefunden werden, in-
dem man das folgende Problem löst:

Problem 1 (Statisches Problem in R ) Finde q ∈ R bei gegebenem q0 ∈ R, sodass
gilt:

< R(q), δq >=< F, δq > , ∀δq ∈ TqR . (2.68)

Dieses Problem ist äquivalent zu der in Abschnitt 2.2 hergeleiteten statischen
Gleichung (2.54). Hier sind R und TqR keine Vektorräume5, was zu komplizierte-
ren Approximationen im diskreten Fall führt. Dies wird umgangen, indem bereits
auf dieser Ebene Lagrange-Multiplikatoren eingeführt werden, um die Neben-
bedingungen ‖d‖ = 1 zu erfüllen. Dazu wird eine zusätzliche Multilinearform
definiert

G(q,p, f) =

∫

ω

qT
(
0 0
0 Id

)
pfdχ̄ G : Q×Q× L2(ω) → R , (2.69)

4Raum aller stetig linearen Funktionen von Q nach R.
5Für d1 ∈ S2 und d2 ∈ S2 gilt im Allgemeinen (d1 + d2) 6∈ S2
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2. Kontinuumsmechanik der Schale

wobei L2(ω) der Raum der quadratisch integrierbaren Funktionen über ω ist. Die-
se Trilinearform ist offensichtlich symmetrisch in den ersten beiden Einträgen
G(q,p, f) = G(p,q, f). Zusätzlich wird ein lineares Funktional über L2(ω) ein-
geführt

< E, f >

∫

ω

fdχ̄ E ∈ L2(ω)∗ . (2.70)

Mit (2.69) und (2.70) wird für jedes q ∈ Q ein lineares Funktional g(q) ∈ L2(ω)∗

über die Anwendungsvorschrift

< g(q), f >:=
1

2

(
G(q, q, f)− < E, f >

)
, f ∈ L2(ω) (2.71)

definiert. Mit diesem Funktional kann die Restriktion des Direktors auf Einheits-
länge in schwacher Form 6 geschrieben werden als

< g(q), δλ >= 0 , ∀δλ ∈ L2(ω) . (2.72)

Durch die Zwangsbedingung (2.72) ergibt sich ein zusätzlicher Beitrag zur virtu-
ellen Arbeit. Dieser ist gegeben über den Operator G : Q × L2(ω) → Q∗ mit der
Anwendungsvorschrift

< G(q, λ), δq >= G(q, δq, λ) . (2.73)

Mit (2.72) und (2.73) kann nun das statische Problem 1 als ein Sattelpunktproblem
in den Vektorräumen Q und L2(ω) umgeformt werden. Somit muss folgendes
Problem gelöst werden:

Problem 2 (Statisches Problem in Q× L2) Finde q ∈ Q und λ ∈ L2(ω) sodass für
gegebenes q0 gilt :

< R(q), δq > + < G(q, λ), δq >= < F, δq > , ∀δq ∈ Q , (2.74)

< g(q), δλ >=0 , ∀δλ ∈ L2(ω) . (2.75)

Eine alternative Herleitung von Problem 2, bezüglich der Minimierung des Ener-
giefunktionals mit der Einheitslänge des Direktors als Nebenbedingung, ist in
Anhang C skizziert.

Bemerkung 2.2 Die Gleichungen (2.74)-(2.75) können auch als nichtlineare Operator-
gleichungen auf den Dualräumen gesehen werden:

R(q) + G(q, λ) =F in Q∗ , (2.76)

g(q) =0 in L2(ω)∗ . (2.77)

6 Im Gegensatz zu Gleichung (2.1), in der die Einheitslänge des Direktors punktweise in ω ein-
gefordert wird, gilt dies hier nur fast überall in ω. Dies ist aber kompatibel zu der hier vorge-
stellten Theorie, da q ∈ Q selbst nicht punktweise definiert ist.
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2.3. Mathematische Formulierung des nichtlinearen Problems

Zusätzlich zu den Bewegungsgleichungen müssen zumindest auf einem Teil des
Randes des Parameterbereichs ∂ωBc ⊂ ∂ω Randbedingungen erfüllt werden. In
dieser Arbeit wird sich lediglich mit den Bedingungen von Dirichlet-Typ befasst7,
das heißt, es werden nur Funktionswerte am Rand vorgegeben. Seien nun Aϕ :
∂ωBc → R3×3 und Ad : ∂ωBc → R3×3 zwei matrixwertige, sowie ϕ̄ : ∂ωBc → R3

und d̄ : ∂ωBc → R3 zwei vektorwertige Funktionen auf dem Rand, so sind die
Dirichlet-Randbedingungen für q ∈ Q gegeben als

(
Aϕ 03×3

03×3 Ad

)

︸ ︷︷ ︸
=:A

q =

(
ϕ̄
d̄

)

︸ ︷︷ ︸
=:q̄

, ∀χ ∈ ∂ωBc (2.78)

Bei der Wahl von Ad und d̄ muss auf Konsistenz zur Einheitslängenbedingung ge-
achtet werden. Die Testfunktionen müssen an den vorgegeben Randwerten ver-
schwinden

Aδq = 0 ∀χ ∈ ∂ωBc (2.79)

Bemerkung 2.3 Die in (2.78) eingeführte Schreibweise für die Randbedingungen der
Schale erlaubt auch singuläre Matrizen, also det(A) = 0. Dies bedeutet, dass die Funk-
tion q in diesem Abschnitt des Randes nicht vollkommen vordefiniert ist. Diese Art von
Randbedingungen werden zum Beispiel bei sogenannten Symmetrierandbedingungen be-
nötigt.

2.3.2. Dynamisches Problem

Bis jetzt wurde in diesem Abschnitt nur das statische Problem (2.54) besprochen.
Dies entspricht einem Spezialfall der schwachen Formulierung der Impulserhal-
tung (2.53). Da zur Diskretisierung der Bewegungsgleichung in Kapitel 3 die ver-
tikale Linienmethode8 verwendet wird, wird hier auf eine Einführung der funk-
tionalanalytisch korrekten Räume verzichtet und auf [52] verwiesen.

Als zusätzlicher Term zur virtuellen Arbeit müssen für eine dynamische Berech-
nung nun auch die Trägheitskräfte (2.51) beachtet werden. Hierfür wird eine sym-
metrische Bilinearform definiert

D(q,v) =

∫

ω

qT
(
Aρ0 Id3×3 03×3

03×3 Iρ0 Id3×3

)
v dχ̄ , D : Q×Q → R . (2.80)

7An den freien Rändern werden implizit Neumann-Randbedingungen benutzt.
8Zuerst wird im Raum diskretisiert danach in der Zeit. Daher entsteht für die Zeitintegration

ein endlich dimensionales Problem, auf das Standard-Lösungsverfahren angewandt werden
können.
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2. Kontinuumsmechanik der Schale

Sei nun [0, T ] mit T > 0 das Zeitintervall in dem die Bewegungsgleichung der
Schale gelöst werden soll. Da sich das Interesse auf zeitabhängige Lösungen rich-
tet, muss für alle t ∈ [0, T ] q(t), q̇(t), q̈(t) ∈ Q und λ(t) ∈ L2(ω) gelten. Wir
sind an zeitabhängigen Lösungen interessiert, für diese gilt q(t), q̇(t), q̈(t) ∈ Q
und λ(t) ∈ L2(ω) für alle t ∈ [0, T ]. Somit kann die schwache Form der Impuls-
bilanzgleichung als differential-algebraische Gleichung über dem Banachraum
Q× L2(ω) geschrieben werden als

Problem 3 (Dynamisches Problem in Q× L2) Finde q(t) und λ(t) für ein gegebe-
nes q0 ∈ Q , sodass ∀t ∈ [0, T ], q(t) ∈ Q und λ(t) ∈ L2(ω) gilt :

d2

dt2
D(q, δq)+ < R(q), δq > + < G(q, λ), δq >= < F, δq > ∀δq ∈ Q (2.81)

< g(q), δλ >=0 ∀δλ ∈ L2(ω) (2.82)

Zusätzlich zu den Randwerten (2.78), die für das komplette Zeitintervall t ∈
[0, T ] erfüllt sein müssen, werden zum Lösen des dynamischen Problems (2.81)-
(2.82) die Startwerte (q(0), q̇(0), λ(0)) benötigt. Diese müssen konsistent mit der
Zwangsbedingung gewählt werden.

Bemerkung 2.4 (Fazit) In diesem Abschnitt wurden die statischen Gleichungen (2.54)
auf ein Sattelpunktproblem im örtlich kontinuierlichen Fall umgeschrieben (2.76)-(2.77).
Dieses wird in Abschnitt 3.1 mit Hilfe eines speziellen FE-Ansatz diskretisiert, welches
im Gegensatz zum Vorgehen in [14] steht. Darin werden die Gleichungen (2.54) mit
linearen Ansatzfunktionen diskretisiert und die Einheitslänge des Direktors diskret in
den Eckpunkten des FE-Gitters gefordert.
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3. Diskretisierung

In Kapitel 2 wurden die kontinuierlichen Gleichungen für die Bewegung der
Schale vorgestellt. Die analytische Lösung dieser Probleme ist nur für wenige
Spezialfälle möglich. Aus diesem Grund werden numerische Methoden benötigt,
um die Gleichungen in Ort und Zeit zu diskretisieren. Hierzu wird die Methode
der vertikalen Linien verwendet, welche in [52] ausführlich beschrieben wird. Zu-
erst wird der elliptische Teil mit Finiten Elementen (FE) diskretisiert und danach
ein geeignetes Zeitschrittverfahren auf die entstehende differential-algebraische
Gleichung (englisch: differential algebraic equation DAE) im Rn angewandt.

Diese Vorgehensweise spiegelt sich auch im Aufbau dieses Kapitels wieder. In
Abschnitt 3.1 wird die Diskretisierung des statischen Problems (2.74)-(2.75) mit
Finiten Elementen besprochen. Das Lösen der daraus entstehenden DAEs im
Zeitbereich wird in Abschnitt 3.2 beschrieben und ein Ansatz zum effizienten
Lösen der diskreten nichtlinearen Gleichungen in 3.2.2 vorgestellt.

3.1. Räumliche Diskretisierung mittels Finiter

Elemente

In diesem Abschnitt wird die räumliche Diskretisierung des Schalenkontinuums
mit Hilfe von FE besprochen. Hierbei wird sich auf die statischen Gleichungen
(2.74)-(2.75) beschränkt. Finite Elemente für Schalen wurden in der Vergangen-
heit bereits intensiv behandelt [12, 29, 120, 127]. In dieser Arbeit wird dem Ansatz
von [14] gefolgt, in dem sowohl die Mittelfläche als auch der Direktor mit bilinea-
ren Ansatzfunktionen interpoliert werden. Zusätzlich muss bei der in Abschnitt
2.3 hergeleiteten Theorie auch der Lagrange-Multiplikator λ ∈ L2(ω) diskretisiert
werden. Bei der Finiten Element Methode ist es das Ziel, den funktionswertigen
und unendlich dimensionalen Lösungsraum Q anhand von endlichen Räumen
Q∆x ⊂ Q zu approximieren. Um dieses Konzept auf die Schale zu übertragen,
wird der Parameterbereich in n quadratische Abschnitte ωi unterteilt. An jedem
der N Eckpunkte χI des so entstandenen Gitters wird nun eine Interpolations-
funktion N I : ω → R definiert. Diese setzt sich stückweise zusammen aus bi-
linearen Lagrange-Polynomen über ωi. Durch die Forderung N I(χJ) = δJI und
N I ∈ W 1,4(ω) sind die Ansatzfunktionen vollständig definiert und es gilt

N I |ωj
≡ 0 für χI 6∈ ωj . (3.1)
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3. Diskretisierung

qh0 qh

Abbildung 3.1.: Mit FE diskretisierter Parameterbereich und die daraus hervor-
gehenden diskreten Konfigurationen der Schale.

Mit diesen Interpolationsfunktionen wird nun die diskrete Version der Funktion
q geschrieben als

qh(χ) =
N∑

I=1

qIN
I(χ) mit qI = (ϕI , dI)

T ∈ R
6 . (3.2)

Hierbei repräsentiert ϕI einen Punkt auf der Mittelfäche und dI den dazugehör-
igen Direktor. Somit definiert der 6N-dimensionale Vektor q = (qT1 ...q

T
N)

T die
diskrete Konfiguration vollständig. Auf diese Art wird auch die Referenzkon-
figuration qh0 und die Testfunktion δqh diskretisiert. Dies wird in der Literatur
[120] isoparametrisches Konzept genannt. In Abbildung 3.1 wird das Konzept
illustriert.

Zusätzlich wird in jedem Eckpunkt des FE-Gitters ein Lagrange-Multiplikator λI
definiert, welche in dem Vektor λ = (λ1, .., λN)

T zusammengefasst werden. Glei-
ches gilt für die Testfunktion δλ. Die diskreten Werte an den Eckpunkten werden
mit den Funktionen M I ∈ L2(ω) über den Parameterbereich interpoliert

λh(χ) =
N∑

I=1

λIM
I(χ) . (3.3)

Durch Einsetzen von (3.2)-(3.3) in (2.74)-(2.75) werden diskrete Ausdrücke für
jeden einzelnen Term der statischen Gleichung berechnet. Diese werden im Fol-
genden einzeln diskutiert. Der Beitrag der inneren Kräfte wird zu

< R(qh), δqh > =
N∑

I=1

1

2

(
R(qh, qh, qh, N I)−R(qh0 , q

h
0 , q

h, N I)
)
· δqI , (3.4)

= δqTR(q) . (3.5)
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3.1. Räumliche Diskretisierung mittels Finiter Elemente

Dies definiert eine im Allgemeinen nichtlineare Funktion R : R6N → R6N mit

R(q) =
(
RT

1 (q) · · · RT
N(q)

)T
, (3.6)

RI(q) =
1

2

(
R(qh, qh, qh, N I)−R(qh0 , q

h
0 , q

h, N I)
)
. (3.7)

Die externen Kräfte werden durch Auswerten des entsprechenden Funktionals
an der diskreten Testfunktion zu

< F, δqh > =
N∑

I=1

δqTI

∫

ω

F
q
0N

Idχ̄ , (3.8)

= δqTF , (3.9)

mit einem nicht von q abhängigen Vektor

F =
(
FT

1 · · · FT
N

)T
, FI =< F, N I > . (3.10)

Das Berechnen der diskreten Zwangskraft sowie der Nebenbedingung erfordert
das Auswerten der Multilinearform (2.69) und des linearen Funktionals E (2.70)
an den diskreten Funktionen

G(qh, δqh, λh) =
N∑

I

N∑

J

N∑

K

λKq
T
I

(
0 0
0 Id

)
δqJ

∫

ω

N INJMKdχ̄ , (3.11)

E(λh) =
N∑

K

λK

∫

ω

MKdχ̄ . (3.12)

Da die Interpolationsfunktionen MK ∈ L2(ω) bis zum jetzigen Zeitpunkt un-
bestimmt sind, werden sie so gewählt, dass die folgenden Gleichungen erfüllt
sind

∫

ω

N INJMJdχ̄ = δIJδJK ,

∫

ω

MKdχ̄ = 1 . (3.13)

Aufgrund von MK ∈ L2(ω) werden sehr wenige Restriktionen an diese Interpo-
lationsfunktion gestellt. Somit lassen sich stückweise definierte Polynome kon-
struieren, die (3.13) erfüllen. Wegen der Abhängigkeit des Flächenmaßes dχ̄ =
det(A)dχ von q0, müssen diese Funktionen für jede Referenzkonfiguration neu
bestimmt werden. Da die konkrete Gestalt der M I eine eher untergeordnete Rol-
le spielt, wird es hier bei der impliziten Definition (3.13) belassen. Ein Beispiel für
die Berechnung dieser Interpolationsfunktionen befindet sich in Anhang D.

Mit (3.13) entspricht (3.11) einer Auswertung der Funktion an den Knoten des FE
Gitters

< G(qh, λh), δqh >= G(qh, δqh, λh) =
N∑

I

λIδq
T
I

(
0 0
0 Id

)
qI . (3.14)
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3. Diskretisierung

Mit Hilfe einer von q abhängigen Matrix

G(q) =



0 dT1

. . . . . .

0 dTN


 ∈ R

N×6N , (3.15)

kann (3.14) dargestellt werden als

< G(qh, λh), δqh >= δqTGT (q)λ . (3.16)

Die Nebenbedingung (2.75) wird mit δλh =
∑N

K δλKM
K und (3.13) zu

< g(qh), δλh >=
N∑

I

1

2
(dTI dI − 1)δλI . (3.17)

Mit einer nichtlinearen Funktion g : R6N → RN, die komponentenweise gegeben
ist durch

g(q) =
(
ĝ(q1) · · · ĝ(qN)

)T
ĝ(qI) = qTI

(
0 0
0 Id

)
qI − 1 , (3.18)

lässt sich die Nebenbedingung schreiben als

< g(qh), δλh >= δλTg(q) . (3.19)

Durch Einsetzen der diskreten Funktionen in die kontinuierlichen Gleichungen
(2.74)-(2.75) erhält man mit Hilfe von (3.5), (3.9), (3.16) und (3.19) ihre diskrete
Version

δqT
(
R(q)− F+ G

T (q)λ
)
= 0 , ∀δq ∈ R

6N , (3.20)

δλTg(q) = 0 , ∀δλ ∈ R
N . (3.21)

Durch die Diskretisierung entsteht ein endlich dimensionaler Raum und (3.20)-
(3.21) ist äquivalent zu dem folgenden Problem:

Problem 4 (Diskretes Statisches Problem) Finde q ∈ R6N und λ ∈ RN, sodass gilt:

R(q)− F+ G
T (q)λ = 0 , (3.22)

g(q) = 0 . (3.23)

Bemerkung 3.1 (Querschublocking) Das Problem des Querschublockings wird mit
Hilfe des Ansatzes aus [37] reduziert. Hierbei wird die Scherung diskret in den Mit-
telpunkten der Kanten des FE Gitters berechnet. Dies wird realisiert über eine lineare
Interpolation der beiden Direktoren an diesen Knoten. Als Approximation des Tangen-
tenvektors wird die Kante selbst benutzt. Die an den Mittelpunkten berechneten Sche-
rungen werden dann linear zur gegenüberliegenden Kante interpoliert. Dieses Element
entspricht MITC4 aus [29].
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3.1. Räumliche Diskretisierung mittels Finiter Elemente

Bemerkung 3.2 (Herleitung der Gleichungen) Im Verglich zu [14] wurden hier die
Lagrange-Multiplikatoren in Abschnitt 2.3 bereits auf kontinuierlicher Ebene eingeführt
und mittels FE diskretisiert. Aufgrund der speziellen Wahl der Ansatzfunktionen (3.13)
erhält man jedoch die gleichen diskreten Gleichungen (3.22)-(3.23) wie in [14]. Die hier
beschriebene Herleitung kann als Verallgemeinerung des Vorgehens in [14] angesehen
werden. Da im Allgemeinen die Wahl der M I nicht durch (3.13) beschränkt ist, könnten
auch andere Interpolationsfunktionen gewählt werden. Dies würde zu diskreten Glei-
chungen führen, die sich von (3.22)-(3.23) unterscheiden.

3.1.1. Tangentenmatrix

Zum numerischen Lösen von (3.22)-(3.23) durch ein Newton-Raphson-Verfahren
wird die Tangentenmatrix der nichtlinearen Gleichung benötigt. Diese wird mit
Hilfe der im Anhang C definierten Frèchet-Ableitung und der diskreten Lineari-
sierung berechnet

∆qh =
∑

I

∆qIN
I , ∆qI ∈ R

6 , (3.24)

∆λh =
∑

I

∆λIM
I , ∆λI ∈ R . (3.25)

Das Differenzieren des Operators R : Q → Q∗ liefert einen Operator DR : Q →
L(Q,Q∗), der über die folgende Vorschrift gegeben ist:

< DR[q]∆q, δq > =
1

2

(
R(q, q,∆q, δq)−R(q, q,∆q, δq))

+R(∆q, q, q, δq) .
(3.26)

Einsetzen der diskreten Funktionen (3.24) und (3.25) in (3.26) liefert

< DR[qh]∆qh, δqh >=
N∑

I

N∑

J

δqTI KIJ∆qJ , (3.27)

mit KIJ =< K(qh)[NJ ], N I >∈ R
6×6 . (3.28)

Aus den lokalen Tangentenmatrizen (3.26) wird eine Matrix für das ganze System
definiert

K :=



K11 · · · K1N

...
. . .

...
KN1 · · · KNN


 ∈ R

6N×6N . (3.29)

Hierbei sei angemerkt, dass diese von der diskreten deformierten Konfiguration
q abhängt K = K(q). Mit (3.29) lässt sich (3.27) schreiben als

< DR[qh]∆qh, δqh >= δqTK(q)∆q . (3.30)
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3. Diskretisierung

Aus den Symmetrien der Quadrilinearform (2.58)-(2.60) folgt direkt, dass die Ma-
trix K symmetrisch ist. Es gilt also

K(q) = K
T (q) ∀q ∈ R

6N . (3.31)

Für die Ableitung des Funktionals der ZwangsbedingungDg[·] : Q → L(Q, L2(ω)∗)
gilt

< Dg′[q]∆q, δλ > = G(q,∆q, δλ) , (3.32)

=< G(q, δλ),∆q) . (3.33)

Werden darin die diskreten Funktionen eingesetzt und (3.14)-(3.15) zur Hilfe ge-
nommen, so entsteht

< Dg[qh]∆qh, δλh >= δλTG(q)∆q . (3.34)

Das Funktional, das die Ableitung der Zwangskräfte DG[·] : Q× L2(ω) → L(Q×
L2(ω), Q∗) beschreibt, ist gegeben über die Vorschrift

< DG[(q, λ)](∆q,∆λ), δq >= G(∆q, δq, λ) +G(q, δq,∆λ) . (3.35)

Das Einsetzen der diskreten Funktionen führt zu

< DG[(qh, λh)](∆qh,∆λh), δqh >= δqT (U(λ)∆q+ G
T (q)∆λ) , (3.36)

mit der von den Lagrange-Multiplikatoren abhängigen Matrix

U(λ) =



Ûλ1

. . .

ÛλN


 ∈ R

6N×6N , Û =

(
0 0
0 Id

)
. (3.37)

Mit (3.29), (3.34) und (3.36) sind die Ableitungen aller Funktionen in (3.22)-(3.23)
gegeben als

dR

dq

∣∣∣
q
= K(q) ,

d
(
GT (q)λ

)

dq

∣∣∣
λ
= U(λ) , (3.38)

d
(
GT (q)λ

)

dλ

∣∣∣
q
= G

T (q) =

(
dg(q)

dq

∣∣∣
q

)T
. (3.39)

3.2. Zeitintegration

Um das dynamische Problem (2.81)-(2.82) zu lösen, wird die vertikale Linienme-
thode benutzt. Dabei wird die örtliche Diskretisierung aus Abschnitt 3.1 über-
nommen, dadurch entsteht eine Differentialgleichung in der Zeit. Um diese zu
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3.2. Zeitintegration

lösen, werden die Koeffizienten der diskreten Funktion qh als zeitabhängig ange-
nommen

qh(t) :=
N∑

I

qI(t)N
I(χ) . (3.40)

Für den noch nicht örtlich diskretisierten dynamischen Teil (2.80) erhält man

D(qh(t), δqh) =
N∑

I=1

N∑

J=1

δqTJMIJqI(t) , (3.41)

mit

MIJ =

∫
N I(χ)NJ(χ)

(
IdAρ0 0
0 IdIρ0

)
dχ̄ ∈ R

6×6 . (3.42)

Diese Matrizen werden zur globalen Massenmatrix M ∈ R6N×6N assembliert. So-
mit werden aus (2.81)-(2.82) räumlich diskrete und zeitlich kontinuierliche Glei-
chungen

Mq̈(t) = −R
(
q(t)

)
+ F(t)− G

T
(
q(t)

)
λ(t) , (3.43)

0 = g(q(t)) . (3.44)

Um das System (3.43)-(3.44) auf erste Ordnung zu bringen, wird die Hilfsvariable
v(t) = q̇(t) eingeführt. Ihre Komponenten vI = (ϕ̇I , ḋI)

T können als Geschwin-
digkeit der diskreten Punkte der Mittelfläche und des Direktors interpretiert wer-
den. Dadurch entsteht eine DAE

q̇(t) = v(t) , (3.45)

Mv̇(t) = −R
(
q(t)

)
+ F(t)− G

T
(
q(t)

)
λ(t) , (3.46)

0 = g(q(t)) . (3.47)

Um die Lösung des Systems numerisch zu approximieren, können verschiedene
Techniken angewandt werden. Mit einer Indexreduktion [70] kann die differenti-
al-algebraische auf eine gewöhnliche Differentialgleichung gebracht werden. Auf
diese können nun prinzipiell alle bekannten numerischen Lösungsverfahren für
DGLs angewandt werden. Allerdings sei zu beachten, dass bei DAEs mit höher-
em Differentiationsindex (≥ 2) der sogenannte drift-off effect auftreten kann. Die-
ser zieht es nach sich, dass ein Fehler in den Zwangsbedingungen auftritt, der mit
der Zeit wächst. Es existieren diverse Techniken, die diesen Effekt stabilisieren,
siehe zum Beispiel [6, 47].

Im Gegensatz dazu gibt es direkte numerische Verfahren, die mit der DAE ar-
beiten ohne den Index zu reduzieren. In [14] wird eine Methode speziell für das
hier verwendete Schalenelement vorgestellt, die auf der Mittelpunktsregel basiert
und zusätzlich energieerhaltend ist.
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3. Diskretisierung

3.2.1. BDF-Verfahren

Aufgrund seiner größeren Robustheit und der bewiesenen Konvergenz [23] für
Index 3 DAEs, wird das BDF1-Verfahren genutzt um (3.45)-(3.47) zu lösen. Hier-
bei handelt es sich um ein Mehrschrittverfahren. Dies bedeutet, dass mehrere
Zeitstützstellen verwendet werden, um den Differentialoperator zu diskretisie-
ren. Sei ∆t die gewählte Zeitschrittweite und tk = k∆t die diskreten und äqui-
distanten Stützstellen in der Zeit, so sind die Knotenvektoren (qk+1,vk+1, λk+1)
zum Zeitpunkt tk+1 durch das BDF-Verfahren p-ter Ordnung gegeben durch das
nichtlineare Gleichungssystem

p∑

i=0

αiq
k+1−i = ∆tvk+1 , (3.48)

M

p∑

i=0

αiv
k+1−i = ∆t

(
F(tk+1)−R(qk+1)− G

T (qk+1)λk+1
)
, (3.49)

0 = g(qk+1) . (3.50)

Die Koeffizienten αi können aus [23] entnommen werden. Wie in (3.48)-(3.49)
dargestellt, werden p bereits bekannte Vektoren zu vergangenen Zeitpunkten be-
nötigt. Zum Start des Zeitintegrationsverfahrens ist nur der Startwert (q0,v0, λ0)
zum Zeitpunkt t0 vorhanden. Um trotzdem Verfahren höherer Ordnung benut-
zen zu können, wird die Ordnung des Verfahrens angepasst, bis genügend Stütz-
stellen vorhanden sind. Dieser Ansatz wirkt sich allerdings negativ auf die glo-
bale Konvergenz des Verfahrens aus [23].

Um das System (3.48)-(3.50) weiter zu vereinfachen, wird (3.48) in die linke Seite
von (3.49) eingesetzt und es entsteht

M

p∑

i=0

αiv
k+1−i = M

(
p−1∑

i=0

αi+1

(
vk−i +

α0

∆t
qk−i

)
+
α2
0

∆t
qk+1

)
. (3.51)

Da alle qk und vk schon bekannt sind, können die Terme, die diese beinhalten, zu
einem innerhalb des Zeitschritts konstanten Vektor zusammengefasst werden

F̃ := ∆t2F(tk+1)−M

p−1∑

i=0

αi+1

(
∆tvk−i + α0q

k−i
)
. (3.52)

Zusätzlich wird eine nichtlineare Funktion von qk+1 definiert als

R̃(qk+1) := α2
0Mqk+1 +∆t2R(qk+1) . (3.53)

Somit lässt sich das Lösen des Systems (3.48)-(3.50) in zwei Schritte aufteilen.
Zuerst wird das nichtlineare Gleichungssystem

R̃(qk+1)− F̃+∆t2GT (qk+1)λk+1 = 0 , (3.54)

g(qk+1) = 0 , (3.55)

1Backward differentiation formula
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3.2. Zeitintegration

bezüglich der Variablen qk+1 und λk+1 gelöst. Danach kann die Geschwindigkeit
vk+1 nach der Vorschrift (3.48) berechnet werden. Das Gleichungssystem (3.54)-
(3.55) hat die gleiche Struktur wie (3.22)-(3.23). Die Tangentenmatrix von (3.22)
und (3.23) kann auf ähnliche Art gebildet werden, wie es bereits in Abschnitt 3.1.1
für den statischen Fall gezeigt wurde. Die Unterschiede in der Vorgehensweise
sind trivial, deshalb wird es dabei belassen das Ergebnis anzugeben als

dR̃

dq

∣∣∣
q
= ∆t2K(q) + α2

0M ,
d
(
∆t2GT (q)λ

)

dq

∣∣∣
λ
= ∆t2U(λ) , (3.56)

d
(
∆t2GT (q)λ

)

dλ

∣∣∣
q
= ∆t2GT (q) = ∆t2

(
dg(q)

dq

∣∣∣
q

)T
. (3.57)

3.2.2. Diskrete Nullraummethode

Im statischen (3.22)-(3.23), sowie im dynamischen Fall (3.54)-(3.55) muss ein Glei-
chungssystem mit der gleichen Struktur gelöst werden. Dieses hat die folgende
Gestalt

R(q)− F+ G
T (q)λ = 0 , (3.58)

g(q) = 0 . (3.59)

Hierbei existieren pro Knoten des FE-Gitters sieben Freiheitsgrade, drei für die
Position der Mittelfläche ϕI , drei für den Direktor dI und ein weiterer für den
Lagrange Multiplikator λI . Durch die Zwangsbedingungen (3.59) und die aus ihr
resultierenden Kräfte GT (q)λ wird die Bewegung jedes einzelnen Direktors auf
die zweidimensionale Mannigfaltigkeit S2 beschränkt. Das heißt, in (3.58)-(3.59)
werden vier Freiheitsgrade benutzt (d, λ), um zwei zu beschreiben. Diese Red-
undanz in der Beschreibung wird mittels der diskreten Nullraummethode be-
hoben. Das Verfahren wurde im Bezug auf strukturerhaltende Zeitintegration in
(flexiblen) Mehrkörpersystemen entwickelt [11, 13, 77]. Für ein energieerhalten-
des Zeitintegrationsverfahren wurde diese Methode in [14] bereits auf das in der
vorliegenden Arbeit beschriebene Schalenmodell angewandt. Hier wird nun ge-
zeigt, wie dieses Verfahren allgemein auf ein Problem der Form (3.22)-(3.23) ange-
wandt werden kann, welches sich aus dem räumlich diskreten Schalen-Element
aus Abschnitt 3.1 ergibt.

Zuerst werden die Zwangskräfte GTλ und die Lagrange-Multiplikatoren elimi-
niert. Dies geschieht mit einer lokalen diskreten Nullraum Matrix. Diese ist für
jeden einzelnen Knoten des FE-Netzes gegeben als

P̃(qI) =

(
Id3×3 03×1 03×1

03×3 dI1 dI2

)
∈ R

6×5 . (3.60)

Die beiden Vektoren dIα sind so gewählt, dass sie zusammen mit dem derzeitigen
Direktor im Gitterpunkt ein orthogonales Dreibein bilden

dIα · dI = 0 , dI1 · dI2 = 0 . (3.61)
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3. Diskretisierung

Die lokalen Matrizen aus (3.60) werden nun zu einer globalen Matrix zusammen-
gesetzt

P(q) :=




P̃(q1) 06×5 . . .

06×5
. . .

P̃(qN)


 ∈ R

6N×5N . (3.62)

Aufgrund von (3.61) hat diese Matrix vollen Spaltenrang und es gilt

G(q)P(q) = P
T (q)GT (q) =

N∑

I

P̃
T (qI)

(
0
dI

)
= 0 . (3.63)

Somit spannen die Spalten von P den Nullraum der Matrix G auf. Durch Multi-
plikation von (3.58) mit PT von links werden die Zwangskräfte und somit auch
die Lagrange-Multiplikatoren eliminiert. Dadurch reduziert sich das Gleichungs-
system zu

P(q)T (R(q)− F) = 0 , (3.64)

g(q) = 0 . (3.65)

Das so entstandene System besitzt nur noch sechs Freiheitsgrade und sechs Glei-
chungen pro Knoten.

Um die nichtlinearen Zwangsbedingungen (3.65) zu eliminieren, wird eine lokale
Parametrierung des Direktors dI eingeführt, sodass die Bedingung

dI · dI − 1 = 0 (3.66)

automatisch erfüllt ist. Hierzu werden zwei Vektoren d̄Iα eingeführt, welche zu-
sammen mit dem Direktor d̄I des letzten Iterationsschrittes2 ein orthogonales
Dreibein bilden

d̄Iα · d̄I = 0 , d̄I1 · d̄I2 = 0 . (3.67)

Demzufolge kann dI als Drehung des Direktors d̄I um einen Vektor aus der durch
d̄Ii aufgespannten Ebene dargestellt werden. Mit der Rodrigues-Formel exp(̂·) :
R3 → SO(3) [82] und den beiden skalaren Parametern udI

∈ R2 ist die lokale
Parametrierung gegeben als

FI : R
2 → S

2 , (3.68)

FI(udI
) = exp( ̂u1d̄I1 + u2d̄I2)d̄I . (3.69)

Durch die Einheitslänge von d̄I und die Orthogonalität der Drehmatrix folgt di-
rekt, dass (3.66) erfüllt ist für dI = FI(udI

) und alle udI
∈ R2.

2Dies ist im statischen Falle die Konfiguration zum vorherigen Lastinkrement oder im dynami-
schen Falle einfach die Konfiguration zum letzten bereits berechneten Zeitpunkt.
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3.2. Zeitintegration

Die Position des Punktes der Mittelfläche wird nun als Verschiebung uϕI
bezüg-

lich des letzten Iterationsschrittes ϕ̄I beschrieben. Daraus ergibt sich für jeden
Knoten des FE-Gitters die folgende Darstellungsweise

TI : R
5 → R

3 × S
2 , (3.70)

TI(uI) =

(
ϕ̃I + uϕI

FI(udI
)

)
. (3.71)

Somit lässt sich der globale Vektor q ∈ R6N mit der lokalen Parametrierung (3.71)
und einem Vektor u := (u1, · · · ,uN)

T ∈ R5N darstellen als

q = T(u) =
(
T1(u1) . . . TN(uN)

)T
. (3.72)

Wie bereits bei der lokalen Darstellung erwähnt, folgt aus der gewählten Para-
metrierung (3.72), dass die Zwangsbedingung erfüllt ist

g(T(u)) = 0 ∀u ∈ R
5N . (3.73)

Folglich wird Gleichung (3.65) durch den Variablenwechsel (3.72) von q auf u

überflüssig. Zuletzt muss lediglich das fünf Freiheitsgrade und fünf Gleichungen
pro Knoten besitzende nichtlineare System gelöst werden

P(T(u))T (R(T(u))− F) = 0 . (3.74)

Bemerkung 3.3 (Konstruktion der Nullraummatrix I) Mit Hilfe des lokalen Drei-
beins bezüglich des Direktors des letzten Iterationsschrittes (d̄I , d̄I1 , d̄I2) lassen sich die
in (3.60) benötigten Vektoren mit der folgenden Formel ausdrücken

dIi = d̄Ii −
d̄Ii · dI
d̄I · dI

d̄I . (3.75)

Bemerkung 3.4 (Konstruktion der Nullraummatrix II) Im Gegensatz zum Vorge-
hen in [14] wird die Matrix der Zwangskräfte an der gleichen Stelle ausgewertet wie die
Nebenbedingung. Wegen (3.73) gilt

d

du
g(T(u)) = 0 ,⇒ G(T(u))

dT

du

∣∣∣
u

= 0 . (3.76)

Somit kann auch die Ableitung der Parametrierung als Nullraummatrix benutzt werden.
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4. Erweiterung des Schalenmodells

Um mit der diskreten Schalenformulierung, die in Kapitel 2 und Kapitel 3 erar-
beitet wurde, einen Reifen zu simulieren, muss das physikalische Modell noch
um die charakteristischen Eigenschaften und Lasten erweitert werden. Eine der
Haupteigenschaften des Reifenmaterials ist seine Anisotropie. Diese entsteht auf-
grund verschiedenster Verstärkungsfasern, die in das Gummi eingebacken wer-
den. Hierzu wird in Abschnitt 4.1 ein spezielles orthotropes Material für Schalen
entwickelt, das sich direkt aus einem dreidimensionalen Materialgesetz herlei-
ten lässt. In der Realität dient der Reifen dazu, die Kräfte und Momente auf die
Felge zu übertragen. Diese Lasten entstehen durch die dynamische Wechselwir-
kung des Reifens mit dem Boden, sowie durch die von der Felge verursachte
induzierte Bewegung. Diese beiden Schnittstellen müssen vom diskreten Scha-
lenmodell in einer geeigneten Art und Weise realisiert werden. Zur Analyse im
Frequenzbereich für kleine Amplituden ist es notwendig, den Reifen um einen
stationär drehenden Zustand zu linearisieren. Dieses Problem ist für dreidimen-
sionale FE-Modelle bereits hinreichend verstanden, kann jedoch von den MKS-
Reifenmodellen nicht abgebildet werden. Aufgrund der kontinuumsmechanisch-
en Grundlage lässt sich der Lösungsansatz der dreidimensionalen Modelle, auf
die in dieser Arbeit verwendete Schalenkinematik, übertragen.

Dieses Kapitel ist wie folgt gegliedert: Zuerst werden die verschiedenen Mate-
rialmodelle für die Schale vorgestellt. Danach wird die Kontaktwechselwirkung
zwischen der Schale und einer starren nicht bewegten Fahrbahn besprochen. Im
Folgenden wird auf die Anbindung des Reifens an eine starre Felge eingegangen,
die ein Teil einer dynamischen Mehrkörpersimulation ist. Zuletzt wird die Linea-
risierung der Schale in einem mit einer konstanten Geschwindigkeit drehenden
Bezugssystem durchgeführt.

4.1. Materialmodelle

Aufgrund vieler verschiedenster Verstärkungsfasern spielt anisotropes Material-
verhalten bei der Simulation eines Reifens eine wichtige Rolle. Dabei handelt es
sich um einen mehrschichtigen Materialaufbau einzelner faserverstärkter Lagen,
siehe Abbildung 4.1. Deren Verhalten kann mittels eines orthotropen Materials
[63] abgebildet werden. Wie bereits in Abschnitt 2.1 erwähnt, wird sich in der
vorliegenden Arbeit auf ein lineares Materialmodell für die Schale beschränkt.
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4. Erweiterung des Schalenmodells

Abbildung 4.1.: Detaillierter Aufbau eines PKW Reifens

Dies führt dazu, dass die Integration über die Dicke analytisch ausgeführt wer-
den kann.

Orthotropes Materialverhalten sowie mehrschichtiger Materialaufbau für Scha-
len wurden in der Vergangenheit bereits intensiv behandelt [21, 22, 53, 62, 65, 66,
117]. In [62] wird inkompressibles Materialverhalten im orthotropen Fall mittels
eines dehnbaren Direktors auf das Schalenmodell übertragen. Mit einem dreidi-
mensionalen Kontinuumsansatz und einer numerischen Integration über die Di-
cke wird in [65] ein mehrschichtiger Materialaufbau realisiert. Das Verhalten von
Verbundwerkstoffen mit einer von Kármán-Schalentheorie wird in [66] vorgestellt.
In [22, 53] wird mit Hilfe einer Multidirektortheorie das Verhalten der verschiede-
nen Materialschichten beschrieben. Hierbei kann jede Lage als Schale angesehen
werden, die an den Grenzschichten fest miteinander verbunden sind. Dadurch
erhöht sich die Anzahl der Freiheitsgrade proportional zur Anzahl der Lagen. In
dieser Arbeit wird sich an den Ansätzen von [21, 117] orientiert. Darin wird or-
thotropes Materialverhalten und mehrschichtiger Materialaufbau auf ein schub-
weiches Schalenmodell übertragen, ohne dass zusätzliche Freiheitsgrade einge-
führt werden. Im Vergleich zu einem isotropen Ansatz treten Veränderungen nur
in den schalenspezifischen Materialparametern auf.

Dieser Abschnitt gliedert sich wie folgt: Zuerst werden die Komponenten des
vierstufigen Materialtensor CISO eines isotropen Materials bezüglich der schiefen
Basis GI des Schalenkontinuums berechnet. Diese Vorgehensweise wird dann
auf ein orthotropes Material mit einer bestimmten Orientierung übertragen. In
beiden Fällen kann gezeigt werden, dass die Annahmen, die in (2.25) getroffen
wurden, zutreffen. Zuletzt wird der mehrschichtige Materialaufbau entlang der
Dicke der Schale behandelt.
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4.1. Materialmodelle

4.1.1. Isotropes Material

Sei nun CISO ein vierstufiger Tensor, der ein homogenes isotropes Material re-
präsentiert, so kann dieser koordinatenfrei geschrieben werden als

CISO = L1(Id⊗ Id) + L2(I+ T) . (4.1)

Hierbei stehen die Terme L1 und L2 für die Lamé-Konstanten. Diese sind für ein
Elastizitätsmodul E und eine Querkontraktionszahl ν gegeben als

L1 =
E

(1 + ν)(1− 2ν)
, L2 =

E

2(1 + ν)
. (4.2)

Der erste Tensor aus (4.1) ist gegeben als dyadisches Produkt der Identitätsab-
bildung Id zweiter Stufe. Kontrahiert mit einem beliebigen Tensor zweiter Stufe
X erhält man

(Id⊗ Id) : X = tr(X)Id . (4.3)

Der zweite Tensor aus (4.1) ist die Summe der vierstufigen Identität1 I und dem
transponierenden Tensor 2. Für einen zweistufigen Tensor E gilt somit, dass eine
Kontraktion mit (I+T) ihn auf seinen doppelten symmetrischen Anteil abbildet

(I+ T) : X = (X+ X
T ). (4.4)

Zusammenfassend kann man mit Hilfe des Green-Lagrange Verzerrungstensors
E für isotropes Material (4.1) den korrespondierenden (zweiten) Piola-Kirchoff
Spannungstensor gemäß (2.22) berechnen als

S = L1 tr(E)Id+ L2(E+ E
T ). (4.5)

Um das dreidimensionale Material, wie in Abschnitt 2.1 beschrieben, auf die
Schale übertragen zu können, wird die Komponente des Materialtensors (4.1)
bezüglich der kovarianten Basis Gi des Referenzschalenkontinuums benötigt.
Diese lassen sich angeben als

C ijkl
ISO = (Gi ⊗Gj) : CISO : (Gk ⊗Gl) , (4.6)

= L1G
ijGkl + L2(G

ikGjl +GilGkj) . (4.7)

Aufgrund vonGα3 = G3α = 0 folgt direkt (2.25). Die Koeffizienten können mit der
Annahme eines ebenen Spannungszustands gemäß (2.32) auf die Komponenten

H ijkl
ISO eines Schalenmaterials übertragen werden.

4.1.2. Orthotropes Material

Ein Material, in dem drei zueinander senkrecht stehende Symmetrieebenen exis-
tieren, wird als orthotrop bezeichnet [63]. Dieses wird definiert durch eine lokale
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4. Erweiterung des Schalenmodells

E1

E3

E2

Abbildung 4.2.: Beispiel eines orthotropen Materials

orthogonale Basis Ei, in der jeder Vektor senkrecht auf einer der Symmetrieebe-
nen steht, siehe Abbildung 4.2. Für jede dieser ausgezeichneten Richtungen exis-
tiert ein Elastizitätsmodul Ei und für jede Symmetrieebene zwei Querkontrakti-
onszahlen νij und zwei Schubmodule Gij . Aufgrund verschiedener Symmetrien
gelten für die Materialkoeffizienten, siehe [63], die folgenden Abhängigkeiten:

Gij = Gji und νij =
Ei
Ej
νji . (4.8)

Damit ist ein orthotropes Material komplett definiert über seine Basis Ei und die
sechs unabhängigen3 MaterialkonstantenEi, Gij und νij . Mit deren Hilfe wird die
erste matrixwertige Lamé-Konstante definiert

L11
1 = E1

E1ν23ν32 − 1

∆
, L22

1 = E2
E2ν13ν31 − 1

∆
, L33

1 = E3
E3ν12ν21 − 1

∆
, (4.9)

L12
1 = E1

−ν12 − ν13ν32
∆

, L13
1 = E1

−ν13 − ν12ν23
∆

, L23
1 = E2

−ν23 − ν13ν21
∆

, (4.10)

L21
1 = −E2

ν21 + ν23ν31
∆

, L31
1 = −E3

ν31 + ν21ν32
∆

, L32
1 = −E3

ν32 + ν13ν31
∆

, (4.11)

mit ∆ = ν12ν21 + ν13ν31 + ν23ν32 + ν12ν23ν31 + ν13ν32ν21. Die zweite matrixwertige
Lamé-Konstante ist durch die Schubmodule gegeben

L12
2 = L21

2 = G12 , L13
2 = L31

2 = G13 , L23
2 = L31

2 = G23 , (4.12)

wobei die Diagonalelemente der Matrix gleich Null sind Lii2 = 0. Beide Matrizen
sind symmetrisch Lijα = Ljiα . Mit Hilfe von (4.9)-(4.12) und der Basisvektoren Ei

kann der orthotrope Materialtensor wie folgt dargestellt werden:

CORT : =
3∑

i=1

3∑

i=1

(
Lij1 (Ei ⊗ Ei ⊗ Ej ⊗ Ej) (4.13)

+ Lij2 (Ei ⊗ Ej ⊗ Ei ⊗ Ej + (Ei ⊗ Ej ⊗ Ej ⊗ Ei)
)
. (4.14)

1Alle Tensoren zweiter Stufe werden bei einer Kontraktion auf sich selbst abgebildet I : X = X
2Bei einer Kontraktion mit T wird ein Tensor transponiert T : X = XT

3Jede Auswahl von Koeffizienten muss bestimmte Kriterien erfüllen, damit die resultierende
Steifigkeitsmatrix invertierbar ist.
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Werden nun die Koeffizienten des Materialtensors bezüglich der kovarianten Ba-
sis des Schalenkontinuums berechnet, wird auf die gleiche Art und Weise vorge-
gangen wie in (4.6)-(4.7) für das isotrope Material. Somit entsteht

C ijkl
ORT = (Gi ⊗Gj) : CORT : (Gk ⊗Gl) . (4.15)

Um die Einträge von (4.15) auszurechnen, müssen Skalarprodukte zwischen Ma-
terialbasis und kontravarianter Basis gebildet werden. Aufgrund der Lage der
Verstärkungen innerhalb des Reifens, siehe Abbildung 4.1, ist eine Symmetrie-
ebene der einzelnen Lagen identisch zur Tangentialebene der Schale. Somit kann
ohne Beschränkung der Allgemeinheit angenommen werden, dass E3 = d0 = G3

gilt. Dadurch können die folgenden Skalarprodukte, unabhängig von der Orien-
tierung des Materials, in der Schalenmittelfläche berechnet werden

E3 ·Gα = 0 , Eα ·G3 = 0 , E3 ·G3 = 1 . (4.16)

Dies impliziert, dass die Terme Cα333
ORT = Cαβι3

ORT = 0 für jedes orthotrope Materi-
al mit der Eigenschaft (4.16) verschwinden. Damit sind die getroffenen Voraus-
setzungen (2.25) aus Abschnitt 2.1 erfüllt, um das lineare Materialgesetz gemäß
(2.30)-(2.32) auf die Schale zu übertragen.

Um die verbleibenden Terme von (4.15) zu berechnen, wird eine zusätzliche Or-
thonormalbasis des Schalenkontinuums wie folgt definiert:

G̃1 =
1√
G11

G1 , G̃2 =
1√
G22

G2 , G̃3 = G3 . (4.17)

Wie in Abbildung 4.3 dargestellt, ergeben sich die orthogonalen Vektoren des
Materials Ei durch eine Drehung der Basis (4.17) um den Winkel θ bezüglich G3.
In Formeln bedeutet dies

E1 = cos(θ)G̃1 + sin(θ)G̃2 , (4.18)

E2 = cos(θ)G̃2 − sin(θ)G̃1 . (4.19)

Somit wird die Orientierung des orthotropen Materials in jedem Punkt der Scha-
le gegeben durch einen Winkel θ zwischen dem Tangentialvektor G1 und ei-
ner ausgezeichneten Richtung des Materials E1. Die zur Berechnung von (4.15)
zusätzlich zu (4.16) benötigten Skalarprodukte Bβ

α := Gα · Eβ sind durch (4.18)-
(4.19) gegeben als

B1
1 =

cos(θ)√
G11

+
sin(θ)G12

√
G22

, B2
1 = sin(θ)

√
G22 , (4.20)

B1
2 =

cos(θ)G12

√
G22

− sin(θ)√
G11

, B2
2 = cos(θ)

√
G22 . (4.21)
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E1

E3 = G3

E2

G1

G2

α

α
G̃1

G̃2

Abbildung 4.3.: Orientierung der verschiedenen Basen im Raum

Mit ihrer Hilfe ergeben sich die Koeffizienten des orthotropen Materials (4.15)
bezüglich der kovarianten Basis des Referenzschalenkontinuums als

Cαβιπ
ORT =

2∑

σ=1

2∑

υ=1

(
Lσυ1 Bα

σB
β
σB

ι
υB

π
υ + Lσυ2

(
Bα
σB

β
υB

ι
σB

π
υ +Bα

σB
β
υB

ι
υB

π
σ

))
, (4.22)

Cαβ33
ORT = L13

1 B
α
1B

β
1 + L23

1 B
α
2B

β
2 , (4.23)

Cα3β3
ORT = L13

2 B
α
1B

β
1 + L23

2 B
α
2B

β
2 , (4.24)

C3333
ORT = L33

1 . (4.25)

Die Formel (2.32) mit der Approximation Gα ≈ Aα liefert letztendlich die Kom-
ponenten des Schalenmaterialtensors HORT, der das orthotrope Materialverhalten
effektiv auf die Schale abbildet.

Bemerkung 4.1 (Übertragung auf den FE-Ansatz) Dieses Materialmodell kann auf
die FE-Diskretisierung aus Abschnitt 3.1 übertragen werden, wenn in der Referenzkonfi-
guration die Kanten des FE-Gitters in einer Richtung parallel liegen. Dies bedeutet, dass
der dazu korrelierte diskrete Tangentenvektor konstant innerhalb des Elementes ist. Wenn
nun der Winkel θ bezüglich dieser Tangente vorgegben wird, ist er auch über das Element
konstant und muss folglich nicht interpoliert werden.

4.1.3. Mehrschichtiger Materialaufbau

Wie in Abbildung 4.1 zu sehen ist, besteht das Material eines Reifens aus mehre-
ren Schichten, die in radialer Richtung aufeinander gestapelt sind. Diese werden
idealisiert als fest verbunden angenommen. Um den mehrschichtigen Material-
aufbau abbilden zu können, wird von Dickenvariablen ζ abhängigen Materialko-
effizienten ausgegangen. Sei n ∈ N die Anzahl an Schichten innerhalb der Schale
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4.1. Materialmodelle

ϕ

ϕ+ h
2
d

ϕ− h
2
d

h1

h2

h3

Abbildung 4.4.: Verbundwerkstoff mit drei verschiedenen Schichten

und hm die Dicke der m-ten Schicht, so ist die gesamte Dicke der Schale gegeben
als h =

∑n

m=1 hm. Zur Veranschaulichung ist in Abbildung 4.4 ein dreischichtiger
Aufbau mit den dazugehörigen geometrischen Größen dargestellt. Jede Schicht
besteht aus einem orthotropen Material, dessen Koeffizienten C ijkl

m sich gemäß
(4.22)-(4.25) berechnen lassen. Die Koeffizienten des von ζ abhängigen Material-
tensors sind abschnittsweise gegeben als

C ijkl
Lam(ζ) =





C ijkl
1

(
ζ + h

2

)
∈ [0, h1]

...
...

C ijkl
m

(
ζ + h

2

)
∈
[∑m−1

r=1 hr,
∑m

r=1 hr
]

...
...

C ijkl
n

(
ζ + h

2

)
∈ [h− hn, h]

. (4.26)

Diese können wie in (2.32) punktweise in ein Schalenmaterial H ijkl
Lam(ζ) umgerech-

net werden, da für alle ζ ∈ [−h
2
, h
2
] gilt

Cα333
Lam (ζ) = Cαβι3

Lam (ζ) = 0 . (4.27)

Durch die Abhängigkeit von ζ muss die Integration der inneren Kräfte in (2.43)
für diesen Fall neu berechnet werden. Mit den Termen

Hαβιπ
0 :=

∫ h
2

−h
2

Hαβιπ
Lam (ζ)dζ =

n∑

m=1

hmH
αβιπ
m , (4.28)

Hαβιπ
1 :=

∫ h
2

−h
2

ζHαβιπ
Lam (ζ)dζ =

n∑

m=1

∫ hm

0

(
ζ − h

2
+

m−1∑

i=1

hi

)
Hαβιπ
m dζ , (4.29)

=
n∑

m=1

(
h2m
2

+

(
−h
2
+

m−1∑

i=1

hi

)
hm

)
Hαβιπ
m , (4.30)

Hαβιπ
2 :=

∫ h
2

−h
2

ζ2Hαβιπ
Lam (ζ)dζ =

n∑

m=1

∫ hm

0

(
ζ − h

2
+

m−1∑

i=1

hi

)2

Hαβιπ
m dζ , (4.31)

=
n∑

m=1


h

3
m

3
+ h2m

(
m−1∑

i=1

hi −
h

2

)
+ hm

(
m−1∑

i=1

hi −
h

2

)2

Hαβιπ

m (4.32)
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kann (2.43) wieder als ein Integral über dem zweidimensionalen Parameterbe-
reich ω geschrieben werden. Somit erhält man für die internen Kräfte folgende
Beiträge

∫

Ω

SijδEij det(A)dζdχ̄ =

∫

ω

1

2
(aαβ − Aαβ)H

αβιπ
0 δaιπdχ̄ (4.33)

+

∫

ω

1

2
(καβ −Kαβ)H

αβιπ
1 δaιπdχ̄ (4.34)

+

∫

ω

1

2
(aαβ − Aαβ)H

αβιπ
1 δκιπdχ̄ (4.35)

+

∫

ω

1

2
(καβ −Kαβ)H

αβιπ
2 δκιπdχ̄ (4.36)

+

∫

ω

1

2
(γα − Γα)H

α3β3
0 δκβdχ̄ . (4.37)

Dabei repräsentiert Hαβιπ
0 die Membran- und Hαβιπ

2 die Biegesteifigkeit der Kom-

positschale. Der Term Hαβιπ
1 tritt nur bei unsymmetrischem Materialaufbau be-

züglich der Mittelfläche auf. Er stellt eine Wechselwirkung zwischen Membran-
verzerrung und Biegung her.

Bemerkung 4.2 (Einschichtiger Aufbau) Wenn es innerhalb der Schale lediglich ei-
ne Materialschicht gibt, entstehen für (4.28) - (4.32) die gleichen Koeffizienten

Hαβιπ
0 = hHαβιπ , Hαβιπ

1 = 0 , Hαβιπ
2 =

h3

12
Hαβιπ , Hα3β3

0 = Hα3β3 , (4.38)

wie in (2.45). Dies gilt sowohl für eine isotrope als auch für eine orthotrope Material-
schicht.

Bemerkung 4.3 (Mischregeln) Da es schwierig ist, Materialeigenschaften der einzel-
nen faserverstärkten Lagen herauszufinden, werden für jede Lage Mischregeln [63] be-
nutzt. Dabei wird versucht, mit Hilfe der isotropen Materialeigenschaften des Matrix-
(Em, νn) und des Fasermaterials (Ef , νf ), die orthotropen Materialgrößen abzuschätzen.
Hierbei werden die Formeln von Halpin und Tsai [56, 55] herangezogen. Sei Vf der Vo-
lumenanteil der Fasern und Vm = 1 − Vf der der Matrix, so sind die orthotropen Mate-
rialgrößen gegeben als

E1 = EfVf + EmVm , (4.39)

ν12 = ν13 = νfVf + νmVm (4.40)

E2 = E3 = Em
1 + ξEηEVf
1 + ηEVv

mit ηE =

Ef

Em
− 1

Ef

Em
+ ξE

, (4.41)

G12 = G23 = G13 = Gm

1 + ξGηGVf
1 + ηGVv

mit ηE =

Gf

Gm
− 1

Gf

Gm
+ ξG

, (4.42)

ν23 = νm
1 + ξνηνVf
1 + ηνVv

mit ην =

νf
νm

− 1
νf
νm

+ ξν
, (4.43)
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4.2. Reifen-Fahrbahn-Kontakt

Die Konstanten ξE , ξG und ξν hängen von der Geometrie der Verstärkung und weite-
ren unbekannten Größen ab. Sie können als Parameter zur Feinjustierung des Materials
angesehen werden, um es an Messwerte anzupassen.

4.2. Reifen-Fahrbahn-Kontakt

Der Kontakt zwischen Fahrbahn und Reifen spielt sowohl bei einem realen Fahr-
zeug als auch in der Simulation eine wichtige Rolle. Die entstehende Kraftüber-
tragung ist dafür verantwortlich, dass ein Fahrzeug beschleunigt, abbremst oder
in eine Kurve fährt. Auch vertikale Bodenunebenheiten wie Schlaglöcher werden
über den Reifen ins Fahrzeug übertragen.

Kontaktprobleme wurden in der Vergangenheit bereits intensiv behandelt. Ei-
ne Übersicht zu den einzelnen Themen und Vorgehensweisen befindet sich in
den Lehrbüchern [74, 122]. In dieser Arbeit wird dem kinematischen Ansatz aus
[119] gefolgt. Dabei wird der Normalkontakt mit Hilfe der Penalty-Methode rea-
lisiert und für die tangentiale Wechselwirkung Coulomb-Reibung angenommen.
Die zeitliche Integration der Bewegung eines Punktes in Kontakt wird wie in
[50] behandelt und die Diskretisierung wird mittels einer speziellen segment to
segment (STS) Methode umgesetzt. Diese beruht auf einer bikubischen Hermite-
Interpolation [39] unter zu Hilfenahme der Direktoren als Flächennormale.

Dieser Abschnitt ist folgendermaßen gegliedert: Zuerst werden die Grundlagen
der Kontaktkinematik und die dazugehörigen konstitutiven Gleichungen erör-
tert. Danach wird eine schwache Formulierung der Kontaktbeiträge, basierend
auf der Penalty-Methode, erarbeitet und der Algorithmus zur Berechnung des
Gleitweges vorgestellt. Zuletzt werden verschiedene Diskretisierungsstrategien
und deren Nachteile in der Kontaktsimulation zwischen Reifen und Fahrbahn
aufgezeigt.

4.2.1. Grundlagen

Zunächst werden einige Vereinfachungen des Reifen-Fahrbahn-Kontakts vorge-
nommen, um diese den Gegebenheiten für den Einsatz in einer MKS-Fahrzeug-
simulation anzupassen. Dazu wird die Fahrbahn als starre zweidimensionale
Fläche angenommen. Deren Punkte X sind gegeben über ein differenzierbares
Höhenprofil h : R2 → R und der Vorschrift

X(s1, s2) =




s1
s2

h(s1, s2)


 , X : R2 → R

3 . (4.44)
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4. Erweiterung des Schalenmodells

Dies definiert eine zweidimensionale Fläche im Raum. Ihre Tangentialvektoren
Tα und die dazugehörige Flächennormale N lassen sich mit Hilfe der Ableitun-
gen h,α := ∂h

∂sα
schreiben als

T1 :=




1
0
h,1


 , T2 :=




0
1
h,2


 , N :=

1√
h2,1 + h2,2 + 1



−h,1
−h,2
1


 . (4.45)

Analog zum Vorgehen bei der Mittelfläche des Schalenkontinuums, siehe Ab-
schnitt 2.1, lassen sich die kontravarianten Basisvektoren T α sowie die beiden
Metriken T αβ und Tαβ berechnen.

Die Kontaktfläche auf Seiten der Schale ist eine Teilmenge des deformierten Scha-
lenkontinuums ∂Bc ⊂ ∂B. Diese zweidimensionale Fläche ist gegeben durch die
Abbildung

x(χ) = x(q(χ),χ) , x : ω → R
3 , ∂Bc := x(ω) . (4.46)

Mit dieser allgemeinen Beschreibung der Kontaktfläche wird sich zum jetzigen
Zeitpunkt allerdings noch nicht explizit auf eine spezielle Fläche festgelegt. Mög-
lichkeiten einer späteren Festlegung sind zum Beispiel:

• Die Mittelfläche x(χ) = ϕ(χ)

• Die Oberfläche des Schalenkontinuums x(χ) = ϕ(χ) + h
2
d(χ)

• Ein auf die Oberfläche aufgeprägtes Profil x(χ) = ϕ(χ) + h(χ)d(χ)

Kontaktkinematik

Um den Abstand zwischen zwei Körpern zu definieren, wird auf das Master-
und Slave-Konzept [122] zurückgegriffen. Hierbei wird der Abstand der Punkte
des Slave-Körpers zum Master-Körper untersucht. Da es sich bei der Fahrbahn
um einen Starrkörper handelt, wird dieser als Master festlegt. Sei x ein beliebi-

ger Punkt der Schalenkontaktfläche, so existiert ein Punkt X̃ = X(s̃1, s̃2) auf der
Fahrbahn der minimalen Abstand zu x hat

‖X̃− x‖ ≤ ‖X(s1, s2)− x‖ , ∀s1, s2 . (4.47)

Aus der optimalen Wahl der Koordinaten (s̃1, s̃2) folgt direkt, dass diese Nullstel-
len der Ableitung von (4.47) sind und somit gilt

(
X(s̃1, s̃2)− x

)
· T̃α = 0 , T̃α := Tα(s̃1, s̃2) . (4.48)

Daraus folgt, dass der Abstandsvektor zwischen den beiden Punkten parallel zur

Normale Ñ := N(s̃1, s̃2) ist. Folglich kann eine Abstandsfunktion für jeden Punkt
der Schalenkontaktfläche definiert werden als

dN(x) = (x− X̃) · Ñ . (4.49)

Mit ihrer Hilfe können nun die folgenden drei Fälle unterschieden werden:
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4.2. Reifen-Fahrbahn-Kontakt

• dN(x) > 0: Der Punkt x der Schale hat einen positiven Abstand zur Straße
und steht somit nicht in Kontakt.

• dN(x) = 0: Der Punkt x liegt genau auf der Fahrbahn und ist somit perfekt
in Kontakt.

• dN(x) < 0: Der Punkt x ist bereits in die Straße eingedrungen.

Die Nebenbedingung, die ein Eindringen des Reifens in die Fahrbahn unterbin-
det, lautet

dN(x) ≥ 0 , ∀x . (4.50)

Diese Art des Kontakts wird Normalkontakt oder auch reibungsloser Kontakt ge-
nannt.

Zusätzlich zur Bedingung (4.50) muss im Falle von reibungsbehaftetem Kontakt
auch der Weg des Punktes x auf der Fläche des Master-Körpers betrachtet wer-

den. Durch diese Bewegung ändert sich der minimale Abstandspunkt X̃(s̃1, s̃2)

auf der Master-Fläche. Um den zeitlichen Verlauf des Punktes X̃ zu berechnen,
wird (4.48) nach der Zeit abgleitet. Zur vereinfachten Darstellung des Problems
wird vorausgesetzt, dass der Master-Körper sich nicht in Bewegung4 befindet und
deshalb d

dt
X = 0 gilt. Die Zeitableitung von (4.48) vereinfacht sich zu

0 =
d

dt

(
x− X̃(s̃1, s̃2)

)
· T̃α (4.51)

=
(
v − T̃β

˙̃sβ

)
· T̃α +

(
x− X̃(s̃1, s̃2)

)
· T̃α,β s̃β . (4.52)

Dadurch ist die Bewegung von X̃ bestimmt über eine Differentialgleichung für
seine Koordinaten

(T̃αβ − dN(x)B̃αβ) ˙̃sβ = T̃α · v , (4.53)

wobeiBαβ := N·Tα,β die Krümmung der Master-Fläche beschreibt. Es wird ange-

nommen, dass dN(x)B̃αβ klein ist gegenüber der Metrik Tαβ . Infolgedessen kann
(4.53) umgeschrieben werden zu

˙̃sβ = T̃β · v . (4.54)

Um das Gleiten des Punktes x bezüglich der Slave-Fläche zu beschreiben, wird
der Gleitweg gT über eine Differentialgleichung definiert

ġT = Tα
˙̃sα . (4.55)

4Diese Annahme wird getroffen, um eine einfachere Notation zu gewährleisten, da ein sich be-
wegender Untergrund für die spätere Anwendung in dieser Arbeit nicht benötigt wird. Es
wäre aber durchaus möglich, eine Geschwindigkeit basierend auf einer Starrkörperbewegung
zu realisieren.
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4. Erweiterung des Schalenmodells

Im Vergleich zu [122] wird die Lie-Ableitung zu einer gewöhnlichen Zeitablei-
tung, da der Master-Körper starr ist und sich nicht in Bewegung5 befindet. Mit
(4.54) kann die Gleitgeschwindigkeit in Relation zur Geschwindigkeit des Punk-
tes x gesetzt werden

ġT =(T1 ⊗T1 +T2 ⊗T2)v = (Id−N⊗N)v . (4.56)

Konstitutive Gleichungen des Kontakts

Für den Normalkontakt soll das Eindringen des Slave- in den Master-Körper ver-
hindert werden. Um dies zu gewährleisten, muss im Falle des Kontakts, eine
Kraft pN in Normalenrichtung wirken, die ein weiteres Eindringen in die Fahr-
bahn unterbindet. Zusammen mit (4.50) muss im Falle des Normalkontakts fol-
gendes erfüllt sein

pN ≥ 0 , dN ≥ 0 , pNdN = 0 . (4.57)

Diese Bedingungen werden in der Literatur [48, 122] als Karush-Kuhn-Tucker
(KKT) Bedingungen bezeichnet. Dabei drückt die erste Ungleichung aus, dass
der Kontaktdruck immer in positiver Normalenrichtung wirkt. Das Eindringen
der Schale in die Fahrbahn wird durch die zweite Ungleichung unterbunden. Die
Gleichungsbedingung legt fest, dass immer nur eine der beiden Variablen größer
Null ist, sodass entweder die beiden Punkte einen Abstand größer Null haben
oder der Kontaktdruck größer Null ist. Das konkrete Ausrechnen des Kontakt-
drucks geschieht meist über ein Optimierungsverfahren, welches diese Bedin-
gungen berücksichtigt. Auch kann der Druck über eine konstitutive Gleichung
ermittelt werden, die von experimentellen Daten oder auch phänomenologischen
Beobachtungen gestützt wird [119, 123].

Um ein konstitutives Gesetz für das Gleiten der Schale auf dem Starrkörper ein-
zuführen, wird das Modell der Coulomb-Reibung verwendet. Hierbei wird zwi-
schen zwei Zuständen unterschieden. Beim Haften gilt, dass der Punkt der Slave-
Fläche x relativ zur Master-Fläche nicht in Bewegung ist. Aus (4.55) folgt für den
Gleitweg

ġT = 0 ⇒ gT = 0 . (4.58)

Um die Reaktionskraft des gleitenden Schalenkontaktpunktes x relativ zur Fahr-
bahn zu berechnen, wird nun der spezifische6 Gleitreibungskoeffizient µ ein-
geführt. Mit seiner Hilfe liefert das klassische Coulomb-Gesetz für eine gegebene
Normalkraft pN die Reaktionskraft

tT = −µR|pN|
ġT

‖ġT‖
. (4.59)

5Für eine einfache translatorische Bewegung ist die Lie-Ableitung immer identisch zur
gewöhnlichen Zeitableitung. Sie müsste erst bei einer Drehbewegung des starren Körpers hin-
zugezogen werden.

6Dieser hängt in erster Linie von den Materialien der beiden Körper ab. Er kann aber zusätzlich
von der Temperatur und der relativen Geschwindigkeit abhängig sein.
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4.2. Reifen-Fahrbahn-Kontakt

Um diese beiden Fälle abbilden zu können, wird auf ein Hilfsmittel aus der Plas-
tizitätstheorie [120] zurückgegriffen. Dazu wird der Gleitweg in einen reversiblen
geT und einen irreversiblen Anteil gpT zerlegt

geT = gT − g
p
T . (4.60)

Der reversible Teil geT repräsentiert das Haften der beiden Körper aneinander.
Dies lässt sich physikalisch als Mikroverschiebungen der Flächen gegeneinander
darstellen. In diesem Fall wird mit der Proportionalitätskonstante ǫT > 0 eine zu
der reversiblen Verschiebung proportionale Kraft berechnet

tT = ǫTg
e
T . (4.61)

Wie durch die Wahl der Konstante schon angedeutet, kann (4.61) auch als Regula-
risierung oder auch Penalty-Formulierung der Haftbedingung (4.58) interpretiert
werden.

Für den irreversiblen plastischen Anteil gpT des Gleitweges wird, wie in der Plas-
tizitätsteorie üblich [120], eine Evolutionsgleichung aufgestellt und die Dissipati-
onsleistung des Gleitvorgangs betrachtet als

D(tT,gT) := tTTġ
p
T ≤ 0 . (4.62)

Die in Tangentialrichtung wirkende Kraft tT muss zusätzlich die durch das Cou-
lombsche-Gesetz induzierte Nebenbedingung erfüllen

fC(tT) = ‖tT‖ − µpN ≤ 0 . (4.63)

Wird nun (4.62) in Bezug auf die Tangentialkraft tT unter der Nebenbedingung
(4.63) minimiert7, muss tT und λf gefunden werden, sodass die folgenden Bedin-
gungen erfüllt sind

ġ
p
T = −λ∂fC

∂tT
, (4.64)

λf ≤ 0 , 0 ≥ fC(tT) , λffC = 0 . (4.65)

Hierbei definiert (4.64) die Evolutionsgleichung für den irreversiblen Anteil des
Gleitweges und (4.65) die KKT Bedingungen für die Tangentialkraft.

4.2.2. Schwache Formulierung und Gleitwegberechnung

Im Folgenden werden die vorgestellte Kinematik und die konstitutiven Glei-
chungen als zusätzliche Kraftterme in die schwache Formulierung der Impul-
serhaltung (2.53) eingebunden. Um den Normalkontakt mit Hilfe eines Regulari-
sierungsterms zu realisieren, wird zugelassen, dass der Punkt der Schale x in die

7Das heißt, dass der Betrag der dissipierten Leistung maximiert wird.
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4. Erweiterung des Schalenmodells

Fahrbahn eindringen kann dN(x) < 0. Mit der minimalen Abstandsfunktion aus
(4.49) wird die Penetrationsfunktion definiert als

gN(x) :=

{
0 dN(x) ≥ 0

dN(x) dN(x) < 0
. (4.66)

Sei ǫN > 0 die Penalty-Steifigkeit, so ist der Kontaktdruck im Punkt x gegeben
als

pN = ǫNgN . (4.67)

Die Variation von (4.66) vereinfacht sich, aufgrund der Starrheit der Fahrbahn,
zu

δgN(x, δx) =

{
0 dN(x) ≥ 0

δx · N̂ dN(x) < 0
. (4.68)

Die Variation δx des Schalenkontaktpunktes hängt von der gewählten Kontakt-
fläche ab. Allgemein gilt

δx =
∂x

∂ϕ
δϕ+

∂x

∂d
δd . (4.69)

Betrachtet man nur die Mittelfläche der Schale x = ϕ, so sind auch die Variationen
identisch δx = δϕ. Im Falle der Außenfläche des Schalenkontinuums x = ϕ + hd
wird die Variation zu δx = δϕ + hδd. Mit (4.67) und (4.68) wird ein zusätzlicher
Term zur schwachen Form der Impulsbilanzgleichung (2.53) definiert als

GN(x, δx) :=

∫

∂Bc

ǫNgN (x) δgN(x, δx)dx . (4.70)

Mit Hilfe des Transformationssatzes kann (4.70) als ein Integral über dem Para-
meterbereich ω geschrieben werden

GN(x, δx) =

∫

ω

ǫNgNδgNx̄dχ , (4.71)

mit dem Flächenmaß

x̄ = det (∇χx(χ)) (4.72)

der Kontaktfläche bezüglich des Parameterbereichs ω.

Um einen zusätzlichen Term für den tangentialen Kontakt zu erzeugen, wird
noch die Variation des Gleitweges δgT benötigt. Diese ist durch die Zeitableitung
(4.56) gegeben als

δgT = (Id−N⊗N)δx . (4.73)
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4.2. Reifen-Fahrbahn-Kontakt

Um den reibungsbehafteten Kontakt in die Impulsbilanzgleichung zu integrie-
ren, wird zu (2.53) der folgende Term addiert

GT(x, δx) =

∫

∂Bc

ttδgTdx =

∫

ω

ttδgTx̄dχ . (4.74)

Hierzu muss tT mit Hilfe der internen Variable gpT gemäß den Vorgaben aus (4.61)
und (4.65) berechnet werden. Die Terme (4.71)-(4.74) bilden zusammen den Bei-
trag des Kontakts zur virtuellen Arbeit der Schale

Gc(x, δx) = GN(x, δx) + GT(x, δx) (4.75)

=

∫

ω

(ǫNgNδgN + ttδgT) x̄dχ (4.76)

Radialer Projektionsalgorithmus

Der irreversible Gleitweg g
p
T ist durch die Differentialgleichung (4.64) gegeben

und über (4.65) mit der tangentialen Kontaktkraft tT gekoppelt. Um die zeitliche
Veränderung beider Größen zu berechnen, wird (4.64) mit dem impliziten Euler-
Verfahren integriert und tT über eine update-Formel berechnet. Der hier vorge-
stellte Algorithmus stammt ursprünglich aus der Plastizitätstheorie [109]. Die
erste Anwendung für reibungsbehafteten Kontakt geht zurück auf [50]. Im Fol-
genden wird der Algorithmus für einen Punkt x und den Zeitschritt ∆t = tk+1−tk
vorgestellt.

Wendet man das implizite Euler-Verfahren auf (4.64) an, folgt für den Zeitschritt
tk → tk+1 die Berechnungsvorschrift

g
pk+1

T = g
pk

T − λk+1
f

tk+1
T

‖tk+1
T ‖

. (4.77)

Die Unbekannten λk+1
f und tk+1

T müssen nun gemäß (4.65) berechnet werden.

Durch die Annahme, dass der Punkt xk+1 an der Master-Fläche haftet, wird ei-
ne Probespannung berechnet

t̃T = ǫT

(
gk+1
T − g

pk

T

)
. (4.78)

An dieser wird die Haftbedingung (4.63) bei bekanntem Kontaktdruck pN ausge-
wertet

f̃C = ‖t̃T‖ − µpN . (4.79)

Ist f̃C ≤ 0, so befindet man sich in diesem Iterationsschritt im reversiblen Bereich
des tangentialen Kontakts. Aus (4.65) folgt λk+1

f = 0. Für die Kontaktspannung
und den irreversiblen Teil des Gleitweges gilt

tk+1
T = t̃T , g

pk+1

T = g
pk

T . (4.80)
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t̃T

tk+1
T

fC < 0

fC > 0

fC = 0

λf

g
pk

T

g
pk+1

T

gk+1
T

get

λf

Abbildung 4.5.: Projektion der Probespannung und Integration des irreversiblen
Reibweges im Gleiten

Übersteigt die Probespannung die zulässige Grenze f̃C > 0 des Coulomb-Ge-
setzes, muss t̃T auf eine erlaubte Spannung projiziert werden. Dies geschieht mit
dem Ansatz

tn+1
T = t̃T − λfǫT

t̃T

‖t̃T‖
. (4.81)

Daraus folgt, dass der Spannungsvektor tn+1
T parallel zur Probespannung t̃T ist.

Aufgrund von fC(t
n+1
T ) = 0 und (4.81) gilt

λf =
1

ǫT
(‖t̃T‖ − µpN) . (4.82)

Somit kann der Spannungsvektor tn+1
T und mit (4.77) der irreversible Gleitweg

berechnet werden

tk+1
T = µpN

t̃T

‖t̃T‖
, g

pk+1

T = g
pk

T − 1

ǫT
(‖t̃T‖ − µpN)

t̃T

‖t̃T‖
. (4.83)

In Abbildung 4.5 ist das Vorgehen bildlich dargestellt.

4.2.3. Kontaktdiskretisierung

In diesem Abschnitt werden verschiedene Diskretisierungsverfahren für die Kon-
taktbeiträge (4.71) und (4.74) vorgestellt. Das Hauptaugenmerk liegt darauf, die
bei Reifen-Fahrbahn-Kontakt auftauchenden Probleme bestmöglich abzubilden.

NTS-Methode

Bei der sogenannten node to segment (NTS)-Methode [119] wird der Kontakt an
den Knoten des FE-Gitters ausgewertet. Das Segment entspricht hier der kom-
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pletten Kontaktfläche der Fahrbahn. In Abbildung 4.6 ist die NTS-Kontaktdis-
kretisierung für den zweidimensionalen Fall bildlich dargestellt. Die Approxi-
mation der Integrale (4.76) mit dieser Methode ergibt

Gc(q, δq) ≈
N∑

I=1

(ǫNgN(xI)δgN(δxI) + tT(xI)δgT (δxI)) , (4.84)

mit xI = x(ϕI , dI) und δxI =
∂x

∂ϕ
δϕI +

∂x

∂d
δdI . (4.85)

xI

gN(xI)

Abbildung 4.6.: NTS-Kontakt mit Penalty-Formulierung

Das Vorgehen hat den Nachteil, dass für eine Erhöhung der Kontaktauflösung
das FE-Gitter verfeinert werden muss und dies wiederum zu einer Erhöhung
der Anzahl der Freiheitsgrade im System führt. Bei einer Abplattung des Reifens
gegen eine flache Fahrbahn kann dieses Problem vernachlässigt werden, da hier-
bei eine grobe Auflösung des Kontakts genügt. Befinden sich allerdings Hinder-
nisse auf der Fahrbahn, können sie nicht erfasst werden. Dies ist insbesondere
bei Schlagleisten, längliche Hindernisse mit einer Höhe von wenigen Zentime-
tern, der Fall. Abbildung 4.7 zeigt ein Beispiel, in dem die Schlagleiste nicht von
der NTS-Methodik erkannt wird. Wird das FE-Gitter verfeinert, sodass die Hin-
dernisse erkannt werden, entsteht eine sehr große Anzahl an Freiheitsgraden.
Dies führt zu einem erhöhten Rechenaufwand, was den Einsatz in einer MKS-
Simulation unmöglich macht. In Abbildung 4.8 ist ein Beispiel für eine detailliert
vernetzte Schale gegeben, die NTS-Kontakt mit einer Schlagleiste ermöglicht.

Kein Kontakt

dN(xI) > 0 dN(xJ) > 0

Abbildung 4.7.: NTS-Kontakt mit Schlagleiste

STS-Methode

Um das Problem der Kopplung der Kontaktauflösung und der Freiheitsgrade zu
umgehen, wird die Kontaktauswertung innerhalb der Elemente realisiert. Das
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4. Erweiterung des Schalenmodells

Abbildung 4.8.: Hochaufgelöstes FE-Netz

entspricht dem sogenannten segment to segment (STS)-Kontakt [122]. Um die-
sen zu realisieren, ist es üblich, sogenannte mortar-Methoden zu verwenden [98].
Hierbei wird zwischen zwei diskreten Kontaktflächen eine dritte Ebene gelegt,
die als Mörtel zwischen den zwei nicht konformen Netzen dient. Da die Straße
als starr angenommen wird und die Kontaktfläche analytisch gegeben ist, wird
keine solche Zwischenschicht benötigt. Mit (3.2) ist eine diskrete Version von x

und δx gegeben als

xh(χ) = x(qh(χ), N I(χ)) , (4.86)

δxh(χ) =
N∑

I=1

(
∂x

∂ϕ
δϕI +

∂x

∂d
δdI

)
N I(χ) . (4.87)

Das Einsetzen der diskreten Funktionen in das Integral (4.71) des normalen Kon-
takts liefert

GN(x
h, δxh) =

N∑

I

δqTI ǫN

∫

ω

gN(x
h)N I(χ)

∂x

∂q

T

Ndχ . (4.88)

Das Vorgehen wird für das Integral (4.71) der tangentialen Kontaktkräfte wieder-
holt

GT(x
h, δxh) =

N∑

I

δqTI

∫

ω

∂x

∂q

T

(Id−N⊗N)tTN
I(χ)dχ . (4.89)

Da das analytische Berechnen von (4.88)-(4.89) nicht möglich ist, wird hier unter
Verwendung die Gauß-Quadratur [106] numerisch integriert. Bei dieser Methode
wird der Integrand innerhalb des Elements an vorgegebenen diskreten Stellen
ausgewertet. Diese Funktionswerte werden gewichtet aufsummiert

∫

ωi

f(χ)dχ ≈
∑

wkf(χk) . (4.90)
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Die Anzahl der Stützstellen ist in jeder Raumdimension des Elements beliebig
wählbar. Die Gewichtungwi und die Position χk sind durch die Gauß-Integration
fest vorgeschrieben. In Abbildung 4.9 sind zwei Beispiele für die Wahl der Stütz-
stellen dargestellt. Durch die Gauß-Integration entsteht eine Kontaktauswertung

Abbildung 4.9.: Wahl der Integrationspunkte im Element. Links: Klassische Wahl
mit zwei Integrationspunkten pro Richtung Rechts: Erhöhte An-
zahl der Integrationspunkte

an diskreten Punkten, deren Gleitweg gemäß des in Abschnitt 4.2.2 vorgestellten
Algorithmus in der Zeit integriert wird.

Der Vorteil dieser Vorgehensweise liegt darin, dass die Kontaktauflösung ver-
feinert werden kann, ohne die Anzahl der Freiheitsgrade zu erhöhen. Die Si-
tuation aus Abbildung 4.7, bei der eine Schlagleiste aufgrund der groben Kon-
taktauflösung nicht erkannt wurde, wird durch eine größere Anzahl an Integra-
tionspunkten behoben, siehe Abbildung 4.10.

dN < 0

Abbildung 4.10.: STS-Kontakt mit Schlagleiste, ausgewertet an vier Stützstellen

Bei der in (4.87) vorgenommenen Diskretisierung von x werden die bilinearen
Ansatzfunktionen aus Abschnitt 3.1 übernommen. Dies führt zu einer bilinearen
Approximation der diskreten Kontaktfläche. Das Hauptaugenmerk bei der Simu-
lation des Reifen-Fahrbahn-Kontakts liegt auf dem Abrollen des Reifens über die
Straße. Um den Nachteil der (bi-)linearen Interpolation aufzuzeigen, wird, am
Beispiel des Abrollens eines starren Kreises auf einer flachen Fahrbahn, ein zwei-
dimensionales Modellproblem betrachtet. Dieser wird gleichmäßig mit n Punk-
ten xI diskretisiert. Anhand einer lokalen linearen Interpolation zwischen den
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x̃

α

Abbildung 4.11.: Abrollvorgang eines starren Kreises und eines starren Achtecks

Punkten erhält man ein n-Eck. In Abbildung 4.11 ist der Abrollvorgang des kon-
tinuierlichen und des mit acht Punkten interpolierten Objektes dargestellt. Im
Falle des Kreises bewegt sich der Mittelpunkt des Objektes nur in horizontaler
Richtung und der vertikale Abstand zum Boden bleibt während des Abrollvor-
gangs konstant. Im Falle des Achtecks hingegen bewegt sich der Mittelpunkt auf
einem Kreisbogen um den Knoten x̃, bis eine Kante wieder auf dem Boden auf-
liegt. Dieser Punkt durchläuft einen vertikalen Höhenunterschied, welcher über
die Formel ∆z = r(1 − cos(α

2
)) bestimmt wird. Hierbei ist r der Radius des Krei-

ses und α der Winkel zwischen den Segmenten. Dieser lässt sich berechnen als
α = 2π

n
. Somit ergibt sich für den Höhenunterschied die Formel

∆z = r
(
1− cos

(π
n

))
. (4.91)

α

α
2

∆x

∆z

h

x̃

x1x0

r

h = r cos
(
α
2

)
1
2
∆x = r sin

(
α
2

)

∆z = r − h

Abbildung 4.12.: Bewegung des Mittelpunktes des n-Ecks von x0 zu x1 in einer
Kreisbahn um x̃

Im Falle des Achtecks mit einem reifenähnlichen Radius von 320 mm bedeutet
dies ∆z ≈ 24.4 mm. Das entspricht bei einer realistischen vertikalen Steifig-
keit des Reifens von 250 N

mm
einer Kraftamplitude von 6090N . Die horizontale
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4.2. Reifen-Fahrbahn-Kontakt

Bewegung des Kreismittelpunktes während eines Segmentdurchlaufs ist ∆x =
2r sin(π

n
). Bei einer vorgegebenen Geschwindigkeit v ergibt sich für die Dauer ei-

nes Durchlaufs ∆t = 2r
v
sin
(
π
n

)
. Dies entspricht der Frequenz

f =
v

2r sin
(
π
n

) . (4.92)

Eine Darstellung aller verwendeten geometrischen Größen befindet sich in Ab-
bildung 4.12.

Nagata Patch

Das Problem kann umgangen werden, indem auch die Normalen des Kreises zur
Interpolation herangezogen werden. Weiterhin wird lokal zwischen zwei Stütz-
stellen xα interpoliert, an denen zusätzlich die Normale nα der Kurve vorgegeben
ist, siehe Abbildung 4.13. In [90] wird ein Algorithmus für dieses Problem vorge-

n2n2

bx1 x2

Abbildung 4.13.: Interpolation zwischen zwei Punkten mit der Normalen

stellt, in dem ein quadratischer Interpolationsansatz für x : [0, 1] → R3 verfolgt
wird

x(s) = x1 + (b− c)s+ cs2 , b := x2 − x1 . (4.93)

Um den zusätzlichen Krümmungsterm c zu bestimmen, werden die Normalen-
vektoren benutzt. Die Idee aus [90] ist die optimale Wahl von c, sodass die Tan-
genten der Kurve

x′(s) = (b− c) + 2cs (4.94)

in den Endpunkten senkrecht zu den Normalen stehen. In einer Formel ausge-
drückt bedeutet dies

x′(0) · n1 = (b− c)Tn1 = 0 x′(1) · n2 = (b+ c)Tn2 = 0 . (4.95)

Somit erhält man ein (im Allgemeinen) unterbestimmtes Gleichungssystem

Nc =

(
nT1
nT2

)
b , N :=

(
−nT1
nT2

)
, (4.96)

zur Bestimmung des Vektors c ∈ R3.
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Um dieses Problem zu lösen, wird die Pseudoinverse N+ bestimmt und (4.95) mit
dieser von links multipliziert. Mit c := nT1 n2 ist der Vektor c gegeben als

c =





1
1−c2

(
n1 n2

)( 1 c

−c 1

)(
nT1 b

−nT2 b

)
c 6= ±1 ,

0 c = ±1 .

(4.97)

Das vorgestellte Interpolationsverfahren funktioniert sehr gut für runde Objek-
te, bringt aber auch Nachteile mit sich. Wie bereits in [93] gezeigt wurde, können
aufgrund der quadratischen Interpolationsfunktion (4.93) keine Wendepunkte in-
nerhalb des Elements abgebildet werden. Dies führt zu Problemen, wenn beide
Normalen Vektoren die gleiche Orientierung bezüglich b besitzen, also falls gilt

bTn1 > 0 und bTn2 > 0 (4.98)

oder bTn1 < 0 und bTn2 < 0 . (4.99)

In Abbildung 4.14 ist (4.98) dargestellt.

b

Nagatas Lösung

Abbildung 4.14.: Interpolation für bTn1 > 0 und bTn2 > 0.

Hermiteinterpolation

Um das Problem der quadratischen Interpolation zu umgehen, dass keine Wen-
depunkte dargestellt werden können, wird ein kubischer Ansatz verfolgt. In An-
lehnung an den vorherigen Abschnitt wird das Vorgehen zuerst an einer Raum-
kurve vorgestellt. Dazu wird die kubische Hermite-Spline-Interpolation, siehe
[31, 39], benutzt, deren Interpolationsfunktionen über dem Intervall [0, 1] gege-
ben sind als

H1(s) = (1 + 2s)(1− s)2 , H3(s) = s(1− s)2 , (4.100)

H2(s) = s2(3− 2s) , H4(s) = s2(s− 1) . (4.101)

In Abbildung 4.15 sind diese dargestellt. Die Hermite-Interpolation ist eine Er-
weiterung der Lagrange-Interpolation, bei der zusätzlich zu den Positionen auch
Ableitungen an den Endpunkten des Intervalls vorgegeben werden. Das Interpo-
lationspolynom wird definiert als

x(s) = x1H1(s) + x2H2(s) +m1H3(s) +m2H4(s) . (4.102)
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Abbildung 4.15.: Kubische-Hermite-Polynome

Aus der Definition der Hermite-Polynome (4.100)-(4.101) ergeben sich für (4.102)
die folgenden Eigenschaften

x(0) = x1 , x(1) = x2 , x′(0) = m1 , x′(1) = m2 . (4.103)

Somit definieren die Vektoren mα den Tangentenvektor der Kurve x(s) in den
Punkten xα. Mit Hilfe der Normalen nα und dem Verbindungsvektor der beiden
Punkte b = x2 − x1, werden die Tangentenvektoren wie folgt gewählt

mα =
1

sin(γα)
(Id− nα ⊗ nα)b . (4.104)

Hierbei ist γα der Winkel zwischen dem Verbindungsvektor und der Normalen

sin(γα) =
bTnα

‖b‖ . (4.105)

Aus (4.103)-(4.105) folgt, dass die Tangenten der Kurve in den Endpunkten senk-
recht zu den vorgegebenen Normalen stehen

nTαmα =
1

sin(γα)
nTa (Id− nα ⊗ nα)b , (4.106)

=
1

sin(γα)

(
nTa − nTa

)
b = 0 . (4.107)

Zusätzlich haben beide Tangentenvektoren die gleiche Länge

‖mα‖2 =
1

sin(γα)2
bT (Id− nα ⊗ nα)(Id− nα ⊗ nα)b , (4.108)

=
(1− cos(γα)

2)

sin(γα)2
‖b‖2 = ‖b‖2 . (4.109)

Diese ist unabhängig von der Wahl der Normalen nα. Im Falle sin γα = 0 ist (4.104)
nicht mehr wohldefiniert. Dieser Fall tritt auf, wenn einer der Normalenvektoren
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nα parallel zur Verbindungslinie b ist, was in der Praxis nicht vorkommt. Geo-
metrisch kann mα als längenerhaltende Projektion von b in die Ebene gesehen
werden, die durch die Normale nα definiert wird. Die Gleichung (4.104) kann mit
Hilfe des Kreuzprodukts auch komplett ohne explizite Verwendung des Winkels
γα geschrieben werden als

mα = R(nα,b)b mit R(nα,b) :=
‖b‖

‖nα × b‖ (Id− nα ⊗ nα) ∈ R
3×3 . (4.110)

Um nun das Vorgehen für eine Raumkurve auf eine zweidimensionale Fläche zu
übertragen, wird das Konzept der Tensorproduktflächen [39] benutzt. Die vier
Raumpunkte xI werden so durch eine Fläche x(s, t)verbunden, dass die Tangen-
ten in den Punkten immer senkrecht zur dort definierten Normale nI stehen. Mit
den 16 Koeffizienten CIJ ∈ R3 und den kubischen Ansatzfunktionen aus (4.100)-
(4.101) ist die Interpolationsfunktion gegeben als

x(s, t) =
4∑

I=1

4∑

j=1

CIJHI(s)HJ(t) . (4.111)

Um die einzelnen Koeffizienten CIJ zu bestimmen, wird die Interpolation der
einzelnen Randkurven betrachtet

x(s, 0) =
4∑

I=1

CI1HI(s) , x(s, 1) =
4∑

I=1

CI2HI(s) , (4.112)

x(0, t) =
4∑

I=1

C1IHI(t) , x(1, t) =
4∑

I=1

C2IHI(t) . (4.113)

Damit lassen sich zwölf der unbekannten Vektoren analog zu (4.102)-(4.104) be-
rechnen. Aus der Interpolationsbedingung (4.103) ergibt sich

C11 = x1 , C21 = x2 , C22 = x3 , C12 = x4 . (4.114)

Mit den Verbindungsstrecken zwischen den Punkten

b1 = x2 − x1 , b2 = x3 − x2 , b3 = x3 − x4 , b4 = x4 − x1 , (4.115)

erhält man gemäß (4.104) die restlichen, durch die Randkurven definierten, Vek-
toren

C31 = R(n1,b1)b1 , C41 = R(n2,b1)b1 , (4.116)

C32 = R(n4,b3)b3 , C42 = R(n3,b3)b3 , (4.117)

C13 = R(n1,b4)b4 , C14 = R(n4,b4)b4 , (4.118)

C23 = R(n2,b2)b2 , C24 = R(n3,b2)b2 . (4.119)

Die noch fehlenden Koeffizienten definieren die gemischte zweite Ableitung in
den Eckpunkten

∂2

∂s∂t
x(0, 0) = C33 ,

∂2

∂s∂t
x(1, 0) = C43 , (4.120)

∂2

∂s∂t
x(1, 1) = C44 ,

∂2

∂s∂t
x(0, 1) = C34 . (4.121)
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Es wird angenommen, dass alle vier Vektoren gleich Null sind, entsprechend der
sogenannten Ferguson-Fläche [39]. In Abbildung 4.16 sind alle Vektoren und ih-
re geometrische Interpretation dargestellt. Um dieses Vorgehen zur Auswertung

x(s, 0)

x(1, t)

x(s, 1)

x(0, t)

x1
x2

x3x4

O

n1 n2

n3n4

C31

C41

C42

C32
C13

C23

C24C14

Abbildung 4.16.: Tensorproduktfläche aus den kubischen-Hermite-Splines der
Randkurven

der Integrale (4.88)-(4.89) anwenden zu können, wird die Kontaktfläche über dem
bereits diskretisierten Gitter q ∈ R6N der deformierten Schale definiert. Hierbei
werden die Direktoren dI als Approximation der Flächennormalen nI benutzt
und wie in Abschnitt 3.1 wird das Berechnen des Integrals auf ein stückweises
Auswerten reduziert. Zusätzlich wird davon ausgegangen, dass durch den Kon-
takt keine Kräfte auf den Direktor wirken, was einer Fixierung aller Direktor-
freiheitsgrade während des Kontaktalgorithmus entspricht. Daraus folgt für die
Variation δx(δϕ, δd) = δx(δϕ). Sei N die Anzahl der Knotenpunkte des FE-Gitters,
n die Anzahl der Elemente und mit I ∈ Zn×4 existiert eine Zuordnungsmatrix,
die jedem Element seine vier dazugehörigen Knoten zuordnet, dann ist die Kon-
taktfläche der Schale stückweise gegeben als

xi(s, t) =
4∑

I=1

ϕI(i,I)PI(s, t) + siISI(s, t) + tiITI(s, t) , (4.122)

mit den Interpolationsfunktionen

P1(s, t) := H1(s)H1(t) , T1(s, t) := H1(s)H3(t) , S1(s, t) := H3(s)H1(t) , (4.123)

P2(s, t) := H2(s)H1(t) , T2(s, t) := H2(s)H3(t) , S2(s, t) := H4(s)H1(t) , (4.124)

P3(s, t) := H2(s)H2(t) , T3(s, t) := H2(s)H4(t) , S3(s, t) := H4(s)H2(t) , (4.125)

P4(s, t) := H1(s)H2(t) , T4(s, t) := H1(s)H4(t) , S4(s, t) := H3(s)H2(t) . (4.126)

Die Tangentenvektoren sind für jedes Element definiert als

siI := R(dI(i,I))(ϕI(i,I) − ϕI(i,π1(I)))(−1)π2(I) , (4.127)

tiI := R(dI(i,I))(ϕI(i,I) − ϕI(i,π3(I)))(−1)π4(I) , (4.128)

67



4. Erweiterung des Schalenmodells

mit den Permutationen

π1 = (12)(34) , π2 = (34) , π3 = (14)(23) , π4 = (23) . (4.129)

Aufgrund der getroffenen Annahme, dass durch den Kontakt keine Kräfte auf
den Direktor wirken, vereinfacht sich die lokale Interpolation der Variation zu

δxi(s, t) =
4∑

I=1

δϕI(i,I)PI(s, t) . (4.130)

Setzt man nun (4.122) und (4.130) in (4.88) ein, entsteht

GN(x
h, δxh) =

N∑

i=1

δϕTI(i,I)

∫ 1

0

∫ 1

0

ǫNg(xi(s, t))N̂PI(s, t)x̄i ds dt , (4.131)

mit dem Flächenmaß x̄i = det(∇xi). Das gleiche Vorgehen kann für den Beitrag
des Tangentialkontakts (4.89) angewandt werden

GT(x
h, δxh) =

n∑

i

δϕTI(i,J)

∫ 1

0

∫ 1

0

tT(Id− N̂⊗ N̂)PI(s, t)x̄i ds dt . (4.132)

Die Integrale (4.131) und (4.132) werden mit Hilfe einer Gauß-Quadraturformel
berechnet. Das bedeutet, dass die Kontaktkräfte an den entsprechenden Punkten
evaluiert werden. Der radiale Projektionsalgorithmus muss für jeden Integrati-
onspunkt jedes Elements ausgeführt werden, um dessen irreversiblen Gleitweg
und die dazugehörige Tangentialkraft zu berechnen.

Bemerkung 4.4 (Vergleich Bürstenkontakt) In kommerziellen Reifenmodellen, wie
zum Beispiel CDTIRE [7, 8, 43, 45], wird der Kontakt zwischen Reifen und Fahrbahn
mit sogenannten Kontaktbürsten umgesetzt. Dabei handelt es sich um eine Feder8 KN ,
die auf eine Interpolationsfigur der diskreten Massenpunkte in Normalenrichtung plat-
ziert wird. Jede Feder besitzt an ihrer Spitze eine zusätzliche orthogonale Feder8 KT , die
mit einem plastischen Reibelement8 Pt hintereinander geschaltet ist. Steht die Bürste in
Kontakt, wird die Feder KN eingedrückt und liefert eine Kraft FN in Normalenrichtung.
Durch die Bewegung der Massenpunkte bewegt sich auch die Spitze der Kontaktbürste.
Dadurch wird die tangentiale Feder KT gespannt und liefert eine Reaktionskraft FT .
Dies geschieht jedoch nur solange, bis das plastische Element PT greift, also die maxi-
male tangentiale Kraft erreicht ist. Danach gleitet die Pfeilspitze mit der Feder KT über
den Boden und erzeugt eine konstante rücktreibende Kraft FT . Das ganze Szenario ist
in Abbildung 4.17 bildlich dargestellt. Die Kräfte, die durch die Kontaktbürsten wirken,
werden gewichtetet aufsummiert und auf die Massenpunkte verteilt. Dieses Verfahren
unterscheidet sich nur um wenige Details von dem in diesem Abschnitt vorgestelltem
Kontaktalgorithmus . Die beiden Federn können als Regularisierung des Normalkontakts

8Die Federn und das plastische Element sind dabei im Allgemeinen nichtlinear angesetzt. Die
Kontaktbürste kann dadurch auch als Modellierung der Stollen des Reifens angesehen wer-
den.
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KN

FN

KT
PT

FT

Abbildung 4.17.: Einzelne Kontaktbürste eines Reifenmodells

und Haftens angesehen werden. Das plastische Element repräsentiert das Gleiten des
Punktes und somit das Vergrößern des tangentialen Reibweges. Da das in dieser Arbeit
vorgestellte Verfahren eine kontinuumsmechanische Grundlage besitzt, sind viele Fragen
bereits beantwortet. Die optimale Platzierung der Kontaktauswertungspunkte ist direkt
durch die gewählte Anzahl der Stützstellen über die Gauß-Integration vorgegeben. Die-
se liefert auch die korrekte Gewichtung der einzelnen Kontaktbeiträge zum Integral über
das Element. Auch die korrekte Verteilung der Kontaktkräfte auf die Massenpunkte ist
durch die FE-Formulierung festgelegt. Im Falle des Bürstenmodells müssen diese Fragen
phänomenologisch beantwortet werden.

4.3. Wechselwirkung mit einem Mehrkörpersystem

Um das Reifenmodell in der Simulation eines Gesamt- oder Viertelfahrzeugs nut-
zen zu können, muss die diskrete Schale an eine MKS-Simulation gekoppelt
werden. In der Literatur gibt es nur wenige Arbeiten, die sich mit geometrisch
exakten Schalen im Zusammenhang mit einer Mehrkörpersimulation befassen
[5, 14, 77, 104]. Darin wird eine monolithische Zeitintegration benutzt, bei der die
Schale und das MKS als ein großes gekoppeltes System zusammen in der Zeit
integriert werden. Für das in dieser Arbeit verwendete semidiskrete Schalenkon-
zept wird speziell in [14, 104] ein energieerhaltendes monolithisches Zeitschritt-
verfahren vorgestellt.

In der Praxis wird in einer MKS-Simulation eines Fahrzeugs der Reifen als kom-
plexes Kraftelement angenommen. Das Mehrkörpersystem kann zu jeder Positi-
on und Orientierung der Felge sowie zu jedem Zeitpunkt die durch den Reifen
wirkende Kraft abfragen. Um die Eigendynamik des Reifens in dieses Konzept
zu integrieren, muss eine Kosimulation [27, 115] durchgeführt werden. Dabei
werden beide Systeme unabhängig voneinander in der Zeit integriert und zu ge-
wissen Zeitpunkten bezüglich einer Schnittstelle synchronisiert. Dazu dient der
Starrköper der Felge. Dieser übergibt seine Position X und seine Orientierung R

an das Reifenmodell, welches eine Kraft F und ein Moment T liefert, siehe Ab-
bildung 4.18. Der Austausch über die Schnittstelle findet dabei in regelmäßigen
Zeitabständen tk = k∆tm statt. Zwischen diesen werden die beiden Systeme un-
abhängig voneinander in der Zeit integriert, wobei eine alternierende Reihen-
folge benutzt wird. Startend vom Synchronisationszeitpunkt tk integriert zuerst
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(X,R)

(F,T)

Abbildung 4.18.: Kopplung des Reifens an die Felge mit den Übergabegrößen

das Mehrkörpersystem zum Zeitpunkt tk+1 basierend auf der Kraft Fk und dem
Moment Tk. Dort übergibt es die neue Position Xk+1 und Orientierung Rk+1 der
Felge. Mit diesen Informationen integriert das Reifenmodell zum Zeitpunkt tk+1

und überträgt an dieser Stelle die korrespondierende Kraft Fk+1 und das Moment
Tk+1. In Abbildung 4.19 ist das Vorgehen schematisch dargestellt.

Mehrkörpersystem

Reifenmodell

Fk Tk Fk+1 Tk+1
X k+

1
R k

+
1

tk tk+1

Abbildung 4.19.: Schema der Kosimulation zwischen dem Mehrkörpersystem
und dem Reifenmodell

Für die diskrete Schale bedeutet das, dass innerhalb des Synchronisationszeit-
schrittes von einer Felgenkonfiguration (Xk,Rk) zur Nächsten (Xk+1,Rk+1) inte-
griert werden muss. Hierzu wird die Verschiebung der Punkte, die mit der Fel-
ge verbunden sind, vorgegeben. Dies entspricht einer Dirichlet-Randbedingung
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4.3. Wechselwirkung mit einem Mehrkörpersystem

Abbildung 4.20.: Geführter Rand des Reifens während einer Kosimulation

auf dem korrespondierenden Rand ∂B, siehe Abbildung 4.20. Im Weiteren wird
angenommen, dass beim Start der Kosimulation t0 die Felge im Ursprung liegt
X0 = (0, 0, 0)T und die Rotationsmatrix gleich der Identität R0 = Id ist. Sei q0

I ein
Randpunkt der diskreten Schale zum Zeitpunkt t0, so ist dieser bei tk gegeben
als

qkI =

(
Rkϕ

0
I +Xk

Rkd
0
I

)
. (4.133)

Zudem wird angenommen, dass innerhalb eines Synchronisationsschrittes genau
ein Zeitschritt der Zeitintegration der diskreten Schale liegt. Diese Annahme ist
nicht unbedingt nötig, da die fehlenden Randwerte auch über ein Interpolations-
verfahren gewonnen werden könnten. Die Notation würde sich jedoch dadurch
nur unnötig verkomplizieren.

Um einen Zeitschritt tk → tk+1 zu berechnen, muss das nichtlineare Gleichungs-
system (3.54)-(3.55) gelöst werden. Für eine klarere Notation wird die Vorge-
hensweise an der statischen Gleichung (3.22)-(3.23) demonstriert, da beide Sys-
teme von gleicher Struktur sind. Ein Teil der Werte von q sind bereits durch die
Randbedingungen (4.133) bekannt. Daher wird der Vektor in einen vordefinierten
qdef ∈ ∂B und einen freien qfrei Teil aufgeteilt. Das gleiche wird für die Variation
δq und die Lagrange-Multiplikatoren wiederholt, wobei für den vordefinierten
Fall keine Zwangskräfte benötigt werden. Zusammengefasst erhält man

q =

(
qfrei

qdef

)
, δq =

(
δqfrei

δqdef

)
, λ =

(
λfrei

0

)
, δλ =

(
δλfrei

0

)
. (4.134)
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Durch das Aufteilen der Variationen können auch die Kraftvektoren und die
Zwangsbedingungen wie folgt zerlegt werden

R(q) =

(
Rfrei(q)
Rdef(q)

)
, F =

(
Ffrei

Fdef

)
, (4.135)

g(q) =

(
gfrei(qfrei)

0

)
, G(q) =

(
Gfrei(qfrei) 0

0 Gdef(qdef)

)
. (4.136)

Durch die feste Vorgabe der Randpunkte verschwindet ihre Variation δqdef = 0.
Mit (4.134)-(4.136) reduziert sich das nichtlineare Gleichungssystem (3.54)-(3.55)
zu

Rfrei(qfrei,qdef) +
(
G

frei(qfrei)
)T
λfrei − Ffrei = 0 , (4.137)

gfrei(qfrei) = 0 . (4.138)

Dieses System muss nun in Bezug auf die freien Variablen (qfrei, λfrei) gelöst wer-
den, um alle Unbekannten zum Zweitschritt tk+1 zu erhalten.

Die Kräfte und Momente, die auf die Felge wirken, lassen sich mit Hilfe der nicht
zur Lösung von (4.137)-(4.138) benötigten Anteile Rdef(q) und Fdef des Kraftvek-
tors berechnen. Im Folgenden wird der konstante Vektor Fdef vom nichtlinearen
Anteil Rdef(q) abgezogen. Sei qk+1

I wieder ein Knoten im geführten Rand der
diskreten Schale, so kann der korrespondierende Teil des Kraftvektors wegen
δqI = (δϕI , δdI)

T wie folgt aufgeteilt werden

RI(q
k+1) =

(
RϕI

(qk+1) RdI
(qk+1)

)T
. (4.139)

Dadurch ergibt sich eine bezüglich der Mittelfläche wirkende Kraft RϕI
(qk+1)

und ein transversal zum Direktor wirkendes Drehmoment RϕI
(qk+1) mit dem

Hebelarm hdI , siehe Abbildung 4.21. Die auf die Felge wirkende Kraft zum Zeit-

ϕI

dI

RϕI

RdI

Abbildung 4.21.: Kraft und Moment an einem geführten Randpunkt

punkt tk+1 lässt sich somit nach Lösen des Systems (4.137)-(4.138) berechnen als
Summe aller lokalen Kräfte auf die geführten Punkte

Fk+1 =
∑

qI∈∂B

RϕI
(qk+1) . (4.140)
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Die lokalen Kräfte RϕI
induzieren zusammen mit dem Hebel (ϕI − Xk+1) ein

Drehmoment auf die Felge. Zusammen mit dem durch die Direktorkräfte indu-
zierten Moment erhält man für das globale Drehmoment zum Zeitpunkt tk+1

Tk+1 =
∑

qI∈∂B

[
(ϕI −Xk+1)×RϕI

(qk+1) + hdI ×RdI
(qk+1)

]
. (4.141)

Es ist zu beachten, dass (4.140) und (4.141) im Allgemeinen von dem kompletten
Lösungsvektor qk+1 abhängen. Die Trägheit der Massepunkte ist durch (3.52) und
(3.53) in R(qk+1) und F enthalten.

4.4. Eigenschwingungen

In der NVH (Noise Vibration Harshness)-Analyse eines Fahrzeugs ist man daran in-
teressiert herauszufinden, wie sich eingeleitete Vibrationen, zum Beispiel durch
den Motor, innerhalb des Fahrzeugs über die einzelnen Bauteile ausbreiten. Hier-
bei spielt der Reifen als Überträger der Straßenunebenheiten in das Fahrzeug ei-
ne bedeutende Rolle. Sind die Bauteile des Fahrzeugs als FE-Modell gegeben,
können diese um eine gewünschte statische Lösung linearisiert9 und zu einem
linearen Gesamtmodell zusammengesetzt werden. Eine lineare dynamische Si-
mulation kann somit direkt im Frequenzbereich durchgeführt werden.

Auf den Reifen muss bei der Linearisierung ein besonderes Augenmerk gelegt
werden. Befindet sich das Fahrzeug in einer stationären Bewegung, wie zum Bei-
spiel beim Fahren mit einer konstanten Geschwindigkeit, muss der sich drehende
Reifen linearisiert werden. Mit diesem Problem wurde sich für dreidimensionale
FE-Reifen bereits intensiv beschäftigt [24, 25, 79, 86, 87, 88, 89, 126]. Die Grund-
idee ist der Wechsel auf ein sich mitbewegendes Bezugssystem. Dieses Vorgehen
wird ALE-Formulierung (Arbitrary Lagrangian Eulerian) genannt. Dabei wird von
der Lagrange-Darstellung, die jeden materiellen Partikel des Kontinuums einzeln
verfolgt, in ein Bezugssystem im Mittelpunkt des Reifens gewechselt, wobei das
Material sozusagen durch den Reifen fließt. Im Vergleich dazu existiert die euler-
sche Darstellung, die sich nicht mit dem Mittelpunkt bewegt. In Abbildung 4.22
sind die drei Beschreibungen und deren Unterschiede an einem rollenden Ring
vereinfacht dargestellt.

Ist das Fahrzeug als MKS-Modell vorhanden, so ist eine Linearisierung möglich,
bei der das benutzte Reifenmodell in einer geeigneten Art und Weise den dre-
henden Reifen linearisiert. Dies ist im Falle von MKS-Reifenmodellen, siehe Ab-
schnitt 1.2.2 keine triviale Aufgabe.

Im folgendem Abschnitt wird zuerst gezeigt, wie sich die Ergebnisse aus [86] auf
das hier präsentierte Schalenmodell übertragen lassen. Danach wird eine Linea-
risierung der entstehenden Gleichungen um einen Arbeitspunkt ausgeführt und

9Dabei wird sich auf kleine Verschiebungen beschränkt, was jedoch den Bedürfnissen im Falle
von Vibrationen entspricht.
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Abbildung 4.22.: Vergleich der drei Bezugssysteme während der Bewegung des
Körpers in Bezug auf ein festes Weltkoordinatensystem

gezeigt, wie die Eigenschwingungen einer Schale in einem sich bewegenden Be-
zugssystem berechnet werden können.

4.4.1. ALE-Formulierung des Schalenkontinuums

Um den drehenden Reifen auf seine Eigenschwingungen und -frequenzen zu
untersuchen, wird die ALE-Methode benutzt. Diese wurde in [86] für ein drei-
dimensionales Kontinuumsmodell des Reifens vorgestellt. Das Verfahren beruht
auf dem Wechsel eines starren in ein sich translatorisch und rotatorisch bewegen-
des Bezugssystem. Hierzu wird zusätzlich zur Referenzkonfiguration B0 = φ0(Ω)
und der deformierten Konfiguration B = φ(Ω) eine dritte sich bewegende Kon-

figuration B̃0 = Ξ(B0) definiert, siehe Abbildung 4.23. Die Funktion Ξ : B0 → B̃0

bildet jeden Punkt der Referenzkonfiguration X mit einer Starrkörperbewegung
in ein bewegtes Bezugssystem ab

Ξ(X) = R(t)X+ v0t mit R(t) := exp(ω̂0t) ∈ SO(3) . (4.142)

Hierbei ist ω0 ∈ R3 die Winkelgeschwindigkeit der Drehung, v0 ∈ R3 die trans-
latorische Geschwindigkeit und t die Zeit. Zusätzlich zu Φ aus (2.15) wird eine

Deformationsabbildung bezüglich der bewegten Referenzkonfiguration B̃0 defi-
niert

Φ̃ := φ ◦ (φ0)
−1 ◦ Ξ−1 , Φ̃ : B̃0 → B . (4.143)

Deren Deformationsgradient ist gegeben durch

F̃ = (gi ⊗Gi)RT = FR
T . (4.144)
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Abbildung 4.23.: Starrkörperbewegung der Referenzkonfiguration

Aufgrund der Invarianz unter Starrkörperbewegungen sind die Komponenten
des Green-Lagrange Verzerrungstensors der Abbildung (4.143) identisch zu (2.18)

Ẽ = R
(
F
T
F− Id

)
R
T = R (E)RT , (4.145)

= EijR
(
GI ⊗Gj

)
R
T . (4.146)

Mehr Details zur Herleitung befinden sich unter [86]. Darin wird eine schwa-

che Formulierung der Impulsbilanz bezüglich des drehenden Referenzsystems B̃
hergeleitet. Diese ist gegeben als

−
∫

B0

FS : δF dX+

∫

B0

F0 · δΦ dX =

∫

B0

d2

dt2
Φ · δΦ dX− G3D

rot + G3D
gyro , (4.147)

mit denen im Vergleich zu (2.38) zusätzlichen Termen

G3D
rot =

∫

B0

ρ(Fν)T (δFν)dX , (4.148)

G3D
gyro =

∫

B0

ρ
(
δΦT (∇v)ν − vT (∇δΦ)ν

)
dX . (4.149)

Hierbei repräsentiert

ν = ω̂0X̃+ v0 , (4.150)

die Geschwindigkeit der Starrkörperbewegung im bewegten Bezugssystem. Um
die Notation einfach zu halten, werden in (4.147)-(4.149) die gleichen Variablen-
namen wie in (2.38) verwendet. Hier werden die gleichen Approximationen wie
in Abschnitt 2.2 benutzt, um die Integrale (4.148)-(4.149) über die Dicke des Scha-
lenkontinuums zu integrieren.
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Rotationskräfte

Zuerst wird sich mit den zusätzlichen statischen Kräften (4.148) beschäftigt, die
aufgrund des rotierenden Bezugssystems entstehen. Weil für alle Tensoren A und
Vektoren v das Folgende gilt

vT (A− A
T )v = 0 , (4.151)

können die Integranden von (4.148) wie folgt umgeschrieben werden

(Fν)T (δFν) = νTFT δFν = νT δEν = δEij(ν
TGi)(νTGj) . (4.152)

Um eine Integration zu ermöglichen, werden in (4.152) die kontravarianten Basis-
vektoren des Schalenkontinuums Gi mit denen der Mittelfläche Ai approximiert.
Mit dieser Vereinfachung und (4.150) können die Skalarprodukte aus (4.152) wei-
ter aufgelöst werden

νTAi = vT0 A
i − (ϕ0 + ζd0)

T ω̂0A
i , (4.153)

= vT0 A
i − ϕT0 ω̂0A

i − ζdT0 ω̂0A
i . (4.154)

Anhand der verkürzten Schreibweise

w
0
ij := vT0 A

ivT0 A
j + ϕT0 ω̂0A

iϕT0 ω̂0A
j (4.155)

− (vT0 A
iϕT0 ω̂0A

j + ϕT0 ω̂0A
ivT0 A

j) , (4.156)

w
1
ij := (ϕT0 ω̂0A

idT0 ω̂0A
j + dT0 ω̂0A

iϕT0 ω̂0A
j) (4.157)

− (vT0 A
idT0 ω̂0A

j + dT0 ω̂0A
ivT0 A

j) (4.158)

w
2
ij := dT0 ω̂0A

idT0 ω̂0A
j , (4.159)

erhält man für (4.152) die folgenden Abhängigkeiten von ζ

δEij(ν
TGi)(νTGj) = δEijw

0
ij + ζδEijw

1
ij + ζ2δEijw

2
ij , (4.160)

= δaαβw
0
αβ + ζδaαβw

1
αβ + ζ2δaαβw

2
αβ (4.161)

+ ζδκαβw
0
αβ + ζ2δκαβw

1
αβ + ζ3δκαβw

2
αβ (4.162)

+ 2
(
δγαw

0
α3 + ζδγαw

1
α3 + ζ2δγαw

2
α3

)
. (4.163)

Nun wird der Transformationssatz auf (4.148) angewandt und (4.161)-(4.163) ein-
gesetzt. Alle Integrale mit ungeraden Exponenten in ζ verschwinden aufgrund
von (2.49) und der zusätzliche Versteifungsterm wird zu

Grot =

∫

ω

Aρ0

(
δaαβw

0
αβ + 2δγαw

0
α3

)
dχ̄ (4.164)

+

∫

ω

Iρ0
(
δaαβw

2
αβ + δκαβw

1
αβ

)
dχ̄ . (4.165)

Dieser Term kann mit Hilfe einer Bilinearform auf dem Lösungsraum Q darge-
stellt werden

W (q, δq) :=

∫

ω

WT
B(q)δqdχ̄ . (4.166)
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Der Vektor W ∈ R9 setzt sich aus den Termen (4.156)-(4.159) zusammen und ist
im Anhang A definiert. Aus B(q)δq = B(δq)q folgt, dass W symmetrisch ist. Mit
dem Ansatz aus (3.2) für die räumliche Diskretisierung qh und δqh ist die diskrete
Version von (4.166) gegeben als

W (qh, δqh) =
N∑

I=1

N∑

J=1

δqTJW (NI ,NJ)qJ = δqTWq . (4.167)

Die Matrix W kann analog zu (3.28)-(3.29) gebildet werden. Aus der Symmetrie
von (4.166) folgt direkt die Symmetrie der Matrix WT = W. Somit kann das dis-
krete statische Problem in einem bewegten Bezugssystem geschrieben werden als
nichtlineares Gleichungssystem

R(q)−Wq+ G
T (q)λ = 0 , (4.168)

g(q) = 0 . (4.169)

Befindet man sich in einem nicht bewegten Bezugssystem ω0 = 0 und v0 = 0, gilt
W = 0 in (4.166) und somit W = 0. Das Gleichungssystem (4.168)-(4.169) ist also
eine Verallgemeinerung des statischen Problems (3.22)-(3.23).

Gyroskopische Kräfte

Der zweite zusätzliche Term (4.149) ist nur ungleich Null, wenn eine relative Ge-
schwindigkeit v gegenüber dem rotierenden Bezugssystem auftritt. Somit liefert
er keinen Beitrag zur statischen Lösung. Für die Berechnung der Eigenfrequen-
zen des sich drehenden Systems ist dieser Term jedoch von großer Bedeutung.
Er führt dazu, dass sich im ruhenden System doppelt auftretende Frequenzen in
eine höhere und eine tiefere aufteilen [24, 25, 88].

Aus Symmetriegründen genügt es den Subtrahenden von G3D
gyro = G+

gyro − G−
gyro

aus (4.149) zu betrachten, der Minuend folgt dann analog. Das Transformieren
des Integrals auf den Parameterbereich Ω führt zu

∫

B0

vT (∇δΦ)νdX =

∫

Ω

(ϕ̇T + ζḋT )(δgi ⊗Gi)ν dζdχ̄ , (4.170)

=

∫

Ω

(ϕ̇T δgi + ζḋT δgi)(ν
TGi)ν dζdχ̄ . (4.171)

Durch Approximieren der Basis des Volumens Gi mit Ai kann der zweite Faktor
aus (4.171) geschrieben werden als

νTAi = w
0
i − ζw1

i mit (4.172)

w
0
i :=vT0 A

i − ϕT0 ω̂0A
i , w

1
i := dT0 ω̂0A

i . (4.173)

Aufgrund von A3 = d0 verschwindet w1
3 = dT0 (ω0 × d0) = 0. Mit (4.172) und

δgα = δaα + ζδd, α , δg3 = δd , (4.174)
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erhält man für den Integranden von (4.171) den folgenden Ausdruck

(ϕ̇T δgi + ζḋT δgi)(ν
TAi) = ϕ̇T δaαw

0
α + ϕ̇T δdw0

3 − ζ(ϕ̇T δaαw
1
α) (4.175)

+ ζ
(
(ϕ̇T δd,α + ḋT δaα)w

0
α + ḋT δdw0

3

)
(4.176)

+ ζ2
(
ḋT δd,αw

0
α − (ϕ̇T δd,α + ḋT δaα)w

1
α

)
(4.177)

− ζ3ḋT δd,αw
1
α (4.178)

Nach Integration über die Variable ζ verschwinden alle Terme mit ungeraden
Exponenten aus (4.175)-(4.177) und es entsteht

G−
gyro =

∫

ω

Aρ0(ϕ̇
T δaαw

0
α + ϕ̇T δdw0

3)dχ̄ (4.179)

+

∫

ω

Iρ0
(
ḋT δd,αw

0
α − (ϕ̇T δd,α + ḋT δaα)w

1
α

)
dχ̄ . (4.180)

Für den Minuenden von (4.149) gilt nun bei gleicher Vorgehensweise

G+
gyro =

∫

ω

Aρ0(δϕ
T ȧαw

0
α + δϕT ḋw0

3)dχ̄ (4.181)

+

∫

ω

Iρ0
(
δdT ḋ,αw

0
α − (δϕT ḋ,α + δdT ȧα)w

1
α

)
dχ̄ . (4.182)

Mit der im Anhang (A.15)-(A.17) definierten Matrix Bgyro ∈ R6×6 wird eine Bili-
nearform V : Q×Q → R über die Vorschrift

V (q, δq) :=

∫

ω

qTBgyroδqdχ̄ (4.183)

konstruiert. Somit kann (4.149) mit (4.179)-(4.183) geschrieben werden als

Ggyro = V (δq, q̇)− V (q̇, δq) . (4.184)

Mit der Semidiskretisierung aus (3.40) erhält man eine räumlich diskrete Version
von (4.184) durch

V (δqh, q̇h)− V (q̇h, δqj) =
N∑

I=1

N∑

J=1

(
δqIVIJ q̇J − q̇IVIJδqJ

)
(4.185)

mit VIJ : = V (N I , NJ) ∈ R
6×6 . (4.186)

Die lokalen Matrizen VIJ werden zu einer globalen Matrix V ∈ R6N×6N zusam-
mengesetzt. So wird aus (4.185) der folgende Ausdruck

V (δqh, q̇h)− V (q̇h, δqj) = δqTVq̇− q̇TVδq = δqT
(
V − V

T
)

︸ ︷︷ ︸
=:C

q̇ . (4.187)

Die Matrix C ist offensichtlich schiefsymmetrisch, das heißt es gilt CT = −C. Folg-
lich ist die Bewegungsgleichung der Schale in einem rotierenden Bezugssystem
gegeben als

Mq̈+ Cq̇+R(q)−Wq+ G
T (q)λ = 0 , (4.188)

g(q) = 0 . (4.189)
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4.4. Eigenschwingungen

Für v0 = 0 und ω̂0 = 0 verschwinden die zusätzlichen Matrizen C = 0 und W = 0
in (4.188). Dadurch ist (4.188)-(4.189) eine Verallgemeinerung von (3.43)-(3.44) auf
ein konstant translatorisch und rotatorisch bewegtes Bezugssystem.

4.4.2. Linearisierung des Systems

Um das dynamische Verhalten von Bauteilen unter kleinen Lasten zu approxi-
mieren, betrachtet man die um eine stationäre Lage linearisierte Bewegungsglei-
chung. Wie in Abschnitt 3.2 bereits gezeigt, handelt es sich bei dieser im Falle der
semidiskreten Schale um eine DAE. Die Bewegungsgleichung wurde im vorhe-
rigen Unterabschnitt 4.4.1 auf ein sich bewegendes Bezugssystem erweitert. Aus
(4.188)-(4.189) erhält man

Mq̈+Cq̇+ f(q, λ) = 0 , (4.190)

g(q) = 0 . (4.191)

Die Funktion f(q, λ) := R(q)−Wq+GT (q)λ fasst hierbei die Struktur- , Rotations-
und Zwangskräfte aus (4.188) zusammen. Sei (q̄, λ̄) ein stationärer Punkt von
(4.190)-(4.191), das heißt es gilt

f(q̄, λ̄) = 0 , (4.192)

g(q̄) = 0 , (4.193)

so folgt, dass das Paar (q̄, λ̄) das statische Problem (4.168)-(4.169) löst. Durch das
Einsetzen von q = q̄+ u und λ = λ̄+ µ in (4.190)-(4.191) und das Abbrechen der
Taylor-Entwicklung nach dem linearen Glied ergibt sich

Mü+ Cu̇+ K̄u+ Ḡ
Tµ = 0 , (4.194)

Ḡu = 0 . (4.195)

Wobei K̄ und Ḡ die Jacobi-Matrizen von f und g in der Ruhelage sind. Diese lassen
sich wie in Abschnitt 3.1.1 berechnen und sind explizit gegeben als

K̄ =
∂f

∂q

∣∣∣
(q̄,λ̄)

= K(q̄)−W + H(λ̄) , (4.196)

Ḡ =
∂g

∂q

∣∣∣
q̄
=
∂f

∂λ

T ∣∣∣
q̄
= G(q̄) . (4.197)

Um die lineare Zwangsbedingung (4.195) zu eliminieren, wird eine Transforma-
tion auf Minimalkoordinaten durchgeführt. Dazu wird die Parametrierung T(y)
aus (3.71) um den Wert q̄ benutzt. Für diese gilt

g(T(y)) = 0 ∀y ∈ R
5N (4.198)

⇒ dg(T)

dy

∣∣∣
y=0

= 0 ⇒ G(q̄)
dT

dy

∣∣∣
y=0︸ ︷︷ ︸

=:P̄

= 0 (4.199)
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4. Erweiterung des Schalenmodells

Die Spalten der konstanten Matrix P̄ spannen den Nullraum von Ḡ auf. Somit
kann u ∈ R6N über eine lineare Transformation durch die Minimalkoordinaten w

ausgedrückt werden

u = P̄w ⇒ ḠP̄w = 0 ∀w ∈ R
5N . (4.200)

Wegen P̄T ḠT = 0 können, wie in Abschnitt 3.2.2, die Zwangskräfte und da-
mit auch die Lagrange-Multiplikatoren µ eliminiert werden. Dadurch wird aus
(4.194)-(4.195) eine ODE

P̄
T
MP̄ẅ + P̄

T
CP̄ẇ + P̄

T
K̄P̄w = 0 . (4.201)

Die Matrizen M̃ = P̄TMP̄ , C̃ = P̄TCP̄ und K̃ = P̄T K̄P̄ sind Projektionen auf den
durch die lineare Zwangsbedingung definierten Unterraum W := ker Ḡ. Durch
diese Projektionen bleiben die Symmetrieeigenschaften der Matrizen erhalten

M̃
T = M̃ , K̃

T = K̃ , C̃
T = −C̃ . (4.202)

Mit dem harmonischen Ansatz w(t) = zeψt mit ψ ∈ C und z ∈ C5N wird (4.201)
zu

(ψ2
M̃+ ψC̃+ K̃)z = 0 . (4.203)

Die Gleichung (4.203) definiert ein quadratisches Eigenwertproblem. Diese Klas-
se von Problemen wird ausführlich in dem Übersichtsartikel [113] behandelt. Ist
K̃ positiv definit10, dann folgt mit den Symmetrieeigenschaften aus (4.202), dass
alle Eigenwerte von (4.203) rein imaginär sind, siehe [113]. Zusätzlich gilt, ist ψ0

ein Eigenwert von (4.203), dann ist auch −ψ0 ein Eigenwert. Da für alle Eigen-
werte Re(ψ) = 0 gilt, kann ψ umgeschrieben werden als

ψ = iθ mit θ ∈ R . (4.204)

Mit diesem Ansatz wird (4.203) zu

(−θ2M̃+ iθC̃+ K̃)z = 0 . (4.205)

Dieses spezielle quadratische Eigenwertproblem kann wie in [24] gezeigt auf ein
generalisiertes Eigenwertproblem der Form

[(
iC K̃

K̃ 0

)
− θ

(
M̃ 0

0 K̃

)](
θz
z

)

︸ ︷︷ ︸
=:z̃

=

(
0
0

)
(4.206)

überführt werden. Das Eigenwertproblem (4.206) besitzt im Allgemeinen 10N re-
elle Eigenwerte. Aufgrund der besonderen Struktur des Systems gilt für jeden
Eigenwert θk ≥ 0, dass auch θ−k := −θk ein Eigenwert von (4.206) ist. Die da-
zugehörigen Eigenvektoren lassen sich über komplexe Konjugation ineinander

10Das heißt, es gilt yT K̃y > 0 für alle y ∈ R5N und y 6= 0 .
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4.4. Eigenschwingungen

überführen z−k = z̄k. Somit existieren 5N unabhängige Eigenpaare (θk, zk). Dann
lösen alle Funktionen der Form

wk(t) = zke
iθkt und w−k(t) = z̄ke

−iθkt (4.207)

die Differentialgleichung (4.201). Diese Funktionen werden von nun an Eigen-
schwingungen genannt. Bei komponentenweiser Anwendung der involvierten
Funktionen können die Eigenvektoren auch in Polardarstellung geschrieben wer-
den

zk = |zk|ei arg(zk) und z−k = |zk|e−i arg(zk) . (4.208)

Hierbei sind |z| die Beträge und arg(z) die Winkel der komplexen Vektoreinträge.
Mit (4.208) kann gezeigt werden, dass beide Funktionen sich nur im Imaginärteil
unterscheiden

wk(t) = |zk|ei arg(zk)eiθkt , (4.209)

= |zk|
(
cos(arg(zk) + θkt) + i sin(arg(zk) + θkt)

)
, (4.210)

w−k(t) = |z̄k|ei arg(z̄k)e−iθkt = |zk|ei(− arg(zk)−θkt) , (4.211)

= |zk|
(
cos(arg(zk) + θkt)− i sin(arg(zk) + θkt)

)
. (4.212)

Aus diesem Grund wird sich im weiteren Verlauf dieser Arbeit nur noch mit den
positiven Eigenpaaren (θk, zk) beschäftigt.

Bei einem ruhenden Bezugssystem verschwinden die gyroskopischen Beiträge

C̃ = 0. Das bedeutet, dass alle in (4.206) beteiligten Matrizen reell sind und somit
auch alle Eigenvektoren zk. Daraus folgt für die Schwingung (4.207) mit (4.210),
dass alle Punkte in der gleichen Phase schwingen

wk(t) = zk
(
cos(θkt) + i sin(θkt)

)
. (4.213)

Somit entsteht eine räumlich stehende Welle. Befindet sich das System jedoch in
Bewegung ist dies nicht mehr zwingend der Fall, da aufgrund der komplexwer-
tigen Matrizen, Komponenten der Eigenvektoren auch mit einer von Null oder π
verschiedenen Phase auftreten können. Der Eigenwert θk kann auch als Kreisfre-
quenz der Funktionen (4.208) interpretiert werden. Folglich ist die Frequenz der
Schwingung gegeben als fk :=

θk
2π

.

Bemerkung 4.5 (Symmetrie der Matrizen) Die Annahme, dass die Jacobi-Matrix K

symmetrisch ist, gilt im Allgemeinen nur für Kräfte, die sich über ein Energiepotential
beschreiben lassen. Bei Folgelasten, wie zum Beispiel Luftdruck, der speziell beim Reifen
eine Rolle spielt, ist dies nicht der Fall [107]. Auch durch reibungsbehafteten Kontakt
können zusätzliche unsymmetrische Terme auftreten. In der Praxis ist es üblich, wie in
[24], den symmetrischen Anteil der Tangentenmatrix bezüglich der Folgelasten zu ver-
wenden und alle Punkte im Kontakt als fest mit der Fahrbahn verbunden anzunehmen.
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4. Erweiterung des Schalenmodells

Bemerkung 4.6 (Kontakt im bewegtem Bezugssystem) Um insbesondere den rei-
bungsbehafteten Kontakt des Reifens im bewegten Koordinatensystem abbilden zu kön-
nen, müssen spezielle Techniken [86, 87] für die Berechnung des Gleitweges benutzt wer-
den. Mit ihrer Hilfe kann beim Verfolgen eines bestimmten Lastpfades auch Schlupf in der
Kontaktfläche des Reifens abgebildet werden. Eine Übertragung auf die in dieser Arbeit
präsentierten Schalenkinematik wäre möglich. Damit wäre auch die in [87] beschriebene
Vorgehensweise zur Berechnung einer Übertragungsfunktion um einen quasistationären
Rollzustand möglich. Allerdings müsste hierbei auch die Dämpfung des Systems berück-
sichtigt werden.

Bemerkung 4.7 (Reifen in NVH-Analyse eines MKS-Modells) Um die Übertra-
gung von höherfrequenten Anregungen des Bodens in das MKS-Modell des Fahrzeugs
zu untersuchen, ist es üblich um eine stationäre Lösung des Systems zu linearisieren.
Im Falle des Reifens liegt dies auf der Seite des Reifenmodells, das um einen drehenden
Zustand linearisiert werden muss. Für die in Abschnitt 1.2.2 vorgestellten Modelle ist
dies nur erschwert möglich, da sie auf eine transiente dynamische Simulation ausgelegt
wurden. In der Praxis müssen an dieser Stelle auch bei einem MKS-Fahrzeugmodell li-
nearisierte 3D FE-Reifenmodelle benutzt werden, was einen doppelten Arbeitsaufwand
bedeutet, da diese Modelle zusätzlich parametriert werden müssen. Des Weiteren ist man
daran interessiert für transiente Simulationen und in der NVH-Analyse das gleiche Mo-
dell zu benutzen. Ein Reifen, der mit der hier vorgestellten diskreten Schalenkinematik
modelliert wurde, könnte in beiden Simulationen eingesetzt werden. Für das Reifenmo-
dell CDTIRE zeichnet sich auch eine Möglichkeit ab, wie dieses in beiden Szenearien
angewandt werden kann. Dazu wird auf die Artikel [9, 10] verwiesen.
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In diesem Kapitel wird die im Vorfeld entwickelte diskrete Schalenformulierung
mit Ergebnissen anderer Simulationen, Messungen und analytischen Lösungen
verglichen. Dazu wurde auf der Basis eines in MATLAB implementierten isotro-
pen Schalenelementes eine Programmbibliothek zur Berechnung der diskreten
Kräfte und Steifigkeitsmatrizen in C programmiert. Hierin sind die in Abschnitt
4.1 entwickelten Materialgesetze sowie der Kontaktalgorithmus aus Abschnitt 4.2
enthalten. Die Programmbibliothek wurde in MATLAB mit Hilfe einer Schnitt-
stelle eingebunden, um die darin implementierten linearen Algebraroutinen für
dünnbesetzte Matrizen benutzen zu können. Das Auslagern eines Teils der Be-
rechnungen in eine externe Bibliothek ist nötig, da speziell bei den dynamischen
Reifensimulationen die Rechenzeit zu groß geworden wäre. Durch Einbinden ei-
ner linearen Algebra-Programmbibliothek, wie zum Beispiel SUITESPARSE [35],
könnte auf MATLAB auch verzichtet werden.

Das Kapitel ist wie folgt gegliedert: Zuerst wird in Abschnitt 5.1 das Schalenele-
ment und die spezielle Darstellungsweise durch statische Simulationen und den
Vergleich mit Referenzlösungen verifiziert. Danach wird in Abschnitt 5.2 das or-
thotrope Materialmodell validiert. Die Eigenschwingformen der diskreten Schale
und die Veränderung ihrer Frequenz in einem drehenden Bezugssystem werden
im Abschnitt 5.3 behandelt. In Abschnitt 5.4 werden mit dem aus der diskreten
Schale entwickelten Reifenmodell einige statische und dynamische Prüfstands-
versuche simuliert und mit Referenzergebnissen verglichen. Zuletzt wird in Ab-
schnitt 5.5 die Wechselwirkung des Reifens mit einer MKS-Simulation anhand
eines Viertelfahrzeugs gezeigt.

5.1. Statische Benchmarks

In diesem Abschnitt werden einige statische Standardsimulationen mit der hier
vorgestellten diskreten Schale nachgerechnet. Als Referenzlösung dient dazu die
Arbeit [112]. Darin werden oft verwendete Benchmarks mit der kommerziellen
FE-Software ABAQUS FEA und dem darin enthaltenen Schalenelement S4R si-
muliert. Das Aufbringen der Last in den einzelnen Simulationen erfolgt über eine
lineare Steigerung, sodass in jedem Lastinkrement ein statisches Problem (3.22)-
(3.23) gelöst werden muss. Im Folgenden werden die Ergebnisse der diskreten
Schale aus dieser Arbeit mit SX bezeichnet und die Referenzlösung aus [112] mit
S4R.
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l = 10
b = 1

F0 = F0(0, 0, 1)
Th = 0, 1

E = 1, 2× 106

ν = 0.3
F0 = 4

Abbildung 5.1.: Einseitig eingeklemmte Platte ohne Vorlast

5.1.1. Balken mit Linienlast

In dieser Simulation wird ein Balken betrachtet, der an einer der kurzen Kan-
ten fest eingespannt und an der anderen mit einer Linienlast nach oben gezo-
gen wird. Abbildung 5.1 veranschaulicht das Problem und listet die Abmessun-
gen sowie die Materialdaten auf. Die Kraft wird dabei schrittweise mit einem
Lastfaktor λ ∈ [0, 1] aufgebracht. Zur Diskretisierung werden acht Elemente in
Längsrichtung und ein Element in der Breite benutzt. Die gleiche Diskretisierung
wurde auch in der Referenzlösung verwendet.

In Abbildung 5.2 sind die Ergebnisse der Simulation sowie die Referenzwerte
aus [112] grafisch dargestellt. Zu sehen sind die horizontale ∆x und die ver-
tikale ∆z Verschiebung der Kante des Balkens, die mit der Linienlast belastet
wird. Die Grafik zeigt eine gute Übereinstimmung der Simulation mit der Refe-
renzlösung.

5.1.2. Auseinanderziehen eines Zylinders

In diesem Beispiel wird das Auseinanderziehen eines an beiden Enden freien
Zylinders durch zwei Punktlasten untersucht. Der Simulationsaufbau sowie die
Geometrie- und Materialdaten sind in Abbildung 5.3 dargestellt. Aus Symme-
triegründen genügt es, ein Achtel des Zylinders mit den entsprechenden Sym-
metrierandbedingungen zu simulieren. Zur Diskretisierung werden 24 Elemente
entlang der y-Achse und 36 entlang des Viertelkreises benutzt. In Abbildung 5.4
werden die Ergebnisse der Simulation mit den Referenzlösungen aus [112] vergli-
chen. Die Verschiebung der Punkte A, B und C wird in Abbildung 5.3 dargestellt.
Hier zeigt sich für den Punkt A die Auslenkung in z-Richtung, für B die negati-
ve und für C die positive Verschiebung in y-Richtung. Wie in Abbildung 5.4 zu
sehen, stimmen die Ergebnisse mit der Referenzlösung gut überein.
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Abbildung 5.2.: Ergebnisse der Simulation des eingespannten Balkens im Ver-
gleich zur Referenzlösung
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Abbildung 5.3.: Auseinanderziehen eines Zylinders mit freien Enden

85



5. Simulationsergebnisse

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Verschiebung

S
k

al
ie

ru
n

g
d

er
K

ra
ft
λ

A S4R
A SX
B S4R
B SX
C S4R
C SX

Abbildung 5.4.: Verschiebungsverlauf der Punkte des Zylinders im Vergleich zur
Referenzlösung

5.1.3. Zusammendrücken eines Zylinders

Zuletzt wird sich mit einem ähnlichen Simulationsaufbau wie im vorherigen Ab-
schnitt 5.1.2 beschäftigt. Diesmal wird ein Zylinder, mit Hilfe von zwei Punkt-
lasten, zusammengedrückt anstatt auseinandergezogen. Die beiden Enden des
Zylinders sind dabei an einer Membran befestigt. Dies bedeutet, dass die Ver-
schiebung der Mittelfäche in x- und z-Richtung an diesem Rand gleich Null ist.
In Abbildung 5.5 sind der Aufbau der Simulation sowie Geometrie- und Mate-
rialdaten abgebildet. Wie in Abschnitt 5.1.2 genügt es, ein Achtel des Zylinders
mit Hilfe von Symmetrierandbedingungen zu simulieren. Dieser wird mit 48 Ele-
menten in y-Richtung und ebenfalls 48 Elementen entlang des Viertelkreises wie
in der Referenzlösung [112] diskretisiert. Um die Ergebnisse miteinander verglei-
chen zu können, wird die negative Verschiebung des Punktes A in z-Richtung
sowie die negative Auslenkung von B in x-Richtung betrachtet. Das Ergebnis
der Simulation ist in Abbildung 5.6 gegen das der Referenzlösung aufgezeich-
net. Hieraus geht hervor, dass die in dieser Arbeit verwendete diskrete Schale
akzeptable Ergebnisse liefert.
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Abbildung 5.5.: Zusammendrücken eines Zylinders, dessen Enden an einer
Membran befestigt sind
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Abbildung 5.6.: Verschiebungsverlauf der Punkte im Vergleich zur Referenz-
lösung
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5.2. Verifikation des orthotropen Materials

In diesem Teil der Arbeit wird das in Abschnitt 4.1 hergeleitete orthotrope Materi-
al verifiziert, indem zwei Simulationen durchgeführt und mit Referenzlösungen
verglichen werden. Zuerst werden die Ergebnissen aus [112] zum Vergleich her-
angezogen. Dabei wird ein mehrschichtiger Materialaufbau in Dickenrichtung
verwendet. Danach wird die diskrete Schale gegen ein dreidimensionales Ele-
ment aus ABAQUS FEA mit orthotropen Materialdaten getestet. Die Ergebnisse
dieses Vergleichs wurden bereits in [103] veröffentlicht.

5.2.1. Zusammendrücken eines Halbzylinders mit

mehrschichtigem Materialaufbau

In Abbildung 5.7 wird ein Halbzylinder dargestellt, auf dessen freien runden
Endkanten in Punkt A eine Punktlast wirkt. Die hintere Kante wird fest einge-
spannt und bei den zwei geraden Kanten die Verschiebung der Mittelfläche in
z-Richtung gesperrt. Zusätzlich wird die z-Komponente der Direktoren festge-
halten. Dies verhindert eine Drehung der Schalenkante um die y-Achse. Der Auf-
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Isotropes Material: Orthotropes Material:
E = 2068, 5 E1 = 2068, 5
ν = 0.3 E2 = E3 = 517.125

ν12 = ν13 = ν23 = 0.3
G12 = G13 = G23 = 795, 6

Abbildung 5.7.: Eingespannter Halbzylinder unter Punktlast

bau wird mit drei verschiedenen Materialkonfigurationen simuliert. Dazu wird
ein isotropes und ein orthotropes Material verwendet, wobei letzteres in zwei
verschiedenen Ausrichtungen geschichtet wird. Dabei handelt es sich jeweils um
drei Lagen, die einmal entlang der Höhe mit den Winkeln 0-90-0 und einmal
90-0-90 orientiert sind. Jede dieser Schichten ist h/3 dick. Der Winkel bezieht
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5.2. Verifikation des orthotropen Materials

sich auf die zur y-Achse parallelen Kanten der Schale. Die Materialkoeffizienten
können Abbildung 5.7 entnommen werden. Aus Symmetriegründen genügt es
einen Viertelzylinder zu rechnen, wenn an der Symmetriekante die Verschiebun-
gen der Mittelfläche in z-Richtung unterbunden werden und die x-Komponente
des Direktors festgehalten wird. Zur Diskretisierung werden 40 Elemente entlang
des Umfangs sowie der y-Achse benutzt.

In Abbildung 5.8 sind die Ergebnisse gegen die Referenzlösung aus [112] abge-
bildet. Dargestellt ist die Verschiebung des Punktes A in negativer z-Richtung.
Anhand der Grafik wird deutlich, dass die Resultate mit einer zufriedenstellen-
den Genauigkeit übereinstimmen.
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Abbildung 5.8.: Verschiebung des Punktes A im Vergleich zum Lastfaktor für ver-
schiedene Materialkonfigurationen

5.2.2. Biegung eines Zylinders

In diesem Abschnitt wird das Biegen eines länglichen Zylinders mit orthotro-
pem Material simuliert. In Abbildung 5.9 ist die Geometrie des Zylinders dar-
gestellt. Die beiden Endkanten sind jeweils an einem virtuellen Starrkörper be-
festigt, der durch das Koordinatensystem (x, y, z) beziehungsweise (x̄, ȳ, z̄) re-
präsentiert wird. Um den Zylinder zu biegen, wird der vordere Starrköper um
die Achse x mit dem Winkel θ gedreht. Der hintere Starrkörper wird entgegen-
gesetzt um die Achse x̄ mit dem Winkel −θ gedreht. Die Position des vorderen
Körpers ist im Raum fixiert, der hintere Körper kann sich frei entlang der nicht
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5. Simulationsergebnisse

mitdrehenden ȳ-Achse bewegen. Dieser Simulationsaufbau bewirkt, dass sich im
Falle eines Balkenmodells ein reiner Biegeverzerrungszustand einstellt. Als Reak-
tion auf die Verdrehung der beiden Starrkörper wirkt ein rücktreibendes Moment
Tx = −Tx̄, welches gemäß der in Abschnitt 4.3 vorgestellten Kopplung berechnet
wird. Für die Simulation wird ein orthotropes Material verwendet, dessen Ma-

fixi
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y

x̄

z̄

ȳ

r
l = 0, 5

x

z

∆y

E1 = 48, 4× 106

E2 = E3 = 26, 9× 106

G12 = G13 = 25× 106

G23 = 9, 55× 106

ν12 = ν13 = 0, 26
ν23 = 0, 48
h = 8, 8× 10−3

r = 20, 3× 10−3

Abbildung 5.9.: Geometrie des Zylinders mit den Koordinatensystemen der bei-
den an den Enden fixierten Starrkörpern

terialdaten der Abbildung 5.9 zu entnehmen sind. Dabei bezieht sich das Elasti-
zitätsmodul E1 auf die longitudinale Richtung und E2 auf die Umfangsrichtung
des Zylinders. Als Referenzlösung wird eine mit dem Element C3D8R durch-
geführte Simulation mit der Software ABAQUS FEA benutzt. Hierbei handelt es
sich um ein Volumenelement1. Zur Diskretisierung wurden 6 Elemente in radia-
ler, 50 in longitudinaler und 80 in Umfangsrichtung verwendet. Die Schale wird
mit 50 Elementen entlang der longitudinalen Achse und 28 in Umfangsrichtung
diskretisiert.

Die Ergebnisse der Simulation sind in Abbildung 5.10 dargestellt. Darin ist das
Moment gegen den Winkel abgetragen. Anhand der Abbildung 5.10 wird deut-
lich, dass die Ergebnisse gut mit denen der Referenzlösung übereinstimmen.

5.3. Eigenfrequenzen

Um die in Abschnitt 4.4 erarbeitete Vorgehensweise zur Berechnung der Eigen-
werte und Eigenvektoren des linearisierten Systems zu verifizieren, werden im

1Diese Ergebnisse stammen aus einem internen Forschungsprojekt des ITWM zur Bedatung von
Hydraulikschläuchen. Die Volumenelemente wurden verwendet, da die gleiche Simulation
mit einem Innendruck von bis zu 100[bar] wiederholt wurde. Dadurch war eine Materialver-
steifung durch die Verspannung in Dickenrichtung zu erwarten.
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Abbildung 5.10.: Drehmoment auf die Außenkante des Zylinders abgetragen ge-
gen den Verkippungswinkel

Folgenden zwei homogene isotrope Beispiele mit simpler Geometrie betrachtet.
Dabei werden die Ergebnisse mit analytischen Lösungen und Berechnungen an-
hand der kommerziellen FE-Software ABAQUS FEAverglichen. Die charakteristi-
sche Aufteilung der Frequenz in einem drehenden Bezugssystem wird qualitativ
nachgewiesen.

5.3.1. Einfach abgestützte Platte

Zuerst wird eine rechteckige Platte betrachtet, die in Abbildung 5.11 mit ihren
Material- und Geometriedaten dargestellt ist. Alle vier Kanten der Platte sind
drehbar gelagert. Zur Diskretisierung der Platte werden 40 Elemente in Rich-
tung der x-Achse und 20 entlang der y-Achse verwendet. Die ersten sechs Eigen-
schwingungen sind in Abbildung 5.12 visualisiert. Die Benennung der Schwin-
gungen Wnm erfolgt über die Anzahl an Wellenbergen innerhalb der Platte. Hier-
bei repräsentiert n die Anzahl in x-Richtung undm die Anzahl in y-Richtung. Mit
Hilfe der Kirchoff-Love Plattentheorie und einem speziellen Ansatz der Lösungs-
funktionen [116] können die Eigenfrequenzen zu den Eigenschwingformen Wkl

berechnet werden

fnm =
πh

2

(
n2

l2
+
m2

b2

)√
E

12ρ(1− ν2)
. (5.1)

Da es sich in dem hier betrachteten Beispiel um eine relativ dünne Schale handelt,
können die Ergebnisse der Simulation mit (5.1) verglichen werden, siehe Tabelle
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y

x

z

l = 200[mm]

b = 100[mm]

h = 1[mm]
E = 206.8[GPa]
ν = 0.3
ρ = 7827[kg/m3]

Abbildung 5.11.: Ringsherum einfach abgestützte Platte ohne Vorlast

5.1. Die Abweichungen liegen für die betrachteten Eigenschwingformen im Be-
reich von einem Prozent.

W11 W21

W31 W41

W12 W22

Abbildung 5.12.: Eigenschwingformen einer rundum freigelagerten Platte

W11 W12 W13 W14 W21 W22

Analytisch 305,0 488,0 792,9 1 219,8 1 036,9 1219,9
SX 305,5 488,8 796,2 1 230,4 1 048,0 1230,4

Tabelle 5.1.: Vergleich der Eigenfrequenz der Simulation mit analytischen Ergeb-
nissen
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5.3. Eigenfrequenzen

5.3.2. Drehender Zylinder

Um die Auswirkung eines drehenden Bezugssystems auf die Eigenfrequenzen
und Eigenschwingungen der diskreten Schale zu demonstrieren, wird ein ver-
einfachtes Beispiel betrachtetet. Ein Zylinder bestehend aus Gummi dreht sich
mit einer konstanten Winkelgeschwindigkeit Ω um seine Längsachse. Die beiden
Kanten des Zylinders sind dabei eingeklemmt. Die geometrischen Abmessungen
und die Materialdaten sind in Abbildung 5.13 dargestellt. In Umfangsrichtung
wurden 50 und in Längsrichtung 10 Elemente zur Diskretisierung verwendet.
Zuerst wird der nicht bewegte Fall Ω = 0 betrachtet. Die ersten zehn Eigen-

h = 3[mm]
E = 0.05[GPa]
ν = 0.5
ρ = 280[kg/m3]

r
=

30[m
m
]

b = 30[mm]

Rotationsachse

Abbildung 5.13.: Beidseitig eingeklemmter Zylinder ohne Vorlast in einem dre-
henden Bezugssystem

schwingungen und deren Benennung sind in Abbildung 5.14 abgebildet. Die For-
men Rn(1)

beschreiben eine stehende Welle mit transversaler Auslenkung in ra-
dialer Richtung, wobei die Zahl n ∈ N0 die Anzahl der Wellenlängen entlang des
Zylinderumfangs repräsentiert. Die Schwingform T1 charakterisiert die Torsion
gegenüber den beiden festgehaltenen Rändern. Die Schwingungen Rn(2)

beschrei-
ben ähnlich wie Rn(1)

Auslenkungen in radialer Richtung, allerdings sind diese
nochmals in tangentialer Richtung unterteilt. Um die Ergebnisse des in dieser
Arbeit beschriebenen Vorgehens zur Berechnung der Eigenfrequenzen zu verifi-
zieren, wurde die gleiche Simulation in der kommerziellen FE-Software ABAQUS

FEA mit dem Schalenelement S4R nachgerechnet. Die Ergebnisse unterscheiden
sich dabei nur um ungefähr ein Prozent, siehe Tabelle 5.2.

Ausgenommen dem Fall n = 0 treten die Eigenschwingungen Rn(1)
und Rn(2)

aus
Symmetriegründen doppelt auf. Das bedeutet, es existieren zwei Eigenvektoren,
die sich nur um eine Drehung der einzelnen Freiheitsgrade unterscheiden. Die
beiden korrespondierenden Eigenfrequenzen sind gleich fk = fl.
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R0(1) R1(1) R2(1) R3(1)

R4(1) R5(1) R6(1) T1

R0(2) R1(2)

Abbildung 5.14.: Eigenschwingungen des eingespannten Zylinders

Im drehenden Bezugssystem Ω 6= 0 sind die Eigenschwingungen Rn(1)
und Rn(2)

keine stehenden Wellen mehr, sondern beginnen sich entlang des Zylinderum-
fangs zu bewegen, siehe Abbildung 5.15. Dieses Phänomen tritt aufgrund der
Phasenverschiebung durch die komplexen Eigenvektoren auf. Die doppelten Ei-
genschwingungen, die im ruhenden System bei der gleichen Frequenz liegen, be-
ginnen sich entgegengesetzt zu bewegen, die eine in Drehrichtung wl(t), die an-
dere entgegengesetzt wk(t). Auch die korrespondierenden Eigenfrequenzen sind
im drehenden Bezugssystem nicht mehr gleich fk 6= fl. In Tabelle 5.3 sind die Ei-
genfrequenzen der Schwingungen zu verschiedenen Rotationsgeschwindigkei-
ten aufgelistet.

In den Arbeiten [24, 25] wurde bereits beschrieben, dass sich die doppelten Ei-
genschwingungen im drehenden Bezugssystem zu zwei verschiedenen Eigenfre-
quenzen aufteilen. Darin wird auch über ein vereinfachtes Beispiel eine qualita-
tive Aussage über die Differenz der Frequenzen getroffen

∆f =
n

π
Ω , (5.2)

wobei n die Anzahl der Wellenlängen der Eigenschwingung ist. Die Abhängigkeit
der Differenzen in Bezug auf die Rotationsgeschwindigkeit ist in Abbildung 5.16
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R0(1) R1(1) R2(1) R3(1) R4(1) R5(1) R6(1) T1 R0(2) R1(2)

S4R 162,2 141,0 123,4 121,0 132,1 162,2 141,0 123,4 121,0 132,1
SX 163,9 141,6 123,7 121,3 132,7 163,9 141,6 123,7 121,3 132,7

Tabelle 5.2.: Vergleich der Eigenfrequenzen mit dem S4R Schalenelemt aus ABA-
QUS FEA im ruhenden System Ω = 0

Abbildung 5.15.: Aufsplitten der Eigenschwingung R3(1) . Oben: Ω = 0 Beide
Schwingungen bei gleicher Frequenz. f0 Mitte: Ω > 0 und
f < f0 Welle läuft entgegen der Rotation. Unten: Ω > 0 und
f > f0 Welle läuft mit der Rotation.

dargestellt. In dem Graphen ist die lineare Abhängigkeit aus (5.2) deutlich er-
kennbar. Die Proportionalitätskonstante cn = n

π
aus (5.2) wird jedoch nicht exakt

erreicht. Dies liegt an der vereinfachten Annahme eines frei schwingenden Rin-
ges [24] zur Herleitung von (5.2).

Bemerkung 5.1 (Niederfrequenteste Eigenschwingung) In Tabelle 5.2 ist zu se-
hen, dass die Eigenschwingung R3(1) im ruhenden System die niedrigste Eigenfrequenz
hat, obwohl es nicht die größte Wellenlänge besitzt. In [116] wird dieses Ergebnis qua-
litativ bestätigt. Darin wird mit Hilfe der Donnel–Mushtari–Vlasov Schalentheorie eine
explizite Formel zur Berechnung von nmin mit der niedrigsten Frequenz hergeleitet

nmin =

√
4

√
12
π4r6(1− ν2)

b4h2
− π2r2

b2
. (5.3)
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Ω = 0 Ω = 20 Ω = 40 Ω = 60 Ω = 80 Ω = 100

R0(1) 163,89 164,08 164,67 165,64 166,98 168,67

R1(1) 141,57 140,63 140,25 140,36 141,04 142,32
142,95 144,76 147,01 149,68 152,78

R2(1) 123,68 119,42 115,73 112,65 110,21 108,44
128,50 133,86 139,74 146,14 153,05

R3(1) 121,33 113,57 106,63 100,53 95,27 90,084
129,89 139,23 149,33 160,15 171,65

R3(1) 132,67 121,41 111,28 102,28 94,38 87,51
145,07 158,56 173,09 188,60 204,99

R5(1) 156,38 141,55 128,16 116,17 105,53 96,11
172,65 190,31 209,29 229,47 250,71

R6(1) 191,18 172,69 155,99 140,74 127,14 114,96
211,36 233,17 256,51 281,24 307,20

T1 225,90 226,13 226,83 228,03 229,73 231,98

R0(2) 261,60 261,75 262,20 262,96 264,03 264,43

R1(2) 262,119 259,39 257,01 254,96 253,26 251,89
265,20 268,64 272,46 276,66 281,27

Tabelle 5.3.: Eigenfrequenzen der Moden bei verschiedenen Rotationsgeschwin-
digkeiten Ω

Diese Zahl hängt nur von den Geometrieparametern r, b, h und der Querkontraktionszahl
ν ab. Für die in dieser Simulation gewählten Parameter, siehe Abbildung 5.13, ergibt sich
auf ganze Zahlen gerundet

nmin =

√
4
√
900π − π2 ≈ 3 . (5.4)

Dies ist auch der Grund für die Wahl einer relativ dicken Schale, bei der das Verhältnis
zur Länge des Zylinders eins zu zehn beträgt, was an der äußeren Grenze der Zulässigkeit
für die schubweiche Schalentheorie liegt. Für h → 0 erhält man aus (5.3) nmin → ∞.
Somit würden für eine dünnere Schale zu viele Eigenschwingungen mit kurzen Wel-
lenlängen in den niederfrequenten Bereich wandern. Diese würden dann, aufgrund von
(5.2), zu einer großen Differenz der Frequenzen im bewegten Bezugssystem führen, was
wiederum die Übersichtlichkeit stark beeinflusst.

5.4. Reifensimulation

In diesem Abschnitt werden einige Prüfstandsversuche betrachtet, die auch mit
realen Reifen durchgeführt werden, um ihre Fahreigenschaften zu charakteri-
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Abbildung 5.16.: Differenz der Frequenzen der gegensätzlich drehenden Eigen-
schwingungen in Abhängigkeit zur Winkelgeschwindigkeit des
Bezugssystems

sieren. Die gleichen Testszenarien werden mit Hilfe der in dieser Arbeit vorge-
stellten diskreten Schale simuliert. Um das FE-Gitter zu erzeugen, wird zuerst
ein zweidimensionaler Querschnitt des Reifens durch einen Polygonzug diskre-
tisiert, siehe Abbildung 5.17. Dieser wird um die Mittelachse des Reifens rotiert,

Abbildung 5.17.: Diskretisierung eines Reifenquerschnitts

um die Punkte entlang des Umfangs zu erzeugen und somit die Mittelfläche des
Reifens zu diskretisieren. Die entsprechenden Direktoren in den Punkten werden
so gewählt, dass sie die Normale der diskreten Fläche am besten approximieren.
Das Aufbringen von Innendruck auf die diskrete Schale als Folgelasten wurde
wie in [107] umgesetzt. Die reifenspezifischen Größen und das hier verwendete
Koordinatensystem wurden ausführlich in Abschnitt 1.1 vorgestellt.
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Im Folgenden wird zuerst eine quasistatische Simulation betrachtet, in der ein
Reifen gegen eine flache Fahrbahn mit und ohne Schlagleiste abgeplattet wird.
Danach werden einige klassische dynamische Prüfstandsversuche mit der dis-
kreten Schale simuliert und mit Referenzergebnissen verglichen.

5.4.1. Abplatten gegen Schlagleiste

Unter diesem Punkt wird das Abplatten eines Reifens gegen eine flache Fahrbahn
und gegen eine Schlagleiste simuliert. Die Ergebnisse der Simulation wurden be-
reits in [103] veröffentlicht.

Der Reifen ist auf einer Felge montiert und wird ohne Bodenkontakt mit einem
Innendruck von p = 250[kN/m] aufgepumpt. Danach wird die Felge nach unten
gefahren. Berührt der Reifen nun die Fahrbahn, verformt er sich. Dies bewirkt
eine rücktreibende Kraft auf die geführten Felgenpunkte und somit zu einer ent-
gegengesetzt zur Bewegung wirkenden Kraft auf die Felge. Dieser Versuch wird
sowohl mit einer flachen Fahrbahn durchgeführt als auch mit einer Fahrbahn, auf
der eine rechteckige zwei Zentimeter hohe und zwei Zentimeter breite Schlagleis-
te in longitudinaler Richtung montiert ist. Als Referenzlösung werden Messun-

Abbildung 5.18.: Abplatten gegen eine Fahrbahn mit Schlagleiste. Das linke Bild
zeigt den Start und das rechte das Ende der Simulation.

gen eines PKW-Reifens (17Zoll, 225[mm]) benutzt, mit dem die gleichen Versuche
durchgeführt wurden wie in dieser Simulation.

Zur Diskretisierung des Reifens werden 15 Elemente für den Reifenquerschnitt,
vergleiche Abbildung 5.17, und 50 Elemente entlang des Umfangs verwendet.
Zur Kontaktdiskretisierung wurde das in Abschnitt 4.2 vorgestellte STS-Kontakt-
element mit bilinearer Interpolation2 herangezogen. Als Reifenmaterial wurde ei-
ne Schicht orthotropes Material gewählt, wobei die Materialparameter der Lauf-
fläche und der Seitenwand sich unterscheiden können. Damit kann grob die In-
homogenität des Reifens abgebildet werden. Für beide Versuche wurden die Ma-

2Zum Zeitpunkt der Simulation stand das Hermiteinterpolation noch nicht zur Verfügung.
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terialdaten aus Tabelle 5.4 benutzt und händisch adaptiert, sodass die Simulati-
onsergebnisse mit denen der Messung übereinstimmen.

E1 E2 E3 ν12 ν13 ν23 G12 G13 G23

Lauffläche 150 10 30 0,1 0,4 0,4 36,4 32,1, 7,1
Seitenwand 17 19 17 0,2 0,4 0,4 7,5 6,1 6,4

Tabelle 5.4.: Optimierte Materialdaten des Reifens. Das Elastizitäts- und Schub-
modul sind in [MPa] angegeben

In Abbildung 5.19 sind die Resultate der Simulationen gegen die realen Mess-
werte aufgezeichnet. Zu sehen ist der vertikale Kraftverlauf in Abhängigkeit zur
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Abbildung 5.19.: Vergleich der Messung mit der Simulation bei vertikaler Abplat-
tung mit und ohne Schlagleiste

Verschiebung des Felgenmittelpunktes. Durch die Optimierung der Materialpa-
rameter, die für beide Simulationen die gleichen sind, stimmen beide Resultate
sehr gut überein.

Bemerkung 5.2 (NTS-Kontakt) Zu einem früheren Zeitpunkt dieses Forschungsvor-
habens [102] wurde die Simulation des Schlagleistenversuchs mit einer Kontaktauflösung
in den Freiheitsgraden (NTS-Kontakt) durchgeführt. Dazu musste die Lauffläche sehr
genau aufgelöst werden, siehe Abbildung 4.8. Die Ergebnisse des hochaufgelösten NTS

sind mit denen in diesem Abschnitt gezeigten Ergebnissen bei gleichen Materialdaten
identisch. Der Rechenaufwand ist jedoch immens höher.
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5.4.2. Simulation von Prüfstandsversuchen

In diesem Unterabschnitt werden typische Prüfstandsversuche simuliert. Als Re-
ferenzlösung wird das kommerzielle Reifenmodell CDTIRE/3D herangezogen,
dessen Parameter so angepasst wurden, dass die Prüfstandsergebnisse eines rea-
len Reifens mit einer Simulation übereinstimmen. Es wird ein Ersatzmodell an-
stelle von Messungen benutzt, da somit exakt die gleichen Simulationen durch-
geführt werden können.

Als Materialdaten werden zwei unterschiedliche Sätze für die Seitenwand und
die Lauffläche verwendet. Im Gegensatz zu Abschnitt 5.4.1, dessen Ergebnisse
zu einer früheren Phase dieses Forschungsvorhabens entstanden, wird sich eines
mehrschichtigen Materialmodells bedient, siehe Kapitel 4.1.3. Die Lauffläche be-
steht aus sechs verschiedenen Schichten. Von innen nach außen betrachtet, han-
delt es sich um eine Gummischicht, die Karkasse, zwei Stahlcordlagen, die Ban-
dage und eine Gummilage. Die beiden Gummilagen oben und unten werden als
isotrope Lagen mit den entsprechenden Materialdaten angenommen. Für die fa-
serverstärkten Schichten wird orthotropes Material benutzt. Dazu werden aus
dem Matrixmaterial und dem Fasermaterial mittels der Halpin-Tsai-Mischregeln,
siehe Bemerkung 4.3, die Materialkoeffizenten der Schicht berechnet. Diese wer-
den dann mit dem Winkel α gemäß ihrer Orientierung zur Umfangsrichtung
des Reifens auf ein Schalenmaterial umgewandelt. Danach werden alle Schich-
ten über die Dicke integriert. Die Materialparameter, der Volumenanteil der Ver-
stärkungen, der Orientierungswinkel und die Dicke der Schichten sind in Tabelle
5.5 aufgeführt. In der Seitenwand wurden die Stahlcordlagen und die Bandage

Em νm Ef νf Vf α hi

Gummi 7, 39 · 106 0, 5 1.55 · 10−3

Karkasse 7, 39 · 106 0, 5 1, 33 · 108 0 0, 26 90 1, 04 · 10−3

Stahlcord 7, 39 · 106 0, 5 1, 98 · 1011 0 0, 17 −24 0, 9 · 10−3

Stahlcord 7, 39 · 106 0, 5 1, 98 · 1011 0 0, 17 24 0, 9 · 10−3

Bandage 7, 39 · 106 0, 5 3, 43 · 109 0 0, 26 0 0, 65 · 10−3

Gummi 7, 39 · 106 0, 5 2.5 · 10−3

Tabelle 5.5.: Materialdaten der einzelnen Lagen der Lauffläche

durch eine Schicht isotropes Gummi mit der gleichen Dicke ersetzt. Diese Materi-
aldaten stammen von einem Datenblatt eines Reifens und wurden im Folgenden
durch eine Simulation kalibriert.

Zur Diskretisierung werden 15 Elemente in Quer- und 45 in Umfangsrichtung
benutzt. Alle Simulationen, auch die Referenzlösung, werden mit einem Innen-
druck von 270[kN/m2] durchgeführt. Simulationen, in denen ein freirollender
Reifen abgebildet wird, werden mittels einer Kosimulation berechnet. Bei dem
hier vorgestellten Reifenmodell wird die Felgenrotation mittels eines symplekti-
schen Euler-Verfahrens realisiert. Für CDTIRE wird die Felge mit einer Abwand-
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lung des Newmark-Verfahrens in der Zeit integriert. Als Zeitschrittweite wird
in beiden Fällen ∆tF = 10−4[s] eingesetzt. In beiden Simulationen wird ein Träg-
heitsmoment der Felge um die Rotationsachse von 0.41[kg/m2] angenommen. Als
Reibkoeffizient zwischen Fahrbahn und Reifen wird µ = 1 gewählt.

Die Startwerte der Zeitintegration des Schalenreifens werden folgendermaßen
generiert. Um die Positionsanfangswerte zu erhalten, wird eine statische Simu-
lation durchgeführt. In dieser wird der Reifen in die Startposition, die von der
Felge vorgegeben wird, gebracht und aufgepumpt. Die Geschwindigkeitswer-
te werden durch die geführte Felge generiert. Dazu wird der komplette Reifen
gemäß der Starrkörperbewegung zum Zeitpunkt t0 + ∆t gedreht, sodass über
finite Differenzen die Ableitung und somit die Geschwindigkeit in jedem Punkt
gebildet werden kann. Diese werden als Startgeschwindigkeit für die interne Rei-
fensimulation benutzt. Dafür wird eine Zeitschrittweite von ∆tR = 10−4[s] ver-
wendet. Das BDF-Verfahren mit Ordnung p = 1 wird herangezogen, um dessen
dämpfende Eigenschaften zu nutzen. Ein Verfahren höherer Ordnung ist für alle
vorgestellten Simulationen ebenfalls möglich, liefert aber, aufgrund der fehlen-
den strukturellen Dämpfung des Modells, stark verrauschte3 Kraftverläufe.

Bemerkung 5.3 (Vorsimulation) Da CDTIRE/3D nur transient angewandt werden
kann, können keine statischen Simulationen durchgeführt werden. Insbesondere müssen
alle Lasten, wie Luftdruck und Kontakt, dynamisch aufgebracht werden. Dazu wird ein
Vorversuch benötigt, in dem diese Kräfte aufgebracht werden. Danach muss das System
noch ausschwingen, bis es seine Ruhelage erreicht. Nach diesem Vorversuch kann die
eigentliche Simulation durchgeführt werden.

Vertikale Steifigkeit

Zuerst wird das Abplatten des Reifens gegen eine flache Fahrbahn betrachtet,
vergleiche Abschnitt 5.4.1. Die Trajektorie der Felge ist in beiden Simulationen
gleich gewählt. Gestartet wird auf einer Höhe von 330[mm] über dem Boden.
Innerhalb von einer Sekunde wird der Felgenmittelpunkt bei einer konstanten
Geschwindigkeit von −55[mm/s] auf 280[mm] abgesenkt. Die Reaktionskraft des
Reifens wird in z-Richtung gemessen.

Dieser Versuch wurde gewählt, um die Materialparameter des Reifenmodells so
anzupassen, dass die Simulationsergebnisse mit denen der Referenzlösung gut
übereinstimmen, siehe Abbildung 5.20, wobei es sich bei GeoXtireum das in die-
ser Arbeit entwickelte Modell des Reifens handelt. Dabei wurden Standardwer-
te für die verschiedenen Materialkonstanten angesetzt. Die Volumenanteile der
Fasermaterialien und die Dicken der einzelnen Lagen wurden auf Basis eines

3Die Eigenschwingungen des Reifens erzeugen Schwingungen der Kraft, die an der Felge an-
kommen.
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Abbildung 5.20.: Simulation einer vertikalen Abplattung

Datenblattes gewonnen. Mit diesen Startwerten wurde ein Optimierungsverfah-
ren benutzt. Als Zielfunktion wurde die Summe der quadrierten Abstände zwi-
schen den beiden Simulationskurven gewählt. Optimiert wurden die Werte der
Elastizitätsmodule des Gummis und der Faserverstärkung in der Karkasse. Als
Optimierungsalgorithmus wurde das in MATLAB enthaltene ableitungsfreie Ver-
fahren aus [71] verwendet. Nach Konvergenz des Verfahrens erhält man, die in
Tabelle 5.5 aufgelisteten, Materialdaten.

Laterale und Longitudinale Steifigkeit

Um die Steifigkeit des Reifens in lateraler (y) und longitudinaler (x) Richtung zu
ermitteln, muss bereits Kontakt mit dem Boden bestehen. Dazu wird in beiden
Fällen der Reifen auf eine Höhe von 300[mm] abgeplattet, was einer Vertikalkraft
von ungefähr 4[kN ] entspricht.

Zur Ermittlung der lateralen Steifigkeit wird die Felge in y-Richtung um 30[mm]
mit einer konstanten Geschwindigkeit bewegt. In Abbildung 5.21 ist die diskre-
te Schale beim Start und beim Ende der Simulation abgebildet. Die roten Pfei-
le repräsentieren die negativen akkumulierten Kontaktkräfte, die innerhalb der
Elemente berechnet werden. Anhand der Darstellung ist gut zu erkennen, dass
diese am Ende der Simulation in einem 45◦ Winkel zum Boden stehen. Das liegt
daran, dass sich alle Punkte in der Kontaktfläche im Gleiten befinden. Bei einem
Reibungskoeffizienten von µ = 1 bedeutet das, dass die Normalkraft gleich der
Tangentialkraft ist.
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5.4. Reifensimulation

Abbildung 5.21.: Deformierte Konfiguration des Reifens während der Simulation
von Anfang (links) bis Ende (rechts)

In Abbildung 5.22 sind die Ergebnisse der Simulation gegen die Referenzlösung
aufgezeichnet. Zu sehen ist die Kraft in lateraler Richtung gegen die entsprechen-
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Abbildung 5.22.: Laterale Steifigkeit bei einer Vorlast von ungefähr 4[kN ]

de Verschiebung. Die Ergebnisse der beiden Simulationen stimmen gut überein.
Bei einer Verschiebung von ungefähr 20[mm] ist gut zu erkennen, wie der Reifen
vom Haften ins Gleiten übergeht.
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5. Simulationsergebnisse

Zur Ermittlung der longitudinalen Steifigkeit wird das ganze Verfahren wieder-
holt, jedoch diesmal wird der Reifen in x-Richtung verschoben. Aufgrund einer
höheren Steifigkeit genügt in dieser Richtung eine Verschiebung von 16[mm]. In
Abbildung 5.23 ist der Reifen zu Beginn und am Ende der Simulation visualisiert.
Wegen µ = 1 kann wieder ein 45◦ Winkel zwischen den Kontaktkräften und der
Straße beobachtet werden.

Abbildung 5.23.: Deformierte Konfiguration des Reifens während der longi-
tudinalen Steifigkeitssimulation von Anfang (links) bis Ende
(rechts)

In Abbildung 5.24 ist ein Vergleich zwischen dem Ergebnis der Simulation und
der Referenzlösung skizziert. Hierbei ist die longitudinale Verschiebung gegen
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Abbildung 5.24.: Longitudinale Steifigkeit bei einer Vorlast von ungefähr 4[kN ]

den Betrag der rücktreibenden Kraft Fx gezeichnet. Am Anfang und am Ende
der Verschiebung sehen die Ergebnisse im Vergleich sehr gut aus. Beim Übergang
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5.4. Reifensimulation

zwischen Haften und Gleiten entstehen kleine Unterschiede. Dieser Wechsel voll-
zieht sich bei der Referenzlösung abrupter. An dieser Stelle ist anzumerken, dass
die Materialkoeffizienten nur durch eine Schätzung und eine automatische Op-
timierung bei einer Abplattung ermittelt wurden. Aufgrund dieser Tatsache ist
auch das Ergebnis zufriedenstellend, da die initiale Steifigkeit und die Maximal-
kraft sehr gut approximiert wurden.

Lateraler Schlupf

In diesem Unterabschnitt wird sich mit Lenkmanövern bei abgeplatteten freirol-
lenden Reifen beschäftigt. Der Mittelpunkt der Felge hat dabei 300[mm] Abstand
zum Boden was einer Vorlast von ungefähr 4[kN ] entspricht. Die Felge bewegt
sich mit einer konstanten Geschwindigkeit in x-Richtung. Während der 5 Se-
kunden langen Simulation wird der Reifen um die vertikale Achse z gedreht.
Die Achsen angaben beziehen sich hierbei auf das System aus Abbilung 1.5. Das
Zeitsignal des entstehenden Schräglaufwinkels ist durch die folgende Funktion
gegeben

α(t) =

{
15π
180

sin
(

2(t−0,5)
π

)
0, 5 ≤ t ≤ 4, 5

0 sonst
. (5.5)

Diese Simulation wird für zwei verschiedene Geschwindigkeiten 10[m/s] und
20[m/s] durchgeführt. Betrachtet wird die entlang des körperfesten y-Vektors
wirkende Lateralkraft Fy. Der Startzeitpunkt der Simulation ist bei t0 = 0.

In Abbildung 5.25 sind die verschiedenen Deformationszustände des Reifens zu
verschiedenen Zeitpunkten der Simulation dargestellt. Die roten Pfeile repräsen-
tieren die negativen Kontaktkräfte in den Knoten des FE-Gitters. Bei t = 0, 5 ist
der freirollende Reifen mit α = 0 zu sehen. Hier heben sich die Kontaktkräfte in
lateraler Richtung gegenseitig auf, sodass auf die Felge keine Kraft in dieser Rich-
tung wirkt. Der maximale positive Schräglaufwinkel wird bei t = 1, 5 erreicht.
Hierbei wird deutlich, dass sich alle Punkte der Reifenkontaktfläche im Gleiten
befinden. Der Nulldurchlauf von α ist bei t = 2, 5. Die Kontaktkräfte in latera-
ler Richtung heben sich nicht mehr gegenseitig auf. Der Grund liegt im Gleitweg,
den die Punkte in der Reifenkontaktfläche während des Rollens durchlaufen. Den
betragsmäßig größten negativen Schräglaufwinkel erreicht der Reifen bei t = 3, 5.
Hierbei wird die spiegelsymmetrische Konfiguration zu t = 1, 5 eingenommen.
Bei t = 4.5 ist der Schräglaufwinkel wieder Null, allerdings heben sich wie bei
t = 2, 5 die lateralen Kräfte in der Kontaktfläche nicht gegenseitig auf. Dies ist erst
dann wieder der Fall, wenn sich die Kontaktfläche ausgerollt hat, siehe t = 4, 8.

In den Abbildungen 5.26 und 5.27 sind die Ergebnisse der Simulationen im Ver-
gleich zu den Referenzlösungen dargestellt. Darin ist der Schräglaufwinkel gegen
die Lateralkraft abgetragen. Hierbei entsteht eine charakteristische Reifenkurve
für die Fahrdynamik, da sie beim Lenken eines Fahrzeugs eine entscheidende
Rolle spielt, siehe Abschnitt 1.2.1. Anhand der Kurven wird deutlich, dass die
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5. Simulationsergebnisse

t = 0.3 t = 1.5 t = 2.5

t = 3.5 t = 4.5 t = 4.8

Abbildung 5.25.: Deformierter Reifen während der lateralen Schlupfsimulation
zu verschiedenen Zeitpunkten

Ergebnisse des Modells gut mit der Referenzlösung übereinstimmen. Bei v = 10
ist in beiden Simulationen eine Hysterese erkennbar. Grund hierfür ist, dass ein
Materialpunkt eine gewisse Zeit braucht, bis er die Reifenkontaktfläche durch-
laufen hat. Dadurch heben sich die lokalen Kontaktkräfte in lateraler Richtung
nicht mehr gegenseitig auf. Dieses Phänomen ist in Abbildung 5.25 bei t = 2, 5
und t = 4, 5 dargestellt.
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Abbildung 5.26.: Lateraler Schlupfversuch bei v = 10[m/s]
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Abbildung 5.27.: Lateraler Schlupfversuch bei v = 20[m/s]
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Longitudinaler Schlupf

Als longitudinaler Schlupf bezeichnet man die relative Differenz der Felgenrota-
tionsgeschwindigkeit im Vergleich zum freien Rollen, siehe Abschnitt 1.1. Dazu
wird die Definition aus (1.1) wiederholt

κ :=
ω − ω0

ω0

. (5.6)

Dabei ist ω0 die Winkelgeschwindigkeit des freien Rollens (Ty = 0) und ω die
tatsächliche Drehgeschwindigkeit der Felge. Ist κ nicht gleich Null, so entstehen
Beschleunigungs- Fx > 0 oder Bremskräfte Fx < 0 auf die Felge. Um den Zu-
sammenhang zwischen dem Schlupf und den entstehenden Kräften zu ermitteln,
wird der folgende Simulationsablauf benutzt.

Zuerst wird in einem Vorversuch ω0 ermittelt, indem der Reifen abgeplattet auf
einer flachen Fahrbahn mit einer konstanten Geschwindigkeit geradeaus rollt. In
der eigentlichen Simulation wird die Felge komplett kinematisch geführt. Da-
bei bleibt die translatorische Geschwindigkeit der Felge in longitudinaler Rich-
tung konstant. Die Winkelgeschwindigkeit ist über ein Zeitsignal für den Längs-
schlupf gegeben als

ω(t) =
(
1 + κ(t)

)
ω0 mit κ(t) =

{
sin
(

2(t−0,5)
π

)
0, 5 ≤ t ≤ 4, 5

0 sonst
. (5.7)

Diese Simulation wird für zwei verschiedene Geschwindigkeiten 10[m/s] und
20[m/s] durchgeführt. Dabei ist der vertikale Abstand zwischen dem Felgenmit-
telpunkt und der Straße 300[mm], was ungefähr 4[kN ] entspricht.

In Abbildung 5.28 sind die deformierten Konfigurationen der diskreten Scha-
le während der Simulation zu sehen. Die roten Pfeile repräsentieren die in den
Knoten des FE-Gitters auf die Straße wirkenden Kräfte. Bei t = 0, 3 ist der Reifen
dargestellt, der mit κ = 0 auf einer flachen Fahrbahn rollt. Dabei entstehen in der
Reifenkontaktfläche Kräfte, die aufgrund der Deformation des Reifens auch einen
longitudinalen Anteil haben. Diese Beiträge heben sich gegenseitig auf, sodass
kein Moment an der Felge entsteht. Zum Zeitpunkt t = 1, 5 wird der maximale
positive Schlupf von 20% erzielt. Dabei befindet sich die gesamte Kontaktfläche
im Gleiten, was an dem 45◦ Winkel zwischen den Kräften und der Straße erkenn-
bar ist. Bei t = 2, 5 ist wieder κ = 0 erreicht. Hierbei heben sich die longitudinalen
Anteile der lokalen Kräfte nicht gegenseitig auf. Beim lateralen Schlupf ist dies,
aufgrund der Kontakthistorie der Punkte, die sich durch die Reifenkontaktfläche
bewegen, ähnlich. Der maximale negative Schlupf wird bei t = 3, 5 realisiert. Da-
bei sind, wie bei t = 1, 5, alle Punkte der Kontaktfläche im Rutschen. Bei t = 4, 5
ist das Ende des Zeitsignals erreicht. Es gilt wieder κ = 0 und somit ω = ω0. Wie
in t = 2, 5 addieren sich die lokalen longitudinalen Kräfte hier nicht zu Null. Dies
ist erst wieder bei t = 4, 8 der Fall, nachdem sich die verspannten Kontaktpunkte
aus dem Kontakt gedreht haben.
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5.4. Reifensimulation

t = 0, 3 t = 1, 5 t = 2, 5

t = 3, 5 t = 4, 5 t = 4, 8

Abbildung 5.28.: Deformierter Reifen während der Simulation eines Längs-
schlupfes zu verschiedenen Zeitpunkten

In den Abbildungen 5.29 und 5.30 werden die Simulationsergebnisse der Refe-
renzlösung gegenübergestellt. Dabei ist die longitudinale Kraft gegen den Längs-
schlupf abgetragen in Abbildung 5.29 für 10[m/s] und in Abbildung 5.30 für
20[m/s]. Wie beim lateralen Schlupfversuch (Abbildung 5.26-5.27) weisen beide
Kurven eine Hysterese auf. Diese ist bei der langsamen Geschwindigkeit stärker
ausgeprägt. Das liegt an der Historie der Punkte im Kontakt, was bereits in Abbil-
dung 5.28 bei t = 2, 5 und t = 4, 5 zu sehen war. Bei einer schnelleren Geschwin-
digkeit erhöht sich ω0 und die Punkte verlassen den Kontaktbereich schneller.
Aufgrund der Gleitwege der Punkte verringern sich die Verspannungen.

Die Ergebnisse des Schalenreifens im Falle des negativen Schlupfs κ < 0 stim-
men sehr gut mit der Referenzlösung überein, siehe Abbildungen 5.29 und 5.30.
Bei positivem Schlupf sind die anfänglichen Steigungen der beiden Kurven zwar
gleich, die maximale Kraft ist bei der Referenzlösung jedoch etwas höher. Dies
kann mehrere Gründe haben. Zum einen ist es sehr schwierig ω0 zu ermitteln,
da sich in einer dynamischen Simulation Ty = 0 fast nie exakt realisieren lässt.
Insbesondere unterscheidet sich ω0 bei gleicher Geschwindigkeit für beide Rei-
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Abbildung 5.29.: Longitudinaler Schlupfversuch bei v = 10[m/s]
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Abbildung 5.30.: Longitudinaler Schlupfversuch bei v = 20[m/s]
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fenmodelle. Zum anderen wurden die Parameter des Reifens nur anhand der
vertikalen Steifigkeitskurve kalibriert. Eventuell sind dadurch die Materialkoef-
fizienten noch nicht ausreichend bestimmt.

5.5. Viertelfahrzeug

Zuletzt wird mit einem MKS-Modell eines Viertelfahrzeugs eine Kosimulation
demonstriert. Das Mehrkörpersystem besteht aus zwei Körpern: dem Aufbau
und der Felge. Es wird angenommen, dass der Fahrzeugaufbau nur translato-
rische Freiheitsgrade besitzt, damit wird er über die Position des Schwerpunk-
tes XA = (xA, yA, zA)

T beschrieben. Die Felge hat zusätzlich zu ihrer Position
XF = (xF , yF , zF )

T , die in einem globalen Koordinatensystem gegeben ist, zwei
weitere Rotationsfreiheitsgrade α und β. Diese werden als Zeitsignal von außen
vorgegeben, sodass für die Rotationsmatrix gilt

RF (t) = Rz(α(t))Ry(β(t)) , (5.8)

mit den Matrizen

Ry(β) :=




cos(β) 0 sin(β)
0 1 0

− sin(β) 0 cos(β)


 , Rz(α) :=




cos(α) sin(β) 0
− sin(β) cos(β) 0

0 0 1


 . (5.9)

Die beiden Körper sind so miteinander verbunden, dass nur eine relative Be-
wegung in vertikaler Richtung zwischen ihnen möglich ist. Dies führt zu den
Zwangsbedingungen

xA = xF und yA = yF . (5.10)

Dadurch bleiben dem Mehrkörpersystem als Freiheitsgrade die translatorische
Bewegung der Felge XF (t) und die vertikale Bewegung des Aufbaus zA(t). In
vertikaler Richtung sind die beiden Körper mit einer Feder und einem Dämpfer
verbunden. In Abbildung 5.31 ist das System bildlich dargestellt und seine Para-
meter aufgelistet.

Die vom Reifenmodell auf die Felge wirkende Kraft FF wird über eine Kosimula-
tion realisiert, siehe Abschnitt 4.3. Diese Kraft hängt von der Position xF und der
Orientierung RF der Felge ab. Mit (5.8) erhält man die folgenden Abhängigkeiten

FF = FF (XF (t),RF (t), t) = FF (XF (t), t) . (5.11)

Durch Einführen der Geschwindigkeitsvariablen VF := ẊF und wA := żA ist die
Bewegungsgleichung des MKS-Modells des Viertelfahrzeugs gegeben als

(
żA
ẊF

)
=

(
wA
VF

)
, (5.12)

(
ẅA
V̈F

)
= M

−1

(
C

(
wA
VF

)
+ K

(
zA
XF

)
+

(
0

FF (X, t)

))
− g , (5.13)

111



5. Simulationsergebnisse

k c

mA

mF

Masse Aufbau mA = 250[kg]
Masse Felge mf = 20[kg]
Federkonstante k = 30[kN/m]
Dämpferkonstante c = 1, 7[kNs/m]

Abbildung 5.31.: MKS-Modell eines Viertelfahrzeugs mit seinen Parametern

mit der Erdbeschleunigung g = (9.81, 0, 0, 9.81)T und den Matrizen

M :=

(mA 0 0 0
0 mA+mF 0 0
0 0 mA+mF 0
0 0 0 mF

)
, C :=

(
−c 0 0 c
0 0 0 0
0 0 0 0
c 0 0 −c

)
, K :=

(
−k 0 0 k
0 0 0 0
0 0 0 0
k 0 0 −k

)
.

(5.14)

Um (5.12)-(5.13) zu lösen, wird die MATLAB-Funktion ode45 benutzt. Dies ent-
spricht einem expliziten Runge-Kutta-Verfahren von mindestens vierter Ordnung.

Das Straßenprofil ist gemäß (4.44) als ein Höhenprofil h(x, y) gegeben. Es wird
angenommen, dass sich in globaler y-Richtung das Profil nicht ändert h,y = 0.
Somit hängt die Höhe der Fahrbahn nur von der x-Komponente ab, siehe Ab-
bildung 5.32. Dabei ist zu beachten, dass die Achsen nicht gleich skaliert sind.
Nach 120[m] steigt das Profil quadratisch an. Abbildung 5.33 zeigt zur deutliche-
ren Veranschaulichung eine Vergrößerung des Intervalls x ∈ [40; 60].

Die Simulation wird in einer statischen Ruhelage im flachen Bereich der Straße
bei xF = 0 gestartet. Dazu wird mit einer Hilfssteifigkeit die Ruhelage in vertika-
ler Richtung zwischen dem Aufbau zA und der Felge zF berechnet. Mit der Fel-
genposition XF wird die statische Ruhelage der Reifenfreiheitsgrade bestimmt,
welche die Startwerte für die Zeitintegration der diskreten Schale liefern.

Um das System in Bewegung zu setzen, wird die Drehung um die y-Achse auf
eine konstante Winkelgeschwindigkeit von 32[rad/s] beschleunigt. Am Ende der
15 sekündigen Simulation wird eine Vollbremsung simuliert, indem die Winkel-
geschwindigkeit bei t = 12, 5 abrupt zu Null gesetzt wird. Für den Zeitverlauf
des Winkels β ergibt sich somit

β(t) =





16t2 0 < t ≤ 1

32t− 16 1 < t ≤ 12, 5

384 12, 5 < t

0 sonst

. (5.15)
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Abbildung 5.32.: Seitliche Ansicht des Straßenprofils
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Abbildung 5.33.: Vergrößerung des Straßenprofils im Intervall x = [40; 60]

Durch die Vorgabe der Drehung entsteht ein Längsschlupf im Reifen, der eine
longitudinale Kraft auf die Felge erzeugt. Dadurch setzt sich diese in Bewegung
und fährt das Straßenprofil ab.
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Bei t = 6, 5 wird die Felge um ihre vertikale Achse mit dem folgenden Zeitsignal
rotiert

α(t) =





t−6,5
2

6, 5 ≤ t < 7, 5

0, 5 7, 5 ≤ t < 11
12−t
2

11 ≤ t < 12

0 sonst

. (5.16)

Dies entspricht einer Lenkbewegung im Intervall [6, 5; 7, 5]. Im Intervall [7; 11]
bleibt die Orientierung konstant, bevor sie in [11; 12] wieder zurückgedreht wird.
Es ist anzumerken, dass der Winkel α nicht mit dem Schräglaufwinkel überein-
stimmt, da sich während des Lenkmanövers die Richtung der Geschwindigkeit
der Felge ständig ändert.

In Abbildung 5.34 ist die Bewegung des Systems in x- und in y-Richtung über die
Zeit dargestellt. In Abbildung 5.35 sind die dazugehörigen Geschwindigkeiten
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Abbildung 5.34.: Bewegung des Systems in der (x, y)-Ebene während der Simu-
lation

und deren Betrag zu sehen. Im Intervall t = [0; 1] ist die Beschleunigung des Sys-
tems in x-Richtung aufgrund des Zeitsignals (5.16) der geführten Felgenrotation
dargestellt. Am Ende der Beschleunigungsphase wird eine Geschwindigkeit von
ungefähr 10[m/s] erreicht. Bei t = [6, 5; 7, 5.] ist die Änderung der Bewegungsrich-
tung des Systems aufgrund des Lenkwinkels (5.16) zu beobachten. Im Intervall
[7, 5; 12] fährt das Viertelfahrzeug wieder mit einer konstanten Geschwindigkeit
von 10[m/s] aber in eine andere Richtung. Bei t = [11; 12] ändert sich erneut die
Richtung der Geschwindigkeit aufgrund von (5.16). Nachdem der Lenkprozess
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Abbildung 5.35.: Geschwindigkeiten des Systems in der (x, y)-Ebene während
der Simulation

abgeschlossen ist, fährt das Viertelfahrzeug parallel zur globalen x-Achse, jedoch
im Vergleich zu t = [1; 6, 5] versetzt in y-Richtung. Bei t = 12, 5 wird die Ro-
tation der Felge blockiert und dadurch das System gebremst bis es schließlich
stillsteht.

Die vertikalen Bewegungen des Viertelfahrzeugs zA und zF sind in den Abbil-
dungen 5.36-5.39 in Abhängigkeit zu xF dargestellt. Zusätzlich ist in den Graphen
das Straßenprofil eingebunden. Die Darstellung wurde auf vier Abbildungen un-
terteilt, damit Details besser zu erkennen sind. Zur besseren Veranschaulichung
des Ergebnisses wurde die vertikale Position des Aufbaus konstant um 0, 5[m]
nach oben versetzt. In Abbildung 5.37 ist zu erkennen, dass die vertikale Bewe-
gung der Felge zF nicht dem Fahrbahnverlauf folgt. Es entsteht der Eindruck,
als würde die diskrete Schale auf den Spitzen der Unebenheiten entlang rollen.
Dabei handelt es sich um eine komplexe Kontaktwechselwirkung zwischen der
Fahrbahn und dem Reifen. Dieses Verhalten wäre ohne ein geometrisches Modell
des Reifens nicht möglich.

Für die 15 sekündige Simulation wurde auf einem gewöhnlichen PC zwei Stun-
den Rechenzeit benötigt, wobei die Zeitintegration des Viertelfahrzeugs einen
verschwindend geringen Beitrag leistet. Dies erscheint langsam im Vergleich zu
kommerziellen Reifenmodellen, bei denen die komplexesten Modellklassen im
Schnitt 100 Sekunden Rechenzeit pro Sekunde Simulationszeit benötigen. Jedoch
ist eine solche Simulation mit einem 3D FE-Reifenmodell nicht praktikabel.
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5. Simulationsergebnisse
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Abbildung 5.36.: Bewegung der Felge und des Aufbaus im Vergleich zum Boden-
profil bei x = [0; 30]
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Abbildung 5.37.: Bewegung der Felge und des Aufbaus im Vergleich zum Boden-
profil bei x = [30; 60]
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Abbildung 5.38.: Bewegung der Felge und des Aufbaus im Vergleich zum Boden-
profil bei x = [60; 90]
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Abbildung 5.39.: Bewegung der Felge und des Aufbaus im Vergleich zum Boden-
profil bei x = [90; 120]
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6. Zusammenfassung und Ausblick

Um einen Reifen zu modellieren, wurde in dieser Arbeit ein geometrisch exak-
tes Schalenmodell entwickelt, welches mit einem speziellen FE-Ansatz aus [14]
im Ort diskretisiert wurde. Das Schalenelement ist in der Lage, sowohl isotro-
pe als auch orthotrope lineare Materialien abzubilden. Zudem kann ein über die
Schalendicke mehrschichtiger Materialaufbau innerhalb der Grenzen des schub-
weichen Modells berücksichtigt werden. Zur Validierung wurden Algorithmen
zum Lösen von statischen Problemen implementiert und mit Standardbench-
marks verglichen.

Um dynamische Simulationen zu ermöglichen, wurde die Bewegungsgleichung
der semidiskreten Schale mit einem BDF-Schema in der Zeit diskretisiert und die
Wechselwirkung mit einer MKS-Simulation über eine Kosimulation der beiden
Systeme realisiert. Anhand eines speziell auf die Schale zugeschnittenen Algo-
rithmus wurde der Kontakt mit einer analytisch gegebenen Fläche dargestellt.
Schließlich wurde ein dynamisches Reifenmodell implementiert und mit Prüf-
standsversuchen gegen eine Referenzlösung validiert. Dieses Modell wurde be-
nutzt, um mit einem Viertelfahrzeug über ein gegebenes Straßenprofil zu fahren,
was in einer annehmbaren Rechenzeit durchgeführt werden konnte. Somit wur-
de ein kontinuumsmechanisch motiviertes Reifenmodell für den Einsatz in einer
Mehrkörpersimulation entwickelt.

Zusätzlich wurde die ALE-Methodik aus [86] zur Linearisierung eines drehen-
den Reifens auf das Schalenmodell übertragen. Dies bietet die Gelegenheit, das
Reifenmodell auch in einer NVH-Analyse eines Mehrkörpersystems zu benut-
zen, was bisher nur mit dreidimensionalen FE-Reifenmodellen möglich war. Die-
se können wiederum, aufgrund ihrer Komplexität, nur für extrem kurze Zeitin-
tervalle in einer MKS-Simulation benutzt werden.

Als Fazit lässt sich festhalten, dass sich geometrisch exakte Schalen sehr gut zur
Modellierung eines Reifens in einer MKS-Simulation eignen, da sie die Vortei-
le der 3D FE-Reifenmodelle, wie die Parametrierung durch Materialdaten und
Geometrie erhalten, aber dennoch mit wenigen Freiheitsgraden auskommen. Es
sei jedoch anzumerken, dass durch ein Schalenmodell nicht die korrekten dreidi-
mensionalen Spannungs- und Dehnungszustände innerhalb des Reifens wieder-
gegeben werden. Dies ist auch nicht das Ziel in einer MKS-Simulation, weil es
hier lediglich auf die korrekt an der Felge ankommenden Kräfte ankommt.

Zur Verbesserung des in dieser Arbeit vorgestellten Schalenmodells in der Zu-
kunft könnten die korrekten Dämpfungseigenschaften des Reifens miteinbezo-
gen werden. In dieser Hinsicht müsste ein viskoelastisches Materialverhalten auf
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6. Zusammenfassung und Ausblick

die Schale übertragen werden. Dazu gibt es bereits vielversprechende Ansätze,
siehe zum Beispiel [72, 78].

Aufgrund der Historie des Schalenmodells ist es ohne Probleme möglich, es in
einen ernergieerhaltenden Ansatz eines flexiblen Mehrkörpersystems zu integrie-
ren [104]. Zusätzlich könnte der reibungsbehaftete Kontakt auf geeignete Weise
[42] eingebunden werden. Auch könnte das System monolitisch energieerhaltend
in der Zeit integriert und somit eine Kosimulation vermieden werden.

Das Reifenmodell hat derzeit einen Echtzeitfaktor1 von ungefähr 500. Damit liegt
dieser einen Faktor fünf hinter kommerziellen Modellen mit einer vergleichbaren
Komplexität. Mit einer effizienteren Programmierung des Schalenmodells wäre
es realisierbar, zumindest die gleiche Rechenzeit zu erhalten. Zur Zeit wird eine
in C programmierte Bibliothek zur Berechnung der Kräfte und Steifigkeit benutzt.
Die lineare Algebra wird in MATLAB ausgeführt, wobei durch die Schnittstellen
Rechenzeit verloren geht. Auch die numerischen Methoden könnten noch opti-
miert oder effizienter gestaltet werden.

1Rechenzeit geteilt durch Simulationszeit.
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A. Notation der

Differentialoperatoren

In dieser Arbeit wurden zur Beschreibung der schwachen Impulsbilanzgleichung
matrixwertige Differentialoperatoren eingeführt. Diese werden hier ausführlich
definiert. Der zur Metrik der Mittelfäche gehörende Differentialoperator ist gege-
ben als

Bm(q) :=




aT1
∂
∂χ1

aT2
∂
∂χ2

1
2

(
aT1

∂
∂χ2

+ aT2
∂
∂χ1

) 03×3


 ∈ R

3×6 . (A.1)

Für die verallgemeinerte Krümmung wird der folgende Operator benutzt

Bb(q) :=




dT,1
∂
∂χ1

aT1
∂
∂χ1

dT,2
∂
∂χ2

aT2
∂
∂χ2

1
2

(
dT,1

∂
∂χ2

+ dT,2
∂
∂χ1

)
1
2

(
aT1

∂
∂χ2

+ aT2
∂
∂χ1

)


 ∈ R

3×6 . (A.2)

Zur transversalen Scherung gehört der angeführte Differentialoperator

Bs(q) :=

(
dT ∂

∂χ1
aT1

dT ∂
∂χ2

aT2

)
∈ R

2×6 . (A.3)

Diese drei werden abschließend zu einem zusammengefasst

B(q) :=



Bm(q)
Bb(q)
Bs(q)


 ∈ R

8×6 . (A.4)

Mit seiner Hilfe können nun alle Invarianten und deren Variationen einfach dar-
gestellt werden

B(q)q = (a11, a22, a12, κ11, κ22, κ12, γ1, γ2)
T , (A.5)

B(q)δq = (δa11, δa22, δa12, δκ11, δκ22, δκ12, δγ1, δγ2)
T , (A.6)

B(q0)q0 = (A11, A22, A12,K11,K22,K12,Γ1,Γ2)
T . (A.7)

Durch die Voigt-Notation können die Komponenten des voll symmetrischen vier-
stufigen Schalenmaterialtensors zu einem zweistufigen Tensor zusammengefasst
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A. Notation der Differentialoperatoren

werden. Um dies möglichst allgemein zu halten, wird er mit den Materialko-
effizienten des geschichteten Aufbaus (4.28)-(4.32) definiert. Darin ist auch das
isotrope bzw. orthotrope einschichtige Modell enthalten. Die einzelnen Matrizen
für die verschiedenen Wechselwirkungen sind somit gegeben als

Hm =



H1111

0 H1122
0 2H1112

0

H1122
0 H2222

0 2H2212
0

2H1112
0 H2212

0 4H1212
0


 , Hb =



H1111

2 H1122
2 2H1112

2

H1122
2 H2222

2 2H2212
2

2H1112
2 H2212

2 4H1212
2


 , (A.8)

Hmb =



H1111

1 H1122
1 2H1112

1

H1122
1 H2222

1 2H2212
1

2H1112
1 H2212

1 4H1212
1


 , Hs =

(
H1313 H1323

H1323 H2323

)
. (A.9)

Diese setzen sich zu einer Gesamtmatrix zusammen als

H :=




Hm Hmb 0
Hmb Hb 0
0 0 Hs


 ∈ R

8×8 . (A.10)

Somit lässt sich das Integral der inneren Kräfte schreiben als

Rint(q, δq) =

∫

ω

1

2
(B(q)q − B(q0)q0)

T
HB(q)δqdχ̄ . (A.11)

Der für die schwache Formulierung der rotatorischen Kräfte zusätzlich benötigte
Vektor ist mit (2.52) und (4.156)-(4.159) gegeben als

W : = Aρ0W
A + Iρ0W

I , (A.12)

WA : =
(
w

0
11,w

0
22,w

0
12, 0, 0, 0, 2w

0
13, 2w

0
23

)T
, (A.13)

WI : =
(
w

2
11,w

2
22,w

2
12,w

1
11,w

1
22,w

1
12, 0, 0

)T
. (A.14)

Für die gyroskopischen Kräfte wird eine weitere Matrix mit den aus (2.52) und
(4.173) bekannten Termen bestimmt

Bgyro := Aρ0B
A
gyro + Iρ0B

I
gyro , (A.15)

B
A
gyro :=

(
Id3×3(w

0
1
∂
∂χ1

+ w0
2
∂
∂χ2

) Id3×3w
0
3

03×3 03×3

)
, (A.16)

B
I
gyro :=

(
03×3 −Id3×3(w

1
1
∂
∂χ1

+ w1
2
∂
∂χ2

)

−Id3×3(w
1
1
∂
∂χ1

+ w1
2
∂
∂χ2

) Id3×3(w
0
1
∂
∂χ1

+ w0
2
∂
∂χ2

)

)
. (A.17)
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B. Funktionalanalytische Hilfsmittel

Zur Herleitung der kontinuierlichen Gleichungen in Abschnitt 2.3 werden eini-
ge Begriffe und Definitionen aus der Funktionalanalysis verwendet. Diese wer-
den hier kurz vorgestellt und definiert. Für mehr Details wird auf die Standard-
lehrbücher [2, 40, 118] verwiesen.

Definition B.1 (Vektorraum der linearen Abbildungen) Seien X und Y Vektor-
räume, dann beschreibt

L(X;Y ) := {T : X → Y |T ist linear und stetig} (B.1)

die Menge aller stetigen linearen Abbildungen von X nach Y .

Die Elemente von L(X;Y ) werden auch lineare Operatoren genannt. Einen Spe-
zialfall von (B.1) bildet der Fall Y = R.

Definition B.2 (Dualraum) Sei X ein Vektorraum, dann ist sein Dualraum X∗ gege-
ben als

X∗ := L(X;R) . (B.2)

Die Elemente des Dualraums werden auch lineare Funktionale genannt. Für eine klarere
Darstellung der Elemente aus X∗ wird das Dualtitätsprodukt benutzt. Sei x ∈ X und
x∗ ∈ X∗, dann schreibt man

< x∗, x >:= x∗(x) . (B.3)

Diese Schreibweise ist motiviert vom Skalarprodukt. Um dies zu definieren, wird
zuerst eine etwas allgemeinere Form betrachtet.

Definition B.3 (Multilinearform) Seien X1, · · · , Xp p Vektorräume, dann heißt eine
Abbildung

a : X1 × · · · ×Xp → R (x1, · · · , xp) → A(x1, · · · , xp) (B.4)

Multilinearform (p-Linearform), falls sie für alle xi ∈ Xi und I ∈ {1, · · · , p} die beiden
Eigenschaften erfüllt:
Für alle α ∈ R gilt

A(x1, · · · , αxI , · · · , xp) = αa(x1, · · · , xI , · · · , xp) . (B.5)

Für alle yI ∈ XI gilt

A(x1, · · · , xI + yI , · · · , xp) = a(x1, · · · , xI , · · · , xp) + a(x1, · · · , yI , · · · , xp) . (B.6)
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B. Funktionalanalytische Hilfsmittel

Im Falle p = 2 spricht man auch von einer Bilinearform, diese kann ein Skalar-
produkt definieren.

Definition B.4 (Skalarprodukt) Sei X ein Vektorraum, dann heißt eine bilineare Ab-
bildung (·, ·)X : X ×X → R Skalarprodukt, falls sie die folgenden Eigenschaften erfüllt:
Für alle x ∈ X und y ∈ X ist

(x, y)X = (y, x)X (symmetrisch) , (B.7)

(x, x)X ≥ 0 (positiv) , (B.8)

(x, x)X = 0 ⇔ x = 0 (definit) . (B.9)

Ein Vektorraum, auf dem ein Skalarprodukt definiert ist, wird auch Hilbertraum
genannt.

Definition B.5 (Hilbertraum) Sei X ein Vektorraum mit Skalarprodukt (·, ·)X , dann
induziert dieses über

‖x‖X =
√

(x, x)X (B.10)

eine Norm. Ist X bezüglich dieser Norm abgeschlossen, so heißt das Paar (X, (·, ·)X)
Hilbertraum.

Ein Hilbertraum hat die spezielle Eigenschaft, dass er isomorph zu seinem Dual-
raum ist.

Theorem B.1 (Riesz’scher Darstellungssatz) Sei (X, (·, ·)X) ein Hilbertraum und
X∗ sein Dualraum, dann existiert ∀y∗ ∈ X∗ ein y ∈ X sodass gilt:

< y∗, x >= (y, x)X ∀x ∈ X . (B.11)

Anschließend wird auf die Differenzierbarkeit von Abbildungen zwischen Vek-
torräumen eingegangen. Hierzu gibt es ähnlich wie im Falle von Rn zwei Begriffe
zur Definition einer Ableitung.

Definition B.6 (Gataux-Ableitung) Seien X und Y normierte Vektorräume und f :
X → Y eine Abbildung zwischen beiden. Falls für alle x0 ∈ X ein Operator Df [x0] ∈
L(X;Y ) existiert für den gilt

lim
h→0

f(x0 + hv)− f(x0)

h
= Df [x0](v), ∀x , (B.12)

dann heißt f Gataux-differenzierbar auf X .
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Definition B.7 (Fréchet -Ableitung) Seien X und Y normierte Vektorräume und f :
X → Y eine Abbildung zwischen beiden. Falls für alle x0 ∈ X ein Operator Df [x0] ∈
L(X;Y ) existiert für den gilt

lim
u→0

‖f(x0 + u)− f(x0)−Df [x0](u)‖Y
‖u‖X

= 0 , (B.13)

dann heißt f Fréchet -differenzierbar auf X .

Hier wird jedoch nicht auf die mathematischen Unterschiede der beiden Defi-
nitionen eingegangen. Zur Berechnung der Fréchet-Ableitung kann die Gataux-
Ableitung und das folgende Theorem aus [118] herangezogen werden

Theorem B.2 SeienX und Y normierte Räume und f : X → Y Gataux-differenzierbar
mit Ableitung Df [·], dann ist f Fréchet-differenzierbar falls die Abbildung

Df [·] : X → L(X;Y ) (B.14)

stetig ist.

Nun werden die Funktionenräume aus Abschnitt 2.3 definiert und vorgestellt. Im
Folgenden sei ω ⊂ R2 immer ein beschränktes Gebiet.

Definition B.8 (Lp(ω)) Sei p ∈ [1;∞) und f : ω → R eine Abbildung, so ist deren
Lp-Norm definiert als

‖f‖Lp :=

(∫

ω

|f |pdx
) 1

p

. (B.15)

Alle Funktionen mit endlicher Lp-Norm sind in dem Raum

Lp(ω) := {f : ω → R|‖f‖Lp <∞} (B.16)

zusammengefasst. Dieser ist ein abgeschlossener normierter Raum. Im Falle von p = 2
ist dieser sogar ein Hilbertraum mit Skalarprodukt

(f, g)L2 :=

∫

ω

fg dx . (B.17)

Die Existenz des Skalarprodukts aus (B.17) wird durch das folgende Theorem
gesichert:

Theorem B.3 (Hölder-Ungleichung) Sei m ∈ N und fI ∈ LpI (ω) für I = 1, · · · ,m
und pI ∈ (1;∞) . Für q ∈ (1;∞) mit

1

q
=

m∑

I=1

1

pI
, (B.18)

so gilt die folgende Ungleichung
∥∥∥∥∥
m∏

I=1

fI

∥∥∥∥∥
Lq

≤
M∏

I=1

‖fI‖LpI . (B.19)
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Um schließlich den Sobolev-Raum zu definieren, wird der Begriff der schwachen
Ableitung herangezogen.

Definition B.9 (Schwache Ableitung) Sei I = (I1, I2) ein Multiinidex mit Iα ∈ N

und |I| = I1 + I2, dann ist der Differentialoperator DI definiert als

DI :=

(
∂

∂x1

)I1 ( ∂

∂x2

)I2
. (B.20)

Eine Funktion f ∈ Lp(ω) mit p ∈ [1,∞) heißt schwach differenzierbar zum Index I ,
falls eine Funktion g ∈ Lp(ω) existiert mit

∫

ω

fDIv dx = (−1)|I|
∫

ω

vw dx ∀v ∈ C∞
0 (ω) . (B.21)

Hierbei enthält der Raum C∞
0 (ω) alle unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen

über ω mit kompaktem Träger siehe [2].

Dabei ist g die schwache Ableitung der Funktion f zum Index I , was geschrieben
wird als

f (I) = g . (B.22)

Definition B.10 (Sobolev-Raum W n,p(ω)) Sei m ∈ N und p ∈ [1,∞), dann ist der
korrespondierende Sobolev Raum definiert als

W n,p(ω) :=
{
f ∈ Lp(ω)|DIf ∈ Lp(ω) für |I| ≤ n

}
. (B.23)

Die Norm auf diesem Raum ist gegeben als

‖f‖Wn,p =
∑

|I|≤n

‖DIf‖Lp . (B.24)
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C. Herleitung aus der

Energieminimierung

Die Gleichungen aus (2.74)-(2.75) können auch über ein unendlichdimensiona-
les Minimierungsproblem mit Nebenbedingung hergeleitet werden. Dieser Weg
wird hier skizziert. Für mehr Details wird wir auf [114] verwiesen.

Wie in Abschnitt 2.3 kann die innere Energie des Schalenkontinuums aus der
Energie des dreidimensionalen Kontinuums berechnet werden. Dabei kann die
Variable ζ mit den gleichen Approximationen durch Integration eliminiert wer-
den, sodass sich die innere Energie der Schale schreiben lässt als

I(φ, d) =

∫

ω

1

2
EijH

ijklEkldχ̄ . (C.1)

Um nun ein Optimierungsproblem auf dem Vektorraum Q = (W 1,4(ω))
6

herzu-
leiten, wird für eine gegebene Referenzkonfiguration q0 ∈ Q ein nicht lineares
Funktional I : Q → R definiert als

I(q) :=
1

8
(R(q, q, q, q)− 2R(q0, q0, q, q) +R(q0, q0, q0, q0))− < F, q > . (C.2)

Hierbei ist

R(q,p,u,v) =

∫
(B(q)p)THB(u)v dχ̄ , (C.3)

eine Quadrilinearform, vergleiche (2.57). Aufgrund von Theorem B.3 ist diese in
allen Komponenten stetig. Das lineare Funktional F ∈ Q∗ ist gegeben durch die
äußeren Kräfte und für jedes q ∈ Q definiert über die Vorschrift

< F, q >=

∫

ω

qTF
q
0dχ̄ . (C.4)

Das Ziel ist es nun, ein lokales Minimum von I zu finden, unter der Nebenbe-
dingung, dass der Direktor fast überall in ω Einheitslänge besitzt. Um dies zu
realisieren, wird die nichtlineare Zwangsbedingung eingeführt

< g(q), f >=
1

2

(
G(q, q, f)− < E, f >

)
, g : Q → L2(ω)∗ . (C.5)

Hierbei ist

G(q,p, f) :=

∫

ω

qT ( 0 0
0 Id

)pfdχ̄ , G : Q×Q× L2(ω) → R , (C.6)
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eine Trilinearform und

< E, f >=

∫

ω

fdχ̄ E ∈ L2(ω)∗ (C.7)

das Skalarprodukt mit der Einsabbildung. Das Minimierungsproblem auf dem
Vektorraum Q ist nun gegeben als:

Problem 5 (Lokale Energieminimierung auf Q) Finde q ∈ U ⊂ Q, sodass

I(q) ≤ I(p) ∀p ∈ U (C.8)

g(q) = 0 in L2(ω)∗ . (C.9)

Um dieses Optimierungsproblem zu lösen, wird für λ ∈ L2(ω) das Langrange-
Funktional definiert als

L(q, λ) := I(q)+ < g(q), λ > , L : Q× L2(ω) → R . (C.10)

Unter bestimmten Voraussetzungen kann das folgende Theorem gezeigt werden:

Theorem C.1 Löst q̄ das Minimierungsproblem (C.8)-(C.9), dann existiert ein λ̄ ∈
L2(ω), sodass für die Fréchet-Ableitung des Lagrange-Funktionals (C.10) gilt

DL[q̄, λ̄] = 0 in
(
Q× L2(ω)

)∗
. (C.11)

Dies bedeutet, um einen Kandidaten für ein lokales Minimum von (C.8)-(C.9)
zu finden, kann das Nullstellenproblem (C.11) gelöst werden. Dazu muss die
Fréchet-Ableitung des Lagrange-Funktionals gebildet werden. Dies kann auf-
grund der Linearität in das Ableiten von I(·) und (g)(·) unterteilt werden. Begon-
nen wird mit der Ableitung der inneren Energie (C.2). Aus (B.14) folgtDI[q] ∈ Q∗

für alle q ∈ Q. Somit ist mit (B.12) die Ableitung von I gegeben über die Vor-
schrift

< DI[q],p > = lim
h→0

I(q + hp)− I(q)

h
, (C.12)

=
1

2
(R(q, q, q,p)−R(q0, q0, q,p))− < F,p > . (C.13)

Angesichts der Stetigkeit von R(·, ·, ·, ·) sind Gataux- und Fréchet-Ableitung hier
äquivalent, wie in allen weiteren Fällen. Das Ableiten des zweiten Terms< g(·), · >
muss nun über dem gesamten Raum Q× L2(ω) erfolgen. Dazu definiert man

l(q, λ) :=< g(q), λ > , l : Q× L2(ω) → R . (C.14)
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Für die Ableitung (C.14) gilt aufgrund von (B.14), dassDl[(q, λ)] ∈ L(Q×L2(ω);R)
für alle q ∈ Q und λ ∈ L2(ω). Somit ist mit (B.12) die Ableitung von l gegeben
über die Vorschrift

< Dl[(q, λ)], (p, µ) > = lim
h→0

< g(q + hp), λ+ hµ > − < g(q), λ >

h
, (C.15)

= G(q,p, λ)+ < g(q), µ > . (C.16)

Mit (C.13) und (C.16) wird (C.10) zu

1

2
(R(q, q, q,p)−R(q0, q0, q,p)) +G(q,p, λ)+ < g(q), ν >=< F,p > , (C.17)

∀p ∈ Q ∀λ ∈ L2(ω) . (C.18)

Dies ist offensichtlich äquivalent zu (2.74)-(2.75). Mit den bereits bekannten Ope-
ratoren

< R(q),p >: =
1

2

(
R(q, q, q,p)−R(q0, q0, q,p)

)
R : Q → Q∗ , (C.19)

< G(q, λ),p >: = G(q,p, λ) , G : Q× L2(ω) → Q∗ , (C.20)

kann (C.11) als folgende Operatorgleichung geschrieben werden

R(q) + G(q, λ) = F in Q∗ , (C.21)

g(q) = 0 in L2(ω)∗ . (C.22)

Folglich erhält man die identischen Gleichungen wie in Abschnitt 2.3.

Linearisierung

Um das Berechnen der Tangentenmatrix im diskreten Fall zu erleichtern, werden
die Ableitungen von (C.21)-(C.22) bereits im Kontinuierlichen ausgerechnet. Für
die Ableitung (C.19) gilt wegen (B.14), dass DR[q] ∈ L(Q;Q∗) für alle q ∈ Q.
Somit ist mit (B.12) die Ableitung von R bestimmt über die Vorschrift

< DR[q]v,p > = lim
h→0

< R(q + hv),p > − < R(q),p >

h
, (C.23)

= R(q,v, q,p) +
1

2
(R(q, q,v,p)−R(q0, q0,v,p)) . (C.24)

Für die Ableitung des Operators G : Q× L2(ω) → Q∗ folgt analog

< DG[(q, λ)](v, µ),p > = lim
h→0

< G(q + hv, λ+ hµ),p > − < G(q, λ),p >

h
, (C.25)

= G(q,p, µ) +G(v,p, λ) . (C.26)

Zuletzt ist die Ableitung der Nebenbedingung gegeben durch

< Dg[q]v, λ > = lim
h→0

< g(q + hv), λ > − < g(q), λ >

h
, (C.27)

= G(q,v, λ) . (C.28)
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D. Interpolationsfunktionen der

Lagrange-Multiplikatoren

In diesem Teil des Anhang wird die Konstruktion der Interpolationsfunktionen
der Lagrange-Multiplikatoren skizziert. Für die verwendeten Begriffe und Sätze
aus der Funktionalanalysis wird auf ein Standardlehrbuch [2] verwiesen. Seien
N I ∈ W 1,4(ω) die bilinearen Interpolationsfunktionen aus Abschnitt 3.1 und N
deren Anzahl, so bilden diese eine Zerlegung der Eins über ω und somit gilt

N∑

I=1

N i(χ) = 1 ∀χ ∈ ω . (D.1)

Diese Funktionen spannen den Lösungsraum der Einträge von qh auf

V := span

( ⋃

I=1..N

{N I}
)
. (D.2)

Hierbei definiert span(·) die lineare Hülle der Menge. Dieser Vektorraum ist im
Gegensatz zu W 1,4 endlichdimensional dim(V h) = N. Gesucht sind die N Funk-
tionen M I ∈ L2(ω) zur Interpolation der Lagrange-Multiplikatoren λ ∈ L2(ω).
Diese sollen folgende Bedingungen

∫

ω

M INKNLdχ̄ = δKLδIL (D.3)

und

∫

ω

M idχ̄ = 1 (D.4)

erfüllen, siehe Abschnitt 3.1. Um (D.3)-(D.4) zu realisieren, werden Hilfsfunktio-
nen definiert

N IJ := N INJ . (D.5)

Es ist offensichtlich, dass N IJ ∈ L2(ω). Um M I gemäß (D.3)-(D.4) zu konstru-
ieren, werden die folgenden endlichdimensionalen Unterräume von L2(ω) ein-
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D. Interpolationsfunktionen der Lagrange-Multiplikatoren

geführt

Ū : = span

( ⋃

I=1..N

{ ⋃

J=I+1..N

{N IJ}
})

, (D.6)

UI : = span



⋃

J=1..N
J 6=I

{NJJ}


 , (D.7)

ŪI : = Ū ⊕ ŪI . (D.8)

Die Tatsache, dass L2(ω) ein Hilbertraum ist, induziert die Eigenschaft auf (D.6)-
(D.8). Das entsprechende Skalarprodukt ist

(f, g)L2(ω) =

∫

ω

fg dχ̄ f, g ∈ L2(ω) . (D.9)

Sei MI = dim(ŪI) die Dimension des Untervektorraums, dann besitzt dieser eine
orthonormale Basis (P 1

I , .., P
MI

I ) für die gilt

(PK
I , P

L
I )L2(ω) = δKL . (D.10)

Sie lässt sich zum Beispiel über das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungs-
verfahren für die Funktionen NKL, die von Null verschieden und in ŪI enthalten
sind, erzeugen. Sei f ∈ L2(ω) eine Funktion, die in keinem der Unterräume aus
(D.8) enthalten ist f 6∈ ŪI , so wird für jedes I := 1 . . .N eine Funktion definiert

f I := f −
Mi∑

K=1

(f, PK
I )L2(ω)P

K
I . (D.11)

Diese ist orthogonal zu jeder Basisfunktion und somit zu dem gesamten Unter-
raum f I ⊥ ŪI bezüglich des Skalarprodukts (D.9). Mit den Funktionen f I können
nun die Interpolationsfunktionen der Lagrange-Multiplikatoren definiert wer-
den:

M I :=
1∫

ω
f Idχ̄

f I . (D.12)

Die Funktion erfüllt (D.4) per Konstruktion. Aufgrund von f I ⊥ ŪI gilt auch
M I ⊥ ŪI und somit

∫

ω

M INKNLdχ̄ = 0 für K 6= L , (D.13)
∫

ω

M INKNKdχ̄ = 0 für I 6= K . (D.14)

Um die Bedingung (D.3) zu erfüllen, bleibt zu zeigen, dass
∫

ω

M IN IN Idχ̄ = 1 I = 1, ...,N . (D.15)
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Dies folgt direkt aus (D.1), (D.4) (D.13) und (D.14) durch

1 =

∫

ω

M Idχ̄ (D.16)

=

∫

ω

M I

(
N∑

K=1

NK

)(
N∑

L=1

NL

)
dχ̄ (D.17)

=
N∑

K=1

N∑

L=1

∫
M INKNLdχ̄ (D.18)

=

∫
M IN IN Idχ̄ . (D.19)

Damit erfüllen die Ansatzfunktionen M I die Bedingungen (D.3)-(D.4).

Eindimensionales Beispiel

Um das Vorgehen zu veranschaulichen, wird die Konstruktion an einem einfa-
chen eindimensionalen Beispiel demonstriert. Betrachtet wird das Intervall ω =
[−1; 1]. Auf diesem sind die zwei linearen Interpolationsfunktionen gegeben als

N1(x) =
1

2
(1− x) und N2(x) =

1

2
(1 + x) . (D.20)

Somit gilt für die Hilfsfunktionen

N11(x) =
1

4
(1− x)2 , N22(x) =

1

4
(1 + x)2 , N12(x) =

1

4
(1− x2) . (D.21)

Die Unterräume aus (D.8) sind hier

Ū1 = span
(
{N22, N12}

)
und Ū2 = span

(
{N11, N12}

)
. (D.22)

Deren orthogonale Basis lässt sich mit Hilfe des Gram-Schmidtschen Orthonor-
malisierungsverfahrens berechnen und ist gegeben als

P 1
1 (x) =

√
15

4
(1− x2) , P 2

1 (x) =
1

4
(5x− 1)(x+ 1) , (D.23)

P 1
2 (x) =

√
15

4
(1− x2) , P 2

2 (x) =
1

4
(5x+ 1)(x− 1) . (D.24)

Als Funktion zur Generierung der Interpolationsfunktionen wird die über dem
Intervall [−1; 1] konstante Funktion gewählt

f(x) = 1 . (D.25)

Dies ist natürlich in L2(ω) aber nicht1 in Ū1 und Ū2. Über (D.11) und (D.12) sind
die beiden Interpolationsfunktionen der Lagrange-Multiplikatoren gegeben als

M1(x) =
1

4

(
15x2 − 6x− 3

)
und M2(x) =

1

4

(
15x2 + 6x− 3

)
. (D.26)

In Abbildung D.1 sind beide Funktionen über dem Intervall [−1; 1] geplottet.

1Wegen (D.1) ist f allerdings in der inneren Summe der beiden Räume enthalten.
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Abbildung D.1.: Interpolationsfunktionen der Lagrange-Multiplikatoren

Bemerkung D.1 (Globale Interpolationsfunktion) Für ein beliebiges ω ∈ R und
eine Zerteilung des Intervalls können die globalen Interpolationsfunktionen M I wegen
des kompakten Trägers von N I aus den lokalen Ansatzfunktionen (D.26) zusammen-
gesetzt werden. Hierbei ist zu beachten, dass (D.4) global gilt. Die daraus entstehen-
den Funktionen M I sind dann nicht mehr stetig, was allerdings auch nicht vorausge-
setzt wird. Dieses Konzept lässt sich in zwei Dimensionen auf ein quadratisches Gebiet
übertragen. In den Abbildungen D.2 und D.3 sind mögliche Interpolationsfunktionen für
den ein- beziehungsweise zweidimensionalen Fall dargestellt.

xI−2 xI−1 xI xI+1 xI+2

0

0.5

1

1.5

2 M I

Abbildung D.2.: Globale Interpolationsfunktionen der Lagrange-Multiplikatoren
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Abbildung D.3.: Globale 2D Interpolationsfunktion M I der Lagrange Multiplika-
toren
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zahl der Integrationspunkte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

4.10. STS-Kontakt mit Schlagleiste, ausgewertet an vier Stützstellen . . . 61
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Um eine Schlechtwegüberfahrt eines Straßenfahrzeugs transient mit Hilfe eines 
Mehrkörpersystems zu simulieren, muss die dynamische Wechselwirkung des 
Reifens mit der Fahrbahn korrekt abgebildet werden. Hauptsächlich werden dazu 
di erse ereinfachte rsatzmodelle erwendet, die sehr ef zient rechnen. llerdings 
lassen sich deren Parameter nur teilweise von dem realen Objekt ableiten, was zu 
Problemen in der Parameteridenti kation führt. uch werden zur Simulation unter 
anderem 3D FE Modelle des Reifens benutzt. Diese sind zeitaufwendig, benutzen 
allerdings die Geometrie und das Material des Reifens als Modellparameter. In dieser 
Dissertation wird ein dynamisches Reifenmodell basierend auf geometrisch exakten 
Schalen entwickelt, welches die positiven Eigenschaften beider Modellklassen 
vereint. Die Parameter des Modells sind die reale Geometrie und die Materialdaten 
des Reifens. Die Rechenzeiten sind dabei vergleichbar mit denen der vereinfachten 
Ersatzmodelle.
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