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1 Einleitung

Eine zentrale Aufgabe in der Wahrscheinlichkeitstheorie ist die Untersuchung der Ver-
teilungen von Zufallsvariablen. Um die Verteilung einer Zufallsvariable X vollstandig zu
charakterisieren, geniigt es, fiir alle r € R jeweils die Wahrscheinlichkeit P[X < r] zu be-
stimmen. In vielen Fillen ist dies aber ein zu anspruchsvolles Ziel und das Ziel ist zunéchst,
einige wichtige Aspekte der Verteilung zu bestimmen. Der wichtigste davon ist natiirlich
der Erwartungswert, der jedoch noch nichts iiber die Streuung der Zufallsvariable aussagt.
Wenn man den Erwartungswert E[X]| und alle Abweichungswahrscheinlichkeiten der Form

PX —E[X]>7r] und P[X —-E[X]<—r], r >0, (1.0.1)

kennt, ist wiederum die Verteilung von X bestimmt. Kénnen die Wahrscheinlichkeiten der
Form (1.0.1) nicht exakt berechnet werden, ist es eine naheliegende Aufgabe, sie jeweils
zumindest durch eine Funktion in 7 abzuschétzen. Je kleiner die Werte sind, die die Wahr-
scheinlichkeiten in (1.0.1) nach oben beschréinken, desto hoher ist die Wahrscheinlichkeit,
dass X ,nahe® an ihrem Erwartungswert liegt und desto stérker ist die Verteilung von X
um den Erwartungswert konzentriert. Daher ist es iiblich, Ungleichungen der Form

PIX —E[X]>7] < fi(r) und P[X - E[X] < —r] < fa(r), r >0,

als Konzentrationsungleichungen zu bezeichnen, wobei f; und f; Funktionen sind, die
auf einem Teilintervall von [0, 00) definiert sind und nicht-negative Werte (sinnvollerweise
sogar nur Werte in [0, 1]) annehmen. Wir sprechen dann davon, dass f; eine Abschéitzung
fiir den oberen Tail und fy eine Abschétzung fiir den unteren Tail der Verteilung von X
liefert.

Wir werden uns in dieser Arbeit mit Konzentrationsungleichungen von zwei speziellen
Arten von Zufallsvariablen beschéftigen. In der ersten betrachteten Situation ist die Zu-
fallsvariable X gegeben durch eine deterministische Funktion einer festen Anzahl von
unabhéngigen Zufallsvariablen. Im zweiten untersuchten Fall ist die Zufallsvariable fast
sicher durch eine deterministische Funktion eines Poissonprozesses gegeben und wird da-
her Poissonfunktional genannt. In beiden Féllen wenden wir die allgemeinen Ergebnisse
anschliefend auf wichtige geometrische Kenngrofien des sogenannten Booleschen Modells
an, eines der zentralen Objekte der Stochastischen Geometrie. Eine weitere Anwendung
ergibt sich fiir das Poisson-Voronoi-Mosaik.

Zunéchst geben wir im zweiten Kapitel die Grundlagen an, die wir fiir die Untersuchung
der Konzentrationsungleichungen benétigen. Dazu gehéren neben der Formulierung ei-
ner Kovarianzgleichung und den Definitionen des Booleschen Modells sowie des Poisson-
Voronoi-Mosaiks, denen jeweils ein geeigneter Poissonprozess zugrunde liegt, auch einige
geometrische Kenngroflen, die Innere Volumina genannt werden. Zu den inneren Volumina



1 FEinleitung

gehort die Euler-Charakteristik. Fiir sie wird zum Beispiel auf Seite 601 in [33] die folgende
Formel angegeben: Fiir diejenigen Teilmengen des R2, die durch endliche Vereinigungen
konvexer und kompakter Mengen gegeben sind, kann die Euler-Charakteristik durch die
Anzahl der Zusammenhangskomponenten minus die Anzahl der Locher bestimmt wer-
den. Einen Beweis dafiir konnten wir in der Literatur jedoch nicht finden. Um technische
Schwierigkeiten zu minimieren, beweisen wir diese Aussage in Unterabschnitt 2.3.2 nur
fiir eine leicht eingeschriinkte Klasse solcher Teilmengen des R2.

Zu Beginn von Kapitel 3 stellen wir die Chernoff-Schranke vor, auf der alle im Wei-
teren betrachteten Konzentrationsungleichungen aufbauen. Ein wichtiges Hilfsmittel um
die Chernoff-Schranke weiter abschétzen zu kénnen ist die Methode von Herbst, die wir in
zwei einfachen Varianten vorstellen und anschliefend innerhalb der Beweise der verschie-
denen Konzentrationsungleichungen variieren. In Abschnitt 3.1 stellen wir einige Ergeb-
nisse von McDiarmid in [25] sowie von Boucheron, Lugosi und Massart in [3] iiber Funk-
tionen von unabhéngigen Zufallsvariablen zusammen. Wenn die aus den Originalarbeiten
itbernommenen Sétze nur Aussagen iiber den oberen Tail treffen, fiigen wir die analogen
Aussagen iiber den unteren Tail mitsamt der Beweise an. In Abschnitt 3.2 skizzieren wir,
wie Bachmann und Peccati in [5] die Methoden aus [3], die auf einer sogenannten Log-
Sobolev-Ungleichung beruhen, auf Poissonfunktionale iibertragen. Unter Verwendung der
Kovarianzgleichung leiten wir in Abschnitt 3.3 einige neue Konzentrationsungleichungen
fiir Poissonfunktionale her. Andere Ergebnisse in dieser Richtung gibt es von Houdré [15]
sowie Houdré und Privault [16], die gesammelt in [30] zusammengestellt sind. Unser sehr
allgemeiner Ansatz fiihrt teilweise zu besseren Abschitzungen als in [30] und zu neuen
Anwendungsmoglichkeiten.

In Kapitel 4 wenden wir die Konzentrationsungleichungen aus Kapitel 3 auf das Boolesche
Modell an. Fiir den Abschnitt 4.1 verwenden wir eine modifizierte Definition des Boole-
schen Modells mittels eines Binomialprozesses, sodass wir die Funktionen unabhingiger
Zufallsvariablen aus Abschnitt 3.1 darauf anwenden kénnen. Da die Werte dieser Funk-
tionen nun durch einen Binomialprozess bestimmt werden, nennen wir sie Binomialfunk-
tionale. Neben dem Volumen konnen wir in Spezialfillen auch die Oberfliche und unter
Verwendung der in Kapitel 2 bewiesenen Aussage auch die Euler-Charakteristik untersu-
chen. Danach kehren wir zur urspriinglichen Definition des Booleschen Modells zuriick und
vergleichen in Abschnitt 4.2 im Beispiel des Volumens die Qualitdt der Konzentrations-
ungleichungen, die mithilfe der Log-Sobolev-Ungleichung beziehungsweise der Kovarianz-
gleichung in allgemeinen und verschiedenen Spezialfillen hergeleitet werden. Auflerdem
demonstrieren wir in wichtigen Féllen die Qualitédt der aus der Kovarianzgleichung erhal-
tenen Ergebnisse. Dies geschieht bei einer solchen Konzentrationsungleichung dadurch,
dass wir in etwa dasselbe Tailverhalten wie bei einer leichter berechenbaren Zufallsvaria-
ble feststellen, die als Volumen eines stark vereinfachten Booleschen Modells interpretiert
werden kann und daher mindestens genauso scharfe Abschitzungen erlaubt. Zum Ab-
schluss des Kapitels werden wir die Ergebnisse aus Abschnitt 4.1 zur Oberfliche auf den
Poissonfall iibertragen. Dazu ist nicht viel zusétzliche Arbeit notig, da die wesentlichen
Hilfsmittel durch dieselben rein geometrischen Lemmata gegeben sind.

Zuletzt geben wir in Kapitel 5 eine Konzentrationsungleichung fiir den unteren Tail des Vo-
lumens der typischen Voronoi-Zelle an. Der Beweis ist an ein Verfahren aus [5] angelehnt.



2 Grundlagen und Notationen

2.1 Allgemeines

Zunéchst fithren wir die wichtigsten Begriffe ein. Dabei folgen wir iiberwiegend den No-
tationen im Buch von R. Schneider [32], aus dem wir auch die in diesem Abschnitt 2.1
angegebenen Aussagen iibernehmen, soweit nicht anders gekennzeichnet.

In dieser Arbeit bezeichne R die Menge der reellen Zahlen, N := {1,2,...} die Menge
der natiirlichen Zahlen und Ny := N U {0}. Fiir eine Menge S und m € N bezeichne
S™ .= 5 x...x S das m-fache kartesische Produkt und #S die Kardinalitit der Menge.
Zu einer Menge S betrachten wir die zugehorige Indikatorfunktion 1g(zx), die den Wert
1 annimmt, wenn x € S gilt, und fiir x ¢ S durch den Wert 0 gegeben ist. Es ist oft
bequem, dafiir auch 1{x € S} zu schreiben. Ist X ein topologischer Raum, so steht
B(X) fiur die Borelsche o-Algebra auf X. Wenn ein Objekt a von einem anderen Objekt
b abhéngt, werden wir manchmal die funktionale Schreibweise a = a(b) verwenden um
diese Abhéangigkeit zu betonen.

Seien d € N, (-,-) das Standardskalarprodukt und || - || die Euklidische Norm in R?. Wir
bezeichnen mit H/ das j-dimensionale Hausdorffmaf auf R? 0 < j < d. Wenn B eine
Borelsche Teilmenge eines j-dimensionalen affinen Unterraums A des R? ist, gilt H’(B) =
A;(B), wobei \; das auf A definierte j-dimensionale Lebesguemafs ist, 0 < j < d. Ein
weiteres wichtiges Maf ist das Diracmaf 6,(-) :== 1{x € -} in einem Punkt x € R%.

Die Schreibweise A C B fiir zwei Mengen A, B verwenden wir in der Bedeutung, dass
entweder A = B gilt oder A eine echte Teilmenge von B ist. Die Minkowski-Summe
zweier Mengen A, B C R? ist durch

A+B:={a+b:a€ A, be B} (2.1.1)

definiert. Abkiirzend schreiben wir A + x anstatt A + {z} fiir + € R? Entsprechend
definieren wir tA := {ta: a € A} fir t € R. Im Fall t = —1 schreiben wir

A" :=—-A={-a:a€ A}

fiir die Spiegelung der Menge A am Ursprung 0. Wiirde schlicht die Schreibweise —A fiir
die Spiegelung verwendet werden, konnte dies suggerieren, dass die Menge A + (—A) nur
die 0 enthélt, was zum Beispiel fiir jede Menge, die 0 und ein weiteres Element enthélt,
falsch ist.

Fiir z € R? und r > 0 definieren wir die d-dimensionale abgeschlossene Kugel mit Mit-
telpunkt z und Radius 7 durch B(xz,r) := {y € R? : ||z — y|| < r}. Es bezeichnen cl(A),
A° bd(A) und A€ den Abschluss, das Innere, den Rand beziehungsweise das Komplement
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einer Menge A C R%. Mittels der affinen Hiille aff(A) := { Zle o keNx, € Ao, €
R, Zle o; = 1} werden dim(A), die Dimension von A, durch die Dimension von aff(A)
und das relative Innere relint(A) := {x € A: Je > 0 (B(z,¢) Naff(A)) C A} definiert.

Das Volumen der d-dimensionalen Finheitskugel ist durch

/2 9 /2

F(1+9)  dr(d)

Rq ‘= )\d(B<O, 1)) =

und ihr Oberflacheninhalt durch

wq = HH(bA(B(0,1))) = drg =

gegeben, wobei T'(t) := fooo r e % dx, t > 0, die Gamma-Funktion sei.

Seien A; = Uy 4+ 21 und Ay = Uy + x5 zwei affine Unterrdume des R?, wobei U, U, lineare
Unterrdume des R seien und z;, 2, € R%. Dann heifien A; und Ay parallel, wenn U; C U,
oder Uy C U gilt.

Eine Strecke zwischen zwei Punkten z,y € R? ist gegeben durch [z, y] == {az + (1 —a)y :
0 < a < 1}. Eine Menge A C R? heifit konvez, wenn fiir jeweils zwei Punkte x,y € A
auch [z, y] C A gilt. Sowohl Durchschnitte als auch endliche Minkowski-Summen konvexer
Mengen sind wiederum konvex. Die konveze Hiille conv(A) einer Menge A C R? ist
definiert als der Durchschnitt aller konvexen Teilmengen des R?, die A enthalten. Fiir
eine nicht-leere, abgeschlossene und konvexe Menge A C R? gibt es zu jedem Punkt
r € R? einen eindeutigen Punkt p(4,2) € A, der ||z — p(A,2)| < ||z — y|| fiir alley € A
erfiillt. Die Abbildung p(A,-) : R? — A heifit metrische Projektion auf A.

Fiir 0 # v € RY und o € R definieren wir die Hyperebene H = H,, = {x € R? :
(z,u) = a} in R? sowie die Halbrdume H~ = H,, = {z € R? : (z,u) < a} und
H" = Hf, = {z € RY: (z,u) > a}. Sei P ein Polytop in R?, das heiBt die konvexe
Hiille von endlich vielen Punkten 1, ..., z; € R% Die Hyperebene H stiitzt P in x, wenn
x € PN H und entweder P C H™ oder P C H™ gilt. Weiter heifit H eine Stiitzhyperebene
von P, wenn sie P in irgendeinem Punkt x € bd(P) stiitzt. Ist H eine Stiitzhyperebene
von P und besitzt der Schnitt H N P die Dimension d — 1, so heifit H N P Facette von P.
Wenn H = H, , das Polytop P in x stiitzt, ist u ein duferer Normalenvektor von P in x.

Eine Einfiihrung zu den sogenannten Landau-Symbolen ist in Paragraph 12 des Buchs
[21] ihres Namensgebers zu finden. Wir verwenden die folgenden Symbole fiir reelle Funk-
tionen f und g: Die Schreibweise f(x) = O(g(z)) bedeutet limsup,_,. f(x)/g(z) < oc.
Fiir lim, . f(x)/g(x) = 0 schreiben wir f(z) = o(g(x)). Wenn sowohl f(z) = O(g(x))
als auch g(z) = O(f(x)) gilt, wird der Ausdruck f(z) = ©(g(z)) verwendet. Wenn in
letzterem Fall sogar lim, . f(z)/g(x) =1 gilt, schreiben wir f(x) ~ g(x).
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2.2 Mengensysteme in R?

In diesem Abschnitt stellen wir einige Definitionen und Resultate aus dem Buch [33] von
R. Schneider und W. Weil zusammen.

Mit G4, F9, C% und K¢ bezeichnen wir die Menge aller offenen, abgeschlossenen, kompak-
ten beziehungsweise konvexen und kompakten Teilmengen des RY. Der Konvexring auf
R? ist durch die Menge aller Vereinigungen von endlich vielen konvexen und kompakten
Mengen gegeben, das heifit durch

Rd::{UKj:neN,Kl,...,KnelCd}.
j=1

Es gilt also K¢ ¢ R ¢ C? c F¢. Wir definieren 'C? := C?\ {0} und verwenden bei den
anderen vorgestellten Mengensystemen die analoge Schreibweise fiir den Ausschluss der
leeren Menge. Nun bestimmen wir die Zentrumsfunktion

zen : 'C4 — R?
dadurch, dass sie jeder nicht-leeren kompakten Menge C' den Mittelpunkt der eindeutig

bestimmten kleinsten Kugel, in der C' enthalten ist, zuordnet. Den Radius dieser Kugel
bezeichnen wir als den Umkugelradius R(C'). Das Urbild zen™'({0}) schreiben wir als

Cl:={K e'C": zen(K) =0}.

Fiir A C R setzen wir
Fh={FecF'" FNA=0} und Fr={FecF:FnA#}.
Die Fell-Topologie auf F? wird von dem Mengensystem
{(FC:CeCtu{Fs: Gegh
erzeugt. Mit dieser Wahl der Topologie ist F¢ metrisierbar. Wir statten im Folgenden
F< mit der von der Fell-Topologie erzeugten Borelschen o-Algebra B(F?) aus. Auf der

Teilmenge 'C? C F? ist es jedoch iiblich, als Metrik die Hausdorff-Metrik § betrachten,
die fiir Cy, Cy € 'C* durch

6(Ch, C) := max { max min ||z —y||, max min ||l — yH}

definiert ist. Die von der Hausdorff-Metrik auf ‘C? induzierte Topologie ist strikt feiner als
die von der Fell-Topologie induzierte Spurtopologie. Insbesondere ist in ‘C¢ jede beziiglich
der Hausdorff-Metrik kompakte Menge auch kompakt beziiglich der Fell-Topologie.
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2.3 Innere Volumina

Der Charakterisierungssatz von Hadwiger (Hugo Hadwiger, 1908-1981), siehe Theorem
6.4.14 in [32], besagt, dass jedes additive, stetige und bewegungsinvariante Funktional,
das von K? nach R abbildet, durch eine Linearkombination von gewissen Funktionalen
Vo, ..., Vg gegeben ist. Da diese drei Eigenschaften sehr natiirlich sind, ist die Untersu-
chung der Funktionale Vj, ..., V; grundlegend. Wir fithren nun diese Funktionale {iber die
Steiner-Formel (Jakob Steiner, 1796-1863) ein und nennen ihre wichtigsten Eigenschaften.

2.3.1 Steiner-Formel

Dieser Unterabschnitt gibt Resultate wieder, die in den Biichern [33] von R. Schneider
und W. Weil sowie [32] von R. Schneider ausfiihrlich beschrieben werden.

Sei S € {C% K? R?}. Eine messbare Funktion V : & — R mit der Eigenschaft V() = 0
heifit additives Funktional auf S, wenn

VIKUL +V(KNL) =V(K)+V(L), KLKULES, (2.3.1)

erfiillt ist. Die Steiner-Formel besagt nun, dass es Funktionale V; : K¢ — [0,00) mit
Vi(0) = 0 gibt, 0 < i < d, sodass fiir alle K € 'K? und € > 0 die Gleichung

d
M(E +eB) = g Vi( (2.3.2)
=0

gilt. Sei 0 < 7 < d. Das Funktional V; heifit i-tes inneres Volumen, ist additiv auf ¢
und lisst sich auf eindeutige Weise zu einem additiven Funktional auf R? fortsetzen. Fiir
diese Fortsetzung verwenden wir nun wieder die Bezeichnung ¢-tes inneres Volumen. Fiir
S € R4 hingt V;(S) nur von S und nicht von der Dimension d des umgebenden Raums
ab. Auflerdem haben V,, V;_; und V} die folgenden besonderen Eigenschaften: V; ist das
d-dimensionale Volumen, das heifit

Va(S) = Ma(S), S eR

Fiir K € K¢ gilt
Vi (K) = 1{K°#0} - %Hd‘l(bd(K)) +1{K° =0} - H"YK). (2.3.3)

Fiir S € R gilt im Fall ¢1(S°) = S ebenfalls V;_;(S) = $H*(bd(S)), also insbesondere
Va_1(S) > 0. Das 0-te innere Volumen V; heifit Euler-Charakteristik und wird fiir K € K¢
durch

Vo(K) = 1{K # ()} (2.3.4)

bestimmt.
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2.3.2 Euler-Charakteristik

In Proposition 2.7 werden wir eine Formel zur Berechnung der Euler-Charakteristik in R?
wiedergeben, die in dieser oder dhnlicher Form in der Literatur schon mehrfach dargestellt
wurde. So ist die Formel, die die Euler-Charakteristik einer Menge aus R? durch die An-
zahl der Zusammenhangskomponenten der Menge minus der Anzahl ihrer Locher angibt,
zum Beispiel in [27] und [33] zu finden. In [20] wird sie sogar als Definition verwendet. Da
wir fiir diese Formel keinen Nachweis finden konnten, mochten wir einen Weg zeigen, wie
diese Liicke zumindest fiir eine grofie Teilmenge von R? geschlossen werden kann. Manche
elementaren Details sparen wir bei der Herleitung aus, da der Hauptteil dieser Arbeit pro-
babilistischen Fragestellungen vorbehalten sein soll. Die Herleitung deutet aulerdem an,
wie fiir drei-dimensionale Mengen eine analoge Aussage erhalten werden kann. Die Formel
fiir R* ergibt sich sehr leicht. Von den Definitionen in diesem Abschnitt 2.3.2 werden alle
bis auf Definition 2.4 nur innerhalb dieses Abschnitts verwendet.

Die Grundlage unserer Herleitung bildet der Begriff des CW-Komplexes. In der Literatur
sind verschiedene dquivalente Definitionen dieses Begriffs gebréiuchlich, wir verwenden die
elementarste, siche Seite 175 in [31].

Definition 2.1. Eine null-dimensionale offene Zelle ist eine einelementige Menge und
fiir m € N bezeichne eine m-dimensionale offene Zelle C' einen topologischen Raum, der
homoomorph zum Inneren von B™ := [0, 1]™ ist, das heifit es gibt eine bijektive und stetige
Abbildung von (0, 1)™ nach C', deren Umkehrabbildung ebenfalls stetig ist. Ein Hausdorff-
Raum ist ein topologischer Raum, in dem jeweils zwei paarweise verschiedene Punkte des
Raums disjunkte offene Umgebungen besitzen. Ein CW-Komplez ist ein Hausdorff-Raum
H zusammen mit einer Partition von H in offene Zellen (C});cr, sodass die folgenden
beiden Eigenschaften erfiillt sind:

(a) Fiir jede m-dimensionale Zelle C; aus der Partition von H gibt es eine stetige Ab-
bildung f; : B™ — H, sodass

(i) die Einschriankung von f; auf (0,1)™ ein Homéomorphismus nach C; ist und

(ii) das Bild des Randes von B™ in der Vereinigung von endlich vielen Zellen der
Partition, deren Dimension jeweils kleiner m ist, enthalten ist.

(b) Eine Teilmenge von H ist genau dann abgeschlossen, wenn fiir alle ¢ € I ihr Durch-
schnitt mit dem Abschluss von C; abgeschlossen ist.

Bemerkung 2.2. Bezeichnen wir einen Hausdorff-Raum, der Eigenschaft (a) aus Defi-
nition 2.1 erfiillt, als Zellkomplezx, dann erfiillt jeder Zellkomplex, der aus endlich vielen
Zellen besteht, auch Eigenschaft (b), siche Seite 521 in [10]. Da wir im Folgenden nur
Zellkomplexe mit endlicher Zellenanzahl betrachten, muss die Eigenschaft (b) nicht mehr
nachgewiesen werden.



2 Grundlagen und Notationen

Definition 2.3. Fiir einen d-dimensionalen CW-Komplex H ist die Fuler-Charakteristik

Vi gegeben durch
d

VE(H) =) (=) cm(H), (2.3.5)

m=0
wobei ¢,,(H) die Anzahl der m-dimensionalen offenen Zellen von H bezeichne. Dieser
Wert hingt nicht von der Wahl der Zellzerlegung von H ab, vergleiche Seite 146 in [10].

In [9] erklirt H. Hadwiger auf den Seiten 239 und 289 die Ubereinstimmung dieser beiden
vorgestellten Definitionen des Begriffs , Euler-Charakteristik“ fiir Mengen des Konvex-
rings RY. Dafiir ist jedoch zuerst zu zeigen, dass sich Mengen aus R¢ als CW-Komplexe
darstellen lassen. Um einige technische Schwierigkeiten zu vermeiden, fithren wir eine
einfacher zu behandelnde Teilmenge RE ¢ R? des Konvexrings ein, die sich spéter als
ausreichend grof} fiir unsere Anwendung erweisen wird.

Definition 2.4. Sei M C RY. Eine beschrinkte Zusammenhangskomponente von M¢
bezeichnen wir als Loch von M. Zwei Mengen My, My C R? beriihren sich, wenn bd(M;) N
bd(Ms) # 0 und MY N Mg = () gilt. SchlieBlich setzen wir

Re = {H € R%: es existieren n € Ny, K1, ..., K, € K? mit H = UK"’
i=1
wobei dim(K;) = d gilt und K;,K; sich nicht beriihren, 1 <7 < j < n}.

Insbesondere besitzt eine Menge H € R4 keine zwei sich beriihrenden Locher Ly und Lo:
Angenommen, es gibt ein x € bd(L;) Nbd(Ls). Sei {Kj,..., K,} eine minimale Menge
von konvexen Komponenten von H. Dann gibt es 1 <14 < j < nmit x € bd(K;) Nbd(K})
und eine Hyperebene, die einerseits x enthélt und andererseits mit den Inneren von K;
und K jeweils disjunkt ist. Es folgt K7 N K7 = 0 und weil sich K;, K; also beriihren ein
Widerspruch.

Fiir d = 2 erhalten wir eine einfache Zerlegung von H € R? in offene Zellen, indem wir
H wie folgt einem Gitter dhnlich unterteilen.

Lemma 2.5. Fine Menge H € R? sei ausgestattet mit der Teilraumtopologie, die vom
euklidischen Raum R? geerbt wird. Dann gibt es eine Partition von H, mit der H einen
CW-Komplex bildet.

Beweis. Es geniigt, eine Zellstruktur (C;);e; wie in Definition 2.1 fiir eine einzelne Zusam-
menhangskomponente L von H zu finden. Dann sind die m-dimensionalen offenen Zellen
von H fiir 0 < m < 2 durch alle entsprechenden Zellen der einzelnen Zusammenhangskom-
ponenten gegeben. Abkiirzend schreiben wir hier der Ubersicht halber [n] := {1,...,n}
fiir n € Ng.

Sei | € Ny die Anzahl der Locher Ly, ..., Ly von L. Zunéchst definieren wir S; := bd(L;) C
L fir i € [I] und Sy == bd(L) \ U,¢py Si- Da sich die Lécher von H nicht beriihren, las-

sen sich Sy, ..., S jeweils als disjunkte geschlossene Kurven darstellen. Wegen L € R?
konnen endlich viele Strecken S; = [z, v;] C L, z;,y; € L, i € [n}]\[l+1] fiir ein n} > 142



2.3 Innere Volumina

so gewahlt werden, dass sich erstens fiir [ +2 < i < j < n) die Strecken S; und S; nicht
in ihren relativen Inneren schneiden und zweitens L \ Uie[n,l 1S in nicht-leere, konvexe
und offene Zusammenhangskomponenten (F});cjn,) zerféllt. Die Elemente P, ..., P, der
nicht-leeren Schnittpunktmenge {P € L : iy WP € Si} = 2} werden nun als null-
dimensionale offene Zellen von L gewéhlt. Die Abschnitte der S;, i € [n}], die jeweils echt
zwischen zwei solchen Schnittpunkten liegen, bilden die ein-dimensionalen offenen Zel-
len (S])ic[n,]; sieche Abbildung 2.1. Da die Randstiicke Si, ..., S;41 jeweils moglicherweise
durch mehrere der Punkte (Pi)ie[no} unterteilt werden, gilt ny > n/. Die konvexen, offenen
Mengen Fj, i € [ns], bilden schliefilich die zwei-dimensionalen offenen Zellen. Zu zeigen
bleibt, dass diese ein- und zwei-dimensionalen offenen Zellen wohldefiniert sind.

Nach Satz X auf Seite 601 in [1] sind alle m-dimensionalen konvexen und kompakten
Mengen mit nicht-leerem Inneren zueinander homéomorph, m € N. Im Beweis in [1] wird
fiir eine beliebige solche Menge konkret ein Homéomorphismus auf die m-dimensionale
Einheitskugel angegeben, die nur den Rand der Menge auf den Rand der Kugel abbil-
det. Mit einer dhnlichen Konstruktion wie in [1] kann S;, @ € [ng], leicht durch einen
Homdomorphismus auf das Einheitsintervall [0,1] C R' abgebildet werden. Beriicksichti-
gen wir nun, dass Homoomorphismen abgeschlossen beziiglich Hintereinanderausfithrung
und Invertierung sind, folgt die Giiltigkeit der Eigenschaft (a), (i) von Definition 2.1 fiir
die oben definierten Zellen. Teil (ii) ergibt sich nun direkt aus der Konstruktion der Zellen.
Die Behauptung folgt schlieSlich mit Bemerkung 2.2. O]

Abbildung 2.1: 2-dimensionale Zusammenhangskomponente ohne und mit Zellzerlegung.
Rechts: 0- bzw. 1-dimensionale offene Zellen als schwarze Punkte bzw.
Linien

Da wir nun auf R? die Gleichheit Vy = V{ verwenden kénnen, bezeichnen wir die Euler-
Charakteristik im Folgenden nur noch mit V und kénnen zu ihrer Berechnung auch
Gleichung (2.3.5) verwenden. Die einfache Zellzerlegung eines H € R? wie in der vorigen
Konstruktion erméglicht allerdings noch keine praktikable Berechenbarkeit von V4, da
die Anzahlen ng,n; und ny der offenen Zellen nicht explizit angegeben werden konnten.
Unser Vorgehen ist nun, dass wir H in geeigenete Teile zerlegen, sodass diese auf eine
insofern ,,gutartige“ Weise verformt werden konnen, dass sich die Euler-Charakteristik
nicht dndert und leicht berechenbar wird. Dafiir benotigen wir weitere Grundbegriffe der
Algebraischen Topologie, wie sie zum Beispiel auf Seite 3 in [10] zu finden sind.



2 Grundlagen und Notationen

Definition 2.6. Seien X und Y topologische Rdume. Zwei stetige Abbildungen f,g :
X — Y heilen homotop, in Zeichen f ~ g, wenn es eine Homotopie zwischen ihnen gibt,
das heifit eine stetige Abbildung A : X x [0,1] — Y mit A(-,0) = f und A(-,1) = g.
Die Rdume X und Y sind vom gleichen Homotopietyp, wenn es eine Homotopiedquivalenz
zwischen ihnen gibt, das heifit eine stetige Abbildung f : X — Y, zu der es eine stetige
Abbildung g : Y — X derart gibt, dass go f >~ idx und f o g ~idy gilt.

Sei A C X ausgestattet mit der Teilraumtopologie. Eine Retraktion von X auf A ist eine
stetige Abbildung r : X — A mit r|4 = id4. Solch ein r heifit Deformationsretraktion, falls
r zuidy relativ A homotop ist, das heift es existiert eine Homotopie h : X x[0, 1] — X mit
h(-,0) =idx, h(-,1) = r und h(-,t)|4 = id4 fiir alle ¢ € [0, 1]. Falls eine (Deformations-)
Retraktion fiir (X, A) existiert, so heifit A ein (Deformations-)Retrakt von X.

Insbesondere ist jede Deformationsretraktion eine Homotopiedquivalenz. Die Euler-Cha-
rakteristik fiir CW-Komplexe ist unter solchen Abbildungen invariant, wie auf Seite 146
in [10] erklédrt wird.

Damit kénnen wir nun die zu Beginn des Abschnitts angesprochene Formel fiir die Euler-
Charakteristik im Fall d = 2 herleiten. Im Fall d = 1 ist die Argumentation sehr einfach.

Proposition 2.7. Es gilt

k(H HeR!

(H), € (2.3.6)
k(H)—I(H), HeR?
wobei k(H) jeweils die Anzahl der Zusammenhangskomponenten und [(H) die Anzahl der
Lécher von H angibt.

Beweis. Fir H = () gilt nach Gleichung (2.3.5) einfach V5(H) = 0. Sei also im Folgen-
den stets H # (. Im ein-dimensionalen Fall ergibt sich Vo(H) = k(H) direkt mit den
Gleichungen (2.3.4) und (2.3.1).

Fiir H € R? miissen wir wie im Beweis von Lemma 2.5 nur den Fall k(H) = 1 betrachten.
Der allgemeine Fall folgt dann durch Summierung iiber alle Zusammenhangskomponenten.
Wir fithren einer Idee von J. Horrmann folgend eine Induktion tiber [(H). Wenn H kein
Loch besitzt, wihlen wir einen Punkt a € H°. Die Menge {a} ist ein Deformationsretrakt
des CW-Komplexes H und damit gilt Vo(H) = Vp({a}) = 1.

Wir verwenden wie im Beweis von Lemma 2.5, dass wegen H € R? der Rand von H in
[(H) 4+ 1 disjunkte Zusammenhangskomponenten zerfillt, sodass die im Folgenden kon-
struierten Kurven existieren. Gilt nun [(H) = 1, so kann H mit einer stiickweise linearen
Kurve derart durchtrennt werden, dass die beiden entstehenden Stiicke H; und H,, in
denen die Kurve jeweils noch enthalten sei, jeweils wiederum in R2 liegen und damit nach
Induktionsanfang die Euler-Charakteristik 1 haben. Da der Schnitt aus zwei disjunkten
Teilen besteht, die jeweils wegen des Ergebnisses fiir d = 1 die Euler-Charakteristik 1
haben, folgt aus der Additivitat

Vo(H) = Vo(H1) + Vo(H2) — Vo(H1 N Hz) =14+1-2=0.
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2.4 Punkt- und Poissonprozesse

Abbildung 2.2: Zerlegung von H im Fall von zwei Léchern

Sei nun [(H) > 2. Ahnlich wie zuvor kann ein Teil H! von H, der genau ein Loch um-
schliefit, durch eine stiickweise lineare Kurve in H abgetrennt werden, wobei wiederum
die Kurve zu beiden entstehenden Stiicken H und H/, gehore, siehe Abbildung 2.2. Der
Schnitt von Hj und Hj ist also zusammenhéngend und wir erhalten mit der Additivitét,
der Induktionsvoraussetzung und dem Ergebnis fiir d = 1 die Behauptung durch

Vo(H) = Vo(Hi) + Vo(H3) = Vo(Hy N H3) =0+ (1= (I(H) = 1)) =1 =1-1I(H). O

Bemerkung 2.8. (a) Die Einschriinkung auf R? bei Formel (2.3.6) dient nur der Ver-
einfachung ihres Beweises und stellt keinen Zweifel an der Giiltigkeit dieser Formel
fiir alle Mengen in R? dar. Durch eine #hnliche, aber kompliziertere Beweisfiihrung
diirfte die Aussage auf ganz R? ausgeweitet werden kénnen.

(b) Es scheint, dass die Gleichungen (2.3.6) nur die einfachsten Félle von Formeln fiir
endlich-dimensionale Mengen darstellen, bei denen die Euler-Charakterisitiken jeweils
durch alternierende Summen gegeben sind. Im drei-dimensionalen Fall stellt sich die
entsprechende Formel durch

Vo(H) = k(H) — h(H) +I(H), HeTR? (2.3.7)

dar, wobei h(H) die Anzahl der Henkel von H ist. Mit der Anzahl der Henkel einer
Zusammenhangskomponente von H ist die maximale Anzahl disjunkter Schnitte von
H gemeint, sodass H ohne diese Schnitte noch zusammenhingend ist. Ubung 7 auf
Seite 149 in [26] besagt in dhnlichem Zusammenhang, dass jeder Henkel die Euler-
Charakteristik um 1 reduziert. Durch eine Konstruktion der offenen Zellen analog
zum Beweis von Lemma 2.5 und von Trennlinien und -flichen analog zum Beweis der
Proposition 2.7 kann die Formel (2.3.7) bestétigt werden, wir verzichten aber auf eine
ausfiihrliche Diskussion.

2.4 Punkt- und Poissonprozesse

In diesem Abschnitt geben wir die spéter verwendeten Begriffe und Aussagen aus der
Theorie der Punktprozesse und insbesondere der Poissonprozesse an. Wir folgen dabei
dem Buch [18] von G. Last und M. Penrose. Nur die Definitionen beziiglich Poissonschen
Partikelprozessen am Ende von Unterabschnitt 2.4.2 sind dem Buch [33] von R. Schneider
und W. Weil entnommen.

11



2 Grundlagen und Notationen

Alle im Folgenden erscheinenden zufilligen Objekte seien auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (€2, 4, P) definiert. Den Erwartungswert beziiglich P bezeichnen wir mit E. Wir
fixieren einen messbaren Raum (X, X).

2.4.1 Punktprozesse

Wir definieren N (X) = IN_, als den Raum aller MaBe p auf X, sodass u(B) € Ny fiir
alle B € X gilt, und IN(X) = IN als den Raum aller Mafle auf X, die durch eine abzéhlbare
Summe von Maflen aus IN_,, gegeben sind. Ein Mafl v auf X heiflt s-endlich, wenn es
die abzdhlbare Summe von endlichen Maflen ist. Insbesondere ist jedes Element von IN
s-endlich. Eine abzéhlbare Summe von s-endlichen Maflen ist wieder s-endlich. Ein Maf}
v auf X heifit o-endlich, wenn es eine Folge B, € X, n € N, gibt mit der Eigenschaft
B, 1 X und v(B,) < oo fiir alle n € N. Jedes o-endliche Ma$ ist s-endlich.

Mit M(X) = N bezeichnen wir die o-Algebra auf IN, die von den Mengen {y € IN : u(B) =
k} fir B € X und k € Ny erzeugt wird.

Ein Punktprozess auf X ist ein Zufallselement in (N, N), das heifit eine messbare Abbil-
dung 7 : © — IN. Wenn 7 ein Punktprozess auf X und B € X ist, bezeichnen wir mit 7(B)
die Abbildung Q 3> w +— n(w, B) := n(w)(B), die messbar und somit eine Zufallsvariable
ist. Die Verteilung eines Punktprozesses  auf X ist das Wahrscheinlichkeitsmafl P, auf
(N, N), das durch A — P[n € A] gegeben ist. Haben zwei Punktprozesse 7y, 1, die gleiche

Verteilung, schreiben wir 7, 4 No.

Das Intensitdtsmaf§ A eines Punktprozesses n auf X ist definiert durch
AB) :=E[n(B)], BelX. (2.4.1)

Die Eigenschaften des Erwartungswerts stellen sicher, dass das so definierte A\ tatséchlich
ein Ma#f ist.

Seien B ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf X, m € N und Xj,..., X,, unabhéngige Zufalls-
elemente in X mit Verteilung B. Dann ist

n::6X1+~-+5Xm

ein Punktprozess auf X und wird Binomialprozess mit Parametern m und B genannt. In
diesem Fall ist das Intensitdtsmafl von 1 gegeben durch mB.

2.4.2 Poissonprozesse

Eine Zufallsvariable Z ist Poisson-verteilt mit Parameter v € (0, co), falls
Nk
]P)[Z = k] = eﬂy, ke No,

gilt. Wir erweitern diese Definition auf die Félle v = 0 und v = oo, indem wir im ersten
Fall P[Z = 0] = 1 und im zweiten Fall P[Z = oo] = 1 setzen. Fiir alle Wahlen von
v € [0, 00] schreiben wir dann kurz Z ~ Po(y) und erhalten E[Z] = .

12



2.4 Punkt- und Poissonprozesse

Im aktuellen Unterabschnitt 2.4.2 sei \ stets ein s-endliches Mafl auf X. Ein Poissonprozess
mit Intensitdtsmaf A ist ein Punktprozess n auf X mit den folgenden beiden Eigenschaften:

(a) Fir jedes B € X gilt n(B) ~ Po(A(B)).
(b) Fiir m € N und paarweise disjunkte Mengen By, ..., B, € X sind die Zufallsvaria-
blen n(By),...,n(B,,) unabhingig.

Wenn 7 ein Poissonprozess mit Intensitdtsmafl A ist, schreiben wir auch kurz
n ~ Po(\).

Ein Poissonprozess n ~ Po(\) erfiillt insbesondere E[n(B)] = A(B), B € X, sodass die
Definition von Poissonprozessen konsistent mit (2.4.1) ist.

Sei n ein Punktprozess auf X. Dann besagt die Mecke-Gleichung (Joseph Mecke, 1938-
2015), dass n ~ Po(\) genau dann gilt, wenn

E[ /X Fla,n) n(dx)] - /X E[f(x,n+ 6,)] A(dz) (2.4.2)

fir jede messbare Funktion f : X x IN — [0, 00) erfiillt ist. In diesem Fall gilt (2.4.2) auch
fiir jede messbare Funktion f: X x N — R, die [E[|f(z,n+ 6,)|] A(dz) < oo erfiillt.

Es gibt einen Poissonprozess n auf X mit Intensitédtsmafl A, der die Darstellung

n=Y dx, (2.4.3)
n=1

mit geeigneten Zufallselementen X;, Xs,... in X und einer Ny U {oo}-wertigen Zufalls-
variable k besitzt. Jeder andere Poissonprozess mit Intensitdtsmafl A besitzt die gleiche
Verteilung wie 7. Da wir uns in dieser Arbeit bei der Untersuchung von Poissonprozessen
nur mit Fragen beschiftigen, die durch die Verteilung solcher Prozesse bestimmt werden,
konnen und werden wir stets davon ausgehen, dass ein Poissonprozess 7 in der Form
(2.4.3) gegeben ist. Dabei nennen wir die Zufallselemente X,, Punkte von 7.

Sei X im Rest von diesem Unterabschnitt 2.4.2 stets ein metrischer Raum mit Metrik p
und Borelscher o-Algebra X. Insbesondere gilt {z} € X fiir alle x € X. Bei einem Maf
p € IN schreiben wir « € p, falls u({z}) > 0 gilt. Die Menge aller z € R, fiir die in diesem
Sinne x € p gilt, bezeichnen wir als supp(u). Eine Menge B C X heifit beschrankt, wenn
sie entweder leer oder ihr Durchmesser

diam(B) := sup{p(z,y) : z,y € B}

endlich ist. Ein Mafl v auf X nennen wir lokal-endlich, wenn es auf allen beschrinkten
Mengen endlich ist. In diesem Fall ist v insbesondere o-endlich. Ein Mafl v auf X heift
diffus, wenn v({z}) = 0 fiir alle € X gilt, und ein Mal p € N mit p({z}) < 1, z € X
wird einfach genannt. Die Menge aller lokal-endlichen einfachen Mafle ist messbar. Ein
Punktprozess ist einfach, wenn er fast sicher lokal-endlich und einfach ist. Falls A sogar
lokal-endlich ist, gilt, dass 1 genau dann einfach ist, wenn A diffus ist.
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2 Grundlagen und Notationen

Wenn 7 ein Poissonprozess auf 'F?¢ mit der Eigenschaft P[n('F?\ 'C%) = 0] = 1 ist, heifit
1 Poissonscher Partikelprozess. In diesem Fall nennen wir die Punkte von n Partikel. Sei
nun X € {R4,’F?}. Fiir y € R? definieren wir auf N die Translation 6, durch

O,u(B) == (B +y), peN, BeBX),

wobei fir B € B('F¢) aufbauend auf (2.1.1) die Definition B +y := {F +y : F € B}
verwendet wird. Der Poissonprozess n auf X heifit nun stationdr, falls n £ 0,n fir alle
y € R? gilt.

Sei A\ ein lokal-endliches Mafl auf R?. Der Poissonprozess n ~ Po()\) ist genau dann
stationdr, wenn A = vy fiir ein v > 0 gilt. In diesem Fall heifit v die Intensitdit von 7.

2.4.3 Die Kovarianzgleichung

In diesem Unterabschnitt seien (X, X) wieder ein allgemeiner messbarer Raum, A ein
o-endliches Maf auf X und n ~ Po(\) wie in (2.4.3) gegeben.

Seien 0 <t <1 und Y7,Y5,... eine von n unabhéngige Folge von unabhéngigen Zufalls-
variablen mit Verteilung (1 — ¢)dp + ¢6;. Definieren wir damit den Punktprozess

§ = Z 5(Xn,Yn)7
n=1

so heifit n;, := &(- x {1}) eine t- Verdiinnung von n. Der Prozess n, wird also dadurch aus n
gewonnen, indem jeder Punkt von 7 unabhéngig von allen anderen Zufallselementen mit
Wahrscheinlichkeit ¢ behalten und sonst entfernt wird. Dabei gilt 7 ~ Po(t\).

Von fundamentaler Bedeutung bei der Herleitung von Konzentrationsungleichungen in
dieser Arbeit ist der sogenannte Differenzenoperator. Fiir ein Element z € X und eine
messbare Funktion f: IN — R ist er gegeben durch

Manchmal werden wir den iterierten Differenzenoperator D,, D,, f := D, (D, f), x1,22 €
X, betrachten. Weil (p, ) — p + 6, messbar ist, sind die Abbildungen (u,z) — D, f (1)
und (u, z1,x9) — Dy, Dy, () ebenfalls messbar.

Wir nennen eine Zufallsvariable F' ein Poissonfunktional, wenn es eine messbare Abbildung
f:IN — R gibt, fiir die fast sicher F' = f(n) gilt. Jedes solche f heiit ein Reprdisentant
von F'. In diesem Fall definieren wir

D, F:=D, f(n) und D, D,F:=D,D,f(n), x,r€X

Wegen der Mecke-Gleichung hiingen diese Definitionen fast sicher fiir A\*-fast alle (1, z3)
nicht vom gewéhlten Représentanten f ab. Wir nennen ein Poissonfunktional mit Re-
prasentant f wachsend, falls D, f(u) > 0 fiir alle x € X und p € N gilt. Das Funktional
F heiit fallend, wenn —F wachsend ist.
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2.4 Punkt- und Poissonprozesse

Fiir p > 0 bezeichne L den Raum aller Poissonfunktionale F, die E[|F|P] < oo erfiillen.
Fiir ein Poissonfunktional F' € L}7 mit Repréasentant f definieren wir

RF = [ Blftn+ ) 0 Taon(di), ¢ €(0.1),

wobei Iy, die Verteilung eines Poissonprozesses mit Intensititsmafl N’ bezeichne. Auch die
Definition von P, F héngt im Sinne von fast sicherer Gleichheit nicht von f ab. Dariiber
hinaus konnen wir fiir jedes ¢t € [0, 1] einen solchen Représentanten von P,F' wihlen, dass
P,F als gemeinsame Funktion von ¢ € [0, 1] und dem unterdriickten w € € messbar ist.
Es gilt die Ungleichung E[|P.F|?] < E[|F|?], t € [0,1].

Fiir ein Poissonfunktional F' € L?? haben wir damit eine Abbildung DF : Q x X — R,
die durch (w,z) — (D, F)(w) gegeben ist. Die Forderung DF € L*(P ® \) bedeutet also
E[ [ (D.F)? A(dz)] < oc.

Damit kénnen wir die Kovarianzgleichung, siche Theorem 20.2 in [18], wiedergeben, die wir
als Ausgangspunkt fiir neue allgemeine Konzentrationsungleichungen verwenden werden:

Fir F = f(n),G = g(n) € L} mit DF, DG € L*(P® \) gilt
1
E[FG] — E[F]E[G] :IE[ / / (D,F)(P,D,G) dt)\(da:)]
x Jo
Wir vereinfachen diese Kovarianzgleichung noch insofern, als wir im Faktor P,D,G die
Bedingung auf 1 entfernen: Wegen E[(P,D,G)?| < E[(D,G)?], z € X, t € [0,1], und DG €

L3 (P ® \) folgt fol Jx E[(PD,G)?*] AN(dz) dt < co. Da auch fol Jx E[(D,F)?] M(dz) dt < oo
gilt, erhalten wir mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

/OIAE[!(DmF)(PtDmG)I]A(d:c) dt < 0.

Verwenden wir die Darstellung P,.D,G = E[D,g(n: + n,_,) | n], wobei n;_, ~ Po((1 —t)\)
unabhéngig vom Paar (n,7;) sei, ergibt dies

| [ELBD gt -+ i) 1] Ada)de < (2.4.4)

Also koénnen wir nach dem Satz von Fubini auf der linken Seite von (2.4.4) nach Strei-
chung der Betragsstriche den dufleren Erwartungswert und die beiden Integrale beliebig
vertauschen. Aus den Eigenschaften des bedingten Erwartungswerts folgt somit

6] - BIFIEIG) = | [ BIRIDLFN .ot + ) ] i A(ae)
= [ [ DY 4 )
-1/ E[0.F) | Do+ 0 Tiacond)] e M)
— g /X /0 (D.F) /}N Dagln + ) o (dpe) de A(d)]. (245)
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2 Grundlagen und Notationen

2.5 Modelle in der Stochastischen Geometrie

Wir stellen nun zwei der am intensivsten untersuchten Modelle der Stochastischen Geo-
metrie vor. Bei der Definition des Booleschen Modells folgen wir im néchsten Abschnitt
der Darstellung in [17]. Die enthaltenenen Aussagen werden in [33] bewiesen. Der Leser
moge beim Nachschlagen beachten, dass in [18] und damit in der vorliegenden Arbeit
eine andere Definition des Begriffs ,lokal-endlich“ verwendet wird als in [33]. Eine Samm-
lung von Verweisen auf Literatur, die praktische Anwendungen des Booleschen Modells
préasentieren, ist zum Beispiel in der Einleitung von [13] zu finden.

2.5.1 Das Boolesche Modell

Sei 1 ein stationdrer Poissonscher Partikelprozess mit einem Intensitdtsmafl A # 0, das
endlich auf kompakten Mengen (beziiglich der Fell-Topologie) ist. Diese Eigenschaft ist
dquivalent dazu, dass

A{KeC":KnC#0}) <o, CecC,

gilt. Insbesondere ist A lokal-endlich beziiglich der Hausdorff-Metrik. Dann gibt es eine
Zahl v > 0 und ein Wahrscheinlichkeitsmafl Q auf C¢, sodass

AC) zv/Cd /Rd]l{Kere 3} dz Q(dK) (2.5.1)

gilt. Dabei sind die Intensitit v und die Kornverteilung Q eindeutig bestimmt. Ein Zu-
fallselement Zy mit Verteilung Q nennen wir typisches Korn von n. Ein Wahrscheinlich-
keitsmafl Q' auf C¢ ist die Kornverteilung eines stationiren Partikelprozesses genau dann,
wenn

/d (K + B(0,1) Q(dK) < 00, >0, (2.5.2)

gilt. Bezeichnen wir mit 7, das typische Korn beziiglich der Formverteilung Q, dann
schreibt sich die Ungleichung (2.5.2) als

E[)\d(Zo + B(O,t))] <oo, t>0.

Nun definieren wir eine Abbildung auf IN(C?) durch
Z(p) = | K.
Kep

falls 1 lokal-endlich beziiglich der Hausdorff-Metrik ist und anderenfalls Z(u) := (). Die
Abbildung ;1 + Z(p) bildet in den Raum F¢ ab und ist messbar, siche Theorem 3.6.2 in
[33]. Das Boolesche Modell ist nun durch Z = Z(n) gegeben, das heifit wir betrachten die
zuféllige Vereinigungsmenge

Z=|]JK

Ken
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2.5 Modelle in der Stochastischen Geometrie

Abbildung 2.3: Ausschnitt des Booleschen Modells mit konvexen und kompakten Kornern.

Das Boolesche Modell ist ein Beispiel der allgemeiner definierten Klasse der sogenannten
Keim-Korn-Modelle. Ohne diese in voller Allgemeinheit wiederzugeben, nehmen wir dies
zum Anlass, die Mengen K € 1 als Kdrner von Z zu bezeichnen.

Fiir den Volumenanteil p := P[0 € Z] des Booleschen Modells Z mit Intensitat « und
typischem Korn Z; gilt

E\(Z N B)] = pa(B) = (1 — e 7EM@IN\(B), B e B(RY). (2.5.3)

2.5.2 Das Poisson-Voronoi-Mosaik

Das Voronoi-Mosaik definieren wir wie in [33]. Wir betrachten die Menge INo(R?) der lokal-
endlichen einfachen Mafe p € IN(R?), die conv(supp(p)) = R? erfiillen. Fiir u € No(R?)
und = € p sei das Polytop

Clp,z) ={zeR’: |lz—z| < |lz—y| Vy € u}
die Voronoi-Zelle von x und
m(p) = {C(p,x) : v € p}

das von p erzeugte Voronoi-Mosaik. Fiir p € N\ INg und alle z € R? setzen wir C(p, ) =
0. Seien u € Ny, x € p, C = C(u,x) eine feste Voronoi-Zelle und {z1,...,7,} € R? eine
minimale Menge, deren konvexe Hiille gleich C' ist. Die Voronoi-Flower S(u,z) der Zelle
C ist gegeben durch J;_, B(x;, ||z; — xl]).

Abbildung 2.4: Ausschnitt eines Poisson-Voronoi-Mosaiks. (Grafik von Michael Klatt.)
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2 Grundlagen und Notationen

Sei 7 ein stationdrer Poissonprozess auf R? mit Intensitéit v > 0. Die typische Voronoi-Zelle
definieren wir nun durch eine komprimierte Fassung der zugehorigen Begriffsbildungen in
[18]: Eine Palmsche Version n° von 7 ist ein einfacher Punktprozess mit Verteilung

PO() := P+ € -).

Wir definieren
OO(/“L) = C(/“L + 5070)7 [IBS ]N07

und Co(p) = {0} fir p € N\ INy. Dann besitzt Cy(n) die Verteilung der typischen
Voronoi-Zelle, zum Hintergrund dieses Begriffs verweisen wir auf [18] oder [33].

18



3 Allgemeine
Konzentrationsungleichungen

Als grundlegenden Ansatz zur Herleitung einer Konzentrationsungleichung verwenden wir
stets die Markov-Ungleichung nach einer speziellen Umformung der betrachteten Unglei-
chung. Eine Konzentrationsungleichung fiir den oberen Tail einer integrierbaren Zufalls-
variable Y gewinnen wir durch das folgende Vorgehen:

(1) Fiir r > 0 und s = s(r) > 0 gilt

E[es(Y —END)]
Py —E[Y] > r] =P[s(Y —E[Y]) > sr] = P’ *0V > e <
657'
und damit fiir jedes r > 0 die Ungleichung
R[es(Y —EM])
PY —E[Y] > r] < inf u. (3.0.1)
s>0 es”
Analog erhélt man einen Ansatz fiir den unteren Tail durch
Ele—s(Y—E[])
P[Y —E[Y] < —r] = inf Ple *V"END > ¢57] < inf M, r>0. (3.0.2)

$>0 $>0 es”

Die rechte Seite von (3.0.1) beziehungsweise von (3.0.2) wird geméaf ihrer erstmaligen
Betrachtung in dieser Form in [6] als Chernoff-Schranke bezeichnet.

Bemerkung 3.1. Setzt man 1(s) = logE[eY"E0D] s > 0, (die kumulantenerzeu-
gende Funktion von Y — E[Y]) und betrachtet man die (modifizierte) Fenchel-Legendre-
Transformierte 1*(r) := sup,.o(sr—(s)), r > 0, so gilt P[Y —E[Y] > r] < exp(—¢*(r)),
vergleiche Seite 21 in [4]. Diese grundlegende Begriffsbildung aus der Theorie der Konzen-
trationsungleichungen und Grofien Abweichungen soll zumindest hiermit erwdhnt werden,
auch wenn wir im Weiteren nicht direkt mit diesem Begriff arbeiten werden.

(2) Wenn der iiblicherweise unbekannte Wert E[eS(Y_E[YD} in einem zweiten Schritt mit
einer geeigneten Funktion f nach oben durch exp(f(s)) abgeschitzt wird, stellt sich
(3) zuletzt die Aufgabe der Minimierung von f(s) — sr und Einsetzen des fiir s erhal-
tenen Werts in (3.0.1) beziehungsweise (3.0.2).

Bevor wir in den folgenden drei Abschnitten verschiedene Methoden présentieren, ex-
plizite Konzentrationsungleichungen fiir zuerst Binomial- und dann Poissonfunktionale
herzuleiten, stellen wir ein Hilfsmittel vor, das im weiteren Verlauf in verschiedenen Vari-
anten verwendet wird. Die Methode von Herbst wurde erstmals in [7] verwendet und dort
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3 Allgemeine Konzentrationsungleichungen

einem unverdffentlichten Brief von I. Herbst zugeschrieben. Proposition 6.1 in [4] stellt die
einfachste Variante der Methode von Herbst vor. Da diese Variante den Kern der Methode
illustriert und spéter auch so verwendet wird, geben wir sie mitsamt des Beweises wieder.

Definition 3.2. Die Entropie einer Zufallsvariablen Y > 0 mit endlichem Erwartungswert
ist gegeben durch
Ent(Y) :=E[Y log(Y)] — E[Y]log E[Y].

Lemma 3.3. (Methode von Herbst, Variante I)
Seien c,s > 0 und Y eine Zufallsvariable mit E[e®Y] < oo und
Ent(e*) u?
————<c¢—, O<u<s.
Eie] <co u<s

Dann gilt
2

logE[ s(Y—E[ D} < c%.

Beweis. Sei 0 < u < s. Setze h(u) := < log E[e"Y]. Es gilt nun

E[Ye"] logEle*Y]  Ent(e*Y)

1
R (u) = — = < - 3.0.3
() uE[e"Y] u? u?ElevY] 2" ( )
Nun bemerken wir, dass
d E[Ye"Y]
limh(u) = —logE[e"]] =-——r| =E[Y
1}?3 (u) du og E[e™] u=0 E[e®Y] lu=0 [¥]
gilt und erhalten damit h(s) = E[Y]+ [J #/(u) du. Zusammen mit (3.0.3) folgt daraus
1 sy 1
B logE[e* ]| <E[Y] + 58
und schliefllich
log E[e*FMD] = log E[e*”] — sE[Y] < % O

Die Betrachtung der Entropie wird bei den Konzentrationsungleichungen in den Abschnit-
ten 3.1 und 3.2 eine entscheidende Rolle spielen. Dagegen benotigen wir fiir die Resultate
in Abschnitt 3.3 Abschiitzungen fiir E[Ye*¥] und dementsprechend andere Varianten der
Methode von Herbst, von denen wir nun die einfachste angeben, vergleiche mit dem Beweis
des Theorems 1 in [15].

Lemma 3.4. (Methode von Herbst, Variante II)
Seien c,s > 0 und Y eine Zufallsvariable mit E[e®Y] < oo und

E[Ye"]
WSE[Y]+CU, O<'U/§8

Dann gilt
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3.1 Funktionen von unabhédngigen Zufallsvariablen

Beweis. Sei 0 < u < s. Mit der Definition h(u) := log E[e"Y] gilt

EYe?] E[Y] + cu. (3.0.4)

"= e

Wegen lim, o h(u) = 0 erhalten wir h(s) = [; h/(u) du. Zusammen mit (3.0.4) folgt daraus

logE[e*Y] < sE[Y] + =,

also

2
logE[es(Y_E[Y])} < %c. O]

3.1 Funktionen von unabhangigen Zufallsvariablen

In diesem Abschnitt geben wir allgemeine Konzentrationsungleichungen fiir Funktionen
von unabhéngigen Zufallsvariablen wieder, die wir in Abschnitt 4.1 auf Volumen, Ober-
fliche und Euler-Charakteristik einer passenden Variante des Booleschen Modells anwen-
den konnen. Die Konzentrationsungleichungen stammen im Wesentlichen aus den Arbei-
ten [25] von C. McDiarmid und [3] von S. Boucheron, G. Lugosi und P. Massart.

Seien m € N, X;,..., X, unabhéngige Zufallsvariablen mit Werten in einem messbaren
Raum S und f: 8™ — R eine messbare Abbildung, sodass

Y= f(X1,..., Xpm)

integrierbar ist. Zur Untersuchung der Verteilung der Zufallsvariable Y benutzen wir eine
unabhingige Kopie (X7,..., X/ ) von (X,...,X,,) und setzen

YO = (X1, Xict, X0 X1, Xom), 1<i<m. (3.1.1)

Zuerst geben wir Lemma 1.2 in [25] wieder. Die entscheidende Voraussetzung (3.1.2) wird
als Figenschaft der beschrinkten Differenzen bezeichnet.

Satz 3.5. Fulls Konstanten cy,...,c, > 0 existieren, sodass
|f<l‘1,...,l‘m) — f(.’lfl,...,$i,1,x;,$i+1,...,xm)| S C;, xl,...,azm,x; & S, 1 S ) S m,
(3.1.2)
erfillt ist, gilt
2 2
PllY —E[Y]| > r] < 2exp<—+2>, r>0. (3.1.3)
> i1 G

Bemerkung 3.6. Tatsdchlich wird in [25] eine stérkere Aussage bewiesen, nédmlich die
getrennte Abschitzung beider Tails jeweils durch exp(—2r?/ 3", ¢7). Entsprechendes gilt
fiir alle Aussagen, die wir mithilfe von (3.1.3) beweisen.
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3 Allgemeine Konzentrationsungleichungen

In vielen Féllen ist die von McDiarmid geforderte Eigenschaft der beschrénkten Differen-
zen jedoch zu strikt. In [3] stellen Boucheron, Lugosi und Massart verschiedene Varianten
von schwécheren Voraussetzungen vor, unter denen andere Konzentrationen als in Satz 3.5
bewiesen werden kénnen. Ausgangspunkt fiir ihre Untersuchungen ist Lemma 8 in [24] von
Massart, das sie leicht modifiziert als Proposition 10 in [3] wie folgt (ohne Nennung der Be-
dingung an den Paramter s) unter der Bezeichnung Logarithmische Sobolev-Ungleichungen
wiedergeben: Fiir alle s € R mit E[e*¥] < co gelten die Ungleichungen

Ent(e®) < iE[esyw(—s(Y —YO)1{Y > Y] (3.1.4)
und .
Ent(e”) <> E[e™y(s(Y? —v)1{y < Y}], (3.1.5)

wobei 1(z) := z(e” — 1). Wir nennen (3.1.4) und (3.1.5) im Folgenden etwas kiirzer Log-
Sobolev-Ungleichungen. Aus diesen Ungleichungen folgern die Autoren in [3], dass auch
nicht-deterministische Abschéitzungen der Zufallsvariablen

v = E[Z (Y = YOIy > vD} | Xy, .. ,Xm} (3.1.6)

=1

und .
v = E[Z (V= YOV1I{y < YD} | Xy, .. ,Xm} (3.1.7)

i=1
zu Konzentrationsungleichungen fiir den oberen beziehungsweise unteren Tail von Y
fithren. Wir erinnern hier daran, dass fiir unabhéngige Zufallsvariablen T, 7T, und eine
messbare Funktion g : R* — [0,00] die Gleichung E[g(T1,T2) |T1] = [, 9(T1,t) Py (dt)
gilt. Die Konzentrationsungleichungen in [3] basieren auf dem dortigen Theorem 2, das
wir nun wiedergeben.

Satz 3.7. Fir alle 0 > 0 und s € (0,1/0) gelten im Fall der Endlichkeit der folgenden
Erwartungswerte die Ungleichungen

logE[es(YE[Y])]SiglogE[esvé”/@]

1—35

und 0
log]E[e_s(Y_Em)} < . i elogE[eSV;)/g}. (3.1.8)

—s

Zunichst kann leicht eingesehen werden, dass im Falle der Abschétzung von VE(;F) bezie-

hungsweise von Vé_) durch eine Konstante der Satz 3.7 noch keine Verbesserung gegeniiber
Satz 3.5 darstellt, wenn man die Abschédtzung mit der Chernoff-Schranke kombiniert.
Falls jedoch VE(;F) und VE(;_) durch geeignete Zufallsvariablen abgeschétzt werden konnen,
ergeben sich interessante neue Resultate. Von besonderem Interesse im Hinblick auf die
Anwendung auf eine modifizierte Version des Booleschen Modells sind dabei die Séatze 5
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3.1 Funktionen von unabhédngigen Zufallsvariablen

und 8 in [3], die Aussagen iiber den oberen Tail der Verteilung von Y treffen. Wir geben
diese Aussagen nun ergéinzt um die notwendigen Momentenbedingungen in den folgenden
Sétzen 3.8 und 3.9 in den jeweiligen Teilen (a) wieder und erweitern sie jeweils in (b)
um analoge Aussagen fiir den unteren Tail, wobei wir die Beweise der jeweiligen Teile (b)
ausfithren. Die Momentenbedingungen von Satz 3.8 ergeben sich aus Lemma 11 in [3],
das in den Beweisen fiir beide Tails verwendet wird. Zumindest die im folgenden Satz 3.8
genannte Aussage fiir den unteren Tail war den Autoren von [3] offenbar bekannt, da sie
im dortigen Lemma 11 genau die dafiir bené6tigte elementare Ungleichung bereitstellen:
Fir a,c >0 und 0 < r < ¢/a gilt

2 2

{ CS } >
Ssu Sr — —
b 1+s Ac

(3.1.9)

Satz 3.8. Seien a >0 und b > 0.
(a) Seir > 0. Es gelte E[e"Y] < oo fiir alle 0 <u < (1 — (1+ m)flﬂ)/a und fast
sicher Véﬂ <aY +0b. Dann qilt
2

PY —E[Y] > r] <exp < T LEY] i4b n 2ar>' (3.1.10)

(b) Sei 0 <r <E[Y]. Es gelte E[e™Y] < oo fiir alle 0 < u < ((1 — ﬁ)_l/z —1)/a
und fast sicher Véf) <aY +b. Dann gilt
2

PY —E[Y] < —r] <exp < - m>

Beweis. Teil (a) ist als Theorem 5 in [3] bewiesen. Analog dazu zeigen wir die Aussage
von Teil (b). Seien s > 0 und 0 < u < s. Mit (3.1.5), der Abschétzung x(e® — 1) < x? fiir
x < 0 und der Voraussetzung erhalten wir

Ent(e™") Z eV Y(—u(Y® - V) U{Y < YD}

<u Z e (YD - v)1{Y < YO} = 2E[e V]

Definieren wir h(u) := —1 logE[e_“Y], ergibt dies
E[Ye ] logE[e’“Y} Ent(e~*Y) E[Ye ]
/ — _ i
W) = E[e™] T w2 wEew] S “Eew] - B

Wegen lim, o h(u) = E[Y] gilt h(s) = E[Y]+ [; I'(u) du. Zusammen mit der Ungleichung
(3.1.11) ergibt dies

h(s) > E}Y] — /08 (a% + b) du =E[Y] + alogE[e™] — bs
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3 Allgemeine Konzentrationsungleichungen

und damit
logE[e ] < —sE[Y] — salogE[e™*"] + bs”.
Daraus folgt
logE[e ] < (—=sE[Y] +bs")/(1 + sa)

und durch weitere Umformung

2

log E[e™] + sE[Y] < (aE[Y] + b)——.

Mit der Chernoff-Schranke folgt daraus

E[e—s(Y—]E[Y])] 52
PY —E[Y] < —r] <inf ———— = <infexp ((a]E[Y] +b) - 37’)
5>0 esT 5>0 1+ sa
2
s
< - — (aE[Y]+ b :
<o (—sup {or = (0B +0) = )

Nun kénnen wir fiir 0 < r < E[Y] die Abschéatzung (3.1.9) anwenden, womit die Behaup-
tung bewiesen ist. O

Satz 3.9. Sei M > 0 eine Zufallsvariable und es gelte f > 0.

(a) Es sei VE(;L) < MY fast sicher erfiillt. Dann gilt fiir alle « > 0 und § € (0,1/«) mit
E[e#M/%] < oo:

PY —E[Y] > r] <exp (1 iyﬁa/g log (E[exp (%\4)}) —Bz1> : r >0,

wobei z1 = z1(r) :== \/E[Y] + 1 — /E[Y] ist.
(b) Im Fall Véf) < MY gilt fiir alle a« > 0 und B € (0,1/a) mit E[e®M/?] < co:

PY-E[Y] < —r] < exp (1 " log (E[exp (BTMﬂ) - 522> : 0 <r<E[Y],

wobei zo = z(r) == —/E[Y] —r + E[VY] ist.

Beweis. Teil (a) ist durch Theorem 8 und den anschliefenden Hinweis in [3] bewiesen.
Zum Beweis von Teil (b) erhalten wir fiir > 0 &hnlich wie auf Seite 1588 in [3]:

PY —E[Y] < —r] =P[VY < VEY] - 7] =P[VY < % + E[VY]]
—P[VY —E[VY] < —2] = P[e #VV VD > ¢822]
< E[e PVY-BVYD] =Bz (3.1.12)

Nun definieren wir Vé_) durch die rechte Seite von (3.1.7), wobei wir dort ¥ durch vY°
und Y@ durch VY ® ersetzen. Es gilt also

V) 1{y >0} :E[i (VY = VYD)’ 1{0 < VY < VY @} | Xl,...,Xm]. (3.1.13)

i=1
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3.2 Poissonfunktionale und die Log-Sobolev-Ungleichung

Fiir Zahlen 0 < a < b gilt (a — b)? < (% — —) Durch Anwendung dieser Abschitzung

auf (3.1.13) folgern wir analog zum Beweis von Theorem 8 in [3]:

)-]1{Y>O}§E[é<\/_ \/_)]1{O<Y<Y(i)}]X1,...,Xm}
:E[iylm(y YOP1{0 <Y < YOI | Xy, X
<1{y _>o} E[i ]1{Y<Y<}1X1,...,Xm}
:]l{Y>O}?VB_Z |

Deshalb gilt auf dem Ereignis {Y > 0, VE(;_) <M Y} die Ungleichung f/é_) < M. Aufer-
dem folgt auf dem Ereignis {Y = 0, VE(;_) <MY} ={Y =0, VE(;_) = 0} direkt aus der
Definition Vé_) = 0. Da VL(?—) < MY fast sicher erfiillt ist, gilt also nach diesen beiden

getrennten Beobachtungen auch VE(;_) < M fast sicher. Mit obiger Abschétzung (3.1.12)
und Ungleichung (3.1.8), angewendet auf v/Y, folgt nun die Behauptung. ]

3.2 Poissonfunktionale und die Log-Sobolev-Ungleichung

In [34] entwickelt L. Wu eine sogenannte modifizierte Logarithmische Sobolev-Ungleichung
fiir Poissonprozesse, die sich als ein méchtiges Hilfsmittel zur Herleitung von Konzen-
trationsungleichungen fiir Poissonfunktionale erweist. Wir werden ohne Verwechslungs-
gefahr wie in Abschnitt 3.1 die Abkiirzung Log-Sobolev-Ungleichung verwenden. Dazu
stellt Wu erste Moglichkeiten vor, wie daraus Konzentrationsungleichungen hergeleitet
werden konnen. In [5] zeigen S. Bachmann und G. Peccati, wie sich durch das Ubertragen
der Methoden in [3] auf Poissonfunktionale viele weitere Varianten von Konzentrations-
ungleichungen gewinnen lassen. Auflerdem verallgemeinern Bachmann und Peccati die
Log-Sobolev-Ungleichung von Wu durch eine insofern flexible Anwendung der Mecke-
Gleichung, als in Satz 3.10 die Menge I beliebig gewéhlt werden kann. Wir geben nun
diese verallgemeinerte Log-Sobolev-Ungleichung an.

In diesem Abschnitt 3.2 sei stets (X, X') ein messbarer Raum, wobei X" einen abzdhlbaren
Erzeuger besitze, und A\ # 0 ein o-endliches Mafl auf X. Darauf aufbauend sei (N, N)
wie in Abschnitt 2.4 definiert. Nun sei  ~ Po()\). Weiter sei F' ein Poissonfunktional mit
Représentant f. Fiir eine messbare Teilmenge I C X x IN, x € X und p € IN wird

DIF() i= (Do f (1)) - 1{(w, ) € I},

gesetzt. Fiir 3 € R schreiben wir D2 f(u) := (D, f(u)) - 1{D,f(u) > B}, analog sind
D=8 D8 und D2 definiert.
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3 Allgemeine Konzentrationsungleichungen

Nun geben wir Proposition 3.1 in [5] wieder.

Satz 3.10. (Log-Sobolev-Ungleichung) Sei I C X x IN eine messbare Menge. Dann gilt
fiir alle s € R mit Ele*!] < oo die Abschitzung

Ent(e*F) < E[esF(/Xq/}(sD;F) Adar) + /X¢( — D f(n = 8,)) n(dx)) |
wobei Y(z) :=ze* —e* +1 und ¢(2) :=e*—2—1, z€R.

Ahnlich wie in [3] fiir Funktionen unabhingiger Zufallsvariablen vorgezeichnet, schliefen
Bachmann und Peccati aus der Log-Sobolev-Ungleichung in Satz 3.10, dass geeignete
Abschétzungen der Zufallsvariablen

Vit = [(DEFY M) + [ (D210 =6.))" i)

und
Vit (D2 P o)+ [ (DF 0= 6)) i)

Konzentrationsungleichungen fiir F' ermoglichen. Vergleiche die Definition dieser Zufalls-
variablen mit (3.1.6) und (3.1.7). Eine Wiedergabe des zu Satz 3.7 analogen Theorems 3.2
in [5] ist etwas technisch und fiir unsere Zwecke verzichtbar. Wir fahren mit einer leicht
gekiirzten Fassung der Korollare 3.3 und 3.4 in [5] fort, die im Fall einer deterministischen
Beschrénkung von VLB " beziehungsweise VL/B "~ starke Konzentrationsungleichungen liefern
und die Proposition 3.1 von Wu in [34] enthalten. Dafiir werden die beiden Bedingungen

(i) esgilt > 0und D, f(u) < B, (x,n) € X x N,
(i) es gilt S <O0und D, f(u) > B, (x,n) € X x N,
aufgestellt.

Satz 3.11. (a) Es sei VLB’Jr < c fir ein B € R und ein ¢ > 0. Dann ist F' integrierbar
und es gelten die beiden Aussagen: Wenn eine der obigen Bedingungen (i) und (ii)
erfullt ist, gilt

P[F—E[F]zr]gexp(—(é+%> g(1+’ﬁ|’”)+w> r>0. (3.2.1)

Falls 8 =0, also VLO’Jr < c erfillt ist, gilt
2

P[F — E[F] > ] < exp ( ; ) r>0. (3.2.2)

c
(b) Es sei VLﬁ’_ < c fiir ein B € R und ein ¢ > 0. Dann ist F' integrierbar und es gelten
die beiden Aussagen: Wenn eine der obigen Bedingungen (i) und (i1) erfallt ist, gilt

c |B|r
P[F — E[F] < T]_exp< < |ﬁ|>log<1—l— >+|5|> r>0. (3.2.3)
Falls =0, also VLO’f < c erfillt ist, gilt

2
> 0. 3.24
20)’ " ( )

P[F — E[F] < —r] <eXp<
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3.3 Poissonfunktionale und die Kovarianzgleichung

Theorem 3.7 in [5] beinhaltet die zu Satz 3.8 analoge Aussage fiir Poissonfunktionale.
Das Korollar 3.5 in [5] ist der wesentliche Baustein fiir eine zu Satz 3.9 analoge Kon-
zentrationsungleichung. Da hierbei die Ausformulierung der entsprechenden allgemeinen
Konzentrationsungleichung allerdings einigen technischen Aufwand erfordern wiirde, der
fiir die spatere Anwendung des Satzes verzichtbar ist, geben wir in Satz 3.13 nur die
tatsichlich aus Korollar 3.5 in [5] verwendete Aussage wieder.

Dabei wird in den beiden folgenden Sétzen, wie auch bei den jeweiligen Vorbildern in [5],
jeweils nur der obere Tail betrachtet. Wir verzichten hier auf eine Ausformulierung der
entsprechenden Aussagen fiir den unteren Tail, die analog zur Argumentation in [5] bewie-
sen werden konnen, aber auf die von uns spéter betrachteten Modelle der Stochastischen
Geometrie nicht anwendbar sind.

Satz 3.12. Das Poissonfunktional F sei integrierbar und es gelte V£’+ <aF+b fira>0
und b > 0. Dann gilt

2

.
PIF —E[F] = 7] SeXp<_2aIE:[F]+2b+ar)’ r=0.

Satz 3.13. Es gelte FF > 0 und VLO’Jr < MF mit einer Zufallsvariable M > 0, die
E[eM] < oo erfiillt. Dann ist E[F'/?] endlich und es gilt die Ungleichung

E[exp (\/F—E[\/f])} < E[eM}.

3.3 Poissonfunktionale und die Kovarianzgleichung

In diesem Abschnitt 3.3 seien stets ein messbarer Raum (X, X’) und ein Poissonprozess
n auf X mit einem o-endlichen Intensitdtsmafl A gegeben. Im Unterschied zu Abschnitt
3.2 setzen wir keine weiteren Eigenschaften der o-Algebra X voraus. Weiter sei F' ein
Poissonfunktional mit Repriisentant f, das die Bedingungen F' € L? und DF € L*(P®\)
erfiillt. Wir definieren

my i=sup{s > 0: e € L? De’r € L*(P® \)}

und
my :=sup{s > 0: e € L?, De™*" € L*(P® \)}.

Als Ausgangspunkt fiir die Herleitung von Konzentrationsungleichungen verwenden wir
nun die Kovarianzgleichung (2.4.5) in den beiden Formen

Cov(F, e’F) = // (Dye? / (Do f (my + 12)) T (du)dt)\(dx)} 0<s<m,

(3.3.1)
und

Cov(F / / o) / — Dy f (1)) Tty (dpe) dt)\(dx)], 0< s < ms.
(3.3.2)
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3 Allgemeine Konzentrationsungleichungen

Fiir den oberen Tail von F' erhalten wir Konzentrationsungleichungen durch geeignete
Abschétzungen der Zufallsvariable

1
Vi = / (eP=F —1) / / D, f(ne + i) a—pya(dp) dt M(dw), 0<s<my.
X 0o JN

Konzentrationsungleichungen fiir den unteren Tail von F' sind dquivalent zu Konzentra-
tionsungleichungen fiir den oberen Tail von —F. Dann betrachten wir also

ViD= [P0 1) [ [ Do o) W ()t )

1
:/(1—6_5D“F)/ /Dwf(nt+M)H(1_t),\(d,u)dt)\(dx), 0<s<ms.
X 0o JN

Wir leiten nun aus der Kovarianzgleichung ein Analogon zu Satz 3.7 und damit auch zu
Theorem 3.2 in [5] her. Wie auch in den Beweisen dieser genannten Sétze verwenden wir
Massarts Lemma 11 in [24], das folgendes besagt: Fiir s > 0 und zwei Zufallsvariablen X
und Y, die E[e*¥] < 0o, E[e*¥] < 0o und E[Xe*Y] < oo erfiillen, gilt

E [X esY] E [YesY} 1 o 1 »
E[es] < E[e] +g10gE[e ]—glogE[e l. (3.3.3)

Diese Ungleichung wird durch eine geeignete Anwendung der Jensen-Ungleichung auf das
Maf e*¥ /Ele*Y] dP bewiesen.

Theorem 3.14. Fiir 0 < s < my gilt

6 1 (+) 1
s(F—E[F]) : - sV /01 . — uF
logE e | < inf —(/O (SlogE[e ] ulogE[e ])du+sE[F])

To<o<11—0
(3.3.4)
(/ logE[eSV"m/e] du) (3.3.5)
0

< inf
- Ogol<1 s(1—0)

und fir 0 < s < meo gilt

S , 0 el sy 1 Y
logE[e 4 E[FD] Soilo}ilm(/o <;10gE[e Va /9} —alogE[e F})du—sE[F])
(3.3.6)

: 0 ° sVu(i)/G

Beweis. Seien 0 < # < 1 und 0 < s < my derart, dass E[eSVJH/@] < oo gilt und sei
0 < u < s. Nach der Kovarianzgleichung (3.3.1) gilt
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3.3 Poissonfunktionale und die Kovarianzgleichung

Cov(F {/ / / Dy f(ne + p) Ha—pa(dp) dt A(dx)}

[// ouDaF _ )/]NDxf(Ut+M)H(1_t)x(du)dt>\(dx)]
Bl (3.3.8)

Wegen u < m; ist diese Kovarianz und damit auch E[e“p VU(JF)] endlich. Somit kann
Ungleichung (3.3.3) auf v, /0 und F' angewendet werden und wir erhalten

6

uF 1/(+) ul'
E[e"Vi"] _OE[F] 6 -~ logE[e""]. (3.3.9)

| E uVIEH/@
Bfor] S mler] T u eEE ]

Die Kombination von (3.3.8) und (3.3.9) ergibt die Abschéitzung

uF
E[F@ ] %IOgE[BUF}

Cov(F, ") < OE[e"F'F] ¢
E[euF]

o _ g Wi e
E[F] Ejer] = B[] +u10gE[e ]

und nach einfacher Umformung

E[Fe“F] 0 <u

_ u\/;f+)/0 _ uF
B S 7= SE[F] +logE[e"* /"] — log E[e"] ).

Setzen wir h(t) := log E[e'F] und g,(t) := log]E[etV“H)], t > 0, ergibt dies

h(s) = h(0) —I—/Osh’(u)du: /Os%du

< / S u(le_ 57 (FELF)+ 0u(u/0) = h(u)) du.

Aufgrund von g,(0) = 0 und der Konvexitdt von g,, die durch Betrachtung der zweiten
Ableitung eingesehen werden kann, gilt g, (At) < Ag,(t) fir 0 < A <1, ¢ > 0, und damit

h(s) < TElF] + % 08 l(%gu(s/e) ~ h(w)) du
- R 08 (Z9u(/6) — —h(w)) du

Aus log E[e*("EFD] = h(s) — sE[F] folgt nun (3.3.4). Wegen der Jensen-Ungleichung gilt

1 °1
/ —logE[e""] duZ/ —E[uF]du = sE[F]. (3.3.10)
o U o U

Das Einsetzen von (3.3.10) in (3.3.4) ergibt die Ungleichung (3.3.5).
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3 Allgemeine Konzentrationsungleichungen

Analog ergeben sich die Aussagen fiir den unteren Tail: Nach der Kovarianzgleichung
(3.3.2) gelten fiir 0 < # <1 und 0 < u < s < my mit E[esvf)/(’] < oo die Gleichungen

Cov( - F, [ / / e—uF) / Dy f (i + 1)) Mo (du)th(dm)]
—E[ [ [ ey [ Dot aontan) dex(an)
[e PV, (3.3.11)

Ungleichung (3.3.3), angewendet auf A /0 und —F', ergibt

E[G_UF Vu(_)] QE[ — F€_UF:| 0 uV(_)/H 0 CuF
A 1 e S Rbvi 1l L R

Die Kombination von (3.3.11) und (3.3.12) ergibt die Abschétzung

E[— Fe ] pip — Cov=F, e~
E[c—7] +E[F] E[e-*7]
H]E[ — Fe_“’F] 0

+ Q logE[e“V“ff)/e] - — logE[e_“F}
u u

E [G_UF}
und nach einfacher Umformung

E[—Fe‘“F} < 0
Ele=F] = u(l—0)

(log]E[e“V‘E_)/e} - %E[F] — log]E[e*“FD.

Setzen wir h(t) := log E[e~""'] und g,(t) := logE[etV#)], t >0, ergibt dies

s s ]E[ _ Fe—uF:|
h(s) = h(0 +/ b (u du:/ —————=du
) =h0)+ [ W= [ =

o0 u
< — - - .
< [ 2 (autwro) = LRI = ) au

Verwenden wir erneut g, (At) < Ag,(t) fir 0 < A <1, ¢ > 0, so erhalten wir
0 *1/u
< 7 (= _ _ 2
m) < 15 | 3 (Bauts/0) = hw)) du - 2 BIF)
! s

% (S outs/o) - %h(@) du— —*—E[F]

Aus log E[e*(F=EIFD] = n(s) + sE[F] folgt somit (3.3.6). Die zu (3.3.10) analoge Anwen-
dung der Jensen-Ungleichung fithrt damit zu Ungleichung (3.3.7). O

30



3.3 Poissonfunktionale und die Kovarianzgleichung

Wenn die Zufallsvariable Vi beziehungsweise V{™) durch einen deterministischen Aus-
druck beschriankt werden kann, vereinfacht sich die Aussage von Theorem 3.14 und wir
geben eine Konzentrationsungleichung in iibersichtlicher Form an. Eine &hnliche Aussa-
ge findet sich in [30] als Proposition 6.9.1, allerdings unterlassen wir im Vergleich dazu
zunéchst eine recht grobe Supremumsabschétzung, die in [30] durch die dortige Definition
(6.9.1) gebildet wird. Dadurch erhalten wir die Moglichkeit, auch dann Konzentrationsun-

gleichungen fiir I’ angeben zu kénnen, wenn 173 beziehungsweise V<) nicht determini-
stisch beschréankt ist. Aber auch im Fall von deterministischen Schranken koénnen wir die
Supremumsabschétzung in [30] verbessern. Dazu spéter mehr im Beispiel des Volumens
des Booleschen Modells mit beschrénkten Kornern.

Korollar 3.15. (a) Ist ") : [0,m;) — R eine messbare Funktion, die fast sicher
VO <hH(s), 0<s<my, (3.3.13)

erfillt, so gilt

P[F —E[F] > r] <exp < inf / A (u) du — sr), r > 0.
0

0<s<my
(b) Ist h=) 1 [0,my) — R eine messbare Funktion, die fast sicher
V) < h)(s), 0<s<ma,

erfillt, so gilt

PF —E[F] < —r] <exp ( inf / R (u) du — sr), r>0.
0

0<s<ma

Beweis. (a) Seien 0 < s < my und r > 0. Mit der Chernoff-Schranke und der Abschét-
zung (3.3.5) erhalten wir

PIF —E[F] > r] <Ele S<F—E[FD} e
<e ( i 1 - ( / S logE[e sv;we] du) B 8r>
< exp <0<9<1 s( 1 — / 0 h(+ N Sr)
= exp <0<191£1 -9, h(+)(u) du — S’f‘).
Es gilt [ AP (u)du > 0, da anderenfalls P[F — E[F | > 0] < 0 folgen wiirde,

was offenbar falsch ist. Somit ergibt sich infocgeq — T3 fo A (u) du = f R () du,
woraus die Behauptung folgt.
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3 Allgemeine Konzentrationsungleichungen

(b) Seien 0 < s < mgy und r > 0. Analog zu Teil (a) erhalten wir mit (3.3.7) fiir
0 < s < my die Abschéatzungen

P[F —E[F] < —r] <E[e s EF D] e

< exp < inf ﬁ < /OS log (E [esvu(ﬂ/e}) du) — sr)

0<o<1 s

1 S
< exp ( inf —— [ A (u)du— sr)

0<o<11—0 J,

= exp </OS R (u) du — sr)

und damit die Behauptung. O]

Durch ein #dhnliches Verfahren wie bei Theorem 3.14 lassen sich fiir beide Tails von F
grobere, aber gegebenenfalls praktikablere Konzentrationsungleichungen beweisen. Anders
als zuvor wird nun die Ungleichung (3.3.3) ohne Optimierungsparameter § angewendet,
was anschliefend die Herbst-Methode abkiirzt.

Satz 3.16. Es gilt

PIF—E[F]>r]< inf E[e" e,  r>0,

T 0<s<ma
und

PIF—E[F]<—r]< inf E[e Je,  r>0.

T 0<s<ma
Beweis. Sei 0 < s < my. Nach Ungleichung (3.3.3) gilt

]E[GSF V;(Jr)} E [GSF F} 1 ) 1 .
E[esF] < E[esF] +510gE[€ ]—glogE[e . (3.3.14)

Verwenden wir Gleichung (3.3.8) mit dem Parameter s, erhalten wir mit (3.3.14) die
Abschétzung

1 1
+ —logE [esv5(+)] — - logE[eSF}
s s
und weiter nach einfacher Umformung
log E[e*F] — sE[F] < logE[e""" " ].

Daraus folgt E[e*(F~EIFD] < ]E[esvs(ﬂ} und damit die erste Behauptung.
Sei nun 0 < s < my. Wiederum mit Ungleichung (3.3.3) gilt

]E[G_SF ‘/S(*)] ]E[ _ Fe_SF] 1 SV(*> 1 o
B[]~ Eor] s osElT | JlesEl ] (335)
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3.3 Poissonfunktionale und die Kovarianzgleichung

Die Kombination von (3.3.11) und (3.3.15) ergibt

E[ — FeiSF} E[ — FeiSF] sV - —sF
e P I “log B[] — LlogE[e ],
also 5
SE[F] + logE[e*F] < logE[e™"" ]
und damit die zweite Ungleichung. [

Aussage und Beweis von Korollar 3.15 stehen in engem Zusammenhang mit Theorem 1 in
[15]. Dort werden Konzentrationsungleichungen fiir Lipschitz-Funktionen unbegrenzt teil-
barer Zufallsvektoren ohne Gaufischen Anteil mithilfe einer Kovarianzgleichung bewiesen.

Wir geben nun verschiedene Varianten von Konzentrationsungleichungen an, die auch
tiber die Kovarianzgleichung hergeleitet werden. Wie in [5] bringen wir dabei die Mecke-
Gleichung ins Spiel. Ein praktikables allgemeines Analogon zu Satz 3.10 kénnen wir zwar
nicht aufstellen, stattdessen bietet aber die getrennte Untersuchung verschiedener Vari-
anten von speziellen Voraussetzungen weitere Anwendungsmoglichkeiten. So betrachten
wir nun die Zufallsvariable

Vari= [ Dufln—8.)n(do)
X
Satz 3.17. Sei F' > 0 wachsend und es gelte fast sicher

1
/ / Dxflf’g(m + ) a_pa(dp) dt < ey fir X- fast alle x € X,
0 JN

sowie Viy < eoFP fiir Konstanten c1,cy > 0 und B € [0,1). Dann gilt

2
PIF-E[F]>r]<exp(-o——), 120,
2c169
wobei z = z(r) == (E[F] + r)*=# — E[F]'=# ist. Insbesondere gilt im Fall 3 = 0:
2

P[F — E[F] > r] < exp ( - 2;02), r> 0.

Beweis. Seien u > 0 und vy := 1 — §. Mit der Kovarianzgleichung (3.3.1) erhalten wir

E[F7e“"] — E[F"] E[e“"] // (Dyet) /Df (ne + 1) Ha—gr(dp) dt A(da)

< cl]E[ /X (Dye ) )\(dx)]

Aus der Mecke-Formel und der elementaren Ungleichung e* — 1 < ze® fiir z € R folgt
daraus

E[F "] — E[F] E[e*F"] < clE[ / Dxe“ﬂ"—éw)”n(dx)}
X
= o E| / 8 (P08 1) y(d)|
X

< cuE [e“m /XDxf(n —4,) n(da:)} : (3.3.16)
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3 Allgemeine Konzentrationsungleichungen

Analog zum Beweis von Korollar 3.5 in [5] zeigen wir nun, dass der letzte Ausdruck durch
cicouE [e"!"] beschrénkt ist. Auf dem Ereignis {F > 0} gilt wegen f(n — 6,)" < F”:

[ Dattn =67 ntdn) = [ 1{80= ) > OH(F = 0= )7) ()

+ /X 1{f(n = 0:) = 0)}F7 n(dx)

< /X]l{f(n —0y) > %(% - w> n(dx)

+ [ 1450 ) =0} 5 )

= 75

Also gilt die Ungleichung [, D, f(n—0d,)" n(dz) < ¢; auf dem Ereignis {F > 0,V < coFP}
und damit offenbar auch auf dem fast sicheren Ereignis {Vj; < o F®}. Somit erhalten wir

E[F7e"""] < E[e"""|(E[F"] + cicou)

und weiter nach Lemma 3.4 die Abschétzung

P[F" —E[F"] > z] < exp ( o2 )

261 Co

Analog zur Rechnung auf Seite 1588 in [3] gilt mit der Jensen-Ungleichung

P[F —E[F] > r] =P[F" > (E[F] +r)7]
]P’[F > z+ E[F]” ] < IP’[F —E[F"] > z] (3.3.17)
Aus den letzten beiden Ungleichungen folgt die Behauptung. O]

Wenn wir die Voraussetzung Vi < coF? des vorigen Satzes zu Vy; < coF #ndern, verein-
facht sich die Situation.

Satz 3.18. Es seien c¢q,co > 0. Weiter sei F > 0 wachsend und es gelte fast sicher
1
/ / Dy f(ne + p) Ha—pa(dp) dt < ci, X - fast alle x € X,
0 JIN
Falls nun Vi, < coF erfiillt ist, gilt fir r > 0:
1 E[F
P[F — E[F] > r] < exp ( S (r + E[F]log (ﬁ)))
,

C1Co +E[F]

:exp<@<—é>>, r — 00.
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3.3 Poissonfunktionale und die Kovarianzgleichung
Beweis. Seien 0 < u < s < (clcg)’l. Mit dem Verfahren wie im Beweis von Satz 3.17 bis
zur Abschétzung (3.3.16) und der Voraussetzung Vj; < coF erhalten wir

E[Fe*] — E[F|E[e"] < cjuE[e"" V] < crcouE[Fe"].

Daraus ergibt sich durch Umordnung

E[Fe'] _ _E[F]

Ele*f] = 1—cicou

Weiter geht es wieder mit der Herbst-Methode: Mit h(u) := log E[e“] gilt

W) < ]

—1—rcicou

und wegen h(s) = [ B'(u) du folglich log E[e*"] < —E[F]log(1 — ¢1c25)/(c1c2). Eine er-
neute Umordnung ergibt

log E[e”(" 5] < —E[F) (s + M)'
C1Co
Mit der Chernoff-Schranke erhalten wir also

PF —E[F] > r] <exp (;2% [ — E[F](s +1og(1 — cic28) /(c162)) — STD. (3.3.18)

Die Minimierung von s — —E[F](s + log(1 — c1c25)/(c1¢2)) — sr wird durch

1
1—rcicas

1 E[F
cice  crca(r + E[F])

r -1
—1>:T<=>1—0162$:<—+1> & s =

B[F)( E[F]

erreicht. Einsetzen dieses Werts, der tatséchlich im offenen Intervall (0, c1co) liegt, in die
Ungleichung (3.3.18) ergibt wie folgt die Behauptung;:

r N rE[F]
cica  cre(r + E[F])

—E[F] <01102 a clcg(?ng[F]) " 61102 log (7” TE]F])))
— exp <_é <r + E[F]log (%))) : O

P[F — E[F] > 1] < exp (—
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3 Allgemeine Konzentrationsungleichungen

Lemma 3.19. Sei f : IN — R messbar. Falls
D,D,f(p) <0, z,yeX, pel, (3.3.19)
erfillt ist, gilt fir alle v € {Z?:l Op; 1 T1,..., 2, €X, n € N} die Ungleichung
D.f(u+v)<D,f(n), ze€X, pel. (3.3.20)

Falls in (3.3.19) die umgekehrte Ungleichung gilt, folgt auch in (3.5.20) die umgekehrte
Ungleichunyg.

Beweis. Sei v = Y1 0, mit geeigneten zy,...,x, € X und n € N. Mit der Notation
k)= Zle 0z, 0 < k <, gilt

Flutv) — F) = S F(u%) = F (). B3321)

Aus (3.3.21) und (3.3.19) folgt nun

n

Dof(p+v) = Dof(p) = Du(f(p+v) — f(1) = > Do (F(u* D +6,,) — f(p* 1)

D, (Dy f(1*1)) <0 (3.3.22)
k=1

und damit die erste Behauptung. Die zweite Aussage ergibt sich analog mit der umge-
kehrten Ungleichung in (3.3.22). O
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4 Konzentrationsungleichungen fiir das
Boolesche Modell

4.1 Das Boolesche Maodell fiir Binomialprozesse

Seien n € N und B ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf C?. Wir verwenden in diesem Abschnitt
4.1 eine modifizierte Definition des Booleschen Modells, dem ein Binomialprozess mit

Parametern n und B zugrunde liegt. Seien Z1, ..., Z, unabhiingige Zufallselemente in C¢
mit Verteilung B. Dann ist das Boolesche Modell gegeben durch
z =] z. (4.1.1)
i=1

Um die Satze aus Abschnitt 3.1 auf die inneren Volumina beziehungsweise das Lebesgue-
Maf3 des Booleschen Modells Z anwenden zu konnen, definieren wir die Funktionen

£ (K" = R, (Kl,...,Kn)ij(OKQ, 0<j<d-1,
=1

sowie

Fai (CH™ =5 [0,00), (Chy...,Ch) s Ad(ga).

Die Funktionen f;, 0 < j < d — 1, werden wir nur dann betrachten, wenn B auf K¢
konzentriert ist. Dann gilt

Fi=Fy:=fdZ1,....Zy) = \lZ) wnd F;:=f;(Z1,....2Z,) =Vi(Z), 0<j<d—1.

Da die Werte der Zufallsvariablen Fy, ..., F als messbare Funktionen eines Binomialpro-
zesses dargestellt werden konnen, nennen wir sie Binomialfunktionale.

Bei der Untersuchung der Oberfliche und der Euler-Charakteristik von Z in den Abschnit-
ten 4.1.2 und 4.1.3 ist es fiir die Anwendbarkeit von geometrischen Lemmata notwendig,
die Verteilungen des Umkugelmittelpunkts zen(Z;) und des zentrierten Korns Z; —zen(Z2)
getrennt zu betrachten. Erstere Verteilung nennen wir die Mittelpunktsverteilung M und
die letztere heifit in Analogie zur Definition bei (2.5.1) die Kornverteilung Q.

4.1.1 Volumen

Eine Orientierung bei der Frage, welche Konzentrationsungleichung fiir das Binomialfunk-
tional F' bestenfalls zu erwarten ist, bietet eine Diskretisierung des Modells. Dabei ver-
einfachen wir das Volumen des Booleschen Modells durch eine Summe von unabhéngigen
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4 Konzentrationsungleichungen fiir das Boolesche Modell

Bernoulli-Variablen: Seien W, := {1,...,n}% (B;);ew, eine Folge unabhingiger und iden-
tisch verteilter Zufallsvariablen mit P[B; = 1] = 1-P[B; = 0] und S, := >y, B;. Dann
gilt mit der Hoeffding-Ungleichung, siehe Theorem 2 in [12], die direkt aus der historisch
jiingeren McDiarmid-Ungleichung gefolgert werden kann:

B[S, —E[S,] > r] < exp ( - 7:;;“) = oxp (- i—f) (4.1.2)

Bis auf Modifikationen in den Konstanten wie zum Beispiel in Theorem 2.47 in [2], nach
der wir in unserem Beispiel (4.1.2) den Faktor 2 durch 3/(1 + 2P[B; = 1]P[B; = 0])
ersetzen konnen, ist unter den genannten Voraussetzungen nach unserem Wissen (4.1.2)
die beste Abschétzung.

Im Folgenden werden wir die Definitionen (3.1.1) und (3.1.6) analog mit der Wahl Y = F
verwenden.

Proposition 4.1. Es sei fast sicher \y(Z1) < a fir eine Konstante a > 0 erfillt. Dann

qgilt
2r?
PIF—-E[F]>r] <exp| — : : r >0, (4.1.3)
a - min {na, 8E[F] + 4r}

und

2r?
PIF-E[F] < —r]<exp|——% |, r>0.

na

Beweis. Das Volumen des Booleschen Modells kann sich durch das Verdndern eines ein-
zelnen Korns hochstens um das maximale Volumen a eines Korns verdndern. Zum einen
gilt also

| fa(Ch, . Cy) = fa(Ch, ., Ci, G Cipa, .., C)| < a (4.1.4)

fir 1 <i<nund Cy,...,C,,C! € C% Somit folgt die Abschiitzung fiir den unteren Tail
sowie die gleiche Schranke fiir den oberen Tail aus Satz 3.5 und Bemerkung 3.6. Zum
anderen konnen wir mit (4.1.4) die Zufallsvariable Vgr) wie folgt abschétzen:

Vi) = B[ (F - FOYL{F > FOY | 2.2,
=1

n

< E[Z (F = fu(Z1, o 21,0, Ziga, . Z0))U{F > FOY | 7y, Zn}
i=1

< a]E[Z(F—fd(ZI,...,Zi_l,@,ZiH,...,Zn)) | Zl,...,zn}

=1
= ai)\d<Zi \UJz) <ar
i=1 i

Mit Ungleichung (3.1.10) folgt daraus (4.1.3), wenn das dort genannte Minimum durch
8E[F] + 4r ersetzt wird. Die Kombination beider bewiesener Aussagen iiber den oberen
Tail ergibt nun (4.1.3). O

38



4.1 Das Boolesche Modell fiir Binomialprozesse

Mit dem ersten Teil von Satz 3.9 konnen wir auch den Fall unbeschrénkter Kérner behan-
deln. Der Ubersichtlichkeit halber nehmen wir gleich eine spezielle Wahl fiir die Parameter
a und S aus Satz 3.9 vor. Die folgende Konzentrationsungleichung kann leicht auf die all-
gemeinere Darstellung iibertragen werden.

Proposition 4.2. Die Kornverteilung Q erfiille t := sup {s > 0: E[es’\d(zl)} < oo} > 1.
Dann gilt mit M := maxi<;<,, \a(Z;) die Ungleichung

PF—E[F]>r]<e® inf E[M]Y coo  7>0,
O<s<t—1

wobei z = z(r) = \/E[F] +r — /E[F] wie in Satz 3.9 (a) gegeben ist.

Beweis. Mit einer dhnlichen Argumentation wie im Beweis der Proposition 4.1 erhalten
wir

Vé+) < E[Z (F - fd(Zh .. '7Zi—17®7Zi+17 .. 7Z7Z))

=1
n

< E[ max \(Z) - Y (F = fa(Zuse s s 0. Zigns . Z2)) | 2. .,Zn}

1<i<n p—
= M.iAd@\Uzj) < MF.
i=1 i

Sei 0 < s <t— 1. Wihlen wir damit & = 1/(1 + s) und § = 1 in Teil (a) von Satz 3.9, so
erhalten wir

1/(1+s)
1-1/(1+s)
— e ? E[€(1+S)M} 1/3.

P[F —E[F] > r] <exp ( logE[exp (14 s)M)] — z>

Mit

E[e(+9M] = E[ A €<1+s)xd(zi)} < E[Zemsm(zi)} = pE[e+M(@)] < og

1<i<n
i=1

ist schliellich die Behauptung gezeigt. O]

Bemerkung 4.3. Falls Z nur innerhalb einer kompakten Menge W & C? betrachtet
wird, also F' = \g(Z N W) gesetzt wird, kénnen wir im Beweis von Proposition 4.2 auch

VE(;L) < A\g(W)F abschétzen, was mit Satz 3.8 zu

2

P[F — E[F] > 1] < exp(— T ET H)), r>0,

und damit zu einer dhnlichen Form wie spéter im Poissonfall bei Ungleichung (4.2.35)
fithrt.
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4 Konzentrationsungleichungen fiir das Boolesche Modell

4.1.2 Oberflache

In diesem Abschnitt 4.1.2 sei die Mittelpunktsverteilung M stets diffus.

Im Unterschied zu den Betrachtungen beim Volumen miissen wir hier eine untere Schran-
ke fiir die KorngroBlen annehmen. Der Grund dafiir ist, dass anderenfalls beliebig viel
Oberflache von vielen kleinen Kérnern durch ein einzelnes groflies Korn iiberdeckt wer-
den koénnte. Wir betrachten das Boolesche Modell in den beiden Spezialfillen, in denen
die Korner deterministische Kugeln beziehungsweise Hyperquader mit fester Form und
variabler Gréfle sind.

Zuerst beschiftigen wir uns mit dem Fall Q = dp(o,r) fiir ein festes R > 0. Dazu beweisen
wir zunéchst ein rein geometrisches Lemma, das hier und auch spéter im Poissonfall das
zentrale Hilfsmittel fiir den Beweis von Konzentrationsungleichungen fiir Fj;_; ist.

Lemma 4.4. Seien R > 0, n € N und zo,...,z, € R? paarweise verschieden, K =
B(xo, R) und A =;_, B(z;, R). Dann gilt

HI L (bd(A) N K) < HEH(bA(K)).

Beweis. Fiir 1 <7 < n setzen wir abkiirzend B; := B(z;, R). Weiter seien
K;:=bd(K)NB; und A;:=bd(B;)NK, 1<i<n,

die beiden Randstiicke, die beim Schneiden von K mit der i-ten Kugel von A entstehen.
Diese Randstiicke sind jeweils in verschiedenen Halbrdumen enthalten, welche durch die
Hyperebene H; := {y € R?: ||y — ;|| = ||y — zo||} definiert werden. Nun seien

J#i
die derart gekiirzten Randstiicke, dass sie einerseits disjunkt sind und andererseits

H((bd(A) N K) \ U, D;) = 0 erfiillen. Mit der metrischen Projektion p(H;,z) von
z € A; auf H; definieren wir

wit Ay > Ky, 20— 2p(H;, z) — 2

die Spiegelung von z an p(H;, z) auf K;. Zu zeigen ist nun, dass die Spiegelungen der
disjunkten Randstiicke D1, ..., D, ebenfalls disjunkt sind:

Denn dann folgt die Behauptung durch

Hd 1<bd Z%d 1 Zr]_[d 1 <Pz Z <Hd 1(bd(K>>
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Zum Beweis von (4.1.5) seien also 1 < i < j < n und y € ¢;(D;), das heiit es gibt ein
eindeutiges z; € D; mit ¢;(z;) = y. Falls y nicht in B; liegt, gilt y ¢ K; und folglich
y & ¢;(D;). Wir nehmen also y € B; an. Nun sei z; der eindeutig bestimmte Punkt von
A; mit ;(2;) =y. Im Fall y € bd(B;) gilt wegen y € bd(K) schliefllich y € A; N K und
damit y = z;. Dann liegt z; in B;, insbesondere z; ¢ D,.

Wir miissen also nur noch den Fall y € Bf betrachten. Auerdem gilt y € Bf, denn
aus der Annahme y € bd(B;) folgt analog zur vorigen Argumentation der Widerspruch
Zi ¢ Dz Seil

E:=y+lin{z; —y, 2z, —y}

der durch y, z; und z; erzeugte affine Unterraum des RY. Falls z; — y und z; — y auf
einer Geraden liegen, betrachten wir die Differenz ||z; — y|| — ||z; — y||. Wenn diese strikt
positiv ist, erhalten wir durch z; € [y,2;) C A° einen Widerspruch. Anderenfalls gilt
Zj € B; C D;

Wir gehen im Folgenden also davon aus, dass E zwei-dimensional ist und definieren damit

Da wegen y € BY N BY jeweils ein Anfangsstiick der offenen Intervalle (y, z;) und (y, z;)
im Inneren von K N B; N B, liegt, ist auch die affine Hiille von L zwei-dimensional. Nun
gelte ENK N B; ¢ EN KN B;, denn sonst folgt wieder z; € B; C Dj. Umgekehrt
gilt auch ENKNB; ¢ EN K N By, da zum Beispiel z; nur im ersteren Schnitt liegt.
Wie in Abbildung 4.1 dargestellt, wird die konvexe Flache L von den drei verschiedenen
Eckpunkten

{a} = ENbd(K)Nbd(B;) N B;, {b} = ENbd(K)N B, Nbd(B;)

und {c} = EN K Nbd(B;) Nbd(B,)

sowie drei gekriimmten Randstiicken begrenzt.

Abbildung 4.1: Im Beweis von Lemma 4.4 betrachtete Kugeln innerhalb des affinen Un-
terraums F£. Die Flache L in griin.
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4 Konzentrationsungleichungen fiir das Boolesche Modell

Diese Randstiicke, bezeichnet mit S; zwischen a und ¢, mit Sy zwischen b und ¢ sowie
mit S3 zwischen a und b, sind Abschnitte der Kreisrénder bd(E£ N B;), bd(E N B;) bezie-
hungsweise bd(E N K). Somit gilt

ly = all = lli(zi) = all = [lz = all > lle = a]| = [lpi(c) — all, (4.1.6)
wobei die Ungleichung aus z; ¢ B(x;, R) folgt. Nun zeigen wir
H' (bd(ENK)) =H'(bA(EN By)) = H' (bd(E N By)). (4.1.7)

Die Geraden lin{z; — y} und lin{xz; — z¢} sind parallel, das heiBit es gibt ein a3 # 0
mit ay(z; —y) = xo — ;. Insbesondere liegen F und lin{x; — 2} parallel und die erste
Gleichheit in (4.1.7) folgt. Analog gibt es ein as # 0 mit as(z; — y) = x¢ — x;. Somit
gilt z; — x; = as(2; — y) — a1(% — y) und daher lin{x; — z;} C lin{z;, — y,2; — y}. Da
lin{z; — x;} und E also parallel liegen, folgt die zweite Gleichheit in (4.1.7).

Aus (4.1.7) folgt die Ungleichung H'(p;(S1)) +H (¢;(S2)) = H*(S1) + H'(S2) > H'(Ss).
Weil ¢;(S1) und ¢;(S2) in S; liegen, folgt daraus ¢;(S1) N¢;(S2) # 0 und damit [|¢;(c) —
all > |l¢;(c) — al|. Zusammen mit (4.1.6) ergibt dies ||y — al| > ||¢;(c) — a| und damit

125 = bll = lly = bll < llpj(c) — bl = [l —bl|

Hiermit erhalten wir z; € L C B; C D§ und (4.1.5) ist bewiesen. O

Die folgende Ungleichung wird sowohl im anschlieBenden Beweis von Proposition 4.5 als
auch im Beweis der entsprechenden Aussage im Poissonfall, siehe Satz 4.43, verwendet:

Fiir S, T € R? gilt wegen bd(SNT) C (bd(S)NT)U(SNbd(T)) sowie der Subadditivitit

und Monotonie des Hausdorffmafles die Ungleichung
HT(bA(SNT)) < HTHDA(S)) +HTH(S NbA(T)). (4.1.8)

Proposition 4.5. Seien M diffus und Q = dpo,r) fir ein R > 0. Fir Fy_y = V4_1(Z)
qilt dann

2

.
P[|Fyr — E[Fy_1]| > 7] < 2exp ( . 2na2), >0,

wobei a = Vy_1(B(0, R)) = R 1wy/2.

Beweis. Da Zy, ..., Z, fast sicher Werte in {B(z, R) : + € R?} mit paarweise verschie-
denen Mittelpunkten annehmen und f; ; eine symmetrische Funktion ist, geniigt es fiir
die Anwendung von Satz 3.5, die Eigenschaft der beschriankten Differenzen (3.1.2) nur fiir
Kugeln aus dieser Menge im Fall i = 1 zu betrachten. Seien also x1, . .., x,, 7} € R? paar-
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4.1 Das Boolesche Modell fiir Binomialprozesse

weise verschieden. Mit den Notationen B; := B(z;, R), 1 < i < n, und B} := B(z{, R)
erhalten wir wegen der Dreiecksungleichung

| fi-1(Bi, ..., Bn) = fa-1(BY, Ba, ..., By)|
= |Vor(BiU...UB,) = Vou1(B{U B, U...UB,)|
< Vi (BiUB2U...UB,) = Va_1(B2U...UB,)]
+ Ve (BiU...UB,) = Vg (BaU...UB,)|.  (4.1.9)

Wegen der Additivitdat von V;_; und (2.3.3) gilt

Va1 (BiU By U...UB,) = Va1 (B U...UB,)|
= Va1 (B)) = Vaor(By N (B2 U... U B,))|
1 ! — !
— §|7{d’1(bd(31)) — H (bd(B{ N (ByU...UBy)))|.
(4.1.10)

Verwenden wir (4.1.8) mit S = Bj und 7' = By U...U B,, sowie anschlieend Lemma 4.4,
erhalten wir

H N (bd(By N (ByU...UBy))) < H7H(bd(By)) + HYH (B, Nbd(By U...UB,))
<2-H7TH(bd(BY)).

Aus (4.1.10) folgt damit

[Vaioi(B{UB,U...UB,) = Va(BsU...UB,)| < H" ' (bd(BY)) =

N | =

Mit der analogen Abschétzung fiir den zweiten Summanden auf der rechten Seite der
Ungleichung (4.1.9) ergibt dies

‘fd—l(Bla . aBn) - fd—l(Bi7B2a s 7Bn)| S 2a

Somit folgt die Behauptung aus Satz 3.5. O

Wir betrachten nun fiir feste Werte ¢1, ..., ¢g > 0 und @ > 1 das Boolesche Modell (4.1.1),
bei dem Z; — zen(Z;) eine Streckung des Quaders

Ky := [—C_l,ﬂ] X .o X [—@ @]
2°2

mit einem zufélligen Faktor ist, der zwischen 1 und « liegt. Im folgenden Lemma wird die
Schreibweise © = (z1,. .., 14) fiir einen Punkt 2 € R? verwendet.
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4 Konzentrationsungleichungen fiir das Boolesche Modell

Lemma 4.6. Seienn € N, 1 <ty,...,t, < o und xg,...,r, € R? derart, dass
Tip — Tip ¢ %ck AL +1t5), £t —t)}, 0<i<j<n, 1<k<d, (4.1.11)
gilt. Weiter seien K = toKo + xo und A :=J;_,(t; Ko + x;). Dann gilt
HI(bd(A) N K) < [a]¢HH (bd(Ky)).

Beweis. Fiir 1 <1 < n setzen wir abkiirzend Q; := ;Ko + ;. Seien S;_1)2d+1, S(i—1)2d+2,
., Sioq eine Aufziéhlung der relativen Inneren der Facetten von @Q;, 1 <1i < n, und

Weiter sei S¥ die disjunkte Vereinigung der relativen Inneren der Facetten von K. Der
Schnitt von zwei unterschiedlichen Facetten eines Quaders ist in einem (d — 2)-dimension-
alen Unterraum enthalten, ebenso wegen der Voraussetzung (4.1.11) der Schnitt von zwei
Facetten von @Q; beziehungsweise Q;, 1 < i < j < n. Also gilt sowohl H* ! (bd(K)) =
HI(SE) als auch HO71(S;NS;) = 0 und folglich H'(A4;NA;) =0fiir 1 <i<j < 2nd.

Insgesamt erhalten wir damit

HI bd(A) N K) = HE? ( Lnj S;Nbd(A)N K) — zn: HI(A). (4.1.12)

i=1 =1

Sei I :={1<i<2nd:A; #0}. Fiir i € I gibt es einen eindeutigen normierten dufleren
Normalenvektor u; von Q;/(24)) in einem Punkt z € A;, wobei u; nicht von der konkreten
Wahl von z abhéingt. Damit definieren wir eine Spiegelung ¢; : A; — bd(K), indem z € A;
auf den eindeutigen Schnittpunkt von {z — Au; : A > 0} mit bd(K) abgebildet wird.

Nun seien y € S® und u(y) der eindeutige normierte dufiere Normalenvektor von K
in y. Sei k = k(y) € {1,...,d} derart, dass tyc; der Abstand von y zu seinem durch
{y — du(y) : A > 0} N S bestimmten gegeniiberliegenden Randpunkt ist. Weiter sei

L=Je ' ({y})

el

die Menge der Punkte in bd(A)N K, von denen ein Spiegelbild definiert ist, das in y liegt.
Dann gibt es fiir jeden der endlich vielen Punkte z1,..., 21, aus I, genau einen Quader,
sagen wir Q) 1 < j < |I,|, sodass Q) NI, = {z;} gilt. Also haben diese Punkte
paarweise mindestens den Abstand ¢, voneinander. Und da sie alle auf der offenen Strecke
(y,y — tocgu(y)) liegen, kann es hochstens [ty] davon geben. Damit folgt die Behauptung
aus (4.1.12) durch

Hd l(bd ZHd 1 ZHd 1 307, z ZHd 1 807, OSK)
el i€l i€l

< [t 1Y) < [a] 7'} (bd(akKo)) < [a]"H (bd(K))). O
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Proposition 4.7. Sei M diffus. Im Fall Q({tKy:1<t<a})=1 gilt

2

.
Pl Fy 1 — E[Fy1]| > 7] < 2exp ( - 2m2>, r>0,

wobei a = L[a]"HI (bd(Ky)) = [a]? >0, [Tz

Beweis. Benutzen wir die Darstellung Z; = T; Ky + X; fiir die Kérner des Booleschen
Modells, 1 < 7 < n, und sei Zy = Ty Ky + X ein weiteres, von Zy, ..., Z, unabhingiges
Korn mit Verteilung B, dann erfiillen Ty, ..., T,, Xo, ..., X, fast sicher die Voraussetzung
(4.1.11), da die Mittelpunktsverteilung M diffus ist. Dann kénnen wir véllig analog zum
Beweis von Proposition 4.5 vorgehen, wobei wir diesmal Lemma 4.6 verwenden.

Der wohlbekannte Wert von H* ! (bd(Kj)) berechnet sich durch

H (bd(Ko)) = Y HH[0,¢a] x . x [0, ¢2] x {0} X [0, ¢i1] X ... x [0, cq])

=1

+ Zﬂd’l([o,cl} X ox [0,¢00] X e} X [0,ea] X . x [0, ¢4))
=2 Z Aac1 ([0, 1] X oo x [0, ¢4-1] % [0, ¢i41] X .. % [0, eq])

_2ich. O

i=1 ji

4.1.3 Euler-Charakteristik

In diesem Abschnitt 4.1.3 seien stets d = 2 und n > 3 fest.

Um bei der Herleitung von Konzentrationsungleichungen die Euler-Charakteristik geeig-
net abschétzen zu kénnen, verwenden wir die Formel (2.3.6). Wir erinnern daran, dass
sich diese im Fall d = 2 durch

Vo(A) = k(A) —1(A), AeR? (4.1.13)

darstellt. Falls Z fast sicher in R? liegt, ist es also von wesentlicher Bedeutung, die Anzahl
der Locher von Z zu kontrollieren. Dafiir kénnen wir ein exaktes Ergebnis von Kedem et
al. in [23] verwenden. Analog zur Begriffsbildung in [23] stellen wir die folgende Definition
auf, die sich in Proposition 4.9 auch als Schliissel zur Anwendbarkeit der Formel (4.1.13)
erweist.

Definition 4.8. Wir setzen °K? := {K € K? : K° # (}. Eine endliche Folge (K7, ..., K,)
€ (°K?)™ heift zuldissig, wenn

#(bd(K,) Nbd(K;) € 10,2}, 1<i<j<n, (4.1.14)

erfiillt ist.
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Wir setzen in diesem Abschnitt 4.1.3 voraus, dass B erstens auf °K? konzentriert und
zweitens dergestalt ist, dass (71, ..., Z,) fast sicher zuldssig ist, das heifit {(Z1,...,Z,)
ist nicht zuléssig} ist in einer P-Nullmenge enthalten.

Dies ist erfiillt, wenn M beliebig und Z; = B(0, R) mit einer auf (0, 00) stetig verteilten
Zufallsvariablen R ist. Ein anderes Beispiel ist der Fall, wenn M diffus ist und ein K € °K?
existiert mit QQ = dx, wobei fiir alle z,y € K die offene Strecke (z,y) in K° enthalten ist.

Proposition 4.9. Sei (Ki,...,K,) € (°K*)" zulissig. Dann gilt \J;_, K; € R2. Insbe-
sondere ist fast sicher Z € R2.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass sich K7 und K5 fast sicher nicht beriihren. Angenom-
men, dies ist falsch. Falls dann #(bd(K;) Nbd(K3)) = 1 gilt, ist dies ein Widerspuch zur
Voraussetzung (4.1.14). Falls x,y € bd(K;) N bd(K3) existieren mit = # y, gilt wegen
der Konvexitit von K und Ks, dass die gesamte Strecke [z, y] in K7 N K, liegt. Wegen
relint(K) N relint(Ky) = 0 folgt dann sogar [z,y] C (bd(K7) N bd(K3)). Dies bedeutet
#(bd(K7) N bd(K3)) = oo und damit ebenso einen Widerspruch zu (4.1.14). Die erste
Behauptung impliziert nun die zweite wegen der Voraussetzung an B. O]

Lemma 4.10. Seien K,..., K, € °K? mit K; N K; € °K?, 2 < j < n. Dann gilt

Vo(K1N (Ko U. .. UK,)) > Vo(EKaU...UK,). (4.1.15)

Beweis. Wegen () # K, N K; C K; gilt beim simultanen Ubergang von K; zu K; N K;,
2 < j < n, fiir jede Zusammenhangskomponente der Vereinigungsmenge, dass sie weder
komplett verschwindet, noch mit einer anderen Zusammenhangskomponente verbunden
wird. Daraus folgt mit K;N(KyU...UK,) = (KiNKs)U...U(K;NK,) die Ungleichung

E(KiN(KyU...UK,)) > k(KyU...UK,). (4.1.16)

Nun sei L ein Loch von K; N (K, U...UK,). Da L C R? eine beschriinkte Zusammen-
hangskomponente ist, gilt L C conv(bd(L)). Wegen bd(L) C K; und der Konvexitit von
K, folgt L C K, also ist L ein Loch von Ky U ... U K,,. Damit gilt

I(KyN (KU . .UK,)) <Ky U...UK,). (4.1.17)

Da wegen Proposition 4.9 die Formel (4.1.13) fiir beide Seiten von (4.1.15) anwendbar ist,
ergibt sich die Behauptung aus (4.1.16) und (4.1.17). O

Lemma 4.11. Sei (Ky,...,K,) € (°K*)" zulissig. Dann gilt fiir die Anzahl der Lécher
der Vereinigungsmenge A := \J._| K; die Abschitzung [(A) < 2n — 4. Insbesondere gilt
fiir die Euler-Charakteristik

Vo(A) > —2n + 5. (4.1.18)

Beweis. Wegen Voraussetzung (4.1.14) kénnen wir Theorem 3.2 in [23] anwenden. Dem-
nach besitzt die Menge C(A) := U, ,_;<,(bd(K;) Nbd(K;)) Nbd(A) aller Schnittpunkte
der Réander, die auch auf dem Rand von A liegen, héchstens 6n — 12 Elemente.
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Jedes Loch von A wird durch mindestens drei der Mengen Ki,..., K, begrenzt. Ein
Punkt aus C(A), der auf dem Rand eines Lochs liegt, liegt nicht auch auf dem Rand
eines anderen Lochs. Denn angenommen, es gibt Locher L, Ly und einen Punkt z €
bd(L;)Nbd(L2) NC(A), dann gibt es 1 <1 < j < nmit x € bd(K;) Nbd(kK;) und folglich

beriihren sich K; und Kj. Dies ist aber wegen Proposition 4.9 ausgeschlossen.

Damit koénnen jeweils mindestens drei Elemente von C'(A) eindeutig einem gemeinsamen
Loch von A zugeordnet werden. Also besitzt A hochstens (6n — 12)/3 = 2n — 4 Locher.
Aus k(A) > 1 und Gleichung (4.1.13) folgt daher (4.1.18). O

Bemerkung 4.12. Die Schranke fiir die Anzahl der Locher in Lemma 4.11 kann nicht
verbessert werden, siche Seite 65 in [23].

Proposition 4.13. Seien d =2, n > 3 und B so auf °K? konzentriert, dass (Z1, ..., Zy,)
fast sicher zulissig ist. Dann gilt fiir die Euler-Charakteristik Fo = Vo(Z):

272
P|Fy — E[F]| > 7] < 2 (— ) > 0. 41.1
1Fo = ElF]| = v] < 2ep { = oo 5t o, r20 (4.1.19)

Beweis. Da Zi,...,7Z, fast sicher Werte in °K? annehmen und f; eine symmetrische
Funktion ist, geniigt es fiir die Anwendung von Satz 3.5, die Ungleichung (3.1.2) im Fall
1 = 1 fir Elemente aus diesem Raum mit der Schranke ¢; = 3n — 8 nachzuweisen. Des
Weiteren geniigt es nach Voraussetzung, nur solche K7, ..., K,, K| € °K? zu betrachten,
sodass (K7i,...,K,) und (K}, Ks,..., K,) jeweils zuléssig sind. Aus den grundlegenden
Eigenschaften (2.3.4) und (2.3.1) der Euler-Charakteristik folgt

fo(Ky, ..., K,) — fo(K}, Ks, ..., K,)
=W(K, U(KU...UK,)) = V(KjU(K2U...UK,))
= Vo(K1) = VoK1 N (K2 UL U Ky)) = Vo(KY) + Vo(K1 N (K2 UL U Ky))
=Vo((K{NKy)U...U(K|NK,)) = Vo(KiN(KyU...UK,)). (4.1.20)

Fiir den zweiten Summanden kénnen wir Lemma 4.10 verwenden, da sich K; und K
nicht beriihren, 2 < j < n, und erhalten

WEnGU vk =v(Kin ) K)2w( U K)
2<j<n: KinK;#0 2<j<n: KinK;#0
(4.1.21)
Im Fall n > 4 erhalten wir mit Lemma 4.11 daraus die Abschétzung

VW(KiN(KyU...UK,)) > —2n+T1, (4.1.22)

die fiir n = 3 aus (4.1.21) dadurch folgt, dass zwei konvexe Mengen kein Loch einschlieen
konnen. Setzen wir die Abschétzungen (4.1.22) und

Vo((KiNKy)U...U(KINK,)) <k(KiNKy)U...U(K|NK,))<n-1
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4 Konzentrationsungleichungen fiir das Boolesche Modell

in (4.1.20) ein, erhalten wir fo(K,..., K,) — fo(K{, Ks,..., K,) < 3n — 8. Die gleiche
Argumentation nach (4.1.20) mit vertauschten K, K fithrt zur entsprechenden unteren
Schranke. Insgesamt gilt also

lfo(K1,..., K,) — fo(K{, K, ..., K,)| <3n-—S8. (4.1.23)
Der Nenner in (4.1.19) ergibt sich nun geméif Satz 3.5 durch n(3n — 8)2. O

Bemerkung 4.14. (a) Im Unterschied zu den Konzentrationsungleichungen fiir das
Volumen und die Oberfliche des Booleschen Modells in den Propositionen 4.1 und
4.5 erhalten wir fiir die Euler-Charakteristik durch McDiarmids Ungleichung einen
Ausdruck, der im Nenner nicht linear von n abhéngt. Dies ist eine direkte Folge
davon, dass die maximale Anderung des Funktionals beim Austausch eines der n
Korner nun selbst von n abhéngt.

(b) In Spezialféllen kann fiir die rechte Seite von (4.1.23) ein von n unabhéngiger Wert
erhalten werden, sodass der Nenner in (4.1.19) durch einen Ausdruck ersetzt werden
kann, der nur linear von n abhiingt: Seien zum Beispiel M C R? eine hochstens
abzéhlbare Menge, die infy, 2y,enm |1 — y2|| > 0 erfiillt, und R eine durch Ry > 0
beschriankte, stetig verteilte Zufallsvariable. Nun sei Ml auf M konzentriert und 7,
durch B(0, R) gegeben. Dann miissen wir fiir jedes y € M von den moglicherweise
mehreren Kugeln mit Mittelpunkt y nur eine betrachten, die alle anderen mit diesem
Mittelpunkt vollstindig iiberdeckt. Der Wert ¢ := sup ¢, [B(y,2Ro) N M| < oo
begrenzt die Anzahl von Kugeln, die eine gegebene Kugel schneiden kann. Damit
erhalten wir

P[|F, — E[R]| > 1] < 2 21 >0
[1Fo — E[Fo]| = 7] < GXP(—m>, r=2uy,
indem wir in den Abschétzungen im Beweis von Proposition 4.13 die Konstante ¢
anstelle von n einsetzen.

4.2 Volumen des Booleschen Modells fiir Poissonprozesse

Wir setzen an die Begriffsbildungen aus Unterabschnitt 2.5.1 an, das heifit 7 sei ein sta-
tionédrer Poissonscher Partikelprozess mit einem Intensitétsmafi A # 0, das

A{KeC": KNC #0}) < oo, CecC (4.2.1)
erfiillt. Das Boolesche Modell ist dann gegeben durch
Z=|J K (4.2.2)
Ken
Wir betrachten in diesem Abschnitt 4.2 das Volumen von Z innerhalb eines sogenannten
Beobachtungsfensters W € K4, fiir das A\g(W) > 0 vorausgesetzt wird. Das zugehorige
Poissonfunktional
F=X\N(ZnNnW)
besitzt den Reprisentanten f : IN(C?) — [0, A\g(W)], gegeben durch f(u) = X\g(Z () NW),
falls p € IN; := { € IN : p ist lokal-endlich beziiglich der Hausdorff-Metrik}, und sonst

f(u) = 0.
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4.2.1 Allgemeine Korner

Wir fithren zuerst eine Variante von Lemma 3.2 in [17] aus, die wir oft benotigen werden.

Lemma 4.15. Seien S € {C%, R} und u € Ni(S). Weiter sei V : S — R additiv auf S
und fy(p) :=V(Z(w) "W). Dann gilt fir K1, Ky € S

D, fvr(p) = VIKy N W) = V(Z(p) N K1 N W) (4.2.3)

und

DKlDKQfV</“’L) = —V(Kl N K2 N W) + V(Z(,u) N K1 N K2 N W) (424)
Beweis. Gleichung (4.2.3) erhalten wir durch

Dy, (1) = V(Z(p+b1,) "\W) = V(Z(u) W)
V((Z(p) nW)YU (K NW)) =V (Z(p)nW)
=V(Z(p)NW)+V(KiNW) =V(Z(p) N KiNW) =V (Z(u) "W).

Weiter berechnen wir unter Verwendung von (4.2.3)

Dy, Dre, (1) = Dy fv (1 + 0x,) — D, fvr (1)
=V(EK;NW) = V(Z(p+ 0x,) N KaNW)
—V(ENW)+V(Z(p) N K, NW)
=-V((ZWNEKNW)U (KiNKNW)) +V(Z(u) N Ko N W)
=V(ZpNnKiNK,NW) = V(KN Ky NW). O

Durch die Verwendung des folgenden Lemmas fithrt der Ansatz iiber die Kovarianz-
gleichung zu besseren Konzentrationsungleichungen fiir F' als die Verwendung der Log-
Sobolev-Gleichung. Wir verwenden fiir f wieder die spezielle Wahl als Représentant des
Volumens.

Lemma 4.16. Firt € [0,1] und K € C? gilt

/ Dy f(m + 1) H(lft)A(d,u) < M(KN W)(e_(l—t)’Y]ED\d(ZO)]).
N

Beweis. Sei £ ein stationirer Poissonprozess auf C? mit Intensitdtsmafl (1 — ¢)A. Wir
betrachten die Darstellungen 7, = > 7L 0k, und & = > 2 07, wie in (2.4.3), wobei
K1, L1, Ky, Ly ... Zufallselemente in C? und ky, ky Zufallsvariablen in Ny U {oo} sind.
Wegen
fw) = J€nm), peme?),
Cepn

gilt f(§+mn) = f(§+m;), wobel n; == > I{K, N W # 0}dk,. Da fir Cy := {C €
Cl: CNW # 0} der Wert A(Cy) nach (4.2.1) endlich ist und n{(CW) = nt(CW) ~
Po(t - A(Cw)), ist n; fast sicher eine endliche Summe von Dirac-Mafilen. Um Lemma 3.19
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4 Konzentrationsungleichungen fiir das Boolesche Modell

anwenden zu konnen, weisen wir mithilfe von Gleichung (4.2.4) die Bedingung (3.3.19)
nach: Fiir C;,C, € C? und p € IN; gilt

D01D02f(u) = )\d(Z(,u) N Cl N Cg N W) — )\d(C’l N Cg N W)
= —)\d(Z(LL)C N Cl N CQ N W)
<0.

Aus Lemma 3.19 folgt nun fast sicher Dy f(u+m) = Dr f(n+1n;) < Dg f(u). So ergibt
sich mit Gleichung (4.2.3):

/]NDKf(Wt + ) M —paldp) < /]NDKf(M) - (dp)
= [ W) = X200 (K W) T ()
= [ (207 0K OW) Tiga (),
Da nach (2.5.3) die Gleichung
/}N Na(Z (1) 0 K QW) I _pa(dp) = MK W) (1 — e~ (=07 ERa(Zo])
gilt, erhalten wir die Behauptung durch

[ 220 0K W) o) = MK W) = [ A4 (200 0K OW) Topndn)

= )\d(K N W) (67(1*t)“/E[>\d(Z0)})_ 0

Wir wenden nun Korollar 3.15 auf das Volumen des Booleschen Modells Z mit Volumen-
anteil p an. Dafiir verwenden wir die Funktionen

plx)y=e"—1—2z, z€R,

und

H(S) :E[Ad(W+Z§)¢(s>\d(ZO))], S € R,
sowie die Konstante »
E [Xa(Zo)]

Co =
Satz 4.17. Fir das Volumen F = X\g(Z NW) gilt
P[F —E[F] > r] <exp <££ (coH(s) — sr)), r >0, (4.2.5)

und
P[F — E[F] < —] < exp (gg (coH (—5) — sr)), 0 <r < E[F]. (4.2.6)
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Beweis. Nach Beriicksichtigung von H(0) = 0 ist zu zeigen, dass die beiden Wahrschein-
lichkeiten in (4.2.5) und (4.2.6) fiir alle s > 0 durch exp(coH(s) — sr) beziehungsweise
durch exp(coH (—s) — sr) beschriankt sind. Um dafiir Korollar 3.15 anwenden zu koénnen,
iiberpriifen wir zunéchst die Voraussetzungen von Abschnitt 3.3 und zeigen m; = oco. Sei
also s > 0. Die Zufallsvariablen F und e*! sind durch \q(W) beziehungsweise (")
beschriinkt, weshalb die beiden Bedingungen DF € L?*(P® A) und Dest" € L2 (P ® A) zu
zeigen bleiben. In beiden Féllen benutzen wir den Satz von Fubini, die Gleichung (4.2.3)
und zuletzt die Voraussetzung (4.2.1). Die Giiltigkeit von DF € L?*(P ® A) erhalten wir
durch

/(DF)2 dP® A) = E[/Cd (f(n+0x) — F)* A(dK)] = /Cd E[X(Z°NKNW)? A(dK)

< / (K QW2 AAK) < A(W)? - A({K € Ch: K AW £ 0}) < 00
Cd

und De*f' € L(P ® A) folgt aus

/(DesF)2 dP®A) = E[/ (6sf(77+6K) _ 6sf(??))2 A(dK)]
cd

E[(eSF(eSDKF — 1))2} A(dK)

d

E [€2sF] (es,\d(KmW) _ 1)2A(dK)

d

< e2sxd(W)/ 22W) QLUK N W # 0} A(dK)
Cd

IA
S~

<MW A{K e KNW #0}) < oco.

Zur Herleitung der Ungleichung (3.3.13) fiir eine geeignete Funktion h(*) schitzen wir
nun mit Lemma 4.16 wie folgt ab.

-/ (eer ) ([ D+ 1T (d) )t A

/ / s)\d (KNW) ))\d(K N W)( (1—t)vE[Xq( Zo)]) dt A(dK)
cd

1 — e EMa(Z0)]

YE[Na(Zo)]

= D[ (e EW) )\ (K N W) A(dK) =: hF)(s).
Y Jed

_/ (es)\d(KﬁW ))\d<me) A(dK)

Nun berechnen wir mit dem Satz von Fubini und Gleichung (2.5.1):
h<+> ) du = / / (e 2 EW) — D) \y(K N W) du A(dK)
cd

/ (e EM) — 1 — sAy(K NW)) A(dK)
7 cd
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4 Konzentrationsungleichungen fiir das Boolesche Modell

_ / / (¢MUEFDW) |\ (K +2) N W) de Q(dK)
Cd Rd

< / / L{(K +2) W £ 0} (e405) — 1 — s0y(K)) dr Q(dK)
cd JRd

_ / (W + K*) (e245) — 1 — 5)y(K)) Q(dK).
cf

Aus der hiermit erhaltenen Ungleichung [ 2™ (u)du < coH(s) und Korollar 3.15 (a)
folgt die Behauptung (4.2.5) zum oberen Tail.

Zum Beweis von (4.2.6) fithren wir dasselbe Verfahren fiir —F durch. Es gilt ms = oo,
denn fiir s > 0 ist %" durch 1 beschriinkt und De™*F" € L?(P ® A) gilt wegen

/ (De*F)? d(P @ A) = /Cd]E [(e—sF(e—sDKF - 1))2] AWK

g/ E [e "] 1{K N W # 0} A(dK)
cd
<SA{KeC': KNW #0}) < oc.

Nun gilt analog zu obiger Abschéitzung von ‘@(+):

/Cd / - _SDKF)< / Dy f(ne + 1) H(lft)A(dN)> dt A(dK)

7 (1 — e BN A\ Y(K N W) A(AK) =: h)(s).

—ST

Mit Verwendung der Monotonie von x — ¢ — 1 + sz, x > 0, erhalten wir damit

u = — _ —u)\d(KﬂW) »
wd /C / ) Aa(K N W) duA(dK)
’y/ (efs)\d(KﬁW) 1+ S)\d(K N W)) A(dK)
cd
= /Cd /Rd (e sAa(FFDW) 1 4 sAy((K +2) NW)) do Q(dK)
= / / (K +2) N W # 0} (=M =1+ sMa(K)) dz Q(dK)
cd JR?

_ / MW K () — 14 50 (K)) QUK),

woraus (4.2.6) mit Korollar 3.15 (b) folgt. O
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Bemerkung 4.18. Einen Hinweis auf die Qualitdt von Satz 4.17 gibt der Vergleich mit
einem zusammengesetzten Poissonprozess F' = > i_ X, wobei die X;, i € N, unabhéngig
sind und 7 ~ Po(v) unabhéngig von (X;);ey ist. Dies kénnen wir als ein vereinfachtes
Modell von F' = \gy(Z N W) aus Satz 4.17 ansehen, bei dem die Volumina der Korner
mit Zentrum in W einfach aufsummiert werden, ohne Uberschneidungen der Kérner zu
beriicksichtigen. Die nach unserem Wissen beste Konzentrationsungleichung fiir F ist in
[15] im ersten Absatz auf Seite 1226 zu finden:

IP[F —E[F] > r] <exp <01<r}gi<nm7];l(s) - sr), r >0, (4.2.7)
mit H(s) = E[¢(s|X1])] und m = sup {s>0:E[e¥]] < oo}

Die Ungleichungen (4.2.5) und (4.2.7) sind also sehr dhnlich, insbesondere da der Faktor cg
in (4.2.5) mithilfe der wohlbekannten elementaren Ungleichung 1 —e™* < z, € R, nach
oben durch v abgeschétzt werden kann. Da bei der Herleitung von Satz 4.17 beziiglich des
IntensitatsmafBles des Partikelprozesses integriert wird und sich dies nach (2.5.1) in prak-
tikabler Form als Doppelintegration darstellt, handeln wir uns beim sukzessiven Auflésen
der Integrale den Faktor A\;(W + Z§) ein, der letztlich in H, aber nicht in H erscheint.
Von diesem Detail abgesehen, spricht der Vergleich mit (4.2.7) also dafiir, dass Satz 4.17
nicht wesentlich verbessert werden kann.

Bevor wir Satz 4.17 fiir bestimmte Kornverteilungen konkretisieren, geben wir einige all-
gemeinere Folgerungen an. Fiir die weiteren Aussagen iiber den oberen Tail benétigen
wir, dass

t1:=sup {s>0:E[X(W + ZS)@SM(Z‘))} < oo} (4.2.8)
positiv (moglicherweise unendlich) ist. Da die Abbildung

s EAa(W + 25) e @] = STEN (W + Z5)Aa(Zo)") %

n=0

eine Potenzreihe mit Konvergenzradius ¢; ist, konnen wir im Folgenden benutzen, dass
auch die Funktion H(s) und deren Ableitungen den Konvergenzradius ¢; besitzen. Die im
Vergleich zu (4.2.8) schwichere Voraussetzung

E[Xa(W 4+ Z§) Ma(Z0)?] < o0 (4.2.9)
ermoglicht uns die entsprechenden Aussagen fiir den unteren Tail.

Proposition 4.19. Falls t; > 0 gilt, wird das Infimum in (4.2.5) durch das eindeutige
Urbild s1 = s1(r) = (H’)_l(r/co) angenommen. Falls (4.2.9) gilt, wird das Infimum in
(4.2.6) durch den eindeutigen Wert sy = —(H’)_l(—r/co) bestimmi.

Beweis. Fiir r = 0 sind in Satz 4.17 die Werte H(s) beziehungsweise H(—s) zu minimie-
ren. Da ¢(x) nur durch ¢(0) = 0 minimiert wird, ist die Losung jeweils eindeutig durch
s=0=(H")"'(0) gegeben.
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Wir betrachten im Folgenden also nur noch » > 0 im ersten Fall und 0 < r < E[F]
im zweiten. Verwenden wir die Notation I1(s) := coH(s) — sr, s > 0, erhalten wir die
Extrempunkte von I; durch Auflésen von Ii(s) = co H'(s) — r = 0 nach s, also mit den
Elementen des Urbilds (H')~'(r/cp). Da die stetige Funktion

H'(s)=E [Ad(W + Z) ¢ (sMa( Zo)) Ad(zo)} , sER, (4.2.10)

auf (0,¢;) strikt monoton wachsend ist und H'((0,%;)) = (0, 00) gilt, existiert ein eindeu-
tiges 51 = (H’)_l(?"/co) € (0,t1). Aus (4.2.8) und ¢"(z) > 0 fiir x > 0 folgt

]{,(81) = COH”(SI) = COE[)\d(W + ZS)gb”(Sl)\d(Z())) /\d(Zo)Q} c (0, OO),
somit ist s; ein Minimum und der erste Teil der Behauptung ist bewiesen.
Mit der Voraussetzung (4.2.9) erhalten wir fiir s > 0
H(—s) =E[N(W + Z5) (724 %0) — 1 4 s)\4(Zo))] < sE[Ma(W + Z5) Ma(Z0)] < 0.

Analog zu obiger Rechnung erhalten wir die Extrempunkte der Funktion I(s) :=
coH(—s) — sr, s > 0, durch —(H’)_l(—r/co). Aus ¢'((—00,0)) = (—1,0) ergibt sich
fir H'(s) in (4.2.10) die Gleichung

H'((=00,0)) = (= E[N(W + Z5) Ma(Z0)]. 0).
Daraus folgt zusammen mit

o< L < EUEDAZ)

= M(W)E[Xa(Z0)] < E[Aa(W + Z§) Ma(Z0)]. (4.2.11)
dass (H’ )71(—7“/ o) existiert. Und da H’ auf (—oo,t;) strikt monoton wéchst, ist dieses
Urbild —sy < 0 eindeutig. Wegen ¢"((—00,0)) = (0,1) und (4.2.9) folgt

I"(s5) = coH"(—52) < coE[Ma(W + Z§) Ma(Z0)?] € (0, 00),

weshalb ss ein Minimum ist. ]

Es bezeichne .
M(s) := ]E[eS”dR(ZO) ], seR,

die momentenerzeugende Funktion des Volumens der Umkugel von Z;. Falls die Vertei-
lung von R(Zp) bekannt ist, kénnen wir in Proposition 4.22 unter leicht verschérften
Voraussetzungen explizitere Konzentrationsungleichungen angeben. Es sei

to :=sup{s > 0: M(s) < oo}.

Wir betrachten nun die Funktion
d
Gi(s) =Y kaiVi(W)E[b(srkaR(Zo)")R(Z0)""],  s€R, (4.2.12)
i=0

die ebenfalls eine Potenzreihe ist.
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Lemma 4.20. Der Konvergenzradius von Gy (und allen Ableitungen davon) ist ts.

Beweis. Wegen ¢(z) > ¢(—x) fiir x > 0 miissen wir nur s > 0 betrachten. Sei s < o
und damit M(s) < oo und M(s) < oo Die Endlichkeit von G(s) ist dquivalent zu
E[es'ﬁdR(Zo)dR(Zo)d*ﬂ < 00, 0 <4 < d. Dann folgt G(s) < oo aus
B[e""" R(Zo)'™] = E[™" )" R(Z0) 1{R(Zo) = 1}]
+ (e O R(Z0) T 1{R(Z) < 1]
< B[eme 0 B2, 1 {R(Zy) > 1}]
+ B[ MO (R(Z0)" + 1) 1{R(Z) < 1}]

< Lar(s) +20(s)

Rd

fir 0 < i < d. Umgekehrt folgt aus G1(s) < oo insbesondere die Endlichkeit des letzten
Summanden in (4.2.12), was dquivalent zu M(s) < oo ist. O

Lemma 4.21. Fir s € R gilt
H(s) < Gy(s).

Beweis. Ersetzen wir in H(s) = E[X(W + Z3) ¢(sAa(Zo))] das typische Korn Zg jeweils
durch seine Umkugel, ergibt sich G1(s) durch Anwendung der Steiner-Formel und der
Monotonieeigenschaft der Funktion ¢(z), die fiir z < 0 ab- und fiir z > 0 zunimmt. [

In Definition (4.2.8) kann e**¢(%0) fquivalent durch ¢(s\s(Zp)) ersetzt werden. Aus den
Lemmata 4.21 und 4.20 folgt damit 5 < ¢;. Fiir den unteren Tail benétigen wir als
Analogon zu Voraussetzung (4.2.9) die Bedingung

E[R(Zy)*] < oc. (4.2.13)
Wie im Beweis von Lemma 4.21 kann eingesehen werden, dass dies (4.2.9) verschérft.

Proposition 4.22. Falls to > 0 erfillt ist, gilt

P[F —E[F] > r] <exp ( min (coGi(s) — 37“)), r >0, (4.2.14)

0<s<tg

und das Minimum ist durch das eindeutige Urbild s; = s1(r) = (G’l)fl(r/co) bestimmit.
Unter Voraussetzung (4.2.13) gilt

P[F — E[F] < —r] < exp (m%l (coGi(—s) — sr)), 0<r<E[F], (4.2.15)
wobei das Minimum durch s = —(G’l)_l(—r/co) bestimmt wird.

Beweis. Aus Satz 4.17 und Lemma 4.21 folgen unmittelbar (4.2.14) und (4.2.15). Die
Behauptungen zu den Minima ergeben sich unter Verwendung von Lemma 4.20 analog
zum Beweis der Proposition 4.19. Zu beachten ist dabei lediglich, dass der letzte Ausdruck
n (4.2.11) wieder wie im Beweis von Lemma 4.21 abzuschétzen ist. O

95



4 Konzentrationsungleichungen fiir das Boolesche Modell

Spéater werden wir in Proposition 4.35 ein Beispiel fiir Proposition 4.22 sehen. Zunéchst
behandeln wir den Spezialfall, dass der Umkugelradius des typischen Korns mindestens
den Wert 1 annimmt. Die folgende Konzentrationsungleichung ist dann interessant, wenn
(M " )71 berechnet werden kann. Dabei betrachten wir die Potenzreihe

Gals) == (i “::‘mm) (M’(s) — E[kaR(Z0)"] - sE[mZR(ZO)MD, s€R,

die wiederum den Konvergenzradius ¢, hat.

Proposition 4.23. Fir den Umkugelradius des typischen Korns sei fast sicher R(Zy) > 1
erfillt und es gelte to > 0. Dann gilt

P[F —E[F] > r] <exp ( min (coGa(s) — 37“)), r >0, (4.2.16)

0<s<t2
wobei das Minimum durch

.
S o ka-iVi(W)

s1=s1(r) = (M”)_1<

bestimmt wird. Unter Voraussetzung (4.2.13) gilt

P[F —E[F] > r] < exp <r§1>1(1)1 (coGa(—s) — sr)), 0 <r <E[F]. (4.2.17)

Daber wird das eindeutige Minimum angenommen durch

_ M —1 T I<,2 0 2d ]
s2 = —(M") <co S en V(W) + B kg R(Zp) ])

Rd

Beweis. Wegen R(Zy) > 1 gilt

Gi(s) <Y kaiVi(W) E[p(skaR(Zo)") R(Zy)"]

%

V(W) E[raR(Zo)% (¥R 1 — sk4R(Zp)?)] = Ga(s)

im0
fir s € R. Aus Proposition 4.22 folgen damit (4.2.16) und (4.2.17). Mit der Darstellung
Ga(s) = cE[R(Zo) ¢(skaR(Z)?)] mit einem gewissen ¢ > 0 sehen wir, dass der Beweis
der Existenz der Minima wie bei Proposition 4.22 und damit analog zum Beweis von
Proposition 4.19 gefiihrt werden kann. Die Darstellung von s; und sy ergibt sich aus der
Aquivalenz von G4(s) = £+7/¢o und
" 7 2 2d
M"(s) = Y + E[&3R(Z)*]. O
Py 2 img Fa—iVi(W)
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4.2 Volumen des Booleschen Modells fiir Poissonprozesse

Bemerkung 4.24. Wenn in Proposition 4.23 auf die Voraussetzung R(Z,) > 1 verzichtet
wird, konnen analog Tailabschédtzungen mittels einer modifizierten Funktion G5 gefolgert
werden, aber fiir die Bestimmung der Minima kann nicht ohne Weiteres auf ein analoges
Vorgehen wie im Beweis voriger Propositionen verwiesen werden. Auf die Ausarbeitung
der technischen Details verzichten wir an dieser Stelle.

Bemerkung 4.25. Aus Lemma 3.7 in [17] folgt die Abschéitzung

Z)qwqg§:w@m@¢—n@@mmg*+qu)
= vaw) (2= 1) > (rWy'w) ™ 1), (4.2.18)

wobei (W) den Radius der grofiten in W enthaltenen Kugel bezeichne. Insbesondere folgt
aus (4.2.18), dass bei beziiglich Inklusion zunehmendem W die Summe Zj:o Ka—iVi(W)
hochstens linear in V(W) wichst.

Konzentrationsungleichungen fiir das Volumen des Booleschen Modells (4.2.2) wurden
bisher von Heinrich in [11] untersucht. Seine Ergebnisse geben die Abschitzung (4.2.5)
im Allgemeinen nicht wieder, wie wir nach Proposition 4.29 genauer feststellen werden.
Auf die von ihm verwendete Methode der Kumulanten gehen wir in dieser Arbeit nicht
néher ein, da sie, wie auch in [8] zu sehen ist, zwar vielfiltige Anwendungsmoglichkeiten
hat, aber oft zu einer nicht optimalen Asymptotik der Schranken fithrt. Das Theorem 3
in [11] besagt nun folgendes:

Proposition 4.26. Es gilt fir aller >0, 0< p <1 und s > 0 mit E [e**(%)] < co:
1— E [es*a(Z0)] . \y(W
exp(—N—p.r2)7 0<r< P [ } i(z) ’
2T (s)M(V) (1= 0) (o § 7E o)
( p ) pvE [GSAd(ZO)} (W)
Xpl—5Ara ") r>

P[F — E[F] > 7] <

24(s) (1= p) (s +9E [esralZ0)])’
mit
B Sy [esra(Z0)] (1 + eV EMa(Z0)] 8(s + ~vE[es2a(Z0)]) (1 4+ e EMa(Z0)]
() = DELCNUA Y g gy = BB U )
S S

Bemerkung 4.27. Wird in Proposition 4.26 in der Schranke fiir die kleineren Abwei-
chungen ein Faktor von r - r durch die Intervallgrenze pyE[es* (2| )\;(W)/(...) ersetzt,
was eine Abschéitzung dieser Schranke nach unten bedeutet, erhélt man genau die zwei-
te Schranke exp(—pr/(s/A(s))). Das heifit, dass diese zweite besser als die erste wére,
wenn man die gleichen Werte fiir 7 einsetzen kénnte. Allerdings lésst sich das in [11]
verwendete Beweisverfahren fiir diese zweite Schranke nicht anwenden, wenn r hochstens

pyE[es2a( @) \y(W) /(.. .) ist.

Wir méchten unsere allgemeine Konzentrationsungleichung aus Satz 4.17 im Folgenden
in Spezialféllen explizit angeben und dann mit Proposition 4.26 vergleichen.
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4 Konzentrationsungleichungen fiir das Boolesche Modell

4.2.2 Beschrankte Korner

Es gelten die Notationen von Unterabschnitt 4.2.1. Zusétzlich sei Q nun auf Koérnern
konzentriert, die in einem Kj € C¢ enthalten sind. Damit definieren wir die Konstanten

a:=X(Kp) und b:= (W + K7).

In Proposition 4.29 werden wir fiir den oberen und unteren Tail jeweils eine Konzentra-
tionsungleichung zuerst in schéirferer und dann in einer iibersichtlicheren Form angeben.
Dazu bendtigen wir zwei elementare Ungleichungen, die zum Beispiel auf Seite 44 in [22]
erwihnt werden. Stellvertretend fiir alle in dieser Arbeit verwendeten elementaren Un-
gleichungen fithren wir den Beweis der ersteren, der in den anderen Féllen analog gefiihrt
werden kann, vollstdndig aus.

Lemma 4.28. Es gilt

und, mit 0log(0) := 0,
22
(1-a)log(l—w)+a>7, 0<w<l (4.2.20)

Beweis. Sei f(z) die linke Seite von (4.2.19) und g(x) die rechte. Fiir z = 0 gilt mit 0 = 0
Gleichheit. Daher geniigt es zu zeigen, dass f'(x) > ¢'(x) fur alle z > 0 gilt. Fiir z = 0
sind f/(z) = log(1+ ) und ¢'(z) = (z + $2?)/(1+ 32)? wieder jeweils gleich 0. Fiir 2 > 0
folgt die Behauptung aus der Bernoullischen Ungleichung 1 4+ = < (1 + %x)g und damit
f) =1/1+z) >1/(1+ %33)3 = ¢"(z) sowie f"(0) = 1 = ¢"(0). Der Beweis von
(4.2.20) kann analog gefiihrt werden. O

Proposition 4.29. Es gilt fir das Boolesche Modell (4.2.2) mit beschrinkten Kérnern

P[F — E[F] > r] < exp (@ (E[;] ~(1+ E[T—FQ log (1+ ﬁ))) (4.2.21)

< exp ( - 2a(]E[Z7;] n %7’)>’ r >0, (4.2.22)

und
P[F — E[F] < —r] < exp (—E[f] <E{F] +(1- W> log (1 - W))) (4.2.23)
< exp ( - 2a£2[F] . 0<r<E[F]. (4.2.24)
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4.2 Volumen des Booleschen Modells fiir Poissonprozesse

Beweis. Wir wenden Satz 4.17 an. Sei s > 0. Da « +— ¢(sx)/x fir positive £ monoton
wéchst, erhalten wir

p * b
H(s) < A K M(Kp)) = =b )
Co (S) = )‘d<KO) d<W + 0)¢(S d( 0)) a ¢(Sa>
Also ist fiir den oberen Tail die Schranke
P[F —E[F] > r] <exp (2—)6(65“ —1—sa) — sr) =: g1(s) (4.2.25)
a

in s zu optimieren. Das Minimum von ¢ erhalten wir durch die Losung von

91(s) = 91(s) (Eb(aesa —a) — 7") =0.

a

Die vorige Gleichung bedeutet

1
ae’® —a=—, also s= —log <1+L>.
a pb

Aus Gleichung (2.5.3) erhalten wir
pb=EXN(ZN (W + K}))] > EN(ZNW)] = E[F] (4.2.27)

und da z — X(z — (14 2)log(1 + z)) fiir positive 2 monoton fillt, folgt aus (4.2.26) die
erste behauptete Ungleichung. Mit (4.2.19) vereinfacht sich diese zu (4.2.22).

Durch analoge Rechnung erhalten wir die Abschitzungen fiir den unteren Tail. Da fiir
s > 0 auch x — ¢(—sz)/z fiir positive x monoton wéchst, gilt

P[F —E[F] < —r] < exp (gb(e_sa — 1+ sa) — 57“) =: go(s). (4.2.28)
Die Auflésung von gj(s) = g2(s)(Eb(—ae™* + a) — r) = 0 ergibt mit

s:—%log (1—#)

einen Wert, der nur fiir 7 < pb wohldefiniert ist. In (4.2.28) eingesetzt ergibt dies

P[F — E[F] < —] < exp (—%b (1% + (1 - ]%) log (1 - ]%))) .

Ungleichung (4.2.23) folgt nun daraus, dass z — —X(z+ (1 —x)log(l1 —2z)) fir 0 <z < 1
monoton fallt. Mit (4.2.20) ergibt sich die letzte Behauptung. O
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4 Konzentrationsungleichungen fiir das Boolesche Modell

Bemerkung 4.30. Anstatt Abschitzung (4.2.19) zur Vereinfachung der Konzentrations-
ungleichung (4.2.21) zu verwenden, konnten wir auch die asymptotisch bessere Abschét-
zung (14+x)log(l4+x)—x > (x/2)log(1+x), x > 0, verwenden. Allerdings ist die letztere
Abschétzung fiir x < 7,577 schlechter als (4.2.19). Da wir in Proposition 4.29 fiir # den
Bruch r/E[F] einsetzen und dabei nur r < \y(W) — E[F] = E[F](p~' — 1) zu betrachten
ist, fiihrt Abschétzung (4.2.19) zumindest im Fall p~ — 1 < 7,577, also fiir p > 1/(8,577)
zu einer besseren Konzentrationsungleichung. Im Fall p < 1/(8,577) ist (4.2.19) noch fiir
entsprechend kleine Werte von r besser.

Proposition 4.29 zeigt einen deutlichen Unterschied zu Heinrichs Proposition 4.26. Dort
wird fiir groBe r eine Abschidtzung mit der Asymptotik exp(—©(r)), r — oo, erhalten,
wohingegen unser Ansatz iiber die Kovarianzgleichung zu Ungleichung (4.2.21) und damit
zur asymptotisch besseren Abschéitzung exp(—O(rlogr)) fiihrt.

Dariiber hinaus ist die Ungleichung (4.2.21) recht scharf. Dies belegt der Vergleich mit
einem gegeniiber demjenigen in Bemerkung 4.18 erneut vereinfachten Modell: Die Zu-
fallsvariable X ~ Po(A), A > 0, steht dabei fiir das Volumen des Booleschen Modells
innerhalb eines Beobachtungsfensters, wenn das Volumen jedes Korns gleich 1 ist und
Uberschneidungen der Korner nicht beriicksichtigt werden. Zunichst gilt laut Lemma 1.2
in [29] die Abschétzung

PIX —A>7] <exp(r— (A+r)log(l+7/X)), r>0. (4.2.29)

Gemaéfl Seite 1225 in [15] gilt unter nur leichter Modifikation der obigen rechten Seite
sogar die asymptotische Gleichheit

PIX —A>7]~ 2rA+7))"Y2exp (r— (A+7)log(l1+7/)\), r— .

Wir erkennen in (4.2.21) die genau gleiche Form wie in (4.2.29) mit dem zusétzlichen Fak-
tor 1/a innerhalb der Exponentialfunktion. Es ist nicht {iberraschend, dass das Volumen
eines einzelnen Korns in dieser Form auftritt: Es gilt wegen der elementaren Ungleichung
1—e ™ < z,x € R, in der nur fiir z = 0 Gleichheit vorliegt, die Abschétzung 1 —e™7* < ~a,
die fiir kleinere Werte von  immer schérfer wird: Fiir v — 0 gilt 7 ~ (1 —e77*) /a < 1/a.
Und eine kleinere Intensitéit bedeutet ja tendenziell weniger Uberlappungen der Korner.

Da es moglich ist, das in diesem Unterabschnitt 4.2.2 untersuchte Boolesche Modell in-
nerhalb eines Beobachtungsfensters zu simulieren, kénnen empirische Abweichungswahr-
scheinlichkeiten zum Beispiel mit den Werten der Schranke (4.2.21) verglichen werden.
Michael Klatt hat Simulationen mit zwei-dimensionalen Rechtecken durchgefiihrt, die in
Abbildung 4.2 zusammengefasst sind.

Details zur Simulation und zur verwendeten Software sind in [14] beschrieben, wobei hier
nicht wie in [14] periodische Randbedingungen verwendet werden, sondern die Mittel-
punkte der Rechtecke in einer ausreichend grofien Umgebung des Beobachtungsfensters
W simuliert werden und dann die Vereinigung der Rechtecke mit W geschnitten wird.
Da Chernoff-Schranken fiir kleine Abweichungen immer nahe bei 1 liegen, ist zun#chst
ein deutlicher Abstand zwischen Schranke und empirischer Wahrscheinlichkeit natiirlich.
In Abbildung 4.2 sehen wir ein Beispiel, wie sich dieser Abstand fiir zunehmendes r ver-
kleinert. Wir erinnern daran, dass Konzentrationsungleichungen dann interessant sind,
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Abbildung 4.2: Vergleich der empirischen Abweichungswahrscheinlichkeiten mit der
Schranke (4.2.21) im Fall von W = [0,1]* und zufillig gedrehten Recht-
ecken, deren Kantenlingen unabhingig und gleichverteilt in [0, 1/2] sind.
Eingefiigt sind drei Stichproben. Die Pfeile nach unten zeigen dabei jeweils

an, um welchen Wert r die Flédche von Z ihren Erwartungswert {ibersteigt.
(Grafik von Michael Klatt.)

wenn die Abweichungswahrscheinlichkeiten nicht exakt bestimmt werden kénnen. Aufler-
dem gilt die Schranke (4.2.21) in allgemeinerem Rahmen als speziell unter den im Beispiel
verwendeten Voraussetzungen. Daher ist eine vollstdndige Annéherung der Schranke an
den empirischen Wert auch nicht zu erwarten.

Die Verwendung der Log-Sobolev-Ungleichung fiihrt mit der folgenden Proposition zu
einem #hnlichen, aber wie wir sehen werden unter Umstédnden schlechteren, Ergebnis als
die mithilfe der Kovarianzgleichung hergeleitete Proposition 4.29.

Proposition 4.31. Fir das Boolesche Modell (4.2.2) mit beschrinkten Kornern gilt

P[F — E[F] > r] < exp (2 - (2 +yEDN(W + Zg)]) log (W]E[Ad(rw 7 1))

(4.2.30)
< exp (w(# . (# + 1) log (# + 1))) r>0, (4.2.31)
und
7,,2
P[F — E[F] < —] < exp ( - S ELT T ZS>]>’ r>0. (4.2.32)
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Beweis. Mit (4.2.3) erhalten wir die fast sichere Abschétzung

Vet =yt = /Cd(DKF)M(dK) = 7/@1 /Rd(DKﬂF)?dw@(dK)

V/Cg /R (M(Z° N (K +2) N W) de Q(dE)
gV/Cg/Rd]l{(Ker)ﬁW%(Z)}/\d(Ker) dz Q(dK)
gfy/cg/Rd]l{(Ker)ﬂW%@}a dz Q(dK)
:'yag/ N(W + K*)Q(dK).

¢

Durch Anwenden von (3.2.1) und (3.2.4) erhalten wir nun (4.2.30) und (4.2.32). Da die
Funktion z +— (2 + 93) log (;—a + 1) fiir x > 0 monoton fallt, folgt die zweite Ungleichung
(4.2.31) aus der fast sicheren Inklusion Z§ C K§ und (4.2.30). O

Bemerkung 4.32. Im Fall deterministischer Korner sind die Konzentrationsungleichun-
gen, die von uns iiber den Ansatz der Kovarianzgleichung hergeleitet wurden, besser als
die auf der Log-Sobolev-Ungleichung aufbauenden: Betrachten wir zunéchst beim oberen
Tail jeweils die schérfste erhaltene Ungleichung ohne weitere Vereinfachungen und ver-
wenden die Notation ¢(z) := (z — (14 z)log(1+x)), schreiben sich (4.2.26) und (4.2.30)
als

P[F — E[F] > r] < exp (21&(&)) r >0,

beziehungsweise

PIF —E[F] 2 7] < exp (2 ' w<7aE[Ad(rW n Zg)]))’ r20.

Insbesondere unterscheiden sich die beiden Konzentrationsungleichungen nur in den Kon-
stanten. Da 1 (x) fiir positive z monoton fillt, fithrt der Ansatz iiber die Kovarianzglei-
chung also genau dann zu einer besseren Schranke, wenn die Ungleichung

(1 — e EREINEIN(W + K3)] < vaEN(W + Z3)] (4.2.33)

erfiillt ist. Wenn nun 7, = Kj fast sicher gilt, vereinfacht sich dieses Kriterium zu
1—e77* < va, das fiir alle Werte von v und a erfiillt ist. Der Unterschied zwischen beiden
Abschiitzungen ist in Abbildung 4.3 in einem konkreten Beispiel zu sehen. Ahnlich sicht
der Vergleich der Abschitzungen (4.2.24) und (4.2.32) fiir den unteren Tail aus: Unter
Beriicksichtigung der Ungleichung (4.2.27) sehen wir, dass die Giiltigkeit von (4.2.33) fiir
die Bevorzugung der Herleitung iiber die Kovarianzgleichung hinreichend ist. Der exakte
Vergleich mit Heinrichs Proposition 4.26 ist schwierig, da dort zwei Optimierungspara-
meter zusammenwirken. Bei Stichproben konnten wir keine Hinweise dafiir finden, dass
Proposition 4.26 in konkreten Beispielen dhnlich gute Ergebnisse liefert wie die Proposi-
tionen 4.29 und 4.31.
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Abbildung 4.3: Vergleich der Abschétzungen (4.2.26) (in blau) und (4.2.30) (in griin) bei
deterministischen Kérnern mit d = 2, Zy = [-1/2,1/2]?, W = [0, 10]* und
v = 1/2. Auf der z-Achse die Werte fiir r, auf der y-Achse die oberen
Schranken fiir die Abweichungswahrscheinlichkeiten.

Bemerkung 4.33. Die Sdtze 3.12 und 3.13 sind fiir die Anwendung auf das Boolesche
Modell (4.2.2) mit beschrankten Koérnern ungeeignet:

(a) Analog zur Abschitzung im Beweis von Proposition 4.1 erhalten wir mit (4.2.3):

VT =300 — f =) = 3 aa((K )y )gaF. (4.2.34)

Ken Ken Len—i6k
Mit Satz 3.12 folgt daraus
2
") 0
a(2E[F] +7)

was offenbar eine schlechtere Abschétzung als (4.2.22) ist. Verwenden wir in (4.2.34)
die Abschitzung

P[F — E[F] > 7] < exp ( - (4.2.35)

Sn('nwin |J L) <),
Ken Len—dk
erhalten wir mit (3.2.2) durch

T2

QGAd(W)
sogar einen oberen gaufischen Tail. Allerdings ist letztere Ungleichung fiir die inter-

essanten Werte 0 < r < \g(W) — E[F] schlechter als (4.2.35), da dann 2E[F| +r <
2\ (W) gilt.

P[F—E[F]zr]gexp<— ) r>0,

63



4 Konzentrationsungleichungen fiir das Boolesche Modell

(b) Als Spezialfall von (3.3.17) erhalten wir
P[F —E[F] > 1] <P[VF —~E[VF] > z] <Elexp (VF —E[VF])]e™*, (4.2.36)

mit z = z(r) = /E[F] +r — \/E[F], wobei zuletzt noch die Markov-Ungleichung
verwendet wurde. Durch Anwendung von Satz 3.13 ist also nur eine Schranke, die
sich in r wie exp (\/F) verhélt, zu gewinnen. Es ist fiir uns auch keine derart ge-
schicktere Anwendung des allgemeineren Korollars 3.5 in [5] in Sicht, die eine bessere
Asymptotik als exp (1/7) liefern wiirde.

4.2.3 Unbeschriankte Korner

Wir bezeichnen die Gammaverteilung mit Parametern «, > 0 als v(a, ), das heifit

h(z) = %x“leﬁx,

ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte von y(«, ) beziiglich des Lebesgue-Mafles A;. Die fol-
gende elementare Rechnung zeigt fiir Y ~ v(«, 5) und r — oo die Asymptotik

x>0,

PIY > 1] ~ h(r)/B = exp(—r8 + O(log(r))) = exp(—r(8—o(1))).  (4.237)
Wegen . .
B (z) = Fﬁ(a) ((a — 1)z 2P — B:L'a_le_ﬂz) = h(z) <a; — 5)
erhalten wir mit partieller Integration fiir r > %:
20 = [ ()
x o0 > a—1
- @] - / @) ds (4.2.38)
S S FAGL (4.2.39)

Andererseits kann das Integral in (4.2.38) nach oben durch m [ f(z)dx ab-
geschitzt werden. Daraus ergibt sich

T a—1
POV 20 2 o S0 = () B 2 7)
und nach Umsortierung
r (rB—a+1?2+a-1

Die beiden Schranken (4.2.39) und (4.2.40) unterscheiden sich nur um den letzten Faktor
in (4.2.40), der fiir r — oo gegen 1 konvergiert. Es folgt (4.2.37).

Eine #hnliche Asymptotik sehen wir in der folgenden Proposition fiir das Volumen des
Booleschen Modells, wenn das Umkugelvolumen des typischen Korns Gamma-verteilt ist.
Dabei werden mehrfach Gebrauch des folgenden elementaren Lemmas machen. Es folgt
unmittelbar daraus, dass 24 le =% b*/I'(a) - 1{x > 0} eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist.
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Lemma 4.34. Fir a,b > 0 gilt

e r
/ xa—le—bz dr = (CL) )
0 b

Proposition 4.35. Fir das Volumen der Umkugel des typischen Korns des Booleschen
Modells (4.2.2) gelte R(Zy)%kq ~ (o, B), a,B3 > 0. Definieren wir t := R(W), & :=
max{c, 1} und fir r,c > 0 die Funktion

a/(a+2) 1/(d(a+2))\ d d
g(r,c) == cod[ﬁ%‘/(o‘“)(g) (t/-fcl/d + ( r ) ) — <t/<a(11/d —l—ﬁ_%)

cpBe
% (1 Lo a<£>_l/(a+2)5—2/(a+2))] _ Br 4 plot/(e2) (cﬁa)l/(a'f‘Q)?

— 14 O(rler ) (4.2.41)

=—r(B-o)), r—o0,
so gilt firr > 0:

P[F —E[F] >r] <exp(g(r,c1)), 0<c <rB, (4.2.42)
und
P[F —E[F] < —r] < exp(g(r,c2)), e >rp”

Beweis. Die Aussagen iiber die Asymptotik von g ergeben sich aus den wohlbekannten
Rechenregeln fiir Landau-Symbole. Zunéchst iiberpriifen wir die Wohldefiniertheit des
Booleschen Modells mit dieser Kornverteilung, das heifit die Bedingung (2.5.2). Fiir p > 0
gilt

E[\i(Zo + B(0,p))] <E[A(B(0, R(Zo) + p))] < E[ka(R(Z) + p)?]
=K [/{)d Z (d) piR(ZQ)d_i]

=3 (N (EmE- 1 < )

~

+E[R(Z)" 1{R(Z) > 1}})
<3 ()ome 0or ) = 3 (o 2) <

Um nun beide Aussagen von Proposition 4.22 verwenden zu konnen, iiberpriifen wir
zunéchst deren Voraussetzungen. Sei —oo < s < 5. Mit Lemma 4.34 erhalten wir

]E[es”dR(ZO)d]:/ e”—ﬁ e P dg = b / e~ B=)zga=l gy
0 0

I(a) I(a)
T
EONCEDE
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sowie
1 [ gx B> ['(3d + «)
ERZ3d:—/ 3d_Z__poa—l,=pr go. .
[(Z0)"] K3 Jo ! F(a)x ‘ ! k(o) pod+e

Fiir die Funktion G von (4.2.12) gilt nun
d
- Z kiVariW)E[R(Zo)'¢(sR(Zo) ka) |
=0
d
=3 KV W)k M E [(ndR(ZO)d)” d¢(sR(ZO)%d)}
=0

d oo «
= Z Hini(W)/idi/d/ 2/ (e — 1 — sx) B—xafle’&” dx. (4.2.43)
=0 0 I'()

Aus der Monotonie und Homogenitét der inneren Volumina erhalten wir

Vai(W) < Va_i(B(0,1)) =t Vy_4(B(0,1)) =t (d) Bop<i<d (4.2.44)

1) R

wobei wir zuletzt eine bekannte Formel fiir die inneren Volumina der Einheitskugel ver-
wendet haben, die sich zum Beispiel leicht aus der Steiner-Formel folgern lésst. Setzen wir
bei jedem Summanden in (4.2.43) Abschétzung (4.2.44) entsprechend ein, erhalten wir

« d oo
) < 6 Z ( ) 1/d / pato—l (e*(B*S)‘” —e P _ sxe*ﬁw) dx.
0

=

Dreifache Anwendung von Lemma 4.34 ergibt wegen ( > s:
g X /d Sy d—i i
< 1/d\d—1t éfoz -
“) = rry ; <1> (tri") (((ﬁ )74 = ) I (G o)
_ - ¢
spd F(d +a+ 1)>

( ) ki Zr<é+a) ((5_5)—2—a_5—d —sfan 1<d+a>).

Fir x € (0,1] fallt I'(z) > 1 monoton, mit x € (1,2) gilt I'(x) < 1 und fir x > 2 wichst
['(x) monoton. Also gilt fir 0 <i <d

i INGIR a<l,
F(E +a> = {F(1+a) =al(a), a>1,

und daher, da jeder Summand von (G; nicht-negativ ist,

d

=
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4.2 Volumen des Booleschen Modells fiir Poissonprozesse

Fiir die weiteren Rechnungen transformieren wir den Parameter s € (0, ) wie folgt: Fiir
c1 € (0,73?) setzen wir

—1/(a+2)
s =g — ( L > .
ap®

Zu beachten ist, dass s) im Intervall (0, 3) liegt und dort auch alle Werte bei jeweils
geeigneter Wahl von ¢; annehmen kann. Nun erhalten wir mit Ungleichung (4.2.45):

S é)( ) () | () e
(=GR ) )]
<3 (5) () [ o
N (B;a B (CL>_1/(&+2)B&/(“+2)3°‘1)]
1
d i o/l ; N i
-2 () ) G ) e

i=0
ﬁa?/(a+2)ﬂ;:| )

1/(a+2)

a2

Durch Anwenden der Binomischen Formel auf jeden Summanden vereinfacht sich dies zu

G (s ro\a/(a+2) o 1/(da+2)\ ¢ - N d
/18(0‘& ) S <Clﬁa> (tl{;/d + <Clﬁa> ) N B i <tl€(§/d + /8 d)
—1/(a+2) d

r >a/(a+2) ( 1/d r d(a+2))
= tk) + <
<C1ﬁa ¢ Clﬁa

( try/* B ) <B°‘+a6“— (L> 1/(a+2 ““a“)).

C1

Also gilt nach (4.2.14) fiir ¢; € (0,73%):
P[F —E[F] > r] < exp (coGl(s(l)) — sr)

af(a+2) 1/(d(a+2))\ ¢
<asp (ama | (5)" " (e ()" )
d 1/(a+2)
— (t/i;/d + 5_%> (5 +af™ - a(q) 5_a_2/(a+2)>}
r o\ —1l/(a+2)
—Br+r <C1Ba>

o/ (a+2) 1/(d(a+2))\ @
= exp (c()a [ﬁ2a/ (‘””)(Cl) (t bd <clrﬁa> )
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4 Konzentrationsungleichungen fiir das Boolesche Modell

() (1o —a(Z) )

—Br + plat1)/(a+2) (CIBQ) 1/(a+2)) '

Damit ist (4.2.42) gezeigt. Fithren wir ab (4.2.45) die analoge Rechnung mit einem belie-
bigen ¢y > r% und der Wahl

r —1/(a+2)
Vi=pt(Lm) €0

durch, wobei lediglich G (s")) durch G (—s®) zu ersetzen ist, folgt die Behauptung zum
unteren Tail mit (4.2.15). O

Bemerkung 4.36. Eine Abschiitzung mit wesentlich besserer Asymptotik als in (4.2.41)
ist unter den betrachteten Voraussetzungen nicht zu erwarten, solange wir Konzentra-
tionsungleichungen wie {iblich iiber die Chernoff-Schranke herleiten. Denn vereinfachen
wir die Voraussetzungen von Proposition 4.35 wie im Folgenden durch die Annahme von
unabhéngigen Kugelvolumina, gilt fast dieselbe Asymptotik:

Seien 7, X1, Xo,... unabhéngig, Xi, Xy, ... identisch verteilt und X; ~ ~(a,3) sowie
T ~ Po(\), a, B, A > 0. Sei weiter s > 0 und

F = ZT;Xn.

Dann gilt
oo k oo
S - S n - S k
ZE {7 = k}e*Xn=1 ] ge )‘k'E[e Z"IX}—ge AktE[exl]
NP — (A\M
=Y e B = S NI e (301 5) - 1),
k=0 k=0

wobei My, die momentenerzeugende Funktion von X; bezeichne. Weiter gilt

(3] k [ k
exp(sE[F (skE_%E[]l{T =k} ;X”D = exp (s;e_A%kE[XlD
= exp (sE[Xl]e_’\ ; ﬁ) = exp(sE[X1])).
Daraus folgt
E[GSF] eA(MX1 (s)—1)
P[F —E[F] >7r] < = = exp (M( My, (s) — 1 — sE[X;]) — s7).

eSE[F]esT eS(T+/\E[X1])
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4.2 Volumen des Booleschen Modells fiir Poissonprozesse

Optimiert mit s = ﬁ(l — (M

+ 1)71/(a+1)) ergibt dies

P[F — E[F] > r] < exp (/\(MXl(S) —-1- s%) - 31“)

o (A [( 1)0/(%1) l—a+ a(% + 1) _1/(0‘“)}
—rB+ rﬁ(% ) aﬂ))

:exp(—rﬂ—k)\[ ;a )a aH)—l—oz

(
o) G ) )

=exp(—rB+ (9( O‘/(O‘H))),

also eine nur sehr wenig bessere Asymptotik als (4.2.41).

Wiihrend sich die Konzentrationsungleichungen von Wu in [34] nicht auf das Boolesche
Modell mit unbeschrénkten Kérnern anwenden lassen, ermoglichen die Erweiterungen von
Bachmann und Peccati diese Verallgemeinerung. Mithilfe von Satz 3.13 erhalten wir die
folgende Konzentrationsungleichung.

Proposition 4.37. Seien vy := yE[A(W + Z3)] sowie Xo := min{A\g(Zy), Aa(W)} und
es gelte \g(W) > ~~1. Dann gilt

P[F —E[F] >r] <ywE[e*]e™®, r>0,

mit z = z(r) :== \/E[F] + 1 — \/E[F]
Beweis. Es gilt mit der Konvention max{® := 0:

Vit = (Dif(n—0k))* =D _(f(n) = f(n— k)’

< max{f(n) = f(n—dx) : K € pmit KOW #0H( D f(n) = F(n— o))
< max{min{A\;(K), \g(W)}: K € p mit KNW # 0} - F, (4.2.46)

Es sei Cd, := {C € C¢: CNW # (}. Die Verteilung von maxg A\g(K) ist gleich der

Verteilung von M := max{Xj,..., X}, wobei X, 4 Xo, n € N, und s Poisson-verteilt
mit Parameter E[n(Cg,)] < oo sowie k, X1, X, ... unabhiingig seien. Wegen

= BN+ Z) = [ [ 1K+ 20 W £ 0} de Q) = ACh) = Bin(Ci)

gilt kK ~ Po(yw).
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4 Konzentrationsungleichungen fiir das Boolesche Modell

Es bezeichne G die Verteilungsfunktion von X,. Damit gilt fiir ¢ > 0:

H(t) :=PM < 1] = ZP nlP| max X; <] = j;,V—VWGU
- n=0

= exp(—yw (1l — G(t)))

und H(t) =0 fir t < 0. Somit erhalten wir mit der Ungleichung 1 —e™* <z, x € R,

E[c™] = /OOO (1-P[eM < 4])dt = /OOO (1— H(log(t))) dt
s /100 (1= exp [ = (1= Gllog(t)))]) dt
<1+ /Ioofyw(l — G(log(t))) dt = 1+ yw /loo (1-Ple™ <t])dt
< (1+ /1 T (1= P[e <4]) dt) = 3w B[], (4.2.47)

wobei wir bei der letzten Ungleichung die Voraussetzung benutzt haben. Nun wenden wir
mithilfe der Abschétzung (4.2.46) Satz 3.13 an und erhalten weiter mit (4.2.47):

E[exp (\/F— ]E[\/F])} < E[eM} < VWIE[CXO}.
Daraus folgt mit (4.2.36) die Behauptung. O

Beispiel 4.38. Sei \y(Zy) ~ v(a, f), , 8 > 0. Dann gilt fiir 5 > 1

E[e)‘d(zo)] — (ﬁﬁ 1)a

und daher mit Proposition 4.37:

P[F —E[F] > r] < wE[eX] e™* < yw (%) e ”.
Bemerkung 4.39. Im Vergleich zu Proposition 4.35 hat Proposition 4.37 schwéchere
Voraussetzungen. Falls allerdings Proposition 4.35 anwendbar ist, bietet sie eine bessere
Abschitzung, unter Vernachlissigung der Konstanten namlich e statt e~ V" wie in Bei-
spiel 4.38. Hinzu kommt in Proposition 4.37 der typischerweise grofle Faktor vy E [eXO} <
’YW]E[ Aa(Zo) ] auflerhalb der Exponentialfunktion, den wir durch Anwendung der Unglei-
chung 1 — e~ < x erhalten haben.

Mit dem auf der Kovarianzgleichung beruhenden Satz 3.18 erhalten wir jedoch mit der
ersten folgenden Konzentrationsungleichung im ganz allgemeinen Fall ein deutlich besseres
Ergebnis als in Proposition 4.37, da fiir ¢ > 0 die Asymptotik r + clog(c¢/(r + ¢)) ~ r,
r — oo, gilt. Das zweite, analog erhaltene Ergebnis bei beschrinkten Koérnervolumen
bietet offenbar keinen Fortschritt gegeniiber vorigen Ergebnissen in Unterabschnitt 4.2.2.

70



4.2 Volumen des Booleschen Modells fiir Poissonprozesse

Proposition 4.40. Fir den oberen Tail des Volumens des Booleschen Modells (4.2.2)
qgilt

P[F — E[F] > r] < exp (—% (7“ + E[F]log (%))) . >0,
(4.2.48)

und im Fall beschrankter Kornervolumen mit M\y(Zy) < a fast sicher fir ein a > 0 gilt

P[F — E[F] > 1] < exp (—W (r + E[F]log (MD) )

Beweis. Nach Lemma 4.16 gilt

1 1
/ / Dy f(ne + 1) Mg _pa(dp) dt < / Aa(K N W) (emW-ERaZN) g (4.2.49)
0 N 0

Im allgemeinen Fall schitzen wir Aq(K NW) < A\y(W) ab und erhalten dann fiir die rechte
Seite in (4.2.49) den Wert A\y(W)p/(vE[Xa(Zp)]). Im Fall beschrénkter Kérner verwenden
wir \g(K N W) < a. Auerdem gilt analog zu vorigen Abschétzungen

VM:ZDKf(n—(SK):Z)\d<(KmW)\ U L) <F

Ken Ken Len—idx

Damit folgen die Behauptungen jeweils aus Satz 3.18. O

Beispiel 4.41. Wir vergleichen die Propositionen 4.35, 4.37 und 4.40 anhand des fol-
genden einfachen Beispiels: Seien d = 2, W = B(0, 10), die Intensitéit v = 1/2 und das
typische Korn sei eine Kugel mit (1, 1)-verteiltem Volumen.

Zunéchst stellen wir fest, dass Proposition 4.37 in diesem Fall keine sinnvollen Abschét-
zungen bereitstellt: Die Funktion g(r) = yAo(W) exp (— /E[F] 4+ r+ /E[F]) nimmt erst
fiir r > 138 (gerundet) Werte kleiner 1 an. Da g recht grob nach oben durch die Schranke

YEN(W + Z)| Elexp(min{Xa(Zo), Ao (W)})] - exp ( — VE[F] + 7+ /E[F]) (4.2.50)

aus Proposition 4.37 abgeschétzt werden kann, sehen wir in Verbindung mit den Werten
E[F] ~ 123,6 und A\q(W) =~ 314, 2, dass die Schranke (4.2.50) keine guten Werte liefert.
Auch in anderen Beispielen ist die Problematik wegen des zweiten und dritten Faktors in
(4.2.50) &hnlich.
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4 Konzentrationsungleichungen fiir das Boolesche Modell

Die Schranke aus Proposition 4.35 konnen wir nicht direkt plotten, da fiir jeden Wert von
r der Parameter ¢; von Neuem numerisch zu optimieren ist. Die folgende Tabelle zeigt
jedoch stichprobenartig die eindeutig besten Abschétzungen:

r | ¢ = c1(r) | Schranke
10 9.74 0.99
15 13.93 0.91
20 17.73 0.78
25 21.19 0.61
30 24.34 0.46
35 27.22 0.31
40 29.86 0.20
45 32.28 0.12
20 34.50 0.07
60 38.42 0.02

Die Proposition 4.40 stellt im Unterschied zu Proposition 4.35 keine weiteren Bedingungen
an die Verteilung des Volumens des typischen Korns, ist dafiir aber im hier betrachteten
Beispiel schlechter, wie der Vergleich obiger Tabelle mit Abbildung 4.4 zeigt.

1.00
1

095
1

0.80
1

085
1

080
1

075
1

T T T T T
0 50 100 150 200

Abbildung 4.4: Die Schranke (4.2.48) im Beispiel 4.41 fiir die relevanten Werte von r.
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4.3 Oberfldache des Booleschen Modells fiir Poissonprozesse

Satz 4.42. Fir den unteren Tail des Volumens des Booleschen Modells (4.2.2) gilt

PF-E[F] < —r]<exp| — r 5= | r>0.
( 2/E MW + Z5) (Ma(Z0)) ] )

Beweis. Die Behauptung folgt durch Ungleichung (3.2.4) aus Satz 3.11 mit

VeT = | (DxPR A
_ ”/cd /R (M((ZU (K +2)) W) = \a(Z N W))* da Q(dK)

< 7/% /R L{K +2nW £ 00K +2)) de Q(AK)

= YE[Xa(W + Z5)(Na(Z0))?]. -

4.3 Oberflache des Booleschen Modells fiir
Poissonprozesse

Wir betrachten das durch (4.2.2) definierte Boolesche Modell Z und nun den (halben)
Oberflécheninhalt

Fd—l = ‘/d—1<Z N W)

des auf ein Beobachtungsfenster W € K¢ mit A\g(W) > 0 eingeschrinkten Booleschen
Modells. Seien K, € K¢ mit nicht-leerem Inneren, 1 < o < oo und es gelte

Q({tKy:1<t<a}) =1 (4.3.1)

Diese Voraussetzung ermoglicht es bei geeigneter Wahl von K, eine obere Schranke fiir
den Wert herzuleiten, um den die Oberfliche von Z beim Hinzufiigen eines neuen Korns
gegebenenfalls abnimmt. Wie wir im Beweis der folgenden Proposition 4.43 sehen werden,
liegt solch eine geeignete Wahl von K dann vor, wenn fiir alle W’ € K2 mit A\g(W’) > 0
fast sicher

HIT bA(Z)N LN W) < [a]*HTH (bd(Kp)), A - fast alle L, (4.3.2)

gilt. In diesem Fall kénnen wir Konzentrationsungleichungen fiir beide Tails von Fjy_
angeben, die sehr dhnlich sind zu den in den Propositionen 4.29 und 4.31 aufgestellten
Konzentrationsungleichungen fiir das Volumen von Z N W im Fall beschrénkter Korner.
Die im Folgenden hergeleiteten Konstanten fiir die Konzentrationsungleichungen sind

a:=[a]"Vi_i(Ko)  und b= Ag(W +aKy).
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4 Konzentrationsungleichungen fiir das Boolesche Modell

Satz 4.43. Seien die Bedingungen (4.3.1) und (4.3.2) erfillt. Dann gilt

r T r
P|Fas — B[Fi]| > 7] < 2exp ( - (5 +b) log (1+ %) + 5> (4.3.3)
T2
<2exp(——T" > 0. 4.3.4
= 2P < 2a(yab + %7")) ’ "= ( )

Beweis. Die Abschitzung (4.3.4) folgt mit Ungleichung (4.2.19) aus (4.3.3). Wir miissen
also nur die Ungleichung (4.3.3) zeigen. Dafiir werden wir die Ungleichung (3.2.1) aus
Satz 3.11 verwenden.

Wegen (2.5.1) und (4.3.1) sind A-fast alle L € C¢ von der Form L = t - Ky + z fiir ein
t € [1,a] und ein z € R?, insbesondere sind diese Mengen konvex. Fiir solch eine Menge
L gilt nun mit (4.2.3):

DiFy 1=V (LOW) =V (ZNLNW) < Vy(LNW) <V (L)
< Vi (aKy) = o'V 1(K) < a. (4.3.5)

Des Weiteren ergibt sich fir eine Menge L der Form L = t- Ky + x wegen (4.2.3) und
(2.3.3) die Gleichung

1
DrFy = Vi (LNW) — §Hd‘1(bd(Z NLNW))

Wir erhalten damit durch Verwendung von (4.1.8) mit S = LN W sowie T' = Z die
Abschétzung

1 2
1{DyFyy < 0}(DpFy)? < 1{DyFy, < O}<§Hd‘1(bd(Z) nLaw)).
Mit der Voraussetzung (4.3.2) folgt daraus

1{DpFy_1 < 0}(DpFy_1)* <1{D F;, < 0}(% [a}dﬂdl(bd(f{o)))z

=1{D,F;, < 0}-d” (4.3.6)
Die Kombination von (4.3.5) und (4.3.6) ergibt nun mit (2.5.1) die Ungleichung
/d (DLFd_l)zA(dL) < a27/d /d 1{DpFy 1 #0}drQ(dL) (4.3.7)
c cd JR

Mit
WDpsoFuy #0} <U{(L+2)NW £0} =1{z e W+ L*}, Le(f, zeR’,
folgt aus (4.3.7) schliefllich
/ (DoFi1)’ AdL) < 7a? / (W + LY Q(dL) < vab.
cd cd

Wegen V" = [,,(Dy,Fy_1)> A(dL) bekommen wir als Schranke fiir den oberen Tail die
rechte Seite von (4.3.3) ohne den Faktor 2 durch Anwenden von (3.2.1) aus Satz 3.11.
Aus obiger Rechnung geht auflerdem die stets giiltige Ungleichung D F,;_; > —a hervor.
Also gilt auch V" = [,,(DpF;-1)* A(dL), womit wir aus (3.2.3) fiir den unteren Tail
die identische Abschétzung wie fiir den oberen Tail erhalten. m
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Proposition 4.44. Seien R > 0, Ky = B(0,R) und Q = dg,. Dann ist die Bedingung
(4.3.2) erfillt. Insbesondere gelten die Konzentrationsungleichungen (4.3.3) und (4.3.4).
Dabei gilt a = R 1wy/2.

Beweis. Da 1 stationér ist, sind die fast sicher endlich vielen Partikel von 7 in {B(z, R) :
x e W+ B(0, R)} fast sicher paarweise verschieden. Seien w € €2 aus diesem fast siche-
ren Ereignis und B(z1, R),..., B(x,, R) die Punkte von n(w), die W schneiden. Weiter
seien A := J, B(z;, R) und 2y € R\ {z1,...,z,}. Dann gilt mit der Monotonie des
Hausdorffmafles und Lemma 4.4:

HT (bd[Z(n(w))] N W N B(zg, R)) = H¥ 1 (bd(A) N W N B(xy, R))
< H¥H(bA(A) N B(xg, R)) < HH(bd(B(z0, R)))
= H"(bd(B(0, R))).

Damit ist (4.3.2) gezeigt. O
Wir betrachten nun wie in Abschnitt 4.1.2 den durch feste Werte ¢y, ..., cq > 0 definierten
Quader
cT Cq Cq
Koom [~ 99T e [ 4] s

0 5y XX 5 (4.3.8)
und als typisches Korn eine zufillige Streckung von K mit einem Faktor, der zwischen
1 und « liegt. Wir verwenden wieder die Schreibweise x = (x1,...,24) fiir einen Punkt
r € RL

Proposition 4.45. Sei Ky wie in (4.5.8) und es gelte Q({t Ko : 1 <t < a}) = 1. Dann
ist die Bedingung (4.3.2) erfillt. Insbesondere gelten die Konzentrationsungleichungen
(4.3.3) und (4.3.4). Dabei gilt a = [a]®- 20, [1zic

Beweis. Da n stationér ist, erfiillen die Zentren der fast sicher endlich vielen Partikel von
nin {tKo+z : t € [1,0], v € W+ K} fast sicher die Voraussetzung (4.1.11). Seien w €
aus diesem fast sicheren Ereignis und ¢, Ky + 21, ..., t, Ko + x, die Punkte von n(w), die
W schneiden. Weiter seien A := JI", t; Ko + @4, to € [1,a] und o € R? derart, dass die
Bedingung (4.1.11) entsprechend unter Hinzunahme von ¢y, und z, erfiillt ist. Dann folgt
(4.3.2) aus der Monotonie des Hausdorffmafies und Lemma 4.6 durch

HH(DA[Z(n(w)] "W N (to Ko + x0)) = HH(bA(A) N W N (te Ko + 70))
< H N (bd(A) N (teKo + 0))
< [a]*H¥ (bd(Ky)). O
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5 Eine Konzentrationsungleichung fiir
das Poisson-Voronoi-Mosaik

Wir untersuchen nun
filp) :==Vi(Co(n), 0<i<d,

fiir u € Ny, siehe Definition in 2.5.2, und insbesondere die inneren Volumina der typischen
Zelle des Poisson-Voronoi-Mosaiks

Fp:= filn) =Vi(C(n+d,0)), 0<i<d.

Lemma 5.1. Fiir alle 1,25 € R? und u € Ny gilt

(a)

(b)
leDwzfd(N) > 0.

Beweis. (a) Es gilt

Dy, fi(p) = Vi(Co(p + 62,)) — Vi(Co(p))
=Vi{z e R : [zl < [lz = yll Vy € 1+ 60, })
—Vi({z € R?: izl < |2 =yl Vy € u}), (5.0.1)

wobei alle Ausdriicke wohldefiniert sind, da die Voronoi-Zellen aufgrund der Vor-
aussetzung an p kompakt sind. Da in Gleichung (5.0.1) V; auf zwei jeweils konve-
xe Mengen angewendet wird, wobei die erste eine Teilmenge der zweiten ist, folgt
D,, fi(n) <0 aus der Monotonie von V; auf konvexen Mengen.

(b) Im Fall des Volumens kénnen wir die Mafleigenschaften von \; verwenden:

Dy, Dy, fa(it) = Dey fa(pt + 0zy) — Day fa(pt)
= fa(pt =+ 0y + 0zy) — fa(p + 0zy) — falp + 02,) + fa(pt)
= Va(C(p + 90,0)) = Va(C(p + o + 6z,,0))
— (Va(C(p + 60 + 62,,0)) = Va(Cp + o + 0ay + 62,,0)))
= Aa({z € C(u+0,0) : [[z]| > ||z — 22[]})
—Xa({z € C(p+ 60 + 05,,0) : [[2]| > [[z — 22[})
= Aa({z € C(u+00,0) : [[z]| > ||z — 22|, [|z]| > [z — z:[|})
> 0. 0
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5 FEine Konzentrationsungleichung fiir das Poisson-Voronoi-Mosaik

Die in Satz 5.5 folgende Konzentrationsungleichung fiir den unteren Tail von F; erhalten
wir durch ein dhnliches Beweisverfahren wie in Theorem 3.8 von [5]. Zunédchst beweisen
wir die Integrierbarkeit des dafiir im Fall ¢ = d benétigten Funktionals

M; =Y (D filn—6,))%, 0<i<d.

xen

Lemma 5.2. Fir alle 0 < i < d gilt E[M;] < cc.

Beweis. Mit der Steiner-Formel (2.3.2) kénnen wir

L Aa(Co(n) + B(0,1)) (5.0.2)

Rd—i

= Vi(Co(n)) <

abschitzen. Es bezeichne S(n + do,0) die Voronoi-Flower der typischen Zelle. Mit der
Mecke-Gleichung, der Monotonie von F; auf kompakten Mengen und der Abschitzung
(5.0.2) erhalten wir

E[M;] :E[ /d(D F)? dx] 71&[/ 1{x € S(y+ 6,0 }Ffdx}
:7E[Fi2/\d (1 + 60, 0) } < —E[Ad Co(n )+Bd)2/\d(5(n+50,0))]

< E [Ad(sm +60,0) + B(0, 1)) ] .

'Lidz

Wegen S(n + do,0) C B(0,2diam(Cy(n))) erhalten wir damit

E[M;] < #E[AAB(O, 1+ 2diam(Co(n))))°| = #E [(1+ 2 diam(Caln))) ]

Da nach Lemma 3.1.2 in [28] alle Momente von diam(Cy(n)) endlich sind, folgt die Be-
hauptung nach Anwendung der Binomischen Formel. O

Bemerkung 5.3. Eine Vereinfachung des obigen Beweises zeigt auch E[F;] < oo.

Das folgende Lemma ergibt sich direkt aus der FKG-Ungleichung, sieche Theorem 1.4 in
[19].

Lemma 5.4. Seien G, Gy Poissonfunktionale, wobei G beschrinkt und wachsend sowie
G5 integrierbar und fallend ist. Dann gilt

E[G1G,] < E[G1]E[GY)].

78



Satz 5.5. Fiir das Volumen F = Fy der typischen Poisson-Voronoi-Zelle gilt

2

P[F —E[F] < —r] < exp ( - QETMd]>7 r > 0.

Beweis. Da conv(supp(n)) = R fast sicher gilt, erhalten wir mit Lemma 5.1, dass F fast
sicher fallend ist. Sei u > 0. Dann gilt nach Satz 3.10:

Ent(e ") <E [e_“F Z ¢(uD, f(n — 595))} ;

xen

wobei ¢(z) :=e* — 2 — 1, z € R. Wegen ¢(z) < 22/2 fiir 2 < 0 folgt daraus

Ent(e ") < %U2E|:€_uF Z (Daf(n— 63;))2} = U;E[e_“FMd]. (5.0.3)

xen

Nun zeigen wir analog zu Bemerkung 3.9 in [5], dass My fallend ist: Fiir y € R und x € n
gilt nach Lemma 5.1:

0< DyDacf(n - 5:5) = D:cf(n + 5y - 5w) - Da:f(n - 596)’

also 0 > Dy f(n+ 6, — 6,) > Dyf(n—d,), somit (D, f(n+ 6, — 5x))2 < (Dyf(n— 51))2
und schlieflich

DMy =" Dy(Dof(n—4d,))" <0.

xen

Da F fillt, wichst das beschrinkte Funktional e, Wegen Lemma 5.2 kénnen wir nun
Lemma 5.4 auf e und My anwenden. Aus (5.0.3) folgt damit

Ent(e ") < U;E[e‘“F]E[Md].

Die Behauptung folgt nun mit der Chernoff-Schranke und Lemma 3.3 durch

P[F — E[F BN e (SR
_ < pl<inf=t ) < 2 _
[ = B{F] < —r] < inf = ——— < infexp (FEIM] - s7)
und schliefllich der Optimierung mit s = r/E[M,]. O
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