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Ein Vergleichssatz fiir Integralgleichungen

Peter Volkmann

In [2] wird ein Vergleichssatz bewiesen, in welchem (gleichzeitig) Differential-
und Funktionaloperatoren auftreten. Wie hier gezeigt werden soll, kénnen
dort auch (Volterrasche) Integraloperatoren hinzugefiigt werden. Die Grund-
lage dafiir ist der unten gegebene Satz; er wurde vorgetragen auf der ,,Con-
ference on Inequalities and Applications '14”, Hajduszoboszlé (Ungarn), 7.-
13.9.2014.

Wir verwenden die Terminologie aus [2]: E' ist ein reeller topologischer Vek-

torraum (T»-Axiom wird vorausgesetzt), und K ist ein Keil in E, also () #
K C F mit

A>0,eK, ne K= \N{+n) € K.
Es sei noch K abgeschlossen und IntK # (). Fiir £, € F setzen wir
E<n<=n—¢eK, {LKn<=n—§£cntK.

Es bezeichne E* den topologischen Dualraum von E, und es sei K* der zu
K duale Keil, d.h.

K ={o|lpeE", () >0 (£€K)}

Ist D C E, sowird ®: D — E (schwach monoton) wachsend genannt, wenn
aus £,n € D, £ < n stets (&) < (n) folgt. GeméB [1] heiBt die Funkti-
on & : D — FE quasimonoton wachsend, wenn aus £,n € D, £ < n, ¢ €

K*, ¢(&) = o(n) stets o((&)) < ©(P(n)) folgt.

Nachstehend werden fiir ¢ > 0 Funktionen ¢ : [0,¢] — E integriert, wobei

folgende Bedeutung haben soll: Es ist £ € E, und fiir alle p € E* ist po g :
[0,t] — R im Lebesgueschen Sinne integrierbar mit
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Satz. Es sei T' > 0, und es seien v, w : [0,T] — E stetige Funktionen mit

v(0) < w(0), (1)
/k(t,s,w(s))ds—i— ft,w(t)) < /k(t,s,v(s))ds—i— f(t,v(t))
0 0 (2)
0<t<T).

Dabei seien k(t, s,€), f(t,€) € E fiir alle in (2) vorkommenden ¢, s, £ definiert,
es sei k(t,s,€) in & wachsend und f(¢,€) in £ quasimonoton wachsend.

Dann gilt

v(t) K w(t) (0<t<T).
Beweis. Anderenfalls ist

w(ty) —v(ty) € E\ Int K

fiir ein ¢ty € [0,7] moglich. Auf Grund der Stetigkeit von v und w kann ¢,
minimal gewahlt werden; wegen (1) ist dann

to > 0,
und wir bekommen
w(t) —v(t) € K (0<t<tg), (3)
w(ty) — v(to) € OK. (4)

Wegen (4) liefert der Satz von Hahn und Banach ein
p € K7\ {0} (5)
mit
p(w(to) —v(to)) = 0. (6)

Nach (4), (5), (6) haben wir

v(to) <wlto), ¢ € K, ¢(v(t)) = p(w(to)),

und da f(to,&) in £ quasimonoton wéchst, folgt

w(f(to, v(to))) < @(f(to, w(t)))- (7)

Wegen (5) ergibt sich aus (2) fiir t = ¢, unter Beachtung von (7) die Unglei-
chung

to to

/gp(k(to,s,w(s)))ds - /gp(k(to,s,v(s)))ds,

0 0
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also

to

/¢(k(t0, 5, w(s)) — k(to, s, v(s)))ds < 0. (8)

0
Wegen (3) ist v(s) < w(s) (0 < s <tp), und es folgt
k(to, s,v(s)) < k(to,s,w(s)) (0<s<tp).

Da ¢ € K* ist, hat somit die linke Seite von (8) einen nicht-negativen Wert,
also kann (8) nicht gelten.
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