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1 Einleitung

1.1 Der Begriff ,Turnpike®

Der sogenannte Florida Turnpike ist eine etwa 500 Kilometer lange gebiihrenpflichtige
Autobahn in Florida, welche die Metropolregionen Miami und Orlando verbindet. Die
anfallenden Kosten variieren dabei je nach Lange des genutzten Streckenabschnitts. Die
Frage, weshalb Autofahrer eine kostenpflichtige Strecke einer anderen Route gegeniiber
bevorzugen, welche moglicherweise sogar kiirzer wére, ist nicht schwer zu beantworten. Die
Hoffnung auf eine verkiirzte Reisezeit und eine problemlose Fahrt diirften im Vordergrund
stehen.

Diese Arbeit handelt von Turnpike-Aussagen in der Portfolio-Optimierung. Die Portfolio-
Optimierung ist ein zentrales Gebiet der Finanzmathematik. Ziel hierbei ist es, sogenannte
Portfolio-Optimierungsprobleme zu losen, in denen es darum geht, in einem vorgegebenen
Finanzmarktmodell fiir einen Investor mit einem gewissen Startkapital und zu einem
vorgegebenen Zeithorizont T eine optimale Investitionsstrategie zu finden, sodass der
erwartete Nutzen des sich durch diese Strategie ergebenden Endvermogens maximal wird.
Ziel ist es dann, Aussagen iiber die Existenz einer solchen Strategie zu treffen und diese
gegebenenfalls zu konstruieren. Um den Nutzen ,messbar’ zu machen, werden sogenannte
Nutzenfunktionen eingefiithrt. Mit deren Hilfe kann dieser beurteilt werden.

Man unterscheidet die klassische Portfolio-Optimierung, bei der sogenannte klassische
Nutzenfunktionen zur Beurteilung des Nutzens herangezogen werden, von anderen Ansét-
zen. Ein weiterer und in dieser Arbeit bedeutsamer Ansatz ist die sogenannte Choquet-
Optimierungstheorie. Im Gegensatz zur klassischen Portfolio-Optimierung ist es bei diesem
Ansatz moglich, gewisse psychologische Phanomene zu beriicksichtigen, welche das mensch-
liche Handeln beeinflussen. Dabei wird der Nutzen nicht nur mit Hilfe einer klassischen Nut-
zenfunktion, sondern zudem unter Beriicksichtigung einer sogenannten Wahrscheinlichkeits-
transformation bewertet. Man spricht dann vom verallgemeinerten Nutzen. Die klassische
Portfolio-Optimierung ergibt sich zudem als Spezialfall der Choquet-Optimierungstheorie,
sofern man fiir die Wahrscheinlichkeitstransformation gerade die Identitat wéhlt.

In der Portfolio-Optimierung erhélt man jedoch nur selten explizite Losungsformeln fiir
optimale Handelsstrategien, welche zu einem Endvermégen fithren, das den maximalen
Nutzen unter einer gewéhlten Nutzenfunktion (klassische Erwartungswert-Nutzen-Theorie)
oder einem gewéhlten verallgemeinerten Nutzen (Choquet-Maximierungstheorie) liefert.
Dies wird umso schwieriger, je komplizierter die Gestalt der gewahlten Nutzenfunktion ist.
Auch wenn man stochastische Marktparameter oder gar unvollstindige Mérkte zulésst,
konnen explizite Losungsformeln nur in seltenen Féllen angegeben werden.



Beim Modellieren des ,maximalen Nutzens’ ergibt sich oftmals ein Dilemma: Entweder man
erhélt lediglich eine Aussage iiber die Existenz einer optimalen Handelsstrategie, ohne deren
genaue Gestalt zu kennen, oder aber man muss die Nutzenfunktion und den betrachteten
Finanzmarkt moglichst einfach modellieren und bildet die Realitéit dabei moglicherweise
nur sehr schemenhaft ab. Letztendlich bleiben ohne eine vereinfachte Modellierung bisher
oft nur numerische Losungen zur Approximation der optimalen Handelsstrategie. Diesem
Dilemma kann mit Hilfe sogenannter Turnpike-Aussagen begegnet werden. Die zentra-
le Idee dabei ist es, in einem speziellen Finanzmarkt das Verhalten zweier Investoren,
deren Nutzenfunktionen (klassische Erwartungswert-Nutzen-Theorie) bzw. Nutzenfunktio-
nen und Wahrscheinlichkeitstransformationen (Choquet-Maximierungstheorie) in einem
gewissen Sinne ,zueinander dhnlich’ sind, miteinander zu vergleichen. Dabei wird das
Verhalten des einen Investors mit sehr einfachen Funktionen beschrieben, wohingegen
das Verhalten des zweiten Investors beliebig kompliziert modelliert werden darf. Sofern
nun der Endzeithorizont T beliebig grofi gewéhlt werden kann, kann jeder Investor mit
einem positiven Anfangsvermogen beispielsweise in den risikolosen Bond investieren und
sein Vermogen mit zunehmender Zeit beliebig mehren. Daher ist es bei zunehmendem
Endzeitpunkt T fiir die Bewertung des Endvermdégens entscheidend, wie sich die klassische
Nutzenfunktionen bzw. die Nutzenfunktion und Wahrscheinlichkeitstransformationen im
Bereich sehr grofler Vermogenswerte verhalten. Sofern sie sich in diesem Bereich in einem
gewissen Sinne ,zueinander dhnlich’ verhalten, sind auch die optimalen Handelsstrategien
der beiden Investoren in einem gewissen Sinne ,zueinander &hnlich’. Der Vorteil besteht also
darin, dass Investoren mit ,komplizierten Nutzenfunktionen” bzw. kompliziert modellierte
Finanzmérkte’ durch einfachere Modelle approximiert werden kénnen.

Der Begriff , Turnpike’ kommt aus der Wachstumstheorie und kann tatséchlich in Analogie
zu den zu Beginn erwéhnten Mautstralen gesehen werden, welche ebenfalls als Turnpikes
bezeichnet werden. Die Analogie dabei besteht darin, dass es bei langen Wegstrecken
oftmals 6konomischer ist, den Hin- und Riickweg zu einem Turnpike in Kauf zu nehmen,
um dann einen Grofteil der Strecke angenehm und ohne Hindernisse zuriicklegen zu kénnen.
Je langer dabei der Weg ist, umso lohnenswerter ist es, den Weg iiber den Turnpike zu
wihlen. Ahnlich verhilt es sich bei Turnpike-Aussagen mit den optimalen Handelsstrategi-
en: Umso gréBer der vorgegebene Zeithorizont des betrachteten Finanzmarktes gewéahlt
ist, desto lohnenswertes ist es, eine Handelsstrategie anzuwenden, welche zu einer verein-
fachten Situation gehort und in einer bestimmten Art und Weise dhnlich zu der eigenen ist.

Nachfolgend wird ein kurzer Uberblick iiber den Aufbau dieser Arbeit vorgestellt:

1.2 Uberblick iiber den Aufbau dieser Arbeit

Diese Arbeit ist in 10 Kapitel unterteilt. In Kapitel 2 und 3 werden die fiir das Versténdnis
dieser Arbeit wesentlichen Grundlagen und Rahmenbedingungen vorgestellt. Insbesondere
werden in diesen Kapiteln verschiedene Finanzmarktmodelle eingefiihrt, die in den nachfol-



genden Kapiteln eine zentrale Rolle spielen. In Kapitel 4 wird die historische Entwicklung
der Turnpike-Theorie aufgezeigt. In den Kapiteln 5, 6 und 7 werden Ergebnisse im Rahmen
der Turnpike-Theorie unter Betrachtung von stetigen Finanzmérkten in verschiedenen
Kontexten vorgestellt. Bezogen auf die Kapitel 5, 6 und 7 werden im Kapitel 8 Ergebnisse
zu Konvergenzgeschwindigkeiten bei Turnpike-Aussagen diskutiert. In Kapitel 9 werden das
sogenannte Bayes-Finanzmarktmodell eingefiihrt und weitere Konvergenzbetrachtungen
durchgefiihrt. Dabei kann ein wichtiger Zusammenhang zwischen den vorgestellten Finanz-
marktmodellen aufgezeigt werden. Abschlieend werden in Kapitel 10 weitere Ergebnisse
iiber die Giiltigkeit von Turnpike-Aussagen in zeitdiskreten Finanzméarkten vorgestellt.

Zur Ubersicht iiber die Inhalte der Kapitel dieser Arbeit wird nachfolgend eine kurze
Beschreibung der einzelnen Kapitel gegeben:

Kapitel 2

In Kapitel 2 wird das dieser Arbeit zu Grunde liegende stetige Finanzmarktmodell ein-
gefithrt werden. Hierbei handelt es sich um den sogenannten partiell beobachtbaren
Finanzmarkt. Dieser ist dadurch gekennzeichnet, dass Investoren lediglich die Aktien-
preisentwicklung beobachten kénnen, jedoch keinen Zugang zu der vollstédndigen Infor-
mationsstruktur des Marktes besitzen (vgl. [Lakner, 1995]). Beispielsweise lassen sich die
Driftteile der Aktien nicht direkt beobachten. Zudem wird in diesem Kapitel die klassi-
sche Erwartungswert-Nutzentheorie eingefiihrt, die in der gesamten Arbeit von zentraler
Bedeutung sein wird. Hierbei geht es darum, dass Investoren mit einem gewissen Start-
vermogen auf einem Markt geméafl der Anlagemoglichkeiten investieren und versuchen,
den Nutzen ihres Endvermégen zu maximieren sowie geeignete Handelsstrategien zu fin-
den, die zu einem optimalen Endvermogen fithren. Auf mathematischer Ebene wird diese
Nutzenbewertung mit Hilfe einer sogenannten klassischen Nutzenfunktion v modelliert
und letztendlich ein Optimierungsproblem mit gewissen Nebenbedingungen aufgestellt. Es
wird aufgezeigt werden, welche genaue Struktur das optimale Endvermdégen im Kontext
der klassischen Erwartungswert-Nutzentheorie im partiell beobachtbaren Finanzmarkt
besitzt (vgl. [Bjork/Davis/Landén, 2010]). Abschliefend wird die sogenannte Choquet-
Optimierungstheorie eingefiihrt. Ahnlich wie in der klassischen Erwartungswerttheorie
geht es auch hier darum, den Nutzen eines Endvermogens zu maximieren und geeignete
Handelsstrategien zu finden. Auf mathematischer Ebene wird also auch hier ein Opti-
mierungsproblem mit Nebenbedingungen betrachtet, das es zu 16sen gilt. Jedoch wird
der Nutzen dabei allgemeiner modelliert. Der Grund liegt darin, dass es im Kontext
der klassischen Erwartungswert-Nutzentheorie nicht méglich ist, gewisse psychologische
Phénomene abzubilden, die das menschliche Handeln jedoch mafigeblich beeinflussen.
Beispielsweise konnte M. Allais zeigen, dass Menschen dazu neigen, sichere Auszahlungen
auch dann zu bevorzugen, wenn der erwartete Gewinn geringer ist als in einer risikobehaf-
teten Situation. Dieses Phanomen bezeichnet er als das sogenannte ,Sicherheitsparadoxon’
(vgl. [Allais, 1953]). Neben der zur Bewertung des Nutzens verwendeten Nutzenfunktion
wird deshalb eine weitere Funktion, die sogenannten Wahrscheinlichkeitstransformation w,
verwendet. Mit Hilfe dieser Funktion kénnen die realen Wahrscheinlichkeiten transformiert



werden und die genannten psychologischen Phédnomene besser abgebildet werden (vgl.
[Jin/Zhou, 2008]). Die im Rahmen der Portfolio-Optimierungstheorie betrachteten Kon-
texte der klassischen Erwartungswert-Nutzentheorie und der Choquet-Optimierungstheorie
stellen die zentralen Rahmenbedingungen dar, von denen ausgehend spéter Turnpike-
Aussagen formuliert werden.

Kapitel 3

In Kapitel 3 werden Finanzmarktmodelle vorgestellt, die sich direkt aus dem partiell
beobachtbaren Finanzmarktmodell ableiten lassen. Diese Spezialfille des partiell beob-
achtbaren Finanzmarktes sind wichtig, da sie sehr prominente Finanzmarktmodelle wie
beispielsweise das Black-Scholes-Modell beinhalten. Als bedeutsamer Spezialfall wird der
vollsténdig beobachtbare Finanzmarkt vorgestellt, in welchem wir davon ausgehen, dass der
Investor alle dem Finanzmarkt zu Grunde liegenden Informationen beobachten kann. Als
wichtige Spezialfille eines solchen Finanzmarktmodells werden das ,Constant-Elasticity-
Of-Variance‘-Modell bzw. kurz um das CEV-Modell (vgl. [Cox/Ross, 1976]) sowie der
allgemeine und der klassische Black-Scholes-Finanzmarkt eingefiihrt. In dieser Arbeit
werden die in diesem Kapitel vorgestellten Finanzmérkte in vielen Aussagen und Beispielen
eine wichtige Rolle einnehmen.

Kapitel 4

In diesem Kapitel wird der Leser in die Turnpike-Theorie eingefiithrt werden, die neben der
Portfolio-Optimierung die zweite wichtige Séule dieser Arbeit darstellt. Es wird dazu ein
geschichtlicher Uberblick iiber die Entwicklung der Turnpike-Theorie ausgehend von dem
ersten Paper von J. Mossin aus dem Jahr 1968 bis heute gegeben (vgl. [Mossin, 1968]).
Abschlieend werden in diesem Kapitel die Ausgangspunkte und Ziele dieser Arbeit noch
einmal klar hervorgehoben.

Kapitel 5

In Kapitel 5 werden Ergebnisse vorgestellt, die im Rahmen dieser Arbeit entstanden sind.
Dabei werden Resultate zu Turnpike-Aussagen im Kontext der klassischen Erwartunswert-
Nutzentheorie bzw. der Choquet-Optimierungstheorie vorgestellt, wobei in diesem Ka-
pitel lediglich zeitunabhéngige Nutzenfunktionen mit Definitionsbereich R, betrachtet
werden. Es wird dabei gezeigt, unter welchen Voraussetzungen eine bereits bekannte
Turnpike-Aussage von P. Dybvig, L. Rogers und K. Back, die im allgemeinen Black-Scholes-
Finanzmarkt formuliert wurde, auf den partiell beobachtbaren Finanzmarkt erweitert
werden kann (vgl. [Dybvig/Rogers/Back, 1999]). Weiter kann gezeigt werden, dass es
ebenfalls moglich ist, Turnpike-Aussagen im Kontext der Choquet-Optimierungstheorie
zu formulieren. Dabei werden die Félle unterschieden, dass zwei Investoren die gleiche
bzw. verschiedene Wahrscheinlichkeitstransformation wéahlen. Abschliefend werden in
diesem Kapitel eine Reihe expliziter Beispiele fiir Turnpike-Aussagen aufgefiihrt. In der
giangigen Literatur konnten bisher trotz intensiver Suche keine konkreten Beispiele fiir



Turnpike-Aussagen gefunden werden. Die Besonderheit dieser Beispiele liegt somit dar-
in, dass tatsdchlich konkrete Funktionen gefunden werden konnten, die alle geforderten
Voraussetzungen erfiillen und trotzdem soweit handhabbar sind, dass die Giiltigkeit der
Turnpike-Aussagen veranschaulicht werden kann.

Kapitel 6

In diesem Kapitel werden die Aussagen, welche in Kapitel 5 fiir Portfolio-Optimierungs-
probleme mit zeitunabhéngigen Nutzenfunktionen getroffen werden konnten, auf eine
groflere Klasse von zuldssigen Nutzenfunktionen erweitert. Es werden dabei zeitabhéngige
Nutzenfunktionen zugelassen. Diese Zeitabhédngigkeit zuzulassen kann durchaus sinnvoll
sein, da sich der Nutzen eines Endvermogens fiir einen Investor ja durchaus mit der Zeit
andern kann. Weiter kann in diesem Kapitel ein Zusammenhang zwischen den Turnpike-
Aussagen in Kapitel 5 und den Turnpike-Aussagen unter Betrachtung zeitabhéngiger
Nutzenfunktionen aufgezeigt werden. Insbesondere lésst sich zeigen, dass es moglich ist,
Turnpike-Aussagen in einigen nicht-klassischen Kontexten auf solche mit zeitabhéngigen
Nutzenfunktionen in klassischen Kontexten zuriickzufithren. Die Idee, nicht-klassische auf
klassische Optimierungsprobleme zuriickzufiihren, ist dabei nicht ganz neu. Beispielsweise
konnten Bernard, Chen und Vanduffel 2014 zeigen, dass unter gewissen Voraussetzungen zu
nicht-klassischen Choquet-Maximierungsproblemen dquivalente klassische Optimierungs-
probleme gefunden werden kénnen (vgl. [Bernard/Chen/Vanduffel, 2013]).

Kapitel 7

In Kapitel 7 werden erstmals Turnpike-Aussagen fiir zeitunabhéngige Nutzenfunktionen
mit Definitionsbereich R formuliert. Bisher wurden auch in der Literatur hauptséchlich
Turnpike-Aussagen bewiesen, welche lediglich den Definitionsbereich R, zulassen. Im
ersten Abschnitt dieses Kapitels wird gezeigt, unter welchen zusétzlichen Voraussetzungen
Turnpike-Aussagen auch fiir Nutzenfunktionen mit Definitionsbereich R giiltig sind. Dies
ermoglicht die Formulierung von Turnpike-Aussagen fiir viele weitere bekannte Nutzen-
funktionen, wie beispielsweise der exponentiellen Nutzenfunktion

u:R—R, x+— —e 7 fiiry>0.

Weiter wird in diesem Kontext ebenfalls ein explizites Beispiel aufgefiihrt. Abschlieflend
wird anhand eines Beispiels gezeigt, dass die in diesem Kapitel geforderten Zusatzannah-
men definitiv erforderlich sind fiir die Giiltigkeit der Turnpike-Aussagen. Dabei werden
sogenannte SAHARA-Nutzenfunktionen betrachtet (vgl. [Chen/Pelsser/Vellekoop, 2011]).

Kapitel 8

In diesem Kapitel werden Konvergenzgeschwindigkeiten bei Turnpike-Aussagen untersucht.
In der Literatur konnten dazu lediglich qualitative Aussagen bzw. Aussagen, welche durch
Simulationen begriindet wurden, gefunden werden. Natiirlich wére es aber interessant, zu



jeder moglichen Schranke C' > 0 einen Endzeithorizont T konkret angeben zu kénnen,
sodass die erwartete absolute Differenz der Endvermogen zweier Investoren zum End-
zeitpunkt T¢ durch die Schranke C' begrenzt wird. Insbesondere wére eine quantitative
Beschreibung des Endzeitpunktes T wiinschenswert. In diesem Kapitel wird ein analyti-
scher Weg vorgestellt, der eine solche Beschreibung zulésst. In einer Arbeit von P. Dybvig,
L. Rogers und K. Back wird kritisiert, dass Turnpike-Aussagen angeblich mit sehr langen
Konvergenzraten einhergehen (vgl. [Dybvig/Rogers/Back, 1999]). In diesem Kapitel soll
daher auch diskutiert werden, unter welchen Voraussetzungen sich bessere Konvergenzraten
erzielen lassen. Abschlielend wird auch in diesem Abschnitt ein konkretes Beispiel zum
Thema Konvergenzgeschwindigkeiten bei Turnpike-Aussagen vorgestellt.

Kapitel 9

In Kapitel 9 wird ein Spezialfall eines partiell beobachtbaren Finanzmarktmodells vor-
gestellt. Dabei handelt es sich um den sogenannten Bayes-Finanzmarkt. Dieser zeichnet
sich dadurch aus, dass der Driftteil der in diesem Markt beobachteten Aktie durch eine
Zufallsvariable beschrieben wird. Diese kann zwar endlich viele Werte annehmen, bleibt
aber iiber die Zeit betrachtet konstant. Die Anfangsverteilung jedoch ist den Investoren
unbekannt und der Finanzmarkt somit lediglich partiell beobachtbar. Nach den Aussagen
von Kapitel 5 gelten somit die in dieser Arbeit vorgestellten Turnpike-Aussagen fiir den
Bayes-Finanzmarkt. Es wird im weiteren untersucht, wie sich der Bayes-Finanzmarkt ver-
hélt, wenn der betrachtete Endzeitpunkt 7" zunehmend grofier wird. Es kann im Grenzfall
gezeigt werden, dass die optimale Handelsstrategie im partiell beobachtbaren Bayes-Markt
bei der Wahl geeigneter Parameter gegen eine solche Handelsstrategie konvergiert, welche
man als optimale Handelsstrategie im entsprechenden beobachtbaren Finanzmarktmodell
erwarten wiirde. In diesem Sinne kann man also sagen, dass der partiell beobachtbare Bayes-
Finanzmarkt im Grenzfall gegen den zugehorigen vollstindig beobachtbaren Finanzmarkt
konvergiert.

Kapitel 10

Im letzten Kapitel wird untersucht, inwiefern sich die Turnpike-Aussagen, welche in
den hier betrachteten stetigen Finanzmérkten giiltig sind, auf zeitdiskrete Finanzméarkte
iibertragen lassen. Dabei wird als typisches Beispiel fiir einen zeitdiskreten Finanzmarkt
das Cox-Ross-Rubinstein-Modell bzw. kurz CRR-Modell vorgestellt. Es wird gezeigt, unter
welchen Voraussetzungen die in dieser Arbeit getroffenen Aussagen auch im CRR-Modell
und anderen zeitdiskreten Finanzmarktmodellen ihre Giiltigkeit bewahren. Insbesondere
konnten in diesen Finanzmarktmodellen im Vergleich zu den stetigen Modellen stérkere
Aussagen bewiesen werden.



2 Einfiihrung

2.1 Einfithrung in den dieser Arbeit zu Grunde liegenden Finanzmarkt

Nachfolgend wird der dieser Arbeit zu Grunde liegende Finanzmarkt vorgestellt. Es
handelt sich dabei um das sogenannte partiell beobachtbare Finanzmarktmodell, welches
im Jahr 2010 von T. Bjork, M. H. A. Davis und C. Landén beschrieben wurde (vgl.
[Bjork/Davis/Landén, 2010], Kapitel 4). Dieses Modell lésst sich urspriinglich insbesondere
auf zwei Arbeiten von P. Lakner aus den Jahren 1995 und 1998 (vgl. [Lakner, 1995],
[Lakner, 1998]) zuriickfiihren. Dieses Finanzmarktmodell ist zudem eine Verallgemeinerung
des gut untersuchten und allgemein bedeutsamen Black-Scholes-Finanzmarktmodells. Die
Verallgemeinerung ergibt sich dadurch, dass dem partiell beobachtbaren Finanzmarkt eine
andere Filtration zu Grunde gelegt wird, welche deutlich mehr Informationen beinhalten
darf, als dies im Black-Scholes-Modell zuléssig war. Diese Struktur hat zur Folge, dass
es Informationen gibt, welche von Investoren nicht mehr vollstdndig beobachtet werden
konnen. Aus dieser Tatsache ergibt sich auch der Name dieses Finanzmarktes, welcher im
Folgenden betrachtet wird:

2.1.1 Das partiell beobachtbare Finanzmarktmodell

Wir betrachten einen gefilterten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, (F;)¢>0, P). Dabei er-
fillle die Filtration (F;):>o die iiblichen Bedingungen. Der Parameter 7" bezeichne den
Endzeitpunkt. Im Weiteren sei durch (W;);>0 = (W}, ..., W/")T) 1~ €ine n-dimensionale
Brownsche Bewegung beschrieben. Die zugehorige augmentierte Filtration bezeichnen wir

Auf dem Markt kénnen n voneinander unabhéngige Aktien zeitstetig gehandelt werden.
Die zugehérigen Preisprozesse werden fiir den Preis der i-ten Anlagemoglichkeit mit (S});>o
fir i € {1,...,n} bezeichnet. Wir definieren den Vektorprozess

(St)tzo = ((Stla ey S?)T)tZO‘

Durch (F?);>0 sei die von (S;)i>o erzeugte und beziiglich des Mafes P augmentierte
Filtration gegeben. Diese beinhaltet somit alle Informationen, welche sich durch das
Beobachten der Aktie erhalten lassen. Weiter sind die Dynamiken der Preisprozesse der n
Aktien durch

dS} = uiSidt + SioldW;, ied{l,..,n} (2.1)

beschrieben, wobei die Prozesse (117 )i>0, ---, (147 )s>0 skalarwertig und beziiglich der Filtration
(Fi)i>o-adaptiert seien. Die Prozesse (6} );>0, .., (0]")¢>0 seien n-dimensionale und beziiglich
der Filtration (F;);>o adaptierte Prozesse.



Wenn man weiter (u)eo = ((u, "'7M?)T)t20 und  (0¢)is0 1= ((atl,...,at")T)tZO sowie
(St)tZO = ((Stl, ey S;L)T)tz(] und
(D(St)>t20 = (dlag(stl7 Tt Sf))tzo (22>

setzt, so lassen sich die Gleichungen aus (2.1) wie folgt darstellen:

dSt = D(St)ﬂtdt + D(St)O'tth. (23)

Diese Darstellung wird fiir uns an spéterer Stelle von Vorteil sein.

Wir fordern im Rahmen des partiell beobachtbaren Finanzmarktes die zentrale Annahme
FScF firalle t>0.

Durch diese Forderung wird gewéhrleistet, dass das betrachtete Finanzmarktmodell nicht
vollstandig beobachtbar ist. Investoren konnen lediglich die Entwicklung des Preis-Prozesses
beobachten. Dies soll an folgendem Beispiel klarer werden:

Beispiel 2.1

Sei n = 1. Eine zuléssige Wahl fiir den Drift-Teil der Aktie im partiell beobachtbaren
Finanzmarktmodell ist beispielsweise gegeben durch

M = Mt(K&), (2-4)

wobei der Prozess (Y;)¢>0 als ein nicht beobachtbarer Markov-Prozess gewéhlt werden kann.
Entsprechende Marktsituationen lassen sich weder mit dem Black-Scholes-Modell noch mit
dem im néchsten Abschnitt beschriebenen vollstéandig beobachtbaren Finanzmarktmodell
(vgl. Abschnitt 3.1) erfassen, (vgl. [Bjork/Davis/Landén, 2010], Kapitel 2).

Die Dynamik des Bondprozesses im partiell beobachtbaren Finanzmarktmodell sei durch
dBt = TtBtdt

gegeben, wobei die Zinsrate (r;)¢> ein beschrinkter und beziiglich der Filtration (F;)¢o-
adaptierter stochastischer Prozess sei.

Wir bezeichnen kiinftig einen R™"!-wertigen, beziiglich der Filtration (F?);>o progressiv-
messbaren stochastischen Prozess ()0 = (¢Y, ..., ¥} )i>0 als Handelsstrategie, falls gilt:

T
/ 10|t < oo P—fs.,
0

n

T
Z/ (piS)2dt <00 P—fs.
0

i=1




¢! bezeichnet dabei die Stiickzahl der betrachteten Aktie i, die zur Zeit ¢ gehalten wird.
Den stochastischen Prozess (X});>o mit

X7F = ¢iS; + o) By fiir alle ¢ > 0

bezeichnet man als den zur Handelsstrategie (p;)i>0 zugehorigen Wert- bzw. Vermogens-
prozess.Das Anfangsvermogen sei gegeben durch xq := XJ. Falls klar ist, welche Handelss-
trategie gemeint ist, schreiben wir fiir den Vermogensprozess gelegentlich auch nur (X);>o.

Zudem wird mit .
().~ (%
b )0 B, >0

der diskontierte Vermdégensprozess bezeichnet.

Definition 2.2

Wir bezeichnen den stochastischen Prozess (m)i>0 = (77, ..., 77 )i>0 mit 7 := Byp? und
mi = Sigl fiir i € {1,...,n} als Portfolio-Prozess bzw. als Portfolio. 7 gibt hierbei fiir
i € {0,1} den absoluten Marktwert der Anlage ¢ an, die zur Zeit ¢ gehalten wird.

Weiter fordern wir die Giiltigkeit der folgenden Annahme:

Annahme 2.3
Es gelte:

(i) Fiir alle ¢ > 0 sei die Volatilitdtsmatrix oy mit oy := (0}, ...,0%) (A x P)-f.s. regulir,
wobei A das Lebesgue-Maf} darstellt.

(ii) Fir den Prozess
()0 = (07" (reln — pte) )20

mit 1, == (pg, .., j17") gelte
(1) B [exp (= Jy 15 l3ds — J; %aWs) | = 1,
(2) fOT |7s]|?ds < 00 P —fs.,
(3) fiir alle Zeitpunkte ¢ > 0

1 [t 9
E [exp (5 [ el ds)
0

Dabei sei || - || die euklidische Norm.

< 00.

Unter Annahme 2.3 ist der betrachtete Finanzmarkt arbitragefrei und vollsténdig.




2.2 Einfiihrung in die klassische Erwartungswert-Nutzentheorie

In diesem Anschnitt soll die klassische Erwartungswert-Nutzentheorie vorgestellt werden.
Ziel es ist, sogenannte Portfolio-Optimierungsprobleme zu losen. In diesen geht es darum,
in einem vorgegebenen Finanzmarkt fiir einen Investor mit einem gegebenen Startkapital x
bei einem vorgegebenen Zeithorizont eine optimale Investitionsstrategie zu finden, sodass
der erwartete Nutzen des sich durch diese Strategie ergebenden Endvermdégens maximal
wird. Dieser wird mit Hilfe sogenannter Nutzenfunktionen ermittelt. Nachfolgend wird
definiert, wie in dieser Arbeit der Begriff Nutzenfunktion verstanden wird:

Definition 2.4

Unter einer Nutzenfunktion u : (0,00) — R versteht man eine Funkion, welche die
nachfolgenden drei Eigenschaften erfiillt:

(i) w ist strikt monoton wachsend,
(ii) w ist strikt konkav,
(iii) w ist stetig differenzierbar, und es gelten die sogenannten INADA-Bedingungen:

lim u/(x) = oo und lim «'(z) = 0.
z—0 T—00

Der erwartete Nutzen eines Endvermogens, welcher sich fiir einen Investor mit dem
Startkapital zy und der Nutzenfunktion v durch die Wahl der Investitionsstrategie ¢ ergibt,
ist gleich I [u(X7)].

Ziel ist es, diesen erwarteten Nutzen unter gewissen Nebenbedingungen zu maximieren. Im
nachfolgenden Abschnitt wird ein fiir diese Arbeit zentrales klassisches Optimierungspro-
blem im partiell beobachtbaren Finanzmarkt vorgestellt.

2.2.1 Das Optimierungsproblem im partiell beobachtbaren
Finanzmarktmodell

Nachfolgend wird im partiell beobachtbaren Finanzmarkt geméfl Thomas Bjork, Mark H.
A. Davis und Camilla Landén in [Bjork/Davis/Landén, 2010], Kapitel 4, das klassische
Optimierungsproblem mit Zeithorizont 7" betrachtet:

sup E [u(X7)],

(Ppartiell) XSO = Xy,

(¢t)iejo,) ist selbstfinanzierend und (F;”)iepo,r-adaptiert.
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Die Prozesse sind dabei teilweise mit einem ,Querstrich® versehen. Der Ursprung dieser
Notation wird im nachfolgenden Kapitel geklart werden.

Das Optimierungsproblem kann mit Hilfe der sogenannten Martingalmethode gelost werden.
Diese ist in der weiteren Arbeit von Bedeutung und wird nachfolgend vorgestellt.

Die Martingalmethode

Um Optimierungsprobleme der Gestalt (Ppartien) zu 16sen, wird in der Literatur oftmals
die Martingalmethode verwendet (vgl. [Korn, 1997]). Dabei zerlegt man das urspriingliche
Problem in zwei Teilprobleme. Dazu definieren wir:

Definition 2.5

_ T 1 Y-
é-T = exp (—/ (7"3 == 5”3@”%) ds — / ’Vdes> = 5T15T7
0 0

T
Br := exp (—/ rsds) ,
0
T 1 T _
pr = €xp (_/ _||’78||%d8 _/ ,}/SdWs) .
0 2 0

Im Folgenden bezeichne F, die zur Zufallsvariablen & gehorige Verteilungsfunktion.

Es sei

wobel

Weiter sei Q das sogenannte dquivalente Martingalmafl. Dieses ist nach Giiltigkeit von
Annahme 2.3 eindeutig (vgl. [Korn, 1997]) und besitzt die Eigenschaft

d
d% = Brér.

Das erste Teilproblem besitzt die nachfolgende Gestalt:

sup E [u(X7)],
(Ppartiell> )fT L
X ist ]-"ﬁ—messbar, E [&Xﬂ = 1.

Es wird als statisches Optimierungsproblem bezeichnet, da die Lésung nicht mehr durch

einen stochastischen Prozess, sondern lediglich durch eine Zufallsvariable X, gegeben ist.
Diese Zufallsvariable gibt das optimale Endvermogen an. Ein Kandidat fiir das optimale
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Endvermogen kann dann weiter mittels des Lagrange-Ansatzes ermittelt werden.

Im zweiten Teilproblem geht es darum, eine optimale Strategie (¢;):cjo,7] zu finden, die
ausgehend vom Anfangsvermdégen xy zum optimalen Endvermdogen fithrt. Es soll gelten:

(XtT)te[O,T} = (Xf*)te[o,T]-

Dieses Problem bezeichnet man auch als Représentationsproblem. Da wir von einem
vollstdndigen Finanzmarktmodell ausgehen, ist die Existenz einer optimalen Handelsstra-
tegie (¢} )ico,r) bei Kenntnis des optimalen Endvermdogens immer gegeben. Diese optimale

Strategie 16st dann das Problem (Pyaytien). Der Vorteil der Zerlegung des urspriinglichen
Problems besteht also darin, dass sich zwei besser handhabbare Teilprobleme ergeben.

In dieser Arbeit ist es an vielen Stellen bedeutsam, eine Losung des statischen Teilproblems
zu erhalten. Deshalb werden diese Losungen in den Abschnitten 2.3.1, 3.1 und 3.2.1 konkret
angegeben. Es ist weiter schwierig, die konkrete Gestalt der optimalen Strategie (¢} ):cfo,n
anzugeben. Wir werden im weiteren Verlauf dieser Arbeit sehen, dass diese Schwierigkeit
gerade der Grund fiir die Bedeutsamkeit von Turnpike-Aussagen ist.

Die L6ésung des Optimierungsproblems (P, tien)

Es ist Thomas Bjork, Mark H. A. Davis und Camilla Landén gelungen, explizite Losungs-
formeln fiir den Kandidaten des optimalen Endvermogens zu Problem (Pyaien) herzuleiten.
Dazu wurde die partiell beobachtbare Finanzmarktsituation auf eine dquivalente, aber
vollstéandig beobachtbare Finanzmarktsituation zuriickgefiihrt, welche im nachfolgenden
Abschnitt vorgestellt wird (zum genaueren Vorgehen vgl. auch Abschnitt 3.1.3). Wesentlich
fiir diese Herangehensweise ist die Tatsache, dass im Problem (Ppatien) nur iiber alle
(Es)te[o,ﬂ—adaptierten Handelsstrategien optimiert wird. Der zentrale Schritt ist es, alle
(Ft)iejo,r-adaptierten Prozesse (Y;)icp,r) durch ihre zugehorigen sogenannten gefilterten
Prozesse

(Kt) t€[0,T] = (E [ELFEDte[o,T}

zu ersetzen. Mit Hilfe verallgemeinerter Martingaldarstellungssétze léasst sich dann bei-
spielsweise fiir die Dynamik des Preisprozesses eine andere Darstellung finden, welche
nur mit Hilfe (F° )tepo,r-adaptierter GréBen dargestellt werden kann. Letztendlich gelingt
es so, zu einem vollstédndig beobachtbaren Finanzmarktmodell zuriickzukehren und die
dort geltenden Aussagen fiir den partiell beobachtbaren Finanzmarkt zu iibernehmen. Die
konkrete Herangehensweise ist in Abschnitt 3.1.3 ausfiihrlich dargestellt.

Die gefilterten Prozesse werden kiinftig analog zu [Bjork/Davis/Landén, 2010}, Kapitel 4

mit einem ,Dach‘ versehen. Die anderen Objekte des partiell beobachtbaren Marktes, die
mit Hilfe der gefilterten Prozesse erhalten werden, werden mit einem ,Querstrich® versehen.
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Man erhalt somit die fiir unsere Zwecke relevanten Prozesse

@t)te[o,T] = (Ut_l (ke — Tt]l"))tE[O,T]

_ P A
() sepory = (exp (—/ yLaw, — 5/ ||75||2ds)> ,
0 0 te[0,T]

wobei durch den sogenannten Innovations-Prozess

und

(Wt)te[o,T] = (Uflﬂtdt + dW; — ngﬁtdt)te[o,ﬂ

nach [Liptser/Shiryayev, 2004] wieder eine beziiglich der Filtration (F;”)ic(,rj-adaptierte
Brownsche Bewegung erzeugt wird (vgl. dazu auch [Bjork/Davis/Landén, 2010]).

Es sei weiterhin Annahme 2.3 giiltig.

Mit Hilfe der Martingalmethode lésst sich dann ein Kandidat fiir das optimale Endvermdégen
zu Problem (P,atien) herleiten. Es ergibt sich:

Satz 2.6

Fiir Problem (Pparien) ergibt sich der nachfolgend aufgefithrte Kandidat fiir das optimale
Endvermogen:

XT =1 (XT5T> .

Dabei sei I := (u/)~! und Ay € R, der Lagrange-Parameter bei Endzeitpunkt T', welcher
die Giiltigkeit der Nebenbedingung

E [¢r] (Arér)] = zo

beziiglich des Anfangsvermogens gewéhrleistet.

Beweis. Der zugehorige Beweis findet sich in [Bjork/Davis/Landén, 2010], Kapitel 4. [

Wie auch in [Bjork/Davis/Landén, 2010] angemerkt wurde, handelt es sich bei dem hier
angegebenen Endvermogen X vorerst nur um einen Kandidaten fiir das optimale Endver-
mogen. Um den Kandidaten als das tatsdchlich optimale Endvermégen abschliefend zu
verifizieren, muss das Verifikationstheorem 3.2 aus Kapitel 3 gepriift werden. Da es uns
gelungen ist, den partiell beobachtbaren Finanzmarkt auf den vollstédndig beobachtbaren
Finanzmarkt zuriickzufiihren, und da wir nur beziiglich der (F° )tcpo,r-adaptierten Han-
delsstrategien optimieren (vgl. Abschnitt 3.1.3), kann das fiir den vollsténdig beobachtbaren
Finanzmarkt ausgelegte Verifikationstheorem direkt angewendet werden.
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2.3 Einfithrung in die Choquet-Maximierungstheorie

Im Nachfolgenden wird die Choquet-Maximierungstheorie eingefiihrt. Dabei handelt es
sich um eine Erweiterung der bereits vorgestellten klassischen Erwartungswert-Nutzen-
theorie. Diese Erweiterung ist fiir die Arbeit zentral, da gezeigt werden kann, dass viele
der in der klassischen Erwartungswert-Nutzentheorie getroffenen Aussagen auch in die-
ser allgemeinen Situation giiltig bleiben. Die Erweiterung im Vergleich zur klassischen
Erwartungswert-Nutzentheorie ergibt sich aus der Tatsache, dass im Fall der Choquet-
Maximierungstheorie neben den auch im klassischen Kontext betrachteten Nutzenfunktio-
nen sogenannte Wahrscheinlichkeitstransformationen bei der Bewertung des Nutzens eines
optimalen Endvermogens eine Rolle spielen. Mit diesen kann beispielsweise abgebildet wer-
den, dass sich Investoren bei ihren Entscheidungen nicht vollig rational verhalten, sondern
gewisse Wahrnehmungsverzerrungen und andere psychologisch begriindbare Effekte das
Entscheidungsverhalten mafigeblich beeinflussen (vgl. dazu Abschnitt 2.3.2).

Die Gestalt der in diesem Zusammenhang betrachteten Optimierungsprobleme wird sich
von den bisher betrachteten klassischen Optimierungsproblemen unterscheiden. Wir werden
kldren, welche Losungskandidaten es fiir Choquet-Optimierungsprobleme gibt und unter
welchen Bedingungen diese als echte Losungen verifiziert werden kénnen.

2.3.1 Das Choquet-Maximierungsproblem

In der Choquet-Optimierungstheorie wird dhnlich wie in der klassischen Erwartungs-
wert-Nutzentheorie der erwartete Nutzen eines Endvermogens X7 (bei Endzeitpunkt
T > 0) bewertet. Allerdings wird der Nutzen nicht nur unter einer Nutzenfunktion u (vgl.
Abschnitt 2.2), sondern zusétzlich unter Berticksichtigung einer weiteren Funktion w (vgl.
Abschnitt 2.3.2) bewertet, mit deren Hilfe die Wahrscheinlichkeitsverzerrung modelliert
werden kann. Nachfolgend wird definiert, was man sich aus mathematischer Sicht unter
einer Wahrscheinlichkeitstransformation vorstellen kann.

Definition 2.7

Eine Funktion w, welche die nachfolgenden Eigenschaften erfiillt, bezeichnen wir als
Wahrscheinlichkeitstransformation:

(i) w:[0,1] — [0, 1],

(ii) w ist strikt wachsend,
)
)

(iii) w ist differenzierbar,

(iv) Es gilt w(0) = 0 und w(1) = 1.

Man betrachtet im Kontext der Choquet-Maximierung sogenannte nichtklassische Opti-
mierungsprobleme mit Endzeithorizont 7 und Anfangsvermogen zy € RY. Diese besitzen
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die nachfolgende Gestalt (vgl. [Jin/Zhou, 2008], Appendix C):

sup V (Xr)

X7>0
(PChoquet) E[STXT] = T, (25>

Xr ist eine FJ¥' — messbare Zufallsvariable,

wobei

Falls ¢ = 0 gilt, ist die einzige fiir das obige Problem zuléssige Losung durch X7 = 0 gege-
ben. Diese ist dann natiirlich auch optimal. Daher nehmen wir im Weiteren stets xy > 0 an.

Der nachfolgende Satz zeigt, dass das klassische Erwartungswert-Nutzenproblem als Spezi-
alfall eines Choquet-Optimierungsproblems aufgefasst werden kann, indem man fiir die
Wahrscheinlichkeitstransformation w die Identitédt wéahlt, also gerade dann, falls man keine
Verzerrung der realen Wahrscheinlichkeiten modellieren mdochte.

Satz 2.8

Sei w(z) = z. Dann gilt
V(Xr) = Efu(X1)].

Beweis. Da u(X7) > 0 gilt und da in der folgenden Rechnung Riemann- und Lebesgue-
Integral iibereinstimmen, folgt mit dem Satz von Tonelli:

V(Xy) = /0 T w0 (P(u(Xy > 2)) dz

= /000 P(u(Xr > z)dz

_ /OOO </Q {u(Xr) > z}d]P) dz
Ton /Q ( /0 T u(Xy) > z}dz) dP
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Die Besonderheit des Choquet-Optimierungsproblems (Pchoquet) €rgibt sich daraus, dass
ein nicht-konvexes Zielfunktional in einem Optimierungsproblem mit Nebenbedingungen
betrachtet wird. Dieses lasst sich nicht mit den gidngigen Methoden wie beispielsweise
dem Lagrange-Ansatz 16sen. Insbesondere ist generell zu priifen, ob das betrachtete
Optimierungsproblem wohlgestellt ist.

Definition 2.9

Sei zg € R;. Das Problem (Pehoquet) heifit wohlgestellt, falls

sup V(Xr) < o0
XreLl

gilt, wobei

L= {Xr > 0| E[¢rX7] = 20, X7 ist eine F)Y — messbare Zufallsvariable}.

H. Jin und X. Y. Zhou konnten zeigen, dass das Problem (Pcpoquet) Dach einigen geeigneten
Transformationen dquivalent zu einem Optimierungsproblem mit konvexem Zielfunktional
ist. Dieses besitzt die nachfolgende Gestalt (vgl. [Jin/Zhou, 2008], Appendix C):

N supger 0(9) = E[u(g(l — Fe, (6r)))w' (Fer (67))]
(PChoquet> E[ng(l - F§T<€T>)] = To, Tg € R+7
I':={g:[0,1) — R, nichtfallend, linksseitig stetig mit g(0) = 0}.

Der Vorteil dieser Darstellung ist, dass das Zielfunktional in g konkav ist und somit
Aussagen zur Wohlgestelltheit und zur genaueren Struktur des optimalen Endvermégens
mit Hilfe des Lagrange-Ansatzes moglich sind. Insbesondere konnte gezeigt werden, unter
welchen Voraussetzungen das obige Problem (Pcpoquet) und somit auch das urspriingliche
Problem (Pchoquet) Wohlgestellt sind. Aufgrund der Relevanz dieser Ergebnisse fiir das
Vorgehen in der weiteren Arbeit werden einige der zentralen Resultate vorgestellt (vgl.
[Jin/Zhou, 2008]):
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Satz 2.10
Unter Annahme der Giiltigkeit der Bedingungen

(W1) Die Nutzenfunktion u sei zweifach differenzierbar und es gelte u(0) = 0,

=1

E
(W2) Die Abbildung x %(x) sei nichtfallend auf dem Intervall (0,1]. Fr stellt hierbei

die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen &7 dar,

(W3) lim inf (—mﬂ(‘”)) >0,

T—00 u’(x)

W) E | (@) (5rkery) ) @' (Pren)]| < oo

ist das obige Problem (ﬁChoquet) und somit Problem (Pcpoquet) Wohlgestellt.

Beweis. Der Beweis findet sich in [Jin/Zhou, 2008], Appendix C, Satz C.2. ]

Falls das Problem (Pchoquet) Wohlgestellt ist, kann zudem eine explizite Losung fiir das
optimale Endvermogen angegeben werden:

Satz 2.11

Unter Annahme der Giiltigkeit der Bedingungen (W1) - (W4) aus Satz 2.10 ist das
optimale Endvermogen gegeben durch

Xp = ()" (ﬁ) '

Dabei stellt Ay € R, den Lagrange-Parameter bei Endzeitpunkt 7" > 0 dar, der durch die
Nebenbedingung

BlerXe] = B &) (s ) | = o

festgelegt ist.

Beweis. Der Beweis findet sich in [Jin/Zhou, 2008], Appendix C, Satz C.2. O

2.3.2 Anmerkungen zur Wahrscheinlichkeitstransformation

Maurice Allais konnte mit der Durchfithrung einiger spieltheoretischer Experimente zeigen
(vgl. [Allais, 1953]), dass sich Menschen bei Entscheidungen in risikobehafteten Situationen
anders verhalten, als dies durch die klassische Erwartungswert-Nutzentheorie modelliert
wird. Generell neigen Menschen dazu, sichere Auszahlungen zu bevorzugen. Dies ist
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auch dann der Fall, wenn sie mit einem geringeren Gewinn einhergehen als eine zur
Wahl stehende risikobehaftete Option. Zudem werden hohe Wahrscheinlichkeiten syste-
matisch unterschéitzt, geringe Wahrscheinlichkeiten hingegen systematisch iiberschétzt.
Dieses Phanomen findet sich in der Literatur als der sogenannte ,Sicherheitseffekt’ (vgl.
[Allais, 1953]). Um diese menschlichen Einschétzungsfehler in der Bewertung eines Nut-
zens in mathematischen Modellen zu beriicksichtigen, eignet sich die in diesem Abschnitt
vorgestellte Wahrscheinlichkeitstransformation w. Wenn beispielsweise gefordert wird, dass
w(p) > p fiir p nahe 0 und w(p) < p fiir p nahe 1 gilt, so wird die von Allais beschriebene
systematische Uber- und Unterschitzung hoher und geringer Wahrscheinlichkeiten in der
Bewertung eines Nutzens erfasst. Die oben aufgefiihrten Eigenschaften fithren zu einer
invers S-formigen Gestalt der Wahrscheinlichkeitstransformation. Das Standardbeispiel
einer Wahrscheinlichkeitstransformation in der Literatur ist gegeben durch die Funktion w
der nachfolgenden Gestalt (vgl. auch [Kahneman/Tversky, 1992], S.309):

w(p) := 4 , ke (0,1).

1
(p* 4+ (1 —p)*)*
In Abbildung 2.1 ist diese fiir verschiedene Werte des Parameters k dargestellt. Erginzt
wurde dieses Beispiel spéter um den Hinweis (vgl. [Rieger/Wang, 2006], S.3), dass die
Ungleichung k£ > 0,278 gefordert werden muss, da es sonst Bereiche gibt, in denen die
Funktion nicht monoton wachsend ist.

e e
o] [+e)
o 7 IS
© © |
o o
= < 4
o o
oY) o
o 7 o 7
k=0.2
< <
o o
T T \ T T \ T T T T T T
0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 2.1: Wahrscheinlichkeitstransformationen nach Kahneman und Tversky fiir
verschiedene Parameter k.
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Zu erwahnen bleibt an dieser Stelle, dass es nicht trivial ist, Transformationen w zu
konstruieren, die alle in diesem Kapitel geforderten Eigenschaften, insbesondere die fiir
die Wohlgestelltheit des Optimierungsproblems erforderlichen Eigenschaften (W2) und
(W4) aus Satz 2.10, erfiillen. Beispielsweise lésst sich zeigen, dass die in der obigen Grafik
dargestellten Transformationen die Eigenschaft (W2) nicht erfiillen.

An spéterer Stelle wird eine Moglichkeit vorgestellt, Transformationen mit den gewiinsch-
ten Eigenschaften zu konstruieren (vgl. Abschnitt 5.4.2). Auch in der Literatur gibt es
Ansétze, um entsprechende Transformationen zu bestimmen. Beispielsweise wurde in
[Jin/Zhou, 2008] eine Klasse von Transformationen konstruiert, deren zugehorige Funktio-
nen die Eigenschaft (W2) erfiillen. Diese Funktionenklasse kann wie folgt angegeben werden:

Es gelte ¢g > 0, a < 0 und b > 0. Dann sind die Funktionen der oben erwéihnten
Funktionenklasse gegeben durch

ke * 29 (&L (p) — a0) 0<p< Feleo),
w(p) = 4 ke +* 2% (DY (Fe,(co)) — ao)
+ ke VT2 (OB (p) — bo) — D(DH(Fe(co) = b)), Fepleo) <p <1,

wobei

-1
- (/cp (1“ 0= (it “"2>) | b2 (1 o (hl co— (n+ ba?))))

o g

und k = 4~k gesetzt wird und @ die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung
darstellt.

In der folgenden Grafik ist im ersten Bild beispielhaft fiir 4 = —0.3 und o = v/0.48 die
Wahrscheinlichkeitstransformation p — w(p) fiir die Parameter ¢y = 0.606, a = —0.8 und
b= 0.5 im Vergleich zur ersten Winkelhalbierenden (gestrichelt) abgebildet. Im zweiten
Bild ist die in Bedingung (W2) auftretende Funktion = + F'(x)/w'(x) abgebildet. Wie
zu erkennen ist, ist diese Funktion nichtfallend und Bedingung (W2) somit erfiillt.
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Abbildung 2.2: Die Funktionen p +— w(p) (links) und z — F(x) (rechts).

In Abschnitt 5.4.2 werden wir Wahrscheinlichkeitstransformationen von deutlich einfacherer
Gestalt angeben konnen, die ebenfalls die Eigenschaften (W2) und (W4) erfiillen.
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3 Aus dem partiell beobachtbaren Finanzmarkt
ableitbare Finanzmarkte und zugehorige klassische
Optimierungsprobleme

In diesem Kapitel werden Finanzmarktmodelle vorgestellt, die sich aus dem partiell
beobachtbaren Finanzmarkt ableiten lassen und die fiir diese Arbeit bedeutsam sind. Einige
Aussagen in dieser Arbeit werden nur in diesen Spezialfillen des partiell beobachtbaren
Finanzmarktes giiltig sein. Zudem werden aufgrund der numerischen Handhabbarkeit
einige Beispiele in diesen spezielleren Markten formuliert. Im Nachfolgenden werden die
vollstéandig beobachtbare Marktsituation, das allgemeine Black-Scholes-Modell, sowie das
klassische Black-Scholes-Modell vorgestellt:

3.1 Das vollstdndig beobachtbare Finanzmarktmodell

In diesem Abschnitt wird der vollstdndig beobachtbare Finanzmarkt vorgestellt. Der
zentrale Unterschied zu dem in Unterabschnitt 2.1.1 vorgestellten partiell beobachtbaren
Finanzmarkt besteht in der Wahl der dem Markt zu Grunde liegenden Filtration: Im diesem
Abschnitt werden wir die Filtration so wihlen, dass das Modell nach wie vor allgemeiner als
das Black-Scholes-Modell bleibt, die Investoren allerdings durch das Beobachten der Aktie
Zugang zu allen dem Finanzmarkt zu Grunde liegenden Informationen haben. Ein Beispiel
fiir ein solches Modell wird mit dem sogenannten ,Constant-Elasticity-Of-Variance‘-Modell
(CEV-Modell) nachfolgend angegeben. Das CEV-Finanzmarktmodell wurde 2010 von
Thomas Bjork, Mark H. A. Davis und Camilla Landén in [Bjérk/Davis/Landén, 2010]
Kapitel 2 und Kapitel 3 beschrieben. Es lédsst sich urspriinglich auch auf die zwei im
vorangegangenen Abschnitt erwidhnten Arbeiten von Peter Lakner zuriickfiihren.

Der Markt besteht aus n voneinander unabhéngigen Anlageméglichkeiten die zeitstetig
auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, (F)¢>0, P) gehandelt werden koénnen.
Dabei stelle (F7);>o die von dem Vektorprozess (S;)i>o := ((Stl, e S,?)T)DO erzeugte und
bzgl. des MaBles P augmentierte Filtration dar, wobei (S!);s0) fiir i € {1, ...,n} den Preis
der i-ten Anlagemoglichkeit im betrachteten Finanzmarkt bezeichne. Weiter sei durch
(W)iso = (WL, ..., wi)T) 1~ €ine n-dimensionale Brownsche Bewegung gegeben. Es sei
an dieser Stelle daran erinnert, dass wir die von dieser Brownschen Bewegung generierte
Filtration (F}");>¢ nennen.

Die Dynamiken der n Anlagemoglichkeiten seien durch
dSi = uiSidt + SioldW,, i€ {l,..,n}

gegeben. Dabei seien (pif )i>0, ..., (47 )s>0 skalarwertige und (F7)s>o-adaptierte stochastische
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Prozesse sowie (0})i>0, ..., (07)¢>0 n-dimensionale und beziiglich der Filtration (F;);>o
adaptierte stochastische Prozesse. Weiter ist die Dynamik des Bondprozesses durch

dBt =Tt Bt dt

gegeben, wobei die Zinsrate (r;);>¢ erneut ein beschrinkter und beziiglich der Filtration
(F)i>o-adaptierter stochastischer Prozess sei.

In diesem Abschnitt sei weiterhin Annahme 2.3 aus Abschnitt 2.1.1 giiltig. Dabei sind die
gefilterten Prozesse ([it)i>0 und (7;);>0 hier durch (p);>0 und (7)o zu ersetzen. Es ist
in diesem Finanzmarktmodell nicht notwendig, auf die zugehorigen gefilterten Prozesse
zuriickzugreifen, da diese sich nicht von den ungefilterten Gréfien unterscheiden.

Die Beobachtbarkeit des Finanzmarktes beruht auf der Annahme, dass dem Finanzmarkt
die Filtration (F;”);>0 zu Grunde liegt und die Investoren somit durch das Beobachten der
Aktie Zugang zu allen dem Finanzmarkt zu Grunde liegenden Informationen besitzen. Es
gilt fiir alle t > 0 die Gleichheit F; = fts . Dabei ist zu erwdhnen, dass dennoch fiir alle
t > 0 die Inklusion F}V C F? zulissig ist.

3.1.1 Das Optimierungsproblem im vollstandig beobachtbaren
Finanzmarktmodell

Im vollstédndig beobachtbaren Finanzmarktmodell soll, wie von Thomas Bjork, Mark H. A.
Davis und Camilla Landén in [Bjérk/Davis/Landén, 2010] beschrieben, das nachfolgende
Optimierungsproblem mit Endzeithorizont 1" gelost werden:

sup E [u(X7)],
®
(onllst.) XE)P = X,

(¢t)iefo,) ist selbstfinanzierend und (F;”)iepo,r-adaptiert.

In [Bjork/Davis/Landén, 2010], Kapitel 3 wurde dieses Problem nach der Martingal-
methode in ein statisches Optimierungsproblem und in ein Reprasentationsproblem zerlegt
und in diesen Schritten gelost (vgl. dazu auch Abschnitt 2.1.1). Diese Strategie geht zuriick
auf Pliska (vgl. [Pliska, 1986]). Als statisches Optimierungsproblem ergibt sich

Sup E [u(X7)],

(Pyolist. statisch) X ist fjs—messbar,
Xr| _
EQ |:B_T:| = Xy-
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Satz 3.1

Als Losung des statischen Optimierungsproblems ergibt sich der Losungskandidat (vgl.
auch Abschnitt 3.1)

Xr =1 (Mér).

Dabei ist I := (v/)~! und Ay € R, der Lagrange-Parameter bei dem Markt zu Grunde
liegendem Endzeitpunkt 7', welcher die Giiltigkeit der Nebenbedingung

E ({71 (Arér)] = o

beziiglich des Anfangsvermogens gewahrleistet.

Beweis. Der zugehorige Beweis findet sich in [Bjork/Davis/Landén, 2010], Kapitel 3. [

Letztendlich muss dieser Kandidat fiir das optimale Endvermogen, wie auch in Kapitel
3, [Bjork/Davis/Landén, 2010] erwéhnt wurde, noch als tatsdchliche Losung verifiziert
werden. Dabei lésst sich das Verifikationstheorem aus [Korn, 1997], Kapitel 3, Theorem 16
anwenden. Der einzige Unterschied liegt darin, dass in unserer Situation iiber die Menge
aller (F;);epo.rj-messbaren Zufallsvariablen optimiert wird:

Theorem 3.2

Falls E[(rI(Ar)] < oo fiir alle A > 0 und E[I (Arér)] < oo gilt, so ist das optimale End-
vermogen durch Xrp := I (Ar&r) gegeben. Insbesondere existiert eine dieses Endvermogen
replizierende optimale Handelsstrategie (¢} ):cjo,7], welche das zugehorige Optimierungs-

problem (Poops.) 16st und X = X erfiillt.

Beweis. Ein Beweis dieser Aussage findet sich in [Korn/Korn, 1999], Kapitel V, Satz 5.
Dort wurde zwar der Black-Scholes-Finanzmarkt zu Grunde gelegt. Die Beweisschritte
konnen allerdings fiir das vollstéindig beobachtbare Finanzmarktmodell {ibernommen
werden. Zu beriicksichtigen ist, dass an den entsprechenden Stellen die Filtration (]:tW) >0

durch die Filtration (]—"f ) 1> ersetzt werden muss. ]

3.1.2 Das CEV-Modell als Beispiel eines vollstandig beobachtbaren
Finanzmarktmodells

In diesem Abschnitt wird ein Beispiel eines vollstindig beobachtbaren Marktmodells
formuliert. Es handelt sich dabei um das sogenannte ,Constant-Elasticity-Of-Variance‘-
Modell bzw. kurz um das CEV-Modell. Dieses wurde 1975 von John Cox entwickelt (vgl.
[Cox/Ross, 1976]). Das CEV-Modell ist insbesondere allgemeiner als der mittlerweile gut
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untersuchte Black-Scholes-Finanzmarkt:

Es gelten alle Voraussetzungen aus dem letzten Abschnitt. Weiter sei n = 1, und es gelte
fiir die Dynamiken der Aktienpreisprozesse:

dSt = uStdt + (St)'Y O'th,

wobei p und o konstant gewdhlt werden und o € R sowie v € R gelten (vgl. dazu auch
[Davis, 2004]). Sofern man im vollstindigen Marktmodell den Volatilitdtsprozess

(0t)t>0 = <S§7_1)0>

>0
wéhlt, ergibt sich daraus genau das CEV-Modell. Das Black-Scholes-Modell entsteht weiter
als Spezialfall aus dem CEV-Modell, sofern man v = 1 wéhlt. Das CEV-Modell ist damit
allgemeiner als das Black-Scholes-Modell.

Bemerkung 3.3

(i) In der Literatur wird der Parameter  haufig so gewéhlt, dass v < 1 gilt. In diesem
Fall wird modelliert, dass die Volatilitdt einer betrachteten Aktie zunimmt, sofern
der zugehorige Aktienpreis sinkt. Dabei spricht man auch von dem sogenannten
Jleverage'-Effekt. Einige empirische Studien haben ergeben, dass diese Relation auf
den Finanzmiérkten bestétigt werden kann (vgl. [Campbell/Hentschel, 1992] oder
auch [Poterba/Summers, 1986]).

(ii) Wenn der Parameter v = 0 gew#hlt wird, ergibt sich

(04)i>0 = (%)tzo .

Dabei handelt es sich um einen Spezialfall des CEV-Modells, der im Jahr 1976 von
J. C. Cox und S. A. Ross als das sogenannte ,absolute diffusion model” beschrieben
wurde (vgl. auch [Cox/Ross, 1976]).

3.1.3 Die Riickfiihrung des partiell beobachtbaren Finanzmarktmodells auf
das vollstandig beobachtbare Finanzmarktmodell

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie das partiell beobachtbare Finanzmarktmodell (vgl.
Abschnitt 2.1.1) auf das in diesem Abschnitt vorgestellte vollstéindig beobachtbare Fi-
nanzmarktmodell zuriickgefithrt werden kann. Dadurch ldsst sich insbesondere zeigen, wie
der in Satz 2.6 angegebene Losungskandidat zu Problem (Ppaien) aus dem vollsténdigen
Finanzmarktmodell abgeleitet werden kann.
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Die Grundidee besteht darin, das im partiell beobachteten Finanzmarkt betrachtete
Problem (Ppartien) auf ein dquivalentes Optimierungsproblem zuriickzufiithren, welches
sich final in einer dem vollstdndig beobachtbaren Finanzmarktmodell entsprechenden
Darstellungsform angeben ldsst (vgl. auch [Bjork/Davis/Landén, 2010], Kapitel 4). Wir
gehen dabei vom partiell beobachtbaren Marktmodell, wie in Abschnitt 2.1.1 beschrieben,
aus. Weiter definieren wir (vgl. zur Definition von D(S;) Gleichung (2.2))

dZt = O't_lD(St)_ldSt. (31)
GeméB dieser Definition und unter Verwendung von Gleichung (2.1) gilt
dZ; = o, edt + dW,.

Im Folgenden ersetzen wir jeden beziiglich der Filtration (F;);>o-adaptierten Prozess

(Y;)i>0 durch den entsprechenden zugehérigen gefilterten Prozess (2) , der wie folgt
> >0

definiert ist (vgl. Seite 16):

(}Z)tzo = (E [Y;f|fts})t20

Weiter sei B .
th = dZt — U*I,utdt, (32)

wobei dieser Ausdruck aufgrund der Tatsache, dass der Prozess (o:);>¢ beziiglich der
Filtration (F;);>0-adaptiert ist, auch gemif dW; = dZ; — o, Ji,dt dargestellt werden kann:
Nach Gleichung (3.1) ist der Prozess (Z;)i>0 (F7)i>o-adaptiert. R. Liptser und A. Shiryayev
konnten zeigen, dass durch den Prozess (W;);>o wieder eine (F°);>¢-adaptierte Brownsche
Bewegung gegeben ist (vgl. [Liptser/Shiryayev, 2004]). Durch Umstellen von Gleichung
(3.2) ldsst sich nun die Semimartingal-Darstellung des Prozesses (Z;):>o beziiglich der
Filtration (F;);>o angeben:

dZ; = o; ' idt + dW. (3.3)

Durch Gleichsetzen der Gleichungen (3.1) und (3.3) ergibt sich
dSt = D(St)ﬁtdt + D(ST>O'tth. (34)

Bisher wurde fiir die Dynamik des Preisprozesses die folgende Darstellung hergeleitet (vgl.
Gleichung (2.3))
dSt = D(St),utdt + D(ST)O'tth.

Durch die Darstellung in Gleichung (3.4) ist dazu eine alternative Darstellungsform mittels
(F5)iso-adaptierter GroBen gegeben. Diese stellt gerade die Semimartingal-Darstellung
des Prozesses (S;)¢>o beziiglich der Filtration (F; )¢ dar, wohingegen die urspriingliche
Gleichung die Semimartingal-Darstellung des Prozesses (S;):>o beziiglich der Filtration
(Fi)e>o darstellte. Da es sich hierbei nur um verschiedene Darstellungsformen handelt,
miissen sie jedoch fast sicher iibereinstimmen. Aus diesem Grund ist es moglich, im partiell
beobachtbaren Finanzmarktmodell nur mit (F);>o-adaptierten GréBen zu arbeiten. Das
betrachtete Optimierungsproblem ist dann dquivalent zu dem in Abschnitt 3.1 betrachteten
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Optimierungsproblem. Die Struktur der Losungskandidaten sowie die Aussagen, die im
partiell beobachtbaren Finanzmarkt getroffen wurden, kénnen somit direkt aus der Struktur
der Losungskandidaten im vollstédndig beobachtbaren Finanzmarkt iibernommen werden.
Dies gilt auch fiir die Verifikationaussagen.

3.2 Der allgemeine Black-Scholes-Finanzmarkt

Der allgemeinen Black-Scholes-Finanzmarkt ergibt sich als Spezialfall der oben beschrie-
benen Finanzmiirkte, sofern fiir alle ¢ > 0 die Gleichheit F; = F° = ftWMV gefordert
wird. Dabei sei durch (.th‘/y)tzo die augmentierte Brownsche Filtration beschrieben, d.h.
FV = o(FV U ), wobei FV := o({W, : 0 < s < t}) und

N :={F C Q3G € F mit F C G und P(G) = 0}

gilt. Zudem werden weitere Forderungen an die Gestalt der Prozesse (ut)i>0, (7¢)i>0 und
(01)1>0 gestellt. In diesem Abschnitt wird aufgrund der Relevanz fiir die weitere Arbeit das
allgemeine Black-Scholes-Modell vorgestellt:

Der Markt besteht aus n + 1 Anlagemoglichkeiten auf einem filtrierten Wahrscheinlich-
keitsraum (€, F, (F)"" )0, P) mit einem Zeithorizont [0, 7], wobei T den Endzeitpunkt
darstellt. Es gibt n + 1 Anlagemoglichkeiten, welche zeitstetig gehandelt werden. Im Wei-
teren sei durch (W;)>0 = (W2, ..., W™M)T) >0 €ine n-dimensionale Brownsche Bewegung
gegeben. Die Anlagemoglichkeiten setzen sich zusammen aus:

(i) Einem Bondprozess (B;)i>o mit der Dynamik
dBt = TtBtdt. (35)
Dabei ist Zinsrate (r¢)io ein (F}"");=o-progressiv-messbarer, skalarwertiger Prozess

mit der Eigenschaft

T
/ 7s|ds < oo P — f.s. fiir alle T > 0.
0

(ii) n Aktien, deren jeweilige Preisprozesse die folgende stochastische Differentialgleichung
erfiillen:

dsi = S (Mgdt+zo—§jdwg> Li=1,....n

j=1

St=5>0i=1,...,n.

(3.6)

Hierbei sind (1) und (0}?);>¢ skalarwertige, (F,"*");so-progressiv-messbare sto-
chastische Prozesse mit den Eigenschaften

t n
/ Z (sz)st] < oo fiir alle ¢t > 0,
0

1,j=1

E
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1 t
E {exp (5/ ||as||2ds)] < oo firallet >0
0

und
t [ n '
/ Z |pes] | ds < o0 P — f.s. fiir alle t > 0. (3.7)
0 \i=1

Weiter fordern wir die Giiltigkeit der folgenden drei Annahmen:

Annahme 3.4

Es existiert eine Zahl ¢ € R, sodass gilt:

t
/ rods >c P — fs firallet >0. (3.8)
0

Es sei weiterhin Annahme 2.3 aus Abschnitt 2.1.1 giiltig. Weiter gelte:

Annahme 3.5
Fir (ue)eo = (1 1)7) no 1nd (04),5 = ((afj)1§i7j§n)t>o existiert ein eindeuti-

ger R-wertiger und (F;""),o-progressiv-messbarer Prozess (7;);>0 mit den folgenden
Eigenschaften:

¢

(i) / |vs]|3ds < oo P — f.s. fiir alle t > 0, (3.9)
0

(ii) oY = g — Tely, (3-10)

t 1 t
(ili) pr:=E {exp (—/ YsdWs — 5/ H’yngds)} =1 fiir alle ¢t > 0. (3.11)
0 0

Da nach Annahme 2.3 die Novikov-Eigenschaft

1 t
E {exp (5/0 ||/\5||%ds)} < 00

erfiillt ist, existiert ein eindeutiges, dquivalentes, risikoneutrales Martingalmafl @ mit

T
@ . = exp (/0 rsds) ér,

dPp
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wobeil wir fir T'> 0

T 1 T
o= (= [ (vt glhlt)ds— [ raw.) (3.12)
0 0

setzen.

3.2.1 Das Optimierungsproblem im allgemeinen Black-Scholes-Modell

Im allgemeinen Black-Scholes-Modell betrachten wir in dieser Arbeit klassische Optimie-
rungsprobleme mit Endzeitpunkt 7" der Gestalt

sup Eu(X7)],

(Prs) X¢ = o,
(©t)iejo,r) ist selbstfinanzierend und (.EW ”/V)te[gﬁT]—adaptiert.

Auch dieses Problem kann mittels der Martingalmethode in ein statisches Optimierungspro-
blem und in ein Reprisentationsproblem aufgeteilt und in diesen Schritten gelést werden
(vgl. Abschnitt 2.1.1). Als statisches Optimierungsproblem ergibt sich dann

Sup E [u(X7)],

(PBs statisch) X ist f?f"/’/—messbar,
EQ [%] = Xy-

Es gilt dabei:

Satz 3.6

Als Losungskandidat des statischen Optimierungsproblems (Ppg) ergibt sich

X7 = I(rAr).

Dabei stellt Ay € R, den Lagrange-Parameter bei Endzeitpunkt 7' dar, welcher durch die
Nebenbedingung

E [(r1(érAr)] = zo
festgelegt wird.

Beweis. Ein Beweis dieser Aussage findet sich in [Korn/Korn, 1999], Kapitel V. O
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Bemerkung 3.7
Insbesondere gilt im allgemeinen Black-Scholes-Modell das bereits in Abschnitt 3.1 aufge-
fithrte Verifikationstheorem.

3.2.2 Der klassische Black-Scholes-Finanzmarkt

Der klassische Black-Scholes-Finanzmarkt ldsst sich aus dem allgemeinen Black-Scholes-
Finanzmarkt ableiten. Dabei wahlt man (u)is0 = i, (11)i=0 = 7 und (0y)=0 = o als
konstante Parameter. Insbesondere ist das klassische Black-Scholes-Modell genau dann
arbitragefrei, wenn eine Losung v € R™ des linearen Gleichungssystems p — r1,, = o
existiert. Das klassische Black-Scholes-Modell wird uns in dieser Arbeit immer wieder
der Form von Beispielen zu allgemeineren Aussagen begegnen. Wir werden dann immer
implizit die Annahme treffen, dass n = 1 gilt.

3.2.3 Das Optimierungsproblem im klassischen Black-Scholes-Modell

Da der klassische Black-Scholes-Finanzmarkt ein Spezialfall des allgemeinen Black-Scholes-
Modells ist, wird ebenfalls das Optimierungsproblem (Ppg) mit Endzeithorizont 7" betrach-
tet (vgl. Abschnitt 3.2.1).

3.3 AbschlieBende Bemerkungen zu den Finanzmarkten

Es gibt weitere Finanzmérkte, die nicht direkt als Spezialfille aus dem partiell beobacht-
baren Finanzmarktmodell abgeleitet werden kénnen, in denen jedoch die in dieser Arbeit
getroffenen Aussagen ebenfalls giiltig sind. Ein solches Modell findet sich beispielsweise
in [Dana/Jeanblanc, 2007]. In dem dort aufgefiihrten Modell kann unter anderem auf die
Beschrénktheit der Zinsrate (r;)s~o verzichtet werden. Es sind dann weitere Annahmen
an die Prozesse und auch an die dort betrachteten Nutzenfunktionen notwendig, um
in diesem Fall ebenfalls die Giiltigkeit der Verifikationsaussagen zu gewihrleisten (vgl.
[Dana/Jeanblanc, 2007]).
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4 Die Turnpike-Theorie frither und heute

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden in den vorgestellten Finanzmérkten und Erwartun-
gswert-Nutzen-Kontexten sogenannte ,Turnpike-Aussagen’ formuliert und bewiesen. In der
Einleitung wurde bereits umrissen, was sich hinter dem Begriff , Turnpike’ verbirgt (vgl.
Abschitt 1.1). In diesem Kapitel soll die historische Entwicklung dieses Forschungsfeldes
kurz dargestellt werden. Dabei wird ein kurzer Uberblick iiber die wichtigsten Etappen
der Entwicklung der Turnpike-Theorie aufgezeigt, an welche sich diese Arbeit anschlief3t.
Abschlielend werden die Ausgangspunkte und Ziele dieser Arbeit dargestellt.

4.1 Die Geschichte der Turnpike-Theorie

In diesem Abschnitt sollen einige Arbeiten in aller Kiirze aufgezeigt werden, welche in der
Entwicklung der Turnpike-Theorie als wichtige Meilensteine angesehen werden konnen. Die
ersten Resultate iiber Turnpike-Aussagen gehen auf eine Arbeit von J. Mossin zuriick. Seine
Ergebnisse beschrianken sich auf diskrete Finanzmérkte und HARA-Nutzenfunktionen.
Eine Nutzenfunktion v € C*(R, ) heifit dabei HARA-Nutzenfunktion (;hyperbolic absolute
risk aversion‘), falls es Konstanten « und f gibt und gilt:

—u'(x) 1

uw'(x) T ar+p =0

Mossin selbst stellte im Jahr 1968 fest: ,,[...] this is a promising area for future research” (vgl.
[Mossin, 1968]). Im Jahr 1972 wurden J. Mossins Aussagen von H. Leland verallgemeinert,
welcher Turnpike-Aussagen fiir Nutzenfunktionen u; mit der Eigenschaft

ui (z)

uf ()
fiir gleichméfBig beschrankte Funktionen f bewiesen und den Ausdruck ,Portfolio Turnpike’
ins Leben gerufen hat (vgl. [Leland, 1972]). Die Funktion u; gehort dabei zu einem Investor
1, welcher den Nutzen eines Endvermogens mit dieser Nutzenfunktion bewertet. Weiter
werden das optimales Endvermégen und die optimale Handelsstrategie, die sich fiir Investor
1 ergeben, mit den entsprechenden Gréflen eines weiteren Investors 0 verglichen. Dieser
bewertet den Nutzen mit Hilfe einer Nutzenfunktion ug. Es werden dabei nur Bedingungen
an eine Nutzenfunktion u; gestellt, da in der genannten Arbeit bereits eine konkrete Ver-
gleichsnutzenfunktionen wug festgelegt wurde. Dieses Prinzip findet sich in vielen weiteren
Arbeiten iiber Turnpike-Aussagen. Oftmals werden als Nutzenfunktion ug der Power- oder
der Exponentialnutzen gewéhlt.

=ax + f(x)

Ebenfalls Aussagen in diskreten Finanzmérkten wurden von N. Hakansson im Jahr 1974
bzw. von G. Hubermann und S. Ross im Jahr 1983 getroffen. N. Hakansson betrachtete
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dabei erneut eine gréflere Klasse von zuldssigen Nutzenfunktionen uy, die sich durch die

Eigenschaft
—a) gl
Y v
auszeichnen und erweiterte die bisherigen Resultate auf diese Funktionsklasse (vgl.
[Hakansson, 1974]). G. Hubermann und S. Ross betrachteten Nutzenfunktionen, die die

Grenzwerteigenschaft

!/

=" " mity € (a,b
S Y y € (a,b)

fiir Zahlen a,b € R erfiillen und auch als jregularly varying functions’ bezeichnet werden.
Letztendlich konnten sie zeigen, dass Turnpike-Aussagen gelten, sofern die Nutzenfunktio-
nen von unten beschriankt sind und zudem fiir die sogenannte relative Risikoaversion RRA
die Eigenschaft

"
lim RRA,, (z) := lim _ 2 (@)

Z—00 Z—00 u'l (x)

gilt [Hubermann/Ross, 1983].

e (0,1) (4.1)

In allen diesen Arbeiten wurden diskrete Finanzmérkte zu Grunde gelegt und die Annah-
me getroffen, dass die Renditen unabhéngig voneinander sind. Auflerdem wurde in allen
Arbeiten das Prinzip der dynamischen Programmierung genutzt.

Die erste Arbeit iiber Turnpike-Aussagen in stetigen Finanzmérkten wurde von J. Cox
und C. Huang im Jahr 1992 verdffentlicht. Sie konnten ihre Turnpike-Aussagen fiir Nut-
zenfunktionen wu, zeigen, fiir die

'\~ -1 —a * 1
|(u) M y) — Ay o | < Agy™®, Yy <vy*, ac lO,g)

gilt, wobei A; > 0, A3 > 0, b > 0 und y* > 0. Insbesondere fallen auch Nutzenfunktionen
in diese Klasse, die nicht von unten beschréankt sind und welche auch nicht die Bedingung
(4.1) erfiillen miissen. Cox und Huang gelang es, klare Aussagen iiber die Wirtschaft-
lichkeit der betrachteten Probleme zu treffen: Sofern die Zinsrate strikt positiv gewéhlt
wird, wird der Wert jedes nach oben beschrinkten Zahlungsanspruches beliebig klein,
sofern der betrachtete Zeithorizont beliebig grofi wird. Daher wird ein Investor in einem
solchen Finanzmarkt zu Beginn sein Vermogen in Zahlungsanspriiche investieren, deren
Auszahlungen nach oben unbegrenzt sind. Die sich aus diesem Verhalten ergebende und
fiir viele weitere Arbeiten zentrale Erkenntnis war, dass die optimale Handelsstrategie in
einem Markt mit beliebig grofem Endhorizont nur vom asymptotischen Verhalten der
Nutzenfunktion abhéngt (vgl. [Cox/Huang, 1992]).

Als weitere wichtige Arbeiten im Bereich der Turnpike-Theorie in stetigen Finanzmérkten
konnen die Arbeiten von X. Jin, C.-F. Huang und T. Zariphopoulou und P. Dybvig mit
L. Rogers und K. Back genannt werden. Wéhrend X. Jin neben den optimalen Handelss-
trategien auch optimale Konsumstrategien betrachtete (vgl. [Jin, 1998]), konnten C.-F.
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Huang und T. Zariphopoulou Turnpike-Resultate im Stetigen mit dem urspriinglichen
Prinzipien der dynamischen Programmierung und unter Nutzung der Theorie von Vis-
kositdtslosungen zeigen (vgl. [Huang/Zariphopoulou, 1999]). In einer Arbeit von Dybvig,
Rogers und Back wurde zum ersten Mal komplett auf die Annahme von voneinander unab-
héngigen Renditen verzichtet und der vollsténdige Black-Scholes-Finanzmarkt betrachtet
(vgl. [Dybvig/Rogers/Back, 1999]). In dieser Arbeit werden zwei Investoren miteinander
verglichen, welche den Nutzen eines Endvermogens bzw. einer Handelsstrategie mit den
Nutzenfunktionen ug und u; bewerten. Dabei darf im Vergleich zu den vorherigen Arbeiten
auch die Nutzenfunktion ug freier gewahlt werden. Es miissen jedoch die folgenden beiden
Voraussetzungen gelten:

(i) lim wr)

(,similar at infinity"),

A5y (a)
(ii) Fiir alle Folgen (a,)nen, (bn)neny mit lim a,, = oo, lim b, = oo gilt fiir i € {0,1}
im® =1 & lim ui(an) = 1 (,uniform continuity property").
n—oo b, n—o0 1, (by,)

Auch bei diesen Annahmen handelt es sich um solche, die sich auf das asymptotische
Verhalten der gewahlten Nutzenfunktionen beziehen. Insbesondere wurde in dieser Arbeit
gezeigt, dass die erwartete absolute Differenz der Endvermogen der beiden Investoren
beziiglich L'-Konvergenz gegen den Wert Null konvergiert, sofern der Zeithorizont gegen
Unendlich konvergiert (vgl. [Dybvig/Rogers/Back, 1999]).

Eine weitere wichtige Arbeit auf dem Gebiet der Turnpike-Aussagen stammt von P. Guasoni,
C. Kardaras, S. Robertson und H. Xing. In dieser Arbeit ist es gelungen, Turnpike-Aussagen
in allgemeineren Marktsituationen und insbesondere in unvollstdndigen Finanzmérkten zu
beweisen. Dabei wurden allgemeine Semimartingalmodelle und Diffusionsmodelle betrachtet.
Auch in dieser Arbeit werden zwei Investoren mit in gewisser Weise dhnlichen Nutzenfunk-
tionen verglichen. Fiir die Nutzenfunktion uy wurde allerdings die Einschréankung getroffen,
dass es sich um die Power-Nutzenfunktion bzw. die logarithmische Nutzenfunktion handelt.
An die Nutzenfunktion u; : R, — R wurden weiter die Bedingungen gestellt, dass sie
stetig differenzierbar, strikt wachsend sowie strikt konkav ist, die INADA-Bedingungen
sowie die Eigenschaft

lim ) _

z—yo0 P11
Dabei ist es gelungen, Aussagen iiber die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit des Quotienten
der Endvermogen der beiden Investoren zu treffen, sofern der Zeithorizont beliebig wéchst.
Zudem konnten ebenfalls Konvergenzeigenschaften fiir die zugehorigen Handelsstrategien
gezeigt werden. Je nachdem, in welchem Setting man sich hierbei befindet, miissen aber

spezielle WahrscheinlichkeitsmaBe betrachtet werden, sodass die Konvergenz gelingt (vgl.
[Guasoni/Kardaras/Robertson/Xing, 2014]).
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4.2 Ausgangspunkt und Ziele dieser Arbeit

Ausgehend von den Ergebnissen von Dybvig, Rogers und Back werden in dieser Arbeit in
verschiedenen Kontexten Turnpike-Aussagen formuliert. Dabei wurden die folgenden Ziele
verfolgt:

Erweiterung der bisherigen Turnpike-Aussagen auf partiell beobachtbare Finanz-
mérkte (vgl. Abschnitt 5.1).

Erweiterung der Turnpike-Theorie fiir den Fall der Choquet-Optimierungstheorie
(vgl. Abschnitt 5.2).

Die Formulierung konkreter und in der Literatur bisher spérlich zu findender Beispiele
iiber das Gelingen und Nicht-Gelingen von Turnpike-Aussagen (vgl. Abschnitt 5.4
sowie Abschnitt 7.2).

Formulierung von Turnpike-Aussagen, die auch zeitabhéngige Nutzenfunktionen
zulassen (vgl. Abschnitt 6.1).

Formulierung von Turnpike-Aussagen, welche auch Nutzenfunktionen mit Definiti-
onsbereich R zulassen (vgl. Abschnitt 7).

Betrachtung der Konvergenzgeschwindigkeiten bei Turnpike-Aussagen (vgl. Abschnitt
8).

Untersuchung von Konvergenzaussagen iiber das optimale Portfolio im Bayes-Markt-
modell (vgl. Abschnitt 9).

Formulierung von Turnpike-Aussagen im CRR-Modell (vgl. Abschnitt 10.1.2).
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5 Resultate zu Turnpike-Aussagen in diversen stetigen
Kontexten fiir zeitunabhangige Nutzenfunktionen
mit Definitionsbereich R im partiell beobachtbaren
Finanzmarktmodell

In diesem Kapitel wird es gelingen, eine fiir den allgemeinen Black-Scholes-Finanzmarkt giil-
tige Turnpike-Aussage auf den partiell beobachtbaren Finanzmarkt zu iibertragen. Weiter
wird am Beispiel der Choquet-Optimierungstheorie gezeigt, dass Turnpike-Aussagen auch
in nichtklassischen Erwartungswert-Nutzen-Kontexten formuliert werden konnen. Dabei
werden die beiden Fille unterschieden, dass der verallgemeinerte Nutzen der Investoren
iiber gleiche bzw. unterschiedliche Wahrscheinlichkeitstransformationen modelliert wird.
Wir werden insbesondere zeigen, dass die absolute Differenz der erwarteten Endvermdogen
bei einem beliebig wachsenden Endzeitpunkt 7" gegen den Wert Null konvergiert, falls beide
Investoren ihren Nutzen mit den gleichen Wahrscheinlichkeitstransformationen und in
gewisser Weise ,dhnlichen‘ Nutzenfunktionen bewerten. Auflerdem kann gefolgert werden,
dass sich auch die optimalen Handelsstrategien der beiden Investoren in einem gewissen
(spéter genauer beschriebenen) Sinne annihern.

Im Folgenden legen wir das in Abschnitt 2.1 betrachtete partiell beobachtbare Finanz-
marktmodell zu Grunde. In diesem Finanzmarktmodell gilt die sogenannte ,market growth
condition‘:

Satz 5.1

Es gilt die ,market growth condition‘:

E[ér] — 0, T — oo. (5.1)

Beweis. Aufgrund der geforderten Novikov-Bedingung (vgl. Gleichung (2.3)) ist der Prozess
(pt)i>0 ein Martingal, und es gilt daher E [pg] = E [pr] = 1. Somit folgt

E[&] =E [exp (— /DT (7’5 i %H%HS) ds — /Ot @des)}

<exp(—cT)E [pr] = exp(—cT) — 0 fiir T — oo.

Die ,market growth condition® ldsst sich wie folgt interpretieren:
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Bemerkung 5.2

Durch die ;market growth condition‘ wird garantiert, dass der risikolose Diskontierungsfak-
tor gegen den Wert Null konvergiert, wenn der Endzeitpunkt T" beliebig grof§ wird. Dies
kann so interpretiert werden, dass der heutige Wert einer Geldeinheit zum Endzeitpunkt
T zunehmend geringer wird, je grofler der Endzeitpunkt gewéhlt wird. Diese Forderung
ist sinnvoll, da jeder Investor mit einem positiven Anfangsvermogen in den risikolosen
Bond investieren und sein Vermogen somit mit zunehmender Zeit beliebig mehren kénnte.
Im Grenzfall eines beliebig groflien Zeithorizontes wiirde jeder Investor beliebig viel Geld
besitzen und daher wiirde eine Geldeinheit in diesem Grenzfall aus heutiger Sicht keinen
Wert besitzen.
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5.1 Turnpike-Aussagen im partiell beobachtbaren Finanzmarkt unter
Betrachtung des klassischen Erwartungswert-Nutzen-Kontexts

In diesem Abschnitt wird eine Turnpike-Aussage im partiell beobachtbaren Finanzmarkt
formuliert, wobei in diesem Abschnitt die klassische Erwartungswert-Nutzentheorie zu
Grunde gelegt wird. Im Jahr 1999 konnte bereits von O. H. Dybig, L. C. G. Rogers und K.
Back eine entsprechende Aussage fiir den allgemeinen Black-Scholes-Finanzmarkt bewiesen
werden, sofern an bestimmte Prozesse konkretere Forderungen gestellt werden. Dabei wird
die Zinsrate (r;);>0 als beschrénkter Prozess gewéhlt und der sogenannte Marktpreisprozess
wie folgt definiert:

(Y)iz0 = (o7 (e = Tt]ln))tzo-

Zudem wird gefordert, dass fiir alle Zeitpunkte ¢ > 0 alle positiven wie negativen Momente
der Zufallsvariablen & existieren, also E [£"] < oo fir alle m € R und fiir alle ¢ > 0 gilt.
Unter diesen Annahmen wurden zwei Investoren 0 und 1 betrachtet, welche den Nutzen
eines Endvermogens mit Hilfe der klassischen Nutzenfunktionen ug und u; bewerten und
das gleiche Anfangsvermogen xy > 0 besitzen. Jeder Investor versucht dabei geméfl des
folgenden Optimierungsproblems (vgl. Abschnitt 3.2.1)

sup [ul(XfT)] ,
©

(©t)iejo,r) ist selbstfinanzierend und (EWW)tE[O,T]—adaptiert

fiir © € {0, 1} optimal zu handeln. Den optimalen Vermogensprozess des Investors 0 bei
Endzeithorizont T" bezeichnen wir dabei kiinftig mit (Xg,):cjo,r], denjenigen des Investors

1 mit (Xft)tE[O,T]'

Bemerkung 5.3
(i) Da eine Handelsstrategie (¢¢)scjo,7] zu einem eindeutigen Portfolio-Prozess (7¢)sc(o,1]
gehort und umgekehrt, werden diese im weiteren Verlauf dieser Arbeit in diesem
Sinne als gleichwertig angesehen.

(ii) Den zur optimalen Handelsstrategie (¢} ):cjo,r) bzw. zum gleichwertigen optimalen
Portfolio-Prozess (7} ):cjo,1r] zugehorigen optimalen Vermogensprozess bei Endzeit-

. . . . . T L p* o ¥
punkt 7" bezeichnen wir kiinftig mit (X, )¢co,r) := (Xt )te[o,T] = (X] )te[o,T] :

(iii) Der Portfolio-Prozess des i-ten Investors ist gegeben durch (vgl. dazu auch Definition
2.2)

T ._ 0,7 n,T T
T =Ty 5o Mg .

(iv) Den Lagrange-Parameter, der sich beim Losen des statischen Optimierungsproblems
bei Betrachten des Investors 0 und einem Endzeithorizont 7' ergibt, bezeichnen
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wir kiinftig mit A¢r. Entsprechend bezeichnet \;r den zu Investor 1 gehorigen
Lagrange-Parameter.

Unter diesen Annahmen konnte die Giiltigkeit des nachfolgenden Theorems gezeigt werden
(vgl. [Dybvig/Rogers/Back, 1999]):

Theorem 5.4 ([Dybvig/Rogers/Back, 1999], Theorem 1)

Betrachtet werden zwei Investoren 0 und 1 mit Anfangsvermogen xq € R, und den
Nutzenfunktionen u, und u; im allgemeinen Black-Scholes-Modell. Die betrachteten
Nutzenfunktionen wu; erfiillen fiir ¢ € {0, 1} die nachfolgenden Eigenschaften:

(V1) u; : Ry — R sei strikt monoton wachsend, strikt konkav, zweifach differenzierbar,
erfiille die INADA-Bedingungen, und es gelte u;(0) = 0,

(V2) Es gelte

/
lim ) _

- (,similar at infinity*),
z—o00 Uy, (x

~—

(V3) Fiir alle Folgen (a,)nen, (bn)nen mit lim a,, = oo, lim b, = oo gelte fiir i € {0, 1}
n—oo n—oo

(,uniform continuity property*):

fm ™ =1 o lm %)
n—o0 b, n—00 uz(bn)

= 1.

Dann folgt
o] o
und es gilt fiir alle t > 0:

T T
Xo,t Xl,t

B2 lim E
(B2) mEe || 5"~ 5

T—o0

=0,

t
83) [ T, ~ TR, s 5 0 fix T oo
0

(B4)  sup|XT, — XT| 5 0 fiir T — oo,

s<t

wobei (X4)ic1] 1= (o0 )teppr) den Kovarianzprozess darstellt mit o, := (o7, ..., 07").
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Dieses Theorem lasst sich auf die partiell beobachtbare Marktsituation iibertragen. Dabei
ist jedoch sicherzustellen, dass die bereits im Beweis von Satz 2.6 angesprochenen Verifika-
tionsaussagen gelten. Wir machen daher in diesem Abschnitt folgende Annahme:

Annahme 5.5

Fiir i € {0, 1} und fiir alle Endzeitpunkte T' > 0 gelte E[I;(A; 7&r)] < oo und E [E41; (cér)] <
oo fiir alle ¢ > 0.

Damit gilt:

Theorem 5.6

Betrachtet werden zwei Investoren 0 und 1 mit dem Anfangsvermogen xy > 0 und den
Nutzenfunktionen uy und u; im partiell beobachtbaren Finanzmarkt. Es gelte:

(i) u;(0) =0 fiir ¢ € {0, 1},

(i) lim %8 =1 (,similar at infinity*),
r—00 0

(iii) Fiir alle Folgen (an)nen, (bn)nen mit lim a,, = co, lim b, = oo gelte fiir i € {0, 1}

(,uniform continuity property*):

hm ™ =1 o i %)

= 1.
n n—oo Ul(bn)

(iv) Es gelte Annahme 5.5.

Dann folgt

(B1)  JimE [&|XT - X7

-0
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und es gilt fiir alle ¢ > 0:

T T
XO,t - Xl,t

=0
By By ’

(52) fhFe

t
(B3) / (7L, — 7L )T Ss(7 T, — 7L, )ds 5 0 fiir T — oo,
0

(B4)  sup|XT, — XI| 5 0 fir T — oo.

s<t

Dabei stellt (X)) = (Utaj)te[oﬂ mit o, := (0}, ...,07") den Kovarianzprozess dar und

(75 )eeior) und (X)) eepo,r fiir 4 € {0, 1} bezeichnen die gefilterten Prozesse.

Beweis. Der Beweis verlauft analog zu [Dybvig/Rogers/Back, 1999], Theorem 1. Dabei
muss die Filtration (F}V);>¢ durch die Filtration (F;);>o ersetzt werden. Der Unterschied
liegt also darin, dass die betrachteten Prozesse beziiglich einer anderen Filtration adaptiert
sind und dass zudem die gefilterten Groflen betrachtet werden. Weiter miissen die dort
getroffenen Aussagen zur Verifikation des Losungskandidaten als tatséchliche Losung durch
die in Annahme 5.5 formulierten Voraussetzungen ersetzt werden (vgl. dazu auch den
Beweis von Satz 2.6). O

5.2 Turnpike-Aussagen im Kontext der Choquet-Maximierung fiir den
Fall dhnlicher Nutzenfunktionen und gleicher
Wahrscheinlichkeitstransformationen

Im diesem Abschnitt werden wir Optimierungsprobleme im Kontext der Choquet-Maximie-
rung betrachten. Als Finanzmarktmodell sei in diesem Abschnitt das klassische Black-
Scholes-Modell aus 3.2.2 zu Grunde gelegt. Das betrachtete Optimierungsproblem un-
terscheidet sich jedoch von dem in 3.2.3 vorgestellten Optimierungsproblem, da wir im
Folgenden den klassischen Kontext erweitern und Choquet-Maximierungsprobleme betrach-
ten (vgl. Abschnitt 2.3). Ein Investor bewertet den Nutzen eines Endvermégens im Rahmen
der Choquet-Maximierung nicht nur geméafl einer Nutzenfunktion u, sondern ermittelt den
sogenannten Verallgemeinerten Nutzen V' mit Hilfe einer weiteren Funktion, der sogenann-
ten Wahrscheinlichkeitstransformation w. Diese Wahrscheinlichkeitstransformation erfasst
dabei die sogenannte Wahrscheinlichkeitsverzerrung, welche in klassischen Theorien nicht
erfasst wird (vgl. 2.3.2).

Die Choquet-Optimierungsprobleme, die wir in diesem Abschnitt betrachten, besitzen die
folgende Gestalt (vgl. auch Abschnitt 2.3):
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s;pV(XT) = S)I{lp Jo- w(P(u(Xy) > 2))dz

(PChoquet) EETXT] =g € R—H
Xy ist eine F}V-messbare Zufallsvariable,
X > 0.

Wir fordern in diesem Abschnitt die Giiltigkeit der nachfolgenden Annahme:

Annahme 5.7

Es gelte:
(1) u: Ry — R sei strikt monoton wachsend, strikt konkav, zweifach differenzierbar,
erfiille die INADA-Bedingungen, und es gelte u(0) = 0.
(2) w:[0,1] — [0, 1] sei strikt monoton wachsend und differenzierbar.

-1

E
(3) Die Abbildung x —» —=—(x) sei nichtfallend auf dem Intervall (0,1]. Fr stellt hierbei
w

die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen &7 dar.

(4) liminf (—M) > 0.

Z—00 u’(x)

(5) E | u (@) (5ikey ) ) ' (Pr(en)] < oo

Unter Giiltigkeit der in Annahme 5.7 geforderten Eigenschaften kann die Wohlgestelltheit
des Problems (Pchoquet) sichergestellt werden (vgl. auch Abschnitt 2.3.1, Satz 2.10).

Im Folgenden werden wir zwei Investoren 0 und 1 mit gleichen Wahrscheinlichkeitstrans-
formationen betrachten:

Theorem 5.8

Gegeben seien zwei Investoren 0 und 1, welche das gleiche Anfangsvermogen zy > 0 besitzen
und den verallgemeinerten Nutzen eines Endvermogens mittels der Nutzenfunktionen
ug und u; sowie der Wahrscheinlichkeitstransformation w := wg = w; ermitteln. Die
Funktionen w; fir ¢ € {0, 1} erfiillen weiter die folgenden Annahmen:

(‘7/1) Die in Annahme 5.7 aufgefiihrten Eigenschaften (1), (2) und (4),

(‘7/2) Die in Theorem 5.4 geforderten Voraussetzungen (V2) und (V3),

(f/\é) Es existiere ein Zeitpunkt 7' > 0, sodass fiir alle Zeitpunkte 7' > T und fiir beide
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Investoren die Eigenschaften (3) und (5) aus Annahme 5.7 erfiillt sind.
Dann folgt
(C1) ImE [ST‘XSF - XlTH —0,
T—o0
und es gilt fiir alle ¢ > 0:

T T
Xot Xl,t

(C2) lim Eq B, B,

T—00

=0,

t
(C3) / |71y — w6l %ds L0 fiir T — oo,
0

(C4)  sup|XT, - XT| 50 fir T — oo.

s<t

Im nachfolgenden Satz sind zwei Hilfsaussagen aufgefiihrt, die wir fiir den Beweis von
Theorem 5.8 bendtigen. Dieser wird im Anschluss folgen.

Theorem 5.9

Fur
Ip=(up)™" und I =(u))™*

gelten unter den in Theorem 5.4 getroffenen Annahmen (V2) und (V3) die folgenden
beiden Hilfsaussagen:

(H1) Es gilt
Il (ZL’)

= 1.
ac—>0[0(x)

(H2) Fiir alle Folgen (z,)nen; (Un)neny mit lim z, =0, limy, = 0 gilt fir i € {0,1}:
n n—oo

— 00

lim Lo 1 < lim (zn)
n—00 Yy, n—00 [Z(yn)

= 1.

Beweis. Der Beweis der beiden Aussagen findet sich in [Dybvig/Rogers/Back, 1999], Be-
weis zu Theorem 1. O

41




Anmerkung 5.10

Analog kann bei Giiltigkeit der Aussagen (H1) und (H2) auf die Giiltigkeit der in Theorem
5.4 aufgefiihrten Eigenschaften (V2) und (V3) geschlossen werden.

Nachfolgend werden wir Theorem 5.8 beweisen:

Beweis. Die Beweisschritte (C3) und (C4) folgen analog zu [Dybvig/Rogers/Back, 1999],
Theorem 1, Schritt 6. Daher werden im Folgenden nur die Beweisschritte (C1) und (C2)
gezeigt. Diese lehnen sich ebenfalls an die Beweisfiihrung in [Dybvig/Rogers/Back, 1999],
Theorem 1 an, unterscheiden sich jedoch in einigen technischen Aspekten. Die Vorausset-
zungen (V1) und (V3) garantieren dabei die Wohlgestelltheit der zu den Investoren 0 und
1 gehoérigen Optimierungsprobleme:

Nach Satz 2.11 gilt wegen der Giiltigkeit von Annahme 5.7, Eigenschaft (4), dass die zu
den beiden Investoren zugehorigen Optimierungsprobleme jeweils wohlgestellt sind und
zum Endzeitpunkt 7' die Losungen

< (o) - ()

besitzen. Dabei sind Ao und Ay 1 die zugehorigen Lagrange-Parameter, die fiir ¢ € {0, 1}
eindeutig durch die Nebenbedingung

E[6X7] = E [5T<u;->1 (%)} -

festgelegt sind, die sich aus dem Lagrange-Ansatz ergibt.

Unter Verwendung der Hilfsaussagen (H1) und (H2) aus Satz 5.9 werden die Aussagen
(C1) und (C2) des Theorems in den folgenden drei Schritten beweisen:

(S1): Wir zeigen Behauptung (C1):

(S2): Wir zeigen

s ) ()] -

(S3): Wir zeigen Behauptung (C2):

T T
Xot Xl,t

= 0.
B, B

. >0 o .
Fiir alle t > 0 gilt Th_rgO Eq
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Zu (S1):

Aufgrund von Symmetrieiiberlegungen reicht es zu zeigen, dass
.. eoT
liminf — >1 (5.2)
T—o00 1,T

gilt. Der Beweis der Aussage erfolgt durch Widerspruch:

Angenommen, es gilte

A
lim inf 225 < 1.
T—o0 1,7
Somit existieren eine Zahl 6 < 1 und eine unbeschrinkte Menge 7 von Endzeitpunkten,
sodass fiir alle T € T gilt:

)‘(’—’T<5.

Ao T

Weiter gewéhrleistet Hilfsaussage (H2), dass es Zahlen k£ > 1 und € > 0 gibt, sodass fiir
alle z € (0, €) gilt:

Io((S.Z')
> k. 5.3
(@) = (5.3)
Denn angenommen, dies wére nicht der Fall, so miissten eine Folge (x,,),en mit lim z,, = 0

n—oo
und eine Folge (k,)nen mit lim k, = 1 existieren, sodass
n—oo

IQ((S(L’TL)

1<
- [0(13n>

<k,l1, flirn— oo

gilt. Dies wiire allerdings ein Widerspruch zur Hilfsaussage (H2).

Falls die Zahl € klein genug gew#hlt wird, garantiert uns Hilfsaussage (H1), dass zudem

IO(I) > L

L(z) — VEk

gilt. Somit existieren Zahlen k£ > 1 und € > 0, sodass fiir alle z € (0, ¢) gilt:

IO(ff)) >V > 1. (5.4)

Mithilfe dieser Tatsache kann nun der gewiinschte Widerspruch gezeigt werden:

~

Nach Obigem gilt fiir alle Zeitpunkte 7' € T aufgrund der Monotonie der Funktion I
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> :STIO (%)}

> B [erho (et ) 1 ot <o}

i fon (At <o

-t (alon ()] -l (s o)

O T O te . S

> \/EZ‘() — \/EII(E)EET]

Die letzte Ungleichung folgt hierbei ebenfalls aufgrund der Monotonie der Funktion ;. Da
die Menge 7 unbeschrankt ist, konnen wir 7" € T eine gegen unendlich konvergierende
Folge durchlaufen lassen und erhalten

VEkzy — VEI (€)Elér] = Vkzo, T — oc.
Da k > 1 und z( > 0 gilt, ist dies ein Widerspruch und somit folgt die Giiltigkeit von (S1):

A
lim =T = 1.
T—00 >\0,T

Zu (S2):

Sei v > 0 beliebig. Nach Hilfsbemerkung (H2) folgt, dass es Zahlen 6 < 1 und € > 0 gibt,
sodass fiir alle z € (0, €) gilt:

[0(6_1$) [0((5;6)
00 T <y und . 1’ < 5.5
1o(@) ’ To(@) >
Denn angenommen, dies wére nicht der Fall, so miissten eine Folge (z,)nen mit lim z, =0

n—oo
und eine Folge (0,,)neny mit lim 0, = 1 existieren, sodass entweder
n—oo

10(5_1xn)
[O xn) y oder

Iy(6nn)
Io(xy,)

gilt. Dies wiire allerdings ein Widerspruch zur Hilfsaussage (H2).

-1 >v

44



Falls die Zahl € klein genug gewihlt wird, garantiert uns Hilfsaussage (H1), dass zudem

und damit

2@ P hr0h@
sowie L) s
L e R VT AE R

Somit existieren zu jedem v > 0 Zahlen ¢, < 1 und e, > 0, sodass fiir alle z € (0, ¢,) gilt:

]0(5;1ZE) [0(5,\/1')
[1(27) Il(ZL‘)

Weiter existiert nach Schritt (S1) ein Endzeitpunkt 7 > 0, sodass fiir alle T > T gilt:

>(1—7)* wund < (1L+9)% (5.6)

5, < <

1
oy

y‘y

Auf der Menge { % > €,} gelten dann fiir alle Zeitpunkte 7" > T aufgrund der

Monotonie der Funktionen [, und /; zusammen mit A\gr > 0,A1 7 die Ungleichungen

Somit folgt

e ot (e - (wien) Mot 2}
< (h(e,) + Io(6,e)) Elér] 0, T oo
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Mit der Notation = := % folgen dann auf der Menge {% < e} fir T >T*

nach den Ungleichungen (5.6) aufgrund von
1
Ao, r < 5_)\1,T
ol

die Ungleichungen

Ao, 7éT _
Io (w'<_FT(5_T))> Io(05 ')

>(1-+)* und

]1(1‘) - ]1(1‘)
I (wey) Lo 2
L) = L@ 4+

Somit gilt

I < Ao, €T >
)2 < 0\ W (FrEr) <(

(1—79) < T,(0) 1+7)2

Daher gilt ebenfalls

, (o) 2
(I—") _1§T—1§(1+7) -1,

und es folgt

I < Xo,réT >
0 \w'(Fr(ér)) 1

<1+ —1=7"+2y. (5.7)
I < A,réT )
L\ w'(Fr(er))

Damit ergibt sich
>\1,T£T o )\O,TfT >\1,T§T
h (w/(FT@T))) o (w’(FT@T))) Yoty < 6”}}

i fon () o <o)

oo

<(7* + 27)xo.

Da v > 0 beliebig gewihlt werden kann, folgt die Behauptung (C1).
Zu (S3):

Die Behauptung folgt mit der bedingten Version der Jensen-Ungleichung;:
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Da fur i € {0,1}

- Air&r
X5, =¢'E { I; (;) ]
it ft fT w/(FT(éT)) t
gilt, ergibt sich zusammen mit Definition 2.5 und 3, := B; ! fiir t > 0:

< limE X5 _ X
0= 4% Q_E‘E
B i >\0,T§T . )\1,T§T
= jim Eo \f m %( (w/(FT@T))) h (w’(FT@T)))) M

fﬂ]

< lim Eq pl [&r\fo (%) h (%)‘

i Cdorér N\ Mrér
< fim B _ptE {pTﬁT‘[O (w’(FT(fT))) ( (Frier))

( Xo.rér ) ( A rér )
"(Fr(&r)) w'(Fr(&r))

L Ao,rér Aurér
N %EEOEQ {EQ {&F‘Io ( "(Fr(ér)) ) ( "(Fr(&r))

- e o (i) - (atiiem) |
= e e (i) 4 (e |

- s (Grrey) ~ o (i) | =

Hierbei wurde die Turm-Eigenschaft verwendet. Die Behauptung folgt dann unter Verwen-
dung der Aussage aus Schritt (2). Somit gilt die Behauptung (C2). O

1]

"]
dl

Nach der Bayes-Regel gilt weiter

1
Jim Eq [pt [pTﬁT Iy

Anmerkung 5.11

Generell ist es schwierig, Wahrscheinlichkeitstransformationen anzugeben, welche die Eigen-
schaften aus Theorem 5.8 erfiillen. Besonders die in Anmerkung 5.7 geforderte Eigenschaft
(3) ist oftmals nicht erfiillt.

Eine Wahrscheinlichkeitstransformation w, welche die in Annahme 5.7 geforderte Eigen-
schaft (3) fiir gentigend grofles T" erfiillt, ist durch



gegeben. Um dies einzusehen, betrachten wir die erste Ableitung der Funktion
—1

F
My :z— uT)’ (2),

wobei z € (0,1]. Um zu zeigen, dass diese ab einem Zeitpunkt 7" fiir alle darauffolgenden
Zeitpunkte positiv ist und bleibt, betrachten wir fiir z := Fr(x) mit > 0 die folgende
Darstellung der Funktion Myp:

x

w'(Fr(z))
Da Fr im Black-Scholes-Modell gerade die Verteilungsfunktion einer logarithmisch normal-
verteilten Zufallsvariablen mit den Parametern

(1,02 := (— (7" + %f) T, 72T)

. _ 1 (In(z) — i)
(Fr(z)) = or(z) = Nz exp (—T) 1{z > 0},

wobei pr die Dichtefunktion der logarithmischen Normalverteilung darstellt.

MTIQZI—>

ist, folgt

Aufgrund der Positivitdt des Nenners gilt
_ wW(Fr(z) — 2w (Fr(2))(Fr(2))

M) (w0 (Fe(o)) =0

falls
w'(Fr(z)) — aw"(Fr(z))(Fr(z)) > 0.

Es ist leicht nachzurechnen, dass dies genau dann der Fall ist, wenn

1> tan (FT(m) — %) % exp (_ (ln(ﬂ;)g; /7)2)

gilt. Aufgrund der Ungleichungen

exp (-0 <

(5 1) < on (1)

ist dies in jedem Fall erfiillt, falls

und

1 1
= <1
V2mo A\ 2my?T
vorausgesetzt wird. Somit gilt Eigenschaft (3) fiir gentigend grofies T'. Die Eigenschaften
(2) und (4) lassen sich hierbei leicht nachrechnen. Eigenschaft (5) kann nur bei Kenntnis

der genauen Gestalt der Nutzenfunktionen iiberpriift werden. Im Folgenden ist eine Grafik
der Funktion w abgebildet:
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Abbildung 5.1: Die Funktion w (schwarz) im Vergleich zur ersten Winkelhalbierenden
(gestrichelt).
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5.3 Turnpike-Aussagen im Kontext der Choquet-Maximierung fiir den
Fall verschiedener Wahrscheinlichkeitstransformationen

Im vorangegangenen Abschnitt 5.2 haben wir bereits gesehen, dass es auch in nicht-
klassischen Kontexten wie der Choquet-Maximierung moglich ist, Turnpike-Aussagen zu
formulieren. In den bisher gezeigten Turnpike-Aussagen wurde jedoch stets angenommen,
dass beide Investoren die gleiche Wahrscheinlichkeitstransformation w verwenden, um
den verallgemeinerten Nutzen eines Endvermogens zu bewerten. Interessant ist auch die
Fragestellung, ob Turnpike-Aussagen weiterhin gelten, sofern man unterschiedliche Wahr-
scheinlichkeitstransformationen wq und w, fiir die Investoren 0 und 1 zulésst.

In diesem Abschnitt werden wir zwei Investoren im Rahmen der Choquet-Maximierung
betrachten, deren Wahrscheinlichkeitstransformation zwar nicht gleich, aber in gewisser
Weise ,nahe beieinander’ liegen und zeigen, dass ein Endzeitpunkt 7™ gefunden werden kann,
sodass fiir alle Zeitpunkte T" > T™ > 0 die erwartete absolute Differenz der Endvermégen
durch eine feste Schranke begrenzt ist. Wir werden an spéterer Stelle zudem sehen, dass
es unter gewissen Voraussetzungen auch moglich ist, solche Zeitpunkte relativ genau zu
quantifizieren (vgl. Kapitel 8). Dabei sei die in Abschnitt 5.2 getroffene Annahme 5.7
auch in diesem Abschnitt fiir die Wahrscheinlichkeitstransformationen wy und w; giiltig.
Zusétzlich halten wir die folgende Annahme fest:

Annahme 5.12

Es existiert ein 0 € (0,1), sodass fiir alle z € [0, 1] gilt:

0 <

N~—
| —

oz
(@)~

g

(5.9)

g

(=9

Da die in Gleichung (5.9) aufgefiihrte Eigenschaft fiir diesen Abschnitt zentral ist, halten
wir die folgende Definition fest:

Definition 5.13

Wir sagen, dass zwei Wahrscheinlichkeitstransformationen wg und w, 5-nahe beieinander
sind, falls sie die Ungleichungen (5.9) aus Annahme 5.12 erfiillen.

Es léasst sich unter den getroffenen Annahmen das folgende Lemma zeigen:
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Lemma 5.14

Es gelte Annahme 5.12. Fiir alle € > 0 mit o, := d—cc (0,1) existiert ein Zeitpunkt
T* > 0, sodass fiir alle Zeitpunkte 7" > T gilt:

>~

0

=

Oe <

>~

1
< —.
1,7 66

Beweis. Wir werden die Aussage durch einen Widerspruchsbeweis zeigen: Angenommen
die Aussage des Lemmas gilt nicht. Dann existiert ein € > 0 mit 6, € (0, 1), sodass fiir alle
Zeitpunkte T > 0 ein Zeitpunkt T" > T™ existiert und entweder

Ao,7
1) —— <,
(1) r
oder \ .
9 or _ L
( ) )\1,T ~ 56

gilt. Somit existieren d. € (0, 1) und eine unbeschriankte Menge von Zeitpunkten 7, sodass
fir alle Zeitpunkte T' € T entweder Eigenschaft (1) oder (2) gilt. Damit folgt:

Entweder gilt ab einem Zeitpunkt geniigend grofien 7" nur die Eigenschaft (1) oder nur
die Eigenschaft (2), oder man findet eine weitere unbeschréinkte Menge von Zeitpunkten
T C T, sodass fur alle T € T, nur die Eigenschaft (1) oder nur die Eigenschaft (2) gilt.
Fall 1: Angenommen fiir alle T € 77 gilt nur die Eigenschaft (1):

Fiir T € 77 gilt dann aufgrund der Monotonie der Funktion I:

o[l (58 )] o [l (0 )]

(59) S (5.10)
> F lfTIO <~61—T§T>] .
owy (Fr(ér))

Der letzte Schritt gilt hierbei nach Annahme 5.12 und ebenfalls aufgrund der Monotonie
der Funktion I,. Weiter gilt

5—5 - 5:6 <1
) )
Wir setzen 5
5= =.
)

o1




Analog zu Abschnitt 5.2, Gleichung (5.4) folgt dann, dass es eine Zahl ks > 1 und ein
€5 > 0 gibt, sodass fiir alle z € (0, ¢5) gilt:

]0((5!E)

>k 1.
Liz) = V¥~

Der Widerspruch kann nun auf gleiche Art und Weise wie in Abschnitt 5.2, Theorem 5.8,
Schritt (1) erzeugt werden. Es gilt

deM €T
rl (W)]
deMrér Aurér
o (i) ey <)
Mrér Aurér
> vhs et (e ) {oiteny <

= Vhan = VR et (e ) e 2
> \/k_5350 - \/k_afl(E)E[fT]

— Vksrg, T — ocomitT € T.

(5.10)
Tog > E

>

Fall 2: Angenommen fiir alle 7' € 7T; gilt Eigenschaft (2):

Dieser Fall kann mit gleichen Argumenten aufgrund der Symmetrie der Aussage zum
Widerspruch gefiihrt werden, sodass die Behauptung folgt. O]

Wie im Beweis zu Theorem 5.8 (vgl. auch [Dybvig/Rogers/Back, 1999], Schritt 5) begriindet
wurde, existieren zu jedem y > 0 Zahlen d, < 1 und €, > 0, sodass fiir alle z € (0, ¢€,) gilt:

ke B [ und |20
Io(z) =1 Iy()

Damit und mithilfe von Lemma 5.14 ldsst sich nun der folgende Satz zeigen:

Lo(0r2) _ 1) <. (5.11)
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Satz 5.15

Es gelte Annahme 5.12. Sei v > 0 beliebig und 4, € (0,1) wie in Gleichung (5.11) gewéhlt.

Weiter gelten die Voraussetzungen (V'1), (V2) und (V3) aus Theorem 5.8 und somit (H1)
und (H2) aus Abschnitt 5.2 (vgl. Beweis von Theorem 5.8). Dann gilt:

Wenn eine Zahl § € (0, 1) existiert, sodass die Eigenschaft
~ 5,
(K1) J— = >0

erfiillt ist, dann existiert ein Zeitpunkt 7™ > 0, sodass fiir alle "> T™ und t < T gilt:

(Cl) E [&‘XOT—XlTH < (v* + 2v) @0,

T T
XO,t Xl,t

(C2) IEq B, B

< (v* + 27) =o.

Beweis. Bevor wir zum Beweis des obigen Satzes kommen, wird eine Vorbemerkung ge-
troffen:

Vorbemerkung: Wir definieren die Funktion

s feon (e ) artinie <)

Die Funktion f ist stetig, und nach dem Satz der monotonen Konvergenz gilt

lim f(e) = 0. (5.12)

e—0

Im Folgenden wird mithilfe dieser Vorbemerkung die Aussage des Satzes bewiesen:

Nach den Begriindungen zu (5.11) wissen wir bereits, dass zu jeder Zahl v > 0 Zahlen
0, € (0,1) und e}f > ( existieren, sodass die Ungleichungen in (5.11) erfiillt sind. Zudem
wissen wir wegen Eigenschaft (H1) bereits, dass es auch eine Zahl e?/ > 0 geben muss,
sodass fiir alle = € (0,€2)

I (z)
Io(z)

gilt. Weiter withlen wir ein €3 > 0, sodass fiir alle € < €3

Arér > Mrér 1 1
E L|———— |1 ————<e€p| < =x 5.13
o (amnien) My <) <0 1)
gilt. Dies ist aufgrund von Aussage (5.12) moglich.

-1 <4
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Insgesamt folgt: Fiir jedes v > 0 existieren ein ., € (0,1) und ein

g1 23
€y 1= min{e, e, e} >0,

sodass fiir alle € (0,¢,) gilt (vgl. auch den Beweis von Theorem 5.8, Gleichung (5.6):

10(5;133)
Il(ﬂf)

1y(6,)

1) < (1+47)% (5.14)

> (1—7)?%

Mit Hilfe dieser Uberlegungen zeigen wir nun die Behauptung (é\l), also dass es zu jedem
~v > 0 einen Endzeitpunkt 7™ > 0 gibt, sodass fiir alle Zeitpunkte 7" > T™ die Ungleichung

o oo (rem) ~ (tirem) 1] < 07+ 20

erfiillt ist. Sei dazu wie in Lemma 5.14 eine Zahl € > 0 beliebig, aber so gewéhlt, dass die
Eigenschaft (K1) gilt:

5.:=0—e€e(0,1), '5—%”>e>0. (5.15)

Nach Lemma 5.14 folgt dann die Existenz eines Zeitpunktes 7* > 0, sodass fiir alle
Zeitpunkte T' > T

giiltig ist. Dann folgt fiir alle 7" > T zusammen mit Annahme 5.12:

CAorér 1 Aurér
wy(Fr(ér)) = o6, wi(Fr(&r))’ (5.16)
Xorér > 35 A rér |

wo(Fr(ér)) = wi(Fr(ér))

Damit ergibt sich auf der Menge { %

[0 und [1I

> ¢, } aufgrund der Monotonie der Funktionen
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s (i)~ Gtineen) [ arietey 2 )
<e e (|1 (i) |10 Gt ) ) Hartretery 2 3
(1 (5

<ol (4 (mien) (i) et =)

= ( 1(6) + To(05 ev)) [ér] = 0, T — oo,

Insbesondere existiert daher ein Zeitpunkt 77 > T, sodass fiir alle T' > T} gilt:

Mrér ) ( Ao,rér ) AMrér ] 1
E LH|————— | - [[([| ——=——— | |1 —=——— > ¢ — +2
{&“’ 1 (wﬁ(FT@T» (e ) Moty 2 o] <307+ 2
Nach der Wahl der Zahl € in (5.15) gilt
~ 5, _
5—§>6>0 und 6. =0 —¢€>0.
Damit folgt
_ 5, _
d—e> = & 06 > 6, (5.17)

Diese Abschitzung werden wir an spéaterer Stelle nutzen.

Wir verwenden kiinftig die Kurzschreibweise

~._ Mrér
w(Fr(ér))

Auf der Menge { % < €,} folgt zusammen mit den Abschétzungen (5.16) nach

Gleichung (5.14) fiir alle 7 € (0, ¢,) und fiir alle Zeitpunkte 7" > T'*:

—1
Ao, & ~
I (st 616 " ((55> ) 517 10( 7)

6_ 2
G R e R AR

und analog

%)



Ao, 7§ ~ N
lo (wé(?’;(é))> (526) Io <(556x> (617) [, (6,7) (5:149)
L(@) - L@ - L@ -~

A

Somit gilt fiir alle 7 € (0, €,) und fiir alle Zeitpunkte 7" > T7*

I( Ao, TéT )
0\ wy(Fr€r)) 1

Arér
h (wi(FT'(sT'»)

<1+ =1=7"+2y. (5.18)

Damit ergibt sich fiir alle Zeitpunkte 7" > T}
Avrér ) ( Ao.rér ) A rér }
E ‘I <’— — Iy | ——=———— ‘1 — <€
[gT P\ wi (Fr(ér)) "\ wh(Fr(ér)) {w’l(FT(fT)) 7}
Ao,1réT
Iy <w6(FT(£T))> 7 < A rér ) 1{ A rér e }
) _ MTST
Arré wh (F wh (F 7
L (m) {(Frér)) {(Fr(ér))

(518) Arér A rér
< (V4 29)E {&rh (w,1<FT(§T))) 1{w’1(FT(§T)) < EV}

=k fT’l—

(5.13)1
< 5(* + 27) .

2
Dabei folgt die letzte Ungleichung aufgrund der Definition von ei und da e, < ei gilt.
Somit folgt fiir alle 7" > 7™ = T} > 17 > 0 nach obiger Argumentation die Giiltigkeit
von Behauptung (6\’1) Behauptung (6\'2) ergibt sich dann mit der bedingten Version der
Jensen-Ungleichung und nach der Bayes-Regel fiir t < T (zur Argumentation vgl. auch
den Beweis von Theorem 5.8, Schritt 3):

_th X,irt

0<Eq |5t -
_ [ L o, _ A rér W} 1
Bo || g5 E [fT ([“ (wm(&))) h (wng(gT)))) 7|

<ra e ol (ten) - () 17
< Eq _i]E [PTBT)IO (%) ~h (%) “}—tWH
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o [k [ (e ) -0 (i) 1)
~ Eq [5T]Io (%) -4 (MIA};Z ) ]

=& il (i)~ (i) |

= faln (iie) - (e |

@
< (v + 27y)x0

Bemerkung 5.16

Satz 5.15 besagt, dass man zu bestimmten Parametern v > 0 einen endlichen Endzeitpunkt
T finden kann, sodass auch bei Verschiedenheit der Wahrscheinlichkeitstransformationen
der beiden Investoren die erwartete absolute Differenz der diskontierten optimalen End-
vermdgen fiir alle grofieren Endzeitpunkte unterhalb der Schranke (72 + 2v)x liegt. Es
wird jedoch keine Konvergenz wie beispielsweise in Theorem 5.8 gezeigt. Eine analoge
Konvergenzaussage konnte hier nicht bewiesen werden, da in Satz 5.15 nur solche Parameter
v > 0 zuléssig sind, fiir die der zugehorige Parameter 4, die Bedingung (K1) sowie die
Ungleichungen (5.11) erfiillt. Diese Bedingung muss aber keinesfalls fiir beliebige Parameter
~v > 0 und zugehorige Parameter 9., gelten.

Wir werden in Abschnitt 5.4.3 ein konkretes Beispiel fiir den in diesem Abschnitt gezeigten
Satz sehen. Zuvor soll die Niitzlichkeit des obigen Resultats an einem einfachen Beispiel
veranschaulicht werden:

5.3.1 Beispiel fiir 5-nahe beieinanderliegenden
Wahrscheinlichkeitstransformationen

In diesem Abschnitt wird ein einfaches Beispiel zu Satz 5.15 gezeigt. Wir betrachten dazu
erneut zwei Investoren 0 und 1. Fiir Investor 0 wéhlen wir die Nutzenfunktion

ug(z) = /.

Die Nutzenfunktion u; des anderen Investors darf beliebig gewéhlt werden. Es muss nur
sichergestellt werden, dass die in Satz 5.15 geforderten Voraussetzungen an die beiden
Nutzenfunktionen gelten. In Abschnitt 5.4 werden diese explizit fiir die hier gewéhlten
Funktionen gezeigt.
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Auch die Wahrscheinlichkeitstransformationen wg und w, diirfen zunéchst beliebig gewéhlt
werden. Wir fordern lediglich, dass sie ,§-nahe beieinanderliegen’ und die Eigenschaften (1)
bis (5) aus Annahme 5.7 gelten. Nach Definition 5.13 existiert dann eine Konstante 6>0
nahe dem Wert 1 und es gilt:

5 < wg ()

1
—— < = fiir alle z € [0, 1].
wi(x) =6

Im Weiteren werden wir die folgende Fragestellung betrachten:

Wie ,0-nahe’ miissen die Ableitungen der Wahrscheinlichkeitstransformationen w(, und w)
beieinander liegen, um die Existenz eines Zeitpunktes T* > 0 zu gewahrleisten, sodass fiir
T>T*und ¢t >0

Xg, X[,

By By

9
< —,TO

Eq =16

gilt?

9 _21+12
w6 \"Ta\g) )™

gilt, wéhlen wir v := % Weiter gilt

Ziel ist es nun, Parameter 5 und 0, = 01 zu finden, sodass die Voraussetzungen aus Satz
5.15 erfiillt sind. Falls wir ein solches ?57 finden, dann gibt dieses auch gleichzeitig an,

wie ,g—nahe’ die Ableitungen der Wahrscheinlichkeitstransformationen beieinander liegen
miissen, um die Ausgangsfrage zu beantworten.

Nach Satz 5.15 und Gleichung (5.11) miissen also ein 4 € (0,1) und ein 01 € (0,1) gefunden
werden, sodass die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

(iii)

Es ist leicht nachzupriifen, dass diese Eigenschaften erfiillt sind, falls § 1€ <\/§ , ?) und

52> \/% gilt. Falls also die Wahrscheinlichkeitstransformationen wg und w; so gewéhlt
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werden, dass fiir ein 52> \/% die Eigenschaft

F< wp ()

< 1
wi(z) ~ &
gilt, dann kann man nach Satz 5.15 garantieren, dass es einen Endzeitpunkt 7™ > 0 gibt,
sodass fiir alle 7> T und t > 0 gilt:
Xoo  Xi,

B, B

9
=160

Eq

Anmerkung 5.17 ) ) ) ) ) )
(i) Der Vorteil, der mit Satz 5.15 einhergeht, ist, dass man nun statt einer moglicherweise

komplizierten Wahrscheinlichkeitstransformation auch eine mit einfacherer Gestalt
wéhlen kann und es dadurch méglich wird, das optimale erwartete Endvermogen
(je nach Genauigkeit der Beschrinkung) relativ gut anzunéhern. Dies ist hilfreich,
da es durch komplizierte Wahrscheinlichkeitstransformationen, wie diese bisher in
der Literatur zu finden sind (vgl. [Kahneman/Tversky, 1979]) oftmals schwierig ist,
optimale Handelsstrategien anzugeben. Sofern man bereit ist, einen gewissen Fehler
in Kauf zu nehmen, kann man ein Endvermoégen einfacherer Gestalt replizieren.
Gegebenenfalls lasst sich die Wahrscheinlichkeitstransformation sogar durch die
Identitéat ersetzen.

(ii) Die Giiltigkeit der in Annahme 5.7 geforderten Eigenschaften (3) und (5) muss nach
wie vor fiir die Funktion wy gepriift werden. Eigenschaft (5) kann bei Kenntnis der
Gestalt der Funktion wy auf die Funktion w; mit Hilfe von Definition 5.13 {ibertragen
werden.

Im kommenden Abschnitt werden einige Beispiele zur Veranschaulichung von Turnpike-
Aussagen in verschiedenen Kontexten vorgestellt.

5.4 Beispiele zur Veranschaulichung von Turnpike-Aussagen in
diversen stetigen Kontexten fiir Nutzenfunktionen mit
Definitionsbereich R

In diesem Abschnitt werden einige Beispiele zur Veranschaulichung von Turnpike-Aussagen
vorgestellt. Das erste Beispiel wird sich auf Turnpike-Aussagen im klassischen Kontext
beziehen (vgl. [Dybvig/Rogers/Back, 1999]) und eine Grundlage fiir die darauffolgenden
Beispiele darstellen.

5.4.1 Beispiel zu Turnpike-Aussagen im klassischen Black-Scholes-Modell im
klassischen Erwartungswert-Nutzen-Kontext

In diesem Abschnitt werden wir ein Beispiel zu Turnpike-Aussagen in der klassischen
Erwartungswert-Nutzentheorie kennenlernen (vgl. [Dybvig/Rogers/Back, 1999]). Dabei
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ist zu erwéhnen, dass in der bisherigen Literatur zwar viele theoretische Resultate iiber
Turnpike-Aussagen zu finden sind, allerdings gerade beziiglich den stetigen Finanzmérkten
so gut wie keine Beispiele aufgefithrt werden. Dies liegt sicherlich auch daran, dass es nicht
ganz trivial ist, geeignete Beispiele zu finden. Die passenden Funktionen miissen viele Fi-
genschaften erfiillen, welche schnell an die Grenzen der analytischen Losbarkeit fithren. Im
Folgenden wird ein Beispiel zu Theorem 5.4 vorstellt. In diesem Fall kann die Verifikation
ohne weitere Forderungen gewihrleistet werden (vgl. [Dybvig/Rogers/Back, 1999], Beweis
zu Theorem 1):

Um Theorem 5.4 sinnvoll anzuwenden, sollte man eine moglichst ,einfache’ klassische
Nutzenfunktion uy und eine kompliziertere klassische Nutzenfunktion u; finden, welche die
obigen Eigenschaften erfiillen. Nach dem Theorem wire es dann moglich, statt nach der
komplizierteren Nutzenfunktion geméf der einfacheren Nutzenfunktion zu handeln (sofern
der Zeithorizont T" beliebig grofi werden diirfte). Wir wihlen dazu:

1 2(6+ 4+%) ] P .
uy(z) = 8<\/—2+ 4+%(2+ 4+%)+arctan (2 244+ 5| >0,

sowie

1 1

In der nachfolgenden Grafik sind die Funktionen ug und u; sowie Iy und I; dargestellt:
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Abbildung 5.2: Abgebildet sind auf der ersten Grafik die Funktionen vy (schwarz) und u,
(gestrichelt) und auf der zweiten Grafik die Funktionen I, (schwarz) und
I, (gestrichelt).

Es ist leicht nachzupriifen, dass die Funktionen ug und u; die INADA-Bedingungen erfiillen,
also dass fiir i € {0, 1} gilt:

lim ui(z) =0, limu}(z) = oco.
T—r00 z—0

Insbesondere folgt somit auch

lim [;(z) =0, lim/[;(z) = oc.

T—00 z—0
Weiter ist klar, dass die Funktion ug konkav, streng monoton wachsend und zweifach stetig
differenzierbar ist. Diese Eigenschaften miissen nun auch fiir die Funktion u; gepriift werden.
Anschlieend werden wir zeigen, dass diese Funktionen auch in dem Sinne dhnlich sind,
dass sie die Voraussetzungen (V2) und (V3) aus Theorem 5.4 erfiillen. Durch Nachrechnen
lasst sich zeigen:

1

AWfy/aA+ L —2,/4+ 1g2

Somit ergibt sich direkt aus der Gestalt von w] und uf, dass ] strikt positiv und streng
monoton fallend ist. Daher ist die Funktion u; konkav und streng monoton wachsend. Da
die Funktion uf stetig ist, folgt weiter, dass die Funktion u, zweifach stetig differenzierbar

HORE
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ist. Die Funktionen ug und u; sind somit klassische Nutzenfunktionen. Zu beachten ist
auch, dass die Funktion u; stetig im Punkt Null fortgesetzt werden kann. Dies kann man
mit Hilfe der Regel von L’Hospital zeigen. Es ergibt sich dann

ilil(l) uy () = 0.

Im Folgenden werden wir zeigen, dass die Voraussetzung ,similar at infinity‘ (vgl. Theorem
5.4, Voraussetzung (V2)) sowie die ,uniform continuity property‘ (vgl. Theorem 5.4, Vor-
aussetzung (V3)) erfiillt sind. Da es nach [Dybvig/Rogers/Back, 1999], Beweis zu Theorem
1 gleichwertig ist, ob man die Eigenschaften fiir die Funktionen v und «} nachrechnet
oder ob man die dazu dquivalenten Eigenschaften (H1) oder (H?2) fiir die Funktionen I
und [; priift, werden wir an dieser Stelle Letzteres zeigen (vgl. Anmerkung 5.10):

Wegen
I T 42 Az?
lim () = lim 4121+ R s | N R L —
14»0]b<x) 20 1 0452 + x4 1P$0$2(4<+-x2)

ist offenbar Eigenschaft (H1) erfiillt.

Bleibt im Folgenden Eigenschaft (H2) fiir die Funktionen I; mit ¢ € {0, 1} zu priifen. Sei
dazu i = 0 und seien (2,)nen, (Yn)neny Nullfolgen. Angenommen es gilt

Iy
— = 1,n — o0,
Yn

dann folgt direkt:

M:C/n

2
—) —1,n = oo.

[O (yn> Ty
Fiir die Riickrichtung nehmen wir an, dass
Io(xy
o(Zn) —1,n— o0
]b(yn)
gilt. Es folgt dann direkt:
T
— = 1,n — o0.
Yn

Damit erfiillt die Funktion [y Eigenschaft (H2).

Bleibt Eigenschaft (H2) fiir den Fall i = 1 zu zeigen:

Dazu seien (z,)nen, (Yn)nen erneut Nullfolgen. Angenommen es gilt
Tn

— — 1,n — o0.
Yn
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Mittels Partialbruchzerlegung ergibt sich:

Liz,)  dya+y,  Ay; N Y _ﬁ+ ~Yn | 1Yn
Li(y,) 4a? 4+ dx242d  dx2+a2d 22 4422 22 4+ a2

Fiir die Riickrichtung nehmen wir erneut an, dass gilt:

ILi(z,
1) —1,n— o0
]l(yn>
Es muss daher

2 2 1,4 1,4

Yn —Yn 1Yn —2Yn

= —1,n—

22 A+a22 0 a2 +4+x% e

also

gelten. Nach Obigen muss

2 2
lim (@> (1+&) —1
n—oo \ T, 4

gelten. Da (y,)nen eine Nullfolge ist, also auch

und damit

Es folgt, dass auch die Funktion I; die Eigenschaft (H2) erfiillt.

Somit sind alle in Theorem 5.4 geforderten Eigenschaften erfiillt und wir wissen nach der
Aussage und nach dem Beweis dieses Theorems, dass die folgenden Aussagen gelten:

. Ao
lim — =1
ngo)\LT ’
sowie
Jim B [ X7 — X{|] =0
und fir ¢t > 0
. Xo,  X{,
el | s | s

Dies wird in Grafik 5.3 veranschaulicht. Die Marktparameter sind dabei gemafl pu =
0.08,7 = 0.035,0 = 0.15 und zg = 1 gewéhlt.
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Abbildung 5.3: Die Funktionen 7" — :\\(1)—; und 7'~ E [&7| X — XT].

Das erste Bild in der obigen Grafik zeigt dabei das Verhalten der Funktion T — Ao 7/ A1 7.
Dabei konnte der Lagrange-Parameter Ao aufgrund der einfachen Gestalt der Funktion
Iy direkt berechnet werden. Er ergibt sich

1 1 1
o=+ —E|—| = rT+2T
0T =\t L‘ ] \ 42, €

Die Berechnung von A,  erfolgte hierbei mit Hilfe des Newton-Verfahrens. Als geeigneter
Startwert hat sich der Wert A\ herausgestellt.

Das zweite Bild in der obigen Grafik zeigt das Verhalten von T' — E [{7|XT — XT].

Wie zu erkennen ist, konvergiert die erwartete absolute Differenz der Endvermogen bei
wachsendem Endzeitpunkt 7" gegen den Wert Null.

5.4.2 Beispiel zu Turnpike-Aussagen im klassischen Black-Scholes-Modell im
Rahmen der Choquet-Optimierungstheorie

In diesem Abschnitt soll aufbauend auf Abschnitt 5.4.1 ein Beispiel zu Theorem 5.8
vorgestellt werden. Dabei wéhlen wir

wo(x) = w1 (x) = w(z) = —  tan (:c _ %) + %
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Als Nutzenfunktionen ug und u; wahlen wir die klassischen Nutzenfunktionen aus dem
vorangegangenen Abschnitt 5.4.1.

Analog zum Beispiel im klassischen Fall (vgl. Abschnitt 5.4.1) wird das Verhalten der
beiden Funktionen T — 2%Z und T +— E [&r| X7 — XT|] untersucht. Zur Sicherstellung

AT
der Giiltigkeit des Theorems 5.8 miissen weitere Voraussetzungen gepriift werden. Da

es nicht ganz trivial ist, diese Voraussetzungen zu priifen, wird dies im Nachfolgenden
ausfiihrlich begriindet:

Wie im vorangegangenen Abschnitt gezeigt wurde, gilt die in Theorem 5.8 geforderte
Eigenschaft (V'2). Leicht nachzupriifen ist ebenfalls die Giiltigkeit der Eigenschaften (1)
und (2) aus Annahme 5.7. Die Giiltigkeit von Eigenschaft (3) fiir groie Endzeitpunkte T
wurde in Anmerkung 5.11 begriindet. Es miissen also noch die Eigenschaften (4) und (5)
gepriift werden. Zu Eigenschaft (4):

Es gelten

L wul(n) L a1 1

fimlnf - up(r) lim inf 1 202 47 0
sowie

" 1 1
lim inf — 241 (z) = lim inf
oo u)(x) 700 - . :
tay[\[L4a—2\ /L 44/ /L +a-2
1
= lim inf —

zvo0 4z («/%+4—2> 1y
) /1

hm4:v( —+4—2>:1,
T—00 €T

1
1
lim inf M =

e uf(z) VA2

Da die Regel von L’Hospital

liefert, ergibt sich

Damit gilt Eigenschaft (4).

Bleibt Eigenschaft (5) zu zeigen. Fiir ¢ € {0, 1} soll fiir T' grofl genug gelten:

B {Uz <(U§)1 (ﬁ)) w'(FT(fT))] < 00.
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Dies lésst sich mit Hilfe der Jensen-Ungleichung zeigen. Dazu bendtigen wir einige Vorbe-

merkungen:
1 1
(@)= ——— (1+tan® (2 — = ] ).
w'(z) Stan (1) ( an (x 2))

Es ist leicht zu zeigen, dass w'(z) € [0.9;1.2] fiir x € (0,1) liegt. Wir definieren ¢ := 0.9
und C':=1.2.

(VB1): Es gilt

(VB2): Da die Zufallsvariable &7 logarithmisch normalverteilt mit den Parametern

&r ~ LN (—TT — %72T, nyT)

ist, folgt 5 [¢7] = exp (—rT) < oo. Ahnlich kann man

o[(2)] -
(@)= m ()

zeigen. Damit ldsst sich nun fiir die Funktion I, fiir Zeitpunkte 7' > 0 Eigenschaft (6) mit
Hilfe der Jensen-Ungleichung beweisen:

o[ (o (Gmig)) vieren] = oo [ (5 ()

und genauso

< 00

=
3
7a2Y
~

S~—
S~—

Dabei wurde insbesondere Nutzen davon gemacht, dass die Funktion ug konkav ist und die
Funktion Iy monoton fallt.

Bleibt zu zeigen, dass auch die Funktion I; die Eigenschaft (5) erfiillt. Es gilt
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o[ () ) o] <ee [ (a(2))]

04
=cm (E {4025% T §%D

< (C ¢t E 1
=i min{4C? 1} &+ &

<o (o[ o ])
“ou((e[g]+[4)

Somit gilt Figenschaft (5) sowohl fiir die Funktion [ als auch fiir die Funktion /;. In der
nachfolgenden Abbildung sind die beiden Funktionen

A
0T und T+ E [&r| X — XT]]

T —=
At

dargestellt. Die Marktparameter sind dabei wie folgt gewéhlt:

w = 0.08, r = 0.049, o=0.15 und xo = 1.

5.4.3 Beispiel zu Turnpike-Aussagen im klassischen Black-Scholes-Modell fiir
d-nahe beieinanderliegende Wahrscheinlichkeitstransformationen

In diesem Beispiel nehmen wir Bezug auf Satz 5.15. Wir wihlen dabei fiir die Investoren
0 und 1 die gleichen Nutzenfunktionen uy und w; wie in den beiden vorangegangenen
Abschnitten. Weiter wahlen wir fiir Investor 0 die Wahrscheinlichkeitstransformation

(2) 1 ; 1 +1
wo(z) = —————tan [z — = -
0 2tan(%) 2 2

1

und das Anfangsvermégen xo = 5.

Die Idee ist nun, eine moglichst einfache Funktion w; anzugeben, sodass die Funktionen
wp und w; ,0-nahe beieinander’ liegen (vgl. dazu Definition 5.13).
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Abbildung 5.4: Die Funktionen 7" — if—; und 7' — E [&7| X — XT].

Die bisher typischen in der Literatur anzutreffenden Wahrscheinlichkeitstransformationen
zeichnen sich oftmals dadurch aus, dass sie relativ kompliziert sind und unter Umsténden
auch nicht die Monotoniebedingung (3) aus Annahme 5.7 erfiillen. Beispiele finden sich in
[Kahneman /Tversky, 1979] bzw. in Abschnitt 2.3.2. Um eine geeignete Wahrscheinlichkeits-
transformation w; zu erhalten, hat sich das nachfolgend vorgestellte Vorgehen als duflerst
hilfreich herausgestellt. Dazu betrachten wir die Ableitungsfunktion wyf, genauer:
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Abbildung 5.5: Die Funktion z +— wj(z).

Diese Ableitungsfunktion erinnert stark an eine Funktion polynomieller Gestalt. Tatséchlich
ldsst sich eine einfachere quadratische Funktion finden, deren Funktionswerte sich relativ
nahe an denen der Funktion wj befinden. Diese ist gegeben durch

201 , 134 , 367
= _—2 — —T + —.
5000 1000 ' 300

wi(z)
Damit ldsst sich die Funktion w; beispielsweise geméaf

@ 67 , 67 2+_367
w(T) = —=2° — —=2° + —=
! 500 100 300

wéhlen. Die Wahrscheinlichkeitstransformation w; erfiillt die in Theorem 6.1 geforderten
Eigenschaften. Insbesondere erfiillt sie auch die Monotoniebedingung (3) aus Annahme 5.7.
Nachfolgend sind zum Vergleich die beiden Ableitungsfunktionen w{ und w}, sowie die

Funktion w; dargestellt:
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Abbildung 5.6: Die Funktionen z — w{(z) (schwarz) und = — w/(x) (rot).
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Abbildung 5.7: Die Funktionen x — w;(x).
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Wir werden jetzt den Parameter 5 bestimmen, sodass

F<u@ 1
wo(x) ~ 5
gilt. Dazu betrachten wir die Hilfsfunktion
/
h:[0,1]] = R, z+~ w,l(x)
wo(z)

Wie auf der nachfolgenden Grafik zu erkennen ist, gilt

0.99 1.00 1.01 1.02 1.03
1 1 1 1 1

0.98
1

0.97
1

Abbildung 5.8: Die Funktionen x +— h(z) (schwarz) sowie die oben angegebenen Schranken
(gestichelt).

Der Parameter 4 kann somit beispielsweise wie folgt gewahlt werden:
~ 1 1000
5 = mi { 97, } -7
min 097 70317 = 1031

Wir werden nun mit Hilfe von Satz 5.15 zeigen, dass es einen Endzeitpunkt 7™ > 0 gibt,
sodass fiir alle Zeitpunkte T > T™ und fiir alle ¢ > 0 gilt:

T T
XO,t Xl,t

1
< (2-0.132 + 0.132%) — = 0.00939.
B, B, < * ) 30

Eq
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Dazu wéhlen wir v = 0.132. Fiir 6, = 0.94 gilt dann

Iy (642)

I, ((57_1:15)
Io(z) HW‘

LR M 1‘ - ( 0.94)% — 1‘ <0.132.
Io() (0.94)
Nach Satz 5.15 gilt die Behauptung somit fiir 5= %. Man kann leicht die beiden dort
geforderten Eigenschaften nachpriifen.

1) <0.132,

Abschlielend sei auch in diesem Beispiel der Plot der Funktionen T +— Aoz /A1 r und
T~ B [&r|XT — X{|] fiir die Marktparameter p = 0.08,7 = 0.035,0 = 0.15 und ¢ = 55
dargestellt:

™~
S 4
o
o
o
b= 2
S
o
[ee]
5 g
= o
[<e]
2 S
@ (=]
o
<
o
S
~ =]
~
5
o
o™
o
S |
o
o~
5 _
S S
S -
| T T | ° T | T T
50 100 150 200 0 50 100 150 200

Abbildung 5.9: Die Funktionen 7"+ :\\T—‘;(links) und 7' — E [&7| X — XT|] (rechts).
Es ist zu erkennen, dass fiir den Quotienten der Lagrange-Parameter wie in Lemma 5.14
bewiesen wurde, ab einem bestimmten Endzeitpunktes T’

1000 _ Ao _ 1031

0.969 ~
1031 =~ Arr — 1000

= 1.031

gilt. Auflerdem sieht man, dass es einen Zeitpunkt 7™ > 0 gibt, sodass fiir alle Zeitpunkte
T > T* gilt (vgl. die in Abbildung 5.9 rot eingezeichnete Schranke):
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E [&r| X — XT|] <0.00939.

Wie man aus dem obigen Schaubild erkennen kann, ist dies ungeféhr bei 7% = 25 der Fall.

5.4.4 Beispiel zu Turnpike-Aussagen im allgemeinen Black-Scholes-Modell
im Kontext der Choquet-Optimierung

In diesem Abschnitt wird ein Beispiel zu Turnpike-Aussagen im Choquet-Kontext unter
Betrachtung des allgemeinen Black-Scholes-Modells formuliert und damit Beispiel 5.4.2
erweitert. Zu Beginn halten wir das nachfolgende Lemma fest:

Lemma 5.18

Sei (W})i>o eine Brownsche Bewegung und f : R — R stetig. Dann ist

(feW), = /Otf(s)dWS

fiir jedes feste ¢t > 0 normalverteilt, und es gilt

(feW)~N (0, /Ot f2(s)ds> : (5.19)

Beweis. Ein Beweis dieser Aussage findet sich in [Bauer, 2002], 4.A., Lemma 48.2. O

Zu beachten ist, dass fiir die Wohlgestelltheit der Optimierungsprobleme im Choquet-
Kontext ebenfalls die Bedingungen (3) und (5) aus Annahme 5.7 zu priifen sind. Insbeson-
dere wird der allgemeine Black-Scholes-Finanzmarkt zu Grunde gelegt. Dazu wihlen wir
die Marktparameter wie folgt:

e :=0.08 4 0.01 - sin(t),
re :=0.035 4 0.025 - sin(t),
o = 0.15.

Die geforderten Bedingungen kénnen dabei einfach nachgepriift werden (vgl. auch Beispiel
5.4.2). Die ;market growth condition’ l4sst sich mithilfe von

T 1 [T T
&r ~ LN (—/ rsds — —/ vfds,/ 7§d3>
0 2 Jo 0

(vgl. Lemma 5.18), ebenfalls leicht iiberpriifen. Somit sind in diesem Beispiel die erfor-
derlichen Voraussetzungen erfiillt, und die bisher getroffenen Aussagen gelten auch in
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diesem Choquet-Kontext. Das Verhalten des Quotienten der Lagrange-Parameter sowie
der erwarteten absoluten Differenz der Endvermdogen bei wachsendem Endzeitpunkt T
sind in der nachfolgenden Grafik dargestellt:
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Abbildung 5.10: Die Funktionen 7"+ :\\(1)—; (links) und T — E [&r|XT — XT|] (vechts).

5.4.5 Beispiel zu Turnpike-Aussagen im CEV-Modell im klassischen Kontext

In diesem Abschnitt wird ein Beispiel zu Turnpike-Aussagen im CEV-Modell (vgl. dazu
Abschnitt 3.1.2) im klassischen Erwartunswert-Nutzen-Kontext formuliert. Dabei gel-
te in diesem Abschnitt n = 1. Wir wahlen die gleichen Nutzenfunktionen wie in Ab-
schnitt 5.4.1. Weiter wéhlen wir fiir die Parameter des CEV-Modells (vgl. Abschnitt 3.1.2)
w:=0.08,r := 0.065 und o := 0.15. Fiir den Parameter ~ gelte v = 0. Dies fiihrt zu einem
Spezialfall des CEV-Modells, dem sogenannten ,absolute diffusion model’ (vgl. dazu auch
Bemerkung 3.3).

Die Schwierigkeit bei der Implementierung dieses Beispiels ergibt sich aus der Tatsache,
dass die Verteilung der Zufallsvariablen £ nicht weiter als bekannt vorausgesetzt werden
kann. Es ist daher notwendig, diese iiber stochastische Integrale anzundhern. Das grobe
Vorgehen soll im Folgenden kurz skizziert werden.

Da die Grée E [&7|XT — XT|] fiir verschiedene Zeitpunkte 7' > 0 betrachtet werden
soll, ist die Kenntnis der Verteilung der Zufallsvariablen &7 erforderlich. Da unter den
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Annahmen dieses Modells

T 1 (T
& = exp (—rT - / YsdWy — 5/ fyfds) (5.20)
0 0

gilt, ist somit die Kenntnis der genauen Struktur des Prozesses (7;):>0 vonnoten. Dieser

wiederum ist durch ( )
-7
(%)tzo = (St a )
>0

o

gegeben. Den Aktienpreisprozess kann man aus dessen Dynamik herleiten (vgl. [Shrevell, 2004]).
Als Losungsformel ergibt sich dann

(S = (00 (50+ [ son(-p)al.))

wobei Sy := 1 gewdhlt wird. Ausgehend davon kénnen die Integrale aus Gleichung (5.20)
approximativ implementiert werden.

Nachfolgend wird die Aussage von Theorem 5.6 fiir den Spezialfall des CEV-Modells

verbildlicht. Auch hier sind die Funktionen 7'+ Ag7/A 7 und T — E [&r|XT — XT]
dargestellt:

1)



1.005 1.010 1.015 1.020 1.025

1.000

8e-04

4e-04

Oe+00
|

Abbildung 5.11: Die Funktionen 7"+ :\\T—; (links) und 7'+ E [&p|XT — XT|] (rechts).

Die in der Grafik abgebildeten Kurven verlaufen dabei nicht glatt, da die betrachteten
Funktionen beim Implementieren aufgrund der Rechengeschwindigkeit nur in einigen ganz-
zahligen Zeitpunkten ausgewertet wurden.
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6 Resultate zu Turnpike-Aussagen in diversen stetigen
Kontexten fiir zeitabhdangige Nutzenfunktionen mit

Definitionsbereich R im klassischen
Black-Scholes-Modell

In diesem Abschnitt werden wir Nutzenfunktionen betrachten, die vom Endzeitpunkt
T abhéngen. Unter Umstidnden kann es fiir die Nutzenbewertung eines Endvermogens
entscheidend sein, zu welchem Zeitpunkt eine Option ausgeiibt wird. Wir werden am
Ende dieses Kapitels zeigen, dass mit Hilfe des Betrachtens klassischer zeitabhéngiger
Nutzenfunktionen auch das Betrachten von Turnpike-Aussagen im Rahmen der Choquet-
Maximierung fiir Investoren mit verschiedenen Wahrscheinlichkeitstransformationen gelingt.
Als Finanzmarktmodell wird in diesem Abschnitt das klassische Black-Scholes-Modell
zugrunde gelegt.

6.1 Turnpike-Aussagen im klassischen Kontext fiir den Fall
zeitabhangiger Nutzenfunktionen

Wir zuvor betrachten wir zwei Investoren 0 und 1 mit zugehorigen Nutzenfunktionen u;
fir ¢ € {0,1} bei einem Endzeithorizont 7' > 0. Dabei gelte u; 7 : Ry — Ry, wobei die
Funktionen w;  fiir ¢ € {0, 1} strikt konkav, strikt wachsend und stetig differenzierbar sein
sollen. Insbesondere gelte die Notation

(ufp) " = 1] fiir i € {0,1}.

Dann gilt:

Theorem 6.1

Es mogen folgende Eigenschaften erfiillt sein:

(V1)
T
fon Thn SLE) 5
r—0 T—o0 IO (:L‘)
(V2)
T
im %1 o bm lm 20 g

fiir alle Folgen (2, )nen, (Yn)nen mit liH(l) T, =0, lirr(l) Yo =0und i € {0,1}.
n— n—
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(V3) Fiir jedes € > 0 existiere eine Konstante ¢! > 0, sodass

[sup 7 (9] <, i € 0,1},
T>0

(V4) fur alle T > 0 gelte

lim I (z) =0 wund lim I (2) = oo, i € {0,1},

T—00 z—0
(V5) fiir jedes a > 0 und x > 0 existiere der Grenzwert

T
lim IOT(ax)‘
T—oo Ig (1)

Falls zudem Annahme 5.5 giiltig ist, so folgt fiir alle t > 0:

o

T i
Xo,t Xl,t

By By

(D) Jim E [¢r| X7 - XT

T—o0

= 0.

Beweis. Der Beweis des Theorems verlduft dhnlich zu demjenigen von Theorem 5.8 in den
folgenden drei Schritten:

. AT
1 lim 225 =1
(1) A ey b

(2) Wir zeigen Behauptung (D1):

Jim E [&r| 17 (orér) = IT (urér) || =0,
(3)  Wir zeigen Behauptung (D2):
Xoy X

= 0.
B, B

Dazu sind einige Voriiberlegungen nétig:
Wegen Voraussetzung (V2) muss gelten:

Fiir alle 0 € (0, 1) existieren Zahlen ks > 1 und €; > 0, sodass fiir alle z € (0,¢) gilt:

T
lim [OT(6x>
T—oo Ig ()

> ]{5. (61)
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Dies kann wie folgt (dhnlich wie bei Gleichung (5.4)) begriindet werden:

Angenommen es existiert keine solche Zahl ks. Dann existiert ein 0 € (0, 1), sodass fiir alle
ks > 1 und fiir alle € > 0 ein = € (0, €) existiert, sodass

IF(6z)
15 17 (2)

< ks.

Da die Funktion Iy zudem monoton fillt, wiirden dann eine Zahl § € (0,1) und eine Folge
(Zp)neny mit lim z, = 0 sowie eine Folge (k,)neny mit lim x,, = 1 existieren, sodass
n—oo n—oo

]T
1< Lim OT(&C”)
T—o0 IO (;L’n)

< knl1,

also (s
lim 0 (0zn)

To0 1§ ()

—1,n — o0

und somit nach Voraussetzung (V2)

Dies ist allerdings ein Widerspruch. Somit ist Aussage (6.1) giiltig.

Weiter folgt nach Voraussetzung (V'1), dass fiir alle Zahlen ks > 1 ein €3 > 0 existiert,
sodass fiir alle z € (0, €2) gilt:

> (6.2)

Somit folgt nach den Aussagen (6.1) und (6.2), dass fiir alle z € (0, ¢5) mit €5 := min{e’, €*}
gilt:

I (6z) IF(6z) 1T () I (6z) II(x)
li 4 = li - . = li 0 li 0 > ks
Tioo ( I7 () ) 00 ( I (x) f;f(x)) 00 ( () ) moee \IT(x) ) = V™
Die Grenzwerte existieren dabei nach Voraussetzung. Also gilt

>\/_>1

lim

T—o00 ]T

Somit gibt es insbesondere zu jedem § € (0,1) Zahlen ks > 1 und €5 > 0, sodass fiir alle
x € (0,¢5) ein Zeitpunkt 7* > 0 und eine Folge (Ar)reny mit Az > 0 und 71im Ar =0
—00

existiert und fiir alle Zeitpunkte 7" > T™ gilt:
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61;)2\/k—6_AT>1-
T

Somit folgt

17 (5z) <\/_ AT) F(a (6.3)

Dabei wurde insbesondere die Positivitiat der Funktionen Iy und I; genutzt. Mit Hilfe dieser
Vorbemerkungen lésst sich nun die Behauptung in den drei oben genannten Schritten zeigen:

Zu Schritt (1):
Wegen der Symmetrie dieser Fragestellung ist es ausreichend,

e A
lim inf 2% >1
T—o00 1,7

nachzuweisen. Dies zeigen wir durch Widerspruch:

Angenommen die obige Aussage gilt nicht. Dann existieren eine Zahl § < 1 und eine
unbeschrinkte Menge 7 von Endzeitpunkten, sodass fiir alle T' € T gilt:
Ao,r

—— <4 = )\0T<6>\1T
AL

Da die Menge T unbeschrinkt ist, existieren zu jedem ¢ € (0,1) Zahlen ks > 1 und €5 > 0,

sodass fiir alle x € (0, €5) ein Zeitpunkt 7% > 0 und eine Folge (Ar)ren existieren, sodass
Ungleichung (6.3) fiir alle 7' > T* mit T' € T gilt.

Da die Funktion Iy monoton fallt, gilt fiir 7> T mit T € T :

zo = E [&r1] (Morér)]
> E [&r1] (0M0ér)]
>E |[&rId (0 rér) 1 {)\1 ré€r < 65}

| |
2 (Ve - Ar) B [ent] Ouren) 1 Mt < s}
Vs = Ar) a0 — (Vs = A7) E [sTf urér) 1 durér > e }]
Vs = Ar) o = (Vs = Ar) I (e5)
\/k;_g—AT>x0 ( AT>c5 §T—>\/_xo, T = oomit TeT.
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Die letzte Ungleichung gilt dabei aufgrund der Voraussetzung (V3) des Theorems. Da
ks > 1 gilt, ergibt sich ein Widerspruch. Somit folgt

A
lim inf 22 >1
T—o00 1,T

und damit die Giiltigkeit des ersten Schritts.
Zu Schritt (2):

Um den zweiten Schritt zu zeigen, bendtigen wir erneut einige Vorbemerkungen:

(VB1): Nach Voraussetzung (V2) gibt es zu jedem v > 0 ein 6, < 1 sowie ein e, > 0, sodass
fir alle z € (0, ¢,) gilt:

O
fim 20 )

IT
7 lim =2 (0,7)
T—o0 [0 (_Z')

<
v owd i Ty

—1‘§7.

Angenommen die obige Aussage wire falsch. Dann wiirden ein v > 0 und eine Folge
(0n)neny mit 0,  1,m — 00 sowie eine Folge (z,)neny mit z,, N\, 0 existieren, sodass

15 (0, @) 1 (6nwn)
Tlglgom—l >y oder qlgrgom—l > 7.
Dies widerspricht allerdings Voraussetzung (V2), da
otz
— 1,n — oo.
‘/‘En
Insbesondere gilt somit
17 (67 ) Iy (0,)
N < lim 2 Y« —~ < lim 22N~ - (6.
1 W_Tlglgo () <1+% und 1 7_715210 () <1+4~. (6.4)
(VB2): Nach Voraussetzung (V1) gilt
IT
T LY BN
T—oo I (2)

Somit existiert zu jedem v > 0 ein e, > 0, sodass fiir alle z € (0, ¢,) gilt:

T
limjo—(x)—l

<.
oo IT(2) =7
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(VB3): Mit Vorbemerkung (VB1) und (VB2) ergibt sich, dass es zu jedem vy > 0 ein d,, € (0,1)
und ein e, > 0 gibt, sodass fiir alle x € (0, ¢,) gilt:

o 00 1e) 1 (012) I ()
im ——————= =
PR (@) o IT(@) (@)
IT 5—1 T
= lim 0 ( 7 ?) lim Lo (z)

PTG I ) (0

(VB1) )
> (1—9)"
(VB2)

Die einzelnen Grenzwerte existieren hierbei nach Voraussetzung.

Analog zeigt man

[0T<5737)
R

< (1472 (6.6)

Fiir 6 > 0 sei T}, > 0 so grofl gewdhlt, dass fiir alle 7" > T, gilt:

A 1
5, < 22T < = (6.7)

= /\LT - (57

Dies ist wegen des bereits gezeigten ersten Schrittes moglich. Nach Obigem gilt somit:

Zu jedem 7y > 0 existieren ein 6, € (0,1) und ein €, > 0 sowie ein Zeitpunkt
T, > 0 und eine Folge (Ar)reny mit Ay > 0 und Ay — 0,7 — oo, sodass fiir alle
T >T* := max{T,, T3} und fiir z := A\ p&p gilt:

©5) 17 (6;12) 6D IT(Noplp) . 60 IT(6,2)
2 90 A < 0N T g Z0A\R0TST) g T 20\ Py
L A A

(6.6)
—1 < Y+2v+Ar.

Somit gibt es zu jedem 7 > 0 ein Endzeitpunkt 7" > 0 mit

IT (Morér)

—1
I (M rér)

<AV 42y +Ap, T>T" (6.8)

Mit Hilfe dieser Vorbemerkungen lésst sich nun Schritt (2) zeigen:

Sei T'> T*. Dann gilt fiir v > 0 beliebig mit zugehorigem e, > 0 und 4§, € (0, 1):
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E [&r|I] (Mrér) — 15 Corén) | 1H{ i re, < €}]

1§ (Morér)

= ]E _—
I (Morér)

Er|l — I (\rér)1{ M re, < 6}

(6.8)
< (V4+2y+AnE [5T IF (&) 1{ M ey < 67}}

< (Y + 2y + Ag)g
— (V¥ +27)z0, T — 0.
Da v > 0 beliebig ist, gilt Schritt (2) auf der Menge {A1 1¢, < €,}. Weiter gilt auf der

Menge { M rér > €, }:

0<If (Mrér) < I{(e)), 0< I (Mogér) < I (de,).

Somit folgt

E [ |1 (Mrér) — 15 (Norér) [ H{ A re, > )]
<E [&r (If (Mrér) + 15 (Rorér)) H{re, > €}]
< ([?(67) + [OT((SEW)) E[¢7]

€y

(VB3)
< (cl + cgew) Eler] — 0, T — oo.

Die zweite Abschéitzung ergibt sich hierbei aufgrund der Monotonie der Funktionen I, und
I;. Somit gilt insgesamt

fim B e

1§ Ooarér) = IT (uér) || = 0. (6.9)

Zu Schritt (3):

Der letzte Schritt kann analog zum dritten Schritt des Beweises von Theorem 5.8 mit Hilfe
der Bayes-Regel und der Turm-FEigenschaft gezeigt werden. Fiir ¢ > 0 ergibt sich

T T
Xo,t Xl,t

0< limE
> m g Bt Bt

T—oo

~ Jin Eq [@ LBl (I (horér) - I Ourtr) | Y] ”

Bepy

TlggoE [fT‘[oT (Norér) — I (M rér) H 0,

IN
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Dabei kann die Gestalt von f; in Definition (2.5) nachgelesen werden. Somit gilt die
Behauptung. O

6.2 Zusammenhang zu den bisherigen Aussagen iiber
Turnpike-Aussagen im Kontext der klassischen
Choquet-Maximierung

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dass Turnpike-Aussagen in einigen nicht-klassischen
Kontexten auf solche mit zeitabhéngigen Nutzenfunktionen in klassischen Kontexten zu-
riickgefiihrt werden kénnen. Die Idee, nicht-klassische auf klassische Optimierungsprobleme
zuriickzufiihren ist dabei nicht ganz neu. Beispielsweise konnten Bernard, Chen und Van-
duffel im Jahr 2014 zeigen, dass unter gewissen Voraussetzungen zu nicht-klassischen
Choquet-Optimierungsproblemen dquivalente klassische Probleme gefunden werden konnen
(vgl. [Bernard/Chen/Vanduffel, 2013]).

Wir betrachten zwei Investoren 0 und 1 im Rahmen der Choquet-Maximierung. Diese
bewerten den verallgemeinerten Nutzen eines Vermégens wie in Abschnitt 5.2 beschrieben
mittels der Nutzenfunktionen ug und u; sowie der Wahrscheinlichkeitstransformationen
wo und w;. Insbesondere lassen wir in diesem Abschnitt zu, dass wg # w; gewéhlt wird.
Weiter fordern wir, dass diese Funktionen die in Annahme 5.7 geforderten Eigenschaften
erfiillen. Bekannt ist, dass die Losung des Choquet-Optimierungsproblems fiir Investor ¢

dann durch Mgt
XZ.T:ZJZ-<L), i e {0,1},
WlFr (&) 0.1}

gegeben ist (vgl. Satz 2.11). Wir definieren die Funktion

TN A
Q@”‘h<wwﬂw>

Die Idee ist nun, die Aussagen der Turnpike-Theorie fiir zeitabhédngige Nutzenfunktionen
auf die Funktionen I} fiir i € {0,1} anzuwenden.

), i€ {0,1}.

Es ist zu beachten, dass
I (&r) = I Maassisenér) = X'

klassisch

gilt, d.h. der Lagrange-Parameter AL ., im klassischen Kontext nimmt fiir jeden End-
zeitpunkt 1" gerade den Wert 1 an und darf nicht mit den Lagrange-Parametern Ao und
1,7 verwechselt werden, die sich aus dem Choquet-Optimierungsproblem ergeben.

Es ist leicht zu zeigen, dass die Funktionen Il und I] monoton fallend, strikt positiv und
stetig sind und zudem fiir i € {0, 1}

lim I/ (z) =0 und lim I/ () = oo
T—00 z—0

gelten. Diese Eigenschaften iibertragen sich letztlich direkt von den Eigenschaften der
Funktionen Iy und [;. Somit existieren Funktionen ug und uj 5, die streng monoton
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fallend, strikt positiv sowie stetig sind und fiir die

lim ) (z) =0 und lim wp(x) =00, i€{0,1}
r—oo z—0 ’

gelten. Damit existieren aber insbesondere auch klassische zeitabhédngige Nutzenfunktionen
U; T ° R+ — R+7

sodass w; p fiir ¢ € {0, 1} strikt konkav, strikt wachsend sowie stetig differenzierbar ist und
die INADA-Bedingungen erfiillt.

Bemerkung 6.2

Wenn die Wert- und Wahrscheinlichkeitstransformationen ug, w1, wy und w; in der Art und
Weise gewihlt werden, dass die Voraussetzungen (V1) - (V3) aus Theorem 6.1 erfiillt sind,
so kann die Aussage aus Theorem 6.1 auch im nicht-klassischen Fall fiir Investoren im Rah-
men der Choquet-Maximierungstheorie angewendet werden. Ein Vorteil ist, dass es keiner
direkten Kenntnis iiber die genaue Gestalt der Funktionen wy 7 und u;  bedarf und dass
zudem im Gegensatz zu Theorem 5.8 auch Investoren mit verschiedenen Wahrscheinlich-
keitstransformationen betrachtet werden kénnen. Insbesondere erhélt man im Gegensatz
zu Satz 5.15 auch im Fall unterschiedlich gewahlter Wahrscheinlichkeitstransformationen
eine Konvergenzaussage.
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7 Resultate zu Turnpike-Aussagen im klassischen
Kontext fiir zeitunabhdngige Nutzenfunktionen mit
Definitionsbereich R im partiell beobachtbaren
Marktmodell

7.1 Herleitung der allgemeinen Theorie

In diesem Abschnitt werden wir Turnpike-Aussagen im klassischen Erwartungswert-Nutzen-
Kontext fiir Nutzenfunktionen u : R — R im partiell beobachtbaren Finanzmarkt betrach-
ten. Dies ermoglicht die Formulierung von Turnpike-Aussagen fiir viele weitere bekannte
Nutzenfunktionen, wie beispielsweise den Exponentialnutzen

u(z) = —e 7" fiir v > 0.

Bisher wurden in der Literatur iiberwiegend Nutzenfunktionen der Gestalt u: R, — R
betrachtet. Wir werden sehen, dass fiir die Betrachtung von Nutzenfunktionen mit De-
finitionsbereich R weitere Annahmen getroffen werden miissen, um die Giiltigkeit von
Turnpike-Aussagen zu ermoglichen.

Wir betrachten in diesem Kapitel zwei Investoren 0 und 1 mit den zugehérigen Nutzen-
funktionen uy und u;, wobei

u:R—R fir ¢ € {0,1}

gelte. Weiter nehmen wir an, dass fiir i € {0,1} gilt:

Die Funktion u; ist streng konkav,

Die Funktion w; ist streng monoton wachsend,

Die Funktion u; ist stetig differenzierbar,

Die INADA-Bedingungen sind erfiillt:

lim w;(z) =0, lim wj(x) = .

~1 und

Unter diesen Voraussetzungen existieren die Funktionen Iy := (uf)~" und I; := (u})
es gilt fiir ¢ € {0,1}:

lim [;(x) = oo, lim [;(z) = —o0.
z—0 T—00
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Wir nehmen in diesem Kapitel an, dass beide Investoren das gleiche Startvermogen xy > 0
besitzen und auch hier die ;market growth condition* gilt (vgl. Annahme 5.1).

Wir bezeichnen mit X, := max(0,X) den sogenannten Positivteil und mit X_ :=
max(0, —X) den sogenannten Negativteil einer Zufallsvariablen X.

Es sollen im Weiteren die folgenden drei Annahmen erfiillt sein:

Annahme 7.1

(i) Fiir alle Folgen (an)nen, (bn)nen mit a, — oco,n — oo und b, — oo, n — oo gelte:

/
Z—:%l,n%m@%%l,n%m, i € {0,1}.
(ii) Es gelte
@) _|
)

Annahme 7.2

Es existieren Zahlen 6 € (0,1) und € > 0, sodass fiir alle z > ¢ gilt:

(JO(S:E)) > (I(z))_.

Annahme 7.3

Es gelte
E[¢r(Xor)-] = E[fr(lo(Morér))-] =0, T — oo. (7.1)

Bemerkung 7.4
(i) Es wird davon ausgegangen, dass das Endvermogen X bereits hinreichend genau
bekannt ist, sodass Annahme 7.3 garantiert werden kann. Da wir im Allgemeinen von
einer ,einfacheren‘ Gestalt der Funktion [y ausgehen, ist dies keine zu schwerwiegende
Forderung.

(ii) Da die Funktion Iy streng monoton fallend ist, gilt nach Annahme 7.2:

(Io(y))_ > (I(z))_ fiir alle y > éz.
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Lemma 7.5
Wenn die Eigenschaften (i) und (ii) aus Annahme 7.1 gelten, dann folgt:

(i): Fiir alle Folgen (x,,)nenw, (Yn)new mit z, — 0,n — oo und y, — 0,n — oo gilt:

x——>1,n—>oo & (I)—>1,n—>oo,z€{0,1}.
Yn Ii(yn)
(ii): Es gilt
1
lim 29 _ 4

Beweis. Wir zeigen zuerst Figenschaft (i). Der Beweis erfolgt hier mit dhnlicher Technik
zu demjenigen fiir Nutzenfunktionen mit Definitionsbereich Ry (vgl. Satz 5.9). Eigenschaft
(ii) kann analog zum Vorgehen fiir Nutzenfunktionen mit Definitionsbereich R, bewiesen
werden (vgl. [Dybvig/Rogers/Back, 1999], Beweis zu Theorem 1).

» = “ Seien (2)nen, (Yn)nen Nullfolgen mit
Ty
— = 1,n — oo.
Yn

Dann gilt aufgrund der Eigenschaften der Funktionen Iy und I

lim I;(z,) =00  und lim I;(y,) = oo,i € {0,1}.
n—o0

n—oo

Da nach Voraussetzung
ui(li(yn))  Un

gilt, folgt nach Annahme 7.1 (i):
]z(yn)
,» <= Seien (Zy)nen, (Yn)nen Nullfolgen mit
Ii(yn)

Nach Annahme 7.1 (i) folgt mit a,, := I;(x,) und b, := I;(y,) die Konvergenz

/
wllizn)) _wn g

ui(Li(yn)) — yn
Also gilt Eigenschaft (i). O

— 1,n — oo.

— 1,n — oo.

Im Folgenden wird eine Turnpike-Aussage in diesem Kontext vorgestellt:
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Theorem 7.6

Betrachtet werden zwei Investoren 0 und 1 mit Anfangsvermogen xg € R, und den Nut-
zenfunktionen ug und u; im partiell beobachtbaren Finanzmarktmodell. Die betrachteten
Nutzenfunktionen wu; erfiillen fiir ¢ € {0, 1} die nachfolgenden Eigenschaften:

(V1) u; : R — R sei strikt monoton wachsend, strikt konkav, zweifach differenzierbar,
erfiille die INADA-Bedingungen, und es gelte u;(0) = 0.

(V2) Es gelten die Annahmen 5.5, 7.1, 7.2 und 7.3.

Dann folgt
el )] -0
und es gilt fiir alle ¢ > 0:

T T
XO,t Xi

E2 lim E
(E2) m B || 5"~ 5

T—00

=0,

t
(E£3) / (WlT,s - Was)TES(WfS — ngs)ds L0 fiir T — oo,
0

(B4)  sup|XT, — XT,| 5 0 fiir T — oo.

s<t

Dabei stellt (Z)ico.1] := (010} )icio, 01 = (0, ..., 0f) den Kovarianzprozess dar.

Beweis. Die Aussagen (E3) und (E4) kénnen analog zu [Dybvig/Rogers/Back, 1999],
Theorem 1 gezeigt werden. Um die Aussagen (E1) und (E2) zu beweisen, gehen wir erneut
in den folgenden drei Schritten vor:

(1)  lim Mg

T—o0 N,
(2)  Wir weisen Behauptung (E1) nach:
TlgI;oE |:§T’IO (Aorér) — 1y (Mrér) H =0,
(3)  Wir weisen Behauptung (E2) nach:
Jim B [¢r|Xo, — X35 |] = 0.

Zu Schritt 1:
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Wegen der Symmetrie ist es ausreichend zu zeigen, dass

A
lim inf 2% >1
T—o00 1,T

gilt. Dies zeigen wir mit Hilfe eines Widerspruchbeweises:

Angenommen obige Aussage gilt nicht. Dann existieren eine Zahl § < 1 und eine unbe-
schrinkte Menge 7 von Endzeitpunkten, sodass fiir alle Zeitpunkte 7" € T gilt:

>\O,T < (5)\1’7".

Zudem l&sst sich wegen der Giiltigkeit von Lemma 7.5 (i) zeigen, dass Konstanten k > 1
und € > 0 existieren, sodass fiir alle x € (0, ¢€) gilt (vgl. dazu Gleichung (5.3)):

10(5.1’)
Ip(x)

Zentral ist, dass man dabei im Beweis die Konstante € > 0 so klein wéhlt, dass fiir i € {0,1}
sowohl I;(dz) > 0 als auch [;(x) > 0 gelten. Dies ist wegen der Bedingung

> k.

lim [;(z) = oo
z—0

problemlos moglich. Weiter garantiert Lemma 7.5 (ii), dass die Konstante ¢ > 0 zudem so
klein gewéhlt werden kann, dass fiir alle = € (0, €)

Damit ergibt sich

E [0 (To(Moxér)) ] = E [&r (To(Morér)), KM rér < €}]

> [fT (lo(6A1,7é7)), WM rér < EH
(7.2)

> VEE [¢r (Ii(M,rér)), M rér < €}]
= VEE [&r (Ii(Mrér)), ] — VEE [&r (A rér)) . YA rér > €]
> VEE [¢r (L(Mrér), ] — \/E(f1(€))+ E[¢r].
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Zusammen mit Annahme 7.3 folgt

= E [&r1o(Xo,rér)]

=E [&r (To(Aoxér)) | — E [¢r (To(hoxér)) ]

> VEE [&r (h(Mrér)),] = VE (1) Elér] - B [er (h(orér)) ] (7.3)
— ~

T—co T—o0
—0 —0

— \/qugﬂ E [gT (Il <)\1,T§T))+} s T —oomitT €T.

Da aber z¢ = E [¢r]1 (A1 r&r)] gilt, muss E [&p (Il()\LTfT))JF] > xg gelten. Daher miisste
nach (7.3) gelten:

ZTo > \/Ezll_I)ToloE [gT (]1 (/\I,TgT»_J Z \/El’o.

Wegen k > 1 ergibt sich somit nach Obigem ein Widerspruch und es folgt die Giiltigkeit
von Schritt 1, also
. AT
lim —— = 1.
T1—I>Ic}o >\0,T
Zu Schritt 2:

Wir wahlen den Zeitpunkt 7' > 0 so gro8, dass gilt:

AT 1
1 < = —
) 0y < Ao,7 5
9 Eler(Iy(A < 1 1
) Er(Lo(Norér))+] $0+EZE0 0%

Dies ist wegen Schritt 1 und Annahme 7.3 méglich. Der Faktor - 5 Wurde hierbei konkret
gewiihlt, um einen weiteren Parameter der Ubersicht wegen zu Vermelden.

Mit den Argumenten wie im Beweis von Theorem 1 [Dybvig/Rogers/Back, 1999] kann
auch fiir diesen Fall gezeigt werden, dass zu jeder Zahl v > 0 Konstanten 4, > 0 und
€, > 0 existieren, sodass fiir alle z € (0, ¢,) gilt:

(67 ) o Li(67) 9
T’;)Z(l—ﬂa To() < (L+79)~
Fiir z := X\ rér < €, ergibt sich dann
Ii(Mrér) ]1(5;15) s Li(Airér) (5 )
I R e I e T L
Somit folgt
[1(/\17T€T) 2 2
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Weiter wéhlen wir eine Zahl €, sodass € < e, und fiir alle z € (0,€) gilt:

Dies ist aufgrund der Eigenschaften der Funktion I, moglich. Damit ergibt sich

E [&r|lo(Aorér) — Li( M rér) [ 1H{ o rér < €}

)
D2 4 2B e D oren) 1o rér < ]

(72")(72 +29)E [&r (Io(Mozér)), HAorér <€}
<(v*+27) (""”0 + 10)

Da v > 0 beliebig gewéhlt werden konnte, ist der zweite Schritt auf der Menge { Ao r&r < €}
giiltig. Bleibt zu zeigen, dass dieser ebenfalls auf der Menge { Ao r&r > €} gilt. Um dies zu
zeigen, betrachten wir die Abschétzung

E (7| lo(Moxér) — h(arér) | H{ orér > €} < E [ (Lo(Morér)), H{Norér > €}

E [¢&r (To(Xorér))_ H{orér > €}
E [&r (I(Arér) )+ HAorér > 1]
+ E [&r ((Mrér))_ HAorér > €} .
Im Weiteren werden wir zeigen, dass jeder der vier oben aufgefithrten Terme gegen Null

konvergiert:

Aufgrund der Monotonie der Funktionen Iy und I; folgt zusammen mit der ,market growth
condition’ (vgl. Satz 5.1):

E [&r (To(Aoxér)) . HAorér > €} < B [&r (1o(6)),]
= (lo(); E[¢r] — 0, T — oo,

und

E [&r (L(Arér)) . Horér > €] < B [&r (11(59)), ]
= ([(69), E[¢] — 0, T — oo

Weiter folgt nach Annahme 7.3:
E (&7 (Io(Moxér)) H{orér > €] < E [&r (Io(hogér)) ] — 0, T — oc.
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Fiir die Abschéatzung des verbleibenden vierten Terms beno6tigen wir einige Voriiberlegun-
gen:

Wir wihlen den Zeitpunkt T so grof}, dass fiir 5 € (0,1) mit zugehorigem ¢ > 0 aus
Annahme 7.2 gilt:

~ Mpr 1
)< — < =. 7.6
< %r 3 (7.6)
Damit ergibt sich
~ 1
ONorér < Mirér < g\)\O,TfT (7.7)

sowie

~ 1
M rér < Xorér < §)\1,T§T-

Auf der Menge {g)\O,TﬁT > ¢} ergeben sich zusammen mit § < 1 und nach den Ungleichun-
gen in (7.6) die Abschétzungen Ao r&r > ¢ und A\ r&r > €.

Nach Annahme 7.2 und damit nach Bemerkung 7.4 (ii) folgt mit y := Ao r&r:

(Io(Morér))_ > (Ii(Mrér))_
Es ergibt sich als Abschéitzung des vierten Terms

= [fT ([1(>\1,T€T))_ 1{/\0,T€T Z E}}

=B [& (Li(Arér)) - HAorér 2 %}} +E {fT (Li(Mrér)) e < Arér < g\}}

(. / (. /

-~ -~

( (6)

=

wobei dann nach Annahme 7.3 fiir Term (5)

E [ér (10uate)). 10ortr 2 5| < B (aren)) 1000re0 > 5]

<E [fT (IO()\O,TgT))_} — O,T — 0

gilt. Um zu zeigen, dass ebenfalls der Term (6) fiir beliebig grofie Endzeitpunkte gegen
den Wert Null konvergiert, halten wir fest, dass auf der Menge {€ < A\ rér < %} die
Ungleichungen

1 ]_ ~ -~ ~_
Mrér < g\)\o,TfT < §C und Mrér > 0o rér > d€

93



giiltig sind und somit
~ c
E & (I(Arér)) - 1{e < Aorér < §} < sup  (L(y)_E[¢r] = 0,T — oo
velbe 57

gilt. Dabei ist der Supremumswert endlich, da I; eine stetige Funktion ist und das Supremum
iiber eine kompakte Menge gebildet wird. Insbesondere ist zu erwihnen, dass dieser

Supremumswert nicht vom Endzeitpunkt 7" abhéngt. Damit folgt die Behauptung.
O

7.2 Beispiel zu Nutzenfunktionen mit Definitionsbereich R

In diesem Abschnitt wird ein Beispiel zu Theorem 7.6 fiir Nutzenfunktionen mit Definiti-
onsbereich R vorgestellt. Dazu betrachten wir die beiden Funktionen

Io(z) = — Tog (f) L) = —2log (%) + arctan(z).

Y Y Y
Diese sind in der nachfolgenden Grafik abgebildet:

0 20 40 60 80 100

Abbildung 7.1: Die Funktionen I (schwarz) und I; (gestrichelt).

Da die Funktionen Iy und I; stetig und monoton fallend sind und insbesondere die
geforderten Konvergenzbedingungen

lin(l)Ii(:c) = 00, lim [;(z) = —o0 furi e {0,1}
T—

T—00

erfiillen, existieren zugehorige klassische Nutzenfunktionen wu; : R — R . Weiter miissen
wir noch die Giiltigkeit von Annahme 7.1 sowie von den Annahmen 7.2 und 7.3 priifen:
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Wir beginnen mit Annahme 7.1. Die Aussage von Anmerkung 5.10 bleibt auch fiir Nutzen-
funktionen mit Definitionsbereich R giiltig. Somit reicht es, die Eigenschaften (i) und (ii)
aus Lemma 7.5 zu priifen.

Wir beginnen mit Eigenschaft (i) fiir den Fall i = 0:

» = o Seien () nen, (Yn)nen Nullfolgen mit
Tn
— — 1,n — o0.
Yn

Dann gilt nach der Regel von L’Hospital:

log ( ==
Iy(zy, 1 n) —1 S ( ) n n
li o) = lim 0g(n) — log(7) = lim — 27 = fim L = i Y =
n—00 [O(yn) n—00 log(yn) — log(fy) n—00 log <y7n> n—00 Ly Y n—oo L,
,» <= “ Seien (Z)nen, (Yn)nen Nullfolgen mit
I
lim o(Zn) —1,n — oo.
n—oo [ (yn)

Dann gilt nach Voraussetzung und nach der Regel von L’Hospital:

(2
1= lim—"7 — i L9 = gy O
8

Somit gilt Eigenschaft (i) fiir den Fall ¢ = 0. Im Folgenden werden wir sie fiir den Fall
t = 1 priifen:

» = “ Seien (2, )nen, (Yn)nen Nullfolgen mit
T
— — 1,n — o0.
Yn

Dann gilt nach der Regel von L’Hospital:

1i I(z,) 1; =5 log <17n> + arctan(z,)
1m = lium
n—o0 [ (yn) n—00 _% 10g (%) + arctan(yn)

L4 1 . _ 1 1 .
. x 1+x . 1+x
= lim — — = lim ——"—— + lim ——"—
n—oo — — 1502 n—oo — — 1502 o0 — — 1302
Yn +y Yn +y Yn +Yn
=1.
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,» <= Seien () nen, (Yn)nen Nullfolgen mit

lim h (xn>

—1,n = oo.

Dann gilt nach Voraussetzung und nach der Regel von L’Hospital:

_1 _1 _1
1= lim 20) _ lim — 2 4 lim — 2 — o
oo liyn) - noee— s+ T T TR we(teR)
Somit gilt
lim 2% =1
n—oo yn

und daher Eigenschaft (i) auch fiir den Fall ¢ = 1.

Die Giiltigkeit von Eigenschaft (ii) kann analog zu [Dybvig/Rogers/Back, 1999], Beweis zu
Theorem 1 gezeigt werden. Im Weiteren werden wir anhand von Simulationen die Giiltigkeit
der Annahmen 7.2 und 7.3 veranschaulichen. Um Annahme 7.2 plausibel zu machen, wihlen
wir § = 0.99. In der nachfolgenden Grafik ist die Funktion z + |Iy(dx)| — |I1(x)| abgebildet:

1.4

1.2

1.0

0.8
|

I I I I I I
0 20 40 60 80 100

Abbildung 7.2: Die Funktion z — |Io(5z)| — |I,(x)].
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Da die abgebildete Funktion nur positive Funktionswerte annimmt, existiert eine Zahl ¢,
sodass fiir alle x > ¢ gilt:

(1002)) > (1i(@)_ .

Somit ist Annahme 7.2 giiltig. Zu priifen bleibt Annahme 7.3. Dazu betrachten wir die
folgende Grafik, in der die Funktion 7" — E [{7(o(Aorér))-] abgebildet ist:

0.002 0003 0.004 0005 0.006
! 1 ! l 1

0.001
1

T T T T T
0 10 20 30 40

Abbildung 7.3: Die Funktion T' — E [{7(Io(Xorér)) -]
Es ist zu erkennen, dass Annahme 7.3 in diesem Beispiel gilt.

Abschlieflend sind der Quotient der Lagrange-Parameter sowie die erwartete absolute
Differenz der beiden Endvermogen gegen den Endzeitpunkt aufgetragen. Es ist zu erkennen,
dass der Quotient der Lagrange-Parameter mit wachsendem Endzeitpunkt 17" wie erwartet
gegen den Wert 1 konvergiert, sowie dass die erwartete absolute Differenz der beiden
Endvermogen gegen den Wert 0 konvergiert. Die Marktparameter sind dabei gemé&f
@ =0.08,7=0.0650 = 0.15 und 2y = 1 gewahlt.

7.3 Beispiel zu SAHARA-Nutzenfunktionen

Wie im letzten Abschnitt gezeigt wurde, ist es unter der Giiltigkeit gewisser Zusatzan-
nahmen moglich, die Giiltigkeit von Turnpike-Aussagen auch fiir Nutzenfunktionen mit
Definitionsbereich R zu zeigen. In diesem Abschnitt soll die Notwendigkeit der geforderten
Zusatzannahmen an einem weiteren Beispiel verdeutlicht werden. Insbesondere ist es fiir
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0.95 0.96 0.97 0.98 0.99

0.94

0.015 0.020 0.025
1 |

0.010
|

0.005

0.000

Abbildung 7.4: Die Funktionen 7"+ :\\T—; (links) und T — E [&7|XT — XT] (vechts).

die Giiltigkeit der Turnpike-Aussage im Fall von Nutzenfunktionen mit Definitionsbereich
R nicht ausreichend, nur die Bedingungen

H) w2 @)

=1

und
(H2) Fiir alle Folgen (2,,)nen, (Yn)ney mit lim z,, =0, limy, = 0 gilt fiir ¢ € {0,1} :
n— n—oo
Tn

Ii n
hn ™ =1 o lm )
n—00 1y, n—oo [; (yn)

=1

wie im Fall von Nutzenfunktionen mit Definitionsbereich R, zu priifen (vgl. Satz 5.9).
Wesentliche Voraussetzung fiir die Giiltigkeit des Theorems sind die Annahmen 7.2 und
7.3. Sind diese verletzt, verliert die Turnpike-Aussage im Allgemeinen ihre Giiltigkeit. Dies
werden wir an einem geeigneten Beispiel zeigen. Dazu seien die Funktionen I, und [y

gewéhlt (siehe nachfolgende Grafik).
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0.0

-1.0

-1.5

Abbildung 7.5: Die Funktionen I (schwarz) und [; (gestrichelt).

Die Funktion [ ist hierbei die Umkehrfunktion der Ableitungsfunktion einer sogenannten
SAHARA-Nutzenfunktion. Die Klasse der SAHARA-Nutzenfunktionen zeichnet sich ins-
besondere dadurch aus, dass mit Hilfe der Umkehrfunktionen ihrer Ableitungsfunktionen
auch solche Endvermdogen beschrieben werden konnen, welche mit positiver Wahrschein-
lichkeit negative Werte annehmen (vgl. [Chen/Pelsser/Vellekoop, 2011]). Daher liegt die
Vermutung nahe, dass diese Endvermogen nicht mit Annahme 7.3 kompatibel sind. Genau
dies werden wir hier anhand von Simulationen plausibel machen. Um die Relevanz der
Annahmen 7.2 und 7.3 zu zeigen, priifen wir zuvor die Giiltigkeit der restlichen in Kapitel
7.2 geforderten Voraussetzungen:

Es ist leicht einzusehen, dass die Funktionen I, und I; stetig und streng monoton fallend
sind sowie fiir i € {0, 1}

I, : R, - R, lir% Li(x) =00, lim [;(x) = —00
T—

T—00
gelten. Somit existieren stetige, positive und monoton fallende Umkehrfunktionen u := ;!

und v} = I;! mit

w,: R— Ry, limui(z) =0, lim wu(z)= occ.

Daher gibt es zugehorige klassische Nutzenfunktionen ug : R — R, und u; : R — R, mit
den gewiinschten Eigenschaften.
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Bleiben die Eigenschaften (H1) und (H2) zu zeigen:
Wir beginnen mit Eigenschaft (H1):

Dies folgt mit der Regel von L’Hospital aus

. L) . zl-ux o —lz2 -1 e
z—0 _[1($) z—0x — \/E x—=0—1x — m z—0 T2

Die Eigenschaft (H2) zeigen wir im Folgenden nur fiir den Fall ¢ = 0. Der Fall ¢ = 1 kann
mit analoger Argumentation gezeigt werden:

» = “ Seien (Zy,)nen, (Yn)nen Nullfolgen mit 2u — 1,n — oo. Dann folgt
() et —x, L wn xt(l—al)

lim = lim =&
n—o0 Io(yn) n—»00 y;l — Yn n—00 1, N—00 ng(l — yn)

S

, <= “ Seien (Z,)nen, (Yn)nen Nullfolgen mit

]i n
ﬂ — 1,n — oo.
]z(yn)
Dann gilt also
-1 _
lim T ",

Somit folgt

. . Ty, z,!
lim - — lim N = lim T
n—oo y~t — 14, n—=oo Yol —1, n—=o0 Yol — Y,
= lim — lim

Also gilt (Jvn/yn)_1 — 1,n — oo und damit (z,/y,) — 1,n — 0.

Somit gilt Eigenschaft (H2) fiir ¢ = 0. Die Existenz der in der obigen Rechnung auftretenden
Grenzwerte ist dabei im Nachhinein gerechtfertigt.
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1.02 1.04 1.06 1.08 1.10 1.12

1.00

In der nachfolgenden Grafik sind die beiden Funktionen
T Eler(Xor)-], T E[&r|Xy — X{]

abgebildet. Als Marktparameter haben wir ¢ = 0.08,7 = 0.03,0 = 0.15und 2y = 1
gewahlt.

1.0

0.6

0.4

0.2

Abbildung 7.6: Die Funktionen 7'+ E [¢7(Xo7)-] (links) und T — E [7|XT — XT|] (rechts).

Wie man erkennen kann, gilt Tlim E [£r(Xor)-] # 0. Somit ist Annahme 7.3 verletzt. Es
— 00

ist zu erkennen, dass dann auch Aussage (E1) aus Theorem 7.6 nicht gilt, da
Jim B e X7 X7 £0

gilt. Dies zeigt, dass die Annahme 7.3 fiir die Giiltigkeit des Theorems notwendig ist.

Bemerkung 7.7
(i) Wegen der Symmetrie der Situation ist es gleichwertig, welche der beiden Funktionen
Iy bzw. I; Annahme 7.3 erfiillt. Sofern die Funktion I; Annahme 7.3 erfiillt, so
miissen fiir die Giiltigkeit der Turnpike-Aussagen auch die Rollen der Funktionen I
und /; in Annahme 7.2 getauscht werden.

(ii) Falls zg < 0 gilt, kann Annahme 7.3 nicht gelten, da sonst

lim E [gT (X&T)J — 2y <0

T—o0
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gelten miisste. Dies ist aber nicht moglich, da fiir alle 7" > 0

E (& (X57),] 20

gilt. Ein positives Anfangsvermdégen ist somit fiir die Giiltigkeit der in diesem
Abschnitt bewiesenen Aussagen ebenfalls notwendig.

(iii) Theorem 7.6 kann im Kontext der Choquet-Optimierungstheorie unter Betrachtung
des partiell beobachtbaren Finanzmarktmodells analog formuliert werden.

Im nachfolgenden Kapitel werden Konvergenzgeschwindigkeiten von Turnpike-Aussagen
genauer untersucht und quantifiziert werden.
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8 Aussagen iiber die Konvergenzgeschwindigkeit bei
Turnpike-Aussagen fiir zeitunabhangige
Nutzenfunktionen mit Definitionsbereich R

8.1 Aussagen zur Konvergenzgeschwindigkeit in diversen stetigen
Kontexten fiir Nutzenfunktionen mit Definitionsbereich R im
partiell beobachtbaren Finanzmarktmodell fiir zeitunabhangige
Nutzenfunktionen

In [Dybvig/Rogers/Back, 1999] wird kritisiert, dass Turnpike-Aussagen angeblich wenig
niitzlich in der Praxis seien. Dies wiirde an den Konvergenzraten liegen, die fiir brauchbare
Approximationen bis zu mehrere hundert Jahre betragen und nicht wirklich quantitativ
erfasst werden konnten. Aulerdem wird kritisiert, dass eine schnelle Konvergenzrate mit
einem hohen Wert der Zinsrate r einhergehen miisste und dies nicht wirklich realistisch
sei. Wir werden in diesem Kapitel zeigen, dass die absolute erwartete Differenz der End-
vermogen durchaus bereits nach ungefdhr 40 Jahren relativ klein ist und dass eine hohe
Zinsrate r nicht unbedingt zu einer Verbesserung fithren muss, da es einen Gegeneffekt
gibt. In diesem Kapitel wird gezeigt, wie man den Endzeitpunkt 7', ab dem die erwartete
Differenz der Endvermégen unter eine gewisse Schranke féllt, quantitativ ermitteln kann.
Weiter wird aufgezeigt werden, unter welchen Umsténden bessere Abschéitzungen fiir
die Konvergenzraten erzielt werden konnen. Entsprechende Aussagen lieflen sich trotz
griindlicher Recherche in der gingigen Literatur nicht finden. Die Kenntnis, wie schnell
diese erwartete Differenz unterhalb einer gewissen Schranke liegt, ist fiir die tatséchliche
Praxis allerdings von grofler Bedeutung. Am Ende dieses Abschnittes wird zudem ein
konkretes Anwendungsbeispiel vorgestellt.

Theorem 8.1

Gegeben sei der klassische Black-Scholes-Finanzmarkt mit n = 1. Betrachtet werden
zwel Investoren 0 und 1 mit den zu den jeweiligen Optimierungsproblemen zugehérigen
Lagrange-Parametern A\op sowie \;p. Angenommen, es existieren stetige Funktionen
go: Ry = R, g1, : Ry = Rund ¢ : Ry — R, sodass gilt:

(V1) Xor = go(T),
(V2) g1.(T) < Mir < gi(T),

(V3) 20 N\ 1, T — oo,

91+(T)
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(V4) 28 71, T - oc.

g1

Dann findet man zu jeder Schranke C' einen quantitativ erfassbaren Zeitpunkt T > 0,
sodass fiir alle Zeitpunkte T > T gilt:

(F) E[&alxi -X7l] <cC.

Bemerkung 8.2

Mit Voraussetzung (V1) fordern wir bereits, dass die Gestalt der Funktion [, in der Art
,einfach’ ist, dass Ao r = go(7T") direkt angegeben werden kann. Da wir im Allgemeinen eine
Nutzenfunktionen wu; einer ,komplizierteren Gestalt® durch eine Nutzenfunktion ug einer
,einfacheren Gestalt’ anndhern mochten, ist dies allerdings keine zu starke Forderung.

Ein Beispiel ist die Nutzenfunktion ug(x) = y/z. In diesem Fall ergibt sich aus

zo = E[§rlo(Morér)]
direkt

1 1 1 2
Xor=0go(T) =] —E|—| =—=""T".
oz = 9o(T) 4o [fT:| 2\/$_oe

Beweis von Theorem 8.1. Wir suchen zu einer Schranke C' > 0 den zugehorigen Zeitpunkt
Te > 0, sodass die Behauptung (F) gilt. Dazu wihlen wir

—2xg + 4/ 4ak + 41‘0%

QLU(]

Dadurch besitzt die Zahl C' die Darstellung C' = 2x4(v% + 27¢) : C,. Aus den bisherigen
Rechnungen (vgl. auch Gleichung (5.5)) ist bereits bekannt:

Yo =

Zu jedem ¢ > 0 existieren d¢ € (0,1) und e > 0, sodass fiir alle z € (0,¢¢) gilt:

%— ‘SVC, %Z)x)—l‘gm (8.1)
und
[[2((;;; -1 <e. (8.2)
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Aufgrund der Voraussetzungen (V3) und (V4) kénnen wir einen Zeitpunkt 77 > 0 wihlen,
sodass fiir jedes T' > T3

QO(T) 91*(T)
w{ G e § 2 0

gilt. Somit ergibt sich zusammen mit Voraussetzung (V2) fir jedes T' > T7:

91+(T) < AL < g5 (T)

1
0 < < —
“=90(T) = Nor ~ 9o(T) = b
Daher gilt
bo< o 1
X~ Oc

Damit ergibt sich fiir alle 7" > T} analog zum Beweis von Theorem 5.8, Gleichung (5.8):

E [ér
<(7 + 2vc)E [STH (Mrér) 1{>\1,T§T < 60}]

<(Vé + 2v¢)xo

I (rér) = To Qorér) [1{ e < o }]

und damit

ol

B [&r|(rér) = orén)[1{Arér < ec}] <
Weiter gilt

E [&r‘h()\l,TﬁT) - fo()\o,TfT)|1{)\1,TfT > ECH
< (I(ee) — To(beec)) B er] (83)
< (Li(ec) — Ip(dcec)) exp(—rT).
Wenn der Zeitpunkt 7" nun so gewéhlt wird, dass

T>1T, .= %log (% (Ii(ec) + [0<5C€C)>>

gilt, so kann man die Giiltigkeit der Ungleichungen
C
E [gT}]l()\l,TfT) — Io()\o,TfT)|1{)\1,T§T > EC}] < 5
garantieren. Der gesuchte Zeitpunkt T¢ ist gegeben durch

To = max{T1, 1>}
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und kann ohne die Kenntnis der expliziten Gestalt des Lagrange-Parameters A\; r quantitativ
ermittelt werden, sofern man geeignete Funktionen g und g, bestimmen kann (vgl. dazu
auch Beispiel 8.1.1). Somit folgt die Behauptung.

O

Bemerkung 8.3
(i) Es mag verwundern, dass der Zeitpunkt 75 von der Zinsrate r abhéngt. Auf den ersten
Blick ist nur erkennbar, dass 75 mit wachsender Zinsrate r abnimmt. Allerdings muss
der folgende Gegeneffekt betrachtet werden: Je grofler die Zinsrate r gewéahlt wird,
umso kleiner ist die erwartete absolute Differenz der Endvermogen generell. Daher
muss die Schranke C' ebenfalls kleiner gewihlt werden, um eine sinnvolle Aussage zu
erhalten. Je kleiner allerdings C' gewéhlt wird, umso grofler ist auch wieder 5.

(ii) Die Voraussetzungen (V3) und (V4) in Theorem 8.1 kénnen durch die folgenden

schwicheren Voraussetzungen (V/3) und (1721) ersetzt werden:

(V3) Es gelte

-1, T — oo,

— 1, T — oc.

(‘//\Zl) Zu jedem ¢ € (0, 1) existiert ein Zeitpunkt T3 > 0, sodass fur alle 7' > T gilt:

[ 9(T) g91(T)
i {gl*(T)’ 90(T) } =0

(iii) Die Aussage von Theorem 8.1 ldsst sich im Fall der Choquet-Optimierungstheorie
ahnlich zeigen. Allerdings sind die Beweise etwas technischer, da in den Darstellungen
der optimalen Endvermégen die Ableitungen der Wahrscheinlichkeitstransformatio-
nen auftreten. Diese miissen dann erst durch ihre oberen und unteren Schranken
abgeschitzt werden, um die Funktionen gy, ¢7 und gy, sinnvoll wahlen zu kénnen.

Betrachtet man die Genauigkeit der im Beweis durchgefiihrten Abschétzungen, so kann
man festhalten, dass die erste Abschitzung in (8.3) relativ grob ist. Daher erhélt man
relativ grofle Zeitpunkte 7. Eine Verbesserung dieser Schranke kann durch eine prézisere
Abschéitzung erreicht werden. Diese kann vor allem dann gefunden werden, wenn die
konkreten Funktionen bekannt sind.

Der nachfolgende Satz liefert eine weitere Moglichkeit, die Abschéitzung in (8.3) vorzuneh-

men. Wie wir in Beispiel 8.1.1 sehen werden, fiithrt diese Abschédtzung im betrachteten
Beispiel zu einer hoheren Genauigkeit:
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Satz 8.4
Seien T, C, ec und dc wie im Beweis von Theorem 8.1 sowie

1 Cx
Ty := ~log (76) (8.4)

r

mit

G, = max { sup{Io(dcy) = Li(y)}, sup {11(y) — Lh(3c'y)} |-

y=>ec y>ec

Dann folgt fiir
T > max{Ty, T} (8.5)

unter den Zusatzbedingungen
(Z]') SupyZec{-[0<6Cy) - ]l(y)} < 00,
<Zz) SupyZec{Il(y) — IO(éy)} < 00,

die Abschétzung

E [¢r| LA rér) — To(Aorér)]] < C.

Beweis. Fiir T > T (fiir die Definition von T3 vgl. Beweis von Theorem 8.1) gilt auf der
Menge {\ 7&r > ec} die Ungleichungskette oc A rér < Aorér < 651)\17T§T und daher
aufgrund der Monotonie der Funktion I:

1

Iy (dcAirér) > Lo (Norér) > 1o <5C

)\1,T€T> .

Somit folgt

Iy (6cMrér) — L (Mrér),  falls Iy (Norér) > I (M rér)

Iy (A — I (A
o (Mo,rér) — It (M, rér) ‘ < {[1 (rér) — I (%ALTfT) . falls Ip (Norér) < I (Mrér)

< max { sup {Lo(3cy) — L)}, sup (1) ~ ol 50} }

y>ec y>ec
—. C;
—. 60-

Nach den Voraussetzungen des Satzes gilt fiir T' > T3 die Ungleichung Cj_ < oo. Somit
ergibt sich (vgl. auch Beweis zu Theorem 8.1)

(8.5)
IE [fT’h()\l,TfT) — ]O(AO,T§T>‘1{)\1,T§T > ECH < C§C€_TT < C (8.6)

und damit die Behauptung.
O
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Bemerkung 8.5

(i) Im nachfolgenden Beispiel werden wir sehen, dass diese Abschétzung zu genaueren
Zeitpunkten T fiihrt.

(ii) Die Werte fiir T¢ liegen also umso ndher an den ,echten‘ Werten, je genauer die
Abschétzung (8.3) gelingt. Dies héngt auch von der genauen Gestalt der Funktionen
Iy und I; ab und kann in jedem Einzelfall anders aussehen. Allgemein gilt: Je dhnlicher
die Funktionen g¢; , und g; gewéhlt werden kénnen, umso kleiner ist der Fehler, der
bei der Bestimmung von T auftritt.

Im folgenden Abschnitt werden wir die obige Theorie an einem Beispiel veranschaulichen.
Insbesondere werden wir T¢ sowohl mit der Abschétzung aus (8.3) als auch mit der aus
(8.6) bestimmen. Wir werden sehen, dass es dabei deutliche Unterschiede gibt.

8.1.1 Beispiel zur Konvergenzgeschwindigkeit
Wir erweitern in diesem Abschnitt Beispiel 5.4.1. Dort wurden die Funktionen

1 1
biw) =gz wd A =350s
betrachtet. Es ist leicht nachzupriifen, dass in diesem Fall die Voraussetzungen des Satzes
8.4 erfiillt sind. Aus der Bedingung

Zo LE [Erdo(Norér)]

und der logarithmischen Normalverteilung der Zufallsvariablen &7 ergibt sich

1 1 1 2
g =0go(T) =] —E|—| =—=€""T".
o = 9o(T) Toe LT] N

Weiter kénnen wir g;(7") := go(7") und
E|L
3
91+(T) = [ T} - (

dxg + };E ér]

exp (rT +~4*T) \°
4xg 4 5 exp (—rT)

wahlen. Im Folgenden werden wir begriinden, weshalb diese Funktionen die in Theorem 8.1
geforderten Bedingungen (V1)—(V4) erfiillen. Zunéchst liefert eine Partialbruchzerlegung

1 1 1

T Al + a2t 422 A(d+42)
Wir betrachten die Gleichungen

Ii(x)
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1 (1] 1 1
I =—FE|—|--= -
( ) Zo 4)\%7T _§T_ 4 €T4+ )\%’T&%] )
M) m=——E||,
AN 1 &7 ]

1 (1] 1
)  wy= —E|—|--E F—T}
AN, Ler] 4[4

deren entsprechende Losungen mit A 7, XLT und XLT bezeichnet seien. Wir zeigen die
Giiltigkeit der Ungleichungskette Ay 7 > A7 > Ai 7.

(I)=(II): Wir setzen dafiir zuerst die Gleichungen (I) und (II) gleich:

1 1 1
< E|—].
e AiTg%] =1, &)

/

1 1 1 1 1
~ E|—|=—FE|—|--F
402, {fT] AN p [fT] 4

-~

>0
Dies ist genau dann der Fall, wenn

~_§

1
Al

1
Mo
gilt. Somit folgt Xy > Ay 7.

(I)=(III): Wir setzen nun die Gleichungen (I) und (III) gleich:

1 1 1
— E|—|--F
403 1 [fT} 4

1 1717 1 gT]
-~ EB||--E|¥].
e A%,Tﬁ%] 02, [ST} 1 { 1

Damit ergibt sich

1 1 1 1 1
LT} (A%,T AiT) 4N 4"

<1/4
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und folglich A\y 7 > XLT. Damit ergibt sich XLT > M > XLT und daher gelten ¢1.(7") <
M < g*(T) sowie gi(T) = go(T) = Ao,r. Somit gilt auch

QO(T) < )\O,T < QO(T)

1= .
gi(T) =~ Ar ~ g1.(T)

Insbesondere folgt

T
(i) T — 90(7T) =11, T — oo, monoton wachsend,

g1(T)
T 4xg + 5 exp(—rT
(ii) T — 90(T) Y 1xp(—rT) (1, T — oo, monoton fallend.
gl*(T> 41‘0

Somit sind in diesem Beispiel Funktionen g¢o, g1« und g7 gefunden. Diese sind in der Grafik
8.1 abgebildet:

1.0

0.9

0.8

0.7

Abbildung 8.1: Die Funktionen gy (= gf) (schwarz) und g¢; . (gestrichelt).

Fiir ein konkretes Zahlenbeispiel wiahlen wir das Anfangsvermogen xg = 1. Gesucht sei der
Zeitpunkt T > 0, sodass fiir alle Zeitpunkte T' > T gilt:

E [&|X] — X |] < C =0.025.
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Nach (8.1) und (8.2) miissen also Zahlen éc € (0,1) und ec > 0 gefunden werden, sodass
fir alle z € (0, ¢¢) gilt:

Iy (65') 1 Iy (0cz)
—1‘:——1’< , —1‘:52—1< .
’ To(2) 2~ l=e ‘ To(2) 06 = 1] < e
Da o
(V& + 270)wo = B

gelten soll und v¢ strikt positiv ist, lassen sich geeignete 7o, dc und e wihlen. Dabei sei:

—2xo + 4/ 42k + 4x0%

Yo = 20 ,

¢ = max{y/(1+v¢)~1, /1 — ¢},

. dve
€Ec ‘= .
V1-1c

Die entsprechenden Groflen und die Zeitpunkte T3, 75 und T wurden mit Hilfe des Pro-
grammes R fiir einen Markt mit den Parametern yp = 0.08, r =0.05, ¢ = 0.15 festgelegt.

Um T zu ermitteln, werden die folgenden drei Schritte durchgefiihrt:

(i) Den Zeitpunkt 77 erhélt man mittels der Funktionen gg, g1, und g¢;.
(ii) T3 ergibt sich mithilfe der Abschéitzung (8.6).
(iii) Der Zeitpunkt To wird zu Te := max{7Ty, T} gesetzt.

Bestimmen von T7i:

Der Zeitpunkt 77 > 0 muss so gewahlt werden, dass

min{go(T) 91*(T)} S 91+(T)
g1 (T)" go(T) J = go(T)

gilt. Wegen der Monotonie der Funktion 7" +— 9;0*(—%) gilt dies dann fiir alle 7" > Tj. Hit
Hilfe des Programms R ergibt sich der gerundete Wert: T ~ 47.

> d¢

Bestimmen von T5:

Die in Abschétzung (8.6) angegebene Schranke Cj kann ebenfalls mit Hilfe eines geeigneten
R-Algorithmus ermittelt werden. Es ergibt sich C§ ~ 0.123. Damit lésst sich der Zeitpunkt
i

TyzuTy:=1 (F) ~ 33 bestimmen.
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Bestimmen von T¢:
Insgesamt ergibt sich T := max{T}, T>} = 47. Somit gilt fiir alle T' > 47:
E [&r|X] — X |] < C =0.025.

In der Grafik 8.2 ist die Funktion 7'+ E [{7|X] — X['|] abgebildet.

[\

0.030
|

0.010 0.015 0.020 0.025
| | | |

0.005
|

0.000
|

\ T T T T 1
0 20 40 60 80 100

Abbildung 8.2: Die Funktion T — E [&7| X — XT|] sowie die Schranke C' = 0.025.

Dabei ist ebenfalls die Schranke C' = 0.025 eingezeichnet. Es kann an der Grafik abgelesen
werden, dass T¢ simuliert ~ 17 gilt. Somit wird in unserer Abschdtzung nach wie vor ein
Fehler gemacht, der sich aus der Ungenauigkeit der Abschitzung (8.6) ergibt. Auch die
Wahl der Funktionen g, g1« und gj beeinflusst die Genauigkeit der Abschitzung.

Weiter wurde mittels des R-Algorithmus der Zeitpunkt T fiir die verringerte Schranke

C' = 0.0025 berechnet. Dabei ergab sich Tt perechnet = 133. An Grafik 8.3 kann abgelesen
werden, dass in diesem Fall T gimutiert ~ 64 gilt.
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0.010 0.015 0.020 0.025 0.030
| |

0.005
]

0.000
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0 20 40 60 80 100

Abbildung 8.3: Die Funktion T — E [¢r|XT — XT|] sowie die Schranke C' = 0.0025.

Wenn man anstelle der Schranke in (8.6) diejenige aus (8.3) nutzt, wiirde sich nach dem
R-Algorithmus fiir C' = 0.025 ein berechneter Wert Tt perechnet = 135 ergeben. Diese Wahl
der Schranke wiirde also zu deutlich ungenaueren Werten von T perechnet fithren. Um
dies zu verdeutlichen sind in der nachfolgenden Grafik die Funktionen C' +— T fiir die
Abschétzungen (8.6) und (8.3) abgebildet (bei gleichbleibenden Funktionen go, g1 » und

gr):
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Abbildung 8.4: Die Funktion C' +— T¢ fiir die Abschitzungen (8.6) (links) und (8.3)
(rechts).

Abschlieflend lésst sich festhalten, dass es durchaus moglich ist, Endzeitpunkte quantitativ
anzugeben, sodass die erwartete absolute Differenz der Endvermogen gewisse Schranken
nicht iibersteigt. Weiter ist es unter Umstédnden auch nicht notig, einen Zeithorizont von
mehreren hundert Jahren vorzugeben. Wie in diesem Beispiel verdeutlicht wurde, konnen
kiirzere Zeithorizonte bereits ausreichend sein, um eine gute Approximation zu erzielen.
Nach wie vor liegen die berechneten Zeithorizonte aber eher hoch. In jedem Einzelfall kann
jedoch versucht werden, moglichst geeignete Funktionen go, g1 » und g7 und eine moglichst
geeignete Abschitzung in (8.3) zu finden. Durch das Beriicksichtigen der fiir die Situation
spezifischen Strukturen konnen in konkreten Beispielen kleinere Zeithorizonte gefunden
werden.
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9 Konvergenzaussagen iiber das optimale Portfolio im
Bayes-Marktmodell

Im Folgenden wird ein stetiges Finanzmarktmodell vorgestellt, das im weiteren Verlauf
der Arbeit als Bayes-Marktmodell bezeichnet wird und einen Spezialfall eines partiell beo-
bachtbaren Finanzmarktmodells darstellt. Im Verlauf dieses Abschnitts wird insbesondere
das Optimierungsproblem vorgestellt, welches im Bayes-Marktmodell betrachtet wird,
sowie das zu diesem Optimierungsproblem zugehorige optimale Portfolio erlautert. Es wird
weiter die Frage untersucht, inwiefern sich dieses optimale Portfolio &ndert, sofern der
Endzeithorizont beliebig grofl wird.

9.1 Das Bayes-Marktmodell

Wir betrachten den gefilterten Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, (F;):>0, P) mit der Filtration
(Ft)i>0. Der Parameter T bezeichne den Endzeitpunkt. Im Weiteren sei durch (W;)i>o
eine Brownsche Bewegung beschrieben. Auf dem Markt konnen eine Aktie sowie ein Bond
zeitstetig gehandelt werden. Die Dynamik des Bondprozesses (B;):>o ist dabei durch

dBt = TBtdt (91)

mit strikt positiver Zinsrate r gegeben. Die Dynamik des Aktienpreisprozesses (S;)¢>o ist
gegeben durch
dSt = St (/,Ltdt + O'th)

fir ¢ > 0. Die Besonderheit des Bayes-Marktmodells liegt in der Gestalt des Drift-
Prozesses (put)i>0. Es wird angenommen, dass p; = 0 gilt, wobei 6 eine nicht beobachtbare
Zufallsvariable darstellt. Es gelte dabei 6 € {1, ..., pq} fir p; € R und ¢ € {1, ...,d}.

Weiter nehmen wir an, dass die Investoren im Bayes-Marktmodell die Anfangsverteilung
dieser Zufallsvariablen kennen und dass 6 und der Prozess (W;);>¢ voneinander unabhéngig
sind. Wenn p; < ... < pg die moglichen Werte beschreiben, welche von 6 angenommen
werden konnen, so setzen wir fir k € {1,...,d}

Dieses Marktmodell stellt somit einen Spezialfall eines partiell beobachtbaren Marktmodells
dar. Der Investor kann lediglich die Aktienpreisentwicklung beobachten. Er kennt zwar
die Anfangsverteilung der Zufallsvariablen 6, jedoch nicht deren tatséchliche Realisierung.
Dem Investor sind somit nach wie vor nur diejenigen Informationen zugénglich, welche
die durch den Aktienpreisprozess (S;);>o erzeugte Filtration (F;”);>o beinhaltet (vgl. dazu
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Abschnitt 2.1.1).

Weiter erinnern wir an die Notation, dass m; € R den Anteil der Gesamtvermogens
beschreibt, der zur Zeit ¢t in die Aktie investiert wurde. Da es neben der Aktie nur
den Bond als weitere Investitionsmoglichkeit gibt, bezeichnet 1 — m; hier den Anteil des
Vermogens, welcher in den Bond investiert wird. Der Fall m; < 0 kann dabei als Leerverkauf
interpretiert werden, der Fall m;, > 1 entspricht einer Kreditaufnahme. Den Prozess (7;):>0
bezeichnen wir weiterhin als Portfolio-Strategie.

Anmerkung 9.1

(i) Das in diesem Abschnitt vorgestellte Marktmodell kann als Spezialfall eines soge-
nannten ,Hidden Markov Model* aufgefasst werden. In einem solchen Modell wird
der Driftprozess mit Hilfe einer zeitstetigen Markov-Kette (Y;):>o mit Generator @
durch (11);>0 = (1"Y;)i>0 erzeugt, wobei = (py, ..., ug) € R? gilt. Diese Méglichkeit,
einen partiell beobachtbaren Finanzmarkt zu erzeugen wurde bereits vorgestellt (vgl.
dazu auch Gleichung (2.4)). Der hier betrachtete Fall des Bayes-Marktmodells ent-
spricht dann dem Fall, dass fiir den Generator () = 0 gewahlt wird. Eine detaillierte
Darstellung dieses Sachverhalts wiirde an dieser Stelle zu weit fiithren, kann jedoch in
[Rieder/Béauerle, 2005] nachgelesen werden.

(il) Wahlt man gy = ... = pg, so ergibt sich ein vollstindig beobachtbares Finanzmarkt-
modell (vgl. dazu auch Abschnitt 3.1).

9.2 Das Optimierungsproblem im Bayes-Marktmodell

Der zu einem Portfolio (7;):>¢ zugehorige Vermogensprozess (X[ );>o kann bei Startver-
mogen zy > 0 als Losung der nachfolgenden stochastischen Differentialgleichung erhalten
werden (vgl. [Rieder/Béuerle, 2005)):

dXT = X7 ((r + (e — r)my) dt + om dWy)

9.2

Das in diesem Kontext betrachtete Optimierungsproblem mit Endzeithorizont T ist gege-
ben durch (vgl. [Rieder/Béuerle, 2005])

sup E [u(X7)],
(PBayeS) X§ = xo,
(7Tt>t€[0,T] € [0, T]

mit
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10, T := {(Wt>te[0,T]‘<7rt>t€[0,T] ist (Es)te[o,ﬂ—adaptiert,

T
m € R, (9.2) hat eine eindeutige Lésung,/ (7 X™) ds < o0 f.s.}.
0

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels wihlen wir als konkrete Nutzenfunktion u(z) = é:c“ mit
a < 1 und a # 0. Zudem bezeichnen wir das fiir dieses Problem mit einem Endzeitpunkt
T optimale Portfolio mit (7} ):cp0,7]. Nachfolgend werden einige Notationen eingefiihrt, die

im weiteren Verlauf dieses Kapitels benotigt werden.

Fir k € {1,...,d} gelte

U —T
pa

Ve =

Fir ¢t € [0,7], y € Rund k € {1, ...,d} setzen wir

1.2
exp (Y — 37t), t>0,
Lt(:ukay) = { 1 ( 2k ) . O

Weiter setzen wir fiir ¢ € [0,7], y € Rund k € {1, ...,d}:

U

F(t,y) == Li(t, y)ps-

k=1

Zudem definieren wir den Prozess (Y})scpo,r) mit

0—r

}/;::Wt—i_ t

Der Prozess (L;l(e, Yt))te[0 1 ist ein Martingal beziiglich der Filtration F%" die von

der Zufallsvariable 6 und dem Prozess (W;);>o erzeugt wird (vgl. [Rieder/Béauerle, 2005],
Kapitel 7). Es gilt daher E [L;'(0,Y;)] = 1 fiir alle ¢ € [0, T]. Somit ldsst sich mit Hilfe
dieses Prozesses ein neues Wahrscheinlichkeitsmafl @ mit

aQ _

dP - L;1<97 YT)

definieren.

9.2.1 Optimales Portfolio im Bayes-Marktmodell

In diesem Abschnitt werden bereits bekannte Aussagen iiber das optimale Portfolio im
Bayes-Marktmodell vorgestellt, welche fiir das weitere Vorgehen von Bedeutung sind.
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In [Rieder/Béuerle, 2005], Abschnitt 7, konnte gezeigt werden, dass das fiir Problem
(PBayes) optimale Portfolio (7} )¢cjo,r) durch

(W:)te[O,T] = (mp(t,y, a))tG[O,T]

gegeben ist, wobei

1 M(ta y) -Tr gg(tv y) _ g;Q,T(t’ y)
l—a o7 og'(t,y) o9 (t,y)

ity a) = 93

Dabei stellt gg die partielle Ableitung nach der zweiten Komponente bei Endzeithorizont
T dar, und es gilt fiir y € R die Notation

S kL (s )

M<t7y) = !
Zi:l Li(pine y) P
F(T,Yr)Br\ ™=
Tt =E || ————— Y, = .

Der Parameter y tritt dabei an dieser Stelle auf, da das partiell beobachtbare Finanzmarkt-
modell durch die Hinzunahme einer weiteren Dimension auf ein vollstdndiges Finanzmarkt-
modell zuriickgefiihrt werden kann. Das genaue Vorgehen kann in [Rieder/Béuerle, 2005],
Abschnitt 3 nachgelesen werden. Weiter besitzt das optimale Portfolio im betrachteten
Bayes-Finanzmarkt nach [Rieder/Béuerle, 2005] auch die Darstellung

Q?T
g9, (t,y)
(T === "7 9.4
TrT( ,y,Oé) O-gQ’T(t,y)7 ( )
wobel
« 1
g% (t,y) = exp (r(T — 1) a) Eq |F(T,Yr) ™5 |Y; = y].

Anmerkung 9.2
Sei pp = ... = pg und somit ein vollstdndig beobachtbares Finanzmarktmodell gegeben.
Dann ist das optimale Portfolio durch (7} )¢cjo,r) mit

1 pu—r

(9.5)

*
T —_
¢

1—a o2

(vgl. [Merton, 1971/1973]) gegeben. Es ist in diesem Fall somit optimal, einen konstanten
Anteil des Vermogens in die Aktie zu investieren.

Eine interessante Frage ist, wie sich das optimale Portfolio veréindert, wenn der End-
zeithorizont T beliebig grofl wird. Diese Frage wird im folgenden Abschnitt untersucht
werden.
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9.3 Zusammenhang zwischen der vollstandigen und der partiell
beobachtbaren Marktsituation im Bayes-Marktmodell

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir gesehen, welche Struktur das optimale Portfolio
im Bayes-Marktmodell besitzt. Im Folgenden wird untersucht, wie sich dieses Portfolio,
welches ebenfalls vom Endzeitpunkt 7" abhéngt, veréndert, sofern der Endzeitpunkt beliebig
grofl wird. Wir werden zeigen, dass das optimale Portfolio im partiell beobachtbaren Bayes-
Markt bei der Wahl geeigneter Parameter gegen ein solches Portfolio konvergiert, welches
man als optimales Portfolio im entsprechenden beobachtbaren Marktmodell erwarten
wiirde. Dies zeigen wir zuerst fiir den Spezialfall o = % Dieser Spezialfall wird in den
Satzen 9.5 und 9.7 erweitert. Fiir die Vorentlastung des relativ technischen Beweises ist es

jedoch zielfiihrend, diesen Spezialfall gesondert zu betrachten.

Satz 9.3
Seient >0,y € R, a = % und g > r fiir alle k € {1, ..., d}. Dann gilt

1 Ha —T 1

li = (t = :
Tgroloﬂ-T( ,y,OZ) 0'(]_—(1/) - 0(1_a)7d

Beweis. In [Rieder/Béuerle, 2005], Abschnitt 7 konnte gezeigt werden, dass fiir

QT
g, (t,y)
’YT( ,y,a) ( Oé)gQT(t’y)
die Darstellung
I2(t,y, a)
ry* t7 Y, ) = —v, 7~ 9.6
Tt e) I¥(ty, ) (9.6)
gilt, wobei
(L y,a) =B [(F(T,y+ Wr_))= |,
d
FZQ(t’ Ys O'/) =1 (F(T7 Yy + WT—t))m (Zpk : ’Yk'LT(Mk’ ) + WT—t)>] |
k=1
Fiir o = 1 gilt somit
1\ T2ty 3)
7* tvya _) = = (97>
' ( 2) " TNty )

mit

E[F(T,y+Wr)],

—
Nz
N\
\.Gt-
<
N | —
N———
i

F(T,y+Wp_y) (Zpk e L (e, y + WTt))] :

k=1
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i} 1 ult,y)—r  gl(ty)
7TT(ta y> Oé) = ( 2 + .

-« o UgT<t7 y)
_ 9" (by,q)

og®T(t,y, a)

1

- ~F(t

0_(1 - OC)PYT( ,y,Oé)

gilt (vgl. Gleichung (9.3)), geniigt es,

lim 75 (g~ ) = (9.8)
T1—I>rolo T ' Y 2 = Yd .

zu zeigen. Damit folgt dann aufgrund der oben aufgefiihrten Definitionen und der Gleichung
vq = #= direkt die Behauptung.

Um dies zu zeigen betrachten wir die Terme 'Y (¢,y,1) und I'? (¢,y, 3) einzeln. Dabei

wéhlen wir 0.B.d.A. y = 0. Der Beweis kann aber vollig analog fiir jedes y € R gefiihrt
werden. Es gilt

ry (t,(),%) = E [(F(T, Wr_))?]

d 2
1
=k ( E exp (’YkWTt - 5’7}3T) pk)

k=1

Wegen

d 2
1
( E exp (%WT_t — 571%T) pk>

k=1

d
1
= Z DrPj €Xp ((% + v ) Wr_y — —(713 + %2)T)

. >
k,j=1
a 1 2 2
= > exp (e +9) Wy — 5 (0 + )T + In(p) + In(py)
kj=1

d
= Z exp (Oék;,jWT—t + 5;{,])

k,j=1
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folgt zusammen mit Wr_; ~ N (0, T —t) die Verteilungsaussage

exp (o Wr—y + By ;) ~ LN (By ;. () (T = 1)) -
Somit ergibt sich

d 2
1
<Z €xXp (%WT—t - 5%3T) pk:)
k=1
d

= Y e (64 (w2 ’)

k=1
> exp (—%(’yi +93)T + In(py) + In(p;) + M(T - t))

- 2
k,j=1

d

_ ]g_:l exp <(% )T + In(pg) + In(p;) — Mt) .

Wir konnen somit die Identitat

Iy (t,0é> = zd: exp ((%-%)Tﬂn(m) + In(p;) — Mt)

. 2
k,j=1
festhalten. Mit analogen Argumenten lisst sich die Gleichungskette

d
E | F (T, Wr_,) (Z pi - e L (g, Wm)]
k=1
(& 1 d 1
=E <Z Dk €Xp (’VkWTt - 57}%T>> (Zpk Vi €XP (’YkWTt - 57}%T>>
[ \ k=1 k=1
(L& 1 1
=E Z Zpk “Dj - Vj €Xp <’VkWTt - 5713T +viWr—t — 5%2T>
Lj=1 k=1
d
Z m(k, j,T) + In(px) + In(p;) + In(v;))
mit ( 2
. +
m(k,j,T) == (v - )T — %t

zeigen. Also ergibt sich

2 (¢ ( ) Z exp (m(k,7,T) + In(px) + In(p;) + In(v;)) .

k,j=1
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Die Giiltigkeit von Aussage (9.8) ist somit gegeben, falls gilt:
d d .
F? (t7 07 ) — lim Zj:l Dj -7 Zk:l Dk €XP (m(k7j7 T))

1
T—00 F¥ (t,O, ;) T—00 d d = Yd-
S pi Y prexp (m(k,1,T))
=1 k=1

Im Folgenden werden wir die Giiltigkeit dieser Aussage zeigen. Dazu halten wir die folgende

Vorbemerkung fest:

(V1): Da vy < ... < 94 gilt, folgt fiir jedes ¢ > 0:

exp (v, T) 7 o0, J>1
Sy L =l
exp (enT) ,
0, g <l
Mit Hilfe der Vorbemerkung (V1) folgt
- (e t70)* :
P Y Pk exp ((% )T — %t) 0, [ <7,
= e G N
d 2 pj ’ ’
P Y. P exp ((mc )T = WQ . >
k=1
Somit ergibt sich weiter
S (ve+7)?
exp ()T — 521 |
i pzk;lpk Xp <(% ") 2 T 00, j<d,
I=1 : 7 — et)? L, J=d,
=Py 2 prexp <(’yk )T =5 t)
also
3 (it)?
Pj > Pk exp ((wc )T — %t) _
k=1 Ti>)O { 07 )< da
d d ; 1, 4
I_lez kz_:lpk exp ((’Yk )T — m%”t) J

Insgesamt folgt damit die Giiltigkeit der Aussage (9.8) und somit die Giiltigkeit des zu

beweisenden Satzes:
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Bemerkung 9.4

Satz 9.3 ist ebenfalls giiltig, falls statt p; > r auch p > r zugelassen wird. Nach Definition
gilt v, = 0, falls g = r. In diesem Fall tragen die k-ten Summanden nicht zu den
entsprechenden Summen im Beweis bei. Falls p = 7 fiir alle k& € {1, ..., d} gefordert wird,

gilt py = ... = pg. Hier wiirde man sich wieder im vollstdndig beobachtbaren Marktmodell
befinden. In diesem gilt fiir alle 7" > 0 dann bereits nach Konstruktion
. 1
I t,07§ =N = .. =Y

Im Folgenden werden wir die Giiltigkeit des Satzes 9.3 fiir eine groflere Klasse zulédssiger
Parameter « zeigen:

Satz 9.5
Seient >0,y € R, o, := "T’l fir n € N und py, > r fir alle k € {1,...,d}. Dann gilt:

: I pa—r 1
1 w(t = = .
T1—I>I;o 7TT( Y, & ) 0_(1 _ an) o 0_(1 _ Oén)f)/d

Beweis. Sei «a, := "T_l Dann gilt insbesondere

1 n
=n und a

=n-—1.
1—a, 1—a, "
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Wie aus (9.3), (9.6) und (9.8) hervorgeht, ldsst sich das optimale Portfolio als

1 p(ty) —r QyT<t7 Y)
* t n) =
7TT( Y, & ) 1 — a, 0_2 + O'gT(t,y)

Q7T
g ty) 11,
= = — t ,
O'gQ’T(t,y> ol — Oén’yT( 'Y Oé)

1 1 FYD“(tJ y? a'ﬂ)

ol —a, TN(t,y, an)

darstellen. Um die Giiltigkeit der Aussage zu zeigen, werden wir (vgl. Beweis von Satz 9.3)
zeigen, dass

T—oo TN (t,y, a,) — e

gilt, wobei

DY (1., 00) = B[ (F(T.y + W)= |

FlTj(t, y,ap) =

d
(F(T,y + VVT—t))ﬁ (Z i - YL (e, y + WT—t))
=1

Den Beweis des Satzes fithren wir erneut 0.B.d.A. fiir den Fall y = 0 durch. Der Beweis
kann aber vollig analog fiir jedes y € R erfolgen. Es gilt

L7 (t,0,0) =B [(F(T, WT_t))ﬁ]

d n
1
=k (Z exp (’YkWTt - 5’7}3T> pk) ]
k=1
und weiter
d 1 n
(Z exp <7kWT—t - 5%3T) pk>
k=1
a 1
— Z Diy e * Dh,, €XP ((%1 + o+ Y )Wy — 5(7,31 +..+ Wzn)T>
ke kin=1
d 1
= ) exp ((vkl o )Wy = SO0+ )T+ I (pry) + -+ In (pkn))
Kt yoonrin=1
d
= Z xp (kg b Wt + By o) 5
R yeeorkn=1
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wobei

-----

1
BE k= —5(7,31 o+ )T + 10 (pry) + oo+ In(pg,) -

Zusammen mit der Tatsache, dass

....................

gilt, folgt somit

d n
1
E (Z exp ('YkWT—t - §7§T) pk) ]
k=1
d 1
=B Y exp((m+ o+ m)Wre — =0 + .+ 72)T + In(pr,) + ... + In (pr,)
P (ks oo )W = 50 + o 7%, n (pr,) + .. Pk,
k1,....kn=1
d 2
Eyekn
= 3 e (B )
k1,....kn=1
= D e | =50k TR )T+ (T — )+ In(ps,) + -+ Inpy,) | -
k1,....kn=1
Wegen
(Vs + oo+ 0> = (0, F70) =2 o - W,
1<J
folgt

E

d n
1
(S (st~ b)) |
k=1
d n )

+ ...+ Ve,
- Z exp (TZ*}/,CZ . ’ij + ln(pkl) + ...+ ln(pkn) . (fykl : Vi ) t) )

1<j

Damit ergibt sich
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d n
PY(0,00) = > exp <TZ% Yy +(pr,) + o In(py,)
- i< (9.9)
(e et %n)zt)
; .

Weiter gilt

I2(t,0,a,) = E |(F(T, WT—t))lfiZ” (ZPk'%LT(Mk,WT—t)>]

k=1

I
&=

d
F (T, WT—t)n_l (Zpk : %LT(Mk,WT—t)>] )

k=1

Da

d
F(T,Wr_y)"™" <Z e VoL (i, WT—t))

k=1
d 1
= Z Pky - oo Pk, €XP ((7191 + ot ’ykn—1)WT—t - 5(7]31 + .+ 'Y]%nl)T)
k1,e.ey kn—1=1
d 1
<Z Dk * Vhy, €XP <7knWT—t — i%iT))
kn—=1

d
1
( Z Dhky - " Phy " Vhn €XP ((%1 o+ Y )Wry — 5(7}31 +o Tt WEn)T)>
k1
a 1
= ( > exp ((wﬂ o )Wy = SOk, + )T
k1

+ In(py,) + ... + In(pg,) + ln(an)))

gilt, ergibt sich mit analoger Argumentation wie bei Gleichung (9.9)
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d
1
> exp ((%1 +o W)W = SO+ )T

I'P(t,0,0,,) = E 5
k1y..o.kn=1

+1n(pr,) + ... +1In(p,) + ln(m))]

d n ;
ot T
- Z eXp (TZ’YI% Y, +In(pr,) + .o+ 1In(pr,) +1In(w,) — (9, ; Ven) t) '

1y kn=1 i<j

Im Folgenden werden wir die Beziehung

D
lim F£<t7 0, )
T—o0 FT (t, 0, ozn)

d n e 2
ST exp (T > Ve Yk, + I0(pry) + o+ In(pg, ) + In(,) — Mt)

. k1,....kn=1 i<j
= lim
T—o0 d n (% i )2
>ooexp (T v, -y +Inpr,) + ... +1In(py, ) — ——5—=~t
kl,...,k‘nzl 1<j

zeigen. Dazu bendtigen wir die folgenden beiden Vorbemerkungen:

(VB1) Es gilt

27’% " Vem = Z Z Vei * Ve

<m i=1 m=i+1

n—1

=Y D T Yha

=1 m=i+1

n—1 n—1
=> ( > W Ve + W ~m>

=1 m=i+1

n—1 n-—1 n—

1
:Z Z Vki"YkmﬂLZ’Yki"Ykn

i=1 m=i+1 i=1

=1 Chyykn1 T Chiykno1 * V-
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(VB2) Fiir Zahlen ¢, ¢ > 0 gilt aufgrund der Ordnung v, < ... < g

_ 0o, J>1,
exp (¢ + ¢v;) T L=
exp (¢ + cy) 0’ i< l7

Unter Beriicksichtigung dieser beiden Vorbemerkungen ergibt sich

d n
(Yieq -4 1T )2
Pu Dl P Phao1 XD (T D t)
kl,---,kn71:1 l<m
d n
(Viy Foo Vi, 1 +75)2
Pj 22 Pl Phy—1€XD (T D ki Yo — Ayt t)
kiskn—1=1 i<m
S 2
c (Viy +oo Vi1 +00)
DI D0 Phic e Phoo1€XD (T(Ckh--.,knﬂ F Chyo by ) — t)
(VB1)  kiykp-1=1
) 3 Pt (Vg FoH Yy +75)2
Pi >, Dky e Dkn—16XD (T(ckl,,,,,kn_l + Chyookn Vi) — ! t)
kl,...,kn,:l:l
O’ l < j7
(VB2),T—o0 '
]" l =7
oo, [>17.
Damit folgt
3 C (7k1+"'+7kn,1+7l)2
d P Z Pky * -+ Pk,—1 €EXP (T(ckl,...,mH + Ckl,...,kn,ﬂz) — X t)
klv' -7k:n71:1
Z d
= ~ Yy +o V8, +79)2
Blpp 20 Phie Pha-1€XD (T(Clﬂ,...,knfl ot Chyoon 1Y) — t>
kl, -7kn—1=1
T—o oo, J <d,
’ .
1, j=d.
Also gilt
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~ (Vi -0y +75)?
Pi D2 Pkit e Dra—1€XD (T(% ..... R ) t)

d
~ (Viey +e Vi g +11)2
S DL Dhic e Pha—1€XD (T(Ckl,...,kn_l+Ck1,...,kn_1%)— R t)

T—oo 07 j < da
— ]
L j=

~ (Vg ATy 1 +75)3
Pi D>, Dkt Dhy—1€XD (T(Ckl,...,knfl+Ck1,...,kn71%')— e t)

d d
— ~ (Vg Feo Vb )2
=L e Y. Phy et Pho—1€XD (T(Ckl,...,kn,l F Chyo b1 W) — s t)

2
=1 kiyemo1=1
d d 2
~ (Veq o8y 1 +Y5)
20 Pi DL Dkt Dh,—1€XD (T(Ckzl,...,kn_l + Chy ok 1 Vi) — 5 t
=1 Ftyobma=1

d d
~ (Viey +ee Yk, g Y1)
> m Y Pk Pho—1€XD <T(Ck1,,..,kn_1 + Chypop V) — ™ W; L Yf)

]

Abschlieflend lasst sich mit Hilfe des Satzes 9.5 dessen Giiltigkeit fiir eine noch gréfere
Klasse zuldssiger Parameter o zeigen. Zuvor bendétigen wir die nachfolgende Hilfsaussage:

Lemma 9.6

Sei y € R. Die Funktion

e F(T,y+ z)Te (22—1 prveLr (pr, y + x)) pr—i(z)dz
f]R Ty_i_xlang t( )dSU

fra—

ist monoton wachsend, wobei ¢r_; die Dichte der Normalverteilung mit Erwartungswert 0
und Varianz T — ¢ darstellt.

Beweis. Wir definieren

w(T,y, o) == / F(T,y + )T or_(z)dz.
R
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Mit obiger Definition ergibt sich

Je F(T,y + x)Ta (ZZ:l ey Lr (i, y + 35)) or—i(v)dx

fla) =
fR F(T,y+ x)ﬁgoT_t(a:)da:
1 d
= | F(T e Y (o) R — L dz.
/]R (T,y +z)T==pr t(:r)w(T’yﬂ) (;pm T(uk,erl’)) T
Wegen
o 1
= -1
11—« 11—«
erhalt man

(F(T,y+z))" (ZPk%LT(ﬂk, y+ :B)) dz.

k=1

f(a) = / F(T,y+x>1—%soT_t<x>m

Wir setzen

. 1
t = F(T s, (1) ——————
q(t,y,z, o) (T,y + x)T=<pr t(x)wmy’a),

d

O(T,y+x) = (F(T,y+ )" (Z PR Lo (p, y + x)) :

k=1

Der Vorteil dieser Darstellung ist dadurch gegeben, dass aufgrund der Definition von
w(T,y, ) durch den Ausdruck ¢(¢, y, z, @) eine Dichte beschrieben wird und die Behauptung
daher mit Hilfe von Sétzen iiber die stochastische Dominanz erster Ordnung bewiesen
werden kann. Der Beweis verlauft weitgehend analog zum Beweis von Theorem 2 in
[Longo/Mainini, 2016]) und soll der Vollstandigkeit wegen nachfolgend skizziert werden:

Da 7 > 0 fiir alle k£ € {1,...,d} gilt, folgt aufgrund der Definition fiir alle T > 0 sowie fiir
z,y € R:

~

O(T,y +z) > 0.
Sei a; < ap < 1. Dann gilt
q(t, y, z, o) k
Wty zan  CU F(T
q(t,y,z,aq) (t,y, 1, a0)F(T,y + x)",
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wobei

J F(T.y + 2) = or i (a)d
1

Je F(Ty + ) =2 or_y(a)da

1 1

n 1— [6%) 1-— (03]

C(t,y,ar,a) == > 0,

k- > 0.

Da 7 > 0 fiir k € {1, ...,d} gilt, folgt nach Definition, dass die Funktion z — F(T,y + )
monoton wachsend ist. Somit gilt fiir alle x1 < x5:

Q(tayvxb@?) q(t,y,:vg,ag)

q(t,y,x1,00) ~ q(t,y, 2, 0n)
Nach Definition B.3.5 in [Béuerle/Rieder, 2011] gilt somit, dass eine Zufallsvariable mit
der Dichte ¢(t,y, -, a2) eine Zufallsvariable mit der Dichte ¢(¢,y, -, a1) beziiglich der soge-
nannten ,Likelihood Ratio Order* dominiert. Nach [Bauerle/Rieder, 2011], Theorem B.3.6
folgt daraus auch die stochastische Dominanz erster Ordnung dieser beiden Zufallsvariablen.

<

Angenommen die Abbildung x — @(T, y + x) wire ebenfalls wachsend, dann wiirde sich
die Behauptung wegen

oy an) / (T, y+ 2)a(t, .z, n)de < / BT,y + 2)q(t, y, 7 as)dr = F(t,y, az)
R R

aufgrund der Dominanz erster Ordnung mit [Bauerle/Rieder, 2011], Theorem B.3.3 ergeben.
Es bleibt somit die Monotonie der Abbildung x +— ©(T,y + x) zu zeigen. Dazu definieren
wir fir ¢t € (0,7

exp(yry — $77t) exp(Vy — 3%t)
p(t,y, ) = Ft.g) =

y :
2, P (v = 371) s
iz

Dabei sei an den Zusammenhang v, = (ur — r)/o erinnert.

Fir t € (0,7] und y; < y» ist die Funktion

p(tay%/Lk) F(tayl)

p(t, Y1, ) F(t,y2)

wegen F(t,y1)/F(t,y2) > 0 wachsend in py. Da durch den Ausdruck p(t,y, px) erneut eine
Dichte beschrieben wird, ldsst sich mit analoger Argumentation wie oben fiir ¢ € (0, 7] die
stochastische Dominanz erster Ordnung und somit die gewiinschte Aussage folgern:

[ — = exp (Ve(y2 — 1))
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O(t, ;) = (F(t, 1)) (prkllt(uk,yl))

k=1

YeP(t, Y1, o) Dk

Il
ol
a ||M&
[

IN

YeP(t, Y2, L) Dk

ol
—_

= (F(t,92)) " (Zm’mh(wwﬁ)

k=1

)

= (t7y2)'

Somit folgt die Behauptung.

Mit Hilfe des oben gezeigten Lemmas lésst sich der folgende Satz beweisen:

Satz 9.7
Seient >0,y €R, a € [%, 1) und py > r fiir alle k € {1, ...,d}. Dann gilt:

lim 7 (t, 1, ) L pag—r 1
im a) = = ‘
Tooo T\ Y ocl—a) o o(1-— oz)%

Beweis. Nach [Rieder/Bauerle, 2005], Beweis zu Theorem 9, besitzen die Ausdriicke
IN(t,y, ) und TR(t,y, a) auch die Darstellung

F?(t,y,a)Z/F(T,erw)l-let(:z:)drlr,
R

d

R

k=1
Sei v € [%, 1). Dann existieren natiirliche Zahlen ny, ny mit

ny—1 ne — 1
1 <oy

Ay, = >~ >~
ny U

Aufgrund der in Lemma 9.7 bewiesenen Monotonie und da nach Gleichung (9.8) der
Zusammenhang
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2t y, o)

Yty o) = m

gilt, ergibt sich somit fiir alle Endzeitpunkte 7" > 0 die Ungleichheitskette

Yoty any) < p(t y, ) <yp(t Y, am,)-

Durch Grenzwertbildung folgt zusammen mit Satz 9.5

va = lim 7t y, an,) < iminf y7(t, y, ) < limsupyz(t,y, o) < lm (L, y, an,) = 7a
T—o00 T—00 T—o00

T—o00

und somit die Behauptung:
lim ’Yik“(ta Ys Oé) = Vd-
T—o0

Bemerkung 9.8

(i) Wir konnten zeigen, dass das optimale Portfolio im partiell beobachtbaren Bayes-
Marktmodell bei der Wahl geeigneter Parameter gegen ein Portfolio konvergiert,
das strukturell an das optimale Portfolio im beobachtbaren Bayes-Marktmodell
erinnert. In diesem Sinne kann man also sagen, dass der partiell beobachtbare Bayes-
Finanzmarkt im Grenzfall eines beliebig wachsenden Endzeithorizonts gegen den
zugehorigen vollstdndig beobachtbaren Finanzmarkt konvergiert. Dies bedeutet auch,
dass ein Investor in einem solchen unvollstédndigen Modell so handeln kann, als wére
es ein vollstandig beobachtbares Marktmodell, sofern er bereit ist, einen gewissen
Fehler in Kauf zu nehmen und einen groflen Endzeitpunkt 7" zuzulassen. Je grofer
der Endzeitpunkt gewahlt wird, umso kleiner wird dieser Fehler ausfallen.

(ii) Bemerkung 9.4 bleibt auch in der Situation von Satz 9.5 giiltig.

Im Folgenden Kapitel wird gezeigt werden, unter welchen Bedingungen sich die in dieser
Arbeit erfolgten Aussagen und Beweisstrukturen auf diverse zeitdiskrete Finanzmérkte
iibertragen lassen.
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10 Resultate zu Turnpike-Aussagen in zeitdiskreten
Kontexten fiir zeitunabhangige Nutzenfunktionen
mit Definitionsbereich R,

In diesem Kapitel werden wir zeigen, dass sich die Beweisstrukturen der Turnpike- Aussagen
aus den zeitstetigen Kontexten auch auf zeitdiskrete Kontexte iibertragen lassen. Die
Vorgehensweise ist dabei dhnlich zum Vorgehen in den zeitstetigen Finanzmarktmodellen,
es miissen jedoch einige technische Feinheiten beachtet werden. In Abschnitt 10.1.2 wird
exemplarisch der zeitdiskrete CRR-Finanzmarkt zu Grunde gelegt. Im Folgenden wird an
dieses Finanzmarktmodell erinnert.

10.1 Turnpike-Aussagen im Rahmen des CRR-Modells

10.1.1 Modellannahmen

Wir betrachten das T-Perioden-CRR-Modell mit einer Aktie und einem Bond (vgl. fiir
dieses Kapitel auch [Shrevel, 2004] bzw. [Williams, 2006]). Der Parameter T stellt den

By = (1+7)",
wobei t € {0, ..., T} die diskreten Handelszeitpunkte darstellt. Fiir den Aktienpreisprozess

.....

g uSy, mit Wahrscheinlichkeit p,
1) dS,, mit Wahrscheinlichkeit 1 — p,

wobei 0 < d < u, p € (0,1) und Sy > 0 gefordert wird. Nachfolgend ist die Preisentwicklung
der Aktie fiir 7' = 3 dargestellt:

u2 S()
USO

So udSo
dSy

d*S,
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Weiter definieren wir

.....

auf dem Produktraum (2, Fr, P) = <§1 x ... x Qp, P(Q), ]P) . Dabei sei der Wahrschein-

lichkeitsraum fiir die ¢t-te Periode gegeben durch
Q= {u,d}, F =P, P,:=P, wobei P({u}):=p, P{d}):=1-p.
Fir w = (y1, ..., yr) mit y; € {u,d} fir t € {0, ..., T} setzen wir:

P({w}) == Pi({y1}) - - Pr({yr})-

Fiir den Aktienkurs ergibt sich dann
¢
Sp=So[[Yn, te{0,...T}.
n=1

.....

Fo :={0.9},
Fi=0(Y1,...Y,), te€{0,..T},

wobei Fr := P().

Annahme 10.1
Im betrachteten CRR-Modell gelte d < 1 41 < w.

Unter Giiltigkeit der oben getroffenen Annahme ist das CRR-Finanzmarktmodell vollstéin-
dig und arbitragefrei (vgl. [F6llmer/Schied, 2002]). Wie aus der Literatur bekannt ist, ist
das risikoneutrale Mafl  gegeben durch

Q{w}) == Q{y1}) - - - Qr({yr}),

wobei
q, Yy = U,
Q:({we}) =
l—gq, ye=d
mit
1l+r—d
g u—d
Wir definieren die Ma3wechseldichte
dQ
= —
T 4P
sowie 7
Ly =21
T B
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Satz 10.2

Unter den in diesem Kapitel getroffenen Annahmen gilt die ;market growth condition‘ (vgl.
Satz 5.1):
E[Lr] =0, T — oo.

Beweis. Es gilt

E[Lr] =E {—} = i]E[ZT] — (

Somit folgt die Behauptung.

10.1.2 Turnpike-Aussage im CRR-Modells

Wir betrachten erneut zwei Investoren 0 und 1 mit den zugehorigen klassischen Nutzen-
funktionen ug : Ry — Ry und u; : Ry — R, und dem Anfangsvermogen xq > 0.

Das in diesem Abschnitt betrachtete Portfolio-Problem (angewandt auf die jeweilige
Nutzenfunktion w; fir i € {0,1}) ist gegeben durch

sup I [u;(X7)],
)
(Pcrr) X¢ = 0,

..........

Das zugehorige statische Optimierungsproblem lautet (vgl. Abschnitt 2.2.1)

S)gplE [ui(X7)],

(PCRR,statisch) E[LTXT} =X € R+,
X ist Fr-adaptiert.

Im Weiteren bezeichne X} das optimale Endvermégen bei Endzeithorizont T des Investors i.

Fiir die betrachteten Handelsstrategien gelten die Notationen

T

(90:0F7t)t€{0 ----- T} & (<O‘(1)jt’ﬂgjt))te{o ..... T}
T

(‘PlT,t)te{o ..... T} = (((OélT,taﬁlT,tDte{o 77777 T}

Dabei bezeichnet o, die Stiickzahl der Aktie zum Zeitpunkt ¢ bei einem Endhorizont T,
die von Investor ¢ gehalten wird. Mit gt wird die entsprechende Stiickzahl bezeichnet, die
in den Bond investiert wird. Weiter halten wir die folgende Definition fest:
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Definition 10.3

777777777

S S
oL 3 )= (%)

te{l,.,T—1} git:

Unter den hier getroffenen Annahmen lésst sich eine Turnpike-Aussage im CRR-Modell
zeigen:

Theorem 10.4

Es gelten die in diesem Abschnitt getroffenen Annahmen. Weiter gelte fiir die betrachteten
Nutzenfunktionen:

(V1) u; : Ry — R sei strikt monoton wachsend, strikt konkav, zweifach differenzierbar
und erfiille die INADA-Bedingungen und es gelte u;(0) = 0.

(V2) Es gelte
W)

(,similar at infinity").

(V3) Fiir alle Folgen (a,,)nen, (bn)new mit lim a,, = oo, lim b, = oo gelte fiir i € {0, 1}
n—oo n—oo

(,uniform continuity property*):

hm ™ -1 o i %)
n—oo b, n—00 ul(bn)

= 1.

Dann folgt fiir jede Folge (7,)neny € IN mit lim 7, = oo

n—o0

(G1) lmE [LTH‘XOT” _ X

n—00

J=0
und es gilt fiir alle t € IN:
Xoi _ Xii

By B,

(G2)  lim Eq =0,

n—oo

T T
Xor  Xit

(G3) lim =0,

n—ool B, B,
(G4)  lim [lg; — er3l* = 0.
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Beweis. Zu (G1) und (G2): Um diese Turnpike-Aussage zu beweisen wird der zeitstetige
Beweis von Theorem 5.4 modifiziert werden und fiir Folgen (7,),eny € IN angepasst.
Allerdings gibt es bei dieser Beweismodifikation einige technische Feinheiten, die aufgrund
der veranderten Struktur des betrachteten diskreten Finanzmarktmodells beachtet werden
miissen. Wir halten dazu im Vorfeld fest, dass das optimale Endvermogen zum Zeitpunkt T’
aufgrund der Gestalt der hier betrachteten Nutzenfunktionen eindeutig bestimmt werden
kann und durch Xor = Io(LrAor) bzw. X1 = Li(LrAi 1) gegeben ist. Weiter ist
bekannt, dass die Lagrange-Multiplikatoren Aoz > 0 und A; r > 0 eindeutig durch die
Nebenbedingung

E[LrX;r| =9, 1€{0,1} (10.1)

bestimmt sind.

Der Beweis der Behauptungen (G1) und (G2) erfolgt, indem wir in den folgenden drei
Schritten die nachfolgenden drei Behauptungen zeigen:

(1) Fiir jede Folge (T},)new € IN mit lim 7, = oo gilt

n—o0

. Ao,
lim =1.
n—oo ALTH

(2) Fiir jede Folge (T},)new € IN mit lim 7, = oo gilt die Behauptung (G1):
n—o0

lim E [LTn|Il (LTn)\l,Tn> — I()(LTn)\O,Tn)H =0.

n—oo

(3) Fiir jede Folge (T},)new € IN mit lim 7, = oo gilt die Behauptung (G2):

n—0o0

T, T
Xo,t - Xl,t

=0.
By By

hm EQ

n—o0

Nach Satz 5.9 wissen wir bereits, dass die folgenden beiden Eigenschaften gelten:

()
H1 1 =1
(H2) Fiir alle Folgen (z,)nen, (Yn)new mit lim z, =0, limy, = 0 gilt fur ¢ € {0,1} :
n—oo n—oo
I
T R T G
n—00 Y, n—00 [i(yn)

Schritt 1:
Wir zeigen zuerst: Fiir jede Folge (7,)nenw € IN mit lim 7, = oo gilt
n—o0

o1,

lim =1.

n—oo ALTn
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Sei dazu (T),)nen eine beliebige Folge mit lim T, = co.
n—oo

Wegen der Symmetrie dieser Fragestellung ist es ausreichend zu zeigen, dass

lim inf 2072 > 1 (10.2)

n—oo LTn

gilt. Dies zeigen wir durch Widerspruch:

Angenommen die Aussage in (10.2) gilt nicht. Dann existieren eine Zahl § < 1 und eine
unbeschriankte Menge 7 C IN von Endzeitpunkten, sodass fiir alle (7},),en € T gilt:

M < o & >‘O,Tn < 6>\1,Tn‘ (103)

AT,

Fiir den weiteren Beweis benotigen wir die folgenden beiden Vorbemerkungen:

Vorbemerkung (VB1): Zu jedem € > 0 existiert eine Folge (T),eny C 7 mit lim 7 =

n—oo
00, sodass fiir alle n € IN gilt:

P (LT’S,A17T7§ > 6) < 1.

Beweis von Vorbemerkung (VB1):
Angenommen die Behauptung gelte nicht. Dann existiert ein € > 0, sodass es fiir alle
Folgen (T,,)new € 7 mit lim T;, = oo eine Zahl ng € IN mit

n—oo

P (LTnO )\17Tn0 Z 6) =1
gibt. Wir betrachten dann die Folge (fn> mit 7] n = Tntn, und erhalten
neN

(Tn> CcT und lim7, = oco.
neN

n—oo

Somit muss es nach Obigem wiederum eine Zahl n; > ng mit
P (Lfnl)\l,fnl > €> =1
geben. Auf diese Weise ldsst sich eine Folge (7, ), C T konstruieren, fiir die

lim T, = oo firallekeN, P(Lpy Mg, >¢€) =1 (10.4)

k—o0

gilt. Mit dieser Folge ergibt sich dann ein Widerspruch zur Voraussetzung zy > 0:
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g = ]E [LTnk Il (LTnk /\LTnk)]
=K [LTnk L (LTnk )\I,Tnk) Ly, M, > 6}]
< L(OE[Lg, | = 0,k = oo.
Die erste Gleichheit in der obigen Gleichungs-Ungleichungskette ergibt sich dabei aus
den Nebenbedingungen des Optimierungsproblems, die zweite Gleichheit aufgrund von

Gleichung (10.4). Abschlieflend wurde Satz 10.2 verwendet. Somit ist die Giiltigkeit von
Vorbemerkung (VB1) bewiesen.

Vorbemerkung (VB2):

Aus den Voriiberlegungen in den stetigen Kontexten wissen wir bereits (vgl. Beweis zu
Theorem 5.8), dass es Zahlen k > 1 und e > 0 gibt, sodass fiir alle z € (0, €) gilt:

Io((;l')
) >Vk > 1.

Mit Hilfe der beiden Vorbemerkungen lédsst sich nun der erste Schritt zeigen:

Wir wéhlen € > 0 aus der Vorbemerkung (VB2) und die zugehorige Folge (T),eny C T aus
Vorbemerkung (VB1). Unter Annahme der Giiltigkeit von Gleichung (10.3) folgt dann der
erwiinschte Widerspruch:

2o = B [LrIo (L oy )
> E [Lrelo (Lrgdhms) LAz < e}]

(VB2)

> VEE [LT;—G (LTfL/\l,TfL) H{ Ly e < EH (10.5)
= Vkxzo — VEE [LT;LII (LT;)\LT;) H{ Ly e > E}}
> \/EZEO — \/Efl(E)E [LTTEL} — \/EI(),TZ — O0.

Abschlielend wurde Satz 10.2 verwendet. Da k > 1 gilt, ist dies ein Widerspruch. Damit
folgt die Giiltigkeit von (10.2) und somit Schritt 1.

Schritt 2:
Aus Vorherigem (vgl. (5.6)) wissen wir bereits, dass es zu allen Zahlen v > 0 zugehdorige
Zahlen 6., < 1 und e, > 0 gibt, sodass fiir alle z € (0, ¢,) gilt:

Iy (5;1:1:)
Ii ()
In(0~)
Ii(x)

IN IV
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Wir zeigen, dass fiir alle Folgen (7,)nen := (T Jnew mit lim 7}, = oo gilt:
n—oo

hm E [LTn|Il<LTn>\1,Tn) — IO(LTnAO,Tn)H =0.

n—oo

Dazu betrachten wir eine entsprechende Folge (7),)n,eny und wihlen n > Ny € N, sodass

fiir alle n > Ny gilt:

>~

(5 < 0,7,

~ AN,

<

S| =

Damit ergibt sich

lim E [LTn|‘[1(LTn)\17Tn) — ]O(LTn)\O,Tn)|1{LTn>\17Tn Z 67}]

n—oo

< ([1(67) + 10(5767)) E [LTn] — 0,n — 0.

AuBerdem gilt (vgl. Beweis von (5.8))

E (L, | (L1, \.1,) — To(Lr, Mo ) | 1{ L, A m, < €53 < (72 + 29) @o.

Da 7 beliebig ist, folgt die Behauptung. Somit gilt Schritt 2 und damit die Behauptung (G1).

Schritt 3:

Schritt 3 und damit Behauptung (G2) kann analog zu Theorem 5.8, Schritt 3 gezeigt

werden.

Zu (G3): Im zu Grunde liegenden CRR-Modell kénnen bis zum Zeitpunkt ¢ genau 2°
Zusténde angenommen werden. Diese seien durch die Menge {wy, ...,wqt } gegeben. Nach

Behauptung (G1) muss gelten:

7 T
Xor  Xii

By By

2t
1
Eq = 5 2 [t = X{pan|Qcen o
B =

Da zudem fiir alle k und n
’Xo,t{wk}T" — Xl,t{wk}Tn’ >0
sowie Q({wy} > 0 gelten, folgt nach (10.6):

|X0,t{Wk}T" - Xl,t{wk}T”| —0, n— .

Somit ist die Giiltigkeit von Schritt 3 und Behauptung (G3) bewiesen.

Zu (G4): Es sei an dieser Stelle an die Notationen

141

n—oo (10.6)



(e )eeto..ry = (@03 B04)) g 1oy -

(@{?)te{o ..... Tn} = (((Q?Z? ?”;))te{o Tn}’

.....

erinnert. Dabei bezeichnet a 7 die Stiickzahl der Aktie zum Zeitpunkt ¢ bei einem Endho-

rizont T},, welche vom Investor 1 gehalten wird. Mit 5” wird die entsprechende Stiickzahl
beziiglich des Bonds bezeichnet.

Im CRR-Modell gilt dabei (vgl. [Shrevel, 2004] bzw. [Williams, 2006])

7o Nt (W e w) = Xit (Y1, s 9, d))

Qip =

('LL — d)St
und . -
ﬁTn _ UXZ',:—I—I ((y17"'7yt7u)) dXzZl—&—l ((yla"'7yt7d))
o (u—d) By '
Somit ergibt sich nach (G3)

1
gy — af;| < (u—d)S; (X0t (s ooy w)) = Xy (1, pew) |+

‘X&H ((y1, s Y1, d)) — Xﬁzr1 (Y1, ey Yt d)) ‘) — 00,1 — 00.

Damit gilt
h_}m ‘O‘Ot - O‘lt‘ = 0.

Aufgrund der Selbstfinanziertheitseigenschaft folgt dann ebenfalls
3 Tn _ Tn —
nh_>1£10|60,t 51,t| 0.
Somit ergibt sich insgesamt die Behauptung (G4):
. 2 2
Tim ([ — T3 12 = tim ((af - oT3)” + (855 - 8T:)") =

2 2
= (1im Jagy — of3l) "+ (lim |75 - 5531) =0,
— n—oo

Anmerkung 10.5

Die Giiltigkeit der Vorbemerkung (VB1) aus dem Beweis von Theorem 10.4 ist fiir den
Fall, dass man einen diskreten Finanzmarkt betrachtet, zentral. Ansonsten wiirde in (10.5)
der Widerspruch nicht gelingen.
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Bemerkung 10.6

(i)

Nach Theorem 10.4 gilt ebenfalls

G2*) i XOT’Z Xng 0 fiir alle t € N
SR el
(G3*)  lim max |y — ¢1n)* =0, fir alle t € IN.

n—oo s<t,s€IN

Der Vorteil der obigen Darstellung besteht darin, dass es sich um das Aquivalent
zur Formulierung der entsprechenden Turnpike-Aussage im stetigen Fall handelt und
die beiden Theoreme somit besser verglichen werden kénnen (vgl. Theorem 5.4).
Im diskreten CRR-Finanzmarktmodell kann sogar die punktweise Konvergenz der
optimalen Endvermégen der beiden Investoren gezeigt werden, wohingegen sich im
stetigen Fall lediglich eine Aussage iiber die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit treffen
lasst. Die Behauptungen (G2*) und (G3*) ergeben sich direkt aus den Behauptungen
(G2) und (G3), sofern man die endliche Summe mithilfe der Dreiecksungleichung
abschétzt.

Die Behauptung (G1) aus Theorem 10.4 kann unter Annahme der Giiltigkeit der in
diesem Theorem geforderten Voraussetzungen in jedem endlichen, arbitragefreien und
vollstandigen Finanzmarkt gezeigt werden. Die Beweisfithrung bleibt dabei identisch.
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10.2 Beispiel zu Turnpike-Aussagen im CRR-Modell

Abbildung 10.1 zeigt die Funktionen 7' — Ao /A7 und T +— E [Lr| X — XT] fiir die
Parameter u = 1.2,d = 0.9, = 0.1,z = 1 und p = 0.6 im CRR-Modell. Es ist dabei zu
erkennen, dass entsprechend der Aussage von Theorem 10.4 der Quotient der Lagrange-
Parameter gegen den Wert Eins konvergiert. Weiter konvergiert die erwartete absolute
Differenz der Endvermogen gegen den Wert Null.

Abbildung 10.1: Die Funktionen 7"+ :\\T—; (links) und 7' — E [Lp| X7 — X{|] (rechts).

144



Literaturverzeichnis

[Allais, 1953]
M. Allais: Le comportement de I’homme rational devant le

risque, critique des postulates et axioms de [’école Americaine,
Econometrica, S.503-546 (1953)

[Bauer, 2002]
H. Bauer: Wahrscheinlichkeitstheorie, de Gruyter, Auflage: 5
(2002)

[Bauerle/Rieder, 2011]
N. Bauerle, U. Rieder: Markov Decision Processes with Appli-
cations to Finance, Springer (2011)

[Bernard/Chen/Vanduffel, 2013]
C. Bernard, J. S. Chen, S. Vanduffel : Rationalizing Investors
Choice, arXiv preprint arXiv:1302.4679 (2013)

[Bjork/Davis/Landén, 2010]
T. Bjork, M. Davis, C. Landén: Optimal investment unter

partial information, Mathematical Methods in Operations
Research, Vol. 71, No. 2, S. 371-399 (2010)

[Campbell /Hentschel, 1992]
J.Y. Campbell, L. Hentschel: No news is good news: An asym-

metric model of changing volatility in stock returns, Journal
of Financial Economics 31 (1992)

[Chen/Pelsser/Vellekoop, 2011]
A. Chen, A. Pelsser, M. Vellekoop : Modeling Non-Monotone
Risk Aversion Using SAHARA Utility Functions, Journal of
Economic Theory, Vol. 146 (2011)

[Cox/Huang, 1992]
J. C. Cox, C. Huang: A continuous time portfolio turnpike
theorem, Journal of Economic Dynamics and Control 16 (1992)

[Cox/Ross, 1976]
J. C. Cox, S. A. Ross: The Valuation of options for alternative
stochastic processes, Journal of Financial Economics 3 (1976)

145



[Dana/Jeanblanc, 2007]

[Davis, 2004]

R.-A. Dana, M Jeanblanc: Financial Markets in Continuous
Time, Springer (2007)

M. H. A. Davis: Complete-market Models of Stochastic Volati-
lity, Stochastic Analysis with Applications to Mathematical
Finance, Vol. 460, No. 2041 (2004)

[Dybvig/Rogers/Back, 1999]

P. Dybvig, L. Rogers, K. Back: Portfolio Turnpikes, Review
of Financial Studies, Vol. 12, No. 1, S. 165-195 (1999)

[Guasoni/Kardaras/Robertson/Xing, 2014]

[F6llmer /Schied, 2002]

[Hakansson, 1974]

P. Guasoni, C. Kardaras, S. Robertson, H. Xing: Abstract,
classic, and explicit turnpikes, Finance and Stochastics (2014)

H. Follmer, A. Schied: Stochastic Finance - An Introduction
in Discrete Time, de Gruyter (2002)

N. H. Hakansson: Convergence to isoelastic utility and policy
in multiperiod portfolio choice, Journal of Financial Economics

(1974)

[Huang/Zariphopoulou, 1999]

[Hubermann/Ross, 1983]

[Korn, 1997

[Korn/Korn, 1999

[Lakner, 1995]

C.-F. Huang, T. Zariphopoulou: Turnpike behavior of long-
term investments, Finance Stochast. 3 (1999)

G. Hubermann, S. Ross: Portfolio turnpike theorems, risk
aversion, and reqularly varying utility functions, Econometrica
51 (1983)

R. Korn, Optimal Portfolios - Stochastic Models for Optimal
Investment and Risk Management in Continuous Time, World
Scientific (1997)

R. u. E. Korn, Optionsbewertung und Portfolio-Optimierung,
Vieweg, 2. Auflage (1999)

P. Lakner, Utility mazimation with partial information, Sto-
chastic Processes and their Applications 56, S. 247 - 249 (1995)

146



[Lakner, 1998]

[Leland, 1972]

[Liptser/Shiryayev, 2004]

[Longo/Mainini, 2016]

[Jin, 1998)]

[Jin/Zhou, 2008]

[Kahneman/Tversky, 1979]

[Kahneman /Tversky, 1992]

[Merton, 1971,/1973]

[Mossin, 1968]

P. Lakner Optimal trading strategy for an investor: the case
of partial information, Stochastic Processes and their Applica-
tions 76, S. 77 - 97 (1998)

H. Leland: On turnpike portfolios, Mathematical Methods in
Investment and Finance, Amsterdam (1972)

R. Liptser, A. Shiryayev: Statistics of Random Processes, 2.
Auflage, Springer Verlag (2004)

M. Longo, A. Mainini: Learning and Portfolio Decisions for
CRRA Investors, International Journal of Theoretical and
Applied Finance (2016)

X. Jin: Consumption and portfolio turnpike theorems in a
continuous-time finance model, Journal of Economic Dynamics
and Control 22 (1998)

H. Jin, X. Y. Zhou: Behavioral portfolio selection in continuous
time, Mathematical Finance, Vol. 18, No. 3, S. 385-426 (2008)

D. Kahneman, A. Tversky: Prospect Theory: An Analysis of
Decision under Risk, Econometrica, Vol. 47, No. 2, S. 263-292
(1979)

D. Kahneman, A. Tversky: Advances in Prospect Theory:
Cumulative Representation of Uncertainty, Journal of Risk
and Uncertainty 5, S. 297-323 (1992)

R. C. Merton : Optimum consumption and portfolio rules in
a continuous-time model, Journal of Economic Theory, Vol.
3, pp. 373-413; erratum (1973), Journal of Economic Theory,
Vol. 6, pp. 213-214. (1971/1973)

J. Mossin: Optimal multiperiod portfolio policies, The Hournal
of Business 41 (1968)

147



[Pliska, 1986]

[Poterba/Summers, 1986]

[Rieder/Bauerle, 2005]

[Rieger/Wang, 2006]

[Shrevel, 2004]

[Shrevell, 2004]

[Williams, 2006]

S. R. Pliska: A stochastic calculus model of continuous trading:
Optimal portfolio, Mathematics of Operations Research, Vol.
11, No. 2 (1986)

J. M. Poterba, L. H. Summers: The persistence of volatility
and stock market fluctuations, American Economic Review 76
(1986)

U. Rieder, N. Bauerle: Portfolio optimization with unobservable
Markov-modulated drift process, Journal of Applied Probability
42, 362-278 (2005)

M. O. Rieger, M. Wang: Cumulative Peospect Theory and the
St. Petersburg Paradox, Mannheim, Sonder-Forschungs-Bereich
504, No. 04-28 (2006)

S. Shreve: Stochastic Calculus for Finance I, Springer (2004)

S. Shreve: Stochastic Calculus for Finance II, Springer (2004)

R. Williams: Introduction to the Mathematics of Finance,
American Mathematical Society (2006)

148



	Einleitung
	Der Begriff ‚Turnpike‘
	Überblick über den Aufbau dieser Arbeit

	Einführung
	Einführung in den dieser Arbeit zu Grunde liegenden Finanzmarkt
	Das partiell beobachtbare Finanzmarktmodell

	Einführung in die klassische Erwartungswert-Nutzentheorie
	Das Optimierungsproblem im partiell beobachtbaren Finanzmarktmodell

	Einführung in die Choquet-Maximierungstheorie
	Das Choquet-Maximierungsproblem
	Anmerkungen zur Wahrscheinlichkeitstransformation


	Aus dem partiell beobachtbaren Finanzmarkt ableitbare Finanzmärkte und zugehörige klassische Optimierungsprobleme
	Das vollständig beobachtbare Finanzmarktmodell
	Das Optimierungsproblem im vollständig beobachtbaren Finanzmarktmodell
	Das CEV-Modell als Beispiel eines vollständig beobachtbaren Finanzmarktmodells
	Die Rückführung des partiell beobachtbaren Finanzmarktmodells auf das vollständig beobachtbare Finanzmarktmodell

	Der allgemeine Black-Scholes-Finanzmarkt
	Das Optimierungsproblem im allgemeinen Black-Scholes-Modell
	Der klassische Black-Scholes-Finanzmarkt
	Das Optimierungsproblem im klassischen Black-Scholes-Modell

	Abschließende Bemerkungen zu den Finanzmärkten

	Die Turnpike-Theorie früher und heute
	Die Geschichte der Turnpike-Theorie
	Ausgangspunkt und Ziele dieser Arbeit

	Resultate zu Turnpike-Aussagen in diversen stetigen Kontexten für zeitunabhängige Nutzenfunktionen mit Definitionsbereich R+ im partiell beobachtbaren Finanzmarktmodell
	Turnpike-Aussagen im partiell beobachtbaren Finanzmarkt unter Betrachtung des klassischen Erwartungswert-Nutzen-Kontexts
	Turnpike-Aussagen im Kontext der Choquet-Maximierung für den Fall ähnlicher Nutzenfunktionen und gleicher Wahrscheinlichkeitstransformatio-nen
	Turnpike-Aussagen im Kontext der Choquet-Maximierung für den Fall verschiedener Wahrscheinlichkeitstransformationen
	Beispiel für "0365-nahe beieinanderliegenden Wahrscheinlichkeitstransformationen

	Beispiele zur Veranschaulichung von Turnpike-Aussagen in diversen stetigen Kontexten für Nutzenfunktionen mit Definitionsbereich R+
	Beispiel zu Turnpike-Aussagen im klassischen Black-Scholes-Modell im klassischen Erwartungswert-Nutzen-Kontext
	Beispiel zu Turnpike-Aussagen im klassischen Black-Scholes-Modell im Rahmen der Choquet-Optimierungstheorie
	Beispiel zu Turnpike-Aussagen im klassischen Black-Scholes-Modell für "0365-nahe beieinanderliegende Wahrscheinlichkeitstransformatio-nen
	Beispiel zu Turnpike-Aussagen im allgemeinen Black-Scholes-Modell im Kontext der Choquet-Optimierung
	Beispiel zu Turnpike-Aussagen im CEV-Modell im klassischen Kon-text


	Resultate zu Turnpike-Aussagen in diversen stetigen Kontexten für zeitabhängige Nutzenfunktionen mit Definitionsbereich R+ im klassischen Black-Scholes-Modell
	Turnpike-Aussagen im klassischen Kontext für den Fall zeitabhängiger Nutzenfunktionen
	Zusammenhang zu den bisherigen Aussagen über Turnpike-Aussagen im Kontext der klassischen Choquet-Maximierung

	Resultate zu Turnpike-Aussagen im klassischen Kontext für zeitunabhängige Nutzenfunktionen mit Definitionsbereich R im partiell beobachtbaren Marktmodell
	Herleitung der allgemeinen Theorie
	Beispiel zu Nutzenfunktionen mit Definitionsbereich R
	Beispiel zu SAHARA-Nutzenfunktionen

	Aussagen über die Konvergenzgeschwindigkeit bei Turnpike-Aussagen für zeitunabhängige Nutzenfunktionen mit Definitionsbereich R+
	Aussagen zur Konvergenzgeschwindigkeit in diversen stetigen Kontexten für Nutzenfunktionen mit Definitionsbereich R+ im partiell beobachtbaren Finanzmarktmodell für zeitunabhängige Nutzenfunktionen
	Beispiel zur Konvergenzgeschwindigkeit


	Konvergenzaussagen über das optimale Portfolio im Bayes-Marktmodell
	Das Bayes-Marktmodell
	Das Optimierungsproblem im Bayes-Marktmodell
	Optimales Portfolio im Bayes-Marktmodell

	Zusammenhang zwischen der vollständigen und der partiell beobachtbaren Marktsituation im Bayes-Marktmodell

	Resultate zu Turnpike-Aussagen in zeitdiskreten Kontexten für zeitunabhängige Nutzenfunktionen mit Definitionsbereich R+
	Turnpike-Aussagen im Rahmen des CRR-Modells
	Modellannahmen
	Turnpike-Aussage im CRR-Modells

	Beispiel zu Turnpike-Aussagen im CRR-Modell


