AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Phasenfeldmodellierung mechanisch getriebener
Grenzflichenbewegungen in mehrphasigen
Systemen

Zur Erlangung des akademischen Grades
Doktor der Ingenieurwissenschaften
der Fakultit fiir Maschinenbau
Karlsruher Institut fiir Technologie (KIT)

genehmigte
Dissertation

von

Dipl.-Phys. Daniel Schneider

Tag der miindlichen Priifung: 14. Dezember 2016
Hauptreferent: Prof. Dr. rer. nat. Britta Nestler
Korreferent: Prof. Dr.-Ing. habil. Thomas Bohlke

www.kit.edu




Dieses Werk ist lizenziert unter einer Creative Commons Namensnennung —
Weitergabe unter gleichen Bedingungen 3.0 Deutschland Lizenz
(CC BY-SA 3.0 DE): http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/de/



Kurzfassung

Auf der Phasenfeldmethode basierende numerische Verfahren zur Modellierung der mikrostruk-
turellen Evolution haben sich zu einem unentbehrlichen Werkzeug in der Materialwissenschaft
und Physik entwickelt. Die Modelle arbeiten in der Regel auf der mesoskopischen Lingenskala
und liefern durch Abbildung der Grenzflichenbewegung wichtige Informationen zu strukturellen
Verdnderungen in Materialien. Die spezielle Gebietsparametrisierung der Methode erschwert je-
doch das Erfiillen von Sprungbedingungen und die Formulierung der treibenden Krifte an den
Grenzflachen, da sich die scharfe Grenzflache tiber einen volumetrischen Bereich erstreckt. In
der vorliegenden Arbeit werden lokale Homogenisierungsmethoden fiir mechanische Material-
parameter untersucht und Verfahren vorgestellt, die die Erfiillung der Sprungbedingungen an
den diffus parametrisierten Grenzflichen garantieren und die mechanischen Konfigurationskrafte
abbilden. Es werden Methoden fiir infinitesimale sowie fiir finite Deformationen vorgestellt und
am Beispiel des martensitischen Phasenumwandlungsprozesses angewendet. Zu den mechanisch
getriebenen Grenzflichenbewegungen zéhlt auch die Ausbreitung und Entstehung von Rissen. Zur
Untersuchung dieser Prozesse wird ein Multiphasenfeldmodell vorgestellt, dass die Modellierung
der Rissausbreitung in polykristallinen Materialien gekoppelt mit einem Phasenumwandlungspro-
zess ermoglicht. Dieses Modell wird auf ein polykristallines Material angewendet und dabei der
Einfluss des heterogenen Risswiderstands sowie der Grenzflichenenergie zwischen den Festphasen
auf den resultierenden Risspfad demonstriert.

Abstract

Computational models based on the phase-field method have become an indispensable tool for
modeling the microstructural evolution in material science and physics. The models typically
operate on a mesoscopic length scale and provide through describing the interface motion valuable
information about structural changes in materials. The specific parametrization method of the
model complicates to satisfy the jump conditions and the formulation of the driving forces at the
interfaces, since the sharp interface is stretched over a volumetric region. In the present work
local homogenization methods of mechanical material parameters are analyzed and a method
is presented that guarantee the fulfillment of the mechanical jump conditions and reflects the
mechanical configuration forces at diffuse parameterized interfaces. Methods for infinitesimal and
for finite deformations are presented and applied to the martensitic phase transformation process.
The mechanically driven interface motion also include the propagation and development of cracks.
For the study of these processes a multiphase field model is presented to study the crack propagation
in polycrystalline materials coupled with a phase transformation process. The model is applied to a
polycrystalline material and the influence of a heterogeneous crack resistance and the interfacial
energy between the solid phases on the resulting crack path is demonstrated.
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Einleitung

Die Mikrostruktur der meisten Materialien besteht aus Kornern oder Domanen, die sich in ihrer
Struktur, in ihrer Orientierung und in ihrer chemischen Zusammensetzung unterscheiden. Sowohl
die Evolution dieser Korner oder Doménen als auch die daraus resultierende heterogene Mikrostruk-
tur, inklusive méglicher Defekte, haben einen entscheidenden Einfluss auf die physikalischen und
mechanischen Eigenschaften von Materialien [1-3]. Daher ist das Verstdndnis der Mechanismen,
die fiir die Bildung und Evolution der Mikrostruktur und der Defekte in Materialien verantwortlich
sind, in der Materialwissenschaft von grofier Wichtigkeit. Allerdings ist die Bewegung von Grenzfla-
chen ein komplizierter Prozess, bei dem unterschiedliche physikalische Krifte einen Einfluss haben.
Die Phasenfeldmethode bietet hervorragende Eigenschaften, nicht nur zur akkuraten Abbildung
der Grenzflichenbewegung, sondern auch zur Kopplung unterschiedlichster treibender Krifte, die
tiir die Bewegung verantwortlich sind. Daher hat sich diese Methode bei der Modellierung von
mikrostrukturellen Evolutionsprozessen, wie Erstarrung, fest-fest Phasenumwandlung, Wachstum
und Vergroberung von Ausscheidungen, Kornwachstum, aber auch von Rissausbreitung etabliert [2,
4]. Typisch fiir die Phasenfeldmethode ist ein diffuser Ubergangsbereich zwischen den physikalisch
abgetrennten Regionen. Dies ersetzt die explizite Grenzflaichenverfolgung (1, 5], verhindert die
Bildung von grofien Gradienten in den physikalischen Feldern, die zu Instabilitaten fithren konnen,
und macht grof3skalige mikrostrukturelle Simulationen unter Beriicksichtigung der Evolution von
Grenzflichen rechnerisch handhabbar [5].

Im Phasenfeldkontext werden die physikalisch abgetrennten Regionen Phasen genannt. Da es
sich bei den Phasen sowohl um Fest-, Fliissig- oder Gasregionen handeln kann, werden Gebiete
mit mehreren physikalisch abgetrennten Regionen in der vorliegenden Arbeit als mehrphasige
Systeme bezeichnet. An den Grenzflidchen zwischen den Phasen gelten Sprungbedingungen, welche
zur Berechnung von Gleichgewichtszustanden physikalischer Felder erfiillt werden miissen. Des
Weiteren wirken an den Grenzflaichen Konfigurationskrifte, die gegebenenfalls zur Grenzflachen-
bewegung fithren kénnen [6-8]. Die spezielle Gebietsparametrisierung bei der Phasenfeldmethode
mit diffusem Ubergang zwischen den Phasen erschwert das Erfiillen von Sprungbedingungen und
die Formulierung der treibenden Krifte an den Grenzflichen, da sich die scharfe Grenzfliche {iber
einen volumetrischen Bereich erstreckt [9-11]. Dies sind die ersten beiden Kernpunkte der vorliegen-
den Arbeit, wobei der Fokus auf den mechanischen Sprungbedingungen und Konfigurationskraften



Kapitel 1 | Einleitung

liegt. Es werden lokale Homogenisierungsmethoden fiir Materialparameter entwickelt, die garan-
tieren, dass die mechanischen Sprungbedingungen an den diffus parametrisierten Grenzfldchen
erfiillt werden. Dabei werden Homogenisierungsmethoden fiir Festphaseniiberginge sowohl fiir
infinitesimale als auch fiir finite Deformationen vorgestellt und die entwickelten Homogenisie-
rungsmethode fiir Uberginge zwischen Festphasen zu Luft untersucht. Dariiber hinaus werden
Formulierungen der treibenden Krifte entwickelt, die die mechanischen Konfigurationskrifte an
den Grenzflachen reflektieren. Zur mechanisch getriebenen Grenzflaichenbewegungen zahlt auch
die Ausbreitung und Entstehung von Rissen in Materialien. Die Modellierung der Rissausbreitung
in mehrphasigen Systemen mithilfe der Phasenfeldmethode ist ein weiterer Kernpunkt der vor-
liegenden Arbeit. Daher wurde der Titel dieser Arbeit als "Phasenfeldmodellierung mechanisch
getriebener Grenzflichenbewegungen in mehrphasigen Systemen” gewéhlt.

Gliederung der Arbeit

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in acht Kapitel. Das Einleitungskapitel definiert die Kernpunkte
der Arbeit. In Kapitel 2l werden die notwendigen Grundlagen der Kontinuumsmechanik sowie
die verwendeten Methoden der numerischen Mathematik eingefiithrt. Des Weiteren werden in
diesem Kapitel mechanische treibende Krifte auf Grenzflichen gemifl der Vorarbeiten von Eshelby
[12], Johnson [7] und Gurtin [8] hergeleitet. Kapitel befasst sich mit der Phasenfeldmethode.
Hier wird das verwendete Multikomponenten- und Multiphasenfeldmodell von Nestler et al. [13]
vorgestellt, die notwendigen Eigenschaften dieses Modells fiir die weiteren Kapitel abgeleitet und
die Verbindung zu scharfen Grenzflichenmodellen hergestellt. In Kapitel [4 wird nach einer Un-
tersuchung der bekannten Techniken zur Berechnung effektiver Materialparameter eine lokale
Homogenisierungsmethode vorgestellt, welche die mechanischen Sprungbedingungen im schar-
fen Grenzflichenkontext erfillt. Dariiber hinaus werden in diesem Kapitel die mechanischen
treibenden Krifte im Phasenfeldkontext abgleitet und es wird gezeigt, dass diese im scharfen Grenz-
flichenkontext den mechanischen Konfigurationskriften entsprechen. Diese Methoden werden
sowohl fiir Zweiphasen- als auch fiir Mehrphasensysteme hergeleitet, validiert und auf den marten-
sitischen Phasenumwandlungsprozess angewendet. Ein notwendiger Bestandteil des mechanischen
Materialverhaltens sind Plastifizierungseftekte. Fiir die Untersuchung dieser Effekte werden in
Kapitel [5| Techniken zur Berechnung der plastischen Dehnungen im Phasenfeldkontext vorgestellt.
Kapitel [6] befasst sich mit der Modellierung der Grenzflichenbewegung bei finiten Deformationen.
Hier wird eine implizite Methode zur Erfiillung der mechanischen Sprungbedingungen an den
Grenzflichen vorgestellt, validiert und ebenfalls auf den martensitischen Phasenumwandlungs-
prozess angewendet. Die Modellierung der Rissausbreitung wird in Kapitel [7]beschrieben. Nach
einer Untersuchung der bekannten Modelle zur Modellierung der Rissausbreitung unter Verwen-
dung der Phasenfeldmethode wird eine neue Methode zur Modellierung der Rissausbreitung in
mehrphasigen Systemen vorgestellt, validiert und auf die Modellierung der Rissausbreitung in
polykristallinen Gefiigen angewendet. In Kapitel [§ werden die Ergebnisse zusammengefasst und
ein Ausblick gegeben.



Ausgewahlte kontinuumsmechanische und
numerische Grundlagen

Ziele dieses Kapitels sind es, die notwendigen Grundlagen der Kontinuumsmechanik sowie die
verwendeten Methoden der numerischen Mathematik fiir die nachfolgenden Kapitel einzufithren
und die mechanischen treibenden Krifte auf Inhomogenititen, die fiir die Bewegung der Grenz-
flichen verantwortlich sind, abzuleiten. Versetzungen, Leerstellen, Hohlrdume, Risse aber auch
Einschliisse in einem Medium sind Beispiele fiir solche Inhomogenititen. J. D. Eshelby studierte
die Evolution der Inhomogenititen in elastischen Medien und fithrte 1975 einen Tensor ein, der
die wirkenden Krifte auf Inhomogenitdten abbildet [12]. Dieser Tensor ist in der Literatur als
Energie-Impuls-Tensor der Elastostatik bekannt.

Zunidchst werden in diesem Kapitel die Terminologie und Notation notiert. Anschlieflend werden
die n6tigen kinematischen Groflen in Abschnitt[2.2]definiert und in Abschnitt[2.3|die kinematischen
Bilanzgleichungen in reguldren Punkten und auf singularen Flichen abgeleitet. In Abschnitt[2.4]
wird der Energie-Impuls-Tensor der Elastostatik eingefiithrt. Danach wird die Bilanz der Konfigura-
tionskrifte abgeleitet und anschlieflend der Zusammenhang zwischen dem Energie-Impuls-Tensor
und den treibenden Kréften auf Singularititen herausgearbeitet. In Abschnitt[2.5wird die Lineari-
sierung der gewonnenen Zusammenhinge fiir die Anwendung bei infinitesimalen Deformationen
durchgefiihrt und die verwendeten Ansitze der Plastizitatstheorie vorgestellt. Im letzten Abschnitt
dieses Kapitels wird die Finite-Differenzen-Methode zum Losen partieller Differentialgleichungen
eingefiihrt.

2.1. Terminologie und Notation

Die vorliegende Arbeit hilt sich an die Terminologie und Notation von Truesdell und Noll [14].
Auflerdem wird die Einsteinsche Summenkonvention verwendet, d. h. es wird iiber doppelt vor-
kommenden Indizes summiert.



Kapitel 2 | Ausgewahlte kontinuumsmechanische und numerische Grundlagen

Skalare werden nicht hervorgehoben, dagegen werden Vektoren und Punkte fett geschrieben
(a, b, p, P sind Beispiele fiir Vektoren und Punkte). Das innere Produkt (engl. inner product),
auch skalares Produkt genannt, wird durch einen (-), wie bei a - b, gekennzeichnet. Damit lasst sich
der Betrag eines Vektors folgendermaflen angeben |a| = \/a - a. Mittels des Levi-Civita-Symbols

1, bei zyklischen Permutationen der Indizes,
&ijk =4 —L Dbeiantizyklischen Permutationen der Indizes,
0, sonst

wird das Kreuzprodukt zweier Vektoren mit kartesischen Komponenten definiert durch (a x b); =
€ijkaiby. Tensoren sind lineare Abbildungen von Vektoren auf Vektoren und werden grof§ und fett
geschrieben. Aulerdem konnen griechische fettgedruckte Buchstaben ebenfalls Tensoren darstellen
(A, B, 0, € sind Beispiele fiir Tensoren). Das dyadische Produkt a ® b (engl. outer product) zweier
Vektoren ist ein Tensor definiert durch

(a®@b)u=(b-u)a,

fur beliebige Vektoren u. Bildet eine lineare Abbildung einen Vektor auf sich selbst ab, so wird diese
als Einheitstensor I bezeichnet. AT, sp(A), A™! und det(A) sind die Transponierte, Spur, Inverse
und Determinante von A. Das skalare Produkt zweier Tensoren ist definiert durch A- B = sp(ATB).
Damit lasst sich die Norm eines Tensors durch |A| = /A - A angeben. Auflerdem werden folgende
Identitdten notiert:

u-(Av) = (ATu) v
fiir beliebige Vektoren u und v sowie
U-(Av)=(A"U) -V (2.1)

fiir beliebige Tensoren U und V. Tensoren vierter Stufe werden grof3, fett und in kalligraphischer
Schrift geschrieben (C oder S sind Beispiele fiir Tensoren vierter Stufe). Die Multiplikation eines

Tensors vierter Stufe mit einem Tensor zweiter Stufe wird durch (C[E]),; ;= Cijki Ex1 angegeben.

2.2. Kinematik

Betrachtet wird die Bewegung einer dreidimensionalen Mannigfaltigkeit, eine Menge an materiellen
Punkten, die auch als Kérper bezeichnet wird, im euklidischen Raum. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 befindet
sich der Korper in der Anfangsplatzierung oder Bezugsplatzierung. Verschiebt sich der Korper
zum Zeitpunkt ¢ > 0 aus der Ruhelage, so befindet er sich in der Momentanplatzierung. Die
zugehorigen Ortsvektoren der materiellen Punkte werden in der Anfangsplatzierung als X und in
der Momentanplatzierung als x bezeichnet. Die Funktion y(X, t) beschreibt die Bewegung der
Punkte von der Bezugsplatzierung zu der Momentanplatzierung, folglich ist

x=yx(X,t). (2.2)

Die Umkehrfunktion y~'(x, t) = &(x, t) der stetigen Funktion y beschreibt die inverse Bewegung
von der Momentanplatzierung zur Anfangsplatzierung, daher gilt

X=&x,t) = x (1) (2.3)
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Bezugsplatzierung: t = 0

Momentanplatzierung: t > 0
€3

Abbildung 2.1.: Bewegung der materiellen Punkte im euklidischen Raum.

In der Anfangsplatzierung wird das Volumen eines Korpers als V; und in den Momentanplatzierung
als V gekennzeichnet. Die Differenz der zugehorigen Vektoren eines materiellen Punktes zum
Anfangszeitpunkt t = 0 und zum momentanen Zeitpunkt ¢ > 0 wird als Verschiebung

u=x(X,t)-X=x-&x,t)
bezeichnet. Dieser Zusammenhang wird in Abbildung[2.]]verdeutlicht.

Wird eine Feldgrofie yy. (X, t) beziiglich der Anfangsplatzierung ausgedriickt, so bezeichnet man
dies als die Lagrangesche Darstellung. Dagegen ist yg(x, t) die Beschreibung der Feldgrof3e y in
der Eulerschen Darstellung. Unter Anwendung der stetigen Funktionen und folgt fiir die
Umrechnung der Feldgrofien

p(Xot) =y (B 0.0, (e ) = ye(r(X. 0, 0).

Auch die materielle Zeitableitung der Feldgrofle y lasst sich in der Lagrangeschen oder Eulerschen
Darstellung ausdriicken

LX) _ W(Ex0.0) | dn(Exe.t) o

1) = ==5; a1 ox TR 24
. _oye(x,t)  odye(x,t) ox  oyp(x(X,t),t)
G 7 T T ot '

Der erste Term der Zeitableitung in der Eulerschen Darstellung oy (x, t) /9t ist die lokale Anderung
und der zweite Term dyg(x, t)/0x - dx/dt die konvektive Anderung von yg. Damit lassen sich die
Geschwindigkeit v = x und die Beschleunigung

ov(x,t) . ov(x,t) ’

a(x,t)=v(x,t)= o "

(%, 1)

eines materiellen Punktes einfiihren.

Der Gradient der Bewegungsfunktion y(X, t) in der Momentanplatzierung ist ein Tensor zweiter
Stufe und wird als Deformationsgradient bezeichnet
ox(X,t)

F=—o (2.5)
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In der Eulerschen Darstellung wird der Deformationsgradient entsprechend mit dem Gradienten
der inversen Bewegung &(x, t) berechnet. Allerdings ist 0¢(x, t)/dx die inverse Abbildung von
der Momentanplatzierung zur Anfangsplatzierung. Daher gilt fiir den Deformationsgradienten in
der Eulerschen Darstellung

[o&(x,)]"
o[

In der vorliegenden Arbeit werden die rechtsseitigen Ableitungen angewendet, daher ergibt sich
mit kartesischen Komponenten fiir den Deformationsgradienten F;; = dy;/0X; und dessen Inverse
Fl.‘j1 = 0&;/0x;. Fir den Gradienten kann auch die Kurzschreibweise d/0X = Vx oder entsprechend
in der Eulerschen Dastellung d/dx = Vi verwendet werden. Ist die benutzte Darstellung klar
ersichtlich, so wird nur V fiir die 6rtliche Ableitung verwendet.

Die Einfiihrung des Deformationsgradienten iiber eine stetige Bewegungsfunktion impliziert,
dass auch eine Inverse dieser Abbildung existieren muss [15]. Dies bedeutet, dass F eine reguldre
Abbildung ist. Daher existiert eine polare Zerlegung des Deformationsgradienten

F=RU-=VR. (2.6)

Dabei beschreiben U = VF'F und V = VFFT die Streckung eines Volumenelementes und
werden als der rechte und der linke Strecktensor bezeichnet. R = FU™! = V7!F ist der orthogonale
Anteil von F und beschreibt die mittlere Rotation eines Volumenelementes [15]. Des Weiteren lasst
sich der Deformationsgradient in einen Gestaltinderungsanteil F = J~*F und in einen Volumeniin-
derungsanteil J*I zerlegen

F = det(F)*det(F) °F = J°F.

Dabei ist ] = det(F) die Determinante von F. Uber die zeitliche Ableitung des Deformationsgradi-
enten

9% _0%0x 0kdx v
90X 0Xox 0x0X Ox

wird der Geschwindigkeitsgradient L eingefiihrt

L=FF'= " =vv. (2.7)

2.3. Bilanzgleichung auf reguldaren Punkten und singuldren Flachen

Fiir die Herleitung der Bilanzgleichungen wird zunéchst das Reynoldsche Transporttheorem in der
Eulerschen Darstellung gemaf3 [16] notiert

d al,[/E(x, t)
— ,HdV = ———=dV ,Hv-ndA. 2.8
ot /V(t) ye(x.t) /V(t) ot +/;V(t) Ve(x, t)v-n (28)

Es erlaubt, die Zeitableitung eines Volumenintegrals mit einem zeitabhédngigen Volumen V(¢) tiber
ein Volumenintegral der lokalen Anderung von y/(x, t) und dessen Fluss iiber den Rand 0V () mit




Bilanzgleichung auf reguldren Punkten und singulédren Flachen | 2.3

Pillendose

€2

€3

Abbildung 2.2.: Aufteilung des Volumens V (t) in die Teilvolumina V* und V'~ durch die singulére Flache
S(t) und Visualisierung des Pillendosenargumentes.

der Normalen n zu spezifizieren. Des Weiteren wird der Satz von Gaufs, dass ein Volumenintegral der
Divergenz eines Vektorfeldes V - q(x, t) mit dessen Fluss iber den Rand verkniipft [16], notiert

- q(x,0av = [ £) - ndA. 2.9
v A0 N (G (2.9)
Befindet sich in dem Volumen V'(t) eine singulédre Fliche S(t), siche Abbildung[2.2] wird sowohl
das Transporttheorem als auch der Gauf3sche Satz um entsprechende Flussterme durch
die Flache S(t) erginzt. Mit [yg(x, t)] = v (%, t) — 5 (x, t) als dem Sprung von yg(x, t) gemaf
der Abbildung[2.2)folgt fiir das verallgemeinerte Transporttheorem

a al//E(x) t)
— ,0)dV = ———=dVv ,Hv-ndA
ot fV(t) ye(x.1) fV(t) ot +-/;V(t) Ve(x, t)v-n

- ) v - n’dA,
INZCD)

mit n° als der Normalen auf der singuldren Fliche S(¢) und v* als deren Geschwindigkeit. Entspre-
chend wird der Satz von Gauf$ erweitert

Ve q(x,t)dV = /;V(t) q(x,t)-ndA - /S(t)[[q(x, t)] - n’dA. (2.11)

(2.10)

V(t)

Wird das Transporttheorem (2.10) oder der Gaufische Satz (2.11) in der Bezugsplatzierung benétigt,
so lassen sich das Volumenelement mittels dV = J~'dV, und das Flichenelement mittels der
Piola-Transformation

ndA = JF " n,dA, (2.12)

in die Referenzplatzierung tiberfithren (siehe z. B. [15]).

2.3.1. Bilanz der Massen

Die Masse eines Korpers dndert sich nicht in der Zeit. Daher folgt unter Anwendung des verallge-
meinerten Transporttheorems (2.10)

0
0=— ,1)dV
ot fV(t)p(x )

op(x, 1)
= SASLAN v Jt)v-ndA - D) v - ntdA, 2.13
fv(t) ot +Lv(t)p(x Jv-n /;(t)[[p(x v (213)
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mit p(x,t) als Massendichte. Fiir reguldre Korper verschwindet der Sprung [p(x,t)]. Unter
der Forderung, dass die Gleichung (2.13) fiir beliebige Volumina V (¢) gelten muss, und unter
Anwendung des Gauf3schen Satzes (2.9) folgt die Bilanz der Masse in regularen Punkten

dp(xt) |
ot

Fir die Ableitung der Massenbilanz auf singuldren Fliachen S(t) wird das Pillendosenargument
verwendet. Es wird ein pillendosendhnlichen Korper, siehe Abb. mit der Hohe h auf der singu-
laren Fliche S(t) betrachtet und wendet die Bilanzgleichung darauf an. Fiir den Grenzfall
h — 0 verschwindet der erste Term in Gleichung und die beiden Normalen #n und »° fallen
zusammen. Der Fluss durch den Randbereich wird zum Sprung des Flusses auf der singuldren
Flache und es folgt

Ve (p(x,t)v) = 0. (2.14)

= ,t . A_ ,t S‘ s A
0= [, Ioteowlomda~ [ [p(e 0]y n'd

= f [p(x,t)(v—v")] - ndA.
s(t)
Damit ergibt sich fiir die Bilanz der Masse auf singuldren Fldchen

[p(x,t)(v—v)] =0. (2.15)

Fiir den Sonderfall materieller singulérer Flachen sind die Geschwindigkeiten v und v* gleich. Dies
bedeutet, dass es keine Restriktion fiir den Sprung der Masse auf materiellen singuldren Flachen
gibt.

Eine alternative Vorgehensweise fiir die Herleitung der Massenbilanz auf singuldren Flidchen ist das
Ersetzen des Flussterms iiber den Gebietsrand 0V (¢) in Gleichung (2.13), unter Anwendung des
Gauf3schen Satzes (2.11). Es folgt die verallgemeinerte integrale Form der Massenbilanz

op(x,1)
0:/ — : ot dV/ ) (v=v")]-n’dA.
oo o av e [ Dot 0¥
Damit ergeben sich die lokalen Bilanzen der Masse sowohl fiir die reguldren Punkte als auch
auf singuldren Flachen (2.15).

2.3.2. Impuls- und Drehimpulsbilanz

Die Impulsbilanz folgt aus einem der wichtigsten Sitze in der Physik, dem Impulserhaltungssatz.
Dieser wiederum ist eine Folge des dritten Newtonschen Axioms “actio=reactio” das besagt, dass
der Gesamtimpuls eines Systems erhalten bleibt. Gemaf des zweiten Newtonschen Axioms ist die
zeitliche Anderung des Gesamtimpulses eines Korpers gleich der auf dem Korper wirkenden
dufleren Krifte. In der Kontinuumsmechanik wird postuliert, dass dabei zwei Arten von Kriften,
Volumenkrdfte und Oberflichenkrifte, zu berticksichtigen sind.

Die Volumenkrifte werden durch die Kraftdichte pb, die proportional zur Massendichte p und
der Kraft pro Masseneinheit b ist, beschrieben. Die Flachenkraft lasst sich iiber den Cauchyschen
Spannungstensor ¢ in der Eulerschen Darstellung berechnen

f:/avandA:jthdA.
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Dabei greift der Spannungsvektor t auf eine Schnittebene mit der Normalen #n an. Wird das Fla-
chenelement mithilfe der Piola-Transformation (2.12) in die Bezugsplatzierung transformiert, so
folgt fiir die Flaichenkraft

f-= / 6JF T n,dA, = f PndA,. (2.16)
vy oV,

P ist der erste Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor. Wird zusitzlich der Kraftvektor df = tdA
mittels F~! in die Referenzplatzierung transformiert, so folgt der zweite Piola-Kirchhoffscher Span-
nungstensor

S=F'P=F'eJF". (2.17)
Dieser gibt den Spannungszustand in der Bezugsplatzierung an.

Unter Beriicksichtigung der Volumenkraftdichte pb und der Flichenkrifte f ist die zeitliche Ande-
rung des Gesamtimpulses gegeben durch

0
<2 av - f bdV / dA. 2.18
ot /V(t) Py V(t)p ’ v (t) o (2.18)

Mit dem Transporttheorem (2.10) und dem Satz von Gauf$ folgt fur die linke Seite der
Gleichung

0 dopv
<2 dv = / Y gy f -ndA - SpdA (219
ot fV(t) i v(t) Ot " 8V(t)(pV) ov-n S(t)[pv}] ovn @19)

dpv
- PV av+ [ —v)]- n'dA.
/V(t)( o + Vi ((pv)@v)) + S(t)[[pv®(v v)]-n
Entsprechend ergibt sich fiir die rechte Seite von Gleichung (2.18))
dv [ dA:f - 0)dV f *dA. 22
fv(t)pb + v on V(t)(pb+v o)dV + S(t)[o}]n d (2.20)

Unter der Voraussetzung, dass die Impulsbilanz fiir beliebige Volumina gelten soll, sowie unter der
Verwendung der Massenbilanz (2.14)), ergibt sich die Impulsbilanz fiir reguldre Punkte

%+Vx-((pv)®v)=p(%+b’)=pb+Vx-0'. (2.21)

L ist dabei der Geschwindigkeitsgradient (2.7)). Im Sonderfall der Statik ergibt sich die Gleichge-
wichtsbedingung

0=pb+V,-o. (2.22)

Wendet man die Gleichungen (2.19) und auf singuldre Flichen S(¢) mit der Normalen n an,
so folgt die Sprungbedingung fiir den Spannungsvektor ¢

[pve (v-v")]-n=[o]n=[t]. (2.23)
Und im Falle materieller singuldrer Flachen (v = v*) folgt

0 = [t]. (2.24)
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Die Drehimpulsbilanz besagt, dass die zeitliche Anderung des Drehimpulses, bezogen auf einen
festen Punkt, gleich der Summe aller von auflen auf den Korper angreifenden Momente ist. Damit
ergibt sich fiir die globale Drehimpulsbilanz in reguldren Punkten beziiglich eines Punktes p mit
dem Ortsvektor x,

0
ot /V(t)(x —xp) x (pv)dV = fV(t)(x - xp) x (pb)dV + / (x - xp) x ondA. (2.25)

av(t)

Fiir die weiteren Schritte wird ein Vektor y = x—x, definiert und die Identitét V;-((y x (pv)) ® v) =
(yxv)(Ve- (pv)) + y x (pLv) notiert. Damit folgt unter der Berticksichtigung des Transporttheo-
rems (2.10)), des Satzes von Gaufd und der Massenbilanz (2.14), fiir die linke Seite der globalen
Drehimpulsbilanz

% V(t))’ x (pv)dV = fv(t)(%(y x (pv)) + Vi - ((y x (pv)) ®v))dV

- /V(t)(yx (a(gt”) +va) + (yxv)(Vx-(pv)))dV
Lioler )00 s

= dv.
/V(t) py > a

Entsprechend ergibt sich fiir die rechte Seite der Gleichung

bYdV f dA:/ b+V-0)+IxadV,
V(t)yx(p) + aV(t)yxo’n V(t)yx(p +V%-0)+Ixo

wobei (I x 6), = €;jx0;;0j; ein Kreuzprodukt zwischen zwei Tensoren darstellt. Damit folgt fiir die
globale Drehimpulsbilanz (2.25) in reguldren Punkten

/ (yx(pa-pb-V-0)-Ix0g)dV =0.
V(1)

Mit der Impulsbilanz (2.21) verschwindet der erste Term dieser Gleichung und es folgt die lokale
Konsequenz fiir den Spannungstensor in reguldren Punkten

Ix6=0=>0=0. (2.26)

Demnach ist der Cauchysche Spannungstensor symmetrisch. Ausgehend von der Definition des
zweiten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors (2.17) folgt, dass auch dieser symmetrisch ist.
Betrachtet man allerdings den ersten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor (2.17)), so ergibt sich

PF' = FP".
2.3.3. Energiebilanz

Wirme und Arbeit, die einem geschlossenen System zugefiihrt werden, bewirken eine Erh6hung
der kinetischen und inneren Energie des Systems. Mit e als der inneren Energiedichte, w als der



Bilanzgleichung auf reguldren Punkten und singulédren Flachen | 2.3

massenspezifischen Wirmequelldichte, q als dem Wirmestrom sowie der Anwendung des Gauf8schen
Satzes (22.9) ergibt sich fiir die Bilanz der Gesamtenergie in reguldren Punkten

1
%(EP"'HP‘f):PW—Vx-q+pb‘v+Vx‘(0TV)-

Abziiglich der kinetischen Energiebilanz, die sich aus einer Multiplikation der Impulsbilanz in
reguldren Punkten (2.21) mit der Geschwindigkeit v ergibt, folgt die Bilanz der inneren Energie

pée=pw+0o-L-V;-q. (2.27)

Diese Gleichung repriasentiert den ersten Hauptsatz der Thermodynamik (siehe z. B. [17]).

2.3.4. Entropiebilanz und die Clausius-Duhem Ungleichung

Einige thermodynamische Prozesse sind nicht umkehrbar und werden daher als irreversibel be-
zeichnet. Fiir die Charakterisierung der Irreversibilitat dieser Prozesse wird die Entropie

Hy = /VpﬂdV

als eine physikalische Zustandsgrofie iiber einen Volumenintegral der massenspezifischen Entropie
n eingefiihrt. Die zeitliche Anderung der Entropie H,, setzt sich aus einer Entropiezufuhr Z,
und der Entropieproduktion P, infolge irrevesibler Prozesse zusammen. Damit ist die globale
Entropiebilanz gegeben durch

Hy, =Z,1 + Py

Die Entropieproduktion P, ist ein Maf} fiir die Irreversibilitit eines Prozesses und darf nach dem
zweiten Hauptsatz der Thermodynamik nicht negativ sein (siehe z. B.[17]). Damit folgt fiir die
Entropieproduktion

Py=Hy~Z,>0.

In Anlehnung an die Gleichgewichtsthermodynamik wird in der rationalen Thermodynamik die
Entropiezufuhr Z,, angesetzt als

Zn:f%dV+ i %ndA:f%—vx-(%)dv,
1% \%4 \%4

mit T als der absoluten Temperatur (siehe z. B. [18]). Damit impliziert der zweite Hauptsatz der
Thermodynamik folgende Ungleichung

pﬁ+Vx-(%)—%20.

Durch die Beriicksichtigung der Energiebilanz (2.27) wird die Elimination der lokalen Warmezu-
fuhr erméglicht und es ergibt sich

Vqu
pT

L
T —é- ALY (2.28)
p

n
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Diese Ungleichung wird als die Clausius-Duhem Ungleichung bezeichnet. In Hinblick auf die
Formulierung eines thermodynamisch konsistenten Materialmodells, stellt die Clausius-Duhem
Ungleichung eine Restriktion fiir die verwendeten Feldgleichungen dar. Dabei wird bei der
Modellierung haufig die freie Helmholtzsche Energiedichte

f=e-Tny (2.29)
verwendet, mit der die Clausius-Duhem Ungleichung folgende Gestalt annimmt

VxT-q+

. . o-L
—f-Ty- —>0. (2.30)
pT p

Fiir isotherme Prozesse, auf welche sich die vorliegende Arbeit beschrinkt, reduziert sich die
Clausius-Duhem Ungleichung (2.30) auf die Form

pf-a-L<O. (2.31)

Das Gleichheitszeichen in der Gleichung reprasentiert den Gleichgewichtszustand eines
Systems. Nach Gleichung verschwindet in diesem Fall auch die Spannungsleistung ¢ - L. Um
thermodynamische Konsistenz isothermer Prozesse zu gewéhrleisten, muss damit die freie Energie
im Gleichgewicht ein Minimum erreichen.

2.3.5. Kinematische Kompatibilitatsbedingung

Die Bewegung eines materiellen Punktes wird durch die Bewegungsfunktion (X, t) beschrie-
ben. Da y(X, t) fiir ihre bijektiven Eigenschaften stetig sein muss, gilt fir y(X, t) der Satz von
Schwarz [19]

E(E)x(X, t)) 0 (E)x(X, t))

ot\ 09X C 00X ot
. ov(X,t)
F(X,t)= ——22,
(X, 1) X

Dies ist die kinematische Kompatibilititsbedingung in reguldren Punkten.

Wird der Deformationsgradient {iber einen materiellen Bereich eines Korpers mit einer singuldren
Flidche in der Bezugsplatzierung integriert, so folgt unter Verwendung des Gauf3schen Satzes (12.11)

ox(X, 1)
FX,th:/ —dv:f X, ) ® n'dA,.
./v, (X, 5)dV, v, 00X r av,x( ) ®mdA,

Leitet man nun beide Seiten nach der Zeit ab, so ergibt sich

0

0
— [ F(X,t)dV, = — X, t) @ nidA, = ® nidA,. 2.32
ot fv, ( ) ot ./;W, X )on ~/<;V, ven ( )

Fiir das weitere Vorgehen wird die Formulierung des Transporttheorems (2.10)) in der Lagrangeschen
Darstellung benétigt. Da sich das Referenzvolumen V; in der Zeit nicht dndert, muss lediglich
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der Flussterm iiber die bewegte singulére Flache S(t) berticksichtigt werden. Daher folgt fiir die

Gleichung

f aF(X,t)dVr_/ [[F(X,t)ﬂv5~nidAr=/ v® nidA,.
. ot S(t) oV

Angewendet auf die singulére Flache folgt nach [20] fiir die kinematische Kompatibilitdtsbedin-
gung

-[F(X,t)]v' - n; = [v] ® n;. (2.33)

Diese Bedingung wird auch als Hadamardsche Sprungbedingung bezeichnet [15]. Wird die Ge-
schwindigkeit in Normalenrichtung v,, = v* - n; und der Sprung des Deformationsgradienten in
Normalenrichtung a = [ Fn; ] eingefiihrt, dann wird die Hadamardsche Bedingung zu

[v] = -vqa, [F] =a®mn;. (2.34)

2.4. Hyperelastizitat

Ein Materialverhalten wird als elastisch bezeichnet, wenn der momentane Spannungszustand allein
vom momentanen Deformationszustand und von der momentanen Konfiguration abhédngt. Diese
Materialeigenschaft gilt unabhiangig vom gewihlten Bezugssystem und charakterisiert das Cauchy-
elastische Materialverhalten. Zu dem momentanen Deformationszustand kann man allerdings
auf unterschiedlichen Wegen gelangen, daher hangt die von den Spannungen geleistete Arbeit
im Allgemeinen von der Deformationsgeschichte ab. Das Cauchy-elastische Materialverhalten
ist somit nicht konservativ und ihm kann keine eindeutige Potentialfunktion zugeordnet werden.
Eine spezielle Materialdefinition fordert die Reversibilitit einer elastischen Formanderung. Dieses
Materialverhalten wird als Green-elastisch oder hyperelastisch bezeichnet. Die Reversibilitdt des
Deformationsprozesses setzt die Existenz eines Potentials voraus, aus dem man den aktuellen
Spannungszustand bestimmen kann [21]. Dieses Potential ist ein Mafd fiir die gespeicherte elastische
Energie und wird als Formdnderungsenergiedichte W bezeichnet. Sofern nicht ausdriicklich darauf
hingewiesen wird, wird in Rahmen der vorliegenden Arbeit die Forménderungsenergiedichte W
als der elastische Beitrag der freien Helmholzschen Energiedichte verwendet.

2.4.1. Gleichgewichtsbedingung der Formanderungsenergiedichte in regularen
Punkten

Unter Beriicksichtigung der Konfiguration ist die Formdnderungsenergiedichte W (x, F, X) als
elastischer Beitrag der freien Helmholzschen Energiedichte im Allgemeinen von der aktuellen
Lage x, von dem Deformationsgradienten F und von der urspriinglichen Position im Medium
X abhingig. Mit x = y(X) und F = 9x(X)/0X = Vx x(X), nach Gleichung und in der
Lagrangeschen Darstellung, ist das Potential eine Funktion von der Bewegungsfunktion y(X),
deren ortlichen Ableitung Vx y(X) und der urspriinglichen Position X. Die Formdnderungsenergie
eines Korpers mit dem Volumen V; ist gegeben durch

E((X)) = [ W (x(X), Wxx(X), X) dV. (2.39)

13
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Nach der Clausius-Duhem Ungleichung isothermer Prozesse muss im Gleichgewicht die
freie Helmholzsche Energie ein Minimum erreichen, um thermodynamische Konsistenz zu ge-
wihrleisten. Damit ist im vorliegenden Fall das Minimum der Formanderungsenergie als
dem elastischen Beitrag der freien Helmholzschen Energie unter Variation der Bewegungsfunktion
x(X) gesucht. Angenommen x(X) minimiert das Funktional (2.35)), dann ist eine kleine Stérung
von x(X) durch §x(X) = én(X) gegeben. Dabei ist ¢ ein infinitesimaler, skalarer Wert und #(X)
ist eine differenzierbare Funktion mit der Bedingung, dass # am Rand 0V, verschwindet. Mit der
angebrachten Storung wird das Funktional zu

E(x+¢én) = /V W (x+én Vx(x+én),X)dV,.

Damit ist die Forménderungsenergie E eine Funktion von é. Mit y:(X) := x(X) + dx(X) =
x(X) + én(X) folgt fiir das Minimum der Energie

JE(xe(X) | _
L

Fiir das Losen dieser Gleichung wird zunichst die Ableitung der Energie nach dem skalaren Wert é

betrachtet
JE _ / OW (xe» Vaxe X) Oxe  OW (Xe» Viexeo X) OV xe | 4,
0é a oxe 0é OVx Xe 0é ’
OW (xe Vxxe, X) W (xe Vixxe> X)
= + \Y, dv.,.
’/r( oxe ’1 oVx X& X ’

Mit partieller Integration des zweiten Teils und der Bedingung, dass # auf dem Rand 9V, verschwin-

det, folgt
J0E ow ow ow
- - v, - n,dA,
5 fv,(axé" (VX avxxé)") “ L ovx "

—f 9 o -2 \waav
\oxe X avy ) 1

Mit der Forderung, dass die Gleichgewichtsbedingung fiir beliebige # erfiillt sein muss, ergibt sich
fiir das Minimum des Funktionals

SE(x) . _ [aE(Xé(X)’VAXXé(X)’X)] o

ox 0é

0 0
_ 9w W (x2(X), Ve (X), X dv, =0
Jo (o o) W 60 w0, 30w

(77 o ) W G0, 5x (X0, %) 0. (230

Dabei ist 0E/Jx die Variation von E nach x [22]. Befindet sich ein System im Gleichgewicht, muss
die Variationsableitung verschwinden. Daher muss fiir ein Gleichgewicht gelten

oW (x(X), xx(X), X) _ % oW (x(X), Vx x(X), X)
Iy oVx X
W (x,F, X) dW (x,F,X)
e oy
ox oF

(2.37)

14
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Diese notwendige Bedingung fiir ein Minimum eines Funktionals, das von einer Funktion und
deren Ableitung abhéngt, wird als Euler-Lagrange-Gleichung bezeichnet [22]. Daher ist die Be-
dingung die Gleichgewichtsbedingung fiir die Forménderungsenergiedichte W (x, F, X) in
reguldren Punkten [15].

2.4.2. Energie-Impuls-Tensor der Elastostatik

Wie in Abschnitt besprochen, ist die Formédnderungsenergiedichte im Allgemeinen eine
Funktion der aktuellen Lage x, der urspriinglichen Position im Medium X und des Deformati-
onsgradienten F. Ausgehend von der expliziten Abhiangigkeit von der urspriinglichen Position im
Medium X berechnete J. D. Eshelby den Energie-Impuls-Tensor. Die explizite Abhdngigkeit wird
durch

oW(x,F,X)

X (2.38)

expl.
notiert. Wobei (expl.) bedeutet, dass bei der Ableitung die tibrigen Variablen x und F konstant
gehalten werden. Fiir die Ableitung (2.38) resultiert komponentenweise
oW oW dx; . oW OF; . ow
0X; 0x; 0X; OF;j0X; 90X

, (2.39)
expl.

dx;/0X; sind nach Gleichung die Komponenten des Deformationsgradienten F;;. Ausgehend
vom Gleichgewichtszustand folgt fiir die Euler-Lagrange-Gleichung (2.37) komponentenweise

ow_ o ow
ax,- aX] aF,‘j

Unter zusétzlicher Verwendung der Identitat ergibt sich fiir Gleichung (2.39)
ow (2 aw), ow (aFy) ow

ox; \oX;oF;) " aF;\ox,)  oX

expl.
F Yow (o ow\ ow

=\ === +Fil===— |+ ==
aX] aF,‘j aX] aF,‘j aX]

L0 (aw), aw

Cox;\ MoF; ) ax

expl.

expl.
Mit 0W/9X; = 9/0X;(W§;;) fiir die linke Seite, folgt fiir den expliziten Gradienten von W

ow
g )
i

aw
X,

P
X ( lj

expl.

le

Der Ausdruck in den Klammern ist der Energie-Impuls-Tensor der Elastostatik X[12]. Dieser wurde
1975 von J. D. Eshelby auf dhnliche Weise abgeleitet. Daher wird X in der Literatur auch als Eshelby-
Tensor bezeichnet. In der Tensordarstellung nimmt X folgende Form an

W

X=WI- .
oF

(2.40)

15
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2.43. Leistungskonjugierte Verzerrungs- und Spannungsmafle

Gemaif der Definition von hyperelastischen Materialien ist die Forménderungsenergiedichte W
ein Potential, aus dem man den Spannungszustand eindeutig bestimmen kann [21]. Entsprechend
den Abhingigkeiten von W muss auch die Funktion zur Berechnung der Spannungen p(y, F, X)
von der aktuellen Lage y, von dem Deformationsgradienten F und von der urspriinglichen Po-
sition im Medium X abhdngen. Wird das Prinzip der Spannungsinvarianz unter superponierten
Starrkorperbewegungen [16] ausgenutzt und wird eine Translation ¢ und eine Rotation R* als
Starrkorperbewegung betrachtet, so muss folgende Relation fiir die Spannungsfunktion gelten

p(R*y+ ¢, R*F,X) = R*p(x, F, X)R'.

Fiir den Sonderfall R* = I folgt, dass p unabhéngig von y sein muss. Um die Eindeutigkeit der
Formianderungsenergiedichte zu gewidhrleisten, muss auch diese unabhingig von der momentanen
Lage y sein. Somit ist die Formédnderungsenergiedichte

W = W(F,X) (2.41)

eine Funktion des Deformationsgradienten F und der urspriinglichen Position im Medium X. Mit
der speziellen Wahl R* = R" und der polaren Zerlegung des Deformationsgradienten (2.6) folgt

p(R"F,X) = p(R"RU,X) = p(U,X) =R p(F,X)R.

Dies impliziert, dass sowohl die Spannungsfunktion p(U, X) als auch die Formdnderungsenergie-
dichte W(U, X)) alleine durch Verzerrungen U oder V beschrieben werden konnen. Eine solche
Darstellung der Materialgleichungen wird als reduzierte Form bezeichnet.

Die Leistungsdichte ist die zeitliche Anderung der Energiedichte, folglich ist die Spannungsleistung
P die zeitliche Anderung der Forménderungsenergiedichte W. Wird die allgemeine Darstellung
der Formédnderungsenergiedichte W = W (F, X) betrachtet, ergibt sich fiir die Spannungsleistung

P:W:aa—‘:j-F:]a-L:]a-FF_I:]aF_T-F. (2.42)

Es folgt fiir die Cauchysche Spannung und fiir den ersten sowie den zweiten Piola-Kirchhoffschen
Spannungstensor (siehe Gl. und fur die Umrechnung der Spannungsmafie)

C1OW(E.X) 1

g p- oW (F, X)
J OF ’ -

LOW(F, X)
JF '

, S=F
oF

(2.43)
Unter Beriicksichtigung der Gleichung (2.42)) und der Voraussetzung der reduzierten Form, kdnnen
Spannungsmafle und zugehorige kinematische Variablen bestimmt werden. Diese werden als
leistungskonjugiertes Paar bezeichnet und werden fiir Definitionen von konstitutiven Gleichungen

verwendet. Ein Beispiel fiir ein solches Paar ist der zweite Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor
S (2.17) und der Greensche Verzerrungstensor

E-= %(FTF -1). (2.44)
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Das entsprechende physikalisch lineare und geometrisch nicht lineare Materialgesetz ist das
St. Venant-Kirchhoff-Gesetz (siehe z. B. Bertram [16])

S =C[E]. (2.45)

Den linearen Zusammenhang zwischen der Referenzspannung § und der Greenschen Dehnung E
beschreibt der Steifigkeitstensor C.

Bei der Gleichung handelt es sich um eine physikalisch lineare und geometrisch nicht lineare
konstitutive Gleichung. Der lineare Zusammenhang hingt stark von der Wahl der Spannungs- und
Dehnungsmafie ab. Bei den vielen existierenden hyperelastischen konstitutiven Gleichungen haben
Bertram et al. [23] gezeigt, dass die resultierende Formédnderungsenergiedichte der konstitutiven
Gleichungen in reduzierter Form nicht konvex ist. Daher fithren die Materialgesetze zu Instabilitdten
bei grofien Dehnungen [16].

2.4.4. Bilanz der Konfigurationskrafte

In Abschnitt wurde gezeigt, dass die Forderung der thermodynamischen Konsistenz und
somit des Minimums der freien Helmholzschen Energie in reguldren Punkten im rein elastischen
Fall zu der Euler-Lagrange-Gleichung fithrt. In Abschnitt[2.4.3) wurde abgeleitet, dass die
Forménderungsenergiedichte W als mechanischer Beitrag der freien Helmholzschen Energie unab-
héngig von der momentanen Lage im Medium sein muss. Des Weiteren wurde in diesem Abschnitt
gezeigt, dass die Ableitung der Forménderungsenergiedichte W nach dem Deformationsgradienten
F zu den Spannungsmafen fiihrt (siehe Gleichung (2.43))). Unter Beriicksichtigung der Gleichun-
gen (2.36), (2.41) und (2.43) folgt fiir die Variation der Formanderungsenergie eines regularen
Koérpers mit dem Volumen V,

50 = [ IWEX) o ydV, (2.46)

Vi oF
- er “Vx-P-0ydV, + /;v, POy - n,dA,
- [ %P oxav;.
v,
Mit §y als Variation der Bewegungsfunktion y und unter Beriicksichtigung, dass § y am Rand 0V,
verschwindet, wie in Abschnitt besprochen.

Fiir die Bestimmung eines lokalen Kriteriums des Energieminimums auf singularen Flachen wird
ein Korper betrachtet, der durch eine singulare Fliche S in zwei Teilvolumina V" und V™ geteilt ist,
wie in Abbildung[2.2) dargestellt ist. Die Forménderungsenergie des Korpers ist gegeben durch

E(x,S) = fw W (F, X)dV; + /Vf W (F, X)dV;. (2.47)

Die Variation der singuldren Fliche S(X) ist die Variation eines jeden Punktes auf der singuliren
Fliche in Richtung deren Normalen n®. Mit einem gestorten Ortsvektor X; := X + év; ist die
Variation der singuldren Fliche S(X;) gegeben durch

a % s s
0S = [%Xé ‘n ]é:o =[vi-n']._,.

17
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Unter Anwendung des verallgemeinerten Transporttheorems (2.10) folgt fiir die Variation der
Forminderungsenergie (2.47) nach der singuldren Fldche

SE(S) :—/;[W(F,X)}]vg-nﬁdA,:—'/;[W(F,X)}](SSdAr,

wobei die zeitliche Ableitung durch die Ableitung d/0é ersetzt wurde. Mit diesem Resultat und der
Gleichung (2.46) fiir die Variation der reguldren Teilkorper V+ und V™~ ergibt sich fiir die totale
Variation der Formanderungsenergie (2.47)

ow ow
SE(x.S) = /V+(¥)-Vx6xd\/,+/Vi(ﬁ)-vx(?der—fs[[W}]éSdA,

=/ —VX-P-5der+/ “Vx-P-6xdV,
v Vo
- f [Pns - 8x]dA, - f [W]8SdA,.
S N

Fiir die Charakterisierung des Variationssprungs [ 8 x| wird die Hadamardsche Bedingung (2.33)
verwendet. Mit einer Ersetzung der zeitlichen Ableitung durch d/0¢ und einer Multiplikation der
Gleichung mit n} auf der rechten Seite folgt

(vl @ m)m, = v -m[Fln;
[v] = —v* - n;[F]n;
[0x] = -6S[Fn;]. (2.48)

Unter Anwendung der Gleichung und der Identitat [ fg] = [ f]{g) + (f)[g], wobei (f) =
(f* + f7)/2 der Mittelwert der Grofie f ist, ergibt sich fiir den Sprung

[Pn: - 5x] = [Pn3]-(8x) + (Pms) - [8x]
- [Pni] - () - (Pnl) - [Fn}]5S.

Damit resultiert gemaf} Gurtin [24}[25] fiir die totale Variation der Formdnderungsenergie

-0E(x,S) = /V+ Vx-P-0xdV, + /V_ Vx - P-8xdV,
v [IPn5]- (83 + (IW] - (Pm) - [Fm;])8SdA,.

Unter der Forderung, dass E(, S) = 0 fiir beliebige und voneinander unabhingige Variationen
von Jx und &S gelten muss, folgen die Gleichgewichtsbedingungen in reguldren Punkten und
singuldren Flachen. Fiir reguldre Punkte resultiert

Vx-P=0.
Fiir singulédre Flachen folgt das Kriftegleichgewicht

[P]n;=0 (2.49)
und eine zusitzliche Bedingung

[W] - [Pn;-Fn;] =0. (2.50)
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Diese zusitzliche Bedingung ist in der Literatur als Maxwell-Relation bekannt [8}24] und wurde
1981 von James [26] eingefiihrt. Verwendet man den Eshelby-Tensor (2.40), dann ist die Maxwell-
Relation dquivalent zu

n,-[Z]n; =0

nS - [WI-F Plni=0
[W] - [Fn; - Pn;] =0. (2.51)
Die Bedingung ist die energetische Gleichgewichtsbedingung auf singuldren Flachen. Die
Hadamardsche Bedingung impliziert, dass der Sprung von F in tangentialer Grenzflachen-

richtung ¢ verschwindet ([ F]J# = 0). Damit ist auch ¢ - [2]n; = 0. Daher kann die Gleichgewichts-
bedingung nach [8]] verallgemeinert werden zu

[Z]n; = o0.

Fiir eine Ableitung der energetischen Gleichgewichtsbedingung, unter Beriicksichtigung der Grenz-
flichenenergie, muss die Formanderungsenergie des Systems (2.47) entsprechend mit

dA,
Sy

erweitert werden. y ist dabei die Energie der Grenzflache pro Flacheneinheit. Die Variation der
Grenzfliche, bezogen auf die Referenzgrenzfliche, wird nach Johnson [27] durch die Integration
der doppelten mittleren Krimmung « = Vx - n, beriicksichtigt. Der Zusammenhang ist auch als die
Young-Laplace-Gleichung bekannt. Damit folgt fiir die totale Variation der Formanderungsenergie

“6E(x,S) = fw VX-P-@de,-F/V; V- P-8xdV,
N /;[[Pni] A(8x) + (n5- [E]nS + yx)6SdA,.
Die resultierende energetische Sprungbedingung auf singuldren Flachen wird damit zu
n, - [Z]n; + yx = 0. (2.52)

Die Gleichung wird als Bilanz der Konfigurationskrifte bezeichnet [8]]. Vernachlassigt man
die chemischen Konfigurationskrifte, so wird die Gleichung dquivalent zu der verallgemei-
nerten Gibbs-Thomson-Gleichung, die 1986 von Johnson [27] abgeleitet wurde. Die Gibbs-Thomson-
Gleichung bilanziert alle wirkenden Konfigurationskrifte auf Inhomogenitéten in einem Koérper.
Nach [29]] sind die gesamten Konfigurationskrifte auf Inhomogenititen gegeben durch

f = f TnidA,.
S

Wobei fs als generalisierte Kraft auf Inhomogenitaten bezeichnet wird.

2.5. Geometrische Linearisierung

In Falle von infinitesimalen Verformungen ist eine geometrisch lineare Beschreibung der Kor-
perbewegung moglich. Die Charakterisierung infinitesimaler Verformungen geschieht durch den
Verschiebungsgradienten

H=vxu=F-1.

19
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Wird die Bedingung
|H=VH-H<«1

erfillt, so ist die geometrische Linearisierung zulassig. In diesem Fall sind die Gradienten in der
Lagrangeschen und Eulerschen Darstellung nahezu dquivalent (siehe z. B. [16])

Vx = WF = (H+1) » V.

Daher wird in der vorliegenden Arbeit bei geometrisch linearer Beschreibung V fiir den Gradienten
verwendet. Da die Gradienten in der Lagrangeschen und Eulerschen Darstellung nahezu dquivalent
sind, miissen die Verzerrungen des Gitters vernachldssigbar klein sein. Dies bedeutet, dass auch
die konvektiven Anteile der zeitlichen Ableitung (siehe (2.4)) vernachlissigbar klein sind. Die
Zeitableitung einer Feldgrofle y reduziert sich zu

dp(x,t)  oyp(x.t) ox  yg(x,t)
ot 0x ot ot

ye(x,t) =

Aus diesem Grund muss nicht mehr zwischen der Lagrangeschen und Eulerschen Betrachtungs-
weise unterschieden werden. Die Massenbilanz (2.14) reduziert sich zu p(x, t) = const. Und fiir
die Impulsbilanz (2.21) folgt

.. du ,
py=pii=p= s = pb +div(o).

Der Greensche Verzerrungstensor (2.44)
1o _1 T T 1 T 2
E= (F'F-1)= (H+H +HH)~ (vu+ (vu)') + O(H)

kann in einen linearen Anteil und einen Anteil der Ordnung O(H?), der fiir die korrekte Beschrei-
bung von Drehungen notwendig ist, aufgespalten werden. In Falle von infinitesimalen Verformun-
gen konnen alle quadratischen Anteile vernachldssigt werden und der Greensche Verzerrungstensor
wird zum infinitesimalen Verzerrungstensor

£:= %(H + HT) = %(Vu + (Vu)T) =sym(Vu), (2.53)
der von Cauchy in der klassischen Elastizitdtstheorie eingefiihrt wurde [20]. Auch der Henckysche
Verzerrungstensor sowie alle geometrisch nichtlinearen Verzerrungstensoren stimmen in diesem
Fall mit dem linearen Verzerrungstensor iiberein [16]. Wie in Abschnitt[2.2beschrieben, lasst
sich der Deformationsgradient F polar zerlegen (siehe (2.6)). Mit F = I + H und der Taylorreihe
tiir /1 + x (siehe z. B. [19]]) folgt fiir den rechten Strecktensor

1
U=VFE~I+ z(H+HT) +O(H?) = I +&+O(H?)
und fiir den Rotationstensor

R=FU 'w~1I+ %(H—HT) +O(H?) = I+ w+ O(H?).
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w ist dabei der infinitesimale Rotationstensor. Damit folgt fiir den Deformationsgradienten in der
geometrischen Linearisierung

F=RU~I+¢+w+O(H).

Die Spannungsmafle konnen in einer geometrisch linearen Naherung durch die Cauchysche Span-
nung approximiert werden. Mit F' ~ I — H ~ I und ] = det(F) ~ 1 folgt fiir den ersten (2.16) und
zweiten (2.17)) Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor
P=JoF " ~o(I-H) " ~o, (2.54)
S=JF'6F " ~(I-H)o(I-H) ~o.

Daher reduzieren sich die physikalisch linearen und geometrisch nichtlinearen konstitutiven
Gleichungen zum geometrisch und physikalisch linearen Hookeschen Gesetz (siehe z. B. [30])

o =Cle]. (2.55)

Aufgrund der Symmetrie der Cauchyschen Spannung (siehe Gl. (2.26)) und der Symmetrie des
infinitesimalen Verzerrungstensors kann nach George Green (1793-1841) die Komplexitit
des Steifigkeitstensors C von 81 auf 21 unabhingige Konstanten reduziert werden. Gabriel Lamé
(1795-1870) wies darauf hin, dass im Falle der Isotropie nur zwei Materialkennwerte A und u

notwendig sind. Diese werden als Lamésche Materialparameter bezeichnet. Und das Hookesche
Gesetz (2.55) reduziert sich zu

o = Asp(&)I +2ue.

Die Laméschen Materialparameter werden aus dem Youngschen Modul £ und der Querkontrraktion
v bestimmt

- vE &
Ta-na-2) M aawy

Die Hadamardsche Bedingung (2.34) kann folgendermafien umgeschrieben werden
[F]=[H]=aQ®n;.

Im geometrisch linearen Fall sind die Normalen der singuldren Fliche n; und n® ungetéihr gleich.
Daher folgt fiir den Sprung der infinitesimalen Dehnung

1
[e] = E(a®n5+ns®a). (2.56)
Mit der Gleichung und der Sprungbedingung [o ]n® = 0 (siehe Gl. (2.24))) ergibt sich fiir die
Sprungbedingung der Konfigurationskrifte

n'-[Z]n’ = —yx (2.57)
[W]-n*-[Fo]n’=—yx
[W]-[F]n’- - on’ = -yx.

21
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Unter Ausnutzung der Symmetrie des Cauchyschen Spannungstensors kann gemaf3 25} 31] im geo-
metrisch linearen Fall die Sprungbedingung der Konfigurationskrafte (2.52)) wie folgt approximiert
werden

[W] - [e]n’-on® = —yx. (2.58)

Diese Gleichung stellt die Bilanz der mechanischen Konfigurationskrifte und der Konfigurations-
krafte der Grenzfliche fiir infinitesimale Verformungen dar.

2.5.1. Reduktion auf zwei Dimensionen

Das dreidimensionale Modell des elastischen Korpers kann mittels Symmetrieannahmen auf
zwei Dimensionen reduziert werden. Verschwindet die Spannung in eine Richtung, z. B. in Z-
Richtung, was bei einer diinnen Scheibe der Fall ist, so verschwinden auch entsprechend die
Spannungskomponenten 0, = 0x; = 0y, = 0. Dieser Fall wird als ebener Spannungszustand (ESZ)
bezeichnet. Ein ebener Verzerrungszustand (EVZ) liegt vor, wenn die Verschiebungskomponente in
eine der Raumrichtungen, z. B. die Z-Richtung u,, verschwindet. Damit gilt auch €., = &, = ¢,.. Ein
solcher Zustand tritt bei mechanischen Systemen auf, bei denen sich die Belastung in Z-Richtung
nicht dndert und bei denen eine Lagendnderung in Z-Richtung verhindert wird. Ein dickes Rohr
unter Innendruck, das sich in Langsrichtung nicht ausdehnen kann, ist ein geeignetes Beispiel.

2.6. Plastizitatstheorie fiir infinitesimale Deformationen

Beim Uberschreiten von kritischen Spannungen und damit verbundenen Deformation kann es
in Materialien zu irreversiblen Verformungen kommen. In diesem Fall wird von plastischen De-
formationen gesprochen. Auf atomarer Skala sind diese Deformationen an die Bewegung der
Ebenen des Kristallgitters gegeneinander gebunden. Fiir eine genauere Beschreibung der Plastifizie-
rungsmechanismen wird auf Standardliteratur wie z. B. Gottstein [32] verwiesen. Im Folgenden
werden nur die im Rahmen der vorliegenden Arbeit verwendeten phianomenologischen Ansitze zur
mathematischen Beschreibung der Plastifizierung fiir infinitesimale Deformationen besprochen.

Unter der Annahme von infinitesimalen Deformationen ldsst sich der Dehnungstensor
=&+ &p

additiv in einen elastischen &, und einen plastischen &, Anteil zerlegen. Damit ergibt sich fiir die
konstitutive Gleichung (2.55)

0 =Cle—¢p]

und entsprechend fiir die Forménderungsenergiedichte

W(e, &) = %(s —&1) - Cle - &p1].



Plastizitatstheorie fur infinitesimale Deformationen | 2.6

2.6.1. FlieBfunktion und Verfestigung

Flieffunktionen vereinen den vorliegenden Spannungszustand mit einem charakteristischen Span-
nungsgrenzwert des Materials. Im Allgemeinen ist dieser Spannungsgrenzwert anisotrop und
zug-druck abhdngig. Wird ein isotropes und zug-druck unabhéngiges Materialverhalten angenom-
men, so kann der Spannungsgrenzwert durch die von Mises-FliefSbedingung or = Omises charakte-
risiert werden. Dabei ist or die FliefSsspannung und die von Mises-Vergleichsspannung ist wie folgt

definiert
3
Omises = Ela |7 (2-59)

mit ¢’ = 0 — (sp(o)/3)I als deviatorischen Spannungsanteil. Im dreidimensionalen Hauptspan-
nungsraum definiert die FliefSbedingung eine Flief$fliche. Liegt ein Spannungszustand auf der
Flie3fldche, so tritt plastische Deformation ein. Spannungszustande auflerhalb dieser Flief3flache
sind bei ratenunabhéngigen Plastizititsmodellen nicht méglich.

Verfestigungsgesetze definieren die Entwicklung der Flief3fliche in Abhangigkeit des plastischen
Verformungszustandes. Sie andern die Grofle, Lage und Form der Flief3fliche im Hauptspannungs-
raum und gehen in die Fliefffunktion mit weiteren Verfestigungsparametern ein. Man spricht
von idealer Plastizitéit, wenn sich die Flief3flache nicht dndert. Ein kinematisches Verfestigungs-
gesetz andert die Lage und ein isotropes Verfestigungsgesetz dndert die Form der Flief3flache im
Hauptspannungsraum. Im Rahmen dieser Arbeit wird ein isotropes Verfestigungsgesetz verwendet.
Demnach ist die FlieSspannung og(&p|) eine Funktion von der akkumulierten plastischen Dehnung
Epl = \/m J |ép|dt. In Kombination mit der von Mises-Flielbedingung ergibt sich die folgende
Form fiir die FliefSbedingung

fe(a' &) = |o’| - \/gUF(épl) <0. (2.60)

Ist die Verfestigung isotrop und linear, so folgt or (&,1) = og, +HEy mit H als Verfestigungsparameter
und of, als initiale FlieBspannung.

2.6.2. FlieBregel

Die Fliefsregel bestimmt die zeitliche Entwicklung der plastischen Dehnung. Zur Bestimmung der
Flierichtung wird das Prinzip der maximalen Dissipation verwendet. Ausgehend vom ersten und
zweiten Hauptsatz der Thermodynamik (siehe Abschnitte und[2.3.4) folgt entsprechend Simo
und Hughes [333]] fiir den mechanischen Beitrag der lokalen Clausius-Duhem-Ungleichung

0 - & — Wees. (& &1, ap1) > 0. (2.61)
Der erste Beitrag der Gleichung (2.61)) ist die Spannungsleitung P und Wes (&, &p1, ;1) beinhaltet

sowohl den elastischen W (&, &) als auch den plastischen W;,|(ay;) Beitrag der freien Energiedichte.
Wobei ) die inneren plastischen Variablen beinhaltet. Unter Anwendung der Kettenregel folgt fiir
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die Clausius-Duhem-Ungleichung (2.61)

oW (e, ¢ oW (e, ¢ oW, (a ]
UG il (&, &) - pl(ap1) iy >0 (2.62)
aé‘ aspl aapl
an((X 1)
pl\%pl) .
o - ay, >0
pl a“pl pl

Dabei wurde die Relation 0W (&, €,1)/(0€p1) = —0 verwendet. Die linke Seite der Gleichung (2.62)
ist die Dissipationsdichte. Damit ist die mechanische Dissipation definiert durch

D(o.ép) = [ -6~ W#(:Pl) Capd V. (2.63)
Man kann zeigen, dass das Prinzip der maximalen plastischen Dissipation (siehe z.B. [33]) in
Kombination mit der Forderung, dass die Flief3fliche konvex ist, zu einer Evolutionsgleichung der
plastischen Dehnung in Form einer Normalengleichung fiihrt. Eine solche FliefSregel wird als asso-
ziativ bezeichnet. Damit ergibt sich unter Verwendung der Mises-Fliebedingung in Kombination
mit isotroper Verfestigung fiir die FliefSregel und damit fiir die Zustandsgleichung der plastischen
Dehnungen

))afF(O", épl)

o (2.64)

spl =

y ist dabei ein Konsistenzparameter, der unter Verwendung der Konsistenzbedingung fr = 0
berechnet werden kann.

2.6.3. Return-Mapping-Algorithmus

Bei isotropen Materialien kann der Return-Mapping-Algorithmus angewendet werden, um den
Konsistenzparameter y zu bestimmen [33]. Hierzu wird zum Zeitschritt n + 1 eine Testspannung

o't = C(9) " - &t]

berechnet. Dabei wird die plastische Dehnung des vorherigen Zeitschritts n verwendet. Anschlie-

Bend wird tiberpriift, ob die Testspannung die FlieBbedingung erfiillt. Wird die Fliebedin-

gung verletzt, nimlich fp(a’ fe:tl , ';’ ) > 0, so wird der Konsistenzparameter y iiber die Bedingung

fe(a' ! '"“) 0 bestimmt. Nach [34] wird dabei der Konsistenzparameter zu

test > pl
fF<0 test’s )

Ay =
e 2y+§H

Dabei ist p die Querkontraktion und H ist der Verfestigungsparameter. Im Anschluss wird die
Gleichung verwendet, um die plastischen Dehnungen von Zeitschritt 7 + 1 zu bestimmen.
Dabei wird bei Isotropie ausgenutzt, dass die Flief3richtung o fp(a’ , épl) /06’ gleich der Richtung
der Testspannung ist und es ergibt sich fiir die inneren Variablen von Zeitschritt n + 1

O_/I’H-l 2
n+1 _ test -n+l _ =n “
Pl spl + A )/ /1’H—1 N Spl = Epl + 3 Ay.

test
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Abbildung 2.3.: Return-Mapping-Algorithmus in Deviatorebene des Hauptspannungsraumes (links) und
Spannungs-Dehnungs-Diagramm eines einachsigen Zugversuches (rechts).

Das Verfahren und die durchgefiihrten Schritte sind in der Abbildung[2.3|sowohl im Hauptspan-
nungsraum als auch anhand eines Spannungs-Dehnungs-Diagramms eines einachsigen Zugversu-
ches visualisiert.

2.7. Finite-Differenzen-Methode

Die mechanische Impulsbilanz stellt eine der wichtigsten Bilanzgleichungen der Kontinuums-
mechanik dar. Durch sie lassen sich Spannungen, Deformationen und Dehnungen in komplexen
Geometrien ermitteln. In der Phasenfeldmethode, die im Kapitel 3| vorgestellt wird, stellt die Evo-
lutionsgleichung der Ordnungsparameter die zugrundeliegende Differentialgleichung dar.
Die analytische Berechnung dieser partiellen Differentialgleichung ist allerdings nur in speziellen
Sonderfillen moglich. Komplexe Bauteilgeometrie oder Heterogenitét der Mikrostruktur sind
einige der Griinde fiir analytische Unlosbarkeit dieser Differentialgleichung. Da die experimentelle
Bestimmung der Kenngrof3en vieler Bauteilgeometrien oder komplexer Mikrostrukturen nicht
moglich ist, ist man auf numerische Approximationsverfahren angewiesen. Es existieren mehrere
numerische Verfahren zur Losung partieller Differentialgleichungen. Zu nennen sind speziell die
Finite-Elemente-, die Finite-Volumen- und die Finite-Differenzen-Methode. Griebel et al. [35] bieten
einen umfassenden Uberblick iiber diese numerischen Methoden. Alle diese Methoden approximie-
ren die Losung der partiellen Differentialgleichungen indem der Ortsraum und die Zeit diskretisiert
wird. So entsteht eine Aufteilung der Losung sowohl in ein ortliches als auch in ein zeitliches Be-
rechnungsgitter. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird die Finite-Differenzen-Methode zur
Losung partieller Differentialgleichungen angewandt.

25



Kapitel 2 | Ausgewahlte kontinuumsmechanische und numerische Grundlagen

26

Gebietszellen

- SN - ] -

Randzellen
av]

L L
AX

7 TNZ

Abbildung 2.4.: Parametrisierung eines dreidimensionalen Gebietes (links) und eines eindimensionalen
Gebietes mit dquidistanten Gitter (rechts) gemaR [@]}

2.7.1. Diskretisierung

Bei der Finite-Differenzen-Methode wird der Ortsraum mit einem aquidistanten Gitter und die
Zeit mit dquidistanten Zeitschritten aufgeteilt. In der Abbildung2.4]ist die Aufteilung eines dreidi-
mensionalen und eines eindimensionalen Gebietes mit dquidistantem Gitter dargestellt. Fiir die
Herleitung der 6rtlichen Ableitungen wird eine beliebige Feldgrofie (X, t), die von dem Ort X
und der Zeit ¢ abhingt, in dem eindimensionalen Gebiet der Abbildung[2.4]betrachtet. Wird eine
Taylorreihe bis zur zweiten Ordnung an der Position X, zwischen X; und X3 gemif3 der Abbildung

gebildet, so folgt nach

Y (X2) | (AX) Py(Xa) _
0X 2 0X? '
(X))  (AX)? Py(Xa)
+ +
0X 2 0X?2

y(X1) = y(Xz) - AX

v(X3) = y(Xp) + AX

mit AX = X, — Xj = X3 — X;. Nach Addition bzw. Subtraktion der beiden Gleichungen ergibt sich
fir die diskreten Ableitungen der Feldgrofle y(X, ¢) an der Position X,

y(Xz) _ y(X3) -y (X))

3

0X 2AX
Py(X2) _ y(Xi) - 2y9(Xa) + y(X3)
0X? (AX)? '
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Auf eine dhnliche Weise kénnen auch die zeitlichen Ableitungen diskretisiert werden und es ergibt
sich mit At = t, — t; = t3 — t, fiir die Ableitungen zum Zeitpunkt ¢,

oy(t2) _y(t3) —y(h)

>

ot 2At
Py(ts) _ y(t) —2y(t2) +y(t3)
ot? (At)? '

Damit kénnen sowohl die ortlichen als auch die zeitlichen Ableitungen numerisch diskretisiert
werden. Allerdings sollte bei der Wahl von AX und At die Courant-Friedrich-Levi-Bedingung

AX

< — 2.65
At (2.65)

VX
erfiillt bleiben, um numerische Instabilitdten zu vermeiden (siehe z. B. [35]). Nach dieser Bedingung
werden die Simulationen instabil, wenn die Geschwindigkeit vx einer Zustandsdnderung der
diskretisierten Grofle y(X, t) bewirkt, dass die Information in der Zeit At einen gréfleren Weg als
AX zuriicklegen muss. Im Mehrdimensionalen erweitert sich die Bedingung entsprechend
in alle betrachteten Raumrichtungen.

Eine weitere Notwendigkeit beim Losen von partiellen Differentialgleichungen ist die Charakterisie-
rung der Randbedingungen. Die Anfangsbedingungen werden zum Zeitpunkt t, festgelegt. Bei den
Randbedingungen werden die Randzellen (siehe Abb. (2.4)) verwendet, um an den Réndern des
Gebietes die entsprechenden Randbedingungen zu realisieren. In dem eindimensionalen Gebiet
der Abbildung sind Xy und Xy die Randzellen und der Gebietsrand ist zwischen den Zellen
Xo und Xj bzw. zwischen Xg und X hervorgehoben.
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Phasenfeldmethode zur Modellierung der
Mikrostrukturevolution mehrphasiger Systeme

Die Phasenfeldmethode hat ihren Ursprung in den fundamentalen Arbeiten von van der Waals [38]],
Ginzburg und Landau [39], Cahn und Hilliard [[40]] und Halperin et al. [41]). Typisch fiir die Phasen-
feldmethode ist ein diffuser Ubergangsbereich zwischen den physikalisch abgetrennten Regionen.
Dies ersetzt die explizite Grenzflichenverfolgung [L |5], beugt der Bildung von grofien Gradienten
in den physikalischen Feldern, die zu Instabilitaten fithren kdnnen, vor und macht grofiskalige
mikrostrukturelle Simulationen unter Beriicksichtigung der Evolution von Grenzfldchen rechne-
risch handhabbar [5]]. Daher hat sich diese Methode bei der Modellierung von mikrostrukturellen
Evolutionsprozessen, wie Erstarrung, fest—fest Phasenumwandlung, Wachstum und Vergréberung
von Ausscheidungen, Kornwachstum aber auch Rissausbreitung etabliert [2, |4].

Die Basis fiir das in der vorliegender Arbeit verwendete und weiterentwickelte Modell ist das
Multikomponenten- und Multiphasenfeldmodell, das von Nestler et al. [13] vorgestellt wurde. Dieses
Modell besitzt durch seine Allgemeingiiltigkeit die Flexibilitdt, sowohl reine kriimmungsgetriebene
Prozesse in Vielkornsystemen als auch Phaseniiberginge unter Beriicksichtigung unterschiedlichs-
ter treibender Krifte zu beschreiben. Im Folgendem wird das verwendete Multiphasenfeldmodell
vorgestellt, die resultierende Evolutionsgleichung abgeleitet und die Verbindung zu Modellen mit
scharfen Grenzflichen hergestellt.

3.1. Multiphasenfeldmodell

Die meisten Materialien sind heterogen auf der mesoskopischen Skala, die sich zwischen der atomisti-
schen und der makroskopischen Lingenskala befindet. Das Multiphasenfeldmodell [13] beschreibt
auf der mesoskopischen Léingenskala die Evolution der Mikrostruktur in Multikomponenten-
und Multiphasensystemen. Dabei wird die Parametrisierung des Gebietes durch die Ordnungs-
parameter 9, (X, t),a = 1...N, mit N als Anzahl der Ordnungsparameter, realisiert. Jeder der
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Ordnungsparameter ist Teil des N-Tupels ¢(X,t) = ¢1,..., ¢y und reprasentiert die jeweilige
Volumenfraktion der einzelnen Phasen. Die Heterogenitéit der Materialparameter duflert sich bei
den meisten Materialien durch Spriinge an der Grenzfldche zwischen den Kérnern oder Doménen.
Innerhalb der physikalisch abgetrennten Bereiche, die als Phasen bezeichnet werden [42], sind die
Materialparameter homogen. Daher kann jeder Phase ein Ordnungsparameter zugeordnet werden.
Der Ordnungsparameter nimmt den Wert ¢, (X, t) = 1 innerhalb des ihm zugeordneten Bereichs
an und ¢, (X, t) = 0 auflerhalb. Im Gegensatz zu Modellen mit scharfen Grenzeflichen ist der
Ubergang zwischen den Phasen diffus. Das bedeutet, es existiert ein volumetrischer Ubergangs-
bereich, der als Interface bezeichnet wird, bei dem die Ordnungsparameter koexistieren konnen.
In dem Ubergangsbereich @ndert sich der Wert der Ordnungsparameter kontinuierlich in dem
Bereich 0 < ¢4 (X, t) < 1, wie auf der rechten Seite der Abbildung[3.1]dargestellt ist. Damit werden
die Phasen zu kontinuierlichen Feldern, die durch einen Ubergangsbereich der Breite I getrennt
sind. Daher kommt fiir diese Art der Modellierung die Bezeichnung Phasenfeldmethode [43]. Da
die Ordnungsparameter die jeweilige Volumenfraktion der einzelnen Phasen darstellen, muss die
lokale Bedingung YN, ¢, (X, t) = 1 stets erfiillt sein.

Im Allgemeinen ist die freie Energie eines Systems in der Lagrangeschen Darstellung gegeben
durch

F(t,...) = fs fe(Xot,..)dA, + fv foutc(X, 1, AV} (3.1)

Souc (X, ¢, ...) ist die Energiedichte an der Referenzposition und fi(X,t,...) ist die Oberfld-
chenenergie an der singuldren Flidche S,(X, t) zwischen den einzelnen Phasen. Wobei (... ) die
moglichen Abhingigkeiten der einzelnen Energiebeitrige darstellen soll. Die Kenntnis der Anfangs-
platzierung X = &(x, t) ist notwendig fiir die Charakterisierung von méglichen Inhomogenititen
in der Struktur des Materials.

Fithrt man die Parametrisierung des gesamten Gebietes durch Ordnungsparameter aus, so kann
die freie Energie (3.1) folgendermaflen beschrieben werden

Fgo)= ¥ [ fuop )+ Y [ (g )V 62

a,f>a Sr o

Sou(@as t, ... ) ist die Energiedichte innerhalb der Phase « und fsoéﬁ (Pa> pp-t,...) der Beitrag der

Grenzflichenenergie zwischen der Phasen « und B. Die singulire Fliche S, # ist die Grenzflache
zwischen den Phasen « und 8 an der Position ¢, = ¢4, wie auf der rechten Seite der Abbildung
dargestelltist. Die Summe ¥, g4 := YN, Zg’: 41 15t die Summe tiber alle méglichen Permutationen
der Paarungen von « und f3 unter Ausschluss von Paarung mit sich selbst.

Da sich das Interface zwischen den Ordnungsparametern, und somit zwischen Phasen, iiber einen
volumetrischen Bereich erstreckt, wie in Abbildung[3.1labgebildet ist, kann das Oberflachenintegral
mit einer geschickten Wahl des Integranden durch ein Volumenintegral ersetzt werden. Dies fiihrt
zu einem Integral nach Art von Ginzburg und Landau [39)]]. Nestler et al. [13] ist es gelungen, das
Phasenfeldmodell mit einer ausreichenden Anzahl von Freiheitsgraden auszustatten, um die Physik
an jeder auftretenden Grenzflidche eines Systems aus N Phasen und die Wechselwirkung von je zwei
benachbarten Phasen einzeln zu behandeln [44]. Dies erméglicht die Bildung eines Integrals nach
Ginzburg-Landau Art fiir Multiphasensysteme. Damit wird die freie Energie eines Systems zu
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Abbildung 3.1.: Parametrisierung eines polykristallines Gefiiges mit Ordnungsparametern: (links) poly-
kristallines Geflige und (rechts) diffuser Ubergangsbereich zwischen den Phasen

.7:(([), xo,... ) = /V ea((p, Vx(p) + %wob((p) +fbulk((P’ .. ) dv,. (3.3)

flo:Vxo,...)

Dabei wird die Interfacebreite | durch den Parameter € charakteriseirt, wobei der explizite Zu-
sammenhang zwischen e und / in Abschnittabgeleitet ist. Mit y,p als Oberflichenenergie
am a-p-Interface ist der Beitrag der Grenzflichenenergie durch die Interaktion zwischen der
Gradientenenergiedichte

a(9,Vx9) = Y. YaplQupl’ = D VaploaVxop - 0pVx0al’ (3.4)

a,f>a a,f>a

und dem Energiepotential

16

Wb (@) = = D VapPaPpt D,  YapsPaPpPs oder (3.5)
T a,f>a a,f>a,6>8

Wwe(9) =9 D VapPuPit D VapoPu?P5¥s (3.6)
a,f>a a,f>a,0>p

reprasentiert. Bei Verwendung des Hindernispotentials wird wq, (@) = oo gesetzt, wenn das N-
Tupel ¢ nicht innerhalb des Gibbs-Simplex

Q={¢€RN:Z%:L%ZO}
[0

bleibt, wie es in Nestler et al. vorgestellt ist. Die Abgrenzung der einzelnen Dualbeitrage der
Grenzflichenenergie erméglicht der generalisierte a-p-Gradient

thﬁ = (P(xVX(Pﬁ - QDﬁVX(P(x' (3.7)
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Bei der Wahl des Potentials hat man die Wahl zwischen dem Multihindernispotential wq, (@) (aus
dem Engl. multi-obstacle) und Multimuldenpotential w.(¢) (aus dem Engl. multi-well). In der
vorliegenden Arbeit wird allerdings das Multihindernispotential als das energetische Potential
verwendet. Der zusitzliche Dreiphasenbeitrag in den Potentialen und verhindert die
unphysikalische Bildung der sogenannten Drittphasen [13} |45]] in Zweiphasenbereichen. Eine
umfangreiche Diskussion fiir die Wahl der y,4-Parameter ist in Hotzer et al. [46] zu finden. Auf die
Wechselwirkung zwischen der Gradientenenergiedichte und dem freien Energiepotential
wird in Abschnitt eingegangen.

Mithilfe der Interpolationsfunktionen h*(¢) der einzelnen lokal vorliegenden Phasen wird jedem
Punkt im System die freie Energiedichte innerhalb der Phasen zugewiesen

Sour(@5---) =D foun (- ) A ().

Je nach Anwendungsfall kann der jeweilige Ordnungsparameter ¢, fiir die Interpolationsfunktion
h*(¢) oder eine Variante mit einem schirferen Ubergang zwischen den einzelnen Bereichen
verwendet werden [13]. Dabei ist sicherzustellen, dass die Bedingung Y, h*(¢) = 1 stets erfullt
wird [47]. Ausgehend von Interpolationsfunktionen fiir Zweiphasensysteme

] hi' = pu
h*(9a) =1 h5 = 92(3 - 294) (3.8)
h§ = 93 (697 —15¢, +10)

ergibt sich fiir die Interpolationsfunktionen in polykristallinen Systemen

7 (9a)

= . (3.9)
Zﬁ hi (q)/i)

hi(e) =

In der Abbildung[3.2]sind die einzelnen Interpolationsfunktionen in einem Zwei- und Dreiphasen-
bereich gegeniibergestellt.

Garcke et al. [45] haben gezeigt, dass sich die Oberflichenenergie am a-f-Interface fsoéﬁ im Gleich-
gewicht durch die Gradientenenergiedichte und das freie Energiepotential approximieren
ldsst. Das Linienintegral {iber die jeweiligen Dualbeitrige a—f3 der beiden Potentiale in Richtung
der Normalen n, zur Grenzfliche ergibt die Oberflichenenergie

116
£ (pur o) = fl(eyaﬁma,gﬁ i E;yaﬁ(pa(pﬂ)nr dX. (3.10)

Fiir einen eindimensionalen Zweiphasenfall wird dieser Zusammenhang in Abschnitt[3.1.3|herge-
leitet. Damit sind die beiden Darstellungen der freien Energie, die Reprasentation durch scharfe
Grenzflichen und die Darstellung mit diffusen Grenziibergingen (3.3), dquivalent. Fiir die
Berechnung der freien Energie in der scharfen Grenzflaichendarstellung ist die genaue Parame-
trisierung der singuldren Fliche S, notwendig. Andert sich die singuldre Fliche, so muss die
Parametrisierung erneut durchgefiihrt werden. In der Darstellung der freien Energie mit diffusen
Grenziibergingen wird die Charakterisierung der jeweiligen Energiedichtebeitrigen alleine
durch Ordnungsparameter realisiert. Auch die Verfolgung der singuldren Flache geschieht durch
die Ordnungsparameter automatisch.
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Abbildung 3.2.: Visualisierung der Verlaufe von Interpolationsfunktionen: (links) polykristallines Gefu-
ge mit Hervorhebung des Bereiches fiir die Plots der Interpolationsfunktionen, die (rechts) fir eine
Grenzfliche und eine Tripelpunktregion dargestellt sind

3.1.1. Evolutionsgleichungen der Ordnungsparameter fiir das
Multiphasenfeldmodell

In Abschnitt[2.4.] wurde mithilfe der Variationsableitung die Euler-Lagrange-Gleichung der Me-
chanik abgeleitet. Und in Abschnitt[2.4.4)wurde mit dem gleichen Ansatz die energetische
Gleichgewichtsbedingung auf singuldren Flachen, die als Bilanz der Konfigurationskrafte
bezeichnet wird, hergeleitet. Hierzu war eine zusdtzliche Variation der singuldren Fliche notwendig.
In diesem Abschnitt wird die energetische Gleichgewichtsbedingung auf singuléren Fldchen oder
die Euler-Lagrange-Gleichung im Phasenfeldkontext alleine durch die Variation der Ordnungspara-
meter abgeleitet und daraus auf die Evolutionsgleichung der Ordnungsparameter geschlossen. Die
besondere Parametrisierung des Gebietes durch Ordnungsparameter fiihrt zu kontinuierlichen Fel-
dern. Daher eriibrigt sich die zusétzliche Variation der singuldren Fliche im Phasenfeldkontext.

Das Funktional der freien Energie ist von den jeweiligen Ordnungsparametern der einzelnen
Phasen, die in dem N-Tupel ¢ (X, t) gebtindelt sind, und deren Gradienten Vx¢(X, t) abhéngig.
Wie im Abschnitt[2.3.4|besprochen, muss im Gleichgewicht die freie Energie ihr Minimum errei-
chen um thermodynamische Konsistenz zu gewéhrleisten. Damit ist der Gleichgewichtszustand
des Systems ist durch die Variation des Funktionals nach den Ordnungsparameter gegeben.
Angenommen das N-Tupel ¢ (X, t) minimiert das Funktional 7 (¢, Vx¢, ... ), dann ist eine infi-
nitesimale Abweichung von ¢ (X, t) gegeben durch d¢(X) = én(X). Dabeiist € = é,...,én ein
N-Tupel von infinitesimal kleinen skalaren Werten und #(X) ein N-Tupel von differenzierbaren
Funktionen mit der zusitzlichen Bedingung #(dV) = 0. Damit wird das Funktional der freien

Energie (3.3) zu

Flo+én Vx(g+eén),...)= fv F(@+én, V(g +én),...)dV,. (3.11)
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Das Funktional F (¢ +€én, Vx (@ +€1), ... ) ist also eine Funktion von é und wird minimal bei é = 0
fiir beliebige 5. Aquivalent zum Abschnitt ist die Variationsableitung des Funktionals (3.3)
bzw. (3.11) nach ¢, gegeben durch

OF (@, Vx...) _ [8.7—“(<p+é11,Vx(<p+én),...)

0¢a 0éq tus0
Unter Anwendung der partiellen Integration, der Bedingung d¢(dV) = 0 und dem Gauf3schen
Satz in reguliren Punkten (2.9), wie in Abschnitt besprochen, folgt fiir die Variation des
Funktionals fiir alle ¢4, @ =1,..., N,

oif (¢, V9, ...) of (¢, V9, ...)
SF (o, Weo,...)= | L XI5y A XY ) G s0,dV,
(¢, Vxo,...) " 30e ) T x0¢
:/ 8f(<p>Vx<p,---)_Vx'af(fp,vxfp,--.) 5¢
g 99 VX P ‘
+/ 8f(<p,vx<p,...)6¢ dA
v, aVX§0¢x o r r
=0, da n(aV)=0
of (¢, Vx @, ... ) of (¢, Vx @, ... )
= _ e 2 2 189,dV,. 3.12
/r( aq)“ Vx aVX(P(x PadVy ( )

Mit der Forderung, dass die Gleichung fiir beliebige Variationen §¢, gelten muss, folgt der
Satz der Gleichgewichtsbedingung fiir das Funktional

0= OF (¢, Vxo,...) (3.13)
0¢q
(w2 (oo )s VYpma=T.. N
= a(l)a X aVXq)a ¢’ X‘P)--- > §00c: =1..., .

Dies ist die Euler-Lagrange-Gleichung im Phasenfeldkontext mit der Variationsableitung des
Funktionals F nach dem Ordnungsparameter ¢, die folgendermaflen definiert ist

8}“(<p,Vx<p,...): 0 o
d0u X

50n )f((P,VX(P,...).

aVX(Poc

Lésst man das System mit einer Mobilitdt M in das Minimum relaxieren, folgen die Evolutionsglei-
chungen fiir jeden einzelnen Ordnungsparameter ¢,

0pa(X,t)

ot _M( ° Vx ? )f(q),VX(p,...). (3.14)

dps " OVkog

Diese Gleichung wurde erstmals von Ginzburg und Landau [39]] abgeleitet und wird daher als
Ginzburg-Landau-Gleichung bezeichnet. Im Phasenfeldkontext ist diese Gleichung auch als Allen-
Cahn-Gleichung bekannt [48].
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Bei der Variation der Ordnungsparameter ¢, muss die Bedingung ", ¢, = 1 stets erfiillt bleiben.
Daher folgt mit der zusitzlichen Nebenbedingung g(¢) = ¥, ¢, — 1 = 0 fiir die Variationsablei-
tung

0(F (9. Vx9....) ~AG(9)) _ of  og —Vx-( of 98 )

8(/)06 a% a% avX(Poc aVX¢a
of of
= _ - V - | - A
(afpa X an(Poc)
OF
= -A=0, Yo, x=1,...,N, 3.15
5on Pa> (3.15)

wobei G(¢) = /i, g(¢)dV, das Volumenintegral der Nebenbedingung g(¢) reprasentiert. Die
Bedingung (3.15) muss fiir alle ¢ erfiillt bleiben. Unter der Annahme, dass alle Ordnungsparameter
gleichwertig behandelt werden konnen, ergibt sich fiir den Lagrangeschen Multiplikator A

0F 1 0F

28%—%21\:0 :A:NZ

o o 55004’

das von Nestler et al. [13]] eingefithrt wurde. Fiir das Minimum des Funktionals F (¢, Vx¢,...)
folgt mit der zusatzlichen Nebenbedingung >, ¢4 =1

OF _\ _OF 1 oF _
8(Pa 8(/)0c Nﬁ(S(Pﬁ

0, Voo, a=1,...,N. (3.16)

Ein Set an Ordnungsparametern ¢, das die Differentialgleichung (3.16)) erfiillt, minimiert das
Funktional F (¢, Vx@, ... ). Das Minimum wird ebenfalls erreicht, wenn die einzelnen Variationen
in Dualinteraktionen aufgespalten werden

0F 1w O0F N-18F 1  6F
09 N Ops N Spa N[ 0¢p
1 (6F OF
) Nﬁm(@q’a B 6_%)

0

Fihrt man fiir jede Grenzfliche zweier Phasen eine Mobilitdt Mg ein, folgt ausgehend von der
Ginzburg-Landau-Gleichung (3.14)) die Evolutionsgleichung fiir jeden einzelnen Ordnungsparame-
ter gq

( 0F OF

_— 1, Vs, a=1,...,N. 3.17
0¢pa 5<P/3) Perd G17)

_ 1
¢a(X,t) = -5 > Mg
Pra

Dies ist die Evolutionsgleichung fiir das N-Tupel von Ordnungsparametern ¢ und wurde erstmals
von Steinbach und Pezzolla [49]] auf eine alternative Weise abgeleitet. Befindet sich ein System
nicht im Gleichgewicht, so erfahren die Ordnungsparameter eine Anderung, die durch die Allen-
Cahn-Gleichung gegeben ist. Diese Formulierung der Evolutionsgleichung garantiert dass
die Konfigurationskrifte der Grenzflichenenergie (siehe Gl. (2.52)) exakt abgebildet werden, was
in Abschnitt gezeigt wird. Eine Transformation der Allen-Cahn-Gleichung in die
Eulersche Darstellung ist im Zusammenhang der finiten Deformationen notwendig und wird in
Abschnitt[6.]] durchgefiihrt.
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3.1.2. Reduktion auf ein bindres System

Die freie Energie eines Multiphasensystems und die Evolution der entsprechenden Ordnungspa-
rameter wird durch die Gleichungen und beschrieben. Im Zweiphasenfall wird das
N-Tupel von Ordnungsparametern zu @ = (¢4, ¢). Daher reduziert sich der Satz der Evolutions-
gleichungen zu zwei Gleichungen der Form

M,
o = ﬁ( oF _ 5_?) Vou a=1,2. (3.18)

“T 2 8¢a  d¢p)

Mit der Gradientenenergiedichte (3.4) und dem Multihindernispotential (3.5) folgt fiir die Varia-
tionen des Funktionals (3.3])

OF 11 oh“
So. - €7ap(2(Vx9p) - Qup — Vi - (2(-95)Qup) ) + ‘_Vaﬁ‘Pﬁ fbulka

Pa Pa
SF 11 ohP
rols 2(- xPa) - Vx 2 « ) o .
8([)/3 €Y¢xﬁ( ( Vi ¢ ) roﬁ Vi ( (§0 )Qaﬂ)) + ytxﬂq) + fbulk a‘Pﬁ

Da die Summe der Ordnungsparameter immer 1 sein muss, kann ¢4 durch 1- ¢, ersetzt werden. Mit
Vx ¢p = —Vx ¢, folgt zusitzlich fiir den generalisierten a—f-Gradienten Qup = 9o Vx Pp— P Vx Py =
—Vx¢q. Eingesetzt in Gleichung (3.18) ergeben sich die Evolutionsgleichungen fiir ein binires
System

1 . 1 yccﬁ o oh” B ahﬁ
26), 1-2 _—— e — 3.19
Mg ( €Yap(—Vx - VxPa) + — ( Pa) + (fbulka(Pa fbulka(p/3 (3.19)
y 16 " oh*
= EylxﬁAX(Poc - L—( - Z(Poc) (fbulk - fbﬁulk)W'

Dabei ist Ax = Vx - Vx der Laplace-Operator. Auflerdem wurde ausgenutzt, dass die folgende
Relation aus der Symmetrie der Interpolationsfunktionen folgen muss 0h%/(d¢,) = ohP/ (99p).

3.1.3. Gleichgewichtsprofil der Ordnungsparameter und die resultierende
Grenzflachenenergie

Gleichung beschreibt die Evolution der Ordnungsparameter fiir ein bindres System. Befindet
sich das System im Gleichgewicht, so verschwindet die lokale Anderung der Ordnungsparameter
d¢q /0t = 0. Fiir die Berechnung des Profils der Ordnungsparameter im Ubergangsbereich wird
ein eindimensionales System der Lange 2L mit einem Phaseniibergang in der Mitte des Gebietes
bei X = 0 betrachtet und die Energien innerhalb der Zellen vernachldssigt. In diesem Fall reduziert
sich die Gleichung zu

%pa 16 (1-294)

= 3.20
0X? éen? 2 (3.20)
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Wird diese Gleichung von beiden Seiten mit d¢,/(0X) multipliziert und anschlieflend von 0 bis X
intrigiert, so folgt

/X a%(a%p,x )dX a% 16 (1—2(pa)d
0 0

0X \ 0Xx2 oX en2 2
X1 9 a%)z 9a 16 (1-2¢4)
—— dX:/ —— "% g,
0 28X(8X 0 €2m? 2 4
1(8%)2_ 16 9u(l- )
0X ) em? 2
9. 1 [16
aX = :l:e zq)lx(l §0¢x) (3'21)

Daraus lasst sich die Breite und das Profil des Ubergangsbereiches durch Trennung der Variablen
berechnen. Es ergibt sich fiir die Breite des Ubergangsbereiches

‘/(;ldX:‘/(;li

en
l=- Zarcsin(l -2¢4)

%ﬁ"tx (1-9q)

1 ETT
=, 3.22
0 4 ( )

Entsprechend folgt fiir das Profil der Ordnungsparameter im Ubergangsbereich

Pu €
dX = f doy
f 16 ¢

2 Pa (1-9q)
€n
X = —Zarcsm(l—Z(pa)
= ¢q(X) = (1+sm( 4X)) —£<X<£ (3.23)
Pl = en’ )) 2 2 '

Die Grenzflichenenergie ist das Linienintegral iber die Gradientenenergiedichte und das
Energiepotential in Richtung der Interfacenormalen (siehe Gleichung (3.10)). Mit ¢ =1 - @q,
Vx g = —Vx¢q und der Steigung d¢,/0X, die durch die Gleichung gegeben ist, ergibt sich
fur den eindimensionalen Fall [50]

S (par pp) = Y«xﬁj (€|‘1aﬁ| +‘_§”a‘/’ﬁ)dx

—yaﬁ/ ((8%)2 1162%(1 %))

116 11
_V«xﬁ/ (‘_2% Pa) + E;%(l—%))dx
1 116 0X
=Yap 2_;(/’&(1 Pa 994
T
=Yap— /V(Pfx(l_q’a d(Prx—yocﬁ (16 16) Yap- (3.24)

Wobei das letzte Integral mithilfe von Bronstein et al. [19] ausgewertet wurde. Das energetische
Potential (3.5) wurde so konstruiert, dass die Beziehung (3.24) erfiillt wird. Damit repréisentieren die
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Abbildung 3.3.: Zweidimensionales System mit einem kreisférmigen Einschluss

Gradientenenergiedichte und das Energiepotential im Kontext von scharfen Grenzflidchen
exakt die Grenzflichenenergie. Allerdings wurde bei der Berechnung ausgenutzt, dass das Profil
des Ubergangsbereiches dem Gleichgewichtsprofil entspricht. Werden treibende Krifte
verwendet, die zu Uberschussenergie fithren, so wird das Profil der Ordnungsparameter verzerrt
und damit auch die resultierende Grenzflichenenergie verandert [9]]. In Abschnitt wird auf
diesen Zusammenhang néher eingegangen.

3.1.4. Bilanz der Konfigurationskrafte Im Phasenfeldkontext

Die Evolution der Ordnungsparameter und damit der Phasen wird in der Lagrangeschen Darstel-
lung durch Gleichung beschrieben. Wie schon im vorhergehendem Abschnitt besprochen,
verschwindet die lokale Anderung der Ordnungsparameter d¢,/dt = 0, wenn sich das System im
Gleichgewicht befindet. Daher folgt aus der Gleichung tiir den Gleichgewichtszustand eines
bindren Systems

16 M). (3.25)

1 oh*
Z - A -
5 [ fou] Son yaﬁ(e R

Fiir die Interpretation dieser Gleichung im Kontext von scharfen Grenzflichen muss ein Linien-
integral durch das Interface in Richtung der Normalen ausgewertet werden. Hierzu wird ein
zweidimensionales System mit einem kreisférmigen Einschluss betrachtet, wie in Abbildung|3.3]
dargestellt ist. Unter Verwendung von Polarkoordinaten wird die Richtung der Normalen zur
radialen Richtung.

Ahnlich wie in Abschnitt[3.1.3] wird die Gleichung von beiden Seiten mit d¢, /dr, multipliziert
und anschliefSend von 0 bis oo integriert. Fiir die linke Seite der Gleichgewichtsbedingung (3.25)
folgt

o1 09,

1 oo}
2 _/; [{fbulk]% P

1 ! oh* 1
dr, = = ulk | =—d¢a = = [ fou |-
r 2/;ﬂfb 1k]]a% 9o = 5[ four]
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Augenscheinlich reprasentiert die linke Seite der Gleichung (3.25) in scharfen Grenzflichenkontext
den Sprung [ fyuic ] /2- Entsprechend folgt fiir die Gleichgewichtsbedingung

094 16 (1-2¢4)
arr (EAx(pa - QT dr,. (326)

%[[fbulkﬂ = ~Yap '[OOO

Der in Abschmttemgefuhrte Parameter fiir die Breite des Ubergangsbereiches € wird fiir die
Auswirkung der rechten Seite der Gleichung (3.26) benétigt. So werden alle relevanten Groflen in
e-Termen entwickelt. Mit r, = ro + edn, dr, = edn, 1/r ~ 1/ro — edn/r: und dem Laplace-Operator
in Polarkoordinaten [19] folgt

0¢pa ([ 0* 0 & 16 (1-204
[[fbulkﬂ )/aﬁf 4 ((a_r,ﬁ%an ig( )) %)dn. (3.27)

Fiir eine Niherung erster Ordnung werden die Terme der Ordnung O(€?/r2) vernachlissigt. Fiir
die Ordnung O(€°/r)) resultiert

00, (%0, 16 (1-2
:_m/ sv( </>__( <po)),7

2 2

Die beiden Terme in der Klammer sind d4quivalent zu der Gleichgewichtsbedingung eines
planaren Ubergangsbereiches ohne Stérung. Daher heben diese sich gegenseitig auf (siehe Ab-
schnitt[3.1.3). Mit einer ahnlichen Vorgehensweise wie in Abschnitt[3.1.3|folgt fiir den Beitrag der
Ordnung O(e/rg) von der Gleichung

€ € Bgo,x 0Qq 3%
— u N — d d

L] ~ - if\/E (1 9)d0u = ugs
> bulk | ¥ )’:xﬁro 0 7_[2(/)06 Pa )P = y“ﬁZTO

[four] ® —yapr.

K = 1/r¢ ist dabei die zweifache mittlere Krimmung und kann im Phasenfeldkontext folgenderma-
3en berechnet werden
_ ( Vx@a )
| Vx (Y |

Die Berechnungen in diesem Abschnitt zeigen, dass die Gleichgewichtsbedingung dquivalent
zu der Bilanz der Konfigurationskrifte bzw. ist. Eine notwendige Voraussetzung ist
allerdings, dass der Sprung der inneren Energien [ fyu | den entsprechenden Konfigurationskraften
entspricht. Fiir Erstarrungsprozesse entspricht dies dem Sprung der Grofikanonischen Potentiale [9]].
Werden bei der Evolution mechanische Energien einbezogen, so muss ein mechanisches Potential
formuliert werden, dessen Sprung der mechanischen Konfigurationskraft n,[ X |n, bzw. [ W]-[en]-
on entspricht [11]. Die Formulierung eines solchen Potentials und die resultierenden Berechnungen
der Spannungen im Ubergangsbereich sind in Abschnitt[4.3|zu finden. Des Weiteren wurde in
diesem Abschnitt gezeigt, dass die Evolutionsgleichung der Ordnungsparameter die kapillaren
Krifte (—y«) in der Lagrangeschen Darstellung abbildet. Fiir die Verwendung der Eulerschen
Darstellung muss diese entsprechenden transformiert werden.
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Mechanisches Multiphasenfeldmodell fiir
infinitesimale Deformationen

Bereits 1957 zeigte Eshelby [6]], dass Inhomogenititen einen entscheidenden Einfluss auf die me-
chanischen Eigenschaften von Festkorpern haben. Daher sind Simulationen auf der mesosko-
pischen Langenskala fiir Vorhersagen von mechanischen Eigenschaften und zur Beschreibung
der mikrostrukturellen Evolution von Materialien unverzichtbar. Die notigen Bilanzgleichungen,
Sprungbedingungen und Konfigurationskrifte fiir mikrostrukturelle Simulationen wurden in Kapi-
tel 2] zusammengefasst. Die konventionellen Methoden fiir die Modellierung des elastischen oder
des elasto-plastischen Materialverhaltens auf der mesoskopischer Langenskala basieren auf der
Finite-Elemente-Methode. Allerdings erfordert eine zusétzliche Kopplung mit einer Evolution
der Phasengrenzen eine explizite Verfolgung der Grenzflichen und ist sehr unpraktisch bei der
Modellierung von komplexen dreidimensionalen Mikrostrukturen. In diesem Zusammenhang
stellt die Phasenfeldmethode, die in Kapitel 3| vorgestellt wurde, eine Alternative dar, da die Not-
wendigkeit der Grenzflachenverfolgung durch die Parametrisierung mit Ordnungsparametern
redundant wird [1} 5]. Diese spezielle Parametrisierung erschwert allerdings das Losen von Sprung-
bedingungen im Ubergangsbereich, da sich die scharfe Grenzfliche iiber einen volumetrischen
Bereich erstreckt. Daher werden Homogenisierungsansitze verwendet, um die effektiven Materi-
alparameter in jedem Punkt des Ubergangsbereiches zwischen den lokal {iberlappenden Phasen
zu berechnen [51]. Allerdings erfiillen die Homogenisierungsmethoden im Allgemeinen nicht
die mechanischen Sprungbedingungen an Grenzflichen [11]. Es entstehen Abweichungen, die
zu Uberschussenergie und damit zu einer Verzerrung des Ordnungsparameterprofils und der
Grenzflachenenergie fithren (10, 11].

In diesem Kapitel werden zunéchst in Abschnitt[4.] die verwendeten Techniken im Phasenfeld-
kontext zur Berechnung der effektiven Materialparameter im volumetrischen Ubergangsbereich
vorgestellt. Anschlieflend werden in Abschnitt [4.2] die Folgerungen der verwendeten Homoge-
nisierungsmethoden auf die Evolution der Ordnungsparameter herausgearbeitet. Basierend auf
mechanischen Sprungbedingungen an Diskontinuitéten, die in Kapitel 2| vorgestellt wurden, wird
in Abschnitt [4.3| ein Modell fiir bindre Systeme und infinitesimale Deformationen vorgestellt,
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C;
1 DS
Tmin Breite Tmax Tmin Breite Lmax

Abbildung 4.1.: Vergleich von Homogenisierungsmethoden der Materialparameter: (links) Ein eindi-
mensionales Gebiet mit einem Phaseniibergang in der Mitte und der Verlauf der entsprechenden
Ordnungsparameter, (rechts) Verlauf der linearen und harmonischen Interpolation der Materialparame-
ter C;j(¢). Zum Vergleich sind harmonische Interpolationen fiir unterschiedliche Verhéltnisse Cf‘j/Cﬁ
und die Mittelwertlinie (C;;) in Grau dargestellt.

dass die mechanischen Sprungbedingungen erfiillt. Im nachfolgenden Abschnitt wird der quan-
titative Charakter des Modells sowohl fiir die Berechnung der Spannungen und Dehnungen im
Ubergangbereich als auch fiir die Beschreibung der fiir die Phasengrenzenevolution notwendigen
Konfigurationskrifte gezeigt. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wird das vorgestellte Modell fiir
Anwendungen in polykristallinen Systemen erweitert. Im gesamten Kapitel werden infinitesimale
Deformationen vorausgesetzt. Daher wird auf die Unterscheidung zwischen der Lagrangeschen
und der Eulerschen Darstellung verzichtet und es wird die vereinfachte Notation aus Abschnitt 2.5
verwendet. Einige Ergebnisse dieses Kapitels wurden in Schneider et al. [11] veroffentlicht und
es wurde ein weiteres Manuskript aus den Ergebnissen dieses Kapitels angefertigt, das zeitnah
eingereicht wird.

4.1. Literaturiiberblick der Homogenisierungsansatze zur
Berechnung der Spannung im Ubergangsbereich

Fiir die Beschreibung von Festkorpertransformationsprozessen oder fiir die Vorhersagen von me-
chanischen Eigenschaften ist eine genaue Berechnung der Spannungen und der mechanischen
Konfigurationskrifte im Ubergangsbereich unverzichtbar. Da die Ordnungsparameter und somit
auch die Phasen im Interface koexistieren konnen, werden Homogenisierungsansitze verwendet,
um die effektiven Materialparameter in jedem Punkt des Ubergangsbereiches zwischen den lokal
tiberlappenden Phasen zu berechnen. Ammar et al. [51] geben einen Uberblick iiber die verwende-
ten Ansdtze. Der Ansatz von Khachaturyan [52] ist in Phasenfeldanwendungen weit verbreitet. In
Abwesenheit von inelastischen Dehnungen ist das Modell von Khachaturyan [52] gleich dem Ho-
mogenisierungsschema von Voigt [53], das im Folgenden als Voigt / Taylor-Ansatz (VT) bezeichnet
wird. Die grundlegende Annahme des VT-Ansatzes ist, dass die Gesamtdehnungen zwischen den
tiberlappenden Phasen als gleich angenommen werden. Die Folgerung dieser Annahme fiir die
Berechnung des effektiven Steifigkeitstensors ist die lineare Interpolation

V() =Y. C*h%(9).

Dieser Ansatz ist beispielsweise in den Modellformulierungen von Spatschek et al. [54], Mennerich
etal. [55] und Schneider et al. [56, 57] zu finden. Im Gegensatz zu dem Homogenisierungsschema
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von Voigt [53] steht das Homogenisierungsschema von Reuss [58], das im Folgenden als Reuss /
Sachs-Schema (RS) bezeichnet wird. Die grundlegende Annahme des RS ist, dass die Spannun-
gen zwischen den tiberlappenden Phasen als gleich angenommen werden. Dies resultiert in der
harmonischen Interpolation des Steifigkeitstensors

() - [2 S“h“«p)]_ .

S ist dabei der Nachgiebigkeitstensor. Im Phasenfeldkontext wurde dieses Homogenisierungssche-
ma in den Arbeiten von Steinbach und Apel [59] und Apel et al. [60] diskutiert. Sowohl Ammar
et al. [51] als auch Durga et al. [10] vergleichen die unterschiedlichen Methoden. Die resultierten
interpolierten Steifigkeiten beider lokalen Homogenisierungsansitze fiir einen biniren Ubergangs-
bereich ist in Abbildung[4.1|dargestellt. Zum Vergleich ist der Verlauf von harmonisch interpolierten
Materialparametern fiir unterschiedliche Verhiltnisse von C}; zu Cf;j und die Mittelwertlinie (C;;) ab-

gebildet. Die jeweilige Position des Mittelwertes (C;;)(¢) ist stark vom Cf;/ Ciﬁj—Verhéiltnis abhingig,
was eine allgemeine Eigenschaft der harmonischen Interpolation ist.

Geht man von infinitesimalen Deformationen aus, so fithren die physikalisch linearen konstitutiven
Gleichungen zu dem Hookeschen Gesetz (2.55). Werden die inelastischen Dehnungen &* fiir die
jeweilige Phase a berticksichtigt, so ergibt sich fiir die Berechnung der Causchyschen Spannung
mit dem VT-Ansatz im geometrisch linearen Fall

" () => C*[e-&1h*(9). (4.1)

Entsprechend folgt fiir die Berechnung der Cauchyschen Spannung mit der RS-Approximation
-1
()= D5t [e-Tewo)| 42

Jedoch reprisentieren die VT- und RS-Ansitze lediglich die obere und untere Schranke der realen
Materialparameter im Interface. Nur in speziellen eindimensionalen Féllen werden die effektiven
Materialparameter richtig wiedergeben. In Abschnitt[2] wurden die Sprungbedingungen an Dis-
kontinuitédten hergeleitet. Die Hadamardsche Sprungbedingung besagt, dass der Sprung des
Deformationsgradienten [F] = a ® n® nur Normalanteile zur singuldren Flache besitzt. Folglich
verschwindet der Sprung der Tangentialanteile. Daher ist die VT-Approximation nur fiir eine
eindimensionale parallele materielle Kette, bei der nur die Tangentialanteile relevant sind, giiltig.
Aus der Impulsbilanz wurde in Abschnitt[2.3.2] die Sprungbedingung fiir den Spannungsvektor
[t] = [o]n’ (siehe Gleichung (2.24))) abgeleitet. Diese besagt, dass der Spannungsvektor in Norma-
lenrichtung auf der singuldren Fliche homogen ist, was dem Kraftegleichgewicht entspricht. Damit
ist die RS-Approximation nur bei Sonderfillen ohne tangentiale Anteile giiltig. Dies entspricht
der eindimensionalen seriellen materiellen Kette. Fiir den geometrisch linearen Fall sind beide
eindimensionalen Sonderfille, die parallele und die serielle materielle Kette, in Abbildung
dargestellt. Ein eindimensionales Gebiet der Breite b mit einem Phaseniibergang in der Mitte der
Domine wird einachsig belastet. In Falle der seriellen materiellen Kette, die auf der linken Seite
der Abbildung dargestellt ist, wird das Gebiet in Normalenrichtung des Ubergangsbereiches
mit konstanten Spannung oy belastet. In Falle der parallelen materiellen Kette, die auf der rechten
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Abbildung 4.2.: Serielle Kette (links) und parallele materielle Kette (rechts). Ein eindimensionales Gebiet
mit einem Phasenibergang bei b/2 wird bei einer seriellen materiellen Kette in x-Richtung mit kon-
stanter Spannung o, und bei einer parallelen materiellen Kette mit konstanter Dehnung in y-Richtung
belastet. Die resultierenden Verlaufe der Dehnung &, (@) bzw. der Spannung o, (¢) und der Formén-
derungsenergiedichte W (¢) beider Approximationen (VT und RS) sind mit der SI-Lésung verglichen.

Seite der Abbildung[4.2)abgebildet ist, wird das Gebiet mit einer konstanten Dehnung &, tangen-
tial zum Ubergangsbereich belastet. Fiir beide Sonderfille sind die resultierenden Verldufe der
Dehnung &, (¢) bzw. der Spannung o, (¢) und der Verlauf der Formanderungsenergiedichte
W(¢) = (e(9) - a(¢@))/2 dargestellt. Zusitzlich zu den resultierenden Verldufen der VT- und
RS-Approximation sind zum Vergleich die resultierenden Verldufe einer Doméne mit einer scharfen
Grenzfliche, die mit SI (aus dem Englischen sharp interface) gekennzeichnet sind, dargestellt.

Sowohl bei der seriellen als auch bei der parallelen materiellen Kette befindet sich der Sprung
der Dehnung [, ] bzw. der Spannung [0, ] und der Sprung der Forméanderungsenergiedichte
[W] bei der SI-Lésung in der Mitte des Gebietes. Damit befinden sich auch die Mittelwerte

(exx) = (€5, + sgx) /2 bzw. (0,,) und (W) in der Mitte der Domine. Da die Werte innerhalb
der einzelnen Phasen konstant sind, folgt fiir die gesamte Forménderungsenergie der seriellen
materiellen Kette fiir die SI-Losung

b1 b
Esselr = fo Egogxx(‘P)dx = 500<8xx>-

Entsprechend folgt fiir die gesamte Formanderungsenergie der parallelen materiellen Kette
b1 b
sI
Epy. = /; any((p)eodx = Eso(oy},).

Unter Vernachldssigung der nicht elastischen Dehnungen reduziert sich die Gleichung tir die
Berechnung der Cauchyschen Spannung in einem bindren Fall zu

O'VT((p) = (C“[SVT])h“((p) + (Cﬁ[sVT])hﬁ((p) =0"h"(¢) + aﬁhﬁ(q)). (4.3)
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Damit resultiert die VT-Approximation in einer linearen Interpolation der Spannungen. Reduziert
man die Gleichung (4.3) entsprechend dem Fall der parallelen materiellen Kette, ergibt sich

oV (9) = (2u"h* () + 24P hP (9))eo = 0%,h* (9) + ab, hE ().

Dies ist eine lineare Interpolation der Spannungen mit der Interpolationsfunktion h*(¢), wie auf
der rechten Seite der Abbildung[4.2)zu sehen ist. Da sowohl die Ordnungsparameter als auch die
entsprechenden Interpolationsfunktionen im Gleichgewicht antisymmetrisch um ¢, = 0.5 sind
(siehe Gleichung (3.21)), folgt sofort fiir die gesamte Formadnderungsenergie der VT-Losung

EVT _ b

par. — E£0<O-}’}’>'

Da die Losung dquivalent zu der SI-Losung ist, ist die VT-Approximation im Falle der paralle-
len materiellen Kette exakt. Stellt man allerdings die Gleichung nach &Y um, so folgt fiir
den eindimensionalen Fall der seriellen materiellen Kette eine harmonische Interpolation der
Dehnungen

T (9) = [(A+ 2u")h% (@) + (A + 245 )W (9)] a0 (4.4)

B P SO SRR P
- |:()L“+2;4“)_100h () (/\ﬁ+2y/5)_100h (‘P)]

- [eéhw) . %h%)] .

xx Exx

Ein entsprechender Verlauf der Dehnung und der resultierenden Formédnderungsenergiedichte ist
auf der linken Seite der Abbildung[4.2)zu erkennen. Sowohl die Position der Mittelwerte (e,,) und
(W) als auch das Resultat der gesamten Formanderungsenergie deckt sich nicht mit der SI-Losung.

Die Abweichungen sind stark vom Verhiltnis der Dehnung €%, / efx, respektive vom Verhiltnis
der Materialparameter (1% + 2u%)/(A# + 2uP), abhiingig. Erst bei dem trivialen Fall, wenn die
Materialparameter A% + 2u* und AP + 2P nahezu dquivalent sind, ist €Y1 (¢q = 0.5) ~ (&4 ) (siche
Abbildung[4.1) und die VT-Losung ist mit der SI-Losung vergleichbar.

Werden die inelastischen Dehnungen vernachldssigt, so folgt fiir die Berechnung der Cauchyschen
Spannung mit der RS-Approximation

-1
a*>(¢) = [Z S“h“((p)] [sRS] . (4.5)
Angewendet auf den eindimensionalen Fall der parallelen materiellen Kette ergibt sich

1
2[4“80

@)= 9 )| :L%hwwiﬁhﬁ(w]. (46)

Y Tyy

Damit resultiert die RS-Approximation bei homogenen Dehnungen in einer harmonischen Inter-
polation der Spannungen. Entsprechend sieht der Verlauf der Spannung und der resultierenden
Forminderungsenergiedichte in Abbildung[4.2]aus. Auch hier stimmt weder die Position der Mit-
telwerte (0,,) und (W) noch die resultierende Energie E®® mit der scharfen Grenzflichenldsung
tiberein. Stellt man allerdings die Gleichung nach ¢ um und reduziert diese entsprechend
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dem eindimensionalen Fall der seriellen materiellen Kette, so folgt eine lineare Interpolation der
Dehnung

e5(9) = (1 +2u%) " aoh®(9) + (W + 2u) auhP (9) = €2, 1 (9) + kP ().

Sowohl die Position der entsprechenden Sprunggroflen als auch die resultierende Formédnderungs-
energie

b

Eisr = 5 00 (€xx)

deckt sich mit der erwarteten SI-Losung, wie auf der linken Seite der Abbildung[4.2)zu sehen ist.

Keine der beiden lokalen Homogenisierungsmethoden erfiillt die Hadamardsche Bedingung
und das Kriftegleichgewicht gleichzeitig. Fir die Erfiillung beider Sprungbedingungen
bedarf es einer gemischten Interpolationsmethode [10} [11]. In Abschnitt[4.3|wird ein solches Modell
vorgestellt, das auf mechanischen Sprungbedingungen an Diskontinuititen basiert.

4.2. Folgerungen der Homogenisierungsmethoden auf die
Evolutionsgleichung der Ordnungsparameter

Im vorhergehenden Abschnitt wurde gezeigt, dass bei der Berechnung der Spannungen die lokalen
Homogenisierungsmethoden nur in speziellen eindimensionalen Sonderfillen zufriedenstellende
Ergebnisse liefern. Das Approximationsschema von Voigt / Taylor (VT) liefert exakte Ergebnisse fiir
die parallele materielle Kette und das Approximationsschema von Reuss / Sachs (RS) entsprechend
fiir die serielle materielle Kette. Fiir allgemeine Zustdnde ergeben sich Abweichungen fiir beide
Schemata, die von dem Groflenunterschied der jeweiligen Materialparameter C* abhingig sind.
Die Folgen der Abweichungen auf die Evolutionsgleichung der Ordnungsparameter werden
im Folgenden besprochen.

Die Forminderungsenergiedichte W (¢, €, ¢) ist im Phasenfeldkontext von den Dehnungen &, von
den Spannungen ¢ und von den Ordnungsparametern ¢ abhéingig. Mit W*(&%, ¢%) als Forménde-
rungsenergiedichte der Phase « ergibt sich fiir die homogenisierte Formanderungsenergiedichte

W(g,e,0) =Y W%, 0% h*(g). (4.7)

Unter Beriicksichtigung der Formanderungsenergiedichte ist die freie Energie des Systems gegeben
durch (siehe Abschnitt

1
F(o, Vg, &,0) = /V ea(p,Ve) + Ewob((p) +W(g,&0)dV. (4.8)

Fiir die Berechnung der Grenzflachenenergie muss ein Linienintegral in Richtung der Interfacenor-
malen iiber die Gradientenenergiedichte ea(¢, V) und das energetische Potential wy, (¢) /e des
Funktionals ausgewertet werden. In Abschnitt[3.1.3|wurde gezeigt, dass die beiden Potentiale
so konstruiert wurden, dass ein solches Integral in Abwesenheit weiterer treibender Krifte exakt
Yap ergibt. Dabei wurde ausgenutzt, dass das Profil der Ordnungsparameter im Gleichgewicht
genau die Form hat.
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Fiir die Berechnung des Gleichgewichtsprofils unter Einfluss der Formanderungsenergie W (¢, €, 0)
wird ein eindimensionales binéres System mit einem Phasentibergang in der Mitte des Gebietes
betrachtet. Die Evolutionsgleichung der jeweiligen Ordnungsparameter nimmt dabei die
folgende Form an

oh*
0¢@q ’

agoa az(P‘x )/aﬂ 16 1 o 8
o TV g e (17200 3 (WI(E ) ~ WD)

wobei W% (&% 6*) und WP (&, o) die Forminderungsenergiedichten der jeweiligen Phasen sind.
Im Gleichgewicht verschwindet die lokale Anderung der Ordnungsparameter ¢, daher folgt fiir
das Gleichgewichtsprofil

*¢ 16 (1-294) 1
o _ @) we (x, ay W/3 [3’ B
ox2 en?r 2 2yaﬁe( (&%, 0%) (e8,05)

oh®

0 (4.9)

Auf die gleiche Weise wie in Abschnitt[3.1.3|wird die Gleichung (4.9) erst von beiden Seiten mit
0¢q/0x multipliziert und anschlieflend von 0 bis x integriert. Fiir das Profil der Ordnungsparameter
ergibt sich

x E)cpa 82¢a x aq)a 16 (1 — 24)“) 1
dx = f We(e*, 6%) — Wh(eP, 6P)) |d
/;) 0x ( ox2 )7 )0 ox \em 2 * 2)/0436( (&% 0%) (8,0 )) x

00.\> 16 1 [0 oh®
) = —— 0. (1- ¢q W*(&% 6%) - WP(&P, of dgq.
(Fe) = apoei=00 e [T (W0 - Wi o) 5 g

(4.10)

Um die urspriingliche Form fiir das Profil der Ordnungsparameter zu erhalten, muss das Integral
iiber die Differenz der Potentiale W¥ (&%, 6%) — WF (&P, 6#) im Gleichgewicht verschwinden. Ist
das nicht der Fall so wird das Profil der Ordnungsparameter durch den zusatzlichen Beitrag verzerrt.
Da fiir die Berechnung der Interfacebreite / und der Oberflichenenergie fsoéﬂ ein unverzerrtes Profil
notwendig ist, siche Gleichungen (3.22) und (3.24)), spiegelt sich entsprechend eine Verzerrung
des Profils in der resultierenden Interfacebreite [ und in der resultierenden Oberflichenenergie
fféﬁ wider. Dieser zusitzliche Beitrag in der Oberflichenenergie wird als Uberschussenergie (aus
dem Englischen interfacial excess energy) bezeichnet. Da die Formulierung der freien Energie
durch die Gleichung mit einem diffusen Ubergangsbereich die freie Energie des Systems mit
scharfen Grenzflichen approximieren soll, ist die Uberschussenergie die Differenz der Energie
innerhalb der Phasen eines Systems mit scharfen Grenzflichen (siehe Gleichung (3.2)) und der
Formulierung mit diffusem Ubergangsbereich [40]]. Fiir eindimensionale Systeme, die in
Abschnittbesprochen wurden, ergibt sich daher nach [110} 40] fiir die Uberschussenergie

b
Eexe = / W(g, &, 0)dx — ESL. (4.11)
0
Somit fithren jegliche Abweichungen der resultierenden Formanderungsenergie zu der Losung mit
scharfen Grenzflichen und zu einer Uberschussenergie im Interface.

Die grundlegende Annahme der VT-Approximation ist, dass die phasenanteiligen Dehnungen im
Ubergangsbereich gleich sind (siehe Abschnitt. Fiir die Berechnung der Cauchyschen Span-
nung 67 (¢) im Ubergangsbereich folgt aus dieser Annahme die Gleichung (£.I). Da unter der
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VT-Annahme die Gesamtdehnung & phasenunabhéngig und somit homogen ist, kann diese zur
Formulierung der Forménderungsenergiedichte verwendet werden. Entsprechend den Modell-
formulierungen in [54-57| folgt damit die Formulierung der Forménderungsenergiedichte fiir
infinitesimale Deformationen

WY (g.e) = 2 WY R (@) = 3 %(8 - &%) -C[e-&"]h%(9). (4.12)

Dagegen ist die Annahme der RS-Approximation, dass die phasenanteiligen Spannungen im Uber-
gangsbereich gleich sind. Da die Spannungen im Ubergangsbereich homogen sind, kénnen sie fiir
die Formulierung der Forminderungsenergiedichte WRS(¢, o) verwendet werden. Ausgehend
von der Formulierung der Formédnderungsenergiedichte mit der VT-Approximation, die durch
die Gleichung gegeben ist, folgt WRS(¢, o) fiir die RS-Approximation durch eine Legendre-
Transformation. Mit 9WV™" (¢)/0e = ¢ = C*(e - &%) = & = 8%[a] + &* ergibt sich fiir die
Forminderungsenergiedichte der Phase «

VT*
Le— WVT"‘

WE () = 2 -
= a-s—%(s—é“)-ca[s—é“]
=6 (S8%[o] + &%) - %(8“[0] 8 E%) . CU[S 0] + &% - &%)
-0 (8%[0] + &) - %G-S“[a]

= %G~S“[a]+a-é“. (4.13)

o ist dabei die Cauchysche Spannung, die durch die Gleichung (4.2)) gegeben ist. Damit folgt die
Forménderungsenergiedichte entsprechend der RS-Approximation in einem Multiphasensystem

WS(g0) = X WS (9) = ¥ S0 S°[0]+ o€ (). (414)

Reduziert man das Potential (4.14)) auf das eindimensionale System der seriellen materiellen Kette,
das in Abbildung [4.2| links dargestellt ist, und wihlt é# = 0, so folgt die Bedingung fiir einen
Gleichgewichtszustand W* = W

1, 1 L 1, 1
200 e e T T 00 B
L1 1 1
Exx = 500()\/3 +2ubP ey 2u® ) (4.15)

In Abbildung[4.3]sind die Formanderungsenergiedichten beider Approximationen fiir das Beispiel
der seriellen materiellen Kette und den Gleichgewichtszustand W* = WF = W*! dargestellt. Da die
Potentiale WR" (g, ) und WRS? (0xx) nur von den Spannungen oy, abhangen und fiir die serielle
materielle Kette gilt o, = (ffx = 09, ist der Gleichgewichtszustand fiir die RS-Approximation
eindeutig bestimmt, wie auf der rechten Seite der Abbildung[4.3|zu sehen ist. Fiir die Potentiale der
VT-Approximation entspricht dieses Gleichgewicht einer Gleichgewichtslinie WV (e, (¢)), die
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Abbildung 4.3.: Vergleich der Formanderungsenergiedichten der VT- und RS-Approximation am Beispiel
der seriellen materiellen Kette, die in Abbildung[4.2]links dargestellt ist. Die Bedingungen des Gleichge-
wichtszustandes WFS" = WA = WS und 69, = 68, = 0, sind mit gepunkteten Linien hervorgehoben.

Die resultierende Uberschussenergie der VT-Approximation EY/ ist grau markiert.

auf der linken Seite der Abbildung[4.3|dargestellt ist. Der Verlauf der entsprechenden Dehnung
exx (@) folgt dem Verlauf einer harmonisch interpolierten Grofle, wie in der Gleichung
gezeigt wurde. Dies fiihrt zu einer Abweichung des resultierenden Potentials WV (e, (¢@)) zum
Gleichgewichtsverlauf, das in Abbildungl[4.3|gepunktet hervorgehoben ist. Und dies wiederum fithrt
zu einer Uberschussenergie, die mit der Gleichung berechnet werden kann. In Abbildung[4.3]
wurde die Uberschussenergie grau hervorgehoben.

Fiir denn Fall der parallelen materiellen Kette, die in Abbildung[4.2]rechts dargestellt ist, ist der
Gleichgewichtszustand W% = WP = WS! mithilfe der Potentiale der VT-Approximation durch die
folgende Bedingung erfiillt

« B

1 o \2/1a a1
5(80—8},},) (A% +2u%) = 583(/\/3 +2uP)

. AB + Zyﬁ
8;}/ =& 1- m N (416)

wobei €], = 0 gewdhlt wurde. Der Verlauf der Forméanderungsenergiedichten fiir diesen Fall der
parallelen materiellen Kette ist in Abbildung [4.4] dargestellt. Der Gleichgewichtszustand W* =

WP = WS und &)y = sgy = g ist diesmal fiir den Potentialverlauf der VT-Approximation ein-
deutig definiert, was auf der linken Seite der Abbildung (4.4 zu sehen ist. Fiir die Potentiale der
RS-Approximation fiihrt dieser Gleichgewichtszustand zu der Gleichgewichtslinie W*S(a,,(¢)),
wobei der Verlauf von o), (¢) durch die Gleichung gegeben ist. Entsprechend fithren die
Abweichungen des WX Verlaufs zu W! zu einer Uberschussenergie, die in Abbildung grau

hervorgehoben ist.

Die resultierenden Verldufe der Ordnungsparameter beider Gleichgewichtszustidnde sind in Ab-
bildung |4.5| dargestellt. In Fall der seriellen materiellen Kette fiihrt die Uberschussenergie der

VT-Approximation EY. zu einer Verschmilerung des Ubergangsbereiches, was auf der linken
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Abbildung 4.4.: Vergleich der Formanderungsenergiedichten der VT- und RS-Approximation am Beispiel
der parallelen materiellen Kette, die in Abbildung[4.2)rechts dargestellt ist. Die Bedingungen des Gleich-
gewichtszustandes W* = WP = W und Eyy = £fy = &o sind mit gepunkteten Linien hervorgehoben. Die

resultierende Uberschussenergie der RS-Approximation ERS_ ist grau markiert.

Seite der Abbildung erkennbar ist. Und im Fall der parallelen materiellen Kette fithrt die Uber-
schussenergie der RS-Approximation EX>. zu einer Verbreiterung des Interfaces. Dies ist auf der
rechten Seite der Abbildungzu sehen. Mit der Gleichung wurde die Uberschussenergie mit
der nichtverschwindenden Differenz der jeweiligen Potentiale W* und W* im Ubergangsbereich
verkniipft. Daher wird die Wirkung der Uberschussenergie durch die aufgefiihrte Differenz der

W®- und W*¥-Potentiale im unteren Bereich der Abbildung[4.5/nochmals hervorgehoben.

Die nichtverschwindende Differenz der jeweiligen Betrage der Formanderungsenergiedichten W*
und W* zeigt auch, dass ein zusitzliches Potential am Gleichgewichtszustand der Gradientenener-
giedichte a(V¢, ¢) und des Potentials w,p, (@) mitwirkt. Daher kann die nichtverschwindende
Differenz der jeweiligen Formanderungsenergiedichten als ein Beitrag zu dem energetischen Po-
tential aufgefasst werden. Ankniipfend an die Berechnungen in der Gleichung folgt daher

a(Pa )2 )’aﬁ 16 € f¢“ ﬁ ﬁ ﬁ ah“
=2 2 (- o) + — W (&% 0%) - WP(ef, oP)) —dg,
eras( ) =T (g o [T (e o) - W) T

L
- 6w0b((P)'

w!, (@) ist das verinderte energetische Potential unter dem Einfluss der Uberschussenergie. Damit
folgt aus den Berechnungen in der Gleichung (3.24) fiir die Grenzflichenenergie in den betrachteten
eindimensionalen Systemen

b 99\ 1
of _ AN
fe' (9a> 9p) = fo (em( ™ ) + ewob(fp))dx
b 094 2 b
= / 2(—:yaﬁ(—) dx =2 / ea(Ve,p)dx. (4.17)
0 ox 0
Unabhidngig davon welche Grofien das System beeinflussen, kann die resultierende Grenzflichen-

energie im Gleichgewicht zwischen zwei Phasen mit einem Integral iiber die Gradientenenergie-
dichte a(V ¢, @) berechnet werden. In Abbildung[4.6|sind die resultierenden Grenzflichenenergien,
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Abbildung 4.5.: Vergleich der Verlaufe von &, bzw. 0, 95 und W - WP fiir die Gleichgewichtszustiande
der seriellen Kette (links) und parallelen materiellen Kette (rechts). Fiir die Gleichgewichtszustande gilt
W =wPf = W* und o9, = ofx = 0 bzw. £y, = sffy = &9. Die Gleichgewichtsbedingungen sind durch die
Gleichungen bzw. gegeben. Die Differenz der resultierenden Potentiale W® und W¥ fiihrt
zu einer Verzerrung der Profile der Ordnungsparameter, wie in der Berechnung gezeigt wurde.

die mit der Gleichung berechnet wurden, fiir die betrachteten Systeme der seriellen und
parallelen materiellen Kette aufgetragen. Die angreifenden mechanischen Krifte wurden dabei
variiert. Bei Systemen ohne eine Uberschussenergie ist keine Abhingigkeit der Grenzflichenener-
gie von der Forminderungsenergiedichte zu erkennen. Tritt Uberschussenergie auf, so kann die
besprochene Verzerrung des Profils der Ordnungsparameter (siehe Gleichung (4.10)) eine Verande-
rung der resultierenden Grenzflichenenergie fs‘xf bis zum Faktor drei bewirken. Zusétzlich sind in
Abbildung die resultierenden Breiten des Ubergangsbereiches I aufgetragen, die ebenfalls mit
dem Profil der Ordnungsparameter verkniipft sind (siehe Gleichung (3.22)).

4.3. Binares Phasenfeldmodell basierend auf mechanischen
Sprungbedingungen

In Abschnitt [4.]] wurde gezeigt, dass die tiblichen lokalen Homogenisierungsmethoden zur Be-
rechnung der effektiven Materialparameter nur in speziellen eindimensionalen Sonderfillen ihre
Giiltigkeit haben. Weder die VT- noch die RS-Approximation erfiillen die Hadamardsche Bedin-
gung und das Kriftegleichgewicht gleichzeitig [10} [11]. Im Allgemeinen fithren beide
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Abbildung 4.6.: Resultierende Interfacebreiten | und Grenzflachenenergien fS‘;ﬁ bei einer Variation
von W3 fiir die serielle Kette (links) und die parallele materielle Kette (rechts). / und fs‘ff wurden mit
theoretischen Sollwerten | = err? /4 und fab - Yag (siehe Gleichung (3.22) bzw. (3.24)) normiert.

lokalen Homogenisierungstechniken zu Abweichungen, die ihrerseits zur Uberschussenergie im
Ubergangsbereich fuhren [10}[11], was in Abschnittbesprochen wurde. Basierend auf mecha-
nischen Sprungbedingungen an Diskontinuititen wird in den folgenden Abschnitten ein Modell
vorgestellt, das beide Sprungbedingungen erfiillt. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden
zunichst die inelastischen Dehnungsanteile £ vernachlassigt und in Abschnitt[4.3.4/hinzugefiigt.

4.3.1. Kontinuierliche Variablen

Wie schon angesprochen, sind die mechanischen Sprungbedingungen an Diskontinuitaten die
Basis des nun vorgestellten Modells. Fiir den Sonderfall der materiellen singuldren Flache reduziert
sich die Sprungbedingung des Spannungsvektors auf der singuldren Flache (2.23)) zum Kriftegleich-
gewicht

[e]n®=0. (4.18)

n® ist dabei der Normalenvektor auf der singuldren Fliche. Ausgehend von der Stetigkeit der
Bewegungsfunktion x(X, t) wurde die Hadamardsche Bedingung in Abschnitt 2.3.5/abgeleitet.
Im geometrisch linearen Fall reduziert sich diese kinematische Kompabilititsbedingung gemaf3
Gleichung zu einer Sprungbedingung fiir den infinitesimalen Dehnungstensor

[€] = %(a®n5+ns®a). (4.19)

Der Sprung des Dehnungstesors [&] verschwindet also in tangentiale Richtungen #° und s® zur
singuldren Flache, wobei n® - t* = n®-s® = £* - s* = 0 gilt.

Beide Sprungbedingungen (4.18) und (4.19) sind von der Normalen n® zur singuldren Flache
abhingig. Im Phasenfeldkontext ist die Normale im Ubergangsbereich zwischen zwei Phasen a
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und S durch den Gradienten der Ordnungsparameter gegeben
VPu _ VOB 5 s (4.20)
Vool |Vl

und entspricht der Normalen auf der singuldren Fldche n®. Mit der Kenntnis der Normalen werden
zunichst die Variablen in eine Basis B = {n, t, s} transformiert, wobein-t=n-s=t-s = 0 gilt.
Fiir die Transformation der Spannungen folgt

n(ve) =

T Oun  Ont  Ops

!

o5(n) =QoQ =|on o1 01|, (4.21)
Ons Ots Oss

mit einer lokal definierten orthogonalen Transformationsmatrix

Nx Ny Mg
Qn)=|t: t, ¢
Sx Sy Sz

In dieser Basisdarstellung folgt fiir den Spannungsvektor on in der Komponentendarstellung

Onn  Ont  Ons 1 Onn
Ont Ot Ops || O =] Ont
Ons Ots Oss 0 Ops

Mit dieser Relation in der Basis B folgt aus der Kontinuitét des Spannungsvektors, die durch das

Kriftegleichgewicht gegeben ist, die Kontinuitat der Komponenten 0y, 0, und o,,s des Span-
nungstensors op. Auf gleiche Weise folgt aus der Sprungbedingung des Dehnungstensors (4.19)

die Kontinuitdt der Dehnungskomponenten &, €5 und &4. Damit konnen die Sprungbedingun-
gen und in der Basisdarstellung B folgendermafien zusammengefasst werden

0 0 0 lenn] [ent] [ens]
[og(m)] =10 [ou] [os])|, [es(m)]=|lene] O 0 . (4.22)
0 [[O'ts}] [[O'SSH [[snsﬂ 0 0

Das bedeutet, dass die Komponenten nn, nt und ns des Spannungstensors oy, und die Komponenten
tt, ss und ts des Dehnungstensors 8;3 kontinuierlich sind.

Unter Verwendung der Notation von Voigt [|61] fiir symmetrische Tensoren wird die Transformati-
on (4.21) und eine entsprechende Transformation fiir den Dehnungstensor zu
op(n) =Mo", (4.23)
ep(n) = MJ€"
mit M}, und M} als Transformationsmatrizen, die in Anhang[A.| definiert sind. Stellt man die
Komponenten des Spannungs- und Dehnungstensors in der Voigtschen Darstellung um, so kénnen
die kontinuierlichen Variablen, die durch die Sprungbedingungen (4.22) gegeben sind, von den
diskontinuierlichen Variablen separiert werden
T
)

>

T
44 . « o o _ o
GB(n) '_(Unnx Ont> Onss Ogps Oggs Uts) = (Gn:at

=i0p =:g%

g (4.24)

-
o . a o o o T
ex(n) .:(snn,2£nt,2£m,stt,sss,Zsts) = (&), &) .
—_—————
=gl =&t
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In 0, und &; sind die kontinuierlichen Spannungs- bzw. Dehnungsvariablen zusammengefasst und
in 6/ und &, die entsprechenden diskontinuierlichen Variablen. Das hochgestellte « deutet an, dass
es sich um eine diskontinuierliche und damit phasenabhingige Variable handelt. Mit dieser Um-
sortierung der Komponenten in der Voigtschen Darstellung dndern sich auch die entsprechenden
Transformationsmatrizen. So folgt fiir die Transformation des Spannungs- und Dehnungstensors

og(n) = My(n)o",

eg(n) = M(n)e". (4.25)

Mit den definierten Notationen und der Relation M,' = M! [62] wird die Formanderungsenergie-
dichte zu

1 1
W(e") :E(sV-Cvev) = E(Ms_lsB -CVMs_lsB)
1 - _ 1
2—(83 . MSTCVM£ 183) = —(83 . MUCVML— 83) = W(SB).
2 2
::CB

Fiir eine Vereinfachung der folgenden Berechnungen wird der Steifigkeitstensor Cp in Blocke
unterteilt

Cnnnn Cnnnt Cnnns Cfll’ltt CHTISS Cnnts

Cntnn Cntnt Cntns Cnttt Cntss Cntts
Cnsnn Cnsnt Cnsns Cnstt Cnsss Cnsts :(Cnn cnt)
Cttnn Cttnt Cttns Ctttt Cttss Cttts Ctn Ctt '
Cssnn Cssnt Cssns Csstt Cssss Cssts
Ctsrm Ctsnt Ctsns Ctstt Ctsss Ctsts

Cp(n) = (4.26)

Mit C,,, und C4; als symmetrische Matrizen der Dimension 3 x 3. C,; und Cy, sind 3 x 3 Matrizen,
fiir welche die Bedingung Cy,, = C!, erfiillt ist.

nt

4.3.2. Mechanische Konfigurationskrafte im Phasenfeldkontext

Mit dem Gradienten der Ordnungsparameter im Ubergangsbereich wird die Orientierung der
Basis B vorgegeben. Die Basis B gibt die Richtungen fiir die Zerlegung der Spannungen und
Dehnungen in kontinuierliche o, bzw. &; und diskontinuierliche o} bzw. &}, Variablen vor (siehe
Gleichung (4.24))). Mit den Notationen, die im vorhergehenden Abschnitt besprochen wurden, kann
die Formdnderungsenergiedichte der VT-Approximation fiir die jeweilige Phase folgendermafien
formuliert werden

aq o l o e«
W (83) = E(SB ‘CBSB (427)
1 a pa .« a pa a .« o
= E((sn : cnnsn) + (sn : Cntst) + (st ’ Ctnsn) + (st : Cttst))'

Dabei wird als Ausgangspotential die Formanderungsenergiedichte der VT-Approximation W* =
WVT* verwendet. Damit ist die phasenanteilige Forminderungsenergiedichte eine Funktion von
kontinuierlichen &; und diskontinuierlichen & Variablen. Wie in Abschnitt diskutiert wurde,
ist die gesamte Formanderungsenergiedichte durch die lineare Interpolation der Potentiale der
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lokal existierenden Phasen mit den jeweiligen Interpolationsfunktionen gegeben. Gemaf der
Gleichung (4.7) folgt fiir die Formanderungsenergiedichte fiir ein binéres System

W(ep) = W (e3)h®(9) + WF(eh)(1- h¥(9)).

Fiir die Berechnung der Evolutionsgleichung der Ordnungsparameter ist eine Variation der freien
Energie notwendig. Die Beitrdge der Gradientenenrgiedichte und des Energiepotentials zu der
Evolutionsgleichung wurden in Abschnitt[3.1|ausgiebig diskutiert. Daher wird in diesem Abschnitt
der Beitrag der Formanderungsenergie hergeleitet. Dieser Beitrag ist durch die Variation der
Forminderungsenergie E nach den jeweiligen Ordnungsparametern gegeben

0E _aW(SB) B ) aW(SB)
84’0{ a(Poc aV(PDt ‘

(4.28)

Fiir den ersten Beitrag der Variationsableitung (4.28) folgt bei konstantem &g

8W(£B)) 5\ Oh ()  OW® 9el WP 9P
) s(wr-wh) s . () + - 1-h" (4.29)
( aq)a . ( ) a(Poc asg agoa ((p) asﬁ a(/)a( ((p))
W acCs awh ach
+ CZBpe () + o B (1- h%(g)).

Die Steifigkeitstensoren Cg bzw. Cg sind in den jeweiligen Phasen konstant. Daher verschwinden
die letzten zwei Beitrage der Ableitung. Aus dem Kriftegleichgewicht (4.18) folgt fiir die Normal-
komponenten des Dehnungstensors

£n = €3h%(p) + eh(1- h*(9)). (4.30)
Da fiir die weitere Auswertung eine partielle Ableitung der Dehnungsbeitrige bei konstanten &p

bendétigt wird, wird die Gleichung von beiden Seiten nach ¢, abgeleitet. Dies liefert die
folgende Relation

oh*(¢) o€l ek
o ﬁ n o n o
—(e* - = —p%(@) + —2(1- h*(g)).
(sn sf’l) a . a . ( ) a ‘x( ( ))

Wird diese Relation in die Gleichung (4.29) substituiert und die Bedingung verwendet, dass die
Ableitungen der Formanderungsenergiedichten nach den jeweiligen Normalkomponenten der
Dehnungen die entsprechenden Normalkomponenten der Spannungen ergeben und ¢, phasenun-

abhingig sind o, = 9OW*/0e% = oWPF/ deb, folgt fiir die Ableitung

(aw) _(we-wh o) (& _sﬁ)ah“(q))‘

0P 0Qq " 99,

Sortiert man die einzelnen Beitrdge um, so folgt fiir die Ableitung der Formanderungsenergiedichte
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W nach ¢,

(E)W) = ((Wa—Gn-SZ)—(Wﬁ—Gn-Sﬁ))M
g OWF

E)goa a(ch
ow* ¢
o€y deh o9
=P (gy,e) =P (64,€t)

(¥ (om ) h®(9) + ¥ (00, &) (1~ h*(9))).

0
0Pq

¥*(6,, &) und WP (o, &) sind die Potentiale der einzelnen Phasen, die nur kontinuierliche Varia-
blen o, und &; beinhalten. Diese Potentiale konnen mit einer Legendre-Transformation aus den
jeweiligen Formadnderungsenergiedichten W* berechnet werden

oW (es(0,,€t), &)
o€l

Y*(0,, &)= W*(e,(0n, &), ) — g0, &r). (4.31)
Als Ausgangspotential wird dabei die Forménderungsenergiedichte der VT-Approximation ver-
wendet. Ausgehend von der Forménderungsenergiedichte der RS-Approximation kann ¥*(oy,, &)

folgendermafien berechnet werden

oWr (6, 6%(0,,£1)) _
Jof

¥Y*(0y, &) = WRsa(an,af‘(an,st)) - o/ (on, &). (4.32)

Fiir den zweiten Teil der Variationsableitung (4.28) folgt fiir die x-Komponente der Ableitung der
Forménderungsenergiedichte nach V¢, bei konstantem &g

JI(1-h*(¢))

(a_W) :Waah—(q))_,_wﬁ (4.33)
0Py e 0Py a(px
oW« ast wh ast
. h“
* e (9) + (9))
owe a e awﬁ asfi .
t = h* () + oo (1=h%(9))
& ‘P oeb  09x
L awW" acg WP acﬂ
he e
*3CE g (9)+—5 2l e (9)),

mit ¢, = (V¢,),. Ahnliche Ausdriicke folgen fiir die y- und z-Komponenten der Ableitung
nach V¢,. Die ersten zwei Terme der Gleichung verschwinden, da die Interpolationsfunktio-
nen (3.9) unabhingig von V¢ sind. Die Ableitung wurde bei konstanten e5 = (&, &) durchgefiihrt,
daher verschwinden auch die partiellen Ableitungen de;/d¢,. Mit C% = M,C* M., ergibt sich

oCj _ 0Cj oM, _0oCj oMy oCj oC* (4.34)
dpx OM, dpx OMT g, OC* 0y :
——

=0
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Ein entsprechender Beitrag ergibt sich fiir die Ableitung von Cﬁ. Da die Transformationsmatrizen
M, und M} mit n = V¢,/|V@,| konstruiert wurden, verschwinden die ersten zwei Beitrige in
der Gleichung im Allgemeinen nicht. Bei isotropen Materialeigenschaften dndern sich die
Steifigkeitstensoren bei der Transformation nicht und es gilt C5 = C“ bzw. Cg = CP. Da die
Materialparameter in der jeweiligen Phase konstant sind, verschwinden im Falle der Isotropie die
Ableitungen 9C*/d¢, = CP /9¢, = 0 und damit auch die letzten zwei Terme in der Gleichung (£.33).
Fiir die Auswertung der {ibrigen Beitrdge wird die Gleichung von beiden Seiten nach ¢, bei
konstantem ¢, abgeleitet. Es ergibt sich

% eﬁ
0- (%’;h“(q») + g—w- hw))).

Unter Verwendung dieser Relation und 6, = 9W*/9e% = 9WF/ asﬁ folgt, dass die Ableitung der
Forminderungsenergiedichte W nach V¢, die mit der Berechnung gesucht wurde, im Falle
der Isotropie verschwindet 9W/(0V¢,) = 0.

Daher ist der Beitrag der Formanderungsenergie zu der treibenden Kraft der Ordnungsparameter
im Falle der Isotropie gegeben durch

0E oh*(¢)
= \Ija n» - ‘{]ﬂ n» .
Gp, - (¥ (owe) =¥ o)) 5]
Dabei konnen die jeweiligen Potentiale durch die Gleichung (4.31) oder (4.32) berechnet werden.
Beide Potentiale, gewichtet mit den jeweiligen Interpolationsfunktionen h*(¢) bzw. (1- h%(¢)),
ergeben ein Gesamtpotential der Form

Y(, V9,00 &) = ¥ (0,8 )h* (@) + Y (0, &) (1 - h*(9)). (4.35)

Die Abhingigkeit des Potentials ¥ von V¢ kommt zustande, da die Aufspaltung der Variablen
in kontinuierliche und diskontinuierliche Variablen mit der Information der Normalen n =
V¢a/|V@s| und damit mit dem Gradienten der Ordnungsparameter geschieht. Eine Beschrei-
bung der Variation der Formanderungsenergie mit der Formédnderungsenergiedichte W (ep) ist
dquivalent zu der Beschreibung mit dem Gesamtpotential ¥ (¢, V¢, 6, &)

oh*(9)

SE  0W(ep) 0¥(9,V@,0,,¢)
09y

(4.36)
0¢Qq 04 0Qq

=[Y(on &)]

Fiir anisotrope Materialparameter C* oder CP muss ein zusitzlicher Beitrag zu der Evolutionsglei-
chung berticksichtigt werden (siehe Berechnung (4.34)).

Die Evolution der Ordnungsparameter in einem binéren System wird durch Gleichung be-
schrieben. Wie in Abschnittbesprochen, verschwindet die lokale Anderung d¢,/dt = 0, wenn
sich das System im Gleichgewicht befindet. Die Variation der Formdnderungsenergie ist durch die
Gleichung gegeben und kann direkt mit dem Potential ¥ (¢, V¢, 6, €;) beschrieben werden.
Damit folgt unter Beriicksichtigung der Formédnderungsenergie fiir den Gleichgewichtszustand
eines bindren Systems

oh“
0Pq

EM) (4.37)

SL¥(@ne)]
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Fiir die Auswertung dieses Gleichgewichtszustandes, im Kontext von scharfen Grenzflichen, muss
ein Linienintegral in Richtung der Normalen n ausgewertet werden, wie es in Abschnitt
durchgefiithrt wurde. Da das Potential ¥ (¢, V¢, 6,,, &) nur kontinuierliche Variablen beinhaltet,
wie bei der Berechnung in Abschnitt gefordert, ist die Bedingung dquivalent zu

oW
de,

[¥ (0, e0)] = ﬂw -snﬂ = [W] =64 [ea] = [W] - [€]n-on = —pogr.  (438)

Damit ist die Bedingung fiir den Gleichgewichtszustand im geometrisch linearen Fall 4qui-
valent zu der Bilanz der Konfigurationskrifte (2.58). Aulerdem zeigen die Berechnungen in der
Gleichung (2.57), dass der Sprung der Potentiale [¥ (0, ;)] gleich dem Sprung der Eshelby-
Tensoren in nn-Richtung im geometrisch linearen Fall ist

[¥(0n )] = n-[E]n.

Somit wird unter Verwendung des Potentials ¥ (¢, V¢, 6, &) die Bilanz der Konfigurationskrf-
te (2.58) im Phasenfeldkontext exakt abgebildet.

4.3.3. Berechnung der effektiven Materialparameter

Das phasenanteilige Potential (4.31), das nur kontinuierliche Variablen o, und & beinhaltet, ist
durch eine Legendre-Transformation der Forminderungsenergiedichte W% gegeben. Damit sind
alle Diskontinuitdten aus den Variablen substituiert und kénnen durch Spriinge der Materialparame-
ter ausgedriickt werden. In diesem Abschnitt wird ein Ausdruck fiir die effektiven Materialparameter
im Ubergangsbereich basierend auf dem Gesamtpotential ¥ (¢, V¢, 6, &;) hergeleitet.

Als Basispotential wird hier die Formanderungsenergiedichte W* = WVT" der VT-Approximation
verwendet. Ausgehend von der Formulierung der Formédnderungsenergiedichte in der Basis B

(siehe Gl. ([4.27)) ergibt sich

OWE (%, &
W) _ Conen +Chier = 0.

o nn®n
o€l

Damit folgt fiir die diskontinuierliche Variable
&, = (an)_l(an - Chr).

Wird dieser Ausdruck fiir €} in die Berechnungsvorschrift fir ¥*(o,, £;) substituiert, folgt
1
¥ (on, &) = E(Gn ((=Sun)on + 83,Crier) + & - (CLShyei0n + (Cpy — €1, S3,Chp ) €r))

dabei sind (C%,)" =: 8%, und (Cﬁt)T = C},. Fasst man die kontinuierliche Variablen o, und & zu
einer Grofle

T T
(: (Gnn’ Onts> Ons> Etts Esss 281‘3) = (O'n’ St) (4-39)

zusammen, so folgt fiir das Potential, welches nur von kontinuierlichen Variablen abhangt

Y (0u, &) = %((-7'“()- (4.40)
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Dabei ist 7" eine Proportionalitdtsmatrix zwischen den kontinuierlichen und diskontinuierlichen
Variablen fiir die Phase & mit der folgenden Definition

-8¢ St Co
o _ nn nn™ nt
4 ‘(c;‘nszn cz—crf;sznczt)' 44y

Das Gesamtpotential ¥ (¢, V¢, 0y, &) setzt sich nach Gleichung aus den phasenanteiligen
Beitrigen ¥ (o, &) und ¥#(0,, &) und den entsprechenden Interpolationsfunktionen 1% (¢)
und 1P (@) zusammen. Daher folgt mit der Definition der einzelnen Beitrige nach Gleichung
fiir das Gesamtpotential

¥ (9, V9, 0) = ¥4 (Oh"(9) + ¥E()(1- h*(9))
= ST mOR (@) + 5§ TR~ 1 (9)

=@ T,

mit der lokal zwischen den Phasen interpolierten Proportionalititsmatrix
T (n) = T*(n)h*(9) + TF(n)(1 - h*(9)). (4.42)

Auf dieselbe Weise, wie der Steifigkeitstensor in Blocke aufgespalten wurde (siehe Gl. (4.26)), wird
auch die Proportionalititsmatrix (4.42)) in Blocke unterteilt

_ Tnn Tnt
(7 7).

Wobei die entsprechenden Beitrige folgendermaflen definiert sind
2
T = 2 Tiuh"(9) = =S,h%(9) = Si(1- h*(9) (443)
a=1
2
T = D Thh(9) 1= S3,Couli*(9) + S1,CL (- 1 (9))
a=1

2
Tu= Y, THE (@) = (Cf, - €3S Con) B (9) + (€L - Ch,ShaCh ) (1= 1 (9)).
a=1

4.3.4. Erganzung der inelastischen Dehnungsanteile

Die bisherigen Formulierungen der Potentiale wurde ohne Beriicksichtigung von inelastischen
Dehnungsanteilen & durchgefiihrt. Inelastische Dehnungen kénnen phasenspezifische konstan-
te Dehnungen &{, konzentrations- oder temperaturabhiangige Dehnungsbeitrage £ (C(x)) bzw.
£f (T (x)), ortsabhéngige plastische Dehnungen sgl(x) oder auch die Summe all dieser Dehnungen
sein

&% =5 +&5(C(x)) +&5(T(x)) +ep(x) +....
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Mit den Notationen, die in Abschnitt eingefiihrt wurden, folgt fiir die Formanderungsenergie-
dichte der jeweiligen Phase unter Beriicksichtigung der nicht elastischen Dehnungsbeitrage

W#(ep) = - ((ep — &) - Cp(ep — £3)) (4.44)

((en — &) - Chn(ey — &) + (&, - &) - Cpy (&0 - &)
+ (e &) - Ciy (&, - &) + (e, - &) - Cy (& - &7)).

l\)l»—'l\-)l'—‘

Mit denselben Berechnungen, die in Abschnitt durchgefiihrt wurden, ergibt sich fiir die
Komponenten der Spannungen bzw. der Dehnungen in n-Richtung

Con(&n = &) +Cy (&0 — &),
&, = Syu(0n - Cy(e - &)) + &
Substituiert man die &;;-Abhingigkeit aus der Formulierung der Formadnderungsenergiedich-

te (4.44) mit einer Legendre-Transformation, ergibt sich ein Potential, welches nur von konti-
nuierlichen Variablen o, und &, abhingt

1 o o
o _- n e n _ a
Y (0, &) —2((&_&?) T (St—é‘tx)) o, £, (4.45)
Separiert man den Betrag der inelastischen Dehnungsanteile von dem Potential (4.45)), folgt
« «
eonr=3(c (7 ) »
tn tt

I To:) (& @z
—(('(O 7-;{)(5?)) (t' ttt

Dabei ist { = (0,,&)", wie es in der Gleichung (4.39) definiert ist, und (O)ij = ( ist eine 3 x 3
Nullmatrix. Entsprechend ergibt sich fiir das Gesamtpotential im Ubergangsbereich

¥ (9, Ve, {) =¥ (O)h*(9) + ¥F () (1-h*(9)) (4.47)
- S@TY)

<f Beo- s o)

(@ T (0) + & ThE) -1 (9))).

4.3.5. Berechnung der Spannungen

Die Berechnungen in den vorhergehenden Abschnitten [4.3.2-[4.3.4 wurden in der Basis B, die
durch die Normale n und den entsprechenden tangentialen Vektoren # und s zum Interface definiert
ist, durchgefiihrt. Ausgehend von dem Gesamtpotential ¥ (¢, V¢, {) wird in diesem Abschnitt die
Vorschrift zur Berechnung der Spannungen ¢ im kartesischen Koordinatensystem hergeleitet.
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Unter Beriicksichtigung der inelastischen Dehnungsanteile € ist das Gesamtpotential ¥ (¢, V¢, {)
mit der Gleichung (4.47) gegeben. Daraus lassen sich die die Dehnungen in Richtung der Normalen
folgendermafien berechnen

_ 9¥(e.Ve.0)
" doy,

= _Tnnan - Tntst + )Zm

mit y, als Eigendehnungsbeitrag in Normalrichtung

fon = (88 + Tl )h(9) + (& + ThE ) (1-1*(9)).
Hieraus lassen sich die Normalkomponenten der Spannungen berechnen
0w =T pn(&n+ T utet = fn)- (4.48)
Entsprechend sind die tangentialen Anteile der Spannung durch die folgende Ableitung gegeben

5 - ¥ (9. V9.0)
! ast

mit y; als tangentiale Anteile der inelastischen Dehnungen
K= THEN (9) + TLE (11 (9)).

Werden die Normalanteile der Spannung mithilfe der Gleichung (4.48)) substituiert, folgt der
tangentiale Anteil der Spannung

T ~
=T w00+ T 118t — Xt

0t =T pToun(€n+ Tneee = fn) + T e — K. (4.49)
Fasst man die Gleichungen(4.48) und (4.49) zusammen, ergibt sich fiir die Spannungen in der

Basis B
[on) ~T ~Tun Tt &, T,! 0\ (in
GB_(‘“)_("TMTZL T"‘TtnTZZTm)(st)+(’rmT;i, —1)(;@ - 450

Ks(9) o8

ICs( @) ist die effektive Steifigkeitsmatrix im Ubergangsbereich und 65 sind die Spannungsanteile,
die aus den inelastischen Dehnungen resultieren. Unter Verwendung der Transformationsmatrizen,
die im Anhang|A.l| definiert sind, lassen sich die effektive Steifigkeitsmatrix und die effektiven
Eigenspannungen in der Voigtschen Notation in das kartesische Koordinatensystem transformie-
ren

K(9) = My K5(9) M., (4.51)
5"(9) = M 65(p).

Damit resultiert das Hookesche Gesetz im kartesischen Koordinatensystem und der Voigtschen
Darstellung zwischen den lokal iiberlappenden Phasen

' =K(p)e' +6" ().
Dabei ist £ die totale Dehnung in der Voigtschen Darstellung

-
€' = (Exxs> Eyys €225 2857, 2857, 28xy)
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4.4. Validierung des Modells

In Abschnitt[4.]wurden die Sonderfalle der seriellen und parallelen materiellen Kette eingefiihrt
(siehe Abbildung[4.2). Anhand der beiden Sonderfille wurde gezeigt, dass die VT-Approximation
fiir den Sonderfall der parallelen materiellen Kette und die RS-Approximation fiir den Sonderfall
der seriellen materiellen Kette zufriedenstellende Ergebnisse fiir die Berechnung der Spannungen,
Dehnungen und folglich fiir die Forménderungsenergiedichte im Ubergangsbereich liefern. Fiir
allgemeine Zustinde ergeben sich Abweichungen fiir beide Schemata, die gravierende Folgen fiir die
Evolutionsgleichung der Ordnungsparameter haben, was in Abschnitt[4.2gezeigt wurde. Daher wird
in den folgenden Unterabschnitten zunéchst das Verhalten des vorgestellten Modells fiir die beiden
Sonderfille untersucht. Anschlieflend werden die Untersuchungen auf eine zweidimensionale Platte
mit einem Einschluss erweitert und anhand dieses Beispiels nachgewiesen, dass das vorgestellte
Modell die Bilanz der Konfigurationskrifte exakt wiedergibt.

4.4.1. Serielle und parallele materielle Kette

Das Simulationssetup fiir die serielle und parallele materielle Kette wurde in Abschnitt[4.]vorgestellt
und in Abbildung[4.2]visualisiert. Bei dem eindimensionalen Sonderfall der seriellen materiellen
Kette sind nur die nn-Komponenten der Spannungen und Dehnungen ungleich null. Entsprechend
reduziert sich die Vorschrift fiir die Spannungsberechnung des vorgestellten Modells zu

Omn = ~Ton (0 = (5,1 (9) + & 1P (9)))

-1

[ZSlﬂ¢](m—¢mﬁw+JMw»)
nn

Es ergibt sich eine harmonische Interpolation der Steifigkeitskomponenten S, und eine lineare

Interpolation der nicht elastischen Dehnungsanteile &,,,. Fiir isotrope Materialien ist dies dquiva-

lent zu der Berechnungsvorschrift der Spannungen entsprechend der RS-Approximation (siehe

Gl ([4.2)). Entsprechend reduziert sich das Potential ¥ (¢, V¢, {) (siche GL.(4.47)) in diesem eindi-

mensionalen Fall zu

\P((P V(P () - (Gnnn;nnanﬂ) O-""(éznhlx(q’) +é€nhﬁ(q’)) (4'52)
o,m[ZS“ h% (@ ] a,m—an,,(z é“h“((p)).
nn a=1

Bis auf das Vorzeichen ist das Potential &quivalent zu der Berechnungsvorschrift der Forménderungs-
energiedichte entsprechend der RS-Approximation (siehe Gl. (4.14))). Das Vorzeichen ergibt sich aus
der Wahl der Legendre-Transformation. Bei der Berechnung der Formanderungsenergiedichte der
RS-Approximation wurde WXS(a) = (oWV"/(0¢))-e- WV gewihlt (siehe Gl (4.13)). Dies ermég-
lichte den Vergleich der Forménderungsenergiedichten zwischen der RS- und VT-Approximation
in den Abbildungen[4.3jund[4.4] Um den Vergleich mit der Bilanz der Konfigurationskrafte
sicherzustellen, wurde bei dem vorgestellten Modell ¥ = WV — (E)WVT / asn) - &, verwendet.
Beide Transformationen sind zuldssig und erkldren das abweichende Vorzeichen beim Vergleich
der Potentiale und (4.14). Damit ist gezeigt, dass fiir den eindimensionalen Sonderfall der
seriellen materiellen Kette das vorgestellte Modell dquivalent zu der RS-Approximation ist.
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Abbildung 4.7.: Vergleich der Verldufe von &, bzw. 0y, ¢4 und W - Y8 fiir die Gleichgewichtszustiande
der seriellen Kette (links) und parallelen materiellen Kette (rechts). Fiir die Gleichgewichtszustande gilt
W =wPf = W* und o9, = ofx = 0 bzw. £y, = sffy = &9. Die Gleichgewichtsbedingungen sind durch die
Gleichungen bzw. gegeben. Zum Vergleich wurden die entsprechenden Verldufe der VT-
und RS-Approximation aus der Abbildunggegenubergestellt.

Bei dem Sonderfall der parallelen materiellen Kette sind nur die ¢¢-Komponenten der Spannungen
und Dehnungen ungleich null. Entsprechend reduziert sich das Potential (4.47) zu

1 2 o (44 ~ ~ (44 ~0 (44
Y(9,Ve,{) = 5 Z(stt(Ttt)ttstt - 2£ft(Ttt)tt€tt + stt(Ttt)ttftt)h (9) (4.53)
a=1
1 2 =~ (44 ~0 o
= 5 Z_:l((ett - ett)(Ttt)tt(ett - €tt))h (@).

Da T7, gleich C{, ist fiir isotrope Materialien, ist das Potential (4.53) d4quivalent zu der Formén-
derungsenergiedichte nach der VT-Approximation (siehe Gl. (4.12)). Entsprechend ist auch die
Berechnungsvorschrift der Spannungen dquivalent zu der VT-Approximation.

Unter der Annahme von isotropen Steifigkeiten der jeweiligen Phasen ist das vorgestellte Modell
im Falle der seriellen materiellen Kette dquivalent zu der RS-Approximation und im Falle der paral-
lelen materiellen Kette 4quivalent zu der VT-Approximation. Dies ist auch an den resultierenden
Spannungs- bzw. Dehnungsverlaufen in Abbildung[4.7)zu erkennen. Fiir eine genauere Analyse der
resultierenden Dehnungen bzw. Spannungen wird auf den Abschnitt[4.1]verwiesen.

In Abschnitt[4.2] wurden die Folgen der Abweichungen der VT- und RS-Approximation fiir die
serielle und parallele materielle Kette untersucht. Es wurde gezeigt, dass eine Differenz der Potentiale
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W% - WP im Gleichgewichtszustand zu einer Uberschussenergie im Ubergangsbereich fiihrt (siehe
Berechnungen und (4.11)). Es konnte gezeigt werden, dass die Differenz der Potentiale
W¢ — WP in Falle der seriellen materiellen Kette bei der RS-Approximation verschwindet und in
Falle der parallelen materiellen Kette verschwindet die Potentialdifferenz bei der VT-Approximation.
Bei Erstarrungsprozessen konnten Kim et al. [63], Plapp [64] und Choudhury und Nestler [9]
zeigen, dass die Verwendung von Potentialen fiir die Evolutionsgleichung der Ordnungsparameter,
die nur aus kontinuierlichen Variablen bestehen, die Bildung von Uberschussenergie vermeidet.
Beim vorgestellten Modell werden nur kontinuierliche Variablen zur Formulierung der jeweiligen
Potentiale verwendet. Entsprechend verschwindet die Potentialdifferenz ¥* — W# sowohl bei
der seriellen als auch bei der parallelen Materialkette, was in Abbildung[4.7]zu erkennen ist. Da
sich keine Uberschussenergie im Ubergangsbereich bildet behilt das Gleichgewichtsprofil der
Ordnungsparameter seine urspriingliche Form.

4.4.2. Validierung der Spannungsberechnung in einem zweidimensionalen
System

Die Simulationen aus Abschnitt [4.4.]| zeigen, dass das vorgestellte Modell in eindimensionalen
Systemen, in denen nur normale oder tangentiale Anteile der Spannungen oder Dehnungen eine
Rolle spielen, die theoretischen Vorhersagen exakt wiedergibt. Ahnliche Ergebnisse wurden bereits
mit dem Modell von Durga et al. [10] erzielt. Allerdings werden dort die Scheranteile der Span-
nungen und Dehnungen komplett vernachlassigt. Daher ist das Modell von Durga et al. [10] nicht
auf allgemeine Systeme anwendbar. Bei dem vorgestellten Modell werden alle Komponenten der
Dehnungen bei der Berechnung der Spannungen verwendet und bei der Berechnung des
Potentials werden alle Komponenten der Spannungen bzw. der Dehnungen verwendet. Des
Weiteren werden bei dem vorgestellten Modell die inelastischen Dehnungsanteile beriicksichtigt.
Zur Validierung des Modells in realistischen Systemen, werden die resultierenden Spannungen und
Dehnungen einer Platte mit einem kreisférmigen Einschluss unter hydrostatischer Zugbelastung
mit theoretischen Vorhersagen verglichen.

Das verwendete Simulationssetup ist in Abbildung links oben dargestellt. Ein zweidimensio-
nales Gebiet der Grofle 1300 x 1300 Zellen im ebenen Dehnungszustand mit einem kreisférmigen
Einschluss in der Mitte des Gebietes wird von allen Seiten mit konstanter Spannung oy belastet.
Entsprechende theoretische Berechnungen unter Annahme von scharfen Grenzflichen sind in Mai
und Singh [65]] zu finden. Fiir die Matrix wurde ein isotroper Steifigkeitstensor mit einem £-Modul
von &y, = 210 GPa und einer Querkontraktion von vy, = 0.3 gewdhlt. Der kreisférmige Einschluss
hat einen Radius von r = 100 Zellen und eine ebenfalls isotrope Steifigkeit von C' = 0.1C™. Der
Ubergangsbereich ist [ ~ 2.5¢ ~ 12 Zellen breit, wie es in der Gleichung berechnet wurde. Das
Gebiet wird von allen Seiten mit gy = 100 MPa belastet. Die zugrundeliegende zylindrische Symme-
trie ermoglicht die Aufspaltung der Spannungen und Dehnungen in Normal- und Tangentialanteile.
Unter Verwendung von Zylinderkoordinaten folgt fiir die Normalanteile 0, = 0, und &,,, = &.
Entsprechend ergibt sich fiir die Tangentialanteile o4+ = 099 und &;; = egg. Fiir die Validierung
des vorgestellten Modells sind die Spannungs- und Dehnungsverldufe in der Ubergangsregion
zwischen der Matrix und dem Einschluss von Interesse. Daher wurden die entsprechenden Verlaufe
der Felder entlang der im Simulationssetup hervorgehobenen Linie gezeichnet. Zum Vergleich sind
die Verldufe der theoretischen Felder nach Mai und Singh [[65] und die Verldufe der resultierenden
Felder der VT- und RS-Approximation gegeniibergestellt.
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Abbildung 4.8.: Spannungs- und Dehnungsverldufe berechnet mit dem vorgestellten Modell und den
VT- und RS-Approximationen fiir eine Platte mit einem runden Einschluss (' = 0.1€™) unter hydro-
statischer Zugbelastung. Zum Vergleich sind die theoretischen Vorhersagen von Mai und Singh [65]
gegeniibergestellt. Die Felder sind im Bereich der fett hervorgehobenen Linie im Simulationssetup
gezeichnet, das auf der linken Seite dargestellt ist.

Wie schon in den eindimensionalen Systemen, die in Abschnittuntersucht wurden, ergeben
sich Abweichungen in den nicht kontinuierlichen Variablen o4 und ¢,,, wenn man die VT- oder
entsprechend die RS-Approximationen verwendet. In diesen zweidimensionalen Simulationen
ergeben sich des Weiteren Abweichungen bei 0y, €/, und entsprechend in dem Verlauf der Form-
anderungsenergiedichte W im Vergleich zu den theoretischen Werten im Inneren des Einschlusses,
wenn man die beiden Approximationen verwendet. Die Abweichungen sind abhéngig von der
Kriimmung « = 1/r; und der Breite I = 2.5¢ des Ubergangsbereiches. Fiir die zugrundeliegenden
Parameter mit «[ ~ 0.12 ergibt sich eine Abweichungen von 7.3 % fiir die VT-Approximation und
eine Abweichung von 7.4 % fiir die RS-Approximation. Fiir grofiere Werte von k! ~ 0.8 steigt die
Abweichung auf bis zu 29 % fiir die VT- und auf bis zu 27 % fiir die RS-Approximation.

Im Vergleich zu den Ergebnissen der VT- bzw. der RS-Approximation passen die Profile der
resultierende Spannungs-, Dehnungs- und Felder der Formanderungsenergiedichte sowohl fiir
die kontinuierlichen als auch fiir die diskontinuierlichen Variablen sehr gut zu den theoretischen
Vorgaben. Die Abweichungen der Felder im Inneren des Einschlusses sind vernachléssigbar klein.
Fir kI ~ 0.12 ergibt sich lediglich eine Abweichung von ~ 0.2%. Und fiir I ~ 0.8, was ein
Extremwert fiir die Beschreibung gekriimmter Ubergangsbereiche ist, ist die Abweichung ~ 6 %
grof3.

Wie schon am Anfang dieses Kapitels erwdahnt, haben Durga et al. [10] ebenfalls ein Modell pra-
sentiert, das sehr gute Ergebnisse in den eindimensionalen Systemen liefert. In diesem Modell
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Abbildung 4.9.: Validierung des vorgeschlagenen Modells tiber den Gibbs-Thomson-Effekt. Die resul-
tierende Formanderungsenergiedichte ist links in Falschfarben dargestellt. Die Profile der Formande-
rungsenergiedichte auf der rechten Seite gehéren zu dem Fall vmify4() = 1 und sind entlang der griin
hervorgehobenen Linie aufgetragen. Die Geschwindigkeit des Wachstums und des Schrumpfens des
Einschlusses zu den unterschiedlichen Grenzflaichenenergien y;; ist rechts unten dargestellt.

werden zunéchst die Losungen der VT- und RS-Approximation berechnet und anschliefSend die
resultierenden Spannungen und Dehnungen bei der Berechnung der Formanderungsenergiedichte
folgendermafien kombiniert

RS VT VT RS
Durga I{ gs Snnnn Oy + Snnttcttttstt Cttttgtt + CunttSnnnn Oun VT
W =3 nn S C + S C Etl‘
2 1= SunttCrntt 1= SunttCrntt

Diese Vorgehensweise liefert ein besseres Ergebnis in dem Profil der Formdnderungsenergiedichte
im Ubergangsbereich, allerdings sind die Abweichungen im Inneren des Einschlusses immer noch
sehr hoch. Fiir k[ ~ 0.12 ergibt sich eine Abweichung von ~ 4 % im Vergleich zu den theoretischen
Werten.

4.4.3. Validierung der treibenden Kraft tiber den Gibbs-Thomson-Effekt

In einem zweidimensionalen Fall kann ein Gleichgewichtszustand iiber den Gibbs-Thomson-Effekt
beschrieben werden. Fiir einen kreisférmigen Einschluss mit einem Radius r;, der in eine Matrixpha-
se eingebettet ist, ist der Gleichgewichtszustand erreicht, wenn die beteiligten Konfigurationskrifte
im Gleichgewicht sind. Nach [27,[28, 31] wird dies durch die folgende lokale Bedingung erreicht

W™ - ' - n (sm - si) o'n® = 2k, (4.54)

mit ™, ' als die Groflkanonischen Potentiale der Matrix und des Einschlusses. ¥ = 1/r; ist
die mittlere Krimmung und I},; die Groflkanonische Grenzflichenenergie. €™ — &' = [e] ist
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der Dehnungssprung und ¢' ist die entsprechende Spannung. Werden nur mechanische Betrige
beriicksichtigt, reduziert sich der Sprung der GrofSkanonischen Potentiale w™ - ' = [w] = [W] auf
den Sprung der Formdnderungsenergiedichten auf scharfen Grenzflichen. Daher vereinfacht sich
die Gleichgewichtsbedingung fiir einen zweidimensionalen Fall und bei rein mechanischen
Konfigurationskriften zu folgender Form

[W]-T[en]- 00 = kymi, (4.55)

mit ym; als Grenzflachenenergiedichte zwischen der Matrix und dem Einschluss. ¢, und ¢, sind
die Normalkomponenten der Dehnung und der Spannung entsprechend der Notation, die in
Abschnitt[4.3.] eingefiihrt wurde. Die linke Seite der Gleichung ist dquivalent zu der Konfi-
gurationskraft des vorgestellten Modells (4.38). Dies wurde in Abschnitt[4.3.2]gezeigt.

Das gewahlte Simulationssetup ist dquivalent zu dem Simulationssetup, dass in Abschnitt[4.4.2]
besprochen wurde und auf der linken Seite der Abbildung[4.8|zu erkennen ist. Ein zweidimen-
sionales Gebiet mit einem Einschluss in der Mitte des Gebiets wird hydrostatisch belastet. Unter
Verwendung der theoretisch berechneten Spannungs- und Dehnungsfelder von Mai und Singh
[65]] und Polarkoordinaten folgt fiir den Gleichgewichtszustand

yo(re) = 5 (L3 (r) ey () - o () [l (r)])

Yok (1) ist die Grenzflichenenergie, bei der sich der Gleichgewicht einstellen muss. e} (r;) und
i (ri) sind die theoretisch vorhergesagten Werte am scharfen Ubergang zwischen der Matrix
und dem Einschluss. Die theoretischen Vorhersagen von Mai und Singh [65] benétigen eine
im Unendlichen angelegte Spannung 0. Fiir die Anpassung dieser Spannung an die angelegte
Spannung oy wurde sichergestellt, dass die dufSere Verformungsenergie der Simulation mit den
theoretischen Werten in einem entsprechenden Abstand {ibereinstimmen. Mit einer Wahl von
0o = 1.0097120¢ = 1.009712 x 100 MPa, ist diese Bedingung erfiillt.

Die Abbildung|4.9|zeigt die resultierende Formanderungsenergiedichte nahe am Gleichgewicht auf
der linken Seite. Die Geschwindigkeit des Wachstums des Einschlusses ist auf der rechten Seite fiir
unterschiedlich gewihlte yn,; abgebildet. Es ist deutlich zu erkennen, dass mit dem vorgestellten
Modell die Wachstumsgeschwindigkeit des Einschlusses bei gewéhltem ymi = y5 (r;) verschwin-
dend klein ist. Damit ist gezeigt, dass das vorgestellte diffuse Grenzflichenmodell die theoretischen
Vorhersagen scharfer Grenzflachen sehr gut abbildet.

4.5. Erweiterung des Modells auf Anwendungen in polykristallinen
Systemen

In den Abschnitten [4.3|und [4.4 wurde ein binares Phasenfeldmodell vorgestellt, das beide Sprung-
bedingungen, sowohl die Hadamardsche Bedingung als auch das Kriftegleichgewicht (2.24),
erfiillt. Aulerdem wurde in diesen Abschnitten gezeigt, dass dieses Modell die Bilanz der Konfigu-
rationskrifte exakt wiedergibt. Damit sind die Voraussetzungen geschaffen, um den Einfluss
der mechanischen Konfigurationskrifte auf Phasenumwandlungs- und Kornwachstumsprozesse
auf der Basis des eingefiithrten Modells zu untersuchen. Die notwendige Erweiterung des Modells
auf Anwendungen in polykristallinen Systemen wird im Folgendem vorgestellt.
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Abbildung 4.10.: In einem Gebiet mit drei Phasen ¢,, ¢p und ¢, sind die Normalen n; = V¢;/|Ve;| der
jeweiligen Phasen links dargestellt. In dem hervorgehobenen Bereich koexistieren die drei Phasen. Daher
ist keine eindeutige Normale definierbar. Rechts sind M(¢) (siehe Gl. (£56)) und die Normalen n (siehe
Gl. (4.57)) dargestellt. Dabei wurden £P = 0.5E% und £ = 0.25£2 gewihlt. In jedem Punkt ist n eindeutig
bestimmbar.

4.5.1. Bestimmung des effektiven Normalenvektors

Sowohl fiir die Anwendung der Sprungbedingungen (siehe Gl. und (2:33)) als auch fiir die
Berechnung der Konfigurationskrifte ist die Kenntnis des Normalenvektors im Ubergangs-
bereich notwendig. Bis auf die Singularititen, wie z. B. dem Quadrupelpunkt oder der Tripellinie
bzw. Tripelpunkt im Zweidimensionalen, ist der Normalenvektor bei einer Parametrisierung des
Gebietes mit scharfen Grenzflichen eindeutig bestimmbar. Ist der Ubergangsbereich diffus, so exis-
tiert ein volumetrischer Bereich bei dem mehrere Phasen koexistieren konnen (siehe Abschnitt[3.1).
Mithilfe der Ordnungsparameter kann trotz dieser Koexistenz zu jeder Phase ¢, (x,t) und zu
jedem Punkt im Gebiet ein Normalenvektor n, = V¢, /|V¢,| zugeordnet werden. Koexistieren in
einem Punkt im Gebiet nur zwei Phasen, so ist der Normalenvektor eindeutig bestimmbar, denn
ny, = —ng = ~V¢p/|Veg|. Bei einer Koexistenz von mehr als zwei Phasen ist der Normalenvektor
nicht mehr eindeutig bestimmbar, wie es auf der linken Seite der Abbildung zu erkennen
ist. In dem hervorgehobenen Bereich koexistieren drei Phasen. Daher gibt es in jedem Punkt des
Bereiches drei unterschiedliche Normalen #n;. Ein eindeutiger Normalenvektor kann alleine mit
der Information der Morphologie nicht mehr eindeutig zugeordnet werden.

Sowohl bei den Sprungbedingungen und als auch bei der Maxwell-Relation (2.50), die
zu der Bilanz der Konfigurationskrafte fithrt, wird die singulére Flache durch den Sprung der
Materialparameter C' charakterisiert. Fiir isotrope Materialien reicht der Sprung der Laméschen
Konstanten [A], [¢] oder der Sprung des Youngschen Moduls [£] und der Querkontraktion [v]]
fur die eindeutige Definition der singuldren Fliache. Daher kann eine oder mehrere dieser Grofien
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fur die Bestimmung eines skalaren Feldes M (¢) verwendet werden, dessen Gradient die singulére
Fliche charakterisiert. Unter Verwendung des Youngschen Moduls wird M (¢) folgendermaflen
definiert

M(g) =) E%q. (4.56)

Mit dieser skalaren Feldgrofie kann ein eindeutiger Normalenvektor berechnet werden

VM(e)

. 4.57
V()] (457)

n(M(9)) =
Damit ist auch fiir ein System mit beliebig vielen Phasen ein eindeutiger Normalenvektor in jedem

Punkt bestimmbar. Wenn nur zwei Phasen in einem Bereich koexistieren, reduziert sich n(M(¢))
zu der Formulierung im binaren Modell (gegeben durch Gl. (4.20))

V(E%a+EPpp)  EVo. — PV,  [E]Voa  Voa

- - - . (458)
IV(E%pa+EPR)|  |E9V Qe —EFV QL]  [[E]Val  [V@al

n(M(g)) =

Auf der rechten Seite der Abbildung|[4.10|sind M(¢) und die Normalenvektoren fiir das betrach-
tete Dreiphasengebiet dargestellt. Im Vergleich der beiden Methoden ist zu erkennen, dass sich
die Richtungen der Normalen in den Zweiphasenbereichen nicht unterscheiden, wie durch die
Gleichung gezeigt wurde. Wenn drei Phasen in einem Bereich koexistieren, sind iiber die
Gleichung deutliche Vorteile der Normalenberechnung zu erkennen. Denn n(M(¢)) ist
stets eindeutig und kann somit in Multiphasensystemen verwendet werden. Allerdings wird die
Normale in der Dreiphasenregion gewichtet berechnet. £% ist der grofite Youngsche Modul, ent-
sprechend wird die Richtung V¢, bevorzugt. Verschwindet der Sprung der Materialparameter
zwischen zwei Phasen, dann verschwindet auch die Normale n(M(¢)) = 0. Somit existiert fiir
diesen Fall auch keine singuldre Flache. Dies ist ein weiterer Vorteil dieser Methode und kann
verwendet werden, um die komplexe Berechnung von Spannungen in solchen Ubergangsbereichen
auf das Hookesche Gesetz zu reduzieren.

Im Allgemeinen wird die singuldre Flache durch den Sprung des gesamten Stefigkeitstensors
[C] und die Spriinge der nicht elastischen Dehnungsanteile [£] charakterisiert. Daher kann im
Allgemeinen die folgende Form fiir die Berechnung des skalaren Feldes M (¢) verwendet werden

) ipmi(C - CF) (& - &)
M- Sepoa pi(C5 ) T (i - )

) PaPp-

Nur wenn die Spriinge aller Komponenten des Stefigkeitstensors [C;;] und aller Komponenten der
nicht elastischen Dehnungen [ € | verschwinden, verschwindet auch die Normale n(M(¢)) = 0
und damit die singulédre Flache.

4.5.2. Bestimmung des Potentials und der Spannungen in polykristallinen
Systemen

In Abschnitt wurden die mechanischen Konfigurationskrifte im Phasenfeldkontext fiir Zwei-

phasensysteme abgeleitet. Dabei wurden die Variablen mithilfe der Normalen # zunéchst in konti-
nuierliche o, bzw. &; und diskontinuierliche ¢/ bzw. &}, Anteile aufgespalten. Fiir polykristalline
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Systeme ist eine eindeutige Normale mit der Definition (4.57)) gegeben. M1t der Notation, die in
Abschnitt [4.3.1 eingefithrt wurde, folgt entsprechend den Glelchungen [4.31) und (4.46) fiir das
Potential der jeweiligen Phasen

" o oOW%(&5(0on, 1), €
YH(Q) = W(e (0n, &), &) - ( E()soc .21

1 « I Tu:\(&
:E((T()_(((O T?t)(é‘tx)) ( ttt

dabei ist W*(&%, &) die Forménderungsenergiedichte der VT-Approximation, { = (a,,,&)" fasst
die kontinuierlichen Variablen zusammen und 7 ist eine Proportionalititsmatrix mit ihren
Anteilen 7'?3 zwischen den kontinuierlichen und diskontinuierlichen Variablen (siehe Gleichun-
gen (4.12), (4.39) und (4.41)). Das Gesamtpotential, das mit der jeweiligen Interpolationsfunktion
gewichtet ist, ist die Summe der phasenabhingigen Beitrage ¥*({)

Y(9, Ve, 0) => ¥ (Oh(9) (4.60)

T3¢ (o 78 () jer e ).

Ahnlich wie im Zweiphasenfall (siehe GL. (4.43)) sind die Beitriige der lokal gemittelten, zwischen
den Phasen interpolierten Proportionalititsmatrix 7 (n) folgendermafien definiert

Tnn—ZT“ h“ ):—Zsznh“(‘P)
T e = ZT h*(g) = ZS“ Cuh®(9)
Tu=2,Tih" ()= Z(C = CinSunCrt) (@)

& (00, &) (4.59)

Aquivalent zu Abschnitt lasst sich aus diesem Potential die Berechnungsvorschrift fiir die
Spannungen ableiten. Damit ergibt sich fiir die Spannung in einem polykristallinen System

on = On) _ _T;L _T;LTnt s,, T;n O\ (xn
B\et ) \-TuT3) Tu-TuT AT N7 -1\ )

Ks(9) 8

Mit x, und y; als normale und tangentiale Anteile der inelastischen Dehnungen, die folgenderma-
3en definiert sind

Xn = Z(f + T )h* (@),
Xt = Z nérh*(9).
Mit den Transformationen /C(¢) = M! KCp(¢) M, und 6¥(¢) = M 65(¢) (siehe Gl. (&.51)) folgt

schliefilich fiir die Spannungen in der Voigtschen Darstellung und im kartesischen Koordinatensys-
tem

6" =K(¢)e" +6"(¢). (4.61)



Validierung des Modells in einem Mehrphasengebiet | 4.6

4.6. Validierung des Modells in einem Mehrphasengebiet

Sowohl die Spannungsberechnung als auch die Berechnung des Potentials (4.60) reduzieren
sich in Zweiphasenbereichen auf die Berechnungsvorschriften des biniren Modells. In Abschnitt[4.4]
wurde das Modell in Zweiphasensystemen ausgiebig getestet. Daher wird in diesem Abschnitt
nur auf die Validierung des Modells in Bereiche eingegangen, bei denen mehr als zwei Phasen
koexistieren.

Bei einer Gebietsparametrisierung mit scharfen Ubergingen zwischen den Ordnungsparametern,
wie es fiir die Berechnung der freien Energie in der Gleichung getan wurde, ist keine Homoge-
nisierung der Materialparameter notwendig und die Berechnungsvorschrift fiir die Spannungen
reduziert sich auf das Hookesche Gesetz (2.55). Wird zusitzlich eine kubisch symmetrische Ge-
bietsaufteilung gewihlt, wie links oben in Abbildung|[4.11]dargestellt ist, konnen keine Artefakte
durch die Finite-Differenzen-Diskretisierung entstehen und die scharfe Grenzflichenlosung kann
fiir die Validierung verwendet werden. An allen Seiten des zweidimensionale Gebietes wurde
die makroskopische Spannungsrandbedingung, die eine mittlere Spannung 6 = (f ¢(x)dV)/V
garantiert, angewendet. Die resultierende von Mises-Spannung oy,s.s der scharfen und diffusen
Grenzflichenlsung ist im unteren Bereich der Abbildung[4.11|zu erkennen. Ein Vergleich der
beiden Lésungen zeigt eine qualitative Ubereinstimmung der von Mises-Spannung 0,ses-

Fiir eine detaillierte Validierung der Spannungen am Quadrupelpunkt sind die Profile der von
Mises-Spannung entlang der Diagonalen, die durch die Normalen n; = (1,1, 0) /v/2und n, =
(1,-1,0)" /7/2 charakterisiert sind, oben rechts in Abbildung dargestellt. Im Vergleich zu der
SI-Losung werden die Spannungsspitzen am Quadrupelpunkt mit dem vorgestellten Modell nicht
reproduziert. Die Interpolation der Materialparameter garantiert jedoch, dass die Spannungen
auBerhalb des Ubergangsbereiches exakt iibereinstimmen. Daher kann man davon ausgehen, dass
das neue Modell auch im Mehrphasenbereich die SI-Lésung richtig approximiert.

Der Sprung des Eshelby-Tensors (2.40) in die nn-Richtung fithrt nach Gleichung zu den
Konfigurationskréften. Nach Gleichung folgt entlang der Gebietsdiagonale, die durch n; =
(1,1,0)" /\/2 charakterisiert ist,

Yy =W —en-omn
= %(011811 + 201212 + 022€22) — %((011 +012) (en + €12) + (012 + 022) (€12 + €22))
= —%(011812 + Op€n + 01222 + 022€12)5
entsprechend folgt fiir das Potential ¥,,, entlang der Diagonale (mit n, = (1, -1, 0)' /v2)
Yy, =W —¢€ny-on;
= %(011811 +2012€1 + 02€22) — %((011 —o12)(en — &) + (012 — 022) (€12 — €22))
= %(011812 + 0€n + 012822 + 022€12).
WV, und ¥, sind dquivalent zu dem Potential ¥ (¢, V@, {,) des vorgestellten Modells entlang der

entsprechenden Diagonale und fithren in Falle einer Singularitat zu der mechanischen Konfigurati-
onskraft. Daher wurden fiir die Validierung der treibenden Krifte unterhalb der Spannungsprofile
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Abbildung 4.11.: Validierung der Spannung op,ses und der Potentiale W,, bzw. W,, in einem Quadrupel-
punkt. Das Gebiet mit vier Phasen mit £2 = £4 = 26P = 2£¢ ist oben links dargestellt. An allen Seiten
wurde die makroskopische Spannungsrandbedingung mit &, = 6, = 6p und G,, = Oxy = Gx; = §,, = 0
angewendet. Die Losungen des vorgestellten Modells mit diffusen Grenzflachenparametrisierung (ge-
kennzeichnet mit “neu”) sind den Lésungen einer Parametrisierung mit scharfen Grenzflachen (gekenn-
zeichnet mit “SI”) gegeniibergestellt. Ein Vergleich der von Mises-Spannung 0,ses des gesamten Gebiet
ist im unteren Bereich der Abbildung zu erkennen. Ein detaillierter Vergleich der Profile von Opjses
und des Potentials W,,, bzw. W,, entlang der gestrichelten Linien in Richtung n; zwischen den Punkten
(175,175,0) und (225,225, 0) und entsprechend zwischen den Punkten (175,225,0) und (225,175,0)
in Richtung n; ist ober rechts dargestellt.
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Abbildung 4.12.: Validierung der Spannung 0p;ses und der Potentiale W,, und ¥, in einem Quadrupel-
punkt mit unterschiedlichen Materialparametern. Das Gebiet mir vier Phasen mit £ = 2EP = 4£€ = 4/3£°¢
ist oben links in der Abb. dargestellt. Ein detaillierter Vergleich der Profile von o,;ses und des Po-
tentials W, bzw. ¥,, entlang der gestrichelten Linien in Richtung n; und in Richtung n, ist rechts
dargestellt.

in Abbildung[4.11]die Profile der Potentiale ¥,,, und ¥, entlang der entsprechenden Diagonalen
dargestellt. Im Vergleich zu der SI-Lésung stimmen die Profile des vorgestellten Modells auferhalb
der Ubergangsbereiches sehr gut iiberein.

In der Abbildung[4.12)ist ein mehr realistischer Validierungsfall des Quadrupelpunktes dargestellt.
Da alle Materialparameter der entsprechenden Phasen unterschiedlich gewéhlt sind, existiert ein
Sprung sowohl fiir die resultierende von Mises-Spannung oy,is.s als auch fiir die Potentiale ¥,,, und
V¥, entlang der Diagonalen am Quadrupelpunkt. Aulerhalb des Ubergangsbereiches ist eine gute
Ubereinstimmung der Profile von 0,;s.s im Vergleich zu SI-Losung zu erkennen. Auch die Profile
von ¥, und ¥, stimmen mit der SI-Losung bis kurz vor dem Quadrupelpunkt tiberein.

Damit wurde gezeigt, dass die mechanischen Konfigurationskrifte einer scharfen Grenzfichen-
beschreibung mit dem vorgestellten diffusen Grenzflichenmodell auch im Mehrphasenbereich
sehr gut abgebildet werden. Daher kann dieses Modell verwendet werden, um den Einfluss der
mechanischen Konfigurationskrifte auf Phasenumwandlungs- und Kornwachstumsprozesse in
Multiphasensystemen zu untersuchen.

4.7. Anwendungsbeispiel: Martensittransformation in einem
Mehrkorngebiet

Martensitbildung ist eine der wichtigsten Verfestigungsmechanismen bei der Warmebehandlung
von metallischen Werkstoffen. Die hohe Festigkeit von martensitischen Stihlen wird von der
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starken Mischkristallverfestigung und der komplizierten Mikrostruktur, die durch den schnellen
martensitischen Phasenumwandlungsprozess entsteht, verursacht [66]. Die hohe Transformations-
geschwindigkeit erschwert die experimentelle Untersuchung des rein displaziven Umwandlungspro-
zesses. Daher bieten die numerische Methoden eine leistungsfidhige Moglichkeit, einen detaillierten
Einblick in das Transformationsverhalten zu erhalten und ein besseres Verstindnis der zugrunde
liegenden Mechanismen zu gewinnen. Unter der Nutzung der herkommlichen Interpolationsver-
fahren fir die Materialparameter hat sich die Phasenfeldmethode fiir die numerische Untersuchung
des Prozesses etabliert [67}[68]. Jedoch, wie es im Abschnitt[4.2] diskutiert wurde, verursachen die
herkémmlichen Interpolationsverfahren wie VT oder RS eine Verzerrung des Ubergangsbereiches.
Die mechanischen Sprungbedingungen werden nicht abgebildet und die treibenden Krafte werden
verfalscht. Das Modell, das in dem vorhergehenden Abschnitten hergeleitet und validiert wurde,
weist diese Defizite nicht auf. Die Anwendbarkeit des Modells auf den martensitischen Phasenum-
wandlungsprozess wird in diesem Abschnitt vorgestellt. Bereits 1951 wurden von Eshelby [29]] die
Konfigurationskrifte, welche das vorgestellte Modell abbildet, als die mechanischen treibenden
Krifte fiir die Bewegung der Grenzflichen identifiziert. Der Einfluss der treibenden Krifte auf die
resultierende Mikrostruktur wird in diesem Abschnitt ebenfalls préisentiert.

4.8. Charakterisierung des Phasenfeldmodells fiir den
martensitischen Phasenumwandlungsprozess

Martensit entsteht aus einem komplizierten Zusammenspiel von drei treibenden Kriften [69].
Getrieben wird die Transformation durch einen grofien Temperaturunterschied, der verglichen
mit Austenit eine niedrigere chemische Energiedichte W (T) von Martensit verursacht. Im
Allgemeinen ist die chemische Energiedichte auch von der Konzentration abhéngig. Da nur der
displazive Umwandlungsprozess im Vordergrund steht, wird diese Abhédngigkeit in den folgenden
Simulationsstudien vernachldssigt. Den chemischen treibenden Kriften wirken die mechanischen
Krifte entgegen, die durch die transformationsinduzierten Eigendehnungen in Martensit ansteigen.
Dariiber hinaus muss eine neue Grenzfliache zwischen Martensit und Austenit aufgebaut werden,
die mit der Kraft von y«x gegen die Bildung von martensitischen Phasen wirkt. Daher nimmt das
Funktional der freien Energie im Phasenfeldkontext folgende Form an

1
F(o, Ve, T,€) = /V ea(g, Vo) + ;wob((p) + Wehem (@, T) + Wheen (@, €)dV.  (4.62)

Dabei ist a(¢, V) die Gradientenenergiedichte (3.4), woy,(¢) ist das Energiepotential (3.5), €
ist ein Parameter fiir die Breite des Ubergangsbereiches, Wehem (@, T) = Yo W, (T)h* (@) ist
die chemische Energiedichte mit h*(¢) als Interpolationsfunktion und Wyeen (@, €) ist die
Formiénderungsenergiedichte (4.7).

Vom kristallografischen Gesichtspunkt kann jedes Austenitkorn in 24 unterschiedliche martensiti-
sche Varianten, die sich in ihrer Orientierung und Verzerrung unterscheiden, transformieren. Der
Einfachheit halber kdnnen die martensitischen Varianten in drei Haupttypen, als Bain-Varianten be-
kannt, gruppiert werden [66]]. Nach Artemev et al. [70] werden die folgenden Bainschen Dehnungen
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als transformationsinduzierte Eigendehnungen verwendet

e 0 0 g 0 0 g 0 O
=10 ¢ o, &=|0 & 0|, &=|l0 g 0], (4.63)
0 0 &1 0 0 €1 0 0 &3

dabei sind ¢ = (a—a.)/a. und €3 = (¢ — a.)/a, von den martensitischen (a, ¢) und austenitischen
(a.) Kristallgitterparametern abhéngig.

Es ist experimentell bewiesen, dass das Wachstum der martensitischen Varianten an den Korn-
grenzen endet [71]. Um dieses Verhalten abzubilden, wird jedes Austenitkorn mit den drei Bain-
Varianten als ein eigenstdndiger Satz an Ordnungsparametern behandelt. Damit wird das N-Tupel
¢ folgendermafien unterteilt

(P = ((Pal; (Palvl > (Palvz > (Palv3> §0a2: ¢a2v1 > §0a2V2 > §0a2v3> ))

mit @, als Ordnungsparameter fiir die austenitischen Korner und ¢y, ¢ai,, und @i , als Ord-
nungsparameter fiir die entsprechenden martensitischen Varianten.

Es wird angenommen, dass die Unterkiihlung in Bezug auf Raum und Zeit konstant ist, sodass
der Unterschied in den chemischen Energiedichten zwischen Austenit und Martensit als ein pha-
senabhdngiger konstanter Wert modelliert werden kann. Damit ist die ausschlaggebende Grofie
fiir die chemischen treibenden Krifte die Differenz von konstanten chemischen Energiedichten

zwischen Austenit und Martensit AWSY = WY . Wenn zusitzliche Abhidngigkeiten von

a
chem chem ~ "Vchem*
Konzentrationsunterschieden beriicksichtigt werden miissen, wie beispielsweise bei der bainiti-
schen Transformation 72|, wird die chemische treibende Kraft zur Differenz der grofikanonischen
Potentiale [9]. Die martentistische Transformation ist allerdings ein rein displaziver Prozess. Daher

wird die Konzentrationsabhingigkeit vernachlassigt.

Fiir die Modellierung einer Keimbildung von martensitischen Varianten wurde die Evolutionsglei-
chung fiir die Ordnungsparameter (3.17) um einen zusitzlichen Rauschterm 9 erweitert

Go = —— [Maﬂ(8—f—6—‘7:)]+9. (4.64)
Nﬁ#tx 6(’)"‘ B(Pﬁ

Der Rauschterm reprisentiert das thermische Rauschen und ist nur im diffusen Ubergangsbe-
reich aktiv. Dies ist konsistent mit experimentellen Befunden, dass martensitische Varianten nur
heterogen keimen [73]. Zusitzlich ermoglicht dieser Term eine autokatalytische Keimbildung
an den Grenzfliachen zwischen Austenit und Martensit. Die Grenzflichenmobilitdt M,g wird so
gewahlt, dass das gegenseitige Wachstum zwischen austenitischen Kérnern und das Wachstum von
martensitischen Varianten in fremden Austenitkdrnern unterbunden ist.

4.8.1. Martensitbildung in einem Vielkornsystem

Als anfangliche Mikrostruktur wurde ein zweidimensionales Simulationsgebiet, das in Abbil-
dung a) zu sehen ist, mit 50 Kérnern gewéhlt. Diese Mikrostruktur ist das Ergebnis einer
Kornreifungssimulation mit gleichen Grenzflichenenergien und reprisentiert ein Gefiige aus aus-
tenitischen Kérnern mit unterschiedlicher Orientierung der Gitterstruktur. Fiir alle Feldgrofien
wurden die periodischen Randbedingungen angesetzt und fiir alle Austenit-Martensit- als auch fir
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die Martensit-Martensit-Grenzflichen wurde eine gleiche Grenzflichenenergie von y,4 = 0.1]/m?
und yqps = 15y, verwendet. Eine detaillierte Diskussion fiir die Wahl der y,45-Parameter ist in Hot-
zer et al. [46] zu finden. Die chemischen treibenden Krifte wurden entsprechend der Unterkithlung
folgendermafien ermittelt

o _ Q(To-T)
chem TO >

dabei ist Q = 3.5 x 108 J/m? die latente Wirme, Ty = 405K die spannungsfreie Gleichgewichtstem-
peratur und T = 254 K die angesetzte Temperatur bei der Umwandlung. Entsprechend Schmidt
und Gross [74] wurden sowohl fir die austenitischen Korner, als auch fiir die martensitischen
Varianten eine anisotrope Stefigkeit

Cui Cp C O 0 0
Cb Ch C2 0 0 O
Clubisch _ Cb Ch Cu O 0 O
0 0 0 Cy4 O (I
0 0 0 0 Cu O
0 0 0 0 0 Cu
mit
2(2+ A 1-4v
Cu = p (2+4,)
1+4, 1-2v

verwendet. Dabei sind y = 28 GPa der Schubmodul, v = 0.375 die Querkontraktion und A, =
2C44/(Cyy — C12) = 2 reprisentiert die Stirke der Anisotropie. Da in dieser Simulationsstudie die
Plastifizierungseffekte nicht berticksichtigt werden, wurden die Parameter fiir die Eigendehnun-
gen auf die Werte & = 0.07 und &3 = —0.07 reduziert, um unphysikalisch hohe Spannungs-
spitzen zu vermeiden. Sowohl die Steifigkeiten als auch die Eigendehnungen wurden entsprechend
der Orientierung des Musterkorns rotiert.

Das Simulationsgebiet mit 500 x 500 Zellen entspricht einer physikalischen Ausdehnung von
0.65 x 0.65 yum?. Der Parameter fiir die Breite des Ubergangsbereiches ¢ = 2.5 Ax wurde so gesetzt,
dass die Interfacebreite sechs Zellen nicht unterschreitet. Der Rauschterm 9 in der Evolutionsglei-
chung wurde bei jedem hundertsten Zeitschritt mit einer Amplitude von 0.2 angewendet.
Allerdings wurde im ersten Zeitschritt eine 2.5-fach hohere Amplitude fiir den ersten Keimungs-
prozess verwendet. Die Evolutionsgleichung wurde auf einem Finite-Differenzen-Gitter mit
einem expliziten Eulerschen Verfahren gelost. Dabei wurde bei jedem Zeitschritt das mechanische
Gleichgewicht V - o = 0 durch einen impliziten Schritt garantiert. Kim et al. [75] haben gezeigt,
dass eine Koexistenz von mehr als sechs Phasen in einem lokalen Punkt sehr unwahrscheinlich ist
und somit entsprechend reduziert werden kann. Dieser angewendete Algorithmus wird als Locally
Reduced Order Parameter (LROP) [[76]] bezeichnet.

Die zeitliche Entwicklung der martensitischen Mikrostruktur ist in den Abbildungen (4.13) a)-d) zu
erkennen. Zum initialen Zeitpunkt (Abbildungen (4.13) a)) sind keine martensitische Varianten vor-
handen. Durch das heterogene Rauschen keimen an den Austenitgrenzen martensitische Varianten



Charakterisierung des Phasenfeldmodells fiir den martensitischen Phasenumwandlungsprozess | 4.8

0 Breite (Zellen) 500 Breite (Zellen) 500
500 - - 500
b) %

= \ =
9 . o
T 2 g
N y o N

V & & v
< <
:0 0
T . . T

& F
. b
0" . 0

500 - - 500
= =
@ <@
K2l KT}
N N
[} ()
< <
:0 Hel
T T

0 ,

Omises

Omises

Abbildung 4.13.: Initiale austenitische Mikrostruktur a) der erste Keimungszeitschritt b) und der weitere

zeitliche Verlauf beim Wachstum von martensitischen Varianten c¢) und d). In b)-d) werden die austeni-

tischen Korner gegeniiber den martensitischen Varianten heller dargestellt. Die Isolinien stellen den
Verlauf der Mises-Spannung opnises dar. Obwohl die Korngrenzen scharf dargestellt werden, sind die
Ubergangsregionen diffus und haben eine Breite von mindestens sechs Zellen.
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Abbildung 4.14.: Resultierende Mikrostrukturen bei Variation der Interpolationsschemata. Bei allen
Simulationen wurden die initiale Mikrostruktur aus Abbildung[4.13)b), gleiche Rahmenbedingungen und
gleiche Materialparameter verwendet.

sowohl an den Tripelpunkten als auch an den Zweiphasenkorngrenzen, wie in Abbildungen (4.13)
b) zu erkennen ist. Der Keimungsprozess ist nur dann moglich, wenn die zwei entgegengesetzt
verzehrten Varianten zusammenwachsen, um die elastische Energie zu reduzieren . Wenn die
Keimbarriere nicht iberwunden wurde, verschwinden die Phasenanteile wieder, welche durch
den Rauschalgorithmus induziert wurden. Wachst eine der Varianten, dann sinkt gleichzeitig
die Keimbarriere fiir die zweite durch die mitgefithrten Eigendehnungen. Bei jedem hundertsten
Zeitschritt induziert der Rauschalgorithmus die autokatalytische Keimbildung und die typische
martensitische lamellare Mikrostruktur, die in den Abbildungen ¢) und d) zu erkennen ist.
Dabei variiert die Breite der entstehenden Lamellen nur geringfiigig.

Um den Einfluss der treibenden Krafte auf die resultierende Mikrostruktur zu demonstrieren,
wurde dieses numerische Beispiel auch unter Verwendung des VT- und RS-Interpolationsschemas
(sieche Abschnitt [4.1) durchgefiihrt. Um die Vergleichbarkeit zu gewihrleisten, wurden gleiche
Bedingungen angesetzt und fiir beide Simulationen wurde die Mikrostruktur mit den ersten Keim-
zellen aus der Abbildung b) als anféngliche Mikrostruktur verwendet. Das Ergebnis ist in
Abbildungzu erkennen. Es ist klar ersichtlich, dass die resultierenden Mikrostrukturen vollkom-
men unterschiedlich sind, obwohl die Berechnungsvorschriften fiir die Spannungen bei gleichen
Stefigkeiten dquivalent sind, was durch einen Vergleich der Gleichungen (4.1)), und zu
erkennen ist. Alleine die Unterschiede in den Formulierungen der Potentiale fiir die Berechnung der
treibenden Krifte (vgl. Gl (4.47), und, (4.14)) fithren zu den vollkommen unterschiedlichen
Resultaten.



Berechnung der plastischen Dehnungen im
Phasenfeldkontext

Metallische Materialien reagieren meistens homogen auf der makroskopischen Langenskala. Auf
der mesoskopischen Skala bestehen die Materialien jedoch aus einer Vielzahl von unterschiedlich
orientierten Kornern, Einschliissen oder Poren unterschiedlicher Grofie und Form. Diese auf
mesoskopischer Skala physikalisch abgetrennten Bereiche unterscheiden sich in ihren Materialpa-
rametern und verursachen daher schon bei geringen Belastungen grofie Spannungsspitzen in den
Ubergangsbereichen und ihrer Umgebung. Die meisten dieser Spannungsspitzen iibersteigen die
plastische Flie3grenze und werden durch Plastifizierung abgefangen bevor die Materialien versa-
gen [78]. Phasenumwandlungsprozesse wie die martensitische oder bainitische Transformation
verursachen alleine durch die Gitterverspannung Dehnungen und entsprechend auch Spannun-
gen, die weit Uiber die Flie3grenze hinausreichen [70]]. Aber auch bei Abkiihlung oder Erstarrung
von heterogenen Materialien werden durch unterschiedliche thermische Ausdehnungskoefhzi-
enten Spannungen induziert, die plastische Effekte verursachen. Daher ist die Beriicksichtigung
der plastischen Effekte und deren Wirkung fiir die Vorhersagen mechanischer Eigenschaften he-
terogener Materialien bei der Beschreibung displaziver Phasenumwandlungsprozesse oder der
Abbildung der Grenzflichenbewegung unter Beriicksichtigung mechanischer Konfigurationskrifte
unentbehrlich.

Die konventionellen Methoden fiir die Modellierung von elasto-plastischem Materialverhalten auf
der mesoskopischen Lingeskala sind die auf finiten Elementen basierenden Kristallplastizitatme-
thoden (Roters et al. [79] bietet einen umfangreichen Uberblick tiber diese Methoden). Allerdings
bendtigt eine zusitzliche Betrachtung von Grenzflichenbewegung eine explizite Verfolgung der
exakten Position der Grenzflichen, was numerisch sehr aufwendig ist. Wie bereits in Kapitel [3]
besprochen, stellt die Phasenfeldmethode in diesen Zusammenhang eine Alternative dar, da eine
explizite Grenzflichenverfolgung redundant wird [1, 5]. Zugleich erschwert der diffuse Ubergangs-
bereich die Erfiillung der Sprungbedingungen an den Grenzflichen. In Abschnitt[4.2 wurde bereits
diskutiert, dass die Homogenisierung der Materialparameter dabei eine entscheidende Rolle spielt.
Sind die lokalen inelastischen Dehnungen bekannt, so bietet die Methode, die in Abschnitt
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eingefithrt wurde, eine Berechnungsvorschrift fiir die Spannungen, die die mechanischen Sprung-
bedingungen reflektiert. Allerdings sind die plastischen Dehnungen im Allgemeinen nicht bekannt
und miissen aus dem vorliegenden Spannungszustand berechnet werden. Die Berechnung der
plastischen Dehnungen wird zusitzlich durch unterschiedliche Materialparameter im diffusen
Ubergangsbereich zwischen den Phasen erschwert.

Aufbauend auf dem Grundlagenabschnitt 2.6| werden in diesem Abschnitt zwei Methoden vor-
gestellt, die es erlauben, trotz einer lokalen Uberlappung von mehreren Phasen die plastische
Dehnung zu berechnen. Dabei wird der Fokus auf die Losung im Ubergangsbereich gelegt. Bei
beiden Methoden wird das Prandtl-Reuss-Modell mit dem Return-Mapping-Algorithmus aus
Abschnitt [2.6.3| umgesetzt, um die phasenanteiligen bzw. effektiven plastischen Dehnungen zu
berechnen. Die vorgestellten Modelle gehen von infinitesimalen Deformationen aus. Daher wird in
diesen Kapitel auf die Unterscheidung zwischen der Lagrangeschen und der Eulerschen Darstellung
verzichtet.

Fiir beide Ansitze wird die freie Energie (4.8) um einen plastischen Beitrag Wy, (¢, &,1) erweitert

1 _
F(e,Ve,&e,0) = fV ca(@, Vo) + Ewob((l’) + W(g, & 0)+ Wi(@,&x)dV, (5.1)

wobei W (@, p1) und die resultierende plastische Dissipation (2.63) in den einzelnen Unterab-
schnitten definiert wird.

5.1. Ansatz zur Berechnung der phasenanteiligen plastischen
Dehnungen

In den Abschnitten und [4.3.5|wurden Berechnungsformschriften vorgestellt, die es erlauben,
bei der Kenntnis von phasenanteiligen inelastischen Dehnungen sowohl die Konfigurationskrafte
als auch effektive Spannungen zu berechnen. Eine der Voraussetzungen ist allerdings, dass die
inelastischen Dehnungen €* fiir die lokal vorliegenden Phasen bekannt sind. Bei den plastischen
Dehnungen ist das im Allgemeinen nicht der Fall. Diese miissen aus den lokal vorliegenden Span-
nungen berechnet werden.

Jede lokal vorliegende Phase kann sich unabhingig von den anderen Phasen plastisch deformieren.
Fiir die Berechnung dieser Deformation sind phasenanteilige Spannungen notwendig. Ausgehend
von den mechanischen Sprungbedingungen wurden in Abschnitt die lokal vorliegenden
Spannungen zundchst in kontinuierliche 6,- und diskontinuierliche o/ -Anteile aufgeteilt (siehe
Gl (4.24)). Gemaf der Sprungbedingung sind die kontinuierlichen Bestandteile 6, sprungfrei
und damit phaseniibergreifend. Die diskontinuierlichen Anteile ¢/ kénnen aus dem Potential
p*(04, &) (siehe Gl (4.59)) fiir die jeweilige Phase berechnet werden. Demnach folgt fiir die
diskontinuierlichen Anteile der Spannung

or*(o,, &
or = B O0E) e e ),

ast
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Damit sind beide Bestandteile der phasenanteiligen Spannung ¢f = (o, of )T im Basiskoordi-
natensystem B (siehe Abschnitt fur die Definition) bekannt. Mit der Transformationsvor-
schrift und der Relation M,' = M [62] folgt fiir die Spannungen im kartesischen Koordina-
tensystem und der Voigtschen Notation

av _ agl o«
0" =M,oyp.

Diese phasenanteiligen Spannungen kénnen nun verwendet werden, um die phasenanteiligen plas-
tischen Dehnungen &, zu berechnen. Dabei konnen pro Phase beliebige Modelle zur Berechnung
der plastischen Dehnungen angewendet werden. Sogar unterschiedliche Berechnungsvorschriften
pro lokal vorliegende Phase sind denkbar.

Einfachheitshalber wird das Prandtl-Reuss-Modell (siehe z. B. [33]]), bestehend aus der von Mises-
Fliebedingung mit isotroper Verfestigung und der assoziativen Fliefregel (2.64), zur Be-
rechnung der phasenanteiligen plastischen Dehnungen &} angewendet. Fiir die FlieSfunktion der
jeweiligen Phase folgt

fE (0™ ) = (0™ - ﬁ(a;; + H'Ey) <0

og, ist dabei die initiale Flieflspannung, H* der entsprechende Verfestigungsparameter und &, ist
0 p

die akkumulierte plastische Dehnung der Phase . Ubersteigt |(¢*)’| die FlieBspannung ag(égl) =
og, + H*é}) beginnt die Phase « sich plastisch zu verformen. Die Annahme einer assoziativen
Flief3regel, die aus dem Prinzip der maximalen Dissipation berechnet werden kann, fithrt zu der
folgenden Zustandsgleichung der phasenanteiligen plastischen Dehnungen

AR E)
177 a(a®)

Ist der Steifigkeitstensor der jeweiligen Phase C* isotrop, so kann der Return-Mapping-Algorithmus,
der in Abschnitt eingefithrt wurde, angewendet werden, um die Konsistenzbedingung fg = 0
zu erfiillen und die plastischen Dehnungen der jeweiligen Phase zu berechnen.

Mit den phasenanteiligen plastischen Dehnungen wird der plastische Beitrag zu dem Funktional
der freien Energie wie folgt definiert

= 1 (L {14 o
Woi (9, &p1) = 5 ZH (epl)zh (¢).

Damit ergibt sich fiir die plastische Dissipation (2.63))

| L CONAT
D(,ép) - /Vz(a - I e (g)av
o p]

Die gesamte plastische Dissipation ist die volumetrisch gemittelte Summe der phasenanteiligen
Dissipationsbeitrige.
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5.2. Berechnung der plastischen Dehnungen aus den lokal
homogenisierten Spannungen

Die im letzten Unterabschnitt vorgestellte Methode erlaubt eine unabhéngige Betrachtung der
Plastifizierungseffekte in jeder einzelnen Phase. Damit kann die Plastifizierung in polykristallinen
Materialien sehr gut approximiert werden. Allerdings ist diese Methode aus numerischer Sicht eine
Herausforderung, denn fiir jede einzelne Phase miissen die inneren Variablen im gesamten Simulati-
onsgebiet berechnet und entsprechend auch gespeichert werden. Um diesen numerischen Aufwand
zu verringern, konnen die inneren Variablen auch aus den bereits homogenisierten Spannungen
o (@) berechnet werden. Bei dieser Methode sind die phasenanteiligen plastischen Dehnungen &%,
nicht bekannt. Daher werden bei der Berechnung des infinitesimalen Verzerrungstensors
die effektiven plastischen Dehnungen abgezogen

& =sym(Vu) - .

Anschlieflend werden die Spannungen mit der Gleichung (4.61) berechnet, wobei £ als Verzerrungs-
tensor verwendet wird. Die tibrigen inelastischen Dehnungen werden gemaf} Gleichung (4.61)
behandelt.

Auch in diesem Fall wird einfachheitshalber das Prandtl-Reuss-Modell (siehe z. B. [33]]) verwendet.
Hierzu wird eine Flie3funktion der Form

fe(0'(9), &) = 10" (9)] - \/g(UFo(q’) +H(9)ép) <0

formuliert, wobei og, (¢) die effektive initiale Flie8spannung und H(¢) der effektive Verfestigungs-
parameter sind und folgendermafien definiert sind

ok, (@) = Y, op, h*(9), H(g) =) H*h*(¢). (5.2)

Ubersteigt der deviatorische Anteil der Mises-Spannung die Fliespannnung, beginnt sich das
Material plastisch mit der Zustandsgleichung

. afF(OJa épl)
y—

SPI = do’

zu verformen. Der Return-Mapping-Algorithmus aus Abschnitt wird angewendet, um bei
Isotropie den Konsistenzparameter y zu bestimmen.

Unter Verwendung des Prandtl-Reuss-Modells folgt nach Simo und Hughes [33] fiir den plastischen
Beitrag der freien Energie (5.1)

. 1 .
Woi( @, &) = EH(‘P)SEL

Nach Schneider et al. [56]] resultiert damit fiir die plastische Dissipation (2.63))

D(O’, épl) = /V o épl - H(<p)ép1§p1dV.
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Abbildung 5.1.: Vergleich der Ansdtze zur Berechnung der plastischen Dehnungen. Das Modell aus
AbschnittE]wird als Ansatz-l und das Modell aus Abschnittals Ansatz-Il bezeichnet. o, wurde bei

allen Simulationen konstant gehalten und ofo variiert. Die Referenzwerte 65”5. und égl entsprechen
den Werten innerhalb der jeweiligen Zelle zu dem Fall ofo = 1.40¢, . Beim Ansatz-Il wurde als plastische
Dehnung & = £5,h (@) + eﬁlhﬁ((p) dargestellt. Bei dem Fall o = 1.20f, verformen sich beide Phasen

plastisch, ansonsten flieBt nur die Phase a.

5.3. Vergleich der Ansatze zur Berechnung der plastischen
Dehnungen

Zum Vergleich der vorgestellten Ansétze zur Berechnung der plastischen Dehnungen aus den
Abschnitten [5.]und 5.2 wird die Plastifizierung eines eindimensionalen Gebietes untersucht. Das
Simulationsgebiet mit einem diffusen Phaseniibergang zwischen den Phasen ¢, und ¢ ist oben
links in Abbildung|5.] dargestellt. Das Gebiet wurde in x-Richtung mit konstanter Verschiebung
u - n, = ug belastet und bei den restlichen Rindern wurde u - n, = u - n, = 0 angesetzt. In
beiden Bereichen wurde ein ideal plastisches Materialverhalten mit gleichen Steifigkeiten C* = C#

angesetzt. Zur Untersuchung des Verhaltens beider Modelle an der Grenzfliche wurde die initialen

B

Fliefspannung o, festgehalten und oy variiert.

Die resultierenden Mises-Spannungen op;ses und plastischen Dehnungen &, beider Ansitze sind
aquivalent, wenn sich beide Phasen plastisch verformen, was bei der Wahl der Flielspannungen

Ugo = 1.201?‘0 der Fall ist. Sowohl das Profil von opises als auch das Profil von & in Abbildung
folgen in diesem Fall der Volumenfraktion der jeweiligen Phasen und entsprechen somit der
scharfen Grenzflichenlosung (vgl. Abschnitt[4.1). Verformt sich allerdings nur eine der Phasen
plastisch, so sind deutliche Unterschiede zwischen den Ansétzen zu erkennen. Wihrend sich das

Verhalten der nicht plastisch flielenden Phase beim Ansatz aus Abschnittnicht dndert, hingt

das Verhalten beim Ansatz aus Abschnittstark von der Wahl der Flief}spannung ago ab. Der
Grund fiir die Abweichungen ist, dass bei diesem Ansatz nach Gleichung eine effektive Flief3-
spannung ermittelt wird und entsprechend ist diese effektive FlieBspannung im Ubergangsbereich
von den Flieflspannungen aller lokal vorliegenden Phasen abhéngig. Anhand dieser effektiven
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FlieBspannung wird die Plastifizierung schon sehr frith im Ubergangsbereich abgeschnitten, wenn

oﬁo weit iiber der lokalen Mises-Spannung op;ss liegt. Daher werden die Verlaufe der plastischen

Dehnung und der Mises-Spannung verzehrt, was im unteren Bereich der Abbildung[5.1|zu sehen ist.
Liegen die gewahlten Flieflspannungen in der gleichen Groflenordnung, so sind nur geringfiigige
Abweichungen von idealen Verhalten zu erkennen.

5.4. Einfluss von Inhomogenitaten auf die mechanischen
Eigenschaften von Materialien

Die folgenden Simulationsstudien sollen die Anwendbarkeit des Modells aus Abschnitt|5.2| zur
Berechnung der effektiven mechanischen Eigenschaften von Materialien demonstrieren. Hierzu
wurden zyklische Zugbelastungstests auf einem zylindrischen Gusseisengebiet der Grof3e 300 Zellen
mit einer physikalischen Gréfie jeder Zelle von 1 um? durchgefiihrt. Die verwendete Mikrostruktur,
dargestellt im linken Inlay der Abbildung(5.2|a), besteht aus einer ferritisch-perlitischen Matrix
mit einer zufdlligen Verteilung von Graphitlamellen mit einem Gesamtvolumenanteil von etwa
6.1%. Nach Schmauder [80] wurde fiir die Matrix eine isotrope Steifigkeit mit einem Youngschen
Modul von &y, = 210 GPa, einer Querkontraktion von vy, = 0.288, einer initialen Flielspannung
0f, = 275MPa und einem Verfestigungsparameter Hy, = 0.1 MPa gewihlt. Die Graphiteinschliisse
wurden rein elastisch mit einem Youngschen Modul von &; = 10 GPa und einer Querkontraktion von
vi = 0.288 modelliert. Da fiir die Anwendbarkeit des verwendeten Modells fiir alle Phasen plastische
Materialparameter definiert werden miissen, wurden fiir die Graphiteinschliisse eine Flieflspannung
von oy, = 10°0f und ein Verfestigungsparameter von H; = Hp, verwendet. Das zylindrische
Gusseisengebiet und ein Vergleichsgebiet ohne Einschliisse, dass im rechten Inlay der Abbildung|5.2]
a) zu sehen ist, wurde in z-Richtung (siche rechtes Inlay der Abbildung[5.2ja)) mit einer Verschiebung
zyklisch belastet. Bei jedem Anstieg der Belastung wurde das mechanische Gleichgewicht Vj -
o = 0 sichergestellt. Da bei diesen Simulationsstudien die mechanischen treibenden Krifte zur
Phasenumwandlung keine Rolle spielen, wird der Einfachheit halber bei der Berechnung der
Spannungen das VT-Homogenisierungschema verwendet.

Die resultierenden Spannungs-Dehnungs-Diagramme beider untersuchten Gebiete sind in Ab-
bildung[5.2]a) dargestellt. Erwartungsgemafd resultiert fiir das Gebiet ohne Einschliisse ein linea-
res Verhalten im elastischen Bereich mit einer linearen Verfestigung bei der Plastifizierung. Das
Spannungs-Dehnungs-Diagramm des Gusseisengebietes weicht bereits im elastischen Bereich von
dem idealen Verhalten ab. Der Grund dafiir sind die lokalen Spannungsspitzen die im Bereich der
Graphiteinschliisse entstehen. Diese Spannungsspitzen fiithlen zu lokalen Plastifizierung, wie im
linken Inlay der Abbildung[5.2|a) anhand einer Momentaufnahme der akkumulierten plastischen
Dehnung &, zu erkennen ist. Entsprechend beeinflussen diese lokalen Plastifizierungseffekte das
gesamte Spannungs-Dehnungs-Diagramm des Gusseisengebietes.

Um den Einfluss der Einschliisse genauer zu analysieren, wurden Gebiete mit unterschiedlichen
Verteilungen der Einschliisse, die in den Inlays der Abbildung[5.2]b) dargestellt sind, generiert. Die
GebietsgrofSe, die Volumenfraktion der Einschliisse, die verwendeten Randbedingungen und die
Materialparameter fiir die Matrix und die Einschliisse entsprechen dem letzten Simulationsbeispiel.
Die zugehoérigen Spannungs-Dehnungs-Diagramme zu den entsprechenden Mikrostrukturen
sind in Abbildung[5.2|b) dargestellt. Obwohl als Materialmodell das Prandtl-Reuss-Modell (siehe
Abschnitt[5.2) verwendet wurde, das zu einem sprunghaften Ubergang zwischen den elastischen
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Abbildung 5.2.: Einfluss der Inhomogenitaten auf effektive mechanische Eigenschaften: a) Spannungs-
dehnungsdiagramme zyklischer Zugversuche eines Simulationsgebietes mit und ohne Inhomogenitaten
und b) Einfluss der Form und Orientierung der Inhomogenitaten auf die mechanischen Eingenschaften.
In a) sind zusatzlich die Isolinien der akkumulierten plastischen Dehnung & fiir eine Schnittebene am
Anfang des plastischen FlieBens dargestellt.

und plastischen Bereichen fiihren sollte, ist fiir alle untersuchten Gebiete ein kontinuierlicher
Ubergang erkennbar. Der Grund sind die bereits angesprochenen lokalen Plastifizierungen an
den Einschliissen. Der Einfluss der Einschliisse und sogar die Orientierung der Einschliisse zur
Zugbelastung wirkt sich bereits im elastischen Bereich aus. Abhingig von der Orientierung der
Einschliisse dndert sich der effektive Youngsche Modul &g = 196 GPa. Die grofite Verdnderung
erfahrt das Gebiet mit orthogonal zur Zugrichtung orientierten Einschliissen, da in diesem Fall die
Ausbildung der Spannungsspitzen am hochsten ausgeprégt ist. Entsprechend haben die Einschliisse,
die parallel zur Zugrichtung orientiert sind, den kleinsten Einfluss auf den effektiven Youngschen
Modul £ = 186 GPa. Zum Vergleich sind in Abbildung[5.2]b) die Voigt- und Reuss-Grenzen (siche
z. B. [78]]) eingezeichnet. Es ist deutlich zu erkennen, dass die resultierten Spannungs-Dehnungs-
Diagramme stark von diesen theoretischen Approximationen abweichen. Lediglich bei den Gebieten
mit orthogonal zur Zugrichtung orientierten Einschliissen und kreisférmigen Einschliissen ist eine
Vergleichbarkeit mit der Voigt-Grenze zu erkennen.

Damit ist gezeigt, dass das in Abschnitt[5.2]vorgestellte Modell zur Untersuchung von effektiven
mechanischen Eigenschaften von Materialien gut geeignet ist. Allerdings wurden bei diesen Si-
mulationsbeispielen sehr unterschiedliche plastische Materialparameter verwendet. Diese fithren
bei dem verwendeten Modell zu Verzerrungen im Ubergangsbereich, was im Unterabschnitt[5.3]
gezeigt wurde. Bei der Berechnung von effektiven Materialparametern haben diese Abweichungen
einen geringen Einfluss, da die Volumenfraktion des Ubergangsbereiches gering ist. Werden aller-
dings zusétzliche Phasenumwandlungsprozesse untersucht, so haben diese Verzerrungen einen
groflen Einfluss auf die mechanischen treibenden Krifte und die effektiven Grenzflichenenergien
(vgl. Abschnitt[4.2). Daher sollte bei der Untersuchung von Phasenumwandlungsprozessen im
elasto-plastischen Materialien das Modell aus Abschnitt[5.]] verwendet werden.
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Mechanisches Multiphasenfeldmodell fiir finite
Deformationen

In Kapitel [4 wurde ein mechanisches Phasenfeldmodell vorgestellt, das die Sprungbedingungen
erfiillt und die Konfigurationskrifte bei der Evolution der Ordnungsparameter exakt abbildet.
Damit ist die Basis fiir die Modellierung mikro- und makromechanischer Prozesse, bei denen
die mechanischen Konfigurationskrifte beriicksichtigt werden miissen, geschaften. Typische mi-
kromechanische Beispiele waren die Untersuchung der Mikrostrukturevolution bei Dualphasen-,
TRIP- (aus dem Engl. TRansformation Induced Plasticity) oder TWIP-Stéhlen (aus dem Engl. TWin-
ning Induced Plasticity). Fiir die Modellierung dieser Prozesse ist die Abbildung martensitischer
Phasenumwandlungsprozesse notwendig. In der Literatur ist die Modellierung martensitischen
Phasenumwandlungen mit geometrisch linearen Ansitzen weit verbreitet [68]. Die starke Verzer-
rung der martensitischen Phase erfordert allerdings die Beriicksichtigung einer Eigendehnung, die
im Bereich der finiten Deformationen liegt [70]. Daher erfordert eine quantitative Modellierung
der martensitischen Phasenumwandlung die Beriicksichtigung von finiten Deformationen. Ein um-
fassender Uberblick der Modellierungsansitze mit der Phasenfeldmethode unter Beriicksichtigung
der finiten Deformationen ist in [81,82] zu finden. Ein mit mechanischen Sprungbedingungen
konsistentes und auf finite Deformationen ausgelegtes Modell fiir die Berechnung der Spannungen
im diffusen Ubergangsbereich wurde erstmals von Mosler et al. [83] vorgestellt. Allerdings ist das
Modell auf zwei Phasen beschrinkt. Eine Erweiterung des verwendeten Variationsansatzes fiir
die Berechnung der Spannungen und der treibenden Kréfte fiir Anwendungen in polykristallinen
Systemen fehlt bis dato in der Literatur.

Nach einer Verallgemeinerung des Multiphasenfeldmodells von Nestler et al. [13]] (siehe Kapi-
tel[3.1) fiir Betrachtungen in der Eulerschen Darstellung wird im Abschnitt[6.2]eine Methode zur
Spannungsberechnung vorgestellt, die unabhangig von der konstitutiven Gleichung in Multipha-
sensystemen angewendet werden kann. Im nachfolgenden Abschnitt wird diese Methode sowohl
anhand theoretisch berechneter Spannungen in Zweiphasengebieten als auch in Multiphasensyste-
men anhand scharfer Grenzflichenlésungen validiert. In Abschnitt[6.4 werden die mechanischen
Konfigurationskrifte im Phasenfeldkontext berechnet und eine Formulierung der treibenden Krafte
tiir Anwendungen in Multiphasensystemen hergeleitet. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wird
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die Anwendbarkeit des Modells in Multiphasensystemen anhand eines Simulationsbeispiels zur
martensitischen Transformation demonstriert.

6.1. Das Multiphasenfeldmodell in der Eulerschen Darstellung

Das Multiphasenfeldmodell wurde in Abschnitt[3.Ijeingefiihrt. Dabei wurde die Evolutionsgleichung
der Ordnungsparameter in der Lagrangeschen Darstellung hergeleitet. Diese Formulierung
der Evolutionsgleichung garantiert, dass die Konfigurationskrafte der Grenzflachenenergie exakt
abgebildet werden (siehe Abschnitt (3.1.4)). Allerdings ist die Formulierung der Variationsablei-
tung und der Evolutionsgleichung mit Bezug auf die Referenzplatzierung formuliert.
Unter der Annahme der infinitesimalen Deformationen bzw. unter der Verwendung der Lagrange-
schen Darstellung, konnen diese Formulierungen direkt verwendet werden. Allerdings miissten
in diesem Fall die zusatzlich betrachteten physikalischen Felder ebenfalls in der Lagrangeschen
Darstellung vorliegen. Daher ist es bei manchen Problemstellungen von Vorteil, die Berechnungen
in der Eulersche Darstellung durchzufiithren. Hierzu muss die Allen-Cahn-Gleichung in die
Eulersche Darstellung transformiert werden.

Aus Griinden der Ubersicht wird zunichst der Beitrag der Gradientenenergiedichte (3.4) der Evo-
lutionsgleichung betrachtet. Fiir die Ableitung der Gradientenenergiedichte nach den Gradienten
der Ordnungsparameter folgt

da(¢, Vx¢)
—a(p X9) _ > 27upQup9p = D ~2Yap(9uVxPp — 9 VxPa) Pp
Vx@a Ba B+a
= 2 ~2yupF (9aVe9p ~ PpVe0a)9p = 3. ~2apF' dapp
pra B*a
_ FT aaE(‘P> Vx‘l’) ,
0VkQa

mit q,5 = 9a Vi Pp — 95V Pq als generalisierter a-B-Gradient beziiglich der momentanen Platzie-
rung und der Gradientenenergiedichte in der Eulerschen Darstellung

ap(@, V@) = . Vaﬁ‘qvéﬁr‘

a,f>a

Damit ergibt sich fiir den Divergenzanteil der Variationsableitung (3.13)

(6.1)

da(@, Vx¢) (TaaE(q’rvx‘P)) ( 41 TaaE((P’Vx‘P))
Ve XY g (FPEEE RV gy [ JE o pFT R Y
X aVX(P(X X avx?oc X J avx(Poc
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=vx - |JFl-y2=n 2 =X
X ( ] an%

_ 1_,0dag(@, Vo) _ (1 zaaE((P»vx‘P))
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Wegen der Piola-Identitdt (siehe z. B. [15])
-1 -1 T -1 T
Ve (JE) = % (JIF) = Ve - (cof(F) FF ™) = Vi cof(F)' =0
verschwindet der erste resultierende Term aus Gleichung (6.1). Vorausgesetzt, dass die Gradienten-

energiedichte der einzige Beitrag der Energiedichte fz(¢, Vk@, ... ) ist, der von den Gradienten
der Ordnungsparameter abhéngt, folgt fiir den Divergenzanteil der Variationsableitung

da(g, ] 1. ,0a5(9, % o o (1,20a8(9 %
RLICA SO I'FTVx(_Vz ar (g pr)) _ JFF I_Vx(_Vz ar (¢ V¢)) 62)

avk¢a ] aV&¢a ] aV&?a
1 ,0a5(9, Vo) 1 ,0fe(@, %o,...)
=V |-V —2 2 oy, | -V )
T (] OV q T J OV P

Entsprechend ergibt sich fiir die Ableitung der Gradientenenergiedichte (3.4) nach den jeweiligen
Ordnungsparametern in der Eulerschen Darstellung

da(@, Vx¢)

o = 0 a9 Qup = Y 2V (F Vi) - F g (6.3)
Pu Pa P+a
" 2Yap(V*Ve9p) - dap
Fa

Vorausgesetzt, dass die iibrigen Terme des Funktionals frei von Gradienten sind, dndern sich
ihre Beitrdge in der Euler-Lagrange-Gleichung durch die Transformation in die Eulersche
Darstellung nicht. Allerdings muss hierbei sichergestellt sein, dass die bendtigten physikalischen
FeldgrofSen in der Eulerschen Darstellung vorliegen. Unter Verwendung von Gleichung fir
die Transformation der zeitlichen Ableitung resultiert fiir die Evolutionsgleichung der Ordnungs-
parameter in der Eulerschen Darstellung

M+Vx¢a(x,t).v:_l Z

( SF O6F
ot N %

-~ ) Voo, a=1,...,N.

0pq 6?’[3 ) pe

Die Beitrige der Gradientenenergiedichte in der Variationsableitung (3.13) miissen entsprechend
durch Gleichung (6.2) und (6.3) ersetzt werden.

6.2. Berechnung der Spannungen im Ubergangsbereich unter
Beriicksichtigung der Sprungbedingungen

In Abschnitt[4.3)wurde eine Methode zur Berechnung der mechanischen treibenden Krifte und
Spannungen im Ubergangsbereich fiir infinitesimale Deformationen vorgestellt. Die Voraussetzung
dieser Methodik ist, dass ein Potential aus kontinuierlichen Variablen existiert. Diese Variablen
miissen ein leistungskonjugiertes Paar ergeben und in der verwendeten konstitutiven Gleichung
miissen diese Variablen einen linearen Zusammenhang aufweisen. Unter Beriicksichtigung der me-
chanischen Sprungbedingungen bzw. in der Eulerschen Darstellung und sind die
kontinuierlichen Variablen die Normalbeitrage des ersten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors
P, bzw. der Cauchyschen Spannung o, und die Tangentialbeitrige des Deformationsgradienten
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F;,. Es lasst sich zeigen (siehe GL und (A.2)), dass die Tangentialbeitréige des rechten Cauchy-
Green-Tensors C;, und die Tangentialbeitrdge der Greenschen Dehnung E;, ebenfalls kontinuierlich
sind. Fiir Dehnungen mit nichtlinearen Beitragen in C ist dies im Allgemeinen nicht der Fall. Damit
sind die moglichen Dehnungskandidaten fiir die Bildung der konstitutiven Gleichung auf die
Greensche Dehnung E beschrankt. Das dazugehorige leistungskonjugierte Spannungsmaf3 ist die
zweite Piola-Kirchhoffsche Spannung S. Allerdings ist $ eine sprungbehaftete, diskontinuierliche
Variable und kann nicht ohne weitere Annahmen fiir die Formulierung des Potentials verwendet
werden. Trotz dieser Diskrepanz wird im Anhang in Abschnitt die Verallgemeinerung der
Methode [4.3|auf finite Deformationen der Vollstandigkeit halber vorgestellt. Dabei sei angemerkt,
dass diese Methode nur beschriankt anwendbar ist.

Eine vom Materialgesetz unabhingige Formulierung fiir die Berechnung der Spannungen im Uber-
gangbereich wird in diesem Abschnitt vorgestellt. Die Kernpunkte sind dabei die Berechnung
der phasenanteiligen Deformationen und entsprechend der phasenanteiligen Spannungen. In den
folgenden Teilabschnitten werden diese phasenanteiligen Grélen zunachst in einem Ubergangsbe-
reich zweier Phasen und anschlieflend in einem mehrphasigen Ubergangsbereich berechnet. Sind
die phasenanteiligen Spannungen bekannt, so kénnen diese gegebenenfalls zur Berechnung der
plastischen Dehnungen verwendet und anschlief3end fiir die Impulsbilanz homogenisiert werden.
Da die folgenden Methoden die Erfiillung der Sprungbedingungen garantieren und die sprungbe-
hafteten Groflen volumetrisch gemittelt werden diirfen, wie es in Abschnittbesprochen wurde,
kann die Gesamtspannung folgendermaflen berechnet werden

P=> P*h%(¢). (6.4)

Dabei sind P* die phasenanteiligen Beitrige des ersten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors und
h*(¢) ist eine Interpolationsfunktion (3.9), welche die Volumenfraktion der jeweiligen Phasen wi-
derspiegelt. Die Evolution der Bewegungsfunktion y(X, ) ergibt sich aus der Impulsbilanz (2.21)

poX = pobo + Vx - P

in der Lagrangeschen Darstellung. Dabei ist po die Massendichte und poby die Volumenkraftdichte
in der Referenzplatzierung.

6.2.1. Spannungsberechnung im Ubergangsbereich zweier Phasen

An einem Ubergang zweier physikalisch abgetrennter Bereiche reprasentieren die Ordnungspa-
rameter ¢, und ¢z bzw. deren Interpolationsfunktionen h*(¢) und hP (@) die jeweiligen Volu-
menfraktionen in dem Referenzkonfigurationssystem. In diesem Ubergangsbereich miissen die
Sprungbedingungen und erfiillt werden. Da die Sprungbedingungen beziiglich der
Referenzkonfiguration formuliert sind, wird entsprechend der Normalenvektor in der Referenz-
konfiguration definiert

VxPa _ VPR 4

n VX = = — n.. (65)
O gl gl
Damit folgt fiir die Aufspaltung des Deformationsgradienten in Normal- und Tangentialbeitrag
F= F(n, Qn,+(t,@t, +s, ®s,) ) =F(n,®n,)+F(I-n,®n,). (6.6)
I-n,®n, =:Fy, =F;,
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Die Vektoren n,, t, und s, spannen eine orthonormal Basis B, = {n,, t, s, } auf, wobei n, - t, =
n,-s, = t,-s, = 0 gilt. Der Tangentialbeitrag F;, ist am Ubergang zweier Phasen sprungfrei und fiir
den Normalbeitrag kann die Volumenmittelung F,, = F;f h%(¢) + Fﬁr hP (@) angewendet werden,
wie in Abschnitt |4.2| besprochen wurde. Daher kann die Volumenmittelung auf den gesamten
Deformationsgradienten ausgeweitet werden und es folgt fiir den Deformationsgradienten

F = F*h%(¢) + FPhP (g). (6.7)

Mit dieser volumetrischen Mittelung des Deformationsgradienten und der Hadamardschen Be-
dingung [F] = F* - FP = a ® n, konnen die phasenanteiligen Deformationen folgendermafien
ausgedriickt werden

F%(a)=F+hP(@)a®n, FP(a)=F-h"(¢)aen,. (6.8)

Der Deformationsgradient F(¢, X, ¢(X), T(X), 7(X)) ist im Allgemeinen von elastischen Defor-
mationen F,(X), von phasenspezifischen konstanten Deformationen Fy(X), von konzentrations-
oder temperaturabhingigen Deformationen F,(¢, ¢(X)) bzw. Fr(¢, T(X)) oder von plastischen
Deformationen Fj (¢, X, 7(X)) abhingig, wobei 7(X) der Kirchhoffsche Spannungstensor ist. Un-
ter Verwendung der iiblichen multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten [84] werden
die nicht elastischen Anteile in einem Beitrag F(F,, F,, Fr, F,1) gesammelt und es folgt

F=F,F. (6.9)

Wird ein lokaler materieller Punkt vorbelastet, so verschwindet nach einer Entlastung des Materials
der elastische Anteil der Deformation F,; und der unbelastete Zustand wird durch F charakterisiert.
Dieser lokale spannungsfreie Zustand wird als Zwischenplatzierung bezeichnet [16].

Entsprechend den verwendeten Materialgesetzen sind mit Kenntnis der phasenanteiligen elasti-
schen Deformationen F5 = F*(F "‘)_1 auch die phasenanteiligen Spannungen bekannt. Im Folgen-
den wird beispielhaft das St. Vernant-Kirchhoft-Gesetz tiir die Berechnung der Spannungen
angesetzt. Damit sind §% = C"‘[Eg‘l] und $# = CP [Efl] Funktionen der phasenanteiligen Green-
schen Dehnungen E% = ((F%)"F5 - I)/2 bzw. Efl = ((Fg)TFS — I)/2. Nach Gleichung
verschwindet der Sprung von P in Normalenrichtung. Daher muss die folgende Bedingung erfiillt
werden

P%n, = PPn, (6.10)
F*S%n, = FPsPn,

F(co[(F$) S - 1)), = Fﬁ(cﬁ[(Fg)TFg - I])n,,

damit die resultierenden Spannungen der Sprungbedingung geniigen. Mit der Definition der
phasenanteiligen Deformationen nach Gleichung ergibt die Bedingung ein Gleichungs-
system mit drei kubischen Gleichungen fiir die Komponenten von a. Diese unbekannten Grof3en
konnen beispielsweise mit einem Newtonschen Verfahren (siehe z. B. [19]) eindeutig bestimmt
werden. Der dazugehorige Newtonsche Schritt fiir den Iterationsschritt # + 1 ist folgendermafien

definiert
og(a")\"
n+l _ n n
a’=a ( an ) g(a"),
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Abbildung 6.1.: Sprung des Deformationsgradienten um einen Tripelpunkt. Links ist eine Tripelpunktre-
gion mit den drei Phasen ¢+, ¢, und @3 skizziert. Rechts ist der Fgo-Anteil des Deformationsgradienten
in Umfangsrichtung, in infinitesimaler Entfernung, um den Tripelpunkt herum dargestellt. Dabei wird
angenommen, dass sich in dieser Entfernung Fge innerhalb einer Phase nicht andert.

wobei der Tensor erster Stufe g(a) das Gleichungssystem (6.10) représentiert und folgende Gestalt
hat

g(a) = P*(a)n, - PP(a)n,.

Mit der Kenntnis von a sind auch die phasenanteiligen Deformationen gemaf! Gleichung
bekannt und die phasenanteiligen Spannungen konnen iiber die zugrundeliegenden Konstitutivglei-
chungen berechnet werden. Dabei wird garantiert, dass sowohl die Hadamardsche Bedingung
als auch die Kraftebilanz an den Grenzflachen erfiillt werden. Ein dhnliches Verfahren wurde
von Kabel et al. zur analytische Berechnung der Deformationen in einem St. Vernant-Kirchhoff
Laminat vorgestellt.

6.2.2. Spannungsberechnung in einem Multiphasensystem

Bevor eine allgemeine Methodik fiir die Spannungsberechnung in Multiphasensystemen vorgestellt
wird, wird die Problematik anhand einer Tripelpunktregion, welche in Abbildung a) skizziert ist,
diskutiert. Betrachtet werden drei Phasen mit den jeweiligen Ordnungsparametern ¢;, ¢, und ¢3,
deren Grenzflichen sich vom Tripelpunkt aus radial ausdehnen. Im scharfen Grenzflachenkontext
handelt es sich bei einem Tripelpunkt um eine Singularitét, da die Sprungbedingungen (2.49)

und fir die drei Dualinteraktionen nicht gleichzeitig erfiillt werden konnen. Im Phasenfeld-
kontext allerdings wird der Tripelpunkt zu einer Region in der die drei Phasen, die in die jeweiligen
Volumenfraktionen aufgeteilt sind, koexistieren. Im Gegensatz zur Betrachtung im scharfen Grenz-
flichenkontext kann zwischen den Phasenpaaren in dieser Region ein Normalenvektor bestimmt
werden. Damit ergeben sich die drei Hadamardschen Bedingungen fiir die jeweiligen Paare

[F]?=a"en?, [F]°=a"en’, [F]*=a"en’. (6.11)

Dabei sind a*? die Spriinge der phasenanteiligen Deformationsgradienten [F]] o (F* - F'B)

p

an der a—B-Grenzfliche in die entsprechende n,” -Richtung. Die Méglichkeiten zur Berechnung
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eines entsprechenden Normalenvektors ﬁfﬁ zweier Phasen in einem Multiphasenbereich wird in
Abschnitt diskutiert. Wird die Zweite der Gleichungen nach F! aufgeldst und in die
erste Gleichung eingesetzt, so folgt (F2 -F 3) = a® @ n" - a'> ® n!2. Durch einen Vergleich mit der
Letzten der Gleichungen (6.11), ergibt sich a** ® n? = a®® @ n®> - a'> ® n!2. Die Dritte der Bedingun-
gen ist damit redundant. Dieser Zusammenhang wird auch in Abbildung|6.1] veranschaulicht.
Es werden Polarkoordinaten verwendet. Daher sind die sprungbehafteten Deformationen durch die
Umfangskomponente Fgg charakterisiert. Der Verlauf von Fgg in Umgangsrichtung, welcher auf
der rechten Seite der Abbildung|6.1]zu sehen ist, unterstreicht die Notwendigkeit der Bedingung

[[FHZS _ [Fﬂl3 _ HFHIZ

um die Kontinuitit des Deformationsgradienten zu gewéhrleisten. Damit reduzieren sich die
Unbekannten in diesem System auf a'? und a®.

Wie schon im Zweiphasenfall kann auch hier die volumetrische Mittelung des Deformationsgra-
dienten F = Y, F*h*(¢) angesetzt werden, da effektiv nur sprunghafte Anteile gemittelt werden.
Damit folgt fiir die phasenanteiligen Deformationen

F'=F + h*(¢)a? @ n?? + h*(¢)a®” ® n?,
F*=F+h'(¢)a” e n’+ 1 (¢)(a”®ny —a?en’),
F’=F+h'(¢)a®eny +h*(¢p)(a”@n -a”en’).

Dabei wurde ausgenutzt, dass a®? = aP* gelten muss, denn es gilt: [F]** = —[F]P* und n*f =
_pBe
nPe.

Um die Erfillung der Sprungbedingung (2.49) zu gewiéhrleisten, kann der Sprung des ersten Piola-
Kirchhoffschen Spannungstensors an einer a—f-Grenzflache auch folgendermafien formuliert
werden

[P1 = P (1- " & m;").

Dabei sind P*# die Spriinge von P in die tangentialen Richtungen, die durch den Projektor I —
ny ) ny F definiert sind. Auf dieselbe Weise wie bei den Deformationsspriingen kann gezeigt
werden, dass der Sprung [P]> = [P]" - [P]" redundant wird und durch die anderen Spriinge

ausgedriickt werden kann. Damit miissen lediglich die Bedingungen
112 _ p2 12 113 _ p3. 13
Pn”=Pn° und PmnS =Pn,

erfiillt werden, damit die resultierenden Spannungen den jeweiligen Sprungbedingungen (2.49)
geniigen.

In einem Multiphasensystem mit N Phasen konnen theoretisch auch N Phasen in einem Bereich
koexistieren. Allerdings haben Kim et al. [75] gezeigt, dass eine Koexistenz von mehr als sechs
Phasen in einem lokalen Punkt sehr unwahrscheinlich ist. Daher kann die Anzahl der lokal vorlie-
genden Phasen durch den LROP-Algorithmus reduziert werden [75}76]. Zusétzlich werden durch
den LROP-Algorithmus die lokal vorliegenden Ordnungsparameter anhand der lokalen Volumen-
fraktion mit der hochsten beginnend sortiert. Dies erleichtert die folgenden Formulierungen, denn
die Phase mit der hochsten Volumenfraktion ist die erste.
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Anhand der Tripelpunktregion wurde gezeigt, dass die Anzahl der unbekannten Vektoren a® in
einem materiellen Punkt mit N; lokal vorliegenden Phasen auf N; — 1 reduziert werden kann. Da
die erste Phase bei Verwendung von LROP die hochste Volumenfraktion einnimmt, werden auch
beziiglich dieser Phase die unbekannten Vektoren formuliert. Entsprechend sind die unbekannten
Vektoren gegeben als

a?a®, ... a™M. (6.12)

>

Mit der zusétzlichen Information der entsprechenden Normalen, sind die Spriinge des Deformati-
onsgradienten beziiglich F' vollstindig definiert und es folgt

F'=F+ Zhﬁ((p)aw@nlﬁ.
B+l

Fiir die tibrigen linear abhangigen Spriinge ergibt sich

10 @ nlo Va,f=2,....,N; und «=p.

a“ﬁ®nf/3:alﬁ®niﬁ—a .

Damit konnen auch die iibrigen phasenanteiligen Deformationsgradienten formuliert werden. Eine
allgemeine Formulierung fiir den phasenanteiligen Deformationsgradienten nimmt die folgende
Gestalt an

F*=F+ ), W (9)a* o n’# (6.13)

P+a

-F+ Y W (p)a¥ en’ - n'(g)a" @ n!
Pra+l

=F+ ) hﬁ((p)(all3 onf - a“e ni“) +h'(¢)a" @ n®
Praxl

=F+ ) WP (¢)a¥ ® ny - > W(p)a“en, Va=2,...,N.
Braxl d*a

Somit sind alle Deformationsgradienten mit den unbekannten Vektoren (6.12) und den entspre-
chenden Normalen charakterisiert.

Fiir die Bestimmung der unbekannten Vektoren werden die entsprechenden Sprungbedin-
gungen verwendet. Das ergibt ein Gleichungssystem mit N; — 1 kubischen Gleichungen
fiir die Komponenten der unbekannten Vektoren, das mit einem Newtonschen Verfahren (siehe
z.B. [19])) gelost werden kann. Hierzu werden sowohl die unbekannten Vektoren als auch die zu
erfiillenden Bedingungen in Tupel aneinandergereiht. Fiir die Unbekannten ergibt sich

a= (alz,aB,...,alN)T. (6.14)

Entsprechend folgt fiir das zu losende Gleichungssystem

g(a) Pi(a)n? - P*(d)n;?
Bca Iﬂ(ﬁ)nB-—Iﬁ(ﬁ)nB
gay=|* ( ' n " ]=o0. (6.15)
g™(@)) \P'(a)m™ - PNi(a)m"
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Abbildung 6.2.: Normalenvektor zwischen zwei Phasen in einer Tripelpunktregion. Normalenvektoren
a) gemaB Gl. (6.18) und b) gemal Gl. (6.19) sind gegeniibergestellt.

Und der Newtonsche Schritt fiir den Iterationsschritt n + 1 ist gegeben durch
amt=an - (G(a")) g(a"). (6.16)

Ein notwendiger Bestandeteil fiir das Newtonsche Verfahren ist die Koeffizentenmatrix
R og(a")
G(a")=—"—, 6.17
(an - £5 (617)
die invertiert werden muss. Die Berechnung dieser Koeffizentenmatrix ist im Anhang[A.2]aufge-
fihrt.

6.2.3. Berechnung von Grenzflichennormalenvektoren im Multiphasenbereich

Eine der Notwendigkeiten fiir die Realisierung des vorgestellten Modells in Abschnitt ist
ein eindeutiger Normalenvektor n zwischen zwei Phasen. In Zweiphasenbereichen ist dieser
Normalenvektor mit der Gleichung eindeutig definiert. Koexistieren in einem Bereich mehr
als zwei Phasen, so definiert der Normalenvektor (6.5), ausgewertet iiber die Phase ¢, lediglich die
Normale zwischen der Phase ¢, gegentiber allen anderen Phasen. Zur Abgrenzung der einzelnen
Dualbeitrage der Grenzflichenenergie wurde in Abschnitt3.1{ein generalisierter Gradient
verwendet. Unter Verwendung des generalisierten a-f3-Gradienten Q, nimmt der Normalenvektor
die folgende Form an

ap_ Qo 9pVxPa — PuVx9p
" 1Qsl  l9pVx 9 — 9aVx gl

Eine weitere Moglichkeit ist die Verwendung des Gradienten der Isoflichen bei ¢, = ¢g. Damit
wird der Normalenvektor zu

(6.18)

o _ VXPa~ Vx9p

af _ , (6.19)
[Vx pa = Vx gl
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Beide Berechnungsvorschriften und fiihren zu einem eindeutigen Normalenvektor in
Multiphasenbereichen und reduzieren sich zur Gleichung in den Bereichen einer Zweiphasen-
koexistenz. In der Abbildung sind beide Normalenvektoren ﬂfﬁ und n‘rxﬁ in einem Tripelpunkt-
bereich gegeniibergestellt. Die wesentlichen erkennbaren Unterschiede sind die entgegengesetzten
Abweichungen zur Richtung ex = (1,0, O)T. Diese Unterschiede fithren zu unwesentlichen Diffe-
renzen in den resultierenden Spannungen und Deformationen. In den Simulationsstudien hat sich
allerdings gezeigt, dass sich mit der Berechnungsvorschrift bei den resultierenden Spannun-
gen und Deformationen glattere Uberginge von Zweiphasen- zu Mehrphasenbereichen ergeben.
Daher wird der Normalenvektor n* der Dualinteraktion zwischen der a- und B-Phase in den
folgenden Simulationsbeispielen mit der Gleichung berechnet.

6.3. Validierung der Spannungsberechnung

Zur Validierung des vorgestellten Modells werden zunachst die eindimensionalen Sonderfille der
seriellen und der parallelen materiellen Kette betrachtet. AnschliefSend werden die resultierenden
Spannungen und Dehnungen mit den theoretischen Vorhersagen von Mai und Singh [65] fiir
eine Platte mit einem Einschluss unter hydrostatischer Zugbelastung verglichen. Zur Validierung
der Spannungsberechnung in Bereichen in denen mehr als zwei Phasen koexistieren, werden die
resultierenden Spannungen mit den Spannungen aus einer scharfen Grenzflachenberechnungen an
einem Quadrupelpunkt verglichen.

6.3.1. Validierung des Modells liber eindimensionale Sonderfille

Ein eindimensionales Gebiet der Breite B mit einem Phaseniibergang in der Mitte des Gebietes,
das in Abbildung|6.3|zu sehen ist, wird einachsig belastet. Die Steifigkeiten beider Phasen wur-
den isotrop und um einen Faktor zehn unterschiedlich gewdhlt. In Falle der seriellen materiellen
Kette wird eine konstante Zugbelastung Py = (P, 0, 0)T in Richtung der Normalen n, = (1,0, 0)T
aufgebracht. Im Falle der parallelen materiellen Kette wird das gesamte Gebiet mit konstanter
Verschiebung u = (0, uy, 0) in tangentialer Richtung zum Interface belastet. Die Sprungbedin-
gung wird somit in Falle der seriellen materiellen Kette und die Sprungbedingung in
Falle der parallelen materiellen Kette direkt tiber die aufgebrachten Randbedingungen erfiillt. Die
resultierenden Verldufe des Normalbeitrags des Deformationsgradienten Fxx und des Tangential-
beitrags des ersten Piola-Kirchhofschen Spannungstensors Pyy zeigen, dass die sprungbehafteten
Grofen linear mit der lokalen Volumenfraktion der jeweiligen Phase interpoliert werden. Dies
bedeutet, dass das Modell die sprungbehafteten Grofen richtig zuordnet und diese gemaf3 den Glei-
chungen bzw. linear mit den Interpolationsfunktionen h%(¢@) und h#(¢) interpoliert.
Im mittleren Bereich der Abbildung sind die phasenanteiligen Deformationen F§, und Ff;X

bzw. Spannungen Py, und P€Y dargestellt. Diese phasenanteiligen Grofien werden innerhalb der
Berechnungsmethode vor der Interpolation berechnet und sind im gesamten Ubergangsbereich
zugénglich. Wie der Abbildung|6.3|zu entnehmen ist, werden diese phasenanteiligen Groflen richtig
ermittelt und kénnten zur Rekonstruktion der scharfen Grenzflachenlosung verwendet werden.
Des Weiteren konnen diese phasenanteiligen Grofien zur Berechnung der plastischen Deformation
genutzt werden.
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Abbildung 6.3.: Serielle Kette (links) und parallele materielle Kette (rechts). Ein eindimensionales Gebiet
der Breite B mit einem Phaseniibergang bei B/2 wird bei der seriellen materiellen Kette in x-Richtung
mit konstanter Spannung Py und bei der parallelen materiellen Kette mit konstanter Verschiebung ug
in y-Richtung belastet. Die resultierenden Verldaufe von Fyx bzw. Pyy werden mit der SI-Lésung in der
Anfangsplatzierung verglichen. Im unteren Diagramm sind die phasenanteiligen GréBen F§, und fo
bzw. P}, und Pfy zu erkennen.

Im unteren Bereich der Abbildung6.3|sind zusitzlich die Verldufe einer Komponente des Nor-
malbeitrags des zweiten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors §,, dargestellt. Die Verlaufe ver-
deutlichen, dass dies eine sprungbehaftete Variable ist und damit die Erweiterung des Modells fiir
infinitesimale Deformationen, das die Kontinuitit von S, voraussetzt und im Anhang|[A.3]gelistet
ist, im Allgemeinen nicht angewendet werden darf.

6.3.2. Vergleich mit theoretischen Vorhersagen

Als zweites Simulationsbeispiel zur Validierung des vorgestellten Modells wird eine unendlich
ausgedehnte Platte mit einem Einschluss in der Mitte betrachtet. Dieses Simulationsbeispiel wurde
bereits in Abschnitt[4.4.2]zur Validierung des Modells fiir infinitesimale Deformationen vorgestellt.
Verglichen werden die resultierenden Spannungen und Dehnungen mit den theoretischen Vor-
hersagen von Mai und Singh [65] und den Simulationsergebnissen des Modells fiir infinitesimale
Deformationen, das in Abschnitt[4.3|zu finden ist. Um die Vergleichbarkeit zu gewihrleisten, wurde
die angebrachte Belastung entsprechend sehr klein gewahlt.

Auf der linken Seite der Abbildung|6.4]ist der Simulationsaufbau dargestellt. Ein zweidimensiona-
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Abbildung 6.4.: Spannungs- und Dehnungsverlaufe berechnet mit dem vorgestellten Modell einer Platte
mit einem runden Einschluss (€' = 0.1€™) unter hydrostatischer Zugbelastung. Zum Vergleich sind die
theoretischen Vorhersagen von Mai und Singh [65] und die Resultate des Modells fiir infinitesimale Defor-
mationen (siehe Abschnitt[4.3) gegentibergestellt. Die Felder sind im Bereich der fett hervorgehobenen
Linie im Simulationssetup gezeichnet, das auf der linken Seite der Abbildung dargestellt ist.

les Gebiet der Grofle 1300 x 1300 Zellen im ebenen Dehnungszustand mit einem kreisformigen
Einschluss in der Mitte wird von allen Seiten mit konstanter Spannung Py = 100 MPa belastet. Fiir
die Matrix, die mit dem Ordnungsparameter ¢, parametrisiert ist, wurde ein isotroper Steifigkeits-
tensor mit einem E-Modul von &, = 210 GPa und einer Querkontraktion von v, = 0.3 verwendet.
Der kreisférmige Einschluss, charakterisiert mit ¢;, hat einen Radius von r = 100 Zellen und eine
ebenfalls isotrope Steifigkeit von C' = 0.1C™.

Unter der zugrundeliegenden radialen Symmetrie werden die Profile der Spannungen und Dehnun-
gen entsprechend in Polarkoordinaten dargestellt. Zum Vergleich sind die Verldufe der analytischen
Losung nach Mai und Singh [65], die Verldufe der resultierenden Felder des Modells fiir infinitesi-
male Deformationen und die Profile des Modells fiir finite Deformationen im Ubergangsbereich
gegeniibergestellt. Entsprechend den Sprungbedingungen und sind die Variablen P,,
und Egg im Ubergangsbereich kontinuierlich und die Variablen Py und E,, diskontinuierlich.
Anhand der Profilplots ist deutlich zu erkennen, dass sowohl die kontinuierlichen als auch die
diskontinuierlichen Variablen auf8erhalb des Ubergangsbereiches mit den analytischen Vorhersagen
und mit den Ergebnissen des Modells fiir infinitesimale Deformationen sehr gut tibereinstimmen.
Die Spriinge der diskontinuierlichen Variablen E,, und Pyg folgen exakt den Profilen der jeweiligen
Phasen ¢, und ¢;. Somit werden die sprungbehafteten Grofien gemiaf dem diffusen Grenzflichen-
modell volumetrisch gemittelt. Auf die Verldufe der Profile auflerhalb des Ubergangsbereiches
haben diese Mittelungen keinen Einfluss.



Validierung der Spannungsberechnung | 6.3

Des Weiteren sind in Abbildung|6.4] die Profile der phasenanteiligen Spannungen P™ und P!
dargestellt. Unabhingig von den durchgefiihrten volumetrischen Mittelungen der diskontinuier-
lichen Variablen folgen diese phasenanteiligen Beitridge im Ubergangsbereich den theoretischen
Vorhersagen und sind im gesamten Ubergangsbereich zuginglich. Dies unterstreicht nochmals die
Eigenschaften des vorgestellten Modells. Obwohl eine Parametrisierung des Gebietes mit diffusem
Ubergangsbereich zugrunde liegt, kann die scharfe Grenzflichenlésung reproduziert werden.

Fiir die Berechnung der phasenanteiligen plastischen Dehnungen sind diese phasenanteiligen
Spannungen von extremer Wichtigkeit. Zwar konnen auch die lokal homogenisierten Spannungen
zur Berechnung der plastischen Dehnungen verwendet werden, wie es in Abschnitt [5.2] gezeigt
wurde, allerdings stellt dies eine nicht unwesentliche Vereinfachung dar. Bei stark unterschiedlichen
plastischen Parametern fiihrt dieses Verfahren zu Abweichungen an den Grenzflichen. Fiir genaue
Berechnung der plastischen Dehnungen miissen die phasenanteiligen Spannungen vorliegen. Dann
kann in jeder Phase separat die plastischen Dehnungen berechnet werden, wie in Abschnitt
erldutert wurde.

6.3.3. Validierung der Spannungsberechnung in mehrphasigen Bereichen

Zur Validierung der Deformations- und Spannungsberechnung mit dem vorgestellten Modell in
mehrphasigen Bereichen werden die resultierenden Spannungen um einen Quadrupelpunkt mit
den Spannungen einer scharfen Grenzflichenldsung verglichen. Ahnlich zum Abschnitt wird
hierzu ein Simulationsgebiet aus vier Phasen mit einer kubischen Anordnung, das in Abbildung|6.5
dargestellt ist, betrachtet. Diese kubisch symmetrische Gebietsaufteilung garantiert, dass keine
Artefakte durch die Finite-Differenzen-Diskretisierung kombiniert mit einer scharfen Grenzfla-
chenparametrisierung entstehen. Damit wird ein Vergleich der resultierenden Deformationen
und Spannungen des vorgestellten Modells mit einer diffusen Grenzflichenparametrisierung mit
einer scharfen Grenzflachenlosung ermdglicht. Das System wird im EDZ betrachtet und an den
verbleibenden Réndern wird die makroskopische Spannungsrandbedingung, die eine mittlere
Spannung P = (/ P(X)dV,)/V, garantiert, angebracht. Wie schon in Abschnitt angesprochen,
werden Spannungsschwankungen an den Rédndern durch diese Randbedingung erméglicht.

Rechts oben in Abbildung[6.5sind die resultierenden Deformationen der SI- und der DI-Losung
gegeniibergestellt. Es ist deutlich zu erkennen, dass die Randbereiche beider Losungen in der
Momentanplatzierung exakt iibereinstimmen. Damit ist gezeigt, dass sogar bei Deformationen,
die lokal bei 130 % liegen, der diffuse Grenzflaichenbereich die Deformation innerhalb der Phasen
nicht beeinflusst. Auch die Spannungen beider Lésungen stimmen sehr gut iiberein, wie es im
unteren Bereich der Abbildung|6.5|zu erkennen ist. Hier werden beispielhaft fiir den gesamten
Spannungszustand die Py x-Spannungen beider Losungen in der Anfangsplatzierung verglichen.
Verursacht durch die diffuse Grenzflichenparametrisierung sind Abweichungen beider Spannun-
gen im Ubergangsbereichen zu erkennen. Diese Abweichungen haben allerdings keinen Einfluss
auf den Spannungszustand auf8erhalb des Ubergangsbereiches, was durch einen Vergleich der
Isolinien beider Losungen deutlich wird. Damit ist eine weitere Eigenschaft des vorgestellten Mo-
dells hervorgehoben. Spannungsspitzen haben weitreichende Auswirkungen auf den gesamten
Spannungszustand. Daher ist es wichtig die Spannungsspitzen, die von lokalen Spannungs- und
Dehnungsspriingen verursacht werden, so genau wie moglich abzubilden. Bei der diffusen Grenz-
flachenparametrisierung existieren keine lokale Spriinge in den homogenisierten Spannungs- und
Dehnungsfeldern. Trotzdem wird der Einfluss der Spriinge in den Variablen auf den vorliegenden
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Abbildung 6.5.: Validierung der Deformations- und Spannungsberechnung am Quadrupelpunkt. Die
Losungen des vorgestellten Modells mit diffuser Grenzflaichenparametrisierung (gekennzeichnet mit
“DI") sind zu den Losungen einer Parametrisierung mit scharfen Grenzflachen (gekennzeichnet mit “SI”)
gegeniibergestellt. (Oben links) Simulationsgebiet im EDZ mit vier Phasen (£2 = £9 = 2P = 2£°) unter
makroskopischer Belastung Pyx = Pyy = Py, (0ben rechts) deformiertes Gebiet der DI-Lésung mit den
Isolinien der Grenzbereiche der SI-Lésung und (unten) Vergleich von P)S('X und P)E(’)'( in der Referenzkonfi-
guration.
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Spannungszustand beriicksichtigt, wie es bei dem Vergleich der Pyx-Spannungen in Abbildung|6.5]
zu erkennen ist.

6.3.4. Deformation eines Multiphasensystems und Konvergenzverhalten des
Newtonschen Verfahrens

Fiir die Umsetzung des vorgestellten Modells wird ein Newtonsches Verfahren verwendet. Die
entsprechende Koeflizentenmatrix des Newtonschen Schrittes hdngt von der Anzahl der
lokal vorliegenden Phasen ab. Daher wird fiir die Untersuchung des Konvergenzverhalten des
Newtonschen Verfahrens ein polykristallines Simulationsgebiet, das in Abbildung|6.6]a) dargestellt
ist, betrachtet. Dabei wurden die Materialparameter der jeweiligen Phasen zufillig variiert und an
den Simulationsrindern wurde, wie schon bei dem letzten Simulationsbeispiel, die makroskopi-
sche Spannungsrandbedingung angewendet. Um die Wahrscheinlichkeit zu erh6hen, dass mehr
Phasen in einem Bereich iiberlappen, wurde der Ubergangsbereich mit / ~ 20 Zellen extrem breit
gewdhlt.

Das deformierte Simulationsgebiet ist in Abbildung|6.6]b) abgebildet. Es ist deutlich zu erkennen,
dass es bei der Deformation keine unphysikalischen Verschiebungen der Gebietsrander gegeneinan-
der gegeben hat. Der Spannungszustand in Abbildung[6.6|c) sieht auch sehr glatt aus. Es sind keine
unphysikalischen Spriinge zu erkennen, obwohl die Berechnungsvorschrift fiir die Spannungen in
dem Gebiet teilweise von Zelle zu Zelle wechselt. Innerhalb der Phasen werden die Spannungen
direkt iiber die konstitutive Gleichung berechnet, da es keine Notwendigkeit zur phasenanteiligen
Aufteilung des Deformationsgradienten gibt. In Bereichen in denen zwei Phasen koexistieren, wird
die Berechnungsvorschrift aus Abschnitt[6.2.]angewendet. Dabei wird der Normalenvektor #, tiber
den Gradienten einer der lokal vorliegenden Phasen mit der Gleichung berechnet. In lokalen
Bereichen mit einer Koexistenz von mehr als zwei Phasen wird die Berechnungsvorschrift aus
Abschnitt[6.2.1|genutzt. Die jeweiligen Normalenvektoren werden durch die Gleichung ausge-
wertet. Die Glattheit des Spannungsfeldes in Abbildung|6.6]c) beweist, dass diese unterschiedlichen
Berechnungsvorschriften sehr gut miteinander harmonieren.

Entsprechend der Anzahl der Unbekannten in einem lokalen Punkt (siehe Abschnitt , ist
die GroBe der Koeffizentenmatrix G (a") des Newtonschen Schrittes von den lokal vorliegenden
Phasen N; abhingig und betragt (N; —1) x (N; — 1). Dementsprechend variiert auch der nume-
rische Aufwand in jedem lokalen Punkt im System. Gemessen an der Anzahl der Newtonschen
Iterationsschritte ist der numerische Aufwand in Abbildung|6.6|d) fiir dieses Simulationsbeispiel
dargestellt. Eine besonders auffallende Abhéngigkeit von der Anzahl der koexistierenden Phasen
N ist nicht erkennbar. Es werden maximal sechs Iterationsschritte zum Losen des Gleichungs-
systems benétigt, obwohl in diesem Simulationsbeispiel das numerische Abbruchkriterium
g% (a)| < 1072 extrem niedrig gewihlt wurde. Es besteht lediglich eine Abhingigkeit von den
Spriingen der Materialparameter. Je grofSer der Steifigkeitssprung, desto grof3er ist die Anzahl der
notwendigen Newtonschen Schritte, um den unbekannten Sprung des Deformationsgradienten
a®# in die entsprechende Normalenrichtung n*f zu finden.

In der Abbildung d) in den Bereichen mit nur einer Iteration ist ein weiterer Vorteil des
Verfahrens erkennbar. Die Steifigkeiten der vorliegenden Phasen sind identisch, daher ist das
Gleichungssystem direkt erfiillt und die Invertierung der Koeffizentenmatrix G (a")
ist nicht mehr notwendig. Entsprechend wird das Gleichungssystem in diesen Bereichen nur
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Abbildung 6.6.: Deformation eines Multiphasensystems: a) Simulationsgebiet im EDZ mit elf Phasen
unter makroskopischer Belastung Pxx = Pyy = Py, b) deformiertes Gebiet in der Momentanplatzierung,
) und d) Pyx und lokale Newtonsche Iterationsschritte gemaB Gl. (6.16)) in der Anfangsplatzierung
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einmal ausgewertet. Das bedeutet, das Verfahren erkennt eigenstandig, ob ein fiir die Spannungs-
berechnung redundanter Phaseniibergang vorliegt und numerische Ressourcen eingespart werden
konnen.

6.4. Mechanische Konfigurationskrafte im Phasenfeldkontext

Der elastische Beitrag der Helmholzschen freien Energiedichte W (X, F) ist von der Position X und
dem Deformationsgradienten F abhingig. Wird die im Phasenfeldkontext {ibliche Parametrisierung
des Gebietes mit den Ordnungsparametern @(X, t) verwendet, kann jeder einzelnen Phase «
eine Forminderungsenergiedichte W¥(F) zugeordnet werden. Da die Ordnungsparameter die
Volumenfraktionen jeder einzelnen Phase widerspiegeln, folgt fiir die volumetrisch gemittelte
Forminderungsenergiedichte

W(X,F) =) W*(F)h*(¢(X,1)), (6.20)

mit 1%(¢) als Interpolationsfunktion der jeweiligen Phasen. Diese Formdnderungsenergie-
dichte geht als mechanischer Beitrag zur freien Energie des Systems in das Energiefunktional
ein. Die Variation des Funktionals der freien Energie F (¢, Vx ¢, F) nach den jeweiligen Ordnungs-
parametern fithrt zu deren Evolutionsgleichung zum Gleichgewichtszustand. Entsprechend
muss fiir den mechanischen Beitrag zur Bewegung der diffusen Ubergangsbereiche die Ableitung
der Formanderungsenergiedichte nach dem Ordnungsparameter und dessen Gradienten
ausgewertet werden. In Abschnitt[4.3.2)wurden diese Ableitungen fiir infinitesimale Deformationen
abgeleitet und es wurde gezeigt, dass bereits die Ableitung der Formanderungsenergiedichte nach
dem Ordnungsparameter zu den mechanischen Konfigurationskraften fithrt. Daher wird in den
folgenden Abschnitten die Ableitung der Forménderungsenergiedichte fir finite Deformatio-
nen zuerst fiir den Zweiphasenfall abgeleitet und anschlieflend werden die resultierenden Beitrage
zur Evolutionsgleichung der Ordnungsparameter fiir Anwendungen in Multiphasensystemen ver-
allgemeinert. Die Abhangigkeit der Formanderungsenergiedichte von dem Gradienten der
Ordnungsparameter kommt nur durch die Aufspaltung der Variablen in Normal- und Tangential-
beitrage zustande und wird im Rahmen der vorliegenden Arbeit vernachlassigt.

6.4.1. Mechanischer Beitrag zur Evolutionsgleichung im Zweiphasenfall

In Abschnitt[6.2.] wurde im Ubergangsbereich die Aufspaltung des Deformationsgradienten
in seine normalen und tangentialen Anteile durchgefiihrt. Unter Verwendung der Hadamardschen
Bedingung [F] = a ® n, folgt fiir die Spriinge beider Anteile

[F.]=[F](n,®n,)=(a®n,)(n,®n,)=ad®n,
[F.]=[F](I-n,®n,)=(a®n,)(I-n,®n,) =0, (6.21)

mit 0 als Nulltensor. Damit verschwinden die Spriinge von F; . Unter Verwendung der volumetri-
schen Mittelung des Deforamtionsgradienten ergibt sich fiir seine Anteile im Ubergangsbereich

F, = FSh(¢) + FhhP(¢) und F=F =F,.
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Wird der Deformationsgradient F festgehalten, so wie es bei der partiellen Ableitung beziiglich der
Ordnungsparameter der Fall ist, muss die folgende Bedingung gelten

oF} OFF oh*® ((p)
— " ph(g) = -(F: - Fh 6.22
aq)a (‘P) + a(Pa ((P) ( nr) a(pa ( )

Die Forménderungsenergiedichte W (¢, F) ist nach Gleichung (6.20) der volumetrische Mittelwert
beider phasenanteiligen Beitrige. Daher ergibt sich fiir die Ableitung von W (¢, F) nach ¢, bei
konstantem F

W (9, F) ah“<<p> AW (R) OF%

(P42.0) - pwie D). e g)
, OWF(E) aFﬁ W),
OF),

Unter Beriicksichtigung der Bedingung P,, = P(n, ® n,) = dW*/0F% = dWF/ aFff, und der
Relation resultiert die Ableitung

oW (e, F)
( 09

ah"‘(fp)

«

) —((W(E)] =P, - [Eu]) (623)
F

DaP,, -F; =P(n,®n,) F*(n,®n,) = Pn, - F*n, kann die Ableitung (6.23) folgendermafien
umschrieben werden

ah“(¢)

(91[&?;52 (6.24)

0B ~(wi)-a-TeIn)

Die Evolution der Ordnungsparameter in einem Zweiphasensystem wird durch die Gleichung
beschrieben. Im Gleichgewicht verschwindet die lokale Anderung der Ordnungsparameter ¢, =
0 und es folgt fiir den Gleichgewichtszustand eines Zweiphasensystems in der Lagrangeschen
Darstellung

«

(6.25)

L (W) - Pa - [Fln) 2 5 ke

= _Y(xﬁ(eAXq)(x en? 2

«
Fiir eine Interpretation dieser Gleichung im Kontext von scharfen Grenzflaichen muss ein Linien-
integral durch den Ubergangsbereich in Richtung der Normalen n, ausgewertet werden. Mit
einem Verweis auf die Berechnungen in Abschnitt[3.1.4} wo ein solches Integral ausgewertet wurde,
entspricht die Gleichung im Kontext der scharfen Grenzfliche dem folgenden Gleichge-
wichtszustand

[W(F)] - Pn,-[F]n, ~ —yapx.

k ist dabei die zweifache mittlere Kriimmung in der Referenzkonfiguration. Diese Bilanzgleichung
ist 4quivalent zu der Bilanz der Konfigurationskrifte (2.52), die in Abschnitt aus der Variation
der freien Energie nach der singuldren Fliche im scharfen Grenzflichenkontext abgeleitet wurde.
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Zur Uberfithrung der mechanischen treibenden Krifte in die Eulersche Darstellung wird die
Ableitung (6.24) in phasenanteilige Bestandteile aufgespalten

WW@E)) _((we ay g Oh%(¢)
(a—%)F—((W (F) - P*n,-F ”r)_(Wﬁ(F)—Pﬁnr.Fﬁnr))a—%'

¥ (F) YA (F)

Unter Verwendung der Gleichung (2.16)), ergibt sich fiir die jeweiligen Potentiale in der Eulerschen
Darstellung

Y (F) = W*(F) - J°*(F*) " n, - F*n,
= W(F) - %6 (F*) " (F*) n- F*(F%)'n
- W(F) - 6%n- J*B"n,

mit B = FF" als dem linken Cauchy-Green-Tensor. Mit [¢]n = 0 folgt fiir den mechanischen
Beitrag der treibenden Krifte (6.24) in der Eulerschen Darstellung

OF oh*(¢)
=

% ((w(E)] - on- [1BIn)
Pu Do

6.4.2. Mechanische treibende Krafte im Multiphasensystem

Die treibenden Krifte zur Ordnungsparameterevolution in Multiphasensystemen werden in
Bindrinteraktionen A% = (8F /8¢, — 6F /8 ¢p)/N zwischen zwei Phasen aufgespalten und mit
den entsprechenden Mobilititen M,y der jeweiligen a—B-Grenzflichen gewichtet. Damit kann die
Evolutionsgleichung der einzelnen Ordnungsparameter folgendermaflen geschrieben werden

Pa ==Y MggA™P (6.26)
P+a
==Y Mog(AF 4 A% ), Voea=1..,N,
Pra

wobei A?eﬁ die jeweiligen treibenden Krifte der Grenzflachenenergie reprasentieren. Unter Ver-
nachléssigung einer Abhéngigkeit der Formanderungsenergiedichte nach den Gradienten der
Ordnungsparameter, ist der mechanische Beitrag zu der jeweiligen Binirinteraktionen A*? gegeben
durch

op _ 1(0W(p,F) JW(g,F)
mech — N a(Poc aq)ﬂ :

In Anbetracht der Tatsache, dass in den Binirinteraktionen A*? nur die treibenden Krifte zwischen
den Phasen « und f3 bilanziert werden, werden auch nur die Abhéngigkeiten von den Phasen «
und f in der Ableitung berticksichtigt. Unter dieser Annahme sind die jeweiligen Ableitungen der
Forménderungsenergiedichte nach dem Ordnungsparameter mit der Gleichung gegeben.
Dabei muss beachtet werden, dass die explizit aufgefiihrte kontinuierliche Variable P, in der

6.4
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Gleichung (6.23) nur zwischen den in der Binidrinteraktion agierenden Phasen kontinuierlich ist.
Damit ergibt sich fiir die mechanischen Beitrdge der Bindrinteraktionen

b of _ payeh g1k, o1
mech N(([[W(F)J] Pen - [F] ;") 30n (6.27)
B
— (IW(R) P - PPuf - [F]Ponf) O
1 oh* ohP
= —([W(E)]* - P*n®F . [F]*FnP)[ == + 2.
N (WEF - Pl [Ppa ) 2 2
Dabei sind [[A]“ﬁ = A® — AP Spriinge zwischen den phasenanteiligen Gréfen und nfﬁ = —nf“ sind

die jeweiligen Normalen, die mit der Gleichung definiert sind. Mit der Gleichung wer-
den die mechanischen Konfigurationskrifte der jeweiligen Binérinteraktionen bilanziert und flieffen
gewichtet mit den jeweiligen Volumenfraktionen, die in den normierten Interpolationsfunktionen
beriicksichtigt sind, und der Mobilitét der jeweiligen Grenzflache in die Evolutionsgleichung der
Ordnungsparameter ein. Im Zweiphasenfall reduziert sich dieser Beitrag zu den treibenden
Kriften der Gleichung (6:24), denn es gilt 0h” [0¢; = 0h® [0,

6.5. Simulationsbeispiel: Martensitische Transformation

In Abschnitt[6.3|dieses Kapitels wurde demonstriert, das die resultierenden Spannungen und die
Deformationen des vorgestellten Modells richtig wiedergegeben werden. Bei infinitesimalen De-
formationen sind die treibenden Krifte des vorgestellten Modells dquivalent zu den treibenden
Kriften des Modells aus Abschnitt denn bei beiden Modellen wurde gezeigt, dass die me-
chanischen Konfigurationskrifte abgebildet werden (siehe Unterabschnitte und[6.4.1). Das
Modell fiir infinitesimale Deformationen wurde bereits im Abschnitt[4.4]bzw.[4.6] validiert, daher
wird hier lediglich die Anwendbarkeit des Modells fiir finite Deformationen aus diesem Kapitel
in Multiphasensystemen anhand eines Simulationsbeispiels zur martensitischen Transformation
demonstriert.

Die Charakterisierung des Phasenfeldmodells fiir den martensitischen Phasenumwandlungspro-
zess wurde im Abschnitt 4.8/ durchgefiihrt. Bei finiten Deformationen nimmt das Energiefunktio-
nal (4.62)) folgende Form an

1
F(@,Vxo,T,F) = -/V ca(@, Vxo) + Ewob(‘P) + Wehem (@, T) + Winech (@, F)d V.

Dabei ist a( ¢, Vx¢@) die Gradientenenergiedichte (3.4), wop, (@) ist das Energiepotential (3.5)), € ist
ein Parameter fiir die Breite des Ubergangsbereiches, Wepem (@, T) ist die chemische Energiedichte
und Wieeh (@, F) ist die Formdnderungsenergiedichte (6.20). Fiir die Abbildung der Bainschen
Dehnungen wird nach [86] eine Eigendeformation der Form

F*=F§ =R*(I1+&%)

eingefithrt. Wobei £€* die Bainschen Dehnungen (4.63) und R* den Rotationsanteil des phasen-
anteiligen Deforamtionsgradienten F* (siche Gl. (2.6))) darstellt. Fiir die Definition der iibrigen
Bestandteile des Modells wird auf Abschnitt[4.8] verwiesen.
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Abbildung 6.7.: Wachstum von martensitischen Varianten in einer austenitischen Matrix: a) austenitische
Matrix mit zwei initialen martensitischen Varianten, b) resultierende Variantenverteilung am Ende der
Simulation mit Isolinien von Ordnungsparametern der Varianten c) und d) Deformationsgradienten Fyx
und Fyy am Ende der Simulation.
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Das Simulationsgebiet von 100 x 100 Zellen mit zwei martensitischen Varianten zum anfanglichen
Zeitpunkt ist in der Abbildung[6.7]a) dargestellt und entspricht einer physikalischen Ausdehnung
von 0.13 um?. Die iibrigen Parameter und Randbedingungen sind dquivalent zu den verwendeten
Parametern der Simulationsbeispiele aus Abschnitt[4.8.1]

Die resultierende Verteilung der Varianten ist in der Abbildung[6.7]b) dargestellt. Es bildet sich eine
fiir Martensit typische lamellare Mikrostruktur. Dabei bleibt die Breite des Ubergangsbereiches
zwischen den Varianten und zwischen den Varianten und der austenitischen Matrix nahezu konstant
und der Ubergangsbereich ist nicht verzehrt, was anhand der dargestellten Isolinien in Abbildung[6.7]
b) zu erkennen ist. Mit dem unverzerrten Ubergangsbereich ist gezeigt, dass das vorgestellte Modell
keine zusitzliche Uberschussenergien ausgehend von den treibenden Kriften produziert (siehe
Abschnitt[4.2)). Des Weiteren ist die mittlere Breite der Lamellen vergleichbar mir der Lamellenbreite
der Simulation aus Abbildung[4.13|und liegt bei circa 130 nm. Dies zeigt, dass beide Modelle ein
ahnliches Verhalten aufweisen und die resultierenden treibenden Krifte an den Grenzflichen gleich
grofd sind, was bei den gewdhlten Eigendehnungen der Varianten von & = 0.07 und &3 = —0.07
(siche Abschnitt [4.8.1) der Fall sein sollte. Da das Modell fiir infinitesimale Deformationen in
Abschnitt 4.4|ausgiebig validiert wurde, ist im Umkehrschluss das Modell fiir finite Deformationen
validiert und die Anwendbarkeit des Modells fiir Multiphasensysteme demonstriert.

Die Auswirkungen der geometrischen Nichtlinearititen ist bei dieser Simulation nicht erkennbar, da
die Eigendehnungen aufgrund der Vernachléssigung von Plastifizierungseffekten zu klein gewahlt
wurden (siche Abschnitt[4.8.1). Die Verzerrungen der martensitischen Varianten spiegeln sich in
den dargestellten Verlaufen der Deformationsgradientenkomponenten Fxx und Fyy, dargestellt
in der Abbildung[6.7c) und d), wider. Fiir eine quantitative Aussage zu den Auswirkungen der
geometrischen Nichtlinearitaten auf die Martensittransformation sollten Plastifizierungseffekte
beriicksichtigt werden. Dann koénnten realistische Werte fiir die Bainschen Dehnungen, die bei-
spielhaft fiir Fe-31%Ni bei ¢; = 0.1322 und &3 = —0.1994 liegen [70], verwendet werden. Allerdings
ist die Berticksichtigung der Plastifizierungseffekte auf die Martensittransformation in Rahmen der
vorliegenden Arbeit nicht durchgefiihrt worden.



Modellierung der Rissausbreitung mit der
Phasenfeldmethode

Die Modellierung der Rissausbreitung in Materialien ist seit langem eine bestehende Herausforde-
rung in der Festkorperphysik und in der Materialwissenschaft [87,88]]. Dabei ist die gleichférmige
Bewegung von Rissen im Rahmen der theoretischen Kontinuumsmechanik gut verstanden [89]. Die
energetische Bilanz an der Rissfront wird dabei durch das Griffithsche Kriterium [3] beschrieben.
Ein Riss propagiert, wenn die Energiefreisetzungsrate an der Rissfront hoher ist als die Oberfldchen-
energie, die bei Rissfortschritt aufgebaut wird. Die konventionelle Methode zur Modellierung der
Rissausbreitung ist die strikte Trennung des Materials in einen zerstorten und einen unzerstorten
Bereich durch eine Grenzfliche. Dabei kann die lokale Grenzflaichengeschwindigkeit mit einer
Bilanzgleichung an der Grenzfliche beschrieben werden. Allerdings erfordert ein solches Verfahren
eine explizite Verfolgung der genauen Position der Grenzflache und ist sehr unpraktikabel bei der
Modellierung komplexer dreidimensionaler Systeme [1]. Die Phasenfeldmethode hat einen entschei-
denden Vorteil gegeniiber scharfen Grenzflichenmodellen, da die explizite Grenzflachenverfolgung
redundant wird [1].

Bei den Phasenfeldmodellen zur Beschreibung der Rissausbreitung wird zwischen physikalischen
und mechanischen Modellansitzen unterscheiden. Die physikalischen Modellansétzen basieren auf
der Ginzburg-Landau-Phasenumwandlung. Hingegen wird bei den mechanischen Ansitzen die
Griffithsche Theorie als Basis verwendet. Ambati et al. [4] bieten einen ausfiithrlichen Uberblick iiber
die verschiedenen Ansitze. Diese Modelle nutzen Ordnungsparameter, um zwischen beschadigtem
und unbeschéddigtem Material zu separieren, und durch die Minimierung der freien Energie des
Systems beschreiben die Ansitze die Ausbreitung der Risse [90]. Die Modelle beschreiben die
Rissausbreitung in homogenen Materialien unter unterschiedlichen Belastungen [91493]], inklusive
plastischer Effekte [4,/94-96] und multiphysikalischer Probleme [57,|97,98]. Fiir der Beschreibung
der Rissausbreitung in polykristallinen Materialien gibt es allerdings nur wenige Modellansitze. Ba-
sierend auf der Griffithschen Theorie wurde von Hossain et al. [99] ein Modell mit ortsabhéngigem
Risswiderstand fiir Untersuchungen der effektiven Bruchfestigkeit in Materialien vorgestellt. Einer
der ersten physikalischen mehrphasigen Modellansitze wurde von Spatschek et al. [54] vorgestellt.
Erweiterungen des Ansatzes fiir Anwendungen, inklusive plastischer Effekte, wurde von Schneider
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et al. [56] vorgeschlagen und ein Modell fiir Anwendungen bei ferroelektrischen Polykristallen
wurde von Abdollahi und Arias [100|] prasentiert. Ein dhnlicher physikalischer Ansatz wurde von
Oshima et al. [101] formuliert. Allerdings haben diese physikalischen Ansitze einen entscheidenden
Nachteil. Der Risswiderstand ist von der lokalen Kriimmung abhangig, was fiir die Beschreibung
der Phasenumwandlungsprozesse absolut notwendig ist [27, 28, 31]. Aber bei der Beschreibung
der Rissausbreitung ist der Widerstand von der Kriimmung unabhangig [3]]. In Rahmen der vor-
liegenden Arbeit wurde ein Modell realisiert, das den mechanischen Ansatz zur Beschreibung
der Rissausbreitung mit dem physikalischen Ansatz zur Beschreibung der Phasenumwandlung
verbindet [102].

In diesem Kapitel wird zunichst auf die Theorie der linear elastischen Bruchmechanik in Ab-
schnitt[71] eingegangen. Nach einem Literaturiiberblick in Abschnitt[7.2]werden der physikalische
und der mechanische Modellansatz in Hinsicht auf die Beschreibung des Risswiderstandes disku-
tiert. In Abschnitt[73|wird der physikalische Modellansatz mit Anwendungen aus den Arbeiten
Schneider et al. [57] und Schneider et al. [56|] vorgestellt. Nach der Einfithrung eines Zweiphasen-
modells mit einem Einzelhindernispotential in Abschnitt[74} das auf der Griffithschen Theorie
basiert, wird die Erweiterung des Ansatzes fiir Anwendungen in polykristallinen Materialien in
Abschnitt[7.6]diskutiert. Im Anschluss werden Simulationsergebnisse zur Rissausbreitung in poly-
kristallinen Materialien vorgestellt. Einige Ergebnisse dieses Kapitels wurden bereits in Schneider
et al. [57]], Schneider et al. [56], Schneider et al. [102] und Nestler et al. [103]] veroffentlicht.

Alle Modellausfithrungen und durchgefithrten Simulationen in diesen Kapitel gehen von infi-
nitesimalen Deformationen aus. Daher wird auf die Unterscheidung zwischen Referenz- und
Momentankonfiguration bzw. zwischen der Eulerschen und der Lagrangeschen Darstellung ver-
zichtet.

7.1. Ausgewahlte Grundlagen der linear elastischen Bruchmechanik

Ziel dieses Abschnitts ist es, die notwendigen Grundlagen der Bruchmechanik fiir die nachfolgenden
Betrachtungen zusammenzufassen. Fiir eine ausfiihrliche Einfithrung in die Bruchmechanik wird
z. B. auf das Buch von Gross und Seelig [78] verwiesen.

Die Ursachen und Erscheinungsformen eines Risses in polykristallinen Materialien sind stark von
der vorliegenden Mikrostruktur, den Eigenschaften einzelner Korner und den Eigenschaften der
Korngrenzen abhingig. Die einzelnen Korner haben gegebenenfalls stark anisotrope und von Korn
zu Korn schwankende Eigenschaften. Zudem weichen die Eigenschaften der Korngrenzen aufgrund
von moglichen Ausscheidungen von denen der Korner ab. Neben diesen Unregelmafligkeiten ent-
halten die Materialien aufgrund des Herstellungsprozesses Einschliisse mit stark abweichenden
Materialeigenschaften, Hohlraume oder Mikrorisse. Zu den Defekten auf der mesoskopischen
Langenskala enthalten die einzelnen Korner Defekte auf der mikroskopischen Skala. Zu diesen
Fehlern im Kristallgitter auf der mikroskopischen Langenskala zahlen auch Versetzungen oder
die einzelnen Korngrenzen. Alle diese Defekte beeinflussen den lokalen Risswiderstand der Mate-
rialien und entsprechend den Risspfad. Abhéngig vom heterogenen Risswiderstand kann es dazu
fithren, dass sich der Riss mitten durch die Kérner ausbreitet. Solch ein Riss wird als transkristallin
bezeichnet. Wihlt sich der Riss den Pfad entlang der Korngrenzen, so wird er als interkristallin
bezeichnet.
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Abbildung 7.1.: Charakterisierung der Rissbereiche und Rissoffnungsarten

Aus makroskopischer Sicht ist ein Riss ein Schnitt durch einem Korper. Seine gegeniiberliegenden
Flachen werden als Rissflanken und das Ende des Risses als Rissfront bzw. als die Rissspitze bezeichnet.
Die Deformation eines Risses wird in drei unabhéngigen Anteile, die in Abbildung[71|dargestellt
sind, unterteilt. Modus-I ist eine Deformation des Risses orthogonal zu den Rissflanken. Dies ist
die wichtigste Deformationsart fiir die praktischen Anwendungen. In Modus-II gleiten die beiden
Rissflanken relativ zu einander und orthogonal zur Rissfront. Entsprechend verursacht diese Art
der Deformation grofie Scherspannungen. Bei Deformationen in Modus-III gleiten die Rissflanken
ebenfalls gegeneinander, allerdings parallel zu der Rissfront.

7.1.1. Rissspitzenfeld

Eine fundamentale Bedeutung in der Beschreibung der Rissausbreitung haben die Spannungen
und Deformationen in der Umgebung der Rissspitze. Diese werden als Rissspitzenfelder bezeich-
net. Diese lokale Spannungskonzentration um einen Anriss wurde erstmals 1913 von Inglis
untersucht. Er fand heraus, dass die Spannung an der Rissspitze bzw. Rissfront sehr viel grofier
sein kann als die angelegte Spannung weit entfernt am Bauteilrand. Er nutzte eine unendlich ausge-
dehnte Platte mit einer elliptischen Kerbe unter einer angelegten Spannung 0., und zeigte, dass die
Spannungskonzentration an der Position der maximalen Kriimmung folgenden Wert annimmt

Opae = aoo(l " 2%), (71)

mit a und b als Halbachsen der Ellipse. Von einem anderen Standpunkt ging Griffith [3] an die
Problematik heran. Sein Standpunkt war, dass die notwendige Energie, um eine neue Oberfldche
zu generieren, von der relaxierten Forménderungsenergie kommen muss. Beide Energien hidngen
von der Risslinge ab. Entsprechend wiéchst der Riss ab einer kritischen Rissldnge. Anstatt das
gesamte Risssystem zu betrachten, untersuchte Irwin das Spannungsfeld an der Rissspitze. Mit
den Resultaten von Sneddon charakterisierte Irwin das Rissspitzenfeld eines scharfen Risses.
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Abbildung 7.2.: Koordinatensysteme des Rissspitzenfeldes fir die a) Rissspitze und b) Rissfront

Abhingig von den Belastungsmodi ergibt sich fiir die Spannungen des Rissspitzenfeldes [78]

ol 1-sin(6/2) sin(36/2)
Modus-1: 0; = Kicos(6/2) 1+sin(0/2)sin(36/2) ¢,
ol V2rr | Gin(6)2) sin(36/2)
ol K —sin(6/2)(2 + cos(6/2) cos(36/2))
Modus-1I : 0)1}1 = I sin(60/2) cos(6/2) cos(36/2) ,
a}cly Vanr cos(6/2)(1-sin(0/2)sin(36/2))

O'III KIII { —sin(6/2) }
Modus-III : e L= —— ,
{ UJI,IZI } V2mr | cos(0/2)

mit Polarkoordinaten r und 6 entsprechend der Darstellung in Abbildung a). K sind die
sogenannten Spannungsintensititsfaktoren, die von der Riss- und Bauteilgeometrie abhéngig sind.
Auf der Grundlage der Spannungsintensitatsfaktoren formulierte Irwin ein Kriterium fiir die Riss-
ausbreitung. Ein Riss breitet sich aus, wenn der entsprechende kritische Spannungsintesitatsfaktor
K{ j; Uberschritten wurde.

In Allgemeinen muss das dreidimensionale Rissspitzenfeld betrachtet werden. Wird in einem
beliebigen Punkt der Rissfront ein lokales Koordinatensystem nach Abbildung[7.2]b) gelegt, dann
gilt gemaf3 [78]] fiir das Spannungsfeld

0(8) =6'(0) +a"(8) + ¢"(0).

Die jeweiligen K-Faktoren konnen experimentell, numerisch oder bei einfachen Geometrien auch
analytisch ermittelt werden. Fiir die Platte mit einer elliptischen Kerbe, deren maximale Spannung
durch die Gleichung charakterisiert ist, ergibt sich beispielsweise fiir den Spannungsintesitts-
faktor

1 Uymax a
KEllipse = oo = (1 + 25)

Eine der analytischen Methoden fiir die Berechnung des Rissspitzenfeldes ist die Methode der
komplexen Spannungsfunktionen. Diese Methode wird in Abschnitt[A.4]beschrieben. Zusitzlich
wird in diesem Abschnitt das Rissspitzenfeld einer Platte mit einer halbelliptischen Kerbe berechnet.
Diese Felder werden fiir die Validierung der resultierenden Spannungsfelder in Abschnitt[7.3.]]

verwendet.
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Abbildung 7.3.: Charakterisierung eines a) Flachenintegrals um einen defektfreien Kérper und b) Charak-
terisierung eines Konturintegrals um eine Rissspitze.

7.1.2. Das Griffithsche Kriterium fur Rissfortschritt

Die Energiebilanz fiir den Fall einer Rissausbreitung wurde erstmals von Griffith [3] untersucht. Er
bilanzierte die freigesetzte Energie bei einem Rissfortschritt und die notwendige Energie zur Bildung
einer neuen Oberfliche. Die freigesetzte innere Energie IT bei einem infinitesimalen Rissfortschritt
dA ist die Energiefreisetzungsrate (engl. energy release rate), gegeben durch

oIl

G=-——. 7.2

A (72)
In rein elastischen Fillen wird die innere Energie IT zur Forménderungsenergie E. Ubersteigt die
Energiefreisetzungsrate den materialspezifischen Risswiderstand G, breitet sich der Riss aus

G-G.<0. (7.3)

Dieses Griffithsche Kriterium wurde erstmals 1921 von Griffith [3] aufgestellt. Es lasst sich zeigen,
dass das Griffithsche Kriterium in der linearen Bruchmechanik dquivalent zu dem K-Konzept
Kriterium fiir Rissfortschritt ist [78]. Mit einer Rissoberflachenenergie I' = G4, die proportional
zur Rissfldche ist, wird der Risswiderstand zu

or

Ge= —.
< 0A

(7.4)

71.3. J-Integral

Bei der Einfiihrung des Griffithschen Kriteriums wurde bereits die Energiefreisetzungsrate
verwendet. Unabhingig von Griffith hat Rice [107] das J-Integral als ein Maf3 fiir die Energiefreiset-
zungsrate eingefiihrt. Fiir ein homogenes, elastisches Material, dargestellt in Abbildung[73|a), ist
der J-Integralvektor definiert als

= >rinidA,
Jj f]gv kj'tj

wobei X der Eschelby-Tensor (2.40), 0V eine geschlossene Oberfliche und n der Normalenvektor
auf der Oberfliche ist [78]]. Nach Gross und Seelig [78] vereinfacht sich der Eshelby-Tensor (2.40)
bei infinitesimalen Deformationen zu

S=WI-F S~ WI-(%u)'o.
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Wird der J-Integralvektor J fiir jede beliebige Fliche 0V bestimmt, die ein defektfreies Material
ohne Singularititen einschlief3t, so verschwindet dieser, denn die Divergenz von X wird zum
Nullvektor. Befindet sich eine Singularitit innerhalb der Fliche 0V, so ist der J-Integralvektor
J vom Nullvektor verschieden. Bei ebenen Problemen, wie der Rissausbreitung, reduziert sich
der J-Integralvektor auf zwei Komponenten J, und J, und das Flichenintegral wird zu einem
Konturintegral, gemafl Abbildung[7.3|b). Dann beschreiben J und J, die Energiefreisetzung des
Systems, wenn die Rissflanken zusammen mit der Rissspitze in x- bzw. y-Richtung verschoben
werden. Wihrend eine Fortpflanzung des Risses in y-Richtung nur formal méglich ist, ist die
Rissfortpflanzung in x-Richtung kinematisch moglich. Das dazugehorige Konturintegral lautet

J=Jx= Lkande. (75)

Dieses Konturintegral wird als das J-Integral bezeichnet, wobei der Index iiblicherweise weggelassen
wird. Das J-Integral ist in der linearen Bruchmechanik dquivalent zu K bzw. G (siehe z. B. [78])

=-2_=G.
=34

Ein grofer Vorteil des J-Integrals ist seine Wegunabhingigkeit unter der Annahme von ebenen
und unbelasteten Rissufern. Durch die Wahl des Integrationsweges S in hinreichender Entfernung
von der Rissspitze, kann auf eine aufwendige Berechnung der Feldgrofien im Rissspitzenbereich
verzichtet werden.

Dariiber hinaus kann das J-Integral auch bei inelastischem Materialverhalten fiir die Berechnung
der Energiefreisetzungsrate verwendet werden. Allerdings wird das J-Integral im Falle einer Plasti-
fizierung an der Rissspitze wegabhinging, da ein erheblicher Anteil der Energie durch Plastifizie-
rungsvorgéinge dissipiert. Um die Wegunabhéngigkeit wieder herzustellen, wurden unterschiedliche
Modifikationen vorgeschlagen, die in der Arbeit von Carpenter et al. [108] verglichen werden.

7.2. Literaturiiberblick der Phasenfeldansatze zur Modellierung der
Rissausbreitung

Die Entwicklung von Phasenfeldmodellen zur Modellierung der Rissausbreitung reicht zuriick
in die spaten Neunziger. Dabei wird zwischen den physikalischen und mechanischen Model-
lansdtzen unterschieden. Die physikalischen Modellansdtzen basieren auf der Ginzburg-Landau-
Phasenumwandlungstheorie. Hingegen wird bei den mechanischen Ansitzen die Griffithsche
Theorie (siehe Abschnitt[71.2) als Basis verwendet [4]. Bei beiden Ansétzen wird ein Ordnungspara-
meter fiir den Rissbereich eingefiihrt, der einen kontinuierlichen Ubergang zwischen intaktem und
zerstortem Material beschreibt. Im Folgendem werden zuerst die physikalischen und anschlieflend
die mechanischen Modellansitze in chronologischer Reihenfolge beschrieben. Dabei wird bei den
meisten Termen die Originalnotation der Autoren verwendet. Allerdings wurde in einigen Fillen
die Notation abgedndert, um Vergleichbarkeit zu gewéhrleisten.

7.2.1. Physikalische Modellansatze

Einer der ersten physikalischen Phasenfeldansitze zur Modellierung der Rissausbreitung wurden
von Aranson et al. [109] vorgestellt. Sie haben einen Ordnungsparameter p(x, t) eingefiihrt, der die
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Dichte des Risses beschreibt und die Bewegungsgleichung des Risses mit der mechanischen Impuls-
bilanz koppelt. Wie bei Phasenfeldansitzen wechselt der Ordnungsparameter seinen Wert
kontinuierlich zwischen p = 1innerhalb des Materials und p = 0 innerhalb des Rissbereiches. Da
der Rissbereich spannungsfrei ist, kann der Youngsche Modul entsprechend mit dem Ordnungspa-
rameter linear interpoliert werden £(p) = Eyp, mit & als Youngscher Modul des Materials. Damit
ergibt sich fiir die lokale Caushysche Spannung fiir isotrope Materialien im zweidimensionalen
Fall

2 ELP
SO Y

V . . .
(sij 1z v5115ij) +npdij, i,j=1,2. (7.6)

v ist dabei die Querkontraktion und ¢;; die Komponenten des infinitesimalen Dehnungstensors.
Der letzte Term von Gleichung beriicksichtigt mit einer Konstanten # den Druckanstieg, der
durch den neuen Rissbereich verursacht wird. Die Evolutionsgleichung der Ordnungsparameter
folgt einem Ralaxationsgesetz

p=DAp—ap(l-p)F(p,u)+f(p)Vp-u. (7.7)

In Analogie zur Allen-Cahn-Gleichung der Phasenfeldmethode entspricht der erste Term
von Gleichung der Gradientenenergiedichte. Der zweite Term entspricht dem energetischen
Potential und dem mechanischen Beitrag der treibenden Krifte in der Ubergangsregion. Der
letzte advektive Term koppelt die Geschwindigkeit des Verschiebungsfeldes # mit dem Ordnungs-
parameter und verursacht eine lokale Verengung des Materials wiahrend des Fortschreitens des
Rissbereiches.

Das Modell von Aranson et al. [109] beschreibt das gleichméflige Wachstum eines Risses, aber die
Rissoffnung hangt logarithmisch von der Rissldnge ab [110]. Karma, Kessler und Levine (KKL)
haben 2001 einen alternativen Ansatz vorgestellt (sieche Karma et al. [90]]). Dieses Modell verwendet
den Ordnungsparameter anstatt der Dichte, wie im Ansatz von Aranson et al. [109], um den Status
des Materials zu beschreiben. Karma et al. [90] studierten die Propagation der Risse unter der
Modus-III-Belastung. Entsprechend taucht in dem mechanischen Beitrag der freien Energie nur
die Lamé-Konstante y auf

FSUg,e(w) = [ Dyl + wnel) + hlg) 5 (e(u)? - e)av.

D, ist die Oberflichenenergie, wwe(9) = 9*(1— ¢)?/4 ist das Zweimuldenpotential und der letzte
Term mit der kritischen Dehnung &. und der Interpolationsfunktion h(¢) ist der mechanische
Betrag der freien Energie. Aquivalent zu dem vorgestellten Phansenfeldmodell in Abschnitt
wird in dem KKL-Modell die Evolution der Ordnungsparameter und des Verschiebungsfeldes mit
einem Variationsansatz 7¢ = —~8F <KL /8¢ und pii = —8F*K/§u beschrieben.

Das KKL-Modell beschreibt das Risswachstum unter Modus-III-Belastung, aber der Prozess ist
vollkommen reversibel d. h. der Riss kann heilen. Henry und Levine [111] haben das KKL-Modell
fir Anwendungen unter Modus-I und Modus-II-Belastung erweitert. Des Weiteren haben Henry
und Levine [111] bereits 2004 eine Formulierung der treibenden Kraft vorgestellt, die Kompressi-
onsbeitrage ausschlie8t. Hierzu haben sie folgendes Energiefunktional verwendet

1
FHL (g, e(u)) = fv SDel Vol + @ne() + h(9)(E, — )dV. (7.8)
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i’
der Kompressionsmodul und « eine Konstante grofler als Eins. Um das Ausheilen des Rissbereiches
zu verhindern, hat Henry [112] eine Evolutionsgleichung der Ordnungsparameter vorgeschlagen,

die nur eine positive Anderung der Ordnungsparameter zulisst

SFH
T(i) = min(—v, 0)

Esgilt E, = JAef; + ysfj, wenn tr(e) > 0,und E, = A}, +‘us%j —aKe%, wenn tr(e) < 0. K ist dabei

Damit ist sichergestellt, dass sich der Rissbereich nur vergréflern kann und ein Ausheilen des
Rissbereiches durch eine Minimierung der Gradientenenergie verhindert wird.

7.2.2. Mechanische Modellansatze

Unabhiéngig von der Entwicklung bei den physikalischen Modellen zur Rissausbreitung wurde von
der mechanischen Gemeinschaft ein alternativer Ansatz verfolgt. Dieser Ansatz basiert auf dem
Griffithschen Kriterium (7.3). Die Grundlage dieser Ansitze schafften die Arbeiten von Francfort
und Marigo [113] und Bourdin et al. [114]. Entsprechend des Griffithschen Kriteriums (7.3) muss
nach Francfort und Marigo (FM) das Funktional der freien Energie der Form

F™M(e(u), A) = fv W(s(u))dV+GC/AdA

minimiert werden. Dabei ist W (u) die Formidnderungsenergiedichte, A die Rissfliche und G, der
energetische Risswiderstand (7.4). Um die numerische Anwendbarkeit zu gewéhrleisten, passte
Bourdin, Francfort und Marigo (BFM) diese Funktional gemaf; dem Phasenfeldkontext folgender-
maflen an

P e(w),9) = [ (9% + n)W(e()) + Gel Zanele) + Vgl )av. (79)

Wie auch bei den physikalischen Modellen ist ¢ ein Ordnungsparameter fiir den Materialbereich
und € der Parameter fiir die Breite des Ubergangsbereiches. 7 ist ein zusitzlicher Parameter der aus
numerischen Griinden dem Rissbereich eine kleine Steifigkeit zuweist. Der wesentliche Unterschied
zu den physikalischen Modellen ist die Formulierung des Energiepotentials wye(¢). Anstatt des
Zweimuldenpotentials wye(¢) wurde von Bourdin et al. [114] ein Einmuldenpotential wiy.(¢) der
Form

ane(9) = $(1-9)’ 710

verwendet. Dieses Potential sorgt fiir einen definierten Risswiderstand iiberall im Ubergangsbereich.
Sogar in Bereichen ohne lokale Kriitmmung ist ein Risswiderstand vorhanden, was bei Verwendung
eines Zweimuldenpotentials wye(¢) nicht der Fall ist. Ein Vergleich der beiden Potentiale und
die resultierenden Profile der Rissphase fiir eine eindimensionale Domane sind in Abbildung|[7.4]
dargestellt. Die Eigenschaften der Potentiale werden in Abschnitt untersucht. Kuhn und
Miiller [92}115] formulierten auf der Basis des Funktionals eine Evolutionsgleichung fiir den
Ordnungsparameter ¢ vom Allen-Cahn-Typ ¢ = ~MS8FE™ /8¢ und pii = —6FB™ /Su, mit M als
Mobilitat. Erstmals in der mechanischen Gemeinschaft bezeichneten Kuhn und Miiller [115] ihr
Modell als ein Phasenfeldmodell: A phase field model for fracture.
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Abbildung 7.4.: Vergleich des Zweimuldenpotentials wye mit dem Einmuldenpotential w;ye mithilfe der
entsprechenden Gleichgewichtsprofile der Ordnungsparameter: (links) sind die Profile der Potentiale
und (rechts) die entsprechenden Profile der Ordnungsparameter fiir einen zweiphasigen Fall gegen-
Uibergestellt. Die Profile entsprechen einer eindimensionalen Rissphase ¢, mit einer inneren Zelle in der
Mitte des Gebietes. Dabei wurde € = L/10 gewéhlt. Da 100% des innere Bereichs fir das resultierende
Profil des Zweimuldenpotentials erst im Unendlichen erreicht wird, sind die Profile des Rissbereiches
flir @c = 98%, @ = 99% und @, = 99.9% des inneren Bereiches dargestellt. Das gestrichelte p!"e-Profil
resultiert bei Hinzunahme des Terms hoherer Ordnung nach Borden et al. [117] im Funktional (7.15] -

Da die Formulierung der mechanischen treibenden Kraft fiir Rissausbreitung nicht zwischen
Kompressions- und Zugbelastung unterscheidet, spalteten Amor, Marigo und Maurini (AMM)
die Forménderungsenergiedichte W (&(u)) = W*(e(u)) + W™ (&(u)) in einen volumetrischen
W*(&(u)) und einen deviatorischen W~ (£(u)) Anteil auf. Die entsprechenden Anteile sind
folgendermafien definiert

W7 (e(w)) = 50+ 20)(sp(&))2 + (2 &)
W (e(w)) = 5 (1 + 20)(sp(e))2,

dabei sind (a), = (a % |a|)/2 und €% = & — sp(&)I/3. Mit dieser Aufspaltung der Forminderungs-
energiedichte formulierten Amor et al. [116] das Energiefunktional folgendermaflen

F(e(u),g) = [ (674 n) W (ew)) + W (ew)) + Gel Zoruel) + Vo’ )av.

Ahnlich wie beim Modell von Henry und Levine [111] werden auf diese Wiese die Kompressions-
beitrige in der Evolutionsgleichung ¢ = —M3FAMM /5 ausgeschlossen.

Miehe et al. [93]] schlugen eine alternative Aufspaltung der Forménderungsenergiedichte vor. Sie
nutzten die spektrale Aufspaltung des Dehnungstensors

17
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mit Af als Eigenwerte und n{ als entsprechende Eigenvektoren des Dehnungstensors, um zwischen
Zug- und Kompressionsdehnung zu trennen. Fiir die Teilbeitrage der Formanderungsenergiedichte
W(e(u)) = W (e(u)) + W (e(u)) folgt

W (e()) = Msp(&)2 + sp(e2), 1)

dabeiiste, = 3, (Af), ni®nS. Auflerdem nutzten Miehe et al. [93] erstmals den Ordnungsparameter
fiir die Rissphase ¢, um einen kontinuierlichen Ubergang zwischen intaktem ¢ = 0 und zerstortem
¢ = 1im Material zu modellieren. Entsprechend dndert sich das Einmuldenpotential wiye(¢c) =
@2 /4 und es ergibt sich fiir das Energiefunktional nach Miehe, Welschinger und Hofacker (MWH)

P (e(u),g0) = [ (1= 92)+ m)W” () + W (e(w) 12
+ Gl Coele) + Vgl Jav.

Um den Rissheilungsprozess zu unterdriicken, fithrten Miehe et al. [93] ein zusitzliches Feld der
maximalen Referenzenergie

WP (e(u, t)) = nng] W*(e(u, 1)) (713)
re[0,t

ein. Anstatt W* wird das Referenzenergiefeld W™ (&(u, t)) als der mechanische Beitrag der
treibende Kraft verwendet. Damit ergibt sich fiir die Evolutionsgleichung der Rissphase

P = M(Z(l - @)W (g(u,t)) + Gc(égoc - eAgoc)). (714)

Die Evolutionsgleichung des Verschiebungsfeldes bleibt dabei unverandert pii = —§FMWH /5y und
fithrt zu dem folgendem Ausdruck fiir die Spannung

00)? BWB(s(u) . oW~ (e(u) ‘
£ oe

Zusammen mit der Evolutionsgleichung der Rissphase (7.14) wird dieses Gleichungssystem von
Ambati etal. [4] als anisotroper Formalismus bezeichnet. Daher schlagen Ambati et al. [4]] vor, fiir die
Spannungsberechnung die urspriingliche Formulierung von Bourdin et al. [114] zu verwenden

RILCO))

Zusammen mit der Evolutionsgleichung bezeichnen Ambati et al. [4]] dieses Gleichungs-
system als hybrid. Allerdings ist das hybride Gleichungssystem nicht mehr konform mit dem
Variationsformalismus, denn o (&(u), ¢.) # 0F/(0Vu).

a(s(u), ‘Pc) = (1 -

o(e(u), pc) = (1-

Borden et al. [117] untersuchten, ob die Rissflichenenergie I' = G.A durch die vorgeschlagenen
Phasenfeldformulierungen wiedergegeben wird und zeigten, dass dies im Mehrdimensionalen nicht
der Fall ist. Daher fiihrten Borden, Hughes, Landis und Verhoosel (BHLV) einen Term hoéherer
Ordnung in die Gradientenenergiedichte ein. Damit wird das Energiefunktional zu

FY (e(u),90) = [ ((1=92) + n) W (e(w)) + W™ (2(w) (715)
+ Gc(éwlwe(ﬁoc) + §|V§0c‘2 + %(Agoc)z)dv.
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Abbildung 7.5.: Einseitige Gleichgewichtsprofile unter Verwendung des Einmuldenpotentials wiwe (@s)
(links) und des Zweimuldenpotentials wye (@) (rechts). Damit ¢:'¢(0) = 0.999 erreicht wird, wurde @}'¢
in positive Richtung verschoben.

Dieser Term hoherer Ordnung verspricht eine genauere Approximation der Rissflichenenergie
in mehrdimensionalen Systemen [117]. Das resultierende Gleichgewichtsprofil wird durch diesen
Term héherer Ordnung geringfiigig verdndert, wie es in Abbildung|[74|gezeigt ist. Allerdings fiihrt
das Funktional in der Evolutionsgleichung der Rissphase zu einer Ableitung vierter Ordnung,
was numerisch sehr unpraktikabel ist.

7.2.3. Vergleich des Einmuldenpotentials mit dem Zweimuldenpotential

Im den letzten zwei Teilabschnitten wurde besprochen, dass die mechanischen Modellansitze, die
sich mittlerweile etabliert haben [4], das Einmuldenpotential wyye(¢) (siehe Gl. (710)) verwenden.
Dieses Potential sorgt dafiir, dass der Rissbereich stets zu der flachsten Form strebt. Erst wenn der
Risswiderstand G durch treibende Krifte iiberwunden wird, propagiert der Riss. Das Doppelmul-
denpotential wy.(¢) (sieche Gl. (3.6)) hingegen bietet in Bereichen ohne eine lokale Kriimmung
gar keinen Widerstand gegen Phasenumwandlung. Erst wenn lokal eine Kriimmung vorhanden ist,
existiert der Widerstand von der Seite der Oberfldchenenergie. Durch einen Vergleich der Krifte,
die vom Potential ausgehen, wird dieser Zusammenhang erkenntlich.

Es wird ein eindimensionales System der Lange 2L mit einem einseitigen Phaseniibergang bei
x = 0 betrachtet. Verglichen wird ein physikalischer Ansatz mit einem Doppelmuldenpotential
Wye = 9(,03(1 - qoc)2 und ein mechanischer Ansatz mit einem Einmuldenpotential wiye = (pg /4.
Beide Potentiale werden durch den Ordnungsparameter der Rissphase ¢  beschrieben. Die Ansitze
sind an die Modelle von Henry und Levine [111] bzw. Bourdin et al. [114] und Miehe et al. [93]
angelehnt. Allerdings wurde der Vorfaktor des Einmuldenpotentials derart angepasst, dass die Ober-
flichenenergie reproduziert wird (siche Abschnitt[7.2.3). In Abbildung[75]sind die entsprechenden
Gleichgewichtsprofile sowohl fiir das Doppelmuldenpotential als auch fiir das Einmuldenpotential
dargestellt. Es wird nur die Wirkung der Potentiale untersucht, daher werden die mechanischen
treibenden Krifte vernachléssigt. Mit der energetischen Barriere G. und dem Parameter fiir die
Breite des Ubergangsbereiches € folgt fiir die freie Energie beider Ansitze

1
1§h/mech = / GC(dV(/’c,Z + Ewwe/lwe((Pc))dV-

Es wird die tibliche Annahme getroffen, dass das Profil des Ordnungsparameters ¢. dem unbelaste-
ten Zustand entspricht. Damit ist das Profil der Ordnungsparameter durch den Gleichgewichtszu-
stand 8F ) ecn/O9c = O charakterisiert. Analog zu der Berechnung in Abschnitt folgt fur die
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Gradienten von ¢ fiir den zugrundeliegenden eindimensionalen Fall

82§0c 1 awwe/lwe(‘Pc)
) _2 716
¢ ox2 ¢ 0¢¢ (716)
X agoc az(pc 1 x aq)c awwe/lwe(q)C)
2 dx = — T red

[) ox ( ox2 x e2Jo ox 09 x
(5
ox

0pc 1
g =+ 62 wwe/lwe((Pc)-

S
) ze_zwwe/lwe((/)c)

Damit kann die resultierende Kraft entlang des Ubergangsbereiches ausgehend von den Potentialen
Wwe bZW. w1y ausgewertet werden. Unter Verwendung des Zweimuldenpotentials ist diese Kraft
tiir den eindimensionalen Fall gegeben durch

/L%awwedx: /lgawwea_xd
0 € 0 0 € 0¢c 09, pe

_fl 12 g - 397 + 297

o 3 pc(1-9c)
1

= 4Gc((pc - <p§)\0 =0.

Im eindimensionalen Fall existiert somit kein Widerstand gegen eine Phasenumwandlung von der
Seite der Grenzflachenenergie. Erst im Zwei- oder Dreidimensionalen, wenn eine lokale Kriim-
mung « vorhanden ist, wird der Beitrag der Grenzflichenenergie zu —G¢x. Dieser Beitrag kommt
allerdings von der Gradientenenergiedichte und nicht von dem Potential. Eine Beweis hierfiir ist
in Abschnittzu finden. Daher ist beim Modell von Henry und Levine [111] und Henry [112]
der mechanische Anteil der freien Energie so konstruiert, dass erst ein Beitrag existiert, wenn ein
kritischer Wert iiberwunden wurde (siehe Gl. (7.8)). Treten weitere treibende Krifte im System auf,
wie z. B. die Krimmungsminimierung einer gekriimmten Rissfliche oder Energieminimierung
an einem Tripelpunkt in Multiphasensystemen, so fithren diese widerstandslos zur Bewegung der
Rissufer und das ist unphysikalisch.

C

Analog folgt fiir die resultierende Kraft entlang des Ubergangsbereiches fiir das Einmuldenpotenti-
al

L 1
fo %E;w—(rdx - /0 GC%dcpc - Gegdl} = G. (717)
Somit ist sogar im Eindimensionalen eine vom Potential ausgehende treibende Kraft von G. gege-
ben. Dadurch entsteht ein Widerstand gegen den Rissfortschritt. Erst wenn der Risswiderstand
tiberwunden ist, propagiert der Riss. Allerdings fithrt diese treibende Kraft zu einem Zusam-
menschrumpfen des Rissbereiches. Da dieses Verhalten ebenfalls unphysikalisch ist, kann das
Zusammenschrumpfen durch folgende Moglichkeiten unterbunden werden:

« Bedingung in der Evolutionsgleichung ¢. = min(-8F /8¢, 0) [92}112],
» ¢ wird fixiert, wenn sein Wert nahezu Eins wird [92],

o Feld der maximalen Referenzenergie W™ (&(u, t)) (siehe Gl (713)), das als stindige trei-
bende Kraft wirkt [93].
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Rissoberflichenenergie

Ein weiterer Unterschied beider Ansitze zeigt sich in der resultierenden Rissoberflichenenergie. Fiir
den betrachteten eindimensionalen Fall folgt fiir die Rissoberflichenenergie I' des physikalischen

Ansatzes
r= / ((a(ps) + wwe(goc))d
12G,
= we((Pc) (P d¢c—A2Gc\/ wwe(q)c)d(Pc

0 €

=2G, / 3¢(1- ¢c)doc = Ge.
0

Damit dieser Zusammenhang erfiillt wird, wurde der Vorfaktor vor dem Potential entsprechend
gewihlt. Bei der Berechnung wurde ein unbelasteter Gleichgewichtszustand vorausgesetzt und
entsprechend Gleichung (716)) ausgenutzt. Analog folgt fiir den Ansatz mit dem Einmuldenpotenti-

al
r- f ((aq’c) +€wlwe(<pc))d (718)
= fo 2Ge\/ wiwe(9c)doc

1 G.
= Gc/(; ‘Pcdq)c = 7

Erst bei Uberschreiten von zwei Ubergangsbereichen wird der energetische Widerstand G, erreicht.
Dies ist konform mit dem energetischen Griffithschen Kriterium fiir den Rissfortschritt [92,
93, [114].

Auch fiir den physikalischen Ansatz kann der Vorfaktor so angepasst werden, dass das Griffithsche
Kriterium erfiillt wird. Daher ist das wichtigste Kriterium fiir das mechanische Phasenfeldmo-
dell, dass ein lokaler Widerstand gegen Phasenumwandlung auch ohne eine lokale Kriimmung
vorhanden ist.

7.3. Phasenfeldmodell fiir Rissausbreitung basierend auf der
Ginzburg-Landau-Theorie mit Anwendungen

In Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde sowohl ein Phasenfeldmodell auf der Basis der Ginzburg-
Landau-Phasenumwandlungstheorie als auch ein Multiphasenfeldmodell auf Basis der Griffithschen
Theorie entwickelt und angewendet. In diesem Abschnitt wird entsprechend der physikalische
Modeansatz kurz vorgestellt und Anwendungen zur Rissausbreitung in Glésern, gekoppelt mit
Diffusion von Wasser an den Rissufern, sowie Anwendungen zur Plastifizierung an der Rissspitze
gezeigt.

In Kapitel 3| wurde ein Multiphasenfeldmodell fiir die Beschreibung von Phasenumwandlungspro-
zessen vorgestellt. Wird in diesem Ansatz fiir eine der Phasen eine vernachléssigbare Steifigkeit
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gewdhlt, was der Steifigkeit einer Rissphase ¢. entspricht, so kann mit diesem Ansatz die Rissaus-
breitung modelliert werden [54, 56, 57]. Dieser Ansatz kommt den physikalischen Modellen fiir
Rissausbreitung, die in Abschnittbeschrieben wurden, sehr nahe. Der wesentliche Unterschied
ist die Verwendung eines Multihindernis- bzw. eines Zweihindernispotentials anstatt eines Zwei-
muldenpotentials, das tiblicherweise verwendet wird [90, 109, 111, [112]], und die verallgemeinerte
Darstellung fiir ein Multiphasensystem. Ein weiterer Vorteil des Modells ist die Moglichkeit der Ver-
wendung unterschiedlicher physikalischer Felder und deren Kopplung. So wurde in Schneider et al.
[57] die Rissausbreitung unter Beriicksichtigung von Wasserdiffusion in Gldsern untersucht und in
Schneider et al. [56] eine Entwicklung der plastischen Zone an der Rissspitze. Werden diese physi-
kalischen Felder beriicksichtigt, folgt fiir das Funktional der freien Energie der zugrundeliegende
physikalische Ansatz

c 1 )
fph(q” & C) = fV 6“(‘/’7 V‘P) + Ewob(q’) + Wchem(c’ (P) + Wel(sel) (P) + Wpl(epl’ (p)dV.(7.l9)

Das N-Tupel ¢ beinhaltet den Satz an N Ordnungsparametern, inklusive der Rissphase ¢.. Die
Gradientenenergiedichte a(¢, V¢) und das Multihindernispotential w,(¢) wurden bereits mit
den Gleichungen (3.4) und definiert.

Neben den Ordnungsparametern ist der chemische Beitrag der freien Energiedichte Wepem (¢, @)
eine Funktion von den Konzentrationen ¢; (i = 1,..., K) der jeweiligen Komponente i, die in
dem Tupel ¢ gesammelt sind. Dieser Beitrag wird abhdngig vom zu modellierenden Phasenum-
wandlungsprozess gestaltet. Die elastische Formanderungsenergiedichte wurde in Abschnitt[4.2]
vorgestellt, wobei in diesem Fall der Einfachheit halber die Voigt / Taylor (VT)-Approximation
verwendet wird (siehe Gl. (4.12)). Fiir die Berechnung der plastischen Dehnung &, wurde das
Prandtl-Reuss-Modell verwendet. Daher folgt nach [33] fiir den plastischen Beitrag fiir die jeweilige
Phase «

_ 1 a2
Wii(&p) = EH“(SSO :

H* ist der Verfestigungsmodul und &5, die akkumulierte plastische Dehnung der Phase «. Da bei der
elastischen Formanderungsenergiedichte die VT-Approximation verwendet wird und entsprechend
nur eine homogenisierte plastische Dehnung existiert, folgt nach [56] fiir den plastischen Beitrag
der freien Energiedichte

W3 9) = X W (EDA" (9) = ;(ZH%W))%-

Fiir die Berechnung der plastischen Dehnungen wird an dieser Stelle auf den Unterabschnitt[5.2]
verwiesen.

Die Evolutionsgleichungen der Ordnungsparameter sind durch Gleichung definiert. Eben-
falls folgt aus dem Variationsansatz die mechanische Impulsbilanz: ¢i = —9F 7, [/(0Vu) =V -0
tiir die Evolution des Verschiebungsfeldes u. Aus dem Fluss und der zusitzlichen Annahme der
Massenkontinuitét lasst sich die Diffusionsgleichung herleiten [13]. Da die Temperatur T in den
folgenden Beispielen keine Rolle spielt, wird ein isothermer Zustand angenommen und die di-
mensionslose Temperatur Eins gesetzt. Damit folgt fiir die Diffusionsgleichung der einzelnen
K-Konzentrationsfelder

ac,- K .
E:_v. ZLI'J'VMJ' , Ve¢i,i=1,...,K.
j=1
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Dabei ist ¢tj = 0 Wenem (¢, @)/0c; das jeweilige chemische Potential. L;; sind die Mobilitétskoeffizi-
enten, die durch Diftusivititen D; ausgedriickt werden konnen

Lii=Lo=Dic: 5.._% (7.20)
ij ji iti ij Zf Dicx ’ :
=1

dabei ist §;; das Kronecker-Symbol [13].

7.3.1. Validierung des Rissspitzenfeldes

Wie in Abschnitt besprochen wurde, sind die Spannungen und Dehnungen in der Umge-
bung der Rissspitze von fundamentaler Bedeutung. Diese sind ausschlaggebend fiir die Starke der
Energiefreisetzungsrate (7.2, die durch ein J-Integral um die Rissspitze berechnet werden
kann. Daher ist es entscheidend, das Rissspitzenfeld so genau wie méglich abzubilden. Das Innere
des Rissbereiches ist spannungsfrei. Daher miissen alle Spannungen aus dem Festphasenbereich
beim Ubergang zum Rissbereich zu Null abfallen. Damit ist der gesamte Spannungstensor eine
sprungbehaftete Grofie und im Phasenfeldkontext werden sprungbehaftete Grofien linear mit der
Interpolationsfunktion interpoliert, um die Sprungbedingungen zu erfiillen (vgl. Abschnitt[4.2).
Um diese Hypothese zu untermauern, wurden simulierte Spannungsfelder einer Platte mit einer
halbelliptischen Kerbe mit theoretischen Vorhersagen von Muskhelishvili [118]] verglichen. Die
verwendete Methode und die resultierenden Spannungsfunktionen sind in Anhang|A.4]gelistet.

Ein zweidimensionales Simulationsgebiet von 800 x 800 Zellen im EDZ mit einer halbelliptischen
Kerbe am unteren x-Rand wird in x-Richtung mit en, = (09,0, 0)T belastet. Um die Resultate einer
unendlich ausgedehnten Platte besser abzubilden, wurde sowohl fiir den oberen als auch fiir den
unteren y-Rand die Bedingung Vun, = 0 verwendet. Die Spannungsfelder der theoretischen Vor-
hersagen wurden so angepasst, dass der Mittelwert der theoretischen 02" entlang des x-Randes
mit gy tibereinstimmt. Um die Vergleichbarkeit zu gewéhrleisten, wurden die theoretischen Span-
nungsfelder mit dem Ordnungsparameter der Rissphase ¢. multipliziert. Diese Vorgehensweise
verandert lediglich die Spannungsverldufe in einem sehr kleinen Bereich an der Rissphase und hat
keinerlei Auswirkungen im Bereich der Festphase.

Die resultierenden Spannungsfelder sind in Abbildung|7.6|dargestellt. Qualitativ ist in den Teil-
bildern a)-f) eine gute Ubereinstimmung der theoretischen und simulierten Spannungsfelder zu
erkennen. Allerdings ist ein erheblicher Einfluss der Randbedingungen in der Nahe der Gebietsran-
der zu sehen. Um diesen Einfluss abzugrenzen, wurden in den Teilbildern g)-1) von Abbildung[7.6die
Spannungsfelder nur an der Rissspitze gegeniibergestellt. Hier ist eine sehr gute Ubereinstimmung
der Felder erkennbar.

Damit ist gezeigt, dass die lineare Interpolation des gesamten Spannungstensors, was der VT-
Approximation (vgl. Gl. (4.1)) entspricht, zwischen dem Festphasenbereich und dem Rissbereich die
richtige Strategie fiir die Modellierung des Rissbereiches mit der Phasenfeldmethode darstellt. Die
vorgestellten Modelle im Literaturiiberblick[7Z.2]und auch das vorgestellte Modell dieses Abschnitts
verwenden die VT-Approximation sowohl fiir die Ubergéinge zwischen der Riss- und Festphase als
auch bei den Mehrphasenmodellen fiir die Uberginge zwischen den Festphasen gegeneinander.
Jedoch ist fiir die Erfiillung der Sprungbedingungen an den Festphasengrenzflichen eine gemischte
Interpolationsmethode, die in Abschnitt eingefiihrt wurde, ein impliziter Berechnungsschritt wie
in Abschnitt|6.2] Anwendung findet oder eine andere alternative Moglichkeit notwendig. Daher ist
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Abbildung 7.6.: Validierung des Rissspitzenfeldes: a)-c) theoretische Spannungsfelder einer Platte mit

einer halbelliptischen Kerbe gemaR Muskhelishvili [118], g)-i) VergroBerung der Spannungsfelder an der
Rissspitze, d)-e) simulierte Spannungsfelder und j)-) VergréBerung der simulierten Spannungsfelder.
Der VergroéB3erungsbereich ist in a) gestrichelt markiert.
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eine entkoppelte Modellierung zwischen der Riss- und Festphase und den Festphasen gegeneinander
notwendig, um sowohl den mechanischen Sprungbedingungen an den Festphasengrenzflachen als
auch dem Spannungsabfall an den Rissflanken und der Rissspitze gerecht zu werden. Ein solcher
Ansatz wird in Abschnitt[7.6|zur Modellierung der Rissausbreitung in polykristallinen Materialien
vorgestellt.

7.3.2. Rissausbreitung in Glasern unter Wasserdruck

Die Auswirkungen von Wasser auf die Bruchfestigkeit von Glasern ist noch nicht vollkommen
verstanden und wird in der Literatur kontrovers diskutiert [119]. Wiederhorn et al. [120] betonen,
dass die Diffusion von Wasser in Quarzglasern eine starke Auswirkung auf verschiedene Eigen-
schaften, wie die Steifigkeit und die statische Dauerfestigkeit, bei niedrigen Belastungen hat und
beobachten sogar eine Verschiebung der Rissflachen. Nach einem Anriss diffundiert Wasser in die
Bruchfldchen und verursacht eine Anschwellung, die wiederum zu Druckspannungen fiihrt. Diese
Erhohung der Druckspannungen beeinflusst das unterkritische Risswachstum [121} 122].

Zur Modellierung der Rissausbreitung in Glasern, gekoppelt mit Diffusion von Wasser in die
Rissspitzenzone, werden zwei Ordnungsparameter ¢, und ¢, die reprisentative fiir die Fest- bzw.
die Rissphase stehen, eingefiihrt. Zusatzlich werden zwei Konzentrationsfelder ¢, und Cg fiir Wasser
bzw. Glas verwendet. Das Anschwellen der penetrierten Zone wird durch einen zusitzlichen
Eigendehnungsparameter

&w(cy) =I(cy, = ), (7.21)

der von der Wasserkonzentration in Glas c}, abziiglich der initialen Wasserkonzentration ¢, abhéngt,
modelliert. Da Glas, speziell die Risspitzenzone von Glas, rein elastisch reagiert [123], miissen keine
weiteren inelastischen Dehnungen beriicksichtigt werden. Entsprechend fallt der plastische Beitrag
im Funktional weg. Des Weiteren miissen keine chemisch getriebenen Phasenumwandlungs-
prozesse beriicksichtigt werden. Daher reduziert sich die Evolutionsgleichung der Ordnungspara-

meter zu
ahs(‘P)

S

Ps
M.

1
= YPsc (EA()DS__(I Z(PS)) _E( el)
Ein idealer Loslichkeitsansatz fithrt innerhalb der Phasen zu einer freien Energie der Form

2 2 a
Wehem (€, @) = ZZ( T’ h”‘((p)) + cwln(cy) + cgln(cy),
=li=1 H
mit T} als Schmelztemperatur der i-ten Komponente in der Phase & und L} als entsprechenden
latente Wirme pro Einheitsvolumen [13]]. Entsprechend der Gleichung wird durch die gewahl-
ten Diffusionskonstanten D; die Geschwindigkeit des Diffusionsprozesses mafigeblich beeinflusst.
Dabei kénnen die Diffusionskonstanten D? fiir jede Komponente und jede Phase separat gewéhlt
werden. Der Einfachheit halber wird fiir die lokale Homogenisierung der Diffusionskonstanten die
lineare Interpolation D;(¢) = D{h*(¢) + D;h°(¢) mit der Interpolationsfunktion gewéhlt. Fiir
die Abhéngigkeit der Diffusionskonstante von der lokal vorliegenden Spannung wird der Ansatz
von Nogami und Tomozawa [124] verwendet. Damit folgt fiir die Diffusionskonstante

Di(¢) = Dj exp (koy) h*(@) + Dih (). (7.22)
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Abbildung 77.: Spannungen des Rissspitzenfeldes einer Platte mit einer halbelliptischen Kerbe.

Dabei ist 0y, = sp(a)/3 die lokal vorliegende hydrostatische Spannung, Dj ist die spannungsfreie
Diffusivitdt und die Konstante k = AV /(RT) wird durch das Aktivierungsvolumen AV, durch die
Gaskonstante R und durch die Temperatur T bestimmt [57].

Wasser diffundiert von der Rissregion ins Glas, bis die maximale Loslichkeit c¢j, von Wasser in
Glas erreicht ist. Dieser Gleichgewichtszustand wird erreicht, wenn die folgenden Bedingungen
erfiillt werden

tre(Coreg) = (i) (7.23)

und

P eng) = inleng) = F(ewy) = iuley,,)- (7.24)

Werden die Konstanten Lj, = Ly = L, L§, = Ly = 0 und T, = 1.5 gesetzt, dann konnen die tibrigen
Konstanten iiber die Gleichgewichtsbedingungen (7.23) und (7.24) bestimmt werden [57]. Alleine
durch die Angabe der Loslichkeiten ¢y, und cf, = ergibt sich somit fiir die fehlenden Parameter:

C

1-¢ L
L=-3In :’eq und T, = .
1-ch, L+In (c@eq / c@eq)

Glasplatte mit einer halbelliptischen Kerbe

Ein zweidimensionales Simulationsgebiet von 400 x 400 Zellen mit einer halbelliptischen Kerbe
am unteren x-Rand wird in x-Richtung mit en, = (09,0, O)T belastet, wobei am unteren y-Rand
Vun, = 0 gilt und der obere y-Rand spannungsfrei ist. Die Spannungen des Rissspitzenfeldes
im mechanischen Gleichgewicht sind in Abbildung[7.7] dargestellt. Wasser von dem Rissbereich
bzw. Kerbbereich diffundiert durch die Rissufer ins Glas bis die Gleichgewichtskonzentration ¢y, ,
die der Loslichkeit von Wasser in Glas entspricht, erreicht ist. Dabei lduft dieser Prozess nicht
gleichmiflig ab, sondern wird durch die Spannungsspitzen des Risspitzenfeldes, genauer durch

das Druckfeld oy, das in der Abbildung[77|c) dargestellt ist, gemafl Gleichung beeinflusst.
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Abbildung 7.8.: a) Profile der o,,-Spannung entlang der zentralen Achse des Risses (dargestellt im Inlay)
zu verschiedenen Zeiten und b) der entsprechende Fortschritt der Wasserkonzentration im Glas cJ.

Die Wasserkonzentration in Glas hingegen beeinflusst nach Gleichung das Risspitzenfeld.
Dieser Zusammenhang ist in der zeitlichen Evolution des Konzentrations- und Spannungsfeldes in
Abbildung 7.8 dargestellt. Mit zunehmender Wasserkonzentration an der Rissspitze schwillt das
Material mehr an und entsprechend das Rissspitzenfeld. Entsprechend dndert sich die resultierende
Energiefreisetzungsrate und das unterkritische Risswachstum wird beeinflusst, so wie es in den expe-
rimentellen Untersuchungen beobachtet wurde [121,122]]. Abhéngig von dem Aktivierungsvolumen
AV und damit der Konstante k wird der Diffusionsprozess durch das Druckfeld oy, beschleunigt.
Da das Druckfeld an der Rissspitze am hochsten ist, fithrt dies entsprechend zu einer héheren
Wasserkonzentration und zu einem héheren Anschwellen des Materials in diesem Bereich. Daher
wird dieser Bereich als Schwellzone bezeichnet [123]]. In Abbildung sind zwei Schwellzonen fiir
ein hoheres und ein niedriges Aktivierungsvolumen AV dargestellt. Eine stirkere Auspriagung der
Schwellzone bei einem hoheren Aktivierungsvolumen AV ist deutlich zu erkennen.

7.3.3. Einfluss der plastischen Zone an der Rissspitze

Die Ausbreitung eines Risses in duktilem Material kann durch plastische Effekte gestoppt werden.
Die Plastifizierung an der Rissspitze vermindert die effektive Energiefreisetzungsrate G und kann
bei entsprechender Auspragung unter das kritische Niveau G, fallen und damit die Rissausbreitung
stoppen [78]]. Fiir die Modellierung dieses Effektes wird ein Zweiphasensystem mit den Ordnungs-
parametern ¢, und ¢, betrachtet. Da chemische treibende Krifte in diesen Fall keine Rolle spielen,
werden diese vernachléssigt. Damit reduziert sich die Evolutionsgleichung fiir die Festphase ¢
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Abbildung 7.9.: Schwellzonen fiir unterschiedliche Aktivierungsvolumina AV bzw. Konstanten k. Im
Teilbild a) ist kK um einen Faktor 2.5 kleiner als im Teilbild b). Der initiale Zustand des Risses ist durch die
schmale schwarze Linie gekennzeichnet.

entsprechend den Gleichungen und zu folgender Form

s 16 )
=y leAps - ——(1- 20 725
Y (6 ¢ 2€ﬂ2( 9s) (7.25)

SC

I
Lo _wey O (9) 1o ey 9 (e)
(WS- W, — (W - .
2( el el) a(Ps 2( pl pl) a(Ps

I 111

Teil I repréasentiert den energetischen Risswiderstand. Der elastische und der plastische Beitrag,
jeweils durch die Teile 1T und I11 verkérpert, miissen den energetischen Risswiderstand {iberwinden,
um eine Umwandlung von Festphase ¢, zu Rissphase ¢ zu erreichen.

Platte mit halbelliptischer Kerbe

Ein zweidimensionales Simulationsgebiet von 400 x 400 Zellen und einer reellen Ausdehnung von
(400 um)? mit einer halbelliptischen Kerbe am unteren y-Rand (50 x 133um) wird in x-Richtung
mit on, = (09,0, O)T belastet, wobei in y-Richtung Vun, = 0 gilt. Fiir die Festphase wurden die
Materialparameter von Stahl mit dem Youngschen Modul & = 210 GPa und einer Querkontraktion
von v = 0.3 gewihlt. Die Steifigkeit der Rissphase ist um einen Faktor 10~* kleiner als die der
Festphase. Um einen Einfluss der Rissphase bei der Verfestigung zu verhindern, wurden gleiche
Verfestigungsmodule Hy = H. gewdhlt. Damit verschwindet der plastische Beitrag (Teil I1I) in
der Evolutionsgleichung (7.25). Eine Verkleinerung des effektiven Risswiderstandes durch die
Erzeugung von Mikroporen in hoch plastifizierten Bereichen kann damit nicht untersucht werden.
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Abbildung 7.10.: Rissausbreitungssimulation fiir a) duktiles und b) sprédes (f, = 200 MPa) Material mit
aquivalenten Randbedingungen. Es sind die Mises-Spannung oyises Mit etlichen Isolinien, die 0.5 Isoli-
nie der Rissphase (dick) und die Isolinie des initialen Zustandes (gestrichelt) dargestellt. Der gewahlte
Zeitschritt tenq ist flr beide Simulationen gleich gewabhlt. Fiir b) entspricht dieser Zeitschritt dem Gleich-
gewichtszustand teng = teq.

Unabhingig von der Wahl der Verfestigungsmodule kann dieser Effekt durch eine zusatzliche
Indikatorfunktion, die von einem kritischen Wert der akkumulierten plastischen Dehnung abhiangt,
beriicksichtigt werden. Ein derartiger Ansatz wurde bereits von Ulmer et al. [125] untersucht.

In Abbildung a) und b) sind die Mises-Spannungen omises fiir ein sprodes und ein duktiles
Material dargestellt. Beim sproden Material ist die Energiefreisetzungsrate hoher als der energeti-
sche Risswiderstand. Entsprechen breitet sich der Riss aus. Beim duktilen Material bildet sich eine
plastische Zone an der Rissspitze, wie in Abbildung[710]b) zu sehen ist. Durch diese plastische Zone
werden Spannungsspitzen des Rissspitzenfeldes abgebaut. Die effektive Energiefreisetzungsrate fallt
bis zum kritischen Niveau und es bildet sich ein Gleichgewichtszustand. Dieser Gleichgewichtszu-
stand ist durch die Gleichung

oh*(e)
0¢s

16 1
Ysc (€A§05 - ﬁ(l - 2(1’5)) = E ( esl_ Wecl)

charakterisiert. Abbildung[710]b) zeigt das System zu dem Gleichgewichtszeitpunkt t = teq. Wihrend
im sproden Material der Riss unaufhaltsam propagiert, stoppt die plastische Zone den Riss im
duktilen Material.

Eine genauere Darstellung der plastischen Zonen ist in Abbildung 711 durch die akkumulierte
plastische Dehnung &, dargestellt. Eine typische Form der plastischen Zonen, entsprechend dem
Kriterium nach von Mises, ist bei allen Teilbildern zu erkennen. Bei einer hoheren Fliefigrenze
von f, = 2.209 im Vergleich zu der Simulation, die in Abbildung[710|b) zu sehen ist, bildet sich
entsprechend eine schwicher ausgeprigte plastische Zone (vgl. Abbildung(71]a) und b)). Aber sogar
diese schwicher ausgepragte plastische Zone fiihrt zu einem Gleichgewicht. Wird eine kleinere
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Abbildung 7.11.: Akkumulierte plastische Dehnung &, der Festphase mit der 0.5 Isolinie von ¢; (dick) und
dem initialen Zustand der Rissphase (gestrichelt). a) und b) plastische Zonen im Gleichgewichtszustand
bei unterschiedlichen FlieBgrenzen f,. c) gespreizte Rissspitze und plastische Zone eines propagierenden
Risses.

Fliefigrenze f, = 1.470¢ gewahlt, breitet sich der Riss weiter aus und formt eine gespreizte Rissspitze,
wie es in Teilbild c) von Abbildung[711|gezeigt ist.

74. Zweiphasenmodell fiir die Beschreibung der Rissausbreitung
mit einem Einzelhindernispotential

Das Einzelmuldenpotential besitzt hervorragende Eigenschaften fiir die Beschreibung der Riss-
ausbreitung, wie in Abschnitt[72.3|besprochen wurde. Zum einen erméglicht das Potential einen
definierten Widerstand gegen den Rissvorschritt. Zum anderen wird die Rissoberflichenenergie
derart abgebildet, dass das Griffithsche Kriterium erfillt wird. Allerdings verschwindet die
Ableitung des Potentials an der Stelle ¢. = 0. Wie auch beim Doppelmuldenpotential fiithrt dies

zu einem weit ausgedehnten Profil der Ordnungsparameter, wie in Abbildungen 7.4/ und|7.5|zu
sehen ist. Ein derart breiter Ubergangsbereich ist aus numerischer Sicht sehr ungiinstig. Aus diesem
Grund wurde das Multimuldenpotential von Nestler et al. [13] fiir die Beschreibung von Phasen-
umwandlungsprozessen durch das Multihindernispotential ersetzt. Das Hindernispotential
erfiillt die notwendigen Eigenschaften fiir die Beschreibung von Phasenumwandlungsprozessen,
wie in Abschnitt [3.1] beschrieben wurde, und bietet gleichzeitig eine wohl definierte Breite des

Ubergangsbereiches (siehe Gl. (3.22)). Des Weiteren kann das Einzelhindernispotential wiop (¢c)

mit dem Multihindernispotential wp,(@s), das fiir die Modellierung des Festphasenbereiches ¢

verwendet wird, gekoppelt werden. Daher wird das folgende Einzelhindernispotential

wlob((Pc) = kw(Pc

als Energiepotential fiir die Modellierung der energetischen Barriere zwischen dem Riss- und dem
Festphasenbereich verwendet. k,, ist dabei eine Konstante, die ermittelt werden muss. Ahnliche
Potentiale wurden bereits von Bourdin et al. [126] und Hossain et al. [99] verwendet. Angelehnt an
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das Modell von Miehe et al. [93] (siehe Gl. (712)) folgt fiir das Energiefunktional eines Zweiphasen-
systems mit einer Rissphase ¢,

F(e)ge) = [ (190" W* (2(w)) + W (e(w)) (726)

+G k( Wiob(Pc) + €|V Q| )dV-

W*(&(u)) sind die Beitridge der aufgespaltenen Formanderungsenergiedichte (711) und k ist eine
zusitzliche Konstante, die ermittelt werden muss.

Fir die Ermittlung der unbekannten Konstanten k und k., wird ein eindimensionales System der
Linge 2L mit einem Phaseniibergang bei x = 0 betrachtet, wie es in Abbildung[712|dargestellt ist.
Zunichst wird k., derart angepasst, dass die Interfacebreite der Interfacebreite des Multiphasen-
feldmodells, das in Abschnitt 3. vorgestellt wurde, gleicht. Nach Gleichung ist die Breite
des Ubergangsbereiches bei Verwendung des Multihindernispotentials gleich en? /4. Entsprechend
folgt fiir die Konstante k,,

n’e 1 ox I € 2e 8\°
T T 5p0T /o \/kwcpcd(Pc BV (712) '
Die physikalisch unwahrscheinliche Losung wurde dabei vernachlédssigt. Um das Griffithsche
Kriterium zu erfiillen, muss die Bedingung erfiillt sein. Diese Bedingung wird nun verwendet,
um die zweite Konstante zu ermitteln

G. L 09,
el -
= /(;1 ZGCde(Pc = EGck\/k—w

(7.27)

Damit ist mit der Wahl von
3 3
8vky 64

das energetische Griffithsche Kriterium fiir den Rissfortschritt von der Seite der Rissoberflichen-
energie erfiillt. Hossain et al. [99] nutzen nur eine Regularisierungskonstante k = 3/8. Entsprechend
ist der vorgestellte Ansatz bei einer Wahl von k,, = 1 dquivalent zu dem Modell von Hossain et al.
[99]. Fiir das Profil des Ordnungsparameters folgt

x|

2
goc(x)z(l— l)’ -l<x<l.

Die Potentiale wiye(¢.) und wiep (¢c) und die entsprechenden Gleichgewichtsprofile werden in
Abbildung[712]verglichen. Das Einzelhindernispotential w;ob(¢.) garantiert ein wohl definiertes
Profil mit einer definierten Breite des Ubergangsbereiches von 21.

Analog zur Berechnung in Abschnitt folgt fiir die resultierende Kraft entlang des Ubergangs-
bereiches fiir das Einzelhindernispotential

L
Gck awlob _/ 2 C' (728)

0 € 0¢c
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Abbildung 7.12.: Vergleich zwischen dem Einmuldenpotential w;ye. und dem Einzelhindernispotential
wW1op (links) und der resultierenden Gleichgewichtsprofile von ¢, mit einer inneren Zelle in der Mitte
eines Gebietes der Lange 2L = 15€¢ (rechts).

Somit ist bei der Verwendung des Einzelhindernispotentials auch in den Bereichen ohne eine lokale
Kriimmung ebenfalls eine resultierende Kraft entlang des Ubergangsbereiches vorhanden. Das
Potential garantiert einen wohl definierten Ubergangsbereich von der Breite [ = en?/4 und das
Griffithsche Kriterium wird abgebildet.

74.1. Einfluss der Krimmung auf das Griffithsche Kriterium

Im letzten Abschnitt wurde ein Zweiphasenmodell fiir die Beschreibung der Rissausbreitung
vorgestellt und es wurde analytisch gezeigt, dass das Modell im Eindimensionalen das Griffithsche
Kriterium erfillt. Im Mehrdimensionalen gibt es allerdings Abweichungen bei der Abbildung
der Rissoberflachenenergie [91, [117]. Zur Behebung dieser Abweichungen schlagen Bourdin et al.
[91] und Hossain et al. [99]] die Verwendung eines numerischen Risswiderstandes von

Ax
GM™ = Ge|1+ 7.29
[ C( k\/Ee) ( )

vor, der von der Interfacebreite €, den Regularisierungskonstanten k und k,, und der physikalischen

Breite einer Zelle Ax abhéngt. Borden et al. [117] verwenden einen Term hoherer Ordnung, um die
Abweichungen zu minimieren (siehe Gl. (7.15))).

Ein moglicher Grund dieser Abweichungen ist die lokale Kriimmung der Rissphase x. = V -
(Voc/|Vec|) an der Rissspitze. Wie in Abschnitt gezeigt wurde, entsteht durch die lokale
Kriimmung ein zusitzlicher Beitrag in der Bilanz der Konfigurationskrifte. Dieser Beitrag ist bei
der Beschreibung von Phasenumwandlungsprozessen absolut notwendig und beschreibt kriim-
mungsgetriebene Bewegungen der Grenzflache. Nach dem Griffithschen Kriterium ist der
Risswiderstand nur von dem materialspezifischen kritischen Grenzwert G, abhidngig. Daher diirfen
kriimmungsgetriebene treibende Krifte in der Evolutionsgleichung der Rissphase nicht vorhanden
sein.
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Ausgehend von dem Energiefunktional (7.26)) eines Zweiphasensystems mit einer Rissphase ¢, ist
ein lokaler Gleichgewichtszustand —8F¢/8¢. = 0 gegeben durch

2 pe D)W (e(u)) = Gck(Z(-:A(pc - ’%W) (730)

Die linke Seite dieser Gleichung gibt die mechanischen treibenden Krifte wider. Die rechte Seite
beinhaltet den Widerstand gegen den Rissfortschritt in einer planaren Grenzfliche und den kriim-
mungsabhingigen Beitrag. Fiir die Berechnung dieses kriimmungsabhéngigen Beitrags muss ein
Linienintegral durch eine gekriimmte Rissfliche in Richtung der Normalen n. ausgewertet werden.
Angelehnt an die Berechnungen in Abschnitt[3.1.4wird hierzu ein zweidimensionales System mit
einer kreisformigen Rissfliche betrachtet. Die Gleichung wird zunéchst von beiden Seiten
mit dg./dr multipliziert und anschlieflend wird das Linienintegral ausgewertet. Mit r = ry + dr,
1/r = 1/rg — dr/r3 und dem Laplace-Operator in Polarkoordinaten [19] folgt fiir die rechte Seite

9. _k_) 19 1 ke

/ Gk (ZeAgoc dr—Gk'/(Ze(ar2 r8r+r2(”') e = dec
7 10 1 k

=Gk | [2¢] = + —= - = |do..

/o(e(aerrr or r%( )) e) 4

Fiir eine Nherung erster Ordnung werden die Terme der Ordnung O(1/rZ) vernachlissigt. Die
Terme der Ordnung O(1/r]) verschwinden

ka <~ 5 4o, =0,
( o2 e)q)

da diese der Gleichgewichtsbedingung (7.16) entsprechen. Fiir die Terme der Ordnung O(1/ro)
ergibt sich

10 1 1 1
Gek / 2e— "’C =G~ f 2k/Kpedpe = Ge— = Geke. (731)
ro Jo 2rg

Dieser Beitrag ist unabhéingig von dem verwendeten Potential und den entsprechenden Vorfak-
toren und ergibt sich nur aus der Form der Gradientenenergiedichte a.(¢.) o |V¢c|>. Daher
ist ein dquivalenter Beitrag bei allen Rissausbreitungsmodellen, die in Abschnitt[7Z2|besprochen
wurden, vorhanden. Fiir die Elimination der kriimmungsabhédngigen treibenden Krafte wird der
Beitrag verteilt auf den gesamten Ubergangsbereich abgezogen. Damit ergibt sich fiir die
modifizierte Variation des Funktionals

C
(‘;ﬁ ) = 2(ge - )W (e(u)) + Gek( 22 — c2ge - kel i) ) (732)
Die zusitzliche Konstante k, kann zur Feinjustage des resultierenden numerischen Risswiderstandes
verwendet werden. Bei k, = 1 wird lokal die Information der Kriimmung komplett vernachléssigt
und der Beitrag der Ordnung O(1/r¢) verschwindet (siehe Gl. (731)). Da die Kriimmung . =
V- (Voc/|Vec|) im Eindimensionalen nicht vorhanden ist, werden die Berechnungen, die in den
vorhergehenden Abschnitten und [7.4] durchgefithrt wurden, durch diese Modifikation nicht
beeinflusst. Phasenumwandlungsmodelle, die die lokale Kriimmung explizit verwenden, wurden
bereits von Folch et al. [127], Boettinger et al. [128] oder auch von Sun und Beckermann [129]
vorgestellt.
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Abbildung 7.13.: Validierung des in Abschnitt@vorgestellten Modells Gber das Griffithsche Kriteri-
um (Z3). Verglichen werden die Resultate unter Verwendung des Einzelhindernis- wiop (¢ ) und Einzel-

muldenpotentials wiop (@) und bei einer Variation von € und der Konstante k. Das Simulationssetup
mit den entsprechenden Profilen von ¢, ist links oben dargestellt. Rechts oben ist die resultierende
von Mises-Spannung Opmises flir den Fall w = wiop(@c), kx = 2.3 und € = 5Ax dargestellt. Im unteren
Bereich sind die Energiefreisetzungsraten G, die Uiber das J-Integral berechnet wurden, und das

Grenzflachenresultat.

Verhéltnis G/Gc kurz vor dem Fortschreiten der Rissphase zu sehen. Gs| entspricht dabei einem scharfen
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7.5. Validierung des Modells in einem Zweiphasensystem

Zur Validierung des vorgestellten Phasenfeldmodells zur Rissausbreitung wurde ein Simulationsse-
tup gemaf Abbildung[713|verwendet. Eine Platte mit einem Anriss am unterem y-Rand wird in der
x-Richtung mit der makroskopischen Spannungsrandbedingung 61, = (f o(x)n,dV)/V belastet.
Der y-Rand bleibt dabei dehnungsfrei (¢,; = 0) und es wir ein EVZ angesetzt. Gesucht wurde der
kritische Risswiderstand G. kurz vor dem Fortschreiten des Risses. Hierzu wurde G, schrittweise
bis zum Fortschreiten des Risses verkleinert. Dabei wurde sichergestellt, dass der mechanische
Gleichgewichtszustand V - o = 0 stets erfiillt ist.

Es ist deutlich zu erkennen, dass das Profil der Rissphase ¢!°® bei der Verwendung des Einzelhinder-

nispotentials wiop (@) einen wohl definierten Bereich einnimmt. Bei einer maximalen Belastung,
die der Belastung kurz vor einem Fortschreiten des Risses entspricht, dndert sich das Profil nur
geringfiigig. Im Vergleich dazu ist das Rissphasenprofil bei der Verwendung des Einzelmuldenpoten-
tials wiwe (@) tiber das gesamte Simulationsgebiet ausgedehnt. Bei einer Belastung wird das Profil
stark verzerrt und fiihrt bei zu grofen Ubergangsbereichen zu unphysikalischen Phinomenen.
Daher wurden nur eine kleine Bandbreite der Ergebnisse ausgewertet.

Beide Potentiale fithren zu einer starken Abhdngigkeit der Energiefreisetzungsraten von der Inter-
facebreite I bzw. von dem Parameter €. Die Verwendung des Einzelhindernispotentials w;op (¢ )
in Kombination mit der verwendeten Interpolationsfunktion h. = (1 - (pc)2 tithrt dabei zu einem
linearen Zusammenhang. Dagegen ist die Abhédngigkeit der Energiefreisetzungsraten von der Breite
des Ubergangsbereiches bei Verwendung des Einzelmuldenpotentials wye (¢.) undefiniert und
viel ausgeprégter.

Auch ein Anstieg des Risswiderstandes mit dem Parameter € ist bei beiden Potentialen zu erkennen,
daher wird die Abhingigkeit G zu € teilweise kompensiert. Bei Verwendung des Einzelhindernis-
potentials wiop (@) fithrt die Korrektur zu einem nahezu konstanten Zusammenhang zwischen
dem Verhiltnis G/G,, das das Griffithsche Kriterium widerspiegelt, und der Breite des Uber-
gangsbereiches. Allerdings wird dabei das Griffithsche Kriterium um etwa 10 % tiberschitzt. Dieses
Phédnomen wurde bereits von Hossain et al. [99] untersucht. Fiir eine Korrektur schlugen die
Autoren die Verwendung eines numerischen kritischen Risswiderstandes G™™ (siehe Gl. (7.29))
vor, der von Bourdin et al. [91] berechnet wurde. Durch diese Korrektur wird G/G. herabgesetzt,
allerdings bleibt die Abhingigkeit von der Breite des Ubergangsbereiches bestehen, was in Abbil-
dung|713| deutlich erkennbar ist. Des Weiteren wird durch die Verwendung eines numerischen
Risswiderstandes GZ"™ die freie Energie des Systems verfalscht.

In Abschnitt[7Z4.]wurde gezeigt, dass die lokale Kriimmung einen groflen Beitrag zu den treibenden
Kriften liefert. Diese kriimmungsgetriebenen treibenden Krifte konnen mit einer modifizierte
Variationsableitung des Ergiefunktionals und einer geschickten Wahl der Konstante k,
ganz (k, = 1) oder teilweise (0 < k, < 1) entfernt werden. Wie in Abbildunggezeigt ist, hat diese
Modifikation keinen Einfluss auf die Energiefreisetzungsrate G. Werden die kriimmungsgetriebe-
nen treibenden Krifte komplett entfernt, so wird das Griffithsche Kriterium um etwa 35 %
unterschatzt. Dies liegt an dem vom Potential ausgehenden Widerstand gegen Phasenumwand-
lung. Beim Einzelhindernispotential wiop(¢.) fallt dieser Widerstand deutlich geringer aus als
beim Einzelmuldenpotential wyye(¢c) (vgl. GL und (717)). Mit einer geschickten Wahl der
Konstante k, = 0.23 ist es moglich, das Griffithsche Kriterium exakt abzubilden. Dabei bleibt
das Verhiltnis G/G, nahezu unabhingig von der Breite des Ubergangsbereiches. Die Verwendung
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des Einzelmuldenpotentials wiye(¢c) in Kombination mit k, > 0 fithrte zu Instabilitdten, daher
wurden diese Simulationsergebnisse nicht ausgewertet.

7.6. Multiphasenfeldmodell fiir Rissausbreitung basierend auf der
Griffithschen Theorie

Im letzten Abschnitt wurde ein Rissausbreitungsmodell fiir zwei Phasen vorgestellt. Im Gegensatz
zu einem physikalischen Modellansatz (siche Abschnitt[7.2.1) bildet das Modell das Griffithsche
Kriterium sehr gut ab, wie es in Abbildung[7.13|gezeigt ist. In diesem Abschnitt wird dieses
Modell mit dem Multiphasenfeldmodell von Nestler et al. [13]], das in Abschnittdiskutiert wurde,
tiir Anwendungen in Mehrkornsystemen kombiniert.

In einem System von N Phasen reprdsentiert der Ordnungsparameter ¢. die Rissphase. Die iib-
rigen N — 1 Phasen, die in dem Tupel ¢5 = @1, .., Quzc, .., N-1 gesammelt sind, reprisentieren
die Festphasenregion mit den jeweiligen Kornern. Der energetische Risswiderstand G¢(¢s) und
auch die Formdnderungsenergiedichte W (s, £(u)) sind im Allgemeinen von der lokal vorliegen-
den Fesphasenkonfiguration ¢ abhiangig. Dies fiihrt zu einem Funktional der freien Energie der
Form

1
F(p,u) = fv Gc(‘PS)k(Ewlob(q)C) + 6!V<Pc!2) +(1- )’ W(gs, &(u)) (733)
+ea(@s, Vos) + éwob(([’s)dV'

a(@s, Vos) und wyp, (@s) sind dabei die Gradientenenergiedichte und das Energiepotential fiir den
Festphasenbereich, die bereits in Abschnitt[3.1|diskutiert wurden. In Anwesenheit einer Rissphase
sind die beiden Funktionen gegeben durch

(9 V) = 3. 3 Vapl9aV s~ 9V 9al

a#c B>axc

und entsprechend das Potential

16
wob(%):;z Y VapPa®pt Y, VapsPaPpPs-

aEC B>a#c a,f>a,0>p

Der zusitzliche Beitrag im Potential verhindert die nicht physikalische Ausbildung der sogenannten
Drittphasen [13] im Zweiphasenbereich. Dieser Beitrag und die entsprechende Wahl des Parameters
Yaps wird ausfithrlich von Hétzer et al. [46] diskutiert. Die Kombination beider Hindernispotentiale,
des Potentials fiir die Rissphase wiqp (@) und des Potentials fiir den Festphasenbereich wp, (¢s)
ist in Abbildung[7.14|fiir ein Dreiphasensystem dargestellt. Der Drittphasenbeitrag fithrt zu einer
Erhohung der Energiebarriere in der Dreiphasenregion. Daher wird dieser Bereich fiir die Evolution
der Phasen energetisch ungiinstig.

Da die Breite des Ubergangsbereiches I bei beiden Modellen dquivalent ist (siehe Gl. (727))), wird in
diesem Modell, im Gegensatz zu dem vorgestellten Ansatz in [102], nur ein Parameter € verwendet.
Wie schon angesprochen, definiert die lokal vorliegende Mikrostruktur den effektiven energetischen
Risswiderstand G.(¢) und auch die Forménderungsenergiedichte W (¢s, €(u)). Fiir die Inter-
polation dieser Terme werden die iiblichen Interpolationsfunktionen verwendet. Allerdings
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Abbildung 7.14.: Vergleich des resultierenden Gesamtpotentials Gckwiop (¢ ) + Wopb (s ) flir ein Dreipha-
sensystem ohne (links) und mit (rechts) dem Drittphasenterm.

muss in diesen Fall die Normierung durch die Summe aller Festphaseninterpolationsfunktionen
durchgefiithrt werden, damit die Bedingung Y ... h*(¢@s) = 1 erfillt wird. Daher wird die folgende
Festphaseninterpolationsfunktion verwendet

hi (9a)
wobei die moglichen zweiphasigen Interpolationsfunktionen durch die Gleichung definiert

sind. Dies fiithrt zum folgenden Ausdruck fiir den energetischen Risswiderstand

Ge(gs) = Z Ggh“((ps)

a+c

h?(‘l’s) =

und entsprechend fiir die Forménderungsenergiedichte

W (s, e(u)) = 3, W (e(u)) " (gs).
a+c
G ist der energetische Risswiderstand der jeweiligen Phase und W*(e(u)) = W*" (e(u)) +
W~="(&(u)) ist die entsprechende Forminderungsenergiedichte, wobei die Teilbeitrige durch
die Gleichung definiert sind. Werden Simulationen unter Modus-I-Belastung durchgefiihrt,
so reduziert sich die Formanderungsenergiedichte zu W¢(e(u)) = W*" (¢(u)). Des Weiteren
wird fiir die Rissphase die Interpolationsfunktion k¢ = (1 - ¢.)” verwendet. Diese wird in einem
Quasi-Zweiphasenfall angewendet. Daher muss sie nicht gesondert normiert werden.

Die Herleitung der Allen-Cahn-Evolutionsgleichung der Ordnungsparameter wurde ausfiihrlich in
Abschnitt[3.]/besprochen und ist mit Gleichung gegeben. Wird die Variationsableitung des
Energiefunktionals beziiglich der Rissphase ¢ durchgefiihrt, so ergibt sich fiir die modifizierte
Version (siehe Abschnitt[7.4.1)

() 8w

—2ke(V - (Ge(@s) Vo) — ki Ge(@s)|9clxc).

Ge(@s)kk, (734)
€
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Gemaf des Ansatzes von Miehe et al. [93] wurden bei den mechanischen treibenden Kraften fir
die Rissphase die Kompressionsbeitrige nicht beriicksichtigt. Entsprechend folgt fiir die Variations-
ableitung des Funktionals (7.33)) beziiglich einer der Festphasen

(el + Laclg)) + he(pewe (§) )

5_F :aGC((PS) k
0Pq

0¢q 094
+ da(@s, Vos) _v. da(¢s, Vos) + dwep (@s)
04 IV 0pa

Das Potential ¥*({) (siehe GL. bzw. GL. (4.59)) reprisentiert dabei die mechanischen trei-
benden Krifte, die von der Phase ¢, ausgehen. Dieses Potential wurde ausfiihrlich in den Ab-
schnitten [4.3]und 4.5 besprochen. Dieser Ansatz ermdglicht sowohl die Evolution der Rissphase
in einem Festphasenbereich als auch eine Evolution der Festphasen gegeneinander, unabhingig
davon, ob ein Rissphasenanteil lokal vorhanden ist. In der Variationsableitung beziiglich
der Rissphase ¢ ist die Grenzflichenenergie der Festphasen y,g nicht explizit gelistet. Aber die
Evolutionsgleichung der Ordnungsparameter(.17) beriicksichtigt alle Binérinteraktionen zwischen
den treibenden Kriften. Daher wird die Grenzflichenenergie der Festphasen y,g bei der Evolution
der Rissphase ¢. immer beriicksichtigt, sogar wenn die Mobilititen der Festphasengrenzflichen
verschwinden.

Da nur die Variationsableitung beziiglich der Rissphase modifiziert wurde, wurde ein solcher Ansatz
von Ambeati et al. [4] als hybrid bezeichnet. Entsprechend den Berechnungen in Abschnitt
ergeben sich fiir die Spannungen in der Voigtschen Darstellung

0" (95, 9c) = (IC(s)e" + 6" (9s) ) he(@c)- (7.35)

Dabei sind 6"(¢s) die Eigenspannungen und C(¢;) die effektive Steifigkeitsmatrix in einem
polykristallinen Festphasenbereich, die mit den Gleichungen und definiert sind.

7.7. Rissausbreitung in polykristallinen Materialien

Die Berechnung der Spannungen im polykristallinen Festphasenbereich wurde in Abschnitt[4.4]
bzw. [4.6] validiert. Der Spannungsabfall beim Ubergang zur Rissphase wurde in Abschnitt[7.3.1
besprochen. Daher wird Gleichung fir die Spannungsberechnung im polykristallinen Fest-
phasenbereich und in Anwesenheit einer Rissphase nicht gesondert validiert. Von besonderem
Interesse in diesem Abschnitt ist der Einfluss eines phasenabhiangigen und damit fiir den gesam-
ten Festphasenbereich anisotropen energetischen Risswiderstand G¢(¢s) auf die Ausbreitung des
Risses. Hierzu wird zunichst nur der Risswiderstand G.(¢;) in einem zweiphasigen Festphasenbe-
reich variiert und die Ausbreitungsgeschwindigkeit untersucht. Im Anschluss werden sowohl der
energetische Risswiderstand G als auch die Steifigkeitstensoren C* der einzelnen Phasen variiert
und die Ausbreitung des Risses in einem polykristallinen Material untersucht. Zum Abschluss wird
der Einfluss der Grenzflichenenergieen der Festphasen auf den resultierenden Risswiderstand und
den resultierenden Risspfad untersucht.
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Abbildung 7.15.: Einfluss einer horizontalen Barriere auf die Rissausbreitung: a) Aufbau des Simulations-
gebietes mit zwei Festphasen ¢ und ¢, zum Zeitpunkt t = t,, b) Evolution der Rissphase ¢. und c)
Energiefreisetzungsrate G und die Geschwindigkeit der Rissspitze v, bei der Evolution.

7.7.1. Einfluss einer horizontalen Grenzflache auf die Rissausbreitung

In einem Simulationsgebiet mit 150 x 150 Zellen sind zwei Phasen im Festphasenbereich ¢; und ¢,
gemif Abbildung[715]a) so positioniert, dass sich eine horizontale Korngrenze bildet. Die gewihlte
Grenzflichenenergie ist y;; = 0.1G. und es wurden die Risswiderstinde G> = 1.6G! verwendet.
In einem EVZ ist die Belastung mit einer Verschiebungsrandbedingung u, = 1 in x-Richtung
angebracht, wobei der Randbereich in y-Richtung dehnungsfrei bleibt. Fiir die Ordnungsparameter
wurde an allen Randern eine flussfreie Randbedingung V¢ = 0 verwendet. Beide Festphasen haben
die gleichen Materialparameter von Stahl, mit dem Youngschen Modul &, = 210 GPa und einer
Querkontraktion von v = 0.3. Daher gibt es keinen Einfluss der Korngrenze auf die resultieren-
de Spannung. Um eine Phasenumwandlung zwischen den Festphasen zu vermeiden, wurde die
Mobilitdt My, = M/100 = M,/100 gewidhlt, wobei im initialen Zustand ein voll ausgebildeter
Ubergangsbereich sichergestellt wurde.

Die resultierende Energiefreisetzungsrate G wurde iiber das J-Integral berechnet und ist in
Abbildung[715|c) mit der Geschwindigkeit der Rissspitze v, dargestellt. Da die Energiefreisetzungs-
rate G grofler ist als der energetische Risswiderstand G., breitet sich der Riss zunichst aus, bis die
Korngrenze erreicht ist. In der Ubergangsregion der Festphasen steigt der Risswiderstand G.(¢;)
kontinuierlich bis zu G2 an. Da die Energiefreisetzungsrate G nicht ausreicht um G2 zu iiberwinden,
bleibt der Riss in der Ubergangsregion der Festphasen stehen. Dabei hat die Rissphase nahezu
keinen Einfluss auf die Position der Festphasen ¢; und ¢, zueinander, wie in den Teilbildern715/b)
zu sehen ist. Dies wurde mit der erwahnten Reduktion der Mobilitat M, und mit einer Wahl der
Drittphasenkonstanten von yc12 = yc21 = Ge(@s) erreicht.

139



Kapitel 7 | Modellierung der Rissausbreitung mit der Phasenfeldmethode

140

200

=

K

w

N

(]

£

0

I

1.1Eq
. 0.8Gq
o 7~
Go /ﬂ( Eq
il o
0 ,
200
0.8Eq
1.9G(

=
2
w
N

(]
£
0
I

0 ,

98

Omises (MP&)

- 200

Hohe (Zellen)

0 Breite (Zellen) 200 0 Breite (Zellen)

Abbildung 7.16.: Rissausbreitung in einem polykristallinen Material: a) Mikrostruktur des anfanglichen
Zustandes mit den gewahlten Materialparametern. Die hervorgehobenen Materialparameter sind Vielfa-
che von Eg = 210GPa und Gg = 1.6J/m2. b) von Mises-Spannung Onises im anfanglichen Zustand und

c-d) Evolution der schwarz markierten Rissphase mit den entsprechenden Isolinien von ¢..
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7.7.2. Rissausbreitung im polykristallinen System

Im zweiten Simulationsbeispiel wird die Rissausbreitung in einem polykristallinen Material de-
monstriert. Ein Simulationsgebiet mit fiinf Festphasen mit unterschiedlichen Youngschen Modulen
&4 und unterschiedlichen energetischen Risswiderstinden G wurde gemaf} Abbildung a)
vorbereitet. Die gewihlten Randbedingungen sind dquivalent zu dem Simulationsbeispiel, das
in Abschnitt[Z71|besprochen wurde. Die von Mises-Spannung reflektiert die Steifigkeitsspriinge
zwischen den Festphasen, wie in Abbildung[7.16]b) zu erkennen ist. Im initialen Zustand wurde
zunichst sichergestellt, dass der Ubergangsbereich zwischen den Festphasen voll ausgebildet ist.
Anschlieflend wurde die Mobilitat der Festphasengrenzflaichen um einen Faktor 100 kleiner gewéhlt
als die Mobilitat der Rissflachen (Mcq = My = 100M 45, B # c).

Der Riss wihlt sich den energetisch giinstigsten Pfad, der von der lokalen Formanderungsenergie-
dichte W (u, ¢5) und von dem lokalen energetischen Risswiderstand G.(¢;) abhingt. Zusitzlich
wird die lokale Grenzflichenenergie y,g zwischen den Festphasen abgebaut, wenn der Riss die ent-
sprechende Ubergangsregion iiberschreitet. In Abbildung(7.16a,c-d) ist der resultierende Risspfad
dargestellt. Sowohl eine transkristalline als auch eine interkristalline Ausbreitung des Risses ist
deutlich zu erkennen.

Die Modellierung der Rissausbreitung als ein Phasenumwandlungsprozess fithrt unvermeidlich
zu einem Materialverlust bei einem Fortschreiten des Risses [56]. Daher sollte die Rissphase so
klein wie méglich gehalten werden. Die Isolinien der Rissphase ¢, die zusatzlich in Abbildung|[716]
a,c-d) dargestellt sind, zeigen, dass die innere Region von ¢, stets bei einer minimalen Breite von
ein bis maximal zwei Zellen bleibt. Dies reduziert den unvermeidlichen Materialverlust auf ein
Minimum.

Des Weiteren zeigen die Isolinien eine Verbreiterung der Rissphase ¢, in den Tripelpunktbereichen.
Der Grund der Verbreiterung ist der zusitzliche Abbau der Grenzflichenenergie y,3 = Go/5
zwischen den Festphasen. Der genaue Einfluss der Grenzflachenenergie auf den Risswiderstand
wird im ndchsten Simulationsbeispiel untersucht.

7.7.3. Einfluss der Grenzflichenenergie auf den effektiven energetischen
Risswiderstand und den resultierenden Risspfad

Im letzten Simulationsbeispiel wurde gezeigt, dass die Grenzflachenenergie der Festphasen einen
Einfluss auf die Breite der Rissphase ¢ in den Tripelpunktbereichen hat. Allerdings konnten bei
dem komplexen Simulationsaufbau keine erkennbaren Auswirkungen der Grenzflichenenergie
auf die Evolution der inneren Zellen von ¢, und damit auch auf den resultierenden energetischen
Risswiderstand bestimmt werden. Daher wird fiir eine genauere Untersuchung des Grenzflichen-
energieeinflusses auf den resultierenden Risswiderstand ein Simulationsaufbau mit nur einer
Grenzfliche gewihlt. In einem Simulationsgebiet mit 150 x 150 Zellen werden die zwei Festphasen
¢1 und ¢, gemafl Abbildung[7.17]a) so positioniert, dass eine horizontale Korngrenze entsteht.
Da hier nur der Einfluss der Grenzflichenenergie y;, untersucht wird, wurden die energetischen
Risswiederstinde G und G? und die Youngschen Module & und &, gleich gewihlt. Die gewihlten
Randbedingungen sind dquivalent zu dem Simulationsbeispiel, das in Abschnitt[7.71besprochen
wurde. Bei der Grenzflichenenergie y1, = f,G! wurde der Faktor f, variiert. Die energetischen Riss-
wiederstinde G} = G2 wurden dabei bei jeder Variation von f, schrittweise bis zum Fortschreiten
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Abbildung 7.17: Einfluss einer Grenzflache auf den effektiven Risswiderstand: a) Aufbau des Simulations-
gebietes mit zwei Fesphasen ¢, und ¢, im initialen Zustand (t = t;), c) energetische Risswiderstande
G = G2 = G¢ am Griffiths-Punkt bei einer Variation der Grenzflichenenergie y1, mit G als energetische
Risswiderstande am Griffiths-Punkt ohne eine Grenzflache und b) entsprechende Profile von ¢ kurz vor
dem Fortschreiten des Risses.

des Risses verkleinert und beim entstehenden Griffiths-Punkt ausgewertet. Dabei wurde der Para-
meter fiir die Vermeidung der Drittphasen jeweils y,p, = G! gewihlt und es wurde sichergestellt,
dass der mechanische Gleichgewichtszustand V - o = 0 stets erfiillt ist.

Eine Abhingigkeit des energetischen Risswiderstandes G am Griffiths-Punkt ist deutlich zu erken-
nen. Der zusitzliche Abbau der Grenzflachenenergie y;; fithrt zu einer Erhéhung der energetischen
Risswiderstinde G! = G? = G¢! im Gleichgewicht, dargestellt in Abbildungc). Zusitzlich ist
ein Einfluss der Grenzflichenenergie auf das Profil der Rissphase ¢. zu erkennen. Teilbild b) von
Abbildung [717) zeigt, dass der Abbau der Grenzflichenenergie zu einer Ausdehnung von ¢ in
die Grenzflache zwischen den Festphasen fiihrt. Diese Ausdehnung der Rissphase in die Grenz-
fliche der Festphasen kann ab einem Verhiltnis von yj, > G./10 sogar bei sehr hohen Werten
von Y12 nicht mehr verhindert werden. Daher sollte bei der Wahl der Risswiderstande bzw. der
Grenzflachenenergien das Verhaltnis

: a

% >10, a,B#c

max (Yup)
nicht iberschritten werden, um die Rissphase stabil zu halten. Die Abhédngigkeit des effektiven
Risswiderstandes von den Grenzflichenenergien, die in Abbildung c) dargestellt ist, muss
dabei beriicksichtigt werden. Ist die Grenzflichenenergie unter einem Wert von y;; < G./100,
so hat diese nahezu keinen Einfluss auf den effektiven energetischen Risswiderstand. Hohere
Grenzflichenenergien fithren zu einen Verkleinerung des effektiven Risswiderstandes und zu einer
Verdnderung des Risspfades, wie es in dem ndchsten Simulationsbeispiel gezeigt ist.

Eine der wichtigsten Eigenschaften des vorgestellten Modells ist die Moglichkeit, die Mobilitaten der
Festphasengrenzen als Null zu wihlen und trotzdem den Einfluss der Grenzflichenenergien auf die
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Abbildung 7.18.: Einfluss einer schiefen Grenzflache: a) Simulationsgebiet mit zwei Festphasen ¢, und
¢, und einer Rissphase ¢, mit entsprechenden Isolinien zum anfanglichen Zeitpunkt, b)-f) Risspfad
abhéngig von der Grenzflachenenergie y1,.

Evolution der Rissphase zu beriicksichtigen. Diese Eingenschaft wird in diesem Simulationsbeispiel
hervorgehoben. Hierzu wird eine schiefe Grenzfliche entlang des Risspfades gemdfl Abbildung|[718]
a) gesetzt, gleiche Steifigkeiten sowie gleiche Risswiederstinde G. = G? = G. fiir beide Festphasen
¢; und ¢, gewdhlt und die Grenzflichenenergie y;, variiert. Die gewahlten Randbedingungen sind
aquivalent zum letzten Simulationsbeispiel und es wurde die Mobilitat M;, = 0 gewdhlt, nachdem
sich der Ubergangsbereich der Festphasen voll ausgebildet hat.

Wie schon im letzten Simulationsbeispiel gezeigt wurde, hat eine kleine Grenzflichenenergie von
y12 = 0.01G, keinen Einfluss auf den effektiven Risswiderstand. Daher wird der Risspfad auch
nicht beeinflusst, was in Abbildung a) zu sehen ist. Sogar das Profil von ¢. wird durch die
Gegenwart der Grenzfliche nicht beeinflusst, was an den dargestellten Isolinien zu erkennen ist.
Mit steigender Grenzflichenenergie wird sowohl das Profil als auch der Risspfad in Richtung
der Grenzfliche gezogen. In dem vorliegenden Simulationsaufbau liegt der kritische Wert zur
interkristallinen Rissausbreitung bei etwa y, ~ 0.225G, wie in Abbildung|[7.18]e) dargestellt ist.
Sogar eine Aufspaltung des Risspfades ist in diesem Simulationsbeispiel zu erkennen. Grofiere
Grenzflichenenergien fithren zu einer reinen interkristallinen Ausbreitung des Risses.
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Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit Fragestellungen der Phasenfeldmodellierung mit mecha-
nischen treibenden Kriften. Folgende drei Kernpunkte stehen besonders im Fokus der Arbeit:

« Erfiillung der mechanischen Sprungbedingungen an den Grenzflachen bei der Berechnung
von Spannungen in Multiphasensystemen, obwohl sich die Grenzflachen tiber volumetrische
Bereiche erstrecken.

+ Abbildung der mechanischen Konfigurationskrifte bei der Formulierung der mechanischen
treibenden Krifte in den volumetrischen Ubergangsbereichen zwischen den Phasen.

« Erarbeitung eines Phasenfeldmodells, aufbauend auf den ersten beiden Kernpunkten, zur
Modellierung der Rissausbreitung in Multiphasensystemen.

Die ersten beiden Kernpunkte wurden sowohl unter der Annahme von infinitesimalen Defor-
mationen in Kapitel [4| als auch fiir finite Deformationen in Kapitel [6] bearbeitet. Dabei wurden
zwei komplett unterschiedliche Vorgehensweisen vorgestellt. Beim Modell fiir infinitesimale Defor-
mationen wurde zundchst ein Potential aus kontinuierlichen Variablen definiert. Anschlief3end
wurden aus diesem Potential die lokalen Homogenisierungsmethoden fiir Materialparameter und
die treibenden Krifte abgeleitet. Das Modell fiir finite Deformationen basiert auf einer impliziten
Berechnung der sprungbehafteten Anteile der Spannung und der Deformationsgradienten, die
zu phasenanteiligen Groflen fithren. Mit der Kenntnis dieser phasenanteiligen Groflen wurden
anschlieflend die homogenisierten Spannungen zur Anwendung in der Impulsbilanz und die
treibenden Krifte zur Grenzflaichenbewegung abgeleitet. Fiir beide Methoden wurden dhnliche
Validierungsstudien zur Spannungsberechnung durchgefiihrt. Dabei wurde im Vergleich zu eta-
blierten theoretischen Vorhersagen gezeigt, dass beide Methoden die scharfe Grenzflachenlosung
abbilden und bei kleinen Verformungen zum selben Ergebnis fithren. Obwohl beide Methoden mit
diffusen Ubergangsbereichen zwischen den Phasen arbeiten, wurde bei beiden Methoden gezeigt,
dass die mechanischen Sprungbedingungen erfiillt werden und mechanische Konfigurationskrafte
zur Grenzflichenbewegung verwendet werden. Einige der Ergebnisse aus Kapitel [4 wurden bereits
in Schneider et al. [11] publiziert. Ein weiterer Artikel mit der vorgestellten Erweiterung des Modells
tiir Anwendungen in Multiphasensystemen ist kurz vor der Einreichung. Das Modell fiir finite
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Deformationen ist bis dato nicht publiziert. Unter anderem wurden in Kapitel [| das Multiphasen-
feldmodell und die formulierten treibenden Krifte in die Eulersche Darstellung transformiert. Die
resultierenden Formulierungen der Evolutionsgleichung der Ordnungsparameter weichen von
denen in der Literatur bekannten [82}130]] ab.

Eine der notwendigen Bestandteile der Berechnung von Spannungen und treibenden Kriften ist die
Beriicksichtigung der inelastischen Dehnungs- bzw. Deformationsbeitrage. Beide behandelten Me-
thoden sind so formuliert, dass jegliche Arten von inelastischen Dehnungen bzw. Deformationen
berticksichtigt werden kénnen. Zusitzlich sind in Kapitel[5|zwei Methoden zur Berechnung der plas-
tischen Dehnungen im Phasenfeldkontext unter der Annahme von infinitesimalen Verformungen
untersucht worden. Eine der Methoden mit den dazugehorigen Simulationsstudien wurde in Schnei-
der et al. [56] veroffentlicht und ermoglicht die Berechnung von effektiven Materialeigenschaften
in polykristallinen Systemen. Die andere Methode erlaubt die Berechnung von phasenanteiligen
plastischen Dehnungen, die zur Formulierung der mechanischen Konfigurationskrifte notwendig
sind.

Die iibliche Vorgehensweise zur Validierung der treibenden Krifte im Phasenfeldkontext ist die
Bildung eines scharfen Ubergangsbereichslimits [131]. Allerdings ist bei der Interpolation von
mechanischen Materialparametern diese Methode nicht aussagekriftig, denn das scharfe Uber-
gangsbereichslimit ist fiir die harmonische und die lineare Interpolationsmethode dquivalent. Dies
ist direkt in Abbildungerkennbar. Wird der Ubergangsbereich unendlich klein, dann liegt der
Sprung der Steifigkeiten fiir beide Methoden an der selben Position. Daher wurde in der vorlie-
genden Arbeit eine andere Methode verwendet. Es wurde untersucht, ob ein Integral mit einer
entsprechenden interpolierten Grofe iiber den Ubergangsbereich in Richtung der Normalen zur
scharfen Grenzflachenlosung konvergiert. Mit diesem Verfahren konnte gezeigt werden, dass die
formulierten treibenden Kréfte den mechanischen Konfigurationskriften entsprechen.

Sowohl das Modell fiir infinitesimale Verformungen als auch das fiir finite Deformationen sind allge-
meingiiltig und ohne eine Beschriankung auf eine spezielle Anwendung formuliert. Daher sind mog-
liche Anwendungen der Ansitze sehr vielfaltig. Fiir jegliche Art von fest-fest Phasenumwandlungs-
prozessen, bei denen die mechanischen treibenden Krifte eine Rolle spielen, wie sie beispielsweise
bei der Warmebehandlung von Stahlen auftreten, finden die vorgestellten Modelle ihre Anwen-
dung. Dazu gehoren die martensitische Transformation, die bainitische Transformation sowie der
Rekristallisationsprozess. Die Anwendbarkeit der Modelle fiir die Abbildung des martensitischen
Phasenumwandlungsprozesses wurde in den Abschnitten 4.7 und [6.5| diskutiert. Im Gegensatz
zu den gingigen Verfahren (67, 68] wurden bei diesen Simulationsbeispielen die mechanischen
Konfigurationskrifte anstatt der Differenz der Forménderungsdichten als mechanische treibende
Krifte verwendet. Werden chemische treibende Krifte [9}[13]] mitberiicksichtigt, so kann mit den
vorgestellten Modellen auch der bainitische Phasenumwandlungsprozess [132] abgebildet werden.
Uber die Wachstumsmechanismen der Bainitnadeln im Austenit wird in der Literatur kontrovers
diskutiert [133]. Bis zum jetzigen Zeitpunkt wurden bei der Abbildung des Rekristallisationsprozes-
ses die mechanischen treibenden Krifte nur empirisch hinzugefiigt [134] und die Auswirkungen
der mechanischen Konfigurationskrifte auf diesen Prozess noch nicht untersucht.

Der letzte Kernpunkt der vorliegenden Arbeit wurde in Kapitel 7| bearbeitet. Hier wurden die
Méglichkeiten zur Modellierung der Rissausbreitung mit der Phasenfeldmethode auf der mesosko-
pischen Langenskala untersucht und als Ergebnis ein Modell zur Modellierung der Rissausbreitung
in Multiphasensystemen vorgestellt. Zu diesem Zweck wurden zwei unterschiedliche Modellierungs-
ansitze in einem Phasenfeldmodell erfolgreich verbunden. Das in den ersten beiden Kernpunkten
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erarbeite Multiphasenfeldmodell zur Beschreibung von Phasenumwandlungsprozessen wurde
mit einem auf der Griffithschen Theorie basierenden Rissausbreitungsmodell gekoppelt. Dadurch
wurde erstmalig die Modellierung der Rissausbreitung in polykristallinen Strukturen unter der
Beriicksichtigung des Griffithschen Kriteriums und der Grenzflachenenergien erméglicht. Des
Weiteren ermoglicht dieses Modell eine simultane Modellierung der Phasenumwandlungsprozes-
sen und der Rissausbreitung in polykristallinen Strukturen. Einige Bestandteile der Untersuchung
und des resultierenden Modells sind bereits in den referierten Publikationen Schneider et al. [57]],
Schneider et al. [56], Schneider et al. [102] und Nestler et al. [103]] verarbeitet. Das gesamte Mo-
dell, inklusive der Kopplung mit der Spannungsberechnung und der Berechnung der treibenden
Krifte zwischen den Festphasen aus den ersten beiden Kernpunkten der Arbeit, ist bis dato nicht
veréffentlicht.

Neben den vielfiltigen Anwendungsmaoglichkeiten bei der Untersuchungen der Rissausbreitung in
heterogenen Strukturen hat dieses Modell einen weiteren Vorteil: Der diffuse Ubergangsbereich
zwischen den Festphasen ermdglicht eine gezielte Modifikation des energetischen Risswiderstandes
an den Grenziibergingen, wie es bei Diffusivititen von Ankit et al. [135] durchgefiihrt wurde. Eine
derartige Modifikation des Risswiderstandes ist beispielsweise bei Materialien mit inkohérent-
oder teilkohidrent-gebundenen Einschliissen oder bei Verbundwerkstoffen mit Abloseverhalten der
Verbindungskomponenten notwendig. Die Ablosung von Fasern in Faserverbundwerkstoften ist
hierfiir ein Beispiel [136].

Alle vorgestellten Modelle wurden in Rahmen der vorliegenden Arbeit in das Pace3D-Softwarepaket
implementiert. Mit diesem Softwarepaket wurden alle Simulationsstudien inklusive der Auswertun-
gen dieser Arbeit durchgefiihrt. Fiir weitere Untersuchungen mit den vorgestellten Modellen stehen
somit alle Parallelisierungstechniken des Softwarepakets, welche grofiskalige Simulationen [134,
137-141] moglich machen, zur Verfiigung.
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Anhang

A.1. Transformationsmatrizen

In der Voigtschen Notation folgt fiir die Spannungen und Dehnungen

v

T
o =(011, 022, 033, 023, 013, 012),

-
e = (e, €0, €3, 263, 263, 2én)
Die Transformation (4.23)) wird zu

og(n®) = M,o",

ex(n®) = Me"

mit M} und M als

mmny MmNy HN3zNg 21’121’13 21’111/13 21’111/12
ity Ity I3t3 2tt3 2tt3 2tty
MV _ S181 $282 $383 25253 25153 25152
o 1181 1OXP) 1353 Ir83 + 1387 1183 + 1381 1Sy + 181
nisy ny$sy n3S3 MNpS3 + N3Sy MN1S3 + 138y NSy + 18
mti  naty  n3ts  natz +nzly Ntz +nzlp nply +nxh
mny  nphy N3N3 nans ninz ninz
hti  thity  t3t3 f2t3 fit3 itz
M = S181 5252 5353 5283 5153 5152
€ 2t151 21sy  2t383 183 + 135 1183 + 1381 1Sy + 128
2n181 2n38y  2n3s3  NpS3 4+ M3Sy  N1S3 + M3S] NSy + M8
21’111’1 27’121’2 2n3t3 nyts + nsty, nits +nstp mt + nyh
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Werden die Spannungs- und Dehnungskomponenten umgeordnet, wie es in Abschnitt benotigt
wird, folgt

€B ::(enn’ Ens> Ent> Etts> Ess» sts)T = (sna £t)T)

T T
0B ::(anna Ons> Ont> Ott> 0ss>0ts) = (O’n,O't) :

Mit dieser Umsortierung der Komponenten werden auch die Zeilen und Spalten der Transformati-
onsmatrizen folgendermaflen zu folgender Form verandert

mmn; nNpnp MN3Ng 2nyns 2nmns 211y
mty naty n3zts  npty +nsty mts +nstp nily + nal
NSy NSy MN3S3  MNpS3 + N3Sy NSz + N3Sp NSy + NSy
ht Ity I3t3 2 Irt3 2 hhits 2t1 b
S$151 5282 5383 25253 25153 25152
t1s1 Sy 1383 1rs3 + t38y 1S3 + £38; 1Sy + 18

mny nNpnp  N3N3 nan3 mns mny
2mty 2nyty 2ns3ty npty+nsty nits +nztp nity + nph
2msy 2n38y; 2n3S3  NS3+ N3Sy; NSz + N3S] M1Sy + M8
htiy bt t3t3 tat3 fit3 tits

S181 5282 $353 5253 5183 5152
2151 2tpsy 21383 183+ 135, 1183 + 1381 1152 + 181

Damit kann eine Transformation vom kartesischem Koordinatensystem direkt in die benétigte
Form der Spannungen und Dehnungen erfolgen

op = M,o",

eg = M,¢€".

A.2. Berechnung der Koeffizientenmatrix fiir das Newtonsche
Verfahren in Abschnitt[6.2.2]

In Abschnitt wird ein Newtonsches Verfahren verwendet, dessen Koeffizentenmatrix G(a")
(siehe Gl. (6.17)) im Folgenden berechnet wird. Die Beitrage von g(a") sind komponentenweise
gegeben durch
& = Fy28;n}" — Fy2Sin)®
1 ol 11 1
= F,;Ciji2En;" — FyiCly 2Egn

= FyiCiitt (P Fout = S )1 = EyiClipy (Fpi Fony = Ok )
Dabei sind die aufgefithrten Deformationsgradienten und entsprechend die Greenschen Deh-
nungen abhingig von dem Tupel der unbekannten Komponenten von a (siehe Gl. (6.14)). Der
Ubersichtlichkeit halber werden im Folgenden die Komponenten des Normalenvektors in der
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Referenzkonfiguration n}® als n}® bezeichnet. Fiir die Ableitung von g'*(@) nach a'? und damit
fir die Komponenten der Koeffizentenmatrix G(a") folgt

ag}/oc _ 2( aF&t Sl _ aF:/Xz S(x +F1 C aEkl _ F*C“ aEgl )1’1

18 1/3 1/3 ijkl _ 18 1/3 vivijkl o 18
da, da da da da
Dabei sind die Ableitungen der Deformatlonsgradienten 3) folgendermaflen gegeben
i _ pap 5, mlf
dalf l
h
und die Funktion H*? ist definiert als
WA (@) fallsa = 1oder B + a

H* (a, B) =
(@) {—Zamh‘s(fp) falls 8 =

Entsprechend folgt fiir die Ableitung der Greenschen Dehnungen komponentenweise

aEl(fl_1 af( 1B pa a 1B
55t (mE g+ Frnf).
a

h

Die Beitrige 9g'"/ (aalﬁ ) der Koeffizentenmatrix G (a") sind damit definiert. Mit diesem Beitrigen
lasst sich die Koeffizentenmatrix folgendermaflen zusammensetzen

ag12 ag12 ag12
oal2 dal3 aalNl
ag13 ag13 ag13
é(dn) _ dal2 dal3 da'Ni
aglNl aglNl N aglNl
oal? dal3 aalN[

wobei die einzelnen Beitrage 0g'*/da'? jeweils 3 x 3 Matrizen reprisentieren.

A.3. Erweiterung des Modells aus Abschnitt[4.3/fur Anwendungen
mit finiten Deformationen

Die Formulierung des Materialgesetzes im Ubergangsbereich ist vom Materialgesetz innerhalb der
einzelnen Phasen abhingig. Bei der Modellierung eines hyperelastischen Materialverhaltens in

Stahlen wird verbreitet das St. Venant-Kirchhoft-Gesetz angewendet. Dieses physikalisch

lineare Materialgesetz beschreibt einen linearen Zusammenhang zwischen dem zweiten Piola-
Kirchhoffschen Spannungstensor (siehe Gl. (2.17)) und dem Greenschen Verzerrungstensor (2.44)

und wird im Folgenden angesetzt.

Der Greensche Verzerrungstensor ist eine Funktion des rechten Cauchy-Green-Tensors C = F' F.
Unter Beriicksichtigung der Hadamardschen Bedingung und der Identitit [ fg] = [ f](g) +
(f)[g] folgt fiir den Sprung des rechten Cauchy-Green-Tensors
[C] =[F"|(F)+ (F")[F] = (n; ® a)(F) + (F' }(a ® n})
=1, ® (FTa> + (FTa> ® n;,
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mit einem beliebigen Vektor a. Damit hat der Sprung des rechten Cauchy-Green-Tensors eine
dquivalente Form zum Sprung der infinitesimalen Dehnung und wird auf die gleiche Weise,
unter Verwendung der Aufspaltung des Deformationsgradienten (6.6), in seine symmetrischen
Normal- und Tangentialanteile zur singuldren Flache aufgeteilt

C=FF=(F, +F)(F, +F,)=F, F, +F, F, +F F, +F F, . (A)
—
:5Cﬂr ::Ctr

Da der Sprung des Tangentialanteils des Deformationsgradienten verschwindet (siehe Gl. (6.21)),
verschwindet auch der Sprung des tangentialen Anteils des rechten Cauchy-Green-Tensors Cy,.
Ist die Dehnung linear vom Cauchy-Green-Tensor C abhingig, wie es bei der Greenschen Deh-
nung der Fall ist, so folgt entsprechend fiir die kontinuierlichen Anteile der Dehnung

E, =f(C,)=(I-n,®n,)f(C)(I-n,®n,) (A2)
=(I-n,®n)E(I-n,®n,)=(I-n,9n,)0(-n,®n,))E]=P[E].

Dabei ist der Operator O mit der Operation (A0 B)[C] = ACB definiert und P ist ein Tensor
vierter Stufe, der in der Indexnotation

Piji = ((I-m@n)o(I-n@n)); =T -n@n)y (I-n-@n);

lautet. Entsprechend wird auch der Normalanteil der Dehnung E,,, = (I01 - P)[E] := N[E]
abgespalten und es gilt fiir die Gesamtdehnung

E=N[E]+P[E]=E,, +E,. (A.3)

Aquivalent zu der Aufspaltung des Steifigkeitstensors in der Voigtschen Darstellung gemif3 Glei-
chung (4:26)) wird der Steifigkeitstensor mithilfe der Projektoren A/ und 7~ additiv in vier Beitrige
zerlegt

C=N:CN+N:C:P+P:C:N+P:C:P (A.4)
=: C,m +Cnt+Cm+Ctt.

Dabei gilt in der Indexnotation zwischen Tensoren vierter Stufe
Ausgehend von einer quadratischen Form der Formanderungsenergiedichte W = E - C[ E]/2 folgt
mit den eingefithrten Aufspaltungen (A.3) und (A.4)

1
W=~ (Ey, - CoulE, 1+ Ey - Co By ] + By, CL B ] + B, - C[Ey,])

1
= S (E5, - CoulE;, 1+ 2B, - Coi[Eq ] + By, - CH[E]).

Hierbei wurde die Symmetrie des Steifigkeitstensors ausgenutzt. Das hochgestellte « bei den Nor-
malanteilen der Dehnung deutet an, dass es sich dabei um eine diskontinuierliche und damit
phasenabhangige Variable handelt. Diese diskontinuierlichen Dehnungsanteile E; werden durch
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eine Legendre-Transformation substituiert. Mit 0W*/0E;; = Cyy, [Egx ]+ Cyi[E,] = N[8%] := 8§
folgt fiir den Normalanteil der Dehnung

E;):r = (Czn)il[sflcr - czt[Etr]] = Sgn[snr - c:xlt[Etr]]'

(€% )" bzw. 8%, ist eine Pseudoinverse von C, und ist nur in dem N Projektionsraum definiert.
Analog zu Abschnitt ergibt sich damit fiir die Legendre-Transformation

oW E; (A.5)

\ija(szr’Eg) = W“ - aE%r : ny

1
< S(Es, - Co[B, )+ 2E5, - CiulE, ] + By - CAIE,]) - 85, - S,

1
= zszn[snr - Czt[Etr]] ’ cflcn : S‘:lcn [Snr - Cflct[Etr]]
1
+ Szn[sfl‘y - C‘r):t[Etr]] : cztl:Etr] + EEtr : c‘txt[Etr]
=S, - SunlSn, — CoulEs, 1]

n

1
= (85 - (-S5[S ]+ 80y Chul B )

+Etr : (C‘txn S Szn[S;‘L] + (C(txt - C(txn : SZn : C‘r’:t)[Etr]))'
Im Unterschied zur infinitesimalen Formulierung ist das Potential ‘i’“(Sﬁr, Ef‘r) nicht dquivalent
zu Y¥(F), das in Abschnitt fir die Formulierung der treibenden Krifte abgeleitet wurde.
P2 (8% ,E7) ist lediglich ein Hilfspotential zur Formulierung der elastischen konstitutiven Glei-
chung im Ubergangsbereich der Ordnungsparameter. Ein weiterer Unterschied zur infinitesimalen
Formulierung ist, dass S;; in Gegensatz zu 6, (siehe Gl. (4.24)) im Allgemeinen keine kontinuierli-
che Variable ist, d. h. der Sprung von §j ist ungleich Null. Trotz dieser Diskontinuitt, wird im

Folgenden die Annahme getroffen, dass 8% =: §,, kontinuierlich ist und §,,, wird verwendet, um
die diskontinuierlichen Dehnungsanteile zu substituieren.

Das Gesamtpotential im Ubergangsbereich ist die lineare Interpolation der Einzelbeitrige ¥* und
WP gewichtet mit den entsprechenden Interpolationsfunktionen 7% (¢) bzw. k()

\il(gnr’E;xr) = \ija(gnr’E:‘xr)ha((p) + \i]ﬁ(gnw Eﬁ)h'g((f))
= %(s (T un[Sn, ] + TwelEr,]) +Et, - (T ta[Sn, | + T 1[Er,]))-

Dabei sind die einzelnen interpolierten Materialparameter dhnlich zu den Formulierungen infinite-
simaler Deformationen (siehe Gl. (4.43))), allerdings als Tensoren vierter Stufe, folgendermaflen
definiert

Toun =T 2uh"(9) + Thah? (@) = -8%,h"(9) - Sh,hF (9), (A.6)
T =T 5h"(9) + ThihP (9) = 85, : Clh™(9) + Shu : ChibF (),
T =T5h(9) + Thh ()
=(CH,~Ct 2 S5y Co)h* (@) + (€ - Ch, - Shy € )W ().
Mit 0¥/0S,,, = T un [Snr] + T ut| Es, ] = —E,, folgt fir die Normalanteile der Spannungen

Snr = T;;[_Eny = T ne[E]]-
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Mit T, als pseudoinverse Matrix von T, die nur im A/ Projektionsraum definiert ist. Damit
ergibt sich fiir die inverse Legendre-Transformation des Potentials P nach §,,

oP(S,,, Ey,) r
S,

nr

W(E,,,E;,) = P(S,,,Ey,) -

= 1(7—;; [_Enr - Tnt[Etr]] : (Tnn : T;,lg[—Enr - Tnt[Etr]] + Tntl:Etr])

2
E;, - (Tn: Tub[~En, — Tut[Es, 1]+ TulE:,1))
+Ep, - T n[~En, = T ut[Es, 1]
1

= 5 (Bu - (=T ) [Bn ]+ 2Bn, - (=T - Tt ) [Er,]
+Ey, - (Ttt ~Tin: T;i, : Tnt)[Et,])-

Unter Beriicksichtigung der Projektionsvorschriften N : N/ = A und P : P = P folgt fiir die
Spannungen im Ubergangsbereich

. . OW(E..E.) 9W(E,, E.
S=(N+P)[S]=8, +8, = (aE w) | (aE )
ny tr

= —T;L[En,] - T;iz t T nt[E ) = Tin 7—;’11 [En, ]+ (T” ~Tn: T;'lf : T"t)[Et’]
= (T N =T T i P=Tw: T i N+ (T = T T Tt ) P) [E]
(T~ Tk Tt =T T+ (Toe = Tow: Tl - Tut))[E]L

(A7)

=IC(¢)

IC(¢) ist der effektive Steifigkeitstensor im Ubergangsbereich und ist in der Voigtschen Darstel-
lung dquivalent zu dem effektiven Steifigkeitstensor, der fiir infinitesimale Deformationen im
Ubergangsbereich formuliert wurde (siehe Gl. (4.50) und (4.51)).

A.3.1. Beriicksichtigung der inelastischen Dehnungen

Wie schon in Abschnitt[6.2] besprochen, wird als hyperelastische konstitutive Gleichung in der La-
grangeschen Darstellung das St. Venant-Kirchhoff-Gesetz (2.45) angesetzt. Da jegliche inelastische
Deformation F (siehe Gl. (6.9)) spannungsfrei ist, muss fiir die Cauchysche Spannung gelten

0 = JaFaSaF}y = JaFaCo[Ea]Fy. (A.8)

S, ist die Spannung bezogen auf die Zwischenplatzierung, E, ist die elastische Dehnung und C
der Steifigkeitstensor in der ungestorten Konfiguration. Mit P := F~! folgt fiir den elastischen Anteil
des Greenschen Verzerrungstensors
1 1,1 .= 1. LT i\ s
Ea=>(Ca~1) = E(PTCP -I)= 5PT(C -p PP (A.9)

- PTG(C -1 (¢~ 1))13 - F"(E-E)P.

E:= (C -1 )/ 2 ist dabei die inelastische Dehnung und € := FT F der entsprechender inelastische
rechter Cauchy-Green-Tensor. Unter Anwendung der Gleichung (A.8) und (A.9) folgt fiir die
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Spannung in der Bezugsplatzierung [142]

_a

S ; F'FyCo[Eq)F F " = J'PCy[P"(E - E)P]PT (A.10)

=J (P~ Co)[E-E] =C[E - E] = C[E] - C[E].

J = J/Jqa = det(F) ist die Determinante des inelastischen Deformationsgradienten und C :=
J7IP  Cy ist der durch inelastische Deformationen verformte Steifigkeitstensor. Dabei wird mit
P « C das Rayleigh-Produkt des inversen inelastischen Deformationsgradienten mit dem ungestor-
ten Steifigkeitstensor gekennzeichnet. Mit kartesischen Komponenten gilt fiir den deformierten
Steifigkeitstensor C;jk; = PimPjnProP1pCopnop/ J. Die Gleichung zeigt, dass fiir das St. Venant-
Kirchhoft-Gesetz die multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten zu einer additiven
Aufspaltung in die Gesamtspannung C[E] und den inelastischen Spannungsbeitrag C[E] fiihrt.

Ausgehend von der Spannungsbeschreibung (A.10) wird die Forménderungsenergiedichte der
jeweiligen Phase zu

we = () o))

mit dem vordeformierten Steifigkeitstensor C* = (13"‘ * Cy ) /J%. Diese Form der Formanderungs-
energiedichte ist vergleichbar mit der Formanderungsenergiedichte fiir infinitesimale Deformatio-
nen (4.44). Anstatt der infinitesimalen elastischen Dehnungen (&* — €*) wird in der Beschreibung
tiir finite Deformationen der elastischer Beitrag der Greenschen Dehnung (E“ - E“) verwen-
det. Auflerdem miissen die moglichen Vordeformationen beim Steifigkeitstensor berticksichtigt
werden. Trotz dieser Differenzen ist die Vorgehensweise fiir die Berechnung der Forménderungs-
energiedichte und der Spannungen im Ubergangsbereich eines Zweiphasensystems analog. Mit der
eingefithrten Aufspaltung der Dehnungen und des Steifigkeitstensors in Abschnitt|6.2|in Normal-
und Tangentialanteile zum Interface und OW*/0E% = C%,[ES — ES ]+ Co,[E;, —EF] = S,,,, folgt
fiir den diskontinuierlichen Anteil der Dehnung

E, =8.,[Sn - Cu[E, - E ]|+ E;..

Damit ergibt sich fiir das Hilfspotential ¥* (siche Gl. (A.5)) unter Beriicksichtigung der inelasti-
schen Dehnungsbeitrige

owe

)

1, ~ -
=58 (=87 [8n ]+ 87,5 €l B, - B1])

+(Etr - Eg) : (c(txn : Szn[gnr] + (C‘txt - C‘txn : Szn : th)[Etr - Eg]))

5, B

(S, Ep) = W*

Entsprechend ergibt sich fiir das Gesamtpotential

V(8n,, By, ) = ¥ 1% (9) + PP (9) (A.11)
= %(Snr ’ (Trm[gnr] + Tnt[Etr]) +Ey, - (Ttn[gm] + Ttt[Et,])

=28« fon, = 2B4, - fo, + Ef - TH[ES 1h% (@) + Ef - T4 B, [ (9))

I A3
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mit dem Eigendehnungsanteil in die Normalrichtung
fon = (B + To[EX ) (9) + (Eh, + TH[EL]) 1P (9) (A12)
= N[(B* + T8 [E)n(9) + (B + TH[EF]) 1 (9)]
und dem entsprechenden Tangentialbeitrag
fio, = TH[EL 1R (@) + TH| B [ (9) = TH[E*]h"(9) + THIEF]W (9). (A 13)

Dabei sind die einzelnen interpolierten Materialparameter in der Gleichung (A.6) definiert. Mit
oP/aS§,, = Tnn[gn,] + T uelEt, ] — Xn, = —En, folgt fiir die Normalanteile der Spannungen

Snr = T;}’l[_Enr - Tnt[Etr] + X”r]'

Durch die Riicktransformation des Gesamtpotentials (A.11) ergibt die Formidnderungsenergie-
dichte im Ubergangsbereich eines Zweiphasensystems unter Beriicksichtigung der inelastischen
Dehnungen

o o¥(S,.,E.) .
—‘P(Sn,,Etr)—Mﬁn,
oS,
1 _ A~
= E(Eﬂr : (_Trm[ ] Tnn : Tnt[Et,] + 2Tmlq[an])
+E, (=T in: ToslBn 1+ (T = Tn: T : T)[E ]+ 2T tn s Tonlin] - 2401,
- Tonlin )+ B - TH[EE |0 () + EL - TH [ EL [ (9)).

Damit ergibt sich fiir den zweiten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor im Ubergangsbereich

BW(En,, Et,) . BW(E,‘,, Et,)
JE,, JE,,

=IC(Q)E)+ (Tn+ Ton: T o) [ ] — K-

Mit dem effektiven Steifigkeitstensor }C(¢) (siehe Gl (A.7)) und den interpolierten Dehnungsbei-
tragen und (A.13). Es wird nochmals darauf verwiesen, dass diese Methode zur Berechnung
der interpolierten Spannungen im Ubergangsbereich nur beschrinkt anwendbar ist. Bei der Be-
rechnung wurde die Kontinuitdt von S, vorausgesetzt, was im Allgemeinen nicht zutrifft.

S:

A.4. Methode der komplexen Spannungsfunktionen

Zur Losung von ebenen Problemen der linearen Elastizititstheorie existieren eine Vielzahl verschie-
dener Methoden und Techniken. Eine sehr bedeutende Methode ist die Methode der komplexen
Spannungsfunktionen, die von G. W. Kolosov und seinem Schiiler Muskhelishvili [118] fiir infini-
tesimale Deformation entwickelt wurde. Diese Methode wurde in Abschnitt[7.3.1 verwendet, um
die theoretischen Rissspitzenfelder einer Platte mit einer halbelliptischen Kerbe zu berechnen und
wird im Folgenden vorgestellt. Es werden infinitesimale Deformationen vorausgesetzt, daher wird
auf die Unterscheidung zwischen der Lagrangeschen und Eulerschen Darstellung verzichtet.
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Ausgehend von der Impulsbilanz folgt fiir das Gleichgewicht eines Korpers im ESZ

00xx . d0yxy doy, N 00y, _

) 0.
0x oy oy 0x

Des Weiteren muss die folgende Kompabilititsbedingung fiir das Dehnungsfeld gelten

2 2 2
eyx 076y 0%y

= . Al4
0y?  ox?  dxdy (&.14)
Unter der Annahme eines isotropen Kérpers folgt aus der Gleichung (A.14)
2 0 d%c
a—yz(oxervayy) + w(0y+voxx) =2(1-v) axax;, (A.15)

mit v als Querkontraktion. Die Gleichungen (2.22), (A.15) und zusitzlichen Bedingungen fiir
den Randbereich eines Kérpers miissen von den gesuchten Spannungen erfiillt sein. G. B. Airy
(1801-1892) fiihrte eine skalare Funktion ® ein, fiir die gilt

_ 0D _0°D *D

a_yz’ Py = ox2’ ny:_axay (8.16)

Oxx

Damit vereinfacht sich die Bedingung (A.15) zu

R ORI R ) ot
2 = A’® = 0. A7
oyt Toxt © 0x20y? (a17)

Seiz = x + iy = re'® eine komplexe Zahl ausgedriickt in Abhingigkeit von x und y oder von

r=+/x2 + y? und 6 = arctan(y/x). Eine allgemeine komplexe Funktion mit einem Realteil « und
einem Imaginarteil 3 ist gegeben durch

f(2) = alx,y) +iB(x, y),

wobei a und f3 Funktionen von x und y sind. f(z) wird als eine holomorphe Funktion angesetzt.

Dabher gilt die Cauchy-Riemansche Bedingung
du 0 da_ 3

ox 0y’ dy  ox

Wird die linke Gleichung nach x und die rechte Gleichung nach y abgeleitet und werden die beiden
Gleichungen anschliefiend addiert so folgt

o  d%a

@ + aTy =Aa =0. (A18)
Die gleiche Beziehung gilt auch fiir . Jede Funktion, die die Laplace-Gleichung (A.18) erfiillt
bezeichnet man als harmonisch. Wenn eine Funktion ® die Bedingung (A.18) erfiillt, so muss
auch eine Funktion (x* + y*)® = r*® die Bedingung (A.18) und damit auch die Bedingung (A.17)
erfiillen. Daher ist der allgemeine Ansatz fiir die gesuchte Spannungsfunktion

® = Re[(x - iy)y(2) + x(2)] = Re[zy(2) + x(2) ], (A19)

I A4
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x(z) und y(z) sind dabei komplexe Potentialfunktionen und z ist die konjugiert komplexe Zahl
zu z. Der Zusammenhang zwischen den komplexen Potentailfunktionen y(z) und y(z) und
den kartesischen Komponenten des Spannungstensors ergibt sich durch Ableitung von ® gemaif3
Gl. (A.16). Es ergeben sich die Kolosovschen Gleichungen

O +0y=2 [V/(Z) + W] (A.20)
0y — 0y +2iTyy = 2[2¢" (2) + ¥/ (2) ]
mit z = x — iy. Und in Polarkoordinaten
o, +0g=2 [1//(2) +W] ,
09 — 0y +2iT,9 = 2 [zq/’(z) + X'(z)g]
i0

mitz =re "".

A.4.1. Abbildungsfunktion

Ein Gebiet S in der z-Ebene des kartesischen Raumes kann durch eine winkeltreue oder konforme
Abbildung in die {-Ebene transformiert werden. Seien z und & zwei komplexe Variablen, dann gilt
tiir die konforme Abbildung

z = w(é). (A2D)

Die Gleichung (A.21) weist also jeden Punkt & eindeutig einen Punkt z zu. Nach der konformen
Transformation kann das Problem in dem vereinfachten Gebiet berechnet und durch anschliefSende
Riicktransformation in den kartesischen Raum riicktransformiert werden.

Bei der Berechnung der Spannungskomponenten miissen die Kolosov-Gleichungen (A.20) modifi-
ziert werden. Die Gleichung (A.19) andert sich zu

®(w(§)) = Re[@(Oy(w(€)) + x(@(9)].

Entsprechend dndern sich auch die Ableitungen nach x und y mit & = x + iy = pe’®. Und es ergibt
sich fiir die modifizierten Kolosov-Gleichungen
y'(§)

0.(8) + 0,(8) =2 [m ; %] A2

e (e 2 [ (VOWO V@@ |
(&) = 0x(8) + 2071y (5) w’(f)[ (5)( PIGE )“‘ “)]

und in Polarkoordinaten

y' (&) w’(z)]’

J’_

NG
| e V(D) -V (EE)
o0(§) = 8) i (§) - 2o [wm( o )+x (E)]-

Nach der Berechnung der Spannungsfunktionen in der £-Ebene miissen die Spannungskomponen-
ten mit w (&) in die z-Ebene transformiert werden.

Ur(f)+00(f)=2[
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A.4.2. Das Rissspitzenfeld einer Platte mit halbelliptischer Kerbe

Gemafd Muskhelishvili [118] wird die Problemstellung einer unendlich ausgedehnter Platte mit
einer halbelliptischen Kerbe mit Polarkoordinaten transformiert. Hierzu wird z auf £ durch die
konforme Abbildung

z=w(f)=R(£+%) (A.23)

abgebildet. Dabei gilt fiir die Halbachsen der Ellipse

a=R(1+m), b=R(1-m).

Das komplizierte Problem einer Platte mit einem elliptischen Riss, das von Inglis [104] nur durch
elliptische Koordinaten bewiltigt wurde, wurde durch diese Transformation auf eine Platte mit
einem halbrunden Loch reduziert. Die Randbedingung dndert sich wesentlich, da der Rand der
Ellipse auf einen Halbkreis mit Radius p = 1 abgebildet wird. Im Unendlichen 4ndert sich die
Randbedingung nicht, da konfokale Kegelschnitte des elliptischen Raumes im Unendlichen nahezu
gleich den Kreisen sind. Mit den vereinfachten Randbedingungen erhielt Muskhelishvili [118]
folgende Potentialfunktionen als Ergebnis

R(1+m?)¢
B

Nach einer Addition bzw. Subtraktion der beiden Kolosov-Gleichungen (A.22)) folgt

L WE vO e (VO - YO0 £
Wi T o [w'm ( RIGE ) w’(&]’
O'x(f) _ iTxy(f) — V/ (5) 4 l//(g) _ I:;:,((i)) (1// (f)w (i),(_fl)ljz(g)w (5)) " cXQ/((é)):I )

v© = 5= (- ) x® = —on

@' (&) W/ (§)

Dies bedeutet, dass man durch eine Aufspaltung der rechten Seite dieser Gleichungen in Real-
und Imaginirteil die Spannungskomponenten berechnen kann. Diese Aufspaltung wurde mit
MATHEMATICA durchgefiihrt. Mit & = pe'® ergibt sich fiir die Spannungskomponenten

0o (m? = p*)

(§) = 4 4 4 2y _ 8
ox (&) (m2+p4—2mp2cos(29))3[ m® —p*m(3+4m+3m°) - p°+
+ p2((m*(1+ 4m + m*) + 4m*p* + (1+ 4m + m*)p*) cos(20)) +
+ m(=2m*+ p*(m —1)* - 2p*) cos(40)], (A.24)
2_ 4
0,(&) = Ooo (M~ p") [m* + p*m (=3 + 4m — 3m*) + p®+

(m? + p* = 2mp? cos(20))3
+ p*((m*(1— 4m + m*) + 4m*p* + (1 - 4m + m*)p*) cos(26)) +
+m(=2m*+ p*(m +1)* - 2p*) cos(46)], (A.25)

I A4
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Ooop? sin(20)
(m? + p* = 2mp? cos(20))3
+m?p*(p* + 4p® = 6) + 2m(p® - 2p% + m*(p* - 2) + m*(p* + p®)) cos(26)]. (A.26)

Ty (§) = [m® + p® + m*(1+ 4p* — 6p*)+

Damit sind die Spannungskomponenten im Gebiet |£| > 1 vollstindig beschrieben. Allerdings

miissen oy, 0, und 7y, in Abhédngigkeit von x und y dargestellt werden. Dazu muss die Umkehr-
funktion der Abbildungsvorschrift (A.23) berechnet werden. Spaltet man die GI. (A.23)) nach dem
Real- und Imagindrteil auf, ergibt sich

z=x+iy:R(pei9+%)
-R (p(cos(e) +isin(f)) + %(cos(@) - ism(e)))

=R (p + %) cos(0) +iR (p - %) sin(0) .

=X =y

Die Umkehrfunktion ist eine Gleichung vierter Ordnung fiir p und eine Gleichung zweiter Ordnung
tir 0

P R* = pSr + p*2m(x* — y* — mR*) - p*m*r* + R*m* = 0

cos(0)*4R*m — cos(0)*(r* + 4R*m) + x* = 0

mit 7 = \/x2 + y2. Mit einem geeigneten Verfahren, z. B. dem Newton-Verfahren, konnen die
Nullstellen bestimmt werden. Allerdings ist die Lésung nicht eindeutig, denn es gibt insgesamt 16
nichttriviale Lésungskombinationen.

Eine alternative Vorgehensweise ist die Monte-Carlo-Suchmethode. Fiir jede Zelle die durch einen
x- und y-Wert reprisentiert wird, wird mit der Methode iterativ ein p- und 0-Wert bestimmt. Dabei
werden folgende Kriterien verwendet

pus1 = P = N(0,1)(p% - pl),
Ons1 = 04 — N(0,1)(6% - 6})

N(0,1) ist eine Zufallszahl zwischen 0 und 1, p* die obere und p' die untere Grenze und entspre-
chend fiir 6. Nach jedem Iterationsschritt werden die entsprechenden x- und y-Werte berechnet
und die Grenzen folgendermaflen definiert

Xntl <Xp O Yus1 < Yn = Piﬁ.l = Pn+l>
Xni1 > Xn O Yuel > Yn = Ppa1 = Prtls
Xp12> Xp O Yp1 < Yn = HZH = Ous1s
Xn+l <Xy O Yny1 > Yn = 9514.1 = On41.

Ist ||xy41] — |%n| < 0.010 |[yn+1] = [yn]| < 0.01 hat man die passenden p- und 0-Werte fiir die Zelle
gefunden. Die Wahl der Startwerte fiir p' und p* ist unkritisch. p* kann als der maximal mégliche
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und p' als der minimal mogliche Wert gewihlt werden. Bei den 6-Startwerten wird in einem
Bereich —7 < 6 < 7 der passende Wert gesucht. Ist die Suche nicht erfolgreich, so wird der Bereich
verkleinert. Bei jeder Iteration wird dabei p’ und p* auf den Startwert gesetzt. Auf diese Weise
findet man fiir die rechte Halfte, z > 0, des gewéhlten Gitters die entsprechenden p- und 6-Werte.
Da bei z = 0 fiir p eine Symmetrieebene ist, werden die Werte fiir die linke Halfte, z < 0, gespiegelt.
Bei den entsprechenden 6-Werten gilt bei der Spiegelung 0,50 = —0,<.

Mit der Kenntnis von p und 0 fiir jeden Punkt ist man in der Lage, die Spannungskomponenten,
Gl.(A.24), (A.25) und (A.26)), abzubilden. Die resultierenden Spannungen des Rissspitzenfeldes
sind in Abbildung[7.6]a)-c), g)-i) dargestellt.
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