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Charakterisierung des Betrages reellwertiger additiver
Funktionen auf Gruppen

Peter Volkmann

Es sei GG eine Gruppe und a : G — IR additiv, d.h.

a(ry) = a(x) +aly) (z,y €G). (1)

Dann ergeben sich fiir

f(z) =la(z)] (z€q) (2)

die Formeln
max{f(zy), f(xzy™)} = f(x) + fly) (v,y € G), (3)
f(zyz) = f(yzz) (29,2 € G). (4)

Nun soll umgekehrt fiir Funktionen f : G — R aus (3), (4) das Bestehen von
(2) mit einer additiven Funktion a : G — IR gefolgert werden.

Fiir kommutative Gruppen G gelingt das nach einer gemeinsamen Arbeit [2]
mit Alice Simon; dabei braucht (4) offenbar nicht gefordert zu werden.

Die bereits bei Pl. Kannappan [1] auftretende Bedingung (4) wird hier wie
folgt eingesetzt: Es sei e das Einselement der Gruppe G. Mit z = e folgt aus

(4)
fley) = flyx)  (v,y € G).
Hieraus und aus (4) ldsst sich ohne groie Miihe die Invarianz von
flziza. .. )

gegeniiber beliebigen Permutationen der Elemente xq, x5, ..., x, aus G her-
leiten. Mit Hilfe dieser Tatsache wird der Beweis des nachstehenden Satzes
dhnlich wie bei kommutativen Gruppen G in [2] gefiihrt. Der dritte Beweis-
schritt wird noch vereinfacht.

Satz. Es sei G eine Gruppe und f : G — R eine Funktion mit den Eigen-
schaften (3), (4). Dann gilt (2) mit einer additiven Funktion a : G — R.

Typoskript: Marion Ewald



Beweis. 1) © =y = e in (3) liefert
f(e) = 0.
Mit z = y in (3) folgt dann max{f(z?),0} = 2f(z), also gilt
fl@)=20 (z€@)
und
f@*)=2f(z) (z€q).
Mit = e in (3) ergibt sich noch
fly™)=Ffly) (e
2) Aus (3) folgt (fiir 2,y € G)
flxy) = f(z) + f(y) oder f(zy™) = f(z) + f(y).

Wir zeigen:

—

(zy) = f@)+ fly) = flzy ™) =|f(z) = fy)l,
flay™) = fl@)+ fly) = fzy) = |f(z) = f(y)],
(zy) = flay™") = fla)f(y) =0.

—

f(a?)
f?)

und dann ergibt sich mit (3)
max{f(2?), f(y*)} = f(zy) + flzy™").
Im Falle f(zy) = f(z) + f(y) folgt so (mit (6))
flay™) = 2max{f(x), f(y)} — f(z) = f(y) = [f(=) = Fy),

also gilt (9). Wegen (7) folgt (10) aus (9) mit y ersetzt durch y~'. Gilt

flzy) = f(zy™), so folgt mit (8), (9)
f@)+ fly) = [f (@) = f(y)l,
also ist f(x) = 0 oder f(y) = 0. Damit ist auch (11) bewiesen.

3) Fiir p, z € G zeigen wir
fp?) = f(2) +2f(p) = f(zp) = f(2) + f(p).

In der Tat, (3) mit x = zp, y = p liefert zunéchst
max{f(zp®), f(2)} = f(zp) + [ (p).
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Im Falle f(zp?) = f(2)+2f(p) folgt dann (man beachte f(p) > 0 wegen (5))
f(2)+2f(p) = f(zp) + f(p),
also ist f(zp) = f(z) + f(p).

4) Nun bestimmen wir eine additive Funktion a : G — R, so dass (2) gilt.
Ist f(x) =0, so nehmen wir a(x) = 0. Anderenfalls wéhlen wir p € G mit

f(p) >0, (13)

und wir setzen (fiir alle x € G)

o), falls f(zp) = f(z) + F()
ale) = { "f(a), falls flap ) = f(2) + £(). (14)

Auf Grund des Vorangehenden ist a : G — R wohldefiniert, und es gilt (2).
Es ist nicht sehr schwer,

a(z™!) = —a(z) (z€Qq)

nachzuweisen, und damit geniigt es, beim abschlieenden Beweise von (1)
den Fall

a(z),a(y) =2 0
zu betrachten. Dementsprechend sei also

a(r) = f(z),  flzp) = f(x) + f(p),
ay) = fly), flyp) = f(y) + f(p).

Bedingung (3) mit x,y ersetzt durch zp bzw. yp liefert dann

max{ f(zpyp), f(xy~")} = f(z) + f(y) + 2/ (p).

Wegen (3) ist f(xy™') < f(z)+f(y), wegen (13) folgt somit (unter Benutzung
von (4))

flzyp?) = f(xpyp) = f(z) + f(y) + 2f(p).

Damit ergibt sich

flay) +2f(p) < f(@) + fy) +2f(p) = f(zyp®) < fzy) + f(p°)

= f(zy) +2f(p)-
Es besteht Gleichheit, also ist
flzy) = f(z) + fy) (15)
und
flayp®) = f(ay) +2f(p). (16)
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Aus (16) folgt mit (12)
fxyp) = f(xy) + f(p).
Somit ist also a(zy) = f(zy), und mit (15) wird schlieBlich

a(ry) = f(x) + f(y) = a(z) + a(y).
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