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Geleitwort

Lebhafte Diskussionen wihrend eines Seminars iiber Architekturgeometrie,
das wir 2010 zusammen mit Wendelin Degen fiir Studierende der Architektur
und Informatik durchgefiihrt hatten, regten Wendelin Degen an, eine Einfiih-
rung speziell zur Geometrie der Kurven zu schreiben, der in anderen Lehrbii-

chern meist wenig Raum gegeben wird.

So entstand ein Werk, aufbauend auf in Karlsruhe und Stuttgart gehaltenen
Vorlesungen Wendelin Degens, das theoretische Resultate aus der Differenti-
algeometrie und Algebraischen Geometrie mit anwendungsnahen Techniken
vereint und Beweise enthilt, die man nicht oder nur schwer wo anders findet.
Neben speziellen Kurven, wie der Kettenlinie, der Hundekurve, der Kleeblatt-
schlinge und einigen weiteren, werden polynomiale und rationale Kurven, so-
wie Splines besprochen, die insbesondere im rechnergestiitzten geometrischen
Design Anwendung finden, die aber auch weit dariiber hinaus verbreitet sind.
Mit vielen Illustrationen ausgestattet kann das Buch als anregende Ergiinzung

zu anderen Lehrbiichern dienen.

Dieses Buch iiber Kurven ist Wendelin Degens letztes Werk geworden. Kurz
vor seinem Tod 2014 iibergab er es dem unten Letztgenannten zur Publikation,

der es mit Hilfe der spiter durch Michael Degen aufgespiirten TeX-Dateien



Geleitwort

fiir den Druck editieren konnte und versucht hat, Fehler zu korrigieren, sowie
Notationen und Illustrationen zu vereinheitlichen. Dabei waren insbesondere
die Korrekturhinweise von Bert Jiittler hilfreich und wir danken ihm fiir seine
kritische Durchsicht.

Karlsruhe, Februar 2017 Udo Beyer, Klaus Meirer, Hartmut Prautzsch

vi



Vorwort

Das vorliegende Bindchen iiber Kurven ist aus verschiedenen Lehrveranstal-
tungen hervorgegangen, die der Autor an den Universititen Stuttgart und Karls-
ruhe, nicht nur fiir Mathematiker, sondern auch fiir Studenten der Informatik,
der Architektur und des Bauingenieurwesens sowie fiir Horer aller Fakulti-
ten gehalten hat. Dementsprechend sind die Anspriiche an mathematische Vor-
kenntnisse des Lesers moglichst gering gehalten, oder es wurde auf Beweise

verzichtet, wenn tiefer gehende Methoden dazu erforderlich sind.

Andererseits wird bei weitem nicht nur die Differentialgeometrie der Kurven
behandelt, sondern es werden vor allem auch die neueren Methoden des CAGD
(Computer Aided Geometic Design) zum Entwerfen und Zeichnen von Kurven
dargestellt und im letzten Abschnitt eine Reihe von Kurven beschrieben, wel-
che eine besondere Bedeutung erlangt haben, sei es aus historischen Griinden
oder wegen ihrer Anwendungen.

Karlsruhe, Oktober 2014 Wendelin L. F. Degen
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1 Was ist eine Kurve?

1.1 Begriff einer Kurve

Kurven begegnen einem im Alltag auf Schritt und Tritt bei Straen, Eisen-
bahnen, Fluglinien, Flussldufen, als Silhouetten von Gegenstinden und Um-
risslinien von Fliachen, als Randlinien von Bereichen, in Kunstwerken und auf
Konstruktionszeichnungen. Hieraus hat sich durch Abstraktion der mathema-
tische Begriff einer Kurve entwickelt. Aber auch dort ist er — ohne zusitzliche
Attribute gebraucht — noch schillernd. Muss eine Kurve in einem umgebenden
Raum liegen? Welchen Einfluss hat gegebenenfalls dieser Raum auf die Kur-
ve? Kann eine Kurve einen ,,flichenhaften” Bereich (z. B. in der Ebene) ganz
ausfiillen? Was ist tiberhaupt eine Kurve? Kann sie aus mehreren getrennten
Teilen (,,Asten*) bestehen (man denke z. B. an eine Hyperbel) und warum ge-

horen diese dennoch zu einer Kurve?

Alle diese Fragen bediirfen einer sorgsamen mathematischen Kldrung. Die-
se hat auch in der Geschichte geraume Zeit in Anspruch genommen und zu
vielen Begriffsbildungen beigetragen. Andererseits sind Kurven und ihre auto-
matische Erzeugung, Berechnung und Verarbeitung in Computern — vor allem
im technischen Bereich — so vielfiltig und wichtig, dass man auf gesicherte

Erkenntnisse, vereinfachende Voraussetzungen und bewihrte Verfahren ange-
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wiesen ist. Hierzu mochte dieses Bidndchen beitragen. Eine erste Fassung des

Begriffs Kurve ist folgende

Definition 1. Eine Kurve ist eine Punktmenge im Raum,! welche lokal ? bi-
jektiv und stetig® auf ein nicht-leeres Intervall der reellen Zahlen abgebildet

werden kann.

Bemerkungen:

1. Diese Definition kann ohne Anderung auf topologische Riume verallge-
meinert werden, da neben den reellen Zahlen nur die Begriffe der Abbil-

dung und der Stetigkeit bendtigt werden.

2. Die in der Definition genannte Punktmenge ,.erbt“ vom topologischen
Raum, in dem sie liegt, per Durchschnittsbildung ein System von Um-
gebungen, welches sie selbst zu einem topologischen Raum macht (soge-
nannte Relativtopologie). Erst dadurch ist der Begriff der stetigen Abbil-

dung in dieser Allgemeinheit sinnvoll.

3. Fiir Kurven in der euklidischen Ebene ist dies alles ganz einfach: Die Um-
gebungen einer reellen Zahl sind die offnen Intervalle, die diese Zahl ent-
halten, und die Umgebungen eines Punktes p in der euklidischen Ebene

sind die offenen Mengen, die diesen Punkt enthalten, (wobei man sich so-

1" Raum* wird hier im mathematischen Sinn gebraucht; es kann auch eine Ebene oder eine raum-
liche Fldche oder aber ein mehrdimensionaler Raum oder ein solcher mit einer anderen als der
euklidischen Struktur (etwa ein affiner oder projektiver Raum) sein.

2 Eine Eigenschaft wird hier und im Folgenden lokal genannt, wenn jeder Punkt der Kurve eine
Umgebung besitzt, in der die Eigenschaft erfiillt ist.

3 Gemeint ist, dass auch die Umkehrabbildung stetig ist; solche Abbildungen nennt man ropolo-
gisch.
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gar auf das System der offenen, konzentrischen Kreisscheiben mit diesem

Punkt als Mittelpunkt beschrinken kann).

Die in der Definition genannten lokalen topologischen Abbildungen unter-
liegen sonst keiner weiteren Einschrinkung. Sie kdnnen durch beliebige
andere ersetzt werden, wenn diese nur ebenfalls topologisch sind und die
ganze Kurve iiberdecken. (Dies ist der tiefere Grund fiir die noch zu be-

sprechende Moglichkeit der Parametertransformationen.)

Natiirlich besteht der Wunsch, diese Abbildungen — es konnen sehr viele
sein! — zu einer einzigen zusammenzufassen. In den meisten Fillen gelingt
das auch, aber schon beim Kreis oder bei einer Hyperbel geht es nicht! Je-
der Kreis ist eine abgeschlossene und beschrinkte (d. h. kompakte Menge,
die reellen Zahlen (mit der ihnen aufgepriagten Topologie) besitzen hinge-
gen diese Eigenschaft nicht. Nun ist es ein wichtiger Satz der Topologie,

dass die Kompaktheit bei topologischen Abbildungen invariant ist.

Daher kann es keine globale reelle Parametrisierung der Kreise geben.

(Dasselbe gilt natiirlich fiir alle anderen geschlossenen Kurven.)

Bei Hyperbeln liegt ein anderer Hinderungsgrund vor: Sie sind nicht zu-
sammenhdngend, sondern bestehen aus zwei Asten. Auch der Zusammen-
hang einer Punktmenge ist eine topologisch invariante Eigenschaft, die das
System der reellen Zahlen besitzt; also kann es auch in diesem Fall keine

globale topologische Abbildung geben.

Manch einer wird einwenden, dass Kreise doch sehr wohl in einheitlicher

Weise vermoge

x(r) = cos(t), y(t) =sin(t), t€]0,27), (1.1
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dargestellt werden konnen. Dies ist zwar richtig, aber die in (1.1) gegebene
Abbildung ist nicht topologisch! Das Urbild einer Umgebung des Punktes
(1,0) ist kein offenes Intervall in IR !

1.2 Parameterdarstellungen und regulare Kurven

Die Beschreibung einer Kurve wie oben in (1.1) fiir den Kreis durch eine (vek-

torwertige) stetige Abbildung eines Intervalls / C R
x: 1—=x(t)eR? rel, (1.2)

(beziiglich eines vorgegebenen Koordinatensystems) heilt Parameterdarstel-
lung der (ebenen) Kurve. Das Analoge gilt fiir raumliche Kurven, wenn die
Ebene IR? durch den R” ersetzt wird. Das Intervall 7 kann aus allen reellen
Zahlen (I = IR) oder aus einer nicht leeren zusammenhidngenden Teilmenge

von R bestehen; es gibt dann nur die Moglichkeiten
1. [Iistoffen (I = (a,b), I = (—o0,b), I = (a,)),
2. [Iistkompakt (I = [a,b]),

3. Mischformen von a) und b), wobei der eine Endpunkt des Intervalls dazu-

gehort, der andere aber nicht (z. B. I = [a,b)), jeweils mita < b, a,b € R.

In (1.2) bedeutet x zunidchst nur die Bezeichnung der Abbildung; im konkre-
ten Einzelfall muss sie explizit durch ihre Koordinatenfunktionen angegeben

werden. Dabei ist es nicht erforderlich, dass die Abbildung global bijektiv ist;
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die (Stetigkeit und) lokale Injektivitit reicht (fiir theoretische Zwecke) vollig
aus. In der Praxis ist allerdings diese weite Fassung des Kurvenbegriffs von
Definition 1 untauglich, weil sie viel zu viele Moglichkeiten von kuriosen Kur-
ven, z. B. solche, die in jedem noch so kleinen Teilstiick unendlich viele Ecken
haben, oder solche, deren Linge nicht berechenbar ist, zuldsst. Daher machen
wir fortan die

Einschrinkende Voraussetzung: Die Koordinatenfunktionen t — x(t) und
t > y(t),t € I, der Abbildung x seien (zumindest stiickweise) stetig differen-

zierbar.

Eine solche Kurve wird (stiickweise) glatt genannt.! (Man spricht in diesem
Fall auch einfach von einer tangentenstetigen Kurve). An den eventuell vor-
handenen Ausnahme-Stellen miissen die einseitigen Grenzwerte (beiderseits)
existieren und gleich den einseitigen Grenzwerten der Ableitungsvektoren sein.

Das Analoge gelte auch fiir Kurven im R".

Auch das reicht im Allgemeinen nicht aus, sondern es wird zusétzlich noch

folgendes verlangt:

Regularitit: Eine glatte Kurve heifit regulér, wenn fiir alle t € 1 gilt:

X (1) #0. (13)

D. h. die Ableitung bzw. deren einseitiger Grenzwert darf also an keiner Stelle
der Nullvektor sein. Nach den Sétzen iiber implizite Funktionen folgt hieraus
die lokale Injektivitit der Parameterdarstellung, so dass man sich darum nicht
zu kiimmern braucht.

I stiickweise bedeutet: bis auf endlich viele Stellen, an denen dies nicht gilt
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1.3 Parametertransformationen

Es sei eine Kurve in einer Parameterdarstellung (1.2) gegeben. Wie aus Defini-
tion 1 einer Kurve hervorgeht, ist diese keineswegs eindeutig durch die Kurve
selbst (als Punktmenge betrachtet) bestimmt: Vielmehr kann jede beliebige to-

pologische und stetig differenzierbare Abbildung
01— 1, (1.4)

deren Umkehrabbildung ebenfalls stetig differenzierbar ist, fiir eine neue Para-

meterdarstellung
x: T—x(0)=x(¢(7) R 7€l (1.5)
verwendet werden. Diese Darstellung ist der ersteren vollig dquivalent.

Es sei darauf hingewiesen, dass die Bedingung tiber die Differenzierbarkeit
der Umkehrabbildung nicht ignoriert werden darf. So ist z. B. die Zuordnung
t— 13, 1 € R eine topologische und stetig differenzierbare Abbildung von R
auf R, aber die durch s — +/s gegebene Umkehrabbildung ist an der Stelle

s = 0 nicht differenzierbar!

Auflerdem hatten wir oben die Regularitit als zusétzliche Forderung an die
(hier zu behandelnden) Kurven gestellt. Durch Ableiten von (1.5) folgt nun

nach der Kettenregel

dax(f) _ dx(¢(7)) de(7)

— = = 1.6
df dt df -’ (1.6)
also bleibt die Regularitit nur dann erhalten, wenn
do(f o
4;5_) #£0 firallerel (1.7)
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erfiillt ist. Diese Bedingung ist dafiir auch hinreichend und garantiert zugleich

die stetige Differenzierbarkeit der Umkehrabbildung.

Solche Abbildungen (1.4), die topologisch und stetig differenzierbar sind und
dariiber hinaus die Bedingung (1.7) erfiillen, heiBen Diffeomorphismen (von I
auf 7). Wenn also von einer Parametertransformation die Rede ist, wird immer
stillschweigend vorausgesetzt, dass ein Diffeomorphismus der betreffenden In-

tervalle vorliegt.

1.4 Die Bogenlange

Um die (Bogen-)Ldnge eines kompakten Kurvenstiicks in einem euklidischen
Raum R” zu messen, unterteilt man das Parameter-Intervall [a, b] durch endlich
viele Zwischenstellen #y = a,t,t2, ..., t, = b, welche streng monoton wach-
send gewihlt werden miissen, und summiert die Linge der dadurch entstehen-

den Sehnen:
n—1

L=Y |x(ti1) —x(5)]| (1.8)
i=0

(Hierbei bedeutet ||v|| die euklidische Norm des Vektors v). Die GroBe L ist ein
Néiherungswert fiir die Linge des Kurvenbogens von x(a) nach x(b). Dieser
hingt naturgemill von der Wahl der Zwischenstellen ab und ist stets etwas
kleiner als die wirkliche Liange L dieses Bogens, denn die Sehnen sind stets die

kiirzesten Verbindungen ihrer Endpunkte. Infolgedessen gilt

L =supL, (1.9)

wobei 7 die Menge aller Unterteilungen (d. h. die Menge aller endlichen Fol-

gen von Zwischenstellen wie oben beschrieben) bedeutet.
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In der Analysis wird gezeigt, dass bei stetig differenzierbaren Kurven dieses

Supremum existiert (d. h. endlich ist) und dass sein Wert durch das Integral

b
L— / x| (1.10)

gegeben ist. Bei allgemeineren Kurven — die den zusétzlichen Voraussetzungen
der Glattheit und Regularitit nicht zu geniigen brauchen — kann es vorkommen,
dass die Menge der Werte L nicht beschrdinkt ist, also das Supremum (1.9) nicht
existiert. Solche Kurven nennt man nicht rektifizierbar. Man kann also folgern:

Satz 2. Glatte und regulire Kurven mit kompakten Parameterintervallen in
euklidischen Rdumen sind rektifizierbar; d. h. sie haben eine wohlbestimmte

endliche Linge, und diese kann durch das Integral (1.10) berechnet werden.

Dass dem so ist, erkennt man in groben Ziigen bereits an (1.7), indem man die
Differenzen x(41) — x(#;) (fiir jede Vektorkomponente einzeln) durch Diffe-
renzenquotienten (X(#+1) —X(¢;))/At; mit At; := (t;+1 — ;) und diese nach dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung durch x'(%) ersetzt und danach wieder

mit Az; multipliziert.!

Nun braucht man nur noch eine unendliche Folge von Unterteilungen, de-
ren Feinheitsgrad max;{|Az;|} gegen Null konvergiert, heranzuziehen, um die

Gleichheit von (1.9) mit dem Integral (1.10) einzusehen.

! Die Tilde iiber dem Zwischenwert T soll andeuten, dass dieser bei jeder Vektorkomponente
separat zu nehmen ist.
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Aufgrund von Satz 2 kann man von einem beliebigen Anfangspunkt x(a) der

Kurve aus die Bogenlinge s zu einem variablen Punkt x(¢) durch

t
s:/ X || dt (111)
a

messen. Damit hat man eine Abbildung ¢ — s von I = [a,b] auf [0, L]; die-
se ist offensichtlich streng monoton wachsend und stetig differenzierbar (mit
ds/dt = ||X|| ), also nach (1.7) ein Diffeomorphismus. Daher kann man sie als

Parametertransformation beniitzen:

Korollar 3. Bei glatten und reguliren Kurven in euklidischen Ridumen kann
man stets (gegebenenfalls mit Hilfe einer Parametertransformation) die Bo-

genldnge als Parameter zugrunde legen.

Die Bedeutung dieses Ergebnisses liegt eher in der Theorie, denn die tatsdch-
liche Berechnung der Bogenléinge ist zwar fiir die Gerade und den Kreis tri-
vial, aber fiir die meisten anderen Kurven nicht einfach und nur in wenigen
Fillen durch elementare Funktionen auszudriicken; die Integration von (1.10)
fiihrt entweder auf hohere Funktionen oder ist nur durch Niherungsverfahren

zu erreichen.

1.5 Segmentierung — Geometrische Splines

Fiir die Praxis bedeuten die zusitzlichen Voraussetzungen der Glattheiten und
Regularitit keine wesentlichen Einschriankungen, da ohnehin in den meisten
Fillen polynomiale oder rationale Funktionen (siehe die Kapitel 4 und 5) ver-
wendet werden. Nur bei den letzteren hat man dafiir zu sorgen, dass keine

Nullstelle des Nenners in das Parameterintervall fallt.
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Andererseits neigen aber polynomiale Funktionen bei groeren Intervallen und
hoheren Graden zu sehr groen Schwankungen und Abweichungen; um sol-
che Effekte zu vermeiden, hat man schon seit lingerem in der numerischen
Mathematik bei der Interpolation und Approximation von Funktionen stiick-
weise polynomiale Funktionen, sogenannte Splines eingesetzt. Diese sind wie
folgt definiert:

Definition 4. Eine Funktion f : [a,b] — R heif3t Spline(funktion) vom Grad n
mit der Knotenfolge a = xo < x1 < ... <Xxp—1 <Xy =b, wenn gilt:

1. Die Einschrinkung von f auf jedes der Teilintervalle [x;,x;1], (i =0,

1,..., n—1) ist ein Polynom vom Grad n.

2. Die Funktion f ist in [a,b] (mindestens) (n— 1)-mal stetig differenzierbar.

Wegen a) kann die n-te Ableitung nur an den Knoten Spriinge haben.

Theorie und Anwendungen der Splinefunktionen sind weit verbreitet und wer-

den hier nicht weiter erortert (s. z. B. [3]).

Da die oben erwihnten Effekte fiir polynomiale Funktionen auch bei polyno-
mialen Kurven (s. Kapitel 4) auftreten, sind jene zum Design dsthetisch an-
sprechender Kurven ebenfalls ungeeignet. Deshalb werden auch im Bereich
des CAGD (Computer Aided Geometric Design) fast ausschlieBlich Kurven
verwendet, die sich aus (meist vielen) kompakten polynomialen Segmenten zu-

sammensetzen.

Dieser Bereich der angewandten Mathematik und Informatik ist den Fragen
gewidmet, wie die Koeffizienten zu bestimmen sind, damit das betreffende
Segment eine gewiinschte Form besitzt, wie man effiziente Algorithmen fin-

det, um diese Segmente zu berechnen, und wie man sie zusammensetzen muss,

10
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damit eine glatte Kurve entsteht, die die Ubergangsstellen nicht mehr er-

kennen ldsst.

Eine aus mehreren glatt aneinanderschlieBenden Segmenten bestehende Kur-
ve heit ein geometrischer Spline oder kurz ein G'-Spline.! Wenn jedoch die
Segmente nur aneinanderschlieen und Ecken zugelassen sind, spricht man von
einem GC-Spline. Bei einem geometrischen Spline werden oft auch die Para-
meterintervalle ihrer polynomialen Segmente ,,aneinandergehingt*. Die Uber-
gangsstellen innerhalb des Gesamt-Intervalls werden wie im Falle der Funktio-
nen Knoten genannt (vgl. Kapitel 4).

In vielen Fillen reicht es nicht aus, dass nur die Tangenten an den Ubergangs-
stellen iibereinstimmen, sondern man wiinscht sich einen noch ,,geschmeidi-
geren* Ubergang. Dieser muss nun nicht in der Ubereinstimmung der hoheren
Ableitungen (sogenannte C*-Stetigkeit) bestehen, denn diese Bedingung wiire
bei segmentierten Kurven zu restriktiv und wiirde iiberdies von der Parametri-
sierung abhingen. Das addquate Konzept ist das der Beriihrordnung, welches
im folgenden Abschnitt behandelt wird.

1.6 Die Beriihrordnung

Um dies zu prizisieren und zu vereinheitlichen, setzt man zunichst voraus,
dass jedes Segment noch in einem offenen Intervall I, welches das kompakte

Intervall I = [a, b] seiner Parameterdarstellung enthélt, definiert ist (bzw. dort-

! In manchen Fillen werden auch andere als polynomiale oder rationale Segmente zugelassen, und
auch wenn es solche vom Grad n sind, muss nicht unbedingt die Beriihrordnung (s. Abschnitt
1.6) k gleich n — 1 sein.
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1 Was ist eine Kurve?

hin fortgesetzt werden kann) und in I beliebig oft differenzierbar ist.! Sodann

erkliart man:

Definition 5. Zwei beliebig oft stetig differenzierbare Kurven € und 2 mit
den Parameterdarstellungenx :1 — R", t = x(t) undy:J — R", s+ y(s),
beriihren sich im Punkt a € R” in k-ter Ordnung, wenn es eine Parameter-
transformation f : J — I, t = f(s) derart gibt, dass an der Stelle ty € I bzw. an
dessen Urbild sy € J (to = f(so) die Kurven durch diesen Punkt a gehen (d. h.
x(t0) = y(f(s0)) = a) und dort auch noch alle Ableitungen bis zur Ordnung k

iibereinstimmen.

Diese Definition ist ohne Anderungen auch auf den Fall des Anschlusses von
zwei Segmenten eines geometrischen Splines anwendbar, da ja vorausgesetzt
wurde, dass die Segmente tiber ihre Endpunkte hinaus differenzierbar fortge-

setzt werden konnen:

Definition 6. Ein geometrischer Spline, bei welchem sich je zwei aufeinander-
folgende Segmente in ihren Anschlusspunkten in k-ter Ordnung beriihren, heif3t
ein G*-Spline.

Bemerkungen:

1. Diese ,,G*-Stetigkeit* ersetzt die aus der Analysis bekannte C*-Stetig--
keit von reellen Funktionen, bei welchen an den Knoten nur die Uber-
einstimmung der Ableitungen bis zur k. Ordnung gefordert ist. Da aber
bei Kurven die Parameterverteilung (in gewissen Grenzen) willkiirlich ist,
muss man diesem Umstand Rechnung tragen. Man konnte die obige De-

finition somit auch kurz wie folgt fassen: ,,G*-Stetigkeit ist C*-Stetigkeit

! Dies hat den Vorteil, dass man auch in den Endpunkten von Ableitungen sprechen kann, ohne
auf einseitige Grenzwerte zuriickgreifen zu miissen.

12



1.6 Die Berithrordnung

nach Anwendung einer geeigneten Parametertransformation auf eines der

beiden Segmente®.

2. Nach Definition 5 ist klar, dass die G*-Stetigkeit stets auch die G"-Stetig-
keit fiir alle Zahlen m < k impliziert (,,Gk ... bedeutet also soviel wie
,,mindestens G¥ ...«).

3. Es sei ausdriicklich betont, dass der Begriff der Berithrordnung keinen Be-
zug auf die (evtl. gar nicht vorhandene) euklidische Struktur des R nimmt.

Sie ist hingegen affin, ja sogar projektiv invariant.

4. Offensichtlich sind die zuvor eingefiihrten Begriffe der G°- und G'-Stetig-
keit Spezialfille der GX-Stetigkeit fiir k = 0 bzw. fiir k = 1.

5. Es wird sich im Abschnitt 2.1 herausstellen, dass die GZ-Stetigkeit vorliegt,
wenn der Spline G'-stetig ist und in allen Anschlusspunkten die Kriimmun-
gen der beiden Segmente iibereinstimmen. (Dies hat oft zu der irrtiimlichen
Meinung gefiihrt, dass die G>-Stetigkeit eine euklidische Struktur des Rau-

mes voraussetzt.)

Die Bedingungen der Beriihrordnung scheinen im konkreten Fall schwer nach-
priifbar zu sein, da nichts dariiber ausgesagt ist, wie man zu einer ,,geeigneten
Parametertransformation* gelangen soll. Daher nimmt man — wie so oft in der

Mathematik — einmal an, diese sei schon gegeben und zieht daraus Folgerungen.
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1 Was ist eine Kurve?

Durch Ableitung von x(f(s)) nach der Kettenregel und Gleichsetzung mit den

entsprechenden Ableitungen von y(s) an der Stelle s = s¢ erhilt man (mit o =

f(s0)):

x(to) = y(s0)
X(10)-f(s0) = ¥(s0)
x"(10) - (f)? +x(t0) - f(s0) = ¥(s0) (1.12)
x"(10) - (f(50))* +3x"(10) f(s0) f(s0) + X (10) f = ¥(s0)
Diese Bedingungen haben die allgemeine Struktur
ua dm+17iX<l‘0) dmy(S())
lle myi — dsm ; m=1,...,k, (1.13)
wobei P, ; (mit i < m) gewisse Polynome der Konstanten
_df(s0) .
fi= R j=1,...k, (1.14)

sind und diese darin nur bis zum Index j = i vorkommen. Nach (1.12), 1. Ab-
leitung, gilt
P = fi, (1.15)

und die weiteren Polynome P,,; berechnen sich rekursiv — wie man aus der

Kettenregel genauer erschlieen kann — gemaf

)
Pm+17i:Pm_’i-f1+Z%.l-fj+1, i=1,...,m+1, (1.16)
J

J=1
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1.6 Die Berithrordnung

(wobei die fiir i = 1 die Summe und fiir i = m+ 1 das erste Glied entfillt). Man

hat also insbesondere

Poo=f1" und Pyy=f, m=1,.. k. (1.17)

Von der unbekannten Parametertransformation f benotigt man somit nur die

Koeffizienten (1.14), und kann sie z. B. einfach als Taylor-Polynom
ko ‘
— (s —sa)d
f(S)—to+j§j,f,/ (s—s0) (1.18)

ansetzen; wichtig ist nur, dass f; > 0 ist, damit sie in einer Umgebung von sq
(gleichsinnig) bijektiv ist.

Zusammenfassend ist damit gezeigt:

Satz 7. Zwei Kurvensegmente € und 2 (s. Definition 5) beriihren sich genau
dann im gemeinsamen Punkt (1.12) in k. Ordnung bzw. haben dort einen G*-
stetigen Anschluss, wenn es Koeffizienten f1,..., fi mit fi > 0 derart gibt, dass
die Bedingungen (1.13) gelten, dabei sind die Polynome durch (1.15), (1.16)

rekursiv definiert.

In den folgenden Abschnitten wird von diesem Satz noch mehrfach Gebrauch

gemacht werden.
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2 Elemente der
Differentialgeometrie
ebener Kurven

Die Differentialgeometrie von Kurven befasst sich mit (meist unendlich oft)
differenzierbaren, reguldren Kurven und untersucht vor allem die lokalen Ei-
genschaften wie z. B. Tangenten, Kriimmungen, Normalen etc. (Letzteres so-
fern die Kurve in einem euklidischen Raum liegt). Das hauptséichliche Hilfs-
mittel hierzu sind begleitende Bezugssysteme. Zunichst werden Kurven in der
euklidischen Ebene behandelt. Im folgenden Abschnitt werden analoge Fragen

im Raum angesprochen.

2.1 Begleitendes Bezugssystem — Frenet-Formeln
Es sei I ein offenes Intervall reeller Zahlen und — wie in Kapitel (1.2) — eine
differenzierbare Kurve durch ihre Parameterdarstellung gegeben:

x: s—x(s)eR?* scl 2.1)

Wie im vorigen Kapitel gezeigt wurde, kann man stets die Bogenldnge als Pa-
rameter beniitzen, was hier von vornherein geschehen sei. (Deshalb wurde der

Parameter mit s bezeichnet.)
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2 Elemente der Differentialgeometrie ebener Kurven

Ferner wurde das Intervall als offen vorausgesetzt, damit man nicht zu um-
standlichen Formulierungen mit einseitigen Grenzwerten gezwungen ist, denn
zu jedem Parameterwert s gibt es immer noch eine Umgebung, die ganz im

Intervall 7 enthalten ist.

Dass die Bogenlidnge als Parameter beniitzt wird, driickt sich durch
IX'(s)|=1 firalle sel (2.2)

aus. Der Vektor x'(s) ist also ein Einheitsvektor, der in Richtung der Tangente

weist. Diese hat (an einer bestimmten Stelle s € ) die Darstellung
y=x(s)+1-x(s), (2.3)

wobei ¢ € R der laufende Parameter auf der Tangenten ist.

Es bietet sich nun an, mit dem betreffenden Kurvenpunkt x(s) ein begleitendes
Bezugssystem zu verkniipfen, dessen Ursprung eben dieser Kurvenpunkt und
dessen erster Basisvektor t(s) := x/(s) ist. Der zweite Basisvektor soll mit t(s)
ein Orthonormalsystem bilden und ist dadurch eindeutig bestimmt. Er wird

Normalenvektor genannt und mit n(s) bezeichnet.

Man kann sich vorstellen, dass sich dieses Bezugssystem in Abhédngigkeit von

s mit gleichméBiger Geschwindigkeit entlang der Kurve fortbewegt.

Die Ableitungen der Basisvektoren t(s),n(s) lassen sich als Linearkombina-
tionen ihrer selbst darstellen. Da es sich um ein Orthonormalsystem handelt,
ist die Koeffizientenmatrix schiefsymmetrisch, so dass nur ein einziger Koef-
fizient, der mit k(s) bezeichnet wird, iibrig bleibt. Wenn man noch — wie das

allgemein iiblich ist — die (selbstverstindliche) Abhidngigkeit vom Kurvenpa-

18



2.1 Begleitendes Bezugssystem — Frenet-Formeln

rameter s weglisst, schreiben sich diese sogenannte Frenet’schen Ableitungs-

gleichungen wie folgt:

x = t
t = Kn 2.4)
n = —«xt

Die GroBe Kk(s) heiBt Kriimmung der Kurve an der Stelle s. Wenn k(s) # O ist,
heiBt die GroBe r(s) := 1/x(s) der Kriimmungsradius an dieser Stelle. Diese

Bezeichnung ist durch folgende Eigenschaft gerechtfertigt:

Satz 8. Unter allen Kreisen, welche die Kurve an der Stelle s beriihren, hat

Jjener mit dem Kriimmungsradius (als einziger) eine Beriihrung 2. Ordnung.

Abbildung 2.1: Begleitendes Bezugssystem und Kriimmungskreis.

Beweis: Die genannten Kreise (ein sogenanntes Kreisbiischel bildend) haben
ihren Mittelpunkt auf den Normalen im Abstand r ihres Radius, also in lokalen

Koordinaten &, 1 beziiglich des begleitenden Bezugssystem die Gleichung

E2+(m—r?—-r=o. (2.5)
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2 Elemente der Differentialgeometrie ebener Kurven

Andererseits konnen die lokalen Koordinaten der Kurve nach Taylor in Rei-
hen (bzw. Polynome von s mit Restgliedern) entwickelt werden: Aufgrund der
Ableitungsgleichungen ergibt sich

E = s —1/6-k2s3 .4

= 1/2-ks2 +1/6-K's 4], 20

wobei das Symbol ...[4] weitere Glieder mit mindestens 4. Potenz von s andeu-
ten soll. Nun gilt folgende Regel: Wenn eine Kurve durch eine implizite Glei-
chung, die andere durch eine Taylor-Entwicklung nach ihrem Kurvenparameter
s gegeben ist,! und man diese Entwicklungen in die linke der Gleichung ein-
setzt, so ist die Beriithrordnung gleich k, wenn alle Glieder bis zur Potenz k ver-

schwinden (also nur noch solche mit hoherer als der k-ten Potenz verbleiben).?
Das Einsetzen von (2.6) in (2.5) liefert

E4n?—2m=(1-rk)-s>..[3]. 2.7)
Also verschwinden genau dann die quadratischen Glieder, wenn

r=1/k. 2.8)

Bemerkungen:

1. Der in Satz 8 genannte Kreis heilit Kriimmungskreis der Kurve an der
betrachteten Stelle, und sein Mittelpunkt wird Kriimmungsmittelpunkt

genannt.

! Der Kurvenparameter braucht i. Allg. nicht die Bogenlinge zu sein.
2 Siehe hierzu [8].
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2.1 Begleitendes Bezugssystem — Frenet-Formeln

Man kann zeigen, dass bei Kurvensegmenten, deren Kriimmung streng
monoton wichst, die Kriimmungskreise jeweils ganz ineinander liegen

(Der Beweis ist nicht einfach).

Bei oben genannter Regel muss natiirlich der betreffende Kurvenpunkt
x(s) die implizite Gleichung erfiillen (d. h. auf der 1. Kurve liegen) und
diese Gleichung muss an der betreffenden Stelle nach mindestens einer

Variablen auflosbar sein, damit sie wenigstens lokal eine Kurve darstellt.

Dass diese Regel mit der in Abschnitt 1.5 gegebenen Definition der Beriih-

rordnung in Einklang steht, wird in [8] nachgewiesen.

Die lokalen Reihenentwicklungen (2.6) gelten nur dann, wenn die Kurve
mindestens zweimal stetig differenzierbar ist. Bei hoherer Differentiati-
onsordnung konnen sie entsprechend fortgesetzt werden. Obwohl es kei-
ne Taylor-Reihen (sondern nur Taylor-Polynome mit Restgliedern) zu sein

brauchen, spricht man hiufig von ,,Jokalen Reihenentwicklungen®.

Das Fehlen des Absolutglieds und desjenigen erster Ordnung in (2.7) be-
deutet, dass alle Kreise des Biischels die Kurve im Punkt x(s) in 1. Ord-

nung beriihren.

Wie man leicht nachrechnet, haben Kreise selbst immer die konstante
Kriimmung 1/r. Insbesondere hat der Kriimmungskreis die Kriimmung
K, also den Radius r = 1/k (s. (2.8)).

Verschwindet an einer Stelle sy die Kriimmung (x(so) = 0), so sind die

Vektoren x'(s9) und x”(sg) nach (2.4) linear abhiingig, d. h. es liegt ein
Wendepunkt vor.
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2 Elemente der Differentialgeometrie ebener Kurven

9. Das Vorzeichen der Kriimmung (sofern k(sg) # 0 ist) entscheidet dariiber,
wie sich die Kurve im Vergleich zur Tangente verhilt: Bei k(sg) > 0 liegt
sie lokal links von ihr, bei k(so) < O rechts von ihr.

10. Bei k(so) # 0 und x’(s0) # 0 kann man aus (2.7) entnehmen, dass die
Kurve den Kriimmungskreis lokal durchsetzt, d. h. entweder von seinem

Inneren zu seinem AuBeren verliuft oder umgekehrt.

11. Kurvenstellen, an denen k’(sg) = 0 ist, (an denen also die Kriimmung ei-
nen Extremwert annimmt) heilen Scheitelpunkte der Kurve. (Die Scheitel-

punkte der Kegelschnitte sind auch Scheitelpunkte in diesem Sinne!)

2.2 Die Krummung bei allgemeinem Parameter

Oftmals sind jedoch Kurven — wie schon erwihnt — nicht mit der Bogenlidnge
parametrisiert, und die Umparametrisierung ist miihevoll. Daher ist es wiin-
schenswert, wenigstens die Kriimmung bei allgemeiner Parametrisierung zu

berechnen. Dies leistet die folgende Formel
=[x x"]/|IX], (2.9)

wobei das Symbol |..,..] die Determinante der Matrix der darin stehenden Vek-

toren bedeutet.
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2.2 Die Kriitmmung bei allgemeinem Parameter

Beweis: Man denke sich die Umparametrisierung auf die Bogenlidnge gemif
(1.5) mit einer Funktion t = f(s), s € I bereits durchgefiihrt: X(s) = x(f(s)).
Dann gilt (unter Weglassung der Argumente)

t=x=x-f

und
kn=x=x"-(f)2+xf

(links nach den Frenet-Formeln, rechts durch Ableitung nach der Ketten-
regel). Hieraus folgt (bei f > 0, d. h. gleichsinniger Umparametrisierung)
wegen |[t|| =1

f=1/I¥| (2.10)

und
K=& = X7.x"(/)?, 2.11)
woraus nach (2.10) die Formel (2.9) folgt. O]

Die Kriimmung kann auch fiir den G?-stetigen Anschluss herangezogen wer-

den; es gilt ndmlich

Satz 9. Zwei Kurvensegmente, die einen G'-stetigen Anschluss (im Endpunkt
des ersten Segments, der zugleich der Anfangspunkt des zweiten ist) haben dort
sogar einen G*-Anschluss, wenn in diesem Punkt auch noch die Kriimmungen

libereinstimmen.

Beweis: Die beiden Segmente konnen ohne Beschriankung der Allgemeinheit
auf die Bogenldnge bezogen werden. Dann gelten (mit den Bezeichnungen wie
in Abschnitt 1.5) wegen der G'-Stetigkeit die Beziehungen (1.12) mit f; = 1,

denn die Parametertransformation ist lediglich die Verschiebung der Anfangs-
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2 Elemente der Differentialgeometrie ebener Kurven

punkte t —#y = s — so; somit sind beide Vektoren gleich dem gemeinsamen

Tangenten-Einheisvektor t(zp). Nach den Frenet-Formeln folgt
X//(10> =k(to)n(fp) und y”(S()) = K(s0)A(so)-

Nun sind die Vektoren n(zy) und n(sg) ebenfalls einander gleich, da sie beide
zusammen mit t ein orthonormiertes Rechtssystem bilden. Also gilt die G>-
Bedingung (1.12), 2. Ableitung, X" (1) =y"(so) (mit f> = 0) genau dann, wenn
K(to) = K(so) erfiillt ist. O

2.3 Evoluten, Evolventen

Eine einparametrige Schar von Geraden in der Ebene hat im allgemeinen
eine Hiillkurve. Dies gilt insbesondere auch fiir die Schar der Normalen

einer Kurve.!

Man beschreibt eine Schar von Geraden durch eine Leitkurve, welche die Ge-
raden der Schar transversal schneidet, d. h. von jeder Geraden genau einen
Punkt enthélt und dort die Gerade nicht beriihrt. Ferner muss eine auf densel-
ben Parameter bezogene Vektorfunktion gegeben sein, welche die Richtung der
betreffenden Geraden angibt:

t—=x(t), tw—v,) tel (2.12)
Fiir die Hillkurve macht man den Ansatz

t —=y@)=x()+h(t) v(), tel, (2.13)

I Schar* wird synonym zu ,,Menge* oder ,,Familie* gebraucht.
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2.3 Evoluten, Evolventen

und findet durch Ableiten (unter Weglassung der Argumente ¢)
y=x+W -v+h-v. (2.14)

Nun war die Leitkurve transversal vorausgesetzt, d. h. die Vektoren x’ und v
sind (an jeder Stelle ¢ € I) linear unabhingig. Also existieren Funktionen ¢ —
ot)undt — B(t), mit

V=ax+p-v. (2.15)

Setzt man dies in (2.14) ein, so folgt
Y=0+h-o)-x+(H+B)v. (2.16)

Daher beriihrt die von y beschriebene Kurve genau dann die Geraden der Schar,

wenn der Koeffizient bei x’ identisch verschwindet:
1+h-a=0. (2.17)

Wenn also ¢ im Intervall I keine Nullstelle hat, ist 4 durch (2.17) eindeutig
bestimmt (h = —1/), und (2.13) beschreibt die Hiillkurve. Bei einer Nullstelle
von ¢ sind die Vektoren v, v’ nach (2.15) linear abhiingig, d. h. die Geraden der
Schar sind dort ,,momentan parallel®, 4 geht in der Umgebung dieser Stelle

gegen unendlich und die Hiillkurve hat eine Asymptote.

Soweit die allgemeine Theorie der Hiillkurve einer einparametrigen Geraden-
schar in der Ebene. Nun zu der Schar der Normalen einer Kurve! Als Leit-
kurve wihlen wir die Kurve selbst, parametrisieren sie nach ihrer Bogenlidnge
und bezeichnen sie wie im allgemeinen Fall mit x. Nach (2.4) ist dann x' = t
und v =n. Day’ ein Vielfaches von v ist, ergibt sich aus (2.14) mit (2.4), dass
1 — hx = 0, und weiter h = 1/x = r. Dies bedeutet:
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2 Elemente der Differentialgeometrie ebener Kurven

Satz 10. Die Hiillkurve der Normalen eines glatten Kurvenstiicks ohne Wen-

depunkte ist der geometrische Ort ihrer Kriimmungsmittelpunkte.

Diese Hiillkurve heifit Evolute der urspriinglichen Kurve (s. Abb. 2.2). Die

Darstellung der Evolute lautet also

e(s) =x(s)+r(s) -n(s) (2.18)

Abbildung 2.2: Die Evolute (blau) einer Kurve (rot).

Die Evolute einer Kurve hat noch eine andere interessante Eigenschaft; es gilt

niamlich der

Satz 11. (Chr. Huygens, 1673) Die Linge eines Teilbogens der Evolute ist
gleich der Differenz der Kriimmungsradien an den entsprechenden Stellen der

Ausgangskurve, sofern diese dazwischen keinen Scheitelpunkt hat.

Beweis: Durch Ableitung von (2.18) folgt
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2.4 Natiirliche Gleichung, Integration

da die Glieder mit t nach den Frenet-Formeln und wegen (2.8) herausfallen.
Also ist ||€/|| = r’ (sofern #/ positiv ist) und somit erhilt man die Linge des
Bogens nach (1.11) zu

/ Pe(s) = r(s2)—r(s1). O (2.19)
S1

Man kann sich diesen Sachverhalt dadurch veranschaulichen, dass man sich
die Evolute als eine Rolle vorstellt, wobei in deren Endpunkt ein Faden be-
festigt wird; wickelt man diesen bis zum Anfangspunkt der Evolute auf und
gibt noch den Kriimmungsradius hinzu, so gelangt man zum Anfangspunkt
der urspriinglichen Kurve %. Hilt man nun den Faden gespannt und wi-
ckelt ihn wieder ab, so beschreibt das Ende des Fadens den gesamten Bogen
der Kurve .

Die abgewickelte Kurve nennt man Evolvente; die Kurve % ist also die Evol-
vente ihrer eigenen Evolute. (Die Bezeichnungen ,,Evolute” und ,,Evolvente®
kommen von lat. evolvere = abwickeln und wurden ebenfalls von Huygens

eingefiihrt.)

2.4 Naturliche Gleichung, Integration

Wihrend man bei der Herleitung der Frenet-Formeln von einer Kurve (in
Bogenldngen-Parametrisierung) ausgeht und zur Kriimmung gelangt, kann

man sich umgekehrt fragen, ob es zu einer gegebenen Funktion
s — Kk(s), sel, (2.20)

eine Kurve gibt, welche diese als Kriimmungsfunktion besitzt. Diese Frage

ist in der Tat zu bejahen, denn man braucht dazu nur die Frenet-Formeln als
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2 Elemente der Differentialgeometrie ebener Kurven

lineares System von Differentialgleichungen fiir die Koordinatenfunktionen
s—x(s), s€l,und s — y(s), s € I, aufzufassen und die diesbeziiglichen Exis-
tenzsédtze anzuwenden. Die einzige Voraussetzung hierzu ist die Stetigkeit der
Funktion (2.20).

Zur Integration der Frenet-Formeln geht man davon aus, dass x/(s) ein Ein-

heitsvektor ist; daher lassen sich dessen Komponenten in der Form

K (s) =cos(@(s)), ¥(s)=sin(¢(s)) (2.21)

darstellen, wobei @ (s) der (gegen die positive x-Achse und im Bogenmal ge-

messene) Winkel der Tangente ist. Durch Ableitung nach s folgt daraus

x'(s) = —sin(¢(s)) - 9'(s), ¥"(s) = cos((s)) - ¢ (s). (2.22)

Durch Vergleich mit (2.4) erhélt man

do(s)
T = Ks), (2.23)

also

o(s) = /0 " k(0)do. (2.24)

Ist diese erste Integration einmal ausgefiihrt, setzt man die erhaltene Funktion

¢ (s) in (2.23) ein und integriert auch diese Gleichungen:

x(s) = /0 “cos(6(0))do,  y(s) = /0 “sin(o(0))do.  (2.25)

Auf diese Weise gewinnt man eine explizite Darstellung der Kurve, welche

(2.20) als Kriitmmungsfunktion besitzt.

Die bei diesen Integrationen auftretenden Konstanten arrangieren sich, wie

man aufgrund der Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen so-
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2.5 Beispiele und Anwendungen

fort erkennt, zu einer noch willkiirlichen festen Bewegung in der Ebene; d. h.

es gilt der

Satz 12. Zu einer gegebenen stetigen Funktion (2.20) existiert bis auf eine
Bewegung in der Ebene eindeutig eine Kurve, welche diese als Kriimmungs-
funktion besitzt, und diese Kurve ist durch (2.23) und (2.25) dargestellt.

2.5 Beispiele und Anwendungen

Bei Modelleisenbahnen werden meistens (kreisférmig) gekriimmte Schienen
unmittelbar an gerade Schienen (und umgekehrt) angeschlossen. Das geht bei
wirklichen Eisenbahnen ganz und gar nicht, weil durch die Unstetigkeit der
Fliehkraft (die mit dem Quadrat der Kriimmung einhergeht!) ein zu starker
Ruck entstehen wiirde. (Das Analoge gilt natiirlich auch im Straenbau.) Also
muss man ein Ubergangsstiick einfiigen, bei welchem die Kriimmung stetig

von Null auf ¥ = 1/r anwiichst (wobei r der vorgesehene Bogenradius ist).

Hierzu kann man die sogenannte Klothoide (siehe Abb. 2.3) verwenden, die
dadurch definiert ist, dass ihre Kriimmung eine lineare Funktion der Bogenlédn-
ge ist. Den Anfangspunkt der Bogenldngenmessung wihlt man bei der Kriim-
mung Null und die noch frei verfiigbare Konstante (aus Dimensionsgriinden)
so0, dass gilt:

K(s)=1/a*-s (2.26)

Wie man dem vorigen Abschnitt entnimmt, ldsst sich die natiirliche Glei-
chung (2.26) — wenn auch nicht mit elementaren Funktionen, jedoch mit Rei-
henentwicklungen oder geeigneten Néherungsverfahren — integrieren, und es

kann daraus ein passendes Ubergangsstiick entnommen werden.
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2 Elemente der Differentialgeometrie ebener Kurven

Abbildung 2.3: Die Klothoide.

Man kann in beiden Fillen auch kubische Kurven, z. B. in Bézier-Darstellung
(s. Kapitel 6), verwenden. Heutzutage sind fertige Losungen solcher Probleme
meist in den einschligigen Softwareprodukten integriert, so dass man nur noch

die Daten einzugeben hat.

Fiir manche Zwecke ist es giinstiger, eine Kurve in Polarkoordinaten statt in
vektorieller Form darzustellen. Hierbei wird r (was nun die 1. Polarkoordinate,
nicht mehr den Kriimmungsrasius bezeichnet) als Funktion des Polarwinkels
¢ angegeben. Offenbar ist z. B. der Kreis durch eine konstante Funktion (r =

const) gegeben.

Auch die Kegelschnitte lassen sich in Polarkoordinaten auf einfache Weise dar-

stellen, wenn der Ursprung in einen der Brennpunkte gelegt wird (man vgl. die

30



2.5 Beispiele und Anwendungen

sogenannte Scheitelgleichungen der Kegelschnitte). Durch Umrechnung erhilt

man:
p

wobei p der Parameter, d. h. die Ordinate im Brennpunkt, und € die numerische
Exzentrizitdt bedeuten und p > 0 sein muss. (Fiir 0 < € < 1 handelt es sich um
Ellipsen, bei s = 1 um Parabeln und bei s > 1 um Hyperbeln).

Ein Musterbeispiel fiir die Darstellung einer Kurve in Polarkoordinaten ist die

logarithmische Spirale
r=a-e?. (2.28)

P
N

Abbildung 2.4: Die logarithmische Spirale.

Sie hat die (kennzeichnende) Eigenschaft, dass sie die Strahlen (Halbgeraden)
durch den Ursprung unter konstanten Winkeln schneidet. Dies ist eine unmit-

telbare Konsequenz aus folgendem
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2 Elemente der Differentialgeometrie ebener Kurven

Satz 13. Jede Drehstreckung

x=p(cos(o)x+sin(c)y)

) _ ~ (2.29)
y=p(—sin(o)x+cos(a)y)

mit p=a-e? fiihrt die logarithmische Spirale (2.28) in sich iiber.

Beweis: Es gilt nach (2.29) — wie man leicht nachrechnet — r = \/x2 +y2 = p-F
und ¢ = ¢ + o; somit geht (2.28) in p-F = a- @t iiber. Mit p = a- *
entsteht dieselbe Gleichung wie (2.28). ]
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3 Geschlossene Kurven in der Ebene

3.1 Jordankurven

Man nennt eine ebene Kurve geschlossen, wenn sie das Bild eines kompak-
ten Intervalls ist, dessen Anfangspunkt mit dem Endpunkt tibereinstimmt.
Wenn sie dariiber hinaus eine stetige Parametrisierung besitzt, die — bis auf
die Gleichheit von Anfangspunkt und Endpunkt — umkehrbar eindeutig ist,

wird sie eine Jordankurve genannt.! Hieriiber gilt der

Satz 14. (Jordanscher Kurvensatz): Eine (geschlossene) Jordankurve teilt die
euklidische Ebene in drei disjunkte Punktmengen ein: Das Innere, das Aufe-
re der Kurve und die Punkte der Kurve selbst. Dabei ist das Innere eine be-

schrinkte Menge, das Aufere dagegen nicht; beide Mengen sind offen.

Bemerkungen

1. Obwohl dieser Satz anschaulich ohne jeden Zweifel giiltig erscheint, ist

ein strenger mathematischer Beweis nicht ganz einfach.

! Nach C. Jordan (1838 - 1922).
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3 Geschlossene Kurven in der Ebene

34

Eine geschlossene Kurve, die bijektiv auf einen Kreis abgebildet werden
kann, heiflt einfach geschlossen; eine solche Kurve hat also keine Selbst-

tiberschneidungen oder Selbstberiithrungen.

Ein stetiges und bijektives Bild eines kompakten Intervalls (also keine ge-
schlossene Kurve) heiflt Jordanbogen.

Anstelle eines kompakten Intervalls und der Zusatzbedingung, dass der
Anfangspunkt gleich dem Endpunkt ist, kann man in der Definition ei-
ner Jordankurve auch eine stetige und periodische Abbildung R — IE?
— etwa mit der Periode 1 — setzen, welche in einem (also auch in jedem
anderen) Fundamentalintervall [a,a+ 1) C R bijektiv ist. (Diese Definiti-
on vermeidet den Anschein, dass der Anfangs- oder Endpunkt irgendeine

Sonderrolle besitzt.)

Geschlossene Kurven, die keine Jordankurven sind, konnen alle Arten von
Selbstiiberschneidungen, Selbstberiihrungen oder gar gemeinsamen Teil-
bogen besitzen. Wenn eine solche Kurve stetig ist, kann man jedem Punkt
der Ebene, der nicht auf der Kurve liegt auf folgende Weise eine Umlaufs-

zahl zuordnen:
1

b
o(p) = 7 tzadq)-

Dabei ist ¢ (¢) der (positiv orientierte) Winkel des ,,Fahrhalbstrahls“ von p

zum Kurvenpunkt x(7). Diese Umlaufszahl ist stets eine ganze Zahl.

Der Zusammenhang mit Jordankurven ist folgender: Wenn die Jordankur-
ve im mathematisch positiven Sinn durchlaufen wird, kommen nur die
Umlaufszahlen 1 und 0 vor, wobei 1 genau fiir die Punkte im Inneren und

0 genau fiir jene im AuBeren zutrifft. (Wie H. Hopf bemerkt hat, ist dies



3.2 Flicheninhalt und Isoperimetrie

schon der wesentliche Beweisschritt des Jordanschen Kurvensatzes, denn
bei stetigen geschlossenen Kurven, die keine Jordankurven sind, kann die
Umlaufszahl eine beliebige ganze Zahl sein.)

3.2 Flacheninhalt und Isoperimetrie

Die Vereinigung des Inneren einer Jordankurve mit den Punkten der Kurve
selbst ist stets ein kompakter Bereich B der Ebene. Diesem kann man kann
einen Fldcheninhalt (auch ,Jordan-Inhalt™ genannt) zuordnen. Dies geschieht
dadurch, dass man eine Schar paralleler Geraden g(x) in der Ebene wihlt, auf
jeder von ihnen die Gesamtlinge L(g) der Strecken g N B bestimmt und dieses
integriert:

F= / :OL(g(x))dx.

(xu,xo sind die x—Werte der ersten und letzten Geraden, die mit B einen nicht-
leeren Durchschnitt haben). Dass das Integral existiert, folgt aus der Stetigkeit
der Jordankurve; es kommt aber darauf an zu zeigen, dass dieses Integral unab-
héingig von der gewdhlten Richtung der Geradenschar ist. Dariiber hinaus muss
gezeigt werden, dass der Wert F sich nicht dndert, wenn man auf den Bereich

eine Bewegung anwendet (Bewegungsinvarianz des Flidcheninhalts).

Diesem Inhaltsbegriff fiir krummlinig begrenzte Bereiche liegt die Vorstellung
zugrunde, die Fliache dadurch zu approximieren, dass man den Bereich in (vie-
le) schmale Streifen zerlegt und deren Inhalte aufsummiert. In der Grenze, wo
die Streifenbreite gegen Null konvergiert, geht auch der Fehler, der von der
Ersetzung der krummen oberen und unteren Enden des Streifens durch gerad-
linige Strecken herriihrt, aufgrund der Stetigkeit gegen Null.

35



3 Geschlossene Kurven in der Ebene

Eine andere Moglichkeit, den Inhalt zu berechnen, besteht darin, einen belie-
bigen inneren Punkt p zu wihlen und die Inhalte aller dreieckigen ,,Sektoren
A(p,x(t),x(t +dt)) aufsummieren; dies fiihrt auf die Inhaltsformel

1 =1
F=2 [ Ix)— bl (0,
1=ty

wobei das Integral iiber einen vollen Umlauf der Parameterdarstellung der Kur-
ve zu nehmen ist und @(7) der im positiven Sinn zu messende Winkel des
,Fahrstrahls“ px(r) bedeutet. Diese Darstellung hat den Vorteil, dass man kei-
ne weiteren Schnittpunkte zu berechnen braucht: Wenn der Fahrstrahl vor- und
zuriick lduft, werden die nicht zum Bereich gehdrende Zwischenstiicke auto-
matisch negativ genommen. (Allerdings setzt diese Formel voraus, dass die
Funktion ¢ — ¢ (¢) differenzierbar ist.)

Néheres zum Inhaltsbegriff findet man in den Biichern iiber Analysis, etwa
[25] oder — ausfiihrlicher und mit Beweisen der Invarianzeigenschaften des
Inhalts in [15].

In diesem Zusammenhang muss auch die beriihmte isoperimetrische Eigen-

schaft des Kreises erwihnt werden:

Satz 15. Unter allen ebenen Bereichen, die von einer rektifizierbaren Jordan-
kurve der festen Linge L umschlossen werden, hat der Kreis den grofiten Fld-

cheninhalt.

Das ,,isoperimetrische Problem* wurde schon im Altertum diskutiert: Nach der

griechischen Sage wurde der Konigin Dido (um 900 v. Chr.), der Griinderin von

36



3.3 Konvexitit

Karthago, so viel Land zugesprochen, wie sie an einem Tage mit einem Ritt auf

einem Esel umschlieBen konne.!

Obwohl die isoperimetrische Eigenschaft des Kreises anschaulich ohne Zwei-
fel richtig erscheint, ist ein strenger Beweis erst relativ spét dann aber von meh-
reren Autoren unter verschiedenen Voraussetzungen und mittels unterschiedli-
cher Methoden geliefert worden (siehe z. B. [2], [1]).

3.3 Konvexitat

Beim Begriff der Konvexitit geht man nicht von Kurven, sondern von beliebi-

gen Punktmengen im IR? aus:

Definition 16. Eine Punktmenge M des RY heifit konvex, wenn sie mit je zwei
ihrer Punkte a,b € M auch die gesamte Verbindungsstrecke enthdilt.

Eine der wichtigsten Eigenschaften konvexer Mengen ist:

Satz 17. Der Durchschnitt je zweier konvexer Mengen ist konvex.

Dies folgt unmittelbar aus der Definition. (Beachte, dass die leere Menge
konvex ist!)

Uber die Theorie konvexer Mengen gibt es eine umfangreiche Literatur, auf
welche lediglich durch das Zitat [19] hingewiesen wird. Hier interessieren kon-

vexe Mengen in der Ebene nur deshalb, weil das Innere einer Jordankurve eine

! Daher nennt man es auch , Dido’sches Problem*.
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3 Geschlossene Kurven in der Ebene

konvexe Menge sein kann. In diesem Fall ist dann auch die Vereinigung des In-
neren mit der Kurve selbst eine (kompakte) konvexe Menge. Man spricht dann
von einem ebenen konvexen Bereich. (Eine solche Kurve heifit gelegentlich

auch eine ,,Eilinie‘ und der Bereich ein ,,Eibereich* .

Umgekehrt sei darauf hingewiesen, dass eine konvexe Menge M in der Ebene
nicht notwendigerweise von einer Jordankurve begrenzt ist; selbst dann nicht,
wenn sie beschrinkt ist. (Die topologische Struktur der Menge M kann sehr
kompliziert sein!) Erst wenn man die Bedingung der Abgeschlossenheit von
M hinzunimmt oder die (abgeschlossene) Menge aller Randpunkte (nicht nur

die zu M gehorenden) betrachtet, ist die obige Aussage giiltig.

Uber konvexe Jordankurven, welche mindestens 3-mal stetig differenzier-
bar sind, gilt eine weitere globale Eigenschaft, die man den ,,Vierscheitel-

satz‘‘ nennt:

Satz 18. Eine konvexe C3-Jordankurve besitzt mindestens vier Extremscheitel.!

Einen Beweis findet man z. B. in [6].

I Extremscheitel* soll hier andeuten, dass an dieser Stelle nicht nur k¥’ = 0 ist, sondern die Kriim-
mung einen Extremwert besitzt.
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4 Kurven im euklidischen Raum

Fiir Raumkurven verhilt sich vieles analog wie fiir ebene Kurven; insbesondere
gilt das tiber Parametertransformationen, Differenzierbarkeit und Regularitit
Gesagte genauso, wobei die Vektoren nun drei Komponenten haben. Es kommt

jedoch eine weitere Bedingung hinzu:

Eindeutigkeit der Schmiegebene, begleitendes Bezugssystem. Es wird vor-
ausgesetzt, dass die Parameterdarstellung mindestens zweimal stetig differen-

zierbar ist und dass im gesamtem Intervall 1

X' und X" linear unabhiingig voneinander sind.

Dann definieren der Kurvenpunkt und diese beiden Vektoren an jeder Stelle
t € I eine Ebene, welche die Schmiegebene genannt wird. In dieser Schmiege-
bene wihlt man diejenige Gerade, welche auf der Tangenten senkrecht steht
und nennt sie die Normale. Diese Konfiguration wird durch die Binormale er-
ginzt, dh. durch die Gerade, die auf der Schmiegebene senkrecht steht und
durch den Kurvenpunkt geht. Damit hat man wieder ein begleitendes Koordi-
natensystem mit Ursprung im Kurvenpunkt, wenn noch die Richtung des Nor-
malenvektors so festgelegt wird, dass x” auf der positiven Seite der Tangente

(in der Schmiegebene) liegt.
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4 Kurven im euklidischen Raum

4.1 Frenet-Formeln

Die Einheitsvektoren (Vektorfunktionen!) in den Richtungen der (orientier-
ten) Tangente, Normale und Binormale werden mit t,n bzw. b bezeichnet,
wobei die Richtung von b so fixiert wird, dass ein orthonormiertes Rechts-

system entsteht.

Wenn die Kurve mit der Bogenlidnge parametrisiert wird, gelten die folgenden

Frenet-Formeln fiir Raumkurven:

x/ t
t = Kn
(4.1)
n = —xt th
b = —1Tn

Bei der genannten Orientierung ist k¥ > 0 und wegen der Orthogonalitit der
Basisvektoren ist die Koeffizientenmatrix der Ableitungen schiefsymmetrisch;
es bleiben daher nur zwei GroBen, k und 7, librig. Die erste von ihnen ist — wie
im ebenen Fall — die Kriimmung der Raumkurve; die zweite, T, wird Torsion
genannt. Wenn diese an einer (isolierten) Stelle verschwindet, ist die Schmie-
gebene momentan stationdr. (Sie dndert ihren Drehsinn um die Tangente.) Bei
7 > 0 windet sich die Kurve wie eine Rechtsschraube (wie die Weinrebe), bei
T < 0 wie eine Linksschraube (wie der Hopfen). Ist in einem (Teil-)Intervall
die Torsion identisch Null, so liegt ein ebener Bogen vor. (Die Frenet-Formeln

gehen in der Tat in jene fiir ebene Kurven {iber.)
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4.2 Natiirliche Gleichungen

4.2 Naturliche Gleichungen

Wie auch im ebenen Fall bestimmen Kriimmung und Torsion (als gegebene

Funktionen der Bogenlidnge)
Kk=x(s), T=1(s), sel,

eine Raumkurve bis auf eine Bewegung eindeutig; der Grund hierfiir ist der
gleiche: man fasst die Frenet-Formeln als lineares System von gewohnlichen
Differentialgleichungen fiir die (unbekannten) Komponenten-Funktionen des

Kurvenvektors x auf.

Die Schraublinie (Helix)

Eine der einfachsten Raumkurven ist die Schraublinie; sie ist durch konstan-
te Funktionen der Kriimmung und der Torsion gekennzeichnet. Die Frenet-
Gleichungen lassen sich in diesem Fall leicht integrieren und fiihren auf die
Parameterdarstellung
a cos(r)
x(t)=| asin(t) |, 4.2)
pt

wobei s = \/a? + p*t.

Die Schraublinie liegt auf einem geraden Kreiszylinder, dessen Achse mit der
z-Achse des bei (4.2) zugrunde gelegten Koordinatensystems zusammenfillt;
der Radius dieses Zylinders ist a. Wie der Name besagt, besitzt die Schraubli-

nie die Eigenschaft, dass sie durch die einparametrige Gruppe von Schraubun-
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4 Kurven im euklidischen Raum

gen (einer Untergruppe der euklidischen Bewegungsgruppe) in sich iiberge-
fithrt wird:

Xx= cos(a)x—sin(a)y
y= sin(a)x+cos(a)y (4.3)
7= z+c

(mit ¢ = p «). Nach (4.2) ist ndmlich
x(t+ a) = acos(t + a) = a(cos(r) cos(a) —sin(r) sin(or)) = x(z),

y(t+ o) =asin(t + a) = a(sin(z) cos(a) +cos(z) sin(e)) = 3(z),

und
(t+o)=pt+a)=z+c=17(t).

Also liegt der Bildpunkt auf derselben Schraublinie, wobei sich nur der Pa-
rameter £ um o erhoht hat. Aus der letzten Gleichung (4.3) ergibt sich we-
gen ¢ = p a noch, dass sich bei einer vollen Umdrehung die ganze Kurve um
h =27 p in Richtung der z-Achse verschiebt. Die Grofle & heilit die Ganghohe

der Schraublinie.
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5 Polynomiale Kurven

Polynome sind nun einmal die einfachsten Funktionen, und daher ist es na-
heliegend, diese auch zu Parameterdarstellungen von Kurven zu verwenden.
Allerdings neigen aber polynomiale Funktionen — wie schon erwéhnt — bei
hoheren Graden oder grofleren Werten ihrer Argumente zu sehr grolen Funkti-
onswerten und erheblichen Schwankungen, so dass sie beim praktischen Kur-
vendesign durch giinstigere Methoden ersetzt wurden. Andererseits kann man
aber Methoden und Ergebnisse, die fiir Funktionen entwickelt wurden, auf jede
Komponente einer vektoriellen Parameterdarstellung anwenden und so direkt
fiir Kurven nutzbar machen. Dies gilt insbesondere fiir die Interpolation und

Approximation (s. Abschnitt 9.2).

5.1 Definition der polynomialen Kurven

Definition 19. Eine Kurve im R? mit einer Parameterdarstellung
n
x(t) =Y t*ay (5.1)
k=0

heifit polynomiale Kurve.
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5 Polynomiale Kurven

Hierbei gilt:

e a ist ein Punkt (Anfangspunkt fiir t = 0), die anderen fetten Buchsta-
ben a; bezeichnen Vektoren; insbesondere ist a; der Tangentenvektor im

Anfangspunkt.

e Das Parameterintervall ist i. Allg. nicht [0,1], es kann ein beliebiges —
auch ein ein- oder zweiseitig unbeschrinktes (bis oo oder bis —eo gehen-

des) Intervall sein.

e Wenn a, # 0 ist, heifit n der Grad der Kurve; bei n = 0 entartet die

,Kurve* in einen einzigen Punkt.

e Ersetzt man in (5.1) den Parameter ¢ durch ein Polynom ¢ = f(s) vom
Grad k > 1, so entsteht eine Parameterdarstellung vom Grad k x n (wel-
cher man diesen (,,iiberhohten Grad‘ nur schwerlich ansehen kann). Der
.wahre Grad“ ist also die minimale Zahl n, mit welcher sich die Kurve
in der Form (5.1) darstellen l4sst.

e Fiir r — oo lduft auch die Kurve ,,ins Unendliche* (sofern der Grad > 0

ist); ebenso fiir t — —oo,

Parametertransformationen bei polynomialen Kurven

Es war in Abschnitt 1.3 darauf hingewiesen worden, dass die Parametrisierung
einer Kurve kein wesentlicher Bestandteil der Kurve ist, sondern weitgehend
willkiirlich gewihlt werden kann. Wenn allerdings die polynomiale Form ge-
wahrt werden und der Grad gleich bleiben soll, sind nur die linearen Transfor-

mationen t = a+ b - f zuléssig.
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5.2 Kubische Hermite-Splines

5.2 Kubische Hermite-Splines

Wie am Beginn dieses Kapitels erwihnt, kann man Methoden der Interpolation
und Approximation auf polynomiale Kurven komponentenweise iibertragen.

Dies soll am Beispiel der Hermite-Interpolation erldutert werden.

Gegeben ist ein Intervall [a,b] C R und darin eine Knotenfolge
a=ty<t < ... <ty_1<ty=>nb,

ferner eine Folge von Punkten P; (i = 0,1,...,m) und schlieBlich noch eine

Folge von Tangentenvektoren P} (i = 0,1,...,m) im RY.
Gesucht wird ein stiickweise polynomialer kubischer C'-Spline
X:t€lab] — X(t)eRY,

mit den Knoten #;, welcher fiir t = #; durch den Punkt P; hindurch lduft und dort
den Tangentenvektor P} hat (Ubergangsstellen nur an den gegebenen Knoten).

Jedes Kurvensegment
Hi:rehty] — Xt eRY i=0,....m—1,

ist also eine reine polynomiale Kurve, und die oben genannten Forderungen

konnen dadurch (und auch nur auf diese Weise!) erfiillt werden, dass
Hi(1;) = Py, Hi(tiv1) = Pipr, Hi(n) =P, Hi(ti) =Py (5.2)
gilt. Diese Bedingungen fithren mit dem Ansatz

Hi(l‘) = hi71 (l‘) P; +hi,2(t) P —l—]’li73(t) Pi» —I—/’l,'_’4(Z)P§+1 (5.3)
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5 Polynomiale Kurven

auf die sogenannten Hermite-Basisfunktionen

— 2 (t—1;) _ 3(“2)2 +1,

hi (1) A3 AT

hio(t) = _Z(Aﬁ) _|_3(1Att§)’

hig(t) = “A,’_Q —2<’;§j>2 +(t—1), oy
ma) = 20 st

womit das Problem geldst ist. Dasselbe gilt auch fiir die globale Aufgabe, da
dieses auf die Bestimmung der einzelnen Segmente reduziert werden kann.

Wenn man noch die Werte der Funktionen H; jeweils auBlerhalb des Intervalls
(tr,ti+1] auf Null setzt und Hy auBerhalb des Intervalls [fo,7], kann man die

Losung in der Form
m—1

X=Y H,
i=0

schreiben (wobei fiir jeden Wert von ¢ € [a,b] immer genau nur ein Summand

zur Auswertung beitrigt).

Dieses Verfahren ist zwar recht einfach und liefert einen C'-Spline, verlangt
aber die Vorgabe aller Ableitungsvektoren (nicht nur deren Richtungen!) an
den Knoten. Die Gestalt der Kurve hingt wesentlich von deren Lingen ab, und

diese Abhingigkeit ist schwer im Vorhinein abzuschitzen.

Trotz dieses schwerwiegenden Nachteils kann man die Ubertragung von Me-
thoden fiir Splinefunktionen auf Splinekurven noch einen Schritt weiter trei-
ben, indem man auf die Vorgabe der Ableitungsvektoren verzichtet und statt

dessen einen C2-Ubergang an den inneren Knoten verlangt.
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5.3 Kurven mit pythagoriischen Hodographen

Durch zweimalige Ableitung von (5.3) und Vergleich von H/ () mit
HY , (#iy1) folgt fiir die Komponenten von P} je ein lineares Gleichungssys-
tem.! Deren Matrizen sind alle gleich und tridiagonal, d. h. sie haben nur in
der Diagonale und in den beiden Schrigzeilen dariiber und darunter von Null
verschiedene Elemente; ferner sind sie diagonal dominant und somit stets ein-

deutig 16sbar.

Auf die weiteren Details wird hier verzichtet, da man nur die entsprechenden

Formeln der Splinefunktion umzuschreiben hat (s. z. B. [16]).

5.3 Kurven mit pythagoraischen Hodographen

Eine interessante Frage wurde von R. Farouki [13, 12, Kap. 17] angeschnit-
ten: Gibt es polynomiale Kurven, bei welchen das quadratische Bogenelement
(X' ())?+(y'(¢))? ein vollstindiges Quadrat ist? — Dann ist die Ableitung ds/dt
der in (1.11) definierten Bogenlidnge ein Polynom und daher die Bogenldnge
selbst ebenso. Man nennt solche Kurven Pythagordische-Hodograph-Kurven
oder kurz PH-Kurven.

Beim Grad n = 2 findet man leicht, dass es (auler den ,,falsch parametrisier-
ten” Geraden x(f) = a+b- (t + A¢>)) keine PH-Kurven gibt. Bei den Kubiken
ﬁt (1 —1?) stellt ei-
ne PH-Kurve dar, denn es ist (¥'(¢))? 4+ (y/(¢))? = 42 4+ 1/3 (1 — 61> +9¢*) =
1/3 (14 3t)%. Diese Kurve wird Tschirnhausen-Kubik genannt. Sie ist bis auf
den Faktor % identisch mit dem Newtonschen Knoten (s. Abb. 9.2 in 9.6).

wird die Suche erstmals erfolgreich: x =1 —¢2, y=

Die Tschirnhausen-Kubik ist (bis auf Bewegungen) die einzige PH-Kubik. Bei

' An den Enden bleiben zwei Bedingungen frei wihlbar, etwa H{ (t0) = Hp—1 (tm) = 0.
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5 Polynomiale Kurven

hoheren Graden gibt es eine reichhaltigere Menge von PH-Kurven. Néheres
findet man in [12, Kap. 17].
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6 Rationale Kurven

6.1 Allgemeine rationale Kurven

Viele, auch sehr einfache Kurven wie z. B. den Kreis kann man nicht als ei-
ne polynomiale Kurve darstellen. Daher hat man die Klasse der polynomialen

Kurven wie folgt erweitert:

Definition 20. Eine rationale Kurve vom Grad n > 0 ist eine solche, die eine

Parameter-Darstellung der Art
(Y, rel ©.1)

besitzt. Der Parameter durchlduft dabei ein beliebiges Intervall I (I = R zulds-
sig). Damit der Grad wirklich n ist, muss ¥, # 0 oder a,, # 0 sein (oder beides)

und n muss die kleinste Zahl sein, mit der eine Darstellung (6.1) moglich ist.

-1
Der (Einheits-)Kreis ldsst sich nun (bis auf den Punkt ( 0 > ) in der Form
1 0 2 0
x1) - + g4 2], 1eR, 62)
y(1) I+t 1 0 -1
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6 Rationale Kurven

darstellen, was natiirlich dasselbe ist wie die wohl gelidufigere Form

x=2/(1+1%), y=(1—-2)/(1+1%). (6.3)

Analog lassen sich alle Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln (deren Achsen nicht

parallel zur y-Achse sind) als rationale Kurven darstellen.

Bemerkungen:
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Bei allen rationalen Kurven hat man darauf zu achten, dass die Null-
stellen des Nenners nicht in das Intervall [a,b] fallen (oder dass gar
keine existieren).

Die Darstellung (6.1) gilt in jeder Dimension d gleichermallen; die Vekto-

ren X, und a; haben dann eben d Komponenten.

Im allgemeinen wird man verlangen, dass d der Vektoren ay, ..., a, linear
unabhiingig sind, damit die Kurve den RY aufspannt; andernfalls liegt die
Kurve ganz in einem Unterraum des R? (z. B. bei d = 3 und genau zwei

linear unabhingigen Vektoren: in einer Ebene des R?).

Die Darstellung (6.1) lidsst sich — wie es schon beim Kreis (6.3) getan wur-

de — auch allgemein in ihre d Komponenten aufspalten.

Die rationalen Kurven vom Grad n = 2 (also ,,die quadratischen rationalen
Kurven®) heilen Kegelschnitte; jene vom Grad n = 3 (die kubischen ratio-
nalen Kurven) werden kurz Kubiken genannt. Fiir die hoheren Grade sind

auch Bezeichnungen wie Quartiken, Quintiken etc. gebrdauchlich.



6.2 Homogene Koordinaten und Fernpunkte

6. SchlieBlich sei darauf hingewiesen, dass bei rationalen Kurven — wie auch
bei polynomialen Kurven — die Parametertransformationen, welche die
Rationalitdt und den Grad der Darstellung erhalten, nur die ,,gebrochen-
linearen* Transformationen sind:

. aft+b
cf+d’

Da diese Transformationen das Doppelverhiltnis invariant lassen, macht
es Sinn, auf einer rationalen Kurve vom Doppelverhiltnis eines Punkte-

Quadrupels zu sprechen.

7.  Wie man schon am Beispiel des Kreises leicht feststellen kann, ist die Ver-
teilung des Parameters ¢ auf die Kurve i. Allg. sehr ungleichmdfig. Beim
Zeichnen von rationalen Kurven hat man dies zu beriicksichtigen (insbe-
sondere wenn man geradlinige Verbindungen zwischen den berechneten

Punkten benutzt!).

6.2 Homogene Koordinaten und Fernpunkte

Die euklidischen (oder affinen) Rdume R?, in denen man normalerweise Geo-
metrie treibt, sind — topologisch gesehen — keine abgeschlossenen Mengen,
daher gibt es in ihnen unendliche Folgen aus lauter verschiedenen Punkten,
die keinen Haufungspunkt besitzen (z. B. die ganzen Zahlen auf der reellen
Zahlgeraden R'. Um diesem Mangel abzuhelfen, hat man diese Riume RY
durch Hinzufiigung neuer Punkte (die zuvor nicht da waren und die man sich
als ,,unendliche ferne* Punkte vorstellen kann) zu kompakten topologischen
Riumen erweitert (Kompaktifizierung des R?). Rein topologisch gesehen, gibt
es dafiir viele Moglichkeiten; um jedoch moglichst viele der gewohnten geo-

metrischen Eigenschaften (insbesondere die der linearen Unterrdume) fortbe-
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6 Rationale Kurven

stehen zu lassen, fiigt man dem IR? eine einzige Hyperebene, Fernhyperebene

genannt, hinzu.

Analytisch geschieht dies dadurch, dass man die affinen Koordinaten

X1,X2,...,Xq als Quotienten

_& _ &

= oy Xd = &
&' &o

mit einem beliebigen Nenner &y # 0 schreibt. (Man definiert also bei gegebe-

(6.4)

X1

nem & die GroBen & durch & = x; - &y. ) Diese (nur bis auf einen gemeinsa-
men Faktor bestimmten!) GroBen &, k = 1,...,d heiBen homogene Koordina-

ten des Punkts (x1,x2,...,x4)7.

Nun lassen sich alle Gleichungen und Formelausdriicke, in denen Koordinaten
von Punkten involviert sind, durch Heraufmultiplizieren eventuell vorkommen-

der Nenner ,,homogen machen®.

Man kann dieses Homogen-machen auch dadurch bewerkstelligen, dass man
einem Vektor x = (x,x2,... ,Xy) eine nullte Komponente mit dem Wert 1 vor-
anstellt, und diesen mit einem beliebigen Faktor p # 0 (z. B. mit einem vor-

kommenden Nenner) multipliziert !

X=p-(Lx1,x2,...,%g). (6.5)

! Man schreibt statt (6.5) gelegentlich auch einfach X = p - (1,x).
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6.2 Homogene Koordinaten und Fernpunkte

So lassen sich z. B. die wohlbekannten linearen Gleichungen von Hyperebenen

d
agp+ Z arx, =0
k=1
(wobei mindestens einer der Koeffizienten ai, k = 1,...,d # 0 sein muss) in

der Form

Z ar & =0 (6.6)

schreiben. (Beachte, dass die Summe nun beim Index k = 0 beginnt, und alle

Glieder die homogenen Koordinaten in der ersten Potenz enthalten!

Bis hierhin sind noch keine neuen Punkte eingefiihrt worden; es ist alles nur
in anderer Form geschrieben worden. Nun ldsst man aber zu, dass alle Koef-
fizienten ai, k =1,...,d verschwinden und nur ay # 0 ist. Dann geht (6.6) in

die Gleichung
& =0 6.7)

iiber (wenn diese noch durch aq dividiert wird). Wenn man also neue Punkte
durch (homogene) Koordinaten-(d + 1)-Tupel

(0,&1,....,84)

einfiihrt, so erfiillen diese automatisch eine lineare Gleichung (6.7) und kénnen

daher als in einer Hyperebene liegend aufgefasst werden.

In analoger Weise kann man die analytischen Darstellungen aller anderen geo-
metrischen Konfigurationen in homogenen Koordinaten umschreiben und mit
der hichsten vorkommenden Potenz von &y heraufmultiplizieren. (Die entste-
henden Ausdriicke und Gleichungen miissen dann alle homogen beziiglich der

Variablen & sein; d. h. die Multiplikation aller dieser Variablen mit demselben
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6 Rationale Kurven

Faktor muss diese Ausdriicke bzw. Gleichungen invariant lassen.) Wenn man

dann &y = 0 setzt, erhilt man die Fernpunkte der betreffenden Figur.

Dies soll an einigen Beispielen erldutert werden:

1.
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Zwei parallele Geraden in der Ebene mit den Gleichungen ax + by = ¢
und ax + by = d haben in homogenen Koordinaten die Gleichungen a&; +
b& = c&y und a&; + b&; = d&. Setzt man &y = 0 so werden beide Glei-
chungen identisch, und die Losung ist

&i=p-b, &L=p-(-a).

Da der Vektor (a,b)” ein Normalenvektor ist, ist der Vektor (&1,&)7 =
(b,—a)T ein Vektor in Richtung der beiden Geraden (der ja ebenfalls nur
bis auf einen Faktor # 0 bestimmt ist.) Es gilt also der

Satz: Alle Geraden einer Schar paralleler Geraden haben denselben Fern-
punkt als Schnittpunkt. Dieser Fernpunkt hat die homogenen Koordinaten
(0,&1,E)T, wobei (E1,&)T ein Richtungsvektor dieser Geraden ist.

Dieser Satz gilt genau so in allen Rdaumen RY, allein mit dem Unterschied,

dass der Fernpunkt nun d + 1 Komponenten hat: (0,&,...,&;)7.

Hat die Ellipse (x/a)?+ (y/b)?> — 1 = 0 Fernpunkte (wo sie doch ganz
in Endlichen liegt)? Der Ubergang zu homogenen Koordinaten liefert die
Gleichung (&1 /a)? + (&/b)* — &2 = 0, und Einsetzen von & = 0 (Schnitt
mit der Ferngeraden) fiihrt auf (& /a)? + (&2/b)* = 0. Also: Die Ellipse
schneidet die Ferngerade in einem Paar konjugiert komplexer Punkte, das
durch p - (0,a,%ib)" gegeben ist (mit p € R, p # 0 beliebig).



6.3 Anwendung, insbesondere auf Kegelschnitte

4. Nimmt man statt dessen die Hyperbel, so dndert sich nur das Vorzeichen
beim Glied (y/b)?; somit lautet die Gleichung fiir die Schnittpunkte mit
der Ferngeraden nun (&1 /a)? — (&,/b)? = 0. Diese hat die beiden reellen
Losungen: p - (0,a,+b)", und das sind die Fernpunkte der Asymptoten. Es
gilt also: Die Asymptoten beriihren die Hyperbel in ihren Fernpunkten.

5. Nimmt man schlieBlich die Parabel (wie auch die andern beiden Kegel-
schnitte in der Normalform ihrer Gleichung) y> — 2 px = 0, so findet man
nach dem oben beschriebenen ,,Rezept* die homogene Form: &7 — &) &) =
0, und Einsetzen von &) = 0 liefert £; = 0. Der Fernpunkt ist also (0, 1,0)”
(oder — wie oben — ein Vielfaches davon). Da diese Losung doppelt zihlt,
folgt: Die Parabel beriihrt die Ferngerade, und der Beriihrpunkt ist der

Fernpunkt der Parabelachse.

6.3 Anwendung auf rationale Kurven,
insbesondere Kegelschnitte

Die Darstellung in homogenen Koordinaten lésst sich insbesondere auf ratio-
nale Kurven anwenden: Man erweitert alle Vektoren bei einer Darstellung einer
rationalen Kurve (s. (6.1)) in inhomogenen Koordinaten zu Vektoren im R !
(homogene Vektoren), indem man ihnen eine nullte Komponente mit Wert 1
voranstellt (vgl. (6.5). Dann multipliziert man die Gleichung mit dem gemein-

samen Nenner

Nty =Y nt*
k=0

herauf und erhilt

(N(1) N(Ox(1)) = (N(0), sz) a )
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6 Rationale Kurven

also ,
X(r) =Y At (6.8)
k=0
mit
X(r) = (N(1),N(1)x(r)) und  Ag= (%)
Daher gilt:

Bemerkung 21. Jede rationale Kurve ldsst sich unter Verwendung homogener

Koordinaten in polynomialer Form darstellen.

Als Beispiel seien die Kegelschnitte betrachtet: Wihlt man in der (affinen oder
auch projektiven) Ebene drei beliebige, nicht kollineare Grundpunkte P, Q, R
und drei linear unabhiingige quadratische Formen Fy (), Fi(t),F>(t),! so be-
schreibt

X(1) = Fo(t)P+Fi (1)Q+ F(1)R (6.9)

stets einen Kegelschnitt, wobeiX(t) auf der Verbindungsgeraden zweier Grund-
punkte liegt, wenn t Nullstelle der dem dritten Grundpunkt zugeordneten Form
ist. Wihlt man zwei neue Grundpunkte, etwa A und C, auf dem Kegelschnitt
liegend und einen dritten, B, im Schnittpunkt der Tangenten, die in den ers-
ten beiden Punkten an den Kegelschnitt gelegt wurden, so erhélt man — wenn
man noch den Parameter ¢ so einrichtet, dass den Grundpunkten A und C die

Parameterwerte 0 und o zugeordnet werden, die vereinfachte Darstellung

X(t)=A+2t-B+1*-C. (6.10)

I Um sprachliche Uberladungen zu vermeiden, wird nicht zwischen ,,Punkten und den sie dar-
stellenden ,.,homogenen Vektoren* unterschieden.
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6.3 Anwendung, insbesondere auf Kegelschnitte

Diese nennt man die (homogene oder projektive) Normalform der Kegel-
schnittsgleichung. (Sie gilt auch im Falle, dass einer oder gar zwei der Grund-
punkte Fernpunkte sind.)

Sind hingegen alle drei Grundpunkte im Endlichen gelegen, so kann man zu-
nichst die Normierung von A (d. h. dessen 0. Komponente) zu eins machen:
A = (1,a). Mit einer Parametertransformation ¢ = p7 ergibt sich C = p>C,
und man kann erreichen, dass C = o(1,¢) mit 6 = £1 wird.! Setzt man noch
B = w(1,b), so folgt

X(t) = (l,a)+27 (w,0b)+7* o(1,¢) 6.1D)
= (1+2vw+oi?,a+2f-ob+7*-oc). '
Dies liefert nun die rationale Normalform
27 - wb 472 -
x(t) = 2F +irooc 6.12)

1+2fw + of?

der Kegelschnittsgleichung. Variiert man den Parameter w, stellt sie eine einpa-
rametrige Schar von Kegelschnitten dar; man nennt die Schar ein Kegelschnitt-
biischel. Dies wird auch dadurch verstdndlich, dass ein Kegelschnitt i. Allg.
durch fiinf Punkte bestimmt ist; da die beiden Beriihrpunkte A,B je doppelt
zdhlen, sind vier Punkte ,,verbraucht, und ein fiinfter kann beliebig gewihlt

werden.

! Bei 6 = —1 beriihren die Kegelschnitte die beiden Tangenten von aufien.
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6 Rationale Kurven

Abbildung 6.1: Ein Kegelschnittbiischel: Die Grundpunkte sind rot markiert; die gemeinsamen
Tangenten sind blau. Ellipsen sind in griin, blaugriin, und violett gezeichnet, die
Parabel in rot und ein Hyperbelast in braun.

6.4 Gt-Stetigkeit homogen dargestellter Kurven

Wenn zwei Kurvensegmente in homogenen Koordinaten vorliegen, stellt sich
die Frage, unter welchen Bedingungen sie G¥-stetig aneinander anschliefen.
Hier konnen nicht einfach die im Abschnitt 1.6 hergeleiteten Bedingungen
(1.12) angewendet werden, da neben einer Parameter-Transformation auch
noch eine mogliche Umnormung beriicksichtigt werden muss. Die genauere
Definition lautet:

Definition 22. Sind
t—X(@), tel,
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6.4 G*-Stetigkeit homogen dargestellter Kurven

und

s—=Y(s), s€J,

zwei (hinreichend oft stetig differenzierbare) Kurvendarstellungen in homoge-
nen Koordinaten, so beriihren sich diese an der Stelle t( in k-ter Ordnung, wenn

es eine Parametertransformation
fiIl—=J, s=f@)
und eine Umnormungsfunktion
p:I1—-R

(mit p(t) # 0 fiir alle t € 1) gibt, so dass die Funktionent — X(t) undt — p(t)-
Y(f(¢)) selbst und alle ihre Ableitungen bis zur Ordnung k in einer gewissen

Umgebung U von t iibereinstimmen.

Analog zu den in Abschnitt 1.6 hergeleiteten Bedingungen erhélt man bei ho-
mogenen die folgenden Beziehungen, wobei alle Argumente weggelassen wur-
den, 7 durch g und s durch so = f(to) zu ersetzen sind und ¢ = f” bedeutet:

X = pY
X = p'Y+poY
" p” b / N (6.13)
X" = p'Y+(2p'0+p9")Y
Auch hier gilt die allgemeine Formel
k .
X =y by, (6.14)
j=0
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6 Rationale Kurven

wobei sich die Koeffizienten CD’; rekursiv gemal

®) = p
(6.15)

k+1 d Fk k

Qi =GPt ePi

berechnen.! (Dabei sind &% 41 =0und @ | =0 zu setzen.)

Dies moge am Beispiel von zwei aneinander anschlieBenden Kegelschnitt-
bogen verdeutlicht werden, welche an der Anschlussstelle eine G?-Beriih-
rung haben sollen. Diese seien in Normalform (s. (6.10) in Abschnit 5.3)
mit den Grundpunkten A = (1,a1,a2), B = w(1,01,0), C = (1,0,0) bzw.
C,D=x(1,d1,0), E=(1,e;,ey) gegeben (damit sind die Beriihrbedinungen
G° und G' bereits erfiillt).

B C D

Abbildung 6.2: G>-Anschluss von 2 Kegelschnittbogen.

! Die Ableitungen sind ,formal“ zu verstehen, d. h. die entsprechenden Polynome ®; von p,¢
und deren Ableitungen sind zu differenzieren, noch ehe die festen Argumente #y,so eingesetzt
werden.
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6.4 G*-Stetigkeit homogen dargestellter Kurven

Wegen
X(t) =?A+2B+C, Y(s)=s’E+2sB+C (6.16)
ist
X(0)=Y(0)=C
und
X'(0)=2B, Y(0)=2D,
sowie

X"(0)=2A, Y=2E,
woraus nach (6.13) zunéchst p(0) = 1 und
2B = p'(0)C+2p(0)9(0) D

folgt. Mit den oben angegebenen Koordinaten ergibt sich

. wb;

(b(O)—ﬁ

und
p'(0) =20 —2x¢(0).

Dies beinhaltet noch keine Bedingungen fiir die Kegelschnittbogen, sondern
liefert lediglich die Werte ¢ (0) und p’(0). Erst die dritte (G?-)Bedingung

24 =p"(0)C+ (2p"(0)¢(0) +p(0)¢'(0)) 2D +p(0)¢ (0)*2E

fithrt neben den Werten fiir ¢'(0) und p”(0) auf die einzige Beziehung

2
ar = ¢(0)%er = <> e (6.17)

zwischen den Koordinaten der Grundpunkte. Somit gilt:
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6 Rationale Kurven

Satz 23. Die Beziehung (6.17) ist (bei der angegebenen Lage des Koordina-
tensystems) notwendig und hinreichend fiir einen G*-Ubergang der beiden Ke-
gelschnittbogen (6.16).
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7 Bézier-Darstellung

In vielen CAD-Systemen und Zeichenprogrammen werden heute sogenannte
Bézier-Kurven verwendet. Diese sind nichts anderes als polynomiale Kurven
(s. Kapitel 4), die nicht mit Potenzfunktionen, sondern mit Hilfe der Bernstein-

Polynome dargestellt sind.

7.1 Parameterdarstellung und Kontrollpunkte

Eine sogenannte ,,Bézier-Kurve* vom Grad n ist eine polynomiale Kurve in der

Darstellung:
x(1) = Z ( " )(1 —1)" ke, (7.1)

Dabei:

e bedeuten fett gedruckte Buchstaben Punkte im RY (d =2: Ebene, d = 3:

Raum, etc.),

e ist ¢ der Parameter,
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7 Bézier-Darstellung

e heiflen c¢p,cq,...,¢, die Bézier- oder Kontrollpunkte (sie bestimmen
die Lage und Gestalt der Kurve und sind die Eckpunkte des Bézier-
Polygons),

e die Polynome ( Z )(1—1)""*k Bernstein-Polynome (sie werden oft mit

Bj(t) bezeichnet) und

e die Kurve x(¢) fiir 7 € [0,1] zusammen mit ihrem Bézier-Polygon ein

Bézier-Segment.

Die Kurve x(7) (mit ¢z € [0, 1]) beginnt bei ¢y und endet bei ¢,; sie beriihrt dort
die Geraden cyc; bzw. ¢, ¢,, sofern diese Punkte voneinander verschieden
sind. Der Kurvenverlauf dhnelt dem des Kontroll- oder Bézier-Polygons (das
durch Verbinden der Kontrollpunkte entsteht). Die Kurve liegt ganz in der kon-

vexen Hiille der Kontrollpunkte. Dies folgt aus dem

Satz 24. Sind ag,ay, ..., a, beliebige Punkte im R" und oy, oy, ..., o, belie-

bige, nicht negative reelle Zahlen, deren Summe = 1 betrdigt, so liegt der Punkt
n
X = Z O ay (7.2)
k=0

in der konvexen Hiille dieser Punkte.

Bei Anwendung auf Bézier-Polygone hat man die Bézier-Punkte anstelle der

n

Punkte a; und o = ( i )(1—1)""*#* (also den Wert des betrachteten Bern-

stein-Polynoms an der Stelle ) zu nehmen; fiir # € [0, 1] sind diese > 0.
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7.1 Parameterdarstellung und Kontrollpunkte

Zur Berechnung eines Kurvenpunkts aus den Bézier-Punkten verwendet man

den Algorithmus von de Casteljau: '

Global:  n, {¢x, k=0,...,n} // Grad und Kontrollpunkte

Input : 1 €]0...1] // Parameter
Output:  x() // Kurvenpunkt
Lokal - {by, k=0,...,n}, ki
begin
for k=0 to n do // Laden der Kontrollpunkte
b[k] := c[k]
end for

for i=0to n do
fork=0ton—ido
b[k] = (1 —t) «xb[k] +t «b[k+ 1]
end for
end for
return x = b[0]
end

Bemerkung: Es ist zu beachten, dass das lokale Array b bei jeder Stufe i iiber-
schrieben wird. Da der iiberschriebene Vektor b[k] beim nichsten Schritt k + 1
nicht mehr benétigt wird, entsteht dadurch kein Schaden.

Ubungen:

1. Man sehe sich (mit irgendeinem Programm) den Verlauf der Bernstein-
Polynome an.

! Es handelt sich bei dieser Formulierung um keine echte Programmiersprache.
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7 Bézier-Darstellung

Man wiihle einige (wenige) Punkte z. B. in der Ebene, bilde damit Kon-
vexkombinationen wie in (7.2) und sehe zu, wie sich der Punkt x mit den
Werten der Koeffizienten verdndern. (Wenn n = 2 ist und ag,a;,a; nicht
auf einer Geraden liegen, heilen die Koeffizienten o, o, 0 baryzentri-

sche Koordinaten von X.
Man mache sich klar, dass ein Bézier-Segment vom Grad n = 1 mit der

Strecke von ¢g nach ¢; iibereinstimmt; der Parameter ¢ ist dabei das 7eil-

verhdiltnis des Zwischenpunkts x(z).

Abbildung 7.1: Eine typische Kurve vom Grad 3 mit ihrem Bézier-Polygon.

7.2 Zusammenhang mit polynomialen Kurven

Dariiber gilt folgender

Satz 25. Jeder endliche Abschnitt einer polynomialen Kurve (d. h. mit kom-

paktem Parameterintervall) hat eine Bézier-Darstellung. Umgekehrt ldsst sich
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7.2 Zusammenhang mit polynomialen Kurven

jede Bézier-Darstellung in eine mit Monomen (bis zum gleichen oder kleineren

Grad) umwandeln.

Der Beweis des ersten Teils gliedert sich in zwei Schritte:

1. (,,Parameter-Transformation®) Der endliche Abschnitt bestehe aus jenem
Teil der (vollstindigen) Kurve, dessen Parameter- Intervall [a,b] (mit a <
D) ist. Dann definiert man einen neuen Parameter durch 7 = (t —a) /(b —a).
Man setzt also t = a+ (b —a) -7 in die Darstellung (5.1) ein. Durch Aus-
multiplizieren aller Potenzen und Umordnen nach den Potenzen von 7 ent-
steht wieder eine Darstellung derselben polynomialen Kurve, aber mit dem

Parameter 7, welcher nun von 0 bis 1 lduft. Der Grad bleibt dabei erhalten.

2. (Umentwicklung nach Bernstein Polynomen) Man denkt sich die Bern-

stein-Polynome B} ,,ausgeschrieben®; also z. B. fiir n = 2:

B = 1 -2+ 12,
B = =2+ 2 12 (7.3)
B = 12

und fasst das als lineares Gleichungssystem fiir die ,,Unbekannten* 1,z,
t2,...,¢" auf. Da dieses fiir jedes n Dreiecksgestalt hat und alle Koeffizi-
enten in der Hauptdiagonalen seiner Matrix von Null verschieden sind, ist
es stets eindeutig 1osbar. So erhilt man eine ,,Entwicklung der Potenzen
1,¢,/2,...,f" nach den Bernstein-Polynomen®. Dies wird in die im ers-
ten Schritt (Parameter-Transformation) erhaltene Darstellung (wobei der
Querstrich bei ¢ wieder weggelassen werden kann) eingesetzt. Die Um-
ordnung nach den Bernstein-Polynomen ergibt schlielich die gewiinschte

Bézier-Darstellung.
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7 Bézier-Darstellung

Zum Beweis der Umkehrung hat man nur die Bernstein-Polynome nach Poten-
zen von ¢ zu entwickeln und die Glieder mit gleichen Potenzen zusammenzu-

fassen. O]

,Bézier-Kurven* sind also nichts anderes als (endliche) Segmente polynomia-

ler Kurven in einer besonderen Darstellung.

7.3 Ableitungen

Man rechnet leicht nach, dass sich die Ableitung einer Bézier-Kurve nach fol-

gender Formel berechnet:

K@) =n- Y (") (U= R (e — ). (7.4)

Die Ableitung hat also — abgesehen vom Faktor n — dieselbe Form wie eine
Bézier-Kurve vom Grad n — 1, jedoch stehen anstelle von Kontroll-Punkten

hier deren Differenz-Vektoren.

Insbesondere gilt fiir t =0
X' (0)=n-(e; —¢p) (7.5)

und analog fiirr = 1
X'(1)=n-(cy —€p1), (7.6)

d. h. es gilt der

Satz 26. Eine polynomiale Kurve beriihrt ihr Bézier-Polygon in dessen beiden
Endpunkten.
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7.4 Glatter Anschluss polynomialer Segmente

Analog zu (7.4) gelten auch fiir die hoheren (k + 1)-ten Ableitungen entspre-
chende Formeln, wobei anstelle der Kontrollpunkte deren hohere Differenzen

stehen und statt des Vorfaktors n das Produkt n(n—1)...(n—k) zu setzen ist.

7.4 Glatter Anschluss polynomialer Segmente

Wie schon in Abschnitt 1.5 angesprochen, werden groflere Kurvenbogen in
(meist viele) kleinere Segmente unterteilt und als polynomiale Kurven genom-
men. Damit die gesamte Kurve glatt ist, miissen die einzelnen Segmente min-
destens Gl-stetig (s. Abschnitt 1.6) aneinanderschlieen. Nach Satz 26 ist dies
gewihrleistet, wenn

¢, =dp und ¢,_1, ¢,, d; in dieser Reihenfolge kollinear sind. 7.7

Hierbei wurden die Kontrollpunkte des folgenden Segments mit d; bezeichnet.!

Bei hoheren isthetischen Anspriichen reicht diese einfache G!-Stetigkeit nicht
aus: Man verlangt meist mindestens G2-Stetigkeit. Daher erhebt sich die Frage,
wie man die Kontrollpunkte der beiden Segmente einrichten muss, dass diese

vorliegt.

Aus der Ableitungsformel (7.4) und der analogen Formel fiir die zweite Ablei-
tung erkennt man, dass es nur auf die Kontrollpunkte ¢,_»,¢,_1, ¢, = Co,€1,C2
ankommt und (7.7) erfiillt sein muss. Bezeichnet man die Differenz-Vektoren

der Kontrollpunkte mit v; = ¢;41 —¢; (i =0,...,n — 1) bzw. diejenigen des

! Bei m Segmenten zihlt man die Kontrollpunkte einfach von 0 bis m - n durch, wobei diejenigen,
deren Indizes ein Vielfaches von n sind, die gemeinsamen Anschlusspunkte aufeinanderfolgen-
der Segmente sind.
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7 Bézier-Darstellung

zweiten Segments mit w; = d;+; —d; (i =0,...,n— 1), so folgen aus (1.13)

die Bedingungen
¢, = do (7.8)
Vil f1 = Wo (7.9)
(Va1 —Va2)  fE+ (H/(n=1))Vaer = wWi—wy,  (7.10)

wobei stillschweigend angenommen wurde, dass beide Segmente denselben

Grad n haben. Es gilt also der

Satz 27. Zwei Bézier-Segmente vom gleichen Grad haben genau dann einen
G?-Anschluss, wenn die Gleichungen (7.8), (7.9) und (7.10) erfiillt sind.

Die Gleichung (7.10) kann man auch kurz in der Form
— Vo -ff=w; (mod wy) (7.11)

schreiben.! Sie lisst sich z. B. durch die folgende Abbildung 7.2 veranschauli-
chen (statt f; steht nur f; durch Projektion von ¢,_»,¢, und d; auf eine Hilfs-
gerade orthogonal zu ¢,_;d; lésst sich ein Paar von Strecken im Verhiltnis

1 : % erzeugen, so dass (7.11) gilt).

7.5 Konstruktion kubischer G>-Splines

Die in Kapitel 4 behandelten Ubertragungen von Methoden fiir Splinefunktio-

nen auf Splinekurven sind in gewisser Weise ,,ungeometrisch®, da sie nicht in-

I Das Zeichen = bedeutet: ,,Die Gleichheit gilt bis auf Zusatzglieder, die im Modul stehen® (hier
also Vielfache von wy).
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7.5 Konstruktion kubischer G2-Splines

Abbildung 7.2: Zum G?-Anschluss von Bézier-Segmenten.

variant gegeniiber Parametertransformationen sind und immer noch einer Kno-
tenfolge bediirfen. Dariiber hinaus ist die Abhéngigkeit von dieser nicht line-
ar und daher schwer zu iiberblicken. Es ist daher wiinschenswert, einen G2-
Spline zu konstruieren, welcher eine gegebene Punktfolge p; (i = 0,1, ... ,m)
interpoliert (d. h. durch diese Punkte hindurch geht). Es liegt nahe, zwischen
je zwei der gegebenen Punkte ein kubisches Segment einzuspannen. Dann
braucht man nur noch dafiir zu sorgen, dass fiir je zwei aufeinanderfolgen-
de Segmente ein G?-Anschluss besteht. Ublicherweise nummeriert man die
Bézier-Punkte aller Segmente von O bis 3m durch, wobei die Anfangs- und
Endpunkte der Segmente die Nummern 3i haben; man hat also bsy; = p; (i =
0,1, ...,m).
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7 Bézier-Darstellung

Den Ergebnissen vom vorigen Abschnitt (insbesondere Satz (27)) entnimmt
man, dass fiir je zwei aufeinanderfolgende Segmente zwei Parameter (soge-
nannte ,,Design Parameter®), frei gewihlt werden konnen, zum einen das Ver-
hiltnis f = |b3;b3;+1]/|b3;—1b3;| und zum anderen die Lage des Kontrollpunkts
b3t auf der Parallelen zur gemeinsamen Tangente bs;_; bsz; ;| im Abstand f 2
auf derselben Seite wie bz;_» (s. Abb. 7.2).

Etliche Wissenschaftler, die in der Pionierzeit des CAGD an dieser fiir die
Praxis wichtigen Frage gearbeitet hatten, haben fiir die Wahl dieser Parame-
ter geeignete Vorschlidge erarbeitet (meist so, dass einer der Design-Parameter
festgelegt wurde und der andere willkiirlich blieb) und den so erhaltenen Spli-
ne mit einem speziellen Namen bezeichnet; auf diese Weise haben -, y-, v-,

7-Splines etc. Eingang in die Literatur gefunden (siehe z. B. [16], [12]).

Ohne auf diese Splines niher einzugehen, werde hier eine andere Konstruktion
eingefiihrt: Es sollen nimlich an den zu interpolierenden Punkten auch noch
die Tangentenrichtungen, etwa reprisentiert durch die Einheitsvektoren v; (i =

0,1, ... ,m) vorgegeben sein.

Die Aufgabe dhnelt der im Abschnitt 4.2 besprochenen Hermiteschen Interpo-
lation, jedoch mit dem Unterschied, dass nur die Tangentenrichtungen (nicht
aber die Ableitungsvektoren) vorgeschrieben sind (d. h. kein C'-Ubergang!).
Daher verléduft die Konstruktion des betrachteten Splines auch ganz anders als

im genannten Abschnitt.

Der erste Design-Parameter f bleibt auch bei dieser Konstruktion frei wihlbar
und legt den Kontrollpunkt bs; 1 fest. Damit ist auch die oben erwihnte Paral-
lele zur gemeinsamen Tangente b3;b3;1; im Abstand f 2 wohldefiniert, und auf

dieser muss der nichste Kontrollpunkt b3y, liegen.
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7.5 Konstruktion kubischer G2-Splines

Da nun aber die Tangente im Endpunkt b3;;3 = p;41 durch diesen Punkt und
den vorgegebenen Richtungsvektor v, bestimmt ist, muss bs;;» auch auf die-
ser Geraden, also im Schnittpunkt mit jener Parallelen liegen. Die einzige Be-
dingung, die diese Konstruktion ermoglicht, ist, dass sich diese beiden Gera-
den treffen und der Schnittpunkt auf dem riickwdirtigen Halbstrahl bs; o — & -
vir1 (€ >0) liegt.!

b3y

Abbildung 7.3: Konstruktion eines G>-Bézier-Anschluss-Segments mit gegebenen Punkten und
Tangentenrichtungen.

Diese Konstruktion wird sukzessive fiir jeden inneren Anschlusspunkt bs;
durchgefiihrt.

Die obige Abbildung 7.3 zeigt eine ziemlich ungiinstige Konstellation ei-
nes einzelnen Anschlusses, welche einen Wendepunkt erzwingt, aber die G-
Bedingung dennoch zu erfiillen erlaubt. Es wurden drei mogliche Bézier-

! Der Fall, dass die Kriimmung im Anschlusspunkt verschwindet, ist ebenfalls moglich. Dann lie-
gen alle finf Punkte bs;_»,...,b3;; in dieser Reihenfolge auf einer Geraden, und der erwéhnte
Halbstrahl muss diese in b3;, treffen.
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7 Bézier-Darstellung

Segmente mit den A-Werten 0.8,1.0 und 1.1 in den Farben griin, violett und

schwarz gezeichnet.

Die folgende Abbildung 7.4 zeigt einen kompletten Spline mit acht Segmenten
(in verschiedenen Farben), die nach dieser Methode konstruiert wurden. Die

Konstruktionsschritte sind in die Zeichnung mit aufgenommen.

Abbildung 7.4: Konstruktion der Bézier-Punkte eines G2-Splines mit gegegeben Punkten und
Tangentenrichtungen.
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7.6 Konvexitiitstreue

7.6 Konvexitatstreue

In vielen Fillen ist es wiinschenswert, dass eine Kurve nicht mehr als un-
vermeidlich viele Wendepunkte besitzt; insbesondere dass ein langgestreckter
Bogen, dessen Tangentenvektoren am Anfang und am Ende sich nur wenig
voneinander unterscheiden, gar keine solchen besitzt, d. h. konvex ist. So
entsteht die Frage, ob eine Kurve stets konvex ist, wenn ihr Bézier-Polygon
diese Eigenschaft hat. Dies hdngt eng mit der sogenannten Variationsmin-
derungseigenschaft (engl. variation diminishing property) zusammen, welche
Folgendes besagt:

Satz 28. Eine Kurve hat mit einer beliebigen Geraden nicht mehr Schnittpunk-
te, als es Schnittpunkte dieser Geraden mit dem Bézier-Polygon gibt.

(Einen Beweis findet man z. B. in [23] oder [18]).

Schlieit man nun das Kontrollpolygon durch Verbinden des Endpunkts mit
dem Anfangspunkt (sofern diese nicht schon von vornherein zusammenfallen),
und entsteht auf diese Weise ein konvexes (und doppelpunktfreies) Polygon, so
hat jede Gerade hochstens zwei Schnittpunkte mit diesem. Dasselbe gilt dann

nach Satz 28 auch fiir die Bézier-Kurve, welche infolgedessen konvex ist.

Der Umweg iiber die ,,variation diminishing property* erscheint — zumindest
bei kleinem Grad — ,,von weit hergeholt” und weckt das Bediirfnis nach einem
einfacheren und direkten Beweis. Dieser soll hier fiir kubische Bézier-Kurven

gegeben werden:
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7 Bézier-Darstellung

Satz 29. Eine kubische Kurve, deren Bézier-Polygon konvex ist und dessen ori-
entierte Seitenvektoren in einen Winkelbereich von hochstens 180 Grad liegen,

ist eine konvexe Kurve.!

Beweis: Man bezeichne die Seitenvektoren des Kontrollpolygons der Reihe
nach mit a, b, ¢, dann gilt nach der Ableitungsformel (7.4)

X' = 3(Bj(t)a+Bi(t)b+B3(t)c) (7.12)
x’ 6 (By(t)(b—a)+Bj(t)(c—b)). (7.13)

Hieraus folgt fiir die Determinante dieser beiden Vektoren

[X',x"] =18 (E-[a,b] +F -[b,c] +G-[a,c]), (7.14)
wobei
E = Bj(0)By(r) + Bi(t)By(t) — Bj(1)Bi(),
F = BXt)Bi(t) + B:(t)Bl(r) — B3(1)BL(t), (7.15)
G = B3(1)By(r) + Bj(1)B(1).

Die linke Seite von (7.14) hat nach (2.9) dasselbe Vorzeichen wie die Kriim-
mung der Kurve an der Stelle ¢, da die Norm von x'(7) stets positiv ist. Es
kommt also darauf an, zu zeigen, dass die rechte Seite keinen Vorzeichenwech-
sel aufweist. Nach Voraussetzung sind alle drei Determinanten in (7.14) positiv

(man beachte die Bedingung iiber den Winkelbereich!). Folglich geniigt es zu

! Der Zusatz iiber den Winkelbereich ist notwendig, weil sich sonst das Kontrollpolygon (und
damit auch die Kurve) selbst tiberschneiden kann und somit nicht mehr konvex im strengen
Sinn ist.
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zeigen, dass die Groflen E, F, G bis auf die Stellen # = 0 und ¢ = 1, wo alle drei

verschwinden, positiv sind.

Bei den Bernstein-Polynomen ist das generell der Fall; somit hat man G > 0.

Um E > 0 zu zeigen, wird die Differenz
BBy -~ BB = (2 ) (=0 () (1=1) = (2 )(1=02( | )t

=2-1)(1-1)%t>0

umgerechnet. Da der erste Summand von E ohnehin nicht negativ ist, folgt die

behauptete Ungleichung.

Analog geht man bei F' vor:

BY(0)BL(0) - B3 0BY) = (1 )(1—0- (1 )= (2)A-( ) )11
=2-1)(1-0r*>0

In allen drei Féllen gilt ... =Onurbeif =0und bei r = 1. 0

7.7 Unterteilung des Bézier-Polygons

Wenn beim Design einer Kurve ein gewisses Segment zu grof3 geraten ist und
etwa an der Stelle 7y unterteilt werden muss, um den Anforderungen besser
gerecht zu werden, entsteht die Frage, wo die Kontrollpunkte der beiden Teil-

bogen liegen. Diese wird durch den folgenden Satz beantwortet:
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7 Bézier-Darstellung

Satz 30. Bezeichnet man die beim Algorithmus von de Casteljau entstehenden

Zwischenpunkte der Stufen k von O bis n mit ¢; (mit i =0, ... k)1 so sind
die Punkte ¢y 0,€o,1, ..., €0, die Kontrollpunkte des 1. Teilsegments und die
Punkte ¢y ,,€1 4-1, .., Cno die Kontrollpunkte des 2. Teilsegments.

Beweis: Die im Satz genannten Zwischenpunkte haben die explizite
Darstellung
o, = i( i (1 —10) e e (7.16)
k=0
Fiihrt man nun fiir den 1. Teilbogen den Parameter 7 := /1 ein (damit dieser
fiir 7 € [0,0] das Intervall [0, 1] durchliuft), so folgtt =fotund 1 —r =1—7+
(1 —1p)7. Setzt man dies in die Bézier-Darstellung der Kurve ein, so folgt (mit

den Abkiirzungen 6 = 1 — 7 und so = 1 —1g)

X(t)

Tio( ) (o+s00)" (t07) e

Tio Xt () (" et s .

(7.17)

Umordnen der Doppelsumme und Ersetzen der Indizes gemél j:=i+k, i :=
Jj — k liefert:

%(1) =x(t) = i( ;’ yo" it (i( i )sg"t{;ck), (7.18)
j=0

k=0

.- . n n—k n J .
wobei die Beziehung ( . )( ik ) = ( ; )( L ) verwendet wurde. Der in
der groBen Klammer stehende Ausdruck stimmt nach (7.16) mit dem Zwi-
schenpunkt ¢g_ ; iiberein, und die iibrigen Terme ergeben die Bézier-Darstellung

fur das 1. Teilsegment . Womit der erste Teil des Satzes bewiesen ist. Der zwei-

! Bei k = 0 sind es die urspriinglichen Kontrollpunkte ¢; (miti =0, ..., k).
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te ergibt sich analog, wenn man die Kurven in der Gegenrichtung durchlaufen

lasst und die Bezeichnungen entsprechend dndert. O]

7.8 Interpolation mit polynomialen Kurven

Mit einer polynominalen Kurve vom Grad n kann man — wenn noch die Pa-
rameterwerte, an denen dies geschehen soll — n + 1 Punkte ag, a;, ..., a,
interpolieren; i. Allg. werden die Parameterwerte dquidistant, d. h.#; = i/n (i =
0,...,n) genommen. Trivialerweise entsprechen ajp und a, den Bézier-Punkten

¢p, ¢, und bei n = 1 sind dies schon alle.

Bei n = 2 kommt der ,,mittlere Punkt“ a; = x(1/2) = 1/4¢o+1/2¢;+1/4¢c,

hinzu. Eliminiert man hieraus den Kontrollpunkt ¢y, so erhilt man
(L—1)(1—2f)ag+4¢(1—t)a; +1(2t — 1)ay (7.19)

als interpolierende Kurve. Bei genauerem Hinsehen erkennt man, dass dies
nichts anderes ist als die wohlvertraute Interpolationsformel von Lagrange fiir

die Stiitzstellen 0, 1 /2, 1, hier nur in Vektorform aufgeschrieben!

Das Analoge gilt natiirlich auch fiir jeden Grad n; man braucht die entsprechen-
den Umrechnungen von der Bézier-Form nicht einmal durchzufiihren, denn das
Ergebnis muss stets die vektorielle Form der Interpolationsformel von Lagran-

ge sein (weil diese eindeutig ist):

Satz 31. Die polynomiale Kurve

x(1) =) Li(t)a, (7.20)
k=0
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7 Bézier-Darstellung

wobei L;(t) die Lagrangeschen Basis-Funktionen

Li(t) = II —

I — 1t
i=0,1,---n
i#k
fiir die Stiitzstellen ty,t1, ..., t, bedeuten, interpoliert die (gegebenen) Punkte

ap,ay,..., a, an diesen Stellen.

Von ,,Bézier-Kurven* ist zwar nicht mehr viel iibrig geblieben, vielmehr liegt
wieder ein Beispiel einer direkten Ubertragung einer Methode der Numerik

von Funktionen auf eine Frage bei Kurven vor, wie es schon in Abschnitt 4.2

aufgetreten war.

Wenn die Stiitzstellen, wie oben erwihnt, dquidistant sind, kann man selbstver-

standlich auch darauf zugeschnittene Formeln, wie z. B. diejenige von Newton-

Gregory verwenden:

Hierbei ist s = (t —19) /h, ty = fo + kh und ( ]SC ) bedeuten die ,,verallgemei-

nerten Binomialkoeffizienten*

k 1-2- ...k
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7.8 Interpolation mit polynomialen Kurven

Ferner bezeichnet das Symbol A/(ja bei k = 0 den Punkt agp, bei k =1 den
ersten Differenzvektor a; —ag und bei k > 1 die ,,h6heren Differenzvektoren®,

die man durch sukzessive Differenzbildung aus den vorigen erhailt.

Statt — wie oben geschehen — die Kontrollpunkte durch die zu interpolieren-
den Punkte zu ersetzen, kann man auch die Kontrollpunkte durch die Daten-
punkte ausdriicken und damit die Bézier-Darstellung des entstehenden Splines

erhalten.

Es seien also der Grad n und n - m + 1 Datenpunkte

Po, P15 ---s Pnm
gegeben. Firr je (n+ 1) aufeinanderfolgende Punkte pp, ..., P(ye1).x (it
k=0, ..., m—1) wird ein Bézier-Segment gebildet, welches diese Punkte

interpoliert. Da der Endpunkt des vorigen Segments mit dem Anfangspunkt

des nichsten iibereinstimmt, entsteht zumindest ein GO-Spline.

Wie oben werden dquidistante Stiitzstellen #; = i /n genommen; es miissen dann

die Interpolationsbedingungen
n
Puirj = Y Bi(tj)ei (j=0,....n) (7.21)
i=0
erfiillt sein. Aus diesen Gleichungen lassen sich nun die Kontrollpunkte be-

rechnen, denn die Koeffizienten-Matrix mit den Elementen BY () hat eine von

Null verschiedene Determinante. Fiir n = 3 erhilt man z. B.:

Co= P3n
c1=(—15P3n+54P3nt1 — 27 P3ps2t+ 6P3ns3)/18 (7.22)
= (6P3,1—27P3ns1 +54P3n42— 15p3ns3)/18 .

€3 = P3n+3 -
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7 Bézier-Darstellung

Abbildung 7.5: Ein interpolierender Spline.

Man mag befremdet sein, wenn hier ein Verfahren angegeben wird, welches
nur einen stetigen, nicht einmal glatten Spline liefert. Dieses ist jedoch sehr
schnell und interpolierend, folglich fiir einen Rohentwurf gut geeignet. Auf3er-
dem darf man nicht vergessen, dass beim praktischen Zeichnen bzw. Plotten
meistens statt eines aufwindig berechneten G*-Splines sowieso nur ein Poly-

gonzug (oder gar nur ein ,, Treppchen®) aufs Papier kommt ...

Die Abbildung unten zeigt einen mit dieser Methode konstruierten Spline. Die

Anfangs- und Endpunkte sind rot markiert, die anderen Datenpunkte griin.
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8 B-Splines

Spline-Kurven sind als spezielle stiickweise polynomiale (oder rationale) und
GF-stetige Kurven definiert. Im Gegensatz zum Vorgehen in 7.8 werden Spline-
Kurven jedoch nicht aus einzelnen Segmenten zusammengesetzt, sondern die
Zusammensetzung geschieht bereits auf der Ebene der Koordinaten-Funktio-
nen, die man B-Spline-Funktionen (oder auch kurz B-Splines) nennt. Daher

muss man sich zunéchst mit B-Spline-Funktionen vertraut machen.

8.1 B-Splines

Man geht von einer monoton wachsenden Folge von Knoten {t; | k € Z} auf
der reellen Achse aus. Vorerst denke man an eine streng monotone Folge, d.
h. t; <ty fur alle k € Z; spéter werden auch mehrfache Knoten zugelassen.
Diese Knoten sind die Ubergangsstellen, an denen eine Spline-Funktion von
einem Polynom zum einem andern C*-stetig wechselt (und nur an den Knoten
darf eine Spline-Funktion einen solchen Wechsel haben). Ferner wird verlangt,
dass alle beteiligten Polynome vom Grad < #z sind; diesen nennt man den Grad

der Spline-Funktion.
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8 B-Splines

Die Grundidee ist nun, dass man fiir jeden Grad n (bei gegebener Knotenfolge)

ein System von Spline-Basisfunktionen
N :R — R, t— N(t)
mit folgenden Eigenschaften konstruiert:

1. N}/ ist eine stiickweise polynomiale Funktion vom Grade 7, die auerhalb
des Intervalls [fg, fx1,4+1] identisch verschwindet und in dessen Innerem

nur positive Werte hat.!

2. N} ist iiberall (n — 1)-mal stetig differenzierbar und hat an den Knoten
ey i1, - - Trnt1 Sprungstellen der n. Ableitung (N,? ist dort unstetig).

3. Firallef € R und alle Grade n > 0 gilt:

Y N =1 (8.1)

keZZ

Bemerkungen:

1. Man erkennt sofort, dass die Basisfunktionen N,? in [t,#+1] den konstanten
Wert 1 haben muss und sonst iiberall verschwindet (s. Abb. 8.1).

2. Ebenso leicht folgert man, dass die Basisfunktionen N, kl im ersten Teilinter-
vall [fg,#;4 1] linear von Null bis Eins ansteigt und im zweiten Teilintervall
[fx11212] wieder linear auf Null zuriickgeht (s. Abb. 8.2).

I Aus b) folgt, dass der Funktionswert bei n > 0 in den Endpunkten ebenfalls gleich Null ist; bei
n =0 wird er fiir r = #; gleich Eins und fiir = #;.| gleich Null gesetzt.
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Bei den hoheren Graden ist nicht unmittelbar zu erkennen, ob es iiberhaupt
ein solches System von Basisfunktionen gibt und wie gegebenenfalls Teil-
polynome berechnet werden konnen. (Beides wird in Folgenden positiv
beantwortet werden.)

Die Existenz einmal vorweggenommen, folgt schon aus den Eigenschaften
a) und b), dass die Graphen der Spline-Basisfunktion fiir n > 2 stets eine
Glockenform haben (s. Abb. 8.3).

Funktionen, die nur in einem endlichen Intervall [a, b] von Null verschiede-
ne Werte haben, nennt man Funktionen mit kompaktem Trdiger; sie spielen

auch in anderen Gebieten der Mathematik eine wichtige Rolle.

Die Gleichung (8.1) nennt man ,.Zerlegung der Eins®; sie erlaubt ge-
wichtete Mittelbildungen, was spiter bei den Spline-Kurven verwendet

werden wird.

Die folgenden Abbildungen zeigen die Basisfunktionen der Grade 0, 1,2.

1
I ¢ —
Tk Ti+1 t Tk T+l Tky2 t
Abbildung 8.1: Die Basisfunktion N,?. Abbildung 8.2: Die Basisfunktion N,} .
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Ik Tiet1 T2 I3 1

Abbildung 8.3: Die Basisfunktion N?.

In der mathematischen Theorie der Splines (vgl. [3, 4]) wurde bewiesen:

Satz 32. (I.J. Schoenberg u.a., um 1946) Es gibt fiir jedes n € IN genau ein

System von Funktionen N;', welches den Bedingungen a) bis c) geniigt.

Es wird hier auf einen ausfiihrlichen Beweis verzichtet und auf die angegebene
Literatur verwiesen. Es sei jedoch eine Idee genannt, die das Ergebnis plau-
sibel erscheinen lasst: Das Polynom im ersten Teilintervall [t;,7;41], in wel-
chem N} nicht verschwindet, muss die Form y = a(t — ;)" haben, da N} einen
C"!-stetigen Anschluss an das vorausgehende Nullpolynom haben soll. Im

Endpunkt (Knoten 7, 1) hat man dann die Werte

Y1) = a(At)",
Vitepr) = na(Ag)",
Yo (Ggn) = (n=1)...-1-(Ag),

(mit der Abkiirzung Aty = (f341 — ), welche wegen b) mit dem Funktionswert
bzw. den Ableitungen des nichsten Teilpolynoms tibereinstimmen miissen. Da-

her kann man dieses als Taylorpolynom mit diesen Anfangswerten ansetzen,
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8.2 Spline-Kurven

und es bleibt nur noch der Koeffizient bei (f —#)" frei wihlbar. So geht es
weiter bis zum vorletzten Teilpolynom; jedes Mal bleibt der Koeffizient bei der
hochsten Potenz unbestimmt. Beim letzten Teilpolynom jedoch miissen nicht
nur die Anfangswerte mit den Endwerten des vorigen passend sein, sondern
auch die Endwerte (bei fy,1) einen C"~!-stetigen Anschluss an das darauf-
folgende Nullpolynom haben. Dies liefert ein homogenes lineares Gleichungs-
system mit n Gleichungen fiir die bislang n + 1 unbestimmten Koeffizienten,
welches somit stets nichttrivial 10sbar ist und genau einen Proportionalitétsfak-

tor offen lésst. Dieser wird dazu verwendet, die letzte Bedingung c) zu erfiillen.

Die explizite Berechnung der B-Spline-Basisfunktionen nach dieser Idee wire

allerdings recht umstidndlich, zumal es folgende rekursive Methode gibt:

Satz 33. Die Spline-Basisfunktionen lassen sich rekursiv wie folgt berechnen:

1 fiir 1 <t < gy

N = { 0 sonst ’ 8.2)
r—t t —t

N ) = N+ D N ). 83)
Tietn — Ik Tktnt1 — Tkt 1

8.2 Spline-Kurven

Eine Spline-Kurve im R< entsteht nun dadurch, dass man zunichst eine Folge
von Kontrollpunkten {d; € R |k € Z} wihlt und mit diesen ein vom Kurven-
parameter ¢ € IR abhéngiges gewogenes Mittel bildet:

x(1) = f N (1) dg. (8.4)

k=—oo
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8 B-Splines

Da bei gegebenem Wert von ¢ nur endlich viele Basisfunktionen von Null ver-
schieden sind, ist diese Summe stets endlich, so dass keine Konvergenzproble-

me auftreten. Genauer folgt aus der definierenden Eigenschaft a) der

Satz 34. Fiirt € [ty,t;+1] liegt der laufende Kurvenpunkt in der konvexen Hiille
der Kontrollpunkte dy_,,,dy_p,11, ..., di, da nur diese Punkte zur genannten
Mittelbildung beitragen.

Bemerkungen:

1. Da die Spline-Basisfunktionen im Innern der Trigerintervalle positive
Werte haben, geht die Spline-Kurve im Allgemeinen nicht durch
die Kontrollpunkte.!

2. Da nur die oben genannten Kontrollpunkte zur Summe in (8.4) beitragen,
sofern # in [t 74 1] liegt, beeinflussen nur diese die Lage von x(¢) (,,lokale
Abhingigkeit von den Kontrollpunkten®). Dies ist einer der wesentlichen
Vorteile der Spline-Kurven, da man einen unerwiinschten Verlauf an einer
Stelle durch Verschieben einiger Kontrollpunkte korrigieren kann, ohne die

ganze Kurve neu berechnen zu miissen.

3. Der zweite Hauptvorteil ist, dass automatisch ein G”_l-Spline entsteht,
sofern keine mehrfachen Knoten vorhanden sind (man braucht sich also

nicht um die Glattheit an den Knoten zu kiimmern).

4. Man muss eine Spline-Kurve nicht iiber die gesamte reelle Achse ver-

folgen, sondern kann sie auch nur in einem Teilintervall [a, b] betrach-

! Dies kann z. B. am Anfangspunkt bzw. am Endpunkt vermieden werden, wenn spiter mehrfache
Knoten eingefiihrt werden.
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8.3 Der de Boor-Algorithmus

ten. Allerdings ist dabei zu beachten, dass sie nicht durch die Kontroll-

punkte lduft (s. Bem. 1).

5. Um diesem letztgenannten Nachteil zu begegnen, hat man die Theorie der
B-Splines erweitert, indem man mehrfache Knoten eingefiihrt hat (siche
Abschnitt 7.4).

6. Wenn eine Spline-Kurve nur in einem gewissen Indexbereich k,;; < k <
kmax benotigt wird, kann man die restlichen Kontrollpunkte alle gleich O
setzen. (Man braucht dann die Knoten #; auch nur in diesem Bereich zu

definieren.)

7. Ferner gibt es fiir B-Splines viele hilfreiche Techniken, wie z. B. das Ein-
figen von Knoten oder Algorithmen zur Unterteilung etc. Wegen dieser

und weiterer Details muss auf die Literatur verwiesen werden.

8. Die Bezeichnungen der Spline-Basisfunktionen sind in der Literatur nicht
ganz einheitlich. Insbesondere wird oftmals statt des Grades n die Ordnung

m = n+ 1 benutzt oder beide Indizes unten gesetzt.

8.3 Der de Boor-Algorithmus

Zur effektiven praktischen Berechnung einer Spline-Kurve verwendet man
einen Algorithmus, der dem de Casteljau-Algorithmus entspricht und nach
de Boor benannt wird. Er beruht auf der Rekursionsformel (8.2) der Spline-

Basisfunktionen und der Darstellung (8.4) einer Spline-Kurve.
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8 B-Splines

Ersetzt man ndmlich die Spline-Basisfunktionen in der Darstellung (8.2), so

entsteht
~+oo

x()=Y (N7 '+ (1—od, )N dy, (8.5)

k=—oco

wobei
o = L (8.6)
letn1—j — Ik
gesetzt wird und diese Abkiirzung zunichst nur fiir j = 0 verwendet wurde.
Ordnet man diese Summe nach den Basisfunktionen N,Z’_l um (was darauf her-
aus lauft, beim 2. Glied den Index k durch k — 1 zu ersetzen), so folgt
Foo

x()="Y (oddi+(1—of)dey) N/ (8.7)
k=—o0

Daher ist es sinnvoll, auch die Kontrollpunkte rekursiv geméaf

Q@ = dy
» . o (8.8)
al" = alal+0-a)al,
zu berechnen. Damit wird (8.7) zu
—+o0
x()="Y N'd;. (8.9)

k=—oco

Diese Darstellung hat dieselbe Form wie (8.4) nur mit dem Unterschied, dass
die ,,nichste Serie von Kontrollpunkten d,‘c mit den Spline-Basisfunktion vom
Grad n — 1 kombiniert wird. Offensichtlich kann man diesen Prozess aufgrund
der Rekursionsformeln beider Faktoren solange wiederholen, bis der Grad auf
0 reduziert ist und fiir # € [fy,#1] nur noch der eine Summand N,? = 1 ibrig
bleibt; d. h.

x(t)=dy fiirt € [t tg11)- (8.10)
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8.3 Der de Boor-Algorithmus

Abbildung 8.4: Eine Spline-Kurve mit Erlduterung des de Boor Algorithmus.

Daher sind nur die ,,hoheren Kontrollpunkte* bis zur Ordnung » nach (8.8)
unter Verwendung von (8.6) zu berechnen. Programmiertechnisch kann dies
analog wie beim de Casteljau Algorithmus geschehen.

Die Wahl der Knoten hat nur wenig Einfluss auf die Gestalt der B-Spline-Kurve

(und dieser Einfluss ist noch wenig erforscht); klar ist jedoch, dass eine lineare

Transformation 7 = at + b die Kurve gar nicht verédndert.
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8 B-Splines

8.4 B-Splines mit mehrfachen Knoten

Wie schon erwihnt, wurde die Theorie der B-Splines dahingehend erwei-
tert, dass mehrfache Knoten zugelassen werden. Dabei heilit #; ein m—facher

Knoten, wenn

it <lp=tep1 = oo =lepm—1 <lim (8.11)

gilt. (Es ist nur 1 < m < n sinnvoll; Knoten mit m = 1 sind einfache Knoten.)

Bei der rekursiven Berechnung der Spline-Basisfunktionen werden Glieder,
deren Nenner aufgrund mehrfacher Knoten verschwinden, einfach weg-

gelassen.

Man kann Folgendes zeigen:

Satz 35. Ist t; ein m-facher Knoten, so ist eine Spline-Kurve an dieser Stelle

nur noch C"—"-1 -stetig;
und ferner
Satz 36. Ist 1y ein (n—1)-facher Knoten, so geht eine Spline-Kurve vom

Grad n durch diesen Punkt (bzw. beginnt oder endet dort).

Mit Hilfe dieser Ergebnisse lassen sich z. B. Kurven modellieren, die an be-

stimmten Stellen Ecken haben sollen (man wihle m =n—1).

92
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8.5 Rationale Spline-Kurven (NURBS)

Wie bei polynomialen Kurven kann man auch bei Spline-Kurven zu rationalen
Kurven tibergehen, wobei der Nenner nun nach den Basis-Splines entwickelt
wird und die Kontrollpunkte mit den Entwicklungskoeffizienten als Gewichten

versehen werden. Dies liefert die Darstellung

_ Yrez WNZ(1) ¢k

= 8.12
x(1) Yicz NN (1) ®1

der rationalen Spline-Kurven (mit im Allgemeinen nicht gleichméBig verteil-
ten Knoten), die kurz ,,NURBS* (=,,non uniform rational B-splines*) genannt
werden.! Auch hier konnen die Gewichte }; als zusitzliche Design-Parameter

genutzt werden.

! Der Begriff ,,NURBS* stellt eine Verballhornung dar; denn es gibt keine rationalen B-Splines
und die rationalen Splines vom Grad » bilden nicht einmal einen linearen Raum.
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9 Algebraische Kurven

Dieses Thema ist sehr umfangreich und fiillt etliche Binde an mathematischer
Literatur. Es konnen daher hier nur die allerersten Begriffe und Eigenschaften
besprochen werden.

9.1 Grundbegriffe

Definition 37. Eine ebene algebraische Kurve vom Grad n > 0 ist eine solche,

deren Punkte (mit Koordinaten x, y) eine polynomiale Gleichung der Art

Z ai7kxiyk =0 9.1
i+k<n

erfiillen. Damit der Grad wirklich n ist, muss mindestens einer der Koeffizien-

ten a,_i x (k=0,...,n) von Null verschieden sein.

Wenn der Grad = 1 ist, ist (9.1) eine lineare Gleichung und stellt also eine
Gerade dar.

Dagegen haben bekanntlich alle Kegelschnitte eine quadratische Gleichung; sie

sind also nicht nur polynomiale, sondern auch algebraische Kurven vom Grad

2. Das Umgekehrte gilt aber nicht ohne Einschridnkungen: Eine algebraische
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9 Algebraische Kurven

Kurve 2. Grades kann zerfallen, d. h. das Polynom auf der linken Seite in (9.1)
kann in ein Produkt aus zwei linearen Faktoren zerlegt werden: Dann wird die
Gleichung bereits erfiillt, wenn die Koordinaten x, y nur einen dieser Fakto-
ren annullieren; d. h. die Kurve besteht aus zwei Geraden. (Diese Figur kann
nicht in einer einzigen polynomialen oder rationalen Parameterdarstellung er-
fasst werden!) Trotzdem zihlt man die Geradenpaare und auch die sogenannte
,Doppelgeraden® (wo beide Faktoren bis auf eine Konstante gleich sind) zu

den Kegelschnitten und nennt sie ,,entartet*.

Bei den hoheren Graden gibt es selbstverstidndlich viele Moglichkeiten des Zer-
fallens. Die (Teil-)Kurven, die durch Nullsetzen eines (nicht konstanten!) Fak-
tors entstehen, heillen ,,Bestandteile* der betreffenden algebraischen Kurve. Es

gilt aber stets der

Satz 38. Die Summe der Grade aller Bestandteile einer ebenen algebraischen

Kurve vom Grad n ist gleich n.

Fiir n = 3 (Kubiken) gibt es also nur die beiden folgenden Fille des Zerfallens:
1. Zerfall in einen nicht entarteten Kegelschnitt und eine Gerade,

2. Zerfall in drei (nicht notwendig verschiedene) Geraden.

Definition 39. Wenn das die Kurve darstellende Polynom in (9.1) sich nicht
in (mindestens lineare) Faktoren zerlegen lisst, heifst die Kurve (und auch das

Polynom) irreduzibel.

Fiir eine algebraische Kurve bedeuten also ,,irreduzibel* und ,,nicht zerfallend*

dasselbe.
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Bemerkungen:

1. Die Frage, ob sich ein Polynom in Faktoren zerlegen lésst, hingt entschei-
dend vom zugrunde gelegten Zahlkorper ab: Z. B. lésst sich das Polynom
x% +y? im reellen Zahlkorper nicht zerlegen, jedoch gibt es im komplexen
Zahlkorper sehr wohl die Zerlegung x> +y? = (x+iy)(x —iy). Die Irredu-
zibilitét einer algebraischen Kurve bezieht sich also stets auf den zugrunde

gelegten Zahlkorper.

2. Auch die Frage ,,wie viele Punkte* eine algebraische Kurve besitzt, ist

ebenfalls vom zugrunde gelegten Zahlkorper abhédngig: Z.B. hat die durch
¥4y +1=0 9.2)

dargestellte Kurve iiberhaupt keinen Punkt im IR? ist aber in@C? (der kom-
plexen Ebene) ein nicht entarteter Kegelschnitt (da sich das Polynom in
(9.2) auch inC nicht zerlegen ldsst).

3. Betrachtet man hingegen die Gleichung
KP4y =0, 9.3)

so hat diese im Reellen genau eine Losung, ndmlich x =0, y = 0. Die ,,Kur-
ve* besteht also im Reellen nur aus diesem einzigen Punkt. Wie schon in
der ersten Bemerkung ausgefiihrt wurde, ldsst sich ihr Polynom jedoch in
zwei lineare Faktoren zerlegen, d. h. in der komplexen Ebene stellt (9.3) ein
Geradenpaar dar (der oben genannte reelle Punkt ist deren Schnittpunkt).

4. Das Zerfallen einer algebraischen Kurve darf nicht mit der Moglichkeit

verwechselt werden, dass eine Kurve im Reellen nicht immer zusammen-

héngend zu sein braucht. Z.B. kann es schon bei einer Kubik vorkommen,
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9 Algebraische Kurven

dass ihr Bild aus einem ringférmigen Teil und (getrennt von diesem!) aus
einem gestreckten Teil (mit einer geradlinigen Asymptote) besteht, obwohl
die Kurve irreduzibel ist (siche Abb. 9.1).

Abbildung 9.1: Eine ,,.zweiteilige” Kubik.

9.2 Tangenten

Bezeichnet man das Polynom, welches eine ebene algebraische Kurve % dar-

stellt mit P, was man auch durch die ,,Gleichung*
%: Pxy =0 9.4)

ausdriickt, so kann man in einem Punkt (xo,yo)” von ¢ (fiir welchen also
P(x0.y0) = 0 ist!) eine Umentwicklung nach Potenzen von (x —xo) und (y —yo)

98



9.3 Singularititen

vornehmen und die hoheren (als die ersten) Potenzen Weglassen.1 Es bleibt

dann eine lineare Gleichung

oP oP
g(xo,yo)(xfxo)+a*y(xovyo) (y=y0)=0 9.5)

stehen. Diese stellt — sofern nicht beide Koeffizienten bei (x —xo) und (y — yo)
verschwinden — eine Gerade dar, welche durch den Kurvenpunkt (xo,vo)” geht.
Da es sich um die bestmogliche Approximation der Kurve durch eine Gerade

in diesem Punkt handelt, ist es die Tangente an € im Punkt (xq,yo)" .

9.3 Singularitaten

Wie schon erwéhnt, kann es vorkommen, dass beide Koeffizienten in (9.5) ver-

schwinden, die Tangente also unbestimmt ist.

Definition 40. Ein Kurvenpunkt p := (xo,y0)! heifst singuléir (oder ,,eine Sin-

gularitdt der Kurve ), wenn

oP JoP
g(xo,yo) =0, a*y(xo,m) =0 9.6)

gilt. Die nicht singuldren Punkte heifsen reguldr.

! Das Transpositionszeichen T soll andeuten, dass es sich um einen Spalten-Vektor handeln soll.
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Wenn man nun bei einem singuldren Punkt (quasi als ,,Ersatz* fiir die lineare
Approximation durch die Tangente) die quadratischen Glieder der oben ge-
nannten Umentwicklung, ndmlich

J’pP J’pP J’pP
o 5 (x0,0)&* +2- " ay(xo,YO)@H'a 5 (x0,00)n° =0 (9.7)

(wobei zur Abkiirzung & = x — xo und 11 = y — y( gesetzt wurde) betrachtet, so
stellt (9.7) ein Geradenpaar dar. Wenn die Diskriminante dieser quadratischen
Form, d. h. die aus den Koeffizienten gebildete Determinante

2 2
2L (x0,50) 515; (x0,¥0)

diskr := 5
f
oy (x0,50) ay £ (x0,y0)

9.8)

von Null verschieden ist, sind auch die beiden Geraden voneinander verschie-
den (sie konnen aber konjugiert komplex sein!).

Definition 41. Wenn diskr # 0 ist, heifit die Singularitit ein gewdhnlicher
Doppelpunkt; die beiden Geraden, in welche das genannte Geradenpaar zer-

fallt, heifsen ,, Tangenten im Doppelpunkt* (oder ,, Doppeltangenten ).

Man erkennt unschwer, dass es noch viele weitere Entartungsmoglichkeiten
einer Singularitit gibt; nicht nur die, dass diskr = 0 ist, was einer Selbstbe-
rithrung entspricht. Im Buch von Walker [24] finden sich weitere Beispiele:
Spitzen, Schnabelspitzen, Vielfach-Knoten etc. Jedem Typ einer Singularitét
kann man mit feineren algebraischen Methoden eine Multiplizitit zuordnen;
so haben insbesondere reguldre Punkte die Multiplizitét 1, gewohnliche Dop-
pelpunkte die Multiplizitit 2 etc. Diese Multiplizititen sind bei der Zdahlung
von Schnittpunkten und auch bei anderen Gelegenheiten (wie z. B. im folgen-
den Satz) zu beriicksichtigen. Hinsichtlich der weiteren Einzelheiten muss auf
die Literatur verwiesen werden. Es sei nur noch auf folgendes Resultat hinge-

wiesen werden:
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Satz 42. Eine irreduzible algebraische Kurve vom Grad n hat hichstens
(n—1)(n—2)/2 singulire Punkte, wobei jeder mit seiner Multiplizitiit zu

zdhlen ist.

Hieraus folgt:

Korollar 43. Wenn eine algebraische Kurve vom Grad n mehr als (n—1)(n—

2)/2 singuldire Punkte besitzt, zerfdllt sie.

Aus diesem Grund kann ein nicht entarteter (=irreduzibler) Kegelschnitt (Grad
n = 2) also keinen singuldren Punkt enthalten; da (n—1)(n—2)/2 = 0 ist.
Bei irreduziblen Kubiken gibt es hochstens einen singuldren Punkt (vgl. das
Beispiel der Kubik in Abbildung 9.2, S. 57).

9.4 Schnittpunkte mit Geraden

Die Schnittpunkte einer algebraischen Kurve mit einer Geraden erhélt man ein-
fachsten, wenn man fiir die Gerade eine lineare Parameter-Darstellung (vgl.
Kapitel 4, (5.1) mit n = 1) wihlt und diese in die Gleichung (9.1) einsetzt. Es
entsteht dann ein Polynom Q vom Grad n fiir die Variable t; die Nullstellen die-
ses Polynoms liefern die Parameter-Werte fiir die Schnittpunkte. Hieraus folgt

sofort

Satz 44. Eine Gerade schneidet eine ebene algebraische Kurve von Grad n in
hochstens n Punkten, oder sie liegt ganz auf ihr; im zweiten Fall zerfdllt die
Kurve in diese Gerade und einen anderen Bestandteil vom Grad n— 1 (der

seinerseits auch wieder zerfallen kann).
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Ahnlich wie beim Fundamentalsatz der Algebra kann man fiir die verschiede-
nen Arten von Schnittpunkten Vielfachheiten (auch ,,Multiplizititen* genannt)
einfiihren, jeden Schnittpunkt mit seiner Vielfachheit zdhlen und ebenso mit al-
len komplexen Schnittpunkten verfahren: Dann ldsst sich dieser Satz dahinge-
hend verschirfen, dass es genau n Schnittpunkte sind. (Dies ist ein Spezialfall

des unten stehenden Satzes von Bézout mit m = 1.)

Bemerkungen:

1. Die Vielfachheit betrdgt z. B. 1, wenn der Schnittpunkt ein regulérer
Punkt der Kurve ist und die Gerade von der Tangente im Schnittpunkt ver-

schieden ist.

2. Wenn die Gerade die Kurve in einem reguldren Punkt beriihrt (also die
Tangente in diesem Punkt ist), betrdgt die Vielfachheit zwei. Die Vielfach-
heit betrdgt ebenfalls zwei, wenn die Gerade durch einen gewdhnlichen

Doppelpunkt geht.

3. Die oben erwéhnte Verschirfung scheint nicht zu gelten, wenn man z. B.
die Schnittpunkte der Parabel y —x?> = 0 mit einer Geraden parallel zu ihrer
Achse x — a = 0 betrachtet: Man findet sofort den Schnittpunkt (a,a?),
aber wo ist der zweite? Es ist der Fernpunkt der Geraden, den sie mit der

Achse und der Parabel gemeinsam hat, siehe 6.2. Beispiel 5.

Aus alledem ergibt sich die

Regel: Bei allen Punkten auf algebraischen Kurven (einschliefflich der Gera-
den), insbesondere bei Fragen iiber Schnittpunkte von solchen, sind nicht nur
mogliche komplexe Punkte, sondern auch alle Fernpunkte mit in Betracht zu

ziehen.
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9.5 Die Resultante zweier Polynome

Fiir den folgenden Abschnitt wird ein (auch sonst sehr niitzliches) Ergebnis

benotigt:

Satz 45. Zwei Polynome
f=ay+ait+...a,;t" mita, #0

und
g=bo+bit+...bypt™ mith, #0

haben genau dann einen gemeinsamen nicht konstanten Faktor, wenn die fol-

gende Determinante verschwindet:'

ap dyp dy ... dp
ay ay a» ... ay
o An=tdn ) g, (9.9)
by b b b
bo by by b
bo bm—l bm

! Dieser Satz gilt nicht nur fiir Polynome iiber R, sondern allgemein fiir Polynomringe von kom-
mutativen Ringen mit eindeutiger Primfaktorzerlegung.
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Bemerkungen:

1. Diese Determinante nennt man die Resultante oder die Sylvestersche De-

terminante der beiden Polynome f und g.

2. Wenn zwei Polynome eine gemeinsame Nullstelle to haben, besitzen sie
den gemeinsamen Faktor ¢ — 7, also muss die Resultante verschwinden.
Die Umkehrung gilt nur, wenn der Koeffizientenkorper algebraisch abge-
schlossen ist, denn nur in solchen Korpern lassen sich alle Polynome in Li-
nearfaktoren zerlegen. Dann impliziert ein gemeinsamer Faktor also stets

eine gemeinsame Nullstelle.

3. Etwas allgemeiner als im Satz 45 behauptet, kann man zeigen, dass der
Rang der Sylvesterschen Matrix gleich n+ m — k ist, wenn die beiden Po-

Iynome f und g einen gemeinsamen Faktor vom Grad k haben.

Einen vollstindigen Beweis dieses Satzes findet man z. B. in [24]. Um einzu-
sehen, wie man auf die obige Determinante kommt, soll wenigstens gezeigt
werden, dass die Resultante verschwindet, wenn die beiden Polynome eine ge-

meinsame Nullstelle 7 besitzen:

Man hat dann
ap+aito+...anty =0

und
bo-i—blto-l-...bmt(’)" =0.

Man multipliziere die erste dieser beiden Gleichungen noch (n — 1)-mal und
die zweite noch (m — 1)-mal mit #y. Daraus entsteht ein System von n+ m Glei-

n+m—1

chungen. Fasst man nun die Potenzen tg, R als Unbekannte auf, so

hat nan ein homogenes, lineares Gleichungssystem, welches nicht-trivial 16sbar
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sein soll. Dies trifft genau dann zu, wenn dessen Determinante verschwindet.

Diese Determinante ist aber die Resultante.

9.6 Rationale Kurven als algebraische Kurven

Es soll nun gezeigt werden:

Satz 46. Jede polynomiale oder rationale Kurve ist zugleich auch eine alge-

braische Kurve vom gleichen Grad n > 0.

Beweis: Es geniigt, die Behauptung fiir rationale Kurven nachzuweisen, denn
die polynomialen sind auch rational mit dem Nenner 1. Es kommt darauf an,
ein Polynom in x,y zu finden, welches von allen Punkten der Kurve und nur
von diesen (mit endlich vielen Ausnahmen) ,,erfiillt wird, ohne dass der Kur-
venparameter darin vorkommt; d. h. man muss den Parameter ¢ eliminieren.
Ausnahmen miissen zugelassen werden, weil z. B. die Nullstellen #; des Nen-
ners einer rationalen Kurve (d. h. deren Fernpunkte) keinem reellen Koordina-

tenpaar (x,y) zugeordnet werden konnen.

Man schreibt (6.1) fiir x und y getrennt, wobei a; = (04, Bi)” gesetzt und mit

dem Nenner heraufmultipliziert wird:

Lio(o—x- W = 0, 9.10)
to(Be—y-m)k = 0.

Dies sind zwei Polynome in ¢t vom Grad n, und fiir jeden Wert t = 1y, der
von einer Nullstelle des Nenners verschieden ist, ergeben sich nach (6.1) zwei
Werte x = xp und y = yo, welche (9.10) erfiillen. D. h. diese Polynome haben
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die gemeinsame Nullstelle 7y, wenn darin x = xp und y = y( eingesetzt wird.
Nach Satz 45 verschwindet also die Sylvestersche Determinante.Wenn man
diese Determinante auswertet, entsteht ein Polynom P in den Variablen xg, yo
vom Grad n, dessen Koeffizienten nur von oy, B, % (k=0,... n) abhiingen

und welches von allen Punkten der Kurve annulliert wird.

Ist umgekehrt fiir ein bestimmtes Wertepaar x,y die Gleichung P(x,y) = 0 er-
fiillt, so haben nach Satz 45 die Polynome (9.10) eine gemeinsame Nullstelle
t, d. h. dieser Punkt liegt auf der rationalen Kurve, sofern es sich nicht um eine
Nullstelle des Nenners handelt. O

Dies soll an einem einfachen Beispiel illustriert werden: Der Kreis ist eine

rationale Kurve mit der Darstellung

1—¢2 2t

— = A1
=i YTiie .11

(wobei alle Punkte bis auf (—1,0) erreicht werden und dieser letzte Punkt als

Grenzpunkt fiir # — oo approximiert wird).

Nach (9.10) lauten die beiden Polynome f, g
f=(1—x)—(1+x)*, g=y—21+yi%

woraus sich die Sylvestersche Determinante zu

l-x 0 —(14x) 0

1— —(1

. 0 X 0 (I+x) ©.12)
y -2 y 0
0 y -2 y
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9.6 Rationale Kurven als algebraische Kurven

ergibt. Die Auswertung liefert
D= 4(X2 +y2 - 1)a
und D = 0 stellt, wie erwartet, den (Einheits-)Kreis dar.

Es erhebt sich nun die Frage, ob auch die Umkehrung von Satz 46 gilt, d. h. ob
etwa jede algebraische Kurve auch rational ist. Dies ist keineswegs der Fall! Es
gilt vielmehr:

Satz 47. Eine irreduzible algebraische Kurve vom Grad n ist rational, wenn
(n—1)-(n—2)=Y m;(m;—1) (9.13)
i

gilt, wobei die Summe iiber die singuldren Punkte mit ihren Multiplizititen m;

zu erstrecken ist.

Aus diesem Satz kann oft die Rationalitét einer Kurve gefolgert werden:

1. Bei nicht-entarteten Kegelschnitten ist n = 2, die linke Seite von (9.13) also
0 und ebenso die rechte, da es keine Singularititen gibt. Die Bedingung ist

erfiillt, daher sind alle nicht-entarteten Kegelschnitte rational.

2. Sei % eine irreduzible Kubik mit genau einem singuldren Punkt der Multi-
plizitidt m; = 2. Auf der linken Seite von (9.13) steht 2 wegen n = 3; rechts
ebenso, wie man sofort sieht. Daher ist ¢ rational. (Dies gilt insbesonde-

re fiir die Kubik von Abbildung 9.2, welche man ,,Newtonscher Knoten

nennt.)

3. Sei € eine irreduzible algebraische Kurve vom Grad n > 2 mit der Maxi-

malzahl k = (n—1)(n—2)/2 von singuldren Punkten, alle mit der Multi-
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9 Algebraische Kurven

plizitdt m; = 2. Dann steht auf der rechten Seite von (9.13) ((n —1)(n —
2)/2)-2, was genau mit deren linker Seite iibereinstimmt. Es gilt also das
folgende Korollar.

Korollar 48. Eine irreduzible algebraische Kurve vom Grad n > 2 mit der

Maximalzahl k = (n — 1)(n—2) /2 von singuldiren Punkten ist rational.

Abbildung 9.2: Der Newtonsche Knoten.

Der Satz sagt (leider!) nichts dartiber aus, wie man die rationale Parameterdar-
stellung erhilt. Bei Kubiken ist diese Aufgabe noch relativ einfach: Da eine
rationale Kubik einen singuldren Punkt haben muss, kann man das Geraden-
biischel mit Zentrum in diesem Punkt betrachten: Von den drei Schnittpunkten
jeder Biischelgeraden fallen zwei mit dem singuldren Punkt zusammen, der
dritte durchlduft alle tibrigen Punkte der Kubik (vgl. Satz 44). Dadurch ent-
steht eine lokal bijektive Abbildung von R (Biischelparameter) auf die Kubik,
die als die gesuchte Parameterdarstellung dienen kann.

Als Beispiel fiir dieses Vorgehen werde die Kubik

P4 —y?=0
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9.7 Numerische Berechnung von Punkten

genommen.' Sie hat bei (0,0) einen gewohnlichen Doppelpunkt. Daher nimmt
man das Geradenbiischel
y=tx

durch diesen Punkt (mit ¢ als Biischelparameter). Einsetzen in die Gleichung
der Kubik liefert
-2 =0.

Die Doppellosung x = 0 gehort zur Singularitét, die dritte Losung
x=1—1

ist bereits die erste Gleichung der gewiinschten Parameterdarstellung, und die
zweite folgt daraus mit der obigen Gleichung fiir die Biischelgerade zu

y=1 —1.

9.7 Numerische Berechnung von Punkten

Bei algebraischen Kurven steht — im Gegensatz zu polynomialen Kurven, Spli-
nes oder, allgemeiner, rationalen Splines — kein einfacher und allgemein giilti-

ger Algorithmus zur Berechnung ihrer Punkte Verfiigung.

Es gibt aber eine Reihe von Fillen, in denen man die Punkte auf einfache Weise

berechnen kann:

! Es handelt sich um den Newtonschen Knoten von Abb. 9.2.
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Die algebraische Kurve ist rational. Dann besitzt sie eine Parameter-
darstellung (6.1) (s. Kapitel 5). Damit konnen ihre Punkte unmittelbar
berechnet werden.

In der Gleichung (9.1) kommt wenigstens eine der beiden Variablen x oder
y nur in der ersten Potenz vor. Dann kann man die Gleichung nach dieser
Variablen auflosen und erhélt die betreffende Koordinate als eine Funktion

der anderen.

Das Analoge gilt, wenn x oder y in kleinerer als 5. Potenz vorkommt. Im
quadratischen Fall kann man auf (9.1) die Losungsformel fiir quadratische
Gleichungen (sogenannte ,,Mitternachtsformel) anwenden; die Koeffizi-
enten sind dabei Polynome in der anderen Variablen. Man erhiilt zwei ,,As-
te* der Kurve, je nach dem Vorzeichen der Wurzel. In den beiden restlichen
Fillen der Grade 3 und 4 gibt es auch noch Auflosungsformeln, die man
nach Cardano benennt (s. z. B. [20]). Diese sind allerdings recht umstind-
lich und erfordern diverse Fallunterscheidungen, so dass deren Benutzung

zwar moglich aber nicht ratsam ist.

Eine polynomiale Gleichung von hoherem als viertem Grad lédsst sich
aber nicht mehr in ,,geschlossener Form* (durch Wurzelausdriicke) auf-
I6sen (dies wird in der Algebra unter dem Stichwort ,,Galois-Theorie*
bewiesen). Daher ist man in diesen Fillen auf numerische Ndherungs-

verfahren angewiesen.

Die relativ einfache Berechnung von Schnittpunkten mit Geraden durch
Nullstellenbestimmung eines Polynoms kann insofern als Ersatz fiir die
explizite Berechnung von Punkten der Kurve dienen, als man eine hinrei-
chend dichte Schar von Geraden (etwa die Parallelen zu einer der Achsen)

heranzieht und deren Schnittpunkte mit der Kurve berechnet. Die erhalte-
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nen Punkte miissen dann zur gesamten Kurve in geeigneter Weise zusam-

mengesetzt werden.

Betrachtet man die linke Seite von (9.1) als polynomiale Funktion
P: R>? — R,

so teilt diese die Ebene in drei Punktmengen ein, je nachdem, ob der Funk-
tionswert P(x,y) > 0, < 0 oder = 0 ist. Die letzte Punktmenge ist defini-
tionsgemil} die algebraische Kurve, welche die andern beiden Bereiche
voneinander trennt. Der Graph der Funktion P kann als ,,Gebirge iiber der
Ebene* aufgefasst werden, wobei die algebraische Kurve die ,,Hohenlinie
auf dem Niveau® z = 0 ist.

Diese Vorstellung kann auf zweierlei Weise zur Berechnung der Kurven-

punkte ausgenutzt werden:

a) Wenn man bereits zwei (nahe beieinanderliegende) Punkte py = (x1, y1)7
und p = (x2, y2)7 mit P(p;) < 0 bzw. P(p>) > 0 kennt, so liegt zwischen
diesen ein Kurvenpunkt, den man z. B. durch ein Halbierungsverfahren

nun leicht berechnen kann.

b) Die beiden Koeffizienten in der Gleichung (9.5) stellen den Normalen-
vektor (orthogonal zur Tangente) dar; dies gilt nicht nur in einem Punkt po
der Kurve, sondern auch beziiglich jeder andern Hohenline! Dieser Vektor

(den man auch den Gradientenvektor

oP oP
grad P(xo,yo) = (a(mvyo)a a*y(xo,yo))T
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nennt) weist in Richtung des ,.steilsten Anstiegs®. Wenn also P(pg) <0
ist, gelangt man in dieser Richtung am schnellsten auf das Nullniveau.
Wenn P(pp) > O ist, steigt man in der Gegenrichtung am schnellsten
ab. (Diese Richtung sollte dabei laufend im Sinne eines ,,Kompasses*

korrigiert werden.)

SchlieBlich sei noch auf folgendes Verfahren (das man gelegentlich als
,.Marching Algorithmus* bezeichnet, s. Abbildung 9.3) hingewiesen: Man
geht davon aus, dass bereits ein Anfangspunkt pp und eine mutmafliche
Richtung der Kurventangente, etwa in Form eines Einheitsvektors vo zur
Verfiigung stehe. (Diese Vorgaben konnen auf irgendeine andere Weise be-

rechnet worden sein.)

Dann geht man Schritt fiir Schritt in Richtung der Tangente mit einer ge-
gebenen Weite ds, welche die gewiinschte Dichte der zu berechnenden
Punktfolge auf der Kurve reprisentiert, voran und berechnet auf beiden
Seiten des Endpunkts mit einer gewissen ,,Auslenkung® in Normalenrich-
tung zwei weitere Punkte ry, ;.

Wenn nun die Kurve keine allzu gro3e Kriimmung besitzt, kann man er-
warten, dass sie zwischen diesen beiden Punkten hindurch lduft. Man be-
trachtet nun die Funktion f(7) := P((1 —¢t)*r; +7x13), t € [0,1], wo-
bei P (wie beim vorigen Verfahren) die linke Seite von (9.1) ist. Diese hat
beim Kurvenpunkt, dem ein #-Wert in 0 < #yp < 1 entspricht, eine Nullstelle.
Dies kann mit einem allgemeinen Nullstellen-Bestimmungs-Verfahren (z.
B. mit der,,Regula Falsi®) (meist in wenigen Schritten) mit der gewiinsch-
ten Genauigkeit berechnet werden. So erhilt man also den néchsten Kur-

venpunkt pj.
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Es ist nun klar, wie es weitergeht: Man nehme p; als neuen Anfangspunkt

und den Einheitsvektor in Richtung von p;_; nach p; als neuen Richtungs-

vektor, usw. bis man die Kurve ganz durchlaufen hat (oder das Verfahren

wegen Nichterfiillung einer Voraussetzung abbricht).

Eine erste Entwurfsskizze dieses Algorithmus findet man hier im An-

schluss. Er bedarf noch mancherlei Verfeinerungen; z. B. kann die Schritt-

weite durch die Kriitmmung (oder eine Ndherung davon) gesteuert werden,

damit das ,,Ausbrechen® der Kurve aus dem Suchdreieck moglichst ver-

mieden wird.

Abbildung 9.3: Zum Marching Algorithmus.

Marching Algorithmus

Global: P n
Input : Po, Vo,
ds, dn, z

Output: p, nn

Lokal : k, fin,error,q,
n,ry,ry,
w1, W2, 8ig1,5i82,

1o

// Polynom auf der linken Seite

// von (9.1) und dessen Grad

// Start-Punkt und -Richtung

// Schrittweite, Auslenkung, Zielpunkt
// Array von Kurvenpunkten, ,Fiillstand"
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begin
k=0
fin := false; error := false

while not fin and not error do

q:=p;+ds-v
n:=vt
r:=q+dn-n

r:=q—dn-n

wy = P(r1); wy:=P(rp)

sigy := sign(wy); sigy := sign(ws)
if sig) *sigy # —1 then

errormessage('Marching gerat auBer Kontrolle')

error := true; exit

else
regula falsi (f,0,1,wy,wy,fo,0k);
if not ok then

errormessage('Regula Falsi versagt')

error = true; exit

else
i=i+1
pi:=(l—t) ri+19-12)
v:=(pi—Pi-1)
v:=v/|v] // Normierung

if dist(p;,z) <ds then
melde(’Zielpunkt erreicht’)
fin := true
nn:=1i
end if
end if
end if

114



9.8 Schnittpunkte zweier algebraischer Kurven

end while
return p,nn

end

9.8 Schnittpunkte zweier algebraischer Kurven

Analog zum Satz iiber die Schnittpunkte einer algebraischen Kurve mit einer
Geraden gibt es einen grundlegenden Satz iiber die Schnittpunkte zweier alge-

braischer Kurven:

Satz 49. (Satz von Bézout) Zwei algebraische Kurven mit den Graden n
und m haben entweder hochstens n-m Schnittpunkte oder sie (zerfallen bei-
de und) haben einen gemeinsamen Bestandteil (und somit unendlich viele
., Schnittpunkte ).

Bemerkung: Auch dieser Satz lésst sich (allerdings mit noch tieferen algebrai-
schen Methoden und feinerer Analyse der Multiplizititen der Schnittpunkte) zu
»genau n - m Schnittpunkte® verschérfen.

Zur tatsidchlichen Berechnung der Schnittpunkte ist vorweg zu bemerken, dass
das Einsetzen einer Parameterdarstellung der einen Kurve in das Polynom der
andern, was bei einer Geraden zum Ziel fiihrte, sich nur dann in analoger Weise
durchfiihren ldsst, wenn der kleinere der beiden Grade wenigstens beziiglich ei-
ner der beiden Variablen (x oder y) < 4 ist. Dies liegt daran, dass man bei einem
Grad > 1 die Gleichung der Kurve zuerst nach dieser Variablen auflosen muss,
um zu einer Parameterdarstellung zu gelangen. Eine polynomiale Gleichung
von hoherem als viertem Grad lédsst sich aber nicht mehr in ,,geschlossener

Form* (durch Wurzelausdriicke) auflosen.
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Wie schon erwihnt, sind die Auflosungsformeln (,,Cardano’sche Formeln®)
schon beim Grad 3 — und erst recht die vom Grad 4 — umstéindlich und werden
daher kaum zu diesem Zweck benutzt.

Folglich muss man i. Allg. numerische Verfahren zur Schnittpunktberechnung
anwenden. Z.B. kann man der einen Kurve ,.entlang gehen* und dabei auf
Vorzeichenwechsel des Polynoms der anderen Kurve achten. Dazwischen liegt
dann ein Schnittpunkt, der ebenfalls mit der Regula Falsi leicht berechnet wer-
den kann. Auf weitere Details muss im Rahmen dieser Zusammenstellung lei-

der verzichtet werden.

Als ein Beispiel zum Satz von Bézout zeigt die folgende Abbildung die 6
Schnittpunkte einer Kubik (Grad 3) mit einer Ellipse (Grad 2).

Abbildung 9.4: Schnitt einer Kubik mit einer Ellipse.
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10 Weitere Spline-Konstruktionen

Von Splines war schon in den ersten vier Kapiteln die Rede. Insbesondere wur-
de im dritten Kapitel die Frage des glatten und die des kriimmungsstetigen
Anschlusses von Kurvensegmenten angesprochen (G'- und G?-Splines). Da-
neben besteht in der Praxis hédufig die Anforderung, dass die Kurve durch eine
Serie von gegebenen Punkten (in derselben Reihenfolge) hindurchgeht. Solche
Splines nennt man interpolierend. Diese Fragen sind in den Anwendungen sehr
bedeutsam; deshalb kommen wir hier nochmals auf sie zuriick. Vorab sei daran
erinnert, dass Splines nicht durch ihre Kontrollpunkte gehen, sondern lediglich
in deren Nihe vorbei laufen (als ob sie von diesen angezogen wiirden). Daher

kommen Splines bei Interpolations-Anforderungen weniger in Frage.

10.1 Der Overhauser-Spline

Eine sehr einfache Methode, zu einem interpolierenden G'-Spline zu gelangen,
beruht auf folgender Idee: Man lege je eine Parabel durch drei aufeinanderfol-
gende Daten-Punkte, also etwa & durch die Punkte py, py,p2 und & durch
P1,P2,P3. Dann gehen offensichtlich zwei Parabelbogen von py nach p2, und
man kann einen gleitenden Ubergang vom einen zum anderen wie folgt kon-
struieren: Seien

Py 1e€0,1] — f(t) e R?
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und
Py 1el0,1] — g(t) e R

Parameterdarstellungen dieser beiden Parabelbogen, welche die Datenpunkte

p1 und p, verbinden, so leistet die Vektorfunktion
O: x(t)=1-0)fk)+1g(), te€][0,1] (10.1)

das Gewiinschte: Fiir t = 0 liefert (10.1) x(0) = f(0) = p; und fiir # = 1 folgt
x(1) = g(1) = pa, also interpoliert sie ebenfalls diese Punkte. Aber es gilt noch

viel mehr: Durch Ableiten von (10.1) erhélt man
X'(t) =g(t) —£(t) + (1 - )£ (1) +1g'(0),
und weil die Differenz g(¢) — f(¢) an den Intervallenden verschwindet, folgt
x/(0) = £/(0) und x'(1) = g/(1),

d. h. die Gleitkurve O schlieBit bei p; tangentenstetig an den vorderen Bogen
der Parabel & an, und das Analoge gilt bei p, beziiglich des hinteren Bogens
von &.

10.2 Unterteilungsalgorithmen

Um eine Kurve zu zeichnen (von einem Computer zeichnen zu lassen oder
mittels eines graphischen Ausgabe-Gerits z. B. auf Papier zu plotten), wird in
den meisten Fillen eine Punktfolge auf der Kurve gewdhlt (d. h. eine hinrei-
chend dichte und monotone Folge von Parameterwerten festgelegt, und damit
werden die entsprechenden Kurvenpunkte berechnet), welche dann stiickweise

geradlinig verbunden wird.
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Eine ginzlich andere Technik wurde von N. Dyn, J. Gregory und D. Levin
[10] eingefiihrt: Man geht aus von einer Punktfolge (p;), die von einer glat-
ten Kurve interpoliert werden soll. Dann ,.erfindet” man ein Schema, wie man
aus 3, 4 oder mehr benachbarten Punkten dieser Folge einen Zwischenpunkt
konstruiert, und fiihrt diese Konstruktion entlang der gegebenen (urspriingli-
chen) Folge durch. Man hat dann eine neue Folge mit etwa doppelt so vielen
Punkten und kann die Konstruktion der Zwischenpunkte auf diese neue Fol-
ge anwenden. Dieses Verfahren wird solange wiederholt, bis eine visuell nicht
mehr von einer glatten Kurve zu unterscheidenden Linie entsteht. Man nennt

es Unterteilungsalgorithmus oder -schema.

Unterteilungsalgorithmen resultieren in einer sehr schnellen Generierung von
Kurven. Das von den genannten Autoren vorgeschlagene Vier-Punkte-Schema
benutzt (auBer am Anfang und am Ende) jeweils vier aufeinanderfolgende
Punkte und fiigt einen Zwischenpunkt z zwischen dem 2. und 3. Punkt ein;

es lautet
z=(—pi-1+9pi+9pir1 —Pis2) /16. (10.2)

Wie erwartet, liegt eine Affinkombination dieser vier Punkte vor, d. h. die Ko-
effizientensumme ist 1. Aber woher kommen die ,,Gewichte* —1,9,9,—1?
Sieht man sich eine passende Interpolationsformel, z. B. die von Lagrange
oder die von Newton-Gregory an,! (siche Abschnitt 6.8), so erkennt man: Es
handelt sich um eine polynomiale Kubik, die diese 4 Punkte an den Stellen
0,1/3,2/3,1 interpoliert, und von dieser Kubik wird der ,,mittlere” Punkt z an
der Stelle t = 1 /2 genommen. Also eine ganz und gar klassische Angelegenheit

der Interpolation!

! Beim zweiten Namen handelt es sich um James Gregory (1637-1675), nicht um den 3. Autor
von [10] !
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Bein ersten und letzten Punktepaar hat man keine vier Punkte in der angegebe-
nen Lage zur Verfiigung: Man benutzt dann entweder eine Parabel, die (z. B.
am Anfang) po,p1,p2 an den Stellen 0,1/2, 1 interpoliert und nimmt den Zwi-
schenpunkt bei t = 1/4, d. h. z= (3pp + 6p; — 1 p2)/8 (siche (7.19)) oder
man verwendet eine geeignete Schitzung des Tangentenvektors bei pg und

berechnet die kubische Hermite-Interpolante an dieser Stelle; am Ende wird
analog verfahren.

Die folgende Abbildung zeigt ein Beispiel des Vier-Punkte-Schemas, wo-

bei die urspriinglichen Punkte in rot, die der 1. bis 4. Unterteilung in vio-
lett, gelb, griin und blau gezeichnet (und durch kleine Kreisscheiben hervor-

gehoben) sind.

Abbildung 10.1: Eine Anwendung des Vier-Punkte-Schemas.

Fiir Kurven gibt es eine Reihe weiterer Unterteilungsschemata; die Idee der
Unterteilung kommt aber hauptsichlich bei Fldchen wegen der viel reichhalti-

geren topologischen Moglichkeiten zum Tragen (vgl. [11], [12], [22])
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10.3 Abschneiden der Ecken (Corner cutting)

Eines der bekanntesten Eckenschnittverfahren (engl. corner cutting scheme)
ist das von Chaikin [7]. Man geht wieder von einem Kontrollpolygon aus, dem
sich die konstruierende Kurve anndhern soll. Dann bestimmt man auf jeder
Kante zwei neue Punkte bei 1/4 und bei 3/4 der Linge dieser Kante. Wie der
Name des Verfahrens besagt, schneidet man die Ecke dadurch ab, dass man
den 3/4-Punkt der vorigen Kante mit dem 1/4-Punkt der anschlieSenden Kante
verbindet (und die Ecke weglésst). Die Zahl der Ecken verdoppelt sich dadurch
anndhernd. Dieses Verfahren wird solange wiederholt, bis keine Ecken mehr

sichtbar sind.

Abbildung 10.2: Eine Anwendung des Chaikin-Algorithmus.

Die mathematische Analyse zeigt, dass das Verfahren gegen einen quadrati-
schen Spline konvergiert [17]. Ubrigens liegen die Kantenmittelpunkte des ur-
spriinglichen Kontrollpolygons auf der Grenzkurve, und die Kanten sind Tan-
genten an diese mit jenen als Beriihrpunkte.
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Allgemeines ,,Corner cutting” wurde in [14, 5, 21] untersucht. Speziell Chai-
kins Verfahren wurde auch auf Fldchen iibertragen [9] und stand Pate fiir die
Klasse der stationdren Unterteilungsalgorithmen. Einen Uberblick findet man
in [11] und in [12, Kap. 12/13].
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Viele Kurven haben im Laufe der Geschichte der Mathematik eine herausra-
gende Bedeutung erlangt, sei es wegen besonderer geometrischer Eigenschaf-
ten oder wegen technisch-mechanischer Anwendungen. Einige davon wie z. B.
die logarithmische Spirale, die Schraublinie, die Klothoide oder der Newton-

sche Knoten wurden in den vorangegangenen Kapiteln bereits besprochen.

Im Folgenden werden weitere dieser bekannten Kurven vorgestellt, ohne je-
doch Vollstindigkeit anzustreben oder mit dieser Auswahl eine Rangfolge zu
prijudizieren. Aulerdem werden die Kegelschnitte bewusst weggelassen, da
diese in jedem Lehrbuch iiber Analytische Geometrie ausfiihrlich be-

handelt werden.

11.1 Die Kettenlinie (Katenoid)

Die Kettenlinie ist schlichtweg ein geeigneter Ausschnitt der hyperbolischen

Cosinus-Funktion in einem passenden Maf3stab:

y=cosh(x) =1/2(e*+¢7). (11.1)
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Es handelt sich also um eine transzendente Kurve (weder rational noch alge-
braisch). Ihr Name ist dadurch gerechtfertigt, dass eine an ihren Enden aufge-
hingte Kette (anndhernd) diese Form annimmt (siehe Abb. 11.1).

R
Abbildung 11.1: Die Kettenlinie mit Traktrix.

Es soll hier kurz skizziert werden, warum das so ist: Man denke sich die Ket-
te ohne jeglichen Widerstand biegsam, so dass sie nur ihrem eigenen Gewicht
unterworfen ist. Nach den Prinzipien der Mechanik nimmt sie dabei diejenige
Form an, welche die minimale potentielle Energie realisiert. Wenn man — eine
reale Kette weiter idealisierend — annimmt, dass das Material vollig gleichmi-
Big tiber die Liange der Kette verteilt ist, errechnet sich die potentielle Energie
einer durch die Funktion x — y(x) gegebenen Form der Kette (bis auf physika-
lische Konstanten wie z. B. das spezifische Gewicht etc.) durch das Integral

I:/_+ay\/1+(y’)2dx, (11.2)

a
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denn y(x) gibt die Hohe iiber dem Nullniveau (x-Achse) an, und das Linien-
element 1/ 1+ (y’)%dx bestimmt das Gewicht eines infinitesimalen Stiickchens
der Kette.

Das Problem besteht nun darin, diejenige Funktion zu finden, welche das In-
tegral I (bei festem Wert a der Intervallgrenzen) zum Minimum macht. Genau
fiir derartige Aufgaben, ein Integral eines Ausdrucks, der von einer unbekann-
ten Funktion y und deren Ableitung y’ abhéngt, zu minimieren, wurde die ma-
thematische Disziplin der Variationsrechnung geschaffen (und weit tiber die
geschilderte Aufgabe hinaus verallgemeinert).

Die Grundidee der Variationsrechnung ist die folgende: Man denke sich die
Losung bereits gegeben und bette sie in ein Feld von Nachbarfunktionen ein,
d. h. man betrachtet eine Funktion von zwei Variablen x und €

(x,€) = y(x,€), x€a,b], e€[-1,+1],

so dass fiir € = 0 die gedachte Losung angenommen wird. Dann hiangt der Wert
des Integrals von € ab und nimmt bei € = 0 ein Minimum an. Wenn alles stetig

differenzierbar ist, folgt die Bedingung

dl

e =0 11.3
(woftir man kurz 8 1 = 0 schreibt.)!

Ohne nun weiter auf die Details der Variationsrechnung einzugehen, sei so-

gleich deren Hauptergebnis (fiir den vorliegenden Fall) genannt: Eine notwen-

! Man nennt den linksseitigen Ausdruck ,.die (erste) Variation von I*.
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11 Spezielle Kurven

dige Bedingung fiir (11.3) ist das Bestehen der Differentialgleichung (soge-

nannte ,,Euler-Lagrange- Gleichung®):

JF d (JF

——— (=] =0 11.4

dy dx (8y’ ) ’ (114
wobei der ,,Ausdruck des Integranden mit F' bezeichnet wurde und natiirlich
eine stetig differenzierbare Funktion der drei Verinderlichen x,y,y’ sein muss.

Im vorliegenden Fall ist

F(x,y,y) =y 1+0")*

damit errechnet sich die Euler-Lagrangesche Differentialgleichung nach eini-
gen Umformungen zu
14+ (/) —yy" =0. (11.5)

Es miisste nun gezeigt werden, das die hyperbolische Cosinusfunktion die ein-
zige ist, welche (bei passenden Randbedingungen) dieser Differentialgleichung
geniigt. Es wird hier jedoch auf den Eindeutigkeitsnachweis verzichtet und nur

gezeigt, dass cosh (11.5) tatsichlich erfiillt.

Dies folgt einfach aus den folgenden Beziehungen fiir y = cosh(x):
y/(x) = sinh(x), y”(x) = cosh(x), 1+ sinh(x)? = cosh(x). (11.6)
Damit ist die physikalische Bedeutung der Kettenlinie erklirt.

Die Kettenlinie hat aber noch weitere interessante Eigenschaften: Erstens folgt
aus den Gleichungen (11.6) unmittelbar, dass das Bogenelement ds = \ﬂ 1+

y'(x)?)dx = cosh(x)dx ist, so dass dieses wegen cosh(x) = sinh(x)’ elementar
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11.2 Die Traktrix

integrierbar ist; die Lidnge des vom Scheitel aus gemessenen Bogens bis zum

Punkt (x,cosh(x)) ist demnach einfach
s = sinh(x). (11.7)

Zweitens wird sich gleich zeigen, dass diejenige Evolvente der Kettenlinie,
welche durch ihren Scheitel (Tiefpunkt) geht, genau mit einer Kurve — die zu-
vor auf andere Weise definiert wurde und ,,Traktrix* genannt wird — iiberein-

stimmt.

Diese Kurve wird im folgenden Abschnitt besprochen. Zur Vorbereitung die-
ser zweiten Eigenschaft wird hier schon einmal die genannte Evolvente be-
rechnet. Man braucht dazu nur die Lange s nach riickwirts auf der Tangente
im Punkt P (s. Abb. 11.1) abzutragen; zunichst berechnet sich der Tangenten-
Einheitsvektor v zu

v =1/cosh(x)(1,sinh(x)),

und daraus folgt sofort
Q = P—sinh(x)v = (x —tanh(x), 1/ cosh(x)). (11.8)

Dies ist also eine Parameter-Darstellung der Evolvente, wobei die x-Koordinate

des ,,Jaufenden‘ Punkts P auf der Kettenlinie als Parameter dient.

11.2 Die Traktrix

Bereits im Altertum, genauer in der griechischen Bliitezeit der Mathematik um
300 v. Chr., entstand die Frage nach einer Kurve mit der Eigenschaft, dass
fiir jeden Punkt P der Kurve, der Abschnitt von dem im Punkt P an die Kur-
ve gelegten Tangente bis zu deren Schnittpunkt S mit einer Leitgeraden eine
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11 Spezielle Kurven

konstante, d. h. von P unabhingige, Linge hat. Man hatte zwar eine ungefih-
re Vorstellung, wie eine solche Kurve, die man ,, Traktrix* nannte,! aussehen
miisste, aber eine exakte mathematische Darstellung konnte man nicht finden.

Erst Chr. Huygens gliickte 1693 eine Losung dieses Problems.

Es mag sein, dass diese Aufgabenstellung von folgender Alltagssituation her-
rihrt: Ein Herrchen geht mit seinem Hund an der Leine (fester Linge) auf ei-
nem kerzengeraden Weg spazieren. Der Hund springt auf die daneben liegende
Wiese und schniiffelt, wobei die gestreckte Leine orthogonal zur Richtung des
Weges ist. Herrchen will nun weiterlaufen und zieht den (unwilligen) Hund an
der Leine zu sich; dieser bewegt sich (notgedrungen) stets genau in Richtung
der Leine bis er (anndhernd!) im Abstand der Leinenldnge hinter Herrchen her-
lauft. Welche Kurve beschreibt der Weg des Hundes?

Abbildung 11.2: Illustration zur Traktrix.

Diese kleine Geschichte erklirt zugleich den Namen der fraglichen Kurve,

denn er kommt von ,.trahere (lat. = ziehen).

! Eine Traktix ist in Abb. 11.1 in violett zu sehen.
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11.2 Die Traktrix

Mit derzeitigen Methoden stellt man aus der geometrischen Beschreibung die
folgende Bedingung fiir die Funktion x — y(x) (x > 0), welche den rechten
Ast der Traktrix darstellen soll, auf:!

Y
(

Vv

5 2 +y* =% (11.9)

dabei ist a die konstante Linge des genannten Tangentenabschnitts. Es handelt
sich also wieder um eine (gewohnliche) Differentialgleichung, diesmal von ers-

ter Ordnung, welche man auch in der Form

y=—_2 _ (11.10)

schreiben kann. Durch Trennung der Variablen (eine géngige Methode zur Lo-
sung von Differentialgleichungen von bestimmter Gestalt, z. B. wie im vorlie-
genden Fall, wo die Variable x nicht explizit auf der rechten Seite vorkommt)
folgt durch Kehrwertbildung und (unbestimmte) Integration

2 _ 12
x:/ivaydy. (11.11)
y

Das auf der rechten Seite stehende Integral ist elementar auswertbar und liefert

x:\/az—yz—aarccosh(g) (0<y<a), (11.12)

wobei der Anfangswert x = 0,y = a bereits beriicksichtigt ist.

Damit kann das Problem als geldst gelten, auch wenn mit (11.12) nur die Um-

kehrfunktion y — x(y) dargestellt wird.

! Der linke Ast ist zur y-Achse spiegelsymmetrisch.
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Es bleibt noch zu zeigen, das die in Abschnitt 9.1 genannte Evolvente der Ket-
tenlinie tatsidchlich die Traktrix (mit a = 1) ist. Dazu wird Q nach x abgeleitet
und der zugehorige Einheitsvektor gebildet: Nach (11.8) folgt

,  sinh(x)

0= m (Slnh(x),—l)
und damit | 1
Y=o 0= cosh (%) (sinh(x),—1). (11.13)

Man muss nun den Faktor A so bestimmen, dass der Punkt
R=0+Aw

auf der x-Achse liegt. Da Q nach (11.8) und v nach (11.13) gegen gleiche y-
Koordinaten haben. folgt

A =1 (unabhingig von x!),

womit die Behauptung bewiesen ist. Zugleich wurde mit (11.8) eine Parame-

terdarstellung der Traktrix gewonnen.

Das der Traktrix zugrunde liegende Problem wurde mehrfach verallgemeinert,
insbesondere dahingehend, dass die Leitlinie auch eine gekriimmte Kurve sein
kann oder dass der Abstand des Verfolgers auch abnehmen kann.Man spricht
dann von allgemeinen ,,Verfolgungsproblemen®, welche vielfiltige Anwen-
dungen im Stralenbau (die Lenkung an den Vorderachsen zieht ein lingeres

Fahrzeug hinter sich her) bis hin zu Abwehrraketen haben.
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11.3 Hundekurven

11.3 Hundekurven

Hundekurven wurden ebenfalls schon im Altertum betrachtet, vor allem von
Nikomedes, einem Mathematiker aus dem Konigsgeschlecht von Bythien. We-
gen ihrer Form nennt man sie auch Konchoiden, zu deutsch ,,Muschelkurven®.
Einige von ihnen sind der (echten) Traktrix sehr dhnlich (und werden deshalb
ofters mit dieser verwechselt); sie sind aber sehr viel einfacher und werden hier
nur besprochen, weil sie in den Fragenkreis der Verfolgungsprobleme gehtren

aber von der eigentlichen Traktrix sehr wohl zu unterscheiden sind.

Um die Familie der Hundekurven zu beschreiben, gehe man wieder von einer
festen Geraden, der Leitlinie [, und einem festen Punkt A im Abstand a > 0
von ihr aus. Dann betrachte man das Geradenbiischel mit Zentrum A und tra-
ge auf jeder Geraden g des Biischels, die nicht zur Leitlinie parallel ist, vom
Schnittpunkt S = g/ je eine Strecke der festen Linge b nach beiden Seiten
hin ab; die Endpunkte X;,X> beschreiben (in Abhidngigkeit des Biischelpara-

Abbildung 11.3: Hundekurven.
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11 Spezielle Kurven

metrs) zwei Aste der Hundekurve (s. Abb. 11.3 ). Je nach dem Verhiltnis b /a

entstehen verschiedene Formen dieser Kurven.

11.4 Spiralen

Die logarithmische Spirale wurde schon im Abschnitt 2.5 als Beispiel einer
Kurvendarstellung in Polarkoordinaten vorgestellt. Es wurde darauf hingewie-
sen (Satz 8), dass sie die Geraden des Biischels durch den Ursprung unter
konstanten Winkeln schneidet. Dasselbe gilt dann auch fiir die konzentrischen

Kreise um diesen Punkt.

Abbildung 11.4: Eine Loxodrome.

Wenn man nun die logarithmische Spirale stereographisch auf die Kugel proji-

ziert,! so entsteht eine riumliche Kurve auf der Kugeloberfliche, welche man

! Die stereographische Projektion bildet einen Punkt X der x-y-Ebene auf den zweiten Schnitt-
punkt X der Geraden NX mit der Einheitskugel ab; dabei ist N der ,,Nordpol“ der Kugel (mit
Koordinaten (0,0,1)).
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11.4 Spiralen

Loxodrome nennt. Da die stereographische Projektion eine winkeltreue Abbil-
dung ist, schneidet auch die Loxodrome sowohl die Meridiane als auch die
Breitenkreise unter konstanten Winkeln. Dies war in fritheren Zeiten. als es
weder Funkpeilung noch GPS gab, ein wichtiges Hilfsmittel zu Navigation auf
hoher See, da das Einhalten eines festen Kurswinkels relativ gut mittels Theo-

doliten moglich war.

Es sei jedoch darauf hingewiesen, dass ein Teilbogen der Loxodrome nicht die
kiirzeste Entfernung (auf der Kugeloberfliche zwischen ihren Endpunkten ist.
Auf einer gekriimmten Fliche kommen dafiir nur die geodditischen Linien in
Frage. Diese sind durch folgende Eigenschaft gekennzeichnet: Man bilde ldngs
einer Kurve auf der Fliache die von den Tangentenebenen eingehiillte Torse
und wickle diese in die Ebene ab; wenn sich dabei das Bild der Flichenkurve
als geradlinig erweist (und nur dann), ist die urspriingliche Flachenkurve eine

geoditische Linie.

Man erkennt unschwer, dass auf der Kugel alle Grofkreise (und nur diese)
geoditische Linien sind.

Bemerkenswert ist, dass sich die Loxodrome nicht nur um den Siidpol, dem
Bild des Koordinatenursprungs (= Mittelpunkt der Kugel), sondern auch um
den Nordpol unendlich oft spiralig herumwindet. Das riihrt daher, dass bei
der stereographischen Projektion die ,,Fernpunkte* der Geraden durch den Ur-
sprung auf einen einzigen Punkt, dem Nordpol der Kugel, abgebildet werden.
Dies entspricht der sogenannte ,,Ein-Punkt-Kompaktifizierung* der euklidi-
schen Ebene, die diese also topologisch dquivalent zu einer Kugel macht, ganz
im Gegensatz zum projektiven Abschluss (vgl. Abschnitt 7.4), welcher eine

nicht orientierbare Fliche vom Geschlecht Null liefert.
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11 Spezielle Kurven

Es gibt noch eine zweite Spirale, die man ,,Archimedische Spirale* nennt; sie
ist dadurch gekennzeichnet, dass der Radius r der Kurve (bei Polarkoordinaten)

nicht exponentiell, sondern linear mit dem Polarwinkel ¢ anwéchst:

r=c¢ oder x=c¢cos(¢), y=co sin(¢). (11.14)

Dies hat zur Folge, dass Satz 8 fiir die Archimedische Spirale nicht mehr gilt;
andererseits haben aber die einzelnen Windungen annéihernd gleichen Abstand

voneinander, da der Polarradius bei einer Umdrehung um 27c anwéchst.

AN

Abbildung 11.5: Die Archimedische Spirale.
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11.5 Die Cassinischen Ovalen

Die Cassinischen Ovalen sind ebenfalls eine Familie von Kurven, welche eine
gewisse Verwandtschaft zu den Kegelschnitten aufweisen. Sie haben — wie jene
— zwei Brennpunkte im Abstand 2a, um welche sie herum verlaufen. Im Ge-
gensatz zu den Kegelschnitten ist jedoch nicht die Summe der Abstéinde eines
Kurvenpunkts zu den Brennpunkten, sondern das Produkt eine Konstante b?.
Bei b > a haben diese Kurven eine ovale Form, was ihnen den besagten Namen
gab; bei 0 < b < a bestehen sie aus zwei Asten, die etwas eiformig um je einen
Brennpunkt herum verlaufen. Interessant ist der Fall b = a, bei dem die Lem-
niskate entsteht: Diese hat die Form einer liegenden Acht, deren Doppelpunkt

in der Mitte zwischen den Brennpunkten liegt (s. Abb. 11.6).

) -
N N

Abbildung 11.6: Einige Ovalen von Cassini.

Die Gleichung der Cassinischen Ovalen erhilt man sofort aus der Definition zu

(x® —a®)? + 2y (2 +a?) +y* = bt (11.15)
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Es handelt sich also um algebraische Kurven 4. Ordnung (und dieses Beispiel

zeigt einmal mehr die Reichhaltigkeit dieser Klasse von Kurven).

11.6 Die Zykloide und die Trochoiden

Eine ganz andere Klasse von Kurven kommt durch die Kinematik ins Spiel.
Befestigt man auf der Peripherie eines Kreises einen Punkt P und ldsst den
Kreis auf einer Geraden ohne zu gleiten rollen, so beschreibt P eine Kurve, die
man Zykloide (s. Abb. 11.7) nennt. Thre Parameterdarstellung ergibt sich aus

dem geschilderten Bewegungsvorgang unmittelbar zu

x=r¢ —psin(¢) y=—pcos(9) (11.16)

~

7 X

Abbildung 11.7: Gewohnliche Zykloiden.

Die Zykloide erlangte in der Vergangenheit aus drei Griinden eine gewisse

Bedeutung:
1. Das Zykloidenpendel

Stellt man eine Zykloide ,,auf den Kopf* und ldsst einem in der Spitze be-

festigten Pendel nur den Platz zwischen den beiden von dort ausgehenden

136



11.6 Die Zykloide und die Trochoiden

Zykloidenbogen frei, und zwar so, dass die biegsame Leine immer einen
dieser Bogen beriihrt, so — wie man durch Nachrechnen bestétigen kann —
die Frequenz unabhdingig vom Pendelausschlag (Ch. Huygens 1673). Man

nennt die gewohnliche Zykloide aus diesem Grunde auch ,,Tautochrome*.!

Man hat versucht, diese Tatsache zur Erhohung der Ganggenauigkeit von
Uhren auszunutzen. Dies hat sich aber nicht sonderlich bewihrt, da einer-
seits die Fithrung der Leine (oder Kette) entlang der Zykloidenbogen zu
aufwendig ist und andererseits weitere Einfliisse (wie z. B. die Wirmeaus-

dehnung der Pendelldnge) tiberwiegen.

Abbildung 11.8: Das Zykloiden-Pendel.

2. Zykloidenverzahnung
Bei der Konstruktion von Zahnridern kommt es darauf an, dass die beiden
Zahnflanken, die sich momentan im Eingriff befinden, nach Moglichkeit
auf einander abrollen, ohne zu gleiten, und dass der Eingriffspunkt einen
moglichst konstanten Abstand von den beiden Mittelpunkten der Zahn-
rider einhilt (damit das Ubersetzungsverhiltnis ebenfalls konstant bleibt
und das Getriebe nicht rattert). Ohne die Details hier ndher auszufiihren,

! Es sei noch erwihnt, dass die Bahn des Pendelmittelpunkts (also die Evolvente der Zykloide)
ebenfalls eine Zykloide ist, die zur ersteren kongruent ist.
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sei erwihnt, dass es dafiir im wesentlichen zwei Losungen gibt: Die eine
heilit Zykloidenverzahnung, weil die Zahnflanken als gewisse Teilbogen
einer Zykloide ausgebildet sind; die andere heiflit Evolventenverzahnung
Niheres findet man z. B. in [26].

Brachystochrone

Die dritte bemerkenswerte Eigenschaft der Zykloide ist ebenfalls mecha-
nischer Natur: Denkt man sich einen Massenpunkt auf einer abschiissigen
Bahn reibungslos hinabgleiten (etwa bis zu einem Nullniveau), so entsteht
die Frage, welche Form diese Bahn haben muss, damit der Massenpunkt in
der kiirzesten Zeit unten ankommt. Die Losung ist wiederum die gewohn-
liche Zykloide, wobei die Spitze im Anfangspunkt liegt. Die Zykloide ist

also eine Brachystochrone (von griech. brachys = kurz, chronos = Zeit).

"
e
-

|
=

Abbildung 11.9: Illustration zur Brachysochrone.

Diese interessante Eigenschaft der Zykloide verdient, dass auf ihre mathema-

tische Herleitung ndher eingegangen wird.
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Hierzu wird die nach unten gerichtete Distanz des Massenpunkts von der Aus-
gangslage (Plattform in Hohe /) mit 1 bezeichnet; diese Grofe 1) kann als (mo-

noton wachsende) Funktion einer der folgenden Parameter betrachtet werden:

der Bogenlidnge s entlang der Bahn,

der Zeit t vom Beginn des Laufs an,

der Geschwindigkeit v des Massenpunkts,

der Koordinate x in horizontaler Richtung

der aktuellen Lage des Massenpunkts.

Welcher Parameter gerade gemeint ist, ergibt sich aus dem Zusammenhang, so
dass das Argument weggelassen werden kann. Die folgende Skizze verdeut-
licht dies:

Abbildung 11.10: Zu den Bezeichnungen.
Die Grundidee zur Losung ist es, die Energiegleichung

1
mgn = 5mv
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heranzuziehen. Aus dieser folgt sofort

v—é— 2 oder ﬁ— !
“a o Vesh ds  V2an

Deren Integration liefert

a  ds a 1+(n/)2 | )
T=t—t)= — d T = \|— o = .
 — 1 /0 2g1‘[ oder /0 2g17 min

Auch hier liegt wiederum ein Problem der Variationsrechnung vor! Abgesehen

vom konstanten Faktor 2 g , lautet die Intergrantenfunktion

1+(n’')?

F(n,n') = ]

(1)

(mit ' = dn/dx). Die Euler-Lagrange-Gleichung (s. Abschnitt 10.1) kann

nach einigen Umrechnungen auf die folgende Form
L+ +2nn" =0

gebracht werden. Durch Anwendung einschldgiger Losungsverfahren fiir ge-
wohnliche Differentialgleichungen und weiterer Rechnung erhilt man schlief3-

lich unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen die Losung

N =1-—cos(¢), x=¢—sin(¢).

Man erkennt nun, dass es sich dabei — wie erwartet — um die Parameterdar-
stellung der (normalisierten) Zykloide handelt (welche an der Grundlinie ge-
spiegelt ist)!

Es gibt noch eine weitere — sehr erstaunliche — Eigenschaft der Zykloide als

Brachystochrone:
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Bemerkung 50. Die Zeit, die der Massenpunkt benitigt, um an den Endpunkt
der Bahn (auf dem Nullniveau) zu gelangen, ist unabhingig vom Anfangspunkt

(auch wenn dieser niedriger als die maximale Hohe h liegt).

Hierauf beruht das oben schon erwihnte Zykloidenpendel von Huygens.

Trochoiden

Die Erzeugung der Zykloide kann man in vielerlei Hinsicht verallgemeinern:
Statt den Punkt P auf der Peripherie eines Kreises zu fixieren, kann man ihn in
dessen Innerem oder im AuBeren befestigen; dementsprechend entstehen wel-
lenformige Kurven oder solche mit Schleifen. Weiterhin kann man den Kreis
statt auf einer Geraden auch auf einem anderem Kreis — entweder von innen
oder auch von auflen — rollen lassen. Die entstehenden Kurven heiflen Hypo-
zykloiden bzw. Epizykloiden. Solche Rollungen von Kreisen auf Kreisen kann
man natiirlich iterieren, wodurch die hoheren Radlinien mit einer Vielzahl von
Formen entstehen. Allesamt (einschlieBlich der Zykloiden) werden Trochoiden
genannt (Ph. de la Hire 1706 und L. Euler 1781).

SchlieBlich sei erwihnt, das die Trochoiden i. Allg. zwei Erzeugungen besitzen;
z. B. kann bei der Epizykloide der bewegliche Kreis aulen auf dem festen
Kreis abrollen oder ein groB3erer Kreis kann den festen Kreis in seinem Inneren
enthalten und sich um ihn herumwinden (wie ein Hula-Hoop-Reifen). Néheres
findet man in [26].
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11.7 Die Kleeblattschlinge

Die Kleeblattschlinge (s. Abb. 11.11) ist eine der wenigen Kurven mit einer
dreizédhligen Symmetrie (Rotationsuntergruppe C3, die von einer Drehung um

den singuldren Punkt mit Winkel 120 Grad erzeugt wird). Thre Gleichung lautet

(2422 433y —y® =0. (11.17)

-

Abbildung 11.11: Die Kleeblattschlinge.

Es handelt sich also um eine algebraische Kurve 4. Ordnung. Im Ursprung des
Koordinatensystems hat sie einen (gewohnlichen) Tripelpunkt. Die drei Tan-
genten der Kurvenzweige, die durch diese Singularitét hindurch laufen, erhilt
man durch weglassen der Glieder 4. Ordnung (analog zur Beschreibung der

Tangenten in einem gewohnlichen Doppelpunkt in Abschnitt 7.3) zu

y=0, y—\@x:O, y+\/§x:O. (11.18)

142



11.7 Die Kleeblattschlinge

Interessant ist hierbei auch die folgende Frage: Welche algebraischen Kurven
konnen iiberhaupt diese Symmetriegruppe Csz besitzen? - Offenbar kann man
stets den Koordinatenursprung in das Drehzentrum legen, so dass keine linea-
ren Glieder in der Gleichung vorkommen; auch das Absolutglied spielt fiir die-
se Frage keine Rolle: Wenn es (wie bei der Kleeblattschlinge) verschwindet,
liegt der Ursprung auf der Kurve und diese hat dort eine Singularitit. Die Glei-
chung einer fraglichen Kurve der in Rede stehenden Art kann man nun nach

dem Grad ihrer Glieder ordnen:
F2(x7y) +F3()C,y) + "'Frl(x7y) = 07

wobei Fy(x,y) homogene Formen vom Grad k bez. x,y sind.

Da die C3 von der Drehung

= —1/2% — 3/25

X
11.19
y = V3/2% — 1/2y R

erzeugt wird und diese sowohl die Homogenitit als auch den Grad invariant
lasst, miissen alle Formen F bei (11.19) in sich selbst iibergehen. Man rechnet

leicht nach, dass aus dieser Bedingung

P(xy) = a(’+y*) und

11.20
F(x,y) = 3x*y—y® oder F3(x,y) =3xy> —x ( )

3

folgt. Die erstere der Beziehungen (11.20) besagt, dass quadratische Formen
mit dieser dreizdhligen Symmetrie schon die volle Rotationssymmetrie besit-
zen; dies ist der tiefere Grund dafiir, dass es keine Kegelschnitte gibt, welche

Csz-symmetrisch, nicht aber rotationssymmetrisch sind.

Um zu entscheiden, welche der beiden invarianten kubischen Formen fiir die

Gleichung der Kleeblattschlinge in Frage kommt, kann man deren zusitzliche
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Spiegelsymmetrie an der y-Achse ausniitzen; dies bedeutet, dass in ihrer Glei-
chung keine ungeraden Potenzen von x vorkommen konnen, also kann es nur

die erste der beiden in (11.20) (2. Zeile) genannten Formen sein.

Aus demselben Grund kann man bei den Formen 4. Grades davon ausgehen,

dass sie die Gestalt
Fi(x,y) = ax* +2Bx%y* + yy*.
haben. Wendet man jetzt das obige Invarianzprinzip an, so folgt
a=p=v

d. h.
Fi(x,y) = a(x® +y*)%

Der Faktor o bestimmt lediglich die Liange der ,,Fliigel und kann zu 1 nor-
miert werden. Damit ist die Gleichung (11.17) der Kleeblattschlinge erklért
und zugleich gezeigt, dass sie im wesentlichen die einzige algebraische Kurve
4. Ordnung mit den genannten Symmetrie-Eigenschaften ist.
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Kurven wohin das Auge blickt: als Konturlinien, als Um-
risse von Buchstaben, in StraBenverlaufen, als Wurf- und
Bewegungsbahnen, im Design, in Graphiken, Kunstwer-
ken, in der Architektur usw. Vielfach sind sie geplant
und am Rechner entworfen; oft visualisieren Kurven
Zusammenhange oder ergeben sich durch physikalische
GesetzmaBigkeiten. So sind Kurven seit langem Gegen-
stand mathematischer Betrachtungen und bieten mit
zunehmenden technischen Méglichkeiten zur Berech-
nung und Fertigung auch heute immer wieder Anlass
zu weiteren Untersuchungen und Entwicklungen.

Dieses Buch fuhrt in die Mathematik der Kurven ein,
ohne viele Kenntnisse vorauszusetzen und verzichtet
auf tiefer gehende Beweise. Es wendet sich an Studie-
rende nicht nur der Mathematik, sondern auch der
Informatik, der Architektur und technischer Facher.
Behandelt werden Grundlagen aus der Differentialgeo-
metrie, der algebraischen Geometrie, sowie der Geome-
trieverarbeitung (Computer Aided Geometric Design —
CAGD). Abgerundet wird das Buch durch ein Kapitel
Uber spezielle Kurven, die historisch oder ihrer Anwen-
dungen wegen von Bedeutung sind.
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