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1. Einleitung
Die Verbrennung stellt die Grundlage vieler technischer Anwendungen dar, die

unser Leben heutzutage prägen. Sie liefert thermische Energie, welche zum Bei-

spiel in Kraftwerken und Fahrzeugen in mechanische Energie umgewandelt oder

in Gebäuden direkt zum Heizen verwendet wird. Auf Grund dieser tiefen Veranke-

rung wird die Verbrennung auch in absehbarer Zukunft einen hohen Stellenwert

in unserer Gesellschaft beibehalten.

In Industrie und Forschung wird das Hauptaugenmerk insbesondere auf die

E�zienzsteigerung bei gleichzeitiger Verringerung umweltschädlicher Emissio-

nen gelegt [1]. Vor allem die immer strenger werdenden Emissionsrichtlinien

im Zuge der Energiewende erfordern ein sehr genaues Verständnis der ablaufen-

den Vorgänge innerhalb chemisch reagierender Strömungen. Es werden deshalb

Werkzeuge und Maßnahmen benötigt, mit deren Hilfe diese Vorgänge möglichst

genau verstanden und wiedergegeben werden können. In den letzten Jahrzehnten

hat sich die numerische Strömungssimulation als wichtiges Instrument in der

Erforschung von Verbrennungsphänomenen etabliert.

Die mathematische Beschreibung reagierender Strömungen resultiert in ei-

nem System aus partiellen Di�erentialgleichungen (Partial Di�erential Equations,

PDE). Dieses umfasst die Erhaltungsgleichungen für Gesamtmasse, Impuls, Ener-

gie und Speziesmassen und beschreibt die komplexe Wechselwirkung zwischen

chemischer Reaktion, molekularem Transport sowie Konvektion [2–4]. Inzwi-

schen gibt es eine große Zahl von Computational Fluid Dynamics (CFD) Codes,

mit deren Hilfe das die reagierende Strömung beschreibende PDE-System nume-

risch gelöst bzw. integriert werden kann. In den meisten CFD-Methoden werden

dabei örtliche Diskretisierungsschemata verwendet [3, 5], wodurch das PDE-

System in ein System aus gewöhnlichen Di�erentialgleichungen (Ordinary Di�e-

rential Equations, ODE) überführt wird, um anschließend die zeitliche Integration

basierend auf unterschiedlichen Methoden durchzuführen [1].

Eine sehr genaue Wiedergabe der chemisch-physikalischen Vorgänge mit Hilfe

von CFD bedarf der Au�ösung aller im System vorkommenden Längen- und

Zeitskalen. Dies stellt eine große Herausforderung dar, denn die in typischen

technischen und industriellen Verbrennungsprozessen vorkommenden Zeitskalen

erstrecken sich von O(10−10 s) bis O(1 s), während die Längenskalen turbulen-

ter Strömungen eine Bandbreite von O(10−6 m) bis O(1 m) überdecken [6]. Zur
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1. Einleitung

Darstellung der kleinsten Längenskalen werden daher sehr viele Gitterpunkte

benötigt, an denen das PDE-System örtlich diskretisiert wird [7]. Da Reaktionssys-

teme zur Beschreibung der chemischen Reaktion tausende Elementarreaktionen

und hunderte verschiedener Spezies beinhalten [7, 8], resultieren daraus hoch

dimensionale PDE-Systeme an den jeweiligen Gitterpunkten. Das Vorkommen

stark unterschiedlicher Zeitskalen sorgt zusätzlich für eine große Steifheit des

PDE-Systems [9], sodass aus Stabilitätsgründen implizite Methoden für die zeit-

liche Integration des ODE Systems verwendet werden müssen [1]. Die Anzahl

an algebraischen Manipulationen ist hierbei enorm, denn es müssen Matrizen

zerlegt werden, die in ihrer Dimension der Anzahl chemischer Spezies multi-

pliziert mit der Anzahl an Gitterpunkten entsprechen. Aus diesem Grund ist es

trotz der heutzutage zur Verfügung stehenden Rechnerkapazitäten nicht mög-

lich, chemisch reagierende Strömungen in komplizierten Geometrien in vollem

Detaillierungsgrad innerhalb eines akzeptablen Zeitrahmens zu simulieren [1, 3,

7].

Um CFD-Simulationen komplizierter Verbrennungsprozesse dennoch praktika-

bel zu machen, stehen zwei Maßnahmen zur Verringerung des Detaillierungsgrads

zur Verfügung [7]

1. Die Modellierung des turbulenten Strömungsfeldes wird vereinfacht, in-

dem gröbere Wirbelstrukturen direkt berechnet und kleine Strukturen

modelliert werden.

2. Die Komplexität des Reaktionssystems wird reduziert. Chemische Prozesse

sind maßgeblich für das Zustandekommen stark unterschiedlicher Zeitska-

len in der Verbrennung verantwortlich. Reduktionsmethoden zur verein-

fachten Beschreibung der chemischen Reaktion haben das Ziel sowohl die

Dimension als auch die Stei�gkeit des PDE-Systems zu verringern.

In den letzten Jahrzehnten fand die Entwicklung einer großen Zahl an Reduk-

tionsmethoden statt [10–14], die prinzipiell in zwei Gruppen aufgeteilt werden

können [15]. Die erste setzt Vorwissen über das Reaktionssystem voraus, wor-

aus dann z.B. Quasistationaritätsannahmen (Quasi Steady-State approximation,

QSSA) oder partielle Gleichgewichte (Partial Equilibrium approximation, PEA)

abgeleitet werden können [16, 17]. Die zweite Gruppe basiert auf mathematischen

Methoden, mit deren Hilfe eine automatische Reduktion des Reaktionssystems

statt�nden kann [8, 15].

Die meisten Methoden zur automatischen Reduktion machen sich das große

Zeitskalenspektrum des chemischen Reaktionssystems zu nutze und basieren

auf einer Entkopplung von schnellen und langsamen chemischen Prozessen [18].

Eine Betrachtung des Trajektorienverlaufs homogener chemischer Reaktionen

2



im Zustandsraum der chemischen Spezies lässt demnach darauf schließen, dass

die schnellen Bewegungen nach sehr kurzer Zeit abgeschlossen sind und die Sys-

temdynamik allein durch die langsamen Prozesse bestimmt wird [1, 15]. Darüber

hinaus entfalten sich die langsamen Bewegungen nicht willkürlich im gesamten

Zustandsraum, sondern beschränken sich auf niedrigdimensionale Unterräume,

die in ihrer Dimension sehr viel kleiner sind als der Zustandsraum selbst. Diese

Unterräume werden als langsame invarianten Mannigfaltigkeiten bezeichnet,

deren Lage und Form durch die schnellen Prozesse festgelegt wird. Zur Beschrei-

bung der Mannigfaltigkeit wird eine ihrer Dimension entsprechende Anzahl an

unabhängigen Parametern benötigt. Die detaillierte Systemdynamik kann daher

nach sehr kurzer Zeit mit Hilfe weniger, langsamer Parameter anstatt aller, den

Zustandsraum bildender, Spezies charakterisiert werden [13, 18, 19].

Eine sehr wichtige Anforderung an mannigfaltigkeitsbasierte Reduktionsme-

thoden bei der Implementierung zur Simulation chemisch reagierender Strömun-

gen ist die möglichst genaue Darstellung instationärer bzw. transienter Prozesse

basierend auf einer korrekten Abbildung der Kopplung von chemischer Reaktion,

Di�usion und Konvektion [7, 8]. In klassischen Reduktionsmethoden erfolgt die

Identi�kation der Mannigfaltigkeit basierend auf der isolierten Betrachtung des

homogenen chemischen Reaktionssystems [10, 11]. Dieser Ansatz führt zu genau-

en Ergebnissen, wenn die Zeitskalen der entkoppelten bzw. schnellen chemischen

Prozesse sehr viel kleiner sind als diejenigen des molekularen Transports [20].

Vor allem in turbulenten Flammen kann dies jedoch eine unzutre�ende Annah-

me sein, sodass die hier statt�ndenden transienten Prozesse nicht genau genug

dargestellt werden können. Darüber hinaus kann die Existenz rein chemischer

Mannigfaltigkeiten nicht in allen Regimen chemisch reagierender Strömungen ge-

währleistet werden. Dies ist vor allem in Bereichen der Fall, in denen der Ein�uss

des chemischen Quellterms verschwindet oder eine Entkopplung der Zeitskalen

nicht möglich ist [21].

Eine Möglichkeit zur Lösung der Kopplungsproblematik in reduzierten Berech-

nungen stellt die Verwendung langsamer Mannigfaltigkeiten basierend auf das

gesamte, die reagierende Strömung beschreibende, PDE-System dar. Diese Metho-

den sehen sich jedoch mit der Schwierigkeit konfrontiert, dass die Zeitskalen der

physikalischen Prozesse nicht allein vom thermochemischen Zustand, sondern

direkt von den im Vorfeld der Methode unbekannten Zustandsgradienten abhän-

gen. Dadurch ist ein Großteil solcher Methoden durch die gekoppelte Lösung des

PDE-Systems und der impliziten Mannigfaltigkeitsgleichungen charakterisiert,

was in ein schwer zu lösendes Di�erential-Algebraisches-System (Di�erenti-

al Algebraic Equations, DAE) resultiert und eine Anwendung auf komplizierte

Verbrennungssysteme nicht zulässt [18].
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1. Einleitung

Eine Ausnahme hiervon stellt die Methode der Reaktions-Di�usions-Mannig-

faltigkeiten (REDIM) dar [22, 23]. Das Verfahren verwendet eine Abschätzung

der im Verbrennungsprozess vorkommenden Gradienten und erlaubt die Be-

rechnung der Mannigfaltigkeit in expliziter Form durch die Anwendung einer

Entwicklungsgleichung. Die charakteristischen Eigenschaften des Verbrennungs-

prozesses werden somit bereits durch die REDIM selbst abgebildet, wodurch die

Implementierung in den reduzierten Berechnungen vereinfacht wird. Gleichzei-

tig vergrößern sich die Grenzen der Anwendbarkeit reduzierter Rechnungen

im Vergleich zu den klassischen, rein chemisch basierten Reduktionsmethoden

drastisch. Die REDIM-Methode vereint daher die Vorteile expliziter, rein chemi-

scher Mannigfaltigkeitsmethoden mit der verbesserten Darstellung gekoppelter

chemisch-di�usiver Prozesse mittels PDE-basierter Mannigfaltigkeitsmethoden.

Diese Arbeit befasst sich mit der REDIM-Methode und baut auf einen vorhan-

denen Kenntnisstand auf, der sich durch die bisherige Anwendung der REDIM zur

reduzierten Beschreibung chemisch reagierender Strömungen ergibt. So konnte

das Potenzial der REDIM-Methode bereits bei der Implementierung in turbu-

lenten Flammensimulationen [24, 25] oder der Berücksichtigung detaillierter

molekularer Transportprozesse [26] unter Beweis gestellt werden. Gleichzeitig

traten hierbei jedoch einige Schwächen der Methode zu Tage, die sich insbeson-

dere in der Vorgehensweise zur Konstruktion der REDIM feststellen lassen. Zu

diesen Schwächen zählen vor allem die Vorgehensweise zur Konstruktion der

für die REDIM-Bestimmungsgleichung notwendigen Anfangsmannigfaltigkeit,

für die ein relativ hohes problemspezi�sches Vorwissen benötigt wurde. Hieraus

resultieren starke Restriktionen hinsichtlich einer �exiblen Dimensionserhöhung

zum Zwecke einer verbesserten Genauigkeit der reduzierten Rechnungen so-

wie einer generischen Anpassung der Ausdehnung der REDIM an die jeweilige

Problemstellung. Weiteres Optimierungspotenzial bietet zudem das numerische

Verfahren zur Bestimmung der REDIM sowie das Verfahren zur Anwendung der

REDIM als Tabelle in der reduzierten Berechnung.

Aus den genannten Einschränkungen leiten sich die hauptsächlichen Ziel-

setzungen der vorliegenden Arbeit ab, die wie folgt zusammengefasst werden

können

• Die Implementierung des mathematischen Modells sollte möglichst wenig

Vorwissen über das Systemverhalten voraussetzen.

• Die Dimension der REDIM bzw. der Freiheitsgrad des Systems sollte be-

liebig veränderbar sein, um bei Bedarf die Genauigkeit der reduzierten

Berechnungen zu erhöhen.
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• Die Domäne bzw. das Gebiet der REDIM sollte das abzubildende System

beinhalten, d.h. die Ränder der REDIM dürfen infolge dynamischer Vorgän-

ge nicht überschritten werden.

• Der Zugri� auf die REDIM im Zuge ihrer Anwendung in reduzierten Be-

rechnungen sollte e�zient und genau sein.

Um die formulierten Ziele zu erreichen, erfolgt im Rahmen dieser Arbeit eine

Weiterentwicklung des bestehenden theoretischen und technischen Rahmens

der REDIM-Methode. Die Neuerungen aus theoretischer Sicht betre�en dabei

insbesondere die Herausarbeitung der intrinsischen hierarchischen Struktur der

REDIMs, welche die Einbettung niedrigdimensionaler REDIMs in höherdimen-

sionale REDIMs beschreibt [27]. Ein weiterer neuer theoretischer Aspekt ergibt

sich aus einer detaillierten Analyse der Eigenschaften der REDIM-Ränder, durch

welche die REDIM und damit die darauf ablaufende Dynamik beschränkt werden

[28].

Die neu gewonnen theoretischen Erkenntnisse dienen als Basis für die Entwick-

lung einer neuen Vorgehensweise zur technischen Konstruktion von REDIMs,

die eine adaptive Anpassung der Dimension und Ausdehnung ermöglichen soll.

Im Zuge dessen wird eine alternative Parametrisierungsstrategie untersucht, die

im Vergleich zur bestehenden eine erhöhte Flexibilität aufweist und daher besser

für einen Einsatz in der neu entwickelten Methode geeignet ist. Aus numeri-

scher Sicht wird das Potenzial der Verwendung von Interpolationsfunktionen zur

Approximation der Di�erentiale bei der Integration der REDIM-Entwicklungsglei-

chung analysiert. Weitere technische Weiterentwicklungen ergeben sich aus der

neu implementierten Behandlung der Randpunkte sowie aus der Optimierung des

Verfahrens zur Verwendung der REDIM als Tabelle in reduzierten Berechnungen.

Zum Zwecke der Validierung werden eine eindimensionale vorgemischte freie

Synthesegas-Luft-Flamme und eine stark verdünnte nicht-vorgemischte H
2
-N

2
-

Luft-Gegenstrom�amme herangezogen, für welche das transiente Verhalten in

kritischen Szenarien mit Hilfe der REDIM-Methode untersucht wird. Als Ver-

gleichsbasis dienen dabei eindimensionale Berechnungen auf Basis detaillierter

Reaktionskinetik sowie einschlägige Daten aus der Literatur. Die betrachteten

Testfälle sind dabei derart konzipiert, dass dadurch das charakteristische Verhal-

ten turbulenter Flammen nachgebildet werden soll. Die Validierung sieht darüber

hinaus die Überprüfung einer wichtigen Eigenschaft der REDIM vor, die durch

ihre zunehmende Unabhängigkeit von der Gradientenschätzung mit ansteigender

Dimension beschrieben wird. Hierfür wird der Einsatz einer Methode getestet,

durch welche der Ein�uss unterschiedlicher Gradientenschätzungen quantitativ

ermittelt werden kann. Dies ebnet den Weg für die Verwendung vereinfachter
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1. Einleitung

Verfahren zur Bestimmung der Schätzungen und reduziert damit das notwendige

Maß an Vorwissen für die Anwendung der REDIM-Methode.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich wie folgt. Ausgehend von der mathema-

tischen Beschreibung chemisch reagierender Strömungen (Kapitel 2) erfolgt in

Kapitel 3 zunächst eine phänomenologische Interpretation der charakteristischen

Eigenschaften chemisch reagierender Strömungen im Orts- und Zustandsraum,

durch welche das Zustandekommen niedrigdimensionaler Mannigfaltigkeiten

anschaulich erklärt werden kann. Dies bildet den Ausgangspunkt für die Vorstel-

lung der für diese Arbeit wichtigsten Reduktionsmethoden in Kapitel 4, wodurch

die Einordnung der REDIM-Methode in das einschlägige wissenschaftliche Feld

ermöglicht werden soll. In Kapitel 5 wird dann das mathematische Modell der

REDIM-Modellreduktionsmethode präsentiert, worin auch die wichtigen Eigen-

schaften der Hierarchie und der REDIM-Ränder behandelt werden. Im Anschluss

daran erfolgt in Kapitel 6 die Vorstellung der numerischen Verfahren zur Be-

stimmung der REDIM und zur Lösung des reduzierten PDE-Systems sowie die

Gegenüberstellung der bisherigen und der neu entwickelte Konstruktionsme-

thode. In Kapitel 7 wird die REDIM-Methode zur Untersuchung des transienten

Verhaltens eindimensionaler Verbrennungsprozesse angewendet. Kapitel 8 fasst

die vorliegende Arbeit schließlich zusammen und gibt einen Ausblick auf zukünf-

tige Entwicklungsmöglichkeiten.
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2. Mathematische Beschreibung
chemisch reagierender
Strömungen

Die mathematische Beschreibung chemisch reagierender Strömungen erfolgt

durch die Formulierung der Erhaltungsgleichungen für die Gesamtmasse, die

Speziesmassen, des Impulses sowie der Energie. Diese ergeben sich aus der Bi-

lanzierung der jeweiligen Größen für ein gedachtes Kontrollvolumen innerhalb

der chemisch reagierenden Strömung. Es resultiert ein System aus partiellen

Di�erentialgleichungen, mit dem die zeitliche und örtliche Veränderung der

Zustandsgrößen beschrieben wird [1, 29–31]

∂ρ

∂t
+ div (ρv) = 0, (2.1)

∂ρwi
∂t

+ div (ρwiv) + div (ji) = Miωi, i = 1, . . . , ns (2.2)

∂ρv

∂t
+ div (ρv ⊗ v) + div

(
p
)

= ρg, (2.3)

∂ρh

∂t
− ∂p

∂t
+ div (ρhv) + div (jq) + p : grad (v)− div (pv) = qr. (2.4)

Hierbei bezeichnen ns die Anzahl unterschiedlicher Spezies, ρ die Dichte der Mi-

schung,wi die Massenbrüche der einzelnen Spezies, ωi ihre Bildungsgeschwindig-

keit,Mi ihre molare Masse, ji die Di�usionsstromdichte der jeweiligen Spezies, p
den Drucktensor, ⊗ das dyadische Produkt zweier Vektoren, g die Erdbeschleuni-

gung, jq die Wärmestromdichte, qr die Strahlungsenergiedichte, h die spezi�sche

Enthalpie der Mischung, p den Druck und t die Zeit.

Zur Schließung des obigen Gleichungssystems kommt die Zustandsgleichung

idealer Gase zum Einsatz [1, 32]

p = ρRgT, (2.5)

mit der spezi�schen Gaskonstanten Rg des Gemisches.
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2. Mathematische Beschreibung chemisch reagierender Strömungen

Die oben dargestellte Form der Erhaltungsgleichungen beinhaltet die Dich-

te der Erhaltungsgrößen als abhängige Variablen. Durch die Anwendung der

Produktregel sowie der Kontinuitätsgleichung kann das ursprüngliche partielle

Di�erentialgleichungssystem (PDE) in ein PDE-System für die Variablen ρ, wi, h
und v umgeformt werden [29]. So ergibt sich z.B. für die Erhaltungsgleichung

der Speziesmassen ausgehend von Gleichung 2.2

∂wi
∂t

+ v grad (wi) +
1

ρ
div (ji) =

Miωi
ρ

. (2.6)

In dieser Arbeit werden anstatt der Massenbrüche wi spezi�sche Molzahlen ϕi
verwendet, um die chemische Zusammensetzung zu quanti�zieren. Es gilt der

Zusammenhang ϕi = wi

Mi
, womit sich Gleichung 2.6 zur folgenden Erhaltungs-

gleichung für die spezi�schen Molzahlen umformt

∂ϕi
∂t

+ v grad (ϕi) +
1

ρMi

div (ji) =
ωi
ρ
. (2.7)

Unter Verwendung von Gleichung 2.7 kann das die chemisch reagierende Strö-

mung beschreibende PDE-System in vektorieller Form geschrieben werden [22]

∂ψ

∂t
= F (ψ)− v grad (ψ) +

1

ρ
div (D grad (ψ)) ≡ φ(ψ). (2.8)

Hierbei repräsentiert F (ψ) den n-dimensionalen thermochemischen Quellterm-

vektor undD die (n× n)-dimensionale quadratische Matrix der Transportkoe�-

zienten [1, 33]. ψ ist dabei der (n = 2 + ns)-dimensionale Zustandsvektor

ψ = (h, p, ϕ1, . . . , ϕns)
T , (2.9)

mit ns als der Anzahl verschiedener Spezies im Reaktionssystem.

Die Di�usionsmatrixD setzt sich zusammen aus den n-dimensionalen Vekto-

renDe undDp, welche die Koe�zienten zur Berechnung des Wärmetransports

bzw. der Druckdi�usion enthalten sowie der (ns × n)-dimensionalen MatrixDs,

die die Di�usionskoe�zienten des Speziestransports beinhaltet [34]

D =

De

Dp

Ds

 . (2.10)

Ds setzt sich wiederum aus den drei AnteilenDss,Dse undDsp zusammen, mit

denen der Sto�transport bedingt durch Spezies-, Temperatur- und Druckgradien-

ten berechnet werden kann [34]. Für die Berechnung der Einträge vonDss wird

8



in dieser Arbeit die Curtiss-Hirschfelder-Approximation angewendet [1, 29, 30].

Hierbei wird angenommen, dass bei der Di�usion einer Spezies sich alle anderen

Spezies mit der selben Geschwindigkeit bewegen [1, 29, 30].

Für die vereinfachte Annahme gleicher Di�usivitäten und einer Lewiszahl Le =
1 vereinfacht sichD in Gleichung 2.8 zu einer Diagonalmatrix mit identischen

Einträgen Dii = λW
ρcp

, wobei λW der Wärmeleitfähigkeit und cp der spezi�schen

Wärmekapazität entspricht [1].

Unter der Vernachlässigung von Strahlungsein�üssen und der Annahme eines

konstanten Drucks gilt für die Quellterme der Enthalpie und des DrucksF h,p = 0.

Damit lässt sich der ns-dimensionale QuelltermvektorF ϕ der Spezies als Produkt

der (ns × nr)-dimensionalen Matrix R der stöchiometrischen Koe�zienten und

dem nr-dimensionalen Vektor r der kinetischen Reaktionsgeschwindigkeiten

schreiben [15, 18]

F ϕ = R · r, (2.11)

wobei nr der Anzahl an Elementarreaktionen im chemischen Reaktionssystem

entspricht [15].

Heutzutage verwendete Reaktionsmechanismen zur Beschreibung der che-

mischen Kinetik sind durch eine sehr große Anzahl an Spezies und Elementar-

reaktionen charakterisiert, sodass die Berechnung des chemischen Quellterms

sehr aufwändig und daher zeitintensiv wird [1]. Zudem können sich die Reak-

tionsgeschwindigkeiten einzelner Elementarreaktion sehr stark unterscheiden,

wodurch sich stark unterschiedliche Zeitskalen ergeben, mit denen chemische

Prozesse ablaufen [1, 15]. Dies führt zu einer sehr hohen Stei�gkeit des PDE-

Systems 2.8, was in Kombination mit der hohen Anzahl an Spezies die numerische

Lösung erheblich erschwert [35] (siehe Kapitel 1). Gleichzeitig ist die Existenz

stark unterschiedlicher Zeitskalen aber auch dafür verantwortlich, dass chemisch

reagierende Strömungen ein charakteristisches dynamisches Verhalten aufweisen

[7, 18]. Dieses bildet die Grundlage für die Entwicklung von Reduktionsmetho-

den, welche die auf Grund des Quellterms verursachten Schwierigkeiten bei der

numerischen Lösung der PDE-Systems beheben sollen [18].

9



3. Struktur und Dynamik
chemisch reagierender
Strömungen

Bevor im nächsten Kapitel ein Überblick über die wichtigsten Modellreduktions-

methoden gegeben wird, soll an dieser Stelle zunächst eine phänomenologische

Erläuterung der charakteristischen Merkmale chemisch reagierender Strömun-

gen erfolgen. Zunächst wird dabei auf die lokale örtliche Struktur vorgemischter

und nicht-vorgemischter Verbrennungsprozesse eingegangen, die oftmals mit

Hilfe eindimensionaler Flammenmodelle approximiert werden können. Davon

ausgehend erfolgt eine Beschreibung des Übergangs vom Orts- in den thermoche-

mischen Zustandsraum, der den Schauplatz für die Entfaltung der Systemdynamik

und somit vieler Modellreduktionsmethoden darstellt. Schließlich wird auf Basis

physikalisch-chemischer Beobachtungen und Überlegungen eine Erklärung für

das Zustandekommen und die Eigenschaften niedrigdimensionaler Mannigfaltig-

keiten innerhalb chemisch reagierender Strömungen gegeben, die im Zentrum

dieser Arbeit und der im folgenden Kapitel beschriebenen Methoden stehen.

3.1. Lokale Strukturen vorgemischter und
nicht-vorgemischter Verbrennungsprozesse

Vorgemischte und nicht-vorgemischte Verbrennungsprozesse haben eine sehr

hohe technische Relevanz. So sind z.B. Ottomotoren durch eine vorgemischte

Verbrennung gekennzeichnet, bei der Brennsto� und Oxidationsmittel bereits

vor Eintritt in den Brennraum vermischt und anschließend im Brennraum ge-

zündet werden [36]. In Dieselmotoren dagegen �ndet eine nicht-vorgemischte

Verbrennung statt, bei der der Brennsto� sich erst im Brennraum mit dem Oxida-

tionsmittel vermischt und verbrennt [1, 36].

Anwendungsrelevante vorgemischte und nicht-vorgemischte Verbrennungs-

prozesse sind in den meisten Fällen durch ein turbulentes Strömungsfeld und

der damit einhergehenden starken Interaktion zwischen Konvektion, molekula-
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3.1. Lokale Strukturen vorgemischter und nicht-vorgemischter
Verbrennungsprozesse

ren Transportprozessen und chemischer Reaktion charakterisiert [3, 4]. Obwohl

diese Interaktion zu gestreckten und gekrümmten Reaktionszonen führt [1],

weisen turbulente Flammen lokal oftmals eine große Ähnlichkeit zum Verhal-

ten eindimensionaler Flammen auf [12]. In den Abbildungen 3.1a und 3.1b sind

(a) (b)

(c) (d)

Abbildung 3.1.: Örtliche Temperaturverteilungen als Ergebnis dreidimen-
sionaler direkter numerischer Simulationen. 3.1a und 3.1c: Vorgemischte
CH4-Lu�-Flamme mit einem Äquivalenzverhältnis von 0, 6 [37]. 3.1b und
3.1d: Nicht-vorgemischte H2-Lu�-Gegenstromflamme [38]. Die weißen Pfeile
zeigen die Richtung der Strömung an. Die schwarzen eindimensionalen Tem-
peraturprofile ergeben sich an den mit schwarzen Linien gekennzeichneten
Stellen entlang der Flammenfront.

die Ergebnisse dreidimensionaler direkter numerischer Simulationen (DNS) ei-

ner vorgemischten Methan-Luft-Flamme [37] sowie einer nicht-vorgemischten

Wassersto�-Luft-Gegenstrom�amme [38] zu sehen. DNS basieren auf der direk-
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3. Struktur und Dynamik chemisch reagierender Strömungen

ten Lösung des PDE-Systems 2.8 ohne vereinfachende Annahmen und erlauben

daher eine detaillierte Analyse turbulenter Verbrennungsprozesse [8]. Es ist je-

weils die örtliche Verteilung der Temperatur dargestellt, wodurch die Lage der

Flammenfront im dreidimensionalen Raum in beiden Fällen sichtbar wird.

Wie die Abbildungen 3.1c und 3.1d verdeutlichen, können die Flammenstruk-

turen durch korrespondierende eindimensionale Flammenkon�gurationen reprä-

sentiert werden. Hierdurch wird eine geeignete Hilfsvorstellung gescha�en, mit

der die lokalen Charakteristika der dreidimensionalen Flammen wiedergeben

werden können [12]. Bei der vorgemischten CH
4
-Luft-Flamme geben die eindi-

mensionalen Pro�le die gestörte Flammenfront wieder, die sich durch den Eingri�

turbulenter Wirbel einstellt und daher durch eine wellige Struktur gekennzeich-

net ist. Die nicht-vorgemischte H
2
-Luft-Gegenstrom�amme weist aufgrund der

Turbulenz starke Unterschiede in der lokalen Verbrennungstemperatur auf. Ein

analoges Verhalten ergibt sich bei eindimensionalen Gegenstrom�ammen durch

die Variation der Streckungsrate bzw. des tangentialen Druckgradienten [1].

Die beschriebenen Zusammenhänge zeigen, dass eine Analyse des dynami-

schen Verhaltens eindimensionaler Flammen wertvolle Rückschlüsse auf die Dy-

namik dreidimensionaler Flammen ermöglicht, wenn diese entsprechende lokale

Strukturen aufweisen [39]. Dieser Sachverhalt ist insbesondere bei der Entwick-

lung zuverlässiger Modellreduktionsmethoden von Bedeutung, da eindimensio-

nale Flammen eine besonders anschauliche Interpretation der Flammendynamik

und damit eine einfachere Ableitung wichtiger mathematisch-physikalischer

Zusammenhänge erlauben.

Die Evaluierung der in dieser Arbeit vorgestellten REDIM-Modellreduktionsme-

thode erfolgt auf Basis der Untersuchung eindimensionaler vorgemischter freier

Flammen und nicht-vorgemischter Gegenstrom�ammen. Der Fokus wird dabei

auf die in Abbildung 3.2 dargestellten Kon�gurationen gelegt, von denen aus eine

Übertragung charakteristischer Eigenschaften auf andere Systeme gewährleistet

ist [40, 41]. Beim vorgemischten System handelt sich es sich hierbei um eine

Synthesegas-Luft-Flamme, die in Abbildung 3.2a dargestellt ist. Die Untersuchun-

gen zum dynamischen Verhalten von nicht-vorgemischten Gegenstrom�ammen

werden für das in Abbildung 3.2b dargestellte Wassersto�-Luft-System durchge-

führt.

Anhand dieser beiden Kon�gurationen werden einerseits die wichtigsten Merk-

male der in dieser Arbeit vorgestellten REDIM Modellreduktionsmethode disku-

tiert (Kapitel 5 und 6). Außerdem wird das vorgestellte Modell validiert, indem es

für die Berechnung kritischer dynamischer Szenarien implementiert wird und

die Ergebnisse mit detaillierten Simulationen verglichen werden (Kapitel 7). Die

analysierten eindimensionalen Szenarien korrespondieren dabei mit dem cha-

rakteristischen lokalen Verhalten turbulenter dreidimensionaler Flammen, das
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3.2. Zustandsraumbetrachtung

(a) (b)

Abbildung 3.2.: Örtliche Verteilung der Spezies und Temperatur eindimen-
sionaler Flammen. (a): Vorgemischte Synthesegas-Lu�-Flamme. (b): Nicht-
vorgemischte Wassersto�-Lu�-Gegenstromflamme. Einheiten der spezifi-
schen Molzahlen ϕ in mol kg−1.

in Abbildung 3.1 dargestellt wird. Die Untersuchungen werden mit Hilfe des

Programmpakets INSFLA [29] durchgeführt, das sowohl die detaillierte als auch

die reduzierte Berechnung eindimensionaler Flammen ermöglicht (Abschnitt 6.4).

3.2. Zustandsraumbetrachtung
Durch die numerische Integration des die reagierende Strömung beschreiben-

den PDE-Systems 2.8 ergibt sich die orts- und zeitabhängige Lösung ψ(x, t) [1].

Die naheliegendste Repräsentation dieser Lösung ist diejenige in Ortskoordina-

ten (Abbildung 3.1), wodurch die örtliche Verteilung einzelner Variablen ψi zu

verschiedenen Zeitpunkten visualisiert werden kann.

Zur Beurteilung der Systemdynamik, welche durch die rechte Seite φ(ψ) des

PDE-Systems 2.8 beschrieben wird, eignet sich allerdings vielmehr eine Dar-

stellung der Systemzustände im thermochemischen Zustandsraum Z . Dieser

wird durch die Einträge des Zustandsvektors ψ aufgespannt, sodass der durch

ψ beschriebene thermochemische Zustand an einem bestimmten Ort und zu

einer bestimmten Zeit einen Punkt in Z repräsentiert [1, 15]. Die Dimension

des Zustandsraums entspricht dabei gemäß Gleichung 2.9 der Anzahl 2 + ns
an Skalaren im thermochemischen Zustandsvektor ψ [42]. Die rechte Seite φ
des PDE-Systems stellt im Zustandsraum einen Vektor dar, der die Richtung der

zeitlichen Veränderung jedes einzelnen Zustands anzeigt [18]. Dies ermöglicht

eine gesamtheitliche Beobachtung und geometrische Interpretation der Systemdy-
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3. Struktur und Dynamik chemisch reagierender Strömungen

namik, was einen großen Vorteil darstellt und die Basis für Reduktionsmethoden

wie die REDIM-Methode bildet [18].

(a) Ortsraum (b) Zustandsraum

Abbildung 3.3.: Übergang vom Orts- in den Zustandsraum. Die örtliche
Verteilung von CO2, H2O und OH innerhalb einer eindimensionalen vorge-
mischten Synthesegas-Lu�-Flamme führt zu einem eindimensionalen Profil
im Zustandsraum, von dem eine dreidimenssionale Projektion in den drei
genannten Spezies gezeigt ist. An jedem Zustandspunkt zeigt das mit grünen
Pfeilen dargestellte Vektorfeld die Richtung der Systemdynamik an. Einheiten
der spezifischen Molzahlen ϕ in mol kg−1.

Abbildung 3.3 verdeutlicht den Zusammenhang zwischen Orts- und Zustands-

raum anhand einer eindimensionalen laminaren vorgemischten Synthesegas-

Luft-Flamme. In Abbildung 3.3a werden die Ortspro�le von CO
2
, H

2
O und OH

zu einem bestimmten Zeitpunkt innerhalb eines transienten Vorgangs gezeigt.

Die spezi�schen Molzahlen der drei Spezies an einem bestimmten Ort ergeben in

der dreidimensionalen Zustandsraumdarstellung (Abbildung 3.3b) einen Punkt.

Insgesamt ergibt sich daraus ein eindimensionales Pro�l im Zustandsraum. Die

Richtung der transienten Bewegung im Zustandsraum wird an jedem Zustands-

punkt und zu jedem Zeitpunkt durch den Vektor der rechte Seite φ angegeben

(grüne Pfeile).

Die transiente Bewegung im Zustandsraum ist beschränkt durch physikalische

Grenzen, deren Einhaltung durch die korrekte mathematische Formulierung des

PDE-Systems gewährleistet ist [2]. Diese sind z.B. die Positivheit von Temperatur,

Druck, Dichte und Speziesmassenbrüche sowie die Normierungsbedingung der

Massenbrüche [15]. Zusätzliche Beschränkungen der Systemdynamik ergeben

sich durch vereinfachende Annahmen wie der Konstantheit des Drucks (p =
const.) oder der Annahme adiabatischer Bedingungen (h = const.) [15].
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3.3. Mannigfaltigkeiten in chemisch reagierenden Strömungen

Bei der Beobachtung der transienten Bewegung von Verbrennungssystemen im

Zustandsraum fällt zudem auf, dass diese sich nicht willkürlich im Zustandsraum

entfaltet, sondern auf einen gewissen Teilbereich dessen beschränkt ist [8]. Es

stellt sich heraus, dass es sich hierbei um niedrigdimensionale Unterräume des

Zustandsraums handelt, die als Mannigfaltigkeiten bezeichnet werden [8]. Diese

Mannigfaltigkeiten haben besondere Eigenschaften und stehen im Zentrum vieler

Reduktionsmethoden. Das nächste Kapitel beschreibt die Zusammenhänge, die zur

Existenz von Mannigfaltigkeiten in chemisch reagierenden Strömungen führen.

3.3. Mannigfaltigkeiten in chemisch
reagierenden Strömungen

Das Zustandekommen niedrigdimensionaler Mannigfaltigkeiten im Zustands-

raum infolge der Dynamik chemisch reagierender Strömungen kann ohne mathe-

matische Begründung bereits anhand der Analyse instationärer Simulationsergeb-

nisse im thermochemischen Zustandsraum verdeutlicht werden. Abbildung 3.4

stellt die in Abbildung 3.1 gezeigten DNS-Ergebnisse einer vorgemischten turbu-

lenten Methan-Luft-Flamme [37] und einer nicht-vorgemischten Wassersto�-Luft-

Gegenstrom�amme [38] in dreidimensionalen Projektionen des Zustandsraums

dar. Die Zustandspunkte entstammen dabei gemäß Abbildung 3.3 entsprechenden

Ortspunkten und sind in Abhängigkeit der Temperatur farblich gekennzeichnet.

Es ist in beiden Fällen deutlich eine niedrigdimensionale Struktur zu erkennen,

entlang derer sich die Zustandspunkte verteilen. Diese Strukturen entsprechen

Mannigfaltigkeiten im Zustandsraum, die besondere Eigenschaften haben. Diese

ergeben sich auf Grund der charakteristischen Zeitskalen, mit denen chemische

und physikalische Prozesse im Verbrennungssystem ablaufen und die in Abbil-

dung 3.5 einander gegenüber gestellt werden.

Wie die Abbildung veranschaulicht, erstreckt sich der Bereich chemischer und

physikalischer Zeitskalen über mehrere Größenordnungen, wodurch sich gemäß

Kapitel 2 eine hohe Stei�gkeit des zu lösenden PDE-Systems ergibt und dessen

numerische Lösung erschwert [1, 7, 15]. Gleichzeitig fällt jedoch auf, dass ein

großer Teil der chemischen Prozesse durch Zeitskalen charakterisiert ist, die sehr

viel schneller sind als diejenigen der physikalischen Prozesse. Diese schnellen

chemischen Prozesse führen zu partiellen Gleichgewichten oder quasistationären

Zuständen, sodass sie als relaxiert bzw. abgeschlossen betrachtet und daher

entkoppelt werden können [1, 8, 10, 43]. Infolge dessen verringert sich die Anzahl

an Freiheitsgraden, die der Systemdynamik zur Verfügung stehen [44].
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3. Struktur und Dynamik chemisch reagierender Strömungen

(a) (b)

Abbildung 3.4.: Verteilung der Zustandspunkte der DNS aus Abbildung 3.1
in dreidimensionalen Projektionen des Zustandsraums [37, 38]. Die Zustand-
spunkte sind in Abhängigkeit der Temperatur farblich gekennzeichnet und
verteilen sich entlang niedrigdimensionaler Hyperflächen. Der Kreis in (a)
kennzeichnet das chemische Gleichgewicht. Einheiten der spezifischen Mol-
zahlen ϕ in mol kg−1.

Es existiert darüber hinaus ein Zeitskalenbereich, der sowohl von chemischen

als auch von physikalischen Prozessen abgedeckt wird. Zwischen diesen Prozes-

sen �ndet eine Kopplung bzw. gegenseitige Beein�ussung statt, die sich nach

Abschluss der schnellen chemischen Prozesse entlang niedrigdimensionaler Man-

nigfaltigkeiten entfaltet [22]. Die in Abbildung 3.4 sichtbaren Zustände kenn-

zeichnen genau diese Kopplung und geben gleichzeitig die niedrigdimensionale

Struktur wieder, die sich auf Grund der schnellen und langsamen chemischen

Prozesse ergeben.

Besonders gut sichtbar wird diese in der Nähe des chemischen Gleichgewichts,

das in Abbildung 3.4a durch einen Kreis gekennzeichnet ist. Auf Grund der hohen

Verbrennungstemperatur sind die Reaktionsgeschwindigkeiten hier sehr groß

[1], sodass die Anzahl entkoppelter schneller chemischer Prozesse ebenfalls groß

ist [45]. In der Umgebung des chemischen Gleichgewichts lässt sich die Dynamik

mit Hilfe einer eindimensionalen Mannigfaltigkeit beschreiben, da hier bis auf

den langsamsten chemischen Prozess alle anderen entkoppelt werden können.

Mit zunehmender Entfernung vom chemischen Gleichgewicht sinkt die Anzahl

entkoppelter chemischer Prozesse auf Grund der abnehmenden Temperatur und

die Anzahl koppelnder physikalisch-chemischer Prozesse nimmt zu. Dadurch

steigt auch die Dimension der Mannigfaltigkeiten, entlang derer sich die System-
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Abbildung 3.5.: Typische chemische und physikalische Zeitskalen chemisch
reagierender Strömungen [1].

dynamik entfaltet, mit zunehmendem Abstand vom chemischen Gleichgewicht

[45].

Während in der Nähe des chemischen Gleichgewichts die schnellen chemi-

schen Prozesse dominieren, ist die Vorheizzone in der Nähe der unverbrannten

Mischung auf Grund der geringen Temperatur vorwiegend durch sehr langsame

chemische Prozesse charakterisiert [21]. Dieser Bereich wird deshalb von den

physikalischen Prozessen dominiert, was ebenfalls auf die Existenz niedrigdimen-

sionaler Mannigfaltigkeiten führt [21]. Dieser Sachverhalt geht aus der einfachen

geometrischen Überlegung hervor, dass Di�usionsprozesse im Zustandsraum

stets zu einer Minimal�äche führen [22, 46]. Im Falle der in Abbildung 3.4 ge-

zeigten Flamme stellt sich diese Minimal�äche zwischen dem Rand des Bereichs

chemisch-di�usiver Kopplung und dem Punkt unverbrannter Mischungszusam-

mensetzung ein [34, 45, 47].

Die bisherigen Ausführungen zeigen, dass die gleichzeitige Existenz schneller

und langsamer physikalisch-chemischer Prozesse das Zustandekommen niedrig-

dimensionaler Mannigfaltigkeiten im thermochemischen Zustandsraum bedingt.

Niedrigdimensionale Mannigfaltigkeiten in chemisch reagierenden Strömungen

haben folgende wichtige Eigenschaften, welche durch die obigen Beobachtungen

bestätigt werden [7, 13, 15, 43]
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3. Struktur und Dynamik chemisch reagierender Strömungen

• Die nf schnellen chemischen Prozesse führen zur Mannigfaltigkeit hin und

sorgen dafür, dass Zustände, die auf Grund von Störungen die Mannigfal-

tigkeit verlassen, schnell wieder relaxiert werden. Dies wird als attraktive

Eigenschaft bezeichnet.

• Die m langsamen Prozesse entfalten sich entlang der bzw. tangential zur

Mannigfaltigkeit. Es gilt m = n− nf .

• Die Anzahl an langamen Prozessen ist weitaus kleiner als die Dimension

des Zustandsraums Z , d.h. m� n.

• Nach Abschluss der schnellen Prozesse entfaltet sich die detaillierte Sys-

temdynamik entlang der Mannigfaltigkeit und verlässt diese im weiteren

Verlauf nicht mehr. Diese Eigenschaft wird als Invarianz und die damit

versehenen Mannigfaltigkeiten als langsame invariante Mannigfaltigkeiten

bezeichnet.

• Die Dimension m der Mannigfaltigkeit entspricht der Anzahl an langsa-

men Prozessen, die tangential ablaufen. Für die explizite Beschreibung der

Mannigfaltigkeit wird daher die entsprechende Anzahlm an unabhängigen

Variablen benötigt.

Anhand Abbildung 3.6 können die beschriebenen Eigenschaften veranschau-

licht werden. Die Abbildung zeigt Trajektorien (grüne Kurven) eines homogenen

Synthesegas-Luft-Systems in einer zweidimensionalen CO
2
-H

2
O-Projektion und

einer dreidimensionalen CO
2
-H

2
O-OH-Projektion des Zustandsraums, die sich

ausgehend von unterschiedlichen Zusammensetzungen ins chemische Gleichge-

wicht bewegen (schwarzer Kreis). Es ist zu sehen, dass zu Beginn der Reaktion

die schnellen chemischen Prozesse auf eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit

(schwarzes Gitter) führen, auf der sich im Anschluss die langsame Systemdyna-

mik entfaltet. Beim Auftre�en auf die zweidimensionale Mannigfaltigkeit sind

nur noch die zwei langsamsten chemischen Prozesse aktiv. Im weiteren Verlauf

vergrößert sich sukzessive die Anzahl entkoppelter schneller Prozesse, sodass

zunächst eine eindimensionale Mannigfaltigkeit (rote Kurve) und schließlich das

chemische Gleichgewicht als nulldimensionale Mannigfaltigkeit erreicht werden.

Niedrigdimensionale Mannigfaltigkeiten stehen im Zentrum vieler Modellre-

duktionsmethoden. Nach Abschluss der vorangegangenen Erläuterungen kann

die Grundidee hinter der Verwendung von Mannigfaltigkeiten zur reduzierten

Beschreibung chemisch reagierender Strömungen folgendermaßen zusammenge-

fasst werden

1. Bestimme die m-dimensionale langsame Mannigfaltigkeit des Systems.
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3.3. Mannigfaltigkeiten in chemisch reagierenden Strömungen

(a) Syngas ILDM (b) Syngas ILDM 3D

Abbildung 3.6.: Eindimensionale (rot) und zweidimensionale (schwarzes Git-
ter) niedrigdimensionale Mannigfaltigkeiten eines homogenen Synthesegas-
Lu�-Systems zusammen mit vier unterschiedlichen Trajetoren (grüne Kurven).
Die schnellen Prozesse führen zu den Mannigfaltigkeiten hin, die langsa-
men entfalten sich tangential dazu und sind beim Erreichen des chemischen
Gleichgewichts (schwarzer Kreis) abgeschlossen. (a): CO2-H2O-Projektion
des Zustandsraums. (b): CO2-H2O-OH-Projektion. Einheiten der spezifischen
Molzahlen ϕ in mol kg−1.

2. Beschreibe die Systemdynamik mit Hilfe von m anstatt von n Parametern.

Dieses Konzept ermöglicht die von den schnellen Prozessen entkoppelte Behand-

lung der langsamen Systemdynamik, wodurch sowohl die Stei�gkeit als auch

die Dimension des zu lösenden PDE-Systems reduziert werden. Hierdurch kann

die numerische Simulation chemisch reagierender Strömungen zeite�zienter

erfolgen, ohne große Einbußen bei der Genauigkeit der Berechnungen in Kauf

nehmen zu müssen [7, 8].
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4. Reduktionsmethoden in der
Verbrennung

Das vorangegangene Kapitel beschrieb auf Basis physikalisch-chemischer Beob-

achtungen und Überlegungen das Zustandekommen niedrigdimensionaler Man-

nigfaltigkeiten in detaillierten chemisch reagierenden Strömungen. Auf Grund

ihrer charakteristischen Eigenschaften handelt es sich hierbei um langsame inva-

riante Mannigfaltigkeiten, die selbst Teil der detaillierten Lösung sind und das

detaillierte Systemverhalten nach Abschluss der schnellen chemischen Prozes-

se somit korrekt wiedergeben [18]. Die Entwicklung konsistenter Reduktions-

methoden ist deshalb sehr eng mit der Entwicklung geeigneter Verfahren zur

Identi�kation oder Approximation niedrigdimensionaler langsamer invarianter

Mannigfaltigkeiten verknüpft [48].

Aktuell existieren hierfür zwei unterschiedliche Ansätze, die innerhalb der

Methoden für die reduzierte Beschreibung chemisch reagierender Strömungen

verfolgt werden [20]. Der erste Ansatz beruht auf der von physikalischen Prozes-

sen getrennten Analyse des chemischen Quellterms F (ψ) (Gleichung 2.11) [20,

43]. Diese Methoden ermitteln oder approximieren langsame invariante Mannig-

faltigkeiten, die sich rein aus der Dynamik des homogenen Reaktionssystems

ψ̇ = F (ψ) ergeben, das durch ein System aus gewöhnlichen Di�erentialglei-

chungen (ordinary di�erential equations, ODE) beschrieben wird. Die Kopplung

zwischen physikalischen und chemischen Prozessen erfolgt dann innerhalb der

reduzierten Beschreibung der chemisch reagierenden Strömung, indem die physi-

kalischen Prozesse auf die chemische Mannigfaltigkeit projiziert oder komplett

vernachlässigt werden [20]. Der Vorteil dieser Methoden ist es, dass für die Ana-

lyse homogener Systeme bereits eine Vielzahl an Methoden und Algorithmen

existieren, die aus der fundierten Theorie gewöhnlicher Di�erentialgleichungen

hervorgehen und auf die zurückgegri�en werden kann [20].

Der zweite Ansatz basiert auf der Approximation langsamer invarianter Man-

nigfaltigkeiten für das gesamte PDE-System 2.8 und berücksichtigt die Kopplung

zwischen physikalischen und chemischen Prozessen bereits innerhalb des Kon-

struktionsprozesses der langsamen Mannigfaltigkeit [7]. Die Problematik bei

diesen Methoden ist allerdings die Tatsache, dass die physikalischen Zeitskalen

(Abbildung 3.5) nicht nur vom thermochemischen Zustand, sondern auch vom

20



Ort bzw. von den Ortsgradienten der Spezies abhängen [49]. Die Zerlegung des

PDE-Systems in schnelle und langsame Prozesse, welche für die Existenz und

Identi�kation langsamer invarianter Mannigfaltigkeiten notwendig ist, ist im

Gegensatz zum ODE-System des homogenen Reaktionssystems daher weitaus

aufwändiger [20].

Ein wichtiges Unterscheidungsmerkmal mannigfaltigkeitsbasierter Reduktions-

methoden ergibt sich aus der Art der Anwendung der Mannigfaltigkeit im Zuge

der reduzierten Beschreibung reagierender Strömungen. Implizite Methoden beru-

hen dabei auf der parallelen Lösung von nf impliziten De�nitionsgleichungen für

die Mannigfaltigkeit und einer reduzierten Anzahl (m = n−nf ) an partiellen Dif-

ferentialgleichungen [50, 51]. Dadurch entsteht ein n-dimensionales Di�erential-

Algebraisches-Gleichungssystem (Di�erential Algebraic Equations, DAE), das

jedoch potenziell schwerer zu lösen ist als das ursprüngliche n-dimensionale

PDE-System, sodass der eigentliche Zweck der Reduktionsmethode nicht bzw.

nur bedingt erfüllt werden kann [8, 15]. Im Gegensatz dazu verfolgen explizite

Methoden eine e�zientere Strategie, die sich in zwei Etappen aufgliedert. Die

erste besteht in der Identi�kation bzw. der Konstruktion der m-dimensionalen

langsamen Mannigfaltigkeit und ihrer expliziten Darstellung in Abhängigkeit

von m lokalen Koordinaten (siehe Abschnitt 3.3). In der zweiten Etappe erfolgt

die Transformation des detaillierten PDE-Systems in die lokalen Koordinaten

der Mannigfaltigkeit, wodurch sich die Anzahl der zu lösenden PDEs auf die Di-

mension m der Mannigfaltigkeit verringert. Dies wird gemeinhin als reduziertes

Modell bezeichnet. Zur Umsetzung des reduzierten Modells müssen somit die

für die Lösung des reduzierten PDE-Systems notwendigen Informationen auf

der Mannigfaltigkeit zur Verfügung stehen. Dies wird durch die Speicherung

der Mannigfaltigkeitszustände und der zugehörigen physikalisch-chemischen

Größen in tabellarischer Form realisiert [7, 8].

Die nächsten Kapitel verfolgen das Ziel, einen Überblick über wichtige Metho-

den zur reduzierten Beschreibung chemisch reagierender Strömungen zu geben.

Hierfür werden in Abschnitt 4.1 zunächst diejenigen Methoden vorgestellt, die

auf der Analyse der Dynamik homogener Reaktionssysteme beruhen. Es werden

dabei die Schwierigkeiten diskutiert, die sich aus der Verwendung rein chemi-

scher Mannigfaltigkeiten in reagierenden Strömungen ergeben. Im Anschluss

daran werden in Abschnitt 4.2 PDE-basierte Reduktionsmethoden präsentiert, zu

denen auch die in dieser Arbeit behandelte REDIM-Methode gehört. Letztend-

lich soll dadurch die Einordnung der REDIM-Methode in das wissenschaftliche

Feld der Reduktionsmethoden ermöglicht werden. Die nachfolgende Diskussion

beschränkt sich auf die für den Kontext dieser Arbeit wichtigen Methoden. Ein

umfangreicher Überblick über viele weitere Methoden wird beispielsweise in [7]

gegeben.
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Die Grundlage für die im Folgenden verwendeten Begri�e und sprachlichen For-

mulierungen bildet die singuläre Störungstheorie [18, 52–54]. Singulär Gestörte

Systeme (singularly perturbed system, SPS) repräsentieren die einfachste Aus-

führung eines Multiskalensystems und werden durch den Parameter 0 < ε� 1
charakterisiert

ẏ = f(y, z)

εż = g(y, z).

ε beschreibt dabei die Zerlegung in schnell und langsam [18]. Mit Hilfe der Geo-

metrischen Singulär Gestörten (Geometrical Singular Perturbation, GSP) Theorie

[11, 52, 53] wird eine formale Begründung für die Existenz und die charakteristi-

schen Eigenschaften langsamer invarianter Mannigfaltigkeiten in Systemen mit

SPS-Form als Folge in schnell und langsam zerlegbarer Systemdynamik geliefert.

Die GSP-Theorie beinhaltet darüber hinaus die mathematische Grundlage für

die explizite Darstellung der langsamen invarianten Mannigfaltigkeit als Funk-

tion der langsamen Systemparameter und bildet damit die theoretische Basis

für die Anwendung bzw. Benutzung langsamer invarianter Mannigfaltigkeiten

in reduzierten Berechnungen [18, 52]. Die prinzipiellen Ideen der GSP-Theorie

können sowohl auf die im Folgenden vorgestellten homogenen als auch inhomo-

genen Mannigfaltigkeitsmethoden übertragen werden. Die GSP-Theorie stellt

deshalb ein sehr nützliches Werkzeug zur Überprüfung und zum Vergleich der

Methodologien innerhalb der vorgestellten Reduktionsmethoden dar [18].

4.1. Methoden zur Reduktion der chemischen
Kinetik

4.1.1. �asistationarität und partielle Gleichgewichte
Die Quasistationaritätsannahme (quasi steady state assumption, QSSA) und die

Annahme partieller Gleichgewichte (partial equilibrium assumption, PEA) [1, 4]

waren die ersten Methoden, die zur Reduktion homogener Reaktionssysteme ein-

gesetzt wurden. Bereits vor über 100 Jahren beobachtete Bodenstein, dass manche

chemischen Reaktionen mit einer derart hohen Geschwindigkeit ablaufen, dass

sich einige Spezies im Reaktionssystem dadurch im Zustand der Quasistationarität

oder Reaktionen in partiellem Gleichgewicht be�nden [8, 16, 17].

QSSA und PEA ergeben sich aus der Beobachtung des typischen Verhaltens

von Speziestrajektorien und den Reaktionsgeschwindigkeiten einiger Elementar-

reaktionen des chemischen Reaktionssystems [8]. Die Formulierung der QSSA

geht dabei aus der Annahme hervor, dass Verbrauchs- und Bildungsgeschwin-

digkeit einer Spezies ϕi gleich groß sind, sodass ϕ̇i = Fϕi (ψ) ≈ 0. Es ergibt
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sich daraus ein System aus nf impliziten algebraischen Gleichungen, die eine

(m = n− nf )-dimensionale Mannigfaltigkeit mit zugehörigem reduzierten Sys-

tem charakterisieren [15, 18].

Die PEA führt ebenso auf ein System aus impliziten algebraischen Gleichungen,

die jedoch auf der Annahme beruhen, dass Vorwärts- und Rückwärtsreaktion in

einer chemischen Elementarreaktion gleich schnell sind. Folglich ergibt sich für

die Reaktionsgeschwindigkeit der i-ten von nr Elementarreaktionen ri ≈ 0 (Glei-

chung 2.11). Auch hier wird eine (m = n− nf )-dimensionale Mannigfaltigkeit

bestimmt, wobei nf hier der Anzahl an PEAs entspricht [15, 18].

Einen Grenzfall der QSSA und PEA stellt die Annahme “gemischt gleich ver-

brannt“ dar [1, 8, 15]. Diese ergibt sich, wenn die QSSA für alle Spezies bzw. die

PEA für alle chemischen Reaktionen angenommen wird. Dies führt dazu, dass die

chemische Reaktion allein durch den erreichten Gleichgewichtswert beschrieben

wird [15]. Diese Annahme führt jedoch zu einer zu starken Vereinfachung der

Reaktionskinetik, wodurch von der Kinetik kontrollierte Prozesse der Zündung

und Schadsto�bildung nur unzureichend abgebildet werden können [15].

Sowohl QSSA als auch PEA erlauben eine einfache Reduktion des vorhandenen

Reaktionssystems. Ein weiterer Vorteil ist, dass beide Methoden eine globale

Reduktion des gesamten Systems ermöglichen. Beide Annahmen setzen jedoch

ein gewisses Maß an Vorwissen über das Systemverhalten voraus, sodass ihrer

Anwendung zunächst eine Analyse des Reaktionssystems in Form einer Sensiti-

vitätsanalyse zuvorkommen muss [8]. Zudem wird in [18] gezeigt, dass QSSA

und PEA in vielen Fällen nur eine unzureichende Approximation langsamer in-

varianter Mannigfaltigkeiten darstellen, sodass die charakteristische Dynamik

des homogenen Systems nicht konsistent wiedergegeben wird.

4.1.2. Automatische Methoden

Mit Hilfe mathematischer Methoden, die eine automatische Aufspaltung in schnel-

le und langsame Prozesse anstreben, wird das Maß an benötigtem Vorwissen

im Vergleich zu QSSA und PEA stark verringert [15]. Automatische Methoden

werden in der Regel speziell zum Zweck entwickelt, langsame invariante Mannig-

faltigkeiten in chemischen Reaktionssystemen bestmöglich zu approximieren [18]

und erlauben deshalb eine besonders gute Wiedergabe des langsamen Verhaltens

homogener Systeme.

Die lokale Systemdynamik homogener Systeme wird durch das Vektorfeld

F (ψ0) an einer Stelleψ0
des Zustandsraumes beschrieben. Mit Hilfe einer Eigen-

wertanalyse der Jacobi-Matrix Fψ(ψ0) =
[
∂Fi

∂ψj

]n
i,j=1

lassen sich charakteristische
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Geschwindigkeiten und Richtungen identi�zieren, die eine Aufspaltung der loka-

len Systemdynamik in schnelle und langsame Prozesse erlauben [10, 15, 43]

Fψ(ψ0) = WΛW−1. (4.1)

W ist dabei die Matrix aus linken Eigenvektoren und Λ die Eigenwertematrix,

die im allgemeinen Fall einer Blockdiagonalmatrix entspricht [15]. Die Eigen-

vektoren bzw. Moden von Fψ geben dabei die charakteristischen Richtungen

an, in welche sich die Systemdynamik entfaltet. Die zugehörigen Eigenwerte,

bzw. deren Kehrwerte, geben die Zeitskalen an, mit denen sich das System in

Richtung der Eigenvektoren bewegt [15]. Eine Analyse des Eigenwertspektrums

chemischer Reaktionssysteme zeigt, dass die meisten Eigenwerte betragsmäßig

große, negative Realteile besitzen [15]. Die Beträge unterscheiden sich dabei

oftmals um mehr als eine Größenordnung, wodurch die Aufspaltung der lokalen

Systemdynamik in schnelle und langsame Prozesse beschrieben wird [7, 10, 15,

43]

|Re(λm)|
|Re(λm+1)|

= ε; 0 < ε� 1. (4.2)

λm stellt dabei den betragsmäßig größten Eigenwert der langsamen Prozesse

und λm+1 den betragsmäßig kleinsten Eigenwert der schnellen Prozesse dar.

Gleichung 4.2 wird in der Literatur auch als “spectral gap“ bezeichnet [7] (vgl. Ab-

schnitt 3.3). Diese bildet die Voraussetzung für die Existenz langsamer invarianter

Mannigfaltigkeiten in homogenen Reaktionssystemen.

Eine der wichtigsten Methoden zur automatischen Reduktion homogener

Reaktionssysteme ist die Methode der intrinsisch niedrigdimensionalen Mannig-

faltigkeiten (intrinsic low dimensional manifolds, ILDM) [10, 15, 43, 55]. Unter

Verwendung der Zerlegung der Jacobi-Matrix in schnelle und langsame Unter-

räume [15] ergibt sich die ILDM-Gleichung in impliziter Form zu [10, 43]

Z̃f · F (Ψ) = 0. (4.3)

Dabei ist Z̃f eine (nf × n)-dimensionale Matrix, deren Zeilenvektoren die zu

den nf betragsmäßig größten Eigenwerten gehörenden schnellen rechten Eigen-

vektoren darstellen [10, 15, 43, 55]. Durch Gleichung 4.3 wird eine (m = n− nf )-

dimensionale ILDM de�niert [10, 15, 43, 55], die eine Approximation der Ordnung

O(ε) für die m-dimensionale langsame invariante Mannigfaltigkeit darstellt [56].

Die Approximation ist demnach umso besser, je größer die in Gleichung 4.2

beschriebene “spectral gap“ ist [57].

Die Implementierung der ILDM in reduzierten Rechnungen beruht auf ihrer

expliziten Formulierung in Abhängigkeit lokaler Koordinaten (θ1, . . . , θm). Dies
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4.1. Methoden zur Reduktion der chemischen Kinetik

wird durch das gleichzeitige Lösen von Gleichung 4.3 und m Parametergleichun-

gen realisiert [47, 55, 58]. Die ILDM-Zustände werden dann in Abhängigkeit

der Parameter in einer Tabelle gespeichert, auf die im Rahmen der Umsetzung

des reduzierten Systems zugegri�en wird. Dies erlaubt eine besonders e�ziente

Anwendung von ILDMs in reduzierten Berechnungen [59].

Die Computational Singular Perturbation (CSP) Methode ist eine weitere auto-

matische Reduktionsmethode, die häu�g Anwendung �ndet [11, 49, 50, 60]. Sie

basiert auf der Darstellung des Vektorfeldes homogener chemischer Reaktionen

als die Summe aus schnellen und langsamen Anteilen

F (Ψ) = F̂f + F̂s, (4.4)

wobei F̂f dem schnellen Anteil und F̂s dem langsamen Anteil entspricht [8]. F̂f
und F̂s ergeben sich dabei als Amplituden des ursprünglichen Vektorfeldes F (ψ)
in Bezug auf die Basisvektoren, die den schnellen und langsamen Unterraum auf-

spannen [11]. Die Basisvektoren werden wiederum ähnlich zur ILDM-Methode

aus einer Analyse der Jacobi-Matrix FΨ ermittelt [18]. In Analogie zur SPS-Theo-

rie werden durch die Aufspaltung die schnelle und langsame Mannigfaltigkeit

des Systems de�niert [18]. Mittels einer iterativen Prozedur kann die Genauig-

keitsordnung der Approximation der langsamen invarianten Mannigfaltigkeit

sukzessive verbessert werden, sodass die CSP-Methode nach und nach die Ter-

me der asymptotischen Expansion der langsamen invarianten Mannigfaltigkeit

generiert [48].

Die Anwendung der CSP-Methode ist allerdings mit einem hohen rechneri-

schen Aufwand verbunden [7]. Im Gegensatz zur ILDM-Methode wird keine

explizite Form der Mannigfaltigkeit gesucht, sondern es werden die impliziten

Mannigfaltigkeitsgleichungen und das reduzierte System parallel gelöst, was auf

ein schwer zu lösendes DAE-System führt. Hierfür muss zur Bestimmung der

schnellen und langsamen Unterräume die Zerlegung der Jacobi-Matrix zu jedem

Zeitpunkt der numerischen Berechnung durchgeführt werden, was einen zusätzli-

chen zeitlichen Aufwand bedeutet [50, 51, 60]. Somit führt die CSP-Methode zwar

auf sehr genaue Ergebnisse, ihr Einsatz ist jedoch oftmals auf die Untersuchung

der charakteristischen Eigenschaften chemischer Reaktionssysteme beschränkt

[18].

Ein weiterer Ansatz im Vergleich zu ILDM oder CSP wird durch eine Gruppe

von Methoden gegeben, die Approximationen langsamer invarianter Mannigfal-

tigkeiten auf Basis thermodynamischer Funktionen ermöglichen. Hierzu gehören

die RCCE- (Rate Controled Chemical Equilibrium) [61] und die MEPT- (Minimal

Entropy Production Trajectories) Methode [62]. Die RCCE-Methode de�niert

die Mannigfaltigkeit durch die Identi�kation einzelner “schneller“ Spezies, die
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4. Reduktionsmethoden in der Verbrennung

ein Minimum der freien Gibbs-Energie [32] aufweisen und sich damit in einem

durch die “langsamen“ Spezies beschränkten chemischen Gleichgewicht be�n-

den. Die “langsamen“ Spezies werden mit Hilfe der chemischen Reaktionskinetik

berechnet. Es ergibt sich ein System aus di�erential-algebraischen Gleichungen,

in dem die impliziten algebraischen Gleichungen die Mannigfaltigkeit und die

ODEs das reduzierte System de�nieren [8]. Die MEPT-Methode führt zur Identi�-

zierung einer Trajektorie, entlang derer die Entropieproduktion des chemischen

Reaktionssystems minimal wird. Auch die MEPT-Methode resultiert in einem

DAE-System, da die Gleichungen zur Beschreibung der Entropieproduktionsrate

parallel zum ODE-System gelöst werden [8].

Wiederum eine andere Strategie zur automatischen Approximation langsamer

invarianter Mannigfaltigkeiten in homogenen Reaktionssystemen verfolgen tra-

jektorienbasierte Reduktionsmethoden, sogenannte Trajectory-Generated Low-

Dimensional Manifolds (TGLDM) Methoden [63]. Eine bekannte Variante dieser

Klasse ist die Invariant Constrained Equilibrium (ICE) Methode [64, 65]. Die

Idee dahinter ist, dass m-dimensionale Mannigfaltigen gebildet werden, indem

ausgehend von einer (m− 1)-dimensionalen Menge aus Anfangsbedingungen

Trajektorien des ODE-Systems im thermochemischen Zustandsraum verfolgt

werden. Zur Implementierung der Mannigfaltigkeit wird diese parametrisiert und

gespeichert, sodass wie bei der ILDM-Methode eine explizite Form vorliegt.

Die letzte Methode, die hier beschrieben werden soll, geht auf die Arbeiten von

Fraser [66] und Roussel [67, 68] zurück. Die Methode wurde ursprünglich für ein

planares SPS entwickelt, dessen rechte Seite linear in der schnellen Variablen y
ist, d.h. (ẋ = f1(x)y+f2(x), εẏ = g1(x)y+g2(x))T. Im Mittelpunkt der Methode

steht in Analogie zur GSP-Theorie die Verwendung der Invarianzbedingung,

sodass für das betrachtete lineare SPS folgender Ausdruck für die schnelle Variable

y gefunden werden kann

y =
ε ∂y
∂x
f2(x)− g2(x)

g1(x)− ε ∂y
∂x
f1(x)

. (4.5)

In Anlehnung an die GSP-Theorie wird eine Funktion y = h̃(x) gesucht, die

Gleichung 4.5 erfüllt und deren Graph somit die langsame invariante Mannig-

faltigkeit des Systems repräsentiert. h̃(x) ergibt sich in der Methode von Fraser
und Roussel ausgehend von einer Anfangslösung h̃(x)(0) aus der funktionalen

Iteration der modi�zierten Invarianzbedingung

h̃(x)(l) =
ε∂h̃(x)

(l−1)

∂x
f2(x)− g2(x)

g1(x)− ε∂h̃(x)(l−1)

∂x
f1(x)

; l = 1, 2, . . . . (4.6)

26



4.1. Methoden zur Reduktion der chemischen Kinetik

Mit Hilfe dieses Algorithmus wird die Genauigkeit der Approximation der lang-

samen invarianten Mannigfaltigkeit sukzessive erhöht, d.h. es werden mit jedem

Iterationsschritt die Terme der asymptotischen Expansion hε(x) der langsamen

invarianten Mannigfaltigkeit generiert [56, 66–68], wobei

hε(x) = h(x)0 + εh(x)1 + ε2h(x)2 + . . . . (4.7)

Die Konvergenz des iterativen Verfahrens ist gewährleistet, wenn ε sehr kleine

Werte annimmt. Im Gegensatz zur ILDM-Methode erfolgt die Approximation der

langsamen Mannigfaltigkeit mit dem Fraser-Algoritmus nicht durch die explizite

Identi�kation schneller und langsamer Unterräume. Das Verfahren macht sich

die attraktiven Eigenschaften langsamer invarianter Mannigfaltigkeiten zu nutze,

die sich aus der in schnell und langsam aufspaltbaren Systemdynamik ergeben.

Eine wichtige Weiterentwicklung der Methode wurde vonDavis und Skodje [69]

präsentiert, die die Konvergenz des Algorithmus für größere ε-Werte verbesserten.

In abgewandelter Form bildet der Fraser-Algorithmus die Grundlage der MIG

(Method of Invariant Grids) [70, 71], welche die Mannigfaltigkeit als Gitter im

thermochemischen Zustandsraum darstellt und diese unter Verwendung eines

thermodynamischen Projektionsoperators und iterativer Methoden sukzessive

der langsamen invarianten Mannigfaltigkeit annähert [7].

Für die Anwendung des Fraser-Algorithmus muss die Mannigfaltigkeit in expli-

ziter Form vorliegen, d.h. es wird eine Parametrisierung für die Mannigfaltigkeit

benötigt. Ihre Implementierung in reduzierten Berechnungen erfolgt durch die

Abbildung des Vektorfeldes F (ψ) in den Parameterraum [13].

Da die hier beschriebenen Methoden speziell zu diesem Zweck entwickelt

wurden, führt ihre Anwendung zur reduzierten Beschreibung der Dynamik ho-

mogener Reaktionssysteme zu recht genauen Ergebnissen. Ihre Anwendung in

inhomogenen Strömungen ist allerdings ebenso sehr verbreitet, kann jedoch

unter Umständen zu ungenauen Ergebnissen führen [20]. Das nächste Kapitel

geht näher auf diesen Sachverhalt ein.

4.1.3. Anwendung in chemisch reagierenden Strömungen
Die Implementierung von Mannigfaltigkeiten, die sich aus der alleinigen Analyse

des chemischen Quellterms ergeben, zur reduzierten Beschreibung der chemi-

schen Reaktionskinetik in inhomogenen Strömungen ist eine gängige Prozedur in

Forschung und Technik [7, 13, 20, 72]. Die größte Herausforderung, die bei dieser

Vorgehensweise gemeistert werden muss, ist die korrekte Beschreibung der Kopp-

lung zwischen reduzierter chemischer Reaktionskinetik und dem Strömungsfeld,

das durch Di�usion und Konvektion charakterisiert wird (Gleichung 2.2) [20].
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4. Reduktionsmethoden in der Verbrennung

Eine starke Kopplung �ndet immer dann statt, wenn die Zeitskalen chemischer

und physikalischer Prozesse die selbe Größenordnung haben (Abbildung 3.5).

In Bereichen starker Kopplung sorgen physikalische Transportprozesse dafür,

dass die jeweiligen Zustände von den chemischen Mannigfaltigkeit weggezo-

gen werden [1]. Die wichtigste Annahme bei der Implementierung chemischer

Mannigfaltigkeiten besagt, dass die Abweichungen beim Auftreten solcher physi-

kalischen Störungen auf Grund der entkoppelten schnellsten chemischen Prozesse

gering sind. Diese Annahme wird in der Literatur als “close parallel assumption“

bezeichnet [65]. Das reduzierte PDE-System ergibt sich demnach aus der Projek-

tion der chemischen und physikalischen Prozesse entlang der schnellen auf die

langsamen chemischen Unterräume [10, 20, 43, 57].

Obwohl diese Vorgehensweise für den Fall moderater physikalischer Prozesse

gute Ergebnisse liefert, insbesondere in der Nähe des chemischen Gleichgewichtes

(Abbildung 3.4a), kann die Implementierung rein chemischer Mannigfaltigkeiten

zur Beschreibung inhomogener Strömungen problematisch werden. Die Gründe

hierfür sind die folgenden [7, 20]

• Die konstruierte Mannigfaltigkeit ist nicht invariant. Dies ist z.B. bei der

Verwendung von QSSA und PEA der Fall.

• Die Existenz rein chemischer langsamer Mannigfaltigkeiten kann nicht für

alle Zustände innerhalb des die Strömung beschreibenden PDE-Systems

gewährleistet werden.

• Die Zeitskalen des physikalischen Transports können die selbe Größen-

ordnung wie die schnellen chemischen Zeitskalen einnehmen, wodurch

die chemischen Mannigfaltigkeiten das Systemverhalten nicht mehr ausrei-

chend genau beschreibt.

• Die Di�usivitäten der chemischen Spezies unterscheiden sich, wodurch sich

lokal die Elementzusammensetzung ändert und die vorliegende chemische

Mannigfaltigkeit ihre Gültigkeit verliert.

4.2. Methoden zur Reduktion gekoppelter
Reaktion-Di�usions-Systeme

Im vorherigen Kapitel wurde beschrieben, dass die Anwendung chemischer Man-

nigfaltigkeiten in inhomogenen Reaktionssystemen zu Problemen führen kann,

da physikalische Prozesse nicht durch die rein chemischen Mannigfaltigkeiten

beschrieben werden. Methoden, welche die Identi�kation langsamer invarianter
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Mannigfaltigkeiten für PDE-Systeme anstreben, können eine Lösung für diese

Probleme darstellen. Die größte Schwierigkeit hierbei ist die Tatsache, dass PDE-

Systeme im Gegensatz zu ODE Systemen ein unendliches Spektrum unterschied-

licher Zeitskalen aufweisen können [20].

In [73, 74] führt Davis eine geometrischen Interpretation der Dynamik von

kleinen, analytisch darstellbaren Reaktions-Di�usion-Systemen in der Nähe des

Gleichgewichts durch und leitet daraus ein Verfahren zur Identi�kation langsamer

invarianter Mannigfaltigkeiten in solchen Systemen ab. Es wird zunächst gezeigt,

dass die Mannigfaltigkeiten endlich-dimensionale Unterräume des unendlich-

dimensionalen Funktionenraums der jeweiligen PDE-Systeme darstellen. Die

Methode zur Identi�kation der Mannigfaltigkeit beruht auf einer Analyse der Ja-

cobi-Matrix des gesamten PDE-Systems, die sich aus der örtlichen Diskretisierung

des Di�usionsterms und der Linearisierung des chemischen Quellterms ergibt. In

Analogie zur ILDM-Methode werden die schnellen und langsamen Unterräume

des gekoppelten Reaktions-Di�usions-Systems ermittelt und die Mannigfaltigkeit

nach Abschluss der schnellen Prozesse bestimmt.

Die von Singh et al. in [57] vorgestellte Methode führt auf die sogenannte ASIM

(Approximate Slow Invariant Manifold), die als eine modi�zierte Form der ILDM-

oder CSP-Methode für reaktive inhomogene Strömungen angesehen werden

kann [18]. Der Ansatz basiert auf der Identi�kation der schnellen Eigenwerte der

Jacobi-Matrix des gesamten PDE-Systems, wobei die physikalischen Zeitskalen

im Vorfeld abgeschätzt werden. Es ergibt sich ein DAE-System, das sich aus

den impliziten Gleichungen für die Mannigfaltigkeit und dem reduzierten PDE-

System zusammensetzt und das langsame Systemverhalten nach Abschluss der

schnellen chemischen und gekoppelten Prozesse beschreibt.

In [49] wird die CSP-Methode erweitert und für einfache, analytische PDE-

Systeme angewendet. Die lokale Unterteilung in schnelle und langsame Unterräu-

me erfolgt hierbei unter Mitberücksichtigung des Di�usionsterms, wodurch sich

eine Abhängigkeit der schnellen und langsamen Basisvektoren von Ort und Zeit

ergibt. Auch bei dieser Methode ergibt sich ein DAE-System, das die langsame

Mannigfaltigkeit de�niert und die reduzierte Systemdynamik beschreibt.

Die ASIM- und die modi�zierte CSP-Methode basieren beide auf einer loka-

len Analyse der Zeitskalen des PDE-Systems und erlauben daher eine variable

Anpassung der Mannigfaltigkeitsdimension in Abhängigkeit des Ortes und der

Zeit. Allerdings ist die gekoppelte Lösung des reduzierten PDE-Systems und der

impliziten Mannigfaltigkeitsgleichungen mit sehr hohem Aufwand verbunden

[20], was eine Anwendung auf komplizierte Verbrennungssysteme kaum zulässt

[75].

Einen einfacheren Ansatz zur Konstruktion von Mannigfaltigkeiten für PDE-

Systeme verfolgt die Flamelets Generated Manifolds (FGM) Methode [76–79].
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Dieses empirische Verfahren basiert komplett auf der Speicherung einzelner

stationärer Lösungen detaillierter eindimensionaler vorgemischter und nicht-

vorgemischter Flammen, aus denen sich die Mannigfaltigkeit später zusammen-

setzt. Die Mannigfaltigkeit liegt für die reduzierten Berechnungen in expliziter,

tabellarischer Form vor und wird typischerweise durch Fortschrittsvariablen oder

den Mischungsbruch parametrisiert. Obwohl die Berechnung eindimensionaler

detaillierter Flamelets sehr einfach und schnell erfolgt, ist die Anwendung der

FGM-Methode auf diejenigen Szenarien beschränkt, welche durch die eindimen-

sionalen Flammen abgebildet werden [18].

Die REDIM- (Reaktions-Di�usions-Mannigfaltigkeit) Methode wurde erstmals

2007 vorgestellt und entstand als Weiterentwicklung der ILDM-Methode für

chemisch reagierende Strömungen [22]. Der Vorteil der REDIM-Methode ist,

dass im Gegensatz zur ASIM-Methode und der modi�zierten CSP-Methode kei-

ne Abhängigkeit der Mannigfaltigkeit von den örtlichen Koordinaten besteht,

sodass unendlichdimensionale Mannigfaltigkeitsstrukturen vermieden werden

[44]. Die Methode verwendet eine im Vorfeld der Mannigfaltigkeitskonstruktion

bestimmte Abschätzung der Zustandsgradienten und berücksichtigt auf diese

Weise explizit die Kopplung zwischen physikalischen und chemischen Prozes-

sen. Die Bestimmung der REDIM erfolgt unter Anwendung einer modi�zierten

Form des Fraser-Algorithmus 4.6 und basiert auf dem in [70, 71] beschriebenen

Konzept invarianter Mannigfaltigkeiten. In Analogie zur FGM-Methode liegt die

REDIM in expliziter Form vor und erlaubt somit eine e�ziente Implementierung

in tabellarischer Form. Eine ausführliche Diskussion des Verfahrens erfolgt in

den nächsten Kapiteln.
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Nachdem in Kapitel 3 die Charakterisierung der Dynamik chemisch reagieren-

der Strömungen mit Hilfe niedrigdimensionaler Mannigfaltigkeiten beschrieben

wurde, gab Kapitel 4 einen Überblick über die wichtigsten Methoden, welche

eine Identi�kation dieser Mannigfaltigkeiten für die reduzierte Beschreibung

der Reaktionskinetik ermöglichen. Die REDIM-Methode ist demnach die einzige

Modellreduktionsmethode, welche die Identi�kation der Mannigfaltigkeit für

gekoppelte Reaktions-Di�usions-Prozesse in expliziter Form ermöglicht, was zu

einer besonders e�zienten Implementierung in reduzierten Berechnungen führt.

In den nachfolgenden Abschnitten werden die mathematisch-physikalischen

Grundlagen der REDIM Modellreduktionsmethode beschrieben. Es werden dabei

folgende, für die Entwicklung von mannigfaltigkeitsbasierten Modellreduktions-

methoden wichtigen, theoretischen Fragestellungen beantwortet:

• Auf welche Art können die schnellen Prozesse entkoppelt und die RE-

DIM als Approximation der langsamen Systemdynamik in expliziter Form

gefunden werden?

• Wie werden molekulare Transportprozesse auf der REDIM berücksichtigt?

• Welche Bedingungen gelten an REDIM-Rändern und wie werden diese im

Findungsprozess berücksichtigt?

• Welche Ausdehnung der REDIM wird benötigt, um eine Beschreibung der

kompletten langsamen Systemdynamik zu ermöglichen?

• Wie stehen REDIMs verschiedener Dimension in Verbindung zu einander

und können daraus nützliche Zusammenhänge für eine e�ziente Konstruk-

tion höherdimensionaler REDIMs abgeleitet werden?

• Auf welche Art wird die REDIM angewendet bzw. wie werden die langsa-

men, entlang der REDIM ablaufenden Prozesse im Zuge des reduzierten

Modells abgebildet?
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Die ersten fünf Fragen werden in den Abschnitten 5.1-5.3 beantwortet. Die Be-

antwortung der letzten Frage ist Gegenstand des Abschnitts 5.4.

5.1. Verfahren zur Bestimmung der REDIM
Die Identi�kation der REDIM als Approximation der langsamen Systemdyna-

mik gekoppelter Reaktions-Di�usions-Prozesse beruht auf der Formulierung

einer Entwicklungsgleichung, die sich aus einer geometrischen Analyse des Vek-

torfeldes im thermochemischen Zustandsraum ergibt [67, 68]. Ein wichtiges

charakteristisches Merkmal des REDIM Verfahrens ist hierbei, dass die moleku-

laren Transportprozesse auf der REDIM abgeschätzt werden, um die Kopplung

zwischen chemischer Reaktion und Di�usion auf der REDIM zu berücksichtigen.

Am REDIM-Rand müssen dabei besondere Bedingungen eingehalten werden, um

eine korrekte Abbildung der auf der REDIM ablaufenden langsamen Systemdyna-

mik zu gewährleisten. Da es sich bei der REDIM-Entwicklungsgleichung um ein

partielles Di�erentialgleichungssystem handelt, wird zudem die Angabe einer

geeigneten Anfangsmannigfaltigkeit benötigt, von der aus der Approximations-

prozess startet.

5.1.1. Die REDIM-Entwicklungsgleichung
Wie in Abschnitt 4.1 bereits beschrieben wurde, führt die ursprünglich für ho-

mogene Systeme entwickelte iterative Methode von Fraser und Roussel auf die

langsame invariante Mannigfaltigkeit in expliziter Form, wenn es sich dabei um

dissipative entkoppelbare Systeme handelt [67, 68]. Der Ausgangspunkt ist dabei

die geeignete Wahl einer Anfangsmannigfaltigkeit, von der aus der iterative

Prozess startet. In [58, 80] verwendet Nafe eine modi�zierte Form des Fraser-
Algorithmus, um die Genauigkeit von ILDMs hinsichtlich der Approximation

der langsamen invarianten Mannigfaltigkeit homogener Reaktionssysteme zu

verbessern. Die Methode basiert dabei auf dem Konzept invarianter Mannigfal-

tigkeiten, das in [13, 70, 71] beschrieben wird. Im Rahmen der REDIM-Methode

wird dieser Ansatz zur Identi�kation der langsamen invarianten Mannigfaltigkeit

für Reaktions-Di�usions-Systeme verwendet [80]. Das zugrundeliegende PDE-

System muss dabei für eine erfolgreiche Anwendung des Algorithmus folgende

Voraussetzungen erfüllen [18, 66]

• Das System muss durch von einander entkoppelbare schnelle und langsame

Prozesse charakterisiert sein. nf entspricht dabei der Anzahl an schnel-

len, m der Anzahl an langsamen Prozessen. Zusammen ergeben sie die

Dimension des Zustandsraums n = nf +m.
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• Die zu ermittelnde langsame Mannigfaltigkeit darf ausschließlich attrakti-

ven Charakter besitzen. Es wird dann von einer positiv invarianten Man-

nigfaltigkeit gesprochen.

Wie die Ausführungen in den Kapiteln 3 und 4 zeigen, erfüllen Verbrennungs-

systeme diese Voraussetzungen auf Grund des negativen Eigenwertspektrums

chemischer Prozesse [15] und des dissipativen Verhaltens di�usiver Prozesse [73,

74].

Im Zentrum der REDIM-Entwicklungsgleichung steht eine geometrische Be-

dingung, die von der langsamen invarianten Mannigfaltigkeit im Hinblick auf

die Systemdynamik erfüllt werden muss. SeiMm
d die m-dimensionale langsa-

me invariante Mannigfaltigkeit des detaillierten PDE-Systems ψ̇ = φ (Glei-

chung 2.8). Dann gilt auf Grund der positiven Invarianz für jedes t > t0, dass

ψ(x, t) ∈ Mm
d , wenn ψ(x, t0) ∈ Mm

d [13, 19, 22]. In Konsequenz gilt nach

Abschluss der nf = n−m schnellen Prozesse für das Vektorfeld φ, dass dieses

an jedem Zustand tangential zur REDIM verlaufen muss [13, 19, 22]. Hieraus

folgt für φ
φ ∈ TψMm

d , (5.1)

wobei TψMm
d dem m-dimensionalen Tangentialraum von Mm

d an der Stelle

ψ ∈ Mm
d entspricht [13, 19, 22]. Gleichung 5.1 wird als Invarianzbedingung

bezeichnet in derMm
d eine noch unbekannte Funktion darstellt [19].

Da eine explizite Form von Mm
d bzw. seiner Approximation gesucht wird,

wird eine geeignete Parametrisierung benötigt, die jedem Punkt θ aus dem m-

dimensionalen Parameterbereich einen Punkt ψ(θ) ∈Mm
d zuordnet, d.h.

Mm
d = {ψ = ψ(θ),θ ∈ Rm,ψ ∈ Rn} ,m << n. (5.2)

Der Tangentialraum TψMm
d an einer Stelle ψ(θ) wird dann durch die Vektoren

der partiellen Ableitungen

(
∂ψ
∂θ1
, . . . , ∂ψ

∂θm

)
aufgespannt [13, 19, 81, 82].

Unter Verwendung der Parametrisierung kann das Vektorfeldφ (Gleichung 2.8)

entlang vonMm
d in folgender Form geschrieben werden [22]

φ =F − vψθgrad(θ) +
1

ρ
div (Dψθgrad(θ))

=F − vψθgrad(θ) +
1

ρ
(Dψθgrad(θ))θ grad(θ)

(5.3)

mit

grad (θ) =


∂θ1
∂x1

∂θ1
∂x2

∂θ1
∂x3

.

.

.

.

.

.

.

.

.

∂θm
∂x1

∂θm
∂x2

∂θm
∂x3

 (5.4)
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als den Gradienten der lokalen Parameter, wobei x1, x2 und x3 den Ortskoordina-

ten entsprechen.

Unter Anwendung der Einstein’schen Summenkonvention [83] ergibt sich für

jede i-te Komponente des Di�usionsvektors [22, 84]

((Dψθgrad(θ))θ grad(θ))i =
∂Gim

∂θj

∂θj
∂xm

, (5.5)

Gim = Dik
∂ψk
∂θl

∂θl
∂xm

. (5.6)

Gleichung 5.1 stellt eine implizite Formulierung fürMm
d dar, aus der eine expli-

zite Form der Zustände ψ ∈Mm
d nicht direkt berechnet werden kann. Darüber

hinaus beinhaltet Gleichung 5.1 die an dieser Stelle noch unbekannten Werte für

die lokalen Gradienten grad(θ). DaMm
d die Gesamtheit aller transienten Prozes-

se des detaillierten PDE-Systems beschreibt, kann grad(θ) theoretisch beliebige

Werte annehmen, sodass es sich bei Gleichung 5.1 um ein nicht geschlossenes

Problem handelt.

Unter Verwendung einer geeigneten Abschätzung χ für die lokalen Gradi-

enten grad(θ) kann jedoch gemäß [80] eine Entwicklungsgleichung formuliert

werden, welche die sukzessive Approximation vonMm
d ermöglicht. Diese Ap-

proximation wird als Reaktions-Di�usions-Mannigfaltigkeit (REDIM) bezeichnet

und im Folgenden mitMm
RD beschrieben. Die Abschätzungen χ geben dabei die

molekularen Transportprozesse auf der REDIM wieder [22].

Die REDIM-Entwicklungsgleichung, die die Bewegung aller Zustände ψ(θ) ∈
Mm

RD in RichtungMm
d beschreibt, lautet [22, 84, 85]

∂ψ

∂t
= P

(
F − vψθχ+

1

ρ
(Dψθχ)θ χ

)
(5.7)

wobei P ein Projektionsoperator ist, für den gemäß Abschnitt A.1 gilt

Kern(P ) = TψMm
RD,

Bild(P ) = NψMm
RD.

(5.8)

Hierbei ist TψMm
RD der Tangentialraum der REDIM an der Stelleψ undNψMm

RD

ein zu TψMm
RD komplementärer Unterraum. Es gilt entsprechend Abschnitt A.1

und [86]

TψMm
d ⊕NψMm

d = Z (5.9)

dim (TψMm
d ) + dim (NψMm

d ) = m+ nf = n, (5.10)

wobei ⊕ hier die Addition zweier Vektorräume beschreibt.
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Aufgrund von Gleichung 5.8 gilt P (vψθχ) = 0. Dies bedeutet, dass Konvek-

tionsprozesse keinen Ein�uss auf Lage und Form der Mannigfaltigkeit nehmen,

denn sie sorgen lediglich für eine tangential zur Mannigfaltigkeit ablaufende

Bewegung. Damit lässt sich die REDIM-Entwicklungsgleichung 5.7 wie folgt

vereinfachen

∂ψ

∂t
=P

(
F +

1

ρ
(Dψθχ)θ χ

)
=P φ̃.

(5.11)

In Analogie zu den Gleichungen 5.5 und 5.6 ergibt sich für jede i-te Komponente

des Di�usionsterms in Gleichung 5.11 [22, 84, 85]

((Dψθχ)θ χ)i =
∂G̃im

∂θj
χjm, (5.12)

G̃im = Dik
∂ψk
∂θl

χlm. (5.13)

Gleichung 5.11 stellt ein partielles Di�erentialgleichungssystem dar, mit dem

die sukzessive Approximation der langsamen invarianten MannigfaltigkeitMm
d

des Reaktions-Di�usions-Systems durch die REDIMMm
RD in Abhängigkeit von

χ beschrieben wird. Den Ausgangspunkt des Entwicklungsprozesses bildet da-

bei eine geeignete Anfangsmannigfaltigkeit Ma, wie Abbildung 5.1 darstellt.

Durch die Projektion des Vektorfeldes φ̃ entlang des Tangentialraums TψMm
RD

auf NψMm
RD wird der vektorielle Anteil von φ̃ in Richtung TψMm

RD entfernt.

Es bleibt der Anteil von φ̃ übrig, der in Richtung NψMm
RD zeigt und durch den

die Bewegungsrichtung vonMm
RD im Zustandsraum beschrieben wird. Die Idee

dahinter ist, den Anteil der langsamen Prozesse in φ̃ auszublenden, sodass die

Bewegung nur noch durch die entlang von NψMm
RD statt�ndenden schnellen

Prozesse beherrscht wird. Für t → ∞ können die schnellen Prozesse als abge-

schlossen angesehen werden, d.h.

P φ̃ = 0. (5.14)

Dies bedeutet, dass die Integration der REDIM-Entwicklungsgleichung für t→∞
automatisch zur Erfüllung der Invarianzbedingung durch die REDIM führt. φ̃
ist somit an jeder Stelle tangential zur REDIM und damit Element des Tangen-

tialraums TψMm
RD. Für den Fall, dass χ exakt den sich durch das detaillierte

Systemverhalten ergebenden lokalen Gradienten grad(θ) entspricht, gehtMm
RD

inMm
d über [19, 22].

Bei der Integration der REDIM-Entwicklungsgleichung erfüllt der Projektions-

operator zwei elementare Aufgaben: Zum einen sorgt er für die letztendliche

35



5. Mathematisches Modell der REDIM-Methode

(a) t = 0 s (b) t = t1

(c) t = t2 (d) t→∞

Abbildung 5.1.: Entwicklung der REDIM im Zustandsraum zu verschiedenen
Zeitpunkten. Der Entwicklungsprozess startet ausgehend von einer geeig-
neten AnfangsmannigfaltigkeitMm

a bei t = 0 s und ist beendet, wenn das
Vektorfeld φ̃ tangential zur REDIM ist und somit die Invarianzbedingung
erfüllt (t→∞). Die Entwicklung verläu� entlang von NψMm

RD , was durch
den Projektionsoperator P vorgegeben wird.

Erfüllung der Invarianzbedingung und zum anderen wird durch ihn die Relaxati-

onsrichtung der REDIM im Zustandsraum vorgegeben. Es stellt sich die Frage, was

eine geeignete Wahl fürNψMm
RD im Hinblick auf eine e�ziente Umsetzung und

das Konvergenzverhalten von Gleichung 5.11 darstellt. Eine sehr e�ziente Mög-

lichkeit besteht hierbei darin, den zu TψMm
RD orthogonalen Unterraum von Z

als Bild des Projektionsoperators P zu de�nieren [22], d.h. TψMm
RD ⊥NψMm

RD.

Dies stellt eine natürliche und sinnvolle Wahl dar, da NψMm
RD und somit P

direkt aus ψθ hervorgehen [86] (Abschnitt A.1)

P⊥ =
(
I −ψθψ+

θ

)
. (5.15)

ψ+
θ ist dabei die generalisierte Moore-Penrose Pseudoinverse [26]

ψ+
θ =

(
ψT
θSψθ

)−1
ψT
θS, (5.16)
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wobei S eine reguläre Matrix darstellt, welche die Orthogonalität im Zustands-

raum de�niert [26]. Es gilt der Zusammenhang [86]

ψ+
θ ψθ = I. (5.17)

In Verbrennungssystemen unterscheiden sich die Werte von Enthalpie und Druck

um mehrere Größenordnungen im Vergleich zu den spezi�schen Molzahlen. Dies

kann bei der Integration der REDIM-Entwicklungsgleichung zu Problemen führen

[42]. Mit Hilfe der Matrix S kann jedoch eine Skalierung vorgenommen werden,

durch welche die Größenordnung der Veränderung von Enthalpie und Druck

derjenigen der spezi�schen Molzahlen angepasst wird [26]. Für die in dieser

Arbeit behandelten Systeme wird S als Diagonalmatrix mit

S = diag(10−12, 10−12, 1, . . . , 1) (5.18)

gewählt.

Abbildung 5.2 veranschaulicht den Ein�uss des durch Gleichung 5.15 de�nier-

ten Projektionsoperators P⊥ auf die Bewegung der REDIM im Zustandsraum.

Hierbei ist es wichtig zu erwähnen, dass die letztendliche Lage der REDIM un-

abhängig von der Wahl des Projektionsoperators ist, so lange dieser die in Glei-

chung 5.10 angegeben Bedingungen erfüllt. Auf Grund seiner Vorteile hinsichtlich

der Implementierung wird in dieser Arbeit hauptsächlich der in Gleichung 5.15

de�nierte orthogonale Projektionsoperator zur Integration der REDIM-Entwick-

lungsgleichung verwendet. Im weiteren Verlauf soll daher mit P immer der in

Gleichung 5.15 de�nierte Projektionsoperator beschrieben werden, so lange eine

Unterscheidung nicht notwendig ist.

Abbildung 5.2.: Anwendung der orthogonalen Projektion innerhalb der RE-
DIM-Entwicklungsgleichung. NψMm

RD ist orthogonal zu TψMm
RD .

Ein sehr wichtiges Merkmal der REDIM-Entwicklungsgleichung ist ihre Un-

abhängigkeit von der Wahl der Parametrisierung θ [27]. Wie die Ausführungen
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in Abschnitt A.2 zeigen, wird dies dadurch begründet, dass sowohl der Projekti-

onsoperator als auch der Di�usionsvektor
1
ρ

(Dψθχ)θ χ unabhängig von θ sind.

Hierdurch ist es möglich, sowohl lokal gültige als auch globale Parametrisierun-

gen zu de�nieren, ohne die Eigenschaften der REDIM bzw. die stationäre Lösung

der REDIM-Entwicklungsgleichung zu beein�ussen.

Da die REDIM-Entwicklungsgleichung ein PDE-System darstellt, müssen für

dessen Integration geeignete Anfangs- und Randbedingungen de�niert werden.

Darüber hinaus bleibt zu klären, welche Bedeutung die lokalen Gradienten χ
bei der Integration der REDIM-Entwicklungsgleichung haben. In den nächsten

Abschnitten werden diese Punkte ausführlich beschrieben.

5.1.2. Abschätzung der lokalen Gradienten
Die stationäre Lösung der REDIM-Entwicklungsgleichung ist dadurch charakte-

risiert, dass die Projektionen des Reaktionsterms und Di�usionsterms in jeweils

entgegengesetzte Richtungen im Zustandsraum zeigen und sich daher entlang

der gesamten Mannigfaltigkeit aufheben. Da χ ein Teil des Di�usionsvektors

ist, wird dadurch auch dessen Größe und damit die Zeitskalen physikalischer

Prozesse abgeschätzt. In Konsequenz beein�usst die Abschätzungχ die Kopplung

zwischen chemischer Reaktion und Di�usion und damit die endgültige Lage der

REDIM im Zustandsraum bei der Erfüllung der Stationarität.

Die Sensitivität der REDIM in Bezug auf die Abschätzung χ hängt maßgeblich

von der REDIM-Dimension ab [22]. Eine Erklärung hierfür liefern die Beschreibun-

gen aus Abschnitt 3.3 in Verbindung mit Abbildung 3.4. Die Anzahl entkoppelter

schneller chemischer Moden steht demnach in Zusammenhang mit der Entfer-

nung des jeweiligen Mannigfaltigkeitsbereichs vom chemischen Gleichgewicht

im Zustandsraum. Im einfachsten Fall einer eindimensionalen REDIM reicht in

unmittelbarer Nähe zum chemischen Gleichgewicht eine relativ grobe Abschät-

zung für χ aus, da hier bis auf den langsamsten alle chemischen Prozesse als

entkoppelt bzw. relaxiert angesehen werden können. Grob bedeutet in diesem

Fall, dass die durch χ bestimmte Größenordnung der Zeitskala physikalischer

Prozesse nicht größer sein darf als diejenige des schnellsten koppelnden chemi-

schen Prozesses. Mit zunehmendem Abstand vom Gleichgewicht steigt allerdings

die Anzahl koppelnder chemischer Prozesse, sodass sich die Freiheitsgrade für

die Lage der eindimensionalen REDIM stetig erhöhen. Dies spiegelt sich in einer

größer werdenden Sensitivität der 1D-REDIM in Bezug auf die Abschätzung χ
in diesen Bereichen wieder. Durch die Verwendung einer zwei- oder dreidimen-

sionalen REDIM verringert sich die Anzahl an Freiheitsgraden in den jeweiligen

Bereichen, sodass damit die Sensitivität der REDIMs in Bezug auf die Abschätzung

χ mit zunehmender Dimension abnimmt.
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In anderen Worten ausgedrückt bedeutet dies, dass mit zunehmender REDIM-

Dimension die Anforderung an die Genauigkeit der Abschätzung abnimmt. Der

Grund hierfür ist, dass mit der REDIM-Dimension auch die Zeitskala des lang-

samsten entkoppelten schnellen chemischen Prozesses ansteigt und daher die

Größenordnung der Abschätzung χ stärker varrieren kann, ohne Form und Lage

der REDIM stark zu verändern. Dies ist eine sehr wichtige Eigenschaft der REDIM,

da dadurch die Anwendung vereinfachter Verfahren zur praktischen Bestimmung

von χ ermöglicht wird. In Abschnitt 7.1 werden die hier beschriebenen Zusam-

menhänge validiert, indem der Ein�uss unterschiedlicher Schätzungen χ für

REDIMs unterschiedlicher Dimension im Falle einer vorgemischten Synthesegas-

Luft-Flamme untersucht wird. Es zeigt sich, dass bereits ab drei Dimensionen

kaum noch ein Ein�uss von χ auf die REDIM zu verzeichnen ist.

Zur Ableitung geeigneter Verfahren für die Bestimmung der Abschätzung χ
ist es nützlich, die geometrische Bedeutung der abzuschätzenden lokalen Gra-

dienten grad(θ) des detaillierten PDE-Systems zu betrachten. Diese lässt sich

anschaulich erläutern, wenn die Bewegung eines detaillierten eindimensionalen

Flammenpro�ls ψ(x, t) entlang der zweidimensionalen REDIMM2
RD verfolgt

wird. Auf Grund der Invarianz gilt, dass die Zustandsgradienten tangential zur

REDIM sind [27], sodass

grad(ψ) ∈ TψMRD. (5.19)

Somit kann jeder Vektor grad(ψ) als Linearkombination der Vektoren ψθ ge-

schrieben werden, die den Tangentialraum lokal aufspannen [81]

grad(ψ) = ψθgrad(θ). (5.20)

Daraus folgt für grad(θ)

grad(θ) = ψ+
θ grad(ψ). (5.21)

Durch die Anwendung von ψ+
θ werden dabei zwei Operationen bewerkstelligt.

Zunächst bewirkt ψ+
θ eine orthogonale Projektion von grad(ψ) auf den durch

ψθ aufgespannten Tangentialraum. Anschließend wird der projizierte Vektor in

eine Darstellung in lokalen Koordinaten θ umgewandelt [87]. Die beschriebene

Wirkung von ψ+
θ wird in Abbildung 5.3 dargestellt.

Entsprechend Gleichung 5.4 stellt grad(θ) im Falle eindimensionaler Gra-

dienten grad(ψ) einen m-dimensionalen Vektor dar. Für den Fall zwei- oder

dreidimensionaler Flammen, ergibt sich die entsprechende Anzahl an Gradienten-

vektoren, sodass grad(θ) zu einer (m× 2)- bzw. (m× 3)- dimensionalen Matrix

wird.

Den obigen Ausführungen folgend, werden für die Bestimmung der Abschät-

zung χ Abschätzungen für die Gradienten der Zustandsgrößen grad(ψ) entlang
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Abbildung 5.3.: Links: Eindimensionales Profil des detaillierten Systems
ψ(x, t) bewegt sich entlang einer zweidimensionalen REDIMM2

RD , deren
Tangentialraum TψM2

RD lokal durch die Vektoren ψθ aufgespannt wird.
Der Gradientenvektor grad(ψ) ist tangential zu ψ(x, t) und zu ψθ . Rechts:
Abbildung von ψ(x, t) in die lokalen Koordinaten ergibt das Koordinaten-
profil θ(x, t) und am zu ψ korrespondierenden Koordinatenpunkt den m-
dimensionalen Vektor grad(θ) als Gradienten der lokalen Koordinaten.

der REDIMMRD benötigt. Diese Abschätzungen werden mit ξ bezeichnet und

stehen repräsentativ für die im detaillierten PDE-System 2.8 vorkommenden Zu-

standsgradienten grad(ψ). Für χ ergibt sich dann entsprechend Gleichung 5.21

[22]

χ = ψ+
θ ξ. (5.22)

Es bleibt zu klären, wie ξ während der Integration der REDIM-Entwicklungs-

gleichung am geeignetsten abgeschätzt werden kann. Das hierbei angewendete

Prinzip wird in Abbildung 5.4 dargestellt. Vor der Integration der REDIM-Entwick-

lungsgleichung wird eine MannigfaltigkeitMgr de�niert, an deren Zuständen

ψgr
die Abschätzungen ξ(ψgr) vorliegen. Während der Integration werden den

REDIM-Zuständen ψRD
korrespondierende Zustände ψgr

zugeordnet, von de-

nen die jeweiligen Schätzungen der Zustandsgradienten entnommen werden. Es

ergeben sich dann zu jedem Zeitpunkt der Integration die zur Bestimmung der

Abschätzungen χ notwendigen Abschätzungen ξ. Wie Abbildung 5.4 zeigt, sind

die vonMgr erhaltenen Abschätzungen ξ zunächst nicht tangential zur REDIM.

Durch die Anwendung der Moore-Penrose Pseudoinversen ψ+
θ werden diese

jedoch auf ψθ projiziert, sodass die Bedingung 5.19 erfüllt wird. Auf die Verfah-

ren zur Identi�kation korrespondierender Zustände ψgr
wird in Abschnitt 6.1.4

eingegangen.

In der Anwendung können MannigfaltigkeitenMgr auf verschiedene Arten

konstruiert werden. Eine einfache Möglichkeit besteht darin, stationäre eindi-

mensionale Flammenpro�le bzw. Flamelets [12] zu verwenden und diese zu einer

zweidimensionalen MannigfaltigkeitMgr zusammenzuführen [85]. Die Abschät-
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Abbildung 5.4.: Verfahren zur Abschätzung der Zustandsgradienten entlang
vonMRD ausgehend von einer MannigfaltigkeitMgr , an deren Zuständen
ψgr die Abschätzungen ξ(ψgr) vorliegen. ξ ist zunächst nicht parallel zu
MRD , wird jedoch mit Hilfe von ψ+

θ aufMRD projiziert und in die lokalen
Koordinaten umgewandelt (Gleichung 5.22).

zungen ξ entsprechen dann Gradienten der eindimensionalen Flamelets an den

entsprechenden Zuständen der zweidimensionalen MannigfaltigkeitMgr [22,

42].

Des Weiteren können Versuchsdaten realer Flammen oder dreidimensionale

turbulente DNS-Rechnungen herangezogen werden (Abbildung 3.4), welche drei-

dimensionale MannigfaltigkeitenMgr im Zustandsraum darstellen und somit

als Basis für die Abschätzung der Gradienten ξ auf der REDIM dienen können

[39]. Im Gegensatz zur Verwendung von Flamelets ergeben sich hierbei an je-

dem Zustandspunkt ψgr
drei Gradientenvektoren gradx1(ψ

DNS), gradx2(ψ
DNS)

und gradx3(ψ
DNS). Anhand einer Singulärwertzerlegung [86] kann allerdings

gezeigt werden [39], dass die Ortsgradienten durch einen hierarchischen Auf-

bau charakterisiert sind, in dem eine dominierende Hauptrichtung sowie zwei

Nebenrichtungen identi�ziert werden können. Zur Abschätzung geeigneter Gra-

dienten aus DNS-Rechnungen reicht es somit oftmals aus, nur die ermittelte

Hauptrichtung zu verwenden [39].

Neben der in Gleichung 5.22 verwendeten orthogonalen Projektion zur Bestim-

mung von χ kann eine Abschätzung auch auf Basis einzelner Zustandsgrößen

bzw. Spezies erfolgen. Die Idee hierbei ist es, dass die Koordinaten einzelner

Spezies in ξ durch die Projektion nicht verändert werden sollen. Diese Vorgehens-

weise ist dann sinnvoll, wenn die Abschätzung χ hauptsächlich durch einzelne

Spezies bzw. Zustandsgrößen dominiert wird. Hierbei handelt es sich zumeist

um Hauptspezies wie CO
2

und H
2
O, die besonders für die Beschreibung des

Reaktionsfortschritts geeignet sind.
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Einer alternative Darstellung von Gleichung 5.22 führt auf [28, 42]

χ =
(
CTψθ

)−1
CTξ, (5.23)

mit der (n × m)-dimensionalen Matrix C . Die Spaltenvektoren in C können

hierbei derart de�niert werden, dass nur der Ein�uss bestimmter Zustandsgrößen

bzw. Spezies bei der Bestimmung von χ eingehen. Für die m Spaltenvektoren

(c1, . . . , cm) ergibt sich dann

ci = eai , i = 1, . . . ,m, (5.24)

wobei eai den zu den Zustandsgrößen ψai gehörenden Einheitsvektoren ent-

sprechen. ai bezeichnet dabei die Stelle der jeweiligen Zustandsgröße ψai im

Zustandsvektor ψ. Sollen im Falle einer (m = 2)-dimensionalen REDIM bei-

spielsweise nur die Anteile von ψa1=3 und ψa2=4 aus der Abschätzung ξ bei der

Berechnung von χ eingehen, ergibt sich für C

CT =

(
0 0 1 0 . . . 0
0 0 0 1 . . . 0

)
. (5.25)

Durch die Verwendung von Gleichung 5.23 wird ein geringeres Maß an Informa-

tion über die im System vorkommenden Gradienten vorausgesetzt. So reichen

z.B. vereinfachte Abschätzungen von ξCO2
und ξH2O

für die Bestimmung von χ
aus, die sich aus dem Verhältnis der maximalen spezi�schen Molzahlen beider

Spezies und der Flammendicke ergeben [28] (Abschnitt 6.1.4).

Die in diesem Abschnitt gegebenen Erläuterungen zur Schätzung χ für die

lokalen Gradienten grad(θ) basieren auf der Betrachtung dynamischer Vorgänge

im Innern der Mannigfaltigkeit. Für die Mannigfaltigkeitsränder und physika-

lische Randpunkte gelten besondere Bedingungen, woraus sich Konsequenzen

für die Gradientenschätzung und das Vektorfeld ergeben. Der nächste Abschnitt

geht auf diesen Sachverhalt ein.

5.1.3. Transformation physikalischer Randbedingungen
und Behandlung der REDIM-Ränder

Die Integration der REDIM-Entwicklungsgleichung 5.11 geht mit der gesonderten

Behandlung einzelner Punkte und Bereiche auf der Mannigfaltigkeit einher, die

bestimmte Eigenschaften besitzen. Dies sind zum einen Punkte, die Randpunkten

im physikalischen Raum entsprechen und daher mit entsprechenden Randbedin-

gungen versehen sind, die auf die Mannigfaltigkeit transformiert werden müssen.
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Abbildung 5.5.: Physikalische Randbedingungen eines im Ort zweidi-
mensionalen Systems bestehend aus drei Variablen ψ = (sin(2πx1) ·
sin(πx2), x2, sin(2πx2))T , mit 0 ≤ x1 ≤ 1 und 0 ≤ x2 ≤ 1. Links: Ränder
∂Ω im physikalischen Raum Ω. Rechts: Das System führt zu einer zweidimen-
sionalen Mannigfaltigkeit im dreidimensionalen Zustandsraum, auf der die
schwarzen physikalischen RänderMpb,3 undMpb,4 zu einem Punkt zusam-
men schrumpfen und die roten physikalischen RänderMpb,1 undMpb,2 sich
im Innern der Mannigfaltigkeit befinden.

Des Weiteren ergeben sich für die Mannigfaltigkeitsränder spezielle Bedingun-

gen, die aus der Dynamik des Vektorfeldes resultieren. Die genaue Rolle beider

Punktearten wird im Folgenden erläutert.

Zur Lösung des detaillierten PDE-Systems 2.8 werden Randbedingungen benö-

tigt, die an den Rändern der physikalischen Domäne formuliert werden. Unter der

Annahme, dass die detaillierte dynamische Systembewegung komplett durch die

REDIM abgebildet wird, lassen sich die physikalischen Ränder auf die REDIM im

Zustandsraum transformieren [28]. Dies ist beispielhaft in Abbildung 5.5 anhand

eines im Ort zweidimensionalen Systems dargestellt, das aus drei Zustandsgrö-

ßen besteht. Das System führt zu einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit im

dreidimensionalen Zustandsraum, auf der die physikalischen Randpunkte abge-

bildet werden können. Bei der Betrachtung von Abbildung 5.5 fallen folgende

wichtige Zusammenhänge auf, die ohne Einschränkung der Allgemeinheit auch

auf höherdimensionale Systeme übertragen werden können.

• Sei dp die Dimension des physikalischen Raums Ω. Die Ränder ∂Ω der

physikalischen Domäne haben dann die Dimension dp − 1.

• Die Transformation der physikalischen Ränder auf die Mannigfaltigkeit

M führt auf die Mannigfaltigkeiten Mpb,i ∈ M. Mpb,i sind somit Un-
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termannigfaltigkeiten vonM, wobei i = 1, . . . , npb und npb der Anzahl

unterschiedlicher physikalischer Ränder entspricht.

• dim(Mpb,i) ≤ dp−1, sodass z.B. ein eindimensionaler physikalischer Rand

zu einem Punkt auf der MannigfaltigkeitM schrumpfen kann.

• Mpb,i müssen nicht mit dem Rand der MannigfaltigkeitM übereinstimmen,

sondern können im Innern der Mannigfaltigkeit liegen.

An jedem Zustandspunkt auf den Mannigfaltigkeiten Mpb,i gilt es, die ur-

sprünglich im physikalischen Raum de�nierten Randbedingungen umzuformulie-

ren, um sie bei der Integration der REDIM-Entwicklungsgleichung zu berücksichti-

gen. Seiψpb ∈Mpb,i ein Zustand auf einer Mannigfaltigkeit eines physikalischen

Randes. Dann gilt für die transformierte Dirichlet Randbedingung [28]

ψ(θ = θpb) = ψpb, (5.26)

wobei θpb den Parameterkoordinaten an der Stelle ψpb
entspricht. In Analogie

zur Formulierung im physikalischen Raum führt die transformierte Dirichlet

Randbedingung dazu, dass die Zuständeψpb
während der Integration der REDIM-

Entwicklungsgleichung beibehalten werden.

Die allgemeine Form einer von Neumann Randbedingung lautet für alle Zu-

stände ψ entlang des physikalischen Randes [1]

∂ψ

∂n
(x) = f(x), x ∈ ∂Ω (5.27)

wobei n der nach außen zeigende Normalenvektor zum Rand im physikalischen

Raum und f(x) eine vektorwertige Funktion ist. Ein in der numerischen Simula-

tion von Verbrennungsvorgängen sehr wichtiger Spezialfall führt auf f(x) = 0,

sodass alle örtlichen Änderungen in normaler Richtung zur physikalischen Do-

mäne verschwinden. Es folgt daraus, dass die dp Gradientenvektoren gradi(ψ)
parallel zum physikalischen Rand sein müssen. Auf Grund der um eins geringeren

Dimension der physikalischen Ränder führt dies dazu, dass gradi(ψ) linear ab-

hängig werden. Für die in dieser Arbeit untersuchten eindimensionalen Flammen

stellen die physikalischen Ränder Punkte dar, an denen sich die von Neumann

Bedingung zu grad(ψ)|θpb = 0 vereinfacht. Die Transformation dieser Bedingung

auf die REDIM führt auf ξ(θpb) = 0, wodurch die an der Stelle eines von Neu-

mann Randpunktes benötigte Gradientenschätzung festgelegt wird. Dies führt

schließlich auf folgende veränderte Form der REDIM-Entwicklungsgleichung bei

der Anwendung eindimensionaler Gradientenschätzungen [28]

∂ψ

∂t
= PF . (5.28)
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Abbildung 5.6.: Darstellung des Verlaufs zweier Ortskurven s1 und s2 auf der
zweidimensionalen Mannigfaltigkeit aus Abbildung 5.5. Die Kurven tangieren
sich und den Rand ∂M der Mannigfaltigkeit im Punkt ψb.

Neben den auf die REDIM transformierten physikalischen Rändern existieren

weitere Punkte bzw. Zustände auf der REDIM, die einer besonderen Behand-

lung bei der Integration der REDIM-Entwicklungsgleichung bedürfen. Diese

Zustände be�nden sich an den Rändern ∂M der REDIM und stellen somit die

Begrenzung der REDIM im Zustandsraum dar. Daraus folgt, dass die innerhalb

der physikalischen Ränder statt�ndende Systemdynamik ψ(x, t) die Ränder der

REDIM nicht überschreiten darf, so lange die REDIM-Ränder keiner physikali-

schen MannigfaltigkeitMpb,i entsprechen. Abbildung 5.6 veranschaulicht diese

Eigenschaft anhand des oben verwendeten Spielbeispiels. Die Mannigfaltigkeit

M ist durch den Rand ∂M begrenzt. Die Dimension des Randes ist dabei um

mindestens eins geringer als die Dimension der Mannigfaltigkeit selbst, d.h.

dim(∂M) ≤ dim(M)− 1 [81]. Für jeden Punkt ψb ∈ ∂M gilt, dass alle Kurven,

die durchψb
verlaufen und nicht inψb

starten oder enden, tangential zu einander

und zum Rand ∂M werden. Dies ist in Abbildung 5.6 stellvertretend für zwei

Ortskurven x(s1) und x(s2) dargestellt, welche durch die Parameter s1 bzw. s2
parametrisiert sind [87].

Die Kurven beginnen am linken Rand der physikalischen Domäne und enden

an ihrem rechten Rand ohne zwischendurch die Domäne zu verlassen. In der

Darstellung im Zustandsraum wird deutlich, dass die entsprechenden Zustands-

kurven ψ(x(s1)) und ψ(x(s2)) sich und den Rand ∂M der Mannigfaltigkeit
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am Punkt ψb ∈ ∂M tangieren. Aus der Parallelität von ψ(x(s1)) und ψ(x(s2))
ergibt sich für das hier behandelte Beispiel

d

ds1
(ψ(x(s1))) = c1

d

ds2
(ψ(x(s2))) , (5.29)

mit einer Konstanten c1. Daraus folgt

∂ψ

∂x1

dx1
ds1

+
∂ψ

∂x2

dx2
ds1

= c1

(
∂ψ

∂x1

dx1
ds2

+
∂ψ

∂x2

dx2
ds2

)
(5.30)

∂ψ

∂x1
= c1

∂ψ

∂x2

(
dx2
ds2
− dx2

ds1
dx1
ds1
− dx1

ds2

)
. (5.31)

Die Gradientenvektoren
dψ
dx1

und
dψ
dx2

sind somit in ψb
linear abhängig. Unter

Verwendung des Tangentialraums T (∂M) des Mannigfaltigkeitsrandes ∂M
lässt sich daraus folgender wichtiger Zusammenhang ableiten [28]

d

dsi
(ψ(x(si))) |ψb || gradxi(ψ)|ψb || Tψb(∂M). (5.32)

Gleichung 5.32 sagt aus, dass an jeder Stelle des Randes ∂M die Gradienten

gradxi(ψ) tangential zu ∂M sein müssen. Dieser Sachverhalt muss bei der Inte-

gration der REDIM-Entwicklungsgleichung berücksichtigt werden. Hierfür ist

es nützlich, anstatt von ψθ eine neue Basis für den Tangentialraum TψbM zu

de�nieren, wie Abbildung 5.7 darstellt.

Seiβ die Parametrisierung des Mannigfaltigkeitsrandes ∂M inψb
. Dann bilden

ψβ und ψη eine neue Basis für den Tangentialraum TψbM, d.h. span(ψβ,ψη) =
span(ψθ). ψη ist dabei der nach außen zeigende Normalenvektor zum Rand ∂M
und ψβ bildet die Basis für den Tangentialraum Tψb(∂M), wobei ψβ⊥ψη. Aus

Gleichung 5.32 ergibt sich, dass der Anteil von gradxi(ψ)|ψb in Richtung ψη
verschwindet. Dieser Sachverhalt wird für die Implementierung der Schätzung

ξ(θb) der Zustandsgradienten gradxi(ψ)|ψb am REDIM-Rand folgendermaßen

umgesetzt [28]

ξ̃(θb) = ψβψ
+
β ξ(θb), (5.33)

wodurch eine orthogonale Projektion von ξ(θb) auf ψβ realisiert wird (Ab-

schnitt A.1). ξ̃(θb) entspricht dabei der modi�zierten Schätzung der Gradienten

gradxi(ψ)|ψb am Rand der REDIM. Für den Vektor der Di�usion an der Stelle ψb
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Abbildung 5.7.: Schematische lokale Darstellung des Randes ∂M der Man-
nigfaltigkeit und der beiden Kurven s1 und s2 [28]. Die lokale Basis ψθ der
MannigfaltigkeitM kann durch die neue Basis (ψβ,ψη) ersetzt werden, wo-
bei ψη der orthogonal zum Rand nach außen zeigende Vektor ist und ψβ den
Tangentialraum Tψb(∂M) des Randes and der Stelle ψb ∈ ∂M aufspannt.

ergibt sich daraus unter Ausnutzung seiner Unabhängigkeit von der Parametri-

sierung (Abschnitt A.2)

1

ρ

(
Dψ(β,η)ψ

+
(β,η)ξ̃

)
(βη)

ψ+
(βη)ξ̃ =

1

ρ

(
Dψ(β,η)

(
χ̃
0

))
(β,η)

(
χ̃
0

)
=

1

ρ
(Dψβχ̃)β χ̃,

(5.34)

mit χ̃ = ψ+
β ξ̃(θb). Hierbei wurde die Orthogonalität zwischen ψβ und ψη

ausgenutzt. Der Di�usionsvektor am Rand kann somit alleine mit Hilfe der Rand-

koordinaten β dargestellt werden.

5.1.4. Anfangsmannigfaltigkeit
Die Vorgabe einer geeigneten Anfangsmannigfaltigkeit ist der erste Schritt bei

der Integration der REDIM-Entwicklungsgleichung. Durch die Anwendung der

Invarianzbedingung in der REDIM-Entwicklungsgleichung ergibt sich eine wich-

tige Anforderung an die Anfangsmannigfaltigkeit, die zur Sicherstellung eines

erfolgreichen Integrationsprozesses erfüllt werden muss. In Abschnitt 5.1.1 wur-

de bereits erwähnt, dass die Invarianzbedingung 5.1 lediglich eine notwendige

Bedingung für die gesuchte langsame invariante Mannigfaltigkeit darstellt. So

würde z.B. jede Trajektorie eines homogenen chemischen Systems die Invari-

anzbedingung erfüllen. Dennoch entsprechen diese Trajektorien nicht langsa-
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men invarianten Mannigfaltigkeiten des homogenen chemischen Systems, da sie

sowohl durch schnelle als auch durch langsame chemische Prozesse zustande

kommen. Die Anfangsmannigfaltigkeit muss somit derart gewählt werden, dass

die Berechnung der langsamen invarianten Mannigfaltigkeit unter Verwendung

des Projektionsoperators P ermöglicht wird.

Für die erfolgreiche Anwendung der REDIM in reduzierten Berechnungen

(Abschnitt 5.4) macht es Sinn, dass sich die dem Anwendungsfall entsprechenden

physikalischen Randbedingungen auf der REDIM be�nden (siehe vorherigen

Abschnitt). Dies gilt insbesondere im Falle von Dirichlet-Randbedingungen, an

denen dynamische Vorgänge eines Systems zum Erliegen kommen. Eine weitere

sinnvolle Anforderung an die Anfangsmannigfaltigkeit lautet daher, dass die

physikalischen Ränder des betrachteten Systems bereits darauf abgebildet sein

sollten, da diese sonst durch keine Vorgänge entlang der REDIM erreicht werden

können.

Des Weiteren spielt die Wahl der Anfangsmannigfaltigkeit für die Konvergenz

des Integrationsprozesses eine wichtige Rolle. Dabei kann eine sehr schnelle

Konvergenz erreicht werden, wenn die Anfangsmannigfaltigkeit bereits sehr

nahe an der REDIM liegt [42]. Für homogene Systeme dient z.B. die ILDM als

eine sehr gute Anfangsmannigfaltigkeit, da sie mit relativ hoher Genauigkeit der

langsamen invarianten Mannigfaltigkeit des homogenen Systems entspricht [40].

Aus den beschriebenen Anforderungen geht hervor, dass die Wahl der An-

fangsmannigfaltigkeit sehr stark vom jeweiligen Anwendungsfall abhängt. In den

Abschnitten 6.2 und 6.3 werden unterschiedliche Vorgehensweisen beschrieben,

mit denen geeignete Anfangsmannigfaltigkeiten für die REDIM-Entwicklungs-

gleichung generiert werden können. Eine im Rahmen dieser Arbeit entwickelte

Methode bedient sich dabei der hierarchischen Struktur von REDIMs, die in

Abschnitt 5.3 beschrieben wird. Hierdurch lassen sich höherdimensionale An-

fangsmannigfaltigkeiten auf Basis niedrigdimensionaler REDIMs konstruieren,

sodass die Anfangsmannigfaltigkeit bereits sehr nahe an der gesuchten REDIM

liegt und die Konvergenz hierdurch verbessert wird. In Kombination mit einer

ebenfalls neu entwickelten Methode zur tangentialen Expansion der konstruier-

ten Anfangsmannigfaltigkeit wird hierdurch das Problem gelöst, die Domäne

der REDIM bereits durch die Anfangsmannigfaltigkeit festlegen zu müssen (Ab-

schnitt 6.3). Die theoretische Grundlage für die Festlegung der REDIM Domäne

wird im nächsten Abschnitt präsentiert.
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5.2. REDIM Domäne
Eine sehr wichtige Anforderung an die REDIM bei ihrer Anwendung zur reduzier-

ten Berechnung von Verbrennungsvorgängen (Abschnitt 5.4) ist die Abbildung

aller Zustände, die durch die dynamische Systembewegung zustande kommen.

In anderen Worten bedeutet dies, dass die tangential zur REDIM ablaufenden

Prozesse den Rand der REDIM nicht überschreiten dürfen. Eine zur Erfüllung

dieser Anforderung hinreichende Bedingung lautet

ψ+
η F (ψb) ≤ 0 ∧ MRD ist konvex, (5.35)

wobei ψ+
η die Moore-Penrose-Pseudoinverse [86], die durch den nach außen

zeigenden Normalenvektor ψη gebildet wird und ψb ∈ ∂MRD ein Zustand auf

dem REDIM-Rand sind (Abbildung 5.7). Aus Gleichung 5.35 geht hervor, dass

sowohl der chemische Reaktionsvektor als auch der Di�usionsvektor entlang des

Randes ins Innere der Mannigfaltigkeit zeigen müssen. Letzteres geht aus der

Tatsache hervor, dass der Di�usionsvektor im Zustandsraum stets in Richtung

des Krümmungsvektors zeigt [47].

Eine strengere Bedingung für das Vektorfeld am Mannigfaltigkeitsrand lässt

sich ableiten, wenn die im System vorkommenden Gradienten χ̃ am REDIM-

Rand explizit mit berücksichtigt werden (Abbildung 5.7) [28]. Dann gilt für das

gesamte Vektorfeld am Rand der Mannigfaltigkeit

ψ+
η

(
F (ψb) +

1

ρ
(Dψθχ̃)θ χ̃

)
≤ 0. (5.36)

Die Anwendung des Kriteriums 5.36 erlaubt im Vergleich zu Gleichung 5.35 die

De�nition einer kleineren REDIM Domäne, die allerdings unter der Vorausset-

zung bekannter lokaler Gradienten χ̃ am REDIM-Rand immer noch die gesamte

Systemdynamik des jeweiligen Anwendungsfalls abbildet. Abbildung 5.8 illus-

triert schematisch den Unterschied zwischen den durch die Gleichungen 5.35 und

5.36 de�nierten Domänen. Es fällt auf, dass die durch Gleichung 5.36 de�nierte

Domäne eine Teilmenge der mittels Gleichung 5.35 de�nierte Domäne ist.

In Analogie zur REDIM-Entwicklungsgleichung 5.11 kann aus Gleichung 5.36

eine Bewegungsgleichung für den Rand abgeleitet werden, welche die Anpas-

sung der REDIM Domäne ausgehend von einer Anfangsdomäne ermöglicht. Es

sollen damit diejenigen Randgebiete expandiert werden, in denen Gleichung 5.36

zunächst nicht erfüllt wird. Die Expansion des Randes soll dabei tangential zur

REDIM erfolgen. Die Entwicklungsgleichung, welche die Expansion des Randes

tangential zur REDIM beschreibt, ergibt sich zu

∂ψ

∂t
=
(
ψηψ

+
η

)(
F (ψb) +

1

ρ
(Dψθχ̃)θ χ̃

)
. (5.37)
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Abbildung 5.8.: Schematische Darstellung zweier REDIM-Domänen, die
beide die komple�e Systemdynamik abbilden. Grau: Konvexe Domäne
MRD,konv , an deren Rand ∂MRD,konv der chemische �elltermvektor (blau-
er Pfeil) und der Di�usionsvektor (grüner Pfeil) und somit das gesamte Vektor-
feld (schwarzer Pfeil) nach innen zeigen (Bedingung 5.35). Rot: Dynamische
REDIM-DomäneMRD,dyn, welche sich aus Bedingung 5.36 unter Berück-
sichtigung der Gradientenschätzung ergibt. Obwohl der Di�usionsvektor
nach außen zeigt, zeigt das gesamte Vektorfeld am Rand nach innen, weil
der Einfluss des chemischen �elltermvektors überwiegt.MRD,dyn ist einer
Teilmenge vonMRD,konv .

Hierbei ist

(
ψηψ

+
η

)
ein Projektionsoperator, der das Vektorfeld am Rand ortho-

gonal auf den nach außen zeigenden Normalenvektor ψη projiziert (vgl. Ab-

bildung 5.7). Die stationäre Lösung von Gleichung 5.37 führt in Analogie zu

REDIM-Entwicklungsgleichung zur Erfüllung der durch Gleichung 5.36 beschrie-

benen Bedingung für den REDIM-Rand. In diesem Sinne kann Gleichung 5.36

als eine tangentiale Invarianzbedingung des Randes angesehen werden, da mit

Gleichung 5.37 auf Grund von ψη ∈ ψθ eine zum Innern der Mannigfaltigkeit

tangentiale Bewegung des Randes beschrieben wird.

Die beschriebene Expansion der REDIM-Domäne mit Hilfe von Gleichung 5.37

bildet einen wichtigen Teil der in Abschnitt 6.3 beschriebenen automatischen

REDIM-Konstruktionsmethode. Eine ebenso wichtige Rolle spielt dabei die hier-

archische REDIM-Struktur, die im nächsten Abschnitt erläutert wird.

5.3. Hierarchische Struktur von REDIMs

Die Unabhängigkeit des Projektionsoperators und des Di�usionsvektors von der

Parametrisierung werden in Abschnitt A.2 beschrieben und in Gleichung 5.34

zur Beschreibung des Di�usionsvektors am REDIM-Rand verwendet. In diesem

Abschnitt bildet sie die Basis für die Beschreibung der hierarchischen Struk-

tur von REDIMs unterschiedlicher Dimension. Die hierarchische Struktur von
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Mannigfaltigkeiten stellt einen wichtigen Aspekt dar, der die Generierung höher-

dimensionaler Mannigfaltigkeiten ausgehend von Mannigfaltigkeiten niedriger

Dimension ermöglicht. Das Konzept wurde bereits für die Erstellung von ILDMs

erfolgreich angewendet [40, 58] und kann gemäß [27] auf den REDIM Kontext

erweitert werden.

Die hierarchische Struktur von REDIMs kann im Allgemeinen dadurch beschrie-

ben werden, dass m-dimensionale REDIMs in (m + p)-dimensionale REDIMs

eingebettet sind. Die mathematische Begründung für die hierarchische Struktur

von REDIMs wird in in [27] geliefert. Die Grundvoraussetzung für die Hierarchie

ist demnach zum einen die Invarianz des Projektionsoperators und des Di�u-

sionsterms von der Parametrisierung der REDIM (Abschnitt A.2). Zudem kann

gezeigt werden, dass sowohl Projektionsoperator als auch Di�usionsterm einer

m-dimensionalen REDIM invariant sind bezüglich der Entwicklung einer (m+p)-

dimensionalen REDIM. Es folgt damit [27]

M1
RD ⊆M2

RD ⊆ . . . ⊆Mn
RD, (5.38)

wobeiMn
RD der Dimension des n-dimensionalen Zustandsraum entspricht.

Die hierarchische Struktur von REDIMs stellt in vielerlei Hinsicht eine sehr

nützliche Eigenschaft dar. Sie kann z.B. dafür verwendet werden, um eine Er-

klärung für das charakteristische dynamische Verhalten detaillierter Systeme zu

ermöglichen. So ist die Relaxation einer Störung des Verbrennungssystems durch

das sukzessive Durchschreiten von REDIMs abnehmender Dimension gekenn-

zeichnet, die ineinander eingebettet sind. In Abschnitt 6.3 wird die hierarchische

REDIM-Struktur verwendet, um im Rahmen der in dieser Arbeit entwickelten

automatischen Konstruktionsmethode die Erstellung von REDIMs beliebiger

Dimension zu ermöglichen.

5.4. Reduziertes PDE-System
In den Abschnitten 5.1-5.3 wurden die mathematischen Grundlagen präsentiert,

welche die Basis für die Erstellung der REDIM bilden. Dieser Abschnitt beschäftigt

sich mit dem zweiten wichtigen Schritt innerhalb der REDIM Modellreduktions-

methode, nämlich der Anwendung der REDIM zur reduzierten Berechnung von

Verbrennungsprozessen.

Die stationäre Lösung der REDIM-Entwicklungsgleichung führt zur Erfüllung

der Invarianzbedingung 5.1 durch das Vektorfeld φ̃ auf der REDIM. In Abhän-

gigkeit der Abschätzung der lokalen Gradienten χ stellt die REDIM somit eine

Approximation der langsamen invarianten Mannigfaltigkeit des detaillierten PDE-

Systems 2.8 dar, welche die Systemdynamik nach Abschluss der nf = n − m
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schnellen Prozesse vollständig beschreibt (Abschnitt 5.1.1). Die Dynamik wird

durch die rechte Seite des PDE-Systems beschrieben, die gemäß Gleichung 5.3 in

Abhängigkeit der Parametrisierung der REDIM dargestellt werden kann [22]

∂ψ

∂t
= F − vψθgrad(θ) +

1

ρ
div (Dψθgrad(θ)) = φ.

Auf Grund der Invarianz kann jeder zur REDIM tangentiale Vektor als Linear-

kombination aus den Basisvektoren ψθ des Tangentialraums TψMRD dargestellt

werden. Darüber hinaus ist jeder Zustand ψ auf der REDIM eindeutig durch

die zugehörige Parametrisierung θ beschrieben. Somit kann Gleichung 5.3 in

folgende Form gebracht werden

ψθ
∂θ

∂t
= F − vψθgrad(θ) +

1

ρ
div (Dψθgrad(θ)) . (5.39)

Durch die Anwendung der Moore-Penrose-Pseudoinversen wird eine orthogonale

Projektion auf ψθ mit einer anschließenden Abbildung in den Parameterraum

realisiert [86, 87], woraus das reduzierte PDE-System bzw. das reduzierte Modell

mit einer verringerten Anzahl m � n an partiellen Di�erentialgleichungen

resultiert

∂θ

∂t
= ψ+

θ

(
F − vψθgrad(θ) +

1

ρ
div (Dψθgrad(θ))

)
= ψ+

θ

(
F +

1

ρ
div (Dψθgrad(θ))

)
− vgrad(θ)

= φ̂.

(5.40)

Abbildung 5.9 veranschaulicht die Vorgehensweise bei der Herleitung von Glei-

chung 5.40 anhand eines eindimensionalen Pro�ls ψ(x, t), das sich entlang einer

zweidimensionalen REDIMM2
RD bewegt. Zu einem bestimmten Zeitpunkt t0

kann der Zustandψ∗, der sich an einer bestimmten Stelle x∗ im Ortsraum be�ndet,

eindeutig durch die zugehörigen REDIM-Parameter θ∗ beschrieben werden.

Die Dynamik an der Stelle ψ∗ wird durch den Vektor φ beschrieben, welcher

der rechten Seite des detaillierten PDE-Systems entspricht (Gleichung 2.8).φ lässt

sich als Linearkombination aus den Vektorenψ∗θ am Zustandψ∗ darstellen. Durch

die Projektion in den Parameterraum θ wird φ auf den entsprechenden Vektor

φ̂ abgebildet, der an der Stelle θ∗ die entsprechende Bewegung in θ beschreibt.

Diese Abbildung kann zu jedem Zeitpunkt und an jedem Zustand entlang des

Pro�lsψ(x, t) erfolgen. Hierdurch ergibt sich ein reduziertes PDE-System, das die

Dynamik des detaillierten PDE-Systems mit Hilfe der Parameter θ beschreibt. Die
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Abbildung 5.9.: Links: Eindimensionales Profil ψ(x, t) bewegt sich entlang
der zweidimensionalen REDIMM2

RD . Das Vektorfeld φ ∈ Tψ∗M an der
Stelle ψ∗ = ψ(x∗, t0) ist tangential zu ψθ . Rechts: Abbildung von φ in
die lokalen Koordinaten ergibt das reduzierte Vektorfeld φ̂, das am zu ψ∗

korrespondierenden Koordinatenpunkt θ∗ die dynamische Bewegung des
reduzierten Profils θ(x, t0) beschreibt.

Dimension des reduzierten PDE-Systems ist dabei äquivalent zur Dimension der

REDIM. Auf Grund des eindeutigen funktionalen Zusammenhangs ψ(θ) ergibt

sich durch die Rückabbildung von θ(x, t) auf die REDIM die reduzierte Lösung

der Zustände ψ(θ(x, t)). Gleichzeitig ermöglicht dies, die im reduzierten System

auftretende Größen ψ+
θ , ψ+

θ F und Dψθ aus der im Vorfeld berechneten REDIM

zu entnehmen. Hierdurch wird eine besonders e�ziente numerische Lösung des

reduzierten Systems realisiert (Abschnitt 6.4). An dieser Stelle ist es noch wichtig

zu erwähnen, dass die im reduzierten System auftretenden Gradienten grad (θ)
nicht den Schätzungen χ entsprechen, sondern sich aus dem örtlichen Verlauf

von θ(x, t) ergeben. Im Zuge eines iterativen Verfahrens können die Gradienten

grad (θ) allerdings dazu verwendet werden, um verbesserte Schätzungen χ für

die REDIM-Integration zu erhalten [22].

5.5. Zusammenfassende Beschreibung des
mathematischen Modells

Das mathematische Modell der REDIM Modellreduktionsmethode besteht aus

zwei Hauptteilen, die aufeinander aufbauen:

1. Der REDIM-Entwicklungsgleichung 5.11 zur Ermittlung der REDIM als

Approximation der langsamen Mannigfaltigkeit im Zustandsraum

∂ψ

∂t
= P

(
F +

1

ρ
(Dψθχ)θ χ

)
.
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5. Mathematisches Modell der REDIM-Methode

2. Dem reduzierten Modell 5.40, das die langsame Systembewegung entlang

der REDIM beschreibt

∂θ

∂t
= ψ+

θ

(
F +

1

ρ
div (Dψθgrad(θ))

)
− vgrad(θ).

Die REDIM-Entwicklungsgleichung beschreibt die Bewegung der REDIMMRD

im Zustandsraum ausgehend von einer geeigneten Anfangsmannigfaltigkeit (Ab-

schnitt 5.1.4) und unter Verwendung des ProjektionsoperatorsP (Abschnitt 5.1.1).

Auf Grund der Existenz entkoppelbarer schneller Prozesse in chemisch reagieren-

den Strömungen, führt die stationäre Lösung der REDIM-Entwicklungsgleichung

zur Erfüllung der Invarianzbedingung und beschreibt dadurch die langsame Sys-

temdynamik nach Abschluss der schnellen Prozesse. Die Zustände ψ(θ) der

REDIM werden dabei eindeutig durch die Parameter θ beschrieben, deren Anzahl

m sehr viel geringer ist als die Dimension n des Zustandsraums, d.h. m� n. Ein

zentraler Punkt in der REDIM-Entwicklungsgleichung ist die Abschätzung des

molekularen Transports mit Hilfe der lokalen Gradientenschätzung χ, die aus

einer Schätzung ξ der Zustandsgradienten grad (ψ) hervorgeht (Abschnitt 5.1.2).

Weitere wichtige Aspekte, die besonders bei der Entwicklung geeigneter Kon-

struktionsmethoden zum Tragen kommen, sind die hierarchische Struktur der

REDIMs (Abschnitt 5.3) sowie die Parallelität zwischen den Schätzungen ξ und

den Rändern der REDIM (Abschnitt 5.1.3 und Abschnitt 5.2).

Das reduzierte Modell beschreibt die eigentliche Reduzierung des ursprüng-

lichen n-dimensionalen PDE-Systems. Durch die Abbildung der detaillierten

Systembewegung in den Parameterraum θ unter Anwendung von ψ+
θ ergibt sich

eine reduzierte Anzahl m zu integrierender partieller Di�erentialgleichungen für

die lokalen Parameter θ(x, t) (Abschnitt 5.4). Durch den expliziten funktiona-

len Zusammenhang ψ(θ) folgt daraus die zeitliche und örtliche Lösung der auf

der REDIM ablaufenden reduzierten Dynamik ψ(θ(x, t)), wodurch die REDIM-

Modellreduktionsmethode komplettiert wird.

Um eine Anwendung der REDIM-Methode zur reduzierten numerischen Be-

rechnung von Verbrennungsvorgängen zu ermöglichen, wird ein geeignetes

Verfahren zur technischen Umsetzung des mathemischen Modells benötigt. Das

nächste Kapitel stellt die Strategie vor, mit der die REDIM-Methode implemen-

tiert wird. Dies beinhaltet die numerischen Verfahren zur Lösung der REDIM-

Entwicklungsgleichung und des reduzierten Modells sowie geeignete Metho-

den zur Konstruktion der REDIM in Form eines m-dimensionalen Gitters im

Zustandsraum.
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Nachdem im vorangegangenen Kapitel die theoretischen Grundlagen der REDIM-

Methode erläutert wurden, erfolgt in diesem Abschnitt die Beschreibung ihrer

technischen bzw. praktischen Umsetzung. Die Problemstellung gliedert sich dabei

in einen rein technischen Teil sowie einen konzeptionellen Teil. Die technischen

Aspekte betre�en die vom Verbrennungssystem unabhängige numerische Lösung

der REDIM-Entwicklungsgleichung 5.11 sowie des reduzierten Systems 5.4. Aus

konzeptioneller Sicht gilt es die Frage nach geeigneten Verfahren zu beantworten,

mit denen REDIMs für eine möglichst große Bandbreite an Systemen konstruiert

werden können.

In den folgenden Abschnitten wird zunächst in allgemeiner Weise das nume-

rische Verfahren beschrieben, das die Bestimmung der REDIM in Form eines

m-dimensionales Gitters im Zustandsraum ermöglicht. Dieses bildet die Basis für

zwei im Anschluss vorgestellte REDIM-Konstruktionsstrategien. Bei der ersten

handelt es sich dabei um die bisher verfolgte Strategie zur Erzeugung von REDIMs.

Die zweite Methode wurde im Zuge dieser Arbeit entwickelt und verwendet die

in Abschnitt 5.3 und diskutierten wichtigen Eigenschaften der Hierarchie sowie

der charakteristischen Bedingungen am REDIM-Rand (Abschnitt 5.2). Hierdurch

soll die ursprünglich verfolgte Strategie hinsichtlich der Erfüllung folgender

Anforderungen erweitert werden

• Das Verfahren sollte ein möglichst geringes Maß an Vorwissen des Anwen-

ders voraussetzen.

• Es sollte sich um ein vom betrachteten Verbrennungssystem weitgehend

unabhängiges Verfahren handeln, das die adaptive Einstellung der REDIM-

Domäne und -dimension ermöglicht.

In Abschnitt 6.4 erfolgt schließlich die Vorstellung des Verfahrens zur nume-

rischen Lösung des reduzierten Modells. Im Fokus steht dabei besonders die

Prozedur, die im Rahmen der numerischen Lösung den e�zienten Zugri� auf die

tabellierte REDIM ermöglicht. Die folgenden Erläuterungen werden exemplarisch

für die in Abschnitt 3.1 beschriebene vorgemischte Synthesegas-Luft-Flamme
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und nicht-vorgemischte Wassersto�-Luft-Flamme durchgeführt. Die erarbeiteten

Neuerungen wurden in die bestehenden Programmpakete HOMREA [15] und

INSFLA [29] eingebaut.

6.1. Numerische Lösung der REDIM-
Entwicklungsgleichung

Die REDIM-Entwicklungsgleichung stellt ein n-dimensionales partielles Di�e-

rentialgleichungssystem dar [22, 28, 84], das numerisch gelöst werden muss. In

Analogie zur numerischen Berechnung chemisch reagierender Strömungen im

physikalischen Raum [29] wird das Gleichungssystem 5.11 hierfür sowohl im

Parameterbereich, als auch zeitlich diskretisiert. Die Diskretisierung im Parame-

terbereich erfolgt dabei durch die Einführung eines Gitters, an dessen diskreten

Punkten die REDIM-Zustände ψ(θ) vorliegen und die in der Entwicklungsglei-

chung vorkommenden Di�erentialoperatoren durch Approximationen ersetzt

werden. Die Dimension des Gitters entspricht dabei der Dimension der Man-

nigfaltigkeit, wie Abbildung 6.1 anhand eines vorgemischten Synthesegas-Luft-

Systems verdeutlicht. Die in Abbildung 6.1 dargestellten Gitter entsprechen re-

gelmäßigen rechteckigen Gittern, die in dieser Arbeit vorwiegend zum Einsatz

kamen. Auf Grund der Unabhängigkeit der REDIM-Entwicklungsgleichung von

der Parametrisierung (Abschnitt A.2) bietet es sich an, das besonders einfach zu

implementierende Konzept generalisierter Koordinaten [34, 47, 59] zu verwen-

den, bei dem die Gitterkoordinaten der Indizierung der jeweiligen Gitterpunkte

entsprechen. Der Abstand zwischen zwei benachbarten Gitterpunkten im Para-

meterbereich in der jeweiligen Dimension entspricht bei dieser Vorgehensweise

dem Wert 1 (siehe Abbildung 6.1).

Die Festlegung der Gitterpunkte geht aus der verwendeten Parametrisierungs-

strategie hervor. Im nächsten Abschnitt werden zwei verschiedene Methoden

zur Parametrisierung vorgestellt, von denen die zweite Methode auf der Verwen-

dung der Bogenlänge als Parametrisierungsvariable basiert. Die Vorteile dieses

Konzepts werden beschrieben und die Methode der ursprünglichen verwendeten

Parametrisierung in Abhängigkeit langsamer Spezies gegenübergestellt. In den

darauf folgenden Abschnitten wird dann das numerische Verfahren präsentiert,

das aus der numerischen Approximation der Di�erentialterme auf dem REDIM-

Gitter und dem zeitlichen Integrationsverfahren zusammensetzt. Im Anschluss

daran werden praktische Methoden für die Bestimmung der Gradientenschätzung

in laminaren Vormisch�ammen und Gegenstrom�ammen (Abschnitt 5.1.2) sowie

die diskrete Behandlung der Randgitterpunkte (Abschnitt 5.1.3) diskutiert.
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Abbildung 6.1.: 1D- (grün), 2D- (rot) und 3D-REDIM (blau) mit zugehörigem
Gi�er im Parameterbereich. Links: REDIMs im Zustandsraum, Einheiten der
spezifischen Molzahlen ϕ in mol kg−1. Rechts: Regelmäßiges Rechteckgi�er
im Parameterbereich.
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6.1.1. REDIM-Parametrisierungsstrategien
Für die numerische Lösung der REDIM-Entwicklungsgleichung wird der expli-

zite funktionale Zusammenhang zwischen den abhängigen Zustandsvariablen

ψ und den generalisierten Koordinaten θ als unabhängige Variablen an jedem

Gitterpunkt benötigt. Da die Lösung der REDIM-Entwicklungsgleichung nicht

von der Art der Parametrisierung abhängig ist (Abschnitt 5.1.1), können hier-

für unterschiedliche Verfahren angewendet werden. Die Voraussetzung für die

Festlegung von ψ(θ) ist dabei stets, dass die Parametrisierungsvariablen θ eine

eindeutige Beschreibung der Mannigfaltigkeitszustände ψ erlauben.

Eine sehr gängige Methode ist es, die Mannigfaltigkeit mit Hilfe physikalischer

Variablen zu parametrisieren, die selbst Teil des Zustandsvektors ψ sind [7].

Hierfür kommen diejenigen Größen infrage, die sich im betrachteten Verbren-

nungssystem streng monoton verändern und daher eine eindeutige Beschreibung

der restlichen Zustandsgrößen erlauben. Bei der Verbrennung von Kohlenwasser-

sto�en erfüllen CO
2

und H
2
O diese Anforderung, wobei für nicht-vorgemischte

Systeme auch N
2

und die Enthalpie sowie der Mischungsbruch [1] als Parame-

trisierungsvariablen herangezogen werden können. Weiterhin ist es möglich,

Linearkombinationen der genannten Größen zur Parametrisierung zu verwen-

den. Die Parameter θ berechnen sich demnach unter Verwendung der (m× n)-
dimensionalen Matrix C zu [42]

θ = Cψ. (6.1)

Abbildung 6.2a veranschaulicht den Einsatz von CO
2

als Parametrisierungsva-

riable am Beispiel einer eindimensionalen REDIM eines vorgemischten Synthese-

gas-Luft-Systems in einer zweidimensionalen CO
2
-OH-Projektion des Zustands-

raums. Die rote Kurve entspricht dabei dem stationären detaillierten Flammenpro-

�l, während die schwarze Kurve die mit Hilfe von CO
2

parametrisierten REDIM

repräsentiert. Es sind die in CO
2
-Richtung äquidistanten Gitterpunktabstände

klar zu erkennen, die sich aus der Wahl von 16 Gitterpunkten ergeben.

Die Verwendung physikalischer Variablen zur Parametrisierung der REDIM

lässt sich zwar besonders einfach implementieren, ist jedoch mit dem Nachteil

verbunden, dass Vorwissen über die infrage kommenden Spezies des jeweiligen

Verbrennungssystems benötigt wird. Darüber hinaus kann eine auf Gleichung 6.1

basierende Parametrisierung dazu führen, dass sich insbesondere für intermediäre

Spezies wie z.B. OH im Bereich großer Krümmung oder Steigung eine sehr geringe

Punktedichte einstellt. In Abbildung 6.2a tritt dieser Sachverhalt besonders im

Bereich CO2 > 3 mol kg−1 auf. Durch eine zu geringe Punktedichte sinkt die

Genauigkeit, mit der die REDIM durch das verwendete Gitter dargestellt wird.

Dies kann sowohl bei der Integration der REDIM-Entwicklungsgleichung, als
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(a) Parametrisierung nach CO2 (b) Parametrisierung nach der Bogenlänge

Abbildung 6.2.: Implementierte REDIM-Parametrisierungsstrategien am Bei-
spiel einer vorgemischte Synthesegas-Lu�-Flamme. Bei der Parametrisierung
nach CO2 ergibt sich eine entsprechende äquidistante Verteilung der Gi�er-
punkte in CO2-Richtung. Die Parametrisierung nach der Bogenlänge führt
zu einer gleichmäßigeren Verteilung der Gi�erpunkte in Bereichen großer
Steigung bzw. Krümmung.

auch bei der späteren Implementierung der REDIM in reduzierten Berechnungen

zu numerischen Problemen führen.

Ein im Vergleich zum oben beschriebenen Verfahren �exibleres Konzept basiert

auf der Verwendung der Bogenlänge als Parametrisierungsvariable [87] und wird

im Folgenden näher erläutert. Die präsentierten Ergebnisse gehen dabei aus einer

im Rahmen dieser Arbeit betreuten Bachelor-Abschlussarbeit hervor [88]. Es

wird zunächst auf die Parametrisierung eindimensionaler REDIMs eingegangen,

bevor die Anwendung der Methode für die Parametrisierung höherdimensionaler

REDIMs beschrieben wird.

Bei der Parametrisierung einer eindimensionalen REDIM nach der Bogenlänge

werden die Gitterpunkte eines bestehenden eindimensionalen REDIM-Gitters,

das beispielsweise zunächst nach CO
2

parametrisiert wurde, in Abhängigkeit

der Bogenlänge s im Zustandsraum neu angeordnet. Hierfür wird zunächst die

Gesamtbogenlänge der REDIM im Zustandsraum bestimmt, indem die Längen

der linearen Teilstücken zwischen den ursprünglichen Gitterpunkten aufaddiert

werden. Die spezi�schen Molzahlen einzelner Zustandsgrößen in typischen Ver-

brennungssystemen können sich jedoch um bis zu zehn Größenordnungen un-

terscheiden, sodass Hauptspezies einen weitaus stärkeren Ein�uss auf die Be-

rechnung der Bogenlänge hätten und eine Neuanordnung der Gitterpunkt daher
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dominieren würden. Daher wird für die Berechnung der Bogenlänge zunächst

eine Normierung der einzelnen Zustandsgrößen durchgeführt

ψ̂ij =
ψij

max(|ψij|)
≤ 1; i = 1, . . . , ns + 2; j = 1, . . . , np, (6.2)

wobei np der Anzahl an Gitterpunkten im ursprünglichen Gitter und ψij dem

Wert der i-ten Zustandsgröße am j-ten Gitterpunkt entspricht. Für die Gesamt-

bogenlänge sges ergibt sich damit

sges =

np−1∑
j=1

√√√√ns+2∑
i=1

(ψ̂ij+1 − ψ̂ij)2. (6.3)

Da es sich bei der Bogenlänge gemäß Gleichung 6.3 um eine streng monoton

steigende Größe handelt, ist eine eindeutige Parametrisierung der REDIM mit

Sicherheit gewährleistet. Zudem wird für die Berechnung der Bogenlänge kein

spezi�sches Vorwissen über das vorliegende Verbrennungssystem benötigt. Es

muss lediglich die Reihenfolge der Zustandspunkte des REDIM-Gitters bekannt

sein. Dies ist durch die Verwendung des detaillierten Flammenpro�ls als Aus-

gangspunkt für die Neuanordnung sichergestellt [88].

Die Neuanordnung der Gitterpunkte in Abhängigkeit der Bogenlänge kann

auf verschiedene Arten erfolgen. Am einfachsten ist dabei eine äquidistante

Verteilung der neuen Gitterpunkte entlang der Bogenlänge zu realisieren, indem

die Gesamtbogenlänge sges in gleichgroße Teilstücke aufgeteilt wird und die

dazugehörenden Zustandswerte mittels linearer Interpolation auf das alter Gitter

gefunden werden. Darauf aufbauend lässt sich zusätzlich durch das Bilden einer

integralen Gitterfunktion G(s) die Gitterpunktdichte in denjenigen Bereichen

erhöhen, die durch eine starke Steigung oder Krümmung charakterisiert sind.

Die modi�zierten Gitterpunkte ergeben sich dann aus der inversen Interpolation

von G(s) [29, 89]

G(s) =
ns+2∑
i=1

ai

∫ s
s0

∣∣∣∂ψi

∂s

∣∣∣ ds∫ sges
s0

∣∣∣∂ψi

∂s

∣∣∣ ds
+ bi

∫ s
s0

∣∣∣∂2ψi

∂s2

∣∣∣ ds∫ sges
s0

∣∣∣∂2ψi

∂s2

∣∣∣ ds
. (6.4)

Die Gewichtungsfaktoren ai und bi können angepasst werden, um in Abhängig-

keit der Problemstellung den Ein�uss einzelner Spezies bei der Gitterpunktvertei-

lung zu vergrößern oder zu vermindern. Die ersten und zweiten Ableitungen in

Gleichung 6.4 können mit Hilfe zentraler Di�erenzenquotienten gebildet werden,

während für das Bilden der Integrale die Trapezregel herangezogen werden kann

[90].
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Abbildung 6.2b stellt das mit Hilfe von Gleichung 6.4 gebildete Gitter der eindi-

mensionalen REDIM dar, das analog zu Abbildung 6.2a das detaillierte Flammen-

pro�l als Grundlage verwendet. Hierbei wurden für die spezi�schen Molzahlen

von OH die Gewichtungsfaktoren aus Gleichung 6.4 zu aOH = 10 und bOH = 10
gesetzt, während die Faktoren der anderen Spezies den Wert 1 erhalten. Es ist zu

sehen, dass sich im ursprünglich dünn besetzten Bereich für CO2 > 3 mol kg−1

nun mehr Punkte be�nden, wodurch das detaillierte Pro�l besser abgebildet

und eine verbesserte numerische Integration der REDIM-Entwicklungsgleichung

ermöglicht wird. Durch die verbesserte Verteilung der Gitterpunkte wird somit

die Verwendung einer geringeren Anzahl an Gitterpunkten ermöglicht, wobei

eine hohe Genauigkeit bei der Integration der REDIM-Entwicklungsgleichung

aufrecht erhalten werden kann.

Die Anwendung des auf die Bogenlänge basierenden Verfahrens kann auf

höherdimensionale REDIM-Gitter ausgeweitet werden, wenn die Gitter als Zu-

sammensetzung vieler einzelner eindimensionaler Kurven angesehen werden.

Die Kurven ergeben sich, indem bis auf ein Parameter θi alle anderen Parameter

des ursprünglichen Gitters konstant gehalten werden. Diese Vorgehensweise

ist bei der Anwendung der im Rahmen dieser Arbeit entwickelten adaptiven

Konstruktionsmethode von Bedeutung, die in Abschnitt 6.3 genau beschrieben

wird.

An dieser Stelle soll jedoch erwähnt werden, dass die Verteilung nach der

Bogenlänge zwar eine erhöhte Felxibiliät bei der Verteilung der Gitterpunkte er-

möglicht. Dennoch wird auch hier ein gewisses Maß an Erfahrung oder Vorwissen

über das System vorausgesetzt, um eine angemessene Verteilung der Punkte zu

erreichen. Dies schlägt sich insbesondere im Falle höherer REDIM-Dimensionen

nieder.

6.1.2. Verfahren für die Approximation der Ableitungen
und des Di�usionsterms

Für die numerische Lösung der REDIM-Entwicklungsgleichung auf dem oben

beschriebenen REDIM Gitter werden Verfahren benötigt, die eine Approximation

der Ableitungen ψθ sowie des Di�usionsterms an den einzelnen Gitterpunkten

ermöglichen. Hierfür kommt das klassische Finite Di�erenzen Verfahren zum

Einsatz, mit dem eine lokale Approximation der Di�erentialterme durchgeführt

wird [1, 5]. Zusätzlich dazu wurde in dieser Arbeit das Potenzial einer Anwendung

von Interpolationsfunktionen untersucht, die eine globale Approximation der

Mannigfaltigkeit auf Basis der an den Gitterpunkten vorliegenden Stützstellen mit
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Hilfe di�erenzierbarer Ansatzfunktionen ermöglichen. Beide Methoden werden

im Folgenden näher vorgestellt.

Die Di�erenzenapproximation von ψθ an einer Stelle θ∗ = (θ∗1, . . . , θ
∗
m) ergibt

sich unter Berücksichtigung der generalisierten Koordinaten und der Verwendung

von Zentraldi�erenzen zu [1]

ψθi(θ
∗) ≈ ψZ

θi
(θ∗) =

1

2

ψ


θ∗1
.
.
.

θ∗i + 1
.
.
.

θ∗m

−ψ


θ∗1
.
.
.

θ∗i − 1
.
.
.

θ∗m



 . (6.5)

Für Randpunkte ergeben sich die entsprechenden Ausdrücke für Vorwärts- bzw.

Rückwärtsdi�erenz [1], da in den entsprechenden Parameterrichtungen keine

weiteren Nachbarpunkte mehr vorhanden sind. ψZ
θi

(θ∗) wird zur Bestimmung

von ψ+
θ (Gleichung 5.16) angewendet und geht damit ebenso in die Berechnung

des Projektionsoperators (Gleichung 5.15) und von χ (Gleichung 5.22) ein.

Für die e�ziente Implementierung des Di�usionsterms mit Hilfe Finiter Dif-

ferenzen bietet es sich an, diesen unter Verwendung der Kettenregel in zwei

Teilterme aufzuspalten [22, 84]

(Dψθχ)θ χ = Dψθχθχ+ χ ◦ (Dψθ)θ ◦ χ. (6.6)

Für die jeweiligen i-ten Komponenten ergibt sich dann unter Verwendung der

Einstein’schen Summenkonvention [83]

(Dψθχθχ)i = Dik
∂ψk
∂θl

∂χlm
∂θj

χjm, (6.7)

(χ ◦ (Dψθ)θ ◦ χ)i =
∂Hil

∂θk
χkjχlj, (6.8)

Hil = Dik
∂ψk
∂θl

. (6.9)

Die Annahme gleicher Di�usivitäten und Le = 1 ist in vielen Anwendungen hin-

reichend genau und stellt deshalb eine wichtige Vereinfachung dar [91]. Der Term

Dψθχθχ verschwindet unter der Annahme gleicher Di�usivitäten und Le = 1
durch die Anwendung des Projektionsoperators 5.15 in der REDIM-Entwicklungs-

gleichung 5.11, da D = d · I mit d = λW
ρcp

und somit d(I −ψθψ+
θ )ψθχθχ = 0.

Darüber hinaus vereinfacht sich der zweite Termχ◦ (Dψθ)θ ◦χ zu dχ◦ψθθ ◦χ,

sodass für die REDIM-Entwicklungsgleichung im Falle gleicher Di�usivitäten

und Le = 1 folgt [22]

∂ψ

∂t
= (I −ψθψ+

θ )

(
F +

d

ρ
χ ◦ψθθ ◦ χ

)
. (6.10)
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Die Diskretisierung des TermsDψθχθχ in Gleichung 6.6 beruht auf der Ver-

wendung von Zentraldi�erenzen für ψθ und χθ gemäß Gleichung 6.5, während

fürD und χ die Terme an den jeweiligen Gitterpunkten verwendet werden. Im

zweiten Term χ ◦ (Dψθ)θ ◦ χ werden die Vektoren χ ebenso an den jeweiligen

Gitterpunkten bestimmt. Für (Dψθ)θ wird das folgende Diskretisierungsschema

implementiert, das sich in numerischen Experimenten als besonders stabil erwies.

(Dψθi)θj(θ
∗) ≈ (D̃iψ̃θi)


θ∗1
.
.
.

θ∗j
.
.
.

θ∗m

− (D̃iψ̃θi)


θ∗1
.
.
.

θ∗j − 1
.
.
.

θ∗m

 , (6.11)

mit

D̃i =
1

2

D

θ∗1
.
.
.

θ∗i
.
.
.

θ∗m

+D


θ∗1
.
.
.

θ∗i + 1
.
.
.

θ∗m



 (6.12)

und

ψ̃θi =



ψ



θ∗1
.
.
.

θ∗i+1
.
.
.

θ∗m


−ψ



θ∗1
.
.
.

θ∗i
.
.
.

θ∗m


für i = j

1
2


ψZ
θi



θ∗1
.
.
.

θ∗i
.
.
.

θ∗m


+ψZ

θi



θ∗1
.
.
.

θ∗i + 1
.
.
.

θ∗m




für i 6= j

(6.13)

Nach der Beschreibung des implementierten Finite Di�erenzen Verfahrens

soll nun auf das Interpolationsverfahren eingegangen werden, dessen Potenzial

im Zuge dieser Arbeit untersucht wurde. Die Idee beruht darauf, die an den

Stützstellen θi vorliegenden Werte einzelner Zustandsgrößen ψj(θi) durch glatte,

di�erenzierbare Interpolationsfunktionen Φj
anzunähern, die sich aus der Summe

gewichteter Ansatzfunktionen f j zusammensetzen [92]. Hierdurch wird eine
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6. Implementierung der REDIM-Methode

komplette analytische Darstellung der REDIM-Zustände ψ(θ) ermöglicht, was

vorteilhaft gegenüber der zuvor diskutierten Gitter-Diskretisierung einer REDIM

ist. Aus der Di�erenzierung von Φ = (Φ1, . . . ,Φn)T ergeben sich dann die

Approximationen für ψθ und den Di�usionsterm, welche für die numerische

Lösung der REDIM-Entwicklungsgleichung verwendet werden.

Die Motivation für die Verwendung von Interpolationsfunktionen für die Ap-

proximation der REDIM-Entwicklungsgleichung geht aus der Tatsache hervor,

dass REDIMs typischerweise durch eine glatte Struktur und eine charakteristische

Form im Zustandsraum gekennzeichnet sind, die keine Diskontinuitäten oder

extreme Krümmungen aufweist (siehe Abbildung 6.2). Zudem zeigen numerische

Experimente, dass während der Integration der REDIM-Entwicklungsgleichung

diese Charakteristik erhalten bleibt und keine starken Veränderungen innerhalb

der lokalen Struktur zu erwarten sind. Das Ziel ist es daher, durch die Wahl geeig-

neter Ansatzfunktionen eine sehr genaue Beschreibung der REDIM auf Basis einer

möglichst geringen Anzahl an Gitterpunkten bzw. Ansatzfunktionen zu erhalten

[93]. Hierdurch wird sowohl die Verwendung größerer Zeitschrittweiten bei der

zeitlichen Integration [94] als auch eine besonders e�ziente Implementierung

der REDIM in das reduzierte Modell ermöglicht (Abschnitt 6.4).

Für die Bestimmung der Interpolationsfunktionen Φj
muss folgende Interpola-

tionsaufgabe gelöst werden [92]

Φj(θi) = ψj(θi); i = 1, . . . , np; j = 1, . . . , n, (6.14)

Φj(θ) =

np∑
k=1

cjkfk(θ), (6.15)

mit den zu bestimmenden Gewichtungskoe�zienten cjk für jede zu approximieren-

de Zustandsgröße ψj und den für alle Zustandsgrößen gültigen Ansatzfunktionen

fk. Aus Gleichung 6.14 und 6.15 ergibt sich in Matrix-Schreibweise [92]

fcj =

 ψj(θ1)
.
.
.

ψj(θnp)

 ; j = 1, . . . , n (6.16)

mit der quadratischen Matrix f der Ansatzfunktionen [92]

f =

 f1(θ1) . . . fnp(θ1)
.
.
.

.

.

.

f1(θnp) . . . fnp(θnp)

 (6.17)
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6.1. Numerische Lösung der REDIM-Entwicklungsgleichung

und cj = (cj1, . . . , c
j
np

)T als dem Vektor der Koe�zienten. Dieser lässt sich durch

die Multiplikation von Gleichung 6.16 mit der Inversen f−1 von links berechnen

[92]

cj = f−1

 ψj(θ1)
.
.
.

ψj(θnp)

 ; j = 1, . . . , n. (6.18)

Auf Basis der an den Gitterpunkten (θ1, . . . , θnp) vorliegenden Zustandswerte

ψj der j-ten Zustandsgröße wird mit Hilfe von Gleichung 6.18 und Gleichung 6.15

die Interpolationsfunktion Φj(θ) gebildet. Damit können Werte von ψj(θ) auch

zwischen den diskreten Gitterpunkten bestimmt werden.

Im Falle einer eindimensionalen REDIM hängen die Ansatzfunktionen nur von

einer Parametrisierungsvariablen θ1 ab, sodass fi = fi(θ1) mit i = 1, . . . , np. Für

den m-dimensionalen Fall werden zunächst entsprechend der eindimensionalen

REDIM Ansatzfunktionen gebildet, die nur von den jeweiligen Koordinatenrich-

tungen θi abhängen. Anschließend ergeben sich die globalen Ansatzfunktionen

aus dem dyadischen Produkt [86] der für die jeweilige Koordinatenrichtung

aufgestellten Ansatzfunktionen. Diese Vorgehensweise leitet sich aus dem Sach-

verhalt ab, dass die Gesamtanzahl an Gitterpunkten np für die verwendeten

Rechteckgitter aus dem Produkt der Gitterpunktanzahl in die jeweiligen Koordi-

natenrichtungen resultiert.

Für eine zweidimensionale REDIM ergibt sich beispielsweise unter Verwendung

der Ansatzfunktionen fk1 für die erste Koordinatenrichtung θ1 und fk2 für die

zweite Koordinatenrichtung θ2

fi = fk1 · fk2 ; k1 = 1, . . . , nθ1 ; k2 = 1, . . . , nθ2 , (6.19)

mit nθ1 als der Anzahl an Gitterpunkten in θ1-Richtung und nθ2 als der Anzahl

an Gitterpunkten in θ2-Richtung. Für den allgemeinen Fall folgt daraus

fi = fk1 · fk2 · . . . · fkm , (6.20)

wobei für die einzelnen Ansatzfunktionen fkl = fkl(θl) gilt.

Die Approximation mit Hilfe gewichteter Ansatzfunktionen muss zum Zwecke

der Implementierung in der REDIM-Entwicklungsgleichung für alle zu di�eren-

zierenden Terme durchgeführt werden. Dazu gehören neben den Zustandsgrößen

ψ(θ) auch die im Di�usionsvektor 6.6 auftretenden Ausdrücke (Dψθ) und χ.

Die Ableitungen ergeben sich demnach aus der Di�erenzierung der Interpolati-

onsfunktion 6.15. So folgt z.B. für ψθ

ψjθi =
∂

∂θi

np∑
k=1

cjkfk(θ) =

np∑
k=1

cjk
∂fk(θ)

∂θi
; i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n. (6.21)
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Die größte Herausforderung bei der Verwendung von Interpolationsverfahren

ist die Identi�zierung geeigneter Ansatzfunktionen f , die eine möglichst genaue

Approximation der REDIM basierend auf den zur Verfügung stehenden Gitter-

punkten erlauben. So besitzen z.B. Interpolationspolynome die Eigenschaft, dass

sie an den Rändern des zu interpolierenden Gebietes zum Aufschwingen neigen

und daher für die Berechnung der Di�erentiale oftmals ungeeignet sind [93]. Um

die Eignung verschiedener Ansatzfunktionen zu untersuchen, wurde im Rahmen

dieser Arbeit eine objektorientierte Bibliothek in das bestehende Programmpaket

implementiert, die den Zugri� auf unterschiedliche Ansatzfunktionen ermöglicht.

Hierzu gehören neben den bereits genannten Polynomfunktionen auch Gauss-

Funktionen, normierte Gauss-Funktionen sowie Tschebischew-Polynome [93].

Die implementierte Prozedur ermöglicht unabhängig von der Ansatzfunktionen

die Bildung der ersten und zweiten Ableitungen sowie der darauf aufbauenden

Approximationen des Di�usionsterms und des Projektionsoperators auf Basis von

Gleichung 6.21. In Abschnitt 6.1.5 �ndet sie zudem Anwendung bei der Bildung

der Ableitungen am REDIM-Rand, wofür Polynomfunktionen eingesetzt werden.

Im Rahmen einer studentischen Masterarbeit [95] wurde das Potenzial der

beschriebenen Ansatzfunktionen für die Anwendung in der REDIM-Entwick-

lungsgleichung untersucht. Dabei erwiesen sich normierte Gauss-Funktionen

[93] als besonders geeignet, weshalb diese im Folgenden näher vorgestellt werden

sollen.

Für ein eindimensionales REDIM-Gitter mit np Gitterpunkten lautet die Glei-

chung für die np normierten Gauss-Ansatzfunktionen

fi(θ1) =
exp

(
− (z(θ1)−z∗i )2

σ2

)
∑np

l=1 exp
(
− (z(θ1)−z∗l )2

σ2

) ; i = 1, . . . , np, (6.22)

wobei z∗i den Mittelwerten und σ der Standardabweichung entspricht [96], die

hier für alle Ansatzfunktionen zu 1 gesetzt wird. Die Mittelwerte z∗i legen die

Lage der jeweiligen normierten Gauss-Funktion im Funktionenraum z(θ1) fest

und berechnen sich zu

z∗i = (i− 1) · (ln(2))
1
2 ; i = 1, . . . , np. (6.23)

Hierdurch wird eine gleichmäßige Verteilung der normierten Gauss-Funktionen

im Funktionenraum z(θ1) gewährleistet, für den der lineare Zusammenhang

z(θ1) =
θ1,max − θ1,min
zmax − zmin

θ1 (6.24)
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6.1. Numerische Lösung der REDIM-Entwicklungsgleichung

Abbildung 6.3.: Normierte Gauss-Funktionen nach Gleichung 6.22 verteilt
im Funktionenraum z. Die Summe der Funktionen ergibt an jeder Stelle den
Wert 1, was durch die blaue Linie wiedergegeben wird.

mit zmin = 0 und zmax = (np − 1) · (ln(2))
1
2 existiert. Durch die Anwendung

der Transformation 6.24 wird die Implementierung der Ansatzfunktionen er-

leichtert, da hierdurch eine Skalierung der unabhängigen Variablen z im Falle

eine veränderten Parametrisierung der REDIM verhindert wird. Zudem sorgt die

Verteilung der Ansatzfunktionen auf Basis von Gleichung 6.23 in Verbindung mit

den generalisierten Koordinaten dafür, dass die Maxima der Ansatzfunktionen

stets an den Stützstellen der REDIM-Gitters lokalisiert sind. In Abbildung 6.3

ist die Verteilung von sieben normierten Gauss-Funktionen im Funktionenraum

z darstellt. Es ist zum einen die gleichmäßige Verteilung der Funktionen durch

die Anwendung von Gleichung 6.23 zu erkennen. Zum anderen wird durch die

schwarze Kurve die Summe aller Funktionen repräsentiert, die sich an jeder Stelle

zu 1 ergibt. Dies ist eine direkte Folge der Normierung, woraus folgt

np∑
i=1

fi(θ1) = 1. (6.25)

Abbildung 6.4 demonstriert die Anwendung normierter Gauss-Funktionen zur

Darstellung einer eindimensionalen REDIM eines vorgemischten Synthesegas-

Luft-Systems auf Basis von 17 Gitterpunkten. Dabei wird jede Zustandsgröße ψj

separat mit Hilfe gewichteter normierter Gauss-Funktionen approximiert, sodass

sich jeweils unterschiedliche Werte für die Koe�zienten ergeben. Die Abbildun-

gen 6.4a zeigen repräsentativ die Approximationen von CO
2
, H

2
O und HO

2
im

Parameterraum. In Abbildung 6.4b ist die daraus resultierende approximierte

eindimensionale REDIM in der dreidimensionalen CO
2
- H

2
O-HO

2
-Projektion des

Zustandsraums dargestellt. Es zeigt sich eine sehr genaue Approximation des in
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rot dargestellten eindimensionalen detaillierten Pro�ls des vorgemischten Syn-

thesegas-Luft-Systems. Eine wichtige Rolle bei der Approximation spielt dabei die

Verteilung der Gitterpunkte. Im gezeigten Beispiel erfolgte die Parametrisierung

der REDIM unter Anwendung des im letzten Abschnitt vorgestellten Verfahrens

in Abhängigkeit der Bogenlänge. Dieses Parametrisierungsverfahren stellt sich

im Hinblick auf eine Anwendung normierter Gauss-Funktionen in der REDIM-

Entwicklungsgleichung als besonders zielführend heraus, wie das nachfolgende

Beispiel veranschaulicht.

(a) Parameterraum

(b) Zustandsraum

Abbildung 6.4.: Approximation eines eindimensionalen detaillierten Flam-
menprofils einer vorgemischten Synthesegas-Lu�-Flamme mit Hilfe von 17
Interpolationsfunktionen. Die einzelnen Zustandsgrößen, hier stellvertretend
durch CO2, H2O und HO2 dargestellt, werden im Parameterraum approxi-
miert. Die Darstellung im Zustandsraum zeigt eine sehr gute Übereinstim-
mung mit dem detaillierten Flammenprofil (rot).
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6.1. Numerische Lösung der REDIM-Entwicklungsgleichung

Unter der Anwendung normierter Gauss-Funktionen wird die Integration einer

eindimensionalen REDIM-Entwicklungsgleichung ausgehend von der sogenann-

ten Mischungslinie des vorgemischten Synthesegas-Luft-Systems betrachtet. Die

Mischungslinie stellt dabei die lineare Verbindung zwischen dem unverbrannten

Mischungszustand und dem chemischen Gleichgewicht im Zustandsraum dar

[27] (siehe Abbildung 6.6). Die zeitliche Integration erfolgt mit dem im nächsten

Abschnitt vorgestellten semi-impliziten Euler Verfahren, wobei die Schätzungen

der Zustandsgradienten dem detaillierten stationären Flammenpro�l des vorge-

mischten Systems entnommen werden (siehe Abbildung 6.4 oben, rotes Pro�l).

In Folge dessen muss die stationäre Lösung der eindimensionalen REDIM-Ent-

wicklungsgleichung dem stationären Pro�l des detaillierten Systems entsprechen,

sodass ein Vergleich zwischen den REDIM-Zuständen und den detaillierten Zu-

ständen eine Aussage über die Genauigkeit der numerischen REDIM-Integration

ermöglicht.

Als Größe zur Bewertung der Genauigkeit der Integration wird der in Glei-

chung 6.26 de�nierte relative Fehler rjrel verwendet, der für jede Zustandsgröße

ψ1, . . . , ψn bestimmt werden kann

rjrel =

∑ne

k=1

√
(ψj,RDk − ψj,detk )2∑ne

k=1

√
(ψj,detk )2

; j = 1, . . . , n. (6.26)

Hierbei ist ne die Anzahl an Punkten, an denen die Fehlerberechnung statt�ndet,

(a) H2O (b) OH (c) H

Abbildung 6.5.: Relativer Fehler (Gleichung 6.26) der stationären eindimen-
sionalen REDIM eines vorgemischten Synthesegas-Lu�-Systems bei der Ver-
wendung Finiter Di�erenzen und des Gauss-basierten Interpolationsverfah-
rens. Die Parametrisierung erfolgt unter Anwendung des in Abschni� 6.1.1
vorgestellten Verfahrens in Abhängigkeit der Bogenlänge.

ψj,RD die Zustände der stationären REDIM und ψj,det die als Referenz dienenden

Zustände des detaillierten eindimensionalen Flammenpro�ls. Abbildung 6.5 stellt
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die Abhängigkeit von rrel von der Anzahl an REDIM-Gitterpunkten für das Finite-

Di�erenzen-Verfahren sowie das Interpolationsverfahren für H
2
O, OH und H

dar. Die Fehlerberechnung basiert dabei auf in CO
2
-Richtung 400 äquidistant

verteilten Zustandspunkten, sodass ne = 400. Es ist zu sehen, dass die Verwen-

dung des Gauss-basierten Interpolationsverfahrens bereits für 15 Gitterpunkte

sehr genaue Ergebnisse sowohl bei der Approximation der Hauptspezies H
2
O,

als auch der Nebenspezies OH und H liefert. Die Genauigkeit kann durch die

Verwendung zusätzlicher Gitterpunkte zwar für beide Methoden erhöht werden.

Im Vergleich zur Finiten Di�erenzen Methode führt das Gauss-basierte Interpola-

tionsverfahren allerdings ab einer Verwendung von 20 Stützpunkten zu einem um

eine Größenordnung geringeren Fehlerterm. Ein wichtige Grundlage für die hohe

Genauigkeit des Interpolationsverfahrens ist die Parametrisierung der REDIM

nach der Bogenlänge mit Hilfe des im vorherigen Abschnitt vorgestellten Verfah-

rens. Hierdurch wird eine besonders gleichmäßige Punkteverteilung entlang der

REDIM erreicht, die der Approximation mit Hilfe normierter Gauss-Funktionen

zu Gute kommt.

Das hier vorgestellte eindimensionale Beispiel demonstriert das Potenzial der

Anwendung von Interpolationsverfahren für die Integration der REDIM-Entwick-

lungsgleichung. Bei der Anwendung für die Integration von REDIMs höherer

Dimension steigen jedoch die Anforderungen an das Interpolationsverfahren auf

Grund der zusätzlich zu behandelnden Mannigfaltigkeitsränder und der schwie-

riger umzusetzenden Parametrisierung im Hinblick auf eine möglichst genaue

Approximation. Hier gilt es im Rahmen zukünftiger Forschung die Anwendung

weiter verbesserter Parametrisierungsstrategien sowie weiterer Funktionsarten

für die Integration m-dimensionaler REDIMs zu untersuchen [93].

6.1.3. Semi-implizites zeitliches Lösungsverfahren

Auf Grund der Existenz des Di�usionsterms stellt die REDIM-Entwicklungs-

gleichung ein steifes parabolisches Gleichungssystem dar, für dessen Lösung

idealerweise ein voll-implizites numerisches Verfahren verwendet werden sollte.

Der Grund hierfür ist die hohe Stei�gkeit des chemischen Quellterms sowie die

Beschränkung der Zeitschrittweite expliziter Methoden bedingt durch die Dis-

kretisierung des Di�usionsterms und ψθ [22]. Allerdings gehen voll-implizite

Verfahren stets mit der Zerlegung sehr großer Matrizen einher [1], sodass aufwän-

dige Methoden für die lineare Algebra benötigt werden [22]. Erschwerend kommt

hinzu, dass Routinen für die Invertierung dünn besetzter Iterationsmatrizen in

voll-impliziten Methoden für beliebige Dimensionen der REDIM ausgelegt sein

müssten.
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Aus diesen Gründen wird für die zeitliche Integration der REDIM-Entwick-

lungsgleichung ein semi-implizites Verfahren angewendet, das den chemischen

Quellterm semi-implizit und den Di�usionsterm explizit behandelt [22, 23, 26,

84, 85]. Es handelt sich hierbei um ein semi-implizites Euler Verfahren erster

Ordnung, das durch folgendes Schema beschrieben wird [22]

ψi+1 −ψi = HP (ψi)
(
F (ψi) + Fψ(ψi)(ψi+1 −ψi) + Ξ(ψi)

)
. (6.27)

Hierbei entsprechen ψi
und ψi+1

den (n · np)-dimensionalen Zustandsvektoren

zum aktuellen bzw. nächstfolgenden Zeitpunkt und np der Anzahl an Gitterpunk-

ten. Weiterhin sind H die Zeitschrittweite, Fψ die Jacobi-Matrix des chemischen

Quellterms und Ξ(ψi) = (Dψθχ)θ χ der Di�usionsvektor. Eine Umformung

nach ψi+1
liefert

ψi+1 = ψi +H
(
I −HP (ψi)Fψ(ψi)

)−1
P
(
F (ψi) + Ξ(ψi)

)
. (6.28)

Bei der numerischen Integration mit Hilfe von Gleichung 6.28 kann es bei der

Wahl zu großer Zeitschrittweiten zu Instabilitäten und damit zur Divergenz des

Verfahrens kommen [94, 97]. Die maximale Zeitschrittweite ist daher begrenzt und

muss in Abhängigkeit des Anwendungsfalls angepasst werden. Eine Begründung

hierfür liefert die Courant-Friedrichs-Lewy-Bedingung (CFL), die das Verhältnis

von Zeitschrittweite und Gitterweite bei der numerischen Integration partieller

Di�erentialgleichungen beschreibt [94]. Die CFL-Zahl darf dabei einen maximalen

Wert nicht überschreiten, um ein Divergieren des numerischen Verfahrens zu

verhindern. In den im Rahmen dieser Arbeit betrachteten Anwendungsfällen und

implementierten Gitterweiten haben sich Zeitschrittweiten von 10−10 s bis 10−6 s
als geeignet herausgestellt, um eine Verletzung der CFL-Bedingung zu vermeiden.

In Abschnitt 5.1.1 wird erläutert, dass die Integration der REDIM-Entwick-

lungsgleichung für t → ∞ die in Abhängigkeit der Gradientenschätzung χ
bestmögliche Approximation der langsamen invarianten Mannigfaltigkeit des

detaillierten PDE-Systems 2.8 liefert. Die praktische Umsetzung einer Integration

bis t→∞ mit dem in Gleichung 6.28 beschriebenen semi-impliziten Verfahren

konstanter Zeitschrittweite ist allerdings aus zweierlei Gründen nicht erstrebens-

wert. Zunächst würde dies einer unendlichen Anzahl an Integrationsschritten

mit der Zeitschrittweite H entsprechen und wäre folglich nicht im Sinne einer

e�zienten Implementierung der REDIM in reduzierten numerischen Berechnun-

gen. Es gilt daher, die Integrationsdauer sinnvoll zu beschränken, ohne jedoch

die Genauigkeit der REDIM-baiserten reduzierten Berechnungen herabzusetzen.

Man ist somit an einer approximativen Lösung interessiert, die ein optimales

Verhältnis zwischen Integrationszeit und Genauigkeit darstellt. Darüber hinaus

kann es bei zu lang gewählter Integrationszeit dazu kommen, dass die für die
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charakteristische Systemdynamik nicht relevanten langsamsten Prozesse durch

die REDIM-Entwicklungsgleichung identi�ziert werden. Abbildung 3.5 gibt Auf-

schluss über die Zeitskalen chemisch-pyhsikalischer Prozesse in reagierenden

Strömungen und erlaubt die anschauliche Erläuterung dieses Sachverhalts.

Die gekoppelte Dynamik chemisch reagierender Strömungen, deren genaue

Beschreibung das Ziel der REDIM-Methode ist, entfaltet sich gemäß Abbildung 3.5

in einem Zeitskalenbereich von 10−5 s bis 10−2 s. Hier koppeln chemische und

physikalische Prozesse stark miteinander, während die schnellsten chemischen

Prozesse der Zündung bereits abgeschlossen sind. Der Zeitskalenbereich von

10−2 s bis 1 s beschreibt dagegen die Geschwindigkeit, mit der sich z.B. chemische

Elemente auf Grund detaillierter Di�usionsprozesse verändern. Diese langsamen

Prozesse haben keinen Ein�uss auf die charakteristische Dynamik koppelnder

chemisch-physikalischer Vorgänge und können in diesem Kontext als quasi-

konstant angesehen werden. Dies gilt insbesondere im Bereich des chemischen

Gleichgewichts, in dem chemische Prozesse auf Grund verschwindender Zu-

standsgradienten dominieren. Eine zu lange Integrationszeitdauer würde jedoch

im Falle detaillierter Transportprozesse dazu führen, dass die REDIM sich in Rich-

tung der langsamsten Mannigfaltigkeit bewegt. Diese wird durch mehrere che-

mische Gleichgewichte beschrieben, die den entsprechenden unterschiedlichen

Elementarzusammensetzungen als Folge der detaillierten Di�usion entsprechen.

Dieses Szenario ist ein natürliches Ergebnis der REDIM-Entwicklungsgleichung,

ist jedoch für die Anwendung der REDIM uninteressant. Aus diesem Grund ist es

sinnvoll, insbesondere bei der Berücksichtigung detaillierter Di�usionsprozesse,

die Integrationszeit auf unter 10−2 s zu beschränken.

Eine Analyse des Konvergenzverhaltens bei der Integration der REDIM-Ent-

wicklungsgleichung zeigt, dass bereits nach einer kürzeren Integrationszeit als

10−2 s von davon ausgegangen werden kann, dass die schnellen Zeitskalen ab-

geklungen sind. Hierfür werden drei geeignete Kenngrößen de�niert, die die

globale dynamische Entwicklung der REDIM in Richtung ihrer stationären Lö-

sung abbilden.

• Das Verhältnis δinv zwischen der euklidischen Norm [87] von Pφ̃ und der

euklidischen Norm von φ̃ gibt an, welcher Anteil des Vekorfeldes φ für die

Entwicklung der REDIM in Richtung des Normalraums ψ⊥θ verantwortlich

ist

δinv =

∥∥∥Pφ̃∥∥∥∥∥∥φ̃∥∥∥ . (6.29)
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(a) (b)

Abbildung 6.6.: Integration der REDIM-Entwicklungsgleichung für eine ein-
dimensionale REDIM eines vorgemischten Synthesegas-Lu�-Systems unter
Anwendung des semi-impliziten Eulerverfahrens, Gleichung 6.28. Die Inte-
gration startet von der Mischungslinie (fe�e blaue Linie in 6.6a), die die
lineare Verbindung zwischen chemischem Gleichgewicht und unverbrann-
ter Mischungszusammensetzung darstellt. (a): Bewegung der REDIM (blaue
Profile) dargestellt in einer CO2-H2O-Projektion des Zustandsraums. Das
rote Profil entspricht der stationären Lösung bzw. dem detaillierten Flam-
menprofil. Das letzte blaue Profil stellt die REDIM Position nach 10−3 s dar.
(b): Logarithmischer Verlauf der Größen δinv , δT und δρ in Abhängigkeit der
Integrationszeit.

Dies entspricht dem Kosinus des Winkels zwischen Pφ̃ und φ̃, der zu Null

wird, wenn der Winkel 90° beträgt bzw. wenn Pφ̃ = 0 ist und somit die

Invarianzbedingung erfüllt wird.

• Die globale Veränderung der Temperatur δT wird de�niert als

δT =
∆T

H
, (6.30)

wobei ∆T = 1
np

∑np

j=1 |T i+1
j − T ij |, mit np als der Anzahl an REDIM-Gitter-

punkten.

• Analog dazu wird die globale Veränderung der Dichte δρ de�niert als

δρ =
∆ρ

H
. (6.31)

Abbildung 6.6a zeigt die Entwicklung einer eindimensionalen REDIM einer

vorgemischten Synthesegas-Luft-Flamme in der CO
2
-H

2
O-Projektion des Zu-

standsraums während der Integration. Um den Ein�uss einer unterschiedlichen
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Elementzusammensetzung auf die Integration zu vermeiden, wird das vereinfach-

te Di�usionsmodell auf Basis gleicher Di�usivitäten und Le = 1 angewendet. Als

Anfangsmannigfaltigkeit wird die Mischungslinie gewählt, welche die lineare

Verbindung zwischen der Zusammensetzung im chemischen Gleichgewicht und

in der unverbrannten Mischung darstellt (dicke blaue Linie). Das letzte blaue

Pro�l zeigt die Position der eindimensionalen REDIM während der Entwicklung

nach 10−3 s. In der gewählten zweidimensionalen Darstellung der Hauptspezies

CO
2

und H
2
O ist dabei nur noch eine geringe Abweichung im Vergleich zum

roten Pro�l zu erkennen, das die Position der REDIM nach 10−2 s kennzeich-

net. In Abbildung 6.6b sind die Verläufe von δinv, δT und δρ in logarithmischer

Darstellung wiedergegeben.

Es ist zu erkennen, dass alle drei Kenngrößen innerhalb von 10−3 s um ca.

zwei Größenordnungen abnehmen, sodass von einer konvergierten Rechnung

ausgegangen werden kann. δinv erlaubt dabei eine quantitative Beurteilung des

Konvergenzverhaltens, da es den Anteil des Vektorfeldes φ̃, der für die Ent-

wicklung der REDIM in Zustandsraum verantwortlich ist, mit dem gesamten

Vektorfeld in Verhältnis setzt. Der Wert von δinv sinkt nach 10−3 s auf unter 0, 5%,

sodass eine genügend genaue Approximation der langsamen Systemdynamik

durch die REDIM angenommen werden kann.

An dieser Stelle ist es wichtig zu erwähnen, dass das in Abbildung 6.6 dargestell-

te Beispiel einen besonders kritischen Fall einer Anfangslösung repräsentiert, da

diese durch einen großen Abstand zur eindimensionalen REDIM gekennzeichnet

ist. Durch die Wahl einer geeigneteren Anfangslösung kann die Integrations-

zeit demnach signi�kant verkürzt werden. Darüber hinaus sinkt die notwendige

Integrationszeit mit steigender Dimension der REDIM. Dies lässt sich dadurch

erklären, dass die Zeitskalen der für die Relaxation der REDIM im Zustandsraum

verantwortlichen schnellen chemischen Prozesse mit zunehmender REDIM-Di-

mension kleiner werden. Hierdurch erhöht sich die Geschwindigkeit, mit der die

REDIM sich in Richtung ihrer stationären Lösung bewegt. In Abschnitt 7.1 wird

dieser Sachverhalt anhand REDIMs unterschiedlicher Dimension untersucht und

bestätigt.

6.1.4. Praktische Methoden für die Schätzung der
Zustandsgradienten

Die Schätzung der lokalen Gradientenχ ergibt sich gemäß Abschnitt 5.1.2 aus der

Projektion ψ+
θ ξ der Abschätzung der Zustandsgradienten ξ auf die REDIM. Als

Basis für die Abschätzungen ξ wird eine MannigfaltigkeitMgr de�niert, an deren

Zuständen ψgr
die Vektoren ξ(ψgr) vorliegen, die während der Integration der
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(a) (b)

Abbildung 6.7.: Vorgehen bei der Erstellung einer zweidimensionalen
Mannigfaltigkeit Mgr für eine Wassersto�-Lu�-Gegenstromflamme, dar-
gestellt in einer N2-H2O-Projektion des Zustandsraums. (a): Stationäre
Flamelets bei unterschiedlichen Streckungsraten. Das grüne Profil ergibt
sich durch die geringste Streckungsrate, das rote Profil entspricht der ver-
löschten Flamme. Die Vektorpfeile stellen die zweidimensionale Projektion
(grad

(
ϕN2

)
, grad

(
ϕH2O

)
)T des Gradientenvektors grad (ψ) dar. (b): Inter-

polation der Zustände und des Gradientenfeldes auf ein zweidimensionales
Gi�er (blau), das durch die kritischen Profile umrandet wird. Einheiten der
spezifischen Molzahlen ϕ in mol kg−1.

REDIM-Entwicklungsgleichung entsprechenden REDIM-Zuständen zugeordnet

werden.

Obwohl die Sensitivität der REDIM in Bezug auf die Schätzung der Zustands-

gradienten mit steigender Dimension abnimmt (siehe Abschnitt 5.1.2) [22], ist es

für die Genauigkeit reduzierter Berechnungen stets vorteilhaft, wenn die aufMgr

zur Verfügung gestellten Schätzungen das Gradientenspektrum der jeweiligen

Anwendung möglichst genau wiedergeben. Hierfür bietet es sich an,Mgr auf

Basis detaillierter eindimensionaler Flammenpro�le bzw. Flamelets [25, 42, 85]

zu konstruieren, wofür in dieser Arbeit das Programm INSFLA [29] eingesetzt

wurde.

Für vorgemischte eindimensionale Flammen existiert systembedingt nur eine

stationäre Lösung, die als eindimensionale MannigfaltigkeitMgr bei der Integra-

tion der REDIM-Entwicklungsgleichung verwendet werden kann. Im Falle nicht-

vorgemischter Gegenstrom�ammen können durch die Variation der Streckungs-

rate bzw. des tangentialen Druckgradienten [1] mehrere stationäre 1D-Pro�le

erstellt werden, die sich durch anschließende Interpolation zu einer zweidimen-

sionalen MannigfaltigkeitMgr zusammenfassen lassen [42, 85]. Abbildung 6.7
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demonstriert das beschriebene Vorgehen anhand einer nicht-vorgemischten H
2
-

N
2
-Luft Gegenstrom�amme in einer zweidimensionalen N

2
-H

2
O-Projektion des

Zustandsraums. Die in Abbildung 6.7a gezeigten Flamelets ergeben sich aus-

gehend vom grünen Pro�l durch die sukzessive Erhöhung der Streckungsrate.

Das rote Pro�l stellt die verlöschte Flamme dar. Die Vektorpfeile repräsentie-

ren die zweidimensionale Projektion (grad
(
ϕN2

)
, grad

(
ϕH2O

)
)T des gesamten

Gradientenvektors grad (ψ). Es ist zu erkennen, dass die Gradientenvektoren

tangential zu den eindimensionalen Pro�len sind. Darüber hinaus spiegelt sich

der Ein�uss der erhöhten Streckungsrate in der größer werdenden Länge der Vek-

torpfeile wieder, wodurch der stärker werdende Ein�uss von Di�usionsprozessen

dokumentiert wird. In Abbildung 6.7b ist das Gitter dargestellt, das sich aus der

linearen Interpolation der einzelnen Flamelets ergibt. Die Vektoren zeigen dabei

die interpolierten Gradienten an, die nun an den jeweiligen Punkten des erzeugten

Gitters vorliegen. Es ist zu sehen, dass das Gitter die charakteristische Verteilung

der Flamelet-Gradienten auf Grund der Interpolation korrekt wiedergibt.

In Analogie zur REDIM liegt Mgr gemäß Abbildung 6.7 in diskreter Form

vor. Es muss daher ein geeignetes Verfahren abgeleitet werden, mit dem ξ(ψgr)
den zugehörigen Gitter- bzw. Zustandspunkten der REDIM zugeordnet werden

können. Die naheliegendste Vorgehensweise besteht hierbei darin, den zu einem

REDIM-Punktψ∗ = ψ(θ∗) nächsten Punktψgr∗
aufMgr zu �nden, um den dort

vorliegenden Zustandsgradienten grad (ψgr∗) als Schätzung ξ(θ∗) zu verwenden

[28, 42].

Seien ψgr
i die Zustände an den i = 1, . . . , ngr diskreten Punkten auf Mgr.

Für die Schätzung der Zustandsgradienten ξ(θ∗) an einem REDIM-Punkt ψ(θ∗)
ergibt sich

ξ(θ∗) = grad (ψgr∗) (6.32)

mit

ψgr∗ = min (‖ψ(θ∗)−ψgr
i ‖) ; i = 1, . . . , ngr. (6.33)

Dabei entspricht ‖ψ(θ∗)−ψgr
i ‖ der Norm des Abstandes zwischen dem REDIM-

Zustand ψ(θ∗) und denMgr-Zuständen ψgr
i und ngr der Anzahl an Punkten auf

Mgr.

Zur Bestimmung korrespondierender Zustände aufMgr kann eine abgewan-

delte Form von Gleichung 6.33 verwendet werden, die bei der Berechnung des

Abstandes nur einzelne Spezies berücksichtigt. In der Regel handelt es sich hierbei

um Hauptspezies, die auf Grund ihrer höheren Konzentration ohnehin schon

einen größeren Ein�uss auf die Berechnung von ‖ψ(θ∗)−ψgr∗‖ im Vergleich

zu Minoritätenspezies aufweisen [42]. Seien z.B. ψ3 und ψ4 zwei relevante Haupt-
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spezies, auf Basis derer korrespondierende Zustände bestimmt werden sollen.

Dann ergibt sich

ψgr∗ = min (‖diag(m)(ψ(θ∗)−ψgr
i )‖) ; i = 1, . . . , ngr. (6.34)

mit dem Vektorm = (0, 0, 1, 1, 0, ..., 0) [42].

Eine Weiterentwicklung der Suchalgorithmen 6.33 und 6.34 ergibt sich durch

die Anwendung eines Interpolationsverfahrens, mit dem die Gradienten grad (ψgr)
zwischen den Gitterpunkten vonMgr linear interpoliert werden. Die dabei ver-

folgte Vorgehensweise wird in Abbildung 6.8 dokumentiert. Zunächst wird mit

Hilfe von Gleichung 6.33 oder Gleichung 6.34 der auf Mgr liegende nächste

Punkt zum REDIM-Zustand ψ(θ∗) ermittelt. Durch die Einführung generalisier-

ter Koordinaten θ̃ fürMgr lässt sich am zu ψ(θ∗) korrespondierenden Punkt

ψgr∗ = ψgr(θ̃∗) die Ableitung ψgr

θ̃
bilden. Hierfür können zum einen Zentraldif-

ferenzen (Abbildung 6.8a) und zum anderen Vorwärts- bzw. Rückwärtsdi�erenzen

(Abbildung 6.8b) verwendet werden. Durch die Anwendung von (ψgr

θ̃
)+ wird

der Verbindungsvektor zwischen ψ(θ∗) und ψgr(θ̃∗) auf ψgr

θ̃
projiziert und der

dadurch entstandene Vektor in den lokalen Parameterraum abgebildet. Es er-

gibt sich dadurch der Parametervektor ∆θ̃ an der Stelle θ̃∗. Die Verwendung

von Vorwärts- bzw. Rückwärtsdi�erenzen ermöglicht dabei die Bestimmung des

kleinsten Abstandes zwischen den beiden Mannigfaltigkeiten. Allerdings muss

hierbei zunächst überprüft werden, welches der beiden Di�erenzenschemata

verwendet werden soll, um den gewünschten minimalen Abstand zu erhalten.

Eine mögliche Vorgehensweise hierfür resultiert aus der Analyse der Vorzeichen

der Koordinaten ∆θ̃i. Sind diese z.B. im Falle von Vorwärtsdi�erenzen positiv, so

kann die Berechnung von ψgr

θ̃
auf Basis von Vorwärtsdi�erenzen erfolgen. Bei

negativem Vorzeichen müssen die Ableitungen dagegen mit Hilfe von Rückwärts-

di�erenzen bestimmt werden. Die hier beschriebene Unterscheidung kann für

Zentraldi�erenzen entfallen.

Nach der Bestimmung von ∆θ̃ kann der Gradientenvektor an der Stelle θ̃∗+∆θ̃
mit Hilfe von Gleichung 6.35 berechnet werden, der dann als Schätzung der

Zustandsgradienten am REDIM-Zustand ψ(θ∗) verwendet wird.

ξ(θ∗) = grad (ψgr) (θ̃∗) + ∆θ̃ · ∂(grad (ψgr) (θ̃∗))

∂θ̃
. (6.35)

Bei der Anwendung der oben beschriebenen Zuordnungsverfahren müssen

die Dimensionen vonMgr und der REDIM nicht übereinstimmen. Hierdurch

lassen sich z.B. für laminare Vormisch�ammen, für die es nur eine mögliche
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(a) (b)

Abbildung 6.8.: Interpolationsverfahren zur verbesserten Berechnung der
Schätzung für die Zustandsgradienten ξ, die an den Gi�erpunkten vonMgr

vorliegen. θ̃ ist die Parametrisierung von Mgr . ψgr(θ̃∗) ist der zu ψ(θ∗)
korrespondierende Zustand aufMgr . Der Verbindungsvektor wird auf ψgr

θ̃
projiziert und ξ unter Anwendung von Gleichung 6.35 zwischen den Gi�er-
punkten vonMgr bestimmt. (a): Verwendung von Zentraldi�erenzen. (b):
Verwendung von Vorwärtsdi�erenzen führt auf den minimalen Abstand.

stationäre Lösung des eindimensionalen Pro�ls gibt, ebendieses als Grundlage für

die Schätzung der Zustandsgradienten in einer zwei- oder gar dreidimensionalen

REDIM verwenden.

Die Verwendung detaillierter eindimensionaler Flammenpro�le besitzt zwar

Vorteile im Hinblick auf eine genaue Schätzung für die Zustandsgradienten,

ist allerdings gleichzeitig mit zusätzlichem Berechnungsaufwand im Vorfeld

der REDIM-Integration verbunden. Eine vereinfachte Vorgehensweise lässt sich

durch die Anwendung von Gleichung 5.23 verfolgen. Hierdurch gehen nur die

Gradienten einzelner Hauptspezies in die Berechnung von χ ein, sodass auch

nur diese bei der Integration der REDIM-Entwicklungsgleichung bereitgestellt

werden müssen.

So lassen sich z.B. im Falle einer vorgemischten laminaren Syngas�amme die

Gradienten von CO
2

und H
2
O unter der Annahme vollständiger Brennsto�um-

setzung mit Hilfe der Bruttoreaktion für die Synthesegas-Luft-Verbrennung und

der Flammendicke [98] bestimmen. Für die maximalen Gradienten von CO
2

und

H
2
O folgt demnach [28]

grad (ψgr)max =
ψeq −ψ0

df
, (6.36)

wobeiψeq
undψ0

den spezi�schen Molzahlen von CO
2

oder H
2
O im chemischen

Gleichgewicht bzw. in der unverbrannten Mischung und df der Flammendicke

entsprechen [98, 99]. Weiterhin gilt sowohl in der unverbrannten Mischung,

als auch im chemischen Gleichgewicht grad (ψgr) = 0. In Kombination mit

grad (ψgr)max lässt sich damit die Gradientenverteilung in Form eines funktio-
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nalen Zusammenhangs in Abhängigkeit von CO
2

oder H
2
O ableiten und unter

Anwendung von Gleichung 6.34 für die Bestimmung von χ verwenden [28].

Unter Anwendung der in diesem Abschnitt vorgestellten Methoden werden die

Schätzungen ξ sowohl für das Innere, als auch für den Rand der REDIM ermittelt.

Gemäß Abschnitt 5.1.3 gelten am Rand jedoch besondere Bedingungen, die sich

auf die Berechnung der Schätzung der lokalen Gradienten χ aus ξ auswirken. Im

nächsten Abschnitt wird erläutert, wie diese speziellen REDIM-Randbedingungen

für das REDIM-Gitter implementiert werden.

6.1.5. Behandlung der Randpunkte
Den Erläuterungen aus Abschnitt 5.1.3 folgend, müssen für die Integration der RE-

DIM-Entwicklungsgleichung spezielle Bedingungen für diejenigen Gitterpunkte

implementiert werden, die physikalischen Rändern oder REDIM-Rändern ent-

sprechen.

Abbildung 6.9 zeigt stationäre eindimensionale Pro�le der im Rahmen dieser

Arbeit untersuchten vorgemischten Synthesegas-Luft-Flamme (a) sowie der nicht-

vorgemischten Wassersto�-Luft-Gegenstrom�amme (b) in zweidimensionalen

Projektionen des Zustandsraums. Es sind jeweils diejenigen Punkte gekennzeich-

net, die gemäß Abschnitt 5.1.3 physikalischen Rändern entsprechen. Das vorge-

mischte System ist dabei durch eine Dirchlet-Randbedingung am Zustand der

unverbrannten Mischung (Quadrat) und eine von-Neumann-Randbedingung am

Zustand des chemischen Gleichgewichtes charakterisiert (Kreis). Dagegen müs-

sen für das Gegenstromsystem zwei Dirchlet-Randbedingungen berücksichtigt

werden, die sich jeweils an den Zuständen be�nden, welche die beiden Einström-

ränder abbilden. Während der Integration müssen die durch Gleichung 5.26 und

Gleichung 5.28 beschriebenen Bedingungen an den jeweiligen physikalischen

Rändern implementiert werden. Die hier untersuchten Systeme weisen dabei die

Eigenschaft auf, dass die physikalischen Randpunkte gleichzeitig auch Randpunk-

ten der Mannigfaltigkeit entsprechen (siehe Abbildung 6.1).

Für die Punkte des REDIM-Randes, die nicht physikalischen Rändern ent-

sprechen, gilt gemäß Abschnitt 5.1.3 die Bedingung, dass die Schätzungen ξ(θb)
tangential zum Rand selbst sein müssen. Dies wird nach Gleichung 5.33 durch

die orthogonale Projektion von ξ(θb) auf den durch ψβ aufgespannten Tangenti-

alraum des REDIM-Randes realisiert (siehe Abbildung 5.7)

ξ̃(θb) = ψβψ
+
β ξ(θb).

Im Zuge der numerischen Integration der REDIM-Entwicklungsgleichung muss

diese Bedingung an jedem diskreten Randpunkt des REDIM-Gitters (siehe Ab-

bildung 6.1) erfüllt werden. Zunächst werden hierfür die REDIM-Randpunkte
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(a) (b)

Abbildung 6.9.: Eindimensionale Flammenprofile einer vorgemischten Syn-
thesegas-Lu�-Flamme (a) und einer nicht-vorgemischten Wassersto�-Lu�-
Gegenstromflamme (b) in zweidimensionalen Projektionen des Zustands-
raums, Einheiten der spezifischen Molzahlen ϕ in mol kg−1. �adrate kenn-
zeichnen Dirichlet-Randbedingungen an den Zuständen der unverbrannten
Mischungen, der Kreis kennzeichnet das chemische Gleichgewicht, an dem
eine von-Neumann-Randbedingung implementiert werden muss.

identi�ziert, die im Vergleich zu Punkten im Innern der REDIM weniger direkte

Nachbarpunkte aufweisen.

Im Gegensatz zu den im Inneren liegenden Gitterpunkten wird zur Berechnung

von ψβ keine globale Parametrisierung für den REDIM Rand erstellt, sondern

es wird auf Basis in der Umgebung liegender Nachbarrandpunkte ein lokales

Koordinatensystem gebildet. Hierbei gilt es eine geeignete Methode zu entwickeln,

mit der ψβ unabhängig von der Art der Gitters möglichst e�zient und genau

bestimmt werden kann.

Die in dieser Arbeit verfolgte Vorgehensweise zur Bestimmung von ψβ lässt

sich folgendermaßen aufgliedern

• De�niere ein lokales (m−1)-dimensionales Koordinatensystem am REDIM-

Rand basierend auf ψ(θb) und in der Umgebung liegenden Randpunkten

der Anzahl nbnei

• Bestimme die lokalen Koordinaten β der (nbnei + 1) Randpunkte

• Approximiereψ(β) in der Umgebung vonψ(θb) durch Bildung geeigneter

Interpolationsfunktionen auf Basis der Stützstellen (β1, . . . , βnb
nei

) sowie

der zugehörigen Zustandswerte (ψ(β1), . . . ,ψ(βnb
nei

))
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• Bestimme ψβ(βb) durch Di�erentiation der Interpolationsfunktion

Die De�nition eines lokalen (m− 1)-dimensionalen Koordinatensystems er-

folgt mit Hilfe einer Singulärwertzerlegung [86] der (m× nbnei)-dimensionalen

Matrix Γ. Γ setzt sich dabei aus den Vektoren (∆θ1, . . . ,∆θnb
nei

) zusammen,

wobei ∆θi = θi − θb und θi den generalisierten REDIM-Koordinaten der nbnei
Nachbarrandpunkte von θb entsprechen. Für die Singulärwertzerlegung von Γ
folgt [86]

Γ = UKV T . (6.37)

Hierbei sindU undV (nbnei×nnei)-dimensionale bzw. (nbnei×nnei)-dimensionale

orthogonale Matrizen undK eine (m×nbnei)-dimensionale Matrix mit der Struk-

tur

K =

κ1 0 0 . . . 0

0
.
.
. 0 . . . 0

0 0 κm . . . 0

 , (6.38)

wobei κi als Singulärwerte von Γ bezeichnet werden, für die κ1 > κ2 > . . . > κm
gilt. Die Spaltenvektoren von U werden als linke Singulärvektoren und die

Spaltenvektoren von V als rechte Singulärvektoren bezeichnet [86].

Die linken Singulärvektoren (u1, . . . ,um) entsprechen den Hauptkomponen-

ten der durch (∆θ1, . . . ,∆θnb
nei

) und θb gebildeten m-dimensionalen Punktewol-

ke. Die ersten (m− 1) linken Singulärvektoren spannen daher einen (m− 1)-
dimensionalen Raum auf, der als lokaler Parameterraum des REDIM-Randes an

der Stelle θb interpretiert werden kann (Abbildung 6.10). Während für βb = 0
gesetzt wird, ergeben sich die lokalen Koordinaten β der nbnei Nachbarrandpunkte

durch die orthogonale Projektion von (∆θ1, . . . ,∆θnb
nei

) auf (u1, . . . ,um−1) zu

βi = (u1, . . . ,um−1)
T ∆θi; i = 1, . . . , nbnei. (6.39)

In Abbildung 6.10 wird die beschriebene Vorgehensweise zur Bestimmung eines

lokalen Koordinatensystems anhand eines dreidimensionalen REDIM-Gitters

schematisch dargestellt. Es wird ein Ausschnitt des zweidimensionalen Randgit-

ters an der Stelle θb gezeigt. Die mit Hilfe der Singulärwertzerlegung bestimmten

linken Singulärvektoren u1 und u2 spannen eine Ebene auf, auf die unter Ver-

wendung von Gleichung 6.39 die Verbindungsvektoren ∆θi projiziert werden.

Hieraus ergeben sich die lokalen Koordinaten βi des zweidimensionalen Randes.

Zur Bestimmung vonψβ werden zunächst die Zuständeψ(θi) den zugehörigen

Randkoordinaten βi zugeordnet. Anschließend wird auf Basis der Zustandspunk-

te (ψ(β1), . . . , ψ(βnb
nei+1)) eine Approximation für ψ(β) unter Verwendung
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Abbildung 6.10.: Konstruktion eines zweidimensionalen lokalen Gi�ers am
Rand einer dreidimensionalen REDIM (schwarzes Gi�er) an der Stelle θb.
Die Anzahl an Nachbarrandpunkten entspricht nbnei = 8. Die linken Sin-
gulärvektoren u1 und u2 spannen eine Ebene auf (Gleichung 6.37), auf die
die Verbindungsvektoren ∆θi projiziert werden. Es entstehen dadurch die
zweidimensionalen Koordinaten βi (grün) in der Umgebung des Randpunktes
θb (blau).

der in Abschnitt 6.1.2 beschriebenen Interpolationsverfahren gebildet, die ge-

mäß Gleichung 6.21 anschließend abgeleitet wird. Neben den in Abschnitt 6.1.2

beschriebenen normierten Gauss-Funktionen bieten sich dabei insbesondere Po-

lynome als Ansatzfunktionen an, da diese besonders einfach di�erenziert werden

können und bei der Verwendung weniger Stützstellen eine genaue Approxima-

tion der Ableitung erlauben [1, 92]. Die Verwendung anderer Funktionsarten

kann mit Hilfe der implementierten Bibliothek (Abschnitt 6.1.2) jedoch ebenfalls

e�zient umgesetzt werden.

6.2. Auf Vorwissen basierende REDIM-
Konstruktionsmethode

Die in diesem Abschnitt vorgestellte Strategie zur Erstellung von REDIMs ent-

spricht der Vorgehensweise, die in zahlreichen bisherigen Arbeiten [22, 23, 25, 27,

28, 84, 85] für verschiedene Verbrennungsszenarien verfolgt wurde. Diese lässt

sich wie folgt aufgliedern

• Konstruktion einer Anfangsmannigfaltigkeit der Dimension m.

• Integration der REDIM-Entwicklungsgleichung zur Erstellung einer m-

dimensionalen REDIM.
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• Verwendung der m-dimensionalen REDIM in reduzierten Berechnungen.

Bei diesem Vorgehen wird die Ausdehnung bzw. die Domäne der REDIM (Ab-

schnitt 5.2), die zur reduzierten Berechnungen implementiert wird, bereits durch

die Anfangsmannigfaltigkeit festgelegt und während der Integration der REDIM-

Entwicklungsgleichung nicht mehr verändert [28]. Die Dimension der letztendlich

implementierten REDIM entspricht zudem derjenigen der Anfangsmannigfaltig-

keit, sodass für die Erstellung einer REDIM höherer Dimension zunächst eine

entsprechende Anfangsmannigfaltigkeit benötigt wird [28]. Diese Strategie setzt

daher voraus, dass systemspezi�sche Informationen und Eigenschaften bereits

vor der REDIM-Integration vorliegen, die dann insbesondere zur Konstruktion der

Anfangsmannigfaltigkeit verwendet werden. Eine Möglichkeit zur Bereitstellung

dieser Informationen beruht auf der Durchführung detaillierter eindimensionaler

Simulationen im Vorfeld der REDIM-Konstruktion.

In Abschnitt 6.1.4 wird beschrieben, dass aus detaillierten Simulationen stam-

mende stationäre oder transiente eindimensionale Flammenpro�le als Basis für

die Schätzung der Zustandsgradienten herangezogen werden können. Die aus

den Pro�len interpolierten Mannigfaltigkeiten, an deren Zuständen die Gradi-

enteninformationen vorliegen, stellen gleichzeitig eine gute Wahl für die An-

fangsmannigfaltigkeit dar. Der Grund hierfür ist, dass die mit Hilfe detaillierter

Simulationen erstellten Anfangsmannigfaltigkeiten bereits sehr nahe an der RE-

DIM liegen und somit eine besonders schnelle Konvergenz bei der Integration

der REDIM-Entwicklungsgleichung erreicht werden kann.

Abbildung 6.11a zeigt die aus mehreren stationären Pro�len erstellte zwei-

dimensionale Anfangsmannigfaltigkeit einer nicht-vorgemischten H
2
-N

2
-Luft

Gegenstrom�amme aus Abschnitt 6.1.4 in einer dreidimensionalen N
2
-H

2
O-OH-

Projektion des Zustandsraums. Die zur Konstruktion der Anfangsmannigfaltigkeit

verwendeten Pro�le werden gemäß Abschnitt 6.1.4 anhand der Variation der Stre-

ckungsrate bzw. des tangentialen Druckgradienten [1] erstellt. Die Domäne der

Anfangsmannigfaltigkeit wird dabei durch zwei Pro�le begrenzt, die der gerings-

ten (grün) bzw. der größten (rot) implementierten Streckungsrate entsprechen.

Die Anwendung der größten Streckungsrate führt hierbei zur Verlöschung, sodass

sich die spezi�schen Molzahlen von OH zu Null ergeben (vgl. Abbildung 6.7).

Bei der Erstellung des zweidimensionalen Gitters der Anfangsmannigfaltigkeit

werden gemäß Abbildung 6.11a die beiden Hauptspezies N
2

und H
2
O als Para-

metrisierungsvariablen verwendet. Das Gitter ergibt sich dann aus der linearen
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(a) Anfangsmannigfaltigkeit (b) REDIM

Abbildung 6.11.: Durch die Interpolation aus mehreren stationären Profilen
(grün, orange und rot) konstruierte zweidimensionale Anfangsmannigfaltig-
keit und zugehörige REDIM für eine nicht vorgemischte H2-Lu�-Gegenstrom-
flamme in der N2-H2O-OH-Projektion des Zustandsraums, Einheiten der
spezifischen Molzahlen ϕ in mol kg−1 [27]. Die Domänen der Anfangsman-
nigfaltigkeit und der REDIM werden durch die Profile mit der geringsten
(grün) bzw. der größten (rot) implementierten Streckungsrate begrenzt.

Interpolation der eindimensionalen Pro�le in Richtung N
2

und H
2
O und für die

generalisierten Koordinaten θ1 und θ2 folgt der Zusammenhang

θ1 = c1 · ψN2
, (6.40)

θ2 = c2 · ψH2O
, (6.41)

mit den Konstanten c1 und c2. Diese lineare Verknüpfung geht allerdings während

der Integration der REDIM-Entwicklungsgleichung verloren, da sich im Zuge

dessen auch die spezi�schen Molzahlen von N
2

und H
2
O verändern können.

Abbildung 6.11b zeigt die sich nach Abschluss der Integration ergebende zwei-

dimensionale REDIM. Auf Grund der aus den detaillierten Pro�len entnommenen

Schätzungen der Zustandsgradienten weicht die REDIM während der Integration

der Entwicklungsgleichung nur leicht von der Anfangsmannigfaltigkeit ab, sodass

nur eine kurze Integrationszeit für eine konvergierte Rechnung benötigt wird.

An den Rändern sind darüber hinaus gar keine Abweichungen festzustellen, da

diese durch detaillierte stationäre Pro�le mit den entsprechenden Schätzungen

der Zustandsgradienten festgelegt werden.

In Abschnitt 7.3 wird eine auf diese Art erstellte zweidimensionale REDIM

angewendet, um transiente Verlöschungsvorgänge in nicht vorgemischten eindi-

mensionalen Gegenstrom�ammen zu untersuchen. Die reduzierten Berechnungen

zeigen, dass zwei REDIM-Dimensionen bereits für eine genaue Wiedergabe des
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detaillierten Systemverhaltens ausreichen. Durch die niedrige Dimension kann

dabei eine besonders e�ziente Implementierung der REDIM erreicht werden,

da das reduzierte System ebenfalls nur aus zwei Gleichungen besteht (siehe

Abschnitt 5.4).

Die Anwendung des vorgestellten Verfahrens ist somit immer dann anzustre-

ben, wenn detaillierte Systeminformationen zur Erstellung der REDIM vorhanden

sind, sodass die transiente Systemdynamik bereits mit wenigen Dimensionen

ausreichend genau beschrieben werden kann. Im Gegenzug sind dieser Vorgehens-

weise Grenzen gesetzt, wenn die Genauigkeit der reduzierten Rechnungen durch

die Implementierung von REDIMs höherer Dimension vergrößert werden soll.

Die Schwierigkeit besteht hierbei vor allem in der Konstruktion entsprechender

Anfangsmannigfaltigkeiten auf Basis detaillierter eindimensionaler Pro�le.

So müssten im Falle einer Gegenstrom�amme für die Erstellung einer dreidi-

mensionalen Anfangsmannigfaltigkeit neben den stationären auch instationäre

Pro�le hinzugezogen werden. Dabei ist allerdings nicht klar, auf welche Weise pas-

sende Pro�le zu identi�zieren sind und unter Verwendung welcher zusätzlichen

Zustandsvariablen die dritte Dimension parametrisiert werden kann.

Diese Problematik besteht bei vorgemischten Flammen bereits bei der Kon-

struktion zweidimensionaler Anfangsmannigfaltigkeiten, da hier auf Grund der

charakteristischen Systemeigenschaften nur eine stationäre Lösung existiert. Hier

können zwei- oder höherdimensionale ILDMs als Anfangsmannigfaltigkeit ver-

wendet werden, die sich mit Hilfe eines linearen Fortsetzungsverfahrens bis in

der Bereich langsamer chemischer Prozesse erweitern lassen [34]. Abbildung 6.12

zeigt eine erweiterte zweidimensionale ILDM sowie das stationäre eindimen-

sionale Flammenpro�l einer vorgemischten Synthesegas-Luft-Flamme in einer

CO
2
-H

2
O-H

2
O

2
-Projektion und einer CO

2
-H

2
O-CH

2
O-Projektion des Zustands-

raums.

Es ist zu sehen, dass die ILDM in der Umgebung des chemischen Gleichgewichts

auf Grund dominierender chemischer Prozesse eine sehr gute Approximation

des Flammenpro�ls repräsentiert, während sich im Bereich dominierender Trans-

portprozesse in der Umgebung des unverbrannten Mischungszustandes deutliche

Unterschiede ergeben. Bei der Integration der auf Basis erweiterter ILDMs er-

stellter Anfangsmannigfaltigkeiten ergeben sich auf Grund dieser Unterschiede

längere Integrationszeiten, die sich in der Größenordnung der Zeitskalen physika-

lischer Prozesse be�nden. Dies macht sich insbesondere bei höherdimensionalen

Anfangsmannigfaltigkeiten bemerkbar. Die beschriebenen Abweichungen ver-

stärken sich im Falle detaillierter Transportmodelle und treten zudem auch im

Bereich schneller chemischer Prozesse auf. Der Grund hierfür ist, dass die ILDM

Konstruktion auf der Betrachtung homogener Reaktionssysteme basiert und der

Ein�uss detaillierter Transportprozesse daher nicht berücksichtigt wird. Eine
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(a) (b)

Abbildung 6.12.: Verwendung einer erweiterten ILDM als Anfangsmannig-
faltigkeit für die Bestimmung einer zweidimensionalen REDIM eines vorge-
mischten Synthesegas-Lu�-Systems, Darstellung in dreidimensionalen Pro-
jektionen des Zustandsraums. In Bereichen langsamer chemischer Prozesse
entstehen signifikante Unterschiede zwischen Anfangsmannigfaltigkeit und
detailliertem eindimensionalen Profil (rote Kurve). Einheiten der spezifischen
Molzahlen ϕ in mol kg−1.

weitere Schwierigkeit bei der Verwendung erweiterter ILDMs als Anfangsmannig-

faltigkeit geht daraus hervor, dass die Domäne der ILDM durch das angewendete

Fortsetzungsverfahren de�niert wird. Dieses wird beendet, sobald vom Anwender

im Vorfeld de�nierte Grenzen bzw. Hyper�ächen im Zustandsraum überschritten

werden [55]. Dadurch muss zur Sicherstellung einer Beschreibung des gesamten

transienten Systemverhaltens die Ausdehnung der erweiterten ILDM-Domäne be-

reits von der Erstellung bekannt sein, was nur mit Hilfe im Vorfeld durchgeführter

detaillierter Simulationen erfolgen kann.

Aus den beschriebenen Sachverhalten geht hervor, dass sich die bisher verfolgte

Strategie zur Erstellung und Implementierung von REDIMs einigen Limitatio-

nen ausgesetzt sieht. Diese werden insbesondere im Falle einer gewünschten

Dimensionserhöhung und bei der Festlegung der REDIM-Domäne mit Hilfe der

Anfangsmannigfaltigkeit sichtbar. Es besteht daher der Wunsch nach einem

�exibleren Verfahren, das eine adaptive Erstellung von REDIMs beliebiger Di-

mension und Ausdehnung ermöglicht. Im nächsten Abschnitt wird die in dieser

Arbeit entwickelte adaptive REDIM-Konstruktionsmethode vorgestellt.
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6.3. Adaptive REDIM-Konstruktionsmethode
In der Einleitung zu Kapitel 6 werden die Anforderungen an die REDIM-Kon-

struktionsmethode im Hinblick auf eine e�ziente und �exible Implementierung

in reduzierten Berechnungen umrissen. Gerade im Falle stark instationärer bzw.

turbulenter Flammen besteht die Notwendigkeit, die REDIM-Dimension in Berei-

chen starker physikalisch-chemischer Kopplung und damit die Genauigkeit der

reduzierten Rechnungen zu erhöhen. Gleichzeitig reicht in Bereichen Nahe des

chemischen Gleichgewichts eine geringere REDIM-Dimension aus, da hier die

schnellen chemischen Prozesse dominieren und ein- oder zwei Dimensionen für

eine genaue Beschreibung der Systemdynamik ausreichen.

Abbildung 6.13 visualisiert den beschriebenen Zusammenhang am Beispiel

einer zweidimensionalen REDIM, die sich ausgehend von der in Abbildung 6.12

dargestellten erweiterten ILDM als Anfangsmannigfaltigkeit ergibt. Die rote

Kurve repräsentiert die zugehörige eindimensionale REDIM, welche in die zwei-

dimensionale REDIM eingebettet ist. Die Vektorpfeile zeigen Richtung und Stärke

des chemischen Quellterms an, der sich an den Zuständen der 2D-REDIM ergibt,

während der Konturplot die Verteilung der Temperatur auf der 2D-REDIM wie-

dergibt. Es ist zu sehen, dass die Quelltermvektoren für T > 1800 K in Richtung

der 1D-REDIM zeigen, wobei ihre Länge in der Umgebung der 1D-REDIM stark

abnimmt. Dies führt dazu, dass Störungen sehr schnell relaxiert werden, sodass

in diesen Regionen eine eindimensionale REDIM oder eine weitaus schmalere

zweidimensionale REDIM für eine genaue Beschreibung der Systemdynamik

ausreichen würde. Dahingegen zeigen die Vektoren für geringere Temperaturen

nicht in Richtung der 1D-REDIM, wodurch der Ein�uss physikalischer Prozesse

verdeutlicht wird und die Notwendigkeit einer höheren REDIM-Dimension in

diesen Regimen. Bei der Erweiterung der REDIM-Dimension muss stets sicherge-

stellt sein, dass die Domäne der implementierten REDIM die gesamte tangential

ablaufende Systemdynamik beschreiben kann.

In diesem Abschnitt wird eine Methode vorgestellt, mit der sowohl die REDIM-

Dimension, als auch die Domäne problemspezi�sch angepasst werden können.

Die Grundlage für diese adaptive Methode bilden die in den Abschnitten 5.3 und

5.2 beschriebenen Zusammenhänge über den hierarchischen Aufbau von REDIMs

unterschiedlicher Dimension sowie über die Eigenschaften des Vektorfeldes am

REDIM-Rand (Gleichung 5.37).

Das sequentielle Diagramm in Abbildung 6.14 beschreibt schematisch die

Vorgehensweise, durch welche die adaptive REDIM-Konstruktionsmethode ge-

kennzeichnet ist. Ausgehend von einer m-dimensionalen REDIMMm
RD, welche

die Invarianzbedingung erfüllt, wird zunächst eine Approximation des tangen-

tialen Unterraums ψζ einer (m + p)-dimensionalen REDIMM(m+p)
RD de�niert.
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Abbildung 6.13.: Darstellung des Temperaturverlaufs (Konturplot) und der
Vektoren des chemischen �ellterms an den Gi�erpunkten einer mi�els
erweiterter ILDM erstellten 2D-REDIM in einer CO2-H2O Projektion des
Zustandsraums, Einheiten der spezifischen Molzahlen ϕ in mol kg−1. Die
rote Kurve zeigt die 1D-REDIM [27].

Im Anschluss wird unter Anwendung von Gleichung 5.37 ein Expansionsverfah-

ren gestartet, mit dem die REDIM-Domäne tangential zu ψζ erweitert wird. Die

erweiterten Bereiche werden im nächsten Schritt durch die Anwendung der RE-

DIM-Entwicklungsgleichung 5.11 relaxiert, sodass die gesamte erweiterte REDIM-

Domäne die Invarianzbedingung erfüllt. Unter Anwendung von Gleichung 5.36

wird überprüft, ob das Vektorfeld am Rand der erweiterten REDIM ins Innere der

REDIM zeigt, sodass eine sichere Implementierung in reduzierten Berechnungen

gewährleistet ist. Ist dies nicht der Fall, wird die Expansions-Relaxations-Prozedur

so lange wiederholt, bis Gleichung 5.36 überall am REDIM-Rand erfüllt wird und

die REDIM in reduzierten Berechnungen implementiert werden kann. Auf diese

Weise erlaubt das beschriebene Verfahren die Konstruktion von REDIMs beliebi-

ger Dimension.

Den Ausgangspunkt für das beschriebene Verfahren bilden im Falle vorge-

mischter Flammen eine eindimensionale und im Falle von Gegenstrom�ammen

eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit. Die Verwendung eindimensionaler An-

fangsmannigfaltigkeiten für nicht vorgemischte Gegenstrom�ammen ist zwar

prinzipiell möglich. Die Expansion in Richtung des verlöschten Flammenpro�ls

kann jedoch zu Problemen führen, wenn die Schätzung der Zustandsgradienten

nicht groß genug ist, um während der Expansion des REDIM-Randes zu einer Ver-
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initiale Expansion
von               .

nach                    .
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Abbildung 6.14.: Vorgehensweise zur adaptiven Konstruktion (m + p)-
dimensionaler REDIMs ausgehend von m-dimensionalen REDIMs und zur
Anpassung der REDIM-Domäne [28].

löschung zu führen. Für nicht-vorgemischte Gegenstrom�ammen ist es deshalb

sinnvoller, eine zweidimensionale Anfangsmannigfaltigkeit unter Verwendung

der im vorherigen Abschnitt beschriebenen Methoden zu erstellen.

Im Folgenden wird anhand einer vorgemischten Synthesegas-Luft-Flamme die

praktische Anwendung des adaptiven Verfahrens vorgestellt. Die eindimensionale

REDIM, von der aus das Verfahren gestartet wird, entspricht dabei derjenigen aus

Abbildung 6.6 aus Abschnitt 6.1.3. Als Anfangsmannigfaltigkeit für die Bestim-

mung der eindimensionalen REDIM wird demnach die Mischungslinie gewählt,

die sich aus der linearen Verbindung zwischen dem chemsichen Gleichgewicht

und dem unverbrannten Mischungszustand ergibt. Hierdurch entfällt die Durch-

führung detaillierter Simulationen zur Erstellung der Anfangsmannigfaltigkeit,

sodass sich das Maß an benötigten Vorinformationen auf die Schätzung der

Zustandsgradienten beschränkt. Durch die Anwendung der in Abschnitt 6.1.4

beschriebenen vereinfachten Vorgehensweise zur Bestimmung geeigneter Schät-

zungen für die Zustandsgradienten verringert sich die Menge benötigter Vorin-

formationen zusätzlich, wodurch die Konstruktion höherdimensionaler REDIMs

mit einem Mindestmaß an Vorinformationen über das Systemverhalten erfolgen

kann.

Der nächste Abschnitt beschreibt zunächst praktische Methoden, mit denen

ausgehend von einer eindimensionalen REDIM zweidimensionale bzw. ausgehend

von zweidimensionalen REDIMs dreidimensionale Anfangsmannigfaltigkeiten

für den Expansions-Relaxationsprozess generiert werden können. Abschnitt 6.3.2

beschäftigt sich im Anschluss daran mit der Beschreibung der praktischen Umset-

zung der sequentiellen Expansion-Relaxations-Methode. Im Fokus steht hierbei

besonders die Erweiterung des REDIM-Gitters durch das Hinzufügen neuer Punk-

te.
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6.3.1. Hierarchiebasierte Konstruktion der
Anfangsmannigfaltigkeit

Die Grundlage für die im Folgenden beschriebenen Verfahren bilden die Ausfüh-

rungen aus Abschnitt 5.3 über die hierarchische Struktur von REDIMs. Demnach

sind m-dimensionale Mannigfaltigkeiten invariant in Bezug zur Entwicklungs-

gleichung (m + p)-dimensionaler Mannigfaltigkeiten, sodass m-dimensionale

Mannigfaltigkeiten in (m+ p)-dimensionale Mannigfaltigkeiten eingebettet sind

[27, 28].

Die hierarchiebasierte Konstruktion von Anfangsmannigfaltigkeiten beruht

auf der Approximation des tangentialen Unterraums (m + 1)-dimensionaler

REDIMs ausgehend von m-dimensionalen REDIMs, welche die Invarianzbedin-

gung erfüllen. Gemäß Abschnitt 5.1.1 repräsentiert der tangentiale Unterraum

m-dimensionaler REDIMs die m langsamsten Prozesse des detaillierten Systems

und wird von den Vektoren (ψθ1 , . . . ,ψθm) aufgespannt. In der Umgebung der

m-dimensionalen REDIM lässt sich der tangentiale Unterraum einer (m + 1)-
dimensionalen REDIM mit Hilfe von ψθ und eines zusätzlichen Vektors ψθm+1

aufspannen, in dessen Richtung sich der langsamste der (n − m) schnellsten

Systemprozesse entfaltet. Abbildung 6.15 stellt die beschriebenen Zusammenhän-

ge anhand einer eindimensionalen REDIM dar, die in eine zweidimensionalen

REDIM eingebettet ist, sodass m = 1 und m+ 1 = 2 ist.

Abbildung 6.15.: Schematische Darstellung der Grundidee hinter der hier-
archischen Erstellung von Anfangsmannigfaltigkeiten am Beispiel einer ein-
dimensionalen REDIMM1

RD , die in eine zweidimensionale REDIMM2
RD

eingebe�et ist. In der Umgebung vonM1
RD wird der tangentiale Unterraum

TψM2
RD der 2D-REDIM Approximiert, indem in Richtungψθ2 erweitert wird.

Im Folgenden werden zwei Prozeduren vorgestellt, mit denen die lokale Ap-

proximation m + 1-dimensionaler Anfangsmannigfaltigkeiten ausgehend von

m-dimensionalen REDIMs konstruiert werden kann. Die Methoden werden an-

gewendet, um für das in Abschnitt 6.1.3 präsentierte vorgemischte Sysgas-Luft-

Systems zweidimensionale Anfangsmannigfaltigkeiten ausgehend von eindimen-

sionalen REDIMs zu erzeugen. Ihre prinzipielle Anwendung ist allerdings nicht

90



6.3. Adaptive REDIM-Konstruktionsmethode

auf die Erzeugung zweidimensionaler Anfangsmannigfaltigkeiten beschränkt,

sondern kann auch für die Konstruktion von Anfangsmannigfaltigkeiten höherer

Dimension herangezogen werden. An dieser Stelle sei zudem erwähnt, dass die

Vorgehensweise zur Ermittlung der Anfangsmannigfaltigkeit prinzipiell keinen

Ein�uss auf Lage und Form der REDIM hat. Diese sind unabhängig von der An-

fangslösung, sodass auch rein empirisch motivierte Expansionsprozeduren zum

Erfolg führen können.

Der ersten Prozedur liegt die Annahme zugrunde, dass sich die langsamen

Systemprozesse in Richtung langsamer reaktiver Spezies entfalten. In diesem Fall

lässt sich der für die lokale Approximation der Anfangsmannigfaltigkeit benötigte

Vektor ψθm+1 als Linearkombination dieser langsamen Spezies darstellen. Für die

Approximation einer 2D-Anfangsmannigfaltigkeit kommen beim Synthesegas-

Luft-System insbesondere CO
2

und H
2
O als langsame reaktive Spezies infrage [28,

84]. Eine reine Veränderung von CO
2

und H
2
O würde jedoch zunächst zu einer

Veränderung der Elementzusammensetzung führen. Deshalb muss zusätzlich

eine Korrektur berücksichtigt werden, welche die elementare Zusammensetzung

nach der Expansion auf die diejenige der m-dimensionalen REDIM zurücksetzt.

Ausgehend von Zuständen ψ1D
auf der eindimensionalen REDIM ergeben sich

damit die Zustände der lokalen zweidimensionalen Approximation ψ2D
zu [28]

ψ2D = ψ1D ± α(θ1)∆ψ
exp, (6.42)

wobei

∆ψexp = ∆ψCO2−H2O +ψkorr. (6.43)

Hierbei entspricht ∆ψCO2−H2O einem konstanten Vektor, der parallel zur CO2 −
H2O-Ebene des thermochemischen Zustandsraums ist und in dessen Richtung

die Erweiterung erfolgt. ψkorr
ist ein Korrekturvektor, der die oben beschriebene

Korrektur der elementaren Zusammensetzung bewirkt [88]. α(θ1) entspricht

schließlich einer skalaren Funktion, mit der die Expansionsweite in Abhängigkeit

der Parametrisierung θ1 der eindimensionalen REDIM angepasst werden kann

[28, 88].

Abbildung 6.16 dokumentiert den Expansionsprozess ausgehend von der 1D-

REDIM des vorgemischten Synthesegas-Luft-Systems in einer zwei- und drei-

dimensionalen Projektion des Zustandsraums. Mit Hilfe von Gleichung 6.42

werden neue Gitterpunkte ψ2D
gefunden, die ein zweidimensionales Gitter in

der Umgebung der 1D-REDIM aufspannen. Für die spätere numerische Integrati-

on der REDIM-Entwicklungsgleichung werden mindestens drei Gitterpunkte in

θ2-Richtung benötigt, sodass der Expansionsvektor an jeder Stelle ψ1D
sowohl

addiert, als auch subtrahiert wird. α(θ1) ist im Falle einer 1D-REDIM von nur
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(a) (b)

Abbildung 6.16.: Darstellung der unter Verwendung von Gleichung 6.42
erstellten Anfangsmannigfaltigkeit einer 2D-REDIM eines vorgemischten
Synthesegas-Lu�-Systems in einer CO2-H2O-Projektion (a) und einer CO2-
H2O-H-Projektion (b) des Zustandsraums, Einheiten der spezifischen Molzah-
len ϕ in mol kg−1. Die Punkte des zweidimensionalen Gi�ers ergeben sich
durch eine zur CO2-H2O-Ebene parallele Erweiterung ausgehend von der 1D-
REDIM.

einer Variablen θ1 abhängig und wird in diesem Beispiel als parabolische Funktion

de�niert

α(θ1) = αmax ·
(

1− (2θ − θ1,max)2

(θ1,max − θ1,min + 1)2

)
, θ1 ∈ [θ1,min, θ1,max]. (6.44)

Hierbei entsprechen θ1,min und θ1,max dem minimalen bzw. maximalen Wert der

generalisierten Koordinaten der 1D-REDIM. αmax bezeichnet den Maximalwert

von α(θ1), mit dem die Expansionsweite der lokalen Approximation der 2D-

Anfangsmannigfaltigkeit gesteuert wird [88]. Die Festlegung von α(θ1,min) =
α(θ1,max) = 0 und die damit verbundene verschwindende Expansionsweite an

den physikalischen Rändern wird durch die Annahme motiviert, dass sich die

Zusammensetzung im Mischungspunkt sowie im chemischen Gleichgewicht

nicht ändert. Während diese Annahme für den Mischungspunkt immer erfüllt

ist, gilt sie für den chemischen Gleichgewichtspunkt immer dann, wenn es im

betrachteten System nicht zu Verlöschungsvorgängen kommt.

Die Erstellung zweidimensionaler Anfangsmannigfaltigkeiten für vorgemischte

Systeme erfolgt mit dieser einfachen Methode sehr e�zient. Der Nachteil dieser

Prozedur ist allerdings, dass ein gewisses Maß an Vorwissen über das chemische

Reaktionssystem und die in Frage kommenden langsamen reaktiven Spezies
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benötigt wird. Dies wirkt sich insbesondere bei der Konstruktion drei- oder

höherdimensionaler Anfangsmannigfaltigkeiten aus. Zudem muss die Funktion

α in Abhängigkeit mehrerer Variablen (θ1, . . . , θm) angegeben werden, wodurch

die die Anwendung der Methode zusätzlich erschwert wird. Ein weiterer Nachteil

ergibt sich dadurch, dass der gewählte Expansionsvektor und der tangentiale

Unterraum der REDIM linear abhängig sein können. Dies würde an der Stelle

des Auftretens zu Singularitäten führen, welche die numerische Integration der

konstruierten Anfangsmannigfaltigkeit verhindern.

Eine allgemeinere Vorgehensweise zur Erstellung von Anfangsmannigfaltigkei-

ten basiert auf der Störung des Vektorfeldes φ̃ der stationären eindimensionalen

REDIM. Es wird dabei angenommen, dass eine Störung des Vektorfeldes zu einer

Bewegung der eindimensionalen REDIM in Richtung des tangentialen Unter-

raums der zweidimensionalen REDIM führt. Eine Störung wird herbeigeführt,

indem die Schätzungen der Zustandsgradienten der invarianten eindimensiona-

len REDIM leicht verändert werden, was unmittelbaren Ein�uss auf den lokalen

Di�usionsvektor und seine Kopplung mit dem chemischen Reaktionsvektor hat.

Es stellt sich nach Anwendung der REDIM-Entwicklungsgleichung ein neues

Gleichgewicht und damit eine neue eindimensionale REDIM ein, die zusammen

mit der ursprünglichen eindimensionalen REDIM den tangentialen Unterraum

der zweidimensionalen REDIM aufspannen. Für die veränderte Schätzung der

lokalen Zustandsgradienten ξ̂ wird der einfache Zusammenhang

ξ̂ = a · ξ (6.45)

verwendet, wobei a einem Skalar entspricht, mit dem die ursprüngliche Ab-

schätzung der Zustandsgradienten verändert wird. Die beschriebene Prozedur

entspricht derjenigen zur Erstellung von zweidimensionalen Anfangsmannigfal-

tigkeiten für nicht-vorgemischte Gegenstrom�ammen durch die Variation der

Streckungsrate (Abschnitt 6.2). Das Ziel ist es demnach, mit Hilfe der beiden ein-

dimensionalen Pro�le eine lokale Approximation der zweidimensionalen REDIM

in Form eines zweidimensionalen Gitters zu generieren.

Abbildung 6.17 zeigt die ursprüngliche (rot) und die mit a = 1, 2 gestörte

1D-REDIM (blau) in einer zwei- und dreidimensionalen Projektion des Zustands-

raums. Es ist zu sehen, dass die implementierte Störung im Bereich CO2 < 2, 5mol
kg

zu signi�kanten Abweichungen zwischen beiden Pro�len führt. Der Grund hier-

für ist die verstärkte Di�usion, durch welche die durch die chemische Reaktion

verursachte Krümmung des gestörten Pro�ls verringert wird. Hier erfolgt die

Erstellung des lokalen zweidimensionalen Gitters durch die einfache Verknüp-

fung der Gitterpunkte beider eindimensionaler Pro�le und das Hinzufügen eines

weiteren Gitterpunktes, der sich aus der linearen Erweiterung des Verbindungs-

vektors ergibt. Für CO2 > 2, 5mol
kg

sorgen die implementierten Störungen auf
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Grund dominierender chemischer Prozesse allerdings nur für eine sehr geringe

Abweichung der gestörten von der ursprünglichen 1D-REDIM. Der vergrößerte

Ausschnitt in Abbildung 6.17a zeigt zudem eine Überkreuzung beider Pro�le in

der Nähe des chemischen Gleichgewichts. Beides sorgt dafür, dass ein geeignetes

zweidimensionales Gitter in diesem Bereich nicht durch die Verknüpfung beider

Pro�le erzeugt werden kann [28].

(a) (b)

Abbildung 6.17.: Darstellung der unter Verwendung von Gleichung 6.46
erstellten Anfangsmannigfaltigkeit einer 2D-REDIM eines vorgemischten
Synthesegas-Lu�-Systems in einer CO2-H2O-Projektion (a) und einer CO2-
H2O-H-Projektion (b) des Zustandsraums, Einheiten der spezifischen Molzah-
len ϕ in mol kg−1. Die Punkte des zweidimensionalen Gi�ers ergeben sich
durch die Veränderung der Schätzung der Zustandsgradienten. Im Bereich
schneller chemischer Prozesse erfolgt die Erweiterung mi�els Gleichung 6.49.

Um trotz dieser Problematik ein zweidimensionales Gitter im Bereich schneller

chemischer Prozesse zu erhalten, werden zwei unterschiedliche Vorgehensweisen

vorgeschlagen [28].

1. Im Bereich dominierender chemischer Prozesse korrespondiert die 1D-

REDIM mit der 1D-ILDM. Es kann daher die hierarchische ILDM-Struktur

[40] dazu verwendet werden, um ausgehend von der 1D-REDIM eine 2D-

ILDM zu konstruieren, die wiederum sehr nahe an der 2D-REDIM in diesem

Bereich liegt.

2. Es wird derjenige Zustand ψ∗ = ψ(θ∗1) auf dem ungestörten 1D-REDIM-

Gitter identi�ziert, an dem die letzte signi�kante Abweichung zwischen

dem gestörten und ungestörten Pro�l vorliegt (Abbildung 6.17a). Im be-

handelten Beispiel entspricht dies dem Gitterpunkt bei CO2 ≈ 2, 6mol
kg

.
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Der hier vorliegende Verbindungsvektor ∆ψ∗ zwischen gestörtem und

ungestörtem REDIM-Pro�l wird dann zur Erstellung des zweidimensiona-

len Gitters verwendet, indem er auf den lokalen orthogonalen Unterraum

der ungestörten REDIM projiziert wird. Für die hinzugefügten Punkte des

zweidimensionalen Gitters im Bereich schneller chemischer Prozesse gilt

somit

ψ2D = ψ1D ± α(θ1)(I −ψθψ+
θ )∆ψ∗, (6.46)

wobei ψθ dem lokalen Ableitungsvektor auf der ungestörten 1D-REDIM-

Entspricht. α(θ1) ergibt sich für das in Abbildung 6.17 dargestellte Gitter

zu

α(θ1) = 1− θ1 − θ∗1
θ1,max − θ∗1

, θ1 ∈ [θ∗, θ1,max], (6.47)

wodurch wiederum sichergestellt wird, dass die Expansion am physikali-

schen Rand des chemischen Gleichgewichtspunkts zu Null wird. Anstatt die-

ses linearen Ansatzes kann für α(θ1) eine weitere analytische Form verwen-

det werden, welche die Norm des lokalen Verbindungsvektors ‖∆ψ(θ1)‖
berücksichtigt und daher die durch die Störung zustande gekommenen

Abweichungen widerspiegelt

α(θ1) =
‖∆ψ(θ1)‖
‖∆ψ∗‖

, θ1 ∈ [θ∗, θ1,max]. (6.48)

Gleichung 6.48 ist insbesondere bei der Konstruktion von Anfangsmannigfaltig-

keiten höherer Dimension nützlich, da für α somit kein im Vorfeld de�nierter

analytischer Ausdruck gefunden werden muss, der von mehr als einer Variablen

abhängig ist. Dies führt auf eine allgemeine Form von Gleichung 6.46, welche die

Generierung m+ 1-dimensionaler Anfangsmannigfaltigkeiten ausgehend von

m-dimensionalen REDIMs zu beschreibt

ψm+1 = ψm ± ‖∆ψ(θ)‖
‖∆ψ∗‖

(I −ψθψ+
θ )∆ψ∗, (6.49)

wobei (I−ψθψ+
θ ) ein Projektionsoperator ist, mit dem ∆ψ∗ auf den orthogonalen

Unterraum der m-dimensionalen REDIM projiziert wird. Obwohl Gleichung 6.49

im obigen Beispiel allein für Erzeugung des Gitters der Anfangsmannigfaltigkeit

im Bereich schneller chemischer verwendet wurde, ist eine Anwendung im Allge-

meinen nicht auf diesen Bereich beschränkt. Das Verfahren kann auf die gesamte

m-dimensionale REDIM-Domäne ausgeweitet werden, was zu einer besonders

einfachen und daher e�zienten Expansion führt.

Gemäß Abbildung 6.14 erfolgt ausgehend von den auf Basis der vorgestellten

Methoden konstruierten Anfangsmannigfaltigkeiten als nächstes die sequentielle

95



6. Implementierung der REDIM-Methode

Expansion und Relaxation der REDIM. Der folgende Abschnitt beschreibt das

Verfahren für das behandelte vorgemischte Synthesegas-Luft-System.

6.3.2. Sequentielles Expansions-Relaxations-Verfahren

(a) (b)

Abbildung 6.18.: Zweidimensionale Anfangsmannigfaltigkeit aus Abbil-
dung 6.17 und gestörtes eindimensionales Profil einer vorgemischten Syn-
thesegas-Lu�-Flamme in einer CO2-H2O-Projektion (a) und einer CO2-H2O-
H-Projektion (b) des Zustandsraums, Einheiten der spezifischen Molzahlen
ϕ in mol kg−1. Die anfängliche Domäne reicht nicht aus, um die komple�e
Systemdynamik abzubilden, sodass erweitert werden muss.

Wie Abbildung 6.15 des letzten Abschnitts zeigt, erfolgt die Konstruktion einer

m + 1-dimensionalen Anfangsmannigfaltigkeit in der nahen Umgebung der

darin eingebetteten m-dimensionalen REDIM. Um das transiente Verhalten eines

Verbrennungssystems adäquat mit der zugehörigen m+ 1-dimensionalen REDIM

beschreiben zu können, muss die Domäne der Anfangsmannigfaltigkeit erweitert

werden. In Abbildung 6.18 wird die Notwendigkeit einer Expansion verdeutlicht.

Die Abbildung zeigt zum einen die im vorherigen Abschnitt konstruierte zwei-

dimensionale Anfangsmannigfaltigkeit (Abbildung 6.17) des betrachteten vor-

gemischten Synthesegas-Luft-Systems in einer zwei- und dreidimensionalen

Projektion des Zustandsraums. Zudem ist die transiente Bewegung eindimensio-

naler Flammenpro�le des Synthesegas-Luft-Systems dargestellt, welche durch die

Implementierung einer Störung in Form einer Triplet-Map (siehe Abschnitt 7.2.1)

zustande kommt. Es ist zu erkennen, dass die Pro�le den Rand der Anfangsman-

nigfaltigkeit überkreuzen, sodass eine Expansion der Ränder erfolgen muss, um

die komplette transiente Systemdynamik abbilden zu können (Abbildung 6.18a).
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Zudem verursacht die Störung auch eine signi�kante Abweichung in transver-

saler Richtung zur REDIM (Abbildung 6.18b), wodurch die Notwendigkeit einer

weiteren Dimensionserhöhung zu einer dreidimensionalen REDIM motiviert wird.

Beides soll im Folgenden anhand des betrachteten vorgemischten Synthesegas-

Luft-Systems erläutert werden.

In Abschnitt 5.2 wird beschrieben, dass φ̃ entlang des gesamten REDIM-Ran-

des ins Innere der REDIM zeigen muss (Gleichung 5.36), um ein tangentiales

Überkreuzen des Randes bei der Implementierung der REDIM in reduzierten

Berechnungen auszuschließen. Durch die Anwendung von Gleichung 5.37 wird

der REDIM-Rand tangential zur REDIM expandiert, um die Erfüllung von Bedin-

gung 5.36 zu gewährleisten. Dabei spielt der nach außen zeigende Vektor ψη eine

wichtige Rolle, da er die Richtung der Expansion vorgibt.

Für die praktische Umsetzung des Expansionsverfahrens muss der Vektor ψη
an den Randpunkten des REDIM Gitters bestimmt werden (siehe Abbildung 5.7).

Abbildung 6.19 veranschaulicht die dabei verfolgte Vorgehensweise. Zunächst

wird an jedem Randpunkt ψb
ein im Innern der REDIM liegender Nachbarpunkt

ψin
gefunden und der entsprechende Verbindungsvektor ∆ψin

gebildet. Dieser

wird unter Verwendung der Basisvektoren ψβ des Tangentialraums Tψb(∂M)
des REDIM-Randes auf den orthogonalen Unterraum von ψβ projiziert (siehe

Abbildung 5.7), wodurch sich der zum Rand orthogonale, nach innen zeigende

Vektor ψin
η ergibt

ψin
η = (I −ψβψ+

β )∆ψin. (6.50)

Abbildung 6.19.: Schematische Darstellung des Randes eines zweidimensio-
nalen REDIM-Gi�ers, vgl. Abbildung 5.7. Der in Gleichung 6.50 verwendete
Vektor ψinη ergibt sich aus der Projektion des Verbindungsvektors ∆ψ zwi-
schen dem Randpunkt ψb und einem im Innern liegenden Punkt ψin auf
ψβ .

Aus ψin
η ergibt sich der nach außen zeigende Vektor zu ψη = −ψin

η . Eine Ex-

pansion des Randes ist gemäß Abschnitt 5.2 nur an denjenigen Randgitterpunkten

notwendig, an denen das Vektorfeld φ̃ nach außen zeigt, was ebenso mit Hilfe

ψη überprüft werden kann (Gleichung 5.36).
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Die tangentiale Expansion des REDIM Randes mit Hilfe von Gleichung 5.37

hat zur Folge, dass in den expandierten Bereichen die Invarianzbedingung nicht

erfüllt wird. Der Expansion muss deshalb eine Relaxation durch die Anwendung

der REDIM-Entwicklungsgleichung folgen, wie Abbildung 6.20 veranschaulicht.

Darin steht der Kreis stellvertretend für die REDIM, die durch das sequentielle

Expansions-Relaxations-Verfahren angenähert werden soll. Die tangential ex-

pandierten Gebiete (grün) entsprechen zunächst nicht der REDIM, durch die

Anwendung der REDIM-Entwicklungsgleichung werden diese Gebiete jedoch auf

die REDIM relaxiert. Der Vorteil dieser Vorgehensweise ist, dass die tangential

expandierten Gebiete sehr nahe an der REDIM liegen, wodurch eine sehr schnelle

Konvergenz bei der anschließenden Integration der REDIM-Entwicklungsglei-

chung erreicht wird.

Abbildung 6.20.: Schematische Darstellung des sequentiellen Expansions-
Relaxations-Verfahrens. Die REDIM ist hier als Kreis dargestellt, der sukzes-
sive durch neu hinzukommende Stücke abgebildet wird. Die roten Bereiche
ergeben sich aus der Relaxation der tangential erweiterten grünen Teilstücke.

Die Anwendung des Expansions-Relaxations-Verfahrens für die in Abbildung

6.17 dargestellte zweidimensionale Anfangsmannigfaltigkeit des vorgemischten

Synthesegas-Luft-Systems kann anhand Abbildung 6.21 nachverfolgt werden.

Dabei ist in den Abbildungen 6.21a und 6.21b eine Zwischenetappe innerhalb des

Verfahrens dargestellt, in der die Integration der REDIM-Entwicklungsgleichung

bereits abgeschlossen wurde. Durch die Anwendung der Expansionsgleichung

5.37 wird die in 6.21a und 6.21b dargestellte Domäne als nächstes tangential

ausgedehnt.

In den Abbildungen 6.21c und 6.21d ist die Situation zum Ende der Expansion

dargestellt. Dies ist anhand der vergrößerten Randzellen zu erkennen, die durch

das tangentiale Expandieren der äußeren Randpunkte zustande kommen. Um eine

zu starke Verzerrung der Randgitterzellen bei der Expansion zu vermeiden, wurde

in diesem Beispiel der Vektorψη in Gleichung 5.37 durch den Vektor ∆ψin
ersetzt.

Die Expansion erfolgt damit entlang der zweiten Parametrisierungsrichtung der

REDIM, die bereits aus der hierarchischen Erstellung der Anfangsmannigfaltigkeit

hervorgeht (siehe Abschnitt 6.3.1).
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Abbildung 6.21.: Drei Teilschri�e des Expansions-Relaxations-Verfahren für
die in Abbildung 6.17 dargestellte zweidimensionale Anfangsmannigfaltig-
keit des vorgemischten Synthesegas-Lu�-Systems in CO2-H2O-Projektionen
(a,c,e) und CO2-H2O-OH-Projektionen (b,d,f) des Zustandsraums, Einheiten
der spezifischen Molzahlen ϕ in mol kg−1. Die rote Kurve entspricht der 1D-
REDIM, die während der Expansion in die 2D-REDIM eingebe�et ist. Die
blauen Vektorpfeile in (e) und (f) zeigen die Richtung des Vektorfeldes am
Rand der REDIM an.
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Für die im Anschluss an die tangentiale Expansion erfolgende Relaxation durch

die Anwendung der REDIM-Entwicklungsgleichung sind möglichst gleichmäßige

Gitterpunktabstände wünschenswert. Da sich die Expansion lediglich auf die

Gitterpunktabstände in θ2-Richtung auswirkt, reicht eine Neuanordnung der

Gitterpunkte für die zweite Parametrisierungsrichtung, um ein gleichmäßiges

Gitter wiederherzustellen (vgl. Abbildungen 6.21a und 6.21b). Die Neuverteilung

basiert dabei auf der Bildung eindimensionaler Kurven, die sich für θ1 = const.
ergeben und deshalb nur noch von der zweiten Parametrisierungsvariablen θ2
abhängen. Unter dem Einsatz des in Abschnitt 6.1.2 vorgestellten Reparametri-

sierungsverfahrens werden die Gitterpunkte dieser eindimensionalen Kurven

äquidistant nach der Bogenlänge angeordnet (Gleichung 6.3), wodurch sich wie-

der ein gleichmäßiges Gitter einstellt. Durch die Verwendung der Bogenlänge

als Paramtersierungsvariable ist zudem sichergestellt, dass ein Vertauschen der

Punktereihenfolge verhindert und der expandierte REDIM-Bereich eindeutig

beschrieben ist. Neben der Reverteilung der Gitterpunkte in Expansionsrichtung

ist das Expansions-Relaxations-Verfahren durch das Hinzufügen neuer Punk-

te gekennzeichnet. Dies wird notwendig, da mit zunehmender Expansion der

Abstand zwischen den Gitterpunkten in θ2-Richtung ansteigt und dadurch eine

ausreichend genaue Darstellung des transienten Systemverhaltens mit Hilfe der

REDIM nicht mehr gewährleistet werden kann. Im hier behandelten Beispiel

werden ausgehend von der Anfangsmannigfaltigkeit, die drei Gitterpunkte in

θ2-Richtung beinhaltet (Abbildung 6.21a), insgesamt acht Gitterpunkte entlang

der zweiten Parametrisierungsrichtung bis zum Abschluss des Expansions-Rela-

xations-Verfahrens hinzugefügt (Abbildungen 6.21e und 6.21f). Die Schätzungen

der Zustandsgradienten ξ, die für die Anwendung der Expansions- und Entwick-

lungsgleichung angegeben werden müssen, werden im gezeigten Synthesegas-

Luft-System aus der stationären Lösung des detaillierten eindimensionalen Flam-

menpro�ls entnommen (siehe Abschnitt 6.1.4). Dieses ist in Abbildung 6.21 rot

dargestellt und entspricht gleichzeitig der eindimensionalen REDIM, für welche

die selben Schätzungen der Zustandsgradienten verwendet wurden. Wie Abbil-

dung 6.21 zeigt, ist das Pro�l während des gesamten Expansions-Relaxations-

Verfahrens in die zweidimensionale REDIM eingebettet, wodurch der hierarchi-

sche REDIM-Aufbau dokumentiert wird. Die aus dem detaillierten eindimensiona-

len Pro�l stammenden Schätzungen der Zustandsgradienten beein�ussen gemäß

Abschnitt 5.2 maßgeblich die Ausdehnung der REDIM-Domäne, die sich durch

die Erfüllung von Gleichung 5.36 einstellt. In der praktischen Anwendung der

Expansionsgleichung kann es jedoch notwendig sein, die REDIM-Ränder über

das tangentiale Gleichgewicht hinaus zu erweitern, das sich zwischen chemi-

scher Reaktion und Di�usion am Rand ergibt und in Abschnitt 5.2 als tangentiale

Invarianzbedingung des Randes bezeichnet wird. Hierfür werden modi�zierte
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Formen der Gleichungen 5.36 und 5.37 eingeführt, in denen eine Verstärkung

oder Abschwächung der Di�usion am REDIM-Rand ermöglicht wird, um so eine

zusätzliche Expansion herbeiführen zu können.

ψ+
η

(
F (ψb) + a · 1

ρ
(Dψθχ̃)θ χ̃

)
≤ 0 (6.51)

∂ψ

∂t
= ψ+

η

(
F (ψb) + a · 1

ρ
(Dψθχ̃)θ χ̃

)
, (6.52)

wobei

a

{
< 1 für ψ+

η F > 0

> 1 für
1
ρ
(Dψθχ̃)θχ̃ > 0

. (6.53)

Gemäß Gleichung 6.53 wird die Di�usion mit Hilfe des Faktors a an denjenigen

Randzuständen abgeschwächt, an denen der chemische Reaktionsvektor nach

außen zeigt und eine Abschwächung der Di�usion daher zu einer zusätzlichen

Erweiterung der REDIM-Domäne führt. Im Gegenzug wird die Di�suion mit Hilfe

von a überall dort verstärkt, wo die Di�usion selbst nach außen zeigt. Im Falle von

a = 0 für ψ+
η F > 0 bzw. a → ∞ für

1
ρ
(Dψθχ̃)θχ̃ > 0 führt das modi�zierte

Verfahren zu einer konvexen REDIM-Domäne, an deren Ränder der chemische

Reaktionsvektor überall ins Innere der REDIM zeigt (siehe Abschnitt 5.2).

Die Auswirkung der Anwendung der modi�zierten Expansionsgleichung 6.52

für die hier betrachtete zweidimensionale REDIM des Synthesegas-Luft-Systems

wird in den Abbildungen 6.21e und 6.21f dargestellt. Die Vektorpfeile symbolisie-

ren dabei die Richtung des nicht modi�zierten Vektorfeldes am REDIM Rand. Wie

zu erkennen ist, zeigt das Vektorfeld überall ins Innere der REDIM. Zudem ist

anhand der Form der REDIM zu erkennen, dass durch das Expansionsverfahren

die charakterisitischen Eigenschaften der detaillierten Systemdynamik des in

Abbildung 6.18 dargestellten gestörten Pro�ls bereits im Entstehungsprozess der

REDIM abgebildet werden können. So ist die �nale REDIM im Bereich schneller

chemischer Prozesse in der Nähe des chemischen Gleichgewichts durch eine

besonders schmale, fast eindimensionale Domäne gekennzeichnet. Insgesamt ist

in Abbildung 6.21e eine fast vollständig konvexe REDIM-Domäne zu erkennen,

sodass von einer sicheren Anwendung der REDIM in reduzierten Berechnungen

ausgegangen werden kann. Die zweidimensionalen REDIM aus den Abbildungen

6.21e und 6.21f wird im Folgenden verwendet, um mit Hilfe von Gleichung 6.49

aus Abschnitt 6.3.1 eine dreidimensionale Anfangsmannigfaltigkeit zu erstel-

len, die wiederum den Ausgangspunkt für ein dreidimensionales Expansions-

Relaxations-Verfahren repräsentiert. Abbildung 6.22 stellt drei Teilschritte bei
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6. Implementierung der REDIM-Methode

der Konstruktion einer dreidimensionalen REDIM für das beschriebene vorge-

mischte Synthesegas-Luft-System dar. Analog zur zweidimensionalen REDIM

erfolgt das Wachstum hierbei in die dritte Parametrisierungsrichtung, bis in den

Abbildungen 6.22e und 6.22e die �nale 3D-REDIM erreicht wird. Diese ist in

Abbildung 6.23 nochmals zusammen mit der zweidimensionalen REDIM sowie

den gestörten eindimensionalen Flammenpro�len aus Abbildung 6.18 dargestellt.

Es ist zu sehen, dass die 3D-REDIM sowohl die 2D-REDIM beinhaltet, als das

komplette transiente Verhalten der gestörten Flammenpro�le abdeckt.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Abbildung 6.22.: Drei Teilschri�e des Expansions-Relaxations-Verfahren für
die dreidimensionale REDIM eines vorgemischten Synthesegas-Lu�-Systems
in CO2-H2O-HCO-Projektionen (a,c,e) und CO2-H2O-H-Projektionen (b,d,f)
des Zustandsraums, Einheiten der spezifischen Molzahlen ϕ in mol kg−1.
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(a) (b)

Abbildung 6.23.: Dreidimensionale REDIM (graues Gi�er), zweidimensio-
nale REDIM (grüne Fläche) und das in Abbildung 6.18 dargestellte gestörte
Profile (rote Kurven) eines vorgemischten Synthesegas-Lu�-Systems in einer
CO2-H2O-HCO-Projektion (a) und einer CO2-H2O-OH-Projektion (b) des Zu-
standsraums, Einheiten der spezifischen Molzahlen ϕ in mol kg−1. Die 2D-
REDIM ist in die 3D-REDIM eingebe�et, die nach der Expansion die komple�e
Dynamik des gestörten Profils beinhaltet.

6.4. Anwendung der REDIM für die numerische
Lösung des reduzierten PDE-Systems

Gemäß Abschnitt 5.4 werden für die numerische Lösung des reduzierten PDE-

Systems 5.40 die auf der REDIM vorliegenden Größen ψ+
θ , ψ+

θ F undDψθ ver-

wendet. Nach der numerischen Integration der REDIM-Entwicklungsgleichung

liegen diese Größen an den jeweiligen REDIM-Gitterpunkten vor und werden

für die Implementierung in reduzierten Simulationen in tabellarischer Form zur

Verfügung gestellt. Abbildung 6.24 demonstriert die Prozedur, mit der auf die

REDIM-Tabelle zugegri�en wird. Neben den für die numerische Lösung des redu-

zierten Systems notwendigen Größen beinhaltet die Tabelle darüber hinaus die

REDIM Zuständeψ(θ). Aus der orts- und zeitabhängigen Lösung des reduzierten

PDE-Systems θ(x, t) ergeben sich durch einen erneuten Zugri� auf die REDIM-

Tabelle die auf der REDIM liegenden reduzierten Zustände ψ(θ(x, t)), die die

reduzierte Dynamik des Systems kennzeichnen [84].

Die numerische Lösung des reduzierten PDE-Systems 5.40 erfolgt in dieser

Arbeit mit dem Programmpaket INSFLA [29], das die instationäre Simulation

eindimensionaler Flammen unter Verwendung detaillierter und reduzierter ki-

netischer Modelle ermöglicht. In Analogie zum detaillierten PDE-System wird
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6.4. Anwendung der REDIM für die numerische Lösung des reduzierten PDE-
Systems

Abbildung 6.24.: Anwendung der REDIM Tabelle für die numerische Lösung
des reduzierten Systems, Abbildung entnommen aus [84].

das reduzierte PDE-System entlang der eindimensionalen Ortsvariablen x dis-

kretisiert, um anschließend die zeitliche Integration mit Hilfe des Lösers LIMEX

[100, 101] durchzuführen. In Abbildung 6.25a ist der schematische Verlauf der

eindimensionalen Ortspro�le eines zweidimensionalen reduzierten Systems dar-

gestellt. Diese ergeben das in Abbildung 6.25b gezeigte eindimensionalen Pro�l

im Parameterraum, der durch die generalisierten Koordinaten des REDIM-Gitters

aufgespannt wird.

Um die numerische Lösung des reduzierten PDE-Systems zu ermöglichen,

müssen folgende zwei Voraussetzungen erfüllt werden

1. Es wird eine diskrete Anfangslösung θ(x, t0) benötigt, wobei für die je-

weiligen Ortspro�le θi(x, t0) die Bedingung θi,min ≤ θi(x, t0) ≤ θi,max
erfüllt werden muss. Hierbei entsprechen θi,min und θi,max den minimalen

bzw. maximalen Werten der generalisierten Koordinaten rechteckigen des

REDIM-Gitters.

2. Die an den REDIM-Gitterpunkten vorliegenden Größen (Abbildungen 6.24

und 6.25b) müssen für die Berechnung des reduzierten Vektorfeldes φ̂ an je-

dem diskreten Punkt des eindimensionalen Ortsgitters θ(x, t) bereitgestellt

werden.

Im Allgemeinen kann eine Anfangslösung auf beliebige Art und Weise generiert

werden, so lange das reduzierte Anfangspro�l die Grenzen des REDIM-Gitters

nicht überschreitet. Im Hinblick auf eine Vergleichbarkeit reduzierter und de-

taillierter Simulationen zum Zwecke der Validierung der REDIM-Methode bietet

sich eine physikalisch motivierte Prozedur zur Erstellung von Anfangslösun-

gen θ(x, t0) an [84, 85]. Dabei wird zunächst eine detaillierte Anfangslösung

ψ(x, t0) konstruiert, die durch eine anschließende Projektion auf die REDIM in

θ(x, t0) überführt wird. Dies ermöglicht die Verwendung stationärer detaillierter

Flammenpro�le als Grundlage für die Konstruktion von θ(x, t0) und damit eine
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6. Implementierung der REDIM-Methode

(a) Ortsraum (b) Parameterraum mit REDIM Gi�er

Abbildung 6.25.: Schematische Darstellung eines zweidimensionalen redu-
zierten Systems.

geeignete Ausgangsbasis für den Vergleich reduzierter und detaillierter Simula-

tionen. Die technische Umsetzung des Projektionsverfahrens beruht auf der in

Abschnitt 6.1.4, Abbildung 6.8, beschriebenen Methode zur Ermittlung korrespon-

dierender Schätzungen der Zustandsgradienten ξ für die REDIM-Entwicklungs-

gleichung. Demnach wird zunächst mit Hilfe von Gleichung 6.33 jedem Punkt

ψ(xj, t0) des detaillierten Anfangsgitters ein korrespondierender REDIM-Zu-

standspunkt ψ(θ∗) zugeordnet. Für die Koordinaten des Anfangspro�ls θ(xj, t0)
an den diskreten Ortspunkten xj folgt dann

θ(xj, t0) = θ∗ +ψ+
θ (θ∗)(ψ(θ∗)−ψ(xj, t0)); j = 1, . . . , ndet, (6.54)

mit der Moore-Pensrose-Pseudoinversen ψ+
θ (θ∗) an der korrespondierenden

Stelle θ∗ und ndet als die Anzahl der Gitterpunkte des detaillierten Anfangspro�ls.

Zur Bereitstellung der für die Integration des reduzierten PDE-Systems not-

wendigen Größen, die im Folgenden stellvertretend mit Y = (ψ+
θ ,ψ

+
θ F ,Dψθ)

bezeichnet werden sollen, werden in dieser Arbeit zwei unterschiedliche Metho-

den angewendet. Beim ersten Verfahren werden die an den diskreten Ortspunkten

des reduzierten Systems benötigten Größen Y (θ(xj, t)) mittels linearer Interpo-

lation der an korrespondierenden REDIM-Gitterpunkten vorliegenden Größen

Y (θ∗) berechnet

Y (θ(xj, t)) = Y (θ∗) +
∂Y

∂θ
· (θ(xj, t)− θ∗); j = 1, . . . , ndet. (6.55)

θ∗ entspricht dabei demjenigen REDIM-Gitterpunkt, der θ(xj, t) in Sinne der

euklidischen Norm ||(θ∗ − θ(xj, t))||am nächsten liegt. Die Approximation von

∂Y
∂θ

erfolgt dabei durch die Bildung von Di�erenzenquotienten.

Die Vorteile dieses Verfahrens liegen in seiner einfachen Implementierung und

im geringen Speicherbedarf bei der Integration des reduzierten PDE-Systems.
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Gleichzeitig kann das beschriebene lineare Interpolationsverfahren allerdings

zu Schwierigkeiten bei der numerischen Integration mit Hilfe von LIMEX [100,

101] führen, was sich insbesondere bei einer hohen Anzahl an diskreten Orts-

gitterpunkten in θ(x, t) bemerkbar macht. Der Grund hierfür ist die Zeitschritt-

weitensteuerung bei der zeitlichen Integration mit dem in LIMEX verwendeten

Extrapolationsverfahren [100, 101], die auf der numerisch berechneten Jacobi-

Matrix der rechten Seite φ̂ des reduzierten PDE-Systems basiert. Durch die An-

wendung von Gleichung 6.55 kann es zu starken Unterschieden in φ̂ zwischen

zwei benachbarten Punkten des reduzierten Ortspro�ls kommen, wodurch sich

große Di�erenzenquotienten bei der numerischen Berechnung der Jacobi-Matrix

ergeben und in Folge dessen eine geringe Zeitschrittweite resultiert. Dies tritt

insbesondere dann auf, wenn sich entsprechend Abbildung 6.25b mehrere Gitter-

punkte des θ(x, t)-Pro�ls innerhalb einer Zelle des REDIM-Gitters be�nden und

jeweils unterschiedliche nächste Nachbarn θ∗ für die jeweiligen θ(x, t)-Punkte

identi�ziert werden.

Eine Möglichkeit zur Behebung dieser Problematik besteht darin, anstatt einer

lokalen linearen Approximation der benötigten Größen Y eine globale Approxi-

mation von Y über das gesamte Gitter durchzuführen. Das Ziel ist es dabei, die

bei der linearen Approximation auftretenden Diskontinuitäten zu vermeiden und

damit eine verbesserte zeitliche Integration unter Verwendung von LIMEX zu

erreichen. Für eine globale Approximation können die in Abschnitt 6.1.2 beschrie-

benen Interpolationsfunktionen genutzt werden. Hierfür stehen unterschiedliche

Funktionsarten zur Verfügung, die gemäß Abschnitt 6.1.2 im Rahmen dieser Ar-

beit in einer Bibliothek zusammengefasst wurden. Für die Approximation der

einzelnen Größen Y j
ergibt sich damit

Y j(θ) =

np∑
k=1

cjkfk(θ); j = 1, . . . , 2 ·m · n+m, (6.56)

mit den Ansatzfunktionen fk und den Koe�zienten cjk (Abschnitt 6.1.2). Die

Koe�zienten cjk werden gemäß Abschnitt 6.1.2 durch das Lösen der Interpolati-

onsaufgabe 6.14 und 6.15 erhalten. Die Anzahl an Koe�zienten entspricht dabei

der Anzahl an REDIM-Gitterpunkten np. Für den Zugri� auf Y j(θ) während der

zeitlichen Integration müssen somit für jede Größe die jeweiligen Koe�zienten

gespeichert werden. Dies führt jedoch besonders bei REDIM-Gittern höherer

Dimension zu einem großen Zeitbedarf bei der Verwendung von Interpolati-

onsfunktionen, was dem Vorteil einer kontinuierlichen Darstellung von Y j(θ)
kritisch gegenüber steht.

Um den Zeitbedarf bei der Verwendung von Interpolationsfunktionen zu redu-

zieren, wird das Interpolationsverfahren an dieser Stelle in einer modi�zierten
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6. Implementierung der REDIM-Methode

Abbildung 6.26.: Schematische Darstellung eines zweidimensionalen RE-
DIM-Gi�ers im Parameterraum. Die fe�en schwarzen Punkte dienen als
Stützstellen für die Bestimmung der Interpolationsfunktion. Die kleinen grau-
en Punkte werden für die Optimierung des Parametersatzes (Gleichung 6.59)
verwendet.

Form angewendet, die im Rahmen studentischer Arbeiten implementiert wurde

[95, 102]. Die Modi�zierung beruht hierbei auf der Anwendung eines Optimie-

rungsverfahrens, das im Folgenden näher beschrieben werden soll.

Anstelle aller np-REDIM-Gitterpunkte wird für die Approximation der Größen

Y gemäß Gleichung 6.56 zunächst eine geringere Anzahl an Gitterpunkten no
verwendet, wie Abbildung 6.26 verdeutlicht. Hierbei stellen die großen schwarzen

Punkte die no Stützstellen des REDIM-Gitters dar, auf Basis derer eine Summe

aus no gewichteten Interpolationsfunktionen gefunden wird, welche die Inter-

polationsaufgabe für diese no Gitterpunkte lösen. Die damit erstellte Approxi-

mation bildet zunächst nicht die Größen an den restlichen, in Abbildung 6.26

grau dargestellten, Gitterpunkten ab. Durch die anschließende Anwendung eines

Optimierungsverfahrens können die Parameter der no Interpolationsfunktionen

allerdings so verändert werden, dass eine bestmögliche Approximation aller np
Größen erreicht wird.

Der Optimierung liegt die Bildung der kleinsten Fehlerquadrate zwischen den

Funktionswerten der Interpolationsfunktionen Φj
, die auf Basis derno Gitterpunk-

te gebildet werden, und den Werten der jeweiligen Größen Y j
an den np REDIM-

Gitterpunkten zugrunde. Hierdurch werden die sogenannten Zielfunktionen des

Optimierungsproblems de�niert

Bj(pj) =

np∑
i=1

(Φj(θi,p
j)− (Y j(θi))

2; j = 1, . . . , 2 ·m · n+m, (6.57)
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mit den Parametervektoren pj . Werden wie in Abschnitt 6.1.2 normierte Gauss-

Funktionen als Ansatzfunktionen verwendet, ergibt sich für die Parametervek-

toren pj = (cj1, . . . , c
j
no
, z∗1 , . . . , z

∗
no
, σ∗1, . . . , σ

∗
no

) (siehe Gleichung 6.22). Das Ziel

der Optimierung ist es, einen veränderten Parametersatz p̃j zu �nden, für den

die Funktionen Bj
und damit der quadratische Abstand zwischen Φj

und Y j
an

jedem REDIM-Gitterpunkt minimiert werden. Hierbei ist es sinnvoll, die durch

Gleichung 6.57 beschriebenen Zielfunktionen durch die Nebenbedingung zu er-

weitern, dass die Funktionswerte an den no Hauptstützstellen erhalten bleiben

müssen. Es ergibt sich daraus die Lagrange-Funktion [87] zum beschriebenen

Optimierungsproblem zu

Lj(pj,νj) = Bj(pj) +
no∑
k=1

νjkg
j
k(θi,p

j); j = 1, . . . , 2 ·m · n+m. (6.58)

mit den Lagrange-Multiplikatoren νj = (νj1, . . . , ν
j
no

)T [87] und den algebrai-

schen Nebenbedingungen gj(θi,p
j) = 0. Für das Optimierungsproblem folgt

somit

∂Lj(p̃j, ν̃j)

∂pjl
= 0; l = 1, ..., 3 · no; j = 1, . . . , 2 ·m · n+m

∂Lj(p̃j, ν̃j)

∂νjl
= 0; l = 1, ..., no; j = 1, . . . , 2 ·m · n+m

(6.59)

mit dem optimierten Parametersatz p̃j und den zugehörigen Lagrange-Multipli-

katoren ν̃j [87]. Gleichung 6.59 stellt ein nichtlineares Gleichungssystem mit

4 · no Gleichungen dar, das ausgehend von den durch die Interpolationsaufgabe

gefundenen Parametern iterativ gelöst werden muss.

Die Anwendung der beschriebenen Optimierung erlaubt es, anstatt np die

weitaus geringere Anzahl von no Interpolationsfunktionen für die Approximation

der benötigten Größen Y zu verwenden und gleichzeitig eine hohe Genauigkeit

der Approximation aufrecht zu erhalten. Hierdurch werden sowohl die durch die

lineare Interpolation auftretenden Probleme bei der Integration des reduzierten

Systems gelöst, als auch eine beschleunigte Verwendung der REDIM-Tabelle in

reduzierten Simulationen ermöglicht. Dies wurde anhand kritischer Problem-

stellungen im Zuge zweier studentischer Arbeiten überprüft und bestätigt [95,

102].
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6.5. Zusammenfassung der REDIM-
Implementierungsstrategien

Die Implementierung der REDIM-Methode setzt sich zusammen aus den Verfah-

ren zur numerischen Lösung der REDIM-Entwicklungsgleichung 5.11 und des

reduzierten Systems 5.40 auf der einen Seite, sowie den Verfahren zur Konstruk-

tion der REDIMs auf der anderen Seite.

Für die numerische Lösung der REDIM-Entwicklungsgleichung wird die RE-

DIM in Form einesm-dimensionalen Gitters dargestellt (Abschnitt 6.1), an dessen

Gitterpunkten die Di�erentiale durch die Anwendung des Finiten-Di�erenzen-

Verfahrens [5] oder von analytisch ableitbaren Interpolationsfunkttionen (Ab-

schnitt 6.1.2) approximiert werden. Hierfür wurde im Rahmen dieser Arbeit

eine Bibliothek unterschiedlicher Ansatzfunktionen objektorientiert implemen-

tiert. Die zeitliche Integration der diskretisierten REDIM-Entwicklungsgleichung

erfolgt mit Hilfe eines semi-impliziten Eulerverfahrens [22] (Abschnitt 6.1.3).

Die Parallelitätsbedingung am REDIM-Rand (Gleichung 5.33) wird durch die

Konstruktion eines lokalen Koordinatensystems am Rand realisiert, wobei die

Bildung der Ableitung wiederum mit Hilfe von Interpolationsfunktionen erfolgt

(Abschnitt 6.1.5). Als Tabelle gespeichtert �ndet die REDIM anschließend in der

numerischen Lösung des reduzierten Systems Anwendung (Abschnitt 6.4). Mit

Hilfe eines Optimierungsverfahrens kann dabei der Zugri� auf die Tabelle und da-

mit die numerische Lösung auf Basis des Lösers LIMEX [101] e�zienter gestaltet

werden (Abschnitt 6.4).

Für die Konstruktion der REDIM werden zwei unterschiedliche Methoden

vorgestellt. Bei der ersten handelt es sich dabei um die bisher verfolgte Vorge-

hensweise zur Erstellung von REDIMs, die ein relativ hohes Maß an problemspe-

zi�schem Vorwissen voraussetzt (Abschnitt 6.2) und gewisse Einschränkungen

hinsichtlich der Dimensionserweiterung und Einstellung der Domäne aufweist.

Die zweite Vorgehensweise wurde im Zuge dieser Arbeit entwickelt und macht

sich die in Abschnitt 5.3 vorgestellte hierarchische Natur von REDIMs sowie

die charakteristische Eigenschaft der REDIM-Ränder (Abschnitt 5.1.3) zu Nutze.

Es ergibt sich daraus eine Methode, die die adaptive Konstruktion von REDIMs

beliebiger Dimension und Ausdehnung ermöglicht und daher eine Erweiterung

bzw. Verbesserung zu der bisher verfolgten Prozedur darstellt (Abschnitt 6.3).

Die beiden vorgestellten Konstruktionsmethoden werden im folgenden Kapitel

für die Konstruktion von REDIMs für die in dieser Arbeit als Benchmarksyste-

me herangezogene vorgemischte laminare Synthesegas-Luft-Flamme sowie die

nicht-vorgemischte H
2
-N

2
-Luft-Gegenstrom�amme verwendet. Diese werden
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hinsichtlich ihrer Fähigkeit überprüft, das dynamische Verhalten des detaillierten

Systems in kritischen Szenarien abzubilden.
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7. Anwendung und Validierung
der REDIM-Methode

Nachdem in den beiden vorherigen Kapiteln die mathematischen Grundlagen

zur REDIM-Methode sowie ihre technische Umsetzung erläutert wurde, soll die

Methode im Zuge dieses Kapitels anhand konkreter verbrennungstechnischer

Anwendungsfälle validiert werden. Die Inhalte der nachfolgenden Abschnitte

können dabei in zwei Hauptteile gegliedert werden, von denen Abschnitt 7.1 den

ersten und Abschnitt 7.2 sowie Abschnitt 7.3 den zweiten darstellen.

Die Untersuchungen in Abschnitt 7.1 haben zum Ziel, die bereits in Abschnitt

5.1.2 beschriebene Eigenschaft der REDIM nachzuweisen, dass mit zunehmender

Dimension die Sensitivität der REDIM hinsichtlich der Schätzung der Gradienten

der lokalen Parameter χ abnimmt. Diese besonders wichtige Eigenschaft der

REDIM bildet die Voraussetzung für die Verwendung vereinfachter Verfahren

zur Bestimmung von χ, wodurch der Beitrag an benötigtem Vorwissen für die

Anwendung der REDIM-Methode auf ein geringes Maß gesenkt werden kann.

Der Fokus im zweiten Teil dieses Kapitels liegt auf der Untersuchung transien-

ter Phänomene in eindimensionalen Verbrennungssystemen unter Anwendung

des reduzierten Modells. Dieses beschreibt gemäß Abschnitt 5.4 und Abschnitt 6.4

die örtliche und zeitliche Veränderung der lokalen Parameter θ(x, t), woraus

sich durch den Zugri� auf die REDIM-Zustände ψ(θ) die reduzierten Zustand-

spro�le ψ(θ(x, t)) ergeben (siehe Abbildung 6.24). Als Vergleichs- bzw. Validie-

rungsgrundlage für die reduzierten Lösungen ψ(θ(x, t)) dienen im Folgenden

hauptsächlich die Lösungen des nicht reduzierten, detaillierten Systems ψ(x, t)
(Kapitel 2). Das Ziel ist es festzustellen, inwieweit die entlang der REDIM ablau-

fende reduzierte Dynamik die charakteristischen Eigenschaften des detaillierten

Systems korrekt wiedergibt.

Bei den eindimensionalen Verbrennungssystemen, deren dynamisches Verhal-

ten untersucht werden soll, handelt es sich zum einen um eine vorgemischte

Synthesegas-Luft-Flamme (Abschnitt 7.2) und zum anderen um eine stark ver-

dünnte nicht-vorgemischte H
2
-N

2
-Luft Gegenstrom�amme (Abschnitt 7.3). Diese

Flammenarten dienen in dieser Arbeit als Benchmarkmodelle und erlauben eine

anschauliche Interpretation der Ergebnisse sowie eine Übertragung der Zusam-

menhänge auf andere Zusammensetzungen bzw. Reaktionssysteme. So wird z.B.
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in [41] gezeigt, dass sich die reduzierte Reaktionskinetik der Methanverbrennung

aus der reduzierten Kinetik der Synthesegasoxidation aufbauen lässt.

Zum Zwecke der Validierung der REDIM-Methode werden für die genann-

ten eindimensionalen Verbrennungssysteme kritische Testfälle generiert, mit

denen turbulente Strukturen und Phänomene in dreidimensionalen Flammen

sinnvoll nachgebildet werden sollen (vgl. Kapitel 3). Während für die vorge-

mischte Synthesegas-Luft-Flamme REDIMs unterschiedlicher Dimension zum

Einsatz kommen (1D, 2D, 3D), beruhen die reduzierten Rechnungen der nicht-

vorgemischten H
2
-N

2
-Luft Gegenstrom�amme auf einer 2D-REDIM.

Die Analysen zum Verhalten des detaillierten und reduzierten Modells werden

für beide Anwendungsfälle durch eine lokale Stabilitätsanalyse auf den REDIMs

gestützt. Das Verhalten des reduzierten und detaillierten Systems wird damit im

Kontext der in schnell und langsam aufspaltbaren Systemdynamik betrachtet.

Dies bildet zum einen eine wichtige Grundlage für die Erklärung charakteristi-

scher Systemeigenschaften. Zum anderen wird dadurch die Bestätigung geliefert,

dass die REDIM attraktive Eigenschaften hat und die Anwendung der REDIM-

Entwicklungsgleichung somit sicher erfolgen kann.

Die Inhalte und Ziele folgender Abschnitte sollen hier nochmals kurz zusam-

mengefasst werden. Es soll gezeigt werden, dass

• der Ein�uss der Gradientenschätzung χ mit steigender REDIM-Dimension

abnimmt (Abschnitt 7.1)

• die REDIM attraktive Eigenschaften hat, wodurch eine sichere Anwendung

des reduzierten Modells gewährleistet ist (Abschnitt 7.2 und Abschnitt 7.3)

• die REDIM die dynamischen Eigenschaften des detaillierten Systems in

Form des reduzierten Systems abbildet (Abschnitt 7.2 und Abschnitt 7.3)

Die reduzierten und detaillierten Berechnungen erfolgen unter Anwendung

des Programms INSFLA [29]. Im Zuge der Simulationen werden folgende verein-

fachende Annahmen getro�en

• Es wird von idealen Gasen und einem konstanten Druck ausgegangen.

• Der Fernwirkung durch Wärmestrahlung wird nicht berücksichtigt.

7.1. (In)-Sensitivität der REDIM bezüglich der
Gradientenschätzung

Die Abschätzung physikalischer Prozesse entlang der REDIM durch die Schätzung

der lokalen Gradienten χ ist ein zentraler Punkt in der REDIM Modellredukti-
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onsmethode. Gemäß Abschnitt 5.1.2 wird durch die Angabe von χ die Kopplung

zwischen den durch
1
ρ

(Dψθχ)θ χ beschriebenen Di�usionsprozessen und den

chemischen Prozessen F (ψ) auf der REDIM gesteurt. Demnach nehmen die

Schätzungen χ Ein�uss auf die letztendliche Lage und Form der REDIM, die sich

aus der Anwendung der REDIM-Entwicklungsgleichung ergeben (Abschnitt 5.1.1).

Während in Abschnitt 5.1.2 die theoretischen Hintergründe zu dieser Vorgehens-

weise beschrieben werden, stellt Abschnitt 6.1.4 praktische Methoden für die

Bestimmung von χ auf Basis von Schätzungen der Zustandsgradienten ξ auf

der REDIM vor. χ ergibt sich demnach aus einer Projektion von ξ auf den Tan-

gentialraum der REDIM unter Anwendung der Moore-Penrose-Pseudoinversen

zu χ = ψ+
θ ξ. Eine sehr wichtige Eigenschaft der REDIM, die in Abschnitt 5.1.2

beschrieben wird, ist ihre zunehmend geringer werdende Abhängigkeit von der

Schätzung der lokalen Gradienten mit zunehmender Dimensionm [22]. Die Erhö-

hung der Dimension ermöglicht demnach die Verwendung einer immer gröberen

Schätzung, ohne Lage und Form der REDIM gravierend zu beein�ussen. Dies

erlaubt die Anwendung vereinfachter Verfahren für die Ermittlung der Schätzung

der lokalen Gradienten (Abschnitt 6.1.4) und verringert damit das notwendige

Vorwissen des Anwenders bei der Erstellung von REDIMs. Im Folgenden wird der

Ein�uss unterschiedlicher Schätzungen für die lokalen Gradienten auf REDIMs

verschiedener Dimension für eine freie vorgemischte Synthesegas-Luft-Flamme

untersucht. Die Veränderungen in χ werden dabei durch die Veränderung der

Schätzungen der Zustandsgradienten ξ herbeigeführt. Es wird ein geeignetes Ver-

fahren vorgestellt, mit dem dieser Ein�uss quantitativ ermittelt werden kann und

damit ein Vergleich zwischen REDIMs unterschiedlicher Dimension ermöglicht

wird. Hierdurch soll gezeigt werden, dass durch eine Erhöhung der Dimension

die Sensitivität der REDIM hinsichtlich der Schätzungen der lokalen Gradienten

verringert wird.

Die untersuchte Synthesegas-Luft-Flamme ist durch eine unverbrannte Mi-

schungszusammensetzung von 65,3 mol-% N
2
, 17,4 mol-% O

2
und jeweils 8,65 mol-

% H
2

und CO charakterisiert. Die Temperatur des unverbrannten Gases beträgt

298 K. Für die Modellierung der chemischen Reaktionskinetik wird der in [103]

beschriebene Mechanismus für H
2
-CO-C

1
-O

2
Systeme verwendet. Das Reakti-

onssystem besteht aus insgesamt 13 Spezies, sodass sich die Dimension des

Zustandsraums durch die Hinzunahme von Druck und Enthalpie zu 15 ergibt.

Abbildung 7.1a zeigt die örtliche Verteilung der spezi�schen Molzahlen mehrerer

Spezies für die betrachtete Synthesegas-Luft-Flamme. Molekulare Transport-

prozesse werden an dieser Stelle durch die Verwendung gleicher Di�usivitäten

und Le = 1 beschrieben. Hierdurch wird gemäß Abschnitt 6.1.2 eine verein-

fachte Beschreibung des Di�usionsterms in der REDIM-Entwicklungsgleichung
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(a) (b)

Abbildung 7.1.: (a): Örtliche Verteilung der spzifischen Molzahlen einiger
Spezies der behandelten eindimensionalen vorgemischten Synthesegas-Lu�-
Flamme. (b): Verteilung der Gradienten der spezifischen Molzahlen der Spezies
aus (a).

ermöglicht. Die Anwendung detaillierter Di�usionsmodelle ist allerdings analog

möglich, wie die Untersuchungen zum transienten Verhalten nicht-vorgemischter

Gegenstrom�ammen in Abschnitt 7.3 zeigen.

Für das beschriebene Synthesegas-Luft-System werden unter Anwendung

der in Abschnitt 6.3 beschriebenen adaptiven Konstruktionsmethode eine 1D-

, eine 2D- sowie eine 3D-REDIM erstellt. Für die Abschätzung der lokalen Gra-

dienten χ werden die Zustandsgradienten ξ des stationären eindimensionalen

Flammenpro�ls verwendet, die mit Hilfe der in Abschnitt 6.1.4 beschriebenen

Vorgehensweise korrespondierenden Gitterpunkten auf der REDIM zugeteilt

werden. In Abbildung 7.1b sind die Gradienten der spezi�schen Molzahlen der

in Abbildung 7.1a dargestellten Spezies in Abhängigkeit von CO
2

abgebildet. Es

zeigt sich ein für vorgemischte Flammen charakteristischer Verlauf. Demnach

besitzen die Gradienten im Bereich starker physikalisch-chemischer Kopplung

ein Maximum- bzw. Minimum. Gemäß Gleichung 6.34 werden zu den REDIM-

Punkten korrespondierende Punkte auf dem detaillierten Flammenpro�l durch die

Bestimmung des minimalen Abstandes in Richtung der spezi�schen Molzahlen

von H
2
O ermittelt. Die damit erhaltenen REDIMs werden in Abbildung 7.2 in einer

CO
2
-H

2
O-H-Projektion und einer CO

2
-H

2
O-HCO-Projektion des Zustandsraums

dargestellt. Der hierarchische Aufbau der REDIMs ist dabei gut zu erkennen, d.h.

die eindimensionale REDIM ist in die 2D-REDIM eingebettet, die wiederum in

die 3D-REDIM eingebettet ist.
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(a) (b)

Abbildung 7.2.: 1D-REDIM (rot), 2D-REDIM (grün) und 3D-REDIM (grau)
des behandelten Synthesegas-Lu�-Systems. (a): CO2-H2O-H-Projektion des
Zustandsraums. (b): CO2-H2O-HCO-Projektion des Zustandsraums. Einhei-
ten der spezifischen Molzahlen ϕ in mol kg−1.

Die in Abbildung 7.2 gezeigten REDIMs ergeben sich nach Integration der

REDIM-Entwicklungsgleichung und bilden den Ausgangspunkt für die nach-

folgende Untersuchung zum Ein�uss unterschiedlicher Gradientenschätzungen.

Die jeweiligen stationären REDIMs werden dabei als Anfangsmannigfaltigkei-

ten für jeweils zwei neue REDIM-Berechnungen verwendet. Im Vergleich zur

ursprünglichen REDIM-Berechnung werden die Schätzungen der Zustandsgradi-

enten ξ darin für den ersten Fall verdoppelt und für den zweiten Fall halbiert. Es

ergeben sich somit für jede Dimension jeweils zwei zusätzliche REDIMs, die mit

den ursprünglichen REDIMs aus Abbildung 7.2 hinsichtlich des Ein�usses der

veränderten Gradientenschätzung verglichen werden können.

Bei der Integration der REDIM-Entwicklungsgleichung nach der Verdopplung

bzw. Halbierung der Zustandsgradienten wird für die ein-, zwei- und dreidimen-

sionale REDIM der zeitliche Konvergenzverlauf anhand der in Abschnitt 6.1.3

vorgestellten Größe δinv = ||Pφ̃||
||φ̃||

nachverfolgt. Die Integration wird demnach

beendet, sobald δinv einen Schwellenwert von 0, 5% unterschreitet. Dies bedeutet

gemäß Abschnitt 6.1.3, dass die Norm des projizierten Anteils des Vektorfeldes

Pφ̃ auf der REDIM weniger als 0, 5% der Norm des nicht projizierten Vektorfeldes

entspricht und eine weitere Integration nur noch sehr geringe Auswirkungen auf

Lage und Form der REDIM hätte. Es kann somit davon ausgegangen werden, dass

eine genügend genaue Approximation der langsamen Mannigfaltigkeit gefunden

ist, die sich in Abhängigkeit der veränderten Gradientenschätzung ergibt. Durch
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(a) (b)

Abbildung 7.3.: Verlauf von δinv während der Integration der REDIM-Ent-
wicklungsgleichung nach einer Verdopplung (gestrichelte Kurven) und einer
Halbierung (durchgezogene Kurven) der Schätzung der Zustandsgradienten
ξ. Grün: 1D-REDIM. Blau: 2D-REDIM. Rot: 3D-REDIM.

die Wahl des selben Schwellenwertes von δinv = 0, 005 für die ein-, zwei- und

dreidimensionale REDIM wird eine sinnvolle Vergleichsbasis gescha�en, auf der

eine Gegenüberstellung von REDIMs sowohl gleicher als auch unterschiedlicher

Dimension erfolgen kann.

Abbildung 7.3 stellt den Verlauf von δinv für alle drei REDIM-Dimensionen

während der Integration nach der Verdopplung bzw. Halbierung der Gradienten

in logarithmischer Darstellung einander gegenüber. Die Veränderung der Gra-

dientenschätzung bewirkt zu Beginn eine instantane Erhöhung der Kenngröße,

die dann während der Integration stetig kleiner wird. Die Steigungen der Kurven

in logarithmischer Darstellung geben Aufschluss über die Zeitskala, mit der die

REDIMs nach Implementierung der veränderten Schätzung der Zustandsgra-

dienten im Zustandsraum relaxieren. Ein Vergleich zwischen den drei REDIM-

Dimensionen zeigt, dass die Zeitskala der Relaxation mit zunehmender Dimensi-

on kleiner wird. Dies liegt in der Natur der REDIM-Entwicklungsgleichung, da

durch die Anwendung des Projektionsoperators die Relaxation mit zunehmender

REDIM-Dimension mehr und mehr von den schnellen chemischen Prozessen be-

stimmt wird. Diese steuern die Bewegung in Richtung der langsamen invarianten

Mannigfaltigkeit (siehe Abschnitt 5.1.1) [44].

Mit Hilfe von Abbildung 7.4 kann die Eigenschaft der REDIM erläutert wer-

den, dass mit zunehmender Dimension die Zeitskala der Relaxation abnimmt. Es

wird die Verteilung der Realteile der Eigenwerte der Jacobi-Matrix des chemi-
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(a) (b)

(c) (d)

Abbildung 7.4.: Verteilung der Realteile der Eigenwerte der Jacobi-Matrix
des chemischen �ellterms entlang der 2D-REDIM des vorgemischten
Synthesegas-Lu�-Systems in CO2-H2O-Projektionen des Zustandsraums. Die
Eigenwerte sind gemäß der Beträge ihrer Realteile von klein nach groß geord-
net. Einheiten der spezifischen Molzahlen ϕ in mol kg−1 und der Eigenwerte
λi in s−1.

schen Quellterms Fψ =
[
∂Fi

∂ψj

]n
i,j=1

entlang der ungestörten 2D-REDIM in einer

CO
2
-H

2
O-Projektion des Zustandsraums dargestellt. Wie bereits weiter oben

beschrieben, besteht das untersuchte Reaktionssystem aus insgesamt ns = 13
Spezies, wodurch sich die Dimension des Zustandsraums auf Grund der Hinzu-

nahme von Druck und Enthalpie auf n = 15 ergibt. Die Eigenwertanalyse ergibt

für die ersten sechs Eigenwerte der Jacobimatrix von F (ψ) (λ1, . . . , λ6) = 0,

wodurch die im System vorkommenden Elemente C, O, H und N sowie Druck und

Enthalpie charakterisiert werden [44]. Abbildung 7.4a stellt die Verteilung des Re-
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alteils des siebten Eigenwertes λ7 dar, der den geringsten, von Null verschiedenen,

Betrag des Realteils aufweist. Im Bereich dominierender chemischer Prozesse für

CO2 > 2 mol kg−1 besitzt λ7 negative Werte, ist für CO2 < 2 mol kg−1 jedoch

komplett positiv. Der achte, neunte und zehnte Eigenwert weisen hingegen ge-

mäß Abbildung 7.4b, Abbildung 7.4c und Abbildung 7.4d entlang der gesamten

2D-REDIM negative Realteile auf, wobei die Größenordnung der jeweiligen Ei-

genwerte sukzessive zunimmt. Da die chemische Zeitskala dem Kehrwert der

Eigenwerte der Jacobi-Matrix entspricht, steigt mit der REDIM-Dimension ebenso

die Geschwindigkeit, mit der Veränderungen in der Gradientenschätzung bei

der Integration der REDIM-Entwicklungsgleichung relaxieren. Im Falle der 1D-

REDIM wird die Relaxation dabei näherungsweise durch den zweitlangsamsten,

von Null verschiedenen, bzw. achten Eigenwert, für die 2D- und 3D-REDIM durch

den neunten bzw. zehnten Eigenwert gelenkt.

Als Folge der oben beschriebenen Zusammenhänge ergibt sich eine geringer

werdende notwendige Integrationzeitdauer nach Veränderung der Gradienten-

schätzung mit zunehmender REDIM-Dimension. So wird im Falle der eindimen-

sionalen REDIM gemäß Abbildung 7.3a bei einer Halbierung der Gradienten-

schätzung eine Integrationszeitdauer von 1,4 · 10−3 s benötigt, während eine

Verdopplung zu einer notwendigen Integrationszeitdauer von 4 · 10−4 s führt. Die

Integrationszeitdauer im Falle der zweidimensionalen REDIM ist mit ca. 4 · 10−5 s
bereits um eine Größenordnung geringer als diejenige der 1D-REDIM. Und für

die 3D-REDIM werden für die Relaxation der implementierten Veränderungen

der Gradientenschätzungen gar nur ca. 5 · 10−6 s benötigt und damit wiederum

eine Größenordnung weniger als im Falle der 2D-REDIM.

Nach Abschluss der Integration werden die REDIMs der jeweiligen Dimensio-

nen im Zustandsraum miteinander verglichen, um den Ein�uss der veränderten

Gradientenschätzung zu ermitteln. Abbildung 7.5 zeigt exemplarisch für die

1D-REDIM und die 2D-REDIM, welche Auswirkung eine Verdopplung bzw. Hal-

bierung der Gradientenschätzung auf die Form und Lage der REDIMs hat. Für

die 3D-REDIM treten zwar auch Abweichungen auf, diese sind jedoch sehr viel

kleiner und ermöglichen daher keine anschauliche Interpretation des Ein�usses

veränderter Zustandsgradientenschätzungen in Abbildung 7.5.

Wie die Abbildung zeigt, verstärkt die Verdopplung der Schätzung ξ die phy-

sikalischen Transportprozesse auf den REDIMs und verringert in Folge des-

sen die lokale Krümmung im Vergleich zur Verwendung der nicht veränderten

Schätzung. Dieser Sachverhalt manifestiert sich insbesondere im Bereich starker

physikalisch-chemischer Kopplung, der für das hier behandelte vorgemischte

Synthesegas-Luft-System approximativ durch die spezi�schen Molzahlen von

CO
2
ϕCO2

= 1 mol kg−1 und ϕCO2
= 2,5 mol kg−1 begrenzt wird. Im Falle der

1D-REDIM, die in Abbildung 7.5a in einer CO
2
-H

2
O-Projektion des Zustands-
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(a) (b)

Abbildung 7.5.: Auswirkungen einer Verdopplung (rot) und einer Halbierung
(blau) der ursprünglichen Schätzung (grün) der Zustandsgradienten ξ auf
Lage und Form der REDIM. (a): 1D-REDIMs in einer CO2-H2O-Projektion
des Zustandsraums. (b): 2D-REDIMs in einer CO2-H2O-O-Projektion des
Zustandsraums. Einheiten der spezifischen Molzahlen ϕ in mol kg−1. Einheit
von ξCO2

mol kg−1 m−1.

raums dargestellt ist, führt die Erhöhung der Schätzung ξ zu einer Verringerung

der spezi�schen Molzahlen der langsamen Majoritätenspezies H
2
O und einer

damit einhergehenden Bewegung in Richtung der Mischungslinie. Diese stellt

den Grenzfall unendlich starker physikalischer Prozesse dar, wodurch sich ei-

ne lineare Verbindung zwischen dem Zustand des chemischen Gleichgewichts

und der unverbrannten Mischungszusammensetzung ergibt. Trotz der erhöhten

Werte für die Schätzung der Zustandsgradienten ändert sich Lage und Form der

1D-REDIM in der Nähe des chemischen Gleichgewichts kaum. Hier dominieren

die schnellen chemischen Prozesse, deren Zeitskala selbst bei einer Verdopplung

der Gradientenschätzung immer noch größer ist als diejenige der physikalischen

Prozesse. Der im Vergleich zur Erhöhung der Gradientenschätzung gegenteilige

E�ekt stellt sich bei einer Halbierung der Gradientenschätzung ξ ein. Hierdurch

erhöht sich die Krümmung entlang der 1D-REDIM auf Grund der Abschwächung

der physikalischen Transportprozesse und der damit einhergehenden erhöh-

ten Dominanz chemischer Prozesse. Dies bewirkt demnach eine Zunahme der

langsamen Majoritätenspezies H
2
O im Vergleich zur ursprünglichen 1D-REDIM.

Ein sehr ähnliches Verhalten weist die in Abbildung 7.5b in einer CO
2
-H

2
O-O-

Projektion dargestellte 2D-REDIM auf. Die Verdopplung der Gradientenschätzung

führt wiederum zu einer Abnahme der Krümmung, was in kleineren spezi�schen

Molzahlen für O im Bereich starker physikalisch-chemischer Kopplung resultiert.

120



7.1. (In)-Sensitivität der REDIM bezüglich der Gradientenschätzung

Gleichermaßen bewirkt die Halbierung der Gradientenschätzung eine Zunah-

me der Krümmung, wodurch die spezi�schen Molzahlen von O zunehmen. Im

Gegensatz zur 1D-REDIM ergeben sich bei der 2D-REDIM jedoch sowohl bei

einer Verdopplung als auch bei einer Halbierung der Schätzung ξ nahezu keine

Veränderungen in Richtung der langsamen Majoritätenspezies CO
2

und H
2
O.

Die Bewegung während der Relaxation der 2D-REDIM verläuft demnach beina-

he orthogonal zur CO
2
-H

2
O-Ebene des Zustandsraums. Dies ist eine Folge der

zusätzlichen REDIM-Dimension, wodurch neben dem langsamsten physikalisch-

chemischen Prozess auch der zweitlangsamste Prozess durch die REDIM abgebil-

det wird (siehe Abschnitt 5.1.1). Gleichzeitig nimmt mit der REDIM-Dimension

ebenso die Zeitskala der schnellen entkoppelten chemischen Prozesse zu, die den

Relaxationsprozess steuern (siehe Abbildung 7.4). In Folge dessen reduziert sich

die Sensitivität der REDIM im Hinblick auf eine Veränderung langsamer reaktiver

Spezies wie CO
2

oder H
2
O, aber auch H

2
, O

2
und CO bereits durch die Erhöhung

der Dimension von m = 1 auf m = 2 signi�kant. Die Erhöhung der Dimension

auf m = 3 erweitert diesen E�ekt auch auf schnellere Minoritätenspezies wie

OH, H, O und HCO, da hierdurch die Zeitskala des schnellsten entkoppelten

chemischen Prozesses gemäß Abbildung 7.4 nochmals ansteigt.

Um eine quantitative Bestimmung der auftretenden Unterschiede zwischen

veränderten und unveränderten REDIMs zu ermöglichen, wird ein Verfahren

benötigt, das in geeigneter Weise die Abstände zwischen den jeweiligen RE-

DIMs im Zustandsraum erfasst. Die einfachste Möglichkeit zur Ermittlung des

Abstandes besteht darin, zu jedem Zustandspunkt ψv(θj) auf dem veränderten

REDIM-GitterMRD,v den zugehörigen nächsten Zustandspunkt ψ(θi) auf dem

unveränderten REDIM-GitterMRD zu ermitteln und den Abstand als euklidische

Norm des Verbindungsvektors ∆ψ zwischen beiden Punkten zu de�nieren (siehe

Abbildung 7.6). Die Anwendung dieser einfachen Prozedur ist dann sinnvoll,

wenn die verglichenen REDIMs die gleiche Gitterstruktur aufweisen und starke

Veränderungen des Gitters infolge der Integration der Entwicklungsgleichung

nicht zu erwarten sind. Im Falle unterschiedlicher Parametrisierungen oder gro-

ber REDIM-Gitter ist diese Methode jedoch mit einem systematischen Fehler

behaftet, der die Interpretation der sich ergebenden Abstände erschwert. Um

diesen Fehler zu minimieren, wird ein verbessertes Verfahren vorgeschlagen,

dessen Prinzip in Abbildung 7.6 schematisch dargestellt wird. Demnach wird der

Verbindungsvektor ∆ψ zwischen den beiden nächsten Punkten durch die Anwen-

dung des ProjektionsoperatorsP auf den Normalraum der unveränderten REDIM

an der Stelle ψ(θi) projiziert. Der Abstand an jedem Zustandspunkt ψv(θj) des

veränderten REDIM-Gitters ergibt sich demnach aus der Norm ||P∆ψ||. Im

Gegensatz zur euklidischen Norm von ∆ψ repräsentiert ||P∆ψ|| eine von der

Parametrisierung und der Gitterweite unabhängigere Größe, da sie den ortho-
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Abbildung 7.6.: Vorgehen bei der Ermi�lung des Abstandes zwischen der
REDIMMRD , die sich aus der Verwendung der unveränderten Schätzung der
Zustandsgradienten ergibt, und der veränderten REDIMMRD,v . Zu einem
Zustandspunkt ψv(θj) auf MRD,v wird der auf MRD liegende nächste
Punkt ψ(θi) gesucht. Der Abstandsvektor ∆ψ wird anschließend mit Hilfe
des Projektionsoperators P auf den Normalraum vonMRD projiziert.

gonalen Abstand zwischen den Gitterpunkt ψv(θj) und dem Tangentialraum

vonMRD an der Stelle ψ(θi) wiedergibt. Der Tangentialraum kann wiederum

als lineare Approximation der unveränderten REDIMMRD angesehen werden.

Auf diese Weise ermöglicht das vorgestellte Verfahren auch die Bestimmung

der Abstände zwischen REDIMs unterschiedlicher Dimension. In Abschnitt 7.2.2

wird die Methode verwendet, um die Abweichungen zwischen gestörten ein-

dimensionalen Flammen und den REDIMs im Zustandsraum zu ermitteln. Die

Anwendung des in Abbildung 7.6 beschriebenen Verfahrens ist in Abbildung 7.7

am Beispiel der 1D-REDIM dargestellt. Die Vektorpfeile entsprechen dabei der

CO
2
-H

2
O-Projektion bzw. CO

2
-H

2
O-HCO-Projektion des Vektors P∆ψ.

Abbildung 7.8a und Abbildung 7.8b zeigen die Komponenten von CO bzw.

HCO von P∆ψ an den jeweiligen Gitterpunkten der veränderten REDIMs in

Abhängigkeit von CO
2
. CO steht dabei stellvertretend für alle anderen Majori-

tätenspezies, die ein analoges Verhalten aufweisen. Im Gegenzug repräsentiert

HCO die schnellen intermediären Spezies. Bei Betrachtung von Abbildung 7.8a

zeigen sich die bereits anhand von Abbildung 7.5 erläuterten starken Unterschiede

zwischen veränderter und unveränderter REDIM im Bereich starker physikalisch-

chemischer Kopplung im Falle der 1D-REDIM. Verglichen mit dem Maximalwert

der spezi�schen Molzahlen von CO von 3,28 mol kg−1 betragen die Abweichun-

gen für die 1D-REDIM bis zu ca. 10%. Durch die Erhöhung der REDIM-Dimension

auf m = 2 erfolgt bereits eine starke Abnahme der Abweichungen in Richtung

dieser langsamen Majoritätenspezies. Eine zusätzliche Erhöhung auf m = 3 führt

zu kaum noch feststellbaren Unterschieden in CO-Richtung, die sich aus einer

Verdopplung oder Halbierung der Gradientenschätzungen ergeben. Im Vergleich

dazu unterscheiden sich die 1D- und 2D-REDIM hinsichtlich der Abweichungen

in HCO-Richtung kaum. Die Veränderungen in den Gradienten bewirken für
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(a) (b)

Abbildung 7.7.: Anwendung des in Abbildung 7.6 dargestellten Verfah-
rens zur Messung der euklidischen Abstände (Vektorpfeile) zwischen den
1D-REDIMs in einer CO2-H2O-Projektion (a) und einer CO2-H2O-HCO-
Projektion (b) des Zustandsraums. Die rote REDIM ergibt sich durch eine
Verdopplung, die blaue durch eine Halbierung der Schätzung ξ. Die grüne
REDIM entspricht der unveränderten Schätzung der Zustandsgradienten.
Einheiten der spezifischen Molzahlen ϕ in mol kg−1.

beide Dimensionen ähnlich große Abweichungen von der ursprünglichen REDIM,

die verglichen mit dem Maximalwert von HCO bei 30% liegen. Die 3D-REDIM

bewirkt dagegen eine deutliche Abnahme der Abweichungen auf ca. 5% des

Maximalwerts von HCO und ist daher weniger sensitiv hinsichtlich der imple-

mentierten Gradientenänderungen. Wie bereits weiter oben erläutert, bewirken

die veränderten Gradientenschätzungen im Bereich schneller chemischer Pro-

zesse sowohl für CO als auch für HCO keine Abweichung. Gleiches gilt für den

Zustand der unverbrannten Mischung, der einen physikalischen Dirichlet-Rand

darstellt (siehe Abschnitt 6.1.5).

Abbildung 7.8c stellt die euklidische Norm von P∆ψ in Abhängigkeit von

CO
2

dar. Es zeigt sich ein zum Abstand in CO-Richtung analoges Verhalten, das

sich auf Grund des starken Ein�usses der Majoritätenspezies bei der Berechnung

von ||P∆ψ|| ergibt. Wiederum führen die veränderten Gradientenschätzungen

zu kaum merklichen Abweichungen im Vergleich zur unveränderten REDIM

im Falle der 3D-REDIM. Bei Betrachtung des entlang der jeweiligen REDIM

ermittelten Mittelwertes ||P∆ψ|| von ||P∆ψ|| wird der Ein�uss der REDIM-

Dimension besonders deutlich. In Abbildung 7.8d ist ||P∆ψ|| in logarithmischer

Darstellung in Abhängigkeit der spezi�schen Molzahlen von CO
2

dargestellt. Es

ist zu erkennen, dass mit jeder REDIM-Dimension der Wert von ||P∆ψ|| und
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(a) (b)

(c) (d)

Abbildung 7.8.: Mit Hilfe der in Abbildung 7.6 beschriebenen Methode
bestimmte Abstände zwischen den REDIMs verdoppelter (hi) bzw. halbier-
ter (lo) und unveränderter Schätzungen ξ in Abhängigkeit der spezifischen
Molzahlen von CO2. (a): Komponente (P∆ψ)CO der bestimmten projizier-
ten Abstandsvektoren P∆ψ). (b): Komponente (P∆ψ)HCO. (c): Euklidische
Norm ||P∆ψ)||. (d): Entlang der REDIMs gemi�elter Wert der euklidischen
Norm ||P∆ψ)||. Einheiten der spezifischen Molzahlen ϕ und der Abstände
(P∆ψ)CO, (P∆ψ)HCO, ||P∆ψ)|| und ||P∆ψ)|| in mol kg−1.

damit der mittlere Abstand zwischen veränderter und unveränderter REDIM um

eine Größenordnung abnimmt. Hierdurch wird die zunehmende Insensitivität der

REDIM in Bezug auf eine Veränderung der Schätzung der Zustandsgradienten

ξ und damit in Bezug auf die Schätzung der lokalen Gradienten χ nochmals

bestätigt.
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(a) (b)

(c) (d)

Abbildung 7.9.: Stationäre Lösungen der eindimensionalen vorgemisch-
ten Sythesegas-Lu�-Flamme in mehreren Projektionen des Zustandsraums.
Schwarz mit Symbolen: Detaillierte Lösung. Grün: Reduziertes 1D-Modell.
Blau: reduziertes 2D-Modell. Rot: Reduziertes 3D-Modell. Die reduzierten
Lösungen ergeben sich aus der Verwendung der REDIMs basierend auf einer
Verdopplung der Schätzungen ξ. Einheiten der spezifischen Molzahlen ϕ in
mol kg−1.

Die beschriebenen Zusammenhänge sollen abschließend nochmals veri�ziert

werden, indem die REDIMs verschiedener Dimensionen, die durch die Verdopp-

lung der Schätzung der Zustandsgradienten ξ zustande kommen, in der reduzier-

ten Berechnung der vorgemischten Synthesegas-Luft-Flamme eingesetzt werden.

In Abbildung 7.9 werden die eindimensionalen stationären reduzierten Flam-

menpro�le mit dem detaillierten Flammenpro�l in mehreren zweidimensionalen

Projektionen des Zustandsraums in Abhängigkeit von CO
2

verglichen. Während
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die 1D-REDIM auf Grund der erhöhten Schätzungen ξ selbst die Hauptspezies

H
2
O nur unzureichend abbildet, führt die 2D-REDIM hier bereits zu sehr genauen

Ergebnissen. Sowohl 1D- als auch 2D-REDIM führen allerdings auf Grund der

veränderten Gradienten für die Minoritätenspezies OH, H
2
O

2
sowie HCO zu

signi�kanten Abweichungen im Bereich starker physikalisch-chemischer Kopp-

lung. Hier liefert die 3D-REDIM sehr gute Approximationen des detaillierten

stationären Pro�ls, wodurch die Insensitivität der 3D-REDIM hinsichtlich der

veränderten Gradientenschätzung nochmals dokumentiert werden kann.

Die genaue Abbildung des detaillierten stationären Flammenpro�ls ist ein

wichtiges Kriterium zur Validierung des reduzierten Modells. Besonders für die

Anwendung in turbulenten vorgemischten Flammen ist die genaue Wiedergabe

transienter Prozesse von ebenso wichtiger Bedeutung. Im nächsten Abschnitt

soll deshalb für das hier behandelte vorgemischte Synthesegas-Luft-System die

Eignung der REDIMs unterschiedlicher Dimensionen für die Darstellung des

charakteristischen Verhaltens gestörter eindimensionaler vorgemischter Flammen

untersucht werden.

7.2. Untersuchung des transienten Verhaltens
einer gestörten vorgemischten
Synthesegas-Lu�-Flamme

In Kapitel 3 wurde die charakteristische Struktur turbulenter vorgemischter

Flammen anhand der Ergebnisse einer DNS beschrieben (Abbildung 3.1c). Die

Flammenfront ist demnach durch einen welligen Verlauf gekennzeichnet, der

durch den Eingri� turbulenter Wirbel zustande kommt. Dieses charakteristi-

sche Verhalten turbulenter Vormisch�ammen dient als Vorbild für die in diesem

Abschnitt durchgeführte Analyse.

Am Beispiel des im vorherigen Abschnitt präsentierten vorgemischten Synthe-

segas-Luft-Systems wird das Verhalten einer eindimensionalen vorgemischten

Flamme nach Einbringung eines eindimensionalen Wirbels in die Flammenfront

untersucht. Die Wirbelimplementierung erfolgt dabei durch die Anwendung

einer sogenannten Triplet Map [104–109], die zu einer Neuanordnung der örtli-

chen Verteilung in der Flammenfront führt und damit turbulente E�ekte in der

eindimensionalen Flamme nachbildet.

Durch das Mapping wird ein charakteristischer Relaxationsprozess innerhalb

der Flamme initiiert, anhand dessen auf besonders geeignete Weise ein Vergleich

zwischen reduzierten und detaillierten Berechnungen und damit eine Validierung

der REDIM-Methode erfolgen kann. Die reduzierten Berechnungen basieren da-
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bei auf der Verwendung von ein-, zwei- sowie dreidimensionalen REDIMs, die

denjenigen aus Abschnitt 7.1 entsprechen. Durch den Vergleich mit detaillier-

ten Rechnungen sollen die Vorteile der in Abschnitt 6.3 vorgestellten adaptiven

REDIM-Konstruktionsmethode hinsichtlich einer generischen Dimensionserwei-

terung zum Zwecke der Genauikeitserhöhung hervorgehoben werden.

Im Folgenden wird zunächst das Verfahren des Triplet Mappings genauer

anhand der detaillierten vorgemischten Synthesegas-Luft-Flamme vorgestellt

(Abschnitt 7.2.1). Dabei wird auch auf die Charakteristik des transienten Relaxa-

tionsprozesses eingegangen, die im weiteren Verlauf eine wichtige Rolle für die

Validierung des reduzierten Modells spielt. Mit Hilfe einer lokalen Stabilitätsana-

lyse in Abschnitt 7.2.2 wird anschließend gezeigt, dass die lokalen Eigenschaften

der REDIM eine schlüssige Erklärung für das detaillierte Systemverhalten wäh-

rend der Relaxation ermöglichen. Gleichzeitig wird hierdurch ein Beweis für

die Attraktivität der REDIM geliefert, die anhand einer Analyse der detaillierten

Systembewegung im Zustandsraum zusätzlich untermauert wird. Hierfür kommt

die im vorherigen Abschnitt vorgeschlagenen Methode zur Ermittlung von Ab-

ständen im Zustandsraum zum Einsatz. Dies bildet den Ausgangspunkt für den in

Abschnitt 7.2.3 durchgeführten Vergleich zwischen detaillierten und reduzierten

Berechnungen, der sowohl im Zustandsraum als auch im Ortsraum durchgeführt

wird.

Insgesamt sollen durch die durchgeführte Analyse folgende wichtige Eigen-

schaften der REDIM-Methode unter Beweis gestellt werden, die aus dem relevan-

ten Anwendungsfall einer vorgemischten Flamme hervorgehen.

• Durch die Erhöhung der REDIM-Dimension kann die Genauigkeit der

reduzierten Berechnungen im Hinblick auf die Abbildung der detaillierten

Systemdynamik signi�kant gesteigert werden.

• Drei Dimensionen sind ausreichend, um ein größtenteils identisches Ver-

halten im Vergleich zum detaillierten System zu erhalten.

7.2.1. Störung der Flammenfront durch Triplet Maps
Der Ein�uss turbulenter Strukturen auf die Flammenfront vorgemischter Flam-

men wird durch die Implementierung eindimensionaler Wirbel abgebildet, welche

die eindimensionale laminare Synthesegas-Luft-Flamme stören. Die Wirkung der

Wirbel auf die eindimensionale Flammenfront kann dabei als Umverteilung der

Zustände innerhalb des Flammenpro�ls interpretiert werden, die in e�zienter

Art in Form einer Triplet Map [105–109] umgesetzt werden kann. Triplet Maps

approximieren dreidimensionale turbulente E�ekte durch eine Erhöhung der Gra-

dienten in der Flammenfront, die aus der Neuanordnung des eindimensionalen
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(a) (b)

Abbildung 7.10.: (a): Instantane Anwendung des Triplet Mappings (rot) auf
die stationäre Flammenfront (schwarz) des detaillierten Synthesegas-Lu�-
Systems. (b): Relaxationsprozess nach Implementierung des Wirbels. Darge-
stellt ist der örtliche Verlauf der Temperatur.

Pro�ls hervorgeht. Die Prozedur wird in Abbildung 7.10a anhand des Tempe-

raturpro�ls der behandelten vorgemischten freien Synthesegas-Luft-Flamme

präsentiert, wirkt sich jedoch gleichermaßen auch auf alle im System vorkom-

menden Spezies aus.

An einer Stelle x0 innerhalb der stationären Flammenfront wird entsprechend

Abbildung 7.10a ein eindimensionaler Wirbel der Größe l implementiert. Durch

das Triplet Mapping wird das Segment zwischen x0 und x0 + l zunächst auf ein

Drittel seiner ursprünglichen örtlichen Ausdehnung verkleinert. Daraus ergibt

sich der in Sektor 1 dargestellte Verlauf des Flammenpro�ls. Der Verlauf in Sek-

tor 2 entsteht durch das Spiegeln des ersten Sektors, während der dritte Sektor

wiederum mit dem ersten Sektor identisch ist. Die drei Sektoren werden mitein-

ander verknüpft und ersetzen den ursprünglichen Verlauf in der Flammenfront

zwischen x0 und x0 + l.

Die Anwendung von Triplet Maps in dreidimensionalen Simulationen turbu-

lenter Flammen [104, 108, 109] wird durch die Frequenz, die Größe sowie den Ort

der auftretenden Wirbel gesteuert. Daraus folgt eine gegenseitige Beein�ussung

der implementierten Wirbelereignisse, wodurch der Charakter realer turbulenter

Verbrennungsprozesse bestmöglich abgebildet werden soll [106]. In der nach-

folgend vorgestellten Untersuchung wird zum Zwecke einer anschaulichen und

transparenten Interpretation der Systemdynamik auf die Implementierung mehre-

rer Wirbelereignisse verzichtet. Stattdessen soll das Relaxationsverhalten infolge

eines einzelnen Wirbelereignisses untersucht werden, das instantan auf die sta-
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tionäre Flammenfront appliziert wird (siehe Abbildung 7.10a). Hieraus ergeben

sich jedoch keine Einschränkungen für die Gültigkeit der nachfolgenden Analyse,

da die abgeleiteten Zusammenhänge ohne weiteres auf die Implementierung

mehrerer Wirbel übertragen werden können.

In Abbildung 7.10b ist die zeitliche Relaxation des in Abbildung 7.10a im-

plementierten Wirbels mit Hilfe einer Triplet Map für das detaillierte System

dargestellt. Infolge des Mappings erfolgt zunächst eine instantane Verdreifachung

der Gradienten innerhalb der Flammenfront in der betro�enen Domäne. Dies

führt zu einer schlagartigen Verstärkung der Di�usionsprozesse, die zu Beginn

den Relaxationsprozess initiieren. Im weiteren Verlauf wird die Relaxation durch

die Interaktion sich verändernder physikalisch-chemischer Prozesse gesteuert,

bis die Flammenfront ihre ursprüngliche Form und Position wieder eingenommen

hat und der Relaxationsprozess beendet ist. Der gesamte Vorgang beträgt für den

gezeigten Wirbel ca. 450 µs.

Im Allgemeinen hängt die gesamte Zeitdauer des Relaxationsprozesses von der

Größe des Wirbels sowie dem Ort des Auftretens ab. Wie numerische Untersu-

chungen zeigen [110], ändert sich der charakteristische Ablauf bei der Entknotung

des Wirbels hierdurch jedoch nicht. Die nachfolgende Analyse soll daher auf

einen einzelnen Wirbel beschränkt werden, der in Abbildung 7.10a dargestellt

ist. Dieser Wirbel wird so gewählt, dass seine Größe und der Ort seines Auf-

tretens den Großteil der Flammenfront beein�usst. Die Wirbelgröße liegt dabei

mit 0,54 mm in der Größenordnung der Flammendicke, während das Zentrum

des Wirbels am Ort der größten Steigung in der Flammenfront platziert wird.

Hierdurch wird eine besonders e�ektive Störung der stationären Flammenfront

erreicht.

Eine besonders positive Eigenschaft von Triplet Maps ist, dass durch die Neu-

anordnung keine Veränderung der Erhaltungsgrößen Masse, Energie und Impuls

erfolgt [108]. Zudem ändert sich durch das Mapping zwar die lokale örtliche

Spezieszusammensetzung, die Neuanordnung des Pro�ls verändert jedoch nicht

die Zusammensetzung selbst. Dies führt dazu, dass die Zustände des gestörten

Flammenpro�ls im Zustandsraum mit denjenigen des ungestörten Pro�ls über-

einstimmen, im Bereich des Mappings jedoch mehrfach vertreten sind. Diese

Eigenschaft wird durch Abbildung 7.11a anhand einer CO
2
-H

2
O-Projektion des

Zustandsraums verdeutlicht. Der Bereich des Mappings ist dabei rot markiert. Das

untere und obere Ende des roten Bereich entsprechen den in Abbildung 7.10a dar-

gestellten Grenzen zwischen den drei Mapping-Sektoren. Da bei der Erstellung der

REDIMs auf die Gradienten der stationären detaillierten Flamme zurückgegri�en

wird (siehe Abschnitt 7.1), bewirkt die maßerhaltende Eigenschaft des Mappings

zusammen mit der hierarchischen Struktur der REDIMs, dass das gestörte Pro�l

sowohl in die 1D-REDIM als auch in die 2D- und 3D-REDIM eingebettet ist. Dies
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(a) (b)

Abbildung 7.11.: Auswirkungen des Triplet Mappings in einer CO2-H2O-
Projektion des Zustandsraums. (a): Instantane Implementierung des Wirbels
(rot) auf das stationäre Profil (schwarz) des detaillierten Systems. Auf Grund
der maßerhaltenden Eigenscha� liegen die Zustände des gestörten und un-
gestörten Profils direkt aufeinander. (b): Darstellung des transienten Rela-
xationsprozesses (rot) infolge des Mappings. Das stationäre Profil (schwarz)
bildet sowohl den Ausgangs- als auch den Endpunkt des Vorgangs. Einheiten
der spezifischen Molzahlen ϕ in mol kg−1.

scha�t eine wichtige Basis für einen Vergleich zwischen dem detaillierten und

reduzierten Systemverhalten bei der Relaxation, da der Prozess in allen vier Fällen

vom selben Anfangspro�l ausgeht (siehe Abschnitt 7.2.3).

In Abbildung 7.11b ist der Relaxationsprozess des detaillierten Flammenpro�ls

aus Abbildung 7.10b in einer CO
2
-H

2
O-Projektion des Zustandsraums dargestellt.

Das schwarze Pro�l repräsentiert dabei die stationäre eindimensionale Flamme.

Die Relaxation wird schematisch mit Hilfe der gestrichelten Kurve dargestellt.

Durch die instantane Erhöhung der Di�usion infolge des Triplet Mappings wird

das gestörte Pro�l demnach zunächst in Richtung der Mischungslinie ausgelenkt,

die gemäß Abschnitt 7.1 durch die Einwirkung unendlich starker Di�usionspro-

zesse zustande kommt. Diese Bewegung kehrt sich nach kurzer Zeit wieder um,

da die im System auftretenden Gradienten sukzessive abgebaut werden und der

Ein�uss der chemischen Reaktionsprozesse überwiegt. Der weitere Verlauf der

transienten Bewegung ist durch ein Überschwingen gekennzeichnet, das sich

zum Ende der Relaxation hin wieder umkehrt, sodass letztendlich wieder das

ursprüngliche stationäre Pro�l erreicht wird. Verglichen mit der DNS-Rechnung

einer turbulenten vorgemischten Methan-Luft-Flamme in Abbildung 3.4a aus

Abschnitt 3.3 weist die durch das Triplet Mapping gestörte Synthesegas-Luft-

Flamme eine analoge Charakteristik auf. Dies lässt den Schluss zu, dass das
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Triplet Mapping physikalisch sinnvolle Störungen hervorruft, die das Verhalten

turbulenter Flammen qualitativ nachbilden können.

7.2.2. Lokale Eigenscha�en der REDIMs
Nach der Beschreibung des transienten Bewegung des gestörten detaillierten

Systems soll in diesem Abschnitt auf die intrinsischen Eigenschaften der REDIMs

eingegangen werden. Es wird dabei überprüft, ob diese eine Erklärung für das cha-

rakteristische detaillierte Systemverhalten während der Relaxation ermöglichen.

Diese Analyse bildet den Grundstein für den in Abschnitt 7.2.3 durchgeführten

Vergleich zwischen reduzierten und detaillierten Berechnungen zur Relaxation

der gestörten vorgemischten Synthesegas-Luft-Flamme.

Bei der Anwendung der REDIMs in reduzierten Berechnungen spielen ihre

intrinsischen Stabilitätseigenschaften eine sehr wichtige Rolle bei der korrek-

ten Abbildung sowohl stationärer als auch transienter Vorgänge. Bereits bei der

Herleitung der REDIM-Entwicklungsgleichung in Abschnitt 5.1.1 werden die

notwendigen Eigenschaften beschrieben, welche die REDIM als Approximation

der langsamen invarianten Mannigfaltigkeiten erfüllen muss. Dies ist zum einen

die Attraktivität der REDIM, die sich für die schnelle Relaxation des Systems in

Richtung der REDIM verantwortlich zeigt, wenn dieses die REDIM durch das

Auftreten physikalischer Störungen verlassen hat. Zum anderen spielen die tan-

gentialen Stabilitätseigenschaften der REDIM eine wichtige Rolle bei der genauen

Abbildung der entlang der REDIM ablaufenden langsamen Systemdynamik.

Eine Beurteilung beider Eigenschaften ermöglicht gemäß [18, 44, 85] eine lokale

Analyse der auf den Tangentialraum bzw. Normalraum der REDIM projizierten

Jacobi-Matrix des chemischen Quellterms Fψ = ∂Fi

∂ψj

ψ+
θ Fψψθ,

(ψ⊥θ )+Fψψ
⊥
θ .

(7.1)

Wie Bykov et al. in [85] beschreiben, geben die Eigenwerte von ψ+
θ Fψψθ Auf-

schluss über die tangential zur REDIM ablaufende langsame Dynamik, während

die Eigenwerte von (ψ⊥θ )+Fψψ
⊥
θ Informationen über die Attraktivität der RE-

DIM liefern. ψ⊥θ beinhaltet dabei die Basisvektoren des Normalenraums der

REDIM, welche orthogonal zu ψθ sind. Für ψ+
θ Fψψθ �nden sich m Eigenwerte

λs1 , . . . , λsm . Abbildung 7.12a zeigt die Verteilung des Realteils des ersten Eigen-

werts λs1 entlang der zweidimensionalen REDIM in einer CO
2
-H

2
O-Projektion

des Zustandsraums. Es zeigt sich, dass λs1 lokal positive Realteile aufweist. Die

charakteristische Verteilung von λs1 entlang der REDIM hat dabei große Ähn-

lichkeit zu dem in Abbildung 7.4a dargestellten langsamsten Eigenwert λ7 der
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(a) (b)

Abbildung 7.12.: Verteilung der Eigenwerte der gemäß Gleichung 7.1 proji-
zierten Jacobi-Matrix (siehe Text) in einer CO2-H2O-Projektion des Zustands-
raums. (a): Langsamster Eigenwert der auf den Tangentialraum projizierten
Jacobi-Matrixψ+

θ Fψψθ . Die Vektorpfeile zeigen die CO2-H2O-Komponenten
des chemischen �eltermvektors F (ψ). (b): Langsamster Eigenwert der auf
den Normalraum projizierten Jacobi-Matrix (ψ⊥θ )+Fψψ

⊥
θ . Einheiten der spe-

zifischen Molzahlen ϕ in mol kg−1 und der Eigenwerte λi in s−1.

nicht projizierten Jacobi-Matrix Fψ . Dies deutet darauf hin, dass sich das instabile

detaillierte Systemverhalten in der Nähe des Tangentialraums der 2D-REDIM

abspielt. Eine Gegenüberstellung von Abbildung 7.12a und Abbildung 7.11b bestä-

tigt diesen Sachverhalt. Es zeigt sich, dass die transiente Bewegung des durch die

Triplet Map gestörten detaillierten Pro�ls den Bereich positiver Eigenwerte λs1
entlang der 2D-REDIM abdeckt. Die ebenfalls in Abbildung 7.12a abgebildeten

Vektorpfeile stellen eine CO
2
-H

2
O-Projektion des chemischen Quelltermvektors

F (ψ) entlang der 2D-REDIM dar. Es fällt auf, dass die Größe der Vektoren bei

einer Bewegung in Richtung der Mischungslinie (vgl. Abbildung 7.11a) zuneh-

men. Diese Eigenschaft zeigt, dass die 2D-REDIM den zunehmenden Ein�uss

chemischer Prozesse in der ersten Phase der transienten Relaxation aus Abbil-

dung 7.11b korrekt wiedergibt. Insgesamt lässt sich damit feststellen, dass die

intrinsischen tangentialen Eigenschaften der REDIM eine schlüssige Erklärung

für die charakteristische Dynamik des detaillierten Systems liefern. Während

ψ+
θ Fψψθ die tangential zur REDIM ablaufenden langsamen Prozesse charakte-

risiert, beschreibt (ψ⊥θ )+Fψψ
⊥
θ die orthogonal zur REDIM ablaufende schnelle

Dynamik des detaillierten Systems. Abbildung 7.12b zeigt die Verteilung des

langsamsten der schnellen Eigenwerte λf1 von (ψ⊥θ )+Fψψ
⊥
θ entlang der zweidi-

mensionalen REDIM des vorgemischten Synthesegas-Luft-Systems. Im Gegensatz

zum Eigenwertspektrum von ψ+
θ Fψψθ weisen die Eigenwerte von (ψ⊥θ )+Fψψ

⊥
θ
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7.2. Untersuchung des transienten Verhaltens einer gestörten vorgemischten
Synthesegas-Lu�-Flamme

(a) (b) t ≥ 0 s

(c) t > 2,2 · 10−5 s (d) t > 1,8 · 10−4 s

Abbildung 7.13.: (a): Gegenüberstellung des Relaxationsprozesses des detail-
lierten Systems (schwarze Kurven) und der 1D- (grün), 2D- (blau) sowie der
3D-REDIM (grau) in einer CO2-H2O-H-Projektion des des Zustandsraums.
(b-d): Abstände ||P∆ψ|| zwischen detaillierten Profilen und 1D- (grün), 2D-
(blau) sowie 3D-REDIM (grau) ab unterschieldichen Zeitpunkten innerhalb
des Relaxationsprozesses. Einheiten der spezifischen Molzahlen ϕ und des
Abstands ||P∆ψ|| in mol kg−1.

ausschließlich negative Realteile auf. Daraus lässt sich ableiten, dass die REDIM

überall attraktiv ist und Zustände, die sich auf Grund auftretender Störungen

außerhalb der REDIM be�nden, schnell wieder zu ihr hin relaxieren. Durch die

Erhöhung der Dimension steigert sich diese Attraktivität zusätzlich, da der Real-

teil des langsamsten Eigenwertes von (ψ⊥θ )+Fψψ
⊥
θ nochmals größere negative

Werte annimmt.
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Abbildung 7.13 gibt Aufschluss über die Attraktivität der hier betrachteten

REDIMs unterschiedlicher Dimension. Dabei stellt Abbildung 7.13a den gesamten

Relaxationsprozess des detaillierten Systems aus Abbildung 7.11 in einer CO
2
-

H
2
O-H-Projektion des des Zustandsraums dar. Abgebildet sind darin zudem die

1D-, 2D- sowie die 3D-REDIM. Es ist deutlich zu erkennen, dass die Dynamik des

gestörten detaillierten Systems die Pro�le zunächst von den Mannigfaltigkeiten

wegführt. Unter Anwendung des im vorherigen Abschnitt vorgestellten Verfah-

rens zur Bestimmung des Abstands im Zustandsraum (Abbildung 7.6), können

die Abweichungen zwischen den diskreten Zuständen der detaillierten Pro�le

und den jeweiligen REDIMs zu verschiedenen Zeitpunkten quanti�ziert werden.

Abbildung 7.13b stellt die Norm der projizierten Verbindungsvektoren ||P∆ψ||
(siehe Abbildung 7.6) während der gesamten Relaxation in Abhängigkeit von

CO
2

dar. Es ist zu beobachten, dass die maximalen Abstände mit der Erhöhung

der REDIM-Dimension abnehmen. In Abbildung 7.13c sind Werte von ||P∆ψ||
für t > 2,2 · 10−5 s abgebildet. Die Abstände zur 3D-REDIM sind nach dieser

kurzen Zeitdauer bereits verschwunden, sodass sich die Dynamik des gestör-

ten detaillierten Systems ab hier entlang des Tangentialraums der 3D-REDIM-

Entfaltet. Ab einer Zeit von t > 1 · 10−4 s verschwinden auch die Abstände zur

2D-REDIM (Abbildung 7.13d) und die Bewegung kann durch den Tangentialraum

der 2D-REDIM abgebildet werden. Das Auftre�en des detaillierten Systems auf

die 1D-REDIM erfolgt nach Abschluss des Relaxationsprozesses ab ca. 4,5 · 10−4 s
(siehe Abschnitt 7.2.1).

Wie aus obigen Ausführungen hervorgeht, ist die Dynamik des gestörten de-

taillierten Systems durch das Durchschreiten einer Kaskade von REDIMs geringer

werdender Dimension gekennzeichnet. Hierdurch wird nicht nur die Gültigkeit

der hierarchischen Struktur von REDIMs bestätigt, sondern auch die Existenz

unterschiedlich schneller Prozesse innerhalb des detaillierten Systems. Dieses

charakteristische Verhalten wird durch die REDIMs wiedergegeben. Es bleibt

abschließend zu klären, inwieweit das reduzierte System das transiente Verhalten

des gestörten detaillierten Systems wiedergeben kann. Dies ist Gegenstand des

nächsten Abschnitts.

7.2.3. Diskussion der Simulationsergebnisse
In diesem Abschnitt soll die Eignung der reduzierten Modelle der 1D-, 2D- und

3D-REDIM untersucht werden, das transiente Verhalten des detaillierten Systems

nach der Implementierung der in Abschnitt 7.2.1 beschriebenen Störung in Form

einer Triplet Map wiederzugeben. Hierfür werden die Lösungen der reduzierten

Berechnungen mit den detaillierten Lösungen sowohl im Zustandsraum als auch

im Ortsraum miteinander verglichen.
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7.2. Untersuchung des transienten Verhaltens einer gestörten vorgemischten
Synthesegas-Lu�-Flamme

In Abbildung 7.14 sind die detaillierten und reduzierten Flammenpro�le zu

zwei unterschiedlichen Zeitpunkten innerhalb des Relaxationsprozesses im Zu-

standsraum dargestellt. Wie Abbildung 7.14a anhand einer CO
2
-H

2
O-Projektion

der Zustandsraums zeigt, handelt es sich dabei um die Pro�le mit der jeweils

größten Abweichung von der stationären Lösung. Diese ist identisch mit der

1D-REDIM, die durch die grüne Linie gekennzeichnet ist. Es ist zu erkennen,

dass die reduzierten Modelle der 2D- und 3D-REDIM das Verhalten des detail-

lierten Systems hinsichtlich der transienten Veränderung von CO
2

und H
2
O sehr

gut abbilden. Die Bewegung des reduzierten Modells der 1D-REDIM ist auf die

eindimensionale Mannigfaltigkeit beschränkt, sodass die beiden Pro�le nicht

voneinander unterschieden werden können. Das reduzierte 1D-Modell ist da-

her nicht in der Lage der detaillierten Systembewegung im Zustandsraum zu

folgen. Eine entsprechende Beobachtung kann auch bei einer Betrachtung der

CO
2
-H

2
O-H-Projektion in Abbildung 7.14b gemacht werden. In dieser Projek-

tion fällt jedoch auf, dass die Pro�le des reduzierten 2D-Modells signi�kante

Abweichungen hinsichtlich der spezi�schen Molzahlen der Minoritätenspezi-

es H aufweisen. Diese Abweichungen treten insbesondere im Bereich starker

physikalisch-chemischer Kopplung auf, in denen die implementierte Störung die

größte Auswirkung entfaltet. Im Gegensatz zum 2D-Modell liefert das reduzierte

3D-Modell in dieser Projektion beinahe identische Ergebnisse verglichen mit dem

detaillierten System. Hier macht sich in Analogie zu den Ausführungen in Ab-

schnitt 7.1 die zusätzliche REDIM-Dimension bemerkbar. Hierdurch erhöht sich

die Fähigkeit der REDIM auch schneller ablaufende physikalisch-chemische Pro-

zesse darzustellen, da sich diese in der Nähe des Tangentialraums der 3D-REDIM

bewegen. Wird die Relaxation der gestörten Flamme jedoch in einer CO
2
-H

2
O-

H
2
O

2
-Projektion des Zustandsraums betrachtet (Abbildung 7.14c), ergeben sich

auch für das 3D-Modell merkliche Abweichungen. Dies ist ein Indiz dafür, dass

die detaillierte Systemdynamik infolge der Störung nicht komplett durch drei Di-

mensionen abgebildet werden kann und es einer zusätzlichen Dimension bedarf,

um geringere Abweichungen in Richtung H
2
O

2
zu erhalten.

Um die Validierung der reduzierten Rechnungen zu vervollständigen, soll der

Relaxationsprozess abschließend anhand zweier Spezies im Ortsraum analysiert

werden. Abbildung 7.15 und Abbildung 7.16 zeigen das Verhalten der Systeme

nach Implementierung der Störung für die spezi�schen Molzahlen von CO bzw.

HCO. CO steht dabei erneut für alle anderen langsamen Hauptspezies wie CO
2
,

H
2
O oder H

2
, die allesamt durch ein analoges Verhalten gekennzeichnet sind. HCO

spiegelt dagegen das Verhalten der Minoritätenspezies wie OH, H oder O wieder.

Die Abbildung zeigen sechs Zeitpunkte innerhalb der 4,5 · 10−4 s dauernden

Relaxation. Die in Abbildung 7.15f und Abbildung 7.16f dargestellten Lösungen

zum Ende der Relaxation entsprechen dabei gleichzeitig den Pro�len, auf die
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7. Anwendung und Validierung der REDIM-Methode

(a) (b)

(c)

Abbildung 7.14.: Relaxationsprozess infolge des implementierten Wirbels
für das detaillierte System (schwarz mit Symbolen), das reduzierte 1D-Modell
(grün), das reduzierte 2D-Modell (blau) sowie das reduzierte 3D-Modell (rot)
bei t = 1,6 · 10−5 s (1) und t = 1,1 · 10−4 s (2) in mehreren Projektionen des
Zustandsraums. Einheiten der spezifischen Molzahlen ϕ in mol kg−1.

das Triplet Mapping angewendet wurde. Zu Beginn des Prozesses ist für beide

Spezies die Wirkung des implementierten Wirbels zu erkennen. Beim Vergleich

der örtlichen Verläufe der spezi�schen Molzahlen von CO fällt auf, dass das

2D- und 3D-Modell das detaillierte Modell während des gesamten Vorgangs

sehr genau abbilden. Das 1D-Modell liefert jedoch auch recht genaue Ergebnisse

für die Majoritätenspezies CO. Auf den ersten Blick mögen diese Ergebnisse

nach Betrachtung von Abbildung 7.14a überraschend erscheinen. Hierdurch wird

jedoch eine sehr wichtige, natürliche Eigenschaft der REDIM o�enbart, die aus

der Formulierung des reduzierten Modells hervorgeht (siehe Abschnitt 5.4 und
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7.2. Untersuchung des transienten Verhaltens einer gestörten vorgemischten
Synthesegas-Lu�-Flamme

(a) t = 0 s (b) t = 9,3 · 10−6 s (c) t = 1,6 · 10−5 s

(d) t = 5,2 · 10−5 s (e) t = 8,1 · 10−5 s (f) t = 4,5 · 10−4 s

Abbildung 7.15.: Relaxationsprozess für CO infolge des implementierten
Wirbels für das detaillierte System (schwarz mit Symbolen), das reduzierte
1D-Modell (grün), das 2D-Modell (blau) sowie das 3D-Modell (rot) zu verschie-
denen Zeitpunkten. Einheiten der spezifischen Molzahlen ϕ in mol kg−1.

Abschnitt 6.4). Obwohl die transiente Bewegung des reduzierten 1D-Modells auf

die 1D-REDIM beschränkt ist, führt das reduzierte Modell infolge der intrinsischen

Eigenschaften der REDIM dazu, dass die örtliche Verteilung der wichtigsten

Systemgrößen dennoch genau wiedergegeben werden kann [22]. In anderen

Worten ausgedrückt, ahmt die Bewegung des reduzierten Pro�ls entlang der

REDIM die detaillierte Systembewegung bestmöglich nach.

Im Gegensatz zum Relaxationsverhalten von CO lassen sich bei der Betrachtung

der Minoritätenspezies HCO deutlichere Unterschiede zwischen den verschie-

denen reduzierten Berechnungen und dem detaillierten Modell feststellen. Hier

liefert das 3D-Modell während des gesamten Prozesses eine sehr gute Approxi-

mation der detaillierten Dynamik. Es ist zu sehen, dass selbst sehr kleinskalige

Strukturen innerhalb des detaillierten Systems sehr genau durch das 3D-Modell

wiedergegeben werden können. Das 1D- sowie das 2D-Modell bilden das detail-

lierte Verhalten zwar qualitativ ab, führen allerdings zu deutlichen Abweichungen

vom detaillierten Modell und dem reduzierten 3D-Modell. Dieser Zusammenhang

würde sich bei der Implementierung zusätzlicher Störungen weiter verschärfen,

sodass bei einem Einsatz in der Simulation turbulenter Verbrennungsprozesse
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7. Anwendung und Validierung der REDIM-Methode

(a) t = 0 s (b) t = 9,3 · 10−6 s (c) t = 1,6 · 10−5 s

(d) t = 5,2 · 10−5 s (e) t = 8,1 · 10−5 s (f) t = 4,5 · 10−4 s

Abbildung 7.16.: Relaxationsprozess für HCO infolge des implementierten
Wirbels für das detaillierte System (schwarz mit Symbolen), das reduzierte
1D-Modell (grün), das 2D-Modell (blau) sowie das 3D-Modell (rot) zu verschie-
denen Zeitpunkten. Einheiten der spezifischen Molzahlen ϕ in mol kg−1.

von ebenso großen Unterschieden auszugehen ist. Im Gegensatz dazu lassen die

Ergebnisse des 3D-Modell den Schluss zu, dass dieses im Falle ähnlicher Turbu-

lenzintensität zu ebenso genauen Resultaten bei der Anwendung in turbulenten

Simulationen führen wird.

7.3. Untersuchung der kritischen Streckungsrate
einer stark verdünnten H2-N2-Lu�
Gegenstromflamme

In Anlehnung an die in [84, 85] präsentierten Ergebnisse wird im Folgenden

die Anwendung einer zweidimensionalen REDIM zur Untersuchung transien-

ter Verlöschungsvorgänge in einer stark verdünnten eindimensionalen nicht-

vorgemischten H
2
-N

2
-Luft-Gegenstrom�amme [1, 111] bei unterschiedlichen

Systemdrücken diskutiert. Die sto�ichen Zusammensetzungen am linken und

rechten Einströmrand werden in Tabelle 7.1 zusammengefasst und entsprechen
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7.3. Untersuchung der kritischen Streckungsrate einer stark verdünnten
H2-N2-Lu� Gegenstromflamme

linker Rand, Oxidationsm. rechter Rand, Brennst.

Zusammens. 21 mol-% O
2
, 79 mol-% N

2
14 mol-% H

2
, 86 mol-% N

2

Temperatur To =298 K Tb =298 K
Geschw. vo, variabel vf , variabel

Drücke 1 bar, 2 bar, 4 bar und 8 bar
Tabelle 7.1.: Zusammensetzung der untersuchten eindimensionalen nicht-
vorgemischten H2-N2-Lu�-Gegenstromflamme gemäß [84].

der Kon�guration, die von Niemann et al. in [112] in zweidimensionalen nume-

rischen Simulationen und experimentellen Untersuchungen zur Flammenver-

löschung berücksichtigt wird. Die in [112] vorgestellten Ergebnisse dienen in

dieser Studie als Vergleichsgrundlage für die eindimensionalen detaillierten und

reduzierten Simulationen mit INSFLA [29] und damit als wichtiges Mittel zur

Validierung der REDIM-Methode.

Im Rahmen der Untersuchung wird der Ein�uss zweier Parameter analysiert,

deren Variation zu einer Verlöschung der Flamme führen kann. Dies ist zum

einen die Streckungsrate a [1, 112], deren Erhöhung eine zunehmende Störung

der chemischen Reaktionskinetik und schließlich die Verlöschung der Flamme

bewirkt. Die Streckungsrate ergibt sich gemäß [112] zu a = 4vo
L

, mit L = 0,01 m
als dem Abstand zwischen den beiden Zuströmrändern des analysierten Systems

und vo als der Einströmgeschwindigkeit des Oxidationsmittels (siehe Tabelle 7.1).

Diese De�nition der Streckungsrate ist gemäß [113] zulässig, wenn die Massen-

stromdichten an den jeweiligen Einströmrändern annähernd gleich sind. Dies

wird im Rahmen der hier präsentierten Untersuchung sichergestellt, indem am

Rand des Oxidationsmittels die Massenstromdichte und am Rand des Brennsto�s

der tangentiale Druckgradient [1] derart vorgegeben werden, dass die Flammen-

front sich stets im Zentrum der betrachteten örtlichen Domäne be�ndet [84]. Die

kritische Streckungsrate akrit bezeichnet diejenige Streckungsrate, ab der eine

zusätzliche Erhöhung zu einer Verlöschung der Flamme führen würde. Abbil-

dung 7.17a zeigt eine zweidimensionale N
2
-H

2
O-Projektion des Zustandsraums

der betrachteten Gegenstrom�amme bei 2 bar Systemdruck unter Verwendung

des San-Diego-Reaktionsmechanismus [114]. Die grüne Kurve entspricht dem

Flammenpro�l bei einer geringen Streckungsrate von a = 200 s−1. Die schwarzen

Kurven ergeben sich durch die sukzessive Erhöhung der Streckungsrate, bis mit

der roten Kurve bei akrit = 660 s−1 die kritische Streckungsrate erreicht ist. Eine

weitere Erhöhung der Streckungsrate führt zur Verlöschung der Flamme. Dieser

Vorgang wird durch die blauen Pro�le abgebildet und endet mit dem verlöschten

Flammenpro�l (dicke blaue Kurve) [84].
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(a) (b)

Abbildung 7.17.: (a): Stationäre Lösungen der stark verdünnten H2-N2-Lu�-
Gegenstromflamme bei unterschiedlichen Streckungsraten a in einer N2-H2O-
Projektion des Zustandsraums. Die grüne Kurve ergibt sich für a = 200 s−1,
die schwarzen Kurven durch sukzessive Erhöhung von a, bis mit der roten
Kurve bei akrit = 660 s−1 die kritische Streckungsrate erreicht ist, ab der
Verlöschung eintri�. Der Verlöschungsvorgang wird durch die blauen Kurven
repräsentiert, von denen die dicke Kurve die verlöschte Flamme darstellt.
Einheiten der spezifischen Molzahlen ϕ in mol kg−1. (b): Einfluss des Drucks
p auf die Flammenzone. Kurven entsprechen eindimensionalen detaillierten
INSFLA-Simulationen [29], Symbole geben die Ergebnisse zweidimensionaler
Simulationen aus [112] wieder. Abbildungen teilweise entnommen aus [84].

Die zweite charakteristische Größe, die entscheidenden Ein�uss auf die Flam-

menstabilität hat, ist der Systemdruck p. Dieser beein�usst wichtige Kettenver-

zweigungs- und -rekombinationsreaktionen [1] innerhalb des Reaktionsmechanis-

mus, was zu einer nicht-monotonen Abhängigkeit der kritischen Streckungsrate

akrit von p führt [112]. Die Nichtmonotonität ist eine Folge der Konkurrenz bimo-

lekularer Kettenverzweigungsreaktionen und trimolekularer Rekombinationsre-

aktionen innerhalb des Wassersto�mechanismus, die durch den Druck gesteuert

wird [112, 115]. Für geringe Drücke unterhalb von ca. 1,5 bar dominieren Ket-

tenverzweigungsreaktionen, die für die Bildung von Radikalen verantwortlich

sind. Eine Druckerhähung in diesem Bereich führt demnach zu einer Erhöhung

der Flammenstabilität und damit der kritischen Streckungsrate akrit. Für höher

werdende Drücke nimmt der Ein�uss trimolekularer Rekombinationsreaktionen

zu. Diese sorgen für die Rekombination freier Radikale, sodass die kritische Stre-

ckungsrate akrit bei einer Druckerhöhung über 1,5 bar wieder abnimmt [112,

115].
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Abbildung 7.17b zeigt die Wirkung des Systemdrucks auf die Reaktionszone

anhand der über der Ortskoordinaten x1 aufgetragenen Flammentemperatur

bei Verwendung des San-Diego- Reaktionsmechanismus [114]. Die Abbildung

beinhaltet dabei Daten aus [112], die aus zweidimensionalen Simulationen hervor-

gehen und durch Symbole wiedergegeben werden. Die Kurven in Abbildung 7.17b

entsprechen den Ergebnissen detaillierter eindimenionaler Simulationen unter

Verwendung von INSFLA [29]. Es ist zu erkennen, dass mit zunehmendem Druck

die Flammenzone zunehmend ausgedünnt wird. Die eindimensionalen Simulatio-

nen geben dabei die Ergebnisse der zweidimensionalen Simulationen aus [112]

qualitativ wieder. Die auftretenden Unterschiede lassen sich durch die Mitberück-

sichtigung von Wärmeverlusten in den Berechnungen von Niemann et al. erklären

[112], die im Zuge der durchgeführten eindimensionalen INSFLA-Rechnungen

außer acht gelassen werden [84].

Die analysierte stark verdünnte eindimensionale H
2
-N

2
-Luft Gegenstrom�am-

me ist auf Grund der geringen Brennsto�konzentration durch eine besonders

niedrige Verbrennungstemperatur und eine damit einhergehende geringe Flam-

menstabilität gekennzeichnet. Molekulare Transportprozesse spielen in dieser

Kon�guration eine weitaus wichtigere Rolle für die Flammenstabilität als in

stöchiometrischen Flammen. Auf Grund ihrer unterschiedlich schnellen Di�usi-

onsgeschwindigkeit werden Spezies wie das H-Radikal oder der Brennsto� H
2

schneller in die Reaktionszone transportiert als z.B. das in diesem Fall als inert

betrachtete N
2

[112, 115]. Diese Prozesse sind dafür verantwortlich, dass trotz

der sehr geringen Brennsto�konzentration eine stabil brennende Flamme auf-

recht erhalten werden kann. Der starke Ein�uss detaillierter Di�usionsprozesse

spiegelt sich besonders in der Tatsache wieder, dass bei der Verwendung gleicher

Di�usivitäten und einer Lewiszahl Le = 1 keine stabil brennende Flamme in nu-

merischen Experimenten ermittelt werden konnte. Die Verwendung detaillierter

Transportmodelle (Kapitel 2) ist deshalb für die Durchführung der angestrebten

numerischen Untersuchungen zwingend notwendig [84].

Abbildung 7.18 veranschaulicht die Auswirkung der Implementierung des in

dieser Arbeit verwendeten detaillierten Di�usionsmodells auf Basis der Curtiss-
Hirschfelder-Approximation [1, 30] für eine eindimensionale nicht-vorgemischte

H
2
-N

2
-Luft-Gegenstrom�amme mit einer leicht höheren Brennsto�konzentra-

tion. In diesem Fall reicht die Brennsto�menge aus, um auch bei Verwendung

gleicher Di�usivitäten und einer Lewiszahl Le = 1 eine stabile Flammenzone zu

erhalten. Anhand der zweidimensionalen N
2
-H

2
O-Projektion des Zustandsraums

in Abbildung 7.18a lässt sich feststellen, dass das detaillierte Di�usionsmodell

zu merklich höheren spezi�schen Molzahlen für H
2
O führt. Im Vergleich zur

Verwendung gleicher Di�usivitäten und Le = 1 berücksichtigt das detaillierte

Di�usionsmodell die in realen Prozessen existierenden unterschiedlichen Di�usi-

141



7. Anwendung und Validierung der REDIM-Methode

(a) (b)

Abbildung 7.18.: Einfluss detaillierter Transportprozesse unter Verwendung
der Curtiss-Hirschfelder-Approximation im Vergleich zur Verwendung glei-
cher Di�usivitäten und Le = 1 für eine nicht-vorgemischte H2-N2-Lu� Ge-
genstromflamme mit einer leicht höheren Brennsto�konzentration als in
Tabelle 7.1. (a): Zweidimensionale N2-H2O-Projektion des Zustandsraums. (b):
Dreidimensionale N2-H2O-OH-Projektion des Zustandsraums. Einheiten der
spezifischen Molzahlen ϕ in mol kg−1. Abbildungen teilweise entnommen
aus [84].

onsgeschwindigkeiten einzelner Spezies, was sich insbesondere in der Induktions-

zone für N2 < 30 mol kg−1 und N2 < 32 mol kg−1 bemerkbar macht. Hier ergibt

sich für Le = 1 ein linearer Pro�lverlauf auf Grund des linearen Zusammen-

hangs zwischen den Di�usionsgeschwindigkeiten einzelner Spezies, während

das detaillierte Di�usionsmodell einen nicht-linearen Verlauf und gleichzeitig

ein Verschieben der Reaktionszone bewirkt [84]. Die beiden Flammenpro�le

sind in Abbildung 7.18b in einer dreidimensionalen N
2
-H

2
O-OH-Projektion des

Zustandsraums dargestellt. Der Ein�uss des detaillierten Di�usionsmodells auf

die Reaktionszone wird hier nochmals deutlich. Im Vergleich zur Verwendung

von gleichen Di�usivitäten und einer Lewiszahl Le = 1 führt das detaillierte

Transportmodell zu dreifach höheren spezi�schen Molzahlen für das OH-Radikal

[84].

Aus den obigen Ausführungen geht hervor, dass das betrachtete System einen

sehr kritischen Anwendungsfall darstellt, der sich sehr gut für die Validierung der

REDIM-Methode eignet. Für die vorgestellte stark verdünnte nicht-vorgemischte

H
2
-N

2
-Luft-Gegenstrom�amme sollen im Folgenden mit Hilfe reduzierter Be-

rechnungen die kritischen Streckungsraten akrit bei unterschiedlichen Drücken

von 1 bar, 2 bar, 4 bar und 8 bar ermittelt werden (siehe Tabelle 7.1). Hierdurch

soll überprüft werden, ob die REDIM-Methode die beschriebene nicht-monotone
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Abhängigkeit zwischen der kritischen Streckungsrate akrit und dem System-

druck p korrekt wiedergeben kann. Die Ergebnisse werden mit detaillierten

eindimensionalen Berechnungen und den Literaturdaten aus [112] verglichen.

Um die Gültigkeit der Validierung auszudehnen, werden die reduzierten und

detaillierten Berechnungen unter Anwendung von drei verschiedenen Reakti-

onsmechanismen für die Wassersto�verbrennung durchgeführt. Dies ist zum

einen der Miller-Mechanismus [116], der San-Diego-Mechanismus [114] sowie der

GRI -Mechanismus [117]. Die Charakteristika der Reaktionsmechanismen sind in

Tabelle 7.2 zusammengefasst. Danach beinhaltet jeder untersuchte Mechanismus

9 unterschiedliche Spezies. Die Dimension des Zustandsraums ergibt sich daher

in allen drei Fällen zu 9 + 2 = 11.

Mechanismus Miller San Diego GRI
Anzahl an Spezies 9 9 9

Anzahl an Reaktionen 38 42 56

Tabelle 7.2.: Eigenscha�en der verwendeten Reaktionsmechanismen für die
Wassersto�verbrennung. Entommen aus [84].

Das Ziel der Studie ist es zu zeigen, dass die REDIM-Modellreduktionsmethode

folgende wichtige Kriterien erfüllt, die im Allgemeinen für Modellreduktionsme-

thoden eine große Herausforderung darstellen [84]

• Die Berücksichtigung detaillierter Transportprozesse im Kontext eines

besonders kritischen Anwendungsfalls.

• Die korrekte Abbildung der Druckabhängigkeit charakteristischer Reak-

tionskanäle innerhalb unterschiedlicher Reaktionsmechanismen für die

Wassersto�verbrennung.

Für die Durchführung der numerischen Experimente werden für jeden Reakti-

onsmechanismus und für jeden Druck zweidimensionale REDIMs erstellt. Das

nächste Kapitel beschreibt die Vorgehensweise zur Konstruktion der REDIMs, die

in Anlehnung an die in Abschnitt 6.2 gemachten Ausführungen erfolgt. Darüber

hinaus werden wichtige intrinsischen Eigenschaften der REDIM beschrieben,

die eine Beurteilung der reduzierten Systemdynamik ermöglichen. Im Anschluss

daran werden die numerischen Ergebnisse vorgestellt. Es wird gezeigt, dass die

zweidimensionale REDIM ausreicht, um sowohl das stationäre Verhalten als auch

die transiente Dynamik bei der Verlöschung detaillierter Rechnungen wiederzuge-

ben und zudem die Abhängigkeit der kritischen Streckungsrate vom Systemdruck

abzubilden.
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7.3.1. Konstruktion und lokale Analyse der REDIM

Wie im obigen Abschnitt erwähnt, werden die Untersuchungen zur kritischen

Streckungsrate für drei verschiedene Reaktionsmechanismen durchgeführt. Die

Erläuterungen dieses Abschnitts werden stellvertretend für den MillerReaktions-

mechanismus [116] formuliert. Die anderen beiden Mechanismen weisen ein

analoges Verhalten auf.

Die Bestimmung der zweidimensionalen REDIMs erfolgt gemäß Abschnitt 6.2

ausgehend von einer Anfangsmannigfaltigkeit, die aus unterschiedlichen sta-

tionären Flamelets der behandelten nicht-vorgemischten Gegenstrom�amme

interpoliert wird. Für die aktuelle Analyse werden für die Konstruktion der

Anfangsmannigfaltigkeit drei unterschiedliche Flamelets herangezogen, wie Ab-

bildung 7.19a in einer N
2
-H

2
O-OH-Projektion und Abbildung 7.19c in einer N

2
-

H
2
O-H

2
O

2
-Projektion des Zustandsraums veranschaulichen. Das erste Flamelet

ergibt sich dabei durch die Anwendung einer sehr geringen Streckungsrate, was

im Vergleich zu den anderen beiden Flamelets zu den größten Werten für die spezi-

�schen Molzahlen für H
2
O führt. Das zweite Flamelet entspricht demjenigen, das

sich bei der kritischen Streckungsrate akrit einstellt. Dieses Flammenpro�l stellt

damit die Grenze zur Zone transienter Verlöschung dar, die bei einer zusätzlichen

Erhöhung der Streckungsrate erfolgen würde. Das letzte Flamelet wird durch

das verlöschte Flammenpro�l gebildet und ergibt sich somit aus der linearen

Verbindung zwischen den Zusammensetzungen an den beiden Einströmrändern

der Gegenstrom�amme.

Die in Abbildung 7.19a und Abbildung 7.19c dargestellte Anfangsmannig-

faltigkeit liefert gemäß Abschnitt 6.1.4 gleichzeitig die Abschätzungen für die

Zustandsgradienten ξ. Es wird während der Integration der REDIM-Entwick-

lungsgleichung daher fortwährend auf die Anfangsmannigfaltigkeit zugegri�en,

an deren Gitterpunkten die Schätzungen für die Zustandsgradienten vorliegen

(vgl. Abbildung 6.8). Abbildung 7.19b und Abbildung 7.19d stellen die ausgehend

von der Anfangsmannigfaltigkeit erstellten zweidimensionale REDIM dar. Es ist

zu erkennen, dass die eindimensionalen Flamelets in die 2D-REDIM eingebettet

sind, was durch die Verwendung der entsprechenden Zustandsgradienten bei der

Integration der REDIM-Entwicklungsgleichung begründet werden kann. Dies

repräsentiert gleichzeitig die in Abschnitt 5.3 beschriebene hierarchische Struk-

tur der REDIM, da die einzelnen Flamelets selbst als eindimensionale REDIMs

angesehen werden können.

Abbildung 7.20 zeigt die unter Verwendung des Miller-Reaktionsmechanismus

[116] erstellten 2D-REDIMs für die Drücke von 1 bar, 2 bar, 4 bar und 8 bar in

einer N
2
-H

2
O-OH-Projektion. Es ist zu erkennen, dass der maximale Wert der

spezi�schen Molzahlen von OH in Abbildung 7.20 durch die Erhöhung des Drucks
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(a) (b)

(c) (d)

Abbildung 7.19.: (a) und (b): Interpolation der zweidimensionalen Anfangs-
mannigfaltigkeit aus drei verschiedenen Flamelets (rote Kurven) bei einer
geringen Streckungsrate, der kritischen Streckungsrate akrit sowie dem ver-
löschten Flammenprofil in einer N2-H2O-OH-Projektion (a) und einer N2-
H2O-H2O2-Projektion (b) des Zustandsraums. (c) und (d): Zweidimensionale
REDIMs. Einheiten der spezifischen Molzahlen ϕ in mol kg−1. Der System-
druck beträgt 1 bar. Abbildungen teilweise entnommen aus [84].

sukzessive abnimmt. Dieses charakteristische Verhalten ist ein Ergebnis der Kon-

kurrenz zwischen der Kettenverzweigungsreaktion H + O2 → OH + O und der

Rekombinationsreaktion H + O2 + M→ HO2 + M [115]. Beide Reaktionsschritte

besitzen dabei die selben Reaktanden, allerdings wird für den Rekombinations-

schritt zusätzlich der Stoßpartner M benötigt. Bei höherem Druck überwiegt der

Ein�uss der Rekombinationsreaktion, da es sich hierbei um eine trimolekula-

re Reaktion handelt. Mit zunehmendem Druck wird daher immer weniger OH
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Abbildung 7.20.: Zweidimensionale REDIMs für die Drücke von 1 bar, 2 bar,
4 bar und 8 bar in einer N2-H2O-OH-Projektion des Zustandsraums. Abbil-
dung entnommen aus [84].

gebildet. Dies wird durch die REDIMs korrekt wiedergegeben. In Analogie zu

Abschnitt 7.2.2 werden zum Zwecke der lokalen Stabilitätsanalyse wiederum

die Eigenwerte der projizierten Jacobi-Matrix des chemsichen Quellterms ana-

lysiert (Gleichung 7.1). Für ψ+
θ Fψψθ �nden sich m = 2 Eigenwerte, von denen

einer einen positiven Realteil aufweist. Abbildung 7.21a zeigt die Verteilung des

Realteils des ersten Eigenwerts λs1 entlang der zweidimensionalen REDIM in

einer N
2
-H

2
O-Projektion des Zustandsraums. Es zeigt sich, dass sich der Bereich

positiver Werte unterhalb des kritischen Flamelets liegt, ab dem eine zusätzliche

Erhöhung der Streckungsrate zur Verlöschung führt. In diesem Bereich können

daher keine stationären Flamelets gefunden werden. Der positive Eigenwert

spiegelt die repulsive Eigenschaft der REDIM in diesem Bereich wieder und er-

möglicht somit eine Begründung für das charakteristische Verhalten detaillierter

Verlöschungsvorgänge [85].

Abbildung 7.21b zeigt die Verteilung des langsamsten der schnellen Eigenwerte

λf1 von (ψ⊥θ )+Fψψ
⊥
θ . Es ist zu sehen, dass der Eigenwert im Bereich existierender

stationärer Flamelets relativ große Werte annimmt, da chemische Prozesse hier

einen besonders starken Ein�uss auf die Systemdynamik haben. Dies weist auf

eine starke Attraktivität der REDIM in diesem Bereich hin. Dagegen weist λf1
im Bereich dominierender physikalischer Prozesse für ϕH2O

< 2,5 mol kg−1

geringere Werte auf, wodurch eine geringere, jedoch immer noch vorhandene

Attraktivität auftritt.
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(a) (b)

Abbildung 7.21.: Verteilung der Eigenwerte der gemäß Gleichung 7.1 pro-
jizierten Jacobi-Matrix entlang der 2D-REDIM in einer N2-H2O-Projektion
des Zustandsraums. Die rote Kurve entspricht dem kritischen Flammenprofil.
(a): Langsamster Eigenwert der auf den Tangentialraum projizierten Jacobi-
Matrix ψ+

θ Fψψθ . (b): Langsamster Eigenwert der auf den Normalraum proji-
zierten Jacobi-Matrix (ψ⊥θ )+Fψψ

⊥
θ . Einheiten der spezifischen Molzahlen ϕ

in mol kg−1 und der Eigenwerte λi in s−1. Abbildungen teilweise entnommen
aus [84].

7.3.2. Diskussion der Simulationsergebnisse

Die Durchführung der numerischen Experimente zur Ermittlung der kritischen

Streckungsrate akrit werden gemäß des einleitenden Kapitels für die in Tabelle 7.2

zusammengefassten Mechanismen und bei den Drücken von 1 bar, 2 bar, 4 bar
und 8 bar durchgeführt. Die Ermittlung der kritischen Streckungsrate erfolgt

dabei durch die schrittweise Erhöhung der Streckungsrate a ausgehend von einem

stationären Flamelet, das durch eine sehr geringe Streckungsrate charakterisiert

ist. Die Erhöhung beträgt dabei stets ∆a = 20 s−1, sodass sich bis zum Erreichen

des kritischen Flamelets mehrere stationäre Lösungen ergeben.

Abbildung 7.22 stellt drei verschiedene stationäre Lösungen in dreidimensiona-

len Projektionen des Zustandsraums dar, die sich aus detaillierten und reduzierten

Berechnungen ergeben. In der N
2
-H

2
O-OH-Projektion in Abbildung 7.22a �ndet

sich eine sehr gute Übereinstimmung zwischen den reduzierten und detaillierten

Pro�len. Es fällt auf, dass die detaillierten Pro�le sehr nahe bei der REDIM liegen,

wodurch die im vorherigen Abschnitt beschriebene Attraktivität der REDIM be-

stätigt wird. Die Pro�le mit der größten Streckungsrate von a = 560 s−1 be�nden

sich dabei in der Nähe der Löschgrenze, die den Beginn der instabilen Region

mit positiven Eigenwerten der projizierten Jacobi-Matrix ψ+
θ Fψψθ darstellt. Das
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(a) (b)

Abbildung 7.22.: 2D-REDIM sowie detaillierte (schwarz) und reduzierte (rot)
stationäre Flammenprofile bei drei unterschiedlichen Streckungsraten von
400 s−1, 500 s−1 und 580 s−1 für den Miller-Reaktionsmechanismus [116] bei
einem Druck von 1 bar. (a): N2-H2O-OH-Projektion des Zustandsraums. (b):
N2-H2O-HO2-Projektion. Einheiten der spezifischen Molzahlenϕ in mol kg−1.
Für Informationen zum Konturplot siehe Abbildung 7.21. Abbildungen teil-
weise entnommen aus [84].

reduzierte System, das sich entlang der REDIM bewegt, ist somit in der Lage, diese

kritische Position des detaillierten Pro�ls im Zustandsraum wiederzugeben. Ob-

wohl die spezi�schen Molzahlen von HO
2

sehr viel geringere Werte im Vergleich

zu H
2
O oder OH einnehmen, �ndet sich auch für die in Abbildung 7.22b darge-

stellte N
2
-H

2
O-HO

2
-Projektion eine gute Übereinstimmung zwischen reduzierten

und detaillierten Berechnungen. Abweichungen sind bei der Betrachtung von

HO
2

im Bereich langsamer chemischer Prozesse in der Nähe der unverbrannten

Mischungszusammensetzungen zu identi�zieren. Dies ist auf die Verwendung

von lediglich drei stationären Pro�len für die Schätzung der Zustandsgradienten

zurückzuführen. Dennoch wird nicht nur der qualitative Verlauf der detaillierten

Pro�le durch das reduzierte System korrekt wiedergegeben. Auch in dieser Pro-

jektion ist deutlich zu erkennen, dass die detaillierten Pro�le sehr nahe an der

REDIM gelegen sind [84].

Neben der genauen Abbildung stationärer Pro�le ist die Wiedergabe des tran-

sienten detaillierten Systemverhaltens eine wichtige Anforderung an die REDIM.

Abbildung 7.23 stellt den instationären Verlöschungsprozess des detaillierten

und reduzierten Systems in einer N
2
-H

2
O-OH-Projektion des Zustandsraums dar

bei Verwendung des Miller-Reaktionsmechanismus [116] bei einem Druck von

1 bar. Es ist die Position der jeweiligen Pro�le zu verschiedenen Zeitpunkten
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(a) t = 0 s (b) t = 1,8 · 10−3 s (c) t = 9,4 · 10−3 s

(d) t = 1,1 · 10−2 s (e) t = 1,4 · 10−2 s (f) t = 3,4 · 10−2 s

Abbildung 7.23.: Transienter Verlöschungsprozess infolge der Erhöhung
der Streckungsrate zu verschiedenen Zeitpunkten in einer N2-H2O-OH-
Projektion des Zustandsraums. Rote Kurven: Reduziertes Modell. Schwarze
Kurven: Detailliertes Modell. Abbildungen teilweise entnommen aus [84].

innerhalb des Verlöschungsvorgangs dargestellt. Die kritische Streckungsrate,

ab der eine weitere Erhöhung um ∆a = 20 s−1 zur Verlöschung führt, beträgt

für das reduzierte System 560 s−1 und für das detaillierte System 580 s−1. Daraus

ergibt sich der geringe Unterschied zwischen den beiden kritischen Pro�len in

Abbildung 7.23a bei t = 0 s [84]. Beim Vergleich beider Verlöschungsvorgän-

ge fällt zunächst auf, dass das reduzierte System die Mischungslinie schneller

erreicht als das detaillierte Pro�l. Der Grund hierfür ist, dass die transiente Verlö-

schung des detaillierten Pro�ls zu Beginn durch eine kurzzeitige Zunahme von

OH charakterisiert ist. Dies ist eine Folge der instantanen Erhöhung der Ein-

strömgeschwindigkeiten des Oxidationsmittels und des Brennstro�s auf Grund

der Erhöhung der Streckungsrate. Das reduzierte System ist zwar nicht in der

Lage diesen anfänglichen Prozess abzubilden, führt jedoch im weiteren Verlö-

schungsverlauf zu qualitativ vegleichbaren Positionen des Flammenpro�ls zu den

gezeigten Zeitpunkten. Die Bewegung des reduzierten Pro�ls ist per De�nition

auf den tangentialen Unterraum der REDIM beschränkt (siehe Abschnitt 5.4).

Bei Betrachtung von Abbildung 7.23 fällt allerdings auf, dass auch der Verlö-
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Abbildung 7.24.: Nicht-monotone Abhängigkeit der kritischen Streckungs-
rate akrit vom Systemdruck p. Vergleich der Ergebnisse detaillierter und
reduzierter Berechnungen mit den Literaturdaten aus [112] für die Reakti-
onsmechanismen aus Tabelle 7.2. Abbildung entnommen aus [84].

schungsvorgang des detaillierten Systems entlang der REDIM abläuft. Dies ist

wiederum eine Bestätigung des attraktiven Charakters der REDIM, wodurch nicht

nur stationäre Lösungen, sondern auch transiente Vorgänge durch das reduzierte

System wiedergegeben werden können [84, 85].

Die kritischen Streckungsraten, die aus den detaillierten und reduzierten Be-

rechnungen für jeden Druck und Reaktionsmechanismus resultieren, sind in

Abbildung 7.24 zusammengefasst. Die Abbildung enthält zudem als Vergleichs-

basis die aus [112] hervorgehenden Ergebnisse zweidimensionaler numerischer

Simulationen und experimentelle Messergebnisse. Obwohl die reduzierten Berech-

nungen zu leicht höheren kritischen Streckungsraten führen, lässt sich insgesamt

eine gute Übereinstimmung mit den detaillierten eindimensionalen Simulations-

ergebnissen feststellen. In Analogie zu den numerischen und experimentellen

Daten aus [112] bilden sowohl das detaillierte als auch das reduzierte System

die nicht-monotone Abhängigkeit zwischen der kritischen Streckungsrate akrit
und dem Druck p ab. Beide eindimensionalen Modelle führen demnach bei einer

Druckerhöhung von 1 bar auf 2 bar zu einer vergrößerten kritischen Streckungs-

rate. Eine weitere Druckerhöhung führt in beiden Fällen zu einer Abnahme

der kritischen Streckungsrate. Anhand der numerischen Ergebnisse aus [112]

lässt sich erkennen, dass die Verwendung unterschiedlicher Reaktionsmecha-

nismen einen großen Ein�uss auf die kritische Streckungsrate hat. So führt der

GRI -Mechanismus zu vergleichsweise größeren kritischen Streckungsraten bei

gleichen Drücken im Vergleich zum San-Diego-Mechansimus. Auch diese Eigen-
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(a) GRI (b) San Diego (c) Miller

(d) GRI (e) San Diego (f) Miller

Abbildung 7.25.: Örtliche Verteilung der spezifischen Molzahlen mehrerer
Spezies für die kritische Streckungsrate bei 2 bar Systemdruck dargestellt
für die Reaktionsmechanismen aus Tabelle 7.2. Abbildungen entnommen aus
[84].

schaft wird sowohl vom detaillierten als auch vom reduzierten eindimensionalen

Modell abgebildet. Daraus geht hervor, dass die REDIM die wichtigen Charakteris-

tika unterschiedlicher Reaktionsmechanismen darstellen und diese im Zuge des

reduzierten Modells durch ihre intrinsischen Eigenschaften wiedergeben kann

[84].

Verglichen mit den numerischen und experimentellen Daten aus [112] erge-

ben sich quantitative Unterschiede insbesondere im Bereich geringerer Drücke.

Hier führen die eindimensionalen detaillierten und reduzuierten Berechnungen

zu größeren Werten für die kritische Streckungsrate. Eine Erklärung für diese

Unterschiede könnte darin bestehen, dass bei den hier durchgeführten numeri-

schen Berechnungen mit INSFLA [29] der Ein�uss von Wärmestrahlung nicht

berücksichtigt wurde. Eine zusätzliche Wärmeabgabe würde demnach zu einer

Verringerung der kritischen Streckungsrate führen. Zudem erfolgten die Simula-

tionen in [112] auf Basis eines zweidimensionalen Strömungsfeldes, was ebenfalls

zu einer Verringerung der kritischen Streckungsrate im Vergleich zu den hier

verwendeten eindimensionalen Modellen führt [84].
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Abbildung 7.25 zeigt die zu Abbildung 7.24 gehörenden eindimensionalen

kritischen Flammenpro�le des detaillierten und reduzierten Systems in Abhängig-

keit der Ortskoordinaten x1. Es sind die örtlichen Verteilungen der spezi�schen

Molzahlen von H
2
O, H

2
O

2
, OH und HO

2
für jeden der drei Reaktionsmechanis-

men bei einem Druck von 2 bar dargestellt. Für die anderen Drücke ergeben

sich analoge Ergebnisse. Wie die Abbildung zeigt, ergibt sich besonders für die

Hauptspezies H
2
O eine sehr gute Übereinstimmung zwischen detaillierten und

reduzierten Simulationen. Leichte Unterschiede ergeben sich auf Grund der leicht

größeren kritischen Streckungsrate für die reduzierten Berechnungen gemäß

Abbildung 7.24. Dies führt bei den reduzierten Pro�len zu geringfügig kleineren

spezi�schen Molzahlen für H
2
O und OH im Vergleich zu den detaillierten Pro�len.

Die Verteilung von H
2
O ist dabei analog zur Temperaturverteilung, sodass die

kritische Flammentemperatur auf Grund der höheren kritischen Streckungsrate

bei den reduzierten Rechnungen ebenfalls leicht geringer ausfällt. Im Gegensatz

dazu ergeben sich für H
2
O

2
und HO

2
leicht größere Werte im Vergleich zu den

detaillierten Berechnungen. Dies kann unter Zuhilfenahme von Abbildung 7.22b

anhand der Form der zweidimensionalen REDIM erläutert werden. Eine Erhöhung

der Streckungsrate führt demnach zu einer Erhöhung der spezi�schen Molzahlen

von HO
2
. Da H

2
O

2
eine vergleichbare Charakteristik entlang der REDIM aufweist,

spiegelt sich dies in den vergrößerten spezi�schen Molzahlen beider Spezies für

die kritischen Pro�le wieder.

Aus den bisherigen Erläuterungen kann geschlossen werden, dass das redu-

zierte Modell in der Lage ist, sowohl das stationäre Verhalten des detaillierten

Systems abzubilden als auch kritische transiente Verlöschungsvorgänge. Die obi-

gen Ausführungen zeigen, dass zwei REDIM-Dimensionen hierfür ausreichend

sind. Der zu Validierungszwecken durchgeführte Vergleich mit experimentellen

und numerischen Daten aus der Literatur [112] bestätigt darüber hinaus, dass

mit Hilfe der durchgeführten eindimensionalen Simulationen der reale Charakter

der stark verdünnten H
2
-N

2
-Luft-Gegenstrom�amme realistisch wiedergegeben

werden kann.

7.4. Zusammenfassende Diskussion der
Ergebnisse

Die vorangegangenen Abschnitte befassen sich mit der Anwendung und Validie-

rung der REDIM-Methode. Das Hauptaugenmerk in Abschnitt 7.1 liegt dabei auf

der Bestätigung der wichtigen Eigenschaft der REDIM, dass ihre Abhängigkeit von

der Gradientenschätzung χ mit zunehmender Dimension abnimmt. Hierdurch
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können vereinfachte Verfahren zur Bestimmung von χ verwendet werden (Ab-

schnitt 6.1.4), für die ein geringes problemspezi�sches Vorwissen benötigt wird.

Zur Bestätigung des beschriebenen Zusammenhangs wird die Auswirkung stark

unterschiedlicher Schätzungen χ auf REDIMs unterschiedlicher Dimension (1D,

2D, 3D) am Beispiel einer vorgemischten Synthesegas-Luft-Flamme interpretiert.

Die Konstruktion der REDIMs erfolgt dabei auf Basis der in Abschnitt 6.3 vorge-

stellten adaptiven Methode, die auf der hierarchischen REDIM-Struktur aufbaut.

Im Zuge der Untersuchung wird eine geeignete Methode vorgestellt, mit der eine

quantitative Analyse der auftretenden Abstände zwischen REDIMs erfolgen kann,

die sich infolge der unterschiedlichen Schätzungen χ ergeben. Dies ermöglicht

einen genauen Vergleich zwischen den REDIMs unterschiedlicher Dimension

hinsichtlich des Ein�usses unterschiedlicher Schätzungen χ. Die Analyse der

zustande gekommenen Abstände bestätigt, dass die Sensitivität der REDIM bezüg-

lich veränderter χ-Werte durch die Erhöhung der REDIM-Dimension sukzessive

abnimmt. Dieses Resultat wird durch den Vergleich der reduzierten Modelle der

1D-, 2D- und 3D-REDIM mit dem detaillierten System gestützt. Es zeigt sich, dass

die 3D-REDIM trotz einer Verdopplung der Gradientenschätzung zu beinahe dem

selben stationären Flammenpro�l im Zustandsraum führt wie das detaillierte

System (Abbildung 7.9).

In Abschnitt 7.2 und Abschnitt 7.3 wird die REDIM-Methode für die Untersu-

chung kritischer transienter Verbrennungsprozesse in eindimensionalen Flammen

angewendet, durch welche das lokale Verhalten turbulenter Flammen nachge-

bildet werden soll (Abbildung 3.1). Die Studien in Abschnitt 7.2 basieren dabei

auf der Störung der laminaren Flammenfront einer vorgemischten Synthesegas-

Luft-Flamme durch die Implementierung eines eindimensionalen Wirbels (Ab-

schnitt 7.2.1) und der anschließenden Analyse des Relaxationsverhaltens im Orts-

und im Zustandsraum. Es wird ein Vergleich zwischen den reduzierten 1D-, 2D-

und 3D-Modellen (Abschnitt 5.4, Abschnitt 6.4) sowie dem detaillierten Modell

(Kapitel 2) durchgeführt, um so die steigende Genauigkeit der Berechnungsergeb-

nisse mit zunehmender REDIM-Dimension zu überprüfen. Es zeigt sich, dass mit

zunehmender REDIM-Dimension das charakteristische dynamische Verhalten

des detaillierten Systems immer besser abgebildet werden kann (Abbildung 7.14,

Abbildung 7.16). Das reduzierte 3D-Modell gibt das detaillierte Systemverhalten

dabei sehr genau wieder, sodass eine zusätzliche Dimensionserhöhung für nicht

notwendig erachtet werden kann. Durch die präsentierten Ergebnisse können

die Vorteile der in Abschnitt 6.3 beschriebenen adaptiven REDIM-Konstruktions-

methode hinsichtlich einer generischen Dimensionserweiterung hervorgehoben

werden.

In Abschnitt 7.3 werden Verlöschungsvorgänge in einer stark verdünnten

nicht-vorgemischten H
2
-N

2
-Luft Gegenstrom�amme betrachtet. Auf Grund der
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geringen Brennsto�konzentration spielen detaillierte Transportprozesse eine

wichtige Rolle für die Stabilität der untersuchten Flamme, was sie zu einem be-

sonders kritischen Anwendungsfall für die REDIM-Methode macht. Durch die

Variation der Streckungsrate [1] wird der Ein�uss molekularer Transportpro-

zesse auf die Reaktionszone verstärkt, bis die Verlöschung der Flamme eintritt.

Die so bestimmte kritische Streckungsrate stellt einen wichtigen Parameter dar,

der das System charakterisiert und einen Vergleich zwischen reduzierten und

detaillierten Berechnungen ermöglicht [85]. Die Ermittlung der kritischen Stre-

ckungsrate erfolgt bei unterschiedlichen Systemdrücken, um die in der Literatur

[112, 115] beschriebene nicht-monotone Abhängigkeit zwischen der kritischen

Streckungsrate und dem Druck mit Hilfe des reduzierten Modells zu überprüfen.

Die Untersuchungen werden für drei unterschiedliche Reaktionsmechanismen

für die Wassersto�erverbrennung durchgeführt (Tabelle 7.2), die hinsichtlich der

kritischen Streckungsrate zu unterschiedlichen Ergebnissen führen [112, 115].

Die reduzierten Berechnungen basieren auf der Verwendung von 2D-REDIMs, die

mit Hilfe der in Abschnitt 6.2 beschriebenen Methode aus einzelnen stationären

Flamelets konstruiert werden. Der Vergleich mit Literaturdaten und detaillierten

Berechnungen zeigt, dass die reduzierten Modelle die charakteristische nicht-

monotone Abhängigkeit der kritischen Streckungsrate vom Systemdruck korrekt

wiedergeben (Abbildung 7.24). Auch die sich zwischen den Reaktionsmechanis-

men ergebenden Unterschiede hinsichtlich der kritischen Streckungsrate werden

durch das reduzierte Modell abgebildet. Hierdurch wird gezeigt, dass bei vorhan-

denem Vorwissen über die vorherrschende Systemdynamik zwei Dimensionen

ausreichen, um wichtige Systemeigenschaften genau wiederzugeben.

Die in Abschnitt 7.2 und Abschnitt 7.3 diskutierten Vergleiche zwischen re-

duzierten und detaillierten Modellen werden duch eine Analyse der lokalen

Eigenschaften der REDIMs gestützt (Abschnitt 7.2.2, Abschnitt 7.3.1). Es kann

gezeigt werden, dass die lokalen Stabilitätseigenschaften der REDIMs sowohl eine

schlüssige Erklärung für das detaillierte Systemverhalten liefern als auch die At-

traktivität der REDIM bestätigen. Dadurch wird eine wichtige Voraussetzung für

die Anwendung des reduzierten Modells und der REDIM-Entwicklungsgleichung

gescha�en.
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Um die Simulation komplexer Verbrennungsprozesse innerhalb eines akzeptablen

Zeitrahmens zu realisieren, werden Modellreduktionsmethoden für die verein-

fachte Beschreibung der chemischen Reaktionskinetik angewendet. Im Zentrum

vieler Reduktionsmethoden steht dabei die Identi�kation niedrigdimensionaler

Mannigfaltigkeiten im Zustandsraum, welche die Systemdynamik ausreichend

genau beschreiben. Bei der REDIM-Methode (Reaktions-Di�usions-Mannigfal-

tigkeit) wird im Gegensatz zu vielen anderen Modellreduktionsmethoden die

Kopplung zwischen molekularen Transportprozessen und chemischer Reakti-

onskinetik bereits im Zuge der Mannigfaltigkeitskonstruktion berücksichtigt.

Hierdurch wird eine sehr genaue reduzierte Beschreibung sowohl stationärer als

auch transienter Verbrennungsprozesse realisiert.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein neuartiges Konzept für die Konstrukti-

on und Implementierung von REDIMs zur reduzierten Beschreibung chemisch

reagierender Strömungen entwickelt. Das Verfahren ermöglicht die problemspe-

zi�sche Adaption der Dimension und Ausdehnung der Mannigfaltigkeit durch

die Ausnutzung der hierarchischen Struktur der REDIMs sowie einer neu entwi-

ckelten Expansionsgleichung für den REDIM-Rand. Die Prozedur setzt dabei kein

tiefgreifendes Expertenwissen voraus. Die erarbeiteten Neuerungen wurden in

bestehende Programmcodes implementiert und die Methodik anhand kritischer

transienter Verbrennungsszenarien validiert.

Das mathematische Modell des REDIM-Verfahrens gliedert sich in zwei Haupt-

teile: Der REDIM-Entwicklungsgleichung, welche die Bestimmung der REDIM

im Zustandsraum ermöglicht sowie dem reduzierten PDE-System, das sich durch

die Anwendung der REDIM ergibt. Ein zentraler Punkt bei der Bestimmung der

REDIM ist die Abschätzung der im System vorkommenden Zustandsgradienten,

wodurch der Ein�uss molekularer Transportprozesse auf die chemische Reak-

tionskinetik entlang der REDIM beschrieben wird. Das reduzierte PDE-System

beschreibt die Dynamik des Verbrennungssystems anhand weniger Parameter.

Das numerische Verfahren zur Lösung der REDIM-Entwicklungsgleichung

wurde in dieser Arbeit am Beispiel vorgemischter Synthesegas-Luft-Flammen

und nicht-vorgemischter Wassersto�-Luft-Flammen diskutiert. Es basiert auf
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der Darstellung der REDIM in Form eines mehrdimensionalen Gitters und star-

tet ausgehend von einer geeigneten Anfangsmannigfaltigkeit im Zustandsraum.

Unterschiedliche Parametrisierungs- und Diskretisierungsmethoden wurden an-

gewendet und ihre Eignung anhand einer Fehleranalyse diskutiert. Für die REDIM-

Ränder müssen besondere geometrische Bedingungen berücksichtigt werden.

Hierfür wurden geeignete Schemata in bestehende Programmcodes implemen-

tiert. Die Prozedur zur Implementierung der REDIM als Tabelle in der numeri-

schen Lösung des reduzierten Systems konnte durch die Anwendung optimierter

Interpolationsfunktionen verbessert werden.

Die Umsetzung des neu entwickelten adaptiven Konstruktionsverfahrens er-

folgt in zwei Teilschritten, die anhand eines vorgemischten Synthesegas-Luft-

Systems vorgestellt werden. Der erste Schritt besteht aus der hierarchischen

Konstruktion höherdimensionaler REDIMs ausgehend von REDIMs niedriger

Dimension. Im zweiten Schritt wird die Ausdehnung der REDIM an das betrach-

tete Verbrennungsszenario durch die Expansion der REDIM-Ränder angepasst.

Hiermit konnte eine dreidimensionale REDIM für das betrachtete vorgemischte

System ausgehend von einer stark vereinfachten eindimensionalen Anfangs-

mannigfaltigkeit erfolgreich erzeugt werden. Anhand des vorgestellten Verbren-

nungssystems konnte gezeigt werden, dass für die Anwendung des Verfahrens

kein hohes Maß an Vorinformationen über das Systemverhalten vorausgesetzt

wird. Zudem wird durch die neue Prozedur die Flexibilität der REDIM-Methode

hinsichtlich einer Anpassung ihrer Dimension und Ausdehnung im Vergleich zu

bisherigen Anwendungen gesteigert.

Die Validierung der REDIM-Methode erfolgte wiederum in zwei Etappen. Zu-

nächst wurde die wichtige Eigenschaft der REDIMs bestätigt, dass ihre Abhän-

gigkeit von der Schätzung der Zustandsgradienten mit zunehmender Dimension

abnimmt. Dies ermöglicht vereinfachte Verfahren zur Bestimmung der Gradien-

tenschätzung und reduziert somit das benötigte Vorwissen des Anwenders. Die

vorgestellte Methode zur Bestimmung der Abstände im Zustandsraum erwies

sich als geeignet, um die Ein�üsse stark veränderter Gradientenschätzungen

auf Lage und Form der REDIMs zu quanti�zieren. Die für das vorgemischte

Synthesegas-Luft-System erzeugte 3D-REDIM ist demnach insensitiv gegenüber

stark unterschiedlicher Gradientenschätzungen. Zusätzlich ist sie dazu in der

Lage, trotz einer Verdopplung der Gradientenschätzung die stationäre Lösung

der detaillierten eindimensionalen Flamme im Zustandsraum sehr genau wieder-

zugeben.

Im Folgenden wurde die REDIM für die Untersuchung transienter Vorgän-

ge in eindimensionalen Verbrennungssystemen implementiert. Die Validierung

der reduzierten Simulationsergebnisse erfolgte dabei mit Hilfe detaillierter Be-

rechnungen oder vorhandener Literaturdaten. Zunächst wurde eine gestörte
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vorgemischte freie Synthesegas-Luft-Flamme untersucht. Die Störung erfolgte

dabei durch Implementierung eindimensionaler Wirbel, wodurch das lokale Ver-

halten turbulenter Flammen adäquat nachgebildet werden konnte. Anhand der

Untersuchungen konnte die zunehmende Genauigkeit der reduzierten Berech-

nungen mit steigender REDIM-Dimension bestätigt werden. Eine mit Hilfe des

neuen Verfahrens erstellte 3D-REDIM war demnach in der Lage die charakteristi-

sche Dynamik des detaillierten Systems bei der Relaxation eines implementierten

Wirbels selbst für Minoritätenspezies sehr genau im Orts- und Zustandsraum

abzubilden. Dies zeigte die Vorteile der implementierten adaptiven Konstrukti-

onsmethode hinsichtlich einer generischen Genauigkeitserhöhung nochmals auf.

Die hierarchische Natur der REDIMs wurde durch den Vergleich der detaillierten

Systemdynamik mit den REDIMs unterschiedlicher Dimension nachgewiesen.

Hierbei hat sich erneut die implementierte Methode zur Messung der Abstände

im Zustandsraum bewährt.

Für die Untersuchung transienter Verlöschungsvorgänge in einer nicht-vorge-

mischten stark verdünnten H
2
-N

2
-Luft-Gegenstrom�amme kam eine 2D-REDIM

zum Einsatz, die auf Basis der bisherigen Konstruktionsmethode erzeugt wurde.

Die analysierte Flamme stellt dabei einen besonders kritischen Anwendungsfall

dar, da detaillierte Transportprozesse eine bedeutende Rolle spielen und daher

berücksichtigt werden müssen. Die reduzierten Berechnungen konnten den in

der Literatur [112, 115] beschriebenen nicht-monotonen Zusammenhang zwi-

schen kritischer Streckungsrate und dem Systemdruck für drei unterschiedliche

Reaktionsmechanismen abbilden. Hierdurch konnte gezeigt werden, dass bei

vorhandenem Vorwissen über die vorherrschende Systemdynamik zwei Dimen-

sionen ausreichen, um wichtige Systemgrößen wie die kritische Streckungsrate

abzubilden.

Die präsentierten Ergebnisse zeigen, dass durch die neu implementierte Me-

thode die Variabilität der REDIM-Methode erweitert werden konnte. Aus den

gewonnenen Erkenntnissen erschließen sich weitere Aufgabenfelder, deren Bear-

beitung zu einer weiteren Verbesserung führen. Anknüpfende Arbeiten könnten

den Fokus dabei insbesondere auf die Implementierung eines voll-impliziten nu-

merischen Verfahrens zur Integration der REDIM-Entwicklungsgleichung legen,

welches mit einer Zeitschrittweitensteuerung und Fehlerkontrolle ausgestattet ist.

Dies würde die Robustheit der Methode stark vergrößern und ihre Anwendung

damit erleichtern. Hierbei ist zu beachten, dass die wünschenswerte Variabilität in

der Dimensionserweiterung mit größer werdenden linear-algebraischen Heraus-

forderungen bei der Implementierung voll-impliziter Solver einhergeht. Weitere

Verbesserungen können darüber hinaus hinsichtlich einer automatischen Git-

teranpassung erfolgen, welche die Eigenschaften des Vektorfeldes auf der REDIM

berücksichtigt und die Gitterpunktdichte in kritischen Bereichen erhöht. Dies ist
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insbesondere bei der Verwendung detaillierter Di�usionsmodelle wünschenswert,

da hier die lokalen Änderungen des molekularen Transports starken Schwankun-

gen unterworfen sind. Die lokale Gitteranpassung könnte dabei in geeigneter

Weise mit der implementierten Interpolationsmethode kombiniert werden. Die

E�zienz bei der Anwendung der REDIM in reduzierten Berechnungen könnte

durch eine problemabhängige Anpassung der lokalen REDIM-Dimension gestei-

gert werden. Hier wäre eine on-demand Erweiterung der Dimension denkbar,

welche die Dimension der REDIM und damit die Genauigkeit der Berechnungen

bedarfsgerecht erhöht.
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A. Anhang

A.1. Projektion
Seien X und Y komplementäre Untervektorräume des Rn

, sodass für jeden Vek-

tor v ∈ Rn
die Vektoren x ∈ X und y ∈ Y existieren mit v = x + y. Dann

heißen der Vektor x die Projektion des Vektors v entlang von Y auf X und der

Vektor y die Projektion des Vektors v entlang von X auf Y [86].

Der lineare OperatorQ, der de�niert ist durchQv = x, wird als Projektions-

operator entlang von Y auf X bezeichnet.Q hat folgende Eigenschaften

I −Q ist der komplementäre Projektionsoperator entlang von Y auf X (A.1)

Bild(Q) = Kern(I −Q) = X (A.2)

Kern(Q) = Bild(I −Q) = Y (A.3)

Q = [X|0] [X|Y ]−1 = [X|Y ]
(
I 0
0 0

)
[X|Y ]−1 , (A.4)

wobeiX und Y Matrizen sind, welche die Basisvektoren vonX bzw. Y enthalten.

Der Beweis für die aufgeführten Zusammenhänge kann [86] entnommen werden.

Sei nun zusätzlich X⊥Y . Der orthogonale Projektionsoperator Q⊥ entlang

von Y auf X ergibt sich dann zu [86]

Q⊥ = X
(
XTX

)−1
XT , (A.5)

während für den komplementären Projektionsoperator gilt [86]

I −Q⊥ = I −X
(
XTX

)−1
XT = Y

(
Y TY

)−1
Y T . (A.6)

A.2. Invarianz der REDIM in Bezug auf die
Parametrisierung

Sei die Änderung der Mannigfaltigkeitsparametrisierung von θ nach θ̂ gegeben

durch die (m×m)-dimensionale reguläre Transformationsmatrix [27]

X = θ̂θ, (A.7)
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sodass ψθ transformiert wird zu

ψθ̂ = ψθθθ̂ (A.8)

und χ(θ) transformiert wird zu

χ̂(θ̂) = ψ+

θ̂
ξ(ψ) = (ψθθθ̂)

+ξ(ψ) = θ−1
θ̂
ψ+
θ ξ(ψ) = θ−1

θ̂
χ(θ) (A.9)

und

θ̂θθθ̂ = I, θθ̂ = θ̂−1θ . (A.10)

Die Projektionsmatrix ergibt sich zu [27]

P =
(
I −ψθψ+

θ

)
, (A.11)

während für die Projektionsmatrix P̂ in der neuen Parametrisierung θ̂ folgt

P̂ =
(
I −ψθ̂ψ

+

θ̂

)
. (A.12)

Unter Verwendung von ψθ̂ = ψθθθ̂ ergibt sich [27]

ψ+

θ̂
= (ψθθθ̂)

+, (A.13)

woraus

ψ+

θ̂
= θ−1

θ̂
ψ+
θ (A.14)

folgt und

P̂ =
(
I −ψθ̂ψ

+

θ̂

)
=
(
I −ψθθθ̂θ

−1
θ̂
ψ+
θ

)
=
(
I −ψθψ+

θ

)
= P . (A.15)

Somit ist die Projektionsmatrix invariant in Bezug auf die Parametrisierung der

Mannigfaltigkeit [27]. Der Di�usionsterm Ξ = (Dψθχ)θ χ in der veränderten

Parametrisierung ergibt sich zu [27]

Ξ̂ = (Dψθ̂χ̂)
θ̂
χ̂ =

(
Dψθθθ̂θ̂θχ

)
θ̂
χ̂

=
(
Dψθθθ̂θ̂θχ

)
θ
θθ̂θ̂θχ = (Dψθχ)θ χ = Ξ

(A.16)

Somit ist auch der Di�usionsterm invariant in Bezug auf die Parametrisierung

der Mannigfaltigkeit [27].
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