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Kurzfassung

Waéhrend der gerichteten Erstarrung ternérer eutektischer Legierungen bilden sich aus der
Schmelze drei Festphasen. Dabei entwickelt sich, abhéingig von den Prozessbedingungen, eine
Vielzahl von Mustern in der Mikrostruktur. Aufgrund der daraus resultierenden unterschiedli-
chen mechanischen Eigenschaften ist ein Verstdndnis der grundlegenden Mechanismen, welche
die Mikrostrukturentwicklung in multikomponentigen und -phasigen Systemen steuern, von
grofler Bedeutung.

Um ein besseres Verstiandnis der Mikrostrukturentwicklungsmechanismen zu erlangen, wurden
im Rahmen dieser Thesis grofiskalige Phasenfeldsimulationen auf bis zu 171 696 Prozessoren
(CPUs) durchgefiihrt. Ausgehend von der Validierung des Modells mit analytischen Ansétzen
flir ein ideales ternires eutektisches System und von Untersuchungen zur Bestimmung der
notwendigen Gebietsgrofien, wird der Einfluss verschiedener Gleichgewichtskonzentrationen
und Grenzflichenenergien auf die entstehenden Muster analysiert.

Aufbauend auf diesen Ergebnissen wird die gerichtete Erstarrung von Aluminium-Kupfer-
Silber (Al-Ag-Cu) untersucht, bei der eine gute qualitative und quantitative Ubereinstimmung
mit experimentellen Schliffbildern erzielt wird. Das System Al-Ag-Cu wird wegen seiner
relativ niedrigen ternédren eutektischen Temperatur und den anndhernd gleichen Phasenan-
teilen in Schnittbildern bei Raumtemperatur hiufig zur experimentellen Untersuchung der
Musterbildung wéahrend der gerichteten Erstarrung verwendet. Bei der Verwendung von grof3-
skaligen Phasenfeldsimulationen zeigt sich, dass die verschiedenen lokalen Muster aus einem
Optimierungsprozess der Unterkiihlung und der Phasenanordnung in der unmittelbaren Nach-
barschaft entstehen. Weiterhin wurden Phasenfeldsimulationen mit systematisch variierten
Zusammensetzungen der Schmelze in der Ndhe der Konzentration des ternédren eutektischen
Punktes durchgefiihrt. Aufgrund der gleichen Tendenzen in der entstehenden Mikrostruktur
und den auftretenden Phasenfraktionen, wie in einem experimentellen Schliffbild, werden
Erklarungsansétze fiir die unterschiedlichen entstehenden Muster hergeleitet.






Abstract

During the directional solidification of ternary eutectic alloys, three solid phases evolve from the
melt. In this process, a large variety of patterns is forming in the microstructure, depending on
the process conditions. Due to the resulting different mechanical properties is the understanding
of the fundamental mechanisms controlling the morphology development in multi-phase and
-component systems of high interest.

To gain a better understanding of microstructure evolution processes, large-scale phase-field
simulations with up to 171696 Central Processor Units (CPUs) were conducted as part of
this thesis. Based on a validation of the model with analytic approaches for an ideal ternary
eutectic system and studies to determine the necessary domain size, the influence of different
equilibrium concentrations and interface energies on the evolving patterns is analyzed.
These results were used to study the directional solidification of Aluminium-Copper-Silver (Al-
Ag-Cu) in which a good qualitative and quantitative accordance with experimental micrographs
is found. The system Al-Ag-Cu is often used in experiments to study the pattern formation
during directional solidification, because of the relative low ternary eutectic temperature
and the nearly equal phase fractions in cross sections at room temperature. It is shown,
that the local patterns in large-scale simulations result from an optimization process of the
undercooling and the phase arrangement in the vicinity of the considered domain. Additionally,
phase-field simulations with systematically varied compositions of the melt, in the vicinity of
the concentration of the ternary eutectic point, were conducted. Due to the same tendencies
in the microstructure and the phase fractions like in an experimental micrograph, explanation
approaches for the different arising patterns are derived.
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1. Einleitung

Die Entwicklung neuer Werkstoffe, die zur Bewaltigung 6konomischer und 6kologischer Her-
ausforderungen notwendig sind, ist mit einem hohen Aufwand verbunden. Von der Entdeckung
des Materials bis zu seiner Anwendung in kommerziellen Produkten vergehen aktuell ungefahr
20 Jahre [IH4]. Der Einsatz von neuartigen und optimierten Werkstoffen erfordert definierte Ma-
terialeigenschaften, welche von den physikalischen Eigenschaften der verwendeten chemischen
Elemente, ihrer Zusammensetzung und den Prozessbedingungen in der Fertigung abhéngen
[BHT7]. Im Fokus der Materialentwicklung steht insbesondere die Kombination verschiedener
chemischer Elemente bzw. Materialien zur Ausnutzung ihrer spezifischen Vorteile, wie sie
insbesondere fiir Anwendungen mit hohen mechanischen und/oder thermischen Belastungen,
z. B. in der Luft- und Raumfahrt, notwendig sind. Die Mischung der Elemente in Werkstoffen
kann beispielsweise durch das Erstarren von multikomponentigen Legierungen wahrend des
Gieflens erreicht werden.

In der industriellen Fertigung ist das Gieflen von Legierungen eines der wichtigsten urformenden
Produktionsverfahren [8], bei dem die Eigenschaften des entstehenden Werkstiicks durch die
wihrend der Erstarrung entstehende Mikrostruktur maflgeblich festgelegt wird [5H7, 9HI3].
Um das Verhalten des Werkstoffes und seine mechanischen Eigenschaften mit einer Qualitét,
die fiir moderne Ingenieursanwendungen notwendig ist kontrollieren zu kénnen, ist ein besseres
Versténdnis der Prozesse, die zum Entstehen der Mikrostruktur fithren, notwendig.

FEine Klasse von Materialien, die sich zur Untersuchung dieser Prozesse eignen, sind ternére
Futektika, aufgrund der Vielzahl unterschiedlicher Muster, die sich wéhrend der gerichteten
Erstarrung entwickelt [I4HI8]. Ein ternires eutektisches System ist dadurch gekennzeichnet,
dass sich eine Schmelze mit drei Komponenten bei einer definierten Temperatur und Kon-
zentration in drei Festphasen umwandelt und andersherum [19]. Durch ihre verdnderbaren
mechanischen Eigenschaften haben sie einerseits ein vielversprechendes Potential in technischen
Anwendungen und andererseits sind sie von hohem wissenschaftlichem Interesse, da sie es
ermoglichen, die grundlegenden physikalischen Prozesse der Mikrostrukturentwicklung zu
untersuchen.

Wahrend die Mikrostrukturentwicklungsprozesse in bindren Eutektika, d.h. die Umwand-
lung einer zweikomponentigen Schmelze in zwei Festphasen und andersherum, relativ gut
verstanden ist, fehlt ein derartiges Verstédndnis in terndren und héherkomponentigen Legie-
rungen. Beispielsweise bilden sich wahrend der gerichteten Erstarrung in Schnitten parallel
zur Wachstumsfront bei ternéren eutektischen Systemen unterschiedliche Muster fiir gleiche
Prozessbedingungen aus [I5H18, 20} 2], was noch nicht eindeutig erklirt werden kann.

Ein System, das haufig verwendet wird, um die komplexen Mikrostrukturentwicklungsprozesse
in terndren Eutektika zu studieren, ist das System Al-Ag-Cu. Aus der Schmelze entstehen die
intermetallischen Phasen AgoAl und AlsCu sowie die Matrixphase Al, die sich in unterschied-
lichen Mustern parallel zur Erstarrungsfront anordnen [I4HI§]. In der Arbeit von Dennstedt
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et al. [21] werden sechs unterschiedliche Muster fiir teilweise gleiche Prozessbedingungen
klassifiziert. Die Ausformung dieser Muster, wie beispielsweise die Abstédnde der einzelnen
Phasenbereiche, korreliert mit der Geschwindigkeit der Erstarrungsfront [22-25].

Die Vorteil des Systems Al-Ag-Cu im Bezug auf experimentelle Untersuchungen sind seine
relativ niedrige ternire eutektische Temperatur (773.6 K) und die annidhernd gleichen Pha-
senanteile in Schnittbildern bei Raumtemperatur. Aufgrund der unterschiedlichen Dichten
der Legierungselemente wird weiterhin vermutet, dass schwerkraftinduzierte Segregation in
der Schmelze [206], 27] stattfindet, was zu Konvektion fithren kann. Aus diesem Grund ist eine
Untersuchung der gerichteten Erstarrung dieser Legierung im Rahmen des SETA-Projektes
(engl. Solidification along a Eutectic path in Ternary Alloys) [28, 29] auf der internationalen
Raumstation ISS (engl. International Space Station) geplant.

Eine Besonderheit des Systems Al-Ag-Cu ist die relativ groe Anderung der Loslichkeit von
Ag in der Al-Phase, abhéngig von der Temperatur. Diese fallt um mehr als 50 % (von 16.9 %
auf etwa 8 %) im Bereich von 20 K direkt unterhalb der ternéren eutektischen Temperatur
[15] 30, 31]. Dies fiihrt, besonders wéhrend der gerichteten Erstarrung, zu einer Verdnderung
der Phasenfraktionen und der entstehenden Mikrostruktur, da fiir ein gekoppeltes Wachstum
der drei Festphasen relativ niedrige Erstarrungsgeschwindigkeiten notwendig sind [I5HI7] und
sich daher gute Bedingungen fiir die Festphasendiffusion ergeben.

Um das Erstarrungsverhalten von eutektischen Systemen zu untersuchen, haben sich in den
vergangenen Jahren Simulationen als eine Mdoglichkeit neben Experimenten und analytischen
Ansétzen etabliert [32]. Simulationen mit der Phasenfeldmethode erméglichen In-situ-Studien
der Mikrostrukturentwicklung in komplexen dreidimensionalen Geometrien fiir verschiedene
physikalische Parameter und Prozessbedingungen. Diese Art von Simulationen werden insbe-
sondere durch den exponentiellen Anstieg in der Leistungsfahigkeit der Computer ermdoglicht
[33], der es erlaubt, reprisentative Volumenelemente in relativ kurzer Zeit zu berechnen.

Bei der Phasenfeldmethode wird die Grenze zwischen den verschiedenen Phasen, beispielsweise
zwischen unterschiedlichen Kérnern, als diffuser, stetiger Ubergang modelliert. Daher ist ein
Verfolgen der Grenzflichen und ein anschlieflendes Neuvernetzen der Oberflichen nicht notwen-
dig. Die Grundlage von Phasenfeldmodellen ist die Minimierung der Gesamtenergie im System
unter Beriicksichtigung physikalischer Nebenbedingungen, wie z. B. der Massenerhaltung oder
der Impulserhaltung. Zur Berechnung der Nebenbedingungen kénnen weitere physikalische
Felder bzw. ihre Evolutionsgleichungen mit den Phasenfeldgleichungen gekoppelt werden
[34, [35].

Im Rahmen dieser Arbeit wird die gerichtete Erstarrung terndrer eutektischer Legierungen
mit der Phasenfeldmethode mit besonderem Fokus auf das System Al-Ag-Cu untersucht und
die sich ausbildende Mikrostruktur analysiert. Dazu wird ein Phasenfeldmodell mit treibenden
Kréften basierend auf der Differenz der GroBkanonischen Potentiale verwendet [36H38], bei
dem neben der Evolution der vier Phasenfeldparameter (drei feste Phasen und eine Schmelze)
auch die zeitliche und rdumliche Entwicklung der drei chemischen Potentiale (drei chemische
Elemente) betrachtet wird.

Zunéchst wird der Stand der Forschung bei der gerichteten Erstarrung mehrkomponentiger
Legierungen mit Fokus auf die Simulation terndrer Eutektika mit der Phasenfeldmethode in
Kapitel [2] gezeigt. Daran anschliefend wird in Kapitel [3] das verwendete Phasenfeldmodell
vorgestellt. Dabei werden sowohl die genutzten Evolutionsgleichungen gezeigt, wie auch die



physikalischen Modelloptimierungen, die es erlauben, den Rechenaufwand massiv zu reduzieren.
In Kapitel [f wird der Aufbau der Simulationen zur Berechnung der gerichteten Erstarrung ter-
nérer Eutektika dargestellt. Da die gegenseitige Validierung von Simulationen, Experimenten
und analytischen Ansétzen in der Wissenschaft essentiell ist, werden in Kapitel [5| Methoden
zur Quantifizierung der Mikrostruktur vorgestellt, die in Kapitel [§| fiir den Vergleich mit
experimentellen Schliffbildern genutzt werden. Zusétzlich werden analytische Ansétze zur Vor-
hersage der Unterkiihlungen unter den terniren eutektischen Punkt fiir zweidimensionales und
dreidimensionales Wachstum gezeigt, die in Kapitel [6] und [§ zur Validierung der Simulationen
dienen.

Die Ergebnisse dieser Arbeit sind in den Kapiteln [6] bis [§] dargestellt. Zunéchst werden in
Kapitel [0] grundsétzliche Charakteristiken der gerichteten Erstarrung ternérer Eutektika, wie
die notwendige Gebietsgrofie und die Stabilitét der entstehenden Muster an einem idealen
System untersucht. Der Einfluss verschiedener physikalischer Parameter, wie beispielsweise der
Gleichgewichtskonzentrationen, die von den thermodynamischen Gibbs-Energien abhéngen,
und der Grenzflichenenergien wird in Kapitel [7] mit Hilfe idealisierter Systeme analysiert.

Die Simulationsergebnisse der gerichteten Erstarrung des ternédren eutektischen Systems Al-
Ag-Cu sind in Kapitel [§] dargestellt. Zur Modellierung der Loslichkeitsinderungen werden
zwel Systeme genutzt. Fir beide wird die jeweils notwendige Gebietsgrofie der Simulationen
und die notwendige Anzahl an Zeitschritten fiir stabiles Wachstum bestimmt. Die Ergebnisse
werden sowohl mit Experimenten als auch mit analytischen Ansétzen verglichen. Im Fokus der
Untersuchung steht die Analyse der physikalischen Zusammenhénge zwischen den Prozessbe-
dingungen und den entstehenden Mustern sowie die Vorhersage der Mikrostrukturentwicklung
in Abhéngigkeit der Prozessgrofien.

Abschlieend werden die Ergebnisse der Arbeit zusammengefasst und ein Ausblick auf mogliche
weiterfiilhrende Arbeiten auf diesem Gebiet vorgestellt.






2. Stand der Forschung

Im folgenden Kapitel wird der Stand der Forschung bei der gerichteten Erstarrung mehrkom-
ponentiger Legierungen mit Fokus auf die Simulation gerichtet erstarrter ternarer Eutektika
mit der Phasenfeldmethode vorgestellt. Hierfiir wird zunéchst die Entwicklung der Phasenfeld-
methode (PFM) allgemein beschrieben. Anschlieend folgt ein Uberblick iiber Publikationen
im Bereich gerichteter Erstarrungen fiir dendritische und eutektische Strukturen. Abschlielend
werden verschiedene Validierungsmethoden fiir Simulationen, Experimente und Analytiken
vorgestellt. Eine dhnliche Ubersicht iiber die Entwicklung der Phasenfeldmethode ist ebenfalls
in [34] publiziert, an die Teile dieses Kapitels angelehnt sind.

2.1. Die Entwicklung der Phasenfeldmethode

Simulationen mit der PFM haben sich in den letzten Jahren fiir die Untersuchung von Mi-
krostrukturen neben Experimenten und analytischen Ansétzen etabliert [34]. Die Verwendung
von genaueren Modellen, in Verbindung mit Fortschritten in der Informatik, spiegelt sich in
einer besseren Abbildung von realen Mikrostrukturen in den Simulationen auf immer grofier
werdenden Gebieten wider. Eine Auswahl verschiedener Simulationsergebnisse in Abb. zeigt
die zeitliche Entwicklung von zweidimensionalen, einkomponentigen zu dreidimensionalen,
mehrkomponentigen Systemen. Diese Abbildung ist aus [34] iibernommen.

Das Konzept der Modellierung von Grenzflichen zwischen zwei Phasen als diffuser Ubergang
wurde von van der Waals in den 1870er Jahren [39] eingefiihrt und in den 1950ern folgte eine
Erweiterung mit der Einfiihrung eines Ordnungsparameters zur Beschreibung der jeweiligen
Phasen. Dies resultiert in der Ginzburg-Landau-Funktionaltheorie [40), 41]. Sowohl Cahn und
Hilliard [42H45], wie auch Allen und Cahn [46] stellen Ansétze vor, um Energiefunktionale vom
Ginzburg-Landau-Typ durch Variationsrechnung in partielle Differentialgleichungen umzufor-
men. Mit diesen Ansétzen kénnen die Evolutionsgleichungen der Ordnungsparamter hergeleitet
werden. Die Berechnung der zeitlichen Evolution dieser partiellen Differentialgleichungen
fiihrt zu einer Minimierung der betrachteten Energiefunktionale bzw. zu einer Maximierung
der Entropie. Dies bedeutet, dass die zeitliche Entwicklung eines Ordnungsparameters und
daraus folgend die Umwandlung von einer Phase in eine andere durch die Minimierung der
Gesamtenergie im System beschrieben werden kann. Der Zusammenhang zwischen der Energie
des Gesamtsystems und Wechselwirkungen in der Mikrostruktur auf atomarer Basis werden
von Allen und Cahn in [47], 48] beschrieben.

Vorgéngermodelle der Phasenfeldmethode werden u.a. von Halperin et al. in [49], von Langer
und Sekerka in [50] sowie von Collins und Levine in [5I] vorgestellt. In [49] wird die zeitliche
Entwicklung von Modellen mit erhaltenden und nicht-erhaltenden Ordnungsparametern herge-
leitet. Dabei zeigt der als “case C” beschriebene Ansatz, welcher in [49, [52] auch “model C”
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Abbildung 2.1.: Auswahl von verschiedenen Ergebnissen zur Veranschaulichung der zeitlichen
Entwicklung der Phasenfeldmethode zur Simulation der Erstarrung von zwei-
dimensionalen einkomponentigen zu dreidimensionalen mehrkomponentigen
Systemen von den 1990ern bis 2016. Die Abbildung ist aus [34] entnommen.
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genannt wird, bereits die grundsétzlichen Charakteristiken darauf folgender Phasenfeldmodelle.
Die Beschreibung der Konzentration als diffuses Feld wird in dem Modell in [50] beschrieben.
Thre Evolution folgt der Minimierung der freien Energie, allerdings ohne Verwendung eines
Ordnungsparameters. Bei dem Modell in [51] wird eine gekoppelte Berechnung von Ordnungs-
parametern und einem Temperaturfeld zur Beschreibung von Kristallwachstum verwendet,
ohne dass dieser Ansatz allerdings explizit als Phasenfeldmethode bezeichnet wird. Die Be-
zeichnung Phasenfeldmethode, zur Beschreibung der zeitlichen Entwicklung des stetigen und
stetig differenzierbaren Ubergangs zwischen zwei Phasen mit Hilfe eines Ordnungsparameters,
wird in den Arbeiten von Caginalp und Fife [53, 54] sowie von Langer [55] aus dem Jahr 1986
eingefiihrt.

Ausgehend von der Verwendung der vorgestellten Konzepte fiir die Berechnung von Phasen-
iibergéngen in reinen Materialien in einer Dimension, erfolgt eine Erweiterung der Modelle
fiir zweidimensionale Simulationen von Wheeler et al. in [56] fiir die Berechnung spinodaler
Entmischungsvorgénge [57] sowie des Wachstums thermischer Dendriten [56]. Die Berechnung
der zeitlichen und rdumlichen Evolution von thermischen Dendriten mit der PFM erfordert
die Kopplung eines Ordnungsparameters mit einer Diffusionsgleichung der Temperatur. Basie-
rend auf dem Modell von Collins und Levine [5I] simulierte Kobayashi [58] 1993 thermisches
Dendritenwachstum in einem zweidimensionalen Gebiet von bis zu 300 x 300 Voxel-Zellen. Die
Simulation eines bindren eutektischen Systems wurde von Karma et al. [59] 1994 vorgestellt.
Dafiir erfolgte die Kopplung einer Phasenfeldgleichung, also der zeitlichen Evolution von
Ordnungsparametern, mit einer Konzentrationsdiffusionsgleichung.

Im Rahmen der immer noch andauernden Entwicklung der PFM werden verschiedene thermo-
dynamische Potentiale zur Beschreibung der treibenden Kraft zur Phasenumwandlung genutzt.
Einer der Ansétze ist die Minimierung der freien Energie, welcher w.a. in [563) 64, 57 B8], 60H63]
angewandt wird. Ein weiterer Ansatz verwendet die Maximierung der Entropie im System.
Nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik strebt ein abgeschlossenes, irreversibles
System so lange eine Steigerung der Entropie an, bis ein Maximum erreicht wird. Daher
kann die Entwicklung der Entropie zur Berechnung der zeitlichen Evolution eines Systems
verwendet werden. Die Verwendung der Entropie in der PFM wird von Penrose und Fife in
[64] eingefiihrt und wird u.a. in [64H67] verwendet. Wahrend der Phasenumwandlung nahe
des thermodynamischen Gleichgewichts, also z. B. bei langsamer Erstarrung, wie sie in den
Simulationen dieser Thesis auftritt, haben die Phasen in einer Zelle das gleiche chemische
Potential [68]. Daher kann die Differenz der Groflkanonischen Potentiale zweier Phasen, wel-
che die Fahigkeit eines Systems zur Phasenumwandlung beschreiben, als treibende Kraft in
Phasenfeldsimulationen [36-H38), 69-71] verwendet werden. Ein Vorteil der Verwendung des
Groflkanonischen Potentials als treibende Kraft ist die Moglichkeit, die Grenzflichenenergien
und die Breite des diffusen Ubergangsbereiches voneinander zu entkoppeln, da die Projektion
der thermodynamischen Energien, statt der Energie selbst verwendet werden [37]. Weiterhin
tritt bei der in [37] hergeleiteten Formulierung mit Hilfe des GroBkanonischen Potentials keine
Zusatzenergie im Grenzflichenbereich auf, welche die Ergebnisse verfilschen kann. Ein Uber-
blick tiber die verschiedenen Phasenfeldmodelle ist von Caginalp und Xie [61], von Almgren
[72] und von Sekerka [73] publiziert.
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2.1.1. Multiphasen- und Multikomponenten-Modelle

Im Folgenden wird der Verbesserungsprozess der PFM im Hinblick auf die quantitative
Korrektheit der Phasenfeldmodelle fir die Simulation multiphasiger und -komponentiger Sys-
teme rekapituliert. Zur Simulation von realen Werkstoffen sind thermodynamisch konsistente
Multiphasen-Multikomponenten-Modelle (MP-MK-Modelle) und die Verwendung von realen
thermodynamischen Daten notwendig. Herleitungen von derartigen Modellen, basierend auf
den vorgestellten thermodynamischen Potentialen als treibende Kraft, werden in [64] [74H76]
beschrieben. Thermodynamisch konsistent bedeutet in diesem Kontext beispielsweise, dass die
Gleichgewichtswinkel in den Tripelpunkten, also den Beriithrpunkten dreier Phasen korrekt
abgebildet werden. Ein Vergleich verschiedener in der Literatur veroffentlichter Modelle [56) [57]
mit einem neu hergeleiteten Modell von Wheeler et al. ist in [75] publiziert. In der Arbeit von
Tiaden et al. [77] wird eine Gegeniiberstellung des binédren Zweiphasenmodells von Wheeler
et al. [57] zu dem von ihnen entwickelten Multiphasen-Ansatz mit Massendiffusion sowie die
Aquivalenz im Fall von zwei Phasen und bindren Legierungen gezeigt.

Andere Formulierungen von Multiphasen-Modellen sind von Steinbach et al. [78], von Garcke et
al. [79] sowie von Nestler et al. [80] publiziert. Diese erlauben die Simulation der Interaktion von
mehr als zwei Phasen miteinander, was in einer grofleren Anzahl von Ordnungsparametern, in
komplexeren Interaktionen und in einem héheren Rechenaufwand resultiert. Die komplexeren
Interaktionen erfordern beispielsweise die Verwendung einer verbesserten Interpolationsfunktion
zwischen den verschiedenen Eigenschaften der Phasen, wie sie in [81] vorgestellt wird.

Zur Simulation von Systemen mit mehr als zwei chemischen Komponenten und verschiedenen
thermodynamischen Phasen sind MP-MK-Modelle z. B. in [35] 66] [82-84] veroffentlicht. Ein
Vergleich eines von Garcke et al. vorgestellten Modells mit beliebig vielen Phasen und Kompo-
nenten mit den Ansétzen von [64) [85] sowie mit Modellen mit einem scharfen Phaseniibergang
ist in [82] gegeben. Darin wird die Aquivalenz fiir bestimmte Fille gezeigt.

Ein thermodynamisch konsistentes MP-MK-Modell, mit der Verwendung von Grenzflachen-
Anisotropie sowie kinetischer Anisotropie, ist von Nestler et al. in [66] veroffentlicht. Fiir dieses
Modell werden auflerdem Simulationsergebnisse einer dreidimensional, gerichtet erstarrten,
ternaren eutektischen Legierung gezeigt, bei denen sich die drei Festphasen in einer hexagonalen
Struktur parallel zur Erstarrungsfront anordnen.

2.1.2. Kopplung mit thermodynamischen Datenbanken

Neben den vorgestellten Modellverbesserungen ermdéglicht die Einbindung von Gibbs-Energien
und Mobilitdten realer Werkstoffe in die PFM, welche in CALPHAD-Datenbanken (engl.
Calculation of Phase Diagrams) gespeichert sind, eine hthere Genauigkeit der verwendeten
Simulationsparameter [86], [87]. Dies erlaubt eine bessere Abbildung der in realen Materialien
stattfindenden Prozesse.

Die Kopplung eines MP-MK-Modells mit thermodynamischen Datenbanken, unter Verwendung
eines linearen Extrapolationsschemas, ist von Eiken (geb. Tiaden) et al. in [84] veroffentlicht.
Mit Hilfe dieses Ansatzes werden die Diffusionsgleichungen von [68] und [83] in den vorgestellten
Simulationen reproduziert.



2.1. Die Entwicklung der Phasenfeldmethode 9

Weitere Ansétze zur Kopplung von thermodynamischen CALPHAD-Datenbanken mit Phasen-
feldmodellen sind in [88H97] publiziert. Die benotigten thermodynamischen Gibbs-Energien
fiir eine Vielzahl verschiedener multikomponentiger Legierungen sind dazu unter anderem in
[30, B1l, O8-109] veroffentlicht. Beispiele fiir die Nutzung der Kopplungsansétze und der Daten-
banken zur Simulation der Mikrostrukturentwicklung in realen Systemen mit der PFM sind in
[T10-112] gegeben. Die Koeffizienten, welche die Diffusion der chemischen Elemente in den Fest-
phasen z. B. wiahrend der Erstarrung beschreiben, sind in CALPHAD-Mobilitdtsdatenbanken
gespeichert [113-115]. Die Kopplung von sowohl thermodynamischen, wie auch Mobilitdtsda-
tenbanken mit der PFM ist in [I16], 117] publiziert.

2.1.3. Weitere Modellverbesserungen

Eine Erhéhung der Anzahl der zu losenden Evolutionsgleichungen in MP-MK-Modellen, in
Verbindung mit komplexeren Modellen durch die Kopplung mit thermodynamischen Daten-
banken in Gebieten, die reprasentative Volumenelemente abbilden, resultiert in einem erhdhten
rechentechnischem Aufwand. Um diesen Aufwand mit den vorhandenen Rechnern bewéltigen
zu kénnen, wurden verschiedene Modellverbesserungen fiir eine effizientere Berechnung der
Evolutionsgleichungen vorgestellt.

Mathematische Modelloptimierungen zur Verringerung des Rechenaufwandes sind von Karma
et al. [I18, 119] publiziert. Durch diese Optimierungen wird das Verhéltnis zwischen der Kapil-
larlange und der Grenzflichenbreite verringert. Dies bedeutet, dass bei gleicher Kapillarlange
die Grenzflichenbreite erhoht werden kann und damit die notwendige Auflésung des Gebietes
verringert wird. Der Einfluss gréflerer Grenzflachenbreiten aufgrund groberer Diskretisierungen
auf die entstehenden Mikrostrukturen wird in [I20-122] untersucht.

Aufgrund der Diskretisierung mit finiten Differenzen in einem kartesischen Gitter kann es
zu einer unphysikalischen Anisotropie in der entstehenden Mikrostruktur kommen [123], [124].
Dieser Effekt tritt verstdrkt bei Systemen mit steilen Gradienten, z. B. durch eine hohe
Triebkraft, oder bei einer groben Gitterauflosung auf. Da eine feinere Diskretisierung in einem
hoheren Rechenaufwand resultiert, wird von [123] die Einfiihrung einer Gegenanisotropie
zum Ausgleich dieses Effektes vorgeschlagen. Diese muss allerdings fiir jedes System und jede
Diskretisierung zunachst kalibriert werden.

Weiterhin wird bei der PFM durch die Einfiihrung des diffusen Ubergangsbereiches statt
einer scharfen Grenzflache ein kiinstlicher Massenfluss verursacht (engl. solute trapping effect).
Dieser Effekt tritt vor allem bei stark unterschiedlichen Diffusionskonstanten zwischen den
betrachteten Phasen auf und wird beispielsweise von Wheeler et al. in [56], von Boettinger et
al. in [125] und von anderen Autoren in [I26HI28] untersucht. Zum Ausgleich dieses unphysika-
lischen, modell-intrinsischen Effektes kann ein sogenannter ,,anti-trapping-current” im Modell
hinzugefiigt werden [120} [129HI31]. Allerdings bedeutet diese Steigerung der Modellgenauigkeit
einen hoéheren rechentechnischen Aufwand.

Bei der Berechnung von Multiphasen-Systemen, wie beispielsweise Grofkornsystemen, wird
im Allgemeinen jedem Korn ein eigener Ordnungsparameter zugeordnet. Die Speicherung und
Berechnung der Interaktion aller Phasenfelder im gesamten Gebiet resultiert in einem hohen
Speicher- und Rechenaufwand. Allerdings interagieren beispielsweise beim Kornwachstum nur
eine relativ geringe Anzahl von Koérnern jeweils direkt. Zur Ausnutzung dieses Zusammenhangs
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haben Kim et al. in [I32] eine Modellverbesserung vorgestellt, welche die Anzahl der zu
speichernden Ordnungsparameter auf fiinf Werte pro Zelle in 2D und auf sechs Werte in 3D
reduziert, da nur die lokal auftretenden Phasen betrachtet werden. Varianten dieses Ansatzes
sind ebenfalls in [133, [134] publiziert.

Fiir eine Vergroferung der numerischen Zeitschrittweite konnen, neben der iiblicherweise
verwendeten expliziten Euler-Methode, implizite Schemata verwendet werden [135-143]. Semi-
implizite Verfahren fiir Berechnungen mit der PEM werden von Vanherpe et al. in [144) [145] und
von Kornhuber und Krause in [146] vorgestellt. Da diese Verfahren nur begrenzt parallelisierbar
und damit fiir groiskalige Berechnungen weniger gut geeignet sind, wird fiir die in dieser
Arbeit gezeigten Simulationen ein explizites Euler-Verfahren angewandt.

Eine weitere Optimierung ist die Nutzung von lokal verfeinerten Rechennetzen (engl. Adaptive
Mesh Refinement (AMR)) [147HI52]. Ein Uberblick iiber verschiedene AMR-Algorithmen ist
von Provatas et al. in [I53] gegeben. Da dhnlich wie bei impliziten Verfahren eine Paralleli-
sierung mit MPI (Message Passing Interface) problematisch ist, wird dieser Ansatz fiir die
Phasenfeldsimulationen in dieser Thesis nicht verwendet.

Weitere Optimierungsansétze basieren auf der Klassifizierung einzelner Zellen [I54, [155]
und der Speicherung von Gradienten, um die Anzahl der bendtigten Rechenoperationen zu
verringern.

2.2. Gerichtete Erstarrung

Die gerichtete Erstarrung beschreibt die Phasenumwandlung eines Systems vom fliissigen in den
festen Zustand, bei der durch einen aufgeprigten Temperaturgradienten die Wachstumsrichtung
und Erstarrungsgeschwindigkeit vorgegeben sind. Wie auch in [34] beschrieben, kann dieser
Prozess mit Hilfe der Temperatur, der Konzentration und des Drucks kontrolliert werden.
Die Phasenfeldmethode hat sich in den letzten Jahren, erginzend zu Experimenten und zu
analytischen Ansétzen, fiir die Untersuchung solcher Prozesse etabliert. Dabei wird in der PFM
der Druck wéhrend der Erstarrung im Allgemeinen als konstant angenommen. Experimentell
wird die gerichtete Erstarrung mit Hilfe eines diinnen Schmelzfilms zwischen zwei Glasplatten
oder in Bridgman-Ofen durchgefiihrt.

Wiéhrend einer gerichteten Erstarrung bildet sich die Mikrostruktur eines Werkstoffes in
Abhéngigkeit von den Prozessbedingungen und der chemischen Zusammensetzung der Schmelze
aus. Dabei konnen unterschiedliche Umwandlungsprozesse wie dendritisches, eutektisches und
peritektisches Wachstum oder auch spinodale Entmischung auftreten.

Da in dieser Arbeit die gerichtete Erstarrung ternérer eutektischer Legierungen insbesondere
fiir das System Al-Ag-Cu untersucht wird, liegt der Fokus im Folgenden auf der eutektischen
Erstarrung. Aufgrund &hnlicher physikalischer Prozesse bei dem Wachstum eutektischer
Kolonien und Fingerstrukturen wird ebenfalls kurz die Entwicklung im Bereich dendritischen
Wachstums rekapituliert. Eine Zusammenfassung von peritektischer Erstarrung ist in dem
Ubersichtsartikel von Akamatsu und Plapp [156] publiziert. Untersuchungen der spinodalen
Entmischung werden in [I57HI62] durchgefiihrt.
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Die Experimente mit dem System Al-Ag-Cu, die im Rahmen dieser Arbeit fiir die Validierung
der Simulationen genutzt werden, wurden in der ARTEMIS-Anlage [163] des Deutschen
Zentrums fiir Luft- und Raumfahrt e. V. in Kéln durchgefithrt. In dieser Art von Bridgman-
Ofen wird die Schmelze zwischen zwei Heizern in einem Aerogeltiegel gerichtet erstarrt. Es
findet keine Bewegung der Anlage oder des Tiegels statt, wodurch der Einfluss duflerer
Storungen auf den Prozess verringert wird. Das transparente Tiegelmaterial ermdglicht die
Beobachtung der Erstarrungsfront und somit die Messung der Erstarrungsgeschwindigkeit.
Die Anlage kann so gesteuert werden, dass die Erstarrung sehr langsam (minimal erreicht:
0.08 um/s) und damit diffusionskontrolliert ablduft.

Im Folgenden wird zunéchst auf verschiedene Formen dendritischen Wachstums mit einem
und mehreren chemischen Elementen eingegangen. Anschlieend wird der Stand der Forschung
bei der Erstarrung multikomponentiger und multiphasiger Systeme direkt an eutektischen und
in der Nahe von eutektischen Punkten vorgestellt.

2.2.1. Dendritisches Wachstum

Dendriten, abgeleitet vom griechischen Wort déndron (Baum), beschreiben verzweigte, baumar-
tige Strukturen die entstehen, wenn Kristallisation in bevorzugten Kristallrichtungen auftritt,
z. B. in erstarrten Schmelzen [34]. Ein Beispiel fiir einen in eine umgebende eutektische Matrix
eingebetteten Dendriten ist fiir das System Al-Ag-Cu in Abb. dargestellt. Die Abbildung
zeigt ein Schliffbild parallel zur Erstarrungsfront und stammt von Dr. A. Dennstedt vom
Deutschen Zentrum fiir Luft- und Raumfahrt e.V. in Koéln, Deutschland. Die Probe ist mit
einer Geschwindigkeit von 10 um/s und einem Temperaturgradienten von 2.5 K/mm erstarrt.
In rot ist ein Dendriten sowie die direkt beeinflusste Mikrostruktur in seiner Umgebung
hervorgehoben.

Dendriten entstehen aus einer sich verstirkenden Stérung an einer mit Schmelze, Konzentration
oder beidem iibersittigten Erstarrungsfront [164]. Eine Ubersicht iiber die Instabilititen, die
zum Ausformen von dendritischen Strukturen fithren, ist in den Arbeiten von Langer [165] [166]
und Kessler et al. [I67] gegeben.

FEine erste mathematische Beschreibung der entstehen Strukturen, insbesondere der Erstar-
rungsgeschwindigkeit der Dendritenspitzen fiir isotherme Erstarrung, wurde von Ivantsov [168)]
im Jahr 1947 hergeleitet. Weiterfiihrende mathematische Beschreibungen sind von Horvay
und Cahn [169], Kurz und Fisher [I70] und von Lipton et al. [I7I] (LGK-Modell) publiziert.
Das sogenannte LGK-Modell [I71] beschreibt den Zusammenhang zwischen der Wachstumsge-
schwindigkeit, dem Radius an der Dendritenspitze, der Unterkiihlung und den Konzentrationen
in der Schmelze fiir solutales und thermisches Dendritenwachstum. Weitere Modelle, die u.a.
schnelle Erstarrung beschreiben, sind z. B. von Lipton et al. [I72] publiziert.

Im Zentrum der experimentellen Untersuchungen stehen insbesondere der Abstand der pri-
méren Dendritenarme, die Wachstumsgeschwindigkeit der Dendritenspitzen [173HI76], der
sekunddre Armabstand [I77-179], die Radien der Dendritenspitzen [170, [180] und die Grofle
der Festkorper-Schmelze-Ubergangszone (engl. mushy zone) [I81] [182].

Ein héufig genutztes Beispielsystem fiir die Untersuchung dendritischer Strukturen ist das
System Al-Cu aufgrund seiner mechanischen Eigenschaften, wie z. B. der Moglichkeit der
Aushértbarkeit, und seiner Gie3barkeit. Experimentelle und analytische Untersuchungen des
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Abbildung 2.2.: Beispiel fiir ein gekoppeltes Wachstum von eutektischen und dendritischen
Strukturen. In rot ist ein Dendrit sowie die direkt beeinflusste Mikrostruk-
tur in seiner Umgebung in einem Schliffbild parallel zur Erstarrungsfront,
eingebettet in eine ternir eutektische Matrix dargestellt. Die Probe ist mit
einer Geschwindigkeit von 10 um/s und einem Temperaturgradienten von
2.5 K/mm erstarrt. Das Bild stammt von Dr. A. Dennstedt vom Deutschen
Zentrum fir Luft- und Raumfahrt e.V. in Kéln, Deutschland.

Dendritenwachstums in Al-Cu-Legierungen werden unter anderem in den Arbeiten [I83HISS]
durchgefiihrt.

Eine der ersten zweidimensionalen Phasenfeldsimulationen, die das thermische Dendritenwachs-
tum beschreibt, wurde 1993 in [58] publiziert. Abhéngig von der Modellierung der genutzten
Anisotropie sowie der Frequenz und der Amplitude der aufgebrachten Rauschfunktion ent-
wickeln sich bis zu drei Seitenarme. Das Wachstum von thermischen Dendriten, also das
Entstehen von Spitzen oder Seitenarmen aus erstarrenden Keimen durch Schwankungen im

Temperaturfeld wird mit der PFM in den Publikationen [58, 118 119, 189HI96] untersucht.

Fin rechentechnisch verbessertes Modell zur Simulation dendritischer Erstarrung reiner Mate-
rialien, welches mit Berechnungen fiir einen scharfen Ubergang validiert wird, ist von Karma
und Rappel in [II8] publiziert. Dieses Modell wird in [I91] zur Simulation dreidimensionaler
Dendriten genutzt und ein quantitativer Vergleich mit Experimenten von Succinonitril wird in
[119] durchgefiihrt.
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Solutales Dendritenwachstum, das heifit das Entstehen von Spitzen oder Seitenarmen aus
erstarrenden Keimen durch Schwankungen im Konzentrationsfeld der Schmelze wird z. B. in
[83, O], 120}, 149, 197-210] untersucht.

Simulationen der Kombination von thermisch- und konzentrationsgetriebenem Wachstum von
Dendriten mit der PFM sind erstmals in [211] publiziert. Diese Art des Wachstums wird auch
von Loginova et al. in [212] und von Emmerich et al. in [2I3] untersucht. In der Arbeit von
Loginova et al. wird gezeigt, dass fiir kleine Unterkiihlungen und viele Keime ein isothermer
Ansatz, also konzentrationsgetriebenes Wachstum, ausreichend ist. Fiir hohere Unterkiihlungen
und weniger Nuklei wird eine Berechnung der Konzentrations- und der Temperaturevolution
empfohlen.

2.2.2. Eutektische Erstarrung

Wie in Abb. gezeigt, konnen wihrend der Erstarrung in mehrkomponentigen Legierungen
neben Dendriten auch eutektische Strukturen entstehen. Nach [19] und [34] ist eine eutektische
Erstarrung einer Fliissigkeit definiert als das gleichzeitige Ausscheiden von zwei oder mehr
Phasen, wihrend einer eutektischen Reaktion L <+ & + 3, bei einer konstanten Temperatur.
Das Wort eutektisch stammt aus dem griechischen und bedeutet ,,einfach schmelzend”. Die
Bezeichnung ist darauf zuriickzufiihren, dass die Schmelztemperatur an einem eutektischen
Punkt im Allgemeinen niedriger als die Schmelzpunkte der beteiligten Einzelkomponenten
ist.

Zweidimensionale Erstarrung von Eutektika

Beim zweidimensionalen Wachstum binédrer Eutektika treten verschiedene Instabilitdten auf.
Diese sind z. B. eine Verkippung der Lamellenorientierung (engl. Tilt) oder Oszillationen der
Lamellenbreiten. Ein Wachstum wird als verkippt bezeichnet, wenn eine dauerhafte, stabile
Abweichung zwischen der vom Temperaturgradienten vorgegebenen Wachstumsrichtung und
den Fest-Fest-Grenzflachen auftritt. Theoretische Ansétze zur Beschreibung der Stabilitét
in bindren eutektischen Systemen werden in [22] 164, 214-216] hergeleitet. In der Arbeit
von Kassner et al. [217] wird gekipptes Wachstum analytisch untersucht. Das Auftreten von
Oszillationen der Phasenbreiten wird von Kassner et al. in [218] und von Karma und Sarkissian
in [219] analysiert. Weitere theoretische Ansétze zur Erklarung der Instabilitdtsphanomene
sind auch in [22 217, 220H224] veroffentlicht.

Experimentell wird eine quasi-zweidimensionale gerichtete Erstarrung mit Hilfe eines diinnen
Schmelzfilms zwischen zwei Glasplatten realisiert. Da die Verwendung von optisch transpa-
renten, organischen Systemen eine In-situ-Untersuchung der zweidimensionalen gerichteten
Erstarrung ermoglicht, werden sie in den Arbeiten von Witusiewicz et al. [225] 226] und der
Arbeitsgruppe von Prof. Faivre und Prof. Akamatsu [224] 227-235] eingesetzt. Mit diesen
Experimenten wird der Einfluss der Prozessbedingungen auf die entstehenden lamellaren
Strukturen und gekipptes Wachstum studiert.

Weitere Diinnschichtexperimente fiir terndre Legierungen werden von Rex et al. in [236] durch-
gefithrt. Dabei wird deutlich, dass eine Zusammensetzung, die sich leicht von derjenigen am
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eutektischen Punkt unterscheidet, zu vielfaltigen Mustern wiahrend der Mikrostrukturevolution
des Systems In-Bi-Sn fiihrt.

Zur Modellierung der quasi-zweidimensionalen Experimente in Simulationen kann die Phasen-
feldmethode verwendet werden. Eine Untersuchung bindrer eutektischer Systeme wird dabei
in [59) 80, 152 237-239] durchgefiihrt. Es zeigt sich, dass die Simulationen in [59] [80 237] die
Charakteristiken des analytischen Jackson-Hunt-Ansatzes [240] ebenso wie die Experimente
abbilden. Abhéngig von der Breite der Lamellen entstehen unterschiedliche Instabilitaten (z. B.
Oszillationen), die auch in korrespondierenden Experimenten auftreten. Gekipptes Wachstum
in bindren Legierungen tritt in den Simulationen von Ghosh und verschiedenen Mitautoren
auf [238, 239, 247]. Diese Form von Wachstum wird verursacht durch Anisotropie in den
Grenzflachenenergien, da verkipptes Wachstum energetisch giinstiger sein kann als die vom
Temperaturgradienten vorgegebene Wachstumsrichtung.

Fiir terndre Eutektika kann diese Art von Instabilitdt bedingt durch weitere Mechanismen
auftreten. Eine Verkippung durch Konzentrationsfliisse, die fiir bestimmte lamellare Anord-
nungen auftreten kénnen, wird von Apel et al. in [242] fiir das System Al-Ag-Cu mit der
PFM gezeigt. Hotzer et al. [243] finden in Simulationen einen Zusammenhang zwischen den
Grenzflichenenergien und dem Verkippungswinkel fiir bestimmte Verhéltnisse der Fest-Fest-
und der Fest-Fliissig-Grenzflichenenergien fiir ein idealisiertes, ternéres eutektisches System,
welches ebenfalls in Kapitel [7] fiir Simulationen genutzt wird.

Dreidimensionale Erstarrung von Eutektika

Im Gegensatz zur zweidimensionalen Erstarrung kénnen sich wéhrend der gerichteten Erstar-
rung terndrer Eutektika in 3D eine Vielzahl unterschiedlicher Muster in Ebenen senkrecht
zur Erstarrungsrichtung ausbilden. Basierend auf geometrischen Uberlegungen postulieren
Ruggiero und Rutter [244] die Existenz fiinf verschiedener idealisierter Muster in ternéaren
Eutektika, welche graphisch von Lewis et al. in [245] dargestellt werden. Die Vielfalt der
auftretenden Muster bei der gerichteten Erstarrung realer ternarer Kutektika ist, wie von
Cooksey und Hellawell [14] gezeigt, allerdings deutlich groBer. Beispiele der unterschiedlichen
Muster fiir eine Reihe von metallischen Legierungen sind in [14] dargestellt.

Die entstehenden Muster sind von den Prozess- und Erstarrungsbedingungen abhéngig. Dies
wird durch den Vergleich experimenteller Ergebnisse fiir das System Al-Ag-Cu von Boéytik et al.
[246], Genau und Ratke [I5] und Zhou und Froyen [247] deutlich, bei denen sich unterschiedliche
Muster in der Mikrostruktur entwickeln. Die in diesen Arbeiten publizierten Schliffbilder zeigen
Mikrostrukturen von quasi-isotherm erstarrtem [247] sowie gerichtet erstarrtem ternéren
eutektischen Al-Ag-Cu mit [246] und ohne Abschrecken [15].

Zusétzlich zu der Anordnung der Fasern und Lamellen in einer eutektischen Struktur sind deren
Absténde von der Erstarrungsgeschwindigkeit abhéngig. Experimentelle Untersuchungen des
Zusammenhangs fiir verschiedene Multikomponentensysteme werden in [248-252] vorgestellt.
Analytisch lésst sich diese Beziehung mit der Jackson-Hunt-Theorie beschreiben [240} 253].

Ein haufig untersuchtes Beispielsystem fiir die Musterbildung in terndren Eutektika ist das
System Al-Ag-Cu. In diesem System nimmt die Loslichkeit von Ag in der Al-Phase unterhalb
des terniren eutektischen Punktes stark ab (sog. Solubilty-Shift), wie von Witusiewicz et al. in
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[30, B1] thermodynamisch und von Genau und Ratke in [I5] experimentell nachgewiesen wird.
Durch diese Loslichkeitsverschiebung verédndern sich die bei der Erstarrung gebildeten Muster
und Anordnungen der Phasen, die in Schliffbildern bei Raumtemperatur beobachtet werden
[254]. Um diesen Effekt zu untersuchen, wird die Mikrostruktur wéahrend der Erstarrung
abgeschreckt, was diffusionsbasierte Umlagerungsprozesse durch die Loslichkeitséanderung
unterdiickt. Entsprechende Untersuchungen der Mikrostruktur sind in [24], 254] publiziert.

Aufgrund der unterschiedlichen Dichten der Elemente in der Schmelze ist das System Al-Ag-Cu
weiterhin interessant fiir die Untersuchung des Einflusses von Gravitation auf die entstehenden
Muster [23]. Es wird vermutet, dass sich schwerkraftinduzierte Konvektion [26] 27] ausbildet.
Die gerichtete Erstarrung von Al-Ag-Cu soll daher auf der internationalen Raumstation ISS
im Rahmen des SETA-Programms bei geringer Schwerkraft untersucht [28], 29] werden. Der
Effekt von Konvektion auf die Zusammensetzung der Schmelze wiahrend eines univarianten
eutektischen Wachstums wird in [254] erforscht.

Eine Charakterisierung der kristallographischen Orientierung der entstehenden Festphasen
mit Elektronenriickstreubeugung (engl. Electron Backscatter Diffraction) und der rdumlichen
Anordnung der Fasern mit Néchste-Nachbarn-Statistiken wird von Genau und Ratke in
[20] durchgefiihrt. Weitere statistische Untersuchungen des Systems Al-Ag-Cu werden von
Dennstedt et al. in [I6] mit Formfaktoren und in [I7] mit Polar-Plots durchgefiihrt. Eine
3D-Représentation der entstehenden Mikrostruktur durch Synchrotron-Tomographie ist in
[18, [155] publiziert und mit separierten Phasen in Abb. dargestellt. Die AlsCu-Phase ist in
dunkelgrau, die AgoAl-Phase in weifl und die Al-Matrix in schwarz abgebildet. Das Experiment
wurde von Dr. A. Dennstedt vom Deutschen Zentrum fiir Luft- und Raumfahrt e.V. in Koln,
Deutschland durchgefiihrt und die 3D-Tomographie an der European Synchrotron Radiation
Facility (ESRF) in Grenoble, Frankreich aufgenommen.

Eine Nutzung von monochromatischer Strahlung fiir die Tomographie von ternidrem eu-
tektischem Al-Ag-Cu ist notwendig, um die hohe Strahlungsabsorption oberhalb der Agg-
Absorptionskante (25.513 keV') zu umgehen und mit groBeren Proben arbeiten zu kénnen.
Zudem wurde die Absorption der Al-Phase, die unterschiedliche Ag-Gehalte aufweisen kann,
damit so gering gehalten, dass die sichere Unterscheidung der drei Festphasen moglich wurde
[18].

Weitere experimentell untersuchte ternére eutektische Systeme sind unter anderem Nb-Al-Ni [5],
Al-Si-Ni [25] und Sn-Ag-Zn [255]. Die Ausbildung der entstehenden Muster bei verschiedenen
terndr eutektischen Zusammensetzungen der chemischen Elemente Bi, In, Sn, Pb und Cd
werden von Ruggiero und Rutter in [244, 256H260] analysiert.

Zur Modellierung der withrend der gerichteten Erstarrung in Bridgman-Ofen entstehenden
Strukturen in Experimenten mit der Phasenfeldmethode werden zwei unterschiedliche Ansétze
verwendet. Im ersten Ansatz wird die dreidimensionale Mikrostruktur mit 2D-Simulationen
angendhert. Dabei wird der Mechanismus der Nukleation genutzt, um die Fasern und Lamellen
in Schnitten parallel zur Erstarrungsfront zu reproduzieren. Der Vorteil dieser Methode ist der
signifikant geringere Rechenaufwand im Vergleich zur Aufldsung der vollen 3D-Mikrostruktur.
Zweidimensionale Phasenfeldsimulationen von Experimenten mit Bridgman-Ofen werden u.a.
in [261-266] durchgefiihrt. Dabei kann, wie in [263, 264] gezeigt, eine optische Ahnlichkeit mit
experimentellen Schliffbildern parallel zur Wachstumsfront erreicht werden.
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Abbildung 2.3.: Darstellung der dreidimensionalen, in drei Phasen separierten, Mikrostruktur
von gerichtet erstarrtem ternér eutektischem Al-Ag-Cu. Die drei Festphasen
AlyCu, AgoAl und Al sind grau, weifl und schwarz abgebildet. Das Experi-
ment stammt von Dr. A. Dennstedt vom Deutschen Zentrum fiir Luft- und
Raumfahrt e.V. in Koln, Deutschland. Die 3D Tomographie wurde an der
European Synchrotron Radiation Facility (ESRF) in Grenoble, Frankreich
aufgenommen.

Zur Untersuchung der komplexen rdumlichen Wechselwirkung von Fasern und Lamellen ist
allerdings eine Simulation der 3D-Mikrostruktur notwendig. Ahnlich wie bei den Instabilititen
in 2D treten auch wéhrend der gerichteten Erstarrung in 3D verschiedene Instabilitdten auf.
Die Stabilitdat von lamellaren Strukturen wird von Parisi und Koautoren mit der PFM in
[223, 1267, [268] analysiert. Dabei wird in binéren Eutektika beobachtet, dass ein Musterumschlag
mit einer Verringerung der durchschnittlichen Front-Temperatur einhergeht. Eine Verdnderung
der Muster von labyrinthartigen Strukturen der zwei erstarrenden Festphasen zu ausgerichteten
Lamellen kann auch mit einem zur Wachstumsrichtung verkippten Temperaturgradienten
erreicht werden, wie in [269] gezeigt.

Das dreidimensionale Wachstum eines idealisierten ternidren eutektischen Systems wird von
Choudhury et al. in [270] mit Hilfe des Phasenfeldmodells von Nestler et al. [66] simuliert.
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Dabei bilden sich unterschiedliche Muster in Schnitten parallel zur Erstarrungsfront aus,
ahnlich wie von [244] vorhergesagt.

Weitere Arbeiten zur dreidimensionalen gerichteten Erstarrung terndrer Eutektika mit der
PFM, auf denen auch Teile dieser Arbeit beruhen, sind in [38, [69-71] (155, 243| 271] publiziert.
Dabei werden sowohl ideale [71], idealisierte [243] 272] wie auch reale Legierungen (Al-Ag-
Cu) [38] [69-71), 155, 243), 271] simuliert. Zusammenfassungen des Stands der Forschung zu
dreidimensionalen Phasenfeldsimulationen von eutektischen System sind von Lewis et al. in
[273] und von Akamatsu und Plapp in [156] veroffentlicht.

2.2.3. Zellstrukturen und eutektische Kolonien

In Multikomponenten-Systemen kénnen wihrend einer gerichteten Erstarrung neben Dendriten
und Eutektika mit planarer Wachstumsfront auch Zellstrukturen und eutektische Kolonien
entstehen. Diese Art von Wachstum wird begiinstigt, wenn sich die Zusammensetzung der
Schmelze von der am eutektischen Punkt unterscheidet. Da die Verteilung der Komponenten
nicht der Gleichgewichtszusammensetzung der drei Festphasen entspricht, konnen sich eine
oder mehre Komponenten vor der Erstarrungsfront anreichern. Ahnlich wie bei solutalem
Dendritenwachstum kénnen dann lokale Unterschiede im Konzentrationsfeld oder Kriimmungen
der Erstarrungsfront zu sich verstdrkenden Instabilitdten fiithren. Dieser Effekt wird durch
hohere Geschwindigkeiten und eine somit verringerte Diffusion verstarkt.

Ein Beispiel fir eutektische Kolonien, die bei der gerichteten Erstarrung von Al-Ag-Cu
entstehen, ist in dem Schliffbild parallel zur Erstarrungsfront in Abb. abgebildet. Zur
Unterscheidung der einzelnen geordneten Bereiche sind blaue gestrichelte Linien hinzugefiigt
worden. Auf der rechten Seite der Abbildung ist eine eutektische Kolonie vergroert dargestellt,
bei der sich in der Mitte ausgerichtete, ternér eutektische Strukturen bilden. Die Schmelze ist
mit einer Geschwindigkeit von 8.7 um/s und einem Gradienten von 2.8 K /mm erstarrt. Das
Experiment und die Auswertung wurden von Dr. A. Dennstedt vom Deutschen Zentrum fiir
Luft- und Raumfahrt e.V. , Kéln, Deutschland durchgefiihrt.

Eine Instabilitdt, wie von Mullins und Sekerka beschrieben [164], 274-276], fihrt zu einem ver-
starktem Wachstum einzelner Bereiche der Erstarrungsfront [277H280], was zu unregelméafigen
Mustern fithrt. Das Entstehen und die Entwicklung von Zellstrukturen wird mit der PFM von
Losert et al. [281] und von Lan und Mitautoren [I50, 282, 283] analysiert. Fiir Systeme mit
mehr als zwei chemischen Elementen kénnen sich bei nicht-eutektischer Zusammensetzung der
Schmelze eutektische Kolonien als Uberlagerung von eutektischer und zellularer Erstarrung
ausbilden, wie in [284H286] experimentell gezeigt.

Eine analytische Beschreibung des Umschlags von lamellarem Wachstum zu eutektischen Kolo-
nien wird von Himemiya in [287] vorgestellt. Abhéngig von der Erstarrungsgeschwindigkeit und
der Zusammensetzung der Schmelze kénnen somit Vorhersagen gemacht werden, wann welches
Wachstumsmuster auftritt. Weitere theoretische Stabilitdtsbetrachtungen fiir eutektische Kolo-
nien, analog zur Mullins-Sekerka-Instabilitdt, werden in [288] angestellt. Aufilerdem werden in
[279] korrespondierende experimentelle Ergebnisse des Systems CBry-CoClg gezeigt.

Simulativ wird das Wachstum eutektischer Kolonien mit der PFM in [289-H291] studiert. Da
zur Auflésung der Instabilitdten grofle Gebiete sowohl in Wachstumsrichtung wie auch quer
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Abbildung 2.4.: Experimentelles Schliffbild einer gerichtet erstarrten Al-Ag-Cu-Legierung
parallel zur Erstarrungsfront. Die Probe ist mit einer Geschwindigkeit von
8.7 wm/s und einem Gradienten von 2.8 K/mm erstarrt. Es bilden sich einzelne
geordnete Bereiche aus, die mit blauen gestrichelten Linien hervorgehoben
sind. Die drei Festphasen AgsAl, AloCu und Al sind weif, grau und schwarz
abgebildet. Das Experiment und die Auswertung wurden von Dr. A. Dennstedt
am Deutschen Zentrum fiir Luft- und Raumfahrt e.V. in Koéln, Deutschland
durchgefiihrt.

dazu bendtigt werden, sind diese 2D-Rechnungen mit Nukleation, anstelle einer Auflésung der
vollen dreidimensionalen Mikrostruktur durchgefithrt worden.

Eine besondere Form von eutektischen Kolonien sind spiralférmige Dendriten. Bei diesem
Muster drehen sich die Dendritenspitzen, die aus zwei Festphasen bestehen, als konische
Spiralen umeinander. Experimentell wird dieses Muster von Akamatsu et al. in [292] untersucht
und von Pusztai et al. [293] sowie Ratkai et al. in [294] mit der Phasenfeldmethode simuliert.

2.3. Methoden zur Validierung

Fiir den Vergleich von Experimenten und Simulationen sowie zur Validierung mit analytischen
Ansétzen haben sich verschiedene Methoden etabliert. Im Folgenden werden, d&hnlich wie in
[34], einige analytische Theorien fir die Validierung von Simulation eutektischer Erstarrung
mit der PFM présentiert. Daran anschliefend werden statistische Methoden zur Auswertung
von Experimenten und Simulationen vorgestellt.

In Experimenten zeigt sich, dass der Abstand von Lamellen und Fasern mit der Erstarrungs-

geschwindigkeit korreliert [23] 223 [228] 23T, 248-252, 268, 295-299].
Nach der Gibbs-Thomson-Gleichung erfolgt die Erstarrung, selbst bei einer eutektischen
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Zusammensetzung, unterhalb der eutektischen Temperatur. Der Zusammenhang zwischen dem
lamellaren Abstand A, der Wachstumsgeschwindigkeit der Front v und der Unterkiihlung unter
die eutektische Temperatur AT kann mit der Jackson-Hunt-Gleichung [240] AT = AvA+ B/A
beschrieben werden. Dabei sind A und B materialspezifische Konstanten. Basierend auf dieser
Analytik untersuchen Hunt et al. [214] und Langer [215] die Stabilitdt von lamellarem eutekti-
schen Wachstum. Dabei wird ein Kriterium definiert fiir welche Werte von A, die grofler als
das globale Minimum der Kurve A ;g sind, die Lamellen stabil wachsen. Die minimale Unter-
kithlung, die vom System angestrebt wird, folgt der Beziehung AT = 2v A Bv bei A = Ajp.
Ein Uberblick iiber die Theorie ist im Buch Solidification von Dantzig und Rappaz [300]
dargestellt. Verschiedene Erweiterungen der binédren Jackson-Hunt-Theorie sind in [30IH304]
publiziert. Fiir ternére eutektische Systeme existieren Ansétze in [253] 270, [305].

Mit Hilfe von 2D-Simulationen wird in [59) 80, 237] gezeigt, dass die theoretisch hergeleitete
Beziehung fiir AT auch fiir die PFM giiltig ist. Eine quantitative Ubereinstimmung von
Phasenfeldsimulationen mit einem Freie-Energie-Modell [66] wird fiir das zweidimensionale
Wachstum ternérer Eutektika in [270] gezeigt. In der Arbeit [71], auf der Teile dieser Thesis
basieren, wird die Giiltigkeit der Jackson-Hunt-Beziehung auch fiir die gerichtete Erstarrung
terndrer eutektischer Systeme in 3D gezeigt. Ein theoretischer Ansatz fiir beliebig viele
Komponenten wird von Catalina et al. in [306] vorgestellt.

Neben der Validierung mit analytischen Ansétzen erlaubt der Vergleich von Simulationen
und Experimenten eine gegenseitige Uberpriifung auf Korrektheit. Zur Quantifizierung der
lokalen Anordnung verschiedener Phasen haben sich Néchste-Nachbarn-Statistiken etabliert.
Die Anwendung fiir die gerichtete Erstarrung ternirer Eutektika wird in [15] 2], 138, 69, 233,
307, B08] aufgezeigt. Die Klassifizierung der Form einzelner Fasern kann mittels Formfaktoren
realisiert werden [16, 272]. Dabei wird eine Metrik definiert, welche die Abweichung einer Phase
in Schnitten senkrecht zur Wachstumsrichtung von einer Kreisform beschreibt. Die rdumliche
Anordnung der Fasern und ihrer Form kann beispielsweise mit Pol-Plots [I7, 20] oder mit
einer Hauptkomponentenanalyse, basierend auf Zweipunktkorrelationen [70} 2711 309 310]
(sieche Abschnitt , bestimmt werden. Andere verwendete Methoden zur Quantifizierung der
Mikrostruktur sind die Grenzlinienldnge, die Tripelpunktdichte und die Phasenfraktionen.






3. Phasenfeldmodell

Im Rahmen dieser Arbeit wird zur Untersuchung der gerichteten Erstarrung ternérer eu-
tektischer Systeme ein thermodynamisch konsistentes Phasenfeldmodell basierend auf [36/-
38, [66], 311] verwendet. In den Simulationen wird ein Gebiet 2 C R? mit der Dimension
d € {1,2,3} betrachtet. Das Phasenfeld ¢ : Q& x R — [0, 1] beschreibt die kontinuierliche
Funktion ¢(x,t), welche die lokalen Phasenfraktionen an der Position x € €2 zum Zeitpunkt
t € R bzw. den thermodynamischen Zustand einer Phase beschreibt. Fiir die jeweiligen Phasen
im Gebiet werden einzelne Phasenfelder ¢4 mit den Indizes &, [3, .. € [1,N] und N € N als
Anzahl der betrachteten Phasenfelder definiert. Diese Phasenfelder sind als Vektor auf einem
Simplex ¢ € AN Ve, t definiert mit

AN = {v e [0,1)7] %u& = 1} : (3.1)

a=1

Die Grenze zwischen zwei Phasen wird als diffuser Ubergang modelliert. In einem Bereich,
in dem nur eine Phase mit dem Index & aktiv ist, also auBerhalb der diffusen Uberginge, ist
¢s(xz,t) = 1 und die anderen Phasen sind null. Im Bereich der diffusen Ubergange zwischen
zwei Phasen mit den Indizes & und p ist ba(x, t)+ ¢ B(w, t) = 1 und die anderen Phasen sind
null. Entsprechendes gilt fiir den Ubergangsbereich von drei und mehr Phasen.

Diese Aufteilung des Gebietes € in die Bereiche verschiedener Phasen und die Modellierung der
Grenzflichen als diffuse Ubergiinge sind in Abb. schematisch dargestellt. Die drei Phasen
o,  und y (rot, griin und blau) sind durch diffuse Ubergiinge getrennt. Die Phasenfeldwerte
zwischen  und 7y sind beispielhaft im rechten Teil von Abb. dargestellt. Da in diesem
Beispiel ein B-y-Ubergang betrachtet wird, ist ¢ = 0.

3.1. Evolutionsgleichungen der Phasenfeldparameter

Nach [36], B7] wird zur Modellierung der Gesamtenergie im System das Funktional des Grof-
kanonischen Potentials ¥ der Form

(.. T) = [ (20l V) + Zw(@) ) + (0. . T)a0 (3.2)

verwendet, welches vom Vektor der Phasenfelder ¢, dem Vektor der chemischen Potentiale
p(e, T) sowie der Temperatur 7" abhangt. Der Skalierungsfaktor ¢ korreliert mit der Breite
der diffusen Ubergangsbereiche. Die chemischen Potentiale sind abhiéingig von dem Konzentra-
tionsvektor ¢ € AKX, der auf einem Simplex

AK:{ve[O,l]K|§:vi:1}. (3.3)

=1
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Abbildung 3.1.: Beschreibung der Aufteilung des Gebietes 2 in Bereiche verschiedener Phasen
(links) und die Modellierung der Grenzflichen als diffuse Uberginge mit den
Phasenfeldern ¢g und ¢, (rechts).

mit der Anzahl der chemischen Komponenten K im betrachteten System definiert ist.

Zur Modellierung des diffusen Uberganges zwischen zwei und mehr Phasen werden die Gra-
dientenergiedichte a(¢, V), ein Potentialterm w(¢) und die Grokanonischen Potentiale
(P, p, T) verwendet. Wie in Abb. [3.2|schematisch fiir den Ubergang zwischen zwei Phasen dar-
gestellt, bewirkt a(¢, V) eine Verbreiterung des Ubergangsbereichs, w(¢) eine Verringerung
der Breite und ¢ (¢, p, T') wirkt als treibende Kraft fiir die Phasenumwandlung.

(.. T) = Jo (c0(&: V) + L(@)) + 0@ 1)
) E by
“~ Y i Q

>
>

X X X

Abbildung 3.2.: Schematische Darstellung des Einflusses von a(¢p, V), w(P) und (b, pu, T)
auf das Phasenfeldprofil fiir den Ubergang zwischen zwei Phasen, basierend
auf einer Darstellung in [134].

Die Gradientenergiedichte a(¢, V) fiir ein isotropes System ist modelliert als

N N

a(p. V)= > v,
&=1 [3 1

(&<pB)

>
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mit der Grenzflichenenergiedichte y

daVhs — dp Vs

& und dem generalisierten Gradientenvektor q_’&ﬁ =

Fiir den Potentialterm w(¢) wird ein Doppelwandpotential mit

6L & N N N N
Pz D Vsphadp D DL D Vapsbadpds P EA
o= =1

w(@)=q &' b=
(a<B)

00 b g AN

(3.5)

o =

verwendet. Der hohere Ordnungsterm Yaps in Gl. (3.5 wird eingefiihrt, um die Entstehung
von unphysikalischen Drittphasen an binaren Phaseniibergéngen zu unterdriicken [312].

In Abb. 3.3|ist das verwendete Doppelwandpotential w(¢) iiber einem 3- und 4-Phasen-Simplex
in baryzentrischen Koordinaten dargestellt. Der 4-Phasen-Simplex entspricht dem Potential in
ternéren eutektischen Systemen mit drei Festphasen und der Schmelze. Die Farben zeigen die
Hohe des Potentials entsprechend des Farbbalkens rechts in der Abbildung. Es wird deutlich,
dass der Wert des Potentials in Richtung der Eckpunkte des Simplex abnimmt. Die Minima in
den Ecken des Simplex begiinstigen eine Verkleinerung des diffusen Ubergangsbereiches, wie
auch in Abb. [3.2] schematisch dargestellt.

¢,

Abbildung 3.3.: Darstellung des Doppelwandpotentials w(¢) iiber einem 3- und 4-Phasen-
Simplex in baryzentrischen Koordinaten. Die Farben verdeutlichen den Wert
des Potentials entsprechend des Farbbalken rechts.

Als treibende Kraft zur Phasenumwandlung wird die Differenz der Grofikanonischen Potentiale
AY(d, p, T') verwendet. Diese wird aus freien Energien f oder Gibbs-Energien g hergeleitet, die
experimentell bestimmt werden kénnen und in CALPHAD-Datenbanken [313], [314] publiziert
sind. Fiir die freie Energie gilt

f=g9-pV (3.6)
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und mit der Annahme eines konstanten Drucks p und Volumens V im System gilt fiir den
Unterschied in den Energien zweier Phasen, dass

Af =Ag (3.7)

ist. Die Differenz der Grofikanonischen Potentiale zweier Phasen lasst sich somit durch
K—1 K—-1 K—-1 K—-1
A = —p = fa—fo+ D ek = Y el = ga—gp+ Y pick — Y pic;  (38)
i=1 i=1 i=1 i=1

berechnen. Fiir ein System mit zwei Komponenten und zwei Phasen ist der Zusammenhang
zwischen A1), den Gibbs-Energien gy und gg, den Konzentrationen cf und c[f sowie dem
chemischen Potential p; fiir eine feste Temperatur 77 in Abb. [3.4] schematisch dargestellt. Die
Gibbs-Energie der Phase « ist als rote Kurve dargestellt und die von 3 in griin. Das chemische
Potential wird als Steigung der beiden parallelen Tangenten berechnet.

TN T=nh Ja

At

1

Abbildung 3.4.: Schematische Darstellung des Zusammenhangs zwischen A, den Gibbs-
Energien g, und gg, den Konzentrationen cf und CE’ sowie dem chemischen
Potential pq fiir eine feste Temperatur 7.

Fiir terndre Systeme ergeben sich die chemischen Potentiale p; und ps als Steigungen paral-
leler Ebenen iiber dem Konzentrationssimplex. Da in dieser Arbeit die Erstarrung ternérer
Eutektika simuliert wird, ist der Zusammenhang zwischen der Differenz der Groflkanonischen
Potentiale A, den Gibbs-Energien gq, gp und den Konzentrationen ¢ und cP fiir eine feste
Temperatur 77 in Abb. schematisch dargestellt. Die Gibbs-Energien der Phase o« und f3
sind korrespondierend zu Abb. in rot und griin dargestellt.

Die Gibbs-Energien diverser physikalischer Systeme sind nach [313, [314] in thermodynamischen
CALPHAD-Datenbanken in der Form

K K
ga = 0%+ RT> " cMn(cl) + g3 ° (3.9)
=1 =1

publiziert, mit der Gibbs-Energie der reinen Komponenten in der betrachteten Phase ng‘, dem
idealen Mischungsanteil RT' Zfil cf‘ln(cf‘), abhéingig von der idealen Gaskonstante R, sowie
dem Uberschussanteil ggf 9. Diese Formel gilt, wenn keine Untergitterstrukturen vorhanden
sind. Dabei wird °g¥ hiufig durch einen Ansatz der Form

0g% = A% 4 BXT + CX¥TIn(T) + DET? + EST? + FYT! (3.10)
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Abbildung 3.5.: Abbildung des Zusammenhangs zwischen der Differenz der Groflkanonischen
Potentiale A, den Gibbs-Energien g, und gg und den Konzentrationen ¢*
und cP fiir eine feste Temperatur T} in einem terndrem System.

mit den Approximationskonstanten A* — F% beschrieben.

Da zur Berechnung der Grofikanonischen Potentiale die Berechnung der chemischen Potentiale
notwendig ist und hierfiir wiederum die Berechnung von ca‘(g&), wird die inverse Abbildung von
ga(c%) benotigt. Aufgrund der Unstetigkeit der Logarithmus-Funktion In und der Polynome
in dem Uberschuss-Anteil der Gibbs-Energie ist diese Invertierung nicht eindeutig.

Daher wird, wie in [97] beschrieben, ein parabolischer Naherungsansatz fiir die Gibbs-Energie
einer Phase & mit

K
9a(e®, T) = 3~ (AX(T)(ef)? + BHT)ef) + C¥(T) (3.11)

i=1
verwendet, was fiir ein ternéres System in einem Ansatz der Form
9a(e%, T) = AF(T)(c})? + AS(T)(c5)? + AS(T)(c5)? + BY(T)ef + BY(T)eff + BS(T)ef + CH(T)
(3.12)

mit dem Approximationsparametern A¥(T), B¥(T) und C%(T) resultiert. Mit Hilfe der
Massenerhaltung (c§ = 1 — ¢§ — ¢§ ) lisst sich der Ansatz in der Matrix-Vektor-Form nach

[38] als
ga(e%) = (%, Ba(T)e™) + (*,€4(T)) + Xa(T) (3.13)
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mit
oo (AT AKT)  ANT)
=alT) ( Ay A %(T))) (3.14)
BX(T) — 2A$(T) — B(T)
Sall) = ( BY(T) — 243(T) — B3(1) ) (3.15)
Xo(T) = CX(T) + AS(T) + BS(T) (3.16)

und mit dem Skalarprodukt (e, e) ausdriicken.

Das chemische Potential ergibt sich daraus als

5 Dga(c* — &
ualet 1) = ) gzt i, (3.17)
die Konzentrationen der Komponenten in einer Phase als
Xpg, T) = §E§1(H& — &) (3.18)
sowie die Ableitung der Konzentrationen in einer Phase nach dem chemischen Potential als
dcX 1
9ep) _ = (3.19)

Unterschiedliche chemische Potentiale fiir aneinandergrenzende Phasen resultieren in einem
Diffusionprozess der Konzentrationen, der zu einer Angleichung der Potentiale fiihrt. Daher
kann das chemische Potential nach [36], 300] zu

111 Ty Mg u{]z
2 03 7 %
P P b i

reduziert werden.

Das Groflkanonische Potential fiir einen Ordnungsparameter o« ist somit definiert als

Valp, T) = galc™(p, T Zuz . T) = ga(e*(p, 1), T) = (p, (), (3.21)

was sich zu

=€) m - 6) 4 5 (T - E).6,) — 5 (B - £ m) + X,
(BN n—€)n—&,)+X,
(
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umschreiben lasst und zusammengefasst
(m,v) +Y,
(3.23)

Vo () = (1, X ) +
=(u, YT, pt+tv)+Y,,

mit
| —
Y (T)= 15 (3.24)
1
v, (T) = 55;15& (3.25)
1/, B
Y,(T) = - <H& 3 > = <v(x,£&> + X, (3.26)
ergibt.
Das gesamte Grofikanonische Potential
N
(b, T) =) ( a(c*(pw, T Z picf (s, ) «(P) (3.27)
a=1
in GI ergibt dementsprechend in Vektor-Matrix-Schreibweise
(3.28)

N
D (X (D + v (1) + Y, (T)) ha(d)

¢(¢7 M, T) =
&=1
mit der Interpolationsfunktion hg(d). Eine mogliche Interpolationsfunktion fiir Multiphasen-
systeme wurde in [81] als
0P
ha(P) = (3.29)

= N

N
> b
p=1

vorgestellt.
Zur Herleitung der Evolutionsgleichung und der Minimierung des Funktionals des Grofikanoni-
schen Potentials (Gl - wird eine Variationsableitung nach Allen und Cahn durchgefiihrt

0bs _ 0U(p,p,T)
Te = BT (3.30)
Daraus ergibt sich die Evolutionsgleichung fiir die N Phasenfelder
ad)& _ 8@((‘),V(b) i < 8a(¢7v¢)>> 16(.0((1)) 8¢(¢’uaT) o )
Te o = (6 (8(1)& v, Ve + < 0bs + Db A (3.31)
mit dem kinetischen Koeffizienten 7 und dem Lagrange-Multiplikator
N
da(d, V) 6a(¢,V¢)>> 10w(P) | db(d,u,T)
Z e b ek 332
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zur Sicherstellung, dass Y8, 63; =01in GL erfiillt ist.

Der kinetische Koeflizient 7 ist definiert als

r= N( f\; (3.33)
S dud;
&=1 p=1
(&<p)
und 7,4, berechnet sich nach [37] als
R -1
) B ook b dch R o
Tap e(cP — T AAOpy A 8“‘4? (P — (M + F) (3.34)
DP dcp DP dcp
BAGp, LTBBoug

mit den tabellarisierten Werten M und F und den Diffusionskoeffizienten D[5 der Komponenten
A und B. Fiir die verwendete Interpolationsfunktion (Gl. (3:29)) gilt M + F = 0.30714522.

3.2. Evolutionsgleichungen der chemischen Potentiale

Fiir die Berechnung des Erstarrungsverhaltens multikomponentiger Legierungen werden neben
den Evolutionsgleichungen fiir die N Phasenfelder zusédtzlich die Evolutionsgleichungen fiir
die K — 1 chemischen Potentiale, die sich unter Ausnutzung der Massenerhaltung ergeben,
berechnet.

Aus den Fick’schen Gesetzen ergibt sich

de

5 = (V.DVe) (3.35)

mit dem Skalarprodukt (e, ), der interpolierten Diffusionsmatrix D und den interpolierten
Konzentrationen

N
c(d, i, T) =Y, T)hy (). (3.36)

a=1

Gleichung lasst sich durch die Verwendung der Mobilitdten M in Abhéngigkeit der
chemischen Potentiale als

de
ot

umschreiben. Die Mobilitat ist definiert als

N
M(dp,p, T Z

— (V, M(.T)Vps) (3.37)

S () (3.38)
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in Abhéngigkeit von der Diffusionsmatrix D% der betrachteten Phase &.

Unter Verwendung des vollstadndigen Differentials von ¢ mit

dc ( 80) op ( e ) oP < ac) oT
= =5 -+t | = — + | == — 3.39
ot 8“ T,p konst. ot 8(1) T, konst. ot or n,d konst. ot ( )
lésst sich daraus die Evolutiongleichung fiir g herleiten als
-1
0 dc dc 0 dc oT
67“ = <8) ] <<V7M(¢,T)VM> - <6> 87¢ - (8T> 5N
t I T,d konst. (b T, konst. t n,d konst. t
(3.40)

Da bei der Phasenfeldmethode der Ubergangsbereich zwischen den Phasen kiinstlich vergroBert
wird, entstehen unphysikalische Massenfliisse in den Grenzflichen [120] [129]. Dieser Effekt tritt
insbesondere bei ungleichen Diffusionskonstanten in den Phasen auf, wie beispielsweise an einer
Erstarrungsfront. Um diesen Effekt auszugleichen wird, ein sogenannter ,anti-trapping-current”
J ot zur Evolutionsgleichung der chemischen Potentiale hinzugefiigt, der in [36] 37] hergeleitet
wurde. Dieser ,anti-trapping-current” ist definiert als

e L hy (D) huig(d) dba [/ Vda Vg N Ve
T =7 &Zl) N <<|V¢a|’|v¢5iq>> ((cl’q(”)_c(“))®|vm)’
(&#liq

(3.41)

mit dem Ordnungsparameter der Schmelze ¢;;,.

Nach dem Einsetzen von Gl. (3.41) in Gl. (3.40]) ergibt sich die korrigierte Evolutiongleichung
von p als

~1

op _
ot

al Oc(p, T)
o (01

u

<<V? M((i), M, T)VH - Jat((ba H, T)>

N R N C&
- cé‘(u,T)‘%g(f’) ~ 3 hald) (W) ‘Z). (3.42)
&=1 a=1

Fiir die Berechnung der Konzentrationen c*(pu, T') sowie die Ableitungen nach den chemischen
Potentialen werden die Gibbs-Energien, wie in GI. vorgestellt, verwendet. Da nur die
Evolution der chemischen Potentiale berechnet wird und die Konzentrationen aus diesen abge-
leitet werden, kann es zu einer Verletzung der Massenerhaltung kommen, wenn die Konstanten
Af‘ und Bf‘ in GI. temperaturabhéngig modelliert sind. Durch eine Veranderung der
Parameter A und B;* und somit der Steigungen der Gibbs-Energien, ergeben sich andere
Konzentrationen fiir die gleichen chemischen Potentiale und somit eine Verdnderung der
Masse.

).
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Eine Moglichkeit diesen Effekt auszugleichen, ist es, bei einer Verdnderung der Steigung der
Gibbs-Energien die Konzentrationen zu erhalten und daraus korrigierte chemische Potentiale
zu berechnen. Da bei den im Rahmen dieser Arbeit modellierten Systemen die Steigungen der
Gibbs-Energien temperaturunabhéngig modelliert sind, ist diese rechenaufwendige Korrektur
nicht notwendig.

Insgesamt wird fiir die Berechnung der Erstarrung eines ternéren eutektischen Systems mit
drei Festphasen und der Schmelze ein gekoppelter Satz von N = 4 Phasenfeldgleichungen (Gl
(3-31)) und K — 1 = 2 Evolutionsgleichungen der chemischen Potentiale (Gl. (3.42))) berechnet.
Die partiellen, nichtlinearen Differentialgleichungen werden mit finiten Differenzen rdumlich
diskretisiert und die zeitliche Entwicklung mit der expliziten Euler-Methode berechnet. Die
Diskretisierung der Gleichungen in das Multiphysikframework Pace3D [134], B15H323] ist in
[324] publiziert und Optimierungen bei der Implementierung in das massiv-parallele Framework
wWALBERLA[T] [325] sowie die Parallelisierung sind in [I55] veréffentlicht.

3.3. Physikalische Modelloptimierungen

Die Diffusion der Warme bzw. Temperatur 1duft in Metallen im Allgemeinen um Gréflenord-
nungen schneller ab als die Diffusion von Masse. Daher wird in dem Modell ein sogenannter
Eingefrorener-Temperatur-Ansatz (engl. frozen temperature approach) [289) 326] mit einem
analytischen Temperaturgradienten G verwendet, der zu einer Evolutionsgleichung fiir die
Temperatur T' mit

oT

ergibt. Der Gradient hat eine konstante Geschwindigkeit v = % in die Wachstumsrichtung z,

womit sich fiir die gewohnliche lineare Differentialgleichungen eine Losung der Form
T =Ty+ G(z — z9 — vt) (3.44)

finden. Dabei dienen die Basistemperatur Ty und die Basishéhe zg der eindeutigen Definition
des Temperaturfeldes.

Die Temperaturabhéngigkeit in Gl. (3.12)) wird als linear angenommen. Daraus ergeben sich
die Approximationskonstanten zu

AXT) = a4 T +a$,  BXT) =b4T + b5, (3.45)
AX(T) = a$yT +aSy,  BXT) = b5 T + %, (3.46)
AY(T) = ayT +a$y,  BX(T) = b3 T + b5, (3.47)
CXT) = T + ¢§ (3.48)

Mit Hilfe dieses Ansatzes und Gl. (3.18) ldsst sich der Term % in Gl (3.42) in Abhén-

gigkeit von den chemischen Potentialen berechnen. Dabei wird ausgenutzt, dass % flir die

Lwww.walberla.net
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Berechnung von acé‘a(g’T) in Gl (3.42)) nicht temperaturabhéngig ist. Es gilt

Oct(u,T) 03B ' (s — &) 108" 1_ 0
or = or 2 ar M8 T35 g (3.49)
mit
2 _ 1 (ahital —af | ks [ ASD+ANT)  —ANT) (3.50)
or — Ki\ —ai afy+afy ) K2 —AY(T) AT + AS(T)
und
0y b% - 2a§1 - bgfl
L 1 2 2 . .51
or ( b3y — 2a3; — b5, (3:51)

Hierfiir werden die Abkiirzungen
Ky = AY(T)AS(T) + AF(T)AS(T) + AS(T) A(T) (3.52)
und
ka = afy AS(T) + a3 A (T) + afy AS(T) + a3y AN(T) + a AS(T) + a5y AS(T) (3.53)
eingefiihrt.

Weiterhin ist die Massendiffusion in den Festphasen um Groflenordnungen kleiner als die
Massendiffusion in der Schmelze [197, [290]. Daher wird die Festphasenmikrostrukturevolution
in dem verwendeten Modell nicht betrachtet.

Es wird angenommen, dass die Verteilung der chemischen Elemente in der Schmelze durch
Diffusionsprozesse verursacht wird. Fiir die Péclet-Zahl, die das Verhéltnis von advektiven zu
diffusiven Fliissen angibt, gilt

~Lv 20-107%m-10"%m/s

P ~
‘=D 10-9m2/s

=2.1072, (3.54)

mit der charakteristischen Lange L fiir ternére Eutektika, einer typischen Erstarrungsgeschwin-
digkeit v und einer typischen Massendiffusionskonstante D. Die Grenzflichenenergien sind als
isotrop angenommen und die Mikrostruktur entwickelt sich aus initial gesetzten Keimen.






4. Simulationsaufbau

Im Rahmen dieser Arbeit wird die gerichtete Erstarrung ternérer eutektischer Systeme mit der
Phasenfeldmethode untersucht. Dazu wird der in Abb. schematisch gezeigte Simulations-
aufbau verwendet, bei dem drei Festphasen in ein mit Schmelze gefiilltes Gebiet erstarren.

Initial ist der untere Teil des Gebietes mit festen Nuklei gefiillt. Fiir die Simulationen, bei
denen die freie Mikrostrukturevolution untersucht wird, bestehen diese Nuklei aus einer zufillig
gesetzten Voronoi-Struktur, welche den vom Phasendiagramm vorhergesagten Anteilen der
drei Festphasen entspricht. Im Gegensatz dazu werden fiir die Untersuchung der Unterkiihlung
und der Stabilitdt von bestimmten Mustern der Mikrostruktur die drei Phasen in einer
gleichgewichtsnahen Anordnung im unteren Teil des Gebietes gesetzt.

Ausgehend von der initialen Mikrostruktur wachsen die drei Festphasen durch einen Tempera-
turgradienten G kontrolliert, der eine definierte Geschwindigkeit v hat, in die z-Richtung [289].
Dabei bilden sich unterschiedliche Mikrostrukturmuster parallel zur Erstarrungsfront aus.

An der erstarrten Seite des Simulationsgebietes (z = 0) wird eine Neumann-Randbedingung
mit dem Gradienten Null aufgeprigt, da die Zeit- und Langenskala, auf denen die Anderungen
der Mikrostruktur in den Festphasen stattfinden, verglichen mit denen der Erstarrung, klein
sind. An der schmelzfliissigen Seite des Simulationsgebietes (2 = 2z4,) Wird eine Dirichlet-
Randbedingung verwendet. Dadurch kann ein konstanter Konzentrationsfluss in das Gebiet,
bzw. ein unendlich grofies Reservoir der Schmelze vor der Erstarrungsfront modelliert werden.
Senkrecht zur Wachstumsrichtung werden periodische Randbedingungen aufgeprigt, um ein
unendlich ausgedehntes Gebiet zu simulieren. Allerdings sind durch die Gebietsgrofie senkrecht
zur Erstarrungsrichtung und durch die periodischen Randbedingungen die periodischen Lénge
vorgegeben, welche die entstehenden Mikrostrukturen erfiillen miissen. Der Einfluss dieser
Randbedingung auf die entstehenden Muster wird in den Abschnitten und sowie in
[70, [7T] untersucht. Die Ebene senkrecht zur Wachstumsrichtung wird in Ubereinstimmung
mit [69H7T], 243] im Folgenden als Basis-Grofie bezeichnet.

Zur Verringerung des rechentechnischen Aufwands wird, wie in Abschnitt beschrieben,
ein analytischer Temperaturgradient zur Kontrolle der Erstarrungsgeschwindigkeit verwendet.
Zusitzlich wird ein gleitendes Fenster (engl. moving window technique) [38], (154, [I55] bei der
Berechnung angewandt. Die Moving-Window-Technik wird iiber die Erstarrungshéhe gesteuert.
Wenn die Erstarrungsfront iiber eine definierte Hohe gewachsen ist, wird das Simulationsgebiet
in negative z-Richtung verschoben. Da die Diffusion in den Festphasen um Gréflenordnungen
kleiner ist, als die Diffusion in der Schmelze, wird wie in Abschnitt beschrieben, die
Festphasenmikrostrukturentwicklung nicht betrachtet. Dadurch bleibt die Mikrostruktur in
den herausgeschobenen Zellen konstant und kann fiir die weitere Berechnung vernachléssigt
werden. Die neu in das Gebiet verschobenen Zellen am oberen Rand des Simulationsgebietes
werden mit Schmelze gefiillt. Durch das Verschieben bleibt das zu simulierende Gebiet (Basis-
Grofle x Simulationshohe) konstant, aber das berechnete Gebiet wird grofier und die Hohe
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Neumann
T A Randbedinung ~ Nuklei Festphasen

Schmelze
periodische
Randbedinungen

Wachstums- \/

richtung

Basis-Grofie

periodische
Randbedinungen
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Abbildung 4.1.: Schematischer Simulationsaufbau zur Simulation der gerichteten Erstarrung
terndrer Eutektika mit den verwendeten Randbedingungen. Die Erstarrung
wird durch einen analytischen Temperaturgradienten mit definierter Geschwin-
digkeit kontrolliert. Zusétzlich ist die Basis-Grofie dargestellt, welche die Fla-
che senkrecht zur Wachstumsrichtung ist. Diese Abbildung basiert auf einer
Darstellung in [71].

der Wachstumsfront hdngt von der Dauer der simulierten Zeit ab. Durch diese Optimierung
lasst sich der bendtigte Rechenaufwand deutlich reduzieren, was es ermoglicht, grofiskalige
Simulationen durchzufiihren.



5. Verwendete Methoden zur Quantifizierung
und Validierung der Mikrostruktur

Im folgenden Kapitel werden die in dieser Arbeit verwendeten Methoden zur Quantifizierung
der Mikrostruktur in Schnitten parallel zur Erstarrungsfront und zur Validierung der Simula-
tionsergebnisse vorgestellt. Diese Methoden werden fiir den Vergleich der Simulationen mit
Experimenten und analytischen Ansétzen in den Kapiteln [6] bis [§] verwendet.

Dazu wird zunéchst der angewandte Algorithmus zur Bestimmung der Anzahl der néchsten
Nachbarn vorgestellt. Daran anschlieflend wird eine Methode zur Morphologieklassifizierung
basierend auf den Fldchentrigheitsmomenten 2. Ordnung eingefiihrt. Der dazu genutzte Al-
gorithmus wird auflerdem zur Bestimmung des Verhéltnisses zwischen den maximalen und
minimalen Abstdnden der Schwerpunkte jeder Faser und den jeweiligen Grenzflachen in Schnit-
ten parallel zur Erstarrungsfront in Abschnitt verwendet. Weiterhin wird der analytische
Ansatz von Jackson und Hunt [240] vorgestellt, wie er fiir die Berechnung der Unterkiihlung,
in Abhéngigkeit von der Wachstumsgeschwindigkeit und der entstehenden Mikrostruktur
wihrend der gerichteten Erstarrung von ternéren eutektischen Systemen in [253] 270, B327]
hergeleitet wurde. Zuletzt wird das Vorgehen bei einer Hauptkomponentenanalyse basierend
auf Zweipunktkorrelationen erklért.

5.1. Nachste-Nachbarn-Statistiken

Fiir eine schnelle und effiziente Berechnung der Anzahl der néchsten Nachbarn in Schnittbildern
parallel zur Erstarrungsfront wird zunéchst der in [328] [329] vorgestellte Segmentierungsal-
gorithmus genutzt. Die verschiedenen Segmente entsprechen dabei Bereichen der einzelnen
Phasen, z. B. einzelne Fasern oder Lamellen.

Bei diesem Algorithmus wird jedem Segment 7 = [1, 5] € N in jeder Schnittebene j = [1, E] € N
eine eindeutige Identifikationsnummer ID? zugeordnet. Weiterhin werden alle Tripelpunkte
TP{; fir Kk =[1,T] € N, d.h. Punkte, bei denen drei Festphasen in Kontakt stehen, eindeutig
identifiziert und den angrenzenden Segmenten zugeordnet.

Auf Basis der gemeinsamen Tripelpunkte werden jedem Segment die jeweils benachbarten
Segmente entsprechend ihrer Phase zugeordnet, falls diese nicht bereits als Nachbarn registriert
sind. Durch diese Uberpriifung werden Doppelzihlungen vermieden. Daran anschlieend wird
ermittelt, ob Segmente existieren, die noch keine benachbarten Phasen iiber die Tripelpunk-
te zugeordnet haben, was einem Einschluss in eine Matrixphase ohne Kontakt zu weiteren
Segmenten entspricht. Die Erstarrungshéhe und Anzahl dieser von einem anderen Segment
komplett umschlossenen Segmente wird ausgegeben und nach Bestimmung der umgebenden
Phase werden die Statistiken fiir diese Erstarrungshohe dementsprechend korrigiert. Der
verwendete Algorithmus zur Bestimmung der Anzahl der néchsten Nachbarn ist schematisch
in Abb. [5.1] dargestellt.
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Abbildung 5.1.: Schematischer Ablaufplan zur Bestimmung der Anzahl der nichsten Nachbarn
aus der 3D-Mikrostruktur mit der Segmentierung von Schnittbildern und der
Zuordnung von benachbarten Phasen iiber die Tripelpunkte der Festphasen.

5.2. Morphologieklassifizierung basierend auf den
Flachentragheitsmomenten 2. Ordnung

Zur Klassifizierung der Form von Fasern in Ebenen parallel zur Erstarrungsfront wird eine
Quantifizierungsmethode basierend auf den Fliachentrégheitsmomenten 2. Ordnung genutzt. Die
urspriinglich in der Arbeit von MacSleyne et al. [330] zur Charakterisierung von Kornwachstum
hergeleitete Methode wird dabei auf zweidimensionale Fldchen an Stelle dreidimensionaler
Volumina angewandt. Ziel der Methode ist die Beschreibung der komplexen Formen von
Fasern und Lamellen durch skalare Kennzahlen 27 und 5, um sie anschlieffend miteinander
vergleichen zu kénnen und daraus statistische Aussagen iiber die entstehenden Muster zu
treffen.

Zunéchst wird die Herleitung der Kennzahlen auf Basis der Invarianten des Trigheitstensors
beschrieben und anschliefend ihre geometrische Interpretation diskutiert.

FEin Flachentragheitsmoment “;uz der Ordnung p + ¢ ist in einem kartesischen Koordinatensys-
tem definiert als

Hpg = /AF zPy?dA Vp,q €Ny, (5.1)

mit den Koordinaten x und y in der betrachteten Fliche A und deren Exponenten p und gq.
Daraus ergeben sich die axialen Flachentrigheitsmomente zweiter Ordnung

Woy = / 2?dA  und  pp, = / y?dA (5.2)
Afp Afp
sowie das Deviationsmoment

Wiy :/ zydA. (5.3)
AFr
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Nach der Transformation der Flichentréigheitsmomente 2. Ordnung W, ,V p,q € {0,1,2} [p+
g = 2 in ein Hauptachsensystem ergibt sich der Tragheitstensor beziiglich des Schwerpunktes
bzw. Flachenmittelpunktes als

J= < floz a1 > _ ( fARHA y* dA fARHAnydA > (5.4)

flir 2o Japua Ty dA a4 22 dA
mit den Flachentridgheitsmomenten {ig 2, {20 und {111 im Hauptachsensystem.

Die drei Hauptinvarianten O1, O und O3 des Tréigheitstensors J, die invariant gegen orthogo-
nale Koordinatentransformationen sind, lassen sich als

01 = Spur(J) =2 + {20 (5.5)
1 PN N

0y =3 (Spw“(qﬂ)2 - Spur(Jz)) —flo2fia0 — iF (5.6)

O3 = Det(]) =flo2fi20 — fif; (5.7)

berechnen. Da J im 2D-Fall immer symmetrisch ist, stimmen Oy und Os tiberein und die ersten
beiden Invarianten reichen fiir eine vollstindige Klassifizierung aus. Die Hauptinvarianten
werden entdimensionalisiert durch eine Normierung mit der Fliche Ap und anschlieend, [330]
folgend, invertiert, was in den Parametern

A%
! Ho2 + 2o (5:8)
A4
Qg £ (5.9)

— A A /\2 .
Ho2H20 — My
resultiert. Nach einer weiteren Normierung von @; und wo mit den normierten und invertierten

Hauptinvarianten eines Kreises ergeben sich die skalaren Kennzahlen

A~ A2
0=t = F (5.10)
O1Kreis 27 (o2 + fi2o)
A A4
Q= 22 = F (5.11)

W Kreis 1672 (floafioo — (17;) |
Der Wert §2; beschreibt die Verzerrung der betrachteten Flache und €25 seine Form.

Fiir eine allgemeine Form, welche von den Funktionen f(z) und g(z) mit f(z) > g(z) in
x € [0,a] und f(z) < oo in = € [0, a] berandet ist, wie in Abb. dargestellt, gilt

L ab > / f(z) —g(x)dz > /6d:1: >0 und (5.12)
II. / f(x)? = g(x)*de > /Cda: >0. (5.13)
Daraus ergibt sich £2; in allgemeiner Form als
0 Ak A4 1 (Japda? 1 (o Sy dyde)’
2101 2m(fog + fio0) 2 [y (2% +y*)dA 27 [, [ (2% + y?)dyda
1 (@)~ glayda)? _

2T, 22(f @) - glo) + L5 - 2
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Durch die Verwendung der Annahmen I. und II. sowie = € [0, a] folgt, dass €; > 0 ist.

Weiterhin ldsst sich folgende Abschétzung durchfiihren:

1 (f, f(x) - gla)da)?

2T [ a2(f(x) — gla)) + 120 — 92 gy
1 a?b?

27 [ a2(f(x) - g(@) + Lo — 2y
1 a?b?

= o [, x%e + %d:p

3 a?b?

= — 5.15
21 ead + Ca (5.15)

0 =

IA

lim Q) < tim 20 g 5.16
= dim s i o T (5.16)

= lim 2, =0 (5.17)
a—r 00
Bei einer gegen unendlich gehenden Verzerrung einer Form strebt ihr 2;-Wert gegen null. Das
gleiche Ergebnis erhdlt man bei einer Grenzwertbetrachtung mit b — 0.

a

Abbildung 5.2.: Allgemeine Fliche aufgespannt zwischen f(x) und g(x)

Aufgrund der Definition der Kennzahlen ist £2; = Q9 = 1 fiir einen Kreis. Fiir Ellipsen gilt fiir
die Kennzahlen: €5 € [0,1] und Q9 = 1. Dementsprechend beschreibt Qs die Abweichung von
der Kreis- bzw. Ellipsenform. Der mogliche Wertebereich von Q2 liegt im Intervall [0, 1] und
fiir Q9 ergeben sich Werte von [22, 1], wie in Abb. dargestellt.

Um den Tragheitstensor im Hauptachsensystem zu bestimmen, miissen die Schwerpunktskoor-
dinaten der betrachteten Fldche berechnet werden. Durch die periodischen Randbedingungen
parallel zur Erstarrungsfront in den Simulationen, kénnen die Fldchen sich auch iiber die
periodischen Rénder hinweg ausdehnen. Daher wird der Algorithmus von Bai und Breen [331]
zur Berechnung der Schwerpunktskoordinaten verwendet. Der Algorithmus ist beispielhaft in
Abb. B4l illustriert.

Zunéachst werden alle N Punkte P; der betrachteten Struktur mit den Koordinaten x;, y;
auf eine Linie senkrecht zu einem der periodischen Rénder projiziert und anschliefend mit
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Abbildung 5.3.: Méglicher Wertebereich fiir die Kennzahlen €4 und Q9

Si = %i/mas nOTMiert, wobei 4, der maximal mogliche Koordinatenwert der Linie ist. Bei der
Projektion wird vorausgesetzt, dass die periodischen Rénder geradlinig sind. Die unabhéngige
Betrachtung der Schwerpunktskoordinaten ergibt sich aus der linearen Unabhéngigkeit der
Einheitsvektoren in einem kartesischen Koordinatensystem.

Basierend auf der Projektion wird jeder Punkt der Linie s; durch die Koordinatentransformation
mit den Koordinaten Z;, 9;

&; = cos(2ms;) (5.18)
9; =sin(27s;) (5.19)

auf einen Kreis abgebildet. Aus den jeweiligen Koordinaten wird der geometrische Mittelwert
als

1 X

@:Ngaei (5.20)
=1

1 N

g=—> U 21

g N;y (5.21)

fiir jeden der N Punkte berechnet. Die beiden gemittelten Werte werden mit der Abbildungs-
vorschrift

2(—7,—&) 1
—_— (M N _> , (5.22)

in das urspriingliche Koordinatensystem zuriickprojiziert. Die Berechnungsvorschrift wird fiir
alle Richtungen mit periodischen Randbedingungen wiederholt.

Die mit diesem Algorithmus bestimmten Schwerpunkte in Schnitten parallel zur Erstarrungs-
front werden in Abschnitt [6.4] ebenfalls genutzt, um den minimalen und maximalen Abstand
vom Schwerpunkt zur Grenzfldche der jeweiligen Faser zu bestimmen.
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Abbildung 5.4.: Schematische Darstellung des Algorithmus von [331] zur Schwerpunktsberech-
nung in Gebieten mit periodischen Réndern
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5.3. Jackson-Hunt-Analyse

Im Folgenden werden die Herleitungen der durchschnittlichen Frontunterkiihlung fiir ein
dreiphasiges ternéres eutektisches System wéhrend der gerichteten Erstarrung von Himemiya
und Umeda [253] (HU1999) sowie von Choudhury, Plapp und Nestler [270] (CPN2011), welche
beide dem Vorgehen von Jackson und Hunt [240)] folgen, rekapituliert und diskutiert.

Die Unterkiihlung AT ist definiert als der Unterschied zwischen der Temperatur an der
Erstarrungsfront T't,on¢ und der Temperatur des ternéren eutektischen Punktes T;. Basierend
auf der Gibbs-Thomson-Gleichung kann AT als

AT = TE - TFTont = ATSolutal + ATKTﬁmmung + ATKinetik ) (523)

mit der solutalen Unterkiihlung ATgoputqi, der Unterkithlung durch die Krimmung der Wachs-
tumsfront ATk immung SOWie der kinetischen Unterkiihlung ATx;perir ausgedriickt werden.
Nach [240] kann ATg et fiir die diffusionskontrollierte Erstarrung von Metallen vernachlis-
sigt werden, was in einem terndren eutektischen System fiir Festphase £ zu einer Unterkiihlung
der Form

ATS = mgB(ch —cB) + mé(c% —ct)+ TR (5.24)
——
ATéolutal ATf{Tﬁmmung

fithrt. Die Unterkithlung AT® der Phase ¢ ist abhéingig von der Steigung der Liquidusfliche m%
in der Umgebung des ternaren eutektischen Punktes in Richtung des chemischen Elementes
X, der Konzentration cgf des chemischen Elementes X in der Phase £, dem Gibbs-Thomson-
Koeffizienten I'* sowie der durchschnittlichen Kriimmung (k¢). Der Parameter ¢ beschreibt
allgemein eine der drei Festphasen «, {3, y.

Zunéchst wird fur die beiden Ansétze HU1999 [253] und CPN2011 [270] jeweils die Berech-
nung der solutalen Unterkiihlung ATéolutal sowie der kriimmungsbasierten Unterkiihlung
AT érﬁmmun g vorgestellt. Anschliefflend wird die Bestimmung der durchschnittlichen Gesamtun-
terkiihlung der Erstarrungsfront AT gezeigt. Da CPN2011 nur Lésungen fiir zweidimensionales
Wachstum bietet, wird die Methode im Rahmen dieser Thesis auf Basis von HU1999 fiir

dreidimensionales Wachstum ternarer Eutektika erweitert.

5.3.1. Berechnung der solutalen Unterkiihlung

Die Konzentrationsfelder der chemischen Elemente miissen die Stefan-Bedingung erfiillen,
welche die Massenerhaltung widerspiegelt. Unter der Annahme einer planaren Erstarrungsfront,
kann diese Bedingung an der {-Schmelze Grenzflache (2 = 0) als

lig
Ocy

D
0z

=0 = v(cy — &) (5.25)

fir alle Festphasen £ = «, 3,y und fiir alle chemischen Elemente X=A,B,C, mit der Erstar-
rungsgeschwindigkeit v in Wachstumsrichtung z ausgedriickt werden. Es wird angenommen,
dass der Diffusionskoeffizient D fiir alle Komponenten in der Schmelze gleich ist.
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Fiir eine planare eutektische Front kann das Konzentrationsfeld einer Komponente mit einem
Fourierreihenansatz als

2 2
hq =X+ Z Z AX m €OS ( 7)1\71:1;) cos ( mwy) e~ Inm%

n=0 m=0

A
* X . 2nmwx 2mmy gz
+ Z Z Bx nm sin }\ cos . e

n=0m=0
> 2n7rx 2mmy
+ Z Z Cx nm sin sin < . > e dnm?
n=0m=0
& 2nmx 2mmy
+ Z Z Dx pm cos < oy ) sin < y > e Inm? (5.26)
n=0m=0 1 2

mit den kartesischen Koordinaten z und y parallel zur Wachstumsfront, den lamellaren
Abstédnden A; und Ag in die beiden Richtungen, sowie den Fourierkoeffizienten Ax nm, Bx nm.,
Cx nm und Dx ,y, bestimmt werden. Die Konzentration der Komponente X in der Schmelze
an der Stelle z = oo ist als ¢§ definiert. Die Gleichung kann durch die Ausnutzung von
Symmetriebedingungen fir die Fourierkoeffizienten vereinfacht werden.

Fiir das zweidimensionale Wachstum reduziert sich Gl. (5.26]) zu

?(q =X+ Z Ax n cos ( 7;:37) e In* 4 Z Bx y, sin ( 7;\7737) e Mn* (5.27)
n=0

n=0 1
mit den Fourierkoeffizienten Ax , und Bx .

Die Parameter ¢, fiir zweidimensionales und ¢y, fiir dreidimensionales Wachstum koénnen

als
v v \? o2nm\ 2

v v \?2 onm 2 2mm\ 2

bestimmt werden, um die stationédre Diffusionsgleichung

92 hq 92 lzq 92 lzq D 8cl)i(q

= 5.30
8962 + 8y2 + 822 v Oz (5-30)
zu erfiillen, welche aus der Diffusionsgleichung
odis oDl oD Hpo!
X Oz Jy 9z lig
= =(V,DV 5.31
T el WAL (5:31)

bzw. den Fick’schen Gesetzen hergeleitet werden kann.

Fiir eine diffusionskontrollierte Erstarrung von Metallen, d.h. fiir eine Erstarrung mit niedrigen
Geschwindigkeiten und kleinen lamellaren Absténden, ist die Péclet-Zahl klein [270], was
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bedeutet, dass v/D <« 2n7/n; + 2m7/), ist fiir n,m > 0. Daher kann, wie in [253] 305]
beschrieben, Gl. (5.29)) zu

firn=0und m=0: qooz%, (5.32)
firn >0und m=0: qno%%\n:r, (5.33)
firn=0und m > 0: qomQZ;rZT, (5.34)
firn >0und m > 0: qnm%2}\7117r+27\n’;77 (5.35)

vereinfacht werden. Ein dhnliches Vorgehen kann fiir den Parameter ¢, in Gl. (5.28)) beim
zweidimensionalen Wachstum verwendet werden.

Nach dem Einsetzen von Gl. in die Stefan-Bedingung und der Integration {iber
jeweils eine Periode von A1 und Ao kénnen die Fourierkoeffizienten berechnet werden. In HU1999
wird auch der nullte Fourierkoeffizient mit diesem Vorgehen berechnet. Dabei wird angenommen,
dass die Phasenfraktionen der entstehenden Mikrostruktur gleich denen bei Tg sind. CPN2011
argumentiert, Jackson und Hunt [240)] folgend, dass sich die Konzentrationen der Festphasen von
denen am eutektischen Punkt unterscheiden, da die Erstarrung bei Temperaturen unterhalb der
Temperatur des terndren eutektischen Punktes Tx stattfindet. Daher hingen die Koeffizienten
von den lokalen Erstarrungsbedingungen ab, was eine selbstkonsistente Berechnung und
damit einen deutlich héheren rechentechnischen Aufwand erfordert. Daher werden im Ansatz
von CPN2011 die nullten Fourierkoeffizienten als Unbekannte behandelt und wéhrend der
Berechnung der durchschnittlichen Frontunterkiihlung berechnet.

Im Folgenden wird die Berechnung der durchschnittlichen Konzentrationen jedes chemischen
Elements an allen ¢-Fliissig-Grenzflichen in 2D von CPN2011 fiir eine beliebige Anordnung
der Lamellen und von HU1999 fiir die Anordnung der Lamellen o« — 3 —y — 3 vorgestellt. In
der korrigierten Version von CPN2011 in [311] werden die Fourierkoeffizienten fiir n > 0 aus
Gl fiir zweidimensionales eutektisches Wachstum in der z-z-Ebene nach Verwendung
diverser trigonometrischer Additionstheoreme als

L—1
2v ; ; .
Ax ., Daonn 2 (cl;(q — cié) cos (mn(xj11 + x;)) sin (mn(zjq1 — z;5)) (5.36)
Cxn= 2v Lgl (cliq 53) sin (mn(zj+1 + z;)) sin (mn(x;41 — xj)) (5.37)
: Dyymn 2 X j j j J

berechnet. Der Parameter L beschreibt dabei die Anzahl der unterschiedlichen Phasenregionen
in einem periodischen 2D-Gebiet. Die relativen Positionen der Fest-Fest-Phasengrenzen werden
durch z; = [0, 1] mit g = 0 und =7, = 1 beschrieben.

Resultierende Konzentrationsfelder der chemischen Elemente A, B und C in der Schmelze
bei einer Phasenanordnung x—pR—v smd beispielhaft in Abb. @ nebeneinander dargestellt.
Dabei ist ¢ ! in rot, ¢ 5 in griin und CC in blau abgebildet. Von der £-Schmelze Grenzflache
aus (z = 0), konvergieren die Konzentrationen der chemischen Elemente in z-Richtung zu den
Werten der Zusammensetzung am ternidren eutektischen Punkt.
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Cliq

Abbildung 5.5.: Schematische Darstellung der Konzentrationsfelder der chemischen Elemente
A, B und C in der Schmelze nebeneinander fiir die zweidimensionale lamellare
Anordnung o« — 3 —y.

Die durchschnittliche Konzentration an der Erstarrungsfront der Phasenregion [ kann dann
als

1 Ti41A
oyl - — lia g 5.38
<CX> ($l+1 o xl))\ / Cx ax ( )
xA

bestimmt werden.

Falls eine Festphase £ mehrfach in einer periodischen Lange des betrachteten Gebietes auftaucht,
kann die durchschnittliche Konzentration der Phase durch den gewichteten Mittelwert aller
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Phasenregionen der Phase £ mit

L—1
EO (ex ) (@i — 1) 0g e
L—1

(ex)¢ = (5.39)

EO (w141 — 1) 0ge

berechnet werden. Dabei ist d¢,¢ das Kronecker-Symbol, welches von der betrachteten Phase & in
der Summe abhéngt. Aus den gemittelten Konzentrationen lasst sich die solutale Unterkiihlung
in Abhédngigkeit vom unbekannten nullten Fourierkoeffizienten Ay berechnen.

In der Arbeit von HU1999 wird ein &hnlicher Ansatz verwendet, um die solutale Unterkiihlung
zu berechnen, welcher im Folgenden vorgestellt wird. Ahnlich wie in CPN2011 wird der
Ansatz von GI. in die Stefan-Bedingung (GI. ) eingesetzt. Allerdings werden damit
alle Fourierkoeffizienten bestimmt. Fiir zweidimensionales Wachstum der Phasenanordnung
& — 3 —v — P ergibt sich das Konzentrationsfeld der Komponente X in der Schmelze unter
Ausnutzung der Symmetriebedingungen als

; vz s 2 _2nm
T =c¥ + Axge” D + > Axpcos < 7;\7“6) e M7 mit (5.40)
n=1 1

N-1

Axpo = Z (CJ)E( — Cﬁ()ng und (5.41)
£=1

vA i .
Axn =59 (& — &) sin(nmmy) + (¢ — &) sin(nm(ng +y))) . (542)

mit 7 als den Phasenfraktionen der N — 1 Festphasen. Daraus wird die durchschnittliche
Frontunterkiihlung jeder Festphase dhnlich wie in CPN2011 berechnet. In HU1999 sind weitere
analytische Losungen fiir eine hexagonale Struktur mit eingebetteter Faser und eine Ketten-
struktur iibersichtsartig hergeleitet. Die ausfiithrlichen Herleitungen sind in [305] publiziert.

5.3.2. Berechnung der kriimmungsbasierten Unterkiihlung

Fiir die Berechnung von AT% lasst sich die Kriimmung « in die Richtungen x und y

nach [240, 253, 270, 305] als

rimmung

a2¢ _9%¢

— a2 2
K= —028 fp = — W _ (5.43)
2

3
ac\2 ac\ 2 3
@ " e

berechnen, welche von der Position der Fest-Fliissig-Grenzflache in z-Richtung ((z,y) abhéngt.
Daraus kann mit einem Mittelungsansatz die durchschnittliche Kriimmung als

1 $l+1)\

2D: (k)= — / K1dx 5.44
) (@ —2)A S (5:44)
]

ZTi41M Y1+1A2

1 1

S — kide + ————
2(:Cl+1 — xl)7\1 / 2(yz+1 - yl)}‘Q
TIA1 YiA2

3D: (k) = kady (5.45)
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berechnet werden. Unter Ausnutzung der Beziehung 9¢/o: = tan(¢,) bzw. 9/ay = tan(¢y)
fir die Winkel zwischen der gekriimmten Flache und der z-y-Fliche (¢, und ¢,) sowie einer
Koordinatentransformation lasst sich die Krimmung in Abhéngigkeit von den Kontaktwinkeln
an den Tripel- oder Quadrupel-Punkten mit dem Young’schen Gesetz aus den Grenzflachen-
energien ausdriicken. Falls mehr als eine Phasenregion der Phase £ in der Ebene senkrecht zur
Wachstumsrichtung z auftritt, kann die durchschnittliche Kriimmung dieser Phase {iber den
gewichteten Mittelwert als

L—-1
EO (K)1(w101 — 1) 0g e
(Kle = = : (5.46)
EO (z141 — 21)0ge

bestimmt werden, dhnlich wie in Gl. ((5.39).

Die Gibbs-Thomson-Koeffizienten konnen mit

o€ lig / Z2_ m§ lig
¢ = \/ izt ™ (5.47)
PO

2
2 02g¢ [ & li
(Zi:l acfgc§ (¢; = Cz‘zq))
aus [332] bestimmt werden. Dabei ist g¢ die Gibbs-Energie der Phase ¢ und ¢ die Grenz-
flichenenergie zwischen den Phasen £ und der fliisssigen Phase.

Aus den gemittelten Kriimmungen (k)¢ und den Gibbs-Thomson-Koeffizienten I'* kann die
durchschnittliche kriimmungsbasierte Unterkiihlung ATIE( an der Erstarrungsfront fiir

jede Festphase £ bestimmt werden.

rimmung

5.3.3. Berechnung der durchschnittlichen Frontunterkiihlung

Im Folgenden wird die Berechnung der durchschnittlichen Frontunterkiihlung fiir eine konstante
Wachstumsgeschwindigkeit vorgestellt. Dazu wird angenommen, dass die Frontunterkiihlung
fiir alle drei Festphasen gleich ist:

AT = AT* = ATP = ATY . (5.48)

Da in HU1999 der nullte Fourierkoeffizient mit Gl. ((5.25)) bestimmt wird, ergibt sich fiir die
durchschnittliche Frontunterkiihlung jeder Phase ein Ausdruck der Form

1
ATS = ASuA; + Bg}\— VE. (5.49)
1

Die Parameter A¢ und B¢ in (5.49) fassen die hergeleiteten Ausdriicke fiir ATéoluml und
ATf(Tﬁmmun g Zusammen. Bei zweidimensionalen Mustern héingen A¢ und B¢ nur vom lamellaren
Abstand A; ab. Bei dreidimensionalen Mustern ergibt sich ein weiterer lamellarer Abstand,

weshalb A¢ und B¢ in 3D-Mustern von zwei lamellaren Abstdnden A; und Ay abhéngen.
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Mit der Annahme gleicher Unterkiihlungen aus Gl. ((5.48) und einer Mittelung der Einzelun-
terkiihlungen ergibt sich die Frontunterkiihlung als

i :
A¢
3 £=1 1
AT = A —. 5.50
31 VA1 + =5 N ( )
52:1 A€ = A€

Dieses Ergebnis beschreibt den Zusammenhang zwischen der durchschnittlichen Frontunter-
kithlung und dem lamellaren Abstand wihrend des zweidimensionalen [253] 270}, [305] und
dreidimensionalen [253, [305] Wachstums ternirer Eutektika fiir konstante Erstarrungsgeschwin-
digkeiten.

CPN2011 nutzt ein anderes Vorgehen zur Berechnung der durchschnittlichen Frontunter-
kithlung. Da die nullten Fourierkoeffizienten (Ag, By, Cp fir die drei Komponenten) als
Unbekannte angenommen werden, wird die durchschnittliche Frontunterkiihlung fiir jede der
drei Festphasen zu

N A 1

AT* = &O((Bo, CQ) + A“(?\l)lﬂ\l + B“(?\l)}\f (551)
1
. N 1

ATP = 6P (Ag, Co) + AB(Ap)vAy + BB(?\l)}\— (5.52)
1
N . 1

ATY = &Y(Ao, B()) + AYO\l)U?\l + BYO\l))T (5.53)
1

zusammengefasst. Durch die Verwendung der Relation Ay + Bg + Cyp = 0 aus der Stefan-
Bedingung in GI. und der Annahme gleicher Unterkiihlungen fiir alle drei Festphasen
in GL erhilt man einen Satz eindeutig losbarer, linear unabhangiger Gleichungen. Wie
in [219] gezeigt und in CPN2011 erwéhnt, ist die Annahme gleicher Unterkithlungen erfiillt
fiir Systeme mit dhnlichen Phasenanteilen der Festphasen. Fiir unsymmetrische Systeme in
2D, Systeme mit ungleichen Phasenanteilen oder 3D-Strukturen kann diese Annahme zu
inkorrekten Ergebnissen fiihren.

Da fiir das Vorgehen von CPN2011 keine Losungen fiir dreidimensionale Anordnungen der
Phasen verdffentlicht sind, wird im Rahmen dieser Arbeit ein Ansatz, basierend auf HU1999 fiir
Kettenmuster, mit den Annahmen von CPN2011 hergeleitet. Das Vorgehen dazu ist ebenfalls
in [327] beschrieben. Aus Gl lassen sich nach Anwendung der Symmetriebedingungen
die Konzentrationsfelder an der Erstarrungsfront als Gleichungen der Form

, 2 2nmwr 2mam
cl;(q =% + Ax 00+ Z Z Ax pm COS ( N > cos < " y> (5.54)
n=0m=0

fiir jede der drei Komponenten A,B und C in Abhéngigkeit von den drei nullten Fourierkoeffizi-
enten A4 00, Ao und Ac g bestimmen. Unter Ausnutzung der Bedingung, dass die Summe
der drei nullten Fourierkoeffizienten gleich null ist und der Annahme gleicher Unterkiihlun-
gen, ldsst sich somit eine eindeutige durchschnittliche Gesamtunterkiihlung berechnen. Diese
beschreibt das Verhalten einer dreidimensionalen Kettenstruktur und erfiillt gleichzeitig die
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Bedingungen gleicher Frontunterkiihlungen der drei Festphasen. Diese Vorgehensweise wird
im Folgenden als HUgjeiches AT bezeichnet.

Die Ergebnisse der drei Ansitze (HU1999, CPN2011 und HUgjeiches A7) Werden in Abschnitt
und Abschnitt fiir einen quantitativen Vergleich mit Phasenfeldsimulationen genutzt.

5.4. Hauptkomponentenanalyse basierend auf
Zweipunktkorrelationen

Zur Analyse von Mikrostrukturen werden im Rahmen dieser Dissertation Hauptkomponenten-
analysen (engl. Principal Component Analysis (PCA) ) basierend auf Zweipunktkorrelationen
(ZPK) von zweidimensionalen Schnittbildern parallel zur Erstarrungsfront verwendet. Die
Analysen wurden im Rahmen einer Kooperation mit dem Lehrstuhl von Prof. Dr. Surya R.
Kalidindi vom Georgia Institute of Technology, Atlanta, USA durchgefiihrt. Die verwendete
Methode zur Berechnung der Zweipunktkorrelationen und der Hauptkomponentenanalyse ist
in [333H340] publiziert. Im folgenden Abschnitt werden die mathematischen Grundlagen der
Methode vorgestellt.

Berechnung von Zweipunktkorrelationen

Die ZPK, als Sonderform der n-Punktkorrelationen, beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass
am Anfang und Ende eines Vektors 7 innerhalb der betrachteten Struktur bestimmte Zustidnde
auftreten. Die ZPK fiir ein Schnittbild mit der Mikrostrukturfunktion M (x, h;) und dem
Zustand h; aller moglichen Zustédnde H (h; € H) an der Stelle  im Gebiet Ap lisst sich tiber
den Zusammenhang

1

f (h17h2) AF

M(w, hi)M(x + 7, hy)dA (5.55)

berechnen, wobei r fiir alle im Gebiet moglichen Vektoren steht. Diese Berechnung beschreibt
eine Faltung, welche im Fourierraum einer Multiplikation der Mikrostrukturfunktionen ent-
spricht und mit Hilfe einer schnellen Fouriertransformation (FFT) effizient berechnet werden
kann [333H336], 341, 342].

Fiir die Analyse von Simulationsergebnissen und Schliffbildern wird die diskrete Darstellung
verwendet, bei der jede Zelle s aller Zellen S in A (s € S) genau einen Zustand h; annehmen
kann. Als Zustand wird der Phasenindex einer Zelle verwendet. Die diskrete Mikrostruktur-
funktion m/ beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass die Zelle s den Zustand h; annimmt und
hat entweder den Wert 0 oder 1, da es sich um eine Eigen-Mikrostruktur handelt [342]. Die
ZPK eines diskreten Feldes lasst sich daher als

S

fo(ha, ho) = Z met,m (5.56)

berechnen.
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Fiir ein Material mit drei Festphasen ergeben sich somit neun mégliche Zweipunktkorrelationen.
Diese ZPK sind drei Autokorrelationen und sechs Kreuzkorrelationen. Eine Autokorrelation
fa(hi, h;) entspricht der Korrelation einer Phase mit sich selbst. Sie ist punktsymmetrisch, da
die Multiplikation kommutativ ist. Das Maximum der Autokorrelation befindet sich bei rq,
d.h. wenn der Abstandsvektor r gleich dem Nullvektor ist. Der Wert der Korrelation fiir diesen
Vektor ist der Phasenanteil der betrachteten Phase in der Mikrostruktur. Die Werte fiir grofe
Vektoren entsprechen ndherungsweise der Quadratwurzel der jeweiligen Phasenfraktionen.
Eine Kreuzkorrelation fa(h;, hj) mit i # j entspricht der Korrelation zweier unterschiedlicher
Phasen miteinander. Wegen der Kommutativitat der Multiplikation ist fa(h;, h;) gleich der um
7 gedrehten Korrelation fa(hj, h;). Beim Vektor 7gg befindet sich ein Minimum der Korrelation
mit dem Wert 0, da jede Zelle per Definition nur einen Phasenwert annehmen kann. Die Werte
fir grofle Vektoren entsprechen nédherungsweise dem Produkt der beiden Phasenanteile. Wie
in [343] gezeigt, sind aber nur jeweils zwei dieser Korrelationen linear unabhéngig.

Ein Beispiel fiir eine mogliche zu analysierende Mikrostruktur mit periodischen Réndern ist
in Abb. abgebildet. Die drei Phasen o, 3 und vy sind in rot, griin und blau dargestellt.
Beispielhaft ergeben sich fiir die Zelle mit dem Index s = 8 und der Phase 3 die Mikrostruk-
turfunktionen mg = 0, mg =1 und m{ = 0. Die Mikrostrukturfunktionen fiir die Zelle 14 mit
der Phase vy sind als m{y =0, mﬂ = 0 und m], = 1 definiert.
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Abbildung 5.6.: Beispiel fiir eine mogliche zu analysierende Mikrostruktur mit drei Phasen «,
[ und vy, dargestellt in rot, grin und blau. Die Zahlen beschreiben den Index
jeder Zelle.

Fiir alle Zellen und alle Orientierungen des Abstandsvektors » werden nach Bestimmung der
Mikrostrukturfunktion die Wahrscheinlichkeiten, am Anfang und Ende des jeweiligen Vektors
bestimmte Phasen zu finden, berechnet. Daraus ergeben sich die Wahrscheinlichkeiten der
Autokorrelation in Abb. (¢), (g) und (k) und der Kreuzkorrelation in Abb. (d)-(f) und
(h)-(j), aufgetragen tiber den Richtungskomponenten des Abstandsvektors. Die roten und die
blauen Pfeile (r; und 73) in Abb. sind beispielhaft eingetragen, um den Zusammenhang
zwischen den Abstandsvektoren in der Mikrostruktur und in den Zweipunktkorrelationen zu
verdeutlichen.

Fiir die konkrete Berechnung der Zweipunktkorrelationen wurden die Eigenschaften der Fal-
tung im Fourierraum ausgenutzt, durch die sich der Rechenaufwand reduzieren ldsst. Statt der
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Abbildung 5.7.: In (a) und (b) ist eine Mikrostruktur und Beispiele fiir Abstandsvektoren
r1 und 75 zu sehen. Die resultierenden Autokorrelationen in (c), (g) und
(k) sowie die Kreuzkorrelationen der Mikrostruktur aus (a) bzw. (b) sind in
(b)-(f) und (h)-(j) dargestellt. Zusatzlich sind die Abstandsvektoren 71 und
r9 eingetragen.
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Berechnung der Abstandsvektoren von jeder Zelle zu jeder Zelle werden die Mikrostruktur-
funktionen im Fourierraum fiir alle Zellen jeweils miteinander multipliziert und anschliefflend
die Produkte riicktransformiert. Dies erlaubt eine Reduktion des Rechenaufwandes von ca.
O(n*) auf O(n?). Die groBeren Vektoren in den Zweipunktkorrelationen bieten nur einen
relativ geringen Informationsgehalt, da sie die Wechselwirkung iiber grofie Entfernungen in der
Mikrostruktur widerspiegeln. Daher kénnen die ZPK beschnitten werden, um den Aufwand
in der Analyse zu verringern. Allerdings muss fiir jeden Anwendungsfall geprift werden, wie
stark die Zweipunktkorrelationen beschnitten werden kénnen.

Hauptkomponentenanalyse

Im Folgenden wird die Berechnung der Hauptkomponentenanalyse basierend auf den zuvor
bestimmten Zweipunktkorrelationen gezeigt. Die Definitionen stammen aus [344-H346]. Die
Hauptkomponentenanalyse ist eine Faktorenzerlegung auf Basis der Kovarianz- oder Kor-
relationsmatrix, die eine Datenreduktion erméglicht [333H336]. Die berechneten Faktoren
(PC-Werte) sind linear unabhéngig und bilden sukzessive die maximale Varianz ab, d.h. der
erste PC-Wert enthélt den groBiten Informationsgehalt, der zweite den zweitgrofiten usw. Daher
kann fiir viele Anwendungsfille mit einer relativ geringen Anzahl skalarer PC-Werte, ein
grofler Teil der Informationen der betrachteten Mikrostruktur erfasst werden. Die Hauptkom-
ponentenanalyse entspricht der Abbildung in ein neues Koordinatensystem, das die Stérke der
Varianz aufklart.

Zur Projektion wird zunéchst die Kovarianzmatrix COV fiir eine bestimmte Zweipunktkorre-
lation aller betrachteten Mikrostrukturen berechnet.

Die Werte der Kovarianzmatrix mit den Indizes k und [ lassen sich aus

1

J J
COVkl = % ( f2k = Z f2k ) ( f2,l)j - Z(fQ,l)m) (5'57)
m=1

m=1

K(

berechnen. Dabei ist (f2;); der Wert einer bestimmten Zweipunktkorrelation fo; fiir den
Vektor i der Mikrostruktur j aller Mikrostrukturen J (j € J).

Fir die Matrix COV wird anschlieend eine Singuldrwertzerlegung durchgefithrt. Da die
Kovarianzmatrix symmetrisch und positiv-semidefinit ist, sind die Singuldrwerte gleich den
Eigenwerten. Somit kann die Singuldrwertzerlegung in der Hauptkomponentenanalyse durch
eine Eigenwert- und Eigenvektorzerlegung durchgefithrt werden. Nach der Normierung der
Eigenvektoren erfolgt eine Zentrierung der Zweipunktkorrelationen um den Mittelwert in der
jeweiligen von den Eigenvektoren vorgegebenen Richtung. Danach werden die Zweipunktkorre-
lationen in den von den Eigenvektoren aufgespannten Raum projiziert. Durch die Zentrierung
sind die Daten um den Koordinatenursprung des neuen Koordinatensystems verteilt.

Das Prinzip der Hauptkomponentenanalyse ist in Abb. dargestellt. Dabei werden
die Informationen (blaue Punkte) im urspriinglichen Koordinatensystem (x,y) in ein neues
Koordinatensystem (PC1,PC2) projiziert. Die Datenreduktion in Abb. ergibt sich
dadurch, dass grofiere PC-Werte weniger Varianz abbilden und daher mit relativ geringem
Informationsverlust vernachléssigt werden kénnen.
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(a) Projektion (b) Datenreduktion

Abbildung 5.8.: (a) Prinzip der Hauptkomponentenanalyse als Projektion der Informationen
(blaue Punkte) vom urspriinglichen Koordinatensystem (z,y) in ein neues
Koordinatensystem (PC1,PC2) und (b) die Datenreduktion durch Vernachlés-
sigung der Dimensionen mit geringerer Varianz.

Die Anzahl der notwendigen PC-Werte muss fiir jeden Anwendungsfall neu bestimmt werden.
Weiterhin haben die neuen PC-Achsen keine direkte physikalische Bedeutung mehr, was eine
Interpretation der Ergebnisse schwierig gestalten kann.
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Im folgenden Kapitel werden Ergebnisse zur Musterbildung wahrend der Erstarrung eines
idealen terndren eutektischen Systems vorgestellt und diskutiert. In einem ternéren eutektischen
System stehen bei einer definierten Konzentration und Temperatur drei Festphasen und eine
fliissige Phase im Gleichgewicht. Wéahrend der Erstarrung entstehen bei dieser Konzentration
der Schmelze drei Festphasen, die sich in einer groflien Vielfalt unterschiedlicher Muster
anordnen. Aus geometrischen Uberlegungen heraus postulieren Ruggiero und Rutter in [244]
die Existenz von fiinf verschiedenen Arten von Mikrostrukturmustern in Ebenen parallel
zur Erstarrungsfront, welche graphisch von Lewis et al. in [245] dargestellt werden. Diese
Strukturen sind schematisch in Abb. abgebildet und bestehen aus drei Lamellen, zwei
Lamellen und einer Faser, einer Lamelle und zwei Fasern, zwei Fasern, eingebettet in eine
Matrix, sowie drei Fasern.

) drei Lamellen zwei Lamellen und eine Fa- (c) eine Lamelle und zwei Fa-
ser sern

(d) zwei Fasern in einer Matrix (e) drei Fasern

Abbildung 6.1.: Schematische Darstellung der von Ruggiero und Rutter [244] vorhergesagten
Mikrostrukturen in Schnitten senkrecht zur Wachstumsrichtung von gerichtet
erstarrten terniren eutektischen Legierungen. Die Abbildung ist angelehnt an
eine Darstellung in [245].
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Abbildung 6.2.: Experimentelles Schliffbild parallel zur Erstarrungsfront einer gerichtet er-
starrten, ternidren eutektischen Al-Ag-Cu-Legierung mit einer Wachstumsge-
schwindigkeit von 0.2 pm/s und einem Temperaturgradienten von 2.2 K/mm.
Die Ubergangszonen, an denen verschieden ausgerichtete Kettenstrukturen
interagieren, sind mit einer blauen gestrichelten Linie hervorgehoben. Das
Experiment wurde am Deutschen Zentrum fiir Luft- und Raumfahrt (DLR)
in Koéln von Dr. A. Dennstedt durchgefiihrt. Diese Abbildung ist angelehnt
an eine Darstellung in [71].

In experimentellen Schliffbildern zeigt sich allerdings eine deutlich grofiere Vielfalt der ent-
stehenden Mikrostrukturen [I4HI8| als von Ruggiero und Rutter [244] vorhergesagt. Ein
Beispiel hierfiir ist in dem Schliffbild parallel zur Erstarrungsfront von gerichtet erstarrtem
Al-Ag-Cu in Abb. [6.2] dargestellt, in dem sich verzweigte Kettenstrukturen ausgebildet haben.
Die Probe ist mit einer Wachstumsgeschwindigkeit von 0.2 um/s und einem Temperatur-
gradienten von 2.2 K/mm erstarrt. Mit einer blauen gestrichelten Linie ist zusétzlich eine
typische Ubergangszone hervorgehoben, welche sich als Ubergangsbereich zwischen verschie-
den ausgerichteten Kettenstrukturen bildet. Der Einfluss dieser Ubergangsbereiche auf die
Mikrostrukturentwicklung wurde bisher nicht untersucht.

Aufgrund der komplexen Mikrostrukturanordnungen ist zusétzlich der Einfluss durch den
Simulationsaufbau wie die Gebietsgrofie, die Randbedingungen und die initiale Mikrostruktur
auf die entstehende Mikrostruktur im realen System schwierig zu quantifizieren. Fiir ein ideales
terndres eutektisches System mit einem symmetrischen Phasendiagramm wird das Entstehen
einer hexagonalen Anordnung der drei Festphasen in Schnitten parallel zur Erstarrungsfront
flir eine zufillig gesetzte initiale Mikrostruktur, dhnlich wie in Abb. erwartet [60, 245,
270} 310}, B47]. Dieses definierte Muster erlaubt eine Quantifizierung des Einflusses durch
den Simulationsaufbau. Durch das Vorgeben einer definierten initialen Mikrostruktur kann
zusétzlich auch die Stabilitdt weiterer Muster untersucht werden.
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In diesem Kapitel wird zunéchst eine Jackson-Hunt-Analyse [240] fiir verschiedene zwei- und
dreidimensionale Muster in dem idealen ternéren eutektischen System durchgefiithrt. Dabei
werden die lamellaren Abstdnde und die Erstarrungsgeschwindigkeiten systematisch variiert
und die sich entwickelnden Unterkiihlungen unter die Temperatur des terniren eutektischen
Punktes gemessen. Diese Ergebnisse werden mit den in Abschnitt [5.3] vorgestellten analytischen
Ansétzen HU1999 [253], CPN2011 [270] und HUjgieiches a7 [327] verglichen und dienen zur
Validierung des verwendeten Phasenfeldmodells (siche Kapitel .

Daran anschliefend wird eine numerische Jackson-Hunt-Analyse [240] fiir ein hexagonales
Muster durchgefiihrt, weil fiir diese Art von Mikrostruktur keine analytischen Ansétze pu-
bliziert sind. Mit dieser Analyse ldsst sich der lamellare Abstand Ay bestimmen bei dem
die Frontunterkiithlung minimal wird. Aus diesem Abstand lassen sich Abschatzungen fiir die
minimal notwendige Basis-Gréfle bestimmen, da durch die physikalisch vorgegebene Perioden-
lange das System eine definierte Grofie der Fasern anstrebt. Daraus resultierend muss sich die
Anzahl und Form der Fasern abhéngig von der Basis-Grofie anpassen und kann nicht einfach
skalieren.

Dieses Vorgehen erlaubt zwar eine Abschédtzung der minimal notwendigen Basis-Groéfle, um die
vom System angestrebte Fasergrofie zu erreichen, allerdings wurde in [70] die Unzulénglichkeit
dieses Vorgehens zur Bestimmung statistischer Volumenelemente fiir verschiedene Datensétze
terndrer eutektischer Legierungen gezeigt. Daher wird in diesem Kapitel die Basis-Gréfe
systematisch variiert und der Einfluss der Randbedingungen quantifiziert. Die benétigte
Gebietsgrofle fiir statistische Volumenelemente wird als Vielfaches von Ajp ausgedriickt,
um eine Vergleichbarkeit mit anderen Systemen zu erméglichen. Durch eine systematische
Variation der initialen Mikrostruktur wird anschlieflend die Stabilitdt der entstehenden Muster
analysiert.

Basierend auf den Ergebnissen fiir die Bestimmung der notwendigen Basis-Gréfie und der
Untersuchung der Stabilitdt der Muster wird gezeigt, dass selbst fiir ein ideales ternédres
eutektisches System der Musterbildungsprozess komplexer ist, als theoretisch vorhergesagt.
Abschlieflend werden die entstehenden Muster in grofiskaligen Simulationen sowie die Bil-
dung und Entwicklung von Ubergangszonen, dhnlich wie in Experimenten (sieche Abb. ,
untersucht.

6.1. Verwendete Simulationsparameter

Der in diesem Kapitel verwendete Parametersatz bildet ein ideales ternéres eutektisches System,
bei dem die Phasenfraktionen, die Konzentrationen der drei Komponenten in der Schmelze,
die Grenzflachenenergien und die Diffusionskoeffizienten jeweils gleichgesetzt werden ab. Fiir
die Berechnung der treibenden Kraft und die Festlegung der Gleichgewichtskonzentrationen
werden Gibbs-Energien der drei Festphasen verwendet, die im gleichméfiigen Abstand auf
dem Konzentrationssimplex um die Gibbs-Energie der fliilssigen Phasen verteilt sind, welche
sich im Zentrum des Simplex befindet. Ein Uberblick {iber die verwendeten Simulationspara-
meter ist in Tabelle dargestellt. In den in diesem Kapitel gezeigten Schnittbildern ist die
Phase « in rot, die Phase 3 in griin und y in blau dargestellt. Da die Geschwindigkeit des
Temperaturgradienten bei der Jackson-Hunt-Analyse systematisch variiert wird, ist sie in den
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entsprechenden Abschnitten direkt angegeben. Dieser Parametersatz wird ebenfalls in [71]
und [327] verwendet.

Tabelle 6.1.: Zusammenfassung der verwendeten Simulationsparameter, die ebenfalls in [71]
und [327] genutzt werden.

Parameter Simulationswert

Numerische Parameter

dx 1.0
dt 0.03
Phase o B vy lig
x — 2.0 20 1.0
. B 20 — 2.0 1.0
v 20 20 — 1.0
lig 1.0 1.0 1.0 -
€ 4.0

Physikalische Parameter
Phase o B v lig

— 0.2 02 0.2
0.2 — 0.2 02

Y 02 02 — 02
02 02 02 -

D

Clig g B: g 0.3

Phasenfraktionen _: 0.3, : 0.3,y: 0.3

_ 2 1 —-2.8

‘=‘067£og7X0c 1 2 3 _20, 104

- 2 1] [-2.0]

:.[3,5[3,)([3 1 2| _o3|’ 1.04

- 2 1] [-1.2]

‘—‘Y7£y7X 1 2 5 _12 B 024

—_ 2 1 —2.0 _

Slig) éliqa Xliq 1 92| —920]" 3.0 —2.6T

Prozessparameter

Tk 1.0

G 1074

Das aus den Gibbs-Energien resultierende Phasendiagramm des idealen ternéren eutektischen
Systems ist in Abb. dargestellt. Ausgehend von den Eckpunkten des Simplex fallt die
Liquidusflache bis zum terniren eutektischen Punkt bei der Konzentration A = 0.3, B = 0.3,
C = 0.3 und der Temperatur Ty = 1.0. Durch die Modellierung des Systems sind die
Gleichgewichtskonzentrationen unterhalb der eutektischen Temperatur konstant. In rot ist
eines der drei bindren eutektischen Randsysteme hervorgehoben. Zusétzlich sind isotherme
Schnitte, oberhalb der ternidren eutektischen Temperatur bei T' = 1.04, in der Néhe von Tg
(T =1.001) und unterhalb von T (T' = 0.96) abgebildet.
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Abbildung 6.3.: Phasendiagramm des idealen terndren eutektischen Systems, das aus den
Gibbs-Energien in Tabelle berechnet wurde. Zuséatzlich sind isotherme
Schnitte bei unterschiedlichen Temperaturen dargestellt.
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6.2. Quantitativer Vergleich zwischen Simulation und Analytik

Zur Validierung des Modells werden im Folgenden die Ergebnisse von 2D- und 3D-Phasenfeld-
simulationen mit dem idealen ternéren eutektischen System vorgestellt und mit analytischen
Ergebnissen von HU1999 [253], CPN2011 [270] und dem in Abschnitt [5.3| vorgestellten Ansatz
HUgleiches AT verglichen. Fiir die Simulationen werden zwei- und dreidimensionale Anordnungen
mit den initialen Mikrostrukturen o« — f —y und & — 3 — & —y sowie dreidimensionale Muster
mit Kettenstrukturen verwendet, dhnlich wie sie auch in Abb. abgebildet sind. Neben den
Mustern werden die lamellaren Abstdnde systematisch fiir drei Erstarrungsgeschwindigkeiten
v1 =1.06-1073, vy = 2.12- 1073 und v3 = 4.24 - 1072 in Zellen pro Zeitschritt variiert und die
resultierenden Unterkiihlungen unter die ternére eutektische Temperatur gemessen.

Die 2D-Simulationen und der Vergleich mit CPN2011 rekapitulieren die Arbeit von [270], bei
dem ein auf dem Funktional der Freien Energie basierendes Phasenfelmodell verwendet wurde.
Im Gegensatz zu CPN2011 entsteht in dem in dieser Arbeit verwendeten Phasenfeldmodell
(siche Kapitel |3]) von [36-38] keine Zusatzenergie in der Grenzfléche, die zu unphysikalischen
Ergebnissen fithren kann, wie in [37] gezeigt. Wegen der entstehenden Zusatzenergie mussten
fiir den Vergleich der 2D Phasenfeldsimulationen mit der Analytik in [270] die effektiven
Grenzflichenenergien in den Simulationen basierend auf den Simulationsparametern kalibriert
werden. Diese Anpassung an die Analytik ist in dem in dieser Arbeit verwendeten Modell
nicht mehr notwendig.

6.2.1. Jackson-Hunt-Analyse fiir die Anordnungen o« — 3 —yund « — 3 —ax —7vy

Wie in der eingebetteten Darstellung in Abb. gezeigt, wachsen die drei Lamellen mit der
Phasenanordnung « — 3 — vy in jeder Simulation mit einem definiertem lamellaren Abstand A
gleichzeitig nebeneinander. Der lamellare Abstand A wurde in Schritten von 5 Zellen von 30
bis 100 Zellen fur die drei Geschwindigkeiten vy, v und w3 variiert.

Analog zu [270] treten dabei verschiedene Wachstumsmodi wie z. B. Oszillation, stationéres
Wachstum und Uberwachsen von Lamellen in Abhéingigkeit vom lamellaren Abstand auf. Fiir
die Geschwindigkeit vy wird eine der Phasen fiir A < 30 Zellen iiberwachsen. Im Bereich von
35 bis 80 Zellen tritt stationdres lamellares Wachstum auf und fiir groflere A oszillieren die
Phasenbreiten.

In Abb. sind die konvergierten Unterkiihlungen der 2D-Simulationen iiber dem lamellaren
Abstand fiir die drei verschiedenen Geschwindigkeiten mit schwarzen Punkten aufgetragen.
Der Verlauf der Punkte zeigt den von Jackson und Hunt [240] vorhergesagten Verlauf mit
Kurven der Form

B
AT = AN+ 3 (6.1)
mit einem Minimum der Unterkiihlung bei A;p. Die Parameter A und B in Gl. (6.1) sind

materialabhingige Konstanten.

Die Ergebnisse des analytischen Ansatzes von CPN2011 sind als blaue Kurven dargestellt. Fiir
die Geschwindigkeiten v; und vy zeigt sich eine gute quantitative Ubereinstimmung zwischen
den Simulationen und der Analytik. Fiir die Geschwindigkeit vs, welche vier mal so grof3
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wie v1 ist, sind die Unterschiede der Verldufe, verglichen mit den Ergebnissen von v; und vo,
grofler. Dieses Verhalten, dass mit zunehmender Geschwindigkeit der Unterschied zwischen
den Simulationen und der Analytik grofier wird, wurde ebenfalls in [270] beobachtet. Es kann
mit einer gréBeren Abweichung vom thermodynamischen Gleichgewicht und den Annahmen in
der Analytik, wie etwa einer planaren Erstarrungsfront, erklart werden [152 [304].

Die maximale Abweichung in den Unterkiihlungen zwischen den Simulationen und CPN2011
bezogen auf den jeweiligen analytischen Wert betragt 13.1 % fiir die Geschwindigkeit vy, 3.4 %
fiir v9 und 8.3 % fiir v3. Mit einer maximalen Abweichung von 8.9 % fiir den lamellaren Abstand
bei minimaler Unterkiihlung Ay sowie 6.4 % fiir die entsprechende Unterkithlung weisen die
Ergebnisse der Simulationen fiir die Geschwindigkeiten v; und vy eine gute Ubereinstimmung
mit den analytischen Ergebnissen von CPN2011 auf. Von HU1999 ist keine analytische Losung
fiir dieses Muster veroffentlicht worden.

Zusétzlich wurden Simulationen mit der Erweiterung der zweidimensionalen Phasenanordnung
in 3D durchgefiihrt. Dazu wurde der zweidimensionale Simulationsaufbau in die dritte Dimensi-
on zu einer quadratischen Basis-Grofle erweitert. Die Unterkiihlungen der 3D-Simulationen sind
in Abb. [6.4] mit orangen Symbolen dargestellt. Da diese dreidimensionalen Simulationen auf
2D-Muster zuriickgefiihrt werden konnen, liegen die Abweichungen zu den korrespondierenden
zweidimensionalen Simulationen in der Gréfle der Maschinengenauigkeit.
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Abbildung 6.4.: Plot der durchschnittliche Frontunterkiihlung iiber dem lamellaren Abstand
fiir die Anordnung o« — 3 — v und drei verschiedene Geschwindigkeiten w1,
vo und vs3. Die Unterkiihlungen aus den 2D-Simulationen sind mit schwarzen
Punkten und die der 3D-Simulationen mit orangen Symbolen markiert. Die
analytischen Ergebnisse von CPN2011 fiir die drei Geschwindigkeiten v; bis
vz sind durch blaue Linien markiert. Zusatzlich sind die Phasenanordnungen
der 2D- und 3D-Simulationen in der eingebetteten Abbildung dargestellt.
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In der nichsten Simulationsserie wird die Abhéngigkeit der Unterkithlung vom lamellaren
Abstand und der Erstarrungsgeschwindigkeit fiir die Phasenanordnung oc— 3 — x —y untersucht,
wie in der eingebetteten Darstellung in Abb. gezeigt. Diese Lamellenanordnung wird
in experimentellen Schliffbildern parallel zur Wachstumsrichtung u.a. bei den eutektischen
Systemen Al-Ag-Cu [24] und In-Bi-Sn [236], 348] beobachtet. In den Simulationen mit dem
idealen ternidren eutektischen System wird die Breite der beiden a-Lamellen halb so grof3
wie die - und die y-Lamelle gesetzt. Fiir einen quantitativen Vergleich mit den analytischen
Ansétzen von HU1999 und CPN2011 werden die gemessenen konvergierten Unterkiithlungen
genutzt. Die Ergebnisse dieses Abschnittes sind ebenfalls in [327] beschrieben.

Ahnlich wie fiir die Anordnung o — p — y treten wihrend des Wachstums verschiedene
Wachstumsmodi (Oszillation, stationires Wachstum und Uberwachsen) abhiingig von dem
lamellaren Abstand und der Geschwindigkeit auf.

Die durchschnittliche Frontunterkiihlung der 2D-Simulationen ohne Uberwachsen iiber dem
lamellaren Abstand ist in Abb. mit schwarzen Symbolen aufgetragen. Der Verlauf der
Unterkiihlungen, in Abhéngigkeit vom lamellaren Abstand und der Geschwindigkeit, zeigt
ein Verhalten vom Jackson-Hunt-Typ [240] (siche Gl. (6.1)). Die Ergebnisse des analytischen
Ansatzes von CPN2011 sind in Abb. in blau aufgetragen und die Ergebnisse von HU1999
sind als griine Kurven geplottet.

Die berechneten Unterkithlungen von HU1999 sind héher als die Werte der Analytik von
CPN2011. Allerdings betrdagt Unterschied der jeweiligen Ay maximal 2.18 Zellen fiir alle
drei untersuchten Geschwindigkeiten. Fiir HU1999 stellt sich die maximale Abweichung in
der Unterkiihlung zwischen den Simulationen und der Analytik, bezogen auf die jeweiligen
analytischen Werte bei A = 60 fiir die Geschwindigkeit vz, mit 10.2% ein. Der maximale
Unterschied fir CPN2011 tritt mit 8.5 % bei A = 100 ebenfalls fiir die Geschwindigkeit vs auf.
Fiir die betrachteten lamellaren Absténde liegen die Unterkiihlungen der Simulationen im
Allgemeinen zwischen den beiden analytischen Kurven. Bei den A jg’s betrdgt der Unterschied
fiir die Geschwindigkeit vo, bezogen auf die jeweiligen analytischen Werte, fiir CPN2011 3.7 %
und fir HU1999 5.7 %.

Somit befinden sich die Simulationsergebnisse fiir die Geschwindigkeiten v; und vs, dhnlich wie
fiir die Anordnung & — 3 — 7y, in guter Ubereinstimmung mit den analytisch vorhergesagten
Werten. Die gréfleren Unterschiede fiir die Geschwindigkeit v konnen mit den Annahmen
in der Analytik und der Abweichung vom thermodynamischen Gleichgewicht erklart werden
[152, [304).

Zur Uberpriifung der zweidimensionalen Simulationsergebnisse wurde zusitzlich eine Erwei-
terung der 2D-Simulationen auf 3D mit einer quadratischen Basis-Grofle durchgefiithrt. Wie
erwartet, sind die Abweichungen in den Frontunterkiihlungen zu den korrespondierenden
zweidimensionalen Simulationen in der Grofle der Maschinengenauigkeit. Thre Werte sind in
Abb. mit orangen Symbolen dargestellt.

Fiir beide lamellare Anordnungen o — 3 —y und & — 3 — ot — y zeigt sich eine gute Uberein-
stimmung zwischen den Simulationen und der Analytik. Diese Ergebnisse veranschaulichen
die Fahigkeit des Modells, welches auf der Differenz der Groflkanonischen Potentiale basiert,
die analytisch vorhergesagten Unterkiihlungen quantitativ korrekt abzubilden.
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Unterkiihlung A T
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A 2D Simulation mit vy + 2D Simulation mit vo * 2D Simulation mit vs
C 3D Simulation mit vy A 3D Simulation mit vy O 3D Simulation mit vg
—— Analytisches Ergebnis mit vi CPN2011 - - Analytisches Ergebnis mit vo CPN2011 - - Analytisches Ergebnis mit v CPN2011
---- Analytisches Ergebnis mit v; HU1999 - - .- Analytisches Ergebnis mit vo HU1999 ---- Analytisches Ergebnis mit v3 HU1999

Abbildung 6.5.: Plot der durchschnittlichen Frontunterkiihlung iiber dem lamellaren Abstand
fiir die Anordnung o — 3 — & — 7y und drei verschiedene Geschwindigkeiten vy,
v9 und wvs. Die Unterkithlungen aus den 2D-Simulationen sind mit schwarzen
Punkten und die der 3D-Simulationen mit orangen Symbolen eingetragen.
Die analytischen Vorhersagen von CPN2011 sind in blau abgebildet und
die Ergebnisse der Analytik von HU1999 sind als griine Kurven eingetragen.
Zusétzlich sind die Phasenanordnungen der 2D- und 3D-Simulationen in
der eingebetteten Abbildung dargestellt. Die Abbildung basiert auf einem
Diagramm in [327].

6.2.2. Jackson-Hunt-Analyse in 3D fiir ein Kettenmuster

Bei den beiden im vorherigen Abschnitt untersuchten Mustern mit den Phasenanordnungen
ax— B —vy und ox— 3 —oc—y handelt es sich um zweidimensionale Muster bzw. Anordnungen, die
auf 2D-Muster zuriickgefithrt werden kénnen. Im folgenden Abschnitt wird die sich einstellende
Unterkiihlung einer dreidimensionalen Phasenanordnung als Kettenstruktur untersucht. Die
gemessenen Frontunterkiihlungen der 3D-Simulationen des idealen ternidren eutektischen
Systems werden mit analytischen Ansidtzen von HU1999 und HUgjgiches aT verglichen. Da
von CPN2011 keine analytischen Losungen fiir 3D-Muster publiziert sind, wurde, wie in
Abschnitt beschrieben, HUgjeiches AT als Erweiterung von CPN2011 hergeleitet.

In der Literatur sind nur fiir eine geringe Anzahl von dreidimensionalen Mikrostrukturmustern
analytische Lésungen publiziert. Eine dieser Strukturen sind Kettenstrukturen. Da dieses
Muster in experimentellen Schnittbildern von Al-Ag-Cu parallel zur Erstarrungsfront [15-
17, 22] beobachtet wird, wie beispielhaft in Abb. dargestellt, wird es im Folgenden
untersucht.
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Fiir die Modellierung des Musters wird die initiale Mikrostruktur mit Kettengliedern der Phasen
p und vy in eine Matrix der Phase « gesetzt, was in der Phasenanordnung des eingebetteten
Bildes in Abb. resultiert. Da es sich um ein dreidimensionales Muster handelt, miissen
zwei lamellare Abstédnde unterschieden werden. Der erste Abstand A; ist die periodische Lénge
senkrecht zur Kettenrichtung und A, ist in Kettenrichtung definiert. Die Ergebnisse dieses
Abschnittes tiber Kettenmuster sind ebenfalls in [327] beschrieben.

Einfluss der Wachstumsgeschwindigkeit bei einer quadratischen Basis-GroBe

Fiir die erste Simulationsserie mit der Kettenstruktur wird angenommen, dass A = Ay = Ag
ist. Dies resultiert in quadratischen Basis-Groflen, die von 30 x 30 bis 100 x 100 Zellen mit
einer Schrittgrofie von 5 Zellen variiert werden. Durch die Simulation unterschiedlicher Basis-
Groflen fir vy, v und vs wird der Einfluss der Wachstumsgeschwindigkeit und des lamellaren
Abstandes auf die Unterkithlung untersucht.

Die Unterkiihlungen der beiden analytischen Ansitze HUgjciches a7 und HU1999 sind als blaue
und griine Kurven in Abb. iber dem lamellaren Abstand A aufgetragen. Beide Analytiken
sagen ein dhnliches Verhalten fiir die untersuchten Geschwindigkeiten und die lamellaren
Absténde voraus. Im Gegensatz zu den analytischen Ansédtzen beim Muster o« — 3 — a —y
treten allerdings Schnittpunkte fiir die Kurven mit gleichen Geschwindigkeiten auf. Fiir alle
drei Geschwindigkeiten unterscheiden sich die korrespondierenden A ;g von HUgeiches a7 und
HU1999 um maximal 3.7 Zellen voneinander. Die maximale Abweichung in der Unterkiihlung
bei diesen lamellaren Abstédnden betriagt 12.6 %, bezogen auf HU1999 fiir die Geschwindigkeit
vq.

In den Simulationen kommt es &hnlich wie bei den zweidimensionalen Mustern zu Oszillationen
in den Phasenbreiten und Musterumschligen bzw. zu einem Uberwachsen einzelner Phasen.
Die sich einstellenden Unterkiihlungen iiber dem lamellaren Abstand A sind mit orangen
Punkten in Abb. dargestellt. Dabei sind nur Simulationen berticksichtigt, bei denen das
initiale Kettenmuster erhalten bleibt. Die Unterkiihlungen folgen anndhernd dem von Jackson
und Hunt [240] fiir zweidimensionales Wachstum bindrer Eutektika vorhergesagten Verlauf
aus Gl. mit einem Tiefpunkt der Unterkiihlung bei A jp.

Der maximale Unterschied in der Unterkiihlung bei den jeweiligen A ;g zwischen den Simu-
lationen und HU1999, bezogen auf die jeweiligen analytischen Werte, betriagt 16.3 % fir die
Geschwindigkeit v1. Die gréfiten relativen Abweichungen treten fiir diese Geschwindigkeit
auf, da sie auf die kleinsten Absolutwerte normiert werden. Die grofite relative Abweichung
zwischen Simulation und HUgjeiches AT, bezogen auf die Analytik, an den jeweiligen A ;g betrégt
7.5% fur die Geschwindigkeit v3. Trotz der gezeigten maximalen relativen Abweichungen
bilden die Simulationen den Verlauf der analytischen Kurven fiir die drei unterschiedlichen
Geschwindigkeiten und lamellaren Absténde dieses 3D-Kettenmusters gut ab.

Bei einer systematischen Variation der Basis-Grofie zeigt sich ein dhnliches Verhalten wie
bei den zweidimensionalen Simulationen. Abhéngig vom lamellaren Abstand oszillieren die
Phasenbreiten und es entwickeln sich unterschiedliche stabile Muster. Fiir kleine Gebietsgrofien
treten lamellare Strukturen auf. Fiir groffere Basis-Grofien entwickeln sich Kettenstrukturen
mit stationdren Phasenbreiten, die dann bei einer weiteren Vergréferung von A? anfangen zu
oszillieren. Bei fortgefiihrter Vergréfierung entstehen Ubergangsmuster und schlieBlich findet
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richtung

Unterkithlung A T

L L L
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—— Analytisches Ergebnis mit vi HUglejchesar = = Analytisches Ergebnis mit vo HUgleiches a7 =+ - Analytisches Ergebnis mit v3 HUgleiches a7
-=-=-- Analytisches Ergebnis mit vi HU1999 ----  Analytisches Ergebnis mit vo HU1999 === Analytisches Ergebnis mit v4 HU1999

Abbildung 6.6.: Plot der durchschnittlichen Frontunterkiihlung iiber dem lamellaren Abstand
fiir eine Kettenstruktur mit einer quadratischen Basis-Groéfle und drei verschie-
denen Geschwindigkeiten vy, v und vs. Die Unterkiihlungen der Simulationen
sind mit orangen Punkten eingetragen und die analytischen Ergebnisse von
HU1999 und HUgeiches o7 mit griinen und blauen Kurven dargestellt. Die
Abbildung basiert auf einem Diagramm in [327].

ein Musterumschlag zu mehrfachen Kettenmustern statt. Der Prozess der Musterédnderung
ist beispielhaft in Abb. [6.7] fiir Schnittbilder mit unterschiedlichen Basis-Groflen fiir die
Geschwindigkeit vo dargestellt. Die drei Schnittbilder mit konstanter physikalischer Grofie pro
Zelle sind dabei auf die gleiche Grofie skaliert worden, um die visuelle Vergleichbarkeit zu
erleichtern.

Zusétzlich ist in Abb. [6.7] die konvergierte Unterkiithlung der verschiedenen Muster aufgetragen.
Es zeigt sich, dass die Umordnung der Muster von einer Verringerung der durchschnittlichen
Frontunterkiihlung begleitet ist. Ein dhnliches Verhalten wurde ebenfalls in [268] fiir ein binéres
Eutektikum beobachtet. Wie erwartet, entsprechen die durchschnittlichen Frontunterkiihlungen
fir das umgeschlagene Kettenmuster den Werten der entsprechenden Simulationen mit der
halben Basis-Grofle und ohne Musterumschlag. Dies wird beispielhaft fiir die Unterkiihlungen
der Basis-Gréflen 110 x 110 und 120 x 120 deutlich, die gleich den Unterkiihlungen der
Simulationen mit den korrespondierenden Basis-Grofien 55 x 55 und 60 x 60 Zellen sind.

Einfluss unterschiedlicher lamellarer Abstiande

In den Simulationen des vorherigen Abschnittes wurden quadratische Basis-Gréflen verwendet
und somit war nur die Betrachtung eines lamellaren Abstandes notwendig. In der im Folgenden
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Abbildung 6.7.: Darstellung der konvergierten Frontunterkiihlungen iiber der Kantenldnge der
Basis-Grofle fiir Kettenmuster mit einer quadratischen Basis und der Wachs-
tumsgeschwindigkeit vo. Zusétzlich ist eine Auswahl entstehender Mikrostruk-
turen fiir verschiedene Gebietsgrofien dargestellt. Die drei Schnittbilder haben
eine konstante physikalische Grofle pro Zelle und sind auf die gleiche Bildgrofie
skaliert worden. Die Abbildung basiert auf einer Darstellung in [327].

gezeigten Studie wird A1 # Ao fiir Kettenmuster gesetzt und damit der Einfluss unterschiedlicher
lamellarer Absténde auf die durchschnittliche Frontunterkiihlung untersucht.

Die Unterkiihlungen der analytischen Ansdtze HUgeiches A7 und HU1999 sind in Abb.
(a) und (b) tiber den beiden lamellaren Abstdnden A; und As fiir die drei Geschwindigkeiten
v1, v2 und ws in rot, grin und blau aufgetragen. Es bilden sich gekriimmte Flichen aus,
die in Schnitten fiir Ay mit konstantem A5 und fiir Ay mit konstantem A; anndhernd einem
Jackson-Hunt-Verlauf folgen. Ahnlich wie in den Untersuchungen mit einem lamellaren Abstand
entwickelt sich ein Minimum der Unterkiithlung bei A yg. Diese Ay fiir die unterschiedlichen
Geschwindigkeiten sind mit Punkten in den Unterkiihlungsflichen in Farben korrespondierend
zu den entsprechenden Ebenen markiert. Zusétzlich sind ihre Projektionen auf die Grundebenen
der 3D-Plots mit Punkten hervorgehoben.

Fiir beide analytischen Ansétze ist das Verhaltnis von A; zu A9 bei den lamellaren Abstdnden
mit minimaler Unterkiihlung konstant was durch die schwarzen Linien in den Grundflachen
in Abb. hervorgehoben ist. Die Minima folgen den Zusammenhéngen *2/a, = 1.138 fiir
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HU1999 und A2/x; = 0.705 fiir HUgieiches A7~ Weiterhin gilt fiir die Minima der Unterkiihlungen,
dhnlich wie in dem zweidimensionalen Ansatz fiir binare Eutektika von Jackson und Hunt
[240], dass A1,y /v=konstant und Ag jp /v=konstant ist.

& o0 100

70

A
[. vy v, W v3} [. v, v, l v3}

(a) HU1999 (b) HUgleiches AT

Abbildung 6.8.: Plot der aus den analytischen Anséitzen HU1999 (a) und HUgieiches ar (D)
berechneten Unterkiihlungen, abhéngig von A; und Ag, fir unterschiedliche
Geschwindigkeiten. Die Ergebnisse von vy, v9 und w3 sind in rot, griin und
blau abgebildet. Die globalen Minima der Unterkiihlungen Ajpg sowie ihre
Projektionen in die Grundebene der Plots sind entsprechend den Farben der
jeweiligen Geschwindigkeiten dargestellt. Die Abbildung wird ebenfalls in

[327] genutzt.

Fiir den Vergleich der Simulationen mit den analytischen Ansétzen werden die lamellaren
Abstidnde von A; und Ay systematisch von 40 bis 100 Zellen mit einer Schrittweite von 5
Zellen unabhéngig voneinander variiert. Da jede der daraus folgenden 169 dreidimensionalen
Simulationen auf 360 CPUs fiir bis zu 2 Stunden lief, wurde zur Reduktion des Rechenaufwandes
nur die Geschwindigkeit vy simuliert.

Abhingig von den lamellaren Absténden tritt stationdres Wachstum, Oszillation der Pha-
senbreiten oder ein Umschlag in den Mustern auf. Durch die unterschiedlichen lamellaren
Abstinde bilden sich zudem verschiedene Formen von Kettenstrukturen aus. Eine Ubersicht
der Wachstumsmodi und der sich ausbildenden Muster ist in Abb. [6.9in Abhéngigkeit von
A1 und Ag dargestellt. Die Bereiche, in denen stationdres Wachstum ohne eine Oszillation
der Phasenbreiten auftritt, sind mit orangen Dreiecken markiert. Ahnlich wie bei den Simu-
lationen mit einem lamellaren Abstand resultiert eine Vergréflerung der A’s tendenziell in
einer Oszillation der Phasenbreiten, was in Abb. [6.9] mit blauen Kreisen hervorgehoben ist.
Fiir eine weitere Verdnderung der lamellaren Abstdnde kann es zu einem Musterumschlag
kommen. Dieser kann entweder in einem anderen Muster oder in mehrfachen Kettenstrukturen
resultieren und ist mit griinen Quadraten gekennzeichnet.
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Durch das Diagramm wird deutlich, dass sich die Anpassung der Muster in A;-Richtung von
der in die Ao-Richtung unterscheidet. Die Einbuchtung in dem mit griin markierten Bereich bei
90 < A7 <100 und 60 < A9 < 80 kann durch das Zusammenspiel der Oszillationsfreiheitsgrade,
der Diffusionsldnge und der treibenden Kréfte durch die Gibbs-Energien erkléirt werden. Durch
die definierte Diffusionslédnge tritt eine Oszillation in den Phasenbreiten mit zunehmenden
lamellaren Absténden auf. Ist Ao gréfler als die Einbuchtung, so ist die Oszillation zwar stérker,
hat allerdings auch einen grofleren Freiheitsgrad in As-Richtung und ist somit nicht stark
genug, um einen Musterumschlag hervorzurufen.

Um das Auftreten der verschiedenen Wachstumsmodi zu illustrieren, sind ergdnzend ausge-
wahlte Schnittbilder senkrecht zur Erstarrungsrichtung nach 1 Million Zeitschritten in der
Néahe der Wachstumsfront in Abb. [6.9] dargestellt. Insbesondere in den Simulationen in der
oberen rechten Ecke treten Oszillationen auf, welche temporér zu anderen Phasenfraktionen
fiithren. In Ubereinstimmung mit dem Hebelgesetz und dem Phasendiagramm bleiben die
durchschnittlichen Phasenanteile der Gesamtsimulation allerdings bei einem Drittel fir jede
Phase konstant.

Die Unterkiihlungen aus den Simulationen mit der Geschwindigkeit ve, in denen das Ketten-
muster erhalten bleibt, sind in Abb. [6.10] iiber den beiden lamellaren Abstinde A; und Ay mit
orangen Punkten aufgetragen. Die Simulationsergebnisse zeigen einen dhnlichen Verlauf wie
die in blau und griin abgebildeten Unterkiihlungsebenen der analytischen Ansitze HUgjeiches AT
und HU1999.

Ahnlich wie fiir die analytischen Kurven, die in Abb. gezeigt sind, bildet sich ein globales
Minimum der Unterkithlungen bei A jzr. Dieser Tiefpunkt befindet sich bei ungefahr A; = 50
und Ay = 50, was in einem Verhéltnis A2/, = 1.0 entspricht. Dieses Verhéltnis liegt zwischen
den beiden aus den analytischen Ansétzen berechneten Werten von A2/A; = 1.138 fiir HU1999
und A2/A; = 0.705 fiir HUgjeiches a7- Der Wert von Ayy aus den Simulationen unterscheidet
sich in der euklidischen Metrik um 8.1 Zellen vom Tiefpunkt von HU1999 und um 15.5
Zellen vom Minimum aus HUgjeiches a7+ Die Unterkithlungen bei diesen lamellaren Abstdnden
unterscheiden sich, bezogen auf die jeweiligen analytischen Werte, um 2.1 % fiir HU1999 und
um 1.3 % fir HUgleiches AT-

Fir die betrachteten lamellaren Abstédnde tritt die grofite Abweichung zwischen den Si-
mulationen und HU1999, bezogen auf die analytischen Werte, fiir A; = 50 und A2 = 100
mit 3.4 % auf. Bei dem Vergleich der Unterkiihlungen aus den Simulationen mit denen aus
HUgjeiches AT betragen die maximalen relativen Abweichungen 9.1 % fiir die Abstédnde A; = 100
und Ay = 40.

Zusitzlich sind in der Grundebene des 3D-Plots Schnitte mit A; = konst. und Ay = konst.
markiert. Die Unterkiihlungen fiir diese Schnitte sind fiir Simulationen und Analytiken im
unteren Teil von Abb. [6.10] iiber die jeweiligen lamellaren Abstiande aufgetragen.

Es zeigt sich, dass fiir die Simulationen ein Jackson-Hunt-Verhalten nach Gl. (6.1)) fiir A; mit
Ao = konstant sowie fiir Ay mit A; = konstant auftritt. Die Unterkiihlungen fiir A; = A9 sind
in der bereits diskutierten Abb. dargestellt.
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Abbildung 6.9.: Ubersicht iiber die sich entwickelnden Muster in Abhéngigkeit von lamellaren
Abstédnden A1 und Ag. Die Schnittbilder in der Ndhe der Erstarrungsfront nach
1 Million Zeitschritten zeigen eine Auswahl der entstehenden Mikrostrukturen.
Die Darstellung basiert auf einer Abbildung in [327].
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Abbildung 6.10.: Plot der durchschnittlichen Frontunterkiihlung tiber den lamellaren Ab-
stdnden A; und A fir Kettenstrukturen. Die Unterkiihlungen der 3D-
Simulationen sind als orange Punkte eingetragen und die analytischen Vor-
hersagen von HU1999 [253] und HUgieiches a7 2ls blaue und griine Ebenen.
Zusatzlich sind ausgewéahlte Schnitte fiir konstante Werte von A; iiber Ag
und andersherum dargestellt. Diese Abbildung basiert auf einer Darstellung

in [327].
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6.2.3. Zusammenfassung und Schlussfolgerungen

In diesem Abschnitt wurde der Einfluss verschiedener lamellarer Absténde auf die Unterkiihlun-
gen der erstarrenden Mikrostrukturen wahrend einer gerichteten Erstarrung analysiert. Dazu
wurden fiir verschiedene zwei- und dreidimensionale Muster sowohl die lamellaren Absténde,
wie auch die Erstarrungsgeschwindigkeiten systematisch variiert und ihre durchschnittlichen
Frontunterkiihlungen gemessen. Um Einfliisse, beispielsweise aufgrund ungleicher Grenzfla-
chenenergien oder Phasenanteile zu vermeiden, wurde fiir die Untersuchung ein ideales ternéres
eutektisches System verwendet.

Durch den Vergleich mit analytischen Ansétzen aus bereits publizierten Arbeiten (HU1999
und CPN2011) sowie einer im Rahmen dieser Arbeit hergeleiteten Analytik (HUgiciches AT)
war eine Validierung des Phasenfeldmodells basierend auf der Differenz der Grofikanonischen
Potentiale moglich. Insgesamt zeigt sich eine gute Ubereinstimmung mit den analytischen
Ansétzen von Himemiya und Umeda [253] (HU1999) und Choudhury et al. [270] (CPN2011)
in den 2D-Simulationen mit den Anordnungen o« — 3 —y und &« — 3 — & — y. Durch den
quantitativen Vergleich mit analytischen Ansétzen von HU1999 und dem neu hergeleiteten
Ansatz HUgjeiches a7, der auf [253] basiert und die Annahme gleicher Unterkiihlungen wie in
[270] verwendet, konnte das Modell auch fiir ein Kettenmuster in 3D validiert werden.

Aus den gezeigten Untersuchungen lassen sich folgende vier Hauptschlussfolgerungen ziehen
die auch im weiteren Verlauf der Arbeit genutzt werden:

(i) Da sich sowohl fir zweidimensionale als auch fir dreidimensionale Muster eine gute
Ubereinstimmung zwischen den analytischen Vorhersagen und den gemessenen Simulati-
onswerten ergibt, ist das verwendete Phasenfeldmodell in der Lage, den Zusammenhang
zwischen der Wachstumsgeschwindigkeit, der Unterkiihlung und den lamellaren Abstén-
den fiir das betrachtete ideale ternére eutektische System quantitativ korrekt abzubilden.

(ii) Das in zweidimensionalen Simulationen beobachtete Jackson-Hunt-Verhalten der Unter-
kiihlung tritt auch fiir die Kettenstrukturen in Richtung der beiden lamellaren Absténde
auf und fiir konstante Verhéltnisse zwischen den beiden Absténden. Dies gilt sowohl fiir
die Simulationen als auch fiir die Analytiken.

(iii) Das beobachtete Jackson-Hunt-Verhalten der Unterkiihlung resultiert in globalen Minima
in den Simulationen und den analytischen Vorhersagen der betrachteten dreidimensio-
nalen Kettenstrukturen. Fiir die analytischen Ansétze konnte gezeigt werden, dass die
globalen Minima, fiir die betrachteten Geschwindigkeiten, Ursprungsgeraden mit unter-
schiedlichen Steigungen in der A1-As-Ebene folgen. Die Werte der Tiefpunkte erfiillen
die Korrelationen Ay jp /v=konstant und Ay ;r \/v=konstant.

(iv) Insgesamt zeigen beide Analytiken fiir dreidimensionale Kettenmuster (HU1999 und
HUjgleiches o) €in dhnliches Verhalten in der Unterkiihlung, obwohl sie, wie in Ab-
schnitt diskutiert, auf unterschiedlichen Annahmen beruhen. Dies deutet darauf hin,
dass fiir das betrachtete System, beide Annahmen hinreichende Giiltigkeit besitzen.
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6.3. Numerische Jackson-Hunt-Analyse in 3D fiir ein hexagonales
Muster

Da fiir eine hexagonale Struktur, die in Schnitten parallel zur Wachstumsfront bei der gerich-
teten Erstarrung idealer terndrer eutektischer Systeme auftritt, keine analytische Losung der
Jackson-Hunt-Beziehung [240] publiziert ist, wird eine numerische Untersuchung durchgefiihrt.
Dabei wird die Basis-Grofle systematisch von 80 x 46 bis 160 x 92 Voxel-Zellen variiert,
um den lamellaren Abstand A zu bestimmen, an welchem die minimale durchschnittliche
Frontunterkiihlung fiir eine konstante Erstarrungsgeschwindigkeit auftritt. Aus Griinden der
Konsistenz wird der Abstand A weiterhin als lamellarer Abstand bezichnet, obwohl er einem
Abstand der Fasern entspricht. Die Auflésung in jeder Zelle der Simulation bleibt konstant und
dementsprechend wird die physikalische Gebietsgrofie variiert. In den Simulationen wird eine
Geschwindigkeit des Temperaturgradienten von 2.1 - 1072 Zellen pro Zeitschritt verwendet. Da
das Verhéltnis 1 : v/3 zwischen Linge und Breite des Gebietes parallel zur Erstarrungsfront
ebenfalls konstant gehalten wird, konnen sich unverzerrte Hexagone entwickeln, die durch
einen lamellaren Abstand A charakterisiert sind, wie in Abb. dargestellt. Weiterhin ist
durch die vorgegebene initiale Mikrostruktur eine gleichbleibende Anzahl von Hexagonen im
Gebiet gewdhrleistet. Die nachfolgenden Ergebnisse dieses Kapitels sind teilweise ebenfalls in
[71] publiziert.

Ausgehend von der initial gesetzten Mikrostruktur entwickelt sich in den Simulationen ein he-
xagonales Muster parallel zur Erstarrungsfront ohne Verzerrungen, dhnlich wie in Abb.
schematisch dargestellt. Wie auch in den Simulationen in Abschnitt konvergiert die durch-
schnittliche Frontunterkiihlung wiahrend des Wachstums zu einem konstanten Wert. Die
resultierenden Unterkiihlungen sind in Abb. iiber dem Lamellenabstand A aufgetragen,
welcher durch die Basis-Grofie definiert ist. Auch fiir dieses Muster wird ein Jackson-Hunt-
Verhalten beobachtet, da die Unterkiihlungen anndhernd der Gl. folgen. Dies wird durch
eine Ausgleichsrechnung mit der Methode der kleinsten Quadrate verdeutlicht, bei der die
Konstanten als A = 1.53- 1073 und B = 1.394 bestimmt werden. Basierend darauf betrigt der
lamellare Abstand, bei dem die minimale Unterkiihlung auftritt, Ay = 93 Voxel-Zellen. Der
Verlauf der Unterkiihlung aus der Ausgleichsrechnung ist als schwarze gestrichelte Kurve in

Abb. [6.11(b)| eingetragen.

6.4. Einfluss der GebietsgroBe auf die entstehenden Muster

Basierend auf der Bestimmung der Basis-Gréfle mit minimaler Unterkiihlung in einem Rechen-
gebiet in dem sich unverzerrte Hexagone aus einer initial gesetzten Struktur entwickelt haben,
wird im Folgenden die Gebietsgrofle ermittelt, bei der die periodischen Randbedingungen
senkrecht zur Erstarrungsrichtung nur einen vernachléssigbaren Einfluss auf die entstehenden
Muster haben. Dazu wird in Simulationen mit einer quadratischen Basis-Gréfle und einer
zuféllig gesetzten Mikrostruktur mit Keimen, die viel kleiner sind als die finalen Fasern,
die Gebietsgrofle systematisch von 60 x 60 auf 800 x 800 Voxel-Zellen vergréflert und die
entstehenden Muster quantifiziert.

In Abb. und sind Schnitte senkrecht zur Erstarrungsrichtung nach 6 000 Zellen
Wachstum dargestellt, was ca. 3 Millionen Zeitschritten entspricht. Zur Verbesserung der
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Abbildung 6.11.: (a) Schematische Darstellung der Basis-Gro8e und die Definition des Lamel-
lenabstandes A, (b) Zusammenhang zwischen der Unterkiihlung und dem
lamellaren Abstand von in Simulationen gemessenen Werten (orange Kreuze)
und das Ergebnis einer Ausgleichsrechnung mit der Methode der kleinsten
Quadrate mit dem Ansatz der Form AT = AA + B/A (schwarze Kurve).
Diese Abbildung basiert auf einer Darstellung in [71].

Vergleichbarkeit sind links jeweils die auf eine Basis-Groflie von 800 x 800 Voxel-Zellen zu-
sammengesetzten Gebiete abgebildet und rechts die tatsédchlich simulierten Gebiete. Da die
Auflésung in jeder Zelle in allen Simulationen konstant gehalten wird, entsprechen die ver-
schiedenen Basis-Grofien unterschiedlichen physikalischen Gebieten. In Abb. sind die
Ergebnisse mit Basis-Grofien von 60 x 60 bis zu 150 x 150 Zellen gezeigt und in Abb. die
Schnittbilder von 160 x 160 bis zu 800 x 800 Zellen.

Die Simulationsergebnisse werden zunéchst qualitativ beschrieben. Anschliefend daran erfolgt
eine Quantifizierung mit den in Kapitel [5] beschriebenen statistischen Methoden. Dazu werden
die Anzahl der ndchsten Nachbarn, das Verhéltnis zwischen Innen- und Auflenkreisradien
um die jeweiligen Schwerpunkte, die relative Grenzlinienldnge sowie die durchschnittliche
Frontunterkiihlung verwendet.

Wie in Abb. und gezeigt, bilden sich fiir Basis-Grofien bis zu 250 x 250 Voxel-Zellen,
was ungefahr 2.7 Ay x 2.7 Ay entspricht, hexagonale Strukturen ohne unregelmafige Fasern
aus. Allerdings treten Verzerrungen der Strukturen fiir eine Anpassung an das periodische
Gebiet auf. Eine Ausnahme bildet das Simulationsergebnis mit der Basis-Grofie von 70 x 70
Zellen. Anstelle der hexagonalen Struktur bildet sich eine Kettenstruktur dhnlich der in
Abschnitt [6.2.2] untersuchten aus. Dies verdeutlicht, dass in Abhéngigkeit von der gewihlten
Basis-Grofle unterschiedliche stabile Muster entstehen kénnen. Fiir Basis-Groflen mit 250 x 250
Voxel-Zellen und grofler, dargestellt in Abb. (f) bis (j), bilden sich ebenfalls hexagonale
Strukturen. Diese sind aber unterschiedlich ausgerichtet und zwischen den ausgerichteten
hexagonalen Bereichen bilden sich verzerrte Fasern.
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(a) 60x60 Zellen (b) 70x70 Zellen

(c) 80x80 Zellen (d) 90x90 Zellen

(e) 100x100 Zellen (f) 110x110 Zellen

(g) 120%x120 Zellen (h) 130x130 Zellen

(i) 140x140 Zellen (j) 150150 Zellen

Abbildung 6.12.: Schnitte senkrecht zur Erstarrungsrichtung bei einer Wachstumshéhe von

6000 Voxel-Zellen bzw. 3 Millionen Zeitschritten fiir verschiedene Basis-
Gréflen von 60 x 60 bis zu 150 x 150 Voxel-Zellen. Zur Verbesserung der
Vergleichbarkeit sind links jeweils die auf eine Basis-Grofie von 800 x 800
Voxel-Zellen zusammengesetzten Gebiete abgebildet und rechts die tatséchlich
simulierten Gebiete. Die Gréfe jeder Simulationszelle ist konstant, d.h. die
physikalische Gebietsgrofie wurde vergrofert.



6.4. Einfluss der Gebietsgrofie auf die entstehenden Muster 73

(a) 160x160 Zellen (b) 170x170 Zellen

(c) 180x180 Zellen (d) 190x190 Zellen

(e) 200%200 Zellen (f) 250%250 Zellen

(g) 300x300 Zellen (h) 400x400 Zellen

(i) 600x600 Zellen (j) 800%x800 Zellen

Abbildung 6.13.: Schnitte senkrecht zur Erstarrungsrichtung bei einer Wachstumshohe von
6000 Voxel-Zellen bzw. 3 Millionen Zeitschritten fiir verschiedene Basis-
Groflen von 160 x 160 bis zu 800 x 800 Voxel-Zellen. Zur Verbesserung der
Vergleichbarkeit sind links jeweils die auf eine Basis-Grofie von 800 x 800
Voxel-Zellen zusammengesetzten Gebiete abgebildet und rechts die tatséchlich
simulierten Gebiete. Die Grofle jeder Simulationszelle ist konstant, d.h. die
physikalische Gebietsgrole wurde vergrofiert.
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Die unterschiedlichen Arten von Strukturen werden auch durch die Néchste-Nachbarn-Statis-
tiken der Fasern verdeutlicht. In Abb. ist die Anzahl der ndchsten Nachbarn einer
Festphase zu den jeweiligen anderen beiden Phasen dargestellt. Durch die gleichen Parameter,
z. B. bei den Grenzflachenenergien, sind in einem idealen ternéren eutektischen System alle
drei Festphasen dquivalent. Daher wurde fiir die Berechnung der Statistiken zwar zwischen den
einzelnen Festphasen unterschieden, in Abb. jedoch ist die zusammengefasste Verteilung
aller drei Phasen aufgetragen. In einer durchgéngig hexagonalen Struktur ohne unregelméflige
Fasern haben alle Fasern jeweils drei Nachbarn der anderen beiden Phasen. Dieses Verhalten
zeigt sich fiir kleinere GebietsgroBlen von 60 x 60 und 80 x 80 bis 200 x 200 Zellen. Die Simulation
mit der Basis-Grofle 70 x 70 Zellen hat in dieser Statistik, wegen des sich ausformenden stabilen
Kettenmusters, ein Maximum von zwei Nachbarn. Fiir Simulationen mit Basis-Groéfien von
250 x 250 Voxel-Zellen und grofler bilden sich ebenfalls iiberwiegend hexagonale Strukturen
mit jeweils drei Nachbarn. Allerdings hat die Verteilung durch die verzerrten Fasern eine
hohere Varianz. Es bilden sich jeweils ca. 10 % Fasern mit zwei und vier Nachbarn der anderen
Phasen. Mit zunehmender Basis-Gréfle konvergieren die Néchste-Nachbarn-Statistiken und die
drei grofiten Simulationen unterscheiden sich in dem Anteil von drei Nachbarn um maximal

2.7%.
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Anzahl der nichsten Nachbarn
—— 60x60 und 80x80 bis 200x200 70x70 250x250 —+— 300x300
—— 400x400 - #- 600x600 800x800

Abbildung 6.14.: Gemittelte Verteilung der Anzahl der nichsten Nachbarn einer Festphase zu
den beiden jeweiligen anderen Phasen fiir verschiedene Basis-Groflen. Diese
Abbildung basiert auf einem Diagramm in [71].

Die Konvergenz zeigt, dass die Schnittbilder der grofien Simulationen statistisch invariant
werden, was ein Indiz fiir statistische Volumenelemente (SVE) ist. In dieser Statistik zeigt sich,
dass eine minimale Basis-Grofie von 400 x 400 Voxel-Zellen, was 4.3A yi7 X 4.3\ 77 entspricht,
notwendig ist, um den Einfluss der Randbedingungen auf die ndchsten Nachbarn signifikant

zu reduzieren.

Fiir eine weitere Quantifizierung des Gebietsgrofieneinflusses auf die entstehenden Muster wird
das Verhéltnis zwischen Innen- und Auflenkreisradien betrachtet. Der Innenkreisradius ist
definiert als der minimale Abstand zwischen dem Schwerpunkt einer Faser und der Grenze
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zu einer anderen Phase in euklidischer Metrik. Entsprechend ist der Auflenkreisradius der
maximal mogliche Abstand zwischen dem Schwerpunkt einer Faser und einer Phasengrenze. Die
gemittelten Verhéltnisse fiir alle Fasern der drei Festphasen sind in Abb. als orange Kreuze
iiber der Kantenlédnge der Basis-Grofle aufgetragen. Zusétzlich sind die Standardabweichungen
fiir jede Simulation eingetragen.

Fiir eine perfekte hexagonale Struktur mit gleichen Phasenanteilen ergibt sich ein Verhéltnis
von 2/v3 = 1.155, welches als schwarze, gestrichelte Linie in Abb. eingezeichnet ist. Die
durchschnittlichen Verhéltnisse in den Simulationen sind immer gréfler als dieser Wert. Dies
resultiert aus den Verzerrungen durch die Anpassung an die periodischen Randbedingungen
in den kleineren Simulationen und den nicht-hexagonalen Fasern zwischen den Bereichen
der hexagonalen Strukturen in den grofleren Simulationen. Fiir Simulationen, in denen die
Abweichung von der perfekten Hexagonform gering sind und sich keine unregelméfigen
Fasern ausbilden, ergibt sich eine relativ geringe Abweichung zwischen den durchschnittlichen
Verhéltnissen und dem theoretisch vorhergesagten Wert.

Fiir Basis-Groflen kleiner als 400 x 400 Voxel-Zellen oszilliert das Verhéltnis. Dies spiegelt
wider, dass eine relativ kleine Verdnderung der Basis-Gréflen einen groflen Einfluss auf die
auftretenden Muster haben kann und daher die Bestimmung statistisch aussagekraftiger
Ergebnisse in derartig kleinen Gebieten problematisch ist. In den Simulationen mit Basis-
Groflen > 400 x 400 Zellen tritt eine Konvergenz fiir das Verhéltnis der Radien mit einem
Wert von anndhernd 1.75 auf. Ebenso bleibt die Standardabweichung mit einem Wert von 1.1
ndherungsweise konstant. Dies zeigt ebenso wie die Anzahl der nichsten Nachbarn, dass die
Statistiken fiir grofie Gebiete invariant werden und somit die Simulationen weniger stark von
den Randbedingungen beeinflusst sind.

Verhaltnis I'max / T'min

0 100 200 300 400 500 600 700 800

Kantenlange der Basis-GroRe in Zellen

| arithmetischer Mittelwert | Standardabweichung — — Wert fir ein perfektes Hexagon|

Abbildung 6.15.: Mittleres Verhéltnis zwischen den Innenkreis- und Auflenkreisradien und ihre
Standardabweichung fiir verschiedene Basis-Grofien. Die schwarze, gestrichel-
te Linie zeigt das theoretische Verhéltnis fiir perfekte hexagonale Strukturen
von ungefahr 1.155. Diese Abbildung basiert auf einem Diagramm in [71].

Als weitere Quantifizierungsmethode neben den Néchste-Nachbarn-Statistiken und dem Ver-
héltnis zwischen Innen- und Auflenkreisradien wird im Folgenden die relative Grenzlinienlédnge
genutzt, um den Gebietsgrofleneinfluss zu bestimmen. Fiir jede Simulation konvergieren die
Grenzlinienldngen wéihrend der Erstarrung zu konstanten Werten. Die konvergierten Werte
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sind, bezogen auf die Anzahl der Zellen in der Basis, in Abb. tiber der Kantenlinge der
Basis-Grofie aufgetragen. Sie werden im Weiteren als relative Grenzlinienldngen bezeichnet. Die
statistische Aquivalenz der drei Festphasen im idealen terniren eutektischen System erlaubt
es die drei Grenzlinienldngen in einer Statistik zusammenzufassen.

Die Werte streuen von 0.052 bis 0.080. Mit wachsender Gebietsgréfie konvergieren sie zu einem
Wert von ungefihr 0.069, was durch die schwarze, gestrichelte Linie in Abb. verdeutlicht
wird. Insbesondere ab einem Wert grofier als 300 x 300 Voxel-Zellen gibt es nur noch geringe
Schwankungen.
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Simulationen - - - gemittelter Wert fiir grofle Basis-Grofien

Abbildung 6.16.: Relative Grenzlinienldnge in Schnitten parallel zur Erstarrungsfront am FEnde
der Simulationen fiir verschiedene Basis-Gréflen. Die schwarze gestrichelte
Linie verdeutlicht die Konvergenz fiir gréflere Basis-Groflen. Diese Abbildung
basiert auf einem Diagramm in [71].

Ein &hnliches Verhalten wie fiir die relative Grenzlinienldnge {iber der Kantenléinge der
Basis-Grofle zeigt sich auch fiir die durchschnittlichen Frontunterkiihlungen am Ende der
Simulationen, die in Abb. fiir die Simulationen mit hexagonalen Strukturen aufgetragen
sind. Die gemessenen Unterkiihlungen der Simulationen fiir Basis-Gréflen kleiner als 400 x 400
Voxel-Zellen streuen um den Wert 2.02 - 1072, Fiir grofiere Basis-Grofien konvergieren die
Unterkiihlungen zu diesem Wert. Da die Fasern in den kleineren Simulationen ihre Groéfle
an die vorgegebene periodische Linge anpassen miissen und in gréfferen Gebieten verzerrte
Muster zwischen den hexagonalen Strukturen auftreten, sind die Unterkiihlungen in Abb.
grofler als der Wert bei Ay in Abb. Diese Abweichungen verdeutlichen den Einfluss der
Randbedingungen fiir kleinere Gebiete (< 4.3\ ).

Alle angewandten Quantifizierungsmethoden zeigen, dass sich der Einfluss der Randbedingun-
gen auf die entstehenden Muster fiir groffle Gebiete verringert und die Statistiken invariant
werden. Fiir kleine Gebiete dagegen haben die Randbedingungen einen starken Einfluss auf
die entstehenden Formen der Fasern. Die Ergebnisse zeigen die Notwendigkeit von grofiska-
ligen Simulationen fiir die Untersuchung der freien Musterbildung wéihrend der gerichteten
Erstarrung ternédrer eutektischer Legierungen, um statistisch und physikalisch aussagekraftige
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Abbildung 6.17.: Gemessene Unterkiihlung der Simulationsergebnisse aus Abb. und
Abb. nachdem sie zu jeweils konstanten Werten wahrend des Wachs-
tums konvergiert sind, iber der Kantenldnge der Basis-Grofle. Die schwarze,
gestrichelte Linie verdeutlicht die Konvergenz fiir gréfiere Basis-Gréfen.

Ergebnisse zu erhalten. Die Erkenntnisse werden in den nachfolgenden Simulationen, in denen
die freie Musterbildung untersucht wird, genutzt.

Das unterschiedliche Verhalten des Systems fiir Simulationsgebiete kleiner und gréfler als
4.3Ayg X 4.3 Ay ist nicht darauf zuriickzufiithren, dass die Basis-Grofle kein ganzzahliges
Vielfaches von A jg ist. Dies wurde tiberpriift, indem Simulationen mit 268 x 465 und 465 x 465
Voxel-Zellen durchgefiihrt wurden. Die Simulation mit einer Basis-Grofie von 268 x 465 Zellen
entspricht einem Gebiet mit einem Verhéltnis der Hohe zur Breite von 1 : /3 und 5Ag.
Das Basis-Grofie von 465 x 465 Zellen korrespondiert zu 5 Ay X 5Ayp. Schnitte parallel zur
Wachstumsfront in der Néahe der Erstarrungsfront, nach 3 Millionen Zeitschritten, sind in
Abb. abgebildet. In beiden Simulationen wurde das Ausbilden verzerrter Strukturen

zwischen den hexagonalen Mustern beobachtet.

6.5. Stabilitat der auftretenden Muster

In den Simulationen der vorherigen Abschnitte haben sich unterschiedliche stabile Muster in
Abhéngigkeit von der Gebietsgrofie ausgebildet. Neben den hexagonalen Strukturen trat fir
die Simulation mit der Basis-Gréfle von 70 x 70 Voxel-Zellen auch eine Kettenstruktur auf.
Um die Stabilitdt der hexagonalen Strukturen zu untersuchen, wird im Folgenden der Einfluss
von verschiedenen Verhéltnissen von Breite und Hohe der Basis-Grofle untersucht. Dabei
wird die Hohe mit Ay = 93 Zellen konstant gehalten und die Breite des Simulationsgebietes
systematisch von 25 bis 140 Voxel-Zellen in Schritten von 5 Zellen variiert.
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(a) 265 x 465 Zellen (b) 465 x 465 Zellen

Abbildung 6.18.: Schnitte senkrecht zur Erstarrungsrichtung bei einer Wachstumshohe von
6000 Voxel-Zellen bzw. 3 Millionen Zeitschritten fiir die Basis-Groéfien von
268 x 465 und 465 x 465 Voxel-Zellen. Die Simulation mit einer Basis-
Grofle 268 x 465 entspricht einem Gebiet mit einem Verhéltnis der Hohe zur
Breite von 1 : v/3 und 5\ . Das Gebiet von 465 x 465 korrespondiert zu
5A JH X 5A JH-

Abhéngig von der Breite des Gebietes entwickeln sich unterschiedliche Muster. Fiir eine
Basis-Grofle von 25 x 93 Zellen entsteht eine lamellare Struktur mit der Phasenanordnung
o« —  — . Fiir eine Breite von 30 bis 90 Zellen entwickeln sich hexagonale Strukturen und
eine weitere Vergroflerung der Breite resultiert in H-Strukturen. H-Strukturen sind beispielhaft
in der dritten Mikrostruktur in Abb. dargestellt. Die beiden vertikalen Linien der H-
Strukturen bestehen aus den roten und griinen Festphasen und die horizontale Linie aus der
blauen Phase. Bei noch groferen Breiten (110 bis 140 Zellen) treten Kettenstrukturen auf.
Die unterschiedlichen Bereiche des Faser- bzw. Lamellenabstandes, in denen die verschiedenen
Muster auftreten, sind in Abb. markiert. Zusitzlich sind Beispiele fiir die einzelnen
Strukturen, die sich in den Simulationen entwickeln, abgebildet.

In Abb. ist mit blauen Kreuzen die durchschnittliche Frontunterkithlung der Simulationen
iiber der Gebietsgréfle aufgetragen. Abgesehen von den H-Strukturen geht der Wechsel der
Muster mit einer Verringerung der Unterkiihlung einher. Dieses Verhalten tritt auch fir
das Kettenmuster in Abb. auf und wird bei [268] fiir ein bindres eutektisches System
beschrieben. Diese Ergebnisse demonstrieren, dass selbst fiir ein ideales ternéres eutektisches
System verschiedene stabile Muster in Abhéngigkeit von der Gebietsgréfie auftreten kénnen
und dass eine groflere Vielfalt von Mustern neben der hexagonalen Struktur existiert.

Zusétzlich zu den Ergebnissen mit verschiedenen Breiten des Gebietes, bei konstanter Hohe,
sind in Abb. die Unterkiihlungen fiir Basis-Groéflen mit dem Verhéltnis von 1 : V3
als orange Kreuze eingetragen. Da die Unterkiihlungen der beiden Simulationsserien sich
unterscheiden, zeigt sich, dass die Verzerrung der Fasern einen direkten Einfluss auf die
Frontunterkiihlung hat.
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Abbildung 6.19.: Plot der Unterkiihlung an der Erstarrungsfront iiber der Gebietsbreite. Die
Simulationen mit einer konstanten Hohe von 93 Zellen sind als blaue Kreuze
dargestellt und die Ergebnisse mit dem Verhaltnis 1 : /3 zwischen Hohe
und Breite der Basis-Gréfle mit orangen Kreuzen. Zusétzlich sind Beispiele
fiir die unterschiedlichen in den Simulationen entstehenden Mikrostrukturen
dargestellt. Der Plot basiert auf einem Diagramm in [71].

Um den Einfluss der initialen Mikrostruktur auf die entstehenden hexagonalen Muster und ihre
Stabilitit gegen Stérungen zu untersuchen, wurden die in Abb. gezeigten Simulationen
mit unterschiedlich verzerrten initialen Mikrostrukturen durchgefiihrt. Als initiale Keime
wurden Quader in einer hexgonalen Anordnung mit unterschiedlichen Verhéltnissen von Héhe
und Breite gesetzt. Durch die verzerrten Strukturen in einem Gebiet mit der Basis-Gréfe
von 400 x 400 Zellen lasst sich der Effekt von rdumlich verteilten Storungen studieren. Die
Nuklei wurden dabei mit Faser- bzw. Lamellenabstédnden in der Gréflenordnung von Ay
gewdhlt. Fir eine Untersuchung der sich entwickelnden Muster aus der Schmelze als Resultat
der Prozessbedingungen ohne Nukleation, sollte allerdings die Grofle der Nuklei deutlich
kleiner als die der Fasern in der sich ausgebildeten Mikrostruktur gesetzt werden [71]. Da
die Untersuchung der Stabilitdt gegen Storungen das Ziel der Studie ist, wird in den drei
Simulationen dieser Serie die beschriebene quaderférmige, initiale Mikrostruktur verwendet.

Zur Sicherstellung statistisch invarianter Gebietsgréfien wird eine Basis-Grofie von 400 x 400
Voxel-Zellen fiir 600 000 Zeitschritte berechnet. Da die Fasern die periodischen Randbedingun-
gen erfiillen sollen, wird das Verhéltnis zwischen der Hohe und der Breite der quaderférmigen
Fasern in den Ebenen parallel zur Erstarrungsfront als 0.75, 1.0 und 1.5 gesetzt.
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Waihrend der Erstarrung entwickeln sie die Quader fiir die ersten beiden Verhéltnisse zu stabilen
Hexagonen, wie in Abb. [6.20] mit den blau und orange hinterlegten Serien von Schnittbildern
verdeutlicht wird. Da die Hexagone aber nicht die periodischen Langen mit dem Verhéltnis
1 : /3 erfiillen, sind sie verzerrt. Dies resultiert in Verhéltnissen von Innen- zu Aulenkreisradien
von 1.29 und 1.33, statt des Wertes fiir ein ideales Hexagon von 1.155. Bei der Simulation mit
dem Verhéltnis der Héhe zur Breite von 1.5 entwickelt sich aus den Quadern zunéchst ebenfalls
eine verzerrte hexagonale Struktur. Diese bleibt dann allerdings nicht stabil, sondern wechselt
in eine H-Struktur. Diese Art von Strukturen trat auch in Abb. auf und ist beispielhaft
mit einer gelben Kontur in dem Schnittbild rechts unten in Abb. [6.20] hervorgehoben. Das
Auftreten von H-Strukturen wurde in Abb. [6.20 bei den Simulationen mit den Verhéltnissen
1.53, 1.61 und 1.69 beobachtet.

Das Auftreten der unterschiedlichen entstehenden Muster resultiert aus einem Wechselspiel
zwischen den Grenzflichenenergien und der Diffusionsldnge. Fiir das Verhéltnis von Hohe zu
Breite von 1.5 wird die Triebkraft fiir die Musterdnderung grofl genug fiir einen Musterumschlag,
da die Léange der Diffusionspfade zu groff wird. Wegen der gleichméflig aufgebrachten Stérung
sind auch die sich entwickelnden Muster regelméflig ausgebildet. Dies steht im Gegensatz zu
den Ergebnissen des vorherigen Abschnitts, bei denen der Mikrostrukturentwicklungsprozess
aus der initialen Voronoi-Verteilung in groflen Gebieten zu geordneten hexagonalen Strukturen,
separiert von verzerrten Fasern, fithrt.

N
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Mikrostrukt. 3| |Mikrostrukt. 2| |Mikrostrukt. 1
Verhaltnis 0.75

Initiale
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Initiale
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Abbildung 6.20.: Die Erstarrungsfront fiir verschiedene Zeitschritte und eine initiale quader-
formige Mikrostruktur in Gebieten mit einer Basis-Gréfie von 400 x 400
Voxel-Zellen. Fiir die Quader wurden unterschiedliche Verhéltnisse von der
Lénge zur Breite in Ebenen parallel zur Erstarrungsfront gesetzt. In dem
Simulationsergebnis rechts unten ist eine H-Struktur in gelb hervorgehoben.
Diese Abbildung basiert auf einer Darstellung in [71].
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Insgesamt wird mit den in diesem Abschnitt vorgestellten Simulationsergebnissen gezeigt,
dass sich fiir ein ideales ternéres eutektisches System verschiedene stabile Muster ausformen
kénnen. Diese hédngen neben der Gebietsgréfie auch von der initial gesetzten Mikrostruktur ab
und verdeutlichen neben der Notwendigkeit von groiskaligen Simulationen die Erforderlichkeit
von zufélligen Mikrostrukturen als Startbedingung, um eine freie Musterentwicklung der
Mikrostruktur zu erhalten.

6.6. Musterbildung in groBBskaligen Simulationen

Mit den bisherigen Untersuchungen konnte die notwendige Basis-Gréfe fiir statistische Vo-
lumenelemente als 400 x 400 Voxel-Zellen, was 4.3 A ;g x 4.3 Ay entspricht, fir das ideale
ternire eutektische System bestimmt werden. Zuséatzlich wurde die Notwendigkeit einer zuféllig
gesetzten initialen Mikrostruktur aus kleinen Nuklei gezeigt. Diese Erkenntnisse werden im
Folgenden fiir die Berechnung grofiskaliger Phasenfeldsimulationen der gerichteten eutektischen
Erstarrung genutzt.

In den Simulationen mit einer Basis grofier als 250 x 250 Zellen in Abb. wird das Auftreten
von verzerrten Fasern zwischen verschieden ausgerichteten hexagonalen Strukturen beobachtet.
Insbesondere fiir die in Abb. (j) dargestellte Simulation mit der Basis-Grofie 800 x 800
Voxel-Zellen bilden die ungeordneten Bereiche Ubergangszonen zwischen den geordneten
hexagonalen Bereichen. Dieses Verhalten tritt auch bei experimentellen Schliffbildern ternérer
eutektischer Legierungen, wie beispielhaft fiir das terndre eutektische System Al-Ag-Cu in
Abb. dargestellt, auf. Im Schliffbild bildet sich ein Kontaktbereich von zwei verschieden
ausgerichteten Kettenmustern, der durch eine blaue, gestrichelte Linie hervorgehoben ist.

Um die Ausbildung von Ubergangszonen zu untersuchen wurde eine Simulation mit einer
Basis-Grofie von 800 x 800 Voxel-Zellen und einer Wachstumshohe von ungefahr 20150
Zellen durchgefiihrt, die in Abb. abgebildet ist. Zusammengesetzt hat die Simulation ein
Gesamtgebiet von 12.9 Milliarden Voxel-Zellen. Sie lief fiir 42 Stunden auf 11 200 CPUs auf dem
SuperMUC-Cluster des Leibniz-Rechenzentrums Miinchen. In dieser Zeit wurden 10 Millionen
Zeitschritte berechnet. Bei der Darstellung in Abb. sind zusétzlich zur Gesamtstruktur
(rechts oben) die drei Festphasen einzeln freigestellt.

Um die zeitliche Evolution der Muster zu analysieren sind in Abb. Schnittbilder senkrecht
zur Wachstumsrichtung in der Ndhe der Erstarrungsfront zu sechs unterschiedlichen Zeitpunk-
ten dargestellt. Zusétzlich sind in gelb hexagonale und in blau nicht-hexagonale Strukturen
unter den jeweiligen Schnittbildern gekennzeichnet. Zur Unterscheidung der beiden Strukturen
wird die Anzahl der néchsten Nachbarn und das Verhéltnis zwischen den Innen- und Auflen-
kreisradien verwendet. Wenn eine Faser jeweils drei Nachbarn der beiden anderen Festphasen
besitzt und zusétzlich das Verhéltnis zwischen Innen- und AuBenkreisradius zwischen 1.155
und 1.7 liegt, ist sie als Hexagon definiert.

Ausgehend von der zufillig gesetzten initialen Mikrostruktur haben sich nach 1 Million Zeit-
schritten erste Bereiche mit hexagonalen Strukturen ausgebildet. Zwischen diesen Strukturen
existieren aber noch grofie Bereiche nicht-hexagonaler Muster. Mit fortschreitender gerichteter
Erstarrung breiten sich die hexagonalen Strukturen aus, da sich die Ausrichtung benachbarter
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Abbildung 6.21.: Darstellung der dreidimensionalen Mikrostruktur und der freigestellten Fest-
phasen. Die Abbildung ist entnommen aus [71].

Fasern anpasst. Dies kann beispielsweise durch den Vergleich von Schnittbildern nach 2 Mil-
lionen und nach 3 Millionen Zeitschritten gesehen werden. Die ungeordneten Regionen sind
instabil und wandern indem sie die Ausrichtung benachbarter Phasen verdndern. Wenn die
Ausrichtung benachbarter hexagonaler Strukturen dhnlich ist und der Grad der Unordnung
in den Ubergangszonen klein ist, kénnen sich hexagonale Strukturen vereinen und somit
groflere, geordnete Regionen bilden. Dieses Verhalten kann beispielhaft im unteren Teil der
Schnittbilder nach 2 bzw. 3 Millionen Zeitschritten beobachtet werden.

Im Gegensatz zu dieser zunehmenden Ordnung und Ausrichtung der Strukturen existieren auch
ungeordnete Bereiche, die {iber die Zeit stabil bleiben, wie beispielsweise der mit einer roten
Umrandung markierte ,Bogen” in den Schnitten ab 4 Millionen Zeitschritten. Die Form und die
Nachbarschaftbeziehungen der Fasern des ,,Bogens” sind fiir die letzten 6 Millionen Zeitschritte
nahezu konstant. Ahnlich wie in den vorherigen Abschnitten bestehen diese Ubergangszonen
aus stabilen, verzerrten Hexagonen und nicht-hexagonalen Strukturen.

Zur Quantifizierung der Stabilitdt der Faseranordnungen wird im Folgenden das Verhéltnis
der Innen- und AuBenkreisradien sowie die Grenzlinienldnge in Schnitten parallel zur Er-
starrungsfront analysiert. Die Ergebnisse dieser Statistiken sind in Abb. [6.23] aufgetragen.
Zusétzlich ist bei dem Verhéltnis der Radien der theoretische Wert fiir perfekte Hexagone
von 2/v3 ~ 1.155 als schwarze gestrichelte Linie eingezeichnet. In beiden Statistiken tritt
eine Konvergenz der Werte innerhalb der ersten 4 Millionen Zeitschritte auf. Dabei strebt
das Verhéltnis zwischen den Innen- und Auflenkreisradien zu einem Wert von 1.61 und die
relative Grenzlinienldnge pro Zelle zum Wert 0.069, was auf eine statistische Invarianz der
einzelnen Schnittbilder zueinander hindeutet. Trotz der Konvergenz der Statistiken findet eine
fortdauernde Mikrostrukturentwicklung statt und es tritt keine Stationaritdt in der Form und
Position der Fasern auf.
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Abbildung 6.22.: Schnittbilder senkrecht zur Wachstumsrichtung in der Ndhe der Erstarrungs-
front zu sechs unterschiedlichen Zeitpunkten einer Simulation des idealen ter-
naren eutektischen Systems mit der Gesamtgebietsgréfie von 800 x 800 x 20 150
Voxel-Zellen. Zusatzlich sind in gelb hexagonale und in blau nicht-hexagonale
Strukturen unter den jeweiligen Schnittbildern gekennzeichnet. Die Unter-
scheidung erfolgt auf Basis der Nachbarschaftbeziehungen und der Verhélt-
nisse von Innen- und Auflenkreisradien. Diese Abbildung basiert auf einer

Darstellung in [71].
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Abbildung 6.23.: Durchschnittliches Verhéltnis zwischen den Innen- und Auflenkreisradien
(oben) und die Grenzlinienldnge pro Zelle (unten) tiber der Wachstumshohe.
Im Plot der Verhéltnisse der Radien ist der theoretische Wert fiir perfekte
Hexagone (1.155) dargestellt. Weiterhin sind die zu Abb. korrespondie-
renden Zeitschritte markiert. Diese Abbildung basiert auf einer Darstellung
in [71].

Die Konvergenz der Statistiken und die zunehmende Stationaritit der Phasenanordnungen
zeigt, dass obwohl sich das Gesamtsystem in einem Gleichgewichtszustand befindet, lokale
Ungleichgewichte existieren. Dabei kénnen neben dem erwarteten hexagonalen Muster auch
nicht-hexagonale Strukturen einen von den umgebenden Strukturen abhéngigen Gleichge-
wichtszustand erreichen. Dies wird beispielhaft durch den ,,Bogen” in Abb. verdeutlicht.
Trotz des Gleichgewichts des Gesamtsystems findet eine fortdauernde Entwicklung der nicht-
hexagonalen Strukturen statt.

Da die Ausbildung und Interaktion von Ubergangszonen in kleinen Simulationsgebieten nicht
beobachtet werden kénnen, zeigt dies abermals die Bedeutung von grofiskaligen Simulationen
fiir die Untersuchung der Entstehung rdumlich komplexer Mikrostrukturen, wie sie auch in
experimentellen Schliffbildern auftreten.

Da sich weiterhin auch bei den in Abb. [6.18] gezeigten Simulationen mit 5A 7z x 5A 7 und
5Asu % 5Asm/v3 Ubergangszonen ausbilden, ist somit sichergestellt, dass das beobachtete
Verhalten nicht darauf zuriickzufithren ist, dass die Basis-Grofie kein ganzzahliges Vielfaches
von Ajyg ist.
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6.6.1. Zusammenfassung und Schlussfolgerungen

In diesem Kapitel wurde die Musterbildung wéhrend der gerichteten Erstarrung in einem
idealen terndren eutektischen System simuliert. Zunéchst wurde das Modell validiert, indem
es mit analytischen Ansétzen nach Jackson und Hunt [240} 253| 270] fiir verschiedene zwei-
und dreidimensionale Muster verglichen wurde. Die Ergebnisse dieser Validierung sind in
Abschnitt zusammengefasst.

Daran anschliefend wurde der Einfluss des Simulationsaufbaus, wie beispielsweise der Rand-
bedingungen, der initialen Mikrostruktur und der Basis-Grofle, auf die Musterbildung mit
statistischen Methoden wie den Néchste-Nachbarn-Statistiken, der relativen Grenzlinienldnge
und dem Verhéltnis zwischen den Innen- und Auflenkreisradien systematisch untersucht. Basie-
rend auf diesen Ergebnissen wurde die Mikrostrukturevolution in einer grofiskaligen Simulation
der gerichteten Erstarrung des idealen terniren eutektischen Systems ausgehend von einer
zufilligen Voronoi-Verteilung studiert. Dabei konnte die Entwicklung von Ubergangszonen,
dhnlich wie sie in Experimenten auftreten, beobachtet werden.

Insgesamt lassen sich aus den Ergebnissen dieses Abschnittes die folgenden fiinf Hauptschluss-
folgerungen ziehen:

(i) Durch optische Beobachtungen und verschiedene statistische Messmethoden konnte
gezeigt werden, dass die Mikrostrukturentwicklung und die entstehenden Muster in
kleinen Simulationsgebieten signifikant von den Randbedingungen beeinflusst werden.
Selbst kleine Variationen in der Basis-Grofle fithren zu einer Verdnderung der entstehenden
Muster.

(ii) In allen verwendeten Statistiken trat ab einer minimalen Gebietsgrofie von 400 x 400
Voxel-Zellen parallel zur Erstarrungsfront eine statistische Invarianz fiir das verwendete
System auf. Dies impliziert, dass eine minimale Gebietsgréfie von 4.3A;y X 4.3\
notwendig ist, um mit diesem System statistisch aussagekréiftige Ergebnisse zu erhalten.

(iii) Weiterhin wurde durch eine systematische Variation einer definierten quaderférmigen
Struktur als initiale Mikrostruktur die Existenz verschiedener stabiler Musteranord-
nungen nachgewiesen. Diese Ergebnisse veranschaulichen die Notwendigkeit, initiale
Mikrostrukturen mit Nuklei, deutlich kleiner als die Gréflenordnung von A jzr, zu wéahlen,
um die Musterausbildung, unabhéngig von den Startbedingungen, untersuchen zu kénnen.
Ein Umschwung der Muster ist begleitet von einer Verringerung der durchschnittlichen
Unterkithlung an der Erstarrungsfront.

(iv) In den grofiskaligen Simulationen haben sich Regionen von verschieden ausgerichteten
Hexagonen entwickelt, die durch Ubergangszonen nicht-hexagonaler Strukturen getrennt
sind. Dieses Verhalten, dass geordnete Regionen durch ungeordnete Strukturen getrennt
sind, wird ebenfalls in experimentellen Schliffbildern beobachtet.

(v) Insgesamt bleibt die Gesamtmikrostruktur in der grofiskaligen Simulation trotz lokaler
Umordnungsprozesse der Fasern nach ca. 2 Millionen Zeitschritten weitestgehend konstant
und es erfolgt eine Ausbildung stabiler Ubergangszonen nicht-hexagonaler Strukturen.
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Im vorherigen Kapitel wird die Erstarrung eines idealen ternéren eutektischen Systems
untersucht. Dabei sind die Phasenfraktionen, die Konzentrationen der drei Komponenten in
der Schmelze, die Grenzflachenenergien und die Diffusionskoeffizienten jeweils gleichgesetzt.
In realen Legierungen, wie z.B dem System Al-Ag-Cu, ist dies nicht der Fall. Daher wird im
Folgenden der Einfluss verschiedener Gleichgewichtskonzentrationen und Phasenfraktionen
sowie unterschiedlicher Grenzflichenenergien auf die entstehenden Muster untersucht. Die in
diesem Kapitel simulierten Systeme erlauben es, mit Hilfe des Vergleichs zum idealen System,
den Einfluss dieser physikalischen Parameter gezielt zu untersuchen. Sie bilden einen Ubergang
zwischen dem idealen System (Kapitel @ und dem ternéren eutektischen System Al-Ag-Cu,
welches in Kapitel [§] analysiert wird.

7.1. Einfluss verschiedener Gleichgewichtskonzentrationen auf die
auftretenden Muster

Zunéchst wird der Einfluss verschiedener Gleichgewichtskonzentrationen auf die auftretenden
Muster simuliert, indem die Konzentration der Komponenten in der Phase « bei der ternéren
eutektischen Temperatur durch eine Variation der Gibbs-Energien systematisch verdandert
wird. Es werden drei Systeme (ID, S1 und S2) miteinander verglichen. Dabei entspricht ID dem
idealen System aus Kapitel [6| mit den Parametern aus Tabelle d.h. die Konzentration der
Komponenten A, B und C in der Phase o betragen bei der ternéren eutektischen Temperatur 0.6,
0.2, und 0.2 und die Anteile der drei Festphasen «, 3 und vy sind jeweils ein Drittel. Im System
S1 wird die Konzentration der Komponenten in « durch eine Verdnderung der Gibbs-Energie,
entsprechend Tabelle verschoben. Da die Konzentrationen der anderen Phasen gleich
bleiben, erhéht sich der Phasenanteil von «. Im System S2 wird die Konzentration der Kompo-
nenten in « entgegengesetzt zu S1 verschoben. Die resultierten Gleichgewichtskonzentrationen
von « und die Phasenfraktionen sind in Tabelle zusammengefasst.

Die Gleichgewichtskonzentrationen bei der ternéren eutektischen Temperatur sind in Abb.
auf einem Simplex der drei Komponenten A, B und C dargestellt. Dabei entsprechen die
orangen Quadrate dem System ID, die blauen Dreiecke S1 und die griinen Kreise S2. Die
Gleichgewichtskonzentrationen der Phasen 3, ¥ und der Schmelze sind in allen drei Systemen
identisch. Daher sind die Symbole dieser Phasen in Abb. iberlagert.

In Abb. sind isotherme Schnitte durch die Phasendiagramme fiir ID in orange, fiir S1 in
blau und fiir S2 in griin dargestellt. Abbildung zeigt einen Schnitt direkt tiber der
terndren eutektischen Temperatur bei T = 1.001 und in Abb. sind die entstehenden
Phasen nach der Erstarrung bei T' = 0.98 dargestellt.
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Abbildung 7.1.: Gleichgewichtskonzentrationen bei der terniren eutektischen Temperatur auf
einem Simplex der drei Komponenten A, B und C. Die orangen Quadrate
stellen das System ID dar, die blauen Dreiecke das System S1 und die griinen
Kreise das System S2. Die Gleichgewichtskonzentrationen der Phasen f3, y
und Schmelze sind fiir alle drei Systeme identisch.
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Abbildung 7.2.: Isotherme Schnitte durch die Phasendiagramme fiir ID in orange, fiir S1 in

blau und fiir S2 in griin oberhalb (7" = 1.001) und unterhalb (7" = 0.98) der
terndren eutektischen Temperatur.
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Die veranderten Werte fiir das System S1, verglichen mit ID, sind in Tabelle dargestellt
und fiir das System S2, verglichen mit ID, in Tabelle

Tabelle 7.1.: Verdnderte Simulationsparameter fiir das System S1, im Vergleich zu ID.

Parameter Simulationswert
Phase o B v lig
o — 2.0 2.0 1.195
. B 2.0 — 2.0 1.0
v 20 20 - 1.0

lig 1.195 1.0 1.0 —
Gleichgewichtskonzentrationen in o« A: 0.5, B: 0.25, C: 0.25

— 2 1 —2.5
B &g Xa [1 2] , [_2.0] , 0.875
Phasenfraktionen o 0.44, 3: 0.28, v: 0.28

Tabelle 7.2.: Verdnderte Simulationsparameter fiir das System S2, im Vergleich zu ID.

Parameter Simulationswert
Phase o B % lig
o — 20 20 0.98
B 20 — 20 1.2
T v 2.0 20 — 1.19

lig 098 1.2 1.19 -
Gleichgewichtskonzentrationen in o« A: 0.7, B: 0.15, C: 0.15

—_ 2 1 —3.1
B € Xa [1 2] , [_2.01 , 0.765
Phasenfraktionen o 0.27, 3: 0.37, v: 0.37

Zur Untersuchung des Einflusses der Konzentrationsinderungen auf die entstehenden Muster
sind in Abb. Schnittbilder senkrecht zur Wachstumsrichtung, in der Ndhe der Erstar-
rungsfront, nach 3 Millionen Zeitschritten mit einer Basis-Gréfle von 800 x 800 Voxel-Zellen
abgebildet. Dabei sind die a-, - und y-Phasen im Weiteren in rot, griin und blau dargestellt.
In der Simulation des idealen Systems in Abb. haben sich, wie auch in den Simulationen
in Kapitel [0, verschiedene hexagonale Strukturen mit unterschiedlichen Ausrichtungen, die
durch Ubergangszonen getrennt sind, ausgebildet.

Im Simulationsergebnis des Systems S1 in Abb. entwickelt sich visuell, wie durch die
Gibbs-Energien definiert, ein hoherer Phasenanteil von «. Dies hat eine Musteranderung
von einer hexagonalen Struktur zu einer Kettenstruktur mit 3-y-Ketten, eingebettet in eine
a-Matrix, zur Folge. Die rdumliche Orientierung der Ketten ist dabei nicht ausgerichtet.
Weiterhin treten einzelne kleinere hexagonale Bereiche auf.

In Abb. ist ein Schnittbild parallel zur Erstarrungsfront des Systems S2 dargestellt. Bei
diesem System ist der Anteil von « verringert und dementsprechend der Anteil von 3 und vy
erhoht. Trotz der gednderten Gleichgewichtskonzentrationen entstehen weiterhin hauptséchlich
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verzerrte hexagonale Strukturen. Im Vergleich mit Abb. [7.3(a)| treten keine ausgeprigten
Ubergangszonen auf.

(a) System ID (b) System S1 (c) System S2

Abbildung 7.3.: Schnittbilder senkrecht zur Wachstumsrichtung in der Ndhe der Erstarrungs-
front nach 3 Millionen Zeitschritten mit einer Basis-Grofie von 800 x 800
Voxel-Zellen fiir die Systeme ID, S1 und S2.

Zur Klassifizierung der rdumlichen Anordnung der drei Festphasen senkrecht zur Erstarrungs-
richtung in den Simulationen in Abb. [7.3]sind die Néchste-Nachbarn-Statistiken von f um
o und Y um « am Ende der Simulation in Abb. [7.4] geplottet. In den Diagrammen ist das
System ID mit orangen, das System S1 mit blauen und das System S2 mit griinen Kurven
dargestellt. Die Werte in den Statistiken fiir f um « und Yy um « sind identisch.

Die optisch beobachtete hexagonale Struktur spiegelt sich, fiir das System ID, in einem Anteil
von ca. 82 % drei Nachbarn von 3 bzw. y um « in Abb. fiir das System ID wider.

Eine Struktur von (- und y-Kettengliedern, eingebettet in eine o-Matrix, wie sie sich fiir die
Simulation mit dem System S1 ausbildet, hat einen dominanten Anteil von vier und mehr
- und y-Fasern um « zur Folge. Dies zeigt sich auch in Abb. in der mehr als 90 % aller
a-Elemente vier und mehr Nachbarn von (3- bzw. y-Fasern haben.

Der verringerte Phasenanteil von o« in S2 duflert sich in den Néchste-Nachbarn-Statistiken in
einem hoéheren Anteil von zwei 3- und y-Fasern um «. Der Anteil von zwei Nachbarn erhoht
sich von ca. 12 % fiir ID auf etwa 53 % fiir das System S2 in Abb. Das heif3t, ein geringerer
Anteil von « fiihrt zu einem Aufbrechen der hexagonalen Strukturen zu quadratischen bzw.
rechteckigen Fasern.

Diese Ergebnisse zeigen, dass eine Verdnderung der Gleichgewichtskonzentrationen und daraus
folgend der Phasenanteile der drei Festphasen einen signifikanten Einfluss auf die rdumliche
Anordnung der Fasern bzw. Lamellen hat. Anderungen der Phasenfraktionen von « in der
Groflenordnung von 10 % fiir S1 und 6 % fiir S2 fithren zu einem Umschlag der Muster.

Um die Anderung der Form einzelner Fasern bei dieser Musterdnderung zu untersuchen, wird
im Folgenden die Morphologieklassifizierung basierend auf den Flachentragheitsmomenten
2. Ordnung, welche in Abschnitt beschrieben wurde, angewandt.
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Abbildung 7.4.: Anzahl der nichsten Nachbarn von (a) f um « und (b) y um « fiir die in
Abb. gezeigten Schnittbilder. Das System ID ist mit orangen, S1 mit
blauen und S2 mit griinen Kurven dargestellt.

Zur Veranschaulichung der Bedeutung von €7 und €23 sind die Werte fiir ausgewéhlte Elemente
der Phase o« aus Abb. in Abb. dargestellt. Fiir einen Kreis gilt 2; = 9 = 1. Die
Verzerrung eines Korpers, also sein Aspektverhéltnis, wird mit §2; beschrieben. Bei einer gegen
unendlich gehenden Verzerrung strebt der §2;-Wert gegen null. Die Abweichung von einer
Kreis- bzw. Ellipsenform wird von €y beschrieben.

Die Bedeutung von €21, als Maf fiir die Verzerrung, wird durch den Vergleich der mit A und
B markierten Fasern in Abb. deutlich. Beide a-Fasern sind Oktagone im Schnittbild
senkrecht zur Erstarrungsrichtung. Allerdings ist das Verhéltnis von Innen- zu Auflenkreis
bei B grofier, was in einen Q;-Wert von 0.87 im Vergleich zu 0.97 fiir A resultiert. Die S-
formige Struktur fiir Faser F hat mit 0.36 einen niedrigeren (25-Wert als die Faser F' mit
0.44. Dieser Unterschied ergibt sich aus der grofieren Abweichung von der Kreisform durch die
beiden Einbuchtungen bei der S-Form. Die schwarze Linie beschreibt den giiltigen Bereich der
Q-Werte.

In Abb. [7.6] sind die Haufigkeitsverteilungen der Q2-Werte fiir die o-Fasern der Schnittbilder
aus Abb. als Histogramme dargestellt. Als Klassengrofle wird dabei ein Wert von 0.05
verwendet. Die Haufigkeiten sind zusétzlich mit Farben entsprechend den Farbbalken rechts in
den Diagrammen markiert.

Die Verteilung der a-Fasern des Systems ID (Abb. ist in Abb. dargestellt. Das
Histogramm zeigt ein Maximum von 64 % fiir Fasern mit Q-Werten von 0.95 bis 1.0, was wenig
verzerrten, anndhernd kreisformigen Strukturen entspricht. Dies reflektiert die hexagonalen
Strukturen im Diagramm in Abb. Die Verteilung der anderen auftretenden Klassen ist
durch die Ubergangszonen verursacht, die sich zwischen den unterschiedlich ausgerichteten
hexagonalen Strukturen ausbilden.

Auch bei der Verteilung der o-Fasern von S1, geplottet in Abb. [7.6(b)} tritt ein Maximum fiir
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Abbildung 7.5.: Vergleich der Q-Werte ausgewéahlter o-Fasern eines Schliffbildes des Systems
S1 zur Veranschaulichung der geometrischen Bedeutung der Methode zur
Morphologieklassifizierung, basierend auf den Flachentriagheitsmomenten 2.
Ordnung. Die schwarze Linie grenzt den giiltigen Bereich der Q2-Werte ab.

die Q-Werte von 0.95 bis 1.0 auf. Dieses ist mit 19 % aber schwicher ausgeprigt als fiir das
System ID. Die Werte sind stérker im 2-Raum verteilt. Insbesondere tritt ein hoherer Anteil
von Fasern mit €1- und Qo-Werten kleiner als 0.5 auf. Diese Verteilung spiegelt das Auftreten
von ldngeren Fasern bzw. Lamellen zwischen den (3- und y-Ketten quantitativ wider.

Fir das System S2 sind die -Werte der a-Fasern in Abb. abgebildet. Auch bei diesem
System tritt ein Maximum fiir Werte im Bereich von 0.95 bis 1.0 auf. Das Maximum hat einen
Wert von 59 % und die Streuung der 2-Werte im Bereich von 0.0 bis 0.95 ist weniger stark
ausgepragt als fiir die Systeme ID und S1. Dies spiegelt das Auftreten von relativ runden bzw.
quadratischen o-Fasern in Abb. wider. Durch den geringeren Phasenanteil von « treten
keine Ubergangszonen mit verzerrten Hexagonen auf.

Diese Ergebnisse zeigen, dass eine Verdnderung der Gleichgewichtskonzentrationen und daraus
folgend der Phasenanteile der drei Festphasen neben der rdumlichen Anordnung der Fasern
zusétzlich mit einer Verdnderung der Faserform in Schnittbildern parallel zur Erstarrungsfront
einhergeht. Dies verdeutlicht, dass fiir eine Untersuchung realer Systeme und dem Vergleich
mit experimentellen Schliffbildern die Modellierung der Gleichgewichtskonzentrationen und
Phasenanteile wichtig ist. Diese Erkenntnisse werden in Kapitel |8 zur Untersuchung des
terndren eutektischen Systems Al-Ag-Cu verwendet.

Bei der Variation der Gleichgewichtskonzentrationen durch ein Verschieben der Gibbs-Energien
werden die Gibbs-Thomson-Koeffizienten verandert. Zuséatzlich ist diese Art der Variation nur
in Simulationen und nicht in Experimenten mdoglich, was einen Vergleich mit Experimenten
erschwert.
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Abbildung 7.6.: Darstellung der H&aufigkeitsverteilungen der (2-Werte fiir die a-Fasern der
Schnittbilder aus Abb. [7.3] als Histogramm. Als Klassengrofie wird dabei ein
Wert von 0.05 verwendet und die H&ufigkeiten sind zusédtzlich mit Farben
entsprechend den Farbbalken rechts von den Diagrammen markiert.
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7.2. Einfluss von Grenzflachenenergien auf die auftretenden
Muster

Im Folgenden wird der Einfluss der Grenzflichenenergien auf die auftretenden Muster parallel
zur Erstarrungsfront untersucht. Dazu wird ein System S3, dhnlich wie S1 aus dem vorherigen
Abschnitt, aber mit ungleichen Oberflichenenergien verwendet. Wahrend der gerichteten
Erstarrung dieses Systems, welches ebenfalls in der Publikation [243] verwendet wurde, tritt
verkipptes Wachstums in 2D und Spiralwachstum in 3D auf. Verkipptes Wachstum ist dabei
definiert als das Auftreten eines konstanten Winkels gréfler null zwischen den Fest-Fest
Grenzflichen und der vom Temperaturgradienten vorgegebenen Wachstumsrichtung. Die
Simulationsparameter des Systems S3 sind in Tabelle zusammengefasst.

Tabelle 7.3.: Zusammenfassung der verwendeten Simulationsparameter des Datensatzes S3

Parameter Simulationswert Physikalischer Wert

Numerische Parameter

dx 1.0 3.80-107" m
dt 0.005 5.00-1077 s

€ 4.0 1.56-107% m
Yapy 2.6 1.3 J/m?

Physikalische Parameter
Phase o B v lig

o — 03 02 0.1

Y 0.3 = 02 02 Skalierungsfaktor fiir physik. Wer-
vy 02 02 - 02 e 0.1 /3
lig 0.1 0.2 0.2 -—

D 3.0 4.55-107 m?/s

Cliq 0.3,0.3,0.3 (A,B,C) 0.3,0.3,0.3 Molfraktion (A, B, C)

Phasenfraktionen  0.4375,0.2812,0.2812
von «, 3,y

0.4375,0.2812,0.2812

_ 2 1]  [-28]

='(X7 g(x? X(X 1 2 ) _2 0 9 104

_ 2 1] [—=20]

:‘Bﬂéfi?Xﬁ 1 2|’ _238|’ 1.04

_ 2 1]  [-1.2]

By, &y, Xy 1 9| I 0.24

_ 2 1] [=2.0] _

B, &0, X L ol |_g0]r 33267
Prozessparameter

T an Toyt 1.0 773.6 K
vT 1074 200 K /mm
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7.2.1. Untersuchung des Verkippungswinkels in zweidimensionalen Simulationen

Verkipptes Wachstum wéahrend der gerichteten Erstarrung von Eutektika wird erstmals ex-
perimentell von Faivre et al. in [349] untersucht. Diese Art von Wachstum, bei dem die
Lamellen in einem definierten Winkel zur vom Temperaturgradienten vorgegeben Erstar-
rungsrichtung wachsen, kann aus unterschiedlichen Griinden wahrend des zweidimensionalen
Wachstums von Eutektika auftreten. Das Auftreten von verkipptem Wachstum kann durch
Anisotropie in den Oberflichenenergien hervorgerufen werden, durch die es zu einer Entste-
hung von Grenzflichen mit niedrigerer Energie abweichend zur Wachstumsrichtung kommt
[219] 224, 228, [234], 235, 238, 239], 299]. Durch Phasenfeldsimulationen von Apel et al. [242] 350]
wird gezeigt, dass verkipptes Wachstum auch bei dreiphasigen Eutektika mit gleichen, iso-
tropen Oberflichenenergien auftreten kann. Dieser Mechanismus ist konzentrationsgetrieben
und resultiert aus unsymmetrischen Konzentrationsprofilen direkt vor der Erstarrungsfront.
In [243] wird mit Phasenfeldsimulationen gezeigt, dass es zu einem verkippten Wachstum fiir
dreiphasige terndre Eutektika kommen kann, wenn die Grenzflichenenergien in bestimmten
Verhiltnissen gewahlt werden.

Im Folgenden wird der in [243] beschriebene Mechanismus mit dem System S3 fiir die La-
mellenanordnung o-(3-y weiter untersucht. Die Grenzflachenenergien in diesem System sind
ungleich, aber isotrop. In zweidimensionalen Simulationen des Systems S3 tritt ein verkipptes
Wachstum der drei Festphasen auf. Da, wie in [243] gezeigt, die Wachstumsgeschwindigkeit
als wichtiger Prozessparameter den Verkippungswinkel 6 beeinflusst, wird eine systematische
Variation der Geschwindigkeiten fiir verschiedene Lamellenbreiten durchgefiihrt. Die unter-
suchten Wachstumsgeschwindigkeiten des Temperaturgradienten fiir den Datensatz S3 sind in

Tabelle [7.4] dargestellt.

Tabelle 7.4.: Ubersicht der untersuchten Wachstumsgeschwindigkeiten des Temperaturgradi-
enten fiir den Datensatz S3

Parameter Simulationswert Physikalischer Wert
in Zellen pro Zeitschritt in um/s

v1 1.49-1073 5.78

Vo 2.16 - 1073 8.39

U3 2.69-1073 10.45

vy 2.83-1073 11.00

U5 2.97-1073 11.55

vg 3.09-1073 12.00

vy 3.40-1073 13.20

In Abb. ist der Verkippungswinkel iiber der lamellaren Breite A fiir die sieben untersuchten
Geschwindigkeiten aufgetragen. Die lamellare Breite wurde von 30 bis 130 Zellen mit einer
Schrittbreite von 5 Zellen variiert. Die in Abb. dargestellten Simulationsergebnisse zeigen
die Simulationen, bei denen dreiphasiges Wachstum auftritt.

Fiir ein grofer werdendes A wichst der Verkippungswinkel, an bis ein lokales Maximum
auftritt, wie fiir die Geschwindigkeiten vy bis v7 im untersuchten Bereich sichtbar wird.
AnschlieBend nehmen die Werte fiir § wieder ab. Dieses Verhalten ist in Ubereinstimmung mit
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den Ergebnissen in [243]. Fiir die Geschwindigkeit v; tritt dieses Maximum im untersuchten
Intervall nicht auf.
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Abbildung 7.7.: Verkippungswinkel 6 aufgetragen iiber der lamellaren Breite A der Phasenan-
ordnung o-3-y fiir verschiedene Wachstumsgeschwindigkeiten. Die Werte der
Geschwindigkeiten sind in Tabelle angegeben.

In Abb. sind die lokalen Maxima der Verkippungswinkel iiber der Wachstumsgeschwin-
digkeit als orange Punkte aufgetragen. Mit steigender Geschwindigkeit nimmt der maximale
Verkippungswinkel ab. Dabei folgen die maximalen Verkippungswinkel ungefihr einem parabo-
lischen Verlauf. Dies wird verdeutlicht durch die Ausgleichsrechnung mit einem quadratischen
Ansatz und der Methode der kleinsten Fehlerquadrate, die als schwarze Kurve in Abb.
dargestellt ist. Dieser Verlauf kann qualitativ als Folge der grofieren treibenden Krifte fiir hohe
Geschwindigkeiten gedeutet werden, die als starke Kraft in Richtung der Temperaturgradienten
vorgegebenen Richtung wirkt. Weiterhin werden durch die Young-Herring-Gleichung die Win-
kel an den Tripelpunkten verdndert, was zu einem geringeren Verkippungswinkel fiir hohere
Geschwindigkeiten fiihrt [238]. Die Ergebnisse zeigen, dass fiir einen hohen Verkippungswinkel
niedrige Geschwindigkeiten vorteilhaft sind.

7.2.2. Untersuchung von Spiralwachstum in dreidimensionalen Simulationen

In [I5] wird von Strukturen in Schliffbildern parallel zur Erstarrungsrichtung im System Al-
Ag-Cu berichtet, die moglicherweise Spiralen zwei umeinander kreisende Lamellen, eingebettet
in eine Matrix, zeigen. Eine Abbildung &hnlich der in [I5] ist in Abb. dargestellt. Dieses
Verhalten von zwei Fasern, die abwechselnd, in eine Matrixphase eingebettet, auftreten, ist
ebenfalls in [351] fiir das System Al-Ag-Cu publiziert. Ein Nachweis ob es sich wirklich um
Spiralwachstum in den Experimenten handelt gestaltet sich dabei schwierig, da Schnittbilder
nur zweidimensionale Abbilder der Mikrostruktur ermoglichen. Simulationen erlauben dagegen
eine dreidimensionale Darstellung der Mikrostruktur.
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Abbildung 7.8.: Darstellung der lokalen Maxima der Verkippungswinkel iiber der Wachs-
tumsgeschwindigkeit (orange Punkte) und eine Ausgleichsrechnung mit einem
quadratischen Ansatz und der Methode der kleinsten Fehlerquadrate (schwarze
Kurve).

0

Abbildung 7.9.: Experimentelles Schliffbild parallel zur Erstarrungsrichtung von gerichtet
erstarrtem, terndren eutektischen Al-Ag-Cu. Die beiden Phasen, von denen
vermutet wird, dass sie umeinander kreisen, sind AgyAl (weil) und Al,Cu
(grau), eingebettet in eine dunkelgraue Al-Matrix. Die vermuteten Spiralen
sind rechts vergroflert dargestellt. Das Bild stammt von A. Genau, University
of Alabama in Birmingham, Alabama, USA und ist ebenfalls in [243] publiziert.
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In [243] wird fiir das ternére eutektische System S3 gezeigt, dass gekipptes Wachstum in 2D
zu Spiralwachstum in 3D fiihren kann. Das Spiralwachstum tritt dabei als von umeinander
rotierenden Lamellen von f3- und y-Fasern, eingebettet in eine o-Matrix, auf. Um dieses
Spiralwachstum und den Einfluss der Wachstumsgeschwindigkeit weiter zu untersuchen, wurden
dreidimensionale Phasenfeldsimulationen mit einer Basis-Grofie von 800 x 800 Zellen im System
S3 und den in Tabelle [7.4] dargestellten Geschwindigkeiten fiir jeweils 5 Millionen Zeitschritte
durchgefithrt. Alle Simulationen liefen fiir ca. 18 Stunden auf 13 600 CPUs auf dem SuperMUC-
Cluster des Leibniz-Rechenzentrums Miinchen.

Ahnlich wie in [243] wird auch bei dieser Simulationsserie ein spiralférmiges Wachstum
umeinander rotierender Lamellen von 3- und y-Fasern, eingebettet in eine a-Matrix, beobachtet.
Das Auftreten von Spiralwachstum lasst sich mit Hilfe der Bewegung der Schwerpunkte der
Fasern detektieren. Im linken Teil von Abb. sind die Schwerpunkte der y-Fasern in der
Basis-Ebene fiir die Simulation des Datensatzes S3 mit der Geschwindigkeit ve dargestellt. Die
Farbe gibt die Wachstumshohe entsprechend des Farbbalkens rechts in Abb. an. In der
VergroBerung in Abb. [7.10]ist die Umgebung der in Abb. [7.11] gezeigten Spirale hervorgehoben.
Rund um die y-Fasern, die das Zentrum der Spirale bilden, drehen sich weitere y-Fasern.
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Abbildung 7.10.: Darstellung der Schwerpunkte der y-Fasern in der Basis-Ebene fiir die Simu-
lation des Datensatzes S3 mit der Geschwindigkeit vs. Die Farbe der Fasern
gibt die Wachstumshohe entsprechend des Farbbalkens im Bild an. In der
Vergroflerung ist die Umgebung der in Abb. gezeigten Spirale zu sehen.

In Abb. (a) ist die gesamte dreidimensionale Mikrostruktur mit der Wachstumsrichtung
von unten nach oben als vergrobertes Oberflichennetz zu sehen. Wahrend des Wachstums
bilden sich Inseln von {3- und y-Fasern aus. Eine dieser Inseln besteht aus einer Spiralstruktur,
die zusammen mit benachbarten y-Fasern in Abb. (b) freigestellt und in hellblau hervor-
gehoben ist. In Abb. (c) sind nur die y-Fasern der sich im Zentrum befindenden Spirale,
bestehend aus y-Fasern, die um eine 3-Faser rotieren, gezeigt.

Zur weiteren Untersuchung des Spiralwachstums sind in Abb. Ausschnitte aus Schnittbil-
dern senkrecht zur Erstarrungsrichtung, in der Nahe der Wachstumsfront, nach jeweils 200 000
Zeitschritten, ausgehend vom Zeitschritt 3 740 000 abgebildet. Wie in Abb. gezeigt, bildet
sich um die sich im Zentrum befindende Spirale zusétzlich eine umgebende Anordnung aus
Paaren von f3- und y-Fasern.
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(a) Gesamte Mikrostruktur  (b) Spirale mit benachbarten y- (c) Spirale
Fasern

Abbildung 7.11.: Beispiel fiir Spiralwachstum in Phasenfeldsimulationen des ternédren eutekti-
schen Systems S3. In (a) ist die gesamte 3D-Mikrostruktur der Simulation mit
der Geschwindigkeit vy dargestellt. In diesem Volumen bilden sich verschie-
dene Spiralen, wie durch die in (b) zusammen mit benachbarten y Fasern
freigestellte Struktur deutlich wird. In (c) sind nur die y-Fasern der sich im
Zentrum befindenden Spirale, bestehend aus y-Fasern, die um eine [3-Faser
rotierenden, gezeigt.

Im Folgenden wird ein auf dem Auftreten von verkipptem Wachstum basierender Erklarungs-
ansatz fiir den Mechanismus des Wachstums von Spiralen vorgestellt. Eine schematische
Anordnung der rotierenden Fasern in den Simulationen ist in Abb. dargestellt.

Im oberen Teil des Bildes ist die im Zentrum befindliche Spirale mit den beiden um f3
herum angeordneten y-Fasern dargestellt. Im mittleren und unteren Teil sind zusatzlich
die benachbarten Fasern zu sehen. Eingebettet in die Matrixphase o entwickelt sich die
Spirale als eine S-formige Struktur der 3-Phase mit zwei benachbarten y-Fasern. Die y-Fasern
befinden sich rotationssymmetrisch in den konkaven Einbuchtungen der S-Struktur. Bei dieser
rdumlichen Anordnung ergeben sich zwei Paare von o —  — y-Anordnungen, aquivalent
zum zweidimensionalen verkippten Wachstum. Es kann vermutet werden, dass der gleiche
Mechanismus auftritt, der in 2D zu einem verkippten Wachstum der Fasern fiithrt. Aus der
gegensitzlichen Bewegung der Verkippungen folgt eine Rotationsbewegung.

Zuséatzlich rotieren Paare von f3- und y-Fasern um die sich im Zentrum befindende Spirale. Fiir
diese Kombination von Fasern ergeben sich ebenfalls &« — 3 — y-Anordnungen, dquivalent zum
zweidimensionalen verkippten Wachstum. In Kombination mit der Nachbarschaftsumgebung
resultiert diese Anordnung der Fasern ebenfalls in einer Rotationbewegung. Im Zusammenspiel
mit der Diffusion und den daraus folgenden Konzentrationsfliissen stabilisiert dieser duflere
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(a) Zeitschritt 3740000 (b) Zeitschritt 3940000
(¢) Zeitschritt 4140000 ) Zeitschritt 4 340 000

Abbildung 7.12.: Ausschnitte aus Schnittbildern senkrecht zur Erstarrungsrichtung, in der
Néahe der Wachstumsfront, nach jeweils 200000 Zeitschritten, ausgehend
vom Zeitschritt 3 740 000. Die Schnittbilder dienen zur Verdeutlichung des
Spiralwachstums sowie der Rotation von B-y-Faserpaaren um die sich im
Zentrum befindende Spirale.

Ring die Spirale im Zentrum. Dies zeigt sich darin, dass eine Spiralanordnung ohne dufleren
Ring in Richtung eines Gleichgewichts mit einer achsensymmetrischen Anordnung der beiden
v-Fasern um die -Faser, wie auch in [243] gezeigt, strebt. Erst wenn dieses Gleichgewicht
durch benachbarte Fasern gestort wird, kommt es zu einem weiteren Spiralwachstum.

Die Kombination von Spiralwachstum im Zentrum und einem &ufleren rotierenden Ring
liefert auch einen Erklarungsansatz fir das Auftreten von mehreren parallelen, moglicherweise
spiralartigen Strukturen in Abb. Bei der Anordnung von mehreren Spiralen nebeneinander
ohne duferen Ring tritt kein stabiles Spiralwachstum auf. Diese Art von Anordnung lésst sich
relativ einfach durch eine Spirale in einem Gebiet mit periodischen Randbedingungen parallel
zur Erstarrungsrichtung simulieren. Bei diesem Simulationsaufbau entwickelt sich eine stabile
Anordnung der drei Fasern als Kettenstrukturen mit zwei Symmetrieebenen senkrecht zur
Wachstumsrichtung. Wéchst die Spirale dagegen in einer Anordnung mit duflerem Ring, so
ergibt sich in Schnittbildern parallel zur Wachstumsrichtung eine Struktur, dhnlich der im
unteren Teil von Abb. [T.13l
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Abbildung 7.13.: Schematische Darstellung der rdumlichen Anordnung der rotierenden Fasern
in den Simulationen. Neben der sich im Zentrum befindenden Spirale im
oberen Teil der Abbildung ist zusétzlich die Spirale mit einem dufleren Ring
von f3- und y-Fasern in einem Schnitt senkrecht zur Erstarrungsrichtung
(mittlerer Teil) wie auch parallel dazu (unterer Teil) abgebildet.
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Zur Quantifizierung des Spiralwachstums ist in Abbildung Abb. der Drehwinkel der
Spiralen pro Zelle Uber der Erstarrungsgeschwindigkeit aufgetragen. Dabei repréasentieren
die orangen Punkte die simulierten Geschwindigkeiten des Systems S3 aus Tabelle Die
Werte folgen ndherungsweise einem quadratischen Verlauf, wie durch die schwarze Kurve,
die eine Ausgleichsrechnung mit einem quadratischen Ansatz und der Methode der kleinsten
Fehlerquadrate darstellt, verdeutlicht. Die in Abb. abgebildete Spirale aus der Simulation
mit der Geschwindigkeit vo = 2.16- 1073 Zellen pro Zeitschritt liegt dabei links vom Maximum
und die in [243] analysierte Spirale mit der Geschwindigkeit vy = 2.83 - 1073 Zellen pro
Zeitschritt leicht rechts.

Die Ergebnisse der 2D-Simulationen in Abb. zeigen, dass flr ein verkipptes Wachstum
kleinere Geschwindigkeiten vorteilhaft sind, was als Folge der kleineren treibenden Kréifte
durch den Temperaturgradienten gedeutet werden kann. Allerdings sind bei kleineren Ge-
schwindigkeiten auch die Bedingungen fiir Diffusion besser und daher ist die Triebkraft zur
Umordnung der Mikrostruktur geringer. Das Zusammenspiel von treibenden Kréaften durch
den Temperaturgradienten bzw. die Unterkiihlung einerseits und der Diffusion der Masse in
der Schmelze andererseits liefert daher einen Erklarungsansatz fir den in Abb. gezeigten
Verlauf der Kurve.
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Abbildung 7.14.: Darstellung des Drehwinkels der Spiralen pro Zelle iiber der Erstarrungsge-
schwindigkeit. Die orangen Punkte stellten die simulierten Geschwindigkeiten
des Systems S3 dar und die schwarze Kurve eine Ausgleichsrechnung mit
einem quadratischen Ansatz und der Methode der kleinsten Fehlerquadrate.

7.2.3. Zusammenfassung und Schlussfolgerungen

In diesem Kapitel wurde der Einfluss unterschiedlicher Gleichgewichtskonzentrationen und
unterschiedlicher Grenzflichenenergien auf die auftretenden Muster wihrend der gerichteten
Erstarrung idealisierter eutektischer Systeme untersucht.
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Aus den Ergebnissen kénnen folgende Schlussfolgerungen gezogen werden:

(i)

(vi)

Bei einer Variation der Gleichgewichtskonzentrationen und daraus folgend der Phasen-
anteile der drei Festphasen tritt neben einer Verdnderung der rdumlichen Anordnung
der Fasern zusétzlich eine Verdnderung der Faserform in Schnittbildern parallel zur
Erstarrungsfront auf.

In 2D-Simulationen kann fiir bestimmte Grenzflichenenergien verkipptes Wachstum in
einem terndren eutektischen System mit isotropen, aber ungleichen Oberflichenenergien
auftreten, was in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen in [243] ist.

Fir hohere Geschwindigkeiten nimmt der maximale Verkippungswinkel ab, was als Folge
hoherer treibender Kréifte durch den Temperaturgradienten erklart werden kann.

In den 3D-Simulationen wurde Spiralwachstum, dhnlich wie in [243], beobachtet. Dabei
trat allerdings ein duflerer Ring von rotierenden Fasern um das Zentrum der Spirale auf.
Die gezeigten Ergebnisse deuten darauf hin, dass diese Anordnung im Zusammenspiel
mit der Diffusion und den daraus folgenden Konzentrationsflisssen die Spirale in der
Mitte der Struktur stabilisiert.

Abhéngig von der Erstarrungsgeschwindigkeit gibt es einen Bereich in dem relativ
hohe Spiralwinkel pro Zelle auftreten. Dies ldsst sich aus einem Zusammenspiel von
treibenden Kraften durch den Temperaturgradienten bzw. die Unterkiihlung und der
Diffusion der Masse in der Schmelze erkldren. Diese Beobachtung liefert eine Erklarung
dafiir, dass spiralartige Strukturen in experimentellen Schliffbildern ternirer Eutektika
verhéltnisméflig selten beobachtet werden.

Auf Basis der gewonnen Erkenntnisse der gerichteten Erstarrung idealer und idealisierter
terndrer eutektischer Systeme wird im Folgenden die Musterbildung im System Al-Ag-Cu
untersucht.






8. Al-Ag-Cu

Im folgenden Kapitel wird die gerichtete Erstarrung des Systems Al-Ag-Cu in der Umgebung
des ternidren eutektischen Punktes untersucht. Dieses System besitzt mit 773.6 K eine relativ
niedrige ternire eutektische Temperatur und in Schliffbildern bei Raumtemperatur haben die
drei Festphasen Al, AgoAl und AlyCu anndhernd gleiche Phasenanteile, weshalb es haufig fiir
experimentelle Untersuchungen genutzt wird.

Erste experimentelle Analysen ternérer eutektische Systeme, u.a. von Al-Ag-Cu, wurden von
Cooksey und Hellawell [14] im Jahre 1967 durchgefiihrt. Allerdings war die Erstarrungsgeschwin-
digkeit im Vergleich zu aktuelleren experimentellen Untersuchungen um Gréflienordnungen
grofler und die Zusammensetzung der Schmelze war nicht-eutektisch. Der Einfluss verschiede-
ner Erstarrungsgeschwindigkeiten im System Al-Ag-Cu wird von McCartney et al. in [351]
systematisch betrachtet.

Eine thermodynamische Beschreibung des Systems ist von Witusiewicz et al. in [30, [31]
ausgearbeitet und als CALPHAD-Datenbank veroffentlicht. Eine Liquidusprojektion, die auf
dieser CALPHAD-Datenbank basiert, mit dem in blau markierten terniren eutektischen Punkt
E., ist in Abb. abgebildet. Zusatzlich ist in Abb. die Liquidusfliche mit den

bindren Randsystemen dargestellt.

Cu [mol-%]
(a) Liquidusprojektion (b) Liquidusflache

Abbildung 8.1.: Liquidusprojektion des Systems Al-Ag-Cu, basierend auf der CALPHAD-
Datenbank [30, BI] (a) und die Liquidusfliche mit den binéren Randsystemen
(b). Der ternére eutektische Punkt E.,; ist mit einem blauen Punkt markiert.
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Eine Herausforderung bei der Analyse des Systems Al-Ag-Cu ist die relativ groe Anderung
der Loslichkeit von Ag in der Al-Phase bei der Abkiithlung. Diese fillt von ungefihr 16.9% auf
ca. 8% in einem Bereich von 20K unterhalb der ternéren eutektischen Temperatur [15], was
eine Verédnderung der Mikrostruktur nach der Erstarrung zur Folge hat. Dieser Effekt tritt ins-
besondere wiahrend der gerichteten Erstarrung bei langsamen Geschwindigkeiten auf, da hierbei
bessere Bedingungen fiir die Festphasendiffusion herrschen. Zur Untersuchung eutektischer
Strukturen sind diese langsamen Geschwindigkeiten allerdings notwendig, um ein gekoppeltes
Wachstum und eine ndherungsweise planare Erstarrungsfront zu erreichen und somit die
Bildung von dendritischen Strukturen zu verhindern. Als Folge dieser Mikrostrukturentwick-
lungsprozesse nach der Erstarrung weichen die Phasenanteile und die Zusammensetzungen
der Phasen in gerichtet erstarrten Proben von den Gleichgewichtswerten bei der eutektischen
Temperatur ab [I5HI7]. Die Mikrostruktur direkt nach der Erstarrung kann nur durch ein
Abschrecken der Proben bewahrt und in Schliffbildern direkt vor der abgeschreckten Erstar-
rungsfront beobachtet werden, was allerdings einen hohen experimentellen Aufwand erfordert
[254].

Die Simulation sowohl der Erstarrung, als auch der Mikrostrukturentwicklung nach der
Erstarrung ist mit einem extrem hohen Rechenaufwand verbunden, da beide Prozesse auf
unterschiedlichen Zeitskalen stattfinden. Die Diffusion in den Festphasen ist ca. um den Faktor
1000 langsamer als die Diffusion in der Schmelze [352]. Um sowohl die Mikrostruktur direkt nach
der Erstarrung wie auch bei Raumtemperatur zu untersuchen, werden daher zwei verschiedene
Parametersitze zur Simulation des Systems Al-Ag-Cu verwendet. Der erste Parametersatz CAL
beschreibt die ternire eutektische Zusammensetzung, welche als E., in Abb. markiert
ist. Um die Mikrostruktur nach der Festphasendiffusion zu erreichen, ohne die aufwendige
Loslichkeitsdnderung zu simulieren, wird der Parametersatz EXP verwendet. Fiir diesen
Datensatz wurden die Gibbs-Energien so verschoben, dass die Simulationen die experimentell
beobachteten Phasenanteile widerspiegeln. Die Zusammensetzung ist als E,., in Abb.
markiert. Fiir eine eindeutige Zuordnung der Phasen wird in den Simulationen die Al-Phase
in rot dargestellt, AgoAl in griin und AlyCu in blau. In den experimentellen Schliffbildern
korrespondiert Al mit schwarz, AgsAl mit weil und AloCu mit grau in Ubereinstimmung mit
[15H18, 20, 21].

Zunéichst werden in diesem Kapitel die Parameter der beiden Systeme vorgestellt und die
Muster, die wahrend der gerichteten Erstarrung am eutektischen Punkt entstehen, diskutiert.
Da die Systeme ebenfalls in [38] und [70] verwendet werden, ist eine &hnliche Untersuchung der
Muster auch in [38] publiziert. Daran anschlieBend folgt eine Bestimmung der notwendigen Ge-
bietsgrofien fiir statistische Volumenelemente und der Anzahl der notwendigen Zeitschritte mit
einer Hauptkomponentenanalyse basierend auf Zweipunktkorrelationen. Weiterhin wird durch
die Analyse ein quantitativer Vergleich zwischen den Simulationen und den Experimenten
ermoglicht. Die Ergebnisse des Abschnittes basieren auf Resultaten, die auch in [70] ver6ffent-
licht sind. In dem darauf folgenden Abschnitt werden numerische Jackson-Hunt-Analysen fiir
verschiedene dreidimensionale Muster durchgefithrt und die Ergebnisse des Kettenmusters
werden, dhnlich wie in Kapitel [6] mit der Analytik verglichen. Durch den Vergleich mit grof-
skaligen Simulationen liefern sie einen Erklarungsansatz fiir das Auftreten unterschiedlicher
Muster in experimentellen Schliffbildern bei gleichen Prozessbedingungen. Anschlielend wird
die gerichtete Erstarrung bei nicht-eutektischen Zusammensetzungen der Schmelze unter-
sucht, was einen weiteren Erklarungsansatz fiir das Auftreten der unterschiedlichen Muster
liefert. Die Ergebnisse der Analyse nicht-eutektischer Zusammensetzungen wurde ebenfalls
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Cu [mol-%] Cu [mol-%)]
(a) Parametersatz CAL (b) Parametersatz EXP

Abbildung 8.2.: Vergleich der Liquidusprojektionen der Datensdtze CAL, welche die eutek-
tische Zusammensetzung wie von der CALPHAD-Datenbank vorhergesagt
beschreibt und EXP, um die bei Raumtemperatur in Schliffbildern zu findende
Mikrostruktur zu beschreiben.

in [69] untersucht. AbschlieBend folgt die Vorstellung eines Mechanismus zur Vorhersage der
Mikrostrukturen basierend auf Zweipunktkorrelationen, der in [271] publiziert ist.

8.1. Hochtemperaturmuster CAL

In der CALPHAD-Datenbank von Witusiewicz et al. [30, B1] werden die sich entwickelnden
Gleichgewichtskonzentrationen und Phasenanteile in der Ndhe des terndren eutektischen
Punktes des Systems Al-Ag-Cu beschrieben. Um diesen Erstarrungsprozess in den Simulationen
abzubilden, wird im Datensatz CAL ein Abschrecken der Proben direkt nach der Erstarrung
modelliert. Ein derartiger Prozessweg mit Experimenten ist in [254] publiziert. Durch das
Abschrecken wird die Festphasendiffusion und damit die Loslichkeitsdnderungen unterdriickt,
die zu Verdnderungen der Mikrostruktur und der Phasenanteile fithren.

Die Simulationsparameter des Datensatzes CAL sind in der Tabelle dargestellt. Um die
numerische Stabilitdt zu erhdhen und damit eine héhere Zeitschrittweite zu erméglichen, sind
die Steigungen der Gibbs-Energien flacher als die gefitteten Paraboloide modelliert.

Das Ergebnis einer Simulation mit dem Datensatz CAL und einer Basis-Gréfle von 800 x 800
Voxel-Zellen ist in Abb. dargestellt. In den Ebenen parallel zur Erstarrungsfront bilden
sich verschiedene Bereiche der intermetallischen Phasen AgsAl und AlyCu, die inselartig in
die kontinuierliche Al-Matrix eingebettet sind, aus. Diese Art von Struktur ist beispielhaft in
dem Schnittbild in Abb. abgebildet. Die Art der auftretenden Muster wird auf Basis
experimenteller Schliffbilder als Tatzen- und Kettenstrukturen klassifiziert [21]. Einzelne AgoAl-
Fasern sind ganz oder teilweise von AlsCu umschlossen, anstatt von der Matrixphase Al. Dieses
Verhalten wird ebenfalls bei experimentellen Schliffbildern des Systems Al-Ag-Cu beobachtet.
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Tabelle 8.1.: Zusammenfassung der verwendeten Simulationsparameter des Datensatzes CAL,

der auch in [38] und [70] genutzt wird.

Parameter Simulationswert

Physikalischer Wert

Numerische Parameter

dx 1.0 3.89-107"m
dt 3.2 3.2-1073s
Phase o B v lig
o — 1.68 1.18 1.26
B 1.68 — 0.29 0.58 . .
T ; 118 029 — 106 basierend auf [311]
lig 1.26 058 1.06 —
€ 4.0 1.56 - 10~ %m
Yapy 6.5 2.6 .J/m?
Physikalische Parameter
Phase Al Ag Al AlCu  lig
Al - 05 0.4 0.3
Y Ag24l 0.5 - 0.4 04 Skalierungsfaktor fiir physik. Wer-
Al,cu | 04 04 - 04 9 . i
. 0.3 04 04— te: 0.2.J/m?, basierend auf [253]
H R ‘ 353355
2
D 5.0 7.5-10- 107
s
Clig 0.18, 0.69, 0.13 (Ag, Al, Cu) 0.18, 0.69, 0.13 Mol-% (Ag, Al, Cu)
Phasenfraktionen 0.54, 0.3, 0.16 ) 0.54, 0.3, 0.16
_ 2 1 —2.25 . S
Eal, Ea XAl 1 ol 3486 1.561866 basierend auf [30] 31]
_ 2 1 —3.104 . —_
EAga Al € Aoty X Ago Al 1 ol |—2710l 1.427846 basierend auf [30, [31]
_ 2 1] [-1.395] . S
:'AZQCua EAlgCu’ XAlgCu 1 2 5 —92.709 N 0.9176 basierend auf[d(), 51]
_ 2 1 —2.140 _ . —_
Elig> &1igr Xlig 19l |-3140] 3.9532 — 2.6T  basierend auf [30, [31]
Prozessparameter
T an T, 1.0 773.6 K
v von VT 2.1-1073 Zellen pro Zeitschritt 0.25 um/s
vT 1074 200 K /mm
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Trotz der {iber der Zeit konstanten Phasenfraktionen und der Wachstumsgeschwindigkeit,
treten weiterhin Umordnungsprozesse in der Mikrostruktur auf, was u.a. im Uberwachsen und
Aufsplitten von Fasern resultiert. Dieses Verhalten wird beispielsweise in den freigestellten

Fasern aus AgoAl in Abb. [8.3(c){und AlaCu in Abb. [8.3(d)| sichtbar.

(a) Schnittbild (b) Gesamtmikrostruktur in 3D

e
g

(c) Freigestellte AgsAl-Lamellen

e————————

(d) Freigestellte Al,Cu-Lamellen

Abbildung 8.3.: Simulationsergebnis des Parametersatzes CAL einer 800 x 800 Voxel-Zellen
Simulation. (a) zeigt ein Schnittbild parallel zur Erstarrungsfront am Ende der
Simulation und (b) stellt die Gesamtmikrostruktur in 3D dar. Die intermetal-
lischen Phasen AlsCu und AgsAl sind vor und {iber der Gesamtmikrostruktur
freigestellt. In (c) und (d) sind einzelne Fasern der beiden intermetallischen
Phasen freigestellt, um das Aufsplitten der Fasern wahrend des Wachstums
zu zeigen. Diese Abbildung basiert auf einer Darstellung in [38].

Die Simulationen mit dem Datensatz CAL erlauben eine Vorhersage der sich direkt nach
der Erstarrung ohne den Einfluss der Loslichkeitsénderungen entwickelnden Mikrostruktur.
Die entstehende Mikrostruktur nach den Loslichkeitsénderungen wird im Folgenden mit dem
Parametersatz EXP beschrieben.

8.2. Niedrigtemperaturmuster EXP

Der Datensatz EXP wurde modelliert, um die Mikrostruktur in den experimentellen Schliffbil-
dern bei Raumtemperatur abzubilden, d.h. nach den Léslichkeitsdnderungen. Da aufgrund der
unterschiedlichen Zeitskalen der Festphasendiffusion und der Diffusion in der Schmelze [352]
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die gleichzeitige Simulation der Erstarrung und der Loslichkeitsdnderungen rechenzeittechnisch
extrem aufwendig wére, und zusétzlich, wie in Abschnitt [6.4] gezeigt, grofskalige Simulationen
notwendig sind, wurde dieser Weg gewahlt. Bei der Verwendung der Niedrigtemperaturmuster-
Phasenfraktionen mit den in der Literatur bereitgestellten Konzentrationen in den Festphasen
und unter Vernachlissigung des Loslichkeitsdnderungen, entsteht ein neuer eutektischer Punkt,
E¢yp, der in der Liquidusprojektion in Abb. dargestellt ist. Die Phasenfraktionen entspre-
chen den gemittelten Werten aus verschiedenen experimentellen Quellen [14H17) [246] und die
Konzentration der Schmelze ¢j;qyiq Wird dementsprechend berechnet. Die Simulationsparameter
des Datensatzes EXP sind in der Tabelle [8.2] dargestellt.

In Abb. ist das Ergebnis einer Simulation mit dem Datensatz EXP und einer Gesamtge-
bietsgréfle von 800 x 800 x 4256 Voxel-Zellen abgebildet. Wie in dem Schnittbild in Abb.
parallel zur Erstarrungsfront dargestellt, bilden sich Kettenmuster aus. Dabei sind die Ketten-
glieder der beiden intermetallischen Phasen AloCu und AgoAl, eingebettet in eine Al-Matrix.
Weiterhin bilden sich einzelne Fasern, die zwischen der Matrix und Lamellen auftreten. Diese
Art von Strukturen wird ebenfalls experimentell beobachtet und als Tatzenstruktur [21] be-
zeichnet. Im Vergleich mit der Mikrostruktur des Datensatzes CAL sind die Ketten langer und
starker verzweigt.

Die Gesamtmikrostruktur in 3D ist in Abb. zu sehen. Uber und vor der Gesamtmi-
krostruktur sind die beiden intermetallischen Phasen freigestellt, um die Mikrostrukturentwick-
lung von der initialen Voronoi-Verteilung der Keime zur ausgebildeten Mikrostruktur zu zeigen.
Einzelne Fasern bzw. Biindel von Fasern der in Abb. hervorgehobenen intermetallischen
Phasen AgoAl und Al,Cu sind in Abb. und Abb. freigestellt. Wahrend des
Wachstumsprozesses kann das Aufteilen, ein Uberwachsen oder ein Zusammenwachsen der
Fasern beobachtet werden, was zur Bildung der finalen Mikrostruktur fiihrt. Weiterhin wird
durch die freigestellten Strukturen das Auftreten eines weitestgehend stationdren Wachstums
am FEnde der Simulation deutlich, im Gegensatz zu den Ergebnissen des Datensatzes CAL in

Abb.

8.2.1. Qualitativer Vergleich von Experimenten und dem Datensatz EXP

Im Folgenden werden Simulationsergebnisse des Datensatzes EXP mit einem experimentellen
Schliftbild des gerichtet erstarrten Systems Al-Ag-Cu parallel zur Erstarrungsfront qualitativ
verglichen.

Ein Schliffbild des Systems Al-Ag-Cu von Dr. A. Dennstedt vom Deutschen Zentrum fiir
Luft- und Raumfahrt (DLR) in Koéln, Deutschland ist in Abb. dargestellt. In der Mi-
krostruktur bildet sich eine Kettenstruktur der beiden intermetallischen Phasen AgyAl und
AlyCu, eingebettet in eine Al-Matrix, aus. Verschiedene Arten von Mikrostrukturmerkmalen
sind in Abb. (a)-(f) hervorgehoben. Die Merkmale in Abb. (a),(d) und (f) zeigen
Kettenglieder der Phase AgoAl mit konvexer und konkaver Form. Eine UnregelméfBigkeit
in der Kettenstruktur mit einer angedockten Faser ist in Abb. (d) hervorgehoben. Eine
Verzweigung der Ketten ist in Abb. (b) dargestellt, eine Ringstruktur in Abb. (c) und
ein kurzes Kettenfragment in Abb. (e).

In Abb. [8:6]ist die Erstarrungsfront einer Simulation mit einer Gesamtgebietsgrofie von 2420 x
2420 x 1474 Voxel-Zellen am Ende der Simulation dargestellt. Die Simulation lief ca. 7 Stunden
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Tabelle 8.2.: Zusammenfassung der verwendeten Simulationsparameter des Datensatzes EXP,

der auch in

[38, [70] und [69] genutzt wird.

Parameter

Simulationswert

Physikalischer Wert

Numerische Parameter

dx 1.0 3.89-107"m
dt 3.2 3.2-1073s
Phase o B v lig
o — 1.68 1.18 1.26
B 1.68 — 0.29 0.58 . .
T y 118 029 — 106 basierend auf [311]
liq 1.26 0.58 1.06 —
€ 4.0 1.56 - 10~%m
Yapy 6.5 2.6 J/m?
Physikalische Parameter
Phase Al Ago Al AlbCu  lig
Al — 0.5 04 0.3
Y Agz Al 0.5 = 0.4 04 Skalierungsfaktor fiir physik. Wer-
AlyCu 04 04 — 0.4 9 . e
. 03 04 04— te: 0.2.J/m?*, basierend auf [253]
’q R ‘ 353355
2
D 5.0 7.5.10- 107"
s
Cliq 0.237, 0.622, 0.141 (Ag, Al, Cu) 0.237, 0.622, 0.141 Mol-%
(Ag, Al Cu)
Phasenfraktionen Q.355,_ 0.309, 0.334_ 0.334, 0.309, 0.355
_ 2 1 —2.95 . .
Ear€a Xal 1 ol I 1.561866 basierend auf [30, 31]
EAgoAl §agyars X Ago Al ? ; , :3;(1)3 , 1.427846 basierend auf [30, [31]
_ 2 1] [-1.395] . S
E Ao Cus § Aty cus X AlaCu R o700l 0.9176 basierend auf [30, 31]
—_ 2 1 —2.220 — . S
Eligs &1ig» Xiig 1 20 |—2.9s0!]° 3.8655 — 2.67  basierend auf [30, [31]
Prozessparameter
T an T, 1.0 773.6 K
v von VT 2.1-1073 Zellen pro Zeitschritt 0.25 um/s
vT 1074 200 K /mm
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(a) Schnittbild (b) Gesamtmikrostruktur in 3D

(c) Freigestellte AgsAl-Lamellen

e e —————

(d) Freigestellte Al,Cu-Lamellen

Abbildung 8.4.: Ergebnis einer Simulation des Datensatzes EXP mit einer Gesamtgebietsgrofie
von 800 x 800 x 4256 Voxel-Zellen. (a) zeigt ein Schnittbild parallel zur Erstar-
rungsfront am Ende der Simulation und (b) stellt die Gesamtmikrostruktur
und die freigestellten intermetallischen Phasen in 3D dar. Die in (b) hervorge-
hobenen Fasern sind in (c¢) und (d) freigestellt, um das Aufteilen, Uberwachsen
oder Zusammenwachsen der Fasern wihrend des Wachstums zu zeigen. Diese
Abbildung basiert auf einer Darstellung in [38].

mit 84700 CPUs auf dem Hermit-Cluster des Hochstleistungsrechenzentrums Stuttgart (HLRS).
Die Festphasen ordnen sich als Kettenstrukturen der beiden intermetallischen Phasen AgsAl
und AlyCu, eingebettet in eine Al-Matrix, an. Verglichen mit dem experimentellen Schliftbild
in Abb. bilden sich dhnliche Mikrostrukturmerkmale aus. Die sechs hervorgehobenen
Merkmale finden sich ebenfalls in der Simulation und sind in Abb. [B.6(a)-(f) dargestellt. Trotz
der guten visuellen Ubereinstimmung treten Unterschiede zwischen der Simulation und dem
Experiment auf. Die relative Anzahl der getrennten Ketten, die Phase am Ende der Ketten
und die Vielfalt in der Breite der Ketten senkrecht zur Kettenrichtung ist unterschiedlich.
Der Vergleich der Mikrostrukturen beziiglich der Gemeinsamkeiten und Unterschieden ist im
Detail in [38] ausgefiihrt.
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Abbildung 8.5.: Experimentelles Schliffbild parallel zur Erstarrungsfront von gerichtet er-
starrtem, terndren eutektischen Al-Ag-Cu mit Kettenstrukturen. Einige Mi-
krostrukturmerkmale sind hervorgehoben. Die Al-Phase ist in schwarz, AloCu
in grau und AgsAl in weifl dargestellt. Die Probe ist mit einer Geschwindigkeit
von 0.08 pm/s mit einem Gradienten von 2.2 K/mm erstarrt. Diese Abbildung
basiert auf einer Darstellung in [38].

100 um £ 257 Pixel

Abbildung 8.6.: Simulationsergebnis des Datensatzes EXP mit einer Basis-Gréfie von 2420 x
2420 Voxel-Zellen. Dargestellt ist die Erstarrungsfront am Ende der Simulation.
Einige Mikrostrukturmerkmale sind &hnlich wie in Abb. hervorgehoben.
Diese Abbildung basiert auf einer Darstellung in [38].
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8.2.2. Zusammenfassung und Schlussfolgerungen

Beim Vergleich der Ergebnisse der Datenséitze CAL und EXP zeigen sich deutliche Unter-
schiede in der entstehenden Mikrostruktur in Schnitten senkrecht zur Wachstumsrichtung.
Dies veranschaulicht den Einfluss der Léslichkeitsdnderungen durch die Festphasendiffusion.
Wiéhrend in EXP lange Kettenstrukturen entstehen, sind diese in CAL kiirzer und inselartig
in der umgebenden Al-Matrix verteilt. Es ergibt sich eine gute qualitative Ubereinstimmung
zwischen EXP und experimentellen Ergebnissen aus Schliffbildern bei Raumtemperatur. In
beiden Schnittbildern kénnen dhnliche Strukturen und Merkmale beobachtet werden. Ein
quantitativer Vergleich wird in Abschnitt durchgefiihrt. Obwohl in allen Simulationen die
Phasenfraktionen wihrend des Wachstums zu konstanten Werten konvergiert sind, haben sich
nur in den Simulationen des Parametersatzes EXP annéhernd stationdre Muster eingestellt.
Die Ausbildung stationdrer Mikrostrukturen wird im folgenden Abschnitt weiter untersucht.

8.3. Bestimmung der Stationaritat der Mikrostrukturentwicklung
und der statistischen Volumenelemente

Fiir die Bestimmung der Anzahl notwendiger Zeitschritte in den Simulationen zum Erreichen
einer ausgebildeten Mikrostruktur und der erforderlichen Basis-Grofle fiir das System Al-Ag-
Cu, werden Zweipunktkorrelationen und eine Hauptkomponentenanalyse, wie in Abschnitt
vorgestellt, verwendet. Die Ergebnisse dieses Abschnittes sind ebenfalls teilweise in [70]
publiziert. Der Vergleich wurde im Rahmen einer Kooperation mit dem Lehrstuhl von Prof.
Dr. Surya R. Kalidindi vom Georgia Institute of Technology, Atlanta, USA durchgefiihrt. Fir
die Analyse von Schnittbildern parallel zur Erstarrungsfront des Systems Al-Ag-Cu werden die
Autokorrelation der Phase Al und ihre Kreuzkorrelation mit AlsCu angewandt, um einen linear
unabhéngigen Satz von Zweipunktkorrelationen (ZPK) zu erhalten. Diese Korrelationen wurden
gewdhlt, da die Phase Al die héchste Varianz aufweist und die beiden Phasen Al und Al,Cu
die hochsten Phasenanteile haben. Fiir die Untersuchung werden Zweipunktkorrelationen iiber
die Zeit in Simulationen mit verschiedenen Basis-Gréflen von 100 x 100 bis zu 1200 x 1200
Voxel-Zellen beobachtet. Die Gréfle pro Voxel in den Simulationen bleibt dabei konstant und
dementsprechend wird die physikalische Gebietsgrofie erhoht.

8.3.1. Datensatz CAL

Fiir einen quantitativen Vergleich der Ergebnisse verschiedener Basis-Grofien sind Schnittbil-
der des Systems CAL senkrecht zur Erstarrungsrichtung in der Nédhe der jeweiligen Wachs-
tumsfront zu unterschiedlichen Zeitpunkten zusammen mit den korrespondierenden Al-Al-
Autokorrelationen in Abb. gezeigt. Zur Vereinfachung der Darstellung sind alle Schnittbilder
auf die gleiche Grofle skaliert, aber die Bilder entsprechen verschiedenen rdumlichen Auflo-
sungen, wegen der unterschiedlichen Anzahl an Zellen in der Basis-Groéfle. Die ZPK haben
aufgrund des Zuschneidens der Abstandsvektoren auf maximal 50 Zellen in jede der beiden
Raumdimensionen die gleiche rdumliche Auflésung.

Die Mikrostrukturen in der Simulation mit 100 x 100 Voxel-Zellen unterscheiden sich in der
Form der Fasern verglichen mit den anderen Basis-Groflen, da sich dort eine durchgéangige
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Kettenstruktur ausbildet. In der Simulation mit 200 x 200 Zellen Basis-Grofie entwickeln sich
zunédchst verschiedene Tatzenstrukturen, die aus einzelnen AgsAl-Fasern um eine AlsCu-Faser
bestehen und in die Al-Matrix eingebettet sind. Im Laufe der Simulation bildet sich eine
Kombination von Tatzen- und Kettenstrukturen aus. Diese treten auch in den Berechnungen
mit 400 x 400 und 800 x 800 Zellen Basis-Grofle auf.

Die in Abb. gezeigten Zweipunktkorrelationen spiegeln ebenfalls den Einfluss der Basis-
Grofle auf die Simulationsergebnisse wider. Bei der Analyse der Mikrostrukturen und ihrer
korrespondierenden Zweipunktkorrelationen zeigt sich, dass die Langenskalen der Muster in den
Mikrostrukturen mit den zugeschnittenen ZPK korrekt abgebildet werden, da die Werte zum
Rand der ZPK hin abfallen. Andere haufig genutzte Messmethoden fiir die Quantifizierung von
Mikrostrukturen, wie die relative Grenzlinienldnge sowie die durchschnittliche Form und Groéfie
der Fasern lassen sich aus den ZPK zuriickrechnen [333], 334, [336), 339]. In den Simulationen
mit groBeren Basis-Groflen bildet sich eine isotropere Verteilung der Mikrostrukturen. Dies ist
einerseits optisch in den Schnittbildern erkennbar, andererseits kann diese Beobachtung mit der
Winkelabhéngigkeit der Zweipunktkorrelationen quantifiziert werden. Die periodischen Randbe-
dingungen in den Simulationen werden in den Zweipunktkorrelationen korrekt abgebildet. Dies
zeigt sich z. B. fiir die Simulation mit einer Basis-Gréfle von 100 x 100 Voxel-Zellen. Obwohl
die Mikrostruktur bei den Zeitschritten von 500 000 bis 2 000 000 unterschiedlich aussehen, sind
sie mafigeblich im periodischen Gebiet verschoben, was in dhnlichen Zweipunktkorrelationen
resultiert. Die ZPK liefern eine Moglichkeit, quantitative Aussagen dariiber zu treffen, ob
sich bereits ein stabiles Wachstum der Mikrostruktur eingestellt hat, da eine Messung der
Unterschiede zwischen den Zweipunktkorrelationen moglich ist.

Um statistische Aussagen zu treffen, ist die Basis-Gréfle in den Simulationen ausreichend grofi,
wenn die Zweipunktkorrelationen, bei einer weiteren Vergroflerung der Basis-Grofle, keine
signifikanten Anderungen mehr aufweisen [70]. Fiir den Datensatz CAL wird die Unabhéingigkeit
von der initialen Mikrostruktur und den Randbedingungen ab einer Basis-Groéfie von ungefahr
800 x 800 Voxel-Zellen erreicht.

Zur weiteren Untersuchung des Einflusses der Basis-Grofie und der notwendigen Anzahl an
Zeitschritten in den Simulationen fiir das Erreichen einer ausgebildeten Mikrostruktur, wird
eine Hauptkomponentenanalyse basierend auf den Zweipunktkorrelationen durchgefiihrt. Diese
Analyse erlaubt es, die Anzahl der betrachteten Statistikwerte deutlich zu reduzieren und
somit einen Vergleich verschiedener Mikrostrukturen zu vereinfachen.

In Abb. B.8 sind die ersten drei PC-Werte der Simulationen iiber der Wachstumshohe auf-
getragen. Jede der Linien zeigt jeweils die Entwicklung der Mikrostruktur einer Simulation
iiber der Wachstumshohe und die Farben der Kurven korrespondieren mit den Schnittbildern
in Abb. Die Kurven oszillieren zu Beginn der Simulationen. Diese Oszillationen klingen
mit der Zeit ab, wihrend sich aus der initialen Mikrostruktur die finale ausbildet. Dabei sind
fiir groBere Basis-Groflen diese Oszillationen weniger stark ausgepragt. Fiir die Basis-Grofien
400 x 400 und 800 x 800 Voxel-Zellen konvergieren die ersten drei PC-Werte zum selben
Punkt im PC-Raum. Der PC3-Wert fiir die 400 x 400 Simulationen konvergiert dabei spéter
als der fiir 800 x 800. Obwohl auch die PC-Werte der Simulation mit einer Basis-Gréfle von
100 x 100 Voxel-Zellen konvergieren, unterscheidet sich der konvergierte Wert von dem fiir
groflere Basis-Groflen.
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Abbildung 8.7.: Ergebnisse des Datensatzes CAL mit verschiedenen Basis-Gréflen (100 x
100, 200 x 200, 400 x 400 und 800 x 800) iiber der Wachstumshohe. Die
Schnittbilder senkrecht zur Wachstumsrichtung zeigen die Mikrostruktur nach
jeweils 500000 Zeitschritten in der Nahe der Erstarrungsfront. Weiterhin sind
die korrespondierenden Al-Al-Autokorrelationen, zugeschnitten mit Vektoren
von 50 Zellen in die - und y-Richtung, dargestellt. Diese Abbildung basiert
auf einer Darstellung in [70].
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Abbildung 8.8.: Diagramm der ersten drei PC-Werte des Datensatzes CAL iiber der Wachs-
tumshohe fiir die Basis-Groéfien 100 x 100, 200 x 200, 400 x 400 und 800 x 800.
Diese Abbildung basiert auf einem Diagramm in [70].

Ahnlich wie die Zweipunktkorrelationen zeigen die Ergebnisse, dass fiir den Datensatz CAL
eine Basis-Grofie von 800 x 800 Voxel-Zellen notwendig ist, um eine Unabhéngigkeit von den
Randbedingungen und der initialen Mikrostruktur zu erreichen. Weiterhin sind die Verldufe der
ersten drei PC-Werte in Abb. ab einer Wachstumshoéhe von ca. 2000 Zellen konvergiert, was
ungefidhr 1000000 Zeitschritten entspricht. Dies impliziert, dass sich ab dieser Wachstumshohe
keine statistischen Anderungen der Mikrostruktur fiir den Datensatz CAL mehr ergeben und
die Mikrostruktur somit ausgebildet ist.

8.3.2. Datensatz EXP

Im Folgenden werden fiir den Datensatz EXP die Anzahl der notwendigen Zeitschritte in
den Simulationen zum Erreichen einer ausgebildeten Mikrostruktur und die dazu notwendige
Gebietsgrofie mit Zweipunktkorrelationen und einer Hauptkomponentenanalyse bestimmt.
Dazu wird das gleiche Vorgehen wie fiir CAL genutzt.

In Abb. 8.9 sind Schnittbilder parallel zur Erstarrungsfront von EXP mit Basis-Groen von
100 x 100 bis 1200 x 1200 Voxel-Zellen sowie ihre Al-Al-Autokorrelation fiir verschiedene
Zeitschritte zu sehen. Aufgrund der kleinen Gebietsgréfien bildet sich bei 100 x 100 zwar eine
weitestgehend isotrope ZPK aus, deren Werte variieren allerdings, aufgrund einer Oszillation
in den Phasenanteilen iiber die Zeit. Fiir 200 x 200 und 400 x 400 haben die sich ausbildenden
Kettenstrukturen iiberwiegend eine Ausrichtung, was sich auch in den ZPK fiir die verschie-
denen Zeitschritte widerspiegelt. Fiir Basis-Gréflen von 800 x 800 und 1200 x 1200 ist die
Ausrichtung in den ZPK weniger stark ausgepragt. Dies resultiert daraus, dass die Ketten
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in den Schnittbildern zunehmend zuféllig ausgerichtet sind und dementsprechend zu einer
grofleren Isotropie der Gesamtmikrostruktur fiihren.

In Abb. ist die Projektion der in Abb. vorgestellten Simulationen des Datensatzes
EXP in den Raum der ersten drei PC-Werte dargestellt. Die Phasenbreiten bzw. Phasenanteile
in der Simulation mit der Basis-Grofle 100 x 100 Voxel-Zellen, bei der sich eine aus Vier-
und Achtecken bestehende Mikrostruktur ausbildet, oszillieren um die vom Phasendiagramm
vorhergesagten Werte, was auch in den PC1-Werten iiber der Wachstumshéhe reflektiert wird.
Die Amplitude der Oszillation ist in den PC2- und PC3-Werten weniger stark ausgeprégt, tritt
dort aber ebenfalls auf. Ab einer Basis-Grofle von 200 x 200 entwickeln sich Kettenstrukturen,
bestehend aus AloCu- und AgoAl-Fasern. Da diese Ketten sich iiber gréflere Bereiche als
in CAL ausbreiten und stirker vernetzt sind, ist die Evolution der Mikrostruktur weniger
stark ausgepragt und ein stabiles Wachstum stellt sich friither ein. Ab einer Basis-Groéfie von
400 x 400 ist die Mikrostruktur nach ca. 1500 Zellen Wachstum ausgebildet, was ungefihr
700000 Zeitschritten entspricht. Dieses Verhalten tritt ebenfalls fiir 800 x 800 und 1200 x 1200
auf. Abgesehen von den Simulationen mit den Basis-Gréflen 100 x 100 und 200 x 200 Voxel-
Zellen konvergieren die PC1- und PC2-Werte aller Simulationen gegen dhnliche Werte. Fiir die
200 x 200 und 400 x 400 Simulationen weichen die konvergierten Werte fiir PC3 von denen der
anderen Simulationen ab. Daraus folgend ist fiir den Datensatz EXP eine Unabhéingigkeit von
der initialen Mikrostruktur und den Randbedingungen erst ab einer Basis-Grofie von ungefahr
800 x 800 Voxel-Zellen erreicht.

Bestimmung statistischer Volumenelemente

Nach der Bestimmung der notwendigen Basis-Grofle zur Reduktion des Einflusses der initialen
Mikrostruktur und der Randbedingungen wird im néchsten Schritt die notwendige Gebietsgrofie
fiir statistische Volumenelemente (SVE) bestimmt. Ein Gebiet, welches eine ausreichende
Anzahl an Mikrostrukturelementen enthélt und grofy genug ist, um im Mittel die Eigenschaften
des makroskopischen Bauteils abzubilden, wird als repriasentatives Volumenelement (RVE)
bezeichnet [356]. Dafiir sind im Allgemeinen grofie Gebiete notwendig, die fiir Simulationen
hohe Rechenkosten verursachen. Anstelle von RVEs kénnen auch SVEs verwendet werden
[339, B57H361]. Diese sind im Allgemeinen kleiner als RVEs und deren Eigenschaften werden
gemittelt um eine Reprisentanz zu erreichen.

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass sich mit der Hauptkomponentenanalyse basierend
auf ZPK von Phasenfeldsimulationen aus mehreren kleinen Gebieten, statistisch gesehen, die
gleichen Informationen wie aus einem grofleren RVE gewinnen lassen. Dazu werden ZPK
mehrerer kleinerer Gebiete mit unterschiedlichen Basis-Groflen und unterschiedlicher initialer
Mikrostruktur gemittelt. Die initialen Mikrostrukturen unterscheiden sich, da sie aus zufallig
gesetzten Voronoi-Verteilungen entstanden sind. Die erste Serie besteht aus neun Simulationen
des Datensatzes EXP mit einer Basis-Grofie von 400 x 400 Voxel-Zellen, die zweite Serie aus
vier 800 x 800 Simulationen und die letzte Serie aus zwei 1200 x 1200 Mikrostrukturen. Da die
Simulationen mit den Basis-Gréflen 100 x 100 und 200 x 200 Voxel-Zellen einen starken Einfluss
der Randbedingungen aufwiesen und teilweise im PC-Raum nicht konvergieren, werden sie fiir
diese Analyse vernachlissigt. Diese Analyse wurde aufgrund der Rechenkosten nur fiir den
Datensatz EXP durchgefiihrt, wéire aber genauso fiir den Datensatz CAL moglich.
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Abbildung 8.9.: Schnittbilder des Datensatzes EXP senkrecht zur Wachstumsrichtung in der
Néhe der Erstarrungsfront fiir verschiedene Zeitschritte mit einer Basis-Grofie
von 100 x 100 bis 1200 x 1200 Zellen. Weiterhin sind die korrespondierenden
Al-Al-Autokorrelationen, zugeschnitten mit Vektoren von 50 Zellen in die -
und y-Richtung, dargestellt.
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Abbildung 8.10.: Die ersten drei PC-Werte des Datensatzes EXP iiber der Wachstumshohe fiir
die Basis-Groflien 100 x 100, 200 x 200, 400 x 400, 800 x 800 und 1200 x 1200
Voxel-Zellen. Diese Abbildung basiert auf einem Diagramm in [70].

Die Ergebnisse dieser drei Simulationsserien sind in Abb. zusammengefasst. Obwohl die
einzelnen Simulationen in der Serie mit kleinerer Basis-Grofle innerhalb der Serie eine hohe
Varianz aufweisen, sind die Mittelwerte der ZPK aller drei Serien dhnlich. Das heifit, es knnen,
statistisch gesehen, aus vielen kleinen Phasenfeldsimulationen die gleichen Informationen
wie mit wenigen groflen Simulationen erhalten werden, sobald eine minimale Basis-Grofie
iiberschritten ist. Dies erlaubt es den Rechenaufwand zu verringern. Alle Simulationen in
Abb. wurden auf dem SuperMUC-Cluster in Miinchen mit einer konstanten Anzahl von
Zellen pro CPU durchgefiihrt.

Die bendétigte Simulationszeit und der notwendige RAM erhoéht sich von 6.87 Stunden mit
3600 CPUs und 12.02 GB RAM fiir 400 x 400 Zellen Basis-Grofie auf 10.20 Stunden mit 14 400
CPUs und 48.07 GB fiir 800 x 800 bis auf 20.14 Stunden mit 32400 CPUs und 108.15 GB RAM
flir 1200 x 1200, wenn Netzwerkkommunikation zwischen den einzelnen Haswell-Recheninseln
auftritt. Die daraus resultierende Anzahl der benétigten Rechenstunden (CPUhb) ist iiber
der Kantenldnge der Basis-Grofie in Abb. mit orangen Punkten aufgetragen. Zusétzlich
ist der ideale Skalierungsverlauf, bezogen auf die Simulation mit der Basis-Gréfie 100 x 100
Voxel-Zellen in blau dargestellt. Aus dem Diagramm wird deutlich, dass eine Simulation mit
einer Basis-Groflie von 1200 x 1200 Zellen den gleichen Rechenaufwand wie 26 Simulationen
mit einer Basis-Grofie von 400 x 400 Zellen bendotigt.

Allerdings ist eine minimale Basis-Gréfle notwendig, da die Mittelwerte von Serien unterhalb
dieser Gebietsgrofie nicht zu den Mittelwerten der Serien grofierer Basis-Grofien konvergieren,
selbst wenn eine sehr grofle Zahl an Mikrostrukturen betrachtet wird. Daher ist fiir die
Berechnung eines RVEs aus SVE eine minimale Gebietsgrofie von 400 x 400 Zellen parallel zur
Erstarrungsfront notwendig.
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Abbildung 8.11.: Al-Al-Autokorrelationen des Datensatzes EXP mit Basis-Grofien von 400 x
400, 800 x 800 und 1200 x 1200 Zellen senkrecht zur Wachstumsrichtung an
der Erstarrungsfront und die Mittelwerte der drei Serien. Alle ZPK haben
die gleiche Auflésung und die Skala an den Achsen ist nur fiir den Mittelwert
von 400 x 400 gezeigt. Diese Abbildung basiert auf einer Darstellung in [70].
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Basis-Grofle fiir die in Abb. dargestellten Simulationen. Zusétzlich ist der
ideale Skalierungsverlauf, bezogen auf die Simulation mit der Basis-Grofie

100 x 100 Voxel-Zellen, dargestellt.
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Die Ergebnisse zur Bestimmung von SVEs konnen, wie in Abb. dargestellt, ebenfalls
durch die Hauptkomponentenanalyse erreicht werden. Die Mittlung mehrerer kleiner Simulati-
onsergebnisse konvergiert zu den gleichen PC-Werten wie das Ergebnis weniger, aber groflerer
Simulationen. Um die Varianz zwischen den Simulationen innerhalb einer Serie, sowie den
Unterschied zwischen den Mittelwerten der Serien zu quantifizieren, sind die Mittelwerte
und die Standardabweichungen der ersten drei PC-Werte in Tabelle zusammengefasst.
Mit steigender Basis-Grofie nimmt die Varianz innerhalb der Serien ab und die Mittelwerte
konvergieren zum selben Punkt im PC-Raum, was in Ubereinstimmung mit Abb. ist.

Tabelle 8.3.: Die Mittelwerte und die Standardabweichungen der ersten drei PC-Werte fiir die
Serien des Datensatzes EXP in der Nahe der Erstarrungsfront.
PC1 PC2 PC3
Mittel- | Standard- | Mittel- | Standard- | Mittel- | Standard-
wert | abweichung | wert | abweichung | wert | abweichung

Basis-Grofle

400 x 400 -3.56 0.28 -0.10 2.00 -0.6 3.03
800 x 800 -3.63 0.18 0.35 0.92 -0.31 0.23
1200 x 1200 | -3.57 0.08 0.03 0.17 -0.29 0.02

8.3.3. Zusammenfassung und Schlussfolgerungen

In diesem Abschnitt wurde die Anzahl der notwendigen Zeitschritte zum Erreichen stationédren
Wachstums und einer ausgebildeten Mikrostruktur fiir die Datensdtze CAL und EXP mit
einer Hauptkomponentenanalyse, basierend auf Zweipunktkorrelationen, quantitativ bestimmt.
Weiterhin wurde auch die benétigte Basis-Grofie fiir von Randbedingungen unbeeinflusste
Simulationen fiir das System Al-Ag-Cu quantitativ ermittelt. Fiir beide Datensétze ist eine
minimale Basis-Gréfle von 800 x 800 Voxel-Zellen notwendig. Diese Resultate zeigen die
Notwendigkeit von grofiskaligen Simulationen der Erstarrung ternirer Eutektika, um statistisch
aussagekriftige Ergebnisse zu erhalten. Die Erkenntnisse sind in Ubereinstimmung mit den
Simulationsresultaten des idealen terniren eutektischen Systems in Kapitel [f] Weiterhin konnte
gezeigt werden, dass sich durch die Mittelung der ZPK aus mehreren kleinen SVEs die gleichen
statistischen Erkenntnisse wie aus wenigen grofien bestimmen lassen.

Die gewonnen Erkenntnisse, sowohl iiber die bendtigte Gebietsgrofle, als auch iiber die notwen-
dige Anzahl an Zeitschritten, werden in den kommenden Abschnitten fiir einen quantitativen
Vergleich mit Experimenten, sowie fiir eine systematische Parametervariation genutzt.

8.4. Quantitativer Vergleich zwischen Simulation und Experiment

Nachdem in Abschnitt eine gute visuelle Ubereinstimmung zwischen experimentellen
Schliffbildern und den Ergebnissen des Datensatzes EXP gezeigt wurde, wird im Folgenden
ein quantitativer Vergleich zwischen experimentellen Schliffbildern von gerichtet erstarrtem
ternar eutektischen Al-Ag-Cu und von Simulationsergebnissen der Systeme CAL und EXP
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Abbildung 8.13.: Projektionen von Schnittbildern senkrecht zur Wachstumsrichtung in der
Néhe der Erstarrungsfront nach 2000 000 Zeitschritten in die PC1-PC2- und
die PC1-PC3-Ebenen fiir verschiedene Basis-Groflen. Die Abbildungen rechts
vergroffern die in der Mitte gelegene Region. Diese Abbildung basiert auf
einer Darstellung in [70].

durchgefithrt. Dazu wird zunéchst eine Hauptkomponentenanalyse basierend auf Zweipunktkor-
relationen auf experimentelle Schliffbilder und auf Simulationen angewandt. Daran anschlielend
werden Simulationen und Experimente mit Néchste-Nachbarn-Statistiken verglichen.

8.4.1. Hauptkomponentenanalyse

Die experimentellen Schliffbilder, die fiir den Vergleich in diesem Abschnitt verwendet werden,
stammen von Dr. A. Dennstedt vom Deutschen Zentrum fiir Luft- und Raumfahrt (DLR) in
Kéln und sind teilweise in [16, [I7] publiziert. Die Ergebnisse des folgenden Abschnittes sind
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teilweise ebenfalls in [70] veroffentlicht. Der Vergleich wurde im Rahmen einer Kooperation
mit dem Lehrstuhl von Prof. Dr. Surya R. Kalidindi vom Georgia Institute of Technology,
Atlanta, USA durchgefithrt. Zur Analyse wird der in Abschnitt beschriebene Algorithmus
sowohl auf Schnittbilder von Simulationen senkrecht zur Erstarrungsrichtung als auch auf
experimentelle Schliffbilder mit verschiedenen Wachstumsgeschwindigkeiten angewandt. Die
resultierenden Projektionen der Schnittbilder in den Raum, der durch die ersten drei PC-Werte
aufgespannt wird, sind in Abb. abgebildet. Dabei sind die Simulationen der Datensétze
EXP durch blaue Punkte und die von CAL durch orange Punkte markiert und die Experimente
sind mit griinen Punkten dargestellt. Zusétzlich sind unter dem 3D-Plot die Projektionen in
die PC1-PC2- und die PC1-PC3-Ebene, ein experimentelles Schliffbild (1) sowie ausgewihlte
Schnittbilder nach 2 Millionen Zeitschritten von EXP (2) und CAL (3), die ebenfalls im PC-
Raum markiert sind, abgebildet. Die Streuung in den experimentellen Schliffbildern wird durch
die Vielzahl der auftretenden Mustern in gerichtet erstarrtem ternér eutektischem Al-Ag-Cu
bei unterschiedlichen Prozessbedingungen verursacht.

Fiir die Simulationen des Datensatzes CAL, der die Musteranordnung oberhalb der Loslichkeits-
dnderung beschreibt, findet sich keine Ubereinstimmung mit den Experimenten in Abb.
Diese Abweichungen resultieren aus den Unterschieden in den Phasenfraktionen und den
auftretenden Mustern. Im Allgemeinen korreliert der PC1-Wert mit den Phasenfraktionen und
dementsprechend ist der Unterschied vor allem im PC1-Wert ausgeprégt. Die PC-Werte fiir
den Datensatz EXP, welcher die Musteranordnung nach Ablauf der Loslichkeitsdnderungen be-
schreibt, zeigen in Abb. eine gute Ubereinstimmung mit den experimentellen Schliffbildern.
Um diese Beobachtung zu quantifizieren, sind die Mittelwerte und die Standardabweichungen
der ersten drei PC-Werte in Tabelle fiir die Experimente, EXP und CAL zusammengefasst.
Wie auch visuell beobachtet, zeigt sich eine gute Ubereinstimmung zwischen den Ergebnissen
des Datensatzes EXP und den experimentellen Schliffbildern.

Tabelle 8.4.: Die Mittelwerte und die Standardabweichungen der ersten drei PC-Werte fiir die
Experimente, EXP und CAL.
PC1 PC2 PC3
Mittel- | Standard- | Mittel- | Standard- | Mittel- | Standard-

wert | abweichung | wert | abweichung | wert | abweichung

Basis-Grofle

Experimente | -0.46 6.87 0.59 1.53 -0.46 1.52
EXP -3.86 1.05 -0.68 1.75 0.74 2.07
CAL 19.92 0.13 -1.66 5.04 0.46 1.24

8.4.2. Nachste-Nachbarn-Statistiken

Im néchsten Schritt werden die Simulationen und Experimente mit Néchste-Nachbarn-
Statistiken quantitativ verglichen. Diese Art von Vergleich ist ebenfalls in [38] publiziert.
Es wird beispielhaft das Schliffbild in Abb. mit Simulationsergebnissen des Datensatzes
CAL, abgebildet in Abb. und des Datensatzes EXP aus Abb. [8.4 und [8.6] verglichen. In
Abb. sind die Néchste-Nachbarn-Statistiken von AloCu um AgyAl dargestellt und in (b)
die Statistiken von AgoAl um AlyCu. Im Experiment haben sich Kettenstrukturen ausgebildet,
was durch die iiberwiegende Anzahl von zwei Nachbarn sowohl von AloCu um AgsAl als auch
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Abbildung 8.14.: Projektionen von Schnittbildern senkrecht zur Wachstumsrichtung in den
Raum der ersten drei PC-Werte fiir die beiden Simulationsdatensétze CAL
und EXP und fiir experimentelle Schliffbilder des Systems Al-Ag-Cu mit
verschiedenen Wachstumsgeschwindigkeiten. Die experimentellen Schliffbil-
der sind teilweise in [16, [I7] publiziert. Zusétzlich sind unterhalb der 3D-
Darstellung Projektionen in die PC1-PC2- und die PC1-PC3-Ebene darge-
stellt. Beispiele fiir experimentelle Schliffbilder (1) und Simulationsergebnisse
der beiden Datensatze EXP (2) und CAL (3) sind in den Diagrammen markiert
und darunter abgebildet.
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Abbildung 8.15.: Nichste-Nachbarn-Statistiken der Datensétze CAL, EXP sowie von einem
experimentellen Schliffbild fiir die Phasen AlsCu und AgoAl umeinander.

andersherum reflektiert wird. Da sich in den Simulationen mit dem Datensatz EXP ebenfalls
Ketten ausgebildet haben, zeigen sich dhnliche Tendenzen in der Anzahl der ndchsten Nachbarn
mit einem Maximum bei zwei Nachbarn. Aufgrund der besser ausgerichteten Ketten zeigt
sich fiir das kleinere Gebiet von 800 x 800 Zellen Basis-Gréfle eine groBere Ubereinstimmung
zwischen Simulation und Experiment als fiir die Basis-Grofie von 2420 x 2420 Voxel-Zellen. Der
Anteil von 35 % AlyCu-Fasern um AgyAl mit einem Nachbarn spiegelt die Kettenenden und
die einzelnen Fasern in den ebenfalls auftretenden Tatzenstrukturen wider. Fiir den Datensatz
CAL haben sich hauptsédchlich kurze, inselartige Strukturen von AloCu um AgsAl, eingebettet
in die Al-Matrix, entwickelt. Dies wird reflektiert in der hohen Anzahl an einer AlyCu-Faser
um AgsAl, was einen Unterschied zum experimentellen Schliffbild darstellt. Fiir Ags Al um
AlyCu zeigen sich dhnliche Tendenzen in der Simulation und dem Experiment, allerdings ist

der Hochpunkt in Abb. [8.15(b)| weniger stark ausgepragt.

8.4.3. Zusammenfassung und Schlussfolgerungen

In diesem Abschnitt wurden Simulationen der beiden Parametersitze CAL und EXP mit expe-
rimentellen Schliffbildern quantitativ verglichen. Dazu wurden eine Hauptkomponentenanalyse
basierend auf Zweipunktkorrelationen und Néchste-Nachbarn-Statistiken verwendet. Durch die
Analyse von Experimenten und Simulationen mit den gleichen Analysewerkzeugen liefern die
Ergebnisse einen Beitrag im Bereich der integrierten, computergestiitzten Materialentwicklung
(engl. integrated computational materials engineering (ICME) [4]).

Es zeigt sich eine gute quantitative Ubereinstimmung zwischen dem Datensatz EXP, der die
Mikrostrukturentwicklung nach der Loslichkeitsénderung abbildet, und den Experimenten. Fiir
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den Datensatz CAL, der die Mikrostrukturentwicklung direkt nach der Erstarrung abbildet,
gibt es keine derartig gute Ubereinstimmung zum Experiment. Dies deutet darauf hin, dass die
Loslichkeitsénderung wihrend der Erstarrung einen grofien Einfluss auf die sich entwickelnde
Mikrostruktur hat. Da diese simulativ nur mit sehr hohem Rechenaufwand abzubilden ist,
wird im Folgenden nur der Datensatz EXP weiter betrachtet.

8.5. Untersuchung der Unterkiihlungen

Im terndren eutektischen System Al-Ag-Cu werden unterschiedliche Muster der drei Festphasen
in der erstarrten Mikrostruktur beobachtet. Dennstedt et al. [2I] haben in experimentellen
Schliffbildern sechs unterschiedliche Muster fiir dieses System klassifiziert. Einige dieser Muster,

die in Experimenten (Abb. und grofiskaligen Phasenfeldsimulationen (Abb. gefunden
werden, sind Kettenstrukturen und sogenannte Tatzenstrukturen.

Bei Kettenstrukturen ist die periodische Lange quer zur Kettenrichtung als A; definiert und
die periodische Linge in Kettenrichtung als A9 in Ubereinstimmung mit [253), [305]. Dies ist
beispielhaft in Abb. veranschaulicht.

Zwei Beispiele fiir Tatzenstrukturen sind in Abb. und (c) dargestellt. In den Simulatio-
nen bilden sich die Tatzenstrukturen als einzelne AggAl-Fasern an den Grenzflichen zwischen
Al- und AlpCu-Lamellen. Dieses Muster kann mit nebeneinander (b) oder versetzt (c) liegenden
AgsAl-Fasern auftreten. Bei Tatzenstrukturen ist die periodische Lange in Lamellenrichtung
definiert als Ag und die Richtung quer dazu als A;.

Um den Entstehungsprozess der auftretenden Muster in Abhéngigkeit von der Unterkiihlung
zu untersuchen, wurden die drei Muster mit unterschiedlichen periodischen Abstdnden A; und
A2 simuliert und ihre Unterkiihlung gemessen. Zundchst werden die durchschnittlichen Front-
unterkiihlungen fiir Kettenstrukturen mit analytischen Ansitzen (HU1999 und HUgieiches AT),
wie in Abschnitt beschrieben, verglichen. Fiir Tatzenstrukturen sind derartige Ansétze
in der Literatur nicht publiziert. Anschliefend werden die resultierenden Unterkiihlungen
mit einem Ergebnis aus einer grofiskaligen Simulation mit einer Gesamtgebietsgrofle von
4116 x 4088 x 4325 Voxel-Zellen verglichen. Ahnlich wie fiir die Ergebnisse in Abschnitt
wird zur Untersuchung der Unterkiihlungen in den kleinskaligen Simulationen eine initiale
Quaderstruktur verwendet. Unter Ausnutzung der periodischen Randbedingungen werden die
periodischen Léangen nur als ein Vielfaches von A; und Ag in der Basis-Ebene simuliert. Fiir die
Simulationen im folgenden Abschnitt wird ein entdimensionalisierter Temperaturgradient von
8-107* K/(Tout[K] - Zelle) verwendet. Dieser relativ steile Temperaturgradient wurde gewéhlt,
da er eine schnelle Konvergenz der Unterkiihlung erméglicht und damit eine Verringerung des
notwendigen Rechenaufwandes.

8.5.1. Jackson-Hunt-Analyse in 3D und Vergleich mit analytischen Ansatzen

Fiir die Untersuchung des Einflusses verschiedener lamellarer Absténde in den auftretenden
3D-Mustern wurden umfangreiche Phasenfeldsimulationsstudien mit dem Datensatz EXP
durchgefiihrt. Fiir die Kettenstruktur wurden insgesamt 242 dreidimensionale Simulationen
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(a) Kettenstruktur (b) Tatzenstruktur nebeneinander (c) Tatzenstruktur versetzt

Abbildung 8.16.: Phasenanordnungen der simulierten Mikrostrukturen des Datensatzes EXP
zur Untersuchung der Unterkithlung im System Al-Ag-Cu. In (a) ist eine
Kettenstruktur, in (b) eine Tatzenstruktur mit nebeneinander liegenden
AgsAl-Fasern und in (c) eine Tatzenstruktur mit versetzt liegenden AgsAl-
Fasern dargestellt. Zusétzlich sind die periodischen Langen A; und A5 fiir die
verschiedenen Muster eingezeichnet.

auf jeweils 200 CPUs mit 1.5 Millionen Zeitschritten fiir bis zu 190 Minuten auf dem HazelHen-
Cluster des Hochstleistungsrechenzentrums Stuttgart simuliert. Die lamellaren Abstdnde
wurden von A; = 50 bis 160 und von Ay = 35 bis 85 in Schritten von je 5 Zellen variiert.

Die Unterkiihlungen der Simulationen mit Kettenmuster sind in Abb. als rote Punkte iiber
den beiden lamellaren Abstdnden aufgetragen. Als griine Hyperebene sind die Ergebnisse mit
der Analytik HU1999 [253] [305] dargestellt und in blau die Ergebnisse von HUgjeiches AT aUS
Abschnitt und [327]. Fiir die Unterkiithlungen aus Simulationen und aus beiden Analytiken
zeigt sich ein Jackson-Hunt-Verhalten mit einem globalen Minimum bei A 7. Das Minimum in
den Simulationen liegt bei A; = 100 Zellen und bei Ay = 45 Zellen. Fiir HU1999 unterscheiden
sich die Ayg um ca. 28 Zellen in euklidischer Metrik und ihre Unterkiihlungen um ungefahr
27 %, bezogen auf den analytischen Wert. Der Unterschied in den Ay fiir HUgjeiches a7 liegt bei
naherungsweise 14 Zellen und ihre Unterkiihlungen unterscheiden sich um ca. 17 %, bezogen
auf den analytischen Wert. Die Ergebnisse der Simulationen liegen zwischen den beiden
analytischen Ansétzen.

Die Abweichungen zwischen Simulation und Analytik sind gréfer als die fiir das ideale System
in Abschnitt Dies kann, wie auch in [I52), [304] diskutiert, mit den Annahmen in den
analytischen Berechnungen erklért werden. Durch die unsymmetrisch modellierten Gibbs-
Energien auf dem Konzentrationssimplex in dem Realsystem ist die Annahme von HU1999,
dass die Konzentrationen in den Festphasen denen am eutektischen Punkt entsprechen,
verletzt. Weiterhin &ndern sich durch die ungleichen Grenzflichenenergien die Kriitmmungen
der Erstarrungsfront, wodurch sich die durchschnittlichen Frontunterkiihlungen der drei
Festphasen voneinander unterscheiden. In HUgjgiches AT Wird allerdings die Annahme gleicher
durchschnittlicher Frontunterkiihlungen in den Festphasen zum Erreichen eines eindeutig
losbaren Satzes linear unabhangiger Gleichungen verwendet.



8.5. Untersuchung der Unterkiihlungen 129

i
i
“
\

(e Simulation ~ mAnalytik HUgleiches AT~ Analytik HU1999)

Abbildung 8.17.: Durchschnittliche Frontunterkiihlungen wihrend der gerichteten Erstarrung
des Datensatzes EXP in einer Kettenstruktur iiber den beiden lamellaren
Abstédnden. Die Ergebnisse der Phasenfeldsimulationen sind mit roten Punk-
ten dargestellt und die analytischen Werte von HUgjeiches A7 und HU1999 als
blaue und griine Hyperebenen.

Bei der Berechnung der kriimmungsbedingten Unterkithlung ATk immung in den analytischen
Ansétzen werden die Kriimmungen in die beiden Richtungen der Basis-Ebene als unabhéngig
voneinander angenommen und anschlieBend werden die Hauptkriimmungen mit einem arith-
metischen Ansatz gemittelt. Dadurch kann es insbesondere in Tripel- und Quadruppelpunkten
zu Abweichungen von der sich einstellenden Kriimmung kommen. Die Festphasen in den
Ebenen parallel zur Erstarrungsfront sind als Rechtecke modelliert. Die realen Gleichgewichts-
formen aufgrund ungleicher Grenzflichenenergien werden dabei weder in der Berechnung
der Konzentrationsfelder, noch in der Berechnung der Kriimmungsterme in den Analytiken
betrachtet. Weiterhin wird in den analytischen Anséitzen stationdres Wachstum vorausgesetzt.
Oszillierende Phasenbreiten, wie sie bei Abweichungen von Ajg auftreten kénnen, werden
daher nicht abgebildet.

Trotz der verwendeten Annahmen liegen die Unterkiihlungen der Simulationen zwischen
den beiden analytischen Ansédtzen und die Form der Flédchen ist bei beiden Analytiken
und den Simulationen dhnlich. Dies deutet darauf hin, dass auch fir ein reales System das
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verwendete Phasenfeldmodell den Zusammenhang zwischen den lamellaren Abstdnden, der
durchschnittlichen Frontunterkiihlung und der Wachstumsgeschwindigkeit gut abbildet.

8.5.2. Vergleich der Unterkiihlungen bei verschiedenen Mustern und
Erklarungsansatz fiir unterschiedliche Muster in groBskaligen
Simulationen

Nach der gezeigten, qualitativ guten Ubereinstimmung zwischen Simulationen und analyti-
schen Ansédtzen, werden im Folgenden die Unterkiihlungen vom Tatzenstrukturen, wie sie
in Abb. und (c) dargestellt sind, untersucht. Da fiir diese Muster keine analytischen
Ansétze fiur die Frontunterkithlungen in Abhéngigkeit von den lamellaren Absténden und der
Wachstumsgeschwindikgeit publiziert sind, werden sie untereinander und mit den Ergebnissen
der Kettenstrukturen verglichen. Die Simulationen wurden mit jeweils 200 CPUs fiir bis zu 180
Minuten auf dem HazelHen-Cluster des Hochstleistungsrechenzentrums Stuttgart durchgefiihrt.
Die Unterkiihlungen der Kettenstrukturen ohne die analytischen Ansétze sind in Abb.
iiber A; und Ag dargestellt.

Um die Bereiche stabilen Wachstums zu bestimmen, wurden fir die in Abb. dargestellte
Tatzenstruktur mit nebeneinander liegenden Fasern insgesamt 125 dreidimensionale Simulatio-
nen mit systematisch variiertem A; und Ay durchgefithrt. Dabei wurde A in Schritten von je
10 Zellen von 50 auf 150 Zellen und A9 in Schritten von 5 Zellen von 25 auf 85 Zellen erhoht.
Ahnlich wie in den Kettenstrukturen kénnen Musterinderungen fiir bestimmte lamellare
Absténde auftreten, was mit einer Verdnderung der Unterkiihlung einhergeht. Daher sind in
Abb. nur die Unterkiihlungen der Simulationen iiber den beiden lamellaren Abstdnden
aufgetragen, bei denen sich eine stabile Tatzenstruktur mit nebeneinander liegenden Fasern
einstellt.

Fiir die Untersuchung der sich einstellenden Unterkiihlung wiahrend der gerichteten Erstarrung
von Tatzenstrukturen mit versetzt liegenden Fasern (siehe Abb. wurden insgesamt
226 dreidimensionale Simulationen mit Ay = 65 bis 150 Zellen und Ay = 30 bis 105 in Schritten
von je 5 Zellen durchgefiihrt. Die Unterkiihlungen der Simulationen, in denen sich eine stabile
Tatzenstruktur mit versetzt liegenden Fasern ausbildet, sind in Abb. iiber den beiden
lamellaren Abstdnden geplottet. Die gemessenen Unterkiihlungen in Abb. sind als rote,
griine und blaue Punkte entsprechend der drei untersuchten Muster dargestellt. Zuséatzlich
sind die Punkte mit interpolierten Linien und Fldchen verbunden, um den dreidimensionalen
Verlauf zu verdeutlichen.

Bei allen drei Mikrostrukturmustern stellt sich ein Jackson-Hunt-Verlauf mit einem globalen
Minimum bei Ajgy ein. Die Verldufe der Punkte unterscheiden sich in Richtung der beiden
lamellaren Abstédnde. Die Minima liegen fiir das Kettenmuster bei Ay = 105 und Ay = 45, fiir
die Tatzenstruktur mit nebeneinander liegenden AgsAl-Fasern bei A; = 100 und Ao = 50 und
fiir die andere Tatzenstruktur bei A; = 95 und Ay = 55. Thre Unterkiihlungen sind in Tabelle[8.5
eingetragen. Das Tatzenmuster mit versetzten Fasern hat die geringste Unterkiihlung beim
jeweiligen A yrr. Die absoluten Minima der drei Muster liegen relativ nah beieinander, verglichen
mit den anderen Unterkiihlungen der Kurven. Dies deutet darauf hin, dass es energetisch
gesehen relativ einfach ist von einem Muster in das andere umzuschlagen.
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(c) Tatzenstruktur versetzt

Abbildung 8.18.: Unterkiihlungen der Simulationen mit den physikalischen Parametern des
Datensatzes EXP und (a) Kettenstrukturen, (b) Tatzenstrukturen mit ne-
beneinander liegenden AgsAl-Fasern und (c) Tatzenstrukturen mit versetzt
liegenden AggAl-Fasern. Zusétzlich zu den gemessenen Unterkithlungen aus
den Simulationen, die als Punkte markiert sind, sind interpolierte Linien
zwischen den Punkten und interpolierte Flachen eingetragen, um den dreidi-
mensionalen Verlauf zu verdeutlichen.
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Um die relative Lage der Unterkiihlungskurven zueinander zu untersuchen, sind in Abb.
die Werte der drei Muster iiber Ag mit A;=konstant aufgetragen (A; = 80, 100 und 140 Zellen)
und zusatzlich AT tiber A; mit Adg=konstant (A2 = 40, 60 und 80 Zellen). In den Diagrammen
sind die Simulationen eingetragen, bei denen sich stabile Muster ohne Umschlag ausgebildet
haben. Die Werte der Kettenstrukturen sind mit roten Kreisen, die Tatzenstrukturen mit
nebeneinander liegenden Fasern mit griinen Dreiecken und die anderen Tatzenstrukturen mit
blauen Quadraten dargestellt. Die Farben der Muster sind analog zu denen in Abb.
gewahlt.

In den Schnitten bilden sich aufler am Rand der Stabilitatsbereiche Jackson-Hunt-Verldufe
aus. Dies ist in Ubereinstimmung mit vorherigen Untersuchungen des idealen Systems in
Abschnitt bei denen Ubergangsbereiche der Muster und der Unterkiihlungen fiir die
Grenzen der stabilen lamellaren Absténde beobachtet wurden.

Fir die untersuchten lamellaren Abstiande hat die Tatzenstruktur mit versetzten Fasern eine
geringere Unterkiihlung als die korrespondierende Simulation mit nebeneinander liegenden
Fasern. Die Kettenstruktur hat den gréfiten Bereich stabiler lamellarer Abstinde, was einen
Erklarungsansatz dafiir liefert, dass in grofiskaligen Simulationen dieses Datensatzes ausge-
pragte Kettenstrukturen auftreten, obwohl das A ;g nicht die geringste Unterkiihlung aller
Asg aufweist.

Zuséatzlich zeigt sich, dass abhéngig von den lamellaren Abstidnden Bereiche existieren, bei
denen das Muster mit der geringsten Unterkiihlung wechselt. Fiir 2D-Phasenfeldsimulationen
mit verschiedenen lamellaren Anordnungen haben Choudhury et al. [270] hergeleitet, dass die
Anordnungen mit der geringsten Unterkiihlung die hochste Stabilitit besitzen. Die Uberginge
deuten darauf hin, dass in Abhéngigkeit von den lamellaren Abstédnden, die wiederum von den
lokalen Phasenanordnungen abhéngen, unterschiedliche Muster energetisch gesehen am giins-
tigsten sind. Dies liefert einen Erklédrungsansatz dafiir, dass unterschiedliche Muster gleichzeitig
in Schliffbildern des Systems Al-Ag-Cu bei denselben Prozessbedingungen existieren.

In den Simulationen zur Untersuchung der Unterkiihlungen sind die beiden Tatzenstrukturen
und das Kettenmuster ausgehend von einer initialen Mikrostruktur, die aus aus Quadern
besteht, welche bereits die Form des jeweiligen Musters abgebildet haben, erstarrt. Fir eine
Untersuchung einer sich frei entwickelnden Musteranordnung sind Keime deutlich kleiner als
die GroBe der Fasern und Lamellen in der ausgebildeten Mikrostruktur auf grofien Gebieten
notwendig [71]. Um das gleichzeitige Entstehen unterschiedlicher Muster zu analysieren, wird
im Folgenden das Ergebnis einer grofiskaligen Simulation gerichteter ternérer eutektischer Er-
starrung des Systems Al-Ag-Cu aus einer zuféllig gesetzten initialen Mikrostruktur vorgestellt.
Die entstehende dreidimensionale Mikrostruktur ist in Abb. dargestellt.

In der Simulation wurde ein Gesamtgebiet der Grofie 4116 x 4088 x 4325 Voxel-Zellen, unter
Ausnutzung eines gleitenden Simulationsfensters berechnet (siehe Kapitel [4)). Die Simulation
lief fiir ca. 6.7 Stunden auf 171 696 CPUs auf dem HazelHen-Cluster des Hochstleistungsre-
chenzentrums Stuttgart. In dieser Zeit wurden 1.85 Millionen Zeitschritte berechnet, um die
Entwicklung einer ausgebildeten Mikrostruktur zu ermoglichen. Im Rahmen dieser Rechnung
wurden ca 1.04 - 10'® Rechenoperationen pro Sekunde durchgefiihrt.

Um die Entwicklung unterschiedlicher Muster in der Mikrostruktur &hnlich wie in Experimenten
[21],169] zu zeigen, ist die Erstarrungsfront am Ende der Simulation in Abb. abgebildet. Eine
Auswahl der entstehenden Muster ist in den Vergréoerungen der Erstarrungsfront in Abb.
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Abbildung 8.19.: Gemessene Unterkiihlungen der Simulationen iiber den lamellaren Abstdnden
fiir A1 bei Ao=konstant und andersherum. Die Werte der Kettenstrukturen
sind in rot, die der Tatzenstrukturen mit nebeneinander liegen Fasern in
griin und die der anderen Tatzenstrukturen in blau dargestellt.

dargestellt. In der Simulation bilden sich Kettenmuster und unterschiedliche Tatzenstrukturen
dhnlich wie die zuvor untersuchten Muster aus. Dabei variieren die lamellaren Absténde
in Abhéingigkeit von den lokalen Phasenanordnungen, wie z. B. in der Vergréflerung links
unten zu sehen. Insbesondere fiir die Kettenstrukturen variiert die Breite in A;-Richtung.
Zusétzlich bilden sich irreguldre Strukturen wie Verzweigungen (unteres Bild in der linken
Spalte), Ringanordnungen (oberes Bild in der rechte Spalte) oder Inselstrukturen (linkes Bild
in der oberen Zeile).
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Obwohl eine Vielzahl verschiedener Muster mit unterschiedlichen lamellaren Absténden ent-
steht, scheinen sich optisch iiberwiegend Kettenstrukturen zu entwickeln. Zur weiteren Analyse
des Simulationsergebnisses werden im Folgenden die resultierende Gesamtunterkiihlung und
die lamellaren Abstdnde untersucht.

Wie in Tabelle zu sehen, ist die konvergierte Gesamtunterkiihlung in der grofiskaligen
Simulation (siehe Abb. [8.20) grofler als die jeweiligen Unterkiithlungen bei den Ay des
Kettenmusters und der beiden Tatzenstrukturen (sieche Abb. [8.16]).

Um die Verteilung der lamellaren Absténde zu bestimmen, wurden die minimalen Absténde
der Schwerpunkte der griinen AgsAl-Fasern in der Ebene senkrecht zur Wachstumsrichtung
in euklidischer Metrik gemessen. Dazu wurde zunéchst fiir jede AgsAl-Faser die Entfernung
zum Schwerpunkt der nichsten AgoAl-Faser bestimmt, wobei berticksichtigt wurde, ob sich
zwischen den Fasern eine Al- oder eine AloCu-Phase befindet. Dabei ist z1 definiert als der
minimale Abstand der Schwerpunkte zweier AgsAl-Fasern mit einer Al-Phase in der Mitte
zwischen den Fasern. Entsprechend ist x5 definiert als der minimale Abstand mit AloCu in
der Mitte zwischen den Fasern.

Tabelle 8.5.: Unterkiihlungswerte der Simulationen mit idealisierten Mustern (Abb. [8.16) und
der groBskaligen Simulation (Abb.[8.20) fiir die lamellaren Absténde der jeweiligen
Asg und den gemessen Abstdnden der grofiskaligen Simulation z; und zs.

‘ A1 bzw. 21 ‘ Ao bzw. zo ‘ Unterkiihlung
Kettenstruktur 105 45 4.5750 - 1072
Kettenstruktur 85 57.5 4.6049 - 102
Tatzenstruktur nebeneinander 100 50 4.5840 - 1072
Tatzenstruktur nebeneinander 85 57.5 4.5995 - 1072
Tatzenstruktur versetzt 95 55 4.5715- 1072
Tatzenstruktur versetzt 85 57.5 4.5785 - 1072
Grofiskalige Simulation 85 57.5 4.6139 - 1072

Zur Untersuchung der Aufteilung der z1- und xo-Werte, dhnlich den senkrecht aufeinander
stehenden A1- und Ag- Werten, sind in Abb. die Verteilungen von x; und xo aufgetragen,
bei denen der Winkel zwischen den beiden Langen zwischen 60° und 120° liegt. Durch diese
Einschrankung gehen irreguldre Strukturen, wie etwa Verzweigungen, nicht in die Statistik
ein.

Es zeigt sich, dass x; stéirker streut als zo, was die hohere Variation in Aj-Richtung bei
den Kettenstrukturen widerspiegelt. Das Maximum von z; liegt bei ca. 85 Zellen und die
groBite Wahrscheinlichkeit von z9 bei ungefihr 57.5 Zellen. Diese Werte liefern Naherungen
fiir die entstehenden Aj- und Ao-Werte in der grofiskaligen Simulation. Die Unterkiihlungen
fir diese Werte von A; und Ag der unterschiedlichen Muster sind ebenfalls in Tabelle [8.5
angeben. Es zeigt sich, dass die Werte fiir das Kettenmuster die geringste Abweichung zu der
Gesamtunterkithlung in der grofiskaligen Simulation aufweisen.

Diese Ergebnisse deuten darauf hin, dass sich lokal das Muster ausbildet, welches unter
Beriicksichtigung der benachbarten Phasenanordnungen die geringste Abweichung von der
Gesamtunterkiihlung hat.
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Abbildung 8.20.: Ergebnis einer Simulation ternédrer eutektischer Erstarrung von Al-Ag-Cu
mit der Phasenfeldmethode unter Ausnutzung eines gleitenden Simulations-
fensters. Die Simulation hat eine Gesamtgebietsgrofie von 4116 x 4088 x 4325
Voxel-Zellen und lief fiir ca. 6.7 Stunden auf 171696 CPUs auf dem HazelHen-
Cluster des Hochstleistungsrechenzentrums Stuttgart.
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Abbildung 8.21.: Erstarrungsfront der grofiskaligen Simulation mit einer Basis-Grofie von
4116 x 4088 Voxel-Zellen. Zusétzlich sind Vergréflerungen der verschie-
denen entstehenden Mikrostrukturen um das Simulationsergebnis herum
angeordnet.
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Abbildung 8.22.: Verteilung der minimalen Absténde zwischen den Schwerpunkten der AgaAl-

Fasern mit (a) einer Al-Phase in der Mitte zwischen den Fasern (z1) und (b)
einer AlyCu-Phase zwischen den Fasern (z3). Um die Verteilung der z1- und
x9-Werte dhnlich den senkrecht aufeinander stehenden Ai- und Ago- Werten
zu untersuchen, sind nur die Verteilungen mit Winkel zwischen den beiden
Langen von 60° und 120° beriicksichtigt.

8.5.3. Zusammenfassung und Schlussfolgerungen

In diesem Abschnitt wurde die sich entwickelnde Unterkiihlung im System Al-Ag-Cu wéhrend
der gerichteten Erstarrung untersucht. Dazu wurden dreidimensionale Simulationsserien mit
unterschiedlichen Phasenanordnungen und systematisch variierten lamellaren Abstdnden
durchgefihrt.

Aus den Untersuchungen lassen sich folgenden Haupterkenntnisse ziehen:

(i)

(iv)

Fiir das Kettenmuster ergeben sich qualitativ dhnliche Ergebnisse in den Unterkiihlungen
der Simulationen und den beiden verwendeten analytischen Ansétze. Die quantitativen
Abweichungen sind dabei gréfler als in dem idealen ternéren eutektischen System aus
Kapitel [6]

Bei allen drei untersuchten Mikrostrukturen (Kettenmuster, Tatzenstrukturen mit ne-
beneinander liegenden AgyAl-Fasern und versetzten AgoAl-Fasern) folgen die Unterkiih-
lungen dem von Jackson und Hunt theoretisch vorhergesagten Verlauf [240].

Fiir die drei Muster sind sowohl die lamellaren Abstédnde bei A ;g als auch deren Unter-
kithlungen relativ &hnlich. Zusétzlich &ndert sich in Abhéngigkeit von den betrachteten
lamellaren Abstinden das Muster mit der geringsten Unterkiihlung. Dies ermoglicht
einen leichteren Umschlag zwischen den verschiedenen Mustern.

In der grofiskaligen Simulation ist die konvergierte Gesamtunterkiihlung grofler als die
minimalen Unterkiihlungen der jeweiligen idealisierten Muster. Allerdings ergeben sich
fir die x1- und zo-Werte mit der hochsten Wahrscheinlichkeit dhnliche Unterkiihlungen
wie fiir die korrespondierenden A1- und Ag-Werte der Kettenstruktur. Dies deutet darauf
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hin, dass die lokalen Muster aus einem Optimierungsprozess der Unterkiihlung und der
Phasenanordnung in der unmittelbaren Nachbarschaft entstehen.

Bei den in diesem Abschnitt durchgefithrten Simulationen zur Untersuchung der entstehenden
Musteranordnung hatte die Schmelze immer eine Zusammensetzung dhnlich der terniren
eutektischen Zusammensetzung. Um den Einfluss unterschiedlicher Konzentrationen in der
Schmelze zu analysieren, werden im Folgenden grofiskalige Simulationen mit systematisch
variierter Schmelzzusammensetzung durchgefiihrt.

8.6. Einfluss der Konzentration der Schmelze auf die auftretenden
Muster

In grofiskaligen Phasenfeldsimulationen kénnen, wie in Abschnitt gezeigt und ebenfalls in
[71] publiziert, verschieden ausgerichtete hexagonale Muster fiir ein ideales ternéres eutekti-
sches System beobachtet werden. Dieses Verhalten tritt auch in experimentellen Schliffbildern
gerichtet erstarrter, terndrer eutektischer Legierungen auf. Zusétzlich bilden sich in diesen
Systemen unterschiedliche Muster in Schliffbildern parallel zur Wachstumsfront. Fiir das
System Al-Ag-Cu haben Dennstedt et al.[21] sechs Muster experimentell beobachtet und cha-
rakterisiert. Fiir die gleichen aufgepréigten Prozessbedingungen werden unterschiedliche Muster
innerhalb eines einzigen Schliffbildes parallel zur Erstarrungsfront gefunden, wie beispielhaft
in dem Schliffbild des Systems Al-Ag-Cu in Abb. zu sehen ist. In der oberen rechten
Ecke haben sich Tatzenstrukturen und im linken unteren Teil Kettenmuster ausgebildet, die
durch Ubergangszonen voneinander getrennt sind. Zwei Beispiele fiir diese unterschiedlichen
Strukturen sind durch Vergréflerungen unter dem Schliffbild hervorgehoben. Es wird vermutet,
dass die Ubergangszonen Korngrenzen sind. Zu einer Bestéiitigung wire allerdings eine Cha-
rakterisierung der kristallographischen Orientierung, z. B. mit Elektronenriickstreubeugung
(EBSD), notwendig. Die gesamte Probe ist unter gleichméflig aufgeprigten Prozessbedingungen
mit einer Erstarrungsgeschwindigkeit von 0.32 um/s und einem Temperaturgradienten von
2.8 K/mm in einer Artemis-Anlage [I63] gerichtet erstarrt. Das Schnittbild stammt von Dr.
A. Dennstedt vom Deutschen Zentrum fiir Luft- und Raumfahrt in Kéln, Deutschland.

8.6.1. Systematische Variation der Konzentrationen in der Schmelze

Zur Untersuchung der gleichzeitigen Ausbildung verschiedener Muster unter identisch aufge-
brachten Prozessbedingungen wird der Einfluss von verschiedenen Konzentrationen in der
Schmelze des Systems EXP studiert. In Experimenten kann es wéhrend einer langsamen,
d.h. diffusionskontrollierten, gerichteten Erstarrung zu lokal unterschiedlichen Konzentra-
tionen in der Schmelze kommen, wenn die initiale Zusammensetzung des aufgeschmolzenen
Materials inhomogen ist, wenn es zu Konvektionsbewegungen [254] aufgrund duflerer Sto-
rungen und Felder kommt oder die Prozessbedingungen nicht gleichméflig aufgebracht sind.
Um die Auswirkungen dieser lokalen Konzentrationsunterschiede zu untersuchen, wird in
grofiskaligen Phasenfeldsimulationen die Konzentration der Schmelze ¢y, in der Ndhe der
terndren eutektischen Zusammensetzung bei Eg;, systematisch, parallel zu den drei Achsen
des Konzentrationssimplexes, variiert. Dazu wird eine der Konzentrationen konstant gehalten
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Abbildung 8.23.: Experimentelles Schliffbild von gerichtet erstarrtem, ternédren eutektischem
Al-Ag-Cu. Die Probe ist mit einer Geschwindigkeit von 0.32 gm/s und einem
Temperaturgradienten von 2.8 K /mm erstarrt. Im oberen rechten Teil bilden
sich Tatzenstrukturen und im unteren linken Teil Kettenstrukturen, die
beispielhaft im unteren Teil des Bildes vergréflert sind. Das Experiment und
die Auswertung wurden von Dr. A. Dennstedt vom Deutschen Zentrum fiir
Luft- und Raumfahrt (DLR) in K6ln durchgefithrt. Die Abbildung basiert
auf einer Darstellung in [69].

4

und die anderen beiden werden um jeweils £0.5% und +1% verdndert. Wie in der Vergro-
Berung der Liquidusprojektion in Abb. zu sehen, sind die Verdnderungen um +0.5%
mit den Kleinbuchstaben a-f und die Variationen um +1% mit den Grofbuchstaben A-F
gekennzeichnet. Die Ergebnisse der Simulationen nicht-eutektischer Zusammensetzungen sind
teilweise ebenfalls in [69] publiziert. Es wire zwar auch moglich die Gibbs-Energien systema-
tisch anzupassen um damit unterschiedliche Gleichgewichtskonzentrationen und daraus folgend
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unterschiedliche Phasenfraktionen zu erhalten, wie in Abschnitt fir idealisierte Systeme
gezeigt, allerdings werden dabei die Gibbs-Thomson-Koeffizienten verédndert. Dies wiirde einen
Vergleich der Ergebnisse miteinander erschweren und ist zusdtzlich nur in Simulationen und
nicht in Experimenten moglich.

System Al-Ag-Cu

Cu [mol-%]

Abbildung 8.24.: Mit grauen Linien ist die Liquidusprojektion des ternéren eutektischen
Systems Al-Ag-Cu, basierend auf [30} 31], dargestellt. Der angepasste ternére
eutektische Punkt des Systems EXP ist in rot abgebildet. Rechts neben der
Liquidusprojektion ist eine Vergroflerung der ternédren eutektischen Region
zu sehen aus der die simulierten Konzentrationen a-f, A-F und Egg,, deutlich
werden. Diese Abbildung basiert auf einer Darstellung in [69].

Alle quantitativ ausgewerteten Simulationen dieses Abschnittes wurden mit einer Basis-Grofie
von 800 x 800 Voxel-Zellen durchgefiihrt, um statistisch invariante Gebiete zu erhalten. Um
ausgebildete Mikrostrukturen zu erhalten, liefen die Rechnungen fiir 3 Millionen Zeitschritte
mit 11200 CPUs fiir ca. 12 Stunden auf dem SuperMUC-Cluster des Leibniz Rechenzentrums
Miinchen, was in einer Wachstumshhe von ungefihr 6 300 Zellen resultiert.

Die entstehenden Mikrostrukturen in Schnitten senkrecht zur Erstarrungsrichtung in der
Néhe der Wachstumsfronten sind in Abb. zu sehen. Die Simulationen der verschiede-
nen Konzentrationen der Schmelze sind in ihrer Anordnung um den ternédren eutektischen
Punkt Ef,, abgebildet. In Abhéngigkeit von der Konzentration der Schmelze entwickeln sich
unterschiedliche Muster der drei Festphasen.

Wie erwartet, fithren gréere Abweichungen in ¢j;, von Ef,), zu stérker ausgepréigten Unter-
schieden in den entstehenden Mustern. Bei einer noch grofieren Abweichung kann zweiphasiges
Wachstum von Fasern und Lamellen, eingebettet in eine Matrix, auftreten. Dies kann bei-
spielsweise fiir die Simulationen mit +2% in Abb. beobachtet werden. In Abb.
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Abbildung 8.25.: Die Erstarrungsfronten nach 3 Millionen Zeitschritten mit verschiedenen
Konzentrationen der Schmelze und ihre Anordnung um den terniren eutek-
tischen Punkt Ef,,. Eine Konzentration wird konstant gehalten und die
anderen beiden werden um jeweils £0.5% (a-f) und +1% (A-F) variiert.
Diese Abbildung basiert auf einer Darstellung in [69].

sind Mikrostrukturen in Schnitten senkrecht zur Erstarrungsrichtung in der Nédhe der Wachs-
tumsfronten nach 3 Millionen Zeitschritten fiir eine Basis-Gréfle von 200 x 200 Voxel-Zellen
dargestellt. Die Konzentrationen der Simulationen mit +0.5% und +1% entsprechen den
Zusammensetzungen der Schmelzen a-f und A-F aus Abb. und Abb. Die Simula-
tionen mit +2% sind die Fortsetzung der Variationen. Aus Griinden der Rechenzeit wurden
die Simulationen mit +2% nur fiir eine Basis-Grofie von 200 x 200 Voxel-Zellen durchgefiihrt
und im Folgenden wird, aufgrund der kleinen Gebietsgrofien, auf eine weitere quantitative
Auswertung verzichtet.
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Variationsrichtung

Abweichung von Epxp

Abbildung 8.26.: Die Erstarrungsfronten von Simulationen mit der Basis-Gréfie 200 x 200 nach
3 Millionen Zeitschritten mit verschiedenen Konzentrationen der Schmelze.
Die Konzentrationen der Simulationen mit +0.5% und +1% entsprechen
den Zusammensetzungen der Schmelzen a-f und A-F aus Abb. und
Abb. |8.25 Die Simulationen mit +2% sind die Fortsetzung der Variationen.

Um die visuelle Beobachtung einer Musterverdnderung zu quantifizieren, werden die Pha-
senfraktionen und ihre relative Abweichung von Egg), (siehe Tabelle sowie die Néachste-
Nachbarn-Statistiken von AlyCu um AgsAl (siehe Abb. und andersherum (siehe
Abb. der Simulationen mit der Basis-Grofie 800 x 800 Voxel-Zellen aus Abb.
genutzt. Zur Verbesserung der Ubersichtlichkeit liegt der Fokus bei der quantitativen Analyse
weiterhin auf den Simulationsergebnissen mit der Abweichung +1% von Egy, (A-F), da alle
beobachteten Ergebnisse auch, fiir die entsprechenden Simulationen a-f, qualitativ giiltig
sind.

Bei der Simulation mit der terndren eutektischen Konzentration bei Ef,, ergeben sich Pha-
senfraktionen von 35%, 31% und 34% fiir Al, AgoAl und Al,Cu. Dies ist in Ubereinstimmung
mit dem Phasendiagramm, das sich aus den Gibbs-Energien in Tabelle 8.2 berechnen lésst.
In den Schnittbildern formen sich Kettenstrukturen von AlosCu- und AgsAl-Fasern, die in
eine Al-Matrix eingebettet sind, d&hnlich zu den Strukturen im unteren linken Bereich des
Schliffbildes in Abb. [8.23] In der Nichste-Nachbarn-Statistik in Abb. R.27 resultiert dies in
zwei benachbarten Fasern fiir Ago Al um AlyCu und umgekehrt.

Bei den Simulationen mit den Zusammensetzungen A, E und F fiihrt der Anstieg des Al-
Phasenanteils zu einer Verringerung der Phasenfraktionen von AlasCu und AgyAl. In der
daraus folgenden, stiarker ausgepréigten Matrixphase entstehen kiirzere Ketten, sogenannte
Inselstrukturen [38] und Tatzenstrukturen [2I]. Diese Art von Inselstrukturen ist auch in
Simulationen mit dem Datensatz CAL aufgetreten.

Die Tatzenstrukturen treten in den Simulationen als AgsAl-Fasern um AlyCu-Lamellen auf
und fiithren zu drei und mehr AgsAl-Nachbarn um AlsCu-Lamellen, wie in der Statistik in



8.6. FEinfluss der Konzentration der Schmelze auf die auftretenden Muster 143

Abb. gezeigt. Die Kettenenden werden durch den Anteil von einem Nachbarn in
Abb. reflektiert. Die beobachteten Musterverdnderungen in den Simulationen A und F
sind verursacht durch einen Anstieg der Al-Konzentration in der Schmelze. Bei Simulation E
dagegen tritt eine Verringerung von Cu und ein Anstieg von Ag auf. Dies fithrt, bedingt durch
die verschiedenen Anteile von Al in den Phasen AgsAl und AlyCu, zu einer Anreicherung mit
Al in der Schmelze.

Eine Verdnderung der Konzentrationen in Richtung der AlyCu-Phase, wie fiir die Simulationen
B und C durchgefiihrt, hat einen gréfleren Anteil dieser Phase zur Folge und dementsprechend
starker vernetzte Ketten und Ringstrukturen, wie sie auch in Experimenten auftreten (siehe
Abb. (c)). Die Verzweigungen der Ketten, die aus AlpCu-Fasern bestehen, d&uflern sich als
drei Nachbarn von AgyAl in Abb. Die Kettenstrukturen werden #hnlich wie bei der
Simulation an Epg, durch einen Anteil von 77% in B und 80% in C fiir zwei AlpCu-Nachbarn
um AgsAl in den Néchste-Nachbarn-Statistiken von Abb. widergespiegelt. Ein grofierer
Anteil von Ag und eine konstante Konzentration von Cu in D resultieren in einem grofierem
Anteil der intermetallischen Phase AgoAl. Da keine ausgeprigte Musterdnderung auftritt, sind
sowohl die Nachste-Nachbarn-Statistiken als auch die entstehenden Kettenstrukturen dhnlich
wie in der Simulation bei Eggp.

Auch bei den Simulationen mit einem konstanten Anteil von Al in der Schmelze &ndert sich
die Phasenfraktion der Al-Phase, wie in den Simulationen B und E beobachtet werden kann.
Daher gestaltet sich, bedingt durch die verschiedenen intermetallischen Zusammensetzungen
der Festphasen und ihre Interaktionen, eine direkte Vorhersage der entstehenden Muster nur
basierend auf der Konzentration der Schmelze extrem schwierig. Eine Moglichkeit diese Her-
ausforderung zu 16sen, bieten grofiskalige Phasenfeldsimulationen, wie durch die vorgestellten
Ergebnisse gezeigt. Die beobachteten Tendenzen fiir die Simulationen A-F treten weniger
ausgepragt ebenfalls fiir die korrespondierenden Simulationen a-f auf.

Tabelle 8.6.: Phasenanteile der Simulationen A-F und Eg,), aus Abb. mit unterschiedlichen
Konzentrationen der Schmelze. Die relative Abweichung ist auf die Ergebnisse
der Simulation an der Konzentration des ternédren eutektischen Punktes Fg,),

bezogen.
Simulation ‘ Al rel. Abweichung ‘ Ago Al rel. Abweichung ‘ AloCu  rel. Abweichung
EEgp 0.350 0.309 0.341
A 0.407 0.16 0.264 -0.14 0.329 -0.03
B 0.324 -0.08 0.292 -0.05 0.384 0.13
C 0.286 -0.18 0.330 0.07 0.384 0.13
D 0.325 -0.07 0.343 0.11 0.332 -0.03
E 0.405 0.16 0.316 0.02 0.279 -0.18
F 0.445 0.27 0.277 -0.1 0.278 -0.18

Die Simulationsergebnisse zeigen, dass selbst eine Variation der Zusammensetzung der Schmel-
ze im Bereich von +0.5% und +1% um die Konzentration des terniren eutektischen Punktes
zu einer sowohl visuellen als auch statistisch messbaren Musterdnderung fiihrt. Die dabei
entstehenden Strukturen sind stabile Muster, wie durch die in Abb. [8.2§dargestellten dreidimen-
sionalen Mikrostrukturen der Simulationen A-F deutlich wird. Zusétzlich zur 3D-Darstellung
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Abbildung 8.27.: Néchste-Nachbarn-Statistiken der Phase AloCu um AgyAl (a) und anders-
herum (b). Die Abbildung basiert auf einem Diagramm in [69].

sind 2D-Schnitte nach ein und zwei Millionen Zeitschritten abgebildet. Beim Vergleich der
Ergebnisse nach ein, zwei und drei Millionen Zeitschritten wird deutlich, dass zunéchst noch
kleine Anderungen in der Mikrostruktur auftreten, diese mit der Zeit aber geringer werden,
sodass sich am Ende der Simulationen die Phasenanordnungen und die Formen der Fasern in
einem stationdrem Zustand ausgebildet haben.

8.6.2. Erklarungsansatz zum Auftreten komplexer Musteranordnungen in
Experimenten

In gerichtet erstarrten, terndren eutektischen Systemen, wie z. B. Al-Ag-Cu, bilden sich eine
Vielzahl unterschiedlicher Muster [14] 15, 21] fiir gleiche aufgepriagte Prozessbedingungen
aus. Dies kann in den experimentellen Schliffbildern in Abb. und in Abb. beob-
achtet werden. Beispielsweise treten im Schliffbild von Al-Ag-Cu in Abb. [8:29] parallel zur
Erstarrungsrichtung drei verschiedene Regionen mit unterschiedlichen Farben auf. Durch
die Vergroflerungen auf der rechten Seite wird deutlich, dass die unterschiedlichen Farben
in den Regionen I-III das Resultat verschiedener Phasenfraktionen und Muster sind. Das
experimentelle Schliffbild stammt von Dr. A. Dennstedt vom Deutschen Zentrum fiir Luft-
und Raumfahrt (DLR) in Koéln, Deutschland und ist ebenfalls in [69] publiziert. In dieser
Publikation sind auch Ergebnisse dieses Abschnittes bereits verdffentlicht.

Um das Auftreten der verschiedenen Regionen I-III zu analysieren, werden deren Muster
quantitativ mit den Simulationsergebnissen aus Abschnitt [8.6.1] verglichen. Dazu sind in
Tabelle die Phasenfraktionen fiir die Simulation an Eg,, sowie die Werte der drei Bereiche
und ihre Abweichung von Fg,, aufgefiihrt. In allen drei Regionen I-III entstehen Variationen
von Kettenstrukturen, was sowohl visuell als auch mit Nachste-Nachbarn-Statistiken beobachtet
werden kann.
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Abbildung 8.28.: Darstellung der dreidimensionalen Mikrostruktur der drei Festphasen der
Simulationen A-F. Darunter sind die Erstarrungsfronten nach 1 und 2 Millio-
nen Zeitschritten abgebildet. Diese Abbildung basiert auf einer Darstellung

in [69].
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Abbildung 8.29.: Experimentelles Schliffbild parallel zur Erstarrungsfront von gerichtet er-
starrtem Al-Ag-Cu. Die Probe ist mit einer Geschwindigkeit von 0.11 um/s
und einem Temperaturgradienten von 2.2 K/mm erstarrt. Laut Messung
entspricht die Zusammensetzung der Gesamtprobe der ternidren eutektischen
Zusammensetzung. Rechts sind vergréflerte Ausschnitte der Regionen I-I11
mit den drei unterschiedlichen Mustern abgebildet. Die Abbildung basiert
auf einer Darstellung in [69].

Die Phasenfraktionen von Region I unterscheiden sich fiir alle Phasen um weniger als 1% von den
simulierten Ergebnissen in Fgg,. Aus den Néchste-Nachbarn-Statistiken von AlpoCu um AgpAl
und andersherum in Abb. wird deutlich, dass Region I ein Maximum bei zwei Nachbarn
hat, ebenso wie Eg,,. Aufgrund der Ahnlichkeiten in den entstehenden Mikrostrukturen und
den beiden Statistiken zeigt sich eine relativ gute Ubereinstimmung zwischen den Ergebnissen
von Region I und der Simulation bei Fg,),. Fiir Region II zeigen sich ahnliche Tendenzen
wie fiir die Simulation bei der Zusammensetzung D, welche eine Erhchung des Ag-Anteils
in der Schmelze abbildet. Die Unterschiede zwischen Region II des Experiments und der
Simulation bei Fgy, sind dabei allerdings starker ausgepragt als in D. Fiir Region III zeigen
sich in den Phasenfraktionen die grofiten Ubereinstimmungen mit der Simulation bei der
Zusammensetzung B.

Um die beobachteten Variationen der Mikrostruktur weiter zu quantifizieren, wird eine Haupt-
komponentenanalyse basierend auf Zweipunktkorrelationen [309] 333336, 338, 343, [362, [363],
wie in Abschnitt beschrieben, auf die Simulationen A-F und Fg,), sowie auf die experi-
mentellen Schliffbilder der Regionen I-III angewandt. Dazu wird das gleiche Verfahren wie in
Abschnitt und [70] genutzt. Die Ergebnisse der Hauptkomponentenanalyse in den Ebenen
der ersten drei PC-Richtungen mit der hochsten Varianz sind in Abb. [8:31] abgebildet. Dabei
ist in Abb. das Ergebnis als dreidimensionaler Plot gezeigt und darunter die Projektionen
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Tabelle 8.7.: Phasenfraktionen der Simulation bei Efr,, und die verschiedenen Regionen von
Abb. |8.29 I-11I sowie ihre relative Abweichung von Efgg).

Simulation ‘ Al rel. Abweichung ‘ Ago Al rel. Abweichung ‘ AlyCu  rel. Abweichung

EEgp 0.350 0.309 0.341
I 0.347 -0.01 0.303 -0.02 0.35 0.03
II 0.306 -0.13 0.479 0.55 0.215 -0.37
11 0.348 -0.01 0.273 -0.12 0.379 0.11

in die PC1-PC2- und PC1-PC3-Ebene. Die Anordnung der Simulationen A-F um Fpg,), mit
den verschiedenen Zusammensetzungen der Schmelze wird auch in den Projektionen wider-
gespiegelt. Das heift, die Mustervariation und die Anderung der Phasenfraktionen werden
in der Hauptkomponentenanalyse abgebildet. Ahnlich wie die visuellen Beobachtungen, die
gemessenen Phasenfraktionen und die Néchste-Nachbarn-Statistiken zeigt die Hauptkompo-
nentenanalyse fiir Region I durch ihre relative Position die grofite Ubereinstimmung mit der
Simulation bei Egy),. Sowohl Egg, wie auch Region I sind im PC-Raum von den Simulationen
A-F eingerahmt. Fiir die Regionen II und IIT zeigen die PC A-Ergebnisse dhnliche Tendenzen
wie die Néchste-Nachbarn-Statistiken und die Phasenfraktionen. Aus Sicht von Eg,, befindet
sich die Projektion der Region II in Richtung der Simulationen D und E und die Projektion
von Region III in Richtung der Simulationen B und C.

Anhand der durch verschiedene statistische Methoden und dem Vergleich mit grofiskaligen
Phasenfeldsimulationen unterschiedlicher Schmelzkonzentration gezeigten Tendenzen in den
Regionen I-IIT kann geschlussfolgert werden, dass die Variationen der Kettenmuster von
lokalen Konzentrationsunterschieden abhédngen. Ein Grund fiir diese lokalen Konzentrati-
onsabweichungen, z. B. in Abb. kann schwerkraftinduzierte Segregation augrund der
unterschiedlichen Dichten der chemischen Elemente in der Schmelze [26, 27] sein. Silber hat
bei 293 K eine Dichte von 10.59/em3, Kupfer von 8.9 9/cm? und Aluminium von 2.7 9/cm? [364].
Es wird daher vermutet, dass diese Dichteunterschiede zu Konvektionszellen in der Schmelze
fiihren. Fiir eine experimentelle Untersuchung des Einflusses schwerkraftinduzierter Segre-
gation auf die Mikrostrukturentwicklung sind Schwerelosigkeitsexperimente notwendig [365].
Derartige experimentelle Untersuchungen sind als Teil des SETA-Projektes (engl. Solidification
along a Eutectic path in Ternary Alloys) [28] 29] auf der internationalen Raumstation ISS
(engl. International Space Station) geplant. Fiir eine weitergehende simulative Untersuchung
des Einflusses schwerkraftinduzierter Segregation auf die Mikrostrukturentwicklung ist die
Einbindung von Konvektion im Phasenfeldmodell notwendig, welche allerdings mit einem
hohen rechentechnischen Aufwand verbunden ist [366 367].

8.6.3. Zusammenfassung und Schlussfolgerungen

In diesem Abschnitt wurde der Einfluss unterschiedlicher Konzentrationen der Schmelze
auf die entstehenden Muster bei der gerichteten Erstarrung des terndren eutektischen Sys-
tems Al-Ag-Cu untersucht. Dazu wurde die Konzentration der Schmelze in grofiskaligen
Phasenfeldsimulationen systematisch um den ternaren eutektischen Punkt Er,, im Bereich
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Anteil (%)

Anteil (%)

Wt 2 3 4 5 6 7 %
Anzahl der niachsten Nachbarn Anzahl der ndchsten Nachbarn
(a) AloCu um AgoAl (b) AgzAl um Al,Cu

Abbildung 8.30.: Néchste-Nachbarn-Statistiken der Phasen AloCu um AgsAl (a) und an-

dersherum (b) fiir die Regionen I-III des Schliffbildes in Abb. und
ausgewahlte Simulationen. Die Abbildung basiert auf einem Diagramm in
[69].

von +0.5% und + 1% variiert. Fiir die quantitative Analyse der Muster wurden Néchste-
Nachbarn-Statistiken, die Phasenfraktionen und eine Hauptkomponentenanalyse, basierend
auf Zweipunktkorrelationen, wie in Kapitel [f| beschrieben, genutzt.

Aus den visuellen und statistischen Analysen ergeben sich folgende Hauptergebnisse:

(i)

(i)

(iii)

(iv)

Bereits Variationen im Bereich von + 1% fiihren zu unterschiedlichen Mustern in der
entstehenden Mikrostruktur. Dabei zeigen sich fiir die untersuchten Konzentrationen
mit + 1% Verdnderung der Schmelzkonzentration vom terniren eutektischen Punkt
ahnliche, aber verstiarkte Tendenzen wie bei den entsprechenden Simulationen mit & 0.5%
Abweichung. Stirkere Abweichungen von #+2% koénnen zum Uberwachsen einzelner
Phasen fiihren, wie in den 200 x 200 Voxel-Zellen Simulationen gezeigt.

Trotz der verschiedenen Zusammensetzungen der Schmelze haben sich alle Simulationen
zu stationdren Zustdnden der unterschiedlichen Muster entwickelt.

Die Ergebnisse der Hauptkomponentenanalyse spiegeln die Anordnung der Simulationen
mit einer Variation der Schmelze um den terndren eutektischen Punkt wider und
ermoglichen es daher einen quantitativen Zusammenhang zwischen den verschiedenen
Schnittbildern aufzuzeigen.

Im analysierten experimentellen Schliffbild in Abb. zeigen sich die gleichen Ten-
denzen, sowohl in den entstehenden Mustern wie auch in den Phasenfraktionen, wie in
den Simulationen mit unterschiedlichen Konzentrationen der Schmelze. Daraus kann
geschlussfolgert werden, dass lokale Unterschiede in der Konzentration der Schmelze zu
verschiedenen Mikrostrukturmustern innerhalb des gleichen Schliffbildes fithren kénnen
wie sie auch experimentell beobachtet werden.
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Abbildung 8.31.: Projektion der Simulationen Eg,, und A-F sowie die drei Regionen des
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experimentellen Schliffbildes I-III in den Raum der ersten drei PC-Werte

und zusétzlich die Projektion in die PC1-PC2- sowie PC1-PC3-Ebene.
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8.7. Vorhersage der Mikrostrukturentwicklung in Abhangigkeit von
ProzessgroBen mit der Hauptkomponentenanalyse

Fir eine effektivere Materialentwicklung und die Bestimmung der notwendigen Prozesspara-
meter um angestrebte mechanische Eigenschaften zu erhalten, ist eine direkte Verkniipfung
der Prozessgrofien, der entstehenden Mikrostruktur und der makroskopischen mechanischen
Eigenschaften (engl. process-structure-property linkage, PSP) [336] 337, 340} B68-377] wiin-
schenswert. Ein Besipiel einer solchen direkten Verkniipfung von Prozessparametern und
der entstehenden Mikrostruktur in Phasenfeldsimulationen wird von Yabansu et al. in [271]
durchgefiihrt. Zur Etablierung einer direkten Verkniipfung fiir das System Al-Ag-Cu wurden
insgesamt 37 Simulationen mit verschiedenen Konzentrationen der Schmelze und verschiedenen
Geschwindigkeiten des Temperaturgradienten durchgefiihrt. Die Konzentration von Al wird
konstant gehalten und die Konzentration von Ag und dementsprechend auch von Cu wird
systematisch variiert. Die Basis-Grofle der Simulationen betragt 800 x 800 Voxel-Zellen, um
die Simulation statistischer Volumenelemente sicherzustellen. Eine Ubersicht der verwendeten
Konzentrationen und Geschwindigkeiten ist in Tabelle gegeben. Alle weiteren Parameter
sind die gleichen wie im Parametersatz EXP.

Ahnlich wie in Abschnitt beschrieben, wird eine Hauptkomponentenanalyse, basierend auf
Zweipunktkorrelationen, auf die Schnittbilder parallel zur Erstarrungsfront fiir verschiedene
Erstarrungshohen durchgefiihrt. Die Projektion der Schnittbilder senkrecht zur Wachstumsrich-
tung in der Ndhe der Erstarrungsfront am Ende der Simulationen in die PC1- und PC2-Ebene
sowie in die PC1- und PC3-Ebene, ist in Abb. dargestellt. Zusétzlich ist in Abb.
die Geschwindigkeit und in Abb. die Konzentration von Ag in der Schmelze durch die
Farbe der Punkte gekennzeichnet. Die Abbildung basiert auf einer Darstellung in [271]. In der
Projektion ist sowohl der Einfluss der Geschwindigkeit als auch der Einfluss der Konzentration
durch die relative Position der Ergebnisse reflektiert.

Auf diese Ergebnisse wird eine Ausgleichsrechnung mit einem Legendre-Polynom-Ansatz der
Form

o = Z Z Aj o Pr, (V) P (c¥) (8.1)

durchgefiihrt. Dabei beschreibt «; den i-ten PC-Wert, A; ,, , die Koeffizienten des Ansatzes
und P,(v*) und P, (c*) die Legendre-Polynome vom Grad n bzw. m. Die Parameter v* und
¢* sind die normalisierte Geschwindigkeit und die normalisierte Konzentration von Ag in der

Schmelze, mit
2V — Umin — Umaz 2¢ — Cmin — Cmaxz

vt = und ¢ = (8.2)

Umax — Umin Cmax — Cmin

in Abhangigkeit von den Minimal- und Maximalwerten von v und ¢ im betrachteten Datensatz.
Die Koeffizienten A; ,, ,, werden mit der Methode der kleinsten Quadrate bestimmt.

Wie in [271] gezeigt, lassen sich mit diesem Vorgehen die Zweipunktkorrelationen der Simulatio-
nen per ,Leave-One-Out”-Kreuzvalidierung (LOOCV) mit einer maximalen Abweichung von
6.296 in der euklidischen Metrik der ersten drei PC-Werte vorhersagen. Weiterhin kénnen, basie-
rend auf dem Interpolationsansatz, die Werte in den Zwischenbereichen berechnet werden, um
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damit die Zweipunktkorrelationen fiir beliebige Werte der beiden Prozessgroflien Geschwindig-
keit und Konzentration von Ag innerhalb des untersuchten Intervalls vorherzusagen. Zusammen
mit einer Riickrechnung der Mikrostruktur aus den vorhergesagten Zweipunktkorrelationen
und der Kopplung der Mikrostruktur mit den mechanischen Eigenschaften ist die Vorhersa-
ge der Zweipunktkorrelationen ein Schritt zur Etablierung einer PSP. Diese Entwicklungen
stellen einen Beitrag im Bereich der integrierten computergestiitzten Materialentwicklung
(engl. integrated computational materials engineering (ICME))[4] dar und unterstitzen die
Material-Genom-Initiative (engl. Materials Genome Initiative (MGI)) [IJ.
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Abbildung 8.32.:
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Projektion der Schnittbilder senkrecht Wachstumsrichtung in der Néhe der
Erstarrungsfront am Ende der Simulationen in die PC1- und PC2-Ebene sowie
in die PC1- und PC3-Ebene. Die Geschwindigkeit (a) und die Konzentration
von Ag in der Schmelze (b) ist mit der Farbe der Punkte gekennzeichnet.
Die Abbildung basiert auf einer Darstellung in [271].
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Tabelle 8.8.: Ubersicht der verwendeten Konzentrationen in der Schmelze und Geschwindig-
keiten fiir die 37 Simulationen mit Basis-Gréflen von 800 x 800 Voxel-Zellen.

Simulation | Geschwindigkeit in pm/s | Konz. von Al | Konz. von Ag | Konz. von Cu
1 0.204 0.622 0.237 0.141
2 0.231 0.622 0.237 0.141
3 0.282 0.622 0.237 0.141
4 0.308 0.622 0.237 0.141
5 0.204 0.622 0.237 0.141
6 0.231 0.622 0.237 0.141
7 0.282 0.622 0.237 0.141
8 0.308 0.622 0.237 0.141
9 0.204 0.622 0.237 0.141
10 0.231 0.622 0.237 0.141
11 0.282 0.622 0.237 0.141
12 0.308 0.622 0.237 0.141
13 0.204 0.622 0.239 0.139
14 0.204 0.622 0.243 0.135
15 0.289 0.622 0.239 0.139
16 0.289 0.622 0.243 0.135
17 0.289 0.622 0.248 0.139
18 0.256 0.622 0.239 0.139
19 0.256 0.622 0.243 0.135
20 0.180 0.622 0.237 0.141
21 0.333 0.622 0.237 0.141
22 0.236 0.622 0.240 0.139
23 0.333 0.622 0.243 0.135
24 0.241 0.622 0.238 0.140
25 0.264 0.622 0.241 0.137
26 0.284 0.622 0.243 0.135
27 0.248 0.622 0.242 0.136
28 0.285 0.622 0.243 0.135
29 0.256 0.622 0.241 0.138
30 0.289 0.622 0.243 0.135
31 0.287 0.622 0.239 0.140
32 0.280 0.622 0.240 0.138
33 0.246 0.622 0.240 0.138
34 0.256 0.622 0.237 0.141
35 0.256 0.622 0.237 0.141
36 0.256 0.622 0.237 0.141
37 0.256 0.622 0.237 0.141







9.

Fazit und Zusammenfassung

Im Rahmen dieser Arbeit wurde die gerichtete Erstarrung terndrer Eutektika mit der Pha-
senfeldmethode untersucht. Durch die Verwendung eines hochoptimierten, massiv-parallelen
Losers war es moglich, die komplexe dreidimensionale Mikrostruktur, die wahrend der gerich-
teten Erstarrung entsteht, zu simulieren. Damit wurden grofiskalige Simulationen mit bis zu
ca. 172000 CPUs durchgefiihrt.

Fiir die Untersuchungen wurden ein ideales System, verschiedene idealisierte Systeme und
zwei Datensédtze von Al-Ag-Cu verwendet. Der Fokus dieser Arbeit lag insbesondere auf der
Untersuchung des gleichzeitigen Auftretens unterschiedlicher Muster in Schnitten parallel zur
Erstarrungsfront bei gleichen aufgepriagten Prozessbedingungen.

Aus den durchgefiithrten Untersuchungen lassen sich folgende Hauptschlussfolgerungen ziehen:

(i)

(iii)

Aufgrund der guten qualitativen und quantitativen Ubereinstimmungen von Simulationen
des idealen ternéren eutektischen Systems und zwei verschiedenen Analytiken, sowie
der qualitativen Ahnlichkeit fiir Al-Ag-Cu, ist das verwendete Phasenfeldmodell in der
Lage die Beziehung zwischen der Wachstumsgeschwindigkeit, den lamellaren Abstdnden
und der durchschnittlichen Frontunterkiihlung korrekt vorherzusagen. Dazu wurde
erstmals die Unterkiihlung in dreidimensionalen Simulationen ternérer eutektischer
Systeme bei verschiedenen systematisch variierten, lamellaren Abstdnden untersucht.
Die Unterkiihlung folgt dabei einem Verlauf, dhnlich dem von Jackson und Hunt [240]
analytisch vorhergesagtem Zusammenhang mit einem globalen Minimum bei A jz. Mit
Hilfe der Variation wurde ein Erklarungsansatz fiir das Auftreten bestimmter Muster,
bedingt durch die Gesamtunterkiihlung und die Anordnung der benachbarten Phasen,
hergeleitet.

Durch die systematische Variation der Basis-Grofie konnte deren Einfluss auf die entste-
henden Muster in idealen und realen Systemen gezeigt werden. Es wurde sowohl eine
MafBzahl fiir ein ideales System hergeleitet wie auch ein Vorgehen zur Bestimmung der
minimal notwendigen Gebietsgrofie und der erforderlichen Anzahl an Zeitschritten fiir
Al-Ag-Cu vorgestellt. Mit dieser Methode, der Hauptkomponentenanalyse basierend auf
Zweipunktkorrelationen, wurde auflerdem die notwendige Gebietsgréfie zum Erreichen
statistischer Volumenelemente fiir die beiden Datensédtze von Al-Ag-Cu bestimmt.

In den auf diesen Erkenntnissen basierenden grofiskaligen Simulationen wurden Mus-
teranordnungen gefunden, die auch in Experimenten beobachtet werden, die aber nicht
in kleinskaligen Simulationen auftreten. Diese Anordnungen beinhalten das Entstehen
von Ubergangszonen verschieden ausgerichteter ternirer eutektischer Strukturen, Spiral-
wachstum ineinander verschlungener Fasern eingebettet in eine Matrixphase und das
gleichzeitige Auftreten verschiedener Muster. Durch die systematische Variation von phy-
sikalischen Werten und Prozessparametern in den Simulationen konnte beispielsweise ein
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Erkldrungsansatz dafiir gegeben werden, dass bestimmte Strukturen, wie das vermutete
Spiralwachstum, nur relativ selten in Experimenten des Systems Al-Ag-Cu beobachtet
werden.

Ausgehend von der guten qualitativen und quantitativen Ubereinstimmung von Simulatio-
nen des Systems Al-Ag-Cu mit experimentellen Ergebnissen wurde die Zusammensetzung
der Schmelze verindert. Dabei zeigt sich, dass selbst geringe Anderungen in der GroSen-
ordnung von +1 % zu einer signifikanten Anderung der entstehenden Muster und der
Phasenanteile fithren. Da die Schmelzkonzentration in Experimenten lokalen Schwan-
kungen, z. B. durch schwerkraftinduzierte Segregation oder Konvektion, unterliegen
kann, liefern diese Ergebnisse eine weitere Erkldrung fiir das gleichzeitige Auftreten
unterschiedlicher Muster wiahrend der gerichteten Erstarrung terndrer Eutektika bei
gleichen aufgebrachten Prozessbedingungen.

Abschlieflend wurden noch erste Untersuchungen zur Etablierung einer direkten Kopplung
zwischen den aufgebrachten Prozessparametern und der entstehenden Mikrostruktur
durchgefiihrt. Diese Ergebnisse dienen in zukinftigen Arbeiten dazu, fiir gewiinschte
mechanische Eigenschaften die dazu notwendigen Prozessbedingungen festzulegen.



10. Ausblick

In den in dieser Arbeit durchgefiithrten Untersuchungen der gerichteten Erstarrung ternérer
Futektika haben sich weiterfithrende Fragestellungen ergeben, die im Rahmen sich anschlie-
Bender Studien analysiert werden sollten, um ein noch besseres Verstindnis der Musterbildung
wahrend der gerichteten Erstarrung zu erhalten. Fiir diese kann teilweise der verwendete Loser
direkt genutzt werden oder es wurden bereits Ansétze zur Bearbeitung dieser Fragestellungen
implementiert.

Bei der Bestimmung des Zusammenhangs zwischen den Prozessbedingungen und der entste-
henden Mikrostruktur mit Hilfe einer Hauptkomponentenanalyse basierend auf Zweipunkt-
korrelation (siehe Abschnitt wurde der Einfluss verschiedener Konzentrationen von Ag
und Cu sowie der Erstarrungsgeschwindigkeit auf die entstehenden Muster untersucht. Der
FEinfluss weiterer Prozessgrofien, wie der Steigung des Temperaturgradienten, des Einflusses
der Al-Konzentration in der Schmelze oder eines verkippten Temperaturgradienten, &hnlich
wie in [269], ware ebenfalls technisch interessant, um die entstehende Mikrostruktur besser
kontrollieren zu konnen.

Die zusétzliche Kopplung mit den mechanischen Eigenschaften, eine sogenannte Prozess-
Struktur-Eigenschafts-Kopplung (engl. process structure property linkage) [336], 337, 340, 368
377) wiirde es ermoglichen, fiir gewiinschte mechanische Eigenschaften direkt die notwendigen
Prozessschritte und deren Parameter zu bestimmen. Derartige Ansétze werden auch bereits
in der integrierten computergestiitzen Materialentwicklung (engl. Integrated Computational
Materials Engineering (ICME) [4]) und im Rahmen der Material-Genom-Initiative (engl.
Materials Genome Initiative (MGI) [I] ) verfolgt.

In den von Dr. A. Dennstedt vom deutschen Zentrum fiir Luft- und Raumfahrt durchgefiihrten
Experimenten der gerichteten Erstarrung von Al-Ag-Cu konnten diverse Mikrostrukturum-
ordnungsprozesse in den erstarrten Proben mit Hilfe von Synchrotrontomographie detektiert
werden. Erste Ergebnisse dazu sind in der gemeinsamen Arbeit [I8] publiziert. Eine weitere
Auswertung der Daten wird zurzeit durchgefiihrt. Dabei zeigen sich u.a. Nukleationsprozes-
se der AlyCu-Phase an AgoAl-Al-Grenzflichen, wie sie beispielhaft mit dem roten Kreis in
Abb. markiert sind. Abb. stellt einen Teil eines rekonstruierten Volumens einer gerich-
tet erstarrten, terndren eutektischen Al-Ag-Cu-Legierung dar, in der ein Nukleationsprozess
stattfindet. Die Al-Matrix ist ausgeblendet und die griine AgsAl-Phase ist durchscheinend
dargestellt.

Zwar tritt Nukleation in Al-Ag-Cu relativ selten auf, eine Abbildung dieser Art von Nu-
kleationsprozessen in den Phasenfeldsimulationen kénnte allerdings zu einer noch besseren
qualitativen und quantitativen Ubereinstimmung zwischen Simulationen und Experimenten
fihren. Ein Modell, das durch stochastische Stérungen in der Grenzfliche zu einer Nuklea-
tion fiihrt, ist bereits im Multiphysikframework Pace3D [134, B15H323] implementiert. Die
Anwendung fiir die gerichtete Erstarrung eines idealen terndren eutektischen Systems ist
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Abbildung 10.1.: Ausschnitt aus der Mikrostruktur einer gerichtet erstarrten Al-Ag-Cu-
Legierung, die mit Synchrotrontomographie sichtbar gemacht wurde. Mit
einem roten Kreis ist eine Nukleation der blauen Al,Cu-Phase hervorgeho-
ben. Das Experiment wurde von Dr. A. Dennstedt vom deutschen Zentrum
fiir Luft- und Raumfahrt durchgefithrt und die Synchrotron-Tomographie-
Aufnahme wurde an der European Synchrotron Radiation Facility in Greno-
ble, Frankreich realisiert.

in der zweidimensionalen Simulation in Abb. [I0.2) dargestellt. Die drei Festphasen wachsen
gemeinsam nach oben in ein mit Schmelze gefiilltes Gebiet. In der Abbildung ist die Umgebung
der Erstarrungsfront nach unterschiedlichen Zeitschritten abgebildet. Durch die Verwendung
eines Nukleationsmodells kénnen sich die Lamellen umordnen, um eine periodische Lange
entsprechend ihres A ;g zu erreichen.

Die Verwendung eines Nukleationsmodells wird ebenfalls zur Untersuchung des Wachstums
eutektischer Kolonien bzw. Zellwachstum und eutektisch-dendritischen Wachstums benotigt,
die skaleniibergreifende Probleme darstellen.

FEin Beispiel fiir gekoppeltes eutektisches und dendritisches Wachstum ist in Abb. darge-
stellt. Da der Dendrit um mehrere Groéflenordnungen grofler als die umgebenden eutektischen
Strukturen ist, miissen verschiedene Léngenskalen aufgelost werden, was z. B. mit der Ver-
wendung einer adaptiven Netzverfeinerung [I47HI52] geschehen kann. Weiterhin muss eine
zusétzliche Anisotropie der Grenzflichenenergien in das Modell integriert werden.
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(a) Zeitschritt 0 (b) Zeitschritt 500 000

(¢) Zeitschritt 1000000

Abbildung 10.2.: Ergebnis einer 2D-Simulation eines idealen terndren eutektischen Systems
nach einer verschiedenen Anzahl von Zeitschritten unter Verwendung eines
Nukleationsmodells. Die drei Festphasen wachsen gemeinsam nach oben in
ein mit Schmelze gefiilltes Gebiet.

Ergebnisse zur Stabilitdt von Zellwachstum im ternédren System Al-Si-Mg, die ebenfalls mit
dem in dieser Thesis verwendeten Loser berechnet wurden, sind in der Arbeit von Dr. S. Schulz
[378] publiziert. In Abb. ist das Ergebnis einer grofiskaligen zweidimensionalen Simulation,
die fiir 3.8 Stunden auf 400 CPUs gerechnet wurde, mit einer Gebietsgrofie von 10000 x 8250
Voxel-Zellen von Dr. S. Schulz dargestellt. Neben den Zellstrukturen bilden sich zusédtzlich
noch Dendriten mit einer Vorzugsrichtung von 45° zur Wachstumsrichtung.

Das Ergebnis einer 3D-Simulation mit zellulirem Wachstum des Systems Al-Si-Mg von Dr.
S. Schulz ist in Abb. dargestellt. Diese Simulation hat unter Ausnutzung eines gleitenden
Fensters eine Gebietsgrofle von 1200 x 1200 x 127 646 Voxel-Zellen und lief fiir 20.8 Stunden
auf 20250 CPUs auf dem HazelHen-Cluster des Hochstleistungsrechenzentrums Stuttgart.

In Al-Ag-Cu tritt eine starke Verdnderung der Loslichkeit von Ag in der Al-Phase bei Tem-
peraturen unterhalb des terniren eutektischen Punktes auf [15], B0, [31], die zu verdnderten
Phasenanteilen und unterschiedlichen Mustern fiihrt. Aufgrund des grofien zusétzlichen Rechen-
aufwandes bei der Berechnung der Erstarrung und der darauf folgenden Festphasendiffusion
durch die unterschiedlichen Zeitskalen, wurden fiir die Simulationen in dieser Arbeit die beiden
Datensétze CAL und EXP verwendet. In zukiinftigen Simulationen soll zunéchst die erstarrte
Mikrostruktur mit CAL simuliert werden und anschlieflend die Festphasendiffusion mit dem
Parametersatz EXP.

Beim Vergleich der Unterkiihlung der dreidimensionalen Simulationen mit den analytischen
Ansitzen hat sich fiir das ideale System eine gute qualitative und quantitative Ubereinstimmung
ergeben. Fiir Al-Ag-Cu treten grofiere Abweichungen auf, die u.a. mit der nicht betrachteten
Kriimmung der Erstarrungsfront bei der solutalen Unterkiihlung erklart werden kénnen. In
[379] wird gezeigt, dass sich fiir ein binédres eutektisches System die Abweichungen zwischen
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Abbildung 10.3.: Ergebnis einer zweidimensionalen Simulation der Stabilitdt wéahrend des
Zellwachstums von Dr. S. Schulz. Die Simulation lief fiir 3.8 Stunden auf 400
CPUs mit einer Gebietsgrofle von 10000 x 8250 Voxel-Zellen.

Simulationen und Analytik verringern lassen, wenn diese Kriimmung der Front mit einberechnet
wird. Ansétze fiir die dreidimensionale Erstarrung und fiir ternédre eutektische Systeme sind in
Vorbereitung.

Neben dem untersuchten System Al-Ag-Cu bietet sich die Analyse weiterer wissenschaftlich
und technisch relevanter multikomponentiger eutektischer Systeme wie beispielsweise Ni-Al-Cr,
Ni-Al-Mo und Ni-Mo-Co mit grofiskaligen Simulationen an, da das verwendete Modell auch
fiir diese Systeme verwendet werden kann. Diese Legierungen werden aufgrund ihrer guten
Kriechfestigkeit als Hochtemperaturwerkstoffe eingesetzt. Die Modellierung des Systems Ni-
Al-Cr mit der Phasenfeldmethode und deren gute Ubereinstimmung mit analytischen Werten
und experimentellen Schliffbildern ist in [380] publiziert.

Zusétzlich zu der in dieser Thesis betrachteten diffusionskontrollierten gerichteten Erstarrung
ware die Einbeziehung weiterer physikalischer Krifte empfehlenswert. Zur Untersuchung des
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Abbildung 10.4.: Ergebnis einer dreidimensionalen Simulation der Stabilitdt wéihrend des
Zellwachstums von Dr. S. Schulz. Die Simulation hat eine Gebietsgréfie von
1200 x 1200 x 127 646 Voxel-Zellen unter Ausnutzung eines gleitenden Fensters
und lief fiir 20.8 Stunden auf 20250 CPUs auf dem HazelHen-Cluster des
Hochstleistungsrechenzentrums Stuttgart.

Einflusses von Gravitation auf die entstehenden Muster sind Experimente zur gerichteten
Erstarrung von Al-Ag-Cu auf der internationalen Raumstation ISS im Rahmen des SETA-
Projektes (engl. Solidification along an Eutectic path in Ternary in Al-Ag-Cu) geplant [28], 29]
[365]. Begleitende Simulationen konnten einen wichtigen Beitrag zum Verstiandnis des Einflusses
von Gravitation liefern und somit helfen Kosten und Zeit zu sparen.
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A. Anhang

A.1. Entdimensionalisierung

Im Folgenden wird die Entdimensionalisierung der in Kapitel [3| vorgestellten Gleichungen
gezeigt.

Fiir die Entdimensionalisierung werden folgende Skalen verwendet:

Energie: Einheit J (in SI-Einheiten: 1J = 1 Nm = 1 % m

S

Léange: Einheit m
Zeit: Einheit s

Temperatur: Einheit K

m3

e molares Volumen: Einheit V,,, = —
mol

Basierend auf diesen Grundskalen haben die Parameter in den Simulationen folgende Einhei-
ten:

o Groflkanonisches Potential ¥ = J

J
e spezifisches Groflkanonisches Potential ¥ = v

m
o Freie Energie F' = J

J
e spezifische Freie Energie f = v
m

e chemisches Potential i = —
mol

J
e spezifisches chemisches Potential p = v
m

e Stoffmenge N = mol
e Skalierungsparameter fiir die Grenzflache: e = m

e Temperatur T' = K

J
e Gradientenergiedichte a = Jm
Vin

. Jm
e Potentialterm w = v

m
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J
e kinetischer Koeffizient 7 = v >
mm
o Zeitt =s
2
e Diffusionskoeffizient Dy = —
s
J
e Oberflichenenergie: v;5 = Jam
m
i Jm
e hoherer Ordnungsterm: Yapy = v

m

Im Folgenden wird die Korrektheit der Entdimensionalisierung mit Hilfe der verwendeten
Gleichungen gezeigt.

GroBkanonisches Potential Funktional

vV = F — 4 N (A.1)
—~ =~ =~
J J J mol
mol
v = f - pe (A.2)
—~ =~ =~
J L L
Vi Vm Vi
1
v :/ € a + - w |+ ¢ dQ (A.3)
~~~ Q € ~~ ~—
J m Jm 1 \1/Jm J Vm
= 1 = 7
Vi m - Vi Vi,
Evolutionsgleichung von ¢
R R R R 7 (54
R R c R R
Js m e~ m N oc/ 1 — _/(X \/\,ix/ \,ixz
v 1 J - J 1 gm J
-~ m Jr 2
s Vinm Vin m- v, Vin
1N/ da da 10w O
A= — € ( -V ) + - + Ab
NZ Obs OVda €0bs  Obs (4.5)
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