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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit beschreibt die Untersuchung existierender SchlieBungsansitze der Ener-
gieerhaltungsgleichung in turbulenten Platten- und Rechteckkanalstrémungen unter Beriicksichti-
gung des Einflusses der molekularen Prandtl-Zahl. Hier im Fokus stehen Fliissigmetallstrémungen,
die durch ihre spezifisch niedrigen molekularen Prandtl-Zahlen charakterisiert werden. Im Gegen-
satz zu konventionellen Fluiden ist ein Transport von grolen Mengen an Wirmeenergie bereits
durch rein molekulare Diffusion méglich. Diese Eigenschaft erlaubt es, thermodynamische Pro-
zesse auf hoheren Temperaturniveaus einphasig betreiben zu konnen und somit den Gesamtwir-
kungsgrad zu verbessern. Fliissigmetallstromungen konnen in verschiedenen technischen Anwen-
dungen eingesetzt werden, wie z.B. in fliissigmetallgekiihlten Reaktoren, konzentrierter Solarther-
mie (Concentrated Solar Power - CSP) oder zur Umwandlung von Wirmeenergie in elektrische
Energie (Power Conversion System - PCS).

Experimentelle Untersuchungen von Fliissigmetallstromungen sind zeit- und kostenaufwendig,
da z.B. fliissiges Natrium hochreaktiv in Kombination mit Wasser oder Luft und eutektisches Blei-
Bismuth stark korrosiv ist. Um diese Technologien, Prozesse und Forschungsanlagen dennoch
hinsichtlich ihres Designs oder ihrer Leistungsfihigkeit zu beurteilen und optimieren, besteht da-
her ein wachsendes Interesse an unterstiitzenden numerischen Werkzeugen, z.B. in Form einer
numerischen Stromungssimulation (Computational Fluid Dynamics - CED).

Die numerische Stromungssimulation ldsst sich aufteilen in vollstindig aufgeldste, direkte nu-
merische Simulationen (Direct Numerical Simulation - DNS), nur teilweise aufgeloste Grobstruk-
tursimulationen (Large Eddy Simulation - LES) und Simulationen auf Basis der Reynolds-gemit-
telten Navier-Stokes-Gleichungen (Reynolds Averaged Navier-Stokes Equations - RANS). Die
beiden erstgenannten Methoden miissen aufgrund der Eigenschaften der Turbulenz stets voll-
standig dreidimensional und instationédr durchgefiihrt werden. Dies erfordert speziell bei gro3en
Reynolds-Zahlen sowie bei komplexen Geometrien auch nach heutigem Stand einen erheblichen
Aufwand. Der RANS-Ansatz hingegen stellt im Gegensatz hierzu einen geeigneten Kompromiss
zwischen numerischer Genauigkeit und erforderlichem Aufwand dar. Er ermoglicht im Unter-
schied zu den beiden anderen Verfahren mit Hilfe von Mittelungsansitzen eine Beschreibung der
turbulenten Stromung unter der Annahme eines quasi-stationdren Zustandes. Dies erlaubt es auch
komplexe, sicherheitsrelevante Fragestellungen in technisch relevanten Geometrien mit vertretba-

rem Aufwand zu analysieren.
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Eine Beurteilung von entwickelten SchlieBungsansitzen der Impuls- und Energieerhaltungsglei-
chung fiir die Reynolds-gemittelten Navier-Stokes- und Erhaltungsgleichungen erfordert stets eine
hinreichend genaue Validierung anhand verfiigbarer experimenteller und numerischer Daten. Da
experimentell meist nur einzelne Gréen, wie z.B. der Geschwindigkeits- oder Temperaturvertei-
lung, zuginglich sind, werden komplexere Modellierungansitze zumeist anhand von geschlosse-
nen Datensitzen aus direkten numerischen Simulationen (DNS) oder Grobstruktursimulationen
(LES) verifiziert.

Im Rahmen dieser Arbeit werden zunidchst Modellansétze aus der Literatur zur Beschreibung
der turbulenten Wirmefliisse analysiert. Fiir symmetrisch beheizte, turbulente Plattenkanalstro-
mungen existieren in der Literatur hochaufgeloste DNS-Daten bei verschiedenen Reynolds- und
Prandtl-Zahlen. Anhand dieser Daten werden die verschiedenen Modellansitze detailliert mitein-
ander verglichen und bewertet.

In einem zweiten Schritt werden geeignete Ansitze ausgewihlt und unter Beriicksichtigung der
Anforderungen einer Rechteckkanalstromung niedriger molekularer Prandtl-Zahl erweitert bzw.
modifiziert. Ziel dieses Vorgehens ist die Beseitigung von Schwachstellen vorhandener Model-
le, wie z.B. numerische Unstetigkeiten infolge der scharfen Ecken des Rechteckkanals. Zur Ef-
fizienzsteigerung der erweiterten Modelle wird dariiber hinaus eine algebraische Reduktion der
vollstindigen Transportgleichungen vorgeschlagen, die es erlaubt ein algebraisches turbulentes
Wirmeflussmodell abzuleiten.

In einem dritten Schritt werden die entwickelten Ansédtze mit einem Turbulenzmodell gekop-
pelt. Das kombinierte Modell wird anhand von Ergebnissen der DNS bzw. eigener LES sowie
empirischen Korrelationen in symmetrisch und asymmetrisch beheizten, turbulenten Plattenkanal-
stromungen validiert.

Anschlieend werden LES in vollstindig hydraulisch und thermisch eingelaufenen Rechteck-
kanalstromungen bei zwei verschiedenen molekularen Prandtl-Zahlen und unterschiedlichen Be-
heizungszustinden durchgefiihrt. Die Ergebnissen werden analysiert und mit den Ergebnissen der
entwickelten SchlieBungsansitze verglichen.

Im letzten Schritt wird das Potential der Modellkombination aus Reynolds-Spannungsmodell
und turbulentem Wirmeflussmodell fiir den Bereich der Mischkonvektion bei Stromungen nied-
riger molekularer Prandtl-Zahl aufgezeigt und diskutiert. Fiir einen Vergleich werden hierzu LES
bei verschiedenen Beheizungszustinden durchgefiihrt.

Abschlieend erfolgt eine Beurteilung der Genauigkeit sowie der Limitierung der entwickelten

Modelle hinsichtlich der Verwendung in technischen Systemen.
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Abstract

The present work investigates existing closure proposals for the energy conservation equation
under consideration of the influence of the molecular Prandtl number. Especially Liquid metal
flows (LM) can be characterized by low molecular Prandtl numbers and the transport of thermal
energy is dominated by molecular diffusion. This allows operating a thermodynamical process on a
higher temperature level hence increasing the overall efficiency of the system. Liquid metal flows
can be used in different fields of applications, e.g. liquid metal cooled nuclear reactor systems,
Concentrated Solar Power (CSP), or Power Conversion Systems (PCS), which enable the direct
conversion from heat to electrical power.

An analysis based on experimental data is rather difficult in liquid metal flows, for example
due to the high reactivity of liquid sodium in combination with air and water or steel corrosion in
lead-bismuth eutectic (LBE). Thus, for the optimization of the design or the investigation of the
performance of these technologies, there is an increasing demand for reliable numerical tools, e.g.
Computational Fluid Dynamics (CFD).

Within the framework of CFD different methods and approaches exist for the simulation of
turbulent flows, e.g. direct numerical simulations (DNS), partially resolved simulations (LES) or
simulations based on the Reynolds-Averaged Navier-Stokes-Equations (RANS). Due to the three-
dimensional and chaotic nature of turbulence, DNS and LES require the time-dependent solution
of the full set of conservation and transport equations. Especially for higher Reynolds numbers
and complex geometries, this requires additional numerical effort. Among the given methods, the
RANS approach is the best compromise between numerical effort and accuracy. This allows the
investigation of complex, safety-relevant scientific problems of large scale facilities.

The assessment of different levels of closure approaches for the momentum and energy con-
servation equations demands a careful validation by means of available experimental or numerical
data. Since the comparison with experimental data is limited to first order quantites, e.g. velocity or
temperature profiles, one requires the results from DNS or LES to derive more accurrate modelling
proposals for the different budget terms.

Therefore the present work is subdivided into the following sections. First, different approaches
for the turbulent heat fluxes from literature are investigated. For turbulent channel flows highly
resolved DNS data for different Reynolds and Prandtl numbers are available from the literature.

By means of these data the closure porposals are analyzed and compared in detail.



In a second step the most promising turbulent heat flux models are selected and modified to meet
the requirements of turbulent square duct flows at low molecular Prandtl numbers. The main goal
is the analysis and removal of deficiencies, e.g. an unsteady numerical behavior within the corner
region of the square duct. To increase the efficiency of the turbulent heat flux models an algebraic
truncation of the transport equations is proposed, which then allows to derive an implicit algebraic
heat flux model.

In a third step the proposals will be combined with a turbulence model. Then a validation of the
full set of transport equations is performed in symmetrically and asymmetrically heated, turbulent
channel flows based on DNS data, empirical data and data obtained from own LES, respectively.

Furthermore LES in rectangular ducts (square ducts) for different Prandtl numbers and heating
conditions are performed and then compared to the results of the proposed algebraic turbulent heat
flux models.

Finally, the potential of the proposed combination of models is discussed in turbulent square
duct flows at low molecular Prandtl numbers and within the mixed convection regime. For this
study additional LES are conducted.

In the last chapter the proposed models will be discussed, especially considering their accuracy

and limitations in technical systems.
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1 Einleitung und Zielsetzung der Arbeit

1.1. Flissigmetallstromungen in der Energietechnik

Fliissigmetalle unterscheiden sich von anderen Fluiden durch ihre hohe Warmeleitfahigkeit und
niedrige spezifische Wirmekapazitit. Der Wirmetransport wird durch molekulare Wirmeleitung
dominiert. Fliissigmetalle werden daher auch durch niedrige molekulare Prandtl-Zahlen beschrie-
ben. Ihr groBBer nutzbarer Temperaturbereich zwischen Schmelzpunkt und Verdampfung erlaubt es
bei atmosphirischen Bedingungen grofle Mengen thermischer Energie einphasig zu absorbieren.
Thermodynamische Prozesse konnen auf hoheren Temperaturniveaus durchgefiihrt werden und
ermoglichen hohere thermodynamische Wirkungsgrade des Gesamtsystems.

Der Grofteil der bisherigen Forschungsarbeit in Stromungen niedriger molekularer Prandtl-Zahl
fokussiert sich auf fliissigmetallgekiihlte nukleare Reaktorsysteme, die im Zuge des weltweit wach-
senden Bedarfs an Energie zunehmend an Interesse gewinnen [1-3]. Eine wesentliche Motivation
ist hierbei die Reduktion des Gefahrenpotenzials bzw. der Radiotoxizitét des langlebigen nuklearen
Abfalls. Auch nach Millionen von Jahren ist die radioaktive Strahlung im nuklearen Abfall noch
messbar, so dass zwingend eine geeignete Lagerung erforderlich ist [4,5]. Durch die damit ver-
bundenen Risiken und Kosten ist das Interesse an einer Wiederaufbereitung des nuklearen Abfalls
dementsprechend groB.

Eine Moglichkeit die Radiotoxizitdt zu senken, ist eine Kombination aus Partitionierung und
Transmutation in Beschleuniger-getriebenen, nuklearen Reaktorsystemen (ADS!). Ziel dieser Ver-
fahren ist die Umwandlung langlebiger, radioaktiver Radionuklide in stabile Nuklide unter Ener-
giefreisetzung [2,4]. Fliissigmetalle dienen hier nicht nur der Kiihlung, sondern auch als Neu-
tronenquelle”. Entscheidend ist, dass das eingesetzte Reaktorkiihlmittel keine Moderatorwirkung
besitzt [4,6].

leng.: ADS - Accelerator driven nuclear reactor systems
2, Schnelle” Neutronen entstehen beim Aufeinandertreffen eines beschleunigten Protons, z.B. durch einen Teilchen-
beschleuniger, auf einen schweren Atomkern



1. Einleitung und Zielsetzung der Arbeit

Unter sechs vorgeschlagenen ,,Generation IV*“-Konzepten basieren zwei Ansitze auf Fliissig-
metall-gekiihlten Reaktoren [2,3]. Bei dem ersten Konzept handelt es sich um einen bleigekiihl-
ten Reaktor (LFR) (vgl. Abb. 1.1). Eines der wichtigsten Projekte dieser Art ist der MYRRHA-
Reaktor [7,8]. Reaktoren dieses Typs konnen mehrere Jahre ohne Einbringen neuen Brennstoffs
betrieben werden, weswegen man sie auch als ,,nukleare Batterie” bezeichnet [2]. Das eingesetzte
Blei muss wihrend des Betriebs stets fliissig gehalten werden. Die Kiihlung des Kerns in kleineren
Reaktoren erfolgt mittels Naturkonvektion des Fliissigmetalls, so dass der Einsatz von zusitzlichen
Pumpsystemen entféllt. Die groe Dichte schwerer Fliissigmetalle erfordert hierbei eine erdbeben-

sichere Grundstruktur der Anlage [2].

Kontrollstiabe Generator

Elektrische
Leistung

Turbine

Wirmeiiber-

Rekuperator
Kompressor
\

trager

Reaktor-
behilter

Zwischen- Vorkiihler
N

kiihler
Kompressor

\S )

Abbildung 1.1.: Prinzipskizze eines bleigekiihlten Reaktors (LFR) mit angeschlossenem Joule-Brayton
Gasturbinen-Kreisprozess (Grafik illustriert nach [2]).

Beim zweiten Konzept handelt es sich um einen schnellen natriumgekiihlten Reaktor (SFR) (vgl.
Abb. 1.2). Eine Vielzahl unterschiedlicher Projekte zur Entwicklung wurde bereits umgesetzt, wie
z.B. Phénix> oder die russischen BN-Reaktoren [10]. Im Rahmen der ,,Generation IV*“-Konzepte
sind das franzosische ASTRID*- sowie das PRISM-Projekt [1,11,12] zu nennen. Der Einsatz von
fliissigem Natrium erfordert MaBBnahmen zur Vermeidung exothermer Reaktionen mit Wasser oder

Luft wihrend der Entwurfs- und Auslegungsphase solcher Reaktoren. Ebenso wie Blei bzw. Blei-

3Die Stilllegung erfolgte nach Angaben des PRIS [9] (Power Reactor Information System) am 1. Februar 2010.
4 Abkiirzung: ASTRID - Advanced Sodium Technological Reactor for Industrial Demonstration



1.1. Fliissigmetallstromungen in der Energietechnik

> einen groBen nutzbaren Temperaturbereich zwischen Schmelz-

Bismuth weist fliissiges Natrium
und Verdampfungspunkt auf [13]. Es entféllt somit die Notwendigkeit eines hohen Druckniveaus,
wie z.B. fiir iberkritische Leichtwasserreaktoren. Dariiber hinaus ist infolge der hohen Wirme-
leitfihigkeit das Gefahrenpotenzial einer Uberhitzung deutlich gesenkt [2,3]. Wie Abb. 1.2 zu
entnehmen ist, existieren drei separate Kreisldufe: ein primérer und sekunddrer Natriumkreislauf,
die tiber Wirmeiibertrager miteinander interagieren, sowie ein dritter Kreislauf, in dem unter an-

derem Wasser verdampft und zur Stromerzeugung genutzt wird.

Dampf-Kreislauf

Turbine
A v A Generator
Kontrollstibe
Primérer Natrium- n
KreiSIalif (heiB) Kondensator
A

N

y ) .

Sekundirer Natrium-
Kreislauf
N Pumpe
- . Kern P
AAA
Pumpe Primérer Natrium-
Kreislauf (kalt)

Abbildung 1.2.: Prinzipskizze eines Natrium gekiihlten Reaktors (SFR) mit angeschlossenem Dampf-
Kreislauf zur Energiegewinnung (Grafik illustriert nach [2])

Fiir Fliissigmetalle existiert eine Vielzahl weiterer Anwendungsoptionen. Eine Moglichkeit stellt
die Erzeugung elektrischer Energie aus erneuerbaren Ressourcen dar. In solarthermischen Anwen-
dungen bzw. Kraftwerken (CSP®) werden als Kollektoren iiblicherweise Parabolrinnen bzw. Pa-
rabolspiegel oder Spiegelfelder mit zentralen Tiirmen eingesetzt. Die Spiegelflachen reflektieren
die von der Sonne kommende Strahlung und konzentrieren diese auf eine Absorberfliche (thermi-
scher Receiver) [14]. Das Warmetrigermedium, das entlang der Absorberfliche stromt, nimmt die
Wirme auf, die in einem nachgeschalteten Wirmeiibertrager und einem konventionellen Dampf-
kraftprozess in elektrische Energie umgewandelt werden kann. Aufgrund ihrer thermischen Eigen-

schaften konnen zu diesem Zweck Fliissigmetalle verwendet werden.

Seng: Sodium
% Abkiirzung: CSP - Concentrated Solar Power plant
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Eine technische Umsetzung eines solchen CSP-Systems mit der Bezeichnung SOMMER”, die
auf der Verwendung von Fliissigmetallen als Ubertragungsmedium basiert, wird derzeit am KArls-
ruhe Liquid metal LAboratory (KALLA) des Karlsruher Instituts fiir Technologie (KIT) unter-
sucht [15-17]. Die wesentlichen Komponenten der SOMMER-Anlage werden in Abb. 1.3 gezeigt.

b) Verteilung der Flussdichte am Brennpunkt c¢) Aufenansicht

0.05 5000 Receiver
Bereich Gehiuse

E 0.025 4000 75
= 3000 =
= 0 @
5 2000 =
5 g
£ .0.025 2
f% 1000 E Keramik-

-0.05 0 schirm

-0.05-0.025 0 0.025 0.05
/

_ _ d) Stromungskanalsystem zu c)
Receiver Breite [m]

Brennpunkt . ..
Spiralrohr ~Dammungs-
bereich

a) Kollektoraufbau der SOMMER-Anlage

Abbildung 1.3.: Prinzipskizze der Kollektoranordnung a), der Flussdichte am Brennpunkt b), des Recei-
vers und der Absobberflidche c) sowie des zugehorigen Stromungskanals d) der SOMMER-
Anlage des KALLA-Labors (KIT) [15-18].

Die absorbierte Leistung des SOMMER-Konzepts betrigt ungefahr 10 kW und es ergibt sich
im Betrieb ein Temperaturbereich von 400 — 600 °C [15]. Um diese grole Energiemenge geeignet
abzufiihren, ist aufgrund seiner thermischen Eigenschaften Blei-Bismuth (LBE) als Arbeitsme-
dium bzw. Receiver-Fliissigkeit vorgesehen [15,18]. Prinzipiell eignen sich jedoch auch andere
Fliissigmetalle, wie z.B. fliissiges Natrium [19].

Ein weiteres Beispiel fiir den Einsatz von Fliissigmetallen, speziell fliissiger Alkalimetallen wie

Natrium oder Lithium, zur direkten Umwandlung von thermischer in elektrische Energie ist die

7 Abkiirzung: SOMMER - Solar furnace with molten metal-cooled receiver



1.1. Fliissigmetallstromungen in der Energietechnik

AMTEC8-Zelle (vgl. Abb. 1.4) [20,21]. Das wesentliche Element der Funktionsweise ist ein fes-
ter Keramikeletrolyt aus Aluminumoxid (Al,O5) (BASE®) mit einer hinreichend groflen Ionen-
und einer vernachlidssigbaren Elektronenleitfihigkeit [21]. Dieser teilt die Zelle in einen Bereich
hoher Temperatur und hohen Drucks, sowie in einen Bereich niedriger Temperatur und niedrigen
Drucks [21]. An der Oberfliche des Keramikeletrolyts wird Natrium in Form von Na*-Ionen, die
infolge des Temperatur- und Druckgradienten (p; > p») durch den Ionenleiter getrieben werden,
und Elektronen e, die durch eine anliegende Spannung Elektrizitit erzeugen, aufgeteilt. Auf der
Seite der Kathode entsteht aus den Nat-Ionen und den Elektronen e~ wieder ,,neutrales” Natrium,
dass am Kondensator in einen fliissigen Zustand iibergeht [21]. Ein wesentlicher Vorteil dieser
Technologie ist ihre Fihigkeit mit beliebigen Wirmequellen kombiniert zu werden [21]. Am Insti-
tut fiir Neutronenphysik und Reaktortechnik (INR) des Karlsruher Instituts fiir Technologie (KIT)
ist hierzu eine spezielle Testanlage (ATEFA!0) aufgebaut [21].

Externe Last

Porose Elektrode

E 5
b= T

q =S c

»m %
Q c
v o
0] X
T

Kondensiertes
Natrium
(TE ~1200K) —

(Tc ~500K)

Pumpe

Abbildung 1.4.: Schematische Skizze des AMTEC-Konverters zur direkten Umwandlung von Wirme in
elektrische Energie (Grafik illustriert nach [21]).

Abseits der Energietechnik sind weitere technische Einsatzgebiete von Fliissigmetallen denk-
bar, wie z.B. zur Kiihlung thermisch hochbelasteter Oberflichen wie z.B. von Prozessoren, von

Kokillen im Metallguss sowie in der Aluminiumgewinnung oder Glasherstellung.

8engl.: AMTEC - Alkali Metal Thermal to Electric Converter
%eng.: BASE - Beta-Alumina Solid Electrolyte
10 Abkiirzung: ATEFA - AMTEC Test Facility



1. Einleitung und Zielsetzung der Arbeit

Um die vorgestellten Technologien, speziell den Entwurf und den Betrieb gro3technischer An-
lagen, hinsichtlich sicherheitsrelevanter Fragestellungen zu unterstiitzen, werden zunehmend nu-
merische Verfahren eingesetzt. Zur Untersuchung der stromungsmechanischen und thermischen
Phénomene turbulenter Strémungen kénnen direkte numerische Simulationen (DNS), Grobstruk-
tursimulationen (LES) sowie Simulationen basierend auf den Reynolds-gemittelten Navier-Stokes-
Gleichungen (RANS) eingesetzt werden. Unter den drei vorgestellten Methoden stellt der RANS-
Ansatz einen 6konomischen Kompromiss zwischen erforderlichem numerischen Aufwand und er-
zielbarer Genauigkeit dar, da der Einsatz von DNS oder LES bis zum heutigen Tag auf einfache
Geometrien, niedrige Reynolds-Zahlen und spezialisierte numerische Rechnerstrukturen, z.B. in
Form von Hochleistungsrechnern, beschrénkt ist. Auf der anderen Seite bieten sich zur Untersu-
chung dieser Phinomene auch Experimente an. Diese wiederum sind kapitalintensiv und erfordern
ein umfassendes Wissen iiber die Reinheit des eingesetztes Mediums, der chemischen Reaktivitét
z.B. im Fall von fliissigem Natrium oder der Korrosivitit von eutektischem Blei-Bismuth (LBE).

Aus diesem Grund zielt die vorliegende Arbeit im Wesentlichen darauf ab, existierende turbu-
lente Wirmeflussmodelle unter Beriicksichtigung des Einflusses niedriger molekularen Prandtl-
Zahlen und unter Verwendung vorhandener Datensitze zu untersuchen und weiterzuentwickeln.
Der iibliche Ansatz basiert auf der Verwendung einer konstanten turbulenten Prandtl-Zahl Pry,
deren theoretischer Ursprung auf Ahnlichkeitsannahmen zwischen dem turbulenten Geschwindig-
keits- und Temperaturfeld basiert. Dies fiihrt, wie gezeigt wird, bei Strémungen einer niedrigen
molekularen Prandtl-Zahl zu starken Abweichungen zwischen der Realitdt und den numerischen
Ergebnissen [22,23]. Es ist demnach zwingend erforderlich den Einfluss der molekularen Prandtl-
Zahl in Form von komplexeren Modellen in das Gleichungssystem aufzunehmen und diese mit ge-
eigneten experimentellen oder numerischen Ergebnissen zu untersuchen und zu validieren. Unter
Beriicksichtigung des Einflusses des Schwerefeldes der Erde und dem damit verbundenen Auftre-
ten unterschiedlicher Konvektionsarten (Natur-, Misch- und erzwungenen Konvektion) sowie dem
Ubergang zwischen diesen Formen, muss das jeweilige turbulente Wirmeflussmodell das spezielle
thermische Verhalten von Fliissigmetallstromungen hinreichend genau wiedergeben.

Das SOMMER-Projekt sowie der AMTEC-Konverter sind als Forschungsprojekte beide Be-
standteil der Helmholtz-Allianz LIMTECH'! [24]. Diese Allianz aus Forschungseinrichtungen
und technischen Universitdten in Deutschland hat das Ziel neue Technologien im Bereich von
Fliissigmetallen zu entwickeln und zu untersuchen. Diese reichen von Systemen der Energieum-
wandlung bei hohen Temperaturen, neuartigen Batteriekonzepten, verbesserten Fertigungsverfah-
ren (Stahlguss), einer Kohlendioxid freien Herstellung von Wasserstoff bis hin zu der Bereitstel-
lung grundlagenorientierter, experimenteller Daten zur Entwicklung numerischer Modelle [24].

Das letztgenannte Ziel stellt die wesentliche Motivation der vorliegenden Arbeit dar. Als Teil-
projekt der Helmholtz-Allianz LIMTECH wird ein vertikal durchstromter Rechteckkanal in unter-

! Abkiirzung: LIMTECH - Liquid Metal Technologies



1.1. Fliissigmetallstromungen in der Energietechnik

schiedlichen Konvektionsarten untersucht. Hierfiir werden in Zukunft experimentelle Daten der
KASOLA'?-Forschungsanlage am Institut fiir Neutronenphysik und Reaktortechnik (INR) des
Karlsruher Instituts fiir Technologie (KIT) in fliissigem Natrium (Pr ~ 0 0088) fiir eine Validie-
rung turbulenter Warmeflussmodelle zur Verfiigung gestellt [25-29]. Die KASOLA-Anlage sowie
eine Skizze der experimentellen Testsektion ist in der Abb. 1.5 dargestellt.
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Abbildung 1.5.: Skizze der KASOLA-Testanlage des INR (KIT-CN) (links) sowie Detailskizze der Testsek-
tion fiir Rechteckkanalstromungen (rechts) (Grafiken illustriert nach [25,26,29]).

Die Stromung durch Rechteckkanile ist durch das Auftreten von turbulenzinduzierten Sekun-
déarstromungen und somit durch die Vortizitdt in Stromungsrichtung €, gekennzeichnet. Dies ist
eine unmittelbare Konsequenz der Verteilung der Normal- und Schubspannungskomponenten des
turbulenten Reynolds-Spannungstensors. Fiir eine korrekte Beschreibung dieses Phianomens auf
Basis des RANS-Ansatzes ist demnach der Einsatz von nichtlinearen anisotropen Turbulenzmo-
dellen erforderlich [30]. Auch wenn im Fall der erzwungenen Konvektion das Verhiltnis der Se-
kundirstromung zur Hauptstromungsgeschwindigkeit u;, mit ca. 2-3 % sehr klein ist, kann infolge
des Betrags und der Richtung des Schwerefeldes der Erde ein zunehmender Einfluss der Sekun-

déarstromung auf die Temperaturverteilung festgestellt werden [31,32].

12 Abkiirzung: KASOLA - Karlsruhe Sodium Laboratoy



1. Einleitung und Zielsetzung der Arbeit

Unter der Annahme hinreichend groBer Reynolds-Zahlen ist die turbulenzinduzierte Sekundir-
stromung in erzwungener Konvektion durch die Existenz von acht Wirbelstrukturen charakterisiert,
wobei jeweils zwei Strukturen entlang der Fldchendiagonalen eine gegenlidufige Rotation aufwei-
sen (vgl. Abb. 1.6) [33].

Die Stromung in der Testsektion der KASOLA-Anlage ist vollstindig hydraulisch entwickelt.
Das fliissige Natrium stromt in einen einseitig beheizten Abschnitt. Die gegeniiberliegende Wand
ist mit einer konstanten Temperatur!? (7;, = konst.) beaufschlagt, die unterhalb der Eintrittstempe-
ratur T;, liegt. Dies stellt unter Beriicksichtigung von Auftriebseffekten einen hochkomplexen Stro-
mungsfall dar, zu dem nach aktuellen Stand keine experimentellen oder numerischen Vergleichs-
daten vorliegen. Eine Validierung bzw. Ableitung von Modellansitzen der turbulenten Wiarme-
fliisse anhand der KASOLA-Testsektion ist demnach noch nicht moglich. Mit einem Betrieb der
KASOLA-Anlage ist nach Kenntnis des Autors im Spitjahr 2017 zu rechnen.

Wirme-
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T}n > TW h
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Abbildung 1.6.: Schematische Skizze der Stromlinienverteilung der turbulenzinduzierten Sekundérstro-
mung im Rechteckkanal (links) und detaillierte Skizze der Testsektion in der KASOLA-
Anlage mit zugehorigen Randbedingungen (rechts).

Zu diesem Zweck wird im Rahmen der vorliegenden Arbeit zunichst ausschlieBlich das Verhal-
ten von existierenden oder weiterentwickelten Ansitzen der turbulenten Warmefliisse in hydrau-
lisch und thermisch vollstindig entwickelten Rechteckkanalstromungen unterschiedlicher Behei-

zungszustinde und bei variierender Prandtl-Zahl untersucht.

13 Anmerkung: Ausgehend vom urspriinglichen Schema wird anstelle einer konstanten Wandtemperatur aktuell als
Randbedingung eine nahezu perfekt isolierte Wand (¢ = 0) angedacht.



1.2. Stand der Forschung

1.2. Stand der Forschung

Vollstindig entwickelte Rechteckkanalstromungen sind in Abhédngigkeit der Reynolds-Zahl und
der Konvektionsart durch die Existenz einer turbulenzinduzierten Sekundirstrémung'* gekenn-
zeichnet. Diese komplexen turbulenten Stromungen weisen zwei inhomogene Richtungen auf und
duBern sich durch das Auftreten von bis zu acht Wirbelstrukturen im Querschnitt, wobei jeweils
zwei dieser Strukturen eine gegenldufigen Rotation aufweisen (vgl. Abb. 1.6). Das Fluid wird so-
mit jeweils aus dem Zentrum des Rechteckkanals entlang der Flichendiagonalen in Richtung der
Ecken transportiert. Infolge der Kontinuitédt wird das Fluid entlang der Wand und der Flidchenhal-
bierenden zuriick ins Zentrum befordert. Obwohl der Betrag der Geschwindigkeitskomponenten
in der Querschnittsebene sehr gering ist (ungefihr 2-3 % der Hauptstrémungskomponente), zeigt
sich ein deutlicher Einfluss auf die Verteilung der Wandschubspannung, den Wirmeiibergang oder
die Verteilung von passiven Skalargroflen in der Strémung [35].

Ausgehend von experimentellen Untersuchungen an Kanélen mit nicht kreisformigem Quer-
schnitt von Nikuradse [36,37] folgerte Prandtl bereits 1926, dass diese Sekundérstromungen in
Regionen mit einer Kriimmung der Isotachen!® auf turbulente Geschwindigkeitsfluktuationen zu-
riickzufiihren sind [34]. Einstein & Li [38] zeigten anhand einer umfassenden theoretischen Unter-
suchung, dass Unterschiede in den Gradienten der turbulenten Reynolds-Spannungen die wesentli-
che Ursache fiir das Auftreten der Sekundérstromungen sind. Brundrett & Baines [39] analysierten
die wesentlichen Terme der Erhaltungsgleichung der Vortizitét in Stromungsrichtung anhand eige-
ner experimenteller Daten sowie der Daten von Hoagland [40]. Sie schlussfolgerten daraus, dass
ausschlieBlich der Term der turbulenten Normalspannungsgradienten von Bedeutung ist und durch
den Konvektions- bzw. Diffusionsterm ausgeglichen wird. Perkins [41] konnte jedoch in seiner
Arbeit nachweisen, dass ein Fehler der Messmethodik ' sowie die geringe Anzahl der Messpunkte
von Brundrett & Baines [39] zu starken Abweichungen speziell in der Bestimmung der turbulenten
Scherspannung v/w’ fiihrt, und ihre Erkenntnisse demnach weitergehend untersucht werden miiss-
ten. Gessner & Jones [42] verwendeten eine Hitzdrahtsonde in X-Anordnung zur genaueren Mes-
sung der Verldufe der turbulenten Reynolds-Spannungen in einer sich entwickelnden Stromung.
Sie konnten anhand ihrer experimentellen Daten schlussfolgern, dass die Terme der turbulenten
Reynolds-Spannungen die gleiche Ordnung aufweisen und den Druckgradienten ausgleichen. Sie
konnten nachweisen, dass der konvektive Term und der molekulare Diffusionsterm jeweils um zwei
GroBenordnungen kleiner ist und letztgenannter Term einen Einfluss ausschlielich im wandnahen
Bereich der Stromung aufweist. Dies widerspricht der urspriinglichen Aussage von Brundrett &

Baines [39] eines unmittelbaren Gleichgewichts dieser Groflen [30]. Perkins [41] experimentelle

4“Diese wird auch als Sekundirstromung der zweiten Art nach Prandtl (1926) bezeichnet [34].

STsotachen entsprechen Linien gleicher Geschwindigkeit.

1oBrundrett & Baines verwendeten eine Hitzdrahtsonde auf einem Gitter von insgesamt 8x8 Messpunkten zur Gradi-
entenbestimmmung mittels einfacher finiter Differenzen.



1. Einleitung und Zielsetzung der Arbeit

Untersuchungen bestitigten die Arbeit von Gessner & Jones [42], ergédnzten diese aber um ei-
ne Aussage fiir die Produktion der turbulenten Scherspannung v'w’. Er schlussfolgerte, dass die
Produktion sich auf einen Anteil infolge der Gradienten der Geschwindigkeitskomponenten in
Querrichtung und einen Anteil infolge der turbulenten Normalspannungen bzw. des Gradienten
der Stromungsgeschwindigkeit aufteilen lidsst [30,41]. Gessner [43] erweiterte vorangegangene
Untersuchungen und analysierte die einzelnen Terme der Transportgleichung der totalen kineti-
schen Energie. Auf Basis einer energetischen Bilanzierung postulierte er, dass das Energiedefizit,
bedingt durch eine positive Scherspannung entlang der Flachendiagonalen, durch einen Anstieg
der totalen kinetischen Energie kompensiert wird [43,44]. Damit ist die Anisotropie der prima-
ren Normalspannung die wesentliche Ursache fiir das Auftreten von Sekundérstromungen. Eine
umfassende Ubersicht iiber experimentelle Arbeiten beziiglich der Ursachen von Sekundirstro-
mungen in verschiedenen Geometrien ist bei Bradshaw [45] zu finden.

In der Literatur lassen sich eine Vielzahl numerischer Untersuchungen in Rechteckkanalstro-
mungen fiir unterschiedliche Modellvorschlige finden, so dass an dieser Stelle ausschlieBlich auf
die wichtigsten Arbeiten verwiesen wird. Launder & Ying [46] konnten erstmals nachweisen, dass
SchlieBungsansitze der Reynolds-gemittelten Erhaltungsgleichungen unter Verwendung einer iso-
tropen Wirbelviskositit das Phanomen der turbulenzinduzierten Sekundérstromung nicht beriick-
sichtigen konnen. Mit Hilfe einer algebraischen Reduktion der vollstindigen Transportgleichun-
gen des turbulenten Reynolds-Spannungstensors entwickelten sie einen erweiterten, nichtlinearen
SchlieBungsansatz, der in verschiedenen Arbeiten zwecks einer verbesserten Ubereinstimmung
mit experimentellen Datensitzen weiter modifiziert und angepasst wurde [47—50]. Eine Ubersicht
iber die ersten Schritte der Entwicklung von Modellen dieser Art ist der Arbeit von Demuren &
Rodi [30] zu entnehmen.

Eine Uberpriifung der experimentell abgeleiteten Thesen von Brundrett & Baines [39], Perkins
[41] oder Gessner & Jones [42] konnte mit Hilfe steigender Rechnerkapazititen erstmals mit Hilfe
einer Grobstruktursimulation (LES) bzw. direkten numerischen Simulation (DNS) von Madabhu-
shi & Vanka [51] und Gavrilakis [52] gefiihrt werden. Letztgenannter untersuchte die wesentlichen
Transportterme der Erhaltungsgleichung der Vortizitidtsrate in Stromungsrichtung Q.. Seine Ergeb-
nisse zu Verteilungen der Geschwindigkeits- und turbulenten Reynolds-Spannungskomponenten
bestitigten, dass die Ursache des Auftretens von Sekundarstromungen im Wesentlichen auf die
Unterschiede der turbulenten Normalspannungskomponenten w'w’ —v/v' und der Scherspannungs-
komponente v'w’ zuriickzufiihren ist. Eine weiterfiihrende Untersuchung ist den Arbeiten von Pi-
nelli et al. [33], Huser & Biringen [44] und Uhlmann et al. [53] zu entnehmen. Diese fiihrten
die Ursache der Sekundirstromung auf die Existenz von kohdrenten Strukturen zuriick, die maB3-
geblich fiir die ortliche Verteilung der lokalen Maxima und Minima der Wandschubspannung im

Rechteckkanal verantwortlich sind.
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1.2. Stand der Forschung

Die Vortizitit in Stromungsrichtung Q, ist wie folgt definiert:

ow Jv

Ausgehend von dieser Definition kann eine Transportgleichung der Grofle abgeleitet werden:

_dQ, _JQ, 92 —— = 9> 92 — 2> 9?2 _
v Iy +w aZJ—Faygz(ww —vv)+(a—yz—a—zz)vw—v<a—y2+a—zz)ﬂx—0. (1.2)

Konvektion—A Einfluss der turbulenten Spannungen—A,+As Diffusion—A4

(.

Anhand der DNS-Daten von Pinelli et al. [33] bzw. Uhlmann et al. [53] (vgl. Abb. 1.7) kann
gezeigt werden, dass sich die Terme der turbulenten Normal- (A7) und Scherspannungen (A3)

gegenseitig ausgleichen. In unmittelbarer Wandnihe ist zusétzlich der Einfluss des Diffusionsterms

(A4) entscheidend. Dies bestitigt die bisherigen experimentellen Ergebnisse von Perkins [41] bzw.
Gessner & Jones [42].

— A; (Konv.)
— Aj (Rey. Normalsp.) ||
— Az (Rey. Schersp.)
A4 (Mol. Diff.)

|

Residuum

y/h=0,017 []

e

|
N
X

N

0

Abbildung 1.7.: Verteilung der Vortizitdt in Stromungsrichtung in einem Quadranten (links). Detaillier-
ter Verlauf der einzelnen Transportterme der Vortizititsgleichung fiir Q," (rechts) bei
y/h = 0,017 jeweils unter Verwendung von DNS-Daten in vollstindig entwickelten Recht-
eckkanalstromungen bei Reg = 2200 [33,53,54].

Der Einfluss von Auftriebseffekten auf die Wirbelstrukturen bzw. Sekundidrbewegungen in einer
Rechteckkanalstromung bei hohen molekularen Prandtl-Zahlen (Pr = 0,71) ist in den Arbeiten von
Ma et al. [31,55] oder Sekimoto et al. [32] untersucht worden. Je nach Ausrichtung der Strdbmung
zum Schwerefeld der Erde dndert sich unter zunehmender Beheizung die Form und Anzahl dieser
Wirbelstrukturen, die in Abhingigkeit der molekularen Prandtl-Zahl die Temperaturverteilung im

Querschnitt bestimmen.
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1. Einleitung und Zielsetzung der Arbeit

Die turbulente Wirmeflussmodellierung im Fall von Fliissigmetallstromungen bzw. Strdomungen
niedriger molekularer Prandtl-Zahl ist im Gegensatz zur Entwicklung von SchlieBungsansétzen der
Impulserhaltungsgleichungen weit weniger intensiv untersucht worden. Ein iibliches Vorgehen ba-
siert auf der Verwendung von einfachen Korrelationen der turbulenten Prandtl-Zahlen, die aus Ana-
logiebetrachtungen zwischen experimentell oder numerisch ermitteltem Geschwindigkeits- und
Temperaturfeld abgeleitet werden [22,56,57].

Diese einfachste Form der turbulenten Wiarmeflussmodellierung basiert somit auf der Bestim-
mung einer isotropen turbulenten thermischen Diffusivitit oy, die ausschlieBlich in Kombination
mit einem Gradienentenansatz des Temperaturfeldes zu verwenden ist. Die empirischen Korre-
lationen reichen von einfachen Ansdtzen in Abhédngigkeit ,,globaler Parametern, wie z.B. der
Reynolds-Zahl oder Prandtl-Zahl, bis zu aufwindigen Ansitzen in Abhédngigkeit des lokalen
Wandabstandes [22,57]. Ein wesentlicher Nachteil der empirischen Korrelationen ist ihre Limi-
tierung auf meist einfache Stromungsfille in rein erzwungener Konvektion, da komplexe auf-
triebsbehaftete Stromungsvorgéinge nur bedingt wiedergegeben werden konnen [58].

Fiir sehr komplexe Stromungsfille werden diese erweiterten Konzepte der turbulenten Prandtl-
Zahl aufgrund der schwierigen Wahl geeigneter Bezugsgroflen, wie z.B. der Reynolds-Zahl, nahe-
zu nicht verwendet und es wird stattdessen auf die Annahme einer raumlich konstanten turbulenten
Prandtl-Zahl Pr; zuriickgegriffen. Es kann jedoch unter Verwendung von Ergebnissen einer direk-
ten numerischen Simulationen in Kanalstromungen gezeigt werden, dass speziell in Wandnihe
diese Annahme fiir Stromungen einer niedrigen molekularen Prandtl-Zahl nicht erfiillt ist [22,59].
Grotzbach [59] und Worner [60] zeigten mit Hilfe von direkten numerischen Simulationen (DNS)
am Beispiel einer horizontalen Fluidschicht (Rayleigh-Bénard Konvektion), dass einfache Turbu-
lenzmodelle in Kombination mit empirischen Korrelationen fiir die turbulenten Wérmefliisse in
Naturkonvektion Defizite bei der Bestimmung der korrekten Profile der turbulenten Wirmefliisse
aufweisen.

Eine Alternative zur Beriicksichtigung der Skalentrennung bzw. der unterschiedlichen Dicke der
viskosen und thermischen Grenzschicht in Fliissigmetallstromungen stellt die Verwendung von
Modellkonzepten der turbulenten thermischen Diffusivitit auf Basis der Transportgleichungen der
Temperaturvarianz und ihrer Dissipationsrate dar. Der Quotient dieser beiden GréBen entspricht
einer thermischen Zeitskala, deren Verhiltnis zum Quotienten der turbulenten kinetischen Energie
und ihrer Dissipationsrate dem sogenannten Zeitskalenverhéltnis entspricht. Die Einfiihrung dieser
GroBe ermdglicht es, den Einfluss der molekularen Prandtl-Zahl unmittelbar iiber die Modellglei-
chungen in das turbulente Wéarmeflussmodell aufzunehmen und den Effekt der Skalentrennung
mehr oder minder auf ,,natiirlichem” Weg zu beriicksichtigen. Der Transport der Temperaturvari-
anz von einem in einen anderen Bereich der Stromung, wie z.B. hinter einer beheizten Gitterstruk-
tur, kann im Gegensatz zum Konzept der turbulenten Prandtl-Zahl unmittelbar aus der Transport-

gleichung bestimmt werden [59]. Beispiele fiir dieses Konzept sind die Modellvorschlidge von Abe
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1.2. Stand der Forschung

et al. [61], Nagano & Shimada [62], Hwang & Lin [63] sowie Nagano et al. [64]. Von all diesen
Modellen beriicksichtigt ausschlieBlich das Modell von Nagano & Shimada [62] explizit den Ein-
fluss der molekularen Prandtl-Zahl auf die Skalentrennung und somit einer Abweichung von der
Reynolds-Analogie. Letztgenannte Hypothese basiert auf der Annahme eines konstanten Propor-
tionalititsfaktors zwischen turbulenter Wirbelviskositit und turbulenter thermischer Diffusivitét.
Der wesentliche Schwachpunkt ihres Modells ist seine Beschrinkung auf zweidimensionale Stro-
mungen [62].

Kiirzlich veroffentlichten Manservisi & Menghini [65,66] speziell fiir Stromungen einer niedri-
gen molekularer Prandtl-Zahl eine Weiterentwicklung des Ansatzes von Abe et al. [61]. Durch eine
Modifikation der Formulierung der Dimpfungsfunktionen und der turbulenten thermischen Diffu-
sivitit oy erlaubt es dieser Ansatz, den Temperaturverlauf von Fliissigmetallstromungen zumindest
in Kanal- und Stabbiindelstromungen hinreichend genau wiederzugeben [65,66].

Analog zu Ansitzen auf Basis empirischer Korrelationen ist ein wesentlicher Nachteil dieses
Konzeptes sein isotroper Charakter. Hanjali¢ [58] bemerkt hierzu, dass fiir den Fall einer unendlich
langen, vertikal iiberstromten Platte mit einer konstant hohen Temperatur die turbulenten Warme-
fliisse in Stromungsrichtung im vollstidndig entwickelten Bereich und somit auch die auftriebsbe-
dingte Produktion der turbulenten kinetischen Energie nicht wiedergegeben werden konnen.

Einige der wesentlichen Nachteile der bereits erlduterten Konzepte konnen durch Modellierung
der vollstindigen Transportgleichungen der turbulenten Wirmefliisse vollstindig eliminiert wer-
den [58,67]. Die zeitliche Anderung sowie der lokale Transport bzw. die Konvektion infolge der
Hauptstromung werden in dieser Modellstufe exakt!” und vollstindig beriicksichtigt. Eine Mo-
dellierung des vollstindigen Satzes der zweiten Momente fiihrt demnach in der inkompressiblen
Formulierung auf insgesamt 16 partielle Differentialgleichungen. Dies stellt einen erheblichen
Mehraufwand im Vergleich zur Verwendung einfacher isotroper Ansitze dar. Dariiber hinaus muss
fiir jede Komponente des turbulenten Wiarmeflussvektors eine geeignete Modellierung der einzel-
nen Transportmechanismen gewdhrleistet sein [67-69]. Speziell der Druckgradienten-Temperatur-
Korrelationsterm sowie die Dissipationsrate erfordern je nach molekularer Prandtl-Zahl eine geeig-
nete Modellformulierung [70]. Um in Stromungen niedriger molekularer Prandtl-Zahl den Effekt
der Skalentrennung sowie Auftriebseffekte korrekt wiederzugeben miissen ebenfalls die Trans-
portgleichungen der Temperaturvarianz und ihrer Dissipationsrate in das Gleichungssystem auf-
genommen werden. Eine Ubersicht iiber verschiedene Ansitze zur Modellierung der Einzelterme
kann den Arbeiten von Hanjali¢ [58] und Hanjali¢ & Launder [71] entnommen werden.

Eine Vielzahl dieser Ansitze zur Modellierung der einzelnen Transport- und Vernichtungster-
me in der Transportgleichung der turbulenten Wérmefliisse ist fiir molekulare Prandtl-Zahlen na-

he eins entwickelt worden. Diese sind meist nur bedingt zur Berechnung von Fliissigmetallstro-

TDer Begriff ,,exakt” in diesem Kontext bezieht sich darauf, dass keine weitere Modellierung der einzelnen Trans-
portterme erforderlich ist.
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1. Einleitung und Zielsetzung der Arbeit

mungen geeignet. Shikazono & Kasagi [72] entwickelten ausgehend von dieser Motivation einen
vollstindig differentiellen Ansatz, der den Effekt der Prandtl-Zahl hinreichend genau zu beriick-
sichtigen versucht. Hierzu formulierten sie jeweils hochspezialisierte Modelle des vollstindigen
Druckgradienten-Temperatur-Korrelations- und Dissipationsterms der turbulenten Warmefliisse.
Das Modell von Carteciano [73] wurde speziell zur Berechnung eines Natrium-Freistrahls ent-
wickelt und versucht in Abhingigkeit der Prandtl-Zahl durch Einfithrung eines neuen Terms den
steigenden bzw. sinkenden Einfluss der beiden wesentlichen Transportmechanismen in den Schlie-
Bungsansatz aufzunehmen. Shin et al. [74] sowie Dehoux [75] nutzen jeweils eine abgewandelte
Form der Methode der elliptischen Relaxation, erstmals durch Durbin [76] vorgeschlagen, um spe-
ziell den Einfluss und das asymptotische Verhalten im wandnahen Bereich der Stromung korrekt
abzubilden. Speziell das Modell von Dehoux [75] zeigt auch fiir niedrige molekulare Prandtl-
Zahlen ein Potenzial, das im Rahmen dieser Arbeit analysiert und bewertet werden soll. Baumann
[70] entwickelte eine Kombination aus einem explizit algebraischen Reynolds-Spannungsmodell
nach Hellsten [77,78] und einer neuen Modellformulierung der Transportgleichungen der turbulen-
ten Wirmefliisse. Der Einfluss der Prandtl-Zahl auf den Korrelations- und Dissipationsterm wird
in diesem Modell iiber eine Dampfungsfunktion beriicksichtigt.

Jede beliebige Modellstufe der turbulenten Wiarmefliisse erfordert analog zu Ansétzen der turbu-
lenten Reynolds-Spannungen eine sorgfiltige Priifung und Validierung in unterschiedlichen Stro-
mungstypen. Da fiir den Fall niedriger molekularer Prandtl-Zahlen zu diesem Vorhaben nur ei-
ne begrenzte Auswahl von experimentellen oder numerischen Datensitzen zur Verfiigung steht,
ist dies nur bedingt moglich. Speziell die Modellierung der einzelnen Transportmechanismen der
vollstindigen Transportgleichung der turbulenten Wirmefliisse erfordert einen umfassenden Ein-
blick in die Verteilung der turbulenten FluktuationsgroBen, die in Fliissigmetallstromungen ex-
perimentell nur sehr limitiert zugénglich sind. Somit bleibt fiir eine Priifung der SchlieBungsan-
sdtze anhand experimenteller Daten ausschlielich der Vergleich integraler GroBen, wie z.B. der
Temperaturverteilung. Eine ausfiihrliche Ubersicht frither experimenteller Arbeiten an fliissigem
Natrium kann der Arbeit von Fuchs [79] entnommen werden. Experimente an eutektischem Blei-
wismut in Stabbiindel- und Ringspaltstrémungen werden am Kalsruher Liquid Metal Laboratory
(KALLA) des Karlsruher Instituts fiir Technologie (KIT) durchgefiihrt, siehe z.B. den THESYS-
Kreislauf [80-83] oder den THEADES-Kreislauf [84].

Zur Entwicklung oder Anpassung von Schlieungsansitzen auf Basis zweiter Momente muss
demnach auf geeignete DNS-Daten zuriickgegriffen werden, die jedoch meist nur bei einfachen
Geometrien, kleinen Reynolds-Zahlen und hohen molekularen Prandtl-Zahlen verfiigbar sind. Ei-
ne Ausnahme stellen die DNS-Daten von Abe et al. [85,86] in turbulenten Plattenkanalstrémungen
dar. Fiir komplexere Stromungsfille, wie z.B. in Rechteckkanilen oder bei Einfluss von Auftriebs-
effekten, miissen fiir Fliissigmetallstromungen hingegen aufgrund der Skalentrennung zwischen

turbulentem Impuls- und Temperaturfeld zunéchst geeignete Vergleichsdaten bestimmt werden.
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1.3. Zielsetzung und Vorgehensweise

1.3. Zielsetzung und Vorgehensweise

Im Rahmen dieser Arbeit werden Kombinationen von SchlieBungsansitzen der Impuls- und
Energieerhaltungsgleichungen entwickelt, die speziell fiir turbulente Platten- und Rechteckkanal-
stromungen variierender molekularer Prandtl-Zahl geeignet sind. Sie konzentriert sich hierbei auf

folgende Aspekte:

e Rechteckkanalstromungen konnen durch das Auftreten einer turbulenzinduzierten Sekun-
darstromung charakterisiert werden. Diese verlangen den Einsatz von nichtlinearen, aniso-
tropen SchlieBungsansitzen zur Bestimmung der turbulenten Reynolds-Spannungen. Zu die-
sem Zweck werden geeignete Ansitze aus der Literatur ausgewihlt, verglichen und hinsicht-

lich ihrer Eignung fiir Plattenkanal- und Rechteckkanalstromungen untersucht.

e Ein wesentlicher Fokus dieser Arbeit ist die Analyse von SchlieBungsansitzen der Ener-
gieerhaltungsgleichung bei Stromungen niedriger molekularer Prandtl-Zahl. Hierfiir werden
SchlieBungsansitze erster und zweiter Ordnung aus der Literatur mit Hilfe von verfiigba-
ren DNS-Daten in Plattenkanalstrémungen hinsichtlich ihrer theoretischen Grundlagen und

numerischen Eigenschaften analysiert und verglichen.

e Unter den vorgestellten Ansdtzen werden die Vielversprechendsten ausgewihlt und fiir
die speziellen Anforderungen von turbulenten Rechteckkanalstromungen unterschiedlicher
Prandtl-Zahlen geeignet erweitert bzw. modifiziert. Ziel ist die Ableitung eines effizienten,

einfachen Ansatzes z.B. durch eine algebraische Reduktion.

e Die erweiterten turbulenten Wirmeflussmodelle werden in einem ersten Schritt mit einem
SchlieBungsansatz der Impulserhaltungsgleichung gekoppelt. Das kombinierte Modell wird
dann in turbulenten Plattenkanalstromungen bei variierenden Reynolds- und Prandtl-Zahlen
sowie bei verschiedenen Beheizungszustinden anhand von Ergebnissen der DNS, eigens

durchgefiihrter Grobstruktursimulationen und empirischen Korrelationen validiert.

e Fiir turbulente Rechteckkanalstromungen quadratischen Querschnitts sind nach Kenntnis des
Autors keine belastbaren Vergleichsdaten verfiigbar. Daher werden hier Grobstruktursimu-
lationen bei erzwungener und gemischter Konvektion durchgefiihrt. Die Ergebnisse dienen
einer weiterfithrenden Validierung und Verifizierung der entwickelten SchlieBungsansitze.
Das Potenzial der entwickelten Modellansitze in Rechteckkanalstrémungen niedriger mole-
kularer Prandtl-Zahl wird ausfiihrlich diskutiert.
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1. Einleitung und Zielsetzung der Arbeit

1.4. Gliederung der Arbeit

Im ersten Kapitel wird der aktuelle Stand der Forschung, der theoretische Kontext und die
Zielsetzung der vorliegenden Arbeit erldutert. Kapitel 2 beinhaltet die wesentlichen theoretischen
Grundlagen der Stromungsmechanik. Dazu gehoren neben den Erhaltungssitzen auch die Erldute-
rung der unterschiedlichen Konvektionsarten. Eine Klassifizierung von verschiedenen Stromungs-
konfigurationen ist durch Einfiihrung dimensionsloser Kennzahlen moglich. Der wichtigste Para-
meter fiir die numerische Berechnung von Stromungen mit Wirmeiibergang ist die molekulare
Prandtl-Zahl. In Kapitel 3 werden die wesentlichen Charakteristiken der Turbulenz in Innenstro-
mungen unter Beriicksichtigung der Energieerhaltung diskutiert. Im Anschluss werden in Kapitel 4
die verschiedenen Verfahren der mathematischen Beschreibung turbulenter Stromungen erliutert.

In den Kapiteln 5 bis 7 werden existierende SchlieBungsansitze der Impuls- und Energietrans-
portgleichungen analysiert und drei neu entwickelte SchlieBungsansitze vorgestellt. Dieser Ab-
schnitt stellt die wesentlichen Ergebnisse der Arbeit dar. Die entwickelten Modelle werden hin-
sichtlich ihrer Genauigkeit anhand von Vergleichsdaten in Abhédngigkeit der molekularen Prandtl-
Zahl verifiziert. In Kapitel 5 werden anisotrope SchlieBungsansitze der Impulserhaltungsgleichun-
gen zur Berechnung von turbulenzinduzierten Sekundérstromungen vorgestellt und diskutiert. Das
Kapitel 6 beschreibt und analysiert SchlieBungsansitze erster und zweiter Ordnung der Energieer-
haltungsgleichung aus der Literatur. Die Modelle werden hinsichtlich ihrer theoretischen Grund-
lagen und erreichbaren Genauigkeit ausschlieBlich anhand von verfiigbaren DNS-Daten in tur-
bulenten Plattenkanalstromungen untersucht und gegeneinander abgegrenzt. Ausgehend von den
Erkenntnissen dieser Untersuchung werden mehrere geeignete Schliefungsansitze ausgewéhlt und
fiir einen Einsatz in Rechteckkanalstromungen bei niedrigen molekularen Prandtl-Zahlen erwei-
tert. In Kapitel 7 werden die entwickelten turbulenten Wiarmeflussmodelle mit einem SchlieBungs-
ansatz der Impulserhaltungsgleichung kombiniert und in turbulenten Plattenkanalstromungen bei
variierenden Prandtl- und Reynolds-Zahlen sowie bei verschiedenen Beheizungszustinden mit
Hilfe der Ergebnisse von DNS und empirischen Korrelationen validiert. Im Anschluss wird das
Validierungskonzept auf Rechteckkanalstromungen bei unterschiedlichen Beheizungszustinden,
Prandtl-Zahlen und Konvektionszustdnden erweitert.

Das letzte Kapitel 8 fasst die zentralen Ergebnisse der vorliegenden Arbeit zusammen und gibt
einen Ausblick auf eine mogliche Ausweitung der Untersuchung turbulenter Rechteckkanalstro-
mungen bei verschiedenen Konvektionsarten.

Im Anhang wird ergiinzend zu dieser Arbeit eine Analyse und Bewertung der vorgestellten und

entwickelten Ansitze unter Einfluss der Reynolds- und Prandtl-Zahl diskutiert.
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2 Grundlagen des Impuls- und Energietransports in Stromungen

Im Rahmen dieses Kapitels werden kompakt die Grundlagen der stromungsmechanischen Erhal-
tungsgleichungen eingefiihrt. Dies umfasst die Beschreibung der elementaren Gleichungen sowie

der wichtigsten dimensionslosen Kennzahlen in nicht isothermen Strémungen.

2.1. Erhaltungsprinzipien

Die Erhaltungsprinzipien umfassen die Erhaltung der Masse, des Impulses und die Erhaltung
skalarer Groflen, wie z.B. der Energie. Sie beschreiben ein instantanes Geschwindigkeitsfeld fiir
ein infinitesimales Kontrollvolumen und weisen in ihrer Formulierung keine Limitierung hinsicht-
lich ihrer Moglichkeit zur Beschreibung laminarer oder turbulenter Stromungen auf. Nachfolgend
sollen die Gleichungen unter Verwendung der Einstein-Notation formuliert werden. Dies bedeutet

eine Summation tber alle Werte des Indizes falls ein Index in einem Term mehrfach vorkommt.

2.1.1. Massenerhaltung

Die Gleichung der Massenerhaltung bzw. die Kontinuititsgleichung beschreibt die Anderung
der Dichte p innerhalb eines Kontrollvolumens. Die Massenerhaltung impliziert, dass die tota-
le Ableitung, also die Summe der partiellen Ableitung der Zeit ¢ sowie durch Zu- und Abfliisse
durch die Oberfliche des Kontrollvolumens, den Wert Null annehmen muss. Die Gleichung kann
in kartesischen Koordinaten x; (i = 1,2,3) bzw. X = (x,, z)T angegeben werden zu:

Dp dp d(pui) dp  d(pu) d(pv) d(pw)

Dt_8_t+ ox; _8_t+ dx + dy + dz

=0. 2.1

Der erste Term beschreibt hierbei die zeitliche Anderung der Dichte p und der zweite Term eine
Anderung aufgrund ein- bzw. ausstromender Massenfliisse in das betrachtete Volumen. Die Glei-
chung der Massenerhaltung lisst sich fiir ein inkompressibles Medium, in dem die Dichte keine

Funktion der Zeit oder des Ortes p # f (x;,¢) ist, weiter vereinfachen zu:
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2. Grundlagen des Impuls- und Energietransports in Stromungen

al/t,' .
Fe 0. (2.2)

Der physikalische Zusammenhang der urspriinglichen Erhaltungsgleichung der Masse ver-
schwindet und sie stellt vielmehr eine mathematische Zwangsbedingung fiir das vektorielle Ge-
schwindigkeitsfeld dar. Man bezeichnet ein solches Feld auch als divergenzfrei oder quellenfrei.
Dies hat erheblichen Einfluss auf die Formulierung und die Wahl des numerischen Verfahrens
zur Berechnung der Impulsgleichung, da ein allgemeiner algebraischer Zusammenhang, wie z.B.
die thermische Zustandsgleichung idealer Gase, im Falle eines inkompressiblen Mediums fiir die

Kopplung des Geschwindigkeits- und Druckfeldes entfillt.

2.1.2. Impulserhaltung

Die Impulserhaltung beschreibt die zeitliche Anderung des Impulses eines Kontrollvolumens
unter Beriicksichtigung von ein- bzw. ausstromenden Impulsfliissen durch seine Oberflidchen,
Scherkriften und Normalspannungen sowie einer Einwirkung duflerer Krifte f; auf das Volumen.
Sie kann in differentieller Form wie folgt angegeben werden

D(pu;) _ d(pu;) 9 (puiu;) _ IT;

LT
DI o ox; o I (23

wobei im ersten Term D/Dr die Anwendung des Operators der totalen zeitlichen Ableitung auf
die Impulsdichte pu; enthalten ist. Der Tensor T;; stellt den Spannungstensor dar, der den Einfluss
von auf das Volumen wirkenden Normal- und Scherspannungen umfasst. Die Diagonalelemente
des Spannungstensors bzw. die Normalspannungen konnen hierbei in zwei verschiedene Anteile
zerlegt werden:

hhy=-p+ton, Tn=-p+0n, T3=-p+o0s3. (2.4)

Der erste Anteil p bezeichnet den statischen Druck, wohingegen die Anteile 6;; den Einfluss der
Reibung bzw. der Viskositidt yu des Mediums beriicksichtigen. Fiir Gase gilt beziiglich der Vis-
kositit die Nidherung A* = —%u. Der Spannungstensor kann demnach unter Verwendung des

Kronecker-Deltas (§;; = 1 falls i = j bzw. §;; = 0 falls i # j) umformuliert werden zu:

ou:
Tij:—<p—7t*a—j:;) 0;j +2uS;j, (2.5)
ou:
Tij:Z}LSij—{—)L* 5ij a—z; (2.6)

Die GroBe 7;; stellt den viskosen Anteil des Spannungstensor dar, dessen Diagonal- und Neben-

diagonalelemente mit viskosen Normalspannungen o;; fiir i = j sowie viskosen Scherspannungen
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2.1. Erhaltungsprinzipien

7;; fiir i # j besetzt sind:
O11 712 T3
Tij=| ™1 O T3 |- 2.7)
731 1732 033
Die GroBe S;; entspricht dem symmetrischen Tensor der Deformationsrate:

1 8ul~ 8uj
Sij = 5 (a—xj—i- 8x,~) . (2.8)

Fiir ein inkompressibles Medium entféllt unter Annahme eines divergenzfreien Geschwindigkeits-
feldes der zusitzliche Anteil der viskosen Normalspannungen (vgl. Gl. (2.2)). Weiterhin soll an
dieser Stelle die zeitlich und rdumlich konstante kinematische Viskositit v = u/p # f (x;,t) ein-
gefiihrt werden. Die Impulsgleichung reduziert sich damit auf:

D(u;)) Jdu; du; 1dp 0 ((?u,' 3uj) L

D ot Yax,  pom  Vax \dx;  om

(2.9)

Unter Beriicksichtigung der Stetigkeit der Ableitungen ldsst sich nach dem Satz von Schwarz die
Reihenfolge der partiellen Ableitungen vertauschen. Dies fiihrt fiir den Fall einer inkompressiblen
Stromung zu folgender differentieller Darstellung der Impulserhaltung:

du; du; 1dp 0%u;

o Yoy T paw Vax HE =0

Der Vektor f; beschreibt den Einfluss von Volumenkriften, wie z.B. durch Gravitation oder elektro-
magnetische Krifte, auf das Kontrollvolumen. Dieser Term hat somit erheblichen Einfluss auf die
‘Wahl des numerischen Verfahrens, wie z.B. der Druckkorrektur—Geschwindigkeits—Korrektur18,
und erfordert die Einteilung der Variablen in sogenannte aktive oder passive GroB3en [87].

Die Auftriebswirkung basiert auf einer temperaturabhéngigen Dichtednderung des Mediums
sowie der Richtung der wirkenden Gravitation g;. Unter der Annahme hinreichend geringer Tem-
peraturdifferenzen ist es zuldssig den Einfluss der Dichteinderung im Rahmen der Impulser-
haltungsgleichung auf den Auftriebsterm zu beschrianken. Dies bezeichnet man als Boussinesq-

Approximation, die wie folgt angegeben werden kann:

Pp =Py (T) = pox [1 =B (T —Tp)]. (2.11)

Diese Gleichung basiert auf einem linearen Zusammenhang der auftriebsbedingten Dichtednde-

rung P,/ po zur Temperaturdnderung (7 — Tp). Der Index 0 bezeichnet einen Referenzzustand bzw.

18Verfahren der Druck-Geschwindigkeits-Korrektur wie z.B. der SIMPLE- oder PISO-Algorithmus miissen unter
Einwirkung von Auftriebskriften entsprechen erweitert werden
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2. Grundlagen des Impuls- und Energietransports in Stromungen

einen Bezugswert der Temperatur in der Stromung, der geeignet gewihlt werden muss. Die Grof3e
B entspricht hierbei dem volumetrischen, thermischen Ausdehnungskoeffizienten des Volumens V

aufgrund einer Temperaturdnderung unter konstantem Druck:

_L(vy _ (o
()~ (). o

Es ergibt sich somit fiir die Kraft f; unter Beriicksichtigung des Schwerefeldes der Erde folgender

Zusammenhang:

N7 VO
f,—(po)gl (-B(T—T)) s @.13)

Die Giiltigkeit der Boussinesq-Approximation und somit der Vernachldssigung der Kompressibili-

tdt in den Impulserhaltungsgleichungen ist fiir jede numerische Simulation entsprechend zu priifen.

2.1.3. Energieerhaltung

Eine spezielle Form der Energieerhaltung beschreibt die zeitliche Anderung der spezifischen
Enthalpie & unter Beriicksichtigung der Summe an Energiestromen durch Konvektion, durch mo-
lekulare Diffusion oder durch Quellen und Senken der skalaren Energie in einem Kontrollvolumen.
Der Einfluss der viskosen Dissipation bzw. der Umwandlung von Reibung in Wéarmeenergie sowie

eine Energiednderung infolge Strahlung sollen hierbei vernachlédssigt werden:

D(ph) _ d(ph) , 9 (phuj) g,
= = — Sh. 2.14
Dr o T ox ox, 19
Der Vektor der Warmestromdichte ¢; kann mit Hilfe des Fourier’schen Wirmeleitungsgesetztes

unter Annahme eines Gradientenansatzes formuliert werden als:

g =— 3—;} (2.15)
Hierbei bezeichnen die GroBen A und T die sogenannte molekulare Wirmeleitfahigkeit und die in-
stantane Temperatur. Dem Quell- bzw. Senkterm S;, kommt je nach Problemstellung z.B. unter dem
Einfluss chemischer Reaktionen unterschiedliche Bedeutungen zu, die im Anhang (vgl. Anhang
A.1.4) speziell fiir den Fall vollstiandig entwickelter Stromungen ausfiihrlich erldutert wird. Unter
Annahme einer rdumlich und zeitlich konstanten Dichte p, Wirmeleitfihigkeit A und spezifischen
Wiirmekapazitit ¢, des Mediums ldsst sich obige Gleichung (2.14) zu einer Transportgleichung

der Temperatur umwandeln:

2
Tl ()P 21

o oy~ ey ) a2
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2.2. Konvektionsarten bei unterschiedlichen Randbedingungen

Der Diffusionskoeffizient der molekularen Wérmeleitung entspricht der sogenannten thermischen
Diffusivitit & = A/ (pc,). Die GroBe S; bezeichnet einen Quellterm.
Im Rahmen dieser Arbeit soll ausschlieBlich die Transportgleichung der Temperatur (vgl. GI.

(2.16)) numerisch gelost und untersucht werden.

2.2. Konvektionsarten bei unterschiedlichen Randbedingungen

Je nach Verhiltnis der Auftriebs- und Impulskrifte lassen sich verschiedene Konvektionsarten
einer Stromung identifizieren: erzwungene Konvektion, Misch- und Naturkonvektion. Unter er-
zwungener Konvektion versteht man einen Stromungszustand im Schwerefeld der Erde in dem
Auf- und Abtriebskrifte bedingt durch Unterschiede der Dichte des Mediums vernachlédssigbar
klein gegeniiber den vorherrschenden Impulskriften sind. Da die Temperatur keine Riickwirkung
auf die Impulsverteilung aufweist, kann sie auch als sogenannter passiver Skalar bezeichnet wer-
den. Die gegenseitige Kopplung der Energieerhaltungs- und Impulserhaltungsgleichung entfillt
somit fiir diesen Fall. Dies stellt unter Beriicksichtigung des erforderlichen Aufwands und der
Wahl eines geeigneten numerischen Verfahrens eine erhebliche Vereinfachung dar.

Mit zunehmender GroBe der Auftriebskrifte erfolgt der Ubergang in den Bereich der Misch-
konvektion. Temperaturunterschiede beeinflussen nun unmittelbar das Geschwindigkeitsfeld und
konnen je nach Richtung des Gravitationsvektors Ursache fiir eine Verzogerungen bzw. Beschleu-
nigung der Stromung in kiihleren oder wiarmeren Bereichen des Systems sein. Dies betrifft un-
mittelbar die Produktion turbulenter Strukturen und es kann gegeniiber der erzwungenen Kon-
vektion zu Phidnomenen, wie z.B. einer Relaminarisierung der Stromung, fithren. Da im Falle der
Mischkonvektion nur eine begrenzte Anzahl von ausreichend genauen experimentellen oder nume-
rischen Vergleichsdaten existiert, stellt dieser Konvektionsfall eine der grof3ten Herausforderungen

im Rahmen der Modellentwicklung dar.

Abbildung 2.1.: Interferogramm auftriebsbedingter Konvektionsrollen fiir eine gleichmifige Temperatur-
differenz (oben) und fiir eine iiber die Wandlinge zunehmende Temperaturdifferenz (unten)
zwischen beiden Winden [88].
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2. Grundlagen des Impuls- und Energietransports in Stromungen

Krananlage
Kiihlplatte
Konvektions- B
stromung . Hochgeschwindig-
keitskamera
Heizplatte

Abbildung 2.2.: Schematische Darstellung des Versuchsautbaus einer Rayleigh-Bénard-Konvektion im //-
menauer Fass (Grafik illustriert nach [90]).

Die Naturkonvektion bzw. freie Konvektion bezeichnet Stromungsvorginge, die ausschlieflich
durch vorherrschende Auf- und Abtriebskrifte beeinflusst sind. Ein Beispiel mit besonderem wis-
senschaftlichen Interesse stellt die sogenannte Rayleigh-Bénard-Konvektion dar. Diese spezielle
Stromungsform der freien Konvektion ist gekennzeichnet durch das Auftreten von statistisch regu-
laren Mustern an Konvektionszellen, die auf eine Temperaturdifferenz zwischen zwei voneinander
entfernten Begrenzungsflachen des Mediums zuriickzufiihren sind. Besonders erwihnenswert sind
diesbeziiglich die experimentellen Untersuchungen der TU Ilmenau am llmenauer Fass (vgl. Abb.
2.2), das weltweit die gro3te Einrichtung zur Untersuchung der grof3skaliger turbulenter Rayleigh-
Bénard-Konvektion darstellt [89,90]. Eine umfangreiche Untersuchung mit Hilfe direkter nume-
rischer Simulationen (DNS) fiir diesen Stromungstyp ist durch die Arbeit von Worner [60] fiir
Medien unterschiedlicher Prandtl-Zahlen gegeben.

In komplexen Systemen besteht die Moglichkeit, dass verschiedene Konvektionsarten in unter-
schiedlichen Systembereichen parallel existieren, wie z.B. in einem Schichtspeicher, sieche Shah
& Furbo [91] oder Schwamberger [92]. Auch das An- und Herunterfahren von Anlagen oder der
Ausfall von elementaren Systemkomponenten kann die Ursache fiir einen transienten Wechsel
der verschiedenen Konvektionsarten der Stromung sein. Zur Abschitzung des Transitionsbereichs
zwischen den einzelnen Arten eignen sich dimensionslose Kennzahlen, wie z.B. die Richardson
und Reynolds-Zahl, deren Groflenordnung sich unmittelbar aus Verhiltnissen der vorherrschenden

Auftriebs-, Zdhigkeits- und Impulskriften ergibt.
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2.3. Dimensionslose Kennzahlen zur Stromungscharakterisierung

2.3. Dimensionslose Kennzahlen zur Stromungscharakterisierung

2.3.1. Reynolds-Zahl

Die dimensionslose Reynolds-Zahl Re beschreibt das Verhiltnis von Impuls- bzw. Trigheits- zu
Zihigkeitskriften in der Stromungsmechanik [93]. Sie ist definiert als:
pu.L

Re = . (2.17)
u

In der obiger Gleichung stellen die neu eingefiihrten Groflen u. und L eine charakteristische Ge-
schwindigkeit und Linge dar. Diese miissen je nach vorliegendem Problemfall geeignet gewihlt
werden. Im Falle einer Rohrstromung verwendet man iiblicherweise die massenstromgemittelte
Geschwindigkeit u;, und den hydraulischer Durchmesser D;,. Ein wesentlicher Vorteil der Ver-
wendung dimensionsloser Kennzahlen ist die Moglichkeit des Vergleichs von Stromungen un-
terschiedlicher Stoffe oder spezifischer Groenverhiltnisse unter der Voraussetzung, dass die ge-
bildeten dimensionslosen Kennzahlen auf den selben Referenzpunkten und -definitionen basieren.
Ausnahmefille stellen komplexe Stromungsvorgéinge, wie z.B. bei der Durchstromung von Schau-
felkanélen in hydraulischen oder thermischen Stromungsmaschinen, dar.

Die Reynolds-Zahl kann auch als MaB der Informationsausbreitung eines Signals infolge eines
konvektiven oder diffusiven Transports verstanden werden. Fiir sehr groe Reynolds-Zahlen be-
schrankt sich der Einfluss der Zihigkeitskrifte auf einen sehr kleinen wandnahen Bereich der
Stromung, der sogenannten Grenzschicht. Fiir vollstindig entwickelte Innenstrémung erstreckt
sich hierbei die Grenzschicht iiber den gesamten Stromungsquerschnitt und es erfolgt die Aus-

bildung typischer Geschwindigkeitsprofile.

2.3.2. Prandtl-Zahl

Die molekulare Prandtl-Zahl Pr stellt neben der Reynolds-Zahl Re eine der wichtigsten Kenn-
zahlen zur Analyse und Beschreibung des konvektiven Wirmeiibergangs dar. Sie beschreibt das
Verhiltnis des molekularen Diffusionskoeffizienten des Impulses zum Diffusionskoeffizienten der
Energie: e y

Pr:Tp:a. (2.18)

Die Prandtl-Zahl Pr kann auch in Analogie zur Stoffiibertragung als Schmidt-Zahl Sc verstanden
werden. Im Allgemeinen weist sie fiir Gase und Fliissigkeiten eine Abhéngigkeit von der Tempera-
tur und vom Druck Pr = f (T, p) auf, da jedoch im Rahmen der vorliegenden Arbeit ausschlieBlich
Fluide mit konstanten StoffgroBen untersucht werden, wird die molekulare Prandtl-Zahl im Fol-

genden ebenfalls als konstant angenommen.
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2. Grundlagen des Impuls- und Energietransports in Stromungen

Die molekulare Prandtl-Zahl hat erheblichen Einfluss auf die Form des Profils der Temperatur-
verteilung (vgl. Abb. 2.3) sowie auf die Einlaufldnge einer Strémung zu einem vollstindig hydrau-
lisch und thermisch entwickelten Zustand. Speziell im Fall von Stromungen niedriger molekularer
Prandtl-Zahl oder Mischkonvektion kann die thermische Einlauflinge die erforderliche hydrauli-
sche Einlauflinge deutlich iibertreffen [94]. Wie man der Abb. 2.3 fiir den Fall einer iiberstrom-
ten ebenen Platte mit konstantem Temperaturgefille 7,, — Ty entnehmen kann, ist die thermische
Grenzschichtdicke &, fiir niedrige Prandtl-Zahlen Pr < 1 deutlich groBer als die hydraulische
Grenzschicht ,. Dieses Verhalten ist charakteristisch fiir Fliissigmetalle in AuBenstromungen. Fiir
eine Prandtl-Zahl Pr ~ 1 sind die Grenzschichtdicken nahezu identisch gro8. Fiir Stromung sehr
grofer Prandtl-Zahlen Pr > 1 hingegen kehrt sich dieser Zustand um und es gilt d, < ;. Dieses
Beispiel eines einfachen Stromungstyps zeigt, dass infolge zu- bzw. abnehmender Prandtl-Zahlen
das Geschwindigkeits- und Temperaturfeld deutlich sichtbare Skalenunterschiede aufweisen, die
eine allgemeingiiltige Beschreibung durch numerische Modellansitze erschweren. Im Gegensatz
hierzu kann fiir eine Innenstromung analytisch am Beispiel einer beheizten, laminaren und voll-
standig entwickelten Kanalstromung gezeigt werden, dass das Temperaturprofil in diesem Fall
keine Funktion der Prandtl-Zahl ist. Mit zunehmender Reynolds-Zahl geht die Stromung von ei-
nem laminaren in einen turbulenten Zustand iiber. Die molekulare Prandtl-Zahl beeinflusst nun die
Form des Temperaturprofils maf3geblich. Der Warmeiibergang setzt sich fiir Stromungen hinrei-
chend groBer Reynolds-Zahlen aus molekularer und turbulenter Wérmeleitung sowie dem Wir-
metransport infolge der Konvektion zusammen. Im Bereich groer Prandtl-Zahlen ist der viskos
dominierte Anteil der Wiarmleitung auf den wandnahen Bereich der Stromung beschrinkt, wohin-

gegen er fiir niedrige Prandtl-Zahlen bis in den Bereich der Kernstromung wirkt [94].

y A Ty y \ T y ‘ 3 T
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Abbildung 2.3.: Schematische Darstellung des Einflusses der Prandtl-Zahl auf die Dicke der thermischen
Grenzschicht einer ebenen iiberstromten Platte (Grafik illustriert nach [94]).

Die molekulare Prandtl-Zahl ist je nach Gro3enordnung auch ein Mal3 der Dampfung turbulen-

ter, thermischer Strukturen der Stromung. Fiir Werte der Prandtl-Zahl nahe Eins ist die sogenannte
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2.3. Dimensionslose Kennzahlen zur Stromungscharakterisierung

Reynolds-Analogie zwischen Geschwindigkeits- und Temperaturfeld giiltig. Diese besagt unter an-
derem, dass eine Proportionalitit zwischen turbulenten Reynolds-Spannungen und Wirmefliissen
existiert. Dies stellt die Grundlage der Verwendung eines meist konstanten Proportionalititsfaktors
zur Modellierung der turbulenten Wirmefliisse, der sogenannten turbulenten Prandtl-Zahl Pr;, dar.
Wie Abb. 2.4 am Beispiel der instantanen Verteilungen des Geschwindigkeits- und Temperatur-
feldes einer turbulenten, beidseitig beheizten Plattenkanalstromung bei unterschiedlichen Prandtl-
Zahlen dargestellt ist, ist die Reynolds-Analogie zwischen Geschwindigkeis- und Temperaturfeld
infolge der groBen viskosen Dimpfung fiir niedrige Prandtl-Zahlen nur bedingt erfiillt. Ein Uber-
blick und Vergleich iiber die wesentlichen thermischen GréBen verschiedener ausgewdhlter Fluide

nach den Empfehlungen der Literatur [13,95] ist durch Tabelle 2.1 gegeben.

(a) Geschwindigkeitsfeld (b) Temperaturfeld (c) Temperaturfeld
(Pr=1,0) (Pr=0,006)

7" =1

X+ Ax

Abbildung 2.4.: Instantane Geschwindigkeits- (a) und Temperaturverteilung einer Grobstruktursimulation
(LES) einer beidseitig (T* = 1) beheizten, turbulenten Kanalstromung bei unterschiedlichen
molekularen Prandtl-Zahlen (b,c) und einer Reynolds-Zahl Re, = 14140.

Es ist ersichtlich, dass sich im Fall von fliissigem Natrium oder eutektischem Blei-Bismuth die
Ordnung der molekularen Prandtl-Zahl deutlich von herkémmlichen Fluiden, wie z.B. Luft und
Wasser, unterscheidet. Dariiber hinaus lisst sich aufgrund der niedrigen kinematischen Viskositét
v erwarten, dass Fliissigmetallstromungen in praktischen Anwendungen durch spezifisch grofle
Reynolds-Zahlen charakterisiert sind.

Im Rahmen dieser Arbeit soll daher speziell der Einfluss der molekularen Prandtl-Zahl bzw. der
Skalentrennung zwischen Geschwindigkeits- und Temperaturfeld auf verschiedene SchlieBungs-

ansitze der Energieerhaltungsgleichung untersucht werden.

25



2. Grundlagen des Impuls- und Energietransports in Stromungen

) Luft [95] | Wasser [95] | Natrium [13] | LBE [13]
Eigenschaft
T =20°C| T=20°C T =500°C | T =500°C
Dichte p
~ 1,189 ~ 998,2 ~ 832,3 ~ 10065
[kg/m’]
Spez. Wirmekapazitit ¢,
~ 1006 ~ 4185 ~ 1264 ~ 141,0
J/kgK]
Kin. Viskositit v
~ 1532 ~ 100,3 ~ 28,32 ~ 13,02
[10® m?/s]
Therm. Diffusivitit o
~ 2163 ~ 14,32 ~ 6431 ~ 1015
[10® m?/s]
Pr-Zahl Pr
. ~ 0,708 ~ 7,009 ~ 0,0044 ~ 0,013

Tabelle 2.1.: Vergleich wesentlicher thermo-physikalischer Stoffeigenschaften fiir Luft, Wasser, fliissiges
Natrium und eutektisches Blei-Bismuth (LBE) unter normalem atmosphirischen Druck nach
Angaben von [13] und [95].

2.3.3. Nusselt-Zahl

Die Nusselt-Zahl Nu reprisentiert einen dimensionslosen Warmeiibergangskoeffizienten. Sie
setzt die Anteile des Wirmeiibergangs durch Konvektion und der reinen Warmeleitung ins Ver-
hiltnis:

6] Gesamt

q Wirmeleitung q Wirmeleitung

C] Konvektion (2 1 9)

Demzufolge nimmt die Nusselt-Zahl ausschlieBlich Werte groBer als Nu > 1 an und ist in turbulen-
ten Stromungen mafBgeblich bestimmt durch die Groenordnung der Reynolds- und Prandtl-Zahl
und somit der Péclet-Zahl Pe = RePr:

Nu= f(Re,Pr,...). (2.20)

Sie stellt eine der wesentlichen integralen Kenngréen zur Beurteilung des konvektiven Wirme-
tibergangs einer Stromung dar und ist somit fiir eine Vielzahl von experimentellen und numeri-
schen Untersuchungen elementarer Forschungsgegenstand.

Die Nusselt-Zahl Nu lésst sich fiir eine Stromung wie folgt bestimmen:

(2.21)
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2.3. Dimensionslose Kennzahlen zur Stromungscharakterisierung

Hierbei entsprechen die Groflen 4 einem Wirmeiibergangskoeffizienten, L einer charakteristischen
Linge, z.B. einem Plattenabstand 26 bzw. hydraulischen Durchmesser Dj,, A der thermischen Wir-
meleitfahigkeit, ¢ der Warmestromdichte sowie (7,, — T.) dem Temperaturgefille zwischen Wand-
temperatur 7;, und einer charakteristischen Temperatur 7,.. Die Warmestromdichte reprédsentiert
hierbei die gesamte zugefiihrte Energie, wohingegen die sich einstellende Temperaturdifferenz ein

Mab fiir den Warmetransport durch Konvektion darstellt.

2.3.4. Grashof-Zahl

Im Falle reiner Naturkonvektion ist aufgrund der Wahl einer geeigneten Bezugsgeschwindigkeit
in der Reynolds-Zahl die Einfiihrung einer neuen dimensionslosen Kennzahl, der sogenannten
Grashof-Zahl Gr, erforderlich [93,96]. Sie ist bei Wahl einer konstanten Temperaturdifferenz als

Randbedingung definiert iiber den Zusammenhang

Bg (T, —T.) L

Gr= v , (2.22)
definiert; bzw. bei Vorgabe einer konstanten Warmestromdichte ¢ als Randbedingung
BgqL!
G 2.23
r=500 (2.23)

mit dem volumetrischen Ausdehnungskoeffizienten 8, dem Betrag des Gravitationsvektors g, einer
Temperaturdifferenz (7,, — T;.) bzw. einer Wirmestromdichte ¢, der kinematischen Viskositit v,
der Wirmeleitfihigkeit A sowie einer charakteristischen Linge L. Sie kann verallgemeinert auch
als Produkt des Krifteverhiltnisses zwischen Auftriebs- und Reibungskriften sowie Impuls- und

Reibungskriften verstanden werden [60].

2.3.5. Rayleigh-Zahl

Die Rayleigh-Zahl ist formuliert als das Produkt aus Grashof-Zahl Gr und molekularer Prandtl-

Zahl Pr: A
BggL
Avo

Sie ist eine maflgebliche Kenngroe zur Beschreibung von auftriebsdominierten Stromungs-

Ra = GrPr =

(2.24)

formen, wie der Rayleigh-Bénard-Konvektion. Mit zunehmender Rayleigh-Zahl beginnt das Fluid
von einem ruhenden Zustand dominiert durch reine Wirmeleitung in einen Zustand regulidrer Mus-
ter bzw. Konvektionsrollen iiberzugehen. Bei weiterer Erhohung der Temperaturunterschiede im
Fluid erfolgt ein Ubergang in einen Stromungszustand in dem nach Wérner [60] der Einfluss der

Turbulenz nicht mehr vernachldssigbar ist.
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2. Grundlagen des Impuls- und Energietransports in Stromungen

2.3.6. Richardson-Zahl

Die Richardson-Zahl ist eine dimensionslose KenngroBe, die das Verhiltnis der Grashof-Zahl

Gr zum quadratischen Wert der Reynolds-Zahl Re beschreibt:

_ Gr  BgATL

Ri (2.25)
Ihre Groenordnung gibt demnach Auskunft iiber die zu erwartende Konvektionsart der Stromung.
Fiir eine verschwindende Richardson-Zahl Ri ~ 0 handelt es sich um eine erzwungene Konvektion,
in welcher der Einfluss der Reynolds-Zahl Re dominiert. Fiir steigende Richardson-Zahlen beein-
flussen zunehmend Auftriebskrifte die Stromung und es erfolgt der Ubergang zu Misch- bzw.

Naturkonvektion.
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3 Einfiihrung in die Turbulenz von Stromungen

3.1. Eigenschaften turbulenter Stromungen

Stromungen niedriger Reynolds-Zahl zeichnen sich durch ein hohes Maf} an Ordnung aus. Selbst
transiente Stromungsphdnomene, wie z.B. eine laminare Kdrmansche Wirbelstrae, unterliegen
rein molekularen Diffusionsvorgingen. Zeitliche und chaotische Schwankungen der lokalen Ei-
genschaften der Stromung werden infolge der Viskositit des Mediums vollstindig gedampft. Mit
zunehmender Reynolds-Zahl bzw. mit zunehmenden Impulskriften ist die Stromung jedoch nicht
mehr in der Lage diesen geordneten Zustand beizubehalten. Es treten erste lokale Instabilitdten auf,
die als Transitions- bzw. laminar-turbulenter Ubergangsbereich der Stromung bezeichnet werden.
Erhoht sich die Reynolds-Zahl weiter geht die Stromung in einen vollstindig turbulenten Zustand
tiber. Dieser ist gekennzeichnet durch zeitlich und 6rtlich variierende Schwankungen bzw. Fluk-
tuationen der physikalischen Eigenschaften der Stromung. Durch einfache Methoden lassen sich
solche Fluktuationen sichtbar machen, wie z.B. durch das Einbringen von Rauch, farbiger Tinte
oder Partikeln in die Stromung. Man kann feststellen, dass diese instantanen, turbulenten Struktu-
ren rdumlich miteinander in Beziehung stehen bzw. miteinander rdumlich korrelieren. Aufgrund
ihrer duleren Form werden sie hdufig auch als Wirbelstrukturen bezeichnet. Beispiele turbulenter
Stromungen sind in unserem alltdglichen Leben fast iiberall zu erkennen z.B. in atmosphérischen
Grenzschichten, offenen Feuerstellen oder bei der Umstromung eines Fahrzeugs. Sie beeinflussen
hierbei maBgeblich das Verhalten der Stromung z.B. durch Erhohung des Widerstands, durch eine
verbesserte Vermischung von Stoffen oder durch Erhohung des Wérmetransportes. Diese Phéno-
mene lassen sich auf eine erhohte Diffusivitit bzw. einen zusétzlichen Impuls- und Energieaus-
tausch der Stromung senkrecht zur Hauptstromung zuriickfiihren, welche in ihrer Gro3enordnung
die molekulare Diffusion deutlich iibertreffen kann [97]. Hierbei ist die sogenannte turbulente Dif-
fusivitit, die auch als Scheinviskositit bezeichnet wird, nicht wie die molekulare Diffusion auf
den wandnahen Bereich der Stromung begrenzt, sondern ihr Einflussbereich kann sich bis in den

Bereich der Kernstromung erstrecken.
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3. Einfithrung in die Turbulenz von Stromungen

Eine einfache Beschreibung von Turbulenz und ihrer zentralen Mechanismen ist aufgrund ih-
res dreidimensionalen, chaotischen und regellosen Zustands nicht moglich, so dass Turbulenz bis
heute ein wesentlicher Gegenstand der Forschung ist. Eine rein zweidimensionale Turbulenz kann
beispielsweise in Seifenfilmen beobachtet werden (siehe z.B. Frohlich [98]), so dass dies lediglich
als sehr seltener Ausnahmefall betrachtet werden kann.

Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass die in Kapitel 2 vorgestellten Gleichungen der Impuls-
und Energieerhaltung zwar einer vollstindigen Beschreibung der Bewegung und des Wirmeiiber-
gangs einer Stromung dienen, ungeachtet dessen, ob es sie sich in einem laminaren oder turbulen-
ten Zustand befindet. Eine allgemeingiiltige Aussage iiber den Ursprung und des Verhaltens der

Turbulenz lassen sie jedoch nicht zu [98,99].

3.2. Energiespektrum der Turbulenz

Ein wesentlicher Beitrag zum Verstidndnis der wesentlichen Mechanismen der Turbulenz ist
durch die Arbeit von Kolmogorov [100,101] gegeben'®. Drei wesentlichen Aussagen seiner Hypo-

thesen werden detailliert in der Arbeit von Pope [102] diskutiert und sind nachfolgend aufgefiihrt:

1. Bei hinreichend hohen Reynolds-Zahlen der Stromung ist die Turbulenz der kleinsten Skalen

lokal in einem isotropen Zustand.

2. Injeder turbulenten Stromung bei hohen Reynolds-Zahlen ist die Statistik der kleinstskaligen

Bewegungen einzig allein durch die Viskositit v und die Dissipation € bestimmt.

3. Injeder turbulenten Stromung bei hohen Reynolds-Zahlen ist die Statistik der Bewegung der
Strukturen im Triagheitsbereich einzig allein durch die Dissipation € bestimmt und unabhén-

gig von der molekularen Viskositit v.

Einer der wesentlichen Aspekte der Theorie nach Kolmogorov ist die Existenz unterschiedlicher
Skalen der Turbulenz [100,101]. Das Energiespektrum Ej beschreibt demnach die vollstindige
Verteilung des Energiegehalts auf unterschiedlich groB3e turbulente Strukturen. Eine Einordnung
der GroBe eines turbulenten Wirbels erfolgt in diesem Kontext ihre reziproke Grofle, genauer ge-
sagt der sogenannten Wellenzahl k. Wie in Abb. 3.1 dargestellt ist, sind grole Wirbel der Gro-
Benordnung / durch Bereiche kleiner Wellenzahlen und kleine Wirbel der Gro3enordnung 1 durch
Bereiche grofler Wellenzahlen charakterisiert.

Die grofiten energietragenden Wirbelstrukturen (K’ ~ l_l) konnen stark anisotrope Zustdnde
einnehmen und erhalten ihre Energie infolge einer Scherung der Hauptstromung z.B. beim Durch-
stromen eines Turbulenz erzeugenden Gitters. Die Scherung ist eine unmittelbare Folge der Exis-

tenz duferer Randbedingungen. Sie umfasst die Interaktion der Hauptstromung mit den gréten

9Fine englischsprachige Ubersetzung der wissenschaftlichen Arbeiten von Kolmogorov ist, anlisslich des 50. Ge-
burtstags der urspriinglichen Verdffentlichungen, im Jahr 1991 in einer Sonderausgabe der Zeitschrift Proceedings
of the Royal Society [100,101] veroffentlicht worden.
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3.2. Energiespektrum der Turbulenz
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Abbildung 3.1.: Schematische Darstellung des Energiespektrums der turbulenten kinetischen Energie und
seiner wesentlichen Teilbereiche als Funktion der Wellenzahl .

Wirbelstrukturen [102]. Hierbei entziehen die turbulenten Wirbelstrukturen der Hauptstromung
kinetische Energie, was den wesentlichen, antreibenden Mechanismus der Energiezufuhr der Tur-
bulenz darstellt. Die Langenskalen der grofiten Wirbelstrukturen konnen, speziell in Innenstro-
mungen, anhand der rdumlichen Abmessung der dufleren Berandung der Stromung abgeschitzt
werden.

Der Bereich zwischen den grof3ten und kleinsten Wellenzahlen (l Tok< n_l) ist dominiert
durch einen Energieaustausch zwischen den unterschiedlichen Skalen, der sogenannten Kolmogo-
rovschen Energiekaskade. Eine wesentliche Charakteristik der Energiekaskade ist die stetige De-
formation und der anschlieBende Zerfall groBBerer Wirbelstrukturen zu kleineren Strukturen. Der
Energietransport erfolgt somit von den groben zu den feinen Skalen des Spektrums [98]. In die-
sem Bereich hiingt das Energiespektrum geméil der dritten Hypothesen nach Kolmogorov allein
von der Wellenzahl k und der zugefiihrten bzw. dissipierten Energie ab und kann iiber folgenden

mathematischen Zusammenhang beschrieben werden:
Ei (k) = Cxe* k13, (3.1)

in dem Ck die sogenannte Kolmogorov-Konstante und € die Dissipation darstellt [98,102,103].
Im Gegensatz zum Tréigheitsbereich ist der Bereich der kleinsten Skalen (k~n~!) geprigt
durch die Umwandlung kinetischer Energie in Wirme. Diese Form der Energieumwandlung ist ei-

ne unmittelbare Folge der molekularen Viskositét v und wird im Allgemeinen auch als Dissipation
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3. Einfithrung in die Turbulenz von Stromungen

€ bezeichnet [98,103]. Die kleinsten Strukturen sind geméf der ersten Hypothese nach Kolmo-
gorov [102] statistisch isotrop. Thre Grofle hdngt unmittelbar von der jeweiligen Reynolds-Zahl
der Stromung ab. Fiir steigende Reynolds-Zahlen werden die feinen Strukturen zunehmend kleiner
(vgl. Abb. 3.1). Eine Abschitzung ihrer Grofle und ihres zeitlichen Verhaltens kann mit Hilfe der
sogenannten Kolmogorov-Skalen erfolgen. Sie konnen hinsichtlich der GroBe 1y, der Geschwin-

digkeit u; und der Zeit 7, wie folgt bestimmt werden [101,102]:

3\ 1/4
Mk = (v?) : (3.2)
u = (ev)'/*, (3.3)
v 1/2
= <E> . (3.4)

Diese drei abgeleiteten GroBen finden im der Entwicklung von SchlieBungsansitzen der Rey-
nolds-gemittelten Erhaltungsgleichungen in verschiedensten Modellen Beriicksichtigung (siehe
z.B. Durbin [76,104] oder Abe et al. [105]). Es kann mit Hilfe der auf Basis der Kolmogorov-
Skalen bestimmten Reynolds-Zahl Re; = mMui/v = 1 gezeigt werden, dass der Energietransfer
von groflen zu kleinen Skalen genau solange erfolgt, bis im Bereich der Kolmogorov-Skalen die

entsprechend formulierte Reynolds-Zahl klein genug ist [102].

3.3. Energiespektrum bei Stromungen mit Warmelibergang

Fiir eine turbulente Stromung mit Wirmeiibergang kann nach Grétzbach [23,106] die Darstel-
lung des Energiespektrums in Abhingigkeit der molekularen Prandtl-Zahl Pr erweitert werden
(vgl. Abb. 3.2). Das Temperaturfeld unterliegt ebenso wie das Geschwindigkeitsfeld turbulenten
Schwankungen. Infolge einer hoheren thermischen Diffusivitit @ bzw. niedrigeren molekularen
Prandtl-Zahl Pr werden Temperaturschwankungen stirker geddmpft. Der thermischen Diffusivitit
o kommt demnach eine dhnliche Bedeutung zu wie der molekularen Viskositit v im Geschwin-
digkeitsfeld. Fiir Prandtl-Zahlen nahe eins hat das thermische Spektrum E7 (k) einen nahezu iden-
tischen Verlauf im Vergleich zum Spektrum der turbulenten kinetischen Energie Ej (k). Fiir nied-
rigere Prandtl-Zahlen hingegen sinkt der Energiegehalt des thermischen Spektrums infolge der
Déampfungswirkung der molekularen Warmeleitung. Nach Grétzbach [23,106] kann weiterhin eine
Verschiebung des Spektrums zu gréeren Skalen bzw. kleineren Wellenzahlen x festgestellt wer-
den. Die GroBe der kleinsten thermischen Strukturen ist erstmals durch Corrsin [107] abgeschitzt

worden. Fiir Prandtl-Zahlen Pr < 1 kann sie mit folgendem Zusammenhang bestimmt werden:

ol 1/4 n
— (2 — k.

32



3.3. Energiespektrum bei Stromungen mit Wirmeiibergang

In(Ey) A E.Er(Pr=1)

: : T 1 >
27Z/L Zﬂ/nT Kimax 275/17 ln(K)

Abbildung 3.2.: Schematische Darstellung des dreidimensionalen Energiespektrums der Geschwindigkeits-
Ey(x) und Temperaturfluktuationen E7(x) in Plattenkanalstromungen verschiedener
Prandtl-Zahlen Pr < 1 nach Grotzbach [23,106].

Auch dieser mathematische Zusammenhang verdeutlicht den Einfluss der molekularen Prandtl-
Zahl auf die GroBe der kleinsten thermischen Skalen im direkten Vergleich zur Grée der Kolmo-
gorov-Lingenskala 7. Fiir den Bereich der Prandtl-Zahl Pr > 1 ist die Grofe der Skalen in der
GrofBenordnung der sogenannten Bachelor-Lingenskala nzp [106]:

vo? /4 Nk
NBr = (T) = Pz (3.6)

Die Gleichungen (3.5) und (3.6) lassen die Schlussfolgerung zu, dass fiir Stromungen niedri-
ger molekularer Prandtl-Zahl die kleinsten zu beriicksichtigenden turbulenten Strukturen im Ge-
schwindigkeitsfeld und fiir hohe Prandtl-Zahlen im Bereich des Temperaturfeldes auftreten. Eine
weitere wichtige Erkenntnis ist durch die Groenordnung der grofiten Skalen gegeben. Fiir Stro-
mungen niedriger Prandtl-Zahlen treten nach Grétzbach [23,106] die groften turbulenten Struktu-
ren im Temperaturfeld auf. Man beachte hierbei die Verschiebung des thermischen Energiespek-
trums zu niedrigeren Wellenzahlen (vgl. Abb. 3.2).

Beziiglich der Entwicklung von geeigneten SchlieBungsansitzen zeigt sich bereits bei reiner
Analyse der Energiespektren des turbulenten Geschwindigkeits- und Temperaturfeldes, dass in
Abhingigkeit der molekularen Prandtl-Zahl Pr groe Skalenunterschiede zu beriicksichtigen sind.
Diese lassen sich im Wesentlichen auf das Verhiltnis der Daémpfung der turbulenten Schwankun-

gen bzw. Fluktuationen infolge der kinematischen Viskositidt und der thermische Diffusivitét zu-
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3. Einfithrung in die Turbulenz von Stromungen

riickfithren. Ein wesentliches Ziel der Modellierung muss es demnach sein, die wesentlichen Ei-
genschaften und physikalischen Zusammenhinge von Stromungen mit Warmeiibergang in Abhin-

gigkeit der molekularen Prandtl-Zahl geeignet zu beschreiben.
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4 Mathematische Beschreibung turbulenter Stromungen

Die Verfahren zur Losung turbulenter Stromungen kénnen nach den notwendigen Anpassungen
der Massen-, Impuls- und Energieerhaltungsgleichungen in drei verschiedene Kategorien eingeteilt

werden:

e Direkte Numerische Simulation (DNS),
e Grobstruktursimulation (LES),

e Reynolds-gemittelte Navier-Stokes-Gleichungen (RANS).

Trotz deutlicher Unterschiede hinsichtlich ihrer mathematischen Formulierung und Funktionswei-
se konnen die unterschiedlichen Ansitze jeweils aus den allgemeinen Erhaltungsgleichungen (vgl.
Gl. (2.1), (2.3) und (2.14)) abgeleitet werden. Dies soll nachfolgend fiir jede einzelne Methode

erldutert werden.

4.1. Direkte numerische Simulation

Die direkte numerische Simulation (DNS) ist ein numerisches Verfahren, das auf dem Losen der
instationdren, dreidimensionalen Massen-, Impuls- und Energieerhaltung basiert. Im Vergleich zur
Grobstruktursimulation (LES) oder den Reynolds-gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen (RANS)
sind keine Modifikationen des Gleichungssystems, wie z.B. durch das Anwenden einer zeitlichen
Mittelung, erforderlich. Die einzig Approximationen, die im Rahmen dieses Simulationstyps ein-
gesetzt werden, basieren auf der Diskretisierung der Erhaltungsgleichungen und somit der Uber-
fiihrung in ein losbares algebraisches Gleichungssystem. Das Energiespektrum der turbulenten
kinetischen Energie und die damit verbundene Energiekaskade zu den kleinsten turbulenten Struk-
turen (vgl. Abb. 3.1 und 3.2) sollen idealerweise in Abhédngigkeit der zeitlichen und rdumlichen
Diskretisierung vollstindig bis zum Skalenbereich der Dissipation der Energie aufgelost werden.

Grotzbach [106] zeigt im Rahmen seiner Untersuchung an turbulenten Kanalstromungen, dass

eine im Vergleich zu der Kolmogorov- und Corrsin-Lingenskala leicht grobere Auflosung bereits

35



4. Mathematische Beschreibung turbulenter Stromungen

ausreicht, um die wesentlichen physikalischen Eigenschaften des Geschwindigkeits- und Tempe-
raturfeldes in einer DNS korrekt wiederzugeben. Einzig die Untersuchung von Momenten hoherer
Ordnung der turbulenter Fluktuationsgrofen, speziell im wandnahen Bereich der Stromung, erfor-
dert eine weitere Verfeinerung der riumlichen Diskretisierung. Zur Auflosung der Bewegung der
kleinsten, isotropen Wirbelstrukturen im Geschwindigkeits- bzw. Temperaturfeld sind demnach
theoretisch in jeder Raumrichtung mindestens zwei raumliche Diskretisierungsschritte der Gro-
Benordnung 7y /2 bzw. nr/2 erforderlich. Eine grobe Abschitzung der GroBe dieser Strukturen
kann demnach bereits iiber die Kolmogorov-Lidngenskala 1 (vgl. Gl. (3.2)) erfolgen und ist von
der jeweiligen Reynolds-Zahl der Stromung abhéngig [106].

Die vollstindige Auflosung der Energiekaskade und Dissipation der turbulenten Stromung er-
fordert eine groBe Anzahl von rdumlichen Diskretisierungsschritten, die sich mit zunehmender
Reynolds-Zahl weiter expotentiell erhohen (siehe z.B. Tennekes & Lumley [108]). Direkte nume-
rische Simulationen bleiben daher trotz einer stetigen Verbesserung der Rechnerarchitekturen und
Leistung der Prozessoren (CPU) weiterhin auf einfache Geometrien, wie z.B. Kanalstrémungen
und niedrige Reynolds-Zahlen, beschrinkt. Dariiber hinaus erfordert die Durchfiihrung genauer di-
rekter numerischer Simulationen geeignete Diskretisierungsverfahren und Methodiken, deren nu-
merisch bedingte Diffusivitit hinreichend klein ist. Der Umfang der Informationen der Ergebnisse
einer DNS kann einen detaillierten Einblick in das Entstehen und die raumliche Entwicklung ko-
hirenter, turbulenter Wirbelstrukturen geben. Korrelationen, wie z.B. zwischen Geschwindigkeits-
und Druckfluktuationen, sind experimentell nach heutigem Stand nur sehr aufwendig zu ermit-
teln [87]. Speziell fiir den Fall von Strémungen niedriger molekularer Prandtl-Zahl stellt die DNS,
auch bedingt durch einen hohen experimentellen Aufwand, weiterhin ein wesentliches Werkzeug
zur Analyse, Entwicklung und Validierung von SchlieBungsansidtzen der Reynolds-gemittelten

Impuls- und Energieerhaltungsgleichung dar.

4.2. Grobstruktursimulation

Turbulente Stromungen lassen sich durch die Existenz von turbulenten Skalen verschiedener
GroBenordnung charakterisieren. Diese reichen von sogenannten Grobstrukturen bei kleinen Wel-
lenzahlen bis zu Feinstrukturen bei groen Wellenzahlen. Wie bereits erldutert wurde ist jeder
Skalenbereich Gegenstand unterschiedlicher Wirkmechanismen, wie z.B. der Zufuhr von Energie
auf groflen anisotropen Skalen oder der Vernichtung bzw. Dissipation von Energie auf den kleins-
ten isotropen Skalen [101,102]. Die groBten Strukturen sind nach dieser Vorstellung die wesent-
lichen Tréager der Energie der Erhaltungsgrofen [87]. Die kleinsten kurzlebigen Skalen hingegen
zeichnen sich durch ihren niedrigen Energiegehalt sowie durch den wesentlichen Mechanismus

der Dissipation der turbulenten kinetischen Energie aus.
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4.2. Grobstruktursimulation

4.2.1. Raumliche Filterung

Diese zwei Skalenbereiche der Grobstrukturen (GS) und Feinstrukturen (FS) eines beliebigen
instationédren Signals ¢ (x;,¢) konnen durch das von Leonard [109] vorgeschlagene Konzept der

rdaumlichen Trennung in folgender Notation angegeben werden:

¢ (xi,1) = ¢ (xi,2) + 0" (xi,1) . 4.1)

Hierbei bezeichnet ¢ (x;,7) den aufgeldsten Anteil des instationiren Signals und ¢” (x;,7) den An-
teil der Feinstrukturen, vgl. Abb. 4.1 und 4.2. Um den Einfluss der hochfrequenten, instantanen
Fluktuationen aus dem Signalverlauf zu eliminieren ist eine rdumliche Filterung des Signals mit
Hilfe eines Tiefpassfilters notwendig. Die Filterung einer beliebigen Grofle sei in nachfolgenden
Erlduterungen mit der symbolischen Notation Ev) gekennzeichnet.

Eine verallgemeinerte Formulierung der Filterungsoperation auf ein beliebiges Signal kann wie

folgt angegeben werden:

O (x;) = /R3 G (xi,xf) 1) (x;) dx; x;i € R, (4.2)

wobei G (x;,x.) den lokalen Filterkern mit einer Filterweite A (x;) darstellt [87,98].
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Abbildung 4.1.: Schematische Darstellung der Trennung zwischen aufgelosten und modellierten Strukturen
in Abhingigkeit einer lokalen Filterweite A (x;) (links) sowie anhand des Energiespektrums
(rechts) nach Grotzbach [23,106].
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Abbildung 4.2.: Schematische Darstellung der verschiedenen Mittelungsoperationen auf ein statistisch sta-
tiondres Signal ¢, ; als Erweiterung einer Abbildung nach Ferziger [87].

Der Filterkern unterliegt hierbei folgender Einschrinkung:

/ G (xi,x}) dxi' =1. (4.3)
R

Verschiedene Typen von Filterkerne konnen im Rahmen einer Grobstruktursimulation eingesetzt
werden, wie z.B. ein Boxfilter. Die Filterweite entspricht hierbei nicht zwangsldufig der Gitterweite
bzw. dem jeweiligen Abstand der Diskretisierungspunkte im Rechengebiet. Sie héngt rein von der
Formulierung des ausgewihlten Filterkerns ab.

Folgende wesentliche Eigenschaften der Filter-Operation sind zu beachten [98,110]:

1. Konservativitit der Konstanten:

Cc=C. 4.4)
2. Linearitit:
O+y=0+V. 4.5
3. Kommutativitéit der Ableitung:
29 ¢ .
8—2 = 8_;])1 mit si=f(x;,1). (4.6)
4. Projektionseigenschaft: B
¢ 9. 4.7)
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4.2. Grobstruktursimulation

5. Unterschied zwischen Filterung und statistischer Mittelung bzw. Reynolds-Mittelung:

Mittelung: 9@ =9¢W  und  Filterung: ¢y # ¢ . (4.8)

6. Vertauschbarkeit der rdumlichen Filterung (-) und zeitlichen Mittelung (-):

0=9. (4.9)

Die Kommutativitit als Eigenschaft ist hierbei theoretisch ausschlieBlich fiir zeitliche Ableitun-
gen giiltig. Bei Anwendung homogener Filter, also Filtern einer konstanten Filterweite A, kann
jedoch der resultierende Fehler im Fall ortliche Ableitungen ignoriert werden [111]. Eine um-
fangreiche Diskussion dieses Fehlertyps ist durch die Arbeit von Ghosal & Moin [112] gegeben.
Nach Frohlich [98] ist der wesentliche Vorteil der rdumlichen Filterung gegeniiber der zeitlichen
Mittelung (vgl. Kapitel 4.3.1), dass die Erhaltungsgrolen bzw. ZustandsgroBen iiber Variation der
Filterweite ,,verschieden stark gemittelt werden konnen”, was dem Auftreten verschieden grofler

Skalen im Energiespektrum gerecht wird.

4.2.2. Anwenden der Filterung auf das Gleichungssystem

Die energietragenden Wirbelstrukturen einer rdumlichen Erstreckung grofler der lokalen Fil-
terweite A (x;) werden iiber die ,,gefilterten” Erhaltungsgleichungen beriicksichtigt. Fiir den Fall
eines inkompressiblen Mediums ergibt sich ausgehend von den urspriinglichen Gleichungen der
Massen-, Impuls- und Energieerhaltung (vgl. Gl. (2.2),(2.9) und (2.16)) bei Anwendung der Filter-

operation folgendes Gleichungssystem:

I
ox; (4.10)
gw, d(mg) 1 p 9 [ (Ju  di
8t + 8xj __Ea_)cj+a_)cj |iv (axj+ axi>:|a (411)
o (W) 5 [ oF\ -
Fr dx;  ox; O‘a_xj +5q- (4.12)

Die ,.gefilterten* Erhaltungsgleichungen weisen in ihrer vorliegenden Form Ahnlichkeit zu den
Reynolds-gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen auf, die in Kapitel 4.3 erldutert werden. Sie ,.er-
ben” dariiber hinaus die wesentlichen Eigenschaften der urspriinglichen Erhaltungsgleichungen,
wie z.B. die Galilei-Invarianz. Die Massenerhaltungsgleichung ist linear zur Geschwindigkeit und

wird somit bei Anwendung der Filteroperation nicht um einen zusétzlichen Term erweitert (vgl.
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4. Mathematische Beschreibung turbulenter Stromungen

Gl. (4.10)). Es gilt dariiber hinaus beziiglich des nichtlinearen, konvektiven Terms der Impulser-
haltung:
ity # i, (4.13)

bzw. der Energieerhaltung:
w;T # ;T (4.14)

Die GroBen der linken Seite der Gleichungen konnen nicht direkt bestimmt werden, so dass eine

weitere Untersuchung der Terme notwendig ist [87,109]:
v, = (it — i) (4.15)

Der Tensor zweiter Ordnung Tisj bezeichnet die sogenannten Feinstruktur-Reynolds-Spannungen.
Sie beschreiben den durch kleinskalige, nicht aufgeloste Strukturen bedingten Impulsfluss in den
grof3skaligen, aufgelosten Komponenten [87]. Gemdll der Aufteilung nach Leonard [109] ergibt
sich folgender Ansatz fiir die Geschwindigkeit der Feinstrukturen (vgl. Gl. (4.1)):

W' = u— T (4.16)

Durch Kombination der beiden obigen Gleichungen ergibt sich [109]:

—_— —_—~—

S — 7797 717 "y 77 2 TR
T = widj — it j+ " uj+uiu i +uug” 4.17)
:ZLl'j :ZCU =ZR[j

Die Summe der ersten beiden Terme wird auch als Leonard-Term L;; bezeichnet. Er beschreibt
die Anteile der Feinstruktur-Spannungen, die durch die Interaktion der groen Skalen entstehen.
Die nichsten beiden Terme, zusammengefasst als Kreuzterm C;;, ergeben die Wechselwirkung der
groben und feinen Skalen untereinander. Der letzte Term R;; beriicksichtigt den Einfluss der nicht
aufgelosten Skalen auf die aufgelosten Strukturen [98].

Fiir die Feinstruktur-Reynolds-Spannungen existieren unterschiedliche Modellierungsansitze.
In ihrer Charakteristik basieren die meisten dieser Ansitze auf rein dissipativen Formulierungen
einer Scheinviskositit der Feinstrukturen V; sGs, siehe z.B. die Modellansitze nach Smagorins-
ky [113], Germano et al. [114] oder Nicoud & Ducros [115]. Ferziger [87] empfiehlt diesbeziiglich
die Verwendung von Modellen, die auf partiellen Differentialgleichungen basieren und demnach
Informationen aus der Vergangenheit des Fluids bereitstellen. Eine Modellierung des vollstindi-
gen Feinstruktur-Spannungstensors iiber sechs partielle Differentialgleichungen ist beispielsweise
durch die Arbeit von Deardorff [116] oder Fureby et al. [117] gegeben.

Nachfolgend soll das verwendete Feinstruktur-Modell sowie seine Ausgangsform hinsichtlich

ihrer wesentlichen Funktionsweise kurz erlautert werden.
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4.2.3. Smagorinsky-Modell

Einer der bekanntesten Ansédtze zur Berechnung der Feinstrukturen ist durch die Arbeit von

Smagorinsky [113] gegeben. Dieser besteht aus zwei wesentlichen Teilschritten:

e Ansatz zur Bestimmung der Feinstruktur-Spannungen T,'sja

e Bestimmung der Wirbelviskositit der Feinstrukturen V; sgs.

Der erste Schritt beschreibt die Wahl eines geeigneten Ansatzes zur Bestimmung der Feinstruktur-
Spannungen. Der iiblicherweise verwendete Ansatz basiert auf der Boussinesq-Hypothese und be-
zieht den spurfreien, anisotropen Anteil der Feinstruktur-Spannungstensor Tflj auf das aufgeloste
Geschwindigkeitsfeld:

~ Ju; OJu;
T = =2V, ¢658; = —V, — I ). 4.18
i 1,5GSSij 1,SGS <8xj + 8x,-> (4.13)

=1 ! 0i i Tk 1
i) iaj+ =8 Tik- (4.19)

Der letzte Term wird iiblicherweise in einen ,.erweiterten* Druck p* = p + 14 /3 aufgenommen,
so dass die Feinstruktur-Spannungen iiblicherweise allein iiber den ersten Term der rechten Seite
der Gleichung Tisj = Tf‘j bestimmt werden konnen [98].

Der zweite Schritt basiert auf der Modellierung der Wirbelviskositit v; sGs. Dies erfolgt durch

Kombination eines geeigneten Lingen- und Geschwindigkeitsmales:
Vi .SGS = q(s) l(s). (4.20)
Das GeschwindigkeitsmaB ¢*) kann mit Hilfe der Norm des Deformationstensors |§\ bestimmt

werden [98]:
¢’ =I'|S| = I°\/2S;;S;;. (4.21)

Als LingenmaB [¥) eignet sich eine Kombination der Filterweite A und der sogenannten Smago-
rinsky-Konstanten Cg:
I* = CsA. 4.22)

Die Wirbelviskositit kann nun durch Einsetzen der Gleichungen (4.21) und (4.22) in die Aus-
gangsgleichung (4.20) bestimmt werden:

vi.s6s = (CsA)? S| (4.23)
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Die endgiiltige Formulierung der Feinstruktur-Spannungen kann somit angegeben werden zu [98]:

= —2(CsA)* [S|Si;, (4.24)
Ein universeller Wert der Smagorinsky-Konstanten Cg, der fiir verschiedene Stromungstypen ge-
eignet ist, existiert nicht. Sie muss demzufolge fiir jeden Stromungstyp sinnvoll gew#hlt werden.
GemiB der Literatur erstreckt sich ihr Wertebereich von Cg ~ 0,19..0,24 in isotroper Turbulenz bis
zu Cg ~ 0,065..0,1 in einfachen Scherstromungen. Eine umfassende Diskussion zu verschiedenen
Moglichkeit ihrer Bestimmung ist in der Arbeit von Frohlich [98] gegeben.

Die Wirbelviskositit V; sGs ist fiir das Smagorinsky-Modell stets positiv und rein dissipativ, so
dass ein Energietransfer von kleinen zu groBBen Skalen, der auch als Backscatter-Effekt bezeich-
net wird, nicht abgebildet werden kann. Das Smagorinsky-Modell muss hierbei in Wandnédhe mit
Riicksicht auf ein korrektes asymptotisches Wandverhalten mit einer geeigneten Dadmpfungsfunk-

tion, wie z.B. der Van-Driest Ddmpfungsfunktion [118], erweitert werden.

4.2.4. Dynamisches Smagorinsky-Modell

Eine wesentliche Weiterentwicklung der Feinstruktur-Modellierung ist die sogenannten dyna-
mischen Prozedur. Ihr wesentliches Ziel ist es, die meist umstidndliche Wahl der Smagorinsky-
Konstanten Cs vollstindig zu eliminieren. Die dynamische Prozedur basiert in ihren theoretischen
Grundlagen auf der sogenannten Germano-Identitit, die einen Bezug zwischen den modellierten
Feinstruktur-Spannungen auf zwei voneinander unterschiedlichen rdumlichen Filterebenen her-
stellt; dem urspriinglichen Filter und einem Testfilter. Um deutlich auf den Unterschied des Filters
und des Testfilters hinzuweisen, ist die Anwendung des Testfilters im Nachfolgenden mit der No-
tation 6 gekennzeichnet.

Die Filter-Operation des Testfilters kann durch eine zum urspriinglichen Filter analoge Formu-

lierung beschrieben werden:
(})\(x,-) = /R3 G (xi,xg) 1) (xi) dx; xi € R. (4.25)

Der Testfilter ist stets groer bzw. ,,grober” als der urspriingliche Filter und wird nach Frohlich [98]
bzw. nach Morar [111] im Allgemeinen doppelt so grof3 gewihlt A /A=2.

Der Testfilter A kann nun erneut auf die bereits ,gefilterten” Erhaltungsgleichungen angewendet
werden. Die zu modellierenden Feinstrukturen der verschiedenen Filterebenen konnen anschlie-

Bend miteinander verglichen werden [98]:

Filter-Niveau A : T = wiy — iy ~ T (C, A, i) (4.26)
Testfilter-Niveau A : Tl-j- = Lf/fu\; — I/:Z\ll/:tv; ~ ’L'Z-Wd <C ,K, l/:t:,) . 4.27)
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A aufgeloste Skalen nicht aufgeloste Skalen
ln(ET) -€ - >

di

>
rl-sj

"

— -
~1/A ~1/A In(x)

Abbildung 4.3.: Schematische Darstellung der Bedeutung der Germano-Identitét, Abbildung nach [98].

—_

Der Leonard-Term L;; = quj - L/T\,L/T\J kann unmittelbar durch Anwenden des Testfilters auf die
instantane Geschwindigkeit u; bestimmt werden. Die Germano-Identitit verbindet die, durch den
urspriinglichen Filter und den Testfilter, nicht aufgeldsten Feinstrukturen. Sie kann demnach ge-
mill Abbildung 4.3 bestimmt werden zu:

T L,‘j + :C\lsj (4.28)

s __
§ =
Durch Einsetzen der Gl. (4.26) und (4.27) in die Germano-Identitit e (vgl. Gl. (4.28)) ergibt sich
folgender Zusammenhang:

= e (CAR) - g (€A,

A —== (4.29)
= -2C (AzyS\S,-J- —A2|S|S,~j) :

Die Bestimmung der Norm der gefilterten Scherrate kann Gl. (4.21) entnommen werden. Der
neu eingefiihrte Koeffizient C wird iiblicherweise als C§ aufgefasst und muss als nahezu rdum-
lich konstant angenommen werden um sie aus der Filterungsoperation zu extrahieren [98]. Die

—

Kombination der obigen Gl. (4.29) mit dem testgefilterten Leonard-Term L;; = u;u; — L:t:,l//ti ergibt:

Lij— L =0. (4.30)

Durch Substitution der rechten Seite der Gl. (4.8) mit 2CM;; kann nun die Konstante C mit Hilfe

der Minimierung der Fehlerquadrate nach einem Vorschlag von Lilly [119] bestimmt werden:
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_lL?jMij
2M,'jMij.

(4.31)

Ein wesentlicher Vorteil dieser Methodik ist, dass der unbekannte Koeffizient C nun nicht mehr
vorgegeben werden muss. Dieser erweiterte Ansatz wird auch als dynamisches Smagorinsky-
Modell bezeichnet. Die dynamische Prozedur selbst kann auf beliebige Modellansitze erweitert
werden, wie z.B. in der Arbeit von Kim & Menon [120] erldutert wird. Um numerische Oszillatio-
nen des Koeffizienten C zu eliminieren existieren unterschiedliche Mittelungs- bzw. Glittungsope-
ration, die umfassend von Frohlich [98] oder Morar [111] beschrieben werden. Die nach diesem
Verfahren bestimmte Scheinviskositét V; sgs kann im Stromungsgebiet auch lokal negative Werte
annehmen. Aufgrund dieser Tatsache existiert in der Literatur die weit verbreitete Uberzeugung,
dass die dynamische Prozedur die Moglichkeit der Beriicksichtigung des Backscatter-Effektes bie-
tet [98]. Infolge des lokalen und instationdren Auftretens von negativen Werten der Wirbelviskosi-

tat wurde im Rahmen dieser Arbeit eine Limitierung der effektiven Viskositit vorgenommen:
Verf = Visgs+V = 0. (4.32)

Diese Limitierung der Scheinviskositit, speziell auch mit Blick auf die Bestimmung der Feinstruk-

tur-Wirmefliisse, fiihrt zu einer deutlichen Verbesserung der Stabilitét in den Berechnungen.

4.2.5. Modellierung der Feinstruktur-Prandti-Zahl

Fiir die ,,gefilterte” Energieerhaltungsgleichung gilt analog zu Gleichung 4.14 folgender Zusam-
menhang fiir die Feinstruktur-Wirmefliisse g;:

g =pey (uT —aT). (4.33)

Auch fiir die Feinstruktur-Wiarmefliisse ¢ ist ein geeignetes Modellierungskonzept notwendig.
Weit verbreitet ist die Modellierung auf Basis einer thermischen Feinstruktur-Diffusivitéit o4 sgs.
Sie kann iiber Kombination der Feinstruktur-Viskositéit V; sGs und einer iiblicherweise konstanten

Feinstruktur-Prandtl-Zahl Pr; s5Gs bestimmt werden zu:

V1,SGS ) or (4.34)

s LT
.= —0C — = —P0cC _—
q; pcp O sGs Ix; pcp Priscs ) 0x;

Bei der Wahl einer geeigneten Feinstruktur-Prandtl-Zahl Pr; sgs muss ihre Abhingigkeit zur
molekularen Prandtl-Zahl Pr beriicksichtigt werden. Bereits aus der Analyse des Energiespek-
trums (vgl. Abb. 3.2) kann fiir niedrige Prandtl-Zahlen abgeleitet werden, dass bei hinreichen-
der Auflosung des turbulenten Geschwindigkeitsfeldes eine nahezu vollstindige Auflosung des

thermischen Energiespektrums moglich ist [106]. Demnach wire es sinnvoll, die Feinstruktur-
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Prandtl-Zahl Pr; s fiir ausreichend niedrige Péclet-Zahlen der Stromung unendlich grof zu wih-
len. Auf Basis der Untersuchungen an Kanalstrémungen kann nach Grotzbach [106] fiir Stromun-
gen einer molekularer Prandtl-Zahl nahe Eins ein Wert von Pr; sGs ~ 0 452 angenommen werden.
Eine intensive Auseinandersetzung mit verschiedenen Moglichkeiten der SchlieBungsansitze der
Feinstruktur-Wiarmefliisse ist durch die Arbeit von Morar [111] gegeben. Im Rahmen seiner Arbeit
formulierte er in Abhéngigkeit der molekularen Prandtl-Zahl Pr folgenden Ansatz zur Bestimmung
der Feinstruktur-Prandtl-Zahl [111]:

4 1/2
Pry.sGs = Vi.SGS _ (_7’) pAo| (4.35)
O SGS 4

Die Koeffizienten sind zu Y~ 1,6 und { = 1,3 gewihlt. Durch Einfiihrung der molekularen Prandtl-
Zahl Pr in der Formulierung des Ansatzes ist anzunehmen, dass sich gegeniiber einer tiblicherweise
konstant gewihlten Feinstruktur-Prandtl-Zahl Pr; ~ 0,45 Vorteile ergeben [111].

Es ldsst sich zusammenfassen, dass im Rahmen der Grobstruktursimulation ausschlieBlich die
groften turbulenten Strukturen aufgelost und in den Erhaltungsgleichungen berechnet werden
miissen. Die Eigenschaften der Strukturen einer Grof3e unterhalb der Filterweite miissen jeweils fiir
das Geschwindigkeits- und Temperaturfeld separat iiber geeignete SchlieBungsansitze bestimmt
werden. Infolge der damit verbundenen Reduktion der erforderlichen Auflésung und somit der not-
wendigen Diskretisierungsschritte im Rechengebiet ist eine Grobstruktursimulation im Vergleich
zur direkten numerischen Simulation fiir Stromungen groBer Reynolds-Zahlen in komplexen Geo-

metrien oder einer niedrigen verfiigbaren Rechenleistung besser geeignet.

4.3. Reynolds-gemittelte Navier-Stokes-Gleichungen

4.3.1. Zeitliche Mittelung

Turbulenz ist ein regelloser, chaotischer Zustand der Stromung, der fast ausschlieBlich dreidi-
mensional und instationdr ist. Trotz dieses speziellen Charakters ist es durch eine zeitliche Mitte-
lung moglich Turbulenz statistisch zu beschreiben.

In Abb. 4.4 ist schematisch der Verlauf zweier verschiedener zeitlicher Signale ¢ (x;,¢) einer
beliebigen physikalischen Grofle ¢ der Stromung dargestellt. Der Verlauf des Signals im linken
Bildausschnitt entspricht einer sogenannten statistisch stationdren Stromung. Das Signal in der
rechten Bildhilfte hingegen beschreibt eine Stromung, die einer kontinuierlichen zeitlichen An-
derung unterliegt. Gemifl der Dekomposition nach Reynolds (1895) kann das zeitliche Signal der
lokalen physikalische Eigenschaft ¢ (x;,7) in einen zeitlichen Mittelwert ¢ (x;,#) und einen instan-

tanen fluktuierenden Anteil ¢’ (x;,¢) zerlegt werden:

¢ (xi,1) = ¢ (xi) + ¢' (x;,1) . (4.36)
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(P()Ci,t) A . (P(xiat)‘

Abbildung 4.4.: Schematische Darstellung der zeitlichen Mittelung fiir ein statistisch stationdres Si-
gnal (links) und des ensemblegemittelten Verlaufs eines vollstindig instationiren Signals
(rechts) im Punkt x; (Grafik illustriert nach Ferziger [87]).

Der zeitliche Mittelwert des Signals des linken Bildausschnittes ¢ (x;) lisst sich durch Integra-
tion des Signalverlaufs iiber ein definiertes Zeitintervall T bestimmen:

5= jim [ 0 r)a @37)
Die zeitliche Mittelung der Fluktuationsgrof3e W(x,-,t) des Signals kann durch Kombination der
beiden GI. (4.36) und (4.37) zu Null bestimmt werden. Der Fall eines zeitlich verdanderlichen Mit-
telwerts ¢ (x;,¢) (vgl. rechter Bildausschnitt der Abb. 4.4) verlangt hingegen die Durchfiihrung
einer Ensemble-Mittelung des Signals [87]:

N
¢ (xist) = lim - ¢, (xi,1). (4.38)
n=1

In Gl. (4.38) bezeichnet der Parameter N die Gesamtanzahl der Elemente der Ensemble-Mittelung.
Diese muss in Abhingigkeit der Dynamik bzw. der zeitlichen Veridnderung der Stromung hinrei-
chend grof3 gewihlt werden [87].

4.3.2. Reynolds-gemittelte Erhaltungsgleichungen

Die Gleichungen der Massen-, Impuls- und Energieerhaltung kénnen bei Anwendung der zeit-
lichen Mittelungsoperation in die sogenannten Reynolds-gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen
(RANS2Y) iiberfiihrt werden. Im Rahmen der statistischen Betrachtungsweise (vgl. Gl. (4.36)) auf

die Erhaltungsgleichungen ist folgender Zusammenhang zu beriicksichtigen:

20eng: RANS - Reynolds-Averaged Navier-Stokes-Equations
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iz(_ﬁ-%u/) (0+9¢) =u_i5+ui’¢’,_ (439)
mit  Qu. = ¢u; =0 bzw. ¢ =u;¢' = 0.

Die Folge der zeitlichen Mittelungsoperation auf die Erhaltungsgleichungen ist demnach die Ent-
stehung sogenannter Momente zweiter Ordnung W, deren Ursprung sich auf die Konvekti-
onsterme der Impuls- und Energieerhaltung zuriickverfolgen ldsst. Diese miissen iiber geeigne-
te SchlieBungsansitze bestimmt werden [87,97,98]. Die auftretenden Momente zweiter Ordnung
entsprechen sogenannten Einpunkt-Korrelationen der turbulenten Fluktuationsgréfen und man
unterscheidet je nach Ordnung des resultierenden Tensors in sogenannte turbulente Reynolds-
Spannungen qu} oder turbulente Skalarfliisse pw.

Da ausschlieBllich die inkompressible Formulierung der Erhaltungsgleichungen verwendet wer-
den soll, entféllt die Dichte p in den Definitionen der zweiten Momente. Die zeitlich gemittelten

Gleichungen der Massen-, Impuls- und Energieerhaltung konnen nun angegeben werden zu:

o) _ (4.40)
8x,~
_odw;  1Jdp 9% J (W)
I/tja—xj = _Ea_xl +Vaxj2 — axj , (441)
or T 0 <u9T,> +3 (4.42)
- q- .

uja_xj' — ¢ dx j2 dx j

Die Reynolds-gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen (vgl. Gl. (4.40) und (4.41)) in Kombinati-
on mit der zeitlichen gemittelten Erhaltungsgleichung der Energie (vgl. Gl. (4.42)) stellen hinsicht-
lich des erforderlichen Zeitaufwandes die einfachste Moglichkeit der Berechnung komplexer, tur-
bulenter Stromungen dar. Eine analytische Losung der obigen Gleichungen ist meist nur fiir Stro-
mungstypen geringer Komplexitit oder durch Verwendung vereinfachender Annahmen méglich.
Aufgrund der Wichtigkeit der Vorhersage und der Einschétzung turbulenter Strémungsphidnome-
ne, speziell in messtechnisch schwer zuginglichen Anwendungsfillen, sind geeignete Modellie-
rungansitze zwingend erforderlich. Die wesentliche Aufgabe der SchlieBungsansitze zur Bestim-
mung der turbulenten Reynolds-Spannungen Wu; bzw. der turbulenten Wirmefliisse ﬁ basiert
auf der vollstindigen Modellierung des Verhaltens des Energiespektrums von den grof3en energie-
tragenden bis zu den kleinsten dissipativen Skalen. Da die grof3ten Wirbelstrukturen und somit der
wesentliche Mechanismus der Energiezufuhr der Turbulenz stark von Randbedingungen dominiert
sind, ist die Entwicklung universell einsetzbarer Modellierungsansitze bis heute ein wesentlicher

Forschungsgegenstand.
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Eine iibliche Annahme zur SchlieBung der Reynolds-gemittelten Impulsgleichungen ist die Ver-
wendung der sogenannten Boussinesq-Hypothese. Boussinesq leitete aus dem Newtonschen An-
satz der molekularen Schubspannungen, die Hypothese ab, dass die zweiten Momente der turbu-
lenten Fluktuationsgrofen ebenfalls iiber zeitlich gemittelte GroBen der Hauptstromung bestimmt
werden konnen [96]. Aus dem Verhiltnis der turbulenten Reynolds-Spannungen und der Scherrate
Si; ldsst sich fiir das Beispiel einer eindimensionalen Scherstromung (vgl. Abb. 4.5) eine physika-

lische GroB3e bzw. ein Proportionalititsfaktor der Dimension einer Viskositit ableiten:

u'v'

= dujdy

| (4.43)
Diese GroBle wird auch als turbulente Scheinviskositit bzw. Wirbelviskositidt bezeichnet und alle
dieser GroBe zugehorigen Modellansitzen werden der Gruppe der sogenannten Wirbelviskositéts-
modelle zugeordnet. Eine der einfachsten Modellierungsansitze ist durch den Prandtl’schen Mi-
schungswegansatz gegeben. Hierbei entspricht die Gro3e [, einer Distanz, die ein Element bis zu

seiner vollstandigen Durchmischung mit seiner Umgebung zuriicklegt [96].

Y T du/dy=~0
>
Yo + lm c
<0 V>0
Yo s
>0 V<0 u(y)
yo — I I >
Stromungs- —
elemente Jujdy>0
AN L
N Wand

Abbildung 4.5.: Schematische Darstellung einer eindimensionalen Scherstromung zur Illustration des
Prandtlschen Mischungswegansatzes (Grafik nach Oertel et al. [96]).

Auf Basis einer Taylor-Reihenentwicklung kann gezeigt werden, dass nach Vernachldssigung
von Termen hoherer Ordnung die Geschwindigkeitsfluktuationen #’ und V' in einem direkten Zu-

sammenhang mit dem Geschwindigkeitsgradienten und der Mischungsweglédnge stehen:

U (Yo+1n) = —ln (‘m)

e (4.44)

)
Yo
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du
/=i ()

Man kann somit einen Ausdruck formulieren, der die zweiten Momente der Geschwindigkeitsfluk-

(4.45)

Yo

tuationen in einen Zusammenhang mit der zeitlich gemittelten Scherrate bzw. den Geschwindig-

keitsgradienten der Hauptstromung setzt:

— L (du\? , di
uv = -1, d_y und Ve = lmd—y. (4.46)
Die Mischungsweglinge /,, muss fiir jeden Stromungstyp geeignet gewéhlt werden, was einen der
groBBten Nachteile dieses einfachen algebraischen Ansatzes darstellt [96]. Fiir komplexe Stromun-
gen z.B. durch verdnderliche Kanalquerschnitte ist dieser Ansatz nur bedingt geeignet und es ist
der Einsatz von aufwendigeren Modellierungskonzepten notwendig.

Die allgemein iibliche Definition der Reynolds-Spannungen bzw. zweiten Momente der Ge-
T

schwindigkeitsfluktuationen u;u ! ist unter Verwendung des Kronecker-Deltas §;; durch folgende

Gleichung gegeben:
— - 2
uiu’j = =2VS;j+ §k5ij. “4.47)

Der zweite Term der rechten Seite der Gl. (4.47) stellt sicher, dass auch fiir den Fall einer spur-
freien Scherrate in vollstindig entwickelten Stromungen, die Summe der Diagonalelementen des
Reynolds-Spannungstensor der turbulenten kinetischen Energie k = %W entspricht.
SchlieBungsansitze auf Basis von Wirbelviskosititsmodellen sind bis zum heutigen Tag die
wohl am meisten verbreitete Methodik zur Berechnung turbulenter Stromungen. Ein wesentlicher
Nachteil dieser Modelle ist durch die Verwendung einer isotropen Viskositit gegeben. Speziell im
wandnahen Bereich der Stromung weichen die Reynolds-Normalspannungen stark voneinander
ab. Turbulenzinduzierte Sekundérstromungen, die charakteristisch fiir Stromungen in Rechteck-
kanélen oder Stabbiindeln sind, konnen durch solche Modelle nicht vorhergesagt werden und es
miissen entsprechend erweiterte Modellansitze beriicksichtigt werden. Ein weiterer Nachteil ist
bereits durch die statistische Mittelung der Erhaltungsgleichungen gegeben. Da im Unterschied
zur Grobstruktursimulation der Energiegehalt der unterschiedlichsten Skalen vollstindig model-
liert und wiedergegeben werden muss, sind diese Modelle meist hinsichtlich eines jeweiligen Ein-

satzgebietes stark limitiert und miissen fiir jeden Stromungstyp hinreichend validiert werden.

4.4. Turbulenz im wandnahen Bereich

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit sollen im Wesentlichen durch Winde begrenzte Stromun-
gen untersucht werden. Wie in der Literatur iiblich, soll an dieser Stelle eine geeignete Normierung

der relevanten GroBen eingefiihrt werden.
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4. Mathematische Beschreibung turbulenter Stromungen

Fiir die Normierung des Geschwindigkeitsprofils (vgl. Abb. 4.6) in einer turbulenten Plattenka-
nalstromung eignet sich jeweils die Wandschubspannungsgeschwindigkeit u;:

at =2 (4.48)

Ur

Diese ist unmittelbar verbunden mit der Wandschubspannung 7,, und somit mit dem Reibungswi-

|Cw’
r=q] = 4.49
u ( )

Der Betrag der Wandschubspannung |7,,| kann mit Beriicksichtigung der wandnormalen Koordi-

gl = | (2
wi= |1 on

Unter Verwendung der Wandschubspannungsgeschwindigkeit u; 14sst sich auch die wandnormale

derstand der Stromung:

nate n bestimmt werden tber:
(4.50)

w

Koordinate y bzw. n normieren:

yt = y% 4.51)

Das iiber dem dimensionslosen Wandabstand y* dargestellte normierte Geschwindigkeitsprofil
ut (y™) ldsst sich in verschiedene charakteristische Bereiche unterteilen, die in diesem Abschnitt
kurz erldutert werden sollen. Unmittelbar an der Begrenzungsfliche zwischen Stromung und Wand
gilt die sogenannte Haftbedingung. Die mittlere Stromungsgeschwindigkeit sowie ihre Fluktuation
erhalten mit abnehmendem Wandabstand asymptotisch den Wert Null (vgl. Abb. 4.7). Die Stro-
mung in diesem Bereich wird maf3geblich durch molekulare Diffusionsvorginge dominiert. Dies
bewirkt eine starke Dampfung der turbulenten Schwankungen im Geschwindigkeitsfeld. Aus die-

sem Grund wird dieser Bereich auch als viskose Unterschicht bezeichnet.

A

< _ _
I, 0 AN Y | g I,

Tges N ﬁ(y ) T (y )

y N—> | o

A — >

N\
5 +y +y g= 2G|,
Y N
beheizte + Ty max T,
Winde

Abbildung 4.6.: Skizze einer beidseitig beheizten Plattenkanalstromung zur Illustration der fiir eine Nor-
mierung relevanten Stromungsgrof3en.
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4.4. Turbulenz im wandnahen Bereich

Logarithmischer 1
Bereich

100 1000

Abbildung 4.7.: Darstellung des normierten Geschwindigkeitsprofils einer turbulenten Plattenkanalstro-
mung auf Basis der DNS-Daten fiir Re; = 640 nach Abe et al. [85,86] mit den Werten
Kk =0,41 und C* = 5,5 fiir das logarithmische Wandgesetz.

Mit zunehmenden Wandabstand folgt nach der viskosen Unterschicht zunichst der Ubergang in
eine Pufferzone und anschliefend in den sogenannten logarithmischen Bereich des Geschwindig-
keitsprofils. Innerhalb dieses Bereichs nehmen die turbulenten Fluktuationen der Erhaltungsgréfen
deutlich zu. Dies duflert sich in einer deutlichen Verringerung des wandnormalen Geschwindig-
keitsgradienten infolge des erhohten Impulsaustausches.

Das normierte Geschwindigkeitsprofil #* (y) kann fiir die viskose Unterschicht durch einen li-
nearen Zusammenhang mit dem dimensionslosen Wandabstand y™ (vgl. Gl. (4.52)) sowie fiir den
wandfernen Bereich durch das sogenannte logarithmische Wandgesetz (vgl. Gl. (4.53)) beschrie-

ben werden:

ut (yt)=y" fir 0<y' <S5, (4.52)

ut(yh) = (%) In(y")+C*  fir 30<y". (4.53)

Die beiden Konstanten des logarithmischen Wandgesetztes konnen aus experimentellen oder nu-
merischen Datensétzen bestimmt werden. Fiir hydraulisch glatte Winde gibt Schlichting [93] Wer-
te fiir die von-Kdrmén-Konstante von k¥ = 0,41 und fiir die Konstante C* = 5,0 an. Im Allgemeinen
ist die Wahl der Konstante C* in Abhéngigkeit der Wandrauhigkeit k;” zu treffen. In der vorlie-
genden Arbeit sollen jedoch ausschlieBlich Stromungen iiber hydraulisch glatte Winde untersucht

werden, so dass eine Untersuchung des Einflusses der Wandrauhigkeit an dieser Stelle entfillt.
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4. Mathematische Beschreibung turbulenter Stromungen

Fiir Stromungen mit Wirmeiibergang (vgl. Abb. 4.6) kann ebenfalls eine geeignete Normierung
mittels einer Dimensionsanalyse durchgefiihrt werden. In Analogie zur Schubspannungsgeschwin-

digkeit kann nach Schlichting [93] eine Reibungstemperatur 77 definiert werden:

q ( o ) aT
TT p— p— —_— —_—
pcpir uz ) odn

Fiir den Fall eines identischen Beheizungszustandes auf beiden Wandflichen des Plattenkanals

(4.54)

w

(vgl. rechte Seite der Abb. 4.6) wird im Rahmen der Normierung iiblicherweise die Temperatur-

differenz zwischen der Wandtemperatur T, und dem Temperaturprofil 7 (y) verwendet:

Oy)=T,—-T(®), (4.55)
— 0
_ — 4.
0 T (4.56)

Das normierte Temperaturprofil N (y") weist im Vergleich zur normierten Geschwindigkeits-
verteilung ebenfalls einen viskos dominierten Bereich in unmittelbarer Wandnihe auf. Die Gro-
Be dieses Bereichs in wandnormaler Richtung ist streng an die Grolenordnung der molekularen
Prandtl-Zahl Pr gebunden. Wie bereits in Kapitel 3.3 diskutiert wurde, ist die Dampfungswirkung
eine Funktion der thermischen Diffusion & und nimmt mit sinkender molekularer Prandtl-Zahlen
stark zu. In den Abb. 4.8 und 4.9 ist jeweils das normierte Temperaturprofil ® (y™) fiir die Prandtl-
Zahlen Pr = 0,025 und Pr = 0,71 dargestellt.

— DNS
SH— 8" (") =rryt

Ubergangs- .
Bereich

1} Viskose Unterschicht

0.1 1 10 100 1000

Abbildung 4.8.: Normiertes Temperaturprofil © ' einer turbulenten Plattenkanalstromung auf Basis der
DNS-Daten fiir Re; = 640 und Pr = 0,025 nach Abe et al. [85,86].
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— DNS
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Abbildung 4.9.: Normiertes Temperaturprofil ©" einer turbulenten Plattenkanalstrémung auf Basis der
DNS-Daten fiir Re; = 640 und Pr = 0,71 nach Abe et al. [85,86] mit den Werten kg = 0,47
und C; = 3,8 fiir das logarithmische Wandgesetz.

Es ist leicht zu erkennen, dass im Falle der niedrigeren Prandtl-Zahl (vgl. Abb. 4.8) die viskose
Unterschicht weit in den Bereich der Kernstromung hineinragt. Mit zunehmenden Abstand von
den Wand des Plattenkanals sinkt die molekulare Dimpfungswirkung und Fluktuationen der Tem-
peratur nehmen zu. Dieser Ubergangsbereich kann nicht wie im Fall des normierten Geschwin-
digkeitsprofils eindeutig einem Bereich des dimensionslosen Wandabstand y* zugeordnet werden
und ist stets unter Beriicksichtigung der molekularen Prandtl-Zahl zu untersuchen.

Fiir ausreichend hohe Prandtl- bzw. Péclet-Zahlen kann ein logarithmischer Bereich des Tem-
peraturprofils identifiziert werden (vgl. Abb. 4.9). Fiir niedrigere Prandtl-Zahlen bzw. niedrige
Péclet-Zahlen hingegen entfillt dieser Bereich vollstindig (vgl. Abb. 4.8). Es ist ausschlieBlich ein
Ubergangsbereich bei einem dimensionslosen Wandabstand von y* ~ 30 zu erkennen.

Der lineare Zusammenhang zum dimensionslosen Wandabstand y* in der viskosen Unterschicht
und das logarithmische Wandgesetz des Temperaturprofils kann nach Schlichting [93] iiber die

beiden folgenden Gleichungen beschrieben werden:

' (y) =pPry, (4.57)
0 (y') = (%) In(y*) +Cg. (4.58)
0

Hierbei kann nach Wier & Romer [121] der Wert der Konstante zu kg = 0,47 bestimmt werden.
Die Konstante C g ist in Abhéngigkeit der Prandtl-Zahl zu wihlen. Nach Schlichting [93] folgt zur
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4. Mathematische Beschreibung turbulenter Stromungen

Bestimmung der Konstanten fiir hydraulisch glatte Wiénde:
Cy (Pr)=13,7 Pr** —175. (4.59)

Fiir den vorliegenden Fall einer turbulenten Plattenkanalstromung kann anhand der DNS-Daten
von Abe et al. [85,86] zur Approximation des logarithmischen Bereichs des normierten Tempera-
turprofils fiir den Fall Pr = 0,71 ein Wert von CZ{ = 3,8 bestimmt werden (vgl. Abb. 4.9).

An dieser Stelle soll ebenfalls eine auf Basis der Wandschubspannungsgeschwindigkeit und dem
halben Plattenabstand 6 gebildete Reynolds-Zahl Re; eingefiihrt werden:

\%

Fiir Kanalstromungen ist ebenfalls die Verwendung einer auf Basis der mittleren Geschwindigkeit

up und des Plattenabstandes 26 formulierte Reynolds-Zahl Re, iiblich:

Mb25

Rey, = (4.61)

Nach Dean [122] existiert ein aus experimentellen Daten fiir Kanalstrémungen basierender Zusam-
menhang zwischen diesen beiden Formulierungen der Reynolds-Zahlen, der wie folgt angegeben
werden kann:

Re; = % (0,0731/ 2 2-5/8 Rel! 8) . (4.62)
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5 SchlieBungsansatze der Impulserhaltungsgleichungen

Infolge der zeitlichen Mittelung bzw. Reynolds-Dekomposition der Erhaltungsgrof3en entstehen
Momente zweiter Ordnung in den Erhaltungsgleichungen. Aufgrund der zusitzlichen Terme im
Gleichungssystem konnen die Erhaltungsgleichungen fiir turbulente Stromungen in den meisten
Fillen nicht ohne die Verwendung von Vereinfachungen analytisch gelost werden. Die Entwick-
lung geeigneter SchlieBungsansitze erfordert eine hinreichend genaue Modellierung des Verhal-
tens des gesamten Energiespektrums. Dies umfasst den Einfluss der Randbedingungen des Stro-
mungsgebietes auf die groten Skalen genauso wie der Dissipation auf die kleinsten Skalen der
Turbulenz. Bei der Modellierung der turbulenten Warmefliisse kommt dem SchlieBungsansatz der
Impulserhaltungsgleichung speziell in Stromungen, die durch das Auftreten einer turbulenzindu-
zierten Sekundirstromung gekennzeichnet sind, eine entscheidende Bedeutung zu.

Im Folgenden soll zunichst eine grobe Ubersicht iiber die theoretischen Grundlagen existieren-
der SchlieBungsansitze der Reynolds-gemittelten Impulserhaltungsgleichungen gegeben werden.
Im Anschluss soll ein geeigneter Modellierungsansatz ausgewihlt werden, der fortan als ,,Grund-

geriist” fiir die Modellierung der turbulenten Wirmefliisse dienen soll.

5.1. Transportgleichungen der turbulenten Reynolds-Spannungen

Um ein allgemeines Verstiandnis der verschiedenen Modellierungsansétze der turbulenten Rey-
nolds-Spannungen zu erhalten, ist es zunéchst erforderlich auf die Herleitung ihrer exakten Erhal-
tungsgleichungen sowie ihrer wesentlichen Transportmechanismen einzugehen.

In der Literatur wird iiblicherweise der Begriff der Reynolds-Spannungen T; ;auch auf das zweite

Moment der Geschwindigkeitsfluktuationen uju’; erweitert:

T = —pulid, (5.1)

so dass im Folgenden das zweite Moment der Geschwindigkeitsfluktuationen ebenfalls als Rey-

nolds-Spannungen bezeichnet wird.
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5. SchlieBungsansitze der Impulserhaltungsgleichungen

Die Herleitung der exakten Form der Transportgleichungen der turbulenten Reynolds-Span-
nungen erfolgt in mehreren Teilschritten. Zunédchst muss eine Erhaltungsgleichung der Geschwin-
digkeitsfluktuation u/ formuliert werden. Diese kann durch Subtraktion der Erhaltungsgleichung
der zeitlich gemittelten Geschwindigkeit #; von der Erhaltungsgleichung der instantanen Ge-
schwindigkeit u; bestimmt werden. Eine exakte Transportgleichung der Reynolds-Spannungen
kann nun mit Hilfe des Produktes der Gleichung der Geschwindigkeitsfluktuationen u; und «; und

anschlieender Anwendung der zeitlichen Mittelungsoperation abgeleitet werden [71,103]:

DW oulul, duu', Ui — Ou: 1 S

J _ vt - o it} !0 ! - ! !

T o &t + Mk 8xk - (uiuk 8xk +ujuk 8xk> + p ; (finuj + ]’?ul)
N~ —— g -~ ~ ~~ -~

zeitliche Anderung ~ Konvektion ~ Produktion infolge der Hauptstromung ~ Produktion infolge dufBerer Krifte

1(W Tp> 20,

——\uy5—+tu,—— —2V—=—
P lax]' J 8x,~ 8xk 8xk
~ ———
Geschwindigkeits-Druck-Korrelationsterm Dissipation
2. 0.0 1o !
d“uu’ B duud;uy,

+ \%

ax]% 8xk

molekulare Diffusion  turbulente Diffusion

(5.2)

Zur Ubersichtlichkeit soll die in der Literatur iibliche Notation der einzelnen Terme obiger Trans-

portgleichung an dieser Stelle eingefiihrt werden [103,123]:

Lij+Cij = Pj+F;j+11;; — &+ D}; 4+ Dj;. (5.3)

Die ersten beiden Terme der linken Seite der Gl. (5.3) beschreiben die zeitliche Anderung sowie
die Konvektion der Reynolds-Spannungen durch die Geschwindigkeitskomponenten der Haupt-
stromung. Beide Terme verlangen keine weitere Modellierung und geben die zeitliche und rdum-
liche ,,Vergangenheit” der Stromung wieder. Die ersten beiden Terme der rechten Seite beinhalten
die Produktion infolge von Scherung der Hauptstromung F;;, sowie durch die Einwirkung dufe-
rer Krifte F;;, wie z.B. durch Auftrieb. Der dritte Term IT;; entspricht einem Korrelationsterm
zwischen Geschwindigkeits- und Druckfluktuationen und lésst sich als Summe des sogenannten

Druckdilatationsterms und der turbulenten Druckdiffusion formulieren [123]:

o Lfap ap\ 1 fou dui\ 19
== (”faxj+”fax,- o\ oy, Tox )| pom (wdrudi). 54

/ \\

Druckc;iTatation Druckgﬁfusion
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5.2. Transportgleichung der turbulenten kinetischen Energie und ihrer Dissipation

bzw. in symbolischer Notation:

I;; = (Pij‘|‘ij- (5.5

Fiir inkompressible Stromungen verschwindet in Analogie zur Hauptstromungsgeschwindigkeit
die Divergenz der Geschwindigkeitsfluktuationen. Der Druckdilatationsterm ¢;; ist demnach spur-

los (¢;; = 0). In der exakten Transportgleichung der turbulenten kinetischen Energie k = %W die

iU
als Summe der Diagonalelemente des Reynolds-Spannungstensors definiert ist, verschwindet der
Druckdilatationsterm. Diese wichtige Eigenschaft ldsst bereits einen wesentlichen Riickschluss auf
seine Wirkungsweise zu. In inkompressiblen Fluiden trigt der Druckdilatationsterm nicht zur Er-
hohung des Niveaus der Turbulenz bei, sondern dient vielmehr der Umverteilung der Energie zwi-
schen den Reynolds-Normalspannungskomponenten [123]. Die Terme D}’j bzw. D ; beschreiben
jeweils die molekulare bzw. turbulente Diffusion. Die molekulare Diffusion bedarf im Unterschied
zur turbulenten Diffusion keiner weiteren Modellierung und ist in ihrem Einfluss auf den wand-
nahen Bereich der Stromung beschrinkt. Die turbulente Diffusion basiert auf einem sogenannten
dritten Moment der turbulenten Fluktuationsgréf3en u;u—;u;( und resultiert unmittelbar aus dem Kon-
vektionsterm infolge der Anwendung der zeitlichen Mittelungsoperation. Dies verdeutlicht, dass
bei einem beliebigen Modellierungsvorhaben eines zweiten Moments stets Terme hoherer Ord-
nung entstehen, die selbst ein SchlieBungsproblem darstellen und geeignete Modellansétze erfor-
dern. Der Tensor g;; beschreibt die anisotrope Dissipation der turbulenten Reynoldspannungen und
somit die Vernichtung der Energie der Fluktuationen auf den kleinsten Skalen.

Die Produktion infolge der Einwirkung duBerer Krifte F;; muss fiir jeden beliebigen Fall geeig-
net formuliert werden. Im Falle einer einwirkenden Gravitationskraft auf die Stromung ergibt sie
sich zu:

Fij=Gij = —Pgu}0’ — Bgu;6'. (5.6)

wobei die GroBen B den thermischen Ausdehnungskoeffizienten, g; den Gravitationsvektor und
W den turbulenten Warmeflussvektor darstellen. Im Folgen soll ausschlieBlich die Auswirkung

des Auftriebs im Rahmen der Transportgleichungen untersucht werden.

5.2. Transportgleichung der turbulenten kinetischen Energie und ihrer Dissipation

Die Gleichung der turbulenten kinetischen Energie k kann iiber die Spur des Reynolds-Span-

nungstensors bzw. iiber die Summe der Normalspannungskomponenten bestimmt werden [103]:

S
uul = = (u’u’ -I—v’v’—l—w’w’) ) (5.7)

k=
2

1
2
Eine exakte Transportgleichung der turbulenten kinetischen Energie k kann somit unmittelbar aus
Gl. (5.2) abgeleitet werden [103]:
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Dk ok _ ok au, 9 ok 1 1
Dk _ ok . ok _ _ TR VLIS b 5.8
Dr ~ar gy T gy —Pemi® G VoL Tt pph  —e 58)

bzw. in symbolischer Notation:

Li+Cy = P+ G+ D{ + D — D! —¢. (5.9)

Die GroBe € beschreibt in diesem Zusammenhang die isotrope Dissipationsrate (€;;) der turbu-

lenten kinetischen Energie und kann iiber folgende Korrelation (vgl. Gl. (5.2)) angegeben werden:

E=v——". (5.10)

Auch fiir die isotrope Dissipationsrate € kann eine Transportgleichung abgeleitet werden [103]:

De Jde _ de 2v<8u§8u; 8u;8_14’k> o _, ., du 0%

_— —_— _J v / l
Dr ot %an Ix Ox | Ix 0x; | ax; " “Kax; dnpdx;

P&‘lIPEZ 13:3
Ju, dul; du; ou, 06’ , d%ul J%ul
2 0 00m 9v2 P8 00 90 2 i O (5.11)
Pl Ge Te
+i v E du; Ju 2v07pl‘9”
ox; 0x; f&xm 8xm P dxy dxpy,

De

wobei die GroBen P; = Pe| + Pey + Pe3 + Pe4 den Anteil der Schwankungsgrof3en, die in Dissipa-
tion umgewandelt werden, G¢ den Einfluss der Auftriebswirkung, D¢ die Summe der molekularen
und turbulenten Diffusion sowie Y'¢ eine Umsetzung von Schwankungen in Wérme darstellen. Eine
exakte Analyse der einzelnen Terme ist nahezu unmoglich, da sie auf mehrfachen Produkten von
lokalen Ableitungen der Geschwindigkeitsfluktuationen basieren [75]. In der Literatur existieren
eine Vielzahl von Ansitzen zur Bestimmung der Dissipationsrate €. Eine umfassende Erlduterung
dieser Thematik ist beispielsweise in der Arbeit von Hanjali¢ & und Launder [71] gegeben.

Es soll zunichst eine allgemeine Ubersicht der verschiedenen Stufen von Modellansitzen der

turbulenten Reynolds-Spannungen gegeben werden.
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5.3. Modellansatze der turbulenten Reynolds-Spannungen

Eine Ubersicht verschiedener Modellierungsstufen ist in Abb. 5.1 gegeben. Sdmtliche Schlie-
Bungsansitze lassen sich in zwei Kategorien unterteilen, den sogenannten Wirbelviskosititsmo-
dellen und den Reynolds-Spannungsmodellen. Erstgenannte Gruppe basiert in ihren theoreti-
schen Grundlagen auf der Bestimmung einer skalarwertigen isotropen Wirbelviskositit durch
Modellierung eines geeigneten turbulenter Geschwindigkeits- und LingenmaBes. Reynolds-Span-
nungsmodelle (RSM) hingegen basieren im Gegensatz zu Wirbelviskosititsmodellen nicht auf
der Boussinesq-Hypothese. Fiir jede einzelne Komponente des Tensors wird eine eigene partielle
Differentialgleichung gelost. Der wesentliche Vorteil der letztgenannten Kategorie ist ihre ,,natiir-

liche” Beriicksichtigung der Anisotropie der Reynolds-Normalspannungskomponenten.

RANS

SchlieBungsansitze

. /../
fur w;u';

l ¢ ¢ 1

Zweigleichungs-

Nullgleichungs- Eingleichungs- Reynolds-

modelle modelle modelle

Spannungsmodelle
(RSM)

|
i l

Erweiterte Wirbel-

Lineare Wirbelvis-
kosititsmodelle
(LEVM)

viskositiatsmodelle

i

l

Nichtlineare
Wirbelviskositits-
modelle
(NEVM)

Algebraische
Reynolds-
Spannungsmodelle
(ARSM)

Implizite Modelle
(IARSM)

Explizite Modelle
(EARSM)

Abbildung 5.1.: Ubersicht iiber die verschiedenen Modellierungsstufen von SchlieBungsansitzen der
Reynolds-gemittelten Impulsgleichungen
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Speziell im wandnahen Bereich der Stromung weichen die Diagonalelemente des Reynolds-
Spannungstensors voneinander ab. Dies kann die Ursache fiir das Auftreten sogenannter Sekun-
darstromungen zweiter Art sein, auf die in nachfolgenden Kapiteln ausfiihrlich am Beispiel der
Rechteckkanalstromung eingegangen werden soll. Wirbelviskositdtsmodelle basieren iiblicherwei-
se auf einem linearen Zusammenhang der turbulenten Reynolds-Spannungen und des Deformati-
onstensor S;; (vgl. Gl. (2.8)). Es ist leicht ersichtlich, dass fiir verschwindende Gradienten der
Hauptstromungsgeschwindigkeit ohne entsprechende Erweiterungen der Boussinesq-Hypothese
keine Anisotropie der Reynolds-Spannungen vorhergesagt werden kann. Trotz dieses Nachteils
sind Wirbelviskositdtsmodelle fiir die Berechnung einer Vielzahl von turbulenten Strémungen in
der Literatur erfolgreich eingesetzt worden. Das turbulente Geschwindigkeits- und LingenmaR ¢’
bzw. I’ der energietragenden Wirbel wird in Abhingigkeit der turbulenten kinetischen Energie &
und ihrer Dissipationsrate € bzw. Frequenz @ formuliert. Eine allgemeine Formulierung ist nach

Gatski & Jongen [124] wie folgt gegeben:
vy = CL qr, (5.12)

wobei die Grofen C;L einem Koeffizienten sowie die Variablen ¢’ und I’ einem charakteristischen

Geschwindigkeits- bzw. Lingenmal} der turbulenten Strémung entsprechen.

5.3.1. Lineare Wirbelviskositatsmodelle

Die einfachste Klasse der SchlieBungsansitze der Reynolds-gemittelten Impulsgleichungen ba-
sieren auf sogenannten Nullgleichungsmodellen. Diese beinhalten rein algebraische Ausdriicke zur
Bestimmung einer isotropen turbulenten Wirbelviskositidt v; in Abhingigkeit lokaler Stromungs-
grofen. Die bekanntesten Vertreter dieser Kategorie sind das bereits erlduterte Mischungswegmo-
dell nach Prandtl [125] (vgl. Kapitel 4.3.2), das Cebeci-Smith-Modell [126] oder das Baldwin-
Lomax-Modell [127].

Im Gegensatz zu Nullgleichungsmodellen ist bei Verwendung von sogenannten Eingleichungs-
modellen ergiinzend zu den Reynolds-gemittelten Erhaltungsgleichungen eine zusitzliche partielle
Differentialgleichung der turbulenten kinetischen Energie k, wie z.B. im Prandtl’schen Einglei-
chungsmodell [128], oder der turbulenten Wirbelviskositét v;, wie z.B. im Ansatz nach Spalart &
Allmaras [129], zu 16sen. Die Reynolds-Spannungen konnen mit Hilfe der Wirbelviskositét v; und

der Boussinesq-Hypothese bestimmt werden:

Jou; OJu; 2
il = v, <8_;+ a?) + 45, (5.13)

3
Ein wesentlicher Vorteil im Vergleich zu rein algebraischen Modellen ist die Beriicksichtigung

zuriickliegender Ereignisse der Stromung durch die jeweiligen Konvektionsterme der Transport-
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5.3. Modellansitze der turbulenten Reynolds-Spannungen

gleichungen. Es lassen sich aber auch Nachteile fiir Null- und Eingleichungsmodelle erkennen.
Fiir jeden beliebigen Stromungsfall ist stets ein geeignetes Lingenmal} zu bestimmen. Dies ist
streng genommen nur bei einem konstanten Verhiltnis der Produktion zur Dissipation moglich, so
dass bei komplexen Stromungsformen nur bedingt eine verlidssliche Vorhersage der wesentlichen
Stromungseigenschaften zu erwarten ist [103].

Die wohl bekanntesten Vertreter der linearen Wirbelviskositidtsmodelle sind die Zweigleichungs-
modelle. Die meisten Modelle dieses Typs basieren auf einer Erweiterung bzw. Modifikation
des urspriinglichen k — €-Modells von Jones & Launder [130] oder des kK — @w-Modells von Wil-
cox [131]. Ihr wesentlicher Vorteil ist auf die Verwendung einer zusitzlichen Transportgleichung
zuriickzufiihren und es entfillt die meist an empirische oder an experimentelle Daten angepasste
Wahl eines geeigneten Liangenmalles [103]. Modelle dieser Kategorie eignen sich daher auch zur
Berechnung von komplexen Stromungen.

Ausgehend von der exakten Transportgleichung der turbulenten kinetischen Energie k (vgl. GI.
(5.8)) miissen die unbekannten Transportterme durch geeignete Modelle ersetzt werden. Die Sum-

me der turbulenten Diffusion Dﬁc und Druckdiffusion D,’: wird meist zusammen modelliert

o0 (Pu\ 9 [1-—\ 9 (v ok

~~ N

4
DY DL

wobei o; eine empirische Konstante bzw. Schmidt-Zahl darstellt [131]. Die resultierende Glei-
chung nimmt demnach fiir eine statistisch stationédre Stromung folgende Form an:
ﬁk%:_@%+% [(V—i—%) g—ﬂ —¢. (5.15)
Die Dissipationsrate € muss ebenfalls durch Losung einer geeigneten Transportgleichung be-
stimmt werden. Hanjali¢ & Launder [71] merken hierzu an, dass in der exakten Gleichung die
wichtigsten Wirkmechanismen durch Wirbelstreckung?! infolge der turbulenten Bewegung und
durch viskose Dissipation gegeben sind. Beide Phinomene sind auf die kleinsten Skalen der Tur-
bulenz beschrinkt und demnach nur ,,bedingt zugédnglich fiir einen experimentellen Aufbau oder
eine Analyse” [71]. Erstmals wurde eine exakten Formulierung der Transportgleichung der Dis-
sipation in der Arbeit von Chou [132] vorgestellt. Erst die Weiterentwicklung des k — e-Modell
durch Jones & Launder [130] stellt jedoch einen ,,Meilenstein® in der Turbulenzmodellierung dar.

Nachfolgend sei ihre Formulierung der Transportgleichung der Dissipationsrate der turbulenten

kinetischen Energie angegeben [103,130]:

%leng.: vortex-stretching
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- 2
m;%:—géﬁzgg—g$%+£;Kv+%)§%y (5.16)
wobei C¢1 und Cgy Koeffizienten darstellen, die in Abstimmung mit experimentellen oder numeri-
schen Daten geeignet bestimmt werden miissen. Die turbulente Diffusion wird ebenfalls mit Hilfe
des Verhiltnisses der Wirbelviskositit v; und einer Schmidt-Zahl 6, formuliert.

Die Wirbelviskositit ldasst sich nun wie folgt bestimmen [103]:

Vi :Cuz, (5.17)

wobei C; =~ 0,09 eine weitere eingefiihrte Konstante ist. Eine wesentliche Einschrinkung des obi-
gen Modells ist seine Limitierung auf den wandfernen Bereich der Stromung in dem die Vorausset-
zung eines isotropen Zustands der Turbulenz erfiillt ist. Im wandnahen Bereich miissen zusitzlich
Wandfunktionen, die das Verhalten der wandnahen Strémung vollstindig modellieren, eingesetzt
werden, oder die zu modellierenden Gleichungen miissen um Dimpfungsfunktionen erweitert wer-
den. Diese ermoglichen es das Stromungsgebiet bis in den Bereich der viskosen Unterschicht, also

in Gebiete niedriger turbulenter Reynolds-Zahlen Re;, vollstindig aufzuldsen:

k2
w=@hg- (5.18)

Die Dampfungsfunktion f,, gewdhrleistet bei Verwendung der Wirbelviskositit v, ein korrektes
asymptotisches Verhalten der turbulenten Scherspannungen u/v' proportional zur dritten Potenz??
des wandnormalen Abstandes d°. Weitere Dimpfungsfunktionen f; bzw. f> sind zusitzlich fiir die
Modellierung der Transportgleichung der Dissipationsrate € erforderlich.

In der Literatur existieren unterschiedliche Weiterentwicklungen des Modells von Jones &
Launder [130]. Da die Dissipationsrate € an der Wand einen endlichen, meist unbekannten Wert
annimmt, kann die Transportgleichung einer transformierten Variable € gelost werden, die iiber

folgenden Zusammenhang abgeleitet werden kann:

IVk
8xj

2
~ - k
£:£+2v< ) bzw. 8:£+2vﬁ. (5.19)
Diese nimmt unmittelbar an der Wand den Wert € = 0 an. Bekannte Modelle auf Basis der transfor-
mierten Dissipationsrate € sind z.B. den Arbeiten von Launder & Sharma [133] oder Chien [134]
zu entnehmen. Weitere Alternativen sind Modelle die auf einer Transportgleichung einer turbu-

lenten ,.Frequenz” ® basieren, die z.B. umfangreich in den Arbeiten von Wilcox [103,131] er-

22Dies kann mit Hilfe einer einfachen Taylor-Reihenentwicklung gezeigt werden, auf die in nachfolgenden Kapiteln
ausfiihrlicher eingegangen wird.
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ldutert wird. Menter [135,136] formuliert in seiner Arbeit eine Ubergangsfunktion zwischen einer
k — €- und k — w—-Formulierung des Gleichungssystems. Diese ermoglicht es die wesentlichen
Nachteile beider Modellvarianten, die bei der Verwendung der €-Formulierung bis in die visko-
se Unterschicht sowie durch die Sensitivitdt der w-Formulierung zu den Bedingungen der unge-
storten Zustromung [103] gegeben sind, zu umgehen. Die Uberfiihrung von Gl. (5.16) in eine
o-Formulierung ist Ursache fiir das Auftreten von sogenannten Kreuz-Korrelationstermen, die
speziell im wandnahen Bereich der Stromung eine zusitzliche Verfeinerung der Diskretisierung
erfordern [103]. Dieses Modell wird auch als k--SST-Modell?® bezeichnet und ist erfolgreich
fiir die Berechnung einer Vielzahl von turbulenten Strémungen eingesetzt worden. Fiir eine um-
fangreiche Erlduterung der Gleichungen und Koeffizienten sei an dieser Stelle an die Arbeit von
Menter [135,136] oder Wilcox [103] verwiesen.

5.3.2. Erweiterte Wirbelviskositatsmodelle

Trotz ihres erfolgreichen Einsatzes zur Berechnung verschiedenster Stromungstypen weisen
Zweigleichungsmodelle auch Nachteile auf. Einer der wesentlichsten Defizite dieser Modellka-
tegorie basiert in der linearen Abhéngigkeit der turbulenten Reynolds-Spannungen von der Defor-
mationsrate (vgl. Gl. (2.8)) gemil der Boussinesq-Hypothese (vgl. Gl. (5.13)). Bedingt durch den
1sotropen Charakter der Wirbelviskositit als Proportionalititsparameter dieser Hypothese kann die
Anisotropie der turbulenten Reynolds-Spannungen nicht wiedergegeben werden. Komplexe Stro-
mungsphidnomene, wie z.B. Sekundérstromungen der zweiten Art nach Prandtl, konnen aus diesem
Grund unter Verwendung von Zweigleichungsmodellen nicht berechnet werden. Eine Erlduterung
weiterer Nachteile kann der Arbeit von Hanjali¢ [123] entnommen werden.

Um die wesentlichen Nachteile linearer Zweigleichungsmodelle zu eliminieren, sind erweiterte
Wirbelviskositidtsmodelle entwickelt worden. Unter diese Kategorie fallen alle Zweigleichungsmo-
delle in denen die Boussinesq-Hypothese der turbulenten Reynolds-Spannungen um einen nicht-
linearen Term erweitert ist [124]. Dieser wird iiblicherweise unter Verwendung eines turbulenten
ZeitmaBes T sowie Tensorprodukten des symmetrischen Tensors der Deformationsrate S;; und des

asymmetrischen Tensors der Vortizitétsrate €2;; formuliert:

k
Tij = Tij (SklanbT = (E)) - (5.20)

Man unterteilt die erweiterten Wirbelviskosititsmodelle in die Gruppe der nichtlinearen Modelle
(NEVM) sowie die Gruppe der impliziten und expliziten algebraischen Reynolds-Spannungsmo-
delle (ASM). Die nichtlinearen Terme konnen durch Vereinfachung der Transportgleichung des
spurlosen Anisotropietensors der Reynolds-Spannungen a;; = Tu’l/ k—(2/3)0;j, z.B. durch An-

nahme eines lokalen Gleichgewichts zwischen Produktion und Dissipation, abgeleitet werden.

Z3eng.: SST - Shear Stress Transport
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5. SchlieBungsansitze der Impulserhaltungsgleichungen

Ein Ansatz zur Bestimmung des Anisotropietensors @;; kann mit Hilfe von Projektionen auf die

linear unabhiéngigen Tensoren T” (n=1,..,N) formuliert werden [124]:

aij = Z ﬁn ijo (521)

wobei f3, die zu bestimmenden Koeffizienten darstellen. Neben der Abhingigkeit von einem
turbulenten Zeit-, Geschwindigkeits- oder Langenmal} ist bei der Modellierung der Reynolds-
Spannungen auch die Abhéngigkeit zu den Geschwindigkeitsgradienten und somit der Defor-
mations- und Vortizitétsrate (vgl. Gl. (5.20)) zu beriicksichtigen. Aus diesem Grund werden iib-
licherweise auch die linear unabhingigen Tensoren 7;; unter Verwendung der normierten bzw.

dimensionslosen Form von S;‘j bzw. Q;kj formuliert [124]:

« T ou; 8ﬁj « T ou; 8ﬁj
=3 (G a) o3G5 o

Nach Wallin & Johansson [137] ist eine explizite, allgemeine Darstellung des Anisotropietensors

fiir dreidimensionale Stromungen durch:

exp _ﬁlTl Jij + ﬁ2T2 Jij +ﬁ3T3 ij +ﬁ4T4 ij ‘l’ﬁSTS Jij (5.23)
+B6Ts,ij+ BrT7, + BsT3,ij + BoTo,ij, (5.24)

gegeben, wobei die linear unabhingigen Tensoren T” mit Hilfe des Cayley-Hamilton-Theorems?*

wie folgt formuliert werden konnen:

T=Sh Toy=SiSt— 3lIsdy, Ty =Q40f;— 3lIady; (5.25)
Tosj = S50 —QuSt Tsij = SiSuQ, — QSuSi, (5.26)
Tosj = QU+ Q08T — ilva,,-, (5.27)
Ty =S, Sk,glmgjnj+gjkg;157ms;j—%vs,-j, (5.28)
Tzij =S leSlmS* -5 SlelmS;kn], (5.29)
Ty = QS Qs — QS (5.30)
Tho.ij = ;) Slelm'Q';kan;kzj_ ikalSlmSjnn'szj' (5.31)

Die Invarianten der dimensionslosen Deformations- bzw. Vortizititsrate S;“j und Q;‘j werden wie

folgt bestimmt:

24Dieses besagt, dass ein Polynom durch eine endliche Anzahl linear unabhingiger Invarianten und Tensoren ausge-
driickt werden kann [137].
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Il = S;-"J- jl-, llg = ij jf,-, 1V = S?‘szj }f,-, V = SSu8,, 2 (5.32)
Die Koeffizienten ﬁ(n) (vgl. Gl. (5.24)) koénnen nun als Funktionen der Invarianten und charak-
teristischer Zeitskalen formuliert werden [124,137]. Der erste Term T ;; entspricht dem iiblichen
linearen Term, wohingegen alle Terme 7}, ;; mit n > 2 nichtlineare Quellterme und somit Erweite-
rungen des linearen Ansatzes entsprechen.

Basierend auf Gl. (5.24) kann nun eine Einteilung in nichtlineare Wirbelviskositdtsmodelle
(NEVM) und explizit algebraische Reynolds-Spannungsmodelle (EARSM) erfolgen. Zur Herlei-
tung des erstgenannten Modelltyps werden die Koeffizienten ﬁ(n) iblicherweise aus empirischen
Uberlegungen abgeleitet oder fiir spezielle Stromungstypen unter Verwendung experimenteller Da-
ten entsprechend kalibriert. Im Gegensatz hierzu werden die Koeffizienten des explizit algebrai-
schen Reynolds-Spannungsmodell unmittelbar aus der reduzierten Transportgleichung des Aniso-
tropietensors abgeleitet. Dies erfordert spezielle Losungsverfahren, die ausfiihrlich in den Arbeiten
von Gatski & Jongen [124], Wallin & Johansson [137] oder Hellsten [77,78] beschrieben werden.

Der durch Wallin & Johansson [137] erlduterte Ansatz ldsst sich mit einem beliebigen linearen
Zweigleichungsmodell kombinieren und sieht dariiber hinaus auch den Einsatz von Dampfungs-
funktionen fiir den wandnahen Bereich der Strémung vor. Eine dreidimensionale Formulierung
des Ansatzes fiir den Anisotropietensor wurde mit verschiedenen linearen Wirbelviskosititsmo-
dellen kombiniert. Es zeigt sich jedoch fiir komplexe Stromungen z.B. einer turbulenten Stromung
in einem Rechteckkanal, dass dies zu Instabilititen im Bereich der Ecken fiihrt. Dies mag einer
der wesentlichen Griinde sein, warum Hellsten [77,78] und Menter et al. [138] auf den Einsatz der
zusitzlichen Dampfungsfunktionen verzichten.

Speziell in auftriebsbehafteten Stromungen sind fiir solche Modellansitze geeignete Erweite-
rungen erforderlich. Dies stellt im Fall von explizit algebraischen Reynolds-Spannungsmodellen
einen nicht unerheblichen Mehraufwand dar, da im Rahmen ihrer Herleitung auch Auftriebseftekte
und somit die turbulenten Warmefliisse beriicksichtigt werden miissen. Spezialisierte Modellent-
wicklungen, die sich dieser Problematik annehmen sind z.B. durch die kiirzlich veréffentlichen Ar-
beiten von Vanpouille [139] oder Lazeroms et al. [140] gegeben. Im Rahmen dieser Arbeit wurden
Modelle dieser beiden Kategorien mit dem Ziel eines Vergleichs der Leistungsfihigkeit verschie-
dener SchlieBungsansitze fiir unterschiedliche Stromungstypen eingesetzt. Besonders hervorzuhe-
ben seien in diesem Kontext das nichtlineare Wirbelviskositdtsmodell von Myong & Kasagi [141],
sowie die explizit algebraischen Modelle von Hellsten [77,78] und Menter et al. [138], die in das
freie Softwarepaket OpenFOAM® [142] implementiert und fiir eine Rechteckkanalstromung mit-

einander verglichen (vgl. Anhang A.4.3) wurden.
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5.3.3. Reynolds-Spannungsmodelle

Reynolds-Spannungsmodelle (RSM) stellen die hochste Stufe der Modellierung des turbulenten
Reynolds-Spannungstensors dar. Fiir jede Komponente des Tensors Wu; muss eine eigene Trans-
portgleichung formuliert und gelost werden. Die jeweilige Dissipation der einzelnen Komponenten
g;; wird liblicherweise unter Verwendung einer zusitzlichen Transportgleichung der Dissipations-
rate € modelliert. Ein wesentlicher Vorteil von SchlieBungsansétzen zweiter Ordnung ist die Be-
riicksichtigung einer exakten Produktionsrate der turbulenten Reynolds-Spannungen. Effekte, wie
z.B. der Einfluss des Schwerefeldes auf die Produktion G;; oder die Anisotropie der Komponenten
in Wandnihe, konnen fiir diesen Modelltyp mit vertretbarem Aufwand in die Transportgleichungen
integriert werden.

Die wesentlichen Transportmechanismen der Transportgleichungen der Reynolds-Spannungen
sind bereits in Kapitel 5.1 diskutiert worden. Speziell das von Dehoux [75] entwickelte Modell (im
Folgenden als RSM-EBM bezeichnet) stellt fiir die vorliegende Arbeit ein wesentliches ,,Grundge-
riist* fiir die Modellierung der turbulenten Warmefliisse dar. Aus diesem Grund soll dieses Modell
hinsichtlich seiner wesentlichen Merkmale und Eigenschaften im Folgenden kurz beschrieben wer-
den. Fiir eine umfassende Beschreibung verschiedener Modellierungsansitze der einzelnen Trans-
portmechanismen sei an dieser Stelle z.B. auf die Arbeit von Hanjali¢ [123] verwiesen.

Einer der wesentlichen Wirkmechanismen ist der Korrelationsterm zwischen Geschwindigkeits-
und Druckfluktuationen II;;. Dieser ldsst sich als Summe der Druckdilatation ¢;; und der Druck-
diffusion Df} formulieren (vgl. Gl. (5.4) bzw. (5.5)). Die wesentliche Eigenschaft des Druckdilata-
tionstensors ist, dass die Summe seiner Diagonalelemente bzw. seine Spur den Wert Null annimmt.
Es kann demnach gefolgert werden, dass sein Wirken ausschlieBlich auf eine Verteilung der Ener-
gie zwischen den Komponenten des Reynolds-Spannungstensors beschrinkt ist. Der Druckdiffu-
sionstensor DZ- hingegen beschreibt einen rein diffusiven Mechanismus, so dass er meist mit der
turbulenten Diffusion D}; zusammengefasst wird.

Durch eine Analyse der Poisson-Gleichung der Druckfluktuationen p’ lisst sich schlussfolgern,

dass diese in drei unterschiedliche Terme aufgeteilt werden kénnen [75]:

P =pV+p@ 4 pt). (5.33)
Der erste Term p(l) wird im Gegensatz zum zweiten, ,,schnellen” Term p(z) auch als ,,Jangsamer”
Term bezeichnet, da er nicht von der gemittelten Geschwindigkeit abhingt. Der dritte Term p(®)
dient der Beriicksichtigung der Einwirkung duBerer Krifte, wie z.B. infolge des Schwerefeldes

[75,123]. Fiir jeden Term ldsst sich nun eine separate Poisson-Gleichung formulieren:

&Zp(l) 02 .
a2 Onidx (”l‘”

i) (5.34)
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22p) o o

o ST (5.35)
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Durch Multiplikation mit (% + a—';’ und unter Beriicksichtigung der Green’schen Funktion
J 1

ergibt sich mit r = x’ — x folgender Ausdruck des Dilatationstensors fiir den Bereich der Kernstro-

mung d)f;-:
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Der Druckdilatationsterm ¢f} im wandfernen Bereich der Stromung ergibt sich in symbolischer

Notation somit aus der Summe der folgenden Einzelterme:

h_ 4 (1) (2) 3)
O;j=0;;" +0; +¢;". (5.38)

Jeder Einzelterm reprisentiert unterschiedliche physikalische Wirkmechanismen [75]. Der erste
Term q)i(j]) beschreibt die Riickkehr der anisotropen Turbulenz zu einem isotropen Zustand. Der
zweite und dritte Term beriicksichtigen den Prozess der Riickkehr zu einer isotropen Produktion
der gemittelten Geschwindigkeit bzw. die Einwirkung durch duBere Krifte [123].

Diese Terme miissen jeweils unter Beriicksichtigung ihrer individuellen Einfliisse, z.B. infolge
lokaler Verhiltnisse der Turbulenz, separat modelliert werden. Der langsame Anteil q)l.(jl) soll die
Turbulenz in einen isotropen Zustand durch Umverteilung der Energie zwischen den Komponenten
tiberfithren. Aus diesem Grund wird er iiblicherweise unter Verwendung des Anisotropietensors

a;j oder seiner Invarianten A, = ajay; bzw. A3 = ajxay jaj; modelliert [123]. Ein allgemeingiiltiges
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nichtlineares Modell ist unter Verwendung des Cayley-Hamilton-Theorems durch Lumley [143]

formuliert worden:

1
(Pi(jl) =—Ci¢ aij+C§8 (aikakj 3 A25ij) : (5.39)

Speziale et al. [144] stellten fest, dass ein im Vergleich zum Koeffizienten C; = 1,7 negativer
Wert des zweiten Koeffizienten C| = —1,05 fiir den wandfernen Bereich der Stromung mitunter
die besten Ergebnisse liefert. In einer Vielzahl von vorgeschlagenen SchlieBungsansitzen wird der
zweite Term meist vernachléssigt. Dies entspricht dem urspriinglichen linearen Ansatz nach Rotta
[145]. Lumley [143] konnte analytisch nachweisen, dass fiir das lineare Modell der Koeffizient C;
nicht als Konstante gewihlt werden kann, sondern vielmehr als Funktion der Invarianten A, bzw.
A3 zu formulieren ist.

Der ,,schnelle” Term qbl-(jz) wird iiblicherweise unter Annahme einer nahezu homogenen gemit-

telten Geschwindigkeit mit Hilfe eines Tensors vierter Ordnung A, j; gebildet [123]:

du;

Er (5.40)

2
¢i(j) = (Aijur +Ajir)
Tensoren vierter Ordnung konnen durch lineare Terme oder Terme hoherer Ordnung des Aniso-
tropietensors a;; modelliert werden. Speziale et al. [144] (SSG) schlagen hierfiir einen Ausdruck

in Abhingigkeit der Deformations- und Vortizititsrate S;; bzw. €;; vor:

2 2
(pi(j,L)S‘SG :CéPkaij + (C3 — Cg\ /aklakl) kS;j+ Cak (a,‘ijk +aiSix — galekl‘Sij> (5.41)
+ Csk (a,-ijk + aij,-k) . (5.42)

wobei die Koeffizienten Cé, C3,C§,C4 und Cs als Konstanten formuliert sind.
Der dritte Term ¢>l.(j3) beschreibt den Einfluss der Auftriebswirkung in der Modellierung des
Dilatationstensors. Nach Hanjali¢ & Launder [71] wird dieser Term unter Verwendung der auf-

triebsbedingten Produktion G;; bestimmt zu:

1
6 = ~Cs (Gij - §Gkk5ij) ) (5:43)

wobei fiir den Koeffizienten Cq iiblicherweise ein Wert von 0,5 — 0,66 angenommen wird.

Da im Rahmen dieser Arbeit auch der anisotrope, wandnahe Bereich der Strémung untersucht
werden soll, muss auch dieser Einfluss in der Modellierung fiir den Dilatationstensor diskutiert
werden. Der vollstidndige Tensor ergibt sich als Summe des homogenen Modellansatzes ¢f; und

eines Ansatzes in Wandnihe (Z)}JV-:

9ij = 0/ + ¢} (5.44)
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Bisher diskutierte Ansétze sind rein auf den wandfernen Bereich der Stromung limitiert. Fiir
Innenstromungen in Platten- oder Rechteckkanilen ist es jedoch erforderlich auch den wandna-
hen Bereich der Stromung aufzulosen”? . Erste Modellierungsansitze beschrinkten sich auf die
Beriicksichtigung des sogenannten Echo-Effektes an der festen Wand, bei dem die wandnormale
Normalspannungskomponente der Reynolds-Spannungen stark gedampft wird und ihr Energiean-
teil in die anderen Komponenten iiberfiihrt wird [123]. Eine Vielzahl von Modellierungsansitzen
beruht auf der Verwendung des wandnormalen Abstandes d oder Funktionen in Abhéngigkeit von
einer lokalen Reynolds-Zahl. Dies ist speziell fiir Stromungen in komplexen Geometrien fragwiir-
dig [123].

Ein alternativer Modellansatz ist in den Arbeiten von Durbin [76,104], Manceau & Hanjali¢
[146] oder Dehoux [75] beschrieben. Hierbei gehen diese Autoren nicht von einer Modellierung
des Dilatationstensors ¢;; aus, sondern von einer Modellierung des vollstindigen Geschwindig-
keits-Druckgradienten-Korrelationsterms IT;; (vgl. Gl. (5.5)). Die Grundlage ihrer Methode ist eine
elliptische Relaxation?® [76] bzw. eine elliptischen Ubergangsfunktion?’ [75,147]. Eine integrale
Losung der Poisson-Gleichung der Druckfluktuationen kann wie folgt angegeben werden [146]:

dv (x)

X —x||

1 op' ap’
=~ [ 6@V @)+ v SE W) (5.45)

“in 5 Er

Der Ansatz von Durbin [76,104] basiert auf der Annahme, dass eine Korrelation zwischen zwei

verschiedenen Punkten r = ||x’ — x|| exponentiell abfillt [75]:

ap' ap’ ap’ ap’ r
40 VIS () 410 (@) VT ) = il (@) V2T )+ () V5T ) exp (—7 ) (546)
wobei die Grole L ein charakteristisches Lingenmal} fiir die betrachtete Korrelation zwischen
den zwei verschiedenen Punkten ist. Dieser Ansatz kann nun in GI. (5.45) eingesetzt werden.
Die Green’sche Funktion kann nach Durbin [76] unmittelbar in Bezug zum elliptischen Operator
(—V2 +1 /Lz) gesetzt werden. Es ergibt sich demnach zur Bestimmung des Geschwindigkeits-

Druckgradienten-Korrelationsterms [146]:

L? ap’ ap’
rs — 2 2 HE S { 2_ /. 2
I1;; — L°V-II;; pul(g)v o, ()_c)—i—u]()_c)V 3

. 5.47
. (x) (5.47)
Im isotropen Bereich der Stromung verschwindet der zweite Term der linken Seite und der Quell-
term kann durch ein beliebiges homogenes Modell ¢>,.’;. ersetzt werden. Der Einsatz dieser Form

des Dilatationsterms vernachlissigt nach Manceau [148] nicht die Beriicksichtigung des Druckdif-

25 Auflsen” bezeichnet die Integration der Erhaltungs- und Transportgleichungen bis unmittelbar an die Wand.
26eng.: elliptic relaxation
?Teng.: elliptic blending
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fusionsterms ij. Dieser ist implizit in der Formulierung des Tensors I1;; im wandnahen Bereich
enthalten, vorausgesetzt die Randbedingungen entsprechen einem geeigneten asymptotischen Ver-

halten. Die Lingenskala wird hierbei wie folgt bestimmt [146]:

K3/2 y3/4
L= CL max T,Crl m y (548)

mit Werten fiir die Koeffizienten C;, = 0,125 und C;; = 80.

Nach Manceau [146] wird durch den Einsatz einer differentiellen elliptischen Gleichung der
nicht-lokale Charakter des Redistributionsterms I1;; gewahrt. Dies involviert auch unmittelbar den
Dimpfungseffekt der wandnormalen Normalspannungskomponente («/u/ ~ y? aber v/v/ ~ y*) unter
der Voraussetzung, dass geeignete Randbedingungen definiert werden. Durbin [76] schligt aus
diesem Grund eine Modifikation der Gl. (5.47) vor und fiihrt den Tensor f;; = & j /k ein:

fii—L*V2fi; = fh, (5.49)
wobei der Tensor &; j nach Durbin [76] wie folgt definiert ist:

l=— 15— 2 —— 2 '}
éjz _Euiajp _Euj iP +§6ijak”kp _§€5ij+78. (5.50)

1!
i

Fiir die anisotrope Dissipationsrate im wandnahen Bereich verwendet Durbin [76] in den Trans-
portgleichungen der Reynolds-Spannungen das Modell von Rotta [145]. Diese Erweiterung be-
riicksichtigt er ebenfalls als letzten Term des Redistributionsterms (vgl. Gl. (5.50)). Dies erfordert
die Vorgabe einer Randbedingung fiir jede der sechs Komponenten des symmetrischen Tensors
Jfij» wobei Durbin [76] sich in seiner Veroffentlichung ausschlieBlich auf die Analyse einer zwei-
dimensionalen Stromungskonfiguration beschrinkt. In Summe miissen demnach zusitzlich zu den
Erhaltungsgleichungen ein System von mindestens 13 partiellen Differentialgleichungen®® gelost
werden. Dies stellt einen erheblichen numerischen Mehraufwand dar. Ein weiterer wesentlicher
Nachteil der Methode der elliptischen Relaxation ist die gesteigerte Empfindlichkeit des Glei-
chungssystems auf marginale Anderungen von EinzelgroBen, die zu numerischen Instabilititen
fithren konnen [75,148].

Um einige der Nachteile der Methode der elliptischen Relaxation (ERM) zu umgehen, entwi-
ckelten Manceau & Hanjali¢ [146] eine elliptische Ubergangsfunktion (EBM) unter Verwendung

eines skalaren Parameters o:

o—L*Via=1. (5.51)

28 Anmerkung: Sechs Gleichungen fiir den Reynolds-Spannungstensor, eine Gleichung fiir die Dissipation sowie sechs
weitere Gleichungen zur Bestimmung des Geschwindigkeits-Druckgradienten-Korrelationsterms
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5.3. Modellansitze der turbulenten Reynolds-Spannungen

Die wesentliche Idee ihrer Arbeit basiert auf der Verwendung ausschlielich einer einzigen el-
liptischen Gleichung um die Effekte und Einfliisse des wandnahen Stromungsbereichs im Redis-
tributionsterm zu beriicksichtigen [146—148]. Im Gegensatz zur ERM kann eine einfache Randbe-
dingung unmittelbar an der Wand definiert werden a|,, = 0. Fiir die Lidngenskala wird ebenfalls
die nach Durbin [76] vorgeschlagene Formulierung (vgl. Gl. (5.48)) verwendet.

Im Rahmen dieser Arbeit wird hauptsichlich eine durch Dehoux [75] erweiterte Variante des
Modells verwendet. Diese soll nachfolgend kurz in ihren elementaren Gleichungen und Definitio-
nen erldutert werden. Die vollstindige Gleichung der turbulenten Reynolds-Spannungen in sym-
bolischer Notation kann wie folgt angegeben werden:

Dulu;

D’t’ = Pj+Gij+D};+Dj; + ®ij — &j. (5.52)

Die turbulente Diffusion wird gemall des Modellvorschlags nach Daly & Harlow [68] iiber einen
Gradientenansatz (GGDH??) formuliert:

D! C J T ulu 8u§u;. (5.53)
.= — -_— u, u . .
H Saxk Km0,

wobei der Wert des Koeffizient Cs = 0,21 gesetzt wird. Die turbulente Zeitskala 7 ergibt sich

analog zur Formulierung des LingenmaBes L wie folgt:

T = max (g 6 %) . (5.54)
Der Redistributionsterm IT;; wird mit Hilfe des elliptischen Ubergangsparameters o als Funkti-
on eines wandnahen Modells ¢l?]”. und eines Modells fiir den homogenen, wandfernen Bereich der

Stromung ¢,.’;. definiert [75]:
;= (1-o) ¢ + 9, (5.55)

wobei das Modell fiir den wandnahen Bereich wie folgt formuliert werden kann [75,147]:

€ [([— — 11—
o =5 T (ugu;{njnk + u’ju;(nink - Euf{u?nknl (ninj+ Sij)) : (5.56)
Der Vektor n; reprisentiert den normierten wandnormalen Vektor und wird mit Hilfe des Uber-

gangsparameters o bestimmt:

Vo

- 5.57
Val| 67

n;

2YGGDH: eng. Generalized Gradient Diffusion Hypothesis
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5. SchlieBungsansitze der Impulserhaltungsgleichungen

Dies ist fiir komplexe Geometrien vorteilhaft, da diese Formulierung einen kontinuierlichen Uber-
gang des wandnormalen Vektors, wie z.B. in den Eckbereichen eines Rechteckkanals, zuldsst.
Das Modell im wandfernen Bereich der Strémung (])f} basiert in seinen Grundziigen auf dem

Modellierungsansatz von Speziale et al. [144] und ist wie folgt formuliert [75]:

2
¢>£. — (Cre = CyP) aij+ (C3 — Cyv/agaw ) kSij + Cak (aiijk +aSik — galekISij)

5 (5.58)
+C5k (aik.ij + aijik) + C6 (Gij — gGk&‘j) .
Die gewihlten Koeffizienten des homogenen Modells sind nachfolgend aufgefiihrt [75]:
c,=1,7, C2 0,9; C3=0,8; C3 0,65; C4 =0,625; C5=0,2und C¢ = 0,5. (5.59)

Die anisotrope Dissipation &;; kann gemill der Uberlegungen von Durbin [76] bzw. Manceau
[147,148] ebenfalls unter Verwendung der Ubergangsfunktion o definiert werden:

gi=(1-0a) gl +a’e)

i (5.60)

Hierbei basiert die Formulierung des Modells fiir den wandnahen Bereich 8;; auf dem klassischen

Modell von Rotta [145] sowie im homogenen Bereich ef’j auf einem isotropen Ansatz:

/
; 2
g = kj e, bzw. €= 3 €0y (5.61)

Fiir die Modellierung der Transportgleichung der isotropen Dissipationsrate € schlidgt Durbin
[76,104] die Verwendung der turbulenten Zeitskala 7 (vgl. Gl. (5.54)) vor. Dies ermdoglicht es ohne
zusitzliche Dampfungsfunktionen die Gleichung bis in unmittelbare Wandnihe zu integrieren. Die

resultierende Transportgleichung kann nun wie folgt angegeben werden [75]:

De 0 —— Jde P\ P,
Cét Cer (1+AY (1—0®) =) =2
Dr 8x(S ku8)+£l(+1( )s)r
VP Gk vV de
VR 7 ax] ce dxj )’
wobei fiir die Koeffizienten die Werte C§ ~ 0,183, C¢; = 1,44, Cer = 1,83, Ce3 = 2,02, 0 = 1,1
und A} = 0,1 angegeben sind. Der zum Koeffizienten Ce3 zugehorige Term stellt eine Erweiterung

(5.62)
- C£2 C£3

des urspriinglichen Modells von Manceau [147] fiir auftriebsbehaftete Stromungen nach Dehoux
[75] dar. Die Grof3e R beschreibt das sogenannte Zeitskalenverhéltnis zwischen einer hydraulischen

und einer thermischen Zeitskala und wird ausfiihrlich im ndchsten Kapitel 6 behandelt.
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5.3. Modellansitze der turbulenten Reynolds-Spannungen

5.3.4. Anisotropie der Turbulenz in Wandnahe

Im Rahmen der Reynolds-gemittelten Impulsgleichungen ist fiir eine turbulente, vollstindig ent-
wickelte Plattenkanalstromung mit Blick auf das SchlieBungsproblem einzig allein die primére
Scherspannung «/v' des Reynolds-Spannungstensors von Interesse. Die wesentliche Aufgabe des
Turbulenzmodells ist es demnach eine moglichst genaue Beschreibung dieser Komponenten auf
Basis einer turbulenten Wirbelviskositit. Eine Vielzahl von SchlieBungsansitzen basiert auf der
Verwendung einer Transportgleichung der turbulenten kinetischen Energie k = %@ und deren
isotroper Dissipationsrate €. Der Energietransfer zwischen den einzelnen Normalspannungskom-
ponenten des Reynolds-Spannungstensor speziell in Wandnihe geht als Information bei der Ver-
wendung linearer Wirbelviskositidtsmodelle verloren, da der Dilatationstensor ¢;; (vgl. Gl (5.5)),
der den wesentlichen Mechanismus der Umverteilung der Energie beschreibt, spurfrei ist. Er kann
demnach nicht in der Modellierung der Transportgleichung der turbulenten kinetischen Energie
beriicksichtigt werden.

Wie in Abb. 5.2 fiir eine turbulente Kanalstromung gezeigt wird, stellt die Komponente u?
die groBte der drei Normalspannungskomponenten des Reynolds-Spannungstensors dar. Deutlich
zu erkennen ist das unterschiedliche asymptotische Verhalten der einzelnen Normalspannungen
fiir kleiner werdende Wandabstidnde. Die Komponente V2 wird stark in unmittelbarer Wandnihe
gedampft (vTZ ~ y*) und die Turbulenz geht in das Zwei-Komponenten-Limit iiber [149]. Eine
moglichst exakte Reproduktion dieses Verhaltens stellt eine der wesentlichen Anforderungen an

die Modellierung des Geschwindigkeits-Druck-Korrelationsterms und der Dissipation dar.

Abbildung 5.2.: Verlauf der normierten Reynolds-Spannungskomponenten Wuﬁ iiber dem dimensionslosen
Wandabstand y* auf Basis der DNS-Daten (nur jeder vierte Datenpunkt als Symbol) von
Abe et al. [85,86] in einer turbulenten Plattenkanalstromung bei Re; = 640.
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5. SchlieBungsansitze der Impulserhaltungsgleichungen

& \ Redistribution w2
~
du/dy < 0 — Dissipation A
—> WoFm———————= B
7(y) S Produkt10n>/ Déé& /7
> Stréomungs- 2
~| | geschwindigkeit \
y| /> Produktion
— aﬁ/ dy>0 ——
u'v

/

Abbildung 5.3.: Ubersicht der wesentlichen EinflussgroBen auf die Produktion durch die Hauptstrémung
(schwarze Pfeile) und durch die Reynolds-Spannungen (rote Pfeile) sowie der wesentlichen
Interaktionen der Reynolds-Spannungen am Beispiel einer turbulenten, vollstindig entwi-
ckelten Plattenkanalstromung (Abbildung nach Hanjali¢ & Launder [71]).

Fiir eine vollstindig entwickelte, turbulente Plattenkanalstromung? ist anhand einer Analyse
der exakten Transportgleichung der turbulenten Reynolds-Spannungen (vgl. Gl. (5.2)) nachzuwei-
sen, dass der Produktionsterm F;; ausschlieBlich fiir die Komponente u? und W'V Werte ungleich

Null annimmt:

—8ﬁj —aﬁi
— ou - Jdu
P=-2uV au bzw. Py = =V = (5.64)
dy dy

Bei Analyse des Geschwindigkeitsprofils 7 (y) ldsst sich feststellen, dass der Produktionsterm der

Normalspannungskomponente /2 stets positive Werte iiber die gesamte Kanalhdhe annimmt, wo-
hingegen der Produktionsterm der Scherspannung 1’/ analog zum Verlauf der Komponenten einen
Vorzeichenwechsel in der Mitte des Kanals unterliegt’!. Auch wenn die weiteren Normalspan-
nungskomponenten v2 und w2 selbst keine unmittelbare Produktion aufweisen, erfahren sie infol-
ge des Druckdilatationsterms ¢;; (vgl. Gl. (5.2)), der fiir eine Umverteilung der Energie zwischen
den Normalspannungskomponenten [71] verantwortlich ist, einen Energieeintrag. Die Dissipation
wirkt einem unkontrollierbaren Wachstum infolge der Produktion durch den priméiren Geschwin-
digkeitsgradienten entgegen. Eine Ubersicht der wesentlichen Energiefliisse und Interaktionen der

Reynolds-Spannungskomponenten sei in Abb. 5.3 dargestellt.

30Es verschwinden alle partiellen Ableitung in die homogenen Richtungen % und a% sowie alle Terme mit den
Geschwindigkeitskomponenten v bzw. w.

3Dieser Nachweis kann fiir beide Komponenten unter Beriicksichtigung des Geschwindigkeitsgradienten sowie der
Verldufe der Reynolds-Spannungen (vgl. Abb. 5.2) gefiihrt werden.
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6 Analyse und Bewertung von SchlieBungsansatzen
der Energieerhaltungsgleichung

Der wesentliche Schwerpunkt dieser Arbeit liegt in der Analyse und Bewertung von existieren-
den SchlieBungsansitzen der Energieerhaltungsgleichung unter Beriicksichtigung des Einflusses
der molekularen Prandtl- bzw. Péclet-Zahl. In den letzten Jahrzehnten ist eine Vielzahl von unter-
schiedlichen Modellen zur SchlieBung der Impulserhaltungsgleichungen vorgeschlagen worden.
Im Gegensatz hierzu stellen turbulente Warmeflussmodelle zur SchlieBung der Energieerhaltungs-
gleichung speziell bei Beriicksichtigung des Einflusses der molekularen Prandtl-Zahl oder des
Schwerefeldes der Erde in der Literatur bzw. Forschung eher einen Randbereich der Turbulenz-
modellierung dar. Im Vergleich zu herkdmmlichen Turbulenzmodellen sind fiir eine umfassende
Entwicklung und Validierung von turbulenten Warmeflussmodellen nur in unzureichendem Maf}
experimentelle oder numerische Daten bei verschiedenen Reynolds- oder Prandtl-Zahlen, komple-
xen Geometrien oder unterschiedlichen Konvektionsarten verfiigbar.

Bisher veroffentliche SchlieBungsansitze lassen sich in verschiedene Kategorien unterteilen. Ei-
ne Vielzahl dieser Ansitze basiert auf der Modellierung einer turbulenten thermischen Diffusivitét
;. Man geht von der Annahme aus, dass sich turbulente Warmefliisse analog zur molekularen
Wirmeleitung (vgl. Fourier’sche Wirmeleitung) verhalten und infolgedessen unter Verwendung
einer isotropen skalaren Grofe modelliert werden konnen. Dies entspricht einer erheblichen Ver-
einfachung, deren Auswirkung speziell unter Beriicksichtigung von Auftriebseffekten fiir jeden
Stromungstyp neu bewertet werden muss. Komplexere Ansitze erfordern die Losung zusétzlicher
partieller Differentialgleichungen, welche die exakte Produktion der turbulenten Wirmefliisse be-
riicksichtigen. Die Modellierung der restlichen Transportmechanismen stellt jedoch aufgrund des
Mangels an Vergleichsdaten eine Herausforderung dar.

In diesem Kapitel werden turbulente Wiarmeflussmodelle unterschiedlicher Komplexitit analy-
siert und mit Hilfe von verfiigbaren numerischen Datensédtzen (DNS) hinsichtlich ihrer Eignung
fiir Stromungen unterschiedlicher Prandtl-Zahl gepriift. Die vielversprechendsten Modelle werden

selektiert und gegebenenfalls fiir den Einsatz in komplexen Geometrien angepasst.
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6. Analyse und Bewertung von SchlieBungsansitzen der Energieerhaltungsgleichung

6.1. Ubersicht iiber die Modellierungsstufen der turbulenten Warmefliisse

SchlieBungsansitze fiir die Reynolds-gemittelte Energieerhaltungsgleichung lassen sich in iso-
trope und anisotrope Modelle unterteilen (vgl. Abb. 6.1). Dariiber hinaus unterscheidet man Ansit-
ze erster Ordnung z.B. Modelle auf Basis einer turbulenten Prandtl-Zahl Pr;, in denen ausschlief3-
lich turbulente Momente erster Ordnung verwendet werden, und Ansdtzen zweiter Ordnung, die
auf einer Berechnung der zweiten Momente basieren z.B. in Form eines vollstidndig differentiel-
len Modells der turbulenten Wirmefliisse (DFM) [59]. Die verschiedenen Varianten unterscheiden
sich hierbei erheblich hinsichtlich der getroffenen Annahmen und des erforderlichen numerischen
Aufwandes zur Losung des SchlieBungsproblems.

Die einfachste Form von SchlieBungsansitzen stellen Modelle zur Bestimmung der turbulenten
thermischen Diffusivitit ocl-’j dar. Diese ist an dieser Stelle bewusst in einer allgemein gehaltenen

Formulierung als Tensor definiert. In Analogie zum Fourier’schen Gesetz der molekularen Wérme-

RANS

|

SchlieBungsansitze fiir

|
Isotrope Modellierung Anisotrope Modellierung
Konstante turbulente Generalisierter
Prandtl-Zahl Gradientenansatz
Pr, = konst. (GGDH)
5]
= Variable turbulente Algebraische turbulente
% Prandtl-Zahl Wirmeflussmodelle
g Pr, = f(Re,Pr,v;,d,...) (AHM)
i | |
Turbulente thermische Differentielle turbulente
A
Diffusivitit Wirmeflussmodelle
o =f (R,T’z,sﬁ, ) (DFM)

Abbildung 6.1.: Ubersicht iiber die verschiedenen Modellierungsstufen von SchlieBungsansitzen der
Reynolds-gemittelten Energieerhaltungsgleichung
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6.2. Modellierung der turbulenten Prandtl-Zahl

leitung (vgl. Gl. (2.15)) konnen die turbulenten Wiarmefliisse W wie folgt bestimmt werden [59]:

oT

6.1)

In vielen SchlieBungsansétzen wird anstelle der allgemeinen Formulierung (vgl. Gl. (6.1)) die
turbulente thermische Diffusivitit als isotroper Skalar o modelliert. Diese kann im einfachsten
Fall unter Annahme der sogenannten Reynolds-Analogie aus dem Verhiltnis der turbulenten Wir-
belviskositidt v, und einer Proportionalititskonstanten in Form einer turbulenten Prandtl-Zahl Pr,
bestimmt werden. Speziell in Fliissigmetallstromungen oder stark auftriebsbehafteten Stromun-
gen mag ein Einsatz dieses Modellansatzes unter anderem aufgrund der groflen Skalentrennung
zwischen turbulentem Geschwindigkeits- und Temperaturfeld (vgl. Kapitel 3.3) fragwiirdig sein.
Ausgefeiltere Ansitze formulieren die turbulente thermische Diffusivitét unter Beriicksichtigung
turbulenter mechanischer und thermischer Zeitskalen 7,, bzw. 7;;,. Dieses Vorgehen dhnelt der Mo-
dellierung der turbulenten Wirbelviskositit (vgl. Kapitel 5.3.1). Zur Bestimmung der Zeitskalen-
unterschiede verlangen solche Ansitze das Losen zweier zusitzlicher Transportgleichungen fiir
die Temperaturvarianz T’2 und deren Dissipationsrate €77, deren Einfithrung ebenfalls eine Mo-
dellierung einer Vielzahl von Transport- und Vernichtungstermen beinhaltet.

Eine Schwachstelle von Modellen erster Ordnung ist durch die lineare Abhéngigkeit der Formu-
lierung der turbulenten Wirmefliisse vom Temperaturgradienten gegeben. Grotzbach [59] nennt
diesbeziiglich als problematisches Beispiel Kanalstromungen mit inhomogenen Randbedingungen
z.B. infolge einer Variation des Beheizungszustandes oder auch auftriebsgetriebene Stromungen,
wie z.B. die intern beheizte Fluidschicht (THL3?) oder die Rayleigh-Bénard-Konvektion (RBC).

6.2. Modellierung der turbulenten Prandtl-Zahl

Die einfachste Moglichkeit der Modellierung der turbulenten Wirmefliisse basiert auf der An-
nahme der Reynolds-Analogie zwischen turbulentem Geschwindigkeits- und Temperaturfeld. Die-
se kann unmittelbar iiber das Verhéiltnis der turbulenten Wirbelviskositit v; zur der turbulenten
thermischen Diffusivitit o; formuliert werden. Die sich fiir diesen Fall ergebende skalare Pro-
portionalitdtskonstante wird auch als turbulente Prandtl-Zahl Pr; bezeichnet und sie verkniipft fiir
einfache eindimensionale Stromungsfille, wie z.B. eine beheizte Kanalstromung, die primére tur-
bulente Reynolds-Scherspannungen mit der turbulenten Wiarmeflusskomponente in wandnormaler
Richtung. Sie kann demnach iiber folgenden Zusammenhang bestimmt werden:

vi _ —uV'/(di/dy)

Pr=— = SR
"o VT (dT dy)

(6.2)

eng: THL - Internally Heated fluid Layer
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6. Analyse und Bewertung von SchlieBungsansitzen der Energieerhaltungsgleichung

Fiir komplexere Stromungsfille ist bereits an dieser Stelle ersichtlich, dass es keine allgemein-
giiltige konstante Proportionalitidtskonstante geben kann. Die Annahme einer isotropen Wirbelvis-
kositdt v, und thermischen Diffusivitidt ¢ ist nur fiir wenige Spezialfille giiltig. Dennoch erfreut
sich dieser einfache Ansatz groer Beliebtheit auch fiir die Berechnung sehr komplexer Strémungs-
typen. Dies wird ausfiihrlich in den Arbeiten von Chandra et al. [150] oder Pacio et al. [84] fiir
eine Stabbiindelstromung diskutiert.

Fiir das Beispiel einer symmetrisch beheizten turbulenten Plattenkanalstromung (vgl. Abb. 4.6)
kann die turbulenten Prandtl-Zahl Pr; mit Hilfe der Gl. (6.2) unmittelbar aus den DNS-Daten
[85,86] bestimmt werden. In Abb. 6.2 ist hierzu der Verlauf der turbulenten Prandtl-Zahl Pr; tiber
dem dimensionslosen Wandabstand y™ bei einer Reynolds-Zahl Re; = 640 und zwei verschiedenen
Prandtl-Zahlen Pr = 0,025 und Pr = 0,71 dargestellt.

Der Verlauf der turbulenten Prandtl-Zahl Pr; weist eine starke Abhédngigkeit zur molekularen
Prandtl-Zahl Pr auf. Fiir Pr = 0,025 lasst sich ein Maximalwert der turbulente Prandtl-Zahl von
Pr; ~2,1beiy" ~7und fiir Pr = 0,71 von Pr, ~ 1,1 unmittelbar an der Wand feststellen. Ursache
ist die groBere Dampfungswirkung der thermischen Diffusivitit a = v /Pr bei niedrigen molekula-
ren Prandtl-Zahlen. Der viskos dominierte Bereich des normierten Temperaturprofils @+, der fast
ausschlieBlich durch molekulare Diffusion geprigt ist, ragt in diesem Fall weit in den Bereich der
Kernstromung hinein (vgl. Abb. 4.8). Die Dampfungswirkung dufert sich darin, dass thermische
Schwankungen in diesem Bereich und somit auch die turbulenten Warmefliisse bei Pr < 1 stédrker
unterdriickt werden. Die turbulente Prandtl-Zahl ist in Plattenkanalstromungen direkt abhéngig
zum Verhiltnis der turbulenten Reynolds-Schubspannung /v’ und der wandnormalen turbulen-
ten Warmeflusskomponente VT! (vgl. Gl. (6.2)). Dies erklart bei gleicher Reynolds-Zahl auch die
groBeren Werte von Pr; bei Pr < 1 im Vergleich zu Pr ~ 1.

Fir Pr = 0,71 ist der Verlauf der turbulenten Prandtl-Zahl Pr;, iiber dem wandnormalen Ab-
stand y* nahezu konstant. Das Temperaturprofil ist in einem gewissen Abstand zur Wand deut-
licher stdrker vom konvektiven Transport des Mediums dominiert. Der Einfluss der molekularen
Wirmeleitung und somit der Ddmpfung thermischer Schwankungen bleibt in diesem Fall auf den
wandnahen Bereich beschrénkt.

Der jeweils endliche Wert der turbulenten Prandtl-Zahl unmittelbar an der Wand kann fiir bei-
de molekulare Prandtl-Zahlen mit Hilfe des asymptotischen Wandverhaltens erklédrt werden. Die-
ses lasst sich mit Hilfe einer Taylor-Reihenentwicklung der einzelnen Fluktuationsgroflen ableiten
(vgl. Kap. 6.4.2). Abe et al. [85,86] 10sen in beheizten Plattenkanalstromungen fiir ihre DNS ei-
ne Transportgleichung des normierte Temperaturprofil o (vgl. Gl. (4.55) und (4.56)). Fiir das
Temperaturprofil an der Wand ergibt sich somit die Randbedingung @+|W = 0, was auch zu ei-
ner verschwindenden thermischen Fluktuation 6'|,, = O fiihrt. Da die turbulente Prandtl-Zahl iiber
das Verhiltnis von turbulenter Wirbelviskositit v, ~ y+3 zur turbulenten thermischen Diffusivitit

oy ~ yJr3 definiert ist und die Gradienten des Geschwindigkeits- und Temperaturprofils unmittelbar
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6.2. Modellierung der turbulenten Prandtl-Zahl

an der Wand einen linearen Verlauf zum normierten Wandabstand y™ aufweisen (vgl. Gl. (4.52)
und (4.57)), lasst sich in Abhéngigkeit von der molekularen Prandtl-Zahl ein endlicher Wert fiir
Pr; ungleich Null an der Wand bestimmen.

35 . . .
3 —o— Pr=20,025
—— Pr=20,71

25 ¢ 1
~ 2 i ]
AN
W

1.5 1

1

0.5

1 10 100

Abbildung 6.2.: Verlauf der turbulenten Prandtl-Zahl Pr, iiber dem dimensionslosen Wandabstand y™ ei-
ner turbulente Plattenkanalstrémungen mit Re; = 640 und unterschiedlichen molekularen
Prandtl-Zahlen Pr = 0,025 und Pr = 0,71 anhand der DNS-Daten von Abe et al. [85,86].

Da fiir Kanalstromungen iiblicherweise die Differenz der Wandtemperatur und des Temperatur-
profils als Transportgrofle ® bestimmt wird, soll nachfolgend die fiir diesen Stromungsfall in der
Literatur iibliche Notation der turbulenten Warmefliisse W eingefiihrt und verwendet werden.

Die turbulenten Wirmefliisse konnen mit der turbulenten Prandtl-Zahl Pr; und eines Gradien-
tenansatzes (SHDH??) der Temperatur T bzw. Temperaturdifferenz ® wie folgt bestimmt werden:
v, oT v, 00

TN = —— — bzw. 0 = —— —. 6.3
i Pr; Ox; W “i Pr; Ox; ©.3)

Dies verlangt eine starke Korrelation der turbulenten Wiarmefliisse ﬁ (bzw. W) und des Tem-
peraturgradienten 97 /dx; bzw. d®/dx;. Diese Annahme ist nicht fiir jeden Stromungstyp erfiillt.
Speziell in auftriebsbehafteten Stromungen, z.B. einer unendlich groBen, vertikal iiberstromten
Platte einer konstanten Temperatur, fiihrt dieser Ansatz zu einer fehlerbehafteten Vorhersage [58].
Nach einer Einlaufstrecke entlang der Platte verschwindet der Temperaturgradient in Stromungs-
richtung und somit die turbulente Wirmeflusskomponente in Stromungsrichtung. Der Einfluss des
Auftriebsterms in der Transportgleichung der turbulenten kinetischen Energie G, = —f3 gim (vgl.

Gl. (5.8)) kann somit fiir diesen Stromungsfall nicht wiedergegeben werden.

33SHDH: Simple Gradient Diffusion Hypothesis
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6. Analyse und Bewertung von SchlieBungsansitzen der Energieerhaltungsgleichung

6.2.1. Bestimmung unter Beriicksichtigung globaler Stromungsparameter

Der iibliche Ansatz in der Literatur fiir diese Modellierungsstufe ist die Wahl einer konstanten
turbulenten Prandtl-Zahl Pr, = 0,85. Dies begriindet sich auf theoretischen Uberlegungen beziig-
lich des logarithmischen Wandgesetztes der Geschwindigkeit und Temperatur (vgl. Gl. (4.53) und
(4.58)) fiir einfache turbulente Scherstromungen. Fiir einen dimensionslosen Wandabstand y*™ > 30
kann fiir eine ausreichend hohe molekulare Prandtl-Zahl angenommen werden, dass molekulare
gegeniiber turbulenten Diffusionsvorgingen vernachléssigbar sind und somit das Geschwindigkeits-
bzw. Temperaturprofil einen logarithmischen Verlauf aufweist [22]. Diese Annahme ist strikt auf
molekulare Prandtl-Zahlen der GroBenordnung & (Pr) ~ 1 beschrinkt (fiir den Fall einer turbu-
lenten Plattenkanalstromung vgl. Abb. 4.8). Die turbulente Scherspannung «/v' und die turbulente
Wirmeflusskomponente /7’ konnen fiir den Fall einer einfachen Scherstromung als nahezu kon-
stant angenommen werden [22]. Eine Kombination der GI. (6.2) und den nach der wandnormalen
Koordinate y* differenzierten, logarithmischen Wandgesetzen (vgl. Gl. (4.53) und (4.58)) ergibt
demnach unter guter Niherung folgenden Ausdruck:

Pr, ~ - ~ 0,85 = konst. (6.4)
Ko

Die turbulente Prandtl-Zahl Pr; kann demzufolge im logarithmischen Bereich der Scherstro-
mung als nahezu konstant angenommen werden. Im Gegensatz hierzu weist eine beheizte, turbu-
lente Plattenkanalstromung eine kontinuierliche Anderung der turbulenten Scherspannung #/v' und
der wandnormalen Wirmeflusskomponente v/6’ iiber der Kanalhohe auf.

Wie Abb. 6.2 zu entnehmen ist, kann fiir hohere molekulare Prandtl-Zahlen der Verlauf der
DNS-Daten durch Wahl einer konstanten turbulenten Prandtl-Zahl Pr; = 0,85 akzeptabel iiber ei-
nen groflen Bereich der Stromung wiedergegeben werden. Doch speziell fiir Stromungen niedriger
Prandtl-Zahl (€ ~ 1073 — 1072) zeigt sich eine erhebliche Abweichung um nahezu den Faktor
Zwei. Dies ist auf den Einfluss der molekularen Diffusion bis in den Bereich der Kernstromung
zuriickzufiihren. Wie aus Abb. 4.8 ersichtlich ist, ldsst sich fiir Pr < 1 im wandfernen Bereich
der Stromung kein logarithmischer Bereich des Temperaturprofils erkennen. Da dieser Ansatz
demnach den Verlauf der turbulenten Prandtl-Zahl Pr; im Vergleich zu den DNS-Daten [85,86]
unterschitzt, wird der Verlauf der turbulenten Warmeflusskomponente V0" stark iiberbewertet
(vgl. Gl (6.3)). Infolge des zu groen thermischen Energieaustauschs ist bei Verwendung einer
konstanten turbulenten Prandtl-Zahl Pr; demzufolge auch zu erwarten, dass das normierte Tempe-
raturprofil ® zu stark ,,geddmpft* bzw. die Differenz zwischen der Wandtemperatur 7,, und der
massenstromgemittelten’* Temperatur 7}, der Strémung als zu niedrig vorhergesagt wird.

Speziell um auf den Einfluss einer niedrigen molekularen Prandtl-Zahl Pr einzugehen sind wei-

3eng.: bulk temperature
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6.2. Modellierung der turbulenten Prandtl-Zahl

tere sogenannte ,,globale“35 Modelle der turbulenten Prandtl-Zahl entwickelt worden. Diese be-
stimmen Pr; in Abhédngigkeit von Parametern, wie z.B. der Reynolds-Zahl Re oder molekularen
Prandtl-Zahl Pr. Eine Zusammenstellung dieser Modelle fiir Rohrstromungen niedriger Prandtl-
Zahl kann z.B. den Arbeiten von Cheng & Tak [57] oder Taler [151] entnommen werden.

Der erste untersuchte Ansatz der turbulenten Prandtl-Zahl Pr; stammt von Aoki [152] und ist

eine Funktion der Reynolds-Zahl Re und der molekularen Prandtl-Zahl Pr:
~1

1
_ 0,45 p,0,2
Pr,= {0,014 R pr [1 —exp (— COTA RO Prm)} } . (6.5)

Reynolds [153] veroffentliche 1975 einen alternativen Ansatz zur Bestimmung der turbulenten
Prandtl-Zahl, der auf der Reynolds-Zahl Re und der Péclet-Zahl Pe = Pr Re basiert:

1
P :(1 100P’0’5> —  ___015). 6.6
nt + ¢ 1+ 120 Re—03 6.6)

Das dritte Modell der turbulenten Prandtl-Zahl Pr;, das an dieser Stelle vorgestellt werden soll,
ist der Ansatz nach Jischa & Rieke [154]. Dieser wurde im Jahr 1979 veroffentlicht und ist auf
Basis von theoretischen Uberlegungen beziiglich der Transportgleichungen der turbulenten kineti-
schen Energie k und der turbulenten Wiarmefliisse W entwickelt worden. Die turbulente Prandtl-

Zahl Pr; kann fiir dieses Modell iiber folgenden Zusammenhang bestimmt werden [154]:

182,4
Pr Re0:8838°

Bei diesem Modell ldsst sich feststellen, dass das iibliche Modell einer konstanten turbulenten
Prandtl-Zahl Pr.. = 0,9 durch einen Ausdruck in Abhingigkeit der molekularen Prandtl-Zahl Pr
und der Reynolds-Zahl Re erginzt wird. Es ist leicht ersichtlich, dass fiir groe Werte der mole-

Pr, =09+ 6.7)

kularen Prandtl-Zahl bzw. der Reynolds-Zahl der zweite Term der Gl. (6.7) kleiner wird, was in
seiner Tendenz dem zu erwartenden Verhalten entspricht (vgl. Abb. 6.2).

Als letzter ,,global” definierter Ansatz soll das Modell von Cheng & Tak [57] aus dem Jahr 2006
vorgestellt werden. Dieses Modell wurde auf Basis einer experimentell ermittelten Korrelation spe-
ziell fiir Rohrstromungen niedriger Prandtl-Zahl sowie einem konstanten zugefiihrten Wéarmefluss
entwickelt. Thr Ansatz ist auf Zwangskonvektion beschrinkt. Die turbulente Prandtl-Zahl Pr; wird
hier in Abhiingigkeit eines Parameters & formuliert. Dieser ist nach Cheng & Tak [57] bereichs-
weise in Abhingigkeit der Péclet-Zahl Pe definiert:

54—9x10"* Pe fir 1000 < Pe < 2000
§ = (6.8)
3,6 fir 2000 < Pe < 6000

3Der Begriff ,,global* bezieht sich in diesem Zusammenhang auf die Verwendung dimensionsloser nicht-lokaler
Eigenschaften der Stromung, wie z.B. Reynolds-Zahl.
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6. Analyse und Bewertung von SchlieBungsansitzen der Energieerhaltungsgleichung

Die turbulente Prandtl-Zahl Pr; kann nach Cheng & Tak [57] nun unter Verwendung des Para-

meters & wie folgt bestimmt werden:

4,12 fir Pe < 1000

(6.9)
(0,01 Pe) / [0,018 P8 — (7,0—&)]"®  fiir 1000 < Pe < 6000

Pr[:

Da einige der vorgestellten Modelle fiir die Analyse von turbulenten Rohrstromungen entwickelt
wurden, wird an dieser Stelle die, auf dem hydraulischen Durchmesser D, basierende, Reynolds-
Zahl Rep, eingefiihrt. Diese ldsst sich mit Hilfe der massengemittelten Geschwindigkeit u;, und
der kinematischen Viskositit v iiber folgenden Ansatz bestimmen:

D
Rep, = 22 (6.10)

Der hydraulische Durchmesser D;, muss nun fiir eine Kanalgeometrie mit der Plattenbreite L,
und dem Plattenabstand L, = 26 bestimmt werden. Dies ist durch einen einfachen geometrischen

Zusammenhang des durchstromten Querschnitts A und seines Umfangs U moglich:

4A

Fiir eine unendliche Plattenbreite L, (homogene Richtung der Stromung) ist demzufolge eine

(6.11)

einfache Grenzwertbetrachtung erforderlich. Der hydraulischen Durchmesser einer Plattenkanal-

stromung kann nun wie folgt ermittelt werden:

_4A 4(26L;) 8L,

D - - — 43. 6.12
"TU T LS. 2(L,128) | 2L, ©.12)

Um die vorgestellten ,,globalen” Ansitze der turbulenten Prandtl-Zahl Pr; hinsichtlich ihrer Eig-
nung fiir eine symmetrisch beheizte Plattenkanalstromungen bei verschiedenen Reynolds- Re;, und
Prandtl-Zahlen Pr zu priifen, sollen die verschiedenen Modelle unter Verwendung der DNS-Daten
von Abe et al. [85,86] untersucht werden. Dies ermoglicht es, den Einfluss einer vermeintlich feh-
lerbehafteten Modellierung des Reynolds-Spannungstensors bzw. der turbulenten Wirbelviskositét
V; vollstiandig aus der Analyse zu eliminieren. Eine Reduktion der Reynolds-Zahl Re;, bzw. der auf
der Reibungsgeschwindigkeit u; basierenden Reynolds-Zahl Re; bewirkt einen Anstieg der tur-
bulenten Prandtl-Zahl Pr; speziell im wandnahen Bereich der Stromung. Infolge der niedrigeren
Reynolds-Zahl steigt der Einfluss des viskos dominierten Bereiches der Stromung. Die zweiten
Momente der Reynolds-Spannungen TM’J bzw. der turbulenten Wirmefliisse W werden somit
starker geddmpft. Eine Darstellung des Einflusses der Reynolds-Zahl ist dem Anhang zu entneh-
men (vgl. Anhang A.2.1).
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6.2. Modellierung der turbulenten Prandtl-Zahl

Wie in Abb. 6.3 und 6.4 ersichtlich ist, wird die turbulente Prandtl-Zahl Pr; in den ,,globalen”
Modellansitzen als konstante Proportionalititskonstante zwischen dem turbulenten Geschwindig-
keits- und Temperaturfeld in Abhédngigkeit von vorgegebenen Parametern bestimmt. Speziell der
Anstieg der turbulenten Prandtl-Zahl Pr; in Wandnédhe kann somit durch keines der untersuchten
Modelle wiedergegeben werden. Dies ist eine unmittelbare Folge des Verzichts der Modellansitze
lokale Grof3en, wie z.B. den wandnormalen Abstand d, die turbulente Wirbelviskositit v; oder die
turbulente Péclet-Zahl Pe; = Pr v; zu beriicksichtigen. Es zeigt sich, dass der empirische Ansatz
von Cheng & Tak [57] nicht fiir turbulente Plattenkanalstromungen geeignet ist. Die turbulente
Prandtl-Zahl Pr, wird fiir beide untersuchte molekulare Prandtl-Zahlen Pr = 0,025 bzw. Pr=0,71
erheblich iiberbewertet. Dies ldsst sich zuriickfithren auf die Optimierung des Modells auf Basis
einer experimentell bestimmte Korrelation fiir turbulente Rohrstromungen niedriger Prandtl-Zahl.
Unter den untersuchten Modellvorschldgen ergibt sich fiir das Modell von Jischa & Rieke [154] die
beste Ubereinstimmung mit den DNS-Daten [85,86]. Dennoch fiihrt auch dieser Ansatz zu starken
Abweichungen des Verlaufs iiber dem dimensionslosen Wandabstand y™. Diese Ergebnisse zeigen,
dass fiir eine genauere Modellformulierung der turbulenten Prandtl-Zahl Pr; die Einfiihrung lokaler
GroBen zwingend erforderlich ist.

DNS

Pr; = konst.
Aoki (1963) i
Reynolds (1975)
Jischa & Rieke (1979) | |
Cheng & Tak (2006)

Re'p - 640
Pr=0,025

v v v v v v v

testte

Pr,

0 s PR R | s PSR S |

1 10 100

Abbildung 6.3.: Verlauf der turbulenten Prandtl-Zahl Pr, iiber dem Wandabstand y™ fiir eine beidseitig kon-
stant beheizte, turbulente Plattenkanalstromungen mit Re; = 640 bei einer molekularen
Prandtl-Zahl Pr = 0,025 auf Basis der DNS-Daten von Abe et al. [85,86].
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Re; = 640 -0- DNS
21 pr= 0,71 Pr; = konst.
Aoki (1963)

Jischa & Rieke (1979) "
Cheng & Tak (2006)

L 4
*
*
*
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o

v v v v——~—~—v- -& Reynolds (1975)
-
-

Prt

0 1 1
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Abbildung 6.4.: Verlauf der turbulenten Prandtl-Zahl Pr, iiber dem Wandabstand y™ fiir eine beidseitig kon-
stant beheizte, turbulente Plattenkanalstromungen mit Re; = 640 bei einer molekularen
Prandtl-Zahl Pr = 0,71 auf Basis der DNS-Daten von Abe et al. [85,86].

Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass ein Vergleich der vorgestellten Modellansédtze mit den
DNS-Daten nicht unmittelbar fiir die turbulenten Warmefliisse W (vgl. Gl. (6.3)) gefiihrt wer-
den kann, da der Verlauf des Temperaturprofils bzw. des Temperaturgradienten eine unmittelbare
Abhingigkeit zur Formulierung der turbulenten Prandtl-Zahl Pr; aufweist. Fiir eine umfassende
Darstellung des Verlaufs der turbulenten thermischen Diffusivitit o = v;/Pr; der einzelnen Mo-

delle sei auf den Anhang (vgl. Anhang A.2.1) verwiesen.

6.2.2. Bestimmung unter Berlicksichtigung lokaler Stromungsparameter

Der Einsatz von lokaler Stromungsgroflen zur besseren Beschreibung des Verlaufs der turbu-
lenten Prandtl-Zahl Pr; ist zwingend erforderlich. Nachfolgend soll eine Auswahl dieser Konzepte
hinsichtlich ihrer Formulierung erldutert und anschlieBend mit Hilfe der DNS-Daten von Abe et
al. [85,86] validiert werden.

Cebeci & Bradshaw [56] entwickelten ein Modell, dass im Wesentlichen aus dem Verhiltnis
der von-Karman-Konstante k¥ = 0,4 und ihres thermischen Gegenstiickes kg = 0,47 basiert. Diese
werden in Abhingigkeit des dimensionslosen Wandabstandes y™ mit zusitzlichen Dimpfungs-
funktionen erweitert
Vi kK 1—exp(—y/A) &k 1—exp(=y"/AT)

P =~ ~
"o kg 1—exp(—y/B) Ko L—exp(—y* /BT (Pr))’

(6.13)
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6.2. Modellierung der turbulenten Prandtl-Zahl

wobei die Parameter wie folgt angegeben sind:

1 ,
B* (Pr) =7 Y Cc,i[logyg (Pr)] 1, (6.14)
i=1

=26; k=04, k9=047, Cc1=3496; Ccr=28)79;
K (6.15)

Cc3=3395 Ccs4=63; Ccs=—1,896; P ~0,851.

In der Formulierung der turbulenten Prandtl-Zahl Pr; wird eine sogenannten van Driest’sche
Diampfungsfunktion f = 1 —exp(—y*/A™) eingesetzt. Mit zunehmendem Wandabstand y™* ni-
hert der Zihler sich asymptotisch dem Wert Eins. Auch im Nenner wird eine solche Damp-
fungsfunktion fi, = 1 —exp(—y* /BT (Pr)) verwendet. Diese ist eine Funktion des dimensions-
losen Wandabstandes y* und der molekularen Prandtl-Zahl Pr. Der Verlauf dieser beiden Damp-
fungsfunktionen ist fiir verschiedene molekularen Prandtl-Zahlen (Pr = 0,006, Pr = 0,025 und

Pr =0,71) in der nachfolgenden Abb. 6.5 dargestellt.

1
— fe(AT)
08 || = fo (B* (Pr =0,006)) |
fey (B (Pr=0,025))

0 L Sy (B (Pr=071)) |
04 | ]
0.2 + i

0 "i:::.:.:;.--———r" 1 1

0.1 1 10 100 1000

y+

Abbildung 6.5.: Verlauf der Dampfungsfunktionen fi und fi, des Cebeci-Modells [56] iiber dem dimensi-
onslosen wandnormalen Wandabstand y™*.

Fiir groe molekulare Prandtl-Zahlen Pr ist der Verlauf der beiden Dimpfungsfunktionen fy
und fi, sehr dhnlich. Somit ergibt sich nur eine geringfiigige VergroBerung des Verhiltnisses
K/xg ~ 0,851. Je niedriger jedoch die molekulare Prandtl-Zahl gewihlt wird, desto geringer zeigt
sich die Dampfungswirkung durch die Funktion f,. Dies wiederum vergroBert das Verhiltnis
K/Kg und somit die turbulente Prandtl-Zahl Pr, deutlich. Ein Nachteil dieses Modells ist seine
Abhingigkeit vom dimensionslosen Wandabstand. Speziell fiir komplexe Stromungen z.B. der
Stromung iiber eine riickwirtsgeneigte Stufe konnen die Dampfungsfunktionen fi und fi, infolge

der auftretenden Ablosung der Stromung nicht eingesetzt werden.
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6. Analyse und Bewertung von SchlieBungsansitzen der Energieerhaltungsgleichung

Kays [22] untersuchte 1994 in seiner Arbeit experimentell verfiigbare Daten der turbulenten
Prandtl-Zahl Pr; in zweidimensionalen Grenzschichtstromungen und vollstindig eingelaufenen
Rohr- und Kanalstromungen. Sein aus diesen Informationen abgeleiteter Ansatz basiert auf ei-
ner empirischen Korrelation in Abhéngigkeit der turbulenten Wirbelviskositidt v, sowie der ther-
mischen Diffusivitit bzw. Temperaturleitfihigkeit o = v/Pr zur Bestimmung der turbulenten
Prandtl-Zahl Pr, [22]:

Pr,=085 + 0.7 (g) . (6.16)

t

Der wesentliche Vorteil dieses Ansatzes ist, dass das Modell einfach in jede beliebige Code-
Struktur implementiert werden kann solange diese auch fiir die Berechnungen turbulenter Stro-
mungen eingesetzt werden kann.

Weigand et al. [155] veroffentlichen 1997 eine Erweiterung des Modellansatzes von Kays &
Crawford [156]. Diese Erweiterung basiert in ihren Grundziigen auf dem Modellvorschlag von
Jischa & Rieke [154] zur Bestimmung der turbulenten Prandtl-Zahl Pr; ., im Bereich groBer tur-
bulenter Péclet-Zahlen Pe; = Pr(v;/v). Der Ansatz von Kays & Crawford [156] ist wie folgt

formuliert:

— (Ckc Pey)?

-1
1
1— — ,  (6.17
exp( CKCPet\/Prl"oo>] } ( )

wobei die Konstante zu Cxc = 0,3 angegeben ist. Die turbulente Prandtl-Zahl Pr; bei groB3en tur-

1
Pr; = Ckc P
It {ZPrz,w +Ckc Fe;

t,00

bulenten Péclet-Zahlen Pe formulieren Weigand et al. [155] zu:

100

Fiir unendliche groe Péclet-Zahlen Pe — co nimmt die turbulente Prandtl-Zahl Pr; .. = 0,85 an.

Prie=0,85+ (6.18)

Dieser Ansatz ist somit neben lokalen GroB3en der turbulenten Wirbelviskositit v; auch vom ,,glo-
balen* Parameter der Reynolds-Zahl Re abhingig. Diese ist fiir komplexe Stromungen, wie z.B.
einer Stromung iiber eine riickwirtsgeneigte Stufe oder bei einer kontinuierlichen Querschnittsin-
derung, nicht einheitlich zu bestimmen. Die Erweiterung nach Weigand et al. [155] unterscheidet
sich somit ausschlieBlich fiir niedrige molekulare Prandtl-Zahlen vom urspriinglichen Modellvor-
schlag von Kays & Crawford [156].

Lin et al. [157] entwickelten unter Verwendung der Renormierungsgruppentheorie®

eine impli-

zite Formulierung der turbulenten Prandtl-Zahl Pr; durch Losung einer kubischen Gleichung fiir

13,0 1N\2/3
(HZ) (y 1) -V (6.19)
Yo+2 -1 V+V

%eng.: renormalization group analysis

den funktionalen Parameter ¥:

3
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6.2. Modellierung der turbulenten Prandtl-Zahl

mit 14 (Pe/Pr,) 1
+ (e [Py
=———> bzw. = —. 6.20
Y Pr + Pe, 2w Pr ( )
Als letztes Modell soll an dieser Stelle die Formulierung der turbulenten Prandtl-Zahl Pr; nach
Notter & Schleicher [158] (vgl. auch die Veroffentlichung von Churchill [159]) aufgefiihrt werden.

Diese kann unter Verwendung der turbulenten Wirbelviskositét v; wie folgt angegeben werden:

_ 1+¢ 10
Pry = 0,025 Pr <v’/v)/[l_(vf/v)]+¢{1+35—|—(Vt/V)/[1—(V;/V)] } (6.21)
mit: . »
¢ =90 P2 <1—I—vt/v> . (6.22)

Es zeigt sich in den Abb. 6.6 und 6.7, dass die Ansitze von Kays [22] und Weigand et al.
[155] die besten Ubereinstimmung mit den DNS-Daten [85,86] aufweisen. Unmittelbar an der
Wand nimmt das Modell nach Weigand et al. [155] den Wert Pr; = 2 Pr; .. (vgl. Gl. (6.18)) an,
wohingegen das Modell von Kays [22] fiir einen kleiner werdenden Wandabstand y* asymptotisch
gegen unendlich lduft. Dies ldsst sich auf darauf zuriickfiihren, dass die turbulente Wirbelviskositét
sich asymptotisch dem Wert v;|,, = 0 an der Wand annihert. Speziell fiir niedrige molekulare
Prandtl-Zahlen Pr = 0,025 zeigt das Modell von Kays [22] im Bereich y* = 60 — 120 eine sehr

gute Ubereinstimmung mit den DNS-Daten mit einer relativen Abweichung von weniger als 2 %.

£

_o_
1 k| — Notter & Schleicher (1972)

—— Cebeci & Bradshaw (1988)

05 || = Kays (1994) Rer = 640 |
' ~e— Weigand et al. (1997) Pr=0,025
0 —— Lin et al. (2000) . .
1 10 100
yt

Abbildung 6.6.: Verlauf der turbulenten Prandtl-Zahl Pr, iiber dem Wandabstand y™ fiir eine beidseitig kon-
stant beheizte, turbulente Plattenkanalstromungen mit Re; = 640 bei einer molekularen
Prandtl-Zahl Pr = 0,025 auf Basis der DNS-Daten von Abe et al. [85,86].
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Abbildung 6.7.: Verlauf der turbulenten Prandtl-Zahl Pr, iiber dem Wandabstand y™ fiir eine beidseitig kon-
stant beheizte, turbulente Plattenkanalstromungen mit Re; = 640 bei einer molekularen
Prandtl-Zahl Pr = 0,71 auf Basis der DNS-Daten von Abe et al. [85,86].

In Abb. 6.8 und 6.9) ist der Verlauf der turbulenten thermischen Diffusivitit o, iiber dem Wand-
abstand y* dargestellt. Thr Verlauf kann aus den DNS mit Hilfe der turbulenten Wirbelviskositit
v," iiber den Ausdruck o;" = v, /Pr; ermittelt werden. Die turbulente thermische Diffusivitit o
nimmt unmittelbar an der Wand den Wert Null an. Nach dem viskos dominierten Bereich der Stro-
mung in Wandnihe lésst sich ihr Maximum fiir beide molekulare Prandtl-Zahlen bei ca. y* a2 350
erkennen. Analog zum Verlauf der turbulenten Wirbelviskositit v, existiert fiir den beidseitig be-
heizten Zustand ein lokales Minimum in der Kanalmitte (y* = 640). Deutlich zu erkennen ist, dass
die GroBe des Maximums eine unmittelbare Funktion der molekularen Prandtl-Zahl Pr ist. Diese
ist mit ot = 36 fiir den Fall Pr = 0,025 ungefihr halb so groB wie fiir den Fall Pr = 0,71 mit
ot = 60. Dies lisst sich auf die gesteigerte Ddmpfung turbulenter Schwankungen bei niedrigen
molekularen Prandtl-Zahlen zuriickfiihren.

Der Ansatz von Cebeci & Bradshaw [56] ergibt fiir niedrige Prandtl-Zahlen eine deutlich Un-
terschitzung des Verlaufs in Wandnédhe mit Abweichungen von bis zu 40 %. Im Gegensatz zu den
Modellen von Weigand et al. [155] und Kays [22] ist dies vor allem fiir einen Bereich des di-
mensionslosen Wandabstandes zwischen y+ = 60 — 120 festzustellen. Der Ansatz nach Kays [22]
und Weigand et al. [155] hingegen weisen die beste Ubereinstimmung mit einer relativen Abwei-
chung des Maximums von jeweils 14 % zu den DNS-Daten. Der Verlauf im Bereich y™ = 1 —200
wird hingegen fiir beide Modelle nahezu perfekt bestimmt. Fiir hohere Prandtl-Zahlen (Pr = 0,71)
hingegen zeigt das Modell von Cebeci & Bradshaw [56] im Vergleich zu den beiden anderen Mo-
dellen einen fast identischen Verlauf der turbulenten thermischen Diffusivitit ¢; in diesem Bereich

des Wandabstands. Das Maximum wird fiir alle drei Modelle mit einer relativen Abweichung zur
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6.2. Modellierung der turbulenten Prandtl-Zahl

DNS von weniger als 8 % vorhergesagt. Fiir das Modell von Notter & Schleicher [158] zeigt sich
wie auch fiir das Modell von Lin et al. [157] bei beiden molekularen Prandtl-Zahlen (Pr = 0,025

bzw. Pr = 0,71) eine Uberschiitzung der turbulenten Prandtl-Zahl bzw. eine Unterschitzung der

turbulenten thermischen Diffusivitit ", speziell im Bereich y™ = 100 — 400.

O+
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Verlauf der turbulenten thermischen Diffusivitit ;" = ¢4 /v iiber dem Wandabstand y™*
fiir eine beidseitig konstant beheizte, turbulente Plattenkanalstromungen mit Re; = 640 bei
einer molekularen Prandtl-Zahl Pr = 0,025 auf Basis der DNS-Daten von Abe et al. [85,86].
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Verlauf der turbulenten thermischen Diffusivitit o;" = o4 /v iiber dem Wandabstand y™*
fiir eine beidseitig konstant beheizte, turbulente Plattenkanalstromungen mit Re; = 640 bei
einer molekularen Prandtl-Zahl Pr = 0,71 auf Basis der DNS-Daten von Abe et al. [85,86].
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Zusammenfassend ist fiir die Analyse der Ansétze zur Bestimmung der turbulenten Prandtl-Zahl
Pr; auf Basis lokaler GroBen festzustellen, dass fiir Stromungen niedriger molekularer Prandtl-
Zahlen bis auf das Modell von Weigand et al. [155] alle Korrelationen den Verlauf der turbulenten
Prandtl-Zahl Pr; im wandnahen Bereich deutlich iiberschitzen. Da dieser Bereich fiir Strémungen
niedriger Péclet-Zahl Pe fast ausschlielich durch molekulare Diffusion dominiert wird, kann der
Einfluss dieses Fehlers vernachliissigt werden. Mit zunehmendem Wandabstand y™ steigt jedoch
zunehmend der Einfluss der turbulenten Prandtl-Zahl. Im direkten Vergleich zeigen die Korrela-
tionen von Kays [22] und Weigand et al. [155] im Bereich y* = 60 — 120 die beste Ubereinstim-
mung mit den DNS-Daten. Da letztgenannte Korrelation jedoch von ,,globalen” Parametern wie
der Reynolds-Zahl Re abhingt, ist ein Einsatz bei komplexeren Stromungen nicht ohne zusétzliche
Erweiterungen bzw. Modifikationen méglich. Die von Kays [22] vorgestellte Korrelation hingegen
ist rein von lokalen Stromungsgrofen, wie z.B. der turbulenten Wirbelviskositit v;, abhingig. Sie
kann mit Turbulenzmodellen beliebiger Ordnung, wie z.B. Zweigleichungsmodellen, kombiniert
werden. Fiir eine hohere molekulare Prandtl-Zahl Pr = 0,71 zeigt speziell im logarithmischen Be-
reich des Temperaturprofils neben der Korrelationen von Kays [22] auch die Korrelation von Cebe-
ci & Bradshaw [56] eine gute Ubereinstimmung mit den DNS-Daten. Eine Analyse des Einflusses
der Reynolds-Zahl kann dem Anhang (vgl. Anhang A.2.2) entnommen werden.

Da der Einfluss des Turbulenzmodells bei der vorliegenden Untersuchung nicht beriicksichtigt
wurde, muss angemerkt werden, dass eventuelle Abweichungen in der Berechnung der turbulenten
Wirmefliisse stets auch von den jeweiligen Modellierungsfehlern z.B. bei der Bestimmung der

turbulenten Wirbelviskositidt abhingen.

6.3. Modellierung der turbulenten thermischen Diffusivitat

6.3.1. Transportgleichung der Temperaturvarianz

Die Temperaturvarianz T2 (bzw. ﬁ) nimmt im Rahmen der turbulenten Wiarmeflussmodellie-
rung eine zur turbulenten kinetischen Energie k vergleichbare Funktion ein. Sie definiert in Kom-
bination mit ihrer Dissipationsrate €rr (bzw. €gg) die turbulenten thermische Skalen des Tem-
peraturfeldes [71]. Speziell in auftriebsdominierten Stromungen geht die Temperaturvarianz als
Einflussgrofle in den Auftriebsterm der turbulenten Wiarmefliisse ein (vgl. Gl. (6.52)). Der Analyse
und Modellierung ihrer wesentlichen Transportmechanismen kommt speziell unter Beriicksichti-
gung des Skalenunterschieds zwischen Geschwindigkeit- und Temperaturfeld in Abhédngigkeit der
molekularen Prandtl-Zahl eine entscheidende Bedeutung zu.

Die Formulierung ihrer exakten Transportgleichung, die 1952 erstmals von Corrsin [160] be-
schrieben wurde, kann durch Multiplikation der skalaren Erhaltungsgleichung, in diesem Fall der
instantanen Temperatur 7 bzw. Temperaturdifferenz ®, mit der doppelten Temperaturfluktuation

2T’ bzw. 20’ und einer anschlieBenden zeitlichen Mittelung bestimmt werden:
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6.3. Modellierung der turbulenten thermischen Diffusivitit

&(T) 21" =0, (6.23)

wobei der Operator & (T) die Anwendung der Energieerhaltungsgleichung auf die instantanen
Temperatur symbolisiert. Die vollstindige Transportgleichung der Temperaturvarianz T2 ergibt

sich somit zu [71]:

oT"? +_aﬁ L 2
ot ! ox j J ox j ox j
zeit. Anderung  Konvektion Produktion o Dissipation ( 6.2 4)
TR (e e s )
_ JRE— — | —u. ,
8xj dx j dx j J
Mol. I;riffusion Turb. IS;ffusion
bzw. in einer in der Literatur iiblichen symbolischer Notation:
Lrr +Crr = Prr —2€r7 + Dy + Dy (6.25)

Die linke Seite der Gl. (6.24) beschreibt die zeitliche Anderung Lr7 und den konvektiven Trans-
port der Temperaturvarianz durch die zeitlich gemittelte Geschwindigkeit Cr7. Die zeitliche Ande-
rung der Temperaturvarianz ist an dieser Stelle zur Vollstdndigkeit mit aufgefiihrt, entféllt aber bei
der Berechnung stationédrer Stromungen. Beide Terme sind ,,exakt” und bediirfen keiner Model-
lierung. Der erste Term der rechten Seite Prr beschreibt den Produktionsmechanismus aufgrund
der turbulenten Wirmefliisse und des Temperaturgradienten. Auch dieser Term ist ,,exakt” und
muss nicht mit Hilfe eines Modellierungsansatzes bestimmt werden.Der zweite Term 2€r7 repri-
sentiert den Vernichtungsterm der Transportgleichung. Die molekulare Dissipation stellt hierbei in
Kombination mit der Temperaturvarianz T eine Moglichkeit zur Formulierung turbulenter ther-
mischer Zeit- und Lingenskalen dar, die in vielen Modellierungsansitzen von signifikanter Be-
deutung sind [71]. Die Dissipationsrate der Temperaturvarianz €77 ist analog zur Dissipationsrate
der turbulenten kinetischen Energie € nicht unmittelbar bestimmbar. Im Vergleich zur Tempera-
turvarianz T72 erfordert die Entwicklung geeigneter SchlieBungsansitze fiir £77 einen wesentlich
grofleren Aufwand. Dies wird nachfolgend anhand ihrer exakten Transportgleichung erldutert. Der
vierte Term der rechten Seite DY, beschreibt die molekulare Diffusion der Temperaturvarianz. Im
Unterschied zum fiinften Term DtTT, der die turbulente Diffusion beschreibt, kann sie unmittelbar
aus den gemittelten StromungsgroBen bestimmt werden. Die turbulente Diffusion DY, hingegen
resultiert als sogenanntes drittes Moment unmittelbar aus dem Konvektionsterm und muss mit
Hilfe geeigneter Modellierungsansitze formuliert werden. Diese reichen von einfachen Gradien-

tenansitzen bis zu exakten Transportgleichung des dritten Momentes [58].
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Mit Hilfe der DNS-Daten von Abe et al. [85,86] ist es moglich den Verlauf der einzelnen Wirk-
mechanismen der exakten Transportgleichung der Temperaturvarianz 672 zu analysieren (vgl. Abb.
6.10 und 6.11). Die einzelnen Terme stehen stets im Gleichgewicht, so dass ihre Summe dem Wert
Null entsprechen muss. Fiir eine Kanalstromung niedriger molekularer Prandtl-Zahl Pr ist der we-
sentliche ,,Gegenspieler des exakten Produktionsterms Pr7 der Dissipationsterm €77. In unmittel-
barer Wandnihe y™ & 12 steigt der Einfluss des molekularen Diffusionsterms D}.,.. Diffusion und
Dissipation stehen an der Wand miteinander im Gleichgewicht. Im Gegensatz hierzu ist der Ein-
fluss der turbulenten Diffusion D%, nahezu vernachléssigbar in erzwungener Konvektion. Auch fiir
eine hohere molekulare Prandtl-Zahl Pr = 0,71 zeigt sich ein dhnliches Verhalten der Transportter-
me. Die GroBenordnung ist jedoch deutlich erhoht infolge der geringeren molekularen Dampfung.
Dies bewirkt auch eine Verschiebung des Maximums der Produktion zu kleineren Wandabstéinden
(y* =~ 10). Die viskose thermische Unterschicht bleibt auf den wandnahen Bereich der Stromung
beschrénkt. Auch fiir diesen Bereich der Prandtl-Zahlen gleicht die Dissipation die Produktion in
einem GroBteil der Strémung aus. Im wandnahen Bereich nimmt neben der molekularen Diffusion
DY auch die turbulente Diffusion D%, eine im Vergleich zu niedrigen Prandtl-Zahlen gering-
fligig wichtigere Rolle ein. Es ist an dieser Stelle anzumerken, dass gemif3 der Untersuchungen
nach Oti¢ et al. [161] die Modellierung der turbulenten Diffusion der Temperaturvarianz fiir stark
auftriebsbehaftete Stromung zunehmend an Bedeutung gewinnt. Eine Analyse des Einflusses der
Reynolds- und Prandtl-Zahl auf die Transportterme der Temperaturvarianz kann dem Anhang (vgl.

Anhang A.2.3) entnommen werden.

0.02 : ;
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0
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Abbildung 6.10.: Verlauf der entdimensionierten Transportterme der Temperaturvarianz 6’ iiber dem di-
mensionslosen Wandabstand y* gemiB der DNS-Daten fiir eine vollstindig entwickelte
Plattenkanalstromung bei Re; = 640 und Pr = 0,025 von Abe et al. [85,86].
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Abbildung 6.11.: Verlauf der entdimensionierten Transportterme der Temperaturvarianz 67 iiber dem di-

mensionslosen Wandabstand y* gemiB der DNS-Daten fiir eine vollstindig entwickelte
Plattenkanalstromung bei Re; = 640 und Pr = 0,71 von Abe et al. [85,86].

6.3.2. Transportgleichung der Dissipationsrate der Temperaturvarianz

Die Dissipationsrate der Temperaturvarianz €77 bzw. €gg kann iiber zwei verschiedene Ansitze
bestimmt werden, die an dieser Stelle kurz erldautert werden sollen. Der erste Ansatz basiert in der
Verwendung des sogenannten Zeitskalenverhiltnisses R;, im homogenen wandfernen Bereich der
Stromung. Dieses ist im Allgemeinen definiert als Verhiltnis der thermischen 7;;, und mechani-

schen Zeitskalen 7,,,:

Tl‘h ﬁ k Tl‘h m k
R=—= - bzw. R=— = - . 6.26
Tm (28TT) / (8) oW Tm (2899 / € ( )

Dieses kann fiir Stromungen hinreichend grofer molekularer Prandtl-Zahl Pr im wandfernen

Bereich der Stromung als nahezu konstant angenommen werden (vgl. Abb. 6.12). Der Einfluss
der Reynolds-Zahl Re; ist jedoch deutlich zu erkennen. Die Dissipationsrate kann durch einfaches
Umstellen der GI. (6.26) ermittelt werden:

T2\ [k 02\ [k
ErT = <2T—Rh) / (E) bzw. Egg = (2—Rh> / <E) . (627)

Das Zeitskalenverhiltnis R stellt fiir viele verschiedene Modellansitze eine wichtige Grofle dar,
da diese GroBe maBgeblich den Einfluss der Skalentrennung infolge der molekularen Prandtl-Zahl

reprisentiert. Betrachtet man nun eine iibliche Plattenkanalstromung unter Verwendung der Er-
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haltungsgroBe ® kann mit Hilfe einer Taylor-Reihenentwicklung der turbulenten Fluktuationsgro-
Ben in Wandnihe gezeigt werden, dass fiir verschwindende Temperaturfluktuationen an der Wand
@W = 0 das Zeitskalenverhiltnis R asymptotisch auf den Wert der molekularen Prandtl-Zahl Pr
strebt (vgl. Abb. 6.12) [75]. Dies stellt eine wichtige Nebenbedingung der Modellierung der Dis-
sipationsrate €g¢ in Plattenkanalstromungen dar.

t4 | | | e Re;— 180, Pr — 0,025
12+ —8— Re; = 395,Pr = 0,025 i
8- Re; = 640, Pr = 10,025
1k —— Re; =180,Pr=0,71
—— Re; =395,Pr=0,71
0.8 | —— Ref = 640,Pl’ = 0,71 i

0 e i L A L oL

0 100 200 300 400 500 600
yt
Abbildung 6.12.: Verlauf des Zeitskalenverhiltnisses R iiber dem dimensionslosen Wandabstand y* turbu-
lenter Plattenkanalstrémungen mit variierender Reynolds-Zahl Re; und unterschiedlichen

molekularen Prandtl-Zahlen, Pr = 0,025 und Pr = 0,71, ermittelt mit Hilfe der DNS-Daten
von Abe et al. [85,86].

Ein Nachteil dieser Methodik ist, dass fiir jeden Stromungstyp einer jeweiligen molekularen
Prandtl- Pr bzw. Reynolds-Zahl Re; eine genaue Kenntnis des Zeitskalenverhiltnisses im homo-
genen Bereich der Stromung erforderlich ist. Speziell fiir komplexe Stromungen oder Stromungen
unter Berticksichtigung von Auftriebseffekten ist dies nicht zwangsldufig aus experimentellen oder
numerischen Daten mit hinreichender Genauigkeit bekannt.

Die zweite Moglichkeit der Modellierung basiert auf dem Losen einer zusitzlichen Transport-
gleichung fiir 77 bzw. €gg. Die Transportgleichung weist in ihrer Komplexitét und ihrer Ableitung
groBe Ahnlichkeit zur Transportgleichung der Dissipationsrate der turbulenten kinetischen Energie
€ auf. Zuniichst wird die partielle Ableitung nach x; der beiden Seiten der Transportgleichung der
instantanen Temperatur 7 = T 4 T gebildet. AnschlieBend kann jeder Term mit 2 (97’ /dx;)

multipliziert und eine zeitliche Mittelung durchgefiihrt werden [71]:
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J J J J Jd [
err L err _ (oc ETT)+ <_8§"T”;c>

ot YTox; T ox \© oxe ) o
—— —— ~ ~ ~
zeit. Anderung  Konvektion Mol. Diffusion Turb. Diffusion
oT' u} \ oT T’ IT' \ Ju; ,dT 9T
20| 55 |32 55 | 5 2au,5—5——
dx; dx; | dxy dx; dx; | dxy dx; dx;dx;

Produktion bzw. Vernichtung durch Hauptstromung

9T’ 9T I, , 97T 92T

—20———" — 0=
8xk 8xl 8xl 8xj8xl~ &xﬂ?xi ’
Prod. bzw. Vern. Egrch Fluktuationen mol. Vernggtungsterm
(6.28)
bzw. in symbolischer Notation:
_ NV 14
LSTT + C€TT - Den +D87T + PSTTI + PSTT2 + PSTT3 + PETT4 - T8TT : (6.29)

Auch hierfiir miissen eine Vielzahl von Produktion-, Vernichtungs- und Diffusionstermen ge-
eignet modelliert werden. Leider existieren keine aus experimentellen Daten bestimmten Verldufe
der einzelnen Terme, so dass die Entwicklung von Ansitzen der Modellierung rein auf Basis nu-
merischer Daten beruht. Die ersten beiden Terme beschreiben die zeitliche Anderung Le,, und
und D}

Konvektion Cg,,. Die beiden Terme der rechten Seite Dy err

err entsprechen der molekularen

und turbulenten Diffusion. Die turbulente Diffusion muss geeignet modelliert werden. Ublicher-
weise erfolgt dies mittels eines Gradientenansatzes (SGDH bzw. GGDH). Die Summe der Terme
Pepp1 + Peppo + Pepp3 stellt die Produktion bzw. Vernichtung von €77 infolge der Hauptstromung
dar. Der vorletzte Term P, 4 stellt ebenfalls einen Produktions- bzw. Vernichtungsterm dar infolge
der turbulenten FluktuationsgroBen. Der letzte Term Y, beschreibt die molekulare Vernichtung
der Dissipationsrate €77.

Auch fiir diesen Fall miissen sdmtliche Terme, die auf unbekannten Fluktuationsgrof3en basie-
ren, modelliert werden. Geeignete Modellansédtze bzw. Vereinfachungen der exakten Transport-

gleichungen, sollen nachfolgend fiir unterschiedliche Modelle diskutiert werden.

6.3.3. Ansatz von So & Sommer (1994)

Das turbulente Warmeflussmodell von So & Sommer [162] ist eine Modifikation des Schlie-
Bungsansatzes von Sommer et al. [163] aus dem Jahr 1992. Die turbulente thermische Diffusivitét
oy wird im Rahmen dieses Modells unter Einsatz einer Transportgleichungen der Temperaturva-

rianz 6’2 und ihrer Dissipationsrate €gg bestimmt. So & Sommer [162] folgen in ihrer Arbeit der
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Argumentation von Nagano et al. [164] bzw. So et al. [165]. Diese besagt, dass eine Berechnung der
turbulenten Warmefliisse auf Basis von Zweigleichungsmodelle die niedrigst erforderliche Model-
lierungsstufe in erzwungener Konvektion darstellt. Die resultierende Genauigkeit eines Ansatzes
erster Ordnung der turbulenten Wirmefliisse, ist in diesem Fall stark an die Ordnung und Genau-
igkeit des SchlieBungsansatzes der Impulserhaltungsgleichung gekoppelt [162].

Analog zur turbulenten Wirbelviskositit v; kann die turbulente thermische Diffusivitdt oy mit
Hilfe eines turbulenten Geschwindigkeits- und Lingenmalles bestimmt werden. Das Geschwin-
digkeitsmal} wird, wie im Rahmen der Turbulenzmodellierung iiblich, mit Hilfe der turbulenten
kinetischen Energie k'/2 gebildet. Das turbulente Langenmal3 hingegen kann aus dem Produkt
eines turbulenten Geschwindigkeits- und ZeitmaBles ermittelt werden. Um den Einfluss der Ska-
lentrennung infolge der Prandtl-Zahl zu berticksichtigen, schlagen Sommer et al. [163] in der For-
mulierung des turbulenten Zeitmalles eine Kombination der mechanischen 7,, und thermischen
Zeitskalen 7y, (vgl. Gl (6.26)) vor. Die turbulente thermische Diffusivitdt o; kann nun wie folgt
ermittelt werden [162,163]:

_ 1/2
o =Cy fok [k T2 /e eTT] 2 (6.30)

wobei die Grolen C) und f; eine Konstante und eine Ddmpfungsfunktion darstellten.
Im urspriinglichen Ansatz von Sommer et al. [163] ist der Koeffizient mit C; = 0,11 angegeben.

Die Dampfungsfunktion f; ist wie folgt formuliert:

fr= [exp (= (Rer/30)%) CAL| 11— exp (vt /4N, (6.31)

Re,l/4

wobei die Koeffizienten mit C;; = 0,1 und A" = 30 angegeben werden [163]. Die GroRe Re; =
k?/ (€ v) entspricht der sogenannten turbulenten Reynolds-Zahl. So & Sommer [162] erweitern

diese Formulierung unter Beriicksichtigung der molekularen Prandtl-Zahl Pr:

£ (Pr) = Cay (Pr) [1= foy (Pr)] /R  + fiy (Pr), (6.32)

wobei die Funktion f;, (Pr) = {1 —exp[—y* /AT (Pr)]}? die bereits im urspriinglichen Modell
eingesetzte Ddmpfungsfunktion (vgl. zweiter Term der Gl. (6.31)) darstellt.

Durch eine Analyse des asymptotischen Wandverhaltens der turbulenten Fluktuationsgroen
kann nachgewiesen werden, dass die turbulente thermische Diffusivitit o; sich der Wand asym-
ptotisch mit yJr3 ndhert [162]. In ihrem Ansatz beruht die Dampfungsfunktion f3; auf einer van
Driest’schen Dimpfungsfunktion, die als Funktion des dimensionslosen Wandabstandes y* das

korrekte asymptotische Verhalten?” der turbulenten thermischen Diffusivitit sicherstellen soll. Der

3TFiir beide Dampfungsfunktionen ist leicht nachzuweisen (vgl. Gl. (6.31)), dass infolge des Quadrats ihr asymptoti-
sches Verhalten an die Wand proportional zu er*2 ist.
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Abbildung 6.13.: Verlauf der Koeffizienten C;; und A" der Ddmpfungsfunktion f; von Sommer et al. [163]
sowie So & Sommer [162] in Abhédngigkeit der molekularen Prandtl-Zahl Pr.

Einfluss der Prandtl-Zahl soll durch geeignete Wahl der Koeffizienten A* und C;; in die Model-

lierung der turbulenten thermischen Diffusivitit eingefithrt werden [162]:

10/Pr fir Pr<0,25,
AT (Pr) = (6.33)
39/Prl/1  fiir  Pr>0,25,

04/Pri/*  fir Pr<o,l,
Cy, (Pr) = (6.34)
0,07/Pr fir Pr>0,1.

Die Konstante C), = 0,095 ist nach So & Sommer [162] geringfiigig niedriger gewihlt als in der
Arbeit von Sommer et al. [163]. Der Verlauf der Funktionen Cy; (Pr) und A" (Pr) ist jeweils fiir
eine variierende molekularen Prandtl-Zahl in Abb. 6.13 dargestellt. Es sei an dieser Stelle darauf
hingewiesen, dass So & Sommer [162] den Verlauf der beiden Koeffizienten durch eine Parameter-
studie des numerischen Modells im Vergleich zur Korrelation von Kader [166] ermittelten. Dieses
Vorgehen beinhaltet somit auch die Korrektur des Fehlers, der auf Abweichungen bei der numeri-
schen Berechnung der mechanischen und thermischen Zeitskalen 7,, bzw. 7;;, und somit auf das,
von So & Sommer [162] bzw. Sommer et al. [163] im Rahmen ihrer Untersuchung eingesetzte,
Turbulenzmodell®® zuriickzufiihren ist. Um den Einfluss dieses Modellierungsfehlers bei der Wahl
der Koeffizienten Cy; (Pr) und A" (Pr) zu priifen, ist in den Abb. 6.14 und 6.14 der auf Basis der
DNS-Daten von Abe et al. [85,86] ermittelte Verlauf der turbulenten thermischen Diffusivitit Ott+
fiir die beiden Prandtl-Zahlen Pr = 0,025 und Pr = 0,71 dargestellt.

3Beide Modelle sind mit einem Reynolds-Spannungsmodell von Zhang et al. [167] kombiniert.
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Speziell fiir niedrige molekulare Prandtl-Zahlen Pr = 0,025 ist zu erkennen, dass die Ddmpfung
fiir das Modell von So & Sommer [162] infolge eines zu hohen Wertes des Parameters A™ (Pr)
im Bereich der Kernstromung zu stark ist. Fiir das Modell von Sommer et al. [163] mit einem
konstanten Parameter AT = 30 zeigt sich fiir niedrige Prandtl-Zahlen hingegen eine zu niedrige
Diampfung der turbulenten thermischen Diffusivitit a*. Bedingt durch den zu niedrig bestimmten
Impulsaustausch des Modells von So & Sommer [162] ldsst sich erwarten, dass, unter Annahme
einer idealen Berechnung des Verlaufs der turbulenten Reynolds-Spannungen, die Nusselt-Zahl
als integrale Grofle zu niedrig vorhergesagt wird. Fiir eine hohere Prandtl-Zahl Pr = 0,71 zeigt das
Modell von So & Sommer [162], speziell im wandnahen Bereich der Stromung, eine wesentlich
bessere Ubereinstimmung mit den DNS-Daten [85,86] mit einer Abweichung des Maximums von
4 % zur DNS. In der Kanalmitte y* ~ 640 ist jedoch eine deutliche Unterbewertung (ca. 25 %)
zu erkennen. Auch fiir diesen Fall ist der Parameter im Ansatz von Sommer et al. [163] zu niedrig
gewdhlt und das Maximum der turbulenten thermischen Diffusivitidt wird ca. 22 % iiberschétzt.

Beide Ansitze lassen sich nicht im Bereich niedriger Prandtl-Zahlen empfehlen. Es soll ange-
merkt werden, dass diese Bewertung keine Aussage beziiglich der verschiedenen Modellansitze
der Transportgleichung der Temperaturvarianz 672 oder ihrer Dissipationsrate €g¢ beinhaltet. Eine
Verbesserung bzw. Modifikation des Ansatzes von So & Sommer [162] muss, gemil der vorlie-
genden Untersuchung, fiir die Koeffizienten A™ (Pr) und C;; erfolgen. Die Ddmpfungswirkung
der Funktion f; im Bereich niedriger Prandtl-Zahlen ist zu grofl gewihlt. Auch ein Einfluss der
Reynolds-Zahl Re; bzw. der Péclet-Zahl Pe ist fiir die Wahl eines geeigneten Koeffizientenpaares

zu iiberdenken.
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40 -+ Sommer et al. (1992)
|| = So & Sommer (1994) 1
30
+N
3
20
Reﬂ;:640
10 1 | pr=0,025
0_0. PR | N P
0.1 1 10 100
yt

Abbildung 6.14.: Verlauf der turbulenten Diffusivitiit o, iiber dem dimensionslosen Wandabstand y™ fiir
die Modelle von Sommer et al. [163] und So & Sommer [162] im Vergleich zu den DNS-
Daten [85,86] bei Re; = 640 und Pr = 0,025 (Symbol fiir jeden 4. Datenpunkt).
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80

70 r| -a Sommer et al. (1992)
60 | = So & Sommer (1994)

50
+5" 40 |
30
20 | Re; =640
10 Pr=20,71
0 —e— —e =
0.1 1 10 100
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Abbildung 6.15.: Verlauf der turbulenten Diffusivitit o, iiber dem dimensionslosen Wandabstand y™ fiir
die Modelle von Sommer et al. [163] und So & Sommer [162] im Vergleich zu den DNS-
Daten [85,86] bei Re; = 640 und Pr = 0,71 (Symbol fiir jeden 4. Datenpunkt).

Die Transportgleichungen der Temperaturvarianz 67 bzw. ihrer Dissipationsrate €gg konnen

nach So & Sommer [162] (in iiblicher Notation bei Kanalstromungen) wie folgt angegeben werden:

207 907 9 [ 267\ 9 —— k 907\ 00
o1 +l/lka—Xk —a—Xk <a an ) + a_Xk <C92 uplt; E axj ) —2uk9 a—Xk —2¢&p0, (6.35)

8899 8899 0 8899 d — k 8899 Ego
7200 L 5. 7500 T (02200 4 T (Cpn uldd = 2200 ) L0, 200p
gt o am \Yax ) Tam \(00 MM g gy, ) Tl 636
E €9 599 599 .
Cir=P, £00 b gy 20 g — Cys 28
27 o +Ca3 Tk Cd46/2869 ds €96 + Ceo,

wobei die GroBen Py = —uj 0’ (00/dxi) und P, = —uul; (du;/dx;) die Produktionsterme der
Temperaturvarianz und der turbulenten kinetischen Energie darstellen. Der Term (g stellt eine
Korrekturfunktion im wandnahen Bereich der Stromung unter Beriicksichtigung eines korrekten
asymptotischen Verhaltens der Temperaturvarianz und ihrer Dissipationsrate dar. Er ist durch So

& Sommer [162] wie folgt angegeben:

= x 2
€00 - E E
(Cd4_4)ﬁ‘966 +Cas €0 — %

Geo = oxp (= (Re,/80)°)

(6.37)
€00 ,«
+ (Z_Cdl —CdQPV) _WPG 5
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6. Analyse und Bewertung von SchlieBungsansitzen der Energieerhaltungsgleichung

wobei Py der Produktion infolge des Temperaturgradienten in Stromungsrichtung entspricht. Die
_ — 2

GroBen &€ = £ —2v (8\/%/8(1), €5o = €99 — 00’2 /d* und Egg = €99 — @ [8\/ 9’2/8d] entspre-

chen der modifizierten Dissipationsrate der turbulenten kinetischen Energie bzw. der Temperatur-

varianz. In diesem Kontext entspricht die Grofle d der wandnormalen Koordinate bzw. dem wand-

normalen Abstand. Die Koeffizienten der turbulenten Diffusionsterme sowie der Produktionsterme

beider Gleichungen sind nach So & Sommer [162] angegeben zu:

Cai=18 Cppn=0; Cy3=0,72; Cgs=22; Cy5=0,3;
C92:0,11; CQQZO,II.

(6.38)

Die jeweiligen Formulierungen der Transportgleichungen der Temperaturvarianz 6’2 und ihrer
Dissipationsrate €gg hiingen zwar nicht vom dimensionslosen Wandabstand y™ ab, jedoch von der
wandnormalen Koordinate d. Dies kann fiir komplexere Geometrien unerwiinscht sein und muss
fiir diese Fille hinreichend untersucht werden. Eine potenzielle Erweiterung des Ansatzes von So

et al. [162] kann dem Anhang (vgl. Anhang A.2.5) entnommen werden.

6.3.4. Ansatze von Abe et al. (1995) und Manservisi & Menghini (2014)

Abe et al. [61] verfolgten fiir thren Modellansatz ein dhnliches Vorgehen wie So & Sommer
[162]. Neben der Modellierung eines geeigneten Lingenmalles in der Modellierung der turbulenten
thermischen Diffusivitét ¢y, das gleichbedeutend fiir den wandnahen und wandfernen Bereich der
Stromung geeignet ist, liegt der wesentliche Fokus ihrer Arbeit in der Modellierung geeigneter

Zeitskalen zwischen Geschwindigkeits- und Temperaturfeld:
oy o< k Ty = k'/2 (k1/2 ry>, (6.39)

wobei Ty in diesem Zusammenhang einem ,,hybriden” ZeitmalR entspricht, das wiederum aus einer

Kombination des mechanischen 7, und thermischen ZeitmalBes 7;;, zu bestimmen ist [61]:
T, o (r,@ r;’,;> — T, R"  (I+m=1). (6.40)

Die GroBle R entspricht in diesem Zusammenhang dem Zeitskalenverhiltnis gemifl Gl. (6.26).
Es existiert eine Vielzahl von Moglichkeiten der Bestimmung der Exponenten / und m, jedoch
unter der Bedingung, dass ihre Summe stets dem Wert [ +m = 1 entspricht. Eine Moglichkeit
ist die Verwendung einer von Zeman & Lumley [168] vorgeschlagenen, gemischten Zeitskala als

harmonischen Mittelwert der Zeitskalen des Geschwindigkeits- und Temperaturfeldes:

Ty o< (1/Tn+Con/T) ' = T [R/ (Cu +R)], (6.41)
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6.3. Modellierung der turbulenten thermischen Diffusivitit

wobei C,, eine Konstante darstellt. Abe et al. [61] untersuchten dariiber hinaus unterschiedliche
Déampfungsfunktionen fiir den wandnahen Bereich der Stromung. Um ihren Modellvorschlag auch
fiir abgeloste Stromungen, z.B. liber eine riickwirtsgeneigte Stufe, zu erweitern, wird der iiblicher-
weise eingesetzte dimensionslose Wandabstand y* in der van Driest’schen Dimpfungsfunktion
durch eine alternative Formulierung y* = u, d/v ersetzt. Die GroBe ue = (ve)'/* entspricht dem
Kolmogorov’schen Geschwindigkeitsmal} (vgl. GI. (3.3)).

Abe et al. [61] schlagen drei verschiedene Modellansitze vor. Der erste Modellansatz, nachfol-
gend als Modell A bezeichnet, lautet:

[ 2R e (VY )
O‘I—CA{E(CMR)”" (?) pr Jd

]

Er basiert auf der Anwendung eines zusammengesetzten Zeitmales. Die Konstante dieses Zeitma-

(6.42)

Bes wird zu C,, = 0,5 gewiihlt, so dass die resultierende turbulente Prandtl-Zahl Pr, = v;/a; des
Modells den iiblichen Wert Pr; = 0,9 annimmt. Unter alleiniger Beriicksichtigung der Bedingung

der Exponenten formulierten Abe et al. [61] ein weiteres Modell (Modell B) mit m = 1:

2 3\ 1/4 1/2
atzcx{k (2R) + 3k'/ (V?) 2R) fd}

&

Pr

(6.43)

X< 1—ex _y* I —ex —Prl/zy*

PUa P 14 !
sowie fiir den Exponenten m = 1/2 (Modell C):
k2 1 v3 1/4 (2R)1/2
=Ci 3 — (2R 43k [ -

% )“{ e 2R £ pr Jd

(6.44)

Pt}

In jeweils allen drei Modellen ist die Konstante zu C; = 0,1 angegeben, sowie die Ddmpfungs-
funktion im zweiten Term zu f; = exp (— (Re;/ 200)2) [61]. Es ist leicht nachzuweisen, dass die
turbulente thermische Diffusivitét infolge der Ddmpfungsfunktionen ein asymptotisches Verhal-
ten proportional zu y+3 aufweist. Fiir den wandnahen Bereich der Stromung ist einzig der zweite
Term von Bedeutung. Mit zunehmendem Wandabstand verringert sich jedoch sein Einfluss und
der erste Term bestimmt zunehmend den Verlauf der turbulenten thermischen Diffusivitit ¢;. Fiir
eine Prandtl-Zahl Pr = 0,71 kann gemédll der DNS-Daten [85] das Zeitskalenverhéltnis im homo-
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genen Bereich der Stromung zu R ~ 0,5 angenommen werden (vgl. Abb. 6.12). Fernab der Wand
ist somit zu erwarten, dass sich fiir alle drei Modellvorschlidge A, B und C nach Abe et al. [61] ein
nahezu identischer Verlauf einstellt. Fiir Stromungen niedriger Prandtl-Zahl, z.B. fiir Pr = 0,025,
hingegen trifft dies nicht zu. Abe et al. [61] weisen in ihrer Arbeit explizit darauf hin, dass ein
allgemeingiiltiger Modellansatz speziell unter Beriicksichtigung des Einflusses der molekularen
Prandtl-Zahl durch keinen der drei Modellvorschldge gegeben ist. Dies soll nachfolgend anhand
der DNS-Daten [85] tiberpriift werden.

In Abb. 6.16 und 6.17 ist der Verlauf der normierten, turbulenten thermischen Diffusivitit Oc;L ge-
miB der drei Modellvorschliige iiber dem dimensionslosen Wandabstand y™ aufgetragen. Es zeigt
sich, dass speziell fiir niedrige Prandtl-Zahlen (Pr = 0,025) keiner der drei Ansétze fiir turbulente
Kanalstromungen eine akzeptable Ubereinstimmung mit den DNS-Daten aufweist. Dies lisst sich
auf einen zu starken, kombinierten Einfluss der drei Ddmpfungsfunktionen zuriickfiihren. Fiir ho-
here Prandtl-Zahlen (Pr = 0,71) hingegen zeigt sich eine deutlich bessere Ubereinstimmung der
drei verschiedenen Ansitze im Vergleich zu den DNS-Daten. Die relative Abweichung zur DNS
betrigt fiir das Maximum ca. 10 %. Es ldsst sich schlussfolgern, dass eine Verbesserung der Mo-
delle von Abe et al. [61] durch die Modifikation der Dampfungsfunktionen und des kombinierten
Zeitskalenverhiltnisses (vgl. Gl. (6.40)) erzielt werden muss.

Der Modellvorschlag von Manservisi & Menghini [65,66] setzt genau an diesem Punkt an und
erweitert die Definition der lokalen thermische Zeitskala 7, (vgl. Gl. (6.39)) speziell fiir Stro-
mungen niedriger molekularer Prandtl-Zahl. Leider sind die Verdffentlichungen von Manservisi
& Menghini [65,66] hinsichtlich der Formulierungen und Definitionen der einzelnen Funktionen
untereinander inkonsistent bzw. teilweise auch fehlerbehaftet. Im Nachfolgenden sei demnach ei-
ne, in Abgleich zur urspriinglichen Veroffentlichung von Abe et al. [61] rekonstruierte, Variante
thres Modells angegeben. Ausgangsgleichung fiir die Formulierung der turbulenten thermischen
Diffusivitét ist erneut die Gl. (6.39). Der Ansatz nach Manservisi & Menghini [65,66] fiir diese

GroBe kann nun wie folgt formuliert werden:

1 2R e (VY V2R
at_cl{; {Pr,oo—i_(Cm%—R) fq)} +1.3k (?) Pr Ja

. - (6.45)
X {l—exp (—)1}—4) }{l—exp (— 19y > },
wobei die beiden Dimpfungsfunktionen angegeben werden zu:
fo=1—exp (— (Re, /500)2> und  fy=1—exp (— (Re, /200)2) . (6.46)

Diese Formulierung zeigt groBe Ahnlichkeiten zum Ausgangsmodell von Abe et al. [61]. Der Ko-

effizient C; = 0,1 ist identisch gewihlt. Der erste Term, der im Bereich der Kernstromung wirkt,
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6.3. Modellierung der turbulenten thermischen Diffusivitit

entspricht dem Konzept einer konstanten turbulenten Prandtl-Zahl Pr;.. = 0,9. Der zweite Term
stellt eine aus der mechanischen und thermischen Zeitskala zusammengesetzten Grof3e dar, wobei
der zugehorige Parameter einen Wert C,, = 0,3 aufweist. Im Gegensatz zu Abe et al. [61] wird
fiir diese Zeitskala eine zusitzliche Ddmpfungsfunktion fy (vgl. Gl. (6.46)) eingefiihrt. Fiir den
dritten Term fillt auf, dass der Wert des vorangestellten Koeffizienten im Vergleich zur den Mo-
dellansitzen nach Abe et al. [61] von 3 auf 1,3 reduziert wurde. Die zu diesem Term zugehorige
Déampfungsfunktion f; entspricht hingegen ihrer urspriinglichen Definition. Die zwei nachfolgen-
den Terme sind ebenfalls Dadmpfungsfunktionen in Abhingigkeit des normierten Wandabstands
y* = ug d /v und dhneln ebenfalls in ihrer Form der urspriinglichen Modellformulierung. Einzig der
Nenner der zweiten Ddmpfungsfunktion ist mit einem Wert 19 (vgl. Gl. (6.44)) geringfiigig hoher
gewihlt. Dies fiihrt zu einer geringeren Diampfungswirkung im Ubergangsbereich des wandnahen
und wandfernen Bereichs.

Der Vergleich der verschiedenen vorgestellten Modellkonzepte kann fiir zwei unterschiedliche
Prandtl-Zahlen Pr = 0,025 und 0,71 den Abb. 6.16 und 6.17 entnommen werden. Das Modell
von Manservisi & Menghini [65,66] zeigt gemif der Erwartung eine wesentlich bessere Uberein-
stimmung fiir niedrigere Prandtl-Zahlen mit einer relativen Abweichung des Maximalwertes von
ca. 15 %. Bei hoheren Prandtl-Zahlen hingegen (vgl. Abb. 6.17) wird der Verlauf der turbulenten

thermischen Diffusivitét deutlich iiberbewertet (rel. Abweichung von bis zu 44 %).

-0- DNS
-=- Abe et al. (1995) - Modell A
40 || = Abe et al. (1995) - Modell B N
-=- Abe et al. (1995) - Modell C f:%
Manservisi & Menghini (2014) y
30 (}) i
+N
3
20
Re; = 640
10 1 | pr = 0,025
0 —e —e =
0.1 1
yt

Abbildung 6.16.: Verlauf der turbulenten Diffusivitit ¢, iiber dem dimensionslosen Wandabstand y* fiir
die Modelle von Abe et al. [61] und Manservisi & Menghini [65,66] im Vergleich zu den
DNS-Daten [85,86] bei Re; = 640 und Pr = 0,025 (Symbol fiir jeden 4. Datenpunkt).
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100 1 T T
-0- DNS
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Abbildung 6.17.: Verlauf der turbulenten Diffusivitit ¢, iiber dem dimensionslosen Wandabstand y* fiir
die Modelle von Abe et al. [61] und Manservisi & Menghini [65,66] im Vergleich zu den
DNS-Daten [85,86] bei Re; = 640 und Pr = 0,71 (Symbol fiir jeden 4. Datenpunkt).

Einer der wesentlichen Vorteile gegeniiber dem Konzept der turbulenten Prandtl-Zahl ist die
,hatiirliche” Beriicksichtigung des Skalenunterschieds bei niedrigen Prandtl-Zahlen zwischen dem
Geschwindigkeits- und Temperaturfeld durch Einbeziehen des Zeitskalenverhiltnisses R (vgl. Gl.
(6.26)) in die Modellierung der turbulenten thermischen Diffusivitit o;. Um das Zeitskalenverhilt-
nisses R zu berechnen, formulieren Abe et al. [61] folgende modellierte Form der Transportglei-

chungen der Temperaturvarianz 62 sowie ihrer Dissipationsrate €gg:

72 02 12 )
96 96 i{ (oc-i— %) &i} —2u§<9’8—® — 2¢€pp, (6.47)
h

ot T Tom FP P

8899 _ 8899 o d oy 5899 €00 — ,8@
3 + Uy ox.  oxt OH’O_—¢ - PlfPle_”ke

0 ox;
Tk i (6.48)
Ego o ,8 82 € 899
—Cr2fr2— il ox; CleDl_ —Co2fpr—

wobei der Zusammenhang zwischen turbulentem Wirmeflussvektor und der zeitlich gemittelten

Temperatur bzw. skalaren ErhaltungsgroBe ® wie folgt definiert ist:

104



6.3. Modellierung der turbulenten thermischen Diffusivitit

o 00
J taxj'.

In den Transportgleichungen werden in beiden Ansétzen fiir die turbulente Diffusion ausschlie3-

(6.49)

lich isotrope Gradientenansitze unter Verwendung einer jeweiligen Schmidt-Zahl o), bzw. oy ver-
wendet [61,65,66]. Die Werte und Formulierungen der verschiedenen Koeffizienten und Damp-
fungsfunktionen sollen, aufgrund ihrer besseren Eignung fiir niedrige Prandtl-Zahlen, im Folgen-
den ausschlieBlich nach Manservisi & Menghini [65,66] aufgefiihrt werden.

Bei einem direkten Vergleich der Koeffizienten zwischen der Arbeit von Manservisi & Meng-
hini [65,66] und Abe et al. [61] fillt jedoch auf, dass sich diese untereinander nur marginal unter-
scheiden. Es sei an dieser Stelle erwédhnt, dass Manservisi & Menghini [65,66] in ihrer Arbeit nicht
die vollstindige Temperaturvarianz 67 sondern die alternative Formulierung kg = %ﬁ als Trans-
portgroBe verwenden. Die hier dargestellten Werte der Koeffizienten lassen sich jedoch einfach

durch Halbieren der Werte rekonstruieren. Vollstidndig lautet sie:

Cr=0,1; Cy=20; Cp=185 Cpn=009;

2 N\ )2 (6.50)
Cdzz{1,9 1 —0,3exp (— <%> )] —1}{1—exp<—5y—7>}

Ein wesentlicher Vorteil der beiden Modellvarianten nach Abe et al. [61] bzw. Manservisi &

Menghini [65,66] ist, dass sie anstelle des dimensionslosen Wandabstandes y™ eine alternative For-
mulierung y* verwenden. Dies ist speziell fiir Stromungen, die durch Ablosungen gekennzeichnet
sind, von entscheidender Bedeutung, da Dimpfungsfunktion in Abhingigkeit von y™ ansonsten
zu groBBen Abweichungen im Bereich der Ablosung fiihren konnen. Jeweils beide Modellvarianten
sind mit einem linearen Wirbelviskosititsmodell von Abe et al. [169] kombiniert. Zur Berechnung
von Sekundarstromungen der zweiten Art muss demnach untersucht werden, ob die verschiedenen
Modelle sich auch mit einem SchlieBungsansatz héherer Ordnung der Impulserhaltungsgleichung
kombinieren lassen.

Zusammenfassend ldsst sich feststellen, dass speziell das Modell von Manservisi & Menghi-
ni [65,66] fiir niedrige molekulare Prandtl-Zahlen (Pr = 0,025) eine sehr gute Ubereinstimmung
im Vergleich zu den DNS-Daten [85,86] zeigt. Die in diesem Modell eingefiihrten Modifikationen
des SchlieBungsansatzes von Abe et al. [61] basieren jedoch auf rein empirischen Uberlegungen
und miissen fiir komplexe Stromungstypen hinsichtlich ihrer Giiltigkeit neu bewertet werden. Eine
Analyse des kombinierten Einflusses der Reynolds- und Prandtl-Zahl in turbulenten Plattenkanal-

stromungen kann dem Anhang entnommen werden (vgl. Anhang A.2.4).
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6.4. Modellierung auf Basis zweiter Momente

6.4.1. Transportgleichungen der turbulenten Warmeflisse

Fiir die Entwicklung eines vollstindig differentiellen SchlieBungsansatzes muss zunichst die
exakte Transportgleichung der turbulenten Wirmefliisse W formuliert werden. Diese lésst sich
in zwei wesentlichen Schritten ableiten. Im ersten Schritt wird die Summe aus den Produkten der
Energieerhaltungsgleichung (vgl. Gl. (2.16)) und der Geschwindigkeitsfluktuation u} sowie der
Impulserhaltungsgleichung der instantanen Geschwindigkeitskomponente #; und der Temperatur-
fluktuation 7’ gebildet. Im Anschluss kann, unter Beriicksichtigung der ,,mathematischen Regeln‘
der Reynolds-Dekomposition (vgl. Kapitel 4.3.1), die Summe diesen beiden Produkte zeitlich ge-

mittelt werden. Diese Teilschritte der Ableitung lassen sich wie folgt zusammenfassen [170]:

N (u)T'+ & (T) u, = 0. (6.51)

In diesem Kontext entsprechen die Notationen .4~ dem Operator der Impulserhaltungsgleichung
angewendet auf die instantane Geschwindigkeitskomponente u; und & dem Operator der Energie-
erhaltungsgleichung angewendet auf die instantane Temperatur 7.

Die exakte Transportgleichungen der drei Komponenten (i = 1,2 und 3) des turbulenten Warme-

flussvektors ugT’ lautet damit:

ouT’ ou T’ —— 0T —— Ju; — ou’ oT’
U — = —du, — —uT — —BgT? — (Vv+a)=——t—-——
a7 Moy K P T AR ™
S—~— —— N ~~ —_— N ~~
zeitl. Anderung Konvektion Produktionsterme Auftriebsterm Dissipationsterm
+ — 5 + =—|—-——pT
p Ox dxe \ P (6.52)
—— ~ ~
Druckumverteilungsterm Druckdiffusion

Ox o o Ox

Molekulare Diffusion Turbulente Diffusion

/ /
2 (v 7% | g u'a—T> 2 (—u’u?{T’).

Die exakte Transportgleichung der turbulenten Wirmefliisse wird in der Literatur iiblicherweise in

3

symbolischer Notation fiir die einzelnen Transportterme>® angegeben:

Lig+Cig = P+ PY + Gig — €9 + ig + Dl + DYy + Dy, (6.53)

3Die Reihenfolge der Transportterme entspricht vollstindig der Auflistung in GI. (6.52).
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Die linke Seite der Gleichung beschreibt die zeitliche Anderung L;g und Konvektion der turbu-
lenten Wirmefliisse infolge der gemittelten Geschwindigkeit C;g. Die ersten beiden Terme der
rechten Seite der Gl. (6.52) beschreiben die Produktionsrate der turbulenten Wirmefliisse infolge
des Temperaturgradienten P£ bzw. infolge der Geschwindigkeitskomponenten der Hauptstromung
Pl%. Beide Terme sind exakt und verlangen keine weitere Modellierung. Dies stellt, wie bereits im
Rahmen der Modellierung der turbulenten Reynolds-Spannungen diskutiert wurde (vgl. Kapitel
5.1), einen der wesentlichen Vorteile differentieller SchlieBungsansitze dar. Der dritte Term der
rechten Seite G;¢ entspricht dem Auftriebsterm infolge des Schwerefeldes. Dieser muss analog zu
den Produktionstermen ebenfalls nicht in der Modellentwicklung beriicksichtigt werden. Er kann
einfach aus dem Produkt des volumetrischen Ausdehnungskoeffizienten 8, dem Betrag des Erd-
beschleunigung und der Temperaturvarianz T”2 bestimmt werden. Dieser kommt im Rahmen der
Wirmeflussmodellierung eine spezielle Bedeutung zu, da sie zur Bestimmung der charakteristi-
schen thermischen Zeitskala 7,;, notwendig ist. Die Ableitung ihrer exakten Transportgleichung
sowie gingige Modellierungsansitze ihrer wesentlichen Transportmechanismen kann dem Kapi-
tel 6.3.1 entnommen werden. Der vierte Term der rechten Seite €9 wird auch als Dissipations-
bzw. Vernichtungsterm der Transportgleichung bezeichnet. Im Gegensatz zu den vorangegangen
Termen ldsst sich die Dissipation nicht unmittelbar durch die zeitlich gemittelten Erhaltungs- bzw.
Transportgroen bestimmen. Sie muss stattdessen mit Hilfe von geeigneten Modellierungsansét-
zen beriicksichtigt werden. Bei Analyse einer Vielzahl von verfiigbaren SchlieBungsansitzen der
turbulenten Wirmefliisse lésst sich feststellen, dass auf den Dissipationsterm bzw. eine Modellie-
rung der Dissipation iiblicherweise verzichtet wird. Diese Annahme ist strikt auf den Zustand iso-
troper Turbulenz limitiert [58]. Es kann jedoch bei Analyse von DNS-Daten gezeigt werden, dass
fiir ausreichend grofle molekulare Prandtl- bzw. Péclet-Zahlen die Groenordnung der Dissipati-
on im Vergleich zu den anderen Transportmechanismen von untergeordneter Bedeutung ist. Der
fiinfte und sechste Term der exakten Erhaltungsgleichung der turbulenten Warmefliisse beschrei-
ben die Druckumverteilung ¢;9 bzw. die Druckdiffusion Dfe. Diese Aufteilung des vollstdndigen
Temperatur-Druckgradienten-Korrelationsterms I1;g ist in der Literatur hdufig zu finden, siehe z.B.
die Arbeiten von Baumann [70] oder Carteciano [73]. Sie ergibt jedoch im Gegensatz zur Model-
lierung des Redistributionstensors der turbulenten Reynolds-Spannungen IT;; (vgl. Gl. (5.5)) keine
nennenswerten Vorteile fiir das weitere Modellierungsvorhaben, da sich beide Terme, ¢;9 und Dfe,
in Wandnihe gegenseitig ausgleichen und jeweils an der Wand endliche Werte ungleich Null an-
nehmen [58,71]. Anstelle der Formulierung eines eigenstindigen Modellansatzes wird die Druck-
diffusion iiblicherweise in den Modellansatz der turbulenten Diffusion D, absorbiert. Im Gegen-
satz zum Fall der erzwungenen Konvektion, bei welcher der Druckdiffusion nur geringe Bedeutung
zukommt, zeigt sich fiir Stromungsfille, die stark durch Auftriebseffekte dominiert werden, dass
der Einfluss der Druckdiffusion nicht mehr giinzlich vernachlédssigbar ist und gesondert behandelt

werden muss [58]. Der siebte Term D;’e der rechten Seite der Gleichung beschreibt die molekulare
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Diffusion. Im Gegensatz zu den Transportgleichungen des Reynolds-Spannungstensors Tu’] oder
der Temperaturvarianz T2 ist dieser Term fiir molekulare Prandtl-Zahlen Pr # 1 nicht exakt und
muss modelliert werden. Ein Modellansatz lA)lVg fiir die molekulare Diffusion ldsst sich wie folgt

formulieren [58]:

azugT’ 1 % 1 02T’
=Dh+-—(a—Vv) T I —(a—V) U )
ax]% i0 ( ) ( ) i ax]%

D) =
o 2 ox; 2

(v+a)

(6.54)

| =

Es ist leicht ersichtlich, dass fiir eine Prandtl-Zahl Pr = 1 die beiden letzten Terme der rech-
ten Seite der Gleichung 6.54 verschwinden®’. Fiir Prandtl-Zahlen Pr die stark von 1 abweichen,
miissten diese Terme eigentlich beriicksichtigt werden. Hanjali¢ [71] merkt hierzu jedoch an, dass
aufgrund der groflen Unterschiede zwischen den Skalen der Fluktuationen und ihrer zweiten Ab-
leitungen die beiden Korrelationsterme meist von untergeordneter Bedeutung sind und demnach
vernachldssigt werden konnen. Der letzte Term der rechten Seite der Gleichung 6.52 entspricht
der turbulenten Diffusion D'y, die infolge der zeitlichen Mittelung bei der Ableitung der exakten
Transportgleichung unmittelbar aus dem Konvektionsterm hervorgeht. Sie ist definiert als Gradient
der dreifachen Korrelation*! aus turbulenten Geschwindigkeits- und Temperaturfluktuationen. Ei-
ne iibliche Strategie zur Modellierung dieses Transportterms ist die Verwendung des Ansatzes von
Daly & Halow [68]. Es existieren jedoch auch komplexere Vorschlidge auf Basis einer schrittweisen
Vereinfachung einer vollstindigen Transportgleichung der dreifachen Korrelation W [67,71].
Diese komplexen Modelle basieren auf einer Vielzahl von zusétzlichen Termen, die meist nur in
einigen wenigen Spezialfillen zu einer erheblich verbesserten Vorhersage des turbulenten Diffu-

sionsterms fiithren.

6.4.2. Wandlimitierungsverhalten turbulenter FluktuationsgréoBen

Eines der wesentlichen Elemente der Entwicklung von SchlieBungsansitzen ist die Wiedergabe
des asymptotischen Wandverhaltens der turbulenten FluktuationsgroB3en erster oder zweiter Ord-
nung. Auf Basis dieser Untersuchung kann ebenfalls das Verhalten der einzelnen Transport- und
Vernichtungsterme der Transportgleichung turbulenter Wirmefliisse in turbulenten Kanalstromun-
gen analysiert werden. Eine hdufig verwendete Annahme beruht auf vernachlidssigbar kleinen Tem-
peraturfluktuationen 6’ an der Wand. Dies stellt eine wichtige Einschrinkung der folgenden Unter-
suchung dar, da das asymptotische Wandverhalten der einzelnen Terme stark von dieser Fluktua-
tionsgrofle abhingen kann. Ebenfalls miissten je nach Stromungsform gegebenenfalls zusitzliche
Effekte, wie z.B. Auftrieb beriicksichtigt werden.

Das asymptotische Wandverhalten der normierten Stromungsgrofen und ihrer Fluktuationsgro-

Ben kann mit Hilfe einer Taylor-Reihenentwicklung bestimmt und analysiert werden [67,171]:

4OFiir eine Prandtl-Zahl Pr = 1 entspricht die thermische Diffusivitit o genau der kinematischen Viskositit v.
4leng.: triple correlation
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I/t/+:a1 + b1y+ + Cly+2 + d1y+3 4+ ey
Vi=a + byt 4 oyt + dyyt 4 e (6.55)

2 3
W/+:a3 + b3yt + oyt dyytT A+

0" =ag + bgy" + coyt’ +dgy 4 -
Pr=a, + byt + cpy+2 + dpyjL3 + -

wobei die GroBen y™ den dimensionslosen Wandabstand, #+ und @+ die normierte Geschwin-
digkeit und SkalargroBe, o T VT und W' die Geschwindigkeitsfluktuationen in einer jeweiligen
Raumrichtung (i = 1,2,3), 8'" die Temperaturfluktuation und p’ die Druckfluktuation darstellen.
Aus der Kontinuitdtsgleichung der turbulenten Geschwindigkeitsfluktuationen eines inkompressi-
blen Mediums und der Haftbedingung an der Wand (y = 0) kann unmittelbar gefolgert werden, dass
a; = 0 und by = 0 gelten muss. Dies duflert sich im sogenannten Zwei-Komponenten-Limit [149]
der Turbulenz, da die Normalspannungskomponente @+ ~ y+4 stiarker als die anderen Komponen-
ten in Wandnihe geddampft wird. Unter der Annahme vernachlédssigbarer Temperaturfluktuationen
an der Wand muss ag = 0 gelten.

Fiir die zweiten Momente gilt demnach unter Vernachldssigung der Terme hoherer Ordnung:

W :b]czy+ ’

l (—+ —+ —5+ =5 =] 42 15 .4
(T ) ] e

T At

dyt dyt ’

WO =bibgy 45 VO =cabgyT 4o
ot Qg+

ant _77 42 . L 5,007 007 s
0> =bgy " 4+ eee—ZOcayJr e =2obg+ - .

Es kann fiir den Fall einer turbulenten Plattenkanalstromung bei symmetrischer bzw. gleicher
Beheizung der beiden Winde folgende wichtige Beziehung fiir das Zeitskalenverhéltnis R (vgl.
Gl. (6.12)) abgeleitet werden:

—+ = 12 22132
07" e+ 3yt? 2v(B+83)
_ £ Py L —Prt---. (6.57)

R =
o' k' 20b) (b%+b2> y+?
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Das Zeitskalenverhiltnis nimmt demnach unmittelbar an der Wand den Wert der molekularen
Prandtl-Zahl Pr an. Dies muss speziell bei der Wahl geeigneter Randbedingungen fiir die Trans-
portgleichungen der Temperaturvarianz 672 und ihrer Dissipationsrate €gg beriicksichtigt werden.
Diese Erkenntnis bestitigt sich auch bei verschiedenen Prandtl-Zahlen mit Hilfe der DNS-Daten
von Abe et al. [85,86] (vgl. Abb. 6.12).

Fiir die turbulente Wirbelviskositit v,” und die turbulente thermische Diffusivitit ;" ergeben
sich unter Beriicksichtigung der Gl. (5.13) und (6.49):

_ Ve :_Czbg yJr3
20" /oyt Pr

A
V+ _ uvy
f out/dy*

= —bioay™” 47 ot L. (6.58)

Die turbulente Prandtl-Zahl Pr; nimmt als Verhiltnis dieser beiden Groflen unmittelbar an der
Wand einen konstanten Wert an (vgl. Abb. 6.2):

Pr,:—

6.59
OCZJr C2b9 ( )

In Tab. 6.1 ist das asymptotische Wandverhalten der wesentlichen Transport- und Vernichtungs-
terme der Transportgleichung der turbulenten Wirmefliisse (vgl. Gl. (6.52)) fiir die axiale und
wandnormale Komponente aufgefiihrt. Die Ableitung ihres Wandverhaltens erfolgt unmittelbar
aus den exakten Formulierungen der Transportgleichung der turbulenten Wirmefliisse. Die um-
randeten Terme in der Tabelle 6.1 stehen jeweils an der Wand miteinander im Gleichgewicht. Fiir
die turbulente Warmeflusskomponente in Stromungsrichtung o gleichen sich die Dissipations-
rate €19 und die molekulare Diffusion D}’9+ gegenseitig aus. Fiir die wandnormale Komponente
Vo gleicht sich der Korrelationsterm IT,¢ ™, die Dissipationsrate £ und die molekulare Diffu-
sion D§9+ gegenseitig aus. Die Produktion Py und die turbulente Diffusion D§6+ ist jeweils nur
von untergeordneter Bedeutung hinsichtlich ihres asymptotischen Wandverhaltens.

Ein vollstindiger SchlieBungsansatz auf Basis der zweiten Momente sollte daher zum Ziel ha-
ben, dieses charakteristische Wandverhalten der einzelnen Transport- und Vernichtungsterme fiir
den Fall einer turbulenten Kanalstromung korrekt wiederzugeben. Bei Verwendung der Tempe-
raturdifferenz als Transportgroe und unter Annahme einer verschwindender Fluktuationsgrof3e
0" ist die vorliegende Untersuchung giiltig. Fiir Annahme einer Temperaturfluktuation ungleich
Null muss sie jedoch entsprechend angepasst werden. Da dies jedoch verlangt, dass die Vertei-
lung der Temperaturfluktuation auf der Wand a priori fiir eine beliebige Geometrie bekannt ist,
soll im Nachfolgenden das Wandverhalten der einzelnen Wéarmeflussmodelle ausschlieBlich hin-
sichtlich einfacher Plattenkanalstromungen untersucht werden. Eine ausfiihrlichere Diskussion der
verschiedenen thermischen Randbedingungen und ihrer Auswirkungen auf das asymptotische Ver-

halten kann dem Anhang (vgl. Anhang A.2.7) enthommen werden.
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Term Stromungsrichtung (i = 1) | Wandnormale Richtung (i = 2)

Pig™ o) oY)

o " (1+7) bibo 2(1+7) caboy*

oo’ @b/ ayy* | boay + (baby+ 2e55) ¥

Dly" - ~boa, —2(beby +Taay) y*
g™ = gig™ + D5 " (dbg/dxt)a, y* —bgb, y*

Dy’ (15 %) bibs 202+ ) eabey*

Diy’ o+ o+

Tabelle 6.1.: Vergleich des asymptotischen Wandverhaltens der wesentlichen Transport- und Vernichtungs-
terme der turbulenten Warmeflussgleichung in einer turbulenten Kanalstromung.

6.4.3. Identifikation zentraler Transport- und Dissipationsmechanismen

Bevor Modellansitze fiir die jeweiligen Transport- und Vernichtungsmechanismen der turbu-
lenten Wirmefliisse analysiert bzw. entwickelt werden konnen, ist es notwendig den jeweiligen
Beitrag der einzelnen Transportterme (vgl. Gl. (6.53)) in Abhingigkeit der molekularen Prandtl-
Zahl zu priifen. Daher bieten sich fiir eine weiterfithrende Analysen der Transportmechanismen in
turbulenten Plattenkanalstromungen die DNS-Daten von Abe et al. [85,86] an. Eine vereinfachte
Darstellung des untersuchten Stromungsgebietes und der gewihlten Randbedingungen der DNS-
Daten ist durch Abb. 4.6 sowie durch Abe et al. [85] gegeben.

In einer vollstindig hydraulisch und thermisch eingelaufenen Stromung ist leicht anhand der
transformierten Energieerhaltungsgleichung nimmt einzig die wandnormale Komponente (i = 2)
des turbulenten Wirmeflussvektors +/6’ Einfluss auf das Profil des passiven Skalarfelds. Demnach
sollen zunéchst die wesentlichen Transport- und Vernichtungsmechanismen (vgl. Notation in Gl.
(6.53)) fiir die Transportgleichung dieser Komponente untersucht werden.

Die Terme der zeitlichen Anderung L;re und der Konvektion C;re verschwinden in vollstén-
dig entwickelten Kanalstrémungen und miissen nicht weiter beriicksichtigt werden. Die restlichen

Transportterme der rechten Seite der Gl. (6.53) miissen demnach in einem Gleichgewicht zuein-
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ander stehen. Das heifit die Summe ihrer Beitrige muss Null ergeben. Die Produktion aufgrund
der Hauptstromung Py = PIy" + PYU " ist exakt und bengtigt keine weiteren Modellannahmen.
Es ist jedoch anzumerken, dass bei Kombination eines differentiellen Ansatzes der turbulenten
Wirmefliisse mit einem SchlieBungsansatz der Impulserhaltung Modellierungsfehler der turbu-
lenten Reynolds-Spannungen unmittelbaren Einfluss auf das Ergebnis nehmen. Die Produktion
infolge des Schwerefeldes bzw. durch Auftrieb G;e kann in erzwungener Konvektion vollstindig
vernachlédssigt werden. Nachfolgende Abb. 6.18 und 6.19 sind aus den DNS-Daten von Abe et
al. [85,86] abgeleitet worden. Sie erlauben die Identifikation der wesentlichen zu modellierenden
Transport- und Vernichtungsmechanismen in Abhéngigkeit der molekularen Prandtl-Zahl.

Fir Stromungen niedriger Prandtl- bzw. Péclet-Zahl (Re; = 640 und Pr = 0,025) ist fiir den
Fall der wandnormalen turbulenten Wiarmeflusskomponente V0" der wesentliche ,Gegenspie-
ler” des exakten Produktionsterms P2+9 die Dissipationsrate 8;9 (vgl. Abb. 6.18). Der Temperatur-
Druckgradienten-Korrelationsterm n2+9 ist tiber den gesamten Bereich der Stromung nur von un-
tergeordneter Bedeutung. In unmittelbarer Niihe zur Wand (ab y*+ < 10) gleicht der molekulare
Diffusionsterm D§9+ die Produktion aus. Die turbulente Diffusion D’ze+ hat fiir den vorliegenden
Fall einer erzwungenen Konvektionsstromung nahezu keine Bedeutung.

Fiir eine hohere Prandtl- bzw. Péclet-Zahl (Re; = 640 und Pr = 0,71) wird die Produktionsrate
PZJE, im Wesentlichen durch den Korrelationsterm H;e ausgeglichen (vgl. Abb. 6.19). Die Dissi-
pationsrate 82+9 hingegen ist fernab des wandnahen Bereichs nahezu zu vernachlissigen. Die Be-
deutung der molekularen Diffusion D7, ist auf den viskosen Bereich der Stromung beschrinkt.
Die turbulente Diffusion D}, zeigt im Vergleich zu Strémungen niedrigerer Prandtl-Zahl einen
geringfiigig groBeren Einfluss im Ubergangsbereich zwischen viskoser Unterschicht und logarith-
mischem Bereich des dimensionslosen Temperaturprofils (vgl. Abb. 4.9 und 4.8).

Zusammenfassend lédsst sich anmerken, dass in Abhingigkeit der molekularen Prandtl-Zahl bzw.
Péclet-Zahl der Stromung der Ausgleich der exakten Produktionsrate P>g durch jeweils den Korre-
lationsterm Il,g bzw. die Dissipationsrate &g erfolgt. Speziell fiir niedrigere Prandtl-Zahlen miis-
sen demnach fiir den Vernichtungsterm geeignete Modellierungsstrategien analysiert und hinsicht-
lich ihrer Eignung iiberpriift werden. Das Maximum der Produktionsrate ist im Vergleich zu gro-
Beren Prandtl-Zahlen infolge des groBeren, viskos dominierten Bereichs der Stromung in Richtung
der Kanalmitte verschoben. Fiir eine steigende Péclet-Zahl nimmt der Einfluss des Korrelations-
term der Temperatur- und Druckfluktuationen zu. Fiir die Entwicklung bzw. Analyse turbulenter
Wirmeflussmodelle, die fiir einen groen Bereich der Péclet-Zahl geeignet sind, muss demnach
dieses gegenldufige Verhalten der wesentlichen Transport- bzw. Vernichtungsmechanismen hinrei-
chend genau beriicksichtigt werden. Eine héufig eingesetzte Strategie bei der Entwicklung neuer
SchlieBungsansitze ist eine kombinierte Modellierung dieser beiden wesentlichen Transportter-
me. Nachfolgend sollen verschiedene Ansitze aus der Literatur analysiert und untereinander unter

Beriicksichtigung des Einflusses der molekularen Prandtl-Zahl verglichen werden.
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Abbildung 6.18.: Verlauf der einzelnen Transport- und Vernichtungsterme iiber dem dimensionslosen Wand-
abstand y™ fiir die wandnormale Wirmeflusskomponente V0" unter Verwendung der
DNS-Daten [85,86] bei Re; = 640 und Pr = 0,025 (Symbol fiir jeden 4. Datenpunkt).
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Abbildung 6.19.: Verlauf der einzelnen Transport- und Vernichtungsterme iiber dem dimensionslosen Wand-

abstand y* fiir die wandnormale Wirmeflusskomponente Vo' unter Verwendung der
DNS-Daten [85,86] bei Re; = 640 und Pr = 0,71 (Symbol fiir jeden 4. Datenpunkt).
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6.4.4. Kombinierte Modellanséatze der Temperatur-Druck-Korrelation
und der Dissipationsrate

In der Literatur existieren unterschiedliche Modellansitze der einzelnen Transport- und Ver-
nichtungsmechanismen der Transportgleichung der turbulenten Warmefliisse. Diese miissen im-
mer in Kombination miteinander modelliert und untersucht werden (z.B. unter Beriicksichtigung
des asymptotischen Wandverhaltens).

Die Untersuchung der wesentlichen Transport- und Vernichtungsmechanismen hat ergeben, dass
eine Modellierungsstrategie im wesentlichen auf der vollstindigen Abbildung des kombinierten
Einflusses des Korrelationsterms Il;9 und der Dissipationsrate €9 in Abhingigkeit der moleku-
laren Prandtl-Zahl Pr beruhen sollte. In den meisten SchlieBungsansitzen der zweiten Momente
wird letztgenannter Term {iblicherweise nur im wandnahen Bereich der Stromung bedacht. Im
homogenen Bereich der Stromung, mit hinreichender Entfernung zur Wand, wird die Dissipati-
onsrate &g unter Annahme einer lokalen Isotropie der Turbulenz, hiufig zu Null gesetzt [75,172].
Dies mag darauf zuriickzufiihren sein, dass eine Vielzahl von SchlieBungsansitzen fiir Strémungen
Prandtl-Zahlen nahe Eins entwickelt wurden. Fiir Stromungen niedriger Prandtl- bzw. Péclet-Zahl
ist diese Annahme jedoch nicht zutreffend. Im Folgenden sollen demnach verschiedene Modell-
kombinationen dieser beiden Terme aus der Literatur hinsichtlich dieser Eigenschaft in turbulenten

Kanalstromungen untersucht werden.

6.4.4.1. SchlieBungsansatz von Lai & So (1990)

Als ersten Ansatz soll der Modellvorschlag von Lai & So [172] erldutert werden. Den Korrela-

tionsterm I1;9 formulieren letztgenannte Autoren zu:
h
Mg = Iy + fine Iy, (6.60)

wobei Hf’e fiir den homogenen, wandfernen Bereich der Stromung und unmittelbar an der Wand
mit einem wandnahen Modell IT, iiberlagert wird. Analog zur Modellierung des Redistributi-
onstensors des Reynolds-Spannungen (vgl. Gl. (5.38)) kann fiir den homogenen Bestandteil des

Korrelationsterms Hffe ebenfalls eine Einteilung in der Art ihres Beitrags erfolgen:

1 2 3
Iy :H?e( )+H?e( )+H?9( )"’_H?G(W)' (6.61)

()

Der erste Term der rechten Seite H% beschreibt den Beitrag der turbulenten Schwankungsgro-

Ben, Hf’e @ den Anteil bedingt durch die Hauptstromung, H?OB)
duBerer Krifte und Hﬁ’e(w)

nichtlinearen Term folgen Lai & So [172] dem Modellvorschlag von Monin [173]:

den Beitrag infolge angreifender

den Beitrag bedingt durch die Existenz einer festen Wand*?. Fiir den

“2eng.: wall reflection contribution
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“):-419225, (6.62)

wobei C|g eine Konstante darstellt. Als Zeitskalenverhiltnis wird im Rahmen dieser Modellie-

h
HiG

rung einzig allein der reziproke Wert des mechanischen Zeitskalenverhéltnisses 7,, = k/€ verwen-
det. Das Modell des schnellen Terms im Ansatz nach Lai & So [172] Hf’g(z) basiert auf einem
Ansatz der Minderung der Produktion nach Launder [174]:

——Ju;

2
1ly'® = —Cyg PY = a9 o (6.63)

3)

Auch in diesem Ansatz stellt C»g einen konstanten Koeffizienten dar. Fiir den dritten Term H?B
geben Lai & So [172] keine Angaben, da sich ihr SchlieBungsansatz auf Stromungen in rein er-
zwungener Konvektion beschrinkt. Als letzten Bestandteil des ,,homogenen” Modells geben sie
den, ebenfalls durch Launder [174] formulierten, Beitrag zum Korrelationsterm infolge der Wand

Hf.‘e ) wie folgt an:

3/2

n (w) £ k
Hi@ = —C49 % uﬁ{@’ nin; g,
wobei die GroBen C4g ein Koeffizient, n; ein Vektor in wandnormaler Richtung und d den wand-

normalen Abstand darstellen. Lai & So [172] stellen in ihrer Arbeit die Notwendigkeit dieses

(6.64)

Terms in Frage. Ihr Modell soll daher im Folgenden jeweils mit und ohne zuséitzlichen Wandterm
des homogenen Modells untersucht werden.

Der wesentliche Fokus der Arbeit von Lai & So [172] liegt auf der Sicherstellung eines kor-
rekten asymptotischen Wandverhaltens (vgl. Abschnitt 6.4.2). Wie aus Tabelle 6.1 ersichtlich ist,
stehen der Korrelationsterm I1;g, der Dissipationsterm &;9 und der molekulare Diffusionsterm fiir
die wandnormale Komponente des turbulenten Wirmeflussvektors /6’ unmittelbar an der Wand
miteinander im Gleichgewicht. Dies ldsst sich auch in einem allgemeinen Zusammenhang for-
mulieren, der an dieser Stelle beispielhaft auch fiir nachfolgende Modellansitze erldautert werden
soll:

Iy, = &9 — D3y. (6.65)

Fiir den molekulare Diffusionsterm geben Lai & So [172] folgende Formulierung an:

vV o __
DY =V

PAT (o 3
i -%(a v) “ (6.66)

ox2 ni+2) oxz'’
k k
wobei explizit darauf hingewiesen werden muss, dass in diesem Fall fiir n; keine Summation

iber die Indizes erfolgt. Fiir die Dissipationsrate €;9 formulieren Lai & So [172] folgenden Ansatz:

1 1\ € [+ ——
emziﬁw(rfﬁ)z[¢m+%@@m] (6.67)
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Der Term f,, g = exp [— (Re;/ 80)2] stellt eine Dampfungsfunktion dar, die bereits in Gl. (6.60)
eingesetzt wurde. Durch Kombination der Gl. (6.65) mit Gl. (6.66) und (6.67) lédsst sich auf sehr

einfache Weise folgendes Modell fiir den Korrelationsterm in Wandnéhe ableiten [172]:

H;VG = C19 z W— % I/l;cel ngn;. (668)

Der erste Term der rechten Seite gleicht in unmittelbarer Wandnihe vollstandig das Modell fiir

(1)

den Korrelationsterm im homogenen Bereich H?e aus. Der zweite Term stellt das entsprechende
korrekte asymptotische Verhalten des Terms fiir die wandnormale Komponente des turbulenten

Wirmeflussvektors sicher.

Cio Cog C3o Cso
3,0 0,4 - 0,75

Tabelle 6.2.: Ubersicht der Koeffizienten des Modells nach Lai & So [172].

6.4.4.2. SchlieBungsansatz von Shikazono & Kasagi (1996)

Der SchlieBungsansatz auf Basis der zweiten Momente nach Shikazono & Kasagi [72] ist spe-
ziell unter Beriicksichtigung von Effekten der molekularen Prandtl-Zahl entwickelt worden. Die
Entwicklung ihres Modells speziell beziiglich des Korrelationsterms I1;g folgt unmittelbar aus der
Analyse von Korrelationskoeffizienten der Ableitungen turbulenter FluktuationsgroBen. Fiir eine
umfangreiche Erlduterung der schrittweisen Entwicklung ihres Modells sei der interessierte Le-
ser an Shikazono & Kasagi [72] verwiesen. Im Folgenden sollen, zwecks eines Vergleichs mit
weiteren Ansdtzen der Literatur, ausschlieBlich die wesentlichen Formulierungen ihres Ansatzes
aufgefiihrt werden.

Ihr Ansatz umfasst die vollstindige Modellierung des Korrelationsterms I1;9 sowie seines kor-
rekten, asymptotischen Wandverhaltens. Der Korrelationsterm nach Shikazono & Kasagi [72] ist

wie folgt formuliert:

o = ——Mk9 meni fw+Cn fm fme Cp VRe; (6.69)

8
"
2
wobei der erste Term das asymptotische Wandverhalten sicherstellt und der zweite Term, mit Hilfe
der Dampfungsfunktionen fi1; und fi12, im wandfernen Bereich der Strémung wirkt. Der Einfluss
der Skalentrennung infolge der molekularen Prandtl-Zahl Pr wird hierbei iiber die Ddmpfungs-

funktionen in das Modell implementiert. Die Dampfungsfunktionen und Koeffizienten lauten [72]:
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P, N
Cp:\/Z(O,g—i-Oﬁ?k); P, = —u;.u’jaﬁ,-/(?xj;
A=1 —9/8 (a,-ja,-j—a,-jajkaki); ajj = <W/k—2/3 3,'j> )

| L JP (6.70)
fm=1—exp(—107); fn2=mln[1;ﬁ%];
N B A

r= —/———,
VRe; sz

wobei die Koeffizienten Cg = 0,7 und Cr1 = —0,264 jeweils Konstanten sind. Die Wandfunktion
Jfw wirkt in Abhédngigkeit der Invariante des Anisotropietensors und der molekularen Prandtl-Zahl
und beriicksichtigt daher die unterschiedliche Dicke der viskosen Unterschicht in Stromungen als
Funktion der molekularen Prandtl-Zahl. Die Dampfungsfunktionen f1; und fr1» versuchen eben-
falls diesen Einfluss unter Verwendung der Parameter der turbulenten Reynolds-Zahl Re; und des
Zeitskalenverhiltnisses R in die Modellierung aufzunehmen. Diese Formulierung des Korrelati-
onsterms ist nicht invariant bei der Anderung des Koordinatensystems (vektorielle Invarianz) [72].
Daher ist sie auf einfache Kanalstromungen beschrdnkt und muss fiir komplexeren Stromungstor-
men und Geometrien angepasst werden.

Das Modell der Dissipationsrate der turbulenten Wirmefliisse ist analog zum Ansatz fiir den
Korrelationsterm I1;9 durch Einsatz der Wandfunktion f,, in einen wandnahen und wandfernen

Bereich aufgeteilt. Diese lauten [72]:

7Y opr ko 2Pr k

- u}(G’ nkni} Sw
(6.71)

l+Pr & _
+ {Ce Jel fe2 m %M,-G } (1= fw)-

Die Dampfungsfunktionen sind in dhnlicher Weise formuliert, wie die Funktionen des Korrela-
tionsterms (vgl. Gl. (6.70)) [72]:

_ - _ eV | VR
fer=1—exp(—10r); fgz_mlnl6\/§,mm[1,\/E

] . (6.72)

Der Koeffizient C¢ = 0,8 ist ebenfalls als Konstante formuliert und aus Experimenten bei isotroper
Turbulenz bestimmt worden [72].

Die molekulare Diffusion Dive 1st ebenfalls nicht exakt und muss, auch wenn ihr Einfluss auf
den wandnahen Bereich der Stromung beschridnkt bleibt, iiber geeignete Modellierungsansitze

ermittelt werden. Shikazono & Kasagi [72] schlagen folgenden Ansatz vor:
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P (v—a)8W+(v+a)aW

Dy == inj s
6 8xk fw ifj 6 8xk 2 8xk

(6.73)

wobei die GroBe n; den wandnormalen Vektor darstellt.

Zur Bestimmung des Zeitskalenverhiltnisses R formulieren sie vollstindige Ansitze der Trans-
portgleichungen der Temperaturvarianz 67 und der Dissipationsrate €gg.

Der Ansatz nach Shikazono & Kasagi [72] zeichnet sich durch komplexe Dampfungsfunktionen
und Koeffizienten aus. Die Abhéngigkeit der Prandtl-Zahl ist einer der wesentlichen Schwerpunkte
ihrer Arbeit, wobei ihr Modell nur begrenzt experimentell validiert ist. Dariiber hinaus ist der

Ansatz des Korrelationsterms I1;9 nicht ohne Weiteres auf komplexere Stromungen tibertragbar.

6.4.4.3. SchlieBungsansatz von Carteciano (1996)

Dieser SchlieBungsansatz ist in [73] und [175] beschrieben und soll an dieser Stelle nur kurz
beschrieben werden. In beiden Arbeiten liegt der Fokus auf der Modellierung des Einflusses der
Dissipationsrate der turbulenten Warmefliisse €;¢9 und des Korrelationsterms der Druck- und Tem-
peraturfluktuationen I1;9 in Abhéngigkeit der Prandtl- bzw. Péclet-Zahl. Anstelle eines eigenstin-
digen Modells der Dissipationsrate beruht der Ansatz von Carteciano [73] auf einer kombinierten
Modellierung der beiden wesentlichen Transport- bzw. Vernichtungsterme. Der Korrelationsterm
basiert auf den Ansidtzen von Monin [173] fiir den nichtlinearen und von Launder [174] fiir den
schnellen Term. Der vollstindige Ansatz lautet [73,175]:

[T = —Cw%WﬂLQGW;—Zﬁ +C308iB0"% —Cug %W nk”ilj_i;- (6.74)

Um den Einfluss der molekularen Prandtl- bzw. Péclet-Zahl in ihrem Ansatz zu beriicksichtigen,
wird anstelle einer eigenstindigen Modellierung der Dissipationsrate €;g ein zusédtzlicher Term Z;qg

in die Transportgleichung der turbulenten Warmefliisse eingefiihrt [73,175]:

1+Pr (€
Zig=———7— (—) exp|[—Csg (Re; + Pe;)| u'0’, 6.75
i0 2\@\/} k p[ 59( t l‘)] i ( )

wobei die GroBen Re; = k*/ (¢v) und Pe; = Pr Re; die turbulente Reynolds- bzw. Péclet-Zahl
darstellen. Dieses Modell dhnelt dem von Shikazono & Kasagi [72] fiir den wandfernen Bereich
der Stromung auf. Dieser Term beriicksichtigt den kombinierten Einfluss der molekulare Prandtl-

Zahl auf den Korrelations- und Dissipationsterm. Der molekulare Diffusionsterm DIVQ st [73,175]:

9
8xk

D)y = (6.76)

2 8xk

(Vv+a) aml
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Dieser SchlieBungsansatz verzichtet auf die Einhaltung des asymptotischen Wandverhaltens.
Eine Ubersicht der Koeffizienten zeigt die Tabelle 6.3.

Cio Cog C3e Cup Cso
3,0 0,33 0,5 0,5 0,0007

Tabelle 6.3.: Ubersicht der Koeffizienten des Modells nach Carteciano [73].

6.4.4.4. SchlieBungsansatz von Baumann (2012)

Der Ansatz von Baumann [70] basiert auf den Modellen von Lai & So [172] fiir den Korrelations-
und Vernichtungsterm. Durch die Einfithrung zusitzlicher, empirischer Ddmpfungsfunktionen in
beiden Termen wird der Einfluss der molekularen Prandtl-Zahl abgebildet. Der Korrelationsterm
I1;o lautet:

= 3/2

Mg = —Cig [ %WJFCNW% +C308iB672 — Cap fr %W nkni% (6.77)
wobei die Funktion f,; = Pr/(1,2Pr+0,18) den Einfluss der Prandtl-Zahl auf die wesentlich
wirksamen Terme des Korrelationsterm (nichtlinearer Term und Reflexionsterm) einbeziehen soll.
Diese ist empirisch unter Verwendung der DNS-Daten von Abe et al. [85,86] abgeleitet worden.
In turbulenten, beheizten Plattenkanalstromungen stellt der nichtlineare Term den dominierenden
Anteil des Korrelationsterms dar, so dass der Einfluss der Funktion f,, maBgeblich fiir diesen
Term in Kombination mit dem Koeffizienten Cjg zu beurteilen ist. Baumann [70] erweitert den
Ansatz von Lai & So [172] um einen vollstindigen Ansatz der Dissipationsrate der turbulenten

Wirmefliisse &q:

1 L\ € [ &=

wobei f,, p eine komplexe, exponentielle Funktion in Abhingigkeit des dimensionslosen Wandab-
standes y* = v/ky/v darstellt. Diese ergibt sich aus empirischen Uberlegungen und Vergleichen
mit DNS-Daten von Abe et al. [85,86] und lautet [70]:

fwp =min(a exp(—by")+c exp(—dy*)+e; 0,8), (6.79)
mit folgenden Koeffizienten:
a=1347, b=-0,1397; ¢=0,07554; d=-0,01621; e=0,15. (6.80)

Diese empirische Funktion weist Defizite in unmittelbarer Wandnihe auf. An dieser Stelle wird

beispielhaft eine Modifikation der Dampfungsfunktion vorgeschlagen:
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£\ 2 *
fy.p = min [a* exp (— (Z—*) ) +c* exp <—5F) +e* 1,0] , (6.81)

unter Verwendung der nachstehenden Koeffizienten:

a* =0,6558; b*=31,14; c*=0,125; d*=1543; e*=0,124. (6.82)

Diese modifizierten Koeffizienten der Dampfungsfunktion fv’; p ergeben sich unmittelbar aus DNS-
Daten [85,86]. Ein direkter Vergleich der urspriinglichen Variante nach Baumann [70] und der
modifizierten Form fiir verschiedene Reynolds-Zahlen Re ist in der Abb. 6.20 dargestellt.

1.4 . .
12 .
| pmommmmmmmmmm : RS oottt
z 03 .
<8l <
TE 06 Original - Re; = 180 |-

o
—e— Original - Re; =395

04 t —e— Original - Re; = 640 T
—— Modifikation - Re; = 180
——
——

0.2 Modifikation - Re; = 395 |1
0 Modifikation - Re; = 640
1 10 100
y+

Abbildung 6.20.: Verlauf des Verhiltnisses der Dissipationsrate 8{5 zum Modellansatz von Baumann [70]
bzw. einer weiteren Modifikation iiber dem dimensionslosen Wandabstand y™* fiir die
wandnormale Wirmeflusskomponente V6" auf Basis der DNS-Daten [85,86] bei vari-
ierender Reynolds-Zahl Re; und Pr = 0,025 (Symbol fiir jeden 4. Datenpunkt).

Die Modifikation (vgl. Gl. (6.81)) zeigt speziell im wandnahen Bereich der Stromung gegeniiber
der urspriinglichen Formulierung (vgl. GI. (6.79)) eine bessere Ubereinstimmung mit abgeleiteten
Verlauf der Dissipation der wandnormalen Warmeflusskomponente. Der Ansatz der Dissipation
nach Baumann [70] nimmt hierbei keinen Bezug auf ein korrektes asymptotisches Verhalten der
turbulenten Warmefliisse. In unmittelbarer Wandnihe bzw. im rein viskos dominierten Bereich der
Stromung, ist dariiber hinaus die Dampfungsfunktion f,, g zu niedrig gewéhlt. Weitere zu nennen-
de Kritikpunkte sind das Fehlen der Abhédngigkeit der Koeffizienten in der Dampfungsfunktion
Jw. bzw. f; g von der molekularen Prandtl-Zahl. Aufgrund der empirischen Natur ihrer Ableitung

ist dariiber hinaus fraglich, ob die beiden vorgestellten Ansitze auch fiir komplexere Stromungs-
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formen, speziell z.B. bei Einwirken von Auftriebseffekten, und Geometrie geeignet sind. Eine

Ubersicht der Koeffizienten des Modells kann der nachfolgenden Tabelle 6.4 enthommen werden.

Cio Cre Cio Ca
3,6 0,5 0,5 0,75

Tabelle 6.4.: Ubersicht der Koeffizienten des Modells nach Baumann [70]

6.4.4.5. SchlieBungsansatz von Dehoux (2012)

Dehoux [75] (nachfolgend mit DH abgekiirzt) verwendet ein vollstindiges turbulentes Wirme-
flussmodell der zweiten Momente vor auf Basis einer elliptischen Ubergangsfunktion ag. Dieses
Vorgehen ist erstmals durch Shin et al. [74] beschrieben worden und entspricht in seinen theoreti-
schen Grundziigen der Methodik von Manceau [147] zur Modellierung des Redistributionstensors
der Reynolds-Spannungen.

Der vollstindige Temperatur-Druckgradienten-Korrelationsterm ;o lautet:

319

g = — p o

(6.83)

Der Gradient des fluktuierenden Druckes kann mit Hilfe einer Green’schen Funktion im Raum wie

folgt formuliert werden [75]:
v x) ) av. 6.84
9= [V W) Gx) (6.84)
Das Einsetzen der GI. (6.84) in Gl. (6.83) fiihrt auf [75]:
pTlis = [ o (x.)) G (x.x) av. (6.85)

wobei ;g eine Korrelation in zwei verschiedenen Punkten x bzw. x’ zwischen der Temperaturfluk-

tuation und der rdumlich abgeleiteten Druckfluktuation darstellt:

ap’

Vi (x,2) = =6 (x) V2= (). (6.86)

Xk
Nach Durbin [76] bzw. Manceau & Hanjali¢ [146] kann ein exponentieller Abfall der Korrelation

angenommen werden:

Vio (x,x) = Wip (', x) e "o, (6.87)
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wobei r = ||x — || den rdumlichen Abstand der beiden betrachteten Punkte und Ly ein geeignet

zu wihlendes thermisches Langenmal} darstellt. Fiir den Korrelationsterm ergibt sich damit [75]:

) exp(—r/Lg)

1
pTlig = [ vio (. av. (6.88)

Analog zur Arbeit [76] deutet Dehoux [75] auf den Zusammenhang zwischen dem Ausdruck der
Green’schen Funktion (1/47)exp(—r/Lg) /r und des Operators (—V*+1/L3) hin. Ausgehend

davon leitet er eine Gleichung des Korrelationsterms I1;9 ab:

ap

Xi

L2
g — L3V IT;p = _769/ (x) V2= (x). (6.89)

Fiir den Term der rechten Seite der Gl. (6.89) lésst sich ein beliebiges, homogenes Modell fiir I'I?e
einsetzen. Das korrekte asymptotische Verhalten wird einzig allein durch Beriicksichtigung des

elliptischen Ausdrucks sichergestellt [75]:
I — L3VTLe = I (6.90)

Ausgehend von dieser theoretischen Basis leitet Dehoux [75] folgenden kombinierten Ansatz zwi-

schen Korrelationsterm I1;9 und Dissipationsterm &;9 ab:

Mg = (1— ap) Ty + 0tg DYy,  €:9 = (1— ap) €l + 0t €Ly, (6.91)
I, = Y CLoil 0+ Copl 0%+ o0 (6.92)
i = = g C10418"+ Caolt a_)Cj+ 30PB8i0", :
VPr P+ Gl ——
) = ~ e {1+cj§9(1—a9) "} W6 mn;, (6.93)
el =0 (6.94)
VP P+Gl (e ——
£l = \/E:Cg [1+c§9(1—a9) et "] (u;9'+u;e/nkni). (6.95)
wobei P, = —Wu} (du;/dx;) die Produktion der turbulenten kinetischen Energie k und G =

- ﬁgim die auftriebsbedingte Produktion darstellen. Im wandfernen Bereich der Stromung wird
isotrope Turbulenz angenommen (.E‘l.}f9 = 0). Die GroBe R" entspricht dem Zeitskalenverhiltnis im
homogenen Bereich der Stromung. Dieses ist nur fiir die wenigsten Strémungen ohne experimen-
telle oder numerische Daten a priori abzuschitzen und stellt den grofSiten Nachteil dieses Ansatzes
dar. Das Modell fiir den Korrelationsterm im homogenen Bereich H% entspricht dem klassischen
Ansatz nach Launder [174]. Die Wandmodelle des Korrelation- und Dissipationsterms sind unter
Verwendung der Produktionsraten der turbulenten kinetischen Energie P, und durch Auftriebsef-

fekte Gy entsprechend erweitert [75]. Fiir den elliptischen Ubergangsparameter muss eine einfache
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Laplace-Gleichung wie folgt gelost werden [75]:
g —LiViag=1  mit  Lg=2,L, (6.96)

wobei Lg ein thermisches Lingenmal reprisentiert. Dehoux [75] wihlt dies mit Hilfe einer Para-
meterstudie als Vielfaches des mechanischen Liangenmales (vgl. Gl. (5.48)).
Das Zeitskalenverhiltnis R wird nicht durch Losen einer Transportgleichung der Temperaturva-

rianz und ihrer Dissipationsrate bestimmt, sondern unter Einsatz der Ubergangsfunktion cg:
R=(1—o0g) Pr+og R", (6.97)

wobei das Zeitskalenverhéltnis unmittelbar an der Wand dem Wert der molekularen Prandtl-Zahl
und fernab der Wand dem Wert der vorzugebenden Konstante fiir Rj, entspricht (vgl. Abb. 6.21).

In Abb. 6.21 sind beispielhaft die Verldufe fiir verschiedene Formulierungen des thermischen
LingenmaBes Lg unter Verwendung der DNS-Daten nach Abe et al. [85,86] dargestellt. Die DNS-
Daten zeigen, dass das Zeitskalenverhiltnis beim Einsatz der Randbedingungen ®|,, = 0 und
0’|,, = 0 unmittelbar an der Wand der molekularen Prandtl-Zahl Pr entspricht. Fiir Pr = 0,025
zeigt sich fiir das Zeitskalenverhiltnis R bei y* ~ 100 ein Maximum (R ~ 0,25) und geht mit gro-
Ber werdendem Wandabstand y™ in einen nahezu konstanten Bereich iiber. Fiir Pr = 0,71 zeigt sich
das Maximum des Zeitskalenverhiltnisses (R ~ 0,78) bei y* & 15. Eine physikalische Begriindung
fiir dieses Verhalten kann bei erzwungener Konvektion fiir beide Prandtl-Zahlen ausschlieBlich un-
ter Beriicksichtigung der Temperaturvarianz ﬁ* und deren Dissipationsrate 83' o gefiihrt werden.
Das Maximum der Produktion der Temperaturvarianz ist im Vergleich zu niedrigen Prandtl-Zahlen
fiir Pr =0,71 zu kleineren Wandabstinden verschoben [171] (vgl. Abb. 6.10 und 6.11). Dies duflert
sich demnach auch in der Position des Maximums der Temperaturvarianz, dass bei hohen Prandtl-
Zahlen ebenfalls bei kleineren Wandabstinden (y* ~ 20) festzustellen ist. Diese Verschiebung
wirkt sich unmittelbar auch im Verhalten der turbulente thermische Zeitskala 7;;, = W/ Egp aus.
Ihr Maximum befindet sich nun ndher an der Wand, was somit den ansteigenden Wert des Zeitska-
lenverhéltnisses 7,/ T, im Bereich y™ a2 4 — 16 erklirt. Dieser Effekt ist fiir niedrige molekulare
Prandtl-Zahlen (hier: Pr = 0,025) deutlich schwicher ausgepragt [171].

Keine der Definitionen zeigt eine vollstindige Ubereinstimmung zu den DNS-Daten, weder fiir
Pr = 0,025 noch fiir Pr = 0,71. Es lésst sich schlussfolgern, dass der Einfluss der Prandtl-Zahl
ebenfalls Beriicksichtigung in der Wahl des thermischen Liangenmales Lg finden sollte. Speziell
im wandnahen Bereich der Stromung kann der exakte Verlauf des Zeitskalenverhiltnisses R durch
den Ansatz nach Dehoux [75] nicht wiedergegeben werden. Dariiber hinaus erfordert das Modell
die Vorgabe eines konstanten Zeitskalenverhiltnisses R, fiir den homogenen Bereich der Stromung
durch den Anwender. Dieses ist aber eine unmittelbare Funktion der Péclet-Zahl der Stromung

sowie des Zustands der Stromung und kann a priori nicht bestimmt werden.
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Abbildung 6.21.: Verlauf des Zeitskalenverhiltnisses R fiir zwei verschiedene Prandtl-Zahlen Pr = 0,025
und Pr = 0,71 als Funktion des normierten Wandabstands y* nach dem Modellansatz von
Dehoux [75], bestimmt auf Basis der DNS-Daten [85,86] bei Re; = 640 (Symbol fiir jeden
4. Datenpunkt).

6.4.4.6. Vergleich der kombinierten Modelle auf Basis von DNS-Daten

Nachfolgend sollen die kombinierten Ansitze des Korrelations- und Dissipationsterms I1;9 — &g
unter Verwendung der DNS-Daten von Abe et al. [85,86] miteinander verglichen werden. Dieses
Vorgehen erlaubt, die Giite der einzelnen Modellierungsvorschlédge fiir die einzelnen Transport-
und Vernichtungsterme ohne den Einfluss zusitzlicher Modellannahmen zu beurteilen.

Anhand der Taylor-Reihenentwicklung (vgl. Kapitel 6.4.2) kann nachgewiesen werden, dass die
Modelle von Carteciano [73,175] sowie von Baumann [70] fiir den Fall einer turbulenten Platten-
kanalstromung kein korrektes asymptotisches Wandverhalten aufweisen. Die Abb. 6.22 und 6.23
vergleichen die kombinierten Ansétze der Transportterme und der DNS-Daten [85,86] bei zwel
verschiedenen Prandtl-Zahlen (Pr = 0,025 und Pr = 0,71). Fiir die turbulente Warmeflusskompo-
nente in Stromungsrichtung W0 ldsst sich mit Hilfe der DNS-Daten ein asymptotischer Grenz-
wert ungleich Null fiir beide molekulare Prandtl-Zahlen erkennen. Dies bestitigt das abgeleitete
asymptotische Wandverhalten (vgl. Tab. 6.1). Fiir die wandnormale turbulente Wéarmeflusskom-
ponente VO st der asymptotische Grenzwert im Vergleich sehr klein bei beiden Prandtl-Zahlen
und steht mit der molekularen Diffusion D§9+ im Gleichgewicht. Deutlich zu erkennen sind die
Unterschiede in der GroBenordnung des Maximums des kombinierten Transportterms H?é — Slg
(ca. Faktor Sechs) fiir beide turbulente Wirmeflusskomponenten bei Pr = 0,025 und 0,71. Dies

lasst sich auf die groBere Dampfung bei niedrigen Prandtl-Zahlen zuriickfiihren.
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Fiir Re; = 640 und Pr = 0,025 zeigt sich, dass fiir die turbulente Wirmeflusskomponente in
Stromungsrichtung @0 keines der Modelle eine hinreichend genaue Beschreibung des Verlaufs
der DNS-Daten ermdoglicht. Der Ansatz von Lai & So [172] zeigt fiir diese Warmeflusskomponente
im Vergleich zu den restlichen Ansitzen die beste Ubereinstimmung im Bereich y* ~= 15 — 100.
Fiir eine vollstindig eingelaufene, beheizte Stromung ist ausschlieBlich die wandnormale Kom-
ponente des turbulenten Warmeflussvektors V" fiir den Verlauf und die Form des ermittelten
Temperaturprofils verantwortlich. Der Ansatz von Lai & So [172] zeigt eine deutliche Abwei-
chung des Maximums bei y* ~ 40 um fast 40 % im Vergleich zu den DNS-Daten [85,86]. Speziell
der Ansatz von Shikazono & Kasagi [72] sticht mit einer max. Abweichung von 12 % bei Analy-
se des gesamten Bereich des dimensionslosen Wandabstands y* hervor. Bei héheren molekularen
Prandtl-Zahlen (Pr = 0,71) (vgl. Abb. 6.23) steht im Bereich der Kernstromung der Korrelations-
term H;; im Gleichgewicht zum exakten Produktionsterm P;g Der Ansatz der Dissipationsrate € ig
ist nur von untergeordneter Bedeutung. Es zeigt sich fiir die turbulente Warmeflusskomponente
in Strdomungsrichtung WJr, dass die Modellansitze von Shikazono & Kasagi [72] (max. Abwei-
chung ca. 10 %) und Dehoux [75] (max. Abweichung ca. 23 %) eine gute Ubereinstimmung mit
den DNS-Daten aufweisen. Fiir die Ansédtze nach Baumann [70] oder Carteciano [73] zeigt sich
erneut, dass der korrekter Verlauf von H;’e — elt) im wandnahen Bereich nicht wiedergegeben wer-
den kann. Fiir die turbulente Wéarmeflusskomponente in wandnormaler Richtung w0 lisst sich
feststellen, dass vor allem die Ansitze nach Baumann [70], Dehoux [75] und Shikazono & Kasa-
gi [72] eine gute Uberstimmung des Verlaufs H2+9 — 82+9 mit den DNS-Daten [85,86] aufweisen.
Alle drei Modelle sind unter Verwendung von DNS-Daten optimiert worden, der Ansatz von Car-
teciano [73] hingegen ist zur Berechnung von Freistrahlen entwickelt worden. Obwohl der Ansatz
von Shikazono & Kasagi [72] die beste Vorhersage der DNS-Daten ermdoglicht, ist fiir den Einsatz
in komplexeren Geometrien eine Anpassung des Korrelationsterms I1;g erforderlich.

Bei niedrigere Reynolds-Zahlen Re;, bzw. Re; zeigt sich eine insgesamt geringfiigig schlech-
tere Ubereinstimmung aller Modelle im Vergleich zu den DNS-Daten (vgl. Anhang A.2.6). Der
SchlieBungsansatz von Lai & So [172] ist fiir einen Einsatz bei hoheren molekularer Prandtl- bzw.
Péclet-Zahlen beschrinkt und kann nicht fiir Fliissigmetallstromungen eingesetzt werden. Eine Er-
weiterung stellt der Ansatz von Baumann [70] dar, dessen eingefiihrte Ddmpfungsfunktion jedoch
auf einer empirischen Abhéngigkeit zum dimensionslosen Wandabstand beruht. Deshalb ist dieser
Ansatz fiir komplexere Stromungsgeometrien problematisch. Ursache ist, dass die Dampfungs-
funktion keinen Bezug zum Zeitskalenverhiltnis oder zur Prandtl-Zahl aufweist. Die Modellstra-
tegie nach Dehoux [75] einer kombinierten Modellierung des Korrelations- und Dissipationsterms
mit Hilfe einer elliptischen Ubergangsfunktion zeigt fiir niedrige und hohere Prandtl-Zahlen eine
gute Ubereinstimmung. Sie kann jedoch nur auf bereits experimentell oder numerisch untersuch-
te Stromungsgeometrien angewendet werden. Der Ansatz von Carteciano [73] bzw. Carteciano &
Grotzbach [175] stellt eine einfache Moglichkeit dar, den Einfluss der Prandtl- bzw. Péclet-Zahl

125



6. Analyse und Bewertung von SchlieBungsansitzen der Energieerhaltungsgleichung

in die Modellierung hinreichend genau abzubilden. Im Vergleich zu den DNS-Daten zeigt sich fiir
niedrige Prandtl-Zahlen eine akzeptable Ubereinstimmung. Der Vorteil dieses Modells liegt in sei-

ner einfachen Formulierung, die eine Implementierung in einen beliebigen CFD-Code ermdglicht.
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Abbildung 6.22.: Verlauf der vorgestellten, kombinierten Modellansitze des Korrelations- und Dissipations-
terms 19 — €19 (oben) bzw. IT,g — &9 (unten), ermittelt auf Basis der DNS-Daten [85,86]
bei Re; = 640 und Pr = 0,025 (Symbol fiir jeden 4. Datenpunkt).
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6.4. Modellierung auf Basis zweiter Momente
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Abbildung 6.23.: Verlauf der vorgestellten, kombinierten Modellansitze des Korrelations- und Dissipations-
terms I1;9 — €19 (oben) bzw. IT,g9 — &4 (unten), ermittelt auf Basis der DNS-Daten [85,86]
bei Re; = 640 und Pr = 0,71 (Symbol fiir jeden 4. Datenpunkt).

Fiir eine weitere Diskussion moglicher Anpassungen werden daher die Ansétze von Shikazono
& Kasagi [72] und Carteciano [73] ausgewdhlt. Nachfolgend werden Erweiterungen der beiden
Modelle fiir Rechteckkanalstromungen diskutiert und hinsichtlich ihrer Giiltigkeit analysiert. Eine
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6. Analyse und Bewertung von SchlieBungsansitzen der Energieerhaltungsgleichung

Analyse des kombinierten Einflusses der Reynolds- und Prandtl-Zahl auf die vorgestellten Modelle
kann dem Anhang (vgl. Anhang A.2.6) entnommen werden.
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7 Turbulenter Energietransport in Platten- und
Rechteckkanalstromungen

Ziel dieses Abschnitts ist es ausgewihlte Modellansitze geméll der Anforderungen turbulenter
Stromungen in Platten- und Rechteckkanalstromungen bei variierenden Prandtl-Zahlen zu erwei-
tern. Um den numerischen Aufwand zu reduzieren, werden die SchlieBungsansitze in eine alge-
braische Form iiberfiihrt. Die Giiltigkeit der getroffenen Annahmen wird ausfiihrlich diskutiert
und analysiert. Es folgt anschlieBend eine Validierung der entwickelten Modelle in turbulenten
Platten- und Rechteckkanalstromungen unter Verwendung von experimentellen und numerischen
Vergleichsdaten bei unterschiedlichen Reynolds- und Prandtl-Zahlen. Hier wird gezielt die Kom-
bination aus Turbulenz- und Wirmestrommodell fiir verschiedene Stromungstypen und Konvek-
tionsarten untersucht. Dies erlaubt es die korrekte Funktionsweise der Modellkombinationen fiir
technisch relevante Stromungen zu beurteilen.

Zu diesem Zweck werden die Modelle in das freie Softwarepaket OpenFOAM® [142] imple-
mentiert. Zur Berechnung der voll entwickelten Stromung sowie dem Einfluss von Auftrieb wird
der Losungsalgorithmus geeignet erweitert. Fiir eine Ubersicht der eingesetzten numerischen Ver-

fahren sowie deren Validierung finden sich Details im Anhang (vgl. Anhang A.1).

7.1. Erweiterung und Verifizierung der selektierten SchlieBungsansatze

7.1.1. Implizite algebraische Warmeflussmodelle (AHM)

Soll das SchlieBungsproblem der Impuls- und Energieerhaltungsgleichungen vollstindig iiber
Ansitze zur Bestimmung der zweiten Momente gelost werden, erfordert dies in der inkompres-
siblen Formulierung der Erhaltungs- und Transportgleichung je nach Konvektionsfall die Losung
von insgesamt bis zu 16 partiellen Differentialgleichungen. Mit dem Ziel diesen Aufwand zu redu-
zieren, konnen mit Hilfe von Hypothesen und Annahmen die Transportgleichungen des turbulen-

ten Wirmeflussvektors in eine algebraische Form {iiberfiihrt werden. Die algebraische Reduktion
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7. Turbulenter Energietransport in Platten- und Rechteckkanalstromungen

wird hier beispielhaft anhand des Modellansatzes von Carteciano [73] bzw. Carteciano & Grotz-
bach [175] erldutert. Diese Vorgehen lésst sich aber prinzipiell auf jeden SchlieBungsansatz zweiter
Momente iibertragen. Je nach Komplexitit und Umfang der vereinfachenden Annahmen setzt sich
das resultierende algebraische Modell aus verschiedenen Teilkomponenten zusammen, die im fol-
genden Abschnitt erldutert werden.

Der Ausgangspunkt des algebraischen Modells ist die exakte Transportgleichung der turbulenten
Wirmefliisse (vgl. Gl. (6.52) bzw. (6.53)). Die Ableitung eines algebraischen Ausdrucks erfordert
es die nichtlinearen Konvektions- und Diffusionsterme zu eliminieren. Zu diesem Zweck kann die
Hypothese des schwachen Gleichgewichts** angewendet werden. Diese verlangt die Einfithrung

eines dimensionslosen turbulenten Wirmeflussvektors &g, der wie folgt definiert ist:

_ﬂ DCie_D
\/% /ﬁ Dt Ci@

Die Hypothese des schwachen Gleichgewichts unterstellt, dass diese dimensionslose Grofle kon-
stant in Raum und Zeit ist [67]. Sie geht auf Rodi [176] und Gibson & Launder [177] zuriick.

Im Rahmen dieser Arbeit wird eine turbulenten Plattenkanalstromung bei erzwungener Konvek-
tion mit Hilfe der DNS-Daten von Abe et al. [85,86] untersucht. In Abb. 7.1 dargestellt sind die

beiden normierten turbulenten Wirmeflusskomponenten {9 und §>¢. In unmittelbarer Nihe zur

=0. (7.1)

Wand muss das asymptotische Wandverhalten beriicksichtigt werden, das fiir die Komponenten
des turbulenten Wirmeflussvektors jeweils das Verhalten 7o~ yJr2 bzw. VO ~ y+3 vorsieht.
Fiir die turbulente kinetische Energie k sowie die Temperaturvarianz kann ein asymptotisches Ver-
halten von k ~ y+2 bzw. 672 ~ yT (vgl. Kapitel 6.4.2) beobachtet werden. Es lisst sich leicht nach-
weisen, dass fiir die wandnormale Komponente des dimensionslosen Wirmeflussvektors {¢ sich
demnach ein Wert gleich Null unmittelbar an der Wand ergeben muss (~ y '), wohingegen fiir die
Komponente in Stromungsrichtung {19 das Verhalten proportional zu &(1) ist. Infolge der beid-
seitig identischen Beheizung der Plattenkanalstromung wechselt die wandnormale Komponente
ihr Vorzeichen und muss einen Schnittpunkt mit der Abszisse aufweisen.

Es ist zu erkennen, dass fiir einen gro3en Bereich des dimensionslosen Wandabstands y* die An-
nahme eines konstanten Verlaufs des dimensionslosen Wirmeflussvektors ;g fiir die Komponente
in Stromungsrichtung sowie in wandnormaler Richtung in guter Ndherung erfiillt ist.

Mit dieser Hypothese kann nun der konvektive und diffusive Transport durch die Transportterme

der turbulenten kinetischen Energie k und der Temperaturvarianz 6”2 ersetzt werden:

1 /Dk 1 (D62
- (==_p — -D . (2
k(Dt k)+9/2<Dt 99)] (7.2)

1 <D u,0’ b > 1 ule’
— —Djg | = z—=
\/% V972 D¢ 2 \/z 0”2

Beng.: weak-equilibrium hypothesis
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7.1. Erweiterung und Verifizierung der selektierten SchlieBungsansitze
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Abbildung 7.1.: Turbulente Wirmeflusskomponente in Stromungsrichtung /6’ und wandnormaler Rich-
tung V6’ normiert mit der turbulenten kinetischen Energie k und der Temperaturvarianz
6’2, ermittelt auf Basis der DNS-Daten [85,86] bei Re; = 640 und Pr = 0,025 (oben) bzw.
Pr=20,71 (unten) (Symbol fiir jeden 4. Datenpunkt).

In voll eingelaufenen Stromungen entspricht die Summe der totalen Diffusion der turbulenten
kinetischen Energie k und der Temperaturvarianz 672 der totalen Diffusion des turbulenten Wiirme-
flussvektors [67,75]:
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7. Turbulenter Energietransport in Platten- und Rechteckkanalstromungen

_ (] 1
Di9 = Eule (% Dk + ﬁ Dgg) . (73)

Dies erlaubt es, GI. (7.2) unter Verwendung der symbolischen Notation der einzelnen Transport-
gleichungen (vgl. Gl. (5.9), (6.25) und (6.53)) weiter zu vereinfachen:
Y v
1

u.
Po+Gig+1lig — €9 — ék (Pc+Gr—e)—

N (Pog — €66) - (7.4)
Damit verbleiben als Transportmechanismen die exakten Produktionsterme der turbulenten Warme-
fliisse P;g und Gjg, der turbulenten kinetischen Energie P, und G sowie der Temperaturvarianz Pyg.
Dartiiber hinaus tritt weiterhin der Korrelationsterm I1;9 sowie die Vernichtungsterme €;9, € und
€gp auf. Der Ausdruck in Gl. (7.4) kann durch Annahme eines Gleichgewichts der Produktions-
und Vernichtungsterme der turbulenten kinetischen Energie k£ und der Temperaturvarianz 072 wei-

ter vereinfacht werden [67,75]:
P.+Gr=¢ und Pgg = €g¢. (7.5)

Die Giiltigkeit dieser Annahme wird, wie in Abb. 7.2 dargestellt ist, ebenfalls anhand der DNS-
Daten [85,86] tiberpriift. Es zeigt sich, dass das Verhiltnis der Produktion zur Dissipation der
turbulenten kinetischen Energie k und der Temperaturvarianz 6’2 bei beiden Prandtl-Zahlen fiir ei-
nen Bereich von y™ = 80 bis y™ = 400 nahe eins ist. In unmittelbarer Niihe zur Wand verschwindet
die Produktion der turbulenten kinetischen Energie P,:r und es dominiert die Dissipation €%, die
an der Wand bedingt durch die Viskositit des Mediums einen endlichen Wert ungleich Null an-
nimmt. Mit zunehmendem Wandabstand findet die Produktion der turbulenten kinetischen Energie
bei y* ~ 13 ihr Maximum. Fernab der Wand im Bereich y* =~ 400 — 640 verringert sich zuneh-
mend der Geschwindigkeitsgradient in wandnormaler Richtung und somit die von dieser Grof3e
abhédngige Produktionsrate. Die Analyse der Produktions- und Dissipationsrate der Temperatur-
varianz P9+6 bzw. 8; o In Abhingigkeit von Pr zeigt bei hoherer molekularer Prandtl-Zahl einen
dhnlichen Verlauf zum Verhiltnis der Produktion und Dissipation der turbulenten kinetischen En-
ergie k. Ursache hierfiir ist die Skalenihnlichkeit zwischen Geschwindigkeits- und Temperaturfeld.
Aber auch fiir Pr = 0,71 kann festgestellt werden, dass die Giiltigkeit der Gleichgewichtsannahme
in Wandnéhe nicht erfiillt ist. Fiir niedrige Prandtl-Zahlen (Pr = 0,025, vgl. Abb. 7.2) zeigt sich
hingegen deutlich die Auswirkung des Skalenunterschieds. Das Maximum des Verlaufs bei hohen
Prandtl-Zahlen (y* ~ 13) wird bei Pr < 1 vollstindig durch schnelle Wirmeleitvorgiinge, die die
Dissipation iibertreffen, geddmpft. Dennoch ist auch bei Pr < 1 ein Gleichgewicht zwischen Pro-
duktionsrate und Dissipation fiir y* > 1 zu erkennen, wenngleich es den Bezugswert Eins um bis
zu 20 % tbertrifft.
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7.1. Erweiterung und Verifizierung der selektierten SchlieBungsansitze
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Abbildung 7.2.: Verhiiltnis zwischen Produktions- und Dissipationsrate der turbulenten kinetischen Energie
k und der Temperaturvarianz 6’2 iiber dem dimensionslosen Wandabstand y*, ermittelt auf
Basis der DNS-Daten [85,86] bei Re; = 640 und Pr = 0,025 (oben) bzw. Pr = 0,71 (unten)
(Symbol fiir jeden 4. Datenpunkt).

Die GI. (7.5) kann nun mit Hilfe dieser zweiten Annahme weiter vereinfacht werden:

P+ Gig +11;9 — €9 = 0. (7.6)
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7. Turbulenter Energietransport in Platten- und Rechteckkanalstromungen

Die wesentlichen Wirkmechanismen der Transportgleichung, wie z.B. der Korrelationsterms
I1;9, die Dissipation &g sowie auch die Produktion infolge der Hauptstromung P9 und bedingt

durch Auftriebseffekte G;g bleiben im algebraischen Ansatz demnach vollstindig erhalten.

7.1.2. Entwicklung des AHM nach Carteciano (Carteciano-AHM)

Ausgehend von Gl. (7.6) kann nun nahezu jeder beliebige Modellansatz des Korrelations- und
Dissipationsterms zur Herleitung eines algebraischen Modells (AHM) verwendet werden. Das Vor-
gehen wird anhand einer abgewandelten Formulierungen des Modellansatzes von Carteciano [73]
(nachfolgend Carteciano-AHM) beispielhaft erldutert. Fiir den Korrelationsterm I1;9 wird eine mo-
difizierte Form eingesetzt:

Mg = —Cio-100' + Czemﬁ +C30B2i67, (7.7)

k' /7 dx;j

wobei die Koeffizienten C;g,C29 und C3¢9 angepasst werden. Der Reflexionsterm (vgl. Gl. (6.74)),
der in unmittelbarer Wandndhe wirksam ist, wird vernachldssigt. Durch diese Mallnahme ist es
moglich, den Ansatz unabhingig vom wandnormalen Abstand d zu formulieren und somit besser
auf komplexe Geometrien anzuwenden. Bereits Lai & So [172] erkannten, dass ohne den Refle-
xionsterm der Modellansatz des Korrelationsterms IT;g eine deutlich bessere Ubereinstimmung
mit den verwendeten DNS-Daten aufweist. Dies kann auch an dieser Stelle anhand der DNS-
Daten [85,86] nachgewiesen werden (vgl. Abb. 7.3). Hier dargestellt ist fiir das Ausgangsmodell
und die Weiterentwicklung die Summe aus Korrelations- und Dissipationsterm der wandnormalen
Wirmeflusskomponente im Vergleich zu den DNS-Daten bei Re; = 640 sowie den molekularen
Prandtl-Zahlen Pr = 0,025 und Pr=0,71.

Infolge der Modifikation der Koeffizienten (vgl. Tab. 7.1) kann eine bessere Ubereinstimmung
zu den DNS-Daten festgestellt werden. Da der Einfluss des Korrelationsterms I1;9 und somit sei-
ner Modellierung mit zunehmender molekulare Prandtl- bzw. Péclet-Zahl steigt, ist speziell fiir
den Fall Pr = 0,71 eine deutlich bessere Vorhersage des Maximums zu erkennen. Die relative Ab-
weichung des Maximums sinkt hier von ca. 60 % fiir den urspriinglichen Ansatz auf ca. 13 %
fiir den modifizierten Ansatz. Fiir niedrigere molekulare Prandtl-Zahlen Pr = 0,025 ist der Ein-
fluss des Korrelationsterms geringer, da in diesem Fall der Einfluss des Modellierungsansatzes
der Dissipationsrate € iiberwiegt. Hier betrigt die relative Abweichung bei y™ ~ 170 ca. 24 %
fiir das urspriingliche Modell und 14 % beim modifizierten Ansatz. Die relative Abweichung des
Maximalwertes kann durch die Erweiterung von 13 % auf unter 1 % reduziert werden. Dieser po-
sitive Effekt der Modifikation wird auch mit sinkender Reynolds-Zahl gemindert. Dies ist auf das
insgesamt sinkende Turbulenzniveau der Stromung zuriickzufiihren. Eine Darstellung des Einflus-
ses der Reynolds-Zahl bei verschiedenen Prandtl-Zahlen im Vergleich zu den DNS-Daten [85,86]

kann dem Anhang (vgl. Anhang A.3.1) entnommen werden.
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7.1. Erweiterung und Verifizierung der selektierten SchlieBungsansitze
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Abbildung 7.3.: Verlauf der kombinierten Modellansétze des Korrelations- und Dissipationsterms 19 — &4
des angepassten Ansatzes nach Carteciano [73] fiir die turbulente Wirmeflusskomponente
V6" als Funktion des Wandabstands yT, ermittelt auf Basis der DNS-Daten [85,86] bei
Re; =640 und Pr = 0,025 (oben) bzw. Pr=0,71 (unten) (Symbol fiir jeden 4. Datenpunkt).

Um den Effekt der Skalentrennung und des gegenldufigen Einflusses der beiden wesentlichen
Transport- bzw. Vernichtungsmechanismen in Abhingigkeit der molekularen Prandtl-Zahlen im
algebraischen Modell zu beriicksichtigen, wird auch an dieser Stelle der Ansatz nach Cartecia-
no [73] bzw. Carteciano & Grotzbach [175] verfolgt. Anstelle der Einfithrung einer eigenstdndigen
Modellierung der Dissipationsrate €;¢, sieht ihr Vorschlag die Einfiihrung eines Terms Z;9 in den

Transportgleichungen vor. Diese Grof3e hat ebenfalls die physikalische Bedeutung eines Dissipa-
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7. Turbulenter Energietransport in Platten- und Rechteckkanalstromungen

tionsterms und soll, in Kombination mit dem Modell des Korrelationsterms I1;9, den wachsenden
bzw. sinkenden Einfluss der beiden Transportmechanismen in Abhingigkeit der Prandtl-Zahl ab-
bilden [73,175]:

1+ Pr

2VPrVR \k

Durch Einfithrung des Zeitskalenverhéltnisses R sowie der turbulenten Reynolds- bzw. Péclet-

8 —_
Zig = — < )exp[ Cso (Re; + Pe;)] ul6). (7.8)

Zahl (Re; und Pe;) als Eingangsgrofle, kann dieser Ansatz in einer einfachen Form den Einfluss
der Skalentrennung und der molekularen Prandtl-Zahl beriicksichtigen. Das algebraische Modell
(Carteciano-AHM) in seiner endgiiltigen, implizit algebraischen Form lédsst sich demnach wie folgt

formulieren:

(k) W50 + o 05+ yBgi0”

Cio + 2\1/;{)&,3 exp[—Csg (Re + Pe;)]’

(7.9)

wobei die Koeffizienten den Zusammenhingen o = (1 —Cag) bzw. ¥ = (1 — C3g) entsprechen.
Das Modell ist implizit von dem turbulenten Warmeflussvektor W abhéngig. Dies stellt jedoch
im Rahmen des iterativen Prozesses keine erwdhnenswerte Schwierigkeit dar. Da beide Terme des
Nenners stets positiv definiert sind, bedarf es keiner weiteren Ma3nahmen zur Vorbeugung eventu-
eller Unstetigkeiten. Das Modell verlangt durch Einfiihrung des Zeitskalenverhiltnisses R zusitz-
lich die Losung der Temperaturvarianzgleichung 672 (vgl. Gl. (6.24)) sowie deren Dissipationsrate
€po (vgl. Gl. (6.28)). Da in den Arbeiten [73] und [175] ausschlieBlich Modellansitze fiir den Be-
reich der Kernstromung enthalten sind, wird anstelle das Modell von So & Sommer [162] bzw.
Sommer et al. [163] verwendet (vgl. Gl. (6.35) und (6.36)). Dieses ist bereits fiir einen groBen
Bereich der Reynolds- und Prandtl-Zahlen anhand experimenteller und numerischer Datensétze
sowie der empirischen Korrelation nach Kader [166] in turbulenten Kanal- und Rohrstrémun-
gen validiert. Eine Ubersicht der Modellkoeffizienten des urspriinglichen Ansatzes [73] und des
Carteciano-AHM ist der Tabelle 7.1 zu entnehmen.

Modell C] 0 ng C39 C49 C59
Carteciano (1999) 3,0 0,33 0,5 0,5 0,0007
Carteciano-AHM 3,6 0,5 0,5 - 0,001

Tabelle 7.1.: Ubersicht der Koeffizienten des Modells nach Carteciano [73] und des implizit
algebraischen Modells (Carteciano-AHM).
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7.1. Erweiterung und Verifizierung der selektierten SchlieBungsansitze

7.1.3. Entwicklung des AHM nach Shikazono & Kasagi (SK-AHM)

Ein Nachteil des Ansatzes von Shikazono & Kasagi [72] ist das Modell fiir den Korrelations-
terms I1;9. Dieses erfiillt zwar ein korrektes asymptotisches Wandverhalten (vgl. Tab. 6.1), verletzt
aber die Anforderung invariant gegeniiber einer Anderung des Koordinatensystems zu sein. Ursa-
che ist die Einfiihrung der Anisotropie der turbulenten Reynolds-Normalspannungskomponenten
in das Modell des Korrelationsterms.

Da die Modifikation des Korrelationsterms des Carteciano-AHM (vgl. Gl. (7.7)) nur in Kom-
bination mit dem Modell der Dissipationsrate (vgl. Gl. (7.8)) eingesetzt werden sollen, wird hier
stattdessen das Modell des Korrelationsterms nach Baumann [70] (vgl. Gl. (6.77)) verwendet. Uber
eine zusitzliche globale Ddmpfungsfunktion f,, in Abhingigkeit von der molekularen Prandtl-
Zahl erlaubt dieser Ansatz den steigenden bzw. sinkenden Einflusses des Korrelationsterms in Ab-
hingigkeit der Péclet-Zahl abzubilden. Ein weiterer Vorteil ist, dass die vorgeschlagene Erweite-
rung im Gegensatz zum urspriinglichen Modell von Shikazono & Kasagi [72] auch in komplexeren
Geometrien einsetzbar ist. Der Ansatz fiir die Dissipationsrate €;¢ entspricht dem von Shikazono
& Kasagi [72] (vgl. GL. (6.71)). Das vollstindige Modell des Korrelationsterms I1;9 lautet damit:

€—— € Y
[T = <C19 fpt % ”:’9/_ % u;(@’ nkn,'> fw=Clo fpt % ué@’

(7.10)

u . — —Uu nn;—-—-

20 Uy, Ix 30P&i 407 M7 Tt

wobei die ,,globale Ddmpfungsfunktion in Abhingigkeit der Prandtl-Zahl Pr nach Baumann [70]
zu fp = Pr/(1,2Pr +0,18) verwendet wird.

Wie der Abb. 7.4 entnommen werden kann, zeigt sich unabhéngig von der Prandtl-Zahl eine
verbesserte Ubereinstimmung mit den DNS-Daten [85,86] im Vergleich zur urspriinglichen For-
mulierung von Shikazono & Kasagi [72]. Ab y* ~ 60 kann der Verlauf der DNS-Daten mit Hilfe
der Modifikation fiir beide Prandtl-Zahlen nahezu perfekt wiedergegeben werden. Fiir Pr = 0,025
betrigt die relative Abweichung des Maximums fiir das Ausgangsmodell 9 % und fiir das erwei-
tere Modell weniger als 1 %. Bei Stromungen einer Prandtl-Zahl nahe Eins (Pr = 0,71) wird das
Maximum des Verlaufs (y* = 20) durch die urspriingliche Formulierung um 30 % und fiir die Mo-
difikation um 6 % tiiberschitzt. Eine Darstellung der Ergebnisse bei sinkenden Reynolds-Zahlen
kann dem Anhang (vgl. Anhang A.3.2) entnommen werden.

Auch fiir diesen Ansatz kann ein implizit algebraisches Modell (SK-AHM) abgeleitet werden
(vgl. Kap. 7.1.1):

> (k)Tb‘&g—%w}@’?—zﬂﬁgi%[C4efpr§+%fw+1;irgfw} W

(1= £) [Crofp + Cefer feag b2 | +- 22 £,
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7. Turbulenter Energietransport in Platten- und Rechteckkanalstrémungen

wobei die GroBen o = (1 —Cpg) und y = (1 — C3g) beschreiben. Dies verlangt erneut die Bestim-
mung des Zeitskalenverhiltnisses R, das analog zum Carteciano-AHM mit Hilfe der modellier-
ten Transportgleichungen der Temperaturvarianz 672 und deren Dissipationsrate €gg nach [162]
bzw. [163] bestimmt wird. Die eingefiihrten Koeffizienten Cig, Crg, C3g und Cyg sind der Tabelle

7.2 zu entnehmen.
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Abbildung 7.4.: Verlauf der kombinierten Modellansétze des Korrelations- und Dissipationsterms I1yg — &4
des angepassten Ansatzes nach Shikazono & Kasagi [72] fiir die turbulente Warmefluss-
komponente Vo' iiber yT, ermittelt auf Basis der DNS-Daten [85,86] bei Re; = 640 und
Pr=0,025 (oben) bzw. Pr = 0,71 (unten) (Symbol fiir jeden 4. Datenpunkt).
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Modell C19 Cz@ C39 C49

SK-AHM 3,6 0,5 0,5 0,5

Tabelle 7.2.: Ubersicht der Koeffizienten des implizit algebraischen Modells (SK-AHM) durch
Kombination der Modellansétze von Baumann [70] und Shikazono & Kasagi [72].

7.1.4. Erweiterung des Ansatzes nach Manservisi & Menghini (MM-TD)

Einer der Nachteile des Modells nach Manservisi & Menghini [65,66] ist die Beschrinkung
auf das Zweigleichungsmodell von Abe et al. [169] zur Bestimmung der turbulenten Reynolds-
Spannungen. In Rechteckkanalstromungen, die durch eine Sekundérstromung der zweiten Art
gekennzeichnet sind, oder auftriebsbehaftete Stromungen ist eine Erweiterung der Ordnung des
SchlieBungsansatzes der Impulserhaltungsgleichung erforderlich. Im Rahmen dieser Arbeit wird
daher eine Kombination des elliptischen Reynolds-Spannungsmodells (RSM-EBM) nach Dehoux
[75] mit dem thermischen Zweigleichungsmodell nach Manservisi & Menghini [65,66] vorge-
schlagen (nachfolgend als MM-TD bezeichnet).

Die Modellierung der thermischen Diffusivitit o; (vgl. Gl. (6.45)) bleibt unverindert. Den-
noch ermoglicht die Kombination mit einem Ansatz zweiter Ordnung der turbulenten Reynolds-
Spannungen die turbulenten Diffusionsterme der Transportgleichungen der Temperaturvarianz-
und ihrer Dissipationsrate auszutauschen. Diese werden iiber einen anisotropen Ansatz nach Dol
et al. [67] bestimmt:

02 -
Dy = 9 (CTT g il 99 ) bzw. D, = 9 (CgTT k '), 88TT) ,  (7.12)

8x,~ err 8)6]' e/ 8xk

wobei die Koeffizienten jeweils den Wert Crr = 0,22 bzw. C¢,, = 0,22 annehmen. Der Verlauf der
beiden Ansitze zur Bestimmung der turbulenten Diffusion der Temperaturvarianz bzw. des Gradi-
enten des dritten Momentes D’TTJr im Vergleich zu den DNS-Daten [85,86] ist in Abb. 7.5 fiir eine
Kanalstromung einer niedrigen molekularen Prandtl-Zahl (Re; = 640 und Pr = 0,025) dargestellt.
Wie in Abb. 7.5 dargestellt ist, zeigt sich im wandfernen Bereich der Stromung (y© = 100 — 640)
fiir den modifizierte Ansatz der turbulenten Diffusion (vgl. Gl. (7.12)) eine bessere Ubereinstim-
mung mit den DNS-Daten im Vergleich zur urspriinglichen Formulierung nach Manservisi &
Menghini [65,66]. Einzig das Maximum nahe der Wand bei y™ ~ 30 wird durch den anisotro-
pen Ansatz iiberbewertet mit einer relativen Abweichung zu den DNS-Daten von fast 80 %. Der
isotrope Ansatz nach [65,66] hingegen zeigt eine Unterschitzung des Maximums bei y* ~ 30 mit

einer Abweichung ungefihr 60 %.
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Abbildung 7.5.: Verlauf der beiden Ansitze des turbulenten Diffusionsterms D’TT+ bzw. des Gradienten der

dritten Momente 0’2u}+ iiber dem wandnormalen Abstand y™, ermittelt auf Basis der DNS-
Daten [85,86] fiir Re; = 640 und Pr = 0,025 (Symbeol fiir jeden 4. Datenpunkt).

Eine zusitzliche Erweiterung, die fiir Rechteckkanalstrémungen von Bedeutung ist, betrifft die
Bestimmung des wandnormalen Abstandes d. Dieser wird in transformierter Form als dimensi-
onsloser Wandabstand y* an verschiedenen Stellen, fast ausschlieBlich im Zusammenhang von
Déampfungsfunktionen, in ihren Formulierungen eingefiihrt. Dies fiihrt zu einer Unstetigkeit des
Ansatz entlang der Flachendiagonalen (vgl. Abb. 7.7), die auch in der Verteilung der turbulenten
thermischen Diffusivitit o, sowie der turbulenten Wirmefliisse VT’ bzw. w/T’ zu erkennen ist.

Eine Alternative ist ein einmaliges Losen einer Poisson-Gleichung [178-180]:

VZo=—1 und d=—|Vo|+/|Vo|]*+20, (7.13)

wobei die GroBe d den dimensionsbehafteten Wandabstand darstellt. Die zur Losung erforderli-
chen Randbedingungen sind durch ¢ = 0 unmittelbar an der Wand sowie d¢ /dn = 0 an allen Be-
grenzungsflichen gegeben. Bei einer zeitlichen Anderung der Geometrie ist die Berechnung der
Gl. (7.13) entsprechend mehrfach auszufiihren. Es kann gezeigt werden, dass sich fiir Gl. (7.13) in
einer quasi-zweidimensionalen Plattenkanalstromung ein identischer Verlauf zum exakten Wand-
abstand ergibt (vgl. Abb. 7.6).

Der wesentliche Vorteil der Bestimmung des Wandabstandes mit Hilfe der Poisson-Gl. ist in
Rechteckkanalgeometrien (vgl. Abb. 7.7) ersichtlich. Hier dargestellt ist der wandnormale Abstand
eines jeden Punktes im Querschnitt ermittelt als exakte wandnormale Distanz und mit Hilfe des
Poisson-Ansatzes. Entlang der Diagonalen der Querschnittsfliche (y = z) ist eine Unstetigkeit zu

erkennen, da stets zu jeder Wand jeweils nur der kleinste Wandabstand berechnet wird. Der Ansatz
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Abbildung 7.6.: Vergleich des Modellansatzes der Poisson-Gleichung nach [178-180] (vgl. Gl. (7.13)) mit
der exakten Bestimmung des wandnormalen Abstandes fiir eine Plattenkanalgeometrie.

auf Basis der Poisson-Gleichung liefert nahe der Wand eine akzeptable Ubereinstimmung mit dem
exakten Wert des Wandabstandes. Im Zentrum des Rechteckkanals hingegen ergibt sich eine Ab-
weichung vom geometrischen Wandabstand von ca. 30 %. Der Wandabstandes d wird hier nur in
den Dampfungsfunktionen verwendet, deren Einflussbereich auf den wandnahen Bereich begrenzt

ist. Dennoch ist die Auswirkung dieses Verfahrens fiir Rechteckkanalstromungen zu priifen.

Wandabstand
Exakter Abstand || | Poisson-Gl. d/h

iy . L% ”

-0.5

-1.0 0.0
-1.0 -0.5 0 0.5 1.0

z/h

Abbildung 7.7.: Vergleich des Modellansatzes zur Bestimmung des Wandabstands auf Basis der Poisson-
Gleichung nach [178-180] (vgl. Gl. (7.13)) mit der exakten Bestimmung (minimaler Ab-
stand zu den einzelnen Winden) fiir eine Rechteckkanalgeometrie.

In Abb. 7.8 ist die Verteilung der normierten turbulenten thermischen Diffusivitit a; /v und der

turbulenten Warmeflusskomponente v'7” * in einer Rechteckkanalstromung bei Re, = 7000 und

Pr = 0,025 dargestellt. Deutlich zu erkennen ist bei exakter Bestimmung des Wandabstandes ei-
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ne Unstetigkeit bei beiden Verteilungen entlang der Flichendiagonalen. Dies dufert sich in einer
Uberhohung der turbulenten thermischen Diffusivitit und des turbulenten Wirmeflusses entlang
der Diagonalen. Diese Unstetigkeiten sind unphysikalisch, da sowohl das Geschwindigkeits- als
auch das Temperaturfeld in diesem Fall stetig und differenzierbar sind. Bei Verwendung des mo-
difizierten Wandabstands mit Hilfe der Poisson-Gl. verschwindet dieser Effekt und es wird im
Vergleich ein niedrigeres Maximum ermittelt. Ursache ist der Einfluss des modifizierten Wandab-

standes in den Ddmpfungsfunktionen des Modellansatzes.

Exakter ‘ Exakter .
Wandabstand Wandabstand

04/ V | VT
0.135
12.0 0.09
0.045
9.0
0.0
6.0 -0.045
3.0 -0.09
0.0 0.135
. . 1
-1.0  -0.5 0 05 1.0 -1.0  -05 0 05 1.0
z/h z/h

Abbildung 7.8.: Vergleich des Verhiltnisses der turbulenten thermischen Diffusivitit o, zur kinematischen
Viskositit v (links) und der normierten Wérmeflusskomponente v'7T” * fiir den urspriingli-
chen Ansatz nach Manservisi & Menghini [65,66] bei exakter Bestimmung des wandnor-
malen Abstandes und der modifizierten Form (MM-TD).

Nachfolgend werden die vorgestellten Modelle und eingefiihrten Erweiterungen unter Verwen-
dung von numerischen und experimentellen Daten in Platten- und Rechteckkanalstromungen bei

verschiedenen molekularen Prandtl-Zahlen untersucht und hinsichtlich ihrer Giiltigkeit gepriift.

7.2. Validierung anhand einer symmetrisch beheizten Plattenkanalstromung

Die turbulente Plattenkanalstromung stellt einen einfachen Stromungstyp dar. Fiir eine voll ein-
gelaufene Stromung reduziert sich das Gleichungssystem auf wenige Transportterme in den Trans-
portgleichungen. Dies ist speziell fiir die Entwicklung und Uberpriifung von SchlieBungsansitzen
von Vorteil, da mit Hilfe von DNS-Daten Modelle fiir die unterschiedlichen Transport- und Wirk-
mechanismen oder ein korrektes, asymptotisches Wandverhalten abgeleitet werden konnen. Eine
schematische Darstellung des Stromungsgebietes und der Randbedingungen kann Abb. 4.6 ent-

nommen werden.
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Bei reiner Zwangskonvektion ist die Temperatur ein passiver Skalar, der keinerlei Riickwirkung
auf das Geschwindigkeitsfeld oder die Verteilung der turbulenten Reynolds-Spannungen aufweist.
Damit ist einzig die turbulente Scherspannung »/v' im Gleichungssystem von Bedeutung, so dass
bei alleiniger Untersuchung des Geschwindigkeitsfeldes auch isotrope Ansitze der Wirbelviskosi-
tat mit hinreichender Genauigkeit eingesetzt werden konnten. Hier wird zunéchst das verwendete
Reynolds-Spannungsmodell (RSM-EBM) nach Dehoux [75,148] mit Hilfe von experimentellen
und numerischen Daten iiberpriift und validiert.

Zunichst werden die dimensionslosen Geschwindigkeitsprofile der Komponente ™' bei ver-
schiedenen Reynolds-Zahlen (Re; = 180, 395, 640 und 1020) mit DNS-Daten von Abe et al.
[85,86] verglichen, wie dies die Abb. 7.9 zeigt.

60

O DNS [85,86]
— RSM-EBM [75,148]

50

-
<

40

= 30

20

10

1 10 100 1000

Abbildung 7.9.: Dimensionslose Geschwindigkeitsprofile u* (fiir steigende Reynolds-Zahlen Re; sind die
Profile jeweils verschoben) iiber dem dimensionslosen Wandabstand y™ fiir das RSM-EBM
im Vergleich zu den DNS-Daten [85,86] (nur jedes 3. Symbol dargestellt).

Fiir alle Reynolds-Zahlen wird eine sehr gute Ubereinstimmung mit den DNS-Daten festge-
stellt. Einzig fiir Re; = 180 wird der Ubergangsbereich zwischen der viskosen Unterschicht und
dem logarithmischen Bereich geringfiigig tiberschitzt. Die relative Abweichung betrigt hier 4 %
zu den DNS-Daten. Dies ist auf das sehr niedrige Turbulenzniveau bei kleinen Reynolds-Zahlen
zuriickzufiihren. Fiir eine zunehmende Reynolds-Zahl wird hingegen der Ubergang in den loga-

rithmischen Bereich mit einer hinreichenden Genauigkeit vorhergesagt.
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Da die Anisotropie der turbulenten Reynolds-Spannungen von Bedeutung ist, werden die ermit-
telten Verldufe fiir das EARSM** nach Hellsten [77,78] und das RSM-EBM* [75,148] bei einer
Reynolds-Zahl (Re; = 640) unter Verwendung der DNS-Daten miteinander verglichen.

Wie in Abb. 7.10 dargestellt ist, kann das EARSM nach Hellsten [77,78] die Anisotropie der
turbulenten Reynolds-Normalspannungen nicht korrekt wiedergeben. Dies ist auf eine vereinfachte
Formulierung des vollstindigen Ansatzes von Wallin & Johansson [137] zuriickfiihren, die im
EARSM enthalten ist. Dies mag mit dem Ziel einer verbesserten numerischen Stabilitéit erfolgt
sein, die mafgeblich durch die zusitzlich erforderlichen Dampfungsterme beeinflusst wird [137].
Die Bildung der turbulenten kinetischen Energie k™ erfolgt im EARSM nicht iiber die Spur des
Tensors der Reynolds-Spannungen, sondern mit Hilfe einer eigenen Transportgleichung. Daraus
erklirt sich auch die gute Ubereinstimmung des Verlaufs der priméren turbulenten Scherspannung
v/ mit den DNS-Daten.

() — ————

O DNS: uu/" — EARSM: /"
o || & DNs: v —— BARSM: Vv/© ||

- (o)e) -

v DNS: ww' " o"ro_ EARSM: ww'

6Ll o DNs: v © o — EARSM: v/ "
+ .
\:\
X

Abbildung 7.10.: Verlauf der turbulenten Reynolds-Spannungen Tu’; fiir das EARSM nach Hellsten [77,
78] (Linien) iiber dem dimensionslosen Wandabstand y* im Vergleich zu den DNS-Daten
[85,86] bei Re; = 640 und Zwangskonvektion (nur jedes 3. Symbol dargestellt).

Im Gegensatz zum EARSM nach Hellsten [77,78] liefert das RSM-EBM fiir die turbulenten
Reynolds-Spannungen eine sehr gute Ubereinstimmung mit den DNS-Daten (vgl. Abb. 7.11).

. . . ——+ )
Die Anisotropie der turbulenten Normalspannungen «/u; kann nahezu exakt wiedergegeben wer-

4EARSM: Explizit algebraische Reynolds-Spannungsmodell
4Reynolds-Spannungsmodell auf Basis eines elliptischen Ubergangsparameters
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den. Einzig eine geringe Uberbewertung des jeweiligen Maximums der beiden Normalspannungen
Wu'" bzw. ww'" ist im wandnahen Bereich der Stromung festzustellen. Die relative Abweichung
zur DNS betriigt an dieser Stelle fiir T jedoch nur 3,5 %.

10 I T T

DNS: i — RSM-EBM: i/
DNS: v/ —— RSM-EBM: v/ "
DNS: ww'* RSM-EBM: wiw'

— RSM-EBM: uV/

S 4 P> O

6
+ .
3 4
s

Abbildung 7.11.: Verlauf der turbulenten Reynolds-Spannungen Wu’f fiir das RSM-EBM nach Dehoux [75,
148] (Linien) iiber dem dimensionslosen Wandabstand y™ im Vergleich zu den DNS-Daten
[85,86] bei Re; = 640 und Zwangskonvektion (nur jedes 3. Symbol dargestellt).

Zur Beurteilung von Stromungen auf Basis von eindimensionalen Systemanalysen sind mog-
lichst genaue Korrelationen des Reibungskoeffizienten ¢ (nach Fanning*®) zwingend erforderlich.

Die bekannteste Korrelation fiir Rohrstromungen stammt von Blasius [181]:
¢y =00791 Rep, > fiir 2000 < Rep, < 4-10°. (7.14)

Diese kann bei Verwendung der iiber den hydraulischen Durchmesser D;, definierten Reynolds-
Zahl Rep, (vgl. Gl. (6.10)) auch fiir turbulente Plattenkanalstromungen eingesetzt werden. Die
Korrelation von Churchill [182,183] basiert auf der impliziten Korrelation von Colebrook?” [184]

und iiberfiihrt diese in eine rein explizite Formulierung:

46Es ist hier darauf zu achten, dass je nach Art (Fanning ¢y oder Darcy-Konvention f = 4 - ¢y) des Koeffizienten ein
Faktor von 4 beachtet werden muss.

4TDiese Korrelation dient auch als Basis fiir das gleichnamige Diagramm des Reibungskoeffizienten in Rohrstromun-
gen.
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1/12
, (7.15)

2 % ( 8 )12+ :
Cr=

wobei die beiden Parameter a und b iiber die folgenden Formulierungen bestimmt werden konnen:

16 16
7 7
a=1{2475In K ) 10,27 (ﬁ)} bzw. b= (3 539) . (7.16)
ReDh Dh ReDh

Bei Annahme einer glatten Wand (Wandrauhigkeit k; = 0) ergibt sich der in Abb. 7.12 dar-

gestellte Verlauf des Reibungskoeffizienten c fiir die beiden Turbulenzmodelle im Vergleich zu

experimentellen, numerischen und iiber die beiden Korrelationen bestimmten Daten. Die Korre-
lationen nach Blasius [181] und Churchill [182,183] zeigen eine sehr gute Ubereinstimmung mit
den experimentellen Daten nach Brouillette & Lykoudis [185] und Takahashi et al. [186]. Beide
Turbulenzmodelle zeigen fiir groBere Reynolds-Zahlen eine sehr gute Ubereinstimmung mit der
Korrelation nach Blasius [181] oder Churchill [182,183]. Speziell jedoch im Bereich Rep, ~ 1000
erkennt man fiir das EARSM nach Hellsten [77,78] eine Uberbewertung des Reibungskoeffizien-
ten. Die Ergebnisse des RSM-EBM nach Dehoux [75,148] stimmen hingegen sehr gut mit den
DNS-Daten und der Korrelation nach Churchill [182,183] iiberein. Ein weiterer wesentlicher Vor-
teil des RSM-EBM ist, bei alleiniger Betrachtung des Turbulenzmodells, seine geringe Sensitivitét
auf die wandnahe Auflosung (speziell auf die Entfernung des ersten Gitterpunktes zur Wand). Dies

wurde in fritheren Arbeiten von Manceau & Hanjali¢ [146] bestitigt.

-—- Blasius [181]

0014 1
2 0.012 — Churchill [182,183]
g ' O DNS [85,86]
= 0.01 A DNS/LES [187] -
£ Exp. [185]
2 ]
g 0.008 e Exp.[186]
&  0.006 |
4
2 0004 | -
2 4 EARSM-Hellsten [77,78] | =~ ===z
S 0.002 .
R B RSM-EBM [75,148]
0 . . . PP | PP | . . . PR
1000 10000 100000 le+06

ReDh

Abbildung 7.12.: Verlauf des Reibungskoeffizienten ¢ fiir das EARSM und RSM-EBM tiber der Reynolds-
Zahl Rep, im Vergleich zu experimentellen, empirischen und numerischen Daten.
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Im néchsten Schritt werden die modifizierten turbulenten Wiarmeflussmodelle untersucht, wobei
die Ergebnisse mit DNS-Daten bei zwei unterschiedlichen molekularen Prandtl-Zahlen verglichen
werden. Die Auswabhl fiir Pr beschrinkt sich auf Pr = 0,025 (Groenordnung von Fliissigmetallen)
und Pr = 0,71 (Luft). Der Fokus liegt auf der Beurteilung der Qualitdt und Limitierung beider
impliziter algebraischer Wirmeflussmodelle, Carteciano-AHM und SK-AHM, gegeniiber anderen
Konzepten.

Fiir das Modell der turbulenten Prandtl-Zahl Pr; nach Kays [22] ist die Bestimmung einer turbu-
lenten Wirbelviskositit erforderlich. Das Reynolds-Spannungsmodell nach Dehoux [75,148] sieht
keine Berechnung dieser Grof3e vor, so dass hier auf eine Formulierung von Durbin*® [104] zu-

riickgegriffen wird:
Vi = Cy T ulul; ninj, (7.17)

wobei die Grolen T dem turbulenten Zeitmal} (vgl. Gl. (5.54)), n; einem wandnormalen Vektor
und C, = 0,22 einem konstanten Koeffizienten entsprechen. Folgende Modelle sind fiir die wei-

terfiihrende Untersuchung ausgewéihlt worden (vgl. Tab. 7.3).

Bezeichnung Typ Turbulenzmodell - Wu’] Verweis
Kays [22] Pr;-Konzept RSM-EBM Kap. 6.2.2
MM-TD# oy-Konzept RSM-EBM Kap. 6.3.4 +7.1.4

Carteciano-AHM |  AHM>° RSM-EBM Kap. 7.1.2
SK-AHM AHM RSM-EBM Kap. 7.1.3

Tabelle 7.3.: Ubersicht iiber die untersuchten Kombinationen aus Turbulenz- und Wirmeflussmodell.

Die Abb. 7.13 zeigt die Verldufe des dimensionslosen Temperaturprofils ©® " und der wand-
normalen turbulenten Wiarmeflusskomponente ~V0'" bei einer Reynolds- und Prandtl-Zahl von
Re; = 640 und Pr = 0,025 im Vergleich zu den DNS-Daten [85,86]. Alle vier Modelle zeigen
beim Vergleich des dimensionslosen Temperaturprofils © eine gute Ubereinstimmung mit den
DNS-Daten [85,86]. Der Ansatz von Kays [22] kombiniert mit dem RSM-EBM [75,148] iiber-
schitzt das Maximum des Temperaturprofils im Bereich der Kernstromung um ca. 5 %. Dies ldsst
sich auf eine Unterbewertung der wandnormalen, turbulenten Warmeflusskomponente ~V0" bis
yT ~ 300 zuriickzufiihren. Die beste Ubereinstimmung des Temperaturprofils zeigt das MM-TD
mit einer relativen Abweichung des Maximalwertes von nur 0,2 %, gefolgt vom Carteciano-AHM

und SK-AHM mit einer Abweichung von ca. 1 %. Fiir die turbulente Warmeflusskomponente Vo't

*Durbin [104] sieht diese Formulierung fiir das sogenannte v> — f-Turbulenzmodell vor.
49TD - Turbulent thermal diffusivity - Turbulente thermische Diffusivitit
S0 AHM - Algebraic Heat Flux Model - Implizit algebraisches Wirmeflussmodell
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zeigt sich beim MM-TD eine Unterbewertung des Verlaufs in Wandnihe (bis y* = 200). Fiir den
wandfernen Bereich bei y™ ~ 250 — 640 weist das Modell hingegen die beste Ubereinstimmung
mit den DNS-Daten auf. Fiir das Carteciano-AHM und SK-AHM ergibt sich eine Abweichung in

Wandniihe von 4 % bei y* ~ 25 und im Bereich der Kernstromung von ungefihr 7 % zur DNS.

6 : . .
O DNS [85,86]
5t Kays
4L MM-TD
— SK-AHM
T® 3 | — Carteciano-AHM
2 i ReT:64O .
Ll Pr=20,025 |
0 o = L
1 10 100
yt
0.4 : . .
035 O DNS [85,86] |
Kays
0.3 B MM_TD X .
+ 025} — SK-AHM .
2 0.2 || — Carteciano-AHM ’ 7) ]
05t 6 -
ReT:64O . N
01 F1 pr=0,025 1
0.05
0 — o< —_— e
1 10 100
yt

Abbildung 7.13.: Verlauf des dimensionslosen Temperaturprofils o (oben) und der wandnormalen, tur-

bulenten Wirmeflusskomponente —v'6’ * (unten) fiir die einzelnen Ansétze iiber dem di-
mensionslosen Wandabstand y* im Vergleich zu DNS-Daten (nur jeder 5. Datenpunkt der
DNS ist als Symbol dargestellt) bei Re; = 640 und Pr = 0,025.

Wie in Abb. 7.14 dargestellt ist, zeigen die algebraischen Modelle bei Pr = 0,71 eine gute Uber-
einstimmung mit den DNS-Daten. Die Abweichung des Maximums des normierten Temperatur-
profils betrégt fiir das Carteciano-AHM 2,2 % und fiir das SK-AHM 0,6 %. Die Abweichungen
des Ansatzes nach Kays [22] mit 8,5 % oder des MM-TD mit 20,5 % lassen sich mit Hilfe des
Verlaufs der wandnormalen Wirmeflusskomponente V0" erkliren. Der Ansatz nach Kays zeigt

eine Unterbewertung des Verlaufs in Wandnihe im Vergleich zu den DNS-Daten. Der Grund hier-
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fiir 1st, dass die berechnete turbulente Prandtl-Zahl Pr, bei Anniherung an die Wand zunehmende
Abweichungen zur DNS aufweist (vgl. Abb. 6.6 und 6.7). Fiir das MM-TD wird der wandnorma-
le turbulente Wirmefluss /0’ in Wandnihe bis zu 60 % iiberschitzt. Ursache ist die spezielle

Ausrichtung der Dampfungsfunktionen des Modells auf niedrige Prandtl-Zahlen (vgl. Kap. 6.45).
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Abbildung 7.14.: Verlauf des dimensionslosen Temperaturprofils o (oben) und der wandnormalen, tur-

bulenten Wirmeflusskomponente —v' 6’ * (unten) fiir die einzelnen Anséitze iiber dem di-
mensionslosen Wandabstand y™ im Vergleich zu DNS-Daten (nur jeder 5. Datenpunkt der
DNS ist als Symbol dargestellt) bei Re; = 640 und Pr = 0,71.

Um zu gewihrleisten, dass die beiden entwickelten, algebraischen Modelle auch bei verschie-
denen Reynolds- bzw. Prandtl-Zahlen eine gute Ubereinstimmung mit den DNS-Daten von Abe et
al. [85,86] aufweisen, erfolgt eine separate Analyse des SK-AHM und das Carteciano-AHM. Die
Ergebnisse des Carteciano-AHM in turbulenten Plattenkanalstromungen zeigen nur eine geringe
Sensitivitdt auf den Wert des Koeffizienten Csg (vgl. Anhang A.4.1), so dass hier ausschlieBlich
der Wert C59 = 0,001 verwendet wird.
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7. Turbulenter Energietransport in Platten- und Rechteckkanalstrémungen

In Abb. 7.15 ist fiir die Kombination aus SK-AHM und dem RSM-EBM [75,148] das dimen-
sionslose Temperaturprofil O fiir drei verschiedene Reynolds-Zahlen Re; = 180, 395 und 640
sowie fiir zwei unterschiedliche Prandtl-Zahlen Pr = 0,025 und Pr = 0,71 im Vergleich zu DNS-
Daten [85,86] dargestellt. Fiir beide Prandtl-Zahlen ist eine sehr gute Ubereinstimmung mit den
DNS-Daten zu erkennen. Bei Pr = 0,71 erweist sich die Kombination aus dem Dissipationsmodell
nach Shikazono & Kasagi [72] und dem Modell fiir den Korrelationsterm von Baumann [70] als
vorteilhaft. Die gute Ubereinstimmung der normierten Temperaturprofile O istauf die marginalen
Abweichungen der turbulenten Wirmeflusskomponente Ve zuriickzufiihren, wie die Abb. 7.16

illustriert. Insgesamt zeigt das SK-AHM eine gute Ubereinstimmung mit den DNS-Daten [85,86].
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Abbildung 7.15.: Verlauf der normierten Temperaturprofile ©® ' des SK-AHM (Profile um 2 bzw. 5 dimensi-
onslose Einheiten verschoben) iiber dem dimensionslosen Wandabstand y* im Vergleich
zu DNS-Daten (nur jeder 3. Datenpunkt der DNS ist als Symbol dargestellt) bei Pr = 0,025
(oben) und Pr = 0,71 (unten).
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Abbildung 7.16.: Verlauf der turbulenten Wéarmeflusskomponente V0" des SK-AHM iiber dem dimensi-
onslosen Wandabstand y* im Vergleich zu DNS-Daten (nur jeder 3. Datenpunkt der DNS
ist als Symbol dargestellt) bei Pr = 0,025 (oben) und Pr = 0,71 (unten).

Im néchsten Schritt wird das zweite modifizierte algebraische Modell (Carteciano-AHM) bei
verschiedenen Reynolds- und Prandtl-Zahlen untersucht. Wie in Abb. 7.17 dargestellt ist, zeigt der
Vergleich der dimensionslosen Temperaturprofile © " bei verschiedenen Reynolds-Zahlen eben-
falls vernachlédssigbare Abweichungen zu den DNS-Daten. Dies gilt im Vergleich zum SK-AHM
insbesondere bei Pr = 0,025. Die Verldaufe werden hier mit kleineren Abweichungen bestimmt.
Fiir Pr = 0,71 hingegen werden die Temperaturprofile im Vergleich bei kleinen Reynolds-Zahlen
leicht iiberschitzt. Die Ursache fiir die schlechteren Ubereinstimmung mit den DNS-Daten ist

die wandnormale turbulente Wirmeflusskomponente W+, die in Abb. 7.18 dargestellt ist. Der
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7. Turbulenter Energietransport in Platten- und Rechteckkanalstrémungen

Verlauf dieser Komponente stimmt bei niedriger molekularer Prandtl-Zahl (Pr = 0,025) fiir alle
Reynolds-Zahlen mit den DNS-Daten iiberein. Die relativen Abweichungen zu den DNS-Daten in
der Vorhersage des Maximalwertes sind auch hier im Vergleich zum SK-AHM geringfiigig gerin-
ger mit jeweils weniger als 1 %. Die Uberbewertung des dimensionslosen Temperaturprofils fiir
Pr=20,71 bei Re; = 180 bzw. Re; = 395 beruht auf einer geringfiigigen Unterbewertung des Ver-
laufs der Wirmeflusskomponente V6" im wandfernen Bereich. Der zu niedrige Energietransport

in wandnormaler Richtung fiihrt folglich zu einer zu groen Spreizung des Temperaturprofils.
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Abbildung 7.17.: Verlauf der normierten Temperaturprofile ©® ' des Carteciano-AHM (Profile um 2 bzw. 5
dimensionslose Einheiten verschoben) iiber dem Wandabstand y* im Vergleich zu DNS-
Daten (nur jeder 3. Datenpunkt der DNS ist als Symbol dargestellt) bei Pr = 0,025 (oben)
und Pr = 0,71 (unten).
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Abbildung 7.18.: Verlauf der turbulenten Wirmeflusskomponente V0" des Carteciano-AHM iiber dem di-
mensionslosen Wandabstand y* im Vergleich zu DNS-Daten (nur jeder 3. Datenpunkt der
DNS ist als Symbol dargestellt) bei Pr = 0,025 (oben) und Pr = 0,71 (unten).

In den Abb. 7.19 und 7.20 ist jeweils ein Vergleich der Ergebnisse aller drei erweiterten Mo-
delle mit den DNS-Daten fiir die Temperaturvarianz W* dargestellt. Diese weist ein Maximum
fiir Pr = 0,025 bei y* ~ 200 und fiir Pr = 0,71 bei y™ ~ 18 auf. Es lisst sich anhand des Ver-
laufs deutlich die Auswirkung der hoheren molekularen Dampfung bei niedrigen Prandtl-Zahlen
erkennen. Das thermische Zweigleichungsmodell von Manservisi & Menghini [65,66] liefert fiir
Pr = 0,025 die beste Ubereinstimmung der Temperaturvarianz 672 mit einer relativen Abweichung
des Maximums von 10 % im Vergleich zu den DNS-Daten. Die Kombination aus den algebrai-
schen Modellen (SK-AHM und Carteciano-AHM) mit dem thermischen Zweigleichungsmodell
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7. Turbulenter Energietransport in Platten- und Rechteckkanalstrémungen

von So & Sommer [162] zeigt hingegen eine Uberbewertung des Maximums bei y* =~ 200 um
30 %. Dies lasst sich auf die Unterbewertung des Verlaufs der Dissipation der Temperaturvarianz
€pp zuriickfiihren, die in Abb. 7.20 dargestellt ist. Fiir eine hohere Prandtl-Zahl (Pr = 0,71) ist die
starke Spezialisierung des MM-TD auf niedrige Prandtl-Zahlen zu erkennen. In voll eingelaufenen
Stromungen stehen in der Transportgleichung die Produktionsrate und die Dissipation miteinander
im Gleichgewicht (vgl. Abb. 6.10 und 6.11). Infolge der deutlichen Unterbewertung der Dissipa-
tionsrate €gg ergibt sich bei Pr = 0,71 fiir das MM-TD auch beim Verlauf der Temperaturvarianz
eine deutliche Abweichung von iiber 80 % zu den DNS-Daten. Hier zeigt sich der grote Vorteil
des Zweigleichungsmodells von So & Sommer [162], das fiir beide algebraische Modelle auch bei
Pr = 0,71 eine gute Ubereinstimmung mit einer relativen Abweichung des Maximalwertes von
nur 8 % zur DNS liefert.
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Abbildung 7.19.: Verlauf der normierten Temperaturvarianz 6”  iiber dem normierten Wandabstand y* im
Vergleich zur DNS [85,86] bei Pr = 0,025 (oben) und Pr = 0,71 (unten) (nur jeder 3.
Datenpunkt als Symbol).
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Abbildung 7.20.: Verlauf der Dissipationsrate der Temperaturvarianz 8; o Uber dem normierten Wandab-
stand y* im Vergleich zur DNS [85,86] bei Pr = 0,025 (oben) und Pr = 0,71 (unten) (nur
jeder 3. Datenpunkt als Symbol).

Der letzten Validierungsschritt fiir symmetrisch beheizte Plattenkanalstromungen beruht auf
dem Vergleich der Modelle beziiglich der Nusselt-Zahl Nup, . Fiir Stromungen niedriger Prandtl-
Zahl existieren verschiedene Korrelationen, die vor allem fiir turbulente Rohrstromungen entwi-
ckelt wurden. Fiir Fliissigmetallstrémungen wird hier neben den DNS-Daten von Abe et al. [85,86]
und den DNS/LES-Daten von Duponcheel et al. [187] die semi-empirische Korrelation von Ly-

on [188] in einem Vergleich verwendet. Diese ist wie folgt definiert:
Nup, =7+0,025(Pep,)®®  mit  Pep, = PrRep,, (7.18)

wobei die Nusselt-Zahl Nup, wie folgt formuliert ist:

hD,  qDy

1 A To—T)) (7.19)

NuDh =
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7. Turbulenter Energietransport in Platten- und Rechteckkanalstromungen

In dieser Gleichung entsprechen die GroBen Dy, = 46 dem hydraulische Durchmesser, 6 der halben
Kanalhohe und 7}, der massenstromgemittelten Temperatur.

Einen Vergleich der Nusselt-Zahlen Nup, als Funktion der Péclet-Zahl Pep, zeigt die Abb. 7.21.
Der Graph zeigt eine sehr gute Ubereinstimmung aller drei Modelle mit den DNS- [85,86] bzw.
DNS/LES-Daten [187] bei Pr = 0,025. Im Vergleich zur semi-empirischen Korrelation nach Ly-
on [188] wird erst fiir eine Péclet-Zahl Pep, > 2000 eine gute Ubereinstimmung erzielt. Fiir nied-
rigere Péclet-Zahlen unterschitzt die semi-empirischen Korrelation den Verlauf der Nusselt-Zahl
im Vergleich zu den numerischen Daten. Da die Korrelation nach Lyon [188] aus experimentellen
Daten abgeleitet wurde, miissen etwaige Messfehler (Verunreinigungen im Fluid sowie Schwierig-
keiten beim Ermitteln der korrekten Wandtemperatur 7;,) beriicksichtigt werden. Dariiber hinaus
kann die axiale Wirmeleitung im Fall eines konstanten Wirmestroms ebenso wie die nur marginal

messbaren Temperaturunterschiede eine Ursache fiir die erlduterten Abweichungen sein.
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Abbildung 7.21.: Verlauf der Nusselt-Zahl Nup, (basierend auf dem hydraulischen Durchmesser Dj,) tiber
der Péclet-Zahl Pep, im Vergleich zu Ergebnissen der DNS [85,86] bzw. DNS/LES [187]
sowie zu einer empirischen Korrelation der Literatur fiir eine Prandtl-Zahl Pr = 0,025.

Fiir eine hohere molekulare Prandtl-Zahl (Pr = 0,71) wird fiir einen Vergleich die sogenannte
Dittus-Boelter-Korrelation [189-191] verwendet. Diese ist auf Basis der Reynolds-Zahl Rep, wie
folgt definiert:

Nup, ps = 0,023 (Rep,)** (Pr)**. (7.20)

Eine zweite Moglichkeit stellt die Korrelation nach Gnielinski [192] dar:
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7.2. Validierung anhand einer symmetrisch beheizten Plattenkanalstromung

(f/8) (Rep, — 1000) Pr
N = , 7.21

wobei fiir den Reibungskoeffizient f die Formulierung nach Petukhov eingesetzt wird [193]:
f=1(0,791n(Rep,) —1,64) 2. (7.22)

Ein Vergleich der Ergebnisse der beiden algebraischen Modelle (SK-AHM und Carteciano-
AHM) ist fiir eine hohere molekulare Prandtl-Zahl (Pr = 0,71) iiber den Verlauf der Péclet-Zahl
Pep, in der folgenden Abb. 7.22 dargestellt. Fiir beide algebraische Modelle lassen sich nahezu
identische Werte der Nusselt-Zahl Nup, ermitteln. Die Ergebnisse der beide Modelle, aber auch
der DNS-Daten [85,86], zeigen dariiber hinaus iiber den gesamten Bereich der Péclet-Zahl Pep,
eine sehr gute Ubereinstimmung zur Dittus-Boelter-Korrelation (vgl. Gl. (7.20)). Die relative Ab-
weichungen der beiden algebraischen Modelle zur Dittus-Boelter-Korrelation betrigt jeweils ca.

2.3 % und zur Gnielinski-Korrelation ca. 5 %.
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Abbildung 7.22.: Verlauf der Nusselt-Zahl Nup, (basierend auf dem hydraulischen Durchmesser Dj,) liber
der Péclet-Zahl Pep, im Vergleich zu Ergebnissen der DNS [85,86] sowie zu empirischen
Korrelationen der Literatur fiir eine Prandtl-Zahl Pr = 0,71.

Beide Korrelationen sind fiir Rohrstromungen mit konstanter Wiarmezufuhr entwickelt worden,
so dass sich zundchst nur feststellen ldsst, dass beide algebraische Modelle verifiziert und im

Rahmen der allgemeinen Genauigkeit validiert sind. Fiir diesen ersten Validierungsschritt in sym-
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metrisch beheizten Plattenkanalstromungen lésst sich dennoch zusammenfassen, dass die guten
Ergebnisse der beiden entwickelten, implizit algebraischen Modelle (SK-AHM und Carteciano-
AHM) eine weiterfithrende Untersuchung in Plattenkanalstromungen bei asymmetrischer Behei-

zung und Rechteckkanalstromung rechtfertigen.

7.3. Validierung anhand einer asymmetrisch beheizten Plattenkanalstromung

Hierbei wird eine asymmetrisch beheizte Plattenkanalstromung analysiert, bei der eine Wand
mit einem konstanten Wirmefluss beaufschlagt wird, wihrend die gegeniiberliegende Wand als
perfekt isoliert (adiabat) angenommen wird. Die Besonderheit an dieser Konfiguration ist, dass
bei Verwendung der iiblichen Methodik, die auf der Losung einer Erhaltungsgleichung der trans-
formierten, skalaren Variablen’! ® basiert, an der adiabaten ein endlicher Wert der Skalarfluktua-
tionen ungleich Null zu erwarten ist. Das erlduterte asymptotische Wandverhalten der einzelnen
Transport- und Vernichtungsterme verliert fiir diese adiabate Wand somit seine Giiltigkeit. Beide
Typen von Randbedingungen stellen jeweils einen Extremfall dar. In der Realitit ist die GroBen-
ordnung der auftreten Temperaturfluktuationen 7”7 bzw. 8’ von den thermischen Eigenschaften der
Wand und des Fluids abhédngig [194]. Um Temperaturfluktuationen an der adiabaten Wand geeig-
net im Rahmen einer Simulation zu beriicksichtigen, miissten eigentlich spezielle Randbedingun-
gen fiir die Transportvariablen 672 sowie €gg des thermischen Zweigleichungsmodells definiert
werden. Eine naheliegende Annahme ist es den Gradienten der Temperaturvarianz 672 in wandnor-
maler Richtung zu Null zu setzten. Dies fiihrt aber bei Verwendung von periodischen Randbedin-
gungen fiir den Ein- und Auslass zu einem ,,numerisch steifen” Problem [194], da das Niveaus der
Temperaturvarianz im Stromungsgebiet nicht eindeutig definiert ist. Im Folgenden wird demnach
analog zu anderen Arbeiten der Literatur [65,66,194] an den Winden die Randbedingung W|w =0
fiir die Temperaturvarianz eingesetzt. Fiir eine detailliertere Beschreibung und Diskussion dieser
Thematik in Abhingigkeit der molekularen Prandtl-Zahl sei an dieser Stelle auf den Anhang (vgl.
Anhang A.2.7) und die Literatur [194-196] verwiesen.

Fiir eine Validierung der beiden algebraischen Modelle bei asymmetrischer Beheizung wur-
de eine Grobstruktursimulation (LES) bei einer Reynolds-Zahl Re; = 395 und unterschiedlichen
Prandtl-Zahlen (Pr = 0,006, 0,025 und 0,71) durchgefiihrt. Da die groften turbulenten Struktu-
ren bei Stromungen niedriger molekularer Prandtl-Zahlen im Temperaturfeld zu erwarten sind
[106], ist die Groe des untersuchten Stromungsgebietes analog zu den Vorgaben aus der Litera-
tur gewdhlt [85]. Ein Vergleich der Ergebnissen der Grobstruktursimulation (LES) und der DNS-
Daten [85,86] fiir das zeitlich gemittelte Geschwindigkeitsprofil %" und die turbulenten Reynolds-
Spannungen Wu’ﬁ kann dem Anhang (vgl. Anhang A.4.2) entnommen werden.

>IDie Variable @ entspricht der Differenz der Wandtemperatur 7;, und der massenstromgemittelten Strémungstempe-
ratur 7. Der sich einstellende Wirmefluss wird rein iiber einen zusitzlichen Quellterm in der Erhaltungsgleichung
vorgeben. Fiir die passive, instantane Skalargrofe wird die Randbedingung ©|,, = 0 vorgegeben [85,187].
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Die verwendeten numerischen Verfahren werden umfassend im Anhang (vgl. Anhang A.1) er-
lautert und validiert. Die wichtigsten Parameter der Grobstruktursimulation, wie z.B. das einge-

setzte Feinstrukturmodell, zeigt die Tabelle 7.4.

Parameter Symbol Wert
Reynolds-Zahl Re; 395
Prandtl-Zahlen Pr 0,006; 0,025; 0,71
Abmessungen LyxLyxL, 476 X 20 X 21w

Anzahl der Elemente Ny X Ny X 1, 230 x 140 x 230
Mittelungintervall Ts up/28 ~ 3000
Réaumliche Diskretisierung - 2. Ordnung
SGS-Modell - Dyn. Smag.-Modell [119]
SGS-Wirmeflussmodell Pr; sGs Ansatz nach Morar [111]

Tabelle 7.4.: Ubersicht der wesentlichen Parameter der Grobstruktursimulation (LES).

Das dimensionslose Temperaturprofil @+ der LES (aus ,,Perspektive” der beheizten Wand) und
der beiden algebraischen Modelle ist in Abb. 7.23 ist im Vergleich zu den LES-Daten darge-
stellt. Es zeigt sich, dass das Carteciano-AHM-Modell bei niedrigen molekularen Prandtl-Zahlen
Pr = 0,006 bzw. Pr = 0,025 eine bessere Ubereinstimmung zur Grobstruktursimulation aufweist.
Die relative Abweichung des Maximums der normierten Temperaturdifferenz © " zur Grobstruk-
tursimulation an der adiabaten Wand betrégt fiir das Carteciano-AHM bei Pr = 0,006 genau 2 %
und bei Pr = 0,025 genau 6,6 %. Fiir das SK-AHM ergibt sich eine Abweichung des Maximums
bei Pr = 0,006 von ebenfalls 2 % und bei Pr = 0,025 von 13 %. Speziell fiir Pr = 0,006 lisst sich
die geringe Abweichung der beiden algebraischen Modelle auf das insgesamt sehr niedrige Ni-
veau der turbulenten Wirmefliisse im Vergleich zum molekularen Wirmetransport zuriickfithren.
Fiir hohere Prandtl-Zahlen (Pr = 0,71), zeigt das SK-AHM wie auch fiir den Fall einer symme-
trischen Beheizung eine geringfiigig bessere Ubereinstimmung zu den Vergleichsdaten mit einer
relativen Abweichung von nur 0,1 %. Das Carteciano-AHM hingegen zeigt eine Uberbewertung
des Maximums mit einer Abweichung zur Grobstruktursimulation von 5 %.

Eine Erkldrung der Ursachen fiir dieses Verhalten kann mit Hilfe des Verlaufs der wandnormalen
turbulenten Wiarmeflusskomponente WJr, die in Abb. 7.24 dargestellt ist, gefiihrt werden. Es ist
eine Uberbewertung des Maximums der turbulenten Wirmeflusskomponente durch das SK-AHM
fiir Pr = 0,025 zu erkennen. Das Carteciano-AHM zeigt hingegen eine bessere Ubereinstimmung
zu den Vergleichsdaten, kann jedoch ebenso wie das SK-AHM den Bereich eines abnehmenden

Temperaturgradienten in wandnormaler Richtung (ab y™ > 200) nur bedingt abbilden.
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Abbildung 7.23.: Verlauf des normierten Temperaturprofils ©® iiber dem dimensionslosen Wandabstand
yT der algebraischen Modelle (SK-AHM und Carteciano-AHM) und der LES-Daten bei
Re; = 395 sowie drei Prandtl-Zahlen Pr = 0,006, 0,025 und 0,71.
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Abbildung 7.24.: Verlauf der turbulenten Wirmeflusskomponente V0" iiber dem dimensionslosen Wand-
abstand y* der algebraischen Modelle (SK-AHM und Carteciano-AHM) und der LES-
Daten bei Re; = 395 sowie drei Prandtl-Zahlen Pr = 0,006, 0,025 und 0,71.

Um den Einfluss der Péclet-Zahl Pep, auch fiir den Fall eines asymmetrisch beheizten Platten-
kanals zu untersuchen, soll ein Vergleich der Nusselt-Zahl Nup, (vgl. Gl. (7.19)) mit empirischen
Korrelationen aus der Literatur erfolgen. Jiger et al. [197] entwickelten unter Beriicksichtigung

einer Vielzahl von experimentellen und numerischen Datensitze fiir turbulente Plattenkanalstro-
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mungen niedriger molekularer Prandtl-Zahl eine semi-empirische Korrelation der Nusselt-Zahl,

die wie folgt formuliert ist:
Nup, = 5,2686+0,00104 (Pep,)'""  fir  Pep, < 3000. (7.23)

Eine weitere, aus theoretischen Uberlegungen abgeleitete Korrelation der Nusselt-Zahl kann der

Arbeit von Hartnett & Irvine [198] entnommen werden:

2
Nup, = (§> Nug+0,015(Pep,)®  mit  Nuy=6,0. (7.24)

Der Wert des Parameters Nuy ist einerseits in Abhéngigkeit der Geometrie und des Beheizungs-
zustandes zu wihlen [198]. Die analytische Losung des Gritz-Problems fiir asymmetrisch beheizte
Plattenkanalstromungen liefert eine Nusselt-Zahl fiir den voll eingelaufenen Zustand der Stromung
von Nup, ram. = 5,384. Beide Korrelationen werden diesem Limit nicht gerecht.

Die vorliegende Untersuchung stellt eine Erweiterung der Arbeit von Jiger et al. [199] dar,
an der im Rahmen dieser Arbeit mitgewirkt wurde. Es soll an dieser Stelle zusitzlich der Ein-
fluss der Seitenwinde untersucht werden. Zu diesem Zweck wird fiir das Carteciano-AHM in vier
zusitzliche Simulationen die Stromung durch ein vollstindig dreidimensionales Stromungsgebiet
berechnet. Fiir diesen Fall wird das Verhiltnis der Seitenkanten des Rechteckkanals mit 1:10 an-
genommen. Die Ergebnisse der ermittelten Nusselt-Zahlen sind fiir die beiden entwickelten al-
gebraischen Wirmeflussmodelle in der folgenden Abb. 7.25 dargestellt. Es ist zu erkennen, dass
der Einfluss der Seitenwinde in einer Rechteckkanalstromung bei einem Seitenverhiltnis von 1:10
noch nicht vernachlissigt werden konnen. Eine Ursache ist das Konzept des hydraulischen Durch-
messers, dass sich nur bedingt auf thermische GroBen iibertragen lidsst. Im technisch relevanten
Bereich der Reynolds- bzw. Péclet-Zahl (2 - 10* < Rep, < 6 - 10%) betrigt die Abweichung der
algebraischen Modelle zur Korrelation nach Jiger et al. [199] im Mittel ca. 8 %. Dies mag auf die
geringe Menge an experimentellen und numerischen Vergleichsdaten zuriickzufiihren sein, die zur
Entwicklung dieser Korrelation verwendet wurden. Es wurde dariiber hinaus keine Selektion der
Daten hinsichtlich der unterschiedlichen thermischen Randbedingungen (symmetrisch bzw. asym-
metrisch beheizte Winde) durchgefiihrt. Mit steigender Péclet-Zahl (Pep, ~ 700 — 1000) wird die
Abweichung der Korrelation zu den RANS-Ergebnissen geringer (Abweichung von ca. 2 %). Fiir
niedrige Péclet-Zahlen (Pep, ~ 100 — 600) ergibt sich eine Abweichung der Korrelation von Hart-
nett & Irvine [198] zu den algebraischen Modellen von bis zu 25 %. In Bereich sehr niedriger
Péclet-Zahlen muss im Experiment der Einfluss der axialen Wirmeleitung beriicksichtigt werden.
Die Ergebnisse bei Beriicksichtigung der Seitenwinde (Carteciano-AHM - 3D) zeigt hingegen eine
gute Ubereinstimmung zu der Korrelation nach Jiger et al. [197] mit einer relativen Abweichung

von weniger als 1 % bei Pep, = 500.
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7. Turbulenter Energietransport in Platten- und Rechteckkanalstromungen

Aus den Ergebnissen dieser Untersuchung kann eine neue Korrelation der Nusselt-Zahl fiir
asymmetrisch beheizte Plattenkanalstromungen bei niedrigen molekularen Prandtl-Zahlen abge-
leitet werden. Diese ist ebenfalls in Abb. 7.25 dargestellt und lautet:

Nup, = 5,384 40,0078 (Pep, )" . (7.25)

Diese Korrelation erfiillt bei eingelaufenen Plattenkanalstromungen mit asymmetrischer Behei-
zung das Grenzlimit der Nusselt-Zahl Nup, qm. = 5,384 fiir laminare Stromungen. Fiir ihre Veri-

fizierung ist in Zukunft eine weiterfithrende Untersuchung mit experimentellen Daten notwendig.
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Abbildung 7.25.: Verlauf der Nusselt-Zahlen Nup, iiber der Péclet-Zahl Pep, der beiden algebraischen Mo-
delle im Vergleich zu semi-empirischen Korrelationen nach Jéager et al. [197] und Hartnett
& Irvine [198] bei Pr = 0,018.

7.4. Validierung in turbulenten Rechteckkanalstromungen

Die Rechteckkanalstromung mit quadratischen Querschnitt ist charakterisiert durch das Auf-
treten einer turbulenzinduzierten Sekundirstromung. Herkommliche Turbulenzmodelle unter Ver-
wendung eines isotropen Ansatzes zur Bestimmung der turbulenten Wirbelviskositidt v; konnen
dieses typische Phinomen nicht wiedergeben [30]. Der erste Validierungsschritt besteht darin, die
Qualitidt des RSM-EBM mit Hilfe verfiigbarer DNS-Daten [33,54] fiir das ,,hydraulische* Verhal-
ten der voll entwickelten Stromung zu untersuchen und zu bewerten. Eine Darstellung des Stro-

mungsgebietes und des Ursprungs des gewihlten Koordinatensystems ist in Abb. 7.26 gegeben.
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O 03
Turbulenzinduzierte
Sekundirstromungen
01 04 y A w

\

oA

T

Periodische Ein- und

Auslassbedingung

L,=2h
Abbildung 7.26.: Schematische Darstellung des Stromungsgebietes und des gewihlten Koordinatensystems
einer voll eingelaufenen Rechteckkanalstromung quadratischen Querschnitts.
Die Reynolds-Zahl Rey, ist wie folgt definiert:

2
Rey, = ””v h (7.26)

wobei die GroBen u;, der massenstromgemittelte Geschwindigkeit, /2 der halbe Seitenldnge und v
der kinematischen Viskositit entsprechen. Der hydraulische Durchmesser nimmt fiir den quadrati-
schen Rechteckkanal den Wert Dj, = 2h an.

Um die Qualitit des Turbulenzmodells zu bewerten, wird das RSM-EBM [75,148] und das
EARSM nach Hellsten [77,78] bei einer Reynolds-Zahl Re, = 7000 mit DNS-Daten [54] vergli-
chen. Die Abb. 7.27 zeigt den Vergleich der Isotachen der Hauptstromungskomponente und des
Betrags der Sekundirstromung. Durch Ausnutzen der Symmetriebedingungen der Stromung ent-
lang der Flachenhalbierenden wird hier ein Viertel (Q; bzw. Q4) des Rechteckkanals untersucht.
Eine Erweiterung der Untersuchung fiir eine niedrigere Reynolds-Zahl (Re;, = 4400) ist im An-
hang (vgl. Anhang A.4.3) aufgefiihrt. Die Geschwindigkeitskomponente in Hauptstromungsrich-
tung zeigt, dass die Isotachen eine Kriimmung in Richtung der Eckbereiche aufweisen. Dies ist
eine unmittelbare Folge der turbulenzinduzierten Sekundirstromung. Ebenfalls dargestellt ist der
Betrag der Sekundirstromungskomponenten. Entlang der Fldchendiagonalen zeigt die Stromung

in Richtung der Ecken. Entlang der Winde wird sie zur Wandhalbierenden zuriickgefiihrt.
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7. Turbulenter Energietransport in Platten- und Rechteckkanalstrémungen

Ein direkter Vergleich der Ergebnisse zeigt, dass das RSM-EBM mit den Ergebnisse der DNS-
Daten [54] sehr gut iibereinstimmt. Die Geschwindigkeitsverteilung der Hauptstromungskompo-
nente #/u; zeigt nur geringe Unterschiede der Anordnung der Isotachen®? erkennen. Das Ma-
ximum im Zentrum wird im Vergleich zu den DNS-Daten mit einer Abweichung von nur 2 %
bestimmt. Das Maximum des Betrags der Sekundérstromungen S/u;, wird hingegen unterbewertet
mit einer relativen Abweichung zu den DNS-Daten von 13 %. Das EARSM nach Hellsten [77,78]
hingegen zeigt eine zu starke Kriimmung der [sotachen im Bereich der Ecken. Dies fiihrt zu einem
Defizit der Hauptstromungskomponente im Bereich der Wandhalbierenden (z/h = 0). Das Maxi-
mum der Hauptstromungsgeschwindigkeit im Zentrum wird hingegen durch das EARSM ebenfalls
mit einer Abweichung von nur 2 % bestimmt. Die Sekundirstromungen beim EARSM werden im
Vergleich zu den DNS-Daten und den Ergebnissen des RSM-EBM deutlich unterbewertet. Die
Abweichung des Maximums der Sekundérstromungen lédsst sich zu 32 % angeben. Um die Ur-
sachen diese Verhaltens zu kldren, sollen auch die Verteilung der Komponenten der turbulenten

Reynolds-Spannungen analysiert werden, die in Abb. 7.28 dargestellt sind.
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Abbildung 7.27.: Isotachen der Hauptstromungskomponente (i/u;) (oben) und des Betrags der Sekundir-
stromungskomponenten (E/ up) in der Querschnittsebene (unten) fiir das EARSM nach
Hellsten [77,78] und das RSM-EBM [75,148] im Vergleich mit den DNS-Daten [54] bei
Rej, = 7000.

32 Als Isotachen bezeichnet man eine Linie gleicher Geschwindigkeit.
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Die primire, turbulente Normalspannung i/’ wird bei Verwendung des EARSM nach Hells-
ten [77,78] deutlich unterbewertet mit einer Abweichung des Maximalwertes von 66 %. Ursa-
che hierfiir ist der stark vereinfachte Ansatzes fiir den Reynolds-Spannungstensor. Das RSM-
EBM [75,148] hingegen zeigt fiir die primire Normalspannung eine gute Ubereinstimmung mit
einer nur geringen Uberschiitzung im Zentrum des Rechteckkanals. Das Maximum wird sehr genau
mit einer marginalen Abweichung von 0,2 % bestimmt. Die Verteilung dieser Komponente wird in
den Ecken nicht korrekt durch das RSM-EBM wiedergegeben, was eine unmittelbare Konsequenz
der Definition des ,,wandnormalen” Vektors ist, der beim RSM-EBM mit Hilfe des Gradienten
des Ubergangsparameters & gebildet wird (vgl. Gl. (5.57)). Da dieser Vektor in der Modellierung
des Redistributionsterms II;; und der Dissipationsrate €;; der turbulenten Reynolds-Spannungen
enthalten ist, fiihrt dies zu den beobachten Abweichungen von den DNS-Daten.

Die sekundire Normalspannungskomponente®® w/w’ zeigt fiir beide Turbulenzmodelle eine
deutliche Uberschitzung gegeniiber den DNS-Daten. Hier liegt das RSM-EBM mit einer Abwei-
chung des Maximalwertes von 40 % schlechter als das EARSM mit nur 30 % zu den DNS-Daten.
Fiir das EARSM zeigt die Verteilung zusitzliche Defizite im Eckbereich des Rechteckkanals.
Obwohl ihr Energiegehalt weniger als 0,1 % der Hauptstromung darstellt, wirkt die Normalspan-
nungsdifferenz der sekunddren Komponenten in den Ecken als wichtiger Produktionsmechanismus
fiir die Sekundérstromungen. Dies ist eine der Ursachen, weshalb der Betrag der Sekundirstromun-
gen fiir das EARSM gegeniiber den DNS-Daten zu gering ist.

Einen wesentlichen Beitrag zur Impulserhaltungsgleichungen in Stromungsrichtung liefern die
beiden turbulenten Schubspannungen «/v' bzw. u/w’, die beide nur geringe Abweichungen zu den
DNS-Daten aufweisen, was in Abb. 7.28 dargestellt ist. Die Abweichung zu den DNS fiir den
Maximal- bzw. Minimalwert betrégt fiir beide Turbulenzmodelle weniger als 12 %.

Zur Bewertung der beiden Turbulenzmodelle bei steigenden Reynolds-Zahlen®* Re;, werden sie
mit semi-empirischen Korrelationen des Reibungskoeffizienten f (cy = 1/4 f) nach Jones [200]

verglichen. Dieser basiert auf der Gleichung nach Colebrook:

1 L
— =2 log;y Re*\/f—0,8 it Re*=0¢" (=) Rep. 7.27
77 =2logio R/ —08  mit  Re"=¢ (Ly) e (727)
Die Funktion ¢* stellt eine geometrieabhingige Funktion dar, die zwischen den beiden Grenzfillen
der turbulenten Plattenkanalstromung und der Rechteckkanalstromung definiert ist [200]:

1L [, Ly

2
0" (L;/Ly) = 3t L <2— L_z) : (7.28)

33Die Komponente v'v/ und w/w’ sind bei Rotation um 90° des gegebenen Koordinatensystem zueinander identisch,
so dass an dieser Stelle nur eine der beiden Komponenten fiir einen Vergleich dargestellt ist.

>4Fiir den Fall eines quadratischen Stromungsquerschnitts des Rechteckkanals sind in diesem Fall Re;, und Rep,
identisch.
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Abbildung 7.28.: Verteilung der t@len‘[en Reynolds-Spannungen (W/ui) (oben), w'w/ /ui (mittlerer
Ausschnitt) und u/v'/ ui (unten) fiir das EARSM nach Hellsten [77,78] und das RSM-
EBM [75,148] im Vergleich mit den DNS-Daten [54] bei Re;, = 7000.

In Abb. 7.28 ist der Verlauf des Reibungskoeffizienten der DNS-Daten, der Korrelation nach
Jones [200] und der Experimente von Schiller [201] und Hartnett [202] im Vergleich zu den Ergeb-
nissen der beiden Turbulenzmodelle dargestellt. Die Abweichung der Korrelation nach Jones [200]
zu den DNS-Daten [54] betrigt bei Rep, = 7000 nur 0,4 %, so dass beide Vergleichsdaten einan-
der bestitigen. Es zeigt sich eine sehr gute Ubereinstimmung des RSM-EBM mit den Ergebnissen
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7.4. Validierung in turbulenten Rechteckkanalstromungen

der Korrelation nach Jones [200] mit einer gemittelten relativen Abweichungen von nur 0,88 %
tiber den gesamten Bereich der Reynolds-Zahl. Fiir das EARSM betrigt die Abweichung 3,3 %.
Speziell bei niedrigen Reynolds-Zahlen Rep, zeigt das RSM-EBM gegeniiber dem EARSM ei-
ne bessere Ubereinstimmung mit den Vergleichsdaten, was sich in einer Abweichung bis zu 1,3
% fiir das RSM-EBM und 13 % fiir das EARSM ausdriickt. Fiir den Bereich groflerer Reynolds-
Zahlen schwindet dieser Vorteil des RSM-EBM und beide Turbulenzmodelle geben den Verlauf
der experimentellen Daten bzw. der Korrelation korrekt wieder. Eine weiterfithrende Analyse mit

zusitzlichen Turbulenzmodellen befindet sich im Anhang (vgl. Anhang A.4.3).
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Abbildung 7.29.: Verlauf des ermittelten Reibungskoeffizienten ¢y (Fanning-Stil) einer turbulenten Recht-
eckkanalstromung quadratischen Querschnitts iiber der Reynolds-Zahl Rep, im Vergleich
zur empirischen Korrelation nach Jones [200] sowie experimentellen Daten nach Schil-
ler [201] und Hartnett et al. [202].

Aufgrund der besseren Vorhersage der Sekundérstromungen und des Reibungskoeffizienten
wird im Folgenden das RSM-EBM [75,148] zur Berechnung von turbulenten Rechteckkanalstro-
mungen eingesetzt.

Da fiir Stromungen mit Pr < 1 keine numerischen Vergleichsdaten zur Validierung der beiden
algebraischen Wirmeflussmodelle verfiigbar sind, sind Vergleichsdaten mit Hilfe einer Grobstruk-
tursimulationen bei einer Reynolds-Zahl Re;, = 7000 und fiir verschiedene Prandtl-Zahlen sowie
Beheizungszustinden durchgefiihrt worden. Die Eckdaten der Numerik finden sich im Anhang
(vgl. Anhang A.1) und der Tabelle 7.5.
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Parameter Symbol Wert
Reynolds-Zahl Rep, = up 2h/v 7000
Prandtl-Zahlen Pr 0,025 und 0,71
Abmessungen LyxLyXxL, 28h x 2h X 2h

Anzahl der Elemente Ny X Ny X Ny 245 x 120 x 120
ZellgroBe in x-Richtung Ax™ ~ 26
ZellgroBe an der Wand Ay*t|,, bzw. Az, 0,25-0,52
Réumliche Diskretisierung - 2. Ordnung
Mittelungintervall Ty up/h ~ 8000
SGS-Modell - Dyn. Smag.-Modell [119]
SGS-Wirmeflussmodell Pr; sGs Ansatz nach Morar [111]

Tabelle 7.5.: Ubersicht der wesentlichen Parameter der Grobstruktursimulation (LES).

Um die Qualitédt der Grobstruktursimulation (LES) zu priifen, wird ein Vergleich zu in der Litera-
tur verfiigbaren Daten einer Kanalstromung quadratischen Querschnitts (vgl. Abb. 7.30) gezogen.

Da die groflten turbulenten Strukturen bei Stromungen niedriger molekularer Prandtl-Zahl im
Temperaturfeld zu erwarten sind [106], muss gewihrleistet werden, dass die gewdihlte axiale Léan-
ge des Stromungsgebietes L, = 28h ausreichend ist. Dies ist mit Hilfe einer Untersuchung des
Energiespektrums Ey (k) bzw. der Zweipunktkorrelationen Ry der einzelnen Fluktuationsgroen
an verschiedenen Punkten des durchstromten Querschnitts moglich (vgl. Anhang A.4.3). Es zeigt
sich, dass eine Lange von L, = 28h ausreicht, um die turbulenten Strukturen hinsichtlich ihrer
GroBe vollstindig im periodischen Stromungsgebiet zu beriicksichtigen.

Eine Analyse der Geschwindigkeitsprofile in Stromungs- u sowie in Querrichtung w bzw. Ver-
laufe der turbulenten Normalspannung ugyss an verschiedenen Positionen des Querschnitts (vgl.
Abb. 7.30) zeigt eine gute Ubereinstimmung des Ergebnisses der Grobstruktursimulation (LES)
mit den experimentellen Daten nach Kawahara et al. [203] und der DNS-Daten [33,53,54]. Ei-
ne geringfiigige Unterbewertung der Normalspannungen mag in diesem Fall, ebenso wie fiir den
Fall der turbulenten Plattenkanalstromung (vgl. Anhang A.44), auf den gewihlten Filtertyp (,,Box-
Filter*>) zuriickzufiihren sein, der bei stark anisotroper Diskretisierung in Wandnihe fiir eine zu
starke Ddmpfung der Fluktuationen verantwortlich ist. Auch das RSM-EBM [75,148] kann die
Profile der Vergleichsdaten hinreichend genau wiedergeben mit einer maximalen relativen Abwei-
chung von 5 % fiir die Hauptstromungsgeschwindigkeit z und 20 % der Querstromungsgeschwin-

digkeit w. Einzig die turbulente Normalspannung ugyss wird, wie bereits in den Ergebnissen (vgl.

>3Der Box-Filter wird gleichmiBig auf Basis der Zellgrofe gewihlt zu A = (Ax Ay Az) 13,
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7.4. Validierung in turbulenten Rechteckkanalstromungen

Abb. 7.28) zuvor gezeigt wurde, mit einer relativen Abweichung von bis zu 16 % bei z/h = —0,7
tiberbewertet. Eine weiterfithrende Analyse der Geschwindigkeitsverteilung und der turbulenten
Reynolds-Spannungen im Vergleich zu den DNS-Daten findet sich im Anhang (vgl. Abb. A.49).
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Abbildung 7.30.: Verlauf der Geschwindigkeitsprofile %/u;, und w/u;, sowie der priméren, turbulenten Nor-
malspannung Zigys/up der Grobstruktursimulation im Vergleich zu der experimentellen
Arbeit von Kawahara et al. [203], den DNS-Daten von Pinelli et al. [33,53,54] und dem
RSM-EBM [75,148] bei Re;, = 7000 und erzwungener Konvektion.

Da fiir eine Rechteckkanalstromung mit kleinem Seitenldngenverhéltnis keine eindeutige Nor-
mierung der thermischen GréBen in der Literatur iiblich ist, wird eine der turbulenten Plattenka-
nalstromung konforme Variante formuliert. Das dimensionslose Temperaturprofil O ist wie folgt
definiert:

(TWB - T) (]

= ) it T=—1

oM -
Tr p(,’p<l/t1;>4

(7.29)
wobei die GroBen T,,5 die Temperatur am Mittelpunkt der beheizten Wand (y/h=0und z/h = —1),
T die sich einstellende Temperatur, 7; eine Reibungstemperatur [93] und (u;)4 die iiber alle vier
Winde gemittelte Reibungsgeschwindigkeit darstellen. Dies ermdglicht einen direkten Vergleich
der ermittelten Temperaturprofile mit turbulenten Plattenkanalstromungen. Der turbulente Wirme-
flussvektor kann mit der gemittelten Reibungsgeschwindigkeit (u;)4 und der Reibungstemperatur

T; normiert werden:

(7.30)
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Fiir einen Vergleich werden die algebraischen, turbulenten Wirmeflussmodelle (Carteciano-
AHM und SK-AHM) sowie das MM-TD mit den Ergebnissen der LES verglichen. Wegen sei-
ner Defizite bei groen Prandtl-Zahlen wird das MM-TD hier nur fiir Pr = 0,025 eingesetzt. Im
Weiteren werden fiir zwei Prandtl-Zahlen (Pr = 0,025 bzw. Pr = 0,71) und bei Re;, = 7000 die Er-
gebnisse der LES und der RANS-Modelle fiir zwei verschiedene Beheizungszustidnde untersucht.
Beim asymmetrisch beheizten Zustand ist die untere Wand (y/h = —1) durch einen konstanten
Wirmefluss (§) beaufschlagt. Die drei restlichen Winde werden perfekt isoliert angenommen.
Beim symmetrisch beheizten Zustand ist das Wandpaar (y/h = —1 und y/h = 1) beheizt und je-
weils die vertikalen Winde (z/h = —1 und z/h = 1) adiabat.

Fir Pr = 0,025 und eine asymmetrische Beheizung zeigt das Carteciano-AHM im Vergleich
zu den Ergebnissen der Grobstruktursimulation eine bessere Ubereinstimmung als das SK-AHM
(vgl. Abb. 7.31). Das Maximum der normierten Temperaturdifferenz © " wird fiir beide Modelle
mit einer relativen Abweichung zur LES von 8 % beim Carteciano-AHM und 14 % beim SK-AHM
unterbewertet. Dies deckt sich mit den Erkenntnissen der Plattenkanalstromung (vgl. Abb. 7.23)
und ist fiir die algebraischen Modellen auf eine Uberschitzung der turbulenten Wirmeflusskompo-
nente V0’ zuriickfithren. Fiir das Carteciano-AHM betrigt die Abweichung des Maximums hier
11 % und fiir das SK-AHM 38 %. Wesentliche Ursache ist die Abweichung des durch das RSM-
EBM ermittelten Maximums der turbulenten Normalspannung W/ u% (vgl. Abb. 7.28) und somit
des Produktionsterms P»g (vgl. Gl. (6.52)). Wie dem Anhang (vgl. Anhang A.4.3) entnommen
werden kann, wird auch das Maximum der Temperaturvarianz er fiir alle Prandtl-Zahlen durch
das thermische Zweigleichungsmodell nach So & Sommer [162] deutlich iiberschitzt. Die Abwei-
chung zur LES betrigt fiir Pr = 0,025 bei beiden algebraischen Modellen fast 50 %. Dies fiihrt
auch zur Bestimmung eines zu hohen Zeitskalenverhiltnisses R. Aus der Formulierung des Terms
Zig des Carteciano-AHM (reziproke Abhéngigkeit zu R) (vgl. Gl. (7.8)) folgt eine Unterschidtzung
der Dissipation. Durch das gekoppelte System an Transportgleichungen (zweite Momente gehen
jeweils in Produktions- und Dissipationsterme ein) lidsst sich jedoch nur schwer eine einzige Ur-
sache dieser Uberbewertung identifizieren. Der axiale turbulente Wirmefluss @0 wird fiir das
Carteciano-AHM unterschétzt mit einer Abweichung des Maximalwertes von 15 %. Das SK-AHM
zeigt hier eine bessere Ubereinstimmung mit einer Abweichung von nur 12 %.

Wie in Abb. 7.32 dargestellt ist, zeigt sich fiir Pr = 0,025 bei symmetrischer Beheizung eine
bessere Ubereinstimmung der algebraischen Modelle mit der LES. Das Maximum der dimensi-
onslosen Temperaturdifferenz © ' im Zentrum wird erneut unterschitzt. Die relative Abweichung
zur LES betrégt hier fiir das Carteciano-AHM 5 % und fiir das SK-AHM 6 %. Ursache ist eine
Uberschitzung der der turbulenten Wirmeflusskomponente V0" Die Abweichung des Maximal-
wertes kann fiir das Carteciano-AHM mit 4 % und fiir das SK-AHM mit 20 % bestimmt werden.
Das Maximum der axialen turbulenten Wiarmeflusskomponente @8 wird beim Carteciano-AHM
um 25 % und fiir das SK-AHM um nur 10 % unterschitzt.

170



7.4. Validierung in turbulenten Rechteckkanalstromungen

1.0
y/h
0.5

ST S T T
|
| 0.08
|
, 0
|
|
| -0.08
|
! 0.16
|
! 0.24
|
|
|
|
Lo AT Vo
0.18 i 0.18
|
|
0.12 ! 0.12
|
0.06 | 0.06
|
|
0.0 0.0
|
|
|

Abbildung 7.31.: Vergleich der normierten Temperaturverteilung M (oben), des axialen turbulenten
Wiirmeflusses /0’ (Mitte) und des turbulenten Wirmeflusses Ve (unten) fiir die Grob-
struktursimulation (LES) jeweils mit den Ergebnissen der beiden algebraischen Modelle,
Carteciano-AHM (linke Spalte) und SK-AHM (rechte Spalte), fiir einen asymmetrischen
Beheizungszustand bei Re, = 7000 und Pr = 0,025.
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Abbildung 7.32.: Vergleich der normierten Temperaturverteilung N (oben), des axialen turbulenten
Wiirmeflusses /0’ (Mitte) und des turbulenten Wirmeflusses Ve (unten) fiir die Grob-
struktursimulation (LES) jeweils mit den Ergebnissen der beiden algebraischen Modelle,
Carteciano-AHM (linke Spalte) und SK-AHM (rechte Spalte), fiir einen symmetrischen
Beheizungszustand bei Re, = 7000 und Pr = 0,025.
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7.4. Validierung in turbulenten Rechteckkanalstromungen

Wie in Abb. 7.33 fiir die normierte Temperatur © ' und die turbulente Wirmeflusskomponente
Vet dargestellt ist, zeigt das MM-TD eine dhnlich gute Ubereinstimmung wie das Carteciano-
AHM. Insbesondere bei der asymmetrischen Beheizung wird die Temperaturverteilung ® und
die Verteilung der turbulente Wiarmeflusskomponente V0" mit einer sehr guten Genauigkeit wie-
dergegeben. Die relative Abweichung des Maximums zur LES betrégt hier fiir die normierte Tem-
peratur 10 %. Das Maximum der turbulenten Warmeflusskomponente VO wird fiir die asymme-
trische Beheizung mit einer Abweichung von 11 % zu den LES ermittelt. Fiir die symmetrische
Beheizung ergibt sich eine Abweichung des Maximalwertes der normierten Temperatur ©®' von6

" T YAR
% und der turbulenten Warmeflusskomponente v'6’ von nur 2 %.
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Abbildung 7.33.: Vergleich der normierten Temperaturverteilung 0 (linke Spalte) und des turbulenten
Wirmeflusses V07 (rechte Spalte) fiir die Grobstruktursimulation (LES) im Vergleich
zum MM-TD fiir einen asymmetrischen (oben) und einen symmetrischen (unten) Behei-
zungszustand bei Re;, = 7000 und Pr = 0,025.
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7. Turbulenter Energietransport in Platten- und Rechteckkanalstromungen

Ein wesentlicher Nachteil dieser Modellvariante ist seine Abhéngigkeit vom Temperaturgradi-
enten. Die turbulente Warmeflusskomponente @8 kann fiir die dimensionslose Skalargrofle o
in einer voll eingelaufenen Stromung nicht korrekt ermittelt werden.

Ein Vergleich der beiden algebraischen Modelle bei einer hoheren molekularen Prandtl-Zahl
Pr=0,71 istin Abb. 7.35 dargestellt. Es ist deutlich zu erkennen, dass bei grofleren Prandtl-Zahlen
der Einfluss der Sekundérstromung auf die Temperaturverteilung steigt.

In der asymmetrischen beheizten Konfiguration zeigen beide algebraische Wiarmeflussmodelle
eine akzeptable Ubereinstimmung mit den Ergebnissen der Grobstruktursimulation. Das Maxi-
mum der normierten Temperatur wird fiir das Carteciano-AHM mit einer relativen Abweichung
von 4 % tiberschitzt. Fiir das SK-AHM wird sie hingegen mit einer Abweichung von 5 % un-
terschitzt. Fiir die turbulente Warmeflusskomponente W+ ist deutlich zu erkennen, dass beide
algebraische Modelle entlang des vertikalen Wandpaares (entlang der y-Richtung) einen zu gro-
Ben Wert und somit iiber den Term Pog = —V'v/ (0T /dy) eine zu groBe Produktionsrate dieser
Komponente aufweisen. Ursache hierfiir ist erneut die Uberbewertung der turbulenten Reynolds-
Spannung v'v' durch das RSM-EBM (vgl. Abb. 7.28). Entlang der Halbierenden der beheizten
Wand (z/h = 0) wird das Maximum fiir beide algebraische Modelle unterschitzt. Die relative Ab-
weichung zur LES betrédgt hier fiir das Carteciano-AHM 3,5 % und fiir das SK-AHM 5 %. Die
Wirmeflusskomponente in Stromungsrichtung wird fiir beide Wiarmeflussmodelle ebenfalls deut-
lich in ihrer Gré8enordnung unterschitzt. Die Abweichung betrigt bei dieser Komponente fiir das
Carteciano-AHM fast 60 % und fiir das SK-AHM fast 50 %. Die Anisotropie der turbulenten
Wirmefliisse kann demnach nicht korrekt wiedergegeben werden. Dies ist auf ein Fehlverhalten
fiir den Druck-Temperaturgradienten-Korrelationsterm I1;g zuriickzufiihren.

Fiir die symmetrisch beheizte Stromung zeigt das Carteciano-AHM wegen einer leichten Un-
terschitzung der turbulenten Warmeflusskomponente V0" eine iiberhohte Spreizung des Tem-
peraturprofils © . Die relative Abweichung des Maximums der normierten Temperatur betrigt
fiir das Carteciano-AHM 2,6 %. Fiir das SK-AHM wird hingegen das Maximum mit einer Ab-
weichung von nur 1 % bestimmt. Fiir die turbulente Warmeflusskomponente Vet ergibt sich
eine Abweichung des Maximums bzw. Minimums (symmetrische Komponente zu y) zu 3 % beim
Carteciano-AHM und zu 4 % beim SK-AHM. Analog zum asymmetrisch beheizten Zustand kann
auch hier die GroBe der axialen turbulenten Wirmeflusskomponente @8 nicht korrekt wieder-
geben werden. Beide algebraische Modelle unterschitzen das Minimum dieser Komponente. Fiir
das Carteciano-AHM betrigt die relative Abweichung zur LES 66 % und fiir das SK-AHM 50 %.
Hier ist ebenfalls die Ursache auf den Druck-Temperaturgradienten-Korrelationsterm I zuriick-
zufithren. Beide Modelle konnen die Anisotropie des turbulenten Wirmeflussvektors bei groBen
molekularen Prandtl-Zahlen nicht wiedergeben. Da die axiale Komponente keinen Einfluss auf die
Transportgleichung der Temperatur in voll eingelaufenen Stromungen nimmt, kann eine Riickwir-

kung auf andere TransportgroBen fiir diesen Stromungsfall ausgeschlossen werden.
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Abbildung 7.34.: Vergleich der normierten Temperaturverteilung M (oben), des axialen turbulenten
Wiirmeflusses /0’ (Mitte) und des turbulenten Wirmeflusses Ve (unten) fiir die Grob-
struktursimulation (LES) jeweils mit den Ergebnissen der beiden algebraischen Modelle,
Carteciano-AHM (linke Spalte) und SK-AHM (rechte Spalte), fiir einen asymmetrischen
Beheizungszustand bei Re, = 7000 und Pr = 0,71.
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Abbildung 7.35.: Vergleich der normierten Temperaturverteilung CH (oben), des axialen turbulenten
Wiirmeflusses /0’ (Mitte) und des turbulenten Wirmeflusses Ve (unten) fiir die Grob-
struktursimulation (LES) jeweils mit den Ergebnissen der beiden algebraischen Modelle,
Carteciano-AHM (linke Spalte) und SK-AHM (rechte Spalte), fiir einen symmetrischen
Beheizungszustand bei Re, = 7000 und Pr = 0,71.
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7.4. Validierung in turbulenten Rechteckkanalstromungen

Ein Vergleich der Temperaturvarianz WJF und ihrer Dissipationsrate eg o bei Pr=0,71 kann fiir
die beiden Beheizungszustinde dem Anhang (vgl. Anhang A.4.3) entnommen werden. Es zeigt
sich, dass analog zur turbulenten Plattenkanalstromung die GroBenordnung der Temperaturvarianz
er iiberschitzt wird. Die relative Abweichung beider Modelle zur LES betrigt bis zu 11 %
bei asymmetrischer und bis zu 12 % bei symmetrischer Beheizung. Fiir die Dissipationsrate 8;_ 0
hingegen lisst sich, trotz der ,,falschen” Annahme einer verschwindenden Temperaturfluktuation
fiir die Turbulenzmodelle an der Wand, eine gute Ubereinstimmung erkennen (vgl. Anhang A .4.3).
Die relative Abweichung des Maximums betrédgt hier bei den algebraischen Modellen ca. 4 % bei
asymmetrischer und 3 % bei symmetrischer Beheizung des Rechteckkanals.

Die Nusselt-Zahl Nup, als integraler Parameter des hydraulischen und thermischen Verhaltens

der Stromung ist wie folgt definiert:

g 2h

(@) 7o) 7y

N Up, =
wobei die GroBen 24 der Kantenlinge, ¢ dem an der beheizten Wand zugefiihrten Wéarmestrom-
dichte, A der Wirmeleitfihigkeit, T), der massenstromgemittelten Temperatur und (T'),, der, iiber
die beheizte Wand gemittelten Temperaturverteilung entsprechen.

Die relative Abweichung der ermittelten Nusselt-Zahlen Nup, ist fiir die verschiedenen Modell-
vorschldge im Vergleich zu den Ergebnissen der Grobstruktursimulation (LES) in den Tabellen 7.6
und 7.7 aufgefiihrt. Fiir niedrige Prandtl-Zahlen (Pr = 0,025) zeigt das Carteciano-AHM und das
MM-TD eine bessere Ubereinstimmung als das SK-AHM mit der Grobstruktursimulation (LES).
Die Nusselt-Zahlen Nup, des SK-AHM zeigen nur eine geringe Abweichung fiir den symmetrisch

beheizten Fall, aber die grofite Abweichung fiir die asymmetrisch beheizten Konfiguration.

Typ Beheizungszustand | Nup, | rel. Abweichung in [%]
LES asymm. 3,41 -
Carteciano-AHM asymm. 3,47 1,76
SK-AHM asymm. 3,61 5,86
MM-TD asymm. 3,39 0,59
LES symm. 5,91 -
Carteciano-AHM symm. 5,86 0,85
SK-AHM symm. 5,95 0,68
MM-TD symm. 5,77 2,37

Tabelle 7.6.: Vergleich der berechneten Nusselt-Zahlen fiir eine turbulente Rechteckkanalstromung bei
Rej, = 7000, einer molekularen Prandtl-Zahl von Pr = 0,025 sowie verschiedenen Beheizungs-
zusténden.
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7. Turbulenter Energietransport in Platten- und Rechteckkanalstrémungen

Bei einer groferen molekularen Prandtl-Zahl Pr = 0,71 konnen die Nusselt-Zahlen der Grob-
struktursimulation (LES) durch die RANS-Modelle bestitigt werden. Das SK-AHM zeigt fiir bei-
de Beheizungszustinde eine geringere Abweichung zu den Vergleichsdaten. Die Ursache fiir die-
ses Verhalten ist allerdings nicht unmittelbar offensichtlich. Bei alleiniger Betrachtung der Tem-
peraturverteilung der asymmetrischen Beheizung (vgl. Abb. 7.34) fillt auf, dass die Ergebnisse
des Carteciano-AHM eine bessere Approximation der Vergleichsdaten liefern. Dies bestétigt auch
die Analyse der Temperaturprofile in y-Richtung (vgl. Anhang A.4.3). Eine Ursache der besseren
Ubereinstimmung des SK-AHM mit der LES ist die Uberbewertung der turbulenten Wirmefluss-
komponente W0 in unmittelbarer Nihe zur beheizten Wand (vgl Abb. 7.36). Dies fiihrt zu einer
VergleichmiBigung der Temperatur entlang der Wand und somit dazu, dass die Nusselt-Zahl als

abhingige Variable in ihrer GroBe iiberbewertet wird.

Typ Beheizungszustand | Nup, | rel. Abweichung in [%]
LES asymm. 19,26 -
Carteciano-AHM asymm. 18,41 4.41
SK-AHM asymm. 19,39 0,67
LES symm. 23,11 -
Carteciano-AHM symm. 21,90 5,23
SK-AHM symm. 22,42 2,98

Tabelle 7.7.: Vergleich der Nusselt-Zahlen fiir eine turbulente Rechteckkanalstromung bei Re;, = 7000, einer
molekularen Prandtl-Zahl von Pr = 0,71 sowie verschiedenen Beheizungszustianden.
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Abbildung 7.36.: Vergleich der turbulenten Warmeflusskomponente w’ 6" fiir die Grobstruktursimulati-
on und die algebraischen Wirmeflussmodelle (Carteciano-AHM und SK-AHM) in einer
asymmetrisch beheizten Rechteckkanalstromung bei Re, = 7000 und Pr = 0,71.
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7.4. Validierung in turbulenten Rechteckkanalstromungen

Dies stellt die Frage der Eignung der verwendeten Formulierung der Nusselt-Zahl Nup, . In zu-
kiinftigen Arbeiten muss fiir einen Abgleich mit experimentellen Daten, eine geeignete, eindeutige
Formulierung entwickelt werden. In Stromungen niedriger molekularer Prandtl-Zahl zeigt wegen
der grolen molekularen Wirmeleitung die Temperatur entlang der beheizten Wand einen nahe-
zu konstanten Verlauf. Dies mindert gravierend die Auswirkungen des erliduterten Fehlers bei der
Formulierung und Bestimmung der Nusselt-Zahl. Ein weitere Schwierigkeit stellt das Konzept
des hydraulischen Durchmessers dar. Dieses ist schon bei Betrachtung von hydraulischen Gro-
Ben, wie z.B. des Reibungskoeffizienten, problematisch [200]. Es ist demnach ohne entsprechende
Erweiterung auch nur bedingt fiir einen Vergleich der thermischen Grof3en bei unterschiedlichen,
komplexen Stromungsgeometrien geeignet.

Die folgende Abb. 7.37 zeigt fiir beide algebraischen Modelle bei Pr = 0,025 den Einfluss ei-
ner Variation der Péclet-Zahl Pep, auf die berechneten Nusselt-Zahlen Nup,. Anhand dieser Er-
gebnisse lassen sich Korrelationen fiir die Nusselt-Zahl Nup, in Rechteckkanalstromungen ablei-
ten. Beide entwickelten Korrelationen sind hierbei in einer allgemeinen Form analog zur Dittus-
Boelter-Korrelation (Nu = a + b Pe‘) angegeben. Auch an dieser Stelle ist der untere Grenzwert
der Nusselt-Zahl in laminaren voll eingelaufenen Stromungen zu beachten. Bei Zufuhr eines kon-
stanten Wirmestroms (¢ = konst.) lédsst sich dieser Grenzwert bei asymmetrischer Beheizung nu-
merisch zu Nup, 1am. =~ 2,68 und bei symmetrischer Beheizung zu Nup, 1am. ~ 4,07 bestimmen.

Fiir eine asymmetrischen Beheizung des Rechteckkanals (L, = L;) kann nun folgende Formu-

lierung der Nusselt-Zahl Nup, abgeleitet werden:
— 0,888
Nup, Asymm. = 2,68 40,009 (Pep,) . (7.32)

Fiir den symmetrisch beheizten Zustand ist die Nusselt-Zahl Nup, im direkten Vergleich grofer.

Die abgeleitete Korrelation lautet demnach:
Nuph symm. = 4,1+0,025 (Pep,)*®. (7.33)

Beide entwickelte Korrelationen zeigen eine gute Approximation der Ergebnisse des algebraischen
Wirmeflussmodelle. Fiir den asymmetrisch beheizten Zustand zeigt die Korrelation aus Gl. (7.32)
eine mittlere Abweichung von 3,5 % iiber den gesamten Bereich der Péclet-Zahl. Fiir den symme-
trisch beheizten Zustand liegt fiir beide algebraische Modelle die Abweichung zur Korrelation aus
Gl. (7.33) bei nur 2,5 % . Fiir eine Verifizierung dieser Korrelationen sind experimentelle Daten
speziell bei groBen Péclet-Zahlen erforderlich. Die Giiltigkeit der beiden Formulierungen ist somit
in kiinftigen Arbeiten zu priifen. Ausgehend von diesen Korrelation kann nun auch fiir ein reales
Fluid, wie z.B. Quecksilber oder LBE, die sich einstellende Temperaturdifferenz zwischen Wand-
temperatur 7,, und massenstromgemittelter Temperatur 7}, bei unterschiedlichen Wirmestromdich-

ten ¢ untersucht werden (vgl. Anhang A.60).
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Abbildung 7.37.: Einfluss einer Variation der Péclet-Zahl Pep, auf die berechnete Nusselt-Zahl Nup, fiir die
algebraischen Warmeflussmodelle (Carteciano-AHM und SK-AHM) bei Pr = 0,025.

Zusammenfassend zeigt das Carteciano-AHM, insbesondere fiir niedrige molekulare Prandtl-
Zahlen, eine wesentlich bessere Ubereinstimmung als das SK-AHM. Das MM-TD ist gegeniiber
den beiden algebraischen turbulenten Wiarmeflussmodellen vergleichbar genau wie das Carteciano-
AHM. Ist die Stromungsrichtung jedoch parallel zur Wirkungsrichtung des Schwerefeldes der
Erde, kann das MM-TD, infolge der Kopplung mit einem einfachen Gradientenansatz der Ska-
largroBe O, die auftriebsbedingte Produktion der turbulenten Reynolds-Spannungen nicht korrekt
wiedergeben (vgl. Gl. (5.6)).

7.5. Anwendung bei auftriebsbehafteten Rechteckkanalstromungen

Die untersuchte Stromungskonfiguration entspricht der des vorangegangen Abschnitts und es
werden in Mischkonvektion erneut die zwei Beheizungszustidnde (asymmetrische und symmetri-
sche Beheizung) analysiert. Die molekulare Prandtl-Zahl betrdagt Pr = 0,025, wobei die Konfigura-
tion der Testsektion der KASOLA-Anlage (vgl. Abb. 1.5) entspricht. Eine wesentliche Grof3e zur
Beschreibung von auftriebsbehafteten Stromungen ist die Richardson-Zahl Ri (vgl. Kap. 2.3.6).
Sie ist definiert als das Verhiltnis der Grashof-Zahl Gr zur Reynolds-Zahl Rej:

_Gr_Pgq )

Ri=— =
2 2
Re; A u

(7.34)
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wobel die Grashof-Zahl Gr definiert ist als:

: 4
Gr = %. (7.35)

Die Richardson-Zahl Ri wurde hier nur so grofl gewihlt, dass eine maximale Dichteénderung
des Mediums infolge der Temperaturunterschiede von weniger als 3% auftritt. Dies stellt eine
inkompressible Formulierung des Gleichungssystems sicher ohne die Boussinesq-Approximation
zu verletzten. Der resultierende Fehler skaliert linear fiir jeden Term der verschiedenen Erhaltungs-
und Transportgleichungen. Die Stoffeigenschaften werden als temperaturunabhéngig und somit
konstant angenommen. Die Lédnge des periodischen Stromungsgebietes L, muss hinreichend grof3
gewdhlt werden. Hierfiir wird eine Analyse der Zweipunktkorrelationen der Fluktuationsgroen
zu Identifikation der groBten turbulenten Strukturen herangezogen. Diese konnen im Vergleich

zur erzwungenen Konvektion in ihrer Grofle zunehmen (vgl. Anhang A.4.4). Eine Darstellung der

wichtigsten numerischen Parameter und GroBen ist in der Tabelle 7.8 dargestellt.

Parameter Symbol Wert
Reynolds-Zahl Rep, = up, 2h/v 7000
Richardson-Zahl Ri=Gr/Re? ~ 0,09
Prandtl-Zahl Pr 0,025
Erdbeschleunigung gi 981(@{=1)
Abmessungen LyxLyXxL, 28h X 2h X 2h
Anzahl der Elemente Ny X Ny X 1y 245 x 120 x 120
ZellgroBe in x-Richtung Ax™ ~ 26
ZellgroBe an den Winden
Ay, bzw. Az, 0,25 - 0,61
Asymm. Beheizung
ZellgroBe an den Winden
Ay, bzw. Az, 0,25 - 0,57
Symm. Beheizung
Réiumliche Diskretisierung - 2. Ordnung
Mittelungintervall Ts ug/h ~ 3200
SGS-Modell - Dyn. Smag.-Modell [119]
SGS-Wirmeflussmodell Pr; sGs Ansatz nach Morar [111]

Tabelle 7.8.: Ubersicht der wesentlichen Parameter der Grobstruktursimulation (LES) unter Beriicksichti-
gung von Auftriebseffekten.

Zunichst wird der Einfluss der Auftriebseffekte auf die Form und Position der Wirbelstrukturen

in der Rechteckkanalstromung bei niedriger molekularer Prandtl-Zahl analysiert. Fiir den asym-
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metrisch beheizten Zustand zeigt sich ein Maximum der Hauptstromungsgeschwindigkeit in Nihe
der beheizten Wand (y/h = —1) (vgl. Abb. 7.38). Im Vergleich zur erzwungenen Konvektion dn-
dert sich deutlich die Position und Form der Wirbelstrukturen in der Querschnittsebene. Wahrend
bei erzwungener Konvektion eine Symmetrie der Wirbelsysteme entlang der Fldchendiagonalen
festgestellt werden konnte, zeigen sich nun unter Einfluss des Auftriebs symmetrisch zur Flachen-
halbierenden der beheizten Wand zwei gro3e, gegenldufige Wirbelstrukturen. Diese beférdern war-
mes Fluid aus unmittelbarer Nédhe der beheizten Wand in den Bereich der Kernstrdmung hinein.
Die Grolenordnung der Sekundérstrémungen nimmt geringfiigig zu, von ca. 2-3% in erzwungener
Konvektion (vgl. Abb. 7.27) auf bis zu 3-4 % bei einer Richardson-Zahl von Ri = 0,09.

Die dimensionslose Temperaturverteilung (vgl. Abb. 7.39) zeigt stirkere Gradienten in Rich-
tung der Eckbereiche iiber der beheizten Wand. Die Kriimmung der Isothermen ist hierbei auf
den kombinierten Beitrag der stirkeren Sekundirstromung und der turbulenten Warmeflusskom-
ponente Vo' zuriickzufiihren, die beide verantwortlich fiir einen im Vergleich marginal stirkeren
Wirmetransport in wandnormaler Richtung sind. Das Maximum ist in Richtung des Zentrums
verschoben und nimmt im Vergleich zur erzwungen Konvektion nur mit ca. 2 % zu.

Fiir den symmetrisch beheizten Zustand hingegen ist ein deutlich geringerer Einfluss des Auf-
triebs auf die Geschwindigkeitsverteilung festzustellen (vgl. Abb. 7.40). Die vier Wirbelstrukturen
in Nihe der beheizten Winde (y/h = —1 bzw. y/h = 1) nehmen in ihrer GroBe gegeniiber der
erzwungenen Konvektion (vgl. Abb. 7.27) geringfiigig zu. Die Sekundirstromung, deren Grofen-
ordnung mit 2,4 % der Hauptstromungskomponente nahezu identisch bleibt, weist nun jedoch
entlang der beheizten Wand ihr Maximum auf. Auch fiir diesen Fall zeigt die Temperaturvertei-
lung (vgl. Abb. 7.41) den Einfluss der Sekundirstromungen iiber den Eckbereichen der beheizten
Wiinde. Die Groenordnung der turbulenten Wirmeflusskomponente V6" nimmt im Vergleich
zur erzwungenen Konvektion (vgl. Abb. 7.32) um fast 30 % ab. Dies ist auf eine Reduktion des
Maximums der turbulenten Reynolds-Spannung fYoval entlang des vertikalen Wandpaares um 30 %
zuriickzufiihren>® (Relaminarisierung). Da die Reynolds-Normalspannungskomponente Bestand-
teil des Produktionsterms Pyg = —v'v/ (9T /dy) ist, muss diese in ihrer GroBe ebenfalls abnehmen.

Im Folgenden werden die Ergebnisse des Carteciano-AHM in Kombination mit dem RSM-
EBM fiir beide Beheizungszustinde mit der Grobstruktursimulation verglichen. Die Temperatur
tibernimmt bei Beriicksichtigung von Auftriebseffekten nun die Rolle eines aktiven Skalars. Das
Geschwindigkeits- und Temperaturfeld sind beeinflussen sich demnach gegenseitig.

Wie in Abb. 7.38 dargestellt ist, ldsst sich bei asymmetrischer Beheizung der Rechteckkanal-
stromung fiir die Kombination aus RSM-EBM und Carteciano-AHM im Allgemeinen eine gute
Ubereinstimmung mit der LES feststellen. Die Geschwindigkeitsverteilung der Hauptstromungs-

komponente zeigt nur geringe Abweichungen im Bereich der Ecken. Das Maximum der Geschwin-

56Die turbulente Reynolds-Spannung v/ kann aus Abb. 7.28 durch Rotation der Verteilung von ww/ ' um 90°
bestimmt werden.
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digkeit wird mit einer relativen Abweichung zur LES von nur 1 % gut wiedergeben. Die Grofen-
ordnung der Sekundirstromung wird, wie bei der erzwungenen Konvektion, leicht unterschitzt.
Die relative Abweichung des Maximalwertes betrdgt hier beim Carteciano-AHM 6 % im Ver-
gleich zur LES. Ein Defizit ldsst sich im Speziellen entlang der Flichenhalbierenden der beheizten
Wand feststellen. Die Position und Groe der Wirbelstrukturen kann korrekt ermittelt werden.
Die Verteilung der turbulenten Reynolds-Spannungen wird insgesamt nur bedingt wiedergegeben.
Die Abweichung des Maximum fiir die Reynolds-Normalspannung Wi betrdgt nur 0,5 %. Auch
unter Beriicksichtigung von Auftriebseinfliissen werden jedoch die turbulenten Normalspannungs-
komponenten VWV bzw. wiw (letztgenannte Komponente ist in dieser Abb. nicht dargestellt) in
ithrer Grof3e deutlich tiberschitzt. Die Abweichung des RSM-EBM zusammen mit dem Carteciano-
AHM fiir die Komponente W betrédgt hier fiir den Maximalwert 40 %. Die turbulente Reynolds-
Schubspannung v zeigt hingegen eine gute Ubereinstimmung mit der LES. Beim Minimum ist
fiir diese Grof3e eine Abweichung von 1,6 % und beim Maximum von 8 % festzustellen.

Die dimensionslose Skalar- bzw. Temperaturverteilung © ' bzw. der Verlauf der einzelnen Iso-
thermen kann durch das Carteciano-AHM in einem grofen Bereich der Stromung genau wiederge-
geben werden (vgl. Abb. 7.39). Einzig das Maximum entlang der adiabaten Wand (y/h = 1) wird,
wie bei erzwungener Konvektion, nicht korrekt ermittelt. Die relative Abweichung zur LES betréagt
weniger als 3 %. Dies lisst sich zuriickfithren auf die Uberschitzung der turbulenten Wirmefluss-
komponente V0" von 14 % im Vergleich zur LES. Dieses Defizit ist erneut hauptsédchlich mit der
Abweichung in der Vorhersage der Reynolds-Normalspannung v/v/ zu erkliren (40 % Abweichung
dieser Komponente) und daher des Produktionsterms P>g. Die turbulente Warmeflusskomponen-
te '@ wird in ihrer GroBe ebenfalls nicht korrekt wiedergeben. Die relative Abweichung des
Minimums bzw. Maximums lésst sich fiir die Komponente ermitteln zu 9 % bzw. zu 30 %. Die
Komponente W0’ des turbulenten Wirmeflussvektors wird ebenfalls mit 50 % im Maximalwert
iberschitzt. Analog zur Komponente V0" ldsst sich dies ebenfalls mit einer Uberschitzung der
turbulenten Reynolds-Normalspannungen durch das RSM-EBM erkldren. Auch fiir die Tempera-
turvarianz W* lisst sich hier eine deutliche Uberschiitzung des Maximums von fast 55 % feststel-
len, wohingegen die zugehdrige Dissipationsrate €gg in ihrer Verteilung eine gute Ubereinstim-
mung mit einer Abweichung von nur 4 % zur LES aufweist. Die Abweichung der Temperaturvari-
anz WJF ist fiir das Carteciano-AHM eine unmittelbare Folge des iiberschitzten Produktionsterms
bzw. des Wiarmeflussvektors. Es muss auch auf den Einfluss der Randbedingungen fiir die bei-
den letztgenannten GroBen hingewiesen werden. Wie leicht zu erkennen ist, entspricht auf allen
vier Winden die idealisierte Formulierung W|W = 0 als Randbedingung nicht den Ergebnissen
der Grobstruktursimulation. Eine Losung fiir diese Problematik ist nach Kenntnis des Autors in
der Literatur nicht eindeutig geklart [65,66,194] und bedarf in Zukunft weiterer Untersuchungen,
so dass hier keine alternativen Konfigurationen bzw. Randbedingungen fiir das Carteciano-AHM

getestet wurden.
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Fiir die symmetrischen Beheizung der Rechteckkanalstromung zeigt die Kombination aus RSM-
EBM und Carteciano-AHM ebenfalls eine gute Ubereinstimmung mit den Ergebnissen der Grob-
struktursimulation (vgl. Abb. 7.40). Die Geschwindigkeitsverteilung der Hauptstromungskompo-
nente wird mit einer Abweichung des Maximalwertes von nur 1 % gut wiedergeben. Die Position
und GroBe der Wirbelstrukturen weicht nur geringfiigig ab. Dies ldsst sich auch in der Grofe der
Sekundérstromung erkennen, die nicht ganz die Groenordnung der Vergleichsdaten aufweist. Die
relative Abweichung zur LES betrégt hier 20 %. Die Verteilung der turbulente Reynolds-Spannung
Al zeigt eine gute Ubereinstimmung. Das Maximum wird mit einer Genauigkeit von 6 % im Ver-
gleich zur LES wiedergegeben. Erneut wird deutlich die Reynolds-Normalspannung IYoval entlang
des vertikalen Wandpaares (z/h = —1 bzw. z/h = 1) mit einer Abweichung ihres Maximums von
fast 60 % {iiberschitzt. Die primire turbulenten Scherspannung WJr, als eine der maf3geblichen
Einflussgrofle fiir die Impulserhaltungsgleichung in Stromungsrichtung, weist hingegen wie auch
die Konfiguration mit einer asymmetrischen Beheizung mit einer relativen Abweichung von 8 %
eine gute Ubereinstimmung zu den Ergebnissen der Grobstruktursimulation auf. Dies erklirt auch
die gute Reproduktion der Geschwindigkeitsverteilung #/u;, durch das RANS-Modell.

Die dimensionslose Temperaturverteilung N zeigt eine geringfiigige Abweichung von 3,5 %
im Zentrum des Rechteckkanals. Die Wolbung der Isothermen in Richtung der Eckbereiche wird
zwar in ihrer Form korrekt wiedergegeben, die GroBe der Isothermen jedoch unterschitzt. Dies
lasst sich zuriickfiihren auf den zu niedrig ermittelten Betrag der Sekundérstromung. Fiir die Kom-
bination aus RSM-EBM und Carteciano-AHM wird in dieser Konfiguration eine zu geringe Men-
ge kilteren Fluids entlang der Flichendiagonalen in die Eckbereiche transportiert. Die turbulente
Wirmeflusskomponente W0 wird deutlich unterschitzt. Die Abweichung des Minimums bzw.
Maximums dieser Komponente zur LES betrédgt hier fast 35 % bzw. 50 %. Auch dies ist auf den
Korrelationsterm I1;g (vgl. Gl. (7.7)) und die Dissipationsrate &g (vgl. Gl. (7.8)) zuriickzufiihren,
welche im Carteciano-AHM die Anisotropie der turbulenten Warmefliisse nur bedingt wiederge-
ben konnen. Die, die Temperaturverteilung im Wesentlichen prigende, turbulente Wirmefluss-
komponente V0" wird mit einer Abweichung zur LES von 15 % ausreichend genau wiedergege-
ben. Die Komponente w0 lisst sich hingegen nur mit einer Abweichung von 30 % bestimmen.
Die Temperaturvarianz ﬁJr wird fiir diesen Fall, dhnlich zum Fall der asymmetrischen Behei-
zung, in der Hohe ihres Maximums bis zu 15 % iiberschitzt. IThre Dissipationsrate 8:{9 hingegen
wird erneut mit einer geringen relativen Abweichung von nur 8 % bestimmt.

Zusammenfassend ldsst sich fiir diese Analyse feststellen, dass die Verteilungen der normierten
Geschwindigkeit 7 /u;, bzw. der Temperatur © " durch das Carteciano-AHM im Vergleich zur LES
mit weniger als 5 % fiir beide Beheizungszustinde gut wiedergegeben werden kann. Deutliche
Defizite weist das Modell in der Vorhersage der Reynolds-Normalspannungen VWV bzw, wiw!
auf. Die Auswirkung dieser Uberschiitzung geht in die Produktionsterme des turbulenten Wirme-

flussvektors ein und fiihrt zu Abweichungen von bis zu 50 % der axialen Komponente.
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Abbildung 7.38.: Vergleich der Impulsfelddaten der LES (jeweils linke Kanalhilfe) mit den Ergebnissen
des Carteciano-AHM (jeweils rechte Kanalhilfe) fiir einen asymmetrischen Beheizungs-
zustand der Rechteckkanalstrémung bei Re;, = 7000, Pr = 0,025 und Ri = 0,09.

185



7. Turbulenter Energietransport in Platten- und Rechteckkanalstrémungen

1.0 o

a

0.5 '

0

-0.5 ¢

1.0 — Se— - )
y/h O LES __ Carteciano-AHM

0.5}
5
/

—art
u/ 9/

0.18
0.12
0.06
0.0
-0.06
-0.12
-0.18
-0.24

it
V/ 9/

0.20

—

Carteciano-AHM

——t
w' 6’

0.040
0.032
0.024
0.016
0.008
0.0
-0.008

Abbildung 7.39.: Vergleich der thermischen Felddaten der LES (jeweils linke Kanalhilfe) mit den Ergeb-
nissen des Carteciano-AHM (jeweils rechte Kanalhilfe) fiir einen asymmetrischen Behei-
zungszustand der Rechteckkanalstrémung bei Re;, = 7000, Pr = 0,025 und Ri = 0,09.
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Abbildung 7.40.: Vergleich der Impulsfelddaten der LES (jeweils linke Kanalhilfe) mit den Ergebnissen des
Carteciano-AHM (jeweils rechte Kanalhélfe) fiir einen symmetrischen Beheizungszustand
der Rechteckkanalstromung bei Re, = 7000, Pr = 0,025 und Ri = 0,09.
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Abbildung 7.41.: Vergleich der thermischen Felddaten der LES (jeweils linke Kanalhilfe) mit den Ergeb-
nissen des Carteciano-AHM (jeweils rechte Kanalhilfe) fiir einen symmetrischen Behei-
zungszustand der Rechteckkanalstromung bei Re, = 7000, Pr = 0,025 und Ri = 0,09.
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Eine Ubersicht der ermittelten Nusselt-Zahlen Nup, fiir das entwickelte Carteciano-AHM im
Vergleich mit der LES ist in der Tabelle 7.9 dargestellt.

Typ Beheizungszustand | Nup, | rel. Abweichung in [%]

LES asymm. 3,75 -
Carteciano-AHM asymm. 3,76 0,27

LES symm. 5,8 -
Carteciano-AHM symm. 5,76 0,68

Tabelle 7.9.: Vergleich der berechneten Nusselt-Zahlen Nup, fiir eine turbulente Rechteckkanalstromung
unter Beriicksichtigung von Auftriebseffekten (Ri = 0,09) bei Re, = 7000, einer molekularen
Prandtl-Zahl von Pr = 0,025 sowie zwei verschiedenen Beheizungszustidnden.

Die relative Abweichung des entwickelten RANS-Ansatzes betrdgt im Vergleich zur LES im
Maximum weniger als 0,7% beim symmetrischen und sogar nur 0,3 % beim asymmetrischen
Beheizungszustand. In zukiinftigen Arbeiten sollte deshalb speziell auch der Einfluss einer Va-
riation der Reynolds- bzw. Richardson-Zahl auf die gewihlte Kombination aus RSM-EBM und
Carteciano-AHM untersucht werden, um ihre allgemeine Eignung fiir Rechteckkanalstromungen
bei verschiedenen Konvektionszustdnden zu verifizieren.

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass der RANS-Ansatz seine Eignung zur Vorher-
sage von integralen GroB3en wie z.B. der Temperaturverteilung bei niedrigen Prandtl-Zahlen nicht
nur in erzwungener Konvektion, sondern auch im Fall der Mischkonvektion bestitigt. Das zugrun-
de liegende Turbulenzmodell (RSM-EBM) erlaubt es, das Phdanomen des Sekundirstromung auch
unter Einfluss des Auftriebs in seiner grundlegenden Form abzubilden. Die Groflenordnung wird
jedoch fiir beide Beheizungszustinde unterschitzt. Ein wesentlicher Nachteil des RSM-EBM ist
die schlechte Vorhersage der turbulenten Reynolds-Normalspannungskomponenten, die deutlich
um bis zu 40 % iiberschitzt werden. Das entwickelte Carteciano-AHM zeigt, dass es prinzipiell
auch fiir die Berechnung von komplexen, auftriebsbehafteten Stromungen einsetzbar ist. Fiir eine
allgemeingiiltige Validierung ist ein Vergleich mit experimentellen Daten bei den verschiedenen

Konvektionsarten erforderlich.
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8 Zusammenfassung und Ausblick

8.1. Zusammenfassung

Fliissigmetallstromungen zeichnen sich in ihren physikalischen Eigenschaften durch eine hohe
Wirmeleitfihigkeit und niedrige spezifische Wirmekapazitit aus, die sie vor allem zur Kiihlung
von technischen Anlagen besonders interessant machen. Sie unterscheiden sich von konventionel-
len Fluiden vor allem durch ihre niedrige molekulare Prandtl-Zahl. IThre Anwendung umfasst ein
weites Gebiet der Energietechnik und erstreckt sich von fliissigmetallgekiihlten Reaktorsystemen
bis zu solarthermischen Anlagen. Fiir all diese Technologien ist das grundsitzliche Verstindnis des
thermischen Verhaltens der Stromung zwingend erforderlich.

Der Fokus der vorliegenden Arbeit liegt auf der Berechnung turbulenter Kanal- und Recht-
eckkanalstromungen bei unterschiedlichen Beheizungszustinden und Konvektionsarten. Im Ge-
gensatz zur Plattenkanalstromung ist die turbulente Rechteckkanalstromung durch das Auftreten
einer turbulenzinduzierten Sekundirstromung charakterisiert. Um den Einfluss der Prandtl-Zahl
bei der numerischen Berechnung turbulenter Stromungen mit Warmeiibergang fiir diese beiden
Konfigurationen korrekt abzubilden, werden Erweiterungen existierender SchlieBungsansitze der
Energieerhaltungsgleichungen vorgeschlagen.

Um die Komplexitit der Untersuchung zunéchst auf ein eindimensionales Stromungsproblem
zu begrenzen, werden verschiedene SchlieBungsansitze aus der Literatur in turbulenten Platten-
kanalstromungen unter Einfluss der Reynolds- und Prandtl-Zahl sowie unterschiedlichen Behei-
zungszustinden untersucht. Eine Analyse und Bewertung der einzelnen Modellen erfolgt hier mit
Hilfe von verfiigbaren DNS-Daten, aber auch Ergebnissen eigener Grobstruktursimulationen.

Anhand dieser Analyse werden die am besten geeigneten Warmeflussmodelle ausgewihlt und
hinsichtlich der Anforderungen einer turbulenten Rechteckkanalstromung geeignet angepasst bzw.
erweitert. Entscheidend sind hier die korrekte Modellierung des Druck-Temperatur-Korrelations-
und Dissipationsterms, die jeweils beide den Einfluss der molekularen Prandtl-Zahl abbilden miis-

sen. Sie werden daher in dieser Untersuchung zusammengefasst analysiert. Dariiber hinaus wird
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eine algebraische Reduktion fiir Ansétze zweiter Ordnung vorgeschlagen und die Giiltigkeit der
verwendeten Hypothesen mit Hilfe von DNS-Daten verifiziert. Die Reduktion erlaubt es die nicht-
linearen und diffusiven Terme der Transportgleichung des turbulenten Wirmeflussvektors zu eli-
minieren und diese in algebraische Ausdriicken zu iiberfithren. Aus den erweiterten Modellansét-
zen werden so zwei neue algebraische Modelle, das Carteciano-AHM und das SK-AHM, abgelei-
tet. Beide werden mit einem Reynolds-Spannungsmodell kombiniert, dessen Eignung separat in
turbulenten Platten- und Rechteckkanalstrémungen gepriift wird.

In symmetrisch beheizten, turbulenten Plattenkanalstromungen zeigt sich bei Analyse des nor-
mierten Temperaturverlaufs, dass die beiden algebraischen Modelle eine sehr gute Ubereinstim-
mung zu den Vergleichsdaten aufweisen. Das Temperaturprofil kann fiir beide Modelle bei nied-
rigen molekularen Prandtl-Zahlen (Pr = 0,025) mit einer maximalen Abweichung zur DNS von
weniger als 1 % ermittelt werden. Fiir hohere Prandtl-Zahlen (Pr = 0,71) betridgt der Unterschied
zu den DNS-Daten weniger als 2 %. Der Einfluss der Prandtl-Zahl wird somit korrekt abgebildet.

Bei asymmetrischer Beheizung der Plattenkanalstromung sind keine Vergleichsdaten in der Li-
teratur verfiigbar, so dass fiir eine Validierung der algebraischen Modelle zunédchst Grobstruktur-
simulationen bei drei verschiedenen Prandtl-Zahlen durchgefiihrt werden. Das Carteciano-AHM
zeigt fiir diese Untersuchung insgesamt die beste Ubereinstimmung mit einer maximalen Abwei-
chung des Temperaturprofils iiber alle Konfigurationen von 7 % bei Pr = 0,025. Das SK-AHM
hingegen iiberschitzt speziell fiir Pr = 0,025 das Maximum des Temperaturprofils mit 13 %.

Fiir turbulente Rechteckkanalstrémungen existieren selbst in erzwungener Konvektion nur weni-
ge experimentelle Vergleichsdaten, so dass auch fiir diesen Fall bei verschiedenen Prandtl-Zahlen
und Beheizungszustinden eigene Ergebnisse einer LES fiir eine Verifizierung der algebraischen
Modelle genutzt werden. Das Carteciano-AHM weist auch hier fiir verschiedene Prandtl-Zahlen
und Beheizungszustinde eine bessere Ubereinstimmung zur LES auf. Das Maximum der Tempe-
raturverteilung wird iiber alle untersuchten Konfigurationen mit einer relativen Abweichung von
weniger als 8 % (Pr = 0,025) bestimmt. Diese gute Ubereinstimmung zeigt sich auch fiir die ermit-
telten Nusselt-Zahlen, die eine Abweichung von weniger als 6 % zur LES aufweisen. Ausgehend
von diesen Ergebnissen werden zwei Vorschlidge fiir empirische Korrelationen der Nusselt-Zahl in
asymmetrisch und symmetrisch beheizten Rechteckkanalstromungen bei Pr = 0,025 abgeleitet.

In einem letzten Schritt wird aufgrund dieser Ergebnisse das Carteciano-AHM auf auftriebsbe-
haftete Rechteckkanalstromungen bei Pr = 0,025 angewendet. Die Geschwindigkeits- und Temp-
eraturverteilung werden fiir beide untersuchte Beheizungszustinde mit einer relativen Abwei-
chung des Maximums zur durchgefiihrten LES von weniger als 3,5 % bestimmt. Die Vorziige des
entwickelten Carteciano-AHM zeigen sich insbesondere beim Vergleich der ermittelten Nusselt-
Zahlen. Diese zeigen eine Abweichung von weniger als 0,7 %. Damit ist nachgewiesen, dass das
Carteciano-AHM auch fiir die Berechnung von auftriebsbehafteten Rechteckkanalstromungen und

somit der Analyse von Transitionsvorgingen Potenzial besitzt.
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8.2. Ausblick

Die vorliegende Arbeit hat sich auf die Entwicklung eines turbulenten Wirmeflussmodells fiir
turbulente Kanalstromungen niedriger Reynolds- und molekularer Prandtl-Zahl beschrinkt. Ein
Punkt, den zukiinftige Arbeiten daher beriicksichtigen sollten, betrifft die weitere Validierung der
entwickelten Modelle in komplexeren Geometrien, wie z.B. fiir Stabbiindel- oder Ringspaltstro-
mungen.

Dies beinhaltet auch eine Erweiterung des thermischen Zweigleichungsmodells der Tempera-
turvarianz und deren Dissipationsrate, um eine Variation der Reynolds- und Prandtl-Zahl der Stro-
mung noch besser abbilden zu konnen. Dariiber hinaus konnte bei kiinftigen Erweiterungen der
Einfluss der Randbedingungen fiir die Temperaturvarianz und ihre Dissipationsrate unmittelbar an
der Wand untersucht werden.

Anstelle eines Reynolds-Spannungsmodells konnen zur weiteren Effizienzsteigerung des Ge-
samtmodells alternativ nichtlineare Wirbelviskosititsmodellen oder explizit algebraische Reynolds-
Spannungsmodelle eingesetzt werden, die fiir die Berechnung von turbulenten Rechteckkanalstro-
mungen verifiziert werden miissen.

Mit Hilfe experimenteller Daten sollten die entwickelten turbulenten Wéarmeflussmodelle in Zu-
kunft auch hinsichtlich ihrer Fihigkeit bei der Vorhersage von Transitionsvorgingen bzw. Transiti-
onsgrenzen zwischen erzwungener, gemischter und natiirlicher Konvektion in Rechteckkanalstro-
mungen iiberpriift werden.

Um den Einfluss der Warmeleitung in den festen Wénden in Zukunft beriicksichtigen zu kon-
nen, sollte eine Fluid-Struktur-Interaktion durchgefiihrt werden. Ein Beispiel einer Fluid-Struktur-
Interaktion kann dem Anhang (vgl. Anhang A .4.5) entnommen werden, die als erste Abschitzung
fiir das Potenzial dieser Methode im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrt wurde. Sie sollte in Zu-

kunft noch erweitert und hinsichtlich ihrer numerischen Stabilitdt verbessert werden.
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A Anhang

A.1. Numerische Verfahren zur Berechnung von Stromungen

In diesem Kapitel werden die wesentlichen Grundlagen der numerischen Methoden erldutert.

Fiir eine umfassende Diskussion der einzelnen Verfahren wird auf die Literatur verwiesen.

A.1.1. Finite-Volumen-Methode (FVM)

Die Finite-Volumen-Methode (FVM) basiert auf der integralen Formulierung der Erhaltungs-
und Transportgleichungen. Das Rechengebiet wird im Rahmen dieser Methode in eine endliche
Anzahl von Kontrollvolumina (KV) aufgeteilt, in denen jeweils die Erhaltungsgleichungen gelost
werden. Das Kontrollvolumen besteht aus einem Knotenpunkt in der Zellmitte sowie Begrenzungs-
flachen Q; zu den jeweiligen Nachbarelementen bzw. zu den Randflachen des Rechengebietes.

Ein zentrales Element der FVM ist die Anwendung des GauB3schen Integralsatzes auf die inte-

gralen Formulierung der Erhaltungsgleichungen:

29 B .
/V<a—xj> dV—jéq) n;jdQ, (A.1)

wobei die Groen V dem Volumen des Kontrollvolumens, Q seiner gesamten Oberflidche, ¢ ei-
nem Tensor beliebiger Ordnung und 7 dem nach auflien gerichteten Normalenvektor der Oberfla-
che entsprechen. Die Folge der Anwendung des GauB3schen Integralsatzes ist die Reduzierung der
Ordnung des Differenzialquotienten und somit der Umwandlung eines Volumenintegrals in ein In-
tegral tiber die gesamte Oberflidche des Kontrollvolumens. Dies entspricht der urspriinglichen Vor-
stellung der Erhaltungsgleichungen, in der die zeitliche Anderung einer ErhaltungsgroBe in einem
Kontrollvolumen die Folge von Zu- und Abfliissen iiber seine Randfldchen ist. Man bezeichnet die
FVM demnach auch als konservative Methode.

Die Integration iiber die Oberfliche  des Kontrollvolumens ldsst sich auch als Summe iiber die

Teilfldchen des Kontrollvolumens ¢ ermitteln:

ézq)nj dQ:;/gfqbfnj,fde. (A2)

wobei die Notation ( )f die Werte der Erhaltungs- und Transportgrofen auf der Randfliche f des
Kontrollvolumens kennzeichnet.

Fiir ein kartesisches Kontrollvolumen ergeben sich im zweidimensionalen Fall vier und in drei-
dimensionalen Fall sechs Randflichen des Kontrollvolumens. Am Beispiel der Impulserhaltungs-

gleichung erfolgt eine Reduzierung der Ordnung des Differentialquotientens fiir den konvektiven,
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den diffusiven und den Druckgradienten-Term. Die Werte der Fliisse tiber die Randflichen des
Kontrollvolumens miissen im Rahmen der Diskretisierung durch Interpolation der Werte der Er-
haltungsgroflen in der Zellmitte bestimmt werden. Fiir instationdre Stromung ist dariiber hinaus

die Wahl einer geeigneten zeitlichen Diskretisierung erforderlich.

A.1.2. Diskretisierung
A.1.2.1. Zeitliche Diskretisierung

Die verwendete zeitliche Diskretisierung entspricht einem Riickwirtsverfahren zweiter Ordnung
(eng.: backward scheme) [204]. Die Herleitung dieses Verfahrens basiert auf einer Taylorreihen-
Entwicklung. Die zeitliche Entwicklung einer Variable ¢ beliebiger Ordnung von einem aktuellen

Zeitschritt n zu einem nachfolgenden Zeitschritt n+ 1 ergibt sich zu:

3¢ 9%¢

n+1
¢(> ¢_¢+ 282

Fiir die zeitliche Ableitung erhélt man durch einfaches Umstellen der obigen Gleichung:

At+ —— A +0(AF). (A.3)

dp 9" —¢" 19% 2
— = = At+0 (Ar). A4
= o () (A
Diese Formulierung der zeitlichen Ableitung weist eine Genauigkeit erster Ordnung auf, da der
Abbruchfehler proportional zur Zeitschrittweite At ist (vgl. zweiter Term der rechten Seite). Um ein
zeitliches Diskretisierungsverfahren zweiter Ordnung zu erhalten, werden daher drei Zeitebenen
n+1, nund n— 1 eingefiihrt.

Eine zusitzliche Taylorreihen-Entwicklung fiir einen weiter in der Vergangenheit zuriickliegen-
den Zeitpunkt n — 1 fiihrt auf:

8

o(t)=¢" =9 - 2~ At+2—At +0

5 (A.5)

Bei Kombination der Gl. (A.3) und (A.5) kann durch Umstellen das Riickwértsverfahren zweiter

Ordnung fiir eine allgemeine ErhaltungsgroBe (p¢) abgeleitet werden [204]:

P 3 1% (n+1) 1% (n) 174 (n—1)
E/VP‘P‘W: (p9V) +(p2¢m) +(p9V) (A6)

Ein wesentlicher Nachteil dieses impliziten Verfahrens ist der hohere Speicherplatzbedarf der Er-

haltungsgrofien in drei verschiedenen Zeitebenen im Vergleich zu Verfahren erster Ordnung.
Eine umfassende Diskussion und Analyse verschiedener Verfahren ist in [98], [87] oder [204]

zu finden.
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A.1.2.2. Raumliche Diskretisierung

Zusitzlich zur zeitlichen Diskretisierung ist eine geeignete raumliche Diskretisierungsverfahren
zu wihlen. Diese konnen in beliebiger Ordnung fiir Konvektions-, Diffusions- und Gradienten-
terme separat gewéhlt werden. Unter Anwendung des Gauflschen Integralsatzes lassen sich die
Konvektionsterme der Transportgleichungen eines Tensors beliebiger Ordnung ¢ wie folgt formu-

lieren:

pu;9)
/v (o'?xjj v = %pum nj dQ = Zpuj njf Q. (A.7)

Der erste wesentliche Schritt der Diskretisierung basiert auf der Approximation der Oberfldchen-
integrale (vgl. zweiter Term der Gl. (A.7)). Unter Verwendung der Mittelpunktregel, die ein Ver-
fahren zweiter Ordnung darstellt, werden Randflichenwerte der Variablen allein unter der Verwen-
dung der Werte in den benachbarten Zellmittelpunkten bestimmt.

Es sei angenommen, dass eine beliebige Begrenzungsfliche Qr zwei Kontrollvolumen, deren
Zellmittelpunkte mit N und P bezeichnet werden sollen, im Inneren des Rechengebietes vonein-
ander trennt. Die Variablen bzw. Erhaltungsgroen unmittelbar auf der Trennfléiche € der Kon-
trollvolumen miissen durch eine geeignete Interpolationsvorschrift bestimmt werden. Ein solches

Verfahren zweiter Ordnung ist die lineare Interpolation:

or = fodp+ (1= fy) Ov- (A.8)

Die GroBe fy représentiert einen linearen Interpolationsfaktor, die sich bei nicht dquidistanten
Gittern iiber das Verhiltnis des Abstandes des Zellmittelpunktes P zur Begrenzungsfliache Q2 und

der Entfernung der Zellmittelpunkte voneinander bzw. bestimmen I&sst:

_ (xy—xp)
Jo = m- (A.9)

Bei hinreichend kleinen Streckungsfaktoren der rdumlichen Diskretisierungsschritten in jeder
Raumrichtung kann der Interpolationsfaktor auch entfallen. Fiir die Gradienten einer beliebigen,
skalaren Variablen ¢ ergibt sich durch Anwendung des GauB3schen Integralsatzes und der Mittel-

punktregel zur Approximation des Oberflachenintegrals:

0
/(a;cp,) av = 7{“/‘“2 Z¢f”Jfo (A.10)

¢ 90 |
/vax, <Faxj) dvV = }'{(Fax) dQ = Z( ax,) njrdQy. (A.11)

wobei die GroBle I dem jeweiligen Diffusionskoeffizienten der Transportgrof3e ¢ entspricht.
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A.1.3. Geschwindigkeits-Druck-Korrektur

Fiir eine Stromung zeitlich und rdumlich konstanter Dichte vereinfacht sich die Massenerhal-
tungsgleichung (vgl. Gl. (2.2)) erheblich. Sie stellt in ihrer inkompressiblen Formulierung eine
,.kinematische Zwangsbedingung* fiir das Geschwindigkeitsfeld dar [87]. Fiir inkompressible Me-
dien entfillt die Kopplung der Dichte und des Druckfeldes iiber eine Zustandsgleichung. Da der
Druckverteilung bzw. dem Druckgradient im Stromungsgebiet eine entscheidende Bedeutung in
den Impulserhaltungsgleichungen zukommt, sind geeignete Losungsstrategien erforderlich.

Eine Vielzahl von Verfahren basiert auf einer schrittweisen Anpassung des Druckfeldes mit
dem Ziel, die kinematische Bedingung eines divergenzfreien Geschwindigkeitsfelds zu erfiillen.
Das jeweilige Niveau der Druckverteilung ist hierbei fiir die inkompressible Formulierung der
Erhaltungsgleichungen unerheblich, da ausschlieBlich der rdumliche Anderungen und somit der
Druckgradient beriicksichtigt wird. Eine Gleichung zur Bestimmung des Druckes kann durch
Kombination der Massen- und Impulserhaltungsgleichung abgeleitet werden. Durch Anwendung

des Divergenz-Operators auf die Impulserhaltungsgleichung ergibt sich:

d (dp\ 9 (9(puwu;)
poe (8_x,) = o <—8xj . (A.12)

Diese sogenannte Poisson-Gleichung des Druckes kann unter Anwendung des Laplace-Operators
auf der linken Seite der Gleichung, sowie einem Produkt eines Divergenz-Operators und eines
Gradienten auf der rechten Seite formuliert werden. In der numerischen Diskretisierung ist diese
explizite Trennung der Operatoren fiir die Anwendung des GauB3schen Integralsatzes von Bedeu-
tung [87]. Die rechte Seite der GI. (A.12) stellt einen Impulsfluss (pu jui) ¥ iber die Randflichen
Q eines betrachteten Kontrollvolumens dar.

Hier werden zwei Verfahren der implizitem Druck-Geschwindigkeits-Korrekturen auf Basis des
SIMPLE?’ [205] - und PISO?3-Algorithmus [206] verwendet.

Statt das Gleichungssystem in einer gekoppelten oder sequenziellen Form iterativ zu 16sen, wird
beim PISO-Algorithmus ein impliziter Pradiktor-Schritt und mehrere explizite Korrekturschritte
durchgefiihrt. Eine diskretisierte Form der Impulserhaltungsgleichung soll an dieser Stelle in sym-

bolischer Notation eingefiihrt werden:

dp
Ap l/l,':Hl'— (a—.le> s (A13)
wobei:
H;, = —ZaN ui N +ri. (A.14)
N

>Teng.: SIMPLE - Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations
8eng.: PISO - Pressure-Implicit with Splitting of Operators

198



A.1. Numerische Verfahren zur Berechnung von Strémungen

Die GroBen Aj, und ay stellen jeweils eine Koeffizienten-Matrix des betrachteten Elements P und
seiner Nachbarelemente N dar. Der Vektor H; ist eine Funktion der Geschwindigkeit (konvektive
und diffusive Anteile) und beinhaltet neben der Koeffizienten-Matrix der Nachbarelemente auch
alle Quellterme r;, wie z.B. den Auftriebsterm, abseits des Druckes [204]. Unter Verwendung die-

ser Notation kann auch die Poisson-Gleichung (vgl. Gl. (A.12)) in einer analogen symbolischen

(AL) / <§_f)f] -1 (qu(?)f- (A.15)

Gleichung A.13 kann zur Bestimmung der Geschwindigkeit u; folgendermafen umgestellt werden:

. H; 1 8p
(1)) ()

Der wesentliche Ablauf im Rahmen des PISO-Algorithmus lautet stichpunktartig:

Notation iiberfithrt werden:

)}

f

1. Pridiktor: Ein Geschwindigkeitsfeld «; wird mit Hilfe der Gleichung A.13 unter Verwen-
dung des Druckes der vorangegangen Iteration p” bzw. aus einer initialen Abschitzung p°
berechnet. Dies stellt eine erste Abschitzung des Geschwindigkeitsfeldes dar, aber erfiillt

nicht die kinematische Bedingung eines divergenzfreien Geschwindigkeitsfeldes.

2. Erster Korrektor-Schritt: Mit Hilfe des abgeschitzten Geschwindigkeitsfeldes u; kann der
Vektor H;" formuliert und auf die Zellfliche f, vgl. Gl. (A.15), interpoliert werden. Mit Hilfe
der Poisson-Gleichung kann nun ein neues Druckfeld p* berechnet werden. Dieses kann
wiederum in Gleichung A.16 eingesetzt werden um durch einen expliziten Korrekturschritt

ein korrigiertes Geschwindigkeitsfeld u;* zu bestimmen.

3. Zweiter Korrektor-Schritt: Analog zum ersten Korrekter-Schritt kann erneut die Poisson-
Gleichung fiir einen Druck p** gelost werden und eine weitere explizite Geschwindigkeits-

korretur u;** durchgefiihrt werden.

Die Anzahl der Korrektur-Schritte kann beliebig unter der Bedingung ein vorbestimmtes Kriteri-
um zu erfiillen erhoht werden [204]. Fiir die Korrektur des Vektors H" ist entscheidend, dass aus-
schlieBlich die Geschwindigkeitskomponente aktualisiert wird. Die Koeffizienten-Matrix bleibt
tiber den gesamten Algorithmus konstant und wird erst im nachfolgenden Pridiktor-Schritt neu
bestimmt. Der PISO-Algorithmus kann dabei mit beliebigen zeitlichen Diskretisierungsverfahren
kombiniert werden [87].

Der SIMPLE-Algorithmus von Patankar & Spalding [205] basiert im Unterschied zum PISO-

Algorithmus auf folgenden wesentlichen Schritten:
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1. Pridiktor: Das approximierten Geschwindigkeitsfeldes u; wird mit dem Gradienten des Dru-
ckes der vorangegangen Iteration p" bzw. aus einer initialen Abschitzung p° berechnet. Das
zu 16sende Gleichungssystem wird unter Verwendung einer impliziten Unter-Relaxation’”

bestimmit.

2. Korrektor-Schritt: Ein aktualisiertes Druckfeld p* wird durch Losen der Poisson-Gleichung
des Druckes (vgl. Gl. (A.12)) bestimmt. AnschlieBend erfolgt eine explizite Korrektur des
Geschwindigkeitsfeldes mit Hilfe des aktualisierten Druckgradienten (vgl. Gl. (A.16)). Der
Druck wird ebenfalls unter-relaxiert.

A.1.4. Berechnung voll entwickelter Stromungen

Als vollstindig entwickelte Stromung wird ein Stromungszustand bezeichnet, in dem samtli-
che betrachtete Stromungsgroflen- und profile sich in die jeweilige Stromungsrichtung nicht mehr
dndern. Eine Untersuchung dieses Stromungszustandes weist im Gegensatz zu entwickelnden Stro-
mungen wesentliche Vorteile hinsichtlich des erforderlichen Modellierungsaufwands der numeri-

schen Stromungssimulation auf.

A.1.4.1. Hydraulisch eingelaufene Stromungen

Im Folgenden soll als eine stationédre, laminare Stromung zwischen unendlich ausgedehnten,
parallelen Platten (vgl. Abb. 4.6) als Testfall dienen. Das Koordinatensystem sei in der Mitte des
Kanals definiert. Bei Annahme einer voll eingelaufenen Stromung entfillt fiir diesen Fall die linke
Seite (Zeitableitung und Konvektionsterm) der Impulserhaltungsgleichungen (d /dx = 0). Dariiber
hinaus soll angenommen werden, dass die Stromung in z-Richtung (Querrichtung) homogen bzw.
periodisch ist (d /dz = 0).

Die Massenerhaltungs- bzw. Kontinuititsgleichung lauten damit:

du; 9 dv d v
w=m t ot %%/ =5 —° (A.17)

Aufgrund der Haftbedingung der Strémung an der Wand (u; = 0) gilt fiir die wandnormale Ge-
schwindigkeitskomponente v = 0. Die Impulserhaltungsgleichung kann ebenfalls vereinfacht wer-
den:

=0
Du,- &ui i _ < 1 ) ap 82u,-

D o o,

P

A% .
dx; + dy?

(A.18)

Relaxation bzw. Unter-Relaxation dient allgemein der Stabilisierung des Berechnungsverfahrens durch limitierte
Aktualisierung der Losung zum neuen Iterationsschritt.
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Das analytische Modell reduziert sich auf ein eindimensionales Problem, das in Abhédngigkeit
der wandnormalen Richtung y zu 16sen ist. Das vollstidndig entwickelte Geschwindigkeitsprofil re-
sultiert gemif Gleichung A.18 aus Gleichgewicht zwischen einem von auB3en aufgeprigten Druck-
gradienten und viskosen Kriften der Stromung.

Eine analytische Losung des Geschwindigkeitsprofils kann unter Beriicksichtigung der Rand-

bedingungen (z.B. der Haftbedingung) durch Integration aus den Impulserhaltungsgleichungen

uogzzgub(1-<§)2), (A.19)

wobei die GroBen u;, und 6 der iiber den Querschnitt gemittelte Geschwindigkeit und dem hal-

abgeleitet werden:

ben Plattenabstand entsprechen. Das resultierende, dimensionslose Geschwindigkeitsprofil einer
Stromung ist im laminaren Zustand unabhingig von der Viskositit nu und der Reynolds-Zahl Rey,.

Der erforderliche Aufwand der numerischen Simulation voll entwickelter Stromungen kann
fiir Plattenkanalstrémungen durch den Einsatz periodischer Randbedingungen in Stromungs- und
Querrichtung (x- bzw. z-Richtung) erheblich reduziert werden. Es wird im Rahmen dieser Arbeit
ausschlieBlich ein solch periodischer Ausschnitt des Kanals betrachtet und es entféllt die voll-
standige rdumliche Diskretisierung der Einlaufstrecke der Stromung. Die Periodizitit umfasst eine
unmittelbare Kopplung zweier Randflichen des Rechengebietes, z.B. der Eintritts- und Austritts-
flache. Fiir einen Tensor beliebiger Ordnung ¢ kann die Kopplung zweier rdumlich getrennter,

periodische Flachen I'; und I', wie folgt definiert werden:

¢ (xi,1) |r, = ¢ (xi,0) |1, - (A.20)

Der Druck oder die Temperatur sind in dieser Betrachtung keine periodischen GroBen mehr. Die
Verwendung periodischer Randbedingungen verlangt fiir das numerische Modell eine Modifikati-
on der wesentlichen Erhaltungsgleichung.

Das in den Impulserhaltungsgleichungen eingesetzte Druckfeld p (x;,7) kann in einen periodi-

schen Anteil p(y) und einen linear verdnderlichen Anteil aufgeteilt werden (vgl. Abbildung A.2):

pon)=x(2)+p0)= (£)ar +  p0). (a21)

X

linearer Anteil periodischer Anteil

Die an dieser Stelle eingefiihrte Notation ( ) dient der Kennzeichnung des periodischen Anteils
der Profils und ist in diesem Zusammenhang nicht zu verwechseln mit der Notation der rdumli-
chen Filter-Operation der Grobstruktursimulation (vgl. Kapitel 4.2.1). Ausschlielich das linear
verdanderliche Druckprofil beriicksichtigt den Effekt der viskosen bzw. reibungsbehafteten Krifte

der Stromung und kann in einen direkten Zusammenhang zur auftretenden Wandschubspannung
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gesetzt werden. In laminaren Kanalstromungen ist der Druck keine Funktion der wandnormalen
Richtung, so dass p = 0 gilt. Ein formaler Zusammenhang zwischen der Wandschubspannung und
des Druckgradienten fiir eine turbulente Stromung durch unendlich grof3e, parallele Platten kann

wie folgt angegeben werden [102]:

o\ (/2 5\ (dp\11/?
”f:<$) :HE) (a)} | (A22)

Beim Einsatz periodischer Randbedingungen entfillt die Vorgabe einer extern angreifenden Kraft
bzw. eines von aullen aufgepréigten Druckgradienten und es ist die Einfithrung eines zusitzlichen
Quellterms f; in die zu 16senden Impulserhaltungsgleichungen erforderlich. Dieser dient dem Aus-
gleich viskoser Krifte in der Stromung und entspricht nach Gleichung A.20 dem treibenden linea-
ren Druckgradienten in Stromungsrichtung. Der Quellterm f; kann in seiner Grofle so bestimmt
werden, dass die Einhaltung eines konstanten Volumenstroms im numerischen Modell gewéhrleis-
tet wird®,

Die Abbildung A.1 zeigt die beiden verwendeten Losungsverfahren auf Basis des SIMPLE- und
PISO-Algorithmus. Beide stimmen mit der analytischen Losung einer laminaren Kanalstromung
(vgl. Gl. (A.19)) iiberein.

2.5 . . ;
—e— Analytische Losung
—— SIMPLE
2r PISO |
15 I ~ o6 ©. T
3 o ° o)
e e
= 7 o Q, R
1 L p Q o u
@ ’ OO
@ D
05+ & Yo,
0 / ! ! ! \
-1 -0.5 0 0.5 1
y/0

Abbildung A.1.: Vergleich der Geschwindigkeitsprofile in Stromungsrichtung einer laminaren Kanalstro-
mung (vgl. Abb. 4.6) unter Verwendung des SIMPLE- und PISO-Algorithmus mit der ana-
Iytischen Losung (vgl. Gl. (A.19)).

07y diesem Zweck wurde im Rahmen dieser Arbeit wurde die in OpenFOAM® [142] bereits implementierte Biblio-
thek fvOptions verwendet.
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Eine wichtige Anmerkung ist, dass sich die vorgestellte Methodik ohne weitere Modifikati-
on auch zur Berechnung voll entwickelter Stromungen in unterschiedlichsten Querschnittsformen
eignet, z.B. einer Ringspalt- oder Rechteckkanalstromung, sowie allgemein zur Berechnung tur-

bulenter und transienter Stromungen tibertragen lasst.

A.1.4.2. Thermisch eingelaufene Stromungenen

Auch Stromungen mit Wirmeiibergang konnen einen voll entwickelten thermisch Zustand er-
reichen. Dieser ist nicht auf den ersten Blick ersichtlich. Unter zeitlich und rdumlich konstanter
Beheizung (¢ = konst.) entlang der Wandflachen erfihrt das Fluid in Stromungsrichtung einen
kontinuierlicher Energieeintrag, der sich in einer zunehmenden Temperaturerhohung des durch-
stromenden Mediums dulert.

In einer vollstindig hydraulisch und thermisch eingelaufenen Stromung kann durch eine ein-
fache Energiebilanz nachgewiesen werden, dass das Niveau der mittleren Temperatur unter kon-
stanter Beheizung linear ansteigt (vgl. Abbildung A.2). Das vollstdndige Temperaturprofil T (x,y)
einer laminaren, stationdren Kanalstromung kann demnach in Analogie zum Druckfeld ebenfalls

in einen linear ansteigenden und einen periodischen Anteil aufgeteilt werden:

dT - AT N
T = — T = — T A.23
(x,) x<dx)+ ») X<Lx> + ), (A.23)
Linearer Anteil Periodischer Anteil

wobei die GroBe L, die Linge des zu berechnenden Stromungsgebietes in x-Richtung darstellt.

< . < .
< > < >

.
>

Y

X X

Abbildung A.2.: Verlauf und Aufteilung des Druckes p und der Temperatur 7 in einen linearen und einen
periodischen Anteil des Profils iiber die Lauflange L, einer vollstindig entwickelten, lami-
naren Kanalstrémung bei konstanter Beheizung (¢ = konst.) nach [207].
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Diese Aufteilung macht bereits deutlich, dass ein unendlich langer Kanal Modifikationen der
Energieerhaltungsgleichung erfordert. Der linear ansteigende Anteil des Temperaturprofils kann

mit Hilfe einer Energiebilanz fiir ein periodische Element des Plattenkanals bestimmt werden:

dT
mcy AT =2 L, ¢y =2 LL, A (-) (A.24)

dn
AT _ 1 () (dr
Le) w6 \pcp dn

wobei die GroBen m den Massenstrom durch das System, AT den mittleren Temperaturanstieg in

Y
w

(A.25)

Y
w

Stromungsrichtung, Ly, L, = 26 und L, die Erstreckung des Stromungsgebietes in die jeweiligen
Raumrichtungen und ¢ die aufgeprigte Wirmestromdichte auf beiden Winden bezeichnet. Es wird
angenommen, dass die Beheizung der oberen und unteren Wand identisch ist.

Die rechte Seite der Gl. (A.23) kann nun in Kombination mit GI. (A.25) anstelle der Temperatur
T in die Energieerhaltungsgleichung (vgl. Gl. (2.16)) eingesetzt werden:

u(y) <dT> = <l) il (A.26)

dx Pr 8x§ .

Der zusitzliche Quellterm auf der rechten Seite der Gl. (A.26) resultiert unmittelbar aus dem Kon-
vektionsterm der Energieerhaltung und kann aus dem Produkt der Geschwindigkeit in Stromungs-
richtung u (y) und dem linearen Anstieg der Temperatur nach Gl. (A.25) bestimmt werden. Die
Giiltigkeit dieses zusétzlichen Quellterms in der Energieerhaltungsgleichung ist auch fiir den in-
stationdren, turbulenten Fall unter der Voraussetzung gewihrleistet, dass ein riumlich und zeitlich
konstanter Beheizungszustand des Stromungsgebiets vorliegt.

Eine in beheizten Kanalstromungen iibliche Vorgehensweise basiert in der Substitution der Tem-
peratur 7 durch die Variable @, die der Differenz der Wandtemperatur 7,, (x,y) zum Temperatur-
profil T (x,y) entspricht (vgl. Gl. (4.55)). Es kann nun an beiden Wénden unter Annahme unendlich
grof3er, identisch beheizter Platten die Randbedingung ®,, = 0 verwendet werden. Der zusitzliche
Quellterm in diesem Fall ,,steuert” den Beheizungszustand und ist somit fiir die Auspriagung des
Profils verantwortlich. Diese MaBnahme ist streng auf Stromungen mit zwei homogenen Richtun-
gen beschrinkt, da nur in diesem Fall eine im statistischen Mittel gleichbleibende Temperatur-
verteilung in Querrichtung (z-Richtung) zu erwarten ist. In turbulenten Stromungen resultiert die
Anwendung dieser Methodik in einer Vernachldssigung der Temperaturfluktuationen unmittelbar
an der Wand 6/, = 0. Dies stellt einen idealisierten Zustand dar, der in realen Anwendungen oder
Experimenten nur bedingt reproduziert werden kann.

Fiir eine laminare, beheizte Kanalstromung kann nun mit Hilfe des Geschwindigkeitsprofils

(vgl. Gl. (A.19)) eine analytische Losung des Temperaturprofils bestimmt werden:
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ot ()8 () (25 (3)7]

Wie in Abb. A.3 dargestellt ist, zeigt der Vergleich der verwendeten Losungsstrategien eine voll-

(A.27)

stindige Ubereinstimmung mit der analytischen Losung. Fiir die Berechnung von zeitaufgeldsten
Stromungen in komplexeren Geometrien, z.B. im Fall von Grobstruktursimulationen in Rechteck-
kanélen, sei anzumerken, dass die vorgestellte Methodik auf Stromungen mit einem raumlich und
zeitlich konstanter Beheizungszustand beschrinkt ist. Zur Berechnung komplexerer Beheizungs-

zustinde sind dementsprechend geeignete Erweiterungen notwendig.

1.4 || —o— Analytische Losung .
1o Ll — SIMPLE |
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1+ & & e E
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3 o .
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Abbildung A.3.: Vergleich der entdimensionierten Temperaturprofile einer laminaren, symmetrisch beheiz-
ten Kanalstromung (vgl. Abb. 4.6) unter Verwendung des SIMPLE- und PISO-Algorithmus
mit der analytischen Losung (vgl. Gl. (A.27)).

Ein alternatives Verfahren basiert auf der Kopplung eines Stromungsquerschnitts in ausreichen-
dem Abstand zum Einlassbereichs des Stromungsgebietes mit der Eintrittsfliche. Das in diesem
Querschnitt extrahierte Geschwindigkeits- und Temperaturprofil muss geeignet skaliert werden,
um viskose Krifte bzw. den linearen Temperaturanstieg bei konstanter Beheizung zu kompensie-
ren. Eine mogliche Umsetzung fiir thermisch beaufschlagte Strémungen ist in der Arbeit von Bau-
mann [70] aufgefiihrt. Die Wahl eines ausreichend grofen Abstandes der periodischen Randbedin-
gungen im Stromungsgebiet ist jeweils fiir beide Methoden unter Beriicksichtigung der raumlichen
Ausweitung der groBiten vorherrschenden turbulenten Strukturen zu treffen. Speziell die einfache
Handhabung der ersten vorgestellten Methodik mag einer der wesentlichen Griinde sein, warum

sie in einer Vielzahl von Arbeiten erfolgreich eingesetzt wurde [85,171,187].
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A.1.4.3. Berechnung auftriebsbehafter Stromungen

Die Berechnung voll entwickelter, auftriebsbehafteter Stromungen verlangt eine zusitzliche
Modifikation der Losungsalgorithmen. Unter Anwendung der Boussinesq-Approximation in den
Impulserhaltungsgleichungen muss der zusitzliche Auftriebsterm bzw. Quellterm auch in den Al-
gorithmen der Geschwindigkeits-Druck-Korrektur beriicksichtigt werden. Gleichung A.12 muss
durch die allgemeinere Formulierung in Gleichung A.15 ersetzt werden. Die Divergenz des Auf-
triebsterms kann durch Anwendung des GauB3schen Integralsatz in ein Fliachenintegral umgeformt
werden. AnschlieBend wird der Vektor H; um den Auftriebsterm erweitert und auf die Trennfla-
che Q interpoliert. Im Losungsalgorithmus wird stets der explizite Wert des Auftriebsterms aus
der unmittelbar vorangegangen Iteration verwendet. In OpenFOAM® [142] sind bereits zwei ver-
schiedene Ansitze zur Berechnung von auftriebsbehafteten Stromungen implementiert’!. Diese
erweisen sich als nicht geeignet fiir hydraulisch und thermisch vollstidndig eingelaufenen Stro-
mungen, so dass eine Erweiterung fiir Strémungen mit Auftrieb durchgefiihrt worden ist.

Eine Moglichkeit der Validierung der Erweiterung fiir auftriebsbehaftete, laminaren Mischkon-
vektionsstromungen in vertikalen Plattenkanilen ist durch Cheng et al. [208] gegeben (vgl. Abbil-
dung A.4). Sie konnten auf Basis einer theoretischen Analyse bei Stromungen beliebiger Behei-

zungszustidnde analytische Losungen ableiten, die als Grundlage einer Validierung dienen sollen.

u(y)
26
Re = =272 T Kopplung
Gr = 8B 29) ‘7‘/'2()2L6)4 l der
A N Randflachen
> N\
Kiltere Y HeiBBere
Wand < > Wand

@ 2 ®

Abbildung A.4.: Skizze des periodischen Stromungsgebietes fiir verschiedene Beheizungszustinde der auf-
triebsbehafteten Stromung (Grafik nach Cheng et al. [208]).

IDie Bibliotheken buoyantBoussinesqSimple und buoyantBoussinesqPimple sind standardmiBig in der Version
OpenFOAM-2.3.x (OpenFOAM®) enthalten [142)].
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Der Beheizungszustand soll im Zuge dieser Untersuchung beliebig variiert werden und ist ein-

deutig iiber das Verhiltnis ry der beiden aufgeprigten Wirmefliisse ¢; und ¢, definiert:
@
q1

Im Folgenden werden alle Stoffeigenschaften als konstant angenommen. Fiir unterschiedli-

rH (A.28)

che Verhiltnisse der Grashof- Gr und Reynolds-Zahl Re kann nun eine Validierung der, um die
Boussinesq-Approximation erweiterten, Losungsverfahren durchgefiihrt werden. Die wesentlichen
Gleichungen zur Bestimmung der analytischen Losung des Geschwindigkeitsfeldes nach Cheng et
al. [208] sind:

Gr= gﬁqv‘f(iw, (A.29)
Re="122 (A30)
y* = %, (A31)
U* (y*) = KIV2 [C1 cos (Ky*/\/i) +Cysin (Ky*/\/i)] A 1
e KyIV2 [C3 cos <Ky*/\/§> + Cysin (Ky*/ﬁ)] , (A2
mit
K=[(14rg)/(Re/Gr)]"/*, (A.33)
Cy=E,/E|, C3=E3/E,, Cy=E4/E;, C=-Cs, (A.34)
E =— (e—Kﬁ +e’<ﬁ> + 4sin (K/\/E) 12, (A.35)
E, = (rH\/E/K3> [1 + sin <K\/§> - e_Kﬁ]

+ (2\/§/K3) e K/V2in (K/fz) (A.36)

— (\/§/K3) (e*K/ﬂ — eK/ﬁ) cos <K/\/§) :
Es = (2v2/K%) Rusin® (K/V2) .

(\/§/K3> (e_K/ﬁ—eK/ﬁ> sin (K/ﬁ) ,
(rH\/i/K3> [1 —sin <K\/§> - eK\/E]

(2\/5/1(3) K/ V2in <K/\/§) (A.38)
(\/§/K3> (e*K/ﬂ — eK/ﬁ> cos <K/\/§) :

Ey4

_|_
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Ein auf die flichengemittelte Geschwindigkeit u; bezogenes Geschwindigkeitsprofil kann durch

Multiplikation mit dem Verhiltnis der Grashof- und Reynolds-Zahl ermittelt werden:

u(yr) UGG
up, Re

(A.39)

Diese Gleichungen konnen fiir unterschiedliche Parametersitze gelost werden, und ermdéglichen
die Validierung der Losungsalgorithmen fiir voll entwickelte Stromungen.

Eine Erweiterung der Arbeit von Cheng et al. [208] stellt die Formulierung einer analytische
Losung des Temperaturprofils dar. Das Temperaturprofil kann fiir beliebige Beheizungszustiande
durch zweifache Integration des Geschwindigkeitsprofils bestimmt werden (vgl. Gl. (A.26)). Die
Gleichung des Temperaturprofils in Abhidngigkeit der Grashof-Zahl stellen eine Ergdnzung der
Arbeit von Cheng et al. [208] und lauten:

ATy —T
o) = L0 =T
G =&y . .
kR 7 () Gor Caos (@) ~Csin(@y) A0

— 2% cos (§y*) +C1e*® sin (§y") ],
mit:

Ry = rH_'—%(CI —C—C3+Cy) (%) ,
&:m+6%ygkmm®—@m@>
+ €% (Cysin(¢) —czcos(g))} (%) 7 (A41)
y=1+nm,
{=K/V2.

Die Ergebnisse der beiden vorgestellten Losungsmethoden (SIMPLE- und PISO-Verfahren) sind
nachfolgend fiir zwei verschiedene Beheizungszustinde bei unterschiedlichen Verhiltnissen der
Reynolds- und Grashof-Zahl darstellt. Wie den Abbildungen entnommen werden kann, zeigen
beide erweiterte Losungsverfahren eine gute Ubereinstimmung mit den analytischen Losungen.
Wie in Abb. A.5 dargestellt ist, zeigt sich fiir einen identischen Beheizungszustand auf beiden
Winden (r, = 1) eine starke Erhohung der Geschwindigkeit in Ndhe der Winde. Fiir ein kleines
Verhiltnis Re/Gr existiert ein Riickstromgebiet im Zentrum des Kanals, dass mit sinkendem Ein-
fluss des Auftriebs verschwindet. Die Normierung des Temperaturprofils ist hier auf die Wand (1)

bezogen (vgl. Abb. A.4). Das normierte Temperaturprofil wird unter Einwirkung des Auftriebst-
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erms mafgeblich durch die verinderte Geschwindigkeitsverteilung beeinflusst. Mit zunehmendem
GroBle des Auftriebsterms vergleichmifigt sich durch die verminderte Konvektion in Stromungs-
richtung das Temperaturprofil in der Kanalmitte. Der erweitere PISO-Algorithmus zeigt fiir die
normierten Geschwindigkeits- und Temperaturprofile bei unterschiedlichen Verhiltnissen Re/Gr

eine vollstindige Ubereinstimmung mit der analytischen Losung.

3 I I T T
—o— Analytische Losung rp=1
2.5 t| — PISO 2x10~* 1
S
2t i
Re/Gr
= 1.5 .
—4
SR / 5x10 |
1x1073
0.5
0 3.2x1074
_05 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y/(28)
0.3 . . : :
—o— Analytische Losung rp,=1
0.25 | — PISO ]
1x1073
0.2 2x1074 / ]
Ll“ﬁ
=)
EE 0.15 .
< \
0L 3,2¢1073 5104 :
0.05 | Re/Gr |
0 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y/(28)

Abbildung A.5.: Vergleich der normierten Geschwindigkeitsprofile (oben) und Temperaturprofile (unten)
des um Auftriebseffekte erweiterten PISO-Algorithmus mit der analytischen Losung nach
Cheng et al. [208] fiir eine laminare, beheizte Plattenkanalstromung bei r, = 1.
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Wie in Abb. A.6 dargestellt ist, stellt sich fiir eine einseitige Beheizung der Wand (1) (r, = 0)
ein asymmetrisches Geschwindigkeitsprofil ein, das in der Nihe der beheizten Wand ein deutliches
Maximum aufweist. Bei hinreichend grolen Grashof-Zahlen ist fiir einen Grofteil des Querschnitts
eine Riickstromung zu erkennen. Dies dufert sich in den normierten Temperaturprofilen. Infolge
der geringen Konvektion in der Nihe der adiabaten Wand (2) zeigt sich iiber einen GroBteil des

Querschnitts ein konstantes Niveau des normierten Temperaturprofils.

—o— Analytische Losung
5 +| — SIMPLE

=0 ]

2 3
~
)
2
1
0 o-€
y/(28)
0.5 : . . |
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o 03¢ 4 Re/Gr :
) q
7S 4 —
alES _
< 02 1x10-3 l/,6x10 |
b-o-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-6lo-0-0-0-0-6-0-0-066666-6
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5x107
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y/(26)

Abbildung A.6.: Vergleich der normierten Geschwindigkeitsprofile (oben) und Temperaturprofile (unten)
des um Auftriebseffekte erweiterten SIMPLE-Algorithmus mit der analytischen Lésung
nach Cheng et al. [208] fiir eine laminare, beheizte Plattenkanalstromung bei rj, = 0.
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Beide erweiterte Losungsverfahren zeigen eine zufriedenstellende Ubereinstimmung mit den
analytischen Losungen nach Cheng [208] und konnen fiir weitere Untersuchungen eingesetzt wer-
den. Eine Darstellung der vollstdndigen Ergebnisse von beiden Losungsverfahren ist den nachfol-

genden Abbildungen zu entnehmen.

A.2. Turbulente Warmeflussmodellierung

A.2.1. Einfluss der Reynolds- und Prandtl-Zahl auf “globale” Konzepte
der turbulenten Prandtl-Zahl

Die einzelnen Modelle sind in Kapitel 6.2 aufgefiihrt. Hier werden die Ergebnisse der verschie-
denen Ansitze hinsichtlich des Einflusses der Reynolds- und Prandtl-Zahl analysiert.

Wie in Abb. A.7 und A.8 dargestellt ist, zeigen bei Pr = 0,025 und niedrigen Reynolds-Zahlen
Re; = 180 und 395 die Modelle von Aoki [152], Reynolds [153] und Jischa & Rieke [154] im
wandnahen Bereich der Stromung (bis y* ~ 100) die beste Ubereinstimmung zur DNS. Die ge-
mittelte, relative Abweichung zur DNS der drei Modelle liegt in diesem Bereich bei ungefihr 12
%. Fernab der Wand wird der Verlauf fiir alle Modelle hingegen deutlich mit bis zu 60 % Abwei-
chung iiberschitzt. Der Ansatz einer konstanten turbulenten Prandtl-Zahl Pr; = 0,9 zeigt wie auch
der Ansatz von Cheng & Tak [57] eine deutliche Abweichung des Verlaufs zur DNS von bis zu 70
% bzw. 40 % im Bereich y* = 10 — 100. Wie in Abb. A.9 und A.10 dargestellt ist, duert sich dies
bei Pr = 0,025 in der GroBenordnung der turbulenten thermischen Diffusivitit o;". Im der Kanal-
mitte (y© = 180 bzw. 395) wird das Maximum fiir die Modelle von Aoki [152], Reynolds [153] und
Jischa & Rieke [154] jeweils um bis zu 30 % bei Re; = 180 und 26 % bei Re; = 395 unterschitzt.
Die konstante turbulente Prandtl-Zahl zeigt hier die groflite Abweichung der vorgestellten Modelle
mit einer Uberschéitzung des Maximums von 140 % bei Re; = 180 und 75 % bei Re; = 395. Das
Modell von Cheng & Tak [57] unterschitzt bei beiden Reynolds-Zahlen das Maximum mit einer
Abweichung zur DNS in der Kanalmitte von 60 % bei Re; = 180 und 75 % bei Re; = 395.

Die Abb. A.11 und A.12 zeigen bei Pr = 0,71 sowie bei den Reynolds-Zahlen Re; = 180 und
395 den Verlauf der turbulenten Prandtl-Zahl Pr,. Die beste Ubereinstimmung zeigt der Ansatz von
Jischa & Rieke [154] mit einer relativen Abweichung zur DNS von 5 % im wandnahen Bereich
(y" = 1—80). Auch die konstante turbulente Prandtl-Zahl Pr; = 0,9 liefert eine gute Approxima-
tion der DNS-Daten mit einer Unterschitzung von weniger als 10 % in diesem Bereich. Fiir die
Modelle von Aoki [152] und Cheng & Tak [57] lassen sich groBe Abweichungen von 50 % bzw. 75
% beobachten. In Abb. A.13 und A.14 sind die Verldufe der turbulenten thermischen Diffusivitit
o, dargestellt. Das Modell von Jischa & Rieke [154] zeigt im Bereich y* = 10 — 200 eine Uber-
schitzung zur DNS von 10 %. Der Wert in der Kanalmitte wird bei Re; = 180 bzw. Re; = 395 mit
einer Abweichung von 37 % bzw. 20 % bestimmt. Der Ansatz Pr; = 0,9 fiihrt zu einer Abweichung
in der Kanalmitte von bis zu 32 % bei Re; = 180 und 10 % bei Re; = 395.
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Abbildung A.7.: Verlauf der turbulenten Prandtl-Zahl Pr, iiber dem Wandabstand y™ fiir eine turbulente,
beidseitig beheizte Plattenkanalstromungen mit Re; = 180 bei einer molekularen Prandtl-
Zahl Pr = 0,025 auf Basis der DNS-Daten von Abe et al. [85,86].
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Abbildung A.8.: Verlauf der turbulenten Prandtl-Zahl Pr, iiber dem Wandabstand y™ fiir eine turbulente,
beidseitig beheizte Plattenkanalstromungen mit Re; = 395 bei einer molekularen Prandtl-
Zahl Pr = 0,025 auf Basis der DNS-Daten von Abe et al. [85,86].
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Abbildung A.9.: Verlauf der turbulenten thermischen Diffusivitidt ¢ iiber dem Wandabstand y™ fiir eine

turbulente Plattenkanalstromungen mit Re; = 180 bei einer molekularen Prandtl-Zahl Pr =
0,025 auf Basis der DNS-Daten von Abe et al. [85,86].
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Abbildung A.10.: Verlauf der turbulenten thermischen Diffusivitit o, iiber dem Wandabstand y* fiir ei-
ne turbulente Plattenkanalstromungen mit Re; = 395 bei einer molekularen Prandtl-Zahl
Pr = 0,025 auf Basis der DNS-Daten von Abe et al. [85,86].

213



A. Anhang

2.5 : :
Re; = 180 -O- DNS
Pr=20,71 —— Pr; = Kkonst.
2r — Aoki (1963) 1
. e e+ o |-= Reynolds(1975)
15 —-o— Jischa & Rieke (1979) | |
—v— Cheng & Tak (2006)

Prt

Abbildung A.11.: Verlauf der turbulenten Prandtl-Zahl Pr; iiber dem Wandabstand y* fiir eine turbulente,
beidseitig beheizte Plattenkanalstromungen mit Re; = 180 bei einer molekularen Prandtl-
Zahl Pr = 0,71 auf Basis der DNS-Daten von Abe et al. [85,86].
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Abbildung A.12.: Verlauf der turbulenten Prandtl-Zahl Pr; iiber dem Wandabstand y* fiir eine turbulente,
beidseitig beheizte Plattenkanalstromungen mit Re; = 395 bei einer molekularen Prandtl-
Zahl Pr = 0,71 auf Basis der DNS-Daten von Abe et al. [85,86].
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Abbildung A.13.: Verlauf der turbulenten thermischen Diffusivitit o, iiber dem Wandabstand y* fiir ei-
ne turbulente Plattenkanalstromungen mit Re; = 180 bei einer molekularen Prandtl-Zahl
Pr =0,71 auf Basis der DNS-Daten von Abe et al. [85,86].
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Abbildung A.14.: Verlauf der turbulenten thermischen Diffusivitit o, iiber dem Wandabstand y* fiir ei-
ne turbulente Plattenkanalstromungen mit Re; = 395 bei einer molekularen Prandtl-Zahl
Pr =0,71 auf Basis der DNS-Daten von Abe et al. [85,86].
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A.2.2. Einfluss der Reynolds- und Prandtl-Zahl auf “lokale” Konzepte
der turbulenten Prandti-Zahl

Wie in Abb. A.15 und A.16 bei Re; = 180 und 395 sowie einer molekularen Prandtl-Zahl
Pr = 0,025 dargestellt ist, zeigt sich die beste Ubereinstimmung des Verlaufs der turbulenten
Prandtl-Zahl fiir die Modelle von Kays [22] und Weigand et al. [155]. Im relevanten Bereich
yT =40 — 80 ist bei Re; = 180 die gemittelte Abweichung beider Modelle mit 7 % fiir den An-
satz nach Kays [22] und 8 % besonders gering. Auch der Ansatz von Notter & Schleicher [158]
zeigt mit einer Abweichung von 8 % eine gute Ubereinstimmung zur DNS in diesem Bereich. In
Wandniihe (y*© = 1 — 30) zeigt das Modell nach Weigand et al. [155] die beste Ubereinstimmung.
Der Ansatz von Kays [22], Cebeci & Bradshaw [56] und Lin et al. [157] konnen den asympto-
tischen Grenzwert unmittelbar an der Wand nicht wiedergeben. Fiir Re; = 395 zeigt das Modell
nach Kays [22] die beste Ubereinstimmung zur DNS. Das Modell von Weigand et al. [155] zeigt
zwar als einziges Modell eine Ubereinstimmung in Wandniihe, iiberschiitzt aber die DNS-Daten
im Bereich y*© = 80 — 200 um bis zu 19 %. Das Modell von Cebeci & Bradshaw [56] weist zwar
nur geringe Abweichungen in der Kanalmitte (y* ~ 395) auf, zeigt jedoch im technisch relevan-
ten Bereich eine deutliche Uberschiitzung von bis zu 45 % bei y™ = 100. Die Modelle von Notter
& Schleicher [158] und Lin et al. [157] konnen den Einfluss der steigenden Reynolds-Zahl nicht
korrekt wiedergeben und sind aus diesem Grund fiir komplexere Strémungen nicht geeignet. Dies
zeigt sich auch bei Analyse des Verlaufs der turbulenten thermischen Diffusivitit o, die fiir beide
Reynolds-Zahlen bei Pr = 0,025 in den Abb. A.17 und A.18 dargestellt ist. Fiir den wandnahen
Bereich der Stromung zeigt sich bei Re; = 180, dass die Modelle von Notter & Schleicher [158]
und Weigand et al. [155] die beste Ubereinstimmung zur DNS liefern mit einer nahezu exakten
Ubereinstimmung im Bereich y© = 1 — 50. Das Modell von Kays [22] zeigt in diesem Bereich
ebenso wie die Ansitze von Cebeci & Bradshaw [56] und Lin et al. [157] eine relative Abwei-
chung zur DNS von bis zu 40 %. Ab y© ~ 40 — 70 zeigt der Ansatz von Kays [22] von allen
Modellen die beste Ubereinstimmung zur DNS mit einer guten Ubereinstimmung (maximale, re-
lative Abweichung zur DNS von nur 12 %). Fiir Re; = 395 zeigt sich, dass das Maximum der
turbulenten thermischen Diffusivitit o;" in der Kanalmitte (y* = 395) zwar erneut vom Modell
von Cebeci & Bradshaw [56] gut wiedergegeben wird (rel. Abweichung von 3 %), der Verlauf
im relevanten Bereich y+ = 30 — 140 jedoch nur mit Abweichungen von bis zu 40 % zur DNS
wiedergegeben wird. Hier zeigen erneut die Ansitze von Kays [22] und Weigand et al. [155] die
beste Ubereinstimmung mit einer maximalen Abweichung von ca. 5%.

Fir Pr = 0,71 ist der Verlauf der ermittelten, turbulenten Prandtl-Zahl Pr; in den Abb. A.19
und A.20 dargestellt. Im technisch relevanten Bereich y™ = 20 — 100 zeigen bis auf das Modell
von Notter & Schleicher [158] alle Modelle bei Re; = 180 eine gute Ubereinstimmung zur DNS.
Besonders der Ansatz von Cebeci & Bradshaw [56] zeigt nur geringe Abweichungen zur DNS

von weniger als 10 %. Die Ansitze von Kays [22] und Weigand et al. [155] zeigen jeweils eine
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maximale rel. Abweichung von 12 %. Den asymptotischen Grenzwert der turbulenten Prandtl-
Zahl Pr;|,, = 1,05 konnen die Modelle von Cebeci & Bradshaw [56] und Lin et al. [157] noch
am besten wiedergegeben mit einer Abweichung von jeweils 14 %. Der Einfluss einer steigenden
Reynolds-Zahl ist fiir Pr = 0,71 im Vergleich zu Pr = 0,025 niedriger. Das Maximum der tur-
bulenten Prandtl-Zahl verschiebt sich betragsméfig zwischen Re; = 180 und 395 bei Pr = 0,025
um 30 %, wohingegen sich bei Pr = 0,71 nur eine Abweichung von 1,5 % feststellen ldsst. Die
grundlegenden Tendenzen der einzelnen Modelle sind somit nahezu identisch zu Re; = 180. In
Abb. A.21 und A.22 sind die Verldufe der turbulenten thermischen Diffusivitit o fiir Pr = 0,71
bei einer Reynolds-Zahl Re; = 180 und 395 dargestellt. Fiir Re; = 180 lassen sich die geringsten
Abweichungen zur DNS fiir die Modelle von Cebeci & Bradshaw [56], Kays [22] und Weigand et
al. [155] erkennen. Die letzten beiden Modelle iiberschitzen im Bereich y* = 30 — 70 den Verlauf
der DNS mit einer maximalen Abweichung von 12 %. Der Ansatz von Cebeci & Bradshaw [56]
zeigt hier eine geringere Abweichung von nur 5 %. Der Ansatz von Notter & Schleicher [158]
zeigt das groBte Defizit. Die groBte relative Abweichung zur DNS betriigt fiir dieses Modell 25 %
bei y™ = 80. Fiir Re; = 395 zeigt sich eine dhnliche Tendenz der Ergebnisse. Die maximalen Ab-
weichungen der Modelle von Cebeci & Bradshaw [56] (max. Abweichung 9 %), Kays [22] (max.
Abweichung 12 %) und Weigand et al. [155] (max. Abweichung 13 %) sind nahezu identisch zu
Re; = 180. Die groBite Abweichung zeigt auch hier der Ansatz von Notter & Schleicher [158] mit
32 % bei y™ = 180.

Zusammenfassend lésst sich feststellen, dass der Einfluss der Reynolds-Zabhl fiir niedrige Prandtl-
Zahlen groBer ist. Das Maximum der turbulenten Prandtl-Zahl nimmt fiir eine steigende Reynolds-
Zahl bei Pr = 0,025 um 30 % ab, wohingegen bei Pr = 71 das Niveau nahezu identisch bleibt.
Den Einfluss der molekularen Prandtl-Zahl lédsst sich am besten durch die Modelle von Kays [22]
und Weigand et al. [155] abbilden, die fiir beide molekulare Prandtl-Zahlen eine gute Uberein-
stimmung (weniger als 13 % Abweichung im relevanten Bereich der Stromung) aufweisen. Diese

Ergebnisse bestitigen somit die Analyse bei Re; = 640 (vgl. Kap. 6.2.2).
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Abbildung A.15.: Verlauf der turbulenten Prandtl-Zahl Pr; iiber dem Wandabstand y* fiir eine turbulente,
beidseitig beheizte Plattenkanalstromungen mit Re; = 180 bei einer molekularen Prandtl-
Zahl Pr = 0,025 auf Basis der DNS-Daten von Abe et al. [85,86].
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Abbildung A.16.: Verlauf der turbulenten Prandtl-Zahl Pr; iiber dem Wandabstand y* fiir eine turbulente,
beidseitig beheizte Plattenkanalstromungen mit Re; = 395 bei einer molekularen Prandtl-
Zahl Pr = 0,025 auf Basis der DNS-Daten von Abe et al. [85,86].
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Abbildung A.17.: Verlauf der turbulenten thermischen Diffusivitit ¢, iiber dem Wandabstand y™ fiir ei-
ne turbulente, symmmetrisch beheizte Plattenkanalstromungen mit Re; = 180 bei einer
molekularen Prandtl-Zahl Pr = 0,025 auf Basis der DNS-Daten von Abe et al. [85,86].
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Abbildung A.18.: Verlauf der turbulenten thermischen Diffusivitit ¢, iiber dem Wandabstand y™ fiir ei-
ne turbulente, symmmetrisch beheizte Plattenkanalstromungen mit Re; = 395 bei einer
molekularen Prandtl-Zahl Pr = 0,025 auf Basis der DNS-Daten von Abe et al. [85,86].
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Abbildung A.19.: Verlauf der turbulenten Prandtl-Zahl Pr; iiber dem Wandabstand y* fiir eine turbulente,
beidseitig beheizte Plattenkanalstromungen mit Re; = 180 bei einer molekularen Prandtl-
Zahl Pr = 0,71 auf Basis der DNS-Daten von Abe et al. [85,86].
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Abbildung A.20.: Verlauf der turbulenten Prandtl-Zahl Pr; iiber dem Wandabstand y* fiir eine turbulente,
beidseitig beheizte Plattenkanalstromungen mit Re; = 395 bei einer molekularen Prandtl-
Zahl Pr = 0,71 auf Basis der DNS-Daten von Abe et al. [85,86].
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Abbildung A.21.: Verlauf der turbulenten thermischen Diffusivitit ;" iiber dem Wandabstand y™ fiir eine
turbulente, symmetrisch beheizte Plattenkanalstromungen mit Re; = 180 bei einer mole-
kularen Prandtl-Zahl Pr = 0,71 auf Basis der DNS-Daten von Abe et al. [85,86].
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Abbildung A.22.: Verlauf der turbulenten thermischen Diffusivitit ¢, iiber dem Wandabstand y™* fiir eine
turbulente, symmetrisch beheizte Plattenkanalstromungen mit Re; = 395 bei einer mole-
kularen Prandtl-Zahl Pr = 0,71 auf Basis der DNS-Daten von Abe et al. [85,86].

221



A. Anhang

A.2.3. Einfluss der Reynolds- und Prandtl-Zahl auf die Transportterme
der Temperaturvarianzgleichung

In den Abb. A.23 bis A.26 sind die Verldufe der Transportterme der Temperaturvarianzgleichung
aus den DNS von Abe et al. [85,86] unter Einfluss der Reynolds- und Prandtl-Zahl dargestellt.

Bei Pr = 0,025 zeigt sich fiir eine steigende Reynolds-Zahl Re; = 180 zu 395, dass das Ma-
ximum der einzelnen Transportterme grofer wird. Dies ist auf den groeren Energiegehalt der
turbulenten Stromung und somit der Schwankungsgroflen zuriickzufiihren. Der Produktionsterm
Pgg wiichst bei steigender Reynolds-Zahl um 130 %. Dies lisst sich auch fiir den Dissipations-
term und die molekulare Diffusion beobachten. Die Position der maximalen Produktion verschiebt
sich von y* ~ 50 bei Re; = 180 zu y™ = 85 bei Re; = 395. Der viskose Bereich hat bei niedrigen
Prandtl-Zahlen einen Einfluss bis weit in den Bereich der Kernstromung hinein. Unmittelbar an der
Wand gleichen sich die Terme der Dissipation und der molekularen Diffusion gegenseitig aus. Mit
zunehmendem Wandabstand y™* stehen der Produktions- und Dissipationsterm im Gleichgewicht.

Fiir Pr = 0,71 zeigt sich ein geringer Einfluss der Reynolds-Zahl auf die Gré8e der Transportter-
me. Das Maximum der Produktion der Temperaturvarianz wichst beim Anstieg der Reynolds-Zahl
von Re; = 180 auf 395 um nur 2,5 %. Diese Groenordnung ist fiir alle Transportterme zu beob-
achten. Ursache ist die geringere Dampfungswirkung der thermischen Diffusivitéit bei Pr = 0,71.
Das Maximum der Produktion ist fiir Re; = 180 und fiir Re; = 395 bei y™ ~ 13 zu erkennen. Auch
hier gleichen sich unmittelbar an der Wand die Terme der Dissipation und molekularen Diffusion

aus. Ab einem Wandabstand y™ ~ 5 stehen die Produktion und die Dissipation im Gleichgewicht.

0.005 - — : , .
—o— Produktion

0.004 11 o Dissipation 1

0.003 || —¢ Turb. Diffusion 1
- Mol. Diffusion

0.002 +

0.001 -

0 TS
-0.001 . X 1
-0.002 + i
1 10 100
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Abbildung A.23.: Verlauf der entdimensionierten Transportterme der Temperaturvarianz 6”2 iiber dem di-
mensionslosen Wandabstand y™ mittels der DNS-Daten fiir eine vollstéindig entwickelte
Plattenkanalstromung bei Re; = 180 und Pr = 0,025 von Abe et al. [85,86].
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Abbildung A.24.: Verlauf der entdimensionierten Transportterme der Temperaturvarianz 67 iiber dem di-
mensionslosen Wandabstand y™ mittels der DNS-Daten fiir eine vollstéindig entwickelte
Plattenkanalstromung bei Re; = 180 und Pr = 0,71 von Abe et al. [85,86].
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Abbildung A.25.: Verlauf der entdimensionierten Transportterme der Temperaturvarianz 67 iiber dem di-
mensionslosen Wandabstand y* mittels der DNS-Daten fiir eine vollstindig entwickelte
Plattenkanalstromung bei Re; = 395 und Pr = 0,025 von Abe et al. [85,86].
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Abbildung A.26.: Verlauf der entdimensionierten Transportterme der Temperaturvarianz 67 iiber dem di-

mensionslosen Wandabstand y™ mittels der DNS-Daten fiir eine vollstéindig entwickelte
Plattenkanalstromung bei Re; = 395 und Pr = 0,71 von Abe et al. [85,86].

A.2.4. Einfluss der Prandtl-Zahl auf Konzepte der turbulenten
thermischen Diffusivitat

Hier soll der Einfluss der Prandtl-Zahl auf verschiedene Ansitze der turbulenten thermischen
Diffusivitit o4 bei niedriger Reynolds-Zahl Re; = 180 mit Hilfe der DNS-Daten von Abe et al.
[85,86] analysiert werden. Dieser Vergleich stellt eine Ergiinzung der Analyse bei Re; = 640 dar,
die in den Abb. 6.16 und 6.17 dargestellt ist.

In den Abb. A.27 und A.28 ist der Verlauf der turbulenten thermischen Diffusivitit ¢, iiber dem
normierten Wandabstand y™ fiir Re; = 180 bei Pr = 0,025 und Pr = 0,71 dargestellt. Fiir die DNS
bei Pr = 0,025 nimmt das Maximum der turbulenten thermischen Diffusivitit o, von o;," ~ 37,5
bei Re; = 640 auf ;" ~ 6,85 bei Re; = 180 ab. Bei Pr = 0,71 verschiebt sich das Maximum der
turbulenten thermischen Diffusivitit nur leicht von ;" ~= 59 bei Re; = 640 zu o, ~ 18,2 bei
Re; = 180. Ursache fiir diesen Effekt ist das allgemein niedrigere Turbulenzniveau der Stromung
sowie die starke viskose Ddmpfungswirkung der Schwankungsgréen bei niedrigen molekularen
Prandtl-Zahlen.

Fiir Pr = 0,025 zeigt der Ansatz von Manservisi & Menghini [65,66] die beste Ubereinstimmung
zur DNS. Dies wird durch die Ergebnisse bei Re; = 640 bestitigt. Hier betrdgt die maximale
Abweichung zur DNS weniger als 8 %. Die drei Modelle von Abe et al. [61] zeigen hingegen eine
deutliche Unterschitzung des Verlaufs von bis zu 70 % (Modell C). Aus diesem Grund sind sie fiir

die Berechnung von Strémungen niedriger molekularer Prandtl-Zahl nicht geeignet.
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Fiir Pr = 0,71 lasst sich eine Uberschitzung fiir den Ansatz von Manservisi & Menghini [65,
66] feststellen. Die maximale Abweichung betriigt hier bei y*© ~ 100 34 % zur DNS. Auch die
drei Modelle von Abe et al. [61] kdnnen den Verlauf der DNS nicht korrekt wiedergeben. Der

Maximalwert von Oc,+ wird fiir die Modelle A , B und C um bis zu 28 % unterschitzt.

10 : : .
-o- DNS
g = Abe et al. (1995) - Modell A
| = Abe et al. (1995) - Modell B 1

Abe et al. (1995) - Modell C ®
6r Manservisi & Menghini (2014) ' 1
+
/

Re; = 180
Pr=0,025

0 o PR | o 0o
o A <

0.1 1

Abbildung A.27.: Verlauf der turbulenten Diffusivitit @;" iiber dem dimensionslosen Wandabstand y™ fiir
die Modelle von Abe et al. [61] und Manservisi & Menghini [65,66] im Vergleich zu den
DNS-Daten [85,86] bei Re; = 180 und Pr = 0,025 (Symbol fiir jeden 4. Datenpunkt).
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Abbildung A.28.: Verlauf der turbulenten Diffusivitit ¢, iiber dem dimensionslosen Wandabstand y* fiir
die Modelle von Abe et al. [61] und Manservisi & Menghini [65,66] im Vergleich zu den
DNS-Daten [85,86] bei Re; = 180 und Pr = 0,71 (Symbol fiir jeden 4. Datenpunkt).

225



A. Anhang

Es lasst sich schlussfolgern, dass die Ergebnisse fiir Pr = 0,025 und Re; = 640 bestitigt werden.
Der Ansatz von Manservisi & Menghini [65,66] ist durch Einfiithrung des Einflusses der moleku-
laren Prandtl-Zahl in den Ddmpfungsfunktionen das einzige Modell, das im Vergleich zu den DNS
den Verlauf der turbulenten thermischen Diffusivitit ¢, mit geringen Abweichungen wiedergeben
kann. Fiir Pr = 0,71 hingegen zeigen alle untersuchten Modelle eine deutliche Abweichung des

Verlaufs von bis zu 30 % gegeniiber der DNS.

A.2.5. Erweiterung des Ansatzes nach So & Sommer (1994)

Mit Hilfe einer Parameterstudie fiir ein numerisches Modell kann eine Modifikation der we-
sentlichen Koeffizienten C;; und A" in Abhingigkeit der molekularen Prandtl-Zahl Pr ermittelt
werden. Als Validierung dienen ebenfalls die DNS-Daten von Abe et al. [85,86], die einen genauen
Einblick in die Verldufe der turbulenten thermischen Diffusivitdt und des Temperaturverlaufs bei
unterschiedlichen Re; und Pr geben.

Fiir eine Variation wurde ausschlieBlich der Parameter A" (Pr) variiert, da sich der Einfluss
dieser Terms der Dampfungsfunktion bis weit in die Kernstrémung bemerkbar macht. Die Formu-

lierung des modifizierten Koeffizienten sei wie folgt angegeben:

33/Pr%%  falls  Pr<0,25
AT (Pr)= (A.42)
50/Pr'/8  falls  Pr>0,25

Wie in Abb. A.30 dargestellt ist, zeigt sich bei einem direkten Vergleich der Verlidufe der modi-
fizierten und urspriinglichen Koeffizienten, dass bei Pr = 0,025 nun eine geringe Dampfungswir-
kung im wandfernen Bereich der Stromung zu beobachten ist. Es ist auch insgesamt eine deutlich
Verbesserung bei niedrigen molekularen Prandtl-Zahlen zu erkennen. Die relative Abweichung des
Verlaufs von ;" zur DNS betrigt fiir das modifizierte Modell nur 9 %, wohingegen sich fiir die
beiden urspriinglichen Formulierungen Abweichungen von 19 % fiir den Ansatz nach Sommer et
al. [163] bzw. 48 % fiir den Ansatz von So & Sommer [162] ermitteln lassen.

Fiir Pr = 0,71 ldsst sich nur eine geringe Verschlechterung feststellen. Das modifizierte Modell
weist hier eine maximale Abweichung zur DNS von 28 % bei y™ = 65 auf. Dies #uBert sich auch
in der Vorhersage des dimensionslosen Temperaturprofils, wie in Abb. A.32 dargestellt ist. Die
Modelle sind jeweils mit dem ,,Elliptic-Blending”-Reynolds-Spannungsmodell von Dehoux [75]
kombiniert worden. Die Modellgleichungen der Temperaturvarianz und ihrer Dissipationsrate sind
hier in ihrer urspriinglichen Formulierung in OpenFOAM® [142] implementiert worden.

Das Modell mit modifiziertem Koeffizienten A™ (Pr) zeigt auch fiir sehr hohe Prandtl-Zahlen
eine Verbesserung im Vergleich zu den DNS-Daten. Eine allgemeingiiltige Aussage zur Eignung

des Modells bei variierender Prandtl-Zahl kann leider erst unter Beriicksichtigung weiterer Testfal-
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le erfolgen. Vielmehr wird durch diese Modifikation gezeigt, welches Potenzial durch eine Uber-

arbeitung gegeben ist.
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Abbildung A.29.: Verlauf der Koeffizienten C;; und A" der Dimpfungsfunktion von Sommer et al. [163]
sowie So & Sommer [162] in Abhéngigkeit der molekularen Prandtl-Zahl Pr.
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Abbildung A.30.: Verlauf der turbulenten Diffusivitit ¢, iiber dem dimensionslosen Wandabstand y* fiir
die Modelle von Sommer et al. [163], So & Sommer [162] sowie einer modifizierten
Variante im Vergleich zu den DNS-Daten nach Abe et al. [85,86] bei Re; = 640 und
Pr= 0,025 (Symbol fiir jeden 4. Datenpunkt).
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Abbildung A.31.: Verlauf der turbulenten Diffusivitit ¢, iiber dem dimensionslosen Wandabstand y™ fiir
die Modelle von Sommer et al. [163], So & Sommer [162] sowie einer modifizierten
Variante im Vergleich zu den DNS-Daten nach Abe et al. [85,86] bei Re; = 640 und
Pr=20,71 (Symbol fiir jeden 4. Datenpunkt).
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Abbildung A.32.: Verlauf der normierten Temperatur © " des Modells nach So & Sommer [162] und des
modifizierten Modells (jeweils gekoppelt mit dem RSM-EBM [75]) iiber dem dimensi-
onslosen Wandabstand y* bei Re; = 395 und unterschiedlichen Prandtl-Zahlen Pr im
Vergleich zur DNS von Abe et al. [85,86] (Symbole fiir jeden 4. Datenpunkt).
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A.2.6. Einfluss der Reynolds- und Prandtl-Zahl auf Anséatze zweiter Ordnung

In dieser Analyse wird der Einfluss der Reynolds- und Prandtl-Zahl auf Ansitze zweiter Ord-
nung der turbulenten Warmefliisse mit Hilfe der DNS-Daten von Abe et al. [85,86] untersucht.

In Abb. A.33 und A.34 ist der Verlauf des kombinierten Korrelations- und Dissipationsterm
I'I;g) — 8;5 fiir die axiale und wandnormale turbulente Warmeflusskomponente dargestellt. Mit zu-
nehmender Reynolds-Zahl nimmt das Minimum der Kombination fiir die axiale Warmeflusskom-
ponente betragsmiBig um 46 % zu. Die Position des Minimums ist fiir beide Reynolds-Zahlen bei
y &2 4 zu erkennen. Auch fiir die wandnormale Komponente nimmt das Maximum bei steigender
Reynolds-Zahl zu. Zwischen Re; = 180 und 395 lésst sich ein Anstieg des Maximalwertes von fast
50 % beobachten. Die Position des Maximums bleibt nahezu unverindert bei y* ~ 40. Der An-
stieg des kombinierten Transportterms der beiden turbulenten Warmeflusskomponenten lisst sich
auf das insgesamt hohere Turbulenzniveau und den groBeren Energiegehalt der Schwankungsgro-
Ben bei steigender Reynolds-Zahl zuriickfiihren.

Fiir die axiale Wirmeflusskomponente zeigen das Modell nach Lai & So [172] und nach Bau-
mann [70] die beste Ubereinstimmung zur DNS. Fiir das Modell von Lai & So [172] betrigt die
groBte Abweichung zur DNS bei Re; = 180 ungefihr 36 % und fiir Re; = 395 ungeféahr 34 %.
Der Ansatz von Baumann [70] zeigt fiir den Bereich y* = 20 — 100 die beste Ubereinstimmung.
Er weist seine groBte Abweichung in Wandnihe auf (y* & 4). Die Ansiitze von Shikazono &
Kasagi [72] und Carteciano [73] konnen den Verlauf der DNS nicht korrekt wiedergeben. Ihre
maximale Abweichung zur DNS betrigt bei Re; = 180 und 395 jeweils fast 180 %. Fiir die wand-
normale turbulente Wiarmeflusskomponente zeigen alle Modellansitze deutliche Abweichungen.
Die beste Ubereinstimmung weist erneut der Ansatz von Baumann [70] auf. Die Abweichung des
Maximums im Vergleich zur DNS betrigt bei diesen Ansatz fiir Re; = 180 fast 12 % und fiir
Re; = 395 fast 10 %. Der Ansatz von Carteciano [73] zeigt hier eine Uberbewertung von fast 50
% bei Re; = 180 und 20 % bei Re; = 395. In der Tendenz nehmen die Abweichungen der Mo-
dellansitze zur DNS bei steigenden Reynolds-Zahlen ab. Der Ansatz von Lai & So [172] zeigt fiir
die wandnormale turbulente Warmeflusskomponente das grofite Defizit mit einer Abweichung von
fast 40 % bei Re; = 395.

In Abb. A.35 und A.36 ist der Verlauf des kombinierten Korrelations- und Dissipationsterm
H;g — elﬂé fiir Pr = 0,71 dargestellt. Hier ist bei beiden Warmeflusskomponenten der Einfluss der
Reynolds-Zahl deutlich geringer. Fiir die axiale Komponente ergibt sich fiir einen Anstieg der
Reynolds-Zahl eine Anderung von nur 10 %. Das Maximum der wandnormalen Komponente n-
dert sich nur um 30 %. Die Position der Extremwerte bleibt fiir beide Komponenten identisch.

Fiir Pr = 0,71 lasst sich fiir die axiale turbulente Wirmeflusskomponente die beste Uberein-
stimmung fiir den Ansatz von Shikazono & Kasagi [72] erkennen. Seine maximale Abweichung
zur DNS betrédgt in unmittelbarer Wandnéhe fiir beide Reynolds-Zahlen weniger als 20 %. Die
grofite Abweichung lisst sich fiir den Ansatz von Carteciano [73] erkennen. Sie betrégt fiir einen
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dimensionslosen Wandabstand y* = 2 fast 170 % bei Re; = 395. Fiir die wandnormale turbulente
Wirmeflusskomponente zeigt erneut das Modell nach Shikazono & Kasagi [72] die beste Uber-
einstimmung. Die Abweichung des Maximums betrégt fiir Re; = 180 fast 32 % und fiir Re; = 395
fast 28 % im Vergleich zur DNS. Die Ansétze von Lai & So [172] und Carteciano [73] zeigen die
schlechteste Ubereinstimmung mit einer Uberschiitzung des Maximalwertes von fast 100 %.
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Abbildung A.33.: Verlauf der vorgestellten, kombinierten Modellansitze des Korrelations- und Dissipati-
onsterms I1jg — €19 (oben) bzw. I, — &4 (unten), ermittelt auf Basis der DNS-Daten
[85,86] bei Re; = 180 und Pr = 0,025 (Symbol fiir jeden 4. Datenpunkt).
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Abbildung A.34.: Verlauf der vorgestellten, kombinierten Modellansitze des Korrelations- und Dissipati-
onsterms ITjg — €19 (oben) bzw. I1,g — €4 (unten), ermittelt auf Basis der DNS-Daten
[85,86] bei Re; = 395 und Pr = 0,025 (Symbol fiir jeden 4. Datenpunkt).
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Abbildung A.35.: Verlauf der vorgestellten, kombinierten Modellansitze des Korrelations- und Dissipati-
onsterms ITjg — €19 (oben) bzw. I1l,g — €4 (unten), ermittelt auf Basis der DNS-Daten
[85,86] bei Re; = 180 und Pr = 0,71 (Symbol fiir jeden 4. Datenpunkt).
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Abbildung A.36.: Verlauf der vorgestellten, kombinierten Modellansitze des Korrelations- und Dissipati-
onsterms ITjg — €19 (oben) bzw. I1,g — €4 (unten), ermittelt auf Basis der DNS-Daten
[85,86] bei Re; = 395 und Pr = 0,71 (Symbol fiir jeden 4. Datenpunkt).
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A.2.7. Einfluss der thermischen Randbedingungen auf die SchlieBungsansatze

Bei direkten numerischen Simulationen in turbulenten Plattenkanalstrémungen wird iiblicher-
weise als Transportgrofe die Temperaturdifferenz zwischen Wand- und Stromung © = (7,, — 7))
beriicksichtigt [85,187]. Dies erlaubt den Einsatz von periodischen Randbedingungen fiir die Ener-
gieerhaltungsgleichung am Ein- und Auslass des Stromungsgebiets. Als Randbedingung der DNS
ergibt sich bei konstanter, beidseitiger Beheizung der Winde (¢ = konst.) an der Wand 0|,, = 0.
Der iiber die Winde zugefiihrte Warmestrom wird ausschlieBlich iiber den Quellterm S* in der
Transportgleichung beriicksichtigt. Die GroBe 6’ entspricht hier der Fluktuation um den zeitlich
Mittelwert der Temperaturdifferenz ®. Bei Vorgabe eines konstanten Wert der Temperaturdiffe-
renz an der Wand muss demnach auch fiir ihre Schwankungsgrofe die Bedingung 6’|, = 0 giiltig
sein. Das asymptotische Wandverhalten, das mit einer Taylorreihen-Entwicklung abgeleitet wer-
den kann (vgl. Kap. 6.4.2), ist nur fiir diesen Fall giiltig.

Eine Vielzahl von Modellansitzen wird unter Annahme einer verschwindenden Temperatur-
fluktuation an den Winden entwickelt. Dies stellt eine erhebliche Vereinfachung dar, die in realen
Stromungen so nicht erfiillt ist. Diese Modelle diirften somit fiir die Berechnung komplexer Geo-
metrien nicht eingesetzt werden. Fiir den Ansatz einer konstanten turbulenten Prandtl-Zahl gilt:

v —uV/(du/dy)

VI =—— = mit  Pr,=0,09. (A.43)
Prt Pr,

Da die turbulente Wirmeflusskomponente in Bezug zur turbulenten Reynolds-Schubspannung
Wy ~ y+3, die an der Wand den Wert Null annimmt, gesetzt wird, lasst sich nach Sommer et
al. [194] mit v;* ~ y™ auch fiir diesen Ansatz die Annahme 8’|, = 0 ableiten.

Wird anstelle der Transportgleichung der Temperaturdifferenz ® die Transportgleichung der
Temperatur 7' gelost, ergibt sich auch ein anderes asymptotisches Wandverhalten der zeitlich ge-

mittelten GroBen und der Schwankungsgrofien:

ﬁ+:y++’

o + .

@ :Pry +...,

I/t/Jr:b]yJr + cly+2 + d1y+3 +

V= y? + dyt + (A.44)

Wh=byyt + eyt a4+
0" =ag + bey" + coyt +doy + -

2 3
Pl=ap + byt ey Ay

wobei die GroBen y™ den dimensionslosen Wandabstand, #t und ®" die normierte Geschwin-

digkeit und SkalargroBe, '", v und w'* die Geschwindigkeitsfluktuationen in einer jeweiligen
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A.2. Turbulente Wirmeflussmodellierung

Raumrichtung (i = 1,2,3), 6’ T die Temperaturfluktuation und p’ die Druckfluktuation darstellen.
Aus der Kontinuitdtsgleichung der turbulenten Geschwindigkeitsfluktuationen eines inkompressi-
blen Mediums und der Haftbedingung an der Wand (y = 0) kann unmittelbar gefolgert werden,
dass a; = 0 und b, = 0 gelten muss. Unter Annahme nicht verschwindender Temperaturfluktuatio-
nen 6’ wird ag nun nicht mehr eliminiert.

Fiir die zweiten Momente gilt demnach unter Vernachldssigung der Terme hoherer Ordnung:

—5t _ 75 42 5t _ 5 44 —5t _ 13 42
2 A . nt 2,7t . 2 N o .
u _b]y _|_, Vv _c2y _|_’ w _bsy _|_’
——+ T 3

WV’ =bicay

l (—+ —+ —5+ lr—= = 1—
kJr:—<u’2 +v2 +w'? >:— [b%%—b%} vy Ec%y+4 +

2 2
ou't ou'™ — — (A.45)
8+:Vau#ab;l+:v<b%+b%> + e
W—i_:blaey_'__}_...; m+:my+2+’
FYETTS
07 i 0000007
o’ _ae + ; 899 —ZOCWW —206b9+ .

Fiir die turbulente Wirbelviskositit v;" und die turbulente thermische Diffusivitit ¢, ergeben sich
nun unter Beriicksichtigung der Gl. (5.13) und (6.49):

——+
I\,
n u'v

—art )
pho W L _Cdg y*
L out /oyt

— 3
by + o =

S — o (A46)
00" [yt Pr

Die Ordnung der turbulenten thermischen Diffusivitit ¢, hat sich im Vergleich zu Gl. (6.58) um
Eins gesenkt. Fiir die turbulente Prandtl-Zahl Pr; gilt nun:
V,+ . bicy Pr +

Pr, =1 = AA47
Iy at+ m y + ( )

Mit Hilfe der Tab. A.1 konnen die wesentlichen Transport- und Vernichtungsterme der Trans-
portgleichung der turbulenten Wirmefliisse (vgl. Gl. (6.52)) mit und ohne Temperaturfluktuatio-
nen an der Wand hinsichtlich ihres Verhaltens analysiert werden. Im Unterschied zur Annahme
verschwindender Temperaturfluktuationen an der Wand stehen nun unmittelbar an der Wand der
Korrelationsterm H2+9 und der molekulare Diffusionsterm DE’9+ miteinander im Gleichgewicht.
Dies macht eine Anpassung des Korrelationsterms in Wandnihe erforderlich. Bisher ist jedoch fiir

Ansitze zweiter Ordnung in der Literatur kein Vorschlag verdffentlicht worden.
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Term 6,,=0 6, #0

P oyt oyt

" ||2(1+5:) caboy™ || 2(1+75;) cabgy"

Mg ™ —bgbp y* —byag

DY | 12(24 &) cabeyt || & cabe y+
4 3

D§9+ o) O(y*)

Tabelle A.1.: Vergleich des asymptotischen Wandverhaltens der wesentlichen Transport- und Vernichtungs-
terme der wandnormalen, turbulenten Wirmeflusskomponente in einer Kanalstrémung mit
nicht verschwindenden Temperaturfluktuationen.

Auch bei Verwendung von thermischen Zweigleichungsmodellen miissen fiir die Transportglei-
chungen der Temperaturvarianz und deren Dissipationsrate geeignete Randbedingungen definiert
werden. Eine Moglichkeit besteht in der Annahme eines verschwindenden, wandnormalen Gra-
dienten der Temperaturvarianz 06'2/dn|,, = 0. Fiir ihre Dissipationsrate kann dann €gg|,, = 0
angenommen werden. Dies fiihrt jedoch bei Verwendung von periodischen Randbedingungen zu
einem numerisch steifen Problem, da das Niveau der Temperaturvarianz im Stromungsgebiet nicht
eindeutig definiert ist.

Sommer et al. [194] umgehen diese Problematik und leiten die Grée der Temperaturfluktuation
an der Wand fiir verschiedene Konfigurationen von turbulenten Plattenkanalstrémungen mit Hilfe
des Energiespektrums der Temperaturfluktuationen nach Polyakov [209] ab. Dieses ist auf einfache

Stromungsfille beschriankt und wie folgt definiert:

0,072 Pr* /T exp (—9VF)
B [f PrA?+ B2+ 1.4 f B(t+s)/fPr]’

1/4
B = [0,014+(f+0,05)2Pr2] "

Eg =

(A.43)
t = cos {%arctan [10 Pr(f+0,05)] }a

1
5= sin{i arctan [10 Pr(f +0,05)] },

wobei A = 1/K iiber das thermische , Aktivierungsverhiltnis“ K = /(Pcp2A)guia/ (PCpA ) wand
definiert ist und f die Frequenz darstellt. Die Temperaturvarianz ﬁJr an der Wand ergibt sich
dann wie folgt:

97" = /0 " Eo (f,Pr.K) df. (A.49)
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A.2. Turbulente Wéarmeflussmodellierung

Die GroBe der Temperaturvarianz an der Wand ist von den thermischen Eigenschaften des Fluids
und der Wand abhéngig, was auch durch andere Arbeiten bestitigt wird [195,210].

Der Verlauf der Temperaturfluktuation 6’,, iiber dem Aktivierungsverhiltnis K ist bei verschie-
denen Prandtl-Zahlen in Abb. A.37 dargestellt. Fiir niedrige Werte von K ergeben sich auch nied-
rige Werte der Temperaturfluktuation. Mit steigender molekularer Prandtl-Zahl nimmt auch die
GroBenordnung der Schwankungsgrofe zu. Fiir ein groBes Aktivierungsverhiltnis existiert bei den
verschiedenen molekularen Prandtl-Zahlen jeweils ein asymptotischer Grenzwert, der sich beim
Ansatz nach Polyakov [209] in einem Bereich K ~ 0,1 — 1 einstellt. Fiir Quecksilber (Pr = 0,025)
nimmt das Aktivierungsverhiltnis je nach Material der Wand die Gréenordnung K ~ 0,2 — 7 an,
wohingegen fiir Luft (Pr = 0,71) die Groenordnung fiir verschiedene Medien mit K ~ 0,0001 —
0,01 angegeben werden kann [195].

10 T T T T T
1 pm I m——— __
0.1 g
0.01 PR ---------------------------- -
. 0.001 b e ]
i
[ 0.0001
1le-05 — Pr=0,0088 9
-=-- Pr=0,025
1e-06 e Pr=o0.1 ]
le-0O7 v+ e Pr=0,71 ]
- Pr=7,0
16-08 L P L P L P L P . Pa— . ro—
0.0001 0.001 0.01 0.1 1 10 100

K = \/(pcpA)gia / (PCpA ) wang

Abbildung A.37.: Verlauf der Temperaturfluktuation an der Wand @er iber dem thermischen ,,Aktivie-
rungsverhiltnis” K bei verschiedenen Prandtl-Zahlen, ermittelt mit Hilfe des Energie-
spektrums nach Polyakov [209].

Sommer et al. [194] konnten dariiber hinaus bestétigen, dass der Einfluss nicht verschwindender
Temperaturfluktuationen auf das Temperaturprofil in turbulenten Plattenkanalstromungen gering
ist. Der Verlauf der Temperaturvarianz selbst hingegen wird durch eine Verschiebung des Maxi-
mums beeinflusst, was auch durch andere Arbeiten [195,196] bestitigt wird. Dies ist im Speziellen

bei der Bestimmung von abhéngigen GroBen, wie z.B. dem Zeitskalenverhiltnis R, von Bedeutung.
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A.3. Einfluss der Reynolds- und Prandtl-Zahl auf die entwickelten Ansatze

A.3.1. Carteciano-AHM

In Abb. A.38 ist der Verlauf des kombinierten Korrelations- und Dissipationsterms I'I2+9 — 82+9 bei
Pr =0,025 und den Reynolds-Zahlen Re; = 180 und 395 dargestellt. Die Modifikation des Korre-
lationsterms I1;¢ hat fiir niedrige Prandtl-Zahlen nur einen geringen Einfluss (vgl. Kap. 6.4.3). Die
Uberschitzung des Maximums beim Carteciano-AHM nimmt bei zunehmender Reynolds-Zahl ge-
ringfiigig ab. Bei Re; = 180 betrégt die relative Abweichung zur DNS ca. 30 % und bei Re; = 395
ca. 15 %. Mit zunehmender Péclet- bzw. Reynolds-Zahl gewinnt der Korrelationsterm zunehmend

an Bedeutung, was auch die marginale Verringerung der Abweichung erklirt.

0.02 ; .
-0- DNS
0.015 —e— (Carteciano (1999)
=7 || -~ Carteciano-AHM (Gl. (7.7)) |
[ea}
8
| 0.01 || Rer;=180 _
E% Pr=0,025
0.005 |
0 A
1 10 100
yt
0.025 . .
-0- DNS
0.02 || —& Carteciano (1999) -
—o— Carteciano-AHM (Gl. (7.7))
W 0015 | -
|
< Re; =395
g 00l pr_0025 '
0.005
0
1 10 100
yt

Abbildung A.38.: Verlauf der kombinierten Modellansétze des Korrelations- und Dissipationsterms I1pg —
&g der wandnormalen turbulenten Warmeflusskomponente v/ 6’ ™ als Fkt. des dimensi-
onslosen Wandabstands y™ auf Basis der DNS-Daten [85,86] bei Re; = 180 (oben) und
Re; =395 (unten) sowie Pr = 0,025 (Symbol fiir jeden 4. Datenpunkt).
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Mit groBerer molekularer Prandtl-Zahl Pr = 0,71 ist ein zunehmender Einfluss des Korrelations-
terms I1;g festzustellen, was in Abb. A.39 dargestellt ist. Es lédsst sich erkennen, dass die Modifika-
tion fiir steigende Reynolds-Zahlen eine deutliche Verbesserung bewirkt. Fiir den urspriinglichen
Ansatz nach Carteciano [73] betrigt die Abweichung des Maximums zur DNS fast 100 % bei
Re; = 180 und fast 75 % bei Re; = 395. Das Carteciano-AHM hingegen weist nur eine Abwei-
chung von 60 % bei Re; = 180 und von 28 % bei Re; = 395 auf. Dies erlaubt auch Strémungen

variierender Prandtl-Zahlen korrekt abzubilden.
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-0- DNS
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0.08 LL* Carteciano-AHM (Gl. (7.7)) |
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Abbildung A.39.: Verlauf der kombinierten Modellansitze des Korrelations- und Dissipationsterms I1g —

&g¢ der wandnormalen turbulenten Wirmeflusskomponente V0" als Fkt. des dimensi-
onslosen Wandabstands y™ auf Basis der DNS-Daten [85,86] bei Re; = 180 (oben) und
Re; =395 (unten) sowie Pr = 0,71 (Symbol fiir jeden 4. Datenpunkt).
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A.3.2. SK-AHM

In Abb. A.40 ist der Verlauf des kombinierten Korrelations- und Dissipationsterms I'I2+9 — 82+9
bei Pr = 0,025 und den Reynolds-Zahlen Re; = 180 und 395 dargestellt. Die Modifikation des
Korrelationsterms Il;9 beim SK-AHM hat ebenfalls bei niedrigen Prandtl-Zahlen nur einen ge-
ringen Einfluss (vgl. Kap. 6.4.3). Beim SK-AHM nimmt die Uberschitzung des Maximums bei
zunehmender Reynolds-Zahl geringfiigig ab. Bei Re; = 180 betrigt die Abweichung zur DNS
ca. 22 % sowie bei Re; = 395 ca. 6 %. Insgesamt ist die Abweichung somit niedriger als beim
Carteciano-AHM.
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Abbildung A.40.: Verlauf der kombinierten Modellansétze des Korrelations- und Dissipationsterms Ilyg —
&g der wandnormalen turbulenten Warmeflusskomponente v/ 6’ ™ als Fkt. des dimensi-
onslosen Wandabstands y™ auf Basis der DNS-Daten [85,86] bei Re; = 180 (oben) und
Re; =395 (unten) sowie Pr = 0,025 (Symbol fiir jeden 4. Datenpunkt).
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In Abb. A.41 ist der Verlauf des kombinierten Transportterms H;“e = 8% fiir Pr = 0,71 darge-
stellt. Es ldsst sich erkennen, dass auch hier die Modifikation fiir steigende Reynolds-Zahlen eine
deutliche Verbesserung bewirkt. Fiir den urspriinglichen Ansatz nach Shikazono & Kasagi [72] be-
trigt die Abweichung des Maximums zur DNS fast 65 % bei Re; = 180 und 36 % bei Re; = 395.
Das SK-AHM hingegen weist nur eine Abweichung von 30 % bei Re; = 180 und von 10 % bei
Re; =395 auf.
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Abbildung A.41.: Verlauf der kombinierten Modellansétze des Korrelations- und Dissipationsterms 1,9 —

&p der wandnormalen turbulenten Wérmeflusskomponente v/ 6’ " als Fkt. des dimensi-
onslosen Wandabstands y™ auf Basis der DNS-Daten [85,86] bei Re; = 180 (oben) und
Re; =395 (unten) sowie Pr = 0,71 (Symbol fiir jeden 4. Datenpunkt).
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A.4. Ausgewahlte numerische Ergebnisse

A.4.1. Einfluss des Koeffizienten im Carteciano-AHM

° ) II)NS [85,86] | |

5L — Cs9= 0,0007 i
— (G509 = 0,001

4 i

+ 3 |
® Re; — 640

Pr=10,025
2 L i
1F Carteciano-AHM .
0 o = 1 P
1 10 100 1000
yT
20 : . .
O DNS [85,86]
— (59 = 0,0007
15 f| — Cs9 = 0,001 ]
o 107 .
Re; =640
Pr=20,71
5 L i
Carteciano-AHM
0 e | N N P | N N P | N N P
1 10 100 1000
yT

Abbildung A.42.: Verlauf des Temperaturprofils ©® " des Carteciano-AHM fiir zwei verschiedene Werte des
Koeffizienten Csq liber dem dimensionslosen Wandabstand y* im Vergleich zu DNS-
Daten [85,86] (nur jeder 3. Datenpunkt der DNS ist als Symbol dargestellt) bei Pr = 0,025
(oben) und Pr = 0,71 (unten).
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Abbildung A.43.: Verlauf der wandnormalen turbulenten Wirmeflusskomponente v/ 0" des Carteciano-
AHM fiir zwei verschiedene Werte des Koeffizienten Csg iiber dem dimensionslosen
Wandabstand y* im Vergleich zu DNS-Daten [85,86] (nur jeder 3. Datenpunkt der DNS
ist als Symbol dargestellt) bei Pr = 0,025 (oben) und Pr = 0,71 (unten).
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A.4.2. Asymmetrisch beheizte Plattenkanalstromung

In den folgenden Abbildungen ist die Validierung der Grobstruktursimulation (LES) einer asym-

metrisch, beheizten Plattenkanalstromung dargestellt.
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Abbildung A.44.: Verlauf des entdimensionierten Geschwindigkeitsprofils #" (oben) und der aufgeldsten
Reynolds-Spannungen Wuﬁ (unten) der Grobstruktursimulation iiber dem dimensionslo-
sen Wandabstand y™ im Vergleich zu DNS-Daten [85,86] bei Re; = 395.

Fiir das Geschwindigkeitsprofil sowie die Verldufe der einzelnen, turbulenten Reynolds-Span-
nungen zeigt sich eine gute Ubereinstimmung mit den DNS-Daten [85,86]. Das Maximum der
turbulenten Normalspannungskomponente dd wird geringfiigig um ca. 6 % tiberbewertet. Fiir
einen groer werdenden Wandabstand werden die turbulenten Normalspannungen geringfiigig un-
terbewertet. Dies ist auf die Wahl des dynamischen Smagorinsky-Modells zur Berechnung der
Feinstrukturen und auf den sogenannten ,,Box-Filters* (Filterweite gemittelt iiber das Zellvolu-

men: A = (Ax Ay Az) 1/ 3) zuriickzufiihren. Infolge der stark anisotropen Diskretisierung in die ver-
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schiedenen Raumrichtungen wird die Filterweite falsch bewertet. Dieses Verhalten lésst sich fiir
turbulente Plattenkanalstromungen auch in den Ergebnissen anderen Arbeiten, siehe z.B. Pritz et
al. [211] unter Verwendung von ,,.SPARC” (Structured PArallel Research Code), feststellen.
Nachfolgend ist ein Vergleich mit den numerischen Ergebnissen der DNS von Abe et al. [85,86]
fiir das entdimensionierten Temperatur- und Warmeflussprofils bei zwei unterschiedlichen Prandtl-
Zahlen (Pr = 0,025 und 0,71) dargestellt. Die Ergebnisse zeigen eine gute Ubereinstimmung mit
den DNS-Daten fiir den symmetrisch beheizten Fall. Die relative Abweichung des Maximums des
Temperaturprofils in der Kanalmitte betrdgt zwischen LES und DNS genau 2,2 %. Fiir niedrige
Prandtl-Zahlen ist die Abweichung deutlich kleiner als 1%. Die Methodik (Diskretisierung und

numerische Verfahren) kann somit auch auf den asymmetrischen Fall ausgeweitet werden.
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Abbildung A.45.: Verlauf des Temperaturprofils N (oben) und der wandnormalen Wirmeflusskomponente

Ve (unten) der Grobstruktursimulation iiber dem dimensionslosen Wandabstand y™
im Vergleich zu DNS-Daten [85,86] bei Re; = 395 und den beiden Prandtl-Zahlen Pr =
0,025 und Pr=0,71.
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A.4.3. Rechteckkanalstromung
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Abbildung A.46.: Verlauf des ermittelten Reibungskoeffizienten ¢y (Fanning-Stil) einer turbulenten Recht-
eckkanalstromung quadratischen Querschnitts iiber der Reynolds-Zahl Rep, bzw. Re;, im
Vergleich zur empirischen Korrelation nach Jones [200] und experimentellen Daten nach
Schiller [201] und Hartnett et al. [202].

y/h i“/up y/h i/ up
1.2 1.2
1.0 1.0
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0.0 0.0

y/h S/up [%] y/h S/up (%)
1.8 1.8
15 15
1.2 1.2
0.9 0.9
0.6 0.6
0.3 0.3
0.0 0.0

Abbildung A.47.: Vergleich des EARSM-Hellsten [77,78] und des RSM-EBM [75,148] mit den DNS-Daten
[54] bei einer Rechteckkanalstromung quadratischen Querschnitts und Re;, = 4400.
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Abbildung A.48.: Verteilung der turbulenten Reynolds-Spannungen W'/ ui) (oben), w'w'/ ui (mittlerer
Ausschnitt) und u'v'/ ui (unten) fiir das EARSM nach Hellsten [77,78] und das RSM-
EBM [75,148] im Vergleich mit den DNS-Daten [54] Re;, = 4400.
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eckkanalstromung bei Re;, = 7000 (links) und Zweipunktkorrelation der Fluktuationsgro-
Be in axialer Richtung an drei verschiedenen Punkten (rechts).
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Abbildung A.51.: Zweipunktkorrelation der beiden Fluktuationsgrofen in Querrichtung (oben), der Tem-

peraturfluktuationen fiir Pr = 0,025 (Mitte) und fiir Pr = 0,71 (unten) jeweils fiir einen

j— , 1
symmetrisch (jeweils links) und asymmetrisch (jeweils rechts) beheizten Zustand an drei
verschiedenen Punkten des Stromungsgebietes
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Abbildung A.52.: Vergleich der Grobstruktursimulation mit den Ergebnissen der beiden algebraischen Modelle, Carteciano-AHM (links) und SK-AHM
(Mitte) und der Erweiterung des Modells nach Manservisi & Menghini - MM-TD (rechts), fiir einen asymmetrischen Beheizungszustand
bei Re, = 7000 und Pr = 0,025.
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Abbildung A.54.: Vergleich der Grobstruktursimulation mit den Ergebnissen der beiden algebraischen Mo-
delle, Carteciano-AHM (links) und SK-AHM (rechts) fiir einen symmetrischen Behei-
zungszustand bei Re, = 7000 und Pr = 0,71.
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Abbildung A.55.: Vergleich der Grobstruktursimulation mit den Ergebnissen der beiden algebraischen Mo-
delle, Carteciano-AHM (links) und SK-AHM (rechts) fiir einen asymmetrischen Behei-
zungszustand bei Re, = 7000 und Pr = 0,71.
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Abbildung A.56.: Vergleich der extrahierten Profile an unterschiedlichen Stellen des Rechteckkanals fiir

7000 und Pr = 0,025.

eine asymmetrische Beheizung, Re,
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Abbildung A.57.: Vergleich der extrahierten Profile an unterschiedlichen Stellen des Rechteckkanals fiir

7000 und Pr = 0,025.

eine symmetrische Beheizung, Re,
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Abbildung A.58.: Vergleich der extrahierten Profile an unterschiedlichen Stellen des Rechteckkanals fiir
eine asymmetrische Beheizung, Re;, = 7000 und Pr = 0,71.
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Abbildung A.59.: Vergleich der extrahierten Profile an unterschiedlichen Stellen des Rechteckkanals fiir
eine symmetrische Beheizung, Re;, = 7000 und Pr = 0,71.
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Abbildung A.60.: Schematische Verldufe der sich einstellenden Temperaturdifferenzen einer beheizten

(T, —Tp,) in [K]

Rechteckkanalstromung zwischen Wandtemperatur 7;, und der Bulk-Temperatur 7;, am
Beispiel Quecksilber (D, = 0,1 m, A = 8,3 W/mK und Pr = 0,023), abgeleitet aus den
entwickelten Nusselt-Korrelationen (vgl. Gl. (7.32) und (7.33)).
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Abbildung A.61.: Schematische Verldufe der sich einstellenden Temperaturdifferenzen einer beheizten
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Rechteckkanalstromung zwischen Wandtemperatur 7,, und der Bulk-Temperatur 7;, am
Beispiel LBE (D, = 0,1 m, A = 14,4 W/mK und Pr = 0,014), abgeleitet aus den entwi-
ckelten Nusselt-Korrelationen (vgl. Gl. (7.32) und (7.33)).
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A.4.4. Rechteckkanalstromung mit Auftrieb
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Abbildung A.62.: Vergleich der Zweipunktkorrelationen fiir eine asymmetrisch beheizte Rechteckkanalstro-
mung unter Beriicksichtigung von Auftriebseffekten bei Re, = 7000, Pr = 0,025 und

Ri = 0,00.
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Abbildung A.63.: Vergleich der Zweipunktkorrelationen fiir eine symmetrisch beheizte Rechteckkanalstro-
mung unter Beriicksichtigung von Auftriebseffekten bei Re, = 7000, Pr = 0,025 und
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A.4.5. Fluid-Struktur-Interaktion

In Abb. A.64 ist das Ergebnis einer Fluid-Struktur-Interaktion fiir einen Rechteckkanal bei
asymmetrischer Beheizung dargestellt. Es wurde hierfiir ein eigener Loser in OpenFOAM® [142]
implementiert. Dieser basiert in seinen Grundziigen auf dem Loser ,,multiphaselnterFoam*, nutzt
jedoch nur konstante Stoffeigenschaften. Es werden jeweils separat die Energieerhaltungsglei-
chung in der Struktur und im Fluid gelost. Uber die Randbedingungen bzw. das Interface sind beide
Gebiete miteinander verbunden. Die Berechnung erfolgt sequenziell, so dass nach dem Losen des
Gleichungssystems fiir das Fluid die Werte des Interfaces aktualisiert werden. Diese konnen dann
als Randbedingung fiir das Gleichungssystem der Struktur genutzt werden.

Deutlich zu erkennen ist der lineare Verlauf der Temperatur in der Struktur. Das Fluid zeigt
hingegen ein typisches Temperaturprofil, das durch den konvektiven Transport beeinflusst ist. Die

vorldufige Version des Losers muss in Zukunft weiter getestet und erweitert werden.

Wand

T in [°C]
307

307

306 306

305 305

304
304

303

303

Abbildung A.64.: Temperaturverteilung des Fluids und der Wand als Ergebnis einer gekoppelten Simulation
unter Verwendung des EARSM-Hellsten [77,78] und des Ansatzes nach Kays [22] bei
asymmetrischer Beheizung sowie Reynolds-Zahl Re, = 7000 und Pr = 0,025.
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