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ZERFALLSGESETZE

1. Zerfall eines einzelnen Radionuklids

Die zeitliche Abhéngigkeit des Zerfalls eines Radionuklids gehorcht,
da es sich um einen monwnuklearen ProzeB8 handelt,der 1, Ordnung.

Deshalb gilt folgender Differentialansatz:

- (1)

Diese Gleichung sagt aus, daB die Zahl der pro Zeiteinheit sich um-
wandelnden Atomkerne proportional der Zahl der in jedem Augenblick
vorhandenen Kerne des betreffenden Nuklids ist. Das Minuszeichen
zeigt an, daB die Zahl der Aitome N als Funktion der Zeit t abnimmt.
Der Proportionalitdtsfaktor A ist eine jedem Radionuklid eigene
charakteristische GroBe. Sie gibt den Bruchteil der jeweils vorhan-
denen Kerne an, der in der Zgiteinheit zerfdllt und wird Zerfalls-~

konstante genannt.

Durch Integration der Gleichung (1) gelangt man zur allgemeinen Zer-

fallsgleichung:

HORRORL (2)
Die Zeit,nach der die Anzahl der urspriinglich vorhandenen Atome N(o)
auf die Hilfte abgesunken ist, bezeichnet man als Halbwertszeit
T1/2. Nach einer Halbwertszeit wird
(o)
N(t) =3 und t = T1/2.

Aus Gleichung (2) folgt dann:

In 2 0,693

T2 T/

In vielen Fdllen wird die Zerfallskonstante durch Messung der Halb-
wertszeit bestimmt. Da die Halbwertszeit zudem eine so viel anschau-
lichere GroBe ist, wird T1/2 und nicht A zur Charakterisierung der
Zerfallswahrscheinlichkeit eines Radionuklids verwendet. Auch bei
der Benutzung der Gleichungen, welche die Zeitabhidngigkeit des Zer-
falls eines Radionuklids beschreiben, insbesondere bei ihrer gra-
fischen Darstellung ist es vielfach zweckmdBiger A durch T1/2 ZUu er-

gsetzen., Statt der Halbwertszeit kann ferner die mittlere Lebens-
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daver (7 = -;— = 1,44 7, /) bdenutzt werdeni v ist die Zeit, in der
eine gegebene Menge radioaktiver Kerne auf den e-ten Teil abgenom-
men hat.

Die Zahl der pro Zeiteinheit zerfallenden Atome AN = A eines Nuklids
bezeichnet man als Aktivitdtsrate, Zerfallsrate, Umwandlungsrate oder
absolute Aktivitdt. Somit ergibt sich aus Gleichung (2) die Zeitab-

hingigkeit der absoluten Aktivitiat
-At
A = A ‘e
(+) = (o) (3)
oder in logarithmischer Schreibweise:

log A(t) = - At log e + log A(o) (4)

wobei A(t) die Aktivitidt zur Zeit t und A(o) die Aktivitdt zur Zeit
t = 0 ist (Anfangsaktivitdt).

Triagt man log A als Ordinate gegen t als Abszisse auf, so erhdlt man
eine Gerade mit der Neigung -A log e, die zur Zeit t+ = O die Ordina-

te im Punkt log A(o) schneidet.-

Abbildung 1

Die Aktivitdtsrate 188t sich nur unter sehr speziellen Bedingungen
direkt bestimmen. lieist miBt man eine ihr proportionale GroBe, die

MeBrate oder relative Aktivitit R.
R=1f_ -« A (5)

Die allgemeine Zerfallsgleichung fiir relative Aktivitdten lautet

daher,

R(t) = R(o) * enht (6)

deren Werte sich nur um den Faktor TW von der Gleichung (3) unter-

seheiden.
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2. Zerfall eines Radionuklids aufgrund zweier konkurrierender

— — —— — i —— —— ot —
- — — s —— — i —— —— — — oy ot o e ot oy —

— e — o — it —— — —— ——

Es kommt vor, daB ein Radionuklid durch verschiedenartige Umwand-
lungsprozesse (im allgemeinen jedoch nicht mehr als zwei) zerfdllt,
z.B. sowohl durch Elektroneneinfang als auch durch Positronenemis-
sion, oder sowohl durch a-Zerfall als auch durch Spontanspaltung.
Die Halbwertszeit bleibt jedoch auch in diesen Fidllen ihrer Defini-
tion gemiB eine eharakteristische Konstante des Radionuklids, da es
fiir seine Zerfallsgeschwindigkeit ohne Bedeutung ist, wie der Zer-
fall der einzelnen Kerne erfolgt. Dagegen kann man die Wahrschein-
lichkeit, mit der die Zahl der Atomkerne eines Radionuklids durch
einen bestimmten Prozess abnimmt, durch eine dieser Ubergangsart
eigenen Zerfallskonstanten A: und x; ausdriicken, denen die "“par-
tiellen Halbwertszeiten" T1 und T2 entsprechen, die allerdings ex-

perimentell niemals in Erscheinung treten.

Die Zerfallskonstante A des Nuklids ist dann gleich der Summe der

beiden partiellen Zerfallskonstanten,

* * 1 1 1
A=Ay oA, bzw. T = -T—* + -ﬂ:* (1)
1 2
woraus sich fiir die Halbwertszeit
pF T
1 72
' T 4 T
17 %2
ergibt. Ferner ist
*N k* A A* A
A1 + 2N = ’ + o =
und somit
*
Iy Ay
F = _* (8)
2 Mo

Dieser Quotient wird als Verzweigungsverhdltinis bezeichnet; er ergibt
gich aus den experimentell bestimmbaren partiéllen.Zerfallsraten

A* A*
1 und ot
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Unter Beriicksichtigung der Gleichung (3) erhdlt man:

* - * - =At
A('t) = A1 (o)e M + AZ(O)e At = A(o)e

At (A* A*)t
- - + .
A e = A e 1 2

(o) (o (9)
Diese Gleichung verdeutlicht, daB, obwohl filir jede Zerfallsart eine
"partielle Halbwertszeit" errechnet werden kann, die partiellen Ak~

tivitdtsraten mit der Halbwertszeit des Nuklids abnehmen.

Abbildung 2

Die den Verzweigungszerfall beschreibende mathematische Gleichung (9)
gilt gleichfalls, wenn die Abnahme der Atomkerne eines Radionuklids
noch durch einen anderen, den statistischen Gesetzen gehorchenden
ProzeB erfolgt; z.B. dann, wenn die Abnahme der Atomkerne einer
Kernart neben dem radioaktiven Zerfall noch durch Neutroneneinfang

verursacht wird (siehe auch Seite 20).

Fir die Berechnung der Abnahme inkorporierter Radionuklide gelten
analoge Uberlegungen, Die im KSrper nach einer Zeit t verbliebene

Aktivitdt errechnet sich nach der Gleichung:
-A t
A = A . ff 1
(¢) " Ao)" ® (10)

Dabei ist Aeff gleich der Summe aus Ara und A « Hierbei bedeutet

Ara die physikalische Zerfallskonstante des izigiporierten Radionu-
klids und Abiol die Ausscheidungskonstante des Radionuklids in dem
betreffenden biologischen System. Sie hidngt von der Geschwindigkeit
der aufgrund biologischer Vorginge erfolgenden Ausscheidung ab.
Zwischen der effektiven, der biologischen und der physikalischen

Halbwertszeit gilt demnach die Beziehung:

L P (11)
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3. Abfall und Analyse einer Misohung mehrerer Radionuklide, die

— N —— —— - - o— = A r et e —— S - —— p— — An— — > —— S— R M . ——

— . w—m - e h e mate M e ames - o — - —

Dip Gesasmtaktivitdt einer Mischung mehrerer Radionuklide ist zu je=
der Zeit gleich der Summe der zu diesem Zelipunki worhandepen Ein-
gelaktivitatend

— - "a' t -A t -’\. t
A=A+ A+ ann A= A1(°)e 1% & Az(o)e 27 4 g An(o)e n” {12)

Abbildung 3

Zur grafischen Darstellung der Gleichung (12) konsiruiert man die
einzelnen Zerfallsgeraden und summiert die Einzelaktivitdten zu be-
liebigen, unitereinander gleichen Zeitpunkten t, Uberwiegt zu irgend-
einer Zeit die Aktivitdt eines Nuklids sehr stark, so ndhert sich
der Verlauf der Gesamtaktivitdt einer Geraden mit einer Neigung, die
der Halbwertszeit des betreffenden Nuklids entspricht, Umgekehrt ist
es mbglich aus dem Aktivitdtsverlauf einer Mischung zweier Radionu-~
klide durch grafische Analyse die Halbwertszeit der einzelnen Kompo-
nenten zu ermitteln, Dies geschieht, indem man die langlebige Aktivie
tdt aus dem geradlinigen Teil heraus bis zur Zeit Null extrapoliert
und die erhaltenen Werte von der Kurve abzieht. Die Differenzen- fiir
sich aufgetragen, ergeben eine Gerade, aus der man Aktivitédt und
Halbwertszeit des kiirzerlebigen Radionuklids ablesen kann. Auch Ge~
mische mehrerer Radionuklide lassen sich so analysieren, wenn sich
ihre Halbwertszeiten geniigend und ihre Anfangsaktivitédten nicht all-

zu sehr voneinander unterscheiden.

o —— — — — — ——— - - — ——t AN N e G M W NS A v wer  cte i - ———— - a — v o

— i . am ———n o e W =

Entsteht beim Zerfall eines Radionuklids ein radioaktives Folgepro-~

dukt, so verwendet man die Begriffe Mutter- und Tochternuklid.

Der Aktivitdtsverlauf des Mutternuklids ist bereits durch Gleichung
(3) beschrieben, der des Tochternuklids ist komplizierter. Dieses
wird einerseits durch den Zerfall des Mutternuklids(Zerfallskonstan-
te A1)gebildet, zerfdllt andererseits mit eigener Zerfallskonstan-

te AQ‘
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Der Nifferentialansatz fiir die zeitliche Anderung der Zahl der Tochter-

kerne lautet:

—2 - AN, -~ AN (13)

Die Zahl der Kerne des Tochternuklids zur Zeit t ergibt sich nach

Integration 2zu:

j -t -A T At
= ———————— - \l 1
Nz(t) N1(o)h1 AZ—K1 (e” ™ e "27) + k2(o)e 2 (14)

Yach entsprechender Multiplikation mit AQ erhdlt man fiir den Aktivi-

titsverlauf des Tochternuklids unter Beriicksichtigung, daB AN = A ist:

A

2 -ALt At ALt
Az(t) = A1(o) XE:X:— (e™™17 = e7727) + Az(o)e 2 (15a)
bzw.
T At -A,t -A,t
= 1Y - 1
A2<t) A1<o) 7 1 T2(e e "27) + A2<O)e 2 (15p)

Sofern zur Zeit t = O kein Tochternuklid vorhanden ist, d.h. zur Zeit
t = 0 das Tochternuklid gquantitativ abgetrennt wurde, entfdllt der
letzte Summand. (Abb. 4 siehe Anhang)

(e"Mt = P2t (15)

ba(1) = *i(o) T -1,

Zur grafischen Darstellung der Gleichung (15) gelten nachstehende
Uberlegungen:

Bei der Anwendung der Gleichung (19) sind vier Mdglichkeiten zu unter-
scheiden: die Halbwertszeit des Mutternuklids ist sehr viel grofer,

gréBer, etwa gleich oder wesentlich kleiner als die des Tochternuklids,
Die sich daraus ergebenden Vereinfachungen werden in den folgenden Ab-

schnitten einzeln behandelt.

Die in der Klammer stehenden Summanden ergeben in halblogarithmischer
Darstellung zwei Geraden mit einer ihrer Zerfallskonstanten entspre-

chenden Neigung. Beide Geraden, die als Hilfsgeraden zu zeichnen

sind, haben zur Zeit t 0 den gleichen Ordinatenausgangspunkt

T
- A S
1(0) T,- T,

Al

Inre Differenz entspricht dem Aktivitdtsanstieg und Abfall des

Tochternuklids
-7 -



Den Verlauf der Gesamtaktivitit erhilt men folgendermeBent

1. Man konstruilert die Zerfallsgerade des Mutternuklids mit dem
Ordinatenausgangspunkt A, zur Zeit t = O.

2. Man errechnet den gemeinsamen Ovrdinstenausgangspunkt der beiden

Hilfsgeraden e“)‘1t und eékztﬁ
1 — PSS, Sy 4 Sy}
Al = A1(0) T1 HTQ und zeichnet zie.

T
.. . 1

Ist T2 groBer als T1, so ergibt der Ausdruck A1(o) T1 - T2

einen negativen Wert. Der Wert der Klammer der Gleichung (15)

ist in diesem Fall gleichfalls negativ, so daB sich fiir die

Aktivitdt des Tochternuklids wieder positive Werte ergeban,

3, AnschlieBend tridgt man die zu wverschiedenen Zeitpunkten abgele-
senen Differenzwerte beider Hilfsgeraden zur jeweiligen Zeit auf,
Man erhdlt die Anstiegskurve des Tochternuklids, die von Null

ansteigt und ein Maximum durchliuft. .

4. Summiert man die Zerfallsgerade des Mutternuklids und die.An-
stiegskurve des Tochiternuklids, so erhdlt man den Gesamtakti-
vitdtsverlauf, wenn zur Zeit t = O kein Tochternuklid vorhan-

den wer,

War zur Zeit t = O bereits eine Aktivitdt des Tochternuklids vor-

handen, so muf die Zerfallsgerade des Tochternuklids mit dem Ordi-
natenausgangspunkt AQ(O) gezeichnet werden., Der Gesamtaktivitdts-

verlauf ergibt sich als Summe der Zerfallsgeraden von Mutter-

und Tochternuklid und der Anstiegskurve des Tochternuklids.

4.1. Permanentes Gleichgewicht ( T, = TZ)

- e = e e e e e e e - e . — -

Wenn die Halbwertszeit des Mutternuklids sehr viel grdBer als die

des Tochternuklids ist, kann T, im Verh&dltnis zu T1 in Gleichung (15)

2
vernachldssigt werden, so daB diese sich vereinfacht zu:

AZ(t) = A‘l (e-)\1t -~ e-}‘Zt) (16)

Wenn auBerdem t<< T, ist, kann man die Gleichung (16) in der weiter

vereinfachten Form verwenden:

Byrg) = By (1 - o~ M2by . (117)
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Eine weitere Vereinfachung ist zuldssig, wenn t<3=T2 ist. Die dann

geltende Ndherungsformel lautet,

- . ~ . 0Tt
Az(t) = A ¢ Ayt T4, T (18)

da die Zahl der Tochterkerne N2 zundchst mit A1-t anwidchst.
Aus den Gleichungen (17) und (18) ergibt sich, daB der Anstieg der
Tochteraktivitidt nur von der Halbwertszeit des Tochternuklids ab-

héngt.

Nach etwa 7 Halbwertszeiten des Tochternuklids hat die Tochterakti-
vitdt A, die Aktivitdt des Mutternuklids A, fast erreicht (~ 99 %).
Wird t sehr viel grdBer als die Halbwertszeit des Folgeprodukts, so
erreicht der Klammerausdruck der Gleichung (16) schlieBlich den Vert 1.
Diesen Zustand bezeichnet man als permanentes Gleichgewicht. Die Ge-
samtaktivitdt ist dann liber Zeitintervalle, die klein im Vergleich zu
T1 sind, konstant und somit gleich 2 A1. Ferner gilt

A1 = A2 = A2N2 = A1N1

und somit

N1 A T

2 1
T (19)
N2 Ay T2

d.h, die Zahl der Atome von Tochter- und Mutternuklid verhalten

sich wie ihre Halbwertszeiten,

Abbildung 5 und 6

Bei der grafischen Darstellung der Gleichung (17) stellt die Zerfalls-
gerade des lMutternuklids eine Parallele zur Abszissenachse im Abstand
A1 dar. Die Aktivitdt des Systems steift im Gleichgewicht auf den
Yert 2 A1 an. In der nichtlogarithmischen Darstellung ist gut zu
erkennen, daf im Bereich t-«=T2 die Tochteraktivitdt proportional

zur Zeit ansteigt. Gleichung (18).
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4.2, Laufendes Gleichgewicht (T1:>.T2)

— - ———r o b o m— - S o o — —— ——- — d—

Wenn die Halbwertszeit des Mutternuklids zwar groBer als die Halb-
wertszeit des Tochternuklids ist, aber beide von dhnlicher GrdBen-

ordnung sind, dann ist die Gleichung (15) zu verwenden. Fiir t gréBer

als etwa 7 T2 vereinfacht sie sich, da der Ausdruck e-AZt mit der
Zeit viel schneller abnimmt als e—x1t, Zus
T
1 At
A3(1) = %(0) T, - T, e (20)

Die Aktivitdt des Tochternuklids nimmt dann mit der Halbwertszeit
des Mutternuklids ab. Dieser Zustand wird als laufendes Gleichge-
wicht bezeichnet,

Da

A1(°)' e—K1t = A1(t)

ist, kann man schreiben:

T?
A = m———
2(t) T, - T, 1(t)
oder
Az(t) _ T1 ) Kz (21)

gy  Ti - Ty Ay - Ay
bzw, wenn man die Zahl der Kerne von Mutter- und Tochternuklid be-
trachtet

N A T
_g££2 = 1 = 2 (22)

N1(t) T A, - A T, - T

2

Im laufenden Gleichgewicht ist also die Zerfallsrate des Tochter-
nuklids gréBer als die des Mutternuklids., Da die Aktivitdt des
Tochternuklids A2 fir £t =0 den Wert Null besitzt und wenn
t sehr groB wird, wieder gegen Null strebt, ergibt sich, da8 A2 ein
Maximum durchlaufen muB. Die diesem Maximalwert zugehbrige Zeit tm
188t sich errechnen, wenn man die Gleichung (15) nach t differenziert,

die Ableitung gleich Null setzt und nach tm aufldst. Man erhdlt:

T,T T
172 R
wT T - T)me2 T (23)

- 10 -
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Wenn die Halbwertszeiten von Mutter- und Tochternuklid sehr &hnlich
sind, kann die Gleichung (15) nicht mehr verwendet werden. Je weniger
die Halbwertszeiten voneinander abweichen, um so mehr ndhern sich so-
wohl der Quotient als auch der Klammerausdruck dem Wert Null., In die-
sen Fdllen muB daher die durch eine Reihenentwicklung erhaltene For-

mel benutzt werden. Sie lautet:

t(T, - T,)
ALt 1 2
Aors) = By(oyhat * @72 (1 oT.T, 1n 2) (24a)
Der Ausdruck ‘
t<?l—:—222 In 2
27, T,

kann fir Werte<< 1 vernachlidssigt werden, Fir Werte & 1 ist er jedoch
zu beriicksichtigen und fiir Werte > 1 muB wieder die Gleichung (15)

verwendet werden,

Ist T1 von T2 kaum zu unterscheiden, so erhidlt man die Gleichung:

By(gy = Ay(o)ht - e~ (24)

Differenziert man die Gleichung (24) nach t und setzt die Ableitung
gleich Null, dann wird:

T
T

1
5= X" 1,44 T (25)

Sofern das Mutternuklid zur Zeit t = O tochterfrei war, ist tm
auferdem noch der Zeitpunkt, zu dem die Tochteraktivitdt gleich
der Mutteraktivitst ist. (Abb. 7 siehe Anhang)

Zur grafischen Darstellung der Gleichung (24) zeichnet man die
Zerfallsgerade des Mutternuklids, welche durch A1(O)en)\t gegeben
ist, und multipliziert mehrere abgelesene Werte mit dem Produkt

aus A und den entsprechenden Zeitwerten t.

Der Gesamtaktivitidtsverlauf ist die Summe dieser berechneten An-
stiegskurve des Tochternuklids und der Zerfallsgeraden des Mutter-

nuklids.,

- 11 -
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4.4, Halbwertszeit der Mutter kilirzer als die der Tochter (T1<:T2)

e - - - o G e o - . M e S e e aal e W e e e e M M e e e v e o e

Wenn Tf‘ T2 wird sowohl der Quotient als auch der Klammerausdruck
negativy das Produkt jedoch bleibt positiv, so daB es zweckmiBig ist,
die Gleichung (15) umzuformen, in dem man =1 vor die Klammer zieht.
Man erhiZlt dann:
A - A ————q"l——-(e"‘zt - "M (26)

2(t) T ™(o) T, - T,
Fir Werte von t<kT2 und T1<:1/2 T2 hdngt die Geschwindigkeit des
Anstiegs der Tochteraktivitit A2 im Gegensatz zum dauernden und
laufenden Gleichgewicht nur von der Halbwertszeit des Mutternuklids
T1 ab:

T

Ba(s) = b1(o) T (1 -1 (21)

Fiir Werte von t>7 T1 fallt die Tochteraktivitdt mit der ihr eigenen

Halbwertszeit ab:

T
A2(1) = 2(0) T o2t (28)

2 1

Zieht man in Gleichung (26) e”M? vor die Klammer und setzt fir

~A,t . ..
A1(o) e 1 A1(t) ein, so folgt fiir

izgt) - T1T (e(x1 - Az)t - 1) (29)
1(t) 2 1
Es existiert also kein Gleichgewicht, weil das Aktivitdtsverhilt-
nis zwischen Tochter- und Mutternuklid als Funktion der Zeit lau-
fend groBer wird. Die Tochteraktivitidt durchliuft ein Maximum.,
Die zugehdrige Zeit t  kann mit der Gleichung (2%) errechnet wer-

den.

Abbildung 8

In Abbildung 8 ist der Aktivitdtsverlauf sowohl der Tochter- als
auch der Gesamtaktivitdt fiir T1-< T2 dargestellt.

Im speziellen Falle, wenn 2 T1 = T2 ist, ergibt sich, daB die Ge-

samtaktivitdt geradlinig verlduft und zwar mit einer Neigung, die

- 12 -
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der Halbwertszeit des Tochternuklids T2 entspricht,

In den Fillen, in denen die Halbwertszeit des Mutternuklids gridBer
oder kleiner ist als die des Tochternuklids, #ndert sich die Gesamt-
aktivitdt nach Abtrennung des Tochternuklids sofort; sie steigt an-
finglich an bzw. £311t ab, weil Mutternuklid und Folgeprodukt ver-
schiedene Zerfallswahrscheinlichkeiten haben. In dem zwischen beiden
Bereichen liegenden Grenzfall dagegen, wenn T1 = T2 ist, verédndert
gich die Gesamtaktivitdt anfangs nicht, so daB die Kurve horizontal
verlguft. Dies verdeutlicht den physikalischen Sachverhalt, dag fiir
Jeden zerfallenden Kern des Mutternuklids ein Tochterkern entstanden
ist, der nun wieder dieselbe Lebenserwartung hat wie zuvor. Die Zahl
der insgesamt vorhandenen Kerne verdndert sich also zun#dchst nicht,
so daB die Zerfallsrate konstant bleibt; die Gesamtaktivitét beginnt
daher erst abzunehmen, wenn die Zshl der Kerne des Mutternuklids merk-

lich kleiner geworden ist.

5. Aktivitdtsverlauf des Enkelnuklids einer radiocaktiven Familie

T e s e e v ot e e et i e o e can d o v oo oo o —

Wenn durch den Zerfall des Tochternuklids ein weiteres Redionuklid
entstehty; so beschreibt die folgende Gleichung den Aktivitdtsver-
lauf des Enkelnuklids, wenn zur Zeit t = 0 das Mutternuklid frei

von radioaktiven Folgeprodukten ist.

T 4 T, At

1 A -
A3(¢) = A1(0)T1[(T1-T2)(T1-T;7 e 1+ (T,-T, (T,-T,) ° 2

T
3 e-h 1

Wenn die Halbwertszeit des Mutternuklids viel groBer ist als die
des Tochternuklids und des Enkelnuklids, so vereinfacht sich die
Gleichung (30) unter der zusidtzlichen Bedingung, da8 t< T, ist,

zus

T T
- 2 -A,t 3 ~At
A3(t) = *(o) (1 - T,-T, e 2+ T,-T, e 3 \ (31)

Ist jedoch die Halbwertszeit des Tochternuklids groBer als die des
Mutternuklids und des Enkelnuklids, so sind unter den zusi8tzlichen

und t »> 7, der erste und der dritte Summand der

Bedingungen t >>T1 3

- 13 =
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Gleichung (30) gegeniiber dem zweiten sehr klein und kdnnendaher
vernachldssigt werden. Unter dieser Voraussetzung 1i8t sich die
Gleichung fiir die Enkelaktivitdt vereinfachen und lautet dann:

T,T

2 -
*3(4) = %1(0) (TZ-T:)(TZ-T3) 2" (32)

, und T§<< T, 148t sich die Gleichung (32)

weiter vereinfachen und in folgender Form schreiben:

Fiir die Bedingungen T1<: T

T, At

IO I TO B A TO BN R

Diese Gleichung (33) ist mit der Gleichung (20) fiir das System
Mutter - Tochter identisch, was verstdndlich wird, da wegen des
laufenden Gleichgewichts zwischen Enkel und Tochter das Aktivi-

tdtsverhdltnis durch folgenden Ausdruck gegeben ist:

Asy _ _To

(34)

6, Aktivitdtsverlauf des n-ten Gliedes einer radioaktiven

- i e ot e e e e B —— e mmmm e e sme temp e e e men i e - m—

Die allgemeine Gleichung, welche den Aktivitdtsverlauf des n-ten
Gliedes einer radioaktiven Familie oder Reihe beschreibt, wurde
von Bateman' angegeben., Die Bateman-Gleichung beschreibi den
Aktivitdtsverlauf des n-ten Gliedes, wenn zur Zeit t = O die
Mutter keine Folgeprodukte hatte:

-A.t -A t -A_t

An(t) =K, e "1 + Ky, e "2" + ... K e 'n (35)

Hierin bedeuten:

o (2:2)
K= A06) T (T,-T,)(T,-T5) - (T, -T,)
(n-2)
K, = "2

2 = %400) T (T, T ) (Tp-T5) <o+ (T,-T,)

+) Proc. Camb. Phil. Soc. 15, 423 (1910)

- 14 -
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T (n-2)
n
1 (T =T, )(T=T,) e oo (T =T )

n - A1(0) T

BILDUNG VON RADIONUKLIDEN DURCH KERNREAKTIONEN

1. Aktivititsanstieg eines durch eine Kernreaktion geblldeten

— I T e e b o e e e w e ume s e e m aB mn mm ve e e e s e e e e e e

Radionuklids (Zahl der Ausgangskerne konstant)

-y o e e o e e e e ma min e e e i - o —

7.B. Ausgangsnuklid 12&11» Radionuklid %——a
o 1

Bei der Erzeugung eines Radionuklids durch Bestrahlung in einem
gleichformigen, zeitlich konstanten Partikelstrom ist die Bildungs~
rate, d+he. die Zahl P0 der pro Zeiteinheit entstehenden Kerne des

Radionuklids folgenden GrdBen proportional:

1. der Zahl N, der Kerne des Ausgangsnuklids (Targetnuklid)
2. dem die Targetkerne durchsetzenden PartikelfluB und

3, dem Aktivierungsquerschnitt do des Ausgangsnuklids

P = NO§ o, (36)

Die.Zahl der Ausgangskerne No erhdlt man aus der Beziehung

m NL H

N, = —5— (37)
Hierbei ist

m die Menge des bestrahlten Elements in g

"die Loschmidt!sche Zahl

o =

die Isotopenhiufigkeit (in %/100)

=y

das Atomgewicht des betreffenden Elements

In der Gleichung (36) wird vorausgesetzt, daB die Zahl der Ausgangs-
kerne No konstant bleibt, obwohl sie sich wihrend der Bestrahlung
durch Kernreaktion laufend vermindert. Diese Abnahme ist jedoch

. meist so unbedeutend, daB man sie vernachldssigen kann,

- 15 -
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Ein Teil der beil der Bestrahlung entstehenden Kerne des Radionu-
klids zerfillt bereits widhrend der Bestrahlung wieder. Fiir die
sich ergebende Zuwachsrate der radioaktiven Atome gilt daher ana-
log zu der Nachbildung eines Tochternuklids aus einem langlebigen-
Mutternuklid:

aN
— =P - AN (38)

Durch Integration der Gleichung (38) erhdlt man den Aktivitdtsan-
stieg als Funktion der Bestrahlungszeit t_ :
-A1t*)

AN

M= Aye ) = B (1 - e (39)

Flir t,——> co wird ‘A“l(t*) = PO = A1(°°)

A1(oo) ist die héchste Aktivitdt, die man erzielen kann (Sittigungs-
aktivitédt); sie ist dann erreicht, wenn die Zerfallsrate gleich der
Bildungsrate geworden ist. Nach Ende der Bestrahlung klingt die

Aktivitat mit e MY ab. Daher gilt:

A1(t) =P, (1 - e A t*) oMt (40)

wobei unter t die nach Ende der Bestrahlung vergangene Zeit ver-

standen wird.

2. Aktivitétsanstieg der Folgeprodukte eines durch eine Kern—

e o o w et e e mm e ae e et eem e e m e o e v = e > — i w— — - =

Z.B. Nuklid O Lgélla Nuklid 1 (Mutter) 2> Nuklid 2 (Tochter) 2
o) 1 2

In vielen Fillen bildet das durch einen KernprozeB erzeugte Radionu-
klid ein gleichfalls radioaktives Tochternuklid nach. Bezeichnet man
mit der Indexzahl O das Ausgangsnuklid und mit den Indexzahlen 1 bzw,
2 das radioaktive Mutter- bzw. Tochternuklid, so ergeben sich die

Differentialansitze:

- 16 -~
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1
I, - P, - AN, (41)
aw,,
E%: = M, = AN, (42)

Setzt man in die Gleichung (42) den Viert von N, ein, den man durch
Integration von Gleichung (41) erhdlt und 16st die Differential-
gieichung, so folgt fir den Aktivitdtsverlauf des Tochternuklids

vdhrend der Bestrahlungszeit t,

1 ALt 2 At
bo(r,) = B - T3 7.7, © )

(43)

Fells das zweite Radionuklid beim Zerfall weitere Folgeprodukte
rachbildet, so kann man csine Reihe von Gleichungen aufstellen, die

1ach den Gleichungen (47) und (42) gebildet werden.

Nuklid O i%ill> Nuklic 1(Mutter) ——> Nuklid 2(Tochter)
o) 1
8" . . 8" . 8"
——> Nuklid 3(Bnkel) > ...... Nuklidn 5
2 3 n

Die allgemeine Gleichurg fiir n Glieder siehe Seite 20

3, Aktivitdtsanstieg eines durch doppelten BinfangsprozeB ge-

—_— ey e e mmm e e ene S e e e e e e e e e e e et e em e e ey v -

\ ////.%——> Nuklid 3
2.5, Muk1ia 0 B> wukiia 1 ! }
° A D7)y huklid 2 2o
1 61 AQ

Die bisherigen Gleichungen gelten nur dann, wenn die Zahl der ge-
biideten Kerne allein durch radioaktiven Zerfall abnimmt. Die Ab-
nanme eines im Neutronenstrom gebildeten Radionuklids kann zusidtz~
lich Jjedoch auch nocih durch einen weiteren NeutroneneinfangprozeB

bewirkt werden (doppelter Einfang).

- 17 =
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Meist braucht man diesen zweiten EinfangprozeB nicht zu beriicksich-
tigen; bei hohem NeutronenfluB und sehr groBem Wirkungsquerschnitt"
61 darf er jedoch nicht mehr vernachldssigt werden. Die Gleichung (38)

muf dann durch folgende Beziehung ersetzt werden:

an, -

- =P =~ AN, - N ag

at, - To = MMy 1P 9y (44)
umgeformt

dN1 "

Ft: = PO = N1 (}\1 + (ﬁ 61) (45)

setzt man

so ergibt sich:

dN

__—' = P ~/}-1N1 (46)

aty,

ist funktionell eine Zerfallskonstante. Ihr VWert ist stets

441

groBer als die Zerfallskonstante A des radioaktiven Zerfalls,

Durch Integration der Gleichung (46) ergibt sich:

A P A J4

_ [o] _ -l ‘t* - - t
N1(t*) - A, (1 - e™"717) oder 1(t ) = :Kf_‘(1 e TT17*) (47)
Die Bildungsgleichung eines durch doppelten Einfang erzeugten Radio-
nuklids (Index 2) ist:

an,,
w = N 95 oy = AN, (48)

Diese Gleichung (48) gilt unter der Voraussetzung, daB No wdhrend
der Bestrahlungsdauer unveridndert bleibt und Nuklid 2 nur durch

radioaktiven Zerfall abnimmt.

- 18 -
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Wenn man N1 aus Gleichung (4?) einsetzt und die Differentialglei-~

chung integriert, erhdlt man:

2
v, Mo A, M
Aos,) = A1 - (- pvey vk By v LRI

Man erkennt, daB die Aktivit#dt des durch doppelten Einfang gebilde-

ten Radionuklids dem Quadrat des Neutronenflusses proportional ist.

In den Gleichungen (47) und (49) geht der Wert der Klammer nach 1,
wenn die Bestrahlungszeit t, sehr groB gegen die Halbwertszeit

T, und T, wird, da die Exponenten A,t, und Aty = ()»1 + é 61)1:*
sehr groB werden. Wenn das Siattigungsgleichgewicht fiir beide Ra-
dionuklide erreicht ist, nimmt das Aktivitdtsverh&ltnis folgenden

Wert an:

Az(t*) : &761

A (t,) Aq

— o~ —-— - — e - - v e — . - - - o - e — o . —— o ——

— - an e o e - amme e e e e e e A o -

/ Nuklid 3
7.B. Nuklig o0 eyl bzwe (@if)y  wogig 9 B gggig o 2
60 bzw,. df A1 \ (n

AALQ i—éll Nuklid 4

2 -

Bei einem KernprozeB8 (z.B. bei der Uranspaltung) wird ein radioak-
tives Nuklid 1 gebildet, dessen Zerfallsprodukt (Nuklid 2) auBer

durch radioaktiven Zerfall zugleich durch Neutroneneinfang abnimmt.

Als Beispiel fiir eim solches System soll die Formel fiir den Fall
eines Neutroneneinfangprozesses in einer spaltisobaren Reihe be-

rechnet werden.

Unter der Annahme, daB zu Beginn der Uranspaltung keine Spaltprodukte
vorhanden waren, wird die Zahl der gebildeten Kerne des Nuklids 1
wihrend der Bestrahlung durch die Gleichung (41) beschrieben:

(Bildung eines Nuklids durch Bestrahlung mit anschlieBendem B-Zerfall)

3, - P Y - AN, (51)

- 19 -
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Dabel bedeutet Y die Spaltausbeute.

N = 2 (1 - M) (52)

Fiir die Zahl der erzeugten Kerne des Nuklids 2 widhrend der Be-

strahlung gilt:

an
Tt = M1 - ANp - PN, (53)

n

oder wenn ( Ay + §§0é) gleich JALQ gesetzt wird:

13 = MF, AN (54)

at, - M1t 2

Hieraus ergibt sich die Zahl der zu irgendeinem Zeitpunkt t,

wdhrend der Bestrahlung vorhandenen Kerne des Nuklids 2 zus

PY N\ A *
0 2 “ALt 1 -t
N2<t*) = - - (1 - —= Ty e 1H 4 e Ry e Tr2vx) (55)

Nachdem die Sdttigungsaktivitdt erreicht ist, betrdgt die Zahl
der Kerne des Nuklids 1 bzw. 2:

PY P, Y

Wird die Bestrahlung unterbrochen, so wird die Abnahme der Kerne

nur noch durch den radiocaktiven Zerfall der Nuklide bestimmt. Die

Zahl der Kerne des Nuklids 1 nimmt dem allgemeinen Zerfallsgesetz (2)
entsprechend ab, die des Nuklids 2 nach Gleichung (15) (Mutter-
Tochtersystem),

Unter der Voraussetzung, daB bei Bestrahlungsende Sittigungsaktivi-
tdt erreicht war, gilt fir die zeitliche Abnahme der Kerne des Nu-

klids 1 die Gleichung:
0 -A,t
Nige) = Ty ¢ (56)

-~ 20 -
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und fiir die des Nuklids 2:

P Y PY
o uAst 0. At
No(s) = Ay-iy (e e 1Y) + 7 2" (57)
t ist in den Gleichungen (56) und (57) die Zeit vom Bestrahlungs-

ende an gerechnet,

Die Aktivitit des Nuklids 2 durchliuft ein Maximum, dessen Hdhe

vom Neutronenfluf und dem Verhidltnis der Halbwertszeiten abhingt.

5. Aktivitdtsanstieg eines durch eine Kernreaktlon gebildeten

— e — e - — -

Radionuklids bei merklich abnehmender Zahl der Targetkerne

- e e e man e e e e e e e e e e . e e e A e - —— o e e = wm e e

%—-—7 Nuklid 2

\1—113 Nuklid 1 8y

A

Z.B. Ausgangsnuklld

In den bisherigen Beispielen wurde angenommen, daB die Zahl der

Ausgangskerne wihrend der Bestrahlungszeit unverédndert bleibt.

Bestrahlt man ein Nuklid, dessen Abnahme widhrend der Bestrahlung

nicht mehr zu vernachlédssigen ist, so ergibt sich der Aktivitdts-

verlauf fiir das gebildete Radionuklid durch folgende Gleichung:
¥oA &)do -N_ .t

M(e) T TR, (e ) (59)

wobel 7\0 + @00 gleich 'A'o gesetzt ist.

6. Aktivitdtsanstieg des n-ten Gliedes eines durch eine Kern-

e T T T e e o U

reaktion gebildeten Radionuklids (Allgemeine Gleichung)

Diese allgemeine Gleichung beschreibt die Bildung des n-ten Gliedes
eines bei einer Bestrahlung mit einem zeitlich konstanten Neutronen-
fluB gebildeten Radionuklids, wenn bei Beginn der Bestrahlung nur
Kerne des Ausgangsnuklids vorlagen. Sie ist allgemein anwendbar und
beriicksichtigt sowohl radioaktiven Zerfall als auch Kernreaktionen

aller Zwischenglieder,
- 21 -
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Man muB bei der Anwendung der Gleichung den Reaktionsweg beachten,

den man rechnerisch verfolgen will.

Die allgemeine Gleichung fiir das n-te Glied lautet:

Mot ) = Coe-/&ot* + 018-111t* + C, ’42t* + ... Coe /Lnt* (60)
wobei
AT ATAL AL
o = T~ A m,g A Yoo (A - Ay) Va(t=0)
I 7 SO
L T U e A T Bo(t0)
AL AL
2 - ("4*0 J1.2)(JL1—_A2)"’(.JL "'_/L27 O(t O)
. c ./‘LO.A. .A_z R n_-]

S L 0 ey i PP & Sy WA T O

hierin bedeuten:

Index o = Ausgangsnuklid
Index 1 = 1. Produkt
Index n = n-tes Produkt
*
~/X = Zerfallswahrscheinlichkgit, die zu einem
*
bestimmten Produkt fihrt. Fir /L~ ist daher
je nachdem, welcher Reaktionsweg verfolgt
werden soll, A oder?d einzusetzen.
1 = Vahrscheinlichkeit der Abnahme eines Nuklids,

Sie ist gleich der Summe der partiellen Uber-
gangswahrscheinlichkeiten. Fir /A ist daher

A +§ 0 einzusetzen,

- 22 -
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Fiir die Aktivitit des n~ten Gliedes folgt:

A oot
oy oo Ml TR A TTA A (A A ™

405, :J\;/\:

ef/\1t* eﬁ/\nt*
A A Ay A ) e e (A A T TA A A=A (A, -An)]

(61)

Wird die Zahl der Ausgangskerne als konstant angenommen, so verein-
facht sich die Gleichung (61).

MNAAL A S Y
ba(t) T AT A, AL Nato M (A2 ./\_1)(]\_ =y WO P ¢y

e.'A'nt/t 1A_2 .oo’\n_1
- ‘ (62)
(_/\_1 '.A.n.)(.A_z"_/\.n) e (.A.n_1'A2)

Die Zahl der Kerne des n-ten Gliedes erhdlt man, in dem man beide
Seiten der Gleichungen (61) und (62) durch A, dividiert.
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Abb.1 Grafische Darstellung eines Aktivitdtsabfalls in linearem und halblogarith -
mischem MaBstab (Kapitel 1)
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Abb.2 Aktivitatsverlauf eines Radionuklids, das sowohl Negatronen als
auch Positronen emittiert (Kapitel 2)
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Abb.4 Aktivitdtsverlauf eines Mutter-Tochter-Systems, bei dem die Halb-
wertszeit des Mutternuklids grofler ist als die des Tochternuklids

(Kapitel 4 )
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Abb.5 Aktivitdtsverlauf eines Mutter-Tochter-Systems, bei dem die

Halbwertszeit des Mutternuklids sehr viel groBer ist als
die des Tochternuklids (Kapitel 4.1)

-Lz-



10 I { | l { I { { l | [ i

a0l Mo) Gesamtaktivitdt (AGes

701 §

2

(6
o
T
L

Aktivitdt des Mutternuklids (Aq)

: A1()-“——O7t 1

K 12 Anstieg des Tochternuklids (Ap)

/
/ =
/

/
/

- 28 -
>
=

R =1

N
O
T

|

Aktivitdtsrate

/ T At
LB

——
o
T

!

0 N 12

o
|

o
N
w
Il
o
(6]
~J
oo
w0

— Zeit

Abb.G  Aktivitdtsverlauf eines Mutter-Tochter-Systems,bei dem die
Halbwertszeit des Mutternuklids sehr viel groBer ist als die

des Tochternuklids (linearer MaBstab) (Kapitel 4.1)
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Abb.7 Aktivitatsverlauf eines Mutter-Tochter-Systems, bei dem die
Halbwertszeiten der beiden Nuklide dhnlich sind (Kapitel 4.3)
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Abb.8 Aktivitdtsverlauf eines Mutter-Tochter-Systems, bei dem die

Halbwertszeit des Mutternuklids kirzer ist als die des
Tochternuklids (Kapitel 4.4 )





