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Zusammenfassung

Wellenforminversion ist ein iteratives numerisches Optimierungsverfahren mit dem Ziel
ein Modell der rdumlichen Verteilung von Materialparameter zu finden, welches seismi-
sche Messdaten erkldren kann. Dazu wird eine Zielfunktion definiert, welche den Abstand
zwischen synthetisch modellierten Daten und observierten Daten quantifiziert. Mithilfe
der Sensitivitit dieser Zielfunktion auf Modellanderungen (Gradient) kénnen Modellver-
besserungen gefunden werden, die die Zielfunktion minimieren. Die Berechnung der syn-
thetischen Daten erfordert die numerische Losung der Wellengleichung, beispielsweise mit
finiten Differenzen, was Rechen- und Speicherkapazitdten von heutigen Hochleistungs-

rechnern beansprucht.

Das Ziel dieser Masterarbeit ist die Anwendung der akustischen Wellenforminversion auf
einen marinen Datensatz, der gefiihrte Wellen der Wasserschicht enthalt. Die Préapro-
zessierung beschrénkt sich auf die notwendige 3D-2D Transformation und Interpolati-
on der Felddaten. Als vp-Startmodell dient das Ergebnis einer Laufzeittomographie des
Untersuchungsgebiets. Die Inversionsergebnisse konnen durch Vergleich mit einem Mi-
grationsergebnis verifiziert werden. Langsamkeits-Frequenz-Spektren von synthetischen
Seismogrammsektionen zeigen die erfolgreiche Rekonstruktion der gefithrten Wellen. Des
Weiteren wurde die Préakonditionierung mit der inversen Diagonalen der approximierten
Hessematrix zwischen ihrer Anwendung per Summe der Gradienten und per einzelnem
Schuss variiert. Es stellte sich heraus, dass die Anwendung per Schusssektion zu einer

deutlichen Reduzierung von Quellartefakten fiihrt.
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Abstract

Full waveform inversion is an iterative numerical optimisation method with the aim of
finding a model of the spatial distribution of material parameters, that can explain seismic
measured data. Therefor an objective function is defined, which quantifies the distance
between synthetic and observed data. With the sensitivity of this objective function to
model changes (gradient), model improvements can be found that minimize the objective
function. The calculation of synthetic data requires the numerical solution of the wave
equation, for example, with finite differences, which demands computational and memory

capacities of today’s high-performance computers.

The aim of this master thesis is the application of acoustic full waveform inversion to
a marine data set containing guided waves of the water layer. Preprocessing is limited
to necessary 3D-2D transformation and interpolation of the field data. The result of a
travel time tomography of the investigated area serves as a starting model. The inversion
results can be verified by comparing them with a migrated model. Slowness-frequency
spectra of synthetic seismogram sections show the successful reconstruction of guided
waves. Furthermore the preconditioning with the inverse diagonal of the approximated
Hessian was varied between their application per sum of gradients and per single shot. It
turned out that the application to the gradient within each shot section leads to a clear

reduction of source artifacts.
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1. Einleitung

Wissenschaftliche Durchbriiche sind manchmal dem Zufall geschuldet. Ein bekanntes Bei-
spiel ist die Entdeckung des Penicillins durch Alexander Fleming. Weniger populér, doch
fiir die Geophysik von enormer Bedeutung, ist die erste Aufzeichnung eines Fernbebens
durch den Astronomen Ernst von Rebeur-Paschwitz. Mit seinem Instrument wollte er ur-
springlich die Bewegung von Himmelskorpern messen. Es war der Beginn der modernen
Seismologie und erméglichte in der Folge die Auswertung von Laufzeitinformationen, was
zu Riickschliissen auf den Erdaufbau befihigte (Gutenberg, 1914; Lehmann, 1936). Tech-
nische Verbesserungen der Seismometer im 20. Jahrhundert erlaubten die Verwendung
der aufgezeichneten Amplitudeninformation zur Erhohung der Modellauflésung. Als in
der zweiten Hélfte des 20. Jahrhunderts die Theorie zur Wellenforminversion aufgestellt
wurde, fehlte es fiir deren raschen Verbreitung zunédchst noch an verfiighbarer Rechen-
leistung zur Modellierung von seismischen Daten. Diese werden beginnend von einem
Startmodell durch lokale Optimierung an die observierten Daten angepasst. Begiinstigt
durch die kontinuierlichen Entwicklungen in der Computertechnologie konnten mafige-
bende Fortschritte erzielt werden. Die Wellenforminversion ist heute in der Lage hoch

aufgeloste Modelle zu erzeugen.

Anmerkungen

Zur Durchfithrung der Inversion wurde die am Karlsruher Institut fiir Technologie entwi-
ckelte Software IFOS2D verwendet.

Diese Arbeit wurde an der vom Ministerium fiir Wissenschaft, Forschung und Kunst
Baden-Wiirttemberg und der Deutschen Forschungsgemeinschaft (DFG) finanzierten Re-
chenressource ForHLR II durchgefiihrt.

Die Masterarbeit selbst wurde mit KTEX erstellt, die Vektorgrafiken mit TikZ. Zur Préapro-
zessierung und Nachbearbeitung der Ergebnisse wurde MatLab verwendet. Im Anhang
befinden sich eingebundene Videos, deren Abspielbarkeit mit Adobe Acrobat Reader DC
Version 2017 unter MacOS getestet wurde. Zusatzlich miissen sich die Videos in der vor-

gegebenen Ordnerstruktur befinden.



2. Theorie der Wellenausbreitung

In diesem Kapitel werden die theoretischen Grundlagen fiir die physikalische Beschrei-
bung der Wellenausbreitung in elastischen Medien gelegt. Die akustische Wellengleichung
lasst sich hieraus als Vereinfachung ableiten. Die Bestandteile der Herleitung sind die
allgemeine Spannungs-Dehnungs-Beziehung, auch Materialgesetz genannt, und die Im-

pulserhaltung.

2.1. Aligemeiner Spannungszustand

Anders als nicht viskose Fluide kénnen viskose Fluide und Festkorper unter Schubspan-
nung stehen und die Normalspannung in den 3 Raumrichtungen sind im Allgemeinen

verschieden. Dies ist durch die vorhandene inneren Reibung zu erkléaren.

Der Spannungszustand wird anhand eines infinitesimalen Volumenelements 0V = dx 0y 0z
in Abbildung 2.1 dargestellt.

713

Yy T12

dy

Abbildung 2.1.: Darstellung des allgemeinen Spannungszustandes anhand des Volumen-
elements 0V = 0z dy 0z.

Die Indizes des Spannungstensors o;; bezeichnen die Richtung ¢ der Flachennormalen, auf

welche die Spannung wirkt und die Richtung j der Spannung selbst. o;; sind Normalspan-



2.1. Allgemeiner Spannungszustand

nungen mit der Konvention o;; > 0: Zug, o,; < 0: Druck. o,; mit ¢ # j werden auch mit

7,; bezeichnet und stellen die Schubspannungen dar.

011 Ti2 713

Oij = | To1 092 To3 (2.1)

T31 T32 033

Da der Spannungszustand Korper im statischen Gleichgewicht darstellt, ist fiir jede Span-
nung auf den drei verdeckten Seiten je eine entgegen gerichtete Gegenspannung vorhan-
den. Damit das Volumenelement nicht in Rotation gerdt muss also gelten, dass 0;; = 0;;
(Drehimpulserhaltung). Daraus folgt, dass 0;; symmetrisch ist und 6 unabhéngige Span-
nungen besitzt. Durch das Hookesche Gesetz wird der Zusammenhang zwischen Spannung
und Dehnung hergestellt. Fiir kleine Dehnungen gegentiber der Wellenlange, was bei der
Propagation von seismischen Wellen stets gegeben ist, hangt jede Spannungskomponente

naherungsweise linear von den Dehnungen ab.

0;;1 Spannungstensor
0ij = Cijri€n (2.2) €r: Verzerrungstensor

Cijr: Elastizitétstensor

Der Elastizititstensor C ist 4-dimensional und hat im Allgemeinen 3* = 81 Elemente.
Er besitzt die Symmetrien Cjju = Cjin = Cijie = Chrij, wodurch sich die Zahl der
unabhéngigen Komponenten auf 21 reduziert. Bei isotropen Medien bleiben schliefilich
noch 2:

Cijer = N6ij0r + p1(0irdji + 60 k) (2.3)

Somit ldsst sich das generalisierte Hookesche Gesetz fiir linear elastische, isotrope Medien

formulieren:

Oij = )\ekkéij + Q,UEij (24)
1 aul 8uj
U 2.
€ij 2 <8x] + 83%) ( 5)

Hier bezeichnet A\ die erste Lamé-Konstante und p die zweite Lamé-Konstante (auch

Schubmodul genannt). §;; ist das Kronecker-Delta. €;; bezeichnet nun den linearisierten

Verzerrungstensor. u; ist die Verschiebung eines Partikels in Richtung <.



2. Theorie der Wellenausbreitung

2.2. Impulserhaltung

Neben der Spannungs-Dehnungs-Beziehung ist die Impulserhaltung (Kraftdichtebilanz)
der Kern der elastischen Wellenausbreitung. Sie entspricht prinzipiell der differentiellen
Formulierung des dynamischen Gleichgewichts pro Volumeneinheit. Man betrachte dazu
ein infinitesimales Volumen mit der Kantenlénge Ox;. Auf ihn wirken zwei Arten von
Krifte: Volumenkraft und Oberflichenkraft. (Landau and Lifschitz, 1997)

Die Volumenkraft, Tragheitskraft und Gravitationskraft, wirken auf den Korper aufgrund
seines massebehafteten Volumens. Die Trégheitskraft 1asst sich mit dem zweiten Newton-

schen Axiom in seiner urspriinglichen Formulierung schreiben als:

dp _d(@m-v;)  d(Om) dv;

= = - 2.
dt dt a vitomg (26)
———
= 0, da m unabhingig von t
und als Tragheitskraftdichte mit v; = v;(a, t):
om dv; dv; ov; ov; ov;
L 2 — = ~ 2.
Iri=gva ~Pa %8t+wam] P ot 27)
——

~ 0, da Verschiebungen klein
gegeniiber Wellenldangen

Fiir elastische Raumwellen kann die Gravitationskraft vernachléssigt werden. Sie spielt
lediglich fiir sehr niederfrequente Eigenschwingungen der Erde eine Rolle. Die Oberfla-
chenkraft wirkt auf den Korper aufgrund des Spannungszustandes. Die Berechnung erfolgt
anhand der Kraftebilanz fiir alle drei Raumrichtungen. Zunéachst wird die Oberflachen-
kraft als Integral des Spannungsvektors § tiber die Oberfliache eines Volumenelements 0V
dargestellt.

Fp= /A 7dA (2.8)

Allgemein lasst sich der Spannungsvektor, der auf einer beliebigen Flache steht, durch
Multiplikation des transponierten Spannungstensors mit der Flachennormalen 7 berech-
nen. Hier ist zu beachten, dass der Spannungstensor aufgrund der Drehimpulserhaltung

symmetrisch ist (s. Kapitel 2.1) und somit gilt 07 = o
§=o0"n (2.9)

Mit dem gerichteten Flachenelement dA = it dA lasst sich die Oberflichenkraft umschrei-



2.2. Impulserhaltung

ben.

ﬁoz/ on dA:/ o dA (2.10)
A A

Der Integralsatz von Gauf} [ Aﬁ dA = I div F dV ermoglicht es das Oberflachenin-
tegral in ein Volumenintegral zu tiberfiihren. Dies ist hier vorteilhaft, da so durch das
Volumenelement geteilt werden kann, wodurch man die gewiinschte Grofle einer Oberfla-
chenkraftdichte fo erhalt.

Fy = / o dA = / dive dV (2.11)
A v
.5 .
_ Yo _ g _ 99 2.12
fo=qp=dive  oi=G" (212)

Schlieflich kann das Kraftdichtegleichgewicht fr;, = fo, aus Gleichung 2.7 und 2.12
zur elastischen Bewegungsgleichung fiir linear elastische, isotrope Medien ausformuliert

werden.

0vi o 8in

Ableiten der Materialgesetze nach der Zeit fithrt zusammen mit Gl. 2.13 auf die sogenannte

(2.13)

Spannungs-Geschwindigkeits Formulierung, welche sich fiir die Behandlung mit finiten

Differenzen eignet:

aO'Z'j . 86M Geij
= Ay 2 (2.14)
(9% 1 c%i 87}j

== 2.1
a2 (axj * 8@') (2.15)

Die Bewegungsgleichung nach Cauchy stellt eine weitere Formulierung der Wellenglei-
chung dar, die man durch Ausnutzung der Symmetrie Cj;i; = Ciji, erhalt. Dazu wird Gl
2.5 und Gl. 2.2 in Gl. 2.13 eingesetzt und 2% = Pui verwendet.

ot — o
Pu; 10 Ouy, oy
Pop = 20m, (Cijklaxl + Cijklaxk>
2 Oz, (C”kl ox; + G &El)
0 ou
— o () (2.16)
J

Im zweiten Summand werden die doppelten Indizes k£ und [ umbenannt (k — [, — k),

nicht vertauscht. Mit Cjj; = Cyjii, folgt die Identitat der Summanden.



2. Theorie der Wellenausbreitung

2.3. Akustische Naherung

Die akustische Vereinfachung der Wellenausbreitung ist durch Medien ohne Scherwider-
stand (u = 0) gegeben, wie sie nicht viskose Fluide darstellen. Aber auch Festkorper
konnen akustisch gendhert werden, womit Scherwellen vernachléssigt werden. Der Elas-
tizitatstensor aus Gleichung 2.3 vereinfacht sich zu Cjji = Ad;;05. Mit dem Hookschen
Gesetz (Gl. 2.2) reduziert sich der Spannungstensor o;; auf seine Diagonalelemente, die
zudem alle den Wert €, = g—g’; annehmen. Da der Druck p allgemein als Mittelwert der
Normalspannungen o;; definiert ist (p := %Jii) gilt

Qe 00 p 00
0ij = Mijbuer = Aijer = A [0 G0 | =0 p 0 |=pd; (2.17)
0 0 gu 00 p

Die Bewegungsgleichung (Gl. 2.13) vereinfacht sich zu

dv;  Op

= 2.18
7ot = o, (2.18)
die zusammen mit der zeitlichen Ableitung des Materialgesetzes (Gl. 2.17)
Op | O,
— = 2.1
ot ot (2.19)

die Spannungs-Geschwindigkeits Formulierung fiir die Behandlung mit finiten Differenzen

ergibt.

2.4. Dampfung

In der Seismik umfasst die Dampfung alle Mechanismen, die zu einer Abnahme der Ampli-
tude seismischer Wellen fiihrt. Dazu zédhlen geometrische Dampfung, Streuung und intrin-
sische Ddmpfung. Lediglich bei letztgenanntem kommt es zu einer Energieumwandlung in
Wiérme. Beim geometrischen Ausbreitungsverlust und der Streuung an Inhomogenitaten
verteilt sich die potentiell und kinematisch gespeicherte Energie auf ein grofieres Volumen,

wodurch die Energiedichte und damit die Amplituden abnehmen. Eine Wellenfront einer



2.5. Oberflichenwellen - Grenzflachenwellen

Punktquelle breitet sich in drei Dimensionen auf einer Kugeloberfliche und in zwei Di-

mensionen auf einem Kreisumfang aus, weshalb die Energiedichte mit % bzw. % abnimmt.

Die Energiedichte E ist proportional zur quadratischen Partikelauslenkung A%. Somit gilt
A3D ~ % und AQD ~ #

Die intrinsische Dampfung ldsst sich durch einen reellen Exponenten «(w) einer eindimen-
sionalen Welle mit Kreisfrequenz w und Ausbreitungsgeschwindigkeit c¢(w) beschreiben:
(Shearer, 2009)

Az, t) = Aoe_w(t_ﬁ)6_0‘(‘“)’C (2.20)

Eine anschauliche Bedeutung ergibt sich mit dem Qualitatsfaktor Q(w), der zum Kehr-

wert des Energieanteils % proportional ist, welcher bei jeder Schwingung in Wérme

umgewandelt wird.
1 AE  2ca(w)

Qw)  2mE w

(2.21)

Die Forderung nach einer kausalen Wellenausbreitung (Dehnung folgt zeitlich auf Druck-
danderung) impliziert eine frequenzabhingige Dampfung a(w) sowie eine frequenzabhén-
gige (dispersive) Ausbreitungsgeschwindigkeit c¢(w) (Aki and Richards, 2002). Als erste
Néherung kann @) iiber ein weites Frequenzband als konstant angesehen werden. Mit
w=2nf, c= fAund Gleichung 2.21 folgt:

>

e — g7g = (2.22)

Hieran ist zu erkennen, dass fiir Q = 300 die Amplitude nach z ~ 100\ auf % abgefallen

und die Dédmpfung « proportional zur Frequenz f ist.

2.5. Oberflachenwellen - Grenzflachenwellen

Grenzflachenwellen sind grundsétzlich von den Raumwellen zu unterscheiden. Sie breiten
sich entlang von, durch unterschiedliche Materialparameter gebildete, Grenzflichen aus.
Ein prominentes Beispiel ist durch die Erdoberfliche gegeben, weshalb oft von Oberfla-
chenwellen gesprochen wird. Hieraus folgt bereits, dass die geometrische Démpfung mit %

stattfindet und damit die Amplitudenabnahme proportional zu # ist (vgl. Kapitel 2.4).

Die Unterscheidung der Grenzflichenwellen erfolgt anhand ihrer Polarisation. Love-Wellen



2. Theorie der Wellenausbreitung

sind horizontal polarisierte Scherwellen (SH), Rayleigh-Wellen bestehen aus Longitudinal-
wellen und vertikal polarisierten Scherwellen (P-SV). Beide Typen entstehen durch an der
Oberfliache interferierende Raumwellen. Die mathematische Herleitung erfolgt iiber spe-
zielle Losungen der Wellengleichung mit Randbedingungen. Es ergibt sich eine von der
Frequenz abhéngende Ausbreitungsgeschwindigkeit. Dieses ¢(w) wird als geometrische Di-
spersionsbeziehung bezeichnet, da sie ihren Ursprung in den geometrischen Randbedin-
gungen hat (vgl. Dispersion von Raumwellen in Kap. 2.4). Aus diesem Kapitel geht auch
hervor, dass die Eindringtiefe seismischer Wellen von ihrer Frequenz abhéngt. Bei Medien
mit tiefenabhidngigen Materialparametern folgt damit, dass sich die Frequenzen der Ober-
flachenwellen mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten ausbreiten. Ein weiteres Phdnomen
ergibt sich aus den Eigenschaften des funktionalen Zusammenhangs ¢(w). Mehrdeutigkei-
ten in den Loésungen fithren zu mehreren Losungsésten die als Moden bezeichnet werden

und als einzelne Kurven in einem ¢ — w—Diagramm sichtbar werden (vgl. Gl. 2.23).

Geflihrte Wellen sind eine weitere Art von Wellen, die entlang von Grenzflichen gemessen
werden konnen, jedoch nicht zu klassischen Oberflachenwellen gezéhlt werden, da sie sich
nicht entlang einer Grenzfliche ausbreiten. Es handelt sich dabei um Raumwellen, die
zwischen zwei Grenzflichen propagieren und durch Reflexion darin gefangen sind. Sie
sind héufig in marinen seismischen Daten mit geringer Wassertiefe zu beobachten. Pekeris
(1948) leitete erstmals die geometrische Dispersionsbeziehung von gefiihrten Wellen in
Fliissigkeitsschichten her. Die Erweiterung auf einen elastischen Meeresboden erfolgte
durch Press and Ewing (1950).

2

2 4\/1072_1 2 2 2\ 2

tan(KnH 02—1+m>:p25§1 4\/1—02\/1—02—<2—C2> (2.23)
vi prc 1< Qg 65 65

@2

H: Machtigkeit der Flissigkeitsschicht

p1, p2: Dichte der Fliissigkeit und des Meeresbodens

vy, ag: P-Wellengeschwindigkeit der Fliissigkeit und des Meeresbodens
Ba: Scherwellengeschwindigkeit des Meeresbodens

Diese Gleichung definiert einen impliziten Zusammenhang zwischen Kreiswellenzahl K,
bzw. Kreisfrequenz w,, (w, = cK,,) und Phasengeschwindigkeit c. Aufgrund der 7-Periodizitét
der Tangens-Funktion, ausgedriickt durch den Term +n7, konnen jedem K n Phasenge-

schwindigkeiten zugeordnet werden, wobei n die Mode der gefithrten Welle bezeichnet.



2.6. Slant-Stack

2.6. Slant-Stack

Ein slant-stack ist eine lineare Transformation einzelner Seismogrammspuren u(z,t) von
der z-t-Ebene in die p-t-Ebene. Ziel ist eine Beschreibung der Intensitat eines Wellenfeldes
u(z,t) in Abhéngigkeit von Phasenlangsamkeit p (p = % mit v: Phasengeschwindigkeit)

und Interceptzeit 7.

Slant-stack bedeutet schriager Stapel, was eine intuitive Beschreibung der Methode dar-
stellt. Die Amplitude jeder der N Spuren wird entlang der Transformationsgeraden t =
T 4 px aufsummiert, wodurch Wellenziige mit gleichem p und 7 konstruktiv interferieren.

Ein slant-stack ist definiert als
N
= u(w, 7+ pxy) (2.24)
=1

Oberflichenwellen lassen sich aufgrund deren dispersiven Eigenschaften in einem p-w
(Langsamkeits-Frequenz)-Spektrum anhand der ausgebildeten Moden identifizieren. Das
p-w-Spektrum folgt aus einer Fourier-Transformation des slant-stacks vom 7- in den w-
Bereich. (McMechan and Yedlin, 1981)

% N
w) = / > u(xy, T+ pay)e™Tdr (2.25)

=1

Fir die Anwendung ist es giinstig eine mathematische Umformung vorzunehmen. Die

Riicktransformation mit 7 =t — px ergibt

R ZOJT —zwp:cl : dr
w) = / > u(xy,t dt  mit i 1 (2.26)
o =1 ¢

Hier ist die Integration als Fourier-Transformation zu identifizieren, womit sich das p-w-
Spektrum aus der Summe der @(x;, w) berechnet, deren Phase jeweils um e~*P% verscho-

ben wird.

N
= (g, w)e” P (2.27)

=1



3. Finite Differenzen Methode

Die Finite Differenzen Methode (FDM) ist ein numerisches Verfahren zur Losung von
gewOhnlicher und partieller Differentialgleichungen. Ausgangspunkt sind die drei Glei-
chungen 2.18, 2.17 und 2.5. Diese lassen sich nur fiir sehr einfache Félle analytisch l6sen.
Komplizierte Randbedingungen und Modellvorgaben verlangen nach einem numerischen

Ansatz.

Die Idee der FDM besteht darin, von der kontinuierlichen und analytischen Formulierung
der PDGLs auf endlich bestimmte (finite) Differenzen iiberzugehen. Dazu wird die Infinite-
simalrechnung gewissermaflen wieder riickgéngig gemacht. Weiterhin wird Raum und Zeit
diskretisiert, d.h. Punkte erstellt denen die relevanten Eigenschaften (p, v;, vy, vs, p, . . .) zu-
geschrieben werden. Die zeitliche Anderung einer Gréfie f in einem Punkt % wird so durch

W genihert. Analog wird der Gra-

dient in einem Punkt % durch die Anderung zwischen zwei Raumpunkten W

die Anderung zwischen zwei Zeitschritten

gendhert. Statt der gesuchten Funktion f(z,¢) wird nun lediglich der Funktionswert an

Stiitzstellen benotigt.

3.1. Diskretisierung von Raum und Zeit

Die fiir die Anwendung der FD-Operatoren benotigten Stiitzstellen, werden durch Auftei-
lung von Raum und Zeit in dquidistante Punkte generiert. Das Gitter hat eine Gesamt-
grofle von NX x NY. Die Simulationsdauer betragt NT - At.

Zeit: t=n-At Zeitindex n , Zeitschritt At
Raum: z =k - Ax Raumindex k , Gitterpunktabstand Az
y=10-Ay Raumindex [ , Gitterpunktabstand Ay

Jedem Raumpunkt werden die relevanten zeitunabhangigen Materialparameter wie Dichte
p(x,y), sowie die zeitabhangigen Wellenfeldgroen wie die Partikelgeschwindigkeit v, (x, y, t),

welche die Wellenausbreitung beschreiben, zugeschrieben.
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3.2. Definition des Standard Staggered Grid (SSG)

3.2. Definition des Standard Staggered Grid (SSG)

Das SSG (Virieux, 1986; Levander, 1988) ist eine Methode die physikalischen Gréflen so
auf und zwischen Gitterpunkten zu verteilen, damit sich die partiellen Differentialglei-
chungen der Wellengleichung jeweils auf einen gemeinsamen Punkt im Gitter beziehen.
Die Gestalt des SSG in zwei Dimensionen ist in Abbildung 3.1 dargestellt. Die zeitliche
Dimension ist nicht explizit gezeigt. Der Druck p liegt zeitlich auf halben Gitterpunkten,

die Partikelgeschwindigkeiten v auf ganzen.

ki k+sd gy k130

D\,
[ . 2 L 2 0 Wmp\p
@ U:
NEREY S A Ay
El+1m L 2 n 2
kol+15 & A

y(1)

Abbildung 3.1.: Darstellung des Standard Staggered Grid (SSG) mit der Verteilung von
Material- und Wellenfeldparametern in 2 Dimensionen.

Nach dem Losungsansatz mit finiten Differenzen werden die analytischen Berechnungen
der rdumlichen und zeitlichen Ableitungen durch ein gewichtetes Mittel (FD-Operatoren)
von Werten auf umgebenden Gitterpunkten gendhert. Es stehen FD-Operatoren verschie-
dener Ordnung zur Verfiigung, die eine unterschiedliche Anzahl von Gitterpunkten fiir
die Ndherung miteinbeziehen. Je weiter sie greifen, desto besser ist die Naherung, jedoch

steigt auch der Berechnungsaufwand.

Fiir eine praktikable Umsetzung des FD-Schemas erfolgt die Losung der akustischen Wel-

11



3. Finite Differenzen Methode

lengleichung in einem rekursiven Zeitschrittverfahren. Dazu werden die zeitlichen Ab-
leitungen von Druck und Partikelgeschwindigkeiten durch FD-Operatoren 2. Ordnung

ersetzt. Hierbei entstehen je zwei zeitlich aufeinander folgende Werte von p bzw. v;.

ov;  Op " Au "2t —

= mi ~N 1

ot = or, ot At
At Op "2

— ot zvf—i—? 8xp» (3.1)
op | O& o Opt prtr—prs
— =\ mit —
ot ot ot At

0 rr "
P A p"TE £ At A 5t (3.2)

An Gleichung 3.1 ist bereits zu erkennen, wie die Definition der Geschwindigkeit auf gan-
zen und der Spannungen auf halben Gitterpunkten dazu fithrt, dass sich die Gleichungen

auf einen gemeinsamen Punkt beziehen.

Eine kompakte Beschreibung des kompletten FD-Schemas lasst sich durch das Verwenden
von Platzhaltern der rdumlichen Ableitungen fiir FD-Operatoren beliebiger Ordnung er-
zielen. Hochgestellt findet sich der Zeitschritt und tiefgestellt der rdumliche Mittelpunkt.
Fir 2. bzw. 4. Ordnung gilt:

n+i n+7 TH**
op|"* 20 Pryti — Pry (3.3)
ox .y ‘ Ax .
n+ nt= n+3 n+34
B ntg Pk+121 Pra’ ) = 31 \Press — Pr—1u
ap 40. 8 (3.4)
O k1 Aa:

Damit lasst sich die akustische Wellengleichung unter Verwendung des SSG wie folgt

diskretisieren:
n n
n+— n—i 0% a’Uy
Pry’ =Dy AL Ay 3 By
X Yk,
n+
R At op|
kil T Vmk4il
2 Prsts 0|1
n-+
ol 4 At At Op| 2
eyl 4L yk:l-i-*
pEITe Pri41 dy kl+1
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3.3. Ablauf der Wellenfeldberechnung

Die Verwendung des SSG erfordert hinsichtlich numerischer Stabilitét, dass die Dichte p
auf Zwischengitterpunkten aus den Dichtewerten der umgebenden ganzzahligen Gitter-
punkten arithmetisch gemittelt wird.

PRl Pt Pkl T PRt
Porii = = o Privy = o

3.3. Ablauf der Wellenfeldberechnung

Zur Simulation des Wellenfeldes in Raum und Zeit muss jede der 3 diskretisierten Glei-
chungen an jedem Ort und zu jeder Zeit ausgewertet werden. Da jeweils der zeitlich
vorangegangene Wert benotigt wird muss n stetig erhoht werden. Dagegen spielt die Rei-
henfolge der rdumlichen Abarbeitung keine Rolle. Dagegen wird der Druck p"*é fir die
Berechnung der Partikelgeschwindigkeiten v; *3 benotigt und miissen daher zuerst berech-

net werden.

for n=1 to NT do
for k=1 to NX do

for (=1 to NY do
| Berechne Druck p

for k=1 to NX do

for (=1 to NY do
| Berechne Partikelgeschwindigkeiten v;

Algorithm 1: Finite Differenzen Simulationsablauf

3.4. Wahl der Diskretisierung

Die Wahl der rdumlichen (Ah) und zeitlichen (At) Schrittweite bestimmt neben der Ord-
nung der FD-Operatoren mafigeblich die Giite und Stabilitét der Simulation. Bei zu grofien
Werten kommt es zu ausgepragter Gitterdispersion, sowie numerischer Instabilitat, wo-
durch die Ergebnisse unbrauchbar werden. Zu kleine Werte fiihren zu einem enormen
Rechenaufwand. Daher existieren Regeln fiir die Wahl von Ah und At.

13



3. Finite Differenzen Methode

3.4.1. Raumliche Abtastung - Gitterdispersion

Der Gitterabstand Anh kann nur dann sinnvoll bewertet werden, wenn er in Bezug zu der
rdaumlichen Lénge der vorhandenen Signale gesetzt wird. Diese ist durch die Wellenlédnge
A gegeben. Die Frage ist nun einerseits wie viele Stiitzstellen innerhalb einer Wellenlédnge
liegen miissen, damit die Differenzenquotienten dieser Stiitzstellen zu einer hinreichend
genauen Néherung der analytisch exakten Ableitung fithren. Andererseits ist zu klaren

was hinreichend bedeutet bzw. was im Falle unzureichender Abtastung passiert.

Als sehr anschauliches Beispiel sei hier auf Bohlen et al. (2015) verwiesen, wo als repré-
sentative Wellenform v, = sin (27r§) herangezogen wird. Deren analytisch und numerisch,
mit dem FD-Operator 2-ter Ordnung fiir verschiedene Gitterabstdnde Ah, berechnete Ab-
leitung an der Stelle z = 0 ist in Tabelle 3.1 dargestellt. Der FD-Operator 2-ter Ordnung

lautet:
dv,

dzx

V(7 + Az) — v,(7)
- Ax

(3.5)

Die Ergebnisse in Tabelle 3.1 geben einen ersten Eindruck von der Genauigkeit der Ab-
leitung, doch sind deren Wirkung in einer FD-Simulation damit nicht abzusehen. Zu
diesem Zweck wird hier auf Abbildung 3.2 hingewiesen. Sie zeigt die Ergebnisse einer FD-
Simulation mit variierter Anzahl n Stiitzstellen pro minimaler Wellenlange. Bei n = 16
ist das Ende der Welle stets scharf abgegrenzt. Bei n = 4 und besonders bei n = 2
verschmiert das Wellenende mit der Ausbreitung zunehmend in einer Form, wie sie phy-
sikalisch durch Dispersion hervorgerufen wird. Es handelt sich im Speziellen um normale
Dispersion, da die Ausbreitungsgeschwindigkeit mit zunehmender Wellenlénge wéchst.
Hier hat die Dispersion jedoch keine physikalische Ursache, sondern ist vielmehr ein nu-
merisches Artefakt aufgrund unzureichender rdaumlichen Diskretisierung und wird daher

Gitterdispersion genannt.
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3.4. Wahl der Diskretisierung

Tabelle 3.1.: Vergleich der analytisch und numerisch (Gl.: 3.5), mit verschiedenen Gitter-
abstdnden Ah = %, berechneten Ableitung von v, = sin (27r§>.

n Ah due] o
analytisch - 2m ~ 6.283
2 A/2 0.0
4 A4 4.0

8 A/8 5.657

16 A/16 6.123

Durch das Einhalten des folgenden Kriteriums wird die Gitterdispersion auf einem fiir
die meisten Anwendungen akzeptablem Mafl gehalten. Bei n ist die Abhéngigkeit von der
Lange des FD-Operators zu beachten (s. dazu Tabelle 3.2).

)\min s, min
AR < Zmin _ s (3.6)

N Nfmax

Usmin : kleinste im Modell vorkommende vs-Geschwindigkeit

fmax © hochste Frequenz im Quellsignal

n : Anzahl der Stiitzstellen pro minimaler Wellenldnge

Tabelle 3.2.: Anzahl n der benétigten Gitterpunkte pro minimaler Wellenldnge fiir ver-
schiedene Operatorlangen und -typen, um die Gitterdispersion weitgehend

zu unterdriicken.

FD-Ordnung n (Taylor) n (Holberg)

2 12 12
4 8 8.32
6 7 4.77
8 6 3.69
10 ) 3.19
12 4 291
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1000 2000 3000 4000 5000 1000 2000 3000 4000 5000
Distance [m] Distance [m]

1000 2000 3000 4000 5000 2000 3000 4000 5000

Distance [m] Distance [m]

1000 2000 3000 4000 5000 1000 2000 3000 4000 5000
Distance [m] Distance [m]

Abbildung 3.2.: Gestalt der Gitterdispersion mit zunehmender Propagation (links ->
rechts) bei Verwendung von 16 (oben), 4 (Mitte) und 2 (unten) Gitter-
punkten pro minimaler Wellenlédnge aus (Bohlen et al., 2015).

16



3.4. Wahl der Diskretisierung

3.4.2. Zeitliche Abtastung - Numerische Instabilitat

Um numerische Instabilitdt zu vermeiden muss At kleiner sein als die Ausbreitungsdauer
einer Welle zwischen zwei benachbarten Gitterpunkten (vaTa) Das Courant-Friedrichs-

Lewy-Kriterium besagt hierzu:

A
Al < _ An
¥ VpmaxVd

Upmax © grofite im Modell vorkommende v,-Geschwindigkeit

v : Konstante fiir FD-Ordnung s. Tabelle 3.3

d : raumliche Modelldimension 2-D — d =2

Tabelle 3.3.: Konstante v des Courant-Friedrichs-Lewy-Kriteriums fiir die FD-Ordnungen

2 bis 12.
FD-Ordnung v (Taylor) ~ (Holberg)

2 1 1

4 I 1.184614
6 e 1.283482
8 2o 1.345927
10 53089 1.38766
12 s 1.417065

Die zeitliche Diskretisierung fithrt stets auch zu numerischer Dispersion. Wird das Courant-
Friedrichs-Lewy-Kriterium verletzt, kommt es zur Instabilitat, d.h. die Amplituden wach-

sen uneingeschrankt.
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4. Wellenforminversion

Dieses Kapitel soll als verstiandliche und vollstdndige Beschreibung der theoretischen
Grundlagen der Wellenforminversion dienen. Nach einer Erlauterung der Problemstel-
lung aus unterschiedlichen Perspektiven wird auf die Herausforderungen der nichtlinearen
Inversion eingegangen. Die Thematik der Abstiegsrichtung und der Schrittweite werden

als zentrale Aspekte ausfithrlich behandelt.

4.1. Geophysikalische Perspektive

Unter der Wellenforminversion (F'WI: full waveform inversion) versteht man die Anstren-
gung aus punktuell und zeitlich aufgezeichneten Wellenziigen, z.B. mit Seismometern, die
rdumliche Verteilung der Materialeigenschaften, durch die sich die Wellen ausgebreitet
haben, zu rekonstruieren. Es handelt sich um eine Umkehrung (Inversion) des Vorwérts-
problems

@ = G(im) (4.1)

mit Wellenfeld @, Vorwéartsoperator G (Wellengleichung) und Modell 7. Das Vorwérts-
problem lésst sich durch numerisches Losen der Wellengleichung, beispielsweise mit fini-
ten Differenzen, fiir beliebige Modelle behandeln (s. Kapitel 3). Dazu ist es notwendig
das Modell zu diskretisieren, d.h. es raumlich in endliche Blocke aufzuteilen, welche die
Modellparameter zugeordnet bekommen. Je nach Problemstellung bestehen die Modell-
parameter in jedem Block aus bis zu 22 (allgemeiner Fall: linear elastisch, anisotrop) oder
nur aus 2 Materialparameter (akustisch, isotrop). Das Wellenfeld « enthélt fiir jeden Mo-
dellblock den zeitlichen Verlauf des Drucks und der Partikelgeschwindigkeiten (zeitlich
diskretisiert).

Schwieriger gestaltet sich die Umkehrung der Fragestellung (Inversion), d.h. die Suche
nach einem Modell mi, welches das Wellenfeld u, unter gegebenen Anfangsbedingungen

(Quellsignal zum Zeitpunkt ¢y) hervorruft.
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4.2. Mathematische Perspektive

4.2. Mathematische Perspektive

Eine nahere Beschreibung auf abstrakter Ebene hilft die Problemstellung besser einordnen
zu konnen. Die Wellenforminversion kann als kombinatorisches Optimierungsproblem an-
gesehen werden. Die Aufgabe besteht darin, aus der Menge aller moglichen Kombinationen
L der Modellparameter, eine Variante ¢ zu finden, sodass eine zugeordnete Zielfunktion
S(1) einen moglichst kleinen Wert annimmt. Die Gréfle des Losungsraumes L ist unter
der Annahme eines diskretisierten 2D-Modells mit NX x NY (100 x 100) Elementen und
geologisch realistischen Parameterwerten zwischen my, (1000 ) und mpayx (5000 ) in
quantisierten Schritten (10 %) endlich (hier fiir einen Materialparameter). Damit berech-
net sich die Grofle des Losungsraumes als die Variation mit Wiederholung von 10000
Elementen aus 400 Objekten unter Beachtung der Reihenfolge mit 400190,

4.2.1. Zielfunktion

Zur Bewertung jeder Losung ¢ dient die Zielfunktion S(1). Sie quantifiziert den Ab-
stand zwischen den observierten Daten d und den synthetischen Daten 4. Zur Erzeugung
der synthetischen Daten ist fiir jede Losung ¢ eine Wellenfeldsimulation notwendig. Als
physikalisch sinnvolles Fehlermafl dient die L2-Norm (L2-Misfit)

S = ; 'N (d; — u;)” (4.2)

i=1
Die Datenresiduen d; — u; gehen quadratisch ein und da die Messgrofie Partikelgeschwin-
digkeit oder Druck darstellt, sind die Datenresiduen proportional zur Residuumsenergie.
Anschaulich ist dies die Energie, die durch die betrachtete Losung nicht erkldrt werden
kann. Der Faktor % ist Konvention und wird eingefiihrt, damit er bei spateren Ableitungen
den Faktor 2 weghebt.

4.2.2. Losungsstrategie

Fiir viele Problemstellungen aus dem Bereich der kombinatorischen Optimierung ist es

erforderlich eine individuelle Losungsstrategie zu entwickeln, bzw. bestehende Konzepte
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4. Wellenforminversion

anzupassen. Mafligebendes Kriterium ist meist die erforderliche Rechenzeit. So scheidet
beispielsweise die universelle Trial and Error oder Brute-Force Methode aufgrund des

dramatisch groflen Losungsraums aus.

Fiir die FWI hat sich die lokale Suche als praktikables metaheuristisches Suchverfahren
etabliert. Hierbei wird ausgehend von einem Startmodell iterativ eine gemafl der Zielfunk-

tion bessere Losung in der Umgebung der aktuellen gesucht.

Die Hadamard’schen Forderungen zeigen die fundamentalen Schwierigkeiten denen man
aus mathematischer Sicht gegeniibersteht. Sind sie erfiillt spricht man von einem korrekt
gestellten Problem (Hadamard, 1902).

1. Existenz - Das Problem besitzt eine Losung.
2. Eindeutigkeit - Die Losung ist eindeutig.

3. Stabilitat - Die Losung héngt stetig von den Eingangsdaten ab.

Man sollte sich zunéchst iiber die Bedeutung der Forderungen klar werden. Dass eine
Losung existiert scheint klar zu sein, doch ist dies nicht streng giiltig, wenn man bedenkt,
dass die aufgezeichneten Seismogramme Messfehler wie Rauschen enthalten. Eine gefun-
dene Losung ist im Allgemeinen nicht eindeutig. Dies kann schnell eingesehen werden.
So kénnen Modellblocke derart am Rand des Messgebiets liegen, dass die aufgezeichne-
ten Wellen nicht durch diese hindurchgelaufen sind, womit die Losung fiir diese Bereiche

keinen Einfluss hat.

4.3. Lineare und nicht lineare Inversionsprobleme

Unter nicht linearen Problemen wird ein Zusammenhang zwischen Messdaten d; und Mo-
dellparametern m; verstanden, welcher selbst von den Modellparametern abhéngt. Zudem
gehen die m; nicht linear ein. Ganz allgemein gilt « = G(m). Beispiele fiir solche Probleme
sind Geoelektrik, elektromagnetische Methoden und die FWI.

Bei einem linearen Problem kann eine vereinfachte Matrix-Vektormultiplikation verwen-

20



4.3. Lineare und nicht lineare Inversionsprobleme

det werden:

i=Rm (4.3)

Daten und Modell sind iiber konstante und durchaus bekannte analytische Funktionen

verkniipft. Alle m; gehen linear ein. Beispiele hierfiir sind Gravimetrie und Magnetik.

4.3.1. Inversion linearer Probleme

Bevor den nicht linearen Problemen und der FWI volle Aufmerksamkeit geschenkt wird,
dient eine kurze Behandlung der linearen Probleme einem tieferen Versténdnis. Es gilt
@ = Rmmit R € RV*M 7 € RY und m € RM. N gibt die Anzahl der Gleichungen (Mes-
sungen) an. Sie ergibt sich aus dem Produkt aus der Anzahl von Schiissen und Empfén-
gern. M ist die Anzahl der Modellblocke, was bei der Inversion der Zahl der Unbekannten
entspricht. Zur Losung von 7 = R™! @ wire es aus mathematischer Sicht wiinschenswert,
dass N = M gilt und R regular ist, d.h. vollen Rang besitzt (alle Zeilenvektoren linear
unabhéngig), dann wére R leicht zu invertieren. Dazu miisste jeder Modellblock in Summe
aller Messungen genau einmal beleuchtet worden sein. Da dies in der Praxis nie zutrifft,
muss ein Weg gefunden werden um eine Inversion mit N # M durchfithren zu kénnen.

Dazu wird die Methode der kleinsten Fehlerquadrate vorgestellt.

4.3.2. Methode der kleinsten Fehlerquadrate

Ziel ist es @ = R m mit R € RV*™ und N # M zu invertieren, d.h. nach 7 aufzuldsen,
sodass die Summe der Abweichungen im Quadrat zwischen gemessenen Daten d und den
synthetischen Daten , wie sie sich mit dem als korrekt angesehenen Modell m ergeben,

minimal ist. Diese Abweichung zwischen d und @ wird als Misfit S bezeichnet.

J=1

S=(d-RrRm) (d-Rw) (4.5)
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4. Wellenforminversion

Das Extremum (Minimum) von S beziiglich der Modellparameter m, findet man durch

Nullsetzen der Ableitung (Menke, 1989).

m

2> mi ) RigRiw —2)_ Rigd; = 0 (4.6)
1=1

k=1 =1

Z Z RiqRyxmy =) Rigd; (4.7)

i=1

(9mq

mit R;qRgmy, = Rigd; und R@Rikmk RTd folgt die Normalengleichung
RTRin = RTd ~ = (R"R)R'd (4.8)

Liegt ein lineares Inversionsproblem vor, so kann das optimale Modell m im Sinne der

kleinsten Fehlerquadrate mit Gleichung 4.8 berechnet werden.

4.4. Inversion nicht linearer Probleme

Ziel ist es auch hier die Datenabweichung Ad zwischen gemessenen und mit dem als wahr
angesehenen Modell 77 berechneten Daten @, also Ad = d — G(), zu minimieren. Fiir
den L2-Misfit beziiglich des Modells mi gilt S(m) = %AJ T Ad. Die Nichtlinearitéit in G (1)
beztiglich m schldgt sich bis zum Mistfit S(71) durch. Um mit S(m) weiter verfahren zu
konnen, wird eine Taylorentwicklung bis 2. Ordnung durchgefithrt. Damit ist der Mistfit
S(m) eine Naherung. Wird nun ein Minimum des Misfits gesucht, kann dieses nicht mehr
als analytischen Ausdruck angegeben werden. Vielmehr sollte eine neue Losungsstrategie

angewendet werden.

Da eine Taylorentwicklung nur in der Umgebung des Entwicklungspunktes hinreichend ex-
akte Ergebnisse liefert, sollte das Minimum auch nur in dieser Umgebung gesucht werden.
Um dies zu veranschaulichen kann das Minimierungsproblem abstrahiert werden indem

angenommen wird, dass der Modellvektor aus nur einem Wert besteht (s. Abbildung 4.1).

Die Suche nach dem Minimum von S(7) ist dank der Niherung nun durchfithrbar. Sie
fithrt allerdings nicht direkt auf das Minimum von S(7), sondern auf das lokale Minimum

1o -+ A1 der Néherung S(r1). Am kann somit als Modellverbesserung angesehen werden,
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4.4. Inversion nicht linearer Probleme

- T
analytisch nicht fassbarer Misfitverlauf

—— um m; entwickelter Misfit S(m)

Misfit S(m)

|| |
m; M min

m; + Amy; Modell m

Abbildung 4.1.: Visualisierung des nicht linearen Misfitverlaufs, sowie die Entwicklung bis
zur 2. Ordnung im Punkt m;.

die das Modell My, naher bringt. Es liegt nun nahe die lokale Minimierung iterativ
anzuwenden um sich M, allméhlich zu ndhern. Das Iterationsschema hat damit folgende
Gestalt:

M1 = my; + Ay (4.9)

Die Entwicklung der Misfitfunktion S(77i) hat um m; zu erfolgen. Die Taylorentwicklung
einer skalarwertigen Funktion mit vektorwertigem Argument bis zur 2. Ordnung mit Ent-
wicklungspunkt @ wird Schmiegquadrik genannt und kann kompakt geschrieben werden.

Hy z(a) ist die Hesse-Matrix von f beziiglich # an der Stelle a.
1,1(%:0) = (@) + V@ (F - a) + (F @) Ha@E—a)  (410)
Damit gilt fiir die Entwicklung der Misfitfunktion S(n) an der Stelle 7i;.
S(m) = S(m;+Any;) = S(?ﬁi)%—V,ﬁS(ﬁ’Li)TAﬁlﬁ—;AT?LZ-THSﬁ(T?Li)AmH—O(Am?) (4.11)

Das Minimum wird iiber die Nullstelle der Ableitung von S(7i) nach der Modellverbes-
serung Am,; bestimmt. Hierbei wird die Indexschreibweise verwendet. Indizes auflerhalb
von Klammern bezeichnen die Vektorkomponente und sind damit von dem Modell m; der

i-ten Iteration zu unterscheiden. Es wird die Symmetrie von Hg 5 (1;) verwendet, sowie
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4. Wellenforminversion

ausgenutzt, dass doppelte Indizes umbenannt werden diirfen.

(%SA(Z) ) = (041:),, S(7) = O (1)

womit der Ausdruck fiir Am;, bei dem das Minimum der quadratischen Naherung der

i-ten Iteration erreicht wird, gefunden wurde.
Ay = —Hg ()~ V.S (1) (4.13)
Das ausgeschriebene Iterationsschema lautet

Miy1 = m; — He () " VS (1) (4.14)

Betrachtet man das Iterationsschema, so sieht man, dass sich die Modellverbesserung ;4
aus dem vorangegangenen Modell m; ergibt, das entlang einer sogenannten Abstiegsrich-
tung modifiziert wird. Die sich hier ergebende spezielle Abstiegsrichtung

—Hg 7(m;) " 'V,55(m;) heiit Newton Richtung. Sie enthéilt aufgrund der Taylorentwick-
lung bis 2. Ordnung Terme mit Ableitungen 1. Ordnung (Gradient) und auch 2. Ordnung
(Hesse-Matrix). Wie sich in nachfolgendem Kapitel zeigen wird, existieren diverse Mog-
lichkeiten fiir die Wahl der Abstiegsrichtung, wobei das Gertist der iterativen Modellver-

besserung erhalten bleibt.
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4.5. Abstiegsrichtung

4.5. Abstiegsrichtung

Eine formale Definition der Abstiegsrichtung lautet (Gerdts, 2007): p' € R™ heifit Ab-
stiegsrichtung von S : R” — R in m € R”, falls es ein @ > 0 gibt mit

S(m+ap)<S(m) V0<a<a (4.15)

Anschaulich bedeutet dies, dass es eine maximale Schrittweite geben muss, fiir die sich
der Misfit S, bei einer Modellanderung in Richtung p, verkleinert. Eine hinreichende

Bedingung ist eine negative Richtungsableitung von S in Richtung p.

S(im + ap) — S(m)

S5\ 1 . \T -
VzS(m) = }lgr(l] 7 =VS(m) p<0 (4.16)
T T T T T T T T
~ ol |
. i | |
| | | | | | | |
ma &

Abbildung 4.2.: Veranschaulichung der Abbildung 4.3.: Prinzipieller Verlauf des
Definition 4.16 fiir die Abstiegsrichtung Misfits F'(«;), dargestellt in Abhéngig-
p. Der Misfit S(m) ist als Projektion keit der Schrittweite a; fir eine fest ge-
iiber Hohenlinien abhéngig von einem wahlte Abstiegsrichtung p;.
zweidimensionalen Modell dargestellt.

Diese Bedingung wird bei Betrachtung von Abbildung 4.2 und Interpretation von V.S(mi)*p
als Skalarprodukt verstédndlich. Der Gradient V.S(m) steht in jedem Punkt 7 senkrecht

auf den Hohenlinien. Er zeigt in Richtung ansteigendem S. Betragt der Winkel zwischen p
und V.S(m) 90° bis 270°. So zeigt p in Richtung Abstieg und Gleichung 4.16 ist erfillt.
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4. Wellenforminversion

4.5.1. Berechnung des Gradienten

Der Gradient VzS(m;) der zu minimierenden Zielfunktion S beziiglich der Modellpara-
meter m; ist grundlegender Bestandteil aller Abstiegverfahren. Er muss in jeder Iteration
¢ aktualisiert werden und ist damit neben der Bestimmung der Schrittweite eine zeitkri-

tische Operation.

Der Gradient der Zielfunktion wird auch sensitivity kernel genannt, was seine anschauli-
che Bedeutung unterstreicht. Seine Komponenten V35 (17;) = (9my S, 0msS, ..., 0m,S)"
geben an, wie empfindlich die Zielfunktion auf eine Anderung der Modellparamter rea-

giert.

Eine offensichtliche Methode ist das Vorwartsproblem G fiir das Modell m; zu 16sen. Es
resultieren die synthetischen Daten @; = G(m;), die Datenabweichungen Ad: = J; — U
und damit der Misfit S(m;) = %Ad;TAd:. Anschliefend wird der Modellvektor in jeder

: : : . . . 6
Dimension einzeln um dm variiert. Damit ergeben sich n Modelle m;”

= ﬁ@z + é](Sm mit
j =1,2,...,n fur die alle eine Vorwértsrechnung durchgefithrt und der Misfit S (mf’j )
berechnet wird. Nun kann der Gradient in jeder Dimension als Differenzenquotient (Se-

kantensteigung) gendhert werden.
2)
VaS(my;) = — (4.17)

In jeder Iteration i ist damit ein enormer Aufwand von (n + 1) Vorwértsrechnungen

notwendig, weshalb ein effizienteres Verfahren benotigt wird.

4.5.2. Die adjoint state Methode

Die adjoint state Methode ermoglicht die effiziente Berechnung des Gradienten einer Ziel-
funktion im Zusammenhang eines numerischen Optimierungsproblems mit partiellen Dif-

ferentialgleichungen (Wellengleichung) als Nebenbedingung, insbesondere fiir hochdimen-
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4.5. Abstiegsrichtung

sionale Modellrdume. Der Aufwand ist durch das zweimalige Losen der Wellengleichung
mit speziellen Randbedingungen je Iteration gegeben. Dieses Teilproblem kann mit den
gleichen Werkzeugen bearbeitet werden, die auch zur Berechnung der synthetischen Daten
u; verwendet werden (z.B. FEM oder FDM).

Die Berechnung des Gradienten erfolgt entweder mit der Born Approximation und der
Reziprozitat der Green’schen Funktion (Tarantola, 1988) oder mit der adjoint state Me-
thode bei der Lagrange-Multiplikatoren verwendet werden kénnen (Plessix, 2006; Kamath
and Tsvankin, 2016; Liu and Tromp, 2006; Bradley, 2013). Der Zugang gestaltet sich ohne

spezifisches Vorwissen oftmals schwierig.

4.5.3. Konjugiertes Gradientenverfahren

Grundsétzlich ldsst sich der reine Gradient als Abstiegsrichtung verwenden. Die Frage, die
sich stellt, ist wie das Abstiegs- oder Konvergenzverhalten aussieht. Hierzu wird in diesem
Kapitel gezeigt, dass zweckmaflige Modifikationen des Gradienten moglich sind, die zu
einer schnelleren Konvergenz fithren. Die Reduzierung der notwendigen Iterationen, bis ein
definiertes Misfitniveau erreicht wird, spielt in der Wellenforminversion eine entscheidende

Rolle, da die Rechenzeit zurzeit durchaus eine kritische Grofle darstellt.

4.5.3.1. Herleitung der konjugierten Gradienten

Fiir die Herleitung der konjugierten Gradienten wird an dieser Stelle bereits eine Verbin-
dung zum konkreten Misfit hergestellt. Zu beachten ist jedoch, dass zunédchst angenommen
wird, die quadratische Form der untersuchten Funktion E(Z) sei exakt, d.h. ohne Néhe-
rung quadratisch im Argument 7. Das gewonnene Ergebnis wird anschliefend in Kapitel

4.5.3.2 auf nichtlineare Funktionen verallgemeinert.

Die fiir die Wellenforminversion grundlegende Taylorentwicklung der Misfitfunktion aus
Kapitel 4.4
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4. Wellenforminversion

ist equivalent zu der allgemeinen quadratischen Form

B(#) = ~(,3) + 5{A7.3) + O (4.19)

mit  C = S(my), b= —V:5(m), 7= Ay, A = Hg ()

und der Eigenschaft des Standardskalarprodukts (AZ,7) = (AZ)Ty = T ATy. An der
Nullstelle der Ableitung von S(7:) nach Am (vgl. Gleichung 4.13) ist zu erkennen, dass

das Minimierungsproblem argmin S(m) identisch zur Loésung des linearen Gleichungs-
A

systems Hgz(m;)Am; = —VzS(ny;) ist (bzw. argmin E(Z) & AT = I;) Dies gilt fir
symmetrische und positiv definite Matrizen Hg ;z(m;) bzw. A, was von der Hesse-Matrix

in einem Minimum erfullt wird.

Aufgrund dieses Zusammenhangs erlangte das Verfahren der konjugierten Gradienten
grofle Bedeutung als effektives Iterationsverfahren zur Losung grofier linearer Gleichungs-

systeme. Es geht auf die Arbeit von Hestenes and Stiefel (1952) zurtick.

Zur Minimierung einer durch eine quadratischen Form angendherte Funktion, wie es in
dieser Arbeit fiir den Misfit S(m1) der Fall ist, existieren verschiedene Varianten der kon-
jugierten Gradienten, die hierfiir verbesserte Konvergenzverhalten einfiihren. (Shewchuk
et al., 1994)

Eigenschaften des Gradientenverfahrens (Darstellung nach Neumann (2013))
Man betrachte aus Griinden der Ubersichtlichkeit die abstrahierte quadratische Form

. 1 —_

E(Z) = —(b,7) + 5<A:z, Z)+C = —b #T Az (4.20)

welche mit C' = 0, wie oben gezeigt, dquivalent zu dem entwickelten Misfit ist. Der

Gradient in Komponenten ist

(VfE(l’))l = @E(:c]) = ai(—ijUj + ixkAleZl) = —bj<5ij + §Ak181(a:kxl)
1 1 1 1
= —bi + S Ardirt + S Apdary = —bi + S Auri + STk Ak
2 2 2 2
1 1 1 1
= —bi+ §Ailxl + §Aik¢xk =—bi+ §Ail$l + §Ailxl

= —bi + Ail.’lil
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Dabei wurde in Zeile 3 verwendet, dass A symmetrisch ist (Ag; = A;) und doppelte

Indizes umbenannt werden dirfen (k — ).
V:E(T) = —b+ AZ = —g (4.21)

Um das Minimum von F zu finden, kann die Nullstelle des Gradienten berechnet werden
(ZNewton = A‘lg). Dieses Ergebnis ist bereits aus Gleichung 4.13 bekannt. Z'newton zeigt di-
rekt auf das Minimum (Newton-Richtung), erfordert bei optimaler Wahl der Schrittweite
also keine Iterationen. Es muss jedoch die Inverse A~! bestimmt werden. Das Gradienten-
verfahren umgeht dieses Problem, indem sich dem Minimum iterativ in Richtung VzFE(Z)

gendhert wird. Das Schema lautet

mit der Schrittweite «;. Ty wird zu Beginn beliebig gewéahlt.

Die Bestimmung der Schrittweite a; stellt ein eigenes Teilproblem dar, dem ein eigenes
Kapitel (4.6) gewidmet ist. Fiir exakt quadratische Zielfunktionen ldsst sich die optimale
Schrittweite leicht analytisch ausdriicken (ezakte Liniensuche). Dazu wird das Minimum

von E(Z + «ag) in Richtung § = —VzE(Z) beztglich a gesucht.

. 1
E(T+ag) = —b"(T + ag) + 5(F + ag) AT + ag)

- 1 - 1 1
=—bT7+ §fTA:E‘—bTag'+ io@TA(:EHL ag) + ioai’TAg

E

~
8y

)
= B(@) + ~a(GTAT + a§TAG+ 2TAG) — ab "

— DN =

= B(Z) 4+ =a*§TAG+ aZTAF — abT§

2
- Loor s =T T\ =
:E(x)+§ag Ag—i—oz(x A—b )g
~—_——
(Az-5)" =—g

1
= B(#) + 30’57 A7 - a5
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Hier wurde §7AZ = g;Ajjx; = xjA;9; = 1T Ag und (fTA — I;T) =z;A; — b
T
= Az — b= (A.f - E) verwendet.

E — —
L, 0E@+ag) _ agTAG— GTG =0 (4.23)
Oa
=T =
9i i
=~ 4.24
7TAG (4.24)

Damit lasst sich zeigen, dass aufeinander folgende Gradienten senkrecht aufeinander ste-

hen.
ST = 4. - ' - . = ' - -
giT9i+1 2! —giT(b — A$i+1) 2 —giT<b - A(iﬁz‘ + Oéigi))
= g7 (b — AT, — ;AG) = g (AT - b) + ;A" ;
4.21 ST S - - 4.24 - -
= GG + ugn Ag; =0 =3 Lgin

Dies ist ein anschaulicher Grund fiir die méige Konvergenzgeschwindigkeit. Analysiert
man das vorliegende Verfahren, so stellt man fest, dass in der ¢-ten Iteration lediglich
nach der Schrittweite «; optimiert wird und die vorhergehenden Abstiegsrichtungen g

und Schrittweiten oy mit k < i als gegeben angesehen werden.

Eigenschaften der konjugierten Gradienten Der Ansatz zum Auffinden der konjugier-
ten Gradienten besteht darin, die optimalen Schrittléingen «; gleichzeitig, d.h. im Riick-
blick auf eine Folge von Iterationen, zu suchen. Dazu betrachte man eine Folge von N

Schritten noch unbekannter Richtungen p; gemafl des Abstiegsschemas

N
T =Zo+ Py + oap1 + ... + anPn = To+ Y oy
i=0

Zu dieser Schrittfolge werden nun die einzelnen optimalen Schrittlingen gesucht.

N T
. 1
E (fo +5 :oziﬁZ) 120 _pT (fo + Zaiﬁ,) +5 (fo + Zaiﬁi) A (fo + Zoz,-ﬁ})
’L:O (A 1 3

- - 1 1 r
— 573~ TS aipi + ] A+ 5 (Sai) A (Saifh) + 7 Ao

421 pro,  lop . 1 AT " 7 .
= —b $0+§$o A$0+§ Yaipi | A\ Zaipi ) — G | Xaup;
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N
=0
8&j

7

1 T 1 T
= —goT <2Z]5Zj]5;) + 3 (%]5”]7@> A <2Z]OZZ]5;> + 3 (Eozzﬁ;> A <§Z]5”]5;>

T g " 1 N\
= —Go 7 + ipjTA (%30@}9@) + 5 (%}%2%) Apj (4.26)

T
= —@5+ (Soi) Ap =0

Dies stellt ein Gleichungssystem mit j = 1,..., N Gleichungen dar. Es ist leicht zu 16-
sen, wenn pif Ap; = 0 fiir alle ¢ # j. Mathematisch sind damit alle Abstiegsrichtungen

paarweise zueinander A-orthogonal (A-konjugiert).

Die Bestimmung der optimalen Schrittweiten findet analog zur Ausfithrung in Gleichung

4.26 statt. Nun, wie bereits aus Gleichung 4.23 bekannt, ausgehend von E(¥; + a;p;)

OE(Z; + a,p; ST ST 4o
OB(&: T ai) _ —3'P; + cip Ap; = 0 (4.27)
80@
i

" g Ap;

(4.28)

Die A-Orthogonalitdt der p impliziert eine lineare Unabhéngigkeit, was bedeutet, dass
das Verfahren nach hochstens M Schritten abbricht, wobei M die Dimension des Modells
ist (pe RM ¥ € RM). Anhand von zwei Dimensionen kann bereits gesehen werden, dass

damit ein deutlich verbessertes Konvergenzverhalten einhergeht.

Die Bestimmung der Schrittweite «; in der Iteration j erfordert die Kenntnis der konju-

gierten Richtung pj. Fiir deren Berechnung macht man den rekursiven Ansatz
Piv1 = Gi1 + Bip; mit Gy = —VzE(Zy) = b— A%, (4.29)

Per Konstruktion basiert jeder konjugierte Gradient p;,; auf dem Gradient im derzeitigen
Punkt Z; 1, der um den skalierten konjugierten Gradient aus vorhergehender Iteration 3;p;

modifiziert wird. Die §; werden stets so gewéhlt, dass p;11 zu p; A-orthogonal ist.

T g 429 . .
L LAD E (G + i) T AP =0
_9412114?

FR __
B T
(2

(Fletcher-Reeves) (4.30)

Der Ansatz stellt lediglich die A-Orthogonalitdt von aufeinander folgenden Richtungen p
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sicher. Eleganter Weise kann jedoch gezeigt werden, dass das nach Gleichung 4.30 gewéhlte

B; dazu fithrt, dass alle p’ paarweise A-konjugiert sind, wie es gefordert wurde.

Zusammenfassend sei das Verfahren der konjugierten Gradienten zur Losung von linearen
Gleichungssystemen Ax = b und Minimierung von quadratischen Funktionen F(Z) in M

Dimensionen aufgefiihrt.

1. Wiéhle Startpunkt .

2. Berechne reinen Gradienten in 7y als erste Abstiegsrichtung (Gleichung 4.29).

Po = —o = —VzE(i) = b — AT,

3. Tterative Modellverbesserung entlang des konjugierten Gradienten p; mit Schritt-

weite.
Tig1 125 Ti + o, p; (Abstiegsschema)
=T =
4.28 9; Pi (S . .
= chrittweite)
P Api
G 2 b— AT, (reiner Gradient)
D1 2 G + BERp; (konjugierter Gradient)

ST A =T
BFR 4.30 _gz’+1A i
P

— (Konjugation des Gradienten)
piTApi

4.5.3.2. Erweiterung der konjugierten Gradienten auf nichtlineare Funktionen

Das vorhergehend beschriebene Verfahren ist zur Minimierung von Funktionen E(Z) giil-
tig, die exakt quadratisch in Z sind. Die fiir die Wellenforminversion relevante Misfit
Funktion S(ni) wurde bis zweiter Ordnung in Am entwickelt und besitzt daher in der Um-
gebung des Entwicklungspunktes ndherungsweise die quadratische Form (vgl. Gl. 4.19) auf
der die konjugierten Gradienten basieren. Fiir die Anwendung auf allgemeine nichtlineare

Zielfunktionen sind zwei Modifikationen notwendig.

Die Suche nach der optimalen Schrittweite a, welche die Zielfunktion S(m) entlang der

Abstiegsrichtung p minimiert, kann nicht mehr analytisch durch eine exakte Liniensuche
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erfolgen. An ihre Stelle tritt eine inezakte Liniensuche, die das Minimum von S(m) entlang
p annahert. Dieses Thema wird ausfiihrlich in Kapitel 4.6 behandelt. Die zweite Anderung
betrifft den Gradienten ¢, fiir den die analytischen Ausdriicke nicht gelten. Er wird direkt
durch den Gradienten V;S(m) ersetzt (beispielsweise als Resultat aus der adjoint state

Methode).

Des Weiteren existieren verschiedene Varianten zur Konjugation, die angewendet auf den
quadratischen Fall aquivalent sind. Neben der fiir quadratische Zielfunktionen hergelei-
teten Form nach Fletcher-Reeves hat sich die Formel nach Polak-Ribiere speziell fiir den
nichtlinearen Fall als besonders praktikabel herausgestellt. Numerische Experimente ha-
ben gezeigt, dass die Wahl von 8 nach Polak-Ribiére robuster ist und schnellere Konver-
genz aufweist (Nocedal and Wright, 2006).

Vi S (i) (Vi S (i) — VS (1))

prt = VS () TV .8 (1750) (4.31)

BPR alleine stellt noch nicht sicher, dass p eine Abstiegsrichtung ist. Hierzu ist es erfor-
derlich BF™* nach
BPRT — max {0} (4.32)

zu wihlen. Falls f7% < 0 wird 57 %" damit auf 0 gesetzt, was einem Neustart des konju-
gierten Gradientenverfahrens entspricht, d.h. in dieser Iteration wird der reine Gradient

als Abstiegsrichtung verwendet.

Generell ist das Auffinden des globalen Minimums einer allgemeinen Zielfunktionen eine
grofere Herausforderung. Im Gegensatz zur quadratischen Form kénnen lokale Minima
auftreten, wobei das Verfahren nicht sicherstellen kann, dass es ins globale Minimum

konvergiert.

Damit lautet das Verfahren der konjugierten Gradienten fiir nichtlineare Zielfunktionen
(hier in der Notation des Modells 7 und der Zielfunktion des Misfits S(m)):

1. Wahle Startmodell mg.

2. Berechne reinen Gradienten in mg als erste Abstiegsrichtung.

Po = — VS (o)
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3. ITterative Modellverbesserung entlang des konjugierten Gradienten p; mit Schritt-

weite.
S 425 . S .
Mit1 = My + q;p; (Abstiegsschema)
Q; (inexakte Liniensuche, s. Kapitel 4.6)
VS (i) (adjoint state Methode s. Kapitel 4.5.2)
Pt 2 VS (i) + BrR*p;  (konjugierter Gradient)
BPRH 2 max {8}, 0} (Konjugation des Gradienten)

(Shewchuk et al., 1994)

4.5.4. Prakonditionierung des Gradienten

Da der Gradient VzS(m) der Zielfunktion S beziiglich der Modellparameter 7 auch als
MaB der Sensitivitit gesehen werden kann mit dem der Misfit S auf die Anderung von
einzelnen Modellparameter reagiert, ist es direkt ersichtlich, dass der Wert dieses Gradien-
ten S in den direkten Umgebungen der Quelllokationen héher ist als im iibrigen Modell.
Die Energie der Wellen ist an dieser Stelle auf einen sehr kleinen Raum konzentriert,
wodurch hier ein Grofiteil der Energie durch Modellperturbationen gestort wird. Diese
Eigenschaft duflert sich in Inversionsergbnissen durch sogenannte Quellartefakte. Diese
haben zwar wie beschrieben einen physikalisch begriindeten Ursprung, doch sind in der
Anwendung die Quellen oftmals durch hohe Werte im Modell sichtbar, was geologisch

nicht nachvollziehbar ist.

Eine Gegenmafinahme ist die Modifikation des Gradienten VzS(ni) bzw. allgemein der
Abstiegsrichtung p; durch eine Priakonditionierung. Ein empirischer Ansatz zur Konstruk-
tion dieser Préakonditionierungsmatrix P ist die Verwendung eines Quelltapers. Hier wird
der Gradient im Bereich der Quellpositionen sanft auf 0 gesetzt. Fiir marine Datensétze
ist der Quelltaper meist obsolet, da die Quellpositionen im Meer liegen. Die Materialpara-
meter des Wassers sind meist bekannt und werden bereits im Startmodell angesetzt. Um
Modellupdates hier zu verhindern kann ein Taper verwendet werden, der den Gradient

auf 0 setzt, womit die Quellpositionen eingeschlossen sind.
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4.5. Abstiegsrichtung

Eine physikalisch motivierte Methode der Priakonditionierung nach Shin et al. (2001) ist
als weitere konvergenzverbessernde Mafinahme des Gradientenverfahrens an der Grenze
zu den Quasi Newton Verfahren zu sehen, da sie Informationen der Hessematrix ver-
wendet. Sie basiert auf der Annahme, dass die Diagonalelemente einer approximierten
Hessematrix H, diese approximierte Hessematrix H, in der Néahe des globalen Minimums
des Misfits S gut nahert. Damit stellt die inverse Diagonale der approximierten Hessema-
trix ein geeigneter Prakonditionierer P dar. Es kann gezeigt werden, dass P die Skalie-
rung des Gradienten ,normalisiert”, d.h. Quellartefakte werden reduziert. Weiterhin sind
die Diagonalelemente stark vom geometrischen Ausbreitungsverlust beeinflusst, was hilft
den Gradienten besser zu skalieren und das Modellupdate in groflem Quelle-Empfénger-

Abstand zu verstarken.

Die Herleitung der approximierten Hessematrix H, kann in wenigen Zeilen nachvollzogen
werden. Die Hessematrix enthalt die zweiten partiellen Ableitungen des Misfits S nach den
Modellparametern m (Hg,q7(nt) = &fjgmj). Mit der Definition des Misfits aus Gleichung

4.2 gilt fiir Hg z(m) (d: observierte Daten, @: synthetische Daten)

Hon() = 5 (33w ) = o (- Xt -w) gt ) ass)

om;Om; \ 2 i om;
N Ou; Ouy 0y
— — d— ) ——— 4.34
;ami om; ;< L~ w) om,;0m,; (4.34)
H, R

Die Inverse einer Diagonalmatrix berechnet sich durch die Inversion der einzelnen Diago-
nalelemente. Randbereiche im Modell mit geringer Strahlabdeckung fiihren zu sehr kleinen
Eintrégen, die in H, ! dann sehr groff werden und das Modellupdate hier extrem verstér-
ken. Darum schldgt Shin et al. (2001) vor die Inversion von H, durch Verwendung eines
Déampfungsfaktors (waterlevel) x zu stabilisieren. Schliefllich folgt fiir das Iterationssche-

ma mit prakonditioniertem Gradienten (qy: Schrittweite):

mi_H = mz + Oliﬁ; = ﬁ% + a; (dlag (Ha,i) + X]l)_l VmS(T?LZ) (435)

P;

Stehen mehrere Schiisse zur Verfiigung, so wird der Gradient und der Prakonditionierer
fiir jeden Schuss getrennt berechnet. Es besteht dann die Moglichkeit Gradient und Pra-
konditionierer fiir jeden Schuss separat aufzusummieren und die Summe von P auf die

Summe des Gradienten anzuwenden (Prakonditionierung per Summe) oder aber den Pré-
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konditionierer direkt auf den Gradienten jedes Schusses anzuwenden (Prékonditionierung
per Schuss) (siehe dazu das Ablaufdiagramm in Abbildung 4.8).

4.5.5. Newton und Quasi Newton Verfahren

Werden die inverse Hesse-Matrix H ! und der Gradient fiir die Modellverbesserung ver-
wendet, spricht man von Newton Verfahren. Zu deren Anwendung miissen alle w
partiellen Ableitungen 2. Ordnung berechnet, sowie die Inverse von H bestimmt werden,
was in der Praxis der FWI aufgrund der Vielzahl an Modellparameter zur Zeit kaum
realisierbar ist. Vorteilhaft ist die lokal quadratische Konvergenzgeschwindigkeit, d.h. die

Anzahl der genauen Dezimalstellen verdoppelt sich bei jeder Iteration.

Neben der reinen Gradientenmethode stellen die Quasi Newton Verfahren eine Alternative
dar, welche auf dem Konzept des Newton Verfahrens basieren. Hierbei wird die Hessema-
trix (direkte Quasi Newton Verfahren) oder unmittelbar die inverse Hessematrix (inverse
Quasi Newton Verfahren) approximiert. Trotz deutlich geringerem Aufwand liegt meist

eine lokal superlineare Konvergenz vor.

Idee der Quasi Newton Verfahren ist die explizite Berechnung der Hesse-Matrix Hg z (1;)
durch ein iteratives Verfahren zu ersetzen, bei dem Matrizen M; berechnet werden fiir die
gilt, dass der Ubergang von M; zu M, einfach ist und M; H s.m(m;) approximiert. Weitere

Forderungen sind: M; positiv definit (Extremum von S ist Minimum) und symmetrisch.

Zur Konstruktion des Quasi Newton Verfahrens wird aus Gleichung 4.13 ein Ausdruck fiir
den Gradienten von S im Modell m; und im néchsten Iterationsschritt 7m;,; gewonnen.

Dabei gllt Aﬁ‘ll =m — T?ll bzw. Ami+1 =m — Tﬁiﬂ.

Vi S(mi) = —Hg (1) (M — ;) (4.36)
ViaS(Miv1) = —Hgm (M) (M — 1hi41) (4.37)

Die Differenz der aufeinander folgenden Gradienten ergibt:
Vi S(mis1) — VS () = —Hg s (M) (M — M) + Hem (7)) (M — my) (4.38)

Es wird nun angenommen, dass die Hessematrix an der Stelle m; und m;,; ungefahr
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4.5. Abstiegsrichtung

gleich sind. Diese Naherung zeichnet das Quasi Newton Verfahren gegeniiber dem Newton
Verfahren aus und fithrt auf die Sekanten oder Quasi Newton Gleichung (QNG).

Die Bezeichnung als Sekantengleichung kann iiber eine Analogie zum Differenzenquotien-
ten eingesehen werden. Die zweite Ableitung wird aus einer Sekante an die erste Ableitung

bestimmt.

Vi S(mis1) — ViaS(my;)

miy1 — My

(4.40)

Hg i (Mis1) =

Die Losung der QNG ist nicht eindeutig und positive Definitheit ist nicht sichergestellt,

was erfiillt sein muss, damit das Extremum der Zielfunktion ein Minimum darstellt.

Es existieren verschiedene Methoden Losungen der QNG zu bestimmen. Das Verfahren
nach Davidon-Fletcher-Powell (DFP, 1959), war die erste verallgemeinerte Quasi New-
ton Losung fiir mehrdimensionale Probleme. Sie symmetrische Rang-1-Methode (SR1)
stellt Eindeutigkeit aber keine positive Definitheit sicher. Die Broyden-Fletcher-Goldfarb-
Shanno-Methode (BFGS) (s. Kapitel 4.5.7) beinhaltet die SR1, fiithrt auf positiv definite
Matrizen und hat DFP-Verfahren weitgehend ersetzt. Die Erweiterung L-BFGS (L: low
memory) hat einen reduzierten Speicherbedarf und eignet sich besonders fiir die Anwen-
dung in der FWIL.

4.5.6. Interpretation der Newton Richtung

Im Iterationsschema aus Gleichung 4.14 wird der negative Gradient —V5(mi;), welcher in
Richtung des steilsten Abstiegs der Misfitfunktion zeigt, sowie die Hessematrix Hg(11;)
verwendet, die alle partiellen Ableitungen 2. Ordnung der Misfitfunktion S nach allen Mo-
dellparametern m an der Stelle m,; enthélt. Diese beschreibt die Kriimmungseigenschaften
von S. Nachfolgend soll anhand eines Beispiels gezeigt werden, dass die Verwendung der

Hessematrix im Vergleich zum reinen Gradienten zu schnellerer Konvergenz fiihrt.

Betrachtet wird eine quadratische Misfitfunktion S in zwei Dimensionen, d.h. das Modell
ist zweidimensional. Eine solche Funktion, allerdings mit n-dimensionalem Modell, kann

man sich als lokale Approximation an S vorstellen, welche in Kapitel 4.4 ebenfalls bis

zweiter Ordnung entwickelt wurde. Hier wird ein Ellipsoid S(m) = —\/ ( —m m—%) c?

a? b2
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verwendet, das fiir a = 5,b = 2,¢c =1 in Abbildung 4.4 dargestellt ist.

‘ quadratischer Misfit
— Newtonrichtung —
— Gradientenrichtung

Abbildung 4.4.: Vergleich zwischen Gradienten- und Newtonrichtung am Beispiel einer
quadratischen (ellipsoidalen) Misfitfunktion in zwei Modellparameter m;
und meg, eingezeichnet in die Projektionsflache der Hohenlinien. Die New-
ton Richtung (griner Pfeil) weist in Richtung des Minimums, wéahrend
dies vom negativen Gradient (roter Pfeil) verfehlt wird.

Wird die Modellverbesserung iiber den Gradienten (Gradienten oder steepest descent Me-
thode) erzielt (roter Pfeil), so kann das Minimum nicht in einem Schritt erreicht werden.
Wird hingegen die Newton Richtung (griiner Pfeil) mit den zusédtzlichen Informationen
der Hessematrix verwendet, so kann das Minimum bei geeigneter Wahl der Schrittweite

in nur einer Iteration erreicht werden.

4.5.7. BFGS-Verfahren

Ziel ist es eine iterative Rechenvorschrift fiir die Ermittlung der approximierten Hessema-
trix M auf Grundlage der QNG (Gl. 4.39) zu finden. Dies wird durch zwei Modifikationen

erreicht, welche dafiir sorgen, dass M positiv definit und eindeutig ist.
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4.5. Abstiegsrichtung

Fiir eine kompakte Schreibweise definiert man:

Ji = ViaS(Mii1) — Vi S(n) (4.42)

Womit sich die QNG (GI. 4.39) schreibt als:

Ui = M1 S, (4.43)
Die erste Modifikation lautet:
; (Mi5)(M;s))"
M, == M; — - * 4.44
SiTMZ'SZ' ( )

Damit ist M; symmetrisch und zumindest positiv semidefinit, wenn M; bereits symme-
trisch und positiv definit ist. Als Startmatrix M, muss daher eine positiv definite sym-
metrische Matrix gewéhlt werden, z.B. eine skalierte Einheitsmatrix Ay = 1. Mit dieser
Modifikation allein erfiillt M; die QNG noch nicht, denn es gilt:

Vi L (MS)(M;5)T
M = Mis; — =g =5 4.45
° ° SiTMiSi ° ( )
1
= s (67 Mis)MS — (M) (M;5)"5:] (4.46)
Si AVL;Sq
1
= oz |G Mis)Mis — MisisT MI'5] = 0 (4.47)
S M;S;

Hierbei wurde (M;5;)T = 7 M und M} = M;, da M; symmetrisch, verwendet.

Der Rang der Modifikation ist durch den Zahler gegeben. Er hat die Form (@a”);;, wodurch

sich schreiben lasst:

a1y ... a1Qp aq aq

L o201 ... A20n (05} asg
(aaT)ij = a;a; = ‘ . =la| |, - an| (4.48)

anpa1 ... QpQy (07 an,

Alle Spaltenvektoren sind Linearkombinationen von §, weshalb gilt

rang ((M;5;) (M;5)") =1 (4.49)
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Damit bezeichnet man 4.44 als symmetrische Rang-1-Modifikation.

Durch eine zweite Rang-1-Modifikation wird die positiv definite Matrix erhalten und dafiir

gesorgt, dass die QNG eindeutig gelost wird.

My = M;+uzZ" soll die QNG 16sen (4.50)
M;.15; = M5, +uZ 275, = i, (4.51)
——
=0
1
— erfullt fiir: Z = 1; und U= =5 (4.52)
Yi Si

Schliellich folgt die BFGS Iterationsformel.

(M;5)(M;5)" gig”
ST M;s; viL's;

Die Summe zweier Rang-1 Matrizen ist in der Regel vom Rang 2, weshalb man von einer
Rang-2-Modifikation spricht.

4.6. Bestimmung der Schrittweite - Liniensuche

Wie in obigem Beispiel zu sehen, wird die Qualitit eines Optimierungsverfahrens neben
der Abstiegsrichtung p;, welche im Kontext der FWI der Modellverbesserung Amni; ent-

spricht, von der geeigneten Wahl einer Schrittlinge a; bestimmt.

Tﬁi—i—l = ﬁiz + CXZAmZ = 77_7',1 + Oliﬁ;; mit Q; € R+ (454)

Die Liniensuche hat das Ziel eine geeignete Schrittweite «; fiir eine Modellverbesserung
entlang der gewédhlten Abstiegsrichtung p; fiir jede Iteration i zu finden. Fiir die folgenden
Betrachtungen ist es hilfreich den Misfitverlauf fiir das fest gewéahlte p; als Funktion von «;
mit F(«;) = S(m; + «;p;) zu beschreiben. Ein prinzipieller Verlauf von F(«a;) mit seinen
charakteristischen Stellen, wie lokale Minima und globales Minimum, ist in Abbildung
4.3 dargestellt. Hilfreich ist der Bezug zu Abbildung 4.4 oder 4.2, wo ein beispielhafter
Misfit tiber zwei Modellparameter dargestellt ist. Die Kurve von F(a;) ergibt sich als
(senkrechter) Schnitt in Richtung des Abstiegs.
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Fiir die Liniensuche stehen zwei Strategien zur Wahl. Die exakte Liniensuche ist theo-
retischer Natur und hat das Ziel das globale Minimum von F(«;) durch das Lésen von
‘;—Z = 0 zu finden. In den meisten Anwendungen ist die Berechnung der exakten Schritt-
weite jedoch zu aufwendig. Eine praktikable Alternative bietet die inexakte Liniensuche.
Sie besteht aus zwei Phasen. Zuerst wird ein akzeptables Schrittweitenintervall bestimmt.
Dies erfolgt durch die Berechnung des Misfits fiir Testschrittweiten bis dieser spezifische
Anforderungen erfiillt. Anschlielend wird durch Interpolation innerhalb dieses Intervalls

eine optimale Schrittweite gesucht.

Nachfolgend wird die Armijo und Powell Wolfe Regel vorgestellt. Sie stellen eine von vielen
Méglichkeit dar, um akzeptable Schrittweiten zu finden. (Nocedal and Wright, 2006)

4.6.1. Armijo Regel

Die Einhaltung der Armijo Regel soll einen hinreichenden Abstieg garantieren. Fiir ein
fest gewdahltes ¢; € (0,1) ist a; € (0,1) so zu wéhlen, dass gilt: (Nocedal and Wright,
2006)

S(m; + agps) < S(m) + 1, VS (m) ! p; (4.55)

& Fla;) < F(0) 4+ o F'(0) (4.56)
Hier lohnt ein Blick auf das Beispiel aus Kapitel 4.5.6 mit dem Gradienten als Abstiegs-
richtung p (roter Pfeil in Abbildung 4.4). F(«;) ergibt den Misfit, wenn ein Schritt der
Lange «; in Richtung p; vollzogen wird (Abbildung 4.3). F'(«;) ist die Wertanderung von
F(a) in a;. Da ¢; und «; zwischen 0 und 1 liegt, verlduft c¢;a;F7(0) flacher als F7(0). Die
Armijo Regel besagt, dass «; so gewahlt werden muss, damit der Funktionswert unterhalb
der abgeflachten Tangente liegt, womit sichergestellt wird, dass bei groflen Schrittweiten

auch hohe Misfitreduzierungen erzielt werden (vgl. Abbildung 4.5).

4.6.2. Powell Wolfe Regeln

Zur Verhinderung sehr kleiner (ineffizienter) Schrittweiten wurden die (strenge) Powell

Wolfe Regeln eingefiihrt. Sie wiederholen die Armijo Regel (jedoch mit ¢; € (0,1)) und
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sind damit vollstandig. (Nocedal and Wright, 2006)

E
5 &,
& 2 F/(0)
............. i o A O
Q; Q;

Abbildung 4.5.: Veranschaulichung der Abbildung 4.6.: Dargestellt ist der Mis-

Armijo Regel, die ein hinreichender Ab- fitverlauf und dessen Ableitung, auf die
stieg sicherstellt. Der Bereich akzepta- sich die Krimmungsbedingung der Po-
bler Schrittweiten ist blau gepunktet well Wolfe Regel bezieht, um ineffiziente
dargestellt. Schrittweiten zu verhindern. Das griine

Schrittweitenintervall gentigt beiden Po-
well Wolfe Regeln.

4.6.2.1. Powell Wolfe Regel

Fiir ein vorgegebenes ¢; € (0, 3) und ¢; € [¢1, 1) ist a; > 0 zu wihlen, damit gilt:

VS(m + oziﬁi)Tﬁi > CQVS(Tﬁ)Tﬁi (4.57)

& F'(ay) > coF'(0) (4.58)

Die Kriimmungsbedingung besagt, dass die Steigung von F in «a; grofler sein muss als die
um ¢, abgeflachte Steigung in a; = 0 (s. Abbildung 4.6). Dies ist sinnvoll, denn wenn

die Steigung sehr klein wird, ist dies ein Hinweis, dass durch leichtes Vergroflern der

Schrittweite eine signifikante Verkleinerung des Misfits erzielt werden kann.
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4.6.2.2. Strenge Powell Wolfe Regel

Fiir ein vorgegebenes ¢; € (0, 3) und ¢, € [c1, 1) ist a; > 0 zu wihlen, damit gilt:

IVS( + i) | > =2V S(m) i (4.59)
& |F(q)| > = F'(0) (4.60)

Hier wird die Wahl von «; zusétzlich nach oben bis zu einem maximalen Anstieg von F”

eingeschrankt.

Die Wolfe Bedingungen eignen sich besonders in Kombination mit dem BFGS-Verfahren
(s. Kapitel 4.5.7), das die Hessematrix H; approximiert. Denn die Einhaltung der 2. Wolfe
Bedingung impliziert, dass H;y; positiv definit ist, wenn es H; ist, was fiir das BFGS

Update notwendig ist.

Fiir Newton und Quasi Newton Verfahren schlagen Nocedal and Wright (2006) ¢; = 107

und ¢y = 0.9 vor.

4.6.3. Parabolische Interpolation

Die parabolische Interpolation stellt eine einfache Realisierung fiir die zweite Phase der
inexakten Liniensuchen dar. Hierbei wird mit drei Testschrittweiten und deren Misfits
eine Parabel interpoliert. Als erster Stiitzpunkt kann eine Schrittweite mit Wert 0 dienen.
Damit kann eine Berechnung des Misfits und Forwéartsmodellierung eingespart werden,
da der Misfit hierzu bereits bekannt ist. Die finale Schrittweite a; i, ergibt sich aus dem
Minimum der Parabel (s. Abbildung 4.7).

An dieser Stelle entstehen viele Probleme auf die es keine optimalen Losungen gibt. Es
muss dann in der jeweiligen Anwendung abgewogen werden, wie aufwendig die Berech-
nung des Misfits fiir Testschrittweiten ist. Denn davon héngt ab, ob es sich lohnt die
parabolische Schrittweitensuche selbst iterativ durchzufithren, um einem Minimum na-
her zu kommen oder ob weitere Modellverbesserungen erst nach einer Neuberechnung
der Abstiegsrichtung erfolgen soll. Auch kann ein berechnetes a; min auf die Powell Wolfe

Bedingungen iiberpriift werden. Auf jeden Fall ist eine Neuberechnung der Schrittweite
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Abbildung 4.7.: Bestimmung einer effizienten Schrittweite «; i, mithilfe einer paraboli-
schen Interpolation von drei Testschrittweiten o1, o2 und oy 3.

notwendig, wenn die Parabel nicht nach unten geoffnet ist.

4.7. Inversion des Quellsignals

Die exakte Kenntnis des Quellsignals, das zur Akquisition der Felddaten verwendet wur-
de, ist fundamental fiir korrekte Inversionsergebnisse. Denn dieses Signal wird bei der
Vorwartsrechnung zur Erzeugung der synthetischen Seismogramme verwendet. Der In-
versionsalgorithmus wird versuchen jedes Datenresiduum, egal ob die Ursache in einem
falschen Modell oder einer falschen Signalform liegt, in eine Modellverbesserung zu in-
terpretieren. Prinzipiell wurde fiir jede der 61 Schusssektionen das gleiche Quellsignal
verwendet, doch konnen technische Toleranzen bei der praktischen Durchfithrung der
Schiisse zu leicht unterschiedlichen Signalformen fithren. Aus diesem Grund ist es sinnvoll

jede Schusssektion nach dem Quellsignal zu invertieren.

Zur Auffindung eines Inversionsverfahrens betrachte man die Wellengleichung im Fre-

quenzraum.

—

T(w)i(w) = f(w) (4.61)

i(w) € CN bezeichnet das fouriertransformierte komplexwertige Wellenfeld. T'(w) € CV*¥
wird als Impedanzmatrix bezeichnet. f(w) € CV ist der Quellterm. (Pratt, 1999)
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Zunéchst wird der Minimierungsparameter x(w) € C eingefiihrt, dessen Bedeutung nicht

unmittelbar ersichtlich ist. Er beschreibt tiber

- -

fw) = k(W) fw) (4.62)

den Unterschied zwischen zwei Quellsignalen. Diese Signale erzeugen die Wellenfelder @ (w)

und ﬁ(w), was sich durch die Wellengleichung ausdriicken lésst.

—

T(w)i(w) = f(w) = k(W) f(w) (4.63)
T(w)u(w) = f(w) (4.64)

Nun ist man daran interessiert, wie x(w) die Wellenfelder beeinflusst. Hierzu wird Glei-

chung 4.64 mit x(w) multipliziert.

—

T(W)i(w)r(w) = fw)r(w) = fw) (4.65)
Ein Vergleich mit 4.63 und Multiplikation mit T'(w)™" zeigt:
u(w)r(w) = t(w) (4.66)

Die Wellenfelder dndern sich durch die Manipulation x(w) in gleicher Weise wie das Si-
gnal. Die Suche nach dem optimalen Quellsignal lasst sich nun als Minimierungsproblem
beschreiben.

min (cf(w) — ﬁ(w)) (4.67)

-

Gesucht ist £(w), sodass die Abweichung zwischen dem observierten Wellenfeld d(w) und
dem synthetisch modellierten Wellenfeld (w) minimal ist. Dieses optimale Wellenfeld
ii(w) folgt aus dem optimalen Quellsignal f (w). Zur Verfiigung steht aber die synthetische
Beobachtung u(w) aus f (w), die mittels Minimierungsparameter x(w) und Gleichung 4.66
an das optimale Wellenfeld (w) angepasst werden soll. Ist x(w) gefunden, so kann mit
(Eleichung 4.62 aus dem initial verwendeten Quellsignal f (w) das gesuchte optimale Signal

f(w) berechnet werden.

Als Misfit kann prinzipiell jedes Maf§ dienen, das den Abstand zwischen observierten und
synthetischen Daten quantifiziert. Die Verwendung der L2-Norm fiihrt auf die aus Kapitel
4.3.2 bekannte Methode der kleinsten Fehlerquadrate. Aufgrund der linearen Abhéngigkeit

von k(w) lasst sich so die Inversion in einem Schritt, ohne Iterationen, durchfiithren.
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4. Wellenforminversion

Die L2-Norm der komplexen Datenabweichung lasst sich mit den komplex konjugierten

Groflen, gekennzeichnet durch *, ausdriicken.

1 N % —* *
§ =5 2 [di(w) — ww)r(w)] [ (@) = u} (w)&" ()] (4.68)
=1
Das Minimum findet sich tiber die Nullstelle der Ableitung %. Zur Handhabung des
komplex konjugierten £*(w) in der Ableitung erfolgt eine Aufspaltung in Real- und Ima-
ginirteil (k = kT +ixl).
oS 9s okt 9SS ox'  0S 08

Ok OkE Ok + orl Ok ORE 28/{1 (4.69)

Ausmultiplizieren von Gleichung 4.68 und Trennung des Real- und Imaginéarteils von &

ergibt:
1 N
:2;mﬂ—¢@Qﬁ—mﬁ—£mQﬁ+mﬁ+m@Qﬁﬁ+nm) (4.70)
Nach Ausfithrung der Ableitung mit 4.69 und Nullsetzen

éﬁ ;Z( § = diu + 2" — i (idiuy — id}a; + 20 k") (4.71)

=1

= —dru; +uuis™ =0 (4.72)

—d u; + uu; kT — UK =
folgt schliellich das gesuchte k. Mit Gleichung 4.62 kann so das optimale Signal f (w)
berechnet werden.

k= (wu)) " uld; (4.73)

Dieses Ergebnis unterscheidet sich zu der in Pratt (1999) angegebenen um die komplexe

Konjugation.

Liegen die Wellenfelder CZ; @ und das initial verwendete Quellsignal f im Zeitbereich vor, so
konnen sie in den Frequenzraum transformiert werden, um x mit Gleichung 4.73 und das
gesuchte Signal mit Gleichung 4.62 zu bestimmen. Riicktransformation ergibt endgiiltig
f (t). Dies bedeutet auch, dass eine Vorwértsmodellierung ausreichend fur die Inversion

des Quellsignals ist.
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4.8. Inversionsschema

4.8. Inversionsschema
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Abbildung 4.8.: Ablaufdiagramm der Wellenforminversion.

A7



5. Beschreibung der Felddaten

Zur Durchfiihrung der Wellenforminversion werden reale Daten verwendet, welche in an-
onymisierter Form fiir wissenschaftliche Zwecke zur Verfiigung gestellt werden. Zweck der
Messkampagne war die 3-dimensionale Charakterisierung eines marinen Kohlenwasser-

stoffreservoirs, das hier jedoch nicht von Interesse ist.

5.1. Akquisitionsgeometrie

Insgesamt wurden 20 sogenannte ocean bottom cables (OBC) mit einer Lange von je 6000 m
parallel zueinander am Meeresgrund verlegt. Sie sind in regelméffigen Abstdnden mit 4-
Komponenten Sensoren (drei Geophone und ein Hydrophone) besetzt. Entlang jeder der
20 Empfangerketten finden sich 61 Schusspunkte 6 m unterhalb der Wasseroberflidche. Hier
wurden 36 Druckluftkanonen, angeordnet in einem ebenen 2D-Array von 15m auf 16 m,
zeitgleich geztindet. Da die Ausdehnung der Quellpunkte klein gegeniiber der betrachte-
ten Wellenldngen ist, wird jeder Schuss als einzelner Punkt idealisiert. Eine ausfiihrliche

Beschreibung zur seismischen Datenakquisition findet sich in Drijkoningen (2003).

Tabelle 5.1.: Ubersicht zu den Akquisitionsparameter der Felddaten

Parameter Wert
Aufzeichnungsdauer 6s
Abtastrate 2ms
Anzahl der Hydrophone 239
Lange des OBC 6000 m
Hydrophonabstand 25m
Abstand der Schusspunkte 200 m
Tiefe der Schusspunkte 6 m
Anzahl der Quellen 61
Synchronisationstoleranz der Einzelquellen 1.5ms
Luftdruck 138 bar +10 %
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5.1. Akquisitionsgeometrie

Als Rohdaten liegen lediglich die von den Hydrophonen aufgezeichneten zeitlichen Dif-
ferentiale des Drucks einer Empféngerkette mit 61 Schusssektionen vor. Aus technischen
Grinden sind die Hydrophone und Schusspunkte nicht exakt entlang einer Linie ausge-
richtet. Thre relativen Positionen sind in Abbildung 5.1 dargestellt. Die Abweichungen
von einer gemeinsamen Ebene sind verglichen mit den Wellenlangen gering. Daher wird
fiir die gesamte Inversion die Projektion der Positionen in die y-z Ebene verwendet, was
eine rein 2-dimensionale Betrachtung ermdglicht aber auch eine 3D-2D Transformation
der Felddaten notwendig macht (s. Kapitel 6.2).

’y\
ansl

eee2occr 0 Quelle
e Projizierte Quelle

oHydrophon
e Projiziertes Hydrophon
,\,‘
= 60 ]
i= 80 | i 1
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100 |- i
120 | | :
| -
140 | 8 \? 7
X OO ‘ N

] L o .
168 Cb% © o@g

12000
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\ 1 6000
2000 4000
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Abbildung 5.1.: Akquisitionsgeometrie der verwendeten Felddaten (relativ). In der Inver-
sion wird die Projektion in die y-z Ebene verwendet. Fiir jede der 61
Quellen liegt eine Seismogrammsektion mit 239 Spuren vor. Die Numme-
rierung der Quellen erfolgt mit ansteigenden z-Werten.
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5. Beschreibung der Felddaten

5.2. Frequenzgehalt

Ein wesentlicher Aspekt der Felddaten ist deren Frequenzgehalt. Hoch- und niederfre-
quente Anteile konnen in der Inversion Verwendung finden. Hohe Frequenzen erfahren
beziiglich dem Ausbreitungsweg eine starkere Dampfung als niedrige Frequenzen (vgl.
Kapitel 2.4). Folglich sinkt das Signal-Rausch Verhéltnis mit zunehmender Frequenz.

Andererseits steigt mit der Frequenz die Empfindlichkeit der Wellen auf kleinrdumige
A
929
Einfluss durch die Akquisitionsgeometrie besteht. Weiterhin wird die Inversion bei der

Kontraste im Medium. Das Auflésungsvermogen betriagt ca. 5, wobei eine wesentlicher
multiscale Methode (s. Kapitel 7.3) mit Frequenzbénder durchgefiihrt, deren Frequenzen

mit den Iterationsschritten zunehmen.

Ein weiterer Grund fiir eine obere Begrenzung der Frequenzen liegt in der Vorwartsrech-
nung mit Finiten Differenzen, die praktisch den gesamten Rechenaufwand darstellt. Mit
den minimalen simulierten Wellenlangen \,,;, sinkt der notwendige Gitterabstand, um
numerische Gitterdispersion zu unterdricken (vgl. Gl. 3.6), was den Rechenaufwand tg
auf einem zweidimensionalen Gitter im Verhéltnis tg ~ A2, erhoht.

Der normierte Frequenzgehalt von Schuss 8 ist in Abbildung 5.2 dargestellt. Abbildung

5.3 zeigt beispielhaft die Seismogrammsektionen von Schuss 8, 19 und 31.

1 T T T

0.5+

normierte Amplitude

0 1 1 1 1

0 50 100 150 200
Frequenz in Hz

Abbildung 5.2.: Normiertes Frequenzspektrum der Seismogrammsektion des 8. Schusses
(vgl. Abbildung 5.3).

20

250



5.2. Frequenzgehalt
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Abbildung 5.3.: Spurnormierte Seismogrammsektionen von Schuss 8, 19 und 31.
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5. Beschreibung der Felddaten

5.3. Gefiihrte Wellen

Das Auftreten von gefithrten Wellen ist typisch fiir seismische Messungen in flachen Ge-
wassern (Klein et al., 2005). Es ist daher interessant deren Existenz in einem slant-stack
(Langsamkeits-Frequenz-Spektrum) anhand der Felddaten zu zeigen und spéater mit den
synthetischen Seismogrammen der Inversion zu vergleichen. Aus Gleichung 2.23 geht her-
vor, dass die gefithrten Wellen sensitiv auf die Scherwellengeschwindigkeit des Meeresbo-
dens reagieren. In dieser Arbeit wird eine rein akustische Inversion durchgefiihrt (akus-
tische Vorwértsmodellierung und Inversion nach vp-Modell), d.h. die Ausbreitung von
Scherwellen, sowie jegliche Konversionen werden ignoriert. Aus diesem Grund ist nicht zu
erwarten, dass die Inversionsergebnisse die gefithrten Wellen in den Felddaten rekonstru-

ieren konnen.

Der slant-stack von Schusssektion 8 ist ein Abbildung 5.4 einzusehen. Es sind mehrere Mo-
den deutlich zu erkennen. Ein weiteres Merkmal der gefithrten Wellen ist die Konvergenz
der Dispersionsaste fiir hohe Frequenzen gegen die Kompressionswellengeschwindigkeit der
Wasserschicht, was aus Gleichung 2.23 abgeleitet werden kann. Die durch das Startmodell
und dem Taper auf 1520 77 festgelegte Geschwindigkeit entspricht einer Phasenlangsam-

keit von 6.58 x 107* £ und damit gut dem abzulesenden Wert.

3 x10~4
Az 6 T ==
g ’
Z 4y
3
[=Y0]
3
— 2t

0 H . . .

0 10 20 30 40 50

Frequenz in Hz

Abbildung 5.4.: Langsamkeits-Frequenz-Spektrum anhand der praprozessierten Felddaten
von Schusssektion 8.
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6. Praprozessierung

Bevor die Felddaten fiir die Inversion verwendet werden kénnen, miissen bestimmte Ma-
nipulationen vorgenommen werden. Dazu zdhlen die 3D-2D Transformation und die In-
terpolation. Daneben existieren eine Vielzahl an optionalen Eingriffen, meist mit dem Ziel
die Datenqualitit aufzubereiten. In diesen Bereich fallen Reduzierung des Rauschens, Fre-
quenzfilterung, und das Ausschneiden von Seismogrammteilen, auf was in dieser Arbeit

komplett verzichtet werden soll.

6.1. Qualitatskontrolle

Durch die Sichtung der Daten fiel im Zeit- sowie im Frequenzbereich auf, dass die Seismo-
gramme mit Spurnummer 11 in jeder Schusssektion ein deutlich erhohtes Rauschniveau
aufweisen. Dies ist vermutlich auf ein beschédigtes Hydrophon zuriickzufiihren. Aus die-
sem Grund wird die Spur 11 aus den Daten entfernt, womit sich die Anzahl der effektiven

Hydrophone von 240 auf 239 reduziert.

6.2. 3D-2D Transformation

Die Akquisition der Felddaten erfolgte durch ein Quellarray, das als idealisierte Punkt-
quelle im 3-dimensionalen Raum betrachtet wird. Die Anpassung der synthetischen an die
observierten Daten soll jedoch in zwei Dimensionen erfolgen, weshalb auch die Vorwérts-
rechnungen in nur zwei raumlichen Dimensionen durchgefiihrt werden. Im Vergleich zu
3-D Wellenfeldsimulationen kann der Rechenaufwand so um mehrere Groflenordnungen

reduziert werden.

Der Vergleich zweier Wellenfelder einer Punktquelle, von dem eines in drei Dimensio-
nen und das andere in zwei Dimensionen propagiert, zeigt, dass sie sich in Amplitude,
aufgrund der unterschiedlichen geometrischen Dampfung (vgl. Kapitel 2.4) und in Pha-

se unterscheiden. Identische Wellenfelder erhélt man durch Verwendung einer entlang
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6. Praprozessierung

der dritten Dimension (senkrecht zur Betrachtungsebene) unendlich ausgedehnten Lini-
enquelle. Um eine direkte 2-D Betrachtung von Felddaten zu ermoéglichen, muss demnach
eine Linienquelle in der Akquisition verwendet werden. Der hierfiir erforderliche Mehrauf-
wand ist allerdings nicht gerechtfertigt, denn mit sogenannten 3D-2D Transformationen
ist es moglich Amplitude und Phase der Felddaten unter bestimmten Annahmen so zu

manipulieren, dass sie einer Akquisition mit Linienquelle ndherungsweise entsprechen.

Es existieren verschiedene Transformationen, die sich aus spezifischen Annahmen beztig-
lich des Modells ergeben. Es wird zwischen Einzelspurtransformationen, die unabhéngig
auf die Spuren einer Schusssektion angewendet werden aber nur fiir bestimmte Wellenty-
pen (Reflexionen, Refraktionen, ...) gelten und Integraltransformationen, wo Seismogram-
me eines kompletten Profils benétigt werden, unterschieden. Weit verbreitet ist die Ein-
zelspurtransformation nach Pica et al. (1990). Hier werden die Daten mit v/ multipliziert
(t: Laufzeit), was den geometrischen Ausbreitungsverlust auf das 2-D Maf} korrigiert und
eine Faltung (Konvolution) mit % (entspricht Phasenverschiebung um 7) vorgenommen.

Diese Transformation ist eine Naherung fiir homogene Medien und reflektierte Wellen.

In dieser Arbeit wird die fiir homogene Medien und reflektierte Wellen exakt giiltige 3D-
2D Transformation F3p_op verwendet, die als Faltung auf jede Spur angewendet wird
(Forbriger et al., 2014). r ist der Quelle-Empfénger Abstand, ¢ die Laufzeit, vy = 1500

die Kompressionswellengeschwindigkeit in Wasser und © die Heaviside-Funktion.

Fap o — ——2 o) (6.1)

t(t+f—;‘v)

Die Auswirkungen der Transformation sind beispielhaft an drei Seismogrammen der Seis-

mogrammsektion 8 in Abbildung 6.1 gezeigt.

6.3. Interpolation der Felddaten

Die zeitliche Interpolation der Felddaten ist rein technischer Natur und hat keinen physi-
kalischen Hintergrund. Dabei wird die urspriingliche Abtastrate der Felddaten von 2ms
auf die der Simulation von 0.9ms gedndert. Dies ist notwendig, um beispielsweise den

Misfit zwischen Felddaten und synthetischen Seismogrammen berechnen zu koénnen.
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6.3. Interpolation der Felddaten
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Abbildung 6.1.: Effekt der 3D-2D Transformation auf Seismogramme der Schusssektion 8
der Felddaten.
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7. Wellenforminversion mit

Referenzeinstellungen

In diesem Kapitel werden alle Parameter und Einstellungen einer Wellenforminversion
aufgefithrt, die als Referenz fiir nachfolgende Untersuchungen gilt (s. Tabelle 7.1). Zudem
findet eine ausfiihrliche Diskussion des Inversionverlaufs und der Ergebnisse statt. Im

Anhang A.2 findet sich ein Video mit der Evolution der Inversionsergebnissen.

Die Intention der Referenzlosung besteht darin, mit moglichst geringem methodischen
Aufwand, wie der Verwendung des konjugierten Gradienten als Abstiegsrichtung und mi-
nimalem Praprozessieren, ein moglichst gutes Inversionsergebnis zu erzeugen. Im folgen-
den Abschnitt wird das Startmodell vorgestellt.

Tabelle 7.1.: Referenzeinstellungen der Wellenforminversion

Vorwirtssimulation
2-D finite Differenzen Losung der akustischen Wellengleichung im Zeitbereich

Genauigkeit (Zeit) zweite Ordnung

Genauigkeit (Raum) achte Ordnung

Gitterpunktabstand 5m

Zeitschritt 0.9 ms

Inversion

Zielfunktion L2-Norm

Inversionsparameter vp-Modell

Praprozessierung 3D-2D Transformation, Interpolation
Abstiegsrichtung prakonditionierter konjugierter Gradient

Prakonditionierung des Gradienten inverse Diagonale der approx. Hessematrix, Taper
Anwendung der Prakonditionierung per Summe des Gradienten
Schrittweitenbestimmung parabolische Interpolation

Inversion des Quellsignals pro Frequenzband

progressive Bandpassfilterung der Felddaten (multiscale)

keine Glattung des Gradienten
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7.1. Startmodell

7.1. Startmodell

Als vp-Startmodell dient das Ergebnis einer Laufzeittomographie des Untersuchungsge-

biets, welches zusammen mit den Felddaten bereitgestellt wurde. Das Dichtemodell wird

mithilfe der empirischen Relation nach Gardner (Gardner et al., 1974) aus dem vp-Modell

abgeleitet:

) kg m
p=3100vp% mit [p] = -t [vp] = " (7.1)

Des Weiteren sind die bathymetrischen Messdaten des betrachteten 2D-Tiefenschnitts
vorhanden. Fiir das Meerwasser wird eine Kompressionswellengeschwindigkeit von vp =
1520 % und eine Dichte von p = 1000 I% angesetzt. vp-Start- und Dichtemodell sind in
Abbildung 7.1 dargestellt.
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Abbildung 7.1.: vp-Startmodell und das daraus abgeleitete Dichtemodell.

7.2. Taper

Das Wissen iiber die Meerestiefe kann man tiber ein Taper in die Inversion einflieen

lassen. Der Taper ist ein Teil der Préakonditionierung des Gradienten. Dieser hat die Grofie

des Modells mit Werten zwischen 0 und 1 und wird mit dem finalen Gradienten jeder
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7. Wellenforminversion mit Referenzeinstellungen

[teration multipliziert. Dadurch werden effektiv jegliche Modellupdates in der Wassersaule

verhindert. Der verwendete Taper ist in Abbildung 7.2 einzusehen.
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Abbildung 7.2.: vp-Taper zur Unterdriickung von Modellupdates in der Wassersaule.

7.3. Mehrstufige Inversionsstrategie

Eine Moglichkeit die Nichtlinearitat der Misfitfunktion S(71) zu lindern, ist es fir glattere
S(m) zu sorgen. Dies fithrt zu einem Inversionsalgorithmus, der weniger anféllig dafir
ist von Nebenminima gefangen zu werden. Erreicht werden kann dies mit einer mehr-
stufigen Inversionsstrategie (multiscale strategy) (Bunks et al., 1995). Hierbei wird der
Frequenzgehalt des Quellsignals mit fortschreitenden Iterationen mithilfe eines Bandpas-
ses sukzessive erhoht. Zunédchst werden damit lediglich die langwelligen Anteile propagiert
und mit den ebenfalls gefilterten observierten Seismogrammen verglichen. Der Sprung in
die nachste Frequenzstufe erfolgt, wenn die Misfitdinderung relativ zur vorhergehenden
[teration einen definierten Wert unterschreitet und der betrachtete Frequenzgehalt somit
erschopfend behandelt wurde. Tabelle 7.2 fihrt die hier verwendeten 22 Stufen mit den

beiden Grenzfrequenzen fioy, und fuign sowie dem jeweiligen Abbruchkriterium Progg auf.

7.4. Beurteilungskriterien des Inversionserfolgs

Eine schnelle Bewertung des Inversionsverlaufs gewahrt die Entwicklung der Zielfunktion.
Sie zeigt, ob der Algorithmus in der Lage ist, aus Sicht der observierten Daten, bessere

Modelle zu erzeugen.
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7.4. Beurteilungskriterien des Inversionserfolgs

Tabelle 7.2.: Inversionsstufen der multiscale Strategie mit der sich progressiv erhohenden
oberen Grenzfrequenz fpin, der unteren Grenzfrequenz fi,, und dem Ab-
bruchkriterium Progg.

Stufe  flow fuign Progg | Stufe fiow fuign Progg
Hz Hz Hz Hz
1 2 4 0.01 12 2 15 0.01
2 2 5) 0.01 13 2 16 0.01
3 2 6 0.01 14 2 17 0.01
4 2 7 0.01 15 2 18 0.01
5 2 8 0.01 16 2 19 0.01
6 2 9 0.01 17 2 20 0.01
7 2 10 0.01 18 2 21 0.01
8 2 11 0.01 19 2 22 0.01
9 2 12 0.01 20 2 23 0.01
10 2 13 0.01 21 2 23 0.001
11 2 14 0.01 22 2 23 0.0001

Da die Zielfunktion die Differenz zwischen observierten und synthetischen Daten als Ska-
lar quantifiziert, ist es iiberaus hilfreich die exakte Herkunft der Abweichungen in den
Seismogrammen zu ergriinden. Hier wird sichtbar, ob es sich um Amplituden- oder Pha-
senfehler handelt.

In Kapitel 5.3 konnte die Existenz von gefithrten Wellen in den Felddaten gezeigt werden.
Ein slant-stack auf Basis der synthetischen Seismogramme des finalen vp-Modells wird
zeigen inwieweit die Moden der gefiihrten Wellen rekonstruiert werden konnen. Dies ist
nicht selbstverstéandlich, da sie sensitiv auf die Scherwellengeschwindigkeit des Meeresbo-

dens reagieren und eine rein akustische Inversion durchgefithrt wird.

Ein weiteres Kriterium bietet ein Vergleich der invertierten Quellsignale jedes Schusses.
Da stets das gleiche Quellsignal verwendet wurde, sollten sich die Signale weitestgehend

decken.

Anders als bei Inversionsexperimenten mit synthetisch erzeugten 'Felddaten’, ist das wah-
re vp-Modell bei der Realdatenanwendung nicht bekannt, was die Bewertung des Inversi-
onsergebnisses anhand des resultierenden Modells zunéchst unmoglich macht. Neben den

Felddaten selbst wurde auch ein Migrationsergebnis bereit gestellt. Dieses kann nicht als

29



7. Wellenforminversion mit Referenzeinstellungen

wahres Modell angesehen werden, was aber auch nicht erforderlich ist. Ubereinstimmende
Merkmale weisen stark auf tatsdchliche Inhomogenitaten hin, wenn solch grundséatzlich

verschiedene Methoden zu gleichen Resultaten fiihren.

7.5. Bewertung der Ergebnisse

Die Evolution des Misfits in Abbildung 7.3 zeigt einen fiir eine erfolgreiche Wellenfor-
minversion typischen Verlauf. Bis hin zu einer oberen Grenzfrequenz von 6 Hz (Iteration
48) fallt der Misfit kontinuierlich auf ein Minimum von ca. 0.1. Die zugehorigen Seis-
mogramme in Abbildung 7.4, beispielhaft fiir den 8. Schuss, machen deutlich, dass die

Datenanpassung sowohl in Phase als auch in Amplitude gelingt.
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Abbildung 7.3.: Entwicklung des Misfit der Referenzlésung iiber dem Iterationsschritt
(rot). Die senkrechten Linien kennzeichnen die Erhohung der oberen
Grenzfrequenz (4Hz - 23Hz) des Bandpassfilters, der vor jeder Iterati-
on auf die observierten Daten angewendet wird.

Mit fortschreitenden Iterationen kommt es bei jeder Erhohung des Frequenzgehalts zu ei-
nem Sprung im Misfit. Das ist ein normales Verhalten, denn mit jeder Frequenzstufe steigt
der Informationsgehalt, der dem Algorithmus zur Verfigung gestellt wird. Dieser benotigt
einige Iterationen das Model entsprechend anzupassen. Trotzdem ist zu beobachten, wie
der Misfit wieder deutlich ansteigt, was sich mit dem typischerweise schlechter werdenden
Signal-Rausch-Verhéltnis erklaren lasst. Das heifit der Rauschanteil am Signal der Feld-
daten nimmt mit der Frequenz zu. Rauschen kann von der Inversion weder erkannt noch

sinnvoll verarbeitet werden. Sehr wohl aber beeinflusst es das Inversionsergebnis und fithrt
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7.5. Bewertung der Ergebnisse

zu nicht anpassbaren Datenabweichungen. So ist bei optischem Vergleich der Seismogram-
me in Abbildung 7.4 von Iteration 90 zu Iteration 160 eine deutliche Verschlechterung zu
erkennen. Dass die Datenanpassung bei hohen Frequenzen schlechter ist als bei niedrigen,
bedeutet noch keine Verschlechterung des resultierenden vp-Modells. Hier steht der teil-
weise fehlgeschlagene Versuch der Datenanpassung der Tatsache gegentiber, die hoheren

Frequenzen bei der Misfitberechnung génzlich unbeachtet zu lassen.
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Abbildung 7.4.: Vergleich zwischen observierten und synthetischen Seismogrammen des 8.
Schusses fiir verschiedene Iterationen der Referenzlosung. Der zugehorige
Misfit und die Frequenzstufen konnen in Abbildung 7.3 abgelesen werden.

Das Langsamkeits-Frequenz-Spektrum der synthetischen Daten des finalen Modells (160.
Iteration) von Schusssektion 8 ist links in Abbildung 7.5 zu sehen. Zu beachten ist, dass
im Zusammenhang mit der multiscale Methode der Frequenzgehalt wahrend der Inver-
sion durch einen Bandpass begrenzt wird. Bei Iteration 160 wurde die maximale obere
Grenzfrequenz von 23 Hz erreicht. Dies ist auch der Grund fiir das im Vergleich zu den
Felddaten in Abbildung 5.4 abrupte Abreisen des Spektrums. Eine detaillierte Gegeniiber-
stellung ermoglicht der rechte Teil von Abbildung 7.5. Hier sind alle Anteile, die nur in
den Felddaten vorhanden sind griin und die Anteile, die nur in den synthetischen Daten

vorhanden sind violett dargestellt. Bereiche mit dhnlicher Intensitét sind als Graustufen
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7. Wellenforminversion mit Referenzeinstellungen

gekennzeichnet. Wie bereits erwahnt, ist nicht zu erwarten, dass das akustische Modell
die gefithrten Wellen rekonstruiert, da sie sensitiv auf die Scherwellengeschwindigkeit des
Meeresbodens reagieren. Entgegen dieser theoretischen Annahme kénnen die Moden bis

zur Schranke von 23 Hz grofitenteils von den Inversionsergebnissen rekonstruiert werden.
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Abbildung 7.5.: Langsamkeits-Frequenz-Spektrum anhand der synthetischen Seismo-
gramme des finalen Modells (160. Iteration) der Referenzlésung von
Schusssektion 8 (links) und Komposition dieses Spektrums mit dem der
praprozessierten Felddaten (vgl. Abbildung 5.4) (rechts). Das Spektrum
der Felddaten ist griin dargestellt, das der synthetischen Daten violett.
Bereiche mit dhnlicher Intensitéit sind als Graustufen gekennzeichnet.

Die Inversion der Quellsignale wird zu Beginn jeder Frequenzerhohung vorgenommen.
Mit der Annahme einer hohen Wiederholgenauigkeit der Schussausfithrung sollten sich
die invertierten Signale weitgehend decken. Hier muss jedoch beachtet werden, dass die
Quellinversion den gesamten Unterschied zwischen observierten und synthetischen Daten
durch ein optimiertes Signal versucht zu minimieren. Da ein Teil der Datenresiduen ihre
Ursache stets in einem falschen Modell haben, ist das invertierte Quellsignal fehlerbehaf-
tet. Dennoch kann Abbildung 7.6 weitgehend tibereinstimmende Signalformen entnommen

werden.
In Abbildung 7.7 sind verschiedene Modelle zur Beurteilung der Inversionsergebnisse auf-

gefiihrt. Ein Vergleich zwischen Startmodell a) und Inversionsergebnis b) zeigt, dass die

langwelligen Strukturen durch die Inversion so beibehalten wurden, was auf ein geeignetes
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7.5. Bewertung der Ergebnisse

normierte Amplitude

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
tins

Abbildung 7.6.: Uberlagerung der invertierten Quellsignale aller 61 Schiisse von der Re-
ferenzlosung nach 160 Iterationen.

Startmodell hinweist. Im Migrationsmodell ¢) sind Reflexionshorizonte zu sehen, die auf
einige Verwerfungen hindeuten. Ein Grofiteil dieser Merkmale werden sowohl durch die
Inversion als auch durch die Migration abgebildet (s. f) und e)), was als grofien Erfolg

verzeichnet werden kann.
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Abbildung 7.7.: Modelle zur Bewertung des Inversionsergebnisses der Referenzlosung. a)
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Startmodell und b) Inversionsergebnis nach 160 Iterationen der gesamten
Ausdehnung. ¢) Migrationsmodell. d) Inversionsergebnis als Ausschnitt
von b). e) und f) zeigen Merkmale, die sich sowohl im Inversions- als
auch im Migrationsergebnis finden, wobei in f) beide tiberlagert sind.



8. Untersuchung von
Quellsignalinversion und

Prakonditionierung

Das zweite Ziel dieser Arbeit ist die Untersuchung von je zwei unterschiedlichen Vorgehen
bei der Quellsignalinversion und der Prékonditionierung der Gradienten. Die Inversion
des Quellsignals wird einerseits zu Beginn jedes neuen Frequenzbandes und andererseits
jede Iteration durchgefiihrt. Die Prakonditionierung wird zwischen einer Anwendung per
Summe aller Schiisse und per einzelnem Schuss variiert. Generell wird der Prakonditio-
nierer P fir jeden Schuss berechnet. Bei der Anwendung per Summe werden P und
Gradient, wiahrend der Schleife iiber alle Schiisse zur Berechnung der Abstiegsrichtung,
separat aufsummiert. Anschliefend wird die Summe von P auf die Summe der Gradien-
ten angewendet. Fiir die alternative Anwendung per Schuss wird die Préakonditionierung
direkt auf jeden einzelnen Schuss angewendet und das Ergebnis aufsummiert. Diese Unter-
scheidung kann, eingebettet in den gesamten Inversionsalgorithmus, im Ablaufdiagramm

(Abbildung 4.8) eingesehen werden.

8.1. Motivation

Die in Kapitel 4.5.4 beschriebene Priakonditionierung nach Shin et al. (2001) soll zu ei-
ner Reduzierung der Quellartefakte fithren. Trotz deren Verwendung zeigen sich in den
Randbereichen des invertierten vp-Modells deutliche Spuren der Quellen. Eine Vermu-
tung ist, dass es durch die Prakonditionierung per Summe zu einer Verwasserung in der
Wirkung der einzelnen Prakonditionierer P; auf den zugehorigen Gradienten kommt. Dies
veranschaulicht folgender schematischer Vergleich zwischen der Anwendung der Prékon-

ditionierung per Summe und per Schuss (k;: konjugierter Gradient).

(Po+Pot Pyt ..) (ki + kot hy+..)#Phi+Phot Pihs+... (81
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8. Untersuchung von Quellsignalinversion und Prékonditionierung

8.2. Beschreibung der Ergebnisse

Es wurde fir jede der vier Kombinationen eine Inversion durchgefithrt. Alle sonstigen
Parameter und Einstellungen entsprechen denen der Referenzinversion aus Kapitel 7 und
konnen in Tabelle 7.1 eingesehen werden. Die Referenzinversion findet sich unter diesen
vier Varianten wieder. Der Fokus dieses Kapitels liegt auf Beschreibung und Interpretation

der Unterschiede in den Inversionsergebnissen.

Die Evolution des Datenmisfits (Abbildung 8.1) zeigt bei allen vier Inversionen einen ahn-
lichen Verlauf, jedoch lassen sich auch einige Unterschiede ausmachen. So ist der Misfit bei
der Kombination Prakonditionierung per Summe und Quellsignalinversion in jeder Itera-
tion geringer als bei den tibrigen Varianten. Des Weiteren wird das letzte Frequenzband
von 23 Hz bei Prakonditionierung per Summe um 20 Iterationen spéater erreicht. Dies ist
auf einen langeren Konvergenzvorgang in den Frequenzbéndern bis ca. 12 Hz zurtiickzu-
fithren. Das Abbruchkriterium fiir eine Erhohung der Filterfrequenz ist iiber die relative
Misfitanderung zwischen aktuellem und vorhergehendem Misfit definiert. Liegt sie unter
1% wird ins nachste Frequenzband gewechselt. Eine langere Konvergenz ist nicht grund-
sitzlich negativ zu bewerten, da dies noch nichts tiber den Wert des Misfits aussagt, der

angestrebt wird.

Eine Charakterisierung des Misfits anhand der Seismogramme gestaltet sich schwierig, da
die Unterschiede sehr gering sind und sich keine Muster zeigen. Um einen fairen Vergleich
der vier Inversionen hinsichtlich der Ergebnisqualitat zu gewéahrleisten sind in Abbildung
8.2 die Iterationen der Seismogrammvergleiche so gewéhlt, damit jede Inversion die glei-
chen Frequenzbander (bis 16 Hz) durchlaufen hat. In dieser 8. Schusssektion sind einige
Unterschiede in den Amplituden zu Beginn der Signale sichtbar. Doch auch hier unter-
schieden sich die Datenabweichungen in Summe kaum voneinander, wie in Abbildung 8.1

abgelesen werden kann.

Das Interesse an einem Vergleich der invertierten Quellsignale ist in erster Linie durch die
beiden unterschiedlichen Strategien bei der Signalinversion gegeben. Fiir die Durchfiih-
rung der Quellsignalinversion in jeder Iteration konnen engere Signalverldufe als bei der
einmaligen Durchfithrung pro Frequenzband erwartet werden, falls die realen Signale mit
einer hohen Wiederholgenauigkeit ausgefiithrt wurden. Ein Vergleich der Signalverlaufe

in Abbildung 8.3 bestétigt diese Vermutung. Sowohl bei Prikonditionierung per Summe
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Abbildung 8.1.: Entwicklung des Misfits aller vier Inversionen iiber dem Iterationsschritt
(rot). Die senkrechten Linien markieren die Iterationen bei denen die obe-
re Grenzfrequenz (4Hz - 23 Hz) des Bandpassfilters erhoht wird. Dieser
Filter wird vor jeder Iteration auf die observierten Daten angewendet.

als auch bei Prakonditionierung per Schuss wirkt sich die haufigere Quellsignalinversion
positiv aus. Besonders eng liegen die Signale bei der Kombination aus Prékonditionie-
rung per Summe und Quellsignalinversion jede Iteration. Wie bereits im Theorieteil in
Kapitel 4.7 angefiihrt, stehen die Inversion nach den Modellparametern und nach dem
Quellsignal gewissermafien in Konkurrenz zueinander. Beide versuchen die Abweichung
zwischen observierten und synthetischen Daten zu minimieren. Einerseits durch Optimie-
rung des Quellsignals und andererseits durch Optimierung der Modellparameter. Folgende
Uberlegung zeigt, dass die Qualitit der beiden Inversionen voneinander abhéngig sind.
Je schlechter das synthetische Quellsignal an das reale angepasst ist, desto mehr Daten-

residuen bleiben erhalten. Der nachfolgende Inversionsalgorithmus versucht alle Datenre-
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8. Untersuchung von Quellsignalinversion und Prékonditionierung

siduen durch Anpassungen am vp-Modell zu minimieren. Wobei die Anteile, welche auf
das fehlerhafte Quellsignal zuriickzufiithren sind, zwangsldufig zu Fehler im vp-Modell fiih-
ren. Dieser Zusammenhang gilt auch fiir die umgekehrte Reihenfolge. Er kann durch die
Beobachtungen in Abbildung 8.1 und 8.3 bestatigt werden.

Das zentrale Ergebnis der Untersuchung zeigt sich bei einem Vergleich der invertierten
vp-Modelle (Abbildung 8.4). Die Prékonditionierung per Schuss fiihrt wie erwartet zu
einer besseren Skalierung der Gradienten. Praziser ausgedriickt ist die von Shin et al.
(2001) beschriebene Wirkung der Préikonditionierung deutlicher sichtbar. Der Gradient
wird auf dem Ausbreitungsweg der Wellen von Quelle zu Receiver abgesenkt. Somit wer-
den die Quellartefakte in Threr Auspriagung erheblich reduziert. Die beiden Varianten der

Quellsignalinversion haben kaum Einfluss auf das vp-Modell.
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Abbildung 8.2.: Vergleich zwischen observierten und synthetischen Seismogrammen des 8.

Schusses. Die Nummer der Iteration wurde so gewahlt, dass jede Iteration
am Abbruchkriterium des Frequenzbandes mit Grenzfrequenz von 16 Hz
angelangt ist. Der zugehorige Misfit und die Frequenzbénder kénnen in
Abbildung 8.1 abgelesen werden.
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8.2. Beschreibung der Ergebnisse
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Abbildung 8.4.: Invertierte vp-Modelle nach 160 Iterationen.
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0. Fazit

Mit dieser Arbeit konnte gezeigt werden, dass die Wellenforminversion in der Lage ist,
gefiihrte Wellen in marinen seismischen Daten zu verarbeiten. Meist werden diesen Wellen
wenig Beachtung geschenkt, da sie keine Informationen von tieferen Schichten tragen. Al-
lerdings verbessert ihre Verwendung die Rekonstruktion der oberflichennahen Bereiche,
was folglich auch die Inversion der darunterliegenden Bereiche erleichtert. Besonders her-
vorzuheben ist die Anwendung einer minimalen Praprozessierung auf die Felddaten. Die
notwendigen Manipulationen der 3D-2D Transformation und der Interpolation waren aus-
reichend. Zudem wurde auf eine Glattung der Gradienten verzichtet. Diese Reduzierung

der Arbeitsschritte auf das Notwendige machen die Inversion leichter vergleichbar.

Da die observierten Daten aus einer realen Messung hervorgehen, ist das wahre vp-Modell
nicht bekannt. Fiir die Bewertung der Inversionsergebnisse war es somit wichtig alternati-
ve Kriterien zu finden. Die Evolution des Misfits, der Vergleich von Seismogrammspuren,
Langsamkeits-Frequenz-Spektren, die invertierten Quellsignale und ein Vergleich mit ei-

nem Migrationsmodell ermdglichten eine Beurteilung der Inversion.

Im zweiten Teil der Arbeit wurde die Prakonditionierung des Gradienten mit der inversen
Diagonalen der approximierten Hessematrix und die Wirkung der Quellsignalinversion un-
tersucht. Hier konnten zwei Erkenntnisse gewonnen werden. Zum einen konnen durch die
Prakonditionierung des Gradienten per Schuss, in dem hier gezeigten Beispiel, die Quellar-
tefakte deutlich reduziert werden. Da dies ohne Erhéhung des Rechenaufwandes erreicht
wird, sollte diese Variante auch in zukiinftigen Wellenforminversionen getestet werden.
Zum anderen fiihrt die Quellsignalinversion in jeder Iteration nur zu einem leicht niedri-
geren Misfit und dies auch nur bei der Kombination mit Priakonditionierung per Summe.
Angesichts des hierfiir notwendigen Mehraufwandes beziiglich der Rechenleistung, wird

die Quellsignalinversion pro Frequenzband als ausreichend angesehen.
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A. Videos
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Abbildung A.1.: Evolution verschiedener Inversionsergebnisse der Referenzlosung (vgl.
Kapitel 7): Misfit, vp-Modell, Vergleich zwischen synthetischen und ob-
servierten Seismogrammen, Uberlagerung von Migrationsergebnis und
vp-Modell, invertierte Quellsignale aller Schiisse und vp-Gradient.
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Abbildung A.2.: Simulation der akustischen Wellenausbreitung im finalen Modell (160.
Iteration, Einstellung: STFI pro Frequenzband, Prakonditionierung per
Schuss) von Schuss 1. Zur besseren Sichtbarkeit der Ausbreitungswege
sind die Amplituden normiert. Gut zu Erkennen sind Tauchwellen, wel-
che Informationen von tieferen Schichten sammeln und die multiplen
Reflexionen zwischen Oberfliche und Meeresboden, die zur Ausbildung
der gefiithrten dispersiven Wellen fithren.

7



	Erklärung der Eigenständigkeit
	Zusammenfassung
	Abstract
	Inhaltsverzeichnis
	Abbildungsverzeichnis
	Tabellenverzeichnis
	Einleitung
	Theorie der Wellenausbreitung
	Allgemeiner Spannungszustand
	Impulserhaltung
	Akustische Näherung
	Dämpfung
	Oberflächenwellen - Grenzflächenwellen
	Slant-Stack

	Finite Differenzen Methode
	Diskretisierung von Raum und Zeit
	Definition des Standard Staggered Grid (SSG)
	Ablauf der Wellenfeldberechnung
	Wahl der Diskretisierung

	Wellenforminversion
	Geophysikalische Perspektive
	Mathematische Perspektive
	Lineare und nicht lineare Inversionsprobleme
	Inversion nicht linearer Probleme
	Abstiegsrichtung
	Bestimmung der Schrittweite - Liniensuche
	Inversion des Quellsignals
	Inversionsschema

	Beschreibung der Felddaten
	Akquisitionsgeometrie
	Frequenzgehalt
	Geführte Wellen

	Präprozessierung
	Qualitätskontrolle
	3D-2D Transformation
	Interpolation der Felddaten

	Wellenforminversion mit Referenzeinstellungen
	Startmodell
	Taper
	Mehrstufige Inversionsstrategie
	Beurteilungskriterien des Inversionserfolgs
	Bewertung der Ergebnisse

	Untersuchung von Quellsignalinversion und Präkonditionierung
	Motivation
	Beschreibung der Ergebnisse

	Fazit
	Literaturverzeichnis
	Videos

