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Zusammenfassung

Nationalen Höhensystemen liegt im Allgemeinen ein individuelles vertikales Datum zu Grunde, welches durch ei-
nen lokalen Meerespegel definiert ist. Global gesehen unterscheiden sich die Niveaus verschiedener Höhensysteme
dadurch um±1–2 m. Bei vielen globalen geodätischen Aufgabenstellungen sowie bei der Bewertung globaler geo-
dynamischer und klimatologischer Prozesse ist es allerdings erforderlich, sich auf ein einheitliches physikalisches
Höhenniveau zu beziehen. Die Realisierung eines einheitlichen globalen Höhendatums ist hierfür von zentraler
Bedeutung und erfordert die Ableitung von geeigneten Datumsparametern, mit denen eine Integration nationaler
Höhensysteme in ein globales vertikales Datum ermöglicht wird. Vor dem Hintergrund dieser Höhendatumspro-
blematik werden in diesem Beitrag zwei Verfahren mit unterschiedlichem Genauigkeitsniveau vorgeschlagen und
deren theoretischen Grundlagen präsentiert. Das erste Verfahren beruht auf einer satellitengestützten Höhenüber-
tragung und kommt ohne terrestrische Punktschweremessungen aus. Es eignet sich daher vor allem für den Einsatz
in Entwicklungs- und Schwellenländern mit geringer geodätischer Infrastruktur. Das zweite Verfahren basiert auf
einem fixen geodätischen Randwertproblem (GRWP) und ermöglicht es durch die zusätzliche Einbeziehung von
terrestrischen Schweremessungen eine hochgenaue Lösung zu erhalten.

1 Einleitung

Bei vertikalen Referenzsystemen muss grundsätzlich
zwischen geometrisch und physikalisch definierten
Höhensystemen unterschieden werden. Geometrische
Höhen, die sich auf ein Referenzellipsoid beziehen,
können mit GNSS-Verfahren (Global Navigation Sa-
tellite Systems) absolut und hochgenau gemessen wer-
den. Hieraus abgeleitete dreidimensionale terrestrische
Referenzsysteme erreichen Genauigkeiten im Subzen-
timeterbereich (z. B. ITRF2014, Altamimi u. a., 2016).
Im Gegensatz hierzu basieren die meisten nationalen,
physikalisch definierten Höhensysteme auf der relati-
ven Höhenbestimmung mittels geometrischen Nivelle-
ments in Verbindung mit Schweremessungen.

Physikalischen Höhensystemen liegt i.d.R. ein indivi-
duelles vertikales Datum zu Grunde, welches traditio-

nell durch den lokalen mittleren Meeresspiegel an ei-
nem Pegelbezugspunkt realisiert wurde. Bedingt durch
Variationen der Meeresflächentopographie liegen diese
Bezugspunkte nicht auf derselben Äquipotentialfläche,
wodurch sich die so festgelegten Bezugsflächen natio-
naler Höhensysteme global gesehen um ca. ±1–2 m
unterscheiden (Heck, 1990). Die physikalischen Hö-
hen verschiedener Länder sind somit inkonsistent und
nicht direkt miteinander vergleichbar. Auf der einen
Seite kann dies zu praktischen Problem bei regiona-
len Fragestellungen führen, wenn Höheninformationen
von benachbarten Ländern verknüpft werden müssen,
z. B. bei grenzübergreifenden Ingenieurprojekten. Auf
der anderen Seite ist auch für die Überwachung des
„Systems Erde“ und die damit verbundene Bewertung
globaler geodynamischer und klimatologischer Pro-
zesse wie dem Meeresspiegelanstieg ein weltweit ein-
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heitliches physikalisches Höhenniveau zwingend not-
wendig. Dies gilt auch für weitere globale geodätische
Aufgabenstellungen wie dem Aufbau des Global Geo-
detic Observing System (GGOS, Kutterer und Neilan,
2016).

Zur Vereinheitlichung von Höhensystemen werden im
Folgenden zwei Verfahren vorgeschlagen, die beide
auf dem fundamentalen Zusammenhang

h = H +ζ (1.1)

zwischen ellipsoidischer Höhe h, Normalhöhe H und
zugehöriger Höhenanomalie ζ basieren (siehe Heiska-
nen und Moritz, 1967, S. 291ff.).

Nachfolgend wird angenommen, dass die Erdoberflä-
che S in n lokale Datumszonen σi, i = 1, . . . ,n, unter-
teilt ist. Wird eine Normalhöhe Hi der Datumszone σi

betrachtet, so kann der Höhenoffset δHi dieser Zone
durch die Diskrepanz der drei Größen berechnet wer-
den

δHi = h−Hi−ζ, (1.2)

wobei vorausgesetzt wird, dass h und ζ nicht vom
Höhenoffset betroffen sind. Für die praktische Aus-
wertung von Gl. (1.2) werden in jeder Datumszone
GNSS/Nivellementpunkte (GNSS/Niv-Punkte) benö-
tigt, d. h. Beobachtungspunkte Pi

j ∈ σi, j = 1, . . . ,mi,
in denen neben GNSS-basierten ellipsoidischen Höhen
h(Pi

j) auch die aus Nivellement und Schweremessun-
gen abgeleiteten Normalhöhen Hi(Pi

j) im lokalen Da-
tum bekannt sind.

Für die Bestimmung der Höhenanomalie ζ(Pi
j) in

Gl. (1.2) sind unabhängige Schwereinformationen not-
wendig. In Abhängigkeit von den Genauigkeitsanfor-
derungen können diese z. B. aus einem globalen satel-
litenbasierten Geopotentialmodell (Kapitel 2) oder un-
ter Einbeziehung von terrestrischen Schweremessun-
gen aus der Lösung einer geodätischen Randwertauf-
gabe (Kapitel 3) abgeleitet werden.

2 Satellitengestütztes Verfahren

2.1 Grundlagen

Bei diesem ersten Verfahren wird die für Gl. (1.2) be-
nötigte Höhenanomalie ζ aus den Kugelfunktionskoef-
fizienten eines Geopotentialmodells (GPM) bestimmt.
Unter Verwendung geozentrisch sphärischer Koordi-

naten (r,ϕ,λ) erfolgt die Synthese eines GPM bis zu
einem maximalen Entwicklungsgrad n max durch

ζGPM =
GM
rγ

n max

∑
n=0

(
R
r

)n

×
n

∑
m=0

(
ΔCnm cosmλ+ΔSnm sinmλ

)
Pnm (sinϕ) .

(2.1)

Hierbei ist GM die geozentrische Gravitationskon-
stante, R der Referenzradius und γ die Normalschwere
am Oberflächenpunkt. Die zugeordneten Legendre-
schen Funktionen vom Grad n und Ordnung m sind mit
Pnm, die zugehörigen Koeffizienten nach Subtraktion
eines Normalfeldes mit ΔCnm und ΔSnm bezeichnet.

Bei dieser Vorgehensweise eignen sich vor allem satel-
litenbasierte GPMs, welche aus Daten von Schwere-
feldmissionen wie GOCE (Gravity Field and Steady-
State Ocean Circulation Explorer) abgeleitet sind.
Diese GPMs liefern unabhängige und homogene
Schwereinformationen, die nicht von den Diskrepan-
zen im vertikalen Datum betroffen sind (Rummel,
2002). Es ist allerdings zu beachten, dass durch
die Messung in Satellitenhöhe und die begrenzte
Messbandbreite des Instrumentariums die abgeleiteten
GPMs eine eingeschränkte spektrale Auflösung auf-
weisen (n GOCE

max ≤ 300) und sich daher nur zur Darstel-
lung langwelliger Signalanteile ζLW eignen.

Um Konsistenz zur vollen Spektralinformation der
GNSS/Niv-Daten herzustellen, ist es notwendig die
GPM-Information um fehlende mittel- und kurzwel-
lige Signalanteile zu erweitern:

ζ = ζLW +ζMW +ζKW , (2.2)

wobei die mittelwelligen Anteile ζMW aus dem hoch-
auflösenden Modell EGM2008 (Pavlis u. a., 2012)
mit n EGM

max = 2190 abgeleitet und die verbleibenden
hochfrequenten Signale ζKW mittels Vorwärtsmodel-
lierung aus digitalen Geländemodellen berechnet wer-
den können. Um eine geeignete spektrale Erweiterung
in Gl. (2.2) zu erreichen, müssen die Signalkomponen-
ten unter Berücksichtigung ihrer jeweiligen Spektral-
inhalte sorgfältig miteinander kombiniert werden.
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2 Satellitengestütztes Verfahren

2.2 Kombination von GOCE-GPMs

und EGM2008

Die spektralen Anteile eines GOCE-GPM und
EGM2008 können durch eine Kombination ihrer je-
weiligen Kugelfunktionskoeffizienten (CGOCE

nm , SGOCE
nm )

und (CEGM
nm , SEGM

nm ) miteinander verknüpft werden. Um
einen glatten Übergang zwischen beiden Modellen zu
erreichen, wird empfohlen hierzu eine Fensterfunktion
zu verwenden, die durch einen zentralen Grad N, den
sogenannten Kombinationsgrad, und die Fensterbreite
dN zu parametrisierten ist.

Die kombinierten Koeffizienten (CG/E
nm , SG/E

nm ) können
dann durch eine (konvexe) Linearkombination berech-
net werden:{

CG/E
nm

SG/E
nm

}
= [1−w(n)]

{
CGOCE

nm

SGOCE
nm

}
+w(n)

{
CEGM

nm

SEGM
nm

}
,

(2.3)

wobei

w(n) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, 0≤ n≤ N−dN,

f (n), N−dN < n≤ N +dN ≤ n GOCE
max ,

1, N +dN < n≤ n EGM
max ,

(2.4)

vom Grad n abhängende Gewichtsfaktoren sind und
f (n) ∈ (0,1) die verwendete Fensterfunktion ist, wie
z. B. eine angepasste Hanning-Fensterfunktion:

f (n) =
1
2

[
1− cos

(
π(N−dN−n)

2dN

)]
. (2.5)

Unter Verwendung der kombinierten Kugelfunktions-
koeffizienten (CG/E

nm , SG/E
nm ) für die Synthese in Gl. (2.1),

ergibt sich die Höhenanomalie ζG/E , die zur Darstel-
lung der lang- und mittelwelligen Signalanteile in
Gl. (2.2) genutzt werden kann

ζLW +ζMW := ζG/E . (2.6)

2.3 Topographische Schwerefeldsignale

Durch die Informationen von hochauflösenden digita-
len Geländemodellen (DGMs) kann der Einfluss der
topographischen Erdmassen auf das Schwerefeld mit-
tels Vorwärtsmodellierung basierend auf dem Newton-
Integral berechnet werden (Heiskanen und Moritz,

1967, S. 3). Im Folgenden wird hierfür eine Vorwärts-
modellierung im Ortsbereich basierend auf der Rock-
Water-Ice (RWI)-Methode betrachtet (siehe Grombein
u. a., 2014, 2016a). Die RWI-Methode ist durch eine
Zerlegung der Erdtopographie in drei Schichten ge-
kennzeichnet, die es erlaubt eine strenge, separate Mo-
dellierung der Gesteins-, Wasser-, und Eismassen mit
individuellen Dichtewerten durchzuführen.

Für die Massendiskretisierung des Newton-Integrals
wird dabei die von Heck und Seitz (2007) entwickelte
und von Grombein u. a. (2013) optimierte Tesseroid-
methode verwendet. Im Fall der Höhenanomalie ζ er-
gibt sich der gravitative Einfluss eines einzelnen ho-
mogenen Tesseroids mit einem Dichtewert ρ zu

ζ∗(P) =
Gρ
γ

r2∫

r1

ϕ2∫

ϕ1

λ2∫

λ1

r′2 cosϕ′

�
dr′dϕ′dλ′, (2.7)

wobei G die Newtonsche Gravitationskonstante ist und
� den euklidischen Abstand zwischen dem Berech-
nungspunkt P(r,ϕ,λ) und dem laufenden Integrati-
onspunkt Q(r′,ϕ′,λ′) bezeichnet. Der gesamte topo-
graphische Effekt ergibt sich nach dem Superpositi-
onsprinzip schließlich aus der Summe der Einflüsse
der einzelnen Tesseroide der drei RWI-Schichten (s =
1,2,3):

ζTopo =
3

∑
s=1

∑ ζ∗. (2.8)

Da die Höhenanomalie ζTopo in Gl. (2.8) zu allen
spektralen Skalen des Schwerefeldes beiträgt, kann
diese nicht direkt für die spektrale Erweiterung der
GPM-Information verwendet werden, sondern muss
zunächst in geeigneter Weise hochpassgefiltert wer-
den. Für diesen Schritt wird meist die weitverbreitete
RTM-Methode (Residual Terrain Modelling, Forsberg
und Tscherning, 1997) verwendet. Bei dieser Methode
wird bei der Vorwärtsmodellierung die Schwerewir-
kung einer residualen Topographie berechnet, die sich
aus der Differenz zwischen einem hochauflösenden
DGM und einem geglätteten Modell ergibt und welche
daher nur noch langwellige Strukturen aufweist. Die
zentrale Annahme, die hinter dieser Vorgehensweise
steht, ist die spektrale Übereinstimmung von topogra-
phischen Höhen und abgeleiteten Schwerewerten, die
allerdings nicht als allgemeingültig angesehen werden
kann, siehe z. B. Hirt und Kuhn (2014).

103



Grombein und Seitz: Zur Realisierung eines einheitlichen globalen Höhendatums

Es wird daher vorgeschlagen, die aus Gl. (2.8)
stammenden topographischen Effekte um konsistente
Signalanteile ζRWI des topographischen Schwerefeld-
modells RWI_TOPO_2015 (Grombein u. a., 2016a) zu
reduzieren. Durch die Wahl eines geeigneten Entwick-
lungsgrades bei der Synthese können somit die bereits
durch die GPM-Information modellierten lang- und
mittelwelligen Signalanteile aus den ursprünglichen
topographischen Effekten entfernt werden

δζTopo = ζTopo −ζRWI =: ζKW . (2.9)

Im Gegensatz zur RTM-Methode ermöglicht diese
Herangehensweise eine direkte Hochpassfilterung im
Schwerebereich.

2.4 Ausgleichungsansatz

Durch Einsetzen von Gl. (2.2) in Gl. (1.2) kann der
Höhenoffset δHi punktweise in jedem GNSS/Niv-
Punkt Pi

j separat bestimmt werden. Bedingt durch
Approximations- und Messfehler werden die so ab-
geleiteten Höhenoffsets regional mehr oder weniger
stark streuen, so dass die Genauigkeit und Zuver-
lässigkeit durch eine Mittelwertbildung über einen
größeren Bereich bzw. über die gesamte Datumszone
gesteigert werden kann. Um zusätzlich systematische
Fehler im Nivellementsnetz aufzufangen, wird der
unbekannte Höhenoffset δHi über einen 3-Parameter-
Ausgleichungsansatz bestimmt.

Unter Verwendung von

ζGNSS/Niv = h−H ′, (2.10)

ergibt sich für jeden GNSS/Niv-Punkt Pi
j, dargestellt

in geographischen Koordinaten (B j,L j), die folgende
Beobachtungsgleichung:

li
j = ζGNSS/Niv −ζG/E −δζTopo

∣∣∣
Pi

j

= δHi +aiB i
j +biL i

j (2.11)

mit

B i
j := Bi

j−Bi
0 und L i

j := (Li
j−Li

0) cosBi
j, (2.12)

wobei δHi der unbekannte Höhenoffset im Refe-
renzpunkt (B0,L0) ist, und ai und bi die Neigungen

des Nivellementsnetzes in Nord/Süd- bzw. Ost/West-
Richtung darstellen.

Das auf Gl. (2.11) beruhende funktionale Modell kann
durch

�l +�v = A�x (2.13)

bzw.⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

li
1 + vi

1

li
2 + vi

2

...

li
mi
+ vi

mi

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
︸ ︷︷ ︸

�l+�v

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 B i
1 L i

1

1 B i
2 L i

2

...
...

...

1 B i
mi

L i
mi

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
︸ ︷︷ ︸

A

·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
δHi

ai

bi

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
︸ ︷︷ ︸

�x

(2.14)

angegeben werden, wobei�l der Beobachtungsvektor,�v
der Spaltenvektor der Verbesserungen, A die Design-
matrix und �x der Vektor der Unbekannten ist. Durch
Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate kön-
nen schließlich der Höhenoffset und die Neigungen für
jede Datumszone σi über

�̂x = N−1 ·ATP ·�l (2.15)

geschätzt werden, wobei N = ATPA die Normalglei-
chungsmatrix und P die Gewichtsmatrix ist, welche
durch ein zusätzliches stochastisches Modell festgelegt
werden kann.

3 Fixes geodätisches

Randwertproblem

Während die abgeleiteten Höhenoffsets mit dem ers-
ten Verfahren in einem cm–dm Genauigkeitsbereich
liegen, wird die Genauigkeit beim zweiten Verfah-
ren durch die zusätzlich Verwendung terrestrischer
Schweremessungen weiter erhöht. Hierzu wird die in
Gl. (1.2) benötigte Höhenanomalie ζ durch die Lö-
sung eines geodätischen Randwertproblems (GRWP)
in den GNSS/Niv-Punkten bestimmt. Im Gegensatz zu
Studien basierend auf dem klassischen skalar-freien
GRWP (Rummel und Teunissen, 1988; Gerlach und
Rummel, 2013) wird hierbei eine alternative Methodik
auf der Grundlage des fixen GRWP vorgeschlagen.
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3 Fixes geodätisches Randwertproblem

3.1 Grundlagen

In der modernen Formulierung des fixen GRWP wer-
den Schwerestörungen

δg := g− γ(ϕ,h)≈ −∂T
∂r

∣∣∣∣
S

(3.1)

als Randwerte verwendet, die als Differenz zwischen
gemessener Schwere g und Normalschwere γ(ϕ,h) an
der Erdoberfläche S definiert sind. Für die Berechnung
der Normalschwere muss die ellipsoidische Höhe h

der Punkte bekannt sein, z. B. durch den Einsatz von
GNSS-Positionierungsverfahren.

In konstanter Radiusapproximation kann die analyti-
sche Lösung des fixen GRWP durch die sphärische In-
tegralformel von Hotine angegeben werden (Hotine,
1969, S. 311ff.; Heck, 2011). Im Falle der Höhenano-
malie ergibt sich

ζ =
R

4πγ

∫∫

σ

δg ·H(ψ)dσ, (3.2)

wobei ψ die sphärische Distanz zwischen den Posi-
tionsvektoren des Berechnungs- und des laufenden In-
tegrationspunktes auf der Kugel mit dem Radius R ist.
Die Oberfläche der Einheitskugel ist mit σ, das zuge-
hörige Oberflächenelement mit dσ bezeichnet. Die un-
ter dem Integral auftretende Kernfunktion H(ψ) wird
Hotine-Funktion genannt und ergibt sich aus einer Rei-
henentwicklung nach Legendreschen Polynomen Pn:

H(ψ) =
∞

∑
n=0

2n+1
n+1

Pn(cosψ). (3.3)

3.2 Erweiterung auf Schwereanomalien

Die praktische Auswertung von Gl. (3.2) wird dadurch
erschwert, dass für die meisten (historischen) Schwe-
remesspunkte vor dem GNSS-Zeitalter keine ellipso-
idische Höhe h bestimmt werden konnte und somit
eine Berechnung von Schwerestörungen nach Gl. (3.1)
nicht möglich ist. Stattdessen wurden meist Schwerea-
nomalien (Heiskanen und Moritz, 1967, S. 291 ff.)

Δg := g− γ(ϕ,H)≈
(
−∂T

∂r
− 2γ

r
ζ
)∣∣∣∣

Σ
(3.4)

verwendet, wobei die Normalschwere γ(ϕ,H) am
Telluroid Σ in der Normalhöhe H ausgewertet wird.
Bei Betrachtung einer lokalen Datumszone σi sind

Schwereanomalien aufgrund der Abhängigkeit von der
Normalhöhe Hi im lokalen Datum ebenfalls durch den
Höhenoffset δHi verfälscht (Heck, 1990; Heck und
Seitz, 2017).

Durch Kombination der Randbedingungen in den Gl.
(3.1) und (3.4) können Schwerestörungen δg in linea-
rer Approximation als eine Funktion der Schwereano-
malien Δgi im lokalen Datum und des Höhenoffsets
δHi angegeben werden:

δg≈ Δgi +
2
r

T +
2γ
r

δHi, (3.5)

wobei das zunächst unbekannte Störpotential T aus ei-
nem a priori Schwerefeldmodell zu berechnen ist.

3.3 Ausgleichungsansatz

Wie ausführlich in Grombein u. a. (2016b) dargelegt,
führt die Kombination von Gl. (1.2), (3.2) und (3.5)
schließlich zur Beobachtungsgleichung

li
j = ζGNSS/Niv − R

4πγ

∫∫

σ

(
Δgi +

2
R

T
)
·H(ψ)dσ

∣∣∣∣
Pi

j

= δHi +aiB i
j +biL i

j +
n

∑
k=1

δHk ·Gi,k
j (3.6)

mit

Gi,k
j :=

1
2π

∫∫

σk

H(ψ)dσ
∣∣∣∣
Pi

j

. (3.7)

Hieraus ergibt sich das funktionale Modell zu

�l +�v = A�x (3.8)

mit

�l + v =
(

l1
1 + v1

1 l1
2 + v1

2 · · · l2
1 + v2

1 · · · ln
mn + vn

mn

)T

,

A =⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1+G1,1
1 B1

1 L1
1 G1,2

1 0 0 · · · G1,n
1 0 0

1+G1,1
2 B1

2 L1
2 G1,2

2 0 0 · · · G1,n
2 0 0

...

G2,1
1 0 0 1+G2,2

1 B2
1 L2

1 · · · G2,n
1 0 0

...

Gn,1
mn 0 0 Gn,2

mn 0 0 · · · 1+Gn,n
mn Bn

mn Ln
mn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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und

�x =
(

δH1 a1 b1 δH2 a2 b2 · · · δHn an bn

)T

,

wobei die Unbekannten wiederum aus einer Ausglei-
chung nach der Methode der kleinsten Quadrate nach
Gl. (2.15) bestimmt werden können.

Aufgrund der globalen Integration und der Abhängig-
keiten durch die indirekten Höhenoffsets δHk ist im
Gegensatz zum ersten Verfahren zunächst keine sepa-
rate Auswertung pro Datumszone möglich. Stattdessen
müssen die Höhenoffsets aller Datumszonen gemein-
sam geschätzt werden.

3.4 Einschränkung des globalen

Integrationsbereiches

Für eine praktische Umsetzung das zweiten Verfah-
rens sind insbesondere hinsichtlich der eingeschränk-
ten Verfügbarkeit von terrestrischen Schweremessun-
gen weitere Anpassungen notwendig. Hierzu ist der
globale Integrationsbereich ausgehend vom jeweiligen
Berechnungspunkt auf eine innere Zone zu beschrän-
ken, innerhalb derer regional hochauflösende Schwe-
redaten vorliegen.

Wie im Fall der Stokesschen Integralformel im skalar-
freien GRWP nachgewiesen wurde, kann durch eine
geeignete Modifikation der Kernfunktion im Bereich
der inneren Zone der dabei entstehende Abbruchfeh-
ler minimiert werden. Hierbei gilt allgemein für eine
Zielgröße F , Randwerte f (ϕ,λ) und eine Kernfunktion
K(ψ) mit einer Konstanten k:

F = k
∫∫

σ

f (ϕ,λ) ·K(ψ)dσ

= k

ψmax∫

ψ=0

2π∫

α=0

f (ϕ,λ) ·K(ψ)dσ+δFTE , (3.9)

wobei (ψ,α) die auf den Berechnungspunkt bezo-
genen Polarkoordinaten sind, ψmax ist die maxi-
male sphärische Distanz der inneren Zone und δFTE

der durch die Beschränkung der Integration verur-
sachte Abbruchfehler in der resultierenden Zielgröße
F (Truncation Error). Ziel ist es den Einfluss des Ab-
bruchfehlers soweit zu reduzieren, dass er entspre-
chend den Genauigkeitsanforderungen vernachlässigt
werden kann.

Eine Möglichkeit um eine schnelle Konvergenz des
Abbruchfehlers zu erreichen, ist die Forderung nach
Stetigkeit (vgl. Jekeli, 1981). Betrachtet man den Ab-
bruchfehler

δFTE = k
2π∫

0

π∫

0

f (ϕ,λ) ·ΔK(ψ)dσ, (3.10)

so weist der eingeführte Integralkern

ΔK(ψ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, ψ≤ ψmax,

K(ψ), ψ > ψmax,
(3.11)

an der Stelle ψmax im Allgemeinen eine Unstetig-
keit auf, die durch die Bedingung K(ψmax) = 0 beho-
ben werden kann. Ausgehend von der ursprünglichen
Kernfunktion K(ψ) ist es daher zweckmäßig, eine mo-
difizierte Kernfunktion K̃(ψ) zu verwenden, mit dem
Ziel die Lage der ersten Nullstelle von K(ψ) an die
Gebietsgröße der inneren Zone anzupassen.
Im Folgenden werden die drei deterministischen Mo-
difikationsverfahren nach Meissl (Meissl, 1971), Wong
und Gore (Wong und Gore, 1969) und Heck und Grü-
ninger (Heck und Grüninger, 1987) betrachtet und für
den Fall des fixen GRWP auf die Hotine-Funktion
H(ψ) übertragen.
Bei der Modifikation nach Meissl wird der Wert der
Kernfunktion am Integrationsradius ψmax durch Sub-
traktion des konstanten Funktionswerts H(ψmax) zu
Null gesetzt:

H̃M,ψmax
(ψ) =⎧⎪⎨⎪⎩

H(ψ)−H(ψ = ψmax), ψ≤ ψmax,

0, ψ > ψmax.
(3.12)

Hierdurch wird C0-Stetigkeit der modifizierten Kern-
funktion erreicht.
Ausgehend von der Reihendarstellung der Kernfunk-
tion in Gl. (3. ) werden bei der Modifikation nach
Wong und Gore die spektralen Anteile der Legendre-
schen Polynome bis zum Grad τ−1 entfernt

H̃WG,τ(ψ) =⎧⎪⎨⎪⎩
H(ψ)−

τ−1
∑

n=0

2n+1
n+1 Pn(cosψ), ψ≤ ψmax,

0, ψ > ψmax,

(3.13)
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4 Zusammenfassung und Ausblick

wodurch bei der Integration die langwelligen Anteile
aus den Schweredaten herausgefiltert werden. Um C0-
Stetigkeit der modifizierten Kernfunktion zu erreichen,
ist es sinnvoll den Integrationsradius ψmax mit der ers-
ten Nullstelle von H̃WG,τ(ψ) zu identifizieren.

Die Modifikation nach Heck und Grüninger beruht
auf einer Kombination von Gl. (3.12) und (3.13). Der
Integrationsradius ψmax wird hier dem ersten Mini-
mum von H̃WG,τ(ψ) gleichgesetzt, anschließend wird
der Funktionswert an dieser Stelle subtrahiert:

H̃HG,τ∗ (ψ) =⎧⎪⎨⎪⎩
H̃WG,τ∗ (ψ)− H̃WG,τ∗ (ψ = ψmax), ψ≤ ψmax,

0, ψ > ψmax.

(3.14)

Hierdurch wird C1-Stetigkeit und somit eine weitere
Glättung erreicht.

Als zusätzliche Maßnahme bei der Einschränkung
des Integrationsradius empfiehlt sich die Einbe-
ziehung von langwelligen GPM-Informationen im
Rahmen eines Remove-Compute-Restore-Ansatzes
(RCR, Forsberg, 1984). Hierdurch sollen insbeson-
dere systematische Fehlereinflüsse bei der gravimetri-
schen Schwerefeldbestimmung reduziert werden. Im
Remove-Step werden von den gemessenen Schwere-
störungen δg zunächst synthetisierte Werte δgGPM ei-
nes GPM abgezogen. Die resultierenden residualen
Schwerestörungen werden im Compute-Step mittels
Gl. (3.2) in Höhenanomalien feldtransformiert. Um
die vollständige Höhenanomalie ζ zu erhalten, wer-
den im Restore-Step durch erneute Auswertung des
GPM schließlich wieder konsistente langwellige An-
teile ζGPM hinzuaddiert.

Werden beide Maßnahmen zusammengefasst, so resul-
tiert aus Gl. (3.2) schließlich

ζ = ζGPM +
R

4πγ

ψmax∫

ψ=0

2π∫

α=0

(δg−δgGPM) · H̃(ψ)dσ.

(3.15)

4 Zusammenfassung und Ausblick

Zur Realisierung eines einheitlichen globalen Hö-
hendatums wurden in diesem Beitrag zwei Ver-
fahren vorgeschlagen. Im ersten Verfahren werden

aktuelle Geopotentialmodelle (GPMs) der GOCE-
Satellitenmission, die ein globales einheitliches Be-
zugsniveau realisieren, zur Verknüpfung von Höhen-
systemen verwendet. Hierbei werden Höhenoffsets
in einer Ausgleichung nach der Methode kleinster
Quadrate durch den Vergleich von satellitenbasier-
ten GPM-Informationen mit denen aus GNSS/Nivelle-
mentpunkten (GNSS/Niv-Punkte) geschätzt. Die ein-
geschränkte spektrale Auflösung der GPMs ist dabei
zu erweitern, was in der Regel durch eine Kombina-
tion mit dem hochauflösenden Modell EGM2008 ge-
schieht. Im Vergleich zu klassischen Vorgehensweisen
wurden hierbei zwei wesentliche Optimierungen vor-
gestellt: (i) Spektrale Kombination von GOCE-GPMs
und EGM2008 mittels einer Hanning-Fensterfunktion
und (ii) Berücksichtigung von topographischen Effek-
ten durch eine residuale Vorwärtsmodellierung basie-
rend auf einer Hochpassfilterung im Schwerebereich.
Im Rahmen einer numerischen Studie wurde das erste
Verfahren auf repräsentative Testgebiete in Deutsch-
land, Österreich und Brasilien angewendet (siehe
Grombein u. a., 2017b). Hierbei konnte gezeigt wer-
den, dass die Berücksichtigung von hochfrequenten to-
pographischen Effekten für die Schätzung von Höhen-
offsets mit cm- bis dm-Genauigkeit sehr wichtig ist.
Da das satellitenbasierte Verfahren ohne terrestrische
Punktschweremessungen auskommt, eignet es sich vor
allem für den Einsatz in Entwicklungs- und Schwel-
lenländern mit geringer geodätischer Infrastruktur.
Für eine hochgenaue Höhenoffsetbestimmung, wurde
in einem zweiten Verfahren eine neue, innova-
tive Vorgehensweise basierend auf einem fixen
geodätischen Randwertproblem (GRWP) vorgeschla-
gen. Hierzu wird das GRWP in den jeweiligen
GNSS/Niv-Punkten gelöst und die Datumsparameter
im Rahmen eines Ausgleichungsansatzes als Zusatz-
parameter geschätzt. Im Gegensatz zum ersten Ver-
fahren sind hierzu terrestrische Schweremessungen
als Datengrundlage erforderlich. Wie im Rahmen ei-
ner Closed-Loop-Simulation gezeigt werden konnte,
ist mit diesem Verfahren eine mm-Genauigkeit für
die zu schätzenden Höhenoffsets prinzipiell möglich
(siehe Grombein u. a., 2016b).
Aufgrund der beschränkten Verfügbarkeit von hoch-
genauen terrestrischen Schweremessungen musste für
die praktische Umsetzung des Verfahrens der globale
Integrationsradius der Hotine-Integration allerdings
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stark eingeschränkt werden. Um den Einfluss des dabei
entstehenden Abbruchfehlers zu reduzieren, wird vor-
geschlagen eine geeignete Modifikation des Hotine-
Integralkerns sowie die zusätzliche Einbindung eines
GPM in einem Remove-Compute-Restore-Ansatz zu
verwenden. Simulationen in Porz u. a. (2017) haben
gezeigt, dass hierdurch für einen in der Praxis realis-
tischen Integrationsradius von ψmax = 3◦ der entste-
hende Abbruchfehler im Rahmen der Genauigkeitsan-
forderungen vernachlässigt werden kann. Aufbauend
auf diesen Erkenntnissen wurde das zweite Verfahren
auf einen zusammengestellten terrestrischen Schwere-
datensatz in Mitteleuropa zur Schätzung der Höhen-
offsets von Deutschland, Österreich und der Schweiz
angewendet und erste Ergebnisse in Grombein u. a.
(2017a) vorgestellt.
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