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Zusammenfassung

Die Wirkungen von Massen im System Erde haben eine wichtige Bedeutung in der Erdsystemforschung. Hierbei
ist zum einen die Modellierung von Massenverlagerungen erforderlich um dynamische Prozesse in einen statio-
ndren Zustand abzubilden. Zum anderen ist es auch von zentraler Bedeutung Funktionale des Erdschwerefeldes,
welche von unterschiedlichen Massen (Atmosphire, Eis, Topographie etc.) abhidngig sind, zu glétten und somit
einer geeigneten Modellbildung zuzufiihren. Dies wird durch die Reduktion von Masseneffekten realisiert.

In den Geowissenschaften Geophysik und Geodisie handelt es sich insbesondere um topographische und isostati-
sche Massen, die modelliert und reduziert werden. Die dazu erforderlichen Gelidnde- und Dichtemodelle werden in
zunehmend hoherer Genauigkeit und Auflosung bereitgestellt. Hierzu muss auch die entsprechende Modellbildung
stets verifiziert werden, ob sie noch den steigenden Anforderungen hinsichtlich Genauigkeit und Effizienz bei der
numerischen Umsetzung gerecht wird.

In diesem Kontext sind Bernhard Heck wertvolle Weiterentwicklungen in der Modellbildung zuzuschreiben. Ins-

besondere hat er eine echte spharische Diskretisierung der Massenelemente in Form von Tesseroiden motiviert und

vorangebracht.

1 Motivation

Die Modellierung von Massenwirkungen auf das Gra-
vitationspotential und dessen partiellen Ableitungen
hat vielseitige Anwendungen in der Physikalischen
Geodidsie und der Geophysik. Von zentraler Bedeu-
tung ist die Elimination topographischer und isosta-
tischer Anteile aus gemessenen Funktionalen des
Schwerefeldes der Erde. Diese Reduktionen haben
als Zielsetzung die Glattung von Funktionalen um
ihre analytischen und numerischen Eigenschaften bei
Interpolationsaufgaben zu verbessern. Des weiteren
werden gewisse Randwerte der Physikalischen Geo-
disie mit Hilfe dieser Reduktionen aufbereitet, damit
sie fiir entsprechende Integrale als Randwerte verwen-
det werden konnen. Digitale Geldnde- sowie Dichte-

modelle bilden die Grundlage hierfiir.
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Bei der klassischen Randwertaufgabe nach Stokes
(Stokes, 1849) wird das Geoid als Randfliche ein-
gefithrt, weshalb die Randwerte (skalare Schwe-
reanomalien) bzw. die an der physischen Oberfld-
che gemessenen Schwerewerte auf die mathemati-
sche Randfliche (Geoid) zu reduzieren sind. Dabei
werden topographische und isostatische Reduktionen
angewendet (Heiskanen und Moritz, 1967, Kap. 3).
Obwohl in der alternativen Vorgehensweise von
Molodenskii (Molodenskii u. a., 1962) zur Losung der
geoddtischen Randwertaufgabe gerade keine Massen-
reduktionen vorgesehen sind, da mit ihnen Dichte-
hypothesen verbunden wéren, treten in der prakti-
schen Realisierung Reduktionen zutage (vergl. Heck
und Seitz, 2016). So sind bei der Berechnung der
Molodenskii-Terme (Denker und Tziavos, 1999) inten-

sive Massenreduktionen erforderlich, ebenso wie bei

Dieses Werk ist lizenziert unter einer

0 @ Creative Commons Namensnennung

BY _SA - Weitergabe unter gleichen Bedin-

gungen 4.0 International Lizenz (CC BY-SA 4.0): https://
creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.en

255


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.en
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.en

Seitz und Grombein: Die Karlsruher Tesseroidmethode

der Behandlung der sogenannten planaren Approxima-
tion (Moritz, 1980; MiiBle u. a., 2014). Die im Rahmen
der Gradiometrie-Mission GOCE gemessenen zwei-
ten Ableitungen des Gravitationspotentials der Erde
sollten vor einer Weiterverarbeitung geglittet werden,
was einen enormen numerischen Aufwand erfordert.
Hier bietet sich eine effiziente Berechnung mittels Tes-
seroiden an (Grombein u. a., 2014b; Jandk u. a., 2012).

2 Das Tesseroid

Die numerische Auswertung von Massenwirkungen
erfordert die geometrische Diskretisierung der feld-
erzeugenden Massen. Dazu wurden klassischer Weise
Punktmassen, Massenlinien (Tsoulis, 1999, 2012) oder
Quader (Mader, 1951) verwendet. Letztere werden
auch als Prismen oder flat top prisms in der Literatur
bezeichnet (Nagy, 1966; Nagy u.a., 2000, 2002). Die
Verwendung von allgemeinen prismatischen Korpern
wird in Petrovi¢ (1996) vorgestellt.

Im Folgenden wird die Diskretisierung von Massen-
verteilungen mittels Tesseroiden erldutert. Es wird
die analytische Darstellung der Potentialwirkung eines
Tesseroids mit ihren ersten und zweiten partiellen Ab-
leitungen sowie die numerische Auswertung der Tesse-
roidformeln dargelegt. Die analytische Form (Tessero-
idformeln), so wie sie heute unter zahlreichen Nutzern
verbreitet ist, wurde von Bernhard Heck vorgeschla-
gen und die Ausarbeitung ihrer analytischen Darstel-

lung von ihm wissenschaftlich begleitet.

I

T,

i 0
A

€

Abbildung 2.1: Geometrie eines sphérischen Tesseroids (Heck und
Seitz, 2007).
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2.1 Geometrie eines Tesseroids

Die sphirische Diskretisierung eines Volumenele-
ments wird erstmals in Anderson (1976) als Tesseroid
bezeichnet. In Abbildung 2.1 ist ein sphirisches Tes-
seroid dargestellt. Seine Parametrisierung erfolgt im
erdfesten Aquatorsystem, das durch die Basisvektoren
e; aufgespannt ist. Die ostliche und westliche Begren-
zungsflachen eines sphirischen Tesseroids sind durch
Meridianebenen in den Lingen A; und A, gegeben.
Die nordliche sowie siidliche Begrenzung ist durch
die Oberfliche eines Kegels mit dem Offnungswinkel
/2 — @) bzw. T/2 — @, festgelegt. Die geozentrische
Breite ist mit ¢ bezeichnet. Die Grund- und Deckfla-
che sind durch Kugeloberflaichen von konzentrischen
Kugeln mit den Radien r; und r, definiert. Daraus fol-
gen die Dimensionen eines Tesseroids in sphérischen

Koordinaten zu

Ar=ry—ry,
AP =02 — @ sowie 2.1
A=Ay — 7.

2.2 Das Potential eines Tesseroids

Die Wirkung eines massegefiillten Tesseroids mit der
homogenen Dichte p wird iiber das Newton-Integral
(Heiskanen und Moritz, 1967, S. 14)

oo M

V(HM):GP/ / / %dr'd(p’dk’ (2.2)

r'=r1 ¢'=01 M=)

dargestellt. Die geozentrische Gravitationskonstante
ist mit G bezeichnet. Der Euklidische Abstand ¢ zwi-
schen dem Berechnungspunkt P(r,,A) und dem va-
riablen Integrationspunkt Q(r/,¢',A) kann aus deren
sphirischen Koordinaten mit dem ebenen Kosinussatz
dargestellt werden (Bronstein u. a., 2008, S. 137):

L(P,Q)=+/r?+r2—2rr cosy. (2.3)

Hierbei bezeichnet y die sphérische Distanz zwischen
P und Q und berechnet sich aus dem sphérischen Ko-
sinussatz (Bronstein u. a., 2008, S. 160):

cosy = sin@sin@’ +cos@cos @’ cos (A —1) . (2.4)



2 Das Tesseroid

Mit Gleichung (2.3) resultiert aus (2.2) die Potential-

darstellung

oo A
w00 =Gp [ K(P.Q) dr'dg'a!
r'=r ¢'=¢1 V=)
2.5
mit dem Integralkern
1
K(P,Q) = (2.6)

B \/r2+r’2 —2rr’cosl|!.

Dieser Integralkern ist prinzipiell iiber 7 integrierbar
(Martinec, 1998). Beziiglich der Variablen ¢’ und A/
stellt (2.5) jedoch ein elliptisches Integral dar, fiir das

keine analytische Losung existiert.

2.3 Losung des Newton-Integrals mit der
Karlsruher Tesseroidmethode

Die Karlsruher Tesseroidmethode basiert auf der
Idee den Integranden in Gleichung (2.5), also den
Integralkern (2.6), in eine Taylor-Reihe zu entwi-
ckeln und die Reihenterme anschliefend gliedweise
zu integrieren (Heck und Seitz, 2007). Die Taylor-
Reihenentwicklung wird im geometrischen Mittel-
punkt Qg des Tesseroids angesetzt (vergleiche Abbil-

dung 2.1 und Deng u. a., 2016)

K(r.Q) =y, T,
Ljk TS 2.7)

< (' =)' (¢ —0)’ (X'~ 2o)"

mit den Koordinaten des Entwicklungspunktes Qg:

1
ro=5(n+r),
1
o =§(<p1 +¢2) und (2.8)
1
Ao 25(7&1 +A).

Die partiellen Ableitungen des Integralkerns sind im

Entwicklungspunkt Qg auszuwerten:

o ai-‘rj+kK'(P7 Q)
Kijk(Pv QO) = W S "o . 2.9)
9 =9
N =

Dadurch dass der geometrische Mittelpunkt des Tes-

seroids als Taylor-Punkt gewidhlt wird, werden alle

Teilintegrale mit ungerader Potenz des entsprechenden

Taylor-Terms der partiellen Ableitungen zu Null.

Tesseroidformeln 3ter-Ordnung

Wird die Taylor-Reihenentwicklung fiir den Integral-
kern (2.7) nach den Termen 2ter-Ordnung abgebro-
chen, so resultiert nach der Integration die Taylor-
Formel 3ter-Ordnung fiir die Potentialwirkung eines
homogenen Tesseroids:

v(r, Q, 7\,) = GpArA(pA?u {KU()() +

1
t51 (KzooAr2 + Ko20AQ* + K002A7»2) (2.10)

+0 (A“/zg)]

wobei das Landau-Symbol O(A*/¢3) die Fehlerord-
nung angibt.

In gleicher Weise werden die skalare (Heck und Seitz,
2007) und die vektorielle Schwerewirkung (Wild-
Pfeiffer, 2007, 2008; Grombein u.a., 2010b) so-
wie die Elemente des Marussi-Tensors (Gravitations-
Gradienten) (Wild-Pfeiffer, 2007, 2008; Grombein
u.a., 2010b) hergeleitet. Von Grombein u.a. (2013)
wurden dariiber hinaus auch Formeln in kartesischen
Koordinaten hergeleitet, die sich hinsichtlich ihrer nu-
merischen Eigenschaften auszeichnen. Des weiteren
weisen sie an den Polen keine Singularititen auf, was
eine weitere wichtige Eigenschaft dieser Entwicklun-
gen ist.

Details der hier skizzierten Vorgehensweise sowie die
partiellen Ableitungen der jeweiligen Integralkerne
sind ausfiihrlich in Heck und Seitz (2007), Wild-
Pfeiffer (2008) und Grombein u. a. (2013) dargelegt.
Die entsprechenden (sphirischen) Formeln konnen
ohne signifikanten Genauigkeitsverlust auch fiir ellip-
soidische Tesseroide angewendet werden. Dazu muss
lediglich die geographische Breite ¢ in die geozentri-
sche Breite ¢ mit Hilfe der ersten numerischen Exzen-
trizitit ¢’ umgerechnet werden (siehe Heck, 1995, S.
70, (3.27b)):

1

In Abbildung 2.2 ist der Approximationsfehler fiir
das Potential fiir ein Tesseroid der Ausdehnung
5'x5'"x2km mit einer homogenen Dichte von
p = 2670 kg m—3 ausgewertet. Der Berechnungspunkt
befindet sich 2 km Hohe iiber dem Pol.
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Abbildung 2.2: Approximationsfehler fiir die Schwerewirkung eines
Tesseroids (Seitz u. a., 2004b,¢)

Tesseroidformeln 1ter-Ordnung

Wird die Approximation Oter-Ordnung fiir den Inte-
gralkern (2.7) verwendet, so lautet die resultierende

Darstellung mit (i = j = k =0)
v(r,0,1) = GpArAQAL - Kooy + O (AZ /eg) . 2.12)

Der Taylor-Reihenterm Ky ist in Qg auszuwerten
und ist aber auch von P abhingig:

1

Kooo = K (P, Qo) = . (2.13)
Die sphirische Distanz zwischen P Qo lautet:
COs Yo =sin@p sin @
Y Pp s (2.14)

~+cos@pcos@ycos (Ap—Ag) .

Diese Stufe (2.14) der Approximation der Massen-
wirkung eines Tesseroids entspricht einer numerischen
Integration mit einer Gauss-Legendre-Kubaturformel
Iter-Ordnung. Sie ist mit einer Punktmassenapproxi-
mation identisch. Zur numerischen Losung von Inte-
gralen im Kontext der Physikalischen Geodédsie und
der dabei erforderlichen Approximation des Integral-
kerns siehe Hirt u. a. (2011).
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3 Historie der Tesseroidmethode
am GIK

Wie in Kapitel 2.1 angesprochen, geht die Bezeich-
nung eines sphirischen Volumenelements als Tesse-
roid auf Anderson (1976) zuriick.

Am GIK wurde das Tesseroid erstmals in den Disser-
tationen von Griininger (1990) und Kuhn (2000) zur
Modellierung und Berechnung von topographischen
und isostatischen Effekten eingesetzt, allerdings noch
in der Approximation Iter-Ordnung (siche Abschnitt
2.3), d. h. das Integral (2.5) wurde mittels der Reihen-
entwicklung Oter-Ordnung fiir den Integralkern (2.7)
angenihert. Die Potentialwirkung berechnet sich mit
Gleichung (2.12).
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Abbildung 3.1: Vergleich der erforderlichen (relativen) Rechenzeit
mit Tesseroid, Prisma oder Punktmasse, um Poten-
zial, Anziehung und Gravitationsgradient M, zu be-
rechnen (Seitz u. a., 2004b,c)

Schon in diesen Dissertationen wurde darauf hinge-
wiesen, dass der immens hohe Rechenzeitaufwand bei
Verwendung der klassischen Prismen/Quaderformel
(Mader, 1951) durch alternative Verwendung von Tes-
seroiden deutlich reduziert werden konnte. Die hohe
Rechenzeitkosten bei Verwendung der Quaderformeln
ist den darin auftretenden intrinsischen Tangens-,
Arcus-Tangens- und Wurzelfunktionen zuzuschreiben.
Diese treten bei den Tesseroidformeln nicht auf. Ein
Rechenzeitvergleich bei der Auswertung von Potenti-
aleffekt und Schwerewirkung wurde in Heck und Seitz
(2007) vorgenommen. Abbildung 3.1 zeigt den signifi-
kanten Vorteil bei der Rechenzeit unter Verwendung
von Tesseroidformeln an Stelle von Prismen. Dieser
Vorteil konnte durch die optimierten Tesseroidformeln



3 Historie der Tesseroidmethode am GIK

von Grombein u. a. (2013), welche in kartesischen Ko-
ordinaten formuliert sind, noch weiter zu Gunsten des
Tesseroids vergroBert werden.

Durch die Anregung von Bernhard Heck begannen ab
dem Jahre 2000 die intensiven Untersuchungen zur
Massenmodellierung mittels Tesseroiden. In der Folge
wurden die Tesseroidformeln fiir die Potentialwirkung
von Heck und Seitz (2000) bei der Geoditischen Wo-
che (GW) in Potsdam présentiert. Danach wurden erst-
mals die Tesseroidformeln sowohl fiir das Potential als
auch fiir die skalare gravitative Wirkung eines sphéri-
schen Tesseroids bei der IAG-Tagung in Budapest von
Seitz und Heck (2001b) vorgestellt.

Es folgten weitere Vortrige (V) und Posterprisentatio-
nen (P) bei denen die numerische Effizienz, Anwen-
dungsmoglichkeiten, aber auch das Problem der nu-
merischen Instabilitdt der Reihenentwicklung falls der
Berechnungspunkt P direkt auf der Oberflache des Tes-
seroids liegt (rp = 1), diskutiert wurden:

[0 Seitz und Heck (2001a, GW Koln, (V))

Heck und Seitz (2001, EGS Nizza, (V))

Seitz und Heck (2002, GW Frankfurt, (V))

Heck und Seitz (2002, EGS Nizza, (V))

Seitz und Heck (2003a, EGS Nizza, (P))

Seitz und Heck (2003b, IUGG Sapporo, (P))

Seitz u. a. (2004b, GGSM Porto, (P))

Seitz u. a. (2004c, GW Stuttgart, (P))

Seitz u. a. (2005, GW Diisseldorf, (P))

Heck u. a. (2005a, EGU Wien, (V))

Heck u. a. (2005b, DGG Graz, (V))

Heck u. a. (2005¢, GW Diisseldorf, (V))

Seitz und Heck (2006, GW Miinchen, (V))

Wild-Pfeitfer (2008, IUGG Perugia, (P))

Seitz und Heck (2008, GW Bremen, (P))

Heck und Seitz (2008, EGU Wien, (V))

Grombein u. a. (2009, GW Karlsruhe, (V))

Grombein u. a. (2010a, GW Koéln, (V))

Grombein u. a. (2011, IUGG Melbourne, (V))

Grombein u. a. (2012, EGU Wien, (P))

Miifle u. a. (2012, GW Hannover, (V))

I I A A I A 0 A I

Die Tensorelemente eines Tesseroids wurden in sphi-
rischen Koordinaten von Wild-Pfeiffer (2007) herge-
leitet. Des weiteren finden sich diesbeziiglich interes-
sante Aspekte in Wild-Pfeiffer und Heck (2007). Auf
der Basis dieser Tesseroidformeln wurden intensive
Voruntersuchungen fiir eine Schwerefeldmission vom
Typ GOCE durchgefiihrt (Wild und Heck, 2008; Wild-
Pfeiffer, 2008; Wild-Pfeiffer u.a., 2008; Jandk u. a.,
2012). Aspekte bei der rechentechnischen Umsetzung

der zweiten Ableitungen des Gravitationspotentials

werden in Wild-Pfeiffer u. a. (2007) diskutiert.

Eine Darstellung der Tesseroidformeln fiir die ers-
ten und zweiten Ableitungen, bei denen an den Polen
keine Singularititen auftreten, wurde von Grombein
u. a. (2013) vorgelegt. Untersuchungen zur effizienten
Berechnung topographischer Effekte auf den Gradien-
tentensor am Fallbeispiel der Satellitengradiometrie-
mission GOCE wurde in Grombein u. a. (2010b, 2011,
2014 b,c) vorgenommen. Numerische Untersuchun-
gen zum Glattungsverhalten an Realdaten von GOCE
wurden in Grombein u.a. (2014a) unter zusitzlicher
Anwendung einer Wavelet-Analyse durchgefiihrt. Die
Dissertation von Grombein (2017) enthilt u. a. die Her-
leitung der optimierten Tesseroidformeln und zeigt die
Effizienz in der numerischen Umsetzung sowie mog-
liche Anwendungsfelder auf. Im REAL-GOCE Projekt
wurden die gemessenen zweiten Ableitungen des Gra-
vitationspotentials durch Reduktion topographischer
und isostatischer Effekte unter Anwendung der Tesse-
roidformeln geglittet (Grombein u. a., 2014 a.b).
Extensive Anwendung erfuhren die Tesseroidfor-
meln bei der Berechnung der globalen Rock-Water-
Ice(RWI)-Kugelfunktionsmodelle (Grombein u.a.,
2014a, 2015, 2016a) zur Darstellung der topographi-
schen und isostatischen Effekte bis Grad und Ordnung
N = 2190, was international Anklang gefunden hat
und die auf der Internetseite des International Centre
for Global Earth Models (ICGEM, 2018) verfiigbar
sind.

Durch immer genauere und auch hoher aufloste di-
gitale Geldndemodelle (DGMs) wichst der Rechen-
aufwand enorm. So werden im Rahmen des Quasi-
geoidprojekts am Lehrstuhl von Bernhard Heck mit
dem Landesamt fiir Geoinformation und Landentwick-
lung in Baden-Wiirttemberg (LGL) stetig neue Ver-
sionen einer regionalen Quasigeoidlosung fiir Baden-
Wiirttemberg erzeugt (Seitz u.a., 2004a). Sie haben
immer die aktuellsten DGMs und Schwerewerte als
Datengrundlage (Seitz u. a., 2009a,b). Allein der Aus-
tausch des DGMs fiir den Nahbereich von 50 m x 50 m
auf das hochaufgeloste 10 m x 50 m DGM hat eine
Steigerung der Rechenzeit um den Faktor 25 zur Folge.
Dabei kommen optimierte Tesseroidformeln sowohl
im remove-Schritt als auch im restore-Schritt zum Ein-
satz (Forsberg, 1984; Forsberg und Tscherning, 1997).
In internationalen Kooperationen zum Thema spek-

trale Erweiterung (Hirt u. a., 2014), Vorwirtsmodellie-
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rung im Orts- und Frequenzbereich (Kuhn und Seitz,
2003, 2005), der Berechnung eines Geoidmodells fiir
Afrika (Abd-Elmotaal u. a., 2016a,b), einer Quasigeoid
Losung fiir Nordeuropa (Farahani u.a., 2017) sowie
der inversen Modellierung von hydrologischen Phéno-
menen mittels Tesseroiden (Ferreira u.a., 2016), um
nur einige zu nennen, wurden und werden die Tessero-
idprogramme des GIK erfolgreich eingesetzt.

Die zahlreichen studentischen Arbeiten zu der hier
erlduterten Thematik der Vorwirtsmodellierung topo-
graphischer und isostatischer Effekte mittels der Tesse-
roidmethode machen deutlich, dass am Lehrstuhl von
Bernhard Heck Forschung und Lehre ineinander grei-
fen. So hat Hermann Béhr in seiner Studienarbeit eine
Bouguerkarte fiir das Saarland berechnet die bei der
EUCOR-URGENT-Tagung 2008 vorgestellt wurde
(Seitz u. a., 2008). Von Miifile (2011) und MiiBle u. a.
(2013) wurde die Kernfunktion fiir Potential- und
Schwerewirkung eines Tesseroids, wie in Abschnitt
2.2 angedeutet, radial integriert, bevor die Reihenent-
wicklung in Richtung ¢ und A ausgefiihrt wird. Ana-
lytische Aspekte wurden von Grombein u.a. (2010b)
untersucht und dabei eine optimierte Darstellung der
Tesseroidformeln fiir das Potential, den vektoriellen
Schwereeinfluss und den tensoriellen Gravitationsgra-
dienten entwickelt. Erste Ansidtze zur inversen Tes-
seroidmodellierung wurden in Grombein u.a. (2012)
prasentiert und in den Bachelor-Arbeiten Fuhrmann
(2014) und Hirter (2016) weitergefiihrt. Dabei wurden
aus differentiellen Monatslosungen (Dezember 2008)
fiir das Gravitationsfeld der Erde (siehe Abbildung
3.2 (a)), die in einer Hohe von 250 km synthetisiert
wurden, die Hohen der fiir die Unterschiede in den
Losungen verantwortlichen Wassersidulen iiber Aus-
tralien geschitzt (siche Abbildung 3.2 (b)). Aus diesen

geschitzten Wassermassen wurde das zugehorige Po-

[ ms?)

tential wieder durch Vorwirtsrechnung generiert und
mit den Ausgangsdaten verglichen. Die Residuen sind
in Abbildung 3.2 (c) dargestellt und sind dem Betrag
nach kleiner als 10~7 m?s~2,

Diese vielversprechenden Resultate der inversen Tes-
seroidmodellierung konnen im Rahmen der Neuaus-
richtung des Lehrstuhls von Bernhard Heck in Rich-
tung Geoditischer Erdsystemwissenschaft vertieft
werden.

In Diplom- bzw. Masterarbeiten wurde die Tesseroid-
methode fiir rechenintensive Massenreduktionen ein-
gesetzt. Von Miille (2013) und Miille u.a. (2014)
wurde die Tesseroidmethode bei der Behandlung der
sogenannten planaren Approximation verwendet um
die Molodenskii-Terme zu berechnen. Bei der Behand-
lung der Vereinigung regionaler Hohensysteme zu ei-
nem globalen Hohendatum wurde eine fixe Randwert-
aufgabe formuliert (Porz, 2015; Porz u. a., 2017). Auch
hier wurden residuale topographische Effekte mit-
tels Tesseroiden ausgewertet (Grombein u. a., 2016b,
2017). Beim Vergleich der Berechnungsweise von to-
pographischen Effekten durch Vorwirtsmodellierung
im Frequenz- bzw. Ortsbereich wurde von Schmitz
(2017) von der Tesseroidmethode intensiv Gebrauch
gemacht.

4 Externe Sichtbarkeit der
Karlsruher Tesseroidmethode

Parameter, an dem der Impakt einer Publikation fest-
gemacht werden kann, sind die Anzahl der Downloads
und die Haufigkeit ihrer Zitierung. Die Publikation von
Heck und Seitz (2007) wurde bis heute 792 von der In-
ternetseite des J Geod heruntergeladen und 83 mal zi-
tiert.

U 10t msY

-0.02 -0.01 0 0.01 0.02 -300 -150

0

150 300 - -4 0 4

Abbildung 3.2: Schidtzung von Wassersdulen aus einem inversen Tesseroidansatz iiber Australien (Hérter, 2016). (a) Potentialédnderung, (b)
geschitzte Hohen der Wasserséulen, (c) Residuen auf Potentialebene
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5 Ausblick

Die Approximation fiir das Potential eines Tessero-
ids wird in Shen und Deng (2016) bis zur Sten-
Ordnung erweitert. Die zweiten Ableitungen werden
ebenfalls bis zur Sten-Ordnung in sphérischen Koor-
dinaten (Deng und Shen, 2017) und in kartesischen
Koordinaten (Deng und Shen, 2018) unter Anwen-
dung der Karlsruher Methode veroffentlicht. Ebenso
wurde das Tesseroidkonzept von Uieda u. a. (2016) im
geophysikalischen Kontext adaptiert. In Marotta und
Barzaghi (2017) wird die Tesseroidmethode modifi-
ziert. Dabei wird unter hohem Rechenaufwand jedes
Tesseroid in das System sphirischer Polarkoordinaten
des Berechnungspunkts transformiert. Die Losung des
sphirischen Integrals durch Gauss-Legendre Quadra-
tur (2.2) wird u. a. in Roussel u. a. (2015) diskutiert.

S Ausblick

Die Erfolgsgeschichte der Karlsruher Tesseroidme-
thode wurde durch Bernhard Heck initiiert und wissen-
schaftlich begleitet. Bislang beschrinkte sich die Dis-
kretisierung mittels Tesseroide auf topographische und
isostatische Massen.

Die Erweiterung der Tesseroidmodellierung auf hydro-
logische oder atmosphérische Massenwirkungen befin-
den sich in Planung. Eine strenge ellipsoidische Mo-
dellierung der Methode ist moglich. Die Ursache der
numerischen Instabilitdt der Tesseroidformeln im un-
mittelbaren Nahfeld ist noch nicht zufriedenstellend
geklirt. Zukiinftige Schwerefeldmissionen erfordern
moglicherweise die Berechnung der topographischen

und isostatischen Effekte auf die dritten Ableitungen.
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