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Zusammenfassung

Die zunehmende Erschöpfung fossiler Energieträger erfordert immer effizientere Kon-
versionskonzepte von Primärenergiequellen. Im Bereich der Gebäudeklimatisierung
bilden thermisch angetriebene Wärmepumpen bzw. Kältemaschinen einen vielver-
sprechenden Ansatz für eine effiziente Energiekonversion unter Nutzung von Um-
weltwärme bzw. Abwärme. Solche Systeme führen zu neuen Randbedingungen für
die zugrundeliegenden Wärmeübertrager, z. B. für adsorptive Systeme mit einer
starken Instationarität und Temperatursensibilität des Prozesses.
Im Hinblick auf diese Randbedingungen wird in dieser Arbeit ein kompaktes, pla-
nares Wärmeübertragungssystem entwickelt und untersucht, welches aus einem bio-
mimetischen Ansatz resultiert. In zahlreichen natürlich vorkommenden Transport-
strukturen findet man fraktale Verteiler- bzw. Sammelkanalstrukturen, welche über
ein kapillares Geflecht verbunden sind. Dieser hierarchische Aufbau wird auch für
den, in dieser Arbeit entwickelten Plattenwärmeübertrager angewendet. Des Weite-
ren erfolgt in natürlichenWärmeübertragungsstrukturen der hauptsächliche Wärme-
austausch über kapillare Verbindungsgeflechte zwischen den Sammel- und Verteiler-
strukturen. Für die technisch effiziente Nachbildung werden offenporöse Metallfaser-
strukturen genauer untersucht. Bei der Entwicklung der Gesamtwärmeübertrager-
struktur spielen neben den typischen Charakteristiken wie dem Gesamtdruckabfall
und dem effektiven thermischen Widerstand der Struktur, die thermische Ansprech-
zeit (damit zusammenhängend die thermische Masse) und die Strömungsverteilung
eine wichtige Rolle.
Die thermohydraulische Effizienz lässt sich über Abschätzungsrechnungen verein-
fachter hierarchischer Strukturen demonstrieren, gegenüber häufig verwendeten, ef-
fizienten Planarstrukturen mit paralleler Kanalführung.
Im ersten Teil der Arbeit liegt der Fokus in der numerischen Optimierung der höchs-
ten Hierarchieebenen des Wärmeübertragers, insbesondere der Entwicklung optima-
ler Strömungsverteiler-Systeme. Dabei steht die Methodik zur Erzeugung optima-
ler Strukturen im Vordergrund. Für vereinfachte Verteilerkanalsysteme konnte eine
leistungsfähige Optimierungsmethodik entwickelt werden und zudem gezeigt wer-
den, dass vereinfachte Strömungsannahmen zu nicht-optimalen Verteilertopologien
führen. Somit ist eine numerische 3D-Berechnung für die Bestimmung von Optimal-
topologien notwendig. Für komplexere Verteilerstrukturen fraktaler Gestalt konnte
eine leistungsfähige numerische Optimierungmethodik mit einer sukzessiven Abfolge
und einer effizienten Initialisierung entwickelt werden, mit welcher kompakte Ver-
teilerstrukturen mit günstiger Strömungsaufteilung generiert werden können.
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Im zweiten Teil liegt der Fokus auf der niedrigsten Hierarchiestufe des Wärme-
übertragers, der offenporösen Verbindung zwischen Verteiler- und Sammelstruktur.
Diese offenporösen Metallfaserstrukturen sind aussichtsreich hinsichtlich ihrer ther-
mohydraulischen Leistungsfähigkeit, jedoch bislang wenig untersucht. Die Unter-
suchungen der thermohydraulischen Charakteristiken erfolgen numerisch und ex-
perimentell. Für die experimentelle Ermittlung der lokalen Wärmeübertragungsei-
genschaften wurde eine thermographiebasierte Methode angewendet. Die numeri-
schen Berechnungen wurden über eine Abbildung der realen Faserstrukturen auf
3D-Modellstrukturen durchgeführt. Mithilfe dieser synthetischen Modellstrukturen
konnte eine parametrische Untersuchung vorgenommen, und der Einfluss auf die
für die Effizienz maßgebenden Größen der Permeabilität K, der effektiven Wär-
meleitfähigkeit λth,eff und des Wärmeübergangskoeffizienten hsf ermittelt werden.
Durch einen Vergleich dieser Ergebnisse mit numerischen Berechnungen der realen
Faserstrukturen - welche aus CT-Daten gewonnen wurden - und der experimentellen
Ergebnisse war eine Modellvalidierung möglich. Für die charakterisierenden Größen
der realen Faserstrukturen, welche keine geordnete Struktur aufweisen, wurden ver-
einfachte analytische Modelle - basierend auf geordneten Strukturen - hergeleitet.
Eine adäquate Vorhersage der thermohydraulischen Größen dieser Modelle konnte
gezeigt werden.
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Abstract

The increasing depletion of fossil fuels requires increasingly efficient conversion con-
cepts for primary energy sources. In the field of building climate control, thermally
driven heat pumps or chillers are a promising approach for efficient energy conver-
sion using the heat of the environment or waste heat. Such systems lead to new
boundary conditions for the underlying heat exchangers, e.g. adsorptive systems
with a strong instationarity and temperature sensitivity of the process.

In view of these boundary conditions, a compact, planar heat transfer system is de-
veloped and investigated, which results from a biomimetic approach. In numerous
naturally occurring transport structures, fractal distribution or collecting channel
structures are found, which are connected via a capillary network. This hierarchical
structure is also applied to the plate heat exchanger developed in this work. Fur-
thermore, the main heat exchange takes place in natural heat transfer structures via
capillary connecting networks between the collecting and distributing structures.
For the technically efficient emulation, open-pore metal fiber structures are inves-
tigated more closely. Beyond the typical characteristics such as the total pressure
drop and the effective thermal resistance of the structure, the thermal response
time (and the thermal mass) and the flow distribution play an important role in the
development of the overall heat exchanger structure.

Thermohydraulic efficiency can be demonstrated by means of estimation calculations
of simplified hierarchical structures in comparison to frequently used, efficient planar
structures with parallel channels.

In the first part, the focus is on the numerical optimization of the highest hierarchical
levels of the heat exchanger, in particular the development of optimal flow distribu-
tion systems. The main emphasis here is on the methodology for generating optimal
structures. An efficient optimization methodology has been developed for simplified
distribution channel systems and furthermore it could be shown, that simplified flow
assumptions lead to non-optimal distribution topopologies. Consequently, a numer-
ical 3D calculation is necessary in order to obtain optimal topopologies. For more
complex distribution structures of fractal shape, an efficient numerical optimization
methodology with a successive sequence and a sophisticated, quick initialization was
developed, with which compact distribution structures with favorable flow distribu-
tion can be generated.

In the second part, the focus is directed to the lowest hierarchy level of the heat
exchanger, the open-porous connection between the manifold structures. These
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open-pore metal fiber structures are promising with regard to their thermohydraulic
performance but has only been investigated to a very limited extent. The ther-
mohydraulic characteristics are studied numerically as well as experimentally. A
thermography-based method was used for the experimental determination of the
local heat transfer properties. The numerical computations were carried out with
three-dimensional reconstructed fiber structure models. With the aid of these syn-
thetic model structures, a parametric investigation could be performed and the
influence on the parameters, which are determining the efficiency, could be obtained
which are: the permeability K, the effective thermal conductivity λth,eff and the
heat transfer coefficient hsf . By comparing these results with numerical calculations
of the real fiber structures - which were obtained from CT data - and the experimen-
tal results, model validation was possible. For the characterizing quantities of the
real fiber structures, which do not have an ordered structure, simplified analytical
models were derived, which are based on ordered structures. An adequate prediction
of the thermohydraulic quantities by these models could be shown.
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Teil I.

Einführung:
Wärmeübertragungskonzepte
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In den letzten Jahrzehnten wurden unzählige Wärmeübertragungstechnologien ent-
wickelt [51]. Hierbei gewinnt die Flüssigkeitskühlung wegen der höherer Wärme-
übergangskoeffizienten gegenüber der Luftkühlung zunehmend an Bedeutung. Eine
grobe Unterteilung lässt sich in direkte und indirekte Wärmeübertragungskonzepte
vornehmen, d. h. das wärmeübertragende Medium und das zu kühlende bzw. zu be-
heizende Objekt stehen im direkten thermischen Kontakt oder – getrennt durch eine
wärmeübertragende Trennschicht – im indirekten Kontakt. In dieser Arbeit werden
nur indirekte Wärmeübertrager betrachtet.
Die Effizienz der Wärmeübertragung in einem Strömungssytem lässt sich über den
Wärmeübergangskoeffizienten h [W/m2K] ausdrücken:

h = Nu · λf
dh

. (0.1)

Hierin lässt sich die theoretische Möglichkeit der Verbesserung der Wärmeübertra-
gung des Systems gut einsehen: Für Fluidströmungen ohne Phasenwechsel liegen die
Verbesserungsmöglichkeiten in der Erhöhung der Eigenleitfähigkeit λf , beispielswei-
se über den Zusatz von Nanopartikeln, über die Miniaturisierung des Systems (dh)
(vgl. Abschnitt 1.1) und durch Optimierung des Fluidkanal-Netzwerkes, was mit der
Nusselt-Zahl Nu zusammenhängt (vgl. Abschnitt 1.2).
Als Maß für die thermohydraulische Effizienz eines Wärmeübertragers lässt sich das
Verhältnis der Wärmeübertragungsrate auf das Kühlmedium Q̇ zu der aufzuwen-
denden Pumpleistung Ẇ = ∆ptot · V̇tot angeben:

ηeff = Q̇

Ẇ
= hA∆Tm
V̇tot∆ptot

, (0.2)

mit der Bezugsfläche der Wärmeübertragung A, der mittleren Temperaturdifferenz
zwischen Quelle und Wärmeübertragerfluid ∆Tm, dem Gesamtvolumenstrom V̇tot
und dem Gesamtdruckabfall ∆ptot im Wärmeübertrager.
Eine weitere wichtige, die Kompaktheit des Wärmeübertragers quantifizierende Ef-
fizienzgröße ist die Wärmeübertragungsrate pro Volumen [W/m3]:

ηkomp = Q̇

V
, (0.3)

mit dem Volumen des Wärmeübertragers V .
Tuckerman und Pease [98] zeigten das große Potential der Fluidkühlung integrier-
ter (elektrischer) Schaltkreise mit Mikrokanalstrukturen auf. Mikrokanalwärmeüber-
trager gehören wegen des hohen Oberflächen-zu-Volumen-Verhältnisses, des hohen
Wärmeübertragungskoeffizienten und der geringen Menge an benötigtem Wärme-
übertragungsfluid zu den effizientesten Wärmeübertragungsstrukturen. Diese kom-
pakten Wärmeübertragerstrukturen haben durch ihre geringere thermische Masse
zudem eine deutlich verringerte thermische Trägheit bzgl. Temperaturänderungen.
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Die Kombination solcher Mikrokanalströmungen mit wärmeübergangsverstärkenden
Techniken führt zu thermohydraulisch effizienten Wämeübertragern mit Einphasen-
strömungen, welche ähnliche Effizienzen wie vergleichbare Wärmeübertrager mit
Phasenwechselmedien besitzen, jedoch ohne den Nachteil der schlechten hydrauli-
schen Effizienz letzterer.

In praktischen Anwendungen sind die Vorteile dieser Mikrokanalnetzwerke wün-
schenswert, aber ohne die Nachteile des Druckabfalls (und damit erhöhtem Pum-
paufwand) und die ungleichförmige Temperaturverteilung. Zur Lösung dieser Pro-
blematik ist ein Blick auf biologische Transportsysteme lohnenswert, um eine opti-
male Lösung des Problems zu erhalten. Durch nähere Betrachtung der in der Natur
vorkommenden Strömungssystem-Designs zeigt sich, dass diese in einer fraktalen
(baumartigen) Struktur auf den höchsten Hierarchieebenen angeordnet sind. Diese
Strukturen ermöglichen eine höhere Wärmeübertragungsdichte und eine gleichmä-
ßigere volumetrische Verteilung der Transportprozesse.

Im Falle von Wärmeübertragern ohne Phasenwechsel des Fluids schränken konven-
tionell eingesetzte Wärmeübertragerfluide wie Wasser, Öl oder Ethylene Glycol usw.
durch ihre mäßige Eigenleitfähigkeit die Effizienz des Gesamtwärmeübertragersys-
tems ein.

Eine Möglichkeit, die Eigenleitfähigkeit λf der Fluide zu erhöhen, liegt in dem Zu-
satz von Schwebeteilchen. Neuere Forschungsarbeiten untersuchen Suspensionen von
Nanopartikeln in herkömmlichen Wärmeübertragerfluiden, sogenannte Nanofluide.
Hierdurch können die Hauptnachteile von Suspensionen in den Fluidkanälen wie
Sedimentation und Kanalverstopfung vermieden werden. Interessante Nanopartikel
sind Teilchen mit großer Oberfläche, geringer Trägheit und damit hoher Teilchenmo-
bilität. Die erwarteten Vorteile sind, neben der signifikanten (teilweise abnormalen)
Erhöhung der Eigenleitfähigkeit des Nanofluids schon bei geringen Nanopartikelkon-
zentrationen, die Partikelstabilität und die Korrosions- und Sedimentationsvermei-
dung. Zudem wird das Newton’sche Verhalten der Fluide nicht geändert.

Struktur der Arbeit

In Kapitel 1 werden relevante Techniken für die Erhöhung der thermohydraulischen
Effizienz von Wärmeübertragern diskutiert.

Auf dieser Grundlage wird in Kapitel 2 das Konzept des hier erarbeiteten hierar-
chischen Wärmeübertragers dargestellt und in Abschnitt 2.1 eine Abschätzung des
thermohydraulischen Potezials vorgenommen über eine Gegenüberstellung mit einer
Vergleichsstruktur, welche dem aktuellen Stand der Technik entspricht.

Die hierarchische Wärmeübertragerstruktur lässt sich in zwei Teilstrukturen mit un-
terschiedlichen Effizienzcharakteristiken unterteilen: das Verteilersystem bzw. Samm-
lersystem (Teil II) und die offenporösen Übergänge zwischen diesen (Teil III).
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In Kapitel 3 werden die Verteilersysteme genauer untersucht mit Fokus auf Uni-
formität der Strömungsverteilung und thermische Masse, als maßgebenden Größen
für die thermohydraulische Effizienz des Gesamtwärmeübertragers. In Abschnitt 3.1
wird zunächst die Optimierung einfacher hierarchische Verteilersysteme untersucht.
In Abschnitt 3.2 liegt der Fokus auf der Entwicklung optimaler biomimetischer Ver-
teilersysteme mit komplexerer Struktur.
Die zweite Teilstruktur des hierarchischen Wärmeübertragers: offenporösen Über-
gänge, wird in Teil III genauer untersucht. Da bislang wenige Untersuchungen zu
den offenporösen metallischen Kurzfaserstrukturen vorliegen, werden die thermohy-
draulisch relevanten Größen in drei Abschnitten über verschiedene Methoden er-
forscht. Die theoretische Grundlage der Untersuchungsmethoden ist in Abschnitt 4
dargestellt. In Kapitel 5 wird die hydraulische Effizienz (Permeabilität) betrachtet.
In den Kapiteln 6 und 7 wird die thermische Effizienz hinsichtlich der effektiven
Wärmeleitung bzw. Wärmeübergang untersucht.
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1. Überblick über vielversprechende
Techniken zur Erhöhung der
thermohydraulischen Effizienz

1.1. Miniaturisierung und offenporöse Strukturen

Miniaturisierung

Seit Tuckerman und Pease [98] zum ersten Mal die Idee von parallelen Mikroka-
nalwärmeübertragern zur Kühlung elektrischer Schaltkreise eingeführt habe, wur-
den zahlreiche Untersuchungen an einzelnen und parallelen, geraden Mikrokanälen
in Wärmeübertragern durchgeführt. Unter diesen Untersuchungen haben Sobhan
und Garimella [94] und Obot [74] eine systematische Zusammenstellung der ex-
perimentellen Daten bis zum Jahr 2000 geliefert. Aus den Untersuchungen kann
die allgemeine Schlussfolgerung gezogen werden, dass Mikrokanäle deutlich bessere
Wärmeübertragungseigenschaften aufzeigen als makroskopische Kanäle.

Verglichen mit konventionellen Wärmeübertragern liegt der Hauptvorteil der minia-
turisierten Wärmeübertragerstrukturen in ihren extrem großen Wärmeübergangsflä-
chen bezogen auf das eingenommene Volumen. Damit sind Wärmeübergangskoeffi-
zienten im Bereich von bis zu 106 W/m2K theoretisch möglich, was zwei Größenord-
nungen über den konventionellen Wärmeübertragern liegt. In den Bereichen von 3
mm bis 200µm des hydraulischen Durchmessers wird in der Regel von Minikanälen
gesprochen. Mikrokanäle bezeichnen Durchmesser von weniger als 200µm.

Eine einfache Dimensionsbetrachtung zeigt den Vorteil der Miniaturisierung von
Wärmeübertragern. Zugrunde liegt die Tatsache, dass die physikalischen Grund-
gleichungen, welche das makroskopische Regime beschreiben, auch für das mikro-
skopische Regime ihre Gültigkeit behalten, solange die Kontinuumshypothese gilt.
(Für Fluide ist diese Anforderung bis zu einer Skala von 10 nm erfüllt; sie wird
damit in dieser Arbeit angenommen.) Betrachtet man die Korrelationen, welche für
makroskopische Kanäle hergeleitet wurden, so erhält man für eine exemplarische
Struktur bestehend aus n parallel durchströmten Röhren der Durchmesser d und
Längen L mit einer vollentwickelten laminaren Strömung (Nu = konst.) folgende
Zusammenhänge [76]
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1.1 Miniaturisierung und offenporöse Strukturen

für den Wärmeübergangskoeffizienten:

h ∼ 1/d , (1.1)

und für den Wärmestrom Q̇ [W] bei einer mittleren Temperaturdifferenz ∆Tm ent-
lang des Kanals:

Q̇

∆Tm
∼ Ln . (1.2)

Dabei ist mittlere Temperatur definiert durch die integrale Differenz der Tempera-
turen zwischen den beiden Wärmeübertragermedien bzw. dem Wärmeübertrager-
medium und der Kanalwand entlang des Kanals ∆Tm = 1/A

´
L

(Tw − Tf ) dA.
Für den Druckabfall ∆p erhält man die Proportionalität:

∆p ∼ L/(nd4) . (1.3)

Bei Konstanthaltung des Druckabfalls und der mittleren Temperaturdifferenz würde
die Halbierung der Rohrdurchmesser (d → d/2) den Wärmeübergangskoeffizienten
verdoppeln (h → 2h) und die notwendige Oberfläche zur Wärmeübertragung wür-
de bzgl. der Ursprünglichen halbiert. Hält man die übertragene Wärmemenge pro
mittlerer Temperaturdifferenz konstant (Ln = konst.), so reduziert sich die Rohr-
länge L auf ein Viertel (L → L/4) bei gleichbleibendem Gesamtdruckabfall und
damit würde das interne Volumen (Vi = n (d/2)2 πL) auf ein Viertel des Originals
reduziert (Vi → Vi/4). Zusammenfassend lässt sich feststellen, dass durch eine Minia-
turisierung (hier des Rohrdurchmessers d) bei gleichbleibender thermohydraulischer
Effizienz kompaktere Wärmeübertragerstrukturen möglich sind.
Für den speziellen Fall eines konstanten Wärmestromes Q̇ über eine vorgegebene
äußere Oberfläche A führt die Miniaturisierung (d → d/2) zwar weiterhin zu einer
Verbesserung der thermischen Effizienz (h → 2h), jedoch mit einer deutlichen Re-
duktion der hydraulischen Effizienz (∆p→ 4∆p). Somit führt die Miniaturisierung
alleine nicht für jede Randbedingung zu einer gesamteffizienten Wärmeübertrager-
struktur.
Eine den Strömungszustand charakterisierende Größe ist die Reynolds-Zahl:

Re = v ·Dh

ν
. (1.4)

Diese unterteilt die Strömung in zwei Zustände, den laminaren Zustand, in wel-
chem viskose Kräfte dominieren, und den turbulenten Strömungszustand, in wel-
chem Trägheitskräfte überwiegen. Die Längenskala L bildet bei Kanalströmungen
der hydraulische Durchmesser L ≡ Dh. Da die Reynolds-Zahl proportional zu dieser
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Überblick vielversprechender Techniken

Längenskala ist, führt die Miniaturisierung zu einer Laminarisierung der Strömung.
Da in diesem Strömungszustand keine signifikante Fluidbewegung quer zur Strö-
mungsrichtung vorliegt, erfolgen Mischungsvorgänge vorwiegend durch molekulare
Diffusion. Tuckerman und Pease [98] kamen schon am Anfang der 1980er Jahre
zu dem Ergebnis, dass der Wärmeübergang für spezielle Mikrokanalstrukturen mit
laminarer Durchströmung den Wärmeübergang turbulenter Strömung in makrosko-
pischen Kanälen vergleichbarer Gesamtausdehnung übertreffen. Diese Erhöhung des
Wärmeüberganges lässt sich zum einen durch die Betrachtung der thermischen Dif-
fusion verstehen. Die Zeitskala τD der Temperaturangleichung eines Fluidvolumens,
welches sich im thermischen Kontakt zu einem Wärmereservoir befindet, ist gegeben
durch [96]:

τD ∼
L2

κth
, (1.5)

mit der thermischen Diffusivität κth = λ/ρcp [W/mK]. Somit wird die Thermalisie-
rungszeit und damit die thermische Trägheit über die Miniaturisierung signifikant
verringert.
Zum anderen führt die Miniaturisierung zu einem hohen Oberflächen-zu-Volumen-
Verhältnis, wodurch der thermische Kontakt zwischen Kanalwand und Fluid deutlich
erhöht wird. Das Verhältnis skaliert umgekehrt proportional zu der Längenskala
Asf/V ∼ L−1. Zusammen mit der verkürzten Thermalisierungszeit erhält man hohe
Wärmeübergänge durch die Miniaturisierung.
Um dem nachteiligen Effekt der Strömungslaminarisierung und Druckabfallserhö-
hung durch die Systemminiaturisierung entgegenzuwirken, wurden weitere Maßnah-
men zur Steigerung der thermohydraulischen Effizienz von Mikrostrukturen unter-
sucht.

Verstärkungstechniken für laminare Einphasenströmungen

Grob lassen sich die Techniken zur Verstärkung der thermohydraulischen Effizienz
in die Kategorien passive und aktive Verstärkungstechniken unterteilen. Die zugrun-
deliegenden Mechanismen sind: 1. die Verringerung der thermischen Grenzschicht,
2. die Störung der Strömung und 3. die Erhöhung der Geschwindigkeitsgradienten
nahe der beheizten Wände.
Passive Verstärkung ist möglich über die Erhöhung der Oberflächenrauhigkeit, wo-
durch die thermische Grenzschichtdicke verkleinert und zudem der Übergang von
laminarer zu turbulenter Strömung begünstigt wird. Eine kontrolliertere Möglichkeit
ist das Einbringen von Störstellen in die Strömung, wodurch die Mischung verstärkt
und auch der Übergang zu turbulenter Strömung begünstigt wird. Verschlungene
Kanalführungen und die Erzeugung von Sekundärströmungen sind weitere Möglich-
keiten zur Verstärkung. Eine spezielle Art dieser passiven Verstärkung wurde von
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1.2 Fraktale Kanalstrukturen

Escher et al. [35, 33] vorgestellt, bei welcher über kleine Prallströmungen die ther-
mische Grenzschichtdicke verkleinert und damit der Wärmeübergang erhöht wird.
Zu den aktiven Verstärkungtechniken zählt die Zufuhr von Vibrationen an den Kanä-
len bzw. von Pulsationen an die Strömung, die Erzeugung externer elektrostatischer
Felder und adaptierbare Rauhigkeitsstrukturen.
Der Nachteil der aktiven Techniken liegt in der Notwendigkeit einer externen Ener-
giequelle bzw. Aktivierung. In Anbetracht des energetischen Aufwandes sind passive
Techniken den aktiven Techniken vorzuziehen.

Offenporöse Strukturen

Aus Sicht der vorher dargestellten Miniaturisierung mit geordneten bzw. gezielt ge-
stalteten Strukturen stellen offenporöse Metallstrukturen (wie metallische Schäume
und Faserstrukturen) einen weiteren Weg der Wärmeübertragerminiaturisierung mit
ungeordneter Struktur dar.
Die Herstellung solcher Strukturen über Metallsinterung ist deutlich günstiger als
die Herstellung geordneter Mikrostrukturen, besitzen aber die oben aufgeführten
vorteilhaften Eigenschaften letzterer.
Wie bei den geordneten Mikrostrukturen liegt der Hauptvorteil in dem großen
Oberflächen-zu-Volumen-Verhältnis (mit bis zu 104 m2/m3) und der damit zusam-
menhängenden Kompaktheit. Eine weitere effizienzerhöhende Eigenschaft liegt in
der Verstärkung der Fluiddurchmischung durch die tortuosen Fluidpfade innerhalb
dieser Strukturen.
Wegen der interessanten Eigenschaften werden offenporöse Metallstrukturen als sehr
vielversprechende Materialien für effiziente Wärmeübertrager betrachtet [16, 107,
52].

1.2. Fraktale Kanalstrukturen

Wie in Abschnitt 1.1 gezeigt, führt eine Verbesserung der thermischen Effizienz über
die Miniaturisierung mit parallelen Mikrokanälen (bei konstantem Wärmeeintrag)
zu einer Erhöhung der hydraulischen Widerstandes und damit zu einer Verschlech-
terung der hydraulischen Effizienz. Zudem liegt ein Nachteil in der inhomogenen
Temperaturverteilung, d. h. den Temperaturgradienten auf der Wärmeübertragungs-
oberfläche, was zu lokalem Wärmestau (hot spots) oder lokalen Hemnissen (in der
Adsorption) führt.
Um diesen Nachteil konventioneller gerader Mikrokanäle zu lösen, schlug Bau [9] Mi-
krokanäle mit variablen Querschnitten vor, um den Temperaturgradienten entlang
der Kanäle zu minimieren. Durch Verjüngung der Kanäle in Flussrichtung konnte
zwar eine Reduktion der maximalen Oberflächentemperatur gezeigt werden, jedoch
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Überblick vielversprechender Techniken

führt dies wiederum zu dem Problem einer Druckabfallserhöhung durch die Zunahme
der Strömungsgeschwindigkeit. Somit führt dies nicht zu einem besseren Gesamtsys-
tem, wodurch weitere Ansätze notwendig sind.
Die Strukturen lebender Organismen können Inspiration für die Gestaltung optima-
ler (Mikrokanal-)Wärmeübertragungssysteme liefern. Bejan und Errera [12] haben
als Erste verzweigende Netzwerke für die Kühlung elektronischer Schaltkreise disku-
tiert. Sie schlugen eine Architektur für den Volumen-zu-Punkt-Pfad vor, bei welcher
sowohl der Druckabfall als auch die thermischen Widerstandspfade minimiert wer-
den.
Basierend auf diesen Arbeiten hat Bejan eine universelle Gesetzmäßigkeit, das sog.
constructal law postuliert, welche besagt, dass Systeme endlicher Abmessung in der
Zeit nur dann bestehen bleiben können, wenn sie eine leichtere Zugänglichkeit für
die Ströme bieten, die sie durchfließen. Er konnte zeigen, dass sich aus dieser Gesetz-
mäßigkeit die natürlich auftretenden Strukturen deduzieren lassen. Durch Anwen-
dung der constructal theory [12] auf einfache Wärmeübertragungsprobleme zeigte
Bejan, dass sich die Gleichmäßigkeit der Temperatur verbessern lässt bei gleich-
zeitiger Verringerung des Druckabfalls. Die constructal theory [11], basierend auf
thermodynamischen Annahmen, kann für die Optimierung zahlreicher Transport-
phänomene herangezogen werden, beispielsweise die Wärmeübertragung, die Fluid-
strömung und Elektrizität. Konstruktale Verästelungen sind insbesondere wichtig,
da zahlreiche natürlich auftretende Ströme eine verästelnde Charakteristik aufzei-
gen, wie die Atemwege, Gefäßgewebe oder auch Blitze. Die Gemeinsamkeit in der
Strömungsstruktur liegt in der Fraktalität und der hierarchischen Anordnung der
multiplen Skalen. Obwohl die constructal theory Gesetzmäßigkeiten zur Konstruk-
tion optimaler Strukturen auf jeder Skala vorgibt, ist dieser Weg der optimalen
Strukturbestimmung für die technische Anwendung nur beschränkt anwendbar, da
vielfältige Randbedingungen berücksichtigt werden müssen, welche gegenläufige Ef-
fekte zeigen. Zudem ist ohne a priori Beschränkung der Geometrie und stark ver-
einfachende Strömungsannahmen eine praktikable Optimierung nicht durchführbar.
Jedoch ist diese theoretische Grundlage wegweisend für die zu optimierende Initial-
struktur der konkreten technischen Problemstellung.
Senn und Poulikakos [90] untersuchten auch numerisch die laminare konvektive
Wärmeübertragung und den Druckabfall in fraktalen Mikrokanalnetzwerken. Ihr
Vergleich mit serpentinenartigen Strömungsmustern mit gleichen Grenzflächengrö-
ßen und Reynolds-Zahlen zeigte, dass fraktale Strukturen den Druckabfall halbieren
und gegenüber Serpentinen bessere Wärmeübertragungseigenschaften aufweisen.
Die Forschungsarbeiten zu fraktalen Wärmeübertragerstrukturen mit bifurkativen
Verzweigungen [77], [21], [90] konnten zeigen, dass nicht nur höhere Wärmeüber-
gangseffizienzen, sondern auch eine Verringerung des Gesamtdruckabfalls, auch im
Vergleich zu paralleler Kanalanordnung, erreicht werden können.
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Teil II.

Hierarchische
Wärmeübertragersysteme
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2. Hierarchische
Plattenwärmeübertrager

In der Regel bestimmt der Anwendungsfall das Design eines Wärmeübertragers. Eine
Übersicht der möglichen Designs findet sich in [55]. Die in dieser Arbeit entwickelten
Wärmeübertrager haben folgende Anforderungen:

• indirekte Wärmeübertragung von einem Einphasenfluid an eine Oberfläche
einfacher Geometrie

• geringe thermische Ansprechzeit durch geringe thermische Masse
• hohe thermische Effizienz durch Kompaktheit und eine hohe wärmeübertra-

gende Oberfläche
• hohe hydraulische Effizienz durch parallele Strömungsführung

Das Anwendungsgebiet solcher Wärmeübertrager sind Prozesse, bei denen die zu
übertragende Wärmemenge zeitlich stark variiert und der schnelle (Ab-)Transport
für die Effizienz des Prozesses essentiell ist, wie im Falle eines Adsorptionsprozes-
ses. Wenn größere Kontaktflächen beheizt bzw. gekühlt werden müssen und die
hydraulische Effizienz des Wärmeübertragersystems - als Teil der Gesamteffizienz
des Systems - von Bedeutung ist, ist eine Parallelisierung der Strömung notwen-
dig. Somit sind die Rahmenbedingungen für die Anwendung in Systemen wie einer
Adsorptionswärmepumpe geeignet und allgemein in Prozessen, in denen alle oben
genannten Anforderungen gleichberechtigt vorliegen.
Auf der Grundlage dieser Rahmenbedingungen und der in Kapitel I dargestellten
Konzepte der thermohydraulischen Effizienzsteigerung wird ein neuartiges Wärme-
übertragerkonzept in dieser Arbeit erarbeitet und untersucht.

Hierarchisches Wärmeübertragerkonzept HHX

Das hier entwickelte Wärmeübertragerkonzept ist in Abbildung 2.1 skizziert. Um
eine möglichst einfache Wärmeübertragergrenzfläche (außen) zu realisieren und um
eine modulare und kompakte Bauweise (durch Stapelung) eines Gesamtwärmeüber-
tragersystems zu erreichen, liegt der Fokus auf Plattenwärmeübertragern, d. h. auf
Wärmeübertragerstrukturen mit einem geringen Ausdehnungsverhältnis
(O (HHX/WHX) = 10−2). Die effektiv zweidimensionale Strömung durch den Wär-
meübertrager zeigt eine Fraktalität (siehe Abschnitt 1.2), weshalb der Wärmeüber-
trager hier als hierarchisch bezeichnet wird. Diese Hierarchieebene der Verteiler-
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2.1 Abschätzung der thermohydraulischen Leistungsfähigkeit

bzw. Sammelkanalstruktur wird im Weiteren als Hierarchieebene I bezeichnet (vgl.
Abb. 2.1). Die zweite Hierarchieebene II bilden die Endstücke der Verteilerkanäle,
über welche die Verteilung der Strömung auf die offenporöse Zone erfolgt (Hierar-
chieebene III ).
Der Hauptvorteil dieser hierarchischen Struktur liegt primär in der hydraulischen
Effizienzsteigerung durch die verringerte aufzuwendende Pumpleistung und der in-
direkten thermischen Effizienzsteigerung durch die erhöhte Homogenisierung der
zweidimensionalen Durchströmung der Plattenfläche.
Die thermohydraulische Wärmeübertragungssteigerung durch offenporöse Metall-
strukturen wurde in Abschnitt 1.1 näher beleuchtet. In zahlreichen natürlich vor-
kommenden Transportstrukturen (beispielsweise der menschlichen Haut) findet man
fraktale Verteiler- bzw. Sammelkanalstrukturen (Arterien bzw. Venen), welche über
ein kapillares Geflecht verbunden sind. Der Wärmeaustausch erfolgt im organischen
Gewebe primär über das kapillare Verbindungsgeflecht (5−15µm) von den Arterien
zu den Venen [20]. Im Vergleich zu Kapillaren lassen sich in offenporigen Schwamm-/
Faserstrukturen Porenabmessungen bis zu ca. 100µm erreichen.

ein

aus

offenporöse Metallstruktur

I II III

Sammelkanalstruktur 1

Sammelkanalstruktur 2

x

y

Verteilerkanalstruktur 1

Verteilerkanalstruktur 2

Abbildung 2.1.: Wärmeübertragerkonzept HHX mit den Hierarchieebenen I, II,
III.

2.1. Abschätzung der thermohydraulischen
Leistungsfähigkeit

Das Potential der hierarchischen Struktur zur Wärmeübertragung zeigt sich im di-
rekten Vergleich mit einer harfenförmigen Struktur (siehe Abb. 2.2). Für den Ver-
gleich werden die wärmeübertragenden Oberflächen AHX = WHX × LHX und der
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Gesamtvolumenstrom V̇ges gleich gewählt. Die verglichenen Strukturen (RHX und
HHX) sind in Abbildung 2.2 dargestellt. Die hierarchische Struktur HHX wird in ver-
einfachter Form betrachtet. In den nachfolgenden Abschnitten sind die Berechnun-
gen der Charakteristiken (hydraulische, thermische Effizienz und thermische Masse)
zusammengefasst und im letzten Teilabschnitt einander konkret gegenübergestellt.

ein

aus
LHX

Lm

WHX

LHX
Lm

aus

ein

y

x

II

WHX

WM

lm

Wm

WM,ein
WM,aus

V̇
(n+1)
M

V̇M/Nm

V̇
(n−1)
M

V̇
(n)
M

V̇M/Nm

ζn

ζn+1

∆ζm

(a)

(b)

I

LM

LM

SteigkanalVerteiler

Sammler

Abbildung 2.2.: Skizze: (a) RHX mit idealer Volumenstromaufteilung im Vertei-
lerkanal (grau gestrichelt); (b) HHX mit den Hierarchieebenen (I, II, III).

2.1.1. Hydraulische Effizienz

Ein Hauptcharakteristikum der hydraulischen Effizienz eines Wärmeübertragers ist
der Gesamtdruckabfall ∆ptot zwischen Ein- und Austritt des Wärmeübertragers. Die
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2.1 Abschätzung der thermohydraulischen Leistungsfähigkeit

damit zusammenhängende Energie zur Förderung des Volumenstromes ist die sog.
Pumpleistung P [W], welche definiert ist durch:

P = ∆ptot · V̇tot , (2.1)

mit dem Volumenstrom V̇ . Der Gesamtdruckabfall in einem parallelen Netzwerk
ist bestimmt durch die Reibungsverluste entlang des Zu- und Ableitungskanals und
durch den Verlust in den parallelen Steigkanälen (und in der porösen Struktur bei
HHX):

∆ptot = ∆pM + ∆pc . (2.2)
Es wird eine optimale Durchströmung des Wäremübertragers angenommen, d. h.
die Volumenströme in den parallelen Steigkanälen sind gleich.

A) Referenzstruktur RHX

Geht man theoretisch davon aus, dass durch jeden Steigkanal der gleiche Volumen-
strom fließen soll, so muss der Volumenstrom entlang des Zuleitungskanals linear
mit der axialen Position ζ abnehmen: V̇M (ζ) = (1− ζ/LM). Um diese lineare Vo-
lumenstromabnahme im reibungsbehafteten Fall zu erreichen, ist eine Optimierung
der Kanalform notwendig. Im realen Wärmeübertrager hat man eine diskrete Vo-
lumenstromabnahme entlang des (Zuleitungs-)Kanals, welche sich für eine optimale
Gleichverteilung auf die Steigkanäle ausdrücken lässt:

V̇
(n)
M = V̇M

(
1− n

Nm

)
, für 0 ≤ n ≤ Nm , (2.3)

wobei n die Nummer des Steigkanals und Nm die Anzahl der Steigkanäle bezeichnen.
Ganz allgemein gilt für den Druckabfall entlang eines geraden Kanals:

∂p

∂ζ
=

2fFρf v̄2
ζ

dh
, (2.4)

mit der mittleren Geschwindigkeit in Hauptströmungsrichtung v̄ζ und dem Fanning
Reibungsfaktor fF , welcher mit der Rohrreibungszahl λF zusammenhängt: fF =
4 ·λF . Muzychka und Yovanovich [68] haben ein allgemeines Modell für hydraulisch
sich ausbildende laminare Strömungen in rechteckigen Kanälen entwickelt, welches
hier eingesetzt wird.
Wenn man für die Steigkanäle eine vollständig ausgebildete Strömung annimmt und
den hydraulischen Durchmesser der einzelnen Kanäle konstant setzt, lässt sich aus
Gleichung 2.4 der Druckabfall in den Steigkanälen der Länge Lm angeben als:

∆pc =
2fFρf v̄2

ζ

dh
· Lm . (2.5)
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Für die Zu- bzw. Ableitungskanäle erhält man durch Integration der Gleichung 2.4
entlang des Kanals den Gesamtdruckabfall:

∆pM = 1
Nm

Nm∑
i=1

[ˆ Li

0

2fF (ζ, v̄V,ζ) ρf v̄2
V,ζ (ζ)

dV,h (ζ) · dζ +
ˆ LM

Li

2fF (ζ, v̄S,ζ) ρf v̄2
S,ζ (ζ)

dS,h (ζ) · dζ
]
,

(2.6)
dabei sind dV,h und dS,h die lokalen hydraulischen Durchmesser im Verteiler- bzw.
Sammelkanal und (v̄V,ζ , v̄S,ζ) die mittleren Geschwindigkeiten in diesen Kanalab-
schnitten. Li bezeichnet die Position des i-ten Steigkanals. Gemittelt wird über alle
möglichen Strömungspfade durch den Wärmeübertrager (Nm ).

B) Hierarchische Struktur HHX

Bei der hierarchischen Struktur kommt noch eine Hierarchieebene hinzu, sprich der
Übergang von den Verteilerkanalenden auf die Sammelkanalenden über die offen-
poröse Faserstruktur (vgl. Abb. 2.2 III). Damit ergibt sich für den Steigkanalanteil
des Druckabfalls als Summe der Druckabfälle in den Zu- und Ableitungen ∆pm und
in den porösen Übergängen ∆pp

∆pc = ∆pm + ∆pp . (2.7)

Der Verteilerkanalterm ∆pm ergibt sich analog Gl. 2.6 durch Mittelung über alle
möglichen Fluidpfade

∆pm = 1
Lm

ˆ Lm

0

[ˆ l

0

2fF (ζ, v̄v,ζ) ρf v̄2
v,ζ (ζ)

dv,h (ζ) · dζ +
ˆ Lm

l

2fF (ζ, v̄s,ζ) ρf v̄2
s,ζ (ζ)

ds,h (ζ) · dζ
]
dl ,

(2.8)
wobei dv,h und ds,h die lokalen hydraulischen Durchmesser in den Verteiler- bzw.
Sammelkanalenden und v̄v,ζ und v̄s,ζ die mittleren Geschwindigkeiten in diesen Ka-
nalabschnitten sind.
Der Druckabfall über die poröse Struktur wurde durch eine Abbildung auf ein Ka-
nalnetz bekannter Geometrie und der Annahme von Hagen-Poiseuille-Flüssen durch
die einzelnen Kanäle bestimmt als:

∆pp = ξ · τ lm
dhε2

· ρ2v
2 , (2.9)

mit der Porosität ε, dem hydraulischen Durchmesser dh = 4ε/Asf (Asf = Ai/V ) vo-
lumetrischen inneren Oberfläche der porösen Struktur), dem Reibungskoeffizienten
ξ und der Tortuosität τ = s/Lref (s Fluidpfad; Lref Referenzlänge). Die konkreten
Werte für die spätere Gegenüberstellung wurden der experimentellen Arbeit von
Andersen et al. [3] entnommen.
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2.2. Thermischer Widerstand

Eine weitere wichtige Charakteristik der Leistungsfähigkeit ist der thermische Wi-
derstand Rth des Wärmeübertragers, welcher direkt mit dem Wärmeübergangskoef-
fizienten zusammenhängt h ∼ R−1

th .
Als Referenzgröße lässt sich der flächengemittelte thermische Widerstand R̄th ange-
ben als:

R̄−1
th = 1

Aproj

¨
Aproj

1
Rspez
th (x) · dA . (2.10)

Die Bezugsfläche ist dabei die projizierte Oberfläche des Wärmeübertragers Aproj.
Für die hier behandelten Wärmeübertrager gilt Aproj = AHX = WHX × LHX .

A) Referenzstruktur RHX

Für die theoretische Bestimmung wurde approximativ von einer hydraulisch und
thermisch vollständig ausgebildeten Rohrströmung ausgegangen, was sich mit den
genaueren Simulationsuntersuchungen rechtfertigen lässt. Für den Ansatz wurden
die analytischen Lösungen von Morini [64] in einer Taylor-entwickelten Form Nu =∑5
i=0 ciβ

i nach dem Seitenverhältnis β = H/W ≤ 1 des Kanals verwendet. Die Mo-
delle der Nusselt-Zahl Nuk,∞ (β) werden gemäß den Randbedingungen klassifiziert.
Die Klassifizierung erfolgt über die Anzahl k der Kanalseitenflächen mit konstanter
Wärmestromdichte; dabei ist k ∈ {1, 2, 3, 4}.
Für die Steigkanäle wurde die Randbedingung k = 4 angenommen, d. h. ein kon-
stanter Wärmeeintrag über alle vier Kanalseiten. Wenn man es auf eine konstante
mittlere Fluidtemperatur T̄f in den Kanälen und eine konstante mittlere Kanal-
aussentemperatur T̄s bezieht, erhält man für den spezifischen lokalen thermischen
Widerstand:

Rspez
th,m = Rcond +Rconv = db

λth,s
+ dh
Nu4,∞ · λth,f

. (2.11)

Dabei bezeichnet db die Dicke der Wärmeübertrageraußenwand und den hydrau-
lischen Durchmesser des Kanals dh = 4A/U mit dem Umfang U und der Quer-
schnittsfläche A.

B) Hierarchische Struktur HHX

Für die Zuleitungskanäle werden gleiche, konstante Wärmestromdichten durch zwei
(gegenüberliegende) begrenzende Kanalwände und zwei adiabate Wände angenom-
men, Nu2,∞. Die Annahme einer adiabatischen Wand ist auch bei innen liegenden

28



Hierarchische Plattenwärmeübertrager

Kanalwänden gerechtfertigt, da der Wärmeübergang in den angrenzenden porösen
Zonen dominiert. Damit ergibt sich für den spezifischen thermischen Widerstand in
den Kanalabschnitten:

Rspez,n
th,M = db

λth,s
+ d̄

(n)
h

Nu
(n)
2,∞ · λth,f

, (2.12)

wobei Nu(n)
2,∞ die Nusselt-Zahl für die sich hydraulisch ausbildende Strömung im

n−ten Kanalsegment bezeichnet. Dabei bezeichnet n ∈ {V, S, v, s} die Teilabschnit-
te: Verteilerkanal (V), Sammelkanal (S) und Steigkanäle auf der Verteilerseite (v)
bzw. auf der Sammlerseite (s).

Für den offenporösen Übergang wurde eine zweidimensionale Wärmeübertragung
angenommen, da die Länge der porösen Struktur lm viel kleiner ist als die Breite
Lm � lm. Der spezifische Widerstand in diesen Abschnitten ist gegeben durch

Rspez
th,p = db

λth,s
+ dh,p

λeff · N̄ub,ε=1
, (2.13)

mit der Nusselt-Zahl für einen Kanal ohne poröses Medium mit propfenförmiger
Durchströmung [49]. Das poröse Medium wird über die effektive Wärmeleitfähigkeit
berücksichtigt λeff =

(
λeffth,f + λeffth,s

)
. Durch Einsetzen der Terme aus Gl. 2.12 und

Gl. 2.13 in die Flächenmittelung Gl. 2.10 ergibt sich der Gesamtausdruck für den
flächengemittelten Widerstand des HHX.

2.3. Thermische Masse

Eine weitere wichtige Größe hinsichtlich der thermischen Trägheit des Wärmeüber-
tragersystems ist die thermische Masse Mth = mcp. Für eine möglichst geringe ther-
mische Ansprechzeit des Wärmeübertragers gilt es, diese Größe zu minimieren. Da
der Wärmeübertrager in der Regel aus zwei Phasen besteht, ergibt sich der Ausdruck
für die gesamtthermische Masse zu:

Mth = Vs · ρs · cp,s + Vf · ρf · cp,f , (2.14)

mit cp der spezifischen Wärmekapazität [J/kg·K] und Vs, Vf den Volumenanteilen
der festen bzw. flüssigen Phase.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass im Falle der Anwendung der Wärmeübertra-
gerstruktur als Adsorberelement noch die thermische Masse der adsorptionsaktiven
Seite zu berücksichtigen wäre, jedoch kann diese für die hier vorgenommene Gegen-
überstellung ohne Verfälschung der Aussage ausser Acht gelassen werden.
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2.4. Exemplarische Gegenüberstellung

Für eine exemplarische Gegenüberstellung der zwei Wärmeübertragungskonzepte
(RHX vs. HHX) betrachten wir ihre Anwendung in einem stark instationären Pro-
zess in einer effizienten Adsorptionskältemaschine. Die Randbedingungen hierfür
sind: angenommen werden eine Kälteleistung von Qtot = 2000W bei einer Effizienz
COP = 0.6 und einer Leistung pro Wärmeübertragervolumen P̃ = 100 W/l, ein
Plattenwärmeübertrager mit einer projizierten Grundfläche von Aproj = 640 cm2.
Beschränkt man die Temperaturspreizung ∆Tmax = Tein − Taus < 6K und den
Gesamtdruckabfall ∆pmax = pein − paus = 0.2 bar über den Wärmeübertrager bzw.
das Adsorberelement, so erhält man für die Durchströmung einen Volumenstrom
von V̇ges = 1 l/min.
An dieser Stelle sei angemerkt, dass für die in Abbildung 2.2 skizzierte Harfen-
struktur ein anderes Breiten-zu-Längen-Verhältnis - hinsichtlich einer gleichmäßigen
Durchströmung - optimal ist als für eine hierarchische Struktur. Somit wird bei der
Referenzstruktur RHX (Abb. 2.2) für die Vergleichbarkeit mit der hierarchischen
Struktur HHX die projizierte Fläche Aproj (über welche Wärme ausgetauscht wer-
den kann) und der Gesamtvolumenstrom V̇ges zu letzterer gleich gewählt. Für die
Spezifikation des porösen Mediums im HHX wurden die von Andersen et al. [3]
vorgestellten Daten herangezogen. Das Wärmeübertragerfluid ist Wasser mit einer
Eintrittstemperatur von 20 °C .
Die Geometrieparameter der Beispielwärmeübertrager sind in der nachfolgenden
Tabelle 2.1 zusammengefasst.

Geometrieparameter [mm] RHX HHX
Länge des Wärmeübertragers LHX 474 220
Breite des Wärmeübertragers WHX 132 284
hydraulischer Durchmesser des Verteiler-
bzw. Sammelkanals Dhyd,M

6 bzw. 8 4.9

hydraulischer Durchmesser der Steigkanäle
Dhyd,m

1.4 3.3

Länge der Steigkanäle Lm 460 180
Anzahl Steigkanäle bzw. Verteilerkanäle Nc 24 16
Blechstärke db 0.4 0.4
Breite der porösen Verbindung lm - 4

Tabelle 2.1.: Geometrieparameter für RHX und HHX.

Für diese Randbedingungen sind die charakterisierenden Größen in Tabelle 2.2 zu-
sammengefasst.
Wie die Gegenüberstellung in Tabelle 2.2 zeigt, führt der hierarchische Aufbau
(HHX) zu einer deutlichen Verbesserung der hydraulischen Leistungsfähigkeit hin-
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Gesamtdruckabfall therm. Widerstand therm. Masse
metallischer Anteil; Fluidanteil

∆pges [Pa] R̄th [K/W] Mth [kJ/K]
RHX 3.65 · 103 9.1 · 10−3 0.22 · 103; 0.14 · 103

HHX 0.66 · 103 0.3 · 10−4 0.23 · 103; 0.87 · 103

Tabelle 2.2.: Vergleich der charakterisierenden Größen für RHX und HHX.

sichtlich des Gesamtdruckabfalls ∆pges um den Faktor 5.5 gegenüber der Referenz-
struktur (RHX). Dies resultiert aus der größeren Verzweigungstiefe der Strömung in
der hierarchischen Struktur und damit verbunden der geringen Durchströmungsge-
schwindigkeit des hydraulisch resistiven Teils (offenporöse Übergänge).
Der thermische Gesamtwiderstand ist in der RHX um den Faktor 300 höher ge-
genüber dem HHX. Dies liegt an den vorteilhaften Eigenschaften der offenporösen
Metallstrukturen für die Wärmeübertragung (siehe auch Abschnitt 1.1).
Der metallische Anteil der thermischen Masse des HHX bleibt trotz der Einbringung
der offenporösen Metallstruktur vergleichbar mit der thermischen Masse des RHX.
Der Fluidanteil der thermischen Masse ist im HHX um den Faktor 6 erhöht, was aus
der Sicht der Wärmerückgewinnung beim Einsatz der Wärmeübertragerstruktur als
Adsorberelement vorteilhaft ist.
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3. Verteilersysteme

Für die in Kapitel 2 gezeigte Potentialabschätzung der hierarchischen Wärmeüber-
tragerstrukturen wurde eine uniforme Strömungsaufteilung angenommen. Ein zen-
trales Problem von Plattenwärmeübertragern mit zweidimensional ausgedehnter
Durchstömung besteht jedoch in der Gleichmäßigkeit der Strömungsaufteilung und
kann nur über spezielle Verteilertopologien annähernd erreicht werden. Diese uni-
forme Verteilung der Strömung ist für die Leistungsfähigkeit des Wärmeübertragers
maßgebend, da sowohl die Pumpleistung als auch die Ungleichmäßigkeit der Tempe-
raturverteilung auf der Wärmeübertrageroberfläche damit zusammenhängen. Eine
Lösung dieser Problematik liegt in mehrfachverzweigenden (hierarchischen) Kanal-
strukturen welche, im Folgenden genauer dargestellt werden.

3.1. Einfache Verteilersysteme

Die erste Optimierungsmöglichkeit liegt in der Formoptimierung rechteckiger Ver-
teilerkanäle wie in Abb. 2.2 dargestellt. Hierbei kann die Optimierung in den Hier-
archieebenen (I und II) getrennt durchgeführt werden. Da die Strömungszustän-
de deutlich komplexer sind als in den Abschätzungsrechnungen (Kapitel 2) ange-
nommen, ist für eine akkurate Gestaltoptimierung eine aufgelöste dreidimensionale
Betrachtung mittels numerischer Berechnungen notwendig. Hier wurde eine Op-
timierung gewählt, bei welcher die Strömungszustände mit dem Simulationspaket
COMSOL Multiphysics in dreidimensionaler, stationärer Form berechnet werden
und die Steuerung der Gestaltoptimierung durch MATLAB mit einem genetischen
Algorithmus erfolgt.

3.1.1. Genetischer Algorithmus

Wie die meisten Probleme in der Praxis ist auch das vorliegende Problem höchst
nicht-linear, nicht-glatt, nicht-differenzierbar und es ist nicht möglich eine eine gute
Schätzung des Optimums schon zu Anfang der Optimierung zu geben.
Sogenannte metaheuristische Optimierer sind deshalb für diese Problemklasse gut
geeignet. Ausgehend von einer zufälligen Anfangspopulation Pop werden über pro-
babilistische Regeln neue Populationen Pop′ erzeugt und auf diesem Wege wird sich
einem globalen Optimum (bzw. Minimum) angenähert.
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An dieser Stelle sei angemerkt, dass metaheuristische Algorithmen - wie die Geneti-
sche Optimierung (GO) - nicht darauf abzielen, das Minimum (bzw. das Optimum)
sehr genau zu bestimmen, sondern eine gute Approximation des globalen Minimums
bzw. Pareto Fronts (vgl. Abschnitt 3.2.2) zu erzielen.
Für die Optimierungsrechnungen mit dem GO wurde der - in MATLAB zur Verfü-
gung gestellte - Algorithmus gaopt verwendet [80]. Dieser Algorithmus, welcher auf
der natürlichen Evolution basiert, ist hier kurz skizziert (siehe Abb. 3.1).

zufällige
AnfangspopulationStart

Nein

Abbruch-
Krit. erfüllt

Auswahl der Eltern Reproduktion
(Kreuzung + Mutation)

Fitness der Spezies
(MO: Pareto Ranking)Ende

Ja

Abbildung 3.1.: Flussdiagramm des metaheuristischen Optimierungsalgorithmus
GO.

Genetischer Algorithmus

1. Jeweils zwei Individuen aus der Population (Pop) werden zu Eltern umfunktioniert.
Dabei ist die Wahrscheinlichkeit, als Eltern gewählt zu werden (Sl), der Grad ihrer
Fitness (Ft). Diese erzeugen jeweils über Kreuzung - welche über die Wahrschein-
lichkeit Pµ1 gesteuert wird - zwei Kinder.

2. Schritt 1. wird solange wiederholt, bis die Populationsgröße der Kinder |Popk| =
|Pop| ist.

3. Die Kinder werden mit einer (kleinen) Wahrscheinlichkeit Pµ2 mutiert.
4. Die Zielfunktion wird für alle Kinder ausgewertet. Aus der Gesamtheit der Kinder

und Eltern (Pop ∪ Popk) werden die besten (bzgl. der Zielfunktion) in die neue
Population Pop

′ eingesetzt.
5. Zurück zu Schritt 1., bis Konvergenz erreicht ist .

Das Konzept lässt sich in folgender Form funktional ausdrücken:

Pop
′ = Ma (Sl (Ft (Pop))) , (3.1)

dabei bezeichnen Pop die alte Population, Pop′ die neue Population, Ft die Fitness-
Funktion, Sl die Selektionsfunktion und Ma die Manipulationsfunktion bestehend
aus Kreuzung und Mutation.
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3.1.2. Optimierungsproblem

Ganz allgemein lässt sich das Optimierungsproblem für die Designoptimierung in
folgender kompakter Form ausdrücken:

finde a = (a1, a2, ..., aN)>
um F (a) zu minimieren

unter der Einschränkung gj (a) ≤ 0 j = 1, M
hk (a) = 0 k = 1, L

amini ≤ ai ≤ amaxi i = 1, N ,

(3.2)

dabei bezeichnet F (a) die Zielfunktion, gj und hk die Un- bzw. Gleichheitsbe-
schränkungen und a ist der Vektor der N Designvariablen ai. Des Weiteren gilt
N, L, M ∈ N. Aus Sicht des Genetischen Algorithmus stellt a ein Individuum dar.
Die Optimalität der Kanaltopologie wird charakterisiert durch die Gleichmäßigkeit
der Volumenstromverteilung auf das Subkanal-Array. Allgemein lässt sich hierfür die
Zielfunktion F - welche die Gleichmäßigkeit der Strukturdurchströmung quantifiziert
- durch die Varianz der Volumenstromverteilung ausdrücken:

F1 (a) = var
[
V̇c (a)

]
=

√√√√ 1
Nc

Nc∑
i=1

(
V̇c,i (a)− ¯̇Vc (a)

)2
. (3.3)

Dabei bezeichnet V̇c,i den Volumenstrom in dem i-ten Subkanal, ¯̇Vc den Mittelwert
der Volumenströme und Nc ist die Subkanal-Anzahl (siehe auch Abb. 2.2). Die
Kanalgeometrie wird durch den vektoriellen Parameter a festgelegt.

3.1.3. Zwei-Schritt-Optimierung

Eine Möglichkeit, um die Gestaltoptimierung effizienter zu gestalten, liegt in einem
Zwei-Schritt-Verfahren. Die Idee liegt in der Aufteilung der Optimierung in eine
Kanaloptimierung mit linearer Gestalt (Optimierung 1) und, ausgehend von dieser
voroptimierten Form, in einer weiteren Optimierung mit polygonialer Form (Opti-
mierung 2). Dies stellt keine Einschränkung für das Optimierungsergebnis dar, da
frei optimierte Kanäle auch eine verjüngende Form aufweisen und im zweiten Op-
timierungsschritt die Gestalt recht frei variiert werden kann. Das heißt, der erste
Optimierungsschritt bringt die Kanalgestalt in die Nähe des globalen Optimums
und der zweite Schritt ermöglicht eine weitere Annäherung dieses Optimums. In
Abbildung 3.2 ist der Algorithmus schematisch dargestellt.

Optimierungsschritt 1

Im ersten Optimierungsschritt wird eine lineare Form-Funktion optimiert (Opt1).
Um die Symmetrie zu wahren und die Subkanal-Längen konstant zu halten (insbes.
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Optimierung-
algorithmus 1
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Abbildung 3.2.: Flussdiagramm der Zwei-Schritt-Optimierung mit den sukzessiven
Optimierungsschritten 1 und 2.

die offenporösen Verbindungen), wurde folgende Formfunktion gewählt:

ξk (ζ; a) = −2a
lk
ζ +

(
w0
k

2 + a

)
, (3.4)

wobei ζ die Hauptströmungsrichtung in den jeweiligen Kanälen bezeichnet. Der In-
dex k ∈ {I, II} bezeichnet die Hierarchieebene. Die Optimierungsintervalle sind:
a ∈ {0, w0

I} für die Ebene I und a ∈ {0, w0
II/2} für die Ebene II (siehe Abb. 3.3).

Der Optimierungsalgorithmus für diesen Optimierungsschritt basiert auf dem Gol-
denen Schnitt und ist in MATLAB implementiert [25]. Diese ist eine robuste und
schnell konvergierende Methode für konkave Zielfunktionen, was hier angenommen
werden kann.

Optimierungsschritt 2

Im zweiten Optimierungsschritt (Opt2) wird - ausgehend von dem Ergebnis von
Opt1 - ein Polynom höherer Ordnung optimiert. Dieser Optimierungsschritt wurde
mit dem Genetischen Algorithmus (Abschnitt 3.1.1) durchgeführt. Um die Optimie-
rung in einem angemessenen zeitlichen Rahmen zu halten, wurde die polynomiale
Form auf kubische Bezier-Kurven beschränkt.

ξ (ζ;a) = ∑3
i=0

(
3
i

)(
ζ
lk

)i (
1− ζ

lk

)3−i
Pi (a) , (3.5)
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Abbildung 3.3.: Topologie der (a) Hierarchieebene I und der (b) Hierarchieebene
II: (blau gestrichelt) optimierte Form aus Schritt 1 (Gl. 3.4); (rot durchgezogen)
optimierte Form aus Schritt 2 (Gl. 3.5) mit zugehörigen Kontrollpunkten (rote
Marker) der Bezierkurve Pi und (schwarz gestrichelt) Form der Vergleichstopologie
(Gl. 3.6). (Die Gesamtkanalform mit den Subkanal-Ansätzen ist grau angedeutet.)

mit dem Vektorparameter a = (a1, a2) und den Kontrollpunkten Pi. An dieser Stelle
sei angemerkt, dass die Kontrollpunkte P0 und P3 durch Opt1 bestimmt sind (vgl.
Abb. 3.3).

3.1.4. Vergleichstopologie (VT)

Geht man von einer perfekt gleichmäßigen Strömungsverteilung auf die Subkanäle
aus, so nimmt in diesem idealen Fall der Volumenstrom linear mit der axialen Posi-
tion entlang des Verteilerkanals ab V̇ (ζ) = (1− ζ/lk). So eine Volumenstromvertei-
lung impliziert gleiche konstante Druckabfälle entlang der Subkanäle. Dies liegt vor,
wenn der Druck entlang des Verteiler- und Sammelkanals linear mit dem gleichen
Gradienten abnimmt. Diese Linearität lässt sich über eine nichtlineare Kanaltopolo-
gie erzeugen. Unter der Annahme von laminarer vollständig ausgebildeter Strömung
und einem konstanten Reibungsbeiwert erhält man die Verteilerkanaltopologie (VT)
der Form [34]:

wk (ζ) = w̃0
k ·
(

1− ζ

lk

) 1
2

. (3.6)

Für die angenommene vereinfachte Strömungssituation stellt diese Kanaltopologie
sicher, dass die Druckabfälle entlang der Subkanäle gleich sind und somit eine gleich-
mäßige Volumenstromaufteilung auf die Subkanäle vorliegt. In den hier betrachteten
Kanaltopologien gilt: w̃0

k = 1.5 ·w0
k - mit der initialen Kanalweite des Rechteckkanals

w0
k - um die Volumenanteile vergleichbar zu den optimierten Topologien zu halten.

Diese Topologie ist in Abbildung 3.3 dargestellt.
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3.1.5. Numerisches Modell und Optimierung

Der numerisch modellierte Ausschnitt der Hierarchieebene II ist in Abbildung 3.4
(b) dargestellt. Der gewählte Ausschnitt resultiert aus den Symmetriebetrachtun-
gen. Für die numerische Optimierung der Hierarchieebene I wurde die verbindende
Hierarchieebene II durch eine poröse Zone modelliert (vgl. Abb. 3.4).
Im numerischen Modell wird die Strömung in den freien Kanälen durch die Navier-
Stokes-Gleichung beschrieben:

ρ (u · ∇u) = −∇p+∇ ·
{
µ
[
∇u+ (∇u)>

]}
∇u = 0

, (3.7)

mit der dynamischen Viskosität µ und der Fluiddichte ρ. Die Strömung in den
offenporösen Abschnitten wird durch die Brinkmann-Gleichung beschrieben:

ρ
ε

(
(u · ∇) u

ε

)
= −∇p+∇ ·

{
µ
ε

[
∇u+ (∇u)>

]}
− µ

K
u

∇u = 0
, (3.8)

mit der Permeabilität K und der Porosität ε. Am Einlass wurde eine laminare Strö-
mung und Scherspannungsfreiheit am Auslass gesetzt. Das Rechengebiet wurde mit
ca. 2.5 · 105 tetrahedralen Elementen - für gitterunabhängige Lösungen - vernetzt.
Die Wände wurden als hydraulisch glatt angenommen.

3.1.6. Parameterstudie

Konkrete Optimierungsberechnungen werden hier für die Anwendung des Wärme-
übertragers als Adsorberelement in einer Adsorptionswärmepumpe durchgeführt.
Die Dimensionierung ist analog Abschnitt 2.4 gewählt. Es sei angemerkt, dass die
Methodik trotzdem allgemeiner, d. h. generischer Natur, ist. Die offenporösen Über-
gänge zwischen den Verteilerkanalenden sind hier in diskrete Kanaleinheiten unter-
teilt, was jedoch die Volumenstromverteilung auf diese Strukturen nicht beeinflusst.
Des Weiteren sei angemerkt, dass das hierarchische Netzwerk symmetrisch aufge-
baut ist, wodurch Verteiler- und Sammelkanäle vertauscht werden können. Darüber
hinaus hält die Gestaltoptimierung die Volumenanteile der Hierarchieebenen nähe-
rungsweise konstant.

Ergebnisse für Hierarchieebene I

Für die Untersuchungen der Hierarchieebene I wurden die niedrigeren Hierarchie-
ebenen auf eine poröse Zone - welche die Verteiler- und Sammelkanäle verbindet
- mit der isotropen effektiven Permeabilität Keff abgebildet (vgl. Abb. 3.4). Diese
effektive poröse Zone wurde so gewählt, dass sie den gleichen Druckabfall wie die
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Abbildung 3.4.: Geschwindigkeitsfeld für V̇tot = 1 l/min und ε = 0.83 für die
Hierarchieebene I (a) und Hierarchieebene II (b). Die Schnittebene ist z = h/2;
(rot gepunktet) poröses Medium.

Hierarchieebene II erzeugt. Mit dieser vereinfachten Abbildung der Hierarchieebene
II wird konkret eine offenporöse Struktur mit der Porosität ε = 0.7 in den porösen
Subkanälen modelliert. Die Gesamtvolumenströme durch die Struktur orientieren
sich an der Anwendung der Adsorptionswärmepumpe.

Die untersuchten Volumenströme V̇tot sind in Tabelle 3.1 aufgeführt. Ein Ergeb-
nis der Zwei-Schritt-Optimierung ist in Abbildung 3.4 gezeigt. Wie man sieht, sind
die optimierten Kanalformen spitz zulaufend. Wegen des unvorteilhaften Länge-zu-
Durchmesser-Verhältnisses der Kanäle lässt sich keine perfekt gleichmäßige Volu-
menstromaufteilung auf die Subkanäle erreichen.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass eine uniforme Volumenstromaufteilung auf die
Subkanäle eine lineare Druckänderung (bzw. einen konstanten Druck) entlang der
Verteiler-/Sammelkanäle impliziert. Für solche Druckverläufe sind große Querschnitt-
zu-Längen-Verhältnisse vorteilhaft, jedoch wegen der geforderten Kompaktheit und
thermischen Masse des Plattenwärmeübertragers nicht realisierbar.

Die Uniformität der Volumenstromaufteilung lässt sich am besten durch die Wahr-
scheinlichkeitsdichte-Funktion (PDF) der Subkanal-Volumenströme quantifizieren.
Ein direkter Vergleich der geglätteten PDFs für V̇tot = 0.5 l/min V̇tot = 1 l/min ist
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in Abbildung 3.5 dargestellt. Die perfekte Uniformität würde einer Dirac-Verteilung
entsprechen. Augenscheinlich zeigt der initiale Rechteckskanal eine schwache Uni-
formität verglichen zu der Grundtopologie (VT) und den Optimierungsergebnissen
(Opt2).
Die geringe Uniformität der Volumenstromaufteilung ist für den Rechteckskanal so-
gar noch ausgeprägter als für die Hierarchieebene II. Der Volumenstrom geht fast
ausschließlich durch den letzten (in Strömungsrichtung) Subkanal, was in dem PDF-
Anteil im hohen Volumenstrombereich in Abbildung 3.5 sichtbar ist. Für geringe Vo-
lumenströme (V̇tot = 0.5 l/min) wird die Uniformität der optimierten Topologie und
des VT vergleichbar, wie es sich in den PDF-Verläufen zeigt. Jedoch lässt sich für
höhere Volumenströme (V̇tot > 1 l/min) der Strömungszustand nicht mehr entspre-
chend den Annahmen für VT approximieren. Dies spiegelt sich in der signifikanten
Abweichung der PDFs wider.
Ein zusammenfassender Vergleich der Parameterstudie ist in Abbildung 3.6 gezeigt.
In allen Fällen führt die Zwei-Schritt-Optimierung zu einer starken Verbesserung der
Volumenstromverteilung bzgl. dem Rechteckskanal und der VT. Diese Annäherung
an eine uniforme Verteilung wird zu niedrigerem Gesamtvolumenstrom (V̇tot → 0.5
l/min) besser realisiert. Die Uniformität wird im ersten Optimierungsschritt (Opt1)
deutlich verbessert, jedoch führt der zweite Schritt (Opt2) zu einer weiteren signifi-
kanten Verbesserung.

Ergebnisse für Hierarchieebene II

Für die parametrischen Untersuchungen wurden als offenporöse Strukturen kom-
primierte offenporöse Schaumstrukturen mit hervorragenden thermohydraulischen
Eigenschaften gemäß den Untersuchungen von Boomsma et al. [16] angenommen.
Um den Einfluss der Permeabilität offenporöser Strukturen zu untersuchen wurden
hier drei verschiedene offenporöse Strukturen im - für die Anwendung als Wärme-
übertragerstrukturen interessanten Bereich - untersucht. Das berechnete Datenfeld
ist in Tabelle 3.1 zusammengefasst.(

ε [%]
K [10−10 m2]

) (
66.7
3.88

) (
82.5
23.0

) (
87.4
36.7

)
V̇tot [l/min] 0.5 1 2

Tabelle 3.1.: Parameterliste der Optimierung der Hierarchieebene II.

Ein Ergebnis der Zwei-Schritt-Optimierung ist in Abbildung 3.4 gezeigt. Wie man
sieht, sind die optimierten Kanalformen spitz zulaufend. Wegen des unvorteilhaften
Länge-zu-Durchmesser-Verhältnisses der Kanäle lässt sich keine perfekt gleichmä-
ßige Volumenstromaufteilung auf die Subkanäle erreichen (vgl. S. 39). Ein direkter
Vergleich der geglätteten PDFs für den Volumenstromfall V̇tot = 0.5 l/min ist in Ab-
bildung 3.7 dargestellt. Augenscheinlich zeigt der initiale Rechteckskanal eine schwa-

40



Verteilersysteme

0. 0.2 0.4 0.6 0.8
0.

1.

2.

3.

4.

5.

6.

V̇ [10−6 m3/s]

PD
F
[1

06
s/
m

3 ]

1.4 2.4 3.4

Abbildung 3.5.: Hierarchieebene I: Geglättete PDF [s/m3] der Volumenströme in
den Subkanälen bei V̇tot = 0.5 l/min (rot) und V̇tot = 1 l/min (blau) der verschie-
denen Topologien: initialer Rechteckskanal (gestrichelt); VT Gl. 3.6 (gepunktet)
und Opt2 Gl. 3.5. (durchgezogen).

che Uniformität verglichen zu der Grundtopologie (VT) und den Optimierungser-
gebnissen (Opt2). Im Falle der Rechtecksgeometrie trifft die Strömung „ungebremst“
auf die Stirnfläche des Verteilerkanals und wird erst dort in die Subkanäle umge-
lenkt. Das ist in den PDF-Verläufen gut erkennbar durch den hohen prozentualen
Anteil der niedrigen Volumenströme und einen kleinen prozentualen Anteil großer
Volumenströme, welcher nahe dem Staupunkt der Hauptströmung auftritt. Deshalb
ist eine verjüngende Kanalform essentiell. Es lässt sich weiterhin feststellen, dass
die vereinfachenden theoretischen Annahmen, welche auf die Kanalform VT führen,
nicht anwendbar sind. Eine direkter Vergleich der Uniformität der unterschiedlichen
Topologien ist in Abbildung 3.8 gezeigt. Hier sind die Werte der Zielfunktion F
(Gl. 3.3) dargestellt. Wie sich zeigt, wird die sich verjüngende Form der Kanäle zu
höheren Volumenströmen V̇ und höheren Permeabilitäten K zunehmend wichtig.
In allen Fällen zeigen die optimierten Topologien eine deutliche Verbesserung der
Uniformität gegenüber der theoretisch optimalen Kanalform (VT).
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Abbildung 3.6.: Zielfunktion F [m3/s] für das Parameterfeld (Tab. 3.1) der Hier-
archieebene I: (A) initialer Rechteckskanal; (B) VT (Gl. 3.6) und (C) Opt2 (Gl.
3.5).
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Abbildung 3.7.: Hierarchieebene II: Geglättete PDF [s/m3] der Volumenströme
in den Subkanälen bei V̇tot = 0.5 l/min der verschiedenen Topologien: initialer
Rechteckskanal (gestrichelt); VT Gl. 3.6 (gepunktet) und Opt2 Gl. 3.5 (durchge-
zogen) für jeweils drei Porositäten: ε = 0.667 (rot); ε = 0.825 (blau) und ε = 0.867
(schwarz).
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Abbildung 3.8.: Zielfunktion F [m3/s] für das Parameterfeld (Tab. 3.1) der Hier-
archieebene II: initialer Rechteckskanal (A); VT Gl. 3.6 (B) und Opt2 Gl. 3.5
(C).
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3.2. Biomimetisches Verteilungssystem

Ein Feld, auf welchem biomimetische Prinzipien eine wichtige Rolle spielen können,
ist das Nachbilden vaskulärer Baumstrukturen, um den Fluss durch (mikro)fluidische
Kanalstrukturen zu verbessern [40]. Die Gefäße von Atemsystemen und kardiovasku-
lären Systemen von Säugetieren sind in der Regel hierarchisch aufgebaut mit bifur-
kativen Übergängen zwischen den Hierarchieebenen. Die im Folgenden etwickelten
Strukturen weisen zu Anfang der Optimierungsberechnungen bifurkative Verzwei-
gungen auf, d. h. die Kanäle teilen sich in genau zwei Subkanäle. Es sei an dieser
Stelle angemerkt, dass die hier verwendete Terminologie der Hierarchieebenen sich
im Nachfolgenden allein auf die fraktale Verteiler-/Sammler-Struktur (VS) bezieht.
Hier nimmt auf jeder Hierarchiestufe die charakteristische Dimension der Gefäßseg-
mente ab, wie im Folgenden näher erläutert wird.
Eine erste Beziehung zwischen den optimalen Durchmessern der Kanäle aufeinan-
derfolgender Hierarchieebenen wurde zuerst von Murray untersucht [67], basierend
auf dem Prinzip der minimalen Arbeit. Ein biologisches Verteilungssystem muss
Energie aufwenden, um die viskosen Verluste im Kreislauf zu kompensieren und um
Stoffwechselprozesse aufrechtzuerhalten.
Wenn man die Teilabschnitte der Struktur als zylindrisch mit einem Durchmesser
d und einer Länge L annimmt, dann lässt sich die Strömungsleistung Pv [W] aus-
drücken durch:

Pv = ∆p · V̇ = 128 · µf
π · d4 · V̇

2 · L , (3.9)

wobei der letzte Ausdruck aus der Annahme einer ausgebildeten laminaren Strömung
resultiert. In der Arbeit von Murray wurde die Energie, welche zur Aufrechterhaltung
metabolischer Prozesse benötigt wird, über den Zusammenhang ausgedrückt:

Pm = km ·
πd2

4 · L , (3.10)

wobei km [kg/ms3] die Stoffwechselkonstante darstellt.
Als skalare Zielfunktion wird die Summe beider Leistungsanteile Ptot = Pv + Pm
gewählt. Unter der Annahme eines konstanten Volumenstroms lässt sich aus der
Minimierung von Ptot ein optimales Verhältnis zwischen den Durchmessern aufein-
anderfolgender Hierarchieebenen n und n+ 1 bestimmen zu:

d3
n = d3

n+1,1 + d3
n+1,2 . (3.11)

Dies ist auch als Gesetz von Murray bekannt. Interessant hier ist der konzeptionelle
Vergleich mit dem vorliegenden Problem. In der optimalen Verteilerkanalstruktur
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liegt ein analoges Problem vor. Zum einen soll die hydraulische Effizienz möglichst
groß sein, d. h. die von der Pumpe aufzuwendende Energie, um die viskosen Verluste
in der Wärmeübertragerstruktur zu kompensieren, sollen möglichst gering sein. Zum
anderen lässt sich die Energie, welche zur Aufrechterhaltung der Stoffwechselprozesse
erforderlich ist, auf die thermische Masse der Wärmeübertragerstruktur abbilden.
Auch im vorliegenden Fall besteht die gleiche ProportionalitätMth ∼ d2, weshalb das
Gesetz von Murray auch für das vorliegende Problem als Ausgangspunkt annehmbar
ist.

Abbruch-
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Abbildung 3.9.: (a) Kopplung der Programme für die Optimierungsberechnungen.
(b) Berechnete fraktale Strukturgeometrie.

3.2.1. Optimale Fraktale Verteilersysteme

Die oben vorgestellten fraktalen Verteilersysteme bieten einen ersten Schritt zu ei-
nem optimalen Verteilersystem (für einen hierarchischen Plattenwärmeübertrager),
jedoch sind die angenommenen Strömungsverhältnisse stark idealisiert und nicht al-
le Randbedingungen berücksichtigt (z. B. die thermische Masse). Um eine deutlich
effiziente Verteilerstruktur zu erhalten, welche alle Randbedingungen in adäquater
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Weise berücksichtigt und damit hinsichtlich der Anforderungen optimal ist, ist eine
explizite Optimierungsberechnung mit einer Auflösung der komplexen Strömungs-
verhältnisse notwendig.
Die hier vorgestellte Optimierungsmethodik geht von Initialstrukturen aus, welche
aus einfachen Prinzipien resultieren (ähnlich Gl. 3.11). Diese Initialstrukturen (In-
it) werden durch eine explizite dreidimensionale numerische Strömungsberechnung
unter den geforderten Randbedingungen weiter optimiert.
In einem effizienten Verteiler-/Sammelkanalsystem (VS) ist die Aufteilung des in
den Wärmeübertrager eingehenden Volumenstromes auf die untersten Hierarchie-
ebenen uniform. Der thermische Massenanteil dieser VS-Strukturen nimmt dabei
einen möglichst kleinen Teil der thermischen Gesamtmasse des Wäremübertragers
ein, um instationäre Vorgänge geringstmöglich zu stören. Diese thermische Masse
hängt direkt mit der räumlichen Ausdehnung (hier effektiv 2D) des VS-Systems zu-
sammen und wird im Weiteren über diese geometrische Größe quantifiziert. (Da in
den folgenden Untersuchungen konstante Abmessungen des Wärmeübertragers be-
trachtet werden, ist die Variation der Ausdehnung nur in x-Achsen Richtung mög-
lich.)

3.2.2. Multikriterielle Optimierung

Während die meisten realen Probleme die simultane Optimierung mehrerer oft kon-
kurrierender Kriterien (Ziele) erfordern, berechnet man die Lösung zu solchen Pro-
blemen häufig durch die Kombination der Kriterien zu einer Ein-Kriterien-Funktion
[50]. In den meisten Fällen - wie auch im Folgenden - ist zu Anfang des Optimie-
rungsproblems die Kombination der Kriterien (Gewichtungsparameter) schwer fest-
zulegen. Hierfür ist eine Lösungsstrategie, das Problem als multikriterielles Problem
(MO) mit n nicht vergleichbaren Zielfunktionen zu behandeln. Bei der MO ist man
bestrebt, die Komponenten einer vektor-wertigen Zielfunktion F = (F1, . . . , Fn) zu
optimieren. Auf diese Weise lässt sich eine Lösungsmenge bestimmen, aus welcher
erst der Entscheider (decision maker) - welcher Einsicht in das Problem hat - a
posteriori die Auswahl trifft.
Anders als bei der ein-kriteriellen Optimierung ist die Lösung nicht ein einzelner
Punkt, sondern eine Punktemenge, eine sog. Pareto-optimale Menge. Bildet man die
Pareto-optimale Menge in den mehrdimensionalen Raum der Zielfunktion ab, so er-
hält man als Punktemenge die sog. Pareto-Front (PF) im Funktionenraum. Die Güte
einer Lösung zur Bestimmung der Pareto-optimalen Menge bei der multikriteriellen
Optimierung wird über die Dominanz bestimmt.
Der populärste und am einfachsten zu implementierende Algorithmus zum Auffinden
der PF ist der sogenannte NSG-Algorithmus-II [27]. (Dieser wurde für die Optimie-
rung mit metaheuristischen Methoden eingesetzt (siehe Abschnitt 3.1.5).) Dieser
Algorithmus sortiert eine Punktemenge x = {a1, . . . ,ai} (i ∈ N) aus der zulässigen
Wertemenge entsprechend der gegenseitigen Dominanz. (Beim GA entspricht diese
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Punktemenge x der aktuellen Population Pop.) Die Dominanz eines Lösungsvek-
tors (bzw. Individuums der Population) ak über einen anderen Lösungsvektor (bzw.
Individuum) al ist dabei wie folgt definiert [50]:
Ein Lösungsvektor ak = (ak,1, . . . , ak,o) dominiert einen anderen Lösungsvektor al =
(al,1, . . . , al,o), wenn gilt:

fj ≤ gj ∀j ∈ {1, . . . , n}
und fj < gj ∃j ∈ {1, . . . , n} ,

(3.12)

mit der abkürzenden Darstellung f = F (ak) und g = F (al). Dabei ist n ∈ N
die Dimension des Problems und o ∈ N die Dimension des Lösungsraumes bzw.
Parameterraumes.
Zusammenfassend drückt obige Definition aus, dass der Zielfunktionsvektor f in
einer Komponente echt besser ist als alle anderen Zielfunktionen g der ausgewähl-
ten Punktemenge x. Betrachtet man nun den gesamten zulässigen Parameterraum
der Lösungsvektoren, so ist die Menge aller Punkte xPO, welche von keinem an-
deren Punkt der zulässigen Menge dominiert werden, die Pareto-optimale Menge
(Paretomenge).

3.2.3. Verzweigungsgrad

Bevor man eine genaue Topologieoptimierung der fraktalen Struktur durchführen
kann, muss der Verzweigungsgrad n der fraktalen Verteilerstruktur bestimmt wer-
den. Diese lässt sich jedoch aus dem Optimalpunkt hinsichtlich der drei Zielgrößen
(∆p, ∆T, Mth) des Gesamtwärmeübertragers ermitteln. Da diese Größe nicht extrem
sensibel bzgl. dieser Größen ist, lässt sich die Verzweigungszahl über Approximati-
onsausdrücke der Zielgrößen aus Abschnitt 2.1 bestimmen.
In Abbildung 3.10 sind die drei entdimensionierten Größen als Funktion der zu va-
riierenden Größen lm und Wm - in einem technisch sinnvollen Bereich - gezeigt.
(Die Bezeichnungen finden sich in Abb. 2.2.) Der untersuchte Bereich ist 4.5mm ≤
Wm ≤ 20mm und 4.5mm ≤ lm ≤ 20mm. Für die folgende Betrachtung wurde die
Gesamtabmessung des Wärmeübertragers konstant gehalten. Die äußeren Wand-
stärken wurden ebenfalls als konstant betrachtet und deshalb in dem Ausdruck der
thermischen Masse Mth vernachlässigt.
Die möglichen Werte für die Subkanalanzahl fraktaler VS-Strukturen N1 = 2n sind
durch weiße Linien in Abbildung 3.10 gekennzeichnet. Wie man in der Dichte-
funktiondarstellung der Zielfunktionen sieht, ist eine gleichzeitige Optimierung der
thermischen Masse Mth und des thermischen Widerstandes - hier dargestellt über
∆T ≡ ∆Tges - möglich. Jedoch ist die gleichzeitige Minimierung des Druckabfalls
∆p nicht realisierbar. Eine bessere Einsicht liefert die Darstellung der Zielfunktionen
im Funktionenraum (siehe Abb. 3.11 (a)). Hier sieht man die Mannigfaltigkeit, auf
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welcher man sich bei der Variation des Parameterpaares (Wm, lm) bewegt. (In Ab-
bildung 3.11 (b) ist diese in der Dichtefunktiondarstellung gezeigt.) Die rote Linie
kennzeichnet die Menge der Pareto-optimalen Lösungen (PF).

Für verschiedene Gewichtungen der einzelnen Zielfunktionen landet man entspre-
chend an unterschiedlichen Stellen auf dieser PF. Um einen definierten Optimalwert
für die Verzweigungszahl zu erhalten, ist die Bildung einer skalaren Zielfunktion
notwendig. Diese hat die Form:

minx
N∑
i=1

γi · Fi (x) · ci , (3.13)

mit F (x) = (F1 (x) , F2 (x) , F3 (x))
= (∆p (x) /∆pref , ∆T (x) /∆Tref , Mth (x) /Mth,ref ) und x = (Wm, lm). Dabei be-
zeichnet ci = 1/Fi,0 den Normierungskoeffizienten und und γi den Gewichtungsko-
effizienten.

An dieser Stelle erst kommt der Entscheider ins Spiel (vgl. Abschnitt 3.2.2). Über
die Festlegung der Gewichtungskoeffizienten γi lässt sich ein definierter Optimalwert
nopt ermitteln. Die richtige Wahl der Gewichtungen erfordert die Kenntnis der phy-
sikalischen Gegebenheiten. Für den vorliegenden Fall ist eine höhere Gewichtung
des thermischen Widerstandes (damit ∆T ) sinnvoll. Die Gewichtungskoeffizienten
wurden folgendermaßen angesetzt: γ1 = 2

3γ und γ2 = γ3 = 1 − γ
3 . Angesetzt wird

für den Gewichtungsparameter 0.8 < γ < 0.9, wodurch die thermische Effizienz bei
der Optimierung etwas mehr gewichtet wird. Diese Wahl gründet auf der Tatsache,
dass der Druckabfall ∆p im Wärmeübertrager - im Vergleich zum Gesamtsystem,
in welches dieser verbaut wird - in dem Variablenbereich relativ niedrig ist und die
Wahl des Optimalpunktes zudem nicht sensitiv von der Wahl der thermischen Masse
Mth abhängt.

Der in Abbildung 3.11 dargestellte Optimierungspfad ergibt sich bei einer Wahl von
γ = 0.85 und ergibt damit einen Pareto-optimalen Punkt bei einer Verzweigungszahl
von nopt = 4 und damit N opt

1 = 16. In dem oben angegebenen Intervall für γ liegen
alle Pareto-optimalen Punkte bei dieser Verzweigungszahl. Basierenda auf dieser
Kenntnis des Verzweigungsgrades lässt sich die Optimierung der Verteilersysteme
durchführen.

3.2.4. Strukturinitialisierung

Unter Kenntnis der Verzweigungszahl n wird die genaue Strukturoptimierung durch-
geführt, ausgehend von einer Initialstruktur, welche zum einen eine differenzierte
Schätzung darstellt und zum anderen den vorgegebenen Raum gleichmäßig ausfüllt.
Die Raumausfüllung ist notwendig, um den thermischen Weg von jedem Punkt der
zu kühlenden bzw. heizenden Oberfläche möglichst gering zu halten.
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Abbildung 3.10.: Dichtefunktionendarstellung der dimensionslosen Zielfunktio-
nen. (Links) Gesamtdruckabfall ∆P/∆Pref ; (Mitte) maximaler Temperatur- un-
terschied ∆T/∆Tref und (rechts) thermische Masse Mth/Mth,ref . (Weiße Linien)
realisierbare Punkte für N1 = 32 (gepunktet); N1 = 16 (gestrichpunktet) und N1
= 8 (durchgezogen).

Diese geometrische Restriktion ist die gleichmäßige Verteilung der Teilkanäle auf die
Teilflächen der einzelnen Hierarchieebenen. Im vorliegenden Fall wird dies erreicht
durch die gleichmäßige Verteilung der Verzweigungspunkte auf einer - die Ränder
verbindenden - parametrisierten Gerade, welche über den Parameter 0 ≤ β ≤ 1 die
auszufüllende Rechtecksgeometrie abtastet.

Die parametrisierte Gerade ist definiert durch:

y (x; β) = 1
1− β · (−x+ β · xmax) . (3.14)

Der Verlauf ist in den Abbildungen 3.12 durch die grünen Geraden dargestellt. Dies
liefert eine Restriktion für die Verteilung der Verzweigungspunkte. Zur Ermittlung
der verbleibenden Freiheitsgrade wurden zwei Ansätze entwickelt, welche in noch
folgenden Untersuchungen verglichen werden sollen. In der Abbildung 3.12 ist aus
Symmetriegründen nur die Verteilerstruktur gezeigt.

Initialisierungsstrategie 1 (Init1)

Eine Initialisierungsstrategie lässt sich durch Beschränkung allein auf geometrische
Vorgaben erhalten. Hier werden keine expliziten Annahmen zur Strömungssituation
gemacht, sondern lediglich die Minimierung der Gesamtlänge Ltot der Baumstruktur
gefordert. Die einzige Strukturbeschränkung ist der maximal auftretende Verzwei-
gungswinkel αmax der niedrigsten Verzweigungsebene (siehe Abb. 3.12 (a)).
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Abbildung 3.11.: (a) 3D-Darstellung der vektoriellen Zielfunktion F (x) im Funk-
tionenenraum: Gesamtdruckabfall ∆p/∆pref , Temperaturunterschied ∆T/∆Tref
und thermische Masse Mth/Mth,ref . (Rote Linie ) Pareto-Front und (blaue Linie)
exemplarischer Optimierungspfad.
(b) Dichtefunktionsdarstellung der vektoriellen Zielfunktion F mit den Verzwei-
gungszahl N = 8 (durchgezogene Linie) und N = 16 (gepunktete Linie).

Hierfür lässt sich das Optimierungsproblem ansetzen:

minLLtot (L) , (3.15)

mit der Gesamtlänge Ltot = ∑
(i,j) Lij und dem vektoriellen Parameter L

= (L1,2, . . . , L16,32). Die Tupel (i, j) bezeichnen die benachbarten Verzweigungspunk-
te des Systems (vgl. Abb. 3.12 (a)). Die in Abbildung 3.12 (a) gezeigte Struktur
wurde für einen maximalen Verzweigungswinkel von αmax = 100◦ optimiert.

Initialisierungsstrategie 2 (Init2)

Bei dieser Initialisierungsstrategie bestimmt man sowohl die freien Parameter über
die Minimierung des hydraulischen Gesamtwiderstands Rh,tot als auch das Gesamt-
Fluidvolumen Vf,tot. Um den Freiheitsgrad der Kanaldurchmesser zu eliminieren,
wird das von Murray [67] hergeleitete Durchmesserverhältnis zwischen zwei Hie-
rearchieebenen angesetzt dn+1/dn = 3

√
2−1. (Da hier rechteckige Kanäle betrachtet

werden, wird der hydraulische Durchmesser dh = d der Kanäle angesetzt.) Dies
ist sinnvoll, da sie für die gleichzeitige Minimierung der viskosen Strömungsverlus-
te und des Volumens des Fluidnetzwerkes hergeleitet wurde (vgl. Abschnitt 3.2).
Damit bleiben die Längen der Verbindungsgeraden Lij als Freiheitsgrade übrig.

51



3.2 Biomimetisches Verteilungssystem

y

Init1 Init2

20

18

10

30
31
32

21 3
5

6

7

9

11

12

13

14

15

17

19

21
22
23
24
25
26
27
28
29

4

8

16

x

y

x

(a) (b)

0
0

α

Abbildung 3.12.: (a) Baumstruktur der Verteilerstruktur von Init1; (b) Baum-
struktur der Verteilerstruktur von Init2 mit Schnitt durch die zugehörige 3D-
Kanalstruktur (xy-Ebene).

Versucht man analog der Herangehensweise von Murray die optimalen Werte für die
verbleibenden Freiheitsgrade zu berechnen, so kann man das Optimierungsproblem
folgendermaßen ansetzen:

minL [γ ·Rh,tot (L) · c1 + (1− γ) · Vf,tot (L) · c2] , (3.16)

mit dem hydraulischen Gesamtwiderstand Rh,tot = ∑
(i,j)

ρ
A2
ij
· Lij und dem Gesamt-

volumen Vf,tot = ∑
(i,j) Lij · Aij des Kanal-Systems. Dabei sind Aij ∼ d2

ij die Kanal-
querschnittsflächen und c1 = 1/Rh,0 und c2 = 1/Vf,0 die Normierungskoeffizienten.
Eine unbestimmte Größe stellt der Gewichtungsparameter γ dar. Für eine Gleichge-
wichtung der Zielfunktionen γ = 0.5 erhält man die in Abbildung A.4 (a) dargestellte
Baumstruktur.
Wenn man die beiden Initialstrukturen vergleicht, so erhält man in beiden Fällen
eine fraktale Struktur mit einer guten Raumausfüllung. Die konkrete Bewertung
der "Leistungsfähigkeit" dieser Strukturen durch explizite numerische Berechnun-
gen ist nicht notwendig, da diese den Ausgangspunkt einer Optimierungsrechnung
darstellen. Eine Bewertung ist durch den Strukturvergleich mit der von Hermann
[44] enwickelten FracTherm-Struktur möglich. Dieser Vergleich mit der FracTherm-
Struktur zeigt eine etwas bessere Übereinstimmung mit Init2 im Vergleich mit Init1.
Die akzeptable Übereinstimmung mit Init1 zeigt, dass schon einfache geometrische
Vorgaben zu vernünftigen Strukturen führen. Physikalische Annahmen führen zu
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einer Verbesserung der Initialisierung (Init2). Diese wird für die folgenden Untersu-
chungen als Initialisierung der numerischen Berechnungen herangezogen.

3.2.5. Definition der Zielfunktionen

Für die Berechnungen sind die zu optimierenden Eigenschaften der fraktalen Struk-
turen (FS) zum einen die gleichmäßige Volumenstromaufteilung auf die Struktur und
zum anderen der thermische Massenanteil der Struktur an der des Gesamtwärme-
übertragers Mth,V S/Mth,HX . (Hier bezeichnet Mth,HX die gesamtthermische Masse
des mit Fluid gefüllten Wärmeübertragers undMth,V S den thermischen Massenanteil
des HX, welcher von der VS-Struktur durchzogen wird.)
Die Gleichmäßigkeit der Strukturdurchströmung wird durch die dimensionslose Stan-
dardabweichung der Volumenstromverteilung quantifiziert:

F1 (a) = ṽar
[
V̇c (a)

]
= 1

var
[
V̇ c,0

] ·
√√√√ 1
N1

N1∑
i=1

(
V̇c,i (a)− ¯̇Vc,i

)2
, (3.17)

dabei bezeichnet V̇c,i den Volumenstrom durch den i-ten Subkanal, ¯̇Vc,i den Mittel-
wert der Volumenströme und N1 die Subkanalanzahl. V̇ c,0 ist die Volumenstrom-
verteilung der Referenzstruktur. Die Struktur wird über den vektoriellen Parameter
a festgelegt.
Die thermische Masse der Struktur lässt sich recht genau über die räumliche Aus-
dehnung quantifizieren. Deshalb wird als Zielfunktion für diese Größe die mittlere
Position der Subkanalenden xi herangezogen (in x-Richtung, vgl. Abb. 3.12):

F2 (a) = xend
xend,0

= 1
xend,0

· 1
N1

N1∑
i=1

∆xi (a) , (3.18)

wobei ∆xi die Entfernung des i-ten Kanalendes von der Wärmeübertragerkante
(x = 0) in x-Richtung ist. xend,0 ist der mittlere Abstand der Subkanalenden der
Initialstruktur.
Die durchgeführten multikriteriellen Optimierungen haben gezeigt, dass die Pareto-
Front für dieses Optimierungsproblem eng begrenzt ist, d. h. die optimale Lösung
hängt wenig sensibel von der relativen Gewichtung (γ1 und γ2) den Zielfunktio-
nen ab (siehe auch Abbildung 3.13). Damit ist der hier weiterverfolgte Ansatz die
Optimierung einer skalaren Zielfunktion:

minaF (a) = mina
2∑
i=1

γi · Fi (a) · ci . (3.19)

Die gewählten Gewichtungsparameter sind γ1 = γ2 = 0.5.
Die allgemeine Definition des Optimierungsproblems ist in Gleichung 3.2 zu finden.
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Abbildung 3.13.: Diskrete Lösungen der MO mit der skizzierten Pareto Front
(rote Linie).

3.3. Sukzessive Optimierung

Da die Komplexität der Verzweigungsstruktur exponentiell mit den Freiheitsgra-
den N anwächst, gilt Entsprechendes für den numerischen Optimierungsaufwand.
Eine signifikante Reduktion der Komplexität gelingt hier wiederum über eine suk-
zessive Optimierungsstrategie (SO). Konkret wird bei der Optimierung nicht die
gleichzeitige Variation aller Parameter zugelassen, sondern die Gesamtoptimierung
wird in Teiloptimierungen unterteilt. Dabei wird nur die Variation der Freiheitsgra-
de einer Verzweigungsebene n zugelassen und das erzielte Optimierungsergebnis als
Ausgangspunkt für die Optimierung der folgenden Verzweigungsebene herangezogen
wird. Die Optimierung erfolgt somit sukzessiv, ausgehend von der höchsten Verzwei-
gungsebene (n = 1) - dem Stamm der Verzeigungsstruktur - bis zur Niedrigsten (hier
n = 4).
In der Abbildung 3.12 (a) ist die fraktale Baumstruktur gezeigt und die einzelnen
Optimierungsebenen sind farblich gekennzeichnet. Zu der höchsten Hierarchieebene
(n = 1) gehören die Verzweigungspunkte 1 bis 4 mit den zugehörigen Kanalbreiten
wjk ∈ {w12, w23, w24}. (Dabei bezeichnet (j, k) die Verbindung zwischen den benach-
barten Knotenpunkten j und k.) Die Freiheitsgrade der Verzweigungsebenen sind
in Tabelle 3.2 zusammengefasst. Die Designvariable für diese Hierarchieebene wäre
dann beispielsweise an=1 =(x1, y1, x2, y2, x3, y3, x4, y4, w12, w23, w24).
Diese sukzessive Optimierung ist in Abbildung 3.14 gezeigt. Aus Symmetriegründen
(vgl. Abb. 3.9 (b)) ist nur die Verteilerseite der Struktur angegeben. Die zugehörige
Optimierung der Sammlerstruktur erfolgt simultan und erfährt dieselbe Formände-
rung wie die Verteilerstruktur. Somit bleibt der Wärmeübertrager symmetrisch und
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Parameter
Opt.- (xi,yi) wjk
schritt

1 i ∈ {1, . . . , 4} (j, k) ∈ {(1, 2) , (2, 3) , (2, 4)}
2 i ∈ {5, . . . , 8} (j, k) ∈ {(3, 5) , (3, 6) , (4, 7) , (4, 8)}
3 i ∈ {9, . . . , 16} (j, k) ∈ {(5, 9) , (5, 10) , (6, 11) , (6, 12) , . . .

(7, 13) , (7, 14) , (8, 15) , (8, 16)}
4 (xi,yi = const.) (j, k) ∈ {(9, 17) , (9, 18) , (10, 19) , (10, 20) , . . .

i ∈ {17, . . . , 32} (11, 21) , (11, 22) , (12, 23) , (12, 24) , (13, 25) , (14, 26) , . . .
(15, 27) , (15, 28) , (16, 29) , (16, 30) , (17, 31) , (17, 32)}

Tabelle 3.2.: Parametergruppen der sukzessiven Optimierung.

besitzt keine Vorzugsrichtung für die Durchströmung.

Hier zeigt sich, wie die räumliche Ausdehnung der Hierarchieebenen (ausgehend von
n = 1) schrittweise verkleinert wird, bis am Ende des letzten Optimierungsschrittes
(hier 4) eine sehr kompakte Struktur vorliegt.

Init1 Schritt 1 Schritt 2 Schritt 3 Schritt 4

Abbildung 3.14.: Strukturänderung über die einzelnen Schritte der sukzessiven
Optimierung: (grau) Baumstruktur der Initialstruktur (Init1); (blau) optimierte
Verteilerebene 1 (Schritt 1); (grün) optmierte Verteilerebene 2 (Schritt 2); (oran-
ge) optimierte Verteilerebene 3 (Schritt 3) und (rot) optimierte Verteilerebene 4
(Schritt 4).

Bei einem gewählten Toleranzkriterium bzgl. der Parameter a für die Konvergenzbe-
stimmung innerhalb eines Optimierungsschrittes der SO: tol = ‖ai+1 − ai‖ / ‖ai‖ ≤
10−3 wird nach wenigen Iterationsschritten i eine Teilkonvergenz erreicht. Die Re-
chenzeit für die Gesamtoptimierung für eine parallelisierte Berechnung auf 16 CPUs
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mit jeweils 3.33 GHz ist von der Größenordnung t̄opt ∼ 106 s. Wie schon eingangs
erwähnt, liegt die Hauptlimitierung für die Gesamtoptimierungsgeschwindigkeit bei
den numerischen Strömungsberechnungen.

Die Strukturänderung der einzelnen Optimierungsschritte der SO sind (farblich ko-
diert) in Abbildung 3.14 gezeigt. Man erkennt eine deutliche Reduktion der räumli-
chen Ausdehnung der Fraktalstruktur.

Um das Optimierungsergebnis besser bewerten zu können, wurde eine vergleich-
bare Fraktalstruktur gegenübergestellt. Diese von M. Hermann entwickelte Struk-
tur (FracTherm) [44], welche für den Anwendungsbereich der Sonnenkollektoren
entwickelt wurde, basiert auf der Annahme laminar durchströmter Teilkanäle. Die
Gesamtstruktur ist das Ergebnis einer hydraulischen Optimierung, wobei die ther-
mische Masse hier keine Zielfunktion war.
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Abbildung 3.15.: Vergleich der Volumenstromverteilungen. Gezeigt sind die Be-
träge der Strömungsgeschwindigkeiten in der Kanalmitte z = h/2 für die SO-
Struktur (links) und für die FracTherm-Struktur (rechts). In der Mitte: Volu-
menstromverteilung der SO-Struktur (roten Balken) und die der FracTherm-
Struktur (blaue Balken) mit jeweils der Standardabweichung um den Erwartungs-
wert (graue Schattierung). Die Fläche der Strukturen ist durch die rot gepunktete
Begrenzung gekennzeichnet.

Das Ergebnis der SO ist in Abbildung 3.15 der FracTherm-Struktur gegenüberge-
stellt. Die räumliche Ausdehnung (und damit die thermische Masse) der Initialstruk-
tur der SO wurde gleich der Ausdehnung der FracTherm-Struktur gewählt.
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Wie der Vergleich mit der Initialgeometrie zeigt, lässt sich über das Optimierungs-
vorgehen eine deutliche Reduktion der Ausdehnung der Verteilerkanalstruktur er-
reichen. Quantitativ lässt sich das über die mittlere Ausdehnung der Struktur F2
gemäß Gl. 3.18 ausdrücken. Die räumlichen Ausdehnungen der Strukturen sind in
Abbildung 3.15 rot gekennzeichnet. Die relative Verbesserung dieser Größe bezogen
auf die FracTherm-Struktur ist impF2 =

(
F FracTherm

2 − F SO
2

)
/F FracTherm

2 = 70 %.
Das Ziel, die Gleichmäßigkeit der Volumenstromverteilung dabei nur geringfügig
zu verschlechtern, wurde dabei erreicht. Die relative Verschlechterung, ausgedrückt
durch die Zielfunktion F1, ist degrF1 =

(
F FracTherm

1 − F SO
1

)
/F FracTherm

1 = −36 %.
Somit lässt sich durch das vorgestellte Optimierungsvorgehen eine kompakte Ver-
teilerstruktur erreichen, ohne dabei die Uniformität der Volumenstromverteilung im
Vergleich zu der FracTherm-Struktur signifikant zu verschlechtern.
Vergleicht man diese SO-Struktur mit der einfacheren optimierten Verteilerstruk-
tur (EV) aus Abschnitt 3.1.6, so lässt sich auch hier eine Verbesserung feststellen.
Hinsichtlich der thermischen Masse und hinsichtlich des Fluidanteils in den Verteiler-
strukturen erhält man ein Verhältnis von MSO

th,fl/M
EV
th,fl = 0.82, mit der thermischen

Masse des Fluidanteils der EV und der SO. Die thermische Masse wird somit si-
gnifikant durch die fraktale Struktur reduziert und dabei wird die Uniformität der
Volumenstromverteilung - verglichen zu der EV - verbessert. Die Gegenüberstellung
der Volumenstromverteilungen ist in Abbildung 3.16 in Form der Wahrscheinlich-
keitsdichtefunktion (PDF) der Subkanalvolumenströme gezeigt.
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Abbildung 3.16.: Geglättete PDF [s/m3] der Volumenströme in den Subkanälen
bei V̇tot = 1 l/min der verschiedenen Topologien: Hierarchieebene II Opt2 (Gl.
3.5) (grau gestrichelt); FracTherm (schwarz gepunktet) und SO (schwarz durch-
gezogen).

Die Auswirkung der Uniformität der Strömungsaufteilung auf die thermische Ef-
fizienz für instationäre Anwendungen lässt sich über eine Abschätzungsrechnung
quantifizieren. Betrachtet man den beginnenden Adsorptionsprozess, so gilt für iso-
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therme Randbedingungen (d. h. instantane Dissipation der freiwerdenden Adsorp-
tionsenergie) in guter Näherung folgende Proportionalität für den zeitlichen Verlauf
der freiwerdenen Adsorptionswärme Q [26]:

Q ∼ t1/2 , (3.20)

Diese Proportionalität ist gültig für relative Adsorberbeladungen von < 30 %. Mit
der isothermen Randbedingung wird angenommen, dass die thermische Ankopp-
lung an das Wärmeübertragerfluid durch die offenporösen Zonen perfekt ist. Die
Wärmekapazität des durchströmenden Fluids (pro Zeiteinheit) ist gegeben durch:
C = V̇ · ρf · cp, mit der Dichte ρf und spezifischen Wärmekapazität cpdes Fluids.
Wenn man die Wärmeübertragung auf die porösen Zonen des Wärmeübertragers
annimmt (da die Nu-Zahlen der porösen Strukturn eine Größenordnung über de-
nene der Verteilerkanäle liegen), so gilt für die Temperaturänderung des Fluids in
diesen Abschnitten mit Gl. 3.20:

dT = 1
C
dQ ∼ V̇ 1/2 . (3.21)
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Abbildung 3.17.: Volumenstrom- und Temperaturverteilung im hierarchischen
Wärmeübertrager.

In Abbildung 3.17 sind die Teilströme im Verteilerkanal V̇v,i, im Sammlerkanal V̇s,i
und in den Subkanälen Vi gezeigt (i ∈ {1, 2, .., n}). Die resultierenden Temperaturen
Ts,i sind für die vorliegende Konfiguration gegeben durch:

Ts,i = V̇i/2 · Ti + V̇i+1/2 · Ti+1 + V̇v,i · Tv,i
V̇i + V̇i+1 + V̇v,i

mit i ∈ {1, 2, .., n} . (3.22)

mit V̇s,i = ∑i−1
j=1 V̇s,j und Tv,i = T0 (T0 Einlasstemperatur). Die thermische Effizienz

ηth der Konfiguration kann hier definiert werden als Verhältnis der übertragenen

58



Verteilersysteme

Wärmemenge Q auf das Fluid und der thermodynamisch maximalen übertragbare
Wärmemenge Qmax (bei einer uniformen Volumenstromaufteilung). Unter Konstan-
thaltung der Fluideigenschaften mit der Temperatur gilt: Q ∼ ∆T = Ts,n − T0 und
somit für die Effizienz ηth:

ηth = Ts,n − T0

Tmaxs,n − T0
. (3.23)

Die Auswertung für die Struktur mit optimierten polynomialen Kanälen (Opt2)
ergab ηOpt2th = 0.958 und für die optimierte Fraktalstruktur (SO) erhält man ηSOth =
0.987. Damit wird eine thermische Verbesserung gegenüber Opt2 und insgesamt eine
sehr guten thermischen Effizienz erreicht.
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Teil III.

Charakterisierung von
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4. Faserstrukturen

4.1. Struktur

Bei porösen Strukturen lässt sich eine grobe Einteilung in Haufwerke und poröse
Körper vornehmen (vgl. Baehr und Stephan [7]). Als poröse Körper werden Struk-
turen bestehend aus einem festen Grundkörper und Hohlräumen (sog. Poren) be-
zeichnet. Haufwerke dagegen bestehen aus Einzelkörpern, die geordnet oder regellos
angeordnet sein können.

Poröse Faserstrukturen sind spezielle poröse Medien, welche aus Einzelfasern aufge-
baut sind. Zu Beginn der Herstellung handelt es sich um ein Haufwerk bestehend
aus ungeordneten Einzelfasern. Erst durch den Sinterungsprozess erhält man daraus
einen porösen Körper. Faserstrukturen umfassen unterschiedlichste Fasergeometrien
und Faseranordnungen (vgl. Jackson und James [47]). Die in dieser Arbeit unter-
suchten Faserstrukturen bestehen aus ungeordneten Metallfasern. Durch Versinte-
rung erhält man besonders gut leitfähige poröse Strukturen.

Da diese Strukturen aus Kurzfasern aufgebaut sind, ist das Verhältnis von Faser-
länge zu Faserdurchmesser lF/dF ein wichtiger Geometrieparameter. Dieser wird im
Folgenden mit χ bezeichnet. Für die im Folgenden durchgeführten Untersuchungen
im Porositätsbereich 0.6 ≤ ε≤ 0.9 liegt das Aspektverhältnis bei 10 ≤ χ ≤ 70 (vgl.
Tadrist et al. [97]).

4.1.1. Porosität

Eine grundlegende Charakteristik poröser Körper ist die Porosität ε, welche das
Verhältnis von intrinsischem Leerraum VP zum Gesamtvolumen V des Körpers be-
zeichnet:

ε = VP
V

. (4.1)

Folglich ist der Wertebereich ε ∈ [0, 1]. Dabei ist V das Gesamtvolumen V = VF +VP
mit dem Festkörpervolumen VF .
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Alternativ lässt sich auch das Verhältnis von Festkörpervolumen zu Gesamtvolumen
als Charakteristikum angeben:

φ = 1− ε = VF
V

. (4.2)

Bei Transportphänomenen sind nur miteinander verbundene Poren von Relevanz,
weshalb man hier im engeren Sinn von einer effektiven Porosität spricht, bei welcher
nur die verbundenen Poren berücksichtigt werden (vgl. Nield und Bejan [73]). In den
nachfolgenden Untersuchungen entspricht die effektive Porosität der angegebenen
Porosität ε.

Was den Porositätsbereich dieser offenporösen Faserstrukturen betrifft, so haben
Jackson und James [48] festgestellt, dass Faserstrukturen grundsätzlich poröser sein
können als granulares Material, welches im Porosiätsbereich von ε=0.3-0.4 liegt. Mit
Faserstrukturen sind hochporöse Strukturen mit Porositäten bis zu ε= 0.99 möglich.

4.1.2. Anisotropie und Tortuosität

Anisotropie

Eine weitere grundlegende Charakteristik offenporöser Körper ist die Anisotropie.

Diese kann über einen Anisotropie-Tensor ¯̄Ω quantifiziert werden [95], [8] :

¯̄Ω∗ = 1
ltot

n∑
i=1

li
 sin2 αi cos2 ϑi sin2 αi sinϑi cosϑi cosαi sinαi cosϑi

sin2 αi sinϑi cosϑi sin2 αi sin2 ϑi cosαi sinαi sinϑi
cosαi sinαi cosϑi cosαi sinαi sinϑi cos2 αi


 ,

(4.3)

dabei ist li die Länge der i-ten Faser, n die Gesamtanzahl der Fasern und ltot ist
die Summe der in der Struktur beinhaltenen Faserlängen. Die Orientierung der ein-
zelnen Fasern i wird über die sphärischen Koordinaten (αi, ϑi) ausgedrückt. In den
anschließenden Untersuchungen beziehen wir uns auf die diagonalisierte Form von
¯̄Ω∗ durch Anwendung der Ähnlichkeitstransformationsmatrix ¯̄T :

¯̄Ω = ¯̄T ¯̄Ω∗ ¯̄T−1 = diag (Ωx,Ωy,Ωz) . (4.4)

Die drei Komponenten {Ωx,Ωy,Ωz} charakterisieren den Grad der Faserorientierung
in Richtung der jeweiligen Achse. Die Spur von ¯̄Ω ist invariant und beträgt 1. Eine
isotrope Faserorientierung ist charakterisiert durch ¯̄Ω = diag(1/3, 1/3, 1/3). Falls alle
Fasern in eine Richtung ausgerichtet sind (z. B. in Richtung der x-Achse), führt
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dies zu dem Anisotropietensor ¯̄Ω = diag(1, 0, 0). Im Falle einer isotropen Faserori-
entierung in z. B. der xy-Ebene erhält man ¯̄Ω = diag(1/2, 1/2, 0). Es sei angemerkt,
dass ¯̄Ω keinen Hinweis auf die genaue Struktur und die Zufälligkeit der Faseran-
ordnung bietet, d. h. zufällige und periodische Strukturen können zu dem gleichen
Anisotropietensor ¯̄Ω führen.
Die realen Faserstrukturen (RFS) weisen durch die Art der Herstellung [4] eine
Anisotropie in einer Koordinatenrichtung auf (hier z-Richtung). Somit gilt für die
Modellstrukturen Ωx = Ωy. Es wird der Anisotropiefaktor σ = Ωx/Ωz eingeführt
(σ ∈ (0, 1)).
Der Faservolumenanteil φ lässt sich in drei Raumanteile {x, y, z} zerlegen. Die Ver-
bindung zum Anisotropietensor ¯̄Ω ist durch folgende Relation gegeben:

φi = Ωi · φ = Ωi · (1− ε) , i ∈ {x, y, z} ,

und für die Faservolumenanteile gilt stets φ = φx + φy + φz .

Tortuosität

Eine mit der Anisotropie ¯̄Ω zusammenhängende Größe ist die Tortuosität τ , die
allgemein die Gewundenheit der Transportwege (hydraulisch oder thermisch) kenn-
zeichnet. Damit beeinflusst diese Größe ganz maßgeblich die integralen Größen der
thermischen Leitfähigkeit λth und der Permeabilität K. Ganz allgemein gilt für diese
Größe: τ ≥ 1.

Thermische Tortuosität

Im Falle stark unterschiedlicher Wärmeleitfähigkeiten der Phasen (z. B. λs � λf )
oder unter der Betrachtung des porösen Körpers als einziges leitendes Medium lässt
sich die thermische Tortuosität ¯̄τth mit Hilfe des Faserskeletts (siehe S. 70) bestim-
men. Der Ausdruck für die thermische Tortuosität in diagonalisierter Form ist:

¯̄τth = diag (τth,x, τth,y, τth,z) , (4.5)

mit den Termen:

τth,i = 1
Ni

Ni∑
j=1

sthi,j
li,j

. (4.6)

Dabei bezeichnet sthi,j die Kurvenlänge sthi,j =
´ ζ2,j
ζ1,j

abs
(
sthi,j (ζ)

)
]dζ des thermischen

Pfades j durch die Struktur in die Koordinaten-Richtung i ∈ {x, y, z} und li,j die

65



4.2 Synthetische 3D-Faserstruktur-Modelle

zugehörige thermische Referenzlänge. N ist die Anzahl der thermischen Pfade. Die
jeweiligen Referenzlängen li,j sind die Abstände der Kurvenendpunkte bezogen auf
die Hauptwärmestromrichtung i.
Für den Grenzfall poröser Strukturen mit hoher thermischer Eigenleitfähigkeit und
Verbindungsstegen geringer Durchmesser gehen die thermischen Kurven sthi,j (ζ) in
die geomentrischen Kurven sgeomi,j (ζ) über, welche die zusammenhängenden Wege
durch das Strukturskelett beschreiben (vgl auch Abb. 4.2 (b)). In diesem Grenzfall
hängt die Tortuosität direkt mit der Anisotropie zusammen.

Hydraulische Tortuosität

Die hydraulische Tortuosität ¯̄τh wird analog zur thermischen Tortuosität definiert als
das gemittelte Verhältnis zwischen Stromlinienlänge shi und der zugehörigen direkten
Strecke durch den Strukturausschnitt li:

¯̄τth = diag (τh,x, τh,y, τh,z) , (4.7)

τh,i = 1
Ni

Ni∑
j=1

shi,j
li,j

, (4.8)

mit der Gesamtanzahl der StromlinienNi für die Hauptströmungsrichtung in Koordinaten-
Richtung i ∈ {x, y, z}. In den nachfolgenden Untersuchungen werden für die Berech-
nung von shi,j homogene Stromlinienverteilungen des Strömungsfeldes innerhalb des
porösen Struktur ausgewertet (vgl. Abb. 5.3 (e)).

4.2. Synthetische 3D-Faserstruktur-Modelle

Eine Möglichkeit, um komplexe offenporöse Körper systematisch untersuchen zu
können, besteht in der Modellierung dieser durch einfachere, synthetisch erzeugte
3D Strukturen (SFS) mit genau steuerbaren Eigenschaften (Porosität, Anisotropie
und Verbindungsstruktur). Die numerischen Berechnungen können sowohl bei den
realen Strukturen als auch bei den sog. SFS anhand repräsentativer Ausschnitte
durchgeführt werden. Ein repräsentatives Elementarvolumen (REV) ist durch das
kleinste Volumen bestimmt, bis zu welchem sich die interessierenden makroskopi-
schen Größen nicht signifikant ändern. Zu diesen Größen gehören strukturelle Größen
wie Porosität und Anisotropie sowie makroskopische Transporteigenschaften wie die
Permeabilität und die effektive Wärmeleitfähigkeit.
Als charakteristisches Maß der Faserstruktur kann der Faserdurchmesser dF gewählt
werden. In den Untersuchungen von Clague und Phillips [24] findet man beispiels-
weise REV für die Faserstrukturmodelle mit einer Kantenlänge 100×dF . Hinsichtlich
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der Transportcharakteristik lässt sich aus der hydraulischen Permeabilität K eine
Längenskala ableiten: α−1 =

√
K [m]. Der in den Arbeiten von Clague und Phil-

lips [24], [23] abgeschätzte Kantenlängenbereich des REV ist lZ = 6 − 20 × α−1.
Für die in den nachfolgenden Kapiteln durchgeführten Untersuchungen wurde die
REV anhand der jeweils untersuchten Transportgröße angepasst. Zudem wurden
jeweils drei Realisierungen für eine Struktur berechnet, um statistische Schwankun-
gen auszumitteln. Diese Mittelung wird in dieser Arbeit kurz als Ensemblemittelung
bezeichnet.

4.2.1. Generierung synthetischer Faserstrukturen

In den folgenden Kapiteln werden Parameterstudien basierend auf 3D Modellstruk-
turen vorgestellt. Die zugrundeliegenden gesinterten Metallfaserstrukturen (RFS)
resultieren aus einer homogenen Ablagerung von erstarrten, kurzen Fasern mit einer
anschließenden Versinterung (siehe Andersen et al. [3]). Aufgrund des Fertigungs-
prozesses der RFS liegt Isotropie in der xy-Ebene vor, welche als Randbedingung
in den nachfolgenden Untersuchungen angenommen wird. Die für die Studie heran-
gezogenen vereinfachten Modellstrukturen (SFS) der RFS bestehen aus zufällig an-
geordneten Fasern, wobei diese Elementarfasern durch Zylinder dargestellt werden.
Die strukturbestimmenden Parameter sind hier: Porosität ε, Anisotropie in z-Achsen
Richtung Ωz und der Formfaktor χ = lF/dF , mit der Länge lF und dem Durchmes-
ser dF der Elementarfaser. Die Studie ist aus oben genanntem Grund beschränkt
auf Stukturen mit Isotropie in der xy-Ebene, d. h. Ωx = Ωy. Es sei angemerkt, dass
diese Einschränkung die Allgemeingültigkeit der Ergebnisse nicht limitiert.
Der Erzeugungsprozess des CAD-Models der SFS wurde automatisiert über die
Kopplung von MATLAB an das CAD-Modul der Finite Elemente Einheit COM-
SOL. Die zylindrische Elementarfaser kann je nach Position zum Schnitt mit meh-
reren benachbarten Fasern kommen. Der erste Schritt der Strukturerzeugung basiert
auf der I-randomness [81], welche geeignet ist für die Erzeugung zufälliger Struk-
turen mit finiten Faserlängen und ohne Neigung. Der Erzeugungsprozess nutzt ein
äußeres und ein inneres Gebiet kubischer Form. Das äußere Gebiet wird mit Fa-
sern aufgefüllt und anschließend wird hieraus das eigentliche Simulationsgebiet für
die numerischen Berechnungen herausgeschnitten. Die Seitenlänge des äußeren Ge-
bietes ist lo = ls + lF , mit der Seitenlänge ls des inneren Gebietes. Auf diese Weise
werden alle in das Simulationsgebiet hineinragenden Fasern erfasst. Insgesamt erhält
man durch dieses Vorgehen eine repräsentative Probe (REV) aus der Gesamtstruk-
tur. An dieser Stelle sei betont, dass der Modellerzeugungsprozess nicht den realen
Herstellungsprozess nachahmt, jedoch wird die Strukturähnlichkeit zu den realen
Strukturen nach dem Sinterungsprozess erreicht.
Die Erzeugungsprozess lässt sich in folgende Schritte unterteilen:

1. Zufällige Erzeugung der Aufhängepunkte der Elementarfasern.
2. Parametergesteuerte Erzeugung der Faserwinkel (α, ϑ).
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3. Berechnung der Anisotropie ¯̄Ω (Gl. 4.3) und der Porosität ε.
4. Falls die Zielgrößen der, die Struktur definierenden Parameter erreicht wurden,

wird das CAD-Modell der Struktur erzeugt. Ansonsten beginnt der Prozess von
Neuem ausgehend von Schritt 1.

Der Bestimmung der Faserorientierungswinkel (α, ϑ) liegt eine Punkteverteilung auf
der Einheitssphäre zugrunde. Jeder Punkt auf der Einheitssphäre definiert die Aus-
richtung einer Faser in der Probe. Über einen Parameter lässt sich die Verteilung
von isotrop (Ωz = 1/3) bis stark anisotrop (Ωz → 0) einstellen (siehe Abb. 4.1).
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Abbildung 4.1.: (links) Isotrope Verteilung auf der Einheitssphäre; (rechts) Ani-
sotroper Grenzfall a3 →∞.

Die isotrope Verteilung auf der Einheitssphäre erhält man über die Methode von
Muller [66]. Im ersten Schritt wird für jede Faser eine Standardnormalverteilung xi
(i ∈ {1, 2, 3}) berechnet. Diese Standardnormalverteilung erhält man über die Quan-
tile Funktion der Normalverteilung x = µ+

√
2σ erf−1 {(2R)} =

√
2 erf−1 {(2R)} , (0 ≤

R ≤ 1) mit dem Mittelwert µ = 0 und der Standardabweichung der isotropen Ver-
teilung σ = 1. (Die Funktion erf−1 {(R)} ist die inverse Fehlerfunktion.) Die Varia-
ble R ist eine Zufallsvariable. (Zur Erzeugung der gleichverteilten Zufallsvariable R
wurde die Funktion random(’unif’,0,1) in MATLAB R2013b verwendet.) Im darauf-
folgenden Schritt wird jedem Punkt x ein Punkt y auf der Einheitsspäre zugeteilt:
yi = xi/

√
x2

1+x2
2+x2

3. Jeder Punkt y wird anschließend in die zugehörigen Winkelpaare
(α, ϑ) umgerechnet.
Um die Erzeugung anisotroper Strukturen zu ermöglichen, wird der obige Ausdruck
durch einen Parameter ai erweitert:

xi =
√

2
ai

erf−1 {(2 Ri)} .

Die zugehörige Standardabweichung wird entsprechend angepasst σi = 1/ai. In der
vorliegenden Arbeit wird nur der Parameter a3 geändert, um den Winkel zwischen
den Fasern und der xy-Ebene zu steuern. Für den Fall a1 = a2 = a3 = 1 sind die
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Punkte auf der Sphäre und damit die Faserorientierungswinkel homogen verteilt,
was zu einer isotropen Struktur führt. Im Grenzfall a3 → ∞ liegen alle Fasern in
der xy-Ebene. Diese Grenzfälle sind in Abbildung 4.1 graphisch dargestellt.
In den nachfolgenden Untersuchungen wird abkürzend die Richtung, welche paral-
lel zur Anisotropie (hier z-Richtung) verläuft, mit dem Symbol ‖ abgekürzt und
Richtungen senkrecht zur Anisotropierichtung mit dem Symbol ⊥.
Es sei angemerkt, dass der Parameter a3 nur während der Modellerzeugung, jedoch
nicht zur Charakterisierung der Anisotropie der Struktur verwendet wird. Hierfür
wird die Größe ¯̄Ω berechnet. Die resultierende Faserstruktur im REV ist in Abbil-
dung 4.2 (c) gezeigt.

4.2.2. Parametrische Rekonstruktion der realen Faserstrukturen

Um eine möglichst genaue Abbildung der realen Faserstrukturen (RFS) – welche
über µ-CT Aufnahmen rekonstruiert werden können – auf die SFS Modelle zu erzie-
len, muss neben der Porosität und der Einzelfasercharakteristik auch die Anisotropie
der RFS möglichst präzise ermittelt werden. Die hierfür entwickelte Methodik wird
im Folgenden genauer dargestellt. Nähere Informationen zur µ-CT Rekonstruktion
von porösen Körpern finden sich z. B. in den Arbeiten von Petrasch et al. [78, 79].
(Die, den weiteren Untersuchungen zugrundeliegenden µ-CT Daten der Faserproben
wurden von O. Andersen (Fraunhofer IFAM Dresden) bereitgestellt.)

Anisotrope Modellanpassung

Unter den charakterisierenden Parametern der offenporösen Faserstruktur (Porosi-
tät ε, mittleres Aspektverhältnis der Fasern χ und Anisotropie ¯̄Ω ) ist die Anisotropie
am schwersten zugänglich. Um adäquate Modellgeometrien zu generieren, muss die
im Modell definierte Anisotropie ¯̄Ω (vgl. Gl 4.3) mit einer die Anisotropie charakte-
risierenden Größe der RFS in Zusammenhang gebracht werden.
Abbildungen durch Computertomographie (CT) oder Kernspintomographie (MR)
liefern volumetrische Bilddaten, welche die Identifikation der genauen Struktur er-
möglichen. Viele Methoden wurden entwickelt, um hieraus die Strukturparameter –
analog zum Anisotropietensor ¯̄Ω – zu ermitteln.
Grob lassen sich diese in zwei Kategorien einordnen [46]: Zu der ersten Klasse gehö-
ren die Grenzflächenbasierte Methoden, welche Phasengrenzflächen in der Struktur
nutzen, um einen Strukturtensor (ähnlich Gl. 4.3) zu ermitteln. Eine weit eingesetz-
te Methode ist hierin die “Mean Interception Length” Methode (MIL). Die zweite
Klasse der Volumenbasierten Methoden beschränkt sich bei der Bestimmung eines
Struktur-Tensors auf eine Phase (feste Phase).
Bei der Anwendung solcher Standardverfahren auf die vorliegende Faserstrukturen
konnte kein zufriedenstellendes Ergebnis erzielt werden. Aus diesem Grund wurde
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eine alternative Methode angepasst. Diese basiert auf der “Skelettierung” der Fa-
serproben. Der Vorteil besteht darin, dass bei diesem Vorgehen die Topologie der
Faserstruktur genauer erfasst werden kann als über oben genannte Methoden. Die
Skelettierung basiert auf den Arbeiten von Arganda-Carreras et al. [5] und zielt
auf die Reduktion der räumlich ausgedehnten Objekte auf ihre Skelette. Ein idea-
les 3D Skelett einer Struktur besteht aus räumlich nicht ausgedehnten Linien im
Raum, welche die Gestalteigenschaften und damit auch die Zusammenhänge in der
Originalstruktur behalten, d. h. die Formeigenschaften und die Topologie der Origi-
nalstruktur gehen nicht verloren.

Schritte der Topologieanalyse:

1. Aus den Rohdaten der CT-Aufnahmen werden dreidimensionale binäre Bilder
(3D Objekt) generiert.

2. Die Skelettierung basiert auf dem Algorithmus von Lee et. al. [57]. Hier wird
iterativ das 3D Objekt Schicht für Schicht erodiert, wodurch nur die “Mittelli-
nie” der extrudierten Objekte übrig bleibt. (In Abbildung 4.2 sind vergleichend
die ursprüngliche 3D Abbildung und das Ergebnis der Skelettierung gezeigt.)

3. Aus den Raumdatenpunkten der Skelettierung werden die “Einzelfasern” i
identifiziert und die Mittlere Raumorientierung (ϑi, ϕi) und die Länge li dieser
berechnet. Über den Zusammenhang Gl. 4.3 wird damit ein Faserorientierungs-
Tensor ¯̄Ω∗ bestimmt.

Ein binärer 3D-Auschnitt der realen Faserstruktur ist in Abbildung 4.2 (a) ge-
zeigt mit dem Ergebnis des Skelettierungsprozesses, dargestellt in Abbildung 4.2
(b). Die Anwendung der Methode auf SFS mit definiertem Anisotropietensor ¯̄Ω
= diag(Ωx,Ωy,Ωz) zeigt eine Genauigkeit der Rekonstruktion des Anisotropieten-
sors ¯̄Ω∗: max

i
(|Ωi − Ω∗i | /Ωi) ≤ 0.1, i ∈ {x, y, z}.

Die mit der vorgestellten Skelettierungsmethode ermittelten Anisotropiewerte Ω∗z
sind in Tabelle 4.1 zusammengefasst.

εRFS 0.6 0.7 0.84
Ω∗z 0.231 0.227 0.217
Tabelle 4.1.: Ermittelte Anisotropien Ω∗z der RFS.

Anpassung der SFS: In den nachfolgenden Berechnungen wurde für eine bessere
Vergleichbarkeit zwischen den RFS und den entsprechenden parametrisch angepass-
ten SFS eine weitere Anpassung vorgenommen, d. h. für die SFS wurden aus den
CAD-Daten – analog den CT-Daten der RFS – binäre Abbildungen generiert und
der Faserorientierungstensor ¯̄Ω∗synth über obige Methodik bestimmt. Iterativ wurde
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(a) (b) (c)

z

x
y

Abbildung 4.2.: Topologieanalyse: (a) Binäre 3D Rekonstruktion der CT-
Abbildung der Faserstruktur; (b) das Ergebnis der Skelettierung mit (rot) Ver-
zweigungspunkten und (c) rekonstruierte SFS.

die Abweichung zwischen der SFS und der RFS für die numerischen Vergleichsrech-
nungen auf einen Wert vermindert von: max

i
|Ωi − Ω∗i | /Ωi < 0.02, i ∈ {x, y, z}.
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4.3. Transportmechanismen: Methode der
Volumenmittelung

Es ist üblich, poröse Materialien als homogenes Medium mit effektiven Charakteris-
tiken zu modellieren. Die zugrundeliegende Methode zur Ermittlung dieser makro-
skopischen Transportgleichungen ist die Methode der Volumenmittelung. Sie ist ein
Verfahren, bei dem die mikroskopischen Erhaltungsgleichungen über ein repräsen-
tatives Elementarvolumen (REV) gemittelt werden (siehe 4.3). Betrachtet man die
Strömung in einem porösen Medium, wie in 4.3 dargestellt, so stellt ein repräsenta-
tives Volumen V das kleinste Teilvolumen des porösen Mediums Vp dar (V � Vp),
welches statistisch sinnvolle lokale Mittelwerte einer physikalischen Größe φ lie-
fert. Eine genauere Definition und relevante mathematische Operationen, wie der
Mittelwertoperator 〈 〉 der partiellen Differentialgleichungen, können der Literatur
entnommen werden ([52]).

up

x

z
y

REVu

w

v

Abbildung 4.3.: Schematische Darstellung des porösen Mediums und des zuge-
hörigen repräsentativen Elementarvolumens (REV); up bezeichnet die Porenge-
schwindigkeit.

Das Volumenmittel über ein repräsentatives Volumen V einer skalaren Größe φk in
der Phase k ist gegeben durch:

〈φk〉 = 1
V

ˆ
Vk

φ dV , (4.9)

wobei k ∈ {s, f} die feste (s) bzw. die flüssige (f) Phase bezeichnet. Mit der Po-
rosität des Mediums ε = Vf/V lässt sich der Mittelwert für die einzelnen Phasen k
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über phaseninterne Mittelwerte 〈 〉k ausdrücken:

〈φf〉 = ε 〈φf〉f
〈φs〉 = (1− ε) 〈φs〉s .

(4.10)

Des Weiteren lässt sich eine skalare Größe φ in einen phaseninternen Mittelwert 〈φ〉f
und eine lokale Abweichung vom Mittelwert (Fluktuation) φ′ zerlegen:

φk = 〈φk〉k + φ
′

k . (4.11)

Diese Mittelungsmethode wird zur Herleitung der makroskopischen Transportglei-
chungen angewendet.

4.3.1. Massentransport

Die zeitgemittelten Transport- und Erhaltungsgleichungen für inkompressible Fluid-
strömungen in einem starren, homogenen porösen Medium sind in der Literatur vor-
zufinden ([75]). Die grundlegenden Transportgleichungen für Masse und Impuls sind
gegeben durch
Kontinuitätsgleichung:

∇ · v = 0 , (4.12)

und Impulserhaltungs-Gleichung:

ρ

[
∂v
∂t

+ v·∇v
]

= −∇p+ µ∇2v . (4.13)

Über die Anwendung des Mittelwertoperators 〈 〉 auf die Erhaltungsgleichungen Gl.
4.12 und Gl. 4.13 erhält man die makroskopischen Erhaltungsgleichungen in der
nachfolgenden Form.
Kontinuitätsgleichung:

∇ · vD = 0 , (4.14)

Impulserhaltungs-Gleichung:

ρ

[
∂vD
∂t

+ vD
ε
· ∇vD

]
= −ε∇〈p〉f + µ∇2vD + 1

V

ˆ
Afs

p
′ · dA + µ

V

ˆ
Afs

∇v′ · dA ,

(4.15)
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mit der Darcy-Geschwindigkeit vD = ε 〈v〉f . Entsprechend Gl. 4.10 bezeichnet 〈v〉f
den intrinsischen Mittelwert des Geschwindigkeitsvektors v in der flüssigen Phase.
Die Integration erfolgt über die flüssig-feste Kontaktfläche Asf innerhalb des porösen
Mediums.

4.3.2. Energietransport

Allgemein lassen sich die Energieerhaltungsgleichungen der festen (s) und flüssigen
(f) Phase auf der mikroskopischen Ebene in der folgenden Form angeben [75].
Energieerhaltung der flüssigen Phase:

(ρfcp,f )
{
∂Tf
∂t

+ v · ∇Tf
}

= ∇ · (λf ∇Tf ) + Sf , (4.16)

und die Energieerhaltung der festen Phase:

(ρscs)
∂Ts
∂t

= ∇ · (λs∇Ts) + Ss , (4.17)

dabei bezeichnet cp bzw. c die (spezifische) Wärmekapazität und λ die Wärmeleit-
fähigkeit der Phasen.
Über die Anwendung des Mittelwertoperators 〈 〉 auf die Erhaltungsgleichungen Gl.
4.16 und Gl. 4.17 erhält man die makroskopischen Erhaltungsgleichungen [22], [71]
der Form:

(ρfcp,f )
{
ε
∂〈Tf〉f
∂t

+ vD · ∇ 〈Tf〉f
}

= ∇ ·
[
ελf∇〈Tf〉f + 1

V

´
Asf

λfT
′
fdA

−ρcp,f
〈
v′T ′f

〉]
+ 1

V

´
Asf

λf∇T · dA ,
(4.18)

(ρscs) (1− ε) ∂〈Ts〉s
∂t

= ∇ ·
[
(1− ε)λs∇〈Ts〉s + 1

V

´
Asf

λsT
′
sdA

]
− 1
V

´
Asf

λf∇T · dA ,
(4.19)

dabei bezeichnet Asf die flüssig-feste Kontaktfläche.

4.4. Experimentelle Methodik zur Charakterisierung
poröser Strukturen

Der experimentelle Aufbau zur thermischen und hydraulischen Charakterisierung
der porösen Strukturen ist in Abbildung 4.4 skizziert. Während man die hydrauli-
schen Charakterisierung direkt über die Messung des statischen Drucks durchfüh-
ren kann, wurde für die Bestimmung des intrinsischen Wärmeübergangskoeffizienten
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(vgl. Gl. 7.1) eine indirekte experimentelle Methodik angewendet. Die Grundlage zur
Bestimmung dieser Größe bilden die genauen Messungen der Temperaturprofile an
dem Untersuchungsobjekt. Die genauen zweidimensionalen Temperaturfeldmessun-
gen wurden mit der in Abschnitt 4.5 dargestellten Infrarotmethodik vorgenommen.

Pel

∆p

T

Pumpe

Durchflussmesser

Testabschnitt

Stromversorgung

IR-Kamera

Fluid Reservoir mit Temperaturregelung

IR-Kamera

z

x

z

y

IR-Glas

Struktur
mit Fluid

Träger
mit HeizfolieT

Abbildung 4.4.: Schematische Darstellung des experimentellen Aufbaus zur hy-
draulischen und thermischen Charakterisierung der Wärmeübertragerstrukturen.

4.4.1. Experimenteller Aufbau

Für die Messaufgabe wurde hier ein spezieller Aufbau entworfen und ausgelegt (die-
ser ist in Abbildung 4.5 innerhalb des grau gestrichelten Rahmens skizziert). Dieser
Testabschnitt wurde in einen – am Fraunhofer ISE (Freiburg) bestehenden – Fluid-
dynamikteststand integriert (vgl. Abb. 4.5).
Das Grundkonzept des experimentellen Aufbaus liegt in einer definierten Anströ-
mung der zu untersuchenden Wärmeübertragerstruktur. Die schematische Darstel-
lung des Messaufbaus ist in Abbildung 4.4 gezeigt. Die Dimensionen des Messab-
schnittes sind in der Höhe H bestimmt durch die Anwendung der porösen Struktur
in einem Plattenwärmeübertrager. Hier gibt die Abschätzung einer äquivalenten
Rippeneffizienz η Aufschluss über sinnvolle Maximalhöhen H der Probe. Die Breite
W der Probe wird durch die Anforderung eines translationsinvarianten Strömungs-
profils (in y-Richtung) gewählt. Der rechteckige Querschnitt des Messabschnittes
ist vollständig durch die Wärmeübertragerstruktur ausgefüllt. Die Probe wurde lei-
tend auf eine Aluminiumplatte aufgebracht, über welche ein definierter Wärmestrom
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durch eine Heizfolie eingebracht wird. Somit wird der Wärmestrom über die Alumini-
umplatte und die Faserprobe auf den Kühlmittelstrom übertragen. Zur thermischen
Charakterisierung der Wärmeübertragerstruktur wurden die Temperaturfelder so-
wohl auf der beheizten Seite als auch in der Strömung via Thermographie gemessen.
Die Messungen wurden für einen Volumenstrombereich bei definierten Wärmeströ-
men durchgeführt. Für den entsprechenden Volumenstrombereich wurden zur hy-
draulischen Charakterisierung Druckmessungen pstat (statischer Druck) an Druck-
bohrungen direkt am Ein- bzw. Austritt der Probe vorgenommen. Eine detailliertere
Darstellung des Trägeraufbaus findet sich in Abbildung 4.5 und Abbildung 4.6.

y

x

z

x

B2B1 Schnittebene Sxy

15 mm38 mm
100 mm

Sxy

30 mm
uein

Untersuchungsobjekt

Abbildung 4.5.: (links) Schnittansicht in der xz-Ebene des Probenträgers mit den
Beruhigungskammern (B1, B2) und der Positionierung der Probe (blau) und der
Durchströmung. (rechts) Schnittansicht in der xy-Ebene Sxy des Probenträgers
mit den Positionen der Druckbohrungen (rot).
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Aufsatzkappe

IR-Glas
Untersuchungsobjekt

Deckplatte

Trägerstruktur

Faserstruktur

Abbildung 4.6.: Explosionsdarstellung der CAD-Geometrie des Probenträgers mit
der CT-Aufnahmen der Faserprobe.

Der Probenträger (siehe Abb. 4.6) ist aus dem Polymer PEEK mit einer geringen
spezifische Wärmeleitfähigkeit λth,PEEK = 0.25 W/m K und einer geringen thermi-
schen Ausdehnung CTE = 47·10−6 1/K gefertigt. In der Trägervorrichtung befinden
sich vor dem Eintritt und nach dem Austritt aus der Probe jeweils eine Beruhigungs-
strecke mit einem anschließenden Beruhigungsbecken (B1 bzw. B2), wodurch eine
homogene Anströmung des Eintrittsquerschnitts der Probe gewährleistet wird.
Die Temperatur des Wassers im Fluidkreis wird mittels eines Rückkühlers reguliert
mit einer Genauigkeit von 0.3 K. (Im Experiment wird die eingestellte Temperatur
Tf gleich der Umgebungstemperatur gewählt (Tf = Tu), um zusätzliche Verluste am
Fluidkreis zu minimieren.) Der Volumenstrom V̇ durch den Fluidkreis wird durch ei-
ne regulierbare Umwälzpumpe im Bereich von 15 bis 70 l/h aufrecht erhalten und die
Volumenstrommessung erfolgt durch einen magnetisch-induktiven Durchflussmesser
(MID). Die Genauigkeit der verbauten Sensorik ist in der Tabelle 4.2 zusammenge-
fasst.
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Messwert Messgenauigkeit
Differenzdruck ±1.25 mbar
Temperatur ± (0.3 °C + 0.05 · T)

Volumenstrom ±0.3 Messwert
Tabelle 4.2.: Messgenauigkeiten der Sensoren.

4.5. Experimentelle Methodik:
Infrarot-Thermographie

Die Infrarot-Thermographie ist eine Methode zur Messung von Oberflächentempe-
raturen, welche in direktem Zusammenhang mit der von Körpern emittierten Strah-
lungsenergie steht. Die Messung der Strahlungsenergie lässt eine quantitative Be-
stimmung der Oberflächentemperaturverteilungen zu.
Verglichen mit anderen Standardtechniken ist die IR-Messmethode zur Messung
konvektiver Wärmeübergänge aus mehreren Gründen vorteilhaft. Die Methode ist
nichtinvasiv, d. h. das zu vermessende System wird nicht gestört wie beispielsweise
im Falle von Thermoelementen. Die Methode ist zudem vollständig zweidimensional,
d. h. man erhält ein Strahlungsfeld mit einer genauen örtlichen Auflösung ([19]). Zu-
dem hat sie eine hohe Sensitivität von < 30 mK und eine extrem kurze Ansprechzeit.
Deswegen lässt sich die IR-Thermographie effektiv zur Messung konvektiver Wär-
meflüsse sowohl im stationären als auch im transienten Bereich anwenden. ([19])
Allgemein ist eine Infrarotkamera ein Bildwandler, welcher Strahlung im infaro-
ten Spektrum – von einer strahlenden Oberfläche stammend – in ein elektronisches
Signal überführt. Der Detektor besteht im vorliegenden Fall aus einem Mikrobolo-
meterfeld. Die eingesetzte IR Kamera der Serie VarioCAM ® hr research 600 hat
ein ungekühltes Mikrobolometerfeld der Größe 640 × 480 Pixel. Mit der eingesetz-
ten Makrolinse konnte bei einem Sichtfeld von 27 × 22 mm eine Auflösung von 41
µm erreicht werden, d. h. ein Pixel entspricht 41 × 41 µm2. Die thermische Auflö-
sung ∆Tmess bei ca. 30 ◦C wird mit ∆Tmess < 0.03 K vom Hersteller angegeben. Der
Spektralbereich der Kamera liegt im Intervall von 7.5 - 14 µm, d. h. im FIR-Bereich.
Ganz allgemein umfasst das Infrarotspektrum denWellenlängenbereich von 0.75–1000
µm. Dies wird in die vier Intervalle unterteilt: (a) nahes Infrarot (NIR, 0.75–3 µm),
(b) mittleres Infrarot (MIR, 3–6 µm), (c) fernes Infrarot (FIR, 6–15 µm), und (d)
extremes Infrarot (EIR, 15–1000 µm) Strahlung ([6]).

Allgemeine Grundlagen

Die physikalische Grundlage der thermographischen Messmethode bildet das Modell
des schwarzen Körpers (SK). Dieses stellt die Beziehung zwischen energetischen
Größen und der Temperatur her. Die zugehörige spezifische spektrale Ausstrahlung

78



Faserstrukturen

Abbildung 4.7.: Spezifische spektrale Ausstrahlung Mλ eines schwarzen Körpers
für den untersuchten Temperaturbereich. Gezeigt sind die Transmissionsbereiche
des eingesetzten IR-Glases und der IR-Kamera.

Mλ [W/m2 ·m] eines SK der absoluten Temperatur T lässt sich in folgender Form
ausdrücken [89]:

Mλ (λ, T ) = ∂MSK

∂λ
= c1

λ5
1

exp( c2
λ·T )− 1 , (4.20)

mit den Strahlungskonstanten c1 = 3.4177 ·10−16 W ·m2 und c2 = 1.43878 ·104 µm·K
und der Wellenlänge λ [m] ([29]). MSK ist die spezifische Ausstrahlung des SK
MSK = ΦSK/A, d. h. das Verhältnis der insgesamt abgegebenen Strahlungsleistung
ΦSK [W] zur strahlungsabgebenden Fläche A [m2] des SK.

Die Abstrahlungscharakteristik ist in Abbildung 4.7 für den im Experiment re-
levanten Messbereich dargestellt. Hier treten zwei erschwerende Faktoren der IR-
Messung in Erscheinung: zum einen das geringe Angebot an emittierter Strahlung
für Temperaturen im Bereich der Raumtemperatur (T v 300 K) und zum ande-
ren das Strahlungsmaximum Mλ,max im Bereich der langwelligen Infrarotstrahlung
(λmax ∼ 9.66µm). Hinsichtlich des letzten Punktes befindet sich das Detektions-
Intervall der IR Kamera im fernen Infrarotbereich (FIR).

Da das Strahlungsverhalten realer Körper von dem eines SK abweicht, muss ein
Zusammenhang hergestellt werden. Die Verbindung eines realen Gegenstandes zu
einem idealen SK lässt sich über den Emissionsgrad ε herstellen. Diese Größe ist
das Verhältnis der von einem Objekt ausgestrahlten Energie Mreal einer bestimm-
ten Wellenlänge λ und der entsprechenden Ausstrahlung eines SK MSK bei selber
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Temperatur T und Wellenlänge λ:

ελ,T = Mreal (λ, T )
MSK (λ, T ) . (4.21)

Die Oberfläche des ausstrahlenden Objektes wird hierbei als optisch glatt und opak
angenommen. Der Emissionsgrad ist somit eine fundamentale Materialeigenschaft.
Somit ist diese Größe stark von der Oberflächenbeschaffenheit, dem Blickwinkel, der
Geometrie und der IR-Wellenlänge abhängig. Zudem hängt diese Größe bei nicht
vollständig opaken Oberflächen von der Objektdicke ab [60].

In der praktischen Temperaturmessung wird die Emissionsrate eines Strahlungsob-
jektes ε̃ als Relationsgröße herangezogen. Diese Größe hat den Vorteil, dass sie keine
spezielle Forderung an die Oberfläche des Objektes stellt, sie muss jedoch für jede
Messsituation gesondert ermittelt werden, da sie keine intrinsische Materialeigen-
schaft ist. Die nachfolgenden Relationen für den Emissionsgrad gelten analog auch
für die Emissionsrate. In der experimentellen Durchführung bezeichnet ε stets die
Emissionsrate (ε̃ ≡ ε).

Vereinfachend wird im Nachfolgenden die Emissionsrate ε als Emissionsgrad be-
zeichnet.

Betrachtet man die Strahlungszusammensetzung mit dem Kirchhoffschen Gesetz
lässt sich für die Abstrahlung eines Körpers folgender Zusammenhang herstellen:

1 = αλ,T + ρλ,T + τλ,T

= ελ,T + ρλ,T + τλ,T . (4.22)

Hier bezeichnet α den Absorptionsgrad, ρ den Reflektionsgrad, τ den Transmissions-
grad und ε den Emissionsgrad eines Mediums. Da Strahlung entweder transmittiert,
reflektiert oder absorbiert werden muss, gilt erste Gleichung in Gl. 4.22.

Unter stationären Messbedingungen kann von einem thermischen Gleichgewicht aus-
gegangen werden. Damit ist der Absorptionsgrad α gleich dem Emissionsgrad ε und
man erhält für diesen Fall die 2. Gleichung in Gl. 4.22. (Insbesondere ist auch das
Untersuchungsobjekt Wasser im Infrarotbereich 6− 15µm absolut opak: τ = 0.)

Generell werden reale Strahlungskörper eingeteilt in graue Körper (GK) mit einem
wellenlängenunabhängigen Emissionsgrad (εGKλ (T ) = ε) und nicht-graue Körper
mit einer Wellenlängenabhängigkeit des Emissionsgrades.

Des Weiteren ist der Temperatureinfluss des Emissionsgrades im Allgemeinen gering,
somit kann für Körper im thermischen Gleichgewicht mit guter Näherung

∣∣∣dελ
dT

∣∣∣ ' 0
angenommen werden. Diese Insensitivität gilt auch für die Größen α, ρ und τ .
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Abbildung 4.8.: Schematische Darstellung der Strahlungssituationen auf der Vor-
derseite (A) und Rückseite (B) des Messobjektes, mit den Abkürzungen (gl) Glas,
(K) Körper und (u) Umgebung.

Experimentelle Strahlungssituation

Die bei der experimentellen Untersuchung auftretenden Strahlungssituationen (Sei-
te A und Seite B) sind in der Abbildung 4.8 skizziert, wobei nur die dominanten
Strahlungsanteile berücksichtigt wurden. Ohne Einschränkung der Allgemeinheit
beschränken wir uns im Folgenden auf die Strahlungssituation B (vgl. 4.8).
Da hier transmissive Stahlungsanteile zu vernachlässigen sind (τ ≈ 0), gilt gemäß
Gl. 4.22: 1 = ε+ ρ.
Wie man sieht, besteht die von der IR-Kamera detektierte Strahlung nicht nur aus
der vom Untersuchungsobjekt direkt emittierten Strahlung (εK), sondern aus einer
Überlagerung dieser mit anderen Strahlungsanteilen aus der Umgebung (εu). Im Fal-
le der Strahlungssituation B stammt diese zusätzliche Umgebungsstrahlung (Stör-
strahlung) von der IR-Kamera selbst, welche an dem Untersuchungsobjekt reflektiert
wird (ρKεu = (1− εK) εu). Damit ergibt sich für die spezifische Ausstrahlung Mλ,
welche am Detektor ankommt:

MB
ges,λ (λ, Ta) = ελ,KMλ (λ, T ) + (1− ελ,K) ελ,uMλ (λ, Tu) , (4.23)

mit der apparenten Temperatur des Objekts Ta, der apparenten Umgebungstempe-
ratur Tu, dem spektralen Emissionsgrad der Umgebung ελ,u, dem spektralen Emissi-
onsgrad des Objekts ελ,K und dem spektralen Reflektionsgrad des Objekts (1− ελ,K)
gemäß Gl. 4.22.
Hier wurde angenommen, dass die – zwischen Kamera und Objekt eingeschlossene –
Luft transparent ist, d. h. im interessierenden Wellenlängenbereich weder Strahlung
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absorbiert noch emittiert, was für geringe Objektentfernungen dObjekt < 3m gültig
ist.

Für die Strahlungssituation A gilt in analoger Weise der Zusammenhang:

MA
ges,λ (λ, Ta) = ελ,Kτλ,glMλ (λ, T ) + ελ,glMλ (λ, Tgl)

+
(
ρλ,glελ,u + ρλ,Kτ

2
λ,glελ,u

)
Mλ (λ, Tu) .

(4.24)

Strahlungsfeldkorrektur

Die auf die Fokalebene einfallende Strahlung beinhaltet nicht nur die von dem Un-
tersuchungsobjekt emittierte Strahlung, sondern auch die aus der Umgebung stam-
mende Störstrahlung (vgl. Gl. 4.23 und Gl. 4.24). Somit ist für eine akkurate Tempe-
raturfeldmessung eine lokale (pixelweise) Korrektur des Strahlungsfeldes notwendig.
Insbesondere bei Temperaturmessungen nahe der Umgebungstemperatur lässt sich
dieser Strahlungsanteil nicht vernachlässigen.

Die genaue Zusammensetzung der Umgebungsstrahlung ist in der weiteren Betrach-
tung nicht relevant, so lange angenommen werden kann, dass diese während der
Messung konstant bleibt bzw. gehalten werden kann Mu

λ = Mλ (λ, Tu = konst.).

In einer übersichtlicheren Form lässt sich die integrale Form der Gleichung 4.23
folgendermaßen ausdrücken:

M [Ta (x, y)] =
ˆ λ2

λ1

ελMλ (λ, Ta (x, y)) dλ = εK (x, y)MSK [T (x, y)] + Mu (x, y) .

(4.25)

Die Integration erfolgt über den detektierbaren Spektralbereich [λ1, λ2]. Da im Ex-
periment die Näherung des GK gültig ist, ergibt sich die in Gleichung 4.25 gezeigte
Näherung:

´ λ2
λ1
ελMλdλ ≈ ε

´ λ2
λ1
Mλdλ = ε ·M.

Das Emissionsgradfeld ε (x, y) und das Störstrahlungsfeld Mu (x, y) lassen sich über
Messungen bei zwei bekannten Temperaturen (T1 < T2) bestimmen. Aus den zwei
Messungen erhält man das Gleichungssystem:

M (T1 (x, y)) = εK (x, y) ·MSK [T1 (x, y)] + Mu (x, y)
M (T2 (x, y)) = εK (x, y) ·MSK [T2 (x, y)] + Mu (x, y) . (4.26)

Die Störstrahlung und die Emissivitäten können während dieser Messung konstant
angenommen werden. Dies ist für relativ geringe Unterschiede ∆T = (T2 − T1) ∼
O (10) eine zulässige Annahme.
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Löst man nach dem Emissionsgradfeld ε (x, y) und dem Störstrahlungsfeld Mu (x, y)
auf, so erhält man:

[
εK (x, y)
Mu (x, y)

]
=
[
MSK [T1 (x, y)] 1
MSK [T2 (x, y)] 1

]−1

·
[
M(T1 (x, y))
M (T2 (x, y))

]
. (4.27)

Mit der hieraus ermittelten Störstrahlung Mu lässt sich eine Strahlungsfeldkorrektur
vornehmen. Das Emissionsgradfeld ε (x, y) wird somit aus den gemessenen Größen
über folgenden Zusammenhang bestimmt:

εK (x, y) = M(T2 (x, y))−M(T1 (x, y))
MSK [T2 (x, y)]−MSK [T1 (x, y)] . (4.28)

Schließlich erhält man das zweidimensionale Temperaturfeld T (x, y) durch die lokale
Emissivitätskorrektur mit εK und der Anwendung der Kallibrierungsfunktion F der
Kamera auf das korrigierte Strahlungsfeld:

T (x, y) = F−1
[
M(Ta (x, y))−Mu (x, y)

εK (x, y)

]
, (4.29)

wobei gilt MSK (TSK) ≈ F (T ).

In dem für die Wärmeübertragungsmessung relevanten Temperaturintervall T ∈
[20, 50] kann die Kalibrierungsfunktion mit einer hohen Genauigkeit mit einer li-
nearen Funktion approximiert werden. Der relative Fehler, welcher durch diese Ver-
einfachung auftritt, ist err < 1 %, und damit vernachlässigbar.

Damit erhält man für die Gleichung 4.29 die Form

T (x, y) = F−1
[
M(Ta (x, y))
εK (x, y)

]
−F−1

[
Mu (x, y)
εK (x, y)

]
. (4.30)

Somit bietet sich für die genaue Messung von Temperaturdifferenzen eine Refe-
renzbildmethode an. Hierfür muss sichergestellt werden, dass das Gesamtsystem –
bestehend aus Messabschnitt und der IR-Kamera – während der Messung in ei-
nem thermalisierten (stationären) Zustand ist. Damit liegt ein konstante Umge-
bungsstrahlung vor Mu

λ = Mλ (λ, Tu = konst.) und eine Referenztemperatur Tref
ist über externe Steuerung der Fluidtemperatur Tf festgelegt. Die damit ermittelte,
lokale Temperaturerhöhung ausgedrückt das Temperaturdifferenzenfeld ∆T (x, y) =
T1 (x, y)− Tref (x, y) ist mit Gleichung 4.30 gegeben durch:
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∆T (x, y) =
[
F−1

[
M(T1 (x, y))
εK (x, y)

]
−F−1

[
Mu (x, y)
εK (x, y)

]]

−
[
F−1

[
M(Tref (x, y))
εK (x, y)

]
−F−1

[
Mu (x, y)
εK (x, y)

]]

= F−1
[
M(T1 (x, y))
εK (x, y)

]
−F−1

[
M(Tref (x, y))
εK (x, y)

]
. (4.31)

In den Abbildungen 4.9 und 4.10 sind die Eingangs-Strahlungsfelder für die Vor-
derseite (A) bzw. die Rückseite (B) des Messobjektes und die jeweils ermittelten
∆T (x, y) gezeigt.
Die untersuchten Objekte weisen Eigenschaften eines GK auf: Wasser auf der Durch-
strömungsseite der Wärmeübertragerstruktur und die beschichtete Heizfolie (HF)
auf der Rückseite [86]. Wasser hat eine konstante, hohe Emissivität von εW = 0.99
(im Wellenlängenbereich 8 − 14 µm). Die Beschichtung der HF weist in diesem
Abstrahlungsbereich ebenfalls eine hohe Emissivität auf: εW = 0.97. Damit ermögli-
chen die untersuchten Objekte die maximal mögliche Strahlungsausbeute und damit
den geringsten Messfehler für die Objekttemperaturmessung.
Die Anwendung der Messmethodik zur thermischen Charakterisierung der Faser-
strukturen ist in Abschnitt 7.2 zu finden.
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Abbildung 4.9.: (oben) 2D StrahlungsfeldM stationärer Zustände auf der Vorder-
seite des Messobjektes (A) mit Faserstruktur im Messabschnitt bei der Referenz-
temperatur Tref (Heizfolie nicht aktiv) und der Temperatur T1 (Leistungseintrag
durch Heizfolie). (unten) Das resultierende Temperaturdifferenzenfeld ∆T (x, y)
(Gl. 4.31).
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Abbildung 4.10.: (oben) 2D StrahlungsfeldM stationärer Zustände auf der Rück-
seite des Messobjektes (B) bei der Referenztemperatur Tref (Heizfolie nicht aktiv)
und der Temperatur T1 (Heizfolie aktiv). (unten) Das resultierende Temperatur-
differenzenfeld ∆T (x, y) (Gl. 4.31).
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5. Hydraulische Untersuchungen

Die Charakterisierung der Fluidströmung durch das poröse Medium spielt eine wich-
tige Rolle für die hydraulische Effizienzbewertung der Wärmeübertragerstruktur.
Für die Modellierung des porösen Mediums können grob zwei Wege verfolgt werden:
makroskopisch oder mikroskopisch. Der makroskopische Ansatz gründet auf der Vo-
lumenmittelung (vgl. Abschnitt 4.3), bei der das Fest-Flüssig-System als homoge-
nes Medium betrachtet wird und die kleinen Skalen vernachlässigt werden. Wegen
der Längenskalenspanne und der Komplexität der realen Porenstrukturen wird der
Fluidtransport üblicherweise durch diese Kontinuums-Näherung modelliert. Dies ist
ein effektiver Ansatz, wenn die gemittelten Parameter bekannt sind bzw. einfach
bestimmt werden können. Der mikroskopische Ansatz ist der sog. Repräsentative
Volumen-Ansatz (REV), bei welchem die komplexe Geometrie des porösen Medi-
ums berücksichtigt wird, d. h. die Strömung (und der Wärmetransport) auf den
kleinsten Skalen werden aufgelöst. Hier lässt sich nochmal die Unterscheidung tref-
fen zwischen numerischen Berechnungen an idealisierten Geometrien [82], [105], [104]
und realistischen Geometrien offenporöser Strukturen [70], [65],[14]. Die realistischen
Geometrien resultieren aus Mikrotomographie-Aufnahmen (µ-CT).

Neben experimentellen Methoden zur Bestimmung der Parameter des makroskopi-
schen Ansatzes kann die Modellierung auf der Ebene der Porenskala eine Verbin-
dung zwischen den mikroskopischen Eigenschaften und den Transporteigenschaften
auf größeren Skalen liefern, da sie zu einer quantitativen Vorhersage der Kontinu-
umsparameter dienen können und mit ihnen Parametereinflüsse genauer untersucht
werden können. Mit anderen Worten, die Transportphänomene werden über die
entsprechenden Grundgleichungen auf der Porenskala modelliert und die Ergebnisse
werden zur Bestimmung der Parameter der volumengemittelten Transportgleichun-
gen (siehe Abschnitt 4.3) herangezogen.

Im nachfolgenden Abschnitt 5.1 wird die Modellgleichung des Fluidtransportes auf
der makroskopischen Ebene vorgestellt und die zu ermittelden Größen zur Schlie-
ßung der Transportgleichungen aufgezeigt. Zur Bestimmung der für die Schließung
im niedrigen Reynolds-Zahl Bereich relevante Größe (Permeabilität K) werden im
Abschnitt 5.2 analytische Modelle aufgezeigt. In Abschnitt 5.3 wird über synthe-
tisch generierte dreidimensionale Faserstrukturmodelle die Permeabilität mit nu-
merischen Berechnungen bestimmt und der Einfluss der Strukturparameter genauer
untersucht. In Abschnitt 5.4 wird eine numerische Validierung durchgeführt über nu-
merische Berechnungen an realen CAD Modellen der Faserstrukturen. In Abschnitt
5.5 werden die Ergebnisse der experimentellen Untersuchungen vorgestellt und den
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5.1 Makroebene: Massentransportmodellierung

Modellergebnissen gegenübergestellt.

5.1. Makroebene: Massentransportmodellierung

Den Ausgangspunkt für die makroskopische Betrachtung des Massentransportes für
inkompressible Fluide in offenporösen Strukturen bilden die volumengemittelten Dif-
ferentialgleichungen Gl. 4.14 und Gl. 4.15.
Die letzten zwei Terme in Gleichung 4.15 geben die von der festen Phase hervorge-
rufene Gesamtwiderstandskraft pro Einheitsvolumen wieder. Diese können nur für
poröse Strukturen mit genau bekannter Geometrie ermittelt werden. Dieses Detail-
wissen auf Porenebene erfordert eine Modellierung dieser Terme. Einen geläufigen
Schließungsansatz liefert die semi-empirische Herangehensweise von Vafai Tien [99].
In diesem sog. Darcy-Forchheimer-Modell werden die unbekannten mikroskopischen
Terme durch zumeist experimentell ermittelte Parameter K (Permeabilität) und cF
(Forchheimer Koeffizient bzw. Widerstandsbeiwert) modelliert:

ρ

[
∂vD
∂t

+ vD
ε
· ∇vD

]
= −ε∇〈p〉f + µ∇2vD −

[
µε

K
vD + cF ερ |vD|vD√

K

]
, (5.1)

dabei stellt der spezielle Fall der stetigen Strömung mit vernachlässigbaren makro-
skopischen Geschwindigkeitsgradienten die erweiterte Darcy Gleichung dar:

−∇〈p〉f = µ

K
vD + cFρ |vD|vD√

K
, (5.2)

mit |vD| =
√vDvD.

Gegenüber den Transportgleichungen auf Porenebene (Gl. 4.13) erhält man über
die Schliessungsmethode (Gl. 5.1 bzw. Gl. 5.2) eine handlichere Form mit zwei un-
bekannten (makroskopischen) Parametern (K, cF ). Die Gleichung 5.2 lässt sich ge-
danklich unterteilen in einen strömungsunabhängigen Anteil (Darcy), welcher allein
durch die Permeabilität bestimmt ist, und einen strömungsabhängigen Teil (Forch-
heimer), welcher über cF quantifiziert wird [103].
Betrachtet man eine langsame Strömung in einem anisotropen porösen Medium, so
wird diese durch die tensorielle Form von Gl. 5.2 beschrieben:

− ¯̄K∇〈p〉f = µvD , (5.3)

mit dem symmetrischen – und damit diagonalisierbaren – Permeabilitäts-Tensor ¯̄K.
Die diagonale Form von ¯̄K ist somit:

¯̄K = diag (Kx, Ky, Kz) = diag
(
K⊥, K⊥, K‖

)
, (5.4)
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wobei letzte Gleichung gültig ist für anisotrope Strukturen mit einer Isotropie in
einer Ebene (hier: xy-Ebene).

Ein direkter Weg zur Bestimmung der unbekannten Parameter liegt im Korrelieren
mit experimentellen Ergebnissen (siehe Abschnitt 5.5). Die Strömung muss effektiv
eindimensional sein, um makroskopische Randschichten vernachlässigen zu können.
Damit reduzieren sich die vorherrschenden Impulsgleichungen auf die eindimensio-
nale Form von Gleichung 5.2. Analog kann man auch numerische Berechnungen
heranziehen – wie in dieser Arbeit durchgeführt (siehe Abschnitt 5.3) – um den
Druckabfall entlang einer repräsentativen Zelle des porösen Mediums als Funktion
der Reynolds-Zahl (bzw. Geschwindigkeit) zu berechnen und die Korrelation mit
den Größen K und cF herzustellen.

5.2. Mikroebene: Analytische Permeabilitätsmodelle

Ein Weg zur Bestimmung der unbekannten ParameterK und cF (Gl. 5.1) liegt in der
analytischen Modellierung über die Abbildung der RFS auf einfache Modellstruk-
turen. Im Weiteren liegt der Fokus auf der Permeabilität K als maßgebende Größe
für niedrige Reynolds-Zahlen. Es werden hier zwei konzeptionell unterschiedliche
Modelle (P1 und P2) vorgestellt.

5.2.1. Permeabilitätsmodell P1

Die Grundidee der Modellierung liegt in der Abbildung der ungeordneten Faser-
struktur auf geordnete Faseranteile und der Superposition der einzelnen Beiträge
zur Gesamtpermebilität. Die Wechselwirkung der Faseranteile wird über eine Kor-
rektur berücksichtigt.

Parallele Faserbündel

Für einfache Faseranordungen lassen sich analytische Ansätze für die Widerstands-
beiwerte und damit für die Permeabilitäten herleiten. Die im Folgenden verwendete
2D-Struktur besteht aus parallelen, zylindrischen Fasern unendlicher Länge in qua-
dratischer Anordnung (siehe 5.1). Durch die unendliche Faserlänge reduziert sich
das Problem auf ein effektiv zweidimensionales Problem.

Für eine Zuströmung v parallel (‖) zur Faserbündel-Orientierung wurde von Drum-
mond und Tahir [30] folgende Lösung hergeleitet:
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Abbildung 5.1.: 2D-Faserstruktur mit quadratischer Anordnung.

K‖
r2 (ε) = 1

4 · (1− ε) (−ln (1− ε)− 1.476 + 2 · (1− ε)

−(1− ε)2

2 +O
(
(1− ε)4

))
, (5.5)

mit der Porosität ε und dem Faserradius r ≡ rF .
Für Strömungen senkrecht (⊥) zu den Fasern ist die von Sangani [88] hergeleitete
Lösung:

K⊥
r2 (ε) = 1

8 · (1− ε)
(
−ln (1− ε)− 1.476 + 2 · (1− ε)− 1.774 · (1− ε)2

+4.076 · (1− ε)3 +O
(
(1− ε)4

))
. (5.6)

An dieser Stelle sei angemerkt, dass die Permeabilität für Strömungen senkrecht zu
den Fasern fast exakt die Hälfte der Permeabilität der Strömung parallel zu den
Fasern beträgt. Des Weiteren hängen die Permeabilitäten alleine von der Porosität
ε ab. Die Porosität für diese Struktur ist: ε = 1 − πr2/ (LxLy), da die betrachtete
Einheitszelle genau eine Faser enthält.
Diese Modellgleichungen für effektiv zweidimensionale periodische Faserstrukturen
bilden die Grundlage der Permeabilitätsmodellierung ungeordneter Faserstrukturen,
welche im Folgenden dargestellt wird.

Ungeordnete Faserstrukturen

Basierend auf den Gleichungen 5.5 und 5.6 wurden verschiedene Volumenmittelungs-
methoden zur Berechnung der Permeabilität von ungeordneten 3D-Faserstrukturen
entwickelt ([48], [24], [95]).
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Eine Volumenmittelungsmethode auf der Grundlage der Superposition der einzelnen
Faserbeiträge zum Gesamtwiderstand (und damit der Gesamtpermeabilität) wurde
von Stylianopoulos et al. [95] vorgestellt. Hier wird neben der Porosität ε der Zelle
auch die Geometrieinformation (Länge und Orientierung) jeder Faser in der Pro-
be berücksichtigt. Das REV der ungeordneten Faserstruktur ist in Abb. 5.2 (links)
skizziert. Die Gesamtpermeabilitäts-Matrix ¯̄K resultiert aus der Superposition der
Strömungswiderstandsmatrizen ¯̄di der einzelnen Fasern. Die einzelnen Fasern i wer-
den als Teil eines parallelen Faserbündels betrachtet (siehe auch Abb. 5.1) mit einer
räumlichen Ausrichtung entsprechend der Faser i und einer Anströmungsrichtung in
x-Achsenrichtung.

Die Strömungswiderstandsmatrix ¯̄di der einzelnen Faser lässt sich gemäß ihrer Orien-
tierung zur Strömung über die Transformation der Diagonalmatrix der Strömungs-
widerstandskoeffizienten ¯̄Ci mit der Rotationsmatrix ¯̄Ri berechnen:

¯̄di = ¯̄RT
i

¯̄Ci ¯̄Ri . (5.7)

Der Strömungswiderstandskoeffizient der Diagonalmatrix C11 ist bestimmt durch
Gl. 5.5 und C22 = C33 sind bestimmt durch Gl. 5.6. Dabei gilt der Zusammen-
hang Ci = πr2li ·C = Ki und somit geht die Länge der jeweiligen Faser li über diese
Strömungswiderstandskoeffizienten mit ein. Die volumengemittelte Strömungswider-
standsmatrix ¯̄D berechnet sich dann wie folgt:

¯̄D = 1
V

n∑
i=1

¯̄di , (5.8)

dabei bezeichnet V das Volumen des REV und n die Anzahl der Fasern in dem
Volumen V . Daraus ergibt sich der Permeabilitätstensor der gesamten Struktur wie
folgt:

¯̄K = ¯̄D−1 =
[

1
V

n∑
i=1

¯̄di
]−1

. (5.9)

Ein hiervon abweichender Ansatz wurde von Shou et al. [92] verfolgt, bei welchem
nicht mehr der Strömungswiderstandsbeitrag jeder einzelnen Faser explizit berech-
net wird. Die Faserstruktur lässt sich auf ein kubisches Gitter mit gleicher Ani-
sotropiematix ¯̄Ω abbilden (siehe Abb. 5.2 (rechts)). Die Aufteilung des Gesamt-
Faservolumenanteils φ = 1 − ε auf die drei Raumrichtungen {x, y, z} erfolgt mit
dem Anisotropietensor ¯̄Ω (Gl. 4.3) über die Beziehung:

φi = Ωii · φ = Ωii · (1− ε) , i = {x, y, z} . (5.10)

Für die Faservolumenanteile gilt dabei φ = φx + φy + φz.
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z
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Abbildung 5.2.: Abbildung der ungeordneten Faserstruktur auf ein kubisches Fa-
sergitter.

Betrachtet man die drei Faservolumenanteile φi als unabhängige Parallel-Faserbündel
mit regelmäßiger Anordnung (vgl. Abb. 5.1), so lässt sich die dimensionslose Per-
meabilität K/r2 der Gesamtstruktur in erster Näherung als Linearkombination der
einzelnen Permeabilitätsanteile K(i)/r2 ausdrücken (Gl. 5.11 (a)). Die gegenseiti-
ge Störung der einzelnen Anteile durch Abschattung der Strömung wird über den
Korrekturfaktor (ε+ φi) im Ausdruck Gl. 5.11 (b) berücksichtigt:

K

r2 (ε,φ) (a)=
[∑

i

r2

K(i) (φi)

]−1
(b)=
∑

i

r2

(ε+ φi) ·K(i)
(

φi
ε+φi

)
−1

. (5.11)

Die Summation erfolgt über die drei Richtungen i = {x, y, z}, r bezeichnet den Fa-
serradius und φ = (φx, φy, φz).

Damit lässt sich die Gesamtpermeablität Ki/r
2 für eine Durchströmrichtung i =

{x, y, z} in der kompakten Form angeben:

Ki

r2 (ε, φ) =
 r2

(ε+ φi) ·K‖
(

φi
ε+φi

)
+

∑
j 6=i

 r2

(ε+ φj) ·K⊥
(

φj
ε+φj

)

−1

, (5.12)

mit den Permeabilitätskomponenten K‖(Gl. 5.5) und K⊥ (Gl. 5.6).

Dieses Permeabilitätsmodell P1 ist im engeren Sinne für hohe Porositäten (ε &
0.8) anwendbar. Obwohl die gegenseitige Beeinflussung der Fasern berücksichtigt
ist, müssen die einzelnen Fasern der Struktur unterscheidbar sein. Bei kleineren
Porositäten (ε < 0.7) besteht die Struktur nicht mehr aus distinkten Fasern und
erfordert somit eine andere Modellgrundlage.
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5.2.2. Permeabilitätsmodell P2

Eine alternative Modellvorstellung liefert für kleine Porositäten – wenn die “Fa-
serartigkeit” der Struktur vernachlässigbar wird – eine bessere Beschreibung der
Strömungssituation in der Struktur. Hier bildet man die offenporöse Faserstruktur
auf ein Feld gleicher, parallel verlaufender Mikrokanäle mit rundem Querschnitt
ab. Die Abmessung der Mikrokanäle steht im Zusammenhang mit dem Oberfläche-
Volumenverhältnis der Probe (Asf/V ) und der Porosität ε. Die Permeablität in den
einzelnen Mikrokanälen ergibt sich für eine laminare, ausgebildete Strömung [108]
und die zusätzliche Wegverlängerung der Strömungspfade wird über die Tortuosi-
tät τhyd erfasst (vgl. Abschnitt 4.1.2). Insgesamt ergibt sich für die dimensionslose
Permeabilität:

Ki

r2 (ε, Asf/V , τhyd,i) = ε3

4 · r2 · (Asf/V )2 · τhyd,i
. (5.13)

Dabei bezeichnet Ki die Permeabilität für die Durchströmungsrichtung in die Ach-
senrichtung i = {x, y, z}. Asf ist die innere Oberfläche der Faserstruktur im REV
und τhyd ist die hydraulische Tortuosität (Gl. 4.8), welche definiert ist als Ver-
hältnis zwischen der effektiven Kanallänge leff,i und der Kantenlänge der REV ls:
τhyd = leff,i/ls (vgl. Abb. 5.3 (e)). Die Anisotropie der Struktur wird somit über die
hydraulische Tortuosität erfasst.
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Abbildung 5.3.: (a) Positive Geometrie der SFS; (b) negative Geometrie der SFS
(c) unstrukturiertes Netz zur numerischen Berechnung; (d) Randbedingungen der
Simulation; (e) Simulationsergebnis: Stromlinien (rot).
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5.3. Mikroebene: Numerische
Modellstrukturuntersuchungen

Zusätzlich zu den beiden analytisch lösbaren Modellen werden die selbst generierten
synthetischen Faserstrukturen (vgl. Abschnitt 4.2) numerisch untersucht. Hier wer-
den zunächst Grunddaten der Simulation angegeben und im folgenden Abschnitt
dann die numerischen Ergebnisse diskutiert.

5.3.1. Mikroskopische Grundgleichungen und numerische
Konfiguration

Die numerischen Simulationen wurden mit dem COMSOL Multiphysics 4.4 Softwa-
re Paket [1] durchgeführt, welches auf der Finite Elemente Methode als Diskreti-
sierungsmethode der vorherrschenden Transportgleichungen basiert [2]. Die nume-
rischen Berechnungen wurden im niedrigen Reynolds-Zahlen-Bereich durchgeführt,
welcher auch als Stokes Bereich bezeichnet wird. Dieser Bereich geht näherungsweise
bis RedF = 1 mit dem Faserdurchmesser dF als charakteristischer Länge (vgl. [73]). In
diesem Strömungsbereich besteht ein linearer Zusammenhang zwischen dem Druck-
abfall und der mittleren Strömungsgeschwindigkeit in der Faserstruktur. Deshalb
wurde eine konstante Druckdifferenz zwischen Ein- und Austrittsseite des Simula-
tionsgebietes festgelegt ∆p = 1 Pa. Die Transportgleichungen (für inkompressible
Fluide) sind in Gl. 4.12 und Gl. 4.13 aufgeführt. Dabei wird Gl. 4.13 im Stokes
Regime in der Form:

∇p− µ∇2v = 0 , (5.14)

numerisch gelöst. Die Simulationen wurden mit Wasser bei einer Temperatur T =
20 ◦C, mit der dynamischen Viskosität µ = 1.01 × 10−3 Pa · s und Dichte ρ =
999.62 kg/m3 durchgeführt.
Für die Geschwindigkeit wurden folgende Randbedingungen gewählt:
1. Haftbedingung an der Oberfläche der Fasern: vo = 0
2. Symmetrie-Randbedingungen auf Flächenpaaren (A−A und B−B) parallel zur
Hauptströmungsrichtung (siehe Abb. 5.3 (d)): v · n = 0, T− (T · n) n = 0

mit T =
[
η
(
∇v + (∇v)>

)]
n

3. Periodische Randbedingungen zwischen Ein- und Auslass: vein = vaus, pein −
paus = 1 Pa.
Die Anwendung einer periodischen Randbedingung trotz nicht vorhandener Periodi-
zität der Strukturen führt zu einer „Blockierung“ der Strömung beim Wiedereintritt
in die Struktur. Genauere Untersuchungen haben jedoch gezeigt, dass dieser Effekt
im untersuchten Parameterbereich vernachlässigbar ist:
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Eine genauere Beschreibung der realen Strömungssituation liegt vor, wenn das un-
tersuchte REV in einer größeren Struktur eingebettet ist (n), gegenüber einem frei
angeströmten REV (fr). Die hier angewendete periodische Randbedingung (per)
liefert somit einen Kompromiss zwischen diesen beiden Extremen. Der Vergleich der
Permeabilität Kper mit obigen Randbedingungen zur Permeabilität Kn des gleichen
REV, welches sich in einer größeren Struktur befindet, liefert in allen Fällen eine
relative Abweichung dev = |Kn −Kper| /Kper < 0.1, und ist damit für die nachfol-
genden Untersuchungen vernachlässigbar.

5.3.2. Numerische Berechnungen

Als kurzgefasste, dimensionslose Größe wird im Folgenden das Permeabilitätsver-
hältnis κ untersucht, welches gegeben ist durch:

κ = 2 ·Kz

(Kx +Ky)
. (5.15)

Im Idealfall sind die Permeabilitäten in x- und y-Richtung gleich (Kx = Ky), jedoch
muss bei den numerischen Ergebnissen ein Mittelwert explizit ermittelt werden. Dies
liegt an der endlichen Probengröße, was Schwankungen der definierenden Größen
(Ωxx,Ωyy,Ωzz, ε) und damit auch der Permeablitäten hervorruft.

In Abbildung 5.4 sind die Datenpunkte in einer Dichtedarstellung (Density Plot)
gezeigt mit den jeweiligen Regressionsgeraden Freg(x) = a0 + a1 · x. Die Koeffizi-
enten (a0, a1) und die zugehörigen Bestimmtheitsmaße R2 sind in den Tabellen 5.1
zusammengefasst. Die ideale Korrelation zwischen κnum und κtheo wäre charakte-
risiert durch: a0 → 0; a1 → 1 und R2 → 1 (im Weiteren als ideale Korrelation
(IK) bezeichnet). Die nachfolgenden Ergebnisse sind z. T. bei Heitzmann et. al [43]
gezeigt.

Abbildung 5.4 zeigt den direkten Vergleich der theoretisch vorhergesagten Permea-
blitäten bzw. Permeabilitätsverhältnisse κtheo (P1) (Gl. 5.12) mit den über numeri-
sche Berechnungen gewonnenen Werte κnum dargestellt. In Abbildung 5.4 sind die
zugehörigen Regressionsgeraden (schwarz gepunktete Gerade) Freg und die Regressi-
onsgerade einer IK (blau gestrichelte Gerade) zum direkten Vergleich eingezeichnet.
Es zeigt sich eine zunehmende Korrelation – quantifiziert durch obige Koeffizienten
– mit zunehmender Porosität ε (vgl. Tab. 5.1 (a)). Da das Permeabilitätsverhältnis
κ mit der Anisotropie der Strukturen eng verknüpft ist, sieht man in Abbildung
5.4, wie groß die Abweichungen zwischen P1 und den numerischen Ergebnissen für
verschieden stark anisotrope Strukturen in Abhängigkeit von der Porosität ε sind.

Dies ist zunächst zu erwarten, da die gegenseitige Beeinflussung der Fasern mit zu-
nehmender Porosität abnimmt und somit die Modellannahme ungestörter Faseran-
teile besser erfüllt ist.
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Wegen der Fluktuation der Permeabilität bedingt durch die endliche Probenabmes-
sung und Diskretisierung (vgl. oben) führt eine arithmetische Mittelung über die
drei Realisierungen – im Weiteren als Ensemblemittelwert bezeichnet – und eine
zusätzliche Interpolation über diese Mittelwerte (κint) zu einer deutlichen Verbesse-
rung der Korrelation (siehe Abb. 5.5). Diese Korrelationsverbesserung ist wiederum
in Tabelle 5.1 (b) zusammengefasst. Für hohe und mittlere Porositäten erhält man
Werte nahe einer IK.
Somit werden die vereinfachten Faserstrukturen hinsichtlich der hydraulischen Cha-
rakteristik der Permeabilität durch die theoretischen Beschreibung Gl. 5.12 bis hin
zu dem niedrigen Porositätsbereich ε > 0.6 gut erfasst.

(a) Simulationswerte κnum

Porosität ε a0 a1 R2

0.6 0.645 0.247 0.325
0.7 0.619 0.263 0.226
0.8 0.456 0.472 0.565
0.9 0.297 0.653 0.496

(b) Interpolationsfunktion κint

Porosität ε a0 a1 R2

0.6 0.319 0.645 0.918
0.7 0.210 0.764 0.944
0.8 0.072 0.912 0.954
0.9 -0.074 1.06 0.912

Tabelle 5.1.: Koeffizientenliste: Vergleich SFS mit Permeabilitätsmodell P1 (Gl.
5.12).
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Abbildung 5.4.: Dichtedarstellung der numerisch berechneten Permeabilitätsver-
hältnisse κnum aufgetragen gegen die theoretischen Werte des Fasermodells P1
κtheo (Gl. 5.12) für ε ∈ {0.6, 0.7, 0.8, 0.9}. (Blau gestrichelt) Die Regressionsgera-
de für eine IK der Wertepaare (κnum, κtheo); (schwarz gepunktet) die tatsächliche
Regressionsgerade Freg für die Datenpunkte. Farbskala: In der Temperaturdarstel-
lung (weiß bis dunkelrot) entspricht eine zunehmende Häufung der Datenpunkte
einer zunehmend dunkleren Farbgebung.
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Abbildung 5.5.: Dichtedarstellung der interpolierten Werte der Permeabilitäts-
verhältnisse κint aufgetragen gegen die theoretischen Werte des Fasermodells P1
κtheo (Gl. 5.12) für ε ∈ {0.6, 0.7, 0.8, 0.9}. (Blau gestrichelt) Die Regressionsgera-
de für eine IK der Wertepaare (κnum, κtheo); (schwarz gepunktet) die tatsächliche
Regressionsgerade Freg für die Datenpunkte. Farbskala: In der Temperaturdarstel-
lung (weiß bis dunkelrot) entspricht eine zunehmende Häufung der Datenpunkte
einer zunehmend dunkleren Farbgebung.
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5.4. Numerische Validierung

Eine numerische Möglichkeit der Überprüfung des numerischen Modells (SFS) und
der analytischen Modelle (P1, P2) liegt in dem Vergleich dieser mit den numeri-
schen Berechnungen an den realen Strukturen (RFS). Hierfür wurden mit den RFS
gesonderte numerische Berechnungen durchgeführt und mit den angepassten SFS
(vgl. Abschnitt 4.2.2) und den Modellvorhersagen P1 (Gl. 5.12) und P2 (Gl. 5.13)
verglichen.
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Abbildung 5.6.: Dimensionslose Permeabilitäten in Anisotropierichtung (z-Achse)
Kreal
z /r2 der RFS aufgetragen gegen die Modell-Permeabilitäten Kz/r

2: 3D-
Modell (SFS); Modell P1 (Gl. 5.12) und Modell P2 (Gl. 5.13) .

Die Ergebnisse sind in Abbildung 5.6 zusammengefasst: Hier sind die Ensemble-
mittelwerte der RFS gegen die Ensemblemittelwerte der SFS eingetragen. Für die
Proben mittlerer und hoher Porosität ε ≥ 0.7 ist die Übereinstimmung mit den SFS
sehr gut. Bei kleiner Porosität ist die Mittelung der RFS durch die einfacheren SFS
nicht mehr ausreichend, d. h. der Fasercharakter der Probe ist bei den niedrigen Po-
rositäten nicht mehr sehr ausgeprägt. Dies ist eine Folge des Sinterungsprozesses, bei
welchem die Topologie des anfänglichen Faserhaufwerks signifikant geändert wird.
Betrachtet man die analytischen Modolle, so zeigt in diesem Peremabilitätsbereich
das Modell P2 wegen der Abnahme des Fasercharakters der Probe eine bessere Be-
schreibung auch im Vergleich zum Modellansatz P1. Hingegen zeigt sich – wie zu
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erwarten – eine Abnahme der Übereinstimmung zwischen Modell P2 und den Per-
meabilitäten der RFS bei mittleren bis hohen Porositäten, da hier der Fasercharakter
der RFS deutlich ausgeprägt ist.
Hieraus lässt sich die Schlussfolgerung ableiten, dass mit den SFS und dem eindi-
mensionalen Modellansatz P1 (Gl. 5.12) eine gute hydraulische Charakterisierung
der RFS für Porositäten ε > 0.6 möglich ist.

5.5. Experimentelle Validierung

Ein weiterer Zugang zu den makroskopischen Größen (Kx, Ky, Kz, cF ) (Gl. 5.2) sind
die experimentellen Messungen. Zudem bieten sie eine weitere Untersuchungs- bzw.
Validierungsgrundlage für die hier vorgestellten Modelle.
Der experimentelle Aufbau zur hydraulischen Untersuchung der Proben ist in 4.5
(Abschnitt 4.4.1) dargestellt. Über diesen Aufbau können statische Druckabfälle
∆pstat bei definierten Durchströmungsgeschwindigkeiten v in Proben mit den Ab-
messungen 30 mm× 30 mm× (1− 4) mm (Breite W× Länge L× Höhe H) gemessen
werden. Zur Messung von ∆pstat wurden jeweils zwei Druckbohrungen (mit Durch-
messer Ø 0.4 mm) nahe am Eintritt bzw. Austritt der Probe platziert (vgl. 4.5).
Dadurch konnte die Symmetrie der Durchströmung sichergestellt werden.

5.5.1. Test des Messaufbaus

Zur Überprüfung des Messaufbaus wurde eine Teststruktur mit parallelen Recht-
eckskanälen vermessen (vgl. Abb. 5.7) und mit Literaturwerten verglichen.
Eine dimensionslose Größe zur Charakterisierung der Durchströmung von Kanälen
ist der Reibungsbeiwert fF (nach Fanning):

fF = ∆p
4 ·
(

L
Dhyd

)
·
(
ρv

2

2

) , (5.16)

mit der Kanallänge L, dem hydraulischen Durchmesser Dh, der mittleren Geschwin-
digkeit im Kanal v und dem Gesamtdruckabfall ∆p über die Probe.
In der Literatur findet man zahlreiche analytische Ausdrücke, welche durch expe-
rimentelle Messungen solide gestützt sind [69]. Für den Grenzfall langer Kanäle
L � Lh findet man in der Literatur für Kanäle mit rechteckigen Querschnitten als
Näherungsausdruck für den Reibungsbeiwert nach Shah und London [91]:

fF = 24
(1− α)2

[
1− 192α

π5 tanh
(
π
2α

)] ·ReDh , (5.17)
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mit dem Verhältnis α = wc/hc von Breite wc zu Höhe hc des Kanals (0.01 < α < 1).

Da die Messung der statischen Drücke nicht in der Probe, sondern vor dem Ein-
tritt bzw. hinter dem Austritt aus der Probe vorgenommen wird (vgl. 4.5), müssen
zusätzliche Druckänderungen berücksichtigt werden, welche aus der Querschnitts-
änderung am Ein- und Austritt der Probe resultieren. Der korrigierte Druckabfall
∆p lässt sich über folgende Summation ausdrücken:

∆p ≈ ∆p∗ − (ζein + ζaus)
ρ · v2

2 , (5.18)

mit dem gemessenen Druckabfall ∆p∗ und den Verlustkoeffizienten ζein = 1 −
(Atot/Aein)2 + ζnr und ζaus = −2 · 1.33 (Atot/Aaus) (1− Ac/Aaus)2 am Ein- bzw. Aus-
lass [91]. Die Flächen Aein und Aaus bezeichnen die Querschnittsflächen vor bzw.
hinter der Probe und die Fläche Atot = ∑

Ac ist die Gesamtquerschnittsfläche der
Kanäle der Probe. Die Größe ζnr ist der nicht rückgewinnbare Verlustkoeffizient
ζnr = 0.0088 · α−2 − 0.1785 · α−1 + 1.6027.
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Abbildung 5.7.: (links) Re ≡ ReDh gegen Reibungsbeiwert f ≡ fF : (gestrichelte
Linie) theoretische Werte (Gl. 5.17) und (schwarze Quadrate) Messwerte ∆p (Gl.
5.16).

hc [mm] wc[mm] lc[mm] Nc

{1, 2, 3, 4} 0.5 30 11
Tabelle 5.2.: Abmessungen der Teststruktur.
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Die Ergebnisse für die Teststruktur (vgl. Tab. 5.2) sind in Abbildung 5.7 graphisch
zusammengefasst. Wie ersichtlich ist, führen die korrigierten Messwerte zu einer
guten Übereinstimmung mit der theoretischen Vorhersage (Gl. 5.17). Gemäß den
Ergebnissen kann eine laminare Strömungsituation (im untersuchten Volumenstrom-
bereich) angenommen werden. Zudem zeigt sich die Akkuratheit der Druckverlust-
messung, diese stellt damit eine zuverlässige Grundlage für die weiteren Messungen
dar.

5.5.2. Experimentelle Permeabilitätsbestimmung

Die experimentelle Permeabilitätsbestimmung wurde mit einer Faserprobe der Po-
rosität ε = 0.84 durchgeführt. Die Höhe der Faserprobe lag bei h = 4 mm und die
Messwertkorrektur (Gl. 5.18) für die Erfassung der plötzlichen Querschnittsände-
rung am Probenrand wurde anhand der Porosität ε durchgeführt.

Permeabilitätskorrektur

Da die Probe auf eine Trägerplatte aufgelötet ist, ist die Permeabilität dieser Rand-
schicht deutlich heruntergesetzt. Zudem ist der Einfluss der Wand auf die Strömung
an der Probenoberseite wegen der relativ geringen Probenhöhen nicht vernachläs-
sigbar und somit muss eine Korrektur der gemessenen, effektiven Permeabilitäten
K̄ durchgeführt werden, um die tatsächliche Permeabilität KA der Faserstruktur zu
erhalten. Für die Korrekturrechnungen wird angenommen, dass die Probe aus zwei
jeweils homogenen Schichten besteht: Schicht A bestehend aus der Faserstruktur
mit der Probenhöhe hA und Schicht B bestehend aus einer Struktur unbekannter
Permeabilität KB mit der Schichthöhe hB. Es gilt htot = hA + hB, mit der Gesamt-
probenhöhe htot. Über die Annahme einer hydraulischen Parallelschaltung der zwei
Schichten gilt für die Druckdifferenz über die Schichten: ∆pA = ∆pB = ∆p und für
die Volumenströme über die zwei Schichten V̇tot = V̇A + V̇B.
Gemäß der Gleichung von Darcy (siehe Gl. 5.2) gilt:

K̄Wchhtot
µLch

= KAWchhA
µLch

+ KBWchhB
µLch

, (5.19)

was sich reduzieren lässt auf

K̄ = KA
(htot − hB)

htot
+KB

hB
htot

, (5.20)

mit den unbekannten Größen hB, KB und KA. Zur Bestimmung dieser Größen wur-
den drei Proben verschiedener Höhe htot ∈ {2 mm, 3 mm, 4 mm} vermessen. Mit
diesen Probenhöhen htot erhält man mit Gl. 5.20 ein Gleichungssystem mit den
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drei unbekannten Größen (hB, KB, KA). Durch Lösung des Gleichungssystems er-
hält man schließlich die tatsächliche Permeabilität der Probe K = KA.

Ergebnisse

In Abbildung 5.8 (b) sind die experimentellen Ergebnisse zusammengetragen. Die
Hauptströmungsrichtung durch die Faserprobe war senkrecht zur Anisotropierich-
tung (z-Richtung), d. h. die vermessene Permeabilitätskomponente war Kx = Ky

und wird im Weiteren mit K bezeichnet. An die Messwerte wurde über die Metho-
de der kleinsten Quadrate die Modellfunktion Gl. 5.2 angepasst mit der Näherung
−∇〈p〉f = ∆p/L. Die sich daraus ergebenden Modellparameter Permeabilität K
und Forchheimer-Koeffizient cF sind in der nachfolgenden Tabelle 5.3 zusammen-
gefasst. Über die Messung konnte der nichtlineare Verlauf gut erfasst werden und
zudem zeigt sich, dass sich die Strömung im untersuchten Reynolds-Bereich laminar
verhält. Hierbei ist Re ≡ ReDh mit dem hydraulischen Durchmesser des Rechteck-
kanals.
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Abbildung 5.8.: Re gegen den normierten Druckabfall ∆p/L: (a) Literaturwerte
aus Andersen et al. [3] mit Fit-Funktion (Paramter in Tab. 5.3) (durchgezogene
Linie); (b) experimentelle Messwerte (ε = 0.84) für Duchrströmung in x-Richtung
mit Fit-Funktion (5.3). (Bemerkung: Die Literaturwerte wurden an das Medium
Wasser angepasst. Die mit ∗ gekennzeichneten Werte wurden mit Luft als Fluid
gemessen mit Durchströmungsrichtung in Anisotropierichtung d. h. z-Richtung.)

ε Kexp [10−10m2] cF Kkorr [10−10m2] (Gl. 5.20)
0.84 11.3 0.287 16.7

Tabelle 5.3.: Fit-Parameter (K, cF ) (Gl. 5.2).
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In Abbildung 5.8 (a) ist ein Vergleich der experimentellen Werte zu den Literatur-
werten von Andersen et al. [3] gezeigt. Die hier vorgestellten Messwerte sind kon-
sistent mit diesen Literaturwerten, jedoch muss bei dem Vergleich berücksichtigt
werden, dass in [3] eine andere Durchströmungsrichtung (in Anisotropierichtung, d.
h. in z-Richtung) durch die Probe gewählt wurde, was zu größeren Druckverlusten
im Vergleich zu den hier vorgestellten Werten (exp) führt. Während die Messwerte
(exp) den nichtlinearen Verlauf zeigen, können die Literaturwerte (lit) diesen Verlauf
nicht aufzeigen (vgl. Abb. 5.8 (a)).
Der Vergleich mit den Simulationswerten der realen Struktur RFS (siehe Abschnitt
5.4) zeigt eine Übereinstimmung in der Größenordnung, jedoch ließ sich über die
Messungen keine Übereinstimmung mit den Simulationswerten erreichen. Die Ge-
genüberstellung findet sich in der nachfolgenden Tabelle 5.4. Die gemessene Per-
meabilität liegt deutlich unter den Simulationswerten. Somit konnten die idealen
Annahmen der Simulation nicht vollkommen erfüllt werden, d. h. die Offenporigkeit
der Struktur nimmt durch Verschmutzung bei der Versuchsdurchführung signifikant
ab.

ε KRFS[10−10m2] Kexp[10−10m2] Klit[10−10m2]
0.84 54.5 11.3 20

Tabelle 5.4.: Permeabilitäten.
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6. Thermische Untersuchungen:
Wärmeleitung

Die (effektive) Wärmeleitfähigkeit spielt eine entscheidende Rolle in der Effizienz po-
röser Materialien als Wärmeübertrager. Die Methoden zur Bestimmung dieser Größe
lassen sich erneut in drei grobe Kategorien unterteilen: theoretische Modellierung,
numerische Simulation und experimentelle Messung.
Zudem lässt sich die theoretische Modellierung näherungsweise in drei Gruppen
unterteilen:

1. Modellierung über Feld-Näherung:

Maxwell [62] schlug als erster einen Lösungsansatz für kontaktfreie, sphärische Parti-
kel in einem Medium durch Lösung der Laplace-Gleichung vor. Die leitenden Struk-
turelemente (z. B. Fasern) werden als Störung des linearen Wärmeflusses berück-
sichtigt. Durch Modifikation des Modells wurde versucht, verschiedenste Effekte zu
berücksichtigen, wie die unterschiedlichen Partikelformen [17], [42]. Generell lässt
sich feststellen, dass diese Modelle sich nicht für die genaue Beschreibung offenpo-
röser Materialien eignen [79].

2. Modellierung durch Phasenmittelungs-Näherung:

Bei dieser Näherung erhält man die effektive Leitfähigkeit als eine gemittelte Eigen-
schaft der Mischung der einzelnen Phasen. In jeder Phase wird das Volumenmittel
des Temperaturgradienten mit der mittleren Temperatur des Mediums in Beziehung
gesetzt [93].

3. Modellierung durch Widerstands-Näherung:

Die einzelnen Phasen werden auf ein System thermisch resistiver Elemente (Schich-
ten) abgebildet, welche dem Ohm’schen Gesetz gehorchen. Die Flusslinien folgen
dabei geraden Linien. Dabei wird die Struktur der offenporösen Medien über das
Widerstandsystem berücksichtigt [41].
Zu dieser Kategorie 3. gehören die im Weiteren vorgestellten theoretischen Ansätze.
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6.1 Makroebene: Wärmeleitung

Im nachfolgenden Abschnitt 6.1 wird die Modellgleichung der Wärmeleitung auf der
makroskopischen Ebene vorgestellt und die zu ermittelnden Größen (die effektiven
Wärmeleitfähigkeiten λeff ) herausgestellt, welche zur Schließung des volumengemit-
telten Gleichungssystems notwendig sind. Zur Bestimmung der effektiven Wärme-
leitfähigkeiten werden in Abschnitt 6.2 analytische Modelle aufgezeigt. In Abschnitt
6.3 werden über synthetisch generierte dreidimensionale Faserstrukturmodelle die
Wärmeleitfähigkeiten numerisch berechnet und der Einfluss der Strukturparameter
genauer untersucht. Abschließend wird in Abschnitt 5.4 eine numerische und expe-
rimentelle Validierung vorgestellt.

6.1. Makroebene: Wärmeleitung

Offenporöse Materialien wie metallische Schwämme und Faserstrukturen haben recht
heterogene Strukturen mit variierenden Porengrößen und -formen. Die thermische
Leitfähigkeit eines heterogenen Materials wird üblicherweise definiert als das Ver-
hältnis von Wärmefluss zu dem Temperaturgefälle über eine Länge, welche min-
destens eine Größenordnung über der Skala der Poren liegt (vgl. Abschnitt 4.3).
Die Bestimmung dieser effektiven thermischen Leitfähigkeit λeff des porösen Ma-
terials wird makroskopisch beschrieben durch die Mittelung des mikroskopischen
Wärmeübertragungsprozesses über eine repräsentative Elementarzelle (REV) (vgl.
Abschnitt 4.3). Im Folgenden gilt abkürzend 〈T 〉 ≡ T .
Wenn ein lokales thermisches Gleichgewicht zwischen den Phasen angenommen
wird, lassen sich die Wärmeübertragungsprozesse in den einzelnen Phasen (fest und
flüssig) zusammenführen zu einem Wärmeübertragungsprozess. Diese Annahme ei-
nes „homogenen“ Feststoffes reduziert die Energietransportgleichungen (Gl. 4.16,
Gl. 4.17) auf eine Energiegleichung, welche den konduktiven Wärmetransport be-
schreibt:

ρeffceff
∂T

∂t
= ∇ ·

(
¯̄λeff∇T

)
+ q̇V , (6.1)

mit den effektiven Größen ρeff , ceff und ¯̄λeff . q̇V bezeichnet die volumetrische
Wärmeproduktion (hier gilt q̇V = 0). Die effektiven thermischen Leitfähigkeitskom-
ponenten λeff,ij ergeben sich aus der diagonalisierten Form der Gleichung 6.1 im
stationären Fall:

¯̄λeff = diag
− ´ q̇xdAx(

∂T
∂x

)
Ax

,
−
´
q̇ydAz(

∂T
∂y

)
Ay

,
−
´
q̇zdAz(

∂T
∂z

)
Az

 , (6.2)

dabei bezeichnet q̇i den Wärmefluss in die Koordinatenrichtung i ∈ {x, y, z} senk-
recht zur Querschnittsfläche Ai des REV.

(
∂T
∂xi

)
ist der thermische Gradient entlang

des REV.
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Im Falle der anisotropen Faserstrukturen gilt für den Leitfähigkeitstensor:

¯̄λeff =

 λx 0 0
0 λy 0
0 0 λz

 =

 λ⊥ 0 0
0 λ⊥ 0
0 0 λ‖

 , (6.3)

Somit wird die thermische Leitfähigkeit dieser Strukturen charakterisiert durch die
zwei Komponenten: λ⊥ der Leitfähigkeit senkrecht zur Anisotropierichtung (Wär-
mestromrichtung in der xy-Ebene) und λ‖ der Leitfähigkeit parallel zur Anisotro-
pierichtung (z-Achsen Richtung). Diese Nomenklatur wird im Folgenden verwendet.

Die thermische Leitfähigkeit eines porösen Materials hängt von zahlreichen Para-
metern ab: den thermischen Eigenschaften der einzelnen Phasen, den mikrostruktu-
rellen Parametern, den Volumenanteilen der Konstituenten und in komplexer Weise
von der geometrischen Struktur.

In erster Ordnung lässt sich die Gesamtleitfähigkeit λeff eines fluidgefüllten, porösen
Mediums über die jeweiligen Volumenanteile abschätzen. Der Volumenanteil des
Feststoffes und des Fluids sind gegeben durch: φs = φ , φf = 1− φ (vgl. Gl. 4.2).

Im Grenzfall paralleler Wärmeleitung in den einzelnen Phasen lässt sich die Ge-
samtleitfähigkeit λeff,p ausdrücken über das gewichtete arithmetische Mittel der
Leitfähigkeiten der einzelnen Phasen λs und λf

λeff,p = (1− φ)λf + φλs . (6.4)

Im entgegengesetzten Grenzfall, wenn eine reihengeschaltete Wärmeleitung durch
die einzelnen Phasen angenommen werden kann, lässt sich die Gesamtwärmeleitfä-
higkeit λeff,s über das gewichtete harmonische Mittel ausdrücken

1
λeff,s

= (1− φ)
λf

+ φ

λs
. (6.5)

Die Gleichungen 6.4 und 6.5 liefern einen oberen bzw. unteren Grenzwert der Ge-
samtwärmeleitfähigkeit λeff . Ganz allgemein lässt sich λeff als Linearkombination
der Grenzfälle Gl. 6.4 und Gl. 6.5 ausdrücken:

λeff = (1− C) [(1− φ)λf + φλs] + C
(1−φ)
λf

+ φ
λs

, (6.6)

mit der Konstanten C ∈ [0, 1], welche das Verhältnis zwischen paralleler und serieller
Phasenanordnung im heterogenen Medium quantifiziert.
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6.2. Mikroebene

Im Folgenden werden zwei Modelle entwickelt, welche nach obiger Kategorisierung
in die Widerstands-Näherung (siehe auf Seite 107) eingeordnet werden können.

Ein noch recht neuer Ansatz, um poröse Medien zu beschreiben, ist der Elementar-
volumen-Ansatz, bei dem die effektive Wärmeleitfähigkeit der Struktur anhand der
Elementarzelle einer vereinfachten Modellstruktur bestimmt wird. Calmidi und Ma-
hajan [18] haben ein solches Modell bestehend aus hexagonalen Zellen für ein hoch-
porösen Metallschaum erfolgreich aufgestellt. Dieses Modell wurde von Bhattachar-
ya [13] durch Einführung von sphärischen Überschneidungen weiter verbessert. Eine
genauere Abbildung der dreidimensionalen Metallschaumstruktur lieferten Booms-
ma und Poulikakos [15] mit einer Tetrakaidekaeder-Zelle mit zylindrischen Stegen
und würfelförmigen Verbindungen. Ihr Modell lieferte eine sehr gute Übereinstim-
mung mit den experimentellen Ergebnissen von Calmidi und Mahajan [18]. Trotz
der großen Anstrengungen auf dem Gebiet des Elementarvolumen-Ansatzes konnte
die Adäquatheit der Modelle nur für Strukturen hoher Porosität ε > 0.9 gezeigt
werden. Eine weitere Einschränkung der Modelle ist die Tatsache, dass diese auf
Schaumstrukturen ausgelegt waren.

Ein aktueller Modellansatz, welcher zum einen den Fokus auf isotrope Faserstruk-
turen legt und zudem die Gültigkeit auf niedrigere Porositätsbereichen (ε > 0.8)
erweitert, wurde von Qu et al. [83] vorgestellt. Hier wird die offenporöse Struktur
durch ein Oktett-Stabwerk modelliert.

Das im Folgenden entwickelte Modell (W1) stellt eine Erweiterung dieses Modells
in zweierlei Hinsicht dar: (1) die über den Versinterungsvorgang hervorgerufene Ver-
dickung der Faserverbindungen in der Struktur und (2) die Anisotropie der Faser-
struktur werden zusätzlich durch W1 abgebildet.

6.2.1. Wärmeübertragungsmodell W1

Der funktionale Zusammenhang zwischen der effektiven Wärmeleitfähigkeit λeff und
den charakteristischen Parametern des synthetischen Strukturmodells (SFS) sollen
weiter auf ein analytisches Modell abgebildet werden. Hierbei wird der Versuch un-
ternommen, die ungeordnete SFS auf eine geordnete Struktur – aufgebaut aus te-
tragonalen Dipyramiden – abzubilden (vgl. Abb. 6.1).

Die Kanten der Zellen bestehen aus zylindrischen Fasern der Durchmesser d = 2a.
Diese sind über würfelförmige Geometrien der Kantenlänge r an den Ecken verbun-
den. Diese zusätzliche Verbindung stellt die “verdickten” Verbindungen zwischen
den Fasern bei den versinterten Faserstrukturen dar (vgl. Abb. 4.2).

Aus Symmetriegründen lässt sich die Modellrechnung reduzieren auf einen Teil der
Elementarzelle (grau hinterlegter Bereich in 6.1).
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Abbildung 6.1.: Geometrie zum Wärmeleitfähigkeitsmodell W1: (grau hinterlegt)
Elementarzelle der Struktur; {I, II, III} bezeichnen die Segmente in Anisotropie-
richtung mit der Symmetrieebene S1 und {I∗, II∗, III∗} bezeichnen die Segmente
senkrecht zur Anisotropierichtung mit der Symmetrieebene S2.

Widerstands-Methode

Die effektive Leitfähigkeit der mit einem Fluid der Leitfähigkeit λf gefüllten Faser-
struktur der Faserleitfähigkeit λs wird über eine eindimensionale Wärmeleitungsana-
lyse bestimmt. Die Modellstruktur ist aus bipyramidalen Elementen aufgebaut (sie-
he Abb. 6.1). Für eine vorgegebene Wärmestromrichtung ergibt sich der thermische
Gesamtwiderstand über die Reihenschaltung der einzelnen thermischen Schichten
(hier I, II, III). In den einzelnen Schichten (Segmenten) werden die thermischen
Widerstände der einzelnen Phasen parallel geschaltet.

Die effektive thermische Leitfähigkeit λeff in der Elementarzelle lässt sich somit in
der Form ausdrücken:

1
λeff

= 1
Htot

∑
i

Hi

λeff,i
, (6.7)

mit der effektiven thermischen Leitfähigkeit λeff,i im Segment i, der Höhe Hi des
i-ten Segments und der Gesamthöhe Htot = ∑

iHi. Die Nomenklatur der Schichten
ist in Abbildung 6.1 gezeigt: i ∈ {I, II, III} für die Hauptwärmestromrichtung in
z-Achsen-Richtung und i ∈ {I∗, II∗, III∗} für die Hauptwärmestromrichtung in der
xy-Ebene.

Die effektive Leitfähigkeit λi in den Segmenten wiederum erhält man über die ther-
mische Leitfähigkeit der festen Phase λs und der flüssigen Phase λf in paralleler
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Anordnung:

λeff,i = εiλf + (1− εi)λs = Vi,f
V
λf + Vi,s

V
λs , (6.8)

mit der Porosität εi, dem Fluidvolumen Vi,f und dem Feststoffvolumen Vi,s des i-ten
Segments.

Makroskopische Größen

Die die Struktur definierenden Parameter sind in Abbildung 6.1 zusammengefasst.
Hierbei wird die Anisotropie Ωz (vgl. Gl. 4.4) der Struktur über den Geometriepa-
rameter θ gesteuert, welcher den Faserwinkel zur xy-Ebene bezeichnet.

Der funktionale Zusammenhang dieser Größen ist gegeben durch:

Ωz (θ) = 4 sin2 (θ)
4 +
√

2 cos (θ)
. (6.9)

Die Porosität ε der Modellstruktur ist gegeben durch den Ausdruck:

ε = Vf
V

=
−2

(
r3 + 2a2π

(
L− r − 2

√
2r
))

cot (θ) +
√

2L (L2 − 4a2π · sin−1 (θ))
√

2L3
,

(6.10)

mit den Geometrieparametern: Faserradius a, Kantenlänge der Verbindungen r und
Abstand der Verbindungen in der xy-Ebene L.

Kontakt-Modellierung

Über die würfelförmigen Verbindungen im Modell (vgl. Abb. 6.1) wurde der morpho-
logische Effekt der Versinterung von Faserstrukturen erfasst. Das durch die Fasern
eingenommene Volumen bleibt durch den Versinterungsprozess konstant. Durch die
Versinterung erhöht sich die Materialkonzentration in den Kontaktstellen bei gleich-
zeitiger Abnahme der Durchmesser der Verbindungsstege 2a. Diese Materialkonzen-
tration in den Kontaktstellen wird im Modell durch Würfel mit den Kantenlängen
r abgebildet.
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Der sich daraus ergebende funktionale Zusammenhang zwischen dem Faserradius
a nach dem Sinterungsprozess als Funktion der Verdickung r und dem initialen
(unversinterten) Faserradius a0 ist:

a (r, a0) = 1√
2π

2a2
0Lπ − 4a3

0

((
1 + 2

√
2
)
π − 2

)
− r3 + 2

√
2a2

0Lπ · cos−1 (θ)

L−
(
1 + 2

√
2
)
r +
√

2L · cos−1 (θ)


1
2

.

(6.11)

Dabei gelten die Beschränkungen: 1. a < a0 und 2. 2a ≤ r < L.
Die Struktur ist insgesamt festgelegt über die Größen ε, Ωz, a0 und r. Während
die ersten drei Parameter aus den Angaben der realen Strukturen genau bestimmt
werden können, ist der Morphologieparameter r, der die Verdickungen an den Kon-
taktstellen charakterisiert, eine justierbare Größe.

Effektive Wärmeleitfähigkeit

Die resultierenden effektiven Leitfähigkeiten der einzelnen Segmente für die Wärme-
stromrichtungen parallel (‖) und senkrecht (⊥) zur Anisotropierichtung sind in den
Tabellen 6.1 und 6.2 zusammengefasst.

Nr. Hi Vi Vi,s ki

I a aL2/4 1
4a

2π (L− a) + ar2

4 λf +
(
λs − λf

) (aπ(L−r)+r2)
L2

II r/2− a 1
4L

2
(
r
2 − a

)
1
4

(
r
2 − a

)
r2 λf +

(
λs − λf

)
r2

L2

III tan (θ)
√

2L
4 − r

2
1
4L

2
(
− r2 + L tan(θ)

2
√

2

)
a2π

(
L cos−1(θ)

2
√

2
− r√

2

) 4a2π
L2(−2r+

√
2L tan(θ))

{√
2λf (2r

−L cos−1 (θ)) + λs sin (θ) (−2r
+
√

2L tan (θ)
)}

+ λf

Tabelle 6.1.: Größen in den einzelnen Segmenten für die Wärmestromrichtung in
Anisotropierichtung ‖.

Nr. Hi Vi Vi,s ki

I a a
aL2tan(θ)

2
√

2 λf +
(
λs − λf

) (aπ(2a+L)−aπr+2r2)
2
√

2L2tan(θ)

II r
2 − a

r
2 − a

L2(−2a+r)tan(θ)
4
√

2 λf +
(
λs − λf

) (a2π+r2)
L2tan(θ)

III tan (θ)
√

2L
4 − r

2
L
4 −

r
2

L2(L+2r)tan(θ)
8
√

2

1√
2L2(L−2r)

{
2a2π

[(
λs − λf

)
(L− 2r)

+8
√

2rλf r +
√

2 (L− 2r) cos (θ)λs
]

tan−1 (θ)
+λf
√

2L
(
L (L− 2r)− 4a2πsin−1 (θ)

)}
Tabelle 6.2.: Größen in den einzelnen Segmenten für die Wärmestromrichtung
senkrecht zur Anisotropierichtung ⊥.

Wenn die thermische Leitfähigkeit λs des porösen Materials deutlich höher ist als
die thermische Leitfähigkeit des umgebenden Fluids (λs � λf ), führt dies zu einer
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zunehmenden Kanalisierung des Wärmestromes in den Stegen des porösen Materi-
als. Somit gibt die Stegorientierung zunehmend die Wärmestromrichtung vor. Im
korrigierten Ausdruck erfolgt die Wärmeleitung im Feststoff entlang der Achsen der
Stege und in Richtung des Hauptwärmeflusses im Fluid. Im Folgenden wird ver-
einfachend die effektive Wärmeleitfähigkeit der Gesamtstruktur λeff abgekürzt mit
λ.

Für den Fall des Hauptwärmestromes q̇‖ in Anisotropierichtung (z-Richtung) erhält
man die Gleichungen:

q̇‖,3 = λfAf
(T2 − T1)

H3
+ ksAs

(T2 − T1)
(H3/sin (θ)) , (6.12)

q̇‖,3 = λAtot
(T2 − T1)

H3
, (6.13)

mit den Temperaturen an den entgegengesetzten Begrenzungsflächen des Segments
(T1, T2), der Faser-Querschnittsfläche As und der Querschnittsfläche der flüssigen
Phase Af und des Segments Atot (vgl. Abb. 6.1).

Kombiniert man die obigen Gleichungen Gl. 6.12 und 6.13, erhält man für die effek-
tive Wärmeleitfähigkeit in dem Segment III den Ausdruck:

λ‖,3 (θ) = Af
Atot

λf + As · sin (θ)
Atot

λs . (6.14)

Die Korrektur für den Fall des Hauptwärmestromes senkrecht zur Anisotropierich-
tung q̇⊥ erfolgt in analoger Weise. Diese korrigierten Ausdrücke für λ‖,3 und λ⊥,3
sind in den Tabellen 6.1 und 6.2 aufgeführt. Kombiniert man die Teilleitfähigkeiten
gemäß Gleichung 6.7, erhält man für die effektive Leitfähigkeit λ‖ der Struktur:

λ‖ = H‖,tot∑
i

H‖,i
λ‖,i

=
√

2·tan(θ)
L

{
−4a+2r

(λs−λf)r2+λfL2 + 4a
λs(πa(L−r)+r2)+λf (L−r)(L−aπ+r)

+ cos−1(θ)(−2r+
√

2L tan(θ))
λfL2cos−1(θ)(−2r+

√
2L tan(θ))+4a2π(√2λf cos−1(θ)(2r−L cos−1(θ))+λstan(θ)(−2r+

√
2L tan(θ)))

}−1
.

(6.15)
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Für die effektive Leitfähigkeit λ⊥ ergibt sich analog:

λ⊥ = H⊥,tot∑
i

Hi
λi

= 1√
2L

{
2(2a−r) tan(θ)

(λf−λs)(a2π+r2)−
√

2λfL2 tan(θ)
− 8a tan(θ)

(λf−λs)((2a+L)aπ)−2
√

2λfL2tan(θ)

+ (L−2r)2 cos(θ)√
2λfL2(L−2r)cos(θ)+2a2π tan−1(θ)(λf [−2

√
2L+λf(−L+(2+4

√
2)r) cos(θ)]+λs(L−2r) cos(θ)

· · · (1−
√

2 cos(θ)))

}−1
.

(6.16)

Somit ist der effektive Leitfähigkeitstensor ¯̄λeff (Gl. 6.3) abhängig von λf , λs, ε, θ,
a und dem Parameter r.
Eine Bestimmung des Parameters r lässt sich mit experimentellen Kalibrierwerten
für die Strukturen von Interesse erreichen. Eine Herangehensweise zur Bestimmung
dieses Parameters besteht in der Anpassung der Modellwerte ¯̄λeff (r) an experi-
mentell bestimmte Werte der effektiven Wärmeleitfähigkeit ¯̄λexp. Durch eine solche
Anpassung erhält man ein Wärmeleitungsmodell, welches es erlaubt, die effektive
Wärmeleitfähigkeit poröser Materialien einer größeren Strukturklasse vorherzusa-
gen.
Der für die Anpassung zu minimierende Größe ist: dev (r) = ∑

i |λexp,ii − λeff,ii (r)|.
Dabei bezeichen λexp den experimentellen Wert und λeff (r) den zugehörigen Mo-
dellwert (Gl. 6.15 bzw. Gl. 6.16).
Die für die hier untersuchten Faserstrukturen ermittelte dimensionslose Wert des
Morphologieparameters ist: r/a0 = 4± 0.3 .

6.2.2. Wärmeübertragungsmodell W2

Eine alternative und konzeptionell einfachere Modellbeschreibung der Wärmeüber-
tragung basiert auf der Reduktion der Faserstrukturen auf eine offenporöse Struktur
mit quaderförmigen Elementarzellen (vgl. Abb. 6.2). Hier wird die thermische Aniso-
tropie der Struktur über den Parameter ξ gesteuert. Die analytische Modellbeschrei-
bung für den isotropen Fall liefert Dulnev [32], basierend auf demWiderstandsansatz
Gl. 6.7 und Gl. 6.8. Über analoge Berechnung wie beim Modell W1 erhält man für
die effektiven Wärmeleitfähigkeiten:

λ‖ = 4ν2λs + 4
(1

2 − ν
)2
λf +

4ξλsλf
(

1
2 − ν

)
λf + λs

(
ξ
2ν − 1

) , (6.17)

λ⊥ = 4ξν2λs+ 4ζ
(
ξ

2 − ν
)(1

2 − ν
)
λf +

2ξλsλf
(
ξ
2 − ν

)
+ 2ξλsλf

(
1
2 − ν

)
λf + λs

(
ν
2 − 1

) , (6.18)
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mit dem Strukturparameter ν = a/L. Die Verbindungen haben einen quadratischen
Querschnitt mit der Kantenlänge d = 2a und die äußere Abmessung der Elementar-
zelle ist durch L und H = ξL gegeben.

a

H/2

L/2
L/2

Abbildung 6.2.: Geometrie zum Wärmeleitfähigkeitsmodell W2: (links) Gesamt-
struktur und (rechts) Elementarzelle mit Geometrieparametern.

Die Porosität ε der Struktur ist gegeben durch:

ε = 1− 4ν2
(

2
ξ

+ 1
)

+ 16
ξ
ν3 . (6.19)

Wenn sich die Leitfähigkeiten der konstituenten Phasen stark unterscheiden, d. h.
wenn die Leitfähigkeit des Fluids λf viel kleiner ist als die des Feststoffes λs � λf ,
lassen sich die Gleichungen 6.17 und 6.18 approximieren über:

λ‖ = 4ν2λs , (6.20)

λ⊥ = 4ξν2λs . (6.21)

Die Größe ν ist über den Zusammenhang Gl. 6.19 bestimmt. Somit ist der Aniso-
tropiefaktor gleich dem Leitfähigkeitsverhältnis: ξ = λ‖/λ⊥.
Dieser thermische Anisotropiefaktor ξ lässt sich zu der geometrischen Tortuosität
in Verbindung setzen, da die thermische Leitfähigkeit umgekehrt proportional zu
der Tortuosität (vgl. Gl. 6.20) ist λ ∼ 1/τ (Gl. 4.6). Die geometrische Tortuosität
kann mit der in Abschnitt 4.1.2 erläuterten Methode bestimmt werden. Die Wer-
te der Tortuositätsverhältnisse ξgeom =

(
τ‖/τ⊥

)
für die realen Faserstrukturen sind

in Tabelle 6.3 zusammengefasst. Dabei bezeichnet τ‖ die Tortuosität in Anisotro-
pierichtung (z-Richtung) und τ⊥ die Tortuosität senkrecht zur Anisotropierichtung.
Der Zusammenhang zum thermischen Anisotropiefaktor kann durch folgenden Nä-
herungsausdruck hergestellt werden:

ξ = ξgeom · ε . (6.22)
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Die Gewichtung mit der Porosität ε ist notwendig, da der Tortuositätseinfluss mit
abnehmender Porosität abnimmt, d. h. der Wärmestrom folgt immer weniger dem
durch das Faserskelett vorgegebenen Wärmepfad.

Als einfache Approximationsfunktion lässt sich aus einem linearen Fit an die diskre-
ten Werte der Tortuositätsverhältnisse der RFS (siehe 6.3) angeben:

ξapp (ε) = 1
2 · ε+ 1 . (6.23)

Setzt man diesen Ausdruck in Gl. 6.20 und Gl. 6.21 ein, so erhält man einen ge-
schlossenen Ausdruck für die effektive Leitfähigkeit, welche nur von den Geometrie-
parametern der porösen Struktur abhängt.

Faserproben RFS1 (ε = 0.6) RFS2 (ε = 0.7) RFS3 (ε = 0.85)
ξgeom 2.28 2.01 1.77
ξgeom · ε 1.38 1.41 1.50

Tabelle 6.3.: Tortuosiätsverhältnis der realen Faserproben.

6.3. Modellstrukturuntersuchungen

Analog zu Abschnitt 5.3 lassen sich die thermischen Eigenschaften der Faserstruk-
turen durch synthetische Faserstrukturmodelle (SFS) untersuchen. In den nachfol-
genden Untersuchungen wurde die Leitfähigkeit der flüssigen Phase vernachlässigt
(λf → 0), jedoch sind die hier vorgestellten Modelle nicht auf diesen Grenzfall be-
schränkt.

Um die thermischen Eigenschaften der Faserstruktur adäquat zu erfassen, ist hier
eine Erweiterung der in Abschnitt 4.2 vorgestellten SFS notwendig. Da die Über-
schneidungen der Fasern entsprechend dem Erzeugungsprozess (vgl. Abschnitt 4.2.1)
zufällig zustande kommen, ist die Leitfähigkeit der SFS geringer als der entschspre-
chenden RFS. Deshalb müssen die SFS mit zusätzlichen thermischen Kontakten
ergänzt werden (vgl. Abb. 6.3 (a)). Konkret werden bei Faserabständen d innerhalb
der Struktur zusätzliche leitende Verbindungen (zylindrische Stege) eingefügt, wenn
sie unter einen Grenzwert fallen (d < dmin).

Die Bestimmung dieser Grenzwerte erfolgt hier über den Abgleich mit den effektiven
Leitfähigkeiten der RFS. Die quadratische Fit-Funktion der diskreten Stützwerte hat
die Form:

dmin
a0

= 3.6 · ε2 . (6.24)

117



6.3 Modellstrukturuntersuchungen
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d

Abbildung 6.3.: (a) Geometrie der SFS mit Verbindungselementen (rote Markie-
rung); (b) unstrukturiertes Netz zur numerischen Berechnung; (c) Randbedingun-
gen der Simulation; (d) Simulationsergebnis: Oberflächentemperatur T .

Im Folgenden bezeichnet SFS∗ die synthetische Struktur ohne zusätzliche thermische
Kontakte und SFS impliziert die Kontaktkorrektur gemäß Gl. 6.24
Im ersten Schritt wurde eine Parameterstudie mit den dreidimensionalen Faser-
strukturmodellen durchgeführt. Der untersuchte Parameterraum ist in Tabelle 6.4
zusammengefasst. Die Faserspezifikationen wurden gemäß [97] vorgegeben. Die im
Folgenden gezeigten Werte sind ensemblegemittelte Werte (über drei Realisierungen)
und werden mit λ

(
≡ λ̄

)
abgekürzt. Der Parameterraum umfasst 4× 5 = 20 Punkte

(vgl. Tabelle 6.4) mit jeweils drei Realisierungen und drei Wärmestromrichtungen
(x, y und z) pro Realisierung, somit 4× 5× 3× 3 = 180 Rechenpunkte.

Porosität ε {0.6, 0.7, 0.8, 0.9} Anisotropie Ωz {0.1, 0.8, 1.4, 2.4, 3.3}
Tabelle 6.4.: Parameterraum.

Die Wärmeleitungssimulationen wurden durchgeführt durch das Setzen zweier un-
terschiedlicher Temperaturen T1 und T2 am Rand des REV (vgl. Abb. 6.3 (b)). Die
drei orthogonalen Richtungen {x, y, z} wurden untersucht, um den Effekt der Aniso-
tropie der Strukturen zu erfassen. In Abbildung 6.3 sind die einzelnen Berechnungs-
schritte gezeigt: (a) Erstellung der SFS Geometrie; (b) Vernetzung mit unstruktu-

118



Thermische Untersuchungen: Wärmeleitung

rierten Tetraeder-Elementen; (c) Setzen der Randbedingungen: T1 − T2 = 1K und
der Symmetrierandbedingung an den übrigen Seiten des REV und (c) numerische
Lösung der DGL (Gl. 6.1).
Aus den berechneten Werten des Wärmestromes q̇ durch die SFS lässt sich die
effektive Leitfähigkeit λ gemäß Gl. 6.2 bestimmen über:

λ = q̇ ·∆x
A (T1 − T2) , (6.25)

mit der Querschnittsfläche A und der Kantenlänge ∆x des REV.
Die gemittelten thermischen Leitfähigkeits-Werte λ für die Parameterwerte (Tab.
6.4) sind in Abbildung 6.4 zusammengeführt. Hier sind zum einen die Ergebnisse
der einfachen SFS∗ gezeigt. Man erkennt die Abnahme der thermischen Leitfähigkeit
mit zunehmender Porosität, d. h. mit der Abnahme an leitfähigem porösen Material.
Die effektive Leitfähigkeit fällt zu sehr hohen Porositäten (ε→ 0.9) stark ab. Dieser
abrupte Abfall ist – wie oben erläutert – der relativen Einfachheit der SFS∗ ge-
schuldet, da Überschneidungen der Fasern bei der synthetischen Erzeugung zufällig
zustande kommen und zu hohen Porositäten die Überschneidungswahrscheinlichkeit
stark abnimmt. Deshalb ist eine Kontaktkorrektur entsprechend Gl. 6.24 essentiell
im hohen Porositätsbereich (ε > 0.8).
Im direkten Vergleich sind die Leitfähigkeiten der korrigierten SFS in Abbildung 6.4
gezeigt. Deutlich zu erkennen ist die Kontaktkorrektur bei den Porositäten ε = 0.8
und ε = 0.9.
Betrachtet man den Anisotropie-Effekt auf die thermische Leitfähigkeit λ, so erkennt
man eine starke Abnahme der parallelen Leitfähigkeit λ‖ mit zunehmender Anisotro-
pie (Ωz → 0), wohingegen die Leitfähigkeit λ⊥ weniger stark beeinflusst wird und zu
starken Anisotropien (Ωz < 0.15) insensitiv gegenüber diesem Parameter wird. Diese
Abnahme der Sensitivität ist auch der Größe des REV geschuldet, da bei sehr großer
Anisotropie die Längenskala der Tortuosität die Kantenlänge des REV übersteigt,
d. h. in diesen Extremfällen ist die Struktur senkrecht zur Anisotropierichtung nicht
repräsentativ erfasst.
In Abbildung 6.4 sind die numerischen Ergebnisse der Parameterstudie dem Wär-
meübertragungsmodell W1 (Gl. 6.15, Gl. 6.16) gegenübergestellt. W1∗ bezeichnet
den Grenzfall a0 → a (d. h. keine Versinterung). Es zeigt sich eine gute Überein-
stimmung im Anisotropiebereich Ωz > 0.1 für λ‖ und im Bereich Ωz > 0.18 für
λ⊥. Die zunehmende Diskrepanz bei der ⊥-Komponente zwischen dem Modell λ⊥
und den SFS zu großen Anisotropien liegt – wie oben erläutert – in der nicht mehr
ausreichenden Ausdehnung des REV für (Ωz → 0).
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Abbildung 6.4.: Effektive Wämeleitfähigkeit λ in Abhängigkeit von der Anisotro-
pie Ωz für die Porositäten ε ∈ {0.6, 0.7, 0.8, 0.9}: (leere Symbole) SFS∗, (gefüllte
Symbole) SFS und (gestrichelte Linien) W1 (Gl. 6.15 und Gl. 6.16) für die ortho-
gonalen Richtungen ‖ und ⊥. W1∗ stellt den Grenzfall a→ a0 dar.

6.4. Numerische und experimentelle Validierung

Zur Validierung der in den vorhergehenden Abschnitten vorgestellten Modellansät-
ze zur Vorhersage der thermischen Leitfähigkeit von Faserstrukturen werden erneut
zwei Ansätze verfolgt: zum einen über den Vergleich mit experimentellen Daten
von Veyhl et al. [100] und zum anderen über numerische Vergleichsrechnungen mit
tomographiebasierten Geometrien (vgl. Abschnitt 4.2.2). Bei den numerischen Be-
rechnungen werden erneut ensemblegemittelte Ergebnisse für λ gezeigt, d. h. es wird
jeweils über drei Realisierungen gemittelt.

Die Ergebnisse dieser Berechnungen sind in Abbildung 6.5 zusammengefasst. Ge-
zeigt sind jeweils die zwei Hauptwärmestromrichtungen (‖ und ⊥) für die RFS mit
den zugehörigen Modellstrukturen SFS und mit den experimentellen Werten (EXP)
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gemessen von Veyhl et al. [100]. Zudem sind die analytischen Modellfunktionen ge-
zeigt: W1 (Gl. 6.15, Gl. 6.16) und W2 (Gl. 6.20, Gl. 6.21). Deutlich zu sehen ist die
Anisotropie der Wärmeleitung ξth =

(
λ‖/λ⊥

)
im gesamten betrachteten Porositäts-

bereich. Im Vergleich mit den Modellwerten zeigen die experimentellen Werte aus
der Literatur etwas gedämpftere Anisotropieverhältnisse ξth. Die Komponente λ⊥ ist
im simulierten Fall signifikant höher als die experimentell bestimmten Werte. Dies
liegt an der Materialinhomogenität in der realen Struktur, d. h. durch die Sinterung
werden keine optimalen, homogenen thermischen Kontakte erzeugt [4], weshalb der
reale Widerstand dieser Kontakte größer ist als im simulierten Fall. Eine mögliche
Korrektur zur genaueren Erfassung der thermischen Leitfähigkeiten stellt die Ein-
führung einer effektiven Leitfähigkeit für das Grundmaterial der Faserstruktur mit
einem geringeren Leitfähigkeitswert λ̃s < λs dar. Hierdurch würden die zusätzlichen
thermischen Widerstände, welche bei dem Sinterungsprozess entstehen, korrigiert.

SFS
SFS
RFS
RFS
EXP
EXP

W2
W1∗
W1

0.6 0.7 0.8 0.9
0

10

20

30

40

ε

Abbildung 6.5.: Effektive Wärmeleitfähigkeit λ für die orthogonalen Richtungen ‖
und ⊥ in Abhängigkeit von der Porosität ε: (Kreis) Modellstruktur SFS, (Recht-
eck) reale Strukturen RFS und (Dreieck) experimentelle Werte EXP [100]. Analy-
tische Modelle: (schwarz durchgezogen) W1 (Gl. 6.15, Gl. 6.16), (grau gestrichelt)
W1 für den Grenzfall a→ a0 und (schwarz gepunktet) W2 (Gl. 6.20, Gl. 6.21).

Vergleicht man die Ergebnisse der numerischen Berechnungen für die RFS und die
angepassten SFS, so erhält man für alle untersuchten Fälle eine gute Übereinstim-
mung. Die Anpassung der SFS an die RFS erfolgte nicht nur hinsichtlich der Po-
rosität ε und der Anisotropie ¯̄Ω, sondern auch hinsichtlich der Kontaktkorrektur
(Gl. 6.24). Somit lässt sich die reale Faserstruktur auch hinsichtlich des thermi-
schen Charakteristikums der Leitfähigkeit akkurat über die dreidimensionalen SFS
Modelle erfassen.
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Der Vergleich mit den analytischen Modellen zeigt, dass W1 (Gl. 6.15, Gl. 6.16)
mit dem Morphologieparameter r/a0 (vgl. Abschnitt 6.2.1) eine sehr gute Überein-
stimmung mit den RFS-Werten im gesamten untersuchten Porositätsbereich liefern.
Der Einfluss des Formparameters ist in Abbildung 6.5 explizit gezeigt durch den
Grenzfall W1∗ mit verschwindenden Verbindungselementen: r/a0 → 0 (a→ a0). Be-
trachtet man das analytische Modell W2 (Gl. 6.20, Gl. 6.21), so zeigt sich, dass die
Leitfähigkeitskomponente λ⊥ gegenüber den RFS zu niedrigen Porositäten deutlich
überschätzt wird. Somit lässt sich die effektive Leitfähigkeit für geringe Porositäts-
werte ε < 0.8 über das geometrische Tortuositätsverhältnis ξgeom (Gl. 6.22) und eine
einfache quaderförmige Struktur nicht adäquat charakterisieren.
Zusammenfassend kann man feststellen, dass die thermische Charakteristik der ani-
sotropen effektiven Wärmeleitfähigkeit λ gut über synthetisch generierte und damit
strukturell einfachere Geometrien (SFS) erfasst werden kann. Zudem erhält man
über das analytische Modell W1 über den Morphologiefaktor r/a0 einen genau
anpassbaren, geschlossenen Modellausdruck zur einfachen Modellierung der Materi-
alklasse der offenporösen Faserstrukturen.
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7. Thermische Untersuchungen:
Wärmeübergang

Neben den zahlreichen experimentellen Untersuchungen wurden für den Fall der
Schaumstrukturen vereinfachte Beschreibungsversuche entwickelt. Dukhan et al. [31]
haben eine einfache Abbildung auf parallele Fasern vorgestellt, um die Tempera-
turverteilung in offenporösen Metallschwämmen vorherzusagen. Dieser Ansatz ist
jedoch auf den Strömungsbereich niedriger Reynolds-Zahlen beschränkt, wo ein lo-
kales thermisches Gleichgewicht zwischen Fluid und Feststoff angenommen werden
kann. Für thermisches Nichtgleichgewicht macht die komplexe Geometrie der porö-
sen Strukturen die Vorhersage des Wärmeübergangs schwierig. Es gibt Ansätze, diese
Strukturen auf einfache kubische Geometrien bestehend aus kubischen Elementarzel-
len mit zylindrischen Verbindungen (vgl. Abb. 6.2) abzubilden [58], [13]. Basierend
auf diesen Modellstrukturen haben Lu et al. [58] einen funktionalen Zusammenhang
zwischen der Struktur des offenporösen Metallschaums und der Wärmeübertragung
bei erzwungener Konvektion hergeleitet. Hier wurden die Verbindungselemente ver-
nachlässigt und somit wurde die kubische Struktur auf eine Zusammensetzung von
unidirektionalen Faserbündeln reduziert. Eine Erweiterung unter Berücksichtigung
der Verbindungen im kubischen Modell wurde von Ghosh [38] vorgestellt. Hier wird
der konvektive Wärmeübergang an die Wärmeleitung in dem verschalteten Gitter
gekoppelt.
Kürzlich wurden aufgelöste Metallschaumstrukturen erfolgreich numerisch mittels
CFD untersucht. Hier zeigt sich das Potential die Charakteristiken der Strukturen
zu erfassen. Neben der makroskopischen Betrachtung des porösen Mediums unter
Vernachlässigung der kleinen Skalen (vgl. Abschnitt 4.3) werden zunehmend mikro-
skopische Berechnungen durchgeführt, bei welchen der konvektive Wärmetransport
auf der kleinsten (Poren-)Skala aufgelöst wird. Es werden sowohl idealisierte Geome-
trien [54], [87], [104] als auch realistische Geometrien offenporöser Strukturen [78],
[14], [106], [28] untersucht.
Im nachfolgenden Abschnitt 7.1 wird das Modellgleichungssystem des Wärmetrans-
portes auf der makroskopischen Ebene vorgestellt und die zu ermittelde Größe des
Wärmeüberganges h zur Schließung der Transportgleichungen aufgezeigt. Die zur
experimentellen Bestimmung des lokalen Wärmeüberganges verwendete Methodik,
basierend auf der IR-Messung wird in Abschnitt 7.2 dargestellt. In Abschnitt 7.3
wird ein analytisches Modell erarbeitet und in Abschnitt 7.3.5 erfolgt eine Gegen-
überstellung mit Modellen aus der Literatur und den experimentell gewonnenen
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7.1 Makroebene: Wärmeübergangsmodellierung

Werten. Die numerische Bestimmung des Wärmeüberganges auf Mikroebene unter
Einfluss der Strukturparameter erfolgt mit synthetisch generierten dreidimensiona-
len Faserstrukturmodellen (vgl. Abschnitt 7.4). Die numerische Validierung ist in
Abschnitt 7.4.2 aufgeführt.

7.1. Makroebene: Wärmeübergangsmodellierung

Wegen der zahlreichen Parameter, welche die thermohydraulische Eigenschaften der
offenporösen Metallstrukturen beeinflussen, sind numerische Simulationen notwen-
dig. Einen Gesamtwärmeübertrager mit offenporösen Strukturen vollständig aufge-
löst zu simulieren, ist nicht umsetzbar, da eine sog. Direkte Numerische Simulation
(DNS) an vollständig aufgelösten Strukturen einen enormen rechnerischen Aufwand
bedeutet. Auf der anderen Seite sind experimentelle Untersuchungen hinsichtlich der
vielen Parameter entsprechend aufwändig. Eine effiziente und genaue Möglichkeit,
makroskalige Strukturen numerisch zu untersuchen, liegt in der Volumenmittelungs-
Methode, was im Folgenden dargestellt wird.

7.1.1. Schließung der volumengemittelten Energiegleichungen

Sobald in einer der Phasen (fest bzw. flüssig) eine signifikante Wärmeerzeugung
auftritt, kann man die Temperaturen in den jeweiligen Phasen nicht mehr als gleich
annehmen. Die Annahme eines lokalen thermischen Gleichgewichts ist keinesfalls
trivial, da sich die lokal vorherrschenden Temperaturdifferenzen zwischen den zwei
Phasen nicht einfach abschätzen lassen [85]. Durch Anwendung eines Zweigleichungs-
Energiemodells lässt sich dieses Problem beheben. Beispiele, in denen die Annahme
eines lokalen thermischen Gleichgewichts fehlschlägt, lassen sich bei Quintard und
Whitaker nachlesen [84].

Die volumengemittelten Energiegleichungen wurden in Abschnitt 4.3.2 hergeleitet.
Angesichts der unbestimmten Größen in Gl. 4.18 und Gl. 4.19 ist eine Modellierung
dieser Terme notwendig.

Der Konvektionsterm wird oft über eine grenzflächenbezogene Wärmeübergangsbe-
dingung der folgenden Form modelliert:

1
V

ˆ
Asf

λ∇T · dA = asfhsf
(
〈Ts〉s − 〈Tf〉f

)
, (7.1)

mit der spezifischen Oberfläche asf = Asf/VREV und dem Wärmeübergangskoeffizi-
enten hsf an der fest-flüssigen Kontaktfläche Asf .
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Ein oft angewendeter heuristischer Ansatz [52], welcher auf Gleichung 7.1 basiert,
ist eine vereinfachte Form der Gleichungen Gl. 4.18 und Gl. 4.19:

(ρfcp,f )
{
ε
∂ 〈Tf〉f

∂t
+ 〈v〉 · ∇ 〈Tf〉f

}
= ∇ · ¯̄λeff,f∇〈Tf〉f + asfhsf

(
〈Ts〉s − 〈Tf〉f

)
,

(7.2)

(ρscs) (1− ε) ∂ 〈Ts〉
s

∂t
= ∇ · ¯̄λeff,s∇〈Ts〉s − asfhsf

(
〈Ts〉s − 〈Tf〉f

)
, (7.3)

mit den intrinsischen Temperaturmittelwerten der flüssigen Phase 〈T 〉f und der
festen Phase 〈T 〉s. Für den Grenzfall des lokalen thermischen Gleichgewichts gilt
〈T 〉f = 〈T 〉s, d. h. eine Temperaturangleichung in den angrenzenden Phasen. Ver-
gleicht man die Terme ¯̄λeff der Gleichungen Gl. 4.18 und Gl. 4.19 mit den entspre-
chenden Termen in Gl. 7.2 und Gl. 7.3, so erhält man folgende Zusammenhänge für
die einzelnen Phasen:

¯̄λeff,f = ελf
¯̄I + ¯̄λt,f + ¯̄λd,f , (7.4)

¯̄λeff,s = (1− ε)λs ¯̄I + ¯̄λt,s , (7.5)

mit dem Einheitstensor ¯̄I. Damit setzen sich die effektiven Leitfähigkeitstensoren
(¯̄λeff,f , ¯̄λeff,s) zusammen aus einem Anteil, welcher aus der molekularen Diffusion
resultiert (ελf ¯̄I bzw. (1− ε)λs ¯̄I), aus einem Anteil, welcher aus der thermischen Tor-
tuosität resultiert (¯̄λt,f ), und im Fluid noch aus einem Anteil, welcher die thermische
Dispersion quantifiziert (¯̄λd,f ).

Für die Modellierung der effektiven Wärmeleitfähigkeiten ¯̄λeff (Gl. 7.4, 7.5) wurde
die Gradienten-Diffusionshypothese (Nayakama [72]) angenommen:

ρcp,f
〈
v′T ′f

〉
= λd,f∇〈Tf〉f

1
V

´
Asf

λfT
′
fdA = λt,f∇〈Tf〉f

1
V

´
Asf

λsT
′
sdA = λt,s∇〈Ts〉s ,

(7.6)

d. h. die diffusiven Flüsse (linken Terme) werden proportional zum Gradienten der
skalaren Größe 〈T 〉 angenommen.
Die effektive Leitfähigkeit der festen Phase wird in Kapitel 6 genauer untersucht.
Für die flüssige Phase hat man in gesonderten Studien [56] gezeigt, dass der ther-
mische Dispersionsanteil λd,f den thermischen Diffusionsanteil ελf und den Tor-
tuositätsanteil λt,f übertrifft. Somit lässt sich für ausreichend große Peclet-Zahlen
(Pe ≥ 10) in guter Näherung annehmen: ¯̄λeff,f ≈ ¯̄λd,f .
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Die explizite Näherung gemäß Kuwahara et al. [56] ist für die longitudinale Disper-
sion:

(λd,f )‖ = 2.1 · Pe
(1− ε)0.1 · λf , (7.7)

und für die transversale Dispersion:

(λd,f )⊥ = 0.052 · (1− ε)0.5 · Pe · λf . (7.8)

Dabei bezeichnet ‖ die Dispersionsrichtung in Strömungsrichtung und ⊥ die Disper-
sionsrichtung senkrecht zur Strömungsrichtung. Die Peclet-Zahl ist hier definiert
über: Pe = (ρcp) vmdF/λf (mit der uniformen, makroskopischen Geschwindigkeit
vm).

Der effektive Wärmeleitfähigkeitstensor der festen Phase ¯̄λeff,s wird im Weiteren
durch die Ergebnisse von Kapitel 6 bestimmt. Die effektive Wärmeleitfähigkeit der
flüssigen Phase wird durch Gl. 7.7 und Gl. 7.8 charakterisiert und für die weite-
ren Untersuchungen herangezogen. Somit bleibt im Zweigleichungsmodell als unbe-
stimmter Parameter der Wärmeübergangskoeffizient hsf übrig.

7.2. Experimentelle Methode: Indirekte Methode

Aufgrund der Komplexität des Gesamtmessaufbaus lässt sich der Wärmeübergangs-
koeffizient hsf der Faserstruktur nicht direkt bestimmen. Deswegen wurden die Mess-
daten als Randbedingungen für ein numerisches zweidimensionales Modell des Mess-
abschnittes herangezogen. Die Modellierung des Wärmeübergangs in der offenporö-
sen Wärmeübertragungsstruktur basiert auf den Modellgleichungen Gl. 7.2 und Gl.
7.3. Das numerische Modell basierend auf diesen Modellgleichungen mit den gewähl-
ten Randbedingungen ist in Abbildung 7.1 skizziert. Die experimentelle Methodik
zur Generierung der Messdaten ist in Abschnitt 4.4 genauer beschrieben.

Kalibrierung des numerischen Modells

In Abbildung 7.1 ist das numerische 2D-Modell gezeigt. Am Einlass wird eine ausge-
bildete laminare Strömung angenommen mit der Temperatur T0. An der Oberseite
des IR-Glases und an der Unterseite der Heizfolie ist ein (freier) konvektiver Wär-
metransport an die Umgebung (Tamb) möglich. Für die restlichen Wände werden
adiabate Randbedingungen gesetzt. Der Wärmeeintrag des elektrischen Widerstand-
heizers (Heizmäanders) wird durch einen Wärmestrom q̇ein über eine diskretisierte
Fläche bzw. Linie (rote Linien in Abb. 7.1) abgebildet. Der Wärmestrom ist von der
Temperatur unabhängig.
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Abbildung 7.1.: Numerisches Modell: 2D Simulationsgebiet mit Randbedingun-
gen.

Zur Ermittlung des Wärmeübergangskoeffizienten hsf müssen alle anderen Modell-
größen bestimmt werden. Als unbekannte Größe bleibt der thermische Gesamtwi-
derstand der Gesamtheit bestehend aus Wärmeleitfolie und Wärmeleitkleber, mit
welchem der thermische Kontakt zu der Probe hergestellt wurde. Dieser Verbund-
anteil wird im numerischen Modell als homogene Kontaktschicht K der Dicke dK
modelliert (siehe Kontakt K in Abb. 7.1). Aus diesem Grund wurden Referenzmes-
sungen ohne Wärmeübertragerstruktur durchgeführt, d. h. mit offenem Fluidkanal,
bei demselben Massenstrom. Über die Temperaturprofilmessungen an der Heizfoli-
enseite und der Fluidkanalseite lässt sich diese Modellgröße λK bestimmen, welche
die effektive Wärmeleitfähigkeit des Kontakts K ist.

Dies lässt sich als unbeschränktes Optimierungsproblem mit der Zielfunktion F for-
mulieren:

F (λ) =
[
γ · T̃A (λ) + (1− γ) · T̃B (λ)

]
minλF (λ) mit λ ∈ R+ (7.9)

Vereinfachend wird hier λK durch λ abgekürzt. Die Temperaturprofilabweichungen
werden quantifiziert über: T̃X (λ) = 1

NX

´ L
0 abs [∆TX,exp (x)−∆TX,num (x;λ)] dx für

die Fluid-Seite X = A und für die beheizte Seite X = B (siehe Abb. 7.2). Die-
se Größen sind normiert über den integralen Wert der experimentell bestimmten
Temperaturerhöhung NX =

´ L
0 ∆TX,exp (x) dx mit dem Messabschnitt der Probe L.

127



7.2 Experimentelle Methode: Indirekte Methode

num.
exp.

∆
T
B
[K

]

∆
T
A
[K

]

x [mm]
151050

0

0.1

0.2

0.3

10

0

20

30

Abbildung 7.2.: Die numerisch und experimentell bestimmten Temperaturerhö-
hungen auf der Fluid-Seite ∆TA und auf der beheizten Seite ∆TB.

Der Gewichtungsfaktor γ ∈ [0, 1] wurde in den weiteren Berechnungen γ = 1/2 ge-
setzt. Diese Festlegung ist legitim, da das Ergebnis nicht sensitiv bzgl. der genauen
Wahl von γ ist. Die Ergebnisse dieser Modellkalibrierungsrechnungen sind in Tabelle
7.1 zusammengefasst.

λ̃opt[W/m K] Std
λ̃

∆Tch (λopt) ∆Thf (λopt)
0.257 0.009 10−3 10−3

Tabelle 7.1.: Ergebnisse der Kalibrierungsberechnungen.
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Abbildung 7.3.: Simulationsgitter: freie Tetraeder. Geschwindigkeitsfeld der Ab-
solutgeschwindigkeit |v|, Temperaturverteilung im Wärmeübertragerabschnitt Ts
(mit Temperaturerhöhungen auf der Fluid-Seite ∆TA) und in der Kühlflüssigkeit
Tf (mit Temperaturerhöhungen auf der beheizten Seite ∆TB) im Simulationsge-
biet.
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Bestimmung des Wärmeübergangskoeffizienten

Die Bestimmung des Wärmeübergangskoeffizienten hsf erfolgt nach Bestimmung
des Parameters dK ebenfalls über die Optimierungsmethodik Gl. 7.9. Hier wird die
Zielfunktion F im eindimensionalen Parameterraum des Parameters hsf minimiert.
Die Faserstruktur im Kanal wird durch die Modellgleichungen Gl. 7.2 und Gl. 7.3
abgebildet (siehe auch Abb. 7.1). Die einzige unbekannte Größe bei der Optimie-
rungsberechnungnen ist somit hsf . Die Größen ¯̄λeff und asf sind aus vorhergehenden
Untersuchungen bekannt (siehe Kapitel 6).

10 20 30 40 50 60
1

1.5
2

2.5
3

3.5
4

4.5

Red [-]

N
u
[-]

Abbildung 7.4.: (Kreise) experimentelle Werte des Wärmeübergangs, bestimmt
über die indirekte Methode (Gl. 7.9). (Schwarze Kurve) Approximationsfunktion
Gl. 7.10 mit der Standardabweichung Std (grau).

Die Auswertung der Optimierungsergebnisse sind in Abbildung 7.4 in dimensionslo-
ser Form zusammengetragen. Die Modellfunktion Nuexp (Gl. 7.20) ergibt sich über
eine Kleinste-Quadrate-Approximation der diskreten Werte (vgl. 7.4) zu:

Nuexp = 0.0878 + 0.2969 ·Re0.506
d · Pr1/3 , (7.10)

mit der Nusselt-Zahl Nu = hsfdF/λf und der Reynolds-Zahl Red = vdF/ (ενf ).

7.3. Analytisches Wärmeübertragungsmodell

Das hier vorgestellte Transportmodell basiert auf der mikroskopischen Struktur der
realen Faserstrukturen. Die Faserstruktur wird auf eine vereinfachte, regelmäßige
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Gitterstruktur reduziert. Dieses vereinfachte Gitter lässt sich in zwei Bestandteile
aufspalten (vgl. Abb. 7.5): vertikal verlaufende Fasern (v-Fasern) und horizontale
Verbindungsfasern (h-Fasern) in der xy-Ebene, wodurch die Transportgleichungen
separat aufgestellt werden können. Im Weiteren werden diese Komponenten mit
v (vertikal) und h (horizontal) gekennzeichnet. Wie auch in den experimentellen
Untersuchungen wird auf der Unterseite der Faserprobe ein konstanter Wärmestrom
q̇o eingebracht. Für die Oberseite der Probe wird eine adiabate Randbedingung
angenommen.

x

z

y

z

x

θ

2a x

y

a
αb

Durchströmung

h-Fasernv-Fasern

Wärmestrom

EZ
EZ

Abbildung 7.5.: Wärmeübertragungsmodell: 3D Modellstruktur mit Schnitten in
der xy-Ebene (h-Fasern) und der xz-Ebene (v-Fasern). Der Elementarzellenbereich
(EZ) ist grau gekennzeichnet.

7.3.1. Der äquivalente Wärmeübertragungskoeffizient

Das finale Ziel des Wärmeübertragungsmodells liegt in der Abschätzung der Wär-
meübertragungsverstärkung durch die Faserstruktur.
Der lokale Wärmeübergangskoeffizient h (x) ist gegeben durch:

h (x) = q̇ (x)
T̄F (x)− T̄f (x)

, (7.11)

mit der lokalen Wärmestromdichte q̇ (x) und den in der yz-Ebene gemittelten Tem-
peraturprofilen der Faserstruktur T̄F und des Fluids T̄f .
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Der Zusammenhang zu dem mittleren Wärmeübertragungskoeffizienten hm wird
durch die Relation hergestellt:

Q̇ = Ahm∆Tm . (7.12)

Dabei bezeichnet Q̇ den Wärmestrom, A die beheizte Oberfläche (in der xy-Ebene)
und ∆Tm den Mittelwert der lokalen Temperaturdifferenzen ∆T (x) = T̄F (x) −
T̄f (x). Die Integration von Gl. 7.11 über die Fläche A ergibt:

∆Tm = 1
A

¨
q̇ (x)
h (x)dA . (7.13)

Für den Fall der konstanten Wärmestromdichte q̇ = const. ergibt sich somit für den
mittleren Wärmeübergangskoeffizienten hm der Ausdruck:

hm = A˜ 1
h(x)dA

= A´ T̄F (x)−T̄f (x)
q̃

dx
, (7.14)

mit der spezifischen Wärmestromdichte q̃ = q̇/W (, W ist die Strukturabmessung
in y-Richtung).
An dieser Stelle sei angemerkt, dass für die Randbedingung mit konstanter Wär-
mestromdichte (q̇ = const.) eine einfache Integration des lokalen Wärmeübergangs-
koeffizienten (Gl. 7.11) zu einem anderen Ergebnis führt als die über die Definition
(Gl. 7.12), welche Gl. 7.14 ergibt. Im Weiteren wird diese Definition der Wärme-
übertragungskoeffizienten (Gl. 7.14) angewendet.
Die weitere Betrachtung wird mit der dimensionslosen Form des Wärmeübergangs-
koeffizienten, der Nusselt- Zahl Nu = h·dF/λf durchgeführt. Die lokale Nusselt-Zahl
ist: Nu (x) = h (x) ·dF/λf und die mittlere Nusselt-Zahl ist: Num = hm ·dF/λf . Als
charakteristische Länge wird der Faserdurchmesser dF angesetzt.

7.3.2. Geometriespezifikationen der Modellstruktur

Sei im Folgenden b der Abstand zweier h-Faserbündelebenen und a der Abstand
zweier v-Faserbündelebenen. Zudem sei der Neigungswinkel der v-Bündel durch θ
gegeben und der Faserdurchmesser durch dF = d. Der Faseranteil φ = Vs/Vtot ist
dann gegeben durch:

φ = π

2
√

2

(
d2

ab

)
+ π

8 sin (θ)

(
d2

a2

)
− π

4
d3

a2b
. (7.15)

Da das Verhältnis d/a viel kleiner als 1 ist, lässt sich der letzte Term in Gl. 7.15
vernachlässigen.
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Die Oberflächendichte ist definiert als asf = Asf/Vtot und für die spezielle Modell-
struktur ergibt sich der Ausdruck:

asf =
√

2π d
ab

+ π

2 sin (θ)
d

a2 . (7.16)

Die Beziehung zwischen dem Faserneigungswinkel θ und der Anisotropie Ωz (in z-
Richtung) ist folgende:

Ωz = sin2 (θ)(
2
√

2a
b

sin (θ) + 1
) . (7.17)

Für eine vorgegebene Anisotropie der Probe Ωz, lässt sich ein zugehöriger Neigungs-
winkel θ der v-Fasern als Funktion der Parameter a und b angeben: θ (Ωz; a, b).
Explizite Berechnung: Für die experimentell untersuchte Faserstruktur (RFS1 vgl.
Tab. 6.3) mit der Anisotropie Ωz = 1/5 lässt sich der Winkel angeben als:

θ (Ωz = 1/5; b, a) = arcsin
(√

2a+
√

2a2 + 5b2

5b

)
. (7.18)

Damit liegt ein Gleichungssytem (Gl. 7.15 und Gl. 7.16) mit zwei Unbekannten (a, b)
vor.

Für die vorliegende Faserstruktur ist die Oberflächendichte asf = 4000 [1/m] und
der Faservolumenanteil φ = 0.155. Des Weiteren wird eine weitere Geometrieein-
schränkung festgelegt (um die Freiheitsgrade einzuschränken): b = a · tan (θ), d. h.
der Knickpunkt der v-Fasern liegt in der Mitte der h-Faser-Rauten. Die sich ergeben-
den Modellparameter für die Anpassung der integralen Größen (Ωz bzw. θ, asf , φ)
an die RFS1 sind in der nachfolgenden Tabelle 7.2 zusammengefasst.

dF [m] a [m] θ [deg] Dev(φ) Dev(asf )
150 · 10−6 4.71 · 10−4 49.1 0.005 0.166

Tabelle 7.2.: Modellparameter: angepasst an die reale Faserstruktur RFS1.

7.3.3. Faserbündel mit variabler Durchströmung

Für das mikroskopische Modell wird die Wärmeübertragungseigenschaft geordneter,
paralleler Faserbündel zugrunde gelegt (vgl. Abb. 5.1). Die Wärmeübertragung von
Faserbündeln wird vorwiegend beeinflusst durch die Strömungsgeschwindigkeit, die
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physikalischen Fluideigenschaften, die Faseranordnung und die Wärmeflussrichtung.
Ein kompakter Modellierungsansatz lässt sich in der exponentiellen Form angeben:

Nu = c1 ·Ren · Prm , (7.19)

dabei sind die Konstanten c1 und n durch die Faserbündelanordnung definiert (in
einem bestimmten Reynolds-Zahlenbereich). Der Exponent m gibt den Einfluss der
Fluideigenschaften wieder [37]. Für niedrige Reynolds-Zahlen variiert dieser Expo-
nent um den Wert m = 1/3, welcher dem theoretischen Wert einer laminaren Grenz-
schicht einer ebenen Platte entspricht. Zukauskas [109] schlug den Wert n = 0.36
für eine Vielzahl von Anordnungen vor. Um den Grenzfall von Kriechströmungen
zu erfassen, wird Gl. 7.19 um eine Konstante c0 erweitert:

Nu = c0 + c1 ·Ren · Prm . (7.20)

Khan et al. [53] lieferten analytische Lösungen obiger Form (Gl. 7.19) für die zwei
Grenzfälle linearer und versetzter Faseranordnung:

(a) versetzt c1 = (0.588 + 0.004 · ST ) ·
(
0.858 + 0.04 · ST − 0.008 · ST 2

) 1
SL

(b) linear c1 = (−0.16 + 0.6 · SL2) / (0.4 + SL2) ,
(7.21)

mit den Größen ST = ST
D

= 2a
dF

and SL = SL
D

=
√

2a
dF

. Dabei ist die Reynolds-Zahl
definiert über Re = dF ·vmax

λf
mit vmax = max

(
ST
ST −1 · vD,

ST
SD−1 · vD

)
mit der Darcy-

Geschwindigkeit vD.

Bei nicht senkrechter Anströmung der Faserbündel muss eine Korrektur der Nusselt-
Zahl vorgenommen werden. Die Auswirkung der Anströmrichtung wurde in einigen
Studien genauer untersucht ([36], [63], [102]). Gröhn [39] hat das sogenannte Un-
abhängigkeitsprinzip angenommen, um den Effekt des Anströmwinkels β auf die
Nusselt-Zahl zu quantifizieren. Der Winkel β ist der Winkel zwischen Faser und
Hauptströmungsrichung, wie in Abbildung 7.5 dargestellt. β = 90◦ enspricht der
senkrechten Anströmung des Faserbündels. Das Prinzip besagt, dass nur die Ge-
schwindigkeitsskala senkrecht zu den Fasern relevant für die Wärmeübertragung
sind. Somit wird in Gleichung 7.19 die korrigierte Reynolds-Zahl ReN = Re·sin (β) =
Re · cos (θ) eingesetzt (vgl. Abb. 7.5). Die Faserwinkelabhängigkeit der Nusselt-Zahl
ergibt sich zu:

Nu (θ) = c1 ·Rencosn (θ) · Prm . (7.22)
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7.3.4. Wärmeübertragungsmodell T

Über eine Aufspaltung der Gesamtmodellstruktur in zwei Faserbündelanteile lassen
sich die Transportgleichungen separat aufstellen und abschließend zu einem Ge-
samtmodell zusammenführen. Die zwei Anteile werden im Folgenden als v-Fasern
(„vertikale“ Faseranteile) und h-Fasern (horizontale Faseranteile) bezeichnet.

v-Fasern

Die vertikalen Faserkomponenten sind in Abbildung 7.5 rot markiert. Dieser ist
durch die integralen Größen (Gl. 7.15, Gl. 7.16, Gl. 7.17) eindeutig bestimmt. Die
im Folgenden verwendete Relativkoordinate ξ verläuft entlang der Fasersehnen.

Für die thermische Beschreibung der v-Komponenten Tv wird eine eindimensiona-
le Wärmetransportgleichung im relativen Koordinatensystem (der Faser) angenom-
men:

d2Tv
dξ2 −

4hv
λsdF

(Tv (ξ)− Tf ) = 0 , (7.23)

mit den Randbedingungen: 1. (dTv/dξ)|ξ=0 = q̇0/λs und 2. (dTv/dξ)|ξ=L = 0. (Be-
achte: q̇0 = q̇tot · (2a2/ (π/4 · d2

F )) mit q̇tot = Q̇/Atot) Der Zusammenhang zwischen
der Gesamtfaserlänge lF und der Faserstrukturdicke H ist: H = sin (θ) · lF . Des Wei-
teren wird die vereinfachende Annahme getroffen, dass die Temperatur des Fluids
sich nur in Strömungsrichtung x ändert Tf (x, z) = Tf (x). (Wegen der Symme-
trie der Struktur und der Strömung sind die Temperaturen nicht abhängig von der
Raumkoordinate y.) Der Wärmeübergangskoeffizient hv ist abhängig von der relati-
ven Ausrichtung der Faser zur Hauptströmungsrichtung (hier x-Richtung) und somit
eine Funktion des Anstellwinkels θ: hv = hv (θ).

Die Lösung der DGL 7.23 ergibt sich zu:

Tv (x, ξ) = q̇0 (x)
λsmv

(
exp(mvξ)−

cosh(mvξ)
sinh(mvL)

)
+ Tf (x) , (7.24)

wobei mv =
√

4hv (θ) /λsdF .

Die übertragene Wärme lässt sich angeben als:

q̇v (x) = πdF
H

cos (θ) · hv
(
T̄v (x)− Tf (x)

)
, (7.25)

mit der mittleren Temperatur entlang der v-Fasern: T̄v (x) = 1
H

´ H
0 Tv (x, z) dz.
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h-Fasern

Die horizontale Komponente der Faserstruktur (h-Fasern) ist in Abbildung 7.5 blau
gekennzeichnet.
Für kleine Reynolds-Zahlen lässt sich eine annähernd konstante Temperaturver-
teilung entlang der h-Fasern annehmen. Somit ist die Temperatur T̄h gleich der
Temperatur der v-Faser in der zugehörigen Elementarzelle. Ausgehend von einer
konstanten, mittleren Temperatur entlang der v-Fasern gilt somit: T̄h (x) = T̄v (x).
Für die Wärmeübertragung der h-Fasern in einer Elementarzelle (EZ vgl. 7.5) gilt
somit:

qv (x) = πdF · 2
√

2a · hh (α)
(
T̄h (x)− Tf (x)

)
, (7.26)

dabei ist hh (α) durch Gleichung 7.22 bestimmt mit α = π/4. Die sich kreuzenden
Fasern werden in diesem Modell als Superposition zweier paralleler Faserbündel
betrachtet, welche sich gegenseitig nicht beeinflussen.
Im allgemeineren Fall ist die Temperatur entlang einer h-Faser in einer EZ nicht
konstant anzunehmen. Hierfür muss folgende Differentialgleichung in einer EZ gelöst
werden:

d2Th
dζ2 −

4hh
λsdF

(Th (ζ)− Tf (ζ)) = 0 , (7.27)

mit den Randbedingungen im Relativkoordinatensystem der h-Fasern ζ:
1. (dTh/dζ)|ζ=0 = T1 und 2. (dTh/dζ)|ζ=√2a = T2. Es gilt der Zusammenhang x =
cos (α) ·ζ. Dabei sind T1 und T2 die Temperaturen des v-Fasern an den Stellen x und
x + a: T1 = T̄v (x) und T2 = T̄v (x+ a). Des Weiteren hängt die Fluidtemperatur
von der Position x ab, jedoch ist die Änderung in einer EZ gering, womit sich für
das Fluid eine konstante Temperatur in der Mitte der EZ festlegen lässt. T̄f (x) =
(Tf (x) + Tf (x+ a)) /2.
Insgesamt ergibt sich damit die Lösung für die Temperaturprofile entlang der h-
Fasern in einer REV an der Stelle x:

Th (x; ζ) = Tf (x) + (T̄v(ζ)−T̄f (x)) sinh(mh(
√

2a−ζ))+(T̄v(ζ+
√

2a)−T̄f (x)) sinh(mhζ)
sinh(mh

√
2a) . (7.28)

Zusammenführung der v- und h-Fasern

Wenn die aus den v-Fasern herausragenden h-Fasern als eine Oberflächenerweite-
rung der v-Fasern betrachtet werden (sog. Kühlrippen), lässt sich dies über eine
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Korrektur des Wärmeübergangskoeffizienten hv in der Differentialgleichung 7.23 be-
rücksichtigen.
Die korrigierte DGL (Gl. 7.23) ergibt sich in der Form:

d2Tv
dξ2 −

4
λsdF

(
hv (θ) + 2hh (α)

( √
2a

(b/sin (θ))

))
(Tv (ξ)− Tf ) = 0 . (7.29)

Die Lösung der DGL ist gleich Gl. 7.24 mit mv =
√

4hv,eff (θ) /λsdF . Dabei ist der
effektive Wärmeübergangskoeffizient gegeben durch:

hv,eff =
(
hv (θ) + 2hh (α)

( √
2a

(b/sin (θ))

))
. (7.30)

Dabei ist hinsichtlich der Gl. 7.22 hv (θ) = hv ·
√

cos (θ), da veff = cos (θ) · vx. Die
Größe hv ist gegeben durch Gleichung 7.20 für die versetzte Faseranordnung (Gl.
7.21 (a)).

Temperaturverlauf der Kühlflüssigkeit

Als weitere Unbekannte kommt in Gleichung 7.24 die Fluidtemperatur Tf (x) vor.
Dieser Temperaturverlauf entlang der Faserstruktur mit konstantem Wärmestrom
q̇0 = const. kann über eine einfache Energiebilanz bestimmt werden:

ṁcp [Tfl (x+ ∆x)− Tf (x)] = q̇0 · dA = const. , (7.31)
Dabei bezeichnet ṁ den Massenstrom und dA = dx ·W (mit der Breite der Probe
W ). Zusammen mit der Randbedingung am Eintritt in die Faserstruktur Tf (x)|x=0 =
Tf,0 ergibt sich als Lösung:

Tf (x) = q̇totW

ṁcp
x+ Tf,0 , (7.32)

wobei q̇tot = Q̇/Atot mit Atot = W × L ist.

Expliziter Ausdruck: Wärmeübertragungsmodell T

Die Zusammenführung von Gl. 7.24 und Gl. 7.32 mit der Koordinatentransforma-
tion ξ = z/sin (θ) führt zu der expliziten Form der Lösung des zweidimensionalen
Temperaturprofils im kartesischen Koordinatensystem Tv (x, z):

Tv (x, z) = q̇0(x)
λsmv

(
cosh(mv( z

sin(θ)))·exp(mv( H
sin(θ)))

sinh(mv H
sin(θ))

− exp
(
mv

(
z

sin(θ)

)))
+ q̇totW

ṁcp
· x+ Tf,0 .

(7.33)
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Aus oben erwähnten Symmetriegründen besteht keine Abhängigkeit von der y-
Koordinate.

7.3.5. Modellvergleich

Ein umfassendes Modell für den Wärmeübergangskoeffizienten hsf für Schüttungen
wurde von Wakao und Kagei [101] erarbeitet. Für Faserstrukturen gibt es jedoch
bislang keine vergleichbaren Modelle.
Ein einfacher Ansatz mit einem kubischen Fasergitter wurde von Lu et al. [58] vorge-
stellt. Dieses analytische Modell basiert auf der 1D Rippennäherung, um die Wär-
meübertragung des Metallschaums abzubilden. Dabei wurde die Schaumstruktur
als 3D-Gitter aus verbundenen Zylindern modelliert. Das ermittelte Modell basiert
auf den Ergebnissen von Zukauskas [109], [59] und lässt sich zusammenfassend in
folgender Form darstellen:

Nu′A =


0.76 ·Re0.4

d · Pr0.37, (100 ≤ Red < 4 · 101)
0.52 ·Re0.5

d · Pr0.37, (4 · 101 ≤ Red < 103)
0.26 ·Re0.6

d · Pr0.37, (103 ≤ Red < 2 · 105) .

(7.34)

In der nachfolgenden Untersuchung wird hieraus die Korrelation der folgenden Form
verwendet:

NuA = 0.52 ·Re0.5
d · Pr1/3 . (7.35)

Einen empirischen Ansatz zur Bestimmung des lokalen Wärmeübergangs in offen-
porösen Schwammstrukturen liefern Mancin et al. [61]. Der Ansatz wurde über em-
pirische Anpassung der Fit-Funktion an eine größere Datenmenge ermittelt mit der
expliziten Form:

NuB = 0.418 ·Re0.53
d · Pr1/3 . (7.36)

Im Vergleich liefert das hier vorgestellte Modell C (Gl. 7.33) über die Definition des
Wärmeübergangskoeffizienten (Gl. 7.14) eine Näherungslösung der Form:

NuC = 0.032 + 0.274 ·Re0.506
d · Pr1/3 . (7.37)

Hier ist die Reynolds-Zahl eine Funktion der Anisotropie Ωz der Faserstruktur Red =
Red (Ωz).
In Abbildung 7.6 sind die vorgestellten Modelle (NuA,NuB,NuC) den experimentel-
len Werten (dargestellt durch Gl. 7.10) gegenübergestellt. Vergleicht man die Modell-
funktionen NuA (Gl. 7.35) mit der Fit-Kurve der experimentellen Werte (Gl. 7.10),
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so ist ersichtlich, dass eine sehr einfache Strukturannahme (kubisches Gitter) zu
einer nicht adäquaten Abbildung der Wärmeübertragung in Faserstrukturen führt.
Der empirische Ansatz NuB (Gl. 7.36) liefert eine deutlich bessere Beschreibung,
kommt jedoch nicht in den Bereich der experimentellen Unsicherheit. Hier zeigt sich
der klare strukturelle Unterschied der Faserstrukturen gegenüber den Schwamm-
strukturen, für welche obige Modelle entwickelt wurden. Wie sich zeigt, führt das
– im vorhergehenden Abschnitt dargestellte – Modell NuC (Gl. 7.37), welches die
besondere Struktur der offenporösen Faserstruktren genauer abbildet, auch eine si-
gnifikant bessere Beschreibung der Wärmeübertragung dieser Strukturen (vgl. 7.6).
Im Rahmen der experimentellen Unsicherheit ergibt sich eine gute Übereinstimmung
des Modells NuC mit den experimentellen Werten. Somit ist der geometrische Effekt
auf die Wärmeübertragung nicht vernachlässigbar und durch regelmäßige Struktu-
ren gut erfassbar.

NuA
NuB
NuC
Nuexp

5 10 20 30 40 50 60
1

2

3

4
5
6
7

Red [-]

N
u
[-]

Abbildung 7.6.: Nu als Funktion der Reynolds-Zahl Red: (schwarz durchgezogen)
Fit-Kurve an die experimentellen Werte Nuexp (Gl. 7.10) mit der experimentellen
Unsicherheit (grauer Schlauch); (grauer Bereich) Modell NuA (Gl. 7.35); (schwarz
gestrichelt) Modell NuB (Gl. 7.36) und (schwarz gestrichpunktet) Modell NuC
(Gl. 7.37).
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7.4. Mikroebene: Wärmeübergangsmodellierung

7.4.1. Modellstrukturuntersuchung

Die makroskopischen, hydro- und thermodynamischen Charakteristiken der Faser-
struktur lassen sich durch Lösung der Grundgleichungen der viskosen Strömung
und des Wärmetransports auf der Porenskala berechnen. Die gelösten Grundglei-
chungen für den stationären Fall sind die Transportgleichungen für die laminare,
inkompressible Strömung und die Energieerhaltungsgleichungen zur Beschreibung
des Wärmetransports:

∇ · v = 0 , (7.38)

ρ (v · ∇) v = −∇p+ µ∆v , (7.39)

ρcp,i∇ · (vT ) = λi∆T , (7.40)

für die feste und flüssige Phase i ∈ {s, f}.
Analog zu den numerischen Untersuchungen in den Abschnitten (6.3 und 5.3) wurde
anhand der synthetischen Faserstrukturmodelle SFS eine Parameterstudie hinsicht-
lich des Wärmeübergangs (Nu) durchgeführt. Die untersuchten Strukturen entspre-
chen den in 6.3 thermisch untersuchten SFS. Der zugehörige Parameterraum ist in
Tabelle 6.4 aufgeführt. Die weiter unten gezeigten Ergebnisse sind erneut Ensem-
blemittelwerte der verschiedenen Realisierungen.
Die einzelnen Schritte der numerischen Berechnung sind in Abbildung 7.7 darge-
stellt. Für die Berechnung des Wärmeübergangs wird ein REV der offenporösen Fa-
serstruktur mit dem Füllmedium Wasser betrachtet. In den konkreten numerischen
Untersuchungen wird der asymptotische Fall betrachtet, bei welchem das thermische
Leitfähigkeitsverhältnis λf/λs einen sehr kleinen Wert einnimmt: λf/λs → 0. Somit
erfolgt die Wärmeleitung innerhalb der Faserstruktur widerstandslos und wird des-
wegen im numerischen Modell nicht explizit berechnet. Dieser Grenzfall ist für den
spezielleren Fall metallischer Faserstrukturen (Al) und Wasser als Fluid gültig.
Die für die stationären Simulationen gewählten Randbedingungen sind in Abbil-
dung 7.7 (c) skizziert. Neben den Randbedingungen für die Fluid-Strömung gemäß
Abschnitt 5.3 wurden folgende Randbedingungen für den Wärmetransport gewählt:
1. Am Eintritt in das REV (ein) wurde eine konstante Temperatur Tein und auf der
Austrittsseite des REV (aus) ein offener Rand (mit rein konvektivem Wärmetrans-
port) festgelegt. Die explite Form des offenen Randes ist:

T = TEin, für n · v < 0
−∇T · n = 0, für n · v ≥ 0 . (7.41)
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2. An den Seiten parallel zur Hauptströmung (A-A und B-B) wurden periodische
Randbedingungen angenommen:

−n · (λf∇T )|x=0 = −n · (λf∇T )|x=L
T |x=0 = T |x=L .

(7.42)

3. Entsprechend dem angenommenen Grenzfall λf/λs → 0 wird eine konstanter
Wärmefluss q̇ = const. auf der Strukturoberfläche gesetzt:

−n · (−λf∇T ) = q̇|o (7.43)

Ein exemplarisches Ergebnis ist in Abbildung 7.7 (d) gezeigt mit dem Temperatur-
verlauf über die Probe auf der SFS Oberfläche Tf und dem Temperaturverlauf des
Fluids Tf durch die Probe.

T1

T2

z

x
y

(a) (b)

(d)(c)

Abbildung 7.7.: (a) Geometrie der SFS (blau) mit Füllmedium (grau); (b) unstruk-
turiertes Netz zur numerischen Berechnung; (c) Randbedingungen der Simulation;
(d) Simulationsergebnis: Oberflächentemperatur Ts und Fluidtemperatur Tf ent-
lang der Schnittebene.

In Abbildung 7.8 sind die Ergebnisse der numerischen Parameterstudie zusammen-
gefasst. Hier ist die Wärmeübertragung in der dimensionslosen Form (Nu) als Funk-
tion der Reynolds-Zahl Red gezeigt. Der untersuchte Re-Zahlbereich befindet sich
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im Stokes- und laminaren Strömungsregime. Die Durchströmungsrichtung der SFS
ist senkrecht zur Anisotropierichtung (z-Richtung). Der Wärmeübergang nimmt –
wie im Experiment – zu kleineren Porositäten ε monoton zu, da auch die spezifische
Oberfläche asf zunimmt. Dass nicht nur asf maßgebend die Wärmeübertragungsei-
genschaften der Faserstrukturen beeinflusst, zeigt sich in dem signifikanten Einfluss
der Anisotropie Ωz. Mit zunehmender Anisotropie (Ωz → 0) nimmt auch die Effek-
tivität der Wärmeübertragung deutlich ab (vgl. 7.8). Der Vergleich mit dem Wär-
meübergangsmodell NuC (Gl. 7.37) zeigt eine respektable Vorhersage der Nusselt-
Zahlen Nu in Abhängigkeit von ε und Ωz. Bei starker Anisotropie der Struktur
(Ωz > 0.4) wird der Wärmeübergang durch das Modell NuC deutlich unterschätzt.
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Abbildung 7.8.: Nu der SFS als Funktion von Red für verschiedene Porositäten
ε und Anisotropiewerte Ωz: (Symbole) Ergebnisse der numerischen Berechnungen
der SFS und (Linien) Modellwerte NuC (Gl. 7.37).
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7.4.2. Numerische Validierung

Analog zu dem in Abschnitt 5.4 dargetellten Vorgehen wurde hier auch eine nume-
rische Validierung durchgeführt. Die Ergebnisse sind in Abbildung 7.9 zusammenge-
fasst. Die Randbedingungen für die numerischen Berechnungen wurden entsprechend
dem vorhergehenden Abschnitt 7.4.1 gewählt. Die Durchströmungsrichtung der RFS
ist senkrecht zur Anisotropierichtung (z-Achse). Zum Vergleich ist das Modell NuC
(Gl. 7.37) gezeigt, welches eine gute Beschreibung des Wärmeübergangs für die SFS
im mittleren Anisotropiebereich liefert (vgl. 7.8). Die Simulationsergebnisse der RFS
zeigen annehmbare Übereinstimmung mit den Modellvorhersagen des Modells NuC
für die untersuchten Porositäten ε. Zudem erhält man eine Übereinstimmung zwi-
schen Modell NuC und experimentellen Werten für den Fall ε = 0.84 (vgl. 7.9).
Damit liefert das Modell NuC eine gute Abbildung des thermischen Verhaltens von
Faserstrukturen im moderaten Anisotropiebereich der Strukturen. Die Gültigkeit
reicht über den gesamten untersuchten Porositätsbereich ε ∈ [0.6, 0.9]

0.1 0.5 1 2 5 10 15 20

0.5

1

2

3

4
5
6
7

ε = 0.845
ε = 0.7
ε = 0.6
εexp = 0.845

Abbildung 7.9.: Nu der RFS als Funktion von Red für verschiedene Porositäten ε:
(Symbole) Ergebnisse numerischen Berechnung der RFS; (graue Linien) Modell-
werte NuC (Gl. 7.37); (schwarze Linie) experimentelle Fit-Funktion (Gl. 7.10).
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Teil IV.

Zusammenfassung und Ausblick
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Zusammenfassung

In dieser Dissertation wird ein neuartiges Wärmeübertragerkonzept aufgezeigt und
genauer untersucht. Der Fokus liegt auf stark instationären Prozessen, wie beispiels-
weise Adsorptionsprozessen, bei welchen neben den klassischen thermohydraulischen
Effizienzkriterien die thermische Ansprechzeit (thermische Masse) eine zusätzliche
Rolle für die Gesamteffizienz des Wärmeübertragers (im Gesamtprozess) spielt.

Der hier vorgestellte Ansatz ist biomimetischer Art, d. h. eine von natürlichen Trans-
portstrukturen inspirierte Wärmeübertragerstruktur mit einem hierarchischen Auf-
bau. Zur Einschränkung der Freiheitsgrade werden hier Plattenwärmeübertrager,
d. h. effektiv zweidimensionale Strukturen mit interner Symmetrie betrachtet, wel-
che ein günstiges Verhältnis von Wärmeübertragervolumen zu Außenoberfläche und
damit gegenüber dreidimensionalen Strukturen eine geringere thermische Masse auf-
weisen.

Das Potential des hierarchischen Wärmeübertragers wurde in Kapitel 2 durch Ge-
genüberstellung zu einer dem aktuellen Stand der Technik entsprechende Wärme-
übertragerstruktur mit parallelen Steigkanälen aufgezeigt. Hier wurden die hydrau-
lische Effizienz (Gesamtdruckabfall), thermische Effizienz (Gesamtwiderstand) und
thermische Trägheit (thermische Masse) für idealisierte Durchströmung und Wär-
meübertragung verglichen. Es konnte gezeigt werden, dass durch die hierarchische
Struktur sowohl die hydraulische, als auch die thermische Effizienz verbessert werden
ohne die thermische Trägheit zu erhöhen.

Wegen den unterschiedlichen Anforderungen an die einzelnen Komponenten des hier-
archischen Wärmeübertragers wurden die Verteiler-/Sammelkanal- struktur (VS)
und die offenporösen Übergänge zwischen Verteiler und Sammler getrennt unter-
sucht.

Bei der VS-Struktur liegt der Fokus hinsichtlich der thermischen Effizienz auf der
Gleichmäßigkeit der Strömungsaufteilung und hinsichtlich der thermischen Trägheit
auf der thermischen Masse. Bei der offenporösen Faserstruktur hingegen liegt der
Fokus auf der hydraulischen Effizienz (Permeabilität) und auf der thermischen Effi-
zienz (Wärmeleitung und Wärmeübergang).

In Abschnitt 3.1 wird eine Methodik zur Optimierung der VS-Topologie bzgl. der
Uniformität der Strömungsaufteilung vorgestellt. Diese Methodik koppelt statio-
näre 3D CFD-Rechnungen (COMSOL Multiphysics) mit einem genetischen Opti-
mierungsalgorithmus (MATLAB). Um die Optimierungsrechnung zu beschleunigen,
wurde eine Zwei-Schritt Optimierung entworfen, bei welcher im ersten Schritt eine
Voroptimierung mit einer einfacheren VS-Form stattfindet wird und ausgehend von
dieser Form im zweiten Schritt eine Feinoptimierung einer polynomialen Form (ku-
bische Bezier-Kurve) durchgeführt wird. Es konnte eine Uniformitätsverbesserung
der Strömung erzielt werden. Zudem konnte gezeigt werden, dass vereinfachende
Strömungsannahmen in der VS-Struktur zu ungünstigen Topologien führen.
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In Abschnitt 3.2 wurde ein komplexeres Verteilersystem mit einer fraktalen Struktur
entwickelt. Über einen multikriteriellen Optimierungsansatz wurde der Topologie-
parameter der Verzweigungszahl der fraktalen Struktur bestimmt.
Die fraktale VS-Struktur besitzt eine große Anzahl an Freiheitsgraden, was eine
multikriterielle Optimierung mit beschränkten Rechenressourcen unmöglich macht.
Deswegen wurden zwei Methoden zur Steigerung der Recheneffizienz entwickelt:
eine Initialisierungsmethode der Optimierungsrechnung und eine sukzessive Berech-
nungsmethode. Um die initiale fraktale VS-Struktur möglichst nahe an der gesuch-
ten Optimalstruktur zu erhalten, wurden zwei Methoden entwickelt und untersucht.
Während die erste Initialisierung (Init1) auf rein geometrischen Vorgaben gründet,
so fließen bei der Initialisierungsmethode 2 (Init2) Informationen über die Strömung
mit ein, wodurch diese Methode etwas aufwendiger als Init1 ist. Beide Strategien sind
sehr effizient und der Vergleich mit aufwendiger optimierten – über hydraulischen
Abgleich in den Teilstrukturen – fraktalen VS-Strukturen (FracTherm-Struktur)
zeigt eine respektable Übereinstimmung. Bei der Methode der sukzessiven Optimie-
rung werden während der Optimierungsrechnung nicht alle Parameter gleichzeitig
variiert, sondern sukzessive für die einzelnen Verzweigungsebenen, wodurch die Kom-
plexität der Optimierungsrechung stark reduziert werden kann.
Insgesamt konnte mit dieser effizienten Optimierungsmethode durch Kopplung an
stationäre, dreidimensionale Strömungssimulationen gezeigt werden, dass verglichen
mit den einfacheren, optimierten VS-Strukturen eine bessere Uniformität der Strö-
mungsaufteilung und eine Reduktion der thermischen Masse erzielt werden kann.
Die für den Wärmeübergang maßgebende Komponente der Wärmeübertragerstruk-
tur ist die metallische, offenporöse Faserstruktur. Wohingegen zu offenporösen Me-
tallschaumstrukturen zahlreiche Forschungsarbeiten durchgeführt wurden, sind die
Faserstrukturen bislang nur wenig untersucht. In Teil III wurden die, für die Anwen-
dung in Wärmeübertragern relevanten Größen genauer untersucht: Permeabilität
(Kapitel 5), effektive Wärmeleitfähigkeit (Kapitel 6) und Wärmeübergang (Kapitel
7).
Zur systematischen Untersuchung der Einflussgrößen wurde eine Methode zur Erzeu-
gung parametrisierter, dreidimensionaler Modellfaserstrukturen (SFS) entwickelt.
Die modellbestimmenden Parameter sind: Anisotropietensor, Porosität und Aspekt-
verhältnis der Einzelfasern. Die effizienzbestimmenden Eigenschaften der SFS wur-
den durch Prametervariation durchgeführt, unter numerischer Lösung der statio-
nären, dreidimensionalen Transportgleichungen im repräsentativen Elementarvolu-
men der Struktur. Parametrische Untersuchungen dieser Art wurde bislang für Fa-
serstrukturen nicht durchgeführt.
Die Validierungen der Modellergebnisse wurden sowohl auf numerischem Wege, als
auch experimentellem Wege durchgeführt.
Für die numerische Validierung wurden anhand µCT- Daten realer Faserproben
(RFS) dreidimensionale Rechennetze erzeugt und analog den Untersuchungen an
den SFS-Modellen numerisch berechnet. Um diese realen Strukturen mit den SFS
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vergleichen zu können, müssen die modellbestimmenden Parameter der RFS genau
ermittelt werden. Für die Bestimmung des Anisotropietensors gibt es keine genaue
Standardmethode, weshalb hier eine genauere Methode – basierend auf einem Ske-
lettierungsalgorithmus – entwickelt wurde (siehe Abschnitt 4.2.2).
Für die experimentelle Validierung wurde für die Bestimmung des lokalen Wärme-
übergangs eine neue Methodik auf Grundlage der IR-Thermographie erprobt (vgl.
Abschnitt 4.5). Durch eine Referenzbildmethode mit zusätzlichen Korrektur- und
Mittelungsmethoden konnte die Genauigkeit der Messmethode auf ∆T ∼ 0.01K
erhöht werden. Die Problematik der Temperaturverlaufbestimmung innerhalb der
Messprobe wurde durch ergänzende 2D Simulationen gelöst.
Insgesamt ergaben sowohl die numerische, als auch die experimentelle Validierung
vertretbare Ergebnisse.
Um genauere Einsicht in die Transportprozesse in ungeordneten, gesinterten Kurzfa-
serstrukturen zu gewinnen, wurde die Abbildung auf einfache, geordnete Strukturen
vorgenommen und die Beschreibung dieser durch analytischen Näherungslösungen
untersucht. Auf diesem Wege konnten analytische Lösungen für die charakterisie-
renden Größen der RFS aufgezeigt und eine Bewertung der analytischen Ansätze
gegeben werden.
Neben den unterschiedlichen Modellansätzen der RFS wurden damit auch Schlie-
ßungsansätze der volumengemittelten Transportgleichungssysteme für poröse Medi-
en aus gesinterten Kurzfasern gewonnen.

Ausblick

Mit der Abbildung des Stoff- und Wärmetransportes in Faserstrukturen auf volu-
mengemittelte Transportgleichungen, kann die gesamte (hierarchische) Wärmeüber-
tragerstruktur numerisch untersucht werden. Insbesondere können für numerische
Untersuchungen für instationäre Randbedingungen – wie beispielsweise Adsorpti-
onsvorgänge – vorgenommen werden.
Das Forschungsgebiet der ungeordneten, metallischen Kurzfaserstrukturen ist im
Vergleich zu metallischen Schaumstrukturen ein noch wenig erforschtes Feld mit
weiterhin offenen Fragen und einer fehlenden universalen theoretischen Grundla-
ge. Weitere konkrete Untersuchungen könnten Strukturen mit Anisotropie in alle
Raumrichtungen und unterschiedliche Faserformen beinhalten mit Strömungen im
turbulenten Bereich (auf Porenebene).
Von der experimentellen Seite wurde das Potential der Infrarot-Messmethodik zur
Charakterisierung der lokalen Wärmeübergänge aufgezeigt. Durch weitere Verbes-
serungen könnte diese nicht-invasive Messmethode die Genauigkeit der bislang ge-
bräuchlichen, invasiven Messtechniken übersteigen und somit eine echte Alternative
bieten.
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In dieser Arbeit wurden generische Auslegungswerkzeuge für effektiv zweidimensio-
nale, hierarchische Wärmeübertrager mit offenporösen Metallfaserstrukturen entwi-
ckelt. Mit dieser Grundlage ist eine optimale Auslegung für den konkreten Anwen-
dungsfall möglich.
Im Hinblick auf die Anwendung in adsorptionsbasierten Wärmepumpen ist eine kon-
krete Herstellung der komplexen Kanalstrukturen über Standardumformtechniken
(z. B. Hydroforming) vorstellbar. Die Faserstrukturen lassen sich als größere Matten
– im Gegensatz zu Schaumstrukturen – herstellen und die gewünschten Segmente
lassen sich aus „Fasermatten“ präzise ausschneiden und können vor dem Zusammen-
fügen der vorgeformten Wärmeübertragerbleche platziert werden. Das Zusammen-
fügen der Teile lässt sich wiederum durch Standardfügetechniken bewältigen (z. B.
Laserschweißen, Sinterung).
Über solche Prototypen lässt sich das Verhalten im Gesamtsystem auf einfache Weise
untersuchen.
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A. Hierarchischer Wärmeübertrager
im Rahmen der Constructal
Theory

Zur Beschreibung der thermischen Optimierung von fraktalen Netzwerken hat Bejan
[10] die sog. Constructal Theory aufgebracht um die thermodynamische Optimie-
rung geometrischer Strukturen zu analysieren. Diese Theorie kann für die Optimie-
rung zahlreicher Transportphänomene herangezogen werden, wie z. B. Wärmeüber-
tragung, Fluidströmung, Elektrizität usw. Die Gemeinsamkeit in vielen natürlich
auftretenden Strömungsstrukturen liegt in der Fraktalität und der hierarchischen
Anordnung der multiplen Skalen. Das Prinzip der Theorie gründet auf der Unter-
teilung der Gesamtgeometrie in elementaren Abschnitten um die beste Größe und
Struktur dieser bei einem festgesetzten Gesamtvolumen zu bestimmen. Über die
Optimierung von fraktalen Mikrokanalstrukturen kann der Gesamtdruckabfall (und
damit die Pumpleistung) im Vergleich zu konventionellen parallelen Kanalanord-
nungen deutlich reduziert werden. Weiterhin kann über die Flussaufweitung an den
Bifurkationen lässt sich eine gleichförmige Temperaturverteilung entlang des Kanal-
netzwerks erreichen.
Im Nachfolgenden werden die Geometrieparameter (vgl. Abb. 2.2) den – Construc-
tal Theorie entsprechenden – Parametern zugeordnet. Diese sind in Tabelle A.1
zusammengefassten.

Constructal Theorie L1 W1 L2 W2 L3
bisherige Bezeichnungen Lm WM Lm Wm lm

Tabelle A.1.: Constructal Theorie Terminologie.

A.1. Druckabfall in den Hierarchieebenen

1. Hierarchieebene I

Der Gesamtdruckabfall ist gegeben durch den Ausdruck:

∆p1 = ∆p2 + ∆pW1 . (A.1)
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A.1 Druckabfall in den Hierarchieebenen

Dabei bezeichnet ∆p2 den Gesamtdruckabfall der 2-ten Hierarchieebene und ∆pW1

den integralen Druckabfall der VS. In der VS wird eine ausgebildete laminare Strö-
mung in den Teilabschnitten angenommen. Der Volumenstrom V̇1 nimmt entlang des
Verteilerkanals linear ab V̇1,i = V0 ·

(
1− i

N

)
. Für den integralen Wert der VS-Einheit

ergibt sich:

∆pW1 = 12 · νf · ρf · L1 · V̇0

min [W1, h]3 ·max [W1, h]
, (A.2)

mit den Kanaldimensionen: L1 Kanallänge, W1 Kanalbreite und der Kanalhöhe h.
Der Verzeigungsgrad dieser Hierarchieebene ist über N1 = L1/

(
Lopt3 +W opt

2

)
mit

den (optimalen) Geometrieparametern der nächsten Hierarchieebene verknüpft. Für
den besonderen Fall einer fraktalen Verteilerstruktur mit Bifurkationen ist die Ge-
samtverzweigungszahl beschränkt auf N1 = 2n. Dabei ist der Verzweigungsgrad
n ∈ N.

2. Hierarchieebene II

Im Falle von Mikroverbindungskanälen wäre die Struktur selbstähnlich, und da-
mit obige Methodik analog anwendbar. Mit der abgeänderten Struktur der 2-ten
Hierarchieebene erhält man hier ein verändertes Druckabfallsmodell in der porösen
Struktur.
In dieser Hierarchieebene geht man von neuen Volumenströmen aus
V̇1 = V̇0/N1. Bei gleichmäßiger Volumenstromaufteilung auf die offenporöse Struktur
erhält man die lineare Volumenstromänderung entlang der Verteiler-/ Sammelkana-
lenden mit der axialen Position ζ2: V̇m (ζ2) = Wm,0 ·

(
1− ζ2

Lm

)
. Der Druckabfall dieser

Ebene ist wiederum:

∆p2 = ∆p3 + ∆pW2/2 . (A.3)

Der Ausdruck für ∆PW2/2 ergibt sich analog Gl. A.2 zu
∆PW2/2 =

(
12 · νf · ρf · L2 · V̇1

)
/
(
min [W2, h]3 ·max [W2, h]

)
.

Der Druckabfall in der offenporösen Verbindungsstruktur bezieht sich auf die infini-
tesimale Länge ∆ζ2: V̇2 = V̇1 · L2/∆ζ2. Hier wird wegen den fehlenden Kanaltrenn-
wänden eine Symmetrie an den imaginären Kanaltrennwänden der infinitesimalen
Kanäle angenommen. Der Druckabfall wird entsprechend dem Modell von Hoomann
et al. [45] für eine ausgebildete Strömung angesetzt

∆p3 = V̇2 · (∆ζ2/L2) · µf · sinh (h/
√
κ) · L3

(κ · h · (2 ·
√
κ/h (−1 + cosh (h/

√
κ))− sinh (h/

√
κ))) , (A.4)
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mit der Permeabilität κ.

Gesamtdruckabfall

Der Gesamtdruckabfall über alle Hiearchieebenen ergibt sich allgemein durch suk-
zessives Einsetzen der Ergebnisse der einzelnen Hierarchieebenen:

∆p ≡ ∆p1 = ∆p2 + ∆pW1 =
(
∆p3 + ∆pW2/2

)
+ ∆pW1 . (A.5)

A.2. Thermischer Widerstand

Der thermische Widerstand lässt sich auch in einer sukzessiven Art durch Berück-
sichtigung der Selbstähnlichkeit der Hierarchiestufen darstellen. Für eine Abschät-
zungsrechnung lassen sich die sinnvollen, vereinfachenden Annahmen treffen, dass
die Kanaltrennwände einen vernachlässigbaren thermischen Widerstand darstellen
und dass die Wärmeübertragung auf das Fluid ausschließlich in der offenporösen
Metallstruktur stattfindet. (Dies ist eine sinnvolle Modellannahme, da das Verhält-
nis der Nu-Zahlen der porösen Metallstruktur (MS) zu denen der Verteilerkanäle
(VS) O (NuMS/NuV S) ∼ 20 beträgt.)

Der gesamtthermische Widerstand Rth,tot der Wärmeübertragerstruktur lässt sich
auf die Berechnung eines Elementar-Volumens (EV) mit dem Volumen VEV = L3 ·
∆ζ2 · h beschränken. Das Fluid gelangt mit der konstanten Temperatur Tein bis an
den Eintritt des EV. Die Temperaturdifferenz zwischen Ein und Austritt des EV ist
gegeben durch:

∆T1 = T a − Ti = q̃ (L3,W2) · L3 ·∆ζ2

V̇2 · cp,f
, (A.6)

mit der mittleren Fluid-Austrittstemperatur T aus und q̃ (L3,W2) = q̇·(L3 +W2) /L3.
Die Temperaturdifferenz zwischen der maximalen Aussenwandtemperatur Tw,max
und T aus ist gegeben durch:

∆T2 = Tw,max − T a = 2 · q̃ (L3,W2) · h/
(
Nub,ε=1 · λeff

)
, (A.7)

mit Nub,ε=1 der Nu-Zahl bei der Porosität ε = 1 und der effektiven Gesamt-
Wärmeleitfähigkeit λeff = λf,eff + λs,eff . Der explizite Ausdruck der Nu-Zahl [49]
ist
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A.2 Thermischer Widerstand

Nub,ε=1
(
ζ̃3
)

=
1.383 · ζ̃−0.45

3 ζ̃3 ≤ 0.001
12 + 22 ·

(
103ζ̃3

)−0.506
· exp

(
−164 · ζ̃3

)
ζ̃3 > 0.001 ,

(A.8)

mit der dimensionslosen axialen Position ζ̃3 = ζ3/ (2h ·Re · Pr).
Der gesamtthermische Widerstand ergibt sich aus Gl. A.6 und A.7 zu:

Rth,tot = ∆Tges
q̇

= (∆T1 + ∆T2) /q̇ . (A.9)
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Nomenklatur

Lateinische Symbole

ṁ Massenstrom [kg/s]

Q̇ Wärmestrom [W ]

q̇ Wärmestromdichte [W/m2]

V̇ Volumenstrom [m3/s]

A Fläche [m2]

cF Forchheimer Koeffizient [1/m]

cp spezifische Wärmekapazität [J/kg· K]

Dh bzw. dh hydraulischer Durchmesser dh = 4A/U [m]

fF Fanning Reibungsfaktor [-]

h bzw. H Höhe [m] bzw. Wärmeübergangskoeffizient [W/m2·K]

k Wärmeleitfḧigkeit [W/m·K]

l bzw. L Länge [m]

m Masse [kg]

Mλ spezifische spektrale Ausstrahlung [W/m2·m]

p Druck [Pa]

P Leistung [W]

R thermsicher Widerstand [K/W]

r Radius [m]

s Kurvenlänge [m]

T Temperatur [K]
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Nomenklatur

U Umfang [m]

uD Darcy Geschwindigkeit [m/s]

V Volumen [m3]

v Geschwindigkeit [m/s]

w bzw. W Breite [m]

Griechische Symbole

α Absorptionsgrad

χ Aspektverhältnis der Fasern

ε Porosität

η Effizienz

γ Gewichtungskoeffizient

κ Permeabilitätsverhältnis κ = 2·Kz
(Kx+Ky)

λ Wellenlänge [m] bzw. Wärmeleitfähigkeit [W/m·K]

µ dynamische Viskosität [Pa· s]

ν kinematische Viskosität [m2/s]

Ωi Anisotropie

φ Faservolumenanteil

ρ Dichte [kg/m3] bzw. Reflexionsgrad

σ Anisotropiefaktor σ = Ωx/Ωz

τ Tortuosität bzw. Transmissionsgrad

ε Emissionsgrad

ξ Tortuositätsverhältnis

ζ Relativkoordinate bzw. Verlustkoeffizienten

K Permeabilität [m2]

Abkürzungen
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Nomenklatur

EV einfache, optimierte Verteilerstruktur

IR infrarot

VS Verteiler/Sammler

Nu Nusselt-Zahl Nu = h·d
λf

Pe Peclet-Zahl Pe = Pr ·Re

Pr Prandtl-Zahl Pr = cpµ
ρ

Red Reynolds-Zahl Re = v·d
ν

mit der charakteristischen Länge d

Rep Poren-Reynolds-Zahl Rep = ρ ·
√
K · v/µ

COP Coefficient of Performance

DGL Differentialgleichung

FS fraktale Struktur

GK grauer Körper

HHX hierarchischer Wärmeübertrager

HX Wärmeübertrager

Init Initialstruktur

MO Multikriterielle Optimierung

PDF Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

PF Pareto-Front

REV repräsentatives Elementarvolumen

RFS reale Faserstruktur

RHX Referenzwärmeübertrager

SFS synthetische Faserstruktur

SK schwarzer Körper

SO Sukzessive Optimierung

VT Vergleichstopologie
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Nomenklatur

Indizes

c Subkanal

eff effektiv

F Faser

f Fluid

h hydraulisch

int Interpolation

M Hauptkanal

num numerisch

o Oberfläche

opt optimal

p porös

S Sammler

s Solid

sf Phasengrenze fest/flüssig

th thermisch

theo theoretisch

tot Gesamt

u Umgebung

V Verteiler

Mathematische Symbole

〈 〉 Mittelwertoperator

〈 〉k interner Mittelwert in Phase k

· Mittelwert

· Tensor
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Nomenklatur

abs Absolutbetrag

dev relative Abweichung

diag Diagonal-Matrix

var Varianz
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