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Kurzfassung (Abstract)

Die Entwicklung einer physikalischen Kontinuumstheorie aus einer Versetzungsdichtetheo-

rie erfordert eine homogenisierte Darstellung der physikalische Grundlagen der Verset-

zungsdynamik. Dabei lassen sich die Wechselwirkungen von Versetzungen mittels einer

homogenisierten Darstellung der freien Energie bzw. der resultierenden Kräfte des Systems

oder durch des explizite Homogenisieren einzelner Mechanismen in das System einbringen.

In beiden Fällen werden die Informationen aus diskreten Versetzungsdynamiksimulationen

gewonnen und es stellt sich die Frage, unter welchen Bedingungen eine Allgemeingültigkeit

der entsprechenden Theorie erzielt werden kann. In dieser Arbeit wird die mechanismus-

basierte Homogenisierung der Wechselwirkung von Versetzungen eines Gleitsystems in 2D

und eine Homogenisierung des Frank-Read-Mechanismus zur Produktion von Versetzungs-

dichte hergeleitet. Hierbei ist speziell der Übergang von Systemen in denen einzelne Ver-

setzungen dominieren hin zu Systemen von Versetzungsensemblen von Interesse. In diesem

Zusammenhang wird das Konzept des Kontinuumslimits eingeführt und untersucht, in wie

weit sich dieses Konzept dazu eignet, die Gültigkeit von physikalischen Kontinuumstheo-

rien zu charakterisieren.

The formulation of a physically motivated continuum theory requires a homogenized repre-

sentation of the underlying physics of the dislocation dynamics. The interaction of dislo-

cations can be homogenized by developing a formulation of the free energy or the resulting

internal forces or by an explicit homogenization of individual mechanisms dominating a

specific system of dislocations. In both cases the information is incorporated based on dis-

crete dislocation dynamics simulations and the question is raised under which conditions

a generally valid continuum theory can be derived. Within this work the interactions of

dislocations of single slip configuration in 2D and the Frank-Read mechanism for density

production are explicitly homogenized. The investigation of the transition from a regime

of single dislocations to a regime of dislocation ensembles arouses special interest. In this

context the concept of the continuum limit is introduced to characterize the general validity

of physically motivated continuum theories.
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1. Einleitung

1.1. Motivation

Experimentelle Belege für Größeneffekte in materialwissenschaftlichen Untersuchungen ha-

ben die Notwendigkeit offenbart, skalenabhängige Beschreibungen zur Charakterisierung

unterschiedlicher Phänomene und Belastungsfälle zu formulieren (Ashby, 1970, Fleck et al.,

1994, Arzt, 1998, Uchic et al., 2004). Für eine allgemeine Beschreibung der Größeneffekte

der Fließspannung wird das Verhältnis der externen Längenskala eines Systems im Ver-

hältnis zur inneren charakteristischen Länge betrachtet. Die charakteristische Länge eines

Versetzungsnetzwerks kann sich vom mittleren Versetzungsabstand über die Größe von

Versetzungszellen bis hin zu makroskopischen Größen der Mikrostruktur erstrecken und

beschreibt die für den Anwendungsfall dominierende Eigenschaft (Zaiser et al., 2007). De-

tailliertes Verständnis über die physikalischen Zusammenhänge lässt sich aus diskreten

Versetzungsdynamiksimulationen gewinnen, welche vollständige Informationen über den

Zustand und die zeitliche Entwicklung von Versetzungsnetzwerken liefern (Weygand et al.,

2002, Bulatov und Cai, 2006, Kubin, 2013, Po et al., 2014). Trotz der immensen Weiter-

entwicklung der verfügbaren Rechenleistung ist diese Methode auf kleine Bauteilabmes-

sungen beschränkt und so wurden parallel dazu phänomenologische Kontinuumstheorien

zur Beschreibung der Größeneffekte und dem Übergang zu klassischen Kontinuumstheo-

rien entwickelt (Ashby, 1970, Fleck und Hutchinson, 1993, Nix und Gao, 1998, Gurtin,

2002). Phänomenologische Kontinuumstheorien dienen dazu beobachtete Zusammenhänge

abzubilden um u.a. Größeneffekte modellieren zu können. Im Allgemeinen eignen sich diese

Theorien nicht dazu, das physikalische Verständnis zu vertiefen, da bereits die Grundlage

der plastischen Verformung, also die Bewegung von Versetzungen, nicht oder nur einge-

schränkt abgebildet wird.

An ihre Stelle treten versetzungsbasierte bzw. physikalische Kontinuumstheorien, die auf

der Homogenisierung der Bewegung von Versetzungen basieren und welche zwei wesentliche
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Aufgaben erfüllen sollen: zum einen die Erweiterung des Verständnisses über versetzungs-

induzierte Längenskalen und zum anderen die Erweiterung klassischer gradientenbasierter

Kontinuumstheorien durch eine mögliche physikalische Interpretation der Modellparame-

ter. Die ersten Versuche zur Darstellung der Kinematik von Versetzungssystemen mittels

Versetzungsdichten wurde gleichzeitig von Kondo (1952), Nye (1953), Bilby et al. (1955)

und Kröner (1958) angestellt. Ihre Überlegungen münden in der Formulierung einer kine-

matisch abgeschlossenen Versetzungsdichtetheorie, die die Zusammenhängigkeit der Ver-

setzungslinien, die Umwandlung von Versetzungsorientierungen und die natürliche Linien-

produktion aufgrund der Krümmung von Versetzungen in einer 3-dimensionalen Theorie

berücksichtigt (Hochrainer, 2006). Diese Theorie bildet die Grundlage, um mit entspre-

chenden Konstitutivgesetzen der Versetzungsmobilität die physikalischen Eigenschaften

von Versetzungssystemen zu homogenisieren und als Kontinuumstheorie zugänglich zu

machen (Hochrainer et al., 2014).

1.2. Stand der Forschung

Viele der bis dahin vorgestellten Theorien haben für Spezialfälle die oben genannten An-

forderungen an eine Versetzungsdichtetheorie erfüllt, aber bieten keinen Ansatz zur Ver-

allgemeinerung der Ergebnisse (Sedláček et al., 2003, Acharya und Roy, 2006, Arsenlis

et al., 2004, Zaiser und Hochrainer, 2006, Reuber et al., 2014). Für Versetzungssyste-

me in 2 Dimensionen haben Groma (1997) und Zaiser et al. (2001) die Idee von Korre-

lationstensoren von Kröner (1969) aufgenommen und mittels statistischer Mechanik die

Korrelationsfunktionen positiver und negativer gerader Versetzungen berechnet. Die be-

rechneten Korrelationsfunktionen bilden die Grundlage für eine Versetzungsdichtetheorie

in 2 Dimensionen Groma et al. (2003). Zur Übertragung der Ansätze auf eine allgemeine

3-dimensionale Theorie wurde von Kosevich (1979) erstmals ein zusätzlicher Parameter

zur Beschreibung der Linienorientierung eingeführt. Es folgte die Verallgemeinerung der

statistischen Mechanik für gekrümmte Linien durch El-Azab (2000) mittels der Einführung

eines höherdimensionalen Phasenraums und Grundlagen zur Berechnung der Korrelations-

funktionen in 3 Dimensionen, die im weiteren von El-Azab et al. (2007), Deng und El-Azab

(2007) und Csikor et al. (2008) untersucht wurden.

Die von Hochrainer (2006) formulierte Versetzungsdichtetheorie fasst diese Entwicklung

in einer kinematisch vollständigen Theorie in einem höherdimensionalen Raum für den

Ort und die Orientierung gemittelter Versetzungen zusammen. Mittels einer Alignment-

tensorenentwicklung lässt sich die höherdimensionale Theorie in eine ”vereinfachte” Theo-

rie überführen, die sich aus interpretierbaren Größen einer Versetzungsdichte zusammen-

setzt (Hochrainer et al., 2014, Hochrainer, 2015). Die Vereinfachung der höherdimensiona-

len Theorie durch den Abschluss der Alignmenttensorenentwicklung ermöglicht es, unter-

schiedliche Anforderungen an eine Versetzungsdichtetheorie zu berücksichtigen (Monavari

et al., 2014, Hochrainer, 2015).
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Um aus einer kinematisch vollständigen Versetzungsdichtetheorie eine physikalische Kon-

tinuumstheorie zu entwickeln, muss eine Formulierung der Konstitutivgesetze der Ver-

setzungsmobilität durch konsistentes Homogenisieren entwickelt werden, sodass aus der

momentanen Beschreibung der Versetzungsdichte die resultierenden Kräfte des Verset-

zungssystems berechnet werden können (Zaiser, 2015).

Ein allgemeiner energetischer Ansatz umfasst das Aufstellen eines Funktionals der freien

Energie z.B. durch Aufstellen des Funktionals passend zu diskreten Versetzungsdynamik-

simulationen (Groma et al., 2006, 2015). Das Funktional kann durch einen thermody-

namischen Ansatz mittels einer effektiven Temperatur zur Beschreibung der Reichweite

der Versetzungskorrelationen (Limkumnerd und Van der Giessen, 2008, Kooiman et al.,

2015) oder durch konsistente Mittelung der freien Energie diskreter Versetzungssysteme,

ähnlich der Dichtefunktionaltheorie für Systeme von Elektronen, durch das Aufteilen in

langreichweitige und Korrelationsenergien (Zaiser, 2015) aufgestellt werden. Für einen kräf-

tebasierten Ansatz werden statt der Herleitung eines Funktionals der freien Energie direkt

die resultierenden Kräfte, also die Gradienten der freien Energie, des Systems gemittelt

(Kocks und Scattergood, 1969, Zaiser et al., 2001, Groma et al., 2003, Hochrainer, 2016).

Eine andere Herangehensweise ist durch das Homogenisieren einzelner zugrundeliegender

Mechanismen gegeben. Beispiele dafür sind das Verfestigungsverhalten nach Taylor für un-

terschiedliche Versetzungsinteraktionen (Franciosi et al., 1980, Devincre et al., 2006), die

Homogenisierung der Wechselwirkung von Versetzungsdichten in 1-dimensionalen Verset-

zungsaufstaus (Schulz et al., 2014) oder das Reproduzieren des Frank-Read Mechanismus

für 2-dimensionale diskrete Versetzungsdynamiksimulationen (Van der Giessen und Need-

leman, 1995, Benzerga et al., 2004, Benzerga, 2008, Shishvan et al., 2008) oder physikalische

Kontinuumstheorien (Zhu et al., 2014).

Alle Herangehensweisen haben gemein, dass sie Informationen aus diskreten Versetzungs-

dynamiksimulationen benötigen, um die physikalischen Zusammenhänge entweder explizit

oder implizit berücksichtigen zu können. Prinzipiell müssen diese Informationen in Form

von Modellparametern für unterschiedliche Problemstellungen aus verschiedenen diskreten

Versetzungsdynamiksimulationen gewonnen werden. Es stellt sich die Frage unter welchen

Bedingungen eine auf diese Art und Weise abgeleitet physikalische Kontinuumstheorie ei-

ne allgemeingültige Theorie darstellt (Zaiser, 2015) oder anders formuliert unter welchen

Voraussetzungen ein Satz an Modellparametern gewonnen werden kann, der für alle Arten

von Simulationen seine Gültigkeit behält.

In dieser Arbeit wird der Fokus auf das Homogenisieren spezieller Aspekte der Versetzungs-

systeme gelegt (bezeichnet mit mechanismusbasierte Homogenisierung) um den Übergang

vom Einfluss einzelner Versetzungen hin zu Versetzungsensembles zu untersuchen. Des

weiteren wird eine Herangehensweise zur Untersuchung der Allgemeingültigkeit von phy-

sikalischen Kontinuumstheorien durch das Konzept des Kontinuumslimits eingeführt.
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1.3. Gliederung

In Kapitel 2 erfolgt die Einführung in die theoretischen Grundlagen der diskreten Ver-

setzungsdynamik in 2 Dimensionen, der Mittelung diskreter Versetzungsstrukturen und

der Versetzungsdichtetheorie nach Hochrainer (2015). In Kapitel 3 werden Modelle für

die Homogenisierung der Versetzungswechselwirkungen innerhalb eines Gleitsystems und

der Versetzungsdichteproduktion durch Frank-Read Quellen entwickelt. Die Homogenisie-

rung basiert auf dem Verständnis der physikalischen Zusammenhänge und wird deshalb

als mechanismusbasierte Homogenisierung bezeichnet. Um den Gültigkeitsbereich einer

allgemeinen Versetzungsdichtetheorie zu charakterisieren, wird in Kapitel 4 die Definition

und ein Maß für das Kontinuumslimit eingeführt. In Kapitel 5 werden sowohl die einge-

führten Modelle der Versetzungsdichtetheorie als auch das Maß für das Kontinuumslimit

anhand von diskreten Versetzungsdynamiksimulationen untersucht. Dabei wird die Bie-

gung als Anwendungsbeispiel mit der größtmöglichen Verallgemeinerung in 2 Dimensionen

betrachtet. In Kapitel 6 werden diese Ergebnisse besonders mit Blick auf das Kontinu-

umslimit diskutiert und abschließend werden in Kapitel 7 die Erkenntnisse dieser Arbeit

zusammengefasst und Herausforderungen zu deren Verallgemeinerung erörtert.



2. Grundlagen zur Entwicklung einer

versetzungsbasierten

Kontinuumstheorie

Die Grundlage zur Modellierung von versetzungsbasierten Plastizitätstheorien liegt einer-

seits im Verständnis der Bewegung und der Wechselwirkungen von Versetzungen und an-

derseits im Verständnis der Produktion von Versetzungen jeweils auf unterschiedlichen

Skalen. Das gewonnene Verständnis wird von kleinen Skalen auf größere Skalen übertragen,

mit dem Ziel, die physikalischen Informationen zu erhalten und gleichzeitig eine Reduktion

der Anzahl der Freiheitsgrade zu erreichen.

Abbildung 2.1: Die unterschiedlichen Skalen der versetzungsbasierten Plastizität. Von der

(a) Atomistik (Darstellung der Versetzungslinien über Atomgitterkonfigu-

rationen) über (b) die diskrete Versetzungsdynamik (hier: Konfiguration

zur Bestimmung des singulären Spannungsfelds einer geraden Versetzung

im unendlichen elastischen Medium ohne den Versetzungskern) hin zu (c)

der Kontinuumstheorie für Versetzungen (Definition einer Volumengröße

γav zur Charakterisierung der plastischen Deformation aufgrund von Ver-

setzungsbewegung).
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Abbildung 2.1 zeigt Darstellungen verschiedener Skalen, auf denen Informationen über

unterschiedliche Aspekte der Versetzungen gesammelt werden. Atomistische Simulationen

werden verwendet, um Informationen über Versetzungen auf der atomaren Ebene (Abb.

2.1 a) zu gewinnen. Diese Informationen dienen als Grundlage für die diskrete Versetzungs-

dynamik. Die diskrete Versetzungsdynamik beschreibt Versetzungen als Liniendefekte in

einem elastischen Medium. Die langreichweitige Wechselwirkung von Versetzungen wer-

den aus der analytischen Lösung der Spannungs- und Verschiebungsfelder im unendlichen

elastischen Medium gewonnen (Volterra, 1907, Hirth und Lothe, 1982) und mit den fehlen-

den Informationen aus atomistischen Simulationen ergänzt. Dazu gehört Grundlegendes

wie die Beschreibung der nichtlinearen Zusammenhänge innerhalb des Versetzungskerns

(Cai et al., 2003), sowie die Konstitutivgesetze der Versetzungsmobilität für kubisch flä-

chenzentrierte Materialien (Cai und Bulatov, 2004, Bitzek und Gumbsch, 2004, 2005) und

der Einfluss des Versetzungskerns auf das anormale Versetzungsgleiten von kubisch raum-

zentrierten Materialien (Moriarty et al., 2002, Bulatov und Cai, 2002, Cai und Bulatov,

2004, Vitek et al., 2004, Gröger und Vitek, 2008). Weitere Beispiele sind die Beschrei-

bung kurzreichweitiger Wechselwirkungen / Versetzungsreaktionen (Bulatov et al., 1998,

Shenoy et al., 2000) und Wechselwirkungen mit Korngrenzen (Moriarty et al., 2002). Mit

der diskreten Versetzungsdynamik können ganze Netzwerke von Versetzungen und deren

Einfluss auf das makroskopische Materialverhalten untersucht werden. Simulationen der

diskreten Versetzungsdynamik sind durch den numerischen Rechenaufwand aufgrund der

langreichweitigen Wechselwirkungen auf die Mikrometerskala beschränkt.

Um den Übergang auf größere Skalen zu ermöglichen, wird eine vollständige Beschreibung

der Versetzungsstruktur gesucht, die eine Darstellung unabhängig von der Anzahl der Ver-

setzungen ermöglicht. Eine solche Versetzungsdichtetheorie soll sowohl die Übertragung

des physikalischen Verständnisses auf die Skala der klassischen Kontinuumstheorie ermög-

lichen, als auch die internen Längenskalen zur Beschreibung von Größeneffekten auf der

Mikrometerskala korrekt abbilden können.

Die Entwicklung einer physikalischen Versetzungsdichtetheorie lässt sich in zwei Teile un-

terteilen. Zum einen wird eine gemittelte Beschreibung der Versetzungsstrukturen benö-

tigt, die es erlaubt, die Kinematik der Versetzungsbewegung, also die Evolution der Verset-

zungen als zusammenhängende und gekrümmte Linien, vollständig abzubilden, und zum

anderen muss aus dieser Darstellung die Informationen zur Wechselwirkung von Verset-

zungen und zu Versetzungsreaktionen bestimmt werden können. Dazu werden die physika-

lischen Informationen aus atomistischen Simulationen (u.a. die Versetzungsmobilität) und

Simulationen der diskreten Versetzungsdynamik (u.a. Paarkorrelationen (El-Azab, 2000,

Zaiser et al., 2001, Groma et al., 2003) und Versetzungsreaktionen (Devincre et al., 2006))

mittels Homogenisierung für die Versetzungsdichtetheorie nutzbar gemacht. Eine wichtige

Vergleichsgröße zwischen der diskreten und der kontinuierlichen Darstellung von Verset-

zungen ist die Definition der plastischen Verzerrung als das Verhältnis der abgescherten

Fläche zu dem gegebenen Volumen multipliziert mit dem Betrag der Abscherung (Abb. 2.1

c). Während die Größe des Mittelungsvolumens in der diskreten Versetzungstheorie expli-
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zit eingeführt werden muss, ist sie grundlegend, um eine kontinuierliche Versetzungstheorie

definieren zu können, und stellt ein wichtiges Charakteristikum einer Versetzungsdichtesi-

mulation dar.

Im Folgenden werden die Grundlagen der diskreten Versetzungsdynamik und der Mittel-

ung von diskreten Versetzungsstrukturen vereinfacht in einer 2-dimensionalen Darstellung

beschrieben und es wird ein Überblick über die Herleitung einer 3-dimensionalen Ver-

setzungsdichtetheorie gegeben (Hochrainer et al., 2007, Hochrainer, 2015). Ein Bestand-

teil der Versetzungsdichtetheorie ist eine Eigendehnungsformulierung (Lemarchand et al.,

2001, Sandfeld et al., 2013), die es ermöglicht, die resultierenden Spannungen aus einer

gegebenen plastischen Verzerrung zu berechnen. Diese Methode erlaubt eine korrekte Dar-

stellung der Wechselwirkungen von Versetzungen, solange die Auflösung im Bereich des

minimalen Versetzungsabstandes liegt (Lemarchand et al., 2001), und liefert den Ansatz

zur Homogenisierung der Wechselwirkungen von Versetzungen in dieser Arbeit.

2.1. Diskrete Versetzungsdynamik

Da sich die vorliegende Arbeit auf die 2-dimensionale Betrachtung von Versetzungen be-

schränkt, wird die diskrete Versetzungsdynamik formal nur im 2-Dimensionalen eingeführt.

Dies bedeutet eine starke Einschränkung der physikalischen Eigenschaften von Versetzung-

en, da diese auf gerade Stufenversetzungen reduziert werden und somit die Untersuchung

von Versetzungsstrukturen im Sinne eines Netzwerks nicht möglich ist. Im Allgemeinen be-

nötigen Reaktionen von Versetzungen eine 3-dimensionale Betrachtung, da sie das Schnei-

den zweier Versetzungen auf unterschiedlichen Gleitebenen mit unterschiedlichen Burgers-

vektoren beschreiben. Des Weiteren ist die Annihilation von Versetzungen stark limitiert,

da Stufenversetzungen auf unterschiedlichen Gleitebenen sich nur durch Versetzungsklet-

tern, also durch Leerstellendiffusion, auslöschen können. Im Vergleich dazu können sich

Schraubenversetzungen durch Quergleiten, dem Wechsel auf andere Gleitebenen, die den

Burgersvektor enthalten, auslöschen. Erhalten bleibt ausschließlich die Dipolbildung, wel-

che durch die Betrachtung unendlich langer Versetzungen einen überproportionalen Ein-

fluss im Vergleich zu 3-dimensionalen Systemen erhält.

Diese Arbeit hat nicht das Ziel eine 2-dimensionale Theorie zu entwickeln, welche möglichst

viele Eigenschaften der 3-dimensionalen Versetzungsdynamik abbildet, wie beispielsweise

die Arbeiten von Van der Giessen und Needleman (1995), Cleveringa et al. (1997), Need-

leman und der Giessen (2001), Benzerga et al. (2004), Benzerga (2008) und Shishvan et al.

(2008). Der Augenmerk liegt vielmehr auf dem Verständnis der physikalischen Mechanis-

men und deren Homogenisierung für eine Kontinuumstheorie. Daher beschränken wir uns

auf Mechanismen, die explizit in einer 2-dimensionalen Theorie abgebildet werden können.

Für die 2-dimensionale diskrete Mikrostruktur kann jedes Gleitsystem durch die Schnitt-

punkte {xi}i=1,...,n der Stufenversetzung mit der repräsentativen Ebene beschrieben wer-

den, die senkrecht zu den Versetzungslinien liegt und durch den Burgersvektor b = |b|e1
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sowie die Gleitebenennormale n beschrieben wird. Das Vorzeichen der Versetzungen ist

durch si ∈ {+,−} gegeben.

Für kubisch flächenzentrierte Materialien lassen sich die möglichen Gleitsysteme durch

den Thompson Tetraeder beschreiben (Thompson, 1953). Um die Spannungen zwischen

Versetzungen zu berechnen, wird die Bewegungsgleichung mittels der Peach-Köhler Kraft

F (xi,xj) = (σ(xi − xj)bj)× lj (2.1)

berechnet. σ ist die Spannung, die Versetzung j auf Versetzung i ausübt und der Tensor

lj beschreibt die Linienrichtung der Versetzung. Der Anteil der Peach-Köhler Kraft F ·e1,

der in Gleitrichtung wirkt, entspricht der Projektion der resultierenden Schubspannungen

auf das entsprechende Gleitsystem. Ein Konstitutivgesetz für die Versetzungsgeschwindig-

keit wird, wie oben beschrieben, aus atomistischen Simulationen bestimmt. Für kubisch

flächenzentrierte Materialien lässt sich die Versetzungsgeschwindigkeit über

v(xi) = |b|B−1si

(
τext(xi) +

n∑

k 6=i
skτind(xi − xk)

)
(2.2)

berechnen. B ist ein temperaturabhängiger Reibungswiderstand und b der Betrag des Bur-

gersvektors. Die resultierende Schubspannung des Gleitsystems aufgrund der aufgeprägten

Randbedingungen wird mit τext bezeichnet. Die Gleichung

τstufe(x, z) =
µ|b|

2π(1− ν)

x(x2 − z2)

(x2 + z2)2
(2.3)

bezeichnet das analytische Spannungsfeld einer Stufenversetzung. Für die Herleitung und

analytischen Ausdrücke siehe z.B. Hirth und Lothe (1982).

Ein entscheidender Mechanismus, um die Plastizität auf der Mikroskala vorhersagen zu

können, sind Versetzungsquellen. In der 3-dimensionalen diskreten Versetzungsdynamik

erhält man den Frank-Read Mechanismus implizit durch die Darstellung von an beiden

Enden gepinnten Versetzungslinien. Durch Versetzungsreaktionen können sich in einem

Versetzungsnetzwerk während der Belastung neue Quellen unterschiedlicher Länge bilden,

die besonders bei der Modellierung kleiner Bauteile (∼ µm) einen großen Einfluss auf die

effektive Fließspannung haben können, da sich eine charakteristische effektive Quelllänge

abhängig von den Bauteilabmessungen entwickelt (Senger et al., 2008). Für 2-dimensionale

Theorien muss dieser Mechanismus durch ein explizites Modell ersetzt werden, dass die

Aktivierungsspannung (kritische Schubspannung nach dem Orowanschen Modell) und die

Aktivierungszeit der Frank-Read Quelle vorhersagt (Van der Giessen und Needleman,

1995, Benzerga et al., 2004, Benzerga, 2008, Shishvan et al., 2008). Darüber hinaus be-

steht die Frage der dynamischen Entwicklung der charakteristischen Quelllänge, die in

2-dimensionalen Theorien über eine statistische Betrachtung modelliert werden kann (Ben-

zerga et al., 2004). Eine konsistente Modellierung von Versetzungsquellen in einer Kon-

tinuumstheorie wird in Abschnitt 3.2 untersucht.
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Eine wichtige Größe, um Simulationen der diskreten Versetzungsdynamik mit Kontinu-

umstheorien zu vergleichen und Rückschlüsse auf deren Modellierung zu ermöglichen, ist

die plastische Verzerrung

γj = |b(j)|Aj
V

(2.4)

bzw. der plastische Verzerrungstensor

βpl =
α∑

j=1

Aj
V
bj ⊗ nj, (2.5)

die sich aus der abgescherten Fläche Ai innerhalb des Mittelungsvolumens V berechnen.

Die Mittelungsgröße zur Berechnung der plastischen Verzerrung wird explizit eingeführt.

Eine vollständige 3-dimensionale Betrachtung der diskreten Versetzungsdynamik finden

sich in Weygand et al. (2002), Weygand und Gumbsch (2005), Bulatov und Cai (2006),

Kubin (2013) und Po et al. (2014).

2.2. Mittelung diskreter Versetzungsstrukturen

Das Mitteln diskreter Versetzungsstrukturen hat zum Ziel, aus einer diskreten Mikrostruk-

tur von Versetzungen eine kontinuierliche Darstellung zu gewinnen. Das kann zum einen

durch das Regularisieren einer einzelnen Mikrostruktur als auch durch Ensemblemittel-

wertbildung über eine Menge von statistisch äquivalenten Simulationen erreicht werden.

Eine mögliche Interpretation der Versetzungsdichte ist die Unschärfe der Kenntnis über

die exakte Position einer Versetzungslinie. Dabei bietet das Regularisieren die Möglich-

keit, Kontinuumssimulationen nahe an der Skala der diskreten Versetzungsdynamik zu

vergleichen und eine mechanismusbasierte Homogenisierung der Wechselwirkungen von

Versetzungen durchzuführen.

Beim Mitteln von Versetzungsstrukturen ergibt sich implizit die Definition von geometrisch

notwendigen und statistisch gespeicherten Versetzungen abhängig von der Auflösung des

Systems. Geometrisch notwendige Versetzungen sind Versetzungen, die zur Beschreibung

der Verzerrung des perfekten Kristallgitters notwendig sind (Gao und Huang, 2003). Sta-

tistisch gespeicherte Versetzungen sind entgegengesetzt orientierte Versetzungen, die sich

beim Mitteln effektiv auslöschen. Bei einer Auflösung in der Größenordnung des minimalen

Versetzungungsabstands sind ausschließlich geometrisch notwendige Versetzungen vorhan-

den, während sich der Anteil der statistisch verteilten Versetzungen mit abnehmender

Auflösung immer weiter erhöht. Da die klassische Kontinuumstheorie von Versetzungen

auf der Beschreibung von geometrisch notwendigen Versetzungen beruht (Kondo, 1952,

Nye, 1953, Bilby et al., 1955, Kröner, 1958), ist sie für die Beschreibung der Evolution von

allgemeinen Versetzungsstrukturen bei beliebiger Auflösung ungeeignet.
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Um eine vollständige Darstellung einer gemittelten Mikrostruktur zu erhalten, muss bei

der Mittelung die Orientierung der Versetzungen berücksichtigt werden (El-Azab, 2000,

Hochrainer et al., 2007). Dazu wird formal ein höherdimensionaler Raum eingeführt, der

die Versetzungen anhand ihrer Orientierung unterscheidet. In 2 Dimensionen lässt sich

die höherdimensionale Mittelung ganz einfach über die Einteilung in positive und negative

Versetzungsdichte gewinnen (Groma, 1997, Groma et al., 2003). In 3 Dimensionen wird da-

zu der höherdimensionale Versetzungsdichtetensor αII eingeführt (Hochrainer et al., 2007,

Hochrainer, 2015). Ein Versetzungsring in R2 (im natürlichen Versetzungsraum) wird im

höherdimensionalen Versetzungsraum Q = R2 × [0, 2π) abgebildet (siehe Abb. 2.2), wobei

die zusätzliche Dimension den Winkel ϕ zwischen dem Burgersvektor b und der Linien-

richtung l beschreibt.

Abbildung 2.2: Der diskrete Versetzungsring im natürlichen Versetzungsraum R2 (rot) und

im höherdimensionalen Versetzungsraum Q (blau).

Im Vergleich zur klassischen Kontinuumstheorie erhält die Mittelung im höherdimensio-

nalen Raum Q die vollständige Information über die Versetzungsstruktur. Die Definition

von geometrisch notwendigen und statistisch gespeicherten Versetzungen ist obsolet. Um

den höherdimensionalen Versetzungsdichtetensor ausdrücken zu können, wird die skalare

Gesamtversetzungsdichte ρII eingeführt. Die höherdimensionale Linienrichtung

lII =
(
l, kII

)
(2.6)

setzt sich zusammen aus der Linienrichtung l und der Krümmung der Versetzungslinie

kII = ∂sϕ. Daraus wird die Krümmungsdichte qII = kIIρII definiert. Der höherdimensionale

Versetzungsdichtetensor

αII = ρIIlII ⊗ b (2.7)

lässt sich analog zum klassischen Versetzungsdichtetensor über die Versetzungsdichte ρII,

die Linienrichtung lII und den Burgersvektor b darstellen.

Das gleiche Prinzip lässt sich auch auf ein Versetzungsnetzwerk anwenden, wobei das Mit-

telungsvolumen dann eine Gleitlamelle, also eine Gleitebene ”endlicher Höhe”, repräsentiert

und diskrete Gleitebenen nicht individuell unterschieden werden.
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Der höherdimensionale Versetzungsdichtetensor bildet die Grundlage für eine kinematisch

abgeschlossene Kontinuumstheorie für Versetzungen (Hochrainer et al., 2014). Mittels der

Multipolentwicklung der höherdimensionalen Versetzungs- und Krümmungsdichte lässt

sich eine Folge von Alignmenttensoren

ρII → ρ(0),ρ(1),ρ(2), . . . (2.8)

qII → q(0), q(1), q(2), . . . (2.9)

definieren, die die höherdimensonalen Größen im natürlichen Versetzungsraum approxi-

mieren (Hochrainer, 2015). Dabei beschreibt ρ := ρ(0) die Gesamtversetzungsdichte und

ρ := ρ(1) den Tensor der geometrisch notwendigen Versetzungsdichte. In der klassischen

Theorie werden die geometrisch notwendigen Versetzungen mit κ bezeichnet. Analog dazu

wird die Krümmungsdichte q := q(0) definiert.

2.2.1. Regularisierung

Die Regularisierung einer diskreten Versetzungsdichte basiert auf der Idee, dass in einer

Kontinuumstheorie die exakte Position der diskreten Versetzung nicht bekannt ist. Statt-

dessen ist entweder eine Wahrscheinlichkeit mit der die Versetzung in einem bestimmten

Volumen zu finden ist oder die Anzahl an Versetzungen innerhalb einer gegebenen Fläche

bzw. die Linienlänge der Versetzungen innerhalb eines gegebenen Volumens dargestellt.

Abbildung 2.3: (a) Betrag des plastischen Verschiebungsfeldes upl aufgrund des Abscherens

durch diskrete Versetzungen. (b) und (c) beschreiben die Regularisierung

von upl senkrecht zur Gleitrichtung bzw. in Gleitrichtung.

Dies entspricht einer Regularisierung des plastischen Verschiebungsfeldes, das von der Be-

wegung einer diskreten Versetzung verursacht wird. Abbildung 2.3 (a) zeigt den Betrag des

plastischen Verschiebungsfeldes upl in Gleitrichtung und mit der Festlegung einer Regu-

larisierungsgröße l∗ können die charakteristischen Sprünge in upl entlang der Gleitebenen

und entlang der eingefügten Halbebenen regularisiert werden (siehe Abb. 2.3 (b) und (c)).

Die Regularisierung senkrecht zur Gleitebene entspricht dem Einführen einer plastischen

Verzerrung

γ(upl) = ∇upl · n. (2.10)
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Dabei wird ein Zusammenhang zwischen der abgescherten Fläche und dem Betrag des

Abscherens mit einem gegebenen Mittelungsvolumen hergestellt (vgl. Gl. (2.4)).

Die Regularisierung in Gleitrichtung entspricht dem Einführen einer Liniendichte in 2

Dimensionen bzw. einer Flächendichte in 3 Dimensionen und somit ergibt sich die Verset-

zungsdichte als

κ = − 1

|b| n×∇γ(upl). (2.11)

(siehe Abschnitt 2.3). Für die Versetzungsdichtetheorie in 3 Dimensionen muss die Re-

gularisierung entweder auf den höherdimensionalen Versetzungsraum oder auf die Ali-

gnmenttensorenentwicklung der Versetzung- und der Krümmungsdichte übertragen wer-

den (Sandfeld und Po, 2015). In 2 Dimensionen entspricht dies dem Mitteln über die Menge

der positiven Versetzungen und die Menge der negativen Versetzungen.

2.2.2. Ensemblemittelwertbildung

Aus Sicht der statistischen Mechanik bleibt aufgrund der nicht ergodischen Eigenschaften1

der Versetzungsdynamik nur die Mittelwertbildung mittels Ensemblemittelwerten (Zaiser,

2015). Folgender Abschnitt setzt sich aus den Arbeiten von Groma (1997), Zaiser et al.

(2001), Groma et al. (2003), Hochrainer (2006) und Zaiser (2015) zusammen. Hochrainer

(2006) gibt einen detaillierten Überblick über Ensemblemittelwerte im Kontext der hö-

herdimensionalen Versetzungsdichtetheorie und El-Azab (2000) über die Grundlagen von

Korrelationen in 3 Dimensionen.

Ensemblemittelwertbildung beschreibt das Mitteln über eine Menge statistisch äquivalen-

ter Realisierungen, die im Allgemeinen für die Anzahl der Realisierungen m für m → ∞
konvergiert. Damit lässt sich aus einer diskreten Simulationen mit n Versetzungen

{
s(i),x(i)

}
i=1,...,n

(2.12)

z.B. die 1-Partikeldichtefunktion

ρd
1(s,x) =

〈
n∑

i=1

δss(i)δ
(
x− x(i)

)
〉

(2.13)

oder die 2-Partikeldichtefunktion der Versetzungen mit Vorzeichen s, s′ ∈ {+,−} als

ρd
2(s, s′,x,x′) :=

〈
n∑

i=1

n∑

k 6=i
δss(i)δs′s(k)δ

(
x− x(i)

)
δ
(
x′ − x(k)

)
〉

(2.14)

definieren. 〈·〉 bezeichnet die Integration über ein gegebenes Mittelungsvolumen um den

Punkt x, wobei formal ein Grenzwertprozess in der Umgebung jeder δ-Distribution durch-

geführt werden muss (Hochrainer, 2006). Für die Ensemblemittelwertbildung werden die

1 Ein dynamisches System wird als ein ergodisches System bezeichnet, wenn der zeitliche Mittelwert mit

dem Mittelwert über eine Menge von Systemen übereinstimmt.
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k-Partikeldichtefunktionen ρd
k von m statistisch äquivalenten Simulationen gebildet und

der Ensemblemittelwert als

ρk(s1, . . . , sk,x1, . . . ,xk) =
1

m

m∑

j=1

ρd
k(s1, . . . , sk,x1, . . . ,xk) (2.15)

definiert. Die vollständige Charakterisierung einer Realisierung ist durch die n-Partikel-

dichtefunktion ρn und die zugehörige Evolutionsgleichung gegeben (Groma, 1997).

1

n!
ρn(s1, . . . , sn,x1, . . . ,xn) dx1 · · · dxn (2.16)

beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass für i = 1, . . . , n eine Versetzung von Typ si in

einer Umgebung dxi von xi gefunden wird. Für eine weniger genaue Darstellung lässt sich

die k-Partikeldichtefunktion und deren Evolutionsgleichung für k < n durch die rekursive

Beziehung

ρk(s1, . . . , sk,x1, . . . ,xk) =
1

n− k
∑

sk+1

∫
ρk+1(s1, . . . , sk+1,x1, . . . ,xk+1) dxk+1 (2.17)

aus der n-Partikeldichtefunktion und deren Evolutionsgleichung bestimmen. Die Verein-

fachung liefert eine Hierarchie von Evolutionsgleichungen, die jeweils von der Partikeldich-

tefunktion der nächst höheren Ordnung abhängt. Die Evolutionsgleichung der 1-Partikel-

dichtefunktion ergibt sich zu

∂tρ1(s,x, t) = −
∑

s′

ss′
∫
∂x (ρ2(s, s′,x,x′, t)F (x− x′)) dx′. (2.18)

Hier ist F = bτind die Peach-Köhler-Kraft (vgl. Gleichung (2.1)). Mit einer sinnvollen An-

nahme für die 2-Partikeldichtefunktion lassen sich ausreichend genaue Informationen über

das Versetzungssystem und alle Skalierungseigenschaften des Versetzungssystems abbilden

(Zaiser et al., 2001). Da eine räumliche Mittelung alleine nicht ausreicht und diese zudem

weitere Skalierungseigenschaften aufweist (Ansatz ρ2(s, s′,x,x′) = ρ1(s,x)ρ1(s′,x′)), wer-

den die Paarkorrelationsfunktionen dss′ mit dem Ansatz

ρ2(s, s′,x,x′) = ρ1(s,x)ρ1(s′,x′) (1 + dss′(x,x
′)) (2.19)

berücksichtigt (Groma, 1997, Zaiser et al., 2001). Es wird die Gewichtsfunktion

wss′(x,x
′) = 1 + dss′(x,x

′) (2.20)

definiert, wobei ρ1(s′,x′)wss′(x,x′)/n dx′ die bedingte Wahrscheinlichkeit beschreibt, dass

eine Versetzung von Typ s′ in einer Umgebung von x′ unter der Bedingung gefunden wird,

dass eine Versetzung mit Vorzeichen s und Position x gegeben ist.

Mit den hier gegebenen Definitionen lässt sich aus einer Menge von Realisierungen mit-

tels der Ensemblemittelwertbildung (vgl. Gleichung (2.15)) die Korrelationsfunktionen

dss′(x,x
′) (vgl. Gleichung (2.19)) durch das Screenen von Versetzungen gewinnen (Zai-

ser et al., 2001). Diese Charakterisierung ist äquivalent zum Debye Screenen einer exter-

nen Ladung (Zaiser et al., 2001) und die resultierenden Korrelationfunktionen werden im

Folgenden als gescreente Korrelationfunktionen bezeichnet.
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2.3. Versetzungsdichtetheorie

Eine ausführliche Herleitung der höherdimensionalen Versetzungsdichtetheorie und der

Möglichkeiten zur Reduzierung der Theorie mittels Multipolentwicklungen findet sich in

(Hochrainer, 2015). Im Folgenden wird eine Übersicht der Theorie ausschließlich für den

Fall von Versetzungsgleiten und unter der Annahme isotroper Versetzungsgeschwindigkeit

gegeben. Diese Vereinfachung ist bei Betrachtung von isotropen, kubisch flächenzentrierten

Materialen sinnvoll. Die Versetzungsgeschwindigkeit

v = v l× n (2.21)

ist immer senkrecht zur Linienrichtung l und wird mit der skalaren Versetzungsgeschwin-

digkeit v charakterisiert.

Die klassische Versetzungsdichtetheorie (Kröner, 1958) ist auf die Darstellung von geome-

trisch notwendigen Versetzungen κ, also für bestimmte Spezialfälle oder eine hohe Auflö-

sung (es muss ρ = |κ| gelten), beschränkt.

α = κ⊗ b Versetzungsdichtetensor

∂tα = −∇× (v ×α) Evolutionsgleichung

∇ ·α = 0 Kompatibilitätsbedingung

Der Versetzungsdichtetensor

α = ∇× βpl (2.22)

ist als Maß für die plastische Inkompatibilität aufgrund der plastischen Verzerrung γ bzw.

des plastischen Verzerrungstensors βpl definiert (siehe Abschnitt 2.1).

Die Evolutionsgleichung des Versetzungsdichtetensors beruht auf dem Orowanschen Gesetz

∂tγ = |b| vρ, (2.23)

das den Zusammenhang zwischen dem Versetzungsfluss vρ und der plastischen Verzerrung

γ beschreibt. An dieser Stelle begründet sich auch die Einschränkung der klassischen Ver-

setzungsdichtetheorie. Der Versetzungsdichtetensor α bildet die Inkompatibilität zu einem

gegebenen Zeitpunkt und zu einer gegebene Auflösung korrekt ab, aber die Theorie ver-

sagt bei der Vorhersage der plastischen Verformungsrate falls ρ 6= |κ|. Allerdings ergibt

sich (unter der Annahme von Versetzungsbewegung ausschließlich in der Gleitebene) ein

fundamentaler Zusammenhang zwischen der geometrisch notwendigen Versetzungsdichte

κ und der plastischen Verformung γ

κ = − 1

|b| n×∇γ. (2.24)
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Damit können Gradienten der geometrisch notwendigen Versetzungsdichte κ als Gradien-

ten 2. Ordnung der plastischen Dehnung identifiziert werden.

Durch das Einführen eines höherdimensionalen Versetzungsraums (siehe Abschnitt 2.2),

ermöglicht die höherdimensionale Versetzungdichtetheorie den Erhalt aller mikrostruktu-

rellen Informationen und somit auch ohne Einschränkung die Vorhersage der plastischen

Deformationsrate. Analog zum natürlichen Versetzungsraums wird die isotrope Verset-

zungsgeschwindigkeit

vII = (v,−∂sv) (2.25)

aus der Linienrichtung und der skalaren Geschwindigkeit bestimmt.

αII = ρIIlII ⊗ b höherdimensionale Versetzungsdichtetensor

∇̂ ·αII = 0 Kompatibilitätsbedingung

∂tρ
II = −∇̂ · (ρIIvII) + qIIvII Evolutionsgleichung der Versetzungsdichte

∂tq
II = −∇̂ · (qIIvII)− ρII∇̂lII∇̂lIIv

II Evolutionsgleichung der Krümmungsdichte

Durch die Projektion auf den natürlichen Versetzungsraum kann die höherdimensionale

Theorie reduziert werden und man erhält eine unendliche Hierarchie von Evolutionsgleich-

ung der Alignmenttensoren. Mit einer sinnvollen Annahme soll dieses System für eine mög-

lichst niedrige Ordnung geschlossen werden (Hochrainer et al., 2014, Monavari et al., 2014,

Hochrainer, 2015, Monavari et al., 2016). Der Abschluss 1. Ordnung liefert eine Theorie,

die Informationen über die Orientierung von statistisch gespeicherter Versetzungen nicht

abbilden kann. Das bedeutet, dass statistisch gespeicherte Versetzungen als homogen ori-

entiert approximiert werden. Die Theorie 2. Ordnung ermöglicht es, diese Information

zu erhalten. Die Gesamtversetzungsdichte wird durch die Gesamtversetzungsdichte der

Stufen- und Schraubenanteile ersetzt (Monavari et al., 2016). Der Nachteil ist ein größerer

numerischer Aufwand hinsichtlich der Anzahl der Freiheitsgrade, der Implementierung der

Evolutionsgleichungen und der zu berücksichtigenden Randbedingungen.

Ein möglichst trivialer Ansatz für den Abschluss 1. Ordnung (Theorie mit Unbekannten

ρ,ρ, q) ist die lineare Interpolation zwischen den Grenzfällen einer vollständigen statistisch

gespeicherten Versetzungsdichte

ρ
(2)
SSD =

ρ

2
I(2) (2.26)

und einer reinen geometrisch notwendigen Versetzungsdichte

ρ
(2)
GND =

1

|ρ| ρ⊗ ρ. (2.27)

Für die Krümmungsdichte wird angenommen, dass alle Versetzungen in einem Mittelungs-

volumen die gleiche Krümmung besitzen. Der Krümmungsdichtetensor wird durch

q = −q
ρ
ρ⊥ (2.28)



16 2. Grundlagen zur Entwicklung einer versetzungsbasierten Kontinuumstheorie

approximiert wobei ρ⊥ = (ρ2,−ρ1) den zu ρ senkrechten Anteil beschreibt. Daraus ergibt

sich das Gleichungssystem der reduzierten Versetzungsdichtetheorie 1. Ordnung :

∂tρ = −∇ · (v ρ⊥) + v q (2.29)

∂tρ = ∇× (ρ vn) (2.30)

∂tq = −∇ · (−v q + ρ(2) · ∇v) (2.31)

mit

ρ(2) =
1

2|ρ|2
(
(ρ+ |ρ|) ρ⊗ ρ+ (ρ− |ρ|)ρ⊥ ⊗ ρ⊥

)
. (2.32)

Eine weitere Variante des Abschlusses 1. Ordnung ist die Verwendung des Prinzips der

maximalen (Informations-) Entropie (Monavari et al., 2014), das auch für einen Abschluss

höherer Ordnung angewendet werden kann (Monavari et al., 2016).

Die reduzierte Versetzungsdichtetheorie liefert eine kinematisch abgeschlossene Theorie,

d.h. dass zu einer gegebenen Versetzungsgeschwindigkeit v die Evolution der Versetzungs-

struktur als zusammenhängende und gekrümmte Linien korrekt vorhergesagt werden kann

(Monavari et al., 2014, Hochrainer et al., 2014). Da in dieser Arbeit ausschließlich verein-

fachte 2-dimensonale Betrachtungen gemacht werden, wird im Folgenden auf die Herleitung

einer 2-dimensionalen Versetzungsdichtetheorie eingegangen.

2.4. Versetzungsmobilität

Zusätzlich zum kinematischen Abschluss der Versetzungsdichtetheorie (d h. zu gegebe-

ner Versetzungsgeschwindigkeit v lässt sich die Evolution der Versetzungsdichte als zu-

sammenhängende und gekrümmte Linien korrekt vorhersagen) wird der dynamische Ab-

schluss der Theorie benötigt. Der dynamische Abschluss erfordert, dass aus einer gege-

benen Mikrostruktur {γi, ρi,ρi, qi}i=1,..,s zum Zeitpunkt t eine Versetzungsgeschwindigkeit

v bestimmt werden kann, welche die physikalischen Grundlagen der Versetzungswechsel-

wirkungen, -reaktionen und -bewegung in der gemittelten Theorie abbildet. Dies erfordert

eine genaue Kenntnis der Mechanismen und eine konsistente Homogenisierung, um die

notwendigen Informationen für die gemittelte Theorie bereit zu stellen. Diese Fragestel-

lung ist zentraler Bestandteil dieser Arbeit und wird anhand 2-dimensionaler Probleme

untersucht.

Wie in Abbildung 2.1 schematisch dargestellt werden zur Herleitung von physikalisch mo-

tivierten Kontinuumstheorien Informationen, wie die der Versetzungskorrelationen, von

niedrigen Skalen auf die Skala der Kontinuumstheorie übertragen. Darauf basierend kann

die Darstellung der elastischen Energie diskreter Versetzungssysteme mittels der höherdi-

mensionalen Theorie für eine kontinuierliche Darstellung erweitert werden (Zaiser, 2015).
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Hier besteht die Frage, ob bzw. unter welchen Voraussetzungen daraus eine allgemein-

gültige Theorie abgeleitet werden kann. Diese Fragestellung wird für die 2-dimensionale

Darstellung (Groma, 1997, Groma et al., 2003, Ispánovity et al., 2008) in Kapitel 4 unter-

sucht.

Das Konstitutivgesetz der Versetzungsgeschwindigkeit für kubisch flächenzentrierte, iso-

trope Materialien lautet

v(x) = |b|B−1 τres(x) (2.33)

wobei τres = τext + τint die resultierende Schubspannung ist, die aus einem internen Anteil

τint und einem äußeren Anteil τext besteht (vgl. Gleichung (2.2)).

Für die Darstellung der 2-dimensionalen Mikrostruktur bezeichnet ρ die Gesamtverset-

zungsdichte und κ die geometrisch notwendige Stufenversetzungsdichte (anstatt des geo-

metrisch notwendigen Versetzungstenor ρ). Nach der Mittelung der diskreten Versetzungs-

struktur lässt sich die innere Spannung

τint(x) =

∫

Ω

κ(x′)τstufe(x− x′) dx′ (2.34)

aufgrund einer Stufenversetzungsdichte κ durch die Konvolution mit dem analytischen

Spannungsfeld τstufe beschreiben. Diese Darstellung ist exakt, solange die Auflösung der

Versetzungsdichte kleiner als der minimale Versetzungsabstand ist, d.h. ausschließlich geo-

metrisch notwendige Versetzungen vorhanden sind.

Versetzungsmobilität mittels Ensemblemittelwertbildung

Groma (1997), Groma et al. (2003) und Ispánovity et al. (2008) nutzen die Ensemblemittel-

wertbildung um eine 2-dimensionale Versetzungsdichtetheorie für die Gesamtversetzungs-

dichte ρ und die Dichte der geometrisch notwendigen Stufenversetzungen κ herzuleiten. Mit

der Evolutionsgleichung (2.18) und dem Ansatz (2.19) ergibt sich das Gleichungssystem

∂tρ = −|b|B−1 ∂1 (κ (τsc + τext − τf + τb)) (2.35)

∂tκ = −|b|B−1 ∂1 (ρ (τsc + τext − τf + τb)) (2.36)

für die Beschreibung einer Stufenversetzungsdichte (Groma et al., 2003). τext ist die Span-

nung der aufgebrachten Belastung, τsc beschreibt den Anteil der langreichweitigen internen

Spannungen mittels der Konvolution in Gleichung (2.34) abhängig von der Auflösung der

geometrisch notwendigen Versetzungsdichte. Die Fließspannung

τf(x) =
Cµ|b|

2π(1− ν)

√
ρ(x) mit C =

∫
x(x2 − y2)

(x2 + y2)2
da(x) dx (2.37)

und die Rückspannung

τb(x) = − Dµ|b|
2π(1− ν)

∂1κ(x)

ρ(x)
mit D =

∫
x2(x2 − y2)

(x2 + y2)2
d(x) dx (2.38)
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sind abhängig von den Korrelationsfunktionen d = 1/4 (d++ + d−− + d+− + d−+) und

da = 1/2 (d+− + d−+).

Ein äquivalentes Gleichungssystem lässt sich aus der reduzierten Versetzungsdichtetheorie

1. Ordnung über die Annahme eines ebenen Dehnungszustands und gerader Stufenverset-

zungen gewinnen

∂tρ = −∂1 (κv) (2.39)

∂tκ = −∂1 (ρv) . (2.40)

Dieses Gleichungssystem ist unter der Annahme, dass die Versetzungsgeschwindigkeit v zu

einer gegebenen Mikrostruktur bekannt ist, kinematisch abgeschlossen. Für eine effiziente

numerische Berechnung der internen Spannungen wird eine Eigendehnungsformulierung

zur Approximation der Konvolution (2.34) genutzt.

Eigendehnungsformulierung

Das Integral (2.34) kann durch eine Eigendehnungsformulierung der plastischen Verzer-

rung approximiert werden (Mura, 1987, Lemarchand et al., 2001, Sandfeld et al., 2013).

Die Analogie der Eigendehnungsformulierung zu Gleichung (2.34) ergibt sich aus Glei-

chung (2.24). Mit der Eigendehnungsformulierung lässt sich die Wechselwirkung von dis-

kreten Versetzungen vollständig abbilden, so lange die Auflösung kleiner als der minimale

Versetzungsabstand ist.

Für die linear-elastische Theorie kleiner Dehnung wird der symmetrische Verzerrungsten-

sors in einen elastischen und einen plastischen Anteil

ε = εel + εpl (2.41)

zerlegt. Der Projektionsoperator

M(j) =
1

2|b(j)|
(
n(j) ⊗ b(j) + b(j) ⊗ n(j)

)
(2.42)

beschreibt sowohl die Projektion der plastischen Verzerrung eines Gleitsystems in das

globale Koordinatensystem

εγ =
α∑

j=1

γ(j)M(j), (2.43)

als auch die Projektion der Schubspannung auf das Gleitsystem

τ (j) = M(j) : σ. (2.44)

Für die Eigendehnungsformulierung wird der Anteil der plastischen Verzerrung ebenfalls

als rein elastisch angenommen und somit ergibt sich das Konstitutivgesetz

σ = C[ε− εpl] + σγ (2.45)
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mit dem Anteil der Eigenspannung

σγ = C[εγ] (2.46)

und der Kompatibilitätsbedingung

∇ · σ = ∇ · σγ. (2.47)

C ist der isotrope Steifigkeitstensor 4. Ordnung. Die Lösung des Spannungsfeldes der Ei-

gendehnungsformulierung

σes = σ(u)− σγ. (2.48)

ergibt sich aus der Lösung des Verschiebungsfeld u und der induzierten Eigendehnung σγ.

Wenn die Randbedingungen der zugrundeliegenden Belastung des diskreten Versetzungs-

problems aufgebracht werden, können die externen Spannungen und die Eigendehnungs-

formulierung

σes = σext + σint (2.49)

in einem Gleichungssystem gelöst werden. In Kapitel 3.1 wird eine schrittweise Homoge-

nisierung dieses Ansatzes eingeführt2.

2 Die Eigendehnungsformulierung ist unter Verwendung der Finiten Elemente Methode der deal.II Bi-

bliotheken implementiert (Bangerth et al., 2007). Für die Eigendehnungsformulierung der Biegebalken

mit geneigten Gleitsystemen werden die deal.II Bibliotheken um die Diskretisierung mit dreieckigen

Elementen erweitert (siehe Kapitel 5.1.4).





3. Mechanismusbasierte

Homogenisierung

Zur Entwicklung von physikalisch motivierten Kontinuumstheorien wird ein Skalenüber-

gang wie in Abbildung 2.1 dargestellt verwendet. Das Ziel ist es, eine Reduktion der Anzahl

der Freiheitsgrade zu erreichen und gleichzeitig den Verlust der Informationen von kleinen

Skalen zu minimieren. Dabei können sowohl Informationen in Form von Parametern trans-

formiert werden als auch gezielt physikalische Mechanismen homogenisiert werden. Die Be-

zeichnung mechanismusbasierte Homogenisierung definiert im Folgenden die Untersuchung

eines Mechanismus basierend auf einer schrittweisen Homogenisierung des Systems.

Ein Beispiel für die Modellierung von Versetzungstheorien mittels einer Informationstrans-

formation in Form von Parametern ist die Verfestigung nach Taylor abhängig von
√
ρ (Tay-

lor, 1934). Mit diesem Ansatz1 lassen sich unterschiedliche Versetzungsreaktionen homoge-

nisieren und in Form von Parametern für eine Kontinuumstheorie bereitstellen (Franciosi

et al., 1980, Gómez-Garcia et al., 1999, Madec et al., 2003, Devincre et al., 2006). Ein

Nachteil dieses Ansatzes ist die Vorhersage der Versetzungsbewegung mittels einer mitt-

leren Versetzungsgeschwindigkeit für alle Versetzungen. Intuitiv lässt sich vermuten, dass

dieser Ansatz sinnvoll für große Skalen ist, bei denen die interne Längenskala unterhalb der

Auflösung des Systems zu finden ist. Für Systeme, bei denen die Auflösung unterhalb der

interne Längenskala liegt, kann es entscheidend sein, statistisch gespeicherte Versetzungen

von Dipolen in einer Kontinuumstheorie zu unterscheiden (z.B. mittels der freien Weglänge

von Versetzungen (Reuber et al., 2014, Dickel et al., 2014)).

Im Folgende konzentrieren wir uns auf die Darstellung der internen Spannungen und des

Frank-Read-Mechanismus für eine Kontinuumstheorie. Das Ziel ist es, diese Mechanismen

1 Die Rechtfertigung dieses makroskopischen Ansatzes liegt in der Tatsache, dass das Ähnlichkeitsgesetz

(”law of similitude”) über viele Größenordnungen und unterschiedliche Materialien und Belastungsarten

beobachtet werden kann. (Kuhlmann-Wilsdorf, 1962, Raj und Pharr, 1986, Sauzay und Kubin, 2011)
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mittels einer mechanismusbasierten Homogenisierung zu untersuchen, um Größeneffekte

der Mikroplastizität modellieren zu können. In Kapitel 5 werden diese Formulierungen

einzeln und anhand unterschiedlicher Szenarien validiert.

3.1. Wechselwirkung von Versetzungen innerhalb

eines Gleitsystems

Die internen Spannungen sollen mittels einer Eigendehnungsformulierung aus der plasti-

schen Verzerrung εγ, wie in Kapitel 2.4 eingeführt, berechnet werden. Die resultierende

Spannung σes liefert eine exakte Lösung, fa

τint = τes + τlokal (3.1)

eingeführt, der sowohl numerischer als auch physikalischer Natur sein kann.

3.1.1. Schrittweise Homogenisierung der Darstellung von Verset-

zungen

Für die Modellierung der internen Spannung wird schrittweise der Grad der Homogenisie-

rung, wie in Abbildung 3.1 dargestellt, erhöht. Im ersten Schritt wird die Homogenisierung

in der Gleitebene betrachtet (I) und untersucht, wie die Eigendehnungsformulierung die

interne Spannung einer solchen Konfiguration abbilden kann. Die Konfiguration mit re-

präsentativen diskreten Gleitebenen wird als quasi-kontinuierlich bezeichnet. Anschließend

wird das System zusätzlich senkrecht zur Gleitebene homogenisiert (II) und darauf auf-

bauend ein physikalisches Modell für die internen Spannungen abgeleitet. Dies wird als

kontinuierliches System bezeichnet. Der allgemeine Fall (III) wird in Kapitel 5.1.4 unter-

sucht.

(I)
x

z

b
n (II)

x

z

b
n (III)

x

z

bn

Abbildung 3.1: Die Untersuchung der internen Spannungen wird im Grad der Homoge-

nisierung des Systems unterschieden: (I) Homogenisierung innerhalb der

Gleitebenen (quasi-kontinuierlich) und (II) zusätzlich eine Homogenisie-

rung senkrecht zur Gleitebene (kontinuierlich). (III) beschreibt eine belie-

bige kontinuierliche Darstellung wie sie in Kapitel 5.3 verwendet wird.
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3.1.2. Wechselwirkung auf diskreten Gleitebenen (I)

Versetzungsbewegung auf einer diskreten Gleitebene resultiert im Abscheren in Gleitrich-

tung. Um das resultierende Spannungsfeld numerisch berechnen zu können, muss das sin-

guläre Verschiebungsfeld upl regularisiert werden. Die notwendige Regularisierung wird in

Abbildung 2.3 (b) schematisch dargestellt und entspricht dem Einführen einer Regulari-

sierungslänge h∗, mit deren Hilfe eine effektive plastische Verzerrung

ε∗γ =
[[upl]]

2h∗
M (3.2)

aus dem Sprung des Verschiebungsfeldes [[upl]] berechnet wird. Mit ε∗γ kann die Eigendeh-

nungsformulierung (Gleichungen (2.45) bis (2.48)) gelöst werden.

Im Folgenden wird eine lokale Spannungskorrektur τd
nfc (Nahfeldkorrektur) bestimmt, die

den Fehler der Regularisierung abhängig von h∗ beschreibt. Die eingeführte Regularisierung

senkrecht zur Gleitebene entspricht der Approximation einer einzelnen Stufenversetzung

mittels einem Disklinationsdipol (Definition der Deklination in Appendix A). Ein detaillier-

ter Vergleich zwischen der Eigendehnungsformulierung und dem Disklinationsdipol sowie

die Abhängigkeit der Regularisierungsgröße h∗ ist in Appendix A gegeben.

Herleitung der lokalen Spannungskorrektur

Um den Fehler der Regularisierung zu berechnen, wird das analytische Spannungsfeld

einer Stufenversetzung τstufe (Gleichung (2.3)) mit dem analytischen Spannungsfeld des

Disklinationsdipols (dd)

τdd(x, z) =
µ|b|

2π(1− ν)2h∗

(
x(z + h∗)

x2 + (z + h∗)2
− x(z − h∗)
x2 + (z − h∗)2

)
(3.3)

mit einer Dipolhöhe von 2h∗ verglichen. Entlang z = 0 vereinfacht sich das Spannungsfeld

zu

τdd(x) =
µ|b|

2π(1− ν)

x

x2 + h2
∗
. (3.4)

An dieser Stelle nutzen wir die Analogie der Eigendehnungsformulierung und der Konvolu-

tion der geometrisch notwendigen Versetzungsdichte κmit dem analytischen Spannungsfeld

τstufe (Gleichung (2.34)). Wir definieren den Fehler zu einer gegebenen Versetzungsdichte

κ als Konvolution mit dem Fehler in der Approximation des Spannungsfeldes τstufe

τd
nfc(x) =

∫

ΩSP

κ2(x′) (τstufe(x− x′)− τdd(x− x′)) dx′ (3.5)

entlang einer gegebenen Gleitebene ΩSP. Vereinfacht ergibt sich

τd
nfc(x) = +

µ|b|
2π(1− ν)

∫

ΩSP

κ(x′)

(
1

x− x′ −
x− x′

(x− x′)2 + h2
∗

)
dx′ (3.6)

=− µ|b|
2π(1− ν)

∫

ΩSP

κ(x′)
h2
∗

(x′ − x)((x− x′)2 + h2
∗)
dx′. (3.7)
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Die Versetzungsdichte κ wird lokal durch die Taylorreihenentwicklung

κ(x′) ≈ κ(x) + ∂1κ(x)(x′ − x) +
1

2
∂2

1κ(x)(x′ − x)2 +O(x′ − x)3 (3.8)

für |x′ − x| < c approximiert (∂1κ = ∇κ · e1). Die Konstante c > 0 ist im Verhältnis zur

Länge L der Gleitebene klein und definiert eine Umgebung B(c, x) := [x− c, x+ c]. Formal

konvergiert der Kern vom Integral (3.5) nicht schnell genug gegen 0, um eine Rechtfertigung

der Approximation von κ mittels der Taylorreihenentwicklung zu liefern. Daher wird die

Konvolution auf die Umgebung B(c, x) beschränkt in der Annahme, dass der Fehler durch

die Approximation der Eigendehnungsformulierung mittels des Disklinationsdipols einen

Fehler in der gleichen Größenordnung beschreibt. Mit der Taylorreihenentwicklung und

der Einschränkung auf B(c, x) ergibt sich

τd
nfc(x) = − µ|b|

2π(1− ν)

(
κ(x)

∫

B(c,x)

h2
∗

(x− x′)((x− x′)2 + h2
∗)
dx′

+ ∂xκ(x)

∫

B(c,x)

h2
∗

((x− x′)2 + h2
∗)
dx′ (3.9)

+∂2
xκ(x)

∫

B(c,x)

h2
∗(x
′ − x)

((x− x′)2 + h2
∗)
dx′
)
.

Der erste und der letzte Term der rechten Seite sind ungerade Integrale bzgl. x und ver-

schwinden bei der Integration. Der mittlere Term liefert

τd
nfc(x) = − µ|b|h∗

π(1− ν)
∂xκ(x) arctan

(
c

h∗

)
. (3.10)

Um den Parameter c zu bestimmen wird ein Benchmarksystem gelöst. Der Fehler, der

durch die Nahfeldkorrektur beschrieben wird, wird größer wenn c groß ist, da dann der

Fehler durch die Approximation von κ mit der Taylorreihenentwicklung groß wird. Ande-

rerseits wird der Fehler auch größer wenn c klein gewählt wird, da nur ein kleiner Anteil

der Versetzungsdichte für die Spannungsberechnung genutzt wird. Aus dieser Argumenta-

tion folgt, dass ein Optimum für c existiert, welches den Fehler minimiert. Anhand einer

homogenisierten Stufenversetzung

κ(x) =
1√
2πs

exp

(
− x2

2s2

)
, (3.11)

(Gauss verteilt um x0 = 0 mit Standardabweichung s = 0.32h0, wobei h0 die charakteris-

tische Größe des Benchmarksystem ist) wird mittels Quadratur die Referenzlösung

τref(x) =

∫

ΩSP

κ(x′)τstufe(x− x′) dx′ (3.12)

für die interne Spannung berechnet. Der Parameter c wird so bestimmt, dass der Fehler

zwischen τref und τes + τd
nfc unabhängig von h∗ minimiert wird.
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Abbildung 3.2 zeigt die Spannungsfelder τes (links) und τes + τd
nfc (rechts) für c = 2.416h∗

(c ist mit einer Genauigkeit von 0.5 % berechnet) im Vergleich zur Referenz τref für ver-

schiedene h∗. Wir wählen h∗ = hk mit hk = 2−kh0 bezogen auf die charakteristische

Länge h0. Der linke Plot zeigt die Abhängigkeit der Eigendehnungsformulierung von der

Regularisierungsgröße h∗ und der rechte Plot zeigt, dass mit der Nahfeldkorrektur die Ab-

hängigkeit von der Regularisierung näherungsweise verschwindet. Im Allgemeinen ist die

Regularisierungsgröße entsprechend der Auflösung des Systems gewählt.

−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0

x [h0]

−6

−4

−2

0

2

4

6

τ
[M

P
a]

τes

τref

h∗ = h2

h∗ = h3

h∗ = h4

−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0

x [h0]

−6

−4

−2

0

2

4

6

τ
[M

P
a]

τes + τd
nfc

τref

h∗ = h2

h∗ = h3

h∗ = h4

Abbildung 3.2: Die interne Spannung τref aufgrund einer homogenisierten Stufenversetzung

(Gleichung (3.11)) im Vergleich zu der resultierenden Spannung τes der

Eigendehnungsformulierung (links) und im Vergleich zu dem korrigierten

Spannungsfeld τes + τd
nfc (rechts) für unterschiedliche h∗ = hk mit hk =

2−kh0.

Die lokale Spannungskorrektur

Der Fehler aufgrund der Regularisierung der Problemstellung kann mit der Nahfeldkorrek-

tur

τd
nfc(x) =

∫

ΩSP

κ(x′) (τstufe(x− x′)− τdd,h∗(x− x′)) dx′ (3.13)

= − c̃µ|b|
2π(1− ν)

h∗∂1κ(x) (3.14)

mit c̃ = 2.356 korrigiert werden. Damit lässt sich die resultierende Gleitspannung des

quasi-kontinuierlichen Systems durch

τres = M : (σext + σes) + τd
nfc. (3.15)

ausdrücken. In Kapitel 5.1 wird die eingeführte Formulierung anhand von Versetzungs-

aufstaus untersucht.
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3.1.3. Wechselwirkung auf homogenisierten Gleitebenen (II)

Die Homogenisierung des quasi-kontinuierlichen Systems lässt sich mathematisch durch

eine Interpolation der repräsentativen diskreten Gleitebenen beschreiben. Der Unterschied

liegt darin, dass eine Flächendichte [m−2] definiert wird und das Orowan Gesetz implizit

eine plastische Verzerrung definiert. Des weiteren induziert die Richtung der Homoge-

nisierung (senkrecht zur Gleitebene), dass diskrete Versetzungen als Versetzungswände

approximiert werden. Da in dieser Approximation a priori keine Informationen über die

Ausrichtung der Versetzungen innerhalb eines Volumenelementes bekannt sind, ist die An-

nahme von Versetzungswänden sinnvoll, da es eine energetisch günstige Konfiguration der

Versetzungen beschreibt. Basierend auf dieser Annahme wird in diesem Kapitel eine For-

mulierung für die interne Spannung einer kontinuierlichen Mikrostruktur entwickelt.

Herleitung der lokalen Spannungskorrektur

Für die Entwicklung einer Formulierung zur Darstellung der internen Spannung einer

kontinuierlichen Mikrostruktur werden Disklinationen genutzt. Der Disklinationsdipol be-

schreibt eine kontinuierliche Verteilung von Versetzungen (siehe Abbildung A.2) über eine

gegebene Länge. Die Dipollänge h∗ wird entsprechend dem Abstand zweier repräsentati-

ven diskreten Gleitebenen des quasi-kontinuierlichen Systems gewählt. Abbildung 3.3 be-

schreibt das Vorgehen zur Approximation einer Versetzungswand bestehend aus positiven

Versetzungen. Die endliche Versetzungswand (i) lässt sich durch zwei Versetzungskonfigu-

rationen abbilden: einer unendlichen Versetzungswand (ii) und einem Disklinationsdipol

(iii). Der Disklinationsdipol lässt sich, wie in Kapitel 3.1.2 beschrieben, durch die Ei-

gendehnungsformulierung berechnen und rechtfertigt den generellen Ansatz aus Gleichung

(3.1) so lange sich die Darstellung der unendlichen Versetzungswand als lokaler Spannungs-

anteil ausdrücken lässt.

hd

(i)

=

...

...

− =

(ii)

...

...

+

(iii)

h∗

Abbildung 3.3: Die Approximation einer beschränkten Versetzungswand bestehend aus po-

sitiven Stufenversetzungen (i) und deren Darstellung durch eine unendliche

Versetzungswand (ii) und dem Disklinationsdipol (iii).

Im Folgenden wird der lokale Spannungsanteils der unendlichen Versetzungswand (ii) her-

geleitet. Das z-periodische Spannungsfeld einer unendlichen Versetzungswand ist durch die

unendliche Reihe

τper,hd(x, z) =
∞∑

i=−∞

µ|b|
2π(1− ν)

x(x2 − (z − ihd)2)

(x2 + (z − ihd)2)2
(3.16)
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gegeben (Hirth und Lothe, 1982), wobei hd den Abstand zweier benachbarter Versetzungen

beschreibt. Die unendliche Reihe konvergiert und liefert

τper,hd(x, z) =
µ|b|

2π(1− ν)

2π2x (cos(2πz/hd) cosh(2πx/hd)− 1)

h2
d (cos(2πz/hd)− cosh(2πx/hd))

2 . (3.17)

Wie zu Beginn erwähnt, handelt es sich bei der kontinuierlichen Darstellung um eine Dar-

stellung mittels Flächendichten [m−2]. Aus einer Liniendichte κqc der quasi-kontinuierlichen

Darstellung und der Homogenisierungslänge h∗ lässt sich eine Flächendichte

κ(x, z) =
κqc(x)

h∗
(3.18)

für (x, z) ∈ Ω∗SP auf der homogenisierten Gleitebene Ω∗SP approximieren (stückweise kon-

stante Interpolation). Daraus definieren wir die Nahfeldkorrektur

τ c
nfc(x, z) =

∫

Ω∗SP

κ(x′, z′)τper,hd(x− x′, z − z′) dx′ dz′. (3.19)

Analog zur Herleitung der Nahfeldkorrektur wird eine Taylorreihenentwicklung von κ (der

Kern von Gleichung (3.27) konvergiert ausreichend schnell gegen 0) und das Wegfallen der

ungeraden Integrale genutzt, um die Nahfeldkorrektur durch

τ c
nfc(x, z) = −∂1κ(x, z)

∫

Ω∗SP

(x− x′)τper,hd(x− x′, z − z′) dx′ dz′ (3.20)

zu approximieren. Des weiteren wird das Integral durch Integration über die quasi-kontinu-

ierliche Gleitebene approximiert. Für z = 0 vereinfacht sich das Spannungsfeld einer un-

endlichen Versetzungswand zu

τper,hd(x) =
µ|b|

2π(1− ν)

π2x

h2
d sinh(πx/hd)2

(3.21)

und die Nahfeldkorrektur ergibt sich zu

τ c
nfc(x, z) = −∂1κ(x, z)h∗

∫

ΩSP

(x− x′)τper,hd(x− x′) dx′ (3.22)

= − cµ|b|
2π(1− ν)

h∗hd∂1κ(x, z). (3.23)

In diesem Fall kann die Konstante c analytisch integriert werden und liefert

c =
1

π

∫ ∞

−∞

x′2

sinh(x′)2
dx′ ≈ 1.047. (3.24)
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Die lokale Spannungskorrektur

Für die Formulierung der Nahfeldkorrektur fehlt die Bestimmung des mittleren Verset-

zungsabstands hd in der Versetzungswand. Die Anzahl der Versetzungen N im Mitte-

lungsvolumen Ωm ist durch

N(x, z) =

∫

Ωm(x,z)

ρ(x′, z′) dx′ dz′ = ρ(x, z)h2
∗ (3.25)

gegeben. Falls weniger als eine Versetzung im Mittelungsvolumen vorhanden ist, ist eine

Darstellung als Versetzungswand nicht sinnvoll. In diesem Fall wählen wir hd = h∗. Falls

mehr als eine Versetzung vorhanden ist (N(x, z) ≥ 1), ergibt sich der mittlere Abstand zu

hd(x) = h∗N(x, z)−1 = ρ(x, z)−1h−1
∗ (3.26)

und die Nahfeldkorrektur insgesamt zu

τ c
nfc(x, z) = − cµ|b|

2π(1− ν)
·





ρ(x, z)−1∂1κ(x, z), falls N(x, z) ≥ 1

h2
∗∂1κ(x, z), sonst

(3.27)

mit c = 1.047. Für N < 1 ergibt sich der Übergang zur quasi-kontinuierlichen Darstellung

der Nahfeldkorrektur τd
nfc. Das zusätzliche Produkt h∗ ergibt sich aus der Darstellung des

kontinuierlichen Systems durch Flächendichten. Analog zum quasi-kontinuierlichen System

lässt sich die resultierende Spannung durch

τres = M : (σext + σes) + τ c
nfc (3.28)

darstellen.

Es bleibt festzuhalten, dass die Nahfeldkorrektur τ c
nfc des kontinuierlichen Systems eine

große Ähnlichkeit zur Rückspannung τb aus Gleichung (2.38) aufweist. Die Nahfeldkorrek-

tur wird unter der Annahme von Versetzungswänden als charakteristische Versetzungskon-

figuration hergeleitet und der mittlere Versetzungsabstand ist durch ρ(x, z)−1h−1
∗ gegeben.

Falls weniger als eine Versetzung in einem Mittelungsvolumen vorhanden ist, kann formal

keine Versetzungswand gebildet werden. Der mittlere Versetzungsabstand ist also durch h∗

nach oben beschränkt, d.h. ρ(x, z)−1/2 < h∗. Für die Herleitung von τb wird der mittlere

Versetzungsabstand ρ−1/2 als charakteristische Längenskala eingeführt. Wird der mittlere

Versetzungsabstand als lokale Größe ρ(x, z)−1/2 betrachtet, ist eine Beschränkung auf die

Größe des Mittelungsvolumen sinnvoll, da dessen Aussagekraft außerhalb des Mittelungs-

volumen nicht aus der lokalen Größe validiert werden kann.

3.2. Frank-Read Quellen

Für Simulationen der diskrete Versetzungsdynamik wird der Quellmechanismus der Frank-

Read Quellen zur Modellierung von Problemstellungen der Mikroplastizität verwendet.
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Eine Frank-Read Quelle besteht aus einer, an beiden Enden fixierten, Versetzungslinie,

deren Bewegung durch den Orowan Mechanismus beschrieben wird. Der Quellmechanismus

basiert auf der Auflösung der Spannung im Raum und der Aktivierung einzelner Quellen

in der Zeit. Die sequentielle Aktivierung der Frank-Read Quellen wird durch die zufällige

Orientierung der Quellen und normalverteilte Quelllängen ls erreicht und ermöglicht es, den

Beitrag einer einzelnen Quellaktivierung zur makroskopischen Relaxierung des Systems für

andere Quellen messbar zu machen. Die Zeit, die eine produzierte Versetzung benötigt, um

die mittlere freie Weglänge zurück zu legen, wird im Folgenden als die charakteristische

Zeit tchar bezeichnet. Für diskrete Versetzungsdynamiksimulationen ist der Zeitschritt der

Simulationen ∆t� tchar kleiner als die charakteristische Zeit tchar.

Klassische Quellmodelle für 2-dimensionale Theorien basieren auf der Modellierung der

Emissionszeit tem, die zu einer gegebenen Schubspannung τ benötigt wird, um einen Ver-

setzungsring vollständig abzulösen (Van der Giessen und Needleman, 1995, Benzerga et al.,

2004, Benzerga, 2008, Shishvan et al., 2008). Ein solches Modell eignet sich für spannungs-

basierte Randbedingungen, da in diesem Fall die Quellaktivierungsrate einer einzelnen

Versetzung ξ̇ ∼ t−1
em entspricht. Es ist eine Auflösung der Spannung im Raum und der

Quellaktivierung in der Zeit erforderlich (vgl. die räumliche und zeitliche Auflösung in

Yefimov et al. (2004) und Yefimov und van der Giessen (2005)). Da diese Modelle von der

Auflösung der Spannungen abhängig sind und die Quellaktivierungsrate für dynamische

Belastungen nicht von der Emissionszeit tem bestimmt wird, kann eine Homogenisierung

in der Zeit für ∆t > tchar keine Beschreibung einer physikalischen Quellaktivierungsrate

für eine Kontinuumstheorie liefern.

Für das Modell eines homogenisierten Quellmechanismus werden drei Aspekte berücksich-

tigt:

1. Für eine Kontinuumstheorie gilt im Allgemeinen ∆t ≥ tchar. Um die wegfallende

Wechselwirkung für die Quellaktivierung zu kompensieren, wird der Einfluss der

Belastungsart auf den Beitrag einer einzelnen Quellaktivierung zur makroskopischen

Relaxation vor dem entsprechenden Zeitschritt abgeschätzt.

2. Die Auflösung der internen Spannungen τint ist abhängig von der Auflösung des Sys-

tems h∗, da ausschließlich geometrisch notwendige Versetzungen einen Dehnungsgra-

dienten verursachen (vgl. Gleichung (2.11)).

3. Ein produzierter Versetzungsring hat einen Durchmesser von ungefähr 5 ls (Zhu et al.,

2014) und definiert daher die ”natürliche” Auflösung

h∗ ≥ 5 ls (3.29)

durch die gewählte Quelllänge ls.

Im Folgenden wird ein homogenisiertes Quellmodell basierend auf der dehnungsgesteuer-

ten Belastung des Systems hergeleitet. Es wird eine obere Schranke für die globale Quell-

aktivierungsrate hergeleitet und die lokale Quellaktivierungsrate aus einem lokalen Maß
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abgeleitet. Die Summe der lokalen Quellaktivierungsraten darf die obere Schranke nicht

überschreiten. Die globale Quellaktivierungsrate wird für allgemeine Belastungen abhän-

gig von der mittleren freien Weglänge der Versetzungen beschrieben. Für den Fall der

Biegung wird die globale Quellaktivierungsrate abhängig von der induzierten plastischen

Krümmung hergeleitet.

Eine obere Schranke für die globale Quellaktivierungsrate

Für die Homogenisierung des Quellmodels wird angenommen, dass die maximale globa-

le Quellaktivierungsrate ξ̇prod durch das Gleichgewicht zwischen der internen plastischen

Dehnrate ε̇pl und der externe Dehnrate ε̇ext gegeben ist. Dieser Fall entspricht makrosko-

pisch einem ideal plastischen Materialverhalten. Um die Gleichgewichtsbedingung nutzen

zu können, wird ein Maß für die interne plastische Dehnrate ε̇pl eingeführt.

Dazu wird die aktuelle mittlere Weglänge einer Versetzung, bzw. in 3 Dimensionen die

mittlere abgescherte Fläche pro Versetzungsring2, des j-ten Gleitsystems durch

d(j)
av =

〈γ(j)〉
b〈ρ(j)

prod〉
(3.31)

berechnet. Dabei bezeichnet 〈·〉 die Integration über das gesamte Volumen und ρ
(j)
prod die bis-

her produzierte Versetzungsdichte. Aus der ”erwarteten” plastischen Dehnung einer Quell-

aktivierung

γ
(j)
erwartet =

2d
(j)
av b

Ω
(3.32)

und der Quellaktivierungsrate ξ̇prod lässt sich die ”erwartete” plastische Dehnrate

ε̇pl,erwartet = ξ̇prod

α∑

j=1

γ
(j)
erwartet M(j) : Mext (3.33)

abschätzen. Die Projektionsoperatoren M(j) sind in Gleichung (2.42) definiert und ε̇extMext

ist die tensorielle Darstellung der externen Belastung, so dass M(j) : Mext letztlich dem

Schmid Faktor der unterschiedlichen Gleitsystemen entspricht. Aus dem Gleichgewicht

ε̇ext = ε̇pl,erwartet (3.34)

2 In 3 Dimensionen wird analog die mittlere abgescherte Fläche Aav definiert als

A(j)
av =

2π〈γ(j)〉
b〈q(j)prod〉

(3.30)

wobei q
(j)
prod der produzierten Krümmungsdichte und 〈q(j)prod〉 = 2πnprod einem Vielfachen der produ-

zierten Versetzungsringe nprod entspricht.
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folgt die maximale globale Quellaktivierungsrate

ξ̇prod =
ε̇ext∑α

j=1 γ
(j)
erwartetM(j) : Mext

. (3.35)

Die maximale globale Quellaktivierungsrate wird in 3 Dimensionen analog aus der mittle-

ren abgescherten Fläche Aav bestimmt.

Das lokale Maß für die Quellaktivierungsrate

In der Theorie sorgt der Frank-Read Mechanismus dafür, dass eine Quelle die lokale Span-

nung überhalb der kritischen Quellspannung τ lok
krit relaxiert. Um dieses Verhalten für eine

Kontinuumstheorie zu modellieren, wird das ”erwartete” Spannungsinkrement ∆τ lok
erw für

den folgenden Zeitschritt abgeschätzt. Eine Möglichkeit zur Abschätzung des erwarteten

Spannungsinkrement

∆τ lok
erw = M : ∆σext (3.36)

ist das lokale elastische Spannungsinkrement3. Die Definition von ”lokal” wird über den

mittleren Quellabstand hs = max(ρ
−1/2
s , h∗) abgeleitet, der nach unten durch die Auflö-

sung h∗ des Systems beschränkt ist. Ist hs = h∗, so wird von einer homogenen Verteilung

gesprochen, da pro Mittelungsvolumen mindestens eine Quelle vorhanden ist. Die loka-

le Quellaktivierungsrate beschreibt die Dichteproduktion eines Mittelungsvolumen. Wird

lokal die kritische Quellspannung τ lok
krit überschritten, so wird die Dichteproduktion im zu-

gehörigen Mittelungsvolumen aktiviert. Die lokale Quellaktivierungsrate

ξ̇lok
prod =

1

∆t

∆τ lok
erw −∆τ lok

fluss

∆τ lok
s

(3.37)

berechnet sich aus dem erwarteten Spannungsinkrement ∆τ lok
erw, dem Beitrag zur Relaxation

durch den momentanen Versetzungsfluss ∆τ lok
fluss = µγlok

fluss, dem lokalen Beitrag zur Rela-

xation aufgrund einer abgescherten Versetzung ∆τ lok
s und dem Schermodul µ. Es werden

Bereiche mit einem hohen erwarteten Spannungsinkrement und einem niedrigen Verset-

zungsfluss für die Produktion von Versetzungsdichte bevorzugt. Entsprechend der lokalen

Umgebung, die durch hs definiert ist, wird der Beitrag zur Relaxation durch Abscheren

einer Versetzung als

∆τ lok
s = µ

b

hs

(3.38)

3 Die Wahl dieses Ansatzes liegt zum einen darin begründet, dass der Anteil der internen Spannung

∆σint einer spannungsgesteuerten Belastung entspricht, welche durch das vorgestellte Modell nicht

abgebildet werden kann. Zum anderen ist die Darstellung der internen Spannung abhängig von der

Auflösung des Systems.
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angenommen. Die Summe der lokalen Quellaktivierungsraten wird nach oben durch die

maximale globale Quellaktivierungsrate beschränkt. Ist

∑

i

ξ̇lok
prod(i) > ξ̇prod, (3.39)

werden die lokalen Quellaktivierungsraten ξ̇lok
prod im k-ten Mittelungsvolumen mit

ξ̇lok
prod(k) =

ξ̇prod∑
i ξ̇

lok
prod(i)

ξ̇lok
prod(k) (3.40)

skaliert. Eine Gewichtung zwischen den Gleitsystemen ergibt sich implizit aus dem vorge-

schlagenen Algorithmus.

Das Einbringen der Versetzungsdichte erfolgt über einen Quellterm in der Kontinuitäts-

gleichung der Gesamtdichte ρ (vgl. Gleichung (2.39))

∂tρ = −∂1 (κv) + ∂tρprod (3.41)

mit

∂tρprod = ξ̇lok
prod

2

Ωlok
in 2 Dimensionen und (3.42)

∂tρprod = ξ̇lok
prod

2π r

Ωlok
in 3 Dimensionen. (3.43)

Ωlok beschreibt die Größe des Mittelungsvolumen. In 3 Dimensionen muss zusätzlich ein an-

fänglicher Radius r gewählt werden (siehe Gleichung (3.29)) und der Quellterm konsistent

für die Evolution der Krümmungsdichte (vgl. Gleichung (2.31))

∂tq = −∇ · (−v q + ρ(2) · ∇v) + ∂tqprod (3.44)

mit

∂tqprod = ξ̇lok
prod

2π

Ωlok
(3.45)

berücksichtigt werden.

Die Quellaktivierungsrate für den Fall der reine Biegung

Für den Fall des Biegens kann das globale Maß für die maximale Produktionsrate ξ̇prod

nicht durch die mittlere Weglänge beschrieben werden. Stattdessen relaxiert die plastische

Krümmung des Balkens aufgrund von geometrisch notwendigen Versetzungen das anlie-

gende Biegemoment. Abbildung 3.4 (a) zeigt, wie durch das Einfügen von Halbebenen eine

plastische Krümmung erzeugt wird.
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Abbildung 3.4: (a) Beschreibung der plastischen Krümmung durch geometrisch notwendi-

ge Versetzungen (Ashby, 1970) und (b) der elastische Bereich hcr im Deh-

nungsgradienten aufgrund eines anliegenden Biegemomentes MB.

Motz und Dunstan (2012) haben gezeigt, dass der Größeneffekt in kleinen Balken durch

das Modell der kritischen Dicke4 zur Abschätzung der Länge des Versetzungsaufstaus, der

geometrisch notwendigen Versetzungsdichte und das Einsetzen der plastischen Verformung

verwendet werden kann. Dazu wird das Dehnungsintegral

I =

∫ H/2

0

εxx,el(y) dy (3.46)

definiert und ein kritischer Wert für das Dehnungsintegral bestimmt (Dunstan und Bushby,

2004). Für Aluminium beträgt das kritische Dehnungsintegral

Ikrit ≈ 2bAl = 0.572 nm. (3.47)

Die Theorie und die Ergebnisse von Dunstan und Bushby (2004) und Motz und Dunstan

(2012) haben gezeigt, dass das Dehnungsintegral nach Einsetzen der plastischen Verfor-

mung konstant bleibt und I = Ikrit gilt (siehe Abbildung 3.5). Aus dieser Bedingung lässt

sich eine Quellaktivierungsrate abhängig von der elastischen Oberflächendehnung, dem

Dehnungsgradienten und dem Dehnungsinkrement an der Oberfläche berechnen.

Die in Abbildung 3.5 dargestellten Steigungen sind durch

m(n) =
ε

(n)
el

h
(n)
cr

(3.48)

und

m(n+1) = m(n) +
2∆εext

H
(3.49)

gegeben. Aus der neuen Steigung m(n+1) lässt sich mit Hilfe der Bedingung I = Ikrit die

4 Das Modell der kritischen Dicke würde ursprünglich zur Beschreibung der plastischen Verformung von

verspannten Epitaxialschichten von Frank und van der Merwe (1949) eingeführt.
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Abbildung 3.5: Abbildung des approximierten Dehnungszustands in Zeitschritt (n) und

dem extrapolierten Zeitschritt (n+1) in der oberen Hälfte des Balkens. h
(n)
cr

und h
(n+1)
cr beschreiben den Bereich mit εel > 0 und ∆εext das Dehninkre-

ment an der Balkenoberfläche aufgrund des aufgeprägten Biegemoments.

neue Länge h
(n+1)
cr

∫ h
(n+1)
cr

0

m(n+1)y dy = Ikrit

⇒h(n+1)
cr =

√
2Ikrit

m(n+1)
(3.50)

bestimmen.

Basierend auf den Größen h
(n)
cr , h

(n+1)
cr , ε

(n)
el und ε

(n+1)
el kann eine geometrisch notwendige

Versetzungsdichte zur Relaxation des Dehnungsgradienten bestimmt werden. Um den Deh-

nungsgradienten m(n+1) im Bereich [0, H/2−h(n+1)
cr ] um die neutrale Faser mit geometrisch

notwendigen Versetzungen zu relaxieren, muss eine geometrisch notwendige Versetzungs-

dichte von

κ(n+1) =
m(n+1)

beff

(3.51)

vorhanden sein. Der Zusammenhang folgt aus Gleichgung (2.11). Der effektive Burgers-

vektor beff = b · ex ist der Anteil des Burgersvektor in Balkenrichtung. Für die Biegung

entspricht die Quellaktivierungsrate der Produktionsrate der geometrisch notwendigen Ver-

setzungen, da die jeweils entgegengesetzt orientierte Versetzung das System an der Ober-

fläche verlässt. Die Quellaktivierungsrate berechnet sich demnach aus der Differenz der

Anzahl der geometrisch notwendigen Versetzungen zwischen zwei Zeitschritten zu

ξ̇prod =
2

∆t

(
L

(
H

2
− h(n+1)

cr

)
κ(n+1) − L

(
H

2
− h(n)

cr

)
κ(n)

)
. (3.52)
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Mit Gleichungen (3.48), (3.49) und (3.50) lässt sich die Quellaktivierungsrate durch

ξ̇prod =
2

∆t

L

beff

(
ε

(n)
el + ∆εext −

√
2Ikrit

(
m(n) +

2∆εext

H

))
(3.53)

ausdrücken. Damit lässt sich aus der elastischen Oberflächendehnung ε
(n)
el und dem Gradi-

enten m(n) die Quellaktivierungsrate des nächsten Zeitschrittes vorhersagen.

Das Modell der kritischen Dicke beschreibt einen homogenen Zustand in Balkenrichtung

und Gleichung (3.53) liefert eine obere Schranke für die globale Quellaktivierungsrate.

Abhängig von den lokalen elastischen Inkrementen, wie zu Beginn dieses Kapitels be-

schrieben, lässt sich eine lokale Quellaktivierungsrate der Mittelungsvolumen bestimmen.

Für den Fall der Biegung eines Kragbalkens wird das Modell der kritischen Dicke auf den

mittleren Zustand des Balkens angewendet und entsprechend das kritische Dehnungsinte-

gral angepasst. Unter der Annahme eines linear abfallenden Biegemomentes entlang des

Balkens, ist das wahre Biegemoment und das wahre Dehungsintegral an der Einspannung

doppelt so groß wie der Mittelwert. Dementsprechend muss das kritische Biegemoment

und das kritische Dehnungsintegral für den Fall der reinen Biegung mit einem Faktor von

0.5 angepasst werden.

Der Algorithmus

Abbildung 3.6 zeigt den Algorithmus für die Berechnung des homogenisierten Quellme-

chanismus, der sich aus folgenden drei Schritten zusammen setzt: lokale Quellaktivierung

falls die kritische Quellspannung τ lok
krit überschritten ist (1), das Berechnen einer lokalen

Quellaktivierungsrate ξ̇lok
prod (2) und das Berechnen einer maximalen globalen Quellaktivie-

rungsrate ξ̇prod als obere Schranke der Summe der lokalen Quellaktivierungsraten (3). Das

Modell der maximalen globalen Quellrate wird abhängig von der Belastung des Systems

gewählt.
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Abbildung 3.6: Der homogenisierte Quellmechanismus, der sich aus folgenden drei Schrit-

ten zusammen setzt: lokale Quellaktivierung falls die kritische Quellspan-

nung τ lok
krit überschritten ist (1), das Berechnen einer lokalen Quellaktivie-

rungsrate ξ̇lok
prod (2) und das Berechnen einer maximalen globalen Quellak-

tivierungsrate ξ̇prod als obere Schranke der Summe der lokalen Quellakti-

vierungsraten (3).



4. Charakterisierung des

Kontinuumslimit

Das Ziel der Entwicklung von physikalischen Kontinuumstheorien ist es, kinematische Mo-

delle der Versetzungsdynamik in konsistente Kontinuumsformulierungen zu überführen.

Dazu müssen Informationen von niedrigen Skalen homogenisiert werden, um die physika-

lischen Eigenschaften des Systems, trotz einer Reduktion der Anzahl der Freiheitsgrade,

weitgehend zu erhalten. Durch das Mitteln von diskreten Versetzungsstrukturen in einem

höherdimensionalen Raum, können diskrete Versetzungsstrukturen konsistent als Verset-

zungsdichten dargestellt werden (El-Azab, 2000, Hochrainer et al., 2007). Der Nachteil

einer einfachen räumlichen Mittelung ist der Verlust von Informationen über die relative

Lage der Versetzungen unterhalb der Mittelungslänge und damit der Verlust von wichtigen

Informationen zur Beschreibung der internen Kräfte des Systems. Über Ensemblemittel-

wertbildung können diese Informationen in Form von Korrelationsfunktionen bestimmt

werden, die eine interne Längenskala durch den mittleren Versetzungsabstand ρt
−1/2 in-

duzieren (siehe Kapitel 2.2.2 und Zaiser et al., 2001). Roy et al. (2008) kommen zu dem

Schluss, dass speziell in Fällen, in denen der mittlere Versetzungsabstand groß ist im

Vergleich zur Dimension des Systems, die Gültigkeit von versetzungsbasierten Kontinu-

umsformulierungen nicht ausreichend untersucht ist. Der Bereich des Parameterraums, in

dem die interne Längenskala im Vergleich zur Dimension des Systems klein ist, wird nach

Cleveringa et al. (1997) als Kontinuumslimit bezeichnet.

Die Charakterisierung des Kontinuumslimits dient dazu, die Frage zu beantworten, ob sich

das diskrete System ähnlich einem homogenisierten System verhält oder ob der diskrete

Charakter einen nicht zu vernachlässigbaren Einfluss ausübt. Ein zugängliches Beispiel ist

die Verteilung von Quellen in unterschiedlich großen Mikroproben. In einem sehr kleinen

System können sehr wenige bis keine Quellen vorhanden sein und beliebig viele in einer

großen Probe. Die entsprechenden Dehnungsprofile werden unterschiedlich sein und es

stellt sich die Frage, ab welcher Balkengröße der Unterschied zu einem Balken mit sehr



38 4. Charakterisierung des Kontinuumslimit

vielen Quellen vernachlässigbar klein wird. Diese Fragestellung ergibt sich u.a. aus der

Diskussion der Ergebnisse der Mikrobiegung in Kapitel 5.3.

Im Kontinuumslimit verhalten sich diskrete Simulationen wie klassische Kontinuumstheo-

rien, also wie Kontinuumstheorien ohne interne Längenskala (Cleveringa et al., 1997). Das

bedeutet, dass diskrete Simulationen im Kontinuumslimit das Skalierungsverhalten von

Kontinuumstheorien erfüllen. Da sich für eine 2-dimensionale Betrachtung Familien von

Lösungen bzgl. der Skalierung der Längenskala des Systems definieren lassen1, kann diese

Fragestellung hier auf die Invarianz der Simulationen bezüglich der Anzahl der Versetzung-

en im System reduziert werden. Eine weitere notwendige Bedingung für die Charakterisie-

rung einer allgemeingültigen Kontinuumsformulierung ist eine schwache Abhängigkeit der

Simulationen von den Anfangsbedingungen (Zaiser, 2015). Ist die schwache Abhängigkeit

von den Anfangsbedingungen nicht gegeben, so muss explizit sichergestellt werden, dass

der Einfluss der Anfangsbedingung auch in einer Versetzungsdichtetheorie abgebildet wer-

den kann. Fraglich ist, ob es in diesem Fall eine allgemeingültige Versetzungsdichtetheorie

formuliert werden kann, ohne diese auf Spezialfällen aufzubauen.

Das Ziel dieses Kapitels ist es, die Definition des Kontinuumslimit nach Cleveringa et al.

(1997) zu konkretisieren und dessen Existenz für 2-dimensionale Versetzungssimulationen

nachzuweisen. Durch das Kontinuumslimit wird eine Grundlage für die Charakterisierung

allgemeingültiger Kontinuumsformulierungen, wie die, der Approximation der elastischen

Energie mittels der tensoriellen Darstellungen von Versetzungsdichten (Zaiser, 2015), gelegt

und insbesondere auf deren Gültigkeitsbereich hingewiesen. Des Weiteren wird anhand der

in dieser Arbeit entwickelten Kontinuumsformulierung in 2 Dimensionen gezeigt, dass eine

mechanismusbasierte Homogenisierung für eine vollständige Darstellung des Übergangs

von diskreten Simulationen zu Simulationen im Kontinuumslimit notwendig ist.

Als Motivation für die Existenz des Kontinuumslimits dient eine heuristische Analyse von

Ensemblemittelwerten berechnet auf einem beschränkten Gebiet für eine unterschiedliche

Anzahl von Versetzungen.

4.1. Heuristische Analyse des Kontinuumslimits

Es werden n positive Versetzungen eines Gleitsystems zufällig auf einem Gebiet

Ω = [0, L]× [0, H] verteilt, welches durch undurchlässige Randbedingungen beschränkt ist

und in einem unendlichen Medium eingebettet ist. Das System wird ohne externe Span-

nung relaxiert. Aus dem Konstitutivgesetz der Versetzungsgeschwindigkeit der diskreten

Versetzungsdynamik für Einfachgleiten folgt (Gleichung (2.2)), dass die relaxierten Verset-

zungskonfigurationen unabhängig von den Materialparametern und der Längenskala des

Systems sind (vgl. Kapitel 5.4). Das System ist durch das Seitenverhältnis L/H = 8 und

die Anzahl der Versetzungen n charakterisiert.

1 Durch die intrinsische Skalierungseigenschaften von Versetzungssystemen werden Familien von Lösun-

gen anhand der Anzahl der Versetzungen n in 2 Dimensionen identifiziert (Zaiser und Sandfeld, 2014).
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(a) n = 25 m = 800

(b) n = 100 m = 200

(c) n = 400 m = 50

(d) n = 800 m = 25
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Abbildung 4.1: Die Ensemblemittelwerte der relaxierten 1-Partikeldichtefunktion ρ+ für

n = 25, 100, 400 und 800 Versetzungen auf einem beschränkten Gebiet

Ω = [0, L] × [0, L/8]. Die Ensemblemittelwerte sind auf die mittlere An-

zahl der Versetzungen normalisiert und die Anzahl der Simulationen m̄S(n)

jeder Simulationsreihe ist so gewählt, dass die Gesamtanzahl der Verset-

zungen n · m̄S(n) = 2 · 104 ist. Die Ergebnisse sind entlang der x- und der

y-Achse symmetrisiert und jeder Quadrant zeigt das Ergebnis einer Simu-

lationsreihe mit einer Auflösung von h∗ = H/32.

Abbildung 4.1 zeigt die Ensemblemittelwerte der relaxierten 1-Partikeldichtefunktion ρ+

für n = 25, 100, 400 und 800 Versetzungen. Die Ensemblemittelwerte sind auf die mitt-

lere Anzahl der Versetzungen normalisiert und die Anzahl der Simulationen m̄S(n) jeder

Simulationsreihe ist so gewählt, dass die Gesamtzahl der Versetzungen n · m̄S(n) = 2 · 104

ist. Die Ergebnisse sind entlang der x- und der y-Achse symmetrisiert und jeder Qua-

drant zeigt das Ergebnis für eine andere Anzahl von Versetzungen mit einer Auflösung

von h∗ = H/32. Anhand der Charakteristika der relaxierten 1-Partikeldichtefunktion ρ+

am Rand des Gebietes, lässt sich eine Invarianz zwischen den Ergebnissen für n = 25, 100

und 400 Versetzungen ausschließen. Die Ergebnisse für n = 400 und 800 Versetzungen

hingegen zeigen ähnliche Charakteristika, d.h. eine starke Versetzungswand am Rand be-

stehend aus 25% aller Versetzungen, einer versetzungsfreien Zone in der Größe der Höhe

der Versetzungswand und einer homogenen Verteilung in der Mitte des Gebietes. Die Er-

gebnisse lassen vermuten, dass der strukturelle Einfluss des endlichen Gebietes mit der

Abnahme des mittleren Versetzungsabstands ρ−0.5
t an Dominanz gewinnt. Da zwischen

den Ensemblemittelwerten für n = 400 und 800 nur noch ein kleiner quantitativer Un-

terschied zu beobachten ist, scheint ein Grenzwert nKL für das Kontinuumslimit zwischen

400 ≤ nKL ≤ 800 eine sinnvoll Annahme zu sein.

Um die Ähnlichkeit der Ensemblemittelwerte messbar zu machen, wird auf der Grund-

lage der Korrelationsfunktionen unterschiedlicher Ensemblemittelwerte ein Maß für das

Kontinuumslimit eingeführt.



40 4. Charakterisierung des Kontinuumslimit

4.2. Grundlagen zur Definition des Kontinuumslimit

Zur Charakterisierung des Kontinuumslimit für Simulationen der diskreten Versetzungsdy-

namik wird die Definition der Korrelationsfunktionen aus Gleichung (2.19) verwendet. Um

statt den absoluten Korrelationsfunktionen dss′(x,x
′) die relativen Korrelationfunktionen

dss′(x − x′) berechnen zu können, wird angenommen, dass eine ausreichend homogene

Verteilung der Versetzungen vorliegt. Der Vorteil der relativen Korrelationsfunktionen ist

die Mittelung der Korrelationsfunktion über alle Versetzungen im System und somit ei-

ne bessere Statistik bei gleicher Anzahl an Simulationen. Zur Berechnung der relativen

Korrelationsfunktionen, werden die 1- und die 2-Partikeldichtefunktion aller Versetzungen

bestimmt und gemittelt. Unter der Annahme einer homogenen Verteilung der Versetzungen

auf dem Gebiet Ω = [0, L] × [0, H], kann die relative 1-Partikeldichtefunktion analytisch

durch

ρh1(x) =
ρt

∫
IΩ(x− x′) dx′∫

Ω
1 dx′

(4.1)

beschrieben werden. IΩ(x) bezeichnet die Indikatorfunktion, die gleich 1 ist für x ∈ Ω und

ansonsten gleich 0. Für x = [x1, x2] erhält man

ρh1(x) =

(
1− |x1|

L

)(
1− |x2|

H

)
ρt. (4.2)

Aus Gleichung (2.19) und mit dem analytischen Ausdruck für die effektive 1-Partikel-

dichtefunktion ρh1 lassen sich die relativen Korrelationsfunktionen durch

dss′(x) =

{
ρ2(s,s′,x)

ρh1 (0)ρh1 (x)
− 1, −L < x1 < L und −H < x2 < H

0, sonst
(4.3)

berechnen. Zu Beginn von Kapitel 5.4 wird die durch ρh1 eingeführte Normierung im Detail

beschrieben. Die relativen Korrelationsfunktionen sind äquivalent zu den gescreenten Kor-

relationsfunktionen (Ispánovity et al., 2008). Für Simulationen ohne externe Spannung

τext = 0 lassen sich die Vorzeichen aller Versetzungen vertauschen, ohne die berechne-

te Gleichgewichtskonfiguration zu verändern. Deshalb ergeben sich für τext = 0 nur zwei

unabhängige Korrelationsfunktionen d++ und d+−, da d++ = d−− und d+− = d−+. Die

Korrelationsfunktionen werden symmetrisiert, so dass alle Informationen für ϕ ∈ [0, π/2]

abgebildet werden.

Aus der Korrelationsfunktion dss′ lässt sich die Winkelkorrelationsfunktion

dϕss′(ϕ) =

∫ r1

r0

dss′(x(r, ϕ)) r dr (4.4)

und die entsprechende Gewichtsfunktion

w ϕ
ss′(ϕ) =

∫ r1

r0

(1 + dss′(x(r, ϕ))) r dr (4.5)

=
r2

1 − r2
0

2
+ dϕss′(ϕ) (4.6)



4.3. Definition eines Maßes für das Kontinuumslimit 41

durch radiale Integration über r ∈ [r0, r1] bestimmen. Der relative Fehler der Winkelkorre-

lationsfunktion dϕss′ bzgl. der Winkelkorrelationsfunktion d̃ϕss′ (im Folgenden als ”Referenz”

bezeichnet) wird durch

ε
(
dϕss′ , d̃

ϕ
ss′

)
=

1

2π

∫ 2π

0

|w ϕ
ss′(ϕ)− w̃ ϕ

ss′(ϕ)|
|w̃ ϕ

ss′(ϕ)| dϕ (4.7)

definiert. Für die Gewichtsfunktion der Referenz muss gelten w̃ ϕ
ss′ > 0. Diese Bedingung

ist im Allgemeinen für ausreichend viele Versetzungen abhängig von der Diskretisierung

von ϕ erfüllt, muss aber bei Berechnung des relativen Fehlers überprüft werden2.

4.3. Definition eines Maßes für das Kontinuumslimit

Um das Kontinuumslimit anhand von diskreten Versetzungsdynamiksimulationen messbar

zu machen, muss eine ”schwache” Definition des Kontinuumslimits eingeführt werden. Eine

schwache Definition des Kontinuumslimit ist notwendig, da zwei unterschiedliche Korrela-

tionsfunktionen für die gleiche Anzahl an Versetzungen und Simulationen keine identischen

Ergebnisse liefern, sondern mit einem statistischen Fehler behaftet sind. Der Fehler

εs

(
dϕss′ , d̃

ϕ
ss′

)
=

1

2π

∫ 2π

0

|w ϕ
ss′(ϕ)− w̃ ϕ

ss′(ϕ)|
1
2
|w ϕ

ss′(ϕ) + w̃ ϕ
ss′(ϕ)| dϕ (4.8)

zwischen zwei formal identischen Korrelationsfunktionen dϕss′ und d̃ϕss′ wird als statistischer

Fehler εs bezeichnet.

Invarianz bzgl. der Anzahl der Versetzungen

Eine Korrelationsfunktion wird als invariant bzgl. der Anzahl der Versetzungen bezeichnet,

wenn der relative Fehler ε bzgl. einer Korrelationsfunktion mit doppelt so vielen Verset-

zungen den gleichen Fehler produziert, wie der statistische Fehler εs, also der relative

Fehler bzgl. einer Korrelationsfunktion mit der gleichen Anzahl an Versetzungen. Da der

statistische Fehler von einzelnen Realisierungen abhängig ist, wird zu jeder Anzahl von Si-

mulationen und Versetzungen der mittlere relative und statistische Fehler über eine Menge

von Ensemblemittelwerten gebildet.

(n ·m = konst. / n wird variiert.)

2 Mit zunehmender Anzahl n an Versetzungen und Anzahl m an Simulationen, nehmen die Datenpunkte

zur Berechnung der Korrelationsfunktionen zu. Da die Korrelationsfunktionen eine endliche Reichweite

besitzen, gilt dss′ → 0 für r → ∞. Damit existiert kein Winkel ϕ0, für den dϕ
ss′(ϕ0) = −1 ist.

Mit zunehmendem n · m abhängig von der Diskretisierung von ϕ sinkt die Wahrscheinlichkeit, dass

dϕ
ss′(ϕ0) = −1 zufällig aufgrund von zu wenig Datenpunkten auftritt.
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Abhängigkeit von den Anfangsbedingungen

Die Abhängigkeit der Korrelationsfunktionen von einer konkreten Realisierung der An-

fangsbedingungen wird untersucht, indem Ensemblemittelwerte über eine unterschiedliche

Anzahl von Simulationen zu einer gegebenen Anzahl von Versetzungen miteinander ver-

glichen wird. Es wird eine kritische Anzahl von Simulationen bestimmt, damit der relative

Fehler und der statistische Fehler bzgl. der gewählten Referenz die gleiche Größe haben.

(n = konst. / m wird variiert.)

Einfluss des Randes

Durch die starke Polarisierung der Simulationen in Abbildung 4.1 am Rand des beschränk-

ten Gebietes wird ein Einfluss des beschränkten Gebietes mit zunehmender Anzahl von

Versetzungen in Form von regelmäßigen Versetzungswänden sichtbar. Um den Einfluss

des Randes zu charakterisieren, werden die Korrelationsfunktionen darauf hin untersucht,

ob sie durch das Auftreten der regelmäßigen Versetzungsstrukturen beeinflusst werden.

Die daraus folgende Längenskala des Einfluss des Randes wird im Verhältnis zur interne

Längenskala (definiert durch den mittleren Versetzungsabstand ρ−1/2) untersucht.
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5.1. Wechselwirkungen innerhalb eines Gleitsystems

Die Validierung der internen Spannung des quasi-kontinuierlichen und des kontinuierli-

chen Systems (vgl. Abbildung 3.1) erfolgt an einer Konfiguration, die starke Versetzungs-

aufstaus induziert. Die Materialparameter sind durch das Schermodul µ [GPa], die Pois-

sonzahl ν = 0.33, den Betrag des Burgersvektors b [nm] und den Dämpfungskoeffizienten

B [Pa s] gegeben. Dabei skalieren die Ergebnisse von Relaxationssimulationen mit µ, b und

der absoluten Längenskala des Systems. Da die Zeitabhängigkeit keinen Einfluss auf den

relaxierten Zustand hat, kann B beliebig gewählt werden.

Die Simulationen des quasi-kontinuierlichen und des kontinuierlichen System (im Folgen-

den mit CDD bezeichnet) werden mit Simulationen der diskreten Versetzungsdynamik (im

Folgenden mit DDD bezeichnet) validiert. Dazu wird, wie in Kapitel 2.2.2 beschrieben, der

Ensemblemittelwert über eine Anzahl von m statistisch äquivalenten Simulationen gebil-

det.

Für die quasi-kontinuierliche Theorie (I) wird untersucht, ob die eingeführte Nahfeldkor-

rektur τd
nfc (Gleichung (3.14)) die interne Spannung richtig abbildet, sodass Versetzungs-

aufstaus der Ensemblemittelwerte reproduziert werden.

Für die kontinuierliche Theorie (II) mit der Nahfeldkorrektur τ c
nfc (Gleichung (3.27)) liegt

der Schwerpunkt auf der Analyse des Einflusses der Auflösung des Systems. Eine Voraus-

setzung für die Formulierung einer konsistenten Kontinuumstheorie ist, dass eine Vergrö-

berung des Systems keinen Einfluss auf das Ergebnis des Systems hat.

5.1.1. Modellierung mittels diskreter Gleitebenen (I)

Abbildung 5.1 zeigt die Konfiguration der diskreten Versetzungsdynamik (links) und die

Modellierung mit dem quasi-kontinuierlichen System (rechts). Für die diskrete Verset-
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z
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x

Abbildung 5.1: Die Konfiguration der diskreten Versetzungsdynamik (links) und der quasi-

kontinuierlichen Theorie (rechts). Für die diskrete Versetzungsdynamik

werden n positive Versetzungen zufällig auf nsp diskreten Gleitebenen ver-

teilt.

zungsdynamik werden zufällig n = 400 positive Versetzungen auf den diskreten Gleitebe-

nen auf dem Gebiet L×H mit L = 8H verteilt und das System wird ohne externe Spannung

relaxiert (τext = 0 MPa). Das Gebiet wird als Einbettung in einem unendlichen Medium

modelliert und die Ränder des Gebietes sind undurchlässig für Versetzungen. Die Glei-

trichtung ist horizontal im System ausgerichtet und die Anzahl der Gleitebenen nsp wird

variiert (in Abbildung 5.1 ist beispielhaft nsp = 5 gewählt). Für die Kontinuumstheorie

wird eine homogene Dichte von statistisch gespeicherten Versetzungen

ρ = κ =
n

nspL
(5.1)

für n = 400 Versetzungen auf nsp = 3, 5 und 9 diskreten Gleitebenen verteilt.

Abbildung 5.2 stellt die Ergebnisse auf der mittleren und der oberen Gleitebene, wie in

Abbildung 5.1 mit nsp0 und nsp1 bezeichnet, dar. Die Ergebnisse sind an der x- und der

y- Achse des Systems symmetrisiert und die Hälfte der Gleitebenen von [0, L/2] ist darge-

stellt. Die Ergebnisse sind auf die mittlere Versetzungsdichte ρt = n/L normalisiert. Mit

den gestrichelten Linien werden die Ensemblemittelwerte von m = 10 diskreten Simula-

tionen abgebildet. Neben dem Versetzungsaufstau am Rand des Gebietes (x < 0.1L) und
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Abbildung 5.2: Vergleich der geometrisch notwendigen Versetzungsdichte der diskreten Si-

mulationen und der Kontinuumstheorie für unterschiedliche Anzahl von

Gleitebenen nsp. Die Ergebnisse der mittleren Gleitebene (bez. mit nsp0)

und oberen Gleitebene (bez. mit nsp1) sind dargestellt.
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dem Plateau in der Mitte des Gebietes (0.2L < x < 0.5L) ist auf der mittleren Gleitebene

ein lokales Minimum der Versetzungsdichte im Bereich von 0.05L < x < 0.2L zu beobach-

ten. Mit steigender Anzahl an Gleitebenen nsp wird der Gradient des Versetzungsaufstaus

immer größer und das lokale Minimum der Versetzungsdichte geht gegen 0. Für nsp = 9

Gleitebenen bildet sich eine versetzungsfreie Zone.

Die Ergebnisse der diskreten Versetzungsdynamik lassen sich mit der quasi-kontinuierlichen

Theorie reproduzieren. Die wichtigsten Charakteristika sind der Gradient des Versetzungs-

aufstaus, der unabhängig von der Anzahl der Gleitebenen richtig abgebildet wird, das lokale

Minimum der Versetzungsdichte und der homogene Bereich der Versetzungsdichte in der

Mitte des Gebiets.

5.1.2. Modellierung mittels homogenisierter Gleitebenen (II)

Für die Validierung des kontinuierlichen Systems mit homogenisierten Gleitebenen mittels

diskreter Versetzungsdynamiksimulationen, werden n Versetzungen zufällig auf dem ge-

samten Gebiet L×H mit L = 8H verteilt. Es wird zwischen dem Fall einer polarisierten

Versetzungsdichte mit Versetzungen eines Vorzeichens und einer nicht-polarisierten Ver-

setzungsdichte mit der gleichen Anzahl an positiven und negativen Versetzungen unter-

schieden. In beiden Fällen ist das Gebiet in ein unendliches elastisches Medium eingebettet

und der Rand des Gebietes ist undurchlässig für Versetzungen. Abbildung 5.3 stellt das

Setup der diskreten Versetzungsdynamik und der Kontinuumstheorie dar.

n

b
z

x

z

x

Abbildung 5.3: Setup der diskreten Verstzungsdynamik (links) und des kontinuierlichen

Modells (rechts). Die Versetzungen der diskreten Simulationen werden zu-

fällig auf dem gesamten Gebiet verteilt.

Polarisierte Dichte

Abbildung 5.4 zeigt den Ensemblemittelwert über m = 200 diskrete Simulationen. Die

resultierende Versetzungsdichte ist um x- und z-Achse symmetrisiert und die Hälfte des

Gebietes [0, L/2] ist dargestellt. Das Ergebnis ist auf die mittlere Versetzungsdichte norma-

lisiert und mit einer Auflösung von h∗ = H/32 dargestellt. Die Charakteristika, die für den

quasi-kontinuierlichen Fall für nsp = 9 zu beobachten sind, werden auch hier beobachtet.

Am Rand des Gebietes bildet sich eine Versetzungwand bestehend aus 25% der Verset-

zungen, der sich eine versetzungsfreie Zone anschließt. Im homogenen Bereich in der Mitte

des Gebietes ist zu sehen, dass sich die Versetzungen in Form von Versetzungswänden

anordnen.
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Abbildung 5.4: Der Ensemblemittelwert der positiven Versetzungsdichte ρ+ aus m = 200

diskreten Simulationen von n = 400 positiven Versetzungen. Das Ergebnis

ist entlang der x- und der y-Achse symmetrisiert und bezüglich der mittle-

ren Versetzungsdichte ρt normalisiert. Es wird nur die Hälfte des Gebietes

[0, L/2] dargestellt.

Für die kontinuierliche Theorie wird eine homogene Anfangsverteilung

ρ = κ =
n

LH
(5.2)

angenommen. Abbildung 5.5 zeigt die Ergebnisse des Ensemblemittelwertes aus Abbil-

dung 5.4 (linke Spalte) und der kontinuierlichen Theorie (rechte Spalte) für unterschied-

liche Auflösung h∗ = hk wobei hk = 2−kH mit k = 2, 3, 4 gewählt ist. Das Vergröbern

des Ensemblemittelwertes ρ+ zeigt, dass die Ausdehnung der Versetzungswand mit der

Auflösung des Systems korreliert und dass die versetzungsfreie Zone verschmiert. Die kon-

tinuierliche Theorie zeigt ein ähnlicheetzs Verhalten bzgl. der Versetzungswand am Rand.

Die Breite der versetzungsfreien Zone des kontinuierlichen Systems ist nahezu unabhängig

von der Auflösung h∗ und wird um die Breite der Versetzungswand am Rand verschoben.
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Abbildung 5.5: Vergleich des Ensemblemittelwertes ρ+ (linke Spalte) mit der relaxierten

Versetzungsdichte κ des kontinuierlichen Systems (rechte Spalte) für un-

terschiedliche Auflösungen h∗ = hk für hk = 2−kH mit k = 2, 3, 4.
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Prinzipiell werden die Charakteristika der diskreten Simulationen unabhängig von der Auf-

lösung h∗ reproduziert: eine Versetzungswand am Rand, die versetzungsfreie Zone und der

homogene Bereich in der Mitte des Gebiets.

Um ein genaueres Verständnis über den Fehler der Formulierung der internen Spannung

zu erhalten, wird der Residuumsfluss des Ensemblemittelwertes ρ+ bzgl. des Konstitutiv-

gesetzes des kontinuierlichen Systems (Gleichung (3.28)) berechnet.

Die Residuumsgeschwindigkeit

vresiduum (ρ+) = bB−1τres (ρ̄+) (5.3)

wird als die Versetzungsgeschwindigkeit definiert, die das Konstitutivgesetz aus dem En-

semblemittelwert ρ+ der diskreten Simulationen berechnet. Da der Ensemblemittelwert

den relaxierten Zustand des Systems beschreibt, kann die Residuumsgeschwindigkeit als

der Fehler des homogenisierten Konstitutivgesetzes interpretiert werden. Da der Einfluss

dieses Fehlers von der Verteilung der Versetzungsdichte abhängt, wird aus der Residuums-

geschwindigkeit der Residuumsfluss

fresiduum (ρ+) =
ρ+ vresiduum (ρ+)

max |finit(ρt)|
(5.4)

berechnet. Der Residuumsfluss ist auf den maximalen Anfangsfluss finit normalisiert. Abbil-

dung 5.6 zeigt den Residuumsfluss abhängig von der Auflösung des Systems. Der Fehler

am Übergang von der versetzungsfreien Zone zum homogenen Bereich in der Mitte wird

mit zunehmender Auflösung kleiner und der Fehler an der Versetzungswand am Rand
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Abbildung 5.6: Der Fehler der Formulierung der internen Spannung gemessen durch den

Residuumsfluss fresiduum des Ensemblemittelwertes ρ+ für unterschiedliche

Auflösungen bzgl. des Konstitutivgesetzes in Gleichung (3.28)).
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nimmt zu. Insgesamt bleibt der Fehler in der Mitte des Gebietes unabhängig von der

Auflösung zwischen 2% und 3%. Der Fehler am Rand nimmt für höhere Auflösungen von

24% für h4 auf 8% für h2 ab.

h∗ ‖τ c
nfc‖/‖τres(t0)‖ nsp ‖τd

nfc‖/‖τres(t0)‖
h2 2.6 % 3 13.8 %

h3 1.8 % 5 11.2 %

h4 1.1 % 9 5.4 %

Tabelle 5.1.: Anteil der Nahfeldkorrekturen τ c
nfc und τd

nfc an der Relaxierung der Anfangs-

spannung τres(t0) abhängig von der Auflösung h∗ und der Anzahl der Glei-

tebenen nsp.

Um den Unterschied zwischen der quasi-kontinuierlichen und der kontinuierlichen Theorie

hervorzuheben, wird der Anteil der Nahfeldkorrekturen τd
nfc und τ c

nfc an der Relaxierung

des jeweiligen Systems abhängig von der Auflösung bzw. der Anzahl der Gleitebenen un-

tersucht. Tabelle 5.1 zeigt die Ergebnisse bzgl. der Norm

‖τ‖ :=

∫

ΩSP

|τ(x)| dx. (5.5)

Je größer die Auflösung des kontinuierlichen Systems und je mehr Gleitebenen im quasi-

kontinuierlichen System zu finden sind, desto kleiner wird der Beitrag der Nahfeldkorrek-

turen.

Nicht-polarisierte Dichte

Um die Kontinuumstheorie für den Fall einer nicht-polarisierten Dichte anwenden zu kön-

nen, muss eine Formulierung zur Bildung von Dipolen berücksichtigt werden. Dickel et al.

(2014) schlagen dazu eine Unterteilung der Gesamtversetzungsdichte in einen Anteil beste-

hend aus statistisch gespeicherten und geometrisch notwendigen Versetzungen und einen

Anteil bestehend aus Dipolen vor. Aus dem Modell der freien Weglängen ergibt sich die

Bildungsrate der Dipoldichte als

∂tρdipol =
µ|b|2

4πB(1− ν)

(
ρ2 − κ2

)
. (5.6)

Die vollständige Mikrostruktur ist durch {ρ, κ, ρdipol} gegeben, wobei das Gleichungssystem

∂tρ = −∂1 (κv)− ∂tρdipol (5.7)

∂tκ = −∂1 (ρv) . (5.8)

die Dipolbildungsrate berücksichtigt. Dieser Ansatz basiert auf der Annahme von immobi-

len Dipolen und berücksichtigt nicht deren Aufbrechen. Jeweils n/2 positive und negative
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Versetzungen werden zufällig auf dem Gebiet L × H mit L = H/16 verteilt. Für die

kontinuierliche Theorie ist die Anfangsbedingung durch

κ = 0, ρ = n/LH und ρdipol = 0 (5.9)

gegeben. Das Gebiet ist in ein unendliches elastisches Medium eingebettet und der Rand

des Gebietes ist undurchlässig für Versetzungen. Die Anzahl der Versetzungen n = 8, 16, 32

wird entsprechend mit der externen Spannung τext = 5.97µb/L, 11.94µb/L und 23.88µb/L

variiert, so dass eine Verdopplung der Anzahl der Versetzungen einer Verdopplung der

externen Spannung entspricht. Die externe Spannung

τext =
nµ b

2(1− ν)L
(5.10)

ist so gewählt, dass n Versetzungen auf einer diskreten Gleitebene einen doppelten Verset-

zungsaufstau bilden (Hirth und Lothe, 1982).
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Abbildung 5.7: Die akkumulierte plastische Dehnung entlang der Gleitebene des kontinu-

ierlichen Systems im Vergleich zu Ensemblemittelwerten aus Dickel et al.

(2014) für unterschiedliche Auflösungen h∗.

Abbildung 5.7 zeigt die akkumulierte plastische Verzerrung integriert über die Höhe des

Gebietes als die Anzahl der abscherenden Versetzungen. Die Dehnungsprofile der Ensem-

blemittelwerte skalieren linear mit der Anzahl der Versetzungen und der externen Span-

nung. Innerhalb des Gebietes ergibt sich ein Fehler zwischen den Ensemblemittelwerten

und der kontinuierlichen Theorie von 2% unabhängig von h∗. Am Rand des Systems ist

der Verlauf des Gradienten (entspricht hier dem mittleren Versetzungsaufstau) durch die

Auflösung des kontinuierlichen Systems beschränkt (vgl. Abbildung 5.7 für h∗ = h2 und

h∗ = h3). Die mittlere Versetzungsaufstaulänge ist 0.15L.
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5.1.3. Homogenisierte Gleitebenen unterhalb des

Kontinuumslimits

Die Anzahl der Versetzungen des betrachteten Systems in Kapitel 5.1.1 und 5.1.2 ist so

gewählt, dass sich die Simulationen näherungsweise im Kontinuumslimit befinden (vgl. Ka-

pitel 5.4). In diesem Abschnitt wird der Einfluss der Anzahl der Versetzungen für n < 400

Versetzungen untersucht. Das Setup entspricht dem der kontinuierlichen Theorie für pola-

risierte Dichten in Kapitel 5.1.2.

Zur Modellierung eines kontinuierlichen Systems (vgl. Abbildung 3.1.1 (II)) und zur Cha-

rakterisierung des Einflusses der Anzahl der Versetzungen auf die Modellierung einer Kon-

tinuumstheorie werden zwei Ansätze untersucht. Die Formulierung der Nahfeldkorrektur

v(II.a) = bB−1 (τes + τ c
nfc) , (5.11)

beschrieben in Gleichung (3.27) und im Folgenden bezeichnet als Model (II.a), wird ver-

glichen mit der Rückspannungsformulierung von Groma et al. (2003)

v(II.b) = bB−1 (τes + τb) (5.12)

mit der Rückspannung τb für D = 0.8 (Gleichung (2.38)), bezeichnet als Model (II.b).

Der Wert für D ist für den Fall eines unendlichen Systems bestimmt und es gilt α = 0,

da τext = 0 ist (Groma et al., 2003). Der Unterschied der beiden Formulierungen hängt

von der Anzahl der Versetzungen in einem gegebenen Mittelungsvolumen ab. Ist mehr als

eine Versetzung in einem Mittelungsvolumen enthalten, so entspricht die Nahfeldkorrektur

τ c
nfc der Rückspannung τb mit einem Koeffizienten von D = 1.047. Falls weniger als eine

Versetzung in einem Mittelungsvolumen enthalten ist, geht die Nahfeldkorrektur τ c
nfc von

einer homogenisierten Darstellung der Gleitebenen in eine diskrete Darstellung von Glei-

tebenen über. Die Nahfeldkorrektur τ c
nfc entspricht dann einer numerischen Korrektur der

Eigendehnungsformulierung, die das Spannungsfeld diskreter Gleitebenen beschreibt (vgl.

Kapitel 3.1).

Zur Validierung der Konstitutivgesetze der Kontinuumsformulierungen, werden zunächst

Ensemblemittelwerte aus diskreten Versetzungsdynamiksimulationen berechnet. Die En-

semblemittelwerte unterscheiden sich neben der Anzahl der Versetzungen n in der Anzahl

der Simulationen m, wobei m so gewählt wird, dass m · n = 2 · 104 ist. Das führt dazu,

dass alle Ensemblemittelwerten aus der gleichen Anzahl an Datenpunkten n · m berech-

net werden. Die Ensemblemittelwerte werden genutzt, um den Residuumsfluss fresiduum

der resultierenden Versetzungsdichten, wie in Gleichung (5.4) definiert, bzgl. der beiden

Konsitutivgesetze zu vergleichen. Die Gleichung des Residuumsflusses vereinfacht sich zu

fresiduum (ρ+, τlokal) =
ρ+

ρt

τes (ρ+) + τlokal (ρ+)

max |τes (ρt)|
(5.13)

wobei τlokal ein Platzhalter für τ c
nfc bzw. τb ist. In Abbildung 5.8 wird der Residuumsfluss

der beiden Konstitutivgesetze (linke Spalte τlokal = τ c
nfc und rechte Spalte τlokal = τb) für

n = 400 Versetzungen im Kontinuumslimit für unterschiedliche Auflösungen des Systems

mit hk = 2−kH verglichen.
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Abbildung 5.8: Der Vergleich von Konstitutivgesetz (II.a) mit Nahfeldkorrektur τ c
nfc (lin-

ke Spalte) mit dem Konstitutivgesetz (II.b) mit Rückspannung τb (rechte

Spalte) durch den Residuumsfluss des Ensemblemittelwertes für n = 400

für unterschiedliche Auflösung h∗ = hk = 2−kH für k = 2, 3, 4 (vgl. Abbil-

dung 5.6). Die Gittergröße ist jeweils in der unteren rechten Ecke darge-

stellt.

Für k = 2 und 3 ist der Residuumsfluss der beiden Modelle nahezu identisch. Für k = 4

tritt eine Fluktuation des Residuumsflusses in Modell (II.b) auf. Für das Modell (II.a) ist

das Maximum des Residuumsfluss innerhalb des Gebietes unabhängig von der Auflösung

0 L/2
0

H

h
∗=

h
2

fresiduum (ρ+, τnfc)

0 L/2
0

H
fresiduum (ρ+, τb)

0 L/2
0

H

h
∗=

h
3

0 L/2
0

H

0 L/2
0

H

h
∗=

h
4

0 L/2
0

H

-5.0e-02 -2.5e-02 0.0e+00 2.5e-02 5.0e-02
[−]

Abbildung 5.9: Wie Abbildung 5.8 für n = 100 Versetzungen.
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Abbildung 5.10: Wie Abbildung 5.8 für n = 25.

des Systems. Abbildung 5.9 und 5.10 zeigen die gleichen Ergebnisse für n = 100 und

n = 25 Versetzungen. Für n = 100 findet sich für h∗ = h2 für beide Modelle ein ähnlicher

Residuumsfluss, während für h∗ < h2 Fluktuationen des Residuumsflusses von Modell

(II.b) abhängig von der Auflösung h∗ sichtbar werden. Für n = 25 zeigt sich dieser Effekt

für alle untersuchten Auflösungen des Systems.

Insgesamt lässt sich beobachten, dass der Residuumsfluss der Nahfeldkorrektur (II.a) in-

nerhalb des Gebietes unabhängig von der Auflösung und der Anzahl der Versetzungen

ist. Für den Residuumsfluss der Rückspannungsformulierung (II.b) gilt, dass dieser mit

abnehmender Anzahl von Versetzungen n und zunehmender Auflösung h∗ stärker werden-

de Fluktuationen aufweist. Im Bereich der versetzungsfreien Zone am Rand nimmt der

Residuumsfluss mit abnehmender Anzahl der Versetzungen für beide Modelle zu.

h∗ n = 400 n = 100 n = 25

h2 1.56 0.39 0.098

h3 0.39 0.098 0.024

h4 0.098 0.024 0.006

Tabelle 5.2.: Die mittlere Anzahl der Versetzung pro Mittelungsvolumen für die Anfangs-

verteilung von n Versetzungen mit einer Systemauflösung von h∗.

Um die Fluktuation des Residuumsflusses der Rückspannungsformulierung (II.b) verste-

hen zu können, wird die mittlere Anzahl der Versetzungen abhängig von der Auflösung des

Systems verglichen (Tabelle 5.2). Die Ergebnisse zeigen einen Zusammenhang zwischen der

mittleren Anzahl der Versetzungen pro Mittelungsvolumen und der Fluktuation des Resi-

duumsflusses der Rückspannungsformulierung (II.b): für eine mittlere Anzahl von weniger

als 0.39 Versetzungen pro Mittelungsvolumen werden Fluktuationen sichtbar.
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5.1.4. Eigendehnungsformulierung geneigter Gleitebenen

Bei der bisherigen Verwendung der Eigendehnungsformulierung, hat die Orientierung der

Diskretisierung mit der kristallographischen Orientierung übereingestimmt. Für eine be-

liebige Orientierung der Diskretisierung bzgl. der kristallographischen Orientierung ergibt

sich im Allgemeinen ein effektiver Gradient der plastischen Dehnung innerhalb der Glei-

tebene, der nicht von geometrisch notwendigen Versetzungen verursacht wird. Lemarchand

et al. (2001) schlagen für eine allgemeine Orientierung der Gleitsysteme eine passende Pro-

jektion der Eigendehnung auf das zugrundeliegende Gitter vor. Um eine homogenisierte

Eigendehnung zu erhalten, wird die Homogenisierungsgröße größer als die Auflösung des

Systems gewählt. Jamond et al. (2016) untersuchen die Homogenisierung abhängig von

verschiedenen Implementierungen einer Finiten-Elemente-Methode. Der numerische Feh-

ler der Projektion der Eigendehnung tritt in Bereichen auf, in denen die plastische Deh-

nung einen Gradienten innerhalb der Gleitebenen induziert, der nicht durch geometrisch

notwendige Versetzungen verursacht ist. Der Gradient wird durch eine nicht konforme

Approximation der plastischen Dehnung durch die Diskretisierung verursacht.

Im Allgemeinen kann die projizierte Eigendehnung nicht durch die Diskretisierung der

Finiten-Elemente-Methode abbildet werden und es wird ein Fehler unbekannter Größe

induziert. Dieser Fehler wird umso kleiner, je glatter die Approximation der Eigendehnung

senkrecht zur Gleitebene gewählt wird (siehe Jamond et al., 2016). Für die Entwicklung

einer physikalischen Kontinuumstheorie ist dies keine sinnvolle Grundlage, da der Grad

der Lokalisierung höchstens durch die Auflösung des Systems nach unten beschränkt sein

sollte.

Abbildung 5.11: Drei verschiedene Fälle für die Modellierung der Eigendehnungsformulie-

rung. (a) und (c) sind so gewählt, dass mindestens eine Kante der gewähl-

ten Elemente senkrecht zur Gleitebenennormalen orientiert ist.

Aus diesem Grund wird im Folgenden das Problem der Modellierung geneigter Gleitebenen

auf unterschiedlichen Gittern untersucht. Der einfachste Fall einer starken Lokalisierung

sind zwei von einer Quelle emittierte Versetzungen, die jeweils eine Strecke d/2 auf der

gleichen Gleitebene zurückgelegt haben. In Abbildung 5.11 werden 3 Fälle unterschieden. ϕ

beschreibt den Neigungswinkel des Gleitsystems und ”quadratisch”bzw. ”dreieckig”bezieht

sich auf die Art der Elemente.
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Abbildung 5.12: Jeweils die linke Abbildungshälfte zeigt das resultierende Spannungsfeld

der unterschiedlichen Modellierungen aus Abbildung 5.11 in Farbe und

die rechte Abbildungshälfte den Fehler des Spannungsfeldes in Graustufen

mit logarithmischer Skala. Der Fehler wird mittels der Analogie zwischen

einer Stufenversetzung und einem Disklinationsdipol definiert als der Feh-

ler zwischen dem resultierenden Spannungsfeld der Eigendehnungsformu-

lierung und dem Spannungsfeld eines Disklinationsdipols (vgl. Appendix

A). Die Systemauflösung wird mit h∗ = 150, 300 und 600 nm variiert.
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Fall (a) beschreibt den Aufbau, der in Abschnitt 5.1 verwendet wurde - die Diskretisie-

rung ist am Gleitsystem ausgerichtet. Fall (b) beschreibt die gleiche Diskretisierung mit

einem geneigten Gleitsystem für ϕ = 45◦. Fall (c) beschreibt eine geneigte Gleitebene mit

ϕ = 45◦ mit einer Diskretisierung bestehend aus Dreiecken. Diese ist so gewählt, dass

eine Elementkante jedes Dreieckes senkrecht zur Gleitebenennormalen ausgerichtet ist. Im

Folgenden wird Fall (a) und (c) als konforme Diskretisierung bezeichnet und Fall (b) als

nicht-konform.

Abbildung 5.12 zeigt das resultierende Spannungsfeld der unterschiedlichen Modellierung-

en in Farbe und den Fehler des Spannungsfeldes in Graustufen mit logarithmischer Skala.

Der Fehler wird mittels der Analogie zwischen einer Stufenversetzung und einem Disklina-

tionsdipol definiert als der Fehler zwischen dem resultierenden Spannungsfeld der Eigen-

dehnungsformulierung und dem Spannungsfeld eines Disklinationsdipols (vgl. Appendix

A). Da das Spannungsfeld in diesem Fall symmetrisch ist, wird jeweils nur die Hälfte des

Systems gezeigt. Zusätzlich wird die Systemauflösung mit h∗ = 150, 300 und 600 nm vari-

iert. Das Spannungsfeld des Disklinationsdipols wird durch die Dipolhöhe beeinflusst, die

entsprechend der Auflösung des Systems gewählt ist. Die Ergebnisse der konformen Dis-

kretisierungen weisen entlang des abgescherten Bereichs, also bei konstanter plastischer

Dehnung, keinen Fehler auf, während die nicht-konforme Diskretisierung einen Fehler, wie

bereites von Jamond et al. (2016) beobachtet, aufweist. Der Vollständigkeit halber ist der

relative Fehler in Anhang B abgebildet.

Für die folgenden Simulationen des Quellmodells und der Mikrobiegung wird eine konforme

Diskretisierung gewählt, sodass eine Lokalisierung in der Größenordnung der Systemauflö-

sung korrekt abgebildet werden kann. Da für die gewählte kristallographische Orientierung

in Kapitel 5.3 zwei Gleitsysteme modelliert werden, muss in jedem Zeitschritt je ein elas-

tisches Problem pro Gleitsystem gelöst werden.
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5.2. Quellmechanismus

Zur Validierung des in Kapitel 3.2 eingeführten homogenisierten Quellmechanismus, wird

ein Zugversuch mit einem um 45◦ geneigten Gleitsystem durchgeführt. Abbildung 5.13

zeigt den Simulationsaufbau. Es werden Simulationen einer diskrete Quellverteilung mit

einer diskreten Quelle in der Mitte des Balkens und Simulationen einer homogenen Quell-

verteilung verglichen. Das Ziel ist es, zum einen, die obere Grenze der globalen Quellaktivie-

rungsrate (Gleichung (3.35)) zu validieren und zum anderen, den Übergang von diskreten

Quellen hin zu einer homogenen Quellverteilung zu untersuchen. Diese beiden Konfigura-

tionen beschreiben die Extremfälle, die es für die Beschreibung einer versetzungsbasierten

Kontinuumstheorie zu berücksichtigen gilt.

Die Oberflächen in Zugrichtung sind undurchlässig für Versetzungen und die Oberflächen

parallel zur Zugrichtung werden entweder als offen oder als undurchlässig für Verset-

zungen modelliert. Die gewählten Materialparameter sind durch L = 4H, E = 72.7 GPa,

ν = 0.347, b = 0.286 nm und ϕ = 45◦ gegeben. Die Höhe H des Balkens wird variiert. Der

linke Rand ist in x-Richtung fixiert und die neutrale Faser des Balkens am linken Rand ist

zusätzlich in y-Richtung fixiert. Es wird eine Dehnrate von ε̇ext = 5 · 10−3 µs−1 aufgeprägt.

Abbildung 5.13: Simulationsaufbau zur Validierung des homogenisierten Quellmechanis-

mus.

Um den Quellmechanismus zu validieren, werden keine Versetzungsreaktionen und keine

Versetzungswechselwirkungen außer der Eigendehnungsformulierung τes und der Nahfeld-

korrektur τ c
nfc berücksichtigt. Im Fall einer diskreten Quelle wird die Nahfeldkorrektur τd

nfc

gewählt.

5.2.1. Diskrete Quellverteilung

Die Ergebnisse der Simulationen mit dem homogenisierten Quellmodell für eine diskrete

Quelle werden mit Ergebnissen eines diskreten Quellmodells verglichen. Für das diskrete

Quellmodell wird beim Überschreiten der kritischen Spannung ein positive und eine negati-

ve Versetzung emittiert (es ist keine Produktionsrate vorgeschrieben). Die Produktionsrate

ergibt sich ausschließlich aus den Spannungswechselwirkungen. Aufgrund der Auflösung

sind diese Ergebnisse vergleichbar mit Simulationen der diskreten Versetzungsdynamik.

Die kritische Schubspannung wird als τkrit = 60 MPa festgelegt. Aus Gleichung (3.35) des

homogenisierten Quellmodell errechnet sich eine maximale globale Quellaktivierungsrate
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Abbildung 5.14: Die Simulationsergebnisse des homogenisierten Quellmodels mit einer dis-

kreten Quelle in der Mitte des Systems mit offenen Ränder parallel zur

Zugrichtung. Die Auflösung h∗ des Systems wird variiert und mit einer

Simulation des diskreten Quellmodells verglichen.

von ξ̇prod = 19.78µs−1 für H = 0.2µm für dav = dmax. wobei dmax der halben maximalen

Gleitebenenlänge entspricht. Abbildung 5.14 zeigt die Normalspannung σ, die Anzahl der

produzierten Versetzungen nprod und die normierte mittlere Weglänge der Versetzungen

dav/dmax für den Fall von offenen Rändern. Für die Ergebnisse des diskreten Quellmodells

werden zwischen t = 0.5µs und 1µs 10 Quellaktivierungen beobachtet. Das entspricht

ungefähr der vorhergesagten Produktionsrate von ξ̇prod = 19.78µs−1. Die mittlere Weglän-

ge ist für das homogenisierte Quellmodell nahezu konstant und spiegelt das vollständige

Abscheren des Balken wider.

Für undurchlässige Ränder ist eine Verfestigung mit abnehmender Auflösung des Systems

zu beobachten (Abbildung 5.15). Dazu tragen zwei Aspekte bei: zum einen nimmt die

mittlere Weglänge von ungefähr 80% auf 76% ab und zum anderen verringert sich die

Anzahl der produzierten Versetzungen um ungefähr 30%.
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Abbildung 5.15: Wie Abbildung 5.14, aber für undurchlässige Ränder.
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5.2.2. Homogene Quellverteilung

Für den beschriebenen Simulationsaufbau wird jetzt eine homogene Quellverteilung ange-

nommen, so dass in jedem Mittelungsvolumen Versetzungsdichte produziert werden kann.

Die Abmessung des Systems sind durch H = 0.25µm gegeben. Für die Simulationen mit of-

fenen Rändern parallel zur Zugrichtung, werden 2 unterschiedliche Verteilungen der Quelle

berücksichtigt.

Für den ersten Aufbau werden Quellen überall außer im letzten Element an den Rändern

in Zugrichtung verteilt. Der zweite Aufbau ist so gewählt, dass alle produzierten Verset-

zungen ohne an einen undurchdringlichen Rand zu stoßen das System verlassen können.

Die Ergebnisse des zweiten Aufbaus sind durch die gestrichelten Linien und die Ergebnisse

des erste Aufbaus durch eine durchgezogene Linien in Abbildung 5.16 abgebildet.

Die produzierte Dichte ρprod und die mittleren Weglänge dav der Versetzungen unterschei-

den sich um ungefähr 5, 5% zwischen den unterschiedlichen Quellverteilungen bei einer
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Abbildung 5.16: Die Ergebnisse der Normalspannung σ, der akkumulierten Dichteproduk-

tion ρprod, der mittleren plastischen Dehnung γav und der normalisierten

Weglänge der Versetzungen dav/dmax für die Simulationen mit homogener

Quellverteilung und offenen Rändern parallel zur Zugrichtung. Zwei Fälle

werden unterschieden: eine homogene Verteilung überall bis auf die letzte

Elementreihe an den Rändern in Zugrichtung (durchgezogene Linien) und

eine homogene Verteilung auf den mittleren 0.5L des Systems, so dass al-

le produzierten Versetzungen das System verlassen können (gestrichelte

Linien). Die Auflösung h∗ des Systems wird variiert.
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Gesamtdehnung von ε = 1.5%. Für den ersten Aufbau ist eine Verfestigung bei gleicher

mittlerer plastischer Dehnung γav zu beobachten.

Die Ergebnisse des gleichen Systems mit undurchlässigen Rändern sind in Abbildung 5.17

dargestellt. Es wird eine homogene Quellverteilung bis die letzte Elementreihe an den

Rändern in Zugrichtung für unterschiedliche Auflösungen h∗ des Systems untersucht. Bei

gröberer Auflösung zeigt sich makroskopisch eine größere Verfestigung. Dabei beträgt die

Differenz der produzierten Dichte ρprod ungefähr 3.1 · 1013 m−2, der mittleren plastischen

Dehnung γav ungefähr 0.07% und der Weglänge dav der Versetzungen ungefähr 5.3% für

eine Gesamtdehnung von ε = 1.5%. Für die gröbere Auflösung h∗ = H/4 ist bei ungefähr

0.7% Dehnung ein Übergang von einem höheren Verfestigungsmodul zu einem niedrigeren

Verfestigungsmodul zu beobachten.
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Abbildung 5.17: Wie Abbildung 5.16, aber mit undurchdringlichen Rändern und einer ho-

mogenen Quellverteilung bis auf in die letzte Elementreihe an den Rän-

dern in Zugrichtung.

5.2.3. Größeneffekt

Für das oben beschrieben System mit undurchdringlichen Rändern und einer homogenen

Quellverteilung wird der Einfluss der Größe des Systems für eine konstante Auflösung

h∗ = konst. untersucht. Die Größe wird für H = 0.25µm, 0.5µm und 1µm variiert. Der

resultierende Größeneffekt der Verfestigung ist in Abbildung 5.18 dargestellt. In Tabel-

le 5.3 sind die Werte der Normalspannung σ, der produzierten Versetzungsdichte ρprod,

der mittleren plastischen Dehnung γav und der normalisierten Weglänge der Versetzungen
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dav/dmax für eine Gesamtdehnung von ε = 1.5% gegeben. Aus der mittleren Weglänge dav

lässt sich der Abstand

d̃ =
H

2 sinϕ

(
1− dav

dmax

)
(5.14)

des Schwerpunktes des Versetzungsaufstaus vom Rand des Gebietes abschätzen. d̃ wird

mit zunehmender Systemgröße größer. Es ist zu beobachten, dass die mittlere plastische

Dehnung γav ähnlich ist, während die Anzahl der produzierten Versetzungen, wie für solche

Konfigurationen erwartet, näherungsweise mit der Größe des Systems skaliert. Für das

System mitH = 0.25µm lässt sich das gleiche Verhalten wie in Abbildung 5.17 beobachten.
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Abbildung 5.18: Wie Abbildung 5.17, aber für eine konstant Auflösung h∗ = 62.5 nm und

unterschiedliche Größen des Systems für H = 0.25µm, 0.5µm und 1µm.

H [µm] σ [MPa] ρprod [m−2] γav [%] dav/dmax [%] d̃ [nm]

0.25 267.6 6.54 · 1014 1.21 78.8 37.5

0.5 210.9 3.06 · 1014 1.29 86.6 47.4

1 175.6 1.48 · 1014 1.34 91.1 62.9

Tabelle 5.3.: Die Ergebnisse aus Abbildung 5.18 für ε = 1.5%.
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5.3. Balkenbiegung
Das in dieser Arbeit entwickelte Quellmodell wird für eine allgemeine Formulierung (sie-

he Abbildung 3.1 (III)) anhand des Biegens von Balken mit einer Länge zwischen 1.5 und

4.5µm untersucht. Es wird ein quantitativer Vergleich mit Simulationen der diskreten Ver-

setzungsdynamik vorgenommen1. Das Ziel ist es zum einen, den Einfluss des Quellmodells

und der Quellverteilung zu untersuchen und zum anderen Größeneffekte zu reproduzieren,

die im Fall der reinen Biegung und der Biegung eines Kragbalkens sowohl in Experimen-

ten als auch in Simulationen der diskreten Versetzungsdynamik zu beobachten sind (Haque

und Saif, 2003, Motz et al., 2005, 2008, Motz und Dunstan, 2012).

Um mit einer 2-dimensionalen Theorie eine sinnvolle Approximation beschreiben zu kön-

nen, wird eine spezielle kristallographische Orientierung gewählt. Die kristallographische

Orientierung in Abbildung 5.19 beschreibt zwei Gleitsystempaare, die jeweils symme-

trisch zum 2-dimensionalen Schnitt durch das System angeordnet sind (Abbildung 5.19 (a)

und Abbildung 5.19 (b)). Beide Gleitsystempaare werden durch ein effektives Gleitsystem

Abbildung 5.19: Die kristallographische Orientierung, die es aufgrund der enthaltenen

Symmetrien ermöglicht, eine effektive 2-dimensionale Beschreibung des

Systems darzustellen. Dabei werden 8 Gleitsysteme vernachlässigt, auf

denen für den Fall der Biegung, ein Schmidfaktor von 0 resultiert.

{b(i),n(i)} für i = 1, 2 mit einen Neigungwinkel von ϕ = ±54.7◦ ersetzt (siehe Abbildung

5.19 (c)). Aus der Projektion auf den 2-dimensionalen Schnitt ergibt sich ein Burgersvektor

von |b(i)| =
√

3b/2. Für den Fall der Biegung erfahren die restlichen 8 Gleitsysteme einen

Schmidfaktor von 0 und können somit bei der Modellierung vernachlässigt werden (vgl.

Anhang C). Zusätzlich wird angenommen, dass keine Wechselwirkung und keine Reaktio-

nen zwischen Versetzungen auf den aktiven und den passiven Gleitsystemen stattfinden. In

allen Simulationen werden Materialparameter für Aluminium gewählt (Elastiziätsmodul

E = 72.67 GPa, Querkontraktionszahl ν = 0.347, Länge des Burgersvektor b = 0.286 nm

und der Dämpfungskoeffizient B = 10−4 Pa s).

5.3.1. Parameter des Quellmodells

Im Folgenden werden zwei Fälle für das Modellieren des homogenisierten Quellmodells

untersucht und im Folgenden mit (Q1) bzw. (Q2) bezeichnet:

1 Die Simulationen sind mit 3-dimensionaler diskreter Versetzungsdynamik von Markus Stricker aus der

Arbeitsgruppe von Daniel Weygand durchgeführt worden (KIT Karlsruhe, 2016, unveröffentlicht).
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(Q1) Eine diskrete, zufällige Verteilung von Quellen, wobei die kritische Quellspannung

τkrit und das globale Maß für ξ̇prod aus diskreten Versetzungsdynamiksimulationen

bestimmt werden. Das lokale Maß wird durch das elastische Inkrement bestimmt

(vgl. Kapitel 3.2).

(Q2) Eine homogene Verteilung von Quellen mit dem, für den Fall der Biegung hergeleite-

ten, homogenisierten Quellmodell. Die Abschätzung der globalen Quellaktivierungs-

rate ξ̇prod basiert auf dem Dehnungsgradienten und der daraus abgeleiteten Anzahl

geometrisch notwendiger Versetzungen (vgl. Kapitel 3.2). Die kritische Quellspan-

nung τkrit wird wie die Quellaktivierungsrate aus dem Modell der kritischen Dicke

hergeleitet (Frank und van der Merwe, 1949, Dunstan und Bushby, 2004, Motz und

Dunstan, 2012).

Das Ziel ist es, den Übergang von einer diskreten Quellverteilung in eine homogene Quell-

verteilung mit einer kontinuierlichen Versetzungsdichteproduktion zu charakterisieren.

Bestimmung der Parameter aus Simulationen der diskreten Versetzungsdynamik

Die Ergebnisse der diskreten Versetzungsdynamiksimulationen sind durch das normali-

sierte Biegemoment MB [MPa] und die Entwicklung der Gesamtdichte ρt [m−2] für den

Fall der reinen Biegung und der Biegung eines Kragbalkens gegeben. Es werden jeweils 4

Balken unterschiedlicher Größe für H = 0.5µm, 0.75µm, 1µm und 1.5µm untersucht. Der

detaillierte Aufbau der Simulationen ist in Abschnitt 5.3.2 und 5.3.3 beschrieben.

Das normalisierte Biegemoment berechnet sich aus

MB =
1

H2T

∫ H/2

−H/2
y

∫ T

0

σxx(y, z) dz dy (5.15)

und für den ebenen Dehnungszustand aufgrund der verhinderten Querdehnung in z-Rich-

tung aus

MB =
1− ν2

H2

∫ H/2

−H/2
yσxx(y) dy. (5.16)

T beschreibt die Tiefe des Balkens der diskreten Versetzungsdynamiksimulationen. Das

Biegemoment des ebenen Dehnungszustands ist bzgl. der ”Einheitstiefe” und der Pois-

son Zahl ν gegeben. Das kritische Biegemoment Mkrit,d wird als Rp0.1 abgelesen (siehe

Abbildungen C.6 und C.7). Unter Annahme eines homogenen Spannungsgradienten im

elastischen Fall, ergibt sich die kritische Schubspannung τkrit aus

τkrit = 5MB(n · x)(b · x)/|b| (5.17)

für die reine Biegung und aus

τkrit = 10MB(n · x)(b · x)/|b| (5.18)
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für die Biegung eines Kragbalkens. Dabei wird angenommen, dass Quellen im äußeren

Sechstel des Balkens aktiviert werden und das mittlere Moment beim Biegen eines Krag-

balkens halb so groß ist, wie das Biegemoment an der Einspannung.

Für die Dichteproduktion wird angenommen, dass sich alle produzierten Versetzungen

am Spannungsgradienten ausrichten, d.h. sich gerade Versetzungen parallel zur neutralen

Faser und senkrecht zur Längsachse des Systems ausbilden. Daher kann durch Integrati-

on über den ganzen Balken Ω aus der produzierten Dichte eine Anzahl an produzierten

Versetzungen

nprod,d =
1

T

∫

Ω

ρt(x) dx (5.19)

berechnet werden. Weiter wird angenommen, dass ausschließlich Versetzungen eines Vor-

zeichens im System erhalten bleiben, während die entgegengesetzt orientierte Versetzung

das System an der Oberfläche verlässt. Dadurch entspricht die globale Produktionsrate der

Quellaktivierungsrate

ξ̇prod = ṅprod,d. (5.20)

Tabellen 5.4 und 5.5 listen die gemessenen und berechneten Größen für den Fall der reinen

Biegung und der Biegung eines Kragbalkens auf.

H [µm] Mkrit,d [MPa] ṅprod,d [µs−1] τkrit [MPa] ξ̇prod [µs−1]

0.5 67.5 40 156.8 40

0.75 55.0 60 129.0 60

1.0 30.6 100 71.15 100

1.5 21.6 185 50.16 185

Tabelle 5.4.: Das kritische Biegemoment Mkrit,d und die approximierte Produktionsrate

ṅprod,d aus den diskreten Versetzungsdynamiksimulationen der reinen Biegung

und den daraus berechneten Werten für die kritische Quellspannung τkrit und

die globale Quellaktivierungsrate ξ̇prod. Das Bestimmen der Parameter ist in

Abbildung C.6 veranschaulicht.

H [µm] Mkrit,d [MPa] ṅprod,d [µs−1] τkrit [MPa] ξ̇prod [µs−1]

0.5 53.0 10 246.3 10

0.75 19.5 17 90.7 17

1.0 16.5 23.5 76.7 23.5

1.5 12.2 35 56.7 35

Tabelle 5.5.: Wie Tabelle 5.4, aber für die Simulationen der Biegung eines Kragbalkens.

Das Bestimmen der Parameter ist in Abbildung C.7 veranschaulicht.
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Fließspannung des homogenisierten Quellmodells

Aus dem Modell der kritischen Dicke lässt sich eine Fließspannung für das Einsetzen plas-

tischer Verformung abhängig von der Größe des Systems herleiten (Motz und Dunstan,

2012). Aus dem kritischen Dehnungsintegral (Gleichung (3.47)) und unter der Annahme

eines konstanten Spannungsgradienten über den Querschnitt des Balkens für den elasti-

schen Fall ergibt sich aus der Bedingung I = Ikrit die kritische Normalspannung

σkrit =
2E Ikrit

H
(5.21)

für das Einsetzen der plastischen Verformung. Die Fließspannung

τkrit = σkrit · (n · x) · (b(i) · x)/|b(i)| (5.22)

berechnet sich aus der Projektion der kritischen Normalspannung σkrit auf das i-te Gleitsys-

tem. In Tabelle 5.6 sind die Werte der kritischen Schubspannung aus dem homogenisierten

Quellmodell gegeben.

H [µm] τkrit [MPa]

0.5 156.8

0.75 104.5

1.0 78.4

1.5 52.3

Tabelle 5.6.: Die kritischen Schubspannungen berechnet aus dem homogenisierten Quell-

modell abhängig von der Höhe des Balkens.

Auflösung und Zeitschrittweite

Für die Simulationen der Mikrobiegung wird, soweit nicht anders spezifiziert, eine Auflö-

sung von h∗ = H/8 gewählt. Aus der Courant-Friedrich-Lewy Bedingung kann zu einer

gegebenen maximalen Geschwindigkeit eine obere Schranke

∆t̃ ≤ c
h∗
vmax

(5.23)

für den (Sub-)Zeitschritt ∆t̃ der Finite-Volumen Simulationen bestimmt werden (c < 1).

Der Zeitschritt der Finite-Volumen Simulationen wird mit ∆t̃ = 10−5 µs gewählt und der

Zeitschritt zur Berechnung des Spannungsinkrementes und der Quellaktivierung mit

∆t = 10−4 µs.
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5.3.2. Reine Biegung

Für den Fall der reinen Biegung wird an den Enden des Balken ein Biegemoment in Form

eines homogenen Dehnungsgradienten (Abbildung 5.20) in Balkenrichtung aufgebracht und

beide Enden mit undurchlässigen Randbedingungen modelliert (Abbildung 5.20). Dabei

wird, über die Simulationsdauer von tsim = 2.5µs, eine Dehnrate von ε̇ext = 5 · 10−3 µs−1

an der Oberfläche der Balkens aufgebracht. Am linken Rand wird zusätzlich der mittlere

Knoten in y-Richtung fixiert.

Abbildung 5.20: Der Simulationsaufbau für den Fall der reinen Biegung. Das Biegemo-

ment wird so aufgeprägt, dass an der Oberfläche eine Dehnrate von ε̇ext

beschrieben wird. Am linken Rand wird der mittlere Knoten in y-Richtung

fixiert und die Längenänderung des Balkens aufgrund von plastischer Ver-

formung wird über eine dynamische Längenänderung des Balkens berück-

sichtigt, so dass die mittlere Normalspannung 0 beträgt.

Es wird der Größeneffekt für Balken mit einem Seitenverhältnis von L = 3H und einer

Höhe von H = 0.5µm, 0.75µm, 1µm und 1.5µm untersucht. Die Simulationen werden mit

Ergebnissen der diskreten Versetzungsdynamik validiert. Für die Simulationen der diskre-

ten Versetzungsdynamik und des kontinuierlichen Systems mit diskreter Quellverteilung

(Q1) werden jeweils 3 Simulationen durchgeführt. Es wird eine dynamische Längenände-

rung des Balkens berücksichtigt, so dass die mittlere Normalspannung σN = 0 MPa beträgt.

Für die Simulationen der diskreten Versetzungsdynamik wird aus einer Quelldichte ρs eine

Anzahl an Quellen ns und eine mittlere Quelllänge ls bestimmt. Die mittlere Quelllänge ls
berechnet sich aus

ls =
3

2
√
ρs

(5.24)

und die Anzahl der Quelle ns durch

ns =
1

ls

∫

Ω

ρs dx. (5.25)

Für eine Quelldichte von ρs = 2.4 · 1013 m−2 ergeben sich für die verwendete Kontinu-

umstheorie entsprechend ns = 4, 16, 40 und 132 Quellen pro Gleitsystem für die Balken

mit einer Höhe von H = 0.5µm, 0.75µm, 1µm und 1.5µm. Die mittlere Quelllänge be-

trägt ls = 306.2 nm. Für das Quellmodell mit diskreter Quellverteilung (Q1) werden die
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Werte der kritischen Quellspannung und die Quellaktivierungsrate aus den diskreten Ver-

setzungsdynamiksimulationen bestimmt (Tabelle 5.4). Wie in Abbildung C.6 dargestellt,

wird die kritische Quellspannung bei 0.1% plastischer Dehnung (Rp0,1) der diskreten Verset-

zungsdynamiksimulationen bestimmt und gemittelt. Die Quellaktivierungsrate wird durch

die Produktionsrate der Gesamtdichte approximiert. Für das Quellmodell (Q2) sind diese

Werte implizit durch das homogenisierte Modell gegeben (Tabelle 5.6).
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Abbildung 5.21: Vergleich des Einflusses der Balkengröße der reinen Biegung für die

Quellmodelle (Q1) (blau), (Q2) mit homogener Quellverteilung (rot) und

(Q2) mit diskreter Quellverteilung (grün) mit Simulationen der diskreten

Versetzungsdynamik (grau). Die obere Reihe zeigt das normalisierte Bie-

gemoment und die untere Reihe die entsprechende Entwicklung der Ver-

setzungsdichte. Für die Simulationen mit diskreter Quellverteilung (Q1)

und die diskrete Versetzungsddynamik sind jeweils 3 Simulationen mit

unterschiedlichen Quellverteilungen dargestellt.

Abbildung 5.21 zeigt die Ergebnisse der diskreten Versetzungsdynamik mit grauen, die

Ergebnisse des Quellmodells mit diskreter Quellverteilung (Q1) mit blauen und das ho-

mogenisierte Quellmodell (Q2) mit roten Linien. Zusätzlich sind Simulationen für das

homogenisierte Quellmodell (Q2) mit einer diskreten Quellverteilung mit grünen Linien

dargestellt.

Die Ergebnisse der diskreten Versetzungsdynamik zeigen einen Größeneffekt in der Fließ-

spannung und der Verfestigung. Die Gesamtversetzungsdichte bei ε = 1.2% Gesamtdeh-

nung ist nahezu unabhängig von der Systemgröße bei ungefähr ρt = 9 · 1013 m−2. Für den

Balken mit H = 0.5µm gibt es starke Abweichungen zwischen den einzelnen Simulationen,



5.3. Balkenbiegung 67

während die größeren Balken nur einen geringen Einfluss der einzelnen Simulationen auf-

weisen. Die Gesamtdichte zeigt einen nicht-linearen Verlauf, der in einen linearen Verlauf

übergeht. Die Verfestigung der Balken mit H = 0.5µm und 0.75µm ist näherungsweise

linear, während die Balken mit H = 1µm und 1.5µm einen nicht-linearen Verlauf zeigen.

Die Versetzungsdichteproduktion des Quellmodells mit diskreter Quellverteilung (Q1) ent-

sprechen den Ergebnissen der diskreten Versetzungsdynamik bis auf den Balken mit

H = 0.5µm. Für den kleinsten Balken zeigen sich Unterschiede für die Versetzungsdichte-

produktion abhängig von den einzelnen Simulationen. Das resultierende Biegemoment be-

schreibt für alle Balken einen linearen Verlauf, welcher für die Simulationen für H = 0.5µm

und 0.75µm mit der diskreten Versetzungsdynamik übereinstimmt. Für die Balken mit

H = 1µm und 1.5µm kann der nicht-lineare Verlauf des Biegemomentes der diskreten

Versetzungsdynamik nicht reproduziert werden.

Das homogenisierte Quellmodell mit homogener Quellverteilung (Q2) beschreibt den Grö-

ßeneffekt der Fließspannung ähnlich wie die Ergebnisse der diskreten Versetzungsdynamik.

Für alle Balken ist eine ähnliche Verfestigung zu beobachten und die Versetzungsdichte-

produktion der unterschiedlichen Balken skaliert invers mit der Systemgröße. Der Verlauf

des Biegemomentes für das Quellmodell (Q2) ist nicht-linear und je größer der Balken, de-

sto kleiner der Fehler des homogenisierten Quellmodels. Um den Einfluss der homogenen

Quellverteilung zu charakterisieren, wird das homogenisierte Quellmodell (Q2) mit einer

diskreten Quellverteilung für H ≥ 0.75µm verglichen (Abbildung 5.21 grün). Dabei ist zu

beobachten, dass bei gleicher Versetzungsdichteproduktion ein Größeneffekt der Verfesti-

gung zu beobachten ist. Der Größeneffekt aufgrund der Versetzungsdichteproduktion auf

diskreten Gleitebenen reicht nicht aus, um den Größeneffekt der diskreten Versetzungsdy-

namik zu reproduzieren.

Um den Unterschied der Quellverteilungen qualitativ zu charakterisierten, werden die Deh-

nungsprofile so wie das Versetzungsdichteprofil der Simulationen mit diskreter Quellver-

teilung (Q1) und mit homogener Quellverteilung (Q2) verglichen. In Abbildung 5.22 ist

das Profil einer äquivalenten von Mises’schen Vergleichsdehnung

εvm =

√
2

3

∥∥∥∥∥
∑

i

γ(i)M(i)

∥∥∥∥∥ (5.26)

gegeben. ‖ · ‖ bezeichnet die Norm der Tensoren 2. Ordnung. In der rechten Spalte ist

das Profil der produzierten Versetzungen über die Balkenhöhe dargestellt und wird mit

dem Profil des Mittelwertes aller diskreten Versetzungsdynamiksimulationen verglichen.

Die produzierte Dichte ρprod ist auf die Anfangsdichte ρ0 normalisiert und entlang des

Balkens gemittelt.

Die Dehnungsprofile der diskreten Quellverteilung (Q1) unterscheiden sich durch die An-

zahl der aktiven Quellen und somit durch die Lokalisierung der produzierten Versetzungs-

dichte. Für größere Balken wird das Dehnungsprofil homogener und nähert sich dem Deh-

nungsprofil der homogenen Quellverteilung (Q2) an. Das Dehnungsprofil der homogenen
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Abbildung 5.22: Das Dehnungsprofil einer Simulation mit diskreter Quellverteilung (Q1)

und des homogenisierten Quellmodells (Q2) für die Vergleichsdehnung

εvm. In der rechten Spalte ist das Profil der produzierten Versetzungs-

dichte über die Balkenhöhe als Mittelwert der diskreten Versetzungsdy-

namiksimulation und der Quellmodelle (Q1) und (Q2) dargestellt. Die

Dichte ist auf die Anfangsdichte ρ0 normalisiert und entlang des Balkens

gemittelt.

Quellverteilung (Q2) bildet für größere Balken einen größeren linearen Dehnungsgradien-

ten um die neutrale Faser aus, der am besten anhand der konstanten Versetzungsdichte

um die neutrale Faser zu beobachten ist.

Die Versetzungsdichteprofile der Simulationen der diskreten Versetzungsdynamik weisen

einen Bereich mit konstanter Dichte um die neutrale Faser aus. Je kleiner der Balken,

desto kleiner der Bereich mit konstanter Dichte um die neutrale Faser und desto höher die

Versetzungsdichte an der neutralen Faser. Der Vergleich der Profile der Versetzungsdich-

te der diskreten Versetzungsdynamik und der diskreten Quellverteilung (Q1) zeigen für

H ≤ 0.75µm eine gute Übereinstimmung. Für die beiden großen Balken mit H ≥ 1µm

ist zu beobachten, dass die Simulationen der diskreten Versetzungsdynamik im Vergleich

zu den Simulationen mit diskreter Quellverteilung (Q1) einen größeren Bereich mit einer
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näherungsweise konstanten Versetzungsdichte aufweisen. Im Gegensatz dazu zeigen die

Simulationen mit der homogenen Quellverteilung (Q2) ein ähnlich ausgeprägtes Plateau

im Versetzungsdichteprofil, welches allerdings betragsmäßig vom Versetzungsdichteprofil

der diskreten Simulationen abweicht. Die Abweichung nimmt mit zunehmender Balken-

größe ab. Der maximale Wert der Versetzungsdichte an der neutralen Faser skaliert für die

Ergebnisse mit homogener Quellverteilung (Q2) invers mit der Balkengröße.

Netzabhängigkeit

In Kapitel 5.2 wird in Abbildung 5.17 eine Netzabhängigkeit der Lösung in einem endlichen

System beobachtet. Im Folgenden wird der Einfluss des Netzes sowohl für das Quellmodell

(Q1) mit diskreter Quellverteilung als auch für das Quellmodell (Q2) mit homogener Quell-

verteilung untersucht.
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Abbildung 5.23: Untersuchung der Netzabhängigkeit für das Quellmodell (Q1) mit einer

diskreten Quellverteilung. Es werden jeweils die Ergebnisse einer identi-

schen Quellverteilungen für die Auflösung h∗ = H/8 (durchgezogen) und

h∗ = H/16 (gestrichelt, bezeichnet mit h∗/2) dargestellt.

In Abbildung 5.23 wird für eine identische Quellverteilung je eine Simulation mit der Auf-

lösung h∗ = H/8 (durchgezogene Linie) und eine Simulation mit der Auflösung h∗ = H/16

(gestichelte Linie, bezeichnet mit h∗/2) durchgeführt. Für den kleinsten BalkenH = 0.5µm

ergibt sich eine Abweichung, aber es wird keine Netzabhängigkeit für das Quellmodell (Q1)

mit einer diskreten Quellverteilung beobachtet.

Für das Quellmodell (Q2) mit einer homogenen Quellverteilung wird der Einfluss des Ver-

gröberns der Auflösung des Systems untersucht. Abbildung 5.24 zeigt die Ergebnisse für

eine Auflösung von h∗ = H/8 (durchgezogene Linie) und h∗ = H/4 (gestrichelte Linie, be-

zeichnet mit 2h∗). Die Ergebnisse des Biegemomentes und der Dichteproduktion zeigen

eine gute Übereinstimmung, bis zu einer bestimmten Gesamtdehnung. Dieser Punkt va-

riiert abhängig von der Größe des Balkens. Für die Auflösung h∗ = H/4 und die Balken

mit H = 0.5µm, 0.75µm, 1.0µm und 1.5µm lassen sich die Punkte der Abweichung durch

1%, 0.7%, 0.55% und 0.45% abschätzen (in Abbildung 5.24 durch ein Kreuz markiert).
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Abbildung 5.24: Untersuchung der Netzabhängigkeit für das Quellmodell (Q2) mit einer

homogenen Quellverteilung. Es werden die Ergebnisse für die Auflösung

h∗ = H/8 (durchgezogen) und h∗ = H/4 (gestrichelt, bezeichnet mit

2h∗) dargestellt. Mit einem Kreuz ist der Punkt abgeschätzt, ab dem die

Ergebnisse voneinander abweichen.

5.3.3. Biegung eines Kragbalkens

Der Simulationsaufbau der Biegung eines Kragbalkens ist in Abbildung 5.25 dargestellt.

Die Balken mit einem Seitenverhältnis von L = 3H für H = 0.5µm, 0.75µm, 1.0µm und

1.5µm werden am freien Ende mit einer Dehnrate von ε̇ext = 5 · 10−3 µs−1 bezogen auf die

Balkenlänge über die Simulationsdauer von tsim = 5µs durch eine Verschiebungsrandbedin-

gung nach unten gedrückt. Für die Simulationen mit diskreter Quellverteilung (Q1) und der

diskreten Versetzungsdynamik werden jeweils 3 Simulationen durchgeführt. Das Ziel ist es,

den Größeneffekt, der aus den Simulationen der diskreten Versetzungsdynamik beobachtet

wird, mit der Kontinuumstheorie zu reproduzieren und das homogenisierte Quellmodell zu

untersuchen. Die Quelldichte ist analog zum Fall der reinen Biegung mit ρs = 2.4 ·1013 m−2

Abbildung 5.25: Der Simulationsaufbau für den Fall des Biegens eines Kragbalkens. Das

freie Ende des Balkens wird mit einer Dehnrate von ε̇ext nach unten be-

wegt.

gewählt. Daraus ergibt sich für die verwendete Kontinuumstheorie ns = 4, 16, 40 und

132 Quellen pro Gleitsystem entsprechend der Höhe von H = 0.5µm, 0.75µm, 1µm und

1.5µm. Die mittlere Quelllänge beträgt ls = 306.2 nm. Für das Quellmodell mit diskreter

Quellverteilung (Q1) werden die Werte der kritischen Quellspannung aus den diskreten

Versetzungsdyanmiksimulationen bestimmt (Tabelle 5.5). Für das Quellmodell (Q2) sind

diese implizit durch das homogenisierte Modell gegeben (Tabelle 5.6).
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Abbildung 5.26: Vergleich des Einflusses der Balkengröße der Biegung eines Kragbalkens

für die Quellmodelle (Q1) (blau) und (Q2) mit homogener Quellverteilung

(rot) mit Simulationen der diskreten Versetzungsdynamik (grau). Die obe-

re Reihe zeigt das normalisierte Biegemoment und die untere Reihe die

entsprechende Entwicklung der Versetzungsdichte. Für die Simulationen

mit diskreter Quellverteilung (Q1) und die diskrete Versetzungsddyna-

mik sind jeweils 3 Simulationen mit unterschiedlichen Quellverteilungen

dargestellt.

Die Ergebnisse der diskreten Versetzungsdynamik in Abbildung 5.26 sind qualitativ ähn-

lich zu denen der reinen Biegung, wobei eine größere Streuung der Ergebnisse der kleinen

Balken H ≤ 0.75µm zu beobachten ist. Der Vergleich der diskreten Versetzungsdynamiksi-

mulationen mit dem Quellmodell (Q1) mit diskreter Quellverteilung zeigt einen ähnlichen

Verlauf der Versetzungsdichte und eine lineare Verfestigung, die besonders für die Balken

mit H ≥ 1.0µm von den Ergebnissen der diskreten Versetzungsdynamik abweichen.

Der Vergleich zwischen den diskreten Versetzungsdynamiksimulationen und dem homoge-

nisierten Quellmodell (Q2) mit homogener Quellverteilung zeigt, dass das homogenisierte

Quellmodell den Größeneffekt der Fließspannung auch für den Fall der Biegung eines Krag-

balkens vorhersagen kann. Das homogenisierte Quellmodell (Q2) zeigt keinen Größeneffekt

in der Verfestigung des Biegemoments.

Um den Einfluss der Verteilung der Versetzungen besser charakterisieren zu können, wird

das Dehnungsprofil und das Versetzungsdichteprofil in Abbildung 5.27 wie für den Fall der

reinen Biegung untersucht. Zusätzlich wird das Profil der produzierten Versetzungsdichte

entlang des Balkens untersucht (siehe Abbildung 5.28).
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Abbildung 5.27: Das Dehnungsprofil und das Profil der produzierten Versetzungsdichte

wie in Abbildung 5.22, aber für den Fall der Biegung eines Kragbalkens.

Aus Abbildung 5.27 lässt sich der Unterschied des Dehnungsprofils einer diskreten und

einer homogenen Quellverteilung analysieren. Wie für den Fall der reinen Biegung ist eine

äquivalente von Mises’sche Vergleichsdehnung εvm (Gleichung (5.26)) dargestellt. Es fin-

det eine Lokalisierung der plastischen Dehnung in der Nähe der Einspannung des Balkens

statt. Das Quellmodell (Q1) mit diskreter Quellverteilung zeigt eine Ausbreitung der plas-

tische Dehnung mit zunehmender Balkengröße. Der Vergleich des Profils der produzierten

Versetzungsdichte über den Balkenquerschnitt der diskreten Versetzungsdynamik und der

diskreten Quellverteilung zeigt eine gute Übereinstimmung. Mit zunehmender Balkengrö-

ße wird eine konstante Versetzungsdichte um die neutrale Faser beobachtet und für den

kleinsten Balken eine stärkere Lokalisierung der Versetzungsdichte um die neutrale Faser.

Das homogenisierte Quellmodell (Q2) mit homogener Quellverteilung skaliert wie im Fall

der reinen Biegung invers mit der Systemgröße.

Der Vergleich des Profils der produzierten Versetzungsdichte entlang des Balkens ist in

Abbildung 5.28 für den Mittelwert der Simulationen der diskreten Versetzungsdynamik

und des Quellmodells (Q1) sowie das Profil der Simulationen mit dem Quellmodell (Q2)

dargestellt. Die Simulationen der diskreten Versetzungsdynamik weisen produzierte Ver-
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Abbildung 5.28: Der Vergleich der Profile der produzierten Versetzungen entlang des Krag-

balkens für den Mittelwert der Simulationen der diskreten Versetzungsdy-

namik, des Quellmodell (Q1) mit diskreter Quellverteilung und das Profil

für das Quellmodell (Q2) mit homogener Quellverteilung.

setzungsdichte für H ≥ 0.75µm bis zu 5/8 der Balkenlänge L auf. Für den kleinsten

Balken ist eine Versetzungsdichte über 3/4 des Balken zu beobachten. Bis auf den kleins-

ten Balken, zeigen die Profile des Quellmodells (Q1) mit diskreter Quellverteilung eine

gute Übereinstimmung. Die Profile des Quellmodell (Q2) mit homogener Quellverteilung

skalieren invers mit der Balkengröße und es ist ein Versetzungsaufstau an der Einspan-

nung des Balkens zu beobachten. Mit zunehmender Balkengröße stimmen die Profile der

diskreten Versetzungsdynamik und der beiden Quellmodelle überein.
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5.4. Kontinuumslimit

In diesem Abschnitt wird untersucht, ob das Kontinuumslimit im Sinne von Kapitel 4

mit den dort eingeführten Maßen nachgewiesen werden kann. Dazu werden Simulationen

der diskreten Versetzungsdynamik auf einem beschränkten Gebiet [0, L]× [0, H] durchge-

führt. Beschränktes Gebiet bedeutet, dass Versetzungen mittels undurchlässiger Ränder

eingeschlossen werden und das ganze Gebiet in einem unendlichen elastischen Medium

eingebettet ist. Für das System mit nicht-polarisierter Dichte werden 2n zufällig verteilte

Versetzungen ohne anliegende externe Spannung (τext = 0) relaxiert. Das explizite Euler

Verfahren wird zur Diskretisierung der Evolutionsgleichung ∂txi = sivi für i = 1, . . . , 2n

verwendet, wobei xi die x-Koordinate der Versetzung, si das Vorzeichen der Versetzung

und vi die Versetzungsgeschwindigkeit in Gleitrichtung aus Gleichung (2.2) beschreibt.

Aufgrund der Struktur des Gleichungssystems für ein einzelnes Gleitsystem sind die re-

laxierten Zustände unabhängig vom Schermodul µ, der Poissonzahl ν, dem Betrag des

Burgersvektors b und dem Reibungswiderstand B. Durch die Skalierungseigenschaften

von Versetzungssystemen sind die relaxierten Zustände bei gleichbleibender Anzahl von

Versetzungen zudem unabhängig von der absoluten Größe des Systems L. Daraus folgt,

dass einzig das Seitenverhältnis L/H und die Anzahl der Versetzungen 2n eine Rolle für

die Unterscheidung der Ergebnisse spielen. Es werden Simulationsreihen für die gleiche

Anzahl von positiven und negativen Versetzungen (nicht-polarisierte Dichte) und einem

Seitenverhältnis von L/H = 8 berechnet.

Die Definition des relaxierten Zustandes der diskreten Versetzungsdynamik ist ein wich-

tiger Aspekt für die Berechnung der Korrelationsfunktionen, da diese den Zustand des

Gleichgewichtes beschreiben. In der Praxis hat es sich als sinnvoll erwiesen, keine absolute

Grenze für die Definition des relaxierten Zustandes zu setzen. Im Allgemeinen lässt sich

keine monotone Konvergenz der resultierenden Versetzungsgeschwindigkeiten beobachten,

sodass ein definierter relaxierter Zustand im weiteren Verlauf nicht unbedingt Bestand ha-

ben muss. Im Folgenden wird ein ”schwaches” Kriterium für den relaxierten Zustand eines

Systems definiert und in Anhang D werden die Residuumsgeschwindigkeiten der einzelnen

Simulationen mit dem statistischen Fehler aus Gleichung (4.8) verglichen. Die Simulationen

werden als konvergiert deklariert, sobald die mittlere Geschwindigkeit v̄ := 1/2n
∑2n

i=1 |vi|
und die maximale Geschwindigkeit vmax := maxi{|vi|} folgende Bedingungen erfüllen:

v̄(t) < c1 · v̄(t = 0) (5.27)

vmax(t) < c2 · v̄(t). (5.28)

Damit wird sichergestellt, dass das Niveau der Geschwindigkeit signifikant gefallen ist und

die Abweichung der maximalen Versetzungsgeschwindigkeit im Vergleich zur mittleren

Geschwindigkeit klein ist. Die Koeffizienten c1 und c2 sind in Tabelle 5.7 aufgelistet. Sie

werden abhängig von der Anzahl der Versetzungen gewählt, da im Allgemeinen ein kleine-

rer mittlerer Versetzungsabstand eine größere mittlere Geschwindigkeit v̄ einer homogenen

Verteilung von Versetzungen verursacht.
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n c1 c2

25, 50 1.0 · 10−3 5

100 5.0 · 10−4 5

200 2.5 · 10−4 5

400, 800 1.0 · 10−4 5

Tabelle 5.7.: Koeffizienten der Konvergenz der Relaxierung der diskreten Versetzungsdy-

namik abhängig von der Anzahl der Versetzungen n.

Die relativen Korrelationsfunktionen werden, wie in Gleichung (4.3) beschrieben, aus den

Ensemblemittelwerten der unterschiedlichen Simulationsreihen berechnet. Es wird ein po-

lares Gitter mit einer äquidistanten Diskretisierung von ∆ϕ = 2π/120 für den Winkel ϕ

und ∆r = (r1 − r0)/40 für die Diskretisierung des Radius r gewählt. r0 = 0.01 ist so

gewählt, dass der minimale Abstand zwischen Versetzungen in allen Simulationen größer

als r0 ist. Zaiser et al. (2001) haben gezeigt, dass die Korrelationsfunktionen hinreichend

schnell konvergieren und eine physikalische Reichweite rphys für rphys ≤ 6 aufweisen, wobei

rphys mit dem mittleren Versetzungsabstand ρ
−1/2
t normiert ist. Daher wird r1 = 6 gewählt.

Eine Diskussion über die Reichweite der Korrelationsfunktion wird in Anhand F angeregt.

Berechnung der Winkelkorrelationsfunktion

Um zu verdeutlichen, wie die Normalisierung der 2-Partikeldichtefunktion zur Berechnung

der Korrelationsfunktionen nach Gleichung (4.3) beiträgt, wird die Korrelationsfunktion

einer zufälligen homogenen Verteilung von Versetzungen untersucht. Aus Gleichung (4.1)

lassen sich die Verläufe der gemittelten 1-Partikeldichtefunktion ρh1 einer homogenen Ver-

teilung

ϕ = 0◦ : ρh1(x(r, 0◦)) = 1− rρ
−1/2
t

L
(5.29)

ϕ = 45◦ : ρh1(x(r, 45◦)) = 1−
√

2

2

√
2r

(
1

L
+

1

H

)
ρ
−1/2
t +

1

2LH

(
rρ
−1/2
t

)2

(5.30)

ϕ = 90◦ : ρh1(x(r, 90◦)) = 1− rρ
−1/2
t

H
(5.31)

zu gegebenem Winkel ϕ abhängig vom Radius r analytisch herleiten. In Abbildung 5.29 ist

die gemittelte 1-Partikeldichtefunktion ρh1 dargestellt und in Abbildung 5.30 (links) werden

die normierten Verläufe von ρh1 und der 2-Partikeldichtefunktion ρ2 für ϕ = 0◦, 45◦ und 90◦

für 0 ≤ r ≤ 6 verglichen. Die gemittelte 1-Partikeldichtefunktion ρh1 beschreibt den Abfall

der 2-Partikeldichtefunktion für r → 6, sodass die aus Gleichung (4.3) berechnete Korre-

lationsfunktion der homogenen Korrelationsfunktion dhomogen ≡ 0 entspricht (Abbildung

5.30 rechts).

Um einen grundsätzlichen Fehler der Berechnung der Winkelkorrelationsfunktion aus Glei-

chung (4.4) auszuschließen, wird die Winkelkorrelationsfunktion über 50 Realisierungen
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Abbildung 5.29: Die gemittelten 1-Partikeldichtefunktion ρh1 für 0 ≤ r ≤ 6. Die blaue,

grüne und rote Linie bezeichnen entsprechend den Verlauf für ϕ = 0◦, 45◦

und 90◦ (vgl. Gleichungen (5.29) bis (5.31)).
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Abbildung 5.30: Der normalisierte Verlauf der gemittelten 1-Partikeldichtefunktion ρh1
(Gleichungen (5.29) bis (5.31)) und der 2-Partikeldichtefunktion ρ2 von

50 Realisierungen einer homogenen Verteilung von n = 800 Versetzungen

für 0 ≤ r ≤ 6 und ϕ = 0◦, 45◦ und 90◦ (links) und der daraus resul-

tierende Verlauf der Korrelationsfunktion im Vergleich zur homogenen

Korrelationsfunktion dhomogen ≡ 0 (rechts).

von jeweils n = 800 zufällig homogen verteilten Versetzungen für verschiedene Radien un-

tersucht. Für die Winkelkorrelationsfunktionen der homogenen Verteilung gilt näherungs-

weise dϕss′ = 0 unabhängig vom Winkel ϕ (Abbildung 5.31). Ein systematischer Fehler

aufgrund der Berechnung der Winkelkorrelationsfunktion lässt sich damit ausschließen.

Allerdings wird mit zunehmendem maximalen Radius r1 ein zunehmendes Rauschen in

der Winkelkorrelationsfunktion beobachtet.

Wie in Kapitel 4.3 beschrieben, wird die Charakterisierung des Kontinuumslimits in drei

Aspekte aufgeteilt: die Invarianz der Korrelationsfunktionen bzgl. der Anzahl der Ver-

setzungen, die Abhängigkeit von der Anfangsbedingungen und der Einfluss des endlichen

Gebiets.
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Abbildung 5.31: Die Winkelkorrelationsfunktionen einer homogenen Verteilung von

n = 800 Versetzungen berechnet für unterschiedliche Radien r1 und je-

weils 50 Realisierungen.

5.4.1. Kontinuumslimit für polarisierte Dichten

Die in Abbildung 4.1 dargestellte heuristische Analyse des Kontinuumslimits für polari-

sierte Dichten zeigt für eine zunehmende Anzahl von Versetzungen einen zunehmenden

Einfluss des Randes des beschränkten Systems. Es bildet sich eine starke Versetzungswand

am Rand, die sich für n ≥ 400 Versetzungen als regelmäßig Struktur manifestiert. Im

Folgenden wird der Einfluss des Randes deswegen als struktureller Einfluss und dessen

Sichtbarkeit in den Ensemblemittelwerten als Strukturbildung bezeichnet. Um den struk-

turellen Einfluss zu charakterisieren, wird die Korrelationsfunktion für n = 25 und 800

positive Versetzungen untersucht.

Anders als in Kapitel 2.2.2 eingeführt, wird die Korrelationsfunktion in Abbildung 5.32

für den absoluten Radius dargestellt, der mit der absoluten Systemgröße normiert ist. Da

die Berechnung der Korrelationsfunktion eine homogene Verteilung von Versetzungen vor-

aussetzt, muss das untersuchte Gebiet der polarisierten Versetzungsdichte eingeschränkt

werden. Es werden die inneren 80% des Systems gewählt, so dass das betrachtete Gebiet

auf Ωeff = [0.1L, 0.9L] × [0.1H, 0.9H] verkleinert wird. Dadurch ergibt sich für die bei-

den untersuchten Fälle eine effektive Anzahl von Versetzungen auf Ωeff von neff = 9 und

neff = 309. Der absolute Radius ist mit Heff = 0.8H normiert und die Ergebnisse sind

symmetrisiert. In Abbildung 5.32 lässt sich der strukturelle Einfluss auf die berechneten

Korrelationsfunktionen beobachten. Erstaunlicher Weise zeigt sich dieser Einfluss unab-

hängig von der Anzahl der Versetzungen, obwohl eine Strukturbildung in Abbildung 2.2.2

nur für n ≥ 400 zu beobachten ist. Der mittlere Versetzungsabstand ρ
−1/2
t ist durch die

türkisene Linie gekennzeichnet und der strukturelle Einfluss auf die Korrelationsfunktion

wird ab einem Abstand von ungefähr 1.5ρ
−1/2
t sichtbar.
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Abbildung 5.32: Korrelationsfunktionen d++ der polarisierten Dichte für n = 25 und 800

Versetzungen. Die effektive Anzahl der Versetzungen auf Ωeff ist neff = 9

und 309. Die Ergebnisse sind symmetrisiert und jede Hälfte zeigt das

Ergebnis für den Radius 0 ≤ r ≤ 3.5, der mit der absoluten Systemgröße

Heff normiert ist. Der mittlere Versetzungsabstand ρ
−1/2
t ist in Türkis

eingezeichnet.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

x [Heff ]

−0.4

−0.2

0.0

0.2

0.4

d
P +

+
[−

]

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

λ [Heff ]

10−3

10−2

10−1

∆
d
P +

+
[−

]

neff = 9 neff = 309

Abbildung 5.33: Die projizierte Korrelationsfunktionen dP++ aus Gleichung (5.32) und

die entsprechende Fourier Transformierte der projizierten Korrelations-

funktion aus dem grauen Bereich.

Um den strukturellen Einfluss der beiden Konfigurationen vergleichen zu können, wird die

Korrelationsfunktion d++ in x-Richtung (ϕ = 0◦) projiziert. Die projizierte Korrelations-

funktion

dP++(x) =
1

y0

∫ y0

0

d++(r(x, y)) dy (5.32)

wird durch Integration in y-Richtung (ϕ = 90◦) berechnet. Abbildung 5.33 (links) stellt die

resultierende Korrelationsfunktion für y0 = 0.25Heff dar. Da der strukturelle Einfluss für

neff = 9 nur für x > 1.5Heff beobachtet wird, wird die Fouriertransformierte der projizierte

Korrelationsfunktion auf [1.5Heff , 3.0Heff ] bestimmt. Das Ergebnis der Fouriertransforma-

tion in Abbildung 5.33 (rechts) bildet die Wellenlänge gegen die Amplitude ab. Beide

Fälle resultieren in einer ähnlichen Signatur mit einer (lokalen) maximalen Amplitude für



5.4. Kontinuumslimit 79

λstrukt = 0.374Heff , wobei die Amplitude unterschiedlich ist. Für neff = 9 wird zusätzlich

eine große Amplitude für eine Wellenlänge in Größenordnung von 1.5Heff gefunden. Die

Wellenlänge λstrukt = 0.374Heff charakterisiert den strukturellen Einfluss, da diese un-

abhängig von der Anzahl der Versetzungen neff als Einfluss auf die Korrelationsfunktion

beobachtet wird.

Abbildung 5.32 weist eine Korrelation kleiner −0.2 im Bereich des oberen und unteren

Randes des Gebietes auf. Daraus lässt sich folgern, dass die Verteilung der Versetzungen

deutlich von der homogenen Verteilung abweicht und somit nicht mit der relativen 1-

Partikeldichtefunktion in Gleichung (4.1) korrigiert werden kann. Da der Berechnung der

Korrelationsfunktion die Annahme einer homogenen Verteilung zugrunde liegt, findet eine

weitere Analyse des Kontinuumslimit für den Fall polarisierter Dichten nicht statt. Auf die

Ergebnisse des strukturellen Einflusses hat die Verletzung der Annahme einer homogenen

Verteilung keine Auswirkung.

5.4.2. Kontinuumslimit für nicht-polarisierte Dichten

Die Simulationsreihen der nicht-polarisierten Dichten werden über jeweils n = 25, 50, 100,

200, 400 und 800 positive und negative Versetzungen, also einer Gesamtanzahl von 2n

Versetzungen, für das beschränkte Gebiet Ω mit dem Seitenverhältnis L/H = 8 erstellt.

Der Umfang der Simulationsreihen ist durch n · m̄S(n) = 4.56 · 104 festgelegt, sodass die

maximale Anzahl an Simulationen zu einer gegebenen Anzahl von Versetzungen n durch

m̄S(n) = 4.56 · 104/n gegeben ist.

Einfluss des Randes

Für polarisierte Dichten wird eine ausgeprägte Strukturbildung in den Ensemblemittelwer-

ten der 1-Partikeldichtefunktionen mit zunehmender Anzahl an Versetzungen beobachtet

(Abbildung 4.1). Abbildung 5.34 zeigt die Ensemblemittelwerte der 1-Partikeldichtefunk-

tionen der Gesamtdichte für den Fall der nicht-polarisierten Dichten für n = 25, 100, 400

und 800 Versetzungen auf dem beschränkten Gebiet Ω = [0, L] × [0, L/8]. Die Ensem-

blemittelwerte sind mit der mittleren Anzahl der Versetzungen ρt normalisiert und die

Anzahl der Simulationen m̄S(n) jeder Simulationsreihe ist so gewählt, dass die Gesamtan-

zahl der Versetzungen n · m̄S(n) = 4.56 · 104 ist. Die Ergebnisse sind entlang der x- und

der y-Achse symmetrisiert und jeder Quadrant zeigt das Ergebnis einer Simulationsreihe

mit einer Auflösung von h∗ = H/32. Die Ergebnisse der nicht-polarisierten Dichte zeigen

keinen strukturellen Einfluss und beschreiben eine nahezu homogene Versetzungsdichte.

Abbildung 5.35 zeigt die zugehörigen Korrelationsfunktionen für n = 25 und 800 Verset-

zungen und den entsprechenden mittleren Versetzungsabstand in türkis. Wie für den Fall

der polarisierten Dichte, werden die Korrelationsfunktionen hier bezogen auf den absoluten

Radius, der auf die Systemgröße normiert ist, bestimmt. Es ist zu beobachten, dass für den

Fall der nicht-polarisierten Dichte kein struktureller Einfluss auf die Korrelationsfunktion

sichtbar wird.
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Abbildung 5.34: Die Ensemblemittelwerte der relaxierten 1-Partikeldichtefunktion

(ρ+ + ρ−) für n = 25, 100, 400 und 800 Versetzungen auf dem be-

schränkten Gebiet Ω = [0, L] × [0, L/8]. Die Ensemblemittelwerte sind

auf die mittlere Versetzungsdichte ρt normalisiert und die maximale

Anzahl der Simulationen m̄S(n) jeder Simulationsreihe ist so gewählt,

dass die Gesamtanzahl der Versetzungen n · m̄S(n) = 4.56 · 104 ist. Die

Ergebnisse sind entlang der x- und der y-Achse symmetrisiert und jeder

Quadrant zeigt das Ergebnis einer Simulationsreihe mit einer Auflösung

von h∗ = H/32.
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Abbildung 5.35: Wie Abbildung 5.32, aber für den Korrelationsfunktionen d++ und d+−
der nicht-polarisierten Dichte für n = 25 und 800 Versetzungen.

Der Einfluss der Anzahl der Versetzungen

Abbildung 5.36 zeigt den Einfluss der Anzahl der Versetzungen auf die Korrelationsfunk-

tionen d++ und d+− für nicht-polarisierte Dichten auf einem beschränkten Gebiet mit

L/H = 8. Die Korrelationsfunktionen sind für ϕ = 90◦ durch die Höhe des Systems be-

schränkt, wobei das Verhältnis der Höhe zum mittleren Versetzungsabstand für n = 25

durch H/ρ
−1/2
t = 2.5 und für n = 100 durch H/ρ

−1/2
t = 5 gegeben ist.

Die Korrelationsfunktion d++ für Versetzungen mit gleichem Vorzeichen, wird durch die

Korrelation für ϕ = 90◦ dominiert. Dies entspricht der Anordnung von positiven Ver-

setzungen in Versetzungswänden. Die Korrelationsfunktion d+−, die die Korrelation von

Versetzungen mit entgegengesetztem Vorzeichen beschreibt, weist die stärkste Korrelation
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Abbildung 5.36: Korrelationsfunktionen d++ und d+− der nicht-polarisierten Dichte für

n = 25, 100, 400 und 800 Versetzungen. Die Ergebnisse sind symmetrisiert

und jeder Quadrant zeigt das Ergebnis einer Simulationsreihe für 0.01 ≤
r ≤ 6.

für ϕ = 45◦ auf, wobei mit zunehmendem Abstand der Versetzungen für r → 6 die maxi-

male Korrelation in Richtung ϕ ≈ 75◦ tendiert.

Die zugehörigen Winkelkorrelationsfunktionen in Abbildung 5.37 zeigen die Konvergenz

der Korrelationsfunktionen für eine zunehmende Anzahl von Versetzungen. Für n ≥ 100

lässt sich qualitativ kein Unterschied der Winkelkorrelationsfunktionen erkennen. Für

die Winkelkorrelationsfunktionen dϕ++ ist mit zunehmender Anzahl der Versetzungen für

n ≥ 100 eine leichte Zunahme der Korrelation für 80◦ ≤ ϕ ≤ 90◦ zu beobachten. Für

die Winkelkorrelationsfunktionen dϕ+− ist mit zunehmender Anzahl der Versetzungen eine

zunehmende Korrelation für 70◦ ≤ ϕ ≤ 80◦ zu beobachten.
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Abbildung 5.37: Die Winkelkorrelationsfunktionen dϕ++ und dϕ+− der Korrelationsfunktio-

nen aus Abbildung 5.36 für n = 25, 50, 100, 200, 400 und 800 Versetzung-

en.
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Abbildung 5.38: Der Verlauf des relativen Fehlers |wϕss′ − w̃ϕss′ |/|w̃ϕss′ | abhängig von der

Anzahl der Versetzungen n bezogen auf w̃ϕss′ für n = 800 Versetzungen.
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Abbildung 5.39: Der relative Fehler abhängig von der Anzahl der Versetzungen n wird

bezogen auf die Winkelkorrelationsfunktion für n = 800 berechnet. Die

roten Geraden sind die entsprechenden Approximationen des relativen

Fehlers durch ein Potenzgesetz.

Um den relativen Fehler der Winkelkorrelationen zu untersuchen, wird der Quotient

|wϕss′ − w̃ϕss′ |
|w̃ϕss′ |

(5.33)

bezüglich der Gewichtsfunktion w̃ϕss′ für n = 800 Versetzungen berechnet und in Abbil-

dung 5.38 für n = 25, 50, 100, 200 und 400 dargestellt. Die Gewichtsfunktion wϕss′ ist in

Gleichung (4.6) definiert. Die Ergebnisse zeigen, dass n · m ausreichend groß ist, damit

wϕss′(ϕ) > 0 unabhängig von n und ϕ gilt. Für n ≥ 100 ist der größte Fehler der Korrela-

tionsfunktion d++ für 80◦ ≤ ϕ ≤ 90◦ und der größte Fehler der Korrelationsfunktion d+−
für 70◦ ≤ ϕ ≤ 80◦ zu finden. In beiden Fällen ist der relative Fehler für 0◦ ≤ ϕ ≤ 70◦

unabhängig von n näherungsweise gleich groß und es scheint, dass der Fehler der Winkel-

korrelationsfunktionen hauptsächlich durch ein Rauschen dominiert ist.

Der mittlere relative Fehler der Winkelkorrelationsfunktionen dϕ++ und dϕ+− ist in Abbil-

dung 5.39 dargestellt und wird bzgl. der jeweiligen Winkelkorrelationsfunktion für n = 800

Versetzungen berechnet. Für n ≥ 100 lässt sich der relative Fehler der Winkelkorrelations-

funktionen jeweils durch ein Potenzgesetz abhängig von der Anzahl der Versetzungen n
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approximieren. Für die Winkelkorrelationsfunktion dϕ++ konvergiert der Fehler mit einem

Exponenten von −0.30 bezüglich der Anzahl der Versetzungen und für die Winkelkorre-

lationsfunktion dϕ+− konvergiert der Fehler mit einem Exponenten von −0.46 bezüglich

der Anzahl der Versetzungen. Im Bereich von 50 < n < 100 wird ein starkes Abfallen

des relativen Fehlers beobachtet. Da die Korrelationsfunktionen für n < 100 durch die

Höhe der Lamelle begrenzt sind (5ρ
−1/2
t > H), wird der Fokus für die Auswertung des

Kontinuumslimit auf den Bereich mit n ≥ 100 gelegt.

Grenzwert des Kontinuumslimits

Um einen konkreten Wert für das Kontinuumslimit zu ermitteln, wird wie in Kapitel 4.3

definiert, der mittlere relative Fehler im Verhältnis zum statistischen Fehler charakterisiert.

Zur Berechnung des statistischen Fehlers werden jeweils paarweise disjunkte Ensemblemit-

telwerte für n · m = konst. miteinander verglichen, damit die Anzahl der Datenpunkte,

die den Ensemblemittelwerten zugrunde liegen, in allen Fällen gleich ist. Die Ensemble-

mittelwerte werden zufällig aus allen Simulationen gezogen, sodass für jeden Wert des

statistischen Fehlers 100 und für jeden relativen Fehler 200 Paare verglichen werden. Da

der relative Fehler in Abbildung 5.39 einen Sprung zwischen n = 50 und 100 aufweist, wer-

den der relative Fehler und der statistische Fehler zum einen im Bereich R1 für n < 100

und zum anderen im Bereich R2 für n ≥ 100 jeweils durch ein Potenzgesetz approximiert.

Die Gesamtanzahl der Versetzungen n ·m wird variiert und das Kontinuumslimit nKL wird

aus dem Schnittpunkt der Potenzgesetze der Approximation des relativen Fehlers und dem

statistischen Fehler im Bereich R2 berechnet.

Abbildungen 5.40 und 5.41 zeigen die Ergebnisse für den relativen Fehler und den statisti-

schen Fehler der Winkelkorrelationsfunktion dϕ++ und dϕ+− jeweils für unterschiedliche n ·m
(Abbildungen A bis E). Der mittlere statistische Fehler lässt sich durch ein Potenzgesetz

bzgl. n · m approximieren und konvergiert in beiden Fällen mit einem Exponenten von

ungefähr −0.5.

Da für die bestimmten Werte für das Kontinuumslimit nKL kein Fehler angegeben werden

kann, wird die Analyse aus Abbildungen 5.40 und 5.41 insgesamt drei mal wiederholt. In

Abbildung 5.42 wird der mittlere statistische Fehler abhängig von n ·m dargestellt. Dieser

wurde zu gegebenem n ·m sowohl über den Bereich R2 als auch über drei verschiedenen

Realisierungen der beschriebenen Analyse gemittelt. Des weiteren sind die Ergebnisse für

das Kontinuumslimit nKL abhängig von n ·m für alle drei Realisierungen abgebildet. Die

linke Spalte zeigt die Ergebnisse für dϕ++ und die rechte Spalte für dϕ+−. Die Werte für das

Kontinuumslimit liegen für die Winkelkorrelationsfunktion dϕ++ zwischen 336 ≤ nKL ≤ 622

und für die Winkelkorrelationsfunktion dϕ+− zwischen 234 ≤ nKL ≤ 408. Das Kontinuums-

limit schwankt zwischen den verschiedenen Realisierungen um ±75 Versetzungen. Für die

Winkelkorrelationsfunktion dϕ++ nimmt das Kontinuumslimit mit n ·m→ 1.6 · 104 zu und

für dϕ+− ab.
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E: n ·m = 16000 relativer Fehler R1

relativer Fehler R2
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statistischer Fehler R1

statistischer Fehler R2

eine Realisierung
Mittelwert
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Abbildung 5.40: Abbildungen A bis E zeigen die Ergebnisse der Auswertung des relativen

und des statistischen Fehlers der Winkelkorrelationsfunktion dϕ++. Der re-

lative und der statistische Fehler sind jeweils durch ein Potenzgesetz für

den Bereich R1 mit n < 100 und für den Bereich R2 mit n ≥ 100 ap-

proximiert. Das Kontinuumslimit nKL wird durch den Schnittpunkt der

Potenzgesetze des relativen und statistischen Fehlers in Bereich R2 ap-

proximiert.
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Abbildung 5.41: Wie Abbildung 5.40, aber für die Winkelkorrelationsfunktion dϕ+−.
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Abbildung 5.42: Vergleich des mittleren statistischen Fehlers und das berechnete Konti-

nuumslimit für die Fälle A-E aus Abbildungen 5.40 und 5.41 für drei

unterschiedliche Realisierungen der Fehleranalyse.

(A: n ·m = 3200, B: n ·m = 6400, C: n ·m = 9600, D: n ·m = 12800,

E: n ·m = 16000)
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Grenzwert des Kontinuumslimits für r1 = 3

In der Annahme, dass die Bereichsgrenze zwischen den Bereichen R1 und R2 durch den

maximalen Radius bestimmt wird, wird die Analyse des Grenzwert des Kontinuumslimits

für r1 = 3 wiederholt. Mit dieser Wahl sollte sich der Übergang der beiden Bereich auf

ungefähr n ≈ 36 verringern. Abbildungen 5.43 bis 5.45 entsprechen den Abbildungen 5.40

bis 5.42, wobei ausschließlich der maximale Radius r1 = 3 verändert wurde.

Die Ergebnisse des relativen und statistischen Fehlers in Abbildung 5.40 und 5.41 zeigen,

dass sich die Bereichsgrenze entgegen der Annahme nicht verschoben hat. Wie für die

Ergebnisse mit r1 = 6 findet sich ein markanter Knick bei n = 100 Versetzungen.
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Abbildung 5.43: Wie Abbildung 5.40 für dϕ++ mit r1 = 3.
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Abbildung 5.44: Wie Abbildung 5.41 für dϕ+− mit r1 = 3.

Das aus diesen Ergebnissen berechnete Kontinuumslimit in Abbildung 5.45 zeigt ein ähn-

liche Verhalten wie für den Fall mit r1 = 6, wobei die Werte des Kontinuumslimits nKL

für dϕ++ ungefähr um einen Faktor 2 und die Werte für dϕ+− ungefähr um einen Faktor 1.3

größer sind.

Abbildung 5.46 zeigt die Winkelkorrelationsfunktionen für r1 = 3. Für n < 100 Verset-

zungen werden die Korrelationsfunktionen für r ≤ 3 durch das beschränkte System be-

einflusst. Der Verlauf des relativen Fehlers |wϕss′ − w̃ϕss′ |/|w̃ϕss′ | in Abbildung 5.47 zeigt das

gleiche Verhalten wie für den Fall mit r1 = 6: Bis n = 100 ist eine Konvergenz der Winkel-

korrelationsfunktionen zu beobachten und für n ≥ 100 konvergieren nur noch die ”starke”

Korrelationen (ϕ ≈ 90◦ für dϕ++ und ϕ ≈ 45◦ für dϕ+−). Alle anderen Bereich sind für

n ≥ 100 hauptsächlich durch das Rauschen der Winkelkorrelationsfunktionen dominiert.
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Abbildung 5.45: Wie Abbildung 5.42 mit r1 = 3 bezogen auf die Analysen in Abbildungen

5.43 und 5.44.
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Abbildung 5.46: Wie Abbildung 5.37 für r1 = 3.
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Abbildung 5.47: Wie Abbildung 5.38 für r1 = 3.
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Einfluss der Anzahl der Simulationen

Der Einfluss der Anzahl der Simulationen wird durch den relativen Fehler zwischen den

Winkelkorrelationsfunktionen unterschiedlicher Ensemblemittelwerte berechnet. Dazu wer-

den paarweise disjunkte Mengen über m = 1, 2, 4, 8, 16 und m̄S(n) Simulationen zufällig

aus allen vorhandenen Simulationen zu jeder Anzahl n an Versetzungen ausgewählt. Aus

den Winkelkorrelationsfunktionen der zufällig gruppierten Simulationen wird der relati-

ve Fehler bzgl. der Winkelkorrelationsfunktion der m̄S(n) Simulationen bestimmt. Dieser

Vorgang wird für jede Anzahl an Versetzungen 100 mal wiederholt. Dabei ist die Referenz

so gewählt, dass m̄S(n) = 2 · 104/n ist.

Abbildung 5.48 zeigt das Ergebnis jeder einzelnen Realisierung des relativen Fehlers (mit

einem Kreuz gekennzeichnet) und dem entsprechenden Mittelwert (mit einem Kreis ge-

kennzeichnet). Die Analyse ist für n = 25, 100, 200, 400 und 800 Versetzungen und die

Winkelkorrelationsfunktionen dϕ++ und dϕ+− durchgeführt. Die untere Grenze des relativen

Fehlers wird durch den statistischen Fehler beschrieben. Aus Abbildungen 5.40 und 5.41

ergibt sich der statistische Fehler für n ·m = 2 · 104 zu 1.51 % für dϕ++ und zu 1.46 % für

dϕ+−. Für n ≥ 100 lässt sich der relative Fehler durch ein Potenzgesetz approximieren und

konvergiert für n ·m→ 2 · 104 gegen die untere Schranke, also den statistischen Fehler für

n ·m = 2 · 104. Das Potenzgesetz ist abhängig von der Gesamtanzahl der berücksichtigten

Versetzungen n ·m und konvergiert mit einem Exponenten von −0.49.

In Anhang E sind die Korrelations- und Winkelkorrelationsfunktionen für jeweils eine

Realisierung mit n = 25, 100, 400 und 800 Versetzungen zu je m = 1, 4, 8 und 2 · 104/n

Simulationen abgebildet.
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Abbildung 5.48: Der relative Fehler für eine unterschiedliche Anzahl von Simulationen ab-

hängig von der Anzahl an Versetzungen. Die Kreuze markieren das Ergeb-

nis einzelner Realisierungen des relativen Fehlers und die Kreise markieren

den Mittelwert der jeweils 100 Realisierungen. Die untere Schranke wird

durch den statistischen Fehler der Referenz mit n·m = 2·104 beschrieben.

Als Referenz ist die Steigung −0.49 eingezeichnet.
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Abbildung 5.49: Die Mittelwerte des relative Fehler aus Abbildung 5.48 für

n = 100, 200, 400 und 800 Versetzungen normiert durch den statis-

tischen Fehler aus Abbildungen 5.40 und 5.41 für n ·m = 2 · 104.

In Abbildung 5.49 sind die Mittelwerte des relativen Fehlers für n = 100, 200, 400 und 800

Versetzungen normiert durch den statistischen Fehler für dϕ++ und dϕ+− dargestellt. Für

m = 1 und n = 100, 200, 400 und 800 ergibt sich ein Verhältnis aus relativem Fehler zu

statistischem Fehler von 9.3, 6.4, 5.0 und 3.7. Der relative Fehler für n = 400 Versetzungen

und m = 4 Simulationen ist nur um ein 2.25 faches höher als der statistische Fehler für

n = 400 Versetzungen und m = 50 Simulationen.





6. Diskussion

6.1. Homogenisierung der Wechselwirkung von Ver-

setzungen

Der erste Schritt zur Homogenisierung der Wechselwirkungen ist das Homogenisieren von

diskreten Versetzungen innerhalb diskreter Gleitebenen (siehe Abbildung 2.3 (c) bzw. Glei-

chung (2.11)). Für eine Kontinuumstheorie muss das singuläre Problem, die Darstellung

von Sprüngen im Verschiebungsfeld senkrecht zur Gleitebene, regularisiert werden. Mittels

der Eigendehnungsformulierung (siehe Kapitel 2.4) lässt sich eine geeignete numerische

Formulierung aufstellen, falls die Auflösung des Systems dem minimalen Versetzungsab-

stand entspricht (Lemarchand et al., 2001). In Kapitel 3.1.2 wird mit der Nahfeldkorrektur

τd
nfc eine numerische Korrektur der Eigendehnungsformulierung bei reduzierter Auflösung

hergeleitet (siehe Gleichung (3.5)).

In Abbildung 5.2 wird das Relaxieren von Versetzungen gleichen Vorzeichens ohne externe

Spannungen für homogene Versetzungskonfigurationen mit einer unterschiedlichen Anzahl

nsp von diskreten Gleitebenen für die Nahfeldkorrektur τd
nfc untersucht. Es zeigt sich, dass

die Struktur des Versetzungsaufstaus auf den unterschiedlichen Gleitebenen korrekt repro-

duziert wird. Wie bereits von Lemarchand et al. (2001) beschrieben, werden die Wechsel-

wirkungen, bei ausreichender Auflösung der einzelnen Versetzungen, vollständig durch die

Eigendehnungsformulierung abgebildet. Da in den Simulationen zu Abbildung 5.2 die Auf-

lösung h∗ = H/8 größer als der minimale Versetzungsabstand dmin → 0 im Versetzungsauf-

stau ist, ermöglicht die Nahfeldkorrektur τd
nfc das Reproduzieren des Versetzungsaufstaus

innerhalb der Gleitebene.

Der Übergang zu homogenisierten Gleitebenen entspricht einem Grenzwertprozess für

nsp →∞. Mit zunehmender Anzahl nsp von diskreten Gleitebenen, wird in Abbildung 5.2

die Bildung einer versetzungsfreien Zone auf der mittleren Gleitebene und die Verkürzung
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der Länge des Versetzungsaufstaus beobachtet. Im Grenzfall von beliebig vielen Gleitebe-

nen ordnen sich die Versetzungen, wie in den diskreten Versetzungsdynamiksimulationen

in Abbildung 5.4 zu erkennen ist, in der energetisch günstigen Konfiguration von Ver-

setzungswänden an. Das zeigt sich zum einen an den starken Versetzungswänden an den

senkrecht zur Gleitebene stehenden äußeren Rändern und zum anderen an den deutlich

schwächer ausgeprägten, aber häufiger vorkommenden, Ansammlungen von vertikal zuein-

ander ausgerichteten Versetzungen innerhalb des Gebiets.

Homogenisierte Gleitebenen

Der zweite Schritt zur Homogenisierung der Wechselwirkung von Versetzungen ist das

Homogenisieren der Darstellung diskreter Gleitebenen. Dabei werden einzelne Gleitebe-

nen nicht mehr aufgelöst und es wird angenommen, dass sich Versetzungen gleichen Vor-

zeichens lokal in Form von Versetzungswänden anordnen. Aus dieser Annahme wird die

Nahfeldkorrektur τ c
nfc in Gleichung (3.27) hergeleitet und ein Konstitutivgesetz (Gleichung

(3.28)) formuliert. Die Höhe der Versetzungswände stimmt lokal mit der Auflösung des

Systems h∗ überein. Durch eine sinnvolle Wahl des Abstands der Versetzungen in den Ver-

setzungswänden (vgl. Gleichung (3.26)), wird ein kontinuierlicher Übergang zwischen der

Darstellung diskreter und homogenisierter Gleitebenen möglich (vgl. Gleichung (3.27)).

Die Ergebnisse der diskreten Versetzungsdynamiksimulationen werden in Abbildung 5.5

mit Ergebnissen der kontinuierlichen Theorie für unterschiedliche Auflösungen des Sys-

tems verglichen. Dabei lassen sich die Charakteristika der diskreten Versetzungsdynamik-

simulationen, eine Versetzungswand an den Rändern der Gleitebenen gefolgt von einer

versetzungsfreien Zone und einer homogenen Versetzungdichte in der Mitte des Gebiets,

unabhängig von der Auflösung des Systems reproduzieren. Die Ausdehnung der Verset-

zungswand an den Rändern der Gleitebenen der diskreten Versetzungsdynamiksimulatio-

nen liegt bei ungefähr 140 nm. Für h∗ = h4 ist die Übereinstimmung mit dem Ensem-

blemittelwert der diskreten Versetzungsdynamiksimulation gut, da die Versetzungswand

am Rand vollständig aufgelöst wird und die Größe und Lage der versetzungsfreien Zo-

ne für h∗ = h4 korrekt reproduziert wird. Beim Vergröbern des kontinuierlichen Systems

mit h∗ > h4, kann die Versetzungswand nicht mehr vollständig aufgelöst werden und das

daraus resultierende ”Verschmieren” der Versetzungswand verschiebt die versetzungsfreie

Zone um die Breite der verschmierten Versetzungswand in Richtung der Mitte des Gebiets.

Diese ”Verschmierung” lässt sich als eine Begrenzung des Gradienten der Versetzungsdichte

am Rand interpretieren, wobei die Größe der versetzungsfreien Zone unabhängig von der

Auflösung ist1.

1 Die Größe der versetzungsfreien Zone wird durch das Gleichgewicht der Versetzungswand am Rand

und den gebildeten Versetzungswänden innerhalb des Gebietes bestimmt. Da die Höhe und die Anzahl

der Versetzungen in den Versetzungswänden nicht gleich ist, lässt sich die Größe der versetzungsfreie

Zone nicht analytisch berechnen.
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Aus Abbildung 5.5 lässt sich eine wichtige Beobachtung über das Mitteln von diskreten

Versetzungsdynamiksimulationen machen. Der Vergleich der diskreten Versetzungsdyna-

miksimulation mit der Versetzungsdichtetheorie für h∗ = h2 zeigt einen entscheidenden

Unterschied: während das Vergröbern der Auflösung der Versetzungsdichtetheorie zum

Verschieben der versetzungsfreien Zone bei gleichbleibender Größe führt, verursacht das

Vergröbern der Mittelung der diskreten Versetzungsdynamiksimulationen ein effektives

Schrumpfen der versetzungsfreien Zone. Das eingeführte Fehlermaß des Residuumsflusses

in Gleichung (5.4) angewendet auf die Ensemblemittelwerte der diskreten Versetzungsdy-

namiksimulationen in Abbildung 5.6 macht den Effekt des Vergröberns bzgl. des formu-

lierten Konstitutivgesetzes aus Gleichung (3.28) sichtbar. Der Fehler am Rand wird durch

das Verschmieren der Versetzungswand verursacht und breitet sich mit abnehmender Auf-

lösung weiter in der versetzungsfreien Zone aus. Der Fehler im Bereich der homogenen

Versetzungsverteilung in der Mitte des Gebietes für Auflösung h∗ = h4 verdeutlicht die

Eigenschaft der Versetzungsdichtetheorie, lokale Fluktuationen der Versetzungsdichte zu

glätten.

Es bleibt festzuhalten, dass die formulierte Versetungsdichtetheorie die Ergebnisse der

diskreten Versetzungsdynamiksimulationen unabhängig von der Auflösung des Systems

sinnvoll approximiert. Beim Vergleich von diskreten Versetzungsdynamiksimulationen und

Ergebnissen einer Versetungsdichtetheorie muss beim Mitteln die Auflösung des Systems

berücksichtigt werden. Ein aussagekräftiger Vergleich kann nur bei ausreichender Auf-

lösung der wichtigsten strukturellen Einflussfaktoren, in diesem Fall die Auflösung der

Versetzungswand, geschehen.

Für den Fall einer nicht-polarisierten Versetzungsdichte, die einer homogenen Scherung

ausgesetzt wird, können die Ergebnisse der diskreten Versetzungsdynamik reproduziert

werden (vgl. Abbildung 5.7). Das Dehnungsprofil skaliert mit der Anzahl der Versetzun-

gen und der externen Scherspannung. Dabei lässt sich wie für den Fall der polarisierten

Dichte beobachten, dass die Auflösung des Gradienten am Rand durch die Auflösung des

Systems beschränkt ist. Für die Reproduzierbarkeit der Ergebnisse ist entscheidend, dass

die dominierenden Wechselwirkungen, in diesem Fall die Dipolbildung, durch die Formu-

lierung von Dickel et al. (2014) in Gleichung (5.6) in der kontinuierlichen Theorie richtig

abgebildet werden.

Es bleibt festzuhalten, dass eine allgemeine Darstellung mittels der kontinuierlichen Theo-

rie möglich ist, die Auflösung von Details hingegen von der Auflösung des Systems abhängig

ist.

Übergang zwischen diskreten und homogenisierten Gleitebenen

Um den Unterschied zwischen der Nahfeldkorrektur für diskrete Gleitebenen τd
nfc und der

Nahfeldkorrektur für homogenisierte Gleitebenen τ c
nfc charakterisieren zu können, wird der
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relative Anteil der Nahfeldkorrektur τd
nfc zur Relaxierung des Systems mit diskreten Glei-

tebenen mit dem Anteil der Nahfeldkorrektur τ c
nfc zur Relaxierung des kontinuierlichen

Systems verglichen. Tabelle 5.1 offenbart, dass eine zunehmende Anzahl an Gleitebenen

mit einer Abnahme des Einflusses der Nahfeldkorrektur τd
nfc einhergeht. Dieser Effekt ent-

spricht der Beobachtung, dass sich Versetzungen mit einer zunehmenden Anzahl an Glei-

tebenen vermehrt vertikal anordnen und so durch ihre Konfiguration zur Relaxation des

Systems beitragen. Für das kontinuierliche System wird der Einfluss der Nahfeldkorrektur

τ c
nfc mit abnehmender Auflösung größer. Dies entspricht der Tatsache, dass mit abnehmen-

der Auflösung ein zunehmender Anteil der Interaktionen durch die Nahfeldkorrektur τ c
nfc

abgebildet wird. Bei gleicher Auflösung h∗ = h4 unterscheidet sich der Einfluss von τd
nfc

und τ c
nfc um einen Faktor 5.

Um den Übergang zwischen der Darstellung diskreter und homogenisierter Gleitebenen zu

untersuchen, wird das formulierte Konstitutivgesetz (II.a) mit dem Konstitutiv (II.b) nach

Groma et al. (2003) (siehe Gleichung (5.12)) verglichen. Dieser Vergleich wird gewählt, da

die Nahfeldkorrektur τ c
nfc und die Rückspannungsformulierung τb von Groma et al. (2003)

für den Fall von mehr als einer Versetzung pro Mittelungsvolumen bis auf einen Faktor

übereinstimmen und die Formulierung der Nahfeldkorrektur τ c
nfc im Falle von weniger als

einer Versetzung pro Mittelungsvolumen zur Darstellung diskreter Gleitebenen übergeht.

Um den Einfluss der Anzahl der Versetzungen sichtbar zu machen, wird die Anzahl der

Versetzungen reduziert und die Residuumsflüsse beider Konstitutivgesetze für n = 400, 100

und 25 Versetzungen in Abbildungen 5.8, 5.9 und 5.10 verglichen.

Im Bereich der versetzungsfreien Zone fällt auf, dass ein zunehmender Residuumsfluss

mit abnehmender Anzahl von Versetzungen zu beobachten ist. Der Einfluss der Anzahl

der Versetzungen wird in der Diskussion zu den Ergebnissen des Kontinuumslimits auf-

gegriffen und entsprechend in Abschnitt 6.3 diskutiert. An dieser Stelle ist ausschließlich

der Vergleich der beiden Theorien ausschlaggebend. Für das formulierte Konstitutivge-

setz (II.a) ist zu beobachten, dass der Fehler in einer ähnlichen Größenordnung bleibt

und mit abnehmender Auflösung für n = konst. im Bereich der versetzungsfreien Zone

zunimmt. Für die Rückspannungsformulierung (II.b) tritt mit zunehmender Auflösung ei-

ne starke Fluktuation des Residuumsflusses auf. Der Vergleich des Residuumsflusses von

Konstitutivgesetz (II.a) und der Rückspannungsformulierung (II.b) zeigt, dass diese Fluk-

tuationen auftreten, wenn die mittlere Anzahl von Versetzungen pro Mittelungsvolumen

kleiner als 0.39 ist (vgl. Tabelle 5.2). Prinzipiell lässt sich aus dieser Beobachtung keine

Schlussfolgerung über die Richtigkeit der Ergebnisse des Konstitutivgesetzes (II.a) folgern.

Allerdings verdeutlicht sie die Wichtigkeit der Modellierung des Übergangs von diskreter

zu kontinuierlicher Darstellung, da das Konstitutivgesetz nach Groma et al. (2003) seine

Allgemeingültigkeit verliert, wenn die mittlere Anzahl von Versetzungen kleiner als 0.39

Versetzungen pro Mittelungsvolumen ist.
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Allgemeine Darstellung der Wechselwirkung von Versetzungen

Die bisher diskutierten Systeme sind ausnahmslos quasi 1-dimensionale Systeme. Für das

Modellieren der Balkenbiegung werden zwei zueinander geneigte Gleitsysteme in einer 2-

dimensionalen Darstellung untersucht.

Um den Einfluss der Diskretisierung der Eigendehnungsformulierung auf die Approxima-

tion der inneren Spannung τint (vgl. Kapitel 2.4 und Gleichung (2.34)) für geneigte Gleit-

systeme zu charakerisieren, werden konforme und nicht-konforme Diskretisierungen mit-

einander verglichen (siehe Abbildung 5.11). Eine konforme Diskretisierung zeichnet sich

dadurch aus, dass Kanten der Diskretisierung parallel zur Gleitrichtung orientiert sind.

Abbildung 5.12 zeigt, dass nicht-konforme Diskretisierungen im Fall von starker Lokali-

sierung der plastischen Dehnung einen Fehler im resultierenden Spannungsfeld induzieren,

da die nicht-konforme Diskretisierung künstliche Gradienten der plastischen Dehnung er-

zeugt, sodass auch eine ursprünglich konstante plastische Dehnung eine innere Spannung

verursacht. Dieser Fehler kann zwar durch Glätten der Gradienten klein gehalten werden

(Jamond et al., 2016), allerdings lässt sich der Einfluss einer solchen Glättung nur schwer

nachvollziehen. Für eine sinnvolle Implementierung der Versetzungsdichtetheorie, welche

eine Lokalisierung unabhängig von der Auflösung des Systems erlaubt, muss eine konforme

Diskretisierung gewählt werden.

Für den Einfluss der gewählten Diskretisierung im Fall der Balkenbiegung wird zwischen

einer diskreten und einer homogenen Quellverteilungen unterschieden. Für den Fall ei-

ner diskreten Quellverteilung (Q1) zeigt Abbildung 5.23, dass die inneren Spannungen

unabhängig von der Auflösung des Systems konsistente Ergebnisse liefern. Im Fall des ho-

mogenisierten Quellmodells mit homogener Quellverteilung (Q2) hängt die Vorhersage der

Quellaktivierungsrate von der Darstellung der Normaldehnung an der Balkenoberfläche

und dem Gradienten der Normaldehnung senkrecht zur Balkenoberfläche ab. Mit zuneh-

mender Verformung lokalisiert die elastische Dehnung über dem Balkenquerschnitt an der

Balkenoberfläche. Abbildung 5.24 zeigt, dass das Vergröbern des Systems keinen Einfluss

auf die Ergebnisse hat, so lange der Gradient der Normaldehnung aufgelöst wird. Abhängig

von der Auflösung des Systems variiert der Punkt, ab dem eine Abhängigkeit der Auflö-

sung sichtbar wird. Dieser Einfluss sollte zusätzlich über ein Kriterium abgesichert werden,

welches z.B. die Länge des Versetzungsaufstaus an der neutralen Faser im Vergleich zur

Diskretisierung am Rand abbildet. Im folgenden Abschnitt werden die Ergebnisse des ho-

mogenisierten Quellmodells im Detail diskutiert.

6.2. Homogenisierung des Quellmechanismus

Das homogenisierte Quellmodell basiert auf der Idee, fehlende Informationen, aufgrund des

Homogenisierens des Systems in Ort und Zeit, mit Informationen aus der makroskopischen

Belastung und Maßen für den Zustand des Systems zu ersetzen. Mit den Ergebnissen des
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Zugversuchs in Kapitel 5.2 und der Biegung in Kapitel 5.3 wird die obere Schranke für die

globale Quellaktivierungsrate und der Übergang von einer diskreten zu einer homogenen

Quellverteilung untersucht. Es wird der Einfluss der Diskretisierung untersucht, wobei der

Zeitschritt ∆t aufgrund der Abmessung und der Auflösung des Systems (siehe Abschnitt

5.3.1) ähnlich dem Zeitschritt der diskreten Versetzungsdynamik mit ∆t < tchar ist (vgl.

Kapitel 3.2).

Quellmodell im Zugversuch

Der Zugversuch wird für durchlässige und undurchlässige Ränder durchgeführt, wobei an

den Ränder senkrecht zur Zugrichtung eine Verschiebungsrandbedingung aufgebracht und

diese Ränder in beiden Fällen als undurchlässig modelliert werden (siehe Abbildung 5.13).

Abhängig von der Quellverteilung können sich an den geschlossenen Rändern Versetzungs-

aufstaus bilden, welche eine Verfestigung des Systems verursachen.

Der Zugversuch ohne Versetzungsaufstau dient dazu, den Grenzfall der globalen oberen

Schranke der Quellaktivierungsrate des homogenisierten Quellmodells (Gleichung (3.35))

zu validieren. Der Fall einer diskreten Quelle mit durchlässigen Rändern wird mit einer

diskreten Quellaktivierung, also dem Emittieren einer ganzen Versetzung beim Überschrei-

ten der kritischen Spannung, validiert, welche sich aufgrund der Auflösung als Näherung

einer diskreten Versetzungsdynamiksimulationen interpretieren lässt. Sowohl der Zugver-

such mit durchlässigen Rändern und einer diskreten Quelle (Abbildung 5.14) als auch der

Zugversuch mit durchlässigen Rändern und einer homogenen Verteilung in der Mitte des

Gebietes (Abbildung 5.16 gestrichelt) zeigt, dass das homogenisierte Quellmodell die obere

Schranke der Quellaktivierungsrate richtig vorhersagt und makroskopisch ideal-plastisches

Materialverhalten zu beobachten ist. Diese Ergebnisse lassen sich unabhängig von der

Auflösung des Systems reproduzieren. In diskreten Versetzungsdynamiksimulationen ist

die obere Schranke der Quellaktivierungsrate nicht explizit bekannt und ergibt sich aus

der zeitlichen und räumlichen Auflösung der einzelnen Quellaktivierungen und deren Bei-

trag zum Relaxieren des Systems. Da diese Information in einem homogenisierten System

nicht aufgelöst wird, ist das Reproduzieren des ideal-plastischen Materialverhaltens die

Grundlage zur Bestimmung der Quellaktivierungsrate des homogenisierten Quellmodells.

Im Zugversuch mit Versetzungsaufstau lässt sich der Einfluss des Versetzungsaufstaus

auf die Verfestigung des Systems beobachten. Sowohl der Zugversuch mit undurchlässi-

gen Rändern und einer diskreten Quelle (siehe Abbildung 5.15) als auch der Zugversuch

mit undurchlässigen Rändern und einer homogene Quellverteilung (siehe Abbildung 5.17)

zeigt eine Netzabhängigkeit der Verfestigung des Systems. Die Grundlage für die Repro-

duzierbarkeit der Verfestigung ist die Reproduzierbarkeit des Versetzungsaufstaus. Die

Ergebnisse der Wechselwirkungen von Versetzungen in Kapitel 5.1 zeigen, dass der Verset-

zungsaufstau von der Versetzungsdichtetheorie mit Nahfeldkorrektur in einem unendlichen

Medium reproduziert wird. Im Gegensatz dazu ist der Zugversuch nicht in ein unendliches



6.2. Homogenisierung des Quellmechanismus 99

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

x [H/ sin(ϕ)]

−0.15

−0.10

−0.05

0.00

0.05

0.10

0.15

κ
[ n

m
−

1
]

unendliches Medium

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

x [H/ sin(ϕ)]

−0.15

−0.10

−0.05

0.00

0.05

0.10

0.15

κ
[ n

m
−

1
]

endliches Medium

analytisch h∗ = H/4 h∗ = H/8 h∗ = H/16

Abbildung 6.1: Untersuchung des Versetzungsaufstaus für die Eigendehnungsformulierung

eines geneigten Systems. Das Gebiet L×H ist eingebettet in ein unendliches

Medium (links) und freistehend als endliches Gebiet modelliert (rechts). κ

beschreibt die Liniendichte entlang der Gleitebene.

Medium eingebettet. In Abbildung 6.1 wird der doppelte Versetzungsaufstau in einem un-

endlichen Medium mit dem Versetzungsaufstau in einem endlichen Medium verglichen. Es

sind n = 10 Versetzungen auf einer diskreten Gleitebene verteilt und mit einer effektiven

Schubspannung von τext = 167.5 MPa belastet, die so gewählt ist, dass alle Versetzungen

im unendlichen Medium zu geometrisch notwendigen Versetzungen werden und die Länge

des Versetzungsaufstaus der Länge der Gleitebene H/ sin(ϕ) entsprechen sollte. Das Ge-

biet hat die Größe L×H und der Neigungswinkel des Systems ist ϕ = 45◦. Die Ergebnisse

im unendlichen Medium sind unabhängig von der Auflösung des Systems und stimmen mit

der analytischen Lösung von Hirth und Lothe (1982)

κana(x) =
2(1− ν)τext

µb

x+H/2 sinϕ√
(H/2 sinϕ)2 − (x+H/2 sinϕ)2

(6.1)

näherungsweise überein. Für die Ergebnisse im endlichen Medium ist zu beobachten, dass

die Länge des Versetzungsaufstaus mit der Auflösung des Systems variiert. Je größer die

Auflösung desto kürzer die Länge des Versetzungsaufstaus2. Diese Beobachtung stimmt mit

der beobachteten Zunahme der Verfestigung mit abnehmender Auflösung in Abbildungen

5.15 und 5.17 überein, da bei geringerer Auflösung ein längerer Versetzungsaufstau vorliegt

und somit eine größere Rückspannung auf die Quelle wirkt.

Trotz der beobachteten Netzabhängigkeit lässt sich bei gleicher Auflösung h∗ = konst. der

Einfluss der Systemgröße vergleichen. Abbildung 5.18 zeigt den Größeneffekt, bei dem das

kleinste System die größte Verfestigung und das größte System die kleinste Verfestigung

aufweist. Da die produzierte Versetzungsdichte entgegengesetzt zur Systemgröße skaliert

2 Der Rand des endlichen Mediums induziert Bildkräfte, welche notwendig sind, um die Randbedingung

an freien Rändern zu erfüllen. Die Ergebnisse in Abbildung 6.1 lassen vermuten, dass die Bildkräfte

für unterschiedliche Auflösungen unterschiedlich abgebildet werden. Um den Einfluss der Bildkräfte

richtig auflösen zu können, muss das Homogenisieren der Bildkräfte berücksichtigt werden.
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und in allen Fällen eine ähnliche plastische Dehnung verursacht, verhält sich dieses System

aufgrund der fehlenden Wechselwirkungen wie ein quasi 1-dimensionales System.

Das homogenisierte Quellmodell eignet sich dazu die obere Schranke der Quellaktivie-

rungsrate zu bestimmen, die eine sinnvolle Grundlage für ein homogenisiertes Quellmodell

bildet. Allerdings ist eine quantitative Validierung des Verfestigungsverhaltens der Ver-

setzungsdichtetheorie und dem homogenisierten Quellmodell mit diskreten Versetzungs-

dynamiksimulationen in 2 Dimensionen schwierig, da keine geeignete Vereinfachung eines

allgemeinen 3-dimensionalen Versetzungssystem für den Fall der Zugbelastung existiert.

Ein Aspekt für den das homogenisierte Quellmodell im Zugversuch keine Antwort bie-

tet, ist der Einfluss der Systemgröße auf die makroskopische Fließspannung. Im Folgenden

wird das homogenisierte Quellmodell in der Biegung anhand von diskreten Versetzungsdy-

namiksimulationen validiert. Dabei sind drei wesentliche Voraussetzungen erfüllt: es lässt

sich eine sinnvolle Vereinfachung eines 3-dimensionalen Versetzungssystems in 2 Dimen-

sionen formulieren, der Versetzungsaufstau befindet sich innerhalb des Systems, sodass zu

erwarten ist, dass der Einfluss der Bildkräfte vernachlässigbar ist und das homogenisierte

Quellmodell in der Biegung berücksichtigt die Abhängigkeit der Fließspannung von der

Systemgröße.

Quellmodell in der Biegung

Der Einfluss der Systemgröße auf die makroskopische Fließspannung wird implizit aus dem

homogenisierten Quellmodell der Biegung abgeleitet (siehe Gleichungen (5.21) und (5.22)).

Um deren Genauigkeit zu überprüfen, werden die vorhergesagten Werte mit der gemittelten

kritischen Schubspannung aus jeweils drei diskreten Versetzungsdynamiksimulationen für

die reine Biegung und das Biegen eines Kragbalkens in Abbildung 6.2 verglichen (siehe Ap-

pendix C und Tabellen 5.4 und 5.5). Die Vorhersage aus dem homogenisierten Quellmodell

liefert eine gute Näherung an die gemittelten Werte für h ≥ 1µm mit einer maximalen
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Abbildung 6.2: Doppeltlogarithmischer Vergleich der Werte der kritischen Schubspannung

τkrit aus der Vorhersage des homogenisierten Quellmodells (Tabelle 5.6)

mit den gemittelten Werten aus den diskreten Versetzungsdynamiksimu-

lationen für die reine Biegung und die Biegung eines Kragbalkens (siehe

Appendix C und Tabellen 5.4 und 5.5).
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Abbildung 6.3: Das Profil der Anfangsverteilung der Frank-Read Quellen der diskreten

Versetzungsdynamik gemittelt über alle Simulationen für unterschiedliche

Balkengrößen H (in Farbe). Die Anfangsbedingungen der Versetzungsdich-

te der reinen Biegung und der Biegung eines Kragbalkens unterscheiden

sich prinzipiell nicht. Es wird die Gesamtdichte, also die Versetzungsdich-

te aller passiven und aktiven Gleitsysteme, über die Balkenhöhe betrach-

tet und mit der homogenen Verteilung der Kontinuumstheorie verglichen

(grau).

Abweichung von 9.3 %. Im Allgemeinen ist die makroskopische Fließspannung abhängig

von der Lage der Quellen. Im Fall der reinen Biegung wirkt die größte Spannung an der

Balkenoberfläche und ein Verschieben der Quellen Richtung neutraler Achse würde eine

effektive Erhöhung der makroskopischen Fließspannung verursachen. Für die Biegung eines

Kragbalkens tritt dieser Effekt zusätzlich in Balkenlängsachse auf, da die größte Spannung

an der Balkenoberfläche an der Einspannung des Balkens vorherrscht. Für kleinere Balken

wird eine kleinere Anzahl von Quellen zufällig im System platziert, sodass die Wahrschein-

lichkeit steigt, dass keine Quelle nahe der Oberfläche bzw. nahe der Einspannung und der

Oberfläche platziert ist und somit die makroskopische Fließspannung effektiv erhöht ist.

Dieser Effekt verursacht eine Abweichung von der vorhergesagten Fließspannung und hat

im Fall der Biegung eines Kragbalkens einen deutlich größeren Einfluss.

Für die Kontinuumstheorie wird eine homogene Verteilung von Quellen angenommen, ob-

wohl die Anfangsverteilung der diskreten Versetzungsdynamiksimulationen zum Rand hin

abfallen (Abbildung 6.3). Der Grund dafür ist der Algorithmus zur Verteilung von Quel-

len in diskreten Versetzungsdynamiksimulationen, wobei sich die Anfangsbedingungen der

Versetzungsdichte der reinen Biegung und der Biegung eines Kragbalkens nicht unterschei-

den. Es werden zufällig der Ursprung und die Orientierung einer Quelle in der Gleitebene

gewählt, wobei diese nur gültig sind, wenn die resultierende Quelle vollständig im Balken

enthalten ist. Umso näher die Quelle an der Balkenoberfläche liegt, desto stärker ist ihre

Orientierung eingeschränkt. Insgesamt werden an der Oberfläche weniger Quellen plat-

ziert, wobei diese stärker an der Oberfläche, also parallel zur Oberfläche, ausgerichtet sind.

Aus diesem Grund können auch im kleinsten Balken Quellen aktiviert werden, obwohl das

Verhältnis von Systemhöhe H zu Quelllänge ls nur ungefähr 1.66 beträgt. Es zeigt sich,

dass Quellen, die parallel zur Oberfläche orientiert sind und nahe an der Oberfläche liegen,
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auch bei einem Abstand von kleiner 0.5ls zum Versetzungsaufstau aktiviert werden können.

Diese Beobachtung ist insofern interessant, da für das Homogenisieren von Quellmodellen

häufig angenommen wird, das eine aktivierte Quelle einen geschlossenen Versetzungsring

emittiert (Van der Giessen und Needleman, 1995, Benzerga et al., 2004, Benzerga, 2008,

Shishvan et al., 2008, Zhu et al., 2014). Für das in dieser Arbeit eingeführte homogenisierte

Quellmodell wird diese Annahme nicht getroffen.

Um das homogenisierte Quellmodell und den Übergang von einer diskreten Quellvertei-

lung zu einer homogenen Quellverteilung zu charakterisieren, werden für die reine Biegung

(siehe Abb. 5.20) und das Biegen eines Kragbalkens (siehe Abb. 5.25) jeweils zwei Modelle

mit unterschiedlicher Anfangsbedingungen verglichen: das Quellmodell (Q1) mit diskre-

ter Quellverteilung, dessen Parameter aus den diskreten Versetzungsdynamiksimulationen

gemittelt werden (vgl. Appendix C), und das homogenisierte Quellmodell (Q2) mit homo-

gener Quellverteilung, welches aus dem Modell der kritischen Dicke abgeleitet wird (vgl.

Kapitel 3.2). Der Unterschied zwischen dem Quellmodell (Q2) für die reine Biegung und

für das Biegen eines Kragbalkens ist, dass das kritische Dehnungsintegral, aufgrund des

linearen Verlaufs des Biegemomentes beim rein elastischen Biegen eines Kragbalkens, als

halb so groß angenommen wird (siehe Kapitel 3.2).

Aus dem Verlauf des Biegemomentes in Abbildungen 5.21 und 5.26 lässt sich ein Grö-

ßeneffekt der diskreten Versetzungsdynamiksimulationen beobachten. Mit zunehmender

Balkengröße nehmen die makroskopische Fließspannung und die einsetzende Verfestigung

ab. Die Streuung des Biegemomentenverlaufs aus verschiedenen Simulationen ist für den

kleinsten Balken am größten und nimmt mit zunehmender Balkengröße ab. Insgesamt ist

die beobachtete Streuung für das Biegen eines Kragbalken größer, da nicht nur die verti-

kale Verteilung der Quellen eine Rolle spielt, sondern auch die horizontale Verteilung. Die

Gesamtversetzungsdichte vermehrt sich mit einer näherungsweise konstanten Produktions-

rate, während das Biegemoment mit zunehmender Dehnung einen nicht-linearen Verlauf

aufweist.

Das Quellmodell (Q1) mit diskreter Quellverteilung zeigt anfänglich (für H = 1.0µm bis

0.5% und fürH = 1.5µm bis 0.3% Dehnung in Abbildung 5.21) eine gute Übereinstimmung

mit den Ergebnissen der diskreten Versetzungsdynamik, kann aber darüber hinaus dem

nicht-linearen Verlauf des Biegemomentes für H = 1.0µm und H = 1.5µm nicht folgen.

Mit Modell (Q1) werden Wechselwirkungen nur dann abgebildet, wenn sie durch die Eigen-

dehnungsformulierung aufgelöst werden. Das Quellmodell (Q2) bildet den nicht-linearen

Verlauf des Biegemomentes ab, wobei die resultierende Verfestigung keinen Größeneffekt

aufweist. Aufgrund der homogenen Dichte entlang des Balkens bildet die Eigendehnungs-

formulierung keinerlei Wechselwirkungen zwischen verschiedenen Versetzungsaufstaus ab.

Lediglich das Relaxieren des Gradienten senkrecht zum Balken wird durch die Eigendeh-

nungsformulierung abgebildet. Mit zunehmender Balkengröße nähert sich der Verlauf des

Biegemomentes des Quellmodells (Q2) dem Verlauf der diskreten Versetzungsdynamiksi-

mulationen an.
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Die Profile der plastischen Dehnung und der gemittelten Versetzungsdichte senkrecht zum

Balken in Abbildungen 5.22 und 5.27 zeigen, dass die diskreten Versetzungsdynamiksi-

mulationen mit zunehmender Balkengröße ein Plateau im Versetzungsdichteprofil um die

neutrale Faser ausbilden. Dieses Plateau entspricht der Versetzungsdichte, die notwendig

ist, um den anliegenden Dehnungsgradienten zu relaxieren. Für das Biegen der Kragbal-

ken zeigt das Profil der gemittelten Versetzungsdichte entlang des Balkens in Abbildung

5.28, dass eine Lokalisierung der Versetzungsdichte mit einem Abstand von 0.25L von der

Einspannung statt findet. Für H = 0.5µm ergibt sich aufgrund der Mittelung über die

zufällige Verteilung von einer sehr kleinen Anzahl von Quellen eine fast homogene Vertei-

lung der Dichte entlang des Balkens. Umso größer der Balken desto mehr Quellen werden

im System verteilt und damit die Lokalisierung in der Nähe der Einspannung abgebildet.

Das von Quellmodell (Q1) produzierte Versetzungsdichteprofil stellt eine gute Näherung

an die diskreten Versetzungsdynamiksimulationen dar, wobei das Plateau des Balkens

mit H = 1.5µm überschätzt wird. Es zeigt sich, dass für die diskreten Versetzungsdy-

namiksimulationen eine niedrigere Dichte ausreicht, um den gleichen Dehnungsgradienten

zu relaxieren. Es ist interessant zu beobachten, dass dieses Plateau für die Balken mit

H ≤ 0.75µm nicht bzw. nur sehr schwach zu beobachten ist. Da sich auf verschiedenen

Gleitebenen aufgrund der Wechselwirkungen unterschiedlich lange Versetzungsaufstaus

ausbilden, zeigt das gemittelte Profil kein Plateau. Für die größten Balken werden diese

Wechselwirkungen aufgrund der gleichmäßigeren Versetzungsdichte nicht abgebildet und

somit wird das Plateau im gemittelten Profil sichtbar. Für das Quellmodell (Q2) fehlen

aufgrund der homogenen Versetzungsdichte auch für kleine Balken die Wechselwirkungen

zwischen verschiedenen Gleitebenen. Da für alle Balken zu viel Versetzungsdichte produ-

ziert wird, bildet sich bereits ab einer Balkengröße von H ≥ 0.75µm das vollständige

Plateau aus. Die produzierte Versetzungsdichte für den Fall der reinen Biegung skaliert

invers mit der Balkengröße und somit entspricht dieses Modell aufgrund fehlender Wech-

selwirkungen und Reaktionsmechanismen einem quasi 1-dimensionalen System.

Das Profil der gemittelten Versetzungsdichte senkrecht zum Balken ist für beide Belas-

tungsarten ähnlich, aber für den Fall des Biegens eines Kragbalkens lokalisiert die plastische

Dehnung an der Einspannung und verursacht ein Abknicken des Balken. Das Dichteprofil

entlang des Kragbalkens aus Abbildung 5.28 zeigt ebenfalls, dass sich die Ergebnisse des

homogenen Quellmodells den Ergebnissen der diskreten Versetzungsdynamik mit zuneh-

mender Balkengröße annähern.

Sowohl Quellmodell (Q1) als auch Quellmodell (Q2) sind wichtig, um die zugrundeliegen-

den Mechanismen zu verstehen. Durch die diskrete Quellverteilung von Modell (Q1) zeigt

sich, dass besonders für kleine Balken die Wechselwirkungen zwischen den Versetzungs-

aufstaus einen großen Einfluss auf das Verfestigungsverhalten haben. Für kleine Balken

und zu Beginn der Belastung wird das Biegemoment zum Teil durch die inneren Spannun-

gen des Systems relaxiert. Das homogenisierte Quellmodell (Q2) mit homogener Verteilung

verliert die Auflösung der inneren Spannungen und kann den Spannungsgradienten aus-

schließlich durch die Anordnung von geometrisch notwendigen Versetzungen relaxieren.
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Abbildung 6.4 zeigt den Vergleich zwischen einer diskreten und einer homogenen Quellver-

teilung für das homogenisierte Quellmodell (Q2) im Fall der reinen Biegung. Es verdeut-

licht dieses Verhalten, da für Balken mit H ≤ 1µm mit einer diskreten Quellverteilung

ein stärkeres Verfestigungsverhalten bei gleicher produzierter Dichte zu beobachten ist.

Da sich die Ergebnisse der diskreten Versetzungsdynamik mit zunehmender Balkengröße

dem Verhalten von Quellmodell (Q2) annähern, lässt sich daraus folgern, dass dieses Ver-

halten charakteristisch für großer Balken ist. Aufgrund der fehlenden Wechselwirkungen

und Versetzungsreaktionen zwischen Gleitsystemen der Kontinuumstheorie lässt sich keine

quantitative Validierung vornehmen.
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Abbildung 6.4: Der Vergleich zwischen einer diskreten und einer homogenen Quellvertei-

lung für das Quellmodell (Q2) im Fall der reinen Biegung mit unterschied-

lichen Balkenabmessungen.

Für eine abschließende Charakterisierung des homogenisierten Quellmodells, wird die Netz-

abhängigkeit untersucht. Abbildung 5.24 zeigt den Einfluss des Vergröberns der Diskre-

tisierung. Abhängig von der Balkengröße lässt sich ein Punkt beobachten, ab dem die

Ergebnisse der gröberen Auflösung von den ursprünglichen Ergebnissen abweichen und

ein Entfestigen bzw. ideal-plastisches Verhalten zu beobachten ist. Bis zu diesem Punkt

sind die Ergebnisse netzunabhängig. Ab diesem Punkt kann der Gradient am Rand nicht

mehr richtig abgebildet werden, weil der Versetzungsaufstau an der neutralen Faser in

das letzte Element an der Oberfläche hineinragt. Damit wird der Dehnungsgradient an

der Oberfläche verfälscht und die Quellaktivierungsrate, die direkt aus dem Gradienten

an der Oberfläche berechnet wird (vgl. Abbildung 3.5), liefert keine sinnvollen Ergebnisse.

Im Gegensatz zu den Ergebnissen im Zugversuch wird keine Netzabhängigkeit aufgrund

von Bildkräften des endlichen Systems beobachtet, da sich die Gradienten an der neutra-

len Faser in der Mitte des Balkens und nicht an der Oberfläche des Systems bilden. Es

bleibt festzuhalten, dass das Quellmodell Q2 netzunabhängige Ergebnisse liefert, solang

der Versetzungsaufstau nicht in das letzte Element an der Balkenoberfläche hineinragt.
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Aufgrund der Systemabmessungen der Mikrobalken und der gewählten Auflösung, ist der

Simulationszeitschritt ∆t nach oben beschränkt und kleiner als die charakteristische Zeit

tchar (vgl. Kapitel 3.2). Für die Herleitung des Quellmodell wird implizit angenommen, dass

produzierte Versetzungen den Dehnungs- bzw. Spannungsgradienten sofort relaxieren. Al-

lerdings werden die Versetzungen nahe der Balkenoberfläche produziert und müssen sich bis

zum Versetzungsaufstau an der neutralen Faser bewegen. Die Ergebnisse in Abschnitt 5.3

zeigen, dass diese Näherung für ∆t < tchar ausreichend gut abgebildet wird.

Im Allgemeinen müssen für eine quantitative Validierung, z.B. mit Simulationen der diskre-

ten Versetzungsdynamik, alle physikalischen Zusammenhänge im kontinuierlichen System

vollständig abgebildet sein. Die Herausforderung besteht darin, die einzelnen Aspekte so

gut wie möglich voneinander zu trennen, damit eine schrittweise Validierung durchgeführt

werden kann. Für die Modellierung ist es interessant zu wissen, ab welchem Punkt eine

Annahme einer homogenen Quellverteilung, die Entwicklung der plastischen Dehnung aus-

reichend gut beschreiben kann. Diese Fragestellung steht im Mittelpunkt der Diskussion

des Kontinuumslimit.

6.3. Kontinuumslimit

Bevor die Ergebnisse des Kontinuumslimits diskutiert werden, wird das Konzept des Kon-

tinuumslimit noch einmal im Kontext des Quellmodells der Biegung und der Wechselwir-

kung von Versetzungen motiviert. Anschließend werden die beobachteten physikalischen

Eigenschaften und die Untersuchung des Kontinuumslimit von 2-dimensionalen Verset-

zungsdynamiksimulationen mit einem Gleitsystem diskutiert.

Kontinuumslimit im Kontext der bisherigen Ergebnisse

Für die Ergebnisse der reinen Biegung ist zu beobachten, dass sich die Ergebnisse der

diskreten Versetzungsdynamiksimulationen den Ergebnissen des homogenen Quellmodells

mit einer homogenen Quellverteilung annähern (Abbildung 5.21). Dabei fällt auf, dass die

Ergebnisse des homogenen Quellmodells mit einer homogenen Quellverteilung in der vor-

gestellten Variante keinen Größeneffekt bzgl. der Verfestigung des Systems induzieren. Das

spricht dafür, dass dieses Modell so nur in einem Bereich gültig sein kann, in dem nahezu

kein Größeneffekt auftritt. Anderenfalls muss die Annahme einer homogenen Quelldichte

verworfen werden und die Wechselwirkungen explizit modelliert werden. Mit dem Ähnlich-

keitsprinzip lässt sich die zunehmende Balkengröße bei gleicher Quelldichte näherungsweise

in eine zunehmende Quelldichte bei gleicher Balkengröße übersetzen3. Dabei ist die An-

zahl der Quellen die Invariante der Skalierung des Systems und es stellt sich die Frage,

3 Das Ähnlichkeitsprinzip (”principle of similitude”) besagt, dass Versetzungssysteme unter bestimmten

Voraussetzungen skalierungsinvariant sind (Kuhlmann-Wilsdorf, 1962). Formal ist das Ähnlichkeits-

prinzip nicht auf beliebige 3-dimensionale Versetzungssimulationen anwendbar, da nicht alle Eigen-

schaften durch das Ähnlichkeitsprinzip abgebildet werden können (Zaiser und Sandfeld, 2014).
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ab welcher Anzahl von (aktiven) Quellen, ein System konsistent durch eine ”homogene”

Quelldichte modelliert werden kann.

Diese Fragestellung lässt sich analog für die Wechselwirkung von Versetzungen formulie-

ren. Eine allgemeine Versetzungsdichtetheorie scheitert an der Stelle, an der das diskrete

Verhalten einer einzelnen Versetzung modelliert werden muss. Das lässt sich anschaulich

erklären, in dem man sich bewusst macht, dass eine Versetzungsdichtetheorie nicht grund-

sätzlich zwischen einer Versetzung und dem Bruchteil einer Versetzung in einem Mitte-

lungsvolumen unterscheiden kann. In beiden Fällen wird Diffusion dafür sorgen, dass eine

abstoßende Wechselwirkung stattfindet, stellt aber im Fall einer einzelnen Versetzung ein

Widerspruch zum Verhalten einer diskreten Versetzung dar. Daraus lässt sich ableiten, dass

eine Versetzungsdichtetheorie dazu geeignet ist, Simulationen ”nahe” am Kontinuumslimit

zu modellieren. Je weiter Simulationen vom Kontinuumslimit entfernt sind, desto größer

ist der Aufwand, um die physikalischen Grundlagen des ”diskreten Verhaltens” von Ver-

setzungen zu homogenisieren, da unterschiedliche Details eine Rolle spielen können, die in

einer homogenen Darstellung vernachlässigbar wären. Für die Untersuchung des Kontinu-

umslimit stellt sich die Frage, wie viele Versetzungen notwendig sind, um konsistent von

einer homogenen Versetzungsdichte sprechen zu können (vgl. Kapitel 4).

Physikalische Eigenschaften der Korrelationsfunktionen

In Abbildung 6.5 wird beobachtet, dass die maximale Korrelation der Winkelkorrelations-

funktion d+− für den Winkel ϕ ≈ 45◦ zum Radius r ≤ 1 zu einem Winkel zwischen 75◦

und 80◦ für den Radius r ≥ 1 übergeht (vgl. Abbildung 5.36). Dieser Effekt lässt sich

anschaulich durch die idealisierte Anordnung der Versetzungen in Versetzungswänden mit

alternierenden Vorzeichen beschreiben. Diese Konfiguration führt zu einer starken Kor-

relation gleicher Versetzungen für ϕ = 90◦ über größere Abstände und zu einer starken

kurzreichweitigen Korrelation ungleicher Versetzungen für ϕ = 45◦. Mit zunehmendem Ab-

stand wird die entgegengesetzt orientierte Versetzungswand sichtbar, was dazu führt, dass
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Abbildung 6.5: Die Winkelkorrelationsfunktionen dϕ+− der Korrelationsfunktionen aus Ab-

bildung 5.36 für n = 800 Versetzungen im Vergleich zu der Zerlegung der

Winkelkorrelation in dϕ,r<1
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die maximale Korrelation entgegengesetzt orientierter Versetzungen mit zunehmendem

Abstand gegen ϕ = 80◦ tendiert. Das bedeutet, dass kurzreichweitige Wechselwirkungen

für r < 1 durch die Konfiguration von Versetzungswänden propagiert werden und sich

in einem System veränderte Wechselwirkungen mit einer größeren Reichweite ausbilden

können, ähnlich wie es von Roy et al. (2008) beschrieben wurde. Die von Groma et al.

(2003) untersuchten Winkelkorrelationen in einem periodischen System zeigen diese Ver-

änderung der charakteristischen Wechselwirkungen nicht, da sich in einem periodischen

System im Allgemeinen nur sehr kurzreichweitige Wechselwirkungen ausbilden und somit

deren Propagation nicht in gleichem Maße statt findet.

Kontinuumslimit für 2-dimensionale Versetzungsdynamiksimulationen mit

Einfachgleiten

In Kapitel 4.3 werden 3 Kriterien herausgearbeitet, die für die Charakterisierung des Kon-

tinuumslimits notwendig sind:

1. Die Ergebnisse verschiedener Simulationen müssen zusätzlich zu dem Ähnlichkeits-

prinzip mit der Anzahl der Versetzungen skalierbar sein.

2. Das Ergebnis einer einzelnen Simulation darf nur schwach von einer konkreten Reali-

sierung der Anfangsbedingungen abhängen.

3. Der Einfluss einer einzelnen Versetzung des Systems muss im Verhältnis zum Einfluss

der Struktur klein sein.

Diese 3 Kriterien hängen von der Systembelastung und der genauen Ausgestaltung des

Systems ab. Erfüllt ein gegebenes System alle Bedingungen, so lassen sich die Anforde-

rungen an dessen Modellierung stark reduziert und die Simulationsergebnisse im Rah-

men des Kontinuumslimits verallgemeinern. Diese Kriterien werden mittels der Korre-

lationsfunktionen der Versetzungssysteme überprüft. Anhand der Ensemblemittelwerte

der 1-Partikeldichtefunktion der polarisierten Dichte, wird postuliert, dass das Konti-

nuumslimit im gewählten System für 400 ≤ nKL ≤ 800 erreicht wird, da sich die 1-

Partikeldichtfunktionen für n = 400 und 800 Versetzungen in Abbildung 4.1 ähneln4.

Die Untersuchung des Einflusses der Anzahl der Versetzungen (Kriterium 1) zeigt, dass

eine strenge Definition des Kontinuumlimits nKL nicht plausibel ist. Die in Kapitel 4.3

formulierte Vorgehensweise zur Bestimmung des Kontinuumslimits, lässt keine asymptoti-

sche Bewertung des Kontinuumslimits für n ·m→∞ zu (siehe Abbildung 5.42). Für dϕ+−
scheint das Kontinuumslimit für n ·m→∞ kleiner zu werden, aber für dϕ++ ist das Gegen-

teil der Fall. Für den untersuchten Bereich für n ·m ≤ 1.6 ·104 lässt sich eine obere Grenze

nKL bestimmen, welche aber keine befriedigende Antwort für das Kontinuumslimit an sich

4 Im weiteren Verlauf der Diskussion wird offensichtlich, dass eine ”starke” Charakterisierung der Konti-

nuumslimits anhand der Ergebnisse dieser Arbeit nicht möglich ist und dessen ”Erreichen” immer von

der gewählten Fehlertoleranz abhängt.
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liefert. Der Unterschied zwischen dem Kontinuumslimit nKL = 622 für dϕ++ und nKL = 408

für dϕ+− verdeutlicht, dass diese Definition der Kontinuumslimits von der Fehlertoleranz

abhängig ist und keine starke Definition des Kontinuumslimits gefunden wird. Aus dem in

Abbildung 5.39 beobachteten Knick im Verlauf des relativen Fehlers lässt sich vermuten,

dass dieser mit der Beschränkung der Korrelationsfunktion durch das endliche Gebiet zu-

sammenhängt, da für n < 144 die Reichweite der Korrelationsfunktion die Abmessung des

Gebietes überschreitet 6ρ−0.5 ≥ H. Um diese Vermutung zu validieren wird die in Abbil-

dung 5.42 gezeigte Analyse in Abbildung 5.45 mit einem Radius von r1 = 3 wiederholt,

obwohl dadurch die physikalische Reichweite künstlich beschränkt wird. Obwohl mit dieser

Vermutung der Einfluss des Abschneidens für einen Radius r1 = 3 für n ≤ 36 zu finden

sein sollte, verändert sich das charakteristische Verhalten des relativen Fehlers in Abbil-

dungen 5.43 und 5.44 im Vergleich zu Abbildungen 5.40 und 5.41 für r1 = 6 nicht. Wird

die Anzahl der Versetzungen verändert, lassen sich für n > 100 ausschließlich Veränderun-

gen beobachten, die im Bereich des statistischen Fehlers liegen, wo hingegen für n ≤ 100

größere Veränderungen anhand des relativen Fehlers zu beobachten sind. Dieses Verhalten

ist letztlich genau das Verhalten, was als Kontinuumslimit charakterisiert werden soll. Es

bleibt festzuhalten, dass das Charakterisieren des Kontinuumslimits nur in einer schwachen

Form als eine Annäherung an das Kontinuumslimit unter gewissen Annahmen, wie z.B. ei-

ner Fehlertoleranz, gefunden werden kann. Für die Simulation eines dynamischen Systems

spielt die Wahl der Fehlertoleranz für das Kontinuumslimit eine untergeordnete Rolle, da

dynamische Simulationen nur in Ausnahmefällen gleichgewichtsnah getrieben werden, die

berechneten Korrelationsfunktionen hingegen dem statischen Gleichgewicht des Systems

entsprechen5. Das Gleichgewicht weicht in einem sich dynamisch entwickelnden System

im Allgemeinen vom statischen Gleichgewicht ab, wie von Ispánovity et al. (2008) für die

Entwicklung der Korrelationsfunktion während des Relaxierens gezeigt wurde.

Der Einfluss der Anzahl der Simulationen (Kriterium 2) wird in Abbildung 5.48 unter-

sucht. Selbst wenige Simulationen für eine kleine Anzahl von Versetzungen scheinen einen

verhältnismäßig kleinen relativen Fehler im Verhältnis zum statistischen Fehler der Refe-

renz mit n · m = 2 · 104 zu induzieren. Für m = 1 und n = 100 entspricht der relative

Fehler dem 9.3-fachen des statistischen Fehlers der Referenz. Formal ist zu erwarten, dass

das Verhältnis aus dem relativen Fehler für m = 1 und dem statistischen Fehler εs diver-

giert, wenn für die Referenz m̄S gegen unendlich geht und damit der statistische Fehler ε

gegen 0. Mit dieser Eigenschaft eignet sich das Fehlermaß nicht, um den Einfluss einzelner

Realisierungen messbar zu machen.

Für Kriterium 3 wird der Einfluss des beschränkten Gebietes auf die Korrelationsfunk-

tionen gemessen. Für den Fall der homogenen nicht-polarisierten Versetzungsdichte in

Abbildung 5.34 lässt sich kein struktureller Einfluss auf die Korrelationsfunktionen mes-

sen (Abbildung 5.35). Eine homogene nicht-polarisierte Versetzungsdichte ohne externe

5 Die Homogenisierung der Versetzungsdynamik nach Groma et al. (2003) macht sich zur Nutze, dass

die inneren Kräfte des Systems bestrebt sind das statische Gleichgewicht zu erreichen. Daher werden

die relaxierten Korrelationsfunktionen für die Berechnung der inneren Kräfte des Systems verwendet.
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Belastung relaxiert lokal in eine homogene Verteilung von Versetzungsdipolen. Da Verset-

zungsdipole eine geringe Reichweite haben, bildet sich keine Polarisierung am Rand aus.

Im Gegensatz dazu zeigt die polarisierte Versetzungsdichte in Abbildung 4.1 einen Einfluss

des Randes, der von der Anzahl der Versetzungen abhängig ist. Der Einfluss des Randes

ist in der Korrelationsfunktion in Abbildung 5.32 sichtbar und mittels einer Fouriertrans-

formation in Abbildung 5.33 messbar. In Abbildung 5.33 (rechts) ist ein Maximum jeweils

für eine Wellenlänge λstrukt = 0.374Heff zu beobachten. Daraus folgt, dass der strukturel-

le Einfluss eine absolute Längenskala induziert, welche mit der relativen Längeskala des

mittleren Versetzungsabstands ρ−1/2 konkurriert. Im Kontinuumslimit wird erwartet, dass

der strukturelle Einfluss dominiert, da dieser eine absolute Längenskala induziert und so-

mit die geforderten Skalierungseigenschaften (Kriterium 1) erfüllt. Ist Kriterium 3 erfüllt

und die relative Längenskala ρ−1/2 < λstrukt klein, dann sind Kriterium 1 und Kriterium 2

automatisch erfüllt, da der strukturelle Einfluss und nicht der Einfluss der Versetzungen

das System dominiert.

Insgesamt lässt sich das Verhältnis der absoluten Längenskala zur relativen Längenskala

H

ρ
−1/2
t

bzw.
λstrukt

ρ
−1/2
t

(6.2)

als die wichtige Größe zur Charakterisierung des Kontinuumslimits identifizieren. Zum

einen mussH/ρ
−1/2
t > reff gelten, damit die effektive Reichweite der Korrelationsfunktionen

nicht künstlich durch das System beschränkt wird und zum anderen muss λstrukt/ρ
−1/2
t > 1

gelten. Für die Simulationen in Abbildung 5.32 gilt H/ρ
−1/2
t = 10 und λstrukt/ρ

−1/2
t ≈ 3.0.

Siehe Anhang F für eine Diskussion der physikalischen Reichweite.

Damit kann festgehalten werden, dass unter den beobachteten Situationen für Kriterium 1

mit einem Seitenverhältnis von L/H = 8 das Kontinuumslimit ungefähr für nKL ≈ 100

Versetzungen erreicht wird. Kriterium 1 ist erfüllt, falls Kriterium 3 ausreichend erfüllt ist.

Mit Kriterium 3 wird der Einfluss der Korrelationen vernachlässigbar klein gegenüber dem

strukturellen Einfluss. Für zukünftige Untersuchungen zur Bestimmung das Kontinuums-

limit muss der strukturelle Einfluss und das Verhältnis zum mittleren Versetzungsabstand

genauer charakterisiert werden.

Für Informationen über die Modellierung von physikalischen Kontinuumstheorien unter-

halb des Kontinuumslimits, sind Kriterium 1 und Kriterium 2 wichtig. Mit der Definition

der effektiven Reichweite reff wird versucht, das Festlegen eines konkreten Fehlerniveaus zu

vermeiden. Der statistische Einfluss für die Berechnung der Korrelationsfunktionen lässt

sich nicht ohne weiteres herausfiltern und die genaue Definition des Kontinuumslimit hängt

von der gewählten Toleranz ab. Die Wahl der Toleranzen hängen letztlich davon ab, in

welchem Kontext das Kontinuumslimit betrachtet werden soll. Zur Charakterisierung dis-

kreter Versetzungsdynamiksimulationen muss eine sehr genaue Anforderung an den Fehler

gestellt werden. Für die Homogenisierung der Informationen der Korrelationsfunktionen

z.B. nach Groma et al. (2003), die den Korrelationen durch Integration einen skalaren Wert
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zuweisen, reicht eine weniger genaue Anforderung an den Fehler aus. Nichtsdestotrotz kön-

nen die Ergebnisse und Schlussfolgerungen für die Modellierung von Kontinuumstheorien

verwendet werden, wobei eine Charakterisierung der Korrelationen in 3 Dimensionen ei-

ne weitaus größere Herausforderung hinsichtlich der auftretenden Komplexität und dem

Rechenaufwand darstellt.



7. Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde eine versetzungsbasierte Kontinuumstheorie durch Homogenisie-

rung der zugrundeliegenden physikalischen Mechanismen, basierend auf einer Versetzungs-

dichtetheorie zur Beschreibung der Kinematik der Versetzungen, formuliert. In diesem Zu-

sammenhang beschreibt das Homogenisieren das Vergröbern der Auflösung des Systems

unter Erhaltung der zugrunde liegenden physikalischen Zusammenhänge. Die untersuchten

Mechanismen sind Versetzungswechselwirkungen von 2-dimensionalen Einfachgleitsyste-

men und die Versetzungsdichteproduktion.

Ausgangspunkt der Homogenisierung der Versetzungswechselwirkungen war eine Eigen-

dehnungsformulierung, welche eine vollständige Auflösung der Spannungen erreicht, falls

die Auflösung des Systems kleiner als der minimale Versetzungsabstand ist. Im ersten

Schritt wurde die numerischen Auflösung durch das Homogenisieren innerhalb diskreter

Gleitebenen (quasi-kontinuierlich) und im zweiten Schritt zusätzlich durch das Homogeni-

sieren der quasi-kontinuierlichen Beschreibung senkrecht zu den Gleitebenen (kontinuier-

lich) vergröbert. In beiden Fällen konnte ein zusätzlicher Beitrag zum resultierenden Span-

nungsfeld, als eine lokale Korrektur für das Vergröbern der Eigendehnungsformulierung,

hergeleitet werden. Für die quasi-kontinuierliche Beschreibung des Systems entspricht die

Korrektur der Eigendehnungsformulierung dem Fehler, der aufgrund der Regularisierung

des ursprünglich singulären Problems entsteht. Die Korrektur der quasi-kontinuierlichen

Beschreibung ist proportional zur Systemauflösung und dem Gradienten der geometrisch

notwendigen Versetzungsdichte. Sie beschreibt die Spannungswechselwirkungen innerhalb

eines Versetzungsaufstaus, der nicht durch die vergröberte Eigendehnungsformulierung ab-

gebildet wird. Simulationen der quasi-kontinuierlichen Formulierung haben gezeigt, dass

die Ergebnisse diskreter Versetzungsdynamiksimulationen reproduziert werden. Mit zuneh-

mender Anzahl der Gleitebenen ist eine zunehmende vertikale Ausrichtung der Versetzun-

gen zu beobachten. Das Ziel des Homogenisierens der quasi-kontinuierlichen Formulierung

war es, das Wissen über die vertikale Ausrichtung als Versetzungswände für die kontinu-

ierliche Formulierung zu nutzen. Die resultierende Korrektur der kontinuierlichen Formu-
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lierung ist proportional zum Gradienten der geometrisch notwendigen Versetzungsdichte

und anti-proportional zur mittleren Versetzungsdichte des entsprechenden Mittlungsvolu-

men. Durch letzteren Zusammenhang wird die Reichweite der Versetzungen charakterisiert,

wobei eine zunehmende Dichte einer Abnahme der Reichweite entspricht. Vergleiche mit

diskreten Versetzungsdynamiksimulationen haben gezeigt, dass wichtige Charakteristika

unabhängig von der Systemauflösung reproduziert werden. Das formulierte Konstitutiv-

gesetz ermöglicht es, einen kontinuierlichen Übergang von diskreten Gleitebenen hin zu

einer kontinuierlichen Darstellung abzubilden. Dadurch konnte der Einfluss der Unschärfe

weniger Versetzungen im Vergleich zu Ensembles von Versetzungen untersucht, und die

Notwendigkeit der Modellierung des Einflusses diskreter Versetzungen bei kleinen Syste-

mabmessungen bzw. einer kleinen Anzahl an Versetzungen gezeigt, werden.

Das homogenisierte Quellmodell basiert auf der Idee, die fehlende räumliche und zeitliche

Auflösung durch Maße des Systemzustands zu beschreiben, welche den Mechanismus zur

Relaxation des Systems charakterisieren. Das homogenisierte Quellmodell für den Fall in

dem das Abscheren die Relaxation des Systems bestimmt, definiert eine Obergrenze für die

Versetzungsdichteproduktion zur Beschreibung von makroskopisch ideal-plastischer Verfor-

mung. Das Maß zur Bestimmung der zu produzierenden Versetzungsdichte basiert auf dem

mittleren zurückgelegten Weg / abgescherten Fläche. Da sich mit einer 2-dimensionalen

Formulierung kein realistisches 3-dimensionales System darstellen lässt, wurden an dieser

Stelle keine Vergleiche mit diskreten Versetzungsdynamiksimulationen angestellt. Aller-

dings haben die Ergebnisse gezeigt, dass eine Homogenisierung der Bildkräfte notwendig

ist. Für den Fall des Biegens wurde das Quellmodell aus dem Modell der kritischen Dicke

abgeleitet, welches berücksichtigt, dass Biegung nicht durch Abscheren sondern durch,

von geometrisch notwendigen Versetzungen induzierte, plastische Krümmung relaxiert

wird. Die daraus bestimmte Versetzungsdichteproduktion und kritische Schubspannung

zur Quellaktivierung eignen sich, um für den Fall einer homogenen Quellverteilung in ei-

nem ausreichend großen Balken die nicht-lineare Entwicklung der Versetzungsdichte und

der Spannung abzubilden. Abweichungen der Ergebnisse von denen diskreter Versetzungs-

dynamiksimulationen lassen sich überwiegend durch die vernachlässigten Wechselwirkun-

gen und Reaktionen zwischen unterschiedlichen Gleitsystemen und speziell durch die zur

Vereinfachung der Modellierung vernachlässigten passiven Gleitsysteme erklären.

Aus den Untersuchungen der Homogenisierung der Wechselwirkungen und der Verset-

zungsdichteproduktion ergab sich die Frage, unter welchen Bedingungen eine homoge-

nisierte Formulierung als allgemeingültige Versetzungsdichtetheorie formuliert und ange-

wendet werden kann. Aus diesem Grund wurde im zweiten Teil dieser Arbeit ein Ansatz

präsentiert, mit dem die Verallgemeinerbarkeit einer Kontinuumstheorie definiert und die

Grenzen der Anwendbarkeit untersucht werden kann. Dabei geht es konkret um die Frage-

stellung unter welchen Umständen ein Parametersatz eines Modells für verschiedene Arten

von Simulationen und verschiedene Systemgrößen seine Gültigkeit behält und somit mit ei-

nem Parametersatz eine Menge von unterschiedlichen Simulationen (z.B. unterschiedliche

Belastungsfälle oder variierende Versetzungsdichten) durchgeführt werden kann.
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Zu diesem Zweck wurde der Begriff des Kontinuumslimits formal definiert und die Mög-

lichkeit einer Charakterisierung diskreter Versetzungsdynamiksimulationen anhand von

Paarkorrelationen in 2 Dimensionen untersucht. Die darauf aufbauenden Analysen ha-

ben drei entscheidende Kriterien untersucht: den Einfluss der Anzahl der Versetzungen,

der Anzahl der Simulationen und den strukturellen Einfluss. Um das Kontinuumslimit

anhand des Einflusses der Anzahl der Versetzungen oder des strukturellen Einflusses im

System eindeutig zu charakterisieren, muss eine Toleranz festgelegt werden, die letztlich

vom Kontext der Untersuchung abhängt. U.a. ist für die Auswertung von diskreten Verset-

zungsdynamiksimulationen eine geringe Toleranz notwendig, während für die Herleitung

einer Kontinuumstheorie durch radiale Integration der Korrelationsfunktionen eine größere

Toleranz ausreichend sein kann. Für den Einfluss der Anzahl der Simulationen lässt sich

aus den Ergebnissen keine Aussage über das Kontinuumslimit treffen, da der statistische

Einfluss mit zunehmender Anzahl an Versetzungen abnimmt und lediglich die Konvergenz

von Ensemblemittelwerten mit zunehmender Anzahl von Versetzungen oder Simulationen

widerspiegelt. Eine wichtige Erkenntnis der Definition des Kontinuumslimits bezieht sich

auf die Invarianz von Versetzungssystemen. In der Literatur wird häufig davon gesprochen,

dass das Verhalten von Versetzungssystemen invariant unter Skalierung des mittleren Ver-

setzungsabstandes ist. Dabei wird aber nicht berücksichtigt, dass der mittlere Versetzungs-

abstand (in 2 Dimensionen) sowohl durch die Anzahl der Versetzungen als auch durch die

Systemgröße verändert werden kann. Wenn das Kontinuumslimit nicht erreicht ist, gilt die

Invarianz a priori nur bei gleicher Anzahl von Versetzungen. Dieses Verhalten ist für das

Verständnis von Systemen mit einer kleinen Anzahl an Versetzungen entscheidend und

verdeutlicht den Zusammenhang des Kontinuumlimits mit der Verallgemeinerbarkeit von

Kontinuumstheorien.

Für zukünftige Untersuchungen ist die Problemstellung der Charakterisierung des Kontinu-

umslimits aus den beschriebenen Gründen von großem Interesse, um Kontinuumstheorien

auf ein möglichst breites Fundament stellen zu können. Die Frage wird sein, ob sich Ver-

setzungskorrelationen in 3 Dimensionen besser dazu eignen, um eine Antwort auf die Frage

nach der Charakterisierung des Kontinuumslimits zu geben. Zusätzliche Herausforderungen

sind dadurch gegeben, dass sich die Invarianz von Versetzungssimulationen nicht eins zu

eins auf 3 Dimensionen übertragen lässt und sich die Komplexität der zu untersuchen-

den Korrelationen deutlich erhöht. Für die mechanismusbasierte Homogenisierung kann

festgehalten werden, dass sich die formulierten Quellmodelle äquivalent in 3 Dimensio-

nen übertragen lassen, während sich die Mechanismen der Versetzungswechselwirkungen

in 3 Dimensionen grundlegend ändern. Somit muss das Konstitutivgesetz für die Verset-

zungsgeschwindigkeit für einen mechanismusbasierten Ansatz in 3 Dimensionen bzgl. der

Mechanismen in Versetzungsnetzwerken hergeleitet werden.





Anhang

A. Disklinationen und Versetzungen

Definition

Erstmalig wurden Versetzungen und Disklinationen von Volterra (1907) als Liniendefekte

in elastischen Zylindern dargestellt. Versetzungen beschreiben den translatorischen Frei-

heitsgrad zweier nicht deformierter, gegeneinander verschobener Flächen. Die verschobe-

nen Flächen sind durch Versetzungslinien abgegrenzt und der Betrag und die Richtung

der relativen Verschiebung wird durch den Burgersvektor b beschrieben (Abbildung A.1

(a)). Disklinationen beschreiben den rotatorischen Freiheitsgrad zweier gegeneinander ver-

drehter Flächen. Die relative Verdrehung wird durch den Frankvektor ω beschrieben (Ab-

bildung A.1 (b)). Insgesamt erhält man dadurch 3 Darstellungen einer Versetzung und 3

Darstellungen einer Disklination.

Abbildung A.1: Darstellung einer Versetzung (a) und einer Disklination (b) in einem linear-

elastischen Zylinder. Die Versetzung wird durch den Burgersvektor b und

die Disklination durch den Frankvektor ω charakterisiert.

In dieser Arbeit liegt der Fokus auf der vereinfachten 2-dimensionalen Darstellung von

Versetzungen. Diese Darstellung wird über den ebenen Dehnungszustand erreicht. Mit ei-

nem ebenen Dehnungszustand können ausschließlich Versetzungen, deren Burgersvektor

b senkrecht zur Linienrichtung l ist, dargestellt werden. Diese Versetzungen nennt man

Stufenversetzungen. Abbildung A.1 (a) stellt das Versetzungsgleiten dar, da der Burgers-

vektor in der abgescherten Ebene enthalten ist. Die Versetzungslinie bewegt sich beim
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Versetzungsgleiten in Richtung des Burgersvektors b. Wenn der Burgersvektor b senkrecht

zur abgescherten Ebene liegt, dann wird Versetzungsklettern beschrieben. Beim Verset-

zungsklettern bewegen sich die Versetzungen senkrecht zum Burgersvektor b und zur Li-

nienrichtung l. Für Disklinationen gilt, dass der Frankvektor parallel zur Linienrichtung

liegen muss, damit ein ebener Spannungszustand beschrieben wird. Diese Disklinationen

werden als Keildisklinationenen bezeichnet (englisch: wedge disclination).

Der Disklinationsdipol

Eine negative (Keil-) Disklination −ω entspricht dem Einfügen eines Keils mit Winkel ω

in den elastischen Zylinder (Abbildung A.2 (a)). Dieser Keil kann analog durch eingefügte

Halbebenen dargestellt werden (Abbildung A.2 (b)). Eine eingeschobene Halbebene ent-

spricht einer positiven Stufenversetzung. Daraus folgt, dass ein Disklinationsdipol durch ei-

ne endliche Versetzungswand bestehend aus Stufenversetzungen beschrieben werden kann.

Eine positive Disklination wird durch Entfernen von Halbebenen beschrieben.

Abbildung A.2: Darstellung einer negativen Disklination als eingefügter Keil mit Winkel

ω (bezeichnet mit −ω) (a), welcher auch über eingeschobene Halbebenen

dargestellt werden kann (b). Eine eingeschoben Halbebene entspricht einer

Stufenversetzung. Die Analogie eines Disklinationsdipols mit einer endli-

chen Stufenversetzungswand (c).

Aus der Darstellung eines Disklinationsdipols als endliche Versetzungwand wird offensicht-

lich, dass ein Disklinationsdipol eine Approximation einer einzelnen Versetzung darstellt,

wenn der Burgersvektor der Versetzungswand dem Burgersvektor einer einzelnen Stufen-

versetzung entspricht und die Dipollänge gegen 0 geht (Eshelby, 1966). Das Spannungsfeld

einer positiven Disklination mit Winkel ω ist durch

σ(w+)
xz (x, z) =

µb

2π(1− ν)2d

xz

x2 + z2
. (A.1)

gegeben, wobei der Bertrag des Burgersvektors b und der Winkel ω die Länge d = b/2ω

beschreiben (für ω � 1). Das Spannungsfeld ist rotationssymmetrisch im Ursprung der

Disklination. Das Spannungsfeld des Disklinationsdipols (dd) mit Dipollänge 2d ist durch

τdd(x, z) = σ(w+)
xz (x, z + d) + σ(w−)

xz (x, z − d) (A.2)



A. Disklinationen und Versetzungen 117

gegeben. Entlang z = 0 wird das Spannungsfeld vereinfacht durch

τdd(x, 0) =
µb

2π(1− ν)

x

x2 + d2
. (A.3)

beschrieben.

Der Disklinationsdipol und die Analogie zur Eigendehnungsformulierung

Die Eigendehnungsformulierung basiert auf einer senkrecht zur Gleitrichtung homogeni-

sierten Versetzungsdichte, was im Fall einer stückweise konstanten Approximation, einer

gleichmäßigen Verteilung der Versetzungsdichte über die Homogenisierungslänge h∗ ent-

spricht. Aus dieser Konstruktion wird klar, dass die Eigendehungsformulierung ”0. Ord-

nung” das kontinuierliche Analogon einer endlichen Versetzungwand ist. Die Versetzungs-

wand lässt sich wiederum durch einen Disklinationsdipol der Länge h∗ beschreiben.
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Abbildung A.3: Vergleich der numerischen Lösung der Eigendehnungsformulierung τes mit

dem Spannungsfeld des Disklinationsdipols τdd,h∗ für h∗ = 2−kh0 mit

k = 1, 2, 3 und h0 = 1.25µm.

Abbildung A.3 zeigt die Übereinstimmung des Spannungsfelds des Disklinationsdipols mit

unterschiedlichen Dipollängen h∗ mit der numerischen Lösung der Eigendehnungsformu-

lierung τes entlang z = 0 (vgl. Gleichung (2.48)). Die Homogenisierungs- bzw. Dipollänge

wird für h∗ = 2−kh0 mit k = 1, 2, 3 variiert.
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B. Eigendehnungsformulierung geneigter Gleitsysteme

In Abschnitt 5.1.4 wird der Einfluss der Art der Diskretisierung des Problems geneigter

Gleitebenen untersucht. Abbildung 5.11 zeigt die beiden Varianten der geneigten Appro-

ximation (quadratisch, dreieckig für ϕ = 45◦) und die horizontal ausgerichtete Referenz

(quadratisch mit ϕ = 0◦). Um das Ergebnis zu vervollständigen wird hier zusätzlich zum

absoluten Fehler (siehe Abbildung 5.12) der relative Fehler der numerischen Lösungen im

Vergleich zum Spannungsfeld des Disklinationsdipols gegeben. Abbildung B.4 zeigt, dass

der relative Fehler (Darstellung in Graustufen, logarithmisch) in der rechten und linken

Spalte unterhalb von 10% liegt außer in Regionen in denen das Spannungsfeld des Diskli-

nationsdipols gegen 0 geht.
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Abbildung B.4: Wie Abbildung 5.12 wobei statt dem absoluten Fehler der relative Fehler

logarithmisch in Graustufen abgebildet ist.
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C. Auswertungen der Simulationen der diskreten Ver-

setzungsdynamik

Die Ergebnisse der diskreten Versetzungsdynamik sind in Abbildung 5.21 für die reine

Biegung und in Abbildung 5.26 für die Biegung eines Kragbalkens gegeben. Im folgenden

Abschnitt wird die Annahme über die Entwicklung der Versetzungsdichte der aktiven und

der passiven Gleitsysteme überprüft.

Aktive und passive Gleitsysteme

Für die Modellierung der kristallographischen Orientierung in Abschnitt 5.3 wurde ange-

nommen, dass die Gleitsysteme mit einem Schmid Faktor von 0 (passive Gleitsysteme)

keine Entwicklung der Versetzungsdichte aufweisen. Abbildung C.5 zeigt, dass nahezu kei-

ne Versetzungsdichteproduktion auf den passiven Gleitsysteme stattfindet.
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Abbildung C.5: Entwicklung der Versetzungsdichte der passiven Gleitsysteme für die reine

Biegung (links) und die Biegung eines Kragbalkens (rechts).

Parameter des Quellmodells aus den Simulationen der diskreten

Versetzungsdynamik

Das Bestimmen des kritischen Biegemomentes Mkrit,d und die Quellaktivierungsrate von

ṅprod,d aus den Simulationen der diskreten Versetzungsdynamik ist in Abbildung C.6 für

die reine Biegung und in Abbildung C.7 für die Biegung eines Kragbalkens abgebildet. Das

kritische Biegemoment wird als Rp0.1 abgelesen und als Mittelwert der drei Simulationen

der diskreten Versetzungsdynamik berechnet. Die Rate der Versetzungsdichteproduktion

wird aus der Steigung der Entwicklung der Anzahl der Versetzungen n bestimmt. Dafür

wird angenommen, dass sich produzierte Versetzungen im Spannungsgradienten ausrichten
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und gerade Versetzungen parallel zur neutralen Faser und senkrecht zur Längsachse des

Systems ausbilden. Die berechneten Parameter sind in den Tabellen 5.4 und 5.5 aufgelistet.
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Abbildung C.6: Berechnung des kritischen Biegemomentes Mkrit,d und Quellaktivierungs-

rate von ṅprod,d der reinen Biegung aus den Simulationen der diskreten

Versetzungsdynamik.
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Abbildung C.7: Berechnung des kritischen Biegemomentes Mkrit,d und Quellaktivierungs-

rate von ṅprod,d der Biegung eines Kragbalkens aus den Simulationen der

diskreten Versetzungsdynamik.
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D. Konvergenz der diskreten Versetzungsdynamik-

simulationen

In Abbildung D.8 (links) sind die mittleren Residuumsgeschwindigkeiten der einzelnen

Versetzungsdynamiksimulationen abhängig von der Anzahl der Versetzungen n in einem

Boxplot1 dargestellt. Dabei wird die mittlere Residuumsgeschwindigkeit mit dem mittleren

Versetzungsabstand ρ−1/2 normiert. Es zeigt sich, dass aufgrund der gewählten ”schwachen”

Kriterien für das Erreichen des relaxierten Zustands in Kapitel 5.4, ein ähnlicher aber keine

identische mittlere Residuumsgeschwindigkeit erreicht wird.
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Abbildung D.8: Vergleich der Boxplots1 der mittleren Residuumsgeschwindigkeit und des

statistischen Fehlers für n ·m = 16000 für eine unterschiedliche Anzahl an

Versetzungen.

Abbildung D.8 (rechts) zeigt den Boxplot1 des statistischen Fehlers für n · m = 16000

aus Abbildungen 5.40 und 5.41. Der Vergleich der Boxplots der mittleren Residuumsge-

schwindigkeit und des statistischen Fehlers zeigt, dass die berechneten Mittelwerte einem

ähnlichen Trend folgen. Zwischen n = 25 und n = 100 steigt der Mittelwert an, zwischen

n = 100 und n = 200 fällt er wieder ab und steigt zwischen n = 200 und n = 800

wieder an. Diese Beobachtung verdeutlicht, dass zwischen dem Mittelwert der mittleren

Residuumsgeschwindigkeiten und dem statistischen Fehler ein schwacher Zusammenhang

besteht.

1 Ein Boxplot dient der Visualisierung der Verteilung eines Datensatzes. Der horizontale rote Strich

markiert den Median und das rote Quadrat markiert den Mittelwert. Die blau Box markiert die Grenze

des oberen bzw. des unteren Quartils und die beiden schwarzen horizontalen Strich stellen die Grenze

der Datenpunkte dar, die maximal das 1.5-fache des Interquartilsabstand unter bzw. über den Quartilen

liegen. Datenpunkte, die außerhalb dieser Grenzen liegen sind durch ein schwarzes Kreuz markiert.
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E. Weitere Ergebnisse zur Charakterisierung des Kon-

tinuumslimits

Abbildungen E.9 und E.10 sind eine Ergänzung zu den Ergebnissen in Kapitel 5.4.2.
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Abbildung E.9: Die Korrelationsfunktionen d++ und d+− der nicht-polarisierten Dichte für

n = 25, 100, 400 und 800 Versetzungen für eine unterschiedliche Anzahl an

Simulationen.
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Abbildung E.10: Die Winkelkorrelationsfunktionen der in Abbildung E.9 abgebildeten

Korrelationfunktionen.
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F. Reichweite der Korrelationsfunktionen

Die physikalische Reichweite rphys der Korrelationsfunktionen wird formal durch

rphys := min

{
r ∈ (0,∞)|∀∆r > 0 :

∫ 2π

0

∫ r+∆r

r

dss′(x(r, ϕ)) r dr dϕ = 0

}
(F.4)

definiert. Zaiser et al. (2001) haben gezeigt, dass die ”stärkste” Korrelation, welche durch

die Korrelation zwischen Versetzungen gleichen Vorzeichens für ϕ = 90◦ beschrieben wird,

exponentiell abfällt für r →∞.

Abbildung F.11 zeigt den Einfluss der Wahl des maximalen Radius r1 auf die berechneten

Winkelkorrelationsfunktionen der nicht-polarisierten Dichte für n = 800 Versetzungen.

Ab einem Radius von 4 ≤ r1 ≤ 6 ist näherungsweise eine gleichmäßige Zunahme der

Winkelkorrelationsfunktion zu beobachten. Dieses Verhalten weißt darauf hin, dass die

hier berechneten Korrelationsfunktionen nicht ausreichend schnell gegen 0 für r → ∞
konvergieren, um die Annahme einer kurzen Reichweite formal zu rechtfertigen. Auf der

anderen Seite reicht schon eine kleine konstante Verschiebung der Korrelationsfunktionen

aus, um diesen Effekt zu produzieren.
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Abbildung F.11: Die Winkelkorrelationsfunktionen der nicht-polarisierten Dichte für

n = 800 Versetzungen berechnet für unterschiedliche maximale Radien

r1. Eine detaillierte Diskussion der Winkelkorrelationsfunktionen ist in

Abschnitt 5.4.2 gegeben.

Zaiser et al. (2001) untersuchen die physikalische Reichweite nur visuell anhand des Ver-

laufs der Korrelationsfunktion d++ für ϕ = 90◦. Dabei bleibt die Frage unbeantwortet,

ob die Korrelationsfunktionen auch nach einem Maß wie in Gleichung (F.4) konvergieren.

Die numerisch berechneten Werte der Korrelationsfunktion von Zaiser et al. (2001) schei-

nen für einen Radius r > 4 tendenziell über der approximierten, exponentiell abfallenden,

Funktion zu liegen.

Groma et al. (2003) berechnen Winkelkorrelationsfunktionen basierend auf den Ergebnis-

sen von Zaiser et al. (2001) ohne eine weitere Diskussion der physikalische Reichweite rphys.

Es soll darauf hingewiesen werden, dass die von Groma et al. (2003) berechneten Winkel-

korrelationsfunktionen nicht durch die Ergebnisse dieser Arbeit reproduziert worden. Ein
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möglicher Unterschied ist die Definition der Winkelkorrelationsfunktionen. In Groma et al.

(2003) ist die radiale Integration durch

dϕss′(ϕ) =

∫ r1

r0

dss′(x(r, ϕ)) dr (F.5)

definiert. Vergleiche dazu Gleichung (4.4) mit der radialen Integration über r dr. Zudem

wird in den Arbeiten von Zaiser et al. (2001) und Groma et al. (2003) das Spannungsfeld

einer Stufenversetzung in einem periodischen System gescreent, d.h. die Versetzungen im

System haben a priori ein kurzreichweitiges Spannungsfeld.

Trotz der fehlenden Konvergenz der Korrelationsfunktionen bzgl. r1 wird der maximale

Radius für die berechneten Winkelkorrelationen in dieser Arbeit mit r1 = 6 gewählt. In

Abbildung F.11 ist zu sehen, dass die berechneten Korrelationsfunktionen für r1 > 4

näherungsweise um einen konstanten Wert nach oben verschoben sind und daher vermutet

werden kann, dass alle Details durch die Winkelkorrelationsfunktion für r1 = 6 abgebildet

werden.
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