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Zusammenfassung

Das Ziel dieser Arbeit ist die Untersuchung magnetohydrodynamischer Stromungen in
Rechteckkanilen mit realistisch elektrisch leitfihigen Winden im Ubergangsbereich vom
laminaren zum zeitabhéngigen Stromungszustand. Stromungen solcher Art konnen in den
Blankets von Fusionsreaktoren auftreten und beeinflussen insbesondere im wandnahen
Bereich den Warme- und Stofftransport im Fliissigmetall.

Der Fokus dieser Arbeit wird auf der Hunt-Stromung liegen, weil der Einfluss der leiten-
den Wiénde auf das Stabilitdtsverhalten der Strémung hier am deutlichsten ausgeprégt
ist. Erstmalig wird der Einfluss der Wandleitfdhigkeit, der Magnetfeldstirke sowie der
Stromungsgeschwindigkeit auf die Stabilitdt der Stromung systematisch theoretisch un-
tersucht. Die Stabilitdtszustidnde werden u.a. mit Hilfe der kritischen Reynolds-Zahl Re..,
der kritischen Wellenldnge \. und der turbulenten kinetischen Energie charakterisiert.

Zur Untersuchung werden lineare Stabilitdtsanalysen und numerische Simulationen durch-
gefiihrt. Fiir die lineare Stabilitdtsanalyse wird der von Priede et al. (2010) vorgestellte
Code erweitert. Der Code ist nun in der Lage, die Stabilitit von MHD-Strémungen in
Rechteckkanélen mit diinnen Wénden und realistischer elektrischer Wandleitfdhigkeit zu
berechnen. Numerische Simulationen werden mit dem von (Mistrangelo & Biihler, 2011)
entwickelten MHD-Solover in OpenFoam durchgefiihrt.

Die erzielten Ergebnisse zeigen, dass die Wandleitfahigkeit bei schwachen und mittleren
Magnetfeldern einen erheblichen Einfluss auf die Stabilitdt der Stromung hat. Fiir ex-
trem starke Magnetfelder nimmt dieser Einfluss ab und die kritische Reynolds-Zahl zeigt
ein asymptotisches Verhalten. Die Resultate der linearen Stabilitdtsanalyse konnen durch
die numerischen Simulationen bestitigt werden, sodass sich beide Verfahren gegenseitig
bestitigen. Durch weitere numerische Simulationen, bei denen die Strémungsgeschwin-
digkeit sukzessive erhoht wurde, konnten zwei Stromungsregime gefunden worden, in
denen zeitabhingige Stromungszustinde vorliegen. Vergleiche mit experimentellen Daten
aus Chowdhury (2016), in denen die selben Parameter verwendet werden, zeigen eine
Ubereinstimmung im Auftreten des zweiten Regimes. Weiterhin lassen sich wesentliche
Ubereinstimmungen in den numerisch und experimentell ermittelten Wandsignalen des
elektrischen Potentials finden.

Aus den Ergebnissen konnen wichtige neue Erkenntnisse fiir die Durchfiithrung zukiinftiger
Experimente gewonnen werden. Durch Messung von 0¢'/0x anstatt von 0¢’/0y kénnen
Instabilitdten besser detektiert werden. Weiterhin weisen die Stérungen bei schwachen
Magnetfeldern Frequenzen unterhalb von 1Hz auf.
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1 Einleitung

Stromungen elektrisch leitender Fluide (z.B. Fliissigmetalle), auf die Magnetfelder wir-
ken, werden magnetohydrodynamische (MHD) Stromungen genannt. Solche Stromungen
treten zum einen in der Astrophysik auf, werden andererseits aber auch technisch, bspw.
zum Heizen und Abscheiden der Schlacke in der Schmelze bei der Stahlherstellung ver-
wendet.

Eine weitere technische Anwendung solcher MHD-Strémungen ist in den so genannten
Blankets von Fusionsreaktoren vorgesehen (Malang et al., 1988; Biihler, 2007), wie sie
z.B. in Abbildung 1.1 rot dargestellt sind. Die Blankets sind dort um die Plasmakam-
mer angeordnet, in der der Fusionsprozess stattfindet. Sie sollen u. a. folgende Aufgaben
iibernehmen:

o Erbriitung des fiir die Fusion notwendigen Tritiums,
o Abtransport der Fusionswirme zur Stromerzeugung und

o Abschirmung der Neutronenstrahlung

Abbildung 1.1: Design der Fusionstestanlage ITER. Die Blankets sind rot dargestellt.
(Quelle: https://phys.org/news/2013-04-iter-blanket-technology.html )

Es werden verschiedene Fliissigmetall-Blanket-Konzepte erforscht. Hierzu zéhlen u.a. das
Helium-Cooled-Lithium-Lead-Konzept (HCLL) (Mistrangelo & Biihler, 2014) und das
Dual-Coolant-Lead-Lithium-Konzept (DCLL) (Smolentsev et al., 2015). Die Blankets ha-
ben einen komplizierten dreidimensionalen Aufbau. Sie bestehen aber iiberwiegend aus
Kanédlen mit einem rechteckigen Querschnittsprofil, in denen eine eutektische Fliissig-
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metalllegierung aus Blei und Lithium (PbLi) fliekt. Durch den Fusionsprozess zwischen
Deuterium und Tritium
D+T—He' +n+17.6MeV

werden diese in Helium, Neutronenstrahlung und Energie umgewandelt. Deuterium ist
als natiirliche Ressource in Form von halbschweren oder schweren Wassers reichlich vor-
handen. Das natiirliche Vorkommen von Tritium hingegen ist vernachlissigbar, sodass
es im Reaktor erbriitet werden muss. Als Brutmaterial dient hierbei das Lithium. Durch
folgende Reaktion wird im Blanket unter Neutronenbeschuss Tritium erzeugt:

Li®+n — T+ He'+48MeV,
Li"+n — T+ He'+n—25MeV.

Durch seine guten Warmeleiteigenschaften ist PbLi in der Lage die im Blanket erzeugte
Wirme abzufiihren, um sie zur Stromerzeugung zu nutzen. Durch die Absorption von
Neutronen dienen die Blankets als Strahlungsschutz, insbesondere fiir die supraleitenden
Magnetfeldspulen, welche sich hinter den Blankets befinden und die Magnetfelder zum
Einschluss des Fusionsplasmas erzeugen.

Aufgrund dieser Konstruktionsweise sind die Blankets den starken Magnetfeldern der
Spulen ausgesetzt, sodass wegen seiner guten elektrischen Leitfdhigkeit das stromende
Blei-Lithium mit den Magnetfeldern wechselwirkt und nicht zu vernachlissigende magne-
tohydrodynamische Effekte auftreten. Die durch die Stromung erzeugten Lorentz-Krifte
verursachen eine Zunahme des Druckgradienten verglichen mit dem hydrodynamischen
Fall und verdandern das Geschwindigkeitsprofil. Wahrend die Stromung im Kanalzentrum
abgebremst wird, treten in den Randbereichen parallel zum Magnetfeld, im Fall von elek-
trisch leitenden Winden, grofe Geschwindigkeitsiiberh6hungen auf. Diese Geschwind-
igkeitsiiberhhungen konnen die Quelle fiir Instabilitdten der MHD-Stréomung sein. Sol-
che Instabilitdten sind von besonderem Interesse, weil sie die Stromung und den War-
metransport beeinflussen. Im Unterschied zu hydrodynamischen Instabilititen werden
MHD-Instabilitdten nicht nur durch die Stromungsgeschwindigkeit und das Aspektver-
héltnis des Kanals beeinflusst, sondern auch die elektrische Leitfahigkeit der Kanalwinde
sowie die Stérke des duferen Magnetfeldes beeinflussen die Stabilitit der Stromung. Die
Folge ist ein génzlich anderes Verhalten von MHD-Instabilitaten, bspw. eine starke ani-
sotrope Verteilung aller Stromungsgrofsen.

Das Ziel dieser Arbeit ist, den Einfluss von Magnetfeldstirke, Stromungsgeschwindig-
keit und Wandleitfdhigkeit auf die Stabilitdt einer MHD-Stromung zu untersuchen. Un-
ter Beriicksichtigung dieser Einflussgrofen wird zunéichst eine lineare Stabilitdtsanalyse
durchgefiihrt, um zu ermitteln, wann ein Umschlag einer laminaren in eine zeitabhingige
Stromung, die im Weiteren als instabile Stromung bezeichnet wird, erfolgt. Allgemein
zeigt sich, dass die so theoretisch ermittelte kritische Reynolds-Zahl an der Stabilitéts-
grenze um ca. eine Grofenordnung kleiner als die entsprechende experimentell ermittelte
Stabilititsgrenze sein kann. Aufbauend auf den Ergebnissen der linearen Stabilitdtsana-
lyse werden daher numerische Simulationen durchgefiihrt. Diese sollen insbesondere den
Parameterbereich zwischen zuvor ermittelten theoretischen Stabilitdtsgrenzen und expe-
rimentell gemessenen Stabilitdtsgrenzen untersuchen. Numerische Simulationen sind fiir
diesen Parameterbereich besonders geeignet, weil zum einen die auftretenden Stérungs-
signale experimentell nahezu nicht messbar sind. Zum anderen ist der Parameterbereich



nach dem Auftreten von Instabilitdten fiir eine lineare Stabilitdtsanalyse nicht mehr zu-
ganglich.

Zum Erreichen dieses Ziels werden zunichst im Kapitel 2 Grundlagen zu MHD - Ka-
nalstromungen behandelt. Im Kapitel 3 wird das benutzte Verfahren zur linearen Sta-
bilitdtsanalyse vorgestellt und die damit erzielten Ergebnisse ausfiihrlich dargestellt. Im
anschliefenden Kapitel 4 werden die Resultate der numerischen Simulationen préisentiert
und diskutiert. Abschliefsend erfolgt eine Zusammenfassung der vorliegenden Arbeit und
ein Ausblick in Kapitel 5.



2 Grundlagen
magnetohydrodynamischer
Kanalstromungen

Erstmalig wurden magnetohydrodynamische Strémungen in den 1930er Jahren von Hart-
mann sowohl experimentell als auch theoretisch untersucht (Hartmann, 1937; Hartmann
& Lazarus, 1937). In diesen Versuchen wurden MHD-Stromungen in isolierten Rechteck-
kanélen mit verschiedenen Seitenverhéltnissen untersucht. Sowohl ein Anstieg des Druck-
gradienten im Vergleich zu hydrodynamischen Strémungen, als auch der Ubergang zu
turbulenten Strémungen konnte beobachtet werden. Analytische Losungen fiir MHD-
Kanalstréomungen in isolierten Kanélen hat erstmals Shercliff (1953) gezeigt. Er fiihrte
zusitzlich asymptotische Betrachtungen durch und konnte so u.a. die Beitrdge verschie-
dener Stromungsbereiche zur mittleren Geschwindigkeit bei sehr starken Magnetfeldern
zeigen. Fiir eine MHD-Stromung zwischen zwei parallelen, elektrisch leitenden Platten,
die senkrecht zum Magnetfeld orientiert sind, formulierten Chang & Lundgren (1961)
Randbedingungen fiir beliebige Wandleitfahigkeiten und konnten die bisherigen analyti-
schen Losungen erweitern. Eine Stromung zwischen zwei parallel Platten wird mittlerweile
Hartmann-Stromung genannt. Hunt (1965) leitete analytische Losungen fiir Rechteck-
kanile mit elektrisch leitenden Winden her. Dabei fiihrte er Fallunterscheidungen fiir die
verschiedenen Moglichkeiten der Wandleitfahigkeit durch, weil sich dadurch die entspre-
chenden Randbedingungen zur Losung der analytischen Gleichungen vereinfachen lassen.
Walker (1981) hat eine allgemeine Randbedingung fiir das elektrische Potential bei elek-
trisch leitenden Wanden hergeleitet, unabhéngig davon, ob diese senkrecht oder parallel
zum Magnetfeld sind. Dies erreichte er, indem er eine Bilanzgleichung aller in eine diinne
Wand ein- und austretenden Stréme aufstellte und das elektrische Potential anstelle des
induzierten Magnetfeldes zur mathematischen Beschreibung nutzte.

2.1 Magnetohydrodynamische Gleichungen

Stromungen elektrisch leitfahiger Fluide lassen sich aus einer Kombination von Gleichun-
gen aus der Fluiddynamik und der Elektrodynamik mathematisch beschreiben. Als Grun-
dannahmen wird im Weiteren angenommen, dass die betrachteten Fluide inkompressibel
und isotherm sind. Das verwendete Koordinatensystem ist in Abbildung 2.1 abgebildet.
Die x-Achse ist in Stromungsrichtung, die y-Achse in Magnetfeldrichtung und die z-Achse
entsprechend in transverser Richtung orientiert.

Die grundlegenden Gleichungen der Fluiddynamik fiir inkompressible Stromungen sind
die Impulsgleichung, welche in dimensionsloser Form lautet
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ov(x,t)
ot
und die Massenerhaltung

+ (v(x,t) - V) v(x,t) = =Vp(x,t) + Re ' V?v(x,t) + f(x,1) (2.1)

V-v(x,t)=0. (2.2)

v(x,t) = u(x,t)x + v(x,t)y +w(x, t)z beschreibt den Geschwindigkeitsvektor, ¢ die Zeit,
p den Druck, V den Nabla-Operator und f Volumenkrifte. Die linke Seite von (2.1) be-
schreibt Tragheitskrifte, der erste Term auf der rechten Seite Druckkréfte und der mittlere
Term viskose Krifte. Auf dem Rand I' gilt stets die hydrodynamischen Haftbedingung

v(T) = 0. (2.3)

Zur Entdimensionierung wurde v*—ugv, x*— Lz, t*—L/ugt, p*—puip und £*—udpL~f
verwendet. Hierbei stellen uy und L eine charakteristische Geschwindigkeit bzw. Lange
dar und p die Dichte des Fluids. Aus dieser Art der Entdimensionierung ergibt sich
die Reynolds-Zahl Re = u,L/v als dimensionslose Kennzahl der Stromung, welche das
Verhéltnis von Trigheits- zu Zahigkeitskriften angibt.

Bewegt sich ein elektrisch leitfahiges Fluid in einem Magnetfeld B, miissen zusétzlich
Gesetze der Elektrodynamik beriicksichtigt werden:

VxE(x,t) = —% , (2.4)
V x B(x,t) R.,j(x,t), (2.5)
V- -B(x,t) = 0, (2.6)
jx,t) = E(x,t)+v(x,t) x B(x,t), (2.7)
V-jx,t) = 0. (2.8)

Hierbei ist E das dimensionslose elektrische Feld, B das dimensionslose Magnetfeld, j die
dimensionslose Stromdichte. Zur Entdimensionierung wird E*—uoByE und B*— Bye,
verwendet, wobei B, der Betrag der magnetischen Flussdichte ist und e, der Einheits-
vektor in y-Richtung. Mit R, wird die magnetische Reynolds-Zahl R,, = Lug/n = pougL
bezeichnet, wobei n = (uo)~! die magnetische Diffusivitit beschreibt. Durch p wird die
magnetische Permeabilitdt und durch o die elektrische Leitfahigkeit des Fluids beriick-
sichtigt. R,, beschreibt das Verhéltnis von Advektion zu Diffusion des Magnetfeldes. (2.4)
wird Farady’sches Induktionsgesetz, (2.5) Ampére’sches Gesetz und (2.7) Ohm’sches Ge-
setz genannt. Bei letzterem wird durch v x B die Erzeugung elektrischer Felder durch
die Bewegung des elektrisch leitenden Fluids in einem Magnetfeld beriicksichtigt. Die
Gleichung (2.8) stellt in analoger Form zu (2.2) die Ladungserhaltung dar.

Die in (2.1) eingefithrte Impulsgleichung nimmt dadurch die Form

‘2_‘; +(v-V)v=-Vp+ Re 'V>v+ NjxB (2.9)

an, wobei der letzte Term auf der rechten Seite

f,=NjxB (2.10)
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Abbildung 2.1: Rechteckkanal im homogenen, stationdren B-Feld mit dem Koordina-
tenursprung in der Mitte des Kanals. z-Achse und Geschwindigkeit zeigen
in den Kanal hinein.

die Lorentz-Kraft mit dem Interaktionsparameter N = o LB (pug)~" darstellt. Dieser
beschreibt das Verhiltnis von elektromagnetischen Kriften zu Tragheitskriften. Die in
(2.10) eingefiihrte Lorentz-Kraft ist eine Volumenkraft und wird durch die Wechselwir-
kung von elektrischer Stromdichte j und Magnetfeld B erzeugt.

Die Kombination aus Re und N liefert das Verhéltnis von elektromagnetischen zu viskosen
Kriften ReN = Ha?. Die Hartmann-Zahl

Ha = LB+\/o/(pv) (2.11)

kann auch als dimensionslose Kennzahl fiir die Stirke des angelegten Magnetfeldes angese-
hen werden. Weiterhin kann mit Ha die Dicke § der Grenzschichten, wie sie in Abbildung
2.1 zu sehen sind, abgeschiitzt werden zu dy ~ Ha ! fiir die Hartmann-Schicht und
§s ~ Ha~1/? fiir die Seitenschicht (Hunt, 1965).

Gemifs (2.5) wird durch den induzierten Strom ein induziertes Magnetfeld erzeugt, wel-
ches sich mit der Induktionslgeichung mathematisch beschreiben lisst. Dazu wird V x auf
(2.7) angewendet, sodass mit Hilfe des Ampére’schen Gesetzes (2.5), des Farady’schen
Gesetzes (2.4) und (2.6), sowie einigen Vektoridentitéten folgt:

%—E;—I—(V-V)B:RLmV2B+(B-V)V. (2.12)
Der erste Term beschreibt die zeitliche Entwicklung von B, der zweite die Advektion,
der dritte die Diffusion und der letzte Term die Produktion durch Anderungen im Ge-
schwindigkeitsfeld. Anhand von Re,, kénnen zwei Grenzfille unterschieden werden: Zum
einen Re,, < 1, was bedeutet, dass das Magnetfeld durch den Diffusionsterm domi-
niert wird und die strémungsinduzierte magnetische Induktion vernachldssigt werden
kann. Dieser Fall wird deshalb induktionsfreie Approximation genannt. Zum anderen
Re,, > 1, in diesem Fall spielt der Diffusionsterm keine Rolle, sondern die Bewegung
des Fluids beeinflusst das Magnetfeld. Fiir Laborversuche gilt meistens L ~ O(107!),
up ~ O(107%) —O(107!) und o ~ O(10°%). Wegen p ~ O(1079) folgt somit, dass Re,, < 1
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ist. Im Rahmen dieser Arbeit werden MHD-Stromungen betrachtet, fiir die Re,, < 1 gilt,
sodass die induktionsfreie Approximation angewendet werden kann.

Durch Anwendung der induktionsfreien Approximation und der Annahme, dass B sta-
tionér ist, lasst sich E mit Hilfe des elektrischen Potentials ¢(x,t) durch E = —V¢
ausdriicken. Mit dieser Formulierung wird (2.4) identisch erfiillt. Die zur Erzeugung von
f;, benétigte Stromdichte j folgt aus (2.7), worin nun E durch ¢ dargestellt werden kann,
sodass (2.7) die Form

j=-Vo+vxB (2.13)
annimmt. Wird auf (2.13) die Divergenz angewendet, so ergibt sich
Vi =V-(vxB) . (2.14)

Dies ist eine Poisson-Gleichung fiir das elektrische Potential ¢.

2.2 Stationare magnetohydrodynamische
Kanalstromungen

Die Eigenschaften und Besonderheiten von stationdren Stréomungen im homogenen Ma-
gnetfeld sollen im Folgenden anhand verschiedener Kanalkonfigurationen erlautert wer-
den.

2.2.1 Plattenstromung

Der einfachste Fall stellt eine MHD-Stromung zwischen zwei parallelen Platten mit gege-
benem Wandleitparameter ¢ = tWL% dar, wobei ty, die Dicke der Wande und oy deren
elektrische Leitfahigkeit ist. Die Platten sind senkrecht zum Magnetfeld orientiert. Ei-
ne analytische Losung dieses Problems wurde erstmals von Chang & Lundgren (1961)
hergeleitet und lautet

uty) = a(1- SR (215)

cosh(Ha)
g 1 1+c¢ (2.16)
mit 4 = — : :
HacHa + tanh(Ha)

Basierend auf dieser Losung lassen sich folgende Eigenschaften ableiten:
o Fiir Ha —0 geht die Stréomung in die hydrodynamische Poiseuille-Strémung iiber.

o Fiir Ha > 1 flacht das Geschwindigkeitsprofil in der Kernstrémung stark ab und
es bilden sich diinne Grenzschichten an den Hartmann-Wainden, deren Dicke mit
3 ~ Ha ' skaliert.

o Fiir Ha = const und gegebenem Druckgradienten ist fiir ¢ = 0 der Volumenstrom
am groften, fiir c—oo hingegen am kleinsten.
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2.2.2 Rechteckkanalstromung

Werden noch Seitenwénde hinzugefiigt, ergibt sich eine MHD-Rechteckkanalstromung mit
Seitenverhéltnis A = d/L, wie sie in Abbildung 2.1 gezeigt ist. In der Literatur werden drei
verschiedene Rechteckkanalstromung unterschieden, welche durch die Wandleitfihigkeit
bestimmt werden.

Shercliff-Strémung

Der Fall eines isolierten Kanals mit ¢ = 0 wurde erstmals erstmals von Shercliff (1953)
untersucht und soll daher Shercliff-Stromung genannt werden. Er wird in Abschnitt 4.2.1.2
zur Validierung des numerischen Verfahrens benutzt und soll deshalb kurz beschrieben
werden.

Abbildung 2.2 (a) zeigt diese Stromung. Weil die Wénde nicht elektrisch leitend sind,
muss sich der elektrische Strom im Fluid schliefen. Anhand der dargestellten elektrischen
Stromlinien lassen sich Regionen mit verschieden stark ausgeprigten Lorentz-Kréften f;
charakterisieren. Im Kernbereich fliefst der Strom senkrecht zu B und v, sodass eine der
Stromung entgegen gerichtete Lorentz-Kraft erzeugt wird und der axiale Druckgradient
zunimmt. In der Seitenschicht flielst j parallel zu B und damit ergibt sich f;, = 0. Die
Dicke 65 der Seitenschicht skaliert mit dg ~ Ha /2.

Im Vergleich zur Kernstromung flieft j in der Hartmann-Schicht in entgegengesetzte
Richtung, sodass hier f; antreibend auf das Fluid wirkt. Fiir den Stromfluss ist die Dicke
der Hartmann-Schicht der limitierende Faktor, die mit d5 ~ Ha ™! skaliert und fiir Ha >>
1 sehr diinn wird. Die von Shercliff (1953) gefundene Losung fiir die Geschwindigkeit
u ist in Abbildung 2.3 exemplarisch fiir Ha = 100 gezeigt: In der Kanalmitte ist das
Profil im Vergleich zum hydrodynamischen Fall mit seinem parabelartigen Profil stark
abgeflacht. Erst in der Seitenschicht mit Dicke 6g ~ Ha~'/? fillt v ab, um am Rand
die Haftbedingung u(y,z = +A) = 0 zu erfiillen. Auch in Magnetfeldrichtung ist die
Geschwindigkeit im Kernbereich abgeflacht (Abbildung 2.3 (b) ) und erst in der sehr
diinnen Hartmann-Schicht fallt v auf u(y = £1, z) = 0 ab.

Das elektrische Potential ¢ wird geméf Moreau (1990) in Abbildung 2.4 (a) in z-Richtung
gezeigt. Es steigt im Kernbereich zunéchst linear an, dieser Anstieg nimmt aber in der
Seitenschicht ab, sodass an der Wand d¢/0n = 0 gilt. In der Abbildung 2.4 (b) ist der
Druckgradient Redp/dz gegen Ha aufgetragen. Es ist erkennbar, dass Re dp/dx linear
mit Ha ansteigt.

Walker-Stromung

Als néchstes soll ein Kanal betrachtet werden, bei dem alle Wénde elektrisch leitend
sind (cg = ¢g = ¢ # 0). Solch ein Kanal wurde zu erst von Hunt (1965) betrachtet,
jedoch mit der Einschrankung, dass die Hartmann-Wand perfekt leitend sein muss. Walker
(1981) konnte hingegen eine Randbedingung fiir ¢ fiir diinne Wande mit realistischer
elektrischer Leitfahigkeit fiir diese Art Kanal ableiten, bei der prinzipiell jede Wand ein
anderes ¢ haben kann. Daher soll diese Art Strémung Walker-Strémung genannt werden.
In Abbildung 2.2 (b) ist ein entsprechender Kanal mit vier elektrisch leitenden Wénden
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Abbildung 2.2: Skizzen der elektrischen Strome fiir die betrachteten Kanalkonfigura-
tionen: (a) Shercliff-Stromung, (b) Walker-Stromung und (c¢) Hunt-
Stromung. Farblich ausgefiillte Wénde sind elektrisch isolierend, weife
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Abbildung 2.3: Vergleich von Geschwindigkeitsprofilen exemplarisch fiir Ha = 100 fiir (a)
entlang der z-Achse bei y = 0 und (b) entlang der y-Achse bei z = 0 fiir
die drei betrachten Konfigurationen zur hydrodynamischen Strémung.
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Abbildung 2.4: Darstellung (a) des elektrischen Potentials entlang der z-Achse exempla-
risch fiir Ha = 100 und (b) des Druckgradientens fiir die drei betrachteten
Konfigurationen.

gezeigt.

Durch Aufstellen einer Bilanzgleichung des Stromes in einem Volumenelement der Wand
lasst sich eine Randbedingung fiir ¢ herleiten. Dabei werden die tangentialen und nor-
malen Stromfliisse beziiglich der Wand beriicksichtigt. Walker (1981) konnte die Rand-
bedingung fiir eine diinne und beliebig leitfdhige Wand angeben als:

d¢
j=—=—= =V, (cV,0), 2.17
nj =50 =V, (V.0) (217
mit der Flachennormalen n und dem Wandleitparameter
two'w
= 2.18
o= (218)

der das elektrische Leitfahigkeitsvermdgen der Wand mit Dicke ¢y und elektrischer Leit-
fahigkeit oy zu dem des Fluids ins Verhéltnis setzt. Der Index 7 in (2.17) steht fiir die
tangentialen Ableitungen entlang der Wand. Fiir die Wanddicke ty gilt ¢, < L. Die-
se Einschrinkung auf diinne Wénde bedeutet, dass das elektrische Potential iiber die
Wanddicke hinweg konstant ist, sodass ¢y = ¢ |r und eine Bestimmung von ¢y nicht
notwendig ist.

Fiir eine isolierte Wand ist ¢ = 0 und aus (2.17) folgt

n-j:—n-Vgﬁ:—%:OaufF, (2.19)

was der Randbedingung der Shercliff-Strémung entspricht.

Fiir den Fall elektrisch perfekt leitfdhiger Wénde gleicht sich eine Potentialdifferenz ent-
lang der Wand instantan aus und es gilt ¢ = const. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit
kann daher

=0 (2.20)

auf I' gesetzt werden.
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Aufgrund der elektrisch leitenden Wénde kann sich der Strom zusétzlich {iber Seitenwand
und Hartmann-Wand schliefsen, wie in Abbildung 2.2 (b) dargestellt. Damit ist nicht
mehr 0y sondern ¢ der limitierende Faktor fiir den Stromfluss. Von allen betrachteten
Fillen ist in der Walker-Stromung der Stromfluss am gréfsten. Als Folge davon kann die
im Vergleich grofte Lorentz-Kraft der Stromung entgegen wirken und es ergibt sich der
grokte Druckgradient, fiir den nach Abbildung 2.4 (b) Redp/dx ~ Ha? gilt.

Das Geschwindigkeitsprofil fiir ¢ = oo in Abbildung 2.3 (a) zeigt eine etwas niedrigere Ge-
schwindigkeit im Kernbereich und eine Geschwindigkeitsiiberhéhung in der Seitenschicht
im Vergleich zur Shercliff-Stromung. Der Jet wird durch eine Abnahme der Lorentz-Kraft
in den Seitenschichten verursacht, weil j hier nicht mehr vollsténdig senkrecht auf B steht.
Im gezeigten Beispiel sind alle Winde perfekt leitend und eine Potentialdifferenz entlang
der Wand gleicht sich instantan aus.

Hunt-Stromung

Als letzter Fall wird ein Kanal betrachtet, bei dem nur die Hartmann-Winde elektrisch
leitend, die Seitenwénde hingegen isoliert sind (cg = ¢ > 0, ¢g = 0). Solch ein Kanal
ist in Abbildung 2.2 (c) gezeigt und die entsprechende Stromung soll Hunt-Stromung
genannt werden (Hunt, 1965). Sie wird als idealisierte Hunt-Strémung bezeichnet, wenn
die Hartmann-Winde eine perfekte elektrische Leitfihigkeit (¢ = 0o) haben.

Analog zur Shercliff-Stromung ist j in der Seitenschicht parallel zu B und es wirkt in ihr
keine Lorentz-Kraft. Allerdings kann sich der Strom, wie bei der Walker-Stromung, in der
leitenden Hartmann-Wand schliefsen, was zu einer grofseren Stromdichte und damit grofe-
ren Lorentz-Kraft im Stromungskern im Vergleich zur Shercliff-Stromung fiihrt. Als Folge
davon steigt der Druckgradient, wie es in Abbildung 2.4 fiir ¢ = oo dargestellt ist. Er bleibt
allerdings kleiner als bei der Walker-Stromung. Damit einhergehend ist im Vergleich die
Geschwindigkeit der Kernstromung deutlich reduziert (siche Abbildung 2.3 (a)). Durch
die fehlende Lorentz-Kraft in den Seitenschichten und die Zunahme des Druckgradienten
bilden sich in den Seitenschichten starke Geschwindigkeitsiiberhohungen aus, wie sie im
Profil in Abbildung 2.3 (a) zu sehen sind (Hunt, 1965). Hiufig werden diese Geschwindig-
keitsiiberh6hungen Jets und das komplette Geschwindigkeitsprofil entlang der z-Achse M-
Profil genannt. Im gezeigten Beispiel fiir Ha = 100 wird u(y = 0, z) bei z &~ 0.55 negativ.
Geméf Hunt (1965) weift u ein lokales Minimum auf, welches fiir Ha > 89 negativ wird.
Zur Verdeutlichung ist in Abbildung 2.5 (a) das dreidimensionale Geschwindigkeitsprofil
fiir die Hunt-Stromung und in Abbildung 2.5 (b) fiir die Walker-Stromung dargestellt. Die
ausgepragteren Geschwindigkeitsiiberhohungen der Hunt-Stromung werden sehr deutlich.

Die Jets neigen aufgrund von Wendepunkten im Geschwindigkeitsprofil zu Instabilititen
(Tollmien, 1929). Fiir die Stabilitdtsuntersuchungen liegt der Fokus der vorliegenden Ar-
beit deshalb auf der Hunt-Stromung, wobei der Wandleitparameter ¢ der Hartmann-Wand
im Bereich 0.01 < ¢ < 1 liegen soll. Hierbei handelt es sich nicht nur um realistische Werte
fiir ¢, sondern auch um relevante Werte fiir die Fusions- bzw. Blanketforschung (Biihler
& Mistrangelo, 2014).
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Abbildung 2.5: Radumliche Verteilung der axialen Geschwindigkeit u(y,z) bei Ha =
100, ¢ = oo fiir (a) die Hunt-Stréomung und (b) die Walker-Strémung.

2.3 Zeitabhangige MHD-Stromungen

2.3.1 Bisherige Untersuchungen

Bereits Hartmann konnte in seinen Versuchen turbulente MHD-Stromungen beobachten,
welche seitdem Gegenstand der Forschung sind. Eine Ubersicht zu frithen experimentellen
und theoretischen Arbeiten findet sich bspw. in Lielausis (1975) und Branover (1978).

Weitere experimentelle Untersuchungen zu instabilen MHD-Stromungen fanden u.a. am
Argonne National Laboratory in den USA statt (Reed & Picologlou, 1989). In diesen
Versuchen wurde in einem elektrisch leitfahigen Kanal mit ¢ = 0.07 das Turbulenzverhal-
ten der Seitenschichten fiir 2700 < Ha < 5400 untersucht. Der Ubergang von laminarer
zu instabiler Stromung wird durch die kritische Reynolds-Zahl Re. angegeben. Reed &
Picologlou (1989) stellten fest, dass bei ausreichend starken Magnetfeldern Re. unab-
hingig vom Magnetfeld wird und zwischen 1325 < Re. < 2550 bei der in dieser Arbeit
verwendeten Skalierung liegt.

Burr et al. (1998) fanden im Bereich 3300 < Re < 105 und 600 < Ha < 4800 eine Abhiin-
gigkeit der kritischen Reynolds-Zahl von Re. ~ H o """. Die Instabilititen waren in den
Seitenschichten entlang der Magnetfeldlinien orientiert. Experimentell konnten Biihler &
Horanyi (2009) fiir einen flachen Rechteckkanal zwei Instabilitdtsregime im untersuchten
Bereich von 0 < Re < 16000 und 120 < Ha < 1250 finden. Die entsprechenden Instabili-
titen befanden sich ebenfalls im Bereich der Seitenschicht. Beim Ubergang vom laminaren
zum ersten instabilen Regime ist 1000 < Re,. < 2000 und zeigt nur eine schwache Abhén-
gigkeit von Ha. Die Geschwindigkeit im Jet reduziert sich signifikant und der Jet wird
deutlich breiter, sodass es zu einer Wechselwirkung mit der Kernstromung kommt. Bei
den gemessenen Potentialdifferenzen A¢ konnte eine Zeitabhéngigkeit festgestellt werden.
Das zweite gefundene Instabilitdtsregime unterschiedet sich hier deutlich vom ersten. A¢
zeigt nun ein intermittierendes zeitliches Signal und ist etwa eine Grofenordnung grofer
als im ersten Instabilitdtsregime. Ein weiterer wesentlicher Unterschied ist, dass Re. im
zweiten Instabilititsregime stark mit wachsendem Ha zunimmt.

12
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Chowdhury (2016) fithrte erstmalig experimentelle Untersuchungen zu turbulenten MHD-
Stromungen in Kanélen mit leitfihigen Hartmann-Wénden (¢ = 0.03) und isolierten Sei-
tenwinden fiir Re < 6-10* und Ha < 2700 durch. Dabei wurden drei Instabilitéisregime
gefunden, die fiir ein Seitenverhéltnis A = 1 im Anhang in Abbildung 7.2 gezeigt sind.
Die dabei gewonnen Erkenntnisse dienen als Vergleichswerte fiir die theoretischen Un-
tersuchungen dieser Arbeit, weswegen Chowdhury’s Ergebnisse im Anhang ausfiihrlicher
dargestellt werden.

Zusitzlich zu Experimenten lassen sich lineare Stabilitdtsanalysen zur Bestimmung der
kritischen Reynolds-Zahl durchfiihren. Fiir die von Reed & Picologlou (1989) angegebe-
nen Kennzahlen fiithrten Ting et al. (1991) eine solche Analyse durch, welche eine kritische
Reynolds-Zahl von Re, = 313 lieferte. Diese ist ebenfalls unabhéngig von Ha, allerdings
ist der Wert deutlich kleiner als im Experiment. Die gefundenen Instabilitiaten sind Wir-
bel, die entlang des Magnetfeldes orientiert und auf die Seitenschicht begrenzt sind. Die
Breite der Jets und die Stromungsgeschwindigkeit in ihnen wird hingegen nicht signifikant
beeinflusst und eine Wechselwirkung mit der Kernstromung findet nicht statt. Wirbel, die
diese Eigenschaften aufweisen, werden auch Ting-Walker-Wirbel (TW-Wirbel) genannt.

In der linearen Stabilitdtsanalyse lassen sich verschiedene Storungsmoden unterscheiden,
die getrennt voneinander betrachtet werden koénnen. Ting et al. (1991) haben in ihrer Be-
trachtung allerdings nur den Mode beriicksichtigt, der symmetrisch in Magnetfeldrichtung
orientiert ist. Unter Beriicksichtigung aller vier moglichen Moden, die in einem Rechteck-
kanal auftreten konnen, haben Priede et al. (2010) fiir eine idealisierte Hunt-Strémung
hingegen gezeigt, dass Instabilitdten, welche bei kleinen Hartmann-Zahlen auftreten, nicht
entlang von Magnetfeldlinien orientiert sind und eine komplexe dreidimensionale Struktur
aufweisen. Die kritischen Reynolds-Zahlen, bei denen diese Instabilititen einsetzen, stei-
gen allerdings sehr schnell mit wachsendem Ha an, sodass die Instabilitdten zunehmend
vom Magnetfeld geddmpft werden. Wenn Ha > 1 ist, finden Priede et al. (2010) ebenfalls
Instabilitdten, die sich als TW-Wirbel charakterisieren lassen und deren Re. unabhingig
von Ha wird. Fiir die Hunt-Stromung wurde fiir Ha > 1 Re. ~ 112 gefunden. In Kanélen,
in denen alle Winde perfekt leitend sind, wurde hingegen fiir Ha > 1 Re. ~ 519Ha'/?
gefunden (Priede et al., 2012). Dieser Unterschied kommt aus der deutlich unterschied-
lichen Geschwindigkeitsverteilung dieser beiden MHD-Stromungstypen (siehe Abbildung
2.5). Wihrend in der Hunt-Stromung der Volumenstrom durch die Stromung im Jet do-
miniert wird und er in der Kernstromung relativ klein ist, wird der Volumenstrom in der
Walker-Stromung mit perfekt leitenden Wanden durchdie Kernstrémung realisiert. Der
Volumenstromdurch die Seitenschichten verschwindet bei perfekt leitenden Wénden. Da
Ting et al. (1991) eine endliche Wandleitfahigkeit betrachtet haben, stellt ihr Ergebnis
eine Art Zwischenzustand zwischen den idealisierten Féllen in Priede et al. (2010) und
Priede et al. (2012) dar. Sowohl Kernstrémung, als auch Seitenschicht tragen hier zum
Volumenstrom bei.

Wiéhrend MHD-Experimente Einschrankungen beziiglich der Versuchsdurchfiihrung und
der Messung von Instabilitidten haben (Fliissigmetalle sind nicht transparent und kénnen
sehr reaktiv sein), sind lineare Stabilititsanalysen auf den Ubergang von laminarer zu
instabiler Strémung beschrinkt, weil nur hier die Storungen klein sind. Eine weitere
Moglichkeit zur Analyse von MHD-Instabilitdten stellen deshalb numerische Simulationen
dar. So konnte Miick (2000) fiir Ha = 1200 und Re = 2 - 10* die Ergebnisse von Burr
et al. (1998) bestéitigen.
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Weiterhin haben Kinet et al. (2009) die Existenz eines weiteren Instabilitdtsregimes in
Rechteckkanélen mit ¢ = 0.5 bei Ha = 200 zeigen kénnen, in das die Stromung iibergeht,
wenn die Reynolds-Zahl Re = 3700 iibersteigt und damit oberhalb der linearen Insta-
bilitdt zwischen 2500 < Re < 3500 liegt. Dieses zweite Instabilitdatsregime zeichnet sich
dadurch aus, dass die TW-Wirbel durch grofskalige Storungsmuster abgelost werden, bei
denen partielle Jetablosungen auftreten. Damit verbunden ist eine Verbreiterung der Jets
sowie eine Reduktion der maximalen Geschwindigkeit im mittleren Geschwindigkeitspro-
fil. Als Folge kommt es zu einer Wechselwirkung des Jets mit der Kernstromung. Diese
Ergebnisse bestétigen damit die Messergebnisse von Biihler & Horanyi (2009). Weiterhin
zeigte sich, dass die turbulente kinetische Energie beim Ubergang von TW-Instabilititen
zu diesem zweiten Instabilitdtsregime um zwei Grofenordnungen anwichst.

Krasnov et al. (2012) konnten zeigen, dass in einem isolierten Kanal bei Re = 10° und
0 < Ha < 400 ein Stromungsregime favorisiert wird, bei dem die Strémung in den
Seitenschichten starke Instabilitdten aufweist, die Kernstromung hingegen quasi-laminar
ist. Fiir den Fall der idealen Hunt-Strémung konnten Krasnov et al. (2016) fir Ha =
1000 die partielle Jetablésung zwischen 1000 < Re < 2 - 10* bestitigen, wie sie Kinet
et al. (2009) gefunden haben. Diese partiellen Jetablosungen bilden verhiltnisméfkig grofe
Strukturen und eine weitere Erhéhung von Re fiihrt dazu, dass die Storungen in den
Seitenschichten wieder deutlich kleiner werden. Braiden et al. (2016) konnten weiterhin
zeigen, dass Remanenzeffekte beim Ubergang von turbulenter zu laminarer Strémung
auftreten kénnen.

2.3.2 Eigenschaften wirbelbehafteter MHD-Stromungen

In einer hydrodynamischen Strémung wird das Stromungsverhalten mafsgeblich aus dem
Verhéltnis von Trigheits- zu Zahigkeitskriften bestimmt, das durch die Reynolds-Zahl
Re ausgedriickt wird. In MHD-Stromungen wirken zusétzliche elektromagnetische Kréfte
in der Form der Lorentz-Kraft, deren Verhiltnis zu Zidhigkeitskriften durch das Qua-
drat der Hartmann-Zahl Ha ausgedriickt wird. Weiterhin hat der Wandleitparameter c
einen wesentlichen Einfluss auf das Profil der Grundstromung, weil er das Vektorfeld der
Lorentz-Kraft beeinflusst, und damit auch die Stabilitit der Stromung

Mit dem Verlust der Stabilitdt geht die stationére, laminare Stromung in einen zeit-
abhingigen und wirbelbehafteten Zustand iiber. Im Gegensatz zur isotropen Turbulenz
hydrodynamischer Storungen entwickeln MHD-Instabilitdten eine starke Anisotropie. Das
bedeutet, dass Wirbel nicht zufillig orientiert sind, sondern eine Vorzugsrichtung aufwei-
sen. Die Vorzugsrichtung ist bei MHD-Instabilitéiten parallel zum angelegten Magnetfeld,
sodass fiir die Wirbelstirke w gilt: w || B. Anteile von w senkrecht zum Magnetfeld
werden hingegen unterdriickt. In Abbildung 2.6 wird dies verdeutlicht. Wenn w||B, dann
wird ein Strom induziert, der radial nach auften zeigt, was eine Lorentz-Kraft erzeugt, die
abbremsend auf den Wirbel wirkt. Allerdings schliefst sich der Strom an den Enden des
Wirbels, was dazu fiihrt, dass dort eine antreibende Lorentz-Kraft wirkt. Der Drehimpuls
bleibt erhalten, weil die Abnahme von w durch eine Zunahme der rotierende Masse aus-
geglichen wird. Ist hingegen w 1 B, wirkt nur eine abbremsende Lorentz-Kraft, weil sich
der Strom an den Wirbelenden ausschlieflich parallel zu B schlieft und keine antreiben-
de Lorentz-Kraft induziert werden kann. Wirbel, die nicht parallel zu B orientiert sind,
werden deshalb stark gebremst und verschwinden schnell. Aufgrund der endlichen elektri-
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AS

Abbildung 2.6: Ausprigung von quasi-zweidimensionalen MHD-Wirbelstrukturen. Wenn
w||B ist, schliekt sich j so, dass es ein antreibendes fy, gibt. Bei w | B
kann sich j nur parallel zu B schliefen.

schen Leitfahigkeit des Fluids wird die kinetische Energie dieser Wirbel durch Joule’sche
Dissipation in Warme umgesetzt. Die verbleibenden Wirbel bilden innerhalb kiirzester
Zeit eine quasi-zweidimensionale Struktur.

Die Joule’sche Dissipation hat eine charakteristische Zeitskala 7, = p/oB2 (Davidson,
1995). 7; lésst sich mit der charakteristischen Umdrehungszeit eines Wirbels 7p = [/u/
skalieren:

77 pl/oBf 1

o v N
Hierbei beschreiben [ und v’ eine charakteristische Lange bzw. Geschwindigkeit des Wir-
bels. N, ist der Interaktionsparameter bezogen auf dieses [. Bei starken elektromagneti-
schen Kréften ist NV; > 1 und die quasi-zweidimensionale Wirbelstruktur bildet sich sehr
schnell aus.

(2.21)

Analog zur Hydrodynamik wirkt die Viskositit v mit der Zeitskala 7, = [?/v ddmpfend
auf die Instabilitdten. Hierbei ergibt sich aus
, W
v L _ Re (2.22)
T 1%
eine mit [ gebildete Reynolds-Zahl. Ist Re; > 1 kann die viskose Dampfung vernachléssigt
werden. Unter diesen Voraussetzungen (Re,, < 1,N; > 1 und Re; > 1), wie sie im
Labormafistab realistisch sind, wirkt nach Sommeria & Moreau (1982) die Lorentz-Kraft
wie ein Diffusionsterm in Magnetfeldrichtung. Dafiir wird ein Diffusionsparameter
B2I?
ap = 220 (2.23)
p
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angegeben. Aus diesem ergibt sich die Diffusionszeit 7p = apa mit dem Abstand a
zwischen zwei Hartmann-Wéanden. Geschwindigkeitsunterschiede werden dann durch die
Lorentz-Kraft innerhalb der Zeitskala

™ P azu’_azRel 5 94
v 0B I3 [2 Ha? (2.24)
ausgeglichen und eine quasi-zweidimensionale Stromung wird erreicht. Dies geschieht
Ha?-mal schneller als auf der viskosen Zeitskala. Fiir Ha > 1 ist dieser Effekt damit
dominierend und die viskose Dampfung vernachlassigbar. Die Folge davon ist, dass Ener-
gie nicht zu kleineren Skalen hin transportiert wird, sondern Wirbel tendenziell sogar

grofer werden.

An den Wianden muss weiterhin die Haftbedingung v = 0 gelten, was zur Ausbildung
der Hartmann-Schichten fiihrt, in denen viskose Dampfung wirkt. Weiterhin findet in
der Hartmann-Schicht und im Falle ¢ > 0 in der Hartmann-Wand die gréfte Joule’sche
Dissipation statt, welche ausschlaggebend fiir den maximalen Wert von j im Kanal ist.
Ist ¢ = oo, findet hingegen die Joule’sche Dissipation im endlich leitfdhigen Fluid statt.

Durch j ist die Kernstromung mit der Hartmann-Schicht verbunden, sodass kinetische
Energie aus der Kernstromung in die Hartmann-Schicht transportiert und dort dissi-
piert werden kann. Dieser Effekt wurde erstmalig von Platnieks & Freiberg (1972) und
Kolesnikov (1972) untersucht und wird Hartmann-Braking genannt. Sommeria & Mo-
reau (1982) leiten eine mathematische Beschreibung des Effektes fiir isolierte Kanéle ab,
die von Biihler (1996) fiir diinne Hartmann-Wéande mit ¢y > 0 erweitert wurde. Das
Hartmann-Braking 75 erfolgt mit der charakteristischen Zeitskala

-1
"'oB2 [ ] t

T _ W IDgy gBOL— UWWt (2.25)

r L p o JL(1+”V;’—LW)

_ (ﬂ_ cr i )1. (2.26)

Ha 1+c¢cy

Weitere Details finden sich u.a. in Davidson (2001).

2.3.3 Identifizierung von Wirbelstrukturen

Instabile Strukturen in einem Geschwindigkeitsfeld zeichnen sich durch rdumlich zusam-
menhéngende Strukturen mit zeitabhingigen wirbelartigen Bewegungen aus (Jeong &
Hussain, 1995). Zur mathematischen Identifizierung solcher Wirbelstrukturen in einem
Stromungsfeld gibt es verschiedene Verfahren. Am bekanntesten ist die bereits erwédhnte
Wirbelstirke w = V x v, die mittels Anwendung der Rotation auf das Geschwindigkeits-
feld berechnet wird. Im Falle von laminaren Scherstromungen, wie sie bspw. in Wandnéhe
auftreten, ist allerdings w = V x v # 0 obwohl keine wirbelbehaftete Stromung vorliegt.
Die Wirbelstérke liefert in solchen Féllen keine zuverldssige Aussage iiber die Existenz
von Wirbelstrukturen.

Eine genauere Analyse des Geschwindigkeitsfeldes ist mit Hilfe des Geschwindigkeitsgra-
diententensors V ® v moglich, wobei ® das dyadische Produkt darstellt. Eine Stromung
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2.3 Zeitabhingige MHD-Stromungen

ist dann wirbelbehaftet, wenn V ® v komplexe Eigenwerte besitzt (Chong et al., 1990).
Die Eigenwerte ergeben sich aus dem charakteristischen Polynom von V ® v:

NM+PN+QA+R=0. (2.27)

Dabei ist P = —Sp(V ® v), woraus fiir inkompressible Fluide P = V - v = 0 folgt. Fiir Q
ergibt sich

Q=3 (SpIVevE —sp[(Vev)?)) (2.28)

und R = —det (V ® v). Durch Zerlegung von V ® v in einen symmetrischen Anteil S
und antisymmetrischen Anteil  mit

Vov=S+9Q (2.29)

ergibt sich der Drehgeschwindigkeitstensor €2 = 1/2 (V Rv—(V® V)T> und der Verzer-

rungstensor S = 1/2 (V RVv+ (Ve V)T) (Spurk & Aksel, 2007). Durch diese Zerlegung
kann ) umgeschrieben werden zu

Q=73 (I -IsP)

N | —

wobei [Q? = (Sp [QQ7]) und |S|? = (Sp [SST]) ist. @ ist daher besser als w zur Identi-
fizierung von Wirbelstrukturen geeignet, da Scherungen im Stromungsfeld beriicksichtigt
werden. Weiterhin sind zusammenhingende Bereiche mit ¢ > 0 Wirbelstrukturen um
ein lokales Druckminimum.

Aufgrund dieser Eigenschaften soll @) in dieser Arbeit zur Identifizierung von Wirbel-
strukturen verwendet werden.
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3 Lineare Stabilitatsanalyse
magnetohydrodynamischer
Kanalstromungen

Zur Untersuchung des Stabilitdtsverhaltens einer MHD-Stromung mit endlich elektrisch
leitfihigen Winden wird eine lineare Stabilitdtsanalyse durchgefiihrt. Dazu ist die in Ab-
schnitt 2.3.1 vorgestellte Methode von Priede et al. (2010) erweitert worden. Urspriing-
lich kann das dort beschriebene Verfahren nur zur Analyse von MHD-Strémungen mit
idealisierten Randbedingungen (¢ = 0 oder ¢ = o0) benutzt werden. Im Rahmen der
vorliegenden Arbeit ist die Randbedingung (2.17) fiir endlich leitfahige diinne Wénde in
einer Kooperation zwischen dem Karlsruher Institut fiir Technologie und der Coventry
University (UK) in den Code von Priede et al. (2010) implementiert worden. Dadurch ist
es nun moglich, MHD-Kanalstromungen mit realistischen Wandleitfahigkeiten auf ihr li-
neares Stabilitdtsverhalten hin zu untersuchen. Der Fokus der linearen Stabilitdtsanalyse
liegt auf der Hunt-Stromung, die nun erstmals mit realistischen Wandleitfahigkeiten un-
tersucht werden kann. Hierbei werden fiir die Kernfusion relevante Wandleitparameter im
Bereich von 0.01 < ¢ < 1 und relevante Magnetfeldstéirken im Bereich Ha ~ O(10" —10%)
untersucht. Insbesondere soll auch ¢ = 0.03 betrachtet werden, um zusétzlich das lineare
Stabilitdtsverhalten des Vergleichsexperimentes zu untersuchen. Dabei wurde das Stabi-
litdtsverhalten der Hunt-Stréomung von Chowdhury (2016) am KIT experimentell unter-
sucht (sieche Anhang 7) Ergénzend werden Ergebnisse fiir die Walker-Stromung prasentiert
und mit denen der Hunt-Stromung verglichen.

3.1 Mathematische Vorgehensweise

Die mathematisch Vorgehensweise ist detailliert in Priede, Arlt, & Biihler (2016) beschrie-
ben und soll daher nur kurz skizziert werden. Die Grundstrémung wird entsprechend nach
Moreau (1990) bestimmt.

Durch Anwenden der Rotation auf (2.9) ldsst sich der Druck eliminieren. Mit Hilfe der
Wirbelstéirke w = V x v wird aus (2.9)

Re (%—L: + g) = V’w+ Ha’h (3.1)

mit g =Vx(v-V)vund h = Vx (jxB). Aus V-w = V- (Vxv) = 0 folgt,
dass w nur zwei unabhingige Komponenten hat. Die Kontinuititsgleichung V -v = 0
lasst sich durch Einfiihren einer Vektorstromfunktion 1) mit v = V x ) erfiillen. 1) ist
mathematisch das Vektorpotential der Geschwindigkeit fiir das Eichinvarianz gilt. Daher

18



3.1 Mathematische Vorgehensweise

kann die Coulomb-Eichung V -1 = 0 verwendet werden. Daraus folgt, dass 1 ebenfalls
nur zwei unabhéngige Komponenten besitzt. Aus der Definition von w folgt dann,

0=V +w. (3.2)

Mit w lasst sich die Poisson-Gleichung (2.14) fiir das elektrische Potential ¢ umschreiben
zu

V=B w. (3.3)

Charakteristisch fiir eine lineare Stabilitdtsanalyse ist, die Stromung mathematisch in
zwei Anteile aufzuspalten. Dabei wird zunéchst die laminare stationére Grundstrémung
betrachtet, die die stationdren Grundgleichungen identisch erfiillt. Dieser Grundstréomung
werden nun kleine Storungen hinzugefiigt. Die Stromung wird dann stabil genannt, wenn
sie unter dem Einfluss dieser Stérungen wieder in die Grundstromung zuriickkehrt. An-
sonsten heift sie instabil.

Fiir ¢, w und ¢ wird entsprechend folgende Zerlegung vorgenommen:

{’(,b, w? ¢} (x7 y7 Z? t) = {’(157 @7 é} <y7 Z) + € {¢/7 w’? ¢,} <y7 z) €Z(k:x_’}/t) (3.4)

Die laminare stationdre Grundstromung wird mittels {@E,GJ, QE} beschrieben. Der letzte
Term in (3.4) beschreibt den Stérungsansatz in Form eines Wellenansatzes. Durch die
Bedingung € < 1 wird garantiert, dass die Stérungen mit den Amplituden € {?’, W', ¢'}
klein sind. Im Exponenten stellt &k die Wellenzahl dar. Bei v handelt es sich um eine
komplexe Grofe, fiir die gilt:

Y ="+ 1. (3.5)

Der Realteil v, entspricht der Kreisfrequenz der Welle und ~; der Anfachungsrate. Ist
v; < 0, wird die Stérung geddmpft und die Strémung kehrt in den Grundzustand zuriick;
sie ist stabil. Ist hingegen v; > 0, treten Storungen in Form von Wellen auf und die
Stromung wird instabil.

Zur Durchfiihrung der linearen Stabilitdtsanalyse wird der Storungsansatz (3.4) in die
Gleichungen (3.1), (3.2) und (3.3) eingesetzt. Da die Stérungen klein sind, kénnen qua-
dratische Terme der Storungsgrdfsen vernachlissigt werden. Durch diese Linearisierung
und unter Beriicksichtigung, dass die ungestorte Grundlosung die stationdren Gleichun-
gen erfiillt, folgt aus (3.1), (3.2) und (3.3) das Eigenwertproblem

Reyw' = Viw' — Reg' 4+ Ha’h', (3.6)
0 = Vi + o, (3.7)
0 = Vi¢'—uw,, (3.8)

mit Vy = ike, + éya% + éZ%. Weil es nur zwei unabhingige Komponenten von w gibt,
reicht es, die y- und z-Komponente von (3.6) zu betrachten, mit

82
B, = _8_y2/ (3.9)
, 909, 0,
o= 5 et (3.10)
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und
02 0 0 0
r_ 2 /- /= v v 01 Yo
g, = k7v'u+ a7 (v'a) + 3y aZ(w u) + 12k:ay (u'u), (3.11)
0? 0 0 0
. 21— / I W s - . -~ /_
9, = —kw'u 92 (w'a) 9y 9- (v'a) — 12/{82( ), (3.12)
mit
r 0 ’ 0 ror B a0 0 /
u - 8ywz azwzﬁ v lk ( w w a a w )
02 0 0
r_ -1 120 Y

Aus der hydrodynamischen Randbedingung v = 0 auf dem Rand bzw. der Wand folgen
fiir v und w als Randbedingungen

w, =0, 1% =0,
9 / 9 11
sowie
w, =0, P =0,
0
a—y%zo, 5y — 5 =0 beiy =+l (3.14)
Die Randbedingung (2.17), die die endliche Leitfahigkeit der Wand beriicksichtigt, nimmt
die Form
0? 0
(8 5 k%) 5 —¢' =0 beiz=+A, (3.15)
82 2 a .
(82 k¢> 8(;5—0 bei y = +1 (3.16)
an.

3.2 Numerische Betrachtung

Wegen der Symmetrie des Kanals beziiglich der y = 0 und z = 0 Ebenen, ergeben sich
vier unabhéngige Moden, die anhand ihrer Symmetrieeigenschaften fiir ., wie sie in
Tabelle 3.1 gezeigt sind, klassifiziert werden. Als Folge dieser unterschiedlichen Symme-
trieeigenschaften unterscheiden sich die Moden in ihrem Stabilitédtsverhalten.

Eine Veranschaulichung der Moden ist anhand einer Konturdarstellung fiir die axiale
Geschwindigkeitsstorung in Abbildung 3.1 gezeigt. Die Moden I und III (Abbildung 3.1
(a) und (c) ) haben eine gerade Symmetrie in y- bzw. Magnetfeldrichtung. Diese Moden
entsprechen daher Wirbel, die sich iiber die zz-Ebene bei y = 0 erstrecken. Die Stérun-
gen der axialen Geschwindigkeit u' von Mode I ist antisymmetrisch in z-Richtung, was
bedeutet, dass die zum Mode I gehdrenden Wirbel in den Seitenschichten in die gleiche
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3.2 Numerische Betrachtung

LW (0,0) | (e,0) | (0,e) | (e,e)
u (e,0) | (0,0) | (e,e) | (0,e)

o Wy (0,e) | (ee) | (0,0) | (e,0)
Wy W' ¢ | (ee) | (o,e) | (€0) | (0,0)

Tabelle 3.1: (y,z) Paritéiten der verschiedenen Variablen fiir Symmetrien LILIILIV, e -
gerade (even), o - ungerade (odd) (Klassifizierung nach Tatsumi & Yoshimura

(1990))

Richtung orientiert sind. Die zu Mode III gehérenden Wirbel sind hingegen antiparallel.
Die Geschwindigkeitsstorungen der Moden IT und IV (Abbildung 3.1 (b) und (d) ) sind
hingegen antisymmetrisch in y-Richtung, was zwei iibereinander liegenden, in entgegen-
gesetzte Richtung rotierenden Wirbeln entspricht. In 2-Richtung verhalten sie sich analog
zu den Moden I und III.

Wegen dieser Symmetrieeigenschaften lisst sich das Problem in vier unabhéngige Teile
zerlegen, weshalb es ausreichend ist, fiir die Losung nur ein Viertelkanalquerschnitt zu
betrachten. Der numerische Aufwand reduziert sich dadurch um den Faktor 16.

Die Grundstréomung und (3.6), (3.7) sowie (3.8) werden mit den zugehorigen Randbedin-
gungen mit einem spektralen Kollokationsverfahren auf einem Chebychev-Lobatto-Gitter
gelost. Dabei wird das Rechengebiet in (2N, + 2) X (2N, + 2) Gitterpunkte in y- und
z-Richtung aufgeteilt. Aufgrund der Symmetrieeigenschaften muss nur in einem Viertel
des Gitters die Rechnung durchgefiihrt werden, fiir den Rest des Gitters ergeben sich
die Werte auf den Gitterpunkten durch Beachtung der Symmetrie automatisch. Das aus
den Gleichungen (3.6) bis (3.14) resultierende komplexe Matrixeigenwertproblem ist in
Priede et al. (2010) dargestellt und wird mit der in Fortran implementierten LAPACK-
Bibliothek gelost. Neu hinzugekommen sind Anteile aus (3.15) und (3.16) aufgrund der
endlichen Leitfahigkeit der Kanalwénde.

Zur Durchfiihrung der linearen Stabilitdtsanalyse werden fiir vorgegebenes Ha, Wel-
lenzahl & und Re die Eigenwerte v des numerisch approximierten Problems bestimmt.
Sind die Imaginirteile aller v < 0, so ist die Stromung stabil. Nun wird Re erhéht, bis
der Imaginirteil eines Eigenwertes sein Vorzeichen éndert, d.h. bis zur Stabilitdtsgrenze
Repin(k, Ha). Anschliefend wird k variiert, woraus sich der in Abbildung 3.2 gezeigte
exemplarische Verlauf von Re,;, (k) fiir ¢ = 1, Ha = 100 fiir die verschiedenen Moden er-
gibt. Unterhalb der Grenzkurve ist die Stromung stabil, oberhalb instabil. Das Minimum
der Grenzkurve, gegeben durch ORe,,;,/0k = 0, definiert die kritische Wellenzahl k. bei
der die Stromung zum ersten mal instabil wird, wobei Re,(k., Ha) = Re.(Ha). Re,.
heifst kritische Reynolds-Zahl. Fiir Mode 1T ist das Minimum laut Abbildung 3.2 (a) bei
k= k.= 0.95 und Re,,;, = Re. = 3980 und fiir Mode IV bei k. = 0.67 und Re. = 3336.
Mode I und Mode III haben dasselbe Minimum mit k. = 4.7 und Re. = 254. In Abbildung
3.2 (b) ist weiterhin zu erkennen, dass beide Moden fiir k£ = 4.6 zwei instabile Bereiche
aufweisen. Fiir k = 5 ergibt sich daher eine instabile Stromung zwischen 263 < Re < 630
und ab Re > 2110. Zwischen 630 < Re < 2110 ist die Stromung stabil.

Ist ein Re.(Ha) gefunden, wird Ha variiert, um die Abhéngigkeit von Re. als Funktion
von Ha zu bestimmen. Diese Ergebnisse sind in Abschnitt 3.4.2 dargestellt.
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Abbildung 3.1: Konturdarstellung der vier Symmetriemoden fiir die axialen Geschwin-
digkeitsstorungen u’
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Abbildung 3.2: Minimale Reynolds-Zahl fiir die Moden II, IV (a) und LIII (b) fiir ¢ =1
bei Ha = 100
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3.3 Validierung und Konvergenzverhalten
3.3 Validierung und Konvergenzverhalten

Die Erweiterung des Codes um die Randbedingung (2.17) fiir endlich leitfahige Winde
erfordert eine erneute Validierung. Anhand von Walker-Strémungen soll gezeigt werden,
dass der Code weiterhin korrekte Ergebnisse liefert. In Tabelle 3.2 sind dazu die verschie-
denen betrachteten Gitter, sowie ihre Eigenschaften dargestellt. Leere Zeilen geben an,
dass fiir dieses Gitter kein 7; = 0 gefunden werden konnte.

’ Gitter H Ha \ c \ N, \ N, H k. \ Re. \ f ‘
1 100 0.1 | 20 20 - - -
100 0.1 | 30 30 | 3.73 28039 0.41
100 0.1 | 40 40 | 3.84 2758.6  0.422
100 0.1 | 50 50 || 3.84 2757.2 0.423
1000 0.1 | 20 20 - - -
1000 0.1 | 35 35| 15.84 258.7 1.25
1000 0.1 | 45 45| 15.96 256.13 1.2584
1000 0.1 | 50 50 || 15.96 256.19 1.2582
9 1000 0.1 | 55 55| 15.96 256.2  1.2581
10 200 0.01 | 30 30 - - -
11 200 0.01 | 40 40 | 5.34 19671.3 0.752
12 200 0.01 | 45 45| 5.33 19633.6 0.751
13 200 0.01 | 50 50 | 5.32 19656.4 0.7498
14 200 0.01 | 55 55| 5.32 19655.1 0.7499
15 1000 0.01 | 35 35| 891 3683.6 0.959
16 1000 0.01 | 45 45| 9.73 32609 1.039
17 1000 0.01 | 55 55| 9.69 32714 1.0349
18 1000 0.01 | 60 60 | 9.69 32713 1.035

0O ~1 O U= W N

Tabelle 3.2: Konvergenzverhalten bei verschiedenen Gittern fiir Walker-Stromungen;
Ny, N, : nicht dquidistante Gitterpunkte in y- bzw. z-Richtung, k.: kriti-
sche Wellenzahl, Re.: kritische Reynolds-Zahl, f = ~, /27 Frequenz

Fiir einen Teil der Gitter sind in Abbildung 3.3 (a) numerische Ergebnisse und asym-
ptotische Losungen nach Walker (1981) fiir die axiale Geschwindigkeitskomponente u der
Grundstromung in Richtung senkrecht zum Magnetfeld und in Abbildung 3.3 (b) parallel
zum Magnetfeld dargestellt. In Abbildung 3.3 (a) ist fiir G1 noch eine sehr grofe Abwei-
chung zu erkennen, welche aber mit steigender Auflésung sehr schnell kleiner wird und
fiir G3 und G4 bei nur rund 0.1% liegt. Fiir ¢ = 0.01 und Ha = 200 zeigt sich ebenfalls
eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen numerischen Ergebnissen und der asymptoti-
schen Losung. Hier ist bereits fiir G11 die Abweichung bei 0.2% und sie reduziert sich
mit Verfeinerung des Gitters auf 0.05%. In Abbildung 3.3 (b) zeigt sich ebenfalls eine
sehr gute Ubereinstimmung zwischen asymptotischer Losung und den numerischen Er-
gebnissen sowohl fiir ¢ = 0.1 als auch fiir ¢ = 0.01. Aufer fiir G1 ergibt sich somit fiir
die Grundstrémung bereits eine gute Ubereinstimmung zwischen asymptotischer Losung
und numerischen Ergebnissen.

Anders verhilt es sich jedoch mit den in der Tabelle 3.2 gezeigten Werten fiir die kritische
Wellenzahl k. und die kritische Reynolds-Zahl Re.. Von G2 zu G3 dndert sich k. um ca.
3% und von G15 zu G16 um ca. 8%. Zwischen G3 und G4 bzw. G17 und G18 sind die
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Abbildung 3.3: Vergleich zwischen numerischer und asymptotischer Losung fiir die axiale
Geschwindigkeitskomponente (a) u(y = 0, z) und (b) u(y, z = 0) fiir einen
Teil der Gitter aus Tabelle 3.2

Abweichung hingegen vernachlissigbar. Analog verhilt es sich fiir Re.. Mit zunehmend
feinerem Gitter ist demnach ein sehr gutes Konvergenzverhalten fiir die in Tabelle 3.2
dargestellten Grofen festzustellen.

Abschliefiend lasst sich feststellen, dass mit dem erweiterten Code nun erstmals Rech-
nungen mit realistischen physikalischen Parametern durchgefiihrt werden konnen, welche
auch im Labor realisiert werden konnen. Die Validierung zeigt, dass bei ausreichender
numerischer Auflésung stationdire Losungen erreicht werden, die in Ubereinstimmung
mit asymptotischen Losungen sind. Ein sehr gutes Konvergenzverhalten von k. und Re,
konnte ebenfalls gezeigt werden.

3.4 Lineare Stabilitat der Hunt-Stromung

3.4.1 Grundstromung

Die Grundstromung wird nach Moreau (1990) auf einem hinreichend feinem Gitter be-
rechnet. Die Geschwindigkeitsverteilung wurde bereits in Kapitel 2.2.2 behandelt und
im vorhergehenden Abschnitt zur Validierung wurde gezeigt, dass numerische und asym-
ptotische Losung eine sehr gute Ubereinstimmung haben. @ soll hier daher nicht weiter
betrachtet werden.

Fiir den Gesamtvolumenstrom () in einem Viertelkanal gilt in der verwendeten Skalierung
@ = A. Typisch fiir die Hunt-Stromung sind die Geschwindigkeitsjets in den Seitenschich-
ten, sodass zundchst der damit verbundene Volumenstrom Qg betrachtet wird. Dabei gilt

Qs =Q — Qc = (u—u) 4, (3.17)
bzw. 0
S _q_ U
0" 1 Z (3.18)

Hierbei sind u. die Kerngeschwindigkeit mit u, = @(y = 0,z = 0) und A das Seiten-
verhiltnis. Diese Definition ist nur fiir groke Hartmann-Zahlen geeignet, wenn sich eine
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3.4 Lineare Stabilitit der Hunt-Strémung

konstante Kerngeschwindigkeit u. herausgebildet hat. Weiterhin wird in dieser Betrach-
tung der Beitrag der Hartmann-Schicht zum Volumenstrom vernachlassigt. Der daraus
resultierende Fehler ist O(cHa™') und fiir Ha > 1 vernachlissigbar.

In Abbildung 3.4 (a) ist der relative Volumenstrom in der Seitenschicht Qgs/Q in Ab-
héngigkeit von Ha fiir verschiedene ¢ dargestellt. Mit zunehmendem Ha wichst Qg/Q
fiir die betrachteten ¢ prinzipiell an. Bei konstantem Ha und abnehmendem Wandleit-
parameter reduziert sich QQ5/Q. Es bilden sich folglich kleinere Geschwindigkeitsjets in
den Seitenschichten aus. Fir Ha > 1 und ¢ = 1 geht Qs/Q — 1, sodass fast der
gesamte Volumenstrom durch die Jets in den Seitenschichten transportiert wird. Arlt
et al. (2017) konnten zeigen, dass als Voraussetzung fiir dieses asymptotische Verhalten
cHa > 1 erfiillt sein muss, was erklirt, warum fiir ¢ = 0.01 bei Ha = 10000 Qg/Q erst
bei Qs/Q =~ 0.25 ist.

Der Druckgradient Re dp/dx in Abhéngigkeit von Ha ist in Abbildung 3.4 (b) fiir verschie-
dene ¢ gezeigt. Zusitzlich ist Redp/dx(Ha) fiir ¢ = 0 (Shercliff-Stromung) und ¢ = oo
(ideale Hunt-Stromung) geméf der analytischen Losung gezeigt (Hunt, 1965). Im Fall
Ha = 0 liegt eine hydrodynamische Stromung mit Redp/dx = 7.1 vor. Bei schwachen
Magnetfeldern mit Ha < 1 zeigt sich, dass die Wandleitfahigkeit fast keinen Einfluss auf
Re dp/dz hat, weil nur schwache Lorentz-Kréfte induziert werden. Steigt das Magnetfeld
bzw. Ha an, wird deutlich, dass kleinere ¢ bei konstantem Ha > 0 einen kleineren Druck-
gradienten verursachen. Fiir ¢ = 0 (Shercliff-Stromung) gilt bei Ha > 1 Redp/dx ~ Ha.
Ist hingegen ¢ > 0 ergibt sich fiir Ha > 1 ein Potenzgesetz fiir den Zusammenhang
zwischen Redp/dx und Ha. Fiir ¢ — oo gilt dabei Redp/dx ~ Ha’/? als Grenzfall fiir
die ideale Hunt-Stromung.

= -
c=0.1 ==~ o o[ =01 ——~— A
o0g | €=0.03 | 10° F ¢=0.03 ~Hd227 3
¢=0.01 P =001 - - e
- 10° Pt
06 | o7 g e
o 510 F e :
> i s e
@ 7 ST T .
04 |- - R At ~Ha E
B A
- 5 o
H g 10° e — E
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Abbildung 3.4: Hunt-Stromung im quadratischen Kanal: (a) Relativer Volumenstrom
Qs/Q durch die Seitenschicht in einem Viertelkanal und (b) dimensions-
loser Druckgradient Re dp/dx in Abhéngigkeit von Ha fiir verschiedene ¢

3.4.2 Ergebnisse der linearen Stabilitdtsanalyse

Wird die lineare Stabilitatsanalyse entsprechend Abschnitt 3.2 durchgefiihrt, kann der
Zusammenahng Re.(Ha) in einer Stabilitdtskarte dargestellt werden, wie sie in Abbil-
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Abbildung 3.5: Hunt-Stromung im quadratischen Kanal: (a) Kritische Reynolds-Zahl
Re,, (b) kritische Wellenlénge A, (c) kritische Frequenz f. und (d) relative
Phasengeschwindigkeit ¢,/tmq, bezogen auf die maximale Geschwindig-
keit ., in Abhingigkeit von Ha fiir die vier Moden bei ¢ = 1

dung 3.5 (a) fiir ¢ = 1 und alle vier Moden gezeigt ist. Unterhalb der dargestellten
Kurven ist die Stromung fiir den jeweiligen Mode stabil, oberhalb hingegen instabil.

Fir Ha = 0 ist die Stromung stabil (Tatsumi & Yoshimura, 1990). Bei Anlegen eines
Magnetfeldes wird die Stromung durch Auftreten von Jets destabilisiert. Die ersten In-
stabilitdten sind vom Typ Mode II. Bei Ha = 11 erreicht die kritische Reynolds-Zahl
von Mode II ein Minimum mit Re. =~ 1600. Mit weiter ansteigendem Ha nimmt Re, fiir
Mode II zu und fiir Ha > 1 ist Re, ~ Ha'/?. Wegen der Antisymmetrie in Magnet-
feldrichtung von Mode II nimmt Re. aufgrund zunehmender Dampfung bei steigender
Magnetfeldstirke zu. Ahnlich verhilt es sich mit Mode IV, welcher dieselbe Symmetrie
in Magnetfeldrichtung hat wie Mode II. Er wird bei Ha ~ 29 erstmalig instabil. Bei
Ha =~ 70 hat seine kritische Reynolds-Zahl ein Minimum und fiir Ha > 70 wird Mode IV
vom stirker werdenden Magnetfeld zunehmend gedampft.

Ab Ha =~ 45 tritt die Instabilitdt von Mode I auf, welche bei Ha ~ 46 Mode II als insta-
bilsten Mode ablést. Fiir Mode 1 fillt Re. zwischen 45 < Ha < 70 sehr schnell ab und
geht dann in ein asymptotisches Verhalten iiber, bei dem die Abhangigkeit der kritischen
Reynolds-Zahl von Ha nahezu verschwindet, wobei sich fiir Ha > 1 Re. ~ 120 einstellt.
In dem Bereich zwischen 45 < Ha < 70 entwickelt sich die Storungsverteilung der zu
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3.4 Lineare Stabilitit der Hunt-Strémung

Mode I gehorenden Instabilitdten erst, wihrend sie im Fall Ha > 1 voll ausgepragt sind,
da Re. gegen eine Konstante geht. Der Bereich des steilen Abfalls von Re. soll daher
Entwicklungsbereich der Instabilitdten (von Mode I) genannt werden. Mode III wird bei
Ha = 46 erstmals instabil. Ab Ha & 70 ist seine kritische Reynolds-Zahl nicht mehr von
der des Mode I zu unterscheiden. Weil Mode I und III symmetrisch in Magnetfeldrichtung
sind, erfahren sie eine deutlich schwéchere Démpfung durch das Magnetfeld (Sommeria
& Moreau, 1982). Weil die Moden I und II antisymmetrisch in transverser Richtung sind,
konnen sich die an den gegeniiberliegenden Seitenwénden liegenden Instabilitdten verstar-
ken, sodass diese Moden bereits bei kleineren Ha auftreten, als die in Magnetfeldrichtung
analog symmetrischen Moden III und IV.

Im Entwicklungsbereich der Instabilitdten von Mode I zwischen 65 < Ha < 70 fillt auf,
dass hier fiir ein gegebenes Ha nicht nur ein Re. vorliegt, sondern drei verschiedene Werte,
wie es schon fiir Abbildung 3.2 beschrieben wurde. Bspw. ist bei Ha = 67 die Stromung
zwischen 450 < Re < 650 instabil, zwischen 650 < Re < 1160 wieder stabil und jenseits
von Re ~ 1160 instabil. Dieses Verhalten war schon fiir die ideale Hunt-Strémung zu
beobachten (Priede et al., 2010).

Abbildung 3.5 (b) zeigt die kritische Wellenlinge \. = 27/k. der jeweiligen Moden in
Abhéngigkeit von Ha. A, fiir die Moden IT und IV zeigt nur eine geringe Abhéngigkeit
von Ha, wobei fiir beide gilt A, ~ O(10). Bei Instabilititen dieser Moden handelt es sich
folglich um grofskalige Strukturen, die wegen ihrer Antisymmetrie in Magnetfeldrichtung
stark geddmpft werden. Fiir die Moden I und III zeigt \. hingegen eine starke Abhén-
gigkeit von Ha und es gilt fiir Ha > 10 A\, ~ Ha"'/2. Dies bedeutet, dass die kritische
Wellenlénge fiir die Moden I und III wie die Dicke der Seitenschicht dg skaliert, was daran
liegt, dass sich diese Moden in der Seitenschicht befinden.

Die kritische Frequenz f. = ~,./27 der Stérungen wird in Abbildung 3.5 (c¢) dargestellt.
Ahnlich wie bei . zeigt f. der Moden II und IV nur eine geringe Abhingigkeit von Ha.
Fiir die Moden I und III gilt hingegen fiir Ha > 1 f, ~ Ha'/?; sie skaliert also wie 1/\,
bzw. 1/6s. Mittels der Phasengeschwindigkeit ¢, = A.f. lisst sich ermitteln, wie schnell
sich die Instabilititen fortbewegen. Dazu ist in Abbildung 3.5 (d) ¢,/tma. als relative
Phasengeschwindigkeit in Abhéngigkeit von Ha gezeigt, wobei ,,, die maximale Ge-
schwindigkeit der Stromung ist, welche im Jet vorliegt. Im Grenzfall Ha > 1 bewegen
sich die Instabilitdten von Mode II und IV mit ¢,/tmqe, = 0.72 voran, wihrend jene fiir
Mode I und III ¢,/tq, = 0.47 erreichen. Die Instabilitdten aller Moden erreichen dem-
nach fiir hinreichend grofe Ha eine Phasengeschwindigkeit, die im selben Malfse wéachst
Wwie Upmq, durch das stiarker werdende Magnetfeld.

Als néchstes wird der Einfluss des Wandleitparameters ¢ auf die Stabilitiat der Stromung
untersucht. Dazu ist in Abbildung 3.6 Re,, A, f. sowie ¢,/Upmq, als Funktion von Ha fiir
verschiedene ¢ dargestellt. Da physikalisch nur die kleinste kritische Reynolds-Zahl bei
gegebener Hartmann-Zahl interessant ist, sind in den Teilabbildungen von Abbildung 3.6
nicht mehr alle Moden gezeigt, sondern nur noch diejenigen mit dem jeweils kleinsten
Re,., was den Moden I und II entspricht. Die Unstetigkeitsstellen (z.B. bei Ha ~ 46,
Re, ~ 3000 fiir ¢ = 1) in den Teilabbildungen von Abbildung 3.6 stellen den Ubergang
von Mode II zu Mode I dar.

In der Abbildung 3.6 (a) ist deutlich erkennbar, dass ein abnehmendes c¢ eine stabilisie-
rende Wirkung auf die Strémung hat, denn mit abnehmendem ¢ nimmt bei gleichem Ha
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3 Lineare Stabilitatsanalyse magnetohydrodynamischer Kanalstromungen

Re, zu. Ursache hierfiir ist ein geringerer Stromfluss in der Hartmann-Wand und damit
einhergehend schwécher ausgeprigte Geschwindigkeitsjets in den Seitenschichten (siehe
Abbildung 3.4). Der Entwicklungsbereich der Instabilititen von Mode I erstreckt sich
durch die Abnahme von c¢ iiber einen zunehmend groferen Bereich von Ha und es ist nur
noch ein Re. pro Ha vorhanden. Sowohl der Stabilisierungseffekt durch ein kleineres c als
auch die Abhéngigkeit der kritischen Reynolds-Zahl von Ha ldsst mit grofer werdendem
Ha nach. Fiir cHa > 1 geht Re. in ein asymptotisches Verhalten {iber und strebt gegen
einen konstanten Wert. Fiir ¢ = 1 konnte Re. ~ 120 ermittelt werden, was nur gering-
fiigig iiber Re, ~ 112 fiir Ha — 00, ¢ — oo liegt (Priede et al., 2010). Fiir kleinere ¢
konnten die asymptotischen Werte der zugehdrigen Re. aufgrund der grofen notwendigen
Hartmann-Zahlen nicht mehr mit vertretbaren numerischen Aufwand ermittelt werden.
Bei kleineren ¢ nimmt A, fiir kleine Hartmann-Zahlen im Vergleich zu ¢ = 1 leicht ab,
wie in Abbildung 3.6 (b) zu sehen ist. Die Abhéngigkeit von Ha ist aber weiterhin nur
gering. Fiir Ha > 1 ist hingegen in Abbildung 3.6 (b) zu erkennen, dass A, ~ Ha /2
ist und damit die Stérungen weiterhin in den Seitenschichten liegen. Die in Abbildung
3.6 (c) gezeigte kritische Frequenz f. nimmt im Bereich kleiner Ha mit abnehmendem ¢
zu, zeigt aber keine starke Abhéngigkeit von Ha. Fiir cHa > 1 liegt auch hier ein asym-
ptotische Verhalten mit f. ~ Ha'/? vor. Auch die in Abbildung 3.6 (d) gezeigte relative
Phasengeschwindigkeit geht asymptotisch gegen ¢,/tmq, =~ 0.47, wenn cHa > 1 ist, was
dem Wert der idealen Hunt-Strémung entspricht (Priede et al., 2010).

Der Einfluss des Wandleitparameters ¢ auf Re. bei konstanter Hartmann-Zahl ist in Ab-
bildung 3.7 (a) fiir den instabilsten Mode (Mode I) dargestellt. Erkennbar ist, dass fiir
kleine ¢ bei konstantem Ha Re, sehr grof wird. Dies liegt daran, dass fiir ¢ < 0y ~ Ha™!
die Leitfahigkeit der Hartmann-Winde im Vergleich zu der der Hartmann-Schichten ver-
nachldssigbar klein ist. Elektrische Strome schliefen sich dadurch fast ausschlieflich in
den Hartmann-Schichten. Die Jets, welche die Instabilitdten verursachen, verschwinden
und im Fall ¢ — 0 ergibt sich die Shercliff-Stromung, welche keine Jets aufweist und bei
der Re, ~ 48 - 103Ha'/? ist (Pothérat, 2007). Nimmt ¢ zu, kann sich er Strom durch
die Hartmann-Wand schliefsen und der Einfluss der Hartmann-Schicht wird zunehmend
geringer. Damit einher geht die Ausprigung der Jets. Wenn ¢ > 6y ~ Ha™! gilt, ist
der Einfluss der Hartmann-Schichten vernachlidssigbar und die Kernstrémung wird von
der Hartmann-Zahl unabhéngig. Die Geschwindigkeitsjets sind voll ausgeprigt und ein
asymptotisches Verhalten von Re,. tritt ein, wobei der Grenzwert von Re. dem der idea-
len Hunt-Stromung fiir die jeweilige Hartmann-Zahl entspricht (bspw. Re. — 133 fiir
Ha = 500). Mit grofer werdendem Ha nahrt sich dabei die kritische Reynolds-Zahl dem
asymptotischen Wert Re. ~ 112 der idealen Hunt-Strémung mit Ha — oo, ¢ — o0 aus
Priede et al. (2010) an.

Abbildung 3.7 (b) zeigt A.(c) fiir den instabilsten Mode bei verschiedenen Ha. Mit stei-
gendem ¢ nimmt A, zundchst zu und erreicht ein Maximum. Wird ¢ weiter erhoht fallt A,
ab und strebt gegen eine Konstante, die von der Hartmann-Zahl abhéngt. Das jeweilige
Maximum entsteht, weil die instabilen Strukturen bis zu dieser Parameterkombination
aus ¢ und Ha noch in ihrem bereits beschriebenen Entwicklungsbereich sind, also noch
keine Q2D-Struktur angenommen haben. Sobald cHa > 1, ist die Q2D-Struktur ausge-
bildet und es gilt A\.(c, Ha) — \.(Ha).

Einen wesentlichen Einfluss auf die Stabilitdt der Stromung hat das Seitenverhéltnis A.
Abbildung 3.8 (a) stellt die Abhéngigkeit von Re, als Funktion von A fiir die Moden I
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Abbildung 3.7: (a) Kritische Reynolds-Zahl Re. und (b) kritische Wellenldnge A. als
Funktion von c des instabilsten Modes I fiir verschiedene Ha.
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und III fiir verschiedene Ha und ¢ dar. Ausgehend von den groften gezeigten Werten fiir
A, also breiten Kanélen, lasst sich zunédchst eine schwache Zunahme von Re. &~ 2550 bei
A=1.57zu Re. ~ 2750 bei A =1 fiir Ha = 100 und ¢ = 0.1 beobachten, was sich damit
erkldren lasst, dass allgemein ein breiter Kanal eine niedrigere kritische Reynolds-Zahl als
ein eher quadratischer Kanal hat (Tatsumi & Yoshimura, 1990). Fiir A = 1 stimmen die
Werte von Re. mit denen in Abbildung 3.6 {iberein. Ab A ~ 0.9 lésst sich fiir Ha = 100
und ¢ = 0.1 fiir Mode I eine Abnahme von Re,. feststellen, die in einem Minimum bei
A = 0.34 mit Re., ~ 840 endet. Anschlieffend steigt Re. mit weiter abnehmendem A
steil an. Dieses Verhalten lisst sich mit den Symmetrieeigenschaften von Mode T erkla-
ren. Die Storungen dieses Modes in den gegeniiberliegenden Seitenschichten kénnen sich
gegenseitig verstirken, sodass sich die kritische Reynolds-Zahl verringert. Allerdings ist
dies nur moglich, wenn der Kanal nicht zu schmal ist und die Seitenschichten sich nicht
gegenseitig iiberlagern. Fiir Ha = 100 ist dies im Minimum von Re, bei A =~ 0.34 der
Fall, weil ein einzelner Jet ungefihr die Dicke 28g hat, sodass sich 40g ~ 4Ha"'/? = 0.4
ergibt. Wenn der Kanal noch schmaler wird, unterdriicken sich die Instabilititen und Re,
steigt steil an. Unterhalb von A &~ 0.21 ist die Stromung fiir Ha = 100 stabil und &hnelt
in ihrem Geschwindigkeitsprofil der Poiseuille-Strémung.

Kritische Reynolds-Zahlen von Mode III sind physikalisch nur relevant, wenn A = 1 ist,
da sie nur hier gleich denen von Mode I sind. Fiir A < 1 steigt Re. von Mode IIT hingegen
stark an, weil sich die Instabilititen in den gegeniiberliegenden Seitenschichten aufgrund
der Symmetrieeigenschaften gegenseitig unterdriicken. In schmalen Kanélen ist folglich
Re. von Mode I ausschlaggebend fiir den Einsatz von realen Instabilititen.

Fiir Ha = 100 ist weiterhin Re. fiir ¢ = 0.03 gezeigt. Das Verhalten ist prinzipiell ver-
gleichbar mit dem von ¢ = 0.1, allerdings ist der Effekt der Destabilisierung von Mode I
bei kleinen A deutlich starker ausgeprigt. Bei A =~ 1.1 ist Re. &~ 12800. Das Minimum
wird bei A ~ 0.35 mit Re. ~ 2500 erreicht. Bei ¢ = 0.1 nimmt Re, im Minimum auf
ungefihr ein Drittel des Wertes bei A = 0.9 ab, bei ¢ = 0.03 reduziert sich Re. hingegen
auf etwa ein Fiinftel. Die Abnahme von Re,. fiir ¢ = 0.03 beginnt weiterhin schon bei
einem geringfiigig grofserem A.

Zusitzlich ist Re. fiir Ha = 500 und ¢ = 0.03 gezeigt. Zwischen 1.5 2 A 2 0.4 ist nur
ein minimaler Anstieg von Re. und kein Unterschied zwischen Mode I und III erkennbar.
Das Minimum von Mode I wird erst bei A = 0.15 erreicht, was ebenfalls knapp dem
Vierfachen von dg fiir Ha = 500 entspricht, analog zu Ha = 100. Dies bestétigt die vor-
hergehende Betrachtung, dass A nur dann einen nennenswerten Einfluss auf die Stabilitét
der Stromung hat, wenn der Kanal so schmal wird, dass die Seitenschichten miteinander
wechselwirken konnen.

Der Einfluss auf die zugehérigen kritischen Wellenldngen A, ist in Abbildung 3.8 (b) dar-
gestellt. In Ubereinstimmung mit Re, ist erkennbar, dass \. sich erst dann signifikant
dandert, wenn eine Wechselwirkung zwischen den Seitenschichten eintritt. Fiir Mode I gilt
Ae ~ A, wobei eine Steigung m = 4.7 ermittelt werden konnte, die fiir alle gezeigten Félle
nahezu gleich ist. A\, nimmt daher schneller ab als die Kanalbreite. Bei A ~ 0.21 brechen
die Kurven von A, fiir Ha = 100 ab, weil fiir schmalere Kanile bei dieser Hartmann-Zahl
keine Instabilitdten mehr existieren. Bei Mode III nimmt A. zunédchst wegen seiner Sym-
metrieeigenschaften zu, wenn die Seitenschichten anfangen zu wechselwirken. Allerdings
ist fiir Ha = 500 erkennbar, dass bei A ~ 0.28 ). ebenfalls leicht abnimmt, wenn A weiter
reduziert wird.
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Abbildung 3.8: (a) Kritische Reynolds-Zahl Re. in Abhéngigkeit des Seitenverhiltnisses
A und (b) kritische Wellenldnge A. fiir die Moden I und III

Das Verhalten der Moden I und III bei Anderung von A hiingt also im Wesentlichen von
ihren Symmetrieeigenschaften in z-Richtung ab. Dies trifft auch auf die Moden II und IV
zu, deren Abhéingigkeit von A fiir Ha = 100 und verschiedene ¢ in Abbildung 3.9 darge-
stellt ist. Da Mode II dieselbe Symmetrie in z-Richtung hat wie Mode I (siehe Tabelle
3.1), verhélt er sich analog zu diesem Mode. Daher finden sich ebenfalls entsprechende
Minima bei A ~ 4dg fiir die jeweilige Hartmann-Zahl im Verlauf von Re.(A) fir Mode
IT in Abbildung 3.9 (a). Im Gegensatz zu Re. von Mode III nimmt Re. von Mode IV fiir
abnehmende A bis A ~ 0.8 zunichst ebenfalls leicht ab. Bei weiterer Reduktion von A
steigt Re. anschliefend steil an.

Die in Abbildung 3.9 (b) gezeigten A.(A) fiir die Moden II und IV verhalten sich zu
denen von Mode I und IIT etwas anders. Da die kritischen Wellenldngen dieser Moden
grofer sind als bei Mode I und II1, ist iiber den gesamten dargestellten Bereich von A ein
Einfluss auf A. zu erkennen. Die zu Mode II gehérenden Kurven nehmen kontinuierlich,
aber nicht linear mit A, ab, bis der Kanal zu schmal wird und keine Instabilitdten mehr
auftreten (bspw. bei Ha = 100, ¢ = 0.1 und A = 0.21). Fiir Mode IV steigt A. hingegen,
analog zu Mode III in Abbildung 3.8 (b), zunéchst mit abnehmendem A an. Bei A ~ 0.52
hat A, fiir Ha = 100 und ¢ = 0.03 allerdings ein Maximum und fillt anschliefend ab.
Verglichen mit dem Kurvenverlauf von Re.(A) von Mode I und III sind die kritischen
Reynolds-Zahlen von Mode II und IV fiir Ha = 100 bei allen betrachteten A deutlich
grofer. Folglich treten die Instabilititen von Mode II und IV erst spéater auf und sind
physikalisch auch bei sich &nderndem A nicht relevant.

In Abschnitt 2.3.2 wurde ausgefiihrt, dass MHD-Instabilitdten eine anisotrope Vertei-
lung aufweisen, wobei sich MHD-Wirbel bevorzugt parallel zum angelegten Magnetfeld
ausrichten. Diese Anisotropie kann durch eine Analyse der kinetischen Energien £ der
Schwankungen in z, y, 2-Richtung mit

1 1 1
By [wav, By~ [0y, Bun g [wrav (3.19)

quantifiziert werden. Hierbei steht V fiir das Volumen, welches sich aus einer axialen Wel-
lenlénge und dem Querschnitt ergibt, iiber das die kinetische Energie gemittelt wird. Weil
infinitesimal kleine Stoérungen untersucht werden und die lineare Stabilititsanalyse keine
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Abbildung 3.9: (a) Kritische Reynolds-Zahl Re. in Abhéngigkeit des Seitenverhiltnisses
A und (b) kritische Wellenldnge A, fiir die Moden II und IV.

Informationen iiber deren Amplituden liefert, ist es sinnvoll, die relative Energieverteilung
zu betrachten. Diese ergibt sich aus E;/(E, + E, + E,) = E;/E mit i = z,y, 2.

Die relative Verteilung der kinetischen Stérungsenergie an der Stabilititsgrenze ist in
Tabelle 3.3 exemplarisch fiir die Moden I und II fiir ¢ =1, ¢ = 0.1 und ¢ = 0.03 gezeigt.

Fiir Mode II sind bei Ha = 20 und ¢ = 1 ungefihr 87% der kinetischen Energie in der
longitudinalen Geschwindigkeitsstorung u’ enthalten, wiahrend nur 11% o' bzw. 2% w’
zugeordnet werden kénnen. Eine Erhéhung von Ha fiihrt zu keiner signifikanten Anderung
in dieser Verteilung, was daran ersichtlich ist, dass E,/E bei Ha = 400 ca. 90% der
kinetischen Energie enthdlt. Rund 2/3 der Energie entfallen bei Mode I bei Ha = 50
und ¢ = 1 auf E,/F und 28% auf E,/FE, sodass E,/E sehr klein ist. Eine Zunahme
von Ha dndert am Anteil fiir E,/E nur wenig, allerdings fallt der Anteil fiir E,/E fast
auf 0 ab und wird zu E,/FE transferiert. Das bedeutet, dass fiir moderate Ha Q2D-
Wirbel in der xy-Ebene vorliegen, deren Rotationsachsen in z-Richtung orientiert sind
und damit senkrecht zum Magnetfeld stehen. Es existieren demnach fiir moderate Ha
zunichst MHD-Instabilitdten, die nicht parallel zum Magnetfeld ausgerichtet sind.

Mit zunehmendem Ha dndert sich die Verteilung der Storungsgeschwindigkeiten, sodass
eine Umverteilung der turbulenten kinetischen Energie erfolgt. Dieser Vorgang ist abge-
schlossen, wenn E,/E < 1 ist. Die resultierende Energieverteilung zeigt, dass die Sto-
rungsgeschwindigkeiten nun primér in der xz-Ebene sind, was Q2D-Wirbeln entspricht,
deren Rotationsachse in Magnetfeldrichtung orientiert ist. Solche Wirbel erfahren in Ma-
gnetfeldern die geringste Démpfung, sodass Re. bis zum erreichen dieses Q2D-Zustandes
stark abfillt (siehe Abbildung 3.6 (a) ). Mode II hat im Vergleich dazu einen deutlich
kleineren Anteil in E,/FE , weil hier wegen der Symmetrie zwei iibereinander angeordnete,
in gegensitzliche Richtung rotierende Wirbel in Magnetfeldrichtung vorhanden sind, was
eine Q2D-Struktur ausschliefst.

Der Vergleich zwischen den Ergebnissen fiir ¢ = 1, ¢ = 0.1 und ¢ = 0.03 in Tabelle 3.3
zeigt, dass fiir kleinere ¢ grofere Ha notwendig sind, um die gleiche relative Energiever-
teilung wie fiir ¢ = 1 zu erhalten. Wird zusétzlich die Stabilitdtskarte in Abbildung 3.6
hinzugezogen, fallt fiir ¢ < 1 auf, dass sich die Entwicklung der quasi-zweidimensionalen
Wirbel, welche parallel zum Magnetfeld orientiert sind, iiber einen grofseren Hartmann-
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| Ha | ¢ | Mode | E,/JE | E,/JE | E./E |
20 | 1 II | 0.87 [ 0.11 [ 0.02
100 | 1 II | 084 [ 0.15 [ 0.01
400 | 1 II | 0.903 | 0.094 [ 0.003
50 [ 1 I ] 068 | 028 | 0.04
100 [ 1 I [ 072 ] 007 | 021
400 | 1 I [ 069 | 002 ] 029
1000 | 1 I 068 | 001 | 031
20 [ 01 ] II [ 0.86 [ 0.12 [ 0.02
100 [ 01 | I | 081 | 018 | 0.01
400 | 0.1 [ II | 0.86 [ 0.13 [ 0.01
100 [ 01 [ I | 061 03 [0.09
400 [ 01 ] I ] 073 ] 0.02] 025
1000 0.1 [ T ] 070 | 0.01 [ 0.29
20 [0.03] II | 085 | 0.12 [ 0.03
100 [0.03] 1T | 0.80 | 0.19 [ 0.01
400 [0.03] II | 0.90 | 0.06 | 0.04
100 [0.03] T | 0.60 | 0.33 [ 0.07
400 [0.03] I | 0.78 | 0.07 | 0.15
1000 [0.03] I | 0.76 | 0.01 [ 0.23

Tabelle 3.3: Relative Verteilung der turbulenten kinetischen Energie von Mode I und
IT an der Stabilitdtsgrenze fiir verschiedene ¢ und Ha. Der Index gibt die
Komponente der Geschwindigkeitsstorung an, zu welcher die Energie gehort.

33



3 Lineare Stabilitatsanalyse magnetohydrodynamischer Kanalstromungen

Zahlbereich erstreckt. Im Umkehrschluss bedeutet dies, dass Wirbel, welche in z-Richtung
orientiert sind, fiir Ha ~ O(100), je nach ¢, noch nicht vollstandig geddmpft wurden.

Im Folgenden werden Isoflichen verschiederner Stroungsgréfsen betrachtet. Da die Sto-
rungen von infinitesimaler Grofe sind, ist die Angabe einer konkreten Skala nicht sinnvoll.
Es wird lediglich angegeben, wo Storungen grofer bzw. kleiner Null sind.

In der Abbildung 3.10 sind die Isoflichen der axialen Geschwindigkeitsstorung ' bei
Ha ~ 56, Re. ~ 9500 und ¢ = 0.1 fiir die Moden I und II im unteren rechten Kanal-
viertel (z > 0, y < 0) dargestellt. Laut Abbildung 3.6 entspricht dies den Werten, bei
denen Mode II von Mode [ als instabilster Mode abgelost wird. In beiden Féllen ist zu
erkennen, dass die Instabilititen in der Seitenschicht lokalisiert sind. Deutlich ist weiter-
hin das unterschiedliche Symmetrieverhalten in y-Richtung zu erkennen. Weil Mode II
antisymmetrisch in y-Richtung ist, sind die Isoflichen in dieser Richtung im gezeigten
Kanalviertel abgeschlossen, wihrend sie fiir Mode I in das Kanalviertel mit z > 0, y > 0
reichen. Die Unterschiede in der kritischen Wellenlénge der beiden Moden sind ebenfalls
zu erkennen. Wihrend in Abbildung 3.10 (a) A. =~ 6.5 betrégt, ist in Abbildung 3.10
(b) Ac &~ 2.1. Dieser Sprung in der kritischen Wellenlinge ist bereits in Abbildung 3.6
(b) sichtbar geworden und verdeutlicht das unterschiedliche physikalische Verhalten der
verschiedenen Moden. Aus der Verteilung der turbulenten kinetischen Energie in Mode 11
in Tabelle 3.3 und der Geschwindigkeitsverteilung, wie sie in Abbildung 3.10 (a) gezeigt
ist, folgt, dass hier Wirbelstrukturen vorliegen, die senkrecht zum Magnetfeld orientiert
sind und daher mit wachsendem Magnetfeld zunehmend unterdriickt werden. Dadurch
steigt Re., was in prinzipieller Ubereinstimmung mit Abbildung 3.5 (a) fiir Mode II ist.

Die in Abbildung 3.10 (b) gezeigten Geschwindigkeitsstorungen u' zeigen eine komplexe
dreidimensionale Struktur. Erkennbar ist u. a., dass sich «’ in y-Richtung &ndert, was auf
Wirbel hinweist, die senkrecht zum Magnetfeld orientiert sind. Unter Beriicksichtigung
von Tabelle 3.3 lisst sich schlussfolgern, dass bei der gegebenen Parameterkombination
die Wirbel von Mode I noch nicht den Q2D-Zustand in y-Richtung eingenommen haben.

Die zu den gezeigten Geschwindigkeitsstorungen zugehorigen Potentialstorungen ¢’ sind
in Abbildung 3.11 (a) fiir Mode II und (b) Mode I gezeigt. Im Gegensatz zu u' wird
deutlich, dass ¢’ iiber die Seitenschicht hinausragt und sowohl fiir Mode I als auch Mode
IT fiir Ha = 56 den gesamten Kanalbereich einnimmt. Da die Seitenwand isoliert ist,
stehen die Isoflichen auf dieser senkrecht. Auf der Hartmann-Wand sind die Isoflichen
hingegen geneigt, damit es einen Stromfluss in die Wand geben kann. Die unterschiedli-
chen Symmetrieeigenschaften der Moden werden sehr deutlich. Bei Mode 11 ist ¢" auf den
gezeigten Kanalbereich beschrinkt, wiahrend sich ¢’ von Mode I deutlich in den Bereich
mit y > 0 erstreckt. Da ¢’ groke Anderungen in alle Raumrichtungen aufweist, ist davon
auszugehen, dass eine komplexere Wirbelstruktur als nur eine Q2D-Struktur vorliegt.

Im Folgenden sind weitere Isoflichen von Storungen der axialen Geschwindigkeitskompo-
nente v’ und des elektrischen Potentials ¢’ fiir verschiedene Ha und A an der entsprechen-
den Stabilititsgrenze von Mode I dargestellt, um den Einfluss dieser Parameter auf die
Verteilung der Storungen darzustellen. Abbildungen 3.12 (a) und 3.13 (a) veranschauli-
chen fiir ¢ = 0.1 und A = 1 den Einfluss von Ha auf . Abgesehen von der Lokalisierung
in den unterschiedlich dicken Seitenschichten fillt weiterhin auf, dass die Verteilung von
u’ leicht verschieden ist. In Abbildung 3.12 (a) ist zu erkennen, dass die Stérungen, vergli-
chen mit 3.13 (a), sich nicht bis zur Hartmann-Wand erstrecken und die Isoflichen nicht
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Abbildung 3.10: Isoflichen infinitesimaler Stérungen der Geschwindigkeit in axialer Rich-
tung u' bei Ha =~ 56, Re. ~ 9500 und ¢ = 0.1 fiir (a) Mode II und (b)
Mode I

$'<0 0 @0

Abbildung 3.11: Isoflichen infinitesimaler Storungen des elektrischen Potentials ¢’ bei
Ha =~ 56, Re. ~ 9500 und ¢ = 0.1 fiir (a) Mode II und (b) Mode I
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3 Lineare Stabilitatsanalyse magnetohydrodynamischer Kanalstromungen

Abbildung 3.12: Isoflichen infinitesimaler Stérungen fiir (a) die Geschwindigkeit in axia-
ler Richtung «' und (b) das elektrische Potential ¢’ fir Ha = 100,
Re, =~ 2700, c = 0.1 und A =1 fiir Mode I

nur parallel zum Magnetfeld sind. Anhand der in Tabelle 3.3 dargestellten relativen Ener-
gieverteilung lassen sich diese Unterschiede damit erklidren, dass bei Ha = 100, ¢ = 0.1 fiir
Mode I die bereits beschriebene Q2D-Wirbelstruktur vorliegt, die in z-Richtung orientiert
ist. Denn bei dieser Parameterkombination ldsst sich ungefihr ein Drittel der turbulenten
kinetischen Energie der y-Komponente der Geschwindigkeitsstorungen zuordnen. Erst bei
Ha = 400 ist die magnetische Dampfung stark genug, dass E,/E < 1 und nur noch die
Q2D-Wirbelstruktur parallel zum Magnetfeld existieren kann. Das zugehdrige ¢ ist in
den Abbildungen 3.12 (b) und 3.13 (b) gezeigt. Bei Ha = 100 zeigt sich, dass bei der in z-
Richtung orientierten Wirbelstruktur die Storungen des elektrischen Potentials zum einen
weit in die Kernstrémung hineinreichen und zum anderen Isoflichen von ¢’ senkrecht auf
der Seitenwand stehen. Weiterhin ist, analog zu Ha = 56, eine stirke Anderung von ¢’
in alle Richtungen erkennbar. Fiir Ha = 400 ist hingegen die Q2D-Wirbelstruktur in y-
Richtung voll ausgeprégt, sodass ¢’ auf die Seitenschicht beschrénkt ist und die Isoflichen
parallel zur Seitenwand sind, wie Abbildung 3.13 (b) zu entnehmen ist. In y-Richtung hat
sich der Gradient im Vergleich zu den anderen beiden Richtungen deutlich verringert.

Der Einfluss des Aspektverhéltnisses A ldsst sich in Abbildung 3.14 (a) fir Ha = 500,
¢=0.1 und A = 0.16 erkennen. Bei diesem A erstreckt sich die Seitenschicht und damit
u’ iiber die gesamte Kanalbreite. Nach Abbildung 3.8 liegt genau hier das Minimum der
kritischen Reynolds-Zahl fiir diese Parameter von Mode 1. Bei einer weiteren Reduktion
von A werden die Seitenschichten immer mehr zwischen den Seitenwénden eingeengt und
die Stromung stabilisiert sich. Aus Abbildung 3.14 (b) geht hervor, dass die bereits bei
Abbildung 3.8 diskutierte Wechselwirkung durch ein Verbinden der Potentialstérungen
der gegeniiberliegenden Seitenschichten realisiert wird.

Der Grund fiir den Anstieg von Re. fiir Mode III in Abbildung 3.8 ldsst sich mittels
Abbildung 3.15 verdeutlichen. Dort sind die Isoflichen der Stérungen von (a) u' und
(b) ¢ fiir Ha = 500, ¢ = 0.1 und A = 0.3 gezeigt. Deutlich erkennbar ist, dass die
Seitenschichtdicke bei Ha = 500 und A = 0.3 noch kleiner als die Kanalbreite ist und
dementsprechend die in den Seitenschichten gegeniiberliegenden Geschwindigkeitsstorun-
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3.4 Lineare Stabilitit der Hunt-Strémung

Abbildung 3.13: Isoflichen infinitesimaler Storungen fiir (a) die Geschwindigkeit in axia-
ler Richtung «' und (b) das elektrische Potential ¢’ fir Ha = 400,
Re,. ~ 390, c=0.1 und A =1 fiir Mode I

Abbildung 3.14: Isoflichen infinitesimaler Stérungen u’ fiir (a) die Geschwindigkeit in
axialer Richtung und (b) das elektrische Potential ¢’ fiir Ha = 500,
Re, =977, ¢c=0.1 und A = 0.16 fiir Mode I
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3 Lineare Stabilitatsanalyse magnetohydrodynamischer Kanalstromungen

Abbildung 3.15: Isoflichen infinitesimaler Storungen fiir (a) die Geschwindigkeit in axia-
ler Richtung «' und (b) das elektrische Potential ¢’ fiir Ha = 500,

Re. = 2265, ¢ = 0.1 und A = 0.3 fiir Mode III

gen nicht intensiv miteinander wechselwirken. Allerdings ist erkennbar, dass ¢’ bereits
die gesamte Kanalbreite ausfiillt und es aufgrund der Antisymmetrie von ¢’ bei Mode 111
zu einer ddmpfenden Wechselwirkung der Potentialstorungen in den gegeniiberliegenden
Seitenschichten kommt, weshalb Re. ansteigt.
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3.5 Lineare Stabilitat der Walker-Stromung

Zusatzlich zur Hunt-Strémung wurde eine lineare Stabilitdtsanalyse fiir einen Kanal mit
vier elektrisch leitenden Wénden (Walker-Strémung) durchgefiihrt. Das methodische Vor-
gehen ist analog zur Hunt-Stromung und zusammen mit detaillierten Ergebnissen in Prie-
de, Arlt, & Biihler (2016) dargestellt. Im Folgenden sollen nur die wesentlichen Ergebnisse
vorgestellt und ein Vergleich mit der Hunt-Stromung vorgenommen werden.

3.5.1 Grundstromung

Die Geschwindigkeits- und Potentialverteilung fiir eine eingelaufene laminare Stromung
wurde bereits in Kapitel 2.2.2 behandelt, weshalb sie hier nicht weiter beschrieben werden
sollen.

Zunichst wird wieder der relative Volumenstrom (g/@Q durch die Seitenschicht betrach-
tet, der in Abbildung 3.16 (a) in Abhéngigkeit von Ha fiir verschiedene ¢ gezeigt ist.
Qs/Q steigt zunéchst mit steigendem Ha fiir alle ¢ an, allerdings ist fiir ¢ = 1 und
¢ = 0.1 ein asymptotisches Verhalten erkennbar. Nach Tillack & McCarthy (1989) gilt:

c+1

QS/Q_l QC/Q_l C+4/3’
wenn Ha '/? < c ist. In Abbildung 3.16 (a) ist der Verlauf von Qg/Q in Abhingigkeit
von ¢ geméf (3.20) und der linearen Stabilitdtsanalyse fiir verschiedene Ha dargestellt.
Nach Tillack & McCarthy (1989) ist Qs/Q < 0.25, sodass hochstens ein Viertel des
Volumenstroms durch die Seitenschicht fliefkt. Mit steigendem ¢ nimmt Qg/Q ab, weil
sich mit zunehmend besser leitender Seitenwand mehr Strompfade durch die Seitenwand
schlieften, was zu einer Abnahme der Geschwindigkeitsjets fithrt. Die Ergebnisse fiir QQgs/Q
aus der linearen Stabilitdtsanalyse zeigen, dass @Qs/@Q zunéchst mit steigendem ¢ zunimmt
und fiir ¢ ~ Ha~/* ein Maximum erreicht (Priede et al., 2016). Das bedeutet, dass fiir
diese Kombination von Ha und c die groften Geschwindigkeiten in den Jets auftreten.
Mit weiter steigendem c fallt QQ5/Q) wieder ab.

(3.20)

Insbesondere fiir ¢ < 1 ist ein grofser Unterschied zur asymptotischen Betrachtung von
Tillack & McCarthy (1989) erkennbar. Zum einen ist die Bedingung Ha~'/? < ¢ bei den
betrachteten Hartmann-Zahlen fiir ¢ < 0.02 nicht mehr erfiillt. Zum anderen zeigt sich
zusiitzlich, dass Ha~'/? < c sehr strikt erfiillt sein muss, um (3.20) anwenden zu kénnen.
Dementsprechend zeigt Abbildung 3.16 (a), dass sich Qg/Q dem asymptotischen Verlauf
gemif Tillack & McCarthy (1989) mit steigendem Ha annédhert. Erst ab ¢ &~ 0.7 ist eine
gute Ubereinstimmung fiir Ha = 5000 im Vergleich zur Asymptotik erkennbar ist. Fiir
¢ = 1 ergibt sich nach (3.20) Qg/Q ~ 0.14, was gut mit dem in Abbildung 3.16 (a)
gezeigten Ergebnis fiir Ha = 5000 iiberein.

Verglichen mit der Hunt-Stréomung, bei der Qs/Q — 1 fiir c?Ha > 1 gilt (siehe Abbildung
3.4 a), wird Qs/Q bei der Walker-Stromung am groRten, wenn ¢*Ha > 1 ist. Maximal
kann bei der Walker-Stromung theoretisch nur ein Viertel des Gesamtvolumenstroms
durch die Seitenschicht transportiert werden, wobei dafiir ¢ < 1 sein muss, sodass extrem
grofke Werte von Ha notwendig sind. Im Gegensatz zur Hunt-Stromung wird der Grofsteil
des Volumenstroms folglich durch die Kernstrémung und nicht durch die Seitenschichten
realisiert.
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Abbildung 3.16: (a) Relativer Volumenstrom )5/ in Abhéngigkeit von Ha als Funk-
tion von c. (b) Druckgradient Redp/dz in Abhéngigkeit von Ha fiir
verschiedene c

Der Druckgradient Redp/dx ist in Abbildung 3.16 (b) in Abhéngigkeit von Ha fiir ver-
schiedene c gezeigt. Zum Vergleich ist zusétzlich der Druckgradient fiir die Hunt-Strémung
dargestellt. Fiir Ha — 0 ergibt sich wieder der hydrodynamische Fall mit Redp/dx = 7.1.
Steigt Ha an, ergibt sich erneut ein Potenzgesetz zwischen Re dp/dx und Ha und es gilt
fir Ha > 1, Redp/dx ~ Ha?. Je nach c stellt sich fiir hinreichend groke Ha folglich
ein grokerer Druckgradient als fiir die ideale Hunt-Strémung ein. Wird ein konstantes
Ha > 0 betrachtet, wichst Redp/dx monoton mit zunehmendem c. Im Vergleich zur
Hunt-Stromung ist erkennbar, dass bis ¢ ~ Ha~'/? der Druckgradient fiir beide Stro-
mungstypen fast nicht unterscheidbar ist. Erst ab ¢ > Ha~'/? steigt Re dp/dx der Walker-
Stromung zunehmend starker an, weil die Seitenwand nun besser elektrisch leitend ist als
die Seitenschicht. Fiir den Druckgradienten stellt sich ein asymptotisches Verhalten mit
Redp/dx ~ Ha? ein. Ein weiterer Unterschied zwischen den beiden Strémungstypen ist,
dass bei der Hunt-Strémung Re dp/dx fiir ¢ > Ha ' sich dem Kurvenverlauf der idea-
len Hunt-Stromung annéhert, weil die Hartmann-Wand viel besser leitend wird als die
Hartmann-Schicht. Bei der Walker-Stromung werden hingegen die Werte des Druckgra-
dienten fiir perfekt leitende Wiande nur fiir ¢ — oo erreicht. Ein asymptotische Verhalten
Redp/dx ~ Ha? stellt sich aber fiir alle ¢ > 0 fiir Ha > 1 ein.

3.5.2 Ergebnisse der linearen Stabilitatsanalyse und Vergleich mit
der Hunt-Stromung

Das erhaltene Stabilitdtsdiagramm fiir die Walker-Strémung ist in Abbildung 3.17 (a) fiir
verschiedene c gezeigt.

Fir Ha = 0 ist die Stromung stabil. Analog zur Hunt-Stromung fillt mit anwachsender
Hartmann-Zahl die kritische Reynolds-Zahl zundchst stark ab. Bei Ha ~ 12 erreicht Re,
fiir ¢ = 1 ein lokales Minimum mit Re. =~ 4800. Danach steigt Re. bis Ha = 30 an, fillt
aber fiir weiter steigende Ha wieder ab und wird fiir Ha > 1 nahezu unabhéngig von
Ha mit Re. ~ 870. Der Knick im Verlauf von Re. bei Ha ~ 30 ergibt sich durch den
Wechsel von Mode II zu Mode I als instabilsten Mode.
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Abbildung 3.17: Kritische Reynolds-Zahl Re. (a) und kritische Wellenlinge A. (b) des
instabilsten Modes als Funktion der Hartmann-Zahl fiir verschiedene
Wandleitfihigkeitsparameter c fiir die Walker-Stromung.

Die zusitzlich gezeigten Kurven fiir ¢ = 0.1 und ¢ = 0.01 verhalten sich prinzipiell
ahnlich, erreichen aber andere Grenzwerte fiir Ha > 1. Fiir ¢ = 0.1 liegt dieser bei
Re. =~ 540, fiir ¢ = 0.01 konnte er mit vertretbaren numerischen Aufwand nicht mehr
berechnet werden. Auffillig ist, dass mit steigendem Ha die Kurve fiir ¢ = 0.1 kleinere
Re. erreicht, als diejenige fiir ¢ = 1. Dieses Verhalten ldsst sich mittels Abbildung 3.16
(a) erkldren. Beispielsweise ist bei Ha = 500 Qg/Q =~ 0.16 fiir ¢ = 0.1 und Q5/Q ~ 0.13
fiir ¢ = 1. Daraus folgt, dass der Jet in der Seitenschicht fiir ¢ = 0.1 stirker ausgepraigt
ist als der fiir ¢ = 1 und er damit eine kleinere kritische Reynolds-Zahl bei Ha = 500
hat. Folglich ist entscheidend, welches Produkt aus cHa den grofsten Volumenstrom in
der Seitenschicht verursacht, woraus eine kleinere kritische Reynolds-Zahl folgt. Es ergibt
sich ein wesentlicher Unterschied zur Hunt-Stromung, denn dort ist Re.(c1) > Re.(c2)
wenn bei gleicher Hartmann-Zahl fiir die Wandleitparameter ¢; < co gilt.

Zum Vergleich der kritischen Reynolds-Zahlen der Walker-Stromung kann die lineare
Stabilitdtsanalyse von Ting et al. (1991) herangezogen werden. Fiir das dort betrachtete
¢ = 0.07 sind in Abbildung 3.17 (a) ebenfalls Ergebnisse fiir Re.(Ha) gezeigt. Im Grenzfall
Ha > 1 ist Re. =~ 550. Ting et al. (1991) finden hingegen Re. ~ 313 fiir Ha > 1.
Beide Werte sind von der selben Grofenordnung, unterscheiden sich aber dennoch um
einen Faktor 1.7. Ursache hierfiir kann das unterschiedliche Vorgehen sein. Ting et al.
(1991) betrachten wegen der Kanalsymmetrie nur eine Seitenschicht mit relativ wenigen
Rechenpunkten fiir ihre lineare Stabilitdtsanalyse. Dadurch kann die Ddmpfung zu niedrig
sein. In der vorliegenden Arbeit wird hingegen der gesamte Kanalquerschnitt fiir die
Stabilitiat der Stromung betrachtet, welcher zuséitzlich durch mehr Rechenpunkte deutlich
genauer aufgelost wird.

Verglichen mit der Hunt-Strémung weist die Walker Strémung grofere kritische Reynolds-
Zahlen auf. Strémungen dieses Typs sind folglich stabiler. Der Grund liegt darin, dass die
Geschwindigkeitsjets der Walker-Stromung schwicher ausgepragt sind als die der Hunt-
Stromung. Fiir letztere ist beispielsweise bei ¢ = 0.1 und Ha = 100 Re. = 2760. Bei
denselben Parametern einer Walker-Stromung gilt hingegen Re,. ~ 3900.

Abbildung 3.17 (b) zeigt die kritische Wellenldnge A, in Abhéngigkeit von der Hartmann-
Zahl fiir die gleichen ¢ wie in 3.17 (a). Die Spriinge in A. bei Ha ~ 30 fiir ¢ = 1 bzw.
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Ha =~ 50 fiir ¢ = 0.1 ergeben sich durch den Wechsel von Mode II zu Mode I, welche
verschiedene Wellenzahlen haben. Bei Anlegen eines schwachen Magnetfeldes wachst .
zunéchst an, zeigt aber schnell nur noch geringe Anderungen mit steigendem Ha und
es gilt A, ~ O(10). Nach dem Wechsel zu Mode I fillt A\, und fir Ha > 1 gilt A\, ~
Ha~'2. Analog zur Hunt-Strémung skalieren die Abmessungen der zu Mode I gehérenden
Instabilititen wie die Seitenschichtdicke dg, weil die Instabilitdten dort lokalisiert sind.
Weiterhin unterscheiden sich Werte der kritischen Wellenldingen nur geringfiigig von denen
der Hunt-Stromung.

In Abbildung 3.18 (a) ist Re.(c) fiir verschiedene Ha gezeigt. Im Vergleich zur Hunt-
Stromung in Abbildung 3.7 ist als wesentlicher Unterschied erkennbar, dass Re.(c) ein
Minimum hat, welches bspw. fiir Ha = 1000 bei ¢ ~ 0.2 liegt. Dieses Minimum fillt
mit dem Maximum von (Qg/@ in der Seitenschicht zusammen, wie Abbildung 3.16 (a)
zeigt. Die Stromung hat folglich dann die kleinste kritische Reynolds-Zahl, wenn in der
Seitenschicht der grofte Volumenstrom transportiert wird. Nach Priede, Arlt, & Biihler
(2016) ist dies der Fall, wenn ¢ ~ Ha~'/* ist. Fiir ¢—0 steigt Re. stark an und im
Grenzfall ¢ = 0 entwickelt sich die Shercliff-Stromung fiir die Re, > 48 - 103Ha'/? gilt
(Pothérat, 2007). Wenn ¢ > Ha~'/*, steigt Re. wieder an, weil Qg/Q abnimmt. Fiir die
Hunt-Stréomung streben die kritischen Reynolds-Zahlen fiir ¢ > 1 asymptotisch gegen
einen festen Wert (sieche Abbildung 3.7 (a). Im untersuchten Parameterbereich konnte
dieses Verhalten fiir die Walker-Stromung nicht gefunden werden.

(a) (b)
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Abbildung 3.18: Kritische Reynolds-Zahl Re,. (a) und kritische Wellenlédnge A. (b) in Ab-
hangigkeit des Wandleitparameters c fiir verschiedene Ha

Der in Abbildung 3.18 (b) gezeigte Verlauf A.(c) weist einen geringen Einfluss von ¢ auf
Ae auf, der mit steigender Hartmann-Zahl monoton fillt. Es ist der bereits diskutierte
Einfluss der Hartmann-Zahl auf A\, erkennbar (siehe Abbildungen 3.17 (b) ). Im Vergleich
zwischen Walker- und Hunt-Strémung (siche Abbildung 3.7 (b) ) fillt auf, dass A. waiker 2
Ae,Hunt 15t. Beil der Hunt-Stromung geht A, mit steigendem c gegen einen konstanten
Wert, der nur von Ha abhéngt, was bei der Walker-Strémung hingegen nicht der Fall
ist. Diese Unterschiede diirften auf das bereits beschriebene verschiedene Verhalten der

Geschwindigkeitsjets dieser beiden Stromungstypen zuriickzufiihren sein.

Der Einfluss des Aspektverhiltnisses auf die Stabilitit der Stromung wurde ebenfalls
untersucht. Entsprechende Ergebnisse fiir Ha = 100 und ¢ = 0.1 fiir alle vier Moden sind
in Abbildung 3.19 (a) fiir Re. und (b) fiir A\. dargestellt. Das Verhalten von Re.(A) ist
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3.5 Lineare Stabilitit der Walker-Str6mung

fiir alle Moden prinzipiell gleich zu dem der Hunt-Stromung, lediglich die Werte von Re,
unterscheiden sich. Fir A ~ 0.34 ist ein Minimum von Re. mit Re. = 1214 fiir Mode I
und Re,. = 17300 fiir Mode II erkennbar. Bei der betrachteten Hartmann-Zahl wirkt das
Aspektverhiltnis A stabilisierend auf die Stromung, wenn A < 4dg ist. Wenn hingegen
A > dg, ist nur ein schwacher Einfluss von A auf Re. der Moden I und II erkennbar.
Entsprechend zeigt A.(A) in Abbildung 3.19 (b) nur eine geringe Abhéngigkeit von A
wenn A > Jg ist. Im schmalen Kanal mit A < 1 nimmt hingegen \. mit A ab. Wegen
der groferen Wellenldngen des Modes II tritt dieser Effekt dort schon bei groferen A als
bei Mode T auf.

Fiir Re. von Mode IIT ist in Abbildung 3.19 (a) erkennbar, dass Re.., aufgrund der Symme-
trieeigenschaften von Mode III, fiir A < 1 kontinuierlich zunimmt. Die kritische Reynolds-
Zahl von Mode IV bildet mit abnehmendem A bei A &~ 0.7 ein schwaches Minimum aus,
bevor Re. analog zu Re.von Mode III bei weiter abnehmendem A ansteigt.

Fiir die relative Energieverteilung konnte ebenfalls fiir Mode I gezeigt werden, dass sich bei
moderaten Ha zunidchst Wirbelstrukturen entwickeln, deren Rotationsachsen senkrecht
zum Magnetfeld stehen. Mit grofer werdendem Ha steigt die magnetische Dampfung,
sodass der Grofteil der turbulenten kinetischen Energie in den z- und z-Komponenten
der Geschwindigkeitsstorung enthalten ist. Die resultierenden Wirbel sind dann parallel
zum Magnetfeld orientiert.

(a) (b)
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Abbildung 3.19: Kritische Reynolds-Zahl Re, (a) und kritische Wellenldnge A. (b) in Ab-
hangigkeit vom Aspektverhiltnis A fiir verschiedene Ha
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3 Lineare Stabilitatsanalyse magnetohydrodynamischer Kanalstromungen

3.6 Wesentliche Ergebnisse der linearen
Stabilitatsanalyse

Erstmalig konnte das lineare Stabilitdtsverhalten von MHD-Strémungen in Rechteck-
kanilen mit diinnen und realistisch leitfihigen Wanden untersucht werden. Dazu wurde
die Randbedingung (2.17) in das von Priede et al. (2010) entwickelte Verfahren imple-
mentiert. Die Untersuchung der linearen Stabilitdt der Hunt-Strémung mit beliebig leitfa-
higen Hartmann-Wéanden und elektrisch isolierten Seitenwédnden stellt eine Erweiterung
fritherer Arbeiten dar. Es zeigt sich, dass die Leitfahigkeit der Hartmann-Wand einen
wesentlichen Einfluss auf die Stabilitdt der Stromung hat. Ein abnehmendes ¢ hat eine
Zunahme von Re. bei konstantem Ha zur Folge. Im Grenzfall ¢ < dy ~ Ha ! geht
die Stromung in die Shercliff-Strémung iiber. Fiir ¢ > dg ~ Ha™! ergibt sich hingegen
die ideale Hunt-Strémung. Entsprechend nimmt in diesem Grenzfall mit cHa > 1 die
Abhéangigkeit der kritischen Reynolds-Zahl von Ha kontinuierlich ab. Fiir ¢ = 1 konnte
Re. ~ 120 fiir Ha > 1 ermittelt werden.

Die instabilen Stromungsmuster sind in den Seitenschichten lokalisiert und ihre kritische
Wellenléinge . skaliert mit der Dicke der Seitenschicht dg ~ Ha /2. Weiterhin bewegen
sich die Instabilitdten mit 0.47tu,,, in Hauptstromungsrichtung. Deutlich wurde, dass
die Geschwindigkeitsstorungen anisotrop verteilt sind und diejenigen Komponenten der
Geschwindigkeitsstorungen mit den grofiten Energieanteilen Wirbelstrukturen ausbilden,
die in Magnetfeldrichtung orientiert sind.

Das Aspektverhiltnis A wirkt sich auf die Stabilitdt der Stromung aus, wenn der Kanal
hinreichend schmal ist und die Storungen der gegeniiberliegenden Seitenschichten mit-
einander wechselwirken kénnen. Je nach Mode hat dies eine Stabilisierung (Mode IILIV)
oder Destabilisierung (Mode I, II) der Stromung zur Folge. Die Destabilisierung der Mo-
den I und II erfolgt in einem Bereich 40s < A. Bei kleineren A erfolgt eine Zunahme von
Re, dieser Moden, weil sich die Seitenschichten iiberlagern und sich die Instabilitdten
gegenseitig behindern.

In der Hunt-Strémung bilden sich deutlich gréfere Geschwindigkeitsjets in den Seiten-
schichten aus als bei der Walker-Strémung. Das hat zur Folge, dass Re. bei gleichem ¢ und
Ha in der Hunt-Stromung kleiner ist. Da in dieser Strémung die Jets mit zunehmendem c
und Ha anwachsen, nimmt Re. bei Ha > 1 kontinuierlich ab, bis sich ein asymptotisches
Verhalten eingestellt hat. Im Gegensatz dazu sind in der Walker-Stromung die Jets dann
maximal, wenn ¢ ~ Ha /4 erfiillt ist. Bei entsprechender Parameterkombination ist es
demnach méglich, dass Re.(c1) < Re.(c2) mit ¢; < co bei konstantem Ha > 1. Bei der
Hunt-Stromung ist dies nicht méglich.
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4 Numerische Simulation
magnetohydrodynamischer
Kanalstromungen

Im vorangegangen Kapitel wurde mit Hilfe der linearen Stabilitdtsanalyse die Transition
einer laminaren zu einer zeitabhingigen MHD-Stromungen als Funktion der Parameter
Ha, ¢, und A untersucht. Diese Untersuchungen sind aber auf die unmittelbare linea-
re Stabilitdtsgrenze der MHD-Stréomung mit Re., A. und f begrenzt. Basierend auf
den Ergebnissen der linearen Stabilitdtsanalyse werden deshalb numerische Simulatio-
nen durchgefiihrt, wobei die Reynolds-Zahl iiber die kritische Reynolds-Zahl der linea-
ren Stabilitdtsanalyse hinaus erhoht wird. Dadurch kann das Verhalten der instabilen
MHD-Stromung oberhalb der linearen Stabilititsgrenze untersuchen werden. Fiir die nu-
merischen Simulationen werden Hunt-Stromungen betrachtet, bei denen Ha, Re und A
variiert werden. Der Wandleitparameter wird auf ¢ = 0.03 fixiert, um Vergleiche mit
experimentellen Daten vornehmen zu kénnen (siche Anhang 7).

4.1 Numerisches Verfahren

4.1.1 Grundlagen

Um allgemein eine Stromung numerisch berechnen zu konnen, miissen zunéchst die be-
trachteten mathematischen Gleichungen und das betrachtete Rechengebiet diskretisiert
werden. Gemeint ist damit die Darstellung des Rechengebietes durch endlich viele Re-
chenpunkte und Uberfithrung der Differentialgleichungen in algebraische Gleichungen,
deren Losung auf den Rechenpunkten erfolgt. In dieser Arbeit wird hierfiir die Finite-
Volumen-Methode (FVM) verwendet. Dabei wird das betrachtete Rechengebiet in eine
finite Anzahl nicht {iberlappender Volumenelemente V; zerlegt. In den Mittelpunkten
dieser Volumenelemente werden die algebraischen Gleichungen gelést. Dabei werden fiir
gewohnlich Gleichungen fiir eine Erhaltungsgrofe 1 (x,t) betrachtet, die die Form:

%/w(aﬁ,t}dv + /f(w(w,t)) dA = q(xt), (4.1)

A;

annehmen. Gleichung (4.1) driickt aus, dass die zeitliche Anderung der Grofe ¢ in V;
dem Fluss f(¢(«,t)) durch die Oberfliche A; von V; entspricht. Mit ) g wird die Summe
zusitzlicher Quellterme von 1) bezeichnet. Wichtig ist, dass die Erhaltungsgleichungen in
integraler Form ausgedriickt und fiir jedes V; berechnet werden.
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4 Numerische Simulation magnetohydrodynamischer Kanalstromungen

Fiir die Herleitung der Massenerhaltung wird bspw. 1 = p gesetzt. Der Fluss durch die
Oberflache ergibt sich aus pv und ¢ = 0, da keine weiteren Quellen oder Senken im
Volumenelement auftreten. Es gilt daher:

0
a/pdV+/pv-dA:O. (4.2)
Vi A;
Mit Hilfe des Gauls’schen Satzes ergibt sich daraus
dp
- . =0. 4.
T +V-(pv)=0 (4.3)

Wird hingegen der Impuls betrachtet, werden durch ¢ weitere Oberflachenkrifte (Druck-
gradient und Reibung) und Volumenkrifte (Schwerkraft, Lorentz-Kraft) beriicksichtigt
und in entsprechender integraler Form ausgedriickt.

Werte von 1 werden im Volumenmittelpunkt gespeichert. Zur Losung der Gleichungen,
miissen die Werte fiir die Volumen- und die Oberflichenintegrale mittels verschiedener
Verfahren approximiert werden. Je nach Verfahren ist es dann notwendig, Werte von
benachbarten Volumenmittelpunkten in die Approximation des Integrals mittels Interpo-
lation mit einzubeziehen.

Der grofe Vorteil von FVM ist, dass die Betrachtung jedes Teilvolumens konservativ ist
und damit das numerische Verfahren fiir das gesamte Rechengebiet automatisch konser-
vativ ist und somit inhdrent die Erhaltungsgleichungen erfiillt sind. Weiterhin kann es fiir
alle Arten von Gittern angewendet werden.

Fiir die in dieser Arbeit vorgenommenen numerischen Berechnung von MHD-Stromungen
werden die Gleichungen (2.9) und (2.14) auf einem strukturierten, orthogonalen Recht-
eckgitter gelost.

4.1.2 Verwendete Losungalgorithmen

Zur numerischen Losung eines konkreten Stromungsproblems miissen die relevanten phy-
sikalischen Gleichungen in ein Programm bzw. eine Programmbibliothek implementiert
werden. Diese Programmbibliothek wird Solver genannt.

Um eine MHD-Strémung berechnen zu koénnen, muss in der Impulsgleichung (2.9) die
Lorentz-Kraft bestimmt werden. Ausgangspunkt des in dieser Arbeit verwendeten Sol-
vers ist der frei verfiighbare Solver conjugatedHeatFoam, der Teil des frei verfiigharen
Programms foam-extend ist (foam-extend project, 2015). Dieses Programm wird fiir die
numerischen Simulationen verwendet und in Abschnitt 4.1.4 ndher beschrieben.

Basierend auf dem Solver conjugatedHeatFoam wurde in der Arbeitsgruppe ein eigener
Solver fiir MHD-Probleme entwickelt und fiir diese Arbeit verwendet (Mistrangelo &
Biihler, 2011). Anlehnend an conjugatedHeatFoam wird der MHD-Solver conjugated M-
HDFoam genannt. Er basiert auf der Idee der induktionsfreien Approximation, wie sie
in Kapitel 2 erlautert wurde. Dementsprechend wird nicht das induzierte Magnetfeld,
wie in mhdFoam, sondern das erzeugte elektrische Potential ¢ berechnet. Dadurch ist es
moglich, das elektrische Potential sowohl im Fluid, als auch in der Wand zu berechnen,
also in Regionen mit unterschiedlichen physikalischen Eigenschaften.
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Das Besondere am conjugated-Verfahren ist, dass der Solver Losungen fiir mehrere Re-
gionen gleichzeitig berechnet. Zu losen sind die Gleichungen:

A(O’ﬂ¢ﬂ) -V (aﬂv X B) =0 (4.4)

und
A(opdy) =0, (4.5)

wobei ¢ das elektrische Potential im Fluid mit der elektrischen Leitfdhigkeit o und ¢,
das Potential in der Wand mit der Leitfdhigkeit o, beschreiben. Bei der Diskretisierung
werden (4.4) und (4.5) in einem zu lésenden Gleichungssystem ausgedriickt. Die anein-
ander grenzenden Rander der Regionen werden mit der regionCouple-Randbedingung
gekoppelt, sodass ein Informationsaustausch iiber den Rand hinweg erfolgen kann. Mit
dieser Methode konnen daher Kanidle mit endlich elektrisch leitfadhigen Wénden unter-
sucht werden, was fiir diese Arbeit wesentlich ist. Die von Walker (1981) eingefiihrte
Diinne-Wand-Approximation ist deshalb nicht erforderlich.

Durch Implementierung des Ohm’schen Gesetzes fiir bewegte Leiter (2.13) lédsst sich die
Stromdichte j berechnen, welche nach Ni et al. (2007) in einer konservativen Form ausge-
driickt wird. Dadurch wird der numerische Fehler reduziert, weil keine kiinstlichen Quellen
oder Senken fiir elektrische Ladungen auftreten konnen (Ferziger & Peric, 2002). Geméf
Gleichung (2.10) lasst sich aus j die Lorentz-Kraft bestimmen.

Insgesamt werden mit conjugated MHDFoam die Differentialgleichungen (2.1) und (2.14),
unter Verwendung von (2.13) und (2.10), geldst.

Als Losungsalgorithmus wird das Pressure-Implicit-with-Splitting-of-Operator-Verfahren
(PISO) verwendet. Dabei werden zur numerischen Losung der Impulsgleichung pro Zeit-
schritt entweder Startwerte oder Werte des vorhergehendes Zeitschrittes verwendet. Das
daraus resultierende Geschwindigkeitsfeld erfiillt allerdings nicht die Kontinuitdtsglei-
chung. Deswegen wird eine Druckkorrekturgleichung geldst, mit deren Hilfe das Geschwin-
digkeitsfeld korrigiert wird. Dies wird iterativ solange wiederholt, bis Impuls- und Kontiui-
téatsgleichung erfiillt sind. Anschlieftend erfolgt der néchste Zeitschritt und das Verfahren
beginnt von vorn. (Ferziger & Peric, 2002).

Die rdumlichen Ableitungen des numerischen Verfahrens haben eine Genauigkeit zweiter
Ordnung, wihrend die zeitlichen Ableitungen eine Genauigkeit erster Ordnung haben.

In einer zweiten Version wurde der Solver fiir periodische Randbedingungen angepasst.
Fiir instabile Stromungen bedeutet das, dass der Kanal mindestens so lang sein muss,
wie eine Wellenldnge der Stérung.

4.1.3 Grundkonfiguration und Randbedingungen

Zur Simulation der in dieser Arbeit betrachteten Kanalstromungen werden strukturier-
te, orthogonale Rechteckgitter verwendet. Ein Gitter besteht dabei aus einer Vielzahl
einzelner Gitterzellen bzw. Volumenelementen, welche die Diskretisierung des Rechenge-
bietes realisieren. Die Rand- bzw. Grenzflachen des Gitters werden Patches genannt. Von
diesen gibt es unterschiedliche Typen, um verschiedene physikalische Randbedingungen
realisieren zu konnen.
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4 Numerische Simulation magnetohydrodynamischer Kanalstromungen

Wie im Kapitel 2 ausgefiihrt, skalieren die Grenzschichtdicken in MHD-Kanélen mit
Sga ~ Ha ' an den Hartmann-Winden, bzw. mit g ~ Ha /2 an den Seitenwiin-
den. Fiir Anwendungen in der Kernfusion ist Ha ~ O(10%), sodass sich extrem diinne
Grenzschichten ergeben, deren Auflosung zur korrekten Darstellung der Physik essentiell
ist. Im Kernstromungsbereich ist die Geschwindigkeit hingegen meistens rdumlich kon-
stant, sodass hier eine deutlich geringere Auflésung als in den Grenzschichten ausreichend
ist. Diese beiden unterschiedlichen Anforderungen lassen sich mittels nicht-Aquidistanten
Gittern effizient erfiillen. Fiir deren Erzeugung wird eine geometrische Reihe verwendet
(OpenFOAM OpenFOAM Foundation, 2014). Dabei wird das Verhéltnis aus kleinstem
zu grofstem Teilvolumen als Gradingfaktor bezeichnet. Die Diskretisierung des Rechenge-
bietes erfolgt mit dem Programm blockMesh.

Eine Ubersicht iiber alle verwendeten Randbedingungen ist in Tabelle 4.1 zusammenge-
stellt. In Stromungsrichtung werden fiir die Validierung der laminaren, voll eingelaufenen
Stromungen in Abschnitt 4.2.1 und die anschliefenden numerischen Simulationen von in-
stabilen MHD-Strémungen in Abschnitt 4.3 periodische Randbedingungen benutzt. Dabei
wird eine konstante mittlere Geschwindigkeit vorgegeben. Im Abschnitt 4.2.2 wird hinge-
gen ein nicht periodisches Problem betrachtet. Hier werden am Einlass fiir die Geschwin-
digkeit und das elektrisches Potential die Losungen fiir die laminare, voll eingelaufene
Stromung als Dirichlet-Randbedingung, also konstante Einlasswerte (fixedValue), vorge-
geben. Am Auslass miissen die Ableitungen in Stromungsrichtung verschwinden, sodass
Neumann-Randbedingung mit dv/0n = 0 bzw. d¢/0n = 0 vorgegeben werden, wobei n
die Koordinate senkrecht zur Auslassfliche ist. Eine Normalenableitung die verschwindet,
wird im Folgenden als zeroGradient bezeichnet.

Fiir den Druck wird am Einlass die Neumann-Randbedingung dp/dn = 0 vorgegeben,
was aufgrund des PISO-Verfahrens notwendig ist, wenn eine Einlassgeschwindigkeit vor-
gegeben wird. Am Auslass ldsst sich ein beliebiger Referenzdruck wéhlen, sodass ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit p = 0 gesetzt werden kann.

An den Winden gilt fiir die Geschwindigkeit die hydrodynamische Randbedingung v = 0.
Fiir das elektrische Potential ¢ gibt es, je nach physikalischem Problem, verschiedene
Randbedingungen. Im Falle von idealisierten Randbedingungen, also isolierten oder per-
fekt leitfihigen Wénden, ist eine Kopplung mit der Wand nicht nétig, weil die Randbe-
dingungen (2.19) bzw. (2.20) verwendet werden kénnen. Weist die Wand eine endliche
elektrische Leitfahigkeit auf, wird eine numerische Kopplung zur numerisch aufgelésten
Wand (regionCouple) an der Fluid-Wand-Grenzfliche gesetzt.

Aufgrund der Symmetrie von Rechteckkanalstromungen ist es ausreichend, nur ein Vier-
tel des Kanalquerschnittes bei zweidimensionalen, stationdren Stromungen zu betrachten.
An der Symmetrieebene entspricht dies fiir die Geschwindigkeit einer reibungsfreien Stro-
mung, was mit der Option slip realisiert wird.

Bei der Diskretisierung der Wand muss beachtet werden, dass die aneinander angren-
zenden Grenzflichen vom Fluid und Wand in ihrer Diskretisierung identisch sind, also
Zellenanzahl und Gitterweite in tangentialer Richtung iibereinstimmen. Andernfalls kon-
nen sich numerische Instabilitaten auspriagen. Die aneinander angrenzenden Patches sind
vom Typ ,regionCouple”, welcher einen Informationsaustausch zwischen den benachbar-
ten Gittern zuldsst. Im Falle einer Zerteilung des Rechengebietes zur Parallelisierung
muss darauf geachtet werden, dass die einander zugeordneten Zellen aus Fluid und Wand
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|

| Einlass | Auslass | Wand L B | Wand| B | Symmetrie L B | Symmetrie|| B |

v | fV/cyclic | zG/cyclic 0 0 slip slip
¢ | zG/cyclic | zG/cyclic | zG/0/rC | zG/0/rC zG 0
p | zG/cyclic | 0/cyclic zG zG zG zG

Tabelle 4.1: Randbedingungen fiir Geschwindigkeit, elektrisches Potential ¢ und Druck
p. fV: fixedValue, zG: zeroGradient, rC: regionCouple

dem selben Prozessor zugeordnet werden. Andernfalls kann es zu numerischen Fehlern
kommen.

4.1.4 Die Software OpenFoam

Zur Stromungssimulation wird eine erweiterte Version des quelloffenen, auf dem Finite-
Volumen-Verfahren basierenden Programms OpenFoam (Open Source Field Operation
and Manipulation) verwendet (Weller et al., 1998, http://openfoam.org). OpenFoam ist
zur Untersuchung fiir eine Vielzahl von kontinuumsmechanischen Problemen, wie Wir-
metransport, Turbulenz oder Mehrphasenstromungen geeignet. Aufgrund der freien Zu-
ginglichkeit des Quellcodes bietet es gegeniiber anderen CFD-Programmen den Vorteil,
dass der Nutzer volle Kontrolle iiber das mathematisch-numerische Verfahren hat und
es selbst erweitern bzw. dndern kann. Dies wird durch die Verwendung von C+-+ als
Programmiersprache fiir OpenFoam vereinfacht, weil sich dadurch eine relativ starke Ab-
straktion der Syntax durch Objektorientierung verwirklichen ldsst. Gleichungen konnen
so sehr dhnlich ihrer mathematischen Schreibweise programmiert werden und der Pro-
grammieraufwand fiir den Nutzer wird reduziert. Die Diskretisierungen der Gleichungen
werden von OpenFoam durchgefiihrt, der Nutzer muss hierfiir nur die gewiinschten nume-
rischen Verfahren angeben. Zur Diskretisierung des Rechengebietes stehen blockMesh und
andere Hilfsprogramme zur Verfiigung. Eine Parallelisierung von Simulationen ist mittels
OpenMPI moglich. Zusétzlich werden diverse Hilfsprogramme zum Pre- und Postproces-
sing mitgliefert.

In OpenFoam ist bereits ein MHD-Solver, mhdFoam, enthalten, welcher mit Hilfe des
induzierten Magnetfeldes nach (2.12) die Lorentz-Kraft berechnet. Allerdings muss ein
numerischer Korrekturterm eingefiihrt werden, um Diskretisierungsfehler zu vermeiden
und um die Divergenzfreiheit des Magnetfeldes iiberall zu gewéhrleisten. Dieses Verfahren
funktioniert aber nicht hinreichend gut und es treten mit zunehmender Hartmann-Zahl
deutlich sichtbare Abweichungen zwischen numerischen und analytischen Losungen auf
(OpenFOAM Foundation, 2008; mhdFoam, 2012).

Deshalb wird der in Abschnitt 4.1.2 vorgestellte Solver verwendet, der auf dem elektri-
schen Potential ¢ anstatt dem induzierten Magnetfeldes basiert. In foam-extend ist das
bereits beschriebene conjugated-Verfahren verfiighar, mit dem es moglich ist, verschie-
dene Rechenregionen direkt miteinander zu koppeln, die unterschiedliche physikalische
Eigenschaften haben. Dies ermoglicht die numerische Betrachtung von Kanélen mit end-
lich leitfdhigen Wianden.

Weiterhin bietet foam-extend Unterstiitzung fiir Finite-Elemente-Verfahren, dynamische
Gitter und Berechnungen auf GPUs (foam-extend project, 2015).
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4.2 Validierung des numerischen Verfahrens fiir
MHD-Rechteckkanalstromungen

4.2.1 Zweidimensionale Stromungen

Zunichst soll der Solver fiir stationire, zweidimensionale Stromungen mit idealisierten
Randbedingungen anhand analytischer Losungen validiert werden (Shercliff, 1953; Hunt,
1965). Fiir perfekt elektrisch leitende oder isolierte Wande gelten fiir ¢ die Randbedin-
gungen (2.19) und (2.20). Eine Berechnung des elektrischen Potentials in der Wand ist
nicht notwendig.

4.2.1.1 Grundkonfiguration

Aufgrund der Symmetrie des Kanals ist es ausreichend, lediglich fiir ein Viertel des Kanal-
querschnittes die numerischen Berechnungen durchzufiihren, hier von 0 < x < 0.1, 0 <
y<1,0 <2z <1, was dem oberen rechten Quadranten bei Blickrichtung in Stromungs-
richtung entspricht (siehe Abbildung 2.1). Das externe Magnetfeld ist in y-Richtung ori-
entiert und konstant. Zur Simulation des Kanalviertels wurden verschiedene Gitter ver-
wendet, ndmlich mit 3 x 50 x 50 Zellen und 3 x 100 x 100 Zellen in z—, y—, z—Richtung.
Zusétzlich wurden die Gradingfaktoren variiert. Einlass und Auslass des Kanals sind {iber
periodische Randbedingungen miteinander verbunden, wobei drei Zellen in z-Richtung
aufgrund der laminaren, voll eingelaufenen Stromung ausreichend sind. Die Strémung
hat eine Reynolds-Zahl von Re = 100. Die lineare Stabilitdtstheorie liefert fiir die ideale
Hunt-Strémung, welche die kleinsten kritischen Re. aufweist, Re. ~ 112 bzw. \. ~ 1.2 fiir
Ha > 1(Priede et al., 2010). Die Stromung kann daher als stabil angenommen werden.

4.2.1.2 Shercliff-Strémung

Die numerischen Ergebnise werden mit der analytischen Losung von Shercliff (1953) ver-
glichen. In Abbildung 4.1 sind Geschwindigkeitsprofile in den Grenzschichten entlang der
z-Achse (a) und y-Achse (b) fiir verschiedene Hartmann-Zahlen Ha und Re = 100 dar-
gestellt. Durchgezogene Linien entsprechen den analytischen Losungen, die Punkte den
numerischen Ergebnissen. Bis Ha < 20000 liegt eine nahezu perfekte Ubereinstimmung
vor. Weiterhin ist die Abweichung zwischen numerischen und analytischen Lésungen fiir
die Druckgradienten Adp/Ox dargestellt, welche stets unter 1% liegt. In Abbildung 4.1
(b) wird noch einmal deutlich wie diinn die Hartmann-Schicht fiir Ha > 1 wird, sodass
ein erheblicher Aufwand zur Diskretisierung des Rechengebietes notig ist. Abbildung 4.2
zeigt den Verlauf des elektrischen Potentials ¢ entlang der z-Achse. Es wichst im Bereich
der Kernstromung linear mit z an. In der Seitenschicht flacht der Verlauf von ¢ ab, wobei
an der Wand d¢/0n = 0 gilt, weil kein Strom in die isolierte Wand eintritt. Die Uberein-
stimmung zwischen numerischer und analytischer Losung ist hervorragend. In y-Richtung
ist ¢ konstant und wird daher nicht gezeigt.

Bemerkenswert ist, dass die dargestellten Ergebnisse bereits mit dem gréberen 50x50-
Gitter erzielt werden konnten.

Wie bereits erwihnt, ist eine gute Auflésung der Grenzschichten notwendig, um gute nu-
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Abbildung 4.1: Geschwindigkeitsprofile in den Grenzschichten (a) u(y = 0,z) und (b)
u(y,z = 0) fiir verschiedene Hartmann-Zahlen bei elektrisch isolierten
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Abbildung 4.2: Elektrisches Potential ¢(y = 0, z) fiir verschiedene Hartmann-Zahlen bei
elektrisch isolierten Kanalwinden
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4 Numerische Simulation magnetohydrodynamischer Kanalstromungen

merische Ergebnisse zu erzielen. Dies gilt insbesondere fiir den Shercliff-Fall, weil sich hier
der elektrische Strom in der diinnen Hartmann-Schicht schliefst. Eine detaillierte Untersu-
chung des Einflusses der Auflosung der Grenzschichten ist in Tabelle 4.2 fiir unterschiedli-
che 50x50-Gitter und Ha = 1000 zu sehen. Die Anzahl der Zellen in der Hartmann-Schicht
wurde fiir M1 bis M5 verdandert, wihrend sie in der Seitenschicht konstant gelassen wur-
de. Adp/Ox verringert sich mit zunehmender Zellenzahl in der Hartmann-Schicht stark.
Insbesondere von M1 zu M3 nimmt der relative Fehler von dp/dx von rund 9% bei M1 auf
unter 1% bei M3 ab. Eine weitere Verfeinerung der Auflésung in der Hartmann-Schicht
reduziert den Fehler von Adp/Ox nicht mehr so stark, er fillt aber noch auf 0.34% ab.
Bei dem gewihlten Gitter sind also rund 10% der Zellen in y-Richtung in der Hartmann-
Schicht notwendig, um einen relativen Fehler kleiner 1% zu erreichen. Der relative Feh-
ler kann durch eine weitere Erhohung der Auflosung weiter reduziert werden, allerdings
verlangsamt sich die Fehlerreduktion dabei, sodass der numerische Mehraufwand im Ver-
hiltnis stiarker zunimmt. Anhand von M4 und M6 bis M8 ist in Tabelle 4.2 der Einfluss
der Auflosung der Seitenschicht auf Adp/Ox gezeigt, wobei die Hartmann-Schicht fiir
alle Félle mit 7 Zellen in y-Richtung aufgelost wird. Es zeigt sich, dass die Auflésung
der Seitenschicht auf Adp/dx im Vergleich zu der der Hartmann-Schicht einen deut-
lich geringeren Einfluss hat. Sofern die Hartmann-Schicht hinreichend gut aufgelost ist
(hier mindestens 5 Zellen in y-Richtung), und die Gitterauflosung in y— und z—Richtung
ghnlich ist, ist davon auszugehen, dass die Seitenschicht hinreichend gut aufgel6st ist,
insbesondere weil sie mit O(Ha~/?) dicker als die Hartmann-Schicht ist.

[50x50 [ Rlee [ /Ha | Souu

#S | Adp/ox]%] |

AYmaz AZmaa
M1 0.01 1 0.005 | 19 9.04
M2 0.0045 2 0.005 | 19 3.04
M3 0.001 ) 0.005 | 19 0.54
M4 0.0005 7 0.005 | 19 0.34
M5 0.00025 10 0.005 | 19 0.27
M6 0.0005 7 0.5 2 0.45
M7 0.0005 7 0.05 8 0.34
M8 0.0005 7 0.001 | 25 0.34

Tabelle 4.2: Einfluss verschiedener Gradingfaktoren % auf den relativen Fehler im
Druckgradienten Op/0x fir Ha = 1000. #Ha bezeichnet die Anzahl der
Zellen in der Hartmann-Schicht in y-Richtung, #S die in der Seitenschicht
in 2-Richtung.

In Abbildung 4.3 ist der relative Fehler Au der axialen Geschwindigkeit in Abhéngigkeit
von z fiir die in Tabelle 4.2 aufgefiihrten Gitter M1 bis M5 dargestellt. Es zeigt sich
deutlich, wie die Auflosung der Hartmann-Schicht den relativen Fehler der Geschwindig-
keit beeinflusst. Auffillig ist insbesondere, dass der relative Fehler in der Seitenschicht, je
nach Auflésung der Hartmann-Schicht, deutlich gréfer ist, als der in der Kernstromung.
In dieser wird die Geschwindigkeit eher iiberschétzt, wihrend sie in der Seitenschicht eher
unterschitzt wird, was zu den positiven, bzw. negativen relativen Fehlern fiihrt. Genau
wie beim Druckgradienten, ist fiir die Geschwindigkeit der relative Fehler fiir M1 am grof-
ten und nimmt mit kleiner werdendem Gradingfaktor ab. Allerdings sind die relativen
Fehler der Geschwindigkeit geringer als die des Druckgradienten, beispielsweise liegt Au
fiir M2 bereits unter 1%, wihrend Adp/0x noch bei 3% liegt. Eine alleinige Beriicksich-
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Abbildung 4.3: Relativer Fehler der axialen Geschwindigkeit in 2-Richtung bei unter-
schiedlicher Auflosung der Hartmann- Schicht fiir die in Tabelle 4.2 auf-
gefiihrten Gitter M1 bis M5.

tigung des relativen Fehlers der Geschwindigkeit reicht demnach als Kriterium nicht aus,
um ausreichend gute numerische Ergebnisse zu garantieren.

Die Validierung zeigt, dass bei der betrachteten Shercliff-Stromung die Hartmann-Schicht
mit mindestens 5 Punkten in y-Richtung aufgelost werden sollte. Wird die Seitenschicht
mit dhnlich vielen Zellen aufgeldst, so ist Adp/dx < 1% zu erwarten.

4.2.1.3 Hunt-Strémung

Zur Validierung des numerischen Verfahrens fiir MHD-Kanalstromungen wurden sowohl
Kanile mit perfekt elektrisch leitender Hartmann-Wand als auch mit endlicher elektri-
scher Leitfdhigkeit betrachtet. Zunéchst sollen die Ergebnisse fiir den idealisierten Kanal
betrachtet werden. Zur Validierung werden die analytischen Losungen von Hunt (1965)
verwendet.

In Abbildung 4.4 sind numerische (Symbole) und analytische (durchgezogene Linien)
Losungen fiir u(y = 0,2) (a) und u(y,z = 0) (b) dargestellt. Das charakteristische Ge-
schwindigkeitsprofil einer Hunt-Stromung mit sehr niedriger Kerngeschwindigkeit und
starken Geschwindigkeitsiiberhéhungen in der Seitenschicht ist deutlich erkennbar.

Numerische Berechnungen wurden fiir Re = 100 bis Ha < 20000 erfolgreich durchgefiihrt.
Bis Ha < 10000 ist Adp/dx < 0.2% und fiir Ha = 20000 ist Adp/dx = 0.54%. Dies
ist in Anbetracht des relativ groben Gitters eine bemerkenswert gute Ubereinstimmung.
Abbildung 4.5 zeigt ¢(y = 0, 2) fiir verschiedene Ha. Ebenfalls ist der charakteristische
Verlauf von ¢ fiir eine ideale Hunt-Stromung erkennbar: Wegen der perfekt leitenden
Winde gleichen sich Potentialunterschiede instantan aus und in der Kernstrémung ist
¢ = const. In den Seitenschichten findet ein Stromfluss parallel zum Magnetfeld statt,
sodass hier ¢ stark ansteigt. Auf der Seitenwand gilt wieder d¢/0On = 0. Es zeigt sich
eine gute Ubereinstimmung zwischen numerischer und analytischer Lsung.

Der Einfluss der Auflésung der Grenzschichten wurden ebenfalls untersucht und ist in Ta-
belle 4.3 dargestellt. Sowohl die Gesamtzahl der Gitterzellen wurde variiert, als auch die
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Abbildung 4.4: Geschwindigkeiten (a) u(y = 0,z) und (b) u(y,z = 0) fiir verschiede-
ne Hartmann-Zahlen fiir perfekt leitende Hartmann-Wiande und isolierte
Seitenwénde. Das Gitter hat 50x50 Zellen in y—und z—Richtung.
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Abbildung 4.5: Elektrisches Potential ¢(y = 0, z) fiir verschiedene Hartmann-Zahlen und
perfekt leitende Hartmann-Winde und isolierte Seitenwinde.
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| Gitter | #Ha | #S | Adp/0xz[%] |

1 90x50 2 15 0.21
2 50x50 2 25 0.70
3 50x50 3 15 0.12
4 | 50x50 5 25 0.74
5 50x50 7 15 0.09
6 90x50 7 25 0.57
7 | 100x100 2 15 0.06
8 | 100x100 2 25 0.03
9 | 100x100 3 15 0.07
10 | 100x100 5 25 0.02
11 | 100x100 7 15 0.08
12 | 100x100 7 25 0.04

Tabelle 4.3: Einfluss von Gittergrofse und Anzahl der Zellen in der Hartmann-Schicht
(#Ha) und in der Seitenschicht (#5S) fiir Ha = 1000 auf den relativen Fehler
AQdp/0x im Druckgradienten Op/0zx.

Anzahl der Zellen in den Grenzschichten. Der Gradingfaktor wurde so gewahlt, dass die
aufgefiihrte Zellenzahl in den Grenzschichten erreicht wurde. Fiir das 50x50-Gitter gilt
stets Adp/dx < 1% und fiir das 100x100-Gitter gilt sogar Adp/dx < 0.1%. Im Vergleich
zu Tabelle 4.2 fillt auf, dass die Auflésung der Hartmann-Schicht keinen so grofen Ein-
fluss mehr auf Adp/0Ox hat, weil sich der Strom in der besser leitenden Hartmann-Wand
schliefen kann. Fiir das 50x50-Gitter ist Adp/0z stets deutlich grofer, wenn 25 statt 15
Zellen in der Seitenschicht liegen, beim 100x100-Gitter tritt dieser Effekt hingegen nicht
auf, sondern der relative Fehler nimmt weiter ab. Daraus lisst sich schliefien, dass nicht
zu viele Zellen im Verhéltnis zur Gesamtzahl in der Seitenschicht liegen diirfen, weil an-
sonsten die Auflosung des restlichen Rechengebietes zu gering und die numerische Losung
ungenauer wird.

Laut Tabelle werden die geringsten relativen Fehler erreicht, wenn 15 von 50 bzw. 25 von
100 Zellen in der Seitenschicht liegen, also ungefihr ein Viertel der Zellen in z-Richtung.

Neben den Fillen mit idealisierten Hartmann-Wéanden wurden zusdtzlich welche mit
endlicher Leitfihigkeit untersucht. In Tabelle 4.4 sind numerische und analytische Er-
gebnisse fiir Hartmann-Zahlen Ha = 5000 und Ha = 15000 fiir ¢ = 0.1 und ¢ = 0.01
gezeigt. Es wurden Rechnungen sowohl fiir ein 50x50-Gitter (bezogen auf ein Viertelka-
nalquerschnitt), als auch fiir ein feineres Gitter mit 100x100-Zellen vorgenommen. Die
Gradingfaktoren sind fiir die Nummern 1-3 und 5-7 gleich, bei 4 und 8 war eine Re-
duzierung des Gradingfaktors um den Faktor 2 in y-Richtung notwendig, da ansonsten
keine Konvergenz erzielt werden konnte. Trotzdem ist die Auflésung in der Hartmann-
und Seitenschicht bei den 100x100-Gittern stets hoher. Es zeigt sich, dass bereits bei
den 50x50-Gittern die Abweichung zwischen numerischer und analytischer Losung unter
einem Prozent liegt. Eine Erhohung der Auflosung auf das 100x100-Gitter fiihrt nur zu
geringfiigigen Anderungen im relativen Fehler des Druckgradienten.

Im verwendeten numerischen Verfahren werden die endlich elektrisch leitenden Winde
numerisch aufgelost, um das elektrische Potential und die Stromdichte in der Wand be-
rechnen zu kénnen. Daher muss der Einfluss des Wandgitters auf die numerische Losung
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| | Ha | ¢ | Gitter | #Ha | #S [ Adp/0xz[%] |

1] 5000 | 0.1 20x50 4 13 0.56
2| 5000 | 0.1 | 100x100 8 25 0.53
3 | 15000 | 0.1 50x50 1 9 0.74
4115000 | 0.1 | 100x100 2 18 0.77
5| 5000 | 0.01 | 50x50 4 13 0.02
6 | 5000 | 0.01 | 100x100 8 25 0.05
71 15000 | 0.01 | 50x50 1 9 0.26
8 | 15000 | 0.01 | 100x100 2 18 0.08

Tabelle 4.4: Vergleich zwischen numerischer und analytischer Losung fiir Ha = 5000 und
Ha = 15000 fiir verschiedene ¢ und Auflésungen in y— und z—Richtung. #Ha
bezeichnet die Anzahl der Zellen in der Hartmann-Schicht in y-Richtung,
#S die in der Seitenschicht in z-Richtung. Die Wand ist mit 5 Zellen in
y-Richtung aufgelost.

| Ha | ¢ | Gitter | #Ha | #S | Adp/0x[%] |

5000 | 0.1 | 50x50 4 13 0.41
5000 | 0.1 | 100x100 8 25 0.47
15000 | 0.1 | 100x100 2 18 0.59

Tabelle 4.5: Vergleich zwischen numerischer und analytischer Losung fiir Ha = 5000 und
Ha = 15000 fiir ¢ = 0.1 bei verschiedener Auflésungen in y— und z—Richtung
bei einer Auflosung von 10 Zellen in Wandnormalenrichtung. #Ha: Anzahl
Zellen in der Hartmann-Schicht, #S Anzahl Zellen in der Seitenschicht

ebenfalls beriicksichtigt werden. Bei den in Tabelle 4.4 aufgefiihrten Gittern wird die
Wanddicke mit nur 5 Zellen aufgeldst. In Tabelle 4.5 sind Ergebnisse fiir ¢ = 0.1 bei einer
Wandauflosung von 10 Zellen dargestellt. Alle iibrigen Gittereigenschaften entsprechen
denen in Tabelle 4.4. Es zeigt sich, dass die Verdoppelung der Wandauflosung eine Re-
duktion des Fehlers im Druckgradienten, je nach Gitter, um ca. 12-25% bewirkt. Bei der
Gittergenerierung der Wand muss beachtet werden, dass die benachbarten Gitterzellen
von Fluid- und Wandbereich in Wandnormalenrichtung &hnliche Abmessungen haben,
andernfalls kann es zu unphysikalischen Effekten kommen und die Rechnung konvergiert
nicht.
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4.2.2 Validierung fiir dreidimensionale stationdre Stromungen

Die Validierung fiir stationire, dreidimensionale MHD-Stromungen wurde anhand von
experimentellen Daten durchgefiihrt, die im Argonne-Liquid-Metal-Engineering Experi-
ment (ALEX) des Argonne National Laboratory (ANL) gemessen wurden (Picologlou &
Reed, 1989; Reed et al., 1987).

Zur experimentellen Untersuchung von dreidimensionalen MHD-Effekten wurden Stro-
mungen in Rechteckkanilen untersucht, welche einem stationdrem, senkrecht zur Stro-
mungsrichtung orientierten inhomogenen Magnetfeld ausgesetzt waren. Die Kanalwande
sind alle elektrisch leitend und haben einen Wandleitparameter von ¢ = 0.07. Eine Skizze
des Aufbaus und eine Darstellung der Messergebnisse ist in Abbildung 4.6 zu sehen.

2 o
= i = . -
ANL 3-D CODE

=== MEASURED B-FIELD

0.8

ALEX MEASUREMENTS -

Be= 11T, U=34 cm/fs
M =2000, N = 540
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0.02
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Abbildung 4.6: Prinzipieller experimenteller Aufbau und Verlauf der dimensionslosen
transversalen Druckdifferenz fiir B = 1.1T, Ha = 2900, N = 540 (Pico-
loglou & Reed, 1989)

Darin ist erkennbar, dass das inhomogene Magnetfeld durch ein Herausragen des Kanals
aus dem Magneten erzeugt wurde. Potential- und Druckmessungen wurden entlang der
Kanalwinde durchgefiihrt. Die dazu notwendigen Bohrungen in den Seitenwéinden wur-
den im Abstand Ax = 1.73 bei y = 0 vorgenommen. Geschwindigkeitsmessungen in der
Stromung erfolgten mit einer Potentialdifferenzsonde. Durch den Magnetfeldabfall wird
entlang der Seitenwinde eine axiale Potentialdifferenz verursacht, die zusitzliche Strom-
fliisse und damit Lorentz-Krifte verursacht. Damit einher geht eine Zunahme des axialen
Druckgradienten in diesem Bereich. Folglich dndert sich das Geschwindigkeitsprofil im
Bereich des inhomogenen Magnetfeldes und ein dreidimensionales Stromungsverhalten
wird erzeugt. Wie in Abbildung 4.6 zu sehen ist, fiihrt dies unter anderem dazu, dass es
zu einer zuséatzlichen transversalen Druckdifferenz Ap kommt.

| Lm]|[ w2 | Ha| N | o[S/m] [tw [m]]|ow[S/m]]
1 0.044 [ 5.8-107% | 5800 | 128000 | 2.83 - 10° | 0.0066 | 1.32- 10° |

Tabelle 4.6: Relevante experimentelle Parameter des untersuchten Rechteckkanals mit
c=0.07

Die Experimente wurden bei verschiedenen Hartmann-Zahlen und Interaktionsparame-
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tern durchgefiihrt, wobei die fiir diese Arbeit relevanten Versuchsparameter in Tabelle
4.6 aufgefiihrt sind. Aus den Werten fiir Ha und N ergibt sich eine Reynolds-Zahl von
Re = Ha?/N = 267. Der Wandleitparameter ergibt sich zu ¢ = 0.07. Aus Abbildung
3.17 kann entnommen werden, dass Re. ~ 625 fiir Ha = 5900 ist, sodass die Stromung
zumindest im homogenen Magnetfeldbereich stabil ist.

4.2.2.1 Randbedingungen und numerisches Setup

Die Berechnung wurde mit foam-extend 3.2 durchgefiihrt. Der Kanal ist in Abbildung
4.7 dargestellt und hat die Abmessungen 30 x 2 x 2 und ist mit 250 x 140 x 140 Zellen
in x—, y—, z—Richtung diskretisiert. Fiir die notwendige Parallelisierung wurde darauf
geachtet, dass einander zugeordnete Rénder von Fluid- und Wandregion bei der Auftei-
lung des Rechengebietes den selben Prozessoren zugeordnet werden. Anderfalls stellen
sich numerische Fehler aufgrund der regionCouple-Randbedingung ein.

Am Einlass wurde ein konstantes Strémungsprofil mittels fixedValue fiir u und ¢ vorge-
geben. Dieses Profil wurde aus einer stationdren, zweidimensionalen Losung einer Simu-
lation mit den entsprechenden Parametern des Experiments aus einer zweidimensionalen
Rechnung gewonnen. Dabei muss beachtet werden, dass das Gitter im Querschnitt die
selbe Konfiguration hat, wie in der anschlieflend durchzufiithrenden dreidimensionalen Si-
mulation. Da der Kanal ringsum mit einer elektrisch leitfahigen Wand umgeben ist, muss
diese ebenfalls diskretisiert werden. Dort wurde allerdings am Einlass zur Verbesserung
der numerischen Stabilitidt des Verfahrens fiir ¢ zeroGradient gesetzt. Am Auslass wurde
fiir u und ¢ zeroGradient benutzt. Die iibrigen Randbedingungen wurden entsprechend
nach Tabelle 4.1 gesetzt.

Der Verlauf des inhomogenen Magnetfeldes in z-Richtung wurde im Rahmen des Expe-
riments gemessen. Mittels (4.6) wurde das Magnetfeld fiir Ha = 5800 fiir die numerische
Simulation durch eine analytische Funktion approximiert:

B, = 2.26((0.5964 — 0.3876 tanh(0.4964z/L — 0.0477)) - (0.5 — 0.5 tanh(z/L — 0.3)) +
+(0.4577 — 0.4616 tanh(0.35722/L — 0.3239)) - (0.5 + 0.5 tanh(z/L — 0.3))) (4.6)

Abbildung 4.8 zeigt die gemessenen und gefitteten Magnetfeldverlaufe in Stromungsrich-
tung in der Mitte des Kanals, welche insgesamt eine gute Ubereinstimmung zeigen. Bei
genauerer Betrachtung wird aber deutlich, dass B bereits ab x = —15 eine abnehmende
Tendenz hat, also nicht mehr ganz homogen ist. Im Fit wird ein inhomogener Verlauf erst
ab x ~ —5 erkennbar. Bei z ~ 5 wird hingegen sichtbar, dass das experimentelle Ma-
gnetfeld schneller abfillt, als das nach (4.6). Daher ist damit zu rechnen, dass auferhalb
von —5 < x < 5 Abweichungen zwischen numerischen und experimentellen Ergebnissen
sichtbar sein konnen.

4.2.2.2 Ergebnisse

In Abbildung 4.9 ist ein Vergleich experimenteller und numerischer Ergebnisse fiir (a) die
Potentialdifferenz A¢ und (b) die Druckéinderung —Ap/Ax entlang der Seitenwand fiir
Ha = 5800 dargestellt. Die Potentialdifferenz ergibt sich dabei aus den Potentialwerten
im Abstand Az = 1.73 auf der Seitenwand bei y = 0. Zusétzlich ist jeweils noch der
Verlauf des Magnetfeldes gezeigt.
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Abbildung 4.7: Veranschaulichung des Rechengebietes fiir einen Kanal mit nicht konstan-
tem Magnetfeld B(x) entsprechend des ALEX-Experiments.
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Abbildung 4.8: Gemessener und gefitteter Magnetfeldverlauf fiir ALEX-Experiment
(Reed et al., 1986)
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Abbildung 4.9: (a) Potentialdifferenzen A¢ und (b) Druckdifferenzen —Ap/Ax fiir Ha =
5800, N = 128000 entlang der Seitenwand und Magnetfeld B. Messwerte
aus Reed et al. (1987). Die Druckskalierung entspricht der in Reed et al.
(1987) mit —Ap/Az ocugB?.

Das experimentelle A¢e,, ist bei & < —5 bereits ungleich Null aber iiber eine Grofen-
ordnung kleiner als der Maximalwert von A¢,,, = 0.31 und somit noch verhéltnisméRig
klein. Das zeigt, dass das experimentelle Magnetfeld bereits an dieser Stelle schwach inho-
mogen ist. Ab x > —5 steigt A¢e,, steil bis = 0 an und féllt mit weiter zunehmendem
x wieder ab. Dieses Verhalten lasst sich auf das steil abfallende Magnetfeld in diesem
Bereich zuriickfiihren. Bei x = 0 ist B auf den halben Wert von B, abgefallen. Seine
Anderung in z-Richtung reduziert sich und daher nimmt auch A¢ ab z = 0 ab. Das nu-
merische Ay, reproduziert diesen Verlauf insgesamt gut. Zwischen —2 < x < 3 betrégt
die Abweichung zwischen A¢yy, und Ag,,, maximal 8% und nimmt, wie erwartet, zu
den Réndern hin zu, insbesondere bei x < —2. Fiir x > 6 liegen keine Daten fiir Ay,

vor. Bei z < —7 ist A¢pym = 0, weil das numerisch vorgegebene Magnetfeld konstant ist.
(siehe Abbildung 4.8).

Der in Abbildung 4.9 (b) gezeigte experimentelle Verlauf von (—Ap/Ax).., zeigt fiir
x < —b zunéchst nur eine geringe Abnahme. Mit wachsendem z fillt (—Ap/Az)cy,
immer steiler ab und erreicht bei = 0 einen Wendepunkt. Bei z = 5 ist (—Ap/Ax)cqp
sehr klein. Zur Durchfiihrung der Druckmessung befinden sich Bohrungen in der Wand.
Dadurch entstehen 3D-Strome, welche zusétzliche Lorentz-Kréfte in den Messleitungen
induzieren, die die Druckmessung beeinflussen (Hua et al., 1988). Dieser Effekt wurde
nach Stieglitz et al. (1996) korrigiert.

Bei x = —11 ist zum Vergleich der Druckgradient einer entsprechenden zweidimensio-
nalen Stromung eingetragen. Die Abweichung zu (—Ap/Az),um bis < —5 betrigt
0.2%), sodass numerische und zweidimensionale Losung sehr gut iibereinstimmen. Die
Abweichung zwischen (—Ap/Ax)pum und (—Ap/Ax).,, liegt hingegen in diesem Bereich
zwischen 10%-20%. Ab x 2 —4 stimmen numerische und experimentelle Losung gut
tiberein. Zwischen —4 < x < 1.5 betrigt die Abweichung zwischen (—Ap/Az)c., und
(—Ap/Az)pum maximal 8%. Anzumerken ist hierbei, dass Druckdifferenzen bei starken
Magnetfeldern sehr prizisse gemessen werden konnen. Es ist daher eher wahrscheinlich,
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dass das Magnetfeld in z-Richtung nicht absolut konstant ist. Dadurch kann es zu drei-
dimensionalen Effekten kommen, die die Stromung zusétzlichen beeinflussen und den
Unterschied zwischen numerischen und experimentellen Ergebnissen verursachen.

4.2.3 Zusammenfassung der Validierungsresultate

Der Solver conjugatedmhdFoam wurde unter Beriicksichtigung des Einflusses von Ha, Re,
¢ und unterschiedlicher Gitterauflosungen umfangreich getestet. Fiir MHD-Stromungen
in idealisierten Kanélen mit isolierten oder perfekt leitenden Wanden betragen die Abwei-
chungen fiir Hartmann-Zahlen bis Ha = 20000 zwischen analytischen und numerischen
Losungen fiir v und ¢ unter 1%. Bei der numerischen Simulation ist insbesondere auf
den Fehler im Druckgradienten zu achten, da dieser empfindlicher auf die Auflésung von
Hartmann-Schicht und Seitenschicht reagiert als der Fehler von Geschwindigkeit oder Po-
tential. Bei Kanélen mit 0 < ¢ < co wurde die Validierung bis Ha = 15000 durchgefiihrt,
wobei ebenfalls Abweichungen unter 1% erreicht werden konnten. Hierbei muss auch die
Wandauflosung beriicksichtigt werden. Weiterhin konnte gezeigt werden, dass Gitter mit
nur einigen tausend Zellen bereits sehr gute numerische Ergebnisse fiir stationire MHD-
Stromungen liefern, sofern Hartmann- und Seitenschicht hinreichend gut aufgelost sind,
d.h., ca. 5 Punkte in der Hartmann-Schicht und ca. 25% der Punkte der transversalen
Richtung in der Seitenschicht.

Stationdre dreidimensionale MHD-Stromungen konnten ebenfalls korrekt berechnet wer-
den, wie durch einen Vergleich mit experimentellen Daten gezeigt werden konnte. Die
Abweichungen zwischen numerischen und experimentellen Daten sind dann klein, wenn
das experimentelle mit dem numerischen Setup gut iibereinstimmt. Bei grofseren Abwei-
chungen kann die Ursache auf Unterschiede im numerisch vorgegebenem Magnetfeld im
Vergleich zum experimentellen zuriickgefiihrt werden.

Das verwendete numerische Verfahren ist somit in der Lage, zwei- und dreidimensio-
nale MHD-Kanalstromungen mit verschiedenen Wandleitfdhigkeiten bis zu sehr groften
Hartmann-Zahlen korrekt zu beschreiben.
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4.3 Untersuchung von zeitabhangigen
magnetohydrodynamischen Kanalstromungen

Um die Entstehung und Entwicklung von realistischen, instationdren Hunt-Strémungen
zu untersuchen, werden numerische Simulationen durchgefiihrt. Ausgangspunkt fiir die
Untersuchung soll die in Kapitel 3 durchgefiihrte lineare Stabilitdtsanalyse sein. Die ver-
wendeten Parameter entsprechen denen aus Chowdhury (2016), um experimentelle Ver-
gleichsdaten nutzen zu kénnen (sieche Abschnitt 7 im Anhang). Die Simulationen befassen
sich dabei insbesondere mit der Liicke zwischen Re. der linearen Stabilitdtsanalyse und
dem experimentell ermittelten Re.. In diesem Bereich ist die Nutzung von numerischen
Simulationen besonders sinnvoll, weil er experimentell nur schwer zugénglich ist. Rechnun-
gen werden fiir die in Tabelle 4.7 gezeigten Hartmann-Zahlen und einen Wandleitparame-
ter von ¢ = 0.03 durchgefiihrt. Die zugehorigen Ergebnisse der linearen Stabilitdtsanalyse
sind ebenfalls in der Tabelle 4.7 dargestellt. Die betrachteten Reynolds-Zahlen liegen zwi-
schen 300 < Re < 12000. Der Fokus der Auswertung liegt bei Ha = 2000, weil hier die
Stabilitétsgrenzen aus linearer Theorie und Experiment ( Re, ~ 1360) relativ dicht beiein-
ander liegen, sodass mit vertretbarem numerischem Aufwand der Reynolds-Zahl-Bereich
zwischen den beiden Werten untersucht werden kann.

4.3.1 Numerisches Setup

Die numerische Grundkonfigurationen gleicht weitestgehend der im Abschnitt 4.1.3 fiir ei-
ne Hunt-Strémung mit endlich leitenden Hartmann-Winden. Geéndert wurden die axiale
Liange des Kanals, die axiale Auflésung und die der Grenzschichten. Eine entsprechen-
de Zusammenfassung findet sich in Tabelle 4.8. Da die kritische Wellenldnge \. aus der
linearen Stabilitatstheorie bekannt ist, wurden fiir Simulationen nahe Re. Rechnungen
mit einem Kanal der Lange 2L durchgefiihrt, der somit mindestens doppelt so lang wie
die kritische Wellenlénge ist. Fiir grofere Re wurde eine Kanallinge von 5L verwendet.
Da die Wellenlénge der instabilen Strukturen mit zunehmendem Re ansteigt, bietet diese
Vorgehensweise den Vorteil, dass die Instabilitdten eine gewisse rdumliche Reserve zum
ausbreiten haben, wenn Re erh6ht wird. Denn der genaue Zusammenhang zwischen Re
und A ist nicht bekannt. Weil aber nur ganzzahlige Vielfache von A in einem Kanal mit
periodischen Randbedingungen auftreten kdnnen, ist die physikalisch exakte kritische
Wellenlidnge nicht genau ermittelbar.

Neben den periodischen Randbedingungen in Stromungsrichtung gelten als weitere Rand-

’ Ha ‘ Re. ‘ Ae ‘ f* \CP/umax‘
000 | 1474 ] 0.84 | 2.74 0.61
1000 | 655 | 0.45 | 7.49 0.54
2000 | 434 | 0.28 | 19.33 0.51

Tabelle 4.7: Ergebnisse der linearen Stabilitdtsanalyse fiir kritische Reynolds-Zahl Re.,
dimensionslose kritische Wellenldnge A., dimensionslose kritische Frequenz
f* = f.L/uy und Phasengeschwindigkeit cp bezogen auf die maximale Ge-
schwindigkeit ,,,, fiir ¢ = 0.03
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’Ha‘ Re ‘Lénge‘#x\#y‘#z‘#Ha‘#S‘

500 | <1900 | 2L 75 | 100 | 50 4 18
500 | >2000 | SHL |300| 75 | 75 8 28
1000 | < 800 2L 90 | 100 | 70 4 17
1000 | > 1000 | 5L | 300 | 100 | 70 1 17
2000 | <600 2L | 100 | 100 | 70 4 13
2000 | > 1000 | 5L | 300 | 100 | 70 2 13

Tabelle 4.8: Verwendete Gitter. #x, #y und #z geben die Anzahl der Zellen in die jewei-
lige Richtung an. #y und #2z beziehen sich auf einen Viertelkanalquerschnitt.
#Ha und #S bezeichnen die Anzal der Zellen in der Hartmann-Schicht bzw.
Seitenschicht

bedingungen fiir v, p und ¢ die in Tabelle 4.1 genannten fiir endlich leitende Hartmann-
Winde und isolierte Seitenwinde.

Zur Simulation wurde der in Abschnitt 4.1.2 vorgestellte Solver conjugated MHDFo-
am verwendet. Ist eine Stromung fiir gegebenes Ha und Re in den zeitabhéngigen in-
stationdren Zustand iibergegangen, wird die Simulation weitergefiihrt bis eine konver-
gierte Statistik der Losung gefunden wurde, bei der die Reynolds-Zerlegung bspw. fiir
u(x,t) = u(x) + u'(x,t) konstante Werte fiir die zeitlich gemittelte Geschwindigkeit @(x)
liefert. Die Stromung soll dann quasi-stationir genannt werden. Mit «’(x,t) werden Ab-
weichungen vom zeitlichen Mittel bezeichnet.

4.3.2 Geschwindigkeits- und Potentialprofile fiir verschiedene Re
und Ha

Zunichst sollen Profile von u, @ und ¢, ¢ exemplarisch fiir Ha = 2000 und verschiedene
Re betrachtet werden, um zu zeigen, wie sich der Ubergang von einer laminaren zu einer
instabilen Strémung auf diese auswirkt. Die Profile fiir Ha = 500 und Ha = 1000 befinden
sich im Anhang, zeigen aber prinzipiell ein dhnliches Stromungsverhalten.

In Abbildung 4.10 sind dazu Ergebnisse fiir verschiedene Reynolds-Zahlen bei Ha = 2000
fiir (a) die zeitlich gemittelte Geschwindigkeit @ entlang der z-Achse bei y = 0 und (b)
die momentane Geschwindigkeit u(z,y = 0,z = 0.96) entlang der z-Achse dargestellt.
Die Differenz zwischen den Maxima der laminaren Geschwindigkeit und der zeitlich ge-
mittelten Geschwindigkeit wird als Az bezeichnet. Die Differenz zwischen Maximum und
Minimum von u wird Au bezeichnet.

Laut Tabelle 4.7 ist Re. = 434. Dies wird durch die Simulationen dahingehend bestétigt,
als fiir Re = 300 in der numerischen Losung der Stromung keinerlei Schwankungen sicht-
bar sind. Die Abweichung zur analytischen Losung betridgt maximal 0.3%. Die Stromung
bei Re = 600 ist hingegen iiberkritisch und es zeigen sich gleichméfig periodische Schwan-
kungen mit konstanter Amplitude in axialer Richtung, wobei Au = 0.88 bzw. 9% ist. u
fiir Re = 600 zeigt in Abbildung 4.10 (a) nur eine minimale Anderung von Az = 0.12 im
Vergleich zu Re = 300. Es handelt sich hierbei um ein Instabilitdtsverhalten, welche als
Regime 1 bezeichnet werden soll.
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Abbildung 4.10: Simulationsergebnisse fiir (a) zeitlich gemittelte axiale Geschwindigkeit
u(y = 0,2) entlang der z-Achse und (b) u(xz,y = 0,z = 0.96) entlang
der x-Achse fiir Ha = 2000, ¢ = 0.03 fiir verschiedene Reynolds-Zahlen.

Wird die Reynolds-Zahl weiter erhoht, wird fiir Re = 1000 eine weitere Abnahme von
@ in Abbildung 4.10 (a) mit Az = 0.6 sichtbar, verglichen mit Re = 300. Weiterhin
ist bereits eine schwache Jetverbreiterung erkennbar. In Abbildung 4.10 (b) zeigt sich
weiterhin eine periodische Struktur der Instabilitdten und eine Zunahme ihrer Amplituden
im Vergleich zu Re = 600. Allerdings sind die Amplituden nicht mehr alle gleich grofs,
sondern schwanken (Vergleiche Au = 2.8 bei z ~ 2.8 zu Au = 1.8 bei z ~ 0.9). Da die
Simulation in einem quasi-stationdren Zustand ist, kann davon ausgegangen werden, dass
sich dieses Verhalten nicht mehr dndert.

Bei Re = 2000 in Abbildung 4.10 (a) zeigt sich, dass sich der Jet stark reduziert hat.
Die maximale Geschwindigkeit hat um Au = 3.7 verglichen mit Re = 300 abgenommen.
Damit einher geht eine Verbreiterung des Geschwindigkeitsjets. Lag sein Minimum bei den
niedrigeren Re, in Ubereinstimmung mit der analytischen Losung, noch bei z = 0.9 hat
es sich fir Re = 2000 zu z = 0.83 verschoben. Dies bedeutet, dass eine Wechselwirkung
mit der Kernstromung stattfindet. Solch ein Verhalten ergibt sich durch Ablésungen des
Jets aus der Seitenschicht und Transport der Stérungen in Richtung Kernstromung (Kinet
et al., 2009; Braiden et al., 2016). Entlang der z-Achse wird deutlich sichtbar, dass sich der
zuvor beobachtete sinusartige Verlauf der Schwankungen zu einem eher sigezahnartigem
Muster mit deutlich grofserer Wellenldnge A = 1.25 verdndert hat. Im Gegensatz zu
Re = 1000 liegt aber wieder eine konstante Amplitude vor, wobei Au = 7.3 bzw. 77%
betrigt. Instabilititen, die diese Eigenschaften aufweisen, sollen als Regime 2 bezeichnet
werden.

Fiir Re = 1000 scheint die Strémung in einer Art Ubergangszustand von Regime 1 zu
Regime 2 zu sein.

Die zeitlich gemittelten Geschwindigkeitsprofile u(y,z = 0) fiir verschiedene Reynolds-
Zahlen sind in Abbildung 4.11 (a) dargestellt. Deutlich wird die diinne Hartmann-Schicht
und ihre gute numerische Auflésung. Fiir Re < 1000 ist eine hervorragende Ubereinstim-
mung mit der laminaren Losung sichtbar. Bei Re = 2000 nimmt die Kerngeschwindigkeit
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Abbildung 4.11: Simulationsergebnisse fiir (a) zeitlich gemittelte axiale Geschwindigkeit
u(y = 0,y) entlang der y-Achse und (b) u(z,y,z = 0) in der Kernstro-
mung und in der Hartmann-Schicht entlang der z-Achse fiir Ha = 2000,
¢ = 0.03 fiir verschiedene Reynolds-Zahlen.

im Vergleich zur laminaren Losung um Au = 6% zu. Der Grund dafiir ist die starke
Abnahme von u in der Seitenschicht und damit einhergehend eine Abnahme des dortigen
Volumenstroms (siehe Abbildung 4.10 (a)). Da der Gesamtvolumenstrom konstant ist,
muss der Volumenstrom im Kern, also die Kerngeschwindigkeit, zunehmen. Abbildung
4.11 (b) zeigt die Geschwindigkeit in der Kernstromung ( w(z,y = 0,z = 0) ) und in
der diinnen Hartmann-Schicht ( u(x,y = 0.9993,z = 0) ). Fiir Re < 1000 sind keine
Schwankungen in der Kernstromung oder in der Hartmann-Schicht erkennbar. Die in
der Seitenschicht beobachteten Storungen im Geschwindigkeitsprofil bei Re = 600 und
Re = 1000 sind demnach nicht auf die Kernstrémung oder Hartmann-Schicht ausge-
dehnt. Die Stromung in diesen Bereichen verhélt sich weiterhin laminar, wihrend die
Seitenschichten ein instabiles Verhalten aufweisen. Im Regime 1 finden sich Stérungen
daher ausschlielich in der Seitenschicht.

Fiir die Stromung bei Re = 2000 sind Schwankungen sowohl im Kern als auch in der
Hartmann-Schicht erkennbar. Die Amplituden sind mit Au < 0.01 mehr als zwei Gro-
fenordnungen kleiner als in der Seitenschicht. Dies bedeutet, dass durch den Ubergang
in Regime 2 auch die Kernstromung und die Strémung in der Hartmann-Schicht instabil
werden.

Die zugehorigen Potentialprofile ¢ und ¢ sind in Abbildung 4.12 (a) entlang der z-Achse
bei y = 0 und in (b) entlang der z-Achse bei z = 0.96 und y = 0 gezeigt. Im Gegensatz
zum ¢-Profil entlang der z-Achse in der idealen Hunt’schen Strémung in Abbildung 4.5
wiichst hier ¢ in der Kernstromung linear an, weil die Hartmann-Winde eine endliche
Leitfihigkeit haben. Bis Re = 1000 stimmen analytische und numerische Losungen fiir ¢
nahezu perfekt iiberein. Erst bei Re = 2000 sind fiir ¢ Unterschiede zur laminaren Losung
erkennbar. Innerhalb der Kernstrémung ist eine Zunahme von 9¢/dz erkennbar. Ursache
hierfiir ist die bereits diskutierte Zunahme der Geschwindigkeit in der Kernstromung, we-
gen der Abnahme des Volumenstroms in der Seitenschicht. Dadurch steigt auch 9¢/0z.
Richtung Seitenschicht weitet sich das Profil von ¢ verglichen mit denen der niedrigeren
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Abbildung 4.12: Simulationsergebnisse fiir (a) zeitlich gemitteltes ¢(y = 0, z) entlang der
z-Achse und (b) ¢(z,y = 0,z = 0.96) entlang der z-Achse fiir Ha =
2000, ¢ = 0.03 fiir verschiedene Reynolds-Zahlen.

Re auf. Dies ist in Ubereinstimmung mit der Verbreiterung des Geschwindigkeitsjets in
Abbildung 4.10 (a). In Abbildung 4.12 (b) sind fiir Re = 300 keine Schwankungen, fiir
Re = 600 gleichméfig periodische Schwankungen und fiir Re = 1000 periodische Schwan-
kungen mit sich dndernder Amplitude erkennbar. Dieses Verhalten ist analog zu dem in
Abbildung 4.10 (b). Zu beachten ist, dass d¢/0x der Geschwindigkeitskomponente w
entspricht. Fiir Re = 2000 ist ein zackenartiger Verlauf von ¢ erkennbar, der deutlich
grofere Amplituden und Wellenlédngen aufweist als bei den niedrigeren Reynolds-Zahlen.
Die in den Geschwindigkeitsprofilen gefundenen unterschiedlichen Regime lassen sich so-
mit ebenfalls in den Potentialprofilen eindeutig wiederfinden.

Tabelle 4.9 zeigt eine Ubersicht von A% und Au aller betrachteter Ha bei verschiedenen
Re. At bezieht sich dabei analog zu Abbildung 4.10 (a) auf den Maximalwert bei y = 0,
Au entsprechend Abbildung 4.10 (b) auf z = 0.96 und y = 0. Fiir Ha = 500 konnte
ebenfalls Regime 1 und 2 gefunden werden. Deutlich zu erkennen ist die starke Zunahme
sowohl von Aa als auch Au beim Ubergang von Regime 1 zu Regime 2. Dabei wichst
Au von Au = 0.01 zu Au = 0.25 um iiber eine Grokenordnung. Bei Aw féllt der Anstieg
noch grofer aus, weil hier keine Mittelung vorgenommen wird.

Fiir Ha = 1000 konnte im untersuchten Reynolds-Zahl-Bereich nur Regime 1 und der
Ubergangszustand von Regime 1 nach 2 gefunden werden. Mit steigender Reynolds-Zahl
nehmen A% und Aw innerhalb des Regimes 1 kontinuierlich zu. Im Ubergangszustand
bei Re = 12000 sind Az und Awu kleiner als bei Re = 2000. Schwankungen von Au
sind nicht gleichmifig, sondern finden im Bereich einer ganzen Grofenordnung statt. Bei
Ha = 2000 ist im Ubergangszustand bei Re = 1000 A% und Au gréfer als im Regime
1 bei Re = 600. Beim Wechsel von Regime 1 zu Regime 2 steigen Au und Awu um iiber
eine Grofenordung, analog zu Ha = 500.

Deutlich wird, wie bei gleicher Reynolds-Zahl mit steigender Hartmann-Zahl Au ansteigt.
Fiir Re = 2000 ist bspw. bei Ha = 500 Au = 0.25, bei Ha = 1000 ist hingegen Au = 0.68,
obwohl bei Ha = 500 Regime 2 und bei Ha = 1000 Regime 1 vorliegt. Ursache hierfiir ist
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’ Ha \ Re \Regime\ At \ Au ‘
500 | 1400 | stabil - -
500 | 1750 1 0.01 0.04
500 | 2000 2 0.25 2.08
500 | 10540 2 1.35 1.68
1000 | 600 stabil - -
1000 | 800 1 0.01 0.1
1000 | 1000 1 0.1 0.5
1000 | 2000 1 0.68 0.82
1000 | 12000 1-2 0.32 | 0.04-0.38
2000 | 300 stabil - -
2000 | 600 1 0.12 0.88
2000 | 1000 1-2 0.6 | 1.8-2.8
2000 | 1500 2 2.3 6.5
2000 | 2000 2 3.7 7.3

Tabelle 4.9: Abweichung Au von u der jeweiligen stationdren Losung und Schwankungen
Aw fiir verschiedene Ha und Re

die Zunahme der Jetgeschwindigkeit mit steigendem Ha, sodass auftretende Instabilitdten
ebenfalls hohere Geschwindigkeitsschwankungen aufweisen.

Aus den bisherigen Ergebnissen und unter Beriicksichtigung weiterer numerischer Ergeb-
nisse fiir Ha = 500, Ha = 1000 und Ha = 2000 lisst sich eine Stabilitidtskarte erstel-
len, wie sie in Abbildung 4.13 gezeigt ist. Die eingetragenen Punkte geben an, welcher
Stromungszustand sich in der entsprechenden Simulation als statistisch voll entwickelter
Zustand eingestellt hat. Zum Vergleich ist das Ergebnis der linearen Stabilititsanalyse
fiir ¢ = 0.03 eingetragen. Zwischen Simulationen und linearer Stabilitdtsanalyse findet
sich eine gute Ubereinstimmung, wodurch sich beide Verfahren gegenseitig bestitigen.

Unterhalb der Kurve der linearen Stabilitdtsgrenze finden sich nur stationire, stabile
Stromungen, oberhalb hingegen nur instabile Stromungen, zunéchst im Regime 1. Bei
einer weiteren Zunahme von Re findet sich der Ubergangszustand von Regime 1 zu 2,
der, je nach Ha, bei sehr unterschiedlichen Re liegen kann. (Vergleiche Ha = 500, Re =
1900+>Ha = 1000, Re = 12000 ). Durch einen weiteren Anstieg von Re geht die Stromung
in Regime 2 {iber. Auffillig dabei ist, dass sich Regime 2 fiir Ha = 500 bei Re « 2000
bzw. fiir Ha = 2000 bei Re = 1500 entwickelt, fiir Ha = 1000 hat es sich selbst fiir
Re = 12000 noch nicht voll ausgebildet. Der Ubergang von Regime 1 zu Regime 2 wird
folglich deutlich stiirker von Ha beeinflusst als der Ubergang von der laminaren Strémung
zu Regime 1. Einfliisse des Gitters konnen an dieser Stelle ausgeschlossen werden, da die
Lange und die Auflosung in x-Richtung fiir alle Ha in diesem Reynolds-Zahl-Bereich
gleich ist.

Im Experiment wurde Re. ~ 1360 bei Ha = 2000 gefunden und das zugehdrige Stro-
mungsregime erstreckt sich bis Re ~ 12500. Im gemessenen Geschwindigkeitsprofil von
Re = 3000 ist eine Verbreiterung des Geschwindigkeitsjets erkennbar, sodass es berechtigt
ist anzunehmen, dass die Stromung sich im Regime 2 befand. Daraus folgt, dass nume-
rische Simulation und Experiment in ihren kritische Reynolds-Zahlen fiir das Auftreten
von Regime 2 bei Ha = 2000 eine sehr gute Ubereinstimmung zeigen.
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Abbildung 4.13: Stabilititskarte fiir verschiedene Re in Abhéngigkeit von Ha

4.3.3 Eigenschaften der Instabilitaten

Eine Analyse von Wellenldngen A, Frequenzen f* und Phasengeschwindigkeiten cp /4.
lasst sich mit Hilfe von Abbildung 4.14 (a) - (¢) vornehmen. In schwarz sind die jeweiligen
Ergebnisse der linearen Stabilitdtsanalyse (siche Abbildung 3.6 ) zusétzlich dargestellt. In
Ubereinstimmung mit der linearen Stabilititsanalyse wird in Abbildung 4.14 (a) deutlich,
dass mit steigendem Ha im Regime 1 A abnimmt und die Instabilitdten bei niedrigeren
Re einsetzen. Bei Ha = 1000 und Ha = 2000 ist ein Zusammenhang von A ~ Re'/? fiir
Regime 1 erkennbar. Bei Ha = 500 ist dieser Zusammenhang nicht zuverléssig ermittel-
bar, weil die betrachteten Re sehr nah beieinander liegen und die Storungen, verglichen
mit denen der anderen Ha, relativ klein sind.

Im Regime 2 ist A deutlich gréfer als in Regime 1. So ist fiir Ha = 2000 A = 0.42
bei Re = 1000 und bei Re = 1500 gilt hingegen A = 1.25. Das fiir Re = 2000 ebenfalls
A = 1.25 vorliegt, bedeutet, dass sich die Anzahl der instabilen Strukturen nicht geindert
hat.

Wie fiir Ha = 500 deutlich wird, erfolgt der Ubergang innerhalb eines kleinen Reynolds-
Zahl-Bereiches und bereits bei Re = 2000 ist die Strémung in das Regime 2 iibergegangen.
Mit einer Wellenldnge von A = 5, bildet sich die Stérungsstruktur iiber die gesamte
Linge des Kanals aus. Grofere Wellenldngen konnen daher mit der genutzten Geometrie
nicht mehr gefunden werden. Fiir Re = 10540 stellt sich deswegen ebenfalls A = 5 als
Wellenlédnge ein.

Bei Ha = 500 ist der Anstieg von A beim Ubergang von Regime 1 zu Regime 2 deutlich
grofer , als bei Ha = 2000. Daraus lasst sich schlussfolgern, dass im Regime 2, genauso
wie im Regime 1, A mit steigendem Ha abnimmt.
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In Abbildung 4.14 (b) ist die Abhéngigkeit der dimensionslosen Frequenz f* = fL/ug
von Re fiir die betrachteten Ha dargestellt. Wie aus der linearen Stabilitdtstheorie er-
wartet, nimmt f* mit steigender Hartmann-Zahl im Regime 1 zu (siehe Abbildung 3.6 ).
Nimmt Re bei fixem Ha zu, ergibt sich im Regime 1 f* ~ Re~'/2. Deutlich ist ebenfalls
der Ubergang von Regime 1 zu Regime 2 zu sehen, die Frequenz fndert sich um fast
eine Grokenordnung. Fiir die Transport- bzw. Phasengeschwindigkeit cp = Af* ergibt
sich daraus, dass diese konstante Werte bei der jeweiligen Hartmann-Zahl im Regime 1
annimmt, welche in Tabelle 4.10 dargestellt sind. Aus ihr ergibt sich ¢, ~ Ha, sodass c,
linear mit steigendem Ha wichst. Weiterhin ist cp im Regime 2 gezeigt. Im Vergleich zu
Regime 1 hat sich cp bei den untersuchten Re fiir Ha = 2000 und ungefdhr halbiert.

Da sich die Instabilititen im Jet entwickeln und mit ihm fortbewegen, ist in Abbildung
4.14 (¢) ¢p/Umar in Abhéngigkeit von Re dargestellt. Zunéchst ist erkennbar, dass mit
steigendem Ha cp/Upmq, an der Stabilitdtsgrenze abnimmt (c¢,/tmqe,—0.47 fiir Ha—o00
laut linearer Stabilitdtsanalyse). Wird Re erhoht, steigt cp/tmq, an, weil ty,,, aufgrund
wachsender Storungsamplituden abnimmt. Folglich bewegen sich die Stérungsmuster re-
lativ zum Jet mit steigendem Re zunehmend schneller. Nach dem Ubergang zu Regime
2 fallt cp/Umqe zunichst stark ab, weil sich die groken Storungsstrukturen des Regimes
2 langsamer voran bewegen. Mit weiter steigendem Re nimmt allerdings ,,q, ab, sodass
die Storungsmuster relativ zu ,,,, wieder schneller werden.

Abbildung 4.15 zeigt den Anteil des Volumenstroms (g in der Seitenschicht relativ zum
Gesamtvolumenstrom () fiir verschiedene Ha und Re. Da der Strom j(z,y) aus der Nu-
merik ebenfalls bekannt ist, ldsst sich der in Gleichung (3.17) vernachlissigte Einfluss der
Hartmann-Schicht auf den Volumenstrom beriicksichtigen. Dadurch lisst sich der, wenn
auch kleine, Fehler in der Gréfenordnung O(cHa™!') bei der Berechnung von ) vermei-
den. In guter Ubereinstimmung mit Abbildung 3.4 fiir ¢ = 0.03 wird Qg/Q im stabilen
Stromungsregime und Regime 1 mit steigendem Ha grofer. Fiir Regime 1 ist weiterhin
zu erkennen, dass QQg/@Q nur geringfiigig mit steigendem Re abnimmt. Erst mit Einset-
zen von Regime 2 fillt Qg/Q deutlich aufgrund der starken Reduktion der maximalen
Geschwindigkeit im Jet ab. So ist fiir Ha = 500 zu erkennen, dass sich bei Re = 2000
Qs/Q um ca. 14% und bei Re = 10540 um ca. 43% im Vergleich zum laminaren Fall
reduziert. Da der Gesamtvolumenstrom konstant ist, bedeutet dies, dass im Regime 2
die Kernstromung einen groferen Anteil am Gesamtvolumenstrom hat, als im Regime 1.
Dies ist in Ubereinstimmung mit der Zunahme von d¢/dz wie sie zu Abbildung 4.12 (a)
diskutiert wurde.

Der Verlauf des Druckgradienten dp/dz ist in Abbildung 4.16 (a) in Abhéngigkeit von
Re fiir verschiedene Ha gezeigt. Im Gegensatz zu Abbildung 4.14 sind auch Ergebnisse
von stationdren Stromungen eingetragen. Weiterhin sind die von Chowdhury (2016) er-

Regime 1 Regime 2

Ha \ cp Ha \ Re \ cp
500 | 2.3 || 500 | 2000 | 1.6
1000 | 3.4 || 2000 | 1500 | 2.9
2000 | 5.5 || 2000 | 2000 | 2.7

Tabelle 4.10: Phasengeschwindigkeit ¢, bei verschiedenen Ha im Regime 1 und bei ver-
schiedenen Ha und Re im Regime 2
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Abbildung 4.14: Ergebnisse fiir (a) die Wellenldnge A, (b) die dimensionslose Frequenz
f* und (c) die Phasengeschwindigkeit cp bezogen auf die maximale Ge-
schwindigkeit ., in Abhéngigkeit von Re und fiir verschiedene Ha.
Schwarz markiert sind die Ergebnisse der linearen Stabilitdtsanalyse.

zielte Messergebnisse und die entsprechenden laminaren Verldufe des Druckgradienten in
Abbildung 4.16 (a) dargestellt. Fiir alle drei gezeigten Werte von Ha ist zwischen nu-
merischen und laminaren Werten eine sehr gute Ubereinstimmung zu erkennen, ebenso
zu den experimentellen Ergebnissen. Einerseits steigt mit anwachsender Hartmann-Zahl
der Druckgradient aufgrund stirker werdender Lorentz-Krifte, andererseits nimmt er mit
wachsendem Re linear ab. Instabile Stromungszustinde sind fiir alle gezeigten Re nicht
am Verlauf des Druckgradienten zu erkennen. Dies liegt daran, dass dieser Druckgradient
sich aus dem Gleichgewicht zwischen Druckkraft und Lorentz-Kraft in der Kernstromung
einstellt, also Vp = Nj x B, was aus Gleichung (2.9) folgt. Die Kernstromung wird aber
im Regime 1 nicht instabil und zeigt im Regime 2 nur sehr kleine Stérungen, sodass keine
nennenswerte Anderung von dp/dx aufgrund von Instabilititen zu beobachten ist.

Abbildung 4.16 (b) zeigt hingegen fiir Ha = 2000 den Druck p(z,y = 0,z = 0.96) in der
Seitenschicht fiir verschiedene Re. Im laminaren Fall von Re = 300 ist kein Unterschied
zwischen dem mittleren Druckverlauf p, der sich auf die Gesamtkanallinge bezieht, und
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Abbildung 4.16: (a) Mittlerer Druckgradient dp/dx fiir verschiedene Ha und Re. (b)
Druck p(x,y = 0,z = 0.96) in der Seitenschicht bei Ha = 2000 fiir
verschiedene Re. Experimentelle Daten aus Chowdhury (2016)

dem Druck p am Ort x festzustellen. Mit steigendem Re nimmt der Druckgradient ab, was
in Ubereinstimmung mit Abbildung 4.16 (a) ist. Zusitzlich werden Druckschwankungen
sichtbar, deren Amplitude mit Re zunimmt. Da Druck und Geschwindigkeit durch die
Bernoulli-Gleichung in der Form

u2

5 + % = const (4.7)
verkniipft sind, kénnen die Druckschwankungen ebenfalls Regime 1 (Re = 600), dem
Ubergang zu Regime 2 (Re = 1000) und Regime 2 (Re = 2000) zugeordnet werden. Wird
Abbildung 4.16 (b) mit Abbildung 4.10 (b) verglichen, so zeigt sich, dass Druckminima
und Geschwindigkeitsmaxima zusammenfallen.

Anhand des Druckgradienten dp/dx ldsst sich im untersuchten Parameterraum nicht fest-
stellen, ob die Strémung instabil ist. Dies ist in sehr guter Ubereinstimmung mit experi-
mentellen Daten. Die numerischen Simulationen zeigen zusétzlich, dass bei Betrachtung
des Drucks in der Seitenschicht die Instabilitdtsregime 1 und 2 eindeutig identifiziert
werden konnen.
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Fiir experimentelle Messungen sei hier angemerkt, dass die betrachteten Druckschwan-
kungen Ap &~ 1Pa in SI-Einheiten bei Re = 600 und Ap = 20Pa bei Re = 2000 betragen.

4.3.4 Raumliche Struktur der instabilen Stromungen

Im Folgenden wird die rdumliche Struktur bzw. Verteilung der Instabiltiten im quasi-
staionidren Zustand untersucht. Dazu werden zunichst Komponenten von V¢’ auf der
Seitenwand und Hartmann-Wand betrachtet. Anschliefend werden die dazugehorigen
dreidimensionalen Strukturen innerhalb der Stromung betrachtet. Dieses Vorgehen ist
zum Vergleich mit Experimenten sinnvoll, weil Potentialmessungen an den Wanden ei-
nige der wenigen experimentellen Untersuchungsmoglichkeiten fiir MHD-Instabilitdten
darstellen und so eine Verbindung zwischen rdumlicher Struktur innerhalb der Stréomung
und den Wandsignalen hergestellt wird. Da im Experiment nur Potentialdifferenzen ge-
messen werden konnen, wird V¢’ anstelle von ¢’ betrachtet. Auflerdem lassen sich den
Komponenten von V¢ die jeweiligen Komponenten der Geschwindigkeitsstorungen di-
rekt zuordnen. Im Vergleichsexperiment wurden die Wandsignale bei deutlich gréferen
Reynolds-Zahlen analysiert, welche numerisch nur mit erheblichem Mehraufwand hétten
untersucht werden konnen. Daher ist nur ein prinzipieller Vergleich moglich.

Die Diskussion soll sich auf Ha = 2000 beschranken, ist aber leicht auf Ha = 500 und
Ha = 1000 iibertragbar. Die entsprechenden Darstellungen finden sich im Anhang.

4.3.4.1 Potentialstorungen auf den Kanalwadnden

In Abbildung 4.17 sind Konturen von 0¢’/0x und 90¢'/dy quasi-stationirer Stromungen
mit verschiedenen Re bei Ha = 2000 auf der Seitenwand bei z = 1 dargestellt.

Fiir Re = 600 in Abbildung 4.17 (a) ist 0¢’/Ox sehr gleichméfig periodisch in Stromungs-
richtung. In Magnetfeldrichtung ist hingegen nur eine geringe Anderung von 9¢'/0x er-
kennbar, welche sich in einer Art Wolbung in Strémungsrichtung dufert. Diese entsteht
durch Bewegung des Fluids und iibertrigt sich auf die Wand. Im Vergleich dazu fallt fiir
0¢' [0y auf, dass es zwar auch die periodische Struktur in Stréomungsrichtung hat, die
Amplituden jenseits des Bereiches der Hartmann-Schicht aber deutlich kleiner ausfallen.
In der Hartmann-Schicht sind die Amplituden etwas grofer als die von 0¢'/dzx. In Ma-
gnetfeldrichtung gibt es einen Vorzeichenwechsel von 9¢’/0y bei y = 0. Dieser entspricht
einer symmetrischen Verteilung von ¢’ um y = 0, die sich von y = —1 bis y = 1 erstreckt
und dem Mode I bzw. III entspricht.

Abbildung 4.17 (b) fiir Re = 1000 zeigt, dass die bereits bei Abbildung 4.10 diskutierte
Zunahme von Wellenldinge und Amplitude der Stérungen ebenfalls auf der Seitenwand
sichtbar ist und die prinzipielle Struktur von d¢'/0z auf der Seitenwand im Vergleich
zu Re = 600 zunéchst gleich bleibt. Zusétzlich wird die inhomogene Amplitudenvertei-
lung sichtbar, die den Ubergang vom Regime 1 zum Regime 2 auszeichnet. Zwischen
—0.5 < y < 0.5 ist erkennbar, dass sich die vertikalen Strukturen von 0¢’/0Ox teilweise
zusammenschliefsen. Dies geschieht bspw. bei x ~ 2.8, genau an der Stelle, an der auch
in Abbildung 4.10 (b) eine grofe Amplitude sichtbar ist. Bei 0¢’/0y haben entsprechend
ebenfalls Wellenldnge und Amplitude zugenommen. Die stérksten Amplituden sind wei-
terhin im Bereich der Hartmann-Schicht zu sehen.
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Abbildung 4.17: Seitenwandsignale fiir 9¢’/0x und 0¢'/dy fiir (a) Re = 600, (b) Re =
1000 und (c) Re = 2000 bei Ha = 2000 und z =1

Fiir Re = 2000 in Abbildung 4.17 (c) ist der Wechsel in Regime 2 an der Verteilung von
0¢' /Ox deutlich erkennbar. Zwar gibt es weiterhin eine periodische Struktur in Strémungs-
richtung, die Wellenldnge hat allerdings um den Faktor drei zugenommen. In Magnet-
feldrichtung treten deutliche Anderungen in der Verteilung von 9¢'/0x auf. Die Maxima
von 0¢'/0z liegen nahe y = +1 | wihrend die kleinsten Werte bei y = 0 liegen. Im Ver-
gleich zu Re = 1000 sind die Amplituden hier um ca. eine Grofenordnung gewachsen.
Bei 0¢' /0y ist ebenfalls die Zunahme der Wellenlédnge und der Amplituden der Stérun-
gen sichtbar. Die prinzipielle rdumliche Verteilung von 0¢’/0y hat sich im Vergleich zu
Re = 1000 ansonsten nicht wesentlich gedndert. Dies bedeutet, dass nach wie vor ei-
ne instabile Struktur vorliegt, die sich von der unteren bis zur oberen Hartmann-Wand
erstreckt.

In den Experimenten von Chowdhury (2016) wurde 0¢’'/0y zwischen —0.7 < y < 0.7
gemessen. Motivation hiervon war, dass Messungen von ¢(y,z £ 1) einerseits direkte
Riickschliisse auf den Volumenstrom in den Seitenschichten liefern. Andererseits wurden
die grofsten Schwankungen in der Nihe der maximalen Jetgeschwindigkeit erwartet. Mes-
sungen néiher an den Hartmann-Winden 0.7 < |y| < 1 waren aus geometrischen Griinden
nicht méglich. Messbare Potentialschwankungen wie in Abbildung 4.17 findet Chowdhu-
ry (2016) daher erst bei grofseren Reynolds-Zahlen. Ursache hierfiir konnte sein, dass die
Amplituden von 0¢'/dy im untersuchten y-Bereich sehr klein sind, was sich mit dem
quasi-zweidimensionalen Verhalten (0/dy < 1) der Potentialstorungen in y-Richtung er-
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kldren liefe. Eine Betrachtung in SI-Einheiten von 0¢’/0y zeigt jedoch, dass bereits fiir
Re =600 0¢' /0y ~ O(1uV') ist, was im Bereich des messbaren liegt. Der Grund dafiir,
dass Chowdhury (2016) keine Stérungen messen konnte, konnte daher an der verwendeten
Teststrecke liegen. Im Gegensatz zu numerischen Simulationen sind dort keine periodi-
schen Randbedinungen in Strémungsrichtung moglich. Am Einlass der Teststrecke (Lénge
20L) muss deshalb eine nicht voll entwickelte MHD-Stromung vorgegeben werden, welche
sich erst in der Teststrecke voll entwickeln kann. Die Potentialmessungen wurden unge-
fahr im Bereich 14L durchgefiihrt. Daher ist es moglich, dass Potentialschwankungen an
diesem Ort noch deutlich kleiner als O(1xV') waren und damit unterhalb der Messgrenze.

Die vorliegenden numerischen Simulationen zeigen weiterhin, dass axiale Gradienten
0¢' /Ox immer zu deutlich stirkeren Signalen zwischen —0.7 < y < 0.7 im Vergleich zu
0¢' /0y fithren. Im Bereich der Hartmann-Wande sind 0¢’/0z und 0¢' /0y von der selben
Grofenordnung. Fiir Regime 2 ist es ebenfalls ratsam 0¢'/0x zu betrachten, auch wenn
die Amplitudenverteilung nicht mehr so gleichméfig entlang der y-Richtung ist. In zu-
kiinftigen Experimenten sollte deshalb darauf geachtet werden, dass die MHD-Strémung
am Messort moglichst voll entwickelt ist und auch 0¢'/0x gemessen wird.

In Abbildung 4.18 sind die zu Abbildung 4.17 gehoérigen Hartmann-Wandsignale fiir
0¢' /0x und 0¢'/0z fiir die gleichen Re und Ha = 2000 als Konturabbildung dargestellt.
Es wird die Hartmann-Wand bei y = —1 betrachtet. Bei Re = 600 ist fiir 0¢'/0z deutlich
erkennbar, dass die Stérungen auf die Seitenschicht begrenzt und in Ubereinstimmung
mit Abbildung 4.17 (a) periodisch hintereinander angeordnet sind. Die Begrenzung auf
die Seitenschicht wird auch bei 0¢'/0z sichtbar. Zusétzlich ist erkennbar, dass die Vertei-
lung von 0¢’/0z mit zunehmendem Abstand von der Seitenwand in Stromungsrichtung
verformt wird, auch wenn auf der Hartmann-Wand » = 0 ist. Dies bedeutet, dass die
Instabilititen sich in Strémungsrichtung verformen. Dieser Effekt tritt bei Re = 1000
fir 9¢'/0x und 0¢'/0z stérker hervor, wie in Abbildung 4.18 (b) sichtbar ist, weil die
Wellenldnge im Vergleich zu Re = 600 zugenommen hat. Die Amplitudenverteilung ist
daher bei Re = 1000 prinzipiell gleich zu der bei Re = 600. Allerdings haben sich die
Amplituden knapp vervierfacht.

Fiir Regime 2 bei Re = 2000 sind in Abbildung 4.18 (c) mehrere Unterschiede zum
Regime 1 sichtbar. Neben der auch auf der Seitenschicht sichtbaren Zunahme der Wel-
lenlénge der Instabilitdten und ihrer Amplituden ist weiterhin sichtbar, dass Storungen
von 0¢' /Ox und 0¢'/0z in die Kernstromung hineinreichen. Besonders ist, dass fiir z < 0
drei periodische Strukturen auftreten, fiir z > 0 hingegen vier. Bei den kleineren Re sind
hingegen jeweils gleich viele Perioden in den gegeniiberliegenden Seitenschichten zu er-
kennen. Die Folge davon ist, dass Regime 2 in den gegeniiberliegenden Seitenschichten
unterschiedlich ausgepragt ist, was zu einem unsymmetrischen mittleren Geschwindig-
keitsprofil entlang der z-Achse bei y = 0 fiihrt, wie es Chowdhury (2016) auch gemessen
hat. Prinzipiell gleich mit dem Experiment ist auch die Verteilung von 9¢'/0x und 0¢'/0z
auf der Hartmann-Wand.

Aufgrund der bisherigen Ergebnisse, die prinzipiell auch experimentell gewonnen werden
konnen, ist es moglich, die nichtlinearen Stromungszustdnde im Regime 1 bei Re = 600
als Ting-Walker-Wirbel zu identifizieren. Denn es ist keine signifikante Anderung im mitt-
leren Geschwindigkeitsprofil in Abbildung 4.10 (a) sichtbar und insbesondere keine Ver-
breiterung des Jets. Weiterhin zeigen die Seitenwandsignale, dass es sich um Strukturen
handelt, die von der unteren bis zur oberen Hartmann-Wand reichen. Und schlussendlich

74



4.3 Untersuchung von zeitabhingigen magnetohydrodynamischen Kanalstr6mungen

AAd A A Ab A A0 Al Al Al Al A A Al Al Al A A

BaBaBaBaRaBaBadataohaBshaRahahaaha

Abbildung 4.18: Hartmann-Wandsignale fiir d¢'/0x und 0¢'/0z fiir (a) Re = 600, (b)
Re = 1000 und (c) Re = 2000 bei Ha = 2000 bei y = —1
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zeigen die Signale auf der Hartmann-Wand, dass sich die Stérungen auf die Seitenschicht
beschranken. Bei Re = 1000 handelt es sich prinzipiell ebenfalls um TW-Wirbel, aller-
dings ist erkennbar, dass die periodische Struktur unregelméifiger wird, was den bereits
beschriebenen Ubergangszustand von Regime 1 zu Regime 2 kennzeichnet. Dieses ist fiir
Re = 2000 erkennbar und zeichnet sich durch eine signifikante Anderung des mittleren
Geschwindigkeitsprofils in Abbildung 4.10 (a) aus, sowie einer starken Wechselwirkung
mit der Kernstromung.

4.3.4.2 Storungsverteilungen in der MHD-Stromung

Nachdem bisher Ergebnisse betrachtet wurden, die von aufsen auf der Fluid-Wand-Grenzfliche
beobachtet werden konnen, wird im Folgenden die zugehorige interne Struktur der instabi-

len Stromungsmuster betrachtet. Auf diese Art lasst sich nachvollziehen, welche rdumliche
Struktur die an den Wianden gemessenen Potentialstorungen tatsédchlich haben.

Zunichst ldsst sich dazu w in der xz-Ebene bei y = 0 fiir Ha = 2000 und verschiedene Re
in Abbildung 4.19 betrachten. Fiir Re = 600 in Abbildung 4.19 (a) sind nur kleine, wel-
lenartige Storungen von u in den Seitenschichten fiir Regime 1 erkennbar, die fast keine
Auswirkungen auf das zeitlich gemittelte Geschwindigkeitsprofil haben (siehe Abbildung
4.10 (a) ). Im Gegensatz dazu sind bei Re = 1000 die wellenartigen Strukturen unre-
gelméfiger, aber weiterhin auf die diinne Seitenschicht begrenzt. Fiir Re = 2000 ist in
Regime 2 erkennbar, dass sich die vielen wellenartigen Storungen mit kurzer Wellenldnge
zu wenigen grofiskaligen Storungen zusammengeschlossen haben. Insbesondere ist auffil-
lig, dass sich die Jets in regelméfigen Absténden von Ax ~ 1.2 bei z > 0 bzw. Az ~ 1.6
bei z < 0 von den Winden ablésen. Diese partiellen Jetablosungen sind bis z ~ £0.65 in
den Kernbereich ausgedehnt. Zwischen 0.78 < z < 0.85 konnen sogar Riickstromungen
mit u < —1 auftreten (bspw. bei = ~ 2). Im zeitlich gemittelten Geschwindigkeitsprofil
solch einer instabilen Stromung ist die maximale Geschwindigkeit deutlich reduziert und
der Jetbereich verbreitert, wie bereits bei Abbildung 4.10 (a) diskutiert. Zu beachten ist,
dass die Riickstromungen im mittleren Profil iiberhaupt nicht sichtbar sind. Solche Jet-
ablosungen stimmen prinzipiell mit denen von Kinet et al. (2009) iiberein. Dort wurde
allerdings eine Walker-Stromung betrachtet, bei der keine Riickstromungen in der Kern-
stromung beobachtet werden konnten. Weiterhin war die betrachtete Hartmann-Zahl eine
Grofsenordnung kleiner als in dieser Arbeit.

Ein wesentlicher Unterschied ist, dass Kinet et al. (2009) in beiden Seitenschichten gleich
viele Jetablosungen gefunden haben (jeweils drei), hier aber unterschiedlich viele in
den Seitenschichten vorhanden sind (drei und vier). Bereits bei der Auswertung der
Hartmann-Wand-Signale fiir Re = 2000 konnte eine unterschiedliche Verteilung der Po-
tentialstorungen in den Seitenschichten beobachtet werden. Aufgrund von Abbildung 4.19
(c) konnen diese Stérungen nun eindeutig als in den Seitenschichten unterschiedlich oft
vorkommende partielle Jetablosungen identifiziert werden. Braiden et al. (2016) hat fiir
eine ideale Hunt-Stromung fiir Ha = 100 ebenfalls Jetablosungen gefunden. Dort variie-
ren die Jetablosungen im Laufe der Zeit in den jeweiligen Seitenschichten. Allerdings ist
die Seitenschicht aufgrund der kleineren Hartmann-Zahl gréfer und es kommt zu Wech-
selwirkungen zwischen den gegeniiberliegenden Jetablosungen durch die Kernstromung
hindurch. Diese Wechselwirkung ist fiir Ha = 2000 und Re = 2000 in Abbildung 4.19 (c)
nicht erkennbar.
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Abbildung 4.19: u in der zz-Ebene bei y = 0 fiir Ha = 2000 und (a) Re = 600, (b)
Re = 1000 und (c) Re = 2000
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Abbildung 4.20: Stérungen der Geschwindigkeit fir Re = 600 bei Ha = 2000: (a)
' (z,y=0,2), (b) v(z,y =0.5,2) und (c) w'(z,y =0, 2)

Detailliertere Analysen der Stérungen lassen sich anhand der Geschwindigkeitskomponen-
ten der vornehmen. Dazu sind die Geschwindigkeitsstorungen o/(z,y = 0,2), v'(z,y =
0.5,z) und w'(z,y = 0, 2) als Konturen in Abbildung 4.20 fiir Re = 600 und Ha = 2000
gezeigt. Da v' symmetrisch um y = 0 ist und bei y = 0 verschwindet, wird es in der
xz-Ebene bei y = 0.5 gezeigt. In den Darstellungen sind zusétzlich die z-Positionen des
Geschwindigkeitsmaximums (z = 0.977) und -minimums (z = 0.905) der Grundstré-
mung markiert. Bei «’ in Abbildung 4.20 (a) zeigt sich, dass die bereits auf der Seiten-
und Hartmann-Wand sichtbare periodische und in Strémungsrichtung verformte Struk-
tur der instabilen Stromung sich innerhalb der Strémung fortsetzt und dort jedoch auf
die Seitenschicht begrenzt ist. Dabei kénnen sechs Perioden von u' in der Seitenschicht
ausgemacht werden. Bei Betrachtung eines Bereiches u’ > 0 innerhalb einer Periode, sind
zwei Maxima erkennbar, welche knapp vor und hinter dem Geschwindigkeitsmaximum
bei z = 0.977 liegen, wobei max (') ~ 0.5 ist. Damit ist u’ weitestgehend auf den Bereich
der Geschwindigkeitsiiberh6hung beschrinkt. Geschwindigkeitsstérungen mit wesentlich
kleineren Amplituden finden sich noch in der Nihe von z = 0.905. Verglichen mit dem
zeitlich gemittelten Geschwindigkeitsprofil in Abbildung 4.10 (a) wird deutlich, dass im
Jetbereich «/ < # ist und sich deshalb fiir % nur kleine Anderungen im Vergleich mit der
stabilen laminaren Stromung ergeben.

Storungen von v’ sind ebenfalls auf die Seitenschicht begrenzt und ihre Maxima befinden
sich zwischen Seitenwand und Jetmaximum, wie Abbildung 4.20 (b) zeigt. Daraus resul-
tieren Storungsmuster, die senkrecht zum Magnetfeld orientiert sind. Da die Amplituden
von v’ rund eine Grofenordnung kleiner als die von u' sind, sind diese Stérungsmuster
sehr klein.

Abbildung 4.20 (¢) kann entnommen werden, dass w’ maximal etwa halb so groft wie
u' ist. Fiir einen Bereich mit w’ > 0 ist erkennbar, dass die Extremwerte von w’ zwi-
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schen Jetmaximum und -minimum, also auf der Jetflanke, liegen. w’ ist dabei rdumlich
iiber die gesamte Jetbreite ausgedehnt und reicht bis an die Kernstromung heran. Im
Ubergangsbereich zur Kernstromung gilt dabei u’ =~ w'.

Die Kombination aus ¢’ und w’ ergibt Wirbelstrukturen, deren Rotationsachsen in Ma-
gnetfeldrichtung orientiert sind. Zur Quantifizierung von Wirbelstrukturen soll das -
Kriterium verwendet werden, wie es in Abschnitt 2.3.3 vorgestellt wurde.

Die Kontur von @ ist in Abbildung 4.21 (a) zur Visualisierung von Wirbelstrukturen
fiir den selben Zeitpunkt wie die Geschwindigkeitsstorungen in Abbildung 4.20 gezeigt.
Deutlich zu sehen sind Wirbelstrukturen, die {iber die gesamte Jetbreite ausgedehnt sind
und sich in axialer Richtung periodisch wiederholen. Zur Wand hin verschwindet (). Die
Wirbelstrukturen sind um das Geschwindigkeitsmaximum bei z = 0.977 paarweise ange-
ordnet. Dies bedeutet, dass sich in beiden Jetflanken jeweils in x-Richtung periodische
Wirbel befinden. Dabei sind die Wirbelstrukturen zwischen Jet und Wand sowohl raum-
lich als auch in ihrer Amplitude kleiner ausgeprigt als die Wirbelstrukturen zwischen Jet
und Kernstromung. Letztere dehnen sich bis zum Minimum der mittleren Geschwindig-
keit bei z = 0.905 aus. Die Wirbelstrukturen sind damit eindeutig auf die Seitenschicht
begrenzt. Weiterhin sind diese Wirbelstrukturen in axialer Richtung ineinander verscho-
ben.

Abbildung 4.21 (b) zeigt die Verteilung von @ in der xy-Ebene bei z = 0.96. Deutlich
wird, dass die Wirbelstrukturen fast {iber die gesamte Hohe des Kanals ausgedehnt sind.
Die Extremwerte von () befinden sich bei y = 0, also dem Ort der groften Geschwindigkei-
ten. Zusitzlich weisen die Wirbelstrukturen eine schwache Wo6lbung in Stromungsrichtung
auf. Bei ) handelt es sich um eine skalare Grofe, allerdings kann die Orientierung der
Wirbelstrukturen anhand der Storungen der Geschwindigkeiten abgeleitet werden, da von
letzteren die Richtungen bekannt sind (siehe Abbildung 4.20 ). Es lésst sich schlussfolgern,
dass bei Wirbelbereichen mit ¢ > 0 eine Rotation parallel zum Magnetfeld dominiert,
wahrend bei Wirbelbereichen mit () < 0 eine antiparallele Rotation zum Magnetfeld vor-
herrscht. Der Vergleich mit dem Druckverlauf in Abbildung 4.16 (b) zeigt, dass Bereiche
mit () > 0 mit einem lokalen Druckminimum und Bereiche mit ) < 0 mit einem lokalen
Druckmaximum zusammenfallen (bspw. bei = 1.1 mit @ < 0).

Daraus folgt, dass die TW-Wirbel paarweise um das Geschwindigkeitsmaximum auftreten
und eine gleichférmig, periodische Wirbelstruktur aufweisen, die entlang von Magnetfeld-
linien orientiert ist. In Abbildung 4.22 sind die zugehdrigen Isoflichen von @ fiir einen
Teil des Kanals zwischen —1 <y <0, 0 < z < 1 iiber eine Lénge von x = 2 gezeigt. Die
beschriebene Wirbelverteilung wird darin verdeutlicht und die Q2D-Struktur veranschau-
licht. TW-Wirbel gleicher Orientierung werden durch die TW-Wirbel entgegengesetzter
Orientierung effektiv voneinander getrennt.

Die Zunahme der der Reynolds-Zahl auf Re = 1000 fiihrt zu keiner strukturellen An-
derung der Geschwindigkeitsstorungen, wie Abbildung 4.23 zu entnehmen ist. Allerdings
ist die periodische Struktur, vor allem zwischen 2 < x < 3, fiir v’ und w’ ungleichmé-
kiger. Im Vergleich zu Re = 600 haben sich die Stérungsamplituden fiir «/, v' und w’
ungefihr verdreifacht. Daraus folgt, dass die Stérungsamplitude etwa quadratisch mit
der Reynolds-Zahl wéchst. Die Ausnahme von diesem Zuwachs stellt der Bereich um
2 < o < 2.5 dar. Hier hat sich die Amplitude im Vergleich zu Re = 600 fast nicht
verandert.
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Abbildung 4.21: @ fiir Re = 600 bei Ha = 2000: (a) in der zz-Ebene bei y = 0 und (b)
in der xy-Ebene bei z = 0.96

Abbildung 4.22: Isoflichen von ) bei Re = 600 und Ha = 2000 im Bereich 0 < z < 2,
-1l<y<0,2<1
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In Abbildung 4.24 (a) ist @ fiir Re = 1000 gezeigt. Es treten weiterhin periodische Wir-
belstrukturen entlang des Geschwindigkeitsmaximums auf, deren Verteilung und Ampli-
tuden aber weniger gleichméfig als bei Re = 600 sind. Die Amplituden von ) haben
bei den Wirbelstrukturen in Wandnéhe am stirksten zugenommen und sind ca. viermal
grofer als bei Re = 600. Zwischen 0.905 < 2z < 0.977 hat sich () ungefahr verdoppelt.
Ausnahme hiervon ist der Bereich bei x ~ 2.4. Dort ist fast keine Anderung der Ampli-
tude zu erkennen, was auch in Abbildung 4.24 (b) fiir @) in der xy-Ebene bei z = 0.96
deutlich wird. Die Abbildung 4.24 (b) zeigt weiterhin, dass die Wirbelstrukturen, wie bei
Re = 600, weiterhin entlang der Magnetfeldlinien ausgerichtet sind.

Durch Betrachtung der Isoflichen von ) in Abbildung 4.25 wird deutlich, dass bei
x = 2.4 die periodische Wirbelverteilung unterbrochen ist. Insgesamt betrachtet wird bei
Re = 1000 deutlich, dass weiterhin TW-Wirbel auftreten, deren Verteilung und Struktur
allerdings komplexer sind als bei Re = 600. Der Ubergang zu einem anderen Strémungs-
regime ist folglich klar in der Wirbelverteilung erkennbar.

Es konnte bereits gezeigt werden, dass bei Re = 2000 die Stromung im Regime 2 ist, in
welchem Jetablosungen auftreten. Abbildung 4.26 zeigt die verschiedenen Komponenten
der Geschwindigkeitsstorung. Ein sich wiederholendes Muster der Stérungen ist weiterhin
erkennbar. Die Verteilung der Storungen hat sich im Vergleich zu Regime 1 deutlich
gedndert. Im Gegensatz zu den TW-Wirbeln sind hier Bereiche mit vorwéartsgerichteter
Geschwindigkeitsstorung «’ > 0 etwa fiinfmal ldnger als solche mit riickwértsgerichteten
Storungen v’ < 0. Dort wo Jetablosungen stattfinden, bspw. bei x =~ 2, reichen die
Storungen bis in die Kernstromung hinein. Bei den Jetablosungen treten die grofsten
Amplituden von v’ auf, welche eine Grofenordnung grofer sind als bei Re = 600 und
ungefdhr noch dreieinhalb mal grofer als bei Re = 1000. Erkennbar ist weiterhin, dass
die Geschwindigkeitsstorungen zwischen den Jetablosungen nicht véllig verschwinden, so
ist bspw. der Bereich v’ < 0 bei x ~ 2, z &~ 0.82 bis x ~ 0.9 ausgedehnt. Dadurch kann es
zu einer Wechselwirkungzwischen den einzelnen Jetablosungsbereichen kommen, die zu
einer Gleichverteilung der Stérungen fiihrt.

Verglichen mit «’ ist v’ in Abbildung 4.26 (b) weiterhin rund eine Grofenordnung kleiner.
Trotzdem ist eine bogenartige Verteilung von v im Bereich der Jetablosungen erkennbar,
die ebenfalls in die Kernstromung hineinreicht. v" &ndert sich demnach ebenfalls beim
Regimewechsel. Die groften Werte von w’ finden sich, wie bei u/, bei der Jetablosung,
da dort Fluid in die Kernstromung hinein transportiert wird, wie Abbildung 4.26 (c)
zeigt. Zwischen den einzelnen Jetablosungen verschwindet w’. Somit zeigt auch w’ ein
strukturell anderes Verhalten im Regime 2 als im Regime 1.

Werden die Verhéltnisse der Amplituden von w’ und v’ gebildet, so ergibt sich im Regime
1 fiir w'/u’ ~ 0.42, wéhrend sich im Regime 2 w’/u’ &~ 0.67 ergibt. Das bedeutet, dass w’
beim Ubergang zu Regime 2 im Verhéltnis stirker anwéchst als u'.

Die zu Re = 2000 gehorige Verteilung von @ ist in Abbildung 4.27 dargestellt und spiegelt
den Wechsel zu Regime 2 durch eine giinzlich andere Verteilung im Vergleich zu kleineren
Reynolds-Zahlen wieder. Zwei komplexe, einzelne Wirbelstrukturen bzw. Jetablosungen
konnen bei z ~ 0.8 und x =~ 2.1 identifiziert werden, welche in die Kernstromung hin-
einreichen. Beide weisen die gleiche Verteilung von @ auf, sodass ) auch im Regime 2
periodisch in Strémungsrichtung ist. Bei Betrachtung einer einzelnen Jetablosung, zeigt
sich, dass Bereiche mit () > 0 und ) < 0 eine ineinander greifende komplexe Verteilung
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Abbildung 4.23: Storungen der Geschwindigkeit fiir Re = 1000 bei Ha = 2000: (a)
u(z,y=0,2), (b) v(z,y =0.5,2) und (c) w'(z,y =0, 2)
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Abbildung 4.24: @ fiir Re = 1000 bei Ha = 2000: (a) in der xz-Ebene bei y = 0 und (b)
in der xy-Ebene bei z = 0.96
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Abbildung 4.25: Isoflichen von ) bei Re = 1000 und Ha = 2000 im Bereich 2 < x < 4,
-1<y<0,z2<1
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Abbildung 4.26: Storungen der Geschwindigkeit fiir Re = 2000 bei Ha = 2000: (a)
u(z,y=0,2), (b) v(z,y =0.5,2) und (c) w'(z,y =0, 2)
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aufweisen, die sich deutlich von der im Regime 1 unterscheidet.

Ausgehend von (1) in Abbildung 4.27 (a) treten zunéchst um das Jetmaximum kleinere
Wirbelstrukturen auf, die noch innerhalb der Seitenschicht lokalisiert sind. Anschliefsend
folgen bei (2) zwei entgegen gesetzt rotierende Wirbelbereiche, welche sehr stark ausge-
préigt sind. Bei x ~ 0.8 findet dabei die eigentliche Jetablosung statt, wie es auch anhand
von w’ in Abbildung 4.26 gut zu erkennen ist. Der Bereich mit @ < 0 erstreckt sich in
einer bogenartigen Struktur von der Seitenwand bis in die Kernstrémung, sodass ein un-
mittelbarer Impulstransport aus dem Bereich des Geschwindigkeitsmaximums bis in den
Kern erfolgen kann. Der Bereich mit @) > 0 bei (2) stellt eine grob elliptische Struktur dar,
in der () im Bereich der Jetablosung und bei x & 0.75 grofsere Werte annimmt. Aufgrund
dieser Struktur miissen im Inneren kleinere Bereiche mit @) < 0 auftreten. Bei (3) ist ein
Nachlauf der Jetablosung in Form von kleineren Wirbelstrukturen zu erkennen.

Im Vergleich zu Re = 1000 nehmen die Extremwerte von ) um ca. 66% zu, womit die
Zunahme geringer ist als beim Ubergang von Re = 600 zu Re = 1000. Wihrend allerdings
bei Re = 1000 diese Extremwerte (Qcztrem €her punktuell in der Mitte einer Wirbelstruktur
auftreten und zum Rand hin @ schnell @) gegen Null geht, sind bei Re = 2000 Bereiche
mit, groken Werten von () rdumlich deutlich ausgedehnter, sodass die Instabilitdten mehr
turbulente kinetische Energie aufweisen.

Die Verteilung von @ fiir Re = 2000 und Ha = 2000 in der xy-Ebene bei z = 0.96 ist in
Abbildung 4.27 (b) gezeigt. Deutlich erkennbar ist die weiterhin dominierende Korrela-
tion von ) in Magnetfeldrichtung, wobei die Variation von @) in Magnetfeldrichtung im
Vergleich zu Regime 1 zugenommen hat. So ist bei (1) erkennbar, dass die Wirbelstruktu-
ren sich auf —0.5 <y < 0.5 beschrinken, wihrend sie bei (2) im Bereich —0.9 <y < 0.9
liegen. Fiir (3) ist der beschriebene Nachlauf erkennbar.

Abbildung 4.28 zeigt in einer dreidimensionalen Ansicht die zugehorigen Isoflichen von @,
die die bereits beschriebene komplizierte Verteilung von () im Regime 2 veranschaulicht.

Abschliefsend wird fiir Ha = 2000 und Re = 2000 die Wandschubspannung betrach-
tet. Denn Orte an denen sich Geschwindigkeitsstorungen von Wianden abldsen, zeich-
nen sich in der Hydrodynamik durch das Verschwinden der Wandschubspannung 7y =
Ju/On = 0u/0z aus (Oertel, 2002). Eine Folge davon ist, dass Riickstromungen in Wand-
nihe auftreten. Abbildung 4.29 zeigt den Verlauf von 7y (z,y = 0,2z = 1) fiir Ha = 2000,
Re = 2000. Sichtbar ist ein deutlicher Anstieg von 7y genau an den x-Positionen, an de-
nen auch Jetablosungen auftreten (sieche Abbildung 4.19). Allerdings wird 7y = 0 nicht er-
reicht. Obwohl offensichtlich Stromungsablosungen der Jets erfolgen, die weit in die Kern-
stréomung hinein reichen, fiihrt die Stromungsablosung an der Wand zu keiner Riickstro-
mung in Wandndhe. Daher kann die klassische Bedingung der Hydrodynamik, 7 = 0,
hier nicht als Ablosekriterium herangezogen werden. Fiir MHD-Stromungen muss daher
die hydrodynamische Bedingung 7y (2o, y0) = 0 am Ort xq, yo zu |1w (20, ¥o)| < |7w (z,y)]
als Indikator fiir Geschwindigkeitsablosungen gedndert werden.

In Abbildung 4.30 ist die zugehorige Kontur von 1y (x,y, 2 = 1) dargestellt. Gut erkenn-
bar ist die Orientierung der Bereiche mit grofstem 7y entlang der Magnetfeldlinien. In
den Ecken wird der Betrag von 7y sehr klein, da hier aufgrund der stirker werdenden
Wandreibung sowohl Geschwindigkeit als auch Geschwindigkeitsdnderung abnehmen.
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Abbildung 4.27: @ fiir Re = 2000 bei Ha = 2000: (a) in der zz-Ebene bei y = 0 und (b)
in der xy-Ebene bei z = 0.96
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Abbildung 4.28: Isoflichen von () bei Re = 2000 und Ha = 2000 im Bereich 0.5 < z <
250, -1<y<0,z<1
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Abbildung 4.29: Wandschubspannung 7y (z,y = 0,z = 1) fiir Ha = 2000 und Re = 2000
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Abbildung 4.30: Kontur von my(x,y,z = 1) fiir Ha = 2000 und Re = 2000
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4.3.5 Zeitsignale vollentwickelter, instabiler Stromungen

Zur Aufzeichnung und Untersuchung der Zeitsignale fiir ¢’ bzw. ' lassen sich im Re-
chengebiet sogenannte Sonden setzen, analog zu experimentellen Sondenmessungen. In
Abbildung 4.31 (a-f) sind solche Signale fiir «’, welches iiber das Ohm’sche Gesetz mit ¢’
verkniipft ist, in Abhéngigkeit von der dimensionslosen Zeit 7 = tug/L an verschiedenen
z-Positionen bei x = 3.3, y = 0 fiir Ha = 2000 und Re = 600, Re = 1000 sowie Re = 2000
aufgetragen. Im gezeigten Zeitraum ist die jeweilige Stromung statistisch voll entwickelt.

Bei Re = 600 befindet sich die Stromung im Regime 1. In der Kanalmitte, dargestellt
in Abbildung 4.31 (a), sind keine Stérungen zu erkennen, ebenso wenig bei z = 0.8.
Erst ab z = 0.9 sind Storungen fiir diese Reynolds-Zahl erkennbar, deren Amplitude
zum Jetmaximum hin zunimmt. Die Storungen haben eine periodische und sinusartige
Struktur mit zeitlich konstanter Amplitude.

Wird die Reynolds-Zahl auf Re = 1000 erhoht, so sind bereits bei z = 0.8 minimale
Storungen erkennbar. Werte fiir Frequenz und Wellenldnge sind in Abbildung 4.14 ge-
zeigt und wurden dort bereits diskutiert. Obwohl eine zeitlich voll entwickelter Stromung
betrachtet wird, sind bei Re = 1000 Schwankungen der Amplituden an den Sondenposi-
tionen z < 0.9 sichtbar. Im Vergleich zu Re = 600 sind die Amplituden damit nicht mehr
zeitlich konstant und im Jet bis zu dreimal groker (sieche Abbildung 4.31 (e) ).

Fiir Regime 2 bei Re = 2000 sind bereits bei z = 0.8 deutliche Schwankungen von
sichtbar. Bei z = 0.9 ist das Maximum von «' =~ 3 und bei z = 0.94 werden die betrags-
mafig groften Amplituden mit u' =~ 4.2 erreicht. Durch diese weitreichenden, grofen
Storungen wird die Jetablosung und die damit einhergehende Beeinflussung der Kerstro-
mung deutlich. Die Stérungen treten weiterhin periodisch auf, wobei sich ihre Frequenz
auf f* = 2.2 reduziert hat (sieche Abbildung 4.14). Statt der wellenartigen Struktur von
Regime 1 sind nun deutlich einzelne Peaks von o' sichtbar, die, je nach z-Position, ent-
weder positiv oder negativ sind. Ursache dafiir sind die auftretenden Jetablosungen und
die damit einhergehenden deutlich groferen Strukturen in Regime 2. Bei z = 0.967 hat '
eine sigezahnartige Form und die Amplitudenschwankungen sind hier am grofsten. Der
Ubergang vom Maximum zum Minimum von u’ erfolgt langsamer als der Ubergang von
Minimum zu Maximum. Dieses Verhalten liegt daran, dass die Jetablosung abrupt ein-
setzt und anschliefend einen Schweif mit «’ > 0 in der Seitenschicht hinter sich herzieht.

Die Zeitsignale aus Abbildung 4.31 (a-f) lassen sich mit Hilfe einer Kontourdarstellung
von u' veranschaulichen. Dazu ist «’ in Abbildung 4.32 (a) fiir Re = 1000 und (b) fiir
Re = 2000 zum Zeitpunkt 7 = 33.7 in einem Ausschnitt der xz-Ebene bei y = 0 darge-
stellt. Wird beispielsweise fiir Re = 1000 die Linie entlang z = 0.94 verfolgt, so dndert
sich u’ sehr gleichméfig periodisch, wobei die Amplituden nicht konstant sind. Dies ist in
Ubereinstimmung mit Abbildung 4.31 (d). Analog lassen sich die anderen, in Abbildung
4.31, gezeigten Signale nachvollziehen. Insgesamt ergibt sich daraus die gezeigte Kontur
von v’. Damit ist gezeigt, dass die Storungen im Wesentlichen aus orts- und zeitperiodi-
schen Strukturen bestehen, die auf den Bereich der Seitenschicht begrenzt sind. Die in
Abbildung 4.32 (b) gezeigte Konturdarstellung fiir Re = 2000 zeigt eine prinzipiell andere
Verteilung von v/, da die Stromung in das Regime 2 iibergegangen ist. Wird ebenfalls die
Linie entlang von z = 0.94 verfolgt, so ist zwischen 1.2 < x < 1.4 ein sehr steiler Anstieg
und Abfall von ' erkennbar, wobei ' in diesem Bereich positiv ist. Anschliefsend wird
u' negativ und zeigt nur eine schwache Abhéngigkeit von x, bevor es bei x ~ 2.5 erneut
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Abbildung 4.32: Konturdarstellung von u' bei Re = 2000 in der xz-Ebene und y = 0
fir (a) Ha = 1000 bei 7 = 40.8 und (b) Ha = 2000 bei 7 = 33.7.
Gestrichelte Linien markieren die z-Position der Sonden.
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Abbildung 4.33: A¢’/Az in Abhéngigkeit von 7 zwischen den Sondenkdpfen bei z; = 0.94
und 2z = 0.994 und z = 3.3, y = 0 fiir Re = 600, Re = 1000 und
Re = 2000 bei Ha = 2000

positiv wird, steil ansteigt und sich das Muster wiederholt.

Die in Chowdhury (2016) gezeigten Zeitsignale weisen nur wenige Peaks auf, die zwar
dhnlich zu denen in Abbildung 4.31 (e) sind, insgesamt ist ein Vergleich aber schwierig.
Stattdessen weisen von Burr (1998) gemessene Zeitsignale von u' an verschiedenen z-
Positionen eine sehr gute prinzipielle Ubereinstimmung mit denen in Abbildung 4.31
(a-f) auf.

In der experimentellen Arbeit von Chowdhury (2016) war die Potentialsonde bei zg =
0.967 positioniert (entspricht Abbildung 4.31 (e) ), sodass sich die Messelektroden bei
z1 = 0.94 und zy = 0.994 befanden. An diesen Punkten wurden auch numerische Po-
tentialsonden gesetzt (siche Abbildung 4.31 (d) und (f) ). Das sich daraus ergebende
A¢'/Az ist in Abbildung 4.33 gezeigt. Dabei wird im Vergleich zu Abbildung 4.31 (e)
deutlich, dass aufgrund der Sondengeometrie bei den gegebenen Parametern A¢'/Az ca.
33% schwécher ist als u'. Dieser theoretische Wert fiir A¢’/Az kann im Experiment durch
weitere Storeinfliisse (bspw. Rauschen) oder eine nicht voll entwickelte Strémung noch
kleiner ausfallen.
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4.3.6 Turbulente kinetische Energie und Reynolds-Spannungen

Im Folgenden wird der Reynolds’sche-Schubspannungstensor betrachtet, welcher Aus-
kunft iiber den turbulenten Impulsaustausch zwischen den einzelnen Komponenten der
Geschwindigkeitsstorungen liefert. Dazu wurde zunéichst die Simulation solange durchge-
fiihrt, bis sich eine voll entwickelte Stromung eingestellt hat. Die zeitlichen Mittelwerte
der Stromungsgréfen wurden anschliefend durch Fortfiihren der Simulation ermittelt
(sieche bspw. Abbildung 7.5 im Anhang). Die zeitliche Mittelung wurde gestoppt, wenn
innerhalb der Durchflusszeit tp Au < 0.1% erreicht war, wobei tp = L/uyg ist.

Aus den Diagonalelementen des Reynolds’schen-Schubspannungstensors lédsst sich die
mittlere turbulente kinetische Energie

_ 1
Erury = V/ ('t 4+ "V + w'w') dV (4.8)
%

iiber das Gesamtvolumen V des betrachteten Kanals bestimmen. Ergebnisse fiir .
in Abhéngigkeit von Re sind in Abbildung 4.34 fiir verschiedene Ha dargestellt. Fiir
Ha = 1000 lisst sich dabei zuniichst ein Anstieg von Ey, mit steigender Reynolds-Zahl
Re erkennen, wobei der Anstieg mit steigendem Re abflacht. Insgesamt dhnelt der Verlauf
dem einer Wurzelfunktion. Aus dem Verlauf von FEj,,(Re) lisst sich der Schnittpunkt mit
der Abszisse abschitzen. Da dort Ej,,, = 0 ist, entspricht dies der kritischen Reynolds-
Zahl, bei der der Ubergang der laminaren Strémung zu Regime 1 stattfindet. Laut Abbil-
dung 4.34 ergibt sich fiir Ha = 1000 eine kritische Reynolds-Zahl von Re. ~ 790. Dieser
Wert liegt rund 20% oberhalb dem der linearen Stabilitédtsanalyse (siche Tabelle 4.7).
Der Grund dafiir ist numerische Diffusion, deren Einfluss sich mit einem feineren Gitter
theoretisch weiter reduzieren liefe. Aufgrund des damit verbundenen numerischen Auf-
wandes liefs sich dies im Rahmen dieser Arbeit leider nicht realisieren. Es ist auch nicht
das wesentliche Ziel dieser Arbeit, die Stabilitdtgrenze der linearen Stabilititsanalyse ex-
akt zu treffen, sondern den Reynolds-Zahl-Bereich zwischen linearer und experimenteller
Stabilitatsgrenze numerisch zu untersuchen, weil er sich anderen Untersuchungsmethoden
entzieht.

Fiir Ha = 2000 ist ein prinzipiell #hnlicher Verlauf von Ej,,;(Re) bis Re = 1000 zu erken-
nen wie bei Ha = 1000. Bei Re = 1500 hat Ey,, stark zugenommen. Mit Ansteigen der
Reynolds-Zahl auf Re = 2000 nimmt FE},,;, nur noch langsam zu. Die kritische Reynolds-
Zahl lasst sich mit Re. ~ 520 abschatzen, was 19% oberhalb der kritischen Reynolds-Zahl
liegt, welche die linearen Stabilitdtsanalyse fiir Ha = 2000 liefert.

Ein Vergleich von Ej,,;, bei Ha = 1000 und Ha = 2000 zeigt, dass Ey,, mit wachsendem
Ha stark anwéchst. Bei Re = 1000 ergibt sich fiir Ha = 1000 ein Wert von Ep =
2.5-1073, withrend Ey,,s fiir Ha = 2000 mit s = 22-107% wesentlich groker ist. Werden
die entsprechenden Amplituden von u in Tabelle 4.9 miteinander verglichen, ergibt sich,
dass sich Au bei Re = 1000 von Ha = 1000 zu Ha = 2000 etwas mehr als verdreifacht. Da
Eyur, proportional zum Amplitudenquadrat ist, folgt daraus eine Zunahme von Ej,,;, um
etwa eine Grofsenordnung. Fiir Re = 2000 ist dieser direkte Vergleich zwischen Ha = 1000
und Ha = 2000 nicht mehr moglich, da bei Ha = 2000 die Stromung im Regime 2 vorliegt,
bei Ha = 1000 befindet sie sich hingegen im Regime 1.

Fiir Ha = 2000 lassen sich turbulenten kinetischen Energien von Re = 1000 und Re =
1500 vergleichen. Die Zunahme von FEj,,, gegeniiber dem Wert bei Re = 1000 betragt
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Abbildung 4.34: Mittlere turbulente kinetische Energie Ey,;, in Abhiingigkeit von Re fiir
verschiedene Ha und damit abgeschitzte kritische Reynolds-Zahlen.

fast eine Grokenordnung. Mit dem Wechsel von Regime 1 zu Regime 2 geht daher ein
signifikanter Anstieg von E},,, einher.

Die Abbildungen 4.35 und 4.36 zeigen verschiedene Komponenten des Reynolds’schen-
Schubspannungstensors entlang der z- bzw. y-Achse fiir verschiedenen Reynolds-Zahlen
bei Ha = 2000. Zunéchst werden die Komponenten betrachtet, die die Normalspannungen
beschreiben. In Abbildung 4.35 (a) ist w/u’ entlang von z bei y = 0 fiir verschiedene Re
aufgetragen. v/u’ kann als der Anteil von Ej,,; interpretiert werden, welchen die Stérungen
in z-Richtung beitragen. In Ubereinstimmung mit den bisherigen Ergebnissen ist u/u’ fiir
Re < 1000 in der Seitenschicht lokalisiert, da nur hier die Stérungen auftreten. Drei
Maxima sind fiir Re < 1000 erkennbar, welche mit steigendem Re zunehmen und dort
auftreten, wo u' lokal am stérksten ausgeprégt ist (siehe Abbildungen 4.23 (a) und 4.26 (a)
). Die markierte z-Position der maximalen mittleren Geschwindigkeit @, fiir Re < 1000
befindet sich zwischen zwei Maxima von w/v/, womit erneut deutlich wird, dass sich im
Regime 1 die Zentren der Wirbelstrukturen am Ort von ., befinden.

Bei Re = 2000 ist fiir u/v/ eine Verbreiterung in die Kernstrémung hinein erkennbar, ein-
hergehend mit einer starken Zunahme der Amplitude. Ebenfalls sind drei lokale Maxima
erkennbar, die an den Orten der grofiten Geschwindigkeitsstorungen (siehe Abbildung 4.20
(a)) liegen. Im Gegensatz zu den niedrigeren Reynolds-Zahlen befindet sich @4, nicht
mehr zwischen zwei Maxima von u/u/, sondern nahe des globalen Maximums. Hieran
wird erneut die Verschiebung der Wirbelstrukturen Richtung Kernstromung im Regime
2 erkennbar, obwohl sich die Position von i,,,, nahezu nicht verandert.

Wihrend /v’ fiir Re = 600 und Re = 1000 symmetrisch um z = 0 ist, zeigen sich fiir Re =
2000 leichte Unterschiede in den Maximalwerten. Bei z ~ —0.97 ist u/u/ ~ 4.1 withrend
bei z ~ 0.97 /'’ ~ 4.0 ist. Beim zweiten Maximum verhélt es sich umgekehrt, sodass
bei z ~ —0.91 w/v’ ~ 1.3 und bei 2z ~ 0.91 v/ ~ 1.4. Dies liegt an der asymmetrischen
Verteilung der Jetablosungen in den gegeniiberliegenden Seitenschichten. Abbildung 4.35
(b) zeigt u'u’ entlang der y-Achse fiir alle drei betrachteten Re. Deutlich wird, dass u/u’
symmetrisch um y = 0 ist und dort maximal wird, weil hier die groften Geschwindigkeiten
und Stérungsamplituden auftreten. Dabei steigt v/u/ mit steigender Reynolds-Zahl an. Die
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asymmetrische Verteilung der Jetablosungen kann hier ebenfalls anhand verschiedener
Maxima von w/u’ in den Seitenschichten beobachtet werden.

Da v'v/ bei y = 0 verschwindet, ist es in Abbildung 4.35 (c) bei y = 0.5 entlang der
z-Achse dargestellt. Fiir Re < 1000 ist v'v’ auf die Seitenschichten begrenzt und weist
zwei lokale Maxima auf, die sich fast symmetrisch rechts und links um ,,,, befinden.
Dies ist ein weiterer Beleg dafiir, dass Wirbelstrukturen um ,,,, angeordnet sind. Im
Vergleich zu w/u’ sind die Amplituden bei v/v/ rund zwei GroRenordnung kleiner, da v’
parallel zum Magnetfeld orientiert ist und stark geddmpft wird. Mit dem Wechsel in Re-
gime 2 bei Re = 2000 reicht v/v bis in die Kernstrémung hinein und weist weiterhin
zwei Maxima auf. Dabei wird v/v/ fiir z < 0 bis zu siebenmal gréfer als bei Re = 1000,
bei z > 0 verfiinffacht es sich ungefihr. Die Asymmetrie in v/’ durch die unterschiedlich
hiufigen Jetablosungen in den Seitenschichten ist somit stirker ausgeprigt als bei u/w/.
Aus den Maxima bei z ~ +0.86 lasst sich schliefen, dass durch die Jetablosung auch
Fluid in Magnetfeldrichtung transportiert wird, auch wenn weiterhin v/v’ rund zwei Gré-
fenordnungen kleiner ist als v/u/. Im Vergleich zu /v’ fillt weiterhin auf, dass vv/, relativ
betrachtet, stirker beim Ubergang zu Regime 2 zugenommen hat als w/v’. Anhand des in
Abbildung 4.35 (d) gezeigten Verlaufs von v/v/ entlang der y-Achse bei z = £0.96 wird
das Verschwinden von v/v’ bei y = 0 aus Symmetriegriinden deutlich. Fiir alle betrach-
teten Re ist bei y = £0.5 v/v/ maximal. Daraus resultieren iibereinander angeordnete
Wirbelstrukturen, deren Rotationsachsen nicht parallel zum Magnetfeld orientiert sind.
Fiir Re = 2000 ist die Asymmetrie deutlich erkennbar.

Der entsprechende Verlauf von w'w’ entlang der z-Achse ist in Abbildung 4.35 (e) dar-
gestellt. Fiir Re < 1000 sind zwei Maxima gut zu erkennen, wobei eines genau bei 4,
liegt. Zusammen mit dem Verlauf von u/v/ aus Abbildung 4.35 (a) wird dadurch die St&-
rungsverteilung um ,,,, geschlossen, sodass auch hieran deutlich wird, dass es sich bei
den Storungen um eine zweidimensionale Wirbelstruktur in Magnetfeldrichtung handelt.
Aufgrund des zweiten Maximums kann geschlossen werden, dass die Wirbelstruktur eine
komplizierte Verteilung aufweist, wie bereits bei den Abbildungen 4.20 und 4.23 disku-
tiert. Die Amplituden von w'w’ sind ungefihr eine Grofenordnung kleiner als bei u/w/.

Mit dem Ubergang zu Re = 2000 findert sich der Verlauf von w’w’. Statt der zwei lokalen
Maxima tritt nur noch eines auf, das einen ca. fiinffach gréfseren Wert im Vergleich zu
Re = 1000 aufweist. Im Gegensatz zu v/v/ und v/v’ liegt dieses Maximum nicht nahe bei
Umaz, sSondern bei z &~ 0.9 und damit nahe der Kernstromung. Daraus ergibt sich, dass fiir
den Fluidtransport in die Kernstromung w'w’/u/u’ ~ 1/3 gilt. Im Vergleich zu Regime 1
hat damit der Anteil von w/w’ an der Storungsverteilung stirker zugenommen.

Zwischen der Seitenschicht bei z < 0 und der bei z > 0 ist dabei ein Unterschied im
Maximalwert von w'w’, wegen der asymmetrischen Jetablosung, sichtbar. Diese spiegelt
sich auch im Verlauf von w'w’ entlang der y-Achse in Abbildung 4.35 (f) fiir Re =
2000 wieder. Wegen der asymmetrischen Jetablosung ist w/w'|.«o < w'w’|.~q, wihrend
W/ |0 > WU |50

Die Schubspannungs- bzw. Transportterme zwischen den verschiedenen Stérungskompo-
nenten sind in Abbildung 4.36 (a-f) gezeigt. Anhand von Abbildung 4.36 (a) ldsst sich der
Impulstransport zwischen «’ und w’ entlang der z-Achse quantifizieren, der fiir Re < 1000
auf die Seitenschicht begrenzt ist. Wie bereits bei den vorhergehenden Abbildungen be-
obachtet, reicht auch hier ww’ bei Re = 2000 weit in den Kern hinein. w/w’ ist von
der selben Grokenordnung wie w/w’. Da v parallel zur Hauptstromung ist, aus der die
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Storungsenergie kommt, folgt daraus, dass w’ im Wesentlichen seine Energie aus u' be-
zieht. Der Wechsel im Vorzeichen resultiert daraus, dass der Impulstransport einmal in
2-Richtung, und einmal entgegen der z-Richtung erfolgt. Deshalb ist w/w’ in y-Richtung
bei z = 0.96 negativ, wie Abbildung 4.36 (b) zeigt. Der Verlauf u/w’ ist, analog zu u'v/
und w'w’, entlang der y-Achse symmetrisch mit einem Maximum bei y = 0.

Die Komponente u/v entlang von z fiir y = 0.5 wird in Abbildung 4.36 (c) dargestellt. Fiir
Re < 1000 hat w/v' seinen Nulldurchgang bei t,q,, wobei w/v/ > 0 unmittelbar vor der
jeweiligen Seitenwand ist. Bei Re = 2000 dreht sich das Vorzeichen von u/v/ um und der
Nulldurchgang verschiebt sich in Richtung Kernstromung. Zusammen mit dem Verlauf
von u/v’ entlang der y-Achse in Abbildung 4.36 (d) lisst sich erkennen, dass es jeweils
oberhalb und unterhalb von y = 0 Wirbel mit Rotationsachse in z-Richtung gibt.

Fiir v/w’ ergeben sich laut Abbildung 4.36 (e) und (f) nur sehr kleine Amplituden im
Vergleich zu den anderen Wechselwirkungstermen. Aus den Darstellungen kann auf Wir-
belstrukturen geschlossen werden, die jeweils oberhalb und unterhalb von y = 0 lokalisiert
sind und deren Rotationsachse in z-Richtung zeigt.

Technisch relevant sind diese Ergebnisse im Hinlick auf den Warmetransport in Blan-
kets. Da in instabilen Stromungen eine Durchmischung des Fluids stattfindet, kann da-
durch der Warmetransport gesteigert werden. Die vorliegenden Ergebnisse zeigen, dass
im Regime 1 nur innerhalb der Seitenschicht Durchmischungen auftreten. In Blankets gilt
Ha ~ O(10%), sodass die Seitenschichtdicke mit dg ~ Ha~'/? sehr diinn ist und der Wir-
metransport kaum beeinflusst wird. Erst im Regime 2 ist durch die Jetablosungen eine
Durchmischung mit der Kernstromung méglich, wodurch der Warmetransport gesteigert
werden kann.
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4.3.7 Transitionsverhalten

Im Folgenden wird die Transition von Regime 1 zu Regime 2 bei Re = 2000 und Ha =
2000 untersucht. Ausgangspunkt bei 7 = 0 ist die quasi-stationdre Losung fiir Re =
1000 und Ha = 2000. Damit der Volumenstrom fiir Re = 1000 und Re = 2000 gleich
ist, wurde die Reynolds-Zahl durch Verringerung der kinematischen Viskositét erhoht.
Da sich der Strémungszustand in der Transition kontinuierlich dndert, wurde nicht das
zeitliche Mittel u, sondern das rdumliche Mittel @ des jeweiligen Zeitpunktes verwendet,
um die Geschwindigkeitsstorung u', geméf v’ = w — 4, zu berechnen. In den folgenden
Darstellungen werden die Geschwindigkeitsstorungen betrachtet, weil diese durch ' ~
0¢' [0z und w' ~ —0¢'/Ox mit den Gradienten der Stérungen des elektrischen Potentials
¢’ zusammenhéngen, was experimentell zugéngliche Grofen sind.

Abbildung 4.37 (a-h) zeigt v’ fiir verschiedene Zeitpunkte im Bereich der Seitenschicht
in der zz-Ebene bei y = 0. Unmittelbar nach dem Start der Simulation bei 7 = 0.04
ist noch die periodische Struktur von v’ in z-Richtung in der Seitenschicht erkennbar,
wie sie Regime 1 entspricht. Die Amplituden von u' sind im Bereich —2 < o' < 2. Bei
7 = 0.4 wird zum einen sichtbar, dass sich sechs Bereiche herausbilden, in denen u’ zu-
nimmt. Diese Bereiche sind mit den Ziffern 1 bis 6 in den Abbildungen markiert, wobei
die Bereiche 1 und 2, 3 und 4, sowie 5 und 6 jeweils unmittelbar aneinander grenzen. Zum
anderen ist bspw. bei x ~ 1 erkennbar, dass sich vormals einzelne Gebiete mit u > 0
bzw. u' < 0 zu jeweils grokeren, zusammenhéngenden Gebieten zusammenschliefien und
zunehmend in z-Richtung ausgedehnt sind. In Abbildung 4.37 (c¢) bei 7 = 0.5 setzen sich
diese zwei Prozesse fort. Zusétzlich ist erkennbar, dass zwischen 5 und 6 eine Wechsel-
wirkung eingesetzt hat, weil sich Gebiete mit v’ > 0 zusammengeschlossen haben. Die
Storung u' reicht bei 6 bis z ~ 0.76 in die Kernstromung hinein. Insgesamt weifst der
Geschwindigkeitsjet nun Bereiche (1-6) auf, in denen starke Stérungen v’ auftreten, bzw.
bei 6 eine erste Jetablosung stattfindet. Die Amplituden liegen im Bereich —6 < v/ < 6.
In den Gebieten zwischen den Bereichen 1-6 ist hingegen die periodische Struktur von u’
nahezu verschwunden, was zwischen 0 < x < 2 besonders deutlich ist. Dort sind Gebiete
mit gleicher Amplitude von u’ zunehmend ausschlieflich in Stréomungsrichtung orientiert.

Zum Zeitpunkt 7 = 0.6 in Abbildung 4.37 (d) ist erkennbar, dass sich die Bereiche 5 und
6 zu einem Bereich zusammengeschlossen haben. Damit einher entsteht ein Gebiet mit
u' < 0 zwischen 4.8 < = < 2.2 (periodische Randbedingungen). Dadurch sind 5 und 1
durch einen ununterbrochenes Gebiet mit v’ < 0 verbunden und eine Wechselwirkung
zwischen 5 und 1 kann stattfinden. Bei 7 = 0.7 sind die Gebiete mit v’ < 0 der Bereiche
4 und 5 ebenfalls verbunden und es ist erkennbar, das damit einhergehend die Stérungen
bei 4 gewachsen sind, wihrend sie bei 5 abgenommen haben, folglich hier ebenfalls eine
Wechselwirkung zwischen 4 und 5 auftritt. Im Bereich 1 ist eine zweite Jetablosung auf-
getreten, was daran erkennbar ist, dass bei 1 u' weit in die Kernstréomung hineinreicht.
Eine weitere Wechselwirkung tritt bei 7 = 0.8 zwischen 3 und 4 auf, was dazu fiihrt, dass
der Bereich 4 verschwindet, wie bei 7 = 1 sichtbar ist.

Im weiteren Zeitverlauf stellt sich eine Art Gleichgewichtszustand zwischen den 4 ver-
bliebenen Bereichen, in denen Jetablosungen auftreten, ein, wie Abbildung 4.37 (h) mit
7 = 14 zeigt. Die Amplituden und rédumlichen Ausdehnungen von «’ sind fiir alle vier
Bereiche gleich. Regime 2 ist nun voll ausgeprégt. Es ist zusétzlich erkennbar, dass Ge-
biete mit u' < 0 immer zwei Bereiche miteinander verbinden (bspw. zwischen 2 und 3
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Abbildung 4.38: Stérungen w’ ~ —d¢/0z in der xz-Ebene bei y = 0 beim Ubergang von
Regime 1 zu Regime 2 fiir Ha = 2000 und Re = 2000 zu den Zeitpunkten
7 =0.04 bis 7 = 14.
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bei 2 < x < 3), wodurch die Wechselwirkung zwischen den Jetablosungen realisiert wird.
Bei 7 = 14 liegen die Stérungsamplituden zwischen —4 < v/ < 4, sodass v’ in der Tran-
sition teils grofere Amplituden erreicht als im voll entwickelten Regime 2. Im Vergleich
zu 7 = 0.7 fallt auf, dass Storungen wéihrend der Transition weiter und mit groferer
Amplitude in den Kern hineinreichen als bei 7 = 14 (siche bspw. jeweils Bereich 1). Uber
die gesamte Transition hinweg reichen die Stérungen nie weiter als bis z = 0.7, sodass
keine Wechselwirkung mit Instabilitdten der gegeniiberliegenden Seitenschicht stattfinden
kann. Beide Seitenschichten werden auch in der Transition effektiv durch die Kernstro-
mung getrennt.

Abbildung 4.38 (a-h) zeigt, analog zu Abbildung 4.37 (a-h), w’ im Transitionsbereich von
Regime 1 zu Regime 2 bei den selben Parametern. Wie fiir «’ bei 7 = 0.04 ist auch fiir
w’ zu diesem Zeitpunkt die periodische Struktur der Storungen in der Seitenschicht noch
deutlich erkennbar. Ab 7 = 0.4 wird die Herausbildung der sechs markierten Bereiche
deutlich, deren Amplituden zunéchst zunehmen. Bei 7 = 0.5 ist die Jetablosung bei 6 sehr
gut erkennbar. Die Amplitude von w’ ist w’ &~ —4 und hat sich damit zum vorhergehenden
Zeitpunkt mehr als verdoppelt. Zwischen Bereich 6 und 1 nimmt w’ hingegen ab. Ab
7 = 0.6 befinden sich zwischen diesen beiden Bereichen rdumlich ausgedehnte Gebiete
mit w’ = 0, sodass w’ von 1 und 6 rdumlich getrennt sind und nicht wechselwirken kénnen.
Zum Zeitpunkt 7 = 0.7 wird das Verschwinden des Bereiches 6 und die Jetablosung in
1 deutlich. Fiir 7 = 0.8 wird eine zusitzliche Jetablosungen im Bereichen 3 deutlich,
wihrend w’ bei 4 abnimmt und bei 7 = 1 verschwindet.

Fiir das vollentwickelte Regime 2 bei 7 = 14 ldsst sich daher feststellen, dass die Am-
plituden und Verteilung von w’ fiir alle vier Bereiche gleich ist. Die Storungsgebiete sind
allerdings durch Gebiete mit w’ = 0 getrennt, sodass die Wechselwirkung zwischen den
einzelnen Bereichen 1,2,3 und 5 nur durch «" erfolgt.

4.3.8 Einfluss des Aspektverhaltnisses auf das Stabilitatsverhalten

Analog zur linearen Stabilitdtsanalyse soll ebenfalls der Einfluss des Seitenverhéltnisses
A auf das Stabilitdtsverhalten einer MHD-Stromung numerisch untersucht werden. Laut
linearer Stabilitdtsanalyse ist Re. = 931 bei Ha = 1000, ¢ = 0.03 fir A = 1/3. Bei
A =1ist Re. = 655, sodass die Stromung im schmalen Kanal stabiler ist. Im Bereich der
Stabilitatsgrenze ist daher nicht mit einer Wechselwirkung zwischen den Seitenschichten
zu rechnen, da nur dann die Stréomung im schmaleren Kanal eine niedrigere kritische
Reynolds-Zahl hitte.

Das mittlere Geschwindigkeitsprofil u fiir verschiedene Re bei Ha = 1000 entlang z bei
y = 0 ist in Abbildung 4.39 (a) dargestellt. Fiir Re = 850 und Re = 1100 ist qua-
si kein Unterschied zwischen numerischer und analytischer Losung feststellbar. Erst ab
Re = 2000 ist eine Abnahme von @ im Vergleich zur laminaren Losung im Jet erkennbar.
Genauso fiir Re = 3500. Bei Re = 10000 ist eine deutliche Reduktion von % im Vergleich
zur laminaren Losung sichtbar und zusdtzlich ist der Jet verbreitert, sodass eine Inter-
aktion mit der Kernstromung stattfindet. Abbildung 4.39 (b) zeigt die Geschwindigkeit
u(z,y = 0,z = 0.288) entlang der z-Achse. Erkennbar ist, dass fiir Re = 850 die Stro-
mung laminar ist und die Abweichung zur analytischen Lésung betragt Au = 0.3%. Ab
Re = 1100 werden periodische Stérungen in w sichtbar. Dies ist in prinzipieller Uber-
einstimmung mit der linearen Stabilititsanalyse, bei der Re. = 931 gefunden wurde.
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Abbildung 4.39: Simulationsergebnisse fiir (a) zeitlich gemitteltes u entlang der z-Achse
und (b) u entlang der z-Achse fiir Ha = 1000, ¢ = 0.03 und A = 1/3 fiir
verschiedene Reynolds-Zahlen

Die kritische Wellenlénge ist mit A\. = 0.45 ermittelt worden, was ebenfalls gut mit der
numerischen Losung von A = 0.5 bei Re = 1100 iibereinstimmt. Es liegen also Storun-
gen im Regime 1 vor. Bei weiterer Zunahme von Re nehmen die Stérungen von u zu
und die Wellenldngen wachsen an, was auch im quadratischen Kanal zu beobachten war.
Allerdings werden die Amplituden bei Re = 3500 ungleichméfig, sodass hier davon aus-
gegangen werden kann, dass sich die Stréomung im Ubergangsbereich von Regime 1 zu
Regime 2 befindet. Im Experiment wurde eine kritische Reynolds-Zahl von Re. =~ 3300
fiir Ha = 1000 bei A = 1/3 gefunden (Chowdhury, 2016). Experiment und numerische
Simulation zeigen somit beide bei fast gleichen Reynolds-Zahlen eine instabile Strémung.
Damit wird weiterhin deutlich, dass im Experiment die rdumlich weniger ausgedehnten
Storungen des Regime 1 ebenfalls gemessen werden kénnen.

Eine grofskalige Stérung von w ist bei Re = 10000 erkennbar, welche sich iiber die gesamte
Kanalldnge erstreckt. Die Schwankungsamplitude hat sich von Au ~ 1 bei Re = 3500
auf Au =~ 4 vergrofert. Diese Storung entspricht den bereits fir A = 1 gefundenen
Instabilititen im Regime 2.

Der Verlauf des gemittelten elektrischen Potentials ¢ fiir verschiedene Re bei Ha = 1000
entlang z bei y = 0 ist in Abbildung 4.40 (a) gezeigt. Die maximale Abweichung im
Verlauf von ¢ von Re = 850 zur analytischen Losung ist in unmittelbarer Nihe zur
Wand und betragt A¢ = 1%. In Normalenrichtung zur Wand nimmt die Abweichung
weiter ab. Zwischen dem Verlauf von ¢ fiir die laminare Strémung bei Re = 850 und der
instabilen Stromung bei Re = 1100 ist kein Unterschied erkennbar. Ab Re = 3500 tritt
eine Reduktion von ¢ in der Seitenschicht im Vergleich zu den niedrigeren Re ein, die im
Regime 2 bei Re = 10000 noch stirker ausfillt. Das elektrische Potential ¢ entlang der
x-Achse ist in Abbildung 4.40 (b) gezeigt. Es verhélt sich analog zur Geschwindigkeit u
in z-Richtung in Abbildung 4.39 (b).

Ein Vergleich zu A = 1 ist in Abbildung 4.41 fiir Ha = 1000 und verschiedene Re gezeigt.
Zunichst soll die laminare Grundstromung diskutiert werden. In beiden Féllen ist die
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Abbildung 4.40: Simulationsergebnisse fiir (a) zeitlich gemitteltes ¢ entlang der z-Achse
und (b) ¢ entlang der z-Achse fiir Ha = 1000, ¢ = 0.03 und A = 1/3 fiir
verschiedene Reynolds-Zahlen

mittlere Geschwindigkeit gleich, sodass sich fiir A = 1/3 ein kleinerer Volumenstrom
als fiir A = 1 ergibt. Die Seitenschicht wird jedoch nicht von A beeinflusst und ist in
beiden Féllen gleich dick, wie Abbildung 4.41 veranschaulicht. Folglich ist der Anteil der
Seitenschicht am Gesamtvolumenstrom bei A = 1/3 grofer. Laut Tabelle 4.11 betrégt
Qs = 0.15 fiir A = 1/3 und damit rund @/2, wihrend Q¢ = 0.21 fiir A = 1, also rund
Q/5 ist. Wegen des groferen Anteils von Qg an @ bei A = 1/3 ist die Kerngeschwindigkeit
u. reduziert.

Die Ergebnisse der numerischen Simulationen stimmen mit diesen laminaren Strémungs-
verhalten {iberein. Fiir A = 1 ist Re. = 655 bei Ha = 1000 laut linearer Stabilitétsana-
lyse, wohingegen Re. = 931 fiir A = 1/3 ist. Dieser Unterschied folgt aus dem deutlich
stiarker ausgepriagten Geschwindigkeitsjet bei A = 1, der daher eher zu instabilen Ver-
halten neigt. Deshalb ist davon auszugehen, dass bei A = 1 stirkere Stérungen der
Geschwindigkeit vorhanden sind als bei A = 1/3. Die numerischen Simulationen bestéti-
gen diese Vermutung fiir Re = 2000, denn es zeigt sich bei A = 1 eine Abweichung zur
laminaren Losung von Au,q, =~ 13% und bei A = 1/3 hingegen nur eine Abweichung von
Alpae ~ 4%. In beiden Fillen befindet sich die Stromung in Regime 1, wie einerseits aus
der nicht vorhandenen Aufweitung des Jets geschlossen werden kann und andererseits aus
den gleichméfig periodischen Stérungen von w in Abbildung 4.39 (b) und Abbildung 7.11
(b) (im Anhang). Mit der Reduktion des Aspektverhiltnisses geht eine Reduktion von
Wellenlénge A und Frequenz f* einher, wie Tabelle 4.11 zeigt, weil die Jetgeschwindigkeit
abnimmt und damit die Storungen langsamer transportiert werden. Bei der betrachteten
Parameterkombination hat folglich eine Reduktion von A eine stabilisierende Wirkung
auf die MHD-Stromung. Dies gilt nicht nur fiir die lineare Stabilititsgrenze, sondern auch
dariiber hinaus im Regime 1.

Abbildung 4.41 zeigt weiterhin Ergebnisse fiir Re = 10000 bei A = 1/3 und fiir Re =
12000 bei A = 1. Wie bereits bei Abbildung 4.39 diskutiert, befindet sich die Stromung
im Fall mit A = 1/3 im Regime 2. Bei A = 1 ist hingegen der Jet nur minimal verbreitert
und die mittlere Geschwindigkeit erreicht im Jet sogar einen leicht hoheren Wert als
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Abbildung 4.41: Mittlere Geschwindigkeit « in z-Richtung fiir Ha = 1000 und Re = 2000
fiir verschiedene A

(AfJuw [Q]Q ] X [ F
T |079] 1 |021 07140
1/3 056 | 1/3 | 0.15 | 0.66 | 3.6

Tabelle 4.11: Einfluss von A auf Hunt-Stromungen bei Ha = 1000 und Re = 2000

bei Re = 2000. Letzteres liegt daran, dass sich die Stromung im Transitionsbereich von
Regime 1 zu Regime 2 befindet und die Geschwindigkeitsamplituden stark schwanken
(siche Abbildung 4.13 und Abbildung 7.11 (b)). Da bei A = 1 auch bei niedrigeren Re
kein Regime 2 gefunden wurde, ist die Annahme gerechtfertigt, dass bis mindestens Re =
12000 die Stromung nicht in Regime 2 fiir Ha = 1000 und A = 1 {ibergeht. Die Reduktion
von A zu A = 1/3 fiihrt folglich zu einer Destabilisierung der Stréomung bei Re = 10000.
Fiir Re = 10000 und A = 1/3 in Abbildung 4.41 wird eine starke Verbreiterung des Jets
in die Kernstromung hinein deutlich. Diese reicht soweit in den Kern hinein, dass es zu
einer Wechselwirkung zwischen den beiden Seitenschichten kommen kann, was zu einer
zusitzlichen Destabilisierung der Stromung und dem Ubergang zu Regime 2 fiihrt.

Abbildung 4.42 (a) zeigt die Stabilitétskarte fiir A = 1/3. Zum einen ist die lineare Sta-
bilitdtsgrenze gezeigt, zum anderen fiir Ha = 1000 Ergebnisse numerischer Simulationen.
Die numerischen Simulationen bestéitigen die Ergebnisse der linearen Stabilitdtsanalyse
fiir Ha = 1000 insofern, als die Strémung fiir Re = 850 stabil ist, bei Re = 1100 befindet
sie sich hingegen im Regime 1. Mit weiterer Zunahme von Re bildet sich ab Re = 2000 der
Ubergangszustand von Regime 1 zu Regime 2 aus. Bei den untersuchten Reynolds-Zahlen
tritt Regime 2 ab Re = 10000 auf.

Die mittlere turbulente kinetische Energie Fj,,; ist in Abhiingigkeit von Re fiir Ha = 1000
und A = 1/3 in Abbildung 4.42 (b) gezeigt. Im Regime 1 steigt FEj,, nur langsam mit
steigender Reynolds-Zahl an. Wechselt der Strémungszustand von Regime 1 zu Regime 2
steigt Fp sprunghaft von E,.e = 8.7 - 1072 auf Fjyp = 110 - 1072 an. Dieses Verhalten
entspricht dem fiir A = 1. Im Vergleich ist bei gleicher Reynolds-Zahl allerdings E,,;, bei
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Abbildung 4.42: (a) Stabilititskarte fiir A = 1/3 und (b) mittlere turbulente kinetische
Energie Fy. fiir Ha = 1000. Separate Skalierung fiir i, bei Re =
10000

A =1 groker als Ejury von A = 1/3 (bspw. fiir Re = 2000 : Ejyp = 7.3- 1073 bei A =1
und By = 5.6 - 103bei A = 1/3).

Aus dem Verlauf von Ej,, im Regime 1 lisst sich der Schnittpunkt mit der Abszisse
bestimmen, wodurch sich die kritische Reynolds-Zahl abschétzen lasst. Es ergibt sich
Re. =~ 1090, was rund 15% oberhalb des Wertes der linearen Stabilititsanalyse mit Re. =
931 liegt. An der geringeren Abweichung im Vergleich zu A = 1 wird der Einfluss der
Auflésung deutlich, denn die Anzahl der Zellen in 2-Richtung ist fir A = 1 und A =
1/3 gleich. Dadurch erhoht sich die Auflosung fiir A = 1/3, sodass die Abweichung
zwischen dem Ergebnis der linearen Stabilitdtsanalyse und den numerischen Simulationen
abnimmt. Somit ldsst sich erahnen, was fiir ein numerischer Aufwand nétig wére, um die
Abweichung weiter zu reduzieren.

Abbildung 4.43 zeigt u(z,y = 0, 2) fiir Re = 10000 bei Ha = 1000 und A = 1/3 im
statistisch voll-entwickelten Zustand. Deutlich erkennbar sind die Jetablésungen in beiden
Seitenschichten, welche um eine halbe Kanalldnge gegeneinander versetzt auftreten. Die
Stromung befindet sich daher im Regime 2. Bemerkenswert ist, dass die Jetablosungen
Auswirkungen bis zur gegeniiberliegenden Seitenschicht verursachen. Folglich wird hier
die Kernstromung sehr stark von den Jetablosungen beeinflusst. Dieses Verhalten ist
bereits in Abbildung 4.39 (a) fiir Re = 10000 erkennbar, da @ selbst bei z = 0 um rund
6% von der laminaren Losung abweicht.

Genauer lasst sich das Transitionsverhalten fiir Re = 10000 bei Ha = 1000 in Abbildung
4.44 (a-d) betrachten. Dort ist die Geschwindigkeitsstorung «’ in der Mittelebene bei y = 0
fiir verschiedene Zeitpunkte 7 dargestellt. Analog zum Vorgehen im Abschnitt 4.3.7 wird
v’ mit dem rdumlichen Mittel o des jeweiligen Zeitpunktes gebildet. Ausgangspunkt war
eine Stromung mit Re = 2000.

Zunéchst ist fiir 7 = 2 nur in der Seitenschicht bei z > 0 eine Jetablosung zwischen 2.5 <
x < 3 erkennbar. Die Storungen v’ erstrecken sich dabei quer durch die Kernstréomung bis
zur gegeniiberliegenden Seitenschicht, sodass eine Wechselwirkung zwischen beiden Jets
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Abbildung 4.43: Geschwindigkeitsverteilung w in der xzz-Ebene bei y = 0 fiir Ha = 1000
und Re = 10000

erfolgen kann. In der Seitenschicht mit z < 0 ist hingegen noch eine teilweise periodische
Struktur mit kleineren Amplituden von ', dhnlich zu Abbildung 4.37 (b), erkennbar.
Demzufolge ist die Stromung im Bereich dieses Jets noch im Regime 1. Eine Konsequenz
daraus ist. dass die Jetgeschwindigkeit in diesem Jet hoher ist, als in dem bei z ~ 0.3,
woraus sich ein unsymmetrisches Geschwindigkeitsprofil entlang der z-Achse ergibt.

Im weiteren Zeitverlauf verschwindet die periodische Struktur von u’ bei z ~ —0.3 zu-
nehmend und die Stérungen reichen auch hier immer weiter in den Kern hinein, wie
bei 7 = 40 erkennbar ist. Abbildung 4.44 (c¢) zeigt fiir 7 = 46 Jetablosungen in beiden
Seitenschichten, sodass die Stromung im Regime 2 ist. Wie bereits im Abschnitt 4.3.7
beobachtet, treten wiahrend der Entwicklung einer Jetablosug grofsere Amplituden von o’
auf, als wenn sie voll entwickelt ist. Dies wird daran deutlich, dass «’ in der Jetablosung
bei x ~ 2, z < 0 Werte oberhalb der dargestellten einheitlichen Farbskala annimmt.

Deutlich sichtbar ist die Wechselwirkung zwischen beiden Seitenschichten anhand der
negativen Geschwindigkeitsstorung ', die sich zwischen 3.5 < x < 1 (periodische Rand-
bedingungen) und damit beiden Jetablosungen erstreckt. Weiterhin werden durch die
Jetablosung bei x ~ 2 zusétzliche Storungen in der gegeniiberliegenden Seitenschicht mit
z > 0 induziert. Im statistisch voll entwickelten Zustand bei 7 = 156 verschwinden diese
allerdings wieder. Die Jetablosungen bewegen sich gleichméfig im Abstand einer halb-
en Kanalldnge fort. Die zugehorigen Storungen w’ befinden sich im Anhang (Abbildung
7.17).

Wie bereits in der Diskussion der Ergebnisse zur Abbildung 4.44 erwéhnt, fiihren unter-
schiedliche Stromungszustinde in den Seitenschichten zu einem unsymmetrischen mittle-
ren Geschwindigkeitsprofil entlang der z-Achse. Das wird in Abbildung 4.45 verdeutlicht.
Dargestellt sind die mittleren Geschwindigkeiten a(y = 0, z) fiir die gleichen Zeitpunkte
wie in Abbildung 4.44. Wahrend bei z < 0 fir 7 = 2 und 7 = 40 das mittlere Profil
noch sehr dhnlich zur laminaren Losung ist, ist @ bei z > 0 bereits deutlich abgeflacht,
sodass sich eine unsymmetrisches Geschwindigkeitsprofil ergibt. Die Stromung ist also zu
diesen Zeitpunkten bei z < 0 im Regime 1 und bei z > 0 im Regime 2. Erst ab 7 = 46
ist ein signifikanter Riickgang im Maximum von u bei z < 0 sichtbar. Bei 7 = 156 ist
das Geschwindigkeitsprofil symmetrisch. Der Ubergang von Regime 1 zu Regime 2 findet
daher zeitlich versetzt in den Seitenschichten statt. Asymmetrisches Verhalten konnte
experimentell fiir A = 1/3 und Ha = 2000 ebenfalls beobachtet werden (Chowdhury,
2016).

Da der Ausgangspunkt der numerischen Simulation eine Stromung war, die sich im Re-
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Abbildung 4.44: u' in der zz-Ebene bei y = 0 fiir Ha = 1000 und Re = 10000
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Abbildung 4.45: Réumlich gemitteltes Geschwindigkeitsprofil @ entlang der z-Achse bei
y = 0 fiir Ha = 1000, Re = 10000 und A = 1/3

gime 1 befand, wird deutlich, dass die Uberginge von Regime 1 zu Regime 2 in den
beiden Seitenschichten mit deutlichem zeitlichen Abstand erfolgen kénnen. Deshalb soll-
te bei zukiinftigen numerischen Simulationen als auch bei Experimenten darauf geachtet
werden, dass die Stromung einen statistisch voll entwickelten Zustand eingenommen hat.

Abschliefsend kann festgehalten werden, dass ein unsymmetrisches Geschwindigkeitsprofil
einerseits Folge von unterschiedlich vielen Jetablosungen in den jeweiligen Seitenschich-
ten sein kann, wie im Abschnitt fiir Ha = 2000,Re = 2000 und A = 1 sichtbar wurde.
Andererseits kann ein unsymmetrisches Geschwindigkeitsprofil auch durch Auftreten ver-
schiedener Stabilititsregime in den Seitenschichten hervorgerufen werden.
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4.4 Zusammenfassung

Zunichst konnte das verwendete numerische Verfahren fiir MHD-Strémungen sowohl in
Kanélen mit idealisierten als auch realistischen Wandleitfdhigkeiten erfolgreich anhand
analytischer Losungen und experimenteller Daten validiert werden. Abweichungen zwi-
schen analytischen Losungen und Simulationsergebnissen fiir zweidimensionale stationire
Stromungen liegen deutlich unterhalb von einem 1%. Sehr gute Ubereinstimmungen konn-
ten zwischen experimentellen Daten und dreidimensionalen Stromungen gefunden wer-
den, bzw. grofere Abweichungen durch Unterschiede im experimentellen und numerischen
Setup erklart werden.

Ausgehend von den Ergebnissen der linearen Stabilitdtsanalyse wurden anschliefend nu-
merische Simulationen fiir verschiedene Hartmann- und Reynolds-Zahlen mit ¢ = 0.03
durchgefiihrt. Die aus diesen numerischen Simulationen ermittelten kritischen Reynolds-
Zahlen fiir verschiedene Ha sind 19% grofer als die entsprechenden kritischen Reynolds-
Zahlen aus der linearen Stabilitdtsanalyse. Beide Verfahren liefern damit verh&ltnisméafig
gut iibereinstimmende Ergebnisse.

Nach dem Uberschreiten der Stabilititsgrenze wurden zwei Stromungsregime identifi-
ziert. Regime 1 zeichnet sich durch gleichmifig periodische Stérungen mit konstanter
Amplitude aus. Die Stérungen sind auf die Seitenschicht begrenzt und reduzieren die
maximale Jetgeschwindigkeit mit zunehmender Reynolds-Zahl. Bei den dominierenden
Storungen handelt es sich um Wirbelstrukturen, die abwechselnd parallel und antipar-
allel zum Magnetfeld orientiert sind und sich {iber die gesamte Kanalhdhe erstrecken.
Wirbelstrukturen, die Anteile senkrecht zum Magnetfeld haben, sind deutlich schwicher
ausgepragt.

Fiir die Wellenléinge im Regime 1 ergab sich A ~ Re!/?, wihrend fiir die Frequenz f* ~
Re~'/? gefunden wurde. Weiterhin nimmt \ mit steigendem Ha ab, wihrend f* zunimmt.
Daraus ergibt sich eine konstante Phasengeschwindigkeit cp. Bezogen auf die maximale
Jetgeschwindigkeit zeigt sich, dass die instabilen Strukturen zunehmend schneller werden,
weil die maximale Jetgeschwindigkeit aufgrund des Anwachsens der Wirbelstrukturen
sinkt.

Durch eine weitere Erhohung von Re geht die MHD-Strémung in das Regime 2 iiber.
Charakteristisch fiir Regime 2 sind grofskalige Storungen mit partiellen Jetablosungen,
wodurch eine Wechselwirkung mit der Kernstromung eintritt. Die Jetablosungen kénnen
in den jeweiligen Seitenschichten unterschiedlich hiufig auftreten, woraus sich ein un-
symmetrisches mittleres Geschwindigkeitsprofil entlang der z-Achse ergeben kann. Die
gleichméfig periodische Wirbelstruktur aus Regime 1 verschwindet. Allerdings sind die
dominierenden Wirbel weiterhin parallel zum Magnetfeld orientiert. Mit dem Wechsel zu
Regime 2 treten zuséitzlich Stérungen in der Kernstromung und in der Hartmann-Schicht
auf, die aber rund zwei Grofenordnungen kleiner sind als die in der Seitenschicht.

Der Ubergang von Regime 1 zu Regime 2 erfolgt zuniichst durch eine Zunahme der Sto-
rungsamplituden in einzelnen Bereichen innerhalb der Seitenschicht. Auferhalb dieser
Bereiche verschwindet die periodische Struktur aus Regime 1 und Storungen gleicher
Amplitude sind zunehmend in Stromungsrichtung orientiert. Mit dem Auftreten von Je-
tablosungen kommt es zu einer starken Wechselwirkung zwischen den Stérungsbereichen
mit grofter Amplitude, die zu einer teilweisen Vereinigung dieser Bereiche fiihrt. Durch
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4 Numerische Simulation magnetohydrodynamischer Kanalstromungen

die Wechselwirkung zwischen den Jetablosungen stellt sich im Laufe der Zeit eine gleich-
méakige rdumliche Stérungs- und Amplitudenverteilung der Jetablosungen ein. Wahrend
der Transition erreichen die Amplituden grofere Werte und die Stérungen eine grofere
rdaumliche Ausdehnung als im statistisch voll entwickelten Zustand des Regime 2.

Anhand der Seitenwandsignale der Potentialstérungen bzw. deren Ableitungen lésst sich
feststellen, dass 0¢'/Jx iiber die gesamte Hohe der Seitenwand gleichméfig grofse Ampli-
tuden aufweist, wihrend 0¢’/dy jenseits des Bereiches der Hartmann-Schichten deutlich
abnimmt.

Durch Berechnen der mittleren turbulenten kinetischen Energien Ey,,, konnten fiir Ha =
1000 und Ha = 2000 die kritischen Reynolds-Zahlen aus der Stabilitdtsanalyse bis auf
ca. 20% Genauigkeit bestétigt werden. Diese Abweichung ergibt sich aufgrund numeri-
scher Diffusion, die durch eine Verbesserung der Auflosung des Gitters mit erheblichem
numerischen Mehraufwand reduziert werden konnte. Die Analyse von Ej.. ergab auch,
dass beim Wechsel von Regime 1 zu Regime 2 E,,, um ungefihr eine Gréfenordnung
zunimmt.

Bei Anderung des Aspektverhiltnisses auf A = 1/3 konnte zunichst fir Ha = 1000
das Ergebnis der linearen Stabilitidtstheorie bestitigt werden. Bei weiterer Erhéhung der
Reynolds-Zahl geht die Stromung ebenfalls in Regime 1 bzw. Regime 2 iiber. Im Ver-
gleich zu einem Kanal mit A = 1, ist bei einem Kanal mit A = 1/3 die die Seiten-
schichten trennende Kernstromung in ihrer rdumlichen Ausdehnung deutlich verringert,
sodass es zu starken Wechselwirkungen zwischen den gegeniiberliegenden Seitenschichten
kommen kann. Der Ubergang von Regime 1 zu Regime 2 tritt dabei zeitlich versetzt in
den jeweiligen Seitenschichten auf, sodass sich zunéchst ein unsymmetrisches mittleres
Geschwindigkeitsprofil in z-Richtung ausbildet.

Aus technischer Sicht ldsst sich der Wérmetransport steigern, wenn sich die MHD-
Stromung im Regime 2 befindet. Durch die Wechselwirkung von Seitenschicht und Kern-
stromung lasst sich Warme effizienter von der Kanalwand hin zur Kanalmitte transpor-
tieren als bei reiner Warmeleitung. Hierbei muss beriicksichtigt werdern, dass der axiale
Druckgradient bei MHD-Strémungen mit steigender elektrischer Leitfahigkeit der Wand
steigt (siehe Abbildung 3.16 (b) ), sodass der technische Aufwand zum Bau eines ent-
sprechenden Kanals steigt. In den Blankets wird deshalb ¢ << 1 angestrebt.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Ziel dieser Arbeit ist es, den Einfluss verschiedener Parameter wie Magnetfeldstéirke,
Stromungsgeschwindigkeit und endlicher Wandleitfahigkeit auf die Stabilitit einer MHD-
Stromung mittels theoretischer Methoden zu untersuchen. Der Schwerpunkt der Untersu-
chung liegt dabei auf dem Ubergangsverhalten vom laminaren stationiren zum instabilen
instationdren Stromungszustand der Hunt-Stromung. Fiir die Untersuchung wurden zwei
Ansitze verfolgt:

Zunichst wurden lineare Stabilitdtsanalysen durchgefiihrt, bei denen erstmals Hunt-
Stromungen mit realistischen Wandleitparametern untersucht wurden. Als wesentliche
Ergebnisse lassen sich hierbei festhalten:

o Einfluss auf die kritische Reynolds-Zahl Re. der Hunt-Stromung haben sowohl die
Hartmann-Zahl Ha als auch der Wandleitparameter c. Dies gilt insbesondere fiir
kleine und mittelgrofe Ha. Ist hingegen cHa > 1, tritt ein asymptotisches Verhal-
ten ein, bei dem Re. nur noch schwach mit Ha variiert. Im untersuchten Parame-
terbereich von ¢ gilt dabei Re. ~ O(100), wobei Re. \, 112 fiir ¢ — oc.

o Bei kleinen Ha ~ O(10° — 10') treten zuniichst grokskalige Instabilititen auf, die
nicht entlang des Magnetfeldes ausgerichtet sind. Sie werden mit stirker werdendem
Magnetfeld gedimpft. Bei mittelgrofen Ha ~ O(10'—10?) werden Instabilititen do-
minant, die entlang des Magnetfeldes orientiert sind. Deren Wellenlénge skaliert mit
der Seitenschichtdicke dg, sodass die Abmessungen der Instabilitdten mit steigen-
dem Ha immer kleiner werden. Fiir die Phasengeschwindigkeit gilt ¢p/upmq. ~ 0.47
wenn cHa > 1, sodass sich die Instabilitdten ungefdhr mit der Halfte der maxima-
len Jetgeschwindigkeit fortbewegen.

o Das Seitenverhiltnis A des Kanals beeinflusst die Stabilitdt der Stromung, wenn
A klein genug ist, sodass sich die in den gegeniiberliegenden Seitenschichten lokali-
sierten Instabilititen gegenseitig beeinflussen konnen. Die kritische Reynolds-Zahl
fallt dadurch ab. Wird A < 46g, konnen sich keine Instabilitdten mehr auspriagen
und Re, steigt.

o Im Vergleich zur Hunt-Strémung zeigt sich bei der Walker-Strémung ebenfalls fiir
Re, eine starke Abhéngigkeit von ¢ und Ha. Allerdings liegt fiir Ha > 1 ein komple-
xeres Verhalten von Re,. als bei der Hunt-Stromung vor, weil der Geschwindigkeits-
jet, und damit die Anfilligkeit fiir Instabilitéiten, bei ¢ ~ Ha~'/* maximal wird. Fiir
ein konstantes Ha > 1 hat dies zur Folge, dass beim Vergleich zweier verschiedener
¢ der kleinere Wandleitparameter eine niedrigere kritische Reynolds-Zahl verursa-
chen kann, also Re.(c;) < Re.(c2) mit ¢; < ¢o. Dies ist bei der Hunt-Stromung nicht
moglich. Dort wichst der Geschwindigkeitsjet mit steigendem ¢ und Ha stets an.
Aufgrund der stiarker ausgeprigten Jets in der Hunt-Strémung, hat diese stets klei-
nere kritische Reynolds-Zahlen als die Walker-Stromung mit gleichen Parametern.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Aufbauend auf der linearen Stabilitdtsanalyse wurden als zweiter Untersuchungsansatz
numerische Simulationen fiir Hunt-Stréomungen mit konstantem ¢ = 0.03 durchgefiihrt,
um die instabile MHD-Stromung auch jenseits der linearen Stabilitdtsgrenze zu unter-
suchen. Die betrachteten Reynolds-Zahlen liegen dabei hauptsidchlich unterhalb der ex-
perimentell ermittelten Stabilitdtsgrenze, sodass instabile realistische Hunt-Stromungen
erstmals in der ,Reynolds-Zahl-Liicke® zwischen der Stabilitdtsgrenze aus der linearen
Stabilitdtsanalyse und der experimentell ermittelten Stabilitdtsgrenze systematisch un-
tersucht worden sind. Die Untersuchungen ergaben:
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o Zwei Instabilitdtsregime konnten numerisch gefunden werden. Regime 1 zeichnet

sich dabei durch gleichméfig periodische Stérungen mit konstanter Amplitude in
der Seitenschicht aus. Diese Storungen kénnen den Moden I und IIT aus dem Kapi-
tel zur linearen Stabilitdtsanalyse zugeordnet werden. Die kritische Reynolds-Zahl
dieser beiden Moden konnte durch Extrapolation der turbulenten kinetischen Ener-
gien verschiedener MHD-Strémungssimulationen bei den entsprechenden Parame-
tern gut bestétigt werden. Ebenso stimmten kritische Wellenldnge und kritische
Frequenz an der Stabilititsgrenze in beiden Verfahren gut iiberein. Damit besté-
tigen sich numerische Simulation und lineare Stabilitdtstheorie gegenseitig an der
Stabilitatsgrenze.

Regime 1 tritt jenseits der linearen Stabilitdtsgrenze noch fiir einen gewissen Be-
reich von Re auf, wobei A ~ Re'/?2 und f* ~ Re™/? wenn Ha = const. ist. Die
Grofse dieses Bereiches variiert stark mit Ha. Die auftretenden Frequenzen steigen
mit wachsender Hartmann-Zahl. Bei Hartmann-Zahlen Ha ~ O(10?) ist dabei mit
kleinen Frequenzen zu rechnen, was bei entsprechenden Messungen beriicksichtigt
werden muss.

Regime 2 weist partielle Jetablosungen auf, die mit der Kernstromung wechselwir-
ken. Die maximale Jetgeschwindigkeit ist dadurch deutlich reduziert und das mitt-
leres Geschwindigkeitsprofil des Jets in z-Richtung verbreitert. Die Wellenléingen
dieser Storungen sind deutlich linger als im Regime 1, wéhrend ihre Phasenge-
schwindigkeit deutlich abnimmt. Zwischen hintereinander angeordneten partiellen
Jetablosungen im Regime 2 findet ein Impulsaustausch statt. Aufgrund dieser Wech-
selwirkung stellt sich eine Gleichverteilung der Stérungen und Amplituden der Jet-
ablosungen innerhalb einer Seitenschicht ein. Fiir Walker-Strémungen mit endlicher
Wandleitfahigkeit wurden diese partiellen Jetablosungen im Regime 2 erstmals von
Kinet et al. (2009) gefunden. Sie konnten dabei zeigen, dass beim Ubergang zum
Regime 2 die turbulente kinetische Energie um mehrere Gréfsenordnungen steigt. In
dieser Arbeit konnten die partiellen Jetablosungen erstmals mittels numerischer Si-
mulationen fiir eine Hunt-Stromung mit endlicher Wandleitfdhigkeit nachgewiesen
werden. Dabei wurde ein Anstieg von Ey,, um eine Grofenordnung beim Ubergang
zum Regime 2 festgestellt.

Die experimentell ermittelte kritische Reynolds-Zahl fiir Ha = 2000 stimmt sehr gut
mit der Reynolds-Zahl iiberein, bei der in den numerischen Simulationen das Re-
gime 2 erstmals fiir diese Hartmann-Zahl beobachtet wurde. Weitere experimentelle
Daten zeigen, dass im Experiment die Stromung héchstwahrscheinlich ebenfalls im
Regime 2 gewesen ist, sodass auch eine Ubereinstimmung in der Art des Regimes
zwischen Experiment und Simulation fiir diese Reynolds-Zahlen gefunden wurde.

o Der numerisch ermittelte Druckgradient iiber den gesamten Kanal stimmt gut mit



analytischen Ergebnissen fiir die laminare Stromung und experimentellen Werten
iiberein. Obwohl die Stromung nachweislich in Regime 1 oder Regime 2 instationér
ist, hat dies auf den Gesamtdruckgradienten keine Auswirkung. Allerdings lassen
sich Druckschwankungen innerhalb der Seitenschicht im Regime 1 und Regime 2
finden. Aufgrund der Bernoulli-Gleichung geht ein Druckminimum mit einem Ma-
ximum der Geschwindigkeit einher. Lokal kann somit ebenfalls ein instabiles Stro-
mungsverhalten mittels des Druckes festgestellt werden.

Ergebnisse fiir V¢’ auf den Kanalwiinden zeigen eine prinzipielle Ubereinstimmung
mit experimentell ermittelten Werten (Chowdhury, 2016). Die numerischen Simula-
tionen konnten dabei zeigen, dass Messungen von 9¢’/Ox auf der Seitenwand deut-
lich besser zum Detektieren von Instabilitdten geeignet sind als die von 0¢'/dy.
Wiéhrend 0/0y bereits in geringer Entfernung zu den Hartmann-Wénden nur noch
sehr kleine Signale liefert, weist 0¢'/Ox entlang der y-Richtung nahezu keine An-
derung auf. Werte von 0¢’/0x sind deshalb entlang der Seitenwand fast iiberall
wesentlich grofer als die von 0¢’/0y und wéren somit fiir Experimente besser zu-
ganglich.

Regime 1 und Regime 2 kénnen anhand unterschiedlicher Strukturen auf der Sei-
tenwand als auch auf der Hartmann-Wand klar unterschieden werden. Aufterdem
nehmen die maximalen Amplituden im Regime 2 auf der Seitenwand um rund ei-
ne Grokenordnung zu. Aus der Verteilung von 9¢'/0x und 0¢'/0y geht weiterhin
hervor, dass sich die Storungen von der unteren bis zur oberen Hartmann-Wand
erstrecken. Andernfalls miissten in y-Richtung Orte mit 0¢'/0x = 0 auftreten und
0¢' /0y = 0 an mehr Stellen als nur y = 0 vorhanden sein. Die Stérungen im Regime
1 konnten als Ting-Walker-Wirbel identifiziert werden.

Auf der Hartmann-Wand wird im Regime 2 die Ausdehnung der Instabilitdten in
die Kernstromung hinein deutlich. Gleichzeitig ist fiir A = 1 erkennbar, dass die
gegeniiberliegenden Seitenschichten effektiv durch die Kernstromung getrennt blei-
ben. Die Art der auftretenden Verteilung von 0¢’'/0x und 0¢’/0z entspricht dabei
derjenigen die Chowdhury (2016) auf der Hartmann-Wand messen konnte.

Da die numerischen Simulationen die komplette dreidimensionale Storungsvertei-
lung liefern, kénnen experimentellen Messdaten von Wandsignalen nun die entspre-
chenden dreidimensionalen Storungsstrukturen zugeordnet werden.

Durch die Anderung des Aspektverhiltnisses von A = 1 zu A = 1/3 steigt die
kritische Reynolds-Zahl der betrachteten Stromung von Re.(A = 1) ~ 790 auf
Re. (A = 1/3) ~ 1090. Diese Werte liegen ca. 15% bis 20% oberhalb der ent-
sprechenden Ergebnisse der linearen Stabilitdtsanalye. Das Stabilitdtsverhalten ist
damit in prinzipieller Ubereinstimmung mit dem aus der linearen Stabilitiitsana-
lyse, die zeigt, dass erst bei einer Wechselwirkung der gegeniiberliegenden Seiten-
schichten eine Abnahme von Re, eintritt. Obwohl fiir Ha = 1000 eine Seitenschicht
schmaler als 1/3 ist, zeigen die numerischen Simulationen, dass es trotzdem zu
einer Wechselwirkung der Seitenschichten kommen kann, wenn die Reynolds-Zahl
hinreichend grofs ist. Im untersuchten Fall wird gezeigt, dass sich die Stromung bei
Re = 12000 und A = 1 noch im Regime 1 befindet, wahrend bei Re = 10000
und A = 1/3 starke Wechselwirkungen der Jets im Regime 2 zu beobachten sind.
Durch die Wechselwirkung kommt es folglich zu einer weiteren Destabilisierung der
Stromung. Entscheidend ist dabei nicht allein das geometrische Verhéltnis von dg
zu A, wie es die lineare Stabilitédtstheorie suggeriert, sondern zusétzlich, wie weit
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5 Zusammenfassung und Ausblick

die Geschwindigkeitsstorungen bei gegebener Reynolds-Zahl in die Kernstrémung
hineinreichen.

Bei A = 1 erfolgt der Ubergang von Regime 1 zu Regime 2 in beiden Seitenschich-
ten immer nahezu zeitgleich. Bei den Untersuchungen zu A = 1/3 und Re = 10000
erfolgt der Ubergang von Regime 1 zu Regime 2 in den Seitenschichten mit einem
erheblichen Zeitversatz, dessen Folge ein unsymmetrisches mittleres Geschwindig-
keitsprofil in z-Richtung ist. Erst wenn im weiteren Zeitverlauf in beiden Seiten-
schichten die MHD-Strémung Regime 2 erreicht, verschwindet diese Asymmetrie.
Eine mogliche Begriindung fiir dieses Verhalten konnte sein, dass beim betrachteten
Re bereits im Regime 1 eine schwache Wechselwirkung zwischen den Seitenschich-
ten existiert, die als zusétzliche Stérung fungiert. Dadurch kommt es in einer der
beiden Seitenschichten zu einem Ubergang zu Regime 2. Durch partielle Jetablosun-
gen wird die Wechselwirkung zwischen den Seitenschichten erheblich verstarkt. Die
erste auftretende Jetablosung kann daher auch Impuls aus dem gegeniiberliegenden
Geschwindigkeitsjet abziehen. Dadurch wiirde in diesem der Ubergang zu Regime
2 solange verzogert, bis es sich im ersten Geschwindigkeitsjet voll entwickelt hat.

In einer zukiinftigen Arbeit liefse sich zum einen das Stromungsverhalten innerhalb des
Regimes 2 genauer analysieren. Zum anderen konnte die Transition zu weiteren Stro-
mungsregimen und deren Eigenschaften durch weitere Erhohung der Reynolds-Zahl un-
tersucht werden.

Weiterhin sollte untersucht werden, welche Einlauflinge eine nicht voll entwickelte MHD-
Stromung braucht, bis sie voll entwickelt ist. Insbesondere fiir das Galinka-Experiment
und fiir den Vergleich mit dieser Arbeit ist eine solche Untersuchung lohnenswert.

Untersuchenswert sind auch Instabilitidten, die unterhalb von Ha < 60 auftreten. Denn
die lineare Stabilitdtsanalyse hat gezeigt, dass diese Instabilitdten nicht entlang des Ma-
gnetfeldes orientiert sind und daher eine andere rdumliche Struktur aufweisen. Ein dabei
betrachtetes ¢ sollte aber im Bereich ¢ 2 0.1 liegen, da fiir kleinere ¢ Re. ~ O(10%) gilt,
also Re. sehr grofs wird. Fiir das in dieser Arbeit verwendete numerische Verfahren ist
fiir Re 2 10000 ein sehr hoher numerischer Aufwand nétig, sodass fiir zukiinftige Rech-
nungen entweder dessen Effizienz gesteigert, andere numerische Verfahren angewendet
werden oder die verfiighare Rechenleistung signifikant grofer werden miisste.
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6 Symbolverzeichnis

’ Symbol \ Bedeutung Einheit
A Seitenverhéltnis
B dimensionsloses externes Magnetfeld
By charakteristisches Magnetfeld T
c Wandleitparameter
Cp dimensionslose Phasengeschwindigkeit
E dimensionsloses elektrisches Feld
Erurp dimensionslose turbulente kinetische Energie
f Frequenz Hz
f beliebige dimensionslose Volumenkraft
fr dimensionslose Frequenz
fo dimensionslose kritische Frequenz
fr dimensionslose Lorentz-Kraft
Ha Hartmann-Zahl
j dimensionslose elektrische Stromdichte
k dimensionsloser Wellenvektor
k dimensionslose Wellenzahl
N Interaktionsparameter
n Normalenvektor
L charakteristische Léinge m
P dimensionsloser Druck
Q dimensionsloser Volumenstrom
Qs dimensionsloser Volumenstrom der Seitenschicht
Qc dimensionsloser Volumenstrom der Kernstréomung
Qu dimensionsloser Volumenstrom der Hartmann-Schicht
Re Reynolds-Zahl
Re, kritische Reynolds-Zahl
Re,, magnetische Reynolds-Zahl
t Zeit s
tw Wanddicke m
u dimensionslose Geschwindigkeitskomponente z-Richtung
U zeitlich gemitteltes u
U rdumlich gemitteltes u
U charakteristische Geschwindigkeit z-Richtung m/s
v dimensionsloser Geschwindigkeitsvektor
v dimensionslose Geschwindigkeitskomponente y-Richtung
dimensionslose Geschwindigkeitskomponente z-Richtung
T, 2 kartesische Koordinaten
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’ Symbol \ Bedeutung \ Einheit ‘

v komplexe Wellenzahl

r Rand eines Gebietes

On Dicke der Hartmann-Schicht

dg Dicke der Seitenschicht

A dimensionslose Wellenlénge

Ao dimensionslose kritische Wellenldnge

! magnetische Permabilitat Vs/Am
v kinematische Viskositét m?/s
p Dichte kg/m?>
o elektrische Leitfdhigkeit Fluid 1/Qm
ow elektrische Leitfahigkeit Wand 1/Qm
T dimensionslose Zeit

) dimensionsloses elektrisches Potential

0] zeitlich gemitteltes ¢

v Vektorstromfunktion

W5 ite-Komponente W, ¢ = z,y, 2

w dimensionslose Wirbelstirke/Vorticity

wj 1te-Komponente Vorticity, 1 = z,vy, 2

Grofken mit ’ bezeichnen Storungen der jeweiligen Grofe, z.B. u: Storungen der Geschwindigkeit-
skomponente in z-Richtung
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7 Anhang

Experimentelle Vergleichsarbeit

Im Folgenden sollen kurz der Gallium-Indium-Zinn-Kreislauf-Karlsruhe (Galinka) und
die damit durchgefiihrte Versuchsreihe beschrieben werden, weil sie das experimentelle
Pendant zur vorliegenden numerischen Arbeit darstellt. Die Versuche wurde im Zuge der
Promotion von Chowdhury (2016) durchgefiihrt. Die erzielten Messergebnisse dienen als
Vergleichsdaten fiir die numerischen Stabilitdtsuntersuchungen.

Im Galinka-Experiment, welches im Mekka-Labor des Karlsruher Instituts fiir Technolo-
gie durchgefiihrt wurde, sind Messungen zur Untersuchung von Instabilititen in MHD-
Stromungen durchgefiihrt worden. Es ist das erste Experiment, bei dem die Seitenwénde
elektrisch isoliert und nur die Hartmann-Wénde leitend sind (Chowdhury et al., 2015).
Der Versuchsaufbau ist in Abbildung 7.1 dargestellt. Er besteht aus drei parallelen, mit-
einander verbundenen Kanilen, welche aus elektrisch isolierendem Kunststoff gefertigt
sind. In den beiden duferen Kanilen sind elektromagnetische Pumpen eingebaut, die die
Stromung antreiben. Im mittleren Kanal befindet sich die Teststrecke. Dieser symmetri-
sche Aufbau dient dazu, ein moglichst homogenes Geschwindigkeitsprofil am Einlass der
Teststrecke zu erhalten. Dazu befindet sich dort zusétzlich ein Stromungsgleichrichter.
Als Versuchsfluid wird eutektisches Gallium-Indium-Zinn verwendet, welches bei 10.5°C
fliissig wird, sodass Versuche bei Raumtemperatur durchgefiihrt werden kénnen.

In der Teststrecke sind die obere und untere Wand jeweils mit einer diinnen Kupferfo-
lie versehen, um die leitfadhigen Hartmann-Winde zu realisieren. Als Wandleitparameter
ergibt sich dadurch ¢ = 0.03. Druck- und Potentialmessungen wurden zum einen mit-
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Abbildung 7.1: Aufbau Galinka-Experiment: (1) Elektromagnetische Pumpen, (2) Stro-
mungsgleichrichter, (3) Teststrecke mit leitenden Hartmann Winden, (4)
Potentialsonden auf der unteren Hartmann Wand, (5) traversierbare Son-
de und (6) Durchflussmesser (Chowdhury et al., 2015)
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Abbildung 7.2: Experimentell ermittelte Stabilitdtskarte zum Galinka-Experiment
(Chowdhury, 2016)

tels Sensoren in den Kanalwédnden durchgefiihrt, zum anderen wurde eine traversierbare
Potentialsonde in den Kanal eingebaut, sodass auch Messungen in der Stromung selbst
durchgefiihrt werden konnten. Die Sonde ist so gebaut, dass sie Potentialdifferenzen in alle
drei Raumrichtungen messen kann. Damit kénnen mit Hilfe des Ohm’schen Gesetzes die
Geschwindigkeitskomponenten u und w bestimmt werden. Der gesamte Aufbau befindet
sich in einem homogenen Magnetfeld, welches eine maximale Flussdichte von 2.1T errei-
chen kann, sodass fiir dieses Experiment Hartmann-Zahlen von bis zu Ha = 2700 realisiert
werden konnen. Die im Versuch maximal mogliche Reynolds-Zahl betragt Re = 60 - 103
(Chowdhury et al., 2015).

In Abbildung 7.2 ist als Teilergebnis der Arbeit die aus den Messungen erstellte Stabi-
litdtskarte abgebildet.Es konnten drei Instabilitdtsregime gefunden werden. Im Regime
1 wurden Instabilititen gefunden, die im Bereich der Seitenschicht lokalisiert sind. Das
zweite Regime zeichnet sich durch Storungsmuster aus, die in die Kernstréomung hinein-
reichen, und damit eine deutlich grofere rdumliche Ausdehnung haben. Regime 0 ist be-
sonders, weil es sowohl eine untere kritische Reynolds-Zahl aufweist, bei der die Stromung
instabil wird, als auch eine obere kritische Reynolds-Zahl, bei der die Stromung anschei-
nend wieder in den laminaren Zustand iibergeht. Weiterhin wurden u.a. Frequenzen und
die rdumliche Struktur bzw- Verteilung der Instabilitdten untersucht. Diese Messungen
wurden fiir einen Kanal mit Seitenverhéltnis A =1 und A = 1/3 durchgefiihrt.

Die entsprechenden Ergebnisse der numerischen Simulationen werden ab Kapitel 4.3.2
behandelt und diskutiert.
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Lineare Stabilititsanalyse magnetohydrodynamischer
Kanalstromungen

Herleitung von I’ in Gleichung (3.6):

h = Vxf
— Vx(jxB)
B-V)j-(-V)B

B ist konstant, daher verschwindet der zweite Term auf der rechten Seite. Mit dem
Ohm’schen Gesetz
j=—-Vo+vxB

folgt:

h = 9,(-V¢ +vxB)
~0,V¢' +0,(vxB)

Da B nur einen y-Anteil hat, folgt fiir b, = —92¢' und h, = —=0,0.¢' + o/ . O

Herleitung der Randbedingungen (3.13) und (3.14):

Es gilt auf dem Rand v = 0, daher gilt fiir ein Flichenstiick S mit der Flachennormalen
n auf dem Rand:

/v-ds ~ 0 (7.1)

s = /VX¢-ds:§1§¢-d1.

s ds

Daraus, folgt, dass die jeweiligen Tangentialkomponenten von ) auf dem Rand verschwin-
den, also ¢, = 0 bei 2 = +A4 bzw. ¢, = 0 bei y = £1.

Wegen V - ¢ = 0 folgt damit auf dem Rand %w; = 0 bei z = £A bzw. %w’y = 0 bei
y = =+1.

Fiir die Wirbelstirke w gilt:

§1§V'dl =0 (7.2)
Os
= /va-ds:/w-ds.

s

Daraus folgt, dass w - n = 0, sodass die Komponenten von w senkrecht zur Wand ver-
schwinden. Es ergibt sich w, = 0 bei 2 = +£A bzw. w, = 0 bei y = £1.
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7 Anhang

Numerische Simulation magnetohydrodynamischer
Kanalstromungen

Zeitliche Entwicklung instabiler Stromungen

Um zuverlissige Aussagen iiber die Zustinde der betrachteten MHD-Stromungen treffen
zu konnen, ist es notwendig, dass diese im statistisch voll entwickelten Zustand sind.
Dies wird anhand von Sondensignalen fiir Geschwindigkeiten der betrachteten MHD-
Stromungen im Folgenden gezeigt. Um zu zeigen, dass die zeitliche Mittelung hinreichend
lang erfolgte, ist weiterhin bei instationdren Stromungen die mittlere Geschwindigkeit
dargestellt.
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Abbildung 7.3: Sondensignale von w fiir Ha = 500 und fiir (a) Re = 1400 und (b) Re =
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Abbildung 7.4: Sondensignale von wu fiir Ha = 500 und fiir (a) Re = 2000 und (b) Re =
10540
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Abbildung 7.5: Sondensignale von u und @ fir Ha = 1000 und fiir (a) Re = 800 und (b)

Re = 1000
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Abbildung 7.6: Sondensignale von u und @ fiir Ha = 1000 und fiir (a) Re = 2000 und (b)
Re = 12000
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Abbildung 7.7: Sondensignale von u fiir Ha = 2000 und fiir (a) Re = 300 und (b) Re =
600. In (b) ist zusétzlich @ dargestellt.
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7 Anhang
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Abbildung 7.8: Sondensignale von u und @ fiir Ha = 2000 und fiir (a) Re = 1000 und (b)
Re = 2000
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Abbildung 7.9: DNS-Ergebnisse fiir (a) zeitlich gemittelte axiale Geschwindigkeit u(y =
0, z) entlang der z-Achse und (b) u(z,y = 0, z = 0.96) entlang der z-Achse
fiir Ha = 500, ¢ = 0.03 fiir verschiedene Reynolds-Zahlen
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Abbildung 7.10: DNS-Ergebnisse fiir (a) zeitlich gemitteltes ¢(y = 0, z) entlang der z-
Achse und (b) ¢(xz,y = 0,z = 0.96) entlang der z-Achse fiir Ha = 500,
¢ = (.03 fiir verschiedene Reynolds-Zahlen
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Abbildung 7.11: DNS-Ergebnisse fiir (a) zeitlich gemittelte axiale Geschwindigkeit u(y =
0, z) entlang der z-Achse und (b) u(z,y = 0,z = 0.96) entlang der z-
Achse fiir Ha = 1000, ¢ = 0.03 fiir verschiedene Reynolds-Zahlen
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Abbildung 7.12: DNS-Ergebnisse fiir (a) zeitlich gemitteltes ¢(y = 0, z) entlang der z-
Achse und (b) ¢(z,y = 0,z = 0.96) entlang der z-Achse fiir Ha = 1000,
¢ = 0.03 fiir verschiedene Reynolds-Zahlen
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7 Anhang

Raumliche Struktur der Instabilitaten
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Abbildung 7.13: Seitenwandsignale fiir d¢’/0x und 0¢'/dy fiir (a) Re = 800, (b) Re =
1000, (¢) Re = 2000 und (d) Re = 12000 bei Ha = 1000

122



Abbildung 7.14: Hartmann-Wandsignale fiir d¢'/0x und 0¢'/0y fiir (a) Re = 600, (b)
Re = 1000, (¢) Re = 2000 und (d) Re = 12000 bei Ha = 1000
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7 Anhang

Reynolds-Schub-Spannungen
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Abbildung 7.15: Verschiedene Komponenten des Reynolds’schen-Schubspannungstensors
fiir Ha = 1000 bei verschiedenen Re
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Seitenverhaltnis A =1/3

Zeitliche Entwicklung instabiler Stromungen
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Abbildung 7.16: Sondensignale von wu fiir Ha = 1000 bei A = 1/3 und fiir (a) Re = 850,
(b) Re = 1100, (¢) Re = 2000, (d) Re = 3500 und (e) Re = 10000
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Geschwindigkeitsstérungen v’
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Abbildung 7.17: w’ in der xz-Ebene bei y = 0 fiir Ha = 1000 und Re = 10000
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