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Einleitung

Schrodingergleichungen spielen eine fundamentale Rolle bei der nichtrelativistischen, modell-
haften Beschreibung quantenmechanischer Zusténde und deren Entwicklung in der Zeit. Der Zu-
stand 1 eines Punktteilchens im quantenmechanischen System mit einem Potential V' erfiillt die

(zeitabhingige) partielle Differentialgleichung
10 = =D + Vi,

wobei alle physikalischen Konstanten auf 1 normiert sind. 9; bezeichnet dabei den (partiellen)
Ableitungsoperator nach der Zeitvariablen, sowie A als Summe der zweiten partiellen Ortsablei-
tungen den Laplace-Operator. Die Gleichung iibernimmt im quantenmechanischen Regime die
Rolle der Energieerhaltungsgleichung in der klassischen Hamilton’schen Mechanik und kann mit
dem Korrespondenzprinzip auf diese zuriickgefiihrt werden. Fiir eine Losung ¢ der Gleichung lésst
sich (sofern ¢ normiert ist) |¢|? als Dichte der Aufenthaltswahrscheinlichkeit interpretieren. Diese
dndert sich demnach durch Hinzufiigen eines Phasenfaktors nicht.

Von besonderem Interesse sind “stationére” Zustdnde. Damit sind jene Zustédnde gemeint,
dessen Aufenthaltswahrscheinlichkeit konstant in der Zeit ist. Ein zeitharmonischer Ansatz der

Form (t, z) = e~ u(x) fiihrt zur stationiren Schrédingergleichung
—Au+Vu—Au=0.

Ein prominentes Beispiel erhilt man durch Wahl des Coulomb-Potential V(x) = —ﬁ, dessen
zugehoriger Schrodingeroperator die Elektronenzustinde im Wasserstoffatom modelliert. Unter-
sucht man den Zustand von Quantenobjekten in einem perfekten Kristall, so modelliert man
dies durch periodische Potentiale. Die Spektren derartiger Operatoren bestehen aus Vereinigun-
gen abgeschlossener Intervalle. Die offenen Intervalle dazwischen werden spektrale Liicken genannt.
Dartiber hinaus kann man Unregelméfigkeiten durch zusétzliche Storpotentiale modellieren. Diese
konnen dem Spektrum Eigenwerte in den Liicken hinzufiigen.

Ein weiterer Zugang zur Schrodingergleichung ist ein Stehender-Wellen-Ansatz in der aus den
Maxwellgleichungen hergeleiteten Wellengleichung fiir elektromagnetische Wellen.

Fiir die Beschreibung einiger quantenmechnischer Effekte reicht eine lineare Schrédingerglei-
chung oft nicht aus. So werden Selbstwechselwirkungen von Quantenobjekten nicht beriicksichtigt,
welche zu nichtlinearen Termen fiithren. Ein Beispiel fiir eine nichtlineare Schrédingergleichung ist
die Grof3-Pitaevskii-Gleichung zur Beschreibung von Bose-Einstein-Kondensaten im externen Po-
tentialfeld V. Zusétzlich zum linearen Teil beinhaltet die Gleichung eine Kerr-Nichtlinearitit. Die

Schrodingergleichung wird in diesem Fall zu

i0p) = =AY + Vi — glul*u.



8 EINLEITUNG

Der Parameter g beschreibt dabei anziehende oder abstoflende Wechselwirkung abhingig vom

Vorzeichen. Die entsprechende stationédre Gleichung nimmt dann die Form
~Au+ Vu— X u— glufPu=0

an.

In der vorliegenden Dissertation soll diese Gleichung auf Verzweigung untersucht werden. Zu
einem gegebenen Losungspaar (A*,u*) werden Losungen (A, u) gesucht, die in einem geeigneten
Sinn gegen (A*,u*) konvergieren. Die Frage der Verzweigung aus trivialen Losungen der Form
(Mo, 0) ist eng verbunden mit den spektralen Eigenschaften des linearen Teils der Schrédingerglei-
chung. Unter anderem wird in unserem Zugang bendtigt, dass die Eigenfunktionen zu Liickenei-
genwerten exponentiell abklingen. Dies bildet den ersten Abschnitt der Arbeit. Im zweiten Teil
steht die Verzweigungstheorie der nichtlinearen Gleichung im Fokus. Die Ergebnisse lassen auch
groflere Klassen von Nichtlinearitéiten zu, als die hier vorgestellte Kerr-Nichtlinearitét, sofern diese

superlinear in der 0 ist und subkritisch wéchst.



Teil 1

Exponentielles Abklingen bei

Liickeneigenwerten
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Im ersten Teil dieser Arbeit soll es um die Untersuchung des Abklingverhaltens von Eigen-
funktionen von linearen Schédingeroperatoren fiir || — oo gehen. Da solche im Allgemeinen im
Hilbertraum L2(RY) definiert sind, macht es zuniichst keinen Sinn, iiber punktweise Schranken
zu sprechen. Wir begreifen daher ein exponentielles Abklingverhalten einer Funktion u € L?(RY)

dahingehend, dass gilt
(1) exp(h(z))u € L*(RY).

Dabei ist A : RY — R eine Funktion, welche beziiglich |z| mindestens linear wiichst. Fiir be-
schriinkte Funktionen h wire die Bedingung (1) fiir « € L?(RY) trivial. Von einer L?-Schranke
ausgehend erhalten wir einen punktweisen Abfall, falls die Eigenfunktionen selbst eine gewisse
Glattheit aufweisen. Diese kann wiederum durch Glattheitsannahmen an das Potential gew#hr-
leistet werden.

Wir betrachten zur Motivation das Beispiel eines Schrodingeroperators des Wasserstoffatoms,
dessen Eigenfunktionen die Elektronenzustéinde, sowie die zugehorigen Eigenwerte die Energieni-
veaus der Elektronen beschreiben. Es sei

T: L*(R%) D H*(R?) — L*(R®), u — —Au — %'u
Der Operator ist selbstadjungiert und fiir das essentielle Spektrum erhélt man o.s5(7T") = [0, 00).
Zusitzlich gibt es Eigenwerte, die unterhalb von o.gss liegen. So ist zum Beispiel durch u(z) =
\/%e’\/g'm| eine Eigenfunktion zum Eigenwert —i gegeben. Tatséchlich ist die exponentielle Ab-
klingrate gerade durch den Abstand des Eigenwertes zum essentiellen Spektrums gegeben, Es wird
sich herausstellen, dass dieser Abstand auch mafigeblich das Abklingverhalten von Eigenfunktionen
zu Eigenwerten, die nicht unterhalb des essentiellen Spektrums liegen, bestimmt.

Das folgende Beispiel liefert die Notwendigkeit des positiven Abstands zum essentiellen Spek-
trum fiir den Erhalt exponentiellen Abfalls. Betrachtet man den folgenden Schrédingeroperator
T: L2RN) > H2(RYN) — L2RY), u v (—A + V)u mit

V(z) = (-Na+ala+2)1+[z/*)™" —ala +2)(1 + |2]*)7

fiir & > N, 80 ist 0ess(T) = [0,00) und 0 ist ein eingebetteter Eigenwert mit Eigenfunktion
u(z) = (14 |z|*)~*/2. Diese ist sicherlich nicht exponentiell abklingend.

Wir wollen nun jene Eigenfunktionen von Schrodingeroperatoren untersuchen, deren Eigen-
werte innerhalb einer Liicke des essentiellen Spektrums anzutreffen sind. Dabei schlieen wir die
semiendliche Liicke (—o0,inf 0.ss(7T)) fiir nach unten halbbeschrénkte Operatoren mit ein. Wir
wollen dabei auf Voraussetzungen an die Struktur des Potentials weitesgehend verzichten. Typi-
scherweise werden diese sogenannten Liickeneigenwerte durch (relativ kompakte) Stérung eines
Basisoperators Ty entstehen. Im Allgemeinen kann man einen gegebenen Operator jedoch nicht in
die Summe eines Basisoperators und ein solches Stérpotential zerlegen.

Beispiele solcher nicht zerlegbarer Operatoren findet man bei Interface-Problemen, in denen
das Potential durch Zusammenfiigung zweier vollperiodischer Potentiale in zwei gegeniiberliegen-
den Halbrdumen entsteht (vgl. dazu [DPRO9]). In diesem Fall ist das essentielle Spektrum durch
die Vereinigung der entsprechenden Spektren der Schrodingeroperatoren mit periodischen Po-
tentialen gegeben. Zusétzlich kénnen Eigenwerte in den gemeinsamen spektralen Liicken dieser

Operatoren entstehen. Das Generieren von Eigenwerten ist hier nicht Gegenstand der Arbeit. Viel
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mehr wird vorausgesetzt, dass das Spektrum des vorliegenden Operators eine Liicke im essentiellen
Spektrum, sowie Eigenwerte darin, besitzt.

Resultate zum exponentiellen Abklingverhaltens von Eigenfunktionen reichen einige Jahrzehn-
te zuriick und wurden in einem Ubersichtsartikel von Peter Hislop [His00] zusammengetragen.
Die grundlegende Arbeit wird von Agmon in seinen Lecture Notes [Agm85|] bereitgestellt, in
der er die Abklingrate von Eigenfunktionen unterhalb des essentiellen Spektrum als die Wurzel
des Abstands zu diesem quantifiziert. Eine darauf basierende Verallgemeinerung des exponentiel-
len Abfalls wird dahingehend moglich, wenn man sich nicht auf Funktionen A im Exponenten in
(1)) einschriankt, welche nur von |z| abhéngen. Stattdessen ldsst man die Abhéngigkeit von der
Richtung zu. Abschéitzungen der gewichteten Norm mit derartigen Gewichten werden als ani-
sotrop bezeichnet, wohingegen die Abschitzungen mit radialsymmetrischen Gewichten isotrop
heiflen. Anisotrope Abschitzungen erhilt man durch Einfithrung der sogenannten Agmon-Metrik
g(z) = (V(z) — \); auf dem Tangentialraum T,RY. Der zugehorige Abstandsbegriff in RY tritt
dann an Stelle der Funktion h im Exponenten von (1) (vergleiche [HS96]).

Weitere bekannte Resultate sind jene von Slaggie und Wichmann [SW62], welche das Ab-
klingverhalten des Integralkerns der freien Greensfunktion, das heifit des “inversen” Operators
von (—A) auf RY benutzen um fiir relativ (—A)-beschrinkte (mit Schranke < 1) Potentiale
V e L (RY) mit V(z) = O(|z|™!) fiir |#| — 0 und V(z) — 0 fiir |x| — oo entsprechende

Ergebnisse zu erhalten. Dabei wird die Eigenwertgleichung fiir Eigenwerte A < 0 zu
u=(=A)" (A= V)]

umgeschrieben.

Froese und Herbst zichen in [FH82] fiir die Untersuchung von N-Koérper-Schrédingeropera-
toren Kommutatorabschéitzungen zu Rate. Dies liefert exponentiellen Abfall in Termen des Ab-
stands zur nichstgelegenen sogenannten Grenzenergie, das heifit Eigenwerte von Teilsystemen des
N-Korpersystems. Dabei wird insbesondere die Frage der Optimalitéit der Abklingrate geklirt.

Als letztes, uns bekanntes Resultat dieser Reihe sei die Arbeit von Combes und Thomas

[CT73| erwéhnt, die ebenfalls we Slaggie und Wichmann die Eigenwertgleichung in die Form
u=(=A+V =) (A= o)l

fiir ein Ag € p(T') schreiben. Sie erhalten Abklingbedingung an die Resolventenoperatoren, indem
sie die Darstellung der Translationsgruppe des RY im Raum L?(RY) betrachten und anschlieend
analytisch auf eine komplexe Umgebung fortsetzen. Damit kénnen die Methoden von [SW62]
verbessert und auf Operatoren der Form T' = T? + V erweitert werden. Dabei ist V eine Stérung,
welche einen Eigenwert in einer spektralen Liicke von T° generiert.

Der vorliegende Teil der Arbeit basiert auf dem Resultat von [Agm85], und wird auf den Fall
quadrierter Schrodingeroperatoren verallgemeinert. Als quadrierten Operator verstehen wir jenen,
welcher die quadratische Form u ||Tu\|%2(RN) generiert. Wir betonen, dass unser Resultat
ohne zusétzlichen strukturellen Voraussetzungen an das Potential auskommt und lediglich die
Informationen des Spektrums in einer Umgebung dieses Eigenwerts einflieBen. Die Abklingrate, die
wir dadurch erhalten, ist bei Eigenwerten unterhalb des essentiellen Spektrums etwas schwécher als
jene, die eine direkte Anwendung von Agmons Methode liefert. Dies ist dadurch verschuldet, dass V'

und —A im Allgemeinen nicht kommutieren. Daher sind die Ergebnisse quantitativ nicht optimal.
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Fiir viele Anwendungen, wie auch im zweiten Teil der Arbeit, ist die genaue Quantifizierung
der exponentiellen Abklingrate nicht notig und es geniigt die Tatsache, dass die Eigenfunktionen
von Liickeneigenwerten exponentiell abklingen. Auch dies ist dem Autor in der (strukturellen)
Allgemeinheit der Potentiale neu. Wie in [Agm85] liefern die Resultate auch Aussagen iiber die

Losungen inhomogener Gleichungen.






KAPITEL 1

Abklingraten von Eigenfunktionen

1. Notationen und Voraussetzungen
Im Verlauf der Arbeit verstehen wir den Schrédingeroperator T als unbeschrinkten Operator
T: L*RY) > D(T) = L*(RY), Tu := —Au+ Vu

im Hilbertraum L?(R¥). Fiir das (reellwertige) Potential V : R — R stellen wir dabei folgende

VORAUSSETZUNG 1. Es gelte V € L? _(RN) und fir V_ := max{—V,0} ezistiere ein 6 < 1
und ein C(0) > 0, sodass die folgende Abschitzung gilt:
) [ ovelerar<o [ VoPdsvco) [ oPde (o CR@Y).
RN RN RN

Aus dieser Voraussetzung folgern wir nun, dass [V_|'/?u € L?(RY) gilt fiir alle u € H*(RV),
indem man u durch eine Folge {¢, }nen aus C°(RY) beziiglich der H'(RY)-Norm approximiert

und die Ungleichung fiir die Folgenglieder ausnutzt. Damit erhédlt man

/ v,\u|2dxge/ |Vu|2dx+0(9)/ wlde  (ue H'(RMY),
RN RN RN

Im ersten Teil verwenden wir das Symbol ¢, wenn wir Voraussetzungen an den Triger der Funktion
stellen, und wu fiir Elemente des Sobolevraums H!(R”") bzw. fiir Elemente im Definitionsbereich
eines Operators ohne Einschriinkung an die Triger. Dies soll eine bessere Ubersichtlichkeit bieten.

Der Definitionsbereich des Operators soll so definiert werden, dass T selbstadjungiert ist. Dazu
betrachtet man zuniichst den folgenden Operator Ty durch D(Tp) = C2°(RY) und

Ty : D(Ty) — L*(RY), Tou := —Au + Vu,

dessen Abschluss héufig als “minimaler Operator” bezeichnet wird. Beachte, dass aufgrund der
Voraussetzungen V € L2 (RY) gilt: Vu € L*(RY) fiir u € D(Tp). Ferner ist Ty symmetrisch und

loc

nach unten halbbeschrankt, denn liefert die Abschétzung
(Tu, U>L2(]RN) = <—A’LL7 U>L2(RN) + (Vu7 U>L2(RN)
>(1 = O VulZo@n) = CONulfo@ny = =CO)lullio@)  (u€ D(Ty)).

Man definiert T' als Friedrichserweiterung (vergleiche [RS75l Theorem X.23]) von Ty, um einen
selbstadjungierten Operator zu erhalten. Der Definitionsbereich D(T) ist gegeben durch

(3) D(T) :={ue H'RY): |V|7u € L*RY), —Au+ Vu € L2 (RM)}.

Dabei ist —Au+Vu im distributionellen Sinne zu verstehen. Dies wollen wir kurz genauer erldutern.
Zur Theorie der Distributionen sei auf [Gra09] verwiesen. Fiir u € L?(RY) ist der Ausdruck
(—A +V)u nicht im klassischen Sinn definiert. Betrachtet man ¢ € C°(RY), so ist die Abbildung
¢ +— (—A + V)¢ wohldefiniert. Versicht man den linearen Raum C2°(R™) mit einer geeigneten

15
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Topologie, so erhiilt man den Raum der Testfunktionen Z(RY). Die Topologie auf dem Raum
der Testfunktionen ist stirker, als die Topologie, welche die Norm in L?(RY) induziert. Fiir die
Topologie auf den Dualrdumen gilt dann die umgekehrte Eigenschaft. Das heifit, die Topologie
auf dem Dualraum der Testfunktionen 2'(RY) (dem Raum der Distributionen) ist schwiicher
als diejenige auf dem Dualraum von L?(RY). Hilbertriume sind nach dem Darstellungssatz von
Riesz isometrisch isomorph zu ihren Dualrdumen. Damit ist die Topologie auf dem Raum der

Distributionen grober als jene auf L2(RY). Das heift, fiir jedes u € L?(R"™) konnen wir eine

@] := / ug dx.
RN
Wir koénnen nun die Abbildung (—A + V') durch die duale Wirkung auf den Teilraum der Distri-

butionen fortsetzen, indem wir fiir & € L2(RY) C 2'(RY) definieren:

Distribution % definieren durch

(A + Vi) [¢] = /RN WA+ V)pde (6 € DRY)).

Mit der Bedingung —Aa + Vi € L2(RY) ist gemeint, dass eine Funktion v € L*(RY) derart

existiert, dass gilt:

(~A+V)a)[d] = / v-bdr (6 € DERY)).

RN
Dies ist nach dem Darstellungssatz von Riesz dquivalent zu der Abschétzung

(A +V)D)[g] < Clldlle@yy (&€ 2(RY))

fiir ein C' > 0.

Man kann ferner in der Definition von D(T) die Eigenschaft [V|2u € L2(RY) durch Vi u? €
LY(RYN) ersetzen, da bereits die Integrierbarkeit von V_u? garantiert.

Dariiber hinaus folgern wir auch die Halbbeschréinktheit von 7" nach unten, welche durch (die
Erweiterung von) fiir u € H'(RY) ersichtlich wird. Gilt zusitzlich u € D(T), so folgt:

(4) / Vuldr < —— [ (A4 V)u-wdz+ @/ luf? dar — L/ Vi [uf? da
RN 1—-0 Jgn 1—-0 Jp~ 1—-0 Jpn

Im Allgemeinen verzichten wir auf die Forderung, dass T, wesentlich selbstadjungiert ist. Ist
V € L®(RY) vorausgesetzt, so vereinfacht sich die Darstellung des Definitionsbereiches, da die
Bedingung |V |2u € L2(RY) trivial wird. Ferner ist Vu € L2(RY) und —Au + Vu € L2(RY) be-
reits dquivalent zu —Au € L?*(RY). Damit liefert die Konstruktion der Friedrichserweiterung
D(T) = H?*(RY). Alternativ kann man in diesem Fall den Operator T als —A-beschriinkte
Stérung mit relativer Schranke 0 des Laplace-Operators mit Definitionsbereich D(—A) := H2?(RY)
auf L?(RY) verstehen und erhilt damit ebenfalls die Selbstadjungiertheit, vergleiche dazu Kato-
Rellichs Theorem in [HS96, Theorem 13.5].

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei V' so gewihlt, dass 0 der (isolierte) Eigenwert ist,
dessen Eigenfunktion hier betrachtet werden soll. Das kann fiir beliebige Potentiale, die ein solches
Spektrum generieren, mit einem spektralen Shift erreicht werden. Uberdies gibt es ein a > 0, sodass
das Intervall (—a, a) das essentielle Spektrum von 7" nicht schneidet, das heifit oess(T)N(—a, a) = 0.
Ferner sind weitere Eigenwerte innerhalb einer solchen Liicke des essentiellen Spektrums (—a, a)
zugelassen. Wir nennen von nun an Liicken des essentiellen Spektrums vereinfacht (spektrale)
Liicken und Eigenwerte innerhalb einer solchen Liicke werden Liickeneigenwerte genannt. Man

beachte, dass fiir jedes a € (—a,a) ein € > 0 exisitert, sodass nur endlich viele Eigenwerte (mit
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endlicher Vielfachheit) in [a+¢, a—¢] liegen. Andernfalls wire « ein Hiufungswert von Eigenwerten
in (—a,a) und damit wiirde « € o55(T) gelten, was der Definition von a widerspricht.

Dariiber hinaus kann das Intervall (—a, a) auch in der semiendlichen Liicke liegen, das heift es
gilt: inf 055 > a. In diesem Fall liefert die hier vorgestellte Methode ein quantitativ schlechteres
Ergebnis, als die direkte Anwendung von Agmons Resultat lieferte.

Unter Verwendung des Spektralkalkiils kann nun der Operator T2 = T o T wie folgt definiert
werden. Es sei (E))aer die zu T gehorige Spektralschar. Dann liefert die Definition

D(T?) := {ueL2(RN): /)\4d(E,\u,u>L2(RN) <oo}, T2 ::/)\QdEA
R R

einen weiteren selbstadjungierten Operator in L2(R). Ferner ist 7% nach unten halbbeschrinkt
durch 0. Die genaue Darstellung des entsprechenden Definitionsbereich ist fiir unsere Zwecke nicht

weiter von Belang. Wir benotigen gelegentlich die Charakterisierung
D(T?) ={ue D(T): Tu € D(T)}.

Alternativ kann man 72 auch als denjenigen selbstadjungierten Operators verstehen, welcher der
quadratischen Form

q: D(q) = R, u (T'u, Tu) 12 (g )
zugeordneten ist. Setzt man hierbei D(q) = D(T'), dann ist ¢ abgeschlossen, da T' ein abgeschlos-
sener Operator ist. Tatséchlich gilt fiir eine Folge {uy, }nen aus D(q) derart, dass

1w — vuml L2@yys q(un — ) — 0 fiir m,n — oo

gilt, dass es u,v € L*(RY) gibt, mit u,, — u und Tu,, — v fiir n — co. Die Abgeschlossenheit von
T liefert dann v € D(T') und Tw = v und folglich u € D(q) sowie
q(u) = lim q(un).

Damit ist g abgeschlossen.

2. Charakterisierung des essentiellen Spektrums

Als erstes Resultat soll bewiesen werden, dass sich das Infimum des essentiellen Spektrums von
T? iiber sogenannte Zhislin-Folgen charakterisieren lisst. Ein solches Resultat ist fiir eine grofie
Klasse von Operatoren, sogenannte lokal kompakte Operatoren, bekannt und kann in [HS96, Ab-
schnitt 10] nachgelesen werden. Zu einem spéteren Zeitpunkt wird diese Terminologie vertiefend
behandelt. Die urspriingliche Definition von lokaler Kompaktheit bezieht sich nur auf Differential-
operatoren zweiter Ordnung, weshalb eine Beschreibung des essentiellen Spektrums durch Zhislin-
Folgen erneut bewiesen werden muss. Zu diesem Zweck folgen wir den Ideen in [Agm85] und legen
die entsprechenden Resultate fiir Operatoren vierter Ordnung dar. Dieser Abschnitt ist wie folgt
strukturiert. Zunachst wird das Theorem formuliert und der Beweis am Ende nachgestellt, damit
die Argumentation nicht durch technische Rechnungen unterbrochen werden muss. Jene Details
bilden den Hauptteil dieses Abschnittes.

THEOREM 1.1. Es seien der Schrédingeroperator T : L*(RN) D D(T) — L*(RY), definiert
durch Tu = —Au + Vu, und die quadratische Form q : L*(RY) D D(q) — C, definiert durch
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= (Tu, Tu) 2wy, gegeben. Dann gilt:

inf aess(Tz) = sup inf {Q((ﬁ)}
KCCRN $€D(q): supp ¢CRN\K | (@, §) (RN)

Hierbei bedeutet das Inklusionszeichen K CC RY, dass K eine kompakte Menge in R ist. Zu
Beginn werden einige Identitdten benotigt, die im Wesentlichen auf der partielle Integration fuflen.

Dazu brauchen wir die Stabilitét von D(T") unter Multiplikation mit glatten Abschneidefunktionen.

LEMMA 1.2. Es seien u € D(T) und &,m € C(RN) mit Werten in R, Dann gilt:
a) éu € D(T) und (A + V) (€u) = E(—A + V)u —2VE - Vu — (Aé)u.
b) (NVu,Vu)p2wny + [eu 0V |ul? de = $(An - u, u) r2ny + R(M(—A + V)u, u) p2@ny),
wobei N fiir den Realteil steht.

Obgleich bei Schrodingeroperatoren der Definitionsbereich stabil unter Multiplikation mit Ab-
schneidefunktionen ist, kann man im Allgemeinen nicht erwarten, dass sich ein solches Resultat
auf Operatoren vierter Ordnung iibertragt. Deshalb wurde in Theorem die quadratische Form
statt des Rayleigh-Quotients verwendet. Tatséchlich ist selbst fiir £ € C°(RY) und u € D(T?) die
entsprechende Folgerung £u € D(T?) im Allgemeinen falsch. Eine ausfiihrlichere Diskussion und
eine Bedingung an das Potential, fiir die man tatsichlich éu € D(T?) fiir jedes u € D(T?) erhiilt,

wird im néchsten Kapitel geliefert.
BEWEIS. a) Es gilt fiir alle u € D(T), £ € C*(RY):
V12 €ullz@n) < 1€y - I1VIFul 2@,
sowie
IV(Eu)llL2@mny < [Ju-VE[ 2@vy+ 1§ Vul L2 myy < [[VE]| Lo @y l|ull L2 @yy HIE ] Lo iy [ V| 2 vy

Da die erste Ungleichung insbesondere fiir V = 1 gilt, folgt éu € HY(RY) und \V\%fu € L2(RM).
Dariiber hinaus kénnen wir die Wirkung der Distribution (—A + V)@ auf eine Testfunktion
¢ € C=(RYN) C D(T) wie folgt umschreiben:

(A + V)Eu)[g] = fu(—A+V)¢d$
:/ w((—A(EQ) + 2VE -V + A€ - ) da:+/ Veud dz
RN

:/ u(—A + V)( £¢dx—2/ V(VE-u ¢da:+/RNA§~u¢da:

_/ (A +V)u- & —2Vu - VE — uAf) pdx
RN

Da ¢ beliebig war, gilt folglich (—A + V)(¢u) € L2(RY) und (—A + V)(u) = (A + V)u - € —
2Vu - V€ — uA¢ in L*(RY). Daraus folgt a).
Fiir Teil b) nehmen wir an, dass n > 0 gilt. Die Gleichung in voller Allgemeinheit erhélt man

anschlieBend durch Aufteilung in eine Summe mittels n = 9, — n—. Fiir n > 0 gilt:

(V(nZu), V(nEu)) 2 vy =(—AZu), n7u) 2@n)
=(—uA(n

D=

), nEu) 2y — 2(V(02) - Va, n3u) 2 )
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— (0% Au,nFu) 2 gy
=(—ul(n?),nZu) 2@y — 2(V(02) - Vi, nZu) 2
- <77Auvu>L2(JRN)~
Dariiber hinaus konnen wir den Mittelteil mit der Identitat
V([ul*) = Vu -7+ Vi -u = 2R(Vu - 1)
weiter vereinfachen. 3t bezeichnet den Realteil, wohingegeben & den Imaginérteil bezeichnet.

R (—2(V(0H) - Vu,bu) ) )

1 . ,
(5) _JQ/RN)V((TJ )) V(|ul?) da
D) /RN77 A(|ul?) dx

:<7’]VU7 vu>L2(RN) + %<1’]A’U,7 U>L2(RN).
Das setzt man ein und bekommt:
(V(n?u), V(n?u)) g2y =(—uA0?),n2u) 2@y + (Vu, Vu)raex)
+ R((NAY, u) 2myy) — R(NAY, u) 12 (mNY))
=(—uA(1?),n>u)2@n) + NV, Vi) 2@y

Nach Umstellen der Gleichung erhélt man somit:

(¥, Vu) paany =(uA(2), n¥u) ey + (V(02u), V(02 0)) agee).
Mit a) erhiilt man schliefflich
(nVu, VU>L2(]RN) + /N nv |u|2 dx
R

=R(((—A + V)(n2u),nZu)2@x) + (0

N
N

A(n

= (<77%(—A + V)U,T]%U>L2(RN)) — 2<V(n%) . Vu,n%uﬁz(RN) — (A(n%)u,n%uﬁz(ﬂw)

)u, U>L2(RN)

)Uaﬁ%U>L2(RN)

\
—~
3

N

\

>

+
<
~—
RS
=

ol

£
~
~

N
=

z
=

\

[N}

=
S
<
—
=
ol
<
RS
=

N
£
~

&
=
Z
N—
\
>
—
=
Nl

+ <77%A(77%)U>U>L2(RN)

R(N(—A + V), ) g2 zy) — %/RN Vi V(|uf?) dz

S

1
:§<A77 - u, U>L2(RN) +R(((=A+V)u, U>L2(1RN))‘
O

Zu R > 0 bezeichne Br(0) := {z € RY : |z| < R} die abgeschlossene Kugel um 0 mit Radius R.
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PROPOSITION 1.3. Es seien &1,& € CF(RYN) gegeben mit & > 0 fir k = 1,2, & (z) = 1
fiir x € Br(0), &(x) = 1 fir x € RV \ Bry1(0) und €2 + €2 = 1 auf RN. Dann gelten fiir alle
u € D(T) die folgenden Identititen:

(6) (“A+V)u= > &G(-A+V)(&u)+ [Vl u
k=1,2
<(—A + V)u, (—A + V)U>L2(]RN) = <pu7 U>L2(RN) + (BVu, vu>L2(]RN)
F (A + V)&l @ny + (A +V)(&w)[[F2 @),

wobei p = po + 2(|[VE&|? + |[VEIP)V und pp € CX(RY) und B € C2 (RN, RN*N) gegeben sind
durch

(7)

i 3 (5O + 976 V(A6) - 56.0%. + FAIGP).
k=1,2
sowie

Bi= ) —AV& - V& + (6AG — V&) - Iy,

k=1,2

wobei In € RVN*N die Finheitsmatriz bezeichne.

Obgleich &; und &, auch von R abhéngen, wird dieser Index unterdriickt, um die Notation nicht
unnoétig kompliziert zu machen. Insbesondere gilt die Behauptung fiir V' = 0, was im Wesentlichen

auf der Produktregel beruht. Fiir den allgemeineren Fall stiitzen wir uns auf die Gleichung aus
Lemma [T.2h).

BeEwEIs. Mit Produktregel erhédlt man die folgenden beiden Gleichungen

(8) Vér - V(&u) = [VE*u + §.VE, - Vu = [V *u + %V(fi) -Vu
sowie
(9) A(ER) = 26,08, + 2| VE .
Man verwendet die Gleichung in Lemma ) und 0 = V(1) = > V(&), um wie folgt zu
k=1,2
vereinfachen:
(FA+V)u= > (~A+V)(&u) g D G(—A+ V) (&u) — 2VE - V(&u) — A(&) &u
k=1,2 k=1,2
B S g ca+ v - 2Vea P u— V() - Vu— AG) G
k=1,2
B S G-+ V)(6w) — 2AVEP u - V(E) - Vu - A+ Ve
k=1,2
=Y G(=A+V)(&u) — [VE[ u.
k=1,2

Entsprechend erhélt man die Identitét durch Testen von @ mit (—A + V)u, partieller Inte-
gration (p.I.) und mehrfacher Anwendung von @:

<(—A + V)u, (—A + V)’u,)Lz(]RN)

B S (6= 4+ V)(&u), (< + V) aan) — (V&2 (—A + V) paan)

k=1,2
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=

(A + V)(&u), (—A + V) (&) 2@y + (A + V) (&), 2V & - V) p2 )

(A + V) (&u), Ak - w) 2@y — (IVE* U, (A + V)u) 2@y

k=
+

—~

(A + V) (&u), (A + V) (&u) 2@y + (A + V) (&u), 2V & - V) p2 @y

(—A + V)(&u), Ak - u) 2 @ry — (V(IVEPu), Vu)) r2@ry — (VIVE [ u, 1)) 2y

™~
Il
-

+

=
M -

1(=A 4+ V) (&)l 2@y) + (=A% - u =2V & - Vu + §(=A + V)u, 2V &, - V) 2 ry)
2

Il
—

F{(=A + V)(&u), A&y, - u) 2@y — (V(IVE[u), V) 2 @ny — (VIVE*u, w)) L2 )

@ I(—A + V)(gku)||§2(RN) + (—A& - u—2VT & Vu+ & (—A + V)u, 2V &, - V) r2gy)

ES
Il

-

o

+

—~

—(A&)*u—2VTE, - Vu - A& + & - (—A + V)uA&g, u) p2mm)
VIVEN  u+ V&PV, V) p2ny — (VIVE]Pu, 1) p2rvy
(=2 + V) (Eru)|Fo@ny — 4R ((A&k -, VT &k - Vu) 2 gry) — 4|V €k - V|72 g

M L

k

1,2
— (| A& Pu, u) powyy + (A& - &k - (—A + V)u, u) 2@y

~ (VIV&[* - u, V) 2@y = V& Vull|Z2@ry = (VIVE|*u, 0) 2 ()

In den beiden Skalarprodukten, in denen sowohl u als auch Vu auftauchen, verwendet man wieder
V(jul*) = Vu-a+ V- u = 2R(Vu - ).

Somit erhilt man

RUVTE - Vu, A& - u) p2pr)) =R (/RN Ve, VuAg, 'Udﬂﬁ)

1
3 /RN VT - V(jul*)Agy da
=- %/RN [ul? - VT (V- A&, da.

Analog erhilt man
(A& - &k - (A + V)u, u) 2@y
=(Vu, V(A& - &k - u)) p2rvy + (VELA U, u) 12 (rY)
(Y AG -6 Vadgage) + 5 [ V() V(GAG) do+ (VEAG w)zzqa)
+iS((Vu, V(AL - &) - u) p2@ny) + (VERAERU, u) 12 (mN)
=(A& - &k - Vu, Vu) 2y — é<A(€kAfk>u’u>L2(RN)
+iS((Vu, V(A& - &) - u) p2@ny) — (VIVE P, 1) 2@y,
sowie

RUT(VEL) - 0. Vo) = 5 [ V() DOVEP) = =5 (ANVEP)u, ) e
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Setzt man diese Identitéten in die Formel fiir ((—=A + V)u, (A + V)u)2@~) ein, so vergewissert

man sich, dass der Imaginérteil der rechten Seite verschwindet:

D S(Vu, V(AL - &) - w) pa@n)) — SUV(IVE) - u, Vi) 2 g))
= 3 S(Vu- V(A - ) uhpagen)) + S(Va- V(VESD),u) o)
= 3 SV V(A - &+ V&), 1) o))
B S (V- V(AED) wpaan) = 0

Damit erhélt man zur Berechnung von ((—A + V)u, (=A + V)u) 2 (gny:
<(7A + V)u, (7A + V)U>L2(RN)
=) (A + V) (&u)ll 7@y + 2V (A& - VEu, ) 2@ny — 4|V &k - VulF 2 @r)

k=1,2
1
(Agk) u U>L2(RN) + <Afk kau VU>L2(RN) — §< (Afk fk)u, u>L2(RN)
1
+§< (IVEI") - wu) 2y — IVEIVulllLs vy — 2(VIVE u, 1) 2
(=2 + V)(&u) 132 @) + (—4VE - VEL + EeA& — V&)V, Vi) 2
k=1,2

1 1
+ <(§(A§k)2 + VTG, - V(AL - 551@A2§k + §A|v€k|2)uau>L2(RN)
— 2<V|V§k|2u,u>Lz(Rw)

= Z (A + V)(ﬁkU)H%z(RN) + (pu, ) p2wyy + (BVu, Vu) r2gw).
k=1,2

O

Im folgenden Lemma soll aus einer (gewichteten) spektralen Abschiitzung fiir Funktionen mit

Trager aulerhalb eines Kompaktums eine Stérfunktion konstruiert werden. Der durch die Stérung

resultierende Operator erbt die spektrale Abschétzung nicht nur, sondern erweitert sie auch auf

Funktionen mit beliebigem Tréger.

LEMMA 1.4. Es seien T, q definiert wie in Theorem [1.1, Ferner seien K CC RN und eine

reelle, messbare Funktion ¢ gegeben, sodass fiir alle ¢ € D(q ) mit supp ¢ N K = () gilt:

(10) 4(8) = (T4, T6) L n) > / ()] de.
RN\ K
Dann ezistiert fiir jedes 6 > 0 eine (0.B.d.A) nicht negative Funktion
_ 1 2
X= 155 |2 20 V&l +Cn | Vot xo

k=1,2
fiir ein xo € C°(RY), sodass fiir die gestorte quadratische Form

NE L*(RY) > D(q) — L*(RY), qx (u) = q(u) + (xu, u) L2 (rv)
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qgilt:

(1) 0x(w) > g [ e@hlPdr (e D).

In der Sprache der Spektraltheorie des Operators T2 in L?(RY) lisst sich Lemmawie folgt
interpretieren: Fiir beliebige, nach unten halbbeschrinkte, selbstadjungierte Operatoren A ist das
Infimum des Spektrums durch das Infimum des Rayleigh-Quotienten gegeben:

(12) info(A)= inf Au, W) aey)

ueD(AN{0} (U, u)L2(rN)

Ist nun ¢ = ¢y > 0 aus Lemma [1.4] eine positive Konstante, so ist ¢y eine untere Schranke fiir das
Infimum des Rayleigh-Quotienten von Funktionen mit Tréager auflerhalb einer kompakten Menge.
Aus dem Lemma folgt dann die Existenz einer kompakt getragenen Storung des Operators, so-
dass ¢y eine untere Schanke des Spektrums des gestorten Operators ist. Dariiber hinaus liefert der
Beweis des Lemmas sogar eine Konstruktionsvorschrift einer entsprechenden kompakten Stérung
zu vorgegebenem Kompaktum K. Mit Weyls Theorem (vgl. [HS96]) &ndert sich das essentielle
Spektrum durch eine solche kompakte Stérung nicht. Somit ist ¢y auch eine untere Schranke fiir
das Infimum des essentiellen Spektrums, charakterisiert durch Funktionen, deren Triger “weit
drauflen” ist. Das Lemma ist in Termen der quadratischen Form formuliert, damit der Definitions-

bereich invariant unter der Multiplikation mit Abschneidefunktionen bleibt.

BEWEIS. Es sei zu vorgegebener kompakter Teilmenge K ein R > 0 gewihlt mit Br(0) D K.
Entsprechend seien die Abschneidefunktionen &;, £; wie in Proposition gegeben. Dann erhélt
man entsprechend der Formeln (7) fiir alle w € D(q) = D(T):

q(u) = <TU,TU>L2(]RN) = (pu,u>Lz(RN) + (BVu, VU>L2(]RN) + q(&u) + q(&u)

Mit supp & N K = 0 erhélt man nach Voraussetzung

(13) alaw) = (T(62). T(€awzean) = [ cla)léauf? do.

RN\K

Andererseits hat man die triviale Abschitzung

(14) q(&1u) = (T(&u), T(&1u)) L2(ry) = 0.

Nun werden die verbleibenden Terme betrachtet. Da B € C°(RYN,RV*N) gilt, kann eine Ab-
schneidefunktion 7 € C2°(RY) mit den Eigenschaften > 0 und n = 1 auf supp B gewihlt
werden. Da B € L= (RN, RV>*N) gilt, gibt es eine Konstante C' > 0, sodass fiir alle u € H*(RY)
gilt:
(BVu, Vu) 2@ny > —C’/N n|Vul? dz
R

Wir verwenden die angepasste Young-Ungleichung

(15) ab < 6a® + (46)70%  (a,b,6 > 0)
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und erhalten fiir alle § > 0:
(16)

(BVu, Vu) r2@ny > —C/ n|Vul? de = —CR (/ 77|Vu|2dx)
RN RN

=CR </ Vn-Vuudx + Aunudx)
RN RN

C (; /RN V- V(|ul?) dr + /RN Vlul? de — R (/RN(—A + V)unudx))

1 )
= ¢ RN <_2A77 + Vn) Jul? dz — C (‘5”(_A + V)ull 22y + 45|77U||2L?(RN)>

1 1
= C’/ <A77 +Vn— 772> |u|? dz — Coq(u).
RN 2 4(5
Fasst man die Abschitzungen , und zusammen und fiigt sie in ein, findet man:
q(u) = (Tu, TU>L2(RN) =(pu, U>L2(RN) + (BVu, VU>L2(RN) + q(&u) + q(&au)

1 1
>(pu, u) 2wy + C/RN (—2A77 +Vn-— 45172) |u|2dx

(17) — Coq(u) + / o(@)|eaul? da

RN\K

1 1
= [ prewg+o (—An V- 772) [ul? dar — Cdq(u).
- 2 45

=:C

Die Behauptung folgt durch Addition von

1
>dw = —oud
/]RN X 1+C6 RN (C C)’LL “

in und Skalierung § — §/C. Man beachte xyu? € L*(RY) fiir u € D(T) und c(x) = &(x) fiir
|x| grof genug, da alle Ableitungen von & (k = 1,2), &, sowie  und p kompakten Tréger haben.
Daher hat auch y kompakten Trager. O

Nun sind wir in der Lage, einen Beweis des Theorems [I.T]zu geben. Im Beweis der Ungleichung

q(¢) }

sup inf {
KCcRrN 6€D(@\{0}:supp onK=0 | (D, ®) L2(mN)

wird die spezielle Form des Operators nicht verwendet. Das Resultat kann somit auf beliebige,

inf ooy (T?) <

selbstadjungierte Operatoren in L?(R”) iibertragen werden. Kernidee ist hierbei, eine gegen den
sup-inf-Term konvergente Folge zu konstruieren, welche gleichzeitig eine Weyl’sche Folge fiir den
Operator ist. Die Charakterisierung des essentiellen Spektrums iiber Weyl-Folgen kann in [HS96)

rekapituliert werden.

BEWEIS VON THEOREM [I.1]l Zuerst kiirzen wir ab und definieren:

A:= sup inf {Q(é)}
KCCRN #€D(q): supp sCRVN\K | (@, ) 2(mN)
7 <“: Betrachte die Folge {a, }nen definiert durch

a(¢) } '

Ap = inf R A
¢€D(q)\{0}: supp N By, (0)=0 { (®, @) L2(w)
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Dann ist {a,}neny monoton steigend, da die Menge, aus der Funktionen fiir das Infimum heran-
gezogen werden, mit wachsendem n € N kleiner wird. Tatséchlich ist {a,}nen auch nach oben
beschrankt und es gilt supa,, = A, denn zu jedem A < A gibt es nach Definition des Supremums

im Term von A ein Kompaktum K CC R™ derart, dass

inf {QW)}>x
$€D(q)\{0}:supp pNK=0 | (¢, D) L2(mN)

Daraus folgt a,, > X fiir n so grof}, dass K C B,,(0) gilt. Folglich ist A keine obere Schranke. Man
erhélt:
A= lim a, = lim inf {q((b)}
n—rc0 n—00 p€D(q)\{0}: supp ¢NB(0)=0 | (P, D) £2(mN)
Nun wihlt man geméf Definition des Infimums zu jedem festen n € N eine Folge {¢£{”)}meN
L2-normierter Funktionen in D(q) mit supp d)%m) N B, (0) = 0, welche
q(qﬁgbm)) — an (m — o)
geniigen. Dariiber hinaus wihlt man ein m(n) € N mit der Eigenschaft
0< Q(ngzm)) —ap <A—ay (m > m(n))
Demzufolge gilt:
an <q(¢"™M) <A (neEN)

Nach dem Sandwich-Kriterium konvergiert auch die eingeschlossene Folge und es gilt:
lim _q(¢{"™)) = A.
n— oo

Nun ist zu zeigen, dass {¢4"" } e tatsichlich eine Weyl-Folge von /]2 — A| zum Wert 0 ist.
Zu jedem 1 € C*(RY) gibt es ng mit supp 1 C B, (0) und daher { %m(n)),w)Lz(RN) = 0 fiir alle
n > ng. Ist ¢ € L2(RY) vorgegeben, so wihle zunichst zu vorgegebenen ¢ > 0 ein Y e C(RN)
mit || — 1/~J||L2(RN) < e. Wihle anschlieBend ny mit supp ¢ C By, (0). Dann gilt fiir alle n > ng
(beachte, dass ( Slm(n)))neN beschrinkt in L2(RY) ist):

(m(n))
‘<¢” ’w>L2(RN)
(m(n))

Also konvergiert die Folge schwach gegen 0 und ¢(¢y ) = A in L2(RY) fiir n — oo. Das
heifit, dass 0 im essentiellen Spektrum von /|72 — A| liegt, das heiit mit dem Spektralsatz folgt
A € 0.55(T?) und folglich gilt A > inf o.ss(T).

<e.

< 6 = Bllzzqu + {64,

L2(RN)

7>".Sei 0 < A < A (der Fall A = 0 ist trivial), dann gibt es ein K CC R¥, sodass gilt: Fiir alle
¢ € D(q) \ {0} mit supp ¢ N K = 0 gilt:

/ |T$|? dx :/ | T$|* dx > )\/ |p|? do = )\/ 9|2 da.
RN\ K RN RN RN\K

Mit Lemma [1.4] gibt es zu jedem § > 0 eine Funktion y mit

o) > 755 [ e (o€ D))

Das heifit mit Hilfe der Charakterisierung fiir das Infimum des Spektrums , dass fiir jedes § > 0

gilt: ﬁ <inf o(T?+x) < inf 045 (T?+X). Zieht man nun noch Weyls Theorem iiber das essentielle
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Spektrum relativ kompakter Storungen heran, erhélt man ﬁ)‘é < inf oess(T? + x) = inf 0pss(T?)
fiir jedes 6 > 0. Es wurde gezeigt, dass aus A < A bereits A\ < inf 0, (T?) folgt, was dquivalent zu

A < 055 (T?) ist. O

3. Berechnung der Abklingrate

Mit der Charakterisierung des essentiellen Spektrums aus Theorem [I.1]erhélt man die Méglich-
keit, eine Abschéitzung der Form zu beweisen, sofern das essentielle Spektrum von 7T die 0
nicht enthélt. Ziel dieses Abschnittes ist nun zu zeigen, dass aus bereits ein exponentielles
Abklingverhalten im L2-Sinne folgt. Genauer zeigen wir, dass eine Eigenfunktion des Operator
T in einem gewichteten L?-Raum liegt, dessen Gewicht exponentiell steigt. Dariiber hinaus kann
die Wachstumsrate des Gewichtes explizit angegeben werden, was eine untere Schranke fiir die
Abklingrate der Eigenfunktion liefert.

Im Kernresultat werden zwei verschiedene Voraussetzungen an v behandelt. Ein entsprechen-
des Abklingverhalten fiir Funktionen aus dem Definitionsbereich des Operators wird gezeigt. Da
der Term (—A + V)u im Distributionensinne zu verstehen ist, hat man nicht notwendigerweise
u € HZ (RY). Die notigen Abschitzungen basieren auf Lemma welches einen Ersatz fiir die
Produktregel bietet. In diesem Resultat besteht nebst der Rechenarbeit die Schwierigkeit in ei-
ner geeignet Reihenfolge von Grenzwertbildungen. Der zweite Teil des Hauptresultates liefert den
exponentiellen Abfall fiir Elemente mit hoheren Glattheitsvoraussetzungen aber mit nur lokaler
Integrierbarkeit. Der Term (—A + V)u wird zwar auch hier distributionell verstanden, jedoch
mit Hilfe einer geeigneten Anniherung durch beschrinkte Funktionen in eine Summe zweier (lo-
kal) integrierbaren Funktionen geschrieben. Die Hauptschwierigkeit besteht hier in der Wahl einer
geeigneten Approximation.

Das Kapitel wird wie sein Vorgénger mit der Formulierung des Hauptresultates erffnet. An-
schlieend wird der Beweis des ersten Resultates in kleineren Teilschritten verpackt und zusammen-
gefiigt. Darauthin werden die notigen technischen Details fiir den Beweis des zweiten Resultates

bereitgestellt.

THEOREM 1.5. Es seien V,T wie in Voraussetzung [1. Weiter sei eine positive, von 0 weyg
beschrinkte, stetige Funktion ¢ : RN — R und eine Funktion kompakt getragene Funktion x mit
der folgenden FEigenschaft gegeben:

19 al)= [ (CA+VIR+AoP)de> [ @l (6 e D).

Betrachte eine Funktion u : RN — C mit folgenden Eigenschaften:

(1) supp uNsupp x = 0.
(2) Die Distribution (—A + V)u =: f erfiille

freVEQFP) (LA 4 V) f - eVEQHP) ¢ [2(RY),

(3) hRHLio%f R1 fBQR(O)\BR(O) u?dx = 0.

Zusdtzlich habe u eine der folgenden beiden Glattheitseigenschaften:
a) ue D(T),
b) u € HE (RN) N WL (RY).
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Dabei sei E > 0 so gewdhlt, dass gilt:

liminf ¢(z) — ye(z) > 0,

|z|—o00

wobei vy definiert ist durch

Ve (T) = (TZH) E? — (149(14(:5) —C0) + 1> E.
Dann gilt:

/ e2VEQ+|z?) |u|? dz < oo.
RN

Wir geben zuniichst einen Beweis unter der Annahme a). Man beachte, dass in diesem Fall die
Abklingbedingung (3) fiir Losungen u € L?(RY) automatisch erfiillt ist, denn man hat in diesem
Fall

/ ul? de < |Jull72 gy
B2r(0)\Br(0)

Dariiber hinaus ist zu bemerken, dass die Bedingung an FE tatséichlich erfiillt werden kann, da
c von 0 weg beschrinkt ist und sup{yg(z) : * € RN} — 0 fir £ — 0 gilt. Die Verschiebung
des Potentials derart, dass 0 der Eigenwert ist, der zur Untersuchung steht, wird durch den Term
Vi — C(0) wett gemacht. Eine Verschiebung von V nach unten wiirde entsprechend die Konstante
C(0) in die entgegengesetzte Richtung verschieben, sodass sich dies in der Differenz entsprechend
aufhebt.

Auf dem Weg hin zu einem Beweis von Theorem [I.5] beginnen wir mit der Abschétzung, welche

die Definition von g motiviert.

PROPOSITION 1.6. Es seien V,T, x,c wie in Theorem [1.5 gegeben. Dann gilt fiir jedes i €
C3(RN) und u € D(T) mit (~A+V)u= f und (—A+V)f = (—A+V)?u € L2(RY) die folgende
Abschditzung:

R (/RN((—A V) Ptuds + (6 + 1490> /RN f|V1p|2udx) > /RN o (@) u]? dz.

Dabei ist ny kompakt getragen und gegeben durch

0
(19) = Ye(a) + AP — 2VAG - Vb =2 [VHR(Vy — C(0) — 75 VIV Al

Dabei ist ¢, die Hessematrix von ¢ und | - |3 ist die euklidische Norm (hier in RV*"). Die
Konstante C'(6) entstammt der Voraussetzung [(V1)[an den Negativteil des Potentials.

BEWEIS. Testet man die Gleichung (—A + V)u = f mit (=A + V)¢ fiir ¢ € D(T), so erhélt
man
(20) / (A +V)u- (—A+V)¢dx:/ (—A+V)f)pdx (¢ € D(T)).
RN RN
Fiir ¢ € C2(RY R) ist ?u € D(T). So nimmt die Gleichung fiir ein solches Element des Defini-

tionsbereichs die folgende Form an:

/ (A +V)u- (=A + V) ude = / (= + V) )7 da.
RN

RN
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Die linke Seite wird nun umgeschrieben. Es gilt mittels Lemma [1.2
(AW T) + V*a) = Ay - gu — 2V - V(1) + ¥(=A + V) (¥a),
Y- (—Au+Vu) = (—A+V)(u) + Ay - u+ 2V - Vu.
Daraus folgt:

(21) I:=(—Au+Vu)- (~A+V)(@%0) — |(—A + V) (yu)*
=(—Au+Vu) - (=A¢ - yu — 2V - V(u)) + (—Au+ Vu)y - (A + V) (vn)
—(—A+V)Wu) - (—AY-u—Vy-Vu+yp(—A+V)u
=(—Au+Vu) - (=AY -1 — 2V - V(1))
+ (AY - T+ 2V - V) - (A + V) (u) + 203 (P(—A + V)u - (A + V)(¥1a))
=(—Au+Vu) - P(—=A¢ -7 — 2Vep - V) — (—Au + Vu) - 2|Vy|*u
+ (AY - T+ 2V - V) - (—Atp - u — 2V - V)
+ (AY T+ 2V - Vu)(—Au+ Vu) - + 2iS (Y(—A + V)u - (A + V) (¥7))
(22) = —2(=A+V)u- |VY|?T — |AY|?[ul* — AR (A - u - Vi - Va) — 4|V - Vul?
+ 2 (P(—A + V)u- (A + V) (1)) .
Die Gleichheit folgt, da sich der erste und der letzte Summand der vorhergehenden Zeile

zu null addieren. Integriert man nun iiber RY kann man den Term mittels partieller Integration

weiter umformen. Man verwendet hierzu die Identitat
(23)

1

5)%( RNAz/wu-Vz/z-Vudx) :%/RNAz/J-Vi/)-VﬂuF)dx:—i/RN [u|>V (A - Vi) da.

Den Vu quadratisch beinhaltenden Term kann man abschétzen. Der zweite Teil von Lemma
mit 1 = |V)|? liefert hierbei das Folgende:

/ \Vu~V1/)\2dx§/ |Vo|? - |Vul|? do
RN RN

:—/ |w|2-V|u|2d:c+1/ A(|w2)|u|2dx+a%</ w|2u-(—A+V)udx.)
RN 2 Jrn RN

Nun teilen wir das Potential geméf V =V, — V_ auf und verwenden die Ungleichung aus der
Voraussetzung [T} Dann gilt:

- / VY[ V]l de < — / V. |[Vbfuf? da + 6 / V(I Velu)? dz + C(6) / V|2 [uf? dr.
RN RN RN RN

Das zweite Integral der rechten Seite schreiben wir wie folgt um:

/ \V(|w|u)|2dx=/ IVIVY| - u+ |V - Vu| de
RN RN
:/ |V|w|2|u2dx+m</ uVu-V|w|-|w|dx>+/ V|2 Vu|? do
RN RN RN

1
- / V9| P2 da + / V[Vl de — / A(TY[2)uf? da.
RN ]RN 2 ]RN
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Fiigen wir dies zusammen, so erhélt man:

/ |Vu-Vw|2dx:—/ V+(\V1/J|u)2dx+0/ \V|w||2|u|2dx+9/ \V|?|Vul? de
RN RN RN RN

1-6
+—5 /RN AV |u)? de + R (/RN IVopu - (A + V)udaz) .

Das heif3t, nach Umstellen erhilt man:
1 6
[ovuvipdr<— g [ viveplas+ £ [ 9IVePuP e
on 1=0 Jon 1-0 Jun
co 1
24 e T N
1 79 RN 2 ]RN

1
T </sz VPu(-A + V)udx) .

Flechtet man dies in die Abschiitzung (20]) ein, so erhilt man

~A+V) )T dz)

R([L
?R(/ ~A+V)u (A+V)1/)2udx>
(
=

=

R / Idx) |— A(pu) + Vipu|? do
]RN

Ida:) = AW + Vel de + / xlul?
RN
®+E2)

|v+
%\

R(—2(—A+ V)u- |VY’u — |AYP|ul* — 4A¢% - u - Vip - Vi — 4|V - Vul|® + c(2)?|ul®) da

IS

R(—2(—A+ V)u- |VY[u — |AYP|ul]® — 4A¢% - u- Vi - VU + c(z)p?|u]?) do
RN

4 40
4 / Ve [Vl fuf? dr — 0 / V(94| Pu? de
_9 ]RN 1_9 ]RN

4C(0 4 =
- T(g) /RN VP luf® do — 2/RN A(IVYP)|uf? dz — =, R (/RN |V¢I2ufdx)

R (=2(=A+ V)u - [V*T — |AYP[ul? + 2V(AY - V) uf® + c(x)¢?|uf?) do

+

RN

4 o 2, 40 / 2012
+ 1_9/RN ViIVOPlul de — 7= | VIVl de
4 4 7
_&/ |V¢|2\u|2dx—2/ A(VYP)uf® dr — - R / Vel fdr ).
1-0 RN RN 1-0 RN

Dariiber hinaus verwendet man die Identitét:

N

N

A(VYP) = > R(0)*) = > (200 - Okit))
k,l=1 k,l=1

(25) ’ ’

I
M=

2(00010)? 4 2010 - 0,03 = 2|1ge|* + 2Vh - VA,
k,l

1
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Damit erhdlt man schlie8lich:

%(/ (A + V) f)p*uds + (2—|—41 ! 0)/ f|V¢|2udx>

RN — RN

> / (2e(e) + 106 + 290 - Vi + VPPV, ~ C(0))
]RN

46
— 5 VIVUIP = 28(Vy2) ) uf?* dx

(26)
./ ) + |AY|2 — 2VAY - v¢+—|v¢\ (Vi = C(9)
L 2 2 2
1_9\V\V¢|I 4I¢mlg))IUI dx
:/ nolul? da.
]RN
Das war zu zeigen. H

Auf dem Weg zu einem Beweis von Theorem [1.5]soll nun die Wahl von ¢ € C3(RY) konkre-
tisiert werden. Fiir m € N sei h,,, € C*(RY) eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

E(1+1z?) || <m,
ooy = | VTP el <
konstant |x] > m+ 1.

Ferner sei ¢ € C2°(RY) eine nicht-negative Funktion mit supp ¢ C Bo(0) und ¢ = 1 auf B;(0). Sei
weiter zu R > 0 die Funktion ¢ definiert durch ¢g(z) := ¢(R~12). Daraus setzt sich zusammen:

Y, : RY = R, $n (@) = dr(z)e ).
Fiir die anschlielende Fehlertermabschétzung brauchen wir die folgenden partiellen Ableitungen
von Y, g und Ay,
PROPOSITION 1.7. Fiir 1y, r und h,, gelten die folgenden Ableitungsformeln:

anb (V¢R + ¢Rth) = (Vhwn + O(Ril)) w’rn R»
Awm (A¢R =+ V¢R th + ¢R(|th|2 + Ah ))
= (IVhm|* + Ahy, + O(R™)) Y. R,

Ad)m R =V Ad)R QbR);cathm + ( m)xwv¢R + vQZ/)R|vm|2 + 2¢R(hm)xxth

V(Awm,R> : V’L/)m,R =

+ VorAh + ¢V Al + (Adg + Sr|Vhm|? + ¢RAhm)th)ehm
(2(hin) oz Vhum + VAR, 4+ [V |* Vi, + Ahyy Ve, + O(R™Y)) Y R,
(2VRE () oo Vhin + VRE NV Ahy, + [V |* + Al |V, |2

+O(R_1)) 72n,R7

((¢m,r)mm) : Vwm,r
IV,

(¢R)mz + vd)R : vThm + ¢R . (hmz)

VIV \

1
V.o

+ Vhm VTR + ¢rVhm - VT hyy e
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1
"~ ¢r - |Vhm| +O(R™)
N

|(wM,R):v:c|§ = Z (ak(al¢R —+ ¢Ralhm)€hm)2

k,l=1

(|(hin)aw * Vi + [Vhm|*Vhy| + O(R™)) ¢% - €',

(BkD1bR + Ok brOihum + GROIOKNm + O ROKPm + GROM Okl ) €2
k=1

N
= . (00khm + OhmOkhm)? + OR™) | ¢he®
k=1

Hierbei bedeutet O(R™1Y), dass es fiir festes m eine Funktion ¢,, € C2°(RYN) mit Trager supp @, C
B(0) \ B1(0) gibt, sodass |O(R™Y)|R < ¢ (-/R) fiir alle R > 0 gilt. Fiir h,, gelten die folgenden
Formeln:

|z

14+ |z?

) TRT

(Ouhon ()] = VE ( NEsrEl e |’;|£)3/2> = O(la ™),

|z
V1T

2

TR e ) ~ O™

In der letzten Formel fiir die Ableitungen von ,, r geben wir zusétzlich eine etwas grébere
Abschétzung. Es gilt

(28) VIVl < [($m,R)acl2-

Diese ist hinreichend fiir uns, da die beiden Seiten fiir die konkrete Wahl der Testfunktion v, r

Vi (@) = E =E+0(jz|™),

(27)

Vo ()7 (hae) (@) Vi (2) = VE — O(|2| V),

VI Ay (2) - Vi (z) = E <

asymptotisch gleich sind fir |z| — oo.

Im Term O(R™!) werden alle Ableitungen von ¢ zusammengefasst. Insbesondere erhélt man
dann aus der Voraussetzung: [y O(Rj_l)|u|2 dx — 0 fiir eine Folge {R;}22; mit R; — oo, denn
©m ist beschrankt.

PROPOSITION 1.8. Es seien tm g und 1y, , definiert wie oben. Dann ist 1y, , wie folgt
gleichmdfig in m und R beschrdnkt beziiglich x € RN : Fiir jedes e > 0 emistiert ein ro, sodass fiir
alle x € RN mit |z| > ro und alle m € N, R > 0 gilt:

M 2 (c(2) = VB (2) =€) - Y7, p-

Die Funktion v ist in Theorem [I.5 definiert durch

VE(T) 1= (31+_599> E? — (Jfo(w(:c) —C(9) + 1) E.

BEWwWEIS. Wir ernten die aus der vorangegangenen Proposition bewiesenen Ableitungsformeln

und berechnen ausgehend von der Definition von 7, in :

4
me,R(x) :d]rzn,RC(x) + ‘Awm,RF - 2VA7/}m,R . v'Qljm,R + m(VJr(:E) - 0(9))|V¢m,3|2
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40
- m|v|vwm,R||2 - 4|(¢m,R)wm|%

4
= 02, (@) + [ Al = 2V AU - Vi + s (Vi @) = C(0)| Vil
1+6

- 4m|(¢mR)M|g

o2 o (c(a:) Vi + Ahgy — 2V o (i) sa Vho — VAT, -V Ay, — [V |4
4 140
_ 2, = _ . 2 4+ TVYV 2
Dby Vo |? + 7= (Vi (&) = C(0)) - [Vh|2 = 477 (1 () 3

+ 2VAL (hm)za Vi + [Vhm|*) + O(Rfl))

:wfn,R(c(o:) + <Jf9(v+(x) —C(9) + 1> Viim|? + Ah,

1
— <2 + 4+9> vThm(hm)ma:th

-9
1
~ VT -V ARy, — 1+4% VA |t — A |V |2
N———
_5t30
— 1-6
1+6 2 —1
4775 (0} + O(RT))

Setzt man die Asymptotiken fiir die Ableitungen von h,, aus Proposition[L.7]ein, so liefern lediglich
die |Vh,|-Terme einen Beitrag, welcher nicht fiir |z| — oo verschwindet. Somit bleibt:

M) 2 V() + (125 Vele) 0O +1) B = T B2 4 0(al )t plafm) - 1Y),

Wiéhle nun R > 2[[¢|| o (rvy/e. Ferner gilt fiir den Tréger supp (o(-/R)) € Bar(0)\ Br(0), woraus
folgt, dass fiir alle R > 0 gilt

T\ _q| _ €

— < = >2R).
(@5 Gz
Entsprechend withlen wir r > 0 derart, dass O(|z|~!) < /2 gilt fiir alle |z| > r. Dann folgt die
Behauptung fiir alle x > r¢ := max{R, r}. O

BEWEIS VON THEOREM [[L5l Nach Voraussetzung an E gibt es ein R > 0 derart, dass (fiir
hinreichend kleines & > 0 und) fiir alle z € RN mit |z| > R gilt:
c(x) —yp(x) — 2 > 0.

Im Hinblick auf Proposition [I.§ kann somit die Gewichtsfunktion 7y,, , nach unten durch ein
positives Vielfaches von 1y, r beschrinkt werden. Es gibt zu diesem € > 0 ein 9 > 0, sodass fiir
alle z € RN mit |z| > max{ro, R} gilt:
(29) Mo, R 2 51/)3:1,}%'
Ferner gilt fiir alle R > 0:

[ VTR < NV [ s <o,
Br(0)

Br(0)
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dawue LlOC(RN ) vorausgesetzt ist. Insofern kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit vorausge-
setzt werden, dass supp (u) N Bz(0) = () gilt. Ersetze gegebenenfalls u durch die ausgeschnittene
Funktion (1 — ¢5)u; die geforderten Eigenschaften aus der Voraussetzung bleiben erhalten.

Nun betrachten wir die in Proposition gewonnene obere Schranke fiir [ox 7y, u? dz und

schitzen diese weiter nach oben ab. Die Summanden werden zu

(1K) " 1
w( [ carvniad) 2 [ CaevptEae g [ e s
(30) RN RN g RN
&9 R 1
g/ |(—A+V)f|2—’dm+f/ non [l da,
RN 19 4 RN e
sowile

131 2) £12 21,12
=L / Vb 212 de 4 / Vo g2 luf? de
46 ]RN RN

_ of 1402 2
= [ 1l (G512 4 00l )

1
I:Eﬂ/ Vér + ¢rVhmn| <45|f|2 + 5u|2> 2hm (@) gy
RN

*(L

1
<2 [ VPG AP+ Sluf?)e ) ds
- 10
2 2 2
2 [ VR0l P+ Sl da

(29
2 [ [VonP (117 + Sluf)et ) da
RN

g 2 i 2 2
42 [ IV G5 17+ Bluf?) o

wobei das erste Integral fiir festes m € N und R — oo gegen 0 konvergiert (nach Voraussetzung)

und der zweite Summand abgeschétzt werden kann geméf:

1 o 1
/ VP00 (= £ 4 Sl dr S B / PP di+ B 6 / B
RN 46 46 ]RN RN

Dies wird nun in die Schranke aus Proposition eingesetzt. Man erhélt:
/ Do wlul? dz <R (/ (—A+ V) )u2, wade + (6 + ) / IV ] udx)
RN
1
< [ b VRt g [l do
4 RN '

460 2,12 2\ 2hnm (2)
2(6+ 125 ) [ 90l + Sluyen) do

46 2 1
Z(E = 2 E 2
<6+ 1_9) c ( 45 /]RN | f] N, r dx + 6/RN |ul Mo, R dl‘)
< [ hal-a+ S de

460 2,12 2\ 2hm ()
2<6+1_9>/RN|V¢R| (45|f| + dlul?)e dx

19 \2 E )
k- d
+<6+1—9)g45/ﬁw|f| Mo, G2
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1 40 \ 2E6 )
+ <4 + <6+ 1_0) 5) AN |u| nll)m,R dLU

Nun wéhlt man § = so wird der Koeffizient vor dem letzten Integral zu % Dies wird

g
auf beiden Seiten der Ungleichung subtrahiert und man erhlt:

/ Do lul? d
RN

(31) <C (/RN ViR (—A+V)f|2dx+/RN VoR|* (|12 + [uf*)e" dx+/RN £ dw)

<c ([ earvipetdos [ TonPP+ Pyt dos [Pt dc)
RN BN .

Die Summanden der rechten Seite sind bis auf den V¢g-Term unabhéngig von R. Letzterer konver-
giert nach Voraussetzung fiir jedes feste m € N gegen 0 fiir R — co. Die linke Seite wird zun&chst
mittels Proposition nach unten durch e [, fn rlul? dz abgeschitzt und anschlieBend der un-
tere Limes dieses Integrals geméafl Fatou durch das Integral iiber den punktweise unteren Limes

des Integranden abgeschétzt. Somit erhélt man die Ungleichung

5/ u?ehm dx <C (/ (A4 V) f)2ehm da —|—/ fre2hm dx)
RN RN RN

(32)
<C (/ ((7A + V)f)2e2\/E(1+|w\2) d.’t+/ f262\/E(1+|:z|2) d:v) )
RN RN

Anschlieflend wird noch einmal das Lemma von Fatou bemiiht, diesmal fiir den unteren Limes fiir

m — 0o, und man erhilt das Gewiinschte. (]
Wir schlieflen einer Reihe von Bemerkungen an.

R¥) N
VVllo’f(RN ) richtig, sofern man die Abschitzungen vorangegangenen Propositionen verall-

gemeinert hat. Ist u € L? (RN) vorausgesetzt, so greift Voraussetzung (3), um in

BEMERKUNG 1.9. a) Die Abschitzungen im Beweis bleiben auch fir v € H}

loc

einzusehen, dass fir jedes m € N gilt:
lim inf R*I/ IVér|*ul?e"™ dx < co.
R—o0 RN

b) Bedingung (2) wirkt zundchst sehr restriktiv. Wir wenden spiter das Theorem auf ab-
geschnittene Figenfunktionen an, was ein kompakt getragenes f liefert. Auch das Bild
von f unter dem Differentialausdruck —A + V' hat dann kompakten Trdager. Des Wei-
teren wird daran deutlich, dass man aus den Tragereigenschaften von f nicht auf die
entsprechenden Trdgereigenschaften des Urbildes u schlieffen kann. Dariiber hinaus ist
das Lemma auch anwendbar, um Lisungen der inhomogenen Gleichung zu untersuchen.

¢) Die Bedingung (—A + V) f € L*(RYN) ist nicht trivial, da der Definitionsbereich von T?
nicht notwendigerweise stabil unter der Multiplikation mit Abschneidefunktionen ist. Ein
entsprechendes Beispiel wird spdter konstruiert. Ist allerdings ein stirkeres exponentielles
Abklingverhalten an f, namlich €2V PO+ ¢ ¢ L2(RN), sowie u € H'(RN) vorausge-
setzt, so kann auf diese Bedingung verzichtet werden. In diesem Fall schitzt man statt
Ungleichung wie folgt ab:

" ( IRGISAnN dx)
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g&%(/ —Az/zquu-fdx—i-/ —Vw?nR-Vufda:—&-/ "/ngR'dex)
RN ' RN ' RN

1
3
<c ([ vhltPae) (il + 19ulon) + [ 12 do
RN RN
wobei die rechite Seite entsprechend unabhdngig von m, R beschrinkt werden kann.

1,4
(RY) N Wy (RY),
muss die Funktion zunéchst geeignet approximiert werden. Die Gleichung ist fiir Funktionen

Fiir das zweite Resultat, Theorem |1.5 unter der Voraussetzung b), u € Hf,.
aus ”loc”-Raumen nur unter der Zusatzbedingung, beschrinkt zu sein, sinnvoll. In der néchs-
ten Proposition werden wir die Approximation geben und die benétigten Konvergenzen werden

bewiesen.

PROPOSITION 1.10. Zu & > 0 definiere u. := u/(1 + eu?). Dann gilt:

a) Falls u € HL (RYN) gilt, so gilt fiir alle ¢ > 0: u. € L*(RN) N HL (RY) und ue — u in
Hlloc(RN)'

b) Falls uw € HE (RV)N Wllo’f(RN), so gilt uc € L=¥(RN) N HE (RYN). Ferner gilt uc — u

in HE (RN) und (—A + V)ue — (=A + V)u in L*(RYN) fir e — 0, falls zusditzlich
(—A+V)uec L2 (RN) gilt.

loc

Des Weiteren hat man in beiden Fdillen supp u = supp u..

Fiir den Beweis der Proposition wird eine Kettenregel und eine Produktregel fiir schwache
Ableitungen bendtigt. Die hier verwendete Version der Kettenregel ist eher Standard, wohinge-
gen wir das benotigte Resultat fiir die Produktregel der Vollstindigkeit halber beweisen wollen.
Es werden Approximationstechniken durch Standard-Mollifier-Funktionen vorausgesetzt. Genau-
er wird benétigt, dass fiir p € [1,00] eine Funktion v € L? (RY) durch eine Folge {u,}5%;

in C>°(RY) approximiert werden kann, sodass w, — u in LY

loc
hinaus ist v € L?

P (RY) genau dann schwach nach wxj, differenzierbar mit schwacher Ableitung
w e LP (RN), wenn es eine Folge glatter Funktionen {u,}22, aus (L¥ N LP

loc loc loc)(RN) gibta sodass
gilt: u, — u in L, (RV) und dpun — w in LY, (RY) (n — o) (vel. [AIMMSI3, Lemma D.6]).

Damit erhilt man die folgenden Differentiationsregeln (vgl. [HMMS13| Lemma D.7 und D.8]):

(RY) gilt fiir n — oo. Dariiber

LEMMA 1.11. Es sei k € {1,...,N}, dann gilt:
a) Firue WEP(RY) und o € CH(R) mit o/ € L®(RN) gilt: aou € WLP(RN) und es gilt:

Or(aou) = (o ou) - Oyu.
b) Es seien 1 < p,p,q,q < oo undu € L (RN), v e L] (RN) mit schwachen Ableitungen

Oku € LfOC(RN) und Ogv € L?OC(RN). Weiter seien r,7 € R definiert durch

,,,—1 = p—l + q—l7

Vi=max{p~ ' +q7 !, p~ ' +G '} und es gelte r,7 > 1. Dann ist u-v € L} (RN)

sowie T Toc

mit Ableitung in LT (RN) und es gilt O (u-v) = Opu - v + u - Opv.

loc

Wir beweisen nur Teil b). Teil a) findet sich in der Referenz.

BEWEIS. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit seien u, v reellwertig. Zunéchst ist nach Holder-

Ungleichung uv € L"(RY). Weiter existieren nach dem oben genannten Approximationsresultat
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Folgen {u,}2°_; und {v,}52; aus

C*(RY) N (Lf,, N L, ) (RY) baw. C*(RY) 1 (Lf,, N L) (RY),
sodass gilt:
Um = rp @N) U Oktum —pp @y Opu (m = 00),
Un =L @) Vs On = pa gy Opv (n — 00).

Sei ¢ € C°(RY) beliebig und V' C R¥ offen und beschriinkt mit supp ¢ C V. Dann gilt:

/ (u-v)Okodx :/ u vOp¢ dxr = lim U VO P dx.
RN Vo S~ m—o0 [y,
€La(RN)

p

P (RY)-Konvergenz von u,, auch die schwache L?(V)-Konvergenz

Dies erhélt man, da aus der L
folgt und vOxp € LI(RY) als ein Element in (LP(V))" verstanden werden kann. Weiter hat man
fiir jedes m € N: u,, 06 € LY (RY). Wegen der Konvergenz von {v,, }nen folgt:

loc

/ (u-v)Opdr = lim lim U VpOpddr = lim  lim U, (O (V@) — PO vy,) dx
RN

= lim lim —Up GOpUpy, —  Um@ Ogvy, dx

EL>(RN) €L (RYN)

= — lim VO Ol + Uy, POV dx
m—o0 Ji, g~ ~—~—
eLa(V) eLi(V)
— 7/ (uOkv + vOpu)p dx.
v

Damit ist per Definition udv +vdpu € L} (RY) die schwache Ableitung von uv. Aus der Holder-

loc

Ungleichung folgt dann sogar Oy (uv) € L}, (RN) O
BEWEIS VON PROPOSITION [[LT0l Zunichst gilt fiir alle € RV die Ungleichung:

1

-7

Damit ist u. € L>®(RY) fiir alle ¢ > 0. Ferner folgt aus der Formel direkt supp u. = supp u.

<
Jue (@)] < max

14 et?

Um zu beweisen, dass u. € H, lloC(RN ) gilt, bendtigt man die Kettenregel fiir schwache Ableitungen
aus Lemma Die Abbildung R — R, ¢ — 1745 ist glatt und die Ableitung ist (wesentlich)

beschrankt. Somit gilt
1 —eu?
A Feur "
Da Vu € L2 (RY) gilt und der Vorfaktor in L>°(RY) liegt, folgt Vu. € L% (RY). Die entspre-

loc loc

Vu, =

chende Konvergenz wird mittels Satz von Lebesgue bewiesen. Die punktweise Konvergenz von
<1 und )ﬁ < 1. Damit ist
|u|? bzw. |Vu|? eine integrierbare Majorante fiir |u.|? bzw. |Vu.|? (iiber jedem Kompaktum) und
daher folgt die L?(K)-Konvergenz von u. bzw. Vu, fiir jedes K cC RV.

Betrachte nun den Fall u € H2_(RN) N W,2*(RYN). Die Abbildung

loc loc

ue und Vu,. ist direkt abzulesen. Dariiber hinaus gilt ‘Hﬁ

1 —et?

RoR tr —
: (14 t2)?
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ist glatt und gleichméfig in € > 0 beschriankt. Selbiges gilt auch fiir dessen Ableitung
et? — 3
R =R, t— 2et——=,
(1 +et2)3

sofern zusétzlich € < g fiir ein €y > 0 vorausgesetzt wird. In der Tat erhéalt man

oet et? — 3 e(3+e) <4 (t<1),
TETIEY 2_3 v=3
(14 et?) 2et? (fj_eﬁ)g, < max ‘2”(14-@)3 (t>1).
Via Kettenregel aus Proposition folgt nun, dass (sz 3z € I/Vl1 4(IRN) N L (RY) und es gilt
1 —eu? eu? —3
ol ———= ) =2eu——-=5 -0 l=1,...,N).
l ((1+€u2)2> Eu(1+€u2)3 lu ( Y ) )

Zusitzlich gilt dyu € L*(RY) und 8,0,u € L?(RY). Nach der Produktregel - 1.11 fiir schwache
Ableitungen mit p = 0o, p = 4,q = 4,G = 2 folgt: = su? sOpu € WH2(RN) fiir k = 1,..., N und

(T+eu?)2
€s glll
u, uou u s gy .
kUl Ue (1 ) kwd (1 ) kU1

Die Konvergenz der zweiten Ableltungen beziiglich LQ( RY) folgen wieder aus dem Satz von Le-
besgue. Es gilt fiir jedes K cC RV:

1001 (ue — u)||22(x)
2

3
2eu S =3 - ot A
12w Gy O “+(1+ 2)2

cu?— 3 1 —eu?
<||2eu———==0 10, Tz L
<l Ut rar)y kull s () - 100wl sy + </K ‘ (1 + cu?)?

8k81u — BkaluHLz(K

9 1/2
|6k85u2dx>

4
2 1 2 2 2,412 1
eu* —3 1 —eu’ — 2eu” — e‘u 3
:( 2eu——ss |8ku\4d$) + ( 5 |8k81u\2d:1:) :
1% (1+eu?) % (1+eu?)
——————
gleichméBig beschriankt in e gleichméBig beschrénkt in e

Die gleichméfige Beschrianktheit liefert fiir beide Integrale eine integrierbare Majorante der Form
C|Orul* bzw. C|0x0u|?. Somit stimmen die Grenzwerte der rechten Seite fiir ¢ — 0 mit den
Integralen iiber die punktweisen Grenzwerte der Integrandenfolgen, welcher 0 ist, iiberein. Folglich
(RY) folgt.

konvergieren beide Summanden gegen 0 und die Konvergenz u. — u fiir e — 0 in H, 1200

Schliefllich wollen wir zeigen, dass auch (—A + V)u, in L?(R"Y) konvergiert. Es gilt:

| — Auc + Vue — (—A + V)ul

eu? —3 5  1—eu? u
eSO g - T Ay v—"_(CA
‘su(1+gu2)3|Vu| TEETE u+V1+€u2 (—A+V)u

cu? —3 9 2enu? 1
| —eu 2 i | Aul 4 |—— — 1] | = Au+ V.
e | o+ [t 1+ [ 1] 1 et vl

Die Koeffizienten sind gleichméflig in € > 0 beschriankt. Somit gibt es C' > 0 derart, dass
| — Aug + Ve — (A + V)ul?> < C(|Vul* + |Au? + |(=A + V)ul?).

Mit dem Satz von Lebesgue folgt dann die gewiinschte Konvergenz aus der punktweisen Konver-
genz von (—A + V)u. gegen (—A + V)u fir e — 0. O
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Fiir den zweiten Fall des Theorems fehlt nur noch ein Analogon fiir Proposition [L.6]

PROPOSITION 1.12. Es seien die Voraussetzungen von Theorem[I.] erfiillt. Dann gilt fiir jedes
Y e C3RN), ue H2 RN NWEIRY) und f = (A + V)u mit (~A+V)f € L2 (RN) die

loc loc

folgende Abschdtzung:

/RN((—A—&-V)f)zZJQde—i— <2+ 149) /RN fIVy|*ade > /RN n¢|u|2dx.

Die Funktion 7, ist in Proposition definiert. Die Voraussetzung (—A+V)f € L? (RY) ist

loc

unabdingbar, da mit den Voraussetzungen zwar —A(t)?u), aber nicht Vu als Element von LZQOC(RN )

erklért ist, wohingegen die Ungleichung in Proposition [1.6] auch ohne diesen Zusatz sinnvoll ist.

BEwEIs. Nach Voraussetzung in Theorem gilt (—A + V)u = f. Damit gilt fiir alle ¢ €

H2(RM) N L>=(RY), welche kompakten Triiger haben:
/ (A +V)u- (—A +V)gda — / (A +V)f) - bda.
RN RN

Insbesondere gilt dies auch fiir ¢%u., denn einerseits implizieren u. € HZ (RY) und ¢ € C3(RY),
dass 1?u € H?(RY). Andererseits folgt aus der Beschrinktheit gemeinsam mit der Tatsache, dass
die Tréger eines Produktes mit dem Schnitt der Trager der Faktoren iibereinstimmt schliefllich
auch 2u. € L RN) N H2(RY) C D(T). Auch kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit u
als kompakt getragen vorausgesetzt werden, denn die Integrale in der Ungleichung koénnen als
Integrale iiber den Triger von v verstanden werden und sind somit invariant unter Ab&nderung
von u abseits dieses Trégers. Ersetzt man u durch ¢gu mit R > 0 hinreichend grof}, so bleibt der
Term unveréindert. Dariiber hinaus folgt aus ?u. € L>(RY) auch V¢?u. € L?(RY). Somit ist
der Ausdruck (—A + V)(¢*%.) als Summe von L?(RY)-Funktionen erklirt.

Mutatis mutandis kann nun der Ausdruck [y (—A + V)ue - (—A + V)§p*u. da wie selbiger
Ausdruck mit u statt u. im Beweis von Proposition [I.6] umgeformt werden und man erhélt:

/ (A + V) f)Y*a. dx + 6/ fIVY|*a. de + / (=A + V) (ue — u)(=A + V) (¥*0.) d
RN RN

2/ nw\ug\Q dx.
]RN

Fiir ¢ — 0 konvergiert [ Vi|uc|® (dies steht im Term von 7)) zum Beispiel nach Beppo Levi,
und die Terme der linken Seite nach Proposition Daher gilt die entsprechende Ungleichung

und der Rest des Beweises kann aus Proposition iibernommen werden. O

Die Anwendung von Theorem [L.5] fiir den Beweis des exponentiellen Abfalls der Eigenfunktio-
nen wird auf das Ende des néchsten Kapitels verschoben. Wir wollen eine Diskussion der Bedingung
(—A+V)f € L*RY) voranstellen.



KAPITEL 2

Invarianz des Definitionsbereichs unter

Abschneidefunktionen

Im Folgenden wollen wir das eben bewiesene Resultat verwenden, um eine entsprechende Ab-
klingrate fiir Eigenfunktionen des Operators (0.B.d.A zum Eigenwert 0) zu erhalten. Da iiber
den Triger der Storfunktion y nichts bekannt ist und in den Voraussetzungen von Theorem [T.5]
gefordert ist, dass der Tréger von uw denjenigen von x nicht schneidet, miissen wir die gegebene Ei-
genfunktion mit einer Abschneidefunktion £ multiplizieren. Betrachtet man formal die Wirkung des
Differentialausdrucks (—A + V') auf die abgeschnittene Eigenfunktion £u, wobei u Eigenfunktion
zum Eigenwert 0 ist, so erhélt man eine kompakt getragene Funktion, welche den Voraussetzungen
zu Theorem geniigt. Insbesondere kann dann der Beweis wie in der anschliefenden Bemerkung
Teil ¢) modifiziert werden, um die Bedingung (—A + V) f € L?(R") durch die stirkere Ab-
klingbedingung an f zu ersetzen. Untersucht man im Allgemeinen Lésungen der inhomogenen
Gleichung mit rechter Seite f auf exponentielles Abklingverhalten, so benotigt man diese Voraus-
setzung. Es bleibt nun die Frage, ob es zu vorgegebenem Kompaktum K eine Abschneidefunktion
€ € C°(RYN) mit £(x) = 1 fiir |z| groB genug und ¢ = 0 auf K gibt, sodass £u € D(T?) fiir jedes
u € D(T?) gilt. Zunichst wird gezeigt, dass diese Aussage im Allgemeinen falsch ist, indem ein
Potential V mit der folgenden Eigenschaft konstruiert wird: Es existiert ein u € D(T?), sodass fiir
jede Abschneidefunktion & € C2°(RN)\ {0} gilt: éu ¢ D(T?). Entsprechend gilt (1 — &)u ¢ D(T?)
fiir jede Abschneidefunktion. Wir geben anschlieffend eine hinreichende Bedingung fiir V', wel-
che die Stabilitit des Definitionsbereiches D(7?) unter Multiplikation mit C2°(RY)-Funktionen
gewdhrleistet. Ferner soll in diesem Abschnitt auf die “Normierung” A = 0 verzichtet werden, da

dies keinen Mehraufwand in der Notation mit sich bringt.

1. Charakterisierung von D(T?)

Wir stellen im folgenden Lemma die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir ein

solches Produkt, in D(T?) zu liegen, zusammen.

LEMMA 2.1. Es sei u € D(T?) und ¢ € C°(RYN). Dann ist éu € D(T?) genau dann, wenn
gilt:
[VIVEVE - Vu, [uge - VE|, (~A+V)(VE- Vu) € L*(RY).

BeweEIs. Mit Hilfe der Charakterisierung D(T?) = {v € D(T) : Tv € D(T)} erhilt man die
Aquivalenz von v € D(T?) zu den folgenden vier Eigenschaften
a) v e D(T),
b) Tv € HY(RY),
o) |VIV/2Tw € L3(RY),
d) (A + V)% e L2RN).

39
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Zunéchst gilt fir jede Funktion u € D(T') auch v = £u € D(T), geméfl Lemma

Fiir die niichste Eigeschaft ist eine fiquivalente Bedingung fiir V(7'(¢u)) € L2(RY) zu finden.
Mit Gleichung (—A+V)(fu) = —AE-u—2VE-Vu+£(—A +V)u aus Lemma |1.2| wird diese dann
zu

V(A +V)(u) = =V(ALu) —2V(VE - Vu) + V(E(—A + V)u).

Der erste Summand ist in L2(RY) mit der gleichen Begriindung wie in Teil a). Wegen u € D(T?)
ist Tu € D(T). Damit folgt wie in a), dass der letzte Summand in L?(RY) liegt. Der zweite
Summand lisst sich umformen zu V(Vu - V&) = 4, VE 4 £, Vu, wobei mittels Holderungleichung
£2oVu € L2(RV) eingesehen wird. Es bleibt die Aquivalenz von b) zu u,, V& € L2(RY).
Der Teil c) lisst sich analog behandeln und ist dquivalent zu |V|'/2V¢ - Vu € L2(RY).

Zu guter Letzt rechnet man

(“A+V)2(éu) = (A + V) (—ulE) = 2(=A + V)(VE-Vu) + (A + V) (E(=A + V)u),

wobei der erste und dritte Summand wie Teil a) bzw. b) in L2(RY) liegt. Das heifit, d) ist #quvialent
u (—A+ V) (VE-Vu) € L2(RY). O

Als niichstes benttigt man ein Glattheitsresultat fiir die Eigenfunktionen von Schrédingerope-

ratoren:

LEMMA 2.2. Es sei N > 2. Das Potential V € L%

7 (RYN) mit ¢ > max {5, 2} erfille die
Voraussetzung I Ist uw € D(T) eine Eigenfunktion zum Eigenwert X, so gilt bereits u € W, ’p(RN)
mit
1<p< L

(N —2)qg+2N

BEWEIS. Das Resultat folgt aus der Calderon-Zygmund-Ungleichung in [GTO01]. Sei  C R™
ein beschrinktes Gebiet mit C?-Rand und ¢ € C2°(12) sei eine beliebige glatte Abschneidefunktion.
Man definiert

—A(u¢) =—-A¢-u— 2V(/> Vu—¢d(=V+Nu=:f.

Dann ist f € LP() fiir p mit 2 N + + =: = denn nach Holder-Ungleichung ist Vu € L} () und
Vu € L} (). Somit gilt:

11l e ey <|lull 1(A¢ + [A[@) || Lagrny + [ V| HVQSHLG(RN) + oV ul| Loy

W(R LV + (supp ()
<Cllull g @) [(Ad + [A[@) || La@ny + CllAul| L2supp (6)) VOl La@n) + |9V ul| para)
=Cllull g2 @) | (Ad + [AA) | Laryy + CMlullL2(supp () [Vl agr)

+ (CIIVPll Lagny + 1@l Loe @) IV Ul La(supp (4))
Dann ist v = u¢ die eindeutige schwache Losung des Randwertproblems
—Av =f in
v =0 auf 09,

welche mit [GTO01, Theorem 9.15] auch eine starke Losung ist. Da v kompakten Triger hat mit
supp v C €, ist v € W2P(RV) und damit u € W27 (RV). O
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2. Konstruktion des Beispiels

Mit der Charakterisierung aus Lemma [2.1] geben wir ein Beispiel, welches die Notwendigkeit

einer zusétzlichen Bedingung an V untermauert.

BEISPIEL 2.3. Es sei N = 3 und {qi}72, eine Abzdhlung von Q3 mit o = 0. Sei zu v € (1,3)
das Potential V' gegeben durch V : R® — R, V(z) = Z |w qkla € L} (R?). Definiere dann
T: L*(R?) D D(T) = L*(R3), Tu = —Au+Vu mit D(T) wie oben als Friedrichserweiterung des

entsprechenden minimalen Operators mit Definitionsbereich C°(R3). Dann gibt es eine Funktion
u € D(T?), sodass fiir jede Abschneidefunktion & € C°(R3) gilt: Eu ¢ D(T?).

Zunéchst vergewissert man sich, dass V' tatséchlich lokal quadratintegrierbar ist. Nach Wahl
des Exponenten « gilt 2a < 3 und damit |z|~* € Lloc( 3). Seien weiter zu ¢',¢?> € R?* und R > 0
die Kugeln mit Radius R und Mittelpunkt ¢' bzw. ¢ mit Br(q') bzw. Br(q?) bezeichnet. Die
eingedellte Kugeln Br(q') N (R \ Br(q?)) und Br(¢?) N (R?\ Br(q!)) sind kongruent, wie man
durch Spiegelung an jener Ebene, die der Schnittkreis Br(q') N Br(q?) aufspannt, erhilt (Gibt es
keine gemeinsamen Punkte, so vergleicht man hier die Vollkugeln.) Damit sind auch die Volumina
der beiden Objekte gleich. Es folgt die Abschétzung

1 1 1
/ —adx:/ ﬁdx</ ——dx (qGRN),
Br(q) || Br(0) |z — q Br(0) ||
denn es gilt

1 1 1 1
/ 7@:/ 7dx:/ —der/ BRI
Br(0) |7 —aq|* Br(g) |7 Br(0)nB,(0) [Z|* (R\Br(0))"Br(q) |7
1 1
Br(0)nB,(0) |Z| R* J &3\ B (0)nBx(a)

1 1
Br(0)NB,(0) ] R J(®\ Br(a)nBr(0)
1 1 1
<[ codet [ code= [
Br(0)nB,(0) 1] (B\Br(a)NBr(0) |7] Br(0) |2l

Dies verwenden wir nun, um die Cauchykonvergenz der Reihe von V' in L%OC(R‘g) zu beweisen. Fiir
jedes R > 0 gilt:

n 3—k
,§n|x—%|a
< 23 k

Wegen der Vollstindigkeit von L2 (RY) ist V wohldefiniert. Die Voraussetzung |(V1)|ist mit der
Hardy-Ungleichung erfiillt und wird im Beweis von Lemma ) nachgeliefert. Dariiber hinaus

L2(BR(0)) k=m |(E N le L2(Br(0))

1

||

1—3m-n
—3m_°2

31 —0 (m,n — c0).
L2(BR(O))

L*(Br(0))

loc
hat man:

PROPOSITION 2.4. V ist schwach differenzierbar und es gilt:

o0

33 R v — gk TGk 1 R\ LI (R
(33) Z T = 2 e € B\ L (),
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BEWEIS. Fiir jedes ¢ € C°(RY) gilt:

/RN(VV)udJ;:—/RN (Vu) dx—/RNzlx_qkla o(x) dx
Z/RN\I—W Hdr=s Z/RN () oo

Die Vertauschbarkeit des Summenzeichens und des Integrals folgt mit dem Satz von Lebesgue.
Damit ist V' schwach differenzierbar mit Ableltung in L] (RY) und die Ableitung ist gegeben
durch (B3). Dariiber hinaus gilt VV/ ¢ L‘“r1 (R3), denn andernfalls folgte mit der umgekehrten

loc

Dreiecksungleichung im Folgenraum [+t ot ;

3\ T
oo T — qk a-+1
o0 > / gk T

Br(0) kzzo |z — qr[*F?

> || o I
R P e x_%| L1 (Br(0))

11

A YO
was einen Widerspruch liefert. O

An dieser Stelle brauchen wir die Charakterisierung des Infimums des essentiellen Spektrums
iiber Zhislin-Folgen (vgl. [HS96]).

DEFINITION 2.5. Es sei A ein abgeschlossener Operator in L?(RN) mit Definitionsbereich
D(A) und X € C. Eine Folge {uy, }nen aus D(A) heifist Zhislin-Folge fir A zum Wert X, falls gilt:
a) |lun|lp2@~y =1 fir allen € N.
b) supp u, C RN\ B,(0) fiir alle n € N.
) [[(A = NunllL2@yy — 0 fiir n — oo.

Die Menge Z(A) := {\ € C: 3 Zhislin-Folge fir A zum Wert A} heifst Zhislin-Spektrum.

Da jede Zhislin-Folge insbesondere schwach gegen 0 konvergiert, ist sie auch eine Weyl-Folge.
Folglich erhélt man
Z(A) C 0ess(A).

Die umgekehrte Inklusion gilt nur unter zusétzlichen Voraussetzungen.

DEFINITION 2.6. Es sei A ein abgeschlossener Operator in L2(RN). Dann heifit A lokal kom-
pakt, falls fiir jede beschrinkte Menge B C RN der Operator xp - (A — X\)™1 fiir jedes A € p(A)
kompakt ist.

Von der Notation unterscheiden wir nicht zwischen einer Funktion und dem Multiplikations-

operator mit der entsprechenden Funktion, sofern der Kontext klar ist.

THEOREM 2.7 ([HS96], Theorem 10.6). Es sei A selbstadjungiert und lokal kompakt in L*(RY).
Zusdtzlich gelte:

I[A, ¢n](A —9) | 2@y 2 gy — 0 (n — 00),



2. KONSTRUKTION DES BEISPIELS 43

wobei ¢, = ¢(x/n) und ¢ € CX(RN) mit ¢ =1 auf B1(0) und supp ¢ C Bo(0), sowie ¢ > 0 gelte
und [A, ¢y) := Apyp, — ¢ A den Kommutator bezeichne. Dann gilt:

Z(A) = 0ess(A).
Benutzt man dieses Resultat fiir den Operator T', so erhalten wir folgende Aussage:

LEnMA 2.8. Seia € (1,3) und T LA(R®) D D(T) — LA(R%), u = —Au— 3. Eo—u
k=0
Dann gilt:

a) T ist lokal kompakt.
b) info.ss(T) = 0.

BEWEIS. a) Da T selbstadjungiert ist, ist +i € p(T') und der Operator (T + i)~ ist ein be-
schrinkter Operator in L?(R?). Es gilt weiter unter Verwendung der Hardy- und Young-Ungleichung
fiir alle w € D(T),n € (0,1):

—k|, |2
/( Au+ Vu)udz >||VuHL2(R3) / Z|$ K
RS

Tu,u)r2ms)| = _
(T, 0) x| o

> [Velldaqeo — 52" IVl Il
> (1= ) Vul3as) — Clasn)ul}s s
= (1= )l ey — (Clam) + (1= m) e
mit einer Konstanten C(a,n) > 0. Diese Berechnung beinhaltet auch den Nachweis von Voraus-

setzung Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und [Jul|z2rs)y < [[(T" % i)ul|2(rs) fiir alle
u € D(T) folgt

lull s sy < T : (2 +Cla,n) = )T +i)ullfe@s)  (uwe D(T)),

und damit auch ||(T +4)~? ||L2(R3)_>H1(R3) < C. Folglich kann (T +14)~! als stetiger Operator von
L?(R?) nach H'(R3) verstanden werden. Aus der Kompaktheit der Sobolev’schen Einbettung von
H'(B) — L?(B) fiir jedes beschriinkte (hinreichend glatte) Gebiet B, erhiilt man die Kompaktheit
von xg - (T —\)~! als Operator in L?(R3) fiir zuniichst A = +i und daher nach Resolventenformel
auch fiir alle A € p(T).

b) Sei nun ¢ € C°(R3) mit ¢ > 0, ¢ = 1 auf B1(0) und supp ¢ C Bs(0), sowie ¢,, definiert
durch ¢, (z) := ¢(x/n). Dann gilt

(T - ¢ — bn - TNT +0) " || 23y L2(R9)
<CIT - ¢n = ¢ - T)l 52 (r2)—L2(rS)

3
<C|| = (Adn) = D> (Ox6n) Ol (r3) 12 (89)
k=1

1
§;||A¢||Loo(1k3) + E||v¢”L°°(R3) -0 (n — o0).

Mit a) und der Kommutatorrelation sind alle Voraussetzungen erfiillt, welche die Charakterisierung
des essentiellen Spektrums mittels Zhislin-Folgen erlauben. Es sei nun A € oegs(T) und {u, 152,

eine Zhislin-Folge von T' zum Wert A. Wir zeigen, dass fiir jede solche Folge die folgende Aussage
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gilt: Fiir alle € > 0 existiert ein ng € N, sodass fiir alle n > ng gilt
(Tun, un>L2(R3) > —€.

Dann gilt A > —e¢ fiir jedes € > 0 und somit A > 0. Daher gilt Jess(T) C [0, 00).
Zue wahlt man zunichst M € N mit 3=M 2—“ < 5 und 37 a < 1. Wihle anschlieend 12 > 0
mit 3=2 — 3 Y pa < 5. Dann gilt fiir alle n > ny, mlt dlst(supp Ung, Q) > R fir k=0... M:

) R eyt R D IRl B e
SUpp Un LL’ - qk|a (L‘ - qkla

k=M+1 SUpp Un

1
<33 M un e ( . )
ICX:;J R\ dist(supp un, gx)®

>R

3 (MJrl 23 / |Un|2 )
R [T — qeinria]®

Nun gilt fiir jedes ¢ € R mit der Young- und der Hardy-Ungleichung:

Nunl” gy =
M B2

2
e lun® Vo @ 2—a 9y 2
<— N R EEr
Q/Rs(w—qw) tg (T

|<Vun,u,, L2(R3)| <

2| + 22
=— — || Un, 2 (TR3
2 e =alll sy 2 T
o 4 2 — 2—-«
Sgﬁnvun”m(u@) + —— =20|[Vua| 2(re) + B
Dies wird in die vorangegangene Rechnung eingepflegt und man erhélt:
1 -3~ (M+1) ¢ 1 22—«
. el (M+1) = | 2 -
Vit e <17 g e + 370 s (20l Pl + 25
3—3 ™ . 3M 2—a
5 R4 5 (QOZHVU/»”HZLQ(RS) + 2)
3—3M

<e+ Taﬂvunniz(wy
Fiir diese n > ng gilt dann auch

(Ttn, un) L2r3)| > ||Vun||2L2(R3) — [(Vtn, un) 23y > (1 — 3_Ma)||Vun||2L2(RN) —e> —¢.

BEMERKUNG 2.9. Tatsdchlich ist der Kommutator T - ¢n — ¢p - T zundchst nur auf D(T)
definiert, wird aber hier als stetige Fortsetzung als Operator H'(R3?) — L*(R3) verstanden und
behandelt.

Als néchsten Schritt beweisen wir, dass T tatséchlich einen Eigenwert besitzt. Nach dem Min-
Max-Prinzip ist es hinreichend, eine Funktion ¢ € D(T) anzugeben, dessen Rayleigh-Quotient

negativ ist. Daraus folgt, dass das Infimum des Spektrums unterhalb des Infimum des essentiellen
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=2
Spektrum liegt und daher ein Eigenwert sein muss. Fiir ¢(x) := e oo gilt ¢ € D(T') und

(T, P)r2mey <{((=A—1[-]7%)9,
o0 d2 1d 1 =%
_47'('\/0 ((_dTQ — ;dr a) ) T dT
5V 2m aolize
=5 - 125 -5~ 2 T ( 5 )

15 25
<—-Z <o
=8 2

Sei A9 < 0 ein solcher Eigenwert und ug € D(T') eine zugehorige Eigenfunktion. Anhand der

Eigenwertgleichung sieht man sofort, dass ug € D(T?) ist, denn es gilt Tug = Aug € D(T).
Wir zeigen mit der in Lemma [2.1] gegebenen Charakterisierung, dass fiir jede beliebige Abschnei-
defunktion ¢ € C°(RY) die Beziehung ¢ug ¢ D(T?) gilt, da mindestens die letzte Eigenschaft,
(—A + V)(VE - Vug) € L*(R3), verletzt ist. Aus V € Lp (R®) mit p < 2 folgt mit Lemma

loc

auch uy € W} ’q(]R3) fiirl <q< % und damit Z 00,€ - OOy € LY (R?). Wie in
k=1

gezeigt, ist V' schwach differenzierbar und die Ableitung liegt nicht in L; OC(R‘?’) fir ¢ > 2. Wir
schlieBen nun indirekt: Angenommen &ug € D(T?), dann gilt die dritte Eigenschaft aus Lemma

Andererseits gilt:

D2 (DiEDu0) + V (VE - Vug)

NE

(A +V)(VE - Vug) = —

€L2(R3)

>
Il
-

Mw

(6k8l§ Ojug + 26k8l§ OLOuo + 8l§ 8l8ku0) + V(Vf VU())

k=1
N
=—V(A) - Vug— 2> DR+ V(=Aug+Vug) - V¢
N—————— — N——
€L? _(R3) ki=1 €L2(R3), da Tuo=Mouo€D(T)
eL?()C(RS)
—ugVE - VV.

Damit erhélt man: (—A + V)(VE - Vug) € L? (R3) genau dann, wenn ugVE - VV € L2(R3) gilt.
Allerdings folgt aus der folgenden Bedingung ugV¢ - VV € L#(RY) fiir s € (3=

wegen s < 2 schwicher ist, bereits ug = 0. Dies sieht man wie folgt:

Aus ug € W29(R3) mit einem g > % erhdlt man mit einem Einbettungssatz von Sobolev

(2 - % > 0), dass ug stetig ist. Damit ist auch das Produkt mit V¢ stetig. Man erhélt:

pan 2a+1 ), welche

LEMMA 2.10. Fualls VV - Véu € L*(R3) fiir ein s € (%ﬂ,ﬁ) gilt, so folgt u = 0 auf
supp (V¢).

BEWEIS. Angenommen es existiert ein 2y € supp V& mit u(zg) # 0. Dann gibt es eine offene
Umgebung U C R3 von zg, sowie ein ¢ > 0 derart, dass |u(z)| > c fiir alle z € U gilt. Wiihle
ko € N und Ry derart, dass Bg,(qx,) C U gilt. Dariiber hinaus sei zu jedem k; > ko ein Ry < Ry
gewihlt, sodass qr & Bag, (qr,) fiir alle k € {1,... ko — 1, ko +1,... k1 } gilt.

Zu § > 0 definiert man Mfl = Bpg, (qk,) \ k[.jl.é(?))ké(Qk). Dann ist M?l messbar, da die

o= 7]

Vereinigung der offenen Mengen offen ist und der Schnitt von Bpg, (gx,) mit dessen Komplement
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abgeschlossen ist. Damit ist M 5Rl messbar. Fiir dessen Maf} schéitzt man ab:

vol(MF) > vol(Br, (qr,)) Zvol ( qr))

w »&\w

sofern § > 0 hinreichend klein ist. Nimmt man nun zum Widerspruch an, dass VV - V&u € L*(R3)

gilt, so folgt mit umgekehrter Dreiecksungleichung:
1
(/ [VV - V&) |ul® dx)
RN

>co (/ dx)
U k=1

>ca (/ . Zg K ) - (V&(z) — VE(qr,) + VE(ar,))

—_ +2
M |z — qn|®

1
>ca (/ dx)

Ry

5

_ 1
—ca||VE(x) — Vﬁ(Qko)HLoo(BRl(qko)) (/ 23 km

k=1

S i o= ae) V()

‘$—Qk‘a+2

d:c)
dz) .

Der letzte Schritt ist dadurch gerechtfertigt, dass das Integral der Summe des zweiten Teils exis-

Zg e = @) (Vé(a,))

|z — leo‘”

Ry
5

tiert. Dies sieht man zum Beispiel wie folgt mit dem Satz iiber monotone Konvergenz:

o0 1 s H
37— | do

St )

= M |z — g (@D v

3 1
<> 3" / S S
( Br, (Qko)\B(é)ké(qk) |.23 — qk|((1+1)s
4

- R\ B (q0) [T — qr|(@FD)s

@ =

w |=

< 0o 1 H
:ZB k. qn (/(3)k5 T(a+1)sr2dr)
1
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ol

- 1
N3k g 3—(a+1)s
kZ:l T {3—(a+1)sr

3—(atDs \ F

s

_ostete gk [ (3
=05 223 (4)

3—(atl)s
B

=C10 ,

fiir ein C7 unabhéngig von 6, Ry, ko, k1. Beachte, dass nach Voraussetzung an s, die Ungleichung
3—(a+1)s < 0 gilt und die Summe der vorletzten Zeile eine geometrische Reihe ist (der Exponent

des Bruches ist grofer als —%) Nun folgt mit umgekehrter Dreiecksungleichung:

da:)
dx)

[ee]

237]6 (x —qr) - VE&(ax,)

|£l7— Qk|a+2

(.’ﬂ - qko) i Vg(qko)
|.13 - q’¢0|a+2

ol

/ = S—k(x_Qk)'v€(Qko) d ’
- a+2 -z
M et |z = i

= I—I1I-1II

Nun schétzt man die Teile I, IT und I11 separat ab. Fiir eine untere Schranke von I definiert man

den Kugelsektor

Sty = o € B, (an,) 160 = ak,) - V()| 2 5o = il V(a1

sowie die Kappe der Kugel mit Radius 1:

wim {z € B Jo = g =1 A I = ax,) - VE(ar)] > 3 [VE(aro)]}-

Nach Konstruktion von Ry gilt weiter: q1, ..., Qko—1, Qko+1s - - - » @k ¢ Bar, (¢k,) und somit Br, (qx, )N
B(3>k6(q) = () gilt fiir ¢ € {q1,-- -, Qho—1, Qho+1» - - - s qk; } und 6 > 0 klein genug. Daher gilt
4

Mgl :BR1(QI€0>\ U B(Q)ké(qk)
k=ki+1 \4

= (Brwa\ By )\ U (Baye ) \B gy, an)

k=ki1+1

und wir konnen abschéitzen:

(@ — ko) - VE(ar, )|
‘fE _ qk0|s(a+2)

)& 23—8160 / dxr
Bry (arg)\B / 3\ ko (ako)
()"
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Z max <(xq160)'9v(§i(]2k)o)| >UOZ(Bg ké(Qk))
bk B @B s k) | — o | ()
7

2 S
> 3-sko / 5 |v§(Qko()O!+1) du
SRl\B(ﬁ)koé(%O |x — ko I

|V¢‘qko 4 (35
Z k05 s(a+1) 37T (7) 0

=ki1+

1
—sk 2
>3 0( Uol()\V§Qko|/3k5m dr

SACUDREELIDY <<i>ka)3.<<i>ko)<aﬂ>s)

k=ki+1

B 33)3(k1+1)
2 1 4 (3)
:S—Sko Z vol 3—(a+1)s 63 (a+1)s 4
IVE(gr, )| <3U0 (w) [3(CV 1)ST (%)koé 37T 1— (4)3

> (G = Cy()P) (40 = Dy > 0,
mit Konstanten Cy, C3 und D; unabhéngig von 6, kg, k1, sowie Cs, C5 zusétzlich unabhéngig von

R;. Ist 6 > 0 hinreichend klein, so ist die eben errechnete untere Schranke positiv und man kann
die s-te Wurzel ziehen. Dies liefert

3—(a+1)s

1> (CQ — C3(%)3k1) 6 s  —D.

Der Term I1 ist nach oben durch eine Konstante Dy beschrinkt, da nach Wahl von R; die

Integranden alle stetig auf Bg, sind. Fiir I1I erhélt man mittels monotoner Konvergenz als obere

Schranke:
1
II] = < / dm)
1

—k
< Z 3 |v£(qk°)|</MR1M(a+1)sdx>
5

k=ki+1

Z 3~ k Vé(ng)

k=k1+1 ‘x_q’“‘aH

(5

1
s

1 o0 e
§|v§(Qko)| m (53—(a+1)s Z (%(%)3—((1-{-1)5) >

k=ki1+1

ot Pt a(at)s
< (3 g

Zusammengefasst erhilt man die Abschitzung:

(/ vV - V§|5u|sdm)s
RN

. (at1)s k1+1 3—(atl)s
>ca (02 ~ Ca(3)™ = VE(@) — V(o)L= (51, (g C1 — Ca (5377 F) ) 0T

—ca(Dy + D3)
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Wihle nun k; grofl genug und dazugehorig R;. Da £ zweimal stetig differenzierbar ist, ist | VE(x) —
VE&( ko)l Lo~ (B, (ar,)) beliebig klein, sofern Ry klein genug gewsihlt ist. Bei passender Wahl von &
und R; ist somit der Koeffizient vor § positiv. Da die Ungleichung fiir alle § > 0 gilt, liefert dies
den Widerspruch. O

Nach dem Unique-Continuation-Principle [JK85] folgt ug = 0 auf ganz R3. Dies liefert einen

Widerspruch dazu, dass ug eine Eigenfunktion von T ist.

3. Hinreichende Zusatzbedingung an V'

Méchte man aus Theorem das exponentielle Abklingen von Losungen der inhomogenen
Gleichung fordern ohne stirkere Bedingungen an die rechte Seite zu stellen, so benttigt man die
Invarianz des Definitionsbereiches des quadrierten Operators unter Multiplikation mit gewissen
Abschneidefunktionen. Genauer muss zu jedem Kompaktum (0.B.d.A zu jeder abgeschlossenen
Kugel um den Ursprung) die Existenz einer Abschneidefunktion gewiihrleistet sein, deren Gra-
dient sich mit den Singularitdten des Potentials “vertragt”. Dazu benotigt man hohere Glattheit
des Potentials auf verformten Ringen. Unter einem solchen “topologischen Ring” sei eine Teil-
menge %, C RN derart verstanden, dass es einen C*°-Diffeormorphismus @ : RY — RY mit
folgenden Eigenschaften gibt: Es gilt ®5(0) = 0 und ®(By(0) \ B1(0)) = Z. Da stetige Abbildun-
gen Zusammenhangskomponenten aufeinander abbilden und Bilder kompakter Mengen kompakt
bleiben, wird der Innenteil By (0) von B(0)\ B;(0) auf den Innenteil (d.h. die beschriinkte Zusam-
menhangskomponenten) von RY \ %), abgebildet. Die andere Zusammenhangskomponente wird
entsprechend als Auflenteil bezeichnet. Fiir das Potential V erhalten wir in dieser Terminologie
folgende hinreichende Bedingung, welche die Stabilitdt des Definitionsbereichs unter zuldssigen

Abschneidefunktionen nach sich zieht.

VORAUSSETZUNG 2. Es emistiere eine Folge topologischer Ringe { % }ren um 0 € RN mit
dist (%, 0) — oo (k — 00),
und glattem Rand, fiir die gilt: V|, € W1 (Zy).

LEMMA 2.11. V geniige zusitzlich zu den Voraussetzungen der Theoreme[I.1 und[I.5 der Vor-
aussetzung @ Dann gibt es zu jedem Kompaktum K C RN eine Abschneidefunktion & € C°(RY)
mit £ =1 auf K und u € D(T?) fiir alle uw € D(T?).

BEWEIS. Essei K cC RY mit 0 € K und k € N vorgegeben, sodass K N%j, = ) gilt. Definiere
£:=Pofod !, wobei £ € CX(RY) vermodge € = 1 auf B (0), und supp & C By(0), € > 0. Nach
der Kettenregel gilt dann supp £ C Zy.

Da V|, wesentlich beschrénkt ist, folgt die erste Bedingung in Lemma aus u € D(T) C
H(RY). Die selbe Eigenschaft von V hat zur Folge, dass —Aulg, = (—Au+ Vu)|g, — Vulz, €
L?(%y) gilt und demnach u|gp, € H?(%) gilt. Fiir die letzte Bedingung benétigt man, dass
Wz, € WH (%) gilt. Unter Beachtung, dass (—A + V)(u - VE) = —Afu — 2, Vu + (—A +
V)u - VE € HY(R") gilt, liefert die Ketten- und Produktregel aus Lemma m

V(A +V)(u-VE) =(=A+V)(V(u-VE)) + VV - (u-VE)
=(-A4+V)(Vu-VE + (A + V)AL -u) + VV - (u- V).
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Dies ist wiederum aquivalent zu
(A +V)(Vu-VE) =V(~A+V)(u-VE)) — (A +V)(AE-u) = VV - (u-VE) € L*(RY).
Folglich ist auch die letzte Eigenschaft aus Lemma erfiillt und es gilt: éu € D(T?). O

Wir wollen nun das Theorem dahingehend verallgemeinern, dass die Voraussetzung an die

Trager der Storfunktion x und der Losung w ersetzt wird.

THEOREM 2.12. FEs sei u € D(T) eine Liosung der Gleichung (—A + V)u = f und f erfiille

einer der beiden folgenden Voraussetzungen:

a) 2VE+) £ ¢ [2(RN),

b) e\/E(1+|I|2)f, e\/E(IHw‘Q)(fA +V)f € LARYN) und Vomussetzung@ ist erfiillt.
Es gelte ferner a < dist(0, 0ess(T)), und E > 0 sei so gewdhlt, dass

liminf a? — yg(z) >0

|z]— o0
gilt. Dann folgt:

/ 2VEQ+2?) 2 g0 oo,
]RN

BEWEIS. Zunichst stellen wir fest, dass aufgrund der Charakterisierung des Infimums des
essentiellen Spektrums in Theorem ein R > 0 existiert, sodass fiir alle ¢ € D(T") mit supp ¢ N
Br(0) = 0 gilt:

q(¢) > a®||6[|72 g

Dann folgt mit Theorem dass es zu 6 > 0 mit liminf},| 00 755 — ~ve(z) > 0 ein x gibt, sodass
fir alle w € D(T) gilt:

CL2 2
ax(u) = 154 l[ullZ2 @)

Wihle im Fall a) &€ € C°°(RY) mit ¢ = 0 auf supp x und ¢ = 1 fiir |#| > R+1 mit supp x € Br(0).
Fiir die Lésung u gilt dann & -u = u— (1—&)u € D(T) nach Lemmal[l.2und & -u 16st die Gleichung

T(¢u) = —2VETVu —uAE +6f =: f.

Fiir b) sei R > 0 so groB, dass supp x C Bg(0) gilt und %} so gewihlt, dass Bgr(0) N % = 0 gilt.
Wiihle stattdessen eine Abschneidefunktion & € C*°(RY) mit ¢ = 0 im Innenteil und ¢ = 1 auf
dem Auflenbereich.

Man erhélt fiir die Tréger: supp &u Nsupp x = 0. Ferner ist fez\/ EQ+21%) im Fall a) und
J € D(T), sowie eVEUHEP)f VEQ+P) (A + V)f € L(RY) im Fall b). Damit sind die
Voraussetzungen von Theoremmit c(x) = % erfiillt. Die Giiltigkeit der Abklingrate folgt. O

Fiir das Resultat fiir die Eigenfunktion zum Eigenwert 0 liefert das Theorem mit Fall a) das
gewiinschte fiir f = 0. In diesem Fall ist die Zusatzvoraussetzung [2 nicht notwendig. Andererseits
kann man unter der Zusatzannahme [2] auch Aussagen iiber die Losungen der inhomogenen Glei-
chung machen. Die Abklingrate der Losung ist dann hochstens so grofl wie die Abklingrate der
rechten Seite. Ferner ist sie in folgendem Sinn optimal. Kennt man die spektralen Eigenschaften
des Operators, sowie eine obere Schranke fiir den Wert E, so kann man die Gleichung mit einer
rechten Seite betrachten, deren Abklingverhalten gerade durch e~V #U+21*) heschrieben wird. Das
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Abklingen der Losung u der inhomogenen Gleichung ist im Allgemeinen nicht schneller als die der

rechten Seite. So gilt zum Beispiel fiir a € (0, 1):
(=A 4+ 1) (e VIHEP) = (1 — a?(1 + O(|z|1))e @V Fl2l? (|z| — o0).
Das heifit, fiir Losungen der Gleichung
(=A+1)u = (—A + 1) (e~ @V IHIl*)

ist kein schnelleres Abklingen als jenes der rechten Seite zu erwarten.
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In diesem Abschnitt der Arbeit werden wir die Verzweigungen von Liickeneigenwerten bei

nichtlinearen Schrodingergleichungen untersuchen. Im Fokus stehen also Gleichungen der Form
(34) —Au+Vu—AIu—g(z,u)=0,

wobei V' ein Potential und g die (superlineare) Nichtlinearitit bezeichne. Dabei stehen sowohl
die Frage der Existenz von Losungen zu einem vorgegebenen Spektralparameter, als auch die
topologische Struktur der Menge der Losungspaare (A, u) im Fokus. Im Gegensatz zum ersten Teil
der Arbeit wollen wir uns auf reellwertige Losungen beschrinken.

Wir stellen als néichstes kurz die Voraussetzungen an die Funktionen V' und g vor, auf welche
wir in der Arbeit verweisen wollen. Das Potential V moge die Interpretation des Terms —A + V'
als Wirkung eines selbstadjungierten Operators T' in dem Hilbertraum der quadratintegrierbaren
Funktionen L?(RY) erlauben. Sein Definitionsbereich T soll durch den Sobolevraum HZ2(RY) gege-
ben sein, was aus der unten vorausgesetzten wesentlichen Beschrénktheit des Potentials folgerbar
ist. Zusétzlich ist angenommen, dass das essentielle Spektrum des Operators eine Liicke der Form
(—a,a) aufweist, wobei wir uns nicht darauf einschréinken wollen, ob diese Liicke von essentiel-
lem Spektrum umgeben, oder lediglich unterhalb dessen Infimums liegt. Dass die Liicke von der
speziellen Form (—a,a) ist, ist keine Einschrinkung, da dies durch eine spektrale Verschiebung
des Potentials erreicht werden kann. Uberdies trete mindestens ein Eigenwert ungerader algebrai-
scher (= geometrischer) Vielfachheit in dieser Liicke auf, welcher Ausgangspunkt der Verzweigung
sein wird. Zusammengefasst stellen wir also die folgenden Voraussetzungen an V sowie an den

demgemif definierten linearen Schrodingeroperator:

VORAUSSETZUNG 3. Das Potential V', welches den linearen Schrdédingeroperator
T: L*RY) > D(T) — L*(RY), u s —Au+ Vu

definiert, geniige den folgenden Voraussetzungen:
(V1) V € L=(RY),
(V2) o(T)N(—a,a) = {A1,..., dm} Cop(T),

wobei 0,(T") das Punktspektrum, also jene Figenwerte mit endlicher Vielfachheit, von T bezeichne.

Die Formel fiir den Definitionsbereich der Friedrichserweiterung in Teil [I| gewahrleistet die
Selbstadjungiertheit von T bei der Wahl von D(T) = H?(RY).

Als néchstes beschreiben wir die fiir unsere Untersuchung nétigen Voraussetzungen an die
Funktion g. Zunéchst sollten sédmtliche Linearanteile der Schrodingergleichung bereits in V' aufge-
fangen sein, sodass wir fiir g(z, -) ein superlineares Wachstum in einer Umgebung der 0 vorausset-
zen wollen. Ferner soll g(x,-) als stetige Abbildung von H2(R™) nach L?(RY) verstanden werde
konnen, was durch subkritisches Wachstum gewihrleistet wird. Zusétzlich benétigen wir bei der
Untersuchung der Lésungskontinua eine subkritische Wachstumsschranke von u — 9,9(x,u) - u,
welche mit der Behandlung mit Methoden der Variationsrechnung verwandt ist. Auf die genaue
Bedeutung dieser Bedingungen wird an der Stelle eingegangen, an der sie verwendet wird. Zusam-

mengefasst geniige g der nachfolgenden

VORAUSSETZUNG 4. Es sei s > 0 vorgegeben. Die Funktion

g: RV xR =R, (z,v) — g(z,v)



56

gentige den folgenden Voraussetzungen:
(G1) g € CRY x R,R) und g(z,-) € C*(R) fiir fast alle v € RY.
(G2) Es gibt g9, C > 0, sowie o < %= derart, dass:

9@, 0)] < C@[= ((5,0) € RN x (~1,1).
(G3) Fulls N > 4 gilt: Es gibt C > 0, pg € (1, ﬁ) und 8 < (po%)s derart, dass:

l9(z,v)] < Cl@)’olP* ((z,v) € RV x R).

(G4) Falls N > 4 gilt: Es gibt C > 0, qp € (1, min{ (Niv4)+ -1, (Nf4)+ }) und 9 < 95> derart,
dass:
[0ug(@, )| < Cfa)”u|®  ((z,v) € RY x R).
(G5) Es gibt v > 2 mit
0<v Gx,v) <glz,v)-v  ((z,0) eRY xR).
Hierbei bezeichne G(z,v) := [ g(z,w) dw eine Stammfunktion von g(x,-).

Die Bedingung g € C(RY xR, R) auskann noch weiter abgeschwécht werden. Tatséchlich
benétigt man lediglich, dass fiir jede Funktion u € H2(RY) das Bild g(-,u(-)) messbar ist. Die
Wachstumsschranken [(G2)] und [(G3)] garantieren dann, dass die dadurch definierte Abbildung
zwischen gewichteten Raumen stetig und kompakt ist, undliefert die entsprechende Differen-
zierbarkeit. Beispiele solcher Nichtlinearititen sind g(z,u) = I'(z)u[P~ u fiir T € L®°RN), T >0
und p < pg, sowie Summen derartiger Terme. wird in der Literatur Ambrosetti-Rabinowitz
Bedingung genannt und tritt im Zusammenhang mit dem Mountain-Pass-Theorem auf. Auch bei
dessen Verallgemeinerung, dem Linking-Theorem findet man Bedingung Dabei wird die
Gleichung als notwendige Bedingung fiir das Auftreten kritischer Punkte interpretiert (vgl.
IKS™98|,[Tro12]).

Unter einer Losung der Gleichung verstehen wir ein Paar aus einem (reellen) Parameter

A und einer Losungsfunktion u aus einem Sobolevraum derart, dass die Gleichung im starken
Sinne, das heifit als Identitit im Lebesgueraum L?(R™), erfiillt ist. Aus der intuitiven, wenn auch
nicht vollig korrekten Vorstellung, dass Losungseigenschaften sich nur wenig dndern, wenn die
Eingangsparameter wenig variieren, fufit dann die Motivation, den Funktionsteil der Losung als
abhéngig vom Parameter zu verstehen und die Losungsmenge auf Kontinua oder gar stetigen Kur-
ven zu untersuchen. Im abstrakten Kontext gibt dort der Satz iiber implizit definierte Funktionen
die Antwort, sofern eine partielle Ableitung des noch zu definierenden nichtlinearen Operators in-
vertierbar ist. Interessanter ist die Frage allerdings an Stellen, in denen genau diese Umkehrbarkeit
nicht gegeben ist und somit die Menge der Nullstellen dieses nichtlinearen Operators nicht mehr
als Graph einer Funktion darstellbar sind. In jenen Punkten kénnen beispielsweise neue Zweige
oder Kontinua von Losungen entspringen, oder Wendepunkte auftreten. Solche Phdnomene, sowie
Aussagen iiber das Gesamtbild der Menge der Losungen sind dann Gegenstand der Bifurkations-
theorie oder Verzweigungstheorie und werden auf abstraktem Level im ersten Kapitel wiederholt.
Dariiber hinaus wird ein sekundéres Verzweigungsresultat vorgestellt, welches dem Wissen des
Autors zufolge neu ist.

Um die Anwendbarkeit der Bifurktationstheorie zu priifen, muss zunéchst ein funktional-

analytischer Kontext geschaffen werden. Die Untersuchung auf L?(R%)-Losung ermoglicht es,
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die spektraltheoretischen Eigenschaften von linearen Schrédingeroperatoren als selbstadjungier-
te Operatoren in einem Hilbertraum zu verwenden. Man kénnte den Operator auch auf H~(RY)
definieren und als Definitionsbereich H'(RY) wihlen, was aber nicht Gegenstand dieser Arbeit
sein soll. Besondere Bedeutung kommt hierbei sogenannten Resolventenabschétzungen zu, wel-
che wir unter Beriicksichtigung des ersten Teils dieser Arbeit auf gewichtete Rdume zu erweitern
vermogen. Als Resolvente wird hier, sofern existent, die Inverse eines um den Spektralparameter
verschobenen linearen Operators benannt. Die Invertierbarkeit hingt hier vom zu Grunde liegen-
den Hilbertraum ab und wird als Operator in L*(RY), sowie auch im gewichteten Raum L?%(R%)
untersucht. Letztere gewichtete Versionen der Lebesguerdume sind Bestandteil des zweiten Kapi-
tels dieses Abschnittes und werden durch Kompaktheitseigenschaften der Nichtlinearitét in diesen
Réumen motiviert. Die Kompaktheit ist Voraussetzung des globalen Satzes von Rabinowitz |3.2

Im dritten und Hauptabschnitt dieses Teils werden die vorgestellten Resultate auf das vor-
liegende Problem angewandt und Bedingungen an die Nichtlinearitdt gegeben, unter welchen der
globale Bifurkationssatz von Rabinowitz angewandt werden kann. Wir werden die Existenz ei-
nes globalen Astes nichttrivialer Losungen beweisen, und Aussagen iiber den Parameterbereich
machen, fiir welche Losungen existieren. Ferner geben wir Normschranken fiir den Losungszweig
an.

Die bisherigen Arbeiten zur Untersuchung von globalen Verzweigungsphénomenen bei Schrodin-

geroperatoren lassen sich prinzipiell in die folgenden drei Techniken einordnen:

a) Anwendung des globalen Verzweigungssatz von Rabinowitz,

b) Nachweis des Entspringens eines Losungszweiges mittels lokalem Verzweigungssatz von
Crandall und Rabinowitz und anschliefender Pfadverfolgung,

¢) Existenzbeweis von Losungen fiir einen festen Parameter und anschliefend Abschiitzung
der Normen gegen eine gegen Null konvergierende Majorante, sofern der Parameter gegen

einen festgelegten Wert konvergiert.

Fiir die Methode a) liegt die Schwierigkeit darin, dass der nichtlineare Operator, den man
durch Umschreiben von in eine Fixpunktgleichung der Form

u=(—A+V -\ "Yg(z,u))

erhiilt, im Allgemeinen nicht kompakt ist bzw. nicht auf dem noétigen Parameterbereich existiert.
Denkbar wire auch, das Potential nicht mit in die Bildung der Inversen mit einzubeziehen und
somit die Gleichung
(—A+1)"H(=Vu+\=Du+g(z,u) =u

zu erhalten. In diesem Fall ist das Problem der Invertierbarkeit gelost, wohingegen das Problem
der Kompaktheit durch den zusétzlichen linearen Term aber eher erschwert wird. Als Ausweg
bieten sich die Anpassung des Begriffes des Abbildungsgrades an die gegebene Situation sowie die
Definition passender Losungsriume an. Auf beschrinkten Gebieten liefert der kompakte Einbet-
tungssatz von Sobolev, Kondrachev und Rellich die Kompaktheit der Resolvente und kombiniert
mit der Beschrénktheit des zweiten Teils des nichtlinearen Operators die Kompaktheit von sel-
bigem. In [RS01b] wird bereits die Verwendung von gewichteten Sobolevrdumen vorgeschlagen,
um die fehlende Kompaktheit der Resolvente zu umgehen. Dort wird die Présenz von essentiellem
Spektrum als Ursache fiir Nichtkompaktheit genannt. Tatséchlich erhélt man fiir selbstadjungier-

te Operatoren T' mit rein diskretem Spektrum (das heifit nur Eigenwerte endlicher Vielfachheit
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oo Al2 < A1 < Ag < A1 < Ag...ohne Hiufungswert sind vorhanden) eine Resolvente (T — u)~*

fiir 4 € p(T), deren Eigenwerte von der Form (Ag—p) ™!

sind und sich folglich héchstens in 0 hédufen
konnen. Daher ist die Resolvente fiir ein g und damit fiir alle o (vergleiche Resolventenformelen
IMB75| Theorem VI.5 und Korollar]) kompakt. Betrachtet man Schrédingeroperatoren mit peri-
odischen Potentialen, so ist das essentielle Spektrum durch die Existenz von (quasi-)periodischen
Losungen, sogenannter Blochwellen, charakterisiert. Multipliziert man diese mit einer geeigneten
Abschneidefunktion, so erhélt man eine Weyl’sche Folge. Die Blochwellen sind zwar beschrankt,
jedoch nicht abklingend. Darin keimt die Hoffnung, dass die Einschréinkung des Schréodingerope-
rators auf einen gewichteten Raum das essentielle Spektrum entfernt. Allerdings ist dabei die
fehlende Symmetrie zu umgehen, und dies macht die Spektraltheorie schwierig. Wir kénnen nicht
alle Effekte, die eine Wahl von gewichteten Rdumen hat, kontrollieren.

In [Wil97] wird die Invarianz des Gebietes unter einer Darstellung einer Untergruppe G der
orthogonalen Gruppe O(N) untersucht. Der Raum der G-invarianten Funktionen in H'(R") bet-
tet dann kompakt in LP(RY) ein, sofern p € (2,2N/(N — 2);) und N > 2 gilt. In [BDW10]
ist dies die Basis fiir die Anwendbarkeit des globalen Bifurkationssatzes, um die Verzweigung von
radialsymmetrischen Lésungen zu beweisen. In [RS01a] werden Bedingungen fiir die Fredholm-
und Kompaktheitseigenschaften fiir semilineare Differentialoperatoren gegeben und in [RS01b]
fiir globale Verzweigung asymptotisch periodischer Koeffizienten angewandt. Schliefllich wollen
wir die Autoren von [JLS99] erwihnen, die das Maximumprinzip ausnutzen, um fiir Eigenwerte
unterhalb des essentiellen Spektrums die Kompaktheit des nichtlinearen Operators zu erhalten. Da
wir weder Symmetrie, Periodizitdt, noch die Lage der Eigenwerte unterhalb des essentiellen Spek-
trums voraussetzen wollen, verstehen wir unseren Zugang, die Verwendung gewichteter Raume,
als neu.

Als Methode b), globale Verzweigung nachzuweisen, soll die Pfadverfolgung erwihnt werden.
Dabei wird das Entspringen eines Zweiges lokal mit dem Satz von Crandall-Rabinowitz nachge-
wiesen. Dies benottigt keine Kompaktheit. Darauthin wird der Zweig in den Punkten, in denen
die Linearisierung invertierbar ist, mit dem Satz iiber implizit definierte Funktionen fortgesetzt.
Ungliicklicherweise wird auch hier eine Art Kompaktheit benttigt, durch welche sichergestellt
werden kann, dass die Definitionsbereiche der implizit gegebenen Funktionen nicht zusammen-
schrumpfen. Hierzu sei beispielsweise auf [JST99| und [KKPI11] verwiesen, und bemerkt, dass
die Voraussetzung an das Potential sehr restriktiv sind.

Schlieflich gibt es eine umfangreiche Literatur, welche sich mit der dritten Herangehensweise,
dem Nachweis von Bifurkation durch parameterabhéngige Abschétzung der Norm von bekannten
Losungen, befasst. Die Existenz wird dabei in aller Regel mit variationellen Methoden nachgewie-
sen. Wichtige Sétze sind hierbei das Mountain-Pass-Theorem, sowie dessen Verallgemeinerungen
und die Technik der Minimierung iiber die Nehari-Mannigfaltigkeit. Bei nichtlinearen Schrodin-
gergleichung, deren Basis ein periodischer Operator bildet, sei auf [Trol2|] verwiesen. Hier spielt
die Approximation von Losungen nahe des Randes des essentiellen Spektrums durch abgeschnit-
tene Blochwellen die Hauptrolle. Eine weitere Arbeit zu periodischen Koeffizienten ist [KST98].
Hierbei werden Verzweigungen von Eigenwerten betrachtet, welche in einer Liicke des essentiel-
len Spektrums liegen, und somit das zugehorige Funktional indefinit werden lassen. Liegen die
Eigenwerte unterhalb des essentiellen Spektrums, so ist der Nachweis der Existenz von Lésungen

einfacher und allgemeinere Potentiale kénnen betrachtet werden.



59

Neben den Verzweigungen von L?(R¥)-Losungen auf dem Ganzraum sind bei periodischen
Koeflizienten die Verzweigung von Blochwellen interessant. Dazu wird die Gleichung auf der Pe-
riodizitétszelle mit quasiperiodischen Randbedingungen betrachtet. In [DU16] wird damit die
Existenz nichtlinearer Blochwellen fiir die Gross-Pitaevskii-Gleichung auf dem Ganzraum mit pe-
riodischen Koeffizienten nachgewiesen. Dies sind endliche Linearkombinationen quasiperiodischer
Funktionen und somit nicht quadratintegrierbar. Dariiber hinaus werden asymptotische Darstel-
lungen dieser Losungen berechnet.

Fiir die im Folgenden vorgestellte Methode zum Nachweis von Verzweigung von Losungen
im Hilbertraum stellen wir keine zusétzlichen Voraussetzungen an die Struktur an das Potential,

welche iiber das Generieren der spektralen Eigenschaften der Linearisierung hinausgehen.






KAPITEL 3

Bifurkationstheorie

Bei der Bifurkationstheorie befasst man sich mit Losungseigenschaften von (nichtlinearen)
Gleichungen, welche von einem Parameter abhédngen. Hangen die Seiten der Gleichung stetig vom
Parameter ab, so erwartet man intuitiv auch eine stetige Abhéngigkeit der Losung oder der Losun-
gen von diesem Parameter. In der Tat gibt es aber gewisse Grenzen, welche beim Durchlaufen des
Parameters die Losungstheorie der Gleichung grundlegend verindern. Ist beispielsweise fiir alle
Parameter unterhalb einer Grenze die Gleichung alleinig durch die triviale, also die Nulllosung
erfiillt, so konnte dennoch jenseits dieser Grenze nichttriviale Losungen auftreten. Auch die Frage
der Stabilitéit der Losungen muss nach dem Ubertritt neu gestellt werden.

Tatséchlich legt die Untersuchung des folgenden polynomiellen Nullstellenproblems
Fhz)=2 - =0 inRxR

viele der angesprochenen Eigenschaften offen. Fiir nichtpositive Parameter A hat die Gleichung die
eindeutige Losung x = 0, wohingegen im Fall A > 0 zusétzlich zur erstgenannten die beiden Lsun-
gen £v/A zur Losungsmenge hinzugefiigt werden miissen. Dariiber hinaus kénnen diese Losungen
als kritische Punkte des zugehorigen nichtlinearen Funktionals
I: RxR—R, (\z)+— ix‘* - %Aﬂ

interpretiert werden. Fiir nichtpositive Parameter hat I, genau ein globales Minimum in z = 0,
wohingegen dieses fiir A > 0 zum lokalen Maximum wird und zusitzlich in +v/X globale Minima
auftreten. Insofern hat sich bei Uberquerung von A = 0 auch die Stabilitéit gedindert. In der Tat
ist ein Stabilitdtswechsel im Allgemeinen notwendigerweise ein Uberschreiten eines Eigenwerts der
Null, wenn sich der Parameter dndert und ist unter gewissen Voraussetzungen auch hinreichend
fiir Bifurkation.

Die Untersuchung dieses einfachen Beispiels liefert Indizien fiir eine weitere Eigenschaft in
Verbindung mit Verzweigungsphéinomenen. Parametrisiert man den Ast nichttrivialer Losungen

nach Bogenlinge (dadurch wird die Ableitung fiir s = 0 nichttrivial sein)

R — R?, s — \/ﬁ(SQ’S) 570
0 s=0

und setzt man dies in die Gleichung ein, so erhélt man fiir alle s € R:

1 2 1 _
F(\/Sz+s45 ’ /s2+st 5) =0.
Differenzieren und auswerten in s = 0 liefert dann

DF(0,0)[(0,1)] = 0

61
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und somit 9, F(0,0) = 0. Folglich kann der Satz iiber implizit definierte Funktionen in diesem
Punkt nicht angewandt werden, um die Losungsmenge in einer Umgebung des Punktes eindeutig
durch eine nach A\ parametrisierte Kurve darzustellen. In héheren Dimensionen oder allgemeinen
Banachrdumen lésst sich dies in die Nichtinvertierbarkeit der Linearisierung in der trivialen Losung
iibersetzen, was zu einer notwendigen Bedingung fiir Verzweigung in diesem Punkt fiihrt.
Weitere Beispiele fiir Bifurkation sind Eigenwertprobleme linearer Operatoren. Auch im end-

lichdimensionalen Fall liefert die Gleichung
Axr —dAx =0 in RY

fiir eine symmetrische Matrix A € RY*N ein Bifurkationsproblem. Das notwendige Kriterium
heifit in diesem Fall ker(A — A) # {0}, was durch die Notation von Eigenwerten charakterisiert
wird. Neben der trivialen Losung x = 0 hat die Gleichung, sofern A ein Eigenwert mit Eigenvektor
v € RY ist, eine Schar von nichttrivialen Lésungen der Form {(0,tv)}icr.

Im vorliegenden Kapitel sollen nun lokale und globale Verzweigungssétze gegeben werden,
welche im Fall analytischer nichtlinearer Operatoren weitere Spezifizierungen der Losungsmen-
ge zulassen. Diese Resultate sind keinesfalls neu und kénnen in [Kie06] nachgelesen werden. Im
Anschluss geben wir ein eigenes Resultat fiir sekundéire Verzweigung von einem nicht differenzier-
baren Zweg. Da bisherige Sitze zur sekundéiren Bifurkation auf der Glattheit des Losungszweiges
beruhen, um das Problem auf die Verzweigung von der trivialen Losung zuriickzufiihren, erscheint

das hier gegebene Resultat neu.

1. Lokale und globale Resultate

In diesem Abschnitt soll das allgemeine Verzweigungsproblem formuliert werden und zwei
grundlegende Resultate, der lokale Verzweigungssatz von Crandall und Rabinowitz [CR71] und
der globale Satz von Rabinowitz [RabT1] zitiert werden. Obgleich fiir die Beweise dieser beiden
Sétze auf andere Literatur verwiesen werden soll, geben wir doch an jenen Stellen Ideen, welche
spéter fiir die eigenen Resultate aufgegriffen werden sollen.

Es seien X, Y Banachridume und es existiere eine stetige Einbettung X — Y. Bezeichne I C R
ein offenes Intervall und F': I x X — Y sei eine stetig differenzierbare Abbildung. Ein abstraktes

Verzweigungsproblem ist dann von der Form
F(\u)=0 inY.

Grundlegend fiir die Frage der Auflosbarkeit solcher Gleichungen zum Beispiel nach « ist der Satz
iiber implizit definierte Funktionen. Die Glattheit des nichtlinearen Operators F' wird dabei an die
Losungskurve A — uy vererbt. Dies gilt auch fiir Analytizitdt (siehe z.B. [BT16], Theorem 4.5.4]).
Um Verzweigung zu untersuchen, stehen Punkte (A, u) € I x X im Fokus, in denen die Linearisie-
rung 9, F (A, u) einen nichttrivialen, endlichdimensionalen Kern hat. Solche Punkte sollen fortan
degenerierte Punkte genannt werden. Ist zusétzlich der Kern eindimensional, so sprechen wir von
einfach degenerierten Punkten. Um den Satz iiber implizit definierte Funktionen in einer Umge-
bung solch eines degenerierten Punktes anwenden zu kénnen, nutzt man Projektionen, um die
Gleichung in einen Anteil entlang des Kernes der Linearisierung und einen Anteil im Komplement
aufzuteilen. Im Komplement ist der Satz iiber implizit definierte Funktionen anwendbar. Auf diese

Weise ist das Problem auf ein endlichdimensionales zuriickgefiihrt (Lyapunov-Schmidt-Reduktion).
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Wir geben das entsprechende Resultat fiir analytische Operatoren im folgenden Kapitel mitsamt
einiger Identitéten fiir die Ableitungen der implizit definierten Funktionen.

Wir untersuchen nun Verzweigungen von der Menge der trivialen Losungen und nehmen dazu
an, dass F'(A\,0) = 0 gilt, fiir alle A € I. Die Menge aller nichttrivialen Losungen bezeichnen wir
mit

S ={(Mu)eIxX:u#0, F(A\u) =0}
Unter einem Zweig oder Ast verstehen wir eine abgeschlossene, zusammenhingende, nichtleere
Teilmenge von .. Werden sekundére Bifurkationen, das heiffit Verzweigungen von einem Zweig
nichttrivialer Losungen untersucht, so kénnen wir dies wie folgt in ein Bifurkationsproblem von der
trivialen Losung zuriickfithren. Dabei ist vorauszusetzen, dass der Zweig eine stetig differenzierbare
Kurve ist. Dies folgt zwar in allen nichtdegenerierten Punkten, ist jedoch nicht notwendigerweise
im zu untersuchenden, degenerierten Punkt gegeben. Ist eine differenzierbare Kurve R O J —
I xR, ¢+ (A(t),u(t)) von Losungen gegeben, das heiit, es gelte FI(A(t), u(t)) = 0 fiir alle t € J,

so definiert man den nichtlinearen Operator
F(t,u) = F(A\(¢), u(t) + u).

Dann ist jeder Punkt der Menge {(t,0) : t € J} eine Losung von F(t,u) = 0 und jede sekundire
Bifurkation von der genannten Losungskurve der Gleichung F(\, u) = 0 ist eine Bifurkation von der
trivialen Losungskurve zu F (t,u) = 0. In diesem Sinne kann man sich bei der Bifurkationstheorie
auf solche von der trivialen Losung beschrinken.

Mochte man Bifurkation im Punkte (Mg, 0) beweisen, so benotigt man zusétzlich zur einfachen
Degeneriertheit des Punktes eine gewisse Transversalitdtsbedingung, welcher zum Beispiel durch
die Forderung der Existenz von 93, F'(\o,0) und 8%,F (Ao, 0)[wo] ¢ Im(0,F (o, 0)) geniige getan
ist. Dabei ist der Kern der Linearisierung durch ker(9,,F'(Ag,0)) = [wo] gegeben und das Bild ist
mit Im bezeichnet. Trivialerweise kann man keine Bifurkation erwarten, wenn die Gleichung gar
nicht von A abhéngt, auch wenn die Ableitung nach w einen nichttrivialen Kern besitzt. Ebenso
verhielte es sich, wenn man in dem einfachen Beispiel 22 — Az = 0 den Parameter durch —\2
ersetzt, folglich die Gleichung x® + A2z = 0 betrachtet. Auch wenn die Linearisierung in (0,0)
durch 0 gegeben ist, und somit R im Kern der Abbildung liegt, so besitzt die Gleichung einzig die
triviale Losung fiir alle A € R.

Die urspriingliche Version des lokalen Bifurkationssatzes lautet wie folgt:

THEOREM 3.1 (Crandall-Rabinowitz,[Kie06], Theorem 1.5.1). Es seien X,Y Banachrdiume
und V eine Umgebung von 0 € X, sowie I C R ein offenes Intervall und A\g € I. Die Funktion

F:IxV =Y

habe die folgenden FEigenschaften:

a) F(\,0) =0 fir alle A € I.

b) Die partiellen (Fréchet-)Ableitungen 0, F, O\F, 0%, F existieren und sind stetig.
¢) ker(0,F(Xo,0)) ist eindimensional und Im (9, F (Ao, 0)) hat endliche Kodimension.
d) 93 ,F(No,0)[wo] ¢ Im(0,F(Xo,0)), wobei ker 0, F (Xo, 0) = [wo] gilt.

Dann gilt folgende Aussage: Ist Z ein beliebiges Komplement von ker(9,F (Ao,0)) in X, so gibt
es eine offene Umgebung U von (Ng,0) in I x X, ein Intervall (=T, T) und stetige Funktionen



64 3. BIFURKATIONSTHEORIE
A (-T,T) =T und ¢ : (=T,T) — Z mit A(0) = Ao und ¥(0) = 0 derart, dass gilt:

FH0)NU = {(A(t), two + (1)), t € (=T, T)} U{(£,0) : (£,0) € U}.

Gilt zusiitzlich F € C?(I x V, X), so ist die Losungskurve (A(t),two + v(¢)) differenzierbar
(siehe [Kie06]). Sind ferner X,Y Hilbertrdume, so konnen die Projektionen auf [wg] als Ortho-
gonalprojektion gewéhlt werden, um die Rechnung zu vereinfachen. Im Allgemeinen kann man
auf die Fréchet-Differenzierbarkeit nicht verzichten. Ein entsprechendes Beispiel, bei welchem in
einem Eigenwert des linearen Teils der Gleichung (im entsprechend verallgemeinerten Sinn) keine
Verzweigung auftaucht, sowie die Untersuchung von Kriterien fiir Bifurkation von nichtlinearen
Gleichung ohne die Fréchet-Differenzierbarkeit ist in [Stul4] zu finden. Spéter wird das Resultat
auf Gleichung (34) angewandt. Die Tatsache, dass der Parameter A als spektraler Shift in der
Gleichung auftaucht, erlaubt es den Teil ¢) in der Voraussetzung von umzuformulieren. Man
ersetzt die Bedingung ¢) dadurch, dass A ein einfacher Eigenwert der Linearisierung in der trivia-
len Losung ist. Die Linearisierung in der trivialen Losung kénnen wir als einen selbstadjungierten
Operator im Hilbertraum verstehen. Jene Selbstadjungiertheit macht die Voraussetzung iiber die
Kodimension des Bildes iiberfliissig, da dies automatisch folgt. Ferner ist die Eigenschaft d) auch
erfiillt, da 03, F(\,u) = —I € L(X,Y) ist.

Uber den Ursprung von Verzweigungsisten hinaus ist man nun daran interessiert, wie solche
Zweige weiter verlaufen. Mogliche Szenarien wéren eine Nichtfortsetzbarkeit, sowie auch Divergenz
ins Unendliche. Dabei kann sowohl der Parameterbereich des Zweiges unbeschriankt sein, als auch
die Norm im Banachraum X divergieren. Weiter ist ein Zuriicklaufen oder ein Zusammenlaufen
mit einem anderen Ast denkbar. Hat der Bereich, in welchem man nach Losungen sucht, einen
Rand, so ist es auch moglich, dass die Losungskurve in diesen hineinléduft.

Der globale Verzweigungssatz von Rabinowitz liefert hier ein komplettes Bild. Der Nachteil

ist, dass er die folgende spezielle Form des nichtlinearen Operators voraussetzt:
FAu) =u+ f(Au),

mit einer kompakten Abbildung f : I x X. Der Satz wird unter Verwendung des Index von
Leray und Schauder (siehe [Kie06]) formuliert, welcher fiir lineare Operatoren der Bauart I + K
mit einem kompakten Operator K einer leicht zu berechnenden Formel folgt. Es seien dazu die
negativen Eigenwerte von I + K mit pq, ..., bezeichnet und die entsprechenden algebraischen
Vielfachheiten seien my,...,m;. Eigenwerte kompakter Operatoren hiaufen sich hochstens in 0.
Das heifit, die Eigenwerte von I + K héufen sich hochstens in 1. Damit gibt es nur endlich viele

negative Eigenwerte. Der Index ist in diesem Fall gegeben durch
ind(/ + K) = (_1)m1+.4.+ml.

Wir geben nun eine leicht modifizierte Version des globalen Bifurkationssatzes in [CR71]. Der
Operator, welchen wir spéter definieren wollen, ist nicht auf dem gesamten Parameterbereich,
sondern lediglich auf einem beschrinkten Intervall, definiert. Dies dndert am Beweis nichts, da

dort lokal um den als beschrinkt angenommenen Zweig von Losungen argumentiert wird.

THEOREM 3.2. FEs sei 2 C R x X offen und die Funktion

f: Q=X (Nu)— f(\u)
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sei stetig und Fréchet-differenzierbar in uw mit 0, f(-,u) € C(R,L(E, E)). Fiir jede beschrinkte,
abgeschlossene Teilmenge A C Q sei fla : A — E kompakt. Betrachte die Gleichung

F\u):==u+ f(\u)=0.

Wechselt der Index von 0, F (X, 0) in Ao das Vorzeichen, so gilt fiir jene Zusammenhangskompo-

nente Cy, von .7, welche (\o,0) enthilt, eine der folgenden Alternativen:

a) IN# N (N,0) € Cy,.
b) dist(Cy,, ) = 0.

Der Vorzeichenwechsel des Indexes ist formal beschrieben durch die folgende Aussage: Es gibt
ein € > 0, sodass ind(I + 9y f(A1,:),0) # ind(I 4+ Oy f(Ae,-),0) fir alle Ay € (Mg — &, Ag) und
A2 € (Ao, Ao +¢€).

Eine Verschirfung des globalen Verzweigungssatzes wird unter der Voraussetzung der Ana-
lytizitdt des nichtlinearen Operators ermdglicht. Die Autoren Buffoni und Toland beweisen in
Threr “Analytic Bifurcation Theory” [BT16] eine entsprechende Version. Um einzusehen, dass
ihre Resultate auch im vorliegenden Problem Anwendung findet, kldren wir eingangs die Frage
der Analytizitdt. In der Terminologie halten wir uns in diesem Abschnitt an die von den Autoren

vorgeschlagene.

DEFINITION 3.3. Es sei U C X eine offene, zusammenhdngende Teilmenge eines Banach-
raums X, sowie Y ein weiterer Banachraum. FEine Funktion F : U — Y heifst analytisch im
Punkt g € X, falls stetige und symmetrische multilineare Abbildungen my, : X* — Y, (k € N),

sowie ein r > 0 und mg €Y existieren, sodass gilt:
k
sup 7 [|mg | xr—y) = M < o0,
kEN

und fir alle x € X mit |z — xol|x <7 gilt:

o0
F(x) :ka[x—xo,...,x—xo].
k=0 k Eintrige

Entsprechend heifit F' analytisch, falls F' analytisch in xq ist fir jedes xg € U.

Die Konvergenz der Potenzreihe ist in der Norm von Y zu verstehen und die Cauchykonver-
genz beweist man durch Abschétzung gegen eine geometrische Reihe. Der analytische Bifurka-
tionssatz macht nun zusétzlich Aussagen iiber die Verteilung der degenerierten Punkte entlang
eines (ausgewéihlten) Pfades. Hier findet sich die Eigenschaft des Nichthéiufens von Nullstellen bei

analytischen Funktionen wieder.

THEOREM 3.4 (Analytischer Bifurkationssatz, [BT16], Theorem 9.1.1). Es seien die Bezeich-
nungen wie im globalen Bifurkationssatz[3.3 Sei zusitzlich f bzw. F eine analytische Funktion.

Dann gilt:

(1) Es gibt eine stetige Kurve [0,00) — Q,t — (A, ur) in Ch,, fir die gilt: Entweder
tlg& dist((Ae, ur),00Q) = 0, oder es existiert T > 0 mit (Apyr, uter) = (At us) fiir al-
le t €]0,00).

(2) Die Menge {t > 0: Ker(0,F(\,ut)) # {0}} hat keine Hiufungswerte.
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(8) In jedem Punkt dieser Kurve gibt es lokal eine analytische Umparametrisierung in fol-
gendem Sinne: Zu jedem t* € (0,00) existiert eine Funktion p : (—=1,1) — (0,00) mit
p(0) = t* derart, dass die Abbildung

(717 1) — Q? t— ()‘p(t)7up(t))

analytisch ist. Dariber hinaus kann A als Funktion von t injektiv auf (t* — e,t*] und
[t*,t* 4+ &) gewdhlt werden, sofern € > 0 hinreichend klein gewdhlt ist. In t* = 0 erhdlt

man dhnliche Figenschaften auf rechtsseitige Umgebungen.

BEMERKUNG 3.5. (1) Aus der letzten Eigenschaft folgt nicht, dass C, glatt ist (im Sin-
ne von Mannigfaltigkeiten), da die Ableitung der Umparametrisierung verschwinden kann
und somit nicht notwendigerweise Glattheit folgt. Beispielsweise kann die Lésungskurve
der Gleichung (y — x)? — 23 = 0 durch die analytische Parametrisierung t — (t2,1> +t3)
gegeben werden, ohne dass die dadurch definierte Menge eine differenzierbare Mannigfal-
tigkeit ist.

(2) Die Injektivitit auf halbseitigen Umgebungen ldisst ein “Zuriicklaufen” des Astes wie Glei-
se in einem Kopfbahnhof (siehe z. B. Stuttgart bis mindestens 2025) zu.

2. Sekundire Bifurkation von Zweigen mit Knick

Wie im vorhergehenden Abschnitt gesehen, kénnen selbst bei analytischen Funktionen Punkte
auftreten, in denen der Zweig in gewisser Weise zuriicklduft. Als notwendiges Kriterium hat sich
dabei herausgesellt, dass in solchen Punkten eine nichtinvertierbare Linearisierung auftritt. Wir
wollen in diesem Teil hinreichende Bedingungen geben, dass in diesen Punkten zusétzlich sekundére
Verzweigung auftritt.

Im Falle reguléirer Kurven (das heifit, differenzierbar und die Ableitung ist nirgends 0) koénnen
sekundére Bifurkationen auf ein Verzweigungsproblem von der trivialen Losung zuriickgefiithrt wer-
den. Hat man eine Parametrisierung des Losungszweiges der Form (A(t), u(t)) und einen Punkt
(A(0),u(0)) =: (Ao, uo), in welchem Verzweigung nachgewiesen werden soll, so definiert man sich
die nichtlineare Abbildung F(t,u) := F(A(t),u + u(t)) und betrachtet dort entsprechende Bifur-
kation von der trivialen Losung.

Bei nichtreguliren, differenzierbaren Kurven verschwinden die Ableitungen in 0, was ein
Zuriicklaufen unter der Voraussetzung der Analytizitit iberhaupt erst ermoglicht. Das hat zur
Folge, dass die gemischte Ableitung 8%, F in (A, uo) die Nullabbildung ist. Der lokale Verzwei-
gungssatz von Crandall-Rabinowitz ist somit nicht direkt anwendbar.

Im Folgenden werden wir den Beweis dieses lokalen Verzweigungssatzes modifizieren, um se-
kundére Verzweigungen zu beweisen. Der Beweis wird hdppchenweise geliefert und anschlieend

zusammengefiigt. Wir beginnen mit der Lyapunov-Schmidt-Reduktion (vergleiche z. B [Kie06]):

LEMMA 3.6. Es sei F': (—a,a) X X — X ein analytischer Operator in einem Hilbertraum
X. Ferner sei 0, F (Ao, up) ein selbstadjungierter Operator mit ker(0y F( Ao, ug)) = [wo]. Sei weiter
P: X — [wp] die orthogonale Projektion auf den Kern.

Dann gibt es eine Umgebung (—0 4+ Ao, 0 + Ag) X {two : t € (to —&,to + &)} x V won (Ao, uo)

mit offenen Umgebungen (—e,e) von tg := (ugp,wo)x und V von (1 — P)ug, sowie eine analytische
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Abbildung 1 : (=6 + Xo, 6 + Xo) X (to — ,t0 +€) x V — [wo]*, sodass die Gleichung F(\,u) = 0
auf (=0 4+ Ao, + Xo) X {twg : t € (tg — &,t0 + )} X V dquivalent ist zu (A, t) = (1 — P)u.

BEWEIS. Die Gleichung F(A,u) = 0 ist dquivalent zum System

PF(\ twg + z) =0,

(1 =P)F(Atwo+z) =0,
wobei z = (1 — P)u € [wo]* und t = (u,wp)x ist. Definiere dann G : (—a,a) x R x [wg]* — [wo]*
durch G(\,t,2) = (1= P)F(A, tw+ z). Dann ist G analytisch, da die Projektion P endlich dimen-
sional ist. Mittels tg = (up, wo)x und 2o := (1 — P)ug gilt G(Xo, to, 20) = 0 und 9,G (Ao, to, 20) =
(1= P)OuF (Mo, up) ist bijektiv. Nach dem Satz iiber implizit definierte Funktionen ([BT16l Theo-
rem 4.5.4]) gibt es eine offene Umgebung und eine analytische Funktion v wie behauptet. O

KOROLLAR 3.7. Fliir (\t) € (—0 4+ Ao, 0 + Xo) X (tog — &,tg + &) und u = twy + Y(A\, t) mit ¢

wie oben gelten folgende Identitdten:

a)
3t¢(>\07t0) = Oa

b)
8A¢(A’ t) = _8uF()‘7 twO + U)(Aa t))71 [(1 - P)a)\F()‘7 twO + 1/’0\’ t))] )

c)

RPN ) = —0uF (A, two + (A, 1)~ ((1 = PYINF (A, two + (A, 1)),

d)

PR = — (O.F (A, twg + 9\ )™ [(1 = PYOZLFON tu +6(1.0)
[wo + B (A1), wo + (A D]
€

0% 1) = = B F Ot + (0, 0)7 (L= PY2 (A g + (0, 0) g + Ditb(0, 1)
+ (1= P)82,F (A, twg + (A, 1)) [wo + (A 1), nb(, 1] ).
Wir bemerken an dieser Stelle, dass die Invertierbarkeit von 9, ((1 — P)F) in einer kleinen

Umgebung um (Ao, uo) erhalten bleibt. Dies ist eine Folgerung aus Lemmal3.8] Wir verstehen ferner
die Inverse DF, (\,u)~! als die Umkehrabbildung der auf [wg]* eingeschriinkten Abbildung.

Beweis. Fiir alle (A, t) € (=34 Ao, 0 + Ag) X (to — €, to + €) erhélt man aus der Definition der

Funktion ¢ in Lemma (3.6
(1= P)F(\ two + (N 1)) = 0.
Differenziert man die Gleichung nach ¢ bzw. A, so erhilt man Formeln fiir die partiellen Ableitungen
von
d
0= =P)FQ two +9(A1)) =(1 = P)OrF (A, two + 9 (A, 1))
+ OuF (X two + (X, 1)[(1 = P)Oxyp(A, )]
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Da (), t) € [wo]* fiir alle (A, ) € (=5 + Ao, d + Ao) X (to — &, 0 + €) gilt, erhilt man selbiges fiir
die Ableitungen. Daher gilt (1 — P)oxy(A,t) = dap(A, t). Folglich hat man:

DN ) = — (B F (N, twg + (A, 1) [(1 = PYONF (A, two + (A, 1))] .

Analog liefert das Ableiten nach ¢ die Identitét:

d
_£(

Man erhélt 9,1 (Ao, to) = 0, denn in diesem Fall vereinfacht man weiter

0 1— PYF(\ twy +9(\ 1) = (1 — PY3LF(X, twy + (A, £))[wo + do(\, ).

0 = 9uF (o, uo)[wo + 0:1( Ao, to)] = OuF (Ao, uo)[0sth (Ao, to)]-

Somit gilt dy1p(No,t0) € [wo] N [wo]t und folglich gilt d41p(Ao,t9) = 0. Erneutes Ableiten der
Gleichung fiihrt auf die folgenden Gleichungen:
42
T ax?
=(1-P) (3/2\/\F()\, two + V(N 1)) + 202, F(\, twg + (1)) [0z (N, 1)]
+ 0uF (X, two + (A1) [ (A, 1)]

+ 02, F (At + B D)0 (A, 1), 0 (A, 1)]).

0 (1= P)F (X twy + ¥(A, 1))

Wie oben kénnen wir umformen:
RAeN1) = = BuF (A twy + (0, 1) (1= PYOF O\ o + B (A 1))
+ 202, F(X, two + (A, 1) [0ap (A, 1)]
+ 02,5 (0 two + DA )[ri (0, 1), nb (A 1)]))
= — 0uF (A two 4+ ¥(A, 1)) 7 (1 = P)RAF (A, two + (A, 1))).

Analog erhilt man fiir die iibrigen zweiten Ableitungen:
2

drdt
~(1-P) (aqu(A7 two + (N, £)[wo + b(\, )]

+ 0uP (Ot + B\, 6)[03 (A, )
+ 02, tuwo + YO\ ) + (X, 1), Oav(\, 1))

0=(1-P) F(X\ two + (A 1))

Dies ist wiederum dquivalent zu:
X W\ t) = — 0 F (N two + (N, 1)t
(1= PY(@R L F O\ tug + (A 1)) + Do (A, )]
+ 02, F (Nt + (0, 1) [wo + (A, 1), dxir (A, 1)) ),
sowie
2

(1= P)=5F(\ two +¥(A 1))

=((1 = P)(82,F O\, two + ¥ (A )[wo + 9o (A, 8), wo + Butb(A, )

0
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+0uF (N tg + 9\, )[RV 1)]) )
Dies ist dquivalent zu:
OFb (A1) = — (QuF (A two + (A, 1)) !
((1 — P) (83uF(/\, two + (A, £)[wo + b\, £), wo + Db (A, t)])) :
O

Mit Hilfe der Lyapunov-Schmidt-Reduktion aus Lemma haben wir die unendlichdimensio-
nale Gleichung in ein System zweier Gleichungen umgeschrieben. Dabei ist lokal um den degene-
rierten Punkt lediglich das eindimensionale Problem zu l16sen, das heifit der Anteil im Eigenraum
der linearisierten Gleichung. Der Anteil in dessen Komplement folgt mit dem Satz iiber implizit

definierte Funktionen. Wir schreiben nun
d) : (>‘0 - 5, )\O + 5) X (tO - 5at0 + 6) — ]Ra ¢()‘at) = <F(>‘atw0 + ’l/)()\,t)), w0>L2(RN)7

wobei die Variable ¢ als ¢ := (u, wy) verstanden werde. & kann dabei beliebig grofi gewihlt werden,
sofern die Linearisierung 9;¢ (A, t) fiir (A, t) € (=04 X, + Xo) X (to — &, to +) \ {(Xo, t0) } bijektiv
ist. Da ferner die Abbildung ¢ stetig ist, ist in diesem Fall ein Blowup von u &quivalent zum
Blowup von ¢.

Wir untersuchen nun das Verhalten der Losungsmenge der reduzierten Gleichung in einer
Umgebung dieses degenerierten Punktes. Dabei geben wir erst ein Kriterium fiir die Existenz ver-
schiedener Folge von Losungen, die gegen den degenerierten Punkt konvergieren, falls die Funktion
zweimal stetig differenzierbar ist. Anschlieflend beweisen wir, dass falls die Funktion sogar analy-

tisch ist, diese Folgenglieder tatséichlich bis auf endlich viele auf Zweigen liegen.

LEMMA 3.8. Es sei ¢ : (Ao — 0, 0 +0) X (tg — &,t0 + &) = R zweimal stetig differenzierbar,
(Mo, to) sei eine degenerierte Losung mit ¢' (Ao, to) = 0 und ¢dr.(Xo,to) sei indefinit. Dann gibt es
zwei Graden S1 und Ss gegeben durch

Sk = {(No, to) + aw” : a € R} k=12
fiir zwei Punkte w',w? € R? und in jeder der Zusammenhangskomponenten von
(Mo — 0, M +0) X (to—e&,to+e)\ (S1US)
gibt es mindestens eine Folge von Lisungen (A, t,), mit
(An,tn) £ (Mo, to) und (An,tn) = (o, to) fiir n — oc.
Insbesondere gilt fiir mindestens eine dieser Folgen: A\, > Ag fiir alle n € N.

BEWEIS. Die Indefinitheit der Hessematrix ist &quivalent dazu, dass diese einen postiven Ei-
genwert p+ > 0 und einen negativen Eigenwert u~ < 0 hat. Die zugehérigen Eigenvektoren seien
mit wt bzw. w™ bezeichnet. Nach Einschrinkung auf eine méglicherweise kleinere Umgebung von

(Mo, to) konnen wir abschétzen:

+

¢(()‘07t0)+5'w+) Z 327

|3 of®

d((No,to) +s-w™) < 57
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fiir alle s hinreichend klein. Wir setzen daher

S = {(Ao,to) +aw+ RS R},
Sy = {()\o,to) +aw I «ac€ R}

Definiere nun Polarkoordinaten durch R - cos(p) = Ao + A, R -sin(p)) = to + t, sowie Winkel pF
durch R(cos(p®),sin(p®)) = (Mo, to) +w™. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei 0 < ¢+ < 7
gewdhlt. Dann erhélt man fiir jedes hinreichend kleine R > 0, dass die Abbildung

7 @ f((Mo, to) + R(cos(p),sin(y)))

zweimal stetig differenzierbar ist. Nach dem Zwischenwertsatz (beachte 7(p™"), 7(¢™ + 7) > 0
und 7(p7),7(¢” +m) < 0). gibt es Winkel fly 5, mit off € (¢7,07), ff € (¢7, 0" +7),
ol e (pt+m e~ +m) und pff € (¢~ +m, 1), falls o+ > = (sonst mit vertauschten Rollen von
"+ und "—". und 7(pfy 5 4) = 0. Eine Wahl der Folge (An,tn) := ((Ao,t0) + %(cos(gp,é), sin(gpj))

liefert fiir jedes k = 1,2, 3,4 eine entsprechende Folge von Lésungen. O

Im folgenden Lemma wollen wir beweisen, dass die Folgen von Losungen, deren Existenz
wir aus dem letzten Lemma ziehen, auch tatsichlich auf Zweigen liegen, sofern ¢ analytisch ist.
Dariiber hinaus charakterisiert dieses Resultat die Struktur der Nullstellenmenge von analytischen
Funktionen lokal um einen (isolierten) einfach degenerierten Punkt als Knotenpunkt (das heift
gemeinsamen Punkt) endlich vieler maximal fortgesetzter Graphen analytischer Funktionen. Unter
einem Graphen verstehen wir wie {iblich die Menge graph(g) := {(X,g(\)) : A € I'}. Der Graph

heifit maximal fortgesetzt, falls I := (a,b) in folgendem Sinn maximal gewé#hlt ist: Falls
Cﬂ()\o —(5,)\0+(5) X (t() —E,t0+€)

die Zusammenhangskomponente von Lisungen ist, welche graph(g) enthilt, und eine weitere Funk-
tion §: I — (to —e,to + €) existiert mit I N1 # @ und graph(§) C C, dann folgt I C I und

g7 = g|;. Fir maximal fortgesetzte Graphen haben wir folgende Alternative:

PROPOSITION 3.9. Es sei ¢ : (Ag — 0, Mg + 9) X (tg — &,t9 + &) — R analytisch, und 0:¢ sei
invertierbar auf (Ao — 0, Ao +6) X (to —&,to + ) \ {(No,t0)}. Es sei weiter

graph(g) C {(\,t) € (Ao — 9,0 +9) x (to —e,t0 +¢) : p(A,t) =0}

ein mazximal fortgesetzter Graph einer analytischen Funktion. Dann gilt eine der beiden Alterna-

tiven:
a) (Mo, to) ist Haufungspunkt von graph(g) und es existiert ein
()\*,t*) € 8((>\0 — 0, 0+ 5) X (to —&,to + 8)) R

sodass (N*,t*) Hdufungspunkt von graph(g) ist.
b) Es gibt (A} 2,11 2) € 0 ((Ao — 9, X0 +8) X (to — €,t0 +€)) mit \] # A5, welche Héufungs-
punkte von graph(g) sind.

BEWEIS. Wir nehmen nun an, keine der beiden Alternativen trafe zu. Da g(I) = g((a,b)) C
(to — €, tp + €) beschriinkt ist, hat die Folge {g(A,)}nen eine konvergente Teilfolge fiir jede Folge
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{An}nen mit A\, — a fiir n — oo, deren Grenzwert wir mit

c:= lim g(A\,)

n—oo
bezeichnen wollen. Angenommen (a, c) € (Ag—0, Ao+0) X (to —&,t0+€)\ {(No,t0)}, so ist Irp(a, c)
invertierbar, ¢(a,¢) = 0 und der Satz iiber implizit definierte Funktionen liefert eine Umgebung J
von a und V von ¢ sowie eine Funktion g : J — V, sodass alle Losungen von ¢(\,t) =0in J x V
genau von der Form (A, g(\)) sind. Insbesondere folgt, dass graph(g|;ns) auch von dieser Form
ist und damit graph(g|rns) = graph(g|rns) gilt. Somit haben wir eine Fortsetzung gefunden, was
der Maximalitdt von I widerspricht. Gleiches gilt fiir die Behandlung von b, wobei wegen a < b

entweder a # Ay oder b # )y gelten muss. O

LEMMA 3.10. Es sei ¢ : (Mg — 0, 0 + 9) X (to — &,t0 + €) — R analytisch, und 0;¢ sei
invertierbar auf (Ao — 0, A\g+0) X (to—¢&,to+¢) \ {(No,t0)}. Sei weiter {(An,tn)}nen eine Folge mit
O(An,tn) =0, und (A\n,tn) — (Mo, to) fiir n — oco. Dann gibt es endlich viele mazimal fortgesetzte

Graphen {B;}]Ly mit ¢(B;) =0 und (A, t,) € U By fir fast alle n € N. Insbesondere existiert
j=1
(mindestens ein) jo € {1,...,m} mit (Ao, o) € Bj,.

BEWEIS. Aus [3.9] erhalten wir, dass jedes der Folgenglieder auf einem maximal fortgesetzten
Graphen liegt. Angenommen, es gebe unendlich viele. Dann haben diese Graphen paarweise keine

gemeinsamen Punkte in
(/\0 — 9, A0 + (5) X (to —&,tg+ 6) \ {()\o,to)},

da die lokale Invertierbarkeit von 0;¢ und der Satz iiber implizit definierte Funktionen dies ver-

bietet. Dariiber hinaus hat jeder dieser Graphen einen Hiufungspunkt am Rand
O((Mo— 9, M0 +0) x (to —e,to+¢)) .
Wahlt man Ry > 0 mit
Bp, (Ao, t0) € (Ao — 8, X0 +9) X (to — &,t0 + &),
so gilt fur jedes R € (0, Ry): (An, tn) € Bg(0) fiir fast alle n € N. Zu jedem dieser n betrachtet man
die stetige Funktion I — R, A — [(A,g(A)) — (Ao, to)] mit T = (A, b), falls A, > Ao, I = (a, \n),
falls A,, < Ap. Nach dem Zwischenwertsatz gibt es einen Punkt (A*, g(A\*)) mit
[(A%9(A7)) = (o, to)| = R.
Gibt es unendlich viele verschiedene maximal fortgesetzte Graphen, so hat die analytische Funktion
[-m,m) = R, ¢ = ¢(Ao + Rcos(p), Ao + Rsin(y))

unendlich viele Nullstellen und ist somit konstant 0. Da R € (0, Ry) fiir ein Ry > 0 beliebig
war, folgt, dass ¢ auf einer Umgebung von (Ao, tp) konstant 0 ist und aufgrund der Analytizitit

identisch verschwinden muss, ein Widerspruch zur Invertierbarkeit von 0;¢ auf

()\0 — 8,0 + 5) X (t() —&,19 + 5) \ {()\o,to)}.






KAPITEL 4

Gewichtete Radume und Spektraltheorie

1. Charakterisierung von gewichteten Ridumen

In diesem Abschnitt soll es um die Definition und die Untersuchung gewichteter Lebesgue-

und Sobolevridume gehen. Als Gewicht wéhlen wir eine geglidttete Version von Monomen, die wir

(x) == /1+|z|? (x € RY)

schreiben wollen. AnschlieBend werden die Protagonisten dieses Kapitels wie folgt definiert:

verkiirzt durch

DEFINITION 4.1. Zu s € R definiert man
LPARY) = {u e LP(RN) ¢ (2)*/Pu € LP(RV)),
und entsprechend
H*>*(RY) := {u € H*RY): u,|Vu|,Au € L**(RM)}.

Die Norm ist gegeben durch
ey 1= [l o)
RN

sowie entsprechend

N N
||UH§12,5(]RN) = HUH%lS(RN) + Z ||8ku||2L2,s(]RN) + Z HalakuH%zs(RN)
k=1 k=1

Die Vollstéindigkeit von L%*(RY) folgt aus der Isometrie zu L2(R") unter der Multiplikations-
abbildung mit (z)*/2. Fiir den gewichteten Sobolevraum werden wir zeigen, dass —Au € L?*(RN)
hinreichend fiir die Existenz der Normen der gemischten Ableitungen ist.

Eine gewichteten Variante der Sobolevriume WP (RN) fiir p # 2 tritt in dieser Arbeit nicht
auf. Der Leser beachte die Abgrenzung des gewichteten Raums H?*(RY) zum Sobolevraum der
p-ten Potenz und k-ten Ordnung, W*»(RY) aus dem ersten Teil der Arbeit.

Die Verwendung gewichteter Rdume wird durch die fehlende Kompaktheit der Sobolev’schen
Einbettungen motiviert. Jene ist nur gegeben, wenn das Gebiet, auf welchem die Gleichung unter-
sucht wird, beschréankt ist. In diesem Rahmen sind auch die superlinearen, subkritischen Abbildun-
gen, welche hier durch die Funktion g modelliert wird, kompakt. Obgleich man die Kompaktheit
dieser Abbildung in L?(RY) verliert, so sorgt die Superlinearitéit von g fiir dessen Erhalt als
Abbildung zwischen gewichteten Rdumen sofern s > 0 gilt.

Betrachtet man ferner die Gleichung als Gleichung in L?*(RY) und Parameter X in der
spektralen Liicke der Linearisierung, so verliert man keine Lésungen im Vergleich zur Analyse in
L?(RY), sofern man o = 3 = 0 in der Voraussetzung der Nichtlinearitit fordert. Die Forderung an

die Losung, im gewichteten Raum zu liegen, bildet keine zuitzliche Einschrinkung. Ist u € H?(RY)
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eine Losung der nichtlinearen Gleichung, so ist u im Kern des linearen Operators —A + V — X
in L2(RY) mit Definitionsbereich H?(R¥). Dies liisst den ersten Teil dieser Arbeit Anwendung
finden. Dabei ist V definiert durch V=V — j(z,u) und §: RN x R — R definiert durch

9(3:"1) v 7& 0’
0 v=0.

(35) 3(w,v) =

V erfiillt Voraussetzung wie man unter Verwendung der Voraussetzung |(G2)| und [(G3)|
wie folgt sieht. Es sei u € H?(RY) eine Losung von . Wir zeigen, dass zu jedem € > 0 eine
Konstante C/(¢g) existiert, sodass die Abschitzung

/ G(w,u)v? de < 6||vv||%2(RN) + C’(s)/ v? dx (v e H'(RY))
RN RN

gilt. Zusammen mit der Tatsache, dass V' der Voraussetzung [(V1)|geniigt erhédlt man, dass auch
V dieser Voraussetzung geniigt. Tatséchlich gilt:

/ 1§ (z,u)| v? dz :/ M’UQ dx
RN

{ut0} U

gc/ <x>a|u|60v2dx+/ (x)PlulPo~ 1% dz | .
ul<1 ul>1

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir nun an, dass €y < pg — 1 gilt, andernfalls kann

man |ul® < |u[Po~! fiir |u| < 1 abschitzen und mit einem Integral weiterarbeiten. Zusitzlich
setzen wir N > 4 voraus. Der Fall N < 3 folgt durch Herausziehen der Supremumsnorm, falls

« = = 0. Somit erhélt man:
/ 3z w)|? dx <C / () [l + {2)uPo 1) da
RN RN

2 e 2
SC” <:E> co UHL02(50+1)(]RN) ||UHL4(:OQJ21) (BN

B
— po—1 2
+ C|[{z) o 1u||L2pO(RN)HUHLp?£1 )

-1
SCIIUII’}}’z,s(Rw)||v||2L4<so++21> - + C”“Hi{%s(ml\')||U||2Lp4p+01 )
€0 0

Man beachte, dass % < piﬂol < % gelten. Ist &« = = 0, so kann man die gewichtete Sobo-
levnorm durch die ungewichtete ersetzen. In diesem Fall folgt die Behauptung durch Interpolation
und Sobolevscher Ungleichung.

Im Fall polynomiell steigender Nichtlinearitéiten (das heifit « oder 8 ist grofler 0) ist es ohnehin
sinnvoll zu fordern, dass die Losungen dieses Wachstum durch Abklingverhalten kompensieren.
Die Gleichung wird dem entsprechend im gewichteten Raum H?'*(RY) betrachtet. Hat man eine
Losung in diesem Raum gefunden, liefert die Rechnung sogar exponentiellen Abfall. Dass u €
H?(RY) gilt, ist im Fall polynomiell wachsender Nichtlinearitiiten dariir nicht hinreichend.

Untersucht man Losungen der nichtlinearen Schrodingergleichung, so hat man a priori be-
reits Informationen iiber das Abklingverhalten der Losungen im Falle ihrer Existenz. Dennoch
konnen wir diese Information iiber das Abklingverhalten nicht in vollem Umfang nutzen und ex-
ponentiell gewichtete Rdume betrachten. Wir rechtfertigen diese Vorgehensweise in zwei Schritten.

Zunichst wird im Teil [[] die Abklingrate in Abhéngigkeit vom Abstand des essentiellen Spektrum
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eines linearen Operators beschrinkt. Legt man ein exponentiell steigendes Gewicht zu Grunde,
so geniigen jene Losungen zu Spektralparametern nahe des Randes des essentiellen Spektrums
einer schwicheren Abklingbedingung, als es das Gewicht fiir die Zugehorigkeit zum Raum fordert.
In Folge dessen werden derartige Losungen nicht erfasst. Die Verwendung von polynomiell wach-
senden Gewichten erhélt in diesem Sinne die Hoffnung, sdmtliche Losungen, die auf einem Zweig
vermutet werden, durch Losung des Problems in einem gemeinsamen Raum zu detektieren. Ein
weiteres Problem bei der Betrachtung exponentiell gewichteter Rdume tritt bei der Untersuchung
der Resolventenoperatoren auf. Polynomielle Gewichte verlieren beim Ableiten eine Potenz. Dies
legt Induktionsbeweise nahe, um die zu beweisenden Eigenschaften auf den ungewichteten Fall zu
reduzieren. Dies leisten exponentielle Gewichte nicht.

Resultierend aus Teil gilt (z)*/%u € H2(RV) fiir alle s € R fiir jede Losung u der Gleichung.

Dies ist dquivalent, dazu, dass u € H>*(RY) gilt, wie wir im folgenden Lemma beweisen wollen.

LEMMA 4.2. Es gilt

we H*RY) &  (2)ue H*R").

BEWEIS. Zuniichst berechnet man die folgenden Ableitungsterme von (x)*/2. Fiir alle z € R
gilt:

(36) A ((@)72)| =

Sei u € H?*(RN), so gilt (z)*/?u € L*(RY). Ferner folgt mit

V()" Pu)l < () F o+ (2)*2|Vul,

i
2
dass auch V ((z)*/?u) € L*(RY) liegt. Die L*(RV)-Norm des Gradienten kann mittels der Un-
gleichung (a + b)? < 2(a? + b%), (a,b > 0) nach oben durch L*(R")-Normen der Summanden der

rechten Seite abgeschétzt werden. Ebenfalls erhédlt man mittels

A0l <55 (V4 [ =2]) @2
+ 2 (@) 5LVl + ()*/2|Aul,

dass auch A ((z)*/?u) € L*(RY) liegt. Folglich gilt (z)*/?u € H*(RY).
Gilt andererseits (z)%/2u € H?(RN), so ist u € L**(RY) per Definition. Weiter gilt mit

(@)*2|Vu| <[V ((2)*?u)] + g(@g_l\uh
dass auch (z)*/2|Vu| € L?>*(RY) gilt. Des Weiteren sieht man durch
> —2]) @3l
+2@)571 V] + A=) )],
dass (z)%/?Au € L*(RV) gilt. O

s/2 <B
()2 A <5 (N +
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Eine weitere wichtige Eigenschaft fiir die Charakterisierung der Sobolevrdume im Zusammen-
hang mit dem Laplaceoperator ist das Hinreichen von —Awu, u € L2(RY) dafiir dass u € H2(RY)
gilt. Somit braucht man keine gemischten zweiten Ableitungen zu untersuchen, um die Zugehorig-
keit zum Sobolevraum zu beweisen, sondern lediglich Eigenschaften des Bildes des Operators
zu kennen. Am einfachsten sieht man dies unter Verwendung der Fouriertransformation, da Ab-
leitungsoperatoren sich nach dem Vertauschen mit dem Transformationsoperator wie Multipli-
kationsoperatoren mit Polynomen verhalten. Auf diese Weise kann man Sobolevrdume dadurch
charakterisieren, dass Thre Elemente unter der Fouriertransformation in einem entsprechenden
polynomiell gewichteten Lebesgueraum liegen. Da sich Polynome nach oben durch eine Summe
derjenigen Monome mit der kleinsten und groBten Potenz abschétzen lassen, kann dies wiederum
im Urbild zur Zugehorigkeit der hochsten und niedrigsten Ableitung im Lebesgueraum zuriick
iibersetzt werden.

In beschrankten Gebieten hat man die Fouriertransformation nicht mehr mit allen guten
Eigenschaften zur Verfiigung, und muss auf alternative Techniken zuriickgreifen (vgl. [LUGS]).
Diese basieren mafigeblich auf dem Gauf’schen Integralsatz und kommen bei der Untersuchung
gewichteter Rdume auch zum Einsatz. Bis auf technische Zusatzterme, welcher der Ableitung von
Produkten geschuldet sind, erhiilt man nun fiir den H?*(RY)-Raum die selbe Charakterisierung

iiber das Bild des Laplaceoperators.
PROPOSITION 4.3. Fiir jedes s > 0 existiert ein Cs > 0, sodass die folgende Abschdtzung gilt:
[ugall 2o @ny < Cs(lAul p2o@ny + ull2e@yy)  (uwe H>*(RY)).
Der Fall s = 0 ist weniger aufwendig. Fiir Sobevriume auf dem Ganzraum folgt aus Au €

L?(RY) bereits, dass alle (gemischten) zweiten Ableitungen in L?(R”) liegen. Man erhiilt Letzteres

mit der Fourier-Charakterisierung und dem Satz von Plancherel:

2

D)2 do — PIPTE 1o poy.
[ o= [ lega@racs [ L+ o)

< [ EPIAR dE = [ ulqem

Fiir s > 0 wird es etwas aufwendiger.

BEWEIS. Es sei ¢ € C°(RY) beliebig und R > 0 derart, dass supp (¢) C Bg(0) gilt. Dann

erhalt man:

(37) (620l vy = 1861y = [ (V600 = T6- 20) - V{o)* d,
Br(0)

denn es gilt:

||A¢||i2ys(RN) = / (Ap)*(z)® dx

Br(0)

=/ V(V¢~A¢-<x>s)dx—/ Vo V(AG- (2)) da
BRr(0)

Br(0)

=/ V<V¢~A¢-<x>8>dx—/ Vo (VAG)- (z)° du
Br(0)

Br(0)
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f/ V6 Ad-V((x)*) de
Br(0)

N
— V(Vo-Ad- (V) dr — O - OxAG | - (x)°d
/BR(O) (Vo A¢-(z)")dz /BR(O) (kz_l @ - Ok ¢> (x)° d

f/ V6 Ad-V((x)*) de
Br(0)

N
= V(Vo- Ao - Ndx — \V4 oo -VOrLo - S d
/BR(O) (Vé-Ad- (2)°) da /BR(O) <k§_j 6 - Vo <x>> .

N
—/ Vo - V(z)® Apdr + > ke V(0ko - (2)°) da
Br(0) Br(0) .1
N X
= V(Vd-Ad- (2)*)dr — oo - (VO s.2q
/BR(O) (Vo A+ (2)°) du /aBR(OE 6 (VoR0)(a)" - = do
Br(0) Br(0)
:/ VoA — V- byl -%(w)sda
dBR(0)

Br(0)

Da ¢ nach Voraussetzung einen kompakten Triger innerhalb der Kugel hat, verschwindet das
Randintegral. Weiter gilt.

19aall7z.c@ry SCIVOllLze-1(ny - (Idsallrzs-1@y) + 1Al L2o-1 @) + [AD] 2.0 @)

<Ol Zaro- s oy | AN oo gy (ol -1y + 1Al o1 vy
+ HA¢H%%(RN)
Z Ol o) 1A s + (el oy + 1A )
+ HAQSH%M(RN)
cna||¢||iz,5_1(RN) + %Hmuiz,s_lm) + %(II%IIiz,s—l(RN) +1AG]Z 2.0 )
+ 1 AGNZ 2,1 @y

ey C c

<Ona|dl|7z. @y + (1 t ™t 277) [ABII7 2.0 vy + %H%zﬂizs(my

fiir beliebige 1, @ > 0, wobei in der letzten Zeile die Monotonie der L?*(R™)-Normen in s ausge-

nutzt wird. Wihlt man n > £, so folgt die gewiinschte Abschitzung. O
)

Als néichstes weisen wir die Kompaktheit der Nichtlinearitéit als Abbildung zwischen geeignet

gewéhlten Rdumen nach:

LEMMA 4.4. Es sei s > 0 gegeben und g erfille Voraussetzungen (G4). Dann ist die
Abbildung

HZ’S(RN) - Lz’s(RN)a u g(au)

kompakt.



78 4. GEWICHTETE RAUME UND SPEKTRALTHEORIE

BEWEIS. Es sei (u,)nen eine schwach gegen u € H?*(RY) konvergente Folge in H%*(RY).
Dann ist (uy,)nen beschrinkt. Man erhilt fiir jedes R > 0:

lotan) =g ) oy = [ lalun) = gl Pla)dat [ glaun) = gl la)” da.
Br(0) RN¥\Br(0)

=1 =11

Nun gilt:
ngz/ (g, wn)[? + lg(z, w)|?) () da
RN\ B (0)

<C <x>2a+8|u|2(1+50) de +C <x>2a+s|un|2(1+50) da
RN\BR(O)O{USO} RN\BR(O)ﬁ{u,,LSO}

+C <x>2ﬁ+5\u|2p° dx +C (x>2ﬁ+s|un\2p0 dx
BN\ Br(0)n{u>0} BN\ Br(0)n{un >0}

=C <.T>2a+s_(1+80)s<<l'>s/2|u|)2(1+50)dx
RN\ B(0)n{u<0}

+C <x>2a+s—(1+so)s(<x>s/2|un|)2(1+50) dx
RN\BR(0)N{un <0}

+c/’ (2255205 ()52 ]P0
RN\ Br(0)n{u>0}

+C <x>2B+3_p°s(<x>s/2|un|)2p° dr
RN\Bgr(0)N{u, >0}

< max{(l =+ R2) (28+s—pos) (1 + RQ)%(Qafaos)}
° 5 201 s s 2(1
& (1K) 202y + 120l 5228) ) P By + 1) 255200

Dies geht gemiB [(G2)| und [(G3)| fiir R — oo gegen 0 und dies gleichméBig in n. Die Vorausset-

zungen gingen auch bei der Anwendung des Sobolev’schen Einbettungssatzes ein. Fiir den zweiten

Teil erhélt man mit Jensen’s Ungleichung:

= . uy) — g(z, )| (x) dx 2\5/2 o) — oz )2 da
r= [ o) = ey e < 0 B [ o) - st

r(0)
=(1+R2)S/2/
Br(0)

<(1+ RQ)S/Q/B 0)/ 1(0u9)(x, sun + (1 — 8)u)[un, — u]|* dsda

2

1
d
1—
/ 79 g(xz, sup + (1 — s)u)ds| dx

1
<1+ R2)S/2/ / ()2 |5y + (1 — 8)u)[*®|u, — u|* ds dx
Br(0)

<(1+ RQ)S/””/ (Jttn] + [u])?% [y, — uf? d
Br(0)

<HWWMWWWM%LWm%uM%%%U

Der hintere Faktor geht gegen 0 fiir n — oo, da die Einbettung von H?(Bg(0)) — H?(Br(0))
kompakt ist fiir jedes R > 0.
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Sei nun € > 0 vorgegeben. Wihle zunéchst R > 0 so groB, dass I1 < § gilt. Wihle anschliefend
ng € N so grof3, dass fiir alle n > ng gilt: 11 < §. Dann folgt fiir diese n > ny:

Hg(m,un) - g(xﬂu)H%Q,s(RN) < E.

O

Der Beweis des Lemmas baut im Wesentlichen darauf auf, dass der Sobolev’sche Einbettungs-
satz fiir die Funktion multipliziert mit dem Gewicht angewandt werden kann und dadurch dessen
Wachstum abgeschwicht wird. Zusétzlich wird benétigt, dass die Ableitung des Gewichtes durch
ein Vielfaches des Gewichts selbst beschrinkt werden kann. Insofern kann man das Resultat auch

fiir zum Beispiel exponentiell wachsende Gewichte verallgemeinern.

2. Resolventenabschitzungen in gewichteten Riumen

Bei der Untersuchung von Bifurkationsphénomenen tritt als notwendige Voraussetzung fiir die
Entstehung eines lokalen Zweiges aus der trivialen Losung die Nichtinvertierbarkeit der Linearisie-
rung des nichtlinearen Operators in den Fokus. Wir wollen nun die spektraltheoretischen Eigen-
schaften des durch die Wirkung des linearen Schrédingeroperators definierten Differentialausdrucks
untersuchen, sofern wir das Regime der klassischen Lebesgueriume verlassen und auf gewichtete
iibergehen. Als ersten grofien Verlust ist die fehlende Symmetrie zu bedauern. Ein Gewicht verur-
sacht bei der partiellen Integration nichtsymmetrische Zusatzterme. Dem entgegensetzen kénnen
wir jedoch die Vergleichbarkeit zu dem wohl bekannten Operator auf dem ungewichteten Raum,
dessen Eigenschaften hier von Nutzen sind. Die bereits erwdhnten Eigenfunktionen sind exponen-
tiell abklingend und werden daher als Elemente der gewichteten Raume die Invertierbarkeit des um
den entsprechenden Spektralparameter verschobenen Operators verderben. Das Punktspektrum
des Operators auf dem gewichteten Raum beinhaltet insofern das Punktspektrum des Operators
im ungewichteten. Dariiber hinaus kénnen wir keine Aussagen iiber das Verhalten des essentiellen
Spektrums treffen, wenn wir negative s zulassen. Zum Beispiel kénnen im Eindimensionalen bei
periodischen Potentialen die Elemente des essentiellen Spektrums durch Blochwellen charakteri-
siert werden. Diese sind beschréinkt, und fiir s < —1 liegen sie in L?*(R). Dadurch werden die
Blochwellen zu Eigenfunktionen und die zugehérigen Elemente des Spektrums zu (eingebetteten
Eigewerten). In diesem Abschnitt setzen wir daher global s > 0 voraus.

Zunéchst wollen wir die fraglichen Operatoren definieren. Es sei
T,: L**RY) o H**(RY) — L**(RN), Tou := (~A + V)u.
PROPOSITION 4.5. T ist abgeschlossen.

BEWEIS. Es sei {u,}neny C H**(RY) derart, dass u, — u in L?*(RY) und Tyu,, — v in
L?3(RY) gilt. Dann gilt wegen Vu,, — Vu in L?*(RY) auch Au, — —v + Vu in L?3RY).
Folglich konvergiert u,, geméfl Proposition auch in H%*(R™) und daher zwingend auch gegen
u. Daraus folgt u € H**(RY) = D(Ts) und Tsu = v. O

Wir wollen nun eine (kompakte) Stérung W des Operators T definieren, welcher die Eigen-
werte aus der Liicke des essentiellen Spektrums entfernt und gleichzeitig (durch ihre Kompaktheit)

das essentielle Spektrum nicht verédndert. Wie eingangs erwihnt stimmen die Eigenwerte in (—a, a)
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und die zugehorigen Eigenfunktionen von 7' und T iiberein. Diese seien mit \; < ... < A, be-
zeichnet, wobei ein Eigenwert der Vielfachheit mg auch mgp-mal gezdhlt wird. Im ungewichteten

Fall wiirde eine mogliche Stérung Wy durch

m
Wo : L*(RY) — LX(RN), Wou = 2a ) (u, ) g2 v ythn
n=1

realisiert. Dabei ist 2a die Breite der Liicke im essentiellen Spektrum und ), seien die normierten,
paarweise orthogonalen Eigenfunktionen zu A, zu jedem n = 1,...,m. Dies fungiert als spektraler
Shift der Eigenrdume, auf welche die einzelnen Summanden projizieren. Entsprechend sind die
Eigenwerte des gestorten Operators T+ Wy in L?(R™) um 2a ins essentielle Spektrum oder in eine
weitere Liicke verschoben. Der Operator Wy ist kompakt, da sein Bild als Linearkombination der
Eigenfunktionen endlichdimensional ist, und kann daher auf dem ganzen Raum definiert werden.

Eine leichte Modifikation der selbigen Konstruktion verspricht den gleichen Effekt im gewich-
teten Fall. Die Weite des spektralen Shifts wird durch die Konstante

m m
M :=a (Z %n | 2.s @) |1¥n | L2 - (my + 1) + Al (Z 1Unll 2.s @ny 19l L2~ mrvy — 1)

n=1 n=1

ersetzt, wohingegen der Storoperator Wy gegeben ist durch

W, LZ’S(RN) — LQ’S(RN)7 Wiu := M Z<uawn>L2(RN)¢n;
n=1
Verwendet man die Holderungleichung Hz/JnHiz(RN) < Ynllp2s @™y |1¥nll L2~ ), so erhilt

man
(38) M, > (m+ 1)a.

Dariiber hinaus kann die Konstante My (lokal) unabhiingig von s gewéihlt werden, sofern man
s < sp fiir ein sg € (0,00) einschrénkt. Das heifit, zu jedem so > 0 existiert ein M > 0 mit der
Eigenschaft M; < M fiir alle s € [0, s9]. Dazu geniigt es zu zeigen, dass fiir jede Eigenfunktion

zu einem Liickeneigenwert ein C' > 0 existiert, mit

191 L20s vy - 1] L2 vy < C (s < s0).

Da die Summe in der Definition von M endlich ist und die Eigenfunktionen unabhéngig von s sind,
liefert das die Behauptung. Da die Eigenfunktionen exponentiell abklingen, gibt es per Definition
ein E > 0, sodass e, eIV € L?(RY) gilt. Somit kann man mit der Holderungleichung

abschétzen:

191 L20s vy - 9] L25 vy < ||€E<'>1/J||%p(RN) : ||<'>S/2€_E<'>||LQ(RN)||<'>_S/2€_E<'>||LQ(RN),

N
N+1

folgt die Beschrianktheit aus der stetigen Abhéingigkeit der folgenden Integrale vom Parameter s

wobei p14+¢~ ! =1 gilt und p < ﬁ vorausgesetzt werden muss, woraus q > folgt. Somit

/ (x)%9/2e—aE ) d:ﬂ/ (z) 751/ 2e=9E@) g < O (s < sp).
RN RN

Zuséatzlich liegt das Bild Wu als Linearkombination aus Eigenvektoren zu Liickeneigenwerten,
welche exponentiell abfallen, in H?*(R¥) fiir alle s € R. Die Abbildung ist linear und aufgrund
der Endlichdimensionalitéit des Bildes auch kompakt. Um die lokal gleichmiflige Beschranktheit
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in s und die Inklusion des Bildes in alle polynomiell gewichteten Sobolevraume zu gewéhrleisten,

darf der Parameter s in der Definition der Stérung nicht auftauchen. Wir definieren daher

(39) W LARY) - L2RY), Wu _MZ Un) L2(&N)Yn

n=1
mit der von s unabhéngigen Konstante M und behandeln ihn situationsabhingig als Operator in
L?5(RY) fiir ein s < sq.

Als kompakte Abbildung bildet W eine T-kompakte Stérung des Operators T : L*(RY) D
D(T) — L*(RYN), u = —Au + Vu mit D(T) = H?(RY). Daraus folgt, dass T + W mit Defi-
nitionsbereich D(T + W) = D(T) in L?(RY) ein selbstadjungierter Operator ist. Des Weiteren
erhilt man nach dem Satz von Weyl [HS96], dass das essentielle Spektrum des Operators durch
die kompakte Stérung unberiihrt bleibt: Es gilt oess (T 4+ W) = 0s5(T). Weiter gilt

PROPOSITION 4.6. Es gilt (—a,a) C p(T + W).

Bewels. Fiir alle A € (—a,a) erhilt man die folgenden spektrale Abschétzungen: Fiir v €
[V :n=1,...,mt = Ut gilt:
(T + W = Nol2@ny = (T = Al 2@y = (@ = [AD[[v]lL2 @),
wohingegen fiir ¢, n =1,...,m gilt:
[(T+ W = Ntonllzeyy = [(An + M = A)ibn || L2m)
(138)

=+ M = Mlnllzz@vy = (M = a = MDlIYall 2@y S (@ = AD$nll 2.

Fiir beliebiges v € L?(RY) bedient man sich des Satzes von Pythagoras und die Zerlegung

v = Z<ann>L2(RN)¢n + <'U - Z<U7¢7L>L2(]RN)wn> .

n=1 n=1

Man erhélt:

T+ W = NollZa@ny =D T +W = No, ) 2@ |
k=1

2

(T +W - >‘) (U - Z<van>L2(RN)¢n>

n=1 L2(RN)
Z (An + 2a = X)?[(v,9n) L2 @)
SN
m 2
(T =X (U - Z<U’ ¢TL>L2(RN)wTL>
n=1 L2(RN)

>(a = AVl 22 @y

Damit ist T'+ W injektiv und wegen A ¢ o.s5(T") auch surjektiv. Die Beschrénktheit der Inversen
ist ebenfalls durch diese Abschitzung gew#hrleistet und es gilt

1T+ W =X 2@y 2@y < (a— A7
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In gewichteten Sobolev-Raumen kann fiir kleine s auf die spektralen Eigenschaften des Ope-
rators im ungewichteten Raum zuriickgegriffen werden. Mit dem Kompaktheitsresultat aus dem
Lemmaist es fiir die Kompaktheit des nichtlinearen Operators f (A, -) hinreichend zu beweisen,
dass die Abbildung

Ars = (A+V AW =N pee@ny : L2*RY) — H2(RY)

stetig ist. Dabei wird sich das maximale s, fiir das man noch Stetigkeit erwarten kann, als abhéngig
von A herausstellen. Der Beweis der Stetigkeit 1duft in mehreren Schritten. Zunéchst ist die Wohl-

definiertheit zu kliren.

LEMMA 4.7. Die Abbildung Ay s ist wohldefiniert fiir alle s > 0. Das heifit: Fir jedes u €
L%5(RN) gibt es (genau) ein w € H?*(RY), sodass

(FA+V+W -XNw=u
gilt.
Zunéchst zeigen wir induktiv, dass die Behauptung fiir alle s > 1 aus der Induktionsvoraus-
setzung fiir s — 1 folgt und zeigen anschlieflend, dass die Behauptung fiir alle s € (0,1) gilt. Die

Behauptung gilt per Definition fiir s = 0 gem#fl der Spektraltheorie selbstadjungierter Operatoren.
Damit erhélt man die Behauptung fiir alle s > 0.

BEWEIS. Angenommen die Behauptung gelte fiir s — 1. Nach der Produktregel fiir schwache
Ableitungen erhilt man fiir alle v € H2 (RV):

loc
(40) A({x)*v) = (x)*Av + 2V ((2)®) - Vv + A({x)")v.

Sei u € L?*(RY), so gilt u € L**~1(RY) und damit w := (A +V + W — \)"tu € HZ*"1(RY)
nach Induktionsvoraussetzung. Ferner folgt aufgrund der lokalen Beschréinktheit und Glattheit
von (-)*/2, dass (-)*/?w € H?,_(RY) gilt. Damit folgt nach Produktregel:

(@)%
(41) :(_A+V+W—A)—l[(—A+V+W—A)(<x>s/2w)}
=(-A+V+W =) [<x>s/2u —2V{(z)?) - Vw — A<x>8/2w] .
Aus u € L?3(RYN) erhilt man (-)*/?u € L*(RM) und damit, dass der erste Summand in der
Klammer in L?(RY) liegt. Aus der Induktionsvoraussetzung hat man w € H2*~1(RY), woraus

folgt:
Vw e L»*~H(RY)

und damit ist auch der zweite Summand in L*(RY). Beim dritten Summand argumentiert man
genauso: Aus w € H25~1(RY) folgt

Aw € L*>*~1(RY)

und damit insbesondere, dass der dritte Summand in L2(R™) liegt. Folglich ist der gesamte Term
in der eckigen Klammer ein Element aus L?(R") und das Bild unter (—A +V + W — \)~! sogar
in H2(RY). Daher ist auch die linke Seite in H?(R"), was nach Lemma [4.2] iquivalent zu

w=(~A+V+W - \N)"tuec H>*RY)
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ist.

Sei nun 0 < s < 1, dann sind die Funktionen = — V{(z)® und x — A(z)® beschrinkt. Dann
liefert Gleichung direkt (beachte (—A +V + W — X)~lu € H2(RY)), dass die linke Seite in
H?(RM) liegt. Damit gilt fiir alle s > 0:

(“A+V+W =N"tue H»*RY)  (ue L¥*RY)).
O

Anhand dieses Beweises lésst sich die Wahl von polynomiell steigenden Gewichten bestérken.
Die Abschiitzung der (partiellen) Ableitungen der Gewichte durch jene mit niedrigerer Potenz ist
in der Form bei exponentiell steigenden Gewichten nicht moglich.

Als néchstes soll die Stetigkeit von Ay s bewiesen werden. Dazu wird noch folgendes Lemma

bendtigt:
LEMMA 4.8. Fiir allev € Ut := [th, : n=1,...,m]* mit vl L2.smvy = 1 gilt:

s

Z 20, Yn) L2 @N )P — 0 (s = 0, gleichmafsig in v).

BewEIS. Nach dem Mittelwertsatz gibt es zu jedem z € RY \ {0} ein n(z) € (0, |z|?) mit

s<2

s s S s _
(x) —12(1+|33|2)2—125(14-77(33))2 Hal? < Slaf? -

S
2 (1+[z[2)2"t s>2

Daraus folgt aufgrund von (v, 9,) 2@~y = 0 fiir alle n = 1,...,m fiir s < 2 (Die Abschitzung fiir

s > 2 ist uninteressant, da der Grenzwert s — 0 betrachtet wird.):

(@)t tabingey = [ (o) 0(e)in(a) da
= [ (@) = Dole)un(e)do < J ol [0l ey = CF.
RN

Damit erhélt man unter Verwendung des Satzes des Pythagoras fiir s < 2 die Abschétzung:

m m
Z Y0, ) L2 @y ¥n =D I

L2(RN) n=1

2 52

L2(RN)| < Cm E_)O (S—)O)

M\m

(42)

LEMMA 4.9. Fir jedes A € (—a,a) und alle s > 0 ist die Abbildung
Ays: L2(RY) — H>*(RY)

stetig und linear. Ferner gibt es fir alle b < a ein s(b) € R, sodass fir alle 0 < s < s(b) ein
C = C(s,b) > 0 (unabhingig von X\) ezistiert, sodass gilt:

[Axsll<C (A€ [=b,0]).

Die Stetigkeit der Abbildung folgt direkt aus dem Satz iiber die offene Abbildung. Daraus
erhdlt man aber keine Aussagen iiber die explizite Abhingigkeit der Operatornorm von den Pa-
rametern s und A, daher wird hier eine Abschétzung per Hand gemacht. Wir wahlen dazu die
folgende Methode, welche auch bei computerunterstiitzen Methoden zur Abschétzung der Resol-

venten verwendet wird. Siehe zum Beispiel [Plu08].
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BEWEIS. Es ist zu zeigen, dass eine Konstante K > 0 derart existiert, dass
J(=A 4V W = Null oo > Kljulgogan)
gilt. Dazu werden Konstanten Ky, K1, K3 > 0 berechnet, sodass fiir alle u € H**(RY) gilt:
[(=A+V +W — Nul|2.smvy > Kollullp2.5 mny,
(43) [(=A+V +W = Nul g2 @y > K1l|Vul[p2.s @y,
[(—A+V W = Null oo = KallAu] e ).

Wie oben definiert U := [¢p, : n = 1,...,m] den Unterraum aufgespannt durch die Eigenfunk-
tionen der Liickeneigenwerte. Da U ein abgeschlossener (weil endlich dimensionaler) Untervektor-
raum ist, hat jedes v € H?(RY) eine eindeutige Darstellung der Form v = v; + vy mit v; € U
und vy € UL, Zuniichst berechnet man eine Konstante, welche die erste Ungleichung in fiir
alle vo € U™ erfiillt. Das Resultat fiir v; erhilt man entsprechend unter Beriicksichtigung des
spektralen Shifts, der durch den Operator W entsteht. Fiir alle v, € UL gilt mit Produktregel:

J(—A+V W = Mol vy = @) (—A + V = Nuallaa)
= (A +V = N((@)*/02) + 2V (@) - Tz + A ((2)°/2) wall ey
> [[(=A+V = N (@) 20 | 2w, = 20V (@)*72) - Vool paan) = 1A (@)72) vall g2y

Die Summanden der rechten Seite werden nun einzeln abgeschétzt. Als erstes werden die Abschétzun-
gen fiir die Ableitungsterme von (z)%/? aus gebraucht. Ferner benotigt man die folgende
Abschétzung, die mittels folgt:

I(=A +V = N)((2)*202) [ 2@y

ZH(—A +V - /\)(<$>S/QU2 - Z((@évm ¢n>L2(RN)1/)n) La@N)
n=1
evi
_ H(*A +V - )\) ( Zl<<.>§'02’ 7/17L>L2(]RN)¢TL) L2(®N)
>(a — A |[(@)* 20 = > (@) Foz, Yn) L2y Y
n=1 L2(RN)
- Z((l‘)%vg, ¢n>L2(]RN)()‘n - )‘)'(/}n
n=1 L2(RN)
5 5
= (a—|\)) (1 - \/Cmi) lezllzes @) = 20VCmluall 2. ).

Als néichstes muss die Norm des Gradienten || Vva||2,- g~y nach oben beschrénkt werden. Verwen-
det man die Identitét
1 1
/ vV - Vi) do =~ [ V(d)- V((2)") dzx = _7/ w2 A((z)) da,
RN 2 RN 2

so erhalt man:

||VU2||i2,s(RN) = AN VUQ . VU2<£C>8 dx
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:7/ UQV(VUQ(@S)d:c:f/ ngv2<x)sd:ﬂ+%/ vaA(x)® dx
RN RN

RN
<(vg, —Ava) 2@y + (N + |5 = 2[) 02| 72002 m)

<llvall g2 @yy (I(=A +V = Nva 2.5 =y
F (V= N[ F2. @y + 5(N + |5 = 2[)||v2]| 2.0 )

@1
S l=A+V - N)va 2.0 gy

1
+ (517 = Alusquoy + 509 +15 = 2) ) el
Wurzel ziehen liefert dann:

1
[Vl p2.s oy Sﬁ”(—A +V = Nvallpz@w)
(45)

1
+ \/2 IV = Allpee gy + M + s(N + [s = 2|)[|v2]| 2.5 ).
Mit der Abschétzung und der Produktregel erhédlt man:
[(=A+V = Avz g2 mw)
S S
5 (N + ‘5 - QD ||'U2||L2,s—4(]RN)
S S
>(a—|\|) (1 - \/Cm§> vzl vy = 2aV/CmZ sl )
s s
= > —2|) Ioall sy
s s
> (a— A - = (Ba—A)VCm + (N + (5 - 2]))) vallp2.e vy — 51|V 2oy

>|(=A+V = N () 2v2) || 2 mny — 8l| Vvl p2ie—2@ny —

(N+

- SHVUQHLZ,sfz(RN) —

Daraus folgern wir mittels :

-84V = Nnliaogen 2 (14 57) (0= =3 (B0 V@ + (v + ]2 1))

1
_5\/2 FV = Moo @ny + (N +[s = 2I)> [val[ 2.2 (),

fiir alle (A € (—a,a), v2 € UL). Zu b € (0,a) definieren wir Ko(s) durch

alo) = (14 25) (a3 (Ga @+ (v + |3 -2])

(46) :
S\/2 + ||V||LOO(RN) + b+ S(N + ‘S — 2|)) .

Dann gilt fiir alle A € [—b,b], vo € U~:
[(=A+V = Ava[p2smr) = Ko(s)|[val L2.c o).

Beachte Ky(0) = a—b > 0 und die Konstante hiingt stetig von s ab. Es sei s(b) die (erste) positive
Nullstelle von K (s) (diese existiert, da K(0) > 0 und K (s) — —oo fiir s — 00), dann ist K(s) >0
fiir alle 0 < s < s(b). Ferner hingt Ky(s) stetig von b ab. Entsprechend erhélt man fiir v; € U

unter Verwendung der Definition von M:

[(=A+V +W = Nor|| 2@
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=[(A+V =X + M Z<Ula1/}n>L2(]RN)7/}nHL2’S(RN)

n=1
m

MY S 0.t yline ey = N8+ V = orlzaeer

= M||v1][ 25 mry — || Z AUt Yn) 2@y Pn | L2 mY)

n=1

> M|vi][ 2. mny — (@ +[A]) Z [v1ll 2 @™y [190nll L2~ @3y [0l L2205 VY

> (a - ‘)")H Z<U17’(/}n>L2(]RN)¢n||L2,s(RN)

n=1

> (a = b)||v1llpz.c gy

Da diese Konstante (a — b) immer gréler ist als Ko(s), gilt [[(=A +V + W — ANvl[z2.s@yy >
Ko(s)|[v|| p2.e gy fiir alle v € L**(RY). Fiir 0 < s < s(b) kann man nun unter Kenntnis von Ko(s)
die beiden weiteren Konstanten K(s), K»(s) bestimmen. Fiir die Abschitzung von ||[Vv||pz2.: @~
erhélt man dhnlich der Abschétzung :

||VU||2L2~<(RN) <ollzzs @y ([(FA+V + W = Xvl| 2.0 g
+[(V+W = Moz @y + s(N + |5 = 2|)[[v]| 2.0 mv))
<K' (1+ (IV = Ml ey + M+ s(N +|s — 2))) Ky )
(A +V +W = No|| 72 @yy-

(47)

1
Damit kann K7 := KO\/KO + IV = Moo @yy + M +s(N +[s —2[)) . Analog erhilt man fiir

KQI
AV z2s@yy < (A +V+W = Mol zze@y) + (IV = Az @y + M)||v][ 2.0 w))
S(l + K61(||V — )\HLOO(RN) + M))”(A + V + W — )\)’U”LQ,s(RN).

Definiert man nun K := > 0, erhélt man die gewiinschte Abschitzung. Damit gilt

1 1 1
wrtetoe
Ky Ki K3

dann fiir s < s(b):

- 1

[(—A+V + W = X)) 2o @y) s e @y) < =

Da K(s) unabhingig von A folgt auch die GleichméiBigkeit. O
Wir ergénzen sofort folgendes Korollar aus der Berechnung von s(b). Ab sofort wollen wir

Sp = \/% festlegen.
KOROLLAR 4.10. Die Abbildung b — s(b) ist invertierbar, sofern s(b) < so gilt.

BEWEIS. Aus der Darstellung von Ky in erkennt man

8y Ko = <1+j§)_1 (—1+5‘/207m> >0

fiir s(b) < so. Der Satz iiber implizit definierte Funktionen liefert dann die Auflésbarkeit in jeder
Umgebung des Tupels (b, s(b)) mit s(b) < \/%, was dquivalent zur Invertierbarkeit der genannten
Abbildung ist. O



KAPITEL 5

Verzweigung von Liickeneigenwerten

In diesem Kapitel wollen wir zeigen, dass sich das Bifurkationsproblem fiir die nichtlineare
Schrodingergleichung derart umschreiben ldsst, dass man die Theorie aus dem abstrakten Bi-
furkationskapitel anwenden kann. Im ersten Teil wird die Gleichung von einem Nullstellenproblem
in ein Fixpunktproblem umgewandelt. Insbesondere wird dort gezeigt, dass der besagte Opera-
tor den Voraussetzungen des globalen Satzes [3.2] geniigt. Als erstes Ergebnis steht ein globales
Existenzresultat eines stetigen Losungszweiges ausgehend von einem Liickeneigenwert im Fokus.

In den darauffolgenden Abschnitten wird der Verlauf des selbigen untersucht. Wird im zwei-
ten Abschnitt noch die Nichtdegeneriertheit vorausgesetzt, so wollen wir diese Voraussetzung ab-
schwichen um auch Aussagen zu machen in jenen Fillen, in denen die Linearisierung in der
(nichttrivialen) Losung entlang des Zweiges ihre Bijektivitdt verliert. Dabei sind jedoch stérkere
Einschréankungen an die Nichtlinearitidt zu treffen, um die Methoden aus der analytischen Ver-

zweigungstheorie mit Satz [3.4] anwenden zu kénnen.

1. Globale Verzweigung von Liickeneigenwerten

Um die nun folgende Untersuchung zu motivieren und die Abhandlung des Vorgingerkapitels
im Nachhinein mit Sinn zu fiillen, wollen wir zunéchst die folgende formale Rechnung darlegen.
Die Umformungsschritte, derer wir uns bedienen, werden gerechtfertigt, sobald durch die Angabe
des Definitionsbereichs der Operator vollsténdig definiert ist. Es sei (A, u) eine Losung von
und W der Storoperator geméaf . Dann formen wir um:

—Au+Vu—u=g(-,u)
< —Au+Vu+Wu—du=g(,u) + Wu
su=(A+V+W-=N)"1(g(,u) + Wu).
Wir definieren also den nichtlinearen Operator f wie folgt: Zuniichst fixieren wir (aus technischen
Griinden) ein sp > 0, um wie im vorhergehenden Kapitel eine gleichmiiflige Schranke fiir M,

zu finden. Diese erlaubt die Definition des Stéroperators W. Dann ist Ay, fiir alle s < sp und
A € (—bs, bs) wohldefiniert. Wir setzen

fi(=bs,bs) % H?$(RN) = H>*(RY), f(\u) := Ay s (g u) +Wu),

wobei s und b, ersetzt werden kénnen durch b und s(b), wenn man b < a als erstes definiert und
s als zugehorigen, fiir die Konstruktion zuléssigen, Parameter versteht. Hierbei soll lediglich die
Kopplung der beiden Konstanten gem#fl der Positivitdtsbedingung von Ky bzw. Korollar
verdeutlicht werden. Wir weisen nun die benétigten Voraussetzungen fiir Theorem (3.2 nach und

formulieren anschlieend das Hauptresultat.

87
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PROPOSITION 5.1. Fiir jedes b < a gibt es ein s(b), sodass fiir alle s < s(b) die folgende
Aussage gilt: Die Abbildung f ist stetig und kompakt auf [—b,b] x H?*(RN).

BEWEIS. Es sei K € {W, (u — g(-,u))}. Betrachte eine beschrinkte Folge {(Ay,un)}52,
in [~b,b] x H**(RY). Dann ist insbesondere {\,},en beschrinkt und besitzt eine konvergente
Teilfolge. Ebenso besitzt {u, }3; eine schwach konvergente Teilfolge, da H**(RY) als Hilbertraum
reflexiv ist. Bezeichne A\ bzw. 7 diese Grenzwerte. Da K kompakt ist (siehe Lemma, konvergiert

Kuy,, — Ku. Damit und mit der Resolventenformel [MB75| Theorem VI.5 und Korollar] erhélt
man

[ Ax
SPA+V AW = An) ' Kug, — (A +V 4+ W = X) " Kuy, || g2 @)
A +V+W =N Ky, — (A +V 4+ W = X) 7 K| g2.s gy
=Xy = ANA+V AW =X H(—A+ VW = X)) Kug, || g2 vy

FI(A+V AW =) E (un,) — K@) g2 )
<C|An, = Al + ClIK (up,,) = K(@)||p2s@yy = 0 (k — 00),

Kuy, — AX,SKHHHQ,S(RN)

npk )‘S

da sowohl {u,, }52; beschrinkt, sowie die Norm der Resolventen gleichméBig in A beschrénkt
ist. ]

Die Differenzierbarkeit von f erhélt man wie folgt:

PROPOSITION 5.2. Angenommen, die Voraussetzungen |(G1)H(G4) sind erfiillt. Dann ist die
Abbildung

fi(=bs,bs) x H**(RY) = H>*(RY), (\,u) = Axs(g(a,u) + Wu).
Fréchet-differenzierbar beziiglich uw mit Ableitung O, f definiert durch
Ouf(N u)v] = Ay s(Oug(z, w)v + Wo)
BEWEIS. Es seien u,v € H%*(R"Y), dann gilt:
IF (A u+v) = f(A u) = Ax s (Oug(@, u)v + Wo)| g2.sre)
=[Axs(g(z, u+v) — g(z,u) — dug(z, wv)| 2o (m)
<Clig(z,u+v) —g(z,u) — Oug(x,u)v| L2 @n)

v(z)
=C / Oug(z,u(x) + o) do — Oyg(x, u(x))v(z)
0

L2:5(RN)
—C /@)@ ( mex  (Bug(e,u(z) +0) - Bug(a, u<m>>)
oel-[o@)]v()] L2@®N)
<C|| . max  Ougle,ul@) + o) — dugle, u(x)) o) eolpamry, =+ ===
cel—[o(@)],lv()]] Lr(RY) p g 2
<C max Oug(z,u(x) + o) — Oug(z, u(x)) ]| 2.5 mY, q< _2N
o€l=[o(o)] lo()] Lo®Y) (N —4),

Damit ist es hinreichend zu zeigen, dass gilt:

w

p
dx — 0 (||’UHH2,5(RN) — 0)

max aug(xa u(x) + U) - aug(xa u(x))
o€[—|v(@)|;|v(=)]]
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Dies zeigen wir mittels majorisierter Konvergenz. Geméfl Voraussetzung |(G4)| erhilt man fiir den
Integranden:

P

POz (|v(z u(x)])P
ae[f\ﬁgﬁy(z)n(a“g(x’U(I)+0)_8"9(157“(95))) <27C(x) P (|v(@)| + |u(z)))

<C({a) 5 (

v(@)| + [u(z)]))*

Nun ist gy gerade so gewihlt, dass gop < ﬁ gilt (sofern ¢ = ﬁ gewiithlt wird) und
somit erhélt man die Integrierbarkeit der Majorante mit dem Einbettungssatz von Sobolev fiir
H?(RN) — LP(RYN). Damit folgt die Konvergenz in und somit die Behauptung. O

Die letzte Voraussetzung in Theorem folgt, sofern A\g € (—a,a) ein (isolierter) Eigenwert
von T von ungerader algebraischer Vielfachheit ist, denn es gilt: u € ker(I — 9, f(),-)) genau
dann, wenn u = 9, f(\, u), was wiederum #quivalent dazu ist, dass —Au+ Vu — Au = 0 und u €
H?3(RYN) gilt. Da die Eigenfunktionen zu den Eigenwerte des Schrédingeroperators aber ohnehin
exponentiell abklingen, ist dies dquivalent zu —Au + Vu —Au = 0 und v € H?(RY) und damit ist
u Eigenfunktion zum Eigenwert A. Der Liickeneigenwert Ao ist nach Voraussetzung kein Element
des essentiellen Spektrums, das heifit, es existiert € > 0, sodass (Ao —&, Ao +¢) No(T) = { Ao} gilt.
Den Vorzeichenwechsel des Index von 0, F'(A,-) in Ag erhélt man im Wesentlichen als Folge dieser

spektralen Eigenschaft von 7"

PROPOSITION 5.3. Es sei § := dist(Mg, o(T) \ {No}). Es sei weiter u € R ein Eigenwert von
Ouf (A, 0) mit der Eigenschaft

) 1 )

wobei M die (Verschiebungs-)Konstante in der Definition des Storoperators W in ist. Dann
folgt

(AO—A)—<1—DM=0.

Insbesondere folgt dann 3—‘/{()\0) # 0. Dariiber hinaus stimmt der Figenraum zu p des Operators

Ouf(A,0) mit dem zu Ny des Operators T iiberein.

BEWEIS. Es sei u ein Eigenwert von 9, f (A, 0) mit den oben genannten Eigenschaften und es

sei vg # 0 ein zugehoriger, normierter Eigenvektor. Das heifit, es gilt
B f (N 0)[vo] — 1o = (=A+ V + W = N~ W] — vy = 0.

Da vy € H**(RY) c D(T) gilt fiir ein hinreichend kleines s > 0, kénnen wir dies fquivalent

umformen zu: )
(T — )\)1}0 — (,u — 1) WU() =0.

Schreibt man nun vg in der Form vy = awg + v+, wobei wy € ker(T — Ag) und v+ € ker(T — \g)*

gilt, so erhilt man die Aquivalenz der letzten Zeile zu den folgenden beiden Gleichungen:
1 —
a()\o—)\)—a<1—;)M—0

(50) (~a+V =Nt~ (1= L)Wt =0,
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Dariiber hinaus hat man die spektrale Abschitzung

1
|<(—A + V — )\)’UL,UL>L2(RN) — <1 — N) <W’UL7’UL>L2(RN)|

1) 1
> ot 2y — \1 - u' Mo e,

1) 1 N
= (2 - ’1 - ,u‘ M) [0 1172 ey -
Damit wird die zweite Gleichung von dquivalent zu v+ = 0 und somit vy = wy. Die erste

Gleichung liefert den gewiinschten Zusammenhang zwischen A und p. Ferner kénnen wir umformen:

1
(Ao — ) — (1—>M:O
W
oM
SV v
Man beachte, dass M > 2a > |\ — Ag| gilt und folglich der Nenner positiv ist. Differenzieren liefert

du M
o A=

O

Wir wollen nun die Anwendung des globalen Bifurkationssatzes auf zwei Arten formulieren.
Zunéchst schlieflen wir die Aussage fiir ein festes s € (0, sg), wohingegen wir uns im zweiten Anlauf

auf eine Aussage stiirzen, die den Parameter s mit einbezieht. Der Parameter so wurde im Korollar
_ 2 :
durch s = Tem fixiert.

THEOREM 5.4. Fs sei 0 < s < sg und A\g € (—bs,bs) ein Liickeneigenwert ungerader Viel-
fachheit von T in L*(RN). Ferner sei .#(s) die Menge der nichttrivialen H?*(RY)-Losungen der

Gleichung . Dann hat .7 (s) eine maximale abgeschlossene und zusammenhdingende Teilmenge

C,(8), fiir welche mindestens eine der folgenden Aussagen gilt:

(1) Cx,(s) ist unbeschrdnkt in (—bs,bs) x H%S(RN).

(2) Es gibt Ay € (=bs,bs) mit Ay # Ao und (A1,0) € Cy,(9).

(3) Fiir jedes A € (—bs, o] oder fiir alle X € [\o, bs) existiert ein uy € H>*(RN) derart, dass
(A ux) € Cy(s) gilt.

BEWEIS. Zu 0 < s < sg betrachte die Abbildung
[ (=bs,bs) x H**(RN) — HZS(RN), (N, u) = Ay s(g(-,u) + Wau).

Dann ist f Fréchet-differenzierbar nach Proposition [5.1] und kompakt gem&fl Proposition [5.2

Ferner wechselt der Index von Id + 3, f(),0) in \¢ das Vorzeichen, da nach Propostion [5.3] genau

_ A=A
M

gilt folglich sofern € > 0 klein genug gewiihlt ist:

der Eigenwert p = (1 )_1 in A = )¢ die 0 mit nichttrivialer Steigung kreuzt. Fiir den Index

ind 8, f(\o + ) — ind 9, f(\g — &) = (—1)™W = 1,

wobei m(u) die Vielfachheit des Eigenwerts p ist. Damit sind alle Voraussetzungen von Theorem
[3:2 erfiillt. O
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Die erste und letzte Bedingung entstammen der ersten Alternative des Satzes welche die
Konvergenz des Losungszweiges gegen den Rand 0f2 beschreibt. In der vorliegenden Situation wird
Q = (=bs,bs) x H>*(RY) gewihlt. Dabei wird auch klar, dass die Moglichkeiten, welche der Satz
bietet, nicht disjunkt sind. So kann zum Beispiel ein Blowup am Rand des Parameterbereichs
stattfinden, was zugleich die erste wie auch die letzte Aussage zutreffen lisst.

Wir ergénzen sogleich das von s abhéngige Statement, welches sich direkt aus der Version
fiir festes s ableiten ldsst. Dariiber hinaus wird verwendet, dass sich die gewichteten Réume fiir
steigende s zu einer Inklusionskette aufreihen lassen. Es gilt L%$(RN) C L2* (RN) fiir s > s’ und

selbiges ist fiir die zugehorigen Sobolevraume iibertragbar. Somit erhalten wir:

THEOREM 5.5. Es sei A\g € (—a,a) ein Liickeneigenwert ungerader Vielfachheit von T in

L*(RYN). Dann gilt fiir die zusammenhingenden und abgeschlossenen Teilmengen Cy(s) von .7 (s)

mindestens eine der folgenden Aussagen:

(1) 3s* € (0,80): Cx,(8) ist unbeschrinkt fir alle s € [s*,sq).

(2) 3N € (—a,a) mit Ay # Ao, sowie 3s* € (0,5s0), sodass (A1,0) € Cx,(s) gilt fir alle
s€(0,s").

(3) 3s* € (0,s0), sodass fir jedes s € (0,s*) gilt: Entweder fir alle X € (=bs, Ao] oder fiir
alle X € [No, bs) existiert ein uy € H**(RYN) derart, dass (\,uy) € Cy,(s) gilt.

2. Nichtdegenerierte Fortsetzung bis zum Rand und Wachstum des Zweiges

Die folgenden Kapitel dieser Arbeit behandeln die Frage nach der Fortsetzbarkeit des Losungs-
zweiges. Dabei verfolgen wir verschiedene Ansiitze, wie Normschranken und unter anderem An-
wendung der analytischen Bifurkationstheorie. Dabei ist die Abhandlung als Bericht des Status

quo und als Anregung zu verstehen und nicht als endgiiltige Antwort auf die Fragestellung.

2.1. Wachstumsschranken in ungewichteten Riumen. Um sich an die Problematik
der Fortsetzbarkeit heranzutasten, behandeln wir zunéichst die ungewichteten Normen und stellen
Voraussetzungen, welche wir im weiteren Verlauf der Arbeit noch abzuschwéchen versuchen. Fiir
s = 0 erhalten wir in den Voraussetzungen [(G2)| und [(G3)] dass a = 3 = 0 gelten muss. Das
heifit, dass sowohl die Nichtlinearitdt als auch deren Linearisierung beschrénkt sind beziiglich der

x-Variable. Zudem wollen wir garantieren, dass sich das Losungskontinuum Cj,(s) global nach A
parametrisieren lisst, was bereits eine starke Einschrinkung ist. Das heifit, dass (eine Teilmenge
von) C),(s) der Graph einer differenzierbaren Funktion (A\*,\o] — H?*(RM), X\ — wu, ist, also

eine Darstellung in einer der Formen
{(Nuy) € (N 0] x H2*(RY)Y  oder  {(\uy) € [ho, A*) x H>*(RM)}

besitzt. Damit haben wir bereits die Existenz von Umkehrpunkten ausgeschlossen. Der Parameter
A* sei (abhéngig von s) so gewihlt, dass Theorem bis (ausschliefilich) A* die Existenz einer
Losung garantiert. Die Parametrisierbarkeit ist gegeben, sofern die Linearisierung 0, F (X, u) in
jedem Punkt (A, u) € C), invertierbar ist. Setzt man die Losungskurve in die Gleichung ein, so
lassen die Voraussetzung ein Differenzieren nach A zu. Mit ’ ist die Ableitung nach dem Bifurka-

tionsparameter bezeichnet. In diesem Sinne erhalten wir die Gleichung

—Au)\ + Vuh — M\ — Oug(z, up(z))uy —uy = 0.
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Anschlieffend testet man mit uy und erhélt durch partielle Integration und der Tatsache, dass u)y
die Gleichung 16st:
<'U,)\,'U,)\>L2(RN) = <7AUA + Vuy — duy — g(x,uk),ugjLz(RN)
(51) — (Oug(@, u(z))ur — g(x,ur), u)) L2@mN),
d
& —lluallfe@y) = */ (9(z, ux()) - ux(z) — 2G(z, ux(x))) dz.
d\ Jgp~

Wir definieren nun « : (0,a + Ag) — (0, 00) durch
r(p) = /RN (9(, ung—u(2)) - ung () = 2G (2, ur, - u(2))) da

und verwenden dies als Indikator fiir das Verhalten der L?(R”Y)-Norm. Fiir g(z,v) = v3 erhilt

1 1
k() = /]RN (U4 -2 4U4> dr = §||u||i4(RN)'

In diesem Fall kann man x verwenden, um das Verhalten der L*(R")-Norm zu untersuchen.

man zum Beispiel

Fiir den Rest des Abschnittes setzen wir voraus, dass
Uro—p € LOO(RN)

gilt. Daraus leiten wir eine Differentialungleichung fiir x her. Gemaf und den Voraussetzungen

(G2)| und [(G3)] erhiilt man:
d

(52) r(1) < Clluxg—ullzoe @ny + l1uxg—ullf iny) 2

denn es gilt:

[(G2)|[(G3)]
= C/H&N(|U>\07u|2+€ + |“>\07u|p0+1)d$

<C(flurg—pllz= ®y) T lluxg—pll 7 Lo RN))HUAO*#H%Q(RN)

H(“) S/ u/\o*ug(xa qu*M) dx
RN

1
= — Cllung e vy + lno 22 vy

' %hzxo_u / (92, ur (@) - ux(x) — 2G(w, ux(2)) do

d

1

=C(llurg-pllzoe @y + lurg—ullpc @) - @H(u)-

Daraus folgt der Blowup von &/, wenn die L>(R")-Norm des Zweiges gegen 0 geht, da die Glei-
chung die strenge Monotonie von x impliziert, und somit uy # 0 gilt fiir alle A\ < A\g. Geht die
L>(RM)-Norm gegen 0, so explodiert die Ableitung. Das folgende Lemma zeigt, dass ein solcher

Blowup hochstens am Rand des Spektrums des linearisierten Operators eintreten kann.

LEMMA 5.6. Es sei —a kein eingebetteter Eigenwert von T = —A+ V. Zu jedem \ € (—a, \g)
sei (N uy) € Cy, eine Lisung von mit [[ux||pe@yy < 00. Sei weiter A1 € [—a, Ao) \ 0(T)
mit lim [Juy||pee@yy =0 Dann gilt \y = —a und fiir die Losungen uy zu folgt:

)\—>)\1

UN

V) = —0 ()\ — )\1)

[uall2ew)
BEWEIS. Sei A1 € [—a, \g) mit )\lin; luxl| oo rvy = 0 und {\y },>2 eine Folge in (—a, Ag) mit
—AL

An — A1 fiir (n — o00). Dann erfiillt die zugehorige Folge von Lésungen u, := uy, von mit
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Parameter \,, die Abschitzung:

I(=A+V = A)un|Za@n, :/ Ig(/\mun)lzdéﬂéC/ (lun 72 + un[*°) dz:
RN RN

2 1
< C(lJunllFe ny + a7 2 m0) a2 gy -

Dann gilt fiir die normierte Folge {vy, },>2 mit v, := vy ,:
2 —1
lonllzz@yy =1 (0>2),  [(=A+V = A)vall2@y) < Cllun 35 @) + lunl72558) = 0,

fiir n — oo. Das heifit {v,, }nen ist eine Weyl’sche Folge zum Wert Ay und daher gilt Ay € o(T) N
[—a, \o). Dariiber hinaus gilt v, — 0, denn angenommen, v,, — v # 0 in L2(RY), so gilt fiir alle
¢peDT):

0= lim (v, (A +V +a)p)r2@y) = (v, (A +V +a)¢) 2rr).

n— oo
Daraus folgt v € Im(T + a)* = Ker(T* + a) = Ker(T + a). Da —a kein eingebetteter Eigenwert
ist, folgt v = 0, Widerspruch. Das heifit, A\; € 0¢ss(T) N [—a, Ng) = {—a}. O

Nun wollen wir die Ungleichung so umformulieren, dass « die folgende Ungleichung erfiillt:
!
K (p) > c '
K(M) (Huz\o AL”Loo (RN) + Huz\o /A”Loo ]RN))

Integration liefert:

log(s(1)) > / . : ¢ dt + log(x(<)).

||u)\0*t||2000(]RN + ||u)\o t”Loo RN))

oder dquivalent:

) g ¢
53 < dt | .
( ) (E) > exp </ (Hu)\o tHLOO(]RN + ||U/\0 tHLco RN)) t)

Diese Hilfsmittel geben uns die Moglichkeit, das Wachstum gewisser L?(R™)-Normen von
unten zu beschrinken. Dabei ist p abhiingig von den Exponenten in [(G2)| und [(G3)]

=

THEOREM 5.7. Sei {(A,ux)}re(—a,ng) € Cn, ein differenzierbarer Zweig. Dann gilt fir alle
p € [2,min{2 + &9, 2po }]:

tm s s o ey > !
Imsup ||ux || Lr(RY) 27— _ 2 1)
=+ tim inf (s 7, + lea 7250 7)

Ao—A 1
exp / s dt
e (luna—el3 oy + lure—el 72560

Damit erhiilt man eine untere Schranke fiir die LP(R"™)-Norm fiir p € [2, min{2 + &¢, 2po}],

sofern die L>(R™)-Norm nach oben beschriinkt ist.

BeEwEIs. Fiir die Menge der nichttrivialen Loésungen gilt die Ungleichung . Somit ist K
streng monoton wachsend in p. Aus der Folgeungleichung erhilt man die Beschrinktheit

nach oben. Daraus folgt die Konvergenz von « fiir 4 — (Ao + a). Dariiber hinaus schiitzt man fiir
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p € [2,4) mit Holderungleichung und unter Verwendung von wie folgt ab:

Ao—A 1
k(g) exp (/ = e dt)
€ (”u)\o*tHLOO(RN) + ||u>\07t||Loo(RN)>

<k(p) = /]RN (g(x, ur)ur — 2G(x,uy)) do

SC/ g(z,uy)uy de < C/ (|'U,)\|2+60 + |uA|p0+1) dx = C/ (|u>\|2+€°*p + \u,\|p°+1*p)|u)\|p dz
RN RN

2 — 2 1)
<(luall 3, + TuallZ 2wy )l ey

Fiir den oberen Limes gilt daher:

hl’IlSllpHU)\”Lp (RN) = thllp 2e—p ()\0_)\) po—1)—p
A——a A=—a (||u>\||L°°(RN)+Hu/\||L°°(]RN) )
hm k(Ao — A)
2% L;; po—1)—p >0
]1m1nf(||u,\||Loo ®~) T ||U>\HL°c(RN) )

Neben der unteren Schranke ist im Hinblick auf den Alternativsatz Theorem [5.5] eine obere
Schranke von Bedeutung. Wesentlich dabei ist, dass der spektrale Unterraum U C L?(RY), welcher
durch die Eigenvektoren zu den Liickeneigenwerten in (—a, a) aufgespannt wird, endlich dimensio-
nal ist. Dabei flieit das Abklingverhalten dieser Eigenfunktionen sowie spektrale Abschéitzungen
des Rayleigh-Quotienten ein. Zusétzlich liefert die Bedingung dass fiir jedes § > 0 ein Cs > 0

derart existiert, dass fiir alle v € R gilt:
(54) G(z,v) > Cslv|” = éJv]?

(vergleiche [KS™98|). Wieder ausgehend von Gleichung erhélt man:

THEOREM 5.8. Es seien die Voraussetzungen aus [5.6 erfillt. Angenommen, die Ldsungen

(M un) auf dem Zweig Cy, sind nichtdegeneriert, dann gilt die folgende asymptotische Abschdtzung

max{21==, }
1 w v— 1
/RN (g(x,un)uy — 2G(z,uy)) de < C (M) (fir A - —a+)

BEWEIS. Zun#chst geben wir die notige spektrale Abschétzung. Der spektrale Shiftoperator
W ist so gewihlt, dass das Spektrum des gestorten Operators 7'+ W auflerhalb des Intervals
(—a,a) liegt. Somit gilt fiir jedes u € H2(RY) = D(T) = D(T + W) und A € (—a, a):
(T + W — XN, u) 2 mn)|

(55) <u, U>L2(RN)

>a— ).

Dariiber hinaus kann man fiir jedes v € H?(RY), die folgende Abschitzung gewinnen. Mit der
Bessel’schen Gleichung und aus erhilt man: Fiir jedes § > 0 existiert ein Cs > 0, sodass
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folgende Ungleichung gilt:

(56)
m m
(Wv,v) 2@y = Z<WU,¢n>L2(RN)<¢n, V) L2 rN) = 20 Z (v, Pn) |
n=1 n=1
m ;
2 2 —1
< 2a||U||Lw(RN) (Z_:l ||¢"”L7'—L1(RN)> <C (Ca /RN G(z,u(z)) dz + 5||U||L2(RN)>

Kombiniert man nun und (56), so erhélt man, sofern [Jux||r2@®y) > o > 0 gleichméBig in A
vorausgesetzt ist:

5

G 1 1

2 -1
luallzz@ay < m((T — A)ux, un) L2®y) + A C (Qs . G(z,u(z)) dz + 5||“||L2(RN)>

2

1 cC; . C-83
< (T — Nux, ux) L2y + K k()" + ——
a— A PO Gy —2)8 a— A

wobei in der letzten Ungleichung die Voraussetzung [(G5)| benutzt wurde um

2
HUA||E2(RN)7

() = / 92130 - )ttrg - — 26 (ung_p) dz > (v 2) [ Glurg_y,)d,
RN RN

zu verwenden. Nun benutzt man die Young’sche Ungleichung und erhélt:
_

(a— AT

Fiir § > 0 klein genung, gibt es folglich eine Konstante C' > 0, derart, dass gilt:

2
m||uA||z2(RN) < ||U)\||%2(RN) +

C 2 1
lullZ 2y Sm“(u)” + m«T — A)ux, ux) 2@y +

(@ )=
C 2 1 C
ST T Jo S A T
(57) < C 2 v C
P V)T M SV e
C ()2 ¥ B C
SQma"{a—M W TG -2 (“Ha_mm}'

Nun verwenden wir die Ungleichung zusammen mit der Gleichung 7 um eine obere Schran-

ke fiir x'(p) zu erhalten:

L) < 2maxd —Z () + (), ———
dp a+Xo—p (@+Xo=m)(y=2) """ (a4 — p)71
2 . :
Im Fall ﬁfﬁ(y)w + mn(u) < ——Y%  liefert Integration:

(a+Xo—p) 7—1

1
K K C———.
(1) < k(po) + P

Beachte, dass k(u) > 0 gilt fiir u > 0, was aus der Monotonie von & folgt. Somit gilt im zweiten
Fall:

K (1) < 2
sk(p) +en(p)s T atAo—p
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Fiir 0 < po < g < @ + Ao kann man integrieren und erhélt fiir ein ¢ > 0:

w(p) 1 Ao —
/ - _dt<2log (CH'OM>
K(po) 5t +Cto a+ Ao — o
72 _
& log 7K(M)W = te < —2log <a+ Ao — 4 )
K(po) =2 + ¢ a+ Ao = Ho
y=2

& ww< ((“A(J"““))Q(n(uo)vﬂ@—c) W

a+Xo—p

(s (5225 (oo )

2122

K " ..
< _— f .
_C<a+/\0u> (fiir po — 0)

y—2
5

Damit ist zumindest k(u) kleiner als das Maximum der beiden berechneten Schranken. ]

Wir wollen am Ende noch bemerken, dass (57) gemeinsam mit dem Lemma zu folgendem
Korollar fiihrt:

KOROLLAR 5.9. Es seien die Voraussetzungen aus [5.6] erfillt. Angenommen, die Lisungen
(AN uy) auf dem Zweig Cy, sind nichtdegeneriert, dann gilt die folgende asymptotische Abschitzung

y—2

1 )max{v,}yl_Q}

(fiir X\ = —a+).

ol <€ (35

2.2. Wachstumsschranken in gewichteten Riumen fiir g(x,u) = v®. Wihrend wir im
letzten Abschnitt noch allgemeinere Nichtlinearitdten zugelassen haben, wollen wir uns fiir die
néchsten Abschnitte auf ein konkretes Beispiel konzentrieren. Im Unterschied zu den vorangegan-
genen Resultaten diktiert nun nicht das Gewicht des Raumes das Wachstum der Nichtlinearitét
in der 0 und im Unendlichen. Wir kénnen stattdessen die Gleichung mit fester Nichtlinearitit
in verschiedenen, zuléssigen gewichteten Raumen untersuchen. Durch Skalierung der Gleichung
konnen wir die Nichtlinearitdt noch um einen positiven Faktor verallgemeinern. Dariiber hin-
aus verbessert sich die Abschitzung fiir G(z,u) = 1|u[* dahingehend, dass wir in 0=0
wéhlen konnen und iiberdies Gleichheit erhalten. Dariiber hinaus ist die Dimension des Raumes
auf V < 6 einzuschrinken, damit die Nichtlinearitét subkritisch wéchst und damit die Abbildung
H2(RY) — L2RYN), u — g(z,u) stetig ist.

Die Hauptmotivation fiir die Untersuchung des Zweiges im Bezug auf die gewichteten Normen
sind die Auswirkungen auf die Fille in Theorem Die Untersuchung der ungewichteten Normen
im vorangegangenen Abschnitt gibt Grund zur Hoffnung, dass sich die gewichteten Normen &hnlich
beschrianken lassen und wir den Zweig lokal gleichméfig nach oben beschrianken konnen. In diesem
Fall wire ein Blowup innerhalb der spektralen Liicke ausgeschlossen und der Zweig wére bis zum
Rand der spektralen Liicke fortsetzbar.

Im Zentrum dieses Abschnittes steht die Untersuchung der L**(RY)-Norm. Die L?*(RY)-
und H%*(RY)-Norm wird sich auf der Losungsmenge als #iquivalent erweisen. Wie auch im vor-

hergehenden Abschnitt soll die Nichtdegeneriertheit der Losung entlang des Zweiges vorausgesetzt
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werden, um den Zweig als stetig differenzierbare Abbildung zu behandeln. Diese Voraussetzung
wollen wir im néchsten Kapitel aufweichen.

Der Abschnitt ist wie folgt aufgebaut. Zuerst geben wir eine Schranke der gewichteten L2-
Norm, sowie der zugehorigen gewichteten Sobolev-Norm in H?*(RY™) in Abhiingigkeit von der
L*$(RY)-Norm an. Eine obere Schranke fiir die L**(R")-Norm liefert anschlieBend eine Be-
schrinkung der Norm im richtigen Raum, fiir welchen unser Fixpunktoperator aus Theorem
definiert ist. AnschlieBend beweisen wir eine obere Schranke fiir die L**(RY)-Norm, welche von
Normen mit kleinerem Gewicht abhéngt. Auf diese Weise kénnen wir induktiv das Problem auf
den ungewichteten Fall reduzieren, welcher im vorangegangenen Abschnitt behandelt wurde. Die
Existenz von Losungen im ungewichteten Raum bleibt Voraussetzung.

Fiir den Zusammenhang zwischen den L**(RY)- und L?*(R¥)-Normen spielen spektrale
Abschétzungen wieder eine grofie Rolle. Da der Existenzsatz ohnehin nur einen Loésungszweig auf
(—bs, bs) x H**(RN) liefert, behilt man positiven Abstand zum Rand des essentiellen Spektrums,

was auch negative Potenzen von a — |A| global auf (—bs, bs) beschrénken ldsst.

LEMMA 5.10. Zu jedem s > 0 existiert eine Konstante Cs > 0 derart, dass fir alle A € (—a, a)
und alle zugehdrigen Lisungen uy der Gleichung die folgende Abschditzung gilt:

C
T (luxliZas @y + luallzas@n))-

(@A)

[unllZe.s @y <

Dabei bezeichne "s™ := min{n € N : n > s}. Da die Konstante C; unabhéngig von A € (—a,a)
ist, liefert Lemmaeine gleichméBige Schranke fiir die L?*-Norm eines Losungszweiges in einem
offenen Interval (—b,b), sofern eine gleichméfige Schranke fiir die L**-Norm des selbigen bereits
zur Hand ist. Dariiber hinaus wird an keiner Stelle verwendet, dass die Losungen, fiir die die
Abschétzung gilt, auf C), liegen.

Wir beweisen die Behauptung zunéchst fiir s € [0,2) und anschliefiend, dass aus der Aussage

fiir s — 2 die Aussage fiir s folgt.

BEWEIS. Im Fall s = 0 erhélt man wegen o(T + W) N (—a,a) = @ die Abschétzung
1
||U||2L2(RN) < m((T + W = Nu, u) 2@y (u € H*(RY)).
Insbesondere gilt dann fiir Losungen u) unter Verwendung von Gleichung :

1
||UA||2L2(RN) < mHU/\Hi%RN) + (Woux, ux) p2@ny-

Dariiber hinaus gilt aufgrund des exponentiellen Abfalls der Eigenfunktionen:

(Wux,ux)2@ny = MZ [(ur, ¥n) L2 @y ?
(58) n=1 -
< Ml[urllFan@vy 2 onll o @y < Cll@) ™Y 122 lual7s-

n=1

Zusammen erhélt man die gewiinschte Abschétzung

1
||UA||2L2(RN) < m”u/\”i%w) + C||UA||2L4(RN)
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fiir den Fall s = 0. Fiir s € (0,2) sowie fiir den Induktionsschritt benutzt man die folgende

Abschétzung:

s 1 s s
lunllfz. oy =llual@) 2172y < m«T + W = A) (@) 2ux, () 2un) L2 (ry)

1 s s
= (—Auy - (2)2 — Vuy - V(z)2 — upAlz)
a— Al Jrw

o

s

Yux(z)z dx

ol

1
+ 7@ — |)\| <(V — A+ W)U)\, U)\>L2,5(RN)
1 4 3 2A 5d
(59) AN luallzas@ry — 1 Jon [uxl"A(z)® dz + (Wun, un) L2gw)

(8)
<

B

3 S
(Il =3 [ At do+ Cluslea,)

1 4
<=l 0o =) [
1
Ca— A
Ist nun s € (0,2), so ist die L?*2(RY)-Norm stets kleiner als die L?(R™)-Norm. Fiir diese
verwendet man dann die Abschiitzung fiir s = 0. Daher gilt fiir alle s € (0, 2]

1 1
”u)\H%?«S(]RN) < a— N <||UA124,'=(RN) + CS(m|‘uA||i4(RN) + CHUAH%‘*(RN)) + CUAH%M(RN))

Cs
< m(||u/\||i4,s(m) + H“A||2L4,s(RN)).

lux|?(z)* 2 da + C’||u>\||2L4,s(RN)>

(Hulfae oy + ColluallFcaany + Cllurllfas ) ) -

Sei nun angenommen, dass die Behauptung fiir s — 2 bereits gezeigt ist, so folgt fiir die L**-Norm:

1
2 4
ol ey <= (e

Cs_o
+ C; (W(”UA”%AV’L’(RN) + ||U>\Hi4,s—2(RN))) 4 C||u>\‘|%4,s(RN))
Cs ) \
SW(IIuAIIL4,5(Rw) +lunldasgy)-

O

Da eine beschrinkte L**-Norm die Beschréinktheit der L?*-Norm impliziert, liegt es nahe, dass
analog zum ungewichteten Fall auch die H'*-Norm beschrinkt bleibt. Dies geht aus der schwachen
Formulierung hervor. In gewichteten Riumen liefert die partielle Integration zusétzliche Terme,
die es zu kontrollieren gilt. Anschlieend erhdlt man durch Wahl einer geeigneten Testfunktion
in der schwachen Formulierung die Beschrinktheit der L5°-Norm, welche eine Schranke fiir H?*
impliziert. Wir benétigen die Abschéitzung aus Proposition

LEMMA 5.11. Fir jedes s > 0 existiert ein Cs > 0 derart, dass fiir alle A € (—a,a) und fir

alle zugehdrigen Ldosungen uy der Gleichung die folgende Abschitzung gilt:
Cs
||“AH12H?=S(RN) < W <||u)\||i4’s(]RN) + ||UA||i4,s(RN)) ‘

BEWEIS. Es ist hinreichend, die Abschitzung fiir eine zur H?*-Norm #quivalente Norm zu

beweisen. Im Hinblick auf Proposition [4.3| geniigt es eine entsprechende Schranke fiir || V|| 2.5 )
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und [|Aul|p2. gy zu geben. Die L**(R™)-Schranke kann aus Lemma itbernommen werden,
und die Normen der Ableitungen werden gegen diese Norm abgeschéitzt.
Fiir v € H?*(RY) gilt u® € L?*(R"Y) nach dem Sobolev’schen Einbettungssatz. Betrachte

den Term

/ (—Au) -u? - (x)* de = Vu - V({z)*u®) dx
RN RN
= Vu - (V{z)*)u? + Vu - V(u?) - (z)* dz
RN

1

=1 V(ut) - V{z)® + 3u? - |[Vul? - (z)° da
RN

Cs(s=1) 4 2 2/.\8

< oy + 310 gy WV i

wobei in der letzten Zeile die Holderungleichung mit % + % = 1 verwendet wurde. Man erhéilt

weiter mit den Ungleichungen von Sobolev und Young fiir jedes € > 0:

/ (—Aw) - [ul?u - (z)* do
RN

Cs(s—1)
SfHUII‘im—z(m) +3C(e)|[ull L~ g
(60) +e|V(IVul - () 2) |72 @
Cs(s—1)
Sf“““%‘“’*%ﬂ%”) +3C(e)|lull L~ g

te (C’||Au- (x)3

Laam) + ClIVul L))

wobei in der letzten Zeile Propostion verwendet wurde.. Nun testet man die Gleichung
mit 3 (x)*. Man erhélt:

/RN ux|®(2)® de < ||V = M| 7o vy [uall oo vy + /]RN(—AUA) uaPun - (2)® da.

Andererseits folgt direkt aus Gleichung :

1
2

| — Auallpze@yy < |V = Al pee @y luall L2 mmy + ur|*(z)* da
RN
Fiigt man dies zusammen, gilt:
| — A“/\HQLM(RN) <2|V - )‘H%OC(RN)HU)\'FL?’S(RN)

2 (|v A sl + [ (A P <x>5dx>

RN
2V = AL gy lluallZ o vy + 201V = Allzoe vy lua Lo )
Cs(2s—1)
+ #HUA”%A&(RN) + 60(5)||u/\‘|%N(RN)

+ QCEHAU)\ . <x>s||%2(RN) + QéEHVUAH%“—l(RN)
1

=—||Auy||r2.sm~y) + Terme von kleinerer Ableitung in uy,
9 RN

fiir e = 1/(4C). Die Beschriinktheit der L~ -Norm folgt aus der Holder-Interpolationsungleichung,
sofern N < 6 gilt. Es bleibt die Beschréinktheit von [[Vuy||z2.«(zv) aus der L**-Beschréinktheit zu
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folgern. Dazu testet man die Gleichung (34) mit (z)%u,. Man erhélt.

. —Auy - ux(z)® dr = ((V — Nux, ux) p2.s(mvy + Hu,\||4i4,s(RN).
R

Nach partieller Integration folgt somit
IVurllZes@ny < Cs(s = Dllual 2@y + 1V = Mlzoe @) lusllze @y + luallzas @y,

und daher die Beschrianktheit der Gradientennorm. O

Als niichstes wollen wir die Beschrinktheit der L**(R”Y)-Norm untersuchen. Das Resultat
basiert wie auch im ungewichteten Fall auf der Nichtdegeneriertheit der Losungen und der damit
verbundenen stetigen Differenzierbarkeit des Zweiges. Ferner greifen wir auf die Schachtelung der
Intervalle im Existenzsatz zuriick. Fiir jedes s > 0 liefert der globale Satz von Crandall-Rabinowitz
gemif Theorem einen stetigen Zweig von Losungen in (—bg, by) x H?*(RY), wobei b, die erste
Nullstelle von K als Funktion von b ist und monoton fallend in s ist. Wir beweisen nun, dass die
Beschriinktheit des Zweiges in der L*(RY)-Norm bereits die Beschréinktheit in L**(R") impliziert.

LEMMA 5.12. Es sei \* € (—a,a) derart, dass durch [\*,\g] — L*(R™), X\ — wuy ein stetiger
Zweig von Losungen existiert. Dann gilt: Zu jedem s > 0 gibt es eine Konstante Cs > 0, sodass
fir alle (A uy) € Cy,(s) mit A € [X\*, Xo] N (=bs, bs), gilt:

||u)\||L4v3(]RN) < CS.

BeWwEIS. Wir differenzieren die Gleichung —Awuy +Vuy — Auy —|ux|?uy = 0 nach A und testen

anschlieflend mit uy (z)*. Man erhilt:
0 :/ (—Auy + Vuy — Ay — uy — 3lua|*uhy) ur(z)® da.
RN

Mittels partieller Integration erhalten wir:

/ —Au) cuy - (z)dr = Vul - Vuy - (z)° dz + V) - uy - V{(z)® da
RN RN RN
= Vul - Vuy - (z)° do — / u\Vuy - V(z)® do — / uhuy - Az)® dw
RN RN RN
=2 Vul - Vuy - (z)° dz —l—/ u\Auy, - (z)® dz — / uhuy - Alz)® dz.
RN RN RN

Dies wird nun wiederum eingesetzt und man erreicht

0=2 Vul - Vuy - (z)° dx +/

uh\Auy - (z)® dx — / uhuy - Az)® dz
RN RN

RN
+ /N (Vi — Ay — uy — 3lua|®uhy) ur(z)® da
R
=2 V) - Vuy - (z)° do — / uhuy - Az)® dz
RN RN
+ 2/ (Vuh — Ay — uy — 2Jun|*uly) ur(z)® do
RN

=2 RVU)\, VUI/\>L2,5(RN) + <(V —A— |U)\|2)U)\, u/>\>L2,s(RN)]

1d 1d s
- ”u)\”%Q:S(IR{N) - 55”“”\24&(@) T 24N . lux|? - Alx)® da
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=— Q/RN u\Vuy - V{z)® dx — ||u,\H2L2,s(RN)

1d 4 1d 9 <
- §a||u,\\|L4,s(RN) - 55/}}@ luxl? - A{z)® dx.

Damit folgt die Abschétzung fiir alle A € (—bs, bs):
d
ol

<Clluhllp2o-1@¥) VUl 2.1 @yy + 2lua 2.0 @)

d 2
— Alx)dz|.
+‘d)\ /RN lua|“Afx)® dx

Nun schliefen wir wieder durch vollstdndige Induktion. Fiir s = 0 ist die Beschrianktheit des

(61)

Zweiges, sofern er existiert, in Theorem bewiesen. Die Existenz wiederum ist vorausgesetzt.
Angenommen, die Behauptung gilt fiir s—1, so folgt mit Lemmadie Beschrinktheit der L2571
Norm und anschliefend aus Lemma die Beschrinktheit der H?*~'-Norm auf (—bs_1,bs_1).
Insbesondere liefert dann der globale Satz von Crandall-Rabinowitz, dass fiir jedes A € (—bs—1,bs_1)
eine Losung uy auf dem Zweig existiert. Nach Voraussetzung ist die Abbildung A — u), stetig und
das Intervall [—bs,bs] C (—bs—1,bs—1) kompakt. Somit gibt es ein C' > 0 derart, dass gilt:

ul]l2.e-1@ry < C (X € [—bs, bs))-

Ferner hat man die spektrale Abschitzung aus dem Beweis des letzten Lemmas:
1
”u)\”%?vs(]RN) D (HUAHZEM(RN) + CSHU)\”%KS*?(RN) + C||u>\||%4v3(]RN)) ~
Dies setzen wir in die Ungleichung ein und erhalten &hnlich des ungewichteten Falls die
folgende Ungleichung fiir x : (0,a + A\o) — H>*(RYN), ||u)\07HHi4vS(RN):

Ca + K (p)
62 () < Oy + —2TEW
(62) K () < 1+a+)\07u
wobei die Konstante C; von sup  [Juxllgrs-1yy und sup  [[u}|lg2.s-1 ) abhingt,
AE[Xo—u,A0] AE[Xo—p,N0]
sowie die Konstante Cy von sup  |lua 1.1 (rvy abhéngt. Alle diese Suprema existieren

AE[Ao—p1,A0]
nach Induktionsvoraussetzung. Anwendung von Gronwalls Lemma liefert die Beschranktheit. [J

Der Beweis von Lemmal5.12]liefert die Moglichkeit, die Aussage in Theorem[5.5]zu verschérfen.
Wir haben die Beschrianktheit der gewichteten Normen erhalten, indem wir sie nach oben durch die
Normen kleineren Gewichtes beschréinkt haben. Umgekehrt bedeutet dies, dass falls die Aussage
(1) in Theorem zutrifft und der Zweig nichtdegeneriert ist, der Blowup bereits in L?*(RY)
fir alle s > 0 auftreten muss. Am Ende des niichsten Abschnittes wollen wir diese Uberlegung

formulieren.

3. Einfach degenerierte Fortsetzung bis zum Rand

Schliellich wollen wir abermals den Losungszweig der Gleichung untersuchen, und nun
einfach degenerierte Punkte zulassen. Als Hilfsmittel benttigen wir die analytische Bifurkations-
theorie und sind somit gezwungen, unsere Wahl der Nichtlinearitét einzuschranken. Denkbar wére
hierbei die Untersuchung einer endlichen Linearkombination aus Monomen. Wir betrachten jedoch

wieder den einfachsten Fall g(z,u) = u3.
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Ausgangspunkt fiir die Untersuchung des globalen Verlaufs des Zweiges ist die Identitiit

sy = ~2lualZaem)
welche in allen Punkten gilt, in denen der Zweig durch den Graph einer differenzierbaren Abbildung
A — uy beschrieben werden kann. Daraus erhiilt man die Monotonie der L*(R")-Norm und
gleichzeitig auch eine Majorante, sofern der Zweig existiert. Die Schwierigkeit, die nun behandelt
werden soll, ist der Umgang mit Punkten, in denen die Linearisierung der nichtlinearen Abbildung
nicht invertierbar ist. In solchen erhalten wir keine Differenzierbarkeit des Zweiges durch den Satz
iiber implizit definierte Funktionen. Es ist also fraglich, wie der Zweig derartige Punkte durchléuft.
Zunichst ist es auch denkbar, dass dieser umkehrt oder ein Blowup in einer (und damit in allen)
gewichteten Norm mit positivem Exponenten stattfindet und damit der Graph der L*(R")-Norm
des Zweiges einfach stoppt. Im ersten Teil wollen wir uns mit einem Kriterium befassen, welcher
eine Fortsetzung iiber solche degenerierten Punkte hinaus garantiert. Anschlieflend geben wir eine
dquivalente Bedingung fiir die globale Fortsetzbarkeit des Zweiges bis zum Rand der spektralen
Liicke.

Eingangs wollen wir kldren, dass die Abbildung, welche wir zur Anwendung des globalen
Bifurkationssatz definiert haben, tatséchlich eine analytische ist. Betrachtet man zunéchst den

Resolventenoperator, so erhélt man (vgl [MB75]):

PROPOSITION 5.13. Es sei T : X — X ein abgeschlossener Operator in einem Banachraum
X mit Definitionsbereich D(T) und X € p(T). Dann gilt p € p(T) fir alle p € C mit |p— A <
(T — N)~Y| L. Fiir die Resolventen gilt:

oo

(Tt =@ -0 [T -0 -]

k=0

Insbesondere ist die Resolventenabbildung p(T) — L(X) analytisch.

Mit dem Resultat aus Lemma[£.9] folgert man nun die Analytizitit von Ay . Dazu seien b < a
und s > 0 so gewihlt, dass [[Ax s|[ 2.5y ) g2 @yy < C gilt fiir alle A € [~b,b]. Man erhilt:

= k
AM’S = A)\,s Z [(,u - )\)(LHz,s(RN)(_}Lzs(RN) o A)\’S)]
k=0

als Operator L?>*(RY) — H?%(RY). Die Reihe konvergiert dann beziiglich der Operatornorm fiir

jedes A € [=b,b] mit |A — X\g| < 1/C. Da F als Funktion von u im Wesentlichen ein Polynom ist,

erhilt man unmittelbar das folgende

LEMMA 5.14. Fiir jedes s > 0 ist die Abbildung f : (—bs,bs) x H**(RN) — H?5(RY)

analytisch.

BEWEIS. Es sei (Mg, ug) € (—bs,bs) x H2*(RY), dann gilt fiir jedes A\ € (—bs, bs) mit [A—Ng| <
1/C und u € H*>*(RY) die folgende Darstellung von f als Potenzreihe von A — \g und u — uy:

FOu) =Axs(Julu + W)

k
=Axs Z [(M - A)(LH2~3(RN)<—>L2vS(RN) © A,\,s)]
k=0

(W (u—uo) + Wug + (u — ug)® + 3ug(u — uo)® + 3uf(u — uo) +uj)
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wobei tg2,s(mNy, 2.5 (r) die Einbettung H?3(RYN) — L%*(RY) bezeichnet. O

Somit liefert die Anwendung von Theorem nun zusétzlich, dass sich die Menge der de-
generierten Punkte entlang eines Losungszweiges nicht hiufen und zusétzlich eine Moglichkeit,
den Zweig lokal auf analytische Weise umzuparametrisieren. Man beachte dabei, dass die Dege-
neriertheit im gewichteten Raum &quivalent zur Degeneriertheit im ungewichteten Raum ist (vgl.
Teil . Dariiber hinaus liefert der Satz iiber implizit definerte Funktionen die Invertierbarkeit
der Linearisierung des nichtlinearen Operators in der Losung als hinreichende Bedingung, den
Losungszweig nach A parametrisieren zu kénnen. Sei (A*,u*) € C), eine Losung, fiir welche der
Operator 9, F(\*,u*) = —A +V — X\* — 3|u*|? invertierbar ist, so ist C, in einer Umgebung von
(A\*,u*) nach X\ parametrisierbar. In der Nihe des Ursprungs (\g,0) des Losungszweiges ist dies
sicherlich der Fall, da die Stérung mit 3|uy|? des linearen Operators —A +V + W fiir kleine \ das
Spektrum auch nur gering stért [RS78] und daher in einer Umgebung von (A*,u*) in C), die In-
vertierbarkeit der Linearisierung erhalten bleibt. Angenommen es gibt einen Punkt (A*, u*) € C),,
in welchem nicht nach A\ parametrisiert werden kann. Dann folgt, dass die Linearisierung in diesem
Punkt nicht invertierbar ist. Wir wollen voraussetzen, dass der Kern der Linearisierung 9, F/(\*, u™*)
eindimensional ist, also von der Form 8, F (A\*,u*) = [wy] ist. Die zugehérige L?(R"Y )-orthogonale
Projektion bezeichnen wir mit P. Der analytische Bifurkationssatz aus Theorem liefert nun
die Existenz einer (relativ) offenen Umgebung U von (A*,v*) in C), und einer analytischen Funk-
tion (A, u) : (=6,8) — (—a,a) x H*>*(RY), welche zusiitzlich zu den in Theorem [3.4| aufgefiihrten
Eigenschaften auch

Nt 40 te(=6,0)\ {0}
erfiillt. Dies folgt aus der Eigenschaft, das sich die Nullstellen analytischer Funktionen nicht hiufen
kénnen. Nun zeigen wir, dass wir die Kurve ¢t — (A(t), u(t)) mit (A(0),u(0)) = (A*, u*) bzw. deren
beiden Abschnitte {(A(),u(t)) € (=bs,bs) x H>*(RN) : t > 0} bzw. {(A(t),u(t)) € (—bs,bs) x
H?3(RN) : ¢t < 0} nach einer Art Bogenléinge parametrisieren kénnen. Betrachte dazu fiir eine
stetig differenzierbare Funktion p : (—1,0) — (—0,0) bzw. p: (0,1) — (0, ) folgende gewshnliche
Differentialgleichung:

(63) (N6) + (o) =1

wobei A(+) und u(-) die beiden analytischen Funktionen aus Theorem sind. Eine Anwendung

der Kettenregel liefert die dquivalente Gleichung

(filﬁ(L))z | (Mp(mf + (i (M) ‘t—pw)?) B

Es sei nun Lo € (—1,0) (bzw. Lo € (0,1)) fest. Dann gilt fiir alle L € (—1,0) (bzw. L € (0,1)):

o(L)
£ [ NP () e by =t~ t
p(Lo)
Da |d \/)\’ + ([Ju( )Hi4(RN))/2 > |N(p)| > 0 fiir alle p € (—1,0) (bzw. p € (0,1)) nach

Voraussetzung erfiillt ist, kann die Gleichung nach p aufgelost werden. Das heift, eine Parame-

trisierung nach Bogenlidnge existiert und ist stetig differenzierbar in (—1,0) bzw. (0,1). In dieser
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Parametrisierung erhélt man fiir L # 0:

DALY = X(p(L) - p/(L) = = ! — !

2 1 1 .
\/1 + (%HUAH%A(RN)) + ”uA”Lz(RN)

Aus der Stetigkeit des Zweiges folgt die Konvergenz von <= \(p(L)) fiir L — £0 und beide Grenz-

werte sind ungleich 0. Obgleich man nun ein “Zuriicklaufen” des Astes, das heifit ein Vorzeichen-
wechsel, wenn L die 0 durchquert, nicht ausschlieffen kann, gilt zumindest
(1= P)u(p(0)) # 0,
wobei die linke Seite als Grenzwert von (1 — P)+tu(p(L)) fir L — 0+ verstanden wird. Daraus
folgt, -+ u(p(0)) ¢ ker(d, F(A\*,u*)) und folglich liegt in (A\*, u*) kein Turningpoint vor. Wir wollen
nun zunéchst die Existenz des Grenzwertes rechtfertigen.
In der Tat liefert ein Differenzieren der Gleichung in L # 0 die Identitét

(~A+V = A= 3ulp(L)) Tulp(L)) ~ N (p(L)u(p(L)) = 0.

Wir benutzen folgendes Resultat aus der Funktionalanalysis.

LEMMA 5.15. Es seien X,Y Banachriume und {T), }nen sei eine Folge in L(X,Y) mit T,, - T
beziiglich der Operatortopologie. Weiter sei T invertierbar. Dann ist auch T,, invertierbar fir fast

alle n € N und die Folge {T,;'}en konvergiert gegen T—1.

BEWEIS. Aus der Invertierbarkeit von T folgt mit dem Satz von der offenen Abbildung die
Stetigkeit der inversen Abbildung. Daraus folgt insbesondere die Existenz einer Konstanten C' > 0
derart, dass fiir alle z € X die Abschitzung ||Tz|y > C||z|x gilt. Gibt man sich ¢ < C vor, so
liefert die Konvergenz beziiglich Operatornorm wie folgt eine untere Schranke fiir die Norm der
Bilder der Operatorenfolge fiir alle n > Ny(e) fiir ein Ny(g) € N:

(64) [Tolly 2 I Tzlly = (T = Ta)zlly = Cllzx —ellz]lx = (C =)l x.

Demzufolge ist auch T,, injektiv. Ferner ist 7, (X) abgeschlossen fiir jedes n € N, denn fiir eine
Cauchy-konvergente Folge {yi }ren aus T,,(X) gibt es eine Folge {xy treny mit T,xx = yj fiir alle
k € N und {xj}ren ist Cauchy-konvergent wegen Ungleichung . Folglich gilt z; — x fiir ein
x € X fir k — co. Aus der Stetigkeit von T;, folgt dann T,,(zx) — T (z) fiir k& — oo und somit
ist T,,(X) abgeschlossen.

Man nimmt nun an, dass 7;, nicht surjektiv ist fiir fast alle n € N. Dann gibt es eine Teilfolge
(auch mit {7, }nen bezeichnet), dessen Folgenglieder nicht surjektiv sind und abgeschlossenes Bild
haben. Nach dem Riesz’schen Lemma gibt es eine Folge {yy, }nen aus Y mit ||y, ||y = 1, sodass fiir
alle x € X gilt:

Tz~ wully > 5.
Da T allerdings surjektiv ist gibt es fiir jedes n € N ein z,, € X mit Tz, = y,. Die Folge (2, )nen
in X ist beschriinkt, da 7! stetig ist. Die Wahl von z = z,, liefert schlieBlich

1
HTnxn - Tan > ) (n € N)a

was der Konvergenz von {7}, }nen gegen T widerspricht. T, ist also surjektiv fiir fast alle n € N.
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Die Konvergenz der inversen Operatoren erhélt man nun durch die folgende Ungleichheitskette:
177 = T e < CHTE™ = T vy
<(C—e) ' CTHT(T ™ = T Y Tallnex,y)
= (O - E)ilcilnTn - T”L(X,Y)'

O

Dies verwenden wir nun fiir die differenzierte Gleichung. Zuniichst Projezieren wir auf [wg]*

mittels (1 — P):
(1=P)(-A+V -A— 3IU(P(L))|2)C;LLU(P(L)) = (1= P)(N(p(L))u(p(L)))-

Invertieren des Operators und nochmaliges Projezieren auf [wq]t liefert:
d
(1= P)ulp(L)
(65)  =(1 = P)(=A+V = A =3u(p(L)*)"1 (1 = P)X (p(L))u(p(L))

=((-A+V-Ar- 3|u(p(L))|2)|Ran(—A+V—/\—3|u(p(L))|2))_1 (1= P)N(p(L))u(p(L)).

Per Konstruktion ist der Grenzwert des Operators

(A +V = X =3Ju(p(L) ) Ran(- AtV -A—3u(o(L))2)

fiir L — 0+ invertierbar (fiir L # 0 ist der Operator auch auf dem gesamten Raum invertierbar).
Das Lemma liefert dann auch die Konvergenz des inversen Operators, sodass die rechte Seite von
konvergiert. In der Folge konvergiert auch (1 — P)-Lu(p(L)) in H*(RY) fir L — 0+ und
die Grenzwerte von oben und unten unterscheiden sich gem#fl Gleichung hochstens um ein
Vorzeichen. Dass sie nicht 0 werden, folgt aus X' (p(0+))u(p(0)) # 0.

Nun wollen wir die sekundére Verzweigungstheorie aus dem allgemeinen Kapitel anwenden,
um ein Kriterium fiir eine sekundére Verzweigung in der Nihe einer degenerierten Losung des
Zweiges zu erarbeiten. In diesem Fall gibt es prinzipiell zwei Wege, die nichtlineare Abbildung zu
definieren, auf welche die Resultate des letzten Abschnittes angewandt werden konnen. In diesem

Kontext soll nicht wie im allgemeinen Kapitel [3| mit der Abbildung
F: (—a,a) x H»*RY) = H>*(RY), (M u) = (A +V + W — N~ Y(|u|?u + Wu)

gearbeitet werden, da wir fiir lokale Resultate keine Kompaktheit benotigen. Stattdessen betrach-
ten wir die Abbildung

F: (—a,a) x H>*RY) = L2*(RY), (M u) = (A +V — Nu — |ul*u,

um anhand dieser an eine hinreichende Bifurkationsbedingung zu gelangen. Die Existenz eines
Losungszweiges, welche auf analytische Weise die Quelle (Ag,0) mit dem degenerierten Punkt
(X*,u*) verbindet, ist schon durch den globalen Satz geklirt. Das folgende lokale Resultat liefert

die Existenz iiber diesen degenerierten Punkt hinaus, sofern s > 0 hinreichend klein ist.

THEOREM 5.16. Es sei \y ein einfacher Eigenwert von

T: L*RY) > H*RY) —» L2RN), Tu = —Au+Vu
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und zu s > 0 sei Cy,(s) der zugehdrige Zweig von nichttrivialen Lisungen der Gleichung
mit g(x,u) = u® in (—bs,bs) x H>*(RN). Es sei weiter \* € (—bs, bs) derart, dass die zugehorige
Lésung ux« einfach degeneriert ist, das heifit, es gilt: ker(9, F(N*,ux+)) ist von der Form [wp)].

Ferner gelte:
(66) (W wo) vy =0 = 1+46((u")*(=A+V =3u*]* = X\) " u*], wo) p2wnvy # 0.

Dann ist der Zweig Cx(s) dber \* hinaus fortsetzbar, das heifst, Cx,(s) enthdilt einen Punkt (X, uy)
mit A < \*. Ferner ist (\*,u*) € Cx-(s) ein Verzweigungspunkt, falls (u*,wo) 2@~y = 0 gilt.

Wir wenden im Beweis das Lemma [3.8auf die reduzierte Abbildung F auf H?(RY) an. Daher
ist a priori kein Abklingverhalten im Sinne gewichteter Sobolevriaume gekléart. Allerdings kann
a posteriori exponentielles Abklingen bewiesen werden, indem man w) als Losung einer linearen
Schrodingergleichung versteht. Folglich liegt der verzweigende Ast in H?*(RY) fiir jedes s > 0.
Dariiber hinaus verstehen wir die Bedingung als Transversalitatsbedingung, welche auch im
lokalen Bifurkationssatz in der Form 8%, F (), 0) zu finden ist.

BEWEIS. Wir weisen die Voraussetzungen der Lemmata[3.8 und nach. In einer Umgebung
des Punktes (A\*,u*) € C), verwendet man die Lyapunov-Schmidt-Reduktion aus Lemma [3.6] um

die Gleichung F(\, u) = 0 #iquivalent umzuformen in die Gleichung
SN 1) = (F (A, two + (X, 1)), wo) g2y = 0,
Wir setzen t* = (u*,wo) 2w~), sodass gilt:
u* = t*wp + PN, ).
Bei der Berechnung des Gradienten von ¢ im Punkt (A*, t*wg + ¢(\*,t*)) erhélt man einerseits
PN ) = (0, F(N*, " wg + (X", 1)) [wo + Oph (A", )], wo) p2mvy = 0,
andererseits gilt
BN, %) = (ONF (X", t*wo + PN, 7)) + O F (N, t*wh + (N, ) [Oap (N, )], Wo) L2 (RNY-
Der zweite Summand wird 0, da 8, F selbstadjungiert auf L?(RN) mit Definitionsbereich H2(R™N)
ist und wq per Definition dessen Kern aufspannt. Daraus folgt
(67) NG, 17) = (DWF (N, P wo + (A", 1)), wo) 2wy = —(u”, wo) 2 ()

Nun verwenden wir, dass wir bereits die Existenz eines Losungszweig {(\, ux)}ae(x=,ax 42 filr
ein € > 0 hinreichend klein bewiesen haben und unterscheiden zwei Félle:

a) Falls Ox¢(A\*, t*) # 0 gilt, so liefert der Satz iiber implizit definierte Funktionen eine Umge-
bung (A\* =3, \* 4+ 0) x (t* —¢&,t* +¢) und eine Funktion 0 : (t* —¢,t* +¢&) — (A* =0, A*+6), sodass
die Gleichung ¢(A,t) = 0 fiir (A, t) € (A* =6, A* +6) x (t* —e,t" +¢) dquivalent ist zu 6(t) = A. Die
Eindeutigkeit hat zur Folge, dass eine der Mengen {(0(t),t)}ie(t=—c¢+) oder {(0(t),1)}re(e 1+ 4e)
eine Obermenge von {(A,%x)}xe(a= 2=+ ist. Dariiber hinaus sind die Punkte (6(t),t) fiir alle
t # t* nichtdegeneriert, da (0(t),twy + 1(0(t),t)) Losungen der Gleichung F(A\,u) = 0 sind
und sich die degenerierten Punkte nicht héufen (vergleich Theorem . Somit liefert der Ab-
schnitt {(6(t),t)}ee(tr—e) oder {(0(t), 1) }re(e i+ +e), welcher nicht {(A,£x)}ae(r- r-42) beinhaltet
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eine Fortsetzung von der Parametrisierung A — (A, uy) in (—bs, bs) x H2(R™). Die Monotonie der
L*(RN)-Norm impliziert die Existenz von (X, uy) € Ox(s) mit A < \*.
b) Falls (9 F(\*, u*), wp) 2@~y = 0 gilt, so betrachtet man die Hessematrix. Dazu berechnet

man entsprechend die zweiten partiellen Ableitungen. Es gilt
(N 1) =05, F (Nt wo + (A", 1) [wo + Bt (A", 1), w0 + B (A", 1))
+ 0 F (N, wo + (X, 1)) [0 (A, 1)), wo) L2 (e
=(02, F(\*, t*wo 4+ (N, %)) [wo, wo), Wo) 12 (RN)
=6(|wol* (" wo + (A", 1)), wo) 2w,
BRNSNT, t7) =(ONF (Nt wg + (A, £)) + 205, F (X", two + (X", %)) [0ag (A", )]
+ OuF (N, wo + V(N 1)) [0 (A, trwo + YA t))], wo) 2@y = 0,
OAGNT 1) =(OnaF (Nt wo + (N, %)) [wo + Orp (A", £7)]
+ 0 F Vo, wo + D (N, 1) [OxY (A", 1), w0 + O (A, 7))
+ O F(N, t*wo + (N, ) [0 (N, £9)], Wo) £2(RN)
= — (wo, wo) r2(ryy + 6(((t*wo + Y(A*, 1)) P(N*, 1), wo) 12 ()
=—1—6((t"wo + P(A\*, ") (A + V = 3|t"wo + (A", t*)[* = A)
[t*wo + (AN, )], wo) 2 (mN).-
Um nachzuweisen, dass die Hessematrix indefinit ist, bedient man sich der Basisunabhéngigkeit

der Determinante, um diese als Produkt der Eigenwerte zu klassifizieren. Die Matrix ist in der

Folge genau dann indefinit, wenn die Determinante negativ ist. Es gilt:
det(D*P(N*, 1)) = — (1+6((u")* (- A+ V = 3Ju* = )™ u], wo) p2v)) < 0,

und somit die Indefinitheit nach Voraussetzung. Lemma[3.§|liefert dann die Existenz von Lésungen
(A, uy) in (—bs, bs) x H2(RYN) mit A < A*, welche sich in (A\*,u*) hdufen. Dariiber hinaus liefert
Lemma 3.8 mindestens zwei weiteren Folgen von Losungen, die fiir die Verzweigung verantwortlich
sind. Fiir diese Losungen gilt auch F(A, uy) = 0. Lemma garantiert anschlieBend, dass die
Losungen tatsichlich auf einem Zweig liegen. Mit der Existenz der Losungen in (—b,, b,) x H2(RY)
und dessen lokale Beschrianktheit folgt gemé&fl Lemma und Theorem die Existenz der
Losung in (—bs, bs) x H2(RY) iiber (A\*,u*) hinaus. O

Der globale analytische Verzweigungssatz liefert nun, dass die Menge der degenerierten Stellen,
das heif}t, jene, in denen der Zweig nicht analytisch ist, sich entlang des Zweiges nicht h&ufen
kénnen. Theorem liefert die stetige Parametrisierbarkeit nach dem Spektralparameter. Dann
hat jedes kompakte Teilintervall [A;, A2] C (—a, Ag] ein kompaktes Bild in R x H?*(R") fiir s > 0
geméifl Theorem passend gewéhlt. In der Folge gibt es im Intervall [A1, A2] nur endlich viele
solcher degenerierten Stellen, sodass diese sich (nach Wiederholung des Arguments) héchstens in

—a héufen konnen und hochstens abzahlbar viele sind.

THEOREM 5.17. Es sei \g ein einfacher Eigenwert von T und Cy, := |J Oy, (s) C Rx HZ(RY)
5>0

set der dazugehorige Losungszwetg, sowie C’AO dessen Abschluss unter der schwachen Topologie in
H2(RN). Fiir jeden degenerierten Punkt (\*,u*) € Cy, gelte ker(0,F(\*,u*)) = [wq] fir ein
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wo € H2(RY) und ferner
L+ 6((w)*(=A+V =3[’ = )7 [u"], wo) 2y # 0,

falls (u*,wo) 2@~y = 0 gilt.
Dann existiert ein nach \ parametrisierbarer, stetiger Zweig {(A,ux)}rer C Cy, mit I C
(—a, Ao] zusammenhdingend, relativ offen in (—a, \o] und maximal gewihlt. Ferner sind die folgen-

den beiden Aussage dquivalent:

(1) Fiir alle J CC (—a, \o] gibt es (hichstens endlich viele) A} > ... > X3, € INJ, sodass
folgende Aussage gilt: Fiir alle (\*,u*) € C~’>\0, welche einfach degenemert sind und \* € J
gilt, folgt (\*,u*) € Cx, und \* = X; fir einkel,...,M.

(2) I = (—a,Xo] und fir alle J CC I gilt: §1€18||U>\||H2(RN) < 00.

BEWEIS. Eingangs kann das Zuriicklaufen in einen weiteren Eigenwert in (—a, Ag] ausgeschlos-
sen werden, denn nach dem Mittelwertsatz wiirde dies der Monotonie der L*(R™)-Norm in Bezug
auf den Spektralparameter A widersprechen. Theorem liefert die Fortsetzbarkeit eines Zweiges
iiber degenerierte Punkte hinaus.

" =" Angenommen, fiir jedes J CC I existieren endlich viele A} > ... > X3, € I N J derart,
dass {(A,ux)}res genau in (A}, uxx ) einfach degeneriert ist. Angenommen I # (—a, Ag]. Wihle
Ax € (—a, Ao] und J D (A4, Ao, sowie b > 0 mit J C (—b,b) und das zugehorige s = s(b). Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit sei s € (0,1) gewéhlt (ansonsten betrachte ein grofieres b > 0).
Dann folgt aus Theorem dass [[uxl[pa.smyy — oo fiir A = A* + 0 gilt. Daraus erhélt man
A* > Af > ... > A}y, da andernfalls nach Voraussetzung (A\*,ux+) € C, gelte und die Offenheit
von Cy,(s) der Divergenz von |lux||p4.s@®~) — oo fiir A — A* + 0 widerspréiche.

Nun ist der Zweig fiir A € (—a, A7) NI nichtdegeneriert, woraus mit Theorem [5.8] und Korollar
[5.9|die gleichmiiBige Beschriinktheit der L2(RV)- und der L*(RY)-Norm iiber J CC I folgt. Da u,
die Gleichung 16st, folgt daraus auch die gleichméBige Beschriinktheit der H? (R )-Norm, woraus
schwache Konvergenz fiir A — \* folgt. Die Einbettung H?(RY) — L>*~1(R") ist kompakt, da
s —1 < 0 gilt. Somit konvergiert uy sogar stark in L>*~1(R") gegen uy-. Dariiber hinaus ist -
auch eine Losung der Gleichung (34)), denn fiir alle v € C°(RY) ¢ L*(RY) dicht, gilt:

(A V= X )ure = ude, o) paam)

<( A+V =)\ )'U U+ —U)\>L2(RN)+<(—A+V—)\)U)\,’U>L2(RN)

+ ()\ A )<U)\,7)>L2(RN) — <u§*7v>L2(RN)

<( A+V )\ )U U \* _UA>L2(RN) + <U)\ U§*7U>L2(RN)

+ (A=A )<U)\,'U>L2(]RN) — 0 (A= A).
Die Konvergenz (ui — u?/{* , V) 2@~y — 0 erhélt man nach Kondrachov-Rellich. Um die Konvergenz
fiir v € L*(RY) zu folgern bedient man sich noch der Beschréinktheit von |Jux||g2g~) in A. Daher
gilt

(~A+V = Xup- —ui. =0,
Nach Voraussetzung ist 0, F(\*,uyx+) invertierbar, denn andernfalls wire (A\*,uy+) € Cj,

und A} wiire nicht das kleinste A zu einem degenerierten Punkt. Zu jedem v € H?(RY) ist die
Abbildung [A*,Af] = R, A — ((=A 4+ V — X = 3Juxl*)v,v) [2r~) stetig, denn die Abbildung
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(A, A7) — H?(RYN), X+ uy ist schwach stetig und daher gilt fiir alle A\, u € [\*, \1]:
(A 4V = X = 3lus 2o, 0) o) — (=2 + V = o = 3o, 0) )
=(p — N){v,v) + 3((Ju,|* — |u,\|2)v,v>Lz(RN) — 0, A= p.
Der erste Summand konvergiert gegen 0 wenn g — A geht. Der zweite konvergiert zunédchst fiir
alle v € C°(RY) C L*(RY) dicht und schlieflich fiir alle v € L*(RY), da die Abbildung A — uy
beschrinkt in L*(RY) ist.
Ferner gilt fiir jedes A € [A*, \] —¢]:
<(—A +V-A- 3|U)\|2)U7'U>L2(RN) # O7
da die Linearisierung invertierbar ist. Zusammen mit der Stetigkeit ist die Abbildung
A= (A +V = X =3Jux)v, v) L2 @n)
von 0 weg beschrinkt fiir jedes v € H2(RY), d.h. es gibt ¢y > 0 derart, dass fiir alle A € [A*, \] —¢]
gilt:
[l 2w [1(=A + V= X = 3Jus[*) [v] ] 22 vy
>co[((=A +V =X = 3lux|*)v,v) L2@v)| > collv]|72@v)-
Daraus folgt fiir jedes v € L*(RY):
— 1 * oy ok
A4V = 3= 3l Mollla) < ool (e T =)

Nach dem Satz von Banach-Steinhaus gibt es folglich ein C' > 0 derart, dass fiir alle A € [A*, A} —¢]
gilt:
[(—A+V =X =3Juxl*) " lr2@y)sr2@y)y < C.

Wir folgern, dass fiir alle A € [A\*, A\ — €] gilt:

lurllpee-r vy Sludllpzsy = 1(=A+V = A = 3Jua) " uall 2 @)

<Cllull 2@~y < C.

Man erhélt schliellich wie im nichtdegenerierten Fall in Lemma die Ungleichung :

‘ d

a”u/\lli‘*vs(RN) SC”“&”L““(RN) IVuxllpzs-1@yy + 2”“)\‘&215(]1%”)

d 2
+ | — A{z)*d
d)\/RN lualAlx)® dx|

und somit fiir £ : (0,a + Ag) = H>$(RN), u ||u,\0,u||‘i4ys(RN):

’ C2 + K(M)
K'(p) < C1+ m
Auch hier folgt die Beschrinkung der L**(RY)-Norm mittels Lemma von Gronwall, was dem
Blowup in A, widerspricht.
" <" Angenommen I = (—a, \g] und fiir jedes J CC (—a, \o] existiert eine Konstante C' > 0

mit sup ||ux || g2 ryy = C. In diesem Fall ist die Menge { (), ux) }xe s als Bild einer kompakten Menge
AeJ

unter einer stetigen Abbildung selbst kompakt und jede beschrinkte Folge hat einen Haufungswert.

Dies schliefit die Existenz unendlich vieler degenerierter Punkte auf C), gemé8 dem analytische
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Bifurkationssatz aus. Sei schlielich (\*,u*) € C‘AO beliebig mit —a < A4, so gibt es eine Folge
(Ansuy,) € Oz, (s) mit A, — A\* und uy, — u* in H2(RY). Wihle J CC (—a, Ag] mit A*, A, € J

fiir fast alle n € N. Dann gilt nach Voraussetzung |luy,,

m2e@yy < C fiir ein C > 0 und da uy,
die Gleichung lost, folgt mit der Kompaktheit von Ay [|uy, [2ux, + Wuy,] = uy, die Existenz
einer H?*(RY)-konvergenten Teilfolge. Thr Grenzwert sei mit u** bezeichnet. Insbesondere gilt
uy, — u** in H2(RY), woraus u* = u** folgt. und daraus (\*,u*) € Cy,(s) C C,. O

Wir reichen sofort das entsprechende Korollar fiir nichtdegenerierte Zweige nach.

KOROLLAR 5.18. Fs sei Ay ein einfacher Eigenwert von T und C‘AO, der schwache H?(R™N)
Abschluss der Losungen zu
(—A+V = Nu—u®=0,

sei michtdegeneriert. Dann existiert ein nach A parametrisierbarer, stetiger Zweig

{()‘7 uA)}AE(—a,AO] C C)\o

von Ldsungen.

BEWEIS. Aussage (2) in Theorem ist erfiillt. O

Wir schliefen mit einigen Bemerkungen. Die Abgeschlossenheit des Zweiges beziiglich schwach
H?(RY)-konvergenter Folgen, deren Grenzwerte degenerierte Punkte sind, erscheint eine sehr tech-
nische Voraussetzung. Der Autor vermutet, dass es fiir den "/ ="-Teil hinreichend ist, dass man
lokal nur endlich viele degenerierten Punkte auf dem (starken) H?(R™)-Abschluss des Zweig hat.
Man beweist analog, dass, falls ein Blowup in der gewichteten Norm auftritt, man dennoch eine
schwach konvergente (in den #iquivalenten Normen H?(RY), L2(RY) und L*(RY)) hat. Der Autor
geht davon aus, dass daraus auch die starke Konvergenz folgt, indem man sich die Monotonie der
L*(RY)-Norm oder die spektralen Abschitzungen zu Nutze macht. In [JST99| wird dies im ein-
dimensionalen und unter starken Symmetrievoraussetzungen gefolgert. Dies ist dem Autor bisher
nicht gelungen. Ist dies gezeigt, so folgt mit dem Satz iiber implizit definierte Funktionen, einmal
in einer (—a,a) x H?(RY)-Umgebung und einmal in (—a,a) x H?*(RY)-Ungebung des Grenz-
wertes (A*,u*) angewandt, dass dieser Zweig lokal mit Cj,(s) iibereinstimmt, was dem Blowup

widerspricht.
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Ausblick

Die Verwendung gewichteter Sobolevrdume fiir die Kompaktheit des nichtlinearen Operators
kann dahingehend ausgedehnt werden, dass man nun statt beschrinkter Potentiale auch grofiere
Klassen von Potentialen zulésst, welche die Definition eines selbstadjungierten Schrédingeropera-
tors zulassen. Hierbei wird der Definitionsbereich des linearen Operators und somit der Losungs-
raum, in welchem nach Losungen der nichtlinearen Gleichung gesucht wird, durch eine gewichtete
Version des Definitionsbereichs angepasst werden. Man muss dabei sicherstellen, dass der nichtli-
neare Teil des Operators wieder in den Definitionsbereich abbildet und diesen gegebenenfalls mit
zusétzlichen Bedingungen versehen.

Ferner steht die Behandlung exponentiell gewichteter Riume zur Debatte. Obgleich die Exis-
tenz der Losungen lediglich im polynomiell gewichteten Raum nachgewiesen wurde, kann a pos-
teriori das exponentielle Abklingen der Losungen mit dem ersten Teil dieser Arbeit nachgewiesen
werden. Ferner haben wir im ersten Teil bewiesen, dass die Abklingrate lediglich vom Abstand
des Spektralparameters zum essentiellen Spektrum abhéingt. Das heifit, die Losungen der Glei-
chung haben eine gemeinsame untere Schranke fiir die Abklingrate, sofern der Spektralparameter
sich in einem abgeschlossenen Interval, welches disjunkt vom essentiellen Spektrum ist, befindet.
Die Existenz von Losungen in einem Sobolevraum mit exponentiell steigendem Gewicht ist daher
bewiesen. Fraglich bleiben dariiber hinaus die topologischen Eigenschaften der Menge der Losun-
gen, da der globale Verzweigungssatz (bisher) nicht im exponentiell gewichteten Raum angewandt
wurde.

Die Behandlung weiterer nicht Schrodinger-artiger Gleichungen unter Verwendung gewichteter
Réume ist immer dann moglich, wenn man iiber das Abklingverhalten der Eigenfunktionen der
Linearisierung in der trivialen Loésung innerhalb des Intervals, fiir welches man globale Bifurka-
tion nachweisen moéchte, hinreichend gute Informationen hat. Die Kompaktheit des nichtlinearen
Teils hangt von dem Wachstum der Nichtlinearitdt im Verhéltnis zum Gewicht des Raumes ab.
So ist es denkbar, zum Beispiel ein logarithmisch wachsendes Gewicht zu verwenden, um lediglich
polynomiell wachsende Eigenfunktionen zu Liickeneigenwerten zu behandeln. Solche Eigenfunk-
tionen konnen auch bei Schrédingeroperatoren als Eigenfunktionen zu eingebetteten Eigenwerten
auftauchen.

In konkreteren Beispielen von Gleichungen bzw. stirkeren Voraussetzungen an die Parame-
ter dieser ist der Autor zuversichtlich, die spektralen Abschitzungen der Resolventennorm im
gewichteten Raum zu verbessern. Als Beispiel seien hier nichtlineare Operatoren erwihnt, deren
Linearisierung ein (gestortes) periodisches Potential beinhaltet. Das essentielle Spektrum dieser
Schrodingeroperatoren ist durch Blochwellen charakterisiert, welche, geeignet abgeschnitten, eine
Weyl’sche Folge bilden. Diese Blochwellen sind beschriankt, und die Konvergenz der Weyl’schen
Folge basiert wesentlich auf dieser Eigenschaft. Betrachtet man die Folgen in gewichteten Raumen,
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so kann diese Eigenschaft verloren gehen. Das heifit, dass in gewichteten Rdumen der Operator
moglicherweise kein essentielles Spektrum besitzt. In dem Fall bildet der inverse Abstand zum
essentiellen Spektrum des selbstadjungierten Operators in L2(RY) keine obere Schranke der Re-
solvente als Abbildung zwischen gewichteten Rdumen. Folglich ist das Interval, in welchem der
globale Satz angewandt wird, nicht auf die spektrale Liicke der Linearisierung als Operator in
L?(RY) beschriinkt. Denkbar ist im konkreten Fall auch eine Abschiitzung der Norm der Resol-
vente als Abbildung zwischen Riumen mit verschieden Gewichten. Dies konnte in dem Fall zu
Kompaktheit fiihren, wohingegen die Wachstumsbedingungen der Nichtlinearitéit weniger einge-
schréankt werden miisste. Eine solche Herangehensweise stellen wir uns auch bei der Losung des
Problems der fehlenden Kompaktheit des Zweiges im letzten Abschnitt vor. Der Blowup in der ge-
wichteten Norm behindert die Fortsetzbarkeit des Zweiges auch im ungewichteten Raum, obwohl
die ungewichteten Normen beschrénkt bleiben. Der pathologische Fall, dass der Zweig im Raum

abbricht, scheint dem Autor ausschlieBbar zu sein.
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