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Kurzfassung

Metamaterialien, aus kiinstlich hergestellten, gezielt gestalteten Strukturele-
menten aufgebaute Materialien, zeigen Effektiveigenschaften, die in erster
Linie durch die Struktur getrieben werden und weniger von den Materialeigen-
schaften ihrer Konstituenten abhéngen. In dieser Arbeit wird, durch die Ent-
wicklung und Analyse eines instabilen Metamaterials, demonstriert welches
Potential sich durch die gezielte Ausnutzung von strukturellen Instabilitdten
ergibt.

Ausgelost durch die Bistabilitit der Basiszelle ist es moglich Effektiveigen-
schaften innerhalb des gleichen Materials durch Aufprigen einer Belastungs-
vorgeschichte zu programmieren. Weiterhin erfolgt durch Verlust der Stabilitét
eine schlagartige Dehnungslokalisierung, wodurch eine Separation der Zeits-
kalen zwischen duflerer Belastung und viskoser Dimpfung erzielt werden kann.
Durch diesen Mechanismus zeigt das hier entwickelte Metamaterial eine effek-
tive geschwindigkeitsunabhéngige (nicht viskose) sowie strukturell reversible
(nicht plastische) Energiedissipation. Diese ungewohnlichen Eigenschaften,
welche in erster Linie durch die Strukturinstabilitidt getrieben sind, grenzen
diese Metamaterialien klar von gewohnlichen bisher bekannten Materialien
ab.

Mit Hilfe einer Kombination von numerischen und analytischen Modellen wer-
den diese Eigenschaften iiber die verschiedenen Langenskalen - angefangen bei
einem einzelnen Beulelement, iiber eine einzelne periodische Basiszelle und
endlichen Zellverbinden bis hin zum Kontinuumsgrenzfall - untersucht. Hier-
durch wird nicht nur ein tiefgreifendes Verstindnis der zugrundeliegenden
Mechanismen und den daraus resultierenden Grof3eneffekten erreicht, sondern
auch die gezielte Gestaltung solcher Materialien auf den verschiedenen rele-
vanten Ebenen ermdglicht.

Basierend auf diesen Erkenntnissen wird weiterhin untersucht in wie weit
sich diese Eigenschaften und die damit verbundenen Grofeneffekte iiber eine
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Kurzfassung

heuristischer Modellierung bzw. eine systematischer Homogenisierung mittels
einer verallgemeinerten Kontinuumstheorie modellieren lassen.
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Abstract

Metamaterials are composed of structural building blocks and derive their
effective properties mainly from the structure, rather than from their constitu-
ent materials they are build from. By designing and analysing a mechanical
unstable metamaterial, the potentials given by structural instabilities are inves-
tigated.

The bistability of the basic building block enables the design of so called
programmable materials whose properties can be changed by applying a sui-
table loading history. Furthermore it is demonstrated, that the sudden strain
localization enables a separation of the timescales between external loading
and viscous dissipation. This is the reason for the exotic effective energy dis-
sipation properties of such materials which show neither viscous nor plastic
characteristics and clearly separates this metamaterial from usual materials.

The driving mechanism of these effective properties are investigated by a
combination of analytical, semi-analytical, and numerical models which focus
on the different relevant lengthscales. Starting from the bottom these are the
single buckling element, a periodic unstable cell, finite size combinations of
unstable cells and finally the continuum limit. This not only provides insight
into the micromechanics and the resulting size effects of such metamaterials,
but also makes them accessible on the different relevant length scales.

Finally it is intensively discussed how one can describe all these properties and
the corresponding size effects within an extended continuum theory. Here two
approaches, namely a heuristic modeling and a systematic homogenization are
considered.
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1 Einleitung

Als Metamaterialien werden aus funktionellen Bausteinen (Basiszellen) kiinst-
lich hergestellte Materialien bezeichnet, deren Eigenschaften in erster Linie
durch die Struktur getrieben sind und weniger von den Eigenschaften der Kon-
stituenten, aus denen sie aufgebaut sind, abhiingen. Die gezielte Gestaltung
der elementaren Bausteine und deren Zusammensetzung zu homogenen oder
inhomogenen Materialien erfolgt dabei mit dem Ziel ungewdhnliche, auf3eror-
dentliche oder extreme Effektiveigenschaften zu erzielen die sich grundlegend
von den Eigenschaften der Konstituenten unterscheiden.

Das Konzept von Metamaterialien geht auf die Arbeiten von John Pendry und
David Smith zuriick, die sich als erste mit der gezielten Gestaltung und Reali-
sierung von Mikrostrukturen mit ungewohnlichen Eigenschaften bei der Aus-
breitung von elektromagnetischen Wellen beschiftigten. Die bekanntesten Bei-
spiele hierfiir sind negative Brechungsindizes (Veselago 1968; Pendry 2000;
Smith u. a. 2000; Shelby u.a. 2001), das Tarnen (Cloacking) liber materiell
realisierte Koordinatentransformationen (Pendry 2006; Schurig u. a. 2006) und
Bandliicken in der Wellendispersion (Pendry 1994; Pendry u. a. 1996). Durch
eine Ubertragung dieses Konzepts auf andere Bereich der Physik, konnten ei-
ne Reihe weiterer, teilweise analoger, ungewohnlicher Eigenschaften realisiert
werden. Beispiele hierfiir sind akustische (Zhang u.a. 2011) und thermische
Tarnkappen (Schittny u. a. 2013), Materialien mit effektiver negativer (dynami-
scher) Massendichte und negativem Kompressionsmodul zur Erzeugung eines
negativen Brechungsindex in akustischen Metamaterialien (Ding u.a. 2007;
Huang u. a. 2009; Kadic u. a. 2013; Christensen u. a. 2015), auxetische Meta-
materialien mit isotroper negative Querkontraktion nah an dem theoretischen
Limit v — —1 (Milton 2013; Biickmann u. a. 2014) und Pentamode Metama-
terialien mit verschwindend geringer Schubsteifigkeit (bzw. einem Grenzwert
v — 0.5) (Milton und Cherkaev 1995; Kadic u. a. 2014; Christensen u. a. 2015)
sowie Bandliicken bei der Ausbreitung elastischer Wellen (Liu u. a. 2000; Hus-
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sein u.a. 2014). Eine ausfiihrliche Ubersicht sowie weitere Beispiele sind in
Milton 2002; Kadic u. a. 2013 und Christensen u. a. 2015 zu finden.

All diese Ansitze zielen allerdings auf die Generierung auflergewohnlicher
linearer Effektiveigenschaften ab, wobei hierfiir ebenfalls nur das geometrisch
und materiell lineare Verhalten der zugrunde liegenden Mesostruktur ausge-
nutzt wird. Eine Erweiterung dieses Konzeptes auf den nichtlinearen Bereich
unter Ausnutzung von materiellen und geometrischen Nichtlinearitdten hin-
gegen, erfolgte erst in den vergangenen Jahren. Obwohl der Begriff Meta-
materialien in der Mechanik sowie in den Ingenieurswissenschaften bis vor
kurzem noch weitestgehend unbekannt war, ist die Idee Materialien durch ge-
zielte Strukturgestaltung zu optimieren auch in diesen Bereichen nicht neu
(vgl. z.B. Ashby u. a. 2000; Gibson und Ashby 1997; Deshpande u. a. 2001a;
Deshpande u. a. 2001b und Evans u. a. 2001). Allerdings liegt der Fokus hier-
bei oftmals auf der Optimierung von gédngigen Eigenschaften wie Steifigkeit
(T.A. Schaedler u.a. 2011; Berger u.a. 2017), Energiedisspation (Meza u. a.
2014; Liu und Wang 2015; Salari-Sharif u. a. 2014) oder Warmeiibertragung
(Evans u. a. 2001), wohingegen der entscheidende Aspekt der Metamaterialien,
nidmlich die Generierung von neuartigen und ungewohnlichen Eigenschaften,
die sich insbesondere qualitativ von denen ihrer Konstituenten unterscheiden,
erst kiirzlich in den Fokus geraten ist.

Um zu dieser Entwicklung beizutragen, wird in dieser Arbeit ein nichtlineares
instabiles mechanisches Metamaterial entwickelt und analysiert. Die Effektiv-
eigenschaften dieses Metamaterials, werden in erster Linie durch eine mecha-
nische Instabilitit, dem kontrollierten Beulen von einigen Strukturelementen
getrieben. Unter Belastung erfolgt auf Grund der Instabilitit eine schlagartige
Dehnungslokalisation. Ferner ist die Basiszelle durch eine Bistabilitét charak-
terisiert, wodurch die Basiszelle zwei stabile Zustdnde fiir die gleiche duflere
Last aufweisen kann. Die Kombination dieser beiden Eigenschaften fiihren zu
einer Reihe ungewohnlicher Effektiveigenschaften. Auf der einen Seite erfolgt
auf Grund der schlagartigen Dehnungslokalisation eine strukturell getriebene
Energiedissipation, welche sich grundlegend von den iiblichen Dissipations-
mechanismen (Viskoelastizitit, Plastizitidt) von Metallen und Polymeren un-
terscheidet. Weiterhin kann die Bistabilitédt der Basiszelle genutzt werden, um
so genannte programmierbare Werkstoffeigenschaften, also Eigenschaften die
sich im Material nach der Herstellung dndern lassen, zu realisieren. Um zu
einem tiefgreifenden Verstindnis dieser Mechanismen beizutragen, erfolgt in
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dieser Arbeit die systematische Analyse des hier entwickelten instabilen Meta-
materials iiber die verschiedenen relevanten Skalen hinweg. Hierfiir kommen
sowohl stark vereinfachte analytische und numerische Modelle sowie aufwin-
digere numerische Modelle basierend auf der Methode der Finiten Elemente
zum Einsatz. Insbesondere mit den vereinfachten Modellen konnen auf syste-
matische Art und Weise die Moglichkeiten bistabiler Strukturen sowie deren
zugrundeliegenden Mechanismen studiert werden. Die aufwindigeren Model-
le kommen dann zur beispielhaften Bestitigung dieser Ergebnisse und zur
Analyse weiterer Besonderheiten der spezifischen Mesostruktur zum Einsatz.
Obwohl die hier durchgefiihrten Analysen zum GroBteil auf Basis der in dieser
Arbeit entwickelten instabilen Struktur durchgefiihrt werden, sind viele der
Erkenntnisse qualitativ auch auf andere instabile Mesostrukturen iibertragbar.
Dies folgt vor allem daraus, dass die hier untersuchten Effektiveigenschaften
auf der speziellen Interaktion zwischen bistabilen Basiszellen beruht und diese
GesetzmiBigkeiten analog auch fiir andere bistabile Basiszellen gelten.

Konzeptuell ist der Ansatz Instabilitdten in Materialien auszunutzen nicht neu.
So wurde bereits 2001 von Rod Lakes festgestellt, dass instabile Einschliisse
auf molekularer Ebene zu auBBergewohnlichen Ddmpfungseigenschaften fiihren
(Lakes u.a. 2001; Wang und Lakes 2004). Ebenso basieren auch die aullerge-
wohnlichen Eigenschaften von Formgedachtnislegierungen und so genannten
superelastischen Materialien auf Instabilitdten wodurch diese Materialien unter
Belastung eine (unter Entlastung oder Erwiarmung) reversible Phasentransfor-
mation von Austenit zu Martensit erfahren (DesRoches u. a. 2004; Shaw und
Kyriakides 1997). Auch die hier untersuchten instabilen Metamaterialien er-
fahren eine strukturelle Zustandstransformation, wodurch auch die realisierba-
ren Effektiveigenschaften eng verwandt sind. Der Unterschied zu klassischen
Formgedichtnislegierungen besteht allerdings darin, dass die Phasen- bzw.
Zustandstransformation nicht auf der atomistischen Ebene, sondern auf der
Ebene der Mesostruktur erfolgt, wodurch der kiinstlichen Herstellung solcher
Materialien mittels neuartiger 3-D Drucktechniken (Truby und Lewis 2016)
kaum Grenzen gesetzt sind (Frenzel u. a. 2016).

Ausgeldst durch die neusten Fortschritte in der 3-D Drucktechnik wurde die
gezielte Ausnutzung von Instabilitdten in so hergestellten Materialien erst in
den vergangenen Jahren fokussiert, wobei die im Folgenden zitierten Arbei-
ten groftenteils wihrend der Entstehung der vorliegenden Arbeit veroffent-
licht wurden. Die aulergewohnlichen Dissipationseigenschaften von instabilen
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Metamaterialien im Vergleich zu plastischem Materialverhalten wurde unter
anderem in Correa u.a. 2015; Shan u.a. 2015; Rafsanjani und Pasini 2016
und Frenzel u.a. 2016 behandelt. Der in dieser Arbeit zusétzlich diskutierte
Zeitskalenaspekt der Energiedissipation hingegen wurde in der Literatur im
Zusammenhang mit Metamaterialien bislang ausschlieBlich in den aus dieser
Dissertation erfolgten Veroffentlichungen (Frenzel u. a. 2016; Findeisen u. a.
2017) behandelt. Der Begrift der programmierbaren Werkstoffeigenschaften
wird in der Literatur nicht einheitlich verwendet, wobei nach drei verschiede-
nen Aspekten der Programmierung unterschieden werden kann: 1. Materialien
die, in Abhingigkeit der Belastungsgeschichte, unter vollstindiger Entlastung
in einem deformierten Zustand verweilen, der andere Eigenschaften als der
Ursprungszustand aufweist (Meaud und Che 2017; Frenzel u. a. 2016; Find-
eisen u. a. 2017). Damit solche Materialien unter Entlastung im deformierten
Zustand verweilen sind zu deren Realisierung zwingend bistabile Basiszellen
notig, die eine negative kritische Kraft aufweisen. 2. Materialien die in Abhén-
gigkeit der Belastungsgeschichte oder anderer duflerer Einfliisse fiir die gleiche
effektive Deformation (oder Deformationskomponente) unterschiedliche Ei-
genschaften aufweisen (Silverberg u. a. 2014; Florijn u. a. 2014; Findeisen u. a.
2017). Und 3. Die Beeinflussung von linearisierten (lokalen) Eigenschaften
in Abhingigkeit von der Deformation. Wobei letzteres in erster Linie inter-
essante nichtlineare Eigenschaften darstellen und hierfiir nicht zwingend eine
Bistabilitit bendtigt wird. Beispiele hierfiir sind die Programmierung der in-
krementellen Querkontraktion (Yasuda und Yang 2015; Chen u. a. 2017) oder
die Programmierung der Wellendispersion (Bertoldi u. a. 2008; Bertoldi und
Boyce 2008; Jang u. a. 2009; Shim u. a. 2015; Meaud und Che 2017).

Neben der eigentlichen Charakterisierung der Effektiveigenschaften wird in
dieser Arbeit ein weiterer, oftmals vernachlidssigter Aspekt behandelt: Materi-
al oder Struktur? Bei der Charakterisierung von dynamischen Metamaterialien
mittels der Dispersionsrelation wird der Materialaspekt oftmals unter der Vor-
aussetzung einer Skalenseparation

1> L. (1.1)

gerechtfertigt. Hierbei ist A die Wellenlidnge der Deformation und ¢ eine fiir
die Mesostruktur charakteristische Linge, wie zum Beispiel die Periodizitéts-
ldnge oder die Grofe der Basiszelle (Kadic u. a. 2013; Biickmann 2015). Diese
Bedingung ist ebenfalls eine der Grundvoraussetzung fiir die Anwendbarkeit
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der klassischen Homogenisierung. Im Fall von instabilen Mesostrukturen lo-
kalisiert die Deformation aber selbst im quasi-statischen Grenzfall immer in
einem durch die Struktur vorgeschriebenen Bereich mit A ~ ., wodurch obi-
ge Einschrinkung automatisch verletzt wird und eine Homogenisierung sowie
eine Effektivbeschreibung im Rahmen der klassischen Kontinuumsmechanik
nicht mehr moglich ist. Fiir die Homogenisierung lésst sich die Forderung
nach einer strikten Skalenseparation allerdings durch die Einfiihrung hoherer
Deformationsmafle in gewissen Grenzen lockern (vgl. z.B. Forest und Trinh
2011). Dies wirft zwei grundlegende Fragen auf: Ist eine Beschreibung der
hier prisentierten Struktur im Rahmen einer erweiterten Kontinuumsmecha-
nik mdglich und wenn ja, kann eine solche Beschreibung systematisch aus
einer Homogenisierung der Mesostruktur abgeleitet werden? Begleitend zu
der Charakterisierung in Kapitel 3, 4 und 5 wird in dieser Arbeit daher vorerst
genau untersucht woran eine Beschreibung und Homogenisierung im Rahmen
der klassischen Kontinuumsmechanik scheitert. Basierend darauf wird dann
in Kapitel 6 analysiert in wie weit eine Beschreibung und Homogenisierung
mittels einer erweiterten Kontinuumstheorie moglich ist. Die {ibergeordnetete
Fragestellung ist hierbei ob eine materielle Betrachtung im Sinne der Kontinu-
umsmechanik moglich bzw. sinnvoll ist oder ob eine strukturelle Betrachtung
unter Beriicksichtigung aller Inhomogeninititen unumgénglich ist. Abgesehen
davon, dass in der Literatur die Umsetzung des Materialaspektes oftmals schon
an einer kompatiblen dreidimensionalen Anordnung der untersuchten ,,Meta-
materialien® scheitert (Lv u. a. 2014; Shan u. a. 2015; Yasuda und Yang 2015;
Coulais u. a. 2017), wird die systematische Materialbeschreibung im Rahmen
der Kontinuumsmechanik, insbesondere fiir instabile Metamaterialien, in der
Literatur bislang gar nicht behandelt.

Theoretische Grundlagen zu Instabilitidten und Phasenstransformationen wer-
den in dieser Arbeit zwar nicht zwingend vorausgesetzt, sind aber teilweise in
der Literatur ausfiihrlicher behandelt. In Le 2011 ist z.B. eine ausgiebige Dis-
kussion der Phasentransformation in (kontinuierlichen) Materialien mit nicht
konvexem Potential zu finden. Die Phasentransformation in diskreten Struktu-
ren mit nicht konvexem Potential, wird, unter Vernachldssigung dynamischer
Effekte, ausgiebig in Truskinovsky und Zanzotto 1996; Puglisi und Truskino-
vsky 2000; Puglisi und Truskinovsky 2002 und Truskinovsky und Vainchtein
2004 behandelt. Spezieller Fokus auf dynamische Aspekte der Phasentrans-
formation ist hingegen in Balk u.a. 2001a und Balk u.a. 2001b gesetzt. Die
Relevanz von hoheren Kontinuumstheorien zur Modellierung von Phasentrans-
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formationen wird unter anderem in Triantafyllidis und Bardenhagen 1993 und
Truskinovsky und Vainchtein 2004 behandelt.

Um eventuellen Irritationen vorzubeugen sollen abschlieend noch einige Be-
griffe und Notationen eingefiihrt werden. Die Begriffe Mikro-, Meso- und Ma-
kroebene werden in dieser Arbeit wie folgt verwendet: Als Mikroebene wird
die Ebene des konstitutiven Materials bezeichnet, also die Ebene mit der fiir das
Material, aus dem die Struktur des Metamaterials aufgebaut ist, relevante Lén-
genskala. Mit Mesoebene wird die nidchst hohere Betrachtungseben bezeichnet
in der einzelne Strukturelemente oder einzelne Basiszellen des Metamaterials
betrachtet werden. Als Makroebene wird letztendlich die Betrachtungsebene
von ganzen Zellverbinden, bis hin zum Kontinuumsgrenzfall bezeichnet. Von
diesen Begrifflichkeiten wird allerdings in Kapitel 6 geringfiigig abgewichen.
Dort wird, analog zu der in der Literatur iiblichen Bezeichnung, y ebenfalls
als Mikrodeformation bezeichnet, obwohl sie in diesem Fall dazu dient die
Mesodeformation zu beschreiben. Dies erfolgt vor allem auch vor dem Hin-
tergrund, dass hierdurch eine klare Trennung zwischen der zu beschreibenden
Mesodeformation und der zur Beschreibung verwendeten Mikrodeformation
x moglich ist.

Die zur Darstellung von Tensoren verwendete Notation richtet sich in erster
Linie nach der Verstindlichkeit und Ubersichtlichkeit. So wird individuell ent-
weder eine rein symbolische oder eine reine Indexnotation verwendet. Im Falle
einer Indexnotation wird die Art des Tensors iiber die Indizes dargestellt, wobei
grof3-gedruckte Indizes 1, J, K, . . . fiir Komponenten in der Referenzkonfigura-
tion Qp und klein-gedruckte Indizes i, j, k, . . . entsprechend fiir Komponenten
in der Momentankonfiguration Q verwendet werden. In jedem Fall wird von
einem orthonormalen Koordinatensystem ausgegangen, so dass nicht weiter
zwischen ko- und kontravarianten Darstellungen unterschieden werden muss.
Tensoren hoherer Ordnung, die von der Momentan- auf die Referenzkonfigura-
tion oder andersherum abbilden werden entsprechend iiber gemischte Indizes
dargestellt. Fiir Ortsableitungen bzgl. Koordinaten der Referenzkonfiguration
wird die verkiirzte Notation d;A (X) und fiir Ableitungen bzgl. Koordinaten
der Momentankonfiguration die Notation d; A (x) verwendet, wobei der Index
I bzw. i die entsprechende Raumrichtung angibt.



2 Strukturentwicklung

Die Basiszelle des in dieser Arbeit entwickelten Metamaterials istin Abbildung
2.1 dargestellt und besteht aus einer hexagonalen Basisstruktur in welche 3 x 2
sinusformige Beulelemente (blau dargestellt) eingelassen sind. Die Beulele-
mente sind in vertikaler und horizontaler Richtung iiber eine sternformige
Anordnung weiterer Strukturelemente mit den benachbarten Beulelementen
verbunden. Unter vertikaler Belastung (z-Richtung) ist die Deformation somit
durch das Beulen der Beulelemente geprigt. Auch wenn dieser Mechanismus
als eindimensional angesehen werden kann, ist die Basiszelle selbst dreidimen-
sional. Im Gegensatz zu anderen Gestaltungsansitzen fiir instabile Mesostruk-
turen (Bertoldi u. a. 2008; Bertoldi und Boyce 2008; Jang u. a. 2009; Florijn
u.a. 2014; Correa u.a. 2015; Shan u. a. 2015; Rafsanjani und Pasini 2016)),
ist somit der Aufbau von dreidimensionalen (homogenen und inhomogenen)
Strukturen (vgl. Abbildung 2.2) moglich.

i —
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Abbildung 2.1: Basiszelle des in dieser Arbeit untersuchten Metamaterials bestehend aus hexago-
naler Basisstruktur (grau) und Beulelementen (blau) und Definition der in dieser
Arbeit verwendeten Parameter. (Verwendung mit Genehmigung aus Frenzel u. a.
2016).
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Einer offenporige Balkenstruktur wurde hierbei einer (geschlossenporigem)
flachenbasierten Struktur der Vorrang gegeben, da bei der Herstellung mittels
Laser Lithographie (wie in Frenzel u.a. 2016 realisiert) Riickstdnde in ge-
schlossenen Poren verbleiben wiirden. Wenngleich eine flichenbasierte Struk-
tur zum Erzielen hoher (spezifischer) Beulkrifte unter Umstinden zu bevor-
zugen wire, ist mit einer Balkenstruktur eine Versteifung, zur Vermeidung
ungewollter Deformationsmoden, leichter zu realisieren. Weiterhin bietet eine
balkenbasierte Struktur mehr Optimierungspotential bzgl. massenspezifischer
Kennwerte, da Material priziser an Stellen platziert werden kann wo es beno-
tigt wird. Zum Vergleich, die hier entwickelte Struktur hat (ohne systematische
Optimierung) einen Materialvolumengehalt in der Groenordnung 10%, wo-
hingegen andere Ansitze in der Gréenordnung 40 — 50% (Florijn u. a. 2014;
Shan u. a. 2015; Meaud und Che 2017) liegen.

Die ,,glatte” sinusformige Form der Beulelemente wurde gewihlt, da hier-
durch im Vergleich zu einem Stabzweischlag dhnlichem Entwurf mit gera-
den Beulelemente (wie z.B. in Shan u. a. 2015 realisiert) eine gleichmiBigere
Dehnungsverteilung in den Beulelementen erzielt wird. Hierdurch konnen die
maximalen lokalen Dehnungen reduziert werden und insbesondere auch die
Dehnungenspitzen von den Verbindungspunkten ferngehalten werden.

Die Anordnung der restlichen Strukturelemente erfolgte in einigen Iterationen
mit dem Ziel weitere ungewollte Deformations- bzw. Instabilititsmoden wie
Scherbinder, globale Knickmoden oder lokale Rotationen der Basiszelle zu
unterbinden. So dient die zusétzliche horizontale Verbindung (vgl. Abbildung
2.1, Elemente mit Durchmesser d4) dazu Schubinstabilititen und damit Scher-
binder zu unterbinden, wihrend eine steife Basisstruktur (d») notig ist um
eine laterale Ausdehnung zu unterbinden und somit tiberhaupt ein Beulen der
Beulelemente zu ermdglichen.

Die Herstellung und experimentelle Charakterisierung von Strukturen basie-
rend auf dieser Basiszelle erfolgte in Frenzel u. a. 2016. Dort wurden Struk-
turen mit charakteristischen Abmessungen d; in der Grolenordnung 5um und
Gitterkonstanten b = 85um realisiert (vgl. Abbildung 2.2), was das enorme Po-
tential von aktuellen 3-D Drucktechniken und damit hergestellten Materialien
verdeutlicht.
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(b) (©)

Abbildung 2.2: Elektronenmikrografie des in dieser Arbeit entwickelten instabilen Metamaterials
welches aus einem Polymergrundwerkstoff mittels Laser Lithographie am Insti-
tut fir Angewandte Physik des Karlsruher Instituts fiir Technologie hergestellt
wurde. (a) Ein inhomogenes instabiles Metamaterial, das durch die Variation der
Beulelementdurchmesser realisiert wurde, (b und c) ein instabiles Metamaterial
im Ausgangszustand und mit einigen gebeulten Lagen im Vergleich. (Verwendung
mit Genehmigung aus Frenzel u. a. 2016).






3 Modellierung und
Charakterisierung der Mesoebene

Auf der Mesoebene erfolgt eine Charakterisierung der Basiszelle zunéchst oh-
ne genauere Beriicksichtigung der Interaktionen wie sie in einem Zellverbund
vorliegen. Ziel ist es hierbei zu untersuchen welche lokalen Eigenschaften
durch die hier entwickelte Basiszelle realisiert werden konnen und wie diese
durch die zugrundeliegende Mikrostruktur beeinflusst werden konnen. Dies
erfolgt einerseits durch Analyse der Basiszelle unter gewissen Periodizitéts-
annahmen, anderseits wird zum besseren Verstindnis der treibenden Mecha-
nismen ein stark vereinfachtes Federmodell untersucht. Letzteres Modell zielt
ebenfalls auf ein kompaktes Modell zur Beschreibung der wesentlichen Eigen-
schaften der Basiszelle ab, welches im Anschluss zur qualitativen Analyse der
Effektiveigenschaften in einem Zellverbund herangezogen werden soll.

3.1 Vereinfachtes Federmodell

Das vereinfachte Federmodell ist aus Federn mit den zugehorigen Federkon-
stanten ki, k» und k3 aufgebaut (vgl. Abbildung 3.1a). Hierbei wird durch die
Federkonstante k, der Widerstand gegeniiber lateraler Ausdehnung modelliert
und durch die Feder mit der Steifigkeit k3 der Einfluss der Biegeenergie der
Beulelemente abgebildet. Die Steifigkeit k; und die Breite der Struktur /y wer-
den im Folgenden als Referenzwerte verwendet und haben somit keine weitere
Bedeutung. Das Gesamtpotential dieser Struktur ist, unter Beriicksichtigung
einer wie in Abbildung 3.1a dargestellten Kraft Fi, durch

1
E=> (2k1As2 + dhy? + k3u2) ~ Fu,

mit As = \/(10 + V)2 + (ho — u)? — 2 — 12

3.1
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Abbildung 3.1: Darstellung der verwendeten Modelle zur Analyse der Mesostruktur. (a) Verein-
fachtes Federmodell wie in Abschnitt 3.1 beschrieben, (b) Schnittdarstellung des
in Kapitel 3.2 verwendeten periodischen Ausschnitt zur Analyse der Basiszelle.
Beulelemente sind zum besseren Versténdnis blau gepunktet dargestellt. (Verwen-
dung mit Genehmigung aus Findeisen u. a. 2017).

gegeben. Als Freiheitsgrad wurden hierbei die Verschiebung u des Kraftan-
griffspunktes sowie die horizontale Ausdehnung v verwendet. Gleichgewichts-
konfigurationen und damit potentielle Minimierer fiir das Potential (3.1) erge-
ben sich aus der Losung des nichtlinearen Gleichungssystems

u
OF » 3.2)
oy

Zur Bewertung der Stabilitit einer Gleichgewichtskonfiguration muss zwischen
Dirichlet- und Neumann Randbedingung unterschieden werden. Allgemein ist
eine Gleichgewichtslage p := (u,v)” genau dann stabil, wenn die Hesse-Matrix
0;; E positiv definit ist, also

8ijE6pi6pj > 0, V(Spj el 3.3)

gilt, wobei Z der Raum der kinematisch zulédssigen Verschiebungen ist. Zur
Bewertung der Stabilitdt unter einer Dirichlet Randbedingung muss folglich
die zusitzliche Einschrinkung ép; = du = 0 beriicksichtigt werden. Damit
folgt aus (3.3), unter Beriicksichtigung von (3.1), die Bedingung

O2E = 2k; (3,As)® + 2k As (aEAs) +8ky > 0. (3.4)
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3.2 Basiszellenmodell

Wie man durch kurzer Rechnung feststellt, gilt allerdings 92As > 0, so dass
jede Gleichgewichtslage unter einer vorgeschriebenen Verschiebung u stabil
ist. Zur Bewertung der Stabilitdt unter einer Neumann Randbedingung ist keine
weitere Einschrinkung zu beriicksichtigen. Die Stabilitdtsuntersuchung erfolgt
hierfiir durch eine numerische Auswertung von (3.3).

3.2 Basiszellenmodell

Zur Charakterisierung der realen Mesostruktur wird ein periodischer Aus-
schnitt, wie er in Abbildung 3.1b skizziert ist, betrachtet. Zur Bewertung der
mechanischen Eigenschaften einer solchen periodischen Basiszelle (im Fol-
genden mit Qg bezeichnet), wird ein Ansatz verfolgt welcher aus der Homoge-
nisierung bekannt ist (Hill 1972; Miehe 2002; Hohe und Becker 2003). Hierfiir
werden als mechanische EffektivmaBe die effektive erste Piola-Kirchhoff Span-
nung P* sowie der effektive Deformationsgradient F* eingefiihrt. Diese Effek-
tivmale werden (auf vorerst nicht eindeutige Weise) mit der Mesostruktur -
iiber sogenannte Aquivalenzbedingungen - verkniipft. Diese fordern einerseits,
dass die mechanische Leistung, liber die Hill-Mandel Bedingung (Hill 1972)

1 . .
— / PiyEydQ = P3ES 3.5)
vV Ja,

im integralen Mittel erhalten bleibt. Hierbei bezeichnen P;; und F;y die ent-
sprechenden GroBen der zu charakterisierenden Basiszelle Q. Die Einhaltung
der Hill-Mandel Bedingung wird zusétzlich auf Deformationsfelder F;; mit

1
! / FiydQ = F, (3.6)
14 Qo

eingeschrinkt. Diese zweite Bedingung wird in der Literatur oftmals ohne phy-
sikalischen Hintergrund oder mathematische Basis formuliert. Interessanter-
weise ldsst sie sich aber auch als Losung eines Minimierungsproblems herleiten
(vgl. auch Forest 2002). Hierauf wird in Kapitel 6 bei der Verallgemeinerung
der hier vorgestellten Methodik noch niher eingegangen.
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Zur praktischen Umsetzung dieser Bedingungen werden endliche Tangenten
AX der Basiszelle Qg aus der Referenzkonfiguration auf Tangenten Ax der
Momentankonfiguration abgebildet

Ax; = Fl.*JAX] +w;, VYAX € Q. 3.7

Hierbei enthilt die sogenannte Mikrofluktuation w vorerst noch alle hoheren
Deformationsmoden, so dass bis zu diesem Punkt noch keine Einschrinkung
der Deformation von Qg erfolgte. Zur eindeutigen Definition der effektiven
Deformation F* muss als néchstes folglich eine Annahme bzgl. der Mikrofluk-
tuation w getroffen werden, welche in Ubereinstimmung mit den Bedingungen
(3.5) und (3.6) ist. Setzt man hierfiir (3.7) in (3.6) ein und wendet unter An-
nahme ausreichender Glattheit den Gauf3schen Integralsatz an, so folgert man,
dass fiir die Mikrofluktuation

oyw;dQ = / winydQ =0 (3.8)
Q 80y

gelten muss. Es ist folglich ausreichend eine Annahme bzgl. der Mikrofluk-
tuation auf dem Rand 0Qy zu machen, wihrend die Deformation im Inneren
beliebig bleibt. Nimmt man an dieser Stelle an, dass sich fiktive Nachbarzel-
len von der betrachteten Zelle Qg gleich verformen (dies impliziert, dass die
effektive Deformation F7; in einer gewissen Umgebung homogen ist), so lasst
sich der Einfluss dieser Nachbarschaft iiber die Annahme einer periodischen
Fluktuation beriicksichtigen. Hierfiir bezeichnet man mit AX”* und AX’~ ein
Paar von sich gegeniiberliegenden Punkten auf gegeniiberliegenden Oberfli-
chen 6(26' und 696 mit den duBeren Normalen e; und —e; (vgl. Abbildung
3.1b) und fordert

wi (AX7Y) = w; (AX77),  VAX!™ € 69y. 3.9)

Spaltet man das Integrationsgebiet in die jeweiligen Oberflachen auf und be-
riicksichtigt, dass die Normalen von sich gegeniiberliegenden Oberfldchen je-
weils entgegengesetzt sind, so ldsst sich zeigen, dass durch die Wahl (3.9) die
Bedingung (3.8) und damit auch (3.6) erfiillt ist.
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3.2 Basiszellenmodell

Beriicksichtigt man die periodische Fluktuation bei der Auswertung von (3.7)
fiir die Punkte AX’*, AX”~ und subtrahiert das Ergebnis, so erhélt man schlief3-
lich die Nebenbedingung

ui (AX7) —u; (AXT7)
Ly ’

HY :=F,; -6y = (3.10)
welche bei der Losung des Basiszellenproblems beriicksichtigt werden muss
und (bis auf eine iiberlagerte Starrkdrperbewegung) in eindeutiger Weise den
effektiven Deformationsgradient definiert. In (3.10) wurde weiterhin der Ver-
schiebungsgradient H* definiert, welcher insbesondere auf Grund der intuitiven
geometrischen Interpretation fiir die Auswertung vorteilhaft ist.

Zur Erfiillung der Nebenbedingung (3.10) und zum Beweis, dass mit selbiger
die Hill-Mandel Bedingung (3.5) erfiillt ist, wird fiir das Basiszellenproblem
das folgende Lagrange Funktional mit dem Lagrangen Multiplikator P;

W= wdo +/ ﬁ,-,( (F7, = 6is) + S (i — i) )dQ G.11)

Q a0 Ly
minimiert (vgl. auch Miehe 2002). Hierbei beschreibt W das gewdhnliche Po-
tential der Mesostruktur und 9€); ist der Anteil der Oberfliche mit &duBerer
Normale —e;,J = 1,2,3, weiterhin wurde die Abkiirzung u:’ = u; (X*) ver-
wendet. Fiir ein Minimum gilt SW = ouW + 6pW = 0, da die Felder u und
P unabhiingig voneinander sind, miissen folglich die beiden Terme 63 W und
0pW getrennt voneinander verschwinden. Aus oW = 0 folgt direkt, dass ein
Minimum von (3.11) immer die kinematische Bedingung (3.10) erfiillt. Fiir
die Variation bzgl. u folgt vorerst

- . |
oaW = P;ijoF;;dQ + / Piy— (6141_ — 614:) dQ. (3.12)
@ oo;  Ls

Beriicksichtigt man, dass nach (3.10) ﬁ (6u; — 6uf) = —6F}, gilt, so folgt
aus (3.12) direkt die Hill-Mandel Bedingung in der Form

/PH6F”dQ:/ Py dQSF}, (3.13)
Q o
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und die effektive Spannung P* ist somit durch den Lagrangen Multiplikator
gegeben

P, = /a 7 P;;dQ. (3.14)

0

Um aus dem Basiszellenproblem eine eindeutige Losung zu erhalten, miissen
zusitzlich noch die Starrkdrperbewegungen unterdriickt werden. Hierfiir wird
als zusitzliche Nebenbedingung die Symmetrie des Deformationsgradienten
gefordert und die Verschiebung eines beliebigen Punktes zu Null gesetzt. Erst-
genannte Forderung unterdriickt die effektiven Starkorperrotationen. Dies ldsst
sich mittels der polaren Zerlegung des Deformationsgradienten zeigen, welche
zunidchst ganz allgemein

1/2

Fy = RixUx; = Ry (FkjFjr) (3.15)

lautet. Wird gefordert, dass der Deformationsgradient symmetrisch ist, so gilt
(FTF) 12 _ §* und somit folgt aus (3.15)

Fy = RixFgy, (3.16)

damit dies fiir alle Deformationsgradienten erfiillt ist, muss somit fiir die
effektive Rotation R?, = 0;x gelten.

Das Basiszellenproblem, beschrieben durch (3.11), wird mit Hilfe von Finiten
Elementen geldst, wobei die Mesostruktur selbst durch Balkenelemente ba-
sierend auf der Timoshenko Hypothese approximiert wird. Hierfiir wird eine
mittlere Elementgrofie von b/15 verwendet, in der b die Gitterkonstante der
hexagonalen Zelle ist (vgl. Abbildung 2.1). Das Materialverhalten wird als li-
near elastisch angenommen und mittels des De Saint-Venant Kirchoff Modells
mit dem Elastizititsmodul £ = 2GPa und der Querkontraktionszahl v = 0.42
modelliert. Dies entspricht typischen Werten fiir den linear elastischen Bereich
von Polymeren aus denen solche Strukturen hergestellt werden kénnen (vgl.
auch Frenzel u. a. 2016).

Im Vergleich zu dem vereinfachten Federmodell ist das Stabilitdtsverhalten
der hier untersuchten Struktur etwas komplexer. So existieren neben der phy-
sikalisch sinnvollen (stabilen) Gleichgewichtslage eine Vielzahl an instabilen
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3.3 Ergebnisse

Gleichgewichtskonfigurationen. Um sicher zu gehen, dass das Newton Verfah-
ren bei der inkrementellen Losung auf dem physikalisch sinnvollen Ast bleibt,
wird der Referenzkonfiguration eine Storung

N
p=) ni®; (3.17)

i=1

als Linearkombination der ersten N kritischen Beulmoden ®;, iiberlagert.
Die Beulmoden wiederum ergeben sich aus einer Abschitzung der kritischen
Instabilititspunkte als Losung das Eigenwertproblems

(K; + 4K,) ®; =0, (3.18)

welches fiir die Referenzkonfiguration € gelost wird (vgl. Wriggers 2008;
Hill 1958). Um sicher zu gehen, dass diese Storung ausreichend zur Stabilisie-
rung ist, werden begleitend die Eigenwerte der tangentialen Steifigkeitsmatrix
beobachtet und die Stérung p; solange erhoht bis keine negativen Eigenwerte
mehr auftauchen. Auf diese Art und Weise ist gewihrleistet, dass die aufge-
brachte Storung so grof3 wie nétig und so klein wie moglich ist und somit einen
vernachlidssigbaren Einfluss auf das stabilisierte Gesamtverhalten hat.

3.3 Ergebnisse

In Abbildung 3.2 ist das Verhalten des vereinfachten Federmodells, als Lo-
sung von (3.2), fiir verschiedene Parameterkombinationen k3, iy und k», zu-
sammengefasst. Zur besseren Vergleichbarkeit ist in jedem Diagramm eine
Referenzkurve mit den gleichen Parametern in rot dargestellt.Nahezu alle Pa-
rameterkombinationen fiihren zu einem nichtmonotonen Verhalten, mit jeweils
einem Minimum und einem Maximum. Zwischen diesen Extrempunkten be-
findet sich ein Bereich mit negativer tangentialer Steifigkeit. Im Folgenden wird
der Bereich mit negativer Steifigkeit als Zustand 2 und die beiden Bereiche mit
positiver Steifigkeit als Zustand 1 und 3 bezeichnet (vgl. Abbildung 3.2¢).

Unabhéngig von der Parameterkombination ist Zustand 2 bei Verwendung einer
Neumann Randbedingung nach Bedingung (3.3) instabil (exemplarisch fiir die
Referenzparameter in Abbildung 3.2 dargestellt). Zur Veranschaulichung was
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Abbildung 3.2: Normierte Kraft-Verschiebungskurven des Federmodells aus Abbildung 3.1a in
Abhingigkeit der Parameter k3 (a), ho (b) und ky (c). Die Parametervariation
ist jeweils bzgl. der gleichen Referenzkurve (rot) mit Parametern k3/k; = 0.01,
ho/lyp = 0.5 und k/k; = 0.1 dargestellt. Der unter einer Kraftrandbedingung
instabile Teil ist exemplarisch anhand der Referenzkurve gestrichelt dargestellt.
Exemplarisch sind verschiedenen Zustédnde in (c) grau dargestellt. Die Werte der
restlichen Parameter sind in den Abbildungen gegeben. (Verwendung mit Geneh-
migung aus Findeisen u. a. 2017).

dies bedeutet, nimmt man einmal an, man konnte die Struktur in einen solchen
instabilen Zustand p,, bringen. Die Taylorentwicklung des Potentials E lautet
an der Stelle p,

1
E = Eo+ %iEoAp: + 50 EoApiAp; + O (|Ap|3) . (3.19)

Fiir eine Gleichgewichtskonfiguration gilt allerdings nach (3.2) 9;Ey = 0.
Ferner folgt aus (3.3), dass fiir instabile Gleichgewichtskonfigurationen ein
Verschiebungsinkrement Ap; existiert, so dass fiir den quadratischen Term
0;;EoAp;iAp; < 0 gilt. Mit diesem Verschiebungsinkrement geht somit eine ne-
gative inkrementelle Energiednderung einher, der instabile Gleichgewichtszu-
stand ist kein lokales Minimum (Gleichung (3.2) ist lediglich ein notwendiges
Kriterium fiir ein Minimum). Auf Grund des Minimalprinzips wird das System
aber immer ein Minimum des Potentials (3.1) einnehmen, die Struktur wird al-
so von alleine nicht in diesem Gleichgewichtszustand verweilen und zu einem,
mit den Randbedingungen kompatiblen, stabilen Gleichgewichtszustand (Zu-
stand 1 oder 3) wechseln. Man spricht daher bei instabilen Zustdnden auch von
nicht zuldssigen Gleichgewichtskonfigurationen. Hieraus ldsst sich weiterhin
folgern, dass es offensichtlich nicht moglich ist die Struktur mittels eines kraft-
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3.3 Ergebnisse

gesteuerten Prozesses auf stabilen (statischen) Gleichgewichtskonfigurationen
von der Anfangslage # = 0 zu der Endlage 2%10 = 1 und zuriick zu bringen. So
gibt es unter Belastung bei dem Erreichen des Maximums - welches Zustand 1
von Zustand 2 trennt - keine benachbarte Gleichgewichtskonfiguration, die eine
weitere Kraftsteigerung zuldsst. Unsere Alltagserfahrung ldsst uns vermuten,
was an dieser Stelle unter weiterer Kraftsteigerung passiert: die Struktur wird
schlagartig zu einer in Zustand 3 befindlichen Gleichgewichtskonfiguration
wechseln. Man bezeichnet diesen Prozess auch als Durchschlagen. Ein Durch-
schlag ist allerdings immer ein dynamischer Prozess und kann somit mit dem
hier verwendeten Modell nicht abgebildet werden. Im Rahmen von der Analy-
se von Zellverbdanden wird dieses Problem an spiterer Stelle (Kapitel 4) noch
weiter behandelt, hier soll die heuristische Interpretation vorerst ausreichen.

Wird anstatt der Kraftrandbedingung die Verschiebung vorgeschrieben, so
ist klar, dass ein schlagartiges Durchschlagen von Zustand 1 zu Zustand 3
durch die Randbedingung unterbunden wird. Dies veranschaulicht wieso samt-
liche Gleichgewichtskonfigurationen stabil unter einer Verschiebungsrandbe-
dingung sind (vgl. Gleichung (3.4)).

Im Vergleich zu dem vereinfachten Federmodell ist in Abbildung 3.3a, re-
prisentativ fiir das Verhalten der Basiszelle, eine exemplarische Spannungs-
Dehnungs Kurve dargestellt. Berechnet wurde hierbei die effektive Spannung
P}, in Abhiingigkeit einer effektiven vertikalen Kompression Hy,. Da im Fol-
genden in erster Linie effektive Grolen betrachtet werden, wird zur besseren
Ubersichtlichkeit auf den Stern zur Kennzeichnung von effektiven GroBen
verzichtet, P33 := P§3, Hs; = H;3. Werden hingegen lokale Groflen der Mes-
ostruktur betrachtet, wird dies extra kenntlich gemacht. Im Vergleich zu dem
Federmodell existieren hier nun jeweils zwei Minima PI"nin und Maxima P!
mit i = 1,2 und entsprechend auch zwei (unter einer Kraftrandbedingung) in-
stabile Aste mit negativer tangentialer Steifigkeit. Diese beiden instabilen Aste
werden durch das Beulen der beiden sternformigen Anordnungen von Beulele-
menten (vgl. Abbildung 2.1) verursacht. An dieser Stelle stellt sich die Frage
warum die Beulelemente nicht gleichzeitig Beulen und das erste Maximum mit
dem zweiten Minimum wie im vereinfachten Federmodell entsprechend durch
nur einen negativen Ast verbunden sind. Diese Frage lésst sich leicht durch eine
energetische Betrachtung beantworten. Hierfiir stelle man sich die Basiszelle
zusammengesetzt aus zwei Beulementen, wie sie durch das Federmodell be-
schrieben werden, vor. Geht die Gesamtdehnung iiber das Kraftmaximum des
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Abbildung 3.3: Verhalten der Basiszelle fiir verschiedene Parameterkombinationen. (a) Exemplari-
sche Spannungs-Dehnungskurve fiir die Parameter d; /b = 0.10, h; /b = 0.2 und
d; = d;,i = 2,3 mit den kritischen Spannungsminima Pr:n’ii und Maxima P‘L’azx,
(b) Gemittelte kritische Spannungen in Abhéingigkeit der Beulelementhohe d; fiir
dy = d3 = dj und d;/b = 0.1 (durchgezogene Linien) und fiir d» = d3 = 2d,
(gestrichelte Linie) mit jeweils dy/b = 0.2 sowie die maximale Hauptdehnung
Emax in der Mesostruktur, (c) die gleiche Darstellung wie in (b) aber in Abhén-
gigkeit der Beulelementdurchmesser mit fixiertem Beulelementhéhe k2 /b = 0.2.
(Verwendung mit Genehmigung aus Findeisen u. a. 2017).

einzelnen Beulelements hinaus, so gibt es drei mogliche Gleichgewichtskon-
figurationen: die homogene, in der beide Beulelemente in Zustand 2 entlasten
und die inhomogene, in der eines der beiden Elemente in Zustand 2 entlastet,
wihrend das jeweils andere in Zustand 1 entlastet. Da beide Elemente identisch
sind, sind die beiden letztgenannten Gleichgewichtskonfigurationen allerdings
dquivalent. Entlastet eines der beiden Elemente in Zustand 1, so ist die dafiir
notige Gesamtenergie geringer im Vergleich zu der homogenen Entlastung in
Zustand 2. Die homogene Entlastung ist folglich auch unter einer Verschie-
bungsrandbedingung instabil. Weiterhin ist auffillig, dass die zweiten Minima
Pﬁlm und Maxima P2, deutlich hoher als die ersten sind. Dies lisst sich darauf
zuriickfiihren, dass nachdem ein Beulelement gebeult ist unter weiterer Belas-
tungssteigerung eine negative Querkontraktion erfolgt. Die Ausdehnung des
nicht gebeulten Elementes ist folglich stirker eingeschrinkt als bei dem ersten
Beulvorgang, wodurch die zum Beulen benétige Kraft gréfer wird.

Nachdem das grundlegende Verhalten der beiden Modelle verstanden ist, kann
nun auf den Einfluss der verschiedenen Parameter eingegangen werden. Als
charakteristisches Maf3 fiir das Beulen wurde hierfiir einerseits der Mittel-
wert der beiden kritischen Beulspannungen Py, := 1/2 (Pl + P2. ) und

min
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3.3 Ergebnisse

Prax = 1/2 (Pl + P2,,) in Abhingigkeit von den geometrischen Parame-
tern Beulelementdurchmesser d;, Beulelementhohe /; sowie Rahmendurch-
messer dp und Verbindungselementdurchmesser d3 in den Abbildungen 3.3c,
3.3b, 3.4a und 3.4c zusammengefasst. Die genaue Definition dieser Parameter
ist Abbildung 2.1 zu entnehmen, reprisentativ fiir das Verformungsverhalten
der Basiszelle ist weiterhin in den Abbildung 3.4b und 3.4d die maximale
laterale Ausdehnung HJ3*™ sowie die maximale Rotation ¢7'** des zentralen
Verbindungspunktes der 3 Beulelemente, die beim Beulen durch seitliches
Ausweichen der Beulelemente (vgl. Abbildung 2.1) vorliegt, dargestellt.

Betrachten man zunichst den Einfluss der Steifigkeit k3 des Federmodells so-
wie den zugehdrigen Beulelementdurchmesser d; der Basiszelle. Fiir k3 = 0
ist die Struktur symmetrische bzgl. der horizontalen Achse, was sich in der
Symmetrie der Kraft-Verschiebungskurve bzgl. der Kraft F = 0 widerspie-
gelt (Abbildung 3.2a). Der Nulldurchgang in der Kraft erfolgt genau in der
horizontalen Lage u/2hy = 0.5. Fiir k3 > 0 wird wihrend der Deformati-
on eine zusitzliche Verzerrungsenergie gespeichert, wodurch die Symmetrie
gebrochen wird und der Nulldurchgang entsprechend zu hoheren Dehnungen
verschoben wird. Ebenso steigen auch die kritischen Maxima und Minima an,
wobei die Steifigkeit k3 einen stirkeren Einfluss auf das Kraftminimum als auf
das Kraftmaximum ausiibt. Fiir Parameterkombinationen mit k3/k; > 0.03
verschwindet der instabile Ast (Zustand 2) schlieflich komplett und das Ver-
halten wird wieder streng monoton. Einen analogen Mechanismus beobachtet
man bei dem Verhalten der Basiszelle. Hier wird, in Abhédngigkeit von dem
Beulelementdurchmesser, wihrend der Deformation Biegeenergie gespeichert.
Mit steigendem Durchmesser d; steigen folglich auch die kritischen Minima
und Maxima an, wobei fiir d; /b > 0.15 das instabile Verhalten wieder komplett
verschwindet (vgl. durchgezogene Linien in Abbildung 3.3c). Im Gegensatz zu
dem Federmodell kann der Einfluss der Biegeenergie allerdings nicht komplett
abgeschaltet werden, da hierfiir ein Durchmesser d; — 0 notwendig wire und
damit auch die Gesamtsteifigkeit der Struktur gegen Null gehen wiirde. Folg-
lich findet man hier keine negativen kritischen Spannungen, da der Einfluss
der Biegeenergie fiir die untersuchten Parameterkombinationen zu hoch ist.

Einen umgekehrten Effekt hat hingegen die Beulelementhdhe Ao bzw. h;. Mit
steigender Hohe Ao wechselt das Verhalten nun von einem streng monoton sta-
bilem Verhalten zu einem nichtmonotonen (instabilem) Verhalten (vgl. Abbil-
dung 3.2b). Weiterhin steigen nun die kritischen Kraftmaxima an, wohingegen
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Abbildung 3.4: Verhalten der Basiszelle in Abhéngigkeit der Verbindungselementsteifigkeit d»
fiir konstante Parameter dy/b = d3/b = 0.1 und h;/b = 0.2 (a,b) und der
Rahmensteifigkeit d3 ebenfalls fiir konstantes d1/b = dy/b = 0.1 und h; /b =
0.2 (c,d). Ausgewertet sind die kritischen Spannungswerte Ppyin und Prax (a,c)
sowie die maximal laterale Deformation HZ";"X und die maximale Rotation der
Beulelemente ¢"®* (b,d). (Verwendung mit Genehmigung aus Findeisen u.a.
2017).

die Minima abfallen. Im Allgemeinen (abhingig von k3) ist dieser Einfluss un-
symmetrisch: die Maxima steigen schneller an, als die Minima abfallen. Dieses
Verhalten stimmt qualitativ mit dem der Basiszelle iiberein: auch hier steigt
mit der Beulelementhohe /4 das kritische Spannungsmaximum schneller an
als das kritische Minimum abfillt (durchgezogene Linie in Abbildung 3.3b).
In dem angegebenen Parameterbereich néhert sich das Minimum zwar dem
Nullwert an, wird allerdings nicht negativ. Man konnte an dieser Stelle davon
ausgehen, dass durch weiteres steigern der Hohe /4 auch negative Werte ange-
nommen werden; ohne weitere Modifikationen der Struktur fiihrt dies aber zu
ungewollten Schubinstabilitéten.
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3.3 Ergebnisse

Einen dhnlichen Effekt erzielt man durch Einschriankung der lateralen Ausdeh-
nung welche iiber die Steifigkeit k, gesteuert werden kann (Abbildung 3.2c).
Im Gegensatz zu der Hohe Ay ist der Einfluss nun aber symmetrisch bzgl. dem
Grenzfall verschwindender lateraler Steifigkeit (k, = 0). Interessanterweise ist
dem nun allerdings eine Grenze gesetzt; Steigert man die lateraler Steifigkeit
iiber ky/k; = 2 hinaus so beobachtet man nur noch einen geringen Einfluss
auf die kritischen Krifte. Den gleichen Effekt hat die Rahmensteifigkeit d, der
Basiszelle, auch hier steigen (fallen) die kritischen Maxima (Minima) mit dem
Durchmesser d, vorerst symmetrischen an (ab). Steigert man den Durchmesser
allerdings iiber d»/d; = 2 hinaus, so beobachtet man nur noch einen vernach-
lassigbaren Einfluss (vgl. Abbildung 3.4a). Um ein tieferes Verstindnis fiir
die Deformationsmechanismen, die hier beeinflusst werden, zu erlangen, soll
nun noch die maximale laterale Ausdehnung H3)™ und die maximale Rotation
@™ analysiert werden (Abbildung 3.4b). Wie zu erwarten war, fallt mit stei-
gendem Rahmendurchmesser d> die maximale Ausdehnung ab, gleichzeitig
steigt allerdings die maximale Rotation an. Der kritische Beulmodus wech-
selt hier also folglich von einem ausdehnungsdominierten Beulen zu einem
rotationsdominierten Modus.

Als weiteren Parameter wird abschlieend noch der Einfluss der Steifigkeit der
Verbindungselemente iiber den Durchmesser d3 untersucht. Wie in Abbildung
3.4c zu erkennen ist, ergibt sich hier eine weitere Moglichkeit die kritischen
Maxima und Minima anzuheben bzw. abzusenken. Im Gegensatz zu der Stei-
figkeit der Rahmenelemente, wird hier nun aber sowohl die Rotation ¢"** als
auch die maximale laterale Ausdehnung H))* unterbunden (siche Abbildung
3.4d).

Im Gegensatz zu dem vereinfachten Federmodell zeigt die Basiszelle bislang
keine Parameterkombination mit einem negativem Kraftminimum. Interes-
sant wire ein solches negatives Kraftminimum fiir die Realisierung von pro-
grammierbaren Strukturen, in denen unter Entlastung eine quasi irreversible
Deformation verbleibt. Um zu zeigen, dass auch dies mit der hier untersuch-
ten Struktur moglich ist, ist in Abbildung 3.3c und 3.3b (gestrichelte Linien)
noch das Verhalten einer Basiszelle mit jeweils sehr steifen Rahmenelementen
(d» = 2dy) und Verbindungselementen (d3z = 2d;) dargestellt. Fiir diese Kom-
bination erhdlt man fiir die Parameter /,/b > 0.23 bzw. d,/b € [0.04,0.08]
negative Kraftminima und damit die Moglichkeit in dem zuvor genannten
Sinne programmierbare Eigenschaften zu erzeugen.
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4 Diskrete Modellierung und
Charakterisierung der
Effektiveigenschaften

Im Gegensatz zu iiblichen (stabilen) Mesostrukturen von Materialien ldsst sich
hier aus der Charakterisierung der Mesostruktur (z.B. iiber die Basiszelle) nicht
ohne weiteres auf das Effektivverhalten eines Zellverbundes schlieBen. Grund
hierfiir ist, dass, dhnlich wie bei der Analyse der Basiszelle bereits beobachtet,
der innere Deformationszustand nicht eindeutig durch die Randbedingungen
festgelegt ist und das Effektivverhalten somit von der Belastungsgeschichte
abhingig ist. Weiterhin gilt es zu beachten, dass sich das Stabilitidtsverhalten
eines Zellverbundes grundlegend von dem der Basiszelle unterscheidet und
auch dieses nicht aus den zuvor gemachten Analysen iibertragbar ist.

Die Charakterisierung des Effektivverhaltens erfolgt daher im Folgenden mit
zwei weiteren Modellen, welche die Interaktionen zwischen den Zellen be-
riicksichtigen. Zuerst wird hierfiir auf die Ergebnisse des vereinfachten Fe-
dermodells (Kapitel 3.1) zuriickgegriffen und das Verhalten von fiktiven Zell-
kombinationen analysiert. Dem Verhalten der einzelnen Zelle wird hierfiir das
Verhalten des vereinfachten Federmodells zugeordnet. Um diese so gewon-
nen Ergebnisse zu bestitigen und ferner die bei der Analyse der Basiszelle
in Kapitel 3.2 gemachten Annahmen zu iiberpriifen, werden zusétzlich noch
reale dreidimensionale Zellverbinde, wie sie durch periodische Anordnung
der Basiszelle (vgl. Abbildung 3.1b) entstehen, untersucht. Betrachtet werden
dabei jeweils homogene und inhomogene Zellverbinde, welche sich aus der
Kombination von gleichen bzw. unterschiedlichen Basiszellen ergeben.
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4.1 Eindimensionales Mehrzellenmodell

Zur Analyse des Effektivverhaltens eines Zellverbundes mit n Zellen werden
zunichst Gleichgewichtskonfigurationen berechnet, die sich aus Extrempunk-
ten der potentiellen Energie

n
=" E; (u = ui1) = AFu, 1)

i=1

ergeben. Hierbei sind ©; und u; . die obere und untere Verschiebung von Zelle i
und E; ist das Potential der inneren Krifte einer einzelnen Zelle, gegeben durch
Gleichung (3.1), wobei die laterale Verschiebung v = v (1) durch die Losung
von (3.2) gegeben ist. Um sich nicht von vornherein auf eine Art Randbedin-
gung (Neumann oder Dirichlet) festzulegen, wird das Potential der dufleren
Krifte iiber eine weitere Unbekannte A beriicksichtigt, auf deren Bestimmung
spater genauer eingegangen wird. Gleichgewichtslagen ergeben sich aus der
notwendigen Bedingung fiir ein Minimum von (4.1)

OB QR fiir i=1
o I _JoE _ oE

= E =195 D511 fir i= 1,. ., n (42)
' —9%n fijr j=n+1
s ir i=n+1,
wobei die Abkiirzung s; := u; — u;+; verwendet wurde und man % erhalt

indem in (3.2) u durch s; ersetzt wird. Um alle moglichen Gleichgewicﬁtskonﬁ-
gurationen unabhéngig von der vorgeschriebenen Randbedingung zu erhalten,
kommt zur inkrementellen Losung des Gleichungssystems (4.2) ein Bogenlén-
genverfahren (Riks 1972; Crisfield 1980; Schweizerhof und Wriggers 1986;
Wriggers 2008) zum Einsatz. Hierfiir wird, fiir den Ubergang von dem letzten
konvergierten Zustand (u™, ™) zu dem aktuellen Zustand (u, 1), als Randbe-
dingung das Bogenldngeninkrement As vorgeschrieben, welches den Kraftfak-
tor A und das Verschiebungsinkrement Au = u — u™ {iiber die so genannte
Crisfield (Crisfield 1980) Bedingung

f(u )= \/(u —u) (u—u)+ (A1 -1")—As=0 4.3)
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4.1 Eindimensionales Mehrzellenmodell

ins Verhiltnis setzt. Anschaulich gesprochen wird somit, ausgehend von dem
Zustand g = (u™, ™), auf der n + 1 dimensionalen Sphire S ntl (g™, As) mit
Radius As und Mittelpunkt g"”* nach benachbarten Gleichgewichtskonfigura-
tionen gesucht. Hierbei wird weder der Wert, noch das Vorzeichen der inkre-
mentellen duBeren Verschiebung Au; und des Kraftinkrementes Ad = 4 — 4™
vorgegeben. Das aus Gleichung 4.2 und 4.3 resultierende nichtlineare Glei-

chungssystem

ol

du 1=0 4.4)
f(u2)

wird mithilfe des Newton Verfahrens geldst. Die inkrementelle Losung in der
i-ten Iteration Ag’ = (Au’, A/li)T ergibt sich hierbei aus der Losung von

i1 i i-1
A oIl
(“) =( du ) . i=12... (45

Ouf (A) 01f (u,1)

K —Fle;
A f ()

wobei hierbei K;; = 9, Oujl'[ die iibliche tangentiale Steifigkeitsmatrix ist,
welche sich aus der Ableitung von (4.2) ergibt. Zur iterativen Losung nach
(4.5), ist weiterhin ein Startwert g° = (u% 2%) € S™*! nétig, welcher wie folgt
berechnet wird

g’ = g" + sign (K) eAg". (4.6)

Hierbei ist g"* die letzte konvergierte Losung, a ist ein Skalierungsfaktor und
sign (K) eine noch zu spezifizierende Vorzeichenfunktion, die beriicksichtigt,
dass sich die Richtung der Kraft bzw. der Verschiebung mit der Bogenldnge
dndern kann. Zur Bestimmung von Ag* wird zunichst ein beliebiges Kraft-
inkrement A4* angenommen und iiber

Au' = K 'Ad%e; 4.7)

das zugehorige Verschiebungsinkrement mit einer gewohnlichen Newton Ite-
ration bestimmt. Der Skalierungsfaktor @ wird dann nach

A
4= — 4.8)
VAuwT Au + A2
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so gewihlt, dass der Priadiktor «Ag* die vorgeschriebene Linge As hat. Da der
Losungspfad A (u) in aller Regel mindestens zwei Schnittpunkte mit der Sphire
S aufweist, muss iiber die Vorzeichenfunktion die richtige Richtung vorge-
geben werden. In dieser Arbeit hat sich hierfiir ein pragmatisches Kriterium
basierend auf den negativen Eigenwerten der Steifigkeitsmatrix bewéhrt

—1 wenn K eine ungerade Anzahl an neg. Eigenwerten hat,
+1 wenn K eine gerade Anzahl an neg. Eigenwerten hat.
(4.9)

sign (K) = {

Da die hier geldsten Probleme von vergleichsweise niedriger Dimension sind,
lasst sich dieses Kriterium verhiltnisméBig effizient und einfach implemen-
tieren. Alternativen hierzu findet man zum Beispiel in (Wriggers 2008). Be-
ginnend mit dem Pridiktor (4.6), wird dann nachfolgend mittels des Newton
Algorithmus (4.5) eine Losung fiir (4.4) bestimmt. Um hierbei nach wie vor
die Symmetrie der Steifigkeitsmatrix K auszunutzen, kann dies iiber eine so
genannte Blockelimination (vgl. Schweizerhof und Wriggers 1986) erfolgen.

Begleitend zu diesem inkrementellen Losungsprozess wird fiir jede Gleichge-
wichtslage g™ = (0™, ™) eine Stabilitdtsuntersuchung durchgefiihrt. Analog
zu den Analysen in Kapitel 3, muss hierfiir auch wieder zwischen Kraft-
und Verschiebungsrandbedingung unterschieden werden. Fiir die Kraftrand-
bedingung muss lediglich die Randbedingung u,+; = du,+; = 0 und fiir die
Verschiebungsrandbedingung zusitzlich u; = u" und 6u; = 0 beriicksichtigt
werden. Die Stabilitdtsanalyse kann somit anhand der folgenden Submatrizen
KN =Ky Vije(l,....n)’ (4.10)

K(li)_l)(j_l) =K Vije(@2,...,n? 4.11)

erfolgen, wobei KV fiir die Kraftrandbedingung und KP? fiir die Verschie-
bungsrandbedingung verwendet wird. Da eine symmetrische Matrix nach dem
Hurwitz Kriterium genau dann positiv definit ist, wenn alle fiihrenden Haupt-
minoren positiv sind, folgt daraus, dass die Stabilitit unter einer Kraftrandbe-
dingung notwendige Bedingung fiir die Stabilitét unter einer Verschiebungs-
randbedingung ist. Ist folglich eine Gleichgewichtskonfiguration stabil unter
einer Kraftrandbedingung, so ist sie ebenfalls stabil unter eine Verschiebungs-
randbedingung.
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4.1 Eindimensionales Mehrzellenmodell

In Abschnitt 3.3 hat sich bereits angedeutet, dass gewisse Zustandswechsel
zwangslaufig dynamisch ablaufen, auch wenn die duf3ere Last (Kraft oder Ver-
schiebung) quasi-statisch aufgeprigt wird. Um solche Zustandswechsel besser
bewerten zu kénnen, wird, wo notig, neben dem statischen Problem (4.4) auch
noch das dynamische Problem gelost. Um die aus dem Durchschlagen einzelner
Zellen resultierenden Schwingungen zu dimpfen, muss hierfiir neben den aus
der Masse resultierenden Triagheitskriften auch eine aus der Dampfung resul-
tierende Kraft beriicksichtigt werden. Da Dampfungskrifte aber per Definition
nicht-konservativ sind, lassen sich die Bewegungsgleichungen im Gegensatz
zu der statischen Analyse nicht aus einem Minimalprinzip herleiten. Es wird
daher direkt von den Euler-Lagrange Gleichungen ausgegangen, welche um
die Dampfungskraft y,,; mit Dampfungskoeffizient y; erweitert wird

d oL OL

—— - —+yiu; =0, Vi=1,...,n+1. 4.12

dt ou;  ou; ’ " 19
Hierbei ist L = K —II die libliche Lagrangefunktion die sich aus der kinetischer
Energie

mii? (4.13)

L

0| =

n+l
)
i=1

und dem Potential der konservativen Krifte IT (Gleichung (4.1)) zusammen-
setzt. Fiir die Masse wird eine homogen verteilte Massendichte angenommen,
so dass
1 .

mp = My =§m, mi=m Vi€ ...,n (4.14)
gilt. Analog wird mit y; = 2m; eine homogene, massenproportionale Dimp-
fungsverteilung angenommen. Wie sich spiter zeigen wird, fiihrt diese Wahl
dazu, dass Schwingungen die durch das plotzliche Durchschlagen ausgelost
werden sehr schnell gedimpft werden, die niederfrequenten Moden hingegen
kaum beeinflusst werden und die Losung somit nah an dem quasi-statischen
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Limit ist. Unter Beriicksichtigung von (4.1), (4.13) und (4.14) folgt damit aus
(4.12) das Differentialgleichungssystem

oE; 1 1
— + —miiy + =y = F (1), 4.15
g5, Mt v 1 (1) (4.15)
0E; OE;_ .
= L mii; +yi; =0 Vi=2,....n, (4.16)
ds; 0si_1
OE 1 . |
- as: + Emun+1 + EV“;’H—I =0, 4.17)
wobei wie zuvor die Abkiirzung s; = u; — u;+1 verwendet wurde. Dieses

Differentialgleichungssystem wird numerisch mittels expliziter Zeitintegration
gelost. Fiir den Kraftgesteuerten Prozess wird hierbei fiir die rechte Seite

Fy(t)=Ft (4.18)

angenommen und zusétzlich die Randbedingung u,+; = du,+1 = 0 beriick-
sichtigt. Aus dem der Euler-Lagrange Gleichung 4.12 zugrundeliegenden Va-
riationsprinzip folgert man aus dieser Randbedingung, dass lediglich die Glei-
chungen 4.15 und 4.16 zu erfiillen sind. Fiir einen verschiebungsgesteuerten
Prozess hingegen gilt F} (f) = 0 und aufgrund der Randbedingung u; = &t
und du; = 0 muss in diesem Fall lediglich noch (4.16) erfiillt werden. Die
entsprechende Reaktionskraft erhilt man dann aus dem entsprechenden Kréf-
tegleichgewicht

oE; 1 1 oE; 1
FR = 2= 4 iy + =y = — + —yiiy. 4.1
h a1 + 2mu1 + 27141 35, + 2yu1 (4.19)

4.2 Dreidimensionales Finite Elemente Modell

Zusitzlich zu dem stark vereinfachten Mehrzellenmodell werden beispielhaft
einige Simulationen unter Beriicksichtigung der kompletten Geometrie der Ba-
siszelle durchgefiihrt. Die Approximation der Geometrie erfolgt dabei, analog
zu dem Basiszellenmodell in Kapitel 3.2, mittels Finiten Elementen basierend
auf der Timoshenko Hypothese. Fiir das Material wird neben den Materialpara-
metern £ = 2GPaund v = 0.42 eine Dichte von p = 1.18g/cm? angenommen.
Dies sind typische Werte fiir das in (Frenzel u. a. 2016) verwendete Polymer
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aus dem solche Strukturen mittels 3D Druck hergestellt werden kdnnen. Zur
Diampfung der hochfrequenten Schwingungen, die durch das schlagartige Beu-
len ausgelost werden, wird eine Dadmpfungsmatrix proportional zur Massen-
matrix D;; = aM;; mit Dimpfungskoeflizient - angesetzt. Der Koeflizient «
wird dabei, wie zuvor, so gewihlt, dass die hochfrequenten Schwingungen nach
wenigen Zyklen abklingen, ohne dabei aber die niederfrequenten Deformati-
onsmoden zu beeinflussen und somit nah an dem quasi statischen Grenzfall zu
sein.

4.3 Ergebnisse

Im Folgenden wird zunéchst systematisch anhand des fiktiven eindimensiona-
len Mehrzellenmodells das Verhalten von homogenen und inhomogenen Struk-
turen untersucht und abschlieend das Verhalten anhand einiger ausgewéhlter
dreidimensionaler Simulationen an beispielhaften Strukturen verifiziert. Zur
Beschreibung von Zustinden wird im Folgenden immer wieder das Tupel
p = li1,...,ip] verwendet, in dem i; € {1,2,3} angibt in welchem Zustand
sich die Zelle j befindet.

4.3.1 Eindimensionale homogene Strukturen

Zur Illustration des Stabilitdts- und Verformungsverhaltens von homogenen
Zellkombinationen sind in Abbildung 4.1a - 4.1e die Gleichgewichtskonfigu-
rationen fiir steigende Anzahl an fiktiven Zellen n zusammengefasst. Gleichge-
wichtskonfigurationen die unter einer Kraft- bzw. Verschiebungsrandbedinung
instabil sind, sind gepunktet bzw. gestrichelt dargestellt. Basierend auf der
Stabilitdtsanalyse ist in Abbildung 4.1a weiterhin angedeutet wie ein kraftge-
steuerter Belastungs-Entlastungszyklus aussehen wiirde. Fiir einen verschie-
bungsgesteuerten Prozess ist dies in 4.1b-4.1e dargestellt. Als Referenz sind
weiterhin die Gleichgewichtslagen des einzelnen Elementes aus Abschnitt 3.3
dargestellt.

Fiir die Kombination von n = 2 Zellen (Abbildung 4.1a) erhilt man ein Verhal-
ten das stark an das aus der Analyse der Basiszelle in Abschnitt 3.3 erinnert:
Unter einer Verschiebungsrandbedingung zeigt die Struktur zwei Lokalisie-
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Abbildung 4.1: Statisches Verhalten einer Struktur aufgebaut aus n gleichen Zellen mit k; /k;
0.1, k3/k; = 0.01 und ho/ly = 0.5. Dargestellt sind in (a-e) fiir n
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2 (a),

n=3(),n=5(),n=12(d)und n = 40 (e) die Gleichgewichtslagen (blau),
deren Stabilititsverhalten sowie dynamische Durchschlagsphinomene die unter
Belastung (griin) und Entlastung (rot) zu erwarten sind. (f) Zusammenfassung der
zu erwartenden spezifischen Energiedissipation. (Verwendung mit Genehmigung
aus Findeisen u. a. 2017).

rungsphasen in denen jeweils eine der beiden Zellen in Zustand 2 entlastet
wihrend die andere Zelle in Zustand 1 bzw. Zustand 3 entlastet. Zur Erin-
nerung: Es konnen nicht beide Zellen gleichzeitig in Zustand 2 entlasten, da
dies kein lokales Minimum ist und eine solche Gleichgewichtskonfiguration
somit instabil ist. Fiir einen kraftkontrollierten Zyklus dndert sich nichts im
Vergleich zu der einzelnen Zelle, hier erwartet man (wie in Abbildung 4.1a
dargestellt), dass die gleichen Durchschlagprozesse wie bei einer Zelle erfol-
gen. Im Gegensatz dazu zeigt ein verschiebungsgesteuerter Prozess keinerlei
Durchschlagsphdnomene: Belastung und Entlastung erfolgen auf dem gleichen
Pfad.
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Das Stabilitdtsverhalten einer Struktur bestehend aus mindestens n = 3 Zellen
unter einer Verschiebungsrandbeingung éndert sich grundlegend (Abbildung
4.1b). Damit hier eine Zelle in Zustand 2 entlastet, wihrend die anderen Zellen
in Zustand 1 bzw. 3 (unter erneuter Ausdehnung) entlasten, ist eine Ausdeh-
nung der gesamten Struktur notig. Dies ist zu erwarten, da die Ausdehnung der
Zellen in Zustand 1 oder 3 im Vergleich zu der Kompression der lokalisierenden
Zelle, bei Beriicksichtigung des Kriftegleichgewichts, iiberwiegt. Der Bereich
in dem Lokalisierung unter einer Ausdehnung der Gesamtstruktur erfolgt ist
aber auch unter einer Verschiebungsrandbedingung instabil (vgl. gepunktete
Linie in Abbildung 4.1b). Mdochte man folglich in einem verschiebungsge-
steuerten Belastungs-Entlastungszyklus iiber die kritischen Krifte hinaus, so
geht dies zwangsldufig nur mit einer dynamischen Zustandstransformation,
da unter Steigerung der dufleren Verschiebung keine benachbarte statische
Gleichgewichtslage mehr existiert. Basierend auf der Stabilitidtsbetrachtung
stellt man weiterhin fest, dass eine solche dynamische Transformation wihrend
der Belastung und Entlastung jeweils bei unterschiedlichen Gesamtdehnungen
erfolgt und sich somit auch bei einem kompletten verschiebungsgesteuerten
Belastungs-Entlastungszyklus eine Hysterese zeigt.

An dieser Stelle stellt sich die Frage, warum unter Entlastung die Riicktrans-
formation an anderer Stelle erfolgt, als die Hintransformation. Zur Erkldrung
dieses Zusammenhangs vergleicht man z.B. die Transformation der ersten Zel-
le mit der zugehdrigen Riicktransformation der letzten Zelle unter Entlastung.
Bei der Transformation unter Belastung liegt ein Dehnungszustand vor, bei
dem alle Zellen die zum Kraftmaximum zugehorige Dehnung zeigen. Bei der
Riicktransformation hingegen, liegt ein Dehnungszustand vor, bei dem eine
Zelle die zum Kraftminimum zugehorige Dehnung aufweist, alle anderen Zel-
len befinden sich hingegen schon in Zustand 1, welcher wesentlich geringere
Dehnungen aufweist. Somit wird auch klar, dass der Unterschied zwischen
Hin- und Riicktransformation mit steigender Anzahl an Zellen grofer wird.

Eine etwas anschaulichere Erkldrung warum auch unter einer Verschiebungs-
randbedingung ein schlagartiger Zustandswechsel stattfinden kann, erhilt man,
wenn man sich vor Augen fiihrt, dass nach der Gleichgewichtsbedingung (4.2)
die einzelne Zelle nur noch unter einer Kraftkontrolle steht und iiber die Ver-
schiebungsrandbedingung nur noch die Gesamtverschiebung kontrolliert wird.
Sind genug Zellen vorhanden, die die zur Lokalisierung einer Zelle notige En-
ergie unter Ausdehnung freigeben konnen, so ist klar, dass sobald eine Zelle
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Zustand 2 erreicht eine schlagartige Lokalisierung dieser Zelle erfolgt. Im Fall
der hier untersuchten homogenen Struktur spielt es ferner keine Rolle welche
der sich in Zustand 1 befindenden Zellen unter Belastung lokalisiert bzw. wel-
che der Zellen in Zustand 3 unter Entlastung entspannt. Geht man weiterhin
davon aus, dass auch in einem dynamischen Prozess immer nur eine Zelle den
Zustand wechselt, so kann auch fiir n = 12 und n = 40 der Zustandswechsel
eindeutig bestimmt werden, obwohl es hier mehr als zwei mogliche Gleich-
gewichtskonfigurationen fiir die gleiche Gesamtdehnung gibt (vgl. Abbildung
4.1d und 4.1e).

Vergleicht man den stabilen (verschiebungsgesteuerten) Dehnungsbereich in
dem sich eine beliebige Zelle in Zustand 2 befindet, so wird mit der voran-
gegangenen Argumentation auch klar, dass dieser mit der Anzahl an Zellen
immer kleiner wird und fiir Strukturen mit n > 12 nahezu komplett verschwin-
det (Abbildung 4.1d). Gleichzeitig steigt, mit der Anzahl an Zellen, auch die zu
erwartende volumenspezifische Energiedissipation eines kompletten verschie-
bungsgesteuerten Belastungs-Entlastungszyklus. Normiert man die spezifische
Energiedissipation Egiss mit dem theoretischen Maximum E ., welches iiber
einen kraftkontrollierten Prozess erzielt werden wiirde, so findet man ein asym-
ptotisches Verhalten, in dem sich die spezifische Energiedissipation asympto-
tisch dem Maximum nihert (vgl. Abbildung 4.1f).

4.3.2 Eindimensionale inhomogene Strukturen

Kombiniert man in einer inhomogenen Struktur verschiedene Elemente mit-
einander, so lassen sich weitere interessante Eigenschaften realisieren. Zur
Demonstration ist in Abbildung 4.2a das Verhalten einer inhomogenen Struk-
tur bestehend aus elf Zellen dargestellt. Variiert wurde hierbei der Parame-
ter k3/k; € {0.0,0.05,...,0.04}. Die restlichen Parameter (ky/k; = 4 und
ho/lo = 0.5) werden so gewihlt, dass nahezu alle Zellen fiir sich ein negatives
kritisches Minimum haben (vgl. grau gestrichelte Linien). Die Gleichgewichts-
konfigurationen des Zellverbundes sind blau gepunktet dargestellt und die, so-
wohl unter Kraft als auch unter einer Verschiebungsrandbedingung, stabilen
Konfigurationen sind griin markiert. Wie sich zuvor gezeigt hat, sind die unter
einer vorgeschriebener Verschiebung stabilen Gleichgewichtskonfigurationen,
in denen sich eine Zelle in Zustand 2 befindet, ab einer gewissen Anzahl an
Zellen vernachléssigbar, diese sollen daher hier und im Folgenden nicht wei-
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ter beachtet werden. Allgemein ergeben sich bei einer solchen Struktur also
Ns = n + 1 stabile Gleichgewichtskonfigurationen, in denen sich die ersten k
von n Zellen in Zustand 3 befinden und sich die folgenden n — k Zellen in
Zustand 1 befinden. Entlastet man eine solche Struktur auf einem der stabilen
Aste bis zur Kraft null, so wird sie in dieser Zustandskonfiguration verweilen.
Unter erneuter Belastung wird sie dann selbstverstindlich wieder diesem Ast
folgen, die Steifigkeit, die die Struktur dabei zeigt, ergibt sich aber genau aus
der Steifigkeit der individuellen Zellen, welche wiederum davon abhingt ob
sich die Zelle in Zustand 1 oder 3 befindet. Belastet man folglich die Struktur
bis zu einer bestimmten Last oder Verschiebung und entfernt die duflere Last
danach wieder vollstindig, so kann man mit diesem Prozess die Effektivei-
genschaften einer solchen Struktur verdndern bzw. programmieren. Der dabei
mogliche Programmierbereich wird durch die Auswahl der verwendeten Zel-
len a priori festgelegt. Zur systematischen Darstellung dieser Eigenschaft ist
in Abbildung 4.2b die Steifigkeit aus einem linearen Fit der stabilen Aste iiber
die jeweilige Ausgangs bzw. Vordeformation u;,, bei der fiir die duflere Last
Fi (uyn) = 0 gilt, aufgetragen. Da der Parameterbereich aus dem die Zellen
gewihlt wurden konstant bleibt, dndert sich der Bereich in dem die Steifigkeit
eingestellt werden kann, mit der Anzahl der Zellen, nur geringfiigig. Die Dif-
ferenz in der Steifigkeit zwischen den einzelnen programmierbaren Zustidnden
wird hingegen mit der Anzahl an Zellen kleiner.

Untersucht man auf die gleiche Art und Weise einen Zellverbund aus drei
Elementen mit unterschiedlichen Hohen hy/ly € {0.25,0.435,0.6}, so er-
hilt man bereits ein wesentlich komplexeres Bild (Abbildung 4.3). Igno-
riert man die ausschlieBlich unter einer Verschiebungsrandbedingung stabi-
len Konfigurationen mit negativer effektiver Steifigkeit, so findet man hier
bereits acht stabile Zustandskonfigurationen, obwohl lediglich drei Elemente
kombiniert wurden (Abbildung 4.3a). Grund hierfiir ist, dass sich die Kraft-
Verschiebungskurven der einzelnen Zellen kreuzen. Folglich wechselt in einem
Belastungs-Entlastungszyklus unter Entlastung diejenige Zelle als erstes von
Zustand 3 in Zustand 1, die unter Belastung als erstes von Zustand 1 in Zu-
stand 3 gewechselt hat und nicht wie in dem vorherigen Beispiel diejenige
Zelle die unter Belastung als letztes von Zustand 1 in Zustand 3 gewechselt
hat. Infolgedessen konnen mit kombinierten Belastungs-Entlastungszyklen al-
le moglichen Zustandskombinationen, in denen sich n — k beliebige Zellen in
Zustand 1 und k Zellen in Zustand 3, befinden erreicht werden. Zwar exis-
tieren diese so gefundenen zusitzlichen stabilen Zustinde theoretisch in dem
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Abbildung 4.2: Verhalten einer Struktur aufgebaut aus n verschiedenen Zellen. (a) Stabile (griin)
und Instabile (blau gepunktet) Gleichgewichtskonfigurationen fiir eine Zellkom-
bination aus n = 11 Zellen mit Parametern k3/k; € {0.0,0.005,...,0.04},
ka/ky = 4 und ho/ly = 0.5 sowie das Verhalten der einzelnen Zellen (grau).
(b) Zusammenfassung der effektiven Steifigkeit der stabilen Aste fiir verschiedene
n, wobei k3 /k; jeweils in n gleichméBigen Inkrementen von O bis 0.04 variiert
wurde. (Verwendung mit Genehmigung aus Findeisen u. a. 2017).

vorherigen Beispiel (Abbildung 4.2) auch. Um diese zu erreichen wire aber
das voriibergehende Aufbringen einer zusétzlichen dufieren Kraft an den indi-
viduellen Zellen nétig, die den Zustand dieser Zelle umschaltet. Dies erklért
auch, warum diese Zustinde mit der hier angewandten Methodik nicht gefun-
den werden. Im Gegensatz zu dem vorherigen Beispiel ist die Anzahl Ny der
moglichen stabilen Kombinationen, die iiber eine Steuerung der dulleren Last
F oder der Verschiebung u; erreichbar sind, Ny = 22’: 1 (Z) =2

Wie sich dieser Mechanismus auf die moglichen programmierbaren Zustinde
in Abhingigkeit der Zellenanzahl auswirkt ist in Abbildung 4.3b dargestellt.
Hierbei wurde die Beulelementhohe hg/ly jeweils in drei, fiinf bzw. neun
gleichmifBigen Inkrementen von 0.25 bis 0.6 erhoht. Da in diesem Fall die
Variation von hg /[y einen wesentlich stirkeren Einfluss auf das Verhalten der
einzelnen Zellen hat, ist der programmierbare Bereich selbstverstindlich we-
sentlich grofler als zuvor (vgl. Abbildung 4.2b und 4.3b). Entscheidender ist
nun aber, dass sich die programmierbaren Bereiche (bzgl. der dufleren Ver-
schiebung) stark iiberschneiden was sich in der Darstellung in 4.2b dadurch
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Abbildung 4.3: Darstellung analog zu Abbildung 4.2 aber mit einer gleichmé@Bigen Variation in
der Beulelementhohe hg/ly € [0.25,0.6]. (a) Stabile (griin) und instabile (blau
gepunktet) Gleichgewichtskonfigurationen fiir die Kombination von n = 3 Zellen
sowie Verhalten der einzelnen Zellen (grau gestrichelt). (b) Zusammenfassung der
effektive Steifigkeit fiir n = 3, n = 5 und n = 9 Zellen. Restliche Parameter sind
ko /ky = kz/ky = 0.1. (Verwendung mit Genehmigung aus Findeisen u. a. 2017).
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bemerkbar macht, dass fiir dhnliche duflere Vordeformationen u;, unterschied-
liche Eigenschaften realisierbar sind. Beispielhaft ist dies fiir den Fall n = 3
anhand der Zustandskonfiguration p; = [3,1,1]und p; = [1,3, 1] in Abbildung
4.3a zu erkennen.

Um zu demonstrieren, dass die Steifigkeit nicht die einzige Eigenschaft ist
die in einer solchen Struktur programmiert werden kann, soll als néchstes
noch die Hysterese bzw. die Energiedissipation von kombinierten Belastungs-
Entlastungszyklen néiher untersucht werden. Im Gegensatz zu den homogenen
Strukturen ist hier der Ablauf der Zustandswechsel, insbesondere bei der Be-
riicksichtigung von einer Vielzahl an Elementen, nicht so offensichtlich. Die
explizite Untersuchung der Belastungs-/Entlastungszyklen erfolgt daher an
dieser Stelle unter Beriicksichtigung der dynamischen Effekte, die bei einer
solchen schlagartigen Zustandswechsel zwangsldufig auftreten.

Was bei Uberschreiten der Grenzpunkte unter einer Verschiebungsrandbedin-
gung passiert und wie mogliche Belastungs- und Entlastungszyklen im Fall der
zuvor untersuchten Struktur aussehen konnen ist detailliert in Abbildung 4.4a
dargestellt. Bevor auf die unterschiedlichen Belastungs-/Entlastungszyklen
eingegangen wird, sollen zunichst die zwei Grenzpunkte A und B genauer
betrachtet werden. Am Punkt A liegt die Zustandskonfiguration ps = [3,2,1]
vor. Zelle 1 befindet sich folglich bereits im gebeulten Zustand und dehnt sich
somit unter abfallender Last aus, Zelle 3 befindet sich noch im Zustand 1 und
dehnt sich demnach unter abfallender Last auch gerade aus. Zelle 2 hingegen
befindet sich im Zustand 2 und lokalisiert somit in diesem Moment. Es ist
folglich leicht nachvollziehbar dass von diesem Zustand ein Wechsel in den
Zustand P4 = [1,3, 1] erfolgt. Ein Wechsel in den Zustand P4~ = [1, 1,3] wire
zwar nicht im Widerspruch mit der Randbedingung, wiirde aber eine Umkehr
der Bewegungsrichtung erfordern (Zelle 2 miisste sich ausdehnen), zusétzlich
miisste Zelle 3 von Zustand 1 zu Zustand 3 wechseln. Beides wiirde zusitzliche
Aktivierungsenergie bendtigen, so dass die Transformation A — A’ energe-
tisch giinstiger ist. Am Punkt B hingegen liegt der Zustand Pg = [3,3,2] vor,
wobei sich Zelle 1 und 2 gerade ausdehnen und Zelle 3 lokalisiert. Von diesem
Punkt aus konnte somit ohne notwendige Bewegungsumkehr sowohl der Zu-
stand Pg = [3,2,3] als auch der Zustand Pg~ = [1,3, 3] erreicht werden. Unter
Beriicksichtigung der dynamischen Effekte scheint allerdings ein Wechsel in
den Zustand P~ der energetisch giinstigere Prozess zu sein. Dies bestétigt wei-
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terhin die zuvor gemachte Beobachtung, dass alle der 2" moglichen stabilen
Zustdnde auch unter Beriicksichtigung der Dynamik erreicht werden konnen.

Betrachtet man nun verschiedene Belastungs-/Entlastungszyklen im Detail, so
ergibt sich die grofite Energiedissipation selbstverstindlich fiir den kompletten
Belastungs-/Entlastungszyklus. Wird hingegen nach der Zustandstransforma-
tion am Punkt A friihzeitig entlastet so folgt man dem Pfad mit Zustands-
zusammensetzung p = [1,3,1] bis der Zustandswechsel A — A’ am Punkt
C in umgekehrter Richtung stattfindet. Die daraus resultierende Hysterese ist
folglich dadurch geprigt, dass Zelle 1 und Zelle 2 ihre Zustdnde tauschen. Ein
analoger Prozess findet statt, wenn bei Entlastung nach dem Zustandswechsel
am Punkt D erneut bis zum Punkt E belastet wird. Auch diese Hysterese ist
dadurch charakterisiert, dass Zelle 1 und Zelle 2 ihre Zustande wechseln, der
Unterschied liegt nun aber darin, dass sich Zelle 3 in dem dritten Zustand be-
findet. Da sich die lokalen Eigenschaften von Zelle 3 zwischen Zustand 1 und
Zustand 3 in dem zugehdrigen Kriftehorizont kaum unterscheiden, ist auch die
resultierende Hysterese sehr dhnlich, obwohl die Gesamtdehnung eine andere
ist.

Fiir das hier présentierte Beispiel von einer Kombination von nur drei Zel-
len ist eine solche Verschiebung der Hysterese nur fiir die kleinste Hysterese
moglich. Mit den stabilen Zustandskonfigurationen steigt aber, mit der Anzahl
der Zellen, auch hier die Anzahl moglicher Hysteresen sowie die moglichen
Gesamtdehnungen bei der eine bestimmte Hysterese realisiert werden kann,
exponentiell an. Beispielhaft ist dies in Abbildung 4.4b dargestellt. Hier sind
die moglichen Realisierungen der kleinsten Hysterese, die sich in einem Zell-
verbund von fiinf Zellen dadurch ergeben, dass die zwei schwichsten Zellen
jeweils ihre Zustinde wechseln. Die restlichen drei Zellen konnen alle mogli-
chen Kombinationen von Zustand 1 und Zustand 3 annehmen. Natiirlich sind
zusétzlich auch Hysteresen moglich in denen mehr als zwei Zellen zyklisch ihre
Zustinde wechseln (analog zu dem kompletten Belastung-/Entlastungszyklus
in Abbildung 4.4). Zu beachten gilt es dabei aber, dass eine Hysterese aus
einem zyklischer Wechsel von zum Beispiel nur Zelle 2 und 3 nicht moglich
ist, da dies zwangslaufig ein Wechsel von Zelle 1 beinhaltet. Setzt man weiter-
hin eine ausreichende Anzahl an Zellen voraus, so dass jeder Zustandswechsel
schlagartig erfolgt, ergeben sich zusitzlich auch Hysteresen in denen jeweils
nur die erste Zelle seinen Zustand wechselt. Zusammenfassend sind bei n Zel-
len fiir die Hysterese, die sich durch den zyklischen Wechsel von k Zustidnden
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Abbildung 4.4: Verschiedene verschiebungsgesteuerte dynamische Belastungszyklen fiir eine in-
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homogene Struktur aufgebaut aus (a) 3 Zellen und (b) 5 Zellen mit einer jeweils
gleichmifigen Variation des Parameters h( € [0.25, 0.6]. Die Tupel [y, ..., i,]
mit i; € {1,2,3} geben die jeweilige Zustandszusammensetzung der stabilen
Gleichgewichtskonfigurationen an.
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Abbildung 4.5: Detaillierte Darstellung des dynamischen Zustandswechsel A — A’ der in Abbil-
dung 4.4a untersuchten Struktur. (a) Reaktionskraft als Funktion der Gesamtdeh-
nung (Ausschnitt aus Abbildung 4.4a). (b) Dehnungen der individuellen Zellen in
Abhiingigkeit der Gesamtdehnung.

ergibt, jeweils 2" Realisierungen moglich. Im Grenzfall ergibt dies insgesamt
Ny = Xp_, 2"% = 2" — 1 mégliche Hysteresen.

Anhand des dynamischen Modells ldsst sich abschlieBend noch analysieren
wie die Energiedissipation im Detail ablduft. Hierfiir ist in Abbildung 4.5a der
Zustandswechsel von [3,2, 1] nach [1,3, 1], wie er in Abbildung 4.4a analysiert
wurde, detailliert dargestellt. Weiterhin sind in Abbildung 4.5b die Dehnungen
der einzelnen Zellen wihrend dem Zustandswechsel als Funktion der Gesamt-
dehnung aufgetragen. Der Prozess der zur Energiedissipation fiihrt erfolgt in
zwei Stufen: Zunidchst wird durch den schlagartigen Zustandswechsel ein dy-
namischen Prozess in Gang gesetzt, welcher ein Teil der Verzerrungsenergie
innerhalb aller Zellen in kinetische Energie umwandelt. Abhingig von dem
Kraftniveau, welches durch den Zustandswechsel iiberwunden wird, ergeben
sich fiir die einzelnen Zellen unterschiedliche maximale Amplituden. Das ge-
samte System ist somit dynamisch geworden und es werden lokale Schwingun-
gen initiiert. In Abhéngigkeit von der Dampfung, werden diese Schwingungen
im zweiten Schritt gedimpft und ein Anteil der Verzerrungsenergie schluss-
endlich dissipiert. Fiir die Energiedissipation spielt also folglich die Dynamik,
ausgelost durch den unkontrollierten Zustandswechsel, die entscheidende Rol-
le.
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4.3.3 Dreidimensionale Strukturen

Um die Ergebnisse des periodischen Zellenmodells sowie des zuvor analy-
sierten eindimensionalen Mehrzellenmodells zu bestétigen, wird nun noch das
Verhalten dreidimensionaler Zellverbénde untersucht. Hierfiir erfolgt die Si-
mulation eines Zellverbundes mit 8 X 10 x 11 Zellen mit Hilfe des in Abschnitt
4.2 dargestellten Modells. Beispielhaft werden hierbei zwei Gradientenstruk-
turen die sich durch eine Variation der Beulelemenththe /; in Belastungs-
richtung auszeichnen betrachtet. Die Parameter fiir die einzelnen Lagen sind
in Tabelle 4.1 zusammengefasst. Die restlichen Parameter (d;/b = 0.1 und
dr/b = d3/b = ds/b = 0.2) werden so gewihlt, dass ein ungewollter Defor-
mationsmodus auch in den schwicheren Zellen verhindert wird. Als Randbe-
dingung wird

UK=0 VvKeZ, i=123 (4.20)
U =-Ust und UF=0 VKeZ, i=1.2. (4.21)

aufgebracht. Hierbei ist Z, und Z_ die Menge aller Elementknoten an dem
oberen (+) und unteren (—) Rand des Zellverbundes.

Abbildung 4.6 zeigt die Spannungs-Dehnungs Kurven eines kompletten ver-
schiebungsgesteuerten Belastungs-Entlastungs Zyklus fiir den progressiven
und degressiven Gradienten. Bei dem Vergleich von Belastungs- und Ent-
lastungspfad stellt man zunéchst fest, dass die Riicktransformation unter Ent-
lastung auch hier in der gleichen Reihenfolge stattfindet, wie die Transfor-
mation unter Belastung erfolgte. Dies bestitigt die im vorherigen Abschnitt
gemachte Beobachtung, dass (21)> mogliche stabile Zustinde durch kombi-
nierte Belastungs-Entlastungszyklen erreicht werden konnen auch fiir endliche
dreidimensionale Strukturen.

Betrachtet man die Transformationen genauer, so sind fiir den progressiven
Gradienten (Abbildung 4.6b) unter Belastung deutlich die 2n = 2 X 11 unkon-
trollierten Zustandswechsel durch den abrupten Abfall der Reaktionskraft und
die dadurch initiierten Schwingungen zu erkennen. Im Fall des degressiven
Gradienten (Abbildung 4.6a) sind auf den ersten Blick hingegen bei Belas-
tung nur 18 Transformationen zu erkennen. Ursache hierfiir ist, dass die zwei
Beulelemente der Zellen in der fiinften bis achten Lage jeweils gleichzeitig
ihren Zustand wechseln (deutlich an den groeren Intervallen zwischen den
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Abbildung 4.6: Dynamisches Verhalten von dreidimensionaler Zellverbénden mit degressiven (a)
und progressiven (b) Strukturgradienten. Gradientenparameter sind in Tabelle 4.1
zusammengefasst, restliche Parameter (d;/b = 0.1 und d»2/b = d3/b = ds/b =
0.2) sind wie in den Simulationen zu Abbildung 3.3b gewihlt. Die Normierung
erfolgte mit dem Elastizititsmodul E sowie mit der Querschnittsfliche Ao und
der Ausgangshohe der Struktur L. (Verwendung mit Genehmigung aus Findeisen
u.a. 2017).

jeweiligen Transformation zu erkennen). Dies steht im Widerspruch zu dem
in der Statik angewandten Minimalprinzip, dieses besagt, dass Zustandswech-
sel immer auf der minimal moglichen GroBe stattfinden. In Abhédngigkeit von
dynamischen Faktoren wie Ddmpfung und Tréigheit kann eine simultane Trans-
formation im dynamischen Fall allerdings durchaus vorkommen. So wurde erst
kiirzlich in (Liu u. a. 2018) gezeigt, dass eine simultane Transformation durch
eine starke Dampfung und hohe Belastungsgeschwindigkeit begiinstigt wird.
Um die Simulationszeit im vertretbaren Rahmen zu halten, ist die Dehnungs-
geschwindigkeit in dem hier vorliegenden Fall mit U3 /Lo = 217s™! in der Tat
verhiltnism@Big hoch, was die teilweise simultane Transformation erklart.

Ebenfalls sind unter Entlastung bis zur dufleren Deformation Uz = 0 noch nicht
alle Zellen wieder zuriick transformiert, weshalb unter Entlastung lediglich 17
(degressiver Gradient) bzw. 20 (progressiver Gradient) Transformationen zu
beobachten sind. Die Physikalische Erkldrung hierfiir ist verhdltnismifig ein-
fach: Da sich die schwicheren Zellen bereits wieder in Zustand 1 befinden,
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Lage 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

hy progressiv. 0.16 0.164 0.168 0.172 0.18 0.188 0.196 021 0.226 024 028
hy degressiv. 0.16 02 0.214 023 0244 0252 026 0268 0.274 0278 0.28
PP JEX10° 34 53 61 71 79 84 89 93 96 98 99
POPEX105 35 50 57 65 76 84 89 92 93 94 95

Tabelle 4.1: Geometrieparameter /1 /b fiir die dreidimensionalen Gradientenstrukturen die in Ab-
bildung 4.6 analysiert wurden. Kritische Spannungen P,:EB(I = F3/Ay des vollstindi-
gen dreidimensionalen Strukturmodells mit degressivem Gradienten verglichen mit
den kritischen Spannungen PPo. . wie sie mit dem periodischen Zellenmodell aus
Kapitel 3.2 (vgl. Abbildung 3.3b) vorhergesagt wurden.

ist auf Grund des Kriftegleichgewichtes zum Erreichen der kritischen Mini-
ma der starken Zellen, eine Ausdehnung der schwachen Zellen nétig. Je nach
Verhalten der schwicheren Zellen unter Zugbelastung, kann somit zur Riick-
transformation aller Zellen eine effektive Zugdeformation Us < 0 nétig sein.
Dies veranschaulicht auf weitere Art und Weise die ausgeprigte Pfadabhén-
gigkeit des Verhaltens dieser Strukturen.

Wie durch das gezielte Design der Basiszelle beabsichtigt, zeigt die Struktur,
bis auf die gewollten Beulvorgingen der einzelnen Zelllagen, keine weiteren
Instabilitdtsmoden. Es ist allerdings auffallig, dass durch das Basiszellenmodell
die kritischen Beulspannungen zwar in der richtigen Gréenordnung vorher-
gesagt werden, teilweise allerdings doch von den hier berechneten Werten
abweichen (vgl. Tabelle 4.1). Eine Ursache hierfiir ist, dass beim Basiszel-
lenmodell von Zellen ausgegangen wird, die in einer unendlichen Struktur
eingebettet sind und somit die Wirkung von den Randbedingungen (4.20) und
(4.21) unberiicksichtigt bleibt. Ein weiterer Grund ist, dass iiber die periodi-
schen Randbedingungen Lokalisierungsphidnomene falsch abgebildet werden,
ein Zusammenhang der im néchsten Kapitel noch ausfiihrlich diskutiert wird.
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5 Diskussion

5.1 Methodik

Ziel des ersten Teils dieser Arbeit war es ein tiefgreifendes Verstindnis fiir
die in Kapitel 2 entwickelte Struktur zu erlangen. Um die treibenden Me-
chanismen auf den verschiedenen relevanten Skalen getrennt analysieren zu
konnen, wurden hierfiir Modelle entwickelt, die sich auf die fiir die jeweilige
Skala dominierenden Mechanismen konzentrieren. Diese Modellierung wird
im Folgenden im Zusammenhang mit den Ergebnissen kritisch beleuchtet.

Trotz, oder gerade wegen seiner Einfachheit kam dem Federmodell eine zen-
trale Bedeutung zu. Mit diesem konnte aufgezeigt werden, welche vielfiltigen
(lokalen) Charakteristiken mit einem einzelnen Beulelement durch Variation
von lediglich drei Parametern erzielt werden konnen. Als Ersatzmodell fiir die
in dieser Arbeit entwickelte Basiszelle, konnte das Federmodell zudem ent-
scheidend zum Verstindnis der treibenden Mechanismen beitragen. So konnten
hierdurch verschiedene Mechanismen identifiziert werden, tiber die die kriti-
schen Spannungen Ppi, und Pp,x auf nahezu beliebige Art und Weise und
insbesondere auch unabhingig voneinander eingestellt werden konnen.

Fiir die Analyse der Basiszelle wurde eine Methodik angewandt, die sich zur
Homogenisierung, also zur Bestimmung von Effektiveigenschaften von Ma-
terialien mittels der Analyse der ihr zugrundeliegenden Struktur, bewéhrt hat
(Bishop und Hill 1951; Hill 1963; Hill 1972; Sluis u. a. 2012; Miehe 2002;
Hohe und Becker 2003; Mesarovic und Padbidri 2005). Die hier angewandte
Methodik basiert auf der Analyse so genannter repréasentativer Volumenele-
mente. Mit diesem Begriff - erstmals von Rodney Hill (Hill 1963) eingefiihrt
- sind zwei grundlegende Forderungen an das analysierte Volumenelement
verbunden:
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,»This phrase will be used when referring to a sample that (a) is
structurally entirely typical of the whole mixture on average, and
(b) contains a sufficient number of inclusions for the apparent
overall moduli to be effectively independent of the surface values
of traction and displacement, so long as these values are ‘macro-
scopically uniform*. That is, they fluctuate about a mean with a
wavelength small compared with the dimensions of the sample,
and the effects of such fluctuations become insignificant within a
few wavelengths of the surface. The contribution of this surface
layer to any average can be made negligible by taking the sample
large enough.” (Hill 1963, Seite 359)

Da die Basiszelle alle relevanten Strukturinformationen enthélt, erscheint Be-
dingung (a) zunichst erfiillt. Bedingung (b) fordert mit anderen Worten, dass
das représentative Volumenelement (RVE) so grof3 gewihlt werden muss, dass
die Effektiveigenschaften unabhéngig von den am RVE aufgeprigten Randbe-
dingungen sind, wobei angenommen wird, dass die Wellenlédnge der Fluktua-
tion der betrachteten Felder klein im Vergleich zu dem betrachteten Volumen-
element ist. Fiir periodische Mesostrukturen lésst sich diese Bedingung mittels
der hier angewandten periodischen Randbedingungen erfiillen. Der Einfluss ei-
ner periodischen Nachbarschaft wird damit implizit beriicksichtigt, ohne dass
dabei zu grole Volumenelemente betrachtet werden miissen.

Die hier untersuchten Strukturen weisen allerdings ein geometrisch nichtlinea-
res Verhalten auf. Es geniigt daher zur Beurteilung der Anwendbarkeit dieses
Verfahrens, nicht alleine die Ausgangskonfiguration zu betrachten. Wie die
Analyse von Zellverbinden gezeigt hat, kann ab einer gewissen Zellenanzahl
die Deformation in einer Zelle lokalisieren, wihrend sich die restlichen Zellen
ausdehnen (vgl. Abschnitt 4.3.1). Das Dehnungsfeld fluktuiert ab diesem Punkt
folglich iiber mehrere Zellen und kann nicht mehr als makroskopisch homogen
angenommen werden, wodurch schlie3lich Bedingung (b) verletzt wird. Weiter-
hin besteht ein Zellverbund nach der Lokalisierung aus verschiedenen Zellen,
die aufgrund ihrer stark unterschiedlichen Dehnungen auch unterschiedliche
Eigenschaften zeigen konnen, wodurch ebenfalls Bedingung (a) verletzt wird.

Durch die aufgeprigten periodischen Randbedingungen wird das Beulen of-
fensichtlich nicht unterbunden. Allerdings wird durch Erzwingen der Periodi-
zitdt angenommen, dass benachbarte Zellen gleichzeitig beulen und damit, im
Vergleich zu einer Zelle eingebettet in einem Zellverbund, der Einfluss der
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Nachbarschaft falsch beriicksichtigt. Unter der Annahme, dass die Struktur
keine weiteren Instabilitdtsmoden zeigt, die durch die periodische Fluktuation
unterbunden werden, ist der hier verfolgte Ansatz folglich unter Belastung bis
zum Erreichen des ersten Spannungsmaximums giiltig. Analog gilt dies fiir
die Entlastung bis zum ersten Spannungsminimum, wenn beginnend von einer
Konfiguration entlastet wird in der sich alle Zellen in Zustand 3 befinden.

Diese Annahme kann dadurch gerechtfertigt werden, dass die Struktur gerade
so gestaltet wurde, dass alle anderen Instabilititsmoden unterbunden werden
(vgl. Strukturbeschreibung in Kapitel 2). Fiir Strukturen mit einer endlichen
Anzahl an Zellen wurde dies in Abschnitt 4.3.3 anhand der Analyse von dreidi-
mensionalen Strukturen exemplarisch tiberpriift und ist ferner auch durch die
in Frenzel u. a. 2016 durchgefiihrten Experimente bestitigt. Mesostrukturierte
Materialien (wie zum Beispiel Schiume oder Honigwabenstrukturen) kon-
nen allerdings auch durchaus Instabilitdtsmoden zeigen, die sich {iber mehrere
Basiszellen erstrecken (vgl. z.B. Papka und Kyriakides 1994; Papka und Ky-
riakides 1998a; Papka und Kyriakides 1998b; Triantafyllidis und Schraad 1998;
Combescure u. a. 2016). Moden mit einer Wellenldnge grofier als die in Ab-
schnitt 4.3.3 untersuchten Strukturen, werden mit der hier verfolgten Methodik
folglich nicht erfasst. Auf pragmatische Art und Weise konnten solche Moden,
wie dies z.B. in Bertoldi u. a. 2008 erfolgte, durch eine weitere Vergroferung
des Volumenelementes analysiert werden. Alternativ konnte die Periodenldnge
der kritischen Moden mathematisch rigoros durch Anwendung von speziellen
Methoden basierend auf Bloch Wellen (Geymonat u.a. 1993; Laroussi u. a.
2002; Bertoldi u. a. 2008; Combescure u. a. 2016) berechnet werden. Zum ri-
gorosen Nachweis des Stabilitdtsverhaltens wire die Anwendung eines solchen
Ansatzes auch hier notig. Weiterhin kann natiirlich, auch wenn keine weiteren
(langwelligen) Instabilititsmoden auftreten, die periodische Randbedingung
eine versteifende (oder auch entfestigende) Wirkung auf den hier vorliegen-
den Instabilitditsmodus haben. Wie der Vergleich mit den dreidimensionalen
Strukturen aber zeigt (vgl. Tabelle 4.1) ist auch dieser Fehler durchaus ver-
nachlédssigbar. Eine weitergehende allgemeine Diskussion der Wirkung von
alternativen Randbedingungen ist in Miehe 2002 zu finden. Speziellen Fokus
auf die Wirkung von alternativen Randbedingungen im Zusammenhang mit
Lokalisierungsphdnomenen ist in Coenen u. a. 2012 zu finden.

Akzeptiert man den durch die Randbedingung verursachten Fehler, so ergibt
sich bei der Umsetzung einer Homogenisierung allerdings ein weiteres grundle-
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gendes Problem. Versucht man mit der aus der Homogenisierung gewonnenen
Materialbeschreibung ein dquivalentes Kontinuumsproblem zu formulieren, so
funktioniert dies nicht ohne weiteres. Im Folgenden erfolgt eine detailliertere
Darstellung und Diskussion dieser Problematik anhand des naiven Versuchs ein
dquivalentes Kontinuumsproblem zu formulieren. Hierfiir wird das Potentials

L
n:/ E (0xu) dX, 5.1)
0

eines kontinuierlichen Stabes mit der Lénge L betrachtet. Hierbei wurde analog
zu dem diskreten Problem (4.1) das Potential der inneren Krifte E aus dem
vereinfachten Federmodell (Gleichung (3.1)) iibernommen. Im Unterschied zu
dem diskreten Modell, wird als Dehnung nun aber nicht die differenzielle Deh-
nung (u; — u;41) /h, sondern der Verschiebungsgradient H = dyu verwendet.
Zur Losung des Kontinuumsproblems, basierend auf dem Potential (5.1) wird
auf die Maxwell-Regel zuriickgegriffen, diese wird vielfach zur Beschreibung
eines Phaseniibergangs in kontinuierlichen Materialien mit nicht konvexem
Potential angewandt (vgl. Clerk-Maxwell 1875; Balk u. a. 2001a; Puglisi und
Truskinovsky 2002). Die Maxwell-Regel folgt aus dem absolutem Minimum
von (5.1) und kann anschaulich wie folgt formuliert werden: Die Phasentrans-
formation erfolgt unter konstanter dullerer Kraft (Spannung), der so genannten
Maxwell-Kraft Fj;. Das Kraftniveau Fj, ist dabei dadurch gegeben, dass die
sogenannte Maxwell-Linie die Kraft-/Verschiebungskurve F' = g—f des lokalen
Potentials in zwei gleich grofe Fliachen Ay, unterteilt (vgl. Abbildung 5.1a).
Eine rigorose Herleitung der Maxwell-Regel ist in Anhang A.1 zu finden.

Nach der Maxwell-Regel (vgl. Abbildung 5.1a) erfolgt die Phasentransforma-
tion folglich unter Be- und Entlastung auf dem selben Pfad, wohingegen das
hier verwendete diskrete Modell eine deutliche Pfadabhiingigkeit zeigt. Einen
Hinweis zur Erkldrung dieses Widerspruchs ist bereits in der Originalarbeit
(Clerk-Maxwell 1875) zu finden, dort heiflt es zur Erkldrung:

,,We have hitherto supposed the experiment to be conducted in
such a way that the density is the same in every part of the medium.
This, however, is impossible in practice, as the only condition we
can impose on the medium from without is that the whole of the
medium shall be contained within a certain vessel. Hence if it
is possible for the medium to arrange itself so that part has one
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density and part another, we cannot prevent it from doing so.“
(Maxwell 1875, Clerk-Maxwell 1875)

Der entscheidende Unterschied zwischen dem diskreten und dem kontinuier-
lichen Modell liegt folglich in der verwendeten Zustandsbeschreibung. Wih-
rend im kontinuierlichen Modell, wie von Maxwell angenommen, beliebige
Phasenverteilungen moglich sind, konnen im diskreten Modell nur diskrete
Zustandsverteilungen angenommen werden. Weitere mathematisch gestiitzte
Erkldrungen findet man in Balk u.a. 2001a; Puglisi und Truskinovsky 2000;
Puglisi und Truskinovsky 2002. Demnach existieren im diskreten Fall neben
dem globalen Minimum eine Vielzahl lokaler Minima, die durch gewisse En-
ergiebarrieren voneinander getrennt sind. Analog zu Puglisi und Truskinovsky
2002 wurde in dieser Arbeit angenommen, dass die Struktur solange in ei-
nem lokalen Minimum verbleibt, bis dieses schlie8lich instabil wird und somit
kein lokales Minimum mehr ist. Der Wechsel in das néchst gelegene Mini-
mum geht dann mit dem diskreten unkontrollierten Zustandswechsel einher.
Im kontinuierlichen Fall hingegen ist unter infinitesimaler Dehnungssteigerung
auch immer eine infinitesimale Phasentransformation méglich und die dabei
zu liberwindende Energiebarriere ist demnach null (Puglisi und Truskinovsky
2002).

Uber den nun offensichtlichen Widerspruch zwischen kontinuierlicher und
diskreter Beschreibung hinaus, macht die vorherige [llustration noch zwei wei-
tere Phianomene deutlich: Bei genauer Betrachtung der Maxwell-Regel zeigt
sich, dass das Effektivverhalten eines Kontinuumsproblem unabhingig von
der GrofB3e der Struktur L ist, wohingegen das diskrete Modell einen deutli-
chen GroBeneffekt zeigt in dem insbesondere das Stabilitdtsverhalten von der
Strukturgroe abhéngt. Die Analyse des diskreten Modells in Abschnitt 4.3.1
hat deutlich gemacht, dass dieser GroBeneffekt von dem GroBenverhiltnis von
lokalisierender Struktur zu der Gesamtgrofle gepragt wird. Es ist somit auch
nicht zu erwarten, dass das Kontinuumsproblem diesen GréBeneffekt abbildet,
da die Lokalisierungslidnge in keiner Art und Weise in die Beschreibung (5.1)
eingeht. Die Problematik einer nicht geeigneten Zustandsbeschreibung macht
sich weiterhin in umgekehrter Art und Weise bei der numerischen Losung von
(5.1), bzw. ganz allgemein bei der numerischen Losung von Lokalisierungsphé-
nomenen im Kontinuum, bemerkbar. Durch Verwendung einer Approximation
(z.B. iiber Finite Elemente) wird die mogliche Lokalisierung stark abhingig
von der moglichen Zustandsbeschreibung, welche wiederum durch Faktoren
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wie Elementgrofle, Ansatzfunktionen und numerische Integration bestimmt
wird.

Die beiden zuvor beschriebenen Effekte sind aus der Literatur in anderem
Zusammenhang bereits bestens bekannt. Die starke Netzabhédngigkeit bei Ver-
wendung von Finiten Elementen zur Beschreibung von Lokalisierungsphéno-
menen und deren Regularisierung wurde z.B. bereits intensiv in Borst 1991;
Borst u. a. 1993; Forest u. a. 2005; Mazie¢re und Forest 2015 und Forest 2016
untersucht. Moglichkeiten zur Beschreibung von Grofieneffekten im Rahmen
der Kontinuumsmechanik sind unter anderem in Diebels und Steeb 2002;
Diebels und Steeb 2003; Forest und Sievert 2003b und Dehm u. a. 2006 behan-
delt. Wie es die vorhergehende Diskussion bereits vermuten ldsst, verfolgen
hierbei alle genannten Arbeiten eine Erweiterung der Zustandsbeschreibung
der klassischen Kontinuumsmechanik. Die Moglichkeiten zur Abbildung von
GrofBeneffekten und Lokalisierungsphianomenen iiber eine Verallgemeinerung
der Kontinuumsbeschreibung wird - im Zusammenhang mit der in dieser Ar-
beit entwickelten Struktur - intensiv im zweiten Teil dieser Arbeit (Kapitel 6)
untersucht.

Zusammenfassend, lassen sich die Erkenntnisse aus der Analyse der Basiszelle
in Abschnitt 3.3 nicht ohne weiteres zur Analyse eines effektiven Kontinuums-
problems anwenden. Die hier angewandte Methodik wurde daher auch als Ba-
siszellenmodell und nicht als Homogenisierung bezeichnet. Sie ist somit rein
als Hilfsmittel zur isolierten Analyse der Mesostruktur unter Beriicksichtigung
der zuvor beschriebenen Grenzen zu sehen.

Alternativ zu einer Kontinuumsbeschreibung wurden die Effektiveigenschaf-
ten von Zellverbanden daher in Kapitel 4 mit Hilfe eines diskreten Modells
analysiert. Zunédchst kam hierfiir ein statisches Modell zusammen mit dem
Bogenldngenverfahren und einer Stabilititsanalyse zum Einsatz. Das Bogen-
langenverfahren liefert dabei automatisch alle Gleichgewichtskonfigurationen,
die theoretisch {iber die vorgegebene Randbedingung erreichbar sind. Dies ist
ein entscheidender Vorteil gegeniiber einer Integration der dynamischen Dif-
ferentialgleichung, bei der zum Auffinden der (a priori unbekannten) Gleich-
gewichtslagen eine Definition des kompletten (ebenfalls unbekannten) Last-
pfades notig wire. Bereits bei der Analyse des vereinfachten Federmodells
hat sich allerdings gezeigt, dass gewisse Zustandswechsel selbst unter einer
quasi-statischen Randbedingung zwangslaufig dynamisch ablaufen. Bei Zell-
verbédnden laufen ab einer gewissen Anzahl an Zellen sogar alle Zustandswech-
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sel zwangsldufig dynamisch ab. Eine Analyse von kompletten Belastungs- und
Entlastungszyklen ist somit mittels des statischen Modells nur iiber zusitzliche
Annahmen iiber den Ablauf der Zustandswechsel moglich. Hierdurch wird das
statische Modell allerdings weit iiber seine eigentliche Aussagekraft hinaus
interpretiert. Insbesondere macht sich das dadurch bemerkbar, dass hierdurch
Hysteresen beobachtbar sind und somit Aussagen iiber eine Energiedissipation
getroffen werden kénnen, was per Definition im Widerspruch zu dem ange-
wandten elastischen Modell (vgl. Gleichung 4.1) steht. Um die Erkenntnisse
aus der Interpretation des statischen Modell zu bestétigen und insbesonde-
re den Dissipationsmechanismus genauer zu verstehen, kam zusitzlich ein
dynamisches Modell zum Einsatz. Fiir den Grenzfall einer quasi-statischen
Randbedingung konnten hierdurch die getroffenen Annahmen iiber den Ab-
lauf des Zustandswechsels bestitigt werden. Es hat sich aber auch gezeigt, dass
ab einer gewissen Belastungsgeschwindigkeit zusitzliche dynamische Effekte
auftreten, die in dieser Arbeit nicht weiter untersucht wurden. Erste Unter-
suchungen dynamischer Effekte bei der Zustandstransformation diskreter und
kontinuierlicher Strukturen sind in den Referenzen Bruno 1995; Rosakis und
Knowles 1997; Balk u.a. 2001a; Balk u.a. 2001b; Slepyan und Ayzenberg-
Stepanenko 2004; Slepyan u. a. 2005 und Liu u. a. 2018 zu finden. Eine weitere
Diskussion des Dissipationsmechanismus erfolgt in Abschnitt 5.3.

Abschlielend ist noch hervorzuheben, dass fiir die Stabilititsanalyse insbeson-
dere die richtige Behandlung der Randbedingungen entscheidend ist. Félsch-
licherweise wird eine instabile Gleichgewichtskonfiguration oftmals mit einer
negativen effektiven differenziellen Steifigkeit gleichgesetzt. Bereits das ver-
einfachten Federmodell hat aber gezeigt, dass eine solche Gleichgewichtskon-
figuration unter einer Verschiebungsrandbedingung durchaus stabil sein kann
(vgl. Abbildung 3.2). Die Analyse von Zellverbinden hat weiterhin gezeigt,
dass auch der umgekehrte Fall moglich ist: Eine Gleichgewichtskonfiguration
mit effektiver positiver differenzieller Steifigkeit kann ebenfalls instabil sein
(vgl. z.B. Abbildung 4.2a).

5.2 GroBeneffekte

Das Verhalten eines Materials mit gleichméBiger (periodischer) Mesostruktur
kann normalerweise vollstindig mittels einer Homogenisierung der Basis-
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Abbildung 5.1: Diskussion und Vergleich der Ergebnisse mit der Literatur. (a) Vergleich des in
dieser Arbeit angewandten Modells mit der Maxwellregel fiir Kontinuierliche
Materialien sowie (b) qualitative Darstellung der Uberlagerung des GroBeneffekts
der aus der Anfilligkeit gegeniiber Stérungen resultiert.

zelle charakterisiert werden. Fiir irregulidre Mesostrukturen ist oftmals eine
statistisch repridsentative Charakterisierung iiber die Analyse sogenannter re-
prisentativer Volumenelemente (vgl. Kapitel 5.1, sowie Hill 1963 und Hill
1972) moglich. Andert man die GroBe der betrachteten Volumenelemente,
so darf dies keinen Einfluss auf die effektiven Eigenschaften haben. Wie die
Diskussion im vorherigen Abschnitt gezeigt hat, ist eine klassische Homoge-
nisierung fiir die hier entwickelte Struktur allerdings nicht méglich, was sich
unter anderem in den ausgeprigten Groeneffekten bemerkbar macht.

Die Untersuchung der Grofleneftfekte erfolgte daher in dieser Arbeit mittels
eines diskreten Modells in dem die Anzahl der betrachteten Zellen sukzessi-
ve erhoht wurde. Hierfiir muss auf Grund des Stabilitidtsverhaltens zwischen
kraft- und verschiebungsgesteuerten Prozessen unterschieden werden. Unter
Vernachlidssigung duBerer Storungen zeigen homogene Strukturen unter einer
Kraftrandbedingung keinerlei Grofeneffekte. Alle Zellen spiiren die gleiche
duBere Kraft und ein schlagartiges Durchschlagen ist nur moglich, wenn dies
in allen Zellen gleichzeitig passiert. Kontrolliert man hingegen die duflere De-
formation, so ist der innere Zustand fiir eine fixierte Randbedingung nicht
eindeutig und eine Dehnungslokalisierung wird moglich. Im statischen Fall
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folgt aus der Bedingung fiir Stabilitédt, dass immer nur genau eine Zelle lo-
kalisiert, wihrend alle anderen Zellen unter erneuter Ausdehnung entspannen
(vgl. Abschnitt 4.3.1 und Puglisi und Truskinovsky 2002). Das Effektivver-
halten ist somit von dem Verhiltnis von lokalisierender zu entspannender
Struktur und damit von der Anzahl der Zellen abhiingig. Betrachtet man bei-
spielsweise die volumenspezifische Energiedissipation, so nihert sich diese
mit wachsender Zellenanzahl asymptotisch dem Verhalten der einzelnen Zelle
unter einer Kraftrandbedingung an. Dies erscheint vor allem vor dem Hinter-
grund sinnvoll, als dass der Lokalisierungsvorgang der einzelnen Zelle durch
eine Kraftrandbedingung iiberhaupt nicht kontrolliert wird, ebenso wie unter
einer Verschiebungsrandbedingung die Lokalisierung der einzelnen Zelle im
Grenzfall n — co nicht mehr kontrolliert werden kann.

Die vorherige Diskussion ldsst fiir n — oo einen Grenzwert der Energiedis-
sipation erwarten, wie sie die einzelne Zelle unter einer Kraftrandbedingung
zeigt. Dieser Grenzwert ist allerdings nicht konsistent mit der Maxwell-Regel,
wonach im Kontinuumslimit (n — o0) eine Transformation iiber die Maxwell-
Linie und damit keine Energiedissipation zu erwarten wire (vgl. Abbildung
5.1a). Dieser Widerspruch lasst sich auflosen, in dem man sich die Energie-
barriere hp; anschaut, die in diskreten Strukturen fiir eine friihzeitige Trans-
formation bei der Maxwell-Kraft Fj; zu iiberwinden ist. Nach Puglisi und
Truskinovsky 2002 gilt fiir diese Energiebarriere

hy o 1/n (5.2)

wobei n die Anzahl an instabilen Elementen ist. Im Grenzfall unendlich vieler
Elemente, und zwar nur im Grenzfall, ist somit auch in diskreten Strukturen
eine Transformation iiber die Maxwell-Linie moglich. Fiir endliche Strukturen
hingegen bleibt die Energiebarriere endlich und eine friihzeitige Transforma-
tion ist ausgeschlossen.

Diese, durch das in dieser Arbeit verwendete Modell beschriebene, Situation
ist allerdings vom physikalischen Gesichtspunkt fragwiirdig, da man bereits
fiir viele Elemente einen Ubergang zum Kontinuumsverhalten erwarten wiirde.
Um diesen Ubergang zu sehen, muss das Modell um #duBere Storungen (z.B.
durch thermische Fluktuation verursacht) erweitert werden. Diese lassen sich in
der Realitédt niemals komplett ausschlieSen und nach (5.2) folgt fiir eine Storung
mit fixierter Aktivierungsenergie %p;, dass bereits fiir endliche Strukturen eine
Transformation iiber die Maxwell-Linie moglich ist. Ist hingegen fiir die gleich
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Anzahl an Zellen eine Aktivierungsenergie h4 < hjps vorhanden so kann
unter Belastung (Entlastung) die friihzeitige Transformation bei einer dufleren
Spannung

Omax — V2nhaomax  Belastung
O = 5.3)

Omin + V2nhpomax  Entlastung

erfolgen (Puglisi und Truskinovsky 2002). Hierbei sind omax/min die kriti-

schen maximalen/minimalen Spannungen des einzelnen Elementes. Erfolgt

der Zustandswechsel jeweils bei den Spannungen nach (5.3), so folgt fiir die
Energiedissipation

Enax —AE, wenn ha < hy

Eqiss = { e (54)

0 wenn  hpa > hy

wobei En,x die maximal mogliche Energiedissipation ist und aus Gleichung
(5.3) AE « +/n folgt. Liegt folglich eine duBere Stérung /4 vor, so kann eine
Transformation bereits vor den in dieser Arbeit berechneten Spannungen erfol-
gen und die resultierende Hysterese kleiner ausfallen. Mit steigender Anzahl
an Elementen wird die Empfindlichkeit gegeniiber solchen Stérungen immer
groBer, bis die Energiedissipation schlieBlich gegen Null geht. Da ein gewisses
Maf an Storungen in der Realitét nie ausgeschlossen werden kann, iiberlagert
sich dieser Grofleneffekt mit dem in Abbildung 4.1f dargestellten und es ist
folglich damit zu rechnen, dass ab einer gewissen Anzahl an Elementen die
Energiedissipation wieder abnimmt und schlielich fiir viele Elemente gegen
das Kontinuumslimit strebt.

Die quantitative Bewertung dieses iiberlagerten Grofieneffektes ist mit den in
Gleichung (5.2) und (5.3) angegebenen Beziehungen allerdings nicht direkt
moglich, da sie unter Annahme eines anderen als dem hier verwendeten Po-
tentials und unter Annahme einer Kraftrandbedingung hergeleitet wurden. Es
ist allerdings davon auszugehen, dass fiir das hier verwendete Potential und
insbesondere fiir Verschiebungsrandbedingungen @hnliche Relationen gelten
(vgl. auch Truskinovsky und Vainchtein 2004). Entsprechend ist in Abbildung
5.1b nur ein qualitativer Trend des hier diskutierten Groleneffektes illustriert.
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5.3 Dissipationsmechanismus im Vergleich

Die Energiedissipation in den meisten Materialien ist entweder abhingig von
der Deformationsgeschwindigkeit (Viskoelastizitdt) oder aber zeitunabhingig
und direkt mit irreversibler Deformation (Plastizitét) verbunden. Der Dissipati-
onsmechanismus des hier untersuchten Metamaterials basiert ebenfalls auf der
Ausnutzung von viskosen Effekten. Durch die Instabilitdten kann allerdings
eine Separation der Zeitskalen von duflerer Belastung und viskoser Damp-
fung erfolgen: Durch den unkontrollierten Zustandswechsel wird zunéchst ein
dynamischer Prozess in Gang gesetzt der zu Schwingungen in der gesamten
Struktur fiihrt (vgl. Abbildung 4.5 und Balk u. a. 2001a; Balk u. a. 2001b; Sle-
pyan und Ayzenberg-Stepanenko 2004). Dieser Prozess ist irreversibel in dem
Sinne, dass ohne duflere Einwirkung nicht mehr die urspriingliche statische
Gleichgewichtslage angenommen werden kann. Ein Teil der Verzerrungsen-
ergie wurde so gesehen irreversibel in Schwingungsenergie umgewandelt. Im
zweiten Schritt werden diese Schwingungen durch das viskoelastische Ma-
terialverhalten auf der Mikroebene geddmpft und die Energie schlieBlich in
Wirme dissipiert. Die fiir diese viskose Energiedissipation relevante Zeitskala
hingt aber von der Frequenz der lokalen Schwingungen ab. Diese ist in erster
Niherung durch die Eigenfrequenzen der Mesostruktur gegeben, welche durch
die Geometrie und das Material selbiger bestimmt wird. Vorausgesetzt die Fre-
quenz der duBeren Belastung ist wesentlich kleiner als die Frequenz der lokalen
Schwingungen, ist die Energiedissipation somit unabhiingig von der du3eren
Belastungsgeschwindigkeit. Dieser Mechanismus funktioniert in der skizzier-
ten Art und Weise allerdings nur solange eine Trennung der Zeitskalen auch
wirklich erfolgt. Nihert sich die Frequenz der dufleren Belastung der Frequenz
der lokalen Schwingungen, so treten zusétzliche Interaktionen auf, welche in
dieser Arbeit nicht néher untersucht wurden. Eine untere Giiltigkeitsgrenze fiir
die Frequenz der duBleren Belastungen gibt es allerdings ausdriicklich nicht,
so dass dieser Disspationsmechanismus auch im quasi-statischen Grenzfall
erfolgt. Dies grenzt die hier untersuchten Metamaterialien eindeutig von vis-
koelastischen Materialien ab, bei denen die Energiedissipation proportional
zur Deformationsgeschwindigkeit ist und im quasi-statischen Grenzfall gegen
Null geht.

Auf der anderen Seite kann die hier verwendete Basiszelle so gestaltet wer-
den, dass auf der Mikroebene keinerlei plastische Deformation erfolgt und
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die Basiszelle somit unter Entlastung oder aufbringen eine negativen Kraft
wieder seinen Ursprungszustand annimmt. Dies wiederum unterscheidet sich
komplett von Materialien unter plastischer Deformation, bei denen eine Ener-
giedissipation direkt mit einer irreversibler Deformation verbunden ist.

Die beiden zuvor diskutierten Eigenschaften der Energiedissipation machen
deutlich, warum das in dieser Arbeit entwickelte Material als Metamaterial
bezeichnet werden kann. Die Energiedissipation wird eindeutig durch einen
Strukturmechanismus (dem schlagartigen Beulen) getrieben und zeigt dadurch
eine Charakteristik die sich eindeutig von ,,gewohnlichen* Materialien und
insbesondere auch von den Eigenschaften der Konstituenten unterscheidet.
Die beiden zuvor diskutierten Aspekte der Reversibilitdt und der Geschwin-
digkeitsunabhingigkeit der Energiedissipation konnten in Frenzel u.a. 2016
ebenfalls experimentell nachgewiesen werden.

Teilweise zeigt das Verhalten des hier vorgestellten und untersuchten Meta-
materials starke Ahnlichkeit zu dem Crashverhalten von Kunststoff- und Me-
tallschdumen oder Honigwabenstrukturen (Ashby und Medalist 1983; Papka
und Kyriakides 1994; Gibson und Ashby 1997; Papka und Kyriakides 1998a;
Papka und Kyriakides 1998b; Ashby u. a. 2000; Gibson 2000; Gong u. a. 2005;
Gong und Kyriakides 2005; Ashby 2006). Diese zeichnen sich ebenfalls durch
eine verhiltnismiBig hohe Steifigkeit bei geringen Dehnungen aus. Analog
zu der hier untersuchten Struktur fiihrt ein erstes elastisches oder plastisches
Beulen dann zu einer Limitierung der mdglichen Spannungen und durch das
nachfolgende Beulen weiterer Strukturelemente bildet sich ein Plateau nahezu
konstanter Spannung aus, bis schlielich ab einer bestimmten effektiven Deh-
nung die Verdichtung zu einer erneuten Steifigkeitszunahme fiihrt (vgl. Abbil-
dung 4.1 und Ashby 2006). Nahezu reversible Deformationen und damit eine
wiederholbare Energiedissipation ist fiir Schiume unter Einsatz gummiartiger
Materialien méglich (vgl. Gong u. a. 2005 und Gong und Kyriakides 2005). Das
Beulen dieser Strukturen ist allerdings geprégt durch eine globale Schubinsta-
bilitat und einen lokalen Rotationsmodus, insbesondere letzterer fiihrt zu einer
starken Lokalisierung der Deformation im Nachbeulbereich. Dies wiederum
begiinstigt plastische Deformationen sowie die Schiadigung der Mikrostruktur,
wenn nicht wie in Gong u.a. 2005 und Shan u.a. 2015 gummiartigen Ma-
terialien eingesetzt werden. Der beschriebene Deformationsmodus wird zwar
insbesondere durch die Irregularitit der Mesostruktur begiinstigt, starke Loka-
lisierungen im Nachbeulbereich und damit Schidigung treten allerdings auch
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bei reguldren und streng periodischen Mesostrukturen wie Honigwaben u.4.
auf (vgl. Ashby und Medalist 1983; Papka und Kyriakides 1994; Papka und
Kyriakides 1998a und Papka und Kyriakides 1998b).

In diesem Zusammenhang ebenfalls interessant sind neuere Arbeiten an diinn-
wandigen Nickelstrukturen (Schaedler u. a. 2011; Torrents u. a. 2012; Salari-
Sharif u. a. 2014). Dieses erholen sich nahezu komplett von Dehnungen bis zu
50% und dissipieren dabei durch eine Kombination von einer Vielzahl an Me-
chanismen ebenfalls nahezu die komplette Energie (Salari-Sharif u.a. 2014).
Trotz dieser scheinbaren Reversibilitit, ist in nachfolgenden Zyklen eine deut-
liche Abnahme der Hysterese und der Steifigkeit zu beobachten, welche aus
einer signifikanten Schidigung der Mikrostruktur resultiert.

Die Effektiveigenschaften der hier untersuchte Mesostruktur hingegen wird
durch das kontrollierte Beulen einiger weniger Strukturelemente (Beulele-
mente) geprigt. Ungewollte Instabilitdtsmoden, die eine besonders hohe Deh-
nungen sowie eine Schidigung der Mikrostruktur begiinstigen konnen, werden
wihrend des Beulvorgangs durch die steife Basisstruktur unterbunden. Aus
dieser Strategie zur Gestaltung von Materialien zur Energiedissipation fol-
gen allerdings zwei entscheidende Grenzen: Zunichst einmal sind durch die
steife Basisstruktur nur wenige Strukturelemente aktiv bei der Energiedissipa-
tion. Dadurch ist zu erwarten, dass die spezifische Energiedissipation generell
deutlich geringer als bei metallischen Schiumen ist, wo die Energiedissipati-
on durch die plastische Deformation vieler (aller) Strukturelemente erfolgen
kann. Weiterhin scheint die Verallgemeinerung des hier genutzten Mecha-
nismus fiir den zwei- oder dreidimensionalen (quasi-isotropen) Fall schwer
moglich. Wiirde man z.B. versuchen den Beulmechanismus in zwei ortho-
gonalen Raumrichtungen zu realisieren, so wiirde man damit den Widerstand
gegeniiber Schubdeformationen im Vergleich zu der hier untersuchten Struktur
enorm verringern und somit das Ausbilden von Scherbéndern begiinstigen. In
Shan u. a. 2015 werden solche zwei- und dreidimensionalen Strukturen zwar
am Rande dargestellt, ein Nachweis ihrer Funktion wurde dort allerdings nicht
erbracht.

Fiir die weitere quantitative Diskussion bzgl. der realisierbaren Energiedissipa-
tion wird auf die experimentellen Ergebnisse aus Frenzel u. a. 2016 zuriickge-
griffen. Dort wurden Gradientenstrukturen (k;/b € [0.14,0.2] und d,/b €
[0.06,0.1]) mittels Laser Lithographie aus einem Polymer (E = 2.3GPa,
p = 1200kg/m?) hergestellt. Im Experiment wurde fiir diese Struktur unter
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reversibler Deformation eine spezifische Energiedissipation von 0.15kJ/kg er-
zielt.

Wie bereits vermutet liegt diese spezifische Energiedissipation weit unter
dem was durch Aluminiumschidume (5kJ/kg) oder metallischen Honigwaben
(10kJ/kg) (Liu und Wang 2015) unter irreversibler plastischer Verformung er-
reicht werden kann. Diese Materialien werden vor allem im Transportwesen
(Automobil, Flugzeugbau,...) eingesetzt und insbesondere dort ist der Leicht-
bau oftmals ein limitierender Faktor. Um mit dem hier untersuchten Konzept ei-
ne ernstzunehmende Alternative zu konventionellen Crashabsorbern zu bieten,
miisste die spezifische Energiedissipation also signifikant gesteigert werden.

Da die Herstellung Mesostrukturierter Materialien in den vergangenen Jahren
enorme Fortschritte gemacht hat, soll fiir die folgende Diskussion die Frage
der Herstellbarkeit aulen vorgelassen werden. Konnte man die Struktur z.B.
aus Aluminium (E = 70GPa, p = 2700kg/m3) herstellen, wiirde sich eine ca.
13mal hohere spezifische Energiedissipation (1.95kJ/kg) ergeben. Fiir die im
Experiment realisierte Parameterkombination (h;/b = 0.2 und d, /b = 0.1) ist
nach Abbildung 3.3 allerdings mit maximalen Dehnungen in der Groflenord-
nung von 10% zu rechnen. Aufgrund dieser hohen lokalen Dehnungen wiirden
signifikante plastische Deformationen in den Beulelementen auftreten und es
ist nicht damit zu rechnen, dass hierdurch die vollstindige Reversibilitit erhal-
ten bleibt. Auch wird die alleinige systematische (mathematische) Optimierung
der Mesostruktur bzgl. der maximalen Dehnungen auf der Mikroebene nicht
ausreichen, um die Dehnungen so weit zu reduzieren, dass lokale plastische
Deformationen nicht zu einer effektiven Irreversibilitit fiihren.

Um die spezifische Dissipation zu steigern, sind folglich weitere alternative
Materialkonzepte fiir die Mikrostruktur zu betrachten. Eine vielversprechende
Moglichkeit die Festigkeit des Materials der Mikrostruktur weiter zu steigern
und damit die maximale Dehnung auf der Mikroebene (unter gleichbleibender
spezifischer Energiedissipation) zu reduzieren ergibt sich aus der Ausnutzung
von Grofleneffekten auf der Mikroebene. So zeigen zum Beispiel Metalle mit
charakteristischen Abmessungen d < 10um stark ausgeprigte Groeneffekte
in denen die FlieBspannung mit abnehmenden Abmessungen exponentiell zu-
nimmt (Motz u. a. 2005; Dehm u. a. 2006; Greer u. a. 2005; Blanckenhagen u. a.
2004). Fiir die hier untersuchten Strukturen sind insbesondere GroBeneftekte
die unter Biegung auftreten interessant. So wurde zum Beispiel experimentell
gezeigt, dass sich die FlieBspannung von reinem Kupfer unter Biegung um das
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Fiinffache von 200MPa auf ca. 1000MPa steigern lédsst, wenn die Probendicke
von 8um auf 1um reduziert wird (Motz u. a. 2005). Die Ursachen hierfiir las-
sen sich auf zwei einfache Phidnomene zuriickfiihren: Zunéchst einmal sinkt
mit dem Durchmesser das Oberflichen/Volumenverhiltnis, wodurch bei klei-
neren Proben verhiltnismiBig viele Versetzungen die Probe an der Oberfliche
verlassen konnen. Fiir plastische Deformationen miissen folglich neue Verset-
zungen gebildet werden, was wiederum hohe Spannungen erfordert. Der zweite
Einflussfaktor lésst sich auf die Anzahl an Versetzungsquellen zuriickfiihren:
Bei groflen Proben sind diese mehr oder weniger gleichméBig iiber die Probe
verteilt, woraus eine gleichmifige Verteilung an Versetzungen resultiert. Wird
der Durchmesser reduziert so befinden sich verhiltnismaBig mehr Quellen an
der neutralen Biegephase. In den Gleitebenen wiederum wechselt die Schub-
spannung ihr Vorzeichen an der neutralen Phase, wodurch an dieser Stelle
starke Versetzungsanhdufungen (pile-ups) entstehen, welche eine plastische
Deformation unterbinden (Motz u.a. 2005; Dehm u. a. 2006) und somit die
Fliespannung steigern.

Zusammenfassend lasst sich festhalten, dass das hier untersuchte Metamaterial
auf Grund des Dissipationsmechanismus entscheidende Vorteile gegeniiber
klassischen Materialien zur Energiedissipation hat. Damit dieses allerdings
klassische Crashabsorber in der Praxis ersetzten kann, muss noch einiges an
Optimierungspotential ausgenutzt werden.

5.4 Programmierbarkeit

Neben den zuvor diskutierten ungewohnlichen Dissipationseigenschaften las-
sen sich noch eine Menge weiterer interessanter Eigenschaften durch die Kom-
bination von verschiedenen Basiszellen realisieren. Zunichst einmal kann ein
Gradient auf der Mesoebene zum Beispiel genutzt werden um das Belastungs-
und Entlastungsverhalten auf nahezu beliebige Art und Weise vorzubestim-
men. Da durch geeignete Parameterkombinationen die kritischen Minima und
Maxima der einzelnen Zelle unabhingig voneinander beeinflusst werden kon-
nen (vgl. Abbildung 3.2 und 3.3), ist es hierbei insbesondere moglich den
Belastungs- und Entlastungspfad unabhingig voneinander einzustellen. Hier-
durch kann z.B. ein Material realisiert werden welches ein Objekt bei einem
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Einschlag auf genau vorbestimmte Art und Weise entschleunigt bzw. beschleu-
nigt.

Dadurch, dass eine Zelle bei gleicher dulierer Last zwei stabile Zustinde an-
nehmen kann, konnen die Effektiveigenschaften allerdings nicht nur a priori
festgelegt werden, sondern ebenfalls iiber die Lastgeschichte beeinflusst (pro-
grammiert) werden. Die naheliegende Art und Weise dies zu realisieren ist
durch die Kombination von Zellen mit einem negativen Kraftminimum. Bringt
man durch eine Vorbelastung die Struktur in einen Zustand in dem sich einige
Zellen in dem dritten Zustand befinden und entlastet ab diesem Zustand wieder
vollstindig, so verweilen die Zellen in genau dieser Zustandskonfiguration. Un-
ter erneuter Belastung folgt das Metamaterial selbstverstéindlich wieder diesem
Gleichgewichtspfad, welcher in Abhingigkeit der Eigenschaften der einzelnen
Zellen signifikant andere Eigenschaften als andere Pfade haben kann.

Nutzt man diese Eigenschaft zusitzlich unter Anwendung von Zellen aus de-
ren individuelle Kraft-Verschiebungskurven sich kreuzen, so wechselt unter
Entlastung nicht diejenige Zelle als erstes den Zustand in der unter Belastung
als letztes ein Zustandswechsel erfolgte, sondern diejenige bei der unter Belas-
tung als erstes ein Zustandswechsel erfolgte. Es konnen in diesem Fall folglich
alleine durch die Kontrolle der duBleren Last F| oder der duleren Verschiebung
u; alle n? moglichen Kombination von stabilen Zustinden erreicht werden. Im
Fall von strikt getrennten Kraft-Verschiebungskurven sind hingegen nur N + 1
Zustande erreichbar (vgl. Abbildung 4.2b mit 4.3b). An dieser Stelle sei noch
darauf hingewiesen, dass obwohl sich die Materialien in dem hier skizzierten
Programmierungsszenario nicht von alleine erholen, diese trotzdem durch das
Aufbringen einer negativen Kraft wieder in ihren Ausgangszustand gebracht
werden kdnnen und somit auch quasi-reversibel sind.

Eine weitere Art und Weise programmierbare Eigenschaften zu erzielen, beno-
tigt hingegen nicht unbedingt eine negative kritische Kraft: Durch Ausnutzen
der oben angesprochenen inversen Reihenfolge des Zustandswechsel, existie-
ren verschiedene stabile Zustandskonfigurationen fiir die gleiche Gesamtde-
formation. Mit anderen Worten, das Metamaterial kann unter gleicher effek-
tiver Dehnung unterschiedliche Eigenschaften zeigen (deutlich zu erkennen
in Abbildung 4.3a im Vergleich zu 4.2a). Selbstverstdandlich beschrinkt sich
die Programmierbarkeit hierbei nicht nur auf die effektive Steifigkeit (Abbil-
dung 4.3a), auch die komplette Spannungs-Dehnungshysterese kann durch die
Belastungsgeschichte beeinflusst werden (vgl. Abbildung 4.4a). Ein dhnlicher
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Ansatz wurde kiirzlich in Harne u. a. 2016 durch eine parallele Anordnung me-
tastabiler Elemente vorgestellt. Im Gegensatz zu der hier untersuchten Struktur
kann dort die Programmierung allerdings nicht alleine durch die Belastungsge-
schichte erfolgen und zur Anderung der Eigenschaften sind zusitzliche externe
Manipulationen nétig.

Eine Vielzahl weiterer interessanter Ansitze zur Erzielung variabler (program-
mierbarer) Eigenschaften findet man in der Literatur (Bassik u. a. 2009; Ryu
u.a. 2012; Liu u. a. 2012; Felton u. a. 2013; Schenk und Guest 2013; Silver-
berg u. a. 2014; Florijn u. a. 2014; Harne u. a. 2016). Im Vergleich zu dem hier
prasentierten Metamaterial haben diese Ansitze einige signifikante Nachtei-
le: 1. Der Wechsel der Eigenschaften erfolgt immer durch zusétzliche duflere
Manipulationen (vgl. Liu u. a. 2012; Ryu u. a. 2012; Florijn u. a. 2014; Harne
u.a. 2016). 2. Oftmals wird lediglich eine einzelne Zelle bzw. ein einzelner
Mechanismus untersucht und eine Integration in einer Struktur bzw. einem Ma-
terial erscheint schwer moglich und wird selten diskutiert (Schenk und Guest
2013; Silverberg u.a. 2014; Lv u.a. 2014). 3. Oftmals ist die Herstellung,
insbesondere, wenn mehr als eine Zelle realisiert werden soll, sehr aufwendig
(Bassik u.a. 2009). Viele dieser Ansitze basieren auf sogenannten Origami
Mechanismen die entweder ebenfalls auf Instabilitidten (Silverberg u. a. 2014)
oder aber auf Faltmechanismen (Lv u.a. 2014) beruhen. Abgesehen davon,
dass die Herstellung dieser Mechanismen sehr kompliziert erscheint, stellt
der Einbau von Mechanismen zur Programmierung durch Wérme, Elektrizitit
oder Licht (Liu u. a. 2012; Ryu u. a. 2012; Felton u. a. 2013) noch zusitzliche
Herausforderungen. Ein wesentlich einfacher und vielversprechender Ansatz
sind zelluldre Mesostrukturen mit einer periodischen Anordnung von ellip-
tischen und runden Lochern. Unter Belastung erfahren diese ebenfalls einen
Zustandswechsel, welche in Abhéngigkeit von lateralen Zwangsbedingungen
erfolgt. Durch Unterbinden bzw. Aufbringen einer initialen Querkontraktion
kann somit das komplette Spannungs-Dehnungsverhalten (Florijn u. a. 2014)
oder die Wellendispersion (Bertoldi und Boyce 2008; Jang u. a. 2009) beein-
flusst werden. Im Gegensatz zu dem in dieser Arbeit entwickelten Metamaterial
ist allerdings nach wie vor eine zusétzlich dulere Manipulation, in dem Fall
Aufprigen einer Querkontraktion, notig.
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6 Kontinuumsmodellierung mittels
erweiterter Modelle

Der erste Teil dieser Arbeit (Kapitel 3 - 5) hat deutlich gemacht, dass die klassi-
sche Kontinuumsmechanik zur Modellierung des makroskopischen Verhaltens
des hier entwickelten Metamaterials unter verschiedenen Gesichtspunkten un-
geeignet ist. Dies hat sich zunichst durch die widerspriichliche Annahme der
periodischen Randbedingungen bemerkbar gemacht, welche den Effekt einer
sich homogen verformenden Umgebung abbilden.

Ist die makroskopische Wellenlidnge der Deformation grofl im Vergleich zu
der untersuchten Basiszelle, ist diese Annahme gerechtfertigt, man spricht von
einer strikten Skalentrennung (Hill 1963). Wie in Abschnitt 5.1 ausfiihrlich
diskutiert, lokalisiert die Deformation bei dem hier entwickelten Metamaterial
innerhalb einer Basiszelle wodurch die strikte Skalentrennung automatisch ver-
letzt wird. Kann die strikte Skalentrennung nicht eingehalten werden, so kann
die Homogenisierung grundsitzlich durch hohere Terme erweitert werden,
die den Effekt von nicht homogenen Verzerrungsfeldern abbildet (Gologanu
u. a. 1997; Forest und Sab 1998; Forest 1999; Forest 2002; Kouznetsova u. a.
2002; Janicke u. a. 2009a; Jianicke und Steeb 2009b; Forest und Trinh 2011;
Antonakakis u. a. 2014; Findeisen und Wackerfuf3 2016; Hiitter 2017).

Unabhingig von der Frage nach einer geeigneten Erweiterung der Homogeni-
sierung ist eine erweiterte Theorie aber auch bereits fiir die rein phdnomeno-
logische Modellierung des hier entwickelten Metamaterials nétig. So hat sich
in Abschnitt 5.1 und 5.2 gezeigt, dass die Zustandsbeschreibung der klassi-
schen Kontinuumsmechanik ungeeignet ist, um die endliche Lokalisierungs-
zone abzubilden, wodurch unter anderem auch keine Groeneffekte abgebildet
werden konnen. Wie bereits zuvor angedeutet, ldsst sich auch diese Problema-
tik grundsitzlich mit einer Erweiterung der klassischen Kontinuumsmechanik
16sen. So ist allgemein bekannt, dass eine Erweiterung mittels hoherer Deh-

63
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nungsgradienten oder unabhingiger Mikrodeformationen', zur Beschreibung

von GroBeneffekte (Diebels und Steeb 2002; Diebels und Steeb 2003) und zur
Regularisierung von Lokalisationsvorgidngen (Borst 1991; Borst u.a. 1993;
Forest u. a. 2005; Dehm u. a. 2006; Maziere und Forest 2015; Forest 2016) ver-
wendet werden kann. In dem in Kapitel 4 verwendeten diskrete Modell tauchte
dieses Problem nicht auf, da dem materiellen Verhalten der Mesostruktur vir-
tuelle Zellen mit einer fixierten Hohe zugeordnet wurden. Das resultierende
Modell hat somit bereits eine intrinsische Linge, welche zur Regularisierung
des Modells fiihrt und somit auch die GroBeneffekte korrekt wiedergibt.

Im Folgenden wird zunidchst untersucht, in wie weit die Lokalisierungsvor-
ginge und GroBeneffekte der hier untersuchten Struktur im Rahmen einer er-
weiterten Kontinuumstheorie beschrieben werden konnen. Im Anschluss wird
dann genauer dargestellt wie der in Kapitel 3 beschriebene klassische Homo-
genisierungsansatz fiir hohere Theorien erweitert werden kann. Die zentrale
Frage ist hierbei, ob und in wie weit mit einer solchen Erweiterung eine sys-
tematische Herleitung von Materialgesetzen fiir lokalisierende Strukturen im
Allgemeinen und fiir die hier entwickelte Struktur im Speziellen moglich ist.

6.1 Bilanzgleichungen fiir h6here Kontinua

Hohere Kontinuumstheorien konnen in Theorien hoherer Ordnung und hohe-
ren Grades unterteilt werden. Erste verfolgen eine Verallgemeinerung mittels
unabhingiger Mikrodeformationen. Die bekanntesten Vertreter hierfiir sind die
Cosserat Theorie (Cosserat und Cosserat 1909; Borst 1991; Borst u. a. 1993;
Diebels und Steeb 2002; Diebels und Steeb 2003), die Mikrodilatationstheorie
(Forest und Sievert 2006) und die mikromorpher Theorie (Germain 1973b;
Eringen 1998; Forest u. a. 2005). Theorien hoheren Grades lassen sich aus den
Theorien héherer Ordnung iiber zusitzliche Zwangsbedingungen ableiten und
verfolgen eine Verallgemeinerung durch Beriicksichtigung hoherer Dehnungs-
gradienten (Mindlin 1965; Germain 1973a). Die Theorien hoherer Ordnung

I Man beachte an dieser Stelle, dass die Mikrodeformation des materiellen Punktes in dieser
Arbeit zur Beschreibung der Mesodeformation verwendet wird (vgl. auch Hinweis in Kapitel

D).
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292

Ere

Abbildung 6.1: Notation fiir das mikromorphe Kontinuum. Jedem materiellen Punkt X der Re-
ferenzkonfiguration Qy wird ein Volumen By (X) zugeordnet welches sich un-
abhéngig von dem makroskopischen Deformationsgradient F verformen kann.
Die Abbildung von By auf die Momentankonfiguration $B; setzt sich zusammen
aus Starrkorperbewegung U und linearer Approximation beschrieben durch die
Mikrodeformation y (vgl. Gleichung (6.1)).

konnen somit als die allgemeineren angesehen werden. Die Folgenden Herlei-
tungen gehen daher zunichst von der Mikromorphen Theorie aus.

Eine systematische Erweiterung kann ausgehend von der klassischen Kontinu-
umsmechanik iiber das Prinzip der virtuellen Leistung (Germain 1973a; Ger-
main 1973b; Mindlin 1965; Forest und Sievert 2006) erfolgen. Die Folgende
Herleitung der Bilanzgleichungen, die sich in erster Linie an der Ursprungsar-
beit (Germain 1973b) orientiert, verfolgt dabei zweierlei Ziele. Zunichst soll
ausgehend von der klassischen Kontinuumsmechanik das Prinzip verallgemei-
nerter Kontinuumstheorien demonstriert werden, hierdurch erfolgt implizit
auch die eindeutige Definition der verwendeten Spannungs- und Verzerrungs-
tensoren. Weiterhin werden die lokalen und integralen Bilanzgleichungen der
Referenzkonfiguration durch Transformation des in Germain 1973b postulier-
ten Leistungsausdruck abgeleitet. Aus den lokalen Bilanzgleichungen wird in
Abschnitt 6.2 durch zusitzliche Zwangsbedingungen der Sonderfall der eindi-
mensionalen Gradiententheorie abgeleitet, welcher fiir die phinomenologische
Modellierung Verwendung findet. Die integralen Bilanzgleichungen hingegen
stellen die Grundlage fiir eine verallgemeinerte Hill-Mandel Bedingung fiir die
Homogenisierung, wie sie in Abschnitt 6.3 genauer untersucht wird, dar.
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6 Kontinuumsmodellierung mittels erweiterter Modelle

Vereinfacht gesprochen geht die klassische Kontinuumsmechanik von der An-
nahme aus, dass die Kinematik eines materiellen Punktes alleine durch die
Starrkorperbewegung U; (X, 1) des materiellen Punktes X hinreichend genau
beschrieben wird. Die Verzerrung einer infinitesimalen Umgebung des mate-
riellen Punktes wird liber ein Verzerrungsmalf erster Ordnung (erste Ableitung
der Bewegung U; bzw. x;) beschrieben. Uber eine der Verzerrungsgeschwin-
digkeit konjugierte Spannung wird die inneren Leistung beschrieben, welche
schlieflich mit der Leistung duflerer Einfliisse bilanziert wird. Genau diese
Beschreibung gilt es nun im Rahmen der mikromorphen Theorie zu erweitern.
Eine Visualisierung des im Folgenden beschriebenen Konzeptes ist Abbildung
6.1 zu entnehmen. Jedem materiellen Punkt X wird ein kleines Volumen 8 (X)
zugeordnet. Dieses Volumen kann sich im Gegensatz zur klassischen Theorie
unabhingig von der makroskopischen Deformation, aus dem Verschiebungs-
feld U folgend, verformen. Ist B (X) klein genug, so wird in Germain 1973b
vorgeschlagen, die Verformung innerhalb von B (X) iiber die unabhingige
Mikrodeformation y;; wie folgt zu approximieren

U; (X,Y) = UY(X) + (vik (X) = 6ix) Yk, VY € By(X). (6.1

hierbei ist UlQ die makroskopische Starrkdrperverschiebung des materiellen
Punktes und y;x kann als mikroskopischer, unabhéngiger Deformationsgradi-
ent interpretiert werden. Um ein wohldefiniertes, positives Deformationsfeld
zu erhalten, muss analog zum klassischen Deformationsgradienten, auch die
Mikrodeformation y;; positiv definit sein.

Die innere Leistung wird im Rahmen der klassischen Kontinuumsmechanik
iiber das innere Produkt einer Verzerrungsgeschwindigkeit und dazu konjugier-
ten Spannung beschrieben. So kann zum Beispiel die innere Leistungsdichte
Pint der Momentankonfiguration €, iiber das innere Produkt

Pint = TijLi; (6.2)
aus der Cauchy Spannung o;; und dem Geschwindigkeitsgradienten

avl' . -1
ij = a—xj = FiKFKj (63)

~

beschrieben werden. Zur Beschreibung der Leistungsdichte fiir das mikromor-
phe Kontinuum, muss (6.2) nun um die Beitridge der zusitzlich eingefiihrten
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Verzerrungsmalle erweitert werden. Analog zur klassischen Theorie erster
Ordnung, in der lediglich der Gradient erster Ordnung beriicksichtigt wird,
soll hier ebenfalls nur der Beitrag von y;; und dessen erster Gradient 0 y;;
beriicksichtigt werden. Dem Postulat aus Germain 1973b folgend, wird die
innere Leistung der Momentankonfiguration als

Pint = / KlUlO + O-ijLij + Sij(Lij - ll]) + rl-jkaklide (64)
Q,

angenommen. Die mikroskopische Verzerrungsgeschwindigkeit /;; := yix XI;}
wird dabei analog zu dem makroskopischen Geschwindigkeitsgradienten (6.3)
gebildet. Mit s;; und r;;x wurden ferner zusitzliche Spannungsmafe, konju-
giert zu den VerzerrungsmaBen (L;; — I;;) und dkl;;, eingefiihrt. Die innere
Leistung (6.4) wurde so ebenfalls in anderen Arbeiten (z.B. Forest und Sievert
2003b; Forest und Sievert 2006) angenommen, unterscheidet sich aber von
der Struktur in Eringen 1998 und Jinicke u. a. 2009a. Dies demonstriert eine
gewisse Willkiir, bei dem Ansatz fiir die inneren Leistung. So wire es zum Bei-
spiel auch denkbar, anstatt s;; (L;; — I;;), lediglich s;;1;; als zusitzlichen Term
anzusetzen. Durch Definition entsprechender Spannungstensoren lassen sich
die verschiedenen Formulierungen allerdings ineinander iiberfiihren und sind
somit dquivalent. Fiir die folgende Untersuchung der Objektivitit, ergeben sich
bei der Wahl (6.4) allerdings einige Vereinfachungen, weshalb im Folgenden
mit dieser gearbeitet wird.

Damit die Beschreibung der inneren Verzerrungsleistung (6.4) physikalisch
sinnvoll ist, muss gewéhrleistet werden, dass einer iiberlagerten Starrkorper-
bewegung von Q, die Leistung Pj,; = 0 zugeordnet wird. In der Literatur,
insbesondere in der Ursprungsarbeit (Germain 1973a), aber auch in weiteren
Arbeiten (z.B. Forest und Sievert 2003b; Janicke 2010), kommt diese Betrach-
tung leider oftmals nur sehr kurz und ist daher schwer nachvollziehbar. Um
diese Liicke zu schliefen wird im Folgenden die Objektivitit der inneren Leis-
tung (6.4) etwas ausfiihrlicher dargestellt. Da (6.4) linear in den Verzerrungen
ist, reicht es zum Beweis der Objektivitit zu zeigen, dass fiir die liberlagerte
Starrkorperbewegung

Ulo = (Qi] — 6iJ)XJ + ¢y VX e QO, (65)
Ui :(Qij_éiJ)YJ"'Ci VYEB()(X), (6.6)
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P = 0 gilt. ¢ beschreibt hierbei eine beliebige Starrkorpertranslation, der
orthogonale Tensor Q eine beliebige Startkorperrotation und Gréfen die aus
einer Starrkorperbewegung resultieren werden hier und im Folgenden mit einer
Tilde gekennzeichnet. Fiir die Starrkdrperbewegung folgt aus (6.5), (6.6) und
(6.1) direkt £;; = ¥;y = Q;; und somit fiir die Verzerrungsgeschwindigkeiten

t

Liy=1ly=0ixQjx und &l =0. (6.7)

~

Aus der Orthogonalitit von Q folgert man, dass L und 1 schiefsymmetrisch
sind. Es gilt namlich QQ” = 1 und somit folgt aus der Zeitableitung dieses
Ausdruckes

. . T
QQ" +QQ =0 (6.8)
~T . . ~

oL =(QQ")" =-QQ" = L. (6.9)
Setzt man nun (6.7) in (6.4) ein und fordert dass die zugehorige innere Leistung

fiir beliebige ¢ und Q verschwindet, so erhilt man die folgende Bedingung
K (Qis Xy + ci) + 0ijQik Qjk + 5ij (QikQjk — QikQjk) =0 (6.10)
& K; (Qis Xy +ci) +0y;Li; = 0. (6.11)

Damit dies fiir alle Starrkdrperbewegungen erfiillt ist, muss unter Beriicksich-
tigung von (6.9) folglich

Ki:() und 0ij = 0ji (612)

gelten. Analog zum Fall des klassischen Kontinuums darf die Starrkorperbe-
wegung U nicht zur inneren Leistung beitragen und die Cauchy Spannung o
ist ebenfalls symmetrisch. Zwar wird dieses Resultat in Germain 1973b genau
so angegeben, der explizite Beweis, wie er hier erfolgte, fehlt allerdings. In
Janicke 2010 wird abweichend zu der hier erfolgten Ausfiihrung damit argu-
mentiert, dass Zij orthogonal ist, wobei einerseits unklar ist, warum dies so
sein sollte und anderseits, warum dies zu der Symmetrie von o7; fiihrt.
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Die Leistung der dufleren Krifte, im klassischen Kontinuum resultierend aus
Volumenkriften bé‘ und Kontaktkriften fl.“ wird, Germain 1973b folgend, um
hoheren Volumenkrifte bf; und Kontaktkrifte flf erweitert

Pext :/ b0 + b{.zijd9+/ fRO? + fX;dQ. (6.13)
Q J 09, J
Basierend auf der Definition der inneren und dufleren Leistung konnen nun die
lokalen Gleichgewichtsbedingungen aus dem Prinzip der virtuellen Leistung
Pint(8U?,61;;) = Pext (U, 6L;), VoU? € KUY und  Vél;; € KX (6.14)

abgleitet werden. KV und KX sind hierbei die Mengen der kinematisch zulissi-
gen Verschiebungen und Mikrodeformationen. Unter der Annahme ausreichen-
der Glattheit von U; und [; 7 kann die innere Leistung, mittels des GauB3schen
Integralsatzes und unter Beriicksichtigung von (6.12), wie folgt ausgedriickt

Pim:'/l;g (O','J'+Sij) 6U?nj+r,-jk61,~jnkd§2 (6.15)
—/ (6]'0'1']' + aisij) 6Ulo + (C()krijk + Sij) 6ll]dQ (616)
Q;

werden. Setzt man dies mit der rechten Seite von (6.14) gleich und fordert,
dass dies fiir alle kinematisch zulidssigen Deformationen erfiillt ist, so folgen
daraus die lokalen Gleichgewichtsbedingungen

6ja-,~j + 6J'Sij = —bfj Yx € (6.17)
6krijk + Sij = —b}vj VX € Qt (618)
zusammen mit den Randbedingungen
(0ij + sij)nj = ¥ Vx € 9, (6.19)
Tijkhk = flj( Vx € 0€;. (6.20)

Fiir eine Verallgemeinerung der Homogenisierung in Abschnitt 6.3 ist es notig
die integralen Gleichgewichtsbedingungen bzgl. der Verzerrungen F, ¥ und
Vx x in der Referenzkonfiguration auszudriicken, da diese Verzerrungsmalfie
bei der Verallgemeinerung der kinematischen Kopplungsbedingungen Verwen-
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dung finden. Hierfiir transformiert man die Integrale (6.4) und (6.13) mittels
dQ = det F~'dQ, auf die Referenzkonfiguration und beriicksichtigt ferner die
Beziehung
Oklij = Ok (XiMXX/}j) = BL)'(iMFIjXX/}j + 6LX;/lljFL_]l/\',/iM’ (6.21)
so dass sich die innere Leistung (6.4) als
Py = / ((O’ij + Sij)Fl}}E'K + (rijkaLXﬁjFL_zi - SinX/IIj)/\'/iK (6.22)
Qo
+ (riijL_,l)(;,}j)aL/\?iM) det FdQ

= / PikFik + Sik Xik + Riv 101 i dQ (6.23)
Q)

schreiben ldsst. Hierbei wurden fiir die kompakte Darstellung (6.23) die Span-
nungen P, S, R als zu den Verzerrungen F, y und Vx y konjugierte Spannungen
wie folgt definiert

P;x :=det (F)(O’l] + Sij)FI;]l-, (6.24)
Sik = det (F)(rijmOm Xk = SijXky): (6.25)
Riyn = det(F)(riij&}c)(;,}j). (6.26)

Unter Anwendung des Gaufischen Integrationssatzes folgt aus (6.23) weiterhin
P = [ PacicU? + O Riaa N s 402 (627)
aQy
—/ Ok Pix U = Six Xik + OnRimn Ximd<, (6.28)
Qo

wobei N; die Komponenten der duleren Normale auf der Oberfliche der Refe-
renzkonfiguration sind. Transformiert man nun mit analogen Definitionen die
externe Leistung

Pex = / BYU; + B} dQ + / TV Ui + TX Xik dQ, (6.29)
Q 0Qp
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so lassen sich auch hier wieder iiber das Prinzip der virtuellen Leistungen durch
Gleichsetzen von (6.28) und (6.29) die lokalen Gleichgewichtsbedingungen
und Randbedingungen in der Form

OxPix = -BY VX eQ (6.30)
ONRimn — Sim = -BY VX € Qg (6.31)
PixNkg =TV VX €0 (6.32)
RiunNy =TY, VX € 9Qy. (6.33)

ableiten.

6.2 Sonderfall eindimensionales
Gradientenmaterial

Im Folgenden wird genauer untersucht, in wie weit sich eine eindimensionale
Erweiterung des klassischen Kontinuums um Gradienten zweiter Ordnung zur
Abbildung der in Kapitel 4 analysierten Grofleneffekte eignet. Hierfiir werden
im Folgenden zunichst die lokalen Gleichgewichtsbedingungen als Sonderfall
aus denen der mikromorphen Theorie abgeleitet. Fiir den eindimensionalen Fall
folgt ohne Beriicksichtigung von Volumenkréften und hoheren Kontaktkréften
aus (6.30) - (6.33) zunichst das Randwertproblem

oxP=0, VXe[O,L], PO)=P(L)=T (6.34)
OxR=S, VXel[0,L], R(@0)=R(L)=0. (6.35)
Zur Vervollstindigung dieses Modells ist zusétzlich ein Materialgesetz nétig.

Hierfiir wird angenommen, dass sich die Verzerrungsenergie W wie folgt
additiv zusammensetzt (vgl. auch Forest 2009; Forest 2016)

1 1
W (F, x,0x x) = Wret (F) + SHy (F = )" + SA(9xx)°, (6.36)
wobei das Referenzpotential Wi wie bereits bei der Anwendung der Max-
wellregel in Abschnitt 5.1 direkt aus dem diskreten Potential (3.1) iibernom-

men wird. Als zusétzliche Parameter wird die Mikrosteifigkeit H, und die
Gradientensteifigkeit A eingefiihrt. Entscheidend ist hierbei dass W konvex
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in dx y ist und der Mikrodeformationsgradient dx y, der einer bestimmten
Verzerrungsenergie (6.36) zugeordnet ist, eindeutig festgelegt ist. Die Ent-
festigungsldnge, also die Linge auf der sich Material auf dem abfallenden
Spannungs-Dehnungs-Ast (Zustand 2 in Abbildung 3.2c) befindet, ist somit
eindeutig festgelegt (vgl. auch Forest 2016). Ferner wird auch klar, dass durch
den Term A (dx x)* (mit A > 0) eine untere Grenze fiir die Entfestigungsldnge
gegeben sein muss, da fiir eine verschwindende Entfestigungslange (6o — 0)
0y — oo gilt und somit die Energie (6.36) iiber alle Grenzen ansteigt. Uber
die Mikrosteifigkeit H, wird weiterhin kontrolliert wie viel Energie notig ist,
damit die Mikrodeformation y von der Makrodeformation F abweicht.

Zur Herleitung der endgiiltigen Differentialgleichungen im Dehnungsraum,
werden zundchst die Spannungen nach

S=0,W=-H,(F-y), (6.37)
R =0p)W = Adx x, (6.38)
P= 6FW = 6[:Wref + H)( (F - )(), (6.39)

berechnet. Beriicksichtigt man in (6.39) zusitzlich (6.37), (6.38) und (6.35) so
folgt

P = Pt — AJLF, (6.40)

wobei die Referenzspannung als P := O Wier definiert wurde. Mit (6.34)
folgt daraus schlielich die Differentialgleichung fiir die Dehnung F bzw. die
Verschiebung u

Ox Pret + AOSF = 0. (6.41)

Die zugehorige Randbedingung R (0) = R (L) = 0 lésst sich mit (6.38) alter-
nativ als

OxF|x—o = 0xF|x-y =0 (6.42)
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ausdriicken. Anstatt der Spannungsrandbedingung P (0) = P (L) = 0 soll im
Folgenden allerdings die zugehorige Dirichlet Randbedingung

x(0) = X(0)

(6.43)
x(L)=X(L)+U.

betrachtet werden, da dies auch bei der Analyse des diskreten Modells den
weitaus Interessanteren Fall darstellte.

Die Mikrodeformation y folgt zusammen mit (6.37) und (6.38) aus (6.35)

’F
=AZX_4+F (6.44)
X = A ,

Im Grenzwert H,, — oo folgt die Mikrodeformation y der Makrodeformation
F und es kann somit y = F und folglich 0y = OxF = 6)2(x gesetzt werden.
Das mikromorphe Kontinuum geht folglich im Grenzfall H, — oo in ein
Gradientenkontinuum iiber.

Wie bereits erldutert, wird iiber die bisher noch unbestimmte Gradienten-
steifigkeit A die Lokalisierungslidnge £}, bestimmt. Die im diskreten Modell
verwendete Potentialbeschreibung ist allerdings rein lokal, in dem Sinne, dass
in die Auswertung von E; (u; — u;41) (vgl. Gleichung (4.1)) lediglich der lokale
Zustand der Zelle i eingeht und keinerlei Informationen iiber die Nachbarschaft
verwendet werden. Im Gegensatz zu dem Referenzpotential kann der Gradien-
tenanteil somit nicht wie in anderen Arbeiten (Triantafyllidis und Bardenhagen
1993; Truskinovsky und Vainchtein 2004) aus einem nichtlokalen diskreten
Modell abgeleitet werden. Auch wiirde es physikalisch keinen Sinn machen
das diskrete Modell mit nichtlokalen Termen zu erweitern, da der energeti-
sche Zustand einer Zelle nur von der Dehnung der Zelle selbst aber nicht von
der Dehnung der Nachbarzelle abhingt. Alternativ soll die Steifigkeit A daher
aus der Forderung, dass in dem Gradientenmodell die Lokalisierung iiber die
gleiche Linge wie in dem diskreten Modell erfolgt, abgeleitet werden. Zur Er-
fiillung dieser Forderung wird im Folgenden eine analytische Approximation
fiir das Randwertproblem (6.41) - (6.43) hergeleitet. Aus der Losbarkeits-
bedingung ergibt sich hieraus der analytischer Zusammenhang o = f (A)
zwischen Gradientensteifigkeit A und Entfestigungslinge . welcher dann
wiederum dazu verwendet wird die Gradientensteifigkeit A festzulegen.
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Abbildung 6.2: Darstellung der analytischen Approximation der Entfestigungsldnge £joc. (a) Ap-
proximation des Referenzpotentials nach (6.45) und (b) zugehorige Aufteilung des
Losungsgebietes zusammen mit den daraus abgeleiteten Ubergangsbedingungen.

6.2.1 Analytische Abschatzung der Entfestigungslange

Aufgrund der Referenzspannung P..s = O Wi, gegeben durch die Losung
von (3.2) (vgl. auch Abbildung 6.2a) ist die Differentialgleichung (6.41) nicht-
linear und eine analytische Losung nicht ohne weiteres moglich. Nihert man
Pyer allerdings durch stiickweise lineare Funktionen an, so ldsst sich (6.41) in
ein System von gekoppelten linearen Randwertproblemen aufspalten. Diese
lassen sich wiederum mit gdngigen Methoden leicht analytisch 16sen. Dieses
Vorgehen ist vergleichbar mit dem in (Maziere und Forest 2015) gewéhlten
Ansatz, mit dem Unterschied dass dort eine Gradientenplastizitit betrachtet
wird und hier rein hyperelastisches Materialverhalten angenommen wurde.
Die tri-lineare Approximation der Referenzspannung lautet

kiH fir H > Hp
Pt = kiHp + ko (H - Hb) fir H, >H>H, . (645)
k\Hp + ko (H, — Hp) + k3 (H— H) fur Hp, > H

Als Materialparameter wurden hier die Steifigkeiten kj,k3 > O und k, < O
sowie die obere und untere Grenze des entfestigenden Bereiches Hj, und H),
(vgl. Abbildung 6.2a) eingefiihrt. Weiterhin wurde hier und im Folgenden
der Verschiebungsgradient H = F — 1 anstatt des Deformationsgradienten
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F verwendet. Die Materialparameter k; werden dabei so gewdhlt, dass die
kritischen Spannungen, die entscheidend fiir das Entfestigungsverhalten sind,
korrekt wiedergegeben werden. Die Approximation des Zwischenbereiches
und insbesondere die Approximation fiir H < Hj, ist hingegen von zweitrangi-
ger Bedeutung. Fiir die Abschitzung der Lokalisierungslidnge ist es weiterhin
in erster Ndherung ausreichend das Randwertproblem auf Q = R zu l6sen,
wodurch die Handhabung der Randbedingungen im Folgenden erheblich ver-
einfacht wird. Basierend auf der Approximation (6.45) wird das Gebiet Q in
drei Teilgebiete Q; aufgeteilt, wobei fiiri = 1| H > Hp,, fiiri =2 H, > H > Hy,
und fiir i = 3 H, > H gilt (vgl. Abbildung 6.2). Selbstverstindlich schréinkt
diese Aufteilung die Losungsmenge a priori ein. So wire es theoretisch auch
moglich, dass mehrere voneinander getrennte entfestigende Bereiche gleich-
zeitig existieren. Physikalisch gesehen macht eine solche Aufteilung allerdings
keinen Sinn, da Losungen mit mehr als drei parallel existierenden Phasen insta-
bil sind (vgl. auch Puglisi und Truskinovsky 2000). Der Koordinatenursprung
wird so gewihlt, dass Q; = [0, {1, ] gilt, wobei £}, die zu bestimmende Entfes-
tigungslédnge ist. Fiir jedes dieser Teilgebiete ist nun unter Beriicksichtigung der
Approximation (6.45), anstatt der nichtlinearen Differentialgleichung (6.41),
die folgende lineare Differentialgleichung zu 16sen

OH &H
kki— —A—— =0 VXeQ;, und i=123. (6.46)
0X ox3

Fiir die Teilgebiete mit positiver Steifigkeit k; erhélt man mit w; = +/|k;| /A
folglich die Losung

H;(X) = Clexp(w;X) + Cyexp(~w; X) +C, VX €Q; i=12 (647
wohingegen die Losung fiir den entfestigenden Bereich (k; < 0) durch
H (X) = C}sin(waX) + G5 cos (i X) +C; VX e, (6.48)

gegeben ist. Zur Bestimmung der Koeffizienten C; wird zunichst gefordert,
dass die Dehnungen im Grenzfall endlich bleiben

lim Hi(X)=He und _lim H;(X) = H, (6.49)
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wobei die Grenzwerte H,, und H_., noch zu bestimmen sind. Als weitere
Randbedingungen wird Kontinuitit der Dehnung H sowie der Spannungen P
und R an den Grenzflichen X = 0 und X = £, gefordert. Die Kontinuitét
der Dehnung H folgt aus der Anwendung des GauBschen Satzes in (6.28)
wonach fiir das Gradientenkontinuum sowohl das Verschiebungsfeld u als
auch die Dehnung y = F = H + 1 stetig differenzierbar sein miissen. Die
hier zu 16sende Differentialgleichungen ist somit nur fiir glatte Dehnungsfelder
giiltig. Die Forderung nach Kontinuitit der Spannungen P und R hingegen folgt
aus der Aufspaltung des Integrationsgebietes, wodurch in (6.28) zusitzliche
Randterme auftauchen. Zur Erfiillung des Prinzips der virtuellen Leistung
sind die Spannungen an den inneren Réndern folglich gleichzusetzen. Aus
diesen Kontinuitdtsforderungen leiten sich unter Beriicksichtigung von (6.38)
und (6.40) die zusitzlichen Ubergangsbedingungen

H3(0)=H,(0)=H, und Hi (Goc) = Ha (Goc) = Hp,
0% Hs (0) = 0xH, (0) und  9gHi (Goc) = O3 Ha (Cioc) . (6.50)
OxH3(0) = 0xH>(0) und 9xH; (boc) = OxH (Goc)

ab (Abbildung 6.2b). Zur Erfiillung von (6.49) muss C; = C| = 0 sowie
C; = He und C; = H_ gelten, so dass mit (6.50) weitere 8 nichtlineare
Gleichungen zur Bestimmung der 8 Unbekannten CJ, C}, C}. H—co, Heo und 1o

vorliegen. Eliminiert man hieraus alle Koeffizienten Clj so ergibt sich nach
ldngerer Rechnung die folgende Bedingung

(Hy = H-) (sin (@26i0e) (@301 = @303)
6.51)
+ c0s (W2lioe) (w3wrw1 — w%wz)) =0.

Um diese zu erfiillen muss entweder H, = H_,, gelten oder der zweite Klam-
merausdruck muss verschwinden. Ersteres entspricht aber genau der trivia-
len (homogenen) Losung H (X) = Hj,. Das Randwertproblem bestehend aus
(6.46), (6.49) und (6.50) hat somit nur dann nichttriviale Losungen, wenn der
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zweite Klammerausdruck in (6.51) verschwindet. Dies ist genau dann der Fall,
wenn fiir die Entfestigungsldange

1 —(w3wrw; + Wiw
loc € L = {aT (arctan( ( 32 2 5 3 2))) +nﬂ,n€N} (6.52)
2

w3w1 - 0.)20.)3

gilt. Die physikalisch sinnvolle (stabile) Losung erhdlt man hieraus als Mini-
mum

Cimin = min L. (6.53)
neN

Mit w; = +/|k;| /A stellt dies den gesuchten Zusammenhang zwischen Entfes-
tigungsldnge £, und Gradientensteifigkeit A dar. Weiterhin ist zu bemerken
dass w; > 0,Vi = 1,2,3 gilt und somit £, # 0. Die Entfestigung erfolgt
somit stets iiber eine endliche Linge, was wiederum die zu Anfang erlduter-
te Regularisierung beweist. Mit der Entfestigungsldnge nach (6.53) kann nun
abschliefend die vollstindige Losung angegeben werden:

Hy (X) = (Hp — He) exp (w1 (bmin — X)) + Hoo VX € Qy,
w3
H (X) = (Heo — Hp) 2o (w2X)
2

+ (Hp — How) ﬂ(sm (W2 X) + ﬂ) +H, VXeQ,
w) w2
Hs (X) = (Hp — Howo) exp (w3X) + Hooo VX € Qs (6.54)

wobei die Grenzdehnungen durch

wz w2\ -1
3
H_ o = (Hh - Hh) (_ sin (G)mem) — C€0s (W2lmin) + = ) + Hp,
w2 0.)2 )
2

2
2
U.)
Hy = (H— Hh) (QT COsS ((UZme) w Sln (‘UZme)) + Hp,
1
(6.55)

gegeben sind.
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6.2.2 Numerische Losung und begleitende
Stabilitatsanalyse

Zusitzlich zu den analytischen Abschitzungen wird das nichtlineare (endli-
che) Randwertproblem bestehend aus (6.41) - (6.43) numerisch mit Hilfe des
SchieBverfahrens gelost. Hierbei ist zu beachten, dass analog zu den Analysen
im vorherigen Abschnitt auch fiir das endliche nichtlineare Problem mehrere
Losungen existieren konnen. So erfiillt neben der lokalisierenden Losung auch
immer die triviale Losung H = U/L sowohl die Differentialgleichung (6.41)
als auch die zusitzlich verwendeten Randbedingungen. Wird die numerische
inkrementelle Losung mit der homogenen Losung als Startwert begonnen, so
wird auch immer nur die homogene Losung gefunden. Wie die Folgende Stabi-
litdtsanalyse zeigen wird, ist die homogene Losung allerdings, dhnlich wie im
diskreten Modell, in einem gewissen Bereich instabil. Um zusétzlich auch die
nichttriviale Losung zu erhalten wird wie folgt Gebrauch von der analytischen
Approximation aus dem vorherigen Abschnitt gemacht: Die Berechnung wird
mit der Randbedingung x(L) = X — L/2 begonnen, bei der sich die Mitte der
Entfestigungszone gerade bei X = L/2 befindet. Als Startwert wird die analyti-
sche Abschitzung nach Gleichung (6.54) verwendet. Wird fiir diesen Startwert
eine konvergierte Losung mit lokalisierter Dehnung gefunden, so wird die
Berechnung in beide Richtungen mit den Inkrementen +Au fortgesetzt.

Die auf diese Weise aufgefundenen Losungen werden bzgl. ihrer physikali-
schen Realisierbarkeit mit einer begleitenden Stabilititsanalyse bewertet. Ana-
log zu den diskreten Stabilititsuntersuchungen ist eine Gleichgewichtslage
genau dann stabil, wenn die zweite Variation 52W des Gesamtpotentials
L 1
W= | W+ A (OxH)* dQ (6.56)
0

positiv fiir alle kinematisch zuldssigen Variationsfelder (6u,50dx H) ist. Unter
Beriicksichtigung der Randbedingung §0H (0) = §0H (L) = 0 und mehrmali-
ger Anwendung der partiellen Integration erhilt man hierfiir

L
SIW = / 0% Wret (6,H)* + A (36, H)* dQ. (6.57)
0
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In Ubereinstimmung mit den (periodischen) Randbedingungen kann das Varia-
tionsfeld, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit, als Fourier Reihe dargestellt
werden (Triantafyllidis und Bardenhagen 1993)

Su = i Sty sin (?) (6.58)
n=1

Fiir (6.57) folgt damit vorerst

TP § 2
knX nnX \ nkn
2 2
o,W = kg_l ”E_l ‘/0 Oy Wret oS ( 7 )cos ( 7 ) 2 dQou,duy
- (6.59)

L < 4

n=1

wobei fiir den zweiten Term die iibliche Orthogonalitdtsbeziehung in der Form

/OL “in (#) ¢in ("’TTX)dQ - g(snk (6.60)

ausgenutzt wurde.

Fiir die weitere Untersuchung von (6.59) muss zwischen trivialer Losung
H (X) = U/L und lokalisierender Losung unterschieden werden. Fiir erstge-
nannte kann die Stabilitatsanalyse rein analytisch durchgefiihrt werden. Hierfiir
wird ausgenutzt, dass in diesem Fall auch 612_1 Wrer konstant in ganz Q ist und
somit in (6.59) vor das Integral geschrieben werden kann. Fiir die zweite Va-
riation folgt somit unter erneuter Anwendung der Orthogonalititsbeziehung

n’m?

= nm.»
5§W=Z(a,§wref+A(f) | o (6.61)

n=1

Da alle 6u,, linear unabhéngig sind, ist die triviale (homogene) Losung genau
dann stabil, wenn der Klammerausdruck fiir alle ganzzahligen n > 1 positiv ist.
Fiir die weitere Stabilitdtsanalyse der homogenen Losung muss zwischen den
Zustianden 1,2 und 3 (vgl. Abbildung 6.2a bzw. 3.2c¢) unterschieden werden.
Fiir die Zustinde 1 (U/L > Hp) und 3 (U/L < Hy) gilt 03 Wyr > 0, da
weiterhin A per Definition positiv ist, sind diese Zustinde, wie im diskreten
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Fall, uneingeschrénkt stabil. Fiir den Zwischenbereich H, > H > Hj, (Zustand
2) gilt hingegen 82 Wier < 0. Da ferner fiir alle n > 1, (22)> > (Z)? gilt,
genligt es zu fordern, dass der Klammerausdruck in (6.61) fiir n = 1 positiv
ist. Die Gleichgewichtskonfiguration ist somit genau dann stabil, wenn

2
02 Wiet = O Preg > —A (%) . mit dgPer <0 (6.62)

gilt. Diese Bedingung erlaubt einige weiter Diskussion. Hierfiir vergleicht
man, fiir fixiertes Referenzpotential, zwei Strukturen mit den Langen L, > L.
Aus (6.62) folgt dann, dass fiir den stabilen Zwischenbereich die Bedingung
OH Pret,2 > O Prer1 gilt. Da allerdings 0y Prer negativ ist, bedeutet dies, dass
der Dehnungsbereich in dem die homogene Losung im Zwischenbereich H;, >
H > Hj, instabil wird mit wachsender Linge zunimmt und im Grenzfall L —
oo schlieBlich den kompletten Zwischenbereich umfasst. Dies ist qualitativ
konsistent mit den Beobachtungen aus der Analyse des diskreten Modells:
Wihrend die homogene Losung in Phase 2 fiir eine Zelle uneingeschrinkt
stabil ist, ist sie bereits fiir 2 Zellen komplett instabil. Weiterhin erhélt man
durch einige Umformungen aus (6.62) ebenfalls die maximale (minimale)
Linge Lmax bis zu der die homogene (triviale) Losung uneingeschrinkt stabil
ist (ab der eine Lokalisierung der Deformation méglich ist):

/ A
Lax = —_— 6.63
max = [ 7 min Oy Pref ( )

Fallt die Spannungs-Dehnungskurve im Zwischenbereich folglich stirker ab,
so sinkt die Lénge ab der eine Lokalisierung moglich ist. Dies ist insofern nach-
vollziehbar, als dass bei stiarkerem Abfall des Referenzpotentials, die zur Loka-
lisierung notige Energie, die durch das restliche Material freigegeben werden
muss, abnimmt und somit eine Lokalisierung frither moglich ist. Wohlgemerkt
wurde die vorangegangene Stabilititsuntersuchung ohne Einschrinkung des
(nicht konvexen) Referenzpotentials durchgefiihrt und ist somit fiir beliebige
Potentiale, und nicht nur fiir die Approximation nach (6.45) giiltig.

Fiir die nicht-triviale Losung mit lokalisierender Dehnung kann das Integral in
(6.59) ohne Kenntnis der Losung nicht weiter ausgewertet werden. Die Stabi-
litdtsanalyse wird daher begleitend zu der numerischen Losung durchgefiihrt.
Hierfiir wird zur Approximation der zweiten Variation das Gebiet [0, L] in n
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Teilgebiete Q; = [X; — AX/2, X; + AX/2] aufgeteilt. Gleichung (6.59) kann
somit wie folgt approximiert werden

6aW ~ Su (M}, + ML) uy. (6.64)

Die Matrizen M' und M? sind hierbei durch

Mlln = znl 61%1Wref (X;) cos (kZXi ) cos (m;Xi ) nl;;rz AX, (6.65)
i=1

gegeben, wobei in beiden Gleichungen keine Summation iiber » und k durch-
zufiihren ist. Gleichgewichtskonfigurationen der inhomogenen Ldsung sind
folglich genau dann stabil, wenn M = M' + M? positiv definit ist.

6.2.3 Numerische Ergebnisse und Vergleich mit dem
diskreten Modell

Zur weiterfithrenden Bewertung des zuvor entwickelten Modells, wird dies nun
mit dem diskreten Modell aus Kapitel 4 fiir eine homogene Reihenschaltung
von diskreten Zellen (vgl. auch Abb. 4.1) verglichen. Wie bereits erwihnt, kann
das Referenzpotential W;.r hierfiir direkt aus dem diskreten Modell ibernom-
men werden, die Gradientensteifigkeit wird zu A = 0.455 gewihlt, nach Glei-
chung (6.52) entspricht dies einer minimalen Entfestigungsldange von £ = 1.
Um die Modellierung der GroBeneffekte bewerten zu konnen, muss folglich
das Kontinuumsmodell mit einer Lidnge L mit der diskreten Struktur mitn = L
Zellen verglichen werden. Abbildung 6.3a-e vergleicht die Reaktionskraft fiir
alle mit der hier angewandten Methodik aufgefundenen Gleichgewichtskon-
figuration mit der Reaktionskraft des diskreten Modells fiir gréer werdende
Stukturldngen L bzw. steigende Anzahl an diskreten Zellen. Basierend auf der
Stabilitatsanalyse sind fiir das Gradientenmodell weiterhin die zu erwartenden
Belastungs- und Entlastungspfade durch Pfeile gekennzeichnet.

Unabhiingig von der absoluten Groe der Struktur folgt der Kraft-/ Dehnungs-
verlauf des Gradientenmodells zu Anfang dem diskreten Modell. Dieses Ver-
halten ist zu erwarten, da sich hier noch keine Lokalisation ausgebildet hat.
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Abbildung 6.3: Numerische Losung des Gradientenproblems im Vergleich zu dem diskreten Mo-
dell aus Abschnitt 4.1 fiir verschiedene Strukturgrofen (a-e). Dargestellt sind die
jeweils stabilen (blau) und instabilen (blau gepunktet) Gleichgewichtskonfigura-
tionen sowie die zu erwartenden Belastungs- und Entlastungspfade (Pfeile). Als
Referenz sind zusitzlich die Gleichgewichtskonfiguration des diskreten Modells
(grau gestichelt) dargestellt. (f) Entfestigungslidnge £}, der numerischen Losung in
Abhingigkeit der Strukturgroie L (doppelt logarithmisch dargestellt) im Vergleich

zu der analytischen Approximation.

Folglich gilt 6)2(F = 0 und somit folgt fiir die Spannungen aus Gleichung (6.40)
P = P

Ist ab einer gewissen Mindestldnge Lp,x die absolute Dehnung U/ L grof genug
(oder dquivalent, bei gegebener Dehnung U/L < Hj, die Struktur grof3 genug)
wird die homogene Losung instabil. Analog zum diskreten Modell ist dann
genug Material vorhanden das bei fixierter Entfestigungslidnge £, entspannen
kann (dH/dt < 0), wihrend ein fest vorgeschriebener Teil mit dH/dt > 0
entfestigt. Um so grofB3er die Struktur ist, um so kleiner ist die absolute Dehnung
die fiir eine solche Lokalisation nétig ist (vgl. auch Gleichung (6.62)). Bildet
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6.2 Sonderfall eindimensionales Gradientenmaterial

sich eine Lokalisationszone aus, so gilt an den Rénder B)Z(H # 0 (vgl. auch
Abbildung 6.2b), wodurch nach Gleichung (6.40) die Reaktionskraft von Ppr
abweicht. Analog zu dem diskreten Modell ist fiir die kleinste Struktur mit
einer Linge L = 1 noch keine Lokalisierung moglich, wihrend ab einer Linge
von L = 2 (entspricht zwei instabilen Zellen) eine Lokalisierung erfolgt. Dies
stimmt mit der analytischen Vorhersage nach (6.63) iiberein, wonach fiir das
hier verwendete Potential eine Lokalisation ab einer Linge von L = 1.32
stattfindet.

Die diskreten Phaseniiberginge finden im diskreten Modell fiir n > 3 unter
Belastung und Entlastung bei unterschiedlichen Dehnungen statt, was schluss-
endlich zu einer Hysterese fiihrt. Das Gradientenmodell zeigt einen analogen
Effekt. Zwar sinkt (steigt) mit steigender GroBe die kritische Dehnung bei der
die homogen Losung schlagartig lokalisiert, strebt allerdings einem Grenzwert
an, welcher genau dem Maximum (Minimum) des Referenzpotential entspricht
(vgl. auch Gl. (6.62)). Der Instabilitédtsbereich kann sich allerdings ausdriick-
lich nicht iiber dieses Maximum hinaus ausdehnen, da nach Gleichung (6.61)
die homogene Losung fiir H, > H > Hj, Bedingungslos stabil ist. Gleichzeitig
wird der Dehnungsbereich, in dem die lokalisierte Losung existiert (Plateau
konstanter Spannung), gro3er. Folglich verweilt das Modell unter Entlastung
langer in der lokalisierten Konfiguration. Der diesem Effekt zugrundeliegende
Mechanismus ist analog zu dem im diskreten Modell (vgl. Abschnitt 4.3.1):
Bei Belastung iiber das Spannungsmaximum hinaus erfolgt die Transformation
ausgehend von der homogenen Losung H (X) = Hp,. Bei der Riicktransforma-
tion hingegen liegt eine inhomogene Dehnungsverteilung vor, bei der sich ein
Grof3teil der Struktur bereits wieder in Zustand 1 mit H > H; befindet. Mit
steigender Linge L wird der Punkt der Riicktransformation folglich zu immer
spiteren Zeitpunkten verschoben. Postuliert man analog zum diskreten Mo-
dell, den Dynamischen Phasenwechsel so bildet sich bei einem vollstandigen
Belastungs-Entlastungszyklus eine Hysterese aus. Diese wird ebenfalls ana-
log zum diskreten Fall mit der Modellgrée L Grofer, strebt allerdings nicht
dem Grenzfall entgegen welcher unter Spannungsrandbedinungen zu erwarten
wire.

Auffillig ist, dass sich, dhnlich der Maxwell-Regel, fiir hinreichende Linge
L > 3 ein konstantes Plateau in der Reaktionskraft ausbildet. Dieser Effekt
lasst sich auf die Wirkung der Randbedingungen zuriickfiihren: Hat sich bei
hinreichender Grofe des kontinuierlichen Modells eine Entfestigungszone aus-
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6 Kontinuumsmodellierung mittels erweiterter Modelle

gebildet und ist diese hinreichend weit von den Réndern entfernt, dndert sich,
auf Grund des exponentiellen Abfalls (Anstiegs) der Dehnungen, die Randdeh-
nungen quasi nicht mehr (vgl. Abbildung 6.2b) und die Reaktionskraft bleibt
in einem weiten Bereich quasi konstant. Erreicht die Entfestigungszone das
gegeniiberliegende Ende so treten die zuvor beschriebenen Transformations-
vorgdnge in umgekehrter Reihenfolge auf. Um so groB3er die Strukturlinge L
ist, um so breiter ist folglich auch das konstante Plateau in der Reaktionskraft
und um so geringer wird der Einfluss der Randeffekte.

Abschlielend soll noch ein Vergleich der numerischen Losung des endlichen
Problems mit der analytischen Approximation des unendlichen Problems er-
folgen. Hierfiir wird in Abbildung 6.3f die Entfestigungslinge (o, fiir die
H, > H > H, gilt, fiir verschiedene Strukturlingen L mit der analytischen
Approximation £f = 1 verglichen. Im Fall des endlichen Problems (numeri-
schen Losung) ist diese fiir die Konfiguration mit H = u/L = —0.5 ausgewer-
tet, bei dieser befindet sich die Lokalisierungszone genau in der Mitte und alle
Strukturldngen zeigen die gleiche Reaktionskraft (vgl. Abb. 6.3a-e). Da die
analytische Abschitzung durch Losung des unendlichen Problems gewonnen
wurde, konnte man erwarten, dass die numerische Losung fiir steigende Struk-
turlingen L gegen die analytische Abschétzung £ = 1 konvergiert. Dies ist
allerdings offensichtlich nicht der Fall. Die Ursache hierfiir liegt darin, dass fiir
die analytische Abschétzung ebenfalls eine Approximation des Referenzpoten-
tials erfolgte, der hierdurch verursachte Fehler bleibt aber auch im Grenzfall
L — oo erhalten. Es ist allerdings positiv hervorzuheben, dass die analytische
Abschitzung in der richtigen Grofenordnung liegt und dies auch fiir verhilt-
nismifBig kleine Strukturen mit L ~ Ly, gilt. Ursache hierfiir ist sicherlich,
dass sich die Dehnungen auflerhalb der Entfestigungszone exponentiell den
Randdehnungen nédhern (vgl. auch Gleichung (6.54)) und somit der Einfluss
der Randbedingungen auf die Entfestigungszone bereits fiir kleine Strukturen
gering ist.

6.2.4 Diskussion

Im Rahmen einer Kontinuumsmodellierung von diskreten instabilen Struk-
turen miissen die diskreten Zustandswechsel durch eine kontinuierliche Pha-
senausbreitung ersetzt werden. Dies ist grundsétzlich so und zunéchst einmal
unabhingig von der Art des verwendeten Kontinuums. Im Fall des klassi-
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schen Kontinuums fiihrt dies dazu, dass unter infinitesimaler Steigerung der
duleren Verschiebung immer auch eine infinitesimale Phasentransformation
moglich ist und somit die zugehorige Reaktionskraft konstant bleibt. Unter
der Voraussetzung, dass sich bereits eine Entfestigungszone ausgebildet hat
und diese weit genug von den Rindern entfernt ist, so gilt die vorherige Ar-
gumentation analog auch fiir das Gradientenkontinuum. Dass der Kraft-Weg
Verlauf des Gradientenkontinuums trotzdem von der Maxwell-Regel abweicht,
hat wie bereits angedeutet zwei Ursachen: Einerseits wird, wie in Abschnitt
6.2 diskutiert, die Ausbildung einer Lokalisierungszone mit unendlich steilem
Gradienten verhindert. Anderseits verhindert aber auch die Randbedingung
OxF = 0 (6.42), dass sich am Rand eine Lokalisierungszone mit einer Linge
I <l bildet. Diese Einschrinkungen gelten im Fall des klassischen Kontinu-
ums nicht.

Diese Argumentation macht auch klar, warum die Hysterese des Gradien-
tenkontinuums nicht wirklich mit dem diskreten Modell vergleichbar ist. Die
Ausbildung/Ausbreitung einer Lokalisierungszone wird nur bei der Initiie-
rung an den Réndern unterbunden, wodurch lediglich bei der Initiierung eine
schlagartige Phasentransformation (und damit eine Hysterese) beobachtbar ist.
Im diskreten Fall hingegen ist eine kontinuierliche Ausbreitung durch die Zu-
standsbeschreibung immer unterbunden. Dass mittels des Gradientenmodells
kein Riickschluss auf die Energiedissipation moglich ist, konnte man als Schwi-
che des Gradientenmodells darstellen. Dieser Vergleich ist allerdings insofern
nicht fair, als dass auch das statische diskrete Modell keine Energiedissipation
modelliert, es wurde lediglich angenommen, dass die bei dem unkontrollierten
Zustandswechsel von einem stabilen Zustand zum nichsten stabilen Zustand
frei werdende Energie dissipiert wird. Thermodynamisch kann dies erst durch
die Einfiihrung eines Dissipationsmechanismus (wie zum Beispiel durch die
in Gleichung (4.12) eingefiihrte Ddmpfung) korrekt modelliert und bestitigt
werden. Zur Erfassung der Dissipation und der damit verbundenen Grofen-
effekte ist somit auch im Fall des Gradientenmodells die Einfiihrung eines
Dissipationsmechanismus notwendig.

Unabhingig davon wie genau dieser Mechanismus formuliert wird, enthalt
das hier verwendete Gradientenmodell allerdings eine entscheidende Grund-
lage zur Abbildung des Grofeneftektes bzgl. der Energiedissipation. Dieser ist
nidmlich, wie in Abschnitt 4.3.1 gezeigt, auf das GroBenverhiltnis zwischen
lokalisierender und entspannender Mesostruktur zuriickzufiihren. Genau die-
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Abbildung 6.4: Detaildarstellung des Transformationspeaks unter Beriicksichtigung ausreichender
Aktivierungsenergie fiir den Fall L = 40 im Vergleich zu der Maxwell-Regel.

ses Verhiltnis wird aber durch die Festlegung der Gradientensteifigkeit nach
Gleichung (6.53) korrekt wiedergegeben. Insbesondere wird im Vergleich zu
einer Formulierung im klassischen Kontinuum gewihrleistet, dass fiir kleine
Strukturen L < Lp,,x die homogene Losung bedingungslos stabil ist, und somit
keine Lokalisierung erfolgt (vgl. auch Gleichung (6.63)).

Im Fall des Gradientenkontinuum existieren weiterhin, in einem mit der Struk-
turlinge L groBer werdenden Bereich, zwei Gleichgewichtskonfigurationen
gleichzeitig. Es stellt sich somit analog zum diskreten Fall die Frage wie das
Gradientenkontinuum auf Stérungen reagiert. Hier kann in Analogie zu dem
diskreten Modell davon ausgegangen werden, dass unter Beriicksichtigung ei-
ner gewissen Aktivierungsenergie eine friithzeitige Lokalisierung moglich ist.
Geht man ebenfalls davon aus, dass die notige Aktivierungsenergie analog
zum diskreten Fall mit der Grof3e der Struktur abnimmt, so ist das Gradien-
tenkontinuum im Grenzfall L — oo bis auf ein kleines Transformationspeak
konsistent mit der Maxwell-Regel (vgl. Abbildung 6.4). Dieses wiederum hat
seinen Ursprung ebenfalls darin, dass die Energie zur Erzeugung einer end-
lichen Entfestigungszone groBer ist als die zum (infinitesimalen) Wachstum
selbiger (vgl. auch Truskinovsky und Vainchtein 2004).

Dies wirft die Frage auf, ob dem Transformationspeak ein physikalischen
Mechanismus zugeordnet werden kann, welcher ebenfalls in der zu beschrei-
benden diskreten Struktur beobachtbar ist. Es wire denkbar dem Transforma-
tionspeak die Storungsempfindlichkeit der diskreten Struktur zuzuordnen. Die
Storungsempfindlichkeit, welche nach Gl. (5.2) mit der Anzahl der Zellen n
zunimmt, zeigt in der Tat einen qualitativ vergleichbaren GroBeneffekt. Eine
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6.2 Sonderfall eindimensionales Gradientenmaterial

solche Zuordnung macht in diesem Fall allerdings keinen Sinn, da hier davon
ausgegangen wurde, dass das Gradientenkontinuum bereits intrinsisch eine sol-
che Storungsempfindlichkeit aufweist. Einen Nachweis dieser Eigenschaft fiir
ein verwandtes Problem findet man z.B. in Truskinovsky und Vainchtein 2004.
Eine solche Zuordnung macht auch vor dem Hintergrund keinen Sinn, dass im
diskreten Fall unter Beriicksichtigung ausreichender Aktivierungsenergie kein
Transformationpeak (Puglisi und Truskinovsky 2000) verbleibt, im Fall des
Gradientenkontinuums bleibt dieses hingegen endlich. In der Literatur erfolgt
eine Erkldrung des Transformationspeaks z.B. im Rahmen der Versetzungs-
plastizitdt. Hierbei wird der Spannungsabfall auf die unterschiedlichen Krifte,
die zur Mobilisierung von Versetzungen und zum Aufrechterhalten von Verset-
zungsbewegungen nétig sind (Cottrell und Bilby 1949; Johnston und Gilman
1959), zuriickgefiihrt. Dieses Phinomen wird durch Diffusion von Fremdato-
men in der Umgebung von Versetzungen hervorgerufen und ist experimentell
oftmals als so genanntes Liidersband zu beobachten (Shaw und Kyriakides
1998; Kyriakides und Miller 2000; Maziere und Forest 2015). Alternativ kann
das Transformationspeak mit Hilfe eines nichtlokalen diskreten Modells auf
die nichtlokale Interaktion zwischen Atomen zuriickgefiihrt werden, wobei
gezeigt werden kann, dass ohne nichtlokale Interaktionen im diskreten ein-
dimensionalen Fall kein Transformationspeak existieren kann (Truskinovsky
und Vainchtein 2004). Das hier verwendete diskrete Modell ist allerdings rein
lokal. Ferner wiirde die Einfiihrung von nichtlokalen Interaktionen, fiir die in
dieser Arbeit untersuchte Struktur, physikalisch keinen Sinn machen.

Die vorangegangene Diskussion macht aber auch deutlich, dass das Auftreten
des Transformationspeaks stark von den Randbedingungen beeinflusst wird:
So beeinflusst insbesondere die Randbedingung R = AdxF = 0 die Art wie
sich eine Lokalisierung am Rand ausbilden kann. Hier wurde stillschweigend
angenommen, dass die Randbedingungen direkt aus dem diskreten Modell
iibertragbar sind und keine hoheren Krifte aufgebracht werden miissen (vgl.
Gl. (6.35)). Dies ist insofern plausibel, als, dass das diskrete Pendant im hier
vorliegenden Fall nur aus virtuellen Zellen mit nur einem Freiheitsgrad besteht
und die Randbedingungen im diskreten Fall keinen Einfluss auf das Verhalten
der Mesostruktur haben. Fiir den Fall, dass reale dreidimensionale Struktu-
ren, wie sie in Abschnitt 4.3.3 untersucht wurden, modelliert werden sollen,
sind unter Umstédnden nicht verschwindende hohere Randbedingungen notig.
Diese konnen als ,,homogenisierte” Randbedingungen den Einfluss der diskre-
ten Randbedingungen auf die Mesostruktur und damit eventuelle Randeffekte
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im Rahmen einer Kontinuumsbeschreibung modellieren. Die physikalische
Grundlage ist hierbei dadurch gegeben, dass die diskreten Randbedingungen
auf das Verhalten der Zellen am Rand eine versteifende Auswirkung haben und
damit in der Tat die Lokalisierung durch die Randbedingungen verzogert wer-
den kann. Solche Randeftekte und die damit verbundenen GroBeneffekte sind
unter anderem aus der Modellierung des elastischen Verhaltens von Schaumen
und dhnlich strukturierten Materialien bekannt (Anderson und Lakes 1994;
Onck u. a. 2001; Chen und Fleck 2002; Diebels und Steeb 2002; Diebels und
Steeb 2003; Jinicke 2010; Seppecher u. a. 2011).

Eine weitere, vielfach diskutierte Frage ist die nach der geeigneten, minimal
moglichen Erweiterung der klassischen Kontinuumstheorie, die ein bestehen-
des Problem regularisiert bzw. Grofleneffekte auf geeignete Art und Weise
abbildet (vgl. z.B. Forest 2003a). So konnen zum Beispiel Mesostrukturen
entworfen werden, zu deren Kontinuumsbeschreibung beliebige hohere Defor-
mationsgradienten V>F, V3F, . . . benotigt werden (Seppecher u.a. 2011). Fiir
den in dieser Arbeit untersuchten eindimensionalen Fall hat sich gezeigt, dass
eine Regularisierung mit Hilfe des ersten Dehnungsgradienten erfolgen kann.
Dies stellt im eindimensionalen gleichzeitig die geringstmogliche Erweiterung
dar. Da die Lokalisierung im dreidimensionalen Fall auf analoge Art und Weise
erfolgt, ist zu erwarten, dass auch in einer dreidimensionalen Erweiterung eine
zusitzliche Gradientenkomponente, anstatt des kompletten Gradienten 0; Fy.y,
zur Regularisierung ausreicht.

Unmittelbar nach der Frage nach einer geeigneten Erweiterung der Kontinu-
umstheorie stellt sich die Frage nach der Struktur der konstitutiven Gleichung.
Verschiedene Ansitze hierfiir und eine Diskussion ihrer Grenzen findet man
in Forest 2016. Hier wurde der einfachste Fall einer additiven Trennung zwi-
schen nichtlinearem Referenzpotential und quadratischem Gradiententerm un-
tersucht. Aufgrund der einfachen Struktur des Gesamtpotentials, ist es moglich
das eindimensionale Problem - mit approximiertem Referenzpotential - ana-
lytisch zu 16sen. Aus der Bedingung fiir eine nicht-triviale Losung ldsst sich
wiederum ein analytischer Zusammenhang zwischen Lokalisierungslinge und
Gradientensteifigkeit ableiten. Ermittelt man ferner das Referenzpotential tiber
eine klassische Homogenisierung so liee sich mit diesem Ansatz das aus einer
klassischen Homogenisierung gewonnene Modell im Nachgang physikalisch
sinnvoll regularisieren.
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Unabhingig davon stellt sich natiirlich die Frage wie sinnvoll eine materi-
elle Beschreibung ist. Hierfiir muss in erster Linie nach zu beschreibenden
Phidnomen differenziert werden. Die hier durchgefiihrte Materialmodellierung
zielte in erster Linie auf die Beschreibung des Verhaltens homogener Struk-
turen ab. Wird dieses Modell durch einen geeigneten Dissipationsmechanis-
men erweitert, so wire dieses insbesondere zur Untersuchung der Ausbreitung
und Dissipation von Wellen im Kontinuumslimit interessant. Gleiches gilt fiir
die Untersuchung von Wellenausbreitung in inhomogenen Strukturen, welche
auf die gleich Art modelliert werden konnte, wobei das entsprechende Ma-
terialgesetz W (F,X) dann kontinuierlich vom Ort X abhéngen wiirde. Eine
weitere herausragende Eigenschaft des hier entwickelten Metamaterials ist die
Programmierbarkeit der Effektiveigenschaften. Eine Kontinuumsbeschreibung
erscheint hier wenig sinnvoll, da diese Eigenschaft gerade aus der diskreten
Materialverteilung resultiert. Eine Kontinuumsbeschreibung wiirde folglich
eine diskontinuierliche Materialverteilung W (F,X) erfordern, wodurch das
Kontinuumsproblem effektiv wieder zu einem diskreten Problem wird.

6.3 Homogenisierung fur das dreidimensionale
mikromorphe Kontinuum

Die vorherige phdnomenologische Modellierung ist von einem additiven Split
der Verzerrungsenergie und von einem quadratischen Gradiententerm ausge-
gangen (vgl. Gl. (6.36)). Wie sich gezeigt hat, ist diese Annahme zur Regulari-
sierung und zum Abbilden von GroBeneffekten bzgl. des Stabilitdtsverhaltens
in gewissen Grenzen geeignet. Man konnte nun prinzipiell durch Hinzufiigen
des Gradiententerms ein Materialmodell aus einer klassischen Homogenisie-
rung der Mikrostruktur (wie in Kapitel 3.2 dargestellt) im Nachgang Regulari-
sieren. Alternativ dazu soll im Folgenden untersucht werden, ob die erweiterten
konstitutiven Gleichungen fiir die Modellierung der hier entwickelten Meso-
struktur auch systematisch aus einer erweiterten Homogenisierung abgeleitet
werden konnen.

Hierfiir erfolgt zunichst eine Verallgemeinerung der grundlegenden Aquiva-
lenzbeziehungen der klassischen Homogenisierung aus Abschnitt 3.2. Anhand
verschiedener Realisierungen dieser Aquivalenzbeziehungen wird nachfolgend
die Anwendbarkeit fiir die hier vorliegende Mesostruktur diskutiert. Analog zu
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Abbildung 6.5: Darstellung des verallgemeinerten Homogenisierungsprozesses: Auf Basis von
Volumenelementen Qo und Q; wird der Korper mit aufgeldster Mesostruktur
(links), beschrieben iiber eine klassische Kontinuumstheorie, durch einen ho-
mogenen Korper (rechts), beschrieben iiber eine verallgemeinerte mikromorphe
Theorie, ersetzt. Die Uberfiihrung erfolgt auf Basis so genannter Aquivalenzbe-
ziehungen (vgl. GI. (6.68) und (6.71)-(6.75))

der Herleitung der Bilanzgleichungen in Abschnitt 6.1 wird hierbei von dem
allgemeineren Fall des mikromorphen Kontinuums ausgegangen. Das Gradi-
entenkontinuum lasst sich daraus iiber zusétzliche Nebenbedingungen wieder
leicht als Spezialfall ableiten.

Um die Notation zu vereinfachen, wird hier leicht von der bisherigen Notation
abgewichen (siehe Abbildung 6.5). Die Koordinaten eines materiellen Punktes
in der Referenzkonfiguration werden mit X bezeichnet. Zur Beschreibung des
fiir die Homogenisierung verwendeten Volumenelementes wird ein lokales
Koordinatensystem mit Koordinaten Y eingefiihrt, welches seinen Ursprung
im volumetrischem Schwerpunkt hat. Die entsprechenden Koordinaten in der
Momentankonfiguration werden mit x bzw. y bezeichnet. Fiir Ableitungen
bzgl. makroskopischer Koordinaten X wird das Symbol O verwendet, fiir
Ableitungen bzgl. der lokalen Koordinaten hingegen wie zuvor das Symbol 9

9A (X)

DrAX) := X OxB(Y) = —— (6.67)
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6.3.1 Verallgemeinerte Aquivalenzbeziehungen

Analog zu der klassischen Homogenisierung miissen zunéchst die grundle-
genden Relationen zwischen Volumenelementen der realen Mesostruktur €
und dem effektivem Kontinuum € definiert werden. Im Gegensatz zum klas-
sischen Ansatz wird nun QB mittels der mikromorphen Theorie beschrieben,
wohingegen Qg weiterhin mittels der klassischen Theorie modelliert wird. Die
Hill-Mandel Bedingung (Gleichung (3.5)) wird auf der rechten Seite um die
zusitzlichen Leistungsterme des mikromorphen Kontinuums (vgl. Gleichung
(6.23)) erweitert

<Pi1FiJ>QO = PixFix + Six Xix + R x Dx X} (6.68)

wobei eckige Klammern zur Abkiirzung der Volumenmittlung verwendet wur-
den (o) := ﬁ /S odS. Wie eine physikalisch sinnvolle Verallgemeinerung
der kinematischen Kopplung (3.6) aussieht, ist hingegen nicht so offensicht-
lich. Dies liegt mitunter daran, dass Qy nach wie vor durch ein klassisches
Kontinuum beschrieben wird und in diesem Fall keine hoheren Verzerrungs-
mafe y und Vy existieren (Kouznetsova u.a. 2002; Forest und Trinh 2011).
Korrespondierende Verzerrungsmalle konnen somit nicht einfach wie in (3.6)
iiber eine Volumenmittlung gleichgesetzt werden. Fiir den Sonderfall, dass das
effektive Kontinuum ein Gradientenkontinuum ist, wird oftmals direkt mit der
erweiterten Taylorreihe

1
vi = FgYy+ EDKFiJYJYK (6.69)

gearbeitet (Gologanu u. a. 1997; Kouznetsova u. a. 2002). Um diese analog zu
dem klassischen Fall um eine physikalisch sinnvolle Mikrofluktuation Aw zu
erweitern, ist eine zusitzliche integrale Bedingung analog zu Gleichung (3.6)
notig. Wie diese zu wihlen ist, ist allerdings mehr als unklar (Kouznetsova
u.a. 2002). Wesentlich eleganter und allgemeiner ist der in Forest und Sab
1998 vorgeschlagene Ansatz, in dem die integralen Kopplungsbedingungen
fiir den mikromorphen Fall aus der Losung eines Minimierungsproblems ab-
geleitet werden. Hierfiir wird das Verschiebungsfeld u (Y) innerhalb der Zelle
Qo mit der Approximation der Mikrodeformation eines materiellen Punktes
des effektiven Kontinuums nach (6.1) verglichen. Die Freiheitsgrade U und
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x* des effektiven Kontinuums ergeben sich dann als Losung des folgenden
Minimierungsproblems

U% y*) = i Y)-U' - (y-1)Y|}) . 6.70
{u” x*} arg{tjgl};([u() (6% )]>QO (6.70)

Man beachte, dass hierbei das Volumenelement Qg einem materiellen Punkt
B gleichgesetzt wird, indem angenommen wird, dass die Mikrodeformation y
konstant in €2 ist. Im Vergleich zu der klassischen Homogenisierung wird hier-
durch die Wahl des Volumenelementes vorgeschrieben: Wihrend im Rahmen
der klassischen Homogenisierung eine Vergroferung des zu homogenisieren-
den Volumenelements fiir eine statistisch repréisentative Beschreibung gingige
Praxis ist, ist hier die Wahl des Volumenelementes direkt durch die zu beschrei-
bende Mesodeformation festgelegt. Das Volumenelement € ist hierbei so zu
wihlen, dass die Approximation der Mikrodeformation (beschrieben durch y)
bestmdglich zu der zu beschreibenden Deformation des Volumenelementes €2
passt. Diese Besonderheit im Vergleich zur klassischen Homogenisierung ist
insofern plausibel, als dass die meisten verallgemeinerten Kontinuumstheorien
durch die Einfiihrung einer Léingenskala motiviert werden. Es ist somit klar,
dass sich diese Langenskala auch in einem Homogenisierungsansatz entspre-
chend wiederfinden muss (vgl. auch Hiitter 2017). Fiir festgelegtes Q ist die
notwendige Bedingung fiir ein Minimum, dass die erste Variation der Zielfunk-
tion in (6.70) verschwindet. Dies fiihrt nach kurzer Rechnung zu den integralen
Kopplungsbedingungen fiir die effektive Verschiebung und die Mikrodeforma-
tion

U = (uidg, 6.71)
Xi7Gik = (Wi¥k)q, (6.72)

wobei die Abkiirzung Gy = (¥7Y))q, verwendet wurde. Kopplungsbedingun-
gen fiir den effektiven Deformationsgradient und den Gradienten der Mikrode-
formation konnen unter Anwendung der in Forest und Trinh 2011 gegebenen
Identitit

Dx (f(X)g(Y)) = Dx f(X)(g(¥)) + [ (x)(dyg (V) (6.73)
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durch Ableitung von (6.71) und (6.72) gewonnen werden

H;; = DU = (05ui)q, » (6.74)
Dixj;Grr = U oxr = (9 (Y1), - (6.75)

Da auch im Fall des mikromorphen Kontinuums Starrkdrperbewegungen, zur
Aufrechterhaltung der Objektivitit, keinen Einfluss auf die innere Leistung
haben, kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit U?* = (ui)q, = 0 gesetzt
werden. Bedingung (6.71) kann somit im Folgenden unberiicksichtigt bleiben
und Bedingung (6.75) vereinfacht sich zu

Z)KX;JGJL = <BK (quL)>QO . (676)

6.3.2 Realisierungsmoglichkeiten

Wie auch im klassischen Fall, stellen die Hill-Mandel Bedingung (6.68) und
die kinematischen Kopplungsbedingungen (6.72), (6.74) und (6.75) lediglich
grundlegende Forderungen an einen Homogenisierungsprozess. Zur Realisie-
rung einer Homogenisierung basierend auf diesen Bedingungen sind zusétzlich
Randbedingungen nétig, die auf das zu analysierende Volumenelement aufge-
bracht werden konnen.

Bei der Herleitung dieser Randbedingungen fiir den mikromorphen Fall gilt
es einen fundamentalen Unterschied zum klassischen Fall zu beachten: Da im
klassischen Fall nur der erste Gradient als Verzerrungsmal} verwendet wird,
kann sowohl die Hill-Mandel Bedingung (3.5) als auch die kinematische Kopp-
lung (3.6) mit Hilfe des Gauflschen Integralsatzes als Oberfldchenintergral
ausgedriickt werden. Es ist somit ausreichend die Verzerrungen (Verschiebun-
gen) oder die Spannungen (Krifte) am Rand des zu homogenisierenden Volu-
menelementes vorzuschreiben. Die entsprechende effektive konjugierte Grofie
erhilt man dann durch Volumen- bzw. Oberflaichenmittlung (vgl. auch Bishop
und Hill 1951; Hill 1972). Im Fall des mikromorphen Kontinuums kann zwar
Bedingung (6.74) und (6.75) ebenfalls als Oberflachenintegral ausgedriickt
werden, auf Grund der unabhéngigen Mikrodeformation y ist dies aber fiir
die Bedingung (6.72) sowie die Hill-Mandel Bedingung (6.68) nicht mehr
moglich. Im Allgemeinen muss also zur Erfiillung der Kopplungsbedingungen
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nicht nur die Deformation bzw. Spannung am Rand 9€) kontrolliert werden,
sondern diese auch im Inneren des zu homogenisierenden Volumenelements
(Forest und Trinh 2011) vorgeschrieben werden.

Da die Hill-Mandel Bedingung und die kinematische Kopplungen lediglich
Anforderungen an die integralen Mittel liber Q stellen, ist es auch klar, dass es
mehrere zuldssige Randbedingungen gibt. So ist es einerseits moglich mit Hilfe
einer polynomiellen Abbildung (Gologanu u. a. 1997; Forest und Sab 1998; Ji-
nicke u. a. 2009a) direkt ein Verschiebungsfeld aufzugeben oder alternativ, mit
dem Konzept der minimalen Randbedingung (Mesarovic und Padbidri 2005;
Jénicke und Steeb 2009b; Hiitter 2017), Lagrange Multiplikatoren einzuset-
zen um die kinematischen Kopplungsbedingungen indirekt zu erfiillen. Beide
zuvor genannten Ansitze werden im Folgenden néher beleuchtet.

Motiviert durch (6.69) wird fiir die polynomielle Abbildung der Ansatz (3.7)
um hohere Terme erweitert. Es wird also angenommen, dass sich die Defor-
mation der zu homogenisierenden Mesostruktur durch

Uuj (Y) = A] + BjKYK + CjKLYKYL + DjKLMYKYLYM + IZ] VY € Q
(6.77)

anndhern ldsst. Wobei die Koeffizienten A, B, C,D und die Mikrofluktuation @
vorerst unbekannt sind. Sie sind so zu bestimmen, dass die Bedingungen (6.68)
und (6.71) - (6.75) erfiillt werden. Wie zuvor erwihnt, muss im Gegensatz
zu der Abbildung (3.10), diese Annahme fiir das komplette Volumenelement
getroffen werden. Schrinkt man die Deformation des zu homogenisiernden
Volumenelements, unter der Annahme verschwindender Mikrofluktuation (&1 =
0) weiter ein, so fiihrt dies auf ein lineares Gleichungssystem deren Losung
die unbekannten Koeffizienten in Abhiingigkeit der effektiven Dehnungen H, y
und Vy liefert (vgl. Janicke 2010)

Ay =3 DLt GLu 6.78)

Bjk = +§(X;K - 6k) - %H;K (6.79)
CixL = +%Z)L Xk (6.80)
Dikiy = —%((X;N = 6jn) = Hjy )on k015G 6.81)
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Eine Verallgemeinerung durch Annahme eine periodischen Mikrofluktuation
analog zum klassischen Fall ist hier hingegen nicht moglich, da dies sowohl die
Kopplungsbedingungen (6.74) und (6.75) als auch die verallgemeinerte Hill-
Mandel Bedingung (6.68) verletzt. Dariiber hinaus ist eine solche Annahme
auch physikalisch gesehen nicht sinnvoll (Forest und Trinh 2011).

Die Abbildung (6.77) mit verschwindender Mikrofluktuation, wird allerdings
im Allgemeinen nicht mit der wahren Deformation des Volumenelementes
iibereinstimmen und somit zu einer kiinstlichen Versteifung fiihren. Als Al-
ternative konnen die integralen kinematischen Kopplungsbedingungen direkt
mittels Lagrangen Multiplikatoren erfiillt werden. Hierfiir wird fiir das zu
homogenisierende Volumenelement € das folgende Lagrange Funktional mi-
nimiert

W= [ W By (R = ) + 5 i - i) G .

+R; 1, (Drxiy = (O (weYar)) Gygy)d,

in welchem zusitzlich zur Verzerrungsenergie W, die Residuen der Kopplungs-
bedingungen (6.72) - (6.75) minimiert werden. Weiterhin sind als zusétzliche
Freiheitsgrade die Lagrange-Multiplikatoren P,S und R eingefiihrt. Da dies
die minimal mogliche kinematische Restriktion darstellt, wird dieser Ansatz
auch als ,,minimal boundary conditions* (Janicke und Steeb 2009b) bezeichnet.
Notwendige Bedingung fiir ein Minimum ist, dass die erste Variation beziig-
lich aller Freiheitsgrade verschwindet. Aus der ersten Variation beziiglich des
Lagrange-Multiplikator P ergibt sich, dass die Kopplungsbedingung (6.72)
identisch erfiillt ist

W =0 = Fy—(Fis)g, =0. (6.83)

Analog ergibt sich aus der ersten Variation beziiglich S und R, dass auch die
Kopplungsbedingungen (6.74) und (6.75) identisch erfiillt sind. Fiir die erste
Variation beziiglich des Verschiebungsfeldes ergibt sich zunichst

1 / . . 4
0 VVk = = Pi]5Fin£2—PfF <5Fi.]>—S% <61/liYK>G

u Vv % iJ iJ KJ (684)
—R;, ; (Or (SurYar)) Ggy = 0.

95



6 Kontinuumsmodellierung mittels erweiterter Modelle

Unter Anwendung des Gaullschen Intergralsatzes und einigen Umformungen
folgt hieraus

.1 . - . _
SuW' = < / (= Pis.g —S;;YeGRy + Ry ;617G ) 6uidQ
Q
1
+ V/ (— Pi]NJ - S;JNJ - R;LJYMNLGX,}J)éuidQ =0 V(Sul- eC.
0Qy

(6.85)

Da keine weiteren Randbedingungen aufgebracht werden, ist dies dquivalent zu
der Losung des iiblichen Kontinuumsproblem unter der Wirkung einer linear
verteilten Volumenlast

Piyg =R, 001Gy, —S5,G Yk VY € Q (6.86)
und linear verteilter Kraft auf dem Rand
PiyNj = =P} ;N; — R}y ;NLGy) ;Y VY € 0. (6.87)

Setzt man in (6.84) die kinematischen Kopplungsbedingungen ein, so ldsst
sich zeigen, dass durch die Minimierung von (6.82) ebenfalls die Hill-Mandel
Bedingung erfiillt wird

1 D% * o* * D
V,/ PijoF;pdQ = P 0F; + S;,0x;; + Ry ;DL Xk, (6.88)
Qo

wobei die konjugierten Spannungen durch die jeweiligen Lagrange Multipli-
katoren gegeben sind.

6.3.3 Diskussion

Wie in Abschnitt 5.1 ausgiebig diskutiert, ist die klassische Homogenisierung,
auf Grund der fehlenden Skalenseparierung, streng genommen nicht auf die
hier entwickelte Struktur anwendbar. Die Giiltigkeit von den mit einer sol-
chen Methodik gewonnenen Ergebnissen sind folglich kritisch zu hinterfragen.
Insbesondere wird iiber eine solche klassische Homogenisierung die endliche
Lokalisierungslinge nicht widergegeben. Es wurden hier daher verschiedene
Konzepte betrachtet, wie der Formalismus nach Hill (Hill 1963) systematisch
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auf hohere Kontinua erweitert werden kann. Diese Ansitze sind in diversen
Arbeiten erfolgreich zur Abbildung von Groflen- und Randeffekten (Kouznet-
sova u. a. 2002; Kouznetsova u. a. 2004) sowie ebenfalls zur Regularisierung
von Materialversagen (Gologanu u. a. 1997; Hiitter 2017) eingesetzt worden.

Die Besonderheit bei der Umsetzung eines erweiterten Homogenisierungsan-
satzes ist, dass die integralen Koppelbedingungen nicht wie im klassischen
Fall als Oberflichenintergral ausgedriickt werden konnen. Es muss folglich zur
Umsetzung a priori eine Annahme bzgl. des Verformungs- bzw. Spannungs-
zustandes innerhalb des Volumenelement, und nicht nur auf der Oberflache,
gemacht werden. Hierfiir kann entweder ein Polynom fiir die Deformation
angenommen werden (6.77) oder alternativ die Kopplungsbedingung iiber
Lagrange-Multiplikatoren (6.84) umgesetzt werden. Letzteres ist wiederum
dquivalent zu dem Aufbringen einer linear verteilten Volumenkraft was in
einer quadratischen Spannungsverteilung resultiert. Dies verdeutlicht warum
die Wahl des Volumenelementes bei einer verallgemeinerten Homogenisierung
eine so zentrale Rolle einnimmt.

Zur Beurteilung der Anwendbarkeit der hier vorgestellten Ansétze sind diese
Annahmen folglich mit der Deformation der zu homogenisierenden Mesostruk-
tur zu vergleichen und zu priifen ob das Volumenelement so gewihlt werden
kann, dass die innere Linge (Entfestigungszone) richtig erfasst wird. Eine erste
intuitive Wahl wire es, die Basiszelle als Volumenelement zu verwenden. In
Kapitel 4.3 hat sich gezeigt, dass die Deformation allerdings bereits ohne das
Aufbringen von hoheren Gradienten innerhalb einer Basiszelle lokalisiert (vgl.
Kapitel 4.3). Der zweite Deformationsgradient (oder Gradient der Mikrodefor-
mation), welcher zur Bestimmung der inneren Linge erfasst werden miisste,
,liegt* folglich innerhalb der Basiszelle. In Ansatz (6.77) bzw. (6.86) kontrol-
lieren die effektiven Gradienten bzw. deren konjugierte Spannungen hingegen
den Gradienten iiber das Volumenelement hinweg und die Gradienteneffekte
die zur Regularisierung notig wéren, konnen somit intrinsisch nicht erfasst
werden. Wesentlich deutlicher wird dieser Zusammenhang bei Betrachtung
der Identitit (6.73), mit welcher die effektiven Gradienten durch die Ableitung
nach der Makrovariable X definiert sind. Die verwendeten Gradienten kon-
nen also lediglich die Anderung iiber mehrere Zellen hinweg abbilden. Es ist
folglich auch nicht zu hoffen, dass Annahmen alternativ zu der polynomiellen
Abbildung (6.77) hier eine Abhilfe schaffen. Mit der gleichen Argumentati-
on wird auch klar, dass eine Erweiterung des hier untersuchten Ansatzes um
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hohere Gradienten V2F, V3F, . .. oder weiterer unabhingiger Mikrodeforma-
tionen x,, x5, als quadratische und kubische Glieder in der Approximation
(6.1), keine Abhilfe schaftt.

Basierend auf dieser Diskussion kann man nun die Forderung ableiten, dass
das zur Homogenisierung betrachtete Volumenelement wesentlich kleiner sein
muss als die Lokalisierungszone. Da die Lokalisierungszone in dem hier ent-
wickelten Material allerdings alleine durch die Beulelemente gegeben ist, wire
eine solche Wahl nicht mehr représentativ fiir das Verhalten der Mesostruktur.

Wie die phidnomenologische Modellierung in Abschnitt 6.2 gezeigt hat ist
eine materielle Beschreibung allerdings in Grenzen durchaus moglich. Eine
systematische Homogenisierung scheitert allerdings an der Definition der ef-
fektiven Gradienten. Diese werden iiber das Minimierungsproblems (6.70) und
die Identitdt (6.73) definiert. Mochte man folglich eine systematische Homo-
genisierung fiir das hier entwickelte Material durchfiihren, ist insbesondere
das Minimierungsproblem (6.70) zu hinterfragen. Wobei man sich bei beiden
Vorgehen, phinomenologische Modellierung und Homogenisierung, immer
die Grundsitzliche Frage stellen sollte, welche Effekte in einer Kontinuums-
modellierung abgebildet werden sollen.
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In dieser Arbeit wurde ein instabiles mechanisches Metamaterial basierend
auf instabilen Basiszellen entwickelt und mittels geeigneter Modelle iiber ver-
schiedenen Skalen hinweg charakterisiert. Betrachtet wurde hierbei auf der
untersten Ebene das Verhalten einer einzelnen instabilen Zelle, bzw. eines
einzelnen instabiles Beulelements. Auf der nédchst hoheren Ebene wurde das
Effektivverhalten von instabilen Zellverbianden betrachtet und schlussendlich
Moglichkeiten untersucht das Effektivverhalten mittels einer erweiterten Kon-
tinuumstheorie als Kontinuum zu beschreiben.

Die Effektiveigenschaften auf der untersten Betrachtungsebene - der einzelnen
Zelle oder eines einzelnen Beulelementes - werden in erster Linie durch die
Geometrie der Beulelemente getrieben und lassen sich durch wenige Geome-
trieparameter in einem weiten Bereich einstellen. Die Moglichkeit die kriti-
schen Beulkrifte unabhingig voneinander einzustellen und die Realisierung
von Strukturen die unter Entlastung im gebeulten Zustand verweilen ist hierbei
besonders hervorgehoben.

Lédsst man auf der nidchst groBeren Skala, bei der Betrachtung von Zellverbén-
den, Interaktionen zwischen den Zellen zu, so fiihrt dies zu einer Reihe von
ungewohnlichen und spannenden effektiven Materialeigenschaften. So konnen
durch die geeignete Kombination von verschiedenen Zellen beliebige Effek-
tiveigenschaften wie z.B. Belastungs- und Entlastungspfade oder lokale Stei-
figkeiten eingestellt werden. Diese miissen allerdings nicht a priori festgelegt
werden, sondern kdnnen insbesondere auch durch eine einstellbare Belastungs-
geschichte veridndert (programmiert) werden. Dies wiederum wird einerseits
durch die negativen Kraftminima der einzelnen Zellen ermoglicht, ist aber
auch ohne negatives Kraftminimum moglich, da Zellverbédnde in Abhingigkeit
von der Anzahl an Zellen mehrere stabile Gleichgewichtskonfigurationen fiir
die gleiche Randbedingung (Kraft oder Verschiebung) zeigen. Diese kdnnen
wiederum durch Aufbringen einer Belastungs(vor)geschichte angesteuert wer-
den. Uber diese Mechanismen konnen die komplette Spannungs-Dehnungs
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Hysterese sowie alle moglichen lokalen Eigenschaften innerhalb des gleichen
Materials verdndert/programmiert werden. Besonders betont sei hierbei, dass
diese Programmierung alleine durch die Belastungsgeschichte moglich ist, und
keinerlei zusitzliche dguflere Manipulation nétig ist.

Eine weitere herausragende Eigenschaft ist die Art und Weise wie Energie in
solchen Metamaterialien dissipiert wird. Die Energiedissipation basiert zwar
im Endeffekt auf einer viskosen Dampfung des Grundmaterials, durch die
schlagartige Dehnungslokalisierung, ausgelost durch die mechanische Instabi-
litat, wird allerdings eine Trennung der Zeitskalen zwischen Energiedissipation
und duBerer Belastung erzielt. Dieser Mechanismus fiihrt dazu, dass das Meta-
material in einem weiten Bereich weder viskose (geschwindigkeitsabhingige)
noch plastische (irreversible) Energiedissipation zeigt.

Insbesondere das Stabilitdtsverhalten von Zellverbédnden ist stark abhédngig von
der Anzahl der betrachteten Zellen, wodurch insbesondere die Energiedissipati-
on einen starken GroBeneffekt zeigt. Hierbei sind zwei iiberlagerte Phinomene
zu unterscheiden, fiir wenige Zellen wird die schlagartige Dehnungslokali-
sierung mit steigender Anzahl an Zellen begiinstigt, wodurch die spezifische
Energiedissipation ansteigt. Ab einem gewissen Schwellenwert nimmt dann die
Storungsempfindlichkeit zu, wodurch die spezifische Energiedissipation, un-
ter Beriicksichtigung duf3erer Storungen oder Temperaturfluktuationen, wieder
abnimmt.

Der Schritt zur ndchst hoheren Skala beschiftigte sich mit der Formulierung
eines geeigneten Kontinuumsmodells, welches sowohl den Grenzfall belie-
big vieler Basiszellen (n — o0), als auch die ausgeprigten GroBeneffekte
bei einer geringen Anzahl an Zellen, richtig beschreibt. Aufgrund der feh-
lenden intrinsischen Linge ist eine klassische Kontinuumstheorie allerdings
skalierungsinvariant, und eine Beschreibung von GroBeneffekten ist im All-
gemeinen nicht moglich. Erschwerend kommt hier hinzu, dass eine klassi-
sche Kontinuumstheorie mit nicht konvexem Potential immer eine unendlich
schmale Lokalisierungszone zeigt, wodurch auch die GroBeneffekte in Zu-
sammenhang mit der endlichen Entfestigungszone nicht abgebildet werden
konnen. Als Abhilfe wurde hier eine Modellierung mit Hilfe einer erweiterten
Dehnungsgradiententheorie, als Sonderfall der Mikromorphen Theorie, an-
gewandt. Auf Grund der einfachen Struktur des postulierten Potentials kann
fiir den eindimensionalen Fall aus der analytischen Losung des Eigenwertpro-
blems ein Zusammenhang zwischen Entfestigungslidnge und Gradientenstei-

100



7 Zusammenfassung und Ausblick

figkeit abgeleitet werden. Hierdurch kann die endliche Entfestigungsliange im
Rahmen einer Kontinuumsmodellierung richtig wiedergegeben werden, wo-
mit wiederum die Grundlage zur Modellierung von GroBeneffekten bzgl. der
Energiedissipation gelegt worden ist. Weitere zu erwartende Grofleneffekte im
Zusammenhang mit der Wirkung von Randbedingungen werden durch dieses
Modell ebenfalls qualitativ richtig erfasst.

Abschlieend wurde gezeigt, dass die in der Literatur angewandten Verall-
gemeinerungen der klassischen Homogenisierung nicht auf die hier vorlie-
gende Mesostruktur anwendbar sind. Ursache sind hierbei in erster Linie die
verwendeten Aquivalenzbeziehungen. Aus diesen folgt, dass sich die fiir die
Modellierung relevanten Dehnungsgradienten iiber mehrere Zellen erstrecken
miissen. Dass eine systematische Homogenisierung im Allgemeinen moglich
ist, schlieBt dies allerdings ausdriicklich nicht aus.

Aufbauend auf diesen Grundlagen ldsst sich eine Reihe von weiteren sowohl
aus angewandter, als auch aus wissenschaftlicher Sicht - spannenden Frage-
stellungen ableiten. Einige dieser werden im Folgenden grob skizziert.

Zunichst einmal stellt sich aus Anwendersicht die Frage wie die Struktur bzgl.
ihrer effektiven Eigenschaften weiter optimiert werden kann. Interessant wire
hier vor allem eine Steigerung der spezifischen Energiedissipation. Neben
einer alleinigen Strukturoptimierung kann und sollte hierfiir auch die Ebene
des konstitutiven Materials mit in die Optimierung einbezogen werden und
alternative Materialkonzepte betrachtet werden.

Insbesondere auch die Anfilligkeit gegeniiber Storungen kann einer prakti-
schen Anwendung sowohl als programmierbares Material, als auch einer An-
wendung zur Energiedisspation, im Wege stehen. Es stellt sich somit die Frage,
ob die Anfilligkeit gegeniiber Storungen strukturell beeinflusst werden kann.
Interessanterweise lautet die Antwort hierzu ja. So wurde erst kiirzlich gezeigt,
dass auch unter Beriicksichtigung von Temperaturfluktuation bis zu einer ge-
wissen Grenztemperatur die Bistabilitit eines einzelnen Elementes erhalten
werden kann (Caruel und Truskinovsky 2017). Erreicht wird dies durch eine
nichtlokale Kopplung mehrere parallel geschalteter nicht konvexer Subelemen-
te. Zur Beurteilung dieses Konzeptes sowie zu deren praktischen Realisierbar-
keit ist allerdings ein tiefgreifendes Verstdndnis der statistischen Mechanik
notwendig, welche in dieser Arbeit bewusst nicht behandelt wurde. An diesem
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Punkt ansetzend ergibt sich somit viel Potential fiir nachfolgende Untersuchun-
gen, die insbesondere auch aus wissenschaftlicher Sicht interessant sind.

Bis auf eine Ausnahme sind die in dieser Arbeit verwendeten Modelle alle un-
ter Vernachldssigung dynamischer Effekte hergeleitet. Diese stoflen allerdings
schnell an ihre Grenzen, da das System bei einem Zustandswechsel zwingend
dynamisch wird. Die durch diesen dynamisch ablaufenden Zustandswechsel
hervorgerufenen Mechanismen wurden in dieser Arbeit nur am Rande disku-
tiert. So lassen insbesondere die Interaktionen, ausgelost durch dynamische
dulere Belastung sowie die Wellenausbreitung die durch schlagartige Lokali-
sierung ausgelost wird einige Fragen offen. Eine systematische Untersuchung
dynamischer Effekte birgt vor allem auch aus Sicht des Materialdesigns eini-
ges an Potential, da hier die Hoffnung besteht, weitere ungewohnliche Eigen-
schaften erzeugen zu konnen. Eine systematische Untersuchung dynamischer
Effekte ist allerdings auf Grund der nichtlinearen Differentialgleichungen eine
grof3e Herausforderung. Insbesondere sei bemerkt, dass auch eine Linearisie-
rung hier nicht zielfiihrend ist, da hierdurch die Instabilitdt unterbunden wird.
Erste, liberwiegend numerische Studien, auf dem Gebiet der dynamischen Zu-
standswechsel sind in den Referenzen Bruno 1995; Rosakis und Knowles 1997,
Balk u. a. 2001a; Balk u. a. 2001b; Slepyan und Ayzenberg-Stepanenko 2004;
Slepyan u. a. 2005 zu finden.

Fiir die effektive Materialbeschreibung instabiler Metamaterialien konnte in
dieser Arbeit, iiber die Einfiihrung einer physikalischen intrinsischen Lénge,
einige wichtige Erkenntnisse gesammelt werden. Hierauf aufbauend ergeben
sich viele Moglichkeiten der Erweiterungen. So kann das Kontinuumsmodell
nun um einen geeigneten Dissipationmechanismus zur Beschreibung dynami-
scher Effekte und insbesondere zur Abbildung der Energiedissipation, erweitert
werden. Erfolgt dies im Rahmen einer mikromorphen Theorie, so ist zusétzlich
auch noch die Definition einer Mikrotrdgheit, die der Mikrodeformationsge-
schwindigkeit y entgegenwirkt, nétig. Eine solche Kontinuumsbeschreibung
mag auf den ersten Blick zwar als theoretische Spielerei anmuten, schafft
man es allerdings tatsdchlich einen dquivalenten Dissipationsmechanismus zu
formulieren, so kann hierdurch insbesondere fiir die Analyse der Wellenaus-
breitung in groen Strukturen eine signifikante Vereinfachung erfolgen.

Schlussendlich verbleibt aus dieser Arbeit die Frage, wie eine systematische
Homogenisierung lokalisierender Mesostrukturen erfolgen kann. Wie sich ge-
zeigt hat, muss man sich hierfiir allerdings von bekannten Konzepten weitest-

102



7 Zusammenfassung und Ausblick

gehend trennen und die Homogenisierung grundlegend iiberdenken. Ein erster
Ansatzpunkt wire es, unter Beriicksichtigung der fiir entfestigende Materiali-
en vorliegenden Besonderheiten, die grundlegenden Aquivalenzbeziehungen,
insbesondere das Minimierungsproblem (6.70), neu zu formulieren.
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A Anhang

A.1 Herleitung der Maxwell-Regel

Die Maxwell-Regel ist in (Clerk-Maxwell 1875) nur als experimentelle Be-
obachtung angegeben. Sie lésst sich allerdings auch mathematisch, wie z.B.
in (Le 2011) dargestellt, herleiten. Hierfiir sucht man Losungen u (x) die das
Funktional

L
H:/ E (H)dX (A.1)
0

minimieren, wobei E (H) ein beliebiges nicht konvexes Potential ist. Die fol-
gende Herleitung beschrinkt sich auf Verschiebungsrandbedinung, da dies der
fiir diese Arbeit interessantere Fall ist. Minimierer fiir das obige Funktional
miissen folglich zusitzlich die Randbedingungen

u(©)=0 und u(L)=U (A.2)

erfiillen. Die Analyse des diskreten Falls hat gezeigt, dass der Bereich negativer
tangentialer Steifigkeit instabil, also unzulissig ist. Wie sich spiter zeigen wird,
gilt dies analog auch fiir das Kontinuumsproblem. Wenn folglich Dehnungen
in einem Bereich H € (H|, H») unzulissig sind, so muss zur Erfiillung der
Randbedingung (A.2) mit U € (LHj,LH,) eine Phasentrennung erfolgen.
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit, kann angenommen werden, dass nur
zwei Phasen, mit Dehnung H; und Dehnung Hj, > H;, gleichzeitig existieren.
Ein potentieller Minimierer ldsst sich folglich als

(A3)

o [HX X € [0,0)
YT E, X -0+ He Xelel]
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darstellen, wobei mit ¢ die Phasengrenze parametrisiert wird. Mit dieser Pha-
senaufteilung folgt aus der notwendigen Bedingung 611 = 0 zunéchst

t L
I = / P(H)SHAX + / P (H)S6HAX = 0. (A4)
0 4

P = Oy E (H) ist hierbei die zu H konjugierte Spannung. Da die gesuchte
Losung lediglich eine Diskontinuitdt bei X = £ aufweist, sonst aber ausreichend
glatt ist, kann obige Bedingung, unter Anwendung der partiellen Integration,
als
¢ L
oIl = / OxP (H)SudX + / AxP (H)oudX + (P* = P7) 6u(t) = 0.
0 ¢
(A.5)

geschrieben werden. Wobei P* und P~ die rechts und linksseitigen Grenzwerte

+ _ . - _ .
P*=lim P(X) uwnd P = Jim P(X) (A.6)

an der Diskontinuitit X = ¢ bezeichnen. Wie zu erwarten war, folgert man aus
(A.5) mit der iiblichen Argumentation

P(X)=0yE(X)=P" =P =konst. VX €[0,L] (A7)

Den gleichen Argumenten folgend, erhilt man aus 62IT > 0 die Bedingung fiir
Stabilitdt der Losung

P >0. VX el[0,L] (A.8)

In (A.3) konnen folglich nur Zustinde H; und Hj, mit positiver tangentialer
Steifigkeit angenommen werden. Unbekannt bleibt hier aber nach wie vor die
Spannung P. Um diese zu erhalten, kann ausgenutzt werden, dass nach (A.3)
der Losungsraum nur noch durch Hj,, H; und ¢ beschrieben ist und somit das
Funktional (A.1) in die Funktion

Il = L (CE (Hy) + (1 — €) E (H})) (A.9)
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A.1 Herleitung der Maxwell-Regel

Py F
% Par (Hp — Hy)#

E(H)-E(H) % A

0
0 H H, U/L

Abbildung A.1: Graphische Darstellung der Maxwell-Regel

iiberfiihrt werden kann. Fiir die erste Variation folgt damit

oll =L (aHE (Hh)féHh +E (Hh) 60+ OyE (Hl) (1 - f) oH; - E (Hh)éf) .

(A.10)

Fiir die Randbedingung (A.2) folgt aus dem Losungsansatz (A.3) aber
oU = 6Hp6C + H,6¢ + 6H; (1 =€) — 6H;6¢ = 0 (A.11)
54 (Hh - H[) ol = -0Ht — 0H, (1 - f) . (A.12)

Mit (A.7) und (A.12) folgt aus (A.10) somit der folgende Ausdruck fiir die
erste Variation

ST = L(E (H,) — E (H)) - P (Hy, — H))) 6¢. (A.13)

Die weitere Herleitung beschriankt sich auf den hier interessanten Bereich
[ € (0,1), in dem eine tatsdchliche Phasentrennung vorliegt. In diesem offenen
Intervall miissen die Randpunkte £ = 0 und ¢ = 1 nicht gesondert betrachtet
werden und ein Minimierer folgt wie iiblich aus 6I1 = 0. Da die Randbedin-
gungen in (A.13) bereits beriicksichtigt sind, gilt in diesem Bereich folglich

E (Hp) - E (Hp) - Py (Hy, — Hp) = 0. (A.14)

Eine Phasentrennung ist somit genau dann (und nur dann) moglich, wenn
die (duflere) Spannung P, iiber diese so genannte Maxwell-Regel gegeben ist.
Diese, fiir beliebiges nicht konvexes inneres Potential E (H) giiltige Bezichung,
ist in Abbildung A.1 graphisch veranschaulicht. Das Spannungsnieveau Py,
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bei der Phasentransformation ist demnach dadurch gegeben, dass die Fldche
Py (Hp, — Hy) genau so grof ist, wie das Integral

H), Hy,
/ PdH = oyEdH = E (H,) - E (H)). (A.15)
H; H;

Dies ist aber genau dann der Fall, wenn die Maxwell-Linie P = P, die
Spannungs-Dehnungs Kurve in zwei gleich grofle Flichen A; = A, unterteilt.
Jede andere Transformationsspannung wire im Widerspruch zur Maxwell-
Regel (A.14). Insbesondere ist auch eine Transformation mit abfallender oder
ansteigender Spannung nicht moglich, da dies im Widerspruch zu (A.7) stehen
wiirde.
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