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EINLEITUNG

»This theorem with its many proofs is a striking illustration of the
fact that there is more than one way of establishing the same truth.”
Elisha S. Loomis, The Pythagorean Proposition, 1940, Seite 3

Der Satz des Pythagoras ist einer der fundamentalen Séatze der euklidischen Geometrie. Den ver-
mutlich ersten Beweis flr seine Aussage lieferte Pythagoras von Samos bereits 540 v.Chr. Mittler-
weile gibt es Uber 400 verschiedene Beweise dieses zentralen Satzes. Einen neuen Beweis flir eine
bekannte Aussage zu entwickeln, ist also durchaus keine Seltenheit in der Mathematik. So liefert
eine neue Beweistechnik haufig eine neue Sichtweise auf das Problem. Sie hilft dabei, die Struktur
des Problems besser zu verstehen. Weiterhin ist es oft mdglich, Beweistechniken auf andere Pro-
bleme zu Ubertragen. So kénnen Antworten auf bislang offene Fragestellungen gefunden werden.

In der vorliegenden Arbeit wird eine neue Beweistechnik zur Konvergenzanalyse von Splittingver-
fahren fir hochoszillatorische, semilineare Probleme vorgestellt.

Motivation

Die Simulation hochoszillatorischer Phadnomene ist in vielen Bereichen der Naturwissenschaften
und Technik von groBer Bedeutung, beispielsweise in der Molekildynamik, bei elektromagnetischen
Wechselwirkungen oder in der Astrophysik. Unter einem hochoszillatorischen Problem versteht man
das Auftreten von Daten und Signalen auf verschiedenen Zeitskalen. Beispielsweise wird eine lang-
same Bewegung von kleinen, sehr schnellen Oszillationen lberlagert. Dabei ist das Ziel der Si-
mulation meist, die globale, langsame Bewegung darzustellen. Die schnellen Oszillationen kleiner
Amplitude sind h&ufig nicht von Interesse.

Zur mathematischen Modellierung hochoszillatorischer Phdnomene werden meist Differentialgleich-
ungen verwendet. Die Lésung einer solcher Gleichung lasst sich haufig nicht exakt berechnen. Da-
her werden numerische Integrationsverfahren (Integratoren) eingesetzt, um eine Approximation an
die Ldésung zu bestimmen. Klassische, explizite Verfahren wie das Stérmer-Verlet-Verfahren beru-
hen auf der Taylorentwicklung der exakten Lésung, vergleiche [Stormer| (1907) oder |Verlet (1967).
Die Stabilitats- und Fehleranalyse solcher Verfahren gelingt nur, wenn das Produkt aus verwendeter
Schrittweite und gréBter Frequenz des Systems klein ist. Die groBten Frequenzen eines hochoszil-
latorischen Problems sind jedoch typischerweise sehr viel gréBer als die gewilinschte Schrittweite,
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2 Einleitung

denn diese Frequenzen erzeugen die schnellen Oszillationen der Lésung. Da man jedoch primar an
der globalen Bewegung auf der langsamen Zeitskala interessiert ist und diese effizient approximier-
en moéchte, sind groBe Schrittweiten wiinschenswert. Klassische, explizite Verfahren sind fiir solche
Schrittweiten instabil. Um sinnvolle Approximationen mit einem expliziten, klassischen Verfahren zu
berechnen, muss daher eine duBerst starke Schrittweiteneinschrankung in Kauf genommen werden,
siehe beispielsweise [Hairer, Lubich und Wanner (2006), Kapitel 1.5.2.

Diese Instabilitat klassischer Integrationsverfahren motivierte die Entwicklung neuer spezieller Ver-
fahren fOr die numerische Zeitintegration von hochoszillatorischen Problemen. Dabei entstand die
Klasse der trigonometrischen Integratoren, auch Gautschi-artige Verfahren oder Lange-Zeitschritt-
Verfahren genannt, die in der Klasse der exponentiellen Integratoren enthalten sind, vergleiche [Hai-
rer et al.| (2006), Kapitel XIII. Sie unterliegen keiner Schrittweiteneinschrankung. Erste Prototypen
dieser Klasse zeigten jedoch numerische Resonanzen, wie das Verfahren von|Gautschi| (1961), das
Verfahren von |Deuflhard| (1979) oder die Impulsmethode von |Grubmiller, Heller, Windemuth und
Schulten| (1991) und [Tuckerman, Berne und Martynal (1992). Unter einer numerischen Resonanz
versteht man das Auftreten groBer Fehler des Verfahrens fir einzelne, speziell gewéahlte Schrittwei-
ten. Abhilfe konnte durch Einsatz von Filterfunktionen geschaffen werden, die erstmals in |Garcia-
Archilla, Sanz-Serna und Skeel| (1999) verwendet werden. Diese ,filtern” kritische Fehlerterme, so-
dass diese sich nicht Uber die Zeit aufsummieren und somit numerische Resonanzen verhindert
werden kdnnen.

Konvergenzanalysen verschiedener trigonometrischer Integratoren mit geeigneten Filterfunktionen
wurden bereits in zahlreichen Arbeiten durchgefiihrt, wie beispielsweise in |Garcia-Archilla et al.
(1999), Hochbruck und Lubich| (1999), |Grimm und Hochbruck! (2006), Hairer et al.| (2006), [Sanz-
Sernal (2008) oder jiingst in |Gauckler| (2015). Dabei wird Konvergenz zweiter Ordnung in den Po-
sitionen gleichmaBig in den hohen Frequenzen und unter einer Finite-Energie-Bedingung an die
Lésung gezeigt. Die Fehleranalysen basieren im Wesentlichen auf der Variation-der-Konstanten--
Formel. Sie sind sehr aufwendig, da die kritischen Fehlerterme herausgearbeitet und geeignet be-
handelt werden mussen. Daraus ergeben sich hinreichende Bedingungen an die Filterfunktionen,
mithilfe derer Konvergenz bewiesen werden kann. Jedoch war es bislang nicht mdglich, notwendige
Bedingungen an die Filterfunktionen zu formulieren.

In|Buchholz, Gauckler, Grimm, Hochbruck und Jahnke|(2018) gelang es, einen neuen Beweis flr tri-
gonometrische Integratoren angewandt auf lineare, hochoszillatorische Probleme aufzustellen. Die
grundlegende, bereits zuvor bekannte Idee des Beweises beruht darauf, trigonometrische Integra-
toren in Form eines Strang-Splittingverfahrens angewandt auf eine modifizierte Gleichung zu schrei-
ben. Neu ist dabei nun, Konvergenz mit Beweistechniken aus der Analyse von Splittingverfahren zu
zeigen, wie beispielsweise die iterierten Kommutatoren oder eine Variante des Fachers der Lady
Windermere, vergleiche Jahnke und Lubich| (2000) oder [Lubich| (2008). Die neue Beweistechnik
schlieBt damit die Licke zwischen der Analyse von trigonometrischen Integratoren fur hochoszilla-
torische Losungen und der Analyse der Splittingverfahren fir glatte Lésungen.

Ziele und Ergebnisse

Das zentrale Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, den Beweis aus [Buchholz et al.| (2018) auf se-
milineare, hochoszillatorische Probleme zu erweitern. Untersucht wird dabei eine neue Klasse von
trigonometrischen Integratoren, bei welcher das Splittingverfahren in vertauschter Reihenfolge ver-



wendet wird. Die neue Beweistechnik hilft somit, weitere Verfahren fir hochoszillatorische Proble-
me zu entwickeln. Die Arbeit enthalt weiterhin eine numerische Simulation des beriihmten Fermi-
Pasta-Ulam-Tsingou-Problems. Die Testergebnisse bekraftigen die Konvergenzaussage. Eine er-
weiterte Anwendung auf eine forschungsrelevante Problemstellung in der Laser-Plasma-Simulation
wird ebenfalls diskutiert. Hier zeigt sich die Allgemeinheit der in der vorliegenden Arbeit betrachteten
Problemstellung und des verwendeten Integrationsverfahrens.

Die Veréffentlichung Buchholz et al.[(2018) stellt eine Vorarbeit meiner Promotion dar. Ubertragt man
den in Buchholz et al.| (2018) geflihrte Beweis fiir lineare Probleme auf ein Splittingverfahren in ge-
anderter Reihenfolge, so ist dieser Beweis ein Spezialfall des Konvergenzbeweises fiir semilineare
Probleme der vorliegenden Arbeit und wird deshalb hier nicht separat gefiihrt. Teile des Beweises fiir
lineare Probleme werden allerdings als Motivation und zur lllustration der Beweistechnik aufgefuhrt.

Gliederung

Im ersten Kapitel wird die in dieser Arbeit betrachtete Differentialgleichung vorgestellt und dargelegt,
weshalb ihre Lésung hochoszillatorisch ist. Weiterhin werden bereits bekannte Integrationsverfahren
definiert und die Schwierigkeiten bei der numerischen Simulation hochoszillatorischer Probleme
illustriert.

Das zweite Kapitel stellt die Grundlage fiir den zentralen Konvergenzbeweis dar. Zunachst werden
einige Grundlagen zu Splittingverfahren wiederholt. Danach werden zwei Arbeiten zur Konvergenz
von Splittingverfahren vorgestellt. Da der Konvergenzbeweis der vorliegenden Arbeit auf Beweis-
techniken dieser zwei Arbeiten beruht, werden sie kurz erldutert. AnschlieBend wird die historische
Entwicklung der trigonometrischen Integratoren vorgestellt. Dieser Abschnitt liefert einerseits einen
Uberblick der bisherigen Arbeiten auf diesem Gebiet, andererseits wird auch hier auf die Beweis-
techniken eingegangen, um den Unterschied zur Konvergenzanalyse der vorliegenden Arbeit auf-
zuzeigen. Auch die Ergebnisse der Vorarbeit Buchholz et al. (2018) sind hier zusammengefasst.

Im dritten Kapitel werden trigonometrische Integratoren als Splittingverfahren dargestellt. Dazu wird
zun&chst eine modifizierte Gleichung eingefiihrt, welche durch die Filterfunktionen als Stérung der
urspriinglichen Gleichung aufgefasst wird. Das Kernstlick der Arbeit befindet sich im vierten Kapitel.
Hier wird die Fehleranalyse dieser auf trigonometrischen Integratoren basierenden Splittingverfah-
ren durchgeflihrt. Die in diesem Kapitel vorgestellten Satze und Beweise sind neu.

Die im vierten Kapitel gewonnenen Erkenntnisse werden im funften Kapitel durch numerische Si-
mulation des Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou-Problems illustriert. Eine Ubertragung des Konvergenzbe-
weises auf ein Verfahren zur numerischen Simulation der Wechselwirkungen zwischen einem Laser
und hochdichtem Plasma findet im sechsten Kapitel statt.
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KAPITEL 1

LSEMILINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNG ZWEITER ORDNUNG
MIT HOCHOSZILLATORISCHER LOSUNG

Zur Modellierung der Phdnomene aus der Naturwissenschaft und technischer Systeme werden
meist Differentialgleichungen verwendet. Das einfachste Beispiel ist ' = ma, das Newton’sche Ge-
setz, das eine Beziehung zwischen der Masse m eines Kdrpers, seiner Beschleuigung a und der auf
ihn wirkenden Kraft F' herstellt. Die Position ¢ des Kérper ergibt sich nun aus zweimaliger Integra-
tion, denn die zweite zeitliche Ableitung der Positionen entspricht der Beschleuigung ¢”(t) = a(t).
Sind die auftretenden Kréafte linear, so erhalt man eine Differentialgleichungin der Positionen ¢ der
Form, wie sie nachfolgend betrachtet wird.

Kompliziertere, physikalische Prozesse werden haufig durch partielle Differentialgleichungen be-
schrieben. Hier treten neben der zeitlichen Ableitung auch rdumliche Ableitungen auf. Ein bekanntes
Beispiel ist die inhomogene Wellengleichung in einer Raumdimension

0 0
(@) = =5 (@) + £(q).

Durch raumliche Semidiskretisierung zum Beispiel mithilfe einer Spektralmethode kann man eine
gewdhnliche Differentialgleichung erhalten, wie sie nachfolgend betrachtet wird (siehe dazu auch

Abschnitt[2.2.6).

Die vorliegende Arbeit handelt jedoch priméar davon, die Lésung ¢ : [0, teng] — R? der gewdhnlichen
Differentialgleichung
q"(t) = —Q%(t) + g(q(t)), 0 <t <teng
(0) = g0, ¢'(0) = gp-
numerisch zu approximieren. In der folgenden Annahme werden die Voraussetzungen an die auftre-
tende Matrix €2, die Lésung ¢ und die Funktion g zusammengefasst, die spater fir die Konvergenz-
analyse in Kapitel[4|benétigt werden. Sie liefern auch Existenz der Ldsung, vergleiche beispielsweise
Satz 2.5.6 aus|Aulbach| (2004).

(1.1)



6 Kapitel 1. Semilineare DGL 2. Ordnung mit hochoszillatorischer Lésung

Annahme 1.1.  a) Die Matrix ) sei symmetrisch und positiv semi-definit mit beliebig groBer Norm
|2 > 1, wobei ||| die Euklidnorm oder die durch die Euklidnorm induzierte Matrixnorm
bezeichnet.

b) Die exakte Lésung q(t) erflllt die Finite-Energie-Bedingung

a1 + || )| < K2, 0 <t < teng- (1.2)

c) Es seienrg,r1 undry positive reele Zahlen. Die Nichtlinearitdt g € C*(R?) und ihre erste und
zweite Ableitung seien auf Kugeln mit Radlius ry, 1 beziehungsweise ro beschrédnkt. Genauer
gilt: Es existieren nichtnegative Konstanten Cy o, Cy1 und C, 2 mit

l9(a)|] < Cyo, fiir ||q|| < 7o (1.3a)
|9 (@)|| < Cya, fiir ||q|| <71 (1.3b)
19" (a)|| < Cy2, fiir ||q|| < 7 (1.3¢)

d) Es sei g Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L :

lg(v) = g(w)ll < Lg [v = wl].- (1.4)

Um in Kapitel [2| auf die Konvergenzanalysen in der Literatur einzugehen, werden die Annahmen
leicht verschérft. Bedingung d) entfallt hier, da sie direkt aus ||¢’(¢)|| < Cy,1 folgt.

Annahme 1.2. Es gelten die Bedingungen a) und b) aus Annahme|[1.1] Weiterhin seien die Nicht-
linearitdt g € C2(R%) und ihre erste und zweite Ableitung beschrénkt fiir alle ¢ € RY, das heiBt es
existieren nichtnegative Konstanten Cy o, Cy1 und Cg o mit

lg(a)]l < Cyo, (1.5a)
lg'(@)]| < Cy.1, (1.5b)
9" (@)]] < Cop, (1.5¢)

Bemerkung 1.3. Die Zahlen ry, 71 und ro werden in obiger Annahme nicht genau bestimmt. Fiir die
Konvergenzanalyse lassen sich jedoch maximale Kugelradien angeben, fiir die Konvergenz gezeigt
werden kann, vergleiche (4.21). Da im Konvergenzbeweis diese GréBen von einer modifizierten
Gleichung abhdngen, dessen Lésung mit u bezeichnet werden wird, werden sie ebenfalls mit Tilde
bezeichnet.

Bemerkung 1.4. Die Finite-Energie-Bedingung wird hier fiir alle Zeiten 0 < t < tqng gefordert. Es
genugt allerdings, sie nur firt = 0 zu fordern, siehe dazu LemmalB.1] Fiir die meisten relevanten
Probleme aus den Naturwissenschaften ldsst sich eine solche Energiebedingung aus der Erhaltung
der Gesamtenergie des Systems ableiten. Teilweise hat sie sogar physikalische Bedeutung, wie
die harmonische Energie von Systemen der Molekildynamik. Auch die numerischen Experimente
in Kapitel[5 oder das Beispiel der Laser-Plasma-Simulation in Kapitel [§ zeigen, dass eine solche
Bedingung physikalisch sinnvoll ist.

Aufgrund der groBen Eigenschwingungen der Matrix 2 und der niedrigen Regularitatsvorausset-
zung an die Lésung g in Form der Finite-Energie-Bedingung bezeichnet man die Differentialglei-
chung (1.1) als oszillatorisch. lhre Lésung g wird meist durch sehr schnelle Schwingungen kleiner
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Abbildung 1.1: Darstellung der Simulation des ersten Massepunktes ¢; (hochoszillatorische Lésung)
des Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou-Problems firr ¢ € [0,6] und in der Detailansicht (zur Modellbildung
siehe Abschnitt[5.3).

Amplitude charakterisiert, wie sie beispielsweise in Abbildung [T.1]zu sehen sind. Im linken Bild er-
kennt man die glatte, langsame Bewegung der Lésung Uber sechs Zeiteinheiten. Betrachtet man
die Lésung jedoch im rechten Bild mit hdherer Auflésung, so erkennt man, dass diese langsame
Bewegung von schnellen Oszillationen Uberlagert wird.

Solche Lésungen werden als hochoszillatorisch bezeichnet und sie sind zentrales Untersuchungs-
objekt der vorliegenden Arbeit. Das oszillatorische Verhalten der Lésung erschwert die numerische
Integration und erfordert die Entwicklung spezieller Verfahren zur effizienten, numerischen Appro-
ximation der Lésung. Einige bereits bekannte Integratoren werden in Kapitel vorgestellt. Die
Herausforderungen bei der numerischen Integration werden schlieBlich in Kapitel [T.2] erlautert.

1.1 Bekannte Integrationsverfahren fur hochoszillatorische Probleme

In diesem Abschnitt wird zunachst das Stérmer-Verlet-Verfahren und die Klasse trigonometrischer
Integratoren vorgstellt. Die Klasse der trigonometrischen Integratoren ist in dieser Arbeit von zentra-
ler Bedeutung. Von ihr leitet sich das Splittingverfahren ab, das in der vorliegenden Arbeit analysiert
wird. Das Stérmer-Verlet-Verfahren wiederum wird haufg in der Praxis mit sehr kleiner Schrittweite
verwendet. Im letzten Abschnitt des Kapitels werden noch weitere Integrationsverfahren fiir hoch-
oszillatorische Probleme vorgestellt, die sich aber wesentlich von der Klasse der trigonometrischen
Integratoren unterscheiden.

1.1.1 Stormer-Verlet-Verfahren

Das Stérmer-Verlet-Verfahren ist schon lange bekannt und sehr populadr. Dieses Kapitel orientiert
sich an der Darstellung in [Hairer et al.|(2006). Das Verfahren wurde von mehreren Personen unab-
hangig voneinander entwickelt. Verlet (1967) schlug es fur Anwendungen in der Moleklldynamik vor,
welche meist hochoszillatorische Probleme darstellen. In der Praxis wird es fir die Simulation von
Molekilen immer noch haufig verwendet, da es hervorragende Langzeiteigenschaften hat, einfach
zu implementieren ist und jeder einzelne Zeitschritt glinstig zu berechnen ist. Letztere Eigenschaft
ist essentiell, denn das Verfahren ist nicht fir alle Schrittweiten stabil. Es muss eine scharfe Schritt-
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weiteneinschrankung in Kauf genommen werden, sodass sehr viele Zeitschritte zur Berechnung
einer geeigneten Approximation notwendig sind, vergleiche Abschnitt[1.2]

In |Stérmer| (1907) wurde diese Methode zur Untersuchung der Nordlichter vorgeschlagen. In der
Astronomie schatzt man das Verfahren besonders fir seine Symplektizitat (siehe dazu Hairer et
al.| (2006), Theorem 3.4). Diese flhrt zu einem guten Langzeitverhalten, denn ErhaltungsgréBen
wie die Energie des physikalischen Systems werden sehr gut approximiert. Die vorliegende Arbeit
beschaftigt sich jedoch primar mit der Konvergenz der Verfahren in endlicher Zeit.

Das Stérmer-Verlet-Verfahren berechnet numerische Approximationen ¢,, =~ q(n7) der Lésung ¢ der
Differentialgleichung (1.1) mit Schrittweite 7 durch

In+1 — 2Gn + Gn—1 = 72(_92(]71 + g(‘]n))' (1.6)

Man ersetzt hierfir die zweite Ableitung der Losung ¢ in (1.7) durch den zweiten zentralen Dif-
ferenzenquotient. Es handelt sich also um ein Zweischrittverfahren, welches Startwerte ¢ und ¢;
bendtigt. Der zweite Startwert ergibt sich aus einer Taylorapproximation 2. Ordnung, also

7_2

5 (—Qqo0 + 9(q0))-

@=q+ T+

Das Verfahren lasst sich auch als Einschrittverfahren schreiben. Dazu fuhrt man folgende neue
Variable zur Approximation der Ableitung p = ¢’ an entsprechenden Stellen ein:

_ dn+1 — gn—1

dn+1 — ¢4
Pn o und Pn+1/2 = R

T

Daraus erhalt man direkt
Pn+1/2 + Pn—1/2 = 2Pn
und mit
Pnt1/2 — Pn-1/2 = (=% + g(an))-

Mithilfe dieser Umformungen ergibt sich nach Elimination von p,,_; , die folgende Einschritt-Formu-
lierung:

-
P2 =P+ 5 (=20 + g(an))
Gn+1 = qn + TPpy1/2 (1.7)

-
Pnt+1 = Pnt1/2 + 5(—QCJn+1 + 9(qn+1))-

1.1.2 Klasse der trigonometrischen Integratoren

Die hier beschriebene Klasse der trigonometrische Integratoren findet sich in dieser Form in|Grimm
und Hochbruck| (2006). Zur geschichtlichen Entwicklung dieser Klasse von Integrationsverfahren sei
auf Kapitel [2.2) verwiesen.
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Zur Herleitung des Verfahrens schreibt man zunachst die Differentialgleichung (1.1) als System
erster Ordnung. Man erhélt Lésungen ¢, ¢’ : [0, teng] — R?, welche die Gleichung erster Ordnung

[ g'/’((tt)) } - [ —?22 é] [3’((?) ] - [g(qo(t)) ] e

erflllen. Nun wendet man die Variation-der-Konstanten-Formel auf das System an:

o | = ey "t | [ 20+ [ on)” Jowonan o

Die Klasse der trigonometrischen Integratoren erhélt man nun, wenn man das Integral durch eine
geeignete Approximation ersetzt:

[ dn+1 ] _ [ cos(7)) Q7 lsin(rQ) } [qn] [ 3720 g(Dgy)

. 1.10a
[/ —Qsin(7Q)  cos(79) q, %T(\I'Og(fl)qn) + V19(Pgnt1)) ] ( )

mit

b = o(7Q), U =(1Q), Uy = 1o(792), Uy =(79Q). (1.10b)
Zur Definition der hier auftretenden Matrixfunktionen siehe Abschnitt [A.4] Die Funktionen ¢, v, 1
und ; werden Filterfunktionen genannt. Sie filtern kritische Fehlerterme heraus, die sonst zu einer

Ordnungsreduktion des Verfahrens fiihren wirden, naheres dazu findet man in Kapitel[1.2] Zunachst
wird lediglich angenommen, dass die Filterfunktionen gerade und analytisch sind. AuBerdem gelte

¢(0) = 1(0) = o(0) = ¥1(0) =0,

um die Konsistenz des Verfahrens zu gewahrleisten. Man kann einfach nachweisen, dass der trigo-
nometrische Integrator symmetrisch ist, wenn

(2) = sinc(2)¢1(2) und Yo(z) = cos(z)¢1(2) (1.11)

erfllt sind, indem man n <+ n 4+ 1 und 7 <+ —7 vertauscht. Flr ein symmetrisches Verfahren kann
man eine Zweischritt-Formulierung unter Verwendung der Zeit-Umkehrbarkeit herleiten:

dn+1 — 2COS(TQ)Qn +gn-1 = TQ\I]g(q)Qn)

mit Startschritt

1
q1 = cos(7Q)qo + QL sin(rQ)q) + 57'2\119(@%).

1.1.3 Weitere numerische Verfahren fiir hochoszillatorische Probleme

In diesem Abschnitt werden kurz weitere Integrationsverfahren vorgestellt, die sich fir hochoszil-
latorische Probleme etabliert haben. Sie unterscheiden sich wesentlich von den in dieser Arbeit
betrachteten trigonometrischen Intergratoren in den Voraussetzungen an die Differentialgleichung,
der Idee des Integrationsverfahrens und den speziellen Bedingungen, unter denen Konvergenz ga-
rantiert werden kann. Eine gute Ubersicht zu hochoszillatrosichen Problemen bieten Hairer et al.
(2006) oder |[Engquist, Fokas, Hairer und Iserles| (2009).

Fir zeitabhéngige, lineare Probleme wurden Magnus-Integratoren vorgeschlagen, vergleiche Ma-
gnus| (1954) oder |[Hochbruck und Ostermann| (2010) und Literaturreferenzen in letzerer Arbeit. Ei-
ne numerische Approximation wird hier mittels der Magnus-Reihe bestimmt. Wenn die zeitlichen
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Ableitungen der zeitabhangigen rechten Seite der Differentialgleichung beschrénkt sind, lasst sich
Konvergenz dieser Verfahren zeigen, siehe beispielsweise[Hochbruck und Lubich|(1999) oder/Hoch-
bruck und Lubich| (2003).

Neben trigonometrischen Integratoren und Magnus-Integratoren gibt es noch solche, die nicht die
hochoszillatorische Lésung direkt approximieren, sondern lediglich das globale Verhalten dieser L6-
sung. Daflr wird zuerst eine Limitgleichung hergeleitet, deren Losung dann das globale Verhalten
wiedergibt und die einfacher zu approximieren ist. Solche Verfahren werden meist fir spezielle par-
tielle Differentialgleichung konstruiert, wohingegen sich die vorliegende Arbeit mit gewdhnlichen
Differentialgleichung beschéftigt.

Zu nennen ist hier einerseits die Klasse der adiabatischen Integratoren, die man beispielsweise in
Hairer et al.| (2006), Abschnitt XIV.1, findet. Hier erhédlt man durch eine adiabatische Transformati-
on eine Differentialgleichung, deren rechte Seite beschrankt ist (auch wenn sie stark oszilliert). Die
Lésung dieser transformierten Gleichung Iasst sich nun approximieren. In[Hairer et al.| (2006) findet
man eine ausfiihrliche Ubersicht von Konvergenzresultaten solcher Verfahren und zahlreiche weiter-
fuhrende Literatur. Diese Verfahren sind weiterhin Untersuchungsobjekt aktueller Forschung, siehe
beispielsweise Jahnke und Mikl| (2018), die adiabatische Integratoren fir die ,dispersion managment
nonlinear Schrédinger equation“ (nichtlineare Schrédingergleichung zur Simulation der Streuung in
Lichtwellenleitern) vorschlugen und Konvergenz dieser Verfahren bewiesen.

Ein vergleichbarere Ansatz wurde auch in |Faou und Schratz|(2014) und |[Kramer und Schratz| (2017)
verfolgt. Hier wurde eine Limitgleichung fur die Klein-Gordon- beziehungsweise Maxwell-Klein-Gor-
don-Gleichung mit hochoszillatorischer Lésung hergeleitet. Das hochoszillatorische Verhalten hangt
hier wesentlich von einem betragsmaBig groBen Parameter der Gleichung ab. Durch einen Multi-
skalenansatz und modulierte Fourierentwicklung konnten Limitgleichungen hergeleitet werden, die
unabhangig von diesem groBen Parameter sind. Daher ist eine numerische Approximation mithilfe
von Splittingverfahren méglich (fur Splittingverfahren siehe Abschnitt[2.1] fir modulierte Fourierent-
wicklung siehe [Hairer, Lubich und Wanner| (2003), Kapitel XIII.

Nachteil der Limitgleichungen ist haufig, dass der Ansatz nur dann gut funktioniert, wenn der Para-
meter der Gleichung tatsachlich sehr groB ist. In|Baumstark, Faou und Schratz (2018) wurden expo-
nentiell-artige Integratoren fiir die kubische Klein-Gordon-Gleichung entwicklet, die gleichm&Big kon-
vergent sind. Das heiBt, dass sie nicht nur hochoszillatorische Lésungen der Gleichung mit groBem
Parameter gut approximieren, sondern auch Lésungen der Gleichung mit kleinem Parameter. Hier-
bei wird ebenfalls eine Transformation &hnlich zur modulierten Fourierentwicklung eingesetzt, nur
wird hier nicht der Grenzfall fir groBe Parameter betrachtet. Es wird weiterhin die Gleichung geldst,
die das exakte Verhalten der Lésung wiederspiegeln.

Oben erwéhnte Arbeiten machen deutlich, dass Limitgleichungen und ihre Approximation ein inter-
essantes Forschungsgebiet im Bereich der hochoszillatorischen Probleme darstellen. Jedoch ist zur
Herleitung der Limitgleichungen sehr viel Wissen um das konkrete Problem nétig. Der trigonometri-
sche Integrator bietet demgegeniber die Mdglichkeit, eine Vielzahl von Problemen mit vertretbarem
Aufwand zu simulieren.
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—— Referenzlésung —e— Stdrmer-Verlet trig. Integrator

Abbildung 1.2: Referenzlésung ¢; und ihre numerischen Approximationen fiir verschiedene Schritt-
weiten 7

1.2 Schwierigkeiten bei der Simulation hochoszillatorischer Proble-
me

In der vorliegenden Arbeit sollen explizite Verfahren verwendet werden, um eine numerische Ap-
proximation an die Lésung ¢ von herzuleiten. Dabei unterliegen explizite Standardverfahren
wie beispielsweise das Stromer-Verlet-Verfahren aus Kapitel einer Stabilitatsbedingung, hau-
fig CFL-Bedingung genannt (CFL steht dabei fir die Mathematiker Courant, Friedrichs und Lewy,
die diese Bedingungen definierten). Fiir das Stdérmer-Verlet-Verfahren angewandt auf gilt bei-
spielsweise

TWmax < 2,

wobei wmay der groBste Eigenwert der symmetrisch und positiv-definiten Matrix €2 ist und angenom-
men wird, dass die Funktion ¢ = 0 ist. Wahilt man gréBere Schrittweiten, so wird das Verfahren
instabil. Das bedeutet, dass sich die Approximationen sehr schnell von der exakten Lésung entfer-
nen und somit die L&sung nicht mehr geeignet approximiert wird. Der Fehler wird sehr groB.

Dieses Verhalten wird in Abbildung illustriert. Hier wurde die Bewegung ¢q; des ersten Masse-
punktes im Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou-Problem mit verschiedenen Schrittweiten jeweils Gber zehn
Zeitschritte lang simuliert (fir die Problemstellung siehe Kapitel 5.3). Das Stérmer-Verlet-Verfahren
berechnet nur fiir die Schrittweite 7 = 0.0011905 eine sinnvolle Approximation an die Referenzl6-
sung. Fur die beiden gréBeren Schrittweiten ist bereits die erste Nahrung y1 ~ y(t1) = y(7) schon
weit von der Referenzlésung entfernt. Nach wenigen Schritte bricht das Verfahren ab, da die Appro-
ximationen den darstellbaren Zahlenbereich von MATLAB verlassen hat.

Die Instabilitdt des Verfahrens Iasst sich folgendermaBen erklaren: Betrachtet man die Einschritt-
Formulierung des Stérmer-Verlet-Verfahrens (1.7) angewandt die Testgleichung ¢” = —w?q, so lasst
sich leicht eine lterationsmatrix Mgy angeben, fir die

dn+1 dn n+1 | 40
|:pn+1:| SV[Pn] sV [po}
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—— Stérmer-Verlet trig. Integrator ohne Filter —— trig. Integrator mit Filter --- 72
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Abbildung 1.3: Maximaler Fehler der Positionen ¢ tber alle Zeitschritte mit Schrittweite 7 bis ¢t = tgnqg

gilt. Die Matrix Mgy hat jedoch fur 7w > 2 Eigenwerte grdBer als eins. Anteile des Startvektors in
Richtung der Eigenvektoren flirr Eigenwerte grdBer als eins werden also mit jedem Schritt verstarkt.
Fir geeignete Startwerte werden die Approximationen also beliebig groB. Somit verstarkt das Ver-
fahren fir 7w > 2 haufig auch Approximations- und Rundungsfehler.

Der groBe Fehler des Stérmer-Verlet-Verfahren fir groBe Schrittweiten entsteht jedoch auch da-
durch, dass das Verfahren die zweite Ableitung der Lésung in der Differentialgleichung durch
eine Taylor-Approximation zweiter Ordnung diskretisiert. Der dabei auftretende Fehler hangt von der
Ableitung der rechten Seite ab. Fir glatte Probleme sind die rechte Seite und ihre Ableitungen mit
kleiner Konstante beschrénkt. Diese Annahme gilt jedoch nicht fiir hochoszillatorische Probleme.
Hier geht man davon aus, dass Twmax > 1 ist, wobei wmax der groBste Eigenwert der Matrix €2
ist. Daher ist im oszillatorischen Fall der Fehler bei Approximation durch die Taylorentwicklung sehr
groB.

Anschaulich berechnet das Stérmer-Verlet-Verfahren die neue Approximation aus Information der
Krimmung der exakten Lésung. Jedoch unterscheidet das Verfahren dabei nicht zwischen den
schnellen Oszillationen und der globalen Bewegung der Lésung. Die feinen Oszillationen kénnen
aber nicht aufgel6st werden, wenn die Schrittweite zu groB3 ist. Das Verfahren verwendet somit die
Kriimmung der Oszillationen um das Verhalten der globalen Bewegung zu simulieren. Somit ist es
mit dem Stérmer-Verlet-Verfahren und groBen Schrittweiten 7 weder mdglich die globale Bewegung
der Lésung noch die schnellen Oszillationen aufzulésen.

Der Fehler des Stoérmer-Verlet-Verfahrens ist in Abbildung [1.3]aufgetragen. Hier wurde lediglich mit
Schrittweiten gerechnet, fir die das Stérmer-Verlet-Verfahren stabil ist. Erst ab Schrittweiten kleiner
als 10~* konvergiert das Verfahren mit Ordnung zwei. Fiir Schrittweiten deutlich gréBer als 1073 ist
das Verfahren instabil.
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Abbildung 1.4: Referenzldsung g1 und ihre numerischen Approximationen fir verschiedene Schritt-
weiten 7 flir wenige Zeitschritte

Zusammenfassend zeigt obiges Beispiel, dass das Stérmer-Verlet-Verfahren nur mit kleinen Schritt-
weiten sinnvoll auf hochoszillatorische Probleme angewandt werden darf. Jedoch ist die Berechnung
eines Zeitschritts des Stérmer-Verlet-Verfahrens sehr glinstig, denn es wird nur eine Auswertung der
rechten Seite der Differentialgleichung benétigt. Zudem ist es einfach zu implementieren. Daher wird
dieses Verfahren in den Naturwissenschaften oft genutzt und der Nachteil der kleinen Schrittweite
in Kauf genommen.

In den Abbildungen [1.2Jund [1.3]sind zum Vergleich auch die numerischen Approximationen des tri-
gonometrischen Integrators beziehungsweise ihr Fehler zur Referenzlésung aufgetragen. In beiden
Abbildungen wurden die Filterfunktionen
¥1(z) = sinc?(z), und ¢(z) = sinc(z)
verwendet. Die Filter v und ¢y wurden so gewahlt, dass das entstehende Verfahren symmetrisch
ist, vergleiche (1.11). In Abbildung erkennt man zunéchst, dass der trigpnometrische Integrator
mit gréBeren Schrittweiten gute Approximationen liefert. AuBerdem erhédlt man einen Fehler der
gleichen GroéBenordnung wie der Fehler des Stérmer-Verlet-Verfahrens mit einer Schrittweite, die
um einen Faktor 102 groBer ist als beim Stérmer-Verlet-Verfahren.

Weiterhin zeigt Abbildung dass der Einsatz von Filterfunktionen sinnvoll ist. Ohne Filterfunkti-
onen konvergiert der Integrator nicht mit Ordnung zwei. Die Fehlerkurve zeigt deutliche numerische
Resonanzen, das heiB3t, dass der Fehler an einzelnen Stellen deutlich gréBer ist, als man bei Ord-
nung zwei und dem Fehler bei vergleichbar groBen Schrittweiten erwarten wirde. Somit fiihren
diese Resonanzen zu einer Ordnungsreduktion im Bereich der groBe Schrittweiten. Das Verfahren
konvergiert hier lediglich mit Ordnung eins oder gar Ordnung null, siehe dazu auch die Abbildungen
der Fehler in Kapitel 5 Die Filterfunktionen filtern“ Fehlerterme, die zu einer Ordnungsreduktion
fihren wirden.
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Betrachtet man Abbildung und die Detailansicht in Abbildung so kann man sich die Ar-
beitsweise des trigonometrischen Integrators anschaulich illustieren. Der trigopnometrische Integrator
liefert sinnvolle Approximationen fur alle drei gewéahlten Schrittweiten. Der Vorteil des trigonometri-
schen Integrators ist, dass er die Oszillationen der Lésungen geeignet berlicksichtigt. Das Verfahren
ist sogar fir g = 0 exakt. Also verbleibt nur die Approximation der globalen Bewegung, fiir welche
die Nichtlinearitat g ausgewertet werden muss. Wie man beim Stérmer-Verlet-Verfahren gut gesehen
hat, ist die Punktauswertung bei hochoszillatorischen Problemen jedoch nicht sehr sinnvoll, da hier
die Oszillationen einen zu groBen Einfluss haben. Deshalb erhalt man numerische Resonanzen,
wenn der Integrator ohne Filterfunktionen verwendet wird. Die Filterfunktionen im Argument und
als multiplikativer Faktor der Nichtlinearitét helfen, die Punktauswertung zu verbessern. Wie man in
Abbildung in der Detailansicht sehen kann, ist der trigonometrische Integrator damit keinesfalls
exakt fur groBe Schrittweiten. Nur erlaubt der trigonometrische Integrator, die globale Bewegung
trotz der groBen Schrittweite nachzuvollziehen.

Der trigonometrische Integrator bietet also viele Vorteile gegenliber dem Stérmer-Verlet-Verfahren
bei der Integration hochoszillatorischer Probleme. Jedoch ist die Berechnung der Approximation
deutlich aufwendiger als mit dem Stérmer-Verlet-Verfahren. Es miissen mindestens die Matrixfunk-
tionen sin(7Q)v und cos(782)v, meist jedoch noch weitere Matrixfunktionen fiir die Filter v, Uy,
Uov und do fiir einen Vektor v € R? ausgewertet werden. Weiterhin ist es nur im symmetrischen
Fall méglich, eine Zwei-Schritt-Variante des Verfahrens herzuleiten, bei der lediglich die Positionen ¢
berechnet werden. Im nicht-symmetrischen Fall missen die Geschwindigkeiten ¢’ ebenfalls approxi-
miert werden. Es kann nur im Spezialfall entschieden werden, ob der Mehraufwand zur Berechnung
des trigonometrischen Integrators geringer ist, als der Aufwand, deutlich mehr Zeitschritte mit dem
Stérmer-Verlet-Verfahren durchzufiihren.



KAPITEL 2

SPLITTINGVERFAHREN UND TRIGONOMETRISCHE
INTERGRATOREN - EIN GESCHICHTLICHER RUCKBLICK

Das vorliegende Kapitel stellt die Entwicklung der trigonometrischen Integratoren fiir hochoszillato-
rische Probleme vor und liefert Grundlagenwissen zu Splittingverfahren fiir Differentialgleichungen
mit genligend glatten Lésungen. Die in dieser Arbeit vorgestellte Analyse von auf trigonometrischen
Integratoren basierenden Splittingverfahren beruht auf diesen beiden wichtigen Integrationsverfah-
ren. Da hier die Konvergenzanalyse im Vordergrund steht, wird hier ebenfalls die Beweistechnik er-
lautert. Manche Konzepte aus den Konvergenzbeweisen fiir Splittingverfahren kénnen spater tber-
nommen werden. Im Gegensatz dazu lasst sich ein deutlicher Unterschied zur bisherigen Analyse
von trigonometrischen Integratoren feststellen.

2.1 Splittingverfahren

Dieser Abschnitt bietet eine Einfihrung zum Thema Splittingverfahren, wie sie fiir die vorliegende
Arbeit relevant sind. Eine ausflhrlichere Darstellung solcher Verfahren und deren Eigenschaften
findet sich beispielsweise in [McLachlan und Quispel (2002), [Hairer et al.| (2006), Hundsdorfer und
Verwer| (2007), Holden, Karlsen, Lie und Risebro|(2010) oder Blanes und Casas| (2016).

Eine Vielzahl von Differentialgleichungen lassen sich in die folgende Form bringen

y = M) + Py), y(0) = v, (2.1)
oder allgemeiner
N .
v => fily), y(0) = yo, (2.2)
j=1

wobei die Teilprobleme

einfacher I6sbar sind, die L6sung der Differentialgleichung (2.1) jedoch nicht bekannt ist. Bezeichnet

man mit <p[Tj] (yj,0) den Fluss des Teilproblems y; = fUl(y;) mit Anfangswert y; o, so ergibt sich das

15
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einfachste Splittingverfahren fir (2.1) als Verkettung der Flisse der Teilprobleme

o, = plloll, o7 = ol o ol
Zur Definition des Flusses einer Differentialgleichung siehe Abschnitt Dabei ist das eine Ver-
fahren jeweils adjungiert zum anderen, zur Definition der Adjungierten siehe Definition Dieses
erste Splittingverfahren wird als Lie-Trotter-Verfahren bezeichnet, siehe [Trotter| (1959). Die Verfah-
ren liefern im Allgemeinen nicht die exakte Lésung. Dies zeigt sich bereits im linearen Fall, wenn
fU(y) = Fy und f2(y) = Gy mit zwei Matrizen F und G gegeben sind, die nicht kommutieren,
also F'G # GF. Fur diese ist auch

eT(F+G) 75 eTGeTF.

Damit liefert das Lie-Trotter-Splittingverfahren im allgemeinen nicht der exakten Lésung. Es lasst
sich jedoch mittels Taylorentwicklung fur hinreichend glatte Lésungen zeigen, dass

eT(F—l—G)yO — eTGeTFyO + 0(7_2)’
und somit das Verfahren konvergent der Ordnung eins ist. Gleiches gilt auch im nichtlinearen Fall.

Neben dem Lie-Trotter-Verfahren ist das Strang-Splittingverfahren, vergleiche [Strang| (1968), wohl
das bekannteste. Um das Strang-Splitting zu erhalten, kombiniert man das Lie-Trotter-Verfahren
®, /2 und seine Adjungierte <I>j/2 mit halber Schrittweite:

S * 2 1 2
e R 90[7/]2 oo ‘P[T/]z
Das Strang-Splitting ist nach Konstruktion symmetrisch und hat als symmetrisches Verfahren Ord-
nung zwei bei ausreichend glatter Lésung. Zur Definition der Symmetrie eines Verfahrens siehe
Definition zur Ordnung symmetrischer Verfahren siehe [Hairer et al.| (2006)), Kapitel Il, Theorem
3.2.

Solche Splittingverfahren lassen sich auch fir Systeme mit mehr als zwei Teilsystemen wie
herleiten. AuBerdem ist es auch mdglich, ein Splittingverfahren zu konstruieren, wenn man anstelle
der exakten Losung der Teilprobleme nur eine numerische Approximation verwenden kann (siehe
beispielsweise das gemittelte Impulsverfahren in (2.21)). Welche Eigenschaften wie Symmetrie oder
Konvergenz sich Ubertragen lassen, hangt dabei stark von den gewéhlten Lésungsverfahren fir die
Teilprobleme ab.

Die Konvergenz von Splittingverfahren wurde bereits in zahlreichen Artikeln behandelt. Haufig wer-
den dabei partielle Differentialgleichungen und ihre Semidiskretisierung in der Zeit betrachtet. Eine
umfassende Analyse linearer Probleme lieferten Tobias Jahnke und Christian Lubich in|Jahnke und
Lubich|(2000). Diese Theorie wurde bereits auf weitere, auch nichtlineare Probleme Ubertragen, bei-
spielsweise in [Lubich| (2008), Hansen und Ostermann| (2009), [Thalhammer, Caliari und Neuhauser
(2009), |Koch und Lubich| (2011), Holden, Lubich und Risebro| (2013), |Einkemmer und Ostermann
(2014), Einkemmer und Ostermann|(2015), Faou, Ostermann und Schratz|(2015),Hochbruck, Jahn-
ke und Schnaubelt (2015),[Hansen und Ostermann|(2016), Hansen, Ostermann und Schratz|(2016)),
Auzinger, Kassebacher, Koch und Thalhammer| (2017) oder [Einkemmer und Ostermann|(2018). Der
Konvergenzbeweis der vorliegenden Arbeit orientiert sich an |Jahnke und Lubich| (2000) und |Lubich
(2008), deswegen werden die Artikel im Folgenden kurz vorgestellt.
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2.1.1 Konvergenzanalyse fir Splittingverfahren angewandt auf lineare Probleme

In Jahnke und Lubich|(2000) wird das folgende Anfangswertproblem
u' = (A+ B)u u(0) = up (2.3)

fir lineare Operatoren A und B betrachtet und dessen Ldsung numerisch mithilfe eines symmetri-
schen Strang-Splittingverfahrens
lTBeTAe%TBU

Up4+1 = €2 n

approximiert. Dabei ist u,, ~ wu(t,). Fir das Verfahren lasst sich durch Taylorentwicklung leicht
Konvergenz zweiter Ordnung nachweisen, wenn die Operatoren A und B beschrankt sind. Hier
wird aber speziell der Fall eines unbeschrankten Operators A betrachtet. Dies macht die Analyse
fir hochoszillatorische Probleme interessant. Neben dem im Folgenden vorgestellten Konvergenz-
resultat werden noch weitere Konvergenzséatze mit leicht verédnderten Voraussetzungen bewiesen.

Die Gleichung (2.3) wird auf einem Banachraum X mit Norm ||-|| betrachtet. Der Operator A sei
Generator einer stark-stetigen Halbgruppe e auf X und B ein beschrankter, linearer Operator (zu
stark-stetigen Halbgruppen siehe |Pazy| (1983)). Weiterhin sei

4] <1 e < 1. e <1, 2.4

was durch geeignete Skalierung in einer geeigneten aquivalenten Norm erreicht werden kann. Au-
Berdem sei (—A)” wohldefiniert fir beliebig groBes positives v, mit |[v|| < [[(—A)Yv]| fir alle
v € D((—A)Y). Es wird weiterhin ||v]| < |[(A+ B)v|| fur alle v € D(A + B) angenommen. Um
Konvergenz zu zeigen, missen die zwei folgenden Bedingungen mit [A, B] = AB — BA und nicht-
negativen «, (3 erflillt sein:

1A, B] o]l < 1 | (= A)%] fir alle v € D((—A)), (2.5)
14, [4, Bl o]l < e2 || (=) fir alle v € D((—A)°). (2.6)

Unter den gegebenen Voraussetzungen wird zunachst in Theorem 2.1 in | Jahnke und Lubich| (2000)
gezeigt, dass flir 3 > 1 > « der lokalen Fehler beschrankt ist durch

wobei die Konstante C' nur von ¢y, ¢o und || B|| abhangt. Hat man dies gezeigt, so lasst sich mithilfe
des Fachers der Lady Windermere der globale Fehler direkt beschranken durch

I

mit 0 < ¢, = n7 < teng. Eine Fehlerrekursion kann dabei direkt aus der Teleskopsumme

, fur alle v € D((—A)?), (2.7)

1 1
e2BemAez™By — eT(A’LB)vH <cr? H(—A)ﬁv

ltn — u(tn)|| < 7*Cteng  max ||(—A)u(s)

<s<leng

n—1
up — u(nt) = S"ug — T"ug = Z SPITHS — T)TVwg
j=0

abgeleitet werden. Somit folgt die Abschatzung des globalen Fehlers direkt aus der Abschatzung
des lokalen Fehlers. Mit etwas mehr Aufwand kann gezeigt werden, dass der globale Fehler nur von
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der Norm des Anfangswerts ||ug|| anstelle von ||(—A)"u(s) || abhéngt, siehe Theorem 2.2 in Jahnke
und Lubich| (2000).

Aufwendiger als der globale Fehler, ist die Abschétzung des lokalen Fehlers (2.7). Er ist jedoch sehr
anschaulich. Zunachst stellt man die exakte Losung mithilfe der Variation-der-Konstanten-Formel

GTATB)y _ oTAy /T A Be(T=(A+B) g
0

dar. Setzt man diese Formel erneut unter dem Integral ein, so erhalt man
T
eTATB)y — T4y 4 / e*ABe™ 9% ds + Ryv (2.8)
0
mit einem Restterm R,

Ry = / 4B / A Be(T—5=)A+B) 45 5.
0 0

Auch das numerische Verfahren kann mithilfe der Taylorentwicklung fir e27B genauer analysiert
werden:

1
e3™BeTAg3TBy — ¢TAy 1 §(BGTA + €TAB)U + v, (9)

mit Restterm Ry

1 Ry — L ;
Ry = §T2(B2€TA +2Be™ B+ ¢ B?) + Ry = ng (B, [B.e™]] + Ra,

mit beschranktem Restterm HRQH < C73||B|)®. Subtrahiert man die beiden Darstellungen (2.8) von

(2.9) voneinander, so hebt sich der erste Term auf und es ergibt sich der Fehler
G%TBerAe%TB

AEB)y = d +r

v — e
mit

d= [B, eTA] v — /T e*A B4 ds
0

N |

und r = Ryov — Rjv. Diese lassen sich mittels Quadraturfehlern geeigneter Funktionen und der
Kommutatorschranke aus (2.5) und (2.6) abschatzen, siehe Beweis von Theorem 2.1 in|Jahnke und
Lubich| (2000).

Diese Analyse hat wesentlich die Analyse des linearen Problems in |Buchholz et al. (2018) beein-
flusst, siehe auch Abschnitt[2.2.7] Dort wird auch beschrieben, weshalb man die Analyse aus/Jahnke
und Lubich|(2000) nicht direkt auf das hochoszillatorische Problem anwenden kann. Der Beweis wird
anschlieBend modifiziert, um im hochoszillatorischen Fall ebenfalls Konvergenz zweiter Ordnung zu
zeigen. Die hier bereits auftauchenden Kommutatoren helfen jedoch dabei, die Struktur des lokalen
Fehlers auch im hochoszillatorischen Fall zu verstehen.
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2.1.2 Konvergenzanalyse fur Splittingverfahren angewandt auf nichtlineare Proble-
me am Beispiel der Schrédingergleichung

Die folgende Konvergenzanalyse des Strang-Splittingverfahrens stammt aus |Lubich| (2008). Das
Verfahren wird auf die nichtlineare Schrédingergleichung

i%‘f =AY+ Vp, zeR3 t>0, (2.10)

mit kubischer Nichtlinearitat
V=V(p)==£yP
und asymptotischen Randbedingungen

lim ¢(z,t) =0 lim V(x) =0,

angewandt. AuBerdem sei ein Anfangswert ¥(x, 0) = () fiir z € R® gegeben.

Die Schrédingergleichung mit kubischer Nichtlinearitdt hat eine Vielzahl an Anwendungen in der
Physik und ist deshalb Untersuchungsobjekt in vielen Bereichen der Mathematik. In |Lubich| (2008)
wird die Konvergenz des Strang-Splittingverfahrens zur Semidiskretisierung in der Zeit untersucht.
Es ergibt sich das numerische Verfahren

Yrirye = €270, (2.11)
g = ey, (2.12)
Y1 = 272G, (2.13)

Dabei bezeichnet 37> den Lésungsoperator der freien Schrédingergleichung, welcher mithilfe der
schnellen Fouriertransformation (FFT - ,Fast Fourier Transformation®, siehe beispielsweise |Brigham
(1982)) approximiert werden kann. Der Operator eﬂTanHﬂ) verhalt sich wie ein Multiplikations-

operator, denn es Iasst sich durch Differenzieren leicht zeigen, dass

¢:+1/2‘ ¢;+1/2"
Das hier gezeigte Konvergenzresultat benétigt starke Regularitat der Lésung. Im Folgenden wird
mit Ly = Lo(R?) der Raum der Lebesgue-integrierbaren Funktionen und mit H* = H*(R3) der
Sobolevraum mit Funktionen in Lo bezeichnet, deren erste k schwachen Ableitungen ebenfalls in
Lo sind, siehe beispielsweise |Adams und Fournier| (2003). Es wird angenommen, dass die Lésung
¥ (t) der Gleichung im Sobolevraum H* fiir 0 < t < teng liegt. Zusatzlich seien mit

my = max LN g » k>4,

Schranken an die Normen der Lésung gegeben. Man erhélt damit flir das Strang-Splitting aus (2.11)
qu/)n - w(tn)HHl < C(m?ntend)T,
l|19n — 7/}(tn)||L2 < C(m4atend)72

fir t, = nT < tenq. Das Verfahren konvergiert somit mit Ordnung eins in der H'-Norm und man
kann Konvergenz zweiter Ordnung in Lo nachweisen. Dies ist das erste Konvergenzresultat zweiter
Ordnung, welches keine Lipschitzbedingung an die Nichtlinearitat benétigt.
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Der Beweis ist in mehrere Teile unterteilt. Zuerst wird Stabilitat in der Lo-Norm beziehungsweise der
H'-Norm des numerischen Verfahrens iiber einen Zeitschritt gezeigt, wobei Anfangswerte in H!
vorausgesetzt werden. Damit lassen sich Fehlerschranken fr den lokalen Fehler herleiten, genauer

I = ()l < Ca72,
l1 = (1)l g, < Car?,

wobei die Konstanten Cs und Cy nur von ||2y]| ;3 beziehungsweise ||| ;2 abhangen. Interessant
ist, dass die Fehlerabschatzung ahnlich zu der des lokalen Fehlers in [Jahnke und Lubich| (2000)
ist, vergleiche Abschnitt[2.1.7] Die Lésung wird wieder mit der Variation-der-Konstanten-Formel dar-
gestellt, jedoch diesmal mithilfe der nichtlinearen Variante unter Verwendung der Lie-Ableitung (ver-
gleiche|Lubich|(2008), Abschnitt 4.3). Fir die numerische Lésung wird mithilfe der Taylorentwicklung
eine Darstellung hergeleitet. Die Fehlerabschatzung ergibt sich aus einer Abschatzung der entste-
henden Quadraturfehler. Hierbei treten Lie-Kommutatoren auf, die beschrankt werden missen. Dies
ist dank der starken Regularitadtsvoraussetzungen maéglich. Daraus ergeben sich die Abschatzungen
fiir den lokalen Fehler. Schlussendlich zeigt man, dass die numerische Lésung in H? bleibt, wenn
der Anfangswert bereits in H? liegt und alle weiteren lterierten in H'! gleichmé&Big beschréankt sind.
Damit erhélt man das Konvergenzresultat mithilfe des Lady Windermeres Facher, vergleiche Ab-

schnitt[A.3]

Die Konvergenzanalyse der vorliegenden Arbeit verwendet ebenfalls Lie-Kommutatoren, um den
Fehler zu analysieren. Der lokale Fehler kann auch, wie in|Lubich| (2008), mithilfe der Lie-Ableitung
geschrieben werden. Andere Konzepte konnten leider nicht Gilbbernommen werden, da hier die starke
Regularitat der Lésung eine Rolle spielt, welche man fir hochoszillatorische Probleme jedoch nicht
voraussetzen kann.
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2.2 Entwicklung der trigonometrischen Integratoren

Die Klasse der trigonometrischen Integratoren wurde bereits fiir hochoszillatorische Probleme der
Form in Abschnitt[1.7.2 definiert. Das vorliegende Kapitel erlautert die geschichtliche Entwick-
lung der Integrationsverfahren und erklart, wie man Konvergenz dieser Verfahren nachweisen kann.
Einen umfassenden Uberblick findet man auch in Hairer et al.|(2006), Kapitel XIII.

2.2.1 Gautschi-Verfahren

Walter Gautschi stellte bereits 1961 fest, dass klassische Verfahren haufig nicht geeignet sind, um
das oszillatorische Verhalten der Lésung spezieller gewdhnlicher Differentialgleichungen korrekt
wiederzugeben. Daher schlug er in |Gautschil (1961) eine Reihe von Mehrschrittverfahren vor, die
sich speziell fir Probleme mit periodischen Lésungen eignen.

Zunachst fihrt er den Begriff der trigonometrischen Ordnung ein: Ein lineares Funktional L in
C*([a, b]) sei von algebraischer Ordnung p genau dann, wenn

Lt =0, farr =0,1,...,p, (2.14)

ist. Es ist von trigonometrischer Ordnung p relativ zur Periode T' genau dann, wenn

2 2
L cos <r;jt> = Lsin (rq?t) =0 firr=20,1,...,p. (2.15)

Als Funktional L wird spater der Differenzenoperator des Verfahrens eingesetzt. Hierbei wird deut-
lich, dass die Periode T" einen wesentlichen Einfluss auf die trigonometrische Ordnung im Sinne von
Gautschi hat. Denn hier werden Kosinus- und Sinusschwingungen exakt integriert, deren Periode -
furr=1,...,pist (Zum Einfluss der Periode T', die oft im Vorfeld nicht bekannt ist, siehe Abschnitt 6
aus |Gautschi| (1961)).

Gautschi konstruierte nun numerische Verfahren, die eine méglichst hohe trigonometrische Ordnung
haben. Zuerst untersuchte er dafiir Systeme erster Ordnung. In Abschnitt 5 erweiterte er seine
Theorie auf Differentialgleichung zweiter Ordnung der Form

q" = f(t,q), q(to) = 0, ¢ (to) = qp, (2.16)

wie sie flr die vorliegende Arbeit relevant sind. Zur numerischen Approximation verwendet Gautschi
lineare Mehrschrittverfahren, welche Approximationen g, ~ q(to +m7) an die gesuchte Lésung der
Gleichung (2.16) liefern. Die Approximationen ¢,, genligen dabei der Gleichung

Gni1 + Q1gn + -+ nii—k = T2 (Bodir + Bidh + -+ Brdii1_k) (2.17)
firm=k—1,k,... mit

qr = f(to +m7,qm)-

Man nennt das Verfahren k-stufig, falls o, und Bj, nicht gleichzeitig verschwinden. Bei einem k-stuf-
igen Verfahren startet man mit k& Startwerten ¢, 11— bis ¢, um ¢,4+1 zu berechnen. Fir 8y = 0
handelt es sich um ein explizites, fir 5y % 0 um ein implizites Verfahren. Man verwendet nun fiir L
den linearen Differenzenoperator

k

Lig,t,7) =Y (OéiQ(t +(n+1-9)7)—718:¢"(t+ (n+1— z’)T)> (g =1).
1=0
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Die wesentliche Arbeit in |Gautschi| (1961) besteht darin, Bedingungen an die Koeffizienten oy, die
Schrittweite 7 und die Periode T zu formulieren, sodass Koeffizienten 5, existieren, fiir die das
Mehrschrittverfahren konvergent von trigonometrischer Ordnung p relativ zur Periode T ist
(vergleiche Theorem 2 und 3 aus|Gautschil (1961)).

Nachdem er die Existenz nachgewiesen hat, werden in Abschnitt 5 explizit Koeffizienten S5, ausge-
rechnet und damit Mehrschrittverfahren konstruiert, die konvergent von trigpnometrischer Ordnung
p sind. Als einfachestes Verfahren stellt Gautschi ein explizites, zwei-stufiges Mehrschrittverfahren
vor, welches heute als Gautschi-Verfahren bekannt ist. Das Verfahren hat zunachst die folgende
Form

Gn+1 + Q1Gn + a2qn—1 = T2B14)..
Das zugehdrige Funktional lautet
Lq = q(to + (n + 1)7) + a1q(to + n1) + anq(to + (n — 1)7) — K2B1¢" (tg + n1).

Es sollen nun die Koeffizienten a;, s und 31 so gewahlt werden, dass das Verfahren trigonometri-
sche Ordnung eins relativ zur Periode 1" hat, das heiBt

L1=0,
2
L cos (Ft> =0,
2
Lsin (Wt) =0.
Es ergibt sich
2
ap = —2, as =1, b1 = sinc? <;> .

Wendet man dies nun auf die in der vorliegenden Arbeit betrachtete Differentialgleichung (1.1) in
einer Dimension (d = 1) an, also

n__

¢ = —w?q+9(q)
an, so erhalt man mit T = %’T

wT

Gn+1 — 2qn + Gn—1 = 72 sinc? (?) (*W2Qn + g(‘]n))

. wT . wT
& Qa1 — (2 — sin® <?)) Gn + g1 = 72 sinc? (7) 9(qn)
. wT
& Gns1 — cos(TwW)qn + qn_1 = T2 sinc? (7> 9(qn) (2.18)

Spricht man in der Literatur vom Gautschi-Verfahren, bezeichnet man damit die Approximationen
qn ~ q(to + n7) aus (2.18). Die Wahl der Periode kann man dadurch motivieren, dass man die
Gleichung als Stérung des harmonischen Oszillators

betrachtet, dessen Lésung die Periode T' = 2% hat (zur Auswirkung der Approximation der Periode
T auf den Begriff der trigonometrischen Ordnung, siehe |Gautschi| (1961), Abschnitt 6).
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In |Gautschi| (1961) findet sich jedoch keine Fehleranalyse, die einen Zusammenhang der trigono-
metrischen Ordnung zur Konvergenz der Methode nachweist. Eine Fehleranalyse fiir die heute als
Gautschi-Verfahren bekannte Methode findet sich in|Hochbruck und Lubich| (1999), vergleiche auch
Abschnitt[2.2.4] Aus der Konstruktion ist jedoch klar, dass das Verfahren exakt ist, wenn die Lésung
ein trigonometrisches Polynom vom Hdéchstgrad eins ist.

2.2.2 Deuflhard-Verfahren

Peter Deuflhard entdeckte 1979 in [Deuflhard| (1979) im Wesentlichen das Gautschi-Verfahren er-
neut, aber aus einer anderen Perspektive. In seinem Artikel untersuchte er den Zusammenhang
zwischen der Differentialgleichungund der zugehérigen Differenzengleichung. Dazu multiplizierte
er die rechte Seite der Differentialgleichung mit einer kleinen Stérung e. Dann konstruierte er Ver-
fahren, deren Differenzengleichung keine parasitdren Lésungen zulassen, das heiBt, dass fire = 0
jede Lésung der Differenzengleichung auch Lésung der Differentialgleichung ist.

Interessant ist hier die ldee, die er in Lemma 2.2 aus dem genannten Artikel vorstellt. Hier werden
speziell Mehrschrittverfahren betrachtet. Zunéchst schreibt er die exakte Lésung als Linearkombina-
tion der Fundamentallésungen der homogenen Gleichung und einem Faltungsintegral mit der rech-
ten Seite. FUr dieses Faltungsintegral nutzt er schlieBlich die summierte Trapezregel, um ein Mehr-
schrittverfahren zu konstruieren. Zusatzlich fihrt er eine Fehleranalyse des vorgestellten Verfahrens
durch (vergleiche Theorem 2.4 in|Deuflhard| (1979)), jedoch nur unter hohen Regularitatsvorausset-
zungen an die rechte Seite der Differentialgleichung, weshalb diese Analyse fiir hochoszillatorische
Probleme nicht verwendet werden kann.

Im dritten Kapitel erweitert er seine Theorie auch auf Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Ver-
wendet man speziell die in der vorliegenden Arbeit betrachtete Differentialgleichung fir Dimen-
sion d = 1 mit , so kann man die exakte Lésung zunadchst durch die Variation-der-Konstanten--
Formel darstellen:

0] vty o 1T ] L] i o ] stat s

Approximiert man das Faltungsintegral nun mittels der (Standard-) Trapezregel, so erhélt man

[qnﬂ} _ [ cos(rQ) Q—lsm(m)} [qn ] T [ 7 sinc(7Q)gn }

dor | L —0sin(rQ)  cos(r) | [ d, | T2 | guss + cos(r)gn

Dieses symmetrische Verfahren kennt man heute unter dem Namen Verfahren nach Deuflhard.
Betrachtet man lediglich die Positionen g,,, so ist das Deuflhard-Verfahren aquivalent zum Gautschi-
Verfahren (siehe (2.18)). Die Einschritt-Formulierung bietet zusétzlich Approximationen ¢/, an die
Ableitung. Ein Fehleranalyse fihrte Deuflhard jedoch nur fir geeignet glatte rechte Seiten der Dif-
ferentialgleichung durch. Das Verfahren ist nach Konstruktion fiir konstante Funktionen g exakt.

2.2.3 Gemittelte Impulsmethode

Die Arbeit (Garcia-Archilla et al.| (1999) von Bosco Garcia-Archilla, Jesus Maria Sanz-Serna und
Robert Skeel stellt einen Meilenstein in der Analyse von hochoszillatorischen Problemen und geeig-
neten Verfahren flir Probleme solcher Art dar. Die Autoren versuchten ein Verfahren zu konstruieren,
das die Stabilitdtsprobleme herkémmlicher Verfahren angewandt auf dynamische Systeme mit ver-
schiedenen Zeitskalen vermeidet. Hierfur kommt einerseits der Splittingansatz (Aufteilen in schnelle
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und langsame Kréafte) zum Einsatz und es werden zum ersten Mal Filterfunktionen verwendet, um
die Verstarkung kritischer Fehlerterme zu vermeiden. Das konstruierte Verfahren wird gemittelte
Impulsmethode genannt. Der Artikel enthélt zudem eine Stabilitats- sowie Fehleranalyse.

Fir die vorliegende Arbeit sollen speziell Verfahren fiir Gleichung betrachtet werden. Zur nu-
merischen Approximation wird zunachst die Impulsmethode (siehe auch Verlet-l und -RESPA aus
Grubmuller et al.| (1991) und Tuckerman et al.|(1992)) betrachtet. Die Lésung des reduzierten Pro-
blems ¢’ = —2 ist gegeben als:

e [ 8] moRe = | S0 G e

Die Impulsmethode berechnet Approximationen ¢, ~ ¢(n7) und p,, = p(nt) = ¢’(n7) durch

Kick p; = pn + 59(qn)
Oszillator [ n+1 } = R(19) [ n ]
. Ppy1 Dn
Kick Pn+1 = p;LH + %g(QnJrl)-

Die Impulsmethode ist eine Erweiterung des Stdrmer-Verlet-Verfahrens und wurde fir die Mole-
kildynamik entwickelt, um die Effizienz zu steigern. Eine Konvergenzanalyse wurde jedoch weder
in \Grubmuller et al.| (1991) noch in [Tuckerman et al.| (1992) durchgefiihrt. In Kapitel 3 aus |Garcia-
Archilla et al.| (1999) fihren die Autoren zuerst eine lineare Stabilititsanalyse durch, welche die
Instabilitaten der Impulsmethode zeigt.

Die Impulsmethode soll im Folgenden modifiziert werden, um so ein stabiles Verfahren zu erhalten,
das groBe Zeitschrittweiten zulédsst. Daflir schlagen die Autoren vor, den Einfluss der Auswertung

der Nichtlinearitat g(g,) durch eine Mittelwertbildung zu ersetzen, denn die Punktauswertung wird
zu stark von den lokalen Oszillationen beeinflusst. Dafr wird

9(qm) —  Pg(Pgy)

ersetzt. Die Matrix ® wird als Filter bezeichnet und ist durch

o = i/:: o) (j) cos(t92) dt,

gegeben, wobei fir ¢ zunachst lediglich
(o)
/ o(s)ds =1 (2.20)

gefordert wird. Man erhélt damit das gemitteltte Impulsverfahren, hier in Einschritt-Formulierung

an | _ dn—1 T 0 T 0
[pn } = A [pnl ] * 2R [ Dg(Pg,_1) } + 2 [ Dg(Pgy) ] ) (2.21)

mit r = R(72) aus (2.19). Dieses Verfahren liegt in der Klasse der trigonometrischen Integratoren,
vergleiche (1.10a) mit spezieller Wahl der Filterfunktionen (7€) = sinc(7Q)®, 1) (72) = cos(7§2)P
und ¢ (72) = ®. Aus spezieller Wahl von ¢ ergeben sich die folgenden, in |Garcia-Archilla et al.
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(1999) diskutierten Verfahren

klassisches Impulsverfahren d=1,
Q
ShortAverage ® = sinc <72) ,
Q Q
LongAverage ® = sinc <72> cos (g) ,
Q
LinearAverage ® = sinc? <T2> .

Neben einer umfangreichen linearen Stabilitdtsanalyse bietet |Garcia-Archilla et al.| (1999) ein Kon-
vergenzresultat fur das gemittelte Impulsverfahren zur numerischen Approximation der Lésung der
Differentialgleichung ({-). Dafur sei zunachst die Annahme [1.2] erfillt. Zuséatzlich muss ¢’(q) eben-
falls global Lipschitz-stetig in ¢ mit Konstante Cf;’/g sein. Die Bedingungen an den Filter ® werden
in Form von Bedingungen an die Funktion ¢ gegeben. Neben der Bedingung sei ¢(s) =0
far |s| > 1 und symmetrisch, also ¢(s) = ¢(—s). Weiterhin sei ¢ beschrankt. Unter diesen Vor-
aussetzungen ergibt sich fir den Fehler zwischen den Approximationen (¢, p,) des gemittelten
Impulsverfahrens und der exakten Losung (q(t),p(t)) = (q(t),q'(t)) der Differentialgleich-

ung (1.9)

lgn — g(nT)|| < Cot?, 0 < n7 < tend,
lpn — p(nT)|| < CiT, 0 < nt < teng.

Die Fehlerkonstanten Cj, C;L]é'mggg dabei nur von der Endzeit teng, den Schranken an die Funktion
g und ihre Ableitungen L4, Cy o, Cy2 und der Finiten-Energie K ab. Diese Fehleranalyse lasst also
hochoszillatorische Probleme zu, da weder die Norm von €2 noch héhere Regularitatsanforderungen
als die Finite-Energie-Bedingung an die Lésung in die Fehlerkonstante eingehen.

Der Konvergenzbeweis beruht im Wesentlichen darauf, eine Fehlerrekursion herzuleiten, indem man
die exakte Lésung mittels der Variation-der-Konstanten-Formel darstellt und die Differenz zur nume-
rischen Lésung betrachtet. Mit €, = ¢, — ¢(n7), d, = pp — p(n7) und A,, = g(Pgy) — g(Pg(nT))
ergibt sich

€n | €n—1 T 0 T 0
S R b RS LY E PV R

mit dem Quadraturfehler

T

2t [ (@a((n - 1)7) } +3 [ Bo(@a(nr) ] - /<) [ chssir(lffr"i P ] 9(a(s)) ds.

Durch sukzessives Einsetzen erhdlt man letztendlich eine Fehlerdarstellung, welche man mit ei-
ner speziellen Variante des Lemmas von Gronwall (siehe Lemma 2 in|Garcia-Archilla et al.| (1999))
abschatzen kann. Die Schwierigkeit besteht im Nachweis des Lemmas von Gronwall und in der Ab-
schatzung des Quadraturfehlers o,,. Um Letzteren zu beschréanken, werden die Anteile in den Ge-
schwindigkeiten p und in den Positionen ¢ separat betrachtet. Weiterhin wird der Fehler in mehrere
Teile aufgeteilt und die Voraussetzungen sowie zahlreiche trigonometrische Identitaten verwendet,
um eine geeignete Abschatzung zu erzielen.

Op =
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B. Garcia-Archilla, J. M. Sanz-Serna und R. Skeel liefern damit ein erstes Verfahren, fiir das sie unter
gewissen Voraussetzungen Konvergenz zweiter Ordnung in den Positionen flir hochoszillatorische
Probleme nachweisen kénnen. Sie konnten die Stabilitatsprobleme der Impulsmethode lberwinden.
Zusatzlich fihrten sie die Filterfunktionen ein, die sich fir hochoszillatorische Probleme etabliert
haben. Auch die Finite-Energie-Bedingung taucht hier als sinnvolle Regularitdtsvoraussetzung an
die Lésung auf.

Erweiterung der gemittelten Impulsmethode

Jesus Maria Sanz-Serna schlug in|[Sanz-Serna| (2008) eine Erweiterung der gemittelten Impulsme-
thode zu sogenannten (¢, 1)-Verfahren vor. Gegeniber der gemittelten Impulsmethode aus|Garcia-
Archilla et al. (1999) werden hier zwei Filterfunktionen benétigt: Der Filter v glattet das Verfahren,
der Filter ¢ bewirkt eine Mittelwertbildung in der Auswertung der langsamen Kréafte. Er liefert weiter-
hin eine Fehleranalyse fiir Probleme mit linearen schnellen Kraften.

Hier wird nun die Anwendung der Theorie auf Differentialgleichungen der Form (1.1) betrachtet. Es
gelten die Annahmen Das Verfahren wird nun ahnlich zu |Garcia-Archilla et al.| (1999) mithilfe
von

gn = Vg(Pqn)
definiert:
Kick p) = pn+ Zgn
Oszillator [ Int1 } = R(1Q) [ n ]
pn+1 Py
Kick Pn+1 = p;_H + %gnJrl-
Dabei sind die Filter ® = ¢(7Q) und ¥ = 4)(7£2) gegeben durch
R o0 R oo
6) = [ costws)ols) ds, dw) = [ costws)i(s) ds,
—0o0 —0oQ
fUr integrierbare Funktionen ¢ und .
Eine Fehleranalyse wird nur fir den Fall linearer, schneller Krafte gegeben. Es sei die Annahme[1.2]

erflllt. Die Funktionen v und ¢ seien beschrankt, integrierbar, reellwertig und haben kompakten
Trager. Weiterhin seien die Funktionen gerade, x(—t) = x(t), und

o
/ x(s)ds =1, (2.22)
—00
fur x = ¢, ¥. AuBerdem sei eine der folgenden aquivalenten Bedingungen erflllen:
e ~
d wt-j)=1 N ¥(2mn) =0, n=+1,42,..., (2.23)
j=—00

wobei 1& die Fourierkoeffizienten der Funktion

(i) = 3 vt -J)

j=—o00



2.2. Entwicklung der trigonometrischen Integratoren 27

sind. Unter diesen Annahmen wird Konvergenz der Ordnung eins fir p, und g, gezeigt. Dies ge-
schieht im Wesentlichen mit Techniken aus (Garcia-Archilla et al.| (1999). Hier wird auch begriindet,
weshalb die obigen &quivalenten Bedingungen an v nicht nur hinreichend, sondern sogar not-
wendig sind. Darunter findet sich auch eine Erklarung, wie man Ordnung zwei in den Positionen ¢,
erreichen kann, wenn man einen Filter ¢ # § wahlt, wobei mit § die Standard-Diracfunktion gemeint
ist.

Diese Erweiterung der gemittelten Impulsmethode stellt also eine Fehleranalyse vor, die sich von der
in|/Grimm und Hochbruck! (2006) oder der in|Hairer et al.| (2006) darin unterscheidet, dass die Filter-
funktionen als Gewichte eingesetzt werden und daraus Bedingungen an die Filter abgeleitet werden,
vergleiche Abschnitt[2.2.5] Gegeniiber Garcia-Archilla et al.| (1999) werden hier zwei verschiedene
Filterfunktionen eingeflhrt.

2.2.4 Fehleranalyse des Gautschi-Verfahrens

Wie in Abschnitt[2.2.1]bereits erw&hnt, wurde in|Gautschi| (196 1) keine Fehleranalyse flir das Gautschi-
Verfahren angegeben. Diese lieferten Marlis Hochbruck und Christian Lubich in[Hochbruck und Lu-
bich|(1999). In dem Artikel wird die Differentialgleichung zweiter Ordnung betrachtet. Die Auto-
ren geben zunachst eine andere Herleitung fir das Gautschi-Verfahren an, als Gautschi selbst. Sie
orientiert sich an der Herleitung aus |[Deuflhard| (1979). Die Variation-der-Konstanten-Formel liefert
fur die exakte Lésung die Darstellung

q(t +7) = cos(TQ)q(t) + QL sin(rQ) ¢/ (t) + /OT Q Lsin((r — 5)Q)g(q(t + s)) ds. (2.24)

Ist die Inhomogenitét g(q) = g konstant, so erhélt man
gt +7) = 2q(t) + q(t — 7) = T*P((12)*) (= Q%¢(t) + 9) (2.25)
mit

o(@) =sine* (5.

Daraus lasst sich das Gautschi-Verfahren fiir allgemeine Funktionen g herleiten, indem man g wah-
rend eines Zeitschritts durch eine geeignete Approximation g,, ersetzt. Man erhélt das Verfahren

Uit — 2Gn + Gn1 = 72U (1)) (-, + gn), (2.26)
wobei ¢, =~ q(t,,) flr t,, = nT. Wahlt man
e g, = g(qn), so ist ein Gautschi-Verfahren, vgl|Gautschi (1961).
e g, = g(¢((792)?)qy), so erhélt man ein Verfahren nach Art von Gautschi.

Letzteres ist die favorisierte Wahl. Hier werden wie bei |Garcia-Archilla et al. (1999) Filterfunktion-
en verwendet, um die Konvergenz des Verfahrens zu gewéhrleisten (siehe Abschnitt [2.2.3). Als
Startvektor flir das Zweischrittverfahren [2.26] wird

1
q1 = cos(TQ)qo + Q' sin(7Q)q) + 572w((79)2)g0 (2.27)
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gewahlt. Das Verfahren lasst sich so auch in ein Einschrittverfahren Gberflhren

1

Vny1 = Un+ 57T (=0 + gn), (2.28a)

Gl = Gn + TV, 41, (2.28b)
1

Untl = Upyl + 57@0((79)2)(—92%“ + gn+t1)s (2.28c)

mit v, = (gn+1 — gn—1)/(27), was der Diskretisierung einer gemittelten Geschwindigkeit
1 T
o(t) = 2T/_T q(t+71)dr,

entspricht. Die Formulierungen (2.26) und (2.28) sind &quivalent, wenn man
v = o((79)%)y

wabhlt. Ist man an Approximationen der Geschwindigkeiten ¢ interessiert, so lassen sich diese nach-
traglich aus

Qi1 = @ + 270((T)*) (= %qn + gn)

berechnen. Man erkennt hier, dass das Verfahren nach Art von Gautschi mehr einer gefilterten Va-
riante des Stromer-Verlet-Verfahrens entspricht anstelle der gemittelten Impulsmethode (vergleiche
mit und (2.21)). Wahrend bei der gemittelten Impulsmethode weiterhin nur ein Filter
auftritt, der sich ausschlieBlich auf die Inhomogenitat auswirkt, treten hier zwei Filterfunktionen auf,
wobei der Filter ¥ auch auf die Matrix Q2 und nicht nur auf die Inhomogenitét g wirkt.

Kern des Artikels ist die Fehleranalyse des Verfahrens. Dazu werden einige Voraussetzungen bend-
tigt: Zunachst sei die Annahme [1.2] erfillt. Die Filterfunktion ¢(z) und ihre ersten zwei Ableitungen
sollen fur x > 0 beschrankt sein. Weiterhin soll

#(0) =1, p(k*7*) =0, k=1,2,3,... (2.29)
und
() <1, x>0 (2.30)
gelten. Unter diesen Voraussetzungen folgt fiir den globalen Fehler
lgn — q(tn)|| < T2C L(n,d), 0 < t, =n7 < tend,

wobei die Fehlerkonstante C' nur von K, 5;0, C”gv,l, 5;2 und teng abhangt, jedoch nicht von 7 oder
gar ||Q||. Fir £ gilt £(n,d) < log(n + 1)log(d + 1) und auch £(n,d) < v/d, wobei d die Dimension
der Matrix €2 reprasentiert. Die Autoren vermuteten bereits, dass dieser Anteil vermieden werden
kann. Dies wurde spater in Grimm)| (2005a) gezeigt. Flr die Geschwindigkeiten ¢’ lasst sich zeigen,
dass der Fehler ||¢/, — ¢/(t,)|| sich proportional zu 7 mit vergleichbarer Fehlerkonstante wie bei den
Positionen ¢ beschranken Iasst.

Der Beweis ist aufwendig und daher in mehrere Teile aufgeschliisselt worden. Zentral ist dabei die
Herleitung einer Fehlerrekursion in Lemma 2 des Artikels. Daflr ersetzt man zunéchst die Approxi-
mationen ¢, in der Verfahrensvorschrift (2.26) durch ¢(t,,):

q(tn+1) = 2q(tn) + q(ta-1) = T2E((TQ)*)(—Q%y(tn) + 9(((T)*)4(tn))) + dn. (2.31)
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Der hierbei entstehende Fehler wird d,, genannt und in Lemma 1 analysiert. Die Darstellung beruht
im Wesentlichen auf der Variation-der-Konstanten-Formel. Zur Abschatzung werden die Eigenschaf-
ten der Funktion g verwendet, die helfen zu zeigen, dass d,, in Terme der GréBenordnung O(73)
und O(7*) aufgeteilt werden kann. Um nun die Fehlerrekursion herzuleiten, bildet man die Diffe-
renz zwischen der Verfahrensvorschrift (2.26) und (2.37). Die Rekursion aufzulésen bedarf einigen
Aufwand, da die n-te Potenz der entstehenden Rekursionsmatrix in der Einschritt-Formulierung be-
rechnet werden muss. Man erhélt fir den Fehler e,, = ¢, — q(t,,)

n
ent1 = —Wn_1€0 + Wner + Z Wy j(T*Gje; — d;)
j=1

mit W,, = (sin((n + 1)7))(sin(7£2))~ und Matrizen G}, die durch ||G;|| < (797/1 beschrankt sind.
Nun soll das diskrete Lemma von Gronwall [B.3] verwendet werden, um e,, geeignet abzuschétzen
(vergleiche Beweis von Theorem 1 aus dem Artikel). Daflir muss man fir die Summe die Schranke

> Wi_jd;|| < C7?
j=1

zeigen, welches den aufwendigsten Teil des Beweises darstellt. Der Grund dafiir ist, dass eine direk-
te Abschatzung der Anteile von GréBenordnung O(73) in d,, nicht méglich ist. Nach Einsetzen der
Darstellung von d,, wird die Summe in drei Teile aufgeteilt. Die dabei entstandenen Terme werden
einzeln analysiert. Hierflr wird zundchst eine Orthogonaltransformation verwendet, um die Matrix
Q) zu diagonalisieren. Nach mehreren Umformungen und einer partiellen Summation l&sst sich der
Fehler als komponentenweises Produkt zweier Matrizen darstellen, welches spater (siehe Lemma 5
des Artikels) geeignet beschrankt werden kann. Dabei entsteht der Fehlerterm ¢(n, d). Diese Ab-
schatzungen sind extrem aufwendig und erfordern eine Vielzahl an trigonometrischen Identitéten
und erneut partielle Summation.

2.2.5 Fehleranalyse der trigonometrische Integratoren

Nachdem (Garcia-Archilla et al.[ (1999) und |[Hochbruck und Lubich| (1999) bereits erste Fehleranaly-
sen fUr trigonometrische Verfahren angewandt auf hochoszillatorische Probleme lieferten und Filter-
funktionen zur Vermeidung von kritischen Fehlertermen etablierten, fehlte es an einer Analyse, die
jegliche bisher bekannte Verfahren einschlieBt und allgemeine Bedingungen an die Filterfunktion-
en aufstellt, die Konvergenz zweiter Ordnung garantieren. Weiterhin wurde in |Garcia-Archilla et al.
(1999) nur eine Filterfunktion verwendet, wahrend [Hochbruck und Lubich| (1999) zwei Filterfunktion-
en einfUhrten, wobei hier die Filterfunktion ¢ im Vorfeld festgelegt worden ist.

Volker Grimm und Marlis Hochbruck entwickelten in|Grimm und Hochbruck| (2006) eine Analyse fir
trigonometrische Integratoren mit vier verschiedenen Filterfunktionen, an die Bedingungen gestellt
werden, um Konvergenz zweiter Ordnung zu garantieren. Alle bisher vorgestellten Verfahren sind
in dieser Analyse enthalten. Die Untersuchungen des Lang-Zeitverhaltens aus [Hairer und Lubich
(2000) motivierte diese Analyse ebenfalls, da sowohl die gemittelte Impulsmethode als auch das
modifizierte Gautschi-Verfahren kein optimales Langzeit-Verhalten zeigten. Eine Fehleranalyse fir
trigonometrische Integratoren mit Filterfunktionen angewandt auf Gleichungen der Form mit
einer allgemeinen, symmetrischen, positiv definiten Matrix €2, die gutes Langzeit-Verhalten zeigten,
fehlte bislang.
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In |Grimm und Hochbruck| (2006) wird die die Konvergenz der Klasse von trigonometrische Inte-
gratoren angewandt auf Differentialgleichungen zweiter Ordnung der Form analysiert,
welche in der vorliegenden Arbeit bereits in Abschnitt[T.1.2] vorgestellt wurden. Wahlt man die Filter
entsprechend, lassen sich alle Verfahren darstellen, die bereits erwahnt worden sind. Da es sich
dabei um symmetrische Verfahren handelt, genlgt es, die Filterfunktionen ¢ und v festzulegen. Die
Filter 41 und 1)y ergeben sich dann aus (1.17).

Gautschi (1967) : Y(€) =sinc®(J€),  o(€) =1,
Deuflhard (1979) : P(€) = sinc(€) (&) =1,
Garcia-Archilla et al.[(1999) :  ¢(&) = sinc(£)p(&), @(§) = sinc(§),
_ . . . (2.32)
Hochbruck und Lubich| (999) : ¢(¢) = sinc®(1¢), (&) = sinc(€) (1 + 5 sin? ({)) ,
Hairer und Lubich| (2000) : P(€) = sinc?(€), #(€) =1.
Grimm und Hochbruck| (2006) : (&) = sinc®(¢), (&) = sinc(§),

Letzteres Verfahren wird hier zusétzlich vorgeschlagen, denn diese neue Methode erfillt alle nach-
folgend aufgefiihrten Bedingungen an die Filterfunktionen, um ein konvergentes Verfahren von der
Ordnung zwei zu erhalten. Weiterhin liefert sie ein gutes Langzeit-Verhalten (siehe Hairer und Lubich
(2000)).

Um nun Konvergenz zweiter Ordnung nachzuweisen, missen die Filterfunktionen die folgenden
Bedingungen erflllen:

Annahme 2.1. Die geraden und analytischen Filterfunktionen ¢, 1, 1y und ), erfiillen die folgenden
Bedingungen:

X(O) =1 foX = ¢a¢,¢0,¢1, (233)
|X(£)| <my foX = (l)v@b?wﬂvwl? (234)
! <sin02 (5> — ¢(§)> < ma, (2.35)
() U2
L (sine(§) = x(©)| <ma fir X = 6o, 1, (2.36)
Esin (g)
fur alle £ > 0.
Aus den Bedingungen an die Filterfunktionen folgt unmittelbar
"ﬁ(@g‘l‘ < my fir alle ¢ > 0.

Konvergenz erster Ordnung in den Geschwindigkeiten erhalt man unter den folgenden zusétzlichen
Annahmen an die Filterfunktionen:

Annahme 2.2. Die geraden und analytischen Filterfunktionen 1, 1o und v erfillen die folgenden
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Bedingungen:
[E(8)] < ms, (2.37)
3 (sian (5) — 1/1(5)) < meg, (2.38)
sin (g) 2
" (sine(€) — x(€)| < mr fir X = vo. v, (2:39)
sin (%)

fur alle € > 0.
Das Konvergenzresultat lautet wie folgt: Es seien die Annahmen und [2.7] erfillt, dann ist

HQ(tn) - an < 07—27 to < tp =1ty +n7 < tend-

Die Konstante C' hangt dabei nur von teng, K, m;, 1 = 1,...4, 5;;], C/’; und 5;2 ab. Ist zusatzlich
auch die Annahme [2.2] erfillt, so folgt

Hq/(tn)_qng < CT? to <t, =1ty +n7T < tend,

wobei die Konstante C' nur von teng, K, m;, i =1,...7, 6*;;), C/’; und 6‘;72 abhéangt.

Der Beweis ist aufwendig und wird daher in mehrere Teile zerlegt. Zentraler Schritt ist die Herleitung
einer Fehlerrekursion. Dazu ersetzt man ¢,, durch ¢(t,,) in der Verfahrensvorschrift (1.10a)

oy [ = re [ 145 aagtanten s Septoatenaay ) L]

mit R aus (2.19). Der dabei auftretende Fehler wird d,, genannt. Subtrahiert man nun die Verfahrens-
vorschrift (1.10a) und 16st die Rekursion durch Einsetzen der entstandenen Formel in sich selbst, so
erhalt man fir e,, = q(t,) — go und €}, = ¢'(tn) — 4,

n 2
en+1 nil | €0 1 i WG e, } { D, }
=R + = R + , 2.40
[ €nt1 } { € ] 2 ]z% [ T(VoGje; + V1Gjriej D; (249
mit
1
Gn = / gy(q)(qn + Sen)) ds - (I)7
0

und
D, = n—j dj
FAR Ikl
n =0 7
Der Fehler lasst sich nun mithilfe des diskreten Lemmas von Gronwall [B.3]abschatzen, wenn man

IDa|l < C72, |DL|| < C,

zeigen kann. Dies stellt den aufwendigste Teil des Beweises dar. Man verwendet hierfir zuerst die
Variation-der-Konstanten-Formel, um die Fehler d,, und d/, darzustellen und weiterhin Taylorentwick-
lung der Nichtlinearitat g, um den Fehler in Terme der GréBenordnung O(72) und O(73) aufzuteilen
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(Lemma 1 und Lemma 2 des Artikels). Wahrend man die Anteile, die sich proportional zu 73 ver-

halten, direkt abschatzen kann, muss man eine sorgfaltigere Abschatzung bei der Summation der
verbliebenden Terme vornehmen. Dabei wird der Fehler D,, nicht nur in seine Komponenten in d;
und d;- aufgeteilt, sondern d; in verschiedene Fehlerterme zerlegt. Man braucht mehrere partielle
Summationen, um die Beschrénktheit der Summe D,, proportional zu 72 zu garantieren, die jeweils
eine Bedingung an die Filterfunktion liefern (siehe Lemma 3 und Lemma 4 des Artikels). Gleiches
geschieht fur D/, (vergleiche Lemma 5 und Lemma 6).

Die Filterbedingungen ergeben sich im Wesentlichen aus der Beweistechnik. Sie sind hinreichend
fir Konvergenz zweiter Ordnung. Ob jede von ihnen auch notwendig ist, ist nicht geklart.
2.2.6 Polynomielle Nichtlinearitaten

Alle bisherigen Beweise nahmen an, dass die Nichtlinearitdt zumindest eine Lipschitzbedingung
erfllt. Ludwig Gauckler betrachtet in |Gauckler| (2015) speziell die semilineare Wellengleichung mit
polynomieller Nichtlinearitat

Wit = Wgy + WP fur w = w(x,t), (2.41)

mit p > 2 und 27-periodischen Randbedingungen in einer Raumdimension (T = R\ (27Z)). Fir die
Anfangswerte soll

w(-,tg) € H*! und we(+,to) € H® furs >0

gelten, wobei H® den Sobolevraum H*(T) darstellt. Dabei soll s klein sein. Speziell s = 0 liefert
Lésungen, die eine Finite-Energie-Bedingung erflllen.

Bevor man den trigonometrischen Integrator anwenden kann, wird die partielle Differentialgleich-
ung (2.41) im Raum diskretisiert, indem man die L6sung durch das trigonometrische Polynom

wi(z,t) = > q;(t)e” mitK = {-K,..., K —1} (2.42)
jex

approximiert. Dabei sind ¢;(t) die Fourierkoeffizienten der Lésung w. Setzt man diese Approximation
in die ein, und wertet sie jeweils in den Kollokationspunkten z;, = wk/K mit k € K aus, so
erhalt man eine Differentialgleichungin Form von (T-1) mit dem Vektor q(t) = (g;(t)) ek (q(t) € CX).
Dabei ist €2 eine nichtnegative Diagonalmatrix

Q= diag(wj)jgc mit w; = l7] (2.43)

und die Nichtlinearitat g ist durch die diskrete Faltung =

g(y) =qx---*q mit (uxv); = Z ugv, jEK (2.44)
pmal k+I1=j7 mod 2K

definiert. FUr die in|Gauckler| (2015) présentierte Analyse ist die spezielle Form der Nichtlinearitat g
und der Matrix €2 entscheidend, siehe dazu auch Abschnitt 4 aus|Gauckler|(2015). Die Anfangswerte
sind durch die Anfangswerte w(-, o) beziehungsweise w(-, to) festgelegt durch

qj(to) = > wi(to) und q(to) = > Wy (to), farj € K,

k€Z,k=j mod 2K k€Z,k=j mod 2K
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wobei wy (t) beziehungsweise wy, die Fourierkoeffizienten von w(-, t) und wy (-, o) sind. Diese Defini-
tion ist genau dann wohldefiniert, wenn die Reihe der Fourierkoeffizienten konvergiert und entspricht
dann einer trigonometrischen Interpolation der Anfangswerte w(-,ty) beziehungsweise wy(-, ) in
den Kollokationspunkten. Wenn die Anfangswerte bereits durch ihre Fourierkoeffizienten definiert
worden sind, so ist die Wahl

Qj(to) = wj(tg), und Qj(to) = ﬂ}j(to), f[]l’j ek

fir die Berechnung vorteilhaft.

Als numerischer Integrator wird die Klasse der trigonometrischen Integratoren (vergleiche (1.10a))
vorgeschlagen. Um Konvergenz zu zeigen, werden folgende Annahmen bendétigt:

Annahme 2.3. Fiir ein gegebenes —1 < 3 < 1 existiere eine Konstante c, sodass fir alle { = hw;
mitj € K undw; # 0,

[9(€)| <,

W(E)] < €, falls —1< <0,
11— ()| < ct” falls 0 < B < 1,
‘1_X(§)| SC§1+B fUrX:¢7¢O;¢17

gilt.

Diese Annahmen werden von vielen bekannten trigonometrischen Integratoren erfiillt, beispiels-
weise dem Deuflhard-Verfahren (vergleiche Abschnitt [2.2.2), der gemittelten Impulsmethode aus
Garcia-Archilla et al.| (1999) (vergleiche Abschnitt[2.2.3) oder dem Verfahren von|Grimm und Hoch-
bruckl (2006) (vergleiche Abschnitt[2.2.5)).

Der Fehler wird in der Norm

. 2 . .
lally = | D)™ lal mit (j) = max(1, [j]),
JjeEK

fiir ¢ € C* gemessen. Diese Norm ist aquivalent zu der Sobolev H*-Norm der trigonometrischen
Polynome >, i g;e"®. Fir ¢ = ¢" und z = x; ist dies eine Approximation der Losung w(x;, tn)
der nichtlinearen Wellengleichung.

Man erhalt das folgende Konvergenzresultat: Sei ¢ > 1 und s > 0. Die exakte Lésung (g(t), 4(t))
der raumlichen Diskretisierung (1.1) mit der Matrix €2 aus (2.43) und der Nichtlinearitat g aus (2.44)
der nichtlinearen Wellengleichung erfille

gy + 4D, < K flir 0 <t —to < tena- (2.46)

Dann existiert eine Schrittweitenschranke 7y, sodass flr alle Schrittweiten 7 < 7y die folgenden
Fehlerschranken flir die numerische Lésung (¢, ¢"™), berechnet mit Hilfe des trigonometrischen
Integrators, gelten:
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Wenn Annahmemit einer Konstante ¢ fir 8 =0und 5 = «a fir —1 < « < 1 erfillt ist, dann gilt
lg(tn) = 4" lor1—a + lg(ta) = ", < CT'He fir 0 < tn—0 = n7 < fena.

Die Konstanten C' und 7y hangen dabei einzig von K und s aus (2.46), dem Exponenten p der
Nichtlinearitat, der Endzeit teng und der Filterkonstante ¢ ab.

Fir s = 0 entspricht die Annahme im Wesentlichen einer Finite-Energie-Bedingung an die
Lésung der nichtlinearen Wellengleichung und seiner rdumlichen Diskretisierung. In diesem Fall er-
halten wir Fehlerschranken zweiter Ordnung an ¢ in L? (o = 1) und Fehlerschranken erster Ordnung
fur ¢ in L? (a = 0).

Der Beweis ist aufwendig, jedoch von anderer Art als die Konvergenzbeweise, die in den vorherigen
Abschnitten beschrieben worden sind. Zuerst muss die Norm von g(¢q) und die zeitliche Ableitung
dieser Funktion in Abhangigkeit von ||¢||, beschrankt werden. Hier spielt die Semidiskretisierung
und damit verbunden die Darstellung der Sobolevnorm eine entscheidende Rolle. Der Beweis wird
danach in zwei Teile unterteilt: Zuerst werden Fehlerschranken von niedriger Ordnung in Sobolev-
raumen héherer Ordnung gezeigt. Im zweiten Teil zeigt man Fehlerschranken hdherer Ordnung in
Sobolevraumen niedrigerer Ordnung.

Dafiir kann die klassiche Beweistechnik des Fachers der Lady Windermere verwendet werden, bei
welcher der lokale Fehler und die Fehlerfortpflanzung kontrolliert werden missen, siehe auch Ab-
schnitt Dies gelingt, da man zunéachst nur Fehlerschranken niedriger Ordnung nachweisen
mdchte. Der lokale Fehler beispielsweise muss durch C72t® fir —1 < o < 0 beschrankt wer-
den, also sind fiir o = 0 Fehlerterme der GréBenordnung O(72) unkritisch. Entscheidend ist, dass
im Konvergenzbeweis der Fall « = 0 zuerst behandelt wird. Hier kann mittels Induktion das Kon-
vergenzresultat bewiesen werden. Man erhélt daraus aber die Stabilitdt der numerischen Lésung,
also

HQnH§+1 + HQn”g S 2K37 far 0 S t, = tO +nT S tend-

Die Regularitat der Ldsung ist entscheidend, um Lady Windermeres Facher fir —1 < a < 0 und
0 < a < 1 anwenden zu kdnnen. Um Fehlerschranken héherer Ordnung fir den lokalen Fehler
und die Fehlerfortpflanzung in Sobolevraumen niedrigerer Ordnung zu beweisen, geht wesentlich
die spezielle Wahl der Semidiskretisierung, der diskreten Sobolevnorm und die Bedingungen an die
Filterfunktionen ein.

An der Beweistechnik Gberrascht zundchst, dass die klassische Methode des Fachers der Lady Win-
dermere kombiniert mit der Stabilitét der numerischen Lésung ausreichen, um Konvergenz nachzu-
weisen. Betrachtet man den Beweis genauer, erkennt man, dass die Struktur der Nichtlinearitat g,
die gewahlte Semidiskretisierung und die diskrete Sobolevnorm eine entscheidende Rolle spielen.
Mochte man also hochoszillatorische Probleme betrachten, die aus einer Semidiskretisierung ent-
stammen, scheint es vorteilhaft, die konkrete Semidiskretisierung und die diskreten Normen in die
Analyse einzubeziehen.
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2.2.7 Fehleranalyse von auf trigonometrischen Integratoren basierenden Splitting-
verfahren fur lineare hochoszillatorische Probleme

Die Idee firr die vorliegende Arbeit entstand bei einem Workshop 2015, an dem Ludwig Gauckler,
Tobias Jahnke, Marlis Hochbruck und ich beteiligt waren. Die Ergebnisse wurden in |Buchholz et
al. (2018) verdffentlicht. Ein Auszug daraus ist auch in|Buchholz, Gauckler, Grimm, Hochbruck und
Jahnke| (2016) zu finden. Die Arbeit stellt eine direkte Vorarbeit zur vorliegenden Arbeit dar.

Es war bereits lange bekannt, dass sich die Klasse der trigonometrischen Integratoren als Split-
tingverfahren auffassen lasst. Eine Fehleranalyse, die auf Splittingverfahren beruht, ist aber meines
Wissens nach bis zur Veréffentlichung von Buchholz et al.| (2018) nicht durchgefiihrt worden. Mit ei-
ner solchen Analyse erhofft man sich einen tieferen Einblick in die Struktur der hochoszillatorischen
Probleme und ihrer numerischen Integration zu erhalten. Wie in|Grimm und Hochbruck| (2006)), Hai-
rer et al.| (2006) und |Gauckler| (2015) gesehen, entstehen die Bedingungen an die Filterfunktionen
im Wesentlichen aus der Fehleranalyse, vergleiche Abschnitt [2.2.5 und [2.2.6] Eine neue Konver-
genzanalyse liefert also eventuell neue Bedingungen an die Filterfunktionen und erweitert so die
Klasse der Verfahren, die bewiesenermaBen mit Ordnung zwei konvergieren.

In [Buchholz et al.| (2018) wird die gewdhnliche, lineare Differentialgleichung mit g(¢) = Gq
mit einer Matrix G’ betrachtet, wobei angenommen wird, dass ||€2|| > 1 ist. An das System werden
Voraussetzungen gestellt, vergleiche Assumption 2.1 und 2.2 aus |Buchholz et al.| (2018). Diese
lauten wie folgt:

Annahme 2.4. Es gelten die Bedingungen a) und b) aus Annahme Da g linear ist, reduziert
sich die Bedingungen c) und d) auf die Forderung, dass die Norm der Matrix G unabhéngig von §2
beschrénkt ist.

Zusétzlich wird gefordert, dass die Inverse der Matrix ) existiert und
127 < Cinv (2.47)
gilt.

Zur Bedingung (2.47) siehe zusétzlich Bemerkung im folgenden Kapitel. Die Gleichung (1.1)
kann in ein System erster Ordnung geschrieben werden. Mithilfe einer Transformation mit Q! er-
geben sich die neuen Variablen

y— q wp = | 90
Q—lq/ ) Q_1q6 .

Diese erflllen die Differentialgleichung

u' = Au + Bu, u(0) = uy, (2.48)

0 0 0 0
A:[—Q o]’ B_{Q*G o]'

Die Finite-Energie-Bedingung (1.2) fiir ¢, ¢’ ist dann &quivalent zu

mit Matrizen

[Au(t)| < K, 0 <t <teng. (2.49)
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Far ein System der Form (2.48) bietet sich ein Splittingverfahren zur numerischen Integration an.
Verwendet man das Strang-Splitting, so wird schnell klar, dass der entstandene Integrator dem sym-
metrischen trigonometrischen Integrator (1.10a) entspricht, jedoch mit den Filtern ¢(s) = ¥1(s) = 1.
Mit diesen Filterfunktionen ist der Integrator allerdings nicht konvergent von Ordnung zwei, verglei-
che Abschnitt[1.2|und die Fehleranalyse in Abschnitt Daher missen nun zuerst Filter einge-
bracht werden, um ein konvergentes Verfahren zu erhalten. Es seien also ¢ und g reellwertige
Filterfunktionen, die Annahme erflllen. Es wird hier der Index S bei der Filterfunktion ¥ g ver-
wendet, um Verwechslungen mit der Filterfunktion ¢ der trigonometrischen Integrators (1.10a) zu
vermeiden. Wie man spéter sehen wird, entspricht der Filter 1g dem Filter ¢/, des trigonometrischen
Integrators. Man definiert nun
~ 0 0
B = ~ 2.50
[ Q-G o } ’ (2.:50)
wobei die Matrizen é, ® und W durch
G=UsGP, B=¢(rQ), Ug=1p5(7Q), (2.51)
definiert sind. Damit Iasst sich die modifizierte Gleichung
o = Au+ Bu,  u(0) =ty = uo, (2.52)

aufstellen. Wendet man ein Strang-Splittingverfahren zur Approximation der Lésung dieser Glei-
chung an, erhélt man

Un4+1 = Snnun, S”n = B%BGTAB%B. (253)

Dabei ist v(t) = etvy mit
A | cos(tf)  sin(tQ)

—sin(tQ) cos(t2) (2.54)

e

die Lésung des Teilproblems v'(t) = Awv(t) mit Anfangswert vg. Da B nilpotent ist, folgt fir die
Lésung w(t) = ePwy des zweiten Teilproblems w’(t) = Bw(t) mit Anfangswert wy

B =14 7B. (2.55)
Man erhalt daher ein Verfahren der Form

T sin(7Q)Q1Gqy
2 |cos(TQ)Q ' Gqp + QG

A

Ung1 = Siintty, = €7 (2.56)

Hier erkennt man, dass das Splittingverfahren dem trigonometrischen Integrator (1.10a) entspricht,
wenn man ¥g = 1 wahlt und die anderen Filterfunktionen so gewahlit werden, dass das Verfahren
symmetrisch ist. Wegen der Symmetrie des Verfahrens gilt auBerdem

Gn+1 —2¢c08(TQ)qn + -1 =T sin(TQ)Q_léqn, (2.57a)

mit Startschritt - _
q1 = cos(7Q)qo + sin(7Q)Q 1 gf + B sin(72)Q  Gqo. (2.57b)

Damit I&sst sich das folgende Hauptresultat formulieren. Hier wird auf die Annahme [4.1]vorgegriffen,
die spater auch firr die Konvergenzanalyse des semilinearen Problems benétigt wird:
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Satz 2.5. (vergleiche Theorem 3.2 aus|Buchholz et al| (2018)) Es gelten die Annahmen|[2.4 und[4.1]
Dann ist der globale Fehler der Iterierten u,, des Splittingverfahrens zur Lésung v von (2.48)
beschrénkt durch

un — u(ty)|| < C72, 0 <t,=n7 <tend,

wobei die Konstante C' nur von Ciny, |G|, K, M;, j = 1,...,4, und teng abhdngt, aber nicht von
[1€2]]-

Der Beweis wird an dieser Stelle nicht angegeben, denn er ist als Spezialfall in der semilinearen
Analyse der vorliegenden Arbeit enthalten, vergleiche Abschnitt Teile des Beweises werden
allerdings in Kapitel[4] als Motivation fiir den Konvergenzbeweis aufgeschrieben, vergleiche dazu die
jeweiligen Abschnitte nach Lemma[4.5|und Satz [4.8).

Bemerkung 2.6. Fiir eine Gleichung der Form (2.48), auf die ein Strang-Splittingverfahren ange-
wandt wird, wére es zundchst naheliegend gewesen, das Konvergenzresultat aus|Jahnke und Lubich
(2000) anzuwenden, vergleiche Abschnitt[2.1.1. Um jedoch Konvergenz zweiter Ordnung nachzu-
weisen, muss man die Abschétzungen an den Kommutatoren erfillen (fir 6 = o = 1, damit
die exakte Lésung lediglich eine Finite-Energie-Bedingung erfillen muss). Jedoch ist die zweite Be-
dingung nicht erfillt, denn

A, (4, Bl u W5 GO . [q]

—QUsGOqg + ¥ 1GDN%g v

Dieser Kommutator muss nun durch eine Konstante multipliziert mit || Au|| beschrdnkt werden, ver-
gleiche 2.5). Das ist jedoch nicht méglich, da hier sowohl Q? als auch QU sG® auftaucht und
und G im allgemeinen nicht kommutieren. Den lokalen Fehler proportional zu T3 zu beschrénken,
ist somit nicht méglich. Wie sich durch die Analyse in|Buchholz et al| (2018) herausstellt, kann eine
solche Schranke auch nicht gefunden werden und eine genauere Analyse des lokalen Fehlers und
der Summationen fiir den globalen Fehler sind notwendig.

2.2.8 Weiterfiihrende Arbeiten zu trigonometrischen Integratoren

Ernst Hairer und Christian Lubich untersuchten inHairer und Lubich| (2000) ErhaltungsgréBen und
deren Entwicklung Uber lange Zeitintervalle fir die bis dorthin bekannten trigonometrischen Inte-
gratoren fur hochoszillatorische Probleme. Dafiir nutzten sie eine Analysetechnik, die modulierte
Fourierentwicklung (,Modulated Fourier Expansion®) genannt wird. In |Hairer et al.| (2006) wird diese
Technik erldutert und zusétzlich verwendet, um Konvergenz des Verfahrens flr eine spezielle Wahl
der Matrix 2 nachzuweisen. Die modulierte Fourierentwicklung wurde zahlreich zur Untersuchung
des Langzeitverhaltens eingesetzt, siehe |(Cohen, Hairer und Lubich| (2005), |Cohen| (2006) oder |Co-
hen, Gauckler, Hairer und Lubich| (2015). Weiterhin wird sie verwendet um Verfahren flir hochos-
zillatorische Probleme, die von einem betragsmaBig groBen Parameter abhangen, zu analysieren,
siehe Abschnitt[{.1.3

Fur Systeme der Form

q"(t) = —Q*(t,q)q + g(t, q), q(to) = q, d'(to) = )

mit einer zeit- und Lésungs-abhéngigen, symmetrischen und positiv semidefiniten Matrix Q2(¢, )
von beliebig groBer Norm wurden von Volker Grimm in |Grimm| (2002) (fur 2(¢,y) = (t)) und in
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Grimm| (2005b) betrachtet. Hier wurde jeweils auch eine Fehleranalyse fir trigonometrische Integra-
toren, die fir zeitabhangige Frequenzen erweitert worden sind, durchgefiihrt, wobei man annimmt,
dass die erste und zweite partielle Ableitung von Q(¢, y) beschrénkt ist. Allerdings taucht in der Feh-
lerkonstanten der Faktor [(n,d) auf, der bereits in der Analyse von Hochbruck und Lubich| (1999)
(siehe Abschnitt[2.2.4) vorkam. Die Fehlerkonstante ist somit nicht unabhangig von der Anzahl der
Schritte des Verfahrens, beziehungsweise der Dimension der Matrix 2. Der Faktor kann durch Tech-
niken aus |Grimm| (2005a) vermieden werden.

Es gibt weiterhin Arbeiten, die héhere Regularitat an die Lésung fordern, um beispielsweise Konver-
genz der Verfahren mit héherer Ordnung nachzuweisen, siehe |Cano und Moreta| (2010) und |Cano
und Moretal (2013), oder um mit Nichtlinearitdten umzugehen, die nicht Lipschitz-stetig sind, siehe
Dong| (2014). Auch wurde der trigonometrische Integrator auf stochastische Differentialgleichungen
erweitert, siehe |Cohen, Larsson und Sigg| (2013).



KAPITEL 3

LDARSTELLUNG DER TRIGONOMETRISCHEN INTEGRATOREN IN
FORM EINES SPLITTINGVERFAHREN

In[Buchholz et al.| (2018)) wurde bereits fir den linearen Fall vorgeschlagen, den trigonometrischen
Integrator angewandt auf ein System von Differentialgleichungen der Form als Splitting-
Verfahren angewandt auf eine modifizierte Gleichung zu analysieren. In diesem Kapitel soll diese
Analyse nun auf den semilinearen Fall Ubertragen werden. Hierflr wird zundchst die folgende zu-
satzliche Annahme an die Differentialgleichung gestellt:

Annahme 3.1. Die Inverse von () sei mit einer kleinen Konstante Cj,, beschrdnkt:
127 < Cinv- (3.1)

Bemerkung 3.2. Die Invertierbarkeit der Matrix ) wurde bei der Fehleranalyse des Gautschi-Ver-
fahrens oder der trigonometrischen Integratoren in|Grimm und Hochbruck (2006) nicht verwendet,
siehe dazu auch die Abschnitte [2.2.4 und[2.2.5. Hier wird lediglich gefordert, dass die Matrix )
positiv semidefinit ist.

Liegt ein System der Form (1.1) mit positiv semi-definiter Matrix () vor, so betrachtet man das &dqui-
valente System

~

q"(t) = —%q(t) +9(q(1)), 0 <t < tepa,
q(0) = g0, ¢'(0) = g5
mit
0% = Q2 +41, 9(q) = 9(a) + 74,
und einem geeigneten skalaren Shift v > 0 so, dass Q positiv definit ist. Wichtig ist, dass die Norm

von g im dquivalenten System nicht von der Norm von 2 abhéngt. Ein Beispiel fiir einen solchen
Shift, sieht man im Kapitel[5.3

Um das Splittingverfahren zu konstruieren, geht man wie im linearen Fall vor. Zunachst schreibt man
(1.1) um in ein System erster Ordnung. Zusatzlich wird eine Variablentransformation in der Ableitung
¢ durchgefiihrt. Die neuen Variable u mit passendem Anfangswert

_ q . _ q0
o I

39
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erfullt dann die Differentialgleichung

u'(t) = Au(t) + b(u(t)), u(0) = ug (3.2a)
mit
A:[OQ (g] und b<[ZD:[Q_%(q)] (3.2b)
Man kann nachrechnen, dass [|A|| = [|€?|| ist (und damit auch entsprechend groB ist) und auch
|A7Y| = ||27Y| < Cinv gilt. Die Lésung u erfilllt die Finite-Energie-Bedingung in Form von
|Au(t)]| < K, 0 <t < fend; (3.3)

wenn die Lésung ¢ der Differentialgleichung (1.7) die Annahme [1.1]b) erfullt.

Fir (3.2a) ist es naheliegend ein Splittingverfahren zu verwenden, um eine numerische Approxima-
tion an die Lésung zu berechnen. Die Lésung der Teilprobleme

v'(t) = Av(t) mit v(0) = vy,
w'(t) = b(w(t)) mit w(0) = wy,
ist gegeben durch
R e ey

und

wo,1

Q_lg(wml)t + wo,2

w(t) = gy (t,wo) = [ ] = wo + b(wo)t fir  wo = {wo’l ] (3.4)

Da A schief-symmetrisch ist, ist et4 unitar und damit
e =1, teR (3.5)

Es soll nun ein Strang-Splittingverfahren verwendet werden, um die Lésung zu approximieren. Zu-
néchst sei

~ T T
Un+1 = T(un) = ©b (57 eTASOb <§7 Un))

gegeben. Setzt man nun den Fluss ¢, (3, ) ein, so erhalt man fir u, = [¢l, v]]" wie im linearen
Fall

f ) = TA (z n) z TA (z n)
(un) = e™pp (5 un ) + 50(e™ 0 ( 5y un )

=4 <un + %b(un)) + 2b(e, (g, Un))

2
: -1
— ey, 4 T sin(7Q)Q " g(qn) ] .

2 [ cos(T) 1 g(qn) + 2 g(gni1)

\]
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Dabei wurde im letzten Schritt verwendet, dass die erste Block-Komponenten von eTAgOZ (%, un) ge-

rade ¢,+1 entspricht. Man erkennt nun, dass das Splittingverfahren T genau dem trigonometrischen
Integrator (1.10a) angewandt auf das transformierte Problem (3.2a) mit Filterfunktionen ® = ¥; = I,
U = sinc(792) und ¥y = cos(7§2) entspricht.

Wie jedoch in Abschnitt[1.2] und der Konvergenzanalyse in Abschnitt[2.2.5|gesehen, ist der Interga-
tor T nicht konvergent von Ordnung zwei. Es missen geeignete Filterfunktionen eingesetzt werden
oder der Zeitschritt T einer starken CFL-Bedingung unterliegen, um Konvergenz des Verfahrens zu
garantieren. Deswegen werden im folgenden Abschnitt Filterfunktionen hinzugefiigt, um ein Ver-
fahren zu erhalten, welches konvergent von Ordnung zwei ohne starke Schrittweiteneinschrankung
ist.

3.1 Modifizierte Gleichung

Wie bereits im linearen Fall, vergleiche Abschnitt [2.2.7] betrachtet man nun die modifizierte Glei-
chung

W (t) = A+ b(), %(0) = uo, (3.6)

mit

b(u) = [Q_I\ng(@q) } , u= [z] . (3.7)

Man beachte, dass die Losung @ der modifizierten Gleichung von der gewéhlten Schrittweite 7
abhangt. Um die Notation kurz zu halten, schreiben wir lediglich u(t) anstelle von u(t, 7) oder u,(t).
In den folgenden Kapiteln wird weiterhin die Kurzschreibweise

b(u) = Ub(Du)
mit den Blockmatrizen

~ [wg 0 ~ [ 0
\1/_[ 0 \Ps] und @_[ ] (3.8)

verwendet.

Definiert man nun die exakte Lésung w von
o' = b(w), mit @(0) = @,
analog zu ¢y (¢, w) in Uber
W(t) = g5 (t, Wo) = o + b(iWo)t, (3.9)

so ist der trigonometrische Integrator (1.10a) &quivalent zum Strang-Splittingverfahren angewandt
auf die modifizierte Gleichung (3.6), das heift

T rA

T
o = 100 = 55 (s ().
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Wahlt man mit ¥ = 11 und ¥ und vy so, dass das Verfahren symmetrisch ist, so entspricht dies
dem trigonometrischen Integrator (1.10a). In der vorliegenden Arbeit wird allerdings das Strang-
Splittingverfahren in vertauschter Reihenfolge

Unt1 = S(up) = €%A(pg (T, e%Aun> (8.10)

analysiert. Durch die gednderte Reihenfolge ist pro Zeitschritt nur eine Funktionsauswertung der
Nichtlinearitat g nétig, was sich in der Analyse als vorteilhaft herausgestellt hat. Implementiert man
die Verfahren, kommt T" mit n 4+ 1 und S mit n Funktionsauswertungen aus, da flrr den Integrator T°
eine Funktionsauswertung im zweiten Schritt wieder verwendet werden kann. Der Zusammenhang
zwischen beiden Reihenfolgen wird in Abschnitt [3.2 untersucht. Man kann den Konvergenzbeweis
in|Buchholz et al.| (2018) auch in der veranderten Reihenfolge des Splittingverfahrens durchfihren
und erhalt unter identischen Voraussetzungen Konvergenz zweiter Ordnung.

Zur Implementierung des Splittingverfahrens (3.10) ist h&ufig die folgende Schreibweise glinstig:

q | _ A A | 40
4] =a (e 2])

R Q 1Wgsin(ZQ)
— ¢ [ } T [ QMg cos(ZQ)

mit g = g (® (cos (39) qo + sin (52))vo)).

3.2 Reihenfolge des Splittingverfahrens
Im Folgenden sollen die beiden numerischen Verfahren

¢r(u) = @5 (T, eTAu) und or(u) = eTAQO‘I; (1,u) (8.11)

betrachtet werden, die beide Kompositionen zweier Flisse von Differentialgleichungen sind. Wegen
o5 (1, )= @3 (=, -) ist die zweite Methode die Adjungierte der ersten. Die beiden Verfahren (3.11)
werden als Lie-Trotter-Splittingverfahren bezeichnet, siehe Trotter (1959).

Mithilfe ¢~ und ¢ lassen sich die beiden, in Abschnitt [3.1] vorgestellten Operatoren S und T kon-
struieren. Es ist

T(w) = 6r2 0 6% (1), und S(u) = 675 0 61 ja(u).

Nun l&sst sich leicht zeigen, dass beide Operatoren 1" und .S symmetrische Verfahren definieren.
Weiterhin lasst sich folgende Beziehungen zwischen den Operatoren herstellen

TO¢T/2(U) :¢T/QOS(U) < S(’LL) :QbiT/QOTOQST/Q(U)a
S0 ¢75(u) = ¢7 50T (u) = T(u) = ¢_rj2 05007 5(u).
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FUr die n-te lterierte folgt daher

S (ug) = 7., 0 T™ 0 65 (uc), T™(u0) = ¢_rj 0 5™ 0 6o u):

Die beiden Operatoren T" und S entscheiden sich also jeweils nur um einen Halbschritt zu Beginn
und am Schluss der Simulation. Da das Verfahren mit dem Operator 7" &quivalent zum trigonometri-
schen Integrator in|Grimm und Hochbruck| (2006) angewandt auf das transformierte Problem
ist, weiB man, dass es konvergent von Ordnung zwei in den Positionen und konvergent der Ord-
nung eins in den (untransformierten) Geschwindigkeiten ist. Aus der linearen Analyse in |Buchholz
et al.| (2018) folgt auBerdem, dass es fiir eine lineare Funktion g konvergent der Ordnung zwei in
den Positionen und den transformierten Geschwindigkeiten ist. Es stellt sich die Frage, ob man aus
den Beziehungen zwischen S und T und der Konvergenz des Verfahrens mit Operator 1" direkt
schlieBen kann, dass auch das Verfahren mit dem Operator S konvergent der Ordnung zwei ist?

Hierzu betrachtet man zunachst die Verfahren mit den Operatoren 7" und .S an einem numerischen
Beispiel. In Abbildung[3.1]wird der Fehler der Verfahren, der bei Simulation des nichtlinearen Fermi-
Pasta-Ulam-Tsingou-Problems auftritt, vergleiche Kapitel 5, dargestellt. Dieses Beispiel untermauert
die Vermutung, dass die Reihenfolge des Splittingverfahrens keinen wesentlichen Einfluss auf die
GroBe des Fehlers hat. Beide Verfahren konvergieren mit zweiter Ordnung, die Fehlerkonstanten
variieren nur leicht.

Es ist auBerdem méglich, den Konvergenzbeweis aus |Buchholz et al.| (2018) fir das Verfahren mit
dem Operator S aufzuschreiben. Konvergenz zweiter Ordnung dieses Verfahrens fiir semilineare
Probleme konnte jedoch bislang nur durch den Konvergenzbeweis in Kapitel 4] gezeigt werden
und nicht direkt aus der Beziehung zu T' hergeleitet werden.
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Abbildung 3.1: Vergleich der Fehler der Verfahren mit den Operatoren 1" und S ohne Filterfunktionen
(erste Zeile) und mit Filterfunktionen (zweite Zeile)



KAPITEL 4

KONVERGENZRESULTAT UND FEHLERANALYSE DES
SPLITTINGVERFAHRENS

Zunéchst sei 7 < 1 vorausgesetzt. Um zu beweisen, dass das Splittingverfahren S konvergent von
Ordnung zwei ist, bendtigen wir folgende Annahme an die Filterfunktionen Wg bzw. ®:

Annahme 4.1. Die Filterfunktionen x = ¢ oder x = 1 g seien gerade und analytisch. Weiterhin seien
die folgenden Bedingungen erflillt

X(0) =1, (4.12)

IX(§)| < My, (4.1b)

[Ex(E)] < Mo, (4.1c)

cor (§) x| < s @19)

mit Konstanten M;, die gleichm&Big fiir alle { € R gelten.

Eine Funktion, die alle Bedingungen erfllt, ist beispielsweise x(£) = sinc(§), die auch fir trigono-
metrische Integratoren verwendet wurde, siehe beispielsweise Kapitel [l und die Filter aus (2.32).

Da x gerade und analytisch ist, folgt aus Bedingung (4.1a) und
€72(1 = x(&)] < My, (4.2)

mit einer Konstante My, fir alle £ € R gilt. Diese Bedingung wird im Konvergenzbeweis an mehreren
Stellen benétigt und hier deshalb zusatzlich aufgefihrt.

Im folgenden Abschnitt soll gezeigt werden, dass fir den Fehler des Splittingverfahrens (3.10) an-
gewandt auf (3.2a) gilt

[un — u(ty)| < C72, 0 <ty =n7 < teng.

Dabei steht C' hier und nachfolgend fiir eine generische Konstante, die an verschiedenen Stellen
unterschiedliche Werte annehmen kann. Die Konstante C' héngt jedoch nicht von ||2||, 7 oder n ab.

Der Beweis dieser Aussage ist aufwendig und wird daher in mehrere Teile unterteilt. Zunachst wird
gezeigt, dass der Fehler zwischen der exakten Lésung v der Ausgangsgleichung (3.2a) und der

45
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Lésung u der modifizierten Gleichung sich wie 72 verhalt, siehe Satz AuBerdem erfillt
die Losung u ebenfalls eine Finite-Energie-Bedingung, vergleiche Lemma[4.3] Diese Abschatzung-
en sind notwendig, damit man nachfolgend nur den Fehler der Strang-Splittingverfahrens w,, aus
(3.10) zur Lésung u betrachten muss. Die modifizierte Gleichung stellt somit eine 72-Stérung der

Gleichung dar.

AnschlieBend wird der lokale Fehler zwischen dem Strang-Splittingverfahren wu,, und der Lésung u
in eine geeignete Form gebracht, um den globalen Fehler abzuschétzen, vergleiche Lemma4.5|und
Lemma[4.7] Insgesamt I&sst sich so zunachst zeigen, dass der Fehler zwischen der numerischen
Lésung und der Lésung der modifizierten Gleichung von der GréBenordnung O(7?) ist. Die
obige Konvergenzaussage ergibt sich aus Kombination der erzielten Ergebnisse.

4.1 Fehleranalyse

Um den Konvergenzbeweis durchzufiihren, benétigt man die Ableitungen von ¢y, (¢, up) nach dem
Anfangswert ug. Aus der Darstellung (3.4) des Flusses ergibt sich

_ I 0 . | @
Dapp (t,ug) = [ O lg(qo)t T } ) far up = [ v } : (4.3)
Mithilfe der Jacobi-Matrix von b
. 0 0 S ]
Jp(u) = [ Q-1 (q) 0 ] , faru = [ y ] , (4.4)
ergibt sich
((924,0;, (t,up) )(u) = (I + tJb(qo))u. (4.5)
Fir die zweite Ableitung nach dem Anfangswert definiert man den Vektor
Hy(u)(y, 2) = [ ) ] fir u = [q] y = [Qy ] 2= [qZ } (4.6)
Qg (qu)(Qy7QZ) Uy, Uy Uz

Analog folgen flr das modifizierte System

0 0 0
JE(U) - [ Q’l\Ifsg’(q)q%ﬁ 0 :| und HE(U)(% Z) - [ Qflqlsg//(q)qu)(q)qy,q)qz) :| .
4.1.1 Eigenschaften der modifizierten Gleichung

Zunéchst untersucht man den Fehler zwischen der Lésung » der Ausgangsgleichung (3.2a) und der
Lésung u des modifizierte Systems (3.6). Wie in Abschnitt [3.1] erklart, hangt die Lésung u von der
Zeitschrittweite 7 ab. Man zeigt nun, dass u gegen die Lésung u konvergiert, wenn 7 gegen 0 geht.

Um den Beweis durchzufiihren, wird die Annahme[1.1]an die Differentialgleichung gestellt. Zunachst
werden dafiir Radien

ro = MiCnw K, r1 = (1+ M;)Cin K, rg = (1+ M;)Cin K, (4.7)
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gewabhlt, fir welche die Funktion g und ihre Ableitungen zunachst die Schranken

lg(a)]l < Cyo far |lq|| < ro,
l9'(@)]| < Cy.n fur gl <1,
19" (@)]] < Cyy2 far {|q|| < 72,

erfillen. Mit diesen Schranken lasst sich Satz[4.2] und Lemma[4.3]beweisen. AnschlieBend werden
die Radien vergroBert, fir die man auch die Darstellung des lokalen Fehlers in Lemma und
die Konvergenz des globalen Fehlers in Satz [4.8| nachweisen kann. Diese zweistufige Definition ist
notwendig, da die vergdBerten Radien aus von der in Lemma [4.3|definierten Schranke fir die
Finite-Energie der modifizierten Gleichung abh&ngen.

Satz 4.2. Es seien die Annahme[1.1 mitro, 1 und ro aus (4.7) und die Annahme|3.1] erfiillt. Weiter-
hin erfiillen die Filterfunktionen die Annahmen (4.1a) und (4.1b). Dann gilt fiir den Fehler zwischen
der Lésung u von (3.2a) und der Lésung u der modifizierten Gleichung (3.2a)

Ju(t) —a@)|| < Ca®, 0 <t < tong,
mit einer Konstante Cy, die nur von Cy, Cy.1, Cg2, Ciny, K, Ly, M1, My und teng abhéngt.

Der Beweis orientiert sich am Beweis von Theorem 4.1 aus Buchholz et al.| (2018).
Beweis. Um den Fehler darzustellen, schreibt man die Lésungen mithilfe der Variation-der-Konst-
anten-Formel

u(t) = eug + /0 t et =) 4p(u(s)) ds, (4.8a)
ut) = e4ug + /O t et =) 4p(T(s)) ds. (4.80)
Es ist somit
u(t) —u(t) = /Ot U4 (b(u(s)) — b(ii(s))) ds
— L) + I(t) + /O LG (b(Fu(s)) — b(Bii(s)) ds,
mit

I(t) = /0 t U= — W)b(u(s)) ds

t ~ ~
L(t) = / 94T (b(u(s)) — b(Bu(s))) ds.
0

Man zeigt nun, dass beide Terme I; und I» proportional ZUI2 besghrénkt sind. Zunéchst sei fest-
gehalten, dass man die Matrix A und die Filterfunktionen ® und ¥g vertauschen darf, da diese
Matrizen nur von €2 abh&ngen. Fir I; ergibt sich mithilfe partieller Integration und Ausklammern von

72

L) t

| — ATl — Bpb(u(s)] -~ /0 (= A) 7Ll = D) Jy(u(s))u (5) ds,

0

— [ — 2= A(F A)72(1 — @)Ab(u(s))]; + 72 /0 t DA A) 2T — W) Ady(u(s))d (s) ds.
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Unter Verwendung der Annahmen (1.3) mit den Radien aus (4.7), (3.1) und folgt zun&chst

Hu s | = H 1Au H CinvK < min(rg,71),
= [[Au(s) +b(u(s))|| < K + CinvCy o,

Daraus ergibt sich mithilfe von (3.5) (4.1b), (4.2)

vl = [ [ o || < oo o) = T und o) < o

0 0
s = [ o o || < G ) = a1 un ucol <
und so ingesamt
I11()]] < (2M4Cyp + tenaMsCyr (K + CinyCyo)) 7> < C172,

mit einer Konstante C, die nur von My, Cy 0, Cg1, Cinv, K und tgng abhéngt.

(4.9)
(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

Um Iy zu beschranken, wendet man zunachst den Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
ung auf die Differenz b(u(s)) — b(Pu(s)) an. AnschlieBend wird die Variation-der-Konstanten-Formel

(4.8a) verwendet, um u(s) zu ersetzen. Es folgt

t " 1 " "
Iy(t) = /0 (=94 /0 o <au(s) +(1- a)cpu(s))(f — $)u(s) do ds
=I5 (t) + I22(2)

mit

D (t) = /0 94 /0 ' (cu(s) + (1~ )Bu(s)) (1 — B)e* ug do ds

Io(t) = / 94 /0 ' (ou(s) + (1 — 0)Bu(s)) (1 - &) /0 " =0 Ap(u(6)) b do ds.

0

Im nachsten Abschnitt wird gezeigt, dass die Normen von I>; und I»5 ebenfalls proportional zu 7

2

beschrankt werden kénnen. Zuerst verwendet man partielle Integration nach s fiir I5; (integriert wird
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dabei lediglich e*4) und danach wird 72 ausgeklammert. Es folgt

t

I (t) = [e(t_S)A\TJ /01 Jp (au(s) +(1- U)&v)u(s)) (I — ®)A ey da] .

- /Ot =94~ A) /01 Jp (UU(S) +(1- a)‘iu(s)) (I — ®)A ey do ds

t i ~
- / e(t_S)A\IJ/ Hy(ou(s) + (1 — o)Pu(s))
0 0

(au'(s) +(1—0)Du/(s), (I — &D)A_leSAuo> do ds

= 72 [e(ts)A\i /01 Jp (Uu(s) +(1- U)&)U(S)) (I —®)(TA)" 2% Aug da] .,

+ 72 /Ot e(t=5) Ay /01 AJy (O’u(s) +(1- 0)&)15(5)) (I— 6)(714)7263,414“0 do ds

t ~ 1 =
B 7_2/0 6(tS)A\1;/ Hy(ou(s) + (1 — o)Pu(s))

0
(Uu’(s) +(1—0)Pu'(s), (I— (i))(TA)_268AAUO) do ds,

wobei man ausnutzen kann, dass 4, e/ und ¥ g kommutieren. Mit Hilfe von (3-1), (1-3), (3.5), (4-10),
@2, @9, @-19), (@.12) und

Hau(s) r(1- a)&m(s)H < (14 My)Ciny K < min(ry, ) (4.14)

folgt zunachst
HJ,, (Ju(s) +(1- a)&iu(s)) H < CinyCy1, (4.15)
| o (u(s) + (1 = )Bu(s)) (v, w)]| < CinsCyyz ol el (4.16)

Insgesamt erhalt man

HIQl (t)” < <2M10inV0971M4K + teng M1 (Cg7lM4K + Ciny 912(1 + Ml)(K + C’inng,o)M4K> 7'2
< Cy172, (4.17)
mit einer Konstante Co1, die nur von My, My, Cyo Cy,1, Cg.2, Cinv, K und teng abhéngt.

Um den zweiten Term I25 abzuschatzen, wird zuerst partiell nach 6 integriert

s

(I —®) /0 ) =D Ap(u(9)) do = (I — ®)(—A)Le=Dp(u(9))

0=0

+(I-9) /0 ) A=A T, (u(0))u! (0) dO

=~ = ®)(rA) 2D A (w()|

+72(I — D)(1A) 2 / ) eGDAA T (u(0)) () db.
0
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Mit (3:5), (41b), @.2), (¢-9), @17), (#10), 412), (@.15) und (4.74) ergibt sich folgende obere

Schranke an I5s:

| 22(8)]| < tonaM1CinyCy1 Ma (2C 0 + tenaCoy1 (K + CineCi0) ) 7 < Coa7? (4.18)
mit einer Konstante Cao, die nur von My, My, Cyo Cy 1, Ciny, K und teng abhéngt.

Der Fehler lasst sich mittels der drei Schranken (4.73), (4.17) und (4.18) und der Lipschitz-Bedingung
(1.4) wie folgt abschatzen:

t ~ ~
) = O < 1@ + [ Ea 0]+ a0 + [ 301 [s(@u(s)) = (i) s
t
< (C1+ Oy + 022)7'2 + Mfcinng/ |u(s) —u(s)|| ds
0
Die Behauptung folgt dann mit dem Lemma von Gronwall[B.2] O

Satz ermdglicht es, im Konvergenzbeweis (siehe Abschnitt [4.1.2)) direkt den Fehler zwischen
numerischer Approximation w,, und der Lésung u der modifizierten Gleichung (3.6) zu betrachten.
Mit dem folgenden Lemma wird nachgewiesen, dass auch fir u eine vergleichbare Finite-Energie--

Bedingung wie (3.3) gilt.

Lemma 4.3. Es seien die Annahme mit ro, r1 und ro aus (4.7), die Annahme und die
Filterbedingung erfillt. Dann erfillt die Lésung u der modifizierten Gleichung (3.6) die Finite-
Energie-Bedingung

|At(1)] < K, 0 <t < tena, (4.19)

mit einer Konstante K , die nur von K, Ciny, Cg0 Ly, Cay, M1 und teng abhdngt.

Beweis. Aus der Variation-der-Konstanten-Formel folgt

t ~
| Au(t)|| = HAetAuo + / A= (a(s)) ds
0

< [[Aug| +/0t | Ab(i(s)) | ds
< ||Augl| + /Ot HAE(u(s))H + HA(E(E(S)) —g(u(s))> H ds

t
< K+/ M\Cyo+ M2L, |[i(s) — u(s)|| ds
0

< K+ Mltend (0970 + MngCaVT2)
<K.
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Hierflr wurde die Aussage aus Satz[4.2]
[(s) = u(s)|| < Cavr®
zusammen mit 7 < 1, (1.3), und
[@u(s)|| < MiCiny K < 1o (4.20)

verwendet. U

Im nachsten Abschnitt wird der lokale Fehler analysiert und in eine geeignete Form gebracht, um
die Abschéatzung des globalen Fehlers zu erleichtern. Bevor man jedoch mit dem Beweis fortfahren
kann, missen die Konstanten rg, 71 und ro angepasst werden. Bis zu diesem Zeitpunkt wurden
diese nach gewahlt. Es seien nun

770 = max(ro, Mlcim,f?), 771 = max(rl, QMICinvI?)a FQ = maX(TQ, Mlc‘im,l?). (4.21)

und fur die Funktion g und ihre Ableitungen gelte

lg(a)]] < Cyo lall < 7o,
19'(@)]| < Cyn lgll <71,
19" (9)|| < Cy2 gl < 7.

Die Radien 7, 71 und 75 hdngen von K ab. Die GréBe der Finiten-Energie der modifizierten Glei-
chung steht meist nicht vor der Simulation zur Verfligung. Sie kann wie oben gesehen geschatzt
werden. Jedoch wird die GréBe dabei vermutlich weit Uberschatzt. Eine andere Mdglichkeit besteht
darin, die Finite-Energie der numerischen Approximation zu jeden Zeitschritt auszuwerten um diese
GroBe abschatzen zu kénnen.

Mithilfe dieser neuen Radien kann nun der Konvergenzbeweis durchgefiihrt werden. Sind die Funkti-
on g und ihre Ableitungen wie in Annahme[1.1]mit den Radien aus beschrankt, so gilt ebenfalls
Satz[4.2] denn die Radien wurden vergréBert. Die Radien aus dienten lediglich dazu die GréBe
K sinnvoll abzuschatzen.

4.1.2 Transformation des lokalen Fehlers

Das folgende Lemma analysiert den lokalen Fehler, also die Differenz zwischen der exakten Lésung
_ ~ _ TA~ T (t—8)Ap [~
Pass (tyu(ty)) = e u(t,) + / e b(u(t, + s))ds, (4.22)
0

der modifizierten Differentialgleichung und dem Splittingverfahren (3.10). Dieser umfasst Ter-
me der GréBenordnung O(73), fir die der globale Fehler direkt mit Hilfe der Technik des Lady Win-
dermeres Facher abgeschatzt werden kann, zu Lady Windermeres Féacher siehe auch Abschnitt[A.3]
Allerdings treten auch Terme der GréBenordnung O(72) auf, die bei der Analyse des globalen Feh-
lers gesondert behandelt werden miissen.
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In diesem Kapitel werden Kommutatoren verwendet, um den Fehler zu analysieren:

Definition 4.4. Fiir zwei Vektorfelder F, G : RY — RY sei der Kommutator [F, G definiert durch
[F, Gl (v) = F(G(v)) = G(F(v)).
Der Lie-Kommutator [F, G, ist gegeben durch
[F, G (v) = F'(0)G(v) = G'(v) F(v)
wobei F' und G’ die jeweilige Jacobi-Matrix bezeichnen.

Der Lie-Kommutator wird haufig verwendet, um Ordnungsbedingungen von Splittingverfahren her-
zuleiten beziehungsweise Konvergenz nachzuweisen, siehe zum Beispiel [Hairer et al.| (2006), Kapi-
tel 111.5,|[Hundsdorfer und Verwer| (2007), Kapitel 1V.1.4 oder |Lubich| (2008). Der lokale Fehler des in
dieser Arbeit betrachteten Splittingverfahrens Iasst sich auch mittels der Lie-Ableitung ausdricken.

Lemma 4.5. (Darstel/ung des lokalen Fehlers)

Es seien die Annahme[1.1 mit den Radien 7y, 71 und 7y aus @#21)), die Annahmen|3.1|und[4.1] erfillt.
Dann ist der lokale Fehler zur Zeitt, = nt,0 < t, < teng — T, des Splittingverfahrens -
angewandt auf die modifizierte Gleichung gegeben als

on = Su(ty,) — Puig (7, u(tn)) = 57(11) + 5%2) + Dy,

mit
T & ré 0 .
_i / / / (AN (e84, (r — €.ii(ta)) ) dfdo de, (4.23)
0 0 Jo
2)__1 A 5*%A~ gA - 2 g r—€)A~
N 4/0 /0 /U e( ) 5 (e QOAH,(T f,u(tn)))>A e( +7-¢) U(ty) ddo dE, (4.24)

und || D,,|| < C73. Die Konstante C' hangt dabei von Ciny, Cy0, Cg1, Cya, K, My und Mo ab.

Wie bereits in Kapitel [2] erklart, beruhten bisherige Darstellungen des lokalen Fehlers auf der Varia-
tion-der-Konstanten-Formel. Im Gegensatz dazu verwendet die folgende Darstellung den Hauptsatz
der Differential- und Integralrechung. Um die Idee zu illustieren, wird hier zun&chst der lineare Fall
betrachtet, vergleiche Buchholz et al.| (2018) beziehungsweise die Notation aus Abschnitt[2.2.7] Sei
dafir g(u) = Gu fur eine Matrix G mit kleiner Norm. Der lokale Fehler ist im linearen Fall ebenfalls
als Differenz zwischen einem Schritt mit dem Spilittingverfahren und der exakten Lésung der
modifizierten Gleichung gegeben. Er kann mithilfe des Hauptsatzes der Differential- und Inte-
gralrechung geschrieben werden als

T
€2

_1/
=5/

Im linearen Fall erkennt man direkt, dass die Kommutatoren {A, 655] und [E, e%A} auftreten, ahn-
lich wie auch in der Darstellung des lokalen Fehlers bei der Analyse von Splittingverfahren fir glatte

On

AemBesi(t,) — APt

&‘&

3

6
(g B34, s><A+B>
£
e2

([A 653} 44 2658 {E, e%AD 6(775)(A+§)17(tn) dg.
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Losungen (vergleiche mit Abschnitt [2.1.1). Wie in [Buchholz et al.| (2018) gezeigt, kann man die
auftretenden Differenzen in Form der Kommutatoren wiederum mit Hilfe des Hauptsatzes der Differ-
ential- und Integralrechung darstellen. Nach dreimaliger Anwedung erhé&lt man schlussendlich eine
Darstellung mit Doppelkommutator, im linearen Fall ist das

= 1/T /5 /geéAefB HA’E} 74 5 AT OB (1 ) dor 6 de
3, / / P[4 B] . BJ et OUt i) do dode.

Die Untersuchung der Doppelkommutatoren erméglichst es, zwischen Termen der GréBenordnung
O(72) und O(7?) zu unterscheiden, die im globalen Fehler getrennt behandelt werden miissen. Hier
ist beispielsweise

(4.25)

HA, E] ,A} — _A2B - BA® 4 2ABA.

An der Struktur von B erkennt man, dass AB beschrankt ist, vergleiche mit (2.50). Ein Auftreten von
A in Kombination mit u(t,,) kann durch die Finite-Energie-Bedingung beschrankt werden. Deswegen
lasst sich der Anteil 2AB A im Integral proportional zu 72 beschrénken. Fiir die beiden ersten Terme
ist dies nicht mdglich. Es lasst sich lediglich eine Schranke der Ordnung O(72) herleiten, wenn man
die Filterbedingung berlicksichtigt.

Ein vergleichbares Vorgehen wird nun auch im semilinearen Fall angestrebt. Die Differenzen werden
mithilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechung dargestellt und spater die GréBe der
vermutlich auftauchenden Terme des Kommutators untersucht. Durch die Nichtlinearitat g treten nun
zusétzlich die in Definition [4.4] vorgestellten Lie-Kommutatoren auf. Mit Hilfe der Lie-Kommutatoren
ist es moglich, den lokalen Fehler in eine mit vergleichbare Form zu bringen (vergleiche
(4.28)). Dies ermdglicht eine prazise Aufspaltung des lokalen Fehlers in Terme 5&1) und 57(12) der
GréBenordnung O(72) und den Term D,, der GréBe O(73). Die Beweistechnik aus Buchholz et al.
(2018) kann also adaptiert werden.

Beweis von Lemmal4.5 Aufgrund der einfachen Struktur des Flusses ¢+ (vergleiche (3.9)) ist
b
0
ey (T uo) = a@g(tﬂio) = b(uo).

Weiterhin sei die Abklirzung v(c,§) = e%AgoA+f5 (1 — &, u(ty))) definiert. Mithilfe des Hauptsatzes
der Differential- und Integralrechung kann der lokale Fehler folglich geschrieben werden als

+ [ etougp (€006 ¢ (340009 — A0(0.6) - 20(0,)) de.
0
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Umsortieren der Terme ergibt

1

=1 /0 "5 (A (6,0(6,6)) — Doy (€,0(¢,6)) Av(E. ) de

+ /O e (B(u(€, ) — Dapy (€, v(€, ) e34B(0(0,€)) ) de.

Verwendet man nun die Darstellung (4.3) in Form von da¢5 (t, w) = I+tJ;(w) fir das zweite Integral
und die Definition [4.4] so erhalt man

1 T
571 = 2/(; [
- /0 g3 AT (0(&, ) €345 (0(0,€)) de.

Hierzu sei vermerkt, dass Matrizen im (Lie-)Kommutator stets flr ihre linearen Abbildungen stehen.
Bezeichnet man beispielsweise mit F'4 die lineare Abbildung F4 : + — Az, so entspricht

(A5 (&), = [Far 5 (6],

Der Lie-Kommutator im ersten Integral lasst sich mit Hilfe der Definition des Flusses ¢; aus (3.9)
und der Ableitung dap; (7, u) in (@.3) und v = v(§, §) vereinfachen zu

[A, 05 (6,)]  (v) = Ay (§,v) — Doy (€, v) Av
= A(v+&b(v)) — (I + EF(v)) Av
= £(Ab(v) — J(v)Av)
—¢ [A,'E] (). (4.26)

[N]72%
Nl

A€ 6. ) de + [ e [Be ] (000,)) a

Die Differenz im Kommutator [E e% } im zweiten Integral |asst sich wieder mit Hilfe des Hauptsatzes
der Differential- und Integralrechung darstellen:

5,34) (0(0,€)) = b(v(&,€) — e345(0(0,€))

"D (N (u(e ) o

=5 A (0(0.6) + Jy (0(0,6)) 3 A40(0,6) ) do

A (v(0.8) do, (4.27)

g A

wobei die Ableitung - 0 y(0,€) = 30 ( B ¢A+b( g,ﬂ(tn))) = 1 Av(o, €) entspricht. Setzt man
nun die Darstellungen (4.26) und (4.27) in die Darstellung des lokalen Fehlers ein, ergibt sich

=3 [et [ad] o en e} [ [T AT] 00,0 ot

- /0 gewg(v(s,s)) b (0(0,€)) de

= ;/OT /Of 54 ([A,'EL (v(&,6)) — o2 A [A’E}L (w(o, g))) dordt
_/0 3T (0(6,€)) 24D (0(0,6)) dE
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Die Differenz im ersten Integral wird wie oben (vgl (4.27)) behandelt:

[A,E]L(v(ﬁ,f)) —en A [Ajfl;]L (U(U,{))
_ /:869 (e%‘”‘ [A,'E}L @(M))) 9
= [t (<3afad], w00)+ (£ [43], (00.0)) 460.0) @
A

5, = i/;/og/geéf‘ez“ HA,E}L,A]L(U(Q,@) 9 do d¢

i : (4.28)
- /0 £eSA T (0(€,€))e 54T (0(0, €)) d.

Die Darstellung ahnelt derjenigen des lokalen Fehlers aus (4.25), hat also die gleiche Form wie in
Gleichung (5.5) in Buchholz et al.| (2018) bei ge&nderter Reihenfolge des Splittings. Im folgenden
Abschnitt wird der iterierte Lie-Kommutator untersucht, um den lokalen Fehler in Terme der GréBen-
ordnung O(72) und O(73) zu zerlegen. Es ist

d

7 [A,E}L (V)w = div(Ag(U) — Jy(v)Av)w

= AJ;(v)w — Hy(v)(Av,w) — J;

7(v) Aw

und damit gilt
HA,’E} I A} | () = 24J5(0) Av — Hy(0)(Av, Av) — Jy(0) A% — A%b(v).
Der lokale Fehler ist somit gegeben durch

6n =0 +6@ 4+ DV 4 D@ 4 DB 4 DW)

mit
5 :_i/OT /0E /:G(E—S)AA%(U(Q,@) do do d,
o =2 /0 ' /0 g /U F DAL (0(6,)) A% AT Ai(1,) dB dor de,
PO — _i /0 ’ 05 :e(gg)AJg(v(Q,ﬁ))AQegA /0 T DA @t 1)) do dB do d,
D@ = ;/OT /05 je(f—?)AAJ»g(v(e,g))Au(a,g) df do d,
D® :—i/OT 05 je(ﬁ—g)AHg(v(e,g))(Av(e,g),Av(e,g))dadadg,
D = — [ S (6. ) 4B (0(0,0)) e,



56 Kapitel 4. Konvergenzresultat und Fehleranalyse des Splittingverfahrens

(2)

wobei 62 + DV mittels der Variation-der-Konstanten-Formel angewandt auf

T—E& ~
egA <€(T—§)Aa(tn) + / e(T—ﬁ—V)Ab(ﬂ(tn +v)) dl/>
0

0(8,6) = 34, 5 (T — £(tn)))

entstanden sind. Mithilfe der Annahmen und [4.1] 1asst sich zeigen, dass die Terme 65" und
52 von der GréBenordnung O(72) sind, verglelche Bemerkung ﬁ Sie mlssen deshalb bei der

Analyse des globalen Fehlers separat betrachtet werden. Die Terme fo) fori =1,...,4 sind von
der GréBenordnung O(73), wie nun nachgewiesen wird:

Beginnend lasst sich DS)

D / / / /  (0(0,6)) (rA)e 3T Ab(@(t, + v)) dv dB dor de.

Mit Hilfe der Abschéatzungen (1.3) und den Radien aus (4.21), (3.5), (4.1b), (4.1¢), (4.20) und

schreiben als

100, )1 = |45 (7 — & @) | = ltn + 7 = Ol = |47 ATt +7 - ©)]| < G, (429)

fir alle &€ > 0 mit £, + 7 — & < teng. Damit folgt mit Ciny K < 7o zunachst

0

HJ (9 § TA H = H [ 0 O I‘I/SQ (<I>qv)<1) ]H < CIHVMIC 1M2

Wegen ||u(t, + v)|| < CK < 7o folgt auBerdem
~ \j dq, ——
HAb(u(tn +y))H - H[ 59(0 Gu) ]H < MiCyyp.

Insgesamt ergibt sich

|k

1 —
11\42Mlcg,0 = %MfMQCmVCg,ng,OT?’.

- 47'24

Weiter folgen mit (1.3) und den Radien aus (4.21), (3.1) (3.5), (4.1b), (4.179), (4.29) und

Usg' (Pg,)®P 0
Jaxom.o)] = || UG 0] < i, ¢20
— 0 A 3
18156060, = || g gy g 0 || < MG Il a3

fir z = [¢Z, vT]7 mit z = v, y, = die folgenden Schranken fiir DY und D{¥:

2) 173 o~ L oma— 3
HDn —EMl CyaK = MK Cyar?,

ot

C.nle CooKK = 4cinvaf<25;73.
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Nach Definition ist J7(u)b(w) = 0 unabhéngig von u und w. Fligt man diesen Term zusétzlich in
D£L4) ein, so erhalt man

D = [ et u(6.©) (Blote. ) ~ 5B (0(0.) e
= [ S e, 0) [be] 00.9) ac

£
2

Der Kommutator [E,e A] (v(0,€)) lasst sich wie in (4.27) durch ein Integral darstellen. Es folgt

1 T € _p ~
DY = /0 /O €A (06, ) e T4 [A8] (v(0,6)) b de.

Wegen (1.3).(3.5), (4.1b), (4.29) folgt zunachst

(&, 9l < CinK <71, und 0(8,€)|| < Ciny K < min(Fo,71),
und daraus
€ = | -rugmaas o ]| < G 432
|[4.8] @.€)|| = [ 4b(06.€) ~ Jy(0(6, ) 4u]| < MiCi0 + CmnMECLR.  433)

Damit lasst sich D7(l4) beschranken durch

173 — —— 4
HDS{Q ‘ < ingCinng,l (Mng,o + CinvaCngK)
1 s _—
= ngCinngJ (Cg,o + CinleKCg,1> 3.
Mit D,, = Dfll) + D£L2) + Df{q’) + D#) ist die Aussage des Lemmas bewiesen. O

Bemerkung 4.6. Die Terme 67(}) und 57(12) sind proportional zu T2 beschrénkt. Um dies zu zeigen,

schreibt man
so_ L [T I ANCEO AUg)Ab (Pes4 U(tn))) dfdod
e A A (Bt 5 (r = & Tltn)) dBdode,

1 T 13 13 9 ~ ~ 9 - ~ A ~
o) = ‘47/0 /o / DT s, (Ded e, 5 (7 — € iltn)) ) (@ra)eE+=4 Ai(1,) db do de.

Da H(I)egAQDA_i_E (r— g,ﬂ(tn))H < MlC,-,,VIN{ < min(7g, 1) mit den Radien 7y und 71 aus (4.21) ist,

folgt mit (&1¢), (@17)

1 73
A7 6
’<173M6*VM1~(:1MM6V1~(72
< 176 Mgy oq MG .

5

n

— 1 ——
MyCyp = ﬂMgCg,o#,

\ <

5(2)
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Mit Lemma wurde der lokale Fehler in die Teile 5 und 5 der GréBenordnung O(72) und
einen Teil D,, der GréBenordnung O(73) aufgeteilt. Damit das vorgestellte Splittingverfahren (3.10)
konvergent der Ordnung zwei ist, muss bei der Abschatzung des globalen Fehlers nun beachtet
werden, dass sich die Terme 57(3) und 67(12) nicht aufsummieren. Um die Notation kurz zu halten,
fihrt das folgende Lemma eine verkiirzte Darstellung der Terme 5&1) und 5&2) ein und liefert obere
Schranken, die fir den Beweis der Beschranktheit des globalen Fehlers benétigt werden.

Lemma 4.7. Unter den Voraussetzungen von Lemmal4.5 genlgt der dominante Anteil des lokalen
Fehlers 6,, definiert in (4.23) and (4.24) der Darstellung

o5 = AWgz (a(tn)),

n

50 = Zo(i(t) DA% (1),
mit
1 (@(ta))[| < C172, 1Z2(a(tn))|| < Ca7°,
|2 r(@teyon) - st < car. [AZa(@(t )] < Car,

|2 it - zatie)| < car,

wobei die Konstanten C; firi = 1,...,5 nur von Cjp, K My, Cg 0, 6;1, 6;2 abhéngig sind.

Beweis. Aus Lemma[4.5] erhalt man

5<1>——/// (€= 2AA2 e2 G g,a(tn)))) do do d,
5@ = /// G AJ 62 Ao (T —g,ﬂ(tn)))>A2e(g+7_5)‘4ﬂ(tn)d9dad§.

Verwendet man nun die Darstellung mittels der Blockmatrizen ® und ¥ aus (3.8), so erhalt man

A%b(u) = (AU g) Ab(Pu) und I (u) A% = UgJy(Pu) DA%
Setzt man diese ein, so ergibt sich
51 = AW gz, (U(ty)) und 82 = Zy(u(ty)) @ A% (),
mit
z1(u = —/ / / AAb De2 ¢A+»5(T—g,a(tn))) d do d,

Zs(u(ty)) = —4/0 /0 / e(62)4T 4., (ée%A¢A+E(T —5,&(%))) (51764 49 do d.

Man beachte, dass z; ein Vektor und Z5 eine Matrix ist.

Nachfolgend werden die im Lemma [4.7] geforderten oberen Schranken an z; und Z, gezeigt. Be-

ginnend mit z; zeigt man mit Hilfe von (1.3) mit den Radien aus (4.21), (3.5), (4.1b), (4.11), (4.29)

und

=~ 0
‘ ®62A¢A+b( 67 H < MlCva < T'(],
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die obere Schranke

17— 1 —
~—Cyo==—Cyor®
|21 (u(ty )\!_46 = 51907
Als Nachstes soll die Differenz
1 - —0 ~ 0 -
()~ 2 (6) = —3- [ / / AT AA(b (Bedhp (7 - it )

—b(<1>e2 Pass (T = €(1)) ) dO dod
nach oben abgeschatzt werden. Mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechung folgt
b (et (e +7 - €)) — b (B ult; +7-©))
1 ~ 0,
- / Iy (BeiA (siiltyr +7 - + (1= )ity +7-9)))
0
) (i)egA(ﬂ(th +1 =& —ult; +7— 5)) ds.

Die Variation-der-Konstanten-Formel angewandt auf die Differenz u(t; 1 + 7 — &) —u(t; + 7 —§)
liefert insgesamt

= (a1 @t10)) — 2 @) = o + 24,

mit

:_/ / // (-3 AAJb Pe (Su(t_]+1+T_£)+(1_S)’U’(tj+7-_§)))

ez el —9al ((t]H)—u(tj))dsdﬂdadf,

//// AAJb De2 (sa(tj+1+T—§)+(1—s)a(tj+7—g)))

(DBQA/ T A (bt 11 + v)) — bty + v))) dv ds df do dE.
0

Das zweite Integral z§2) lasst sich mit (1.3), (4.70), (3.5), (4.12) und (4.29) direkt abschéatzen. Es gilt

1 74 OO
HZPH 1797 ConM12Cin M1 Cg < 8MfCinvC 1Cg 0.

Um die Norm von zgl) nach oben zu beschrénken, betrachten wir zunachst die Differenz

T T

= (= DAy )+ - [ + ) s

(@) ~ ) = 1 = D) + 1 [ IR + ) ds
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wobei wir wieder die Variation-der-Konstanten-Formel (4.8b) verwendet haben. Da

I(e™ = D)(rA)~Y| = || fol e?™ do|| < 1 gilt, folgt mit (1-3) und den Radien aus (4.21), (3.5),
(@.29), (@.1b) und @.19)

|2 @ty — )] < K+ Gt 4.34)

Nun kann man z&l) mithilfe von (3.5), (4.1b), (4.12) und (4.29) nach oben beschrénken durch

3

11— B N T __
Hzi”H < ch,lMl (K + Cinlecg,O)g = ﬂMlcg,l(K + CinvM1Cy ) 7°.

Insgesamt folgt flr z;:

IN

[0+ %]

1 1 SR __
ﬂMICg,l (§Mlcinv0g,0 + K + Ciny M1 Cy o) T°.

|2 @ty - st )|

IN

Nun folgen die Abschatzungen flr Z,. Zunéchst lassen sich Zy und AZy mit Hilfe von (4.7b), (3-5),
(4.12), (4.15) und (4.29), nach oben durch

1 3 1

- T —
| Z2(u(tn))] < ZMlcinng,lg = ﬂM1Cinng,173,
- 1 73 1 —
LG < G T = LGy

beschranken.
Zuletzt soll die folgende Differenz betrachtet werden:
(zxa@ﬁﬁ>—zxaup»=:—iATA§[fA&€M@SQn(%JAwAg@-—aa@Fﬁ)
—J (cie%f‘%% (r—¢, a(tj))) )e(%+7_§)A d6 do de.

Wie bei der obigen Differenz zwischen z; (u(t;)) und z; (u(t;+1)) folgt mit Hilfe des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechung fiir ein beliebiges w € R

(J,, (cie%f‘a(tj_l b 5)) A (cie%f‘a(tj b g))) (w)
- /01 H, (@%A(sa(tj_l b =€)+ (1—s)aty +7— g)))
(Bes(U(tjy +7 — &) —(t; + 7 — £)),w) ds.

Die Variation-der-Konstanten-Formel angewandt auf die Differenz u(t;—1 +7 — &) — u(t; + 7 — &)
ergibt

L (Dot 1) — Zaii(ty))) (w) = 280 (w) + 28 (w),

T
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mit

:_/ / / / (2)ATgH, <®e2 (su(t;— 1—|—T—E)+(1—S)?7(tj+7'—§)))

(<I>e2 Aelr £)Al(u(tj,l)—u(tj)), (5+7—€)4 w)ds df do dE,
s sl 0\ 4~ ~ 0
Zéz)(w) = —417_/0 /0 /U /0 (&2)AG 1, (@eiA(sﬂ(tj_1 +7 =&+ 1 —s)u(ty+7— f)))
-(&)egA /T_g T4 (b( (tj—1 +v)) — b(u(t; + 1/))) du,e(g+77£)‘4w) dsdf do dE.
0

Beide Teile konnen mittels (1.3) mit den Radien aus (4.21),(3.5), (@.10b), (4.16), (4.29) und (4.34)

nach oben abgeschatzt werden durch

289 < $3:Cim oMy (K + Condt o) =

ol 11 1
HZé )‘ < Z*MICIHVC 2M12M10mvcg 024 48

1 . —_—
ﬂM%Cch’g,Q(K + Cinlecg,O)Tga

Ml C’lnng QCQ OT

Insgesamt gilt

4.1.3 Globaler Verfahrensfehler

Die Darstellung des lokalen Fehler aus Lemma und [4.7] werden nun verwendet, um den glo-
balen Fehler nach oben zu beschranken und damit zu zeigen, dass das Splittingverfahren (3.10)
konvergent von der Ordnung zwei ist.

Satz 4.8. (Globaler Fehler des modifizierten Problems) Es seien die Annahme|1.1] mit den Radien
70, 71 und 7 aus (#.27), die Annahmen|3.1|und[4.1| erfiillt. Dann existiert eine Schrittweite 7, sodass
fir alle < 7y der Fehler des Splittingverfahrens (3.10) als Ndherung der Lésung des modifizierten
Systems der oberen Schranke

lun = (tn) || < CT2, 0 <ty =07 < tona, (4.35)
genligt, wobei die Konstanten C' und o nur von Cipy, C?g;), 597/1, 5;2, K, M;,i=1,2,3,4 und teny
abhéngen.

Um die Beweisidee zu illustrieren, betrachtet man, wie auch schon beim lokalen Fehler, den linearen
Fall (siehe Buchholz et al. (2018 Beweis von Theorem 4. 1) Die Notation ist diesem Artikel entnom-
men (vergleiche Abschmtt . Der lokale Fehler 6, = 8, + D,,, mit | Dn|| < C73, konnte dabei
im linearen Fall in die Anteile

b =0 + 02, mit 600 = AUZ17(t,) und 62 = Zo®A%u(ty),
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zerlegt werden, wobei Z; und Z5 nun Matrizen sind, deren Normen durch C73 beschrénkt sind. Der
globale Fehler ¢,, = u,, — u(t,) kann mithilfe einer Teleskop-Summe geschrieben werden als
g, = (S“nn i en‘r(A+B))ﬂ(tO) _ Z SIIT; J— 1(Slin (A+B))ejT(A+B) ( O) (4.36)
7=0
n—1 )
=N s,

lin

Die Analyse eines Splittingverfahrens fir glatte Lésungen enden haufig an dieser Stelle, da die Ter-
me der GréBenordnung O(72) wie 55" oder 552 im lokalen Fehler nicht auftreten. Hat der Operator
S Norm kleiner oder gleich eins, also ist das zugehorige Splittingverfahren stabil, so folgt fir Terme
der Ordnung O(73) wie D,, direkt

ZS,,”n’ 'D;| < 72

Das ist das klassiche Argument des Fachers der Lady Windermeres. Im hochoszillatorischen Fall
muss man mehr Aufwand betreiben, um zu garantieren, dass sich die GréBenordnung von 5( ) oder

3% ) durch die Summation nicht andert. Daflir betrachtet man
n—1 1)
1
o =S,
§=0

In der Literatur (vergleiche Kapitel [2) wurde haufig partielle Summation verwendet, um solche Sum-
men zu beschrénken (eine Erlauterung zur partiellen Summation liefert Abschnitt[B.2). Es folgt

”1 +ZS" J= 1( ]}i-)l 8\51))
= SnA\Ilea(to) + Z Sn,jflA\Ile (ﬂ(tj+1) — ﬂ(tj)),
=0

mit

j—1
Sj =2 Sin
k=0

Da man zeigen kann, dass die Differenz wu(t;41) — u(t;) sich proportional zu 7 beschranken I&sst,
ist die Summation Uber j dieser Differenz von der GréBenordnung O(1). Es verbleibt zu beweisen,

dass S,AVZ, die GréBenordnung O(72) hat. Wegen ¢7B = I + 7 (siehe (@55 (2.55)) und HBH <C
gilt
Sin = e34e7Bei4 = ™A 4 O(7).

Damit folgt zunachst

n—1 n—1
Sn=)_ Sh=> ™ +0(1)
k=0 k=0
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Intuitiv wirde man nun gerne die geometrische Summenformel auf >}~ éek”‘ anwenden. Nun ist

— I jedoch nicht invertierbar, wenn 7} Eigenwerte bei Vielfachen von 27 hat. Man kann jedoch
verwenden dass S; auf AV Z, angewandt wird. Denn 7AX mit ¥ = ® oder X = U |asst sich
schreiben als

TAY =TXA = (€T =)0, = O, (™ — I (4.37)
mit
S o ~ 1 |cot(3) -1 xx(x) 0
O = Ox(792), O(w) = 2 [ 12 cot(5) } [ 0 ax(z) ] ’

Dies folgt direkt mittels der Identitéten
sin(z) = cot(%) (1 — cos(z)) und cos(z) + 1 = cot(5) sin(z).
Die Filterbedingungen (4.7c) und (4.1d) liefern die Beschrénktheit von @
HéXH <C. (4.38)

Damit folgt fir die Summe

~ 1
H - ‘S —DBy-7Zi| < Cr?,
T
denn ||Sp(e™ —I)|| < C und man kann zusétzlich |17, | < C72 nachweisen. Damit Iasst sich
also die Summe beschrénken:

n—1

n 1(1) 2
Zslmﬂ 0| <ot
j=0

Mit &hnlicher Technik l&sst sich auch die zweite Summe Uber 6;2)

abschétzen.

Da man bereits fiir den lokalen Fehler eine vergleichbare Darstellung wie im linearen Fall finden
konnte, wird zun&chst versucht, diesen Beweisansatz auch auf Satz zu Ubertragen. Die Dar-
stellung des globalen Fehler erfolgt dabei nicht mehr Gber eine Teleskopsumme, da dies flr eine
nichtlineare Funktion g in dieser Form nicht méglich ist (hier geht wesentlich die Linearitdt von Sy,
ein). Jedoch kann die Fehlerrekursion aus/Grimm und Hochbruck! (2006), siehe auch Abschnitt[2.2.5]
verwendet werden. Daraus ergibt sich eine Darstellung des globalen Fehlers, die eine vergleichbare
Analyse wie im linearen Fall erlaubt. Hier ist es ebenfalls mdglich, die Terme der GréBenordnung
O(73) des lokalen Fehlers direkt abzuschatzen (vergleiche (@.47)). Fir die verbleibenden Terme der
GroéBenordnung O(72) kann partielle Summation verwendet werden. Auch fiir die Filterfunktionen
bendtigt man keine zuséatzlichen Annahmen, da dhnliche Summen beschrankt werden miissen. So-
mit konnte ein groBer Teil des Beweises des globalen Fehlers im linearen Fall fir den nichtlinearen
Fall adaptiert werden.

Gegentber den bisherigen Konvergenzbeweisen aus |Garcia-Archilla et al.| (1999), [Hochbruck und
Lubich| (1999), Hairer et al.| (2006) oder |Grimm und Hochbruck| (2006) unterscheidet sich dieser
Beweis hauptsachlich darin, dass die Darstellung des lokalen Fehlers in vollig anderer Weise ge-
schieht. Mithilfe dieser Darstellung und der Transformation der Geschwindigkeiten genlgt es dann,
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lediglich zwei partielle Summationen zur Abschatzung des globalen Fehlers zu verwenden. Auch
die Filterbedingungen werden dadurch stark beeinflusst, siehe auch Abschnitt[4.3]

Beweis von Satz[4.8  Zuerst leitet man eine Fehlerrekursion analog zu [Grimm und Hochbruck
(2006) her. Dazu stellt man die exakte L6sung zunachst in Form des Splittingverfahrens (3.10) dar:

a(tn—f—l) = S(ﬂ(tn)) — 0,

Hierbei tritt der lokale Fehler 6, = S(u(t,)) — ¢ 4,7 (7, u(tn)) auf. Subtrahiert man nun die numeri-
sche Lésung w1, erhalt man die folgende Rekursion fiir den globalen Fehler €,, = wu(ty,) — uy:

ent1 = S(U(tn)) — S(un) — o
Die Differenz zwischen S(u(t,,)) und S(u,) lasst sich schreiben als
saxug)—:xaﬁ):eéA(¢;(ﬂe%Aaun»-—¢Z(ge%Aan))
= e (TU(tn) — Upn) + Te2 A [b(e2ATU(tn)) — ble2ATy)]
=™ e, + T2t /01 J; (e%A(sﬂ(tn) +(1- s)ﬁn)) Deze, ds
= e™e, + Te2 A T,
mit
1
Tn = /0 J; (&A(sa(tn) + (1 —s)ﬂn)> Pez ds.

Der globale Fehler genligt damit der Rekursionsformel

n n
Bt = ePHITAG, o BAY S (A g S (i (4.39)
=0 i=0

Um den globalen Fehler nach oben zu beschranken, soll das diskrete Lemma von Gronwall
verwendet werden. Daflir wird zunachst gezeigt, dass

Ze(”_j)méj < Cr?

J=0

gilt. Nach Lemma[4.5]I&sst sich der lokale Fehler aufteilen in
n n n n
Z e(nfj)TA(Sj _ Z e(nfj)TA(Sj(l) + Z e(nfj)TA(sJ('Q) + Z e(nfj)TADj. (440)
Jj=0 Jj=0 J=0 J=0
Da || D;|| < C73 ist, folgt wegen nr < teng fir die letzte Summe direkt

> e Ap;l < or, (4.41)
7=0
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Im Folgenden werden nun die verbleibenden Summen nach oben beschrénki:

Man definiert zun&chst
J

Ej = Z ekTA.

k=

0

Partielle Summation angewandt auf die erste Summe auf der rechten Seite in (4.40) (siehe auch
Abschnitt[B.2) ergibt:

n n—1
S e A = Bs) 3 By (08 - o)
=0 =0

Nun verwendet man die Darstellung aus Lemma(4.7] Daher folgt

n n—1
> e("_j)TA(S](-l) = E AV (ti(to)) + Y Enj 1AV (21 ((tj41)) — 21(u(t;))). (4.42)
j=0 3=0

Wie im linearen Fall verwendet man fiir Y = ® oder ¥ = W die Matrix

6, — b, (r), B, () - [cot(g) -1 Hxx(m) 0 ]

Damit ergeben sich die Identitaten
TAY = TRA = (74 — )0, = O, (™ — I) (4.43)

und wegen (4.7c) und ist
H@)XH <C. (4.44)
Damit 1&sst sich (4.42)) schreiben als

E e(n*j)TAg](,l) = En(eT - I)é\p <1 Zl(ﬂ(tﬂ))>
T
Jj=0

+3 By (™ — 1B (a1t 1)) — 21 (0(1)).
§=0

In Lemma[4.7|wurde bereits gezeigt, dass

a@eser  wnd | - a@e))| < o

gilt. Damit verbleibt Ej(@TA — I) zu beschrénken. Es gilt

j—1
B =D =) e D) =™ -1 = |Ej(*-D <2
k=0
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Insgesamt kann man nun mit (4.38) und n7 < teng die Summe abschéatzen:

f:e<n—j>TA5§1> < B~ )]G ‘

La(ateo) |

S s = 84
=0

2 a(ateyon)) - ()

< Cr.

Es folgt die Berechnung einer oberen Schranke fir "' e(=N7452) Definiere daftir
Jj=0 J

Mit der Darstellung
82 = Zy(t(t,)) DA% U(ty)

aus Lemma[4.7|folgt mithilfe partieller Summation (siehe Appendix [B.2)

emITAGD = N7 e mDTA 7y (w(t5)) D A%u(t)
=0 §=0
n—1 . "
= Za(Ui(tn))RA’F, + Y "I (Zo(iilty) — e T Zo(uilt 41))) AE.
§=0
Mit ©g und folgt
1
= = Zy(t(tn))Oa(e™ — I)AF,
-
n—1
Noal - ~
+> e<"*J>TA; (Zo(iu(t;)) — e ™A Zo(U(tj-1))) Op(e™ — I)AF;.
j=0

Alle auftretenden Terme kénnen einzeln beschrankt werden. Die Idee zur Umsetzung der partiellen
Summation far 5§2) entstand in Zusammenarbeit mit Ludwig Gauckler.

Betrachte zunéachst die Differenz

1 - _ - 1 _ - - 1, _ -

— (Za(u(ty)) —e A Zs(utj-1))) = e T (Za((ty)) — Za(U(tj1))) — (e ™ — 1) Zy(ulty)).
Beide Terme kénnen mit Hilfe des Lemmas[4.7]beschrénkt werden durch

HlA (Za((ty)) — Za(i(tj-1))

< |3 @) - | < o

L _ f>zz<a<tj>>H < |l ™ — D) (—rA) || | AZa(i(t) | < O,

T
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wobei [[(e™™ — I)(—7A)~|| = || fif e 7TAdo]|| < 1 verwendet wurde.

Schlussendlich wird der Term (e74 — I)AF}; betrachtet. Zuerst wird die exakte Lésung kiinstlich
eingefligt und schlieBlich die Variation-der-Konstanten-Formel angewendet. Es folgt

(€ DAF, = A (e — Dyile)

J

k=0
=AY (eTMuty) — 0,5 (T AM) + A (04,5 (1, U(tk)) — U(tr))
k=0 k=0
j |
_AZ/ (=943 (tk+s))ds+AZ Utean) — ()
k=0"0 k=0

J

=5 [T B+ ) ds + A1)~ )

k=0
Damit I&sst sich dieser Term mit Hilfe von (1.3), (3.5), (4.1b), und (4.19) beschrénken durch

(€™ = D)AF}|| < jTMCyo + 2K < tenaMiCyo + 2K

fur alle 7 < n und nt < teng. INnsgesamt folgt daraus

>IN < | Za((ta)l| 10 |74 — DAF |
j=0

(Za( (7)) —eTAZfz(ﬁ(tj—l)))H 10s][[(e™ — DAF|

ST

< Cr.
AbschlieBend wurde damit

e=ITAG N < O (4.45)

i
o

bewiesen.

Nun kann
en] < C7?

gezeigt werden. Daflr seien folgende Konstanten definiert:

C7 = M?*CinyCy1 und 0 = Cinw ¢ ’
J = Mgl 0= Cs(1 + tengC yetendCa) ’

Somit hangt 79 von IN(, Cinv, 5;], 6797/1, 6*;2, M;, i = 1,2,3,4 und teng ab, aber nicht von n oder
). Damit ist die Schrittweiteneinschrankung weniger restriktiv wie eine CFL-Bedingung eines klas-
sischen expliziten Verfahrens. Eine ahnliche obere Schranke findet sich auch bei|Gauckler (2015),
siehe auch Abschnitt[2.2.6l Es soll nun die Fehlerschranke

[€nll < C5(1 + tenaCre'7)7? = Cppr?, far 7 < 7o,
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durch Induktion nach n gezeigt werden.

Der Induktionsanfang ist klar, denn ¢y = u(0) — up = 0.
Um den Induktionsschritt von n — n + 1 zu zeigen, wird zunachst die Stabilitdt des numerischen
Verfahrens fir alle £ < n und 7 < 79 nachgewiesen:

”ﬁk” < Hﬂ(tk)H + Hé}” < Cinv[? + 05(1 +tendCJ€te”dcj)72 < QCinVI?.

Hier erkennt man die Notwendigkeit einer oberen Schrittweiteneinschrankung 7y. Ebenfalls ist klar,
dass eine héhere Schranke angesetzt werden kann, welche sich dann in einer gréBeren Fehlerkon-
stante C'r widerspiegeln wiirde. Mit Hilfe der Stabilitat, (3.5) und (4.29) folgt

und damit mithilfe von (1.3),

e A (su(ty) + (1 - s)ﬂk)H < OM G K < 71, firo<s<1,

1 ~ T
| Tkl = H/ J5 (e%A(sﬂ(tk) +(1- s)ﬂk)) Pextds|| < C, fur k <n.
0

Mithilfe der Rekursionsformel fiir den Fehler e, (4.39), der Abschétzung fir die Summe Uber den
lokalen Fehler (4.45) und ¢y = 0 folgt

k k
~ k+1)TA~ TA k—j)TA 7.~ k—j)TA
€psa]l = et e, + Te2 Ze( o jjej—Ze( DA,
j=0 7=0

k
§0572+Z7'Cj ngH’ far k <n.
j=1

Mithilfe des diskreten Lemmas von Gronwall [B.3]folgt

n
[Ent1ll < Cor® [ 14> 7Crefers®s
j=1

< Cs (1 + tendeete”dcj) 72,

Damit ist die Induktionsbehauptung gezeigt und somit auch Satz[4.8] O

Bemerkung 4.9. Satz[4.8 zeigt die Stabilitét des Verfahrens (310) fir0 < k < n und0 < nt < teng.

Bemerkung 4.10. (Schrittweiteneinschrdnkung)

Im Fall, dass g linear ist, ist keine Schrittweiteneinschrdnkung notwendig (siehe |Buchholz et al.
(2018)). Dies liegt vor allem an der Darstellung des globalen Fehlers (iber die Teleskopsumme (siehe
) anstelle der Rekursionsformel (4.39). Der globale Fehler reduziert sich dabei auf eine Summe
liber den lokalen Fehler, der analog wie oben beschridnkt werden kann. Die Stabilitidt des Verfahrens
wird ebenfalls benétigt, kann jedoch flir beliebige Schirttweiten T garantiert werden (siehe Gleichung
(5.2) aus|Buchholz et al.| (2018)).
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Auch kann man eine Schriz‘z‘weitene/ggghrénkung vermeiden, wenn man annimmt, dass J, gleichmda-
Big beschrénkt ist, also ||J,(u)|| < Cy1 unabhéngig von u € R*4. Gleiches war auch in|Hochbruck
und Lubich (1999) und |Grimm und Hochbruck (2006) angenommen worden, weshalb man dort
ebenfalls keine Schrittweiteneinschrdnkung benétigt.

Ist Jy gleichmdBig beschrankt, so ist

1 . .
175 = H/ J; (e%A(sa(tn) (- s)aj)) Bes A ds|| < M2Cin,Cyy = Cr.
0

Die Konstante C'; héngt dabei nicht von der Stabilitdt der numerischen Methode ab. Die Fehler-
schranke folgt dann wie oben mit Hilfe des Lemmas von Gronwall.

Damit Iasst sich schlussendlich der zentrale Konvergenzsatz der Arbeit formulieren:

Satz 4.11. (Konvergenzresultat) Es gelten die Annahmen |1.1| mit den Radien ry, 71 und 72 aus
(4.21), die Annahmen und[4.1} Dann existiert eine Schrittweite Ty, sodass fir alle T < 1y der
Fehler des Splittingverfahrens (3.10) angewandt auf (3.2a) beschrénkt ist durch

lun = u(ta)]| < C72, 0 <ty =n7 < tona,
wobei die Konstanten C' und 9 nur von Cipy, é;), CTJ, Cf;, K, M;, 5 =1,...,4, und te,g abhén-
gen, aber nicht von ||2|| oder 7.

Beweis von Satz|4.11. Sei u die exakte Lésung der modifizierten Gleichung (3.6). Kombiniert man
die Ergebnisse aus Satz[4.2] (beachte, dass die Radien aus (4.7) kleiner sind als die Radien in (4.21)
und somit der Satz auch mit obigen Radien verwendet werden darf) und Satz[4.8] so erhalt man

= w(tn) | < Jlun — ()| + [[(tn) = u(tn)| < CT%, fir 7 < 7,0 <ty = n7 < tona,
wobei die Konstanten C' und 9 nur von Cjpy, CA*gI), 5;1, @;, K, Ly, Mj, 5 = 1,2,3,4, und teng
abhéangen. O

4.2 Vergleich mit der Fehleranalyse im linearen Fall

In diesem Abschnitt soll die Fehleranalyse aus dem vorangegangen Abschnitt fir den semilinearen
Fall mit der Fehleranalyse im linearen Fall verglichen werden. Speziell soll die Frage geklart wer-
den, ob die Ergebnisse der linearen mit der semilinearen Analyse reproduziert werden kénnen. Ein
Vergleich der Beweisideen fand teilweise bereits im vorherigen Kapitel als Motivation statt, jedoch
ohne zu untersuchen, ob der lineare Fall in der semilinearen Analyse enthalten ist. Daraus erge-
ben sich hier einige Wiederholungen, die der Vollstdndigkeit dieses Abschnitts geschuldet sind. Zur
Erlauterung der Notation siehe auch Abschnitt[2.2.7]

Folgend wird die semilineare Analyse fir die lineare Funktion g(¢) = Ggq mit einer Matrix G' mit
kleiner Norm betrachtet. Die Annahmen an 2 und die Finite-Energie-Bedingung wurden auch
im linearen Fall benétigt. Die Schranke C,  ist gegeben durch ||Gq|| < |G| 7o fir alle ||¢|| < 7o.
Die Beschranktheit der ersten und zweiten Ableitung von g wird im linearen Fall nicht explizit vor-
ausgesetzt. Diese ist jedoch gegeben, da man die Norm von G als beschrankt annimmt. Weiterhin
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wird hier g als Lipschitz-stetig vorausgesetzt, was fur eine lineare Funktion mit kleiner Norm stets
gegeben ist.

Wie in Kapitel [3]kann man die Differentialgleichung in ein System erster Ordnung Uberfiihren,
durch eine Multiplikation mit Q! in der zweiten Komponente transformieren und schlieBlich mittels
der Filterfunktionen ® und Vg die modifizierten Gleichungen herleiten. Die Annahmen an
die Filterfunktionen mussen dabei auch im linearen Fall erflllt sein, um die Fehlerschranke zu
beweisen.

Um die Konsistenz zur vorliegenden Arbeit zu wahren, wird im Gegensatz zu Buchholz et al.| (2018)
hier auch ein Splitting in der vertauschter Reihenfolge verwendet (siehe Abschnitt [3.2} Betrachtet
wird das Verfahren (3.10) mit dem Operator S anstelle T'). Der Beweis kann jedoch analog zu
Buchholz et al.| (2018) geflhrt werden. Es sei weiterhin angemerkt, dass im linearen Fall

J-(u) = B und Hy(u)(y,2) =0
gilt.

Die Hauptaussage aus Satz [4.11] im semilinearen Fall findet sich in Theorem 2.2 in Buchholz et

al.| (2018). Die Resultate unterscheiden sich durch die fehlende Schrittweiteneinschrankung im li-
nearen Fall, die bereits in Bemerkung [4.10] thematisiert worden ist. Die Fehlerkonstante C' aus der
semilinearen Analyse hangt fir g(¢q) = Gq von Cgo = ||G|| 7o, Cg,1 = ||G]| und ng = 0 ab. Eine
Oberschranke fiir den Radius 7 wurde in 1) angegeben. Dieser hangt nur von GréBen ab, die
auch in der Fehlerkonstante im linearen FaII auftauchen. Damit stimmen die Satze im linearen Fall
tUberein.

Satz [4.2und Lemma[4.3|ergeben im linearen Fall genau die Aussagen aus Tt Theorem 4.1 und Lem-
ma 4.1 aus Buchholz et al.|(2018) wieder, wobei hier wieder Cy o = ||G|| r¢, Cy1 = |G|l und Cg 2=0
mit 7o aus (4.7) gewahlt wird. Lediglich die Konstante K kann im linearen Fall unabhéangig von Cyy
gewahlt werden, denn der Beweis vereinfacht sich.

Es folgt die Darstellung des lokalen Fehlers, hier in Lemma [4.5] Die Annahmen sind identisch mit

Lemma 5.1 aus [Buchholz et al.| (2018), jedoch muss man zuerst die Darstellung vereinfachen, um
die Aussagen vergleichen zu kénnen. Aus Lemma erhalt man fur g(q) = Gq:

51 + :—/// (6-2)A A2 BesAe(T=OAW+B)G(1.) df do de

—4/ / / (2)AB A2 (5H7=)Aq(4,) df do de
0 0 o

T 5 5 0 ~ ~ [
_ i/ / / e(E5)A(42B + BA?) (57O A%U(L,) dO do de
0 0 o

1 7 ¢ r¢ ~ ¢ ~
+3 / / / e(6-5)A 42 oA / eTEVAB(t, + v) dv dO do dE,
0 0 o 0

Hierbei wird die Variation-der-Konstanten-Formel fir e(T‘f)(A+§) in 5,(11) verwendet. Das zweite In-
tegral hat die GréBenordnung O(73) und kann deswegen in D,, gefasst werdgn. Der erste Term hat
bis auf den Faktor i anstelle von % Faktoren gleicher GréBenordnung wie d,, aus Buchholz et al.
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(2018). Insbesondere der kritische Anteil
L= A’B+ BA?

tritt ebenfalls auf. Der Faktor  anstatt ; liefert lediglich eine groBere Fehlerschranke. Er lasst sich
folgendermaBen erklaren: Im semilinearen Fall wird

[A,efg} w= [A,goE(ﬁ, )]L(w) =¢£ [A,E}L (w)=¢ [A, é] (w).

verwendet. Im linearen Fall dagegen wird der Kommutator mithilfe des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechung geschrieben als

4.7 = [0 [ B
0

Dadurch bedingt wird im linearen Fall der Term e£B [A, E] ¢34 kiinstlich addiert und subtrahiert.

Dies ist in der vorliegenden semilinearen Analyse nicht nétig. Die Vereinfachung wére bereits im
linearen Fall méglich gewesen.

In Lemma wird der lokale Fehler schlieBlich in eine geeignete Form gebracht um den globa-
len Fehler abzuschéatzen. Die geschieht auch im linearen Fall in Lemma 5.2. Abgesehen von den
Anderungen in der Darstellung des lokalen Fehlers ist die Form wie eben gesehen gleich. Die be-
schrénkten Anteile z; und Z5 sind hier jedoch Matrizen Z; und Zs, die nicht von der Lésung u(t,,)
abhangen. Zusétzlich werden im semilinearen Fall die Abschatzungen

|2ttt )) - )| < o7 (4.46)
|2 @ttt - 2| < o (4.4

gezeigt. Die Abschatzungen sind deutlich einfacher, wenn z; und Z5 nicht mehr von u(t,,) abhéngen.
Sie werden bei der linearen Analyse deshalb im Beweis von Theorem 5.1 direkt bewiesen.

Satz [4.8]findet sich im linearen Fall in Theorem 5.1. Die Aussage ist identisch bis auf die Schrittwei-
teneinschrankung (siehe hierzu Bemerkung [4.10). Der Beweis unterscheidet sich jedoch vor allem
in der Darstellung des globalen Fehlers, vergleiche dafiir mit dem Abschnitt nach Satz der die
Motivation der Beweisidee von Satz [4.8] darstellt.

Insgesamt erkennt man im Vergleich mit Buchholz et al.|(2018), dass die Aussage fir den linearen
Fall in der vorliegenden Arbeit enthalten ist. Die Darstellungen des lokalen Fehlers unterscheiden
sich unwesentlich, die Beweisideen sind hdufig identisch, wobei die Nichtlinearitadt von g an eini-
gen Stellen zusatzliche Arbeit erzeugte. Nur fir den globalen Fehler musste eine neue Darstellung
gewahlt werden. Jedoch konnte die Technik der partiellen Summation ebenfalls angewandt werden.
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4.3 Einordnung der Analyse

Die folgende Analyse wurde bereits im Rahmen der Veréffentlichung des linearen Problems inBuch-
holz et al.|(2018) durchgeflihrt und findet sich in dem Artikel in Abschnitt 6. Sie ist zur Vollstandigkeit
hier ebenfalls aufgefihrt.

Die Entwicklung der trigonometrischen Integratoren wurde bereits in Kapitel[2.2]vorgestellt. Die in der
vorliegenden Arbeit durchgefliihrt Fehleranalyse unterscheidet sich von diesen Arbeiten in ihrer Aus-
sage, den Bedingungen an die Filterfunktionen und natirlich in der Beweistechnik, ausgenommen
natdrlich der Analyse des linearen Falls in Abschnitt[2.2.7] Die Aussage in Satz unterscheidet
sich darin, dass in den transformierten Geschwindigkeiten v = Q~'¢’ ebenfalls Konvergenz zweiter
Ordnung in 7 erzielt werden konnte, wahrend fiir die Geschwindigkeiten ¢’ bisher nur Konvergenz
erster Ordnung gezeigt wurde (vergleiche Hairer und Lubich| (2000) oder |(Grimm und Hochbruck
(2006)). Fir kleine Schrittweiten mit 7 ||Q2]| = O(1), lasst sich mit Satz [4.11] Konvergenz erster Ord-
nung in ¢’ zeigen.

Weiterhin unterscheiden sich die Analysen in den Bedingungen, die an die Filterfunktionen gestellt
werden. Der hier vorgestellte Integrator entspricht bis auf Vertauschung der Reihenfolge des
Splittings dem trigonometrischen Integrator aus |(Grimm und Hochbruck| (2006), wenn man die Fil-
terfunktionen ¢, v, 1, and 1y in|Grimm und Hochbruck| (2006) oder |Hairer et al.| (2006) folgender
MaBen wahlt:

¢ = ¢7 @ZJl = ,QbSa 11[} = Sinc(‘)T/)S, ¢0 = COS(‘)¢S'

Man kann nun die Filterbedingungen (11) — (16) in |Grimm und Hochbruck! (2006) (Bedingungen
(2.33)-(2.39) aus Abschnitt[2.2.5) und (XIll.4.1) und (XII.4.8) in Hairer et al.| (2006) mit denen aus
Annahme [4.1] vergleichen. Die Beschranktheit der Filterfunktionen findet sich ebenso in Be-
dingung (11) in \Grimm und Hochbruck (2006). Aus den Bedingungen (13) — (16) in |Grimm und
Hochbruck (2006) folgt sofort, dass die ¢ und i; = ¥g verschwinden missen, wenn x = 2kx mit
k € Zist. Diese Bedingung findet man auch in der vorliegenden Arbeit.

Jedoch findet man in |Grimm und Hochbruck| (2006) keine Bedingung, die ein Abklingverhalten wie
z~ ! fiir x — oo fordert, wie in Bedingung (4.7c). Bedingung (15) fordert vergleichbares fir den Filter
1. Geht man jedoch von Filterfunktionen aus, die ein symmetrisches Verfahren garantieren, so stellt
dies keine zuséatzliche Annahme an y; = g dar.

Die Bedingungen (XI111.4.1) und (XII1.4.8) aus|Hairer et al.| (2006) implizieren die Bedingungen (4.1b)—
der vorliegenden Arbeit. Es sei noch angemerkt, dass die gezeigten Bedingungen an die
Filterfunktionen lediglich hinreichend aber nicht zwangslaufig notwendig sind.

Der gréBste Unterschied liegt jedoch in der Beweistechnik. Die Darstellung des lokalen Fehlers in
Terme der GréBenordnung O(72) und O(73) durch den Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechung und den Kommutatoren verbindet die trigonometrischen Integratoren mit der Analyse von
Splittingverfahren, siehe Kapitel Weiterhin etabliert sich der Einsatz der partiellen Summati-
on um den globalen Fehler abzuschatzen. Interessant ist auch die Zuhilfenahme der modifizierten
Gleichung. Sie kann als ein 72-Stérung der Gleichung verursacht durch die Filterfunktionen
verstanden werden. Diese Stérung erklart auch, weshalb die Fehlerkonstante wéachst, sobald die
Schrittweiten den nichtsteifen Bereich (Twmax < 2) erreicht haben, vergleiche dazu die Abbildungen
der Simulationsfehler und ihre Beschreibungen in Kapitel [5|



KAPITEL B

SIMULATION EINER SCHWINGERKETTE

Im folgenden Kapitel wird ein bekanntes Testproblem verwendet, um die Effizienz des in der vorlie-
genden Arbeit untersuchten Splittingverfahrens und des verwendten trigonometrischen Integrators
im Beispiel zu demonstrieren. Alle Simulationen in der vorliegenden Arbeit wurden mit MATLAB (The
Mathworks, Version R2018a) durchgefihrt.

5.1 Lineare Schwingungskette

Folgendes Beispielproblem stammt aus Garcia-Archilla et al.| (1999) und wurde dort verwendet, um
eine Stabilitdtsanalyse des Impulsverfahrens durchzufiihren.

Abbildung 5.1: Kette aus linearen Federn mit verschiedenen Steifigkeiten

Man betrachtet eine Schwingerkette mit zwei Massepunkten, die an den Réndern fest eingespannt
ist, siehe Abbildung Die &uBeren Federn sind steif mit Federsteifigkeit w} = 1000 und w? = 2.
Die verbleibende, mittlere Feder ist weich mit Federsteifigkeit w = 3. Alle drei Federn haben die
Lange eins und die Massepunkte haben Masse eins. Es wirken weiterhin keine zusatzlichen Kréfte
auf das System.

Bezeichnet man mit ¢; bzw. go die Verschiebung des ersten bzw. zweiten Masspunktes aus der
Ruhelage, so werden die Bewegungen durch die Lésung ¢(t) = [¢1(t), g2(t)]” der Differentialgleich-

ung (1.1) mit teng = 1,

2
2 (.Ul 0 o . 2 -1 1
Q—{O w%]’ und 9(q) = Gq, mltG—uJQ[ L 1|
und Anfangswerten
-1
_ | % i — |9
0= 2] /0=|o].

73
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beschrieben. Die Hamiltonfunktion des Systems (1.1) ist gegeben durch

1 s 1. 5 1,
= — Q _— —_— .
H(g,p) = 5 194l + 5 Ipll* - 54" Ca
Diese entspricht physikalisch der Gesamtenergie des Systems. Die Lésung von (1.1) erhalt H. Es

gilt also
H(q(t),q (1) = Ho = H(q(0),'(0)), fiir alle ¢ > 0.
Da die Matrix G negativ semidefinit ist, folgt daraus direkt die Finite-Energie-Bedingung
12a(0)11° + ¢ (]| < Ho.

Damit sind alle Bedingungen aus der Annahme [1.1] erfillt.

5.1.1 Numerische Simulation

Zur Simulation der Lésung wird das System zuerst, wie in Kapitel [3| beschrieben, transformiert und
schlieBlich ein Strang-Splittingverfahren (3.10) auf die modifizierte Gleichung angewandt. Es werden
hier die Filterfunktionen

¢(§) = sinc(§) und s(§) = sinc(§)

verwendet, welche die Annahme[4.1]erfiillen. Es wird nun die numerische Losung mit 1000 verschie-
denen Schrittweiten zwischen [1072,1071] berechnet. Im Gegensatz zu glatten Problemen genligt
es hier nicht, den Fehler am Endzeitpunkt zu berechnen, da sich der numerische Fehler ebenfalls
oszillatorisch verhalt. Daher wird hier der Fehler nach jedem Zeitschritt berechnet und das Maximum
Uber alle Zeitschritte bei gleicher Schrittweite gebildet.

Die Abbildungen und zeigen den Fehler des Splittingverfahrens, einmal in den Positionen
q (oben) und einmal fiir die transformierten Geschwindigkeiten v = Q~1¢’ (unten). Die gestrichelte
blaue Linie beschreibt dabei den Fehler fir das Splittingverfahren ohne Filterfunktionen. Der Fehler
des Splittingverfahrens mit Filterfunktionen ist durch die orangefarbene, durchgezogene Linie dar-
gestellt. Die lilafarbene, gestrichpunktete Linie hat Steigung zwei und dient somit als Referenz, um
die Ordnung des Verfahrens zu veranschaulichen.

Sowohl in den Positionen ¢, als auch in den transformierten Geschwindigkeiten v erkennt man deut-
lich die Ordnungsreduktion des Verfahrens ohne Filterfunktionen auf Ordnung Null fiir gewisse groBe
Schrittweiten. Man sieht auch die Konvergenz zweiter Ordnung des Verfahrens ohne Filterfunktion-
en im nichtsteifen Bereich (also fiir kleine Schrittweiten). Das Verfahren mit Filterfunktionen zeigt
demgegenliber Konvergenz zweiter Ordnung fir jegliche Schrittweiten. Kleinere harmlosere Os-
zillationen des Fehlers verbleiben von numerischen Resonanzen hdherer Ordnung. Sie sind aber
beschrankt und fihren so zu keiner Ordnungsreduktion. Solche Oszillationen traten ebenfalls bei
der Simulation mit dem trigonometrischen Integrator aus |Grimm und Hochbruck| (2006) auf.

Weiterhin steigt die Fehlerkonstante fir das Verfahren mit Filterfunktionen an, wenn die Schrittweiten
den nichtsteifen Bereich erreichen. Dies lasst sich dadurch erklaren, dass man die Filter als eine
Stoérung eines Verfahrens der Ordnung zwei auffassen kann (vergleiche die modifizierte Gleichung
aus Abschnitt [3.7). Dass eine solche Stérung den Fehler vergréBert und dieser deshalb fir kleine
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Schrittweiten Uber der Fehlerkurve des Verfahrens ohne Filter liegt, ist nicht verwunderlich, denn
durch die Stérung muss ein zusatzlicher Fehlerterm ber{icksichtigt werden.

Die Abbildung zeigt die Hamiltonfunktion und die Abbildung die Finite-Energie der nume-
rischen Approximation zu jedem berechneten Zeitschritt. Das Verfahren ohne Filterfunktionen wird
dabei mit der blauen gestrichelten und das Verfahren mit Filterfunktionen mit der orangefarbene
durchgezogenen Linie dargestellt.

Wie oben beschrieben ist die Hamiltonfunktion der exakten Lésung konstant und hat einen Wert von
Ho = 1.0628. Das Splittingverfahren mit Filterfunktionen approximiert diesen Wert bis auf kleine
Schwingungen sehr gut. Wird jedoch das Verfahren ohne Filterfunktionen verwendet, so fallt die
Energie fiir groBe Schrittweiten ab. Die Energieerhaltung wird erst fir kleinere Schrittweiten gewahr-
leistet.

Wie erwartet, ist die Finite-Energie nicht konstant, jedoch ist sie stets kleiner als Hg. Auch hier
erkennt man, dass die Finite-Energie durch das Verfahren ohne Filterfunktionen flr groBe, resonante
Schrittweiten nicht gut approximiert wird.



77

Lineare Schwingungskette

5.1.

suaiyepanbuniids-buens sep ‘b pun

Ub uapieuey aip Iy ||°p(| + [[“bes|| eiBieuz-enul4 Jep Bunpliaqy :g'G Bunpiigay

[sondnw — Jenig ouyo - - |
1ue7 1487 1ue7
I 80 90 70 4 0. 1T 80 90 7’0 g0 0 80 90 70 z0 0
R T T T T @@ O T T T T T T T T ._H
\.,/ \\\\1/// —486°0 T
h {e0T
I 20T 2
®
01 o
FO'T g
70T %
90T 90T 1901
80°T
0=+ 00=1+ 1000 =+
suaiyepanbumids-buens sep b pun “b uslauay aip 4ny (4D ‘“b) 1 uonyunjuoliweH Jap Bunp|iaqy g Bunpjlaqy
[sond yw —— Jeyig ouyo - - |
sz 1497
! 80 90 70 0 0 I 80 90 70 0 0
T T T T T T T T
RN 1800 090'T
S I | 0,290
L AN i 11
190°T TLTI0'T
= 401
72890°T
B 70T {290°1
9L290'T
- 490°T
: : : : €901 8LZ90°'T

uomunjuolWeH



78 Kapitel 5. Simulation einer Schwingerkette

5.2 Das Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou-Problem

Das Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou-Problem (FPUT) wurde 1955 in [Fermi, Ulam und Pasta| (1955) ver-
offentlicht. Es gilt heute als Meilenstein in der Entwicklung der Computersimulationen und ist der
Standardtest fiir Probleme mit mehreren Zeitskalen. So ist es auch Beispiel in fast allen in Kapi-
tel[2.2 erwahnten Artikeln. Es lassen sich mithilfe des FPUT-Problems sowohl algorithmische Insta-
bilitaten als auch numerische Resonanzen erkennen, vergleiche Kapitel Haufig wird es auch
unter dem Namen Fermi-Pasta-Ulam-Problem referenziert und damit die Arbeit der Mathematikerin
Mary Tsingou unterschlagen. lhre Verdienste wirdigte Thierry Dauxois in |Dauxois| (2008).

Das Modell stammt aus der Mechanik und demonstriert das Schwingungsverhalten einer Kette mit
2m Massepunkten. Diese sind mit alternierend weichen, kubisch nichtlinearen und steifen, linea-
ren Federn verbunden. Lineare Federn sind dabei solche, bei denen die Federkraft linear von der
Auslenkung der Feder abhangt. Die Federkraft nichtlinearer Federn hangt im Gegensatz dazu nicht-
linear, in diesem Fall kubisch, von der Auslenkung der Feder ab. An den Endpunkten ist die Kette
fest eingespannt. Das Modell ist in Abbildung [5.6] dargestellt.

q1 q2 q2m—1 d2m
steif weich
linear nichtlinear

Abbildung 5.6: Kette aus alternierenden weichen nichtlinearen und steifen linearen Federn

Das FPUT-Problem ist eins der ersten dokumentieren Computerexperimente und wurde erstmals auf
dem MANIAC | durchgefiuihrt. Dieses einfache Modell zeigte in der Simulation ein héchst unerwar-
tetes dynamisches Verhalten. Wahrend sich vergleichbare, lineare Systeme periodisch verhalten,
erwarteten die Autoren hier, dass man durch die Nichtlinearitat der Federn ein ergodisches System
erhalt (das heiBt, das System erreicht alle mdglichen Zustdnde). Die Bewegungen waren jedoch
quasi-periodisch. Die Simulation liefert damit einen wichtigen Beitrag fiir die Chaosforschung und
gilt heute als Pionierarbeit. Sie zeigt auch den Wert der Computersimulation bei der Analyse von
physikalischen Systemen.

5.3 Modellbildung

In diesem Kapitel wird nun das FPUT-Problem mit kubischer Nichtlinearitat untersucht. Die Modellie-
rung stammt aus Hairer et al.| (2006), Kapitel 1.5. Bezeichnet man mit q1, . . ., g2,,, die Verschiebung
der Massepunkte aus ihrer Ruhelage und mit p; = ¢, deren Geschwindigkeiten, so wird die Bewe-
gung mithilfe der Hamiltonfunktion

m 9 m m

~ 1 w
H(p,q) = B Z(p%i—l +p§i) + o Z(Q% - QQi—1)2 + Z(Q%H - q2i)47

=1 i=1 =0

beschrieben, wobei w der Federsteifigkeit der steifen, linearen Federn entspricht und dementspre-
chend groB sein soll. Fir die hier vorgestellte Simulation wird w = 1000 gewahlt. Es wird nun eine
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Variablentransformation durchgefiihrt, sodass man spater eine Diagonalmatrix fiir 2 erhélt. Es sei

20 = (q2i + q2i_1)/V2, r1; = (q2i — q2i-1)/V?2,
Yoi = (p2i + p2i_1)/V2, y1.i = (pai — p2i_1)/ V2.

Dabei stellt zp; die skalierte Verschiebung und 1 ; die skalierte Dehnung der i-ten steifen Feder
und yo,4, y1,; ihre jeweiligen Geschwindigkeiten dar. Man erhalt in den neuen Variablen die folgende
Hamiltonfunktion

1 — w? & 1
Hiy) = 5 2 i+t + 5 2ot + 4 (@or — o)
i=1 i=1
m—1
+ Z (Cﬂo,i+1 — 1,441 — L0 — l‘l,i)4 + (ﬂﬁo,m + xl,m)4)-
i=1

Wie beim linearen Problem beschreibt die Hamiltonfunktion physikalisch die Gesamtenergie des
Systems und wird von der exakten Lésung des Hamiltonsystems erhalten.

Aus der Hamiltonfunktion lassen sich die Bewegungsgleichungen ableiten. Es ergibt sich dabei zu-
néchst eine Differentialgleichung der Form

JJ// — —62.’13 +§(f1)‘), = |: i) :|
Ty
mit Vektoren z; = [x;1,...,7;m]7, j € 0,1, einer kubischen Nichtlinearitat g und einer Matrix Q
mit
=~ 0 0
2= [0 wI] ’

mit Eigenwerten w und Null. Um Annahme zu erfillen, muss 2 positiv definit sein. Hier wird
nun ein Shift verwendet, um eine &quivalente Differentialgleichung mit positiv definiter Matrix €2 zu
erhalten:

Q:(H[ég], g(x):f](:zz)—l—[%o} (5.1)

Die Matrix €2 erfiillt nun die Annahme [1.7]und jedoch nicht die Funktion g. Sie selbst und ihre
Ableitungen sind zwar auf Kugeln beschrankt, nur ist sie nicht Lipschitz-stetig. Weiterhin ist die Fini-
te-Energie-Bedingung im urspriinglichen System beschrankt,

~ | x 2 1

a2 ]+l
1 2 Y1

da alle auftretenden Gr6Ben auch in der Hamiltonfunktion H enthalten sind, die verbleibende GréBe

nichtnegativ ist, und die Hamiltonfunktion konstant ist. Betrachtet man jedoch die Finite-Energie im
geshifteten System

1 2
5 < H(y(0), z(0)),

2

Y

suo=3 o2 ][ 42 0]
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--- Hamilton —— Finite-Energie

N
B~

N
N

—=
oo

Hamiltonfunktion/ Finite Energie
[\)

Zeit t

Abbildung 5.7: Hamiltonfunktion #(y,, z,) und der Finiten-Energie F (yy,,x,) fur die lterierten der
Referenzlésung

so tritt wegen des Shiftes zusatzlich ||zo||* auf. Im geshifteten System kann die Finite-Energie nicht
mehr durch die Erhaltung der Hamiltonfunktion beschrankt werden. Jedoch I&sst sich analytisch die
Wobhlgestelltheit der Gleichung mit Q und g aus und damit die Beschrénktheit der Lésung
x und ihrer Ableitung y im endlichen Existenzintervall [0, teng] Nachweisen. Verwendet man nun die
Variation-der-Konstanten-Formel ergibt sich die Darstellung

z(t) = cos(tQ)z(0) + QL sin(tQ)z'(0) + /0 Q Lsin((t — 5)Q)g(z(s)) ds.

Mithilfe dieser Gleichung lasst sich nun die Beschranktheit der Finiten-Energie im geshifteten Sys-
tem fur endliche Zeitintervalle [0, teng] ableiten. Um diese Aussage zu bekraftigen, enthalt die Abbil-
dung 5.7] eine Darstellung der Hamiltonfunktion H(y,,, z,) und der Finiten-Energie F (y,, z,,) fir die
Iterierten der Referenzlésung. Hier erkennt man den Erhalt der Hamiltonfunktion Uber das gesamte
Zeitintervall. Die Finite-Energie ist nicht konstant, jedoch beschrankt.

Es wird im Folgenden ein System mit sechs Massepunkten simuliert (m = 3). Als Anfangswerte
werden

0 wt 1 1
o= |0 |, r1=| 0 |, vo= 1|01, y1=10
0 0 0 0

gewahlt. Das zeitliche Simulationsintervall sei [0, 6].

5.3.1 Numerische Simulation

Wie bereits im linearen Fall wendet man das Strang-Splittingverfahren (3.10) auf die modifizierte
Gleichung mit den Filterfunktionen

¢(&) = sinc() und s(§) = sinc(§)

an. Konnte man fiir das lineare Problem aus Abschnitt [5.1] die exakte Lésung durch die Matrixex-
ponentialfunktion ausdriicken und damit die Referenzidsung in MATLAB mittels der Matlabfunktion
expm beschaffen, so wird zur Fehlerschéatzung im nichtlinearen Fall eine Referenzlésung mit dem
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Stormer-Verlet-Verfahren berechnet, vergleiche Kapitel Wie in Abschnitt [T.2| gesehen, muss
die Schrittweite dieser Referenzldsung sehr klein gewéahlt werden, um die Stabilitdtsbedingung des
Verfahrens einzuhalten. Weiterhin soll trotzdem der maximale Fehler des Strang-Splittingverfahrens
Uber alle Zeitpunkte berechnet werden. Wahlt man also eine Schrittweite 7 aus, so muss die Refe-
renzldsung an allen Zeitpunkten ¢, = k7 mit ¢ < teng vorliegen. Es sollen zusatzlich méglichst viele
verschiedene Schrittweiten T betrachtet werden, um eine gute Auflésung méglicher Resonanzen zu
erreichen, wahrend mdglichst wenig Aufwand in die Berechnung der Referenzlésungen investiert
werden sollen.

Man kann dies gewahrleisten, indem man sich zuerst eine hochzusammengesetzte Zahl Npax
(,highly composite number®) wahlt, also eine Zahl, die mehr Teiler besitzt als alle kleineren Zah-
len. Alle Teiler N dieser Zahl kann man als Schrittweiten teng /N verwenden. Fir die Schrittweite 7ref
der Referenzlésung wahlt man sich einen geeigneten Skalierungsfaktor ¢ und setzt

tend
M
¢Nmax

Tref =

S0 dass 7 der Stabilitatsbedingung des Stérmer-Verlet-Verfahrens gentigt. Der Fehler der Refe-
renzldsung ist fir ¢ hinreichend groB deutlich kleiner, als der Fehler des Verfahrens. Dies schrankt
die Auswahl der Schrittweiten 7 trotzdem stark ein. Man kann die Anzahl an méglichen Schrittweiten
vergréBern, indem man weitere Referenzldsungen zu leicht modifizierten Endzeiten tong berechnet,
wobei feng — teng Klein sein sollte.

Fir diese Simulation wurden finf verschiedene Referenzlésungen mit tgng = 5.99, 5.999, 6, 6.001,
6.01 mit einer Referenzschrittweite 7ot < 2.3 - 10~7 berechnet. Wahrend fir jede einzelne Simu-
lation jeweils 96 oder 97 mégliche Schrittweiten in [1072,107!] berechnet wurden, so konnten in
Kombination der Ergebnisse 483 verschiedene Schrittweiten genutzt werden.

Die Abbildungen und zeigen den Fehler des Strang-Splittingverfahrens in z und den
transformierten Variablen v = Q3. Die blaue gestrichelte Linie entspricht dem Fehler des Ver-
fahrens ohne Filterfunktionen, die orangefarbene, durchgezogene Linie dem Fehler des Verfahrens
mit Filterfunktionen. Auch hier lassen sich deutliche Resonanzen im Fehler ohne Filterfunktionen
ausmachen. Der Integrator mit Filterfunktionen zeigt, wie erwartet, Konvergenz der Ordnung zwei
fur alle Schrittweiten. Wie auch im linearen Beispiel vergrdBert sich die Fehlerkonstante, sobald die
Schrittweiten den nicht-steifen Bereich erreichen. Interessanterweise ist der Fehler des Verfahrens
mit Filterfunktionen in den transformierten Geschwindigkeiten auch im nicht-steifen Bereich kleiner
als der Fehler ohne Filterfunktionen.

Die Finite-Energie F(yp, z,,) und die Hamiltonfunktion #(y,, x,) der lterierten z,, und y,, des Ver-
fahrens sind in den Abbildungen [5.10|und [5.11|dargestellt. Das Verfahren mit Filterfunktionen zeigt
dabei fir alle Schrittweiten eine gute Approximation an die Referenzlésung, vergleiche mit der Dar-
stellung der Hamiltonfunktion und der Finiten-Energie der lterierten der Referenzlésung in Abbil-
dung wahrend das Verfahren ohne Filterfunktionen an den Resonanzstellen deutliche Abwei-
chungen erkennen lasst.
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KAPITEL O

SIMULATION EINER LASER-PLASMA-INTERAKTION

Laser-Plasma-Interaktionen beschreiben die Wechselwirkungen zwischen einem Laserpuls und Ma-
terie. Die Materie wird dabei stark erhitzt und verwandelt sich in ein Plasma. Man bezeichnet mit
Plasma einen Zustand, in dem sich Elektronen aus den ansonsten neutralen Atomen lésen. Des-
halb enthalt ein Plasma freie Ladungstrager wie lonen und Elektronen. Die Technologie zur starken
Beschleunigung von lonen mittels hochintensiver Laserpulse mit stark reduzierter Energieverteilung
ist noch recht neu und wurde erstmals in|Hegelich et al.| (2006) vorgestellt.

Solche Interaktionen haben vielerlei Anwendungen. Beispielsweise kénnen sie den klassischen Teil-
chenbescheuniger ersetzen, der in Naturwissenschaften und Medizin zahlreich verwendet wird. In
der Medizin lassen sich damit Tumore gezielt entfernen, ohne umliegendes Gewebe zu beschadi-
gen, siehe dazu|Linz und Alonso| (2016). AuBerdem ermdglichen Laser-Plasma-Beschleuniger neue
Ansatze in der Fusionsenergie, siehe beispielsweise |Kirkwood et al.| (2013).

Hier sollen nun Experimente betrachtet werden, bei denen die Plasmadichte sehr groB wird. Dies
tritt beispielsweise auf, wenn Elektronen durch feste Objekte wie diinne Folien geschossen werden.
Dies wird TNSA (Target Normal Sheath Acceleration) genannt (siehe|Hegelich et al.|(2002), Robson
et al.| (2006)). Hierbei treten Plasmadichten von pg = 100 — 1000p. auf, die von der Frequenz des
Lasers w, abhangen. Dabei bezeichnet p. die kritische Plasmadichte, bei welcher der Laserpuls vom
Plasma reflektiert wird. Eine weitere wichtige Anwendung ist das Konzept der schnellen Entziindung
FI (Fast Ignition) in der Tragheitsfusion (siehe [Tabak et al.| (1994)). Hierbei werden Dichten von bis
zu pg = 10.000p,. erreicht.

In Dusseldorf, Jena und Miinchen startete 2004 der Sonderforschungsbereich TR18 ,Relativisti-
sche Laser-Plasma-Dynamik®, der die Physik ultra-intensiver Laserinteraktionen mit Materie erfor-
schen sollte. Das Teilprojekt B5 ,Fortgeschrittene numerische Methoden zur Simulation der Wech-
selwirkungen relativistischer Kurzpuls-Laser mit hochdichten Plasmen® von Prof. Dr. A. Pukhov und
Prof. Dr. M. Hochbruck beschéftigte sich insbesondere damit, die Laser-Plasma-Interaktionen nu-
merisch zu simulieren, um aufwendige experimentelle Tests zu vermeiden. Hier wurde der C++
Code H-VLPL, Hybrid Virtual Laser Plasma Laboratory, entwickelt, dessen Verhalten im Folgenden
analysiert werden soll.

85
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Ein Laser wird durch ein elektromagnetisches Feld simuliert, welches durch die Maxwell-Gleichungen
modelliert wird. Die Plasmateilchen werden meist kinetisch durch Bewegungsgleichungen beschrie-
ben. Jedoch enthélt ein Plasma eine groBe Anzahl von Teilchen, weshalb man dazu Uberging, eine
Wolke aus Teilchen als sogenanntes Makroteilchen zu simulieren. Die Bewegung aller Teilchen im
Makroteilchen werden als eine Bewegung des Makroteilchens simuliert und die Wechselwirkungen
unter den Teilchen in einem Makroteilchen vernachlassigt. Solche Simulationen bezeichnet man als
PIC (Particle-in-Cell), siehe Birdsall und Langdon| (1991) oder|Hockney und Eastwood (1992). Eine
Vielzahl Codes fUr dreidimensionale, parallele Simulationen mittels PIC sind bereits vorhanden, dar-
unter unter anderen OSIRIS, VORPAL und OOPIC. In diesem Beispiel wird der Code VLPL, Virtual
Laser Plasma Laboratory, aus |Pukhov| (1999) betrachtet.

Generell gilt PIC als sehr detailreich, jedoch wird die Simulation sehr aufwendig, wenn man groB3e
Plasmadichten betrachtet. Hier missen entweder die Makroteilchen sehr groB gewahlt werden, wo-
durch die Simulation ungenau wird, oder es missen sehr viele kleine Makroteilchen simuliert wer-
den, was letztlich wie beim Code VLPL auf eine Schrittweiteneinschrankung des Zeitschritts 7 im
Sinne von

fihrt, um die Stabilitat des Verfahrens zu gewéhrleisten. Neben PIC gibt es jedoch eine weitere Mog-
lichkeit, Plasma zu beschreiben: die hydrodynamische Modellierung. Die Teilchen werden dabei wie
eine Flussigkeit behandelt. Mathematisch modelliert man das Plasma mithilfe der Boltzmann-Viasov-
Gleichungen. In dem oben beschriebenen Fall ist es sinnvoll, beide Modelle zu einem hybriden Mo-
dell zu kombinieren. Dabei wird heiBes Plasma mit niedrigen Dichten Uber PIC simuliert, wéhrend
kaltes Plasma mit hohen Dichten Gber das hydrodynamische Modell beschrieben wird. Solche hy-
briden Modelle findet man beispielsweise in Mason| (1980) oder |Gremillet, Bonnaud und Amiranoff
(2002).

Wissenschaftlern im Teilprojekt B5S am SFB TR18 gelang die Umsetzung eines solchen hybriden
Ansatzes erstmals in Liljo, Karmakar, Pukhov und Hochbruckl (2008) in einer Raumdimension. Der
entstandene Code wurde H-VLPL genannt. Der Code ist unabhangig von der Plasmadichte sta-
bil, da hier ein implizites Verfahren im Umgang mit der hohen Plasmadichte eingesetzt wurde, um
Stabilitdtseinschrankungen zu vermeiden.

In einem weiteren Schritt versuchte man, einen Code fir Simulationen in drei Raumdimensionen zu
entwickeln. Dabei lieB sich der Ansatz aus dem 1D-Code nicht direkt Gbertragen, da die implizite
Berechnung in 3D zu aufwéndig ist, so dass sie keine Vorteile gegeniber einer expliziten Simula-
tion mit PIC-Codes liefert. Daher wurde schlussendlich ein neues Verfahren fiir die Zeitintegration
entwickelt. Es handelt sich dabei um ein explizites Dreifach-Splittingverfahren, bei dem analog zur
gemittelten Impulsmethode von |Garcia-Archilla et al.| (1999), siehe Abschnitt oder dem in
dieser Arbeit vorgestelltem Splittingverfahren Filterfunktionen verwendet werden, um auftretende
Resonanzen zu vermeiden, wie sie in Abschnitt der vorliegenden Arbeit beschrieben werden.
Das entstandene Verfahren wurde in [TUckmantel, Pukhov, Liljo und Hochbruck| (2010) vorgestellt.
Beide Simulationen sind auBerdem Thema in den Dissertationen von [Liljo/ (2010) und [TGckmantel
(2012).

Obwohl das Dreifach-Splitting mit den eingefihrten Filterfunktionen in Experimenten gute Ergebnis-
se erzielte und Konvergenz der Ordnung zwei zeigte, war eine Konvergenzanalyse lange unbekannt.
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Diese gelang erstmals in|Jansing|(2015) und wurde spéter in Jansing und Schadle|(2017) publiziert.
Dafiuir wurde die Differentialgleichung und das Verfahren zunachst transformiert und anschlieBend
bekannte Konvergenzresultate aus |Hairer et al.| (2006) verwendet. Fiir den Konvergenzbeweis in
Jansing und Schadle| (2017) ist jedoch die spezielle Form der Semidiskretisierung entscheidend. In
diesem Kapitel wird ein alternativer Beweis unter Verwendung des Satz unter allgemeineren
Voraussetzungen geflhrt.

6.1 Modellierung des Problems

In diesem Kapitel wird ein vereinfachtes Modell aus [Tlickmantel et al.| (2010) betrachtet. Das Inter-
esse liegt auf hochozillatorischen Problemen, weshalb die folgenden Gleichungen nur die hybriden
(hydrodynamisch behandelten) Teilchen des Plasmas Uber die Impulse der Elektronen p beschrei-
ben. Der Laser wird durch das elektrische Feld E und den magnetischen Fluss B beschrieben.
Zunachst sei D C R3 offen, beschrankt und besitze einen Lipschitz-Rand 9D und dem duBerem
Normalenvektor . Man erhalt in dimensionslosen Variablen E, B, p: Rx D - R3, w: D —» R

dp

_ = E .1
P _p 6.12)
OE )

08 GxB-up, (6.1b)
0B

ﬁ——VXE, (610)

vergleiche Jansing und Schadle (2017), Gleichung (2.1). Dabei sei w(z) > ¢ > 0 fur alle z € D.
Auf dem Rand werden perfekte elektrische Leiter (PEC - perfectly electric conductors) vorgegeben,
also

vx E=0 auf 9D.
Zusatzlich sind die folgenden Anfangswerte gegeben:

p(z,0) = po, E(z,0) = Ey, B(z,0) = By firz € D.

6.2 Diskretisierung in Raum und Zeit

Die obige Konvergenzanalyse aus Abschnitt |4 umfasst lediglich den Fehler in der Zeit. Daher wird
das System zuerst Ortlich diskretisiert. Dies kann beispielsweise mit zentralen finiten Diffe-
renzen (Yee-Schema) auf dem Yee-Gitter geschehen. Die verwendete Gitterschrittweite wird als h
bezeichnet. Es ergeben sich die gewdhnlichen Differentialgleichungen

p), = E, (6.2a)
Ej, = G§.Bn — Qpn, (6.2b)
Bj, = —GguEn, (6.2¢)
(6.2d)
mit diskreten Anfangswerten
pr(0) = pY, E,(0) = E), By, (0) = BY). (6.3)

Dabei bezeichnen GZ  und GE , die diskretisierten V x-Operatoren und 2, stellt die Diskretisierung

des Parameters w dar. An die Differentialgleichung werden die folgenden Annahmen gestellt:
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Annahme 6.1. e Die Matrix Sy, ist gegeben durch Q, = diag(w(z;)). Weiter gilt

1
Ol <=,
ot < 5
e Die Matrixnormen von G, und GB , hdngen wesentlich von der Schrittweite der Ortsdiskre-
tisierung h ab. Jedoch wird hier angenommen, dass die Matrixnorm beschrédnkt werden kann,
das heiBt es soll

Vi x F|| < Coun || F| fir F = E, B (6.4)
gelten. Denn es soll der Fall
Coun ~ h_1 < HQhH = Wmax

betrachtet werden, wobei wmax die gréBte auftretende Frequenz des Systems beschreibt. Die
Oszillationen in der L6sungen stammen somit von §;, und nicht von der Ortsdiskretisierung
der V x -Operatoren.

Bemerkung 6.2. o Mit ||-|| = ||l p2(py,, wird hier die diskrete L2-Norm bezeichnet, die von der
konkreten Diskretisierung abhéngt.

e Die Matrix €2y, ist als Diagonalmatrix symmetrisch.

e Die beiden Matrizen G, und GB , unterscheiden sich aufgrund der Randbedingungen und
gegebenfalls aufgrund der Gitterstruktur der zugrunde liegenden Ortsdiskretisierung. Dies
kann man sich beispielsweise in 1D in|Liljo (2010), Gleichung (5.6), klar machen. Man be-
achte, dass die hergeleiteten Fehlerschranken nur unabhéngig von der Zeitschrittweite T sind,

jedoch nicht von der Ortsschrittweite h.

Im nachsten Schritt soll ein Splittingverfahren zur Zeitintegration hergeleitet werden. Das System
I&sst sich in drei Teilprobleme zerlegen, die man jeweils einfach l16sen kann. Es ist

}, Ey,
u = E;l = GgmBh — Q}leh = Ayu + Byu + Cyru
B;L _ngrlEh

mit der Lésung w = [pl, EI', BI'1T und den Matrizen

0 I0 0 0 0 00 0
Ay=1]-92 00|, By=1{0 0 0|, Cu=1{00 GE, |,
0 00 0 —-GE 0 00 0

curl

und den Anfangswerten aus (6.3). Der Index M steht hier fiir ,Maxwell. Das erste Teilproblem
reduziert sich auf den entkoppelten harmonischen Oszillator p” = —Q2p in jedem Gitterpunkt, da
Ej = pist. Die exakte Losung der Gleichung vy, = Aprua,,, ua,, (0) = uf  ist damit gegeben

durch

cos(tQ2p)  tsinc(ty) O
ua,, (t) = it (U%M) = | —Qpsin(tQy) cos(tQy) 0 u%M.
0 0 1
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Man kann die Losungen der Teilprobleme u; = Baug,,, us,, (0) = u und ug, = Cryuc,,,

uc,, (0) = U%JW direkt angeben, diese lauten

I 0 0

up,, (t) = <pf (u%M) =10 I 0 u%M = (I—i—tBM)u%M,
0 —tGE, 1
I 0 0

ucy, (t) = (ptc (u%M) =0 I thfJrI uOCM =(I+ tC’M)u%M.
00 I

Nun kann man eine numerische Approximation an die Lésung des Systems (6.2) berechnen, indem
man ein symmetrisches Dreifach-Splittingverfahren verwendet:

C B
P, = Q5M o pPM o M
2

Cm
oM.
2 2

B
SOTAM O‘P%

Das entstehende Integrationsverfahren kann in Form eines Impulsverfahrens geschrieben werden
(vergleiche Verlet-1in|Grubmdller et al.[(1991) oder r-RESPA in|Tuckerman et al.| (1992)). Es lautet:

Kick: B"": = B" — %Ggﬂ,, n (6.5a)
(EN)" = E" + %GEJ”B"*% (6.5b)
n+1 . n
S P _ cos(7Qp)  Tsine(7) p
Oszillation: [ (E-)m! ] = [ —Qpsin(r)  cos(r) (E+)" (6.5¢)
Kick: E™ = (E7)"H 4 gGﬁ,|B”+% (6.5d)
B" = Brts ngmE”“. (6.5€)

Bei diesem Dreifach-Splittingverfahren treten Resonanzen im Fehler ahnlich wie in Abschnitt
auf, siehe daflr [Tuckmantel et al.[ (2010), Fig. 1. Wie in dem Artikel vorgeschlagen, fligt man nun
Filterfunktionen hinzu, um ein Verfahren zweiter Ordnung zu erhalten. Dazu seien die Funktionen ¢
und ¥, reellwertige, gerade, analytische Funktionen und

D = (), U = (7).

Die Filter werden dabei nur auf den Maxwell-Teil der Gleichung angewandt. Bemerkung liefert
eine Begrundung fir den Einsatz der Filterfunktionen an den gewéahlten Positionen. Man erhalt das
folgende modifizierte Splittingverfahren:

Kick: B"": = B" — gGﬁr@E“ (6.6a)
(EF)"=E"+ g\I'MGﬁ”B”*% (6.6b)
n+1 . n
N P _ cos(TQp)  Tsine(TQ) D
Oszillation: [ (E-)"1 ] = [ _Qpsin(r)  cos(r) (E+)" (6.6¢c)
Kick: E" = (E7)"! 4 %\If uGB Bts (6.6d)

B" = Bt — %Gfm@E”H. (6.6¢)
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Bemerkung 6.3. Zu Beginn ist nicht klar, an welcher Stelle die Filterfunktionen sinnvoller Weise ste-
hen. Deswegen fiihrt man zundchst Filter vor und nach der Anwendung der diskreten Curl-Matrizen

GE  und GB  ein, also
Kick: B"": = B" - %\I/ sGE ®pE"
E+ n_ gn o I\I/EGB (I)BBn-‘r%
9 curl
. ptt _ cos(7Qp)  Tsine(7y) p"
Oszillation: [ (E-)m! ] = [ —Qpsin(r)  cos(rn) | | (BT
Kick: E™ = (B! 4 %\1/ 5GB dpB s

Bn+1 — Bn—‘r% _ %\I’BGgr/q)EEn_l—l-

Bereits in|Liljo, (2010) in Abschnitt 5.2.1 wird erkldrt, dass man Vg = 1 wéhlit, um weiterhin ein
divergenzfreies Magnetfeld B zu garantieren. Die Wahl ®p = 1 wird jedoch ausschlieBlich an-
hand numerischer Beispiele motiviert. In|Jansing (2015), Abschnitt 4.4 und Gleichung (4.30), wird
diese Wahl aus der Zweischritt-Formulierung (Transformation zur Wellengleichung, siehe dazu Ab-
schnitt[6.3) motiviert. Die zusétzliche Filterung an dieser Stelle ist nicht nétig.

6.2.1 Symmetrie des Verfahrens

Um das Splittingverfahren in eine Zweischritt-Formulierung zu bringen, wird verwendet, dass das
Verfahren symmetrisch und damit in der Zeit umkehrbar ist (folgt aus Definition [A.). Dies soll hier
kurz begrindet werden.

Nach Konstruktion ist das Ausgangsverfahren ®,. symmetrisch: Die exakten Fliisse autonomer Dif-
ferentialgleichungen sind stets umkehrbar (siehe (A.3), kann hier auch elementar nachgerechnet
werden). Schreibt man

C B A
Gr = M oM oM,

so ist
O, = Qb% © QS%
und damit nach Definition [A.1] symmetrisch.

Nun werden zuséatzlich Filterfunktionen eingefliihrt, um das gewlinschte Splittingverfahren zu
erreichen. Es kann jedoch elementar nachgerechnet werden, dass die Umkehrbarkeit des Flusses
mit symmetrischen (geraden) Filterfunktionen, wie sie oben gewahlt werden, erhalten bleibt. Genau-
er gesagt, mit

- - - 0 0 0
©BvM = T+ 7By, By=10 0 01,
0 —GE.® 0o
o - ~Joo 0
QOEM =14+ 7Cy, Cuy=100 \I/MGEM ,
00 0
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gelten die Identitaten

6‘;;4)—1 5\]&

Bary—1 B
(™) ¥ =7

©r =@ Y, (%

Damit erhélt man analog wie oben beim Ausgangsverfahren @, die Symmetrie.

6.3 Transformation zur semilinearen Wellengleichung

Es wird nun die Idee aus Jansing und Schadle| (2017) aufgegriffen und das System erster Ordnung
(6.2) auf eine Differentialgleichung zweiter Ordnung reduziert. Daflr ist es zunachst notwendig,
hdhere Regularitat in der Zeit fir E}, zu fordern. Man erhalt

o) 8 0Bj, Jpn
= gjﬂw — Q%W = -GB .GE E\, - Q2 E, (6.7a)
mit Anfangswerten
E;,(0) = G&n By, - ip). (6.7¢)

Die Gleichung wurde somit in die Form mit Matrix @ = €, und der linearen Funktion
9(Ey) = Gy E, = —-GB GE  E;, gebracht. Im néchsten Abschnitt soll nun gezeigt werden, dass
auch der verwendete Integrator dem Splittingverfahren aus |Buchholz et al.| (2018) entspricht.
Fir den Zusammenhang zwischen diesem Splittingverfahren und dem Splittingverfahren aus

der vorliegenden Arbeit sei auf Abschnitte [2.2.7] [3.2) und [4.2] verwiesen.

6.3.1 Transformation des Integrators

Die Darstellung des Splittingverfahrens als Zweischritt-Formulierung stammt aus |Jansing und
Schadle| (2017) (Abschnitt 6.1. Reformulation). Zunachst setzt man die einzelnen Schritte des Ver-
fahrens ineinander ein und erhélt die folgenden drei Gleichungen:

3
. T .
Pnt+1 = cos(7Q) Py, + (7‘ sine(7Qp) — T smc(TQh)\I!MGﬁ”Ggm@) E,

2
4 % sinc(tQ) 0GB, B,,

2

E, i1 = —Qpsin(tQ)pn + <COS(TQh) 1 (1+ Cos(TQh))\IfMGgmem(I)) E,
+ %(1 + cos(70,)) ¥ GB B,

-
B, +1 = By — §G£Jrlq)(En + En+1)~
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Da das Splittingverfahren symmetrisch ist (siehe Abschnitt [6.2.1), kann man E,,_; direkt be-
rechnen, indem man einen Rickwartsschritt ausfihrt (siehe dazu Abschnitt [6.2.1), das heiBt man
ersetzt E,, 1 durch E,_; und 7 durch —7. Mithilfe der trigonometrischen Identitat

(1 + cos(7,)) = cos®(37,)
und Gy E = -GB .GE,

E,.1—2cos(TQ)E, + E,_1 = 72 COSQ(%TQh)\IJMGM(I)En (6.8a)

E erhélt man die Zweischritt-Formulierung

mit Startschritt
EQA = - Sin(TQh)po + COS(TQh)E() +7 COS2(%TQ}1)\I/M <G£jr|Bg + %GM(I)E0> . (6.8b)

Da im Folgenden ein weiterer Startvektor auftreten wird, bezeichnet man den Startvektor EM des
Verfahrens mit dem Index M.

Man kann nun zeigen, dass die hergeleitete Zweischritt-Formulierung dquivalent zu dem trigonome-
trischen Integrator aus Buchholz et al.|(2018) ist, dessen Konvergenz zweiter Ordnung mit &hnlichen
Techniken wie in Abschnitt[4] nachgewiesen worden ist. Man setzt dafiir die Variablen

q(t) = Ep(t),  qu = En, (6.9a)
fur die Matrizen
Q=Q,, Guy=-GB,GE, (6.9b)
und fr die Filterfunktion (siehe Bemerkung [6.4)

1
sine(7Q,)¥g = cos? <27'Qh> War, (6.9¢)

wobei Vg die Filterfunktion des Splittingverfahrens und ¥, die hier verwendete Filterfunktion des
Maxwell-Integrators ist. Damit hat sowohl die Gleichung die Form der Gleichung mit
linearer Funktion g, als auch die Zweischritt-Formulierung die Darstellung (2.573). Lediglich
der Startschritt stimmt nicht vollstdndig tberein. Verwendet man das Verfahren aus [Buchholz et al.
(2018), so erhalt man mit E} (0) = GB ,BY — Q2p! den Startwert

curl
ES = cos(rQ) Eq + sin(r2,,)Q; (GB, By — Q2py) + %sin(mh)g,;lwsGMq)Eo
= —sin(7Q)Qppo + cos(7Q,) Eg + TCOSQ(%TQ}L) <G£r|Bo + %\IJMGM<1>E0) .
Die Differenz beider Startwerte ist somit
EY' — E} = 7cos?(37Q,) (W n — )GE, By.

Der Unterschied besteht darin, dass das Splittingverfahren fur eine Differentialgleichung 2. Ord-
nung hergeleitet wurde und damit den gegebenen Anfangswert ¢’(0) verwendet. Das hier vorgestell-
te Dreifach-Splittingverfahren ist jedoch far drei gekoppelte Differentialgleichungen 1. Ordnung
ausgelegt. Der Startwert EM verwendet somit die Filterfunktion ¥, auf GB B, die fir E} nicht

curl
verwendet wird. Den Fehler im Startwert gilt es nachfolgend zu untersuchen.

Bemerkung 6.4. Die Bedingung (6.9¢) wird beispielsweise von
1
Vg = cos? <2TQh> , Uy = sine(78p)

erfiillt. Jedoch soll die Filterfunktion V g letzlich geeignet gewéhit werden, um Konvergenz des Split-
tingverfahrens (6.8a) zu gewdhrleisten. Wie dies zu erfiillen ist, wird Annahme|6.8 zeigen.
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6.4 Konvergenznachweis

Im nachsten Abschnitt soll die Konvergenz des Splittingverfahrens mit bereits bekannten Aussagen
gezeigt werden. Daflr betrachtet man die modifizierte Differentialgleichung

E, = -QE; +GyE, (6.10a)

mit Anfangswerten
E,(0) = EJ, (6.10b)
E; (0) = v\ GE B - 02p).. (6.10c)

Wendet man darauf das Splittingverfahren (2.57) an, so erhalt man das Verfahren (6.8a) mit Start-
wert ES aus (6.8b). Diese kleine Stérung im Anfangswert E;,’ durch die Filterfunktion ), bewirkt,

dass die exakte Lésung Eh wie u aus Abschnltt.vom Zeitschritt 7 abhangt. Es soll nun gezeigt
werden, dass sich die Differenz der analytischen Lésung E}, von (6.7a) mit Anfangswerten E}(0)

und E; (0) von der analytsichen Losung Ej, mit Anfangswerten Ej,(0) und E‘vh/(O) proportional zu
72 beschrénken lasst. Dafiir wird die folgende zusétzliche Annahme benétigt:

Annahme 6.5. Flir den Anfangswert B,? gilt
|2%.GE,Bj| < CB, (6.11)
mit einer Konstante Cp, , die nicht von Q;, abhédngt.

Bemerkung 6.6. Eine dhnliche Bedingung wie (6.11) findet sich in stdrkerer Form auch in|Jansing
und Schédle (2017), vergleiche (4.5).

Mit dieser Annahme lasst sich das folgende Lemma beweisen:

Lemma 6.7. (vergleiche Lemma 6.4 aus|Jansing und Scha'dle (2017)) Es gelte die Annahme|[6.1]
Die gerade Filterfunktion 1 erfiille die Bedingungen (4.1a) und (4.1b) - Der Anfangswert‘BO genligt

der Annahme. Dann folgt fiir die Differenz der Losung E), von (6.7) und der Lésung Ej, aus (6.10)

HEh(t) - Ez(t)H <Cr, 0 <t <tengs

mit einer Konstante C, die von My, Cg, , Ccun und teng abhdngt, aber nicht von €2y, oder 7.

Beweis. Schreibt man die Differentialgleichung (6.7a) in ein System erster Ordnung, so erhalt man

|5 ] e[ 50 ]

mit

0 I 0 O
" [—920]’ " [GM 0}

Diese Differentialgleichung wird mit den zwei verschiedenen Anfangswerten

(50 ) [onaitom ] |50

curl

EO
[ ‘I’MchrlBO thh }
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versehen, insbesondere gilt E;,(0) = EV,L(O). Weiterhin sei

Rp(t) = etn = [ cos(tQp)  tsinc(ty) }

—Qp, sin(tQy,)  cos(tQy,)

Mit Hilfe der Variation-der-Konstanten-Formel ergibt sich fiir die Differenz
[ Ey(1) ] B | _p [ E,(0) } | B
E;,(0) E), (0)

E; (1) E, ()
e En(s) | | Bns) | .
+/0 Rh(t S)Bh <|: E;L(S) :| [ E;L/(S) ]) ds.
Die erste Differenz ist

Ey0)] | En0) ] _ 0
R”“)([E;M [EZ@D‘Rh(”[u—wmcﬁnBﬂ

[ tsine(tQp) (I — ¥p)GE, BY
| cos(tQy)(I — Ua)GB B

curl

_ { T2 Sin(tQh)(I — \I/M)(TQh)72QhGB 32 :|

curl

T eos(tQ) (I — W) (7)1, GB | BY)
Der Term ist somit mit Hilfe von und beschrénkt durch
H72 sin(tQ) (I — \IJM)(TQh)_QQhGﬁ”B?LH < MCg, T2
AuBerdem ist

Ry,(t — s)Bj, = [ (t — s)sinc ((t — s)Q)Gu 0] '

cos((t — )G 0

Man erhalt fur die Differenz

|Bu(t) ~ Bav)| < MiCB, 7 + / (1= 9)C2 | B ) - E(s)|| ds.

und damit mit dem Lemma von Gronwalldie Aussage HEh(t) - E‘<t>H < o7 O

Im Folgenden soll nun das obige Lemma [6.7] mit der Aussage aus Satz[2.5 kombiniert werden, um
die Konvergenz des Verfahrens angewandt auf die Lésung Ej, aus (6.7a) zu zeigen. Dazu
werden zunachst die Voraussetzungen des Satzes aufgefiihrt:

Annahme 6.8. e Es gelte die Finite-Energie-Bedingung
2
120 EL(t)]* + || EL (] < K, 0 <t < teng- (6.12)

Es genigt, wenn die Finite-Energie-Bedingung zum Zeitpunkt t = 0 erfillt ist, was man im
Beweis von LemmalB_1] sieht.

e Seien ¢ und s gerade, reellwertige, analytische Funktionen. Fiir x = ¢,vus gelten die
Filterbedingungen aus Annahme[4.1]
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e Die Filterfunktionen vg und vp; seien gegeben durch
Y (z) = sine(z)Pms(x),
i
s () = cos? (5 ) Yus().

Bemerkung 6.9. In der zweiten Annahme wird eine zusétzliche Funktion 1ys eingefiihrt. Mithilfe der
dritten Annahme ist garantiert, dass einerseits die Aquivalenz der Verfahren gewéhrleistet ist, also

T,

sine (7 )1bs (7)) = cos® <2> Y (TQ)

gilt, und andererseits ¥ g den Voraussetzungen von Satz|2.5 genligt.

Satz 6.10. Es gelten die Annahmen|6.1][6.5 und Dann konvergiert die numerische Lésung E,,
definiert in in zweiter Ordnung gegen die exakte Lésung Ey,(t,,) der Differentialgleichung (6.2)
mit der Fehlerschranke

|En(t,) — En| < C72, 0 <ty =n7 < teng,

mit einer Konstante C, die von Ceyn, CB,,, K, 6 LM 5,7 =1,...4, undtenq abhdngt, jedoch nicht
von €, oder 7.

Beweis. Zunéachst entspricht die lterierte E,, aus der lterierten E,, aus (6.8). Mit den Annah-
men und und den Variablen und Matrizen aus sind alle Voraussetzungen von Satz
erflllt. Da sich der Integrator ergibt, wenn man das Splittingverfahren auf die modifizierte
Differentialgleichung anwendet, folgt somit

| Bnta) - B < 072, 0 < ty = n7 < tong,

mit einer Konstante C, die nur von 6%, Ceurn, Kus, M;, j = 1,...,4, und teng abhéngt. Diese
Aussage wird nun mit der Aussage aus Lemma [6.7] kombiniert. Da die fir Lemma [6.7] gestellten
Voraussetzungen ebenfalls erfullt sind, folgt

|Bn(tn) = Bull < || Bu(ta) - Entn) <or

+ | Entta) - En

fur alle 0 < t, = n7 < teng. Die Konstante C' héngt dabei nur von Ceyn, C,,, K, 5L M;
j=1,...4,und teng ab, jedoch nicht von €2, oder 7. [l

Mit Satz wurde die Konvergenz zweiter Ordnung des Verfahrens angewandt auf
nachgewiesen. Die Konvergenz zweiter Ordnung kann auch auf B, und p, Ubertragen werden,
siehe dazulJansing und Schadle|(2017), Theorem 6.6 und Theorem 6.8. Es ist lediglich zu erwarten,
dass wie in|Jansing und Schadle| (2017) weitere Filterbedingungen notwendig sind.

Numerische Experimente finden sich in [Jansing und Schadle| (2017), Abschnitt 8, wobei hier eine
Laserfrequenz der Form

w(z) =

wo, T € Dy
0 sonst

fir D1 C D betrachtet wird. Das Resultat aus Satz ist interessant, weil es beliebige (zeitunab-
héngige) Frequenzen in der Matrix €2, zulasst, solange Annahme [6.1]erfllt ist. Weiterhin konnte die
Bedingung (4.5) aus Jansing und Schadle| (2017) abgeschwécht werden zu (6.17).
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6.4.1 Vergleich der Bedingungen an die Filterfunktionen

In den verschiedenen Konvergenzanalysen treten verschiedene, jeweils hinreichende Bedingungen
an die Filterfunktionen auf. In|Jansing und Schadle (2017) sind ¢ und 5; ebenfalls gerade, reell-
wertige Funktionen, die ebenfalls ¢(0) = ¥,,(0) = 1 erflllen (siehe (5.1)). Zusatzlich werden die
folgenden Voraussetzungen an die Filterfunktionen gestellt:

|(cos(2€) + 1)as(€)] < Cysinc?(€), (6.13a)

[9(€)] < Cq [sinc(§)], (6.13b)

[(cos(2€) + 1) (§)p(€)] < Cs [sine(26)], (6.13c)
[(cos(28) + 1)asr(§)] < Cy Jsine(2€))], (6.13d)

sinc(26) — 2 (cos(26) + )oas(€)| < O [sine(26)] (6.13¢)

siehe auch (5.2a) — e)) mit £ = 2z. Die dritte Bedingung ergibt sich dabei aus der zweiten und der
vierten Bedingung mit C's = C2C4 und kann deshalb vernachl&ssigt werden.

G. Jansing und A. Schéadle benétigen nur eine Bedingung an den Filter ¢. Diese enthalt jedoch die
hier geforderten Bedingung und fordert ebenfalls Nullstellen der Funktion ¢ an Vielfachen von
7. Far die vorliegende Analyse sind jedoch nur Nullstellen fiir alle geraden Vielfachen von 7 nétig
(vergleiche Bedingung (4.1d)). Allerdings wird in der vorliegenden Analyse zusétzlich gefordert, dass
@(&) sich wie £~1 verhalt fiir ¢ — oo (vergleiche Bedingung und (4.1d)).

Betrachtet man die verbleibenden Bedingungen flr 5, so ergibt sich ebenfalls die Bedingung
und auch die Nullstellen bei Vielfachen von 27 werden gefordert. Die Forderung von Nullstel-
len bei ungeraden Vielfachen von 7 wird hier jedoch durch den Faktor cos(2z) + 1 erfillt. Dies ist
also analog zu den Voraussetzungen in der vorliegenden Arbeit. Wie auch fir ¢ wird in Jansing und
Schadle (2017) keine Bedingung |£¢as(§)] < My wie in gefordert.

In der vorliegenden Arbeit wird zusatzlich die Analytizitat der Filterfunktionen gefordert. Ohne diese
muss man Bedingung (4.2) explizit fordern. G.Jansing und A. Schadle brauchen in Lemma 6.4 eine
vergleichbare Bedingung, die sie jedoch durch die Filterbedingung (6.13€e) garantieren.
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ANHANG A

GRUNDLAGENWISSEN

In den meisten Kapiteln der vorliegenden Arbeit wird das Landau-Symbol O verwenden, um eine
asymptotische obere Schranke anzugeben. Es ist fir Funktionen f,g : R — R, U {0} allgemein
definiert durch

f(z)

f(z) =0(g(x)), * —a & lim sup ‘,{JEI) < 00, fiura € RU {—o0, c0}.

A.1 Fluss einer Differentialgleichung

Die vorliegenden Arbeit verwendet das fundamentale Konzept eines Flusses einer Differentialgleich-
ung zur Zeit t. Dabei bezeichnet der Fluss eine Abbildung, die jeden Punkt 39 im Phasenraum auf
einen Punkt y(¢) abbildet, der die Lésung der Differentialgleichung

y=f(y) (A1)
mit Anfangswert y(0) = yo zur Zeit ¢ darstellt. Die Abbildung ist damit definiert durch:
et(yo) = y(t), far y(0) = o

(vergleiche Hairer et al.| (2006), Seite 2). Aus der Definition und unter der Annahme, dass die Differ-
entialgleichung eindeutig l6sbar ist, erhélt man unmittelbar, dass der Fluss ¢, die folgenden Halb-
gruppeneigenschaften erflllen muss:

vo(yo) = Yo

et(s(y0)) = Pt (vo) (A.2)

Ein numerisches Einschrittverfahrenzu approximativen Lésung von kann man durch den nu-
merischen Fluss ¢, darstellen als

Yn+1 :¢T(yn)a n=20,1,...
wobei y, &~ y(t,) mitt, =n7firn=0,1,....
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A.2 Symmetrie eines numerischen Verfahrens
Der Fluss ¢, einer autonomen Differentialgleichung

v = f(y), y(to) = o,
geniigt wegen den Halbgruppeneingeschaften (A.2) der Identitat

i = (A.3)

denn

o—t(pt(yo)) = ©—t+¢(¥0) = vo(yo) = yo- (A.4)

Diese Eigenschaft besitzt jedoch nicht unbedingt jeder numerische Fluss ¢;,. Dies wird sehr an-
schaulich in |Hairer et al| (2006), Kapitel 11.3, Abbildung 3.1, illustiert. Jedoch gibt es numerische
Verfahren, die diese Eigenschaft bewahren. Man nennt sie symmetrisch oder in der Zeit umkehrbar.
Zur Definition benétigt man die Adjungierten eines numerischen Verfahrens:

Definition A.1 (vergleiche Definition 3.1 aus |Hairer et al.| (2006)). Das adjungierte Verfahren ¢
eines Verfahrens ¢, ist die inverse Abbildung des urspriinglichen Verfahrens mit umgekehrtem Zeit-
schritt —t, das heiBt

Mit anderen Worten, y1 = ¢} (yo) ist implizit dber ¢_.(y1) = yo definiert. Ein Verfahren, das ¢} = ¢
erfiillt, heiBt symmetrisch.

Aus der obigen Definition folgt unmittelbar, dass ein Symmetrie und Zeit-Umkehrbarkeit eines nu-
merischen Verfahrens &quivalente Eigenschaften sind.

A.3 Klassischer Ordnungsbegriff

Gegeben sei das Anfangswertproblem

y'(t) = fy(t)), t € [to, T, (A.5)
y(to) = vo (A.6)

mit £ : R — R und ein numerisches Einschrittverfahren y; = ¢, (yo), welches Approximationen
y1 =~ y(to + 7) an die exakte Losung liefert.

Unter Konvergenz der Ordnung p des numerischen Verfahrens mit Fluss ¢, versteht man allgemein,
dass der globale Fehler proportional zu 7P beschrankt ist, also

yn — yY(to + n7) = O(7P).

Um dies zu erreichen, missen meist einige Voraussetzungen an das Anfangswertproblem und an
das Verfahren erflllt sein. Betrachtet man beispielsweise das klassische Euler-Verfahren

y1 = oL (o) = yo + 7f (o),
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so ist das Euler-Verfahren ¢£ konvergent der Ordnung eins, wenn f € C?(R?) ist. Das Stérmer-
Verlet-Verfahren fiir ein Anfangswertproblem 2. Ordnung mit rechter Seite f ist konvergent der
Ordnung zwei fir f € C'(R?) und geeigneten Startwerten (zum Stérmer-Verlet-Verfahren siehe
Abschnitt [T.1.7). Dabei geht die GroBe der ersten Ableitung von f in die Fehlerkonstante ein. Um
dies zu beweisen, verwendet man den Technik des Lady Windermeres Facher. Eine Beschreibung
dieser Beweistechnik findet sich in|Hairer, Ng rsett und Wanner| (1993), Abschnit 1.7.

Bei einer klassischen Fehleranalyse geht sowohl in die Abschatzung des lokalen Fehlers (meist
mithilfe der Taylorentwicklung) als auch in der Abschatzung der Fehlerfortpflanzung (meist mit
Lipschitz-Stetigkeit der rechten Seite) die Annahme 7 ||f'(y)|| < 1 ein. Fir hochoszillatorischen
Probleme ist dies jedoch eine duBerst restriktive Schrittweiteneinschrdnkung, die man nicht in Kauf
nehmen moéchte. Auch steife Probleme erflillen diese Annahme nicht. Steife Probleme werden um-
fangreich in |Hairer und Wanner (1996) diskutiert. Der Unterschied zwischen einem steifen und ei-
nem hochoszillatorischem Problem besteht in der Regularitat der Lésung. Steife Probleme kénnen
durchaus eine hohe Regularitat der Lésung fordern, die flr hochoszillaorische Probleme nicht ange-
nommen werden kann. Umgangssprachlich wird haufig auch vom ,steifen (Schrittweiten-)Bereich*
gesprochen, wenn Schrittweiten gewahlt werden, fir die 7 || f'(y)|| > 1 ist.

A.4 Matrixfunktionen

Unter einer Matrixfunktion versteht man die Anwendung einer skalaren Funktion f auf eine Matrix
A € C%*4 sodass f(A) eine Matrix gleicher Dimension wie A ist. Matrixfunktionen treten in zahl-
reichen Feldern der Mathematik und ihrer Anwendungen auf. Beispielsweise ist bereits die Inverse
A~ eine Matrixfunktion, die zur Berechnung der Lésung linearer Gleichungssysteme benétigt wird.
In der vorliegenden Arbeit werden Matrixfunktionen bendtigt, um die exakte Lésung von Differential-
gleichung darzustellen. Beispielsweise ist die exakte Lésung des harmonischen Oszillators

u” = —0%u, u(0) = ug, u'(0) =u

durch die Matrixexponentialfunktion

u(t) 0 I cos(tQ2)  tsinc(tQ?) uo
[u’(t) ] P <t [ -2 0 ]) - [ —Qsin(tQ)  cos(t9) ] [ w } '

gegeben. Hier treten durch die Darstellung der Matrixexponentialfunktion weitere trigonometrische
Matrixfunktionen auf. Gleiches geschieht auch bei der Darstellung der Lésung der Gleichung
durch die Variation-der-Konstanten-Formel (4.8a). Weiterhin werden Matrixfunktionen benétigt, um
exponentielle Integratoren zur Approximation der Lésung von Differentialgleichung zu konstruie-
ren, vergleiche Hochbruck und Ostermann| (2010). Die Klasse der trigonometrischen Integratoren
sind ebenfalls exponentielle Integratoren, sie werden in Abschnitt[1.1.2) vorgestellt. Zur Berechnung
der Approximation mithilfe eines trigpnometrischen Integrators ist die Berechnung von trigonome-
trische Matrixfunktionen sowie Filterfunktionen notwendig. Neben den Differentialgleichungen und
ihrer numerischen Approximation gibt es noch weitere Anwendungen von Matrixfunktionen wie bei-
spielsweise das Feld der inversen Probleme und ihre Regularisierung.

Dabei gibt es zahlreiche Mdglichkeiten eine Matrixfunktion zu definieren und auch numerisch zu
approximieren. Eine umfassende Einfuhrung bietet |[Higham| (2008). Das Rechnen mit Matrizen und
eine Vielzahl an numerischen Approximationen von Matrizen ist in |(Golub und Van Loan| (2013)
beschrieben.
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Ist f(\) ein Polynom oder eine rationale Funktion, so kann man die Matrixfunktion direkt angeben,
indem man )\ durch A ersetzt. So gilt

p(A\) = A2+ X -1, = p(A)=A*+ A1,
ny:atf, = f(A) = (I —A)~HI + A?), falls 1 ¢ o(A),

wobei o(A) die Menge aller Eigenwerte von A ist (Spektrum von A). Neben dieser einfachen Defi-
nition fiir Polynome und rationale Funktionen, wird fir diese Arbeit Matrixfunktionen fir analytische
Funktionen f und einer symmetrisch, positiv-semidefiniten Matrix A benétigt. Aus der Symmetrie
der Matrix folgt direkt, dass diese diagonalisierbar ist

A=X"TAX, A = diag(\, ..., M),
wobei \; € R die Eigenwerte der Matrix A sind. Fir eine analytische Funktion f definiert man

FA) =X"1ra)x F(A) = diag(f(M),- .., f(Aa)),

siehe Higham| (2008)), Definition 1.2.

A.4.1 Numerische Approximation von Matrixfunktionen

Kennt man die Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix, so kann man die Matrixfunktion wie oben
gesehen explizit ausrechnen. Es gibt aber auch eine Vielzahl an numerischen Approximationsver-
fahren. Numerische Verfahren sind vorallem fiir Matrizen A € R%*? mit groBer Dimension d sinnvoll.
FUr solche Matrizen ist die Bestimmung aller Eigenwerte nicht mehr (effizient) méglich.

In|[Higham| (2008) werden ab Kapitel 4 zahlreiche Verfahren angegeben, um eine Matrixfunktion zu
approximieren. Eines der einfachsten Verfahren fir allgemeine analytische Matrixfunktionen ist das
Abschneiden der Taylorreihe. Hier hangt allerdings der Abschneidefehler von der Norm der Matrix
ab, vergleiche [Higham| (2008) Theorem 4.8. Dies ist flir Matrixfunktionen von Matrizen A mit groBer
Norm keine sinnvolle Approximation. Der Fehler ist zu groB. Es gibt jedoch andere Verfahren, die mit
Matrizen mit groBer Norm umgehen kdénnen, beispielsweise rationale Krylov-Verfahren, vergleiche
Grimm und Hochbruck| (2008), oder die ,Scaling and Squaring“-Verfahren (Skalieren und Quadrie-
ren), die in [Higham| (2008), Kapitel 10.3 und den dort erwdhnten Referenzen vorgestellt werden.



ANHANG B

HILFREICHE LEMMATA

Lemma B.1. Gegeben sei die Differentialgleichung (1.1) mit den Bedingungen aus der Annah-
me|[1.1] Ist die Finite-Energie-Bedingung fiir t = 0 erfiillt, so erfiillt die Lésung die Finite-Energie--
Bedingung zu allen Zeiten 0 < t < teng.

Beweis. Es sei zundchst

-] o [29]
A*:{_%Q é] b*(v)Z[g(Ov)g].

Damit ist (1.1) &quivalent zu dem folgenden System erster Ordnung

v = A+ by (v), vy = {qu]'
4o
Es ist dann
A, cos(tQ2)  tsinc(tQ?)
B(t) = = [ —Qsin(tQ)  cos(tN)

Es soll gezeigt werden, dass
HﬁvoH < Ky = Hﬁv(t)H < Ko +tCyyo

folgt. Mit Hilfe der Variation-der-Konstanten-Formel erhalt man

v(t) = R(t)vo +/0 R(t — s)b.(v(s)) ds. (B.1)
Sei R(t) definiert durch
QR(t) = BB mit R (t) = [f‘;fr(f(%) 2;2((?2))
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Durch Multiplikation der Gleichung mit Q folgt
~ ~ ~ t ~ ~
Qu(t) = R(t)Qg +/ R(t — s)bs(v(s)) ds.
0

Damit folgt fur ||v(s)|| < 7o und HQUOH < K

t
[@eto)] < @]+ [ atois as
0
< Ko+ té\'gz)
< Ko+ tendég,/o

furalle 0 < t < tgng- O

B.1 Zwei Varianten des Lemmas von Gronwall

Lemma B.2. (Lemma von Gronwall)
Seien y(t), f(t) und g(t) nicht negative Funktionen auf dem Intervall [0, tend), die einseitige Grenz-
werte fiir alle Punkte t € [0, teng] haben. Weiter gelte fiir 0 < t < tepg

y(t) < f() + /0 a(s)y(s) ds.
Dann folgt fir 0 < t < teng
W0 <50+ [ s e ( [ stw du) ds.

Beweis. Siehe Holte| (2009). O

Lemma B.3. (Diskretes Lemma von Gronwall)
Es seien (yn)nen, (fn)nen und (gn)nen nicht negative Folgen und es gelte

n—1
Yn an+ngyk, firn > 1.
k=0
Dann ist
n—1 n—1
Un < fn+ Y frorexp | D g |, fiirn > 1.
k=0 j=kt1

Beweis. Siehe Holte| (2009). U
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B.2 Partielle Summation

Die (Abelsche) partielle Summation (siehe auch|Heuser (1991)) ist zunéchst fiir eine natlrliche Zahl

n und reelle Zahlen ag, a1, ..., an, by, b1, ..., b, definiert
n n—1 k
Z apbr = A,by, + Z Ak(bk — bk+1) mit A = Z a;.
k=0 k=0 =0
Oder analog
n n—1 k
Z apbry = an By + Z(ak — ag+y1) By, mit B, = ij.
k=0 k=0 Jj=0

Im Beweis des globalen Fehlers in Satz [4.8wird diese Umformung nun verwendet um die Summen

Z e(nfj)TAéj(ll) und Z e(nfj)‘rA(;J(?)
=0 =0

zu transformieren. Nun handelt es sich hierbei nicht um reele Zahlen, sondern um Matrizen und
Vektoren. Nun ist partielle Summation immer méglich, wenn a;, auf by, linear wirkt, d.h. man Summen
wie Ay bilden beziehungsweise auseinander ziehen kann. Die Kommutivitat von a; und by spielt
keine Rolle.

N

Im Fall der ersten Summe ist a; = /7 eine Matrix, die linear auf den Vektor b; = s

) wirkt. Mit
J
Ej — Z 6k7‘A
k=0

folgt somit

Im zweiten Fall folgt mit Lemmaﬂé,(f) = Z5(u(t,))®A2U(t,). Definiert man nun
aj; = "I Zy (1)) DA%, bj = ult;),

so ist zwar Z, nichtlinear abhangig vom Argument u(t;), dies wird allerdings in a; mitgefiihrt. Die
Matrix a; wirkt dann linear auf den Vektor b; = u(t;), so ergibt sich mit

J
Fy=> alty)

k=0
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die zweiten Variante der partiellen Summation

n

3" eln=IrASE) = N7 enmITA 7 (1)) DA ()

7=0 7=0

n—1
= Zo(ii(tn)) DA’ F, + ) e ™A (Zy(ui(t5)) — €A Zy(ti(tj41))) DA%F;.
7=0
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