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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit dem rechnergestiitzten Verfolgen - d. h. Tracking - einer
Gruppe von Objekten oder eines ausgedehnten Zielobjektes auf Grundlage von verrauschten Sen-
sordaten. In konventionellen Zielverfolgungsverfahren modellieren wir die interessierenden Objek-
te als punktformig. Ihre raumliche Ausdehnung wird als vernachlassigbar betrachtet im Vergleich zu
Sensorauflésung und -messfehler. Im Hinblick auf zunehmend leistungsfihigere Sensoren ist diese
Annahme jedoch immer weniger zutreffend - etwa bei sehr grofien Objekten oder im Nahbereich
von Sensoren, wenn mehrere Aufldsungszellen bei der Zielmessung involviert sind. In der Folge erge-
ben sich bei einem ausgedehnten Ziel mehrere zu verarbeitende Messungen. Unterschiedliche Streu-
zentren des Zielobjektes sorgen fiir eine fluktuierende Zahl von Reflexionen von Messzeitpunkt
zu Messzeitpunkt. Ein dhnliches Detektionsmuster und die schwankende Zahl der Messungen kon-
nen wir im Fall dicht operierender Gruppenziele beobachten, wenn mehrere Objekte als ein ein-
ziges Ziel detektiert werden aufgrund einer zu geringen Sensorauflosung. Da bei konventionellen
Tracking-Verfahren pro Objekt maximal eine Detektion erwartet wird, lassen sich die Messungen
den Zielspuren nicht eindeutig zuordnen. Die mehrdeutige Datenassoziation in Verbindung mit
der fluktuierenden Zahl an Reflexionen beeinflusst die Tracking-Ergebnisse. Infolge einer instabilen
Track-Fithrung geht die Zielspur moglicherweise verloren.

Aus der Literatur ist ein Bayes’sches Tracking-Verfahren bekannt, mit dem sowohl eine Objekt-
gruppe als auch ein ausgedehntes Objekt in einer einheitlichen Zielspur abgebildet werden kénnen.
Die geschitzte Zielspur besteht aus dem kinematischen Schwerpunkt und dem raumlichen Aus-
mafd des Zielobjektes, wobei die Ausdehnung - auch die einer Objektgruppe - durch ein Ellipso-
id modelliert wird. Mathematisch wird diese Ausdehnung durch eine Zustandsmatrix beschrieben.
Deshalb ergeben sich multivariate Matrixverteilungen im statistischen Schitzproblem. Mit diesem
Ansatz vermeiden wir nicht nur die Sensorauflosungsthematik, sondern auch das gruppeninterne
oder objektbezogene Datenassoziationsproblem eines konventionellen Punktziel-Verfahrens. Die
Sensordaten werden als {iber die Ausdehnung verteilte Messungen des Schwerpunktes interpretiert,
wobei Messfehler nicht berticksichtigt werden. Damit wird die Zustandsmatrix der Objektausdeh-
nung Teil des Schitzproblems - sie wird messbar. Folglich ist ein statistischer Sensormessfehler nicht
Teil der Filtergleichungen. Das Verfahren schitzt Ausdehnung plus Sensorfehler, da es die Streuung
durch einen Messtehler als Ausdehnungsrauschen interpretieren muss. Ein erhohtes Messrauschen
vergroflert damit automatisch die Ausdehnungsschitzung und beeinflusst auch die Schitzung des
kinematischen Schwerpunktes.

Ausgehend von diesen Beobachtungen stellt diese Arbeit eine Weiterentwicklung des urspriingli-
chen Bayes’schen Verfahrens vor, um sowohl den Einfluss der Objektausdehnung als auch des Mess-
rauschens auf die Messungen niherungsweise zu beriicksichtigen. Mit einem statistischen Messfeh-
ler als Parameter in den Filtergleichungen verbessert sich das glittende Verhalten des Tracking-Fil-
ters, weshalb das weiterentwickelte Verfahren in Simulationen geringere Schitzfehler fiir Kinematik
und Ausdehnung zeigt. Auch bei Zunahme des Sensormessfehlers kénnen wir das Uberschitzen der
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Vi Kurzfassung

Ausdehnung weitgehend vermeiden. Dariiber hinaus liefert diese Arbeit noch weitere Beitrige zur
allgemeinen Weiterentwicklung:

* FEinsatz des weiterentwickelten Verfahrens in einem IMM-Filter (fiir engl. Interacting-Multiple-
Model-Filter), was ein abgestuftes Modellieren der Systemdynamik fiir unterschiedliche Bewe-
gungszustande ermoglicht - und somit weitgehend geringere Schitzfehler, ohne dass die Zahl
der Modellhypothesen mit der Zeit exponentiell zunimmt.

¢ Untersuchung einiger Besonderheiten der Ausdehnungsschitzung und ihrer multivariaten Ma-
trixverteilung: Berechnung eines Schitzfehlers, Moment-Matching im Zusammenhang mit
Mischverteilungsdichten und die Darstellung eines graphischen Konfidenzbereiches fiir die
geschitzte Objektausdehnung.

Der Fokus dieser Arbeit liegt dabei auf Anwendungen in der militirischen Weitbereichsiiberwa-
chung, da sie in einem wehrwissenschaftlichen Forschungsinstitut angefertigt wurde. Allerdings
konnen auch andere Forschungsgebiete von den entwickelten Verfahren dieser Arbeit profitieren:
Beispielsweise ist ein vollstindig selbstfahrendes Kraftfahrzeug notwendigerweise auch eine Sensor-
plattform, deren Sensorik andere Verkehrsteilnehmer ebenfalls wie ausgedehnte Zielobjekte und
Objektgruppen detektiert - seien es z. B. andere Fahrzeuge, Fahrradfahrer oder Fufiginger.

Eine besondere Form der Weitbereichstiberwachung ist die luftgestiitzte Bodenaufklirung, da
dort zusitzliche Schwierigkeiten auftreten: Mogliche Probleme bereiten sowohl eine hohe Verkehrs-
dichte und Falschalarmrate als auch eine geringe Entdeckungswahrscheinlichkeit aufgrund von topo-
graphischen Abschattungsphinomenen oder gegnerischen Tarnmafinahmen. Daher nehmen einige
konventionelle Tracking-Verfahren fiir punktférmige Straflenziele an, dass sich nicht nur zivile Fahr-
zeuge, sondern auch militdrische Bodenziele {iberwiegend auf befestigten Straflen bewegen, deren
bekannte geographische Lage zum Verbessern der Zielverfolgung beitragen kann.

In diesem Kontext stellt die vorliegende Arbeit vor, wie sich das urspriingliche Bayes’sche Verfah-
ren mit Straflenkarteninformationen erweitern ldsst, um eine Kolonne von Fahrzeugen als Objekt-
gruppe auf einer Strafle zu verfolgen. Dabei wird die Zielspur der Fahrzeugkolonne im parametrisier-
ten Raum der Strafle gefiihrt, so dass sich das Ellipsoid der Ausdehnungsschitzung auf eine Langen-
information reduziert, die wiederum der Lange der Kolonne entspricht. Zum Verarbeiten der Sen-
sordaten sind Koordinatentransformationen erforderlich, da die Messungen hiufig etwas abseits der
Strafle liegen - z. B. aufgrund von Sensormessfehlern. Dadurch ergeben sich im Wesentlichen zwei
Verfahrenseigenschaften: Bei der Pridiktion in Straffenkoordinaten folgt die Zielspur der Kolonne
automatisch einem kurvigen Straflenverlauf, wihrend im Aktualisierungsteil der Track zurtick auf
die Strafle projiziert wird, nachdem die Messungen in Bodenkoordinaten verarbeitet worden sind.
Infolgedessen erreichen wir eine verbesserte Schitzgenauigkeit im Vergleich zum Verfahren ohne

Straflenkarteninformationen.
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Notation
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ANEES  Average Normalized Estimation Error Squared
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SMC  Sequenzielle Monte-Carlo(-Methoden)
SPD  Symmetrische, positiv definite (Matrix)
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Mathematische Konventionen

|-| Determinante einer Matrix
0 Nullmatrix
a,a,a’, A, AT Skalar, Spaltenvektor, Zeilenvektor, Matrix, transponierte Matrix
A A, mxn-Matrix A, d X d-Matrix A
A®B Kronecker-Produkt von A und B (siche Abschnitt A.2.1)
cov[X] Kovarianzmatrix der Zufallsmatrix X, d. h. von vec(X") (sieche Gleichung (B.3))

diag(-) Diagonal- oder Blockdiagonalmatrix
dim(-) Dimension eines Vektors
etr(-) Abkiirzende Schreibweise fiir exp(tr(-))
exp(-) Exponentialfunktion
exp(A) Matrixexponential von A (sieche Abschnitt A.2.3)

E[-] Erwartungswert
I

Einheitsmatrix

Xl



X

Notation

E|¢

Index zur Angabe des Zeitschrittes £ basierend auf Messungen bis Zeitschritt £

L(A) Lagrange-Funktion mit dem Lagrange-Multiplikator A
N Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen
N* Menge der positiven ganzen Zahlen
p(x)  Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Zufallsvariablen x
p(x=x) Auswertung der Dichtefunktion p(x) fiir den speziellen Wert x
P{x"P~'x<h} Wahrscheinlichkeit fiir x"P~'x < )
P(a,x) Regularisierte Gammafunktion der oberen Grenze (siche Abschnitt A.1.2)

tr(-)
Var[ -]
)

vec(-

Spur einer Matrix
Varianz oder Kovarianzmatrix

vec-Operator (siehe Abschnitt A.2.1)

x ~ p(x) Die Zufallsvariable x gentigt der Verteilung mit Dichtefunktion p(x).
X>A X—A isteine symmetrische, positiv definite (SPD) Matrix.
X>A X—A isteine symmetrische, positiv semidefinite Matrix.
B,(a,b) Multivariate Betafunktion (siehe Abschnitt A.1.3)
y(a,x) Unvollstindige Gammafunktion der oberen Grenze (siche Abschnitt A.1.2)
I'(a) (Euler’sche) Gammafunktion (siche Abschnitt A.1.1)
I(2) Multivariate Gammafunktion (siche Abschnitt A.1.3)

Wabhrscheinlichkeitsverteilungen

G(x;v,¢) Gammaverteilung
QB” (X;a,b;C,D) Verallgemeinerte matrixvariate Betaverteilung zweiter Art
ZG(x;v,c) Inverse Gammaverteilung

)
)
)
IW,(X;v,C) Inverse Wishart-Verteilung
(X #,%) Multivariate Normalverteilung

)

C)

)

)

)

N, (X; M,CeD

b, Matrixvariate Normalverteilung

T,(x5v, 4,
Ty m(X5v,M,C,D
U,(x; 2
W,(X;v,C

Multivariate ¢-Verteilung

Matrixvariate ¢-Verteilung

Multivariate (erwartungswertfreie) Gleichverteilung
Wishart-Verteilung

Die expliziten Dichtefunktionen und weitere Formeln zu den Wahrscheinlichkeitsverteilungen sind in
einem eigenen Kapitel zusammengefasst worden; siehe Anhang B.

Wesentliche Formelzeichen

¢ Konfidenzwahrscheinlichkeit

¢, <?k> n k) Vorfaktor der Likelihood-Funktion (siehe Gleichung (2.23))
d Riumliche Dimension des Schitzproblems

MMSE der Ausdehnungsschitzung

Skalierungsfaktor fiir den Konfidenzbereich der Ausdehnungsschitzung
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Notation X1
F=F®I 4 Systemmatrix
H=HaI 4 Messmatrix
k  Index zur Angabe des Zeitschrittes und somit des Messzeitpunktes ¢,
Ky Kalman-Verstirkung
Ky Verstirkungsvektor im urspriinglichen Bayes’schen Ansatz
[, 1y Bogenlinge (Position in Straflenkoordinaten), Kilometrierung der Strafie
Ly Linge des Straflensegmentes ¢
M Zahl der Monte-Carlo-Simulationsliufe
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Ny, Innovationsmatrix der Ausdehnungsschitzung (siche Gleichung (2.29))
P, Kinematische Schitzfehlerkovarianzmatrix
IN)k‘ ,  Kinematische Parametermatrix im urspriinglichen Bayes’schen Ansatz
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Standardabweichung des statistischen Sensormesstehlers
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Kapitel 1

Einleitung

Im heutigen Computer- und Informationszeitalter bildet das Zusammenspiel von Mikroprozessor-
systemen, Sensoren und Aktoren die Grundlage fiir viele Anwendungen unseres Alltages: seien es
Fahrerassistenzsysteme im Automobilbereich wie ein radargestiitzter Notbremsassistent auf dem
Weg zum autonomen Fahren, Sensorsysteme zum Uberwachen und Koordinieren von Verkehrs-
stromen im Luftraum oder riumlich verteilte Sensornetzwerke zum Erfassen von verteilten Um-
weltphinomen wie etwa einer stadtischen Schadstoffkonzentration. Diese Aufzihlung liefle sich
durch weitere Anwendungen erginzen; siche etwa [ 14, 87, 91, 94, 108]. Gemeinsame Grundlage der
Systeme ist der Aufbau von Wissen iiber eine Umgebung, die durch aktive oder passive Sensorik
observiert wird. Erfolgt diese Uberwachung iiber einen lingeren Zeitraum, erhalten wir eine Zeit-
reithe von Sensordaten, aus der wir Zielspuren fiir beobachtete Objekte schitzen konnen. Auf diese
Weise entsteht ein dynamisches Lagebild, aus dem Riickschliisse auf Zielobjekte und -dynamiken
moglich sind: woher die Objekte kommen, wohin sie voraussichtlich wollen und wie sie in Bezug
zueinander stehen [79].

Historisch gesehen besteht eine enge Verkniipfung zwischen rechnergestiitzter Objektverfol-
gung - d. h. Tracking-Verfahren - und der vom Militdr getriebenen Entwicklung moderner Radar-
sensorik seit dem Zweiten Weltkrieg [ 137], wobei die Verfahren und Systeme mittlerweile in vielen
zivilen Bereichen Einzug gehalten haben [79]. In diesen Tracking-Verfahren werden interessieren-
de Objekte und Ziele hiufig als punktformig modelliert [34, 149]. Thre rdumliche Ausdehnung gilt
als vernachlissigbar im Vergleich zu Sensorauflosung und -messfehler. Ein Punktziel wie in Abbil-
dung 1.1(a) belegt per Definition nur eine Auflgsungszelle des Sensors, weshalb ein Sensor bei jedem
Messdurchgang hochstens eine Messung liefert, falls das Objekt detektiert wird [50].

Im Hinblick auf zunehmend leistungsfihigere Sensoren ist diese Annahme jedoch immer weni-
ger zutreffend [79] - etwa bei sehr groflen Objekten wie Schiffen in der Seeraumiiberwachung oder
beim Tracking im Nahbereich von Sensoren [105, 150], wenn ein Ziel mehrere Auflosungszellen
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(a) Punktziel (b) Ausgedehntes Objekt (c) Gruppenziele

ﬁ} = Einzelne Messung

Abbildung 1.1: Unterschiede bei der erwarteten Zahl von Messungen je nach detektiertem Objekt (Punktziel,
ausgedehntes Objekt und Gruppenziele): Dargestellt sind neben den Zielobjekten (Grau) auch Positionsmessungen,
die mit einem Sensormessfehler behaftet sind.
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belegt. Infolgedessen sind bei einem ausgedehnten Ziel wie in Abbildung 1.1(b) mehrere Messungen
zu verarbeiten. Dariiber hinaus ist die Zahl der Messungen nicht konstant. Unterschiedliche Streu-
zentren des Zielobjektes verursachen eine fluktuierende Zahl von Messzeitpunkt zu Messzeitpunkt.

Ein dhnliches Detektionsmuster und die schwankende Zahl der Messungen kénnen wir im Fall
dicht operierender Gruppenziele wie in Abbildung 1.1(c) beobachten [79, 105]: Aufgrund zu grofler
Auflosungszellen, d. h. einer zu geringen Sensoraufldsung, konnen mehrere Objekte als ein einziges
Ziel detektiert werden. Die Zahl der Reflexionen wird durch die Ziel-Sensor-Geometrie beeinflusst.
Da in konventionellen Tracking-Verfahren die Objekte als Punktziele modelliert werden und wir
pro Objekt maximal eine Detektion erwarten, lassen sich Messungen und Zielspuren nicht eindeu-
tig zuordnen [48]. Die Mehrdeutigkeit der Datenassoziation erhdht sich durch die fluktuierende
Zahl der Reflexionen von Messzeitpunkt zu Messzeitpunkt und beeinflusst die Tracking-Ergebnisse
[32, 121]: Die speziellen Detektionsmuster bei ausgedehnten Objekten und Gruppenzielen kénnen
letztlich zu instabilen Zielspuren fithren - womdglich zum Spurverlust [17].

In der vorliegenden Arbeit befassen wir uns mit einem Verfahren zum Tracking von Objekt-
gruppen und ausgedehnten Zielobjekten, wobei die Ziele nicht mehr als Punktziele modelliert wer-
den. Damit ldsst sich der Datenassoziationskonflikt vom Ansatz her vermeiden. Wir betrachten die
Tracking-Problematik in einem militdrischen Kontext, da die Arbeit in einem wehrwissenschaftli-
chen Forschungsinstitut angefertigt wurde: in der Abteilung Sensordaten- und Informationsfusion des
Fraunhofer-Institutes fitr Kommunikation, Informationsverarbeitung und Ergonomie in Wachtberg.
Zunichst beleuchten wir die Problemstellung im Kontext der Weitbereichstiberwachung, stellen
bekannte Losungsansitze vor und gehen auch auf spezielle Eigenschaften der luftgestiitzten Boden-
aufklirung ein. Zum Schluss stellen wir Beitrige und Aufbau der Arbeit vor.

1.1 Problemstellung im Kontext der Weitbereichsiiberwachung

Uberwachen und Aufkliren eines (militirischen) Gesamtgeschehens - sei es in der Luft, auf dem
Boden, zur See oder unter Wasser - ist eine komplexe (militdrische) Aufgabe, weshalb Sensorik und
Fusionsverfahren aufeinander abgestimmt sein miissen [83]. Ausgedehnte Objekte sind z. B. Schiffe
in der See- und Kiisteniiberwachung, wihrend Detektionsmuster von Gruppenzielen bei Formati-
onsfliigen oder Marschgruppen auftreten. Dementsprechend lisst sich eine Gruppe CSOs (fiir engl.
Closely Spaced Objects') auch als ein fiktives ausgedehntes Objekt auffassen, um die Ausdehnung der
Gruppe aus den Sensordaten zu schitzen [50, 78, 105]; siche Abbildung 1.2.

Beim Entwickeln von Tracking-Algorithmen fiir dichte Ziellagen (kurz MTT fiir engl. Multiple
Target Tracking) wurde die Sensorauflsung frither beriicksichtigt als die Ausdehnungsschitzung.
Taenzer [ 142] weist 1980 darauf hin, dass eine Flugzeugstaffel durch Formationsflug die begrenzten
Auflgsungsfihigkeiten von Radarsensoren benutzen kénnte, um ihre Kampfkraft zu tarnen. In die-
sem Fall bliebe die Zahl der Flugzeuge verborgen, womdglich wiirde die Gruppe als einzelnes Ziel de-
tektiert. Blackman [ 17] fasst 1986 erste Losungsansitze zusammen, wobei er Vorteile beim Tracking
von Gruppen statt einzelner Ziele nennt: Zum einen miissen weniger Zielspuren gefithrt werden,

zum anderen lassen sich Gruppeninformationen auch bei geringer Detektionswahrscheinlichkeit

"Wir verwenden an verschiedenen Stellen englische Fachausdriicke, da deutsche Begriffe in der Literatur entweder
nicht vorhanden sind oder sich zum jetzigen Zeitpunkt nicht durchgesetzt haben.
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Positionsmessung
eines Radarsensors

Abbildung 1.2: Illustration der Aufldsungsproblematik: Wihrend Flugzeugtriger Ziele mit sehr grofler riumlicher
Ausdehnung darstellen, verbildlicht der Rest der Abbildung, dass eine Flugzeugstaffel oder Marschgruppe auch als
ein ausgedehntes Objekt modelliert werden kann - bedingt durch eine begrenzte Sensoraufldsung und des folglich
dhnlichen Detektionsmusters.

eines Einzelzieles gewinnen, indem Informationen gruppenweise akkumuliert werden. Bei einer
Gruppenzielspur entfillt die mehrdeutige Datenzuordnung, wodurch instabile Tracks wie bei kon-
ventionellen Verfahren ausgeschlossen sind. Ungeloste Probleme sieht Blackman [17] in Punkten,
die iiber das reine Fiihren einer Gruppenzielspur samt Priadiktion und Aktualisierung hinausgehen:
Aufspalten (Splitting) einer Objektgruppe und Zusammenschlieflen (Merging) mehrerer Gruppen;
Initiieren und Extrahieren einer Gruppenzielspur sowie Schitzen der Zielzahl.

Die US-amerikanische Seite untersuchte die Auswirkungen einer begrenzten Sensorauflosung
auch im Rahmen der strategischen Verteidigungsinitiative (kurz SDI fiir engl. Strategic Defense Initia-
tive) zum Aufbau eines Abwehrschirmes gegen Interkontinentalraketen. Frenkel und Fridling fassen
in threm Bericht [40] Ergebnisse der SDI Panels on Tracking zusammen und nennen kritische Punkte
beim Entwickeln von SDI-Tracking-Algorithmen. Cluster-Tracking wird zuerst genannt: Wihrend
des Freifluges einer Interkontinentalrakete oder nach ithrem Wiedereintritt in die Erdatmosphire
muss ein Tracking-Verfahren mit Clusterwolken rechnen, die durch Mehrfachsprengkopfe, Tausch-
korper und Gefechtskopfattrappen entstehen konnen. Diese Punkte wurden auch im Nachfolgepro-
jekt National Missile Defense kritisch gesehen [95].

An dieser Stelle konnten wir weitere Beispiele fiir Gruppenziele und ihre Tracking-Verfahren
nennen. Entscheidend ist: Robustes Multiple Target Tracking erfordert die begrenzte Sensorauflo-
sung zu berticksichtigen [32, 121]. Auflerachtlassen kann beim Verfolgen von CSOs zu Spurabbrii-
chen fithren [18]. Analog zum Gruppieren von einzelnen Zielspuren bieten Tracking-Verfahren
fiir Clusterwolken oder Objektgruppen Vorteile bei der Lagedarstellung: Ein Bediener oder Aus-
werter kann prizisere Aussagen treffen iiber die Gesamtlage (Situational Awareness) oder mogliche
Entwicklungen und Bedrohungen (Threat and Risk Analysis) [ 19, 30, 131].
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1.2 Losungsansdtze in der Literatur

1.2.1 Multi-Hypothesen-Tracker

Ein Multi-Hypothesen-Tracker (kurz MHT), der auf die Arbeiten [124, 136] zuriickgeht, stellt auf
Basis neuer Messungen neue Spurhypothesen auf. Die Wahrscheinlichkeit einer Hypothese, d. h.
ihr Hypothesengewicht, berechnen wir u. a. iiber die Messwahrscheinlichkeit? der Sensordaten. Da
bei der Datenassoziation keine harte oder feste Zuordnung getroffen wird, baut der MHT mit der
Zeit einen Hypothesenbaum auf - entweder tiber mehrere oder alle Zeitschritte hinweg. Die aktuelle
Zielspur ergibt sich z. B. durch den Zweig mit dem grofSten Hypothesengewicht. Die Zahl der Hy-
pothesen wichst exponentiell mit der Zeit. Deshalb muss sie in der Praxis oft begrenzt werden, ein
Tracker soll in der Regel echtzeitfihig sein. Es gibt drei Standardmafinahmen: Verschmelzen ihn-
licher Hypothesen, Loschen von Hypothesen mit geringem Gewicht und Gating zur Vorauswahl
relevanter Messungen.

Wie in den Arbeiten [42-44, 122] ausgefiihrt, funktioniert Gating nicht im Fall von CSOs, da
sich die Bereiche zur Vorauswahl innerhalb der Gruppe iiberlappen. Je nach Zahl der Messungen
miissen wir eine entsprechende Zahl von Hypothesen berticksichtigen. Angesichts der Parallelen zur
SDI-Sensorauflosung wird in den Arbeiten [42-44, 122] eine clusterbasierte Datenassoziation vorge-
schlagen, die auf Ausfithrungen von Blackman et al. [ 17, 36] zurtickgeht: Das Zuordnungsproblem
wird tiber die letzten Zeitschritte zusammengefasst betrachtet und ausgewertet (kurz MFA fiir engl.
Multiple Frame Assignment). Fiir die MFA-Datencluster ergibt sich ein gleitendes Zeitfenster (Sliding
Window), mit dem der Einfluss einer womdglich ambivalenten Clusterung reduziert werden soll.

Koch und van Keuk [69, 70, 80] berticksichtigen bei ithrer MHT-Variante zusitzliche Hypothe-
sen, um unaufgeloste Sensormessungen im Fall temporir dicht fliegender Ziele einzubeziehen. Sie
unterscheiden zwischen Auflosung und Detektion durch den Sensor. Bei zwei Zielobjekten und vier
in Frage kommenden Messungen ergeben sich 26 mogliche Auslegungen der Sensordaten, die wir in
fiinf Kategorien einteilen konnen [80]:

® Die Ziele sind vom Sensor aufgeldst und separat detektiert worden. Zwei Zielmeldungen und
zwei Falschmeldungen fithren zu zwolf Dateninterpretationen.

® Die Ziele konnten vom Sensor aufgelost werden, eins wurde detektiert — welches, ist nicht
bekannt. Eine Zielmeldung und drei Falschmeldungen fithren zu acht Dateninterpretationen.

® Die Zielobjekte wurden unaufgeldst als Gruppe detektiert, gemessen wurde ihr Schwerpunkt,

vier weitere Dateninterpretationen.

® Die Gruppe der beiden Ziele konnte weder aufgelst noch detektiert werden, vier Falschmel-
dungen, eine weitere Dateninterpretation.

® Die vom Sensor aufgeloste Gruppe konnte nicht detektiert werden, vier Falschmeldungen,

eine weitere Dateninterpretation.

?Messwahrscheinlichkeiten bewerten die Differenz zwischen erwarteten Messungen und gemessenen Sensordaten.
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Die Zahl der Interpretationsmoglichkeiten wiirde bei grofieren Objektgruppen oder mehr Messun-
gen steigen. Die MHT-Variante setzt voraus, dass wir die Zahl der Gruppenmitglieder kennen. Das
ist haufig nicht der Fall, was den Einsatz solcher Verfahren erschwert [18] - z. B. bei einer Flug-
zeugstaffel, die in das Sichtfeld eines Sensors fliegt und bei der Auflésungskonflikte sofort eine Rolle
spielen. Die Fihigkeit des Sensors zum Auflosen einer Gruppe hingt vom Ziel-Sensor-Abstand ab.

1.2.2 PHD-Filter

Im Gegensatz zum vorherigen Beispiel ist Mahlers PHD-Filter (fiir engl. Probability Hypothesis Den-
sity Filter) [96-98] ein systematischer MTT-Ansatz, mit dem wir auch eine unbekannte Zahl CSOs
verfolgen konnen. Das Verfahren fithrt unter der Annahme linearer Gauf3-Modelle zu einer geschlos-
senen analytischen Losung der Filtergleichungen [ 151, 152]. Es stellt eine Alternative zu den konven-
tionellen Tracking-Verfahren dar: Statt einer isolierten oder separaten Filterung der Ziele betrachtet
Mahler in seinem PHD-Ansatz das Uberwachungsgebiet als Ganzes. Zu diesem Zweck interpretiert
er die unbekannte Zahl der Zielzustinde als Zufallsvariable einer endlichen Menge (kurz RFS fiir
engl. Random Finite Set). Dabei benotigt das PHD-Filter keine Assoziationen zwischen Messungen
und Zielspuren.

Zur Anwendung beim Tracking von CSOs schlagen Clark und Godsill [28] vor, die Mitglie-
der einer Objektgruppe anhand ihrer Positions- und Geschwindigkeitsschitzung zu identifizieren.
Bei der Zustandspridiktion der einzelnen Ziele soll daraufhin eine gewisse Dynamik beriicksichtigt
werden zum Homogenisieren der Gruppenbewegung. Diese Bewegungsdynamik kann sich z. B. an
dem natiirlichen Schwarmverhalten von Végeln® orientieren. Mit der RFS-Theorie kann auch fiir
ausgedehnte Zielobjekte ein angepasstes Messmodell angeben werden [153], wobei sich die resultie-
renden Filtergleichungen unter gewissen Annahmen in einen Spezialfall des urspriinglichen PHD-
Verfahrens tiberfiihren lassen.

Erginzend sei zu den PHD-Verfahren [96-98, 151, 152] bemerkt: Ihr Prinzip beruht vereinfacht
gesehen auf der Schitzung der erwarteten Zielzahl pro Volumeneinheit. Die PHD-Funktion beinhal-
tet das Wissen tiber die Zielobjektzustinde und die Zielzahl. Deshalb kann ein solches Filter nicht
unterscheiden, welcher Anteil der Streuung innerhalb der PHD-Funktion der mit der Schitzung
verbundenen Schitzunsicherheit zugeschrieben werden muss und welcher Anteil dem raumlichen
Ausmalf einer Objektgruppe oder eines ausgedehnten Zielobjektes.

1.2.3 Sequenzielle Monte-Carlo-Methoden

In der tiberwiegend englischsprachigen Literatur werden sequenzielle Monte-Carlo-Methoden (kurz
SMC-Methoden) oft als Bootstrap Filter, Condensation Algorithm, Particle Filter oder Sampling-Impor-
tance-Resampling Filter bezeichnet. Sie sind in verschiedenen Arbeiten auf Erweiterungsmoglichkei-
ten untersucht worden zum Tracking von Objektgruppen und ausgedehnten Zielobjekten; siehe
etwa [ 4, 47-49, 127-129, 149] oder die Zusammenstellung in [ 105].

3Jeder Vogel innerhalb eines Schwarms vermeidet eine Kollision mit den Nachbartieren (Separation) und richtet sein
Flugverhalten entsprechend der Flugrichtung (A/ignment) oder der mittleren Position der Schwarmnachbarn (Kohision)
aus [28, 116, 125].
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Beispielsweise modellieren Gilholm et al. [47, 48] die Sensormessungen als Poisson-Prozess mit
einem raumabhingigen Intensititsparameter. Die Verteilung der zu verfolgenden Ziele entspricht
einer raumlichen Intensititsverteilung. Zum einen erlaubt die Poisson-Annahme, dass mehr als nur
eine Messung von einem Ziel stammen kann; zum anderen werden verschiedene Zieltypen einheit-
lich als Entitdt aufgefasst: Punktziel, ausgedehntes Objekt, Gruppe CSOs. Eine Sensormessung wird
nur einer Entitidt zugeschrieben. Das Messmodell kann einfach ausgewertet werden, da auf die Bil-
dung von Datenzuordnungshypothesen und die Berechnung ihrer Gewichte verzichtet wird. Dazu
muss die Zahl der Entitdten im Vorfeld bekannt sein.

1.2.4 Alternative Tracking-Ansatze

Neben den vorgestellten Verfahren gibt es noch eine Reihe von abgewandelten und alternativen
Ansitzen. Zum Beispiel existieren Arbeiten zum Imitieren gruppendynamischen Verhaltens durch
eine multivariate stochastische Differentialgleichung [115, 116]. Im Gegensatz zu anderen Verfah-
ren treffen Baum et al. [8-12] keine statistische Annahme iiber die objektabhingige Verteilung der
Sensordaten. Dies gelingt durch eine kombinierte stochastische und mengenbasierte Datenfusion,
deren Verkniipfung auch das Beriicksichtigen eines statistischen Sensormessfehlers zulsst.

Die Vielfalt der vorgestellten Verfahren verdeutlicht die Schwierigkeit einen Einblick in relevan-
te Forschungsarbeiten zu geben. Fiir einen Uberblick bis ins Jahre 2004 verweisen wir auf die Biblio-
graphie von Waxman und Drummond [154], wohingegen neuere Zusammenstellungen [50, 105]
auch Arbeiten der letzten Jahre enthalten. Dabei lassen sich die Tracking-Verfahren in drei oder vier
verschiedene Kategorien einteilen [17, 18, 154]:

1. Tracking der Gruppe ohne explizite Zielspuren fiir die Einzelziele,
2. Tracking der Gruppe mit zusitzlich gefithrten Zielspuren fiir die Einzelziele,
3. Tracking der Einzelziele unter Berticksichtigung von gewonnenem Wissen {iber die Gruppe,

4. Tracking der Einzelziele ohne* jegliche Beriicksichtigung von Wissen iiber die Gruppe.

1.3 Merkmale der luftgestiitzten Bodenaufkldarung

Bei der Weitbereichsiiberwachung stellt die luftgestiitzte Bodenaufklirung eine Unterkategorie dar,
die sich durch spezielle Sensorik und angepasste Tracking-Verfahren abgrenzt. Beispielsweise werden
luftgestiitzte Tragerplattformen eingesetzt, deren Radarsensorik zum Detektieren von Bewegtzielen
im MTI-Modus’ arbeitet und durch adaptive Raum-Zeit-Signalverarbeitung [54, 67] unerwiinschte
Festzielechos unterdriickt [71, 74]. Allein durch spezielle Sensorik ldsst sich eine umfassende und
prazise Zielverfolgung nicht sicherstellen. Probleme bereiten sowohl hohe Verkehrsdichten und
Falschalarmraten als auch geringe Entdeckungswahrscheinlichkeiten aufgrund von topographischen
Abschattungsphinomenen oder gegnerischen Tarnmafinahmen [86, 119, 148].

“Diese Kategorie fasst konventionelle Tracking-Verfahren zusammen und wird z. B. von Blackman und Popoli [ 18]
nicht verwendet.
SMTI fiir engl. Moving Target Indication oder auch GMTI fiir engl. Ground Moving Target Indication.
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Bedingt durch zusitzliche Schwierigkeiten beim Aufkliren von bewegten Bodenzielen befassen
sich zahlreiche Verotfentlichungen mit der Weiterentwicklung und Anpassung bekannter Tracking-
Verfahren, die urspriinglich fiir die Luftraumiiberwachung entwickelt worden sind [119]. Ein Uber-
blick zu frithen Forschungsarbeiten bietet der Bericht [64] aus dem Jahre 1999. Wihrend in einigen
Aufsitzen mit GMTI-spezifischen Sensorparametern im Messmodell gerechnet wird [29, 76, 77],
konzentrieren sich viele Arbeiten auf Straflenkarteninformationen, die als Kontextwissen im Schitz-
prozess eingerechnet werden; siehe [3, 5, 27, 45, 66, 90, 112, 114, 117-120, 135, 140, 158, 159]. Die
Gemeinsamkeit der Ansitze mit Straflenkarteninformationen liegt in der Annahme, dass sich nicht
nur zivile Fahrzeuge, sondern auch militirische Bodenziele iiberwiegend auf Straflen bewegen, de-
ren geographische Lage bekannt ist. Die Unterschiede liegen in der Umsetzung, d. h. wie und an
welcher Stelle das Kontextwissen im Tracking-Verfahren verarbeitet wird. Als Gewinn ergeben sich
weniger Spurabbriiche und geringere Schitzfehler im Vergleich zu konventionellen Verfahren.

Die Abteilung Sensordaten- und Informationsfusion hat sich ebenfalls mit Straflenkarten befasst,
die als Kontextinformation in Tracking-Verfahren fiir Punktziele eingerechnet werden konnen. Die
Arbeiten [71, 72, 74, 84-86, 102, 103, 144-148] schlagen vor, Punkte einer Strafle abschnittsweise
durch geradlinige Segmente zu verbinden. Es entsteht ein Polygonzug [35] als Approximation der
Strafle, so dass auch ihre Lage im Raum niherungsweise bestimmt ist. Die Spur eines Straflenzie-
les wird im parametrisierten Raum des Polygonzuges gefiihrt, d. h. in Straffenkoordinaten. Es ist
ein eindimensionales Koordinatensystem, da eine skalare Grofle zum Parametrisieren des Polygon-
zuges ausreicht. Der kinematische Zustandsvektor einer Zielspur besteht aus der Bogenlidnge und
ihrer zeitlichen Anderung als Geschwindigkeit. Die Bogenlinge konnen wir als Kilometrierung der
Strafle interpretieren. Die Geschwindigkeit in Straflenkoordinaten entspricht vom Betrag her dem
Tachometerwert eines Fahrzeuges. Aufgrund von Messfehlern liegen Messungen hiaufig abseits der
Strafle und lassen sich nicht in Straflenkoordinaten angeben. Sie sollen deshalb fiir Zielzustinde in
Bodenkoordinaten verarbeitet werden. Die Arbeiten [71, 144, 145, 148] stellen einen mehrschritti-
gen Tracking-Algorithmus vor, mit dem wir die Zielzustinde zwischen Straflen- und Bodenkoor-
dinaten transformieren konnen. Bei der Pridiktion in Straflenkoordinaten folgt die Zielspur auto-
matisch einem kurvigen Straflenverlauf, wihrend im Aktualisierungsteil der Track zuriick auf die
Strafle projiziert wird, nachdem die Messungen in Bodenkoordinaten verarbeitet worden sind. Das
Verfahren erzielt mit Straflenkoordinaten geringere Schitzfehler und weniger Spurabbriiche; siehe
[84-86, 102, 103, 145, 146, 148].

Bei Objektgruppen auf einer Strafle wie z. B. einer Fahrzeugkolonne miissen wir zusitzlich die
begrenzte Sensorauflosung beriicksichtigen, die zu unaufgelosten Messungen fithren kann. Trotz
Straflenkarteninformationen beeinflusst die mehrdeutige Datenassoziation in Verbindung mit der
fluktuierenden Zahl an Reflexionen die Tracking-Ergebnisse. Die speziellen Detektionsmuster kon-
nen zu instabilen Zielspuren fithren - womdglich zum Spurverlust. Dementsprechend knnte eine
(noch zu entwickelnde) Gruppenzielspur in Straflenkoordinaten und ein Verfahren zum Tracking
von CSOs diese Schwierigkeiten vermeiden.
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(a) Ausgedehntes Objekt (b) Gruppenziele

Abbildung 1.3: Hllustration der gemeinsamen Zielspur von Objektgruppen und ausgedehnten Einzelobjekten im
Bayes’schen Verfahren von Koch [75, 78, 81, 82]: Dargestellt sind neben der Ausdehnungsellipse (Blau) sowohl
der kinematische Schwerpunkt (blauer Punkt) als auch Beispielmessungen (Rot-Gelb). Die gestrichelten Linien
verbildlichen das Grundprinzip oder Messmodell aus [78]: Einzelmessungen sind als iiber die Ausdehnung verteilte
Messungen des Schwerpunktes aufzufassen.

1.4 Ausgangspunkte und Beitrage der Arbeit

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit dem Tracking von ausgedehnten Zielobjekten und Objekt-
gruppen. Der Fokus liegt auf Anwendungen in der (luftgestiitzten) Weitbereichsiiberwachung, bei
denen die klassische Modellierung der Objekte als Punktziele an ihre Grenzen stofit. Deshalb be-
trachten wir das raumliche Ausmaf} sowohl eines Einzelzieles als auch einer Objektgruppe als Teil
des Schitzproblems. Ziel ist ein Tracking-Verfahren mit hoher Schitzgenauigkeit, das vom Ansatz
her eine hohe Spurkontinuitit verspricht.

1.4.1 Tracking-Verfahren von Koch

Das Bayes’sche Verfahren von Koch zum Tracking ausgedehnter Zielobjekte und grobstrukturierter
Objektgruppen [78] ist ein systematischer und rigoroser Ansatz, um eine Gruppe wie ein ausgedehn-
tes Objekt als Einheit zu verfolgen; siehe auch [75, 81, 82]. Bei einer Objektgruppe oder einem aus-
gedehnten Objekt umgeht das Verfahren nicht nur die Sensorauflosungsthematik, sondern auch das
gruppeninterne oder objektbezogene Datenassoziationsproblem eines Punktziel-Verfahrens. Wie in
Abbildung 1.3 angedeutet, besteht die geschitzte Zielspur in [78] aus kinematischem Schwerpunkt
und physikalischer Ausdehnung. Das riumliche Ausmaf} eines Zieles oder einer Objektgruppe wird
durch ein Ellipsoid modelliert, d. h. im zweidimensionalen Fall durch eine Ellipse. Diese Annahmen
haben auch andere in fritheren Arbeiten getroffen; siehe etwa [17, 36, 89, 130, 160]. Der Unterschied
und die Innovation von Koch [78] beruht auf der gemeinsamen Schitzung von Schwerpunkt und
Ausdehnung, d. h. ihrer Verbundschitzung. Zu diesem Zweck beschreibt er das Ellipsoid durch eine
symmetrische, positiv definite (kurz SPD) Zustandsmatrix.® Diese matrixwertige Zufallsvariable’
stellt das Pendant zum Zustandsvektor des Schwerpunktes dar und bedingt die Verwendung von
multivariaten Matrixverteilungen. Zum Schitzen des Ellipsoids interpretiert Koch die Sensordaten

®Ein Eigenwert der SPD Matrix entspricht der quadrierten Linge einer Halbachse des zugeh&rigen Ellipsoids.

"Die klassische Zufallsmatrixtheorie ist in der Kernphysik beheimatet und befasst sich mit statistischen Unter-
suchungen zu Eigenschaften von Eigenwerten hochdimensionaler Matrizen: Eigenwertdynamiken, Eigenwertspektrum,
Eigenfunktionen, ... (siche auch [ 156]). Fiir einen kurzen historischen Abriss, beginnend mit den Anfingen der Zufalls-
matrizen in [157], sei auf [39] verwiesen, wihrend die Ausarbeitungen [56, 126, 138] einen detaillierteren Uberblick
ber derzeitige Anwendungs- und Forschungsgebiete der Zufallsmatrixtheorie liefern.
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als iber die Ausdehnung verteilte Messungen des Schwerpunktes. Dadurch ist die Zustandsmatrix
Teil des Schitzproblems und mit dem Bayes’schen Formalismus ergibt sich das Tracking-Verfahren.

1.4.2 Beitrage der Arbeit

Das Bayes’sche Verfahren von Koch [78] ist ein rigoroser Ansatz zum Tracking von Objektgruppen
und ausgedehnten Zielobjekten - vorausgesetzt, dass sich die Sensordaten als iiber die Ausdehnung
verteilte Messungen des Schwerpunktes interpretieren lassen. Das Verfahren erklirt die Streuung
der Messungen allein durch die Ausdehnung. Ein statistischer Messfehler ist nicht Teil der kinema-
tischen Filtergleichungen. Sein Streuanteil ist implizit in der Ausdehnungsschitzung enthalten. Ein
erhohtes Messrauschen fithrt zu einer vergroflerten Ausdehnungsschitzung.

Ausgangspunkt der Arbeit war die Frage, wie sich der Bayes’sche Ansatz von Koch erweitern
oder weiterentwickeln ldsst, um sowohl den Einfluss der Ausdehnung als auch des Messrauschens
auf die Messungen zu beriicksichtigen. Ein zweiter Ausgangspunkt war die Frage, wie sich das in
Abschnitt 1.3 vorgestellte Konzept der Straflenkarteninformationen mit Kochs Verfahren verbinden
lasst, um eine Fahrzeugkolonne im parametrisierten Raum der Strafle zu verfolgen. Die Beitrige der
Arbeit bestehen in folgenden Punkten:®

¢ Einsichten in den urspriinglichen Bayes’schen Ansatz, die tiber Kochs Arbeiten [75,78, 81, 82]
hinausgehen, d. h. allgemeine Herleitung der kinematischen Marginaldichte und Schitzfehler-
kovarianzmatrix; Berechnung von Messwahrscheinlichkeiten mit Ausdriicken fiir die erwarte-
te Einzelmessung, die erwartete mittlere Messung und erwartete Messstreuung; Berticksichti-
gung eines Parameters in der Likelihood-Funktion, mit dem sich die angenommene Streuung
einer Messung beeinflussen ldsst, um die Ausdehnungsschitzung zu skalieren.

® Weiterentwicklung des urspriinglichen Bayes’schen Ansatzes, so dass ein statistischer Sensor-
messfehler in den Filtergleichungen niherungsweise berticksichtigt werden kann mit Hilfe ge-
eigneter Approximationen. Durch Einbeziehen eines statistischen Messfehlers verbessert sich
das glittende Verhalten des Tracking-Filters. In Simulationen ergeben sich geringere Schitz-
fehler fiir Kinematik und Ausdehnung. Bei Zunahme des Sensormessfehlers kann das Uber-
schitzen der Ausdehnung weitgehend vermieden werden.

* Untersuchung von besonderen Eigenschaften der Ausdehnungsschitzung und ihrer inversen
Wishart-Verteilung: Berechnung eines Schitzfehlers, Moment-Matching fiir Mischverteilungs-
dichten und ein graphischer Konfidenzbereich fiir die geschitzte Objektausdehnung.

® Integration der Zustandsmatrix der Objektausdehnung in den Bayes’schen Formalismus des
IMM-Filters (fiir engl. Interacting-Multiple-Model-Filter), mit dem sich verschiedene Dynamik-
modelle fiir unterschiedliche Bewegungszustiande beriicksichtigen lassen — ohne dass die Zahl
der Hypothesen mit der Zeit zunimmt.

8Genau wie Koch [78] fokussieren wir uns auf das reine Schitzen der Zielspur, d. h. auf Pridiktion und Aktualisierung
des gemeinsamen Systemzustandes von Kinematik und Ausdehnung. Themen wie Datenassoziation zwischen mehreren
Objektgruppen oder Falschmeldungen sind nicht Teil der Arbeit, genauso wie Splitting und Merging von Gruppen.
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 Einsatz des weiterentwickelten Verfahrens in dem IMM-Filter, was ein abgestuftes Modellie-
ren der Systemdynamik ermdglicht - und somit weitgehend geringere Schitzfehler.

® Vergleich des urspriinglichen und des weiterentwickelten Verfahrens in Simulationsbeispie-
len mit ausgedehnten Zielobjekten und Objektgruppen, wodurch sich Unterschiede bei den
Verfahrenseigenschaften beleuchten lassen.

® Erweiterungund Adaption des urspriinglichen Bayes’schen Ansatzes zum Tracking einer Fahr-
zeugkolonne mit Hilfe von Straflenkarteninformationen, so dass die Verbundschitzung von
Kinematik und Ausdehnung im parametrisierten Raum der Strafle gefithrt werden kann und

sich die Zielzustinde zwischen Straflen- und Bodenkoordinaten transformieren lassen.

® Vergleich des urspriinglichen und des mit Straflenkarteninformationen erweiterten Ansatzes
am Beispiel einer simulierten Fahrzeugkolonne, wobei das Potential der Straflenkoordinaten
zur Verbesserung der Schitzgenauigkeit deutlich wird. Ein weiteres Beispiel zeigt Grenzen des

erweiterten Verfahrens.

Teilaspekte der Arbeit sind in Veroffentlichungen dokumentiert worden; siehe [161-175]. Dariiber
hinaus sind Erkenntnisse der Masterarbeit’ vertieft worden: Die fritheren Untersuchungen zum
Einbeziehen eines Sensormessfehlers werden in Abschnitt 3.1 aufgegriffen und waren Ansporn, sich
der Tracking-Problematik im Rahmen einer Dissertation anzunehmen.

1.4.3 Aufbau und Struktur der Arbeit

In Kapitel 2 befassen wir uns mit dem urspriinglichen Verfahren von Koch [78]: wie und unter wel-
chen Annahmen sich die Filtergleichungen ergeben, welche Ergebnisse und Einsichten iiber seine
Arbeiten hinausgehen. In Kapitel 3 wird das weiterentwickelte Verfahren vorgestellt, mit dem sich
ein Messfehler niherungsweise beriicksichtigen ldsst. Wir untersuchen besondere Eigenschaften der
Ausdehnungsschitzung, berechnen ihren Konfidenzbereich und fithren vor, wie sich das weiterent-
wickelte Verfahren in einem IMM-Filter einsetzen lasst. Kapitel 4 fasst Simulationsbeispiele zusam-
men, in denen das urspriingliche mit dem weiterentwickelten Tracking-Verfahren verglichen wird.
In Kapitel 5 wird gezeigt, wie sich Kochs Verfahren mit Straflenkoordinaten erweitern ldsst, um eine
Marschkolonne als Gruppe zu verfolgen. In Kapitel 6 fassen wir die Ergebnisse der Arbeit zusammen
und nennen Ankniipfungspunkte.'®

’FELDMANN, M.: Ein Verfahren zum Tracking von Gruppen dicht fliegender Ziele, EADS Deutschland GmbH, Data
Fusion Algorithms & Software, Ulm — Universitdt Paderborn, Institut fiir Elektrotechnik und Informationstechnik,
Fachgebiet Nachrichtentheorie, Masterarbeit, 2007

1 Am Ende der Arbeit finden sich Zusammenstellungen und Nebenrechnungen: allgemeine Grundlagen in Anbang A
(spezielle Funktionen, Matrizenrechnung, ...); Wahrscheinlichkeitsverteilungen und Produktformeln fiir Dichtefunk-
tionen in Anhang B; Berechnung des MMSE-Schitzers fiir die Ausdehnungsschitzung in Anbang C; Nebenrechnung
zum Konfidenzbereich der 2-D-Objektausdehnung in Anhang D.



Kapitel 2

Ausbau des methodischen Rahmens:

Beriicksichtigung der Objektausdehnung

Im Mittelpunkt dieses Kapitels steht der Bayes’sche Ansatz zur Verfolgung ausgedehnter Zielob-
jekte und grobstrukturierter Objektgruppen aus [78] (siehe auch [75, 81, 82]). Abschnitt 2.1 dient
als Einfithrung in den Bayes’schen Formalismus und der dynamischen Zustandsschitzung: Am Bei-
spiel des Kalman-Filters werden die Vorziige des Konzeptes der konjugierten A-priori-Verteilungen
veranschaulicht. Darauf aufbauend stellt Abschnitt 2.2 vor, wie sich die Objektausdehnung in den
Bayes’schen Formalismus integrieren lisst. Dieser methodische Rahmen ist die Grundlage fiir das
Tracking-Verfahren aus [78], dessen Filtergleichungen in Abschnitt 2.3 hergeleitet werden: Wihrend
in [78] zunichst die Pradiktionsgleichungen zur Berticksichtigung der Zustandsdynamik angegeben
werden, beginnt Abschnitt 2.3 mit der Messgleichung im Aktualisierungsschritt, worauthin sich die
spezielle Modellierung des Systemzustandes in [ 78] als logische Schlussfolgerung einer konjugierten
A-priori-Verteilung herausstellt. Des Weiteren befasst sich dieses Kapitel mit Ergebnissen und Ein-
sichten, die tiber die urspriingliche Arbeit [78] hinausgehen: Zum einen wird in Abschnitt 2.4 die
vollstindige Berechnung der kinematischen Marginaldichte aus [ 171] vorgestellt, zum anderen wird
in Abschnitt 2.5 gezeigt, wie sich fiir dieses Tracking-Verfahren Messwahrscheinlichkeiten berech-
nen lassen - ein Ergebnis, das bereits in [174, 175] verwendet wird.

2.1 Methodischer Rahmen: Bayes’scher Formalismus

Das Entwickeln geeigneter Schitzverfahren ist eine zentrale Aufgabe der mathematischen Statistik.
In diesem Kontext entspricht Tracking - d. h. rechnergestiitzte Objektverfolgung - im Kern dem
Schitzen eines unbekannten Systemzustandes aus vorliegenden Messungen [6, 41, 58, 73]. Die Mes-
sungen sind mit Fehlern behaftet, wodurch neben der jeweiligen Messinformation auch deren Un-
genauigkeit zu berticksichtigen ist. Folglich entspringen viele Zielverfolgungsverfahren dem soge-
nannten Bayes’schen Formalismus: Dieser ermdglicht eine systematische Beschreibung der Tracking-
Problematik durch die mathematische Koppelung zwischen Informationen und ihrer statistischen
Glaubwiirdigkeit [77]. Zu diesem Zweck werden Systemzustand, Messung und Messfehler durch
Zufallsvariablen modelliert, deren Wahrscheinlichkeitsverteilungen und Dichtefunktionen eine sta-
tistische Systembetrachtung erlauben [41, 68, 107].

Im Folgenden bezeichnet x die vektorielle Zufallsvariable des zu schitzenden Systemzustandes
und y die vektorielle Zufallsvariable der Messung. Die zu x gehorende Dichtefunktion p(x) bertick-
sichtigt das Vorwissen iiber den Systemzustand und wird daher A-priori-Dichte genannt, wihrend
die Likelihood-Funktion p(y|x) u.a. den funktionalen Zusammenhang zwischen Messung und Sys-
temzustand beinhaltet. Das Verkniipfen dieser beiden Funktionen soll eine verbesserte Schitzung

11
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Verteilung der Likelihood-Funktion Konjugierte A-priori-Verteilung
Bernoulli-Verteilung Betaverteilung
Binomialverteilung Betaverteilung
Exponentialverteilung Gammaverteilung

Negative Binomialverteilung Betaverteilung
Normalverteilung (unbekannter Erwartungswert) Normalverteilung
Normalverteilung (unbekannte Varianz) Inverse Gammaverteilung
Poisson-Verteilung Gammaverteilung

Tabelle 2.1: Ausgewihlte Likelihood-Funktionen und ihre konjugierten A-priori-Verteilungen (vgl. [37, 41, 46)).

des Zustandsvektors' x ermdglichen - in Abhingigkeit von Messinformation und A-priori-Wissen.
Diese Wechselwirkung kommt in der bedingten Dichtefunktion p(x|y) zum Ausdruck, die als A-
posteriori-Dichte bezeichnet wird und die sich mit der Regel von Bayes wie folgt berechnet [46]:

p(x] ):P(Y|X)P(X): p(y|x)p(x) |
Py [ pGI0p(x)dx

Bei dem Term p(y) im Nenner handelt es sich in erster Linie um eine Konstante zur korrekten

2.1)

Normierung der A-posteriori-Dichte entsprechend [ p(x|y)dx = 1. Daher findet sich in einigen
Fachbiichern zur Bayes’schen Statistik neben der Regel von Bayes auch der proportionale Zusam-
menhang p(x|y) o< p(y|x)p(x); siche etwa [16, 23, 46, 68]. Diese proportionale Zuordnung stellt
den Kern des Bayes’schen Formalismus dar [46]: Sie betont das charakteristische Zusammenspiel
zwischen A-priori-Dichte, Likelihood-Funktion und A-posteriori-Dichte zum Schitzen eines unbe-
kannten Systemzustandes [139].

2.1.1 Konjugierte A-priori-Verteilungen

Die Regel von Bayes (2.1) bietet einen Automatismus zur mathematischen Verkntipfung von Mess-
information und A-priori-Wissen. Allerdings gestaltet sich die praktische Umsetzung in rechnerge-
stiitzten Verfahren schwieriger - je nach Wahl der Likelihood-Funktion und der A-priori-Dichte,
deren Produkt sowohl den Zihler als auch den Nenner in Gleichung (2.1) beeinflusst. Insbesondere
das Berechnen der Normierungskonstante p(y) erweist sich als problematisch, da sich das Integral
p(y) = [ p(y|x)p(x)dx oftmals nur niherungsweise durch numerische Verfahren auswerten lasst
[23, 26]. Daher sind diejenigen Paare aus Likelihood-Funktion und A-priori-Verteilung von beson-
derem Interesse, die eine analytische Berechnung der Bayes’schen Regel ermdglichen [37].

Diese Konstellation ergibt sich beispielsweise bei denjenigen Likelihood-Funktionen p(y|x), zu
denen sich sogenannte konjugierte A-priori-Verteilungen angeben lassen. In diesem Fall gehort die
A-posteriori-Dichte p(x|y) zur derselben Verteilungsklasse wie die A-priori-Dichte p(x): Die Ty-
pen dieser beiden Dichtefunktionen sind identisch [33, 46, 123, 155]. Demzufolge bestimmen die

"Fiir einen leserfreundlichen Formelsatz verzichtet diese Arbeit weitestgehend auf die formale Unterscheidung von
Zufallsvariablen und ihren Realisierungen. Diese Konvention findet sich auch in der Fachliteratur, da sie eine kompakte
Schreibweise der verschiedenen Dichtefunktionen erlaubt; siche etwa [6, Seite 33], [ 16, Seite 14] oder [46, Seite 7]. In
diesem Sinne bezeichnet p(x) die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Zufallsvariablen x, wohingegen p(x = x) die
explizite Auswertung der Dichtefunktion fiir den speziellen Wert x angibt.
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gleichen Parameter” sowohl die konjugierte A-priori-Dichte p(x) als auch die A-posteriori-Dichte
p(x]y): Sie spiegeln das extrahierte Wissen wider - tiber den zu schitzenden Systemzustand und
die damit verbundene Schitzunsicherheit. Aus der Bayes’schen Regel (2.1) ergeben sich fiir diese Pa-
rameter Aktualisierungsgleichungen, die Messinformation und Vorwissen miteinander verkniipfen;
d. h., mit konjugierten A-priori-Verteilungen lisst sich Gleichung (2.1) in geschlossener Form aus-
werten, so dass numerische Integrationsverfahren zum Berechnen der Normierungskonstante nicht
benotigt werden [23, 41]. Eine Gegeniiberstellung ausgewihlter Likelihood-Funktionen und ihrer
konjugierten A-priori-Verteilungen findet sich in Tabelle 2.1.

2.1.2 Dynamische Zustandsschatzung

Zum Verfolgen eines bewegten Objektes wird das betrachtete System als zeitdiskretes dynamisches
System modelliert, wodurch sich die zeitliche Entwicklung des Systemzustandes berticksichtigen
lasst. Riickschliisse auf den unbekannten Systemzustand sind nur tiber Messungen zu bestimmten
Zeitpunkten moglich. O.B.d. A. wird in dieser Arbeit von iquidistanten Messzeitpunkten ¢, aus-
gegangen. Der Zeitraum zwischen zwei Messzeitpunkten geniigt 7' := t,,; — t;,, wobei der Index
k (k > 0) den jeweiligen Scan oder Zeitschritt kennzeichnet und damit die Abtastung durch einen
Sensor zum Zeitpunkt ¢,. Dementsprechend bezeichnet x;, = x(z,) den zu schitzenden Zustands-
vektor zum Zeitpunkt ¢,, wihrend y, = y(z,) die entsprechende Messung angibt. Zusitzlich wird
mit Y, = {yx}i:o die Sequenz der Messungen des Beobachtungszeitraumes dargestellt.

Im Sinne des Bayes’schen Formalismus beruht ein Verfahren zur dynamischen Zustandsschit-
zung auf der Berechnung der bedingten A-posteriori-Dichte p(x,|Y,): Das Schitzen des aktuellen
Zustandes x, zum Zeitpunkt ¢, erfolgt demnach unter Berticksichtigung aller vorliegender Sensor-
daten Y, [16, 41, 77,98, 107], wobei sich mit der Regel von Bayes (2.1) der Zusammenhang

PV Xes Vi) P (% [ V)
JACAR Y

ergibt. In dieser Gleichung bezeichnet p(x,|Y,_,) die bedingte A-priori-Dichte, die das Vorwissen

P V) = P (X Yy Viy) =

tiber den zu schitzenden Systemzustand beinhaltet, d. h. die Pridiktion des Systemzustandes fiir den
Zeitschritt k unter Berticksichtigung der Messungen bis zum Zeitpunkt ¢, ,. Die A-priori-Dichte
selbst lasst sich als eine Marginaldichte entsprechend

p(xk|yk—1):JP(X/e’xk—1|yk—1)dxk—1 = J P X5 V)P (X [ V)X

berechnen, wobei p(x,_;|Y,_,) die A-posteriori-Dichte zum Zeitpunkt #, | angibt. Auf Basis der
vorangegangenen Schitzung erfolgt eine Vorhersage fiir den aktuellen Messzeitpunkt [41], wobei
P(Xp|x,_1, V) die Transitionsdichte darstellt: Sie beschreibt die zeitliche Entwicklung des System-
zustandes im Pradiktionszeitraum 7 [73].

Zum Berticksichtigen von Ungenauigkeiten im Bewegungsmodell und Messfehlern werden St6r-
grofsen in Form von Prozessrauschen und Messrauschen eingefiihrt, die weder untereinander oder mit

dem Systemzustand noch individuell zeitlich korreliert sein sollen. Unter dieser Annahme verein-

’Die sogenannten Verteilungsparameter charakterisieren eine Wahrscheinlichkeitsverteilung und ihre Dichtefunkti-
on: Sie erlauben die Berechnung der Momente einer Zufallsvariablen, z. B. des Erwartungswertes und der Varianz.
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facht sich die Transitionsdichte zu p(x, |x, |, ¥,_;) = p(x,|X,_;)- Das Bewegungsmodell entspricht
einem einstufigen zeitdiskreten Markow-Prozess [41]. Die Einstufigkeit — auch Markow-Eigenschaft
genannt [6] - ergibt sich aus p(x,|xg,...,X,_ ;) = p(x,|x,_;), wonach der Systemzustand x, nur
vom unmittelbar vorangegangenen Zustand x, _, abhingt [16, 52]. Die A-priori-Dichte berechnet
sich demnach zu

P V1) = f P %) P (X | Vpy) x5 2.2)

wobei dieser Ausdruck in der Literatur auch als Chapman-Kolmogorow-Gleichung bekannt ist; sie-
he etwa [6, 26, 41]. Dariiber hinaus wird auch fiir die Likelihood-Funktion eine vereinfachende
Annahme getroffen: Die aktuelle Messung im Zeitschritt & soll nur vom Systemzustand x, abhin-
gen und nicht mit vorangegangenen Messungen korrelieren, d. h. p(y,|x,,Y,_;) = p(y.|x,). Laut
[107] gentigt y, in diesem Fall einem Markow’schen Messmodell. Fiir die A-posteriori-Dichte ergibt
sich demzufolge der Zusammenhang

Pyelx) (X | Vey) PV lx0)p (X | Vi_y)
x, | YV,)= = . 2.3
T A R PYEA T p e o 9

Ausgehend von der Initialisierungsdichte p(x,|Y,) definieren diese beiden Gleichungen ein rekur-

sives Verfahren zur dynamischen Zustandsschitzung, wenn Gleichung (2.2) zur Pridiktion des Sys-
temzustandes verwendet wird und Gleichung (2.3) zur Aktualisierung [41, 77, 107]. Daher wird der
Bayes’sche Formalismus auch als rekursive Formulierung der Bayes’schen Regel betrachtet [107].

Das Konzept der konjugierten A-priori-Verteilung aus Abschnitt 2.1.1 ldsst sich auch bei einem
rekursiven Verfahren anwenden - unter folgender Voraussetzung: Der Verteilungstyp der Dichte-
funktionen p(x,|Y,_,) und p(x,|Y,) bleibt identisch, sowohl nach der Pridiktion (2.2) als auch
nach der Aktualisierung (2.3) des Systemzustandes. Im Idealfall lisst sich Gleichung (2.2) ebenfalls
in geschlossener Form auswerten, so dass keine numerische Integrationsverfahren bendtigt werden.
Genau dieser Fall wird im folgenden Abschnitt am Beispiel des Kalman-Filters vorgestellt.

2.1.3 Beispiel: Kalman-Filter

Das Kalman-Filter ist eines der bekanntesten Verfahren zur dynamischen Zustandsschitzung [98].
Es wird in den unterschiedlichsten Gebieten eingesetzt - sei es in der Weitbereichs- oder Verkehrs-
tiberwachung; Medizin-, Nachrichten- oder Regelungstechnik; Signalverarbeitung oder in anderen
Bereichen [87, 108]. Bekannt wurde das Verfahren u. a. durch seinen Beitrag zur Losung des Naviga-
tionsproblems im amerikanischen Apollo-Programm, das in der ersten bemannten Mondlandung®
gipfelte. Die Grundlage des Kalman-Filters - und damit der zeitdiskreten Schitzung des Zustands-
vektors x, - beruht auf einem linearen Zustandsraummodell mit additivem Rauschen [6, 41]:

Xpi 1= FXk + v, (24)
Yi = Hx; +w, 25)

3In [53, 100] werden die einzelnen Schritte vorgestellt, wie Kalmans Arbeit [92] auf das nichtlineare Navigations-
problem angepasst wurde, so dass ein numerisch stabiles Verfahren im Bordcomputer eingesetzt werden konnte.
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mit v, ~ N(0,Q) und w, ~ N(O,R). F stellt die Systemmatrix dar, H die Messmatrix. Sowohl
das Prozessrauschen v, als auch das Messrauschen w;, bezeichnen weifSes Gauf$’sches Rauschen [73],
wodurch sie weder untereinander oder mit dem Systemzustand noch individuell zeitlich korreliert
sind. Unter diesen Voraussetzungen gilt: Das Kalman-Filter ist nichts anderes als der rekursive MMSE-
Schitzer (fiir engl. Minimum Mean Square Error Estimator) des Zustandes x,; seine Schitzung x,,
zum Zeitpunkt ¢, basiert auf den Messungen* ), und minimiert den mittleren quadratischen Schitz-
fehler (kurz MSE fiir engl. Mean Square Error) - ausgehend von den Startwerten x,, und Py, fiir die
zugehdrige Schitzfehlerkovarianzmatrix Py, die ein Maf fiir die Schitzunsicherheit darstellt. Dies
ist genau dann der Fall, wenn zur Pridiktion der Schitzung die Filtergleichungen

Xt = FXp_ gy (2.6)
P =FP, ;, FT +Q 2.7)

verwendet werden, wihrend die Innovation y, — HXkI 41> ihre Kovarianzmatrix
und die Matrix der Kalman-Verstirkung

Koot =Py H'S 2.9)

tir die Aktualisierung der Schitzung sorgen:

Xpe =X + Kooy (Yo — HXpp_y) (2.10)
Prp=Prp1— Kk|k—1S/e|k—1KZ|/e—1 : (2.11)

Die Optimalitit der Schitzung x,, folgt aus der Tatsache, dass sie dem bedingten Erwartungswert des
unbekannten Zustandes x;, gegeben den akkumulierten Messungen Y, entspricht und dass der be-
dingte Erwartungswert der unter dem Kostenkriterium MSE bestmdgliche Schitzer ist; siche etwa
[6, 41, 107]. Dementsprechend gilt beispielsweise

Xk|/€:E[Xk|yk]:JX/ep(xk|yk)dxk‘ (2.12)

Die Literatur betrachtet das Kalman-Filter hiufig im Zusammenhang mit rekursiven Varianten
der Methode der kleinsten Fehlerguadrate [139]. Beim Herleiten der Filtergleichungen bleibt jedoch
in vielen Fachbiichern unerwihnt (siehe z. B. [17, 18, 25, 52]), dass das Kalman-Filter auch aus dem
Bayes’schen Formalismus abgeleitet werden kann [98]: Nach Gleichung (2.5) berechnet sich die
Wahrscheinlichkeit fiir eine Messung y, bei gegebenem Zustand x, zu p(y,|x,) = N(y,; Hx,,R).
Es zeigt sich, dass eine konjugierte A-priori-Verteilung zu dieser Likelihood-Funktion einer Nor-
malverteilung gentigt, d. h.

P | V)= N(X/e;xle|k—1’ P/e|/e—1) und  p(x,| V) = N(xy;3 Xklk> Pk|k) .
Das Ergebnis fiir die A-posteriori-Dichte p(x,|Y,) erhalten wir unmittelbar aus Gleichung (2.3), da

“Der erste Index bezieht sich auf den Zeitpunkt der Schitzung, der zweite auf die zugrunde liegende Sequenz der
Messungen. Demnach bezeichnet x;,,_; die Pradiktion des geschitzten Systemzustandes und x,;, seine Aktualisierung.
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durch die Produktformel fiir Normalverteilungen (B.11) folgendes gilt:

Ny, Hxy,R) N<X/e;xk|k—1’Pk\/e—1) :N(Yk;HX/e|k—1’Sk|k—1) N(X/e;xk|k’Pk|/e)'

p(yelxe) AC AR A AR JACARDY)

Mit dieser Umformung werden dariiber hinaus auch die Aktualisierungsgleichungen (2.8) bis (2.11)
bestdtigt (siche Anhang B.4). Auf dhnliche Weise ldsst sich zeigen, dass aus p(x, ,|Y,_,) wieder
eine normalverteilte Dichte p(x,|Y,_,) folgt, deren Parameter entsprechend der Pridiktionsglei-
chungen (2.6) und (2.7) berechnet werden: Das gewiinschte Ergebnis ergibt sich nach Auswerten der
Chapman-Kolmogorow-Gleichung’ (2.2) - in Verbindung mit der Systemgleichung (2.4), d. h. der
Transitionsdichte p(x,|x, ;) =N(x,;Fx, [, Q).

Das Kalman-Filter ist demnach ein Spezialfall des Bayes’schen Filters [98]: Der Aktualisierungs-
schritt folgt aus der Bayes’schen Regel (2.3), der Pradiktionsschritt aus der Chapman-Kolmogorow-
Gleichung (2.2). Zum Durchfiihren beider Schritte werden keine numerischen Integrationsverfah-
ren benotigt, weswegen das Kalman-Filter auch ein Paradebeispiel fiir konjugierte A-priori-Vertei-
lungen darstellt. Als Schlussfolgerung ergibt sich fiir diese Arbeit: Der Bayes’sche Formalismus bie-
tet einen einheitlichen methodischen Rahmen zum systematischen Beschreiben der Tracking-Pro-
blematik [77]. Aus dem Formalismus lassen sich Verfahren zur dynamischen Zustandsschitzung

ableiten, die tiber konventionelle Filterprobleme hinausgehen [98, 139].

2.2 Beriicksichtigung der Objektausdehnung im methodischen Rahmen

Viele klassische Tracking-Verfahren, wie z. B. das Kalman-Filter, modellieren die zu verfolgenden
Objekte als punktformig: Fiir jedes detektierte Ziel wird jeweils hochstens eine Messung erwartet,
da die raumliche Ausdehnung - im Vergleich zur Auflosungsfihigkeit eines Sensors - als vernachlis-
sigbar betrachtet wird [81]. Genau diese Annahme wird in [78] fallengelassen: zum einen aufgrund
der Entwicklung moderner Radarsensorik, deren verbesserte Auflosungseigenschaften zu Mehrfach-
reflexionen bei einem beleuchteten Objekt fithren kdnnen; zum anderen wegen der begrenzten Auf-
16sungsfahigkeit im Fall einer Gruppe von Zielobjekten, wenn die Zuordnung zwischen Messungen
und Gruppenmitgliedern nicht mehr eindeutig® ist. In beiden Fillen ist eine nicht vorhersagbare An-
zahl von Messungen zu verarbeiten, deren Zahl auch nicht von Scan zu Scan konstant bleibt. Demzu-
folge betrachtet [78] die rdumliche Ausdehnung eines Objektes (oder einer Gruppe von Zielen) als
Teil des Filterproblems, weshalb die zu schitzende Zielspur aus der Kinematik des Schwerpunktes
und der Objektausdehnung besteht; siche auch [75, 81, 82].

Im Folgenden bezeichnet die vektorielle Zufallsvariable x, den kinematischen Zustandsvektor
des Objektschwerpunktes - in dieser Arbeit bestehend aus Position und Geschwindigkeit, d. h. x] =
[r],i]]. Die Objektausdehnung wird durch ein Ellipsoid approximiert, so dass sich der Ausdeh-
nungszustand durch die symmetrische, positiv definite (kurz SPD) Zustandsmatrix X, := X(#,,) mo-
dellieren lisst. Ein Eigenwert von X, entspricht der quadrierten Linge einer Halbachse des Ellip-
soids. Das Ellipsoid ist durch die Menge aller Punkte ¢, bestimmt, die der folgenden Gleichung

>Nach Anwenden der Produktformel (B.11) kann die Integration {iber x;_, durchgefiihrt werden.
®Insbesondere unaufgeldste Gruppenmitglieder erschweren die Datenzuordnung: Je nach Ziel-Sensor-Geometrie
konnen zwei oder mehrere Ziele als ein einziges Ziel detektiert werden.



2.2 Beriicksichtigung der Objektausdehnung im methodischen Rahmen 17

genugen:
(Ck—rk>TX;1(Ck—rk): 1. (2.13)

Des Weiteren kennzeichnet Y, := {ij ]}:li , die Menge der 7, Messungen im Zeitschritt &, wihrend
die Sequenz aller Messungen des gesamten Beobachtungszeitraumes wie zuvor mit Y, dargestellt
wird, d. h. Y, == {Y_}*_.. In diesem Kontext interpretiert [ 78] die Zielverfolgung von ausgedehnten
Objekten oder Gruppen benachbarter Ziele als die rekursive Berechnung der bedingten Verbundver-
teilungsdichte p(x,,X,|Y,), so dass die Objektausdehnung Teil des methodischen Rahmens wird.
Bei der Modellierung einer Likelihood-Funktion in Abschnitt 2.3.1 wird sich zeigen, dass der ge-
meinsame Objektzustand auch als das Produkt einer vektor- und einer matrixvariaten Wahrschein-

lichkeitsverteilung aufgefasst werden kann:

P (X Xe | Vi) = p(X | X, Vi ) p (X | V) - (2.14)

Diese Schreibweise verdeutlicht einerseits die Abhingigkeit des kinematischen Zustandes x;, von der
Objektausdehnung X, andererseits werden durch p(X,|Y,) multivariate Matrixverteilungen ins
Spiel gebracht; vgl. [55] und Anhang B. Im Sinne des Bayes’schen Formalismus basiert das rekursive
Berechnen der Verbunddichte p(x,,X,|Y,) (und somit das Tracking-Verfahren aus [75, 78, 81, 82])
auf zwei fundamentalen Bausteinen: Aktualisierung und Pridiktion.

2.2.1 Aktualisierung: Anwenden der Bayes'schen Regel

Ausgehend von der bedingten A-priori-Dichte erfolgt das Aktualisieren des gemeinsamen Objekt-

zustandes mit Hilfe der aktuellen Sensormessungen. Dieser Vorgang ldsst sich anschaulich als

Sensormessungen: Y,

P(xs X [ V1) (X Xe | V1)
|

A-priori-Dichte A-posteriori-Dichte

Aktualisierung

darstellen, wobei im Prinzip die Likelihood-Funktion p(Y, |x;,X,,Y,_,) mit Hilfe der Bayes’schen
Regel ausgewertet wird. Allerdings wird auch hier fiir die Likelihood-Funktion eine vereinfachende
Annahme getroffen (vgl. Abschnitt 2.1.2): Die 7, Messungen im Zeitschritt & sollen nur vom ak-
tuellen Systemzustand (x,,X,) abhingen und nicht mit vorangegangenen Messungen korrelieren,
d.h. p(Y, %, X, Y, 1) = p(Y,|x,,X,). Aus der Bayes’schen Regel ergibt sich fiir die A-posteriori-
Dichte demzufolge der Zusammenhang

P (Y% X) P (%05 X | V1)

x,, X = 2.15
P, X, [ V) IRANS) (2.15)

mit der Normierungskonstante

(YY) = JJ PV % X)) p (%45 X | V) dx, dX,

Der Tracking-Algorithmus in [78] definiert sich daher im Wesentlichen tiber die Modellierung der
Likelihood-Funktion p(Y,|x,,X,) und ihrer konjugierten A-priori-Dichte p(x,,X,|Y,_,)-
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2.2.2 Pradiktion: Berechnung als Marginaldichte

Zum Verarbeiten der aktuellen Messungen wird u. a. die bedingte A-priori-Dichte p(x,,X, |V, ;)
benétigt, die das Vorwissen iiber den Systemzustand zum Messzeitpunkt widerspiegelt. Diese Vor-
hersage basiert auf der vorangegangenen Schitzung und einem zeitlichen Entwicklungsmodell des
Systemzustandes fiir den Pradiktionszeitraum, d. h. anschaulich

Zeitliche Entwicklung

JCYARPD G /Y — P Xy [ V)
Pridiktion
A-posteriori-Dichte A-priori-Dichte

In Anlehnung an die Chapman-Kolmogorow-Gleichung (2.2) wird die A-priori-Dichte als eine Mar-
ginaldichte interpretiert:

P(X Xp | Vy) = ff P (X X 1% 15X 5 Vi )P (5 Xy [ V) dx, dX

An dieser Stelle werden in [78] verschiedene Annahmen getroffen, damit dieses Doppelintegral in
zwei Teilprobleme aufgespaltet werden kann: Auf diese Weise soll zum einen die Produktform der
Verbundverteilungsdichte (2.14) erhalten bleiben, zum anderen diirfte sich die Pridiktion einfacher
gestalten lassen, wenn die Dynamikmodelle getrennt nach Kinematik und Ausdehnung anzugeben
sind. Zunichst soll die Systemdynamik einem einstufigen zeitdiskreten Markow-Prozess gentigen,
wodurch die Vorhersage des Systemzustandes nicht von vorangegangenen Messungen abhingt:

P (X X %Xy 5 V) = (% Xy %15 X ) = p (X [ X Xp g5 X ) p (X 315X y)-

Dartiber hinaus setzt [78] fiir die jeweilige Transitionsdichte voraus, dass das Dynamikmodell fiir

Kinematik /Ausdehnung nicht durch den vorherigen Systemzustand der Ausdehnung/Kinematik
beeinflusst wird, d. h.

P X X1 X ) = p (% [ X Xy
X %1 X y) = p(Xg [ X ) -
Die dritte und letzte Annahme bezieht sich auf die vorangegangene Schitzung, die den Ausgangs-
punke fiir die Pradiktion darstellt, d. h. p(x,_, X, ;|¥i ) = pxp 1 X 5V )X |1V y):
Die zeitliche Anderung der Objektausdehnung soll niherungsweise keinen Einfluss auf die Pridik-
tion des kinematischen Zustandes haben, weshalb laut [78] die Approximation

P(X 1 [ X 5 V) R p(X [ X Viet)

gilt. Mit anderen Worten: Der Zustand X, | wird durch X, ersetzt, damit die bedingte A-priori-
Dichte p(x,,X,|Y,_,) mit den beiden folgenden Integralen getrennt berechnet werden kann:

P Xy Viy) = J P 1 XX )P (X [ Xy Vi) dxy, 4 (2.16)

PV, ) = f P IX, )p (K| Ve )X, . 2.17)

Hierbei muss im Sinne einer konjugierten A-priori-Verteilung sichergestellt sein, dass der Vertei-
lungstyp der beiden Dichtefunktionen p(x;|X,,Y,_,) und p(X,|Y,) auch bei der Pridiktion iden-
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tisch bleibt. Auf diese Weise ist letztendlich der methodische Rahmen vorgegeben, mit dem sich die
Objektausdehnung im Bayes’schen Formalismus berticksichtigen ldsst.

2.3 Tracking-Verfahren fiir ausgedehnte Objekte und Objektgruppen

Ausgehend von der Initialisierung p(x,, X,|Y,) bilden die Gleichungen (2.15), (2.16) und (2.17) das
Grundgeriist fiir das Tracking eines ausgedehnten Objektes oder einer Gruppe von Zielen in [75,
78, 81, 82]. Im Folgenden wird dieses rekursive Verfahren und seine Filtergleichungen vorgestellt.

2.3.1 Modellierung der Likelihood-Funktion

Ausgangspunkt fiir das Tracking-Verfahren in [78] ist die Wahl einer geeigneten Likelihood-Funkti-
on p(Y,|x,,X,): In Anlehnung an die Messgleichung (2.5) des Kalman-Filters wird in [ 78] zunichst
angenommen, dass im Zeitschritt & insgesamt 7, unabhingige Messungen

y/!=Hx, +w} (j=1,....m) (2.18)

vorliegen, wobei es sich um Messungen der d-dimensionalen Positionskomponente r;, handeln soll.
Daraus folgt Hx, = r, und dim(y[k] ]) = dim(r,) = d. Wihrend X, eine d x d-Matrix ist, stellt x,
im Allgemeinen einen sd-dimensionalen Zustandsvektor” dar. Die Messmatrix H ist demnach eine

d x sd-Matrix; aufgrund der angenommenen Positionsmessungen ergibt sich®
H=[1,,0,4,-1a]=H®I, mit  H=[10,,, 4],

wobei ® das Kronecker-Produkt bezeichnet (siehe [59, Kapitel 16] oder Abschnitt A.2.1im Anhang).

Zum Schitzen einer Ausdehnung miissen in irgendeiner Form Informationen iiber die Grofie ei-
nes Objektes (oder einer Objektgruppe) gewonnen werden: Die Zustandsmatrix X, soll daher Teil
der Likelthood-Funktion sein. Allerdings ist sie kein Bestandteil der Messgleichung (2.18), da der
Sensor selbst keine direkte Messung der Objektgrofle ermoglicht: Stattdessen liefert er eine oder
mehrere Positionsmessungen fiir das beleuchtete Objekt. Angesichts dieser Problematik wird in
[78] die Annahme getroffen, dass die raumliche Streuung der Messungen im Wesentlichen durch
die Objektausdehnung dominiert wird und dass ein statistischer Sensormessfehler vernachlissigbar
ist. Demnach ist das Messrauschen ausschlie8lich auf die Objektausdehnung zurtickzufiihren. Diese
Auslegung wird durch ein gleichanteilsfreies und mit der Varianz X, normalverteiltes Ausdehnungs-
T modelliert, so dass die Ausdehnung iiber diese Stérgriffe Teil der Likelihood-Funktion
wird. Deshalb interpretiert das Verfahren in [78] jede Einzelmessung als eine durch die Objektaus-

rauschen W[k]

dehnung verrauschte Messung des Objektschwerpunktes:
Y~ N (Hx, 2,X,) (j=1,...,m). (2.19)

Der Parameter z, ist ein (fest gewihlter) Skalierungsfaktor der Ausdehnung, der die angenommene

Tm Fall s = 1 besteht der kinematische Zustandsvektor x;, nur aus der d-dimensionalen Positionskomponenten r,,.
Bei s = 2 wird zusitzlich die Geschwindigkeitskomponente f, bertiicksichtigt, bei s = 3 (wie in [78]) obendrein die
Beschleunigungskomponente ¥,. In den Simulationen in Kapitel 4 und Kapitel 5 wurde s =2 und d =2 verwendet.

$Die Matrix I, bezeichnet die d x d-Einheitsmatrix, O,, ; die s X d-Nullmatrix. Daher stellt 0, den s-dimensionalen

> Msx 1xs
Nullvektor in Zeilenschreibweise dar.
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300 ——— 300 300
200 200 200
100f-= 100 fg%&a 100
b 1 KAl 1
£ of E 0 ARy E 0
N N kS -~
= RS = fé@g =
—100|~+ —100 2l —100
—200—L5 —200 —200
—300 = d —300 —300
150 —50 50 150 150 —50 50 150 150 —50 50 150
x/m— x/m— x/m—
(a) Messmodell V(X) (b) Messmodell U(X) (c) Messmodell N(X/4)

Abbildung 2.1: Beispielmessungen fiir verschiedene Messmodelle: Grundlage war eine Ellipse (Blau) mit Achsen-
lingen von 150 m und 300m, d. h. die SPD Matrix X = diag ((150 m/2)%,(300 m/2)2>. In (a) wurden die Messungen
(Rot) als Samples einer gleichanteilsfreien normalverteilten Zufallsvariable mit Varianz X erzeugt, in (b) gleichver-
teilt iiber die Ellipse. (c) entsprach (a) mit einer um den Faktor 1/4 skalierten Varianz X, d. h. z; = 1/4. Es wurden
jeweils 1200 Samples generiert.

raumliche Streuung einer Messung beeinflusst. Er wurde in [169, 171] eingefiihrt und stellt eine Er-
weiterung’ zu [78] dar. Um einen geeigneten Wert fiir z,; zu bestimmen, betrachten wir zunichst
das urspriingliche Messprinzip aus [78]: Abbildung 2.1(a) zeigt Beispielmessungen fiir eine Ellipse X,
wobei fiir das Ausdehnungsrauschen eine normalverteilte Zufallsvariable mit Varianz X angenom-
men wurde, d. h. z; = 1. Aufgrund der angenommenen Normalverteilung liegt eine Vielzahl der
Messungen auflerhalb der Ellipse. Umgekehrt bedeutet dies: Zur moglichst genauen Schitzung der
elliptischen Ausdehnung bendétigt das Tracking-Filter Messungen, die wie in Abbildung 2.1(a) tiber
die Ausdehnung verteilt sind. Allerdings ist vielen praktischen Anwendungsfillen davon auszuge-
hen, dass die Sensormessungen wie in Abbildung 2.1(b) annihernd gleichverteilt'® {iber das Objekt
sind: Mit einer diffusen Verteilung wie der Gleichverteilung lisst sich beriicksichtigen, dass in der Re-
gel kein Vorwissen tiber mogliche Streuzentren des beleuchteten Objektes besteht. In diesem Fall
wiirde das Tracking-Verfahren durch die Normalverteilungsannahme eine zu kleine Ellipse schitzen,
da die Messungen in Abbildung 2.1(b) einer gleichverteilten Zufallsvariable mit Varianz X/4 genii-
gen [169, 171]. Zur Kompensation eignet sich ein Skalierungsfaktor z,; im originalen Messmodell
N(X), so dass in der Likelihood-Funktion eine geringere Messstreuung erwartet wird, d. h. N'(z,X).
Abbildung 2.1(c) verdeutlicht diese Idee: Statistisch gesehen soll durch z; diejenige Varianz angenom-
men werden, die sich bei einer entsprechenden Gleichverteilung tiber dieselbe Ausdehnung ergeben
wiirde. Durch diese skalierte Messstreuung lisst sich dann im Umkehrschluss eine korrekt skalierte
Ausdehnung schitzen.

Der explizite Wert fiir z,; hingt allerdings von der raumlichen Dimension d des Schitzproblems
ab. Dies wird in Abschnitt B.6 deutlich, wo gleichverteilte Messungen iiber ein d-dimensionales
Ellipsoid X betrachtet werden. In diesem Fall gentigen die Messungen einer gleichverteilten Zu-
fallsvariable mit Varianz X/(d + 2); siehe Gleichung (B.24). Wie bereits erldutert, ergibt sich der
Skalierungsfaktor z; in Gleichung (2.19) nun aus einem Moment-Matching beziiglich der Varianz;

°Im Fall z; = 1 ergeben sich die Filtergleichungen aus [78].
OEin statistischer Sensormessfehler wird an dieser Stelle auflen vor gelassen.
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demzufolge gilt allgemein
1

Zd:d—_l_z (dENk>

Mit diesem Skalierungsfaktor und der Normalverteilungsannahme (2.19) lasst sich die gesuchte
Likelihood-Funktion letztlich wie folgt berechnen [78]:

ny )
p(YVlxe X)) =] [Va(y 5 Hx 2,X,). (2.20)
j=1

Sie bezeichnet die Wahrscheinlichkeit der Menge 7, unabhingiger Messungen fiir den gegebenen
gemeinsamen Objektzustand. Durch Beriicksichtigen der mittleren Messung

Zyk

”/e =
und der Messstrenung )
AN A)
lisst sich u. a. der Zusammenhang
> 0 (X))
= (7, —Hx,) (z,X,)” (7, —Hx,) + Z 15 (X)) (Y =%,)

angeben, so dass sich Gleichung (2.20) auch wie folgt darstellen!! lisst:
(n —%d < —1

Die Likelihood-Funktion p(Y,|x;,X,) zerfillt in einen vektor- und in einen matrixvariaten Teil,
wobei letzterer nicht vom kinematischen Zustand abhiangt. Der matrixvariate Teil der Likelihood-
Funktion dhnelt nicht nur der Dichtefunktion (B.6) einer Wishart-Verteilung [55], sondern er ldsst
sich im Fall 7, > d und Y, > 0 auch entsprechend'?

P I%0Xy) = ¢4 (Yo ) - Ny (T Hxg 2, X /1 )W (Yis 2 — 1,2,X,,) (2.22)
interpretieren, wobei ¢, (?k, nk> einen vom Objektzustand unabhingigen Vorfaktor bezeichnet:
- o d = =t m—d— —
co(Yoom) = T2 ) m 2 2y 20 (7, >d,Y,>0).  (2.23)

Diese Zerlegung in einen vektor- und in einen matrixvariaten Teil findet sich auch in der Produkt-
form (2.14) der bedingten Verbundverteilungsdichte, d. h. p(x,,X,|Y.) = p(x, X, Y, ) p(X, | V).

"Der Ausdruck etr(-) ist eine abkiirzende Schreibweise fiir exp(tr(-)); siche [55].
2Die Messstreuung, d. h. die d x d-Matrix Y, stellt im Fall 7, > d und Y, > 0 ein d-dimensionales Ellipsoid dar.
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Dariiber hinaus bildet die Likelihood-Funktion (2.21) den Ausgangspunkt fiir die Herleitung der
Filtergleichungen in [75, 78, 81, 82].

2.3.2 Filtergleichungen zur Aktualisierung

Die Bayes’sche Regel (2.15) kann genau dann in geschlossener Form ausgewertet werden, wenn sich
zur Likelihood-Funktion (2.21) eine konjugierte A-priori-Dichte angeben ldsst. Dementsprechend
wird in [78] die A-priori-Dichte p(x,, X, |¥,_ ) = p(x,|X,, V) p(X,|Y,_,) wie folgt gewihlt:"
P 1 X Vi) = N (X5 X 15 P ® X, (2.24)

P XelYry) :IWd<X/e;Vk|/e—1’X/e|/e—1)’ (2.25)

wobei p(X,|Y,_,) der Dichtefunktion (B.8) einer inversen Wishart-Verteilung [55] entspricht. Die
Aktualisierungsgleichungen fiir die Parameter der A-posteriori-Dichte

P X [ V) = p (3 X, Vi) p(Xe [ V) :/V;d<xle;xle|k’f)k|k ®Xk)IWd(Xk§Vk|/e>)~(/e|k> (2.26)

ergeben sich aus der Bayes’schen Regel (2.15) durch Auswerten von

PX X [ V)P (Ve [ Vi) = p (Y |0 X)) p (35 X [ V1)
_ =1 =14 = _
:./\/;,(yk;HXk,Zka/nk)- |27TZka| 2( k l)nkz etr<_%Yk<Zka> 1)

‘Md(xk;xk|k—1ap/e|k—1 ® X}, ) IW, (X Vk|k—1’X/€|/e—1)‘ (2.27)

Mit der Produktformel (B.11) und unter Beachtung der besonderen Eigenschaften des Kronecker-
Produktes (siche Abschnitt A.2.1) lisst sich fiir die beiden Normalverteilungen'

Nd(?k;ka, ZdX/e/”k>'N;d<Xk;X/e|k—1’ﬁkVe—l ® Xk)
= Nd(i’/& Hxp s Sle|k—1X/e)Nsd<X/e; Xp(jor Py ® Xk)

festhalten. Demnach sorgen die mittlere Messung y,, ein skalarer Innovationsfaktor

Sy = FiB,_ AT 2
kle—1 = ALy H- +
"
und ein s-dimensionaler Verstirkungsvektor

Kejem1 =P H Sk|k_1

fir die Aktualisierung der kinematischen Parameter:

Xpe =g + (Ko @ L) (¥, — Hxppp_y)
Pk|k = Pk\k—l - Kk|k—1S/e|k—1KZ|/e—1 :

BDer Index einer Dichte beschreibt die Dimension der Zufallsvariablen, d. h. dim(x,) = s - d und dim(X, ) = d.
“Unter Beriicksichtigung von H=H ® I, werden u. a. die drei folgenden Umformungen bengtigt:
H(P,, ®X, ) HT +2,X, /m, = (HPy, H") @ X, +(2,/7,) ®X;, = S0 1 X,

~

(Pyps ® Xk)HT<§k\k—1X/e>_1 = (IN)/e|k_1ﬁT§;:|/i_1> (X, ;X" = IN{kVe—l QI

ﬁkVefl X, — (ﬁk\k—l ® Id)<§k|k—lxk><ﬁk|k—1 ® Id>T = (IN)/eVH — ﬁk|k—1§k|k—1l~{2—|k,1> ®X, = 1~)k|k ®Xy.
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Diese Filtergleichungen erinnern formal an die des Kalman-Filters in Abschnitt 2.1.3 - aber nur auf
den ersten Blick: Der Verstirkungsvektor ist unabhiangig von der raumlichen Dimension des Schitz-
problems; zur Gewichtung der kinematischen Innovationy,—Hx,, | wird das Kronecker-Produkt
mit der Einheitsmatrix verwendet, weswegen die eigentliche Verstarkungsmatrix aus Skalarmatri-
zen besteht. Die s X s-Parametermatrix IN’k‘ , ist ebenfalls unabhingig von der rdumlichen Dimen-
sion des Schitzproblems; erst das Kronecker-Produkt mit der (unbekannten) Zustandsmatrix X,
bestimmt die Kovarianzmatrix der Dichte p(x,|X,,Y,); siche Gleichung (2.26). Zur Angabe einer
kinematischen Schitzfehlerkovarianzmatrix bendtigen wir allerdings die Marginaldichte p(x,|Y,).
Deren Berechnung erfordert einen speziellen Ansatz, der in Abschnitt 2.4 vorgestellt wird.

Die Aktualisierungsgleichungen fiir die Parameter der Dichte p(X,|Y,) =IW, (Xk; Vi, k,)N(H k)
erhalten wir durch Auswerten der restlichen Ausdriicke in Gleichung (2.27), d. h.

1 _ _
P XV )p(Yp Y1) |27TZdX/e| 2= 1”k2detf<_%Yk<Zka> 1)
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Unter Berticksichtigung der Innovationsmatrix

Nip— = (Ve — ka|k—1)<yk — HX/e|k—1>T (2.29)

lasst sich die Normalverteilung auch wie folgt darstellen:

_ ~ ~ - 1 T -1
Ny (Vs HXgp 1 Spppe1 X)) = |27 Sppp 1 X | 2 etr <_§N/e|k—1<5k\k—1xk> ) :

Die Matrixschreibweise der Normalverteilung ermoglicht das Zusammenfassen der verschiedenen

X, -Terme in Gleichung (2.28), worauthin sich die gesuchten Gleichungen zur Aktualisierung der
matrixvariaten Dichte p(X,|Y,) angeben lassen:

X = Xpppr + Sk_|/1_1N/e|k—1 +Y,/z, (2.30)

Vilk = Velk—1 T 7 - (2.31)

An dieser Stelle ist zu beachten, dass die Parametermatrix )Nikl , selbst nicht die Schitzung der Zu-

standsmatrix X, ist, sondern dass sie erst im Zusammenspiel mit Vilk erlaubt, den Schitzwert Xk
zu berechnen:

Xie = E[X, [V ]= (Ve —d > 1). (2.32)

Damit sind alle notwendigen Filtergleichungen zur Aktualisierung formuliert.
Die verbleibenden Terme in Gleichung (2.28) sind unabhingig vom gemeinsamen Systemzu-
stand (x;,,X,) und bilden die Normierungskonstante p(Y,|Y,_,) der Bayes’schen Regel (2.15):

I‘<Vk_‘k> ﬂ_%”kd
1;](‘%”?. 1)

Thre Berechnung erfordert demnach keine numerischen Integrationsverfahren. Die Normierungs-

(ﬂk 1 d —*d

pPYL|Yp) = (§k|k—1)_% z, |Xk|k 5 2 |X| | P (2.33)

konstante wird in [78] nicht explizit angegeben, da sie zum Durchfiihren des Aktualisierungsschrit-
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tes nicht bendtigt wird. Allerdings lassen sich mit p(Y,|Y,_,) sogenannte Messwahrscheinlichkeiten
berechnen - sei es beispielsweise fiir die erwartete mittlere Messung oder die erwartete Messstrenung;
sieche Abschnitt 2.5.

2.3.3 Filtergleichungen zur Pradiktion

Im Pridiktionsschritt ist bei der Modellierung der Systemdynamik sicherzustellen, dass der Vertei-
lungstyp der konjugierten A-priori-Dichte erhalten bleibt. Fiir die Vorhersage der Kinematik bedeu-
tet das: Ausgehend von der vorherigen Schitzung

P [ X Vi) = Md(xk—l;xle—uk—l’ P i ® Xk)

ist eine Transitionsdichte p(x,|X,,x, ;) gesucht, so dass sich nach Auswerten des Integrals (2.16)
die Dichte p(x,|X,,Y,_,) aus Gleichung (2.24) ergibt. In [78] wird zu diesem Zweck die Systemglei-
chung (2.4) des Kalman-Filters angesetzt — aber mit einem entscheidenden Unterschied: Aufgrund
des Kronecker-Produktes in der Kovarianzmatrix von p(x, ,|X,,Y,_;) modelliert [78] die Un-
genauigkeiten im Dynamikmodell durch ein gleichanteilsfreies und mit der Varianz (3 ® X, nor-
malverteiltes Prozessrauschen. Infolgedessen ldsst sich die Pradiktionsgleichung (2.16) geschlossen
16sen, wihrend das Kronecker-Produkt in p(x,|X,,Y,_,) erhalten bleibt. Die Abhingigkeit des
Prozessrauschens von der Objektausdehnung X, ermdglicht laut [78, 81] nicht nur das Einhalten
des Bayes’schen Formalismus, sondern auch das Beriicksichtigen adaptiver Ungenauigkeiten im ki-
nematischen Dynamikmodell: Das Bewegungsverhalten einer kleineren Gruppe von Zielen lasse
sich beispielsweise priziser beschreiben als das einer grofleren, da ihr Verhalten eher mit dem eines
Einzelobjektes vergleichbar sei. Bei einer sich auflésenden Gruppe konne dagegen die zunehmende
Unbestimmtheit der Gruppenbewegung imitiert werden - als Folge der zunehmenden Varianz des
Prozessrauschens bei einer sich vergroflernden Ausdehnung X, .
Demzufolge beruht die Priadiktion der Kinematik in [78] auf der linearen Systemgleichung

Xk :ka_l+vk mlt Vk ~ Sd<o’6®X/€)

Dabei wird die Systemmatrix als F = F® I, mit einer s x s-Matrix F aufgefasst, fiir die sich im Fall
s =2 bei einem Bewegungsmodell mit niherungsweise konstanter Geschwindigkeit [41]

(1]
0 1

notieren ldsst. T bezeichnet den Zeitraum zwischen dem alten und neuen Messzeitpunkt, d. h. 7" :=
t, —t,_,. Aus diesem Dynamikmodell wird in [78] die Transitionsdichte

p<Xk|X/e’X/e—1>:Nd<X/e;FXk—1’6®Xk> (2.34)

s

abgeleitet, mit der sich die Pridiktionsgleichung (2.16) in geschlossener Form auswerten'” lisst. Als

Nach Anwenden der Produktformel fiir Normalverteilungen (B.11) kann die Integration iiber x, ; durchgefiihrt
werden. Beim Berechnen der aktualisierten Parametermatrix ist die folgende Umformung zu beachten:

F(P, X, )FT +Q®X, = (FP,_;, ,FT+Q)®X, =P}, ®X,.
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Ergebnis erhalten wir fiir die Pradiktion der Kinematik

Xy = FXp_qppy
~ . ~ ~T ~
Prp =FP,_ . F +Q,

womit alle Parameter der Dichte p(x,|X,,Y,_,) vorliegen.
Diese Vorgehensweise soll in [78] auch zur Pridiktion der Ausdehnung verwendet werden: Aus-
gehend von der vorangegangenen Schitzung

P X 4| V) =2V, (X/H? Vi 1|k—1 X/e71|k71>

ist eine Transitionsdichte p(X,|X,_;) gesucht, so dass sich nach Auswerten des Integrals (2.17) die
Dichte p(X,|¥,_,) aus Gleichung (2.25) ergibt. Zum Herleiten eines solchen Dynamikmodells wird
in [78] angenommen, dass sich die geschitzte Ausdehnung zwischen zwei Messzeitpunkten tenden-
ziell nicht dndert, d. h.

EIX [ Xp =Xy und X =X s (2.35)

wihrend die Schitzunsicherheit mit zunehmender Linge des Zeitintervalls 7" ansteigen soll. Aller-
dings ist laut [173] keine Transitionsdichte p(X,|X,_,) bekannt, die dafiir sorgt, dass p(X,|Y,_,)
wieder einer inversen Wishart-Verteilungsdichte entspricht. In [78] wird diese Problematik an ei-
nem Beispiel verdeutlicht: Fiir die Transitionsdichte wird dort die Dichtefunktion einer Wishart-

Verteilung angesetzt, d. h.
P(Xp X)) = Wd<Xka 85Xk—1/3>

mit E[X,|X, ;]=X, ,, wobei & (& > d — 1) als Parameter des Dynamikmodells das Prozessrau-
schen modelliert. Nach Anwenden der Produktformel fiir Wishart-Verteilungen (B.22) kann die
Integration tiber X, | in Gleichung (2.17) durchgefiithrt werden. Wir erhalten die Dichtefunkti-
on (B.10) einer verallgemeinerten matrixvariaten Betaverteilung zweiter Art (fiir engl. Generalized
Matrix-Variate Beta Type Il Distribution), die im Sinne einer konjugierten A-priori-Verteilung durch

die inverse Wishart-Verteilungsdichte (2.25) approximiert werden muss:

P X Viy) = f Wd<Xle’ 8,X, /8 >IWd <X/e—1; Vk—1|k—1’X/e—1|/e—1> dX,_,
= QBf(XkQ %3’ %Vk—1|k—1’Xk—1|k—1/83 O) ~IW, <X/e; V/e|k—1’X/e|k—1>

mit E[X, |V, ] =X, ;- In [78] wird nicht explizit angegeben, wie sich diese Approximation
durchfiihren'® lisst. Stattdessen wird die Frage aufgeworfen, ob sich dieser Aufwand fiir ein derar-
tiges Dynamikmodell lohnt: Die zugehdrige Transitionsdichte wird letztlich nur durch den skala-
ren Modellparameter & beeinflusst, wohingegen das geschitzte Ellipsoid ohnehin wegen X, | =
X —1jk—1 1dentisch bleibr.

Als Alternative wird in [78] ein heuristisches Dynamikmodell vorgeschlagen, das auf der ge-
wiinschten Vorgabe X, | =X, (siche Gleichung (2.35)) beruht: Mit diesem Ansatz erhalten

Der Forschungsbericht [51] befasst sich u. a. mit der Frage, wie die Dichtefunktion einer verallgemeinerten matrix-
variaten Betaverteilung zweiter Art durch eine inverse Wishart-Verteilungsdichte approximiert werden kann.
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Aktualisierung

{X/ek =Xy + Ky ®1L;)(¥, —Hxpp ) Kejpo1 =P 1HTS/€_|k .

= L e o
Prpe = Pk|/€—1 - K/e|/e—1Sk\k—1Kk\k—l

____________________________________________________________

Xee =Xy +S/€_‘/e,1N/e|kfl +Yk/2d Xl

Vele = Vlk—1 T 7

i

-

Yk:i S Xje— 1 =Fx

e =1 P/e|/e =FP,_ s +Q
. - (K= —d— DX )
Y, = Z (yEQJJ —i’/e)@’g] _§k>T fe|l—1 k|—1 k—1]k—1
L j=1 L Vet = €Xp(—=T [ T)Vp_y oy

Abbildung 2.2: Verarbeitungszyklus des Bayes’schen Ansatzes zum Verfolgen ausgedehnter Zielobjekte und grob-
strukturierter Objektgruppen aus [75, 78, 81, 82].

wir unter Beachtung von Gleichung (2.32) zunichst eine Vorhersage fiir die Parametermatrix, d. h.

Vet —d — 1 %
k—1]k—1

Xk|k_1 Ve—1lk—1 — d—1
mit einem noch zu bestimmenden Parameter v, ;, der laut [78] ein Maf fiir die Genauigkeit der
Ausdehnungsschitzung darstellt. Diese Auffassung deckt sich mit der Aktualisierung (2.31), wonach
zur Pridiktion v, _; die Anzahl der Messungen hinzuaddiert wird: Das Vertrauen in einen geschitz-
ten Zustand ist umso grofier, je mehr Information sich aus verschiedenen Messungen gewinnen lasst.
Aufgrund der Ungenauigkeiten im Dynamikmodell muss die Pridiktion diesem Aktualisierungs-

effekt entgegenwirken, d. h. v, <v, ;. Dieser Vertrauensverlust soll mit der Zeit T zunehmen,
weshalb in [78] das folgende Modell gewihlt wird:

Velk—1 = eXP(—T/T)Vk_1|/e—1 .

T bezeichnet eine Zeitkonstante, mit der sich das Prozessrauschen einstellen ldsst; ein grofierer Wert
fiir T verringert die angenommene Agilitdt der Objektausdehnung. Damit sind alle notwendigen
Filtergleichungen zur Pradiktion formuliert.

Verarbeitungszyklus des Tracking-Verfahrens

Abbildung 2.2 skizziert einen Verarbeitungszyklus des Tracking-Verfahrens aus [75, 78, 81, 82]: Die
Ausdriicke fiir §k| ¢— und N, _, sind farblich hervorgehoben, da sie einen kinematischen Einfluss
auf die Parameter der Ausdehnungsschitzung erlauben und somit die Verbundschitzung von Kinema-
tik und Ausdehnung symbolisieren. Dariiber hinaus ermdglicht die Innovationsmatrix N, ; ein

Update der Ausdehnungsschitzung mit nur einer Messung, d. h. im Fall #, = 1 trotz Y, = 0. Cha-
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rakteristisch fiir dieses Verfahren ist obendrein, dass die Schitzgroflen durch indirekte Messparameter
aktualisiert werden — mit der mittleren Messung ¥, und der Messstreuung Y, . Indirekt bedeutet, dass
die Parameter y, und Y, nicht vom Sensor gemessen, sondern aus den urspriinglichen Messdaten
abgeleitet werden, so dass sich alle 7, Messungen in einem einzigen Aktualisierungsschritt bertick-
sichtigen lassen. Das Berechnen von y, und Y, kann demnach als ein Vorverarbeitungsschritt inter-
pretiert werden und wird daher als separater Block in Abbildung 2.2 dargestellt; vgl. auch [171].

2.4 Weitere Einsichten: Berechnen der kinematischen Marginaldichte

Die folgenden Abschnitte stellen neue Ergebnisse vor und ermdoglichen weitere Einsichten in den
Bayes’schen Ansatz zur Verfolgung ausgedehnter Zielobjekte und grobstrukturierter Objektgrup-
pen, die tiber die urspriinglichen Arbeiten [75, 78, 81, 82] hinausgehen. In diesem Abschnitt liegt
der Schwerpunkt auf der vollstindigen Berechnung der kinematischen Marginaldichte, da ihre Her-
leitung in [78, 81] nur fiir den Spezialfall s =1 giiltig ist; siehe [171].

Mit den Parametern der bedingten Verbunddichte p(x,,X,|Y,) aus Gleichung (2.26) lassen sich
nicht alle interessierenden Groflen direkt bestimmen: Beispielsweise wird zur Angabe des geschitz-
ten Ausdehnungsellipsoids erst die Marginaldichte der Objektausdehnung benétigt, die sich wegen
fp(xk 1X,,Y¥,)dx, =1 unmittelbar zu

PP = J P (X X | V) dx;, = IWd<X/e5V/e|k’>~(/e|k) (2.36)

ergibt. Mit den Parametern dieser Marginaldichte ldsst sich die geschitzte Objektausdehnung X, ,
aus Gleichung (2.32) berechnen, wohingegen wir zum Auswerten der kinematischen Schitzfehler-
varianz zundchst die kinematische Marginaldichte benétigen, d. h.

P(x| V) = J (X X, | V)X, = f Md(xk5xk|k’l~)k|k ®Xk>IWd<X/e5V/e|k’ik|/e>dX/e . (2.37)

2.4.1 Analyse des Berechnungsansatzes aus [78]

Zum Bestimmen der kinematischen Marginaldichte p(x,|Y,) miissen beide Dichtefunktionen in
Gleichung (2.37) derart zusammengefasst werden, dass die Integration {iber die Zustandsmatrix X,
durchgefithrt werden kann - eine Aufgabe, die besonders durch das Kronecker-Produkt ﬁkl L, ®X,
erschwert wird. Zu diesem Zweck wird in [78] zuerst der Exponent der normalverteilten Dichte
(%X, Y, ) umgeformt, d. h. mit

(Bg)™ e (B

(% _X/e|/€)T = [?E]T, ,F[S]T] und -1

ergibt sich u. a.

(% —X/eue)T(is;fk ®X, )3, —Xyp) = tf<ZZ <ﬁ/;;>[ij]F/£j] 7 X?) :
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Die Darstellung des Zustandsvektors mit Subvektoren ermdoglicht eine alternative Formulierung
der bedingten Verbundverteilungsdichte:

I&(@) |)~(k|/e|%vk‘k

1 ~ 1 |z/e|_%(Vk|k+S)IWd(Xk;Vk|k+5’ik) (2.38)
ﬂzSdI“i<%—|k) |Pk|/€|2d
2

(X X | V) =

mit

Z, =%, +ZZ (P FET.

=1 j=1

Damit kann in [78] die Integration entsprechend [ ZW,(X,; Ve 55 ik) dX, =1 durchgefiithrt wer-
den. Unter Beriicksichtigung von

IﬁZZ k|k l] T.k F/e] X;Ve

=1 j=1

~ 17 ~ 1 ~ ~ 1
|Zk| = |X/e|k| und |Pk|/€|2d|X/e|/€|25 = |P/€|/e ®X/e|/€|2

soll der Ausdruck fiir die kinematische Marginaldichte in eine interpretierbare Darstellung umge-

wandelt werden, woraufhin sich

1
s s Q(Vk\k +s)

d+ZZ /e|/e ” ,F/e Fk] XZ|k

=1 j=1

I;{(v/e\/g-i-S) |§k|k ®)~(fk|/€|_
()

ergibt. Mit Hilfe des Zusammenhanges (A.19) soll dieses Ergebnis in die Dichtefunktion (B.2) einer
multivariaten t-Verteilung [88] iiberfithrt werden, wozu die Doppelsumme in einer geschlossenen

p(X|Y) =

Vektor- und Matrixform zu schreiben ist. In [171] wird darauf hingewiesen, dass die Umformung
in [78, Gleichung (118) bis (120)] nur fiir den Spezialfall s = 1 moglich ist, da im Allgemeinen

S (P IRIET A (3 — X ) —x) (P @ X ) (2.39)

i=1 j=1
fiir s > 1 gilt. Wihrend der linke Teil des Ausdruckes einer d x d-Matrix entspricht, steht rechts vom
Ungleichheitszeichen eine sd X sd-Matrix. Daher ist die Interpretation von p(x,|Y,) als die Dichte
einer multivariaten ¢-Verteilung auf den Fall s = 1 begrenzt; vgl. [78, Gleichung (66)] oder [169,
Gleichung (20)]. Die gleiche Einschriankung gilt fiir die aus p(x,|Y,) abgeleitete Schitztehlerkova-
rianzmatrix Var[x,|Y, ]; vgl. [ 169, Gleichung (22)]. Grundsitzlich stellt sich das Schitzproblem bei
s = 1 wie folgt dar: Der Zustandsvektor x,, bestiinde lediglich aus einer d-dimensionalen Positions-
komponente, die Parametermatrix ﬁk| , wire eine 1 X 1-Matrix und die Messmatrix H entspriche
einer d X d-Einheitsmatrix. In [78] selbst gilt s = 3, da sich dort der Zustandsvektor aus einer Posi-

tions-, Geschwindigkeits- und Beschleunigungskomponente zusammensetzt.

2.4.2 Aligemeine Berechnung der kinematischen Marginaldichte

In vielen Anwendungsfillen ist von s > 1 auszugehen. Deshalb benétigen wir eine kinematische
Marginaldichte, mit der sich ein allgemeingiiltiger Ausdruck fiir die Schitzfehlervarianz angeben

lasst. In[171] wird ein anderer Ansatz zum Berechnen des Integrals (2.37) vorgeschlagen: Ausgehend

T _ T[0T [s]T T _ T[T [s]
von X, = [rk N ] und Xy, = [rklk PR 1 :| formulieren wir den Zustandsvektor und
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seinen Erwartungswert als zeilenweise Vektorisierung der s x d-Zustandsmatrizen E, und 8, so
dass sich mit dem vec-Operator!”

[T (T

r, Telk
Ep=1 i Spe =
[]T und I (2.40)
r r
A Elk
J— :‘T —-T
Xk —VCC<|_1]€> Xk|/€ :VeC(dee)

ergeben. Unter Berticksichtigung der Umformung (A.17) kann die multivariate Normalverteilung
P (x,1X,, Y,) in ithr matrixvariates Pendant iberfihrt werden:

p(xp X, V) =(27)” 2d|Pk|/€|_7d|X/€| 2563“( zf)k\}e(ak_Ek|k>X?<E‘k_Ek|k)T>
= s,d(‘:‘k;:‘k|k’PIe|Ie ®X,).

Demnach entspricht p(x,|X,,Y,) der Dichtefunktion einer matrixvariaten Normalverteilung [55].
Die bedingte Verbundverteilungsdichte konnen wir wie folgt darstellen:

|ik|k | %VW? IXk |_%(Vk\k+5+d+1)

(x4, X, | V)) = tr(—32,X;")

21 g () By
mit

Z, = ikVe + (B —Ep) Pa}e( —Ep)- (2.41)
Des Weiteren ldsst sich p(x,,X,|Y,) auf den Ausdruck (2.38) mit der inversen Wishart-Verteilung
IWy (X +5 Zk) zurlickfiihren - allerdings mit Zk aus Gleichung (2.41), wobei wegen

= = NP l(E = Jl~ ~[ I~ ~LT
(e —Erp) Py (Er —Zipe) ZZ k|/e r,/ r ZZ /e|/e rk r
=1 j=1 =1 j=1
ein direkter Bezug zu [78] besteht. Mit diesem Zusammenhang lasst sich Gleichung (2.39) auch ohne
Ungleichheitszeichen formulieren.
Nach Auswerten der Integration tiber X, erhalten wir letztlich das gesuchte Ergebnis fiir die
kinematische Marginaldichte, d. h.

I:i v/e\k+5 | . k| —%(Vk|k+s)
zfd VZ | I+ ng(“k Eklk)TP/qk(Ek - E/e|k)
() |P/e|/e|

p(x| V) =

und somit'®

P V) =T, 4 (Eps v —d +1 '_'/e|k’Pk|/e’X/e|k> (2.42)

Die Schreibweise als Dichtefunktion (B.4) einer matrixvariaten t-Verteilung [55] vereinfacht die In-
terpretation des Ergebnisses fiir die kinematische Marginaldichte p(x,|Y,): Der Zusammenhang

Siehe [59, Kapitel 16] oder Abschnitt A.2.1 im Anhang.
ISAn dieser Stelle ist 7;1’5<E'2—,V/€|/€ —d 4+ 1’52—”@’5&/6‘/6’1)/6‘/6) Td<E/€’v/€|k —d + 1 Hklk’Pklk’Xk‘k> zu beaChten
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zwischen den Dichtefunktionen von E, und vec (EZ) in p(x,|X;, V), d. h.

N,d<Ek’Ek|k’§k|k ®Xk> :Nd<vec(EZ)’V6C<E;—|k>’I§/€V€ ®Xk>’

S N

ist ein besonderes Merkmal der matrixvariaten Normalverteilung. Bei der matrixvariaten ¢-Vertei-
lung ist dieser Riickschluss im Allgemeinen nicht méglich; vgl. Abschnitt B.3.2 und [55, Seite 140]:
Lediglich im Fall s = 1 oder d = 1 ergibt sich aus 7;d<E,€;vk|k —d+ 1’Ek|kj/e|/es)~(k|k) in Gleichung
(2.42) eine multivariate ¢-Verteilung fiir vec (] ), d. h. fiir p(x,|V,).

Allerdings konnen wir aus Gleichung (2.42) die uns interessierenden Momente ableiten: Laut
[55, Seite 46] wird der Erwartungswert einer Zufallsmatrix elementweise berechnet. Es ist demnach
unerheblich, ob wir den Erwartungswertvektor einer vektorisierten Zufallsmatrix oder die vektori-
sierte Erwartungswertmatrix einer Zufallsmatrix betrachten, da vec- und Erwartungswertoperator

vertauschbar sind. Demzufolge ldsst sich mit
E[x,|V,]=E[vec(E])|¥,] = vec(E[E{ |V, ]) = vec (B, ) =Xy

bestitigen, dass x, an dieser Stelle tatsichlich dem bedingten Erwartungswert (2.12) entspricht.
Dariiber hinaus kénnen wir - unter Berticksichtigung der speziellen Definition (B.3) einer Kovari-
anzmatrix fir Zufallsmatrizen [55] - den Zusammenhang

Var[x,|Y, ] = Var[vec (EDD)k] = cov|vec (EZ)D@] =cov[E,|V,]

formulieren, wodurch sich die gesuchte Schitzfehlerkovarianzmatrix der Kinematik zu

Var[x, | Y, ] = (Prp ®Xpp) = Prp ® Xy i

Ve —d — 1
ergibt; siehe (B.5). Im Vergleich zur Kovarianzmatrix f)k\ , ® X, der bedingten Dichte p(x,|X,,Y,)
ist lediglich die wahre (aber unbekannte) Ausdehnung X, durch ihre Schitzung X, , ersetzt worden.

Als Erginzung zu den bisherigen Ausfithrungen berticksichtigt Tabelle 2.2 auch die Ergebnisse
fir die zwei Spezialfille s = 1 und d = 1, in denen von der matrixvariaten ¢-Verteilung (2.42) auf
eine multivariate ¢-Verteilung geschlossen werden kann. Insbesondere der Fall d = 1 wird noch im
Rahmen dieser Arbeit eine Rolle spielen, da es sich bei dem verwendeten Straffenkoordinatensystem
in Kapitel 5 um ein eindimensionales Koordinatensystem handelt.

2.5 Weitere Einsichten: Berechnen von Messwahrscheinlichkeiten

Das Verfahren [75, 78, 81, 82] zum Tracking eines ausgedehnten Objektes oder einer Gruppe von
benachbarten Zielen stellt ein Bayes’sches Filter dar; seine Aktualisierungsgleichungen beruhen auf
der Bayes’schen Regel (2.15). Der Term p(Y,|Y,_,) bezeichnet in diesem Kontext nicht nur eine
Konstante zur Normierung der A-posteriori-Dichte p(x,,X,|Y,), sondern auch die sogenannte
Messwabrscheinlichkeit, die Riickschliisse auf die erwarteten Messungen erlaubt. Mit Messwahrschein-
lichkeiten bewerten wir die Differenz zwischen erwarteten Messungen und tatsichlich gemessenen
Sensordaten, so dass sich beim Tracking mit Straflenkarteninformationen in Kapitel 5 beurteilen
lisst, auf welchen Teilstiicken der Strafle die zu schitzenden Bodenziele zu vermuten sind; siche
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P V) E[x,|Y,] Var[x,|Y,]
d=1: 7;<X/e;Vk|k’X/e|k’P/e|ka|/e/Vk|k> Xelk P/e|/eX/e|k
s=1: U(Xk;%qk’Xk|k’P/e|/eX/e|k/V/e|k> Xelk P/e|kX/€|/€

$ 3& 1,d ?é 1: 7:,11(5/6;%/@’%\/@,Pk|k’>~(k|k> Xelk P/e|/e ®X/€|/e

Tabelle 2.2: Auflistung der Marginalisierungsergebnisse fiir die bedingte Dichte der Kinematik unter Beriicksichti-
gung der Sonderfille d = 1 und s = 1. Zusitzlich werden jeweils die Ausdriicke fiir den bedingten Erwartungswert
und die Schitzfehlervarianz angegeben. Der Parameter ¥, ;, ist eine Abkiirzung fiir® Ve = Ve —d + 1.

auch [174, 175]. Im Gegensatz dazu wird p(Y,|Y,_,) im standardmifligen Aktualisierungsschritt
nicht benétigt; vgl. Abbildung 2.2 oder [78].

Wihrend sich diese Normierungskonstante und Messwahrscheinlichkeit unmittelbar mit den
bekannten Parametern des Tracking-Verfahrens berechnen lisst, befasst sich dieser Abschnitt mit
der Frage, inwiefern dieser Ausdruck z.B. Riickschliisse auf die erwartete mittlere Messung und
Messstreuung zuldsst. Ausgangspunkt ist demnach Gleichung (2.33), d. h.

Vilb—1 \\— v ——n _lg —Ym—1)d -3 —3v
PO ) = () T ! ) 3 2 M R [P (R

Aus der Aktualisierungsgleichung (2.30) erhalten wir zunichst

|Xk|/e|_|X/e|k 1+Yk/zd| |1d+ k‘k 1(X/e|k Y, /27

woraufhin sich mit der Innovationsmatrix (2.29) der Zusammenhang (A.19) ausnutzen lasst:

|)~(/e|/e|:|)~(/e|/e—1+?/e/zd|'<1+(§’/e_HXk|/e—1) k|k 1(X/e|/e 1+Y/e/2d) 1( ka|/€ 1))

Da zum Berechnen der Ausdehnungsschitzung (2.32) u. a. v, —d > 1 gelten muss, kénnen wir auch
die Formel (A.11) fiir multivariate Gammafunktionen anwenden, so dass sich®

L) L) L) _LCE) L) LEE) )
I:i<Vk|§_l> I;i<vle|§—1> I{,j(\/klkz—l) I;:(Vk‘/;_1> I;,(Vk‘kz_1> I(,j(\/klé_]> I‘(Vk\kz_d>

ergibt. Mit der dquivalenten Darstellung sowohl von |X, | als auch der beiden multivariaten Gam-

mafunktionen lisst sich p(Y,|Y,_,) auch entsprechend

p(Y V)= 721(?/& Vee — > Hxp §k|k—1()~(k|k—1 + Y,/ 24) ) — d))

Vile—1 < Thlk1
L(=5) |20 X ]

Lo)d  Yd | ~ oD (2.43)
T n/e I‘}(T>|dek|/e_1+Yk|

interpretieren: Ebenso wie die Likelihood-Funktion (2.21) zerfillt die Messwahrscheinlichkeit in
einen vektor- und in einen matrixvariaten Teil, wobei ersterer durch die Dichtefunktion (B.2) einer

YDie s x d-Matrizen E;, und E e ergeben sich aus Gleichung (2.40), d. h. x, = vec(Z]) und Xppp = VCC(EZVQ).
PFiir diese Umformung muss v, —d > 0 gelten.
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multivariaten ¢-Verteilung bestimmt wird.

2.5.1 Erwartete Einzelmessung (7, = 1)

Liegt im Zeitschritt &£ nur eine Messung zur Aktualisierung des Systemzustandes vor, gilt 7, = 1,
Y, =0und Yeik = Vet + 1. In diesem Fall entspricht p(Y,|Y,_,) der Messwahrscheinlichkeit der
Einzelmessung y,, Gleichung (2.43) reduziert sich auf

POV ) = Talyesvepr =+ LHRy 1 Sy Xt/ (e —d + 1))
mit
Ely Y ]= HXk|k—1 und Var[y, | Y, 1= S/e|/e—1X/e|/e—1 .

Demnach stimmt die erwartete Einzelmessung mit der vorhergesagten Position des kinematischen

Zustandes iiberein.

2.5.2 Erwartete mittlere Messung und erwartete Messstreuung (nk >d, Y'k > O)

In Abschnitt 2.3.1 wurde gezeigt, dass sich der matrixvariate Teil der Likelihood-Funktion (2.21)
im Fall 7, > d und Y, > 0 als Dichtefunktion einer Wishart-Verteilung schreiben lisst; siche Glei-
chung (2.22). Zu diesem Zweck wurde ein vom Objektzustand unabhingiger Vorfaktor ¢, (Y'k, )
berticksichtigt, der durch die Normierungskonstante kompensiert werden muss. Dieser Vorfaktor
aus Gleichung (2.23) ist allerdings nicht nur Bestandteil von p(Y,|Y,_,), sondern er ermdglicht
auch die Interpretation des matrixvariaten Teiles der Messwahrscheinlichkeit (2.43) gemaf3

P |V )= Cdﬁka”k)]’(?/e |Yk’y/e—1>p<?k |y/e—1> <”/e >d, Y, > O)-

Neben einem Ausdruck fiir die erwartete mittlere Messung erhalten wir fiir 7, > d und Y, > O auch
eine Dichtefunktion p(Y,|Y,_,) fiir die erwartete Messstreuung: Da sich aus dem vektorvariaten
Teil in Gleichung (2.43) unmittelbar die multivariate ¢-Verteilung

TV = 7;z<?k5 Vep — 4, Hxyp g §k|k—1(ik|k—1 +Y,/24)) e — d)) (2.44)

mit?!

E[?k |Y/e’yk—1:| = HX/e|/e—1

= Skt Xy +Y,/2,) St Ky +Y,/2,)

— ? — =
Var[ 7, 1Y, Vi ] Ve —d —2 Vg1 —d—=1) + (n,—1)

ergibt, muss ¢, (Y,e, n, ) mit dem matrixvariaten Teil in Gleichung (2.43) verrechnet werden, so dass

() 2K [

P(YelVio)=—— 3 v
< * 1> Cd(Yks”k>ﬂ%(nk_1)d ”édlzl(w%>|Zka|k—1+Yk|%(Vklk_1)

2! Analog zur erwarteten Einzelmessung bestimmt die vorhergesagte Position des kinematischen Zustandes auch die
erwartete mittlere Messung.
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Regel von Bayes (nk >d, Y, > O)

Ny(TesHxpo 2y X0 [ )Wy (Y5, — 1,2, X ) (%300 X [ V)
— i~ Loyd < S  n.—1 VY
Ta(Fesvipe — & Hxgp s ey Koy + Yo/ 20) /e — d)) GBY (V5 257, 2525 2, X4 _1,0)

{P(Xk’kak):

: ~ ~
i ApOSterlOrl-DlChte p(xk’Xklyk)_ d(xk’xklk’Pklk ®Xk>IWd(X/€’V/€|/€’X/€|/e)

Abbildung 2.3: Zusammenschau der Bayes’schen Regel und relevanter Wahrscheinlichkeitsdichten zur Aktualisie-
rung des gemeinsamen Objektzustandes fiir den Fall, dass 7, > d und Y, > 0 gilt.

gilt. Durch Beriicksichtigen von Gleichung (2.23) und der multivariaten Betafunktion (A.12)

o1 ey _BCEEDR(E) L)
/8d< 2 0 2 ) = —

LEES) ()

lasst sich diese Dichtefunktion auch entsprechend

1

|ZdX/e|k 1|

ﬁd(nkz_l’ Vklé_l > |Zka|/€—1 "‘Y/e|j Pty

p<?k|yk—1>:

darstellen. Daraus folgt: Der Ausdruck fiir die erwartete Messstreuung stellt sich im Fall 7, > d und

Y, > 0 als die Dichtefunktion (B.10) einer verallgemeinerten matrixvariaten Betaverteilung zweiter

Art heraus, d. h.
<Yk|yk 1> gBH<Y/e’ _1’ e ZdX/e|k 1»0) (2.45)

mit -
(m, — 1) 2, Xy
Ve —d — 1

(n, — 1) 25 gy + 71, —d —2)
(V/e|k71 —d)(Vk\/H —d—3)
. <(V/e|k—1 —d+ 1)Xi|k—1 + Ve —d — 1)tr(X/e|k—1)X/e|/€—1>’

E[?/e|yk—1]:

=(n,— 1)z, X/e|/e—1

Var[?k |yk_1] =

wobei zur Auswertung der letzten Gleichung v, ; —d > 3 gelten muss. In Anlehnung an den
Ausdruck einer korrigierten Stichprobenkovarianzmatrix lasst sich auch

E[Y/e |y/e—1:|/(n/e —1)=2,Xpp

formulieren. Dieses Ergebnis korrespondiert mit dem angenommenen Ausdehnungsranschen in der
Likelihood-Funktion (2.19) einer Einzelmessung, wonach WEJ I Ny (0,2,X,) gilt.

Mit diesen Ergebnissen sind letztlich alle relevanten Wahrscheinlichkeitsdichten des Tracking-
Verfahrens aus [78] bestimmt, wobei der matrixvariate Teil sowohl der Likelihood-Funktion als
auch der Normierungskonstante fiir 7, > d und Y, > 0 durch eine multivariate Matrixverteilungs-
dichte dargestellt werden kann; vgl. die Darstellung der Bayes’schen Regel (2.15) in Abbildung 2.3.
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2.5.3 Beziehungen zu anderen Wahrscheinlichkeitsverteilungen

In diesem Abschnitt sollen die Beziehungen der Messwahrscheinlichkeiten zu anderen Wahrschein-
lichkeitsverteilungen aufgezeigt werden: Im Einzelnen werden die Grenzwerte von p(¥, 1Y,, Y 1)
und P(Y/e|yk—1> fiir v, ,_; gegen unendlich (v,,_; — 00) berechnet. Dieser Grenziibergang ent-
spricht der Vernachlissigung der mit der geschitzten Ausdehnung einhergehenden Schitzunsicher-
heit, da der Parameter v, laut [78] ein Mafd fiir die Genauigkeit der Ausdehnungsschitzung dar-
stellt; vgl. Abschnitt 2.3.3 mit den Filtergleichungen zur Pridiktion der geschitzten Ausdehnung.
Das Ausblenden dieser Schitzunsicherheit spielt in Abschnitt 3.1 und [164, 165, 169] eine entschei-
dende Rolle, wo neben dem reinen Ausdebnungsrauschen auch ein statistisches Messrauschen bertick-
sichtigt werden soll: Zu diesem Zweck sind geeignete Approximationen erforderlich, die u. a. auf
diesem Grenziibergang beruhen. Fiir die Dichtefunktion (2.44) der erwarteten mittleren Messung

kann der Grenzwert unter Beriicksichtigung von

(Vk|k—1 - d - 1)S/€|k—1X/€|k—1 + S/€|/€—1?k/zd
Vk‘k_l-i‘nk—d_z Vk|k_1+nk—d—2

Varl:?k |?/ea yk—l:l —

unmittelbar mit

lim p(7Y0dey) = Nd(?kSka|k—1>§k\k—1xk|k—1>

Vele—1—> ©°

angegeben werden, da 7,(x;v, u,C) fiir v — oo gegen die Dichtefunktion einer multivariaten Nor-
malverteilung mit Erwartungswertvektor u und Kovarianzmatrix C konvergiert [88]. Fiir die Dich-
tefunktion p(Y,|V,_,) der erwarteten Messstreuung findet sich ein dhnlicher Zusammenhang: Aus-
gehend von

IZdi/eUe—l +Y/e| = |22dX/e|k—1| ' I%(Vk\k—l —d—1I,+ (2ZdX/e|/e—1)_1Y/e|

und

|Zka|/e 1| - 1|2ZdX/e|/e 1|_7 V-1t <1<V/e|/e 1 d_l)) Pt \ZZdX/qk 1| 2w

lasst sich Gleichung (2.45) mit der matrixvariaten Betaverteilung auch entsprechend
v np— —d— B L,
23k (A 7 D | X (Y —d — 1)

T np—1 T Velk—1 —d—1I 2,.X -y %(Vk\kfﬁ”k_l)
d< >d< >| (Vo1 N+ (22, X ) ¢l

P(Y/Jyk_l):

darstellen. Bezeichnet exp(A) das Matrixexponential [61, 134] einer d x d-Matrix A, ergibt sich mit
den Zusammenhingen in Abschnitt A.2.3

l1m <Id+A>_

Auf diese Weise erhalten wir den folgenden Ausdruck als Grenzwert von P(Yk 1Vey):

lim n”d|nld +A|

n— oo

= |(exp(A))™!| = |exp(—A)| = etr(—A).

nk 1)d (}’lk—d 2

Y[’ g
T <_%(Zka|/e—l) 1Y/e>'

kalifgool’(‘_{dykq): -
- L ("5 ) 20X |
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Demnach konvergiert die Dichtefunktion (2.45) der erwarteten Messstreuung gegen die Dichtefunk-
tion einer Wishart-Verteilung, d. h.

Dies bedeutet: Sowohl p(y, 1Y,, Y ¢—1) als auch p(?k |V, konvergieren fiir v, _, — 0o gegen die
entsprechenden Verteilungstypen der Likelthood-Funktion (2.22); siche auch Abbildung 2.3.

Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde der Ausgangspunkt dieser Arbeit vorgestellt - der Bayes’sche Ansatz zur
Verfolgung ausgedehnter Zielobjekte und grobstrukturierter Objektgruppen aus [75, 78, 81, 82].
Zum Verstindnis des Ursprungs dieses Verfahrens wurde zunichst allgemein der Bayes’sche For-
malismus beschrieben, der eine systematische Darstellung der Tracking-Problematik ermdglicht:
zum einen durch die mathematische Koppelung zwischen Informationen und ihrer statistischen
Glaubwiirdigkeit; zum anderen durch das Zusammenspiel von A-priori-Dichte, Likelihood-Funk-
tion und A-posteriori-Dichte zum Schitzen eines unbekannten Systemzustandes aus vorliegenden
Messungen. In diesem Kontext wurden die Vorteile konjugierter A-priori-Verteilungen am Beispiel
des Kalman-Filters erldutert, das sich als Spezialfall eines Bayes’schen Filters erweist.

Daraufhin wurde in diesem Kapitel erortert, wie die Objektausdehnung Teil des Bayes’schen
Formalismus werden kann, so dass sich letztlich die Filtergleichungen des Bayes’schen Ansatzes zur
Verfolgung ausgedehnter Objekte aus [75, 78, 81, 82] ergeben. Als Erweiterung des Verfahrens wur-
de hier ein (fest gewihlter) Skalierungsfaktor der Objektausdehnung eingefiihrt, mit dem sich die
angenommene raumliche Streuung einer Messung beeinflussen lasst.

Dariiber hinaus befasste sich dieses Kapitel mit Einsichten zur kinematischen Marginaldichte
und zu Messwahrscheinlichkeiten, die tiber die urspriinglichen Arbeiten [75, 78, 81, 82] hinausge-
hen: Beim Berechnen der kinematischen Marginaldichte zeigte sich, dass ithre Herleitung in [78, 81]
nur fiir einen Spezialfall giiltig ist, von dem allerdings in vielen praktischen Anwendungsfillen nicht
ausgegangen werden kann. Aus diesem Grund wurde eine andere Vorgehensweise bei der Herleitung
gewihlt, mit der wir nicht nur die marginale Dichtefunktion der Kinematik angeben konnten, son-
dern auch die uns interessierenden Momente wie bedingter Erwartungswert und Schitzfehlerkova-
rianzmatrix. Dariiber hinaus wurde im letzten Abschnitt dieses Kapitels gezeigt, wie sich fiir dieses
Tracking-Verfahren Messwahrscheinlichkeiten berechnen lassen. Es wurden Ausdriicke bestimmt,
mit denen sich die Messwahrscheinlichkeiten von erwarteter Einzelmessung, mittlerer Messung und
Messstreuung berechnen lassen, so dass die Differenz zwischen erwarteten Messungen und tatsich-
lich gemessenen Sensordaten bewertet werden kann. Die Beziehungen dieser Ausdriicke zu anderen
Wahrscheinlichkeitsverteilungen wurden zu guter Letzt untersucht: Diese Zusammenhinge spielen
vor allem eine Rolle bei der Weiterentwicklung des Verfahrens im nichsten Kapitel, wo die mit
der geschitzten Ausdehnung einhergehende Schitzunsicherheit teilweise vernachlissigt wird, um
zusitzlich einen statistischen Sensormessfehler im Verfahren beriicksichtigen zu konnen. Dies be-
trifft auch die Angabe geeigneter Messwahrscheinlichkeiten im Rahmen von Mehrmodell-Ansitzen.
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Kapitel 3

Weiterentwicklung unter speziellen

Gesichtspunkten

Der Bayes’sche Ansatz zur Verfolgung ausgedehnter Objekte und nicht aufgeldster Gruppen aus
Kapitel 2 (siehe auch [75, 78, 81, 82]) ermdglicht das gemeinsame Schitzen von rdaumlicher Objekt-
ausdehnung und Kinematik des Schwerpunktes. Zu diesem Zweck interpretiert das Verfahren die
Sensordaten als Positionsmessungen des Schwerpunktes, deren Messrauschen ausschliefllich auf die
Objektausdehnung zuriickzufiihren ist. Dieses Kapitel befasst sich mit der Fortentwicklung dieses
Tracking-Verfahrens, die im Wesentlichen in den Veroffentlichungen [ 164-166, 168, 169] dokumen-
tiert worden ist. Abschnitt 3.1 stellt einen modifizierten Bayes’schen Ansatz vor, der einen statisti-
schen Sensormesstehler in den Filtergleichungen niherungsweise berticksichtigt - unter Zuhilfenah-
me geeigneter Approximationen. Anschlieffend fasst Abschnitt 3.2 einige Besonderheiten zusam-
men, die beim Schitzen der Objektausdehnung zu beachten sind: Berechnung eines Schitzfehlers,
Moment-Matching u. a. im Zusammenhang mit Mischverteilungsdichten und die Darstellung eines
graphischen Konfidenzbereiches fiir die geschitzte Objektausdehnung. Darauf autbauend fithrt Ab-
schnitt 3.3 vor, wie die Objektausdehnung in den Bayes’schen Formalismus eines sogenannten IMM-
Filters (fur engl. Interacting-Multiple-Model-Filter) integriert werden kann, mit dem sich gleichzei-
tig verschiedene Dynamikmodelle fiir unterschiedliche Bewegungszustinde beriicksichtigen lassen.
Zum Abschluss dieses Kapitels erldutert Abschnitt 3.4 eine alternative Vorgehensweise zum Bertick-
sichtigen eines statistischen Sensormessfehlers im Tracking-Verfahren, die Umut Orguner in [113]
entwickelt hat und die wir im nichsten Kapitel - zum Bewerten unserer Approximationen im Rah-

men von Simulationen - niher untersuchen.

3.1 Beriicksichtigung eines statistischen Sensormessfehlers

Der urspriingliche Bayes’sche Ansatz in Kapitel 2 interpretiert die Sensordaten als tiber die Objekt-
ausdehnung verteilte Positionsmessungen des Objektschwerpunktes, wodurch der Streuanteil eines
statistischen Sensormessfehlers implizit der Ausdehnungsschitzung zugerechnet wird. Diese Annah-
me aus [75, 78, 81, 82] ist die Voraussetzung fiir eine rigorose Herleitung des Algorithmus mit Hilfe
des Bayes’schen Formalismus. Als Konsequenz ergibt sich ein Verfahren zum gemeinsamen Schit-
zen von physikalischer Ausdehnung und Kinematik des Schwerpunktes, wobei das Aktualisieren
der Ausdehnungsschitzung auch mit einer einzelnen Messung moglich ist. Da das Update mit abge-
leiteten Messparametern erfolgt, lassen sich alle Messungen in einem einzigen Aktualisierungsschritt
verarbeiten. Dartiber hinaus sind folgende Verfahrenseigenschaften bemerkenswert:

* Im Gegensatz zur klassischen Kalman-Verstirkung ist der Verstirkungsvektor I~{k| ,_; unabhin-
gig von der raumlichen Dimension des Schitzproblems. Da das Tracking-Filter in Kapitel 2

37
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keinen raumabhingigen Messfehler kennt, verwendet es zum Gewichten der kinematischen
Innovation'y, —Hxy, , das Kronecker-Produkt mit der Einheitsmatrix gemifl K, , , ® I,
weswegen die eigentliche Verstarkungsmatrix aus Skalarmatrizen besteht.

* Die kinematische Parametermatrix ﬁk| , ist ebenfalls unabhingig von der raumlichen Dimen-
sion des Schitzproblems. Die kinematische Schitzfehlerkovarianzmatrix ergibt sich erst mit
dem Kronecker-Produkt aus I~)k| , und Ausdehnungsschitzung gemif} ﬁk‘ £ ® X, - Deshalb ent-
spricht z. B. der Positionsteil dieser Schitzfehlerkovarianzmatrix einer skalierten Zustands-
schitzung X, ,; vgl. die Definition des Kronecker-Produktes in Gleichung (A.13).

® Bei der Vorhersage der Kinematik modelliert der Bayes’sche Ansatz die Ungenauigkeiten im
Dynamikmodell durch ein gleichanteilsfreies und mit der Varianz Q® X, normalverteiltes
Prozessrauschen. Die Zustandsgrofie X, hat direkten Einfluss auf das Prozessrauschen. In der
klassischen Zustandsschitzung wird bei der Einfithrung von Stérgrfsen wie Prozessrauschen
und Messrauschen in der Regel betont, dass sie weder untereinander oder mit dem Systemzu-
stand noch individuell zeitlich korreliert sein sollen; siehe etwa Abschnitt 2.1.2.

® Das Bayes’sche Verfahren in Kapitel 2 schitzt grundsitzlich Ausdehnung plus Sensorfehler,
da es die Streuung durch einen statistischen Messfehler als Ausdehnungsrauschen interpretieren
muss. Ein erhShtes Messrauschen vergroflert damit automatisch die Ausdehnungsschitzung,
wodurch die Ausmafle des Objektes grofier geschitzt werden als sie tatsichlich sind.

® Der Bayes’sche Ansatz schitzt letztlich die Kovarianzmatrix eines Psendomessrauschens aus un-
abhingigen Einzelmessungen: Im Fall von Positionsmessungen lasst sich diese Matrix dann als
raumliche Objektausdehnung interpretieren.

Aufgrund dieser Beobachtungen ergibt sich der Wunsch nach einer zumindest niherungsweisen
Beriicksichtigung eines statistischen Sensormessfehlers. Die Kovarianzmatrix R des Messrauschens
soll neben der Zustandsmatrix X, Teil der Likelihood-Funktion sein. Demzufolge interpretieren
wir jede Einzelmessung als eine durch Objektausdehnung und Messfehler verrauschte Messung des
Objektschwerpunktes:

¥/ ~ N (Hx,, 2,X, +R) (j=1,...,m). 3.1

Der Parameter z, entspricht dem in Abschnitt 2.3.1 eingefiihrten Skalierungsfaktor der Ausdehnung,
der die angenommene riumliche Streuung einer Messung beeinflusst. Mit dieser angepassten Ein-
zelmessung ergibt sich im Zeitschritt & bei insgesamt 7, unabhingigen Messungen die Likelihood-
Funktion

ny, '
p(Y %, X,) = HA@(YEe]];HX/eaZka +R)’

7=1
die sich mit der mittleren Messung y, und der Messstrenung Y,, im Fall n, > d und Y, > 0 auch als
P(Y % Xp) 0 Ny (7, Hx (2,X, +R) /1 )W, (Y57 — 1,2,X, +R) 3.2)

darstellen ldsst. Allerdings konnte zu dieser Likelihood-Funktion keine konjugierte A-priori-Ver-
teilung gefunden werden, die sowohl unabhingig von R als auch analytisch handhabbar ist. Es ist
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im Allgemeinen auch nicht méglich, die Ausdehnungsschitzung des urspriinglichen Ansatzes als
Summe von Ausdehnung und Sensorstreuung aufzufassen und somit die Schitzung fiir die tatsichli-
che Ausdehnung durch Subtraktion des Messrauschens R zu gewinnen: In diesem Fall konnten wir
nicht sicherstellen, dass X, —R immer positiv definit bliebe. Dariiber hinaus wiirde ein solches
Verfahren weiterhin keinen Sensormessfehler fiir die kinematische Schitzung einbeziehen. Es sind
daher geeignete Approximationen erforderlich.

3.1.1 Angepasste Filtergleichungen zur Aktualisierung

Ausgangspunkt fiir eine Adaption der Filtergleichungen ist die bereits in Abschnitt 2.3.2 beobachte-
te formale Ahnlichkeit zwischen den kinematischen Filtergleichungen des Kalman-Filters und des
Bayes’schen Ansatzes zur Verfolgung ausgedehnter Zielobjekte und grobstrukturierter Objektgrup-
pen aus [75, 78, 81, 82]. Diese Verwandtschaft bietet einen Einstiegspunkt zum Berticksichtigen

eines Sensormessfehlers, indem wir zunichst die kinematischen Aktualisierungsgleichungen

Xee = Xppe—1 T K/e|/e_1<}_’k - ka\k_1>
Pk|k = Pk|/e71 - Kk|/e—1S/e|/e—1KZ|/e—1

mit der Kalman-Verstirkung

Kijpo1 = Pk|k—1HTS;|}€_1

verwenden. Im Vergleich zu den Standardgleichungen des Kalman-Filters in Abschnitt 2.1.3 ist le-
diglich die Einzelmessung y, durch die mittlere Messung y, ersetzt worden. Zum vollwertigen ki-
nematischen Update fehlt allerdings noch eine geeignete Kovarianzmatrix S, _, fiir die Innovation
Ye —HxXp ;- In diesem Zusammenhang hilft folgendes Gedankenspiel: Wire lediglich die Kinema-
tik Teil des Schitzproblems und die Objektausdehnung X, demnach eine bekannte Grofe, konnte
das Messrauschen der mittleren Messung mit (z,X, +R)/#n, berechnet werden; vgl. Gleichung (3.2).
Da die Pridiktion X, , ; zum Zeitpunkt der Aktualisierung die beste verfligbare Schitzung der wah-
ren Objektausdehnung X, darstellt, dringt sich formlich die Naherung X, &~ X, ,_, auf, so dass wir
mit der pridizierten Varianz einer einzelnen Messung

Yoo =2, X +R
als Approximation der wahren Innovationskovarianzmatrix

Yoo

Sk =HPy, H' 4+
e
erhalten. Bei dieser Vorgehensweise vernachlissigen wir allerdings die Schitzunsicherheit der Ob-
jektausdehnung, die mit der Pridiktion X, einhergeht. Dariiber hinaus approximieren wir for-
mal gesehen die (unbekannte) Dichtefunktion der Kinematik bei gegebener Ausdehnung durch ihre
(unbekannte) Marginaldichte, wobei jeweils eine Normalverteilung zugrunde liegt, d. h.

p(xp X V) = p(x| V) %Nsd(xk;xk\k,P/eve)- (3.3)
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Zum einen wird damit die Schitzfehlerkovarianz Py, direkt als interessierende Grofie angegeben,
zum anderen ist ihr Positionsteil nicht iiber einen skalaren Faktor an die geschitzte Objektausdeh-
nung gekoppelt. Dariiber hinaus beinhaltet die Kalman-Verstirkung K, _; fiir jede Raumrichtung
eine eigene Komponente fiir Position und Geschwindigkeit - im Gegensatz zu ﬁk|k_1 ®1, beim
urspriinglichen Bayes’schen Ansatz in Kapitel 2.

Die Ausdehnungsschitzung des Bayes’schen Ansatzes in Kapitel 2 besteht aus Objektausdeh-
nung und statistischem Sensormessfehler, weshalb die Filtergleichungen fiir den Ausdehnungsteil
ebenfalls anzupassen sind. Der Vorgehensweise aus Gleichung (2.30) mochten wir dabei erhalten:
Die aktualisierte Schitzung soll sich durch eine gewichtete Summe aus vorhergesagter Objektaus-
dehnung X, , ,, Innovationsmatrix N, _; und Messstreuung Y, berechnen. Allerdings gewichten

wir wegen

E [Nk|k—1 |yk—1’ X, = X/e|k—1] = S/e|/e—1
E[Y1 |V X =Xy | = (= )Yy 3.4)
mit matrixwertigen Faktoren, damit die einzelnen Erwartungswerte der gewichteten Terme im Fall

X = X4 skalare Vielfache der Matrix X, ; entsprechen. Zu diesem Zweck berechnen wir Zer-
legungen der Matrizen X, , Sy, und Yy, | gemifs

w12 1/2 \T _el/2 1/2 \T _ ~s1)/2 1/2 \T
Xklk—l_XkVe—l(XkVe—l)’ Sklk—l_sk|k—1(sk|k—1) und Yk|k—1_Yk|k—l(Y/e|le—1)’

woraufhin sich mit diesen matrixwertigen Faktoren die neu definierten Ausdriicke'

G 12 o—1)2 —1/2 \T/~1/2 \T

Nije-1 = X/e|k_1S/e|/e_1N/e|k—1(S/e|k_1) (Xk|/e—1) (3-5)
o 12 —1/2 G ~v—1/2 \T/~1/2 T
Yklk—l_Xk|k_1Yk|k_1Y/e<Yk|/e_1) (Xk|/e—1> (3.6)

ergeben, d. h.

In Anlehnung an Gleichung (2.30) und (2.31) lautet die Aktualisierung der geschitzten Objektaus-
dehnung X, , dann wie folgt:

1 A~ AN
Xep = a_<a/e|k71X/e|k71 + Ny + Yo ) 3.7)
klk

ak|k:a/€|k_1+nk. (38)

Die Ahnlichkeit zwischen den Gleichungen (3.7) und (2.30) sowie (3.8) und (2.31) ist ein Hinweis
darauf, dass - analog zur Annahme bei der Kinematik - die (marginalisierte) A-priori-Dichtefunk-

"Diese matrixwertigen Faktoren kénnen beispielsweise durch Cholesky-Faktorisierung oder iiber eine Eigenwertzerle-
gung bestimmt werden. Sei X eine SPD Matrix mit der Zerlegung ¥ = CCT: Dann entspricht C bei Berechnung durch
Cholesky-Faktorisierung einer Dreiecksmatrix; bei Eigenwertzerlegung erhalten wir eine SPD Matrix C, da es sich um
die Quadratwurzel von ¥ handelt, d. h. ¥ = C?; siche etwa [55, 59, 61]. Dadurch ergeben sich je nach Berechnung mi-
nimale Unterschiede fiir die Ausdriicke in Gleichung (3.5) und (3.6), da die verschiedenen Ausdriicke der Form CACT
nur im Fall A =4 - I identische Ergebnisse liefern, d. h., falls es sich bei A um eine Skalarmatrix handelt.
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tion der Ausdehnung einer inversen Wishart-Verteilung gentigt und dass die zugehérige (eigentlich
ebenfalls unbekannte) A-posteriori-Dichte von derselben Form ist: Diesen Zusammenhang bei den
Filtergleichungen interpretieren wir als

PV ) R IW, (X Vi 2 Xge) it @ = v —d —1. 3.9)

3.1.2 Angepasste Filtergleichungen zur Pradiktion

Um einen Messfehler im Aktualisierungsschritt zu beriicksichtigen, ist ein wesentlicher Punkt die
niherungsweise angenommene Unabhingigkeit zwischen der Schitzung von Kinematik und Aus-
dehnung. Diese Primisse kommt insbesondere in Gleichung (3.3) zum Ausdruck. Erginzend zu
dieser Annahme setzen wir bei der Pridiktion voneinander unabhingige Dynamikmodelle an, da-
mit wir das Kronecker-Produkt mit der Objektausdehnung in der kinematischen Dichtefunktion
vermeiden konnen; vgl. z. B. Gleichung (2.24). Auf diese Weise konnen wir fiir die kinematische
Vorhersage direkt die Standardgleichungen des Kalman-Filters

Xppt = FXp gy
Py =FP,_;, F'+Q

verwenden, wobei Q die Varianz eines gleichanteilsfreien und normalverteilten Prozessrauschens
bezeichnet und nicht mehr von X, abhingt; wie etwa noch in Gleichung (2.34).

Analog zum urspriinglichen Dynamikmodell der Ausdehnungsschitzung in Kapitel 2 nehmen
wir auch hier an, dass sich die geschitzte Ausdehnung zwischen zwei Messzeitpunkten tendenziell
nicht iandert, d. h.

X/e|/e—1 = X/e—1|k—1 .

Wie sich im weiteren Verlauf dieser Arbeit in Abschnitt 3.2.1 zeigt, ist die Schitzfehlervarianz der
Ausdehnungsschitzung in etwa proportional zu 1/(ay,;, —2) sowohl fiir sehr grofle Werte von o,
als auch fiir Werte nahe bei 2. Dabei muss stets @, > 2 gelten. Daher bietet es sich an, einen expo-
nentiellen Anstieg der Varianz mit der Pradiktionszeit T gemif}

1 1
—— =exp(T/7)
Xplk—1 —2 X 1)k—1 —2
bzw.

Aoy =2+ eXP(_T/T)<0‘k—1|k—1 —2)

zu wihlen, wobei 7 eine Zeitkonstante zum Einstellen des Prozessrauschens bezeichnet. Als Alter-
native kdnnte allerdings auch das Modell

1 1 X1 —2
ST/ ———— bow. ay =2+
Ay — 2 Xy — 2 e L+ (T /o) @p—ijpr1—2)

eingesetzt werden, das fiir einen linearen Anstieg der Schitzfehlervarianz sorgt. Damit sind letztlich

alle notwendigen Filtergleichungen zur Pradiktion formuliert.
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Aktualisierung

Xpipe = Xppt + Kppy (Vo —Hxgp ) Ky =P H' S;|k .

_ T
Pk =Prps = K1 Sepe—1 Koy

T

== /2 o—1/2
Nije— 1_Xk|k 1Sk|/e 1( —Hxy

'que 1 =24 Xppe— TR i

—_
~
—
~
—

' Spe_y =HP H +Y/e|/e—1/nkl

_ Ny 1/2 1/2 —1/2 1/2 T
Xee = ak\i(“klkflxk\kfl + Nt +Xle{k—1YZ|k/ 1Y/€<Yk\k/ 1) (X | ) >

Aple = A1 T 1

i

¥, = 1< Xkt = FXp_ypy
e =1 \Pk\/e—l =FP,_,;, ,F' +Q
(¢ & : (X =X, e )
Y, :Z<y/[e]]_?k)<y[k]]_?k>-r k|k—1 —1|k—
| = | Fele—1 =2 +exp(—T/t)(@p_1jp—1 —2)

Abbildung 3.1: Verarbeitungszyklus des modifizierten Bayes’schen Ansatzes, der einen statistischen Sensormess-
fehler berticksichtigt - in Form der Kovarianzmatrix R des Messrauschens.

Verarbeitungszyklus des Tracking-Verfahrens

Abbildung 3.1 fasst einen Verarbeitungszyklus des tiberarbeiteten Tracking-Verfahrens zusammen.
Analog zur Darstellung in Abbildung 2.2 sind auch hier diejenigen Ausdriicke farblich hervorgeho-
ben, die fiir direkte Wechselbeziehungen zwischen den Filtergleichungen der Kinematik und Aus-
dehnung sorgen, d. h. Y, , S und ﬁk| 11 Diese wechselseitigen Abhingigkeiten bleiben dem-
nach bestehen - trotz aller Approximationen und Heuristiken um einen Sensormessfehler im Algo-
rithmus zu integrieren. Ferner ist weiterhin ein Update der Ausdehnungsschitzung mit nur einer
Messung méglich: mit Hilfe der kinematischen Innovation y, —Hx,,_, in ﬁk| 11 Ebenso sorgen
die indirekten Messparameter y, und Y, fiir das Aktualisieren des Objektzustandes, weswegen sich
alle Messungen nach wie vor in einem einzigen Aktualisierungsschritt berticksichtigen lassen.

3.2 Besonderheiten der physikalischen Ausdehnung

3.2.1 Schatzunsicherheiten und MMSE-Schatzer

Die in dieser Arbeit vorgestellten Tracking-Filter zur Verfolgung ausgedehnter Zielobjekte nehmen
tibereinstimmend an, dass die Marginaldichte der Objektausdehnung p(X, |, ) der Dichtefunktion
einer inversen Wishart-Verteilung gentigt; siche etwa Gleichung (2.36) oder (3.9). Als eigentliche
Ausdehnungsschitzung haben wir automatisch den bedingten Erwartungswert

E[X, |V ]=Xpp :ik|k/ak|k mit Ak :v/e|/e_d_1
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angenommen. Dies ist auf Erfahrungen aus der klassischen Zustandsschitzung zuriickzufiihren: Im
Fall des kinematischen Zustandsvektors x;, folgt die Optimalitit der Schitzung x,, aus der Tatsache,
dass sie dem bedingten Erwartungswert des unbekannten Zustandes x,, gegeben den akkumulierten
Messungen Y, entspricht und dass der bedingte Erwartungswert E[x,|Y, ] der unter dem Kosten-
kriterium MSE? bestmégliche Schitzer ist; siche etwa [6, 41, 107]. Deshalb wird er auch als MMSE-
Schitzer’ bezeichnet. In Anhang C wird gezeigt, dass dies auch fiir Zufallsmatrizen gilt.

Sei X', eine beliebige SPD Schitzung der SPD Zustandsmatrix X,. Ausgehend von dem Schitz-
fehler X , — X, soll der MSE durch Summation iiber alle mittleren quadratischen Schitzfehler der

einzelnen Matrixelemente von X, —X, ermittelt werden. Dieser MSE berechnet sich demnach zu
A _ 0 2
Crle = trE[(X/e —Xy) |yk:|'

Analog zu den Ausfithrungen in Anhang C wird dieser Ausdruck gerade im Fall X » = E[X, |V, ]
minimal. Wie im vektorvariaten Fall ist auch hier der bedingte Erwartungswert der MMSE-Schitzer.
Den zugehérigen MMSE e, erhalten wir aus der Varianz

Var[XUy/e] 3:E[(X/e—X/e|k)2|y/e] :E[Xﬂyk]_xive

gemafd
ek|/€ = trVar[Xk |yk:| .

Fiir eine SPD Zufallsmatrix, die der inversen Wishart-Verteilung in Gleichung (3.9) gentigt, ldsst
sich die Varianz laut Gleichung (B.9) durch

o (0 X ) X p + (g + 2)Xi|k

Vo, =Var| X, |V, |= (3.10)
H [ ¢ k] (e + Dl —2)
berechnen, so dass wir letztlich auch den MMSE
@ (tr X, )’ + (o +2) (X5 ,)

(2 + D(@pp —2)

erhalten.

3.2.2 Mischverteilungsdichten und Moment-Matching

Generell ist Moment-Matching ein wichtiges Werkzeug fiir Zielverfolgungsverfahren, die unscharfe
Zielzustandsinformationen durch Dichten geeigneter Wahrscheinlichkeitsverteilungen reprisentie-
ren. Diese Technik wird z. B. beim IMM-Filter in Abschnitt 3.3 bendtigt, um die Spurhypothesen
verschiedener Dynamikmodelle miteinander zu verrechnen. Allgemein betrachtet bilden diese Mo-
dellhypothesen die Dichtefunktion einer sogenannten Mischverteilung: Diese Dichte entspricht per
Definition einer gewichteten Summe einzelner Verteilungsdichten, wobei die Summe der einzelnen
it
lichkeit der z-ten Hypothese im Zeitschritt & basierend auf den Beobachtungen Y, erhalten wir im

Gewichte eins ergibt [ 6, Abschnitt 1.4.16]. Bezeichnet beispielsweise 7}, die Giiltigkeitswahrschein-

*Fiir engl. Mean Square Error, d. h. mittlerer quadratischer Fehler.
3Fiir engl. Minimum Mean Square Error Estimator.
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Fall von R Modellhypothesen den Zusammenhang

R R
p(xk|yk):Zn/E;l&g'/\[sd(X/e;X/[;&g’Pgﬁk) ~ Ny (Xes Xgo Pyp)  mit Zﬂ'/[;ﬁk =1.

i=1 i=1
Bei der Approximation in dieser Gleichung wird die Dichte der Mischverteilung durch eine gewohn-
liche Dichtefunktion ersetzt - allerdings mit tibereinstimmenden ersten und zweiten Momenten,
d. h. Erwartungswert und Varianz. Dieser Vorgang wird in der Fachliteratur als Moment-Matching
bezeichnet* [6,79]. Zu diesem Zweck miissen die Momente der Mischverteilung berechnet werden;
siche etwa [79, Anhang A.6]:

R
_ (] [7]
Xele = Z Tkl Xklk
=1

Py = Z; “Eﬁe <PE:|1€ + (XZL - X/€|/€><X5el|]k - X/eVe)T)-

Demzufolge ergibt sich der Erwartungswert der Mischverteilung intuitiv als gewichtete Summe der
einzelnen Mittelwerte, wohingegen die Schitzfehlerkovarianzmatrix nicht nur die gewichtete Sum-
me der einzelnen Kovarianzen bilden muss, sondern auch eine gewichtete Summe der dyadischen
Produkte aus der Streuung der einzelnen Erwartungswerte vom Mittelwert der Mischverteilung.

Diese Vorgehensweise zum Approximieren von Mischverteilungsdichten lisst sich auch auf mul-
tivariate Matrixverteilungen erweitern, wie im Folgenden fiir die inverse Wishart-Verteilung ge-
zeigt wird: Analog zum vektorvariaten Fall ergibt sich eine matrixvariate Mischverteilungsdichte
der Form

R . . . .
i=1

Der Erwartungswert dieser Mischverteilung lisst sich ebenfalls als gewichtete Summe der einzelnen
Mittelwerte berechnen, d. h.

R
_ [i] 5 Li]
X = Z T klk X/e|k :
=1

Nachdem das Moment-Matching erster Ordnung durchgefiihrt und X, , festgelegt worden ist, ver-
bleibt lediglich der skalare Parameter o, fiir ein Moment-Matching zweiter Ordnung. Demnach ist
nicht davon auszugehen, dass wir Gleichung (3.10) unter allen Umstinden vollstindig erfiillen kon-
nen. Angesichts des skalaren Parameters a,;, empfiehlt sich daher ein Moment-Matching basierend
auf dem MMSE e, , in Gleichung (3.11). Fiir diesen MMSE der matrixvariaten Mischverteilung gilt

R
— (1 ] (7] 2
e =D ”k|k<ek|k T <<Xk|/e —Xpe) >>
pu

Zum Berechnen von @, aus dem MMSE ¢, stellen wir lediglich Gleichung (3.11) um, worauthin

*Ein weiteres Beispiel fiir Moment-Matching ist die Integration des Parameters z; in die Likelihood-Funktion zur
Skalierung der Ausdehnungsschitzung; siehe Abschnitt 2.3.1. Dort wird allerdings keine Mischverteilungsdichte appro-
ximiert, sondern die Dichtefunktion einer Gleichverteilung durch die einer Normalverteilung.
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sich mit den Abkiirzungen
Pl = € + (thk|k)2 +tf(Xi|k)

G = 2 (epp + (X))

die folgende quadratische Gleichung ergibt:

2 —
Chle Xkl — PiikXeje — i =0+

Unter Beriicksichtigung von py, > ¢, und g;, > 2, berechnen wir daraufhin als eindeutige
Losung

Appp = <2ek\k>_1 <P/e|k + \/Pék +4ep 1 Gepk > (3.12)

In diesem Fall darf nicht das negative Vorzeichen vor der Wurzel verwendet werden, da dies stets
einen negativen Wert fiir oy, ergeben wiirde. Dagegen bewirkt das gewihlte Vorzeichen offenbar
immer a;;, > 2 und liefert somit jeweils eine giiltige Losung. Damit verfligen wir iiber alle notwendi-
gen Gleichungen, um ein Moment-Matching fiir eine matrixvariate Mischverteilung durchzuftihren,
deren einzelne Dichtefunktionen einer inversen Wishart-Verteilungsdichte gentigen.

3.2.3 Darstellbarer Konfidenzbereich der 2-D-Objektausdehnung

Bei der rechnergestiitzten Sensordatenverarbeitung ist nicht nur die eigentliche Schitzung des unbe-
kannten Systemzustandes von Interesse, sondern auch ihre statistische Glaubwiirdigkeit - z. B. in
Form des MMSE, d. h. tr Var[x; |, ] fiir den kinematischen Zustand oder ¢, = tr Var[ X, |, ] fiir
die Ausdehnungsschitzung. Zum Visualisieren dieser Schitzunsicherheiten eignen sich graphisch
darstellbare Konfidenzbereiche, die aus Sicht des Schitzverfahrens den Bereich vorgeben, in dem
es den wahren (aber unbekannten) Systemzustand mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit vermutet.
Im Fall von Zustandsvektoren ist dieses Vorgehen wohlbekannt: Mit Var[x,|Y,] =P, und einer
im Vorfeld festgelegten Konfidenzwahrscheinlichkeit ¢ berechnet sich ein sogenanntes Konfidenzni-
vean b = h(c) durch Auswerten von

P{(kae _Xk)TP;|}e<X/€|k —x,)< h} =c.

Im Fall eines normalverteilten Zustandsvektors x;, kann das Hohenniveau » numerisch bestimmt
—1
Elk
[6, Abschnitt 1.4.17]. Beschrinken wir uns weiterhin lediglich auf die Positionskomponente r; ;, der

werden, da in diesem Fall (x,, —x,)'P (Xp—x;,) einer Chi-Quadrat-Verteilung gentigt; siche etwa
kinematischen Schitzung, kann eine sogenannte Vertrauensellipse durch die Menge aller Punkte ¢y,
angegeben werden, die der folgenden Gleichung gentigen:

T p—1 _ : .—

Diese Konfidenzellipse gibt die Grenze eines Bereiches vor, in dem das Verfahren fiir eine bestimmte
Positionsschitzung r,, den wahren Wert r, mit der Konfidenz ¢ vermutet; siche Abbildung 3.2(2)
fiir eine Illustration dieser Zusammenhinge.

Diese Vorgehensweise bei Zustandsvektoren lasst sich allerdings nicht eins zu eins iibertragen

auf die Zustandsmatrix der Objektausdehnung: Obwohl V,, = Var[X, |, ] wiederum eine SPD
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T —1 —
amaxXk‘kamax - hmax >1
al. Xla . =) . <1

+ min /e|/e min min

O
rkx

Tk

(a) Konfidenzgebiet fiir einen normalverteilten Zu-  (b) Konfidenzgebiet fiir eine SPD Zustandsmatrix
standsvektor (hier nur Positionskomponente). Dar-  mit einer inversen Wishart-Verteilung. Dargestellt
gestellt sind die geschitzte Position (Schwarz), die  sind die geschitzte Ausdehnung (Schwarz), die wah-
wahre Position (Blau) sowie die Grenze (Orange) re Ausdehnung (Blau) sowie die innere (Gold) und
des Konfidenzbereiches. duflere Grenze (Griin) des Konfidenzbereiches.

Abbildung 3.2: Schematische Darstellung des Konfidenz- und Vertrauensbereiches bei einem Zustandsvektor (a)
und einer Zustandsmatrix (b).

Matrix ist und wir rein formal gesehen P, durch V,, in Gleichung (3.13) ersetzen konnen, bleibt
die Bedeutung einer hierdurch definierten Ellipse unklar, da in diesem Fall ein Punkt a,, die phy-
sikalische Einheit einer Fliche hitte. Aus diesem Grund bendtigen wir einen anderen Ansatz zur
Darstellung eines Konfidenzbereiches. Gemif3 Gleichung (2.13) ist die Ellipse der wahren 2-D-Ob-
jektausdehnung durch

azX?ak =1 mit a,:=c¢c,—r, (3.14)

gegeben, wohingegen sich
ay, X = 1 (3.15)

als Ellipse der Ausdehnungsschitzung interpretieren lisst. Demzufolge sollte ein Konfidenzbereich
bei einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit ¢ eine Ausdehnung X, vorliegen haben, beim dem in-
nerhalb des Vertrauensbereiches alle Punkte a, liegen, die in diesem Fall Gleichung (3.14) gentigen.
Wie in Abbildung 3.2(b) gezeigt, betrachten wir im Folgenden zwei verschiedene Hohenlini-
en als Grenzen eines Konfidenzbereiches, dessen Orientierung und Halbachsenverhiltnis durch die
Ausdehnungsschitzung X, , vorgegeben werden und daher von der wahren Ausdehnung X, ab-
weichen kénnen. Die jeweilige Breite des Konfidenzbereiches muss dann durch den Parameter o,
festgelegt werden, der ein Maf} fiir die Genauigkeit® der Ausdehnungsschitzung angibt. Im Detail
bezeichnet ¢ dann die Wahrscheinlichkeit fiir das Vorliegen einer Zustandsmatrix X, so dass

hmin < aZX;‘}eak < l]max (316)

fiir alle Punkte a, aus Gleichung (3.14) gilt. Betrachten wir einen solchen Punkt a,, berechnet sich
der entsprechende Wert in Gleichung (3.16) zu

[=alXga,  bzw. () Xh({ra) =1

Daraus ergeben sich
1

1
akVe:( Zak und ak:gzakve

>Bei der Aktualisierung erhsht sich der Wert dieses skalaren Parameters um die Anzahl der Messungen: Das Vertrau-
en in einen geschitzten Zustand ist umso grofier, je mehr Information sich aus verschiedenen Messungen gewinnen lisst.
Aufgrund der Ungenauigkeiten im Dynamikmodell wirkt die Pradiktion diesem Aktualisierungseffekt entgegen.
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fiir einen Punktay ,, der offensichtlich Gleichung (3.15) geniigt. Aus Gleichung (3.14) folgt demnach
ay, X ag, =7

wihrend sich aus Gleichung (3.16) und somit b, < { < h__ folgender Ausdruck ergibt:

max

Do < g X g < b (3.17)

In diesem Fall bezeichnet ¢ die Wahrscheinlichkeit fiir das Vorliegen einer Matrix X, so dass Glei-
chung (3.17) fiir alle Punkte a,, gilt, die Gleichung (3.15) gentiigen. Diese dquivalente Darstellung hat
den entscheidenden Vorteil gegeniiber Gleichung (3.16), dass wir die Marginaldichte der Zustands-
matrix X, - im Gegensatz zur Marginaldichte der Punkte a, - bereits kennen; siche Gleichung (3.9).

Der Einfachheit halber ersetzen wir im weiteren Verlauf dieser Arbeit die beiden Hohenniveaus
Pin und b, durch einen Skalierungsfaktor f, > 1, mit dem sich der Konfidenzbereich durch
zweifache® Skalierung der Ausdehnungsschitzung berechnen lisst:

hmin = f];|_/€1 und hmax = _fk|]€ ’

max

wodurch wir
S S apX age < fupe (3.18)

erhalten. Diese Ungleichung ist genau dann fiir alle a,, erfiillt, wenn sie fiir diejenigen Punkte a,,
gilt, die die Extremwerte von a—kﬂ X 'y, liefern. Zur Extremwertbestimmung unter der Nebenbe-
dingung (3.15) stellen wir mit dem Lagrange-Multiplikator A zunichst die Lagrange-Funktion

L(2) =g, X ay, + /1<1 - aZ|/eXZ|}eak|k>
auf, die iiber 1
3 gradak‘k L(A)= <X;1 — /IX@) a,, =0 (3.19)

wegen a,, # 0 zu einem verallgemeinerten Eigenwertproblem fithrt. Unter Beriicksichtigung von
Gleichung (3.15) berechnen sich mdgliche Extremwerte demzufolge mit

ag X, g, = A (3.20)

Dartiber hinaus entsprechen die Losungen fiir A in Gleichung (3.19) gleichzeitig den Eigenwerten
einer SPD Zustandsmatrix

__ 1/2\Tv—1v1/2 . 1/2 ;x1/2\T __
Z, = (X)X X, mit X (X=X,

Durch Einbeziehen von Gleichung (3.20) bei der Ausgangsforderung (3.18) ergeben sich letztlich die
Bedingungen

Amin(Z/e) > f];|_/€1 und Amax<Zk) < f/;|k :

Infolgedessen bendtigen wir die Dichtefunktion der Verbundverteilung von kleinstem und grofitem

Eigenwert von Z,,.

6 Auf diese Weise ergeben sich die duflere und innere Grenze des Konfidenzbereiches fiir die Ausdehnungsschitzung

in Abbildung 3.2(b).
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Wie bereits erwihnt, beschreibt Gleichung (3.9) die Marginaldichte der Zustandsmatrix X, mit
Erwartungswert X, und skalarem Parameter ;, = v, —d — 1. Daraus ergibt sich sowohl

X~ W (Ve 2 Xe)

als auch [55, Seite 90]

X1/2\T X112
ZkNWd<Vk|k’ /€|/e( /e|/e) X/e|/€ k|k>

weshalb die SPD Zustandsmatrix Z, der Standard-Wishart-Verteilung

geniigt. Demzufolge beeinflusst ausschliefilich der skalare Parameter a;,, = v, —d —1 den gesuch-
ten Zusammenhang zwischen Konfidenzwahrscheinlichkeit ¢ und Skalierungsfaktor f, .. Aus der
Fachliteratur [ 110, Seite 107] kennen wir die Verbunddichtefunktion der Eigenwerte einer Zustands-
matrix mit Standard-Wishart-Verteilung (3.21): Im Fall d = 2, d. h. zwei raumliche Dimensionen,
gilt laut Abschnitt B.3.3

(@) (A A o (A

max ”'min max min )

p(/lmax’ Amin) = 1 CXp <_%ak|k (/lmax + Amm))

fur A_. > A_. > 0. Mit dieser Verbunddichtefunktion berechnet sich die Konfidenzwahrschein-
lichkeit c fiir einen vorgegebenen Skalierungsfaktor f,, durch zweifache Integration:

Tk
C(f;dk) {f/;”e < /1 /\ /1 < f/;t|/e L max’ mm)d/lmin d/lmax

f/e\/e /e\k

Die austiihrliche Berechnung dieses Doppelintegrals u. a. mit Hilfe von partieller Integration findet
sich aus Griinden der Ubersichtlichkeit in Anhang D. Mit den Abkijrzungen

1 - 1
A= Ea/e|/ef/e|/el’ Ay=safy und  Bi= V/e|/e —1)

und der regularisierten Gammafunktion (A.7), d. h. P(8,A) = y(3,A)/T(5), ergibt sich die Wahr-
scheinlichkeit fiir den Konfidenzbereich der 2-D-Ausdehnungsschitzung gemifl Gleichung (D.4) zu

c(fup) =P(2B,20,) — P(23,24,)
A’Bexp( A)—I—A’Bexp(
— =
(B+35)

Mit diesem Zusammenhang existiert eine Formel, um bei vorgegebenen Werten fiir f,, und @y,

<7>(,6 A) (ﬁ,A1)>. (3.22)

die zugehdrige Konfidenzwahrscheinlichkeit ¢ zu berechnen. Gesucht ist allerdings ein Ausdruck
der Form f;,(c), so dass wir bei vorgegebener Wahrscheinlichkeit ¢ und einem beliebigen a;, den
entsprechenden Skalierungsfaktor f;, erhalten.

Obwohl der Ausdruck ¢( . ) eigentlich streng monoton steigend und damit prinzipiell umkehr-
bar ist, kann £, offenbar nur numerisch fiir vorgegebenes ¢ und @, berechnet werden. Zu diesem
Zweck eignen sich beispielsweise numerische Standardverfahren zur Nullstellenberechnung - wie
etwa das Verfahren der Bisektion [133]. Nachdem mit der gewiinschten Wahrscheinlichkeit ¢, eine
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9~ c=975% |
—c=95%
—c=90%
—c=80%
—c=70% |

Skalierungsfaktor fi,, —

10

Parameter oy, —

Abbildung 3.3: Verlauf des Skalierungsfaktors f, zum Berechnen des Konfidenzbereiches der Zielausdehnung in
Abhingigkeit des skalaren Parameters o, der Ausdehnung fiir verschiedene Konfidenzwahrscheinlichkeiten c.

Nullstellengleichung z. B. der Form g( Ji, k) = c( Je, k) — ¢, aufgestellt worden ist, erhalten wir bei
vorgegebenem a,; fiir g( f,e|k> = 0 den gesuchten Skalierungsfaktor f,;, so dass o f%) = ¢, gilt.
Generell konnen diese Werte fiir jede gewiinschte Wahrscheinlichkeit im Voraus berechnet werden,
da sie nur von einem skalaren Parameter abhingen; somit hat die numerische Berechnung keinen
Einfluss auf die Laufzeit der eigentlichen Zielverfolgung.

Abschlieflend zeigt Abbildung 3.3 verschiedene Verliufe des Skalierungsfaktors f,, fiir ausge-
wihlte Konfidenzwahrscheinlichkeiten, wobei der skalare Parameter o, im Intervall [2,1000] liegt:
Wie zuvor erldutert ist @, ein Mafl fiir die Genauigkeit der Ausdehnungsschitzung. Deshalb nihert
sich der Skalierungsfaktor f,, dem Wert eins an fiir grofle Werte von @y ;. Dariiber hinaus erhalten
wir fiir eine hohere Konfidenzwahrscheinlichkeit einen grofleren Skalierungsfaktor, da in diesem
Fall der Konfidenzbereich breiter ausfallen muss, so dass die wahre Ausdehnung mit der hoheren
Wahrscheinlichkeit innerhalb dieses Vertrauensbereiches liegt; siche auch Abbildung 3.2(b).

3.3 Einsatz des weiterentwickelten Verfahrens in einem IMM-Filter

Die Modellierung der Systemdynamik spielt fiir die Qualitit der Tracking-Ergebnisse eine wichtige
Rolle: Bei der dynamischen Zustandsschitzung werden haufig lineare Bewegungsmodelle angenom-
men, wihrend die Unsicherheiten der Systemdynamik iiber das Prozessrauschen modelliert werden.
Das glittende Verhalten eines Tracking-Filters beruht auf dem Wechselspiel zwischen Festhalten an
der Pridiktion und Berticksichtigen der mit Fehlern behafteten Messungen. Schwierigkeiten bei der
Wahl geeigneter Dynamikmodelle ergeben sich zwangsliufig durch das nicht vorhersagbare Bewe-
gungsverhalten stark manovrierender Ziele: Fiir Geradeausbewegungen mit konstanter Geschwin-
digkeit bietet sich eher ein niedrigeres Prozessrauschen an als beispielsweise bei Beschleunigungs-
und Bremsvorgingen sowie Mandvern mit Richtungswechseln. Bei ausgedehnten Zielobjekten und
grobstrukturierten Objektgruppen spielen zusitzlich Anderungen der riumlichen Ausdehnung ei-
ne Rolle - z. B. beim Kurvenflug einer Rotte oder einer sich auflésenden Formation.

In diesem Zusammenhang berticksichtigen sogenannte Mehrmodell-Ansitze eine vorher festgeleg-
te Zahl von unterschiedlichen Dynamikmodellen zur Modellierung der Systemdynamik: Statt einer
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harten Entscheidung fiir ein bestimmtes Dynamikmodell benutzen solche Verfahren Giiltigkeits-
wahrscheinlichkeiten, um die Ubereinstimmung zwischen Messungen und Bewegungsmodellen zu
bewerten. Da auf jede Modellhypothese immer alle Dynamikmodelle angewendet werden, nimmt
die Zahl der Hypothesen mit der Zeit exponentiell zu, so dass wir in der Praxis auf Naherungen
angewiesen sind [6, 41, 93]: Das etablierte Standardverfahren fiir diese Zwecke ist laut [79, Seite
10] das sogenannte IMM-Filter (fiir engl. Interacting-Multiple-Model-Filter), mit dem sich zuverlissig
auch solche Objekte verfolgen lassen, deren dynamisches Verhalten lediglich iiber gewisse Zeitrau-
me hinweg konstant ist. Dieses IMM-Filter reduziert in einem sogenannten Interaktionsschritt die
Zahl der Modellhypothesen durch Moment-Matching: Im Fall von R Dynamikmodellen ist die Zahl
der Modellhypothesen auch gleich R. Es miissen lediglich R parallele Tracking-Filter implementiert
werden. Fiir Punktziele finden sich die Details zu diesem Verfahren in der Fachliteratur; siche etwa
[6, 20, 21, 41]. Im Folgenden soll lediglich aufgezeigt werden, wie sich die Ausdehnungsschitzung
in einem IMM-Filter beriicksichtigen ldsst.

3.3.1 Beriicksichtigung der Objektausdehnung im methodischen Rahmen

Sei R die Zahl der zu beriicksichtigen Dynamikmodelle und 7, die Zufallsvariable, die das jeweils
giiltige Bewegungsmodell wihrend der Pridiktion angibt. Dann bezeichnet

”/Eﬂi =Pl =71V} (j=1,...,R)

die Giiltigkeitswahrscheinlichkeit des j-ten Dynamikmodells im Zeitschritt & basierend auf der
Messsequenz Y,,, wobei

IS

R
=1

gilt. Nach Erweiterung des gemeinsamen Systemzustandes (x;, X}, ) mit der Zufallsvariablen 7z, ldsst
sich die A-posteriori-Dichte zunichst in modellabhingige Komponenten zerlegen, d. h.

R .
(X X, | V1) :Zﬂzip(xk,xkhk =7V
j=1

worauthin sich fiir die R modellabhingigen A-posteriori-Dichtefunktionen der Zusammenhang

P |%p, Xy, = 1) p (X5 X | 77, = 7, V1)
p(Y/e|7Tk :j’yk—l)

ergibt — mit R modellspezifischen Messwahrscheinlichkeiten

P (X Xe |, =7, V8) = (3.23)

AZ/]e_l =p(Yylm,=7,Y0) = JJ P 1% Xy, 7, = 1) p (X X |71, = 7, V) dx, dX, . (3.24)
Weiterhin berechnet sich die modellabhingige Pradiktion in Gleichung (3.23) zu
P Xplm, =7, Ve) = p(x | X, = 1, Vi) p (X [t = 1, Vi)
= [ P Xu i X = D)5 X, =Yy X
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An dieser Stelle benutzen wir die bekannten Annahmen aus Abschnitt 2.2.2 und [78], damit
ein solches Doppelintegral erneut in zwei Teilprobleme aufgespaltet werden kann: Demnach soll
die Systemdynamik einem einstufigen zeitdiskreten Markow-Prozess geniigen, das Dynamikmodell
fir Kinematik /Ausdehnung nicht vom vorherigen Systemzustand der Ausdehnung/Kinematik ab-
hingen und die zeitliche Anderung der Objektausdehnung niherungsweise keinen Einfluss auf die
Pradiktion des kinematischen Zustandes haben, d. h.

P& X X Xy, = 7, Vi) = P [ X X X5, = 1D K [ Xy, = 1)
P XX, Xy, = 1) = p(x | X X5 1, = 7)
P X% s Xy, = 7) = P [ Xy 1, = 7)
Py [ X7, =7, V) ® (X [ XK 1, = 1, V) -

Damit kann die modellabhingige A-piori-Dichte p(x;,X; |7, = j,¥,_;) mit den beiden Integralen
Pl Xy, =7, Viy) = J P X Xy 1, = 1) p (R4 [ X 71, = 7, Vi) Ay

Pl =7,V 0) = J P X1, = 1)p X[, = 75, Vi) dX
getrennt angegeben werden. Allerdings entspricht

P s X |y =7,V ) R p(X 1| Xpy 7, = 1,V ) p X, = 75V 1) (3.25)

nicht der modellspezifischen A-posteriori-Dichte zum Zeitpunkt ¢, ,, da sich diese Dichtefunktio-
nen auf das im Zeitschritt & giiltige Dynamikmodell 7, beziehen - und nicht auf 7z, . Deshalb
erginzen wir zunichst den kinematischen Teil um die Zufallsvariable 7z, | und erhalten

R
P(Xk—1|X/e’7T/e =7:Ye)= Zp(xk—l’ T 1= i|X/e’7T/€ =7:Ye-1)
i=1

R
= ZP{”k_l =i|m, =, Ve p (e [ X = 0,1, =1,V )

i=1

mit den sogenannten Mischungswahrscheinlichkeiten [41]
/[€|]1]|/e =P =ilm =1,V (3.26)

In diesem Zusammenhang wird beispielsweise in [21] die Annahme getroffen, dass 7, unabhingig
vom Zustand x,,_, ist bei bekanntem 7z, . Mit dieser Auslegung kénnen wir

PXp | X = 1,7, = 1, V) = P (X | Xy 7 =5,V )

formulieren, so dass sich fiir den kinematischen Teil letztlich
P (X |1 Xy, =7, V1) Z ”k 1|/e P& [ Xy =0, )

ergibt - analog zum Ergebnis fiir Punktziele in [6, 41]. Mit den gleichen Uberlegungen erhalten wir
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fiir den Ausdehnungsteil in Gleichung (3.25)

R
P Xyl =7,Yp1) Z”/E,l 1]|k 4 Xpilmp  =1,Y54)-

i=1

Damit beziehen sich die Dichtefunktionen letztlich auf die modellspezifischen A-posteriori-Dichten
zum Zeitpunkt ¢, ,, die aus der letzten Aktualisierung bekannt sind:

P s Xy | =0 )R p(X [ X = 6 Y )P (X =6V )-

Damit kdnnen wir alle Berechnungen dieses Abschnittes im folgenden Zusammenhang festhalten:

P, X, [ V) an|k p(Y %Xy, =)
/e|/e 1

R
'JP(X/JX/e’Xk_pﬂk—] Z /e P [ Xy =3, ) dxg

Approx. d. Mischverteilung durch Moment-Matching

fp X, X, 1’775/€—J Zﬂk 1fk— P X/e—1|77k_1:i’yk—1) dX, ;. (3.27)

Wie bereits erwihnt, reduziert das IMM-Filter in einem sogenannten Interaktionsschritt die Zahl der
Modellhypothesen durch Moment-Matching: In der letzten Gleichung markieren geschweifte Klam-
mern diese zu approximierenden Mischverteilungen. Demzufolge entstehen die Startwerte der mo-
dellabhingigen Pradiktion erst durch Mischen vorangegangener Modellhypothesen - deshalb auch
der Begriff Interaktion. Auf diese Weise bleibt die Zahl der Modellhypothesen konstant.

3.3.2 Filtergleichungen des weiterentwickelten IMM-Filters

Ausgehend von der Integration der Objektausdehnung in den Bayes’schen Formalismus des IMM-
Filters stellt dieser Abschnitt das rekursive Verfahren und seine Filtergleichungen vor. Neben der
folgenden Beschreibung der einzelnen Schritte bietet Abbildung 3.4 parallel zu dieser eine Ubersicht.

Ausgangspunkt der Berechnungen ist die Gﬁltigkeitswahrscheinlichkeit des j-ten Dynamikmo-

dells (von insgesamt R) nach der letzten Aktualisierung ol d. h. zum Zeitpunkt ¢, | gegeben

b 1|/e P
der Messsequenz Y, ;. Zur Pridiktion dieser Modellgewichte benétigen wir sogenannte Transitions-

wahrscheinlichkeiten, die die Wahrscheinlichkeit eines Wechsels von Modell 7 zu Modell ;j angeben:
nlil=P{r, =j|m,_ =i} mic > all=1 (i,7 =1,...,R).

Fiir diese Wahrscheinlichkeiten wird wie in [6, 41] angenommen, dass sie unabhingig vom gemein-
samen Systemzustand sind. Zu Beginn des Verarbeitungszyklus berechnen wir zunichst mit

' R R .. .
ﬂ[k]|/]e—1 =P{r, =7V} = Zp{ﬂle =7 =V} :Zn[”] ”/Ei1|k—1
i=1

=1

die Vorhersage der Giiltigkeitswahrscheinlichkeiten; daraufhin ergibt sich mit der Bayes’schen Regel
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[/] [/] /] [/] ]
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| 1
Y Lili] Berechnung vorher- U]
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e Mischung der Startwerte D und Mischungswahr-||

o] plo7] X[ o1 o] scheinlichkeiten

b—1lb—1? " k—1lk—1 | “k—1lk—1> Fb—1]k—1 ]
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Abbildung 3.4: Verarbeitungszyklus des IMM-Filters fiir ausgedehnte Zielobjekte und Objektgruppen.

fir die Mischungswahrscheinlichkeiten aus Gleichung (3.26)

ij] L]
lil] P{nk_”ﬂk 1_Z}P{nk =Y} ﬂ[]]n/e—lve—l
et Pl = 1Y) oy

Wie in Gleichung (3.27) angedeutet, ldsst sich mit diesen Mischungswahrscheinlichkeiten der Inter-
aktionsschritt durchfithren, dem ein Moment-Matching zugrunde liegt. Fiir den kinematischen Teil
des Schitzproblems erhalten wir demnach in Anlehnung an Abschnitt 3.2.2

/€1|/e1 Z”k 1e—1 /€1|/e1

R
[07] _ (il/] [i] [i] [07] (] [07] T
P/e—1|/e—1 = Z n/e—1|/e—1<P/e—1|/e—1 + <X/e—1|/e—1 - Xk—1|/e—1><xle—1|/e—1 - X/e—1|k—1> > )

=1

wohingegen aus den inversen Wishart-Verteilungen der Ausdehnungsschitzung

k 1|/e 1 Zﬂk 1lk—1 k 1fe—1
Zn (=X Y
/e1|/€1 k—1]k—1 k1|/€1 k=1 “Nh—1lk—1

/E 3| ., ergibt sich letzelich der skalare Parameter a/[eoﬂl ., gemifl Gleichung (3.12). Aus-

gehend von diesen durch Mischung gewonnenen Anfangszustinden und Startwerten beginnt der

folgt: Aus e

eigentliche Tracking-Zyklus unseres weiterentwickelten Ansatzes - bestehend aus einem Tracking-
Filter mit Pradiktions- und Aktualisierungsschritt je Dynamikmodell. In jedem Filter benutzen wir
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die Messungen individuell zum Update des modellspezifischen Systemzustandes.

Zum Bewerten der modellabhﬁngigen Zustandsschitzungen bendtigen wir die modellspezifi-
schen Messwahrscheinlichkeiten Al Fe_y US Gleichung (3.24), die die Differenz zwischen erwarteten
Messungen und gemessenen Sensordaten beurteilen. Im Kontext von ausgedehnten Zielobjekten

und Objektgruppen ist dabei auch zu berijcksichtigen wie die Streubreite der Messungen mit der

[/]

vorhergesagten Objektausdehnung X/e| -

harmoniert. Mit der modellspezifischen pridizierten Va-
rianz einer Einzelmessung

Elb—1 — +R

/e|/e {
empfiehlt [169] in Anlehnung an Gleichung (3.4) den Ansatz

Ul . (/]
Ak|/€1 Yk (n/e_1>Y/e]|k—1'

Um spiter die modellabhingige Schitzfehlervarianz der Ausdehnung einbeziehen zu kénnen, defi-
nieren wir mit der wahren Ausdehnung X, zunichst

AYV =Y, —(n, — 1)(2,X, +R)

und erhalten
[/]
AL =AY 4 7y(m, —1)(X, = XYL
Dann ersetzen wir zur ungefihren Bestimmung der Varianz von AY die unbekannte Grofle X,
durch ithre modellbedingte Vorhersage, so dass analog zu Gleichung (3 2) die Wishart-Verteilung’

Y, W, (n,—1 YO

angenommen werden kann: Unter Beriicksichtigung von Gleichung (B.7) ergibt sich die Niherung

U1 ] (/] 7] )2
Var[ AY}' |~ (m, )<<trY/€|/€ 1>Y/€|/€ it <Y/€]|/e—1> >
Mit diesem Ergebnis und der modellspezifischen Varianz der Ausdehnung aus Gleichung (3.10) er-
halten wir schliefflich

Var [Aklle ]~ Var[AY ]+ 25(n, — )ZV/eIk -

In den Arbeiten [165, 166, 169] wird daraufhin zur Berechnung der gesuchten modellspezifischen
Messwahrscheinlichkeiten vorgeschlagen, fiir 7, > 2 den Ausdruck

: : A etr( A (Var[A
[/] = /] [/] kle—1
A/e]|k—1 o< N <Y/€’Hxle]|/e—1’ S/e]|k—1> 27 Var[ AU

k|k— s ‘Al

@
k|— A

k|k— 1)

zu verwenden - und im Fall n, =1, d. h. im Fall einer einzelnen Messung, den Ausdruck

’\“J\/<y,e,Hx:| sbl )

/e|/e 1 Elk—1> 2klk—1

Wie beim Ansatz fiir Punktziele in [ 6, 41] aktualisieren wir mit diesen Messwahrscheinlichkeiten die

’Diese Verteilung entspricht dem Grenzwert der erwarteten Messstreuung in Abschnitt 2.5.3, wobei wir hier im
Vergleich zu Gleichung (2.46) zusitzlich die Kovarianzmatrix R eines statistischen Sensormessfehlers berticksichtigen.



3.4 Alternativer Aktualisierungsschritt von Orguner 55

Giiltigkeitswahrscheinlichkeiten der verschiedenen Dynamikmodelle: Mit der Bayes’schen Regel
ergibt sich zunichst

i o< p(Yulme = 1,V DP{m, =1V} = A -
Da die Summe der einzelnen Modellgewichte im Sinne einer Mischverteilung gleich eins sein soll,
erhalten wir fiir die Giiltigkeitswahrscheinlichkeit des j-ten Dynamikmodells schliefdlich
bl Ul

Ul klt— 177"/e|/e 1

k|k
Zl 1 /€|/e 1 /e|/e 1

Auf diese Weise sind alle Gleichungen des weiterentwickelten IMM-Filters formuliert, die fiir einen

reinen Funktionsablauf bendtigt werden. Zu Darstellungs- und Ausgabezwecken empfiehlt sich am
Ende eines Verarbeitungszyklus eine Kombination der internen Modellgroflen, der wiederum ein
Moment-Matching zugrunde liegt:

R
_ 71 /] jl xU/] T
X/elk_zﬂmkka P = ZTEH/@( e T k|k_xle|/e>< Ie|k_x/€|/€> >
j=1
X AR A U1( 7] (/]
— ] ] — ] ]
Xk _andk Xk Cklk _Zﬂk|k<ek|/€ +tr<<Xk|/e —Xpe) >>

Aus ey, ergibt sich dann der skalare Parameter o, gemif§ Gleichung (3.12).

3.4 Alternativer Aktualisierungsschritt von Orguner

In Abschnitt 3.1 haben wir eine Weiterentwicklung des Bayes’schen Ansatzes zur Verfolgung ausge-
dehnter Objekte und nicht aufgeldster Gruppen vorgestellt, so dass sich ein statistischer Sensormess-
fehler in den Filtergleichungen niherungsweise einbeziehen lsst — unter Zuhilfenahme geeigneter
Approximationen. In 2012 wurde in IEEE Transactions on Signal Processing ein Artikel von Umut
Orguner verdffentlicht [113], der eine alternative Verfahrensweise vorschligt, um Messrauschen in
unserem Bayes’schen Ansatz zu berticksichtigen. Dieser Abschnitt stellt seine Herangehensweise im
Kontext dieser Arbeit kurz dar.

Orguners Ausgangspunkt in [113] ist die Annahme, dass sich eine einzelne Messung (der ins-
gesamt 72, Messungen) durch zwei Zufallsvariablen darstellen ldsst: Einerseits bezeichnet ZEJ I eine
nichtbeobachtbare (innere) Zufallsvariable des eigentlichen Schwerpunktes, deren Varianz lediglich

durch die skalierte Objektausdehnung bestimmt wird, d. h.

andererseits ist diese latente Zufallsvariable iiber einen statistischen Sensormessfehler direkt mit der
eigentlichen Messung YE! I'verkniipft, d. h.

y[j]N/\/;g(Z/[ej]sR>-

Demnach entspricht z;/ z 1 der modellierten Einzelmessung des urspriinglichen Bayes’schen Ansatzes
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Aktualisierung
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Abbildung 3.5: Alternativer Aktualisierungsschritt aus [113] fiir den Bayes’schen Ansatz zur Verfolgung ausge-
dehnter Objekte und nicht aufgeloster Gruppen aus Abschnitt 3.1.

in Gleichung (2.19), wohingegen in [113] fiir jede Einzelmessung eine Verbunddichte der Form

P32 %0 Xe) = Nz s Hix 2, X ) N3] 52, R)
angesetzt wird. Wiirde an dieser Stelle diese Verbunddichte tiber Z/[ej Vintegriert, so erhielten wir nach
Anwenden der Produktformel (B.11) die Marginaldichte

p(Y/[el] |X/€3Xk> :A@<Y/£/];ka,zdxk +R>’

d. h. den bekannten Ausdruck unseres weiterentwickelten Bayes’schen Ansatzes aus Gleichung (3.1).
Grundsitzlich ist in [113] die Menge der 7, latenten Zufallsvariablen

Z, = {de]]};lil
Teil des Schitzproblems; gesucht ist demnach ein Ausdruck der Form p(x,,X,,Z,|Y,), von dem
allerdings noch auf die eigentlich gesuchte Dichtefunktion p(x,,X,|Y,) des gemeinsamen System-
zustandes (x,,X,) geschlossen werden muss.
Zum Herleiten der Filtergleichungen wihlt Orguner in [113] einen approximativen Ansatz der
Form p(x,, X,,Z,|Y,) ~ q(x;,X,,Z,), wobet sich diese approximative Verbunddichte wie folgt
faktorisieren lassen soll:

q(Xps Xy, Zy) = q,(x;,) gx(Xp ) q2(Zy,) -

Laut [113] berechnet sich darauthin die gesuchte Dichtefunktion des gemeinsamen Objektzustan-
des zu p(x,,X,|Y,) & q,(x,)9x(X;). Zum Abschitzen der Dichten ¢ (x;), gx(X,) und g,(Z,)
minimiert Orguner jeweils die Kullback-Leibler-Divergenz® als Maf} fiir die Unterschiedlichkeit zwi-
schen g;(&,) und der Verbunddichte p(&,Y,|Y,_,), wobei &, hier als Platzhalter fiir x;, X, und

8Siehe etwa [31] oder [98, Seite 66].
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Abbildung 3.6: Beispiel fiir den alternativen Aktualisierungsschritt von Orguner aus [113]. Ausgangspunkt ist
der dargestellte pridizierte Objektzustand, der zusammen mit den vorliegenden Sensormessungen im iterativen
Losungsverfahren berticksichtigt wird. In den einzelnen Abbildungen sind verschiedene Zwischenergebnisse des
aktualisierten Objektzustandes nach dem i-ten Iterationsschritt dargestellt.

Z, dient. Auf diese Weise ergibt sich in [113] ein iteratives Losungsverfahren, d. h., dass sich der
Algorithmus schrittweise den aktualisierten Parametern des Objektzustandes nihert - durch wie-
derholtes Anwenden derselben Filtergleichungen. Dieses spezielle niherungsweise Vorgehen wird
in der Literatur dem Bereich der VB-Verfahren (fiir engl. Variational Bayesian Methods) zugerechnet.
Fiir einen Einstieg in diese Thematik bietet sich beispielsweise [ 143] oder [ 16, Kapitel 10] an.

Die resultierenden Gleichungen des alternativen Aktualisierungsschrittes aus [113] fasst Abbil-
dung 3.5 zusammen: Ausgangspunkt ist der Initialisierungsblock zum Bestimmen der Startwerte
aus den Parametern des pridizierten Objektzustandes, an dem sich der Block mit den Gleichungen
des iterativen Losungsverfahrens anschlief§t. Nach jedem Iterationsschritt wird dann eine Abbruch-
bedingung gepriift - z. B. ob die Parameter des aktualisierten Objektzustandes konvergieren oder ob
eine maximale Anzahl an Iterationen erreicht worden ist. Ist die Abbruchbedingung erfiillt, kdnnen
letztlich die Parameter des aktualisierten Objektzustandes bestimmt werden. Diese Vorgehensweise
zur Aktualisierung des Objektzustandes konnte beispielsweise in Abbildung 3.1 den oberen Block
namens Aktualisierung ersetzen. Gleichzeitig wiirde dann der Block namens Messungen nicht mehr
bendtigt, da Orguners Aktualisierungsschritt direkt mit den Sensormessungen yg ) und nicht mit
den indirekten Messparametern y, und Y, arbeitet. Allerdings fillt bereits an dieser Stelle beim
Vergleich der beiden Aktualisierungsmethoden auf, dass Orguners Aktualisierungsschritt [113] aus
numerischer Sicht deutlich aufwendiger ist - aufgrund der reinen Anzahl an Berechnungen im itera-

tiven Losungsverfahren. Dariiber hinaus wird in [113] ebenfalls vorgestellt, wie die Normierungs-
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konstante p(Y,|Y,_,) berechnet werden kann, die wir auch als Messwahrscheinlichkeit bezeichnen:
Ausgehend von der finalen i-ten Iteration des Aktualisierungsschrittes ergibt sich mit

Al ali)G) .
W/elk_wk\/e und 2] =12/ (j _1,...,nk>
diese Messwahrscheinlichkeit zu
1 [ oo L,
P V) R [270P [ [2W [ 2|27 [ Ky g |74 [ Xy 7241

-eXP< <tr(Pk\kPIe|k D= Sd"'”/e(tr(wlelkR_l)_d)))
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Zum Veranschaulichen des iterativen Charakters zeigt Abbildung 3.6 ein simuliertes Beispiel fiir
die schrittweise Aktualisierung des Objektzustandes nach [113]. Beim Vergleich der einzelnen Teil-
abbildungen wird insbesondere deutlich, wie sich das VB-Verfahren sukzessive dem finalen Zustand
nihert, bevor es schliefSlich gegen das Endergebnis der Aktualisierung konvergiert. Orguner selbst
schreibt in [113], dass sein VB-Update ungefihr fiinf Iterationen bis zur Konvergenz benétige; zur
Sicherheit wiirden aber 20 Iterationen pro Update durchgefiihrt.

Zusammenfassung

Dieses Kapitel befasste sich mit der allgemeinen Weiterentwicklung des Bayes’schen Ansatzes zum
Verfolgen ausgedehnter Objekte und nicht aufgeloster Gruppen aus dem vorherigen Kapitel (sie-
he auch [75, 78, 81, 82]). Ausgangspunkt dieser Weiterentwicklung war zunichst das Identifizie-
ren besonderer Verfahrenseigenschaften: Beispielsweise schitzt das Originalverfahren Ausdehnung
plus Sensorfehler, da es prinzipiell alle Sensordaten als tiber die Objektausdehnung verrauschte Po-
sitionsmessungen des Schwerpunktes interpretiert, weshalb die Streuung durch einen statistischen
Messfehler ebenfalls der raiumlichen Ausdehnung zugeschrieben wird. In diesem Kontext ist auch
die Gewichtung der kinematischen Innovation unabhingig vom Sensorfehler, da dieser im Verfah-
ren selbst nicht berticksichtigt wird. Ausgehend von diesen Beobachtungen stellte dieses Kapitel vor,
wie sich ein statistischer Sensormessfehler zumindest niherungsweise im Originalansatz berticksich-
tigen lisst - durch Ausnutzen der Ahnlichkeiten zu den Filtergleichungen des Kalman-Filters und
unter der Annahme, dass die Pridiktion der Objektausdehnung eine geeignete Approximation der
wahren (aber unbekannten) Zustandsmatrix der Ausdehnung ist.

Dariiber hinaus wurden verschiedene Besonderheiten der physikalischen Ausdehnung disku-
tiert, die sich durch die Modellierung als SPD Zustandsmatrix ergeben: Zunichst wurde kurz vor-
gestellt, dass der bedingte Erwartungswert auch im Fall der Objektausdehnung der MMSE-Schitzer
ist, d. h. analog zum Zustandsvektor der Kinematik. Weiterhin wurde gezeigt, wie sich der berech-
nete MMSE der Zustandsmatrix zur Approximation von Mischverteilungsdichten durch Moment-
Matching verwenden ldsst. Zuletzt stellte dieser Teil des Kapitels noch vor, wie sich fiir die Ausdeh-
nungsschitzung ein graphisch darstellbarer Konfidenzbereich angeben lisst, der aus Sicht unseres
Schitzverfahrens den Bereich vorgibt, in dem es den wahren (aber unbekannten) Wert der Objekt-
ausdehnung mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit vermutet.
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Aufbauend auf den neuen Ergebnissen zu Mischverteilungsdichten und Moment-Matching wur-
de in diesem Kapitel ein IMM-Filter eingefithrt zum Verfolgen eines mandvrierenden Objektes oder
einer sehr agilen Gruppe von Zielen. Mit einem solchen Mehrmodell-Ansatz lisst sich eine vorher
festgelegte Zahl von unterschiedlichen Dynamikmodellen einbeziehen, so dass je nach Bewegungs-
zustand eine feinere Modellierung der Systemdynamik moglich ist. Die Struktur dieses erweiterten
IMM-Filters gleicht dabei dem Aufbau des IMM-Verfahrens fiir Punktziele - allerdings unter Be-
rlicksichtigung der Objektausdehnung sowohl im Bayes’schen Formalismus als auch in den resultie-
renden Filtergleichungen. Der urspriingliche Bayes’sche Ansatz aus dem vorherigen Kapitel kann
tibrigens nicht in diesem IMM-Filter eingesetzt werden: Seine Schitzgroflen fiir Kinematik und Aus-
dehnung sind zu sehr miteinander verkoppelt tiber das Kronecker-Produkt in der kinematischen
Schitzfehlerkovarianzmatrix.

Zum Abschluss des Kapitels wurde noch ein alternativer Ansatz aus der Fachliteratur vorgestellt,
mit dem ebenfalls ein statistischer Sensormessfehler im Tracking-Filter beachtet werden kann. Die-
sem Verfahren liegt die Annahme zugrunde, dass sich eine Einzelmessung durch zwei Zufallsvaria-
blen beschreiben lisst, die daher auch beide Teil des Schitzproblems sind. Anschlieflend ergibt sich
ein iteratives Losungsverfahren durch Minimierung der Kullback-Leibler-Divergenz zwischen der
Zieldichte und ihrer Vorgabe. Durch wiederholtes Anwenden derselben Filtergleichungen nihert
sich der Algorithmus schrittweise den aktualisierten Parametern des gemeinsamen Systemzustan-
des aus Kinematik und Ausdehnung. Aufgrund der rigorosen Herleitung dieses alternativen Ansat-
zes bietet er die Moglichkeit zum Vergleich mit unserer eigenen Weiterentwicklung zur Integration
eines statistischen Sensormessfehlers. Diese Untersuchungen sind Teil des nichsten Kapitels.
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Kapitel 4

Quantitative Evaluierung anhand von Beispielen

Dieses Kapitel fasst ausgewihlte Simulationsbeispiele zusammen, die einen Vergleich ermoglichen
zwischen dem urspriinglichen Bayes’schen Ansatz von Koch [78] (siche Kapitel 2) und der Wei-
terentwicklung im Rahmen dieser Arbeit (siche Kapitel 3). Diese Simulationsexperimente sind in
gleicher oder dhnlicher Form bereits in [161, 164-167, 169, 171] vorgestellt worden und beschrin-
ken sich grundsitzlich auf die zweidimensionale (x,y)-Ebene, so dass wir die Ergebnisse einfacher
und tbersichtlicher darstellen konnen. Zunichst analysiert Abschnitt 4.1 besondere Merkmale der
Ausdehnungsschitzung am Beispiel sich nicht bewegender Ziele mit konstanter raumlicher Aus-
dehnung. Danach befasst sich Abschnitt 4.2 mit einer Gruppe dicht fliegender Ziele, die in Lini-
enformation mehrere Flugmanover durchfithren. In diesem Zusammenhang verwenden wir auch
den alternativen Aktualisierungsschritt von Orguner [113] (siche Abschnitt 3.4), um einen statisti-
schen Sensormesstehler in den Filtergleichungen zu berticksichtigen. Zum Abschluss dieses Kapitels
betrachtet Abschnitt 4.3 ein Schiff als ausgedehntes Zielobjekt und diskutiert die Konsistenz der bei-
den Bayes’schen Ansitze hinsichtlich ihrer ausgewiesenen Schitzunsicherheiten.

4.1 Einblicke in Besonderheiten der Ausdehnungsschatzung

In diesem Abschnitt analysieren wir drei Beispiele mit sich nicht bewegenden Objekten, deren
raumliche Ausmafle konstant sind und an denen sich besondere Eigenschaften der Ausdehnungs-
schitzung erkliren lassen. Diese Besonderheiten ergeben sich durch die Annahmen im Bayes’schen
Ansatz von Koch: z. B. die Objektausdehnung durch ein Ellipsoid zu approximieren und den unbe-
kannten Systemzustand der Ausdehnung durch eine SPD Zustandsmatrix zu modellieren. Da sich
die Objekte nicht bewegten, haben wir den Pridiktionsschritt ausgelassen und stattdessen bei neu-
en Messungen erneut den Aktualisierungsschritt durchgefiihrt. Zum Initialisieren der Algorithmen
haben wir jeweils ein Objekt verwendet mit kreisformiger Ausdehnung und einem Schwerpunkt
abseits der wahren Position, wobei die Geschwindigkeitskomponente mit null vorbelegt wurde.
Das erste Simulationsbeispiel mit dem Bayes’schen Ansatz von Koch [78] bezieht sich auf den
in Abschnitt 2.3.1 vorgestellten Skalierungsfaktor z, der Ausdehnung, der die angenommene rdum-
liche Streuung einer Messung beeinflusst; siehe Gleichung (2.19) oder [171]. Grundlage der Simula-
tion war eine Ellipse als ausgedehntes Objekt mit Achsenlingen von 400 m und 200 m. Die Sensor-
messungen wurden gleichverteilt tiber der Ellipse erzeugt, wobei sich die Zahl der Messungen aus
einer Poisson-Verteilung mit einem Erwartungswert von fiinf Messungen ergab. Dariiber hinaus
war ein statistischer Sensormessfehler nicht Teil der Simulation, d. h. R = 0. Abbildung 4.1 zeigt die
Ergebnisse nach insgesamt 120 Zeitschritten und Aktualisierungen: Im linken Teil sind fiir z; = 1
die Schitzergebnisse des Originalverfahrens [78] dargestellt, rechts die Ergebnisse mit dem ange-
passten Skalierungsfaktor z;, = 1/4. Es wird deutlich, dass sich durch eine skalierte Messstreuung in
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Abbildung 4.1: Einfluss des Skalierungsfaktors z, auf die Ausdehnungsschitzung beim Bayes’schen Ansatz von
Koch [78] (siche Kapitel 2), wobei ein sich nicht bewegendes Objekt mit konstanter riumlicher Ausdehnung Grund-
lage der Simulation war. Dargestellt sind neben geschitzter Position und Ausdehnung (Schwarz) auch die wahre
Ellipse (Hellblau), die Initialisierung (graugriin gestrichelter Kreis) und die akkumulierten Sensordaten (Rot).
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(b) Weiterentwickeltes Tracking-Verfahren aus Abschnitt 3.1

Abbildung 4.2: Einfluss eines statistischen Sensormessfehlers o auf die Ausdehnungsschitzung einer sich nicht
bewegenden Ellipse (Blau) mit Achsenldngen von 200 m und 300 m: Dargestellt sind die Schitzergebnisse (Schwarz)
nach 100 Zeitschritten. Die Sensormessungen (Rot) wurden gleichverteilt tiber der Ellipse erzeugt, wobei sich die
Zahl der Messungen jeweils aus einer Poisson-Verteilung mit einem Erwartungswert von fiinf Messungen ergab.

der Likelihood-Funktion eine korrekt skalierte Objektausdehnung schitzen lisst, wohingegen die
reine Normalverteilungsannahme (z;, = 1) zu einem Unterschitzen der Ausdehnung fiihrt. Dieses
Unterschitzen wurde in fritheren Arbeiten ohne einen Skalierungsfaktor dadurch vermieden, dass
die elliptische Ausdehnungsschitzung lediglich zu Ausgabezwecken mit einem festen Faktor hoch-
skaliert wurde - siche etwa den Simulationsteil in [164, 165]. Der Wert dieser Konstanten wurde
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satz von Koch [78] Verfahren aus Abschnitt 3.1 von Baum et al. [11, 12]

Abbildung 4.3: Simulationsergebnisse fiir eine Gruppe aus 16 sich nicht bewegenden Punktzielen (Blau), die will-
kiirlich verteilt waren. Dargestellt sind die Initialisierung (graugriin gestrichelter Kreis), die akkumulierten Sen-
sormessungen (Rot) und die Schitzergebnisse (Schwarz) nach 50 Zeitschritten. Dariiber hinaus ist bei den beiden
auf Zustandsmatrizen basierenden Verfahren auch die skalierte Ellipse (Hellblau) eingezeichnet, die sich aus der
(korrigierten) Stichprobenvarianz der einzelnen Zielpositionen berechnen lasst.

zuvor experimentell durch Simulationen ohne einen statistischen Sensormessfehler festgelegt. Aller-
dings ignoriert eine solch nachgelagerte Skalierung der Ausdehnung, dass das geschatzte Ausmafd
eines Objektes auch interne Parameter des Schitzverfahrens beeinflusst — wie z. B. die kinematische
Schitzfehlerkovarianzmatrix P ¢k ® Xy - Demnach spielt es eine wichtige Rolle, dass das Tracking-
Verfahren auch intern mit der korrekt skalierten Objektausdehnung rechnet.

Kochs Arbeit zum urspriinglichen Bayes’schen Ansatz [78] erwihnt keinen Skalierungsfaktor.
Dort ist der Streuanteil der Messungen, der auf einen statistischen Sensormessfehler zurtickgeht,
implizit in der Ausdehnungsschitzung enthalten. Das Verfahren schitzt grundsitzlich Ausdehnung
plus Sensorfehler, so dass dieser Effekt der Uberschitzung den der Unterschitzung maskieren kann.
Daher bedeutet die Erginzung der Likelihood-Funktion um den Skalierungsfaktor z; wiederum
auch, dass es bei einem entsprechenden Sensormessfehler zwangsliufig zu einem Uberschitzen der
Ausdehnung kommen muss. Um diesen Sachverhalt zu verdeutlichen, betrachten wir im zweiten
Simulationsexperiment abermals ein ausgedehntes Objekt, allerdings diesmal mit einem zunehmen-
den statistischen Sensormessfehler: Zunichst zeigt Abbildung 4.2(a) die Ergebnisse fiir das urspriing-
liche Verfahren von Koch [78], das um den Skalierungsfaktor erginzt worden ist. Dabei bestitigt
sich, dass bei diesem Verfahren mit zunehmenden Sensormessfehler auch das Uberschitzen der eigent-
lichen Ausdehnung zunimmt. Im Gegensatz dazu prisentiert Abbildung 4.2(b) die Schitzergebnisse
unseres modifizierten Bayes’schen Ansatzes aus Abschnitt 3.1, der einen statistischen Sensormess-
fehler in den Filtergleichungen niherungsweise berticksichtigt, so dass es in diesem Fall zu keinem
Uberschitzen der Ausdehnung kommit; siehe auch [161].

Ausgangspunkt des dritten und letzten Simulationsbeispieles dieses Abschnittes war eine sich
nicht bewegende Gruppe aus 16 willkiirlich angeordneten Punktzielen. Da Auflosungskonflikte in
diesem Experiment nicht betrachtet worden sind, gab es in jedem Zeitschritt fiir jedes Gruppen-
mitglied eine Sensormessung mit einem normalverteilten Messfehler (¢ = 15m). Aufgrund der
nicht gleichverteilten Anordnung der Einzelziele lassen sich Besonderheiten der Schitzverfahren
vorfiithren - insbesondere die Unterschiede beim Schitzen von Kinematik und Ausdehnung je nach
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Abbildung 4.4: Simulation einer Gruppe bestehend aus fiinf fliegenden Punktzielen. Dargestellt sind fiir jeden
Messzeitpunkt die Positionen der Gruppenmitglieder (Cyan) sowie die resultierenden Messungen (Rot).

Tracking-Ansatz. Zu diesem Zweck betrachten wir hier neben den beiden Bayes’schen Ansitzen
mit Zustandsmatrizen auch das Verfahren von Baum et al. [11, 12] zum Tracking von ausgedehn-
ten Objekten und Objektgruppen. Dieses Verfahren modelliert die Objektausdehnung als Zufalls-
variable einer elliptischen Hyperfliche und wird daher im Folgenden als elliptisches RHM-Verfah-
ren (fiir engl. Elliptic Random Hypersurface Model Approach) bezeichnet. Zum Modellieren einer
Likelihood-Funktion nimmt dieses Verfahren an, dass das fiir eine Einzelmessung verantwortliche
Streuzentrum auf dem skalierten Rand einer elliptischen Zielausdehnung liegt; der dazu notwendige
Skalierungsfaktor wird tiber eine Wahrscheinlichkeitsdichte angegeben, um auch einen Messfehler
im Algorithmus beriicksichtigen zu kénnen. Dariiber hinaus bendtigt es keine Matrixverteilungen
fir die Ausdehnungsschitzung, da es den kinematischen Zustand des ausgedehnten Objektes mit
den von null verschiedenen Eintrigen der Cholesky-Zerlegung der SPD Matrix erweitert. Dadurch
sind alle Parameter zum Beschreiben des Ellipsoids vereint in einem Zustandsvektor.

Abbildung 4.3 fasst die Simulationsergebnisse der verschiedenen Verfahren zusammen, die im
Rahmen einer Zusammenarbeit erzielt worden sind; siehe [161]. Es wird deutlich, dass der Haupt-
unterschied zwischen den Methoden mit SPD Zustandsmatrizen und dem elliptisches RHM-Verfah-
ren in der jeweiligen Interpretation des Ausdehnungsellipsoids liegt: Das elliptische RHM-Verfahren
[11, 12] versucht die kleinste umschlieflende Ellipse der Gruppe zu schitzen; die beiden Ansitze mit
Zustandsmatrizen beabsichtigen hingegen, den empirischen Mittelwert der Punktzielpositionen als
Schwerpunkt zu schitzen, wobei thre Ausdehnungsschitzung einem skalierten Ellipsoid dhnelt, das
sich aus der (korrigierten) Stichprobenvarianz der einzelnen Zielpositionen berechnet. Dementspre-
chend wiirden sich die Schitzergebnisse im Fall eines ausgedehnten Objektes gleichen, das als ein
Ellipsoid mit gleichverteilten Streuzentren simuliert werden wiirde.
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Abbildung 4.5: Tracking-Ergebnisse des urspriinglichen Bayes’schen Ansatzes von Koch [78] (siche Kapitel 2) fiir
das Szenario aus Abbildung 4.4. Dargestellt sind fiir jeden Messzeitpunkt neben den Sensordaten (Rot) die wahren
Positionen der Gruppenmitglieder (Cyan) und des eigentlichen Schwerpunktes (Blau), die geschitzte Position des
Schwerpunktes (x) und die Ellipse der Ausdehnungsschitzung (Schwarz) sowie die Vertrauensellipse der Positions-
schitzung (Orange) bei einer Konfidenz von 90 %.

4.2 Simulation einer Gruppe dicht fliegender Ziele

Dieser Abschnitt befasst sich mit einem fiktiven Szenario aus der Luftraumiiberwachung, in dem
eine Gruppe dicht fliegender Ziele in Linienformation mehrere Flugmandver durchfiihrte; siehe
Abbildung 4.4: Die Gruppenformation bestand aus fiinf punktférmigen Einzelzielen, die jeweils
500m Abstand zueinander hielten und sich mit einer konstanten Geschwindigkeit von 300m/s in
der (x,y)-Ebene bewegten. Neben lingeren Phasen einer Geradeausbewegung absolvierte die Grup-
pe drei Kurvenfliige in geschlossener Formation mit Richtungsinderungen von 60°, 90° und 90°
und Radialbeschleunigungen von 1g, 2g und 3g; zum Schluss 16ste sich die Linienformation auf.
Das Szenario wurde durch einen fiktiven Sensor mit einer Abtastzeit von 7 = 10s beobachtet, der
unkorrelierte x- und y-Messungen mit Standardabweichungen von o, = 500m und ¢, = 100m
lieferte. In diesem Zusammenhang wurde fiir jedes Gruppenmitglied eine Detektionswahrschein-
lichkeit von 80% angenommen. Abbildung 4.4 zeigt die Zielpositionen zu den Messzeitpunkten,
wobei auch die generierten Messungen fiir einen Durchlauf dieses Szenarios dargestellt sind.
Zunichst haben wir auf dieses Szenario das urspriingliche Verfahren von Koch [78] angewandt
und dabei auch den in Abschnitt 2.3.1 vorgestellten Skalierungsfaktor z; der Ausdehnungsschitzung
berticksichtigt. Zum Initialisieren haben wir die Messungen des ersten Messzeitpunktes verwendet,
wobei die Geschwindigkeitskomponente mit null vorbelegt wurde. Abbildung 4.5 zeigt die erziel-
ten Tracking-Ergebnisse fiir die simulierten Daten aus Abbildung 4.4. Grundsitzlich sind Schitzen
und Verfolgen der Linienformation als ausgedehntes Objekt moglich, wobei einige bereits erwihnte
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Abbildung 4.6: Tracking-Ergebnisse des weiterentwickelten Bayes’schen Ansatzes (siche Kapitel 3) fiir das Szena-
rio aus Abbildung 4.4, wobei ein IMM mit drei Modellen eingesetzt wurde. Dargestellt sind fiir jeden Messzeit-
punkt neben den Sensordaten (Rot) die wahren Positionen der Gruppenmitglieder (Cyan) und des eigentlichen
Schwerpunktes (Blau), die geschitzte Position des Schwerpunktes (x) und die Ellipse der Ausdehnungsschitzung
(Schwarz) sowie die Vertrauensellipse der Positionsschitzung (Orange) bei einer Konfidenz von 90 %.

Verfahrenseigenschaften auffallen: Da sich die kinematische Schitzfehlerkovarianzmatrix in diesem
Tracking-Verfahren gemifd l~)k| 1 ® Xy, ergibt, sind geschitzte Ausdehnung und Schitzfehlerkova-
rianz der Positionsschitzung miteinander verkoppelt. Sie unterscheiden sich lediglich durch einen
skalaren Faktor, was sich in Abbildung 4.5 zu jedem Messzeitpunkt in den zueinander skalierten
Ellipsen beobachten ldsst. Ein statistischer Messfehler findet sich nicht in den Filtergleichungen, so
dass der Bayes’sche Ansatz von Koch [78] generell Ausdehnung plus Sensorfehler schitzt. Auflerdem
erfolgt das Gewichten der kinematischen Innovation unabhingig von o, oder o, . Daher reagierte
das Verfahren in Abbildung 4.5 auch erst mit etwas Verzdgerung auf eine sich verindernde Orientie-
rung der Gruppe und neigte insgesamt dazu, beim Schitzen des Gruppenschwerpunktes eher dem
jeweiligen Schwerpunkt der Messungen zu folgen. Gerade der letzte Punkt zeigte sich umso deutli-
cher, je grofler die Ausdehnung der betrachteten Gruppe wurde - wie etwa zum Ende des Szenarios
beim Auflosen der Gruppe.

Anschlieflend haben wir den im Rahmen dieser Arbeit weiterentwickelten Bayes’schen Ansatz
(siehe Kapitel 3) eingesetzt - allerdings in Verbindung mit einem IMM-Filter (siche Abschnitt 3.3).
Dieses IMM-Filter bestand aus drei verschiedenen Dynamikmodellen mit jeweils naherungsweise
konstanter Geschwindigkeit bei weifSer Beschleunigung [6, 41] mit folgenden Einstellungen:

1. geringes kinematisches Prozessrauschen bei niedriger Agilitit der Ausdehnung,

2. starkes kinematisches Prozessrauschen bei sehr hoher Agilitit der Ausdehnung zur Beriick-

sichtigung typischen Mandververhaltens,
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Abbildung 4.7: Ergebnisse fiir 900 Monte-Carlo-Simulationsliufe zum Szenario aus Abbildung 4.4 bei Anwen-
dung des weiterentwickelten Bayes’schen Ansatzes (siche Kapitel 3), wobei ein IMM mit drei Modellen (j = 1,2,3)
eingesetzt wurde. Simtliche Werte der Abbildung wurden als Mittelwerte der Monte-Carlo-Simulation berechnet.
Die grauen Hintergrundflichen markieren die Zeitspannen der Flugmandver und des Auflosens der Formation.

3. gemifligtes kinematisches Prozessrauschen bei hoher Agilitdt der Ausdehnung zur Berticksich-

tes.

tigung von Anderungen der Form, Grofle oder Ausrichtung ohne Mandver des Schwerpunk-

In Abbildung 4.6 sind die hiermit erzielten Tracking-Ergebnisse fiir die simulierten Daten aus Ab-
bildung 4.4 dargestellt. Der Algorithmus zeigte sowohl ein glittendes Verhalten wihrend der Nicht-
Mandver-Phasen als auch zeitnahe Reaktionen auf Mandver und Verinderungen der Ausdehnung
Insbesondere folgte das Verfahren der verinderten Orientierung ohne groflere Verzogerung. Das
berticksichtigte Messrauschen beeinflusste auch die kinematische Schitzfehlerkovarianz, die formal
von der Ausdehnungsschitzung entkoppelt ist. Dadurch war die Vertrauensellipse der Positions-
schitzung nicht mehr eine rein skalierte Ausdehnungsellipse.
Um den Einfluss der drei Dynamikmodelle des IMM-Filters auf die Tracking-Ergebnisse genau-
er beurteilen zu kdnnen als nach einem einzigen Durchlauf des Szenarios, haben wir insgesamt 900
Monte-Carlo-Simulationsliufe fiir die Linienformation in Abbildung 4.4 durchgefiihrt. Neben den
in Grau gekennzeichneten Zeitspannen der Flugmandver zeigt Abbildung 4.7(a) die Zeitverldufe
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Abbildung 4.8: Tracking-Ergebnisse bei Anwendung des alternativen Aktualisierungsschrittes von Orguner [113]
(sieche Abschnitt 3.4) fiir das Szenario aus Abbildung 4.4, wobei ein IMM mit drei Modellen eingesetzt wurde. Dar-
gestellt sind fiir jeden Messzeitpunkt neben den Sensordaten (Rot) die wahren Positionen der Gruppenmitglieder
(Cyan) und des eigentlichen Schwerpunktes (Blau), die geschitzte Position des Schwerpunktes (x) und die Ellipse
der Ausdehnungsschitzung (Schwarz) sowie die Vertrauensellipse der Positionsschitzung (Orange) bei einer Kon-
fidenz von 90 %.

der IMM-Giiltigkeitswahrscheinlichkeiten n[ﬂ] die fiir jeden Zeitschritt als Mittelwerte der Monte-

bk
Carlo-Simulation' berechnet worden sind. Das Manévermodell (Modell 2) reagierte auf plotzliche
Verinderungen des Schwerpunktes - gleichwohl mit etwas Verzogerung, da ein IMM-Filter zunichst
abwigen muss, ob die Abweichungen zwischen Pradiktion und Messungen auf Messfehler oder Ma-
nover zuriickzufiihren sind. Deshalb sind hiufig mehrere Zeitschritte und Messungen erforderlich,
bevor ein IMM-Filter mit hoherer Wahrscheinlichkeit auf ein anderes Modell umschaltet [41]. Nach
Beenden der Flugmandver zeigte das Modell fiir reine Ausdehnungsinderungen (Modell 3) eine et-
was hohere Wahrscheinlichkeit, bevor das Nicht-Manover-Modell (Modell 1) nach Anpassung der
Orientierung wieder den wesentlichen Beitrag lieferte. Dominant war das Modell fiir reine Aus-
dehnungsinderungen (Modell 3) beim Auflésen der Gruppenformation: In dieser Phase wich der
Schwerpunkt kaum von einer Geradeausbewegung mit konstanter Geschwindigkeit ab, wohinge-
gen sich das Ausmaf} der Gruppe rapide dnderte.

Abbildung 4.7(b) stellt die modellspezifischen Werte a[kjli sowie ihre Kombination ay;, dar, die
ein skalares Maf fiir die ausgewiesene Genauigkeit der Ausdehnungsschitzung sind. Offenbar wur-
de a;;, mafigeblich beeinflusst durch den spezifischen Wert des jeweils dominierenden Modells. Al-
lerdings fiihrte das skalare Moment-Matching aus Abschnitt 3.2.2 beim Berechnen von a;, nicht

zu einer rein gewichteten Summe der einzelnen a][e] /]e, stattdessen konnte der Gesamtwert durchaus

'Bei einer Monte-Carlo-Simulation werden mehrere Durchliufe desselben Szenarios durchgefiihrt, wobei unter-
schiedliche Sequenzen von Pseudozufallszahlen zum Erzeugen von Messungen verwendet werden.
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Abbildung 4.9: Ergebnisse fiir 900 Monte-Carlo-Simulationsldufe zum Szenario aus Abbildung 4.4, wobei Fehler-
mafle beztiglich Position und Geschwindigkeit fiir drei verschiedene Verfahren dargestellt sind: (i) den urspriing-
lichen Bayes’schen Ansatz von Koch [78] (siehe Kapitel 2 und Abbildung 4.5); (ii) den im Rahmen dieser Arbeit
weiterentwickelten Bayes’schen Ansatz (siche Kapitel 3 und Abbildung 4.6); (iii) den Tracking-Ansatz mit dem
VB-Verfahren im Aktualisierungsschritt von Orguner [113] (siehe Abschnitt 3.4 und Abbildung 4.8). Die grauen
Hintergrundflichen markieren die Zeitspannen der Flugmandver und des Auflosens der Formation.

kleiner sein als seine einzelnen Beitrdge; wie z.B. beim ersten Manover. Als Ergianzung zur aus-
gewiesenen Genauigkeit der Ausdehnungsschitzung prisentiert Abbildung 4.7(c) den Verlauf des
Skalierungsfaktors® £, aus Gleichung (3.22) bei einer Konfidenz von 70%: Analog zu a;, spiegelte
der Verlauf von f,, die wihrend eines Mandvers und unmittelbar danach reduzierte Verldsslichkeit
der Ausdehnungsschitzung, wobei Phasen einer Geradeausbewegung ohne Verinderung der rium-
lichen Anordnung ein zunehmendes Vertrauen bewirkten.

Zuletzt haben wir das VB-Verfahren von Orguner [113] (siehe Abschnitt 3.4) eingesetzt, mit
dem sich ebenfalls ein statistischer Messfehler in den Filtergleichungen berticksichtigen lasst. Dabei
haben wir erneut ein IMM-Filter mit den drei bekannten Dynamikmodellen verwendet - allerdings
wurde jedes Mal der Aktualisierungsteil ersetzt durch Orguners VB-Update aus Abbildung 3.5. In
Abbildung 4.8 sind die hiermit erzielten Tracking-Ergebnisse fiir die simulierten Daten aus Abbil-
dung 4.4 dargestellt, wobei wir beim Aktualisieren fiir jedes Modell jeweils zehn Iterationsschritte
durchgefiihrt haben. Analog zu den vorherigen IMM-Filterergebnissen ldsst sich hier festhalten: Das
Tracking-Verfahren mit dem VB-Update zeigte sowohl ein glittendes Verhalten wihrend der Nicht-
Mandver-Phasen als auch zeitnahe Reaktionen auf Mandver und Verinderungen der Ausdehnung;
insbesondere folgte das Verfahren der verinderten Orientierung ohne groflere Verzogerung.

Fiir einen detaillierten Vergleich dieser drei Verfahren haben wir wiederum Monte-Carlo-Simu-
lationen zu dem Szenario aus Abbildung 4.4 durchgefiihrt. Abbildung 4.9 zeigt hierzu Ergebnisse
beziiglich des Positions- und Geschwindigkeitsfehlers® beim Schitzen des kinematischen Schwer-
punktes. Wie zuvor erldutert, neigte der Bayes’sche Ansatz von Koch [78] beim Schitzen des Grup-
penschwerpunktes eher dem jeweiligen Schwerpunkt der Messungen zu folgen, da der Algorithmus

e grofler dieser Wert und damit der Konfidenzbereich fiir eine bestimmte geschitzte Ausdehnung ist, desto weniger
Verlasslichkeit wird dem jeweiligen Schitzwert zugeschrieben.
3RMS Target Location Error und RMS Target Speed Error (RMS fiir engl. Root Mean Square).
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einen statistischen Sensormessfehler nicht beriicksichtigt zugunsten einer geschlossenen Herleitung
der Filtergleichungen. Bei der Monte-Carlo-Simulation fithrte diese Vorgehensweise zu einem rela-
tiven groflen und konstanten Positions- und Geschwindigkeitsfehler in den Phasen einer Geradeaus-
bewegung, wohingegen die beiden anderen Verfahren deutlich niedrigere Fehler erreichten durch
Einbeziehen eines Messfehlers. Die jeweiligen Spitzen wihrend der Mandver lassen sich durch das
Zdgern des IMM-Filters erklaren, das zunichst stirker der eigenen Pradiktion vertraute, bevor es auf
das Mandvermodell umschaltete. Abschlieflend bleibt festzuhalten, dass sich mit Orguners VB-Ver-
fahren [113] dhnliche Ergebnisse erzielen lassen im Vergleich zum weiterentwickelten Bayes’schen
Ansatz und dass sich unsere teils heuristischen Approximationen zum Beriicksichtigen eines statisti-
schen Sensormessfehlers als gleichwertig erwiesen haben. Allerdings ist sein Aktualisierungsschritt

auf ein iteratives Losungsverfahren angewiesen, weshalb er numerisch aufwendiger ist.

4.3 Simulation eines ausgedehnten Zielobjektes

Im Zuge eines Schitzprozesses interessiert fiir gewohnlich nicht nur der Schitzwert allein, sondern
auch die vom Schitzer selbst ausgewiesene Schitzunsicherheit: Fiir den kinematischen Schitzwert
E[x,|Y;]=x;, lisst sich diese Unsicherheit mit der Schitzfehlerkovarianzmatrix Var[x, |, ] oder
dem MMSE tr Var[x,|Y, ] angeben. Ist nun der wahre Zielzustand bekannt, kénnen wir auch fiir
einen Schitzwert die wahre Schitzunsicherheit berechnen und mit der vom Schitzer ausgewiesenen
Unsicherheit vergleichen, so dass sich die Glanbwiirdigkeit der Schitzergebnisse beurteilen lisst. Bei
Simulationsexperimenten bieten sich zudem Monte-Carlo-Simulationen an, so dass mehrere Durch-
ldufe desselben Szenarios genauere Schlussfolgerungen {iber die Glaubwiirdigkeit der Schitzergeb-
nisse ermoglichen.

Sei u der Index der Tracking-Ergebnisse des u-ten Monte-Carlo-Simulationslaufes (von insge-
samt M). Dann berechnet sich der ANEES (fiir engl. Average Normalized Estimation Error Squared)
fiir den kinematischen Teil des Schitzproblems wie folgt [6]:

ANEES, = W MZ:; |:<Xle\k —x)" (Var[x, | ¥, )7 (%, — X/e)L :

Hierbei zeigen Werte grofer als eins an, dass das Filter zu optimistisch ist iiber seine eigene Schitz-
qualitt, wohingegen Werte kleiner als eins eine zu pessimistische Sichtweise des Filters bedeuten.
Da dieses Glaubwiirdigkeitsmaf$ keine negativen aber beliebig grofle Werte annehmen kann, betrach-
ten wir im Folgenden den Logarithmus des ANEES, so dass sich die Intervalle beidseitig von null
harmonisieren.

Mit dhnlichen Uberlegungen lisst sich auch bei der Ausdehnungsschitzung ein Glaubwiirdig-
keitsmaf} finden. Zu diesem Zweck beriicksichtigen wir neben dem Schitzwert E[X, |Y,] =X,
auch den im Verfahren ausgewiesenen MMSE e, = tr Var[X,, |}, ] als Schitzunsicherheit, so dass
sich der ANEES der Ausdehnungsschitzung wie folgt ergibt [167, 169]:

1 I [tf<(X/e|k—Xk)2)]

ANEESy, := m >

=1 k|l
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Abbildung 4.10: Simulation einer Ellipse als ausgedehntes Objekt mit typischen Abmafien eines Flugzeugtrigers.
Dargestellt sind fiir jeden dritten Messzeitpunkt sowohl die Position des Objektschwerpunktes als auch die raum-
liche 2-D-Ausdehnung bei einer Abtastzeit von 7' = 10s.

Demnach driicken auch hier Werte grofer als eins aus, dass das Filter zu optimistisch ist iiber seine
eigene Schitzqualitdt beziiglich der Objektausdehnung. Neben diesen relativen Fehlermaflen sind
im Rahmen von Monte-Carlo-Simulationen auch absolute Fehlermafle von Bedeutung, wobei wir
uns nicht nur fiir kinematische Positions- und Geschwindigkeitsfehler interessieren, sondern auch
fiir Abweichungen bei der Ausdehnungsschitzung. Dieser Fehler* beim Schitzen der Ausdehnung
ergibt sich in Anlehnung an [167, 169] als RMSE (fiir engl. Root Mean Square Error) zu

M

RMSE, := %Z Lo (X — X)) |

u=1 g

Zum Berechnen von ANEESy und RMSEy muss allerdings die wahre Ausdehnung X, bekannt
sein, die sich fiir eine Gruppe von Einzelzielen nur ungenau festlegen lisst; siche etwa die unter-
schiedlichen Interpretationen eines Ausdehnungsellipsoids bei der Gruppe aus 16 willkiirlich an-
geordneten Punktzielen in Abbildung 4.3. Deshalb betrachten wir im Folgenden eine Ellipse mit
Achsenlingen von 340m und 80m als ein ausgedehntes 2-D-Zielobjekt, fiir das wir Simulationen
durchgefiihrt haben. Da die Ellipse niherungsweise ein Schiff> darstellen sollte, gab ihre Hauptachse
auch die Bewegungsrichtung vor, wobei wir eine konstante Geschwindigkeit von 27 kn (= 50km/h)
angenommen haben. Neben lingeren Phasen der Geradeausfahrt waren auch drei Kursinderungen
von 45°, 90° und 90° Teil der Zieltrajektorie, die in Abbildung 4.10 dargestellt ist.

Zum Erzeugen von Messungen wurden zwei verschiedene Sensormodelle gewahlt: Das Erste
orientierte sich an der Normalverteilungsannahme der urspriinglichen Likelihood-Funktion ohne
Skalierungsfaktor gemify y[kj I N;(Hx, X, +R) und wird im Folgenden als N'(X;, +R) bezeichnet;
beim zweiten Sensormodell wurden die Messungen gleichverteilt tiber die Zielausdehnung erzeugt
und es wurde wiederum ein gleichanteilsfreies normalverteiltes Messrauschen berticksichtigt, so dass
dieses Modell U(X,) + N (R) genannt wird. Da beim Sensormodell (X, 4+ R) eine hohere Streu-
ung der Sensormessungen zu erwarten war, wurde hier der Skalierungsfaktor der Objektausdeh-

*RMS Target Extent Error (RMS fiir engl. Root Mean Square).
>Ein Schiff mit solchen Ausmaflen entspricht etwa einem Flugzeugtriger der Nimitz-Klasse.
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Abbildung 4.11: Ergebnisse fiir 900 Monte-Carlo-Simulationslidufe zum Szenario aus Abbildung 4.10, wobei zum
Erzeugen von Messungen das Sensormodell V(X + R) verwendet wurde. Dargestellt sind absolute und relative
Fehlermafie fiir den urspriinglichen Bayes’schen Ansatz von Koch [78] aus Kapitel 2 (schwarze Strichpunktlinie)
und den im Rahmen dieser Arbeit weiterentwickelten Bayes’schen Ansatz aus Kapitel 3 (hellblaue Linie). Die grau-
en Hintergrundflichen markieren die Zeitspannen der Kursinderungen.

nung nicht berticksichtigt, wohingegen beim Sensormodell /(X ) + N(R) standardmifiig z, = 1/4
galt. Genauer gesagt wurden die Sensordaten als unkorrelierte x- und y-Messungen mit Standard-
abweichungen von o, = 100m bzw. 0, = 20m erzeugt - bei einer angenommenen Abtastzeit von
T = 10s, wobeti sich die Zahl der Messungen zu jedem Messzeitpunkt aus einer Poisson-Verteilung
mit einem Erwartungswert von fiinf Messungen ergab. Als Tracking-Verfahren haben wir nicht nur
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Abbildung 4.12: Ergebnisse fiir 900 Monte-Carlo-Simulationsldufe zum Szenario aus Abbildung 4.10, wobei zum
Erzeugen von Messungen das Sensormodell /(X )+ N (R) verwendet wurde. Dargestellt sind absolute und relative
Fehlermafie fiir den urspriinglichen Bayes’schen Ansatz von Koch [78] aus Kapitel 2 (schwarze Strichpunktlinie)
und den im Rahmen dieser Arbeit weiterentwickelten Bayes’schen Ansatz aus Kapitel 3 (hellblaue Linie). Die grau-
en Hintergrundflichen markieren die Zeitspannen der Kursinderungen.

den urspriinglichen Bayes’schen Ansatz von Koch [78] aus Kapitel 2 eingesetzt, sondern auch den
weiterentwickelten Bayes’schen Ansatz aus Kapitel 3 in Verbindung mit einem IMM-Filter, das wie
im vorherigen Abschnitt aus drei verschiedenen Dynamikmodellen bestand. Wihrend Abbildung
4.11 die Ergebnisse der Monte-Carlo-Simulation fiir das Sensormodell N'(X,, + R) zusammenfasst,
zeigt Abbildung 4.12 die Simulationsergebnisse fiir das Modell 4(X,) + NV(R).
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Die Fehlerverliufe fiir Position und Geschwindigkeit bestitigen bei beiden Sensormodellen die
Beobachtung aus dem vorherigen Abschnitt: Der urspriingliche Bayes’sche Ansatz folgte beim Schit-
zen des Objektschwerpunktes im Wesentlichen dem jeweiligen Schwerpunkt der Messungen, wo-
durch ein nahezu konstanter Positionsfehler auftrat. Gerade zu Beginn der Kursinderungen miissten
sich Spitzen im Fehlerverlauf finden lassen, wenn das Verfahren der eigenen Pradiktion mehr ver-
traut hitte. Durch das kontinuierliche Neuausrichten auf den gemessenen Schwerpunkt ergab sich
auch ein groflerer Geschwindigkeitsfehler, wohingegen das eher glittende Verhalten des weiterentwi-
ckelten Ansatzes fiir niedrigere Fehler wihrend der Geradeausfahrten sorgte. Das Berticksichtigen
eines Messfehlers wirkte sich auch positiv auf die Ausdehnungsschitzung aus, was insbesondere der
Verlauf des Ausdehnungsfehlers beim Messmodell ¢4(X,) + N(R) widerspiegelt. Der Unterschied
zwischen beiden Verfahren fiel bei diesem Sensormodell deutlicher aus, da der durch die Ausdeh-
nung bedingte Streuanteil in den Messungen kleiner war als beim Modell N'(X, 4+ R), so dass das
Messrauschen eine groflere Rolle spielte.

Der untere Teil in Abbildung 4.11 und Abbildung 4.12 zeigt jeweils die relativen Fehlermafie,
d. h. den Logarithmus des ANEES fiir Kinematik und Ausdehnung. Unabhingig vom Sensormodell,
mit dem die Messungen generiert wurden, fallt beim kinematischen ANEES auf, dass beide Tracking-
Verfahren ein wenig zu optimistisch waren beziiglich ihrer Schitzqualitit wihrend der Kursidnderun-
gen. Allerdings gab es im Ausdehnungsteil diese Phasen der zu positiv bewerteten Schitzgenauigkeit
auch wihrend der Geradeausfahrten des Zielobjektes. Dies diirfte u. a. darauf zurtickzufiihren sein,
dass die Qualitdt der Messungen - d. h., ob der Sensormessfehler grof§ oder klein ist - keinen Ein-
fluss hat auf die ausgewiesene Genauigkeit der Ausdehnungsschitzung. Beide Tracking-Verfahren
weisen diese Genauigkeit durch einen skalaren Parameter aus, d.h. a,, = v, —d — 1. Dieser Pa-
rameter erhoht sich wiederum im Aktualisierungsschritt um die Zahl der verarbeiteten Messungen
- unabhingig davon, ob der Streuanteil des Messrauschen grofer oder kleiner als derjenige Anteil
ist, der durch die reine Objektausdehnung bedingt ist. Als wesentliche Erkenntnis bleibt letztlich
festzuhalten, dass insbesondere das Groflenverhiltnis zwischen Ausdehnung und Sensormesstehler
von entscheidender Bedeutung ist sowohl fiir die Qualitit der geschitzten Zustandsgroflen als auch
fir die Glaubwiirdigkeit der ausgewiesenen Schitzunsicherheiten.

Zusammenfassung

Dieses Kapitel stellte mehrere Simulationsbeispiele vor, in denen der urspriingliche und der weiter-
entwickelte Bayes’sche Ansatz zum Verfolgen ausgedehnter Objekte und nicht aufgeléster Gruppen
miteinander verglichen wurden. Hierzu zdhlten Beispiele mit sich nicht bewegenden Objekten, um
gezielt einige Besonderheiten der Ausdehnungsschitzung hervorheben zu kdnnen. Danach befasste
sich dieses Kapitel mit einer Gruppe dicht fliegender Ziele, die in Linienformation mehrere Flugma-
nover durchfiihrte, so dass sich auch der Einfluss der modellierten Systemdynamik auf die Qualitit
der Tracking-Ergebnisse studieren lief§. Das Kapitel endete mit der simulierten Fahrt eines Schiffes,
wobei die wahre Ausdehnung des Objektes durch eine Ellipse vorgegeben wurde, weshalb Fehler-
mafle auch fiir die Ausdehnungsschitzung berechnet werden konnten. Anhand dieser Simulations-
beispiele wurden im Wesentlichen folgende Punkte und Verfahrenseigenschaften beleuchtet:
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® Der Skalierungsfaktor z, in der Likelihood-Funktion ermdglicht eine korrekt skalierte Aus-
dehnungsschitzung, weshalb wir auf eine nachgelagerte Skalierung bei der graphischen Aus-
gabe verzichten und weswegen die Algorithmen auch intern mit der korrekt skalierten Ob-
jektausdehnung rechnen kénnen.

® Ein zunehmender statistischer Sensormessfehler fithrt bei dem urspriinglichen Bayes’schen
Ansatz von Koch [78] zu einer zunehmenden Ausdehnungsschitzung, da er generell Ausdeh-
nung plus Sensorfehler schitzt. Dahingegen kann der weiterentwickelte Ansatz aus Kapitel 3
dieses Uberschitzen weitgehend vermeiden.

® DieBayes’schen Ansitze beabsichtigen nicht, das kleinste umschlieflende Ellipsoid einer Grup-
pe von Punktzielen zu schitzen, sondern als Schwerpunkt den empirischen Mittelwert der
einzelnen Zielpositionen und als Ausdehnung ein skaliertes Ellipsoid, das sich aus der (korri-
gierten) Stichprobenvarianz der Zielpositionen berechnet.

¢ Das Einbeziehen eines statistischen Sensormessfehlers verbessert das glittende Verhalten eines
Tracking-Filters. Deshalb ergeben sich beim weiterentwickelten Bayes’schen Ansatz im Mittel
geringere Schitzfehler fiir Kinematik und Ausdehnung.

® Der weiterentwickelte Bayes’schen Ansatz kann in Verbindung mit einem IMM-Filter einge-
setzt werden, da seine Schitzgrofien nicht mehr direkt miteinander verkoppelt sind. Als Folge
konnen unterschiedliche Dynamikmodelle berticksichtigt werden, die ein abgestuftes Model-

lieren der Systemdynamik ermdglichen - und somit weitgehend geringere Schitzfehler.

¢ Das Groflenverhiltnis zwischen Ausdehnung und Sensormessfehler bestimmt weitgehend die
Qualitit der geschitzten Zustandsgrofien und die Konsistenz der ausgewiesenen Schitzunsi-
cherheiten, weil die Grofie des Messfehlers keinen Einfluss auf den skalaren Parameter der
Ausdehnungsschitzung hat und somit auch nicht auf ihre ausgewiesene Schitzqualitdt. Da der
urspriingliche Bayes’sche Ansatz grundsitzlich Ausdehnung plus Sensorfehler schitzt, ergibt
sich hier bei einem entsprechend grofien Messfehler eine dauerhaft zu optimistische Sichtweise
auf die Ausdehnungsschitzung.

® Orguners VB-Verfahren [113] ist ein alternativer Aktualisierungsschritt zum Berticksichtigen
eines statistischen Sensormessfehlers, mit dem sich dhnliche Tracking-Ergebnisse erzielen las-
sen im Vergleich zum weiterentwickelten Bayes’schen Ansatz. Allerdings beruht Orguners
Algorithmus auf einem iterativen Losungsverfahren und ist daher numerisch aufwendiger.



76

Kapitel 4 Quantitative Evaluierung anhand von Beispielen




Kapitel 5

Integration von StraBBenkarteninformationen

In diesem Kapitel erweitern wir den urspriinglichen Bayes’schen Ansatz aus Kapitel 2 zum Tracking
einer motorisierten Marschgruppe mit Hilfe von digitalen Straflenkarteninformationen. Unter der
Annahme, dass sich die zu verfolgenden Fahrzeuge auf einer Strafle bewegen, kdnnen Kartenda-
ten als geographisches Kontextwissen im Tracking-Algorithmus berticksichtigt werden zur Prizisie-
rung der Zielverfolgung. Zu diesem Zweck wird die Verbundschitzung von Kinematik und Aus-
dehnung im parametrisierten Raum der Strafle gefithrt, wobei wir die StrafSenbreite als vernachlis-
sigbar betrachten im Vergleich zum Sensormesstehler. Da die Messungen nicht in diesem 1-D-Stra-
lenkoordinatensystem vorliegen, sondern in 2-D-Bodenkoordinaten, bendtigen wir entsprechende
Transformationen der Verbundverteilungsdichte zur Aktualisierung des Gesamtsystemzustandes.
Erste Ansitze und Ergebnisse zu dieser Vorgehensweise fiir Marschgruppen wurden in den Arbei-
ten [170, 172, 173] diskutiert, wohingegen die Filtergleichungen des hier vorgestellten Verfahrens
bereits in [ 174, Kapitel 5] und [175, Abschnitt 6.5] zusammengefasst worden sind. Abschnitt 5.1 er-
ldutert das gewihlte Konzept zur Integration von Straflenkarteninformationen, bevor im Anschluss
der erweiterte Bayes’sche Formalismus vorgestellt wird: Die Pradiktionsgleichungen finden sich in
Abschnitt 5.2 und die Gleichungen zur Aktualisierung in Abschnitt 5.3. Anhand von Simulations-
ergebnissen demonstriert Abschnitt 5.4 das Potential des Straflenkoordinatensystems zur Verbesse-
rung der Schitzgenauigkeit beim Tracking einer Kolonne von Fahrzeugen. Zum Abschluss dieses
Kapitels erldutert Abschnitt 5.5 eine besondere Eigenschaft oder Problematik des neuen Verfahrens,
die sich im Rahmen dieser Arbeit herauskristallisiert hat und beim Interpretieren der Schitzergeb-
nisse zu berticksichtigen ist.

5.1 Beriicksichtigung von StraBenkarteninformationen

Zahlreiche Arbeiten im Bereich der luftgestiitzten Bodenaufklirung betonen den moglichen Ge-
winn durch geographisches Kontextwissen beim Tracking von punktfrmigen Bodenzielen; siehe et-
wal[3,5,27,45,66,71,90, 112, 114, 117-120, 135, 140, 144, 145, 148, 158, 159]: Dieser Gewinn ergibt
sich z. B. durch weniger Spurabbriiche und einer grofleren Genauigkeit beim Schitzen des unbekann-
ten Systemzustandes. Zum Berticksichtigen von Straflenkarteninformationen im Tracking-Verfah-
ren fiir ausgedehnte Objekte und Objektgruppen adaptieren wir den Ansatz aus [71, 144, 145, 148],
dessen eindimensionales Straflenkoordinatensystem sich als vorteilhaft erweist fiir unsere Ausdeh-
nungsschitzung, wie es bereits Abbildung 5.1 andeutet: Der linke Teil - also Abbildung 5.1(a) -
illustriert den urspriinglichen Bayes’schen Ansatz aus Kapitel 2 und sein Messprinzip zum Schitzen
des gemeinsamen Systemzustandes (x,,X,). In dem dort dargestellten 2-D-Koordinatensystem ent-
spricht das geschitzte Ellipsoid einer Ellipse. Verwenden wir dieses Verfahren zum Tracking einer
motorisierten Marschgruppe, interpretiert der Bayes’sche Ansatz bereits das einfache Verfolgen ei-

44
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Fliegende Formation Marschgruppe (Konvoz)

S I

X5

+ = Positionsmessung eines Zieles: + = Positionsmessung eines Zieles: (I~
(a) 2-D-Koordinatensystem (b) 1-D-Straflenkoordinatensystem

Abbildung 5.1: Tllustration des Tracking-Verfahrens fiir unterschiedliche Objektgruppen: Im linken Teil der Ab-
bildung verbildlichen die gestrichelten Linien das Grundprinzip aus [78], wonach die Einzelmessungen als tiber
die Ausdehnung verteilte Messungen des Schwerpunktes aufzufassen sind. Diese Ausdehnung wird im Fall d =2
durch eine Ellipse approximiert, deren Punkte sich aus der zugehdrigen SPD Zustandsmatrix X, ergeben; siehe et-
wa Gleichung (2.13). Der rechte Teil der Abbildung veranschaulicht die Idee des Straflenkoordinatensystems (d = 1),
wonach die Strafle durch einen 2-D-Polygonzug mit linearen Segmenten beschrieben wird, deren Endpunkte den
digitalen Kartenpositionen sy entsprechen. Dadurch reduziert sich die Zustandsmatrix der Ausdehnung auf eine
skalare Zufallsvariable und wir erhalten eine Langeninformation als Approximation der Gruppenlinge.

nes kurvigen Straflenverlaufs als Manover der jeweiligen Fahrzeuge, was zu Instabilititen und Unge-
nauigkeiten bei der Zielverfolgung bis hin zum Spurverlust fithren kann; siehe auch [170, 172-175],
wonach fiir diese Probleme insbesondere die stindigen Orientierungswechsel der geschitzten 2-D-
Gruppenausdehnung verantwortlich sind.

Analog zu den Ausfithrungen in [71, 144, 145, 148] greifen wir die Annahme auf, dass sich eine
motorisierte Marschgruppe vornehmlich auf einer Strafle fortbewegt, deren realer Verlauf durch ei-
ne 2-D-Kurve in dem sogenannten Bodenkoordinatensystem' vorgegeben sei. Durch die Eindeutigkeit
der Parametrisierung dieser Kurve reicht die Bogenlinge /, zur genauen Angabe des Gruppenschwer-
punktes véllig aus, wihrend die Geschwindigkeit /, vom Betrag her dem Tachometerwert eines
Fahrzeuges entspricht. Gemeinsam bilden sie den kinematischen Zustandsvektor aus Position und
Geschwindigkeit gemifd x] =[/, [T, wobei der hochgestellte Index 7 fiir das 1-D-StrafSenkoordina-
tensystem steht - eindimensional wegen d = dim(/,) = 1. Ferner beschreibt X7 als 1x 1-Zufallsmatrix
die skalare Zufallsvariable der Gruppenausdehnung in Straflenkoordinaten. Diese Ausdehnung, die
beispielsweise in einem zweidimensionalen Koordinatensystem durch eine Ellipse beschrieben wird,
reduziert sich in Straflenkoordinaten zu einer einfachen Lingeninformation - der Kolonnen- oder
Gruppenlinge 2,/X7; siche Gleichung (B.23) fiir d = 1. Abbildung 5.1(b) verdeutlicht die Idee
hinter diesem Straflenkoordinatensystem: Der Straflenverlauf kann hier nicht nur zur Angabe der
Kinematik genutzt werden, sondern auch zur Modellierung der Gruppenausdehnung tiber mehrere
Straflenabschnitte.

Fiir den Verlauf einer Straf3e seien nun insgesamt 7., + 1 Wegpunkte sy als Stiitzstellen bekannt
(8 =1,...,n, + 1), so dass die jeweils gerade Verbindung benachbarter Punkte? den Polygonzug R

"Das Beschrinken auf die zweidimensionale (x,y)-Ebene beruht auf einfacheren Transformationsformeln der Aus-
dehnung und tibersichtlicheren Moglichkeiten zur Prisentation der Simulationsergebnisse. Das vorgestellte Verfahren
kann mit entsprechenden Anpassungen auf ein 3-D-Bodenkoordinatensystem erweitert werden.

?Die gerade Verbindung zwischen den Wegpunkten sy und sy, ergibt das lineare Straflensegment .
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Abbildung 5.2: Schematische Darstellung einer Strafle zur Beriicksichtigung im Tracking-Formalismus.

als Approximation dieser Strafle bestimmt; sieche Abbildung 5.2. Die Parametrisierung dieses Stre-
ckenzuges erfolgt durch die Bogenlinge /, die vereinfacht gesehen der Kilometrierung der Strafle
entspricht, so dass fiir die Stiitzstellen sy = R(/y) gilt. An dieser Stelle ist allerdings von einem Dis-
kretisierungsfebler auszugehen, d. h. einer segmentspezifischen Differenz aus der realen Straflenab-
schnittslinge und dem jeweiligen Abstand L4 zweier benachbarter Stiitzstellen sg und s, |, wie sie
in Abbildung 5.2 bei der Darstellung der Approximation durch gerade Straflensegmente angedeutet
wird. Dieser Approximationsfehler oder auch die Straflenbreite konnten im Tracking-Formalismus
als zusitzliche Kontextinformation berticksichtigt werden. Von einer bekannten Bogenlinge /,_,
(z.B. l3_, = O0m) ausgehend ldsst sich mit den Abstandswerten Ly explizit

9—1
=1

berechnen. Dariiber hinaus gilt fiir die normierten Richtungsvektoren der 7, Straflensegmente
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und somit ebenfalls
S9+1 =85+ Lgts.

Da die Messungen mit Fehlern behaftet sind, liegen sie oftmals abseits der Strafle und lassen sich
nicht allgemein in Straflenkoordinaten angeben, sondern in Bodenkoordinaten, weshalb wir zum
Aktualisieren des pradizierten Systemzustandes die Verbunddichte p(x},X}|Y,_,) ebenfalls in Bo-
denkoordinaten bendtigen. Wiirden wir stattdessen die Messungen auf die Straflensegmente proji-
zieren — und damit ins Straflenkoordinatensystem -, ergiben sich Mehrdeutigkeiten und Schwierig-
keiten bei der Zuordnung - bereits auch bei einem kurvigen Straflenverlauf ohne Kreuzungen und
Einmiindungen wie in Abbildung 5.2. Beim Tracking-Verfahren fiir punktformige Bodenziele in
[71, 144, 145, 148] erfolgt dieses Umrechnen zwischen Straflen- und Bodenkoordinaten in mehre-
ren Prozessschritten, wobei die Dichtefunktion des Systemzustandes zunichst in eine segmentweise
Darstellung tiberfithrt wird, so dass anschlieflend die Transformation fiir jedes Straflensegment sepa-
rat berechnet werden kann. Zur Adaption dieser Vorgehensweise fiir eine Gruppe von Straflenzielen
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Aktualisierung

Pridiktion in Straflenkoordinaten: Aktualisierung in Straflenkoordinaten:
i~ A
P(Xk’X/e|yle—1) P(X/e’Xk|yk)

| Pridiktion in segmentwelsen Straflen- 1  Update in segmentweisen Straflen- i
koordmaten P, X0, =3,V ) koordmaten p(x, X710, =3,;) |
1 1

| Pridiktion in segmentweisen 2D-Boden- | Update in segmentweisen 2-D-Boden- |
'koordmaten P X0, =0, ) 'koordmaten (x4, X, 10, =0,Y,) i

______________________________________________________________________

Abbildung 5.3: Verarbeitungszyklus des erweiterten Bayes’schen Ansatzes, der Straflenkarteninformationen be-
rlicksichtigt, wobei 0, diejenige Zufallsvariable sei, die das jeweils giiltige Segment wihrend der Pridiktion angibt;
sieche auch die schematischen Darstellungen in [74, 148].

fiihren wir zunichst eine weitere Zufallsvariable ein: Sei 0, diejenige Zufallsvariable, die das jeweils
giiltige Straflensegment wihrend der Pridiktion angibt, fiir das die Koordinatentransformation ge-
rade durchzufiihren ist. Ausgehend von der Vorgehensweise fiir Punktziele® in [71, 144, 145, 148]
ergeben sich dann sechs verschiedene Prozessschritte entsprechend Abbildung 5.3, die zusammen-
genommen den erweiterten Bayes’schen Ansatz zur Verfolgung einer Gruppe von Straflenzielen

bilden:

1. Pridiktion in StrafSenkoordinaten: Zum Verarbeiten der neuen Messungen bendtigen wir eine
Vorhersage zum Messzeitpunkt {iber den Systemzustand der Marschgruppe - ausgehend von
der vorangegangenen Schitzung in Straflenkoordinaten. Da dem zeitlichen Entwicklungsmo-
dell fiir den Pridiktionszeitraum ebenfalls das 1-D-Strallenkoordinatensystem zugrunde lie-
gen soll, ergibt sich der pridizierte gemeinsame Systemzustand (x},X}) ebenfalls in Straf3en-
koordinaten. Aufgrund dieses Dynamikmodells folgt die Pradiktion p(x},X]|Y,_,) automa-
tisch dem Straflenverlauf, d. h. dem Polygonzug R als Approximation der jeweiligen Strafie.

2. Pridiktion in segmentweisen StrafSenkoordinaten: Wie bereits erliutert, bendtigen wir zum Ak-
tualisieren des gemeinsamen Systemzustandes die pridizierte Verbunddichte in Bodenkoordi-
naten. Da die Transformation in dieses Koordinatensystem allerdings nur fiir jedes Segment
einzeln eindeutig angegeben werden kann, tiberfiihren wir die bedingte Verbunddichte der Ob-
jektgruppe in eine segmentweise Darstellung und erhalten fiir jedes der 7, Straflensegmente
eine segmentabhingige Dichtefunktion p(x},X} [0, =3,¥,_,).

3. Pridiktion in segmentweisen 2-D-Bodenkoordinaten: Diese Dichtefunktionen werden anschlie-
lend in das 2-D-Bodenkoordinatensystem transformiert, so dass sich zum Abschluss der Pri-
diktion die segmentweisen Dichtefunktionen p(x,,X, |0, =¢,Y,_,) ergeben - entsprechend
dem linken Block in Abbildung5.3. Zum Einhalten des Formalismus in diesem Schritt verwan-
deln wir auch die geschitzte Liange der Gruppe in eine 2-D-Ausdehnung in Bodenkoordinaten,
d. h. in eine Ellipse mit entsprechenden Achsenlingen.

Dieser spezielle Ansatz zum Integrieren von Straflenkarteninformationen findet sich auch in weiteren Arbeiten;
siche etwa [72, 74, 84-86, 102, 103, 146, 147].
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4. Aktualisierung in segmentweisen 2-D-Bodenkoordinaten: Mit den bekannten Filtergleichungen
des urspriinglichen Bayes’schen Ansatzes aus Kapitel 2 verwerten wir die aktuellen Sensorda-
ten im Tracking-Verfahren und erhalten somit eine aktualisierte Darstellung der segmentspe-
zifischen Dichtefunktionen p(x,,X,|0, =3,Y,) im 2-D-Bodenkoordinatensystem.

5. Aktualisierung in segmentweisen StrafSenkoordinaten: Nach dem segmentabhingigen Update
mittels aktueller Sensormessungen erfolgt die Riicktransformation von segmentweisen Bo-
denkoordinaten ins Straflenkoordinatensystem. Indem wir den segmentspezifischen System-
zustand auf das entsprechende Straflensegment projizieren, erhalten wir fiir jedes der 7, Stra-
fensegmente eine segmentabhingige Dichtefunktion p(x],X[[0, =7, Y,).

6. Aktualisierung in StrafSenkoordinaten: Zum Abschluss des aktuellen Zeitschrittes wird aus der
segmentweisen Darstellung wieder die bedingte Verbunddichte p(x],X}|Y,) berechnet, so
dass auch die interessierenden Grofien fiir den gemeinsamen Systemzustand bekannt sind.

Im Vergleich zum Punktzielverfahren [71, 144, 145, 148] ist darauf zu achten, dass sich der Zustand
einer Gruppe von Straflenzielen iiber mehrere Straflensegmente erstrecken kann - aufgrund der
raumlichen Verteilung der einzelnen Gruppenmitglieder auf der Strafle. Lassen wir die Schitzunsi-
cherheit zunichst aufler Acht, existiert diese Problematik nicht bei dem Ansatz fiir punktférmige
Bodenziele, da der Zustandsvektor eines Punktzieles nur auf einem Segment liegen kann.

Die sechs Prozessschritte in Abbildung 5.3 beschreiben die rekursive Berechnung der Verbund-
dichte p(x;,X]|Y,) unter Beriicksichtigung von Straflenkarteninformationen, wobei sich auch die-
ser Verarbeitungszyklus in zwei fundamentale Bausteine einteilen ldsst, wie im weiteren Verlauf
dieser Arbeit gezeigt wird: die Pridiktion entsprechend Abschnitt 5.2 und die Aktualisierung gemifd
Abschnitt 5.3. Ausgangspunkt ist dabei der urspriingliche Ansatz aus Kapitel 2, da sich das neue
Verfahren so konsequent im Bayes’schen Formalismus entwickeln ldsst - im Vergleich zum weiter-
entwickelten Verfahren aus Kapitel 3 mit seinen angepassten Filtergleichungen, die auf verschiedene

Approximationen zuriickzufiihren sind.

5.2 Pradiktion des erweiterten Bayes'schen Ansatzes

Analog zum urspriinglichen Bayes’schen Ansatz in Kapitel 2 verwenden wir das Produkt einer
vektor- und einer matrixvariaten Wahrscheinlichkeitsverteilung zum Modellieren des aktuellen Sys-
temzustandes (x}, X ) im 1-D-Straflenkoordinatensystem, d. h.

P X | V0) = p (3 X Vi) p (X [ V)
wobei diese A-posteriori-Dichte in Anlehnung an Gleichung (2.26) wie folgt gewihlt wird:
p(x XL V) :A/;(X/Z;X/ZIk’P/ZVe ®X/Z>IW1<X2;V/§|/€’X/§|/€>- (.1)

Da X lediglich eine skalare Zufallsvariable ist, konnten wir die inverse Wishart-Verteilungsdichte
auch direkt als Dichtefunktion einer inversen Gammaverteilung schreiben, d. h.

r r.oor  vr \_ r.l or 13y
PXLIV) = IW (X v X ) = TG (X 3% 3 X008 )»
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und bei der Kovarianzmatrix der Normalverteilung das Kronecker-Produkt auslassen. Fiir eine ein-
heitliche Schreibweise innerhalb des Bayes’schen Formalismus wird in dieser Arbeit aber auf diese
abweichende Darstellung verzichtet; stattdessen verwenden wir Gleichung (5.1) als Ausgangspunkt
zum Herleiten der Filtergleichungen. In diesem Kontext befassen sich die folgenden Unterabschnitte
mit den drei Einzelschritten der Pridiktion, d. h. der Vorgehensweise, um aus der letzten Aktualisie-
rung in Straflenkoordinaten zum Zeitpunkt #, , die pridizierte Dichtefunktion in segmentweisen
Bodenkoordinaten zu berechnen - entsprechend dem linken Block in Abbildung 5.3.

5.2.1 Pradiktion in StraBenkoordinaten

Ausgehend von der bedingten Verbundverteilungsdichte p(x}_,, X} | |Y,_;) zum Zeitpunkt ¢, ,
bendtigen wir zum spiteren Verarbeiten der neuen Sensormessungen im Zeitschritt £ zunichst die
Pridiktion in StrafSenkoordinaten

pELXp V) = M(X;Zs X/Z|/e_1: P/Z|/e—1 ® X2)2W1(X/Z; V/:|/€—1’X/er|k—1> .

In Anlehnung an Abschnitt 2.3.3 und [78] ergeben sich die Parameter des vektorvariaten Teiles
durch Annahme der linearen Systemgleichung
X; :ﬁx;_l +v, mit Vv, NAfS(O,é@X;),
die letztlich zu 9
X/Z|/e—1 = FXZ—H/e—l
D _TDpr T ~
P =FP,_, F +Q

fiir die Pradiktion der Kinematik fithrt. Die Filtergleichungen zur Vorhersage der Ausdehnung lei-
ten sich aus der Annahme ab, dass die Linge der Objektgruppe zwischen zwei Messzeitpunkten

tendenziell konstant bleibt. Dies ist gleichbedeutend mit X,Zl by = X;_” .- Demnach berechnet
sich die 1 x 1-Parametermatrix der inversen Wishart-Verteilung zu
v, . —2
~ blk—1 ~
r — r r - r
X1 = (V/e|k—1 —2) =le-1= e 5 X ije—t>
b—1]k—1
wohingegen

V/er‘/e_l =4+ eXp(_T/T)(V/:—Hk—l —4)

. . r r
garantiert, dass die Forderung klk—1

Vil > 4 zur Angabe des mittleren quadratischen Fehlers e

stets
eingehalten wird, fiir den

r 2 v
, 2(X/e|k—1) . , Xk|k—1
e = mit X =
k=1 = O 4 He—1 = r 5
klk—1 k|k—1

gilt; siche Gleichung (3.11) unter Beriicksichtigung des Zusammenhanges (3.9).
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5.2.2 Pradiktion in segmentweisen StraBBenkoordinaten

Wie in Abschnitt 5.1 erldutert, soll die bedingte Verbundverteilungsdichte p(x},X7|Y,_,) in eine
segmentweise Darstellung iiberfithrt werden, so dass wir anschlieflend eine Transformation ins Bo-
denkoordinatensystem durchfiihren kénnen. Sei 72, die Zahl der zu berticksichtigen Straffensegmen-
te und 0, die Zufallsvariable, die das jeweils giiltige Segment wihrend der Pradiktion angibt. Dann
bezeichnet

e[k?/e]—l =P{0, =3V, ,} (1921,...,nR>

die Giiltigkeitswahrscheinlichkeit* der ¢-ten Segmenthypothese im Zeitschritt & basierend auf der
Messsequenz Y,,_,, wobei

< 1]
> O =1 62)
9=1

gilt. Nach Erweiterung des gemeinsamen Systemzustandes (x], X} ) mit der Zufallsvariablen 0, ldsst
sich die A-priori-Dichte zunichst in segmentabhingige Komponenten zerlegen, d. h.

POp XY ) =D 00, p(x. X[ 18, =8, ¥,), 5.3)
d=1

wobei p(x],X7|0, = 3,Y,_,) die sogenannte Pridiktion in segmentweisen StrafSenkoordinaten be-
zeichnet. Wie beim Verfahren fiir punktférmige Straflenziele in [71, 144, 145, 148] lassen sich diese
nz segmentabhingigen Dichtefunktionen mit Hilfe der Bayes’schen Regel® berechnen:

P8, =0x,X7) p(x}, X} | Vi_y)

(9]
9k|k_1

. (5.4)

p(x, X010, =3, )=

Die Aufteilung des gemeinsamen Systemzustandes auf die verschiedenen Straflensegmente erfor-
dert eine geeignete Modellierung der segmentspezifischen Likelihood-Funktion p(0, = ¢|x],X7).
Diese Wahrscheinlichkeit beschreibt den funktionalen Zusammenhang zwischen dem jeweiligen
Segment ¢ und dem aktuellen Systemzustand (x}, X} ), wobei nicht nur der raumliche Schwerpunkt
der Marschgruppe

[, :Ijlrxlz mit H, =[1,0]

Teil der segmentspezifischen Likelihood-Funktion sein soll, sondern auch ihre Linge 2,/X7, da sich
ein Verband von Fahrzeugen {iber mehrere Straflensegmente erstrecken kann. Ein weiteres Kriteri-
um ist die Einhaltung des methodischen Rahmens, d. h. des Bayes’schen Formalismus: Daher soll
die Varianz von p(8, = ¢|x},X7) dem Term Al X7 entsprechen, wobei Al; einen segmentabhingi-
gen, skalaren Wert darstellt, d. h. einen segmentspezifischen Skalierungsfaktor fiir die Ausdehnung.
Als Bezugspunkt fiir diese segmentspezifische Likelihood-Funktion verwenden wir - analog zum

“Diese Giiltigkeitswahrscheinlichkeit bezeichnet die Aufenthaltswabrscheinlichkeit der Marschkolonne auf dem je-
weiligen Straflensegment.

>Die Likelihood-Funktion fiir das jeweils giiltige Straflensegment im Zeitschritt & soll nur vom aktuellen Systemzu-
stand abhingen und nicht mit alten Messungen korrelieren, d. h. p(8, = 3[x},X}, ¥, )= p(6, = ¥|x,,X]).
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Punktzielverfahren [71, 144, 145, 148] - den Mittelpunkt

1
lg= 7 (lﬁ + lﬁ+1>
eines Straflensegmentes, worauthin sich die Likelihood-Funktion zu
(0, =F1x, X)) = Ny (L g H,xp, AT X)

ergibt. Formal gesehen erfolgt die Beriicksichtigung von Straflenkoordinaten im Pradiktionsschritt
demnach durch eine Aktualisierung mit der Psexdomessung [ g entsprechend Gleichung (5.4).

Allerdings muss zuvor noch der dimensionslose Parameter Al berechnet werden: Da die Linge
der Marschgruppe im Vergleich zur Linge des jeweiligen Straflensegmentes

Ly=1lg, =1l

zu sehen ist, wird in [175, Abschnitt 6.5.2.1] von einer mit z, skalierten 1 X 1-Ausdebnungsmatrix®
ausgegangen, woraus der Ansatz

AlZX] = z,

<Lﬁ+21/xg>2
2

folgt. Dabei entspricht der erste Summand fiir zy = 1/3 der Varianz einer Gleichverteilung” auf dem
Intervall [Iy, [y, ], d. h. L5 /12. Obwohl sich durch Umstellen dieser Gleichung die Formel

L
Al = 1 i
! ‘/Z_e< +2¢X_;>

ergibt, konnen wir damit den Parameter Algy im Tracking-Verfahren nicht berechnen - aufgrund

der unbekannten Zufallsvariablen X7. Da die Pridiktion X,Zl -

tiigbare Schitzung von X darstellt, Verwenden wir die Niherung®

L
A10%\/79<1+—ﬁ>
2/ Xt

zum expliziten Berechnen von Aly im Tracking-Algorithmus.

zu diesem Zeitpunkt die beste ver-

Wie bereits erldutert, interpretieren wir Gleichung (5.4) als Pseudoaktualisierung der Pridiktion
in StrafSenkoordinaten p(x],X]|Y,_,) mit einer segmentspezifischen Likelihood-Funktion. Demzufol-
ge verwenden wir die bekannten Aktualisierungsgleichungen aus Abschnitt 2.3.2 - siehe auch Ab-
bildung 2.2 - und erhalten

r r[8] prld] r T r[§]
(X/e’X/e|e/e_l9 Vii)= N<Xk’xk|/e 1’Pk|k 1®X )IW <Xk’v/e|k i +1 X/e|/e 1) (5.5)

Die Ausdehnungsmatrix eines Ellipsoids ist eine SPD Matrix, wobei ein Eigenwert dieser Matrix der quadrierten
Linge einer Halbachse entspricht. Im eindimensionalen Fall (d = 1) lasst sich das Ellipsoid als Intervall interpretieren,
d. h. die 1 x 1-Ausdehnungsmatrix ist die halbe Intervallbreite zum Quadrat.

7Beim Verfahren fiir punktformige Bodenziele wird V; (I g; H
Likelihood-Funktion gewihlt; siehe etwa [ 144, 148].

$Wie bei der Beriicksichtigung eines statistischen Sensormessfehlers in Abschnitt 3.1 wird an dieser Stelle die Schitz-
unsicherheit vernachlissigt, die mit der Ausdehnungsschitzung einhergeht.

,X1, L% /12) als Approximation fiir die entsprechende
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fir & =1,..., ny, als Pridiktion in segmentweisen StrafSenkoordinaten, wobei sich die Parameter einer
segmentspezifischen Dichtefunktion wie folgt berechnen: Mit Hilfe von

S =H,Py, A +AL

/e|/e 1=
Kl = = 1HT(Sk|/e 1>_1

/e|/e 1
7
Nk|k 1=

ergibt sich
r[9] 7
Xyt = X 1+Kk|/e 1(1 X/e|k )
s8] _ 5, 8] O] (Rrl0) \T
Pk|k 1_Pk|/e 1_K/e|k 1S/e|/e 1<K/e|/e—1>

fiir die Kinematik sowie

v 7] r 9] \—1 Ar7[8]
Xk\/el Xklkl (S/e|k—1> Nk|/e—1

fir die Ausdehnung. Letztlich sind noch die Segmentgewichte ol i k , der Mischverteilungsdichte (5.3)

zu bestimmen, die sich gemif} Gleichung (5.4) als Messwahrscheinlichkeiten interpretieren lassen:

ol = H p(6, =8|x.,X2) p(x, X5 |V, _,)dx} dX, (9=1,...,nz).

Da dieser Prozessschritt dem segmentweisen Update mit einer einzelnen Pseudomessung entspricht,
verwenden wir das bekannte Ergebnis fiir die Messwahrscheinlichkeit einer erwarteten Einzelmes-
sung aus Abschnitt 2.5.1 und erhalten unmittelbar

(91 _ (7 . T <rld] wr r _
e/e|k—1 - 7;(119’Vk|k—1’HVX/e|k—1’S]e|/e_1X/€|]€_1/V]€|]€_1> (19 = 1,...,nR).

Nach Berechnen aller Segmentgewichte sollten diese Segmentanfenthaltswahrscheinlichkeiten auch
noch entsprechend Gleichung (5.2) normiert werden, so dass wir p(x;,X]|Y,_,) als Mischvertei-
lungsdichte (5.3) darstellen konnen.

5.2.3 Pradiktion in segmentweisen 2-D-Bodenkoordinaten

Eine Eigenschaft des Verfahrens fiir punktférmige Straflenziele in [71, 144, 145, 148] ist das konse-
quente Einhalten des methodischen Rahmens des Bayes’schen Formalismus - insbesondere bei der
segmentweisen Pradiktion in Bodenkoordinaten, da die Transformation von Straffen- in Bodenkoor-
dinaten tiber eine segmentspezifische Transitionsdichte vorgegeben wird, d. h. p(x,|x;,0, = @) fiir
8 =1,...,n5. Die Adaption dieser Vorgehensweise fiir eine Gruppe von Straflenzielen im erweiter-
ten Bayes’schen Ansatz lautet formal

P X0, =0,V )= JJ P X %}, X, 0, = 9) p(x, X160, = 0, Y, ) dx dX],

wobei

P, X0, =3,V ) = p(x1X,,0, =0, Y1) p(X, [0, =0,V )
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die sogenannte Pridiktion in segmentweisen Bodenkoordinaten bezeichnet — mit der bekannten Dar-
stellung der bedingten Verbundverteilungsdichte als das Produkt einer vektor- und einer matrixva-
riaten Wahrscheinlichkeitsverteilung. Grundsitzlich soll das Doppelintegral mit der segmentspezifi-
schen Ubergangsdichte in zwei Teilprobleme aufgespaltet werden: Zum einen soll die Produktform
der Verbunddichte erhalten bleiben, zum anderen diirfte sich der Ubergang von Straflen- in Boden-
koordinaten einfacher realisieren lassen, wenn die Transformationsformeln getrennt nach Kinema-

tik und Ausdehnung anzugeben sind. Gesucht ist demzufolge

P(X/Z |Xra ek = 19, yk_1)} Transformation von Straflen- in {P(Xk |X/e, ek - 79: yk—l)
p(Xp0, =9V, ) p(Xp0, =9,V ).

Bodenkoordinaten

Damit die Integration sowohl tiber x; als auch {iber X] getrennt berechnet werden kann, miiss-
ten wir die kinematische chhtefunktlon der Pradlktmn in segmentweisen Straflenkoordinaten an-
passen. Dementsprechend miisste p(x;|X},0, = #,¥,_;) durch eine Dichtefunktion der Form
p(x|X,,0, =10,Y,_,) ersetzt werden.

Da fiir dieses Problem bisher keine Losung gefunden wurde, wird stattdessen in [ 175, Abschnitt
6.5.2.1] die Annahme getroffen, dass sich die segmentspezifische Verbunddichte der Pridiktion in
segmentweisen 2-D-Bodenkoordinaten wie folgt fiir § =1,...,n, formulieren lisst:

9 O SO
P (%X, [0, =3,Y, ) :st<X/e5X/[e|/3_1sPEe|k]_1 ®X/e>IW2<X/e;Vk|/€—1’X][e|/3_1>' (5.6)

Dartiber hinaus soll ¢ dasjenige Straflensegment bezeichnen, auf dem die kinematische Position der

Pridiktion in segmentweisen Straflensegmenten liegt, so dass

r[9] .
l < HrX/e|k 1 < lz‘}+1

gilt. Dieses explizite Bestimmen des aktuellen Segmentes ist notwendig, da sich der Zustandsvek-

r[9]
klk—1 fe|k—1
jeweiligen Straflensegmentes ¢ entspricht. Daher konnen wir im Allgemeinen nicht voraussetzen,

r[9]
kle—1
nem Segment zwischen Xhie 1 und Pseudomessung liegen kann. Mit den vom Punktzielverfahren

[71, 144, 145, 148] bekannten Grofien’

T | % O g 0 | S lsts
0 ty gr 0

tor x als Aktualisierung von x), - mit einer Pseudomessung ergibt, die dem Mittelpunkt des

dass der Positionsteil von x automatisch auf dem Straflensegment ¢ liegt, da er auch auf ei-

ergibt sich dann die segmentspeziﬁsche Transformation des kinematischen Zustandes zu
_ [7] [9 ]
k\k 1 Tg<—r ki1 1 Sg
pl?l  _ prl¥]
Pt = P/e|k—1 J
wobei die kinematische Parametermatrix Pl€| e 1 unverindert bleibt, da sie als s x s -Matrix!® unab-

hingig von der raumlichen Dimension ist.

?Der tiefgestellte Index (g «+ r) kennzeichnet den Ubergang von Straflen- in Bodenkoordinaten, d.h. von Road
Coordinates in Ground Coordinates.
1%Tn dieser Arbeit gilt s = 2, da wir Positionsmessungen zur Aktualisierung des kinematischen Zustandes verwenden,
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Zur Transformation des Ausdehnungsteiles berechnen wir aus Gleichung (5.5) zunichst die seg-
mentspezifische Pridiktion der Ausdehnungsschitzung in Straflenkoordinaten:

~ ~

X’W] X”[ﬁ]
Xr[ﬁ] = E[xr |e — 19 y ] — /€|/€—1 — klk—l .
k|k— kMR ' k—1 r r
e (Vk|/e—1 +1)—-2 Vi1 — 1

Anschlieflend definieren wir eine SPD Matrix zur Beschreibung einer Ellipse, deren Hauptachsen-
linge der segmentabhingigen Linge der Marschgruppe entspricht; die Nebenachsenlinge ergibt sich
z. B. aus der angenommenen Straflenbreite oder einem segmentweisen Stralenkartenfehler. Zusitz-
lich wird diese Ellipse entsprechend der Segmentausrichtung im 2-D-Raum mit der Rotationsmatrix

u (7] _,[¥]
Ry, = t}E&] _ty[é]
g7
t t
gedreht. Mathematisch ausgedriickt bedeutet das
) g Xr[ﬁ] 0 .
Xyl = E[X, |0, =83, ]=RE1 | “H RL)T, (5.7)

g 81 15\2

0 (')

[9] (9]
W kle—1
wird der skalare Parameter der inversen Wishart-Verteilung um eins erhéh, d. h.

wobei die Nebenachsenlinge oy, > 0 die positive Definitheit von X garantiert. Des Weiteren

Velk—1 = (Vkr|/e_1 +1)+1= V/;|k—1 +2, (5.8)

so dass das Tracking-Verfahren im Fall eines vernachlissigbaren Wertes fiir agg ] (agg J_ 0) denselben
MMSE in segmentweisen Straflen- und Bodenkoordinaten ausweist. Schliellich erhalten wir mit

<] _ (9]
Xt = Ve =3) Xy

den letzten noch fehlenden Parameter der bedingten Verbunddichte aus Gleichung (5.6), womit alle
notwendigen Filtergleichungen zur Pridiktion formuliert sind.

5.3 Aktualisierung des erweiterten Bayes’schen Ansatzes

Im Mittelpunkt dieses Abschnittes steht die Berechnung der bedingten Verbunddichtefunktion in
Straflenkoordinaten aus Gleichung (5.1), d. h. p(x},X}|Y,). Unsere Vorgehensweise im Pradikti-
onsschritt erfordert wiederum die Erweiterung des gemeinsamen Systemzustandes (x], X7 ) mit der
Zufallsvariablen 6, zur segmentweisen Darstellung

POLXYV) =D 00 p(x}, X} 10, =8, 2,) (5.9)
d=1

der sich wiederum aus einer Positions- und Geschwindigkeitskomponente zusammensetzt.
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mit den Giiltigkeitswahrscheinlichkeiten

egjk]::P{ek:ﬁ|yk} (§=1,...,nz),

wobei p(x,X} |6, =3,Y,) die sogenannte Aktualisierung in segmentweisen StrafSenkoordinaten be-
zeichnet. Diese segmentspezifische Dichtefunktion ergibt sich aus ihrem Pendant in Bodenkoordina-
ten, d. h. p(x,,X,|0, = ¢,Y,). Obwohl diese Riicktransformation analog zum Pridiktionsschritt
erneut heuristisch durchgefithrt wird, kann dieser Schritt formal mit einer Transitionsdichte darge-
stellt werden:

P(X;’X/Uyk) = fo e/[él\?/e]p(xlz’xz |Xk’X/€’ e/e = ﬁ)P(Xk,Xk|e/€ = ﬁ,yk)dxk Cle . (510)
9=1

In diesem Kontext befassen sich die folgenden Unterabschnitte mit den drei Einzelschritten der Ak-
tualisierung, d. h. der Vorgehensweise, um aus der Pridiktion in segmentweisen Bodenkoordinaten

die aktualisierte Dichtefunktion in Straflenkoordinaten zu berechnen - entsprechend dem rechten
Block in Abbildung 5.3.

5.3.1 Aktualisierung in segmentweisen 2-D-Bodenkoordinaten

Ausgehend von der Pridiktion in segmentweisen 2-D-Bodenkoordinaten erfolgt die Aktualisierung
des gemeinsamen Systemzustandes mit Hilfe der aktuellen 7, Sensormessungen, d. h. mit der mitt-
leren Messung ¥, und der Messstreuung Y. Diese Messungen sollen nur vom aktuellen Systemzu-
stand (x,,X,) abhangen und nicht mit vorangegangenen Messungen oder dem jeweiligen Straflen-
segment korrelieren, d. h. p(Y,|x,,X,,0, = ¢, Y, ;) = p(Y,|x,,X,). Fiir die segmentspezifische
Verbunddichtefunktion der Aktualisierung in segmentweisen 2-D-Bodenkoordinaten

9] S SO
p(x4,X,10, =3,Y,) :'/V’ZS(X/e;X[ij’PEdk] ®X/e)IWz<X/e;Vk|/e,X[k|k]> (5.11)

ergibt sich mit der Bayes’schen Regel der Zusammenhang

(Y, 1%, X)) p(x3, X010, =3, V)
(Y16, =3,¥, )

fir § =1,...,n,, wobei wir die Normierungskonstante

p
p(x, X, 0, =10,),) =

NI = UYL 10, = 8,90 = | | pOYil Xo)p(00 X100 = 0,91 X,

als segmentspezifische Messwabrscheinlichkeit interpretieren. Mit den bekannten Zusammenhingen
in Abschnitt 2.3.2 - siehe auch Abbildung 2.2 - kénnen wir geradewegs die Filtergleichungen zur
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Aktualisierung der Parameter in Gleichung (5.11) formulieren: Mit Hilfe von!!

1
(RARES = I = L
klk—1 /e|k 1 4-m,
Z[9] pld] TS0 1
LT S 1H (S |k—1>
(9] (9] [91 \T
N/e|/e 1 (y _ka|k 1><Yk ka|/e 1>

erhalten wir o o1 -
Xih = X1 T (Kk|/e 1 ® Id><Yk - HXk\k—l)

P =P RO S (R
fiir die Kinematik und
X=X+ () NG +4- Y,
Velk = Yejb—1 T 7

fir die Ausdehnung, wihrend sich gemaf} Gleichung (2.33) als Messwahrscheinlichkeit

Al?] 4T, <Vk‘k>|X/e|k 1| e

Ele—1 — _
" S B R

V/e|k

/e|k|

ergibt. Deshalb gilt im Fall 2, > 2 und Y, > 0 laut Abschnitt 2.5.2

9] _ (<. ol L
A/e|k_1_7;<YkaV/e|k 2, ka|/€ 1aSk|k 1(X/€|k 1+4 Y/e)/(vle|k_2)>

17 np—1 Vele— N
GBY (Y 2, XL /4,0).

2

Mit diesen segmentspezifischen Messwahrscheinlichkeiten ldsst sich beurteilen, auf welchen Straflen-
segmenten die zu schitzenden Bodenziele zu vermuten sind. Daher kdnnen wir mit thnen auch die
Giiltigkeitswahrscheinlichkeiten der verschiedenen Segmenthypothesen in Gleichung (5.10) aktua-
lisieren: Mit der Bayes’schen Regel ergibt sich zunichst

9 9 9
GLVS < P(Y/e|9k = ﬁ’yk—l)P{ek = 19|yk_1} = Aivj_l Givj_l-

Da die Summe der einzelnen Segmentgewichte im Sinne der Mischverteilung (5.9) gleich eins sein
soll, erhalten wir fiir die Giiltigkeitswahrscheinlichkeit der ¢-ten Segmenthypothese schliefilich

A9l gld]
[9] _ klk—1 " klk—1 .
e = AT gl?'] (F=1,.0mr).

§=1""klk—1 " kJk—1

5.3.2 Aktualisierung in segmentweisen StraBenkoordinaten

Nach der segmentabhingigen Aktualisierung des Systemzustandes durch die aktuellen Sensormes-
sungen erfolgt als Nichstes die Riicktransformation von segmentweisen Bodenkoordinaten ins Stra-
lenkoordinatensystem. Die Dichtefunktion p(x,,X, |0, =¢,Y,) aus Gleichung (5.11) soll deshalb

"Im 2-D-Raum (d = 2) gilt fiir den Skalierungsfaktor der Ausdehnung z, = 1/4.
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Abbildung 5.4: Illustration der Transformation von segmentweisen 2-D-Boden- in Straflenkoordinaten. Start-
punkt ist die Aktualisierung in segmentweisen Bodenkoordinaten (Schwarz) im linken Teil der Abbildung, wobei
hier lediglich die §-te Segmenthypothese dargestellt ist. Aufgrund der Annahme, dass die pridizierte Position in
segmentweisen Straflenkoordinaten auf dem Segment ¢ lag, wird die orthogonale Projektion (Blau) gerade fiir die-
ses Segment ausgewertet — oder priziser: fiir die Gerade (Grau) mit den beiden Punkten sg und sg,; (Rot). Die
daraus folgenden Werte z. B. fiir die Linge oder den Schwerpunkt der Objektgruppe (Schwarz) interpretiert unser
erweitertes Tracking-Verfahren stets direkt als Werte im Straflenkoordinatensystem, wodurch das Umklappen im
rechten Teil der Abbildung automatisch erfolgt.

als p(x],X;]0, = #,¥,) in Straflenkoordinaten abgebildet werden, wobei die Aufteilung der Ver-
bunddichte in eine vektor- und eine matrixvariate Wahrscheinlichkeitsverteilung beizubehalten ist.
Bereits Gleichung (5.10) beschreibt diese Umwandlung durch eine segmentspezifische Transitions-
dichte p(x}, X} |x;,X;,6, =) und der Integration iiber x;, und X,.. Mit der gleichen Begriindung
wie In Abschmtt 5.2.3 - Produktform der Verbunddichte und einfachere Transformationsformeln -
soll auch hier das Doppelintegral in zwei Teilprobleme aufgespaltet werden:

P(Xk |X/e’e/e = 19: yk)} Transformation von Boden- in {P(X/: |Xr, e/e = 19, yk)
P(Xel8, =8, 9) pXL18 =19,P,).

Ahnlich wie in Abschnitt 5.2.3 miisste zu diesem Zweck p(x,|X,,0, = #,),) durch eine Dich-
tefunktion der Form p(x, 1X7,0, = 1,Y,) ersetzt werden; allerdings existiert fiir dieses Problem

Straflenkoordinaten

bisher keine Losung.

Stattdessen verwenden wir den heuristischen Ansatz aus [ 175, Abschnitt 6.5.2.2], der im Wesent-
lichen eine orthogonale Projektion des segmentspezifischen Systemzustandes auf das entsprechende
Straflensegment vorsieht - entsprechend der Illustration in Abbildung 5.4. Analog zum Punktziel-
verfahren [144, 145, 148] ergibt sich die segmentspezifische Transformation des kinematischen Zu-

standes zu s )
] [9]
/€|]€ (Tg<—7) ( /€|k Sg<—r)
prd _ pld]
P =P
wobei die kinematische Parametermatrix PU?! auch bei der Riicktransformation nicht verindert

klk
wird, da sie unabhingig von der rdumlichen Dimension ist. Die Ausdehnungsschitzung soll eben-

falls durch eine orthogonale Projektion auf das entsprechende Segment bestimmt werden: Dazu
berechnen wir zunichst den bedingten Erwartungswert der Objektausdehnung in segmentweisen

2-D-Bodenkoordinaten o1

[9] k|k
X =——3-
k|k

Anschlieflend wird mit (R[ 7 )TXEeI k] g(_, die Drehung aus Gleichung (5.7) nivelliert, so dass - auf-
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grund der urspriinglichen Definition der Ellipse in Abschnitt 5.2.3 - das Element in der ersten Zeile
und der ersten Spalte der resultierenden Matrix der orthogonalen Projektion auf das jeweilige Stra-
lensegment entspricht, d. h.

9] _ 9] \Tx[?] T
X]e|k [1 O] (Rg<—7’) X]e|/eRg<—r [1’0] .

In Anlehnung an Gleichung (5.8) und den dort folgenden Bemerkungen zum Erhalt des MMSE
vermindern wir bei dieser Transformation den skalaren Parameter der inversen Wishart-Verteilung

um eins, so dass sich letztlich die Parametermatrix der Ausdehnungsschitzung zu

v r[d r[¢
Xk|E€]=((V/e|k 1)—=2)X k|[k] (Vk|/e_3)Xk|[/e]

ergibt. Auf diese Weise sind alle Filtergleichungen zur Angabe der Aktualisierung in segmentweisen
StrafSenkoordinaten formuliert:

roNeT _ _ 7[19] r[d] r r[d]
P X0, =3, Y,) = N(x;x n ’P/e|k ® X} ) IW, (X5 Ve — 1X/e|/e )-

5.3.3 Aktualisierung in StraBenkoordinaten

Zum Abschluss eines Verarbeitungszyklus sind noch die Parameter der bedingten Verbunddichte-
funktion p(x7,X]|Y,) aus Gleichung (5.1) zu berechnen, da bis zu diesem Zeitpunkt lediglich die
Parameter der Mischverteilungsdichte (5.9) bekannt sind:

r (9] prld] r r[¢]
JACVERANTY ZekVe (xpsx k\/e ’P/e|/e ® X} ) IW (X} Ve — 1X/e|/e ).

Wie bereits in Abschnitt 3.2.2 vorgestellt, bedeutet Moment-Matching u. a. eine Mischverteilungsdich-
te durch eine gewohnliche Dichtefunktion zu approximieren mit tibereinstimmenden ersten und
zweiten Momenten. Da in diesem speziellen Fall die Kovarianzmatrix der vektorvariaten Dichte von
der wahren (aber unbekannten) Zufallsvariablen X} abhingt, verwenden wir beim Moment-Match-
ing ersatzweise die jeweilige Marginaldichte, d. h. p(X} |, ) fiir die Ausdehnung und p(x] |, ) fiir
die Kinematik. Fiir die Marginaldichte der Ausdehnung soll demzufolge

p(X V) Z%IW Vel — 1Xk|k) I (X3 Yo ,gVe)

gelten, weshalb ein Moment-Matching erster Ordnung in Bezug auf den Erwartungswert zunichst

klk Z%k /e|k (5.12)

ergibt. Mit dem segmentspezifischen MMSE der Ausdehnungsschitzung

r[d1\2 r[d1\2
[9] 2<Xk|k ) . 2<Xk|/e )

B e — D=4 v —5
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berechnen wir anschlieffend den MMSE der matrixvariaten Mischverteilung gemif$
SO gLt (191, (3 1f)
CLik :;ekVe <€/e|k "‘ klk Xk|k> >
=1
Unter Berticksichtigung der Zusammenhinge in Gleichung (3.12) und Gleichung (3.9) konnen wir
mit den Abkiirzungen
v 7 r \2
P = e T 2(X5)
Doy =2 <e/:|k + (X/Z|k)2>

schliefflich die gesuchten Parameter der inversen Wishart-Verteilung angeben:

—1
Ve =2+ <2e/e|/e> <p/e|/e + \/(Pkr|/e)2 e da )
X/{j|/€ = (V/:Ve _2>X/:|k
Ausgangspunkt fiir das kinematische Moment-Matching ist die segmentspezifische Marginaldichte!
r[9] prid]yr[d
P10, =3, Y0) =T, (X3 Vo — 1’X/e|[k ]’P/e||:/e ]Xk|5e ]/<Vk\/e —1))

und damit die Approximation
JACANYY Z%k p(xl0, =0, ~ (X/e’Vk|kaxk|/e’P/Z|kX/:|/e/Vkue)
Infolgedessen fiithrt ein Moment-Matching beziiglich des Erwartungswertes zu
S gl 197
Xele = Z Otk Xefee >
9=1
wihrend wir in Bezug auf die kinematische Schitzfehlervarianz zunichst den Zusammenhang

Var[x; [V, ] P2|/€X;|/€ _ZekVe( klk /e|/e] + (X/:|[/f]_X/Z\k><X/Z|[£]_X/ZIk>T>

erhalten, mit dem sich unter Beriicksichtigung von X aus Gleichung (5.12)

ﬁ/::|k: kveﬁzelqk( klk k|k +(X/Z|[/f]_X2|k>(xz|[g]_xlzlk>T>
1

ergibt. Damit sind alle Parameter zur erneuten Angabe der Dichtefunktion p(x},X}|Y,) in Glei-
chung (5.1) bekannt, so dass ein vollstindiger Verarbeitungszyklus des erweiterten Bayes’schen An-
satzes unter Berticksichtigung von Straflenkarteninformationen durchgefiihrt werden kann.

5.4 Simulation einer Kolonne von Fahrzeugen

Dieser Abschnitt befasst sich mit einem fiktiven Szenario aus der luftgestiitzten Bodenaufklirung, in
dem eine Kolonne von Fahrzeugen einem Straflenverlauf folgte. Zum Erzeugen des Straflenverlaufes

12Giehe Abschnitt 2.4 und Tabelle 2.2.
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Abbildung 5.5: Simulation der Straflenkarteninformationen: Dargestellt sind die vorgegebenen Wegpunkte, die
durch Interpolation berechnete Strafle und die Straflensegmente, die sich durch jeweils gerade Verbindung der Stiitz-
stellen ergeben. Gemeinsam bilden die Segmente den Polygonzug, der den Verlauf der Strafle approximiert. Die
Segmente 31 bis 35 sind farblich hervorgehoben - entsprechend der Farbwahl in Abbildung 5.8(a).
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Abbildung 5.6: Segmentspezifische Differenz aus der realen Straflenabschnittslinge und der jeweiligen Segment-
linge Ly zwischen zwei benachbarten Stiitzstellen sy und sg ;.

in Abbildung 5.5 wurden insgesamt 66 Wegpunkte oder Stiitzstellen vorgegeben, die anschlieflend
durch eine 2-D-Raumkurve interpoliert wurden, d. h. durch kubische Spline-Interpolation in Parame-
terdarstellung [7, 24]. Der Polygonzug zum Approximieren der Strafle ergab sich durch die jeweils
gerade Verbindung der Stiitzstellen und bestand demnach aus 65 linearen Segmenten. Dadurch ergab
sich fiir jedes Straflensegment ein Approximationsfehler, der als Differenz aus Straflenabschnittslin-
ge und Segmentlinge in Abbildung 5.6 dargestellt ist. Die Segmentlingen variierten zwischen 60 m
und 900m und lagen im Mittel bei 146 m, so dass sich fiir den Polygonzug eine Gesamtlinge von
nahezu 9,5km ergab.

Fiir einen Vergleich zwischen dem urspriinglichen Bayes’schen Ansatz von Koch [78] (siehe Ka-
pitel 2) und dem daraus erweiterten Ansatz zum Tracking mit Straflenkarteninformationen wurde
eine Marschkolonne aus elf punktférmigen Einzelfahrzeugen gewihlt, die dem Verlauf der Straf3e
in Abbildung 5.5 folgte. Diese Gruppe von Fahrzeugen fuhr mit einer konstanten Geschwindigkeit
von 45 km/h, wobei die Einzelfahrzeuge untereinander einen Abstand von 30m hielten, so dass die
Linge der Marschkolonne®® ungefihr 330 m betrug. Das Szenario wurde durch einen fiktiven Sensor
mit einer Abtastzeit von T = 8s beobachtet, der unkorrelierte x- und y-Messungen mit Standard-
abweichungen von ¢, = 20m und o, = 50m lieferte. Um die begrenzte Aufldsungsfihigkeit des
Sensors zu simulieren, wurde fiir jedes Fahrzeug eine Detektionswahrscheinlichkeit von 65% an-

genommen. Abbildung 5.7(a) zeigt die Positionen der Fahrzeuge fiir jeden fiinften Messzeitpunkt,

BDer exakte Abstand zwischen erstem und letztem Punktziel der Kolonne betrug 300 m. Gemif3 der Ausdehnungs-
schitzung berechnen wir die Kolonnenlinge aus der 1 x 1-Zustandsmatrix X}, die wiederum der skalierten Stichproben-
varianz der einzelnen Zielpositionen entspricht. Auf diese Weise ergab sich fiir die Linge der Marschkolonne 328,63 m.



94 Kapitel 5 Integration von StraBenkarteninformationen

T T ] T
Strafle |

T
0 *  Fahrzeuge der Kolonne &
{. * Zentrum der Kolonne {
m

1 } ‘> g

g
~ Sk
g} _0’5 } ..... —— N — ———a w o e

\ @
|
-1 1 1 I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 35 4 4,5 5 5,5
x /km —

(a) Simulierte Positionen der einzelnen Fahrzeuge und des Zentrums der Kolonne auf der Strafle

T T T T T T T T T
+ Messungen
X Geschitzte Position | /

)

— Geschitzte Ausdehnung ¥
T T T n
i i i ) | X <t
i - i i -
"+$<+ I frg % L @ ......... =+ NG —— f
f @ L
| | | | | | | |
2,5 3 35 4 4,5 5 55

x /km —

(b) Tracking-Ergebnisse des urspriinglichen Bayes’schen Ansatzes von Koch [78] (siehe Kapitel 2)
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(c) Tracking-Ergebnisse des mit Straflenkarteninformationen erweiterten Bayes’schen Ansatzes

Abbildung 5.7: Simulation einer Kolonne von elf Fahrzeugen, die dem Straflenverlauf aus Abbildung 5.5 folgte.
Neben den wahren Zielpositionen werden auch Tracking-Ergebnisse fiir einen einzelnen Durchlauf des Szenarios
dargestellt, die mit dem urspriinglichen Bayes’schen Ansatz und dem erweiterten Ansatz zum Tracking mit Stra-
lenkarteninformationen berechnet worden sind. Um die Abbildung tibersichtlich zu gestalten, werden Ergebnisse
nur fiir jeden fiinften Messzeitpunkt gezeigt.

wobei in Abbildung 5.7(b/c) auch simulierte Messungen fiir einen Durchlauf dieses Szenarios zu
sehen sind. Das Zentrum der Kolonne wurde nicht als empirischer Mittelwert in 2-D-Bodenkoor-
dinaten berechnet, sondern im Straflenkoordinatensystem, d. h. im Raum der Strafle. Deshalb war
das sechste Fahrzeug der Kolonne gleichzeitig das Gruppenzentrum; sieche Abbildung 5.7(a). Zum
Initialisieren der Tracking-Verfahren haben wir jeweils die Messungen des ersten Messzeitpunktes
verwendet und die Geschwindigkeitskomponente mit null vorbelegt.

Zunichst haben wir auf dieses Szenario den urspriinglichen Bayes’schen Ansatz von Koch [78]
angewandt, der keine Straflenkarteninformationen im Verfahren berticksichtigt. Abbildung 5.7(b)
stellt die erzielten Tracking-Ergebnisse fiir einen Durchlauf des Szenarios dar. Das Umorientieren
der Ausdehnungsellipsen zeigt deutlich, dass das Verfahren sich auf die wechselnde Ausrichtung der
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(b) Pridizierte Segmentaufenthaltswahrscheinlichkeiten GETIS_ Jfird=1,...,65

Abbildung 5.8: Ergebnis des erweiterten Bayes’schen Ansatzes fiir die pridizierten Segmentaufenthaltswahrschein-
lichkeiten (gemittelt aus 900 Monte-Carlo-Simulationsliufen). Die grauen Hintergrundflichen markieren die Zeit-
spanne von Scan 41 bis 52, in der sich mindestens ein Fahrzeug der Marschkolonne auf dem lingsten Segment
befand, d. h. auf Straflensegment 33. Die violette Fliche kennzeichnet die Zeitspanne von Scan 44 bis 49, in der
sich alle Ziele auf diesem Hauptsegment befanden.

Kolonne stindig neu einstellen musste: Der Algorithmus interpretierte das Fahren auf einer kurven-
reichen Strafle als Mandver der jeweiligen Fahrzeuge. In praktischen Anwendungen wiirde dadurch
der (hier nicht beriicksichtigte) Datenassoziationsschritt erschwert, da die Zieldynamik die jeweili-
ge Zuordnung zwischen Sensordaten und Zielspur beeinflusst - zusitzlich zu anderen Fahrzeugen,
Falschalarmen und topographischen Abschattungen [64, 65, 117, 120, 148].

Anschlieflend haben wir den im Rahmen dieser Arbeit erweiterten Ansatz zum Tracking mit
Straflenkarteninformationen eingesetzt. Abbildung 5.7(c) zeigt die erzielten Tracking-Ergebnisse
fiir einen Durchlauf des Szenarios, wobei auch hier nur Ergebnisse fiir ausgewihlte Messzeitpunkte
dargestellt sind, da sich sonst die Zielspur bei aufeinanderfolgenden Zeitpunkten iiberlagern wiir-
de. Das Tracking-Verfahren folgte der Marschkolonne sowohl auf langen Segmenten im mittleren
Drittel des Szenarios als auch auf kurvenreichen Teilstiicken mit eher kiirzeren Straflensegmenten,
wobei sich die Gruppe von Fahrzeugen tiber mehrere Segmente erstreckte. Des Weiteren erlaubten
die Straflenkoordinaten mit dem Polygonzug eine genauere Modellierung der Gruppenausdehnung.
Dabei ist das Verfahren darauf angewiesen, die bedingte Verbunddichte der Objektgruppe in eine
segmentweise Darstellung zu tiberfiihren, so dass wir fiir jedes Straflensegment eine segmentabhingi-
ge Dichtefunktion erhalten. Das wiirde bei diesem Szenario 65 Dichtefunktionen bedeuten, fiir die
nicht nur Pridiktion und Aktualisierung durchzufithren wiren, sondern auch noch die Hin- und
Riicktransformation zwischen segmentweisen Straflen- und Bodenkoordinaten. Zum Reduzieren
des numerischen Aufwandes haben wir in Abbildung 5.7(c) nur diejenigen segmentabhingigen Dich-
tefunktionen berechnet, deren Straflensegment zuvor eine entsprechende Segmentaufenthaltswahr-
scheinlichkeit 61”)  zugewiesen bekam. Durch Vorgabe eines nicht zu unterschreitenden Schwel-

Ell—1
lenwertes fiir die Segmentgewichte geniigte dazu die Betrachtung der unmittelbaren Umgebung der



96 Kapitel 5 Integration von StraBenkarteninformationen

L _,‘/ ‘ ~ === Geschitzte Linge der Kolonne
270H = = Wahre Kolonnenlinge
240 i 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I
0 15 30 45 60 75 90
Scan kb —

Abbildung 5.9: Ergebnis des erweiterten Bayes’schen Ansatzes fiir die geschitzte Linge der Kolonne (gemittelt aus
900 Monte-Carlo-Simulationsliufen). Wihrend die gestrichelte Linie der tatsichlichen Kolonnenlinge entspricht,
kennzeichnet der Schlauch um den Verlauf der geschitzten Kolonnenlinge den Interdezilbereich der Schitzwerte.
In diesem Bereich lagen die mittleren 80% der Werte aller 900 Monte-Carlo-Simulationsldufe. Die grauen und
violetten Hintergrundflichen markieren die in Abbildung 5.8 genannten Zeitspannen.

Gruppenzielstruktur, so dass eine segmentabhingige Dichtefunktion nur fiir relevante Segmente
auszuwerten war.

Um den Einfluss der Straflenkoordinaten auf die Tracking-Ergebnisse genauer beurteilen zu kon-
nen als nach einem einzigen Durchlauf des Szenarios, haben wir insgesamt 900 Monte-Carlo-Simu-
lationsldufe durchgefiihrt und uns danach den erwihnten Segmentaufenthaltswahrscheinlichkeiten

zugewandt. In diesem Zusammenhang zeigt Abbildung 5.8 die Zeitverldufe der pridizierten Seg-
[9]

Elk—1?
net worden sind. Im Detail fokussiert sich Abbildung 5.8(a) dabei auf das lingste Straf}ensegment,

mentgewichte 0 die fiir jeden Zeitschritt als Mittelwerte der Monte-Carlo-Simulation berech-
das im mittleren Teil des Szenarios von der Marschkolonne befahren wurde; siche Abbildung 5.5.
Die Linge dieses Segments (¢ = 33) betrug 900m und entsprach damit nicht ganz der dreifachen
Gruppenlinge, weshalb sich hier besonders der Einfluss der unterschiedlichen Segmentlingen stu-
dieren ldsst. In dieser und den folgenden Abbildungen dieses Abschnittes kennzeichnen daher die
grauen Hintergrundflichen die Zeitspanne von Scan 41 bis 52, in der sich mindestens ein Fahrzeug
der Marschkolonne auf dem lingsten Segment befand, d. h. auf Straflensegment 33. Demgegeniiber
illustrieren die violetten Flichen die Zeitspanne von Scan 44 bis 49, in der sich alle Ziele auf die-
sem Hauptsegment befanden. Die Zeitverldufe der jeweiligen Segmentgewichte in Abbildung 5.8(a)
veranschaulichen, wie sich die Schitzung der Kolonne zunichst iiber mehrere Segmente verteilte,
bevor anschlieflend das lingste Segment die Gewichte dominierte. Beim Verlassen dieses Segmentes

trat der umgekehrte Effekt auf. Auflerdem zeigt sich hier die beschrinkende Wirkung des Schwel-
(9]

Elk—1
Messzeitpunkten berechnet wurden. Dieser Eindruck bestatigt sich auch in Abbildung 5.8(b), in der

lenwertes fiir die Segmentgewichte, da die jeweiligen Wahrscheinlichkeiten 0 nur zu relevanten
die pridizierten Segmentgewichte fiir das vollstindige Szenario dargestellt sind: Zum Tracking mit
Straflenkarteninformationen bendtigte der erweiterte Ansatz in jedem Zeitschritt nur relativ weni-
ge Straflensegmente (im Vergleich zur Gesamtzahl), was sich positiv auf die Laufzeit des Verfahrens
auswirkte.

Abbildung 5.9 stellt den Verlauf der geschitzten Kolonnenlinge dar, deren Werte fiir jeden Zeit-
schritt als Mittelwerte der Monte-Carlo-Simulation berechnet worden sind. Da das erweiterte Ver-
fahren zum Tracking mit Straflenkarteninformationen aus dem urspriinglichen Bayes’schen Ansatz
von Koch [78] hergeleitet worden ist, gibt es dort wie beim Originalverfahren keinen statistischen
Messfehler in den Filtergleichungen. Demnach schitzt auch das erweiterte Verfahren grundsitzlich
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Abbildung 5.10: Ergebnisse fiir 900 Monte-Carlo-Simulationsliufe zum Szenario aus Abbildung 5.7, wobei Fehler-
mafle beziiglich Position und Geschwindigkeit fiir zwei verschiedene Verfahren dargestellt sind: (i) den urspriingli-
chen Bayes’schen Ansatz von Koch [78] aus Kapitel 2 (schwarze Strichpunktlinie); (ii) den erweiterten Ansatz zum
Tracking mit Straflenkarteninformationen (hellblaue Linie). Zum Berechnen der Fehlerwerte wurden die Schitz-
grofen ins 2-D-Bodenkoordinatensystem transformiert, da die Fahrzeuge der Kolonne auf der Strafle fuhren und
nicht auf dem Polygonzug. Um den Qualititseinfluss der Straflenkarteninformationen auf die Schitzgenauigkeit
zu verdeutlichen, wurden die Fehlermafie fiir den erweiterten Ansatz auch in Strafienkoordinaten berechnet (rote
Strichlinie). Dazu wurde der wahre Zielzustand des Zentrums der Kolonne auf den Polygonzug projiziert. Die
grauen und violetten Hintergrundflichen markieren die in Abbildung 5.8 genannten Zeitspannen.

Ausdehnung plus Sensorfehler. Ein Uberschitzen der Kolonnenlinge konnte in diesem Simulations-
experiment allerdings nicht beobachtet werden. Dies diirfte u. a. darauf zuriickzufiihren sein, dass
tiir jedes Fahrzeug lediglich eine Entdeckungswahrscheinlichkeit von 65 % angenommen wurde und
dass der Messfehler in der Hauptbewegungsrichtung mit 20m eher klein ausfiel im Vergleich zur
Linge der Marschgruppe.

Fiir den urspriinglichen Bayes’schen Ansatz haben wir zum Vergleich ebenfalls eine Monte-Car-
lo-Simulation durchgefiihrt. Beim Berechnen von Fehlermaflen haben wir uns mit dem kinema-
tischen Positions- und Geschwindigkeitsfehler begniigt, da die unterschiedliche Dimensionierung
der Ausdehnungsschitzung - 2-D-Ellipse versus 1-D-Intervall - einen Vergleich erschwerte mit dem
erweiterten Verfahren. Abbildung 5.10 zeigt die Monte-Carlo-Simulationsergebnisse beziiglich des
Positions- und Geschwindigkeitsfehlers'* beim Schitzen des Zentrums der Kolonne. Durch das Be-
rlicksichtigen von Straflenkarteninformationen konnte der erweiterte Ansatz weitestgehend klei-
nere Fehler erzielen. Dabei ist zu beachten, dass der Approximationsfehler zwischen Strafle und
Polygonzug auch einging in den Positions- und Geschwindigkeitsfehler des erweiterten Ansatzes.
Aus diesem Grund beinhaltet Abbildung 5.10 auch die Fehlermafle bezogen auf den projizierten
kinematischen Zielzustand, d. h. fiir die Projektion des wahren Zielzustandes von der Strafle auf
den Polygonzug, so dass die Fehler direkt im Straflenkoordinatensystem berechnet werden konn-
ten. Daraufhin ergab sich beim Geschwindigkeitsfehler ein glatterer Verlauf.

YRMS Target Location Error und RMS Target Speed Error (RMS fiir engl. Root Mean Square).
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5.5 Grundsatzliche Problematik des erweiterten Ansatzes

Im vorherigen Abschnitt konnten wir anhand eines Simulationsbeispiels vorfithren, dass sich Stra-
lenkarteninformationen nicht nur formal im Bayes’schen Ansatz fiir Objektgruppen integrieren
lassen, sondern auch positiv auf die Schitzgenauigkeit auswirken und eine genauere Modellierung
der Ausdehnung ermdoglichen. Allerdings zeigte sich beim Auswerten weiterer Simulationsexperi-
mente wie z. B. in [ 162, 163],

® dass unter gewissen Umstinden ungewohnlich starke Abweichungen bei der geschitzten Ko-
lonnenlinge auftreten kénnen im Vergleich zur tatsichlichen Linge,

® dass diese Abweichungen auch im Falle eines kleinen Sensormessfehlers auftreten knnen

¢ und dass sie vielmehr von der Linge der Kolonne und der jeweiligen Straflensegmente abhin-
gen sowie insbesondere von der Kurvigkeit der Strafle.

Abbildung 5.11 stellt solch ein Simulationsbeispiel vor: Obwohl Geschwindigkeit und Linge der
Marschkolonne konstant waren, brach die Lingenschitzung in den Momenten ein, als sich die Fahr-
zeuge iber zwei Segmente gleichzeitig verteilten. Dabei lagen die beiden Straflensegmente im rech-
ten Winkel zueinander. Dieses Phinomen soll im Folgenden niher beleuchtet werden.

Die Problematik entsteht bereits beim Erweitern des gemeinsamen Systemzustandes (x,X])
mit der Zufallsvariablen 6, die das jeweils giiltige Segment wihrend der Pridiktion angibt, d. h.

R R
r r r r 4 r r
P X Vey) = E p(x X0, =8|V, )= E Ggelk]_lp(xk,kak =3,Y,1)
d=1 9=1

und

PO XEIP) =D p(x, X1, 0, = 01¥,) = > 00 p(x(, X 10, = 8,3,).
9=1 9=1

Der $-te Summand entspricht jeweils einem Produkt aus Segmentgewicht und segmentabhingiger
Verteilungsdichte und bezieht sich auf das §-te Straflensegment (von insgesamt 7.,). Dank dieser
Umformung kdnnen wir die segmentabhingige Transformation zwischen Strafien- und Bodenkoor-
dinaten eindeutig angeben und den methodischen Rahmen des Bayes’schen Formalismus einhalten.
Dieses Vorgehen ist identisch zu dem Ansatz mit Punktzielen aus [71, 144, 145, 148] und fiihrt
zur obigen Interpretation von p(x},X} |Y,_;) und p(x], X} |Y,) als Mischverteilungsdichten; sieche
Gleichung (5.3) und Gleichung (5.9).

Per Definition entspricht die Dichte einer Mischverteilung einer gewichteten Summe einzelner
Verteilungsdichten, wobei die Summe der einzelnen Gewichte eins ergibt [6, Abschnitt 1.4.16], d. h.

R R

A (9] _
E ek|k_1_1 und E 6k|/e_1‘
9=1 =1

Mit dieser Vorgabe berechnet sich allerdings auch der bedingte Erwartungswert — und damit die
Ausdehnungsschitzung - als eine gewichtete Summe der segmentweisen Erwartungswerte gemifd

X1 = ZekVe 1 k|/e 1 und /e|/e_Ze/e|k /e|k :
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(b) Geschitzte Linge der Kolonne (gemittelt aus 900 Monte-Carlo-Simulationsliufen)

Abbildung 5.11: Simulation einer Kolonne von elf Fahrzeugen, die untereinander jeweils einen Abstand von 30m
hielten bei einer konstanten Geschwindigkeit von 30km/h. Aufgrund der Geradlinigkeit der Strafle gab es kei-
nen Approximationsfehler zwischen Straflenverlauf und Polygonzug. Der fiktive Sensor hatte eine Abtastzeit von
T = 10s, er lieferte unkorrelierte x- und y-Messungen mit einer Standardabweichung von ¢ = 30m. Die Detek-
tionswahrscheinlichkeit fiir jedes Fahrzeug lag bei 100 %. Die simulierten Zielpositionen sind im oberen Teil der
Abbildung dargestellt. Der untere Teil zeigt das Ergebnis des erweiterten Bayes’schen Ansatzes fiir die geschitz-
te Linge der Kolonne, wobei der Schlauch um den Verlauf der geschitzten Kolonnenlinge den Interdezilbereich
der Schitzwerte kennzeichnet. In diesem Bereich lagen die mittleren 80% der Werte aller 900 Monte-Carlo-Simu-
lationsldufe. Die grauen Hintergrundflichen markieren die beiden Zeitspannen, in denen sich die Fahrzeuge der
Marschkolonne jeweils tiber zwei Segmente verteilten.
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Abbildung 5.12: Skizze zum dreiteiligen Pradiktionsschritt des erweiterten Bayes’schen Ansatzes: Anhand von
zwei Straflensegmenten veranschaulicht Teil (a) die Pradiktion in Straflenkoordinaten aus Abschnitt 5.2.1. Neben
pradizierter Linge und Position der Marschkolonne (Schwarz) sind auch die Mittelpunkte der Segmente (Rot-Weif3)
eingezeichnet, die als Pseudomessungen zum Berechnen der Pridiktion in segmentweisen Straflenkoordinaten nach
Abschnitt 5.2.2 bendtigt werden. Teil (b) skizziert dieses Ergebnis in segmentweisen Straflenkoordinaten fiir die
Segmente ¢ (Blau) und & + 1 (Hellblau). Im Tracking-Verfahren erfolgt danach die segmentabhingige Koordina-
tentransformation aus Abschnitt 5.2.3, worauf sich die Pridiktion in segmentweisen 2-D-Bodenkoordinaten ergibt,
die in Teil (c) dargestellt ist. Zusitzlich ist hier auch die urspriingliche Pridiktion der Marschkolonne (Schwarz)
eingezeichnet, da sie auf diejenigen Bereiche hinweist, in denen die Sensormessungen (Rot-Gelb) zu erwarten sind.
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Beim Verarbeiten der Sensordaten im Aktualisierungsschritt miisste demnach die gesamte Ausdeh-
nungsschitzung bestitigt werden — und zwar auf jedem beteiligten Strallensegment, so dass wir an-
schliefend mit

(5.13)

die Kolonnenlinge erhalten.

Das daraus folgende Dilemma ergibt sich im Pridiktionsschritt beim Ubergang von Strafien-
zu Bodenkoordinaten: Wie Abbildung 5.12 anschaulich darstellt, konnen Konstellationen bei klei-
nen Segmentlingen oder hoher Kurvigkeit der Strafle auftreten, bei denen die segmentweisen Aus-
dehnungsellipsen der Pridiktion auch Bereiche abseits der Strafle abdecken. Gerade in diesen Be-
reichen sind allerdings nur wenige oder keine Messungen fiir die Marschkolonne zu erwarten, wie
in Abbildung 5.12(c) deutlich wird. Beim anschlieffenden Verarbeiten der Sensordaten im Aktua-

lisierungsschritt verkleinern sich die segmentweisen Ausdehnungsellipsen und damit die Ausdeh-

(7]
k|k?

dinaten zwangsldufig auch die geschitzte Kolonnenlinge verringern muss; siche Gleichung (5.13).

nungsschitzung X", woraufhin sich nach der Riicktransformation in segmentweisen Straflenkoor-
Genau solch eine Konstellation sorgte im Simulationsbeispiel in Abbildung 5.11 fiir das Einbrechen
der Lingenschitzung beim Ubergang von einem Straffensegment zum nichsten. Einerseits reduziert
dieser Effekt das Mitschitzen des Sensormessfehlers als Teil der Ausdehnung, andererseits beginnt die
Schitzung der Kolonnenlinge stirker zu schwanken, wenn die Fahrzeuge auf einer kurvigen Strafie
fahren oder wenn die Marschkolonne sehr lang ist im Vergleich zu den einzelnen Segmenten, so dass
sie sich tiber mehrere Straflensegmente erstreckt. Diese Wechselwirkung sollte beim Anwenden des
erweiterten Ansatzes zum Tracking mit Straflenkarteninformationen stets berticksichtigt werden.

Zusammenfassung

Dieses Kapitel zeigte einen Weg auf, wie sich Straflenkarteninformationen im Bayes’schen Ansatz
von Koch [75, 78, 81, 82] integrieren lassen, um prazisere Schitzergebnisse beim Tracking einer
Kolonne von Straflenzielen zu erhalten. Zu diesem Zweck wurde zunichst das Straflenkoordinaten-
system vorgestellt, das aus der Literatur zum Tracking von einzelnen Straflenzielen bekannt ist. In
diesem Bezugssystem kann die Zielspur einer Kolonne einfach im parametrisierten Raum der Stra-
e gefithrt werden, so dass sich Position, Geschwindigkeit und Linge jeweils durch einen skalaren
Parameter angeben lassen. Darauthin erlduterte das Kapitel die sechs Einzelschritte des erweiterten
Bayes’schen Ansatzes, mit denen ein vollstindiger Verarbeitungszyklus aus Pridiktion und Aktua-
lisierung durchgefithrt werden kann: Da die Messungen iiblicherweise nicht in Straflenkoordina-
ten vorliegen, transformiert das Verfahren die Zielspur der Kolonne in 2-D-Bodenkoordinaten und
nach Verarbeiten der Messungen zurtick ins 1-D-Straflenkoordinatensystem. Dazu ist es allerdings
erforderlich, die gemeinsame Dichtefunktion von Kinematik und Ausdehnung segmentweise darzu-
stellen, weshalb auch sogenannte Segmentaufenthaltswahrscheinlichkeiten oder Segmentgewichte zu
berechnen sind. Als hilfreich erwiesen sich dabei die in Kapitel 2 hergeleiteten Ausdriicke fiir Mess-
wahrscheinlichkeiten, mit denen sich die Differenz zwischen erwarteten Messungen und tatsichlich
gemessenen Sensordaten bewerten lasst.
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Im Anschluss daran demonstrierte dieses Kapitel am Beispiel einer simulierten Kolonne von
Straflenzielen, dass sich mit Straflenkarteninformationen weitestgehend bessere Schitzergebnisse
ergeben - sowohl fiir Position und Geschwindigkeit als auch fiir die Ausdehnungsschitzung im Ver-
gleich zum urspriinglichen Bayes’schen Ansatz ohne geographische Kontextinformationen. Dabei
war es vollkommen ausreichend, dass sich der erweiterte Ansatz auf die lokalen Straflensegmente
in unmittelbarer Umgebung der Kolonne beschrinkte, d. h. bei der segmentweisen Berechnung der
Dichtefunktion. Demnach ist auch der numerische Zusatzaufwand iiberschaubar, der zur Integrati-
on von Straflenkarteninformationen erforderlich ist.

Zuletzt beleuchtete dieses Kapitel einen Aspekt des erweiterten Bayes’schen Ansatzes, der auf
die segmentweise Darstellung der gemeinsamen Dichtefunktion zuriickzufiihren ist: Da diese Ver-
bundverteilungsdichte in eine Mischverteilungsdichte umgewandelt wird, ergibt sich eine gewichte
Summe von segmentweisen Dichtefunktionen, wobei die Summe der Segmentgewichte eins ergibt.
Infolgedessen berechnet sich die Ausdehnungsschitzung der Kolonne auch als gewichtete Summe
der segmentweisen Ausdehnungsschitzungen, weshalb leichte Abweichungen bei der geschitzten
Kolonnenlinge auftreten konnen - insbesondere bei hoher Kurvigkeit der Strafle, wie das Kapitel

in einem Simulationsexperiment vorfiihrte.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

Viele Anwendungen des Alltages - sei es in der Weitbereichs- oder Verkehrsiiberwachung; Medizin-,
Nachrichten- oder Regelungstechnik; Signalverarbeitung oder in anderen Bereichen - bendtigen im
Hintergrund ein Computer- und Informationssystem, das die Umgebung mit Sensorik iiberwacht
und ein dynamisches Lagebild erstellt, aus dem Riickschliisse auf Objekte und Personen méglich
sind. Konventionelle Tracking-Verfahren beschreiben die zu verfolgenden Zielobjekte als Punktziele
ohne Ausdehnung - unabhingig von ithrem Volumen oder Platzbedarf. Die Verfahren gehen davon
aus, dass ein Ziel nur eine Auflgsungszelle eines Sensors belegt, weshalb bei jedem Messdurchgang
hochstens eine Messung pro Ziel erwartet wird. Im Nahbereich der Sensorik oder mit hochauflo-
senden Sensoren ist diese Annahme nicht haltbar, da mehrere Auflésungszellen bei der Messung
betroffen sind und sich fiir ein Ziel mehrere zu verarbeitende Messungen ergeben. Die mehrdeutige
Datenassoziation in Verbindung mit der fluktuierenden Zahl an Reflexionen beeinflusst die Schitz-
ergebnisse konventioneller Tracking-Verfahren. Die Zielspur kann infolge einer instabilen Track-
Fiihrung verlorengehen. Ahnliche Probleme bereiten Objektgruppen, deren Einzelziele aufgrund
einer zu geringen Sensorauflosung nicht separat detektiert werden konnen. Thr Detektionsmuster
gleicht dem eines ausgedehnten Zielobjektes.

In dem Kontext befasste sich die Arbeit mit Verfahren zum Tracking von Objektgruppen und
ausgedehnten Zielobjekten. Ausgangspunkt war das Bayes’sche Tracking-Verfahren von Koch, mit
dem wir Objektgruppen und ausgedehnte Objekte in einer einheitlichen Zielspur abbilden kénnen.
Sein Verfahren beriicksichtigt keinen statistischen Sensormessfehler in den Filtergleichungen. Ein
Ziel der Arbeit bestand in der Weiterentwicklung des urspriinglichen Verfahrens, um sowohl den
Einfluss der Objektausdehnung als auch des Messrauschens auf die Messungen berticksichtigen zu
konnen. Neben der militirischen Weitbereichsiiberwachung kénnen auch andere Forschungsgebie-
te von den entwickelten Verfahren profitieren: Beispielsweise ist ein selbstfahrendes Kraftfahrzeug
notwendigerweise auch eine Sensorplattform, deren Sensorik andere Verkehrsteilnehmer wie ausge-
dehnte Zielobjekte und Objektgruppen detektiert - seien es andere Fahrzeuge, Fahrradfahrer oder
Fuflginger.

Eine besondere Form der Weitbereichsiiberwachung stellt die luftgestiitzte Bodenaufklirung
mit ihren eigenen Anforderungen dar: Probleme bereiten sowohl hohe Verkehrsdichten und Falsch-
alarmraten als auch geringe Entdeckungswahrscheinlichkeiten aufgrund von topographischen Ab-
schattungsphinomenen oder gegnerischen Tarnmafinahmen. Deshalb nehmen Tracking-Verfahren
fir punktférmige Straflenziele an, dass sich nicht nur zivile Fahrzeuge, sondern auch militdrische
Bodenziele auf Straflen bewegen, deren bekannte geographische Lage zum Verbessern der Zielver-
folgung beitragen kann. Aus diesem Grund bestand ein weiteres Ziel der Arbeit in der Erweiterung
des urspriinglichen Tracking-Verfahrens mit Straflenkarteninformationen, um eine Kolonne von
Fahrzeugen als Objektgruppe auf einer Strafle zu verfolgen.

103
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Beide Hauptanliegen wurden im Rahmen der Dissertation bearbeitet und waren Anregungen
fiir weitere Entwicklungen, die in der vorliegenden Arbeit zusammengefasst worden sind:

* Die vorgestellten Verfahren ermdglichen die gemeinsame Schitzung (Verbundschitzung) von
Kinematik und Ausdehnung einer Objektgruppe oder eines einzelnen Zielobjektes. Sie ver-
meiden vom Ansatz her das gruppeninterne oder objektbezogene Datenassoziationsproblem
konventioneller Punktziel-Verfahren. Eine Objektgruppe wird ohne explizite Zielspuren fiir
die Einzelziele verfolgt. Fiir die (wahre) Zielspur gilt: Der kinematische Schwerpunkt ergibt
sich als Mittelwert der einzelnen Zielpositionen, die Ausdehnung als skaliertes Ellipsoid, das
aus der Stichprobenvarianz der Zielpositionen berechnet wird. Das Schitzen des Ellipsoids er-
fordert multivariate Matrixverteilungen. Trotzdem handelt es sich um analytische Losungsver-
fahren. Unabhingig von der Zahl der Messungen verarbeiten sie alle Sensordaten in einem Ak-
tualisierungsschritt. Das Update erfolgt mit den abgeleiteten Messgroflen mittlere Messung und
Messstreuung. Sie werden in einem Vorverarbeitungsschritt berechnet. Die Verfahren schitzen
auch die Ausdehnung von Objekten, die pro Zeitschritt hochstens eine Messung liefern. Fiir
die Ausdehnungsschitzung kann ein graphischer Konfidenzbereich dargestellt werden.

e Mit der Weiterentwicklung des urspriinglichen Ansatzes konnen beide Rauscheinfliisse auf die
Streuung der Sensordaten berticksichtigt werden: sowohl das statistische Sensormessrauschen als
auch der Rauschanteil verursacht durch die Ausdehnung des Objektes oder der Objektgruppe.
Dadurch verbessert sich das glittende Verhalten des Tracking-Filters. Die Weiterentwicklung
lasst sich in einem IMM-Filter mit verschiedenen Dynamikmodellen einsetzen. Das ermdglicht

ein abgestuftes Modellieren der Systemdynamik bei mandvrierenden Zielen und geringere
Schitzfehler. Die Zahl der Modellhypothesen bleibt tiber die Zeit gesehen konstant.

® Die Arbeit hat eine Erweiterung des urspriinglichen Ansatzes vorgestellt, mit der sich Stra-
[Senkarteninformationen im Tracking-Verfahren beriicksichtigen lassen. Folgt eine Kolonne
von Fahrzeugen einem bekannten Straflenverlauf, kann die Zielspur der Fahrzeugkolonne
im parametrisierten Raum der Strafle gefithrt werden. Als Ausdehnungsschitzung ergibt sich
eine skalare Grofe, die der Kolonnenlinge entspricht. Bei der Pridiktion folgt die Zielspur
aus Schwerpunkt und Linge automatisch dem Straflenverlauf, bei der Aktualisierung wird
die Zielspur zuriick auf die Strafle projiziert, nachdem die verrauschten Sensordaten in Bo-
denkoordinaten verarbeitet worden sind. Es ergeben sich geringere Schitzfehler im Vergleich
zum urspriinglichen Verfahren ohne Straflenkarteninformationen.

Auf Basis der vorgestellten Tracking-Verfahren sind verschiedene Ankniipfungspunkte maoglich:
Die Arbeit fokussierte sich auf das reine Schitzen der Zielspur, d. h. auf Pradiktion und Aktuali-
sierung des gemeinsamen Systemzustandes einer einzelnen Zieleinheit. In den Simulationen gab es
keine Falschalarme. Simtliche Messungen wurden der einzigen Zieleinheit zugeordnet. Es musste
keine Zielspur aufgegriffen werden, die Verfahren initialisierten die Zielspur mit den Sensordaten
des ersten Messzeitpunktes. Weitere Vorarbeiten sind notwendig, bevor wir die Verfahren in prak-
tischen Anwendungen einsetzen konnen. Andere haben bereits die verdffentlichten Ergebnisse der
Arbeit [161-175] aufgegriffen, um die praktische Anwendbarkeit der vorgestellten Verfahren zu
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untersuchen, wobei sie sich auch den offenen Fragestellungen angenommen haben - sei es fiir Da-

ten, die mit einem hochauflésenden Radar aus dem Automobilbereich aufgenommen wurden [132]

oder fiir Radardaten eines Hafen- und Kiistenschutzszenarios [ 150]. Unabhingig davon diirfte der

Schwerpunkt zukiinftiger Forschungsarbeiten auf folgenden Punkten liegen:

Tracking von mehreren Objektgruppen und ausgedehnten Objekten mit Datenassoziation
zwischen den Zieleinheiten,

Datenassoziation zum Berticksichtigen von Falschalarmen (Clutter),
Extrahieren einer Zielspur,

Aufteilen (Splitting) und Zusammenlegen (Merging) von Objektgruppen,
Schitzen der Zielzahl innerhalb einer Objektgruppe,

Alternativen zum Berlicksichtigen von Straflenkarteninformationen,
Doppler-Blindheit bei Sensorik mit Festzielunterdriickung,
topographische Abschattungsphinomene im Straflenverkehr (Tunnel),

Stop-and-go-Verkehr oder Verlassen der Strafle.

Letztlich wirft insbesondere die Splitting- und Merging-Thematik die Fragen auf, wann eine Gruppe

von Zielen als eine Objektgruppe zu behandeln ist, wann zwei Objektgruppen zu einer zusammen-

zufassen sind und ob es in Zukunft nicht darauf hinauslaufen konnte, Gruppen von ausgedehnten

Zielobjekten zu haben. Fiir die Forschung jedenfalls hat sich mit dem Einbeziehen der Ausdehnung

ein arbeitsreiches Feld aufgetan.
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Anhang A

Allgemeine Grundlagen

A.1 Spezielle Funktionen

A.1.1 Gammafunktion

Die (Euler’sche) Gammafunktion I'(a) normiert die Dichtefunktion einer Gamma-Verteilung (vgl.
Abschnitt B.1.1). Sie ist fiir 2 > 0 durch folgendes Integral definiert [1, Seite 255]:

I'(a)= J & Nexp(—&)dE .
0
Aufgrund der Funktionalgleichung
[(a+1)=al(a) (A.1)

mitI'(1) = 1 wird die Gammafunktion auch als Verallgemeinerung der Fakultitsfunktion betrachtet
[24, Seite 478]: Genauer gesagt gilt fiir eine nichtnegative ganze Zahl n (n € N)

n

T(n+1)=n'=] [k. (A.2)

k=1

Der Wert fiir » = 0 ist iiber das leere Produkt
0
r(y=o=JJk=1
k=1
bestimmt. Dariiber hinaus ist aus [1, Seite 255] der Zusammenhang

F(n—l—%): 1.3.5.7..-(2n—1)r(%):g,ﬁ(zk_wzﬁ.ﬁ%—_l (A.3)
k=1

2" k=1

bekannt, d. h. F(%) = /7 und F(%) = %ﬁ

Sei 7 nun eine positive ganze Zahl (» € N*). Dann bezeichnet

n—1 )
T(na)= (2"~ n" 2 [T(a+ ;)
i=0
die Gauf¥’sche Multiplikationsformel [1, Seite 256], aus der sich fiir » = 2 die Legendre’sche Ver-
dopplungsformel ergibt:
VrT(2a)=2""T(a)[(a+3). (A.4)
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A.1.2 Unvollstandige und regularisierte Gammafunktion (der oberen Grenze)

Die unvollstindige Gammafunktion der oberen Grenze y(a, x) ist fiir > 0 und x > 0 durch folgen-
des Integral definiert [1, Seite 260]:

y(a,x)= fo £ exp(—E)dE . (A.5)

Analog zur Funktionalgleichung (A.1) der Gammafunktion ergibt sich durch partielle Integration
eine Rekursionsformel, d. h.

ﬂﬂ+Lxﬁ=Lx€%q%ﬂ9d§=[—5“%ﬂ—5ﬂij+ajj£“ﬂxm—5ﬁf

und somit [ 1, Seite 262]
y(a+1,x)=ay(a,x) — x* exp(—x). (A.6)

Die regularisierte Gammafunktion der oberen Grenze P(a,x) ist fiir 2 > 0 und x > 0 durch
folgendes Integral definiert [1, Seite 260]:

_}/(d’x)_ 1 ¥ a—1
mmpﬂgﬁﬁﬁgmwma (A7)

Unter Berticksichtigung der Funktionalgleichung (A.1) der Gammafunktion lsst sich aus dem Zu-
sammenhang (A.6) auch fiir die regularisierte Gammafunktion eine Rekursionsformel angeben:

(A.8)

Beim Berechnen des Konfidenzniveaus fiir einen Konfidenzbereich der Ausdehnungsschitzung
in Anhang D treten Ausdriicke der Form

Cla,x)=Pla—1,x)— P

202

auf. Uber den Ansatz C(a,x) = C(a, x) — c,(a, x) + ¢,(a, x) mit dem Term

x*Lexp(—x) (A4 Jr <§>ﬂ_1 exp(—x)

T I
ergibt sich
_ elexpex) VAR lepn)  VEE) Vel L,
R T T T (R
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so dass wir mit der Rekursionsformel (A.8) unmittelbar

B VEE) Vexp=3) /o () exp(—d)
Cla,x)="P(a,x) — F(%) '<P(T’E)_ F(#) >
P55

erhalten. Auf diese Weise bestitigen wir den in Anhang D verwendeten Zusammenhang

X\lel) o x
Pla—1,x)— ﬁ<2> p( 2)-

_VEE T en)
I(3)

Wihrend die linke und rechte Seite dieser Gleichung fiir 2 > 1 identische Ergebnisse liefern, ldsst

P, (A.9)

202

sich die rechte Seite auch fiir 0 < 2 < 1 auswerten.

A.1.3 Multivariate Gamma- und Betafunktion

Die multivariate Gammafunktion I () stellt eine Verallgemeinerung der Euler’schen Gammatunk-
tion I'(a) dar und normiert die Dichtefunktion einer Wishart-Verteilung (vgl. Abschnitt B.3.3). Sie
ist fiir 22 > p — 1 durch folgendes Integral definiert [55, Seite 181.]:

T(a)= f |A[“ 27+ D etr(—A) dA.
A>0

Da die Integration iiber alle SPD p x p-Matrizen (A > 0) gefiihrt werden muss, empfiehlt sich die
dquivalente Darstellung mit Euler’schen Gammafunktionen entsprechend

p

L(a)=mi? "] [T(a—3(—1)) (A.10)
i=1
fir 22 > p — 1. Demzufolge gilt I;(2) = T'(2). Auflerdem erhalten wir fiir v > 0 den Zusammenhang
v+p 2 i—1 2
L) ILreE—S) e s
A= VAR T

zwischen multivariaten und gewohnlichen Gammatunktionen.

Die multivariate Betafunktion 3,(4, b) stellt eine Verallgemeinerung der Euler’schen Betafunk-
tion dar und normiert Dichtefunktionen verschiedener matrixvariater Betaverteilungsdichten (vgl.
[55, Kapitel 5] und Abschnitt B.3.5). Sie ist fiir 22 > p — 1 und 26 > p — 1 u.a. durch folgendes
Integral definiert [55, Seite 20]:

/Bp(dab>:J |A|“_%(P+1)|Ip_A|b—%(p+1)dA.
O<A<Ip

Dabei erfolgt die Integration {iber diejenigen symmetrischen p x p-Matrizen, fiir die I, — A jeweils
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positiv definit ist. Neben einer weiteren Integraldarstellung
Bab)= | BT, 4 Bl d
B>0
existiert wegen

L)L (b
By(asb)= 1‘i< 5(%) (A.12)

[ (a+b)
ein direkter Zusammenhang zur multivariaten Gammafunktion. Fiir p = 1 bestimmen diese Aus-
driicke auch die Euler’sche Betafunktion (# >0, b > 0):

CT@IGB) (s o
ﬁl(“’b)‘m‘kg (1—E)1dE.

A.2 Matrizenrechnung

A.2.1 Kronecker-Produkt und vec-Operator

Sei A eine m x n-Matrix, B eine p x g-Matrix. Dann bezeichnet die m p x ng-Matrix A, ®B
das Kronecker-Produkt von A und B, das als

rxq

ayB - a,B

A®B= : : (A.13)
a, B - a,6 B

mn

definiert ist. Die folgenden Zusammenhinge fiir das Kronecker-Produkt stammen aus [59, Kapitel
16]. Unter Beriicksichtigung eines Skalars & und einer # x v-Matrix C ldsst sich zunichst

EFRQA=AQk=FA
(A®B) =AT®B'
(A®B) C=A®(B®C)

festhalten, wihrend fiir eine 7 x #-Matrix C und eine g x v-Matrix D auflerdem
(A®B)(C®D)=(AC)® (BD)

Giiltigkeit hat. Handelt es sich bei A und B um m x n-Matrizen, so gelten fiir eine p X g-Matrix C
die folgenden Umformungen:

(A+B)@C=(A®C)+(B®C)
C®(A+B)=(C®A)+(C®B).
Sei A eine m X m-Matrix, B eine p X p-Matrix. Dann gilt fiir diese quadratischen Matrizen:

tr(A®B) = (tr A)(trB)
[A®B|=|A|”|B|". (A.14)
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Sind A und B auflerdem invertierbar, existiert auch der folgende Zusammenhang:
(A®B)'=A"'®@B".

Sei A eine m X n-Matrix. Dann bezeichnet vec(A) den mn-dimensionalen Vektor, der durch das
Stapeln der Spaltenvektoren von A =[a,,a,,...,a ] entsprechend

n

vec(A) = [alT, ,aT]T (A.15)

entsteht. Die folgenden Zusammenhinge fiir den vec-Operator stammen auch aus [59, Kapitel 16].
Bezeichnet B ebenfalls eine 72 x n-Matrix und k ein Skalar, lisst sich zunichst

vec(RA) = kvec(A)
vec(A + B) = vec(A) + vec(B)
tr(ATB) = (vecA)" vec(B) (A.16)

festhalten. Der letzte Zusammenhang lasst sich fiir eine 7 x p-Matrix B, eine p x g-Matrix C und
eine 7 X g-Matrix D wie folgt verallgemeinern:

tr(ATBCD") = (vecA)"(D ® B) vec(C). (A.17)

A.2.2 Determinante und Inverse einer Matrix der Form A + BCD

Sei A eine 7 X n-Matrix, B eine 7 X m-Matrix, C eine 7 X m-Matrix, D eine m x n-Matrix. Falls die
Matrizen A und C invertierbar sind, lisst sich die Determinante einer Matrix der Form A +BCD

auch entsprechend
|A+BCD|=|A|-|C|-|C'+ DA 'B| (A.18)

berechnen [59, Seite 416], so dass
I +BD|=|I, + DB|
gilt. Im Fall m = 1 lisst sich fiir die Vektoren b:=B,_,, und d" :=D,,, das Folgende notieren:
I, +bd"|=1+d"b. (A.19)

Dariiber hinaus ist laut [59, Seite 424] eine Matrix der Form A + BCD genau dann invertierbar,
wenn neben A und C auch C™' + DA™'B nichtsingulir ist. In diesem Fall erhalten wir

(A+BCD)'=A"'—A~'B(C™'+DA'B) 'DA™". (A.20)

Dieser Zusammenhang wird als Matrix-Inversions-Lemma bezeichnet. Fiir C = —I erhalten wir die
Woodbury-Formel [57], die fiir C =1 auch als Sherman-Morrison-Woodbury-Formel bekannt ist [61].
Im Gegensatz dazu bezeichnet (A —bd")™ die Sherman-Morrison-Formel [57] (vgl. auch [60]).
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A.2.3 Matrixexponentialfunktion

Sei A eine quadratische Matrix. Dann bezeichnet exp(A) das Matrixexponential von A, das durch
die folgende Potenzreihe definiert ist [61, Kapitel 10]:

X A" Az A3
exp(A):nZ:;E:I—{—A—l—E-}-g_F....

Alternativ berechnet sich das Matrixexponential auch als Grenzwert einer Funktion [13, 61, 62]:

exp(A) = lim <I—|— %) .

n— o0

Sei B ebenfalls eine quadratische Matrix. Handelt es sich nun bei A und B um kommutierende Ma-
trizen, d. h. AB = BA, gilt laut [ 134, Seite 185]

exp(A + B) = exp(A)exp(B).
Dementsprechend erhalten wir iiber
exp(A)exp(—A) =exp(A—A) =exp(0) =1
die Inverse des Matrixexponentials, d. h.
(exp(A))™ = exp(—A).

Dariiber hinaus bendtigen wir bei der Bestimmung des Grenzwertes der erwarteten Messstreuung
in Abschnitt 2.5.3 noch den folgenden Zusammenhang aus [ 134, Seite 1861.]:

|exp(A)| =etr(A).

A.3 Berechnung eines bestimmten Integrals der Funktion (sinx)"

Bei der Berechnung der Kovarianzmatrix einer gleichverteilten Zufallsvariable in Abschnitt B.6.2
sind Integrale der Form fon(sin x)" dx auszuwerten (n € N*), wobei aus der Literatur lediglich der

Zusammenhang
: n L . n—1 n—1 : n—2
(sinx)” dx = ——(sinx)"" cosx + (sinx)” " dx
n n
bekannt ist [ 104, Seite 106]. Unter Berticksichtigung der Integrationsgrenzen 0 und 7 gilt demnach
S n—1(7 . .
(sinx)”dx = (sinx)”~=dx (A.21)
0 nJo

fiir » > 2. Diese Rekursionsformel wird in Abschnitt B.6.2 auch bei der Betrachtung des Integran-
den (cosx)*(sinx )" benétigt, da sich unter Beriicksichtigung des trigonometrischen Pythagoras
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unmittelbar der Zusammenhang

f (cosx)z(sinx)”_zdx:f (sinx)” 2clx—f (sinx)”
0 0
:J (sinx)” 2y 2T J (sinx)"*dx
0 0

= 1 fn(sin x) 2 dx (A.22)
0

n

fiir n > 2 ergibt.

Die Problematik beim Auswerten der Rekursionsformel (A.21) entsteht durch zwei unterschied-
liche Startwerte der Rekursion: Je nachdem, ob 7 eine ungerade oder eine gerade positive Zahl ist,
lautet dieser Startwert entweder

f (sinx)'dx =2 oder J (sinx)’dx =
0 0

Ist 7 eine ungerade Zahl, d. h. » =2p + 1 fiir p €N, so folgt aus der Rekursionsformel (A.21)

fn(sinx)zf’ﬂdx: 2p .21’_2...1‘.%.2:2.11[&
0 2p+1 2p—1 53 v 2k +1
bzw.
T (n—1)/2 2
1 "dx=2- . A.23
JO (sinx)” dx g T ( )

Ist 7 allerdings eine gerade Zahl, d. h. n = 2p, so folgt aus der Rekursionsformel (A.21)

Jn(sinx)zpdx_zp L.2p— 3...3.1.n:ﬂ.ﬁ2’€_—1
0 2p 2p—2 4 2 2k

k=1
bzw. B
T 2k —1
fo (sinx) dx:n-QT. (A.24)

Die abkiirzende Schreibweise mit dem Produktzeichen [ in den Ausdriicken (A.23) und (A.24)
erinnert an die Gammafunktion in Abschnitt A.1.1: Ist 7 eine ungerade Zahl, d.h. » =2p + 1, so

folgt aus Gleichung (A.2)
(n—1)/2
n+1 n—1 2k
T —T =11 =,
< 2 > < 2 * > 2

k=1
wihrend sich aus dem Zusammenhang (A.3)
n ntl (D2 95 —1 _Jr (iD2oi -1 Jm "ok 41
r - 1 :r . —_ = . -
o)==y T = T = T

j=2 k=1
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ergibt. Ist z allerdings eine gerade Zahl, d. h. n = 2p, so folgt aus Gleichung (A.3)

n/2

(1)) e 25

wiahrend sich aus dem Zusammenhang (A.2)

n/2

2k

r<f+1>: i
2 117

ergibt. Der Vergleich dieser vier Zusammenhinge mit den Ausdriicken in (A.23) und (A.24) zeigt,
dass eine Fallunterscheidung beim Berechnen eines Integrals der Form [ *(sinx)” dx nicht erforder-
lich ist: Fiir eine nichtnegative ganze Zahl », d. h. n € N, gilt demnach

T 7-T(3(n
J (sinx)”dx = ‘/_I'<1<nz(—|— 1—; 1)> . (A.25)

Beispielsweise erhalten wir im Fall » =0 und » = 1 unmittelbar die bekannten Ergebnisse

T g ﬁf(%) ‘/_ I'( >
JO (sinx) dx_w_ J (sinx)'d <2>



Anhang B

Relevante Wahrscheinlichkeitsverteilungen

B.1 Univariate Verteilungen

B.1.1 Gammaverteilung

Eine Zufallsvariable x geniigt einer Gammaverteilung mit den skalaren Parametern v (v > 0) und ¢
(¢ >0),d. h. x ~ G(v,c), wenn x die Dichtefunktion

oy o) = (cvr(v)>_1xv_1exp<—c_1x> (x >0)

besitzt [111]. Die kumulative Verteilungsfunktion Fy(x;v,c) berechnen wir fiir x > 0 als Integral
iiber die Dichtefunktion, d. h.

x x/c
Baime)= | (eTO) 'O exp(e 1) = s | e .

Unter Berticksichtigung der unvollstindigen Gammafunktion (A.5) oder der regularisierten Gam-
mafunktion (A.7) gilt fiir x > 0 demnach

y(vsx/c)

Py(x;v,¢) = )

=P,x/c). (B.1)

Beziehung zur Chi-Quadrat-Verteilung Eine Zufallsvariable x gentigt einer Chi-Quadrat-Ver-
teilung mit 7 Freiheitsgraden (» € N*), wenn x die Dichtefunktion G(x;7/2,2) besitzt (vgl. Defini-
tion der Dichte einer Chi-Quadrat-Verteilung in [99, Seite 487] oder [111]).

Beziehung zur inversen Gammaverteilung Eine Zufallsvariable x gentigt einer inversen Gam-
maverteilung mit den skalaren Parametern v (v > 0) und ¢ (¢ > 0), d. h. x ~ ZG(v,¢), falls x' ~
G(v,1/c)[38, Seite 112].

B.1.2 Inverse Gammaverteilung

Eine Zufallsvariable x geniigt einer inversen Gammaverteilung mit den skalaren Parameternv (v > 0)
und ¢ (¢ > 0), d. h. x ~ZG(v, ¢), wenn x die folgende Dichtefunktion besitzt [38, Seite 112]:

(T Y exp(—cx~! (x >0)
T L

115
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B.2 Multivariate Verteilungen

B.2.1 Multivariate Normalverteilung

Ein p-dimensionaler Zufallsvektor x gentigt einer multivariaten Normalverteilung mit dem Erwar-
tungswertvektor 4 und der Kovarianzmatrix' X (X > 0), d. h. x ~ N (4, Z), wenn x die folgende
Dichtefunktion besitzt [99, Seite 37]:

N (x5 4, 3) = 27032 exp (—3(x— ) E 7 (x— ) ).

B.2.2 Multivariate t-Verteilung

Ein p-dimensionaler Zufallsvektor x geniigt einer multivariaten ¢-Verteilung mit dem skalaren Pa-
rameter v (v > 0), dem Erwartungswertvektor u und der p x p-Parametermatrix C (C > 0), d. h.
X ~ 7;(1/, 4, C), wenn x die Dichtefunktion

>—§<v+p)

T, (x50, C) = (=) T)) TEAIC (14 Hx— )T C (x— ) (3.2)

besitzt [88, Seite 1]. Fiir v > 2 ergibt sich die Kovarianzmatrix des Zufallsvektors x zu [88, Seite 11]
y

Var[x] = 5
v [—

C (v>2).

Beziehung zur Student-¢-Verteilung Im Fall p = 1 sei x ~ 7;(v,0,1). Dann entspricht Glei-
chung (B.2) der Dichtefunktion einer Student-z-Verteilung (vgl. [38, Seite 183]).

Beziehung zur multivariaten Normalverteilung Fiir v — oo konvergiert die Dichtefunktion
7T,(x;v, u, C) gegen die Dichtefunktion einer multivariaten Normalverteilung mit Erwartungswert-
vektor u und Kovarianzmatrix C [88, Seite 2].

B.3 Multivariate Matrixverteilungen

Sei X eine p x m-Zufallsmatrix, d.h. eine matrixwertige Zufallsvariable. Dann ist das erste Mo-
ment von X durch die p X m-Erwartungswertmatrix E[X] bestimmt, wihrend das zweite zentrale
Moment alle Kovarianzen zwischen den einzelnen Matrixelementen berticksichtigen muss. Zur ein-
fachen Notation dieser Kovarianzen ldsst sich eine Kovarianzmatrix cov[X] unter Zuhilfenahme des
vec-Operators? angeben [ 15, Seite 73 f.]: Demnach bezeichnet cov[X] die pm x pm-Kovarianzma-
trix des Spaltenvektors vec(X") entsprechend

cov[X] = cov[vec(X")]=E [VCC(XT)(VeC(XT>)T] —E [Vec(XT)] E [(VGC(XT>)T] (B.3)

(vgl. auch [55, Seite 47]). Dariiber hinaus geben verschiedene Arbeiten (z.B. [2, 165]) zusitzlich
einen Ausdruck Var[X] fiir die Varianz einer Zufallsmatrix an, der sich zu Var[X] = E[XX"]—

! Auf den Fall einer singuliren Kovarianzmatrix ¥ (X > 0), die zu einer singuliren multivariaten Normalverteilung
fithren wiirde [106], wird in dieser Arbeit nicht eingegangen.
2 Anmerkungen zum vec-Operator finden sich in Abschnitt A.2.1.
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E[X]E[X]" berechnet, d. h. Var[ X] = E[X?]—E[X]* fiir eine SPD Zufallsmatrix. Unter Beriicksich-
tigung von Gleichung (A.16) ldsst sich der folgende Zusammenhang zwischen cov[X] und Var[X]

nachweisen:
trcov[X]=tr <E [Vec(XT)(VeC(XT))T] —F [veC(XT)] E [(VCC(XT))T]>
—F [(VeC(XT))T veC(XT)] — (vec(E[XT]))T vec(E[X"])
= tr (E[XX"]) —tr (E[X]E[X"]) = tr Var[X].

B.3.1 Matrixvariate Normalverteilung

Eine p x m-Zufallsmatrix X gentigt einer matrixvariaten Normalverteilung mit der p x m-Erwar-
tungswertmatrix M und der Kovarianzmatrix cov[X] = cov[vec(X")] = C ® D, die sich aus der
p X p-Parametermatrix C (C > 0) und der m x m-Parametermatrix D (D > 0) ergibt, wenn der
durch spaltenweise Vektorisierung entstandene p m-dimensionale Spaltenvektor vec(X") gemif}

vec(X") ~ ./\fpm(vec(MT), C®D)

einer multivariaten Normalverteilung gentigt [55, Seite 55]. In diesem Fall gile X ~ N, (M,C®D)
und X besitzt die Dichtefunktion

N,,,(X;M,C®D) = (27)~2"*|C[ 72" D]~ etr (—3C~'(X—M)D (X —M)T).

T2
Diese Beschreibung ergibt sich - unter Beachtung von (A.14) und (A.17) - unmittelbar aus
J\/;m(vec(XT); vec((M'),C® D)
=|27(C®D)| Zetr <—%<V€C(XT — MT)>T(C ®@D) ! vec(XT — MT)> .

Dieser Zusammenhang zwischen den Dichten von X und vec(X") ist eine besondere Eigen-
schaft der matrixvariaten Normalverteilung. Beispielsweise ist bei der matrixvariaten ¢-Verteilung
ein Riickschluss auf die Dichte von vec(X") im Allgemeinen nicht méglich (vgl. Abschnitt B.3.2 und
[55, Seite 140]).

B.3.2 Matrixvariate ¢-Verteilung

Eine p x m-Zufallsmatrix X gentigt einer matrixvariaten ¢-Verteilung mit dem skalaren Parameter v
(v>0), der p x m-Erwartungswertmatrix M, der p x p-Parametermatrix C (C > 0) und der m X m-
Parametermatrix D (D > 0),d.h. X ~ 7;’m(v,M, C,D), wenn X die Dichtefunktion
Loy v p—IN\ " o vt p—1 S S|
T, (X5, M,C, D) = (m2" T (5=0)) L (H22=) |C[ 2" D[ 27
— L (vAmtp—1)

: ‘ I,+C ' (X—M)D™'(X—M)" (B.4)
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besitzt [55, Seite 134f.]. Damit gilt auch X ~ n,p(v,MT,D,C). Fiir v > 2 berechnet sich die
Kovarianzmatrix der Zufallsmatrix X wie folgt:

cov[X] = cov[vec(X")] = i C®D (v>2). (B.5)

Im Gegensatz zur matrixvariaten Normalverteilung ldsst sich ein allgemeiner Zusammenhang
zwischen den Wahrscheinlichkeitsdichten von X und vec(X") nicht angeben [55, Seite 140] (vgl.
auch Abschnitt B.3.1). Ausgehend von der multivariaten ¢-Verteilung (B.2) tritt das Problem auf,
dass sich der Ausdruck’

1 —1 1 1
T, (vee(X v, vec(M"), C@®D/v) = (72" T(3)) T(“32)|C[2" D] 2*
1 (v+mp)

. <1 + (VCC(XT — MT)>T(C ®@D) ' vec(XT — MT)> ’

= (=7 T(3)) T(Z22)[Cl#" D (14 tr(C (X — M)D~ (X — M)T)) =+

nicht in die dazu notwendige Form von Gleichung (B.4) iberfiihren ldsst. Dies ist nur fiir p = 1 und
m = 1 moglich.

Beziehung zur multivariaten ¢-Verteilung Im Spezialfall m = 1seix:=X  ,, 4 =M, und
D =D, (D > 0). Unter Berticksichtigung der Formeln (A.11) und (A.19) folgt aus der Dich-
tefunktion (B.4), dass der p-dimensionale Zufallsvektor x entsprechend x ~ T (v, u, DC/v) einer
multivariaten ¢-Verteilung geniigt. Im Spezialfall p = 1seix" =X, , u":=M,,, und C :=C,,
(C > 0). Dann folgt aus der Dichtefunktion (B.4), dass der m-dimensionale Zufallsvektor x entspre-
chendx~ T, (v, u,CD/v) einer multivariaten ¢-Verteilung geniigt.

B.3.3 Wishart-Verteilung

Eine SPD p x p-Zufallsmatrix X (X > 0) geniigt einer Wishart-Verteilung mit dem skalaren Parame-
terv (v> p—1)[16, Seite 693] und der p x p-Parametermatrix C (C > 0), d. h. X~ W, (v, C), wenn
X die folgende Dichtefunktion besitzt [55, Seite 87]:

W,(X3%,C) = (227 1;,(5)) IC|2¥ X 20~ PV etr(—5C'X). (B.6)
Fiir den Erwartungswert und das zweite Moment von X ergibt sich laut [55, Seite 98]

E[X]=vC
E[X?]=vC?+vtr(C)C+v* C?,

so dass sich die Varianz von X gemifd Var[X] = E[X*]—E[X]* wie folgt berechnet:
Var[X] = vC? +vtr(C) C = v_1<E[X]2 + u(E[X]) E[X]). B.7)

Beziehung zur Gammaverteilung Die Wishart-Verteilung stellt eine Verallgemeinerung der
Gamma-Verteilung auf mehrere Dimensionen dar. Eine Zufallsvariable x gentigt einer Gammaver-
teilung mit den skalaren Parametern v (v > 0) und ¢ (¢ > 0), d. h. x ~ G(v, ¢), falls x ~ W,(2v,¢/2).

’Gemifl (A.14) gilt |[C® D/v| = |C|™|D/v|? =v—™"?|C|™"|DJ?.
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Beziehung zur Chi-Quadrat-Verteilung Eine Zufallsvariable x geniigt einer Chi-Quadrat-Ver-
teilung mit 7z Freiheitsgraden (» € N*), wenn sie die Dichtefunktion W,(x;7,1) besitzt (vgl. Defi-
nition der Dichte einer Chi-Quadrat-Verteilung in [99, Seite 487] oder [111]). Demnach stellt die
Wishart-Verteilung eine Verallgemeinerung der Chi-Quadrat-Verteilung auf mehrere Dimensionen
dar [38, Seite 2021.], so dass der skalare Parameter 7 der Dichtefunktion W,(X; 7, C) auch als Zah!
der Freiheitsgrade bezeichnet wird. Aus diesem Grund wird in einigen Biichern die Dichtefunktion
einer Wishart-Verteilung fiir » > p (anstatt » > p — 1) definiert, siehe etwa [ 15, 38, 55].

Beziehung zur inversen Wishart-Verteilung Eine SPD p x p-Zufallsmatrix X (X > 0) gentigt
einer inversen Wishart-Verteilung mit dem skalaren Parameter v (v > p — 1) und der p x p-Parame-
termatrix C (C>0), d. h. X~ ZW, (v, C), falls X~ ~ W, (v,C™).

Verbunddichtefunktion der Eigenwerte Eine SPD p x p-Zufallsmatrix X besitze die Dichte-
funktion W,(X;v, uI). Dann ergibt sich laut [110, Seite 107] fiir die Verbunddichtefunktion der
nach Grofle sortierten Eigenwerte (A, > A, >... > A ,>0)von X

e < §:a>r}v%-’rlx ).

i<j

12

2P

o
Qu)>?L(zp
Unter Berticksichtigung von (A.10) und der Legendre’schen Verdopplungsformel (A.4) gilt

? . NE _ 1
PL(DG(Y)  2TEWIG(r—1) 4I(v—1)

p(Apeendy) =

Demnach ergibt sich im Fall p =2 fiir die Verbunddichte der beiden Eigenwerte

exp <_(2N>_1(/11 + Az))
4uT(v—1)

p(ALA) = (’11/12)%@_3)(/11_/12)-

B.3.4 Inverse Wishart-Verteilung

Eine SPD p x p-Zufallsmatrix X (X > 0) gentigt einer inversen Wishart-Verteilung mit dem skalaren
Parameter v (v > p — 1) und der p x p-Parametermatrix C (C > 0), d. h. X ~ ZW,(v,C), wenn X
die folgende Dichtefunktion besitzt [55, Seite 111]:

IM%&mCﬁ%ﬁWyp>|qﬂM|ﬂ”“a% ;CX7). (B.8)
Mit dieser Parametrisierung* der Dichtefunktion ergibt sich fiir den Erwartungswert und das zweite
Moment C
EX|=—— —p>1
X)= = —p>1)

tr(C)C+(v—p—1)C?
(v=p)v—p—1)(v—p—3)

*“In [55] wird eine andere Parametrisierung der Dichtefunktion verwendet. Die dort angegebene Dichtefunktion
folgt aus Gleichung (B.8), wenn v durch v — p — 1 ersetzt wird.

E[X*]= (v—p>3)




120 Anhang B Relevante Wahrscheinlichkeitsverteilungen

(vgl. [55, Seite 113]), so dass sich die Varianz von X fiir v— p > 3 wie folgt berechnet:

(v—p—1)tr(C)C + (v— p +1)C?

(v=p)y—p—12(v—p—3)

_ (v—p—1)t(E[X]) E[X] + (v—p +1) E[X]

_ . (B.9)
(v=p)v=p=3)

Beziehung zur inversen Gammaverteilung Die inverse Wishart-Verteilung stellt eine Verallge-

Var[X] = E[X*]—E[X] =

meinerung der inversen Gamma-Verteilung auf mehrere Dimensionen dar. Eine Zufallsvariable x
genligt einer inversen Gammaverteilung mit den skalaren Parametern v (v > 0) und ¢ (¢ > 0), d. h.

x ~IG(v,c), falls x ~ W, (2v,2¢).

B.3.5 Verallgemeinerte matrixvariate Betaverteilung zweiter Art

Eine SPD p x p-Zufallsmatrix X gentigt einer verallgemeinerten matrixvariaten Betaverteilung zwei-
ter Art (fir engl. Generalized Matrix-Variate Beta Type II Distribution) mit dem skalaren Parameter
a (2a > p—1), dem skalaren Parameter b 25 > p — 1), der p X p-Parametermatrix D (D > 0) und
der p x p-Parametermatrix C (C> D), d.h. X ~ QB;I(a, b;C,D), wenn X fiir X > D die folgende
Dichtefunktion besitzt [55, Seite 167]:

GB!(X;a,b;C,D) = (B,(a, b)) '|C+D|’ X — D2+ |C 4 X7+, (B.10)

Im Fall, dass X ~ QB;I (%a, %b; C,0) ist, ergibt sich fiir den Erwartungswert und das zweite Moment

a
- ¢
b—p—1
E[ z] _ "(“(b —p—2)+ 2>C2 +a(a+b—p— 1)<C2 +tr(C)C>
(b—p)b—p—1)(b—p—3)
(vgl. [55, Seite 179]), so dass sich die Varianz von X gemif§ Var[X] = E[X?]— E[X]* wie folgt be-
rechnet (fir b — p > 3):

E[X] (b—p>1)

(b—p>3).

_ al@a+b—p—1) 2
Var[X] = (Za—p)(la—p—l)z(b—p—3)<(b_p+1)C + (b—p—1>tr((:)c>
at+b—p—1

“ab—p)b—p _3)<<b — p+ DE[XP + (b= p— Dur(E[X]E[X])

B.4 Produktformel fiir multivariate Normalverteilungen

Unter der Voraussetzung, dass die Kovarianzmatrizen R und P symmetrisch, positiv definit und
damit auch invertierbar’ sind, lisst sich das Produkt p(y|x)p(x) zweier multivariater Normalvertei-
lungen unter Beriicksichtigung der Formel

Ny(y; Hx, R)N, (x5 41, P) = Ny (y; Hu, )N, (x; u + K(y —Hpu),P—KSK') (B.11)

>Auf den Fall einer singuliren Kovarianzmatrix, die zu einer singuliren multivariaten Normalverteilung fiihren
wiirde [106], wird in dieser Arbeit nicht eingegangen.
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mit

S=HPH'+R und K=PH'S™ (B.12)

durch ein Produkt p(y)p(x|y) ersetzen. Mit dieser Gleichung kann unmittelbar die Marginaldichte

p)= |y 1Pk =N 59
oder die bedingte Dichte
p(x]y) o< p(ylx) p(x) = N,(x;  + K(y —Hu),P—KSKT)

angegeben werden. Zum Beweis dieser Produktformel betrachten wir zunichst den Exponenten

g :=(y—Hx)'R™(y—Hx)+(x— ) P~ (x — ) (B.13)
der gemeinsamen Verteilungsdichte

p(y,%) = Ny(y; Hx, R)N, (x5 4, P) = 27R| 2 [27P 2 exp(—3¢).
Ausmultiplizieren von Gleichung (B.13) ergibt
g=y'R'y—x'H'R'y—y'R'"Hx+x"H'R 'Hx
+x P lx—u P 'x—x"P u+ u'P ', (B.14)

so dass die quadratische Erginzung mit dem noch zu bestimmenden Erwartungswert m und der

Kovarianzmatrix® Q, d. h.
Q'=P'+H'R'H, (B.15)

zu der Darstellung
g=(x—m)'Q'(x—m)—m'Q 'm+y R 'y+u'P '
fihrt. In diesem Zusammenhang interpretieren wir ¢ als
q°=qyy+4,
mit
Gyy = (x—m)'Q'(x—m)
gy = yRYy+u P u—m'Q 'm. (B.16)

%Im Folgenden wird sich zeigen, dass p(x|y) = N, (x;m, Q) gilt.
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Unter Beriicksichtigung des Matrix-Inversions-Lemmas aus (A.20) und der Ausdriicke fiir S und K
in (B.12) konnen wir die Berechnung der Kovarianzmatrix der Dichte p(x|y) wie folgt” bestitigen:

Q=(P"'+H'R'H) ' =P—PH' (R+HPH")  HP (B.17)
=P—PH'S'HP=P—PH'S!SS'HP
=P—KSK". (B.18)

Eine Gleichung zum Berechnen des Erwartungswertvektors m in g, ergibt sich durch den Ver-
gleich der x"-Mischterme in Gleichung (B.14) mit x'Q~'m, d. h.

Q—lm — HTR_ly 4+ P—l[u
und damit
m=Q (HTR_ly + P_ly) (B.19)
=(P—PH'S'HP)(H'R 'y +P ')
=u—KHu+PH" (R™'—S'THPH'R ')y.
Unter Beachtung des Matrix-Inversions-Lemmas (A.20) fiir
(R"'—S'"HPH'R ')=(R™'—(HPH' +R) HPH'R"')
=(R"'—R"'R(HPH'R'R+R) HPH'R ™)
=(R+RR'HPH") ' =5~
bestdtigen wir auch die Gleichung fiir den Erwartungswert m der Dichte p(x|y) entsprechend
m=u—KHu+PH'S'y=u+K(y—Hu).
Die Ergebnisse in (B.17) und (B.19) erlauben nun auch die Berechnung von m'Q'm gemif3®
m'Q'm=(HR 'y +P~'u)  QH'R 'y +P '),
so dass fiir g, aus Gleichung (B.16) das Folgende gilt:
. _ _ 1 N\T _ _
q,=y Ry +u P u—(H'R 'y +P'u) Q(H'R 'y +P ). (B.20)
Durch quadratische Erginzung mit dem noch zu bestimmenden Vektor v erhalten wir
g,=@y—v)"(R'=RHQH'R')(y—v)
_VT (R—l _ R—lHQHTR—1> v+ [(LT (P—l _ P—lQP—1> w,

’Die Matrizen S und P sind symmetrisch, d. h. KT = ST'HP. Beim Berechnen von KT haben wir beriicksichtigt,
dass die Inverse der symmetrischen invertierbaren Matrix S erneut symmetrisch ist, d. h. $7' = (§71)T. Dieser Zusam-
menhang folgt unmittelbar aus SS™! =1 =(S7!S)T =ST(S)T =S(SH)".

$Die Matrix Q ist symmetrisch, d. h. QT = Q.
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wobeti sich diese Gleichung unter Berticksichtigung des Matrix-Inversions-Lemmas (A.20) fiir
R —R'HQH'R'=R'—R'H(P~'+H'R"'H) H'R"
=(R+HPH") ' =5~

und 1
P! —P'QP~'=P'—P'(P'+H'R'H) P!

=P~'—P~'(P—PH' (R+HPH') HP)P'=H'S™'H
wie folgt vereinfacht:
g, = y—v)'S T (y—v)—v'S'v+u"H'S 'Hpu. (B.21)

Eine Gleichung zum Berechnen von v in g, ergibt sich durch den Vergleich der y™-Mischterme in
(B.20) mit y'S™'v, d. h.
S'v=R'HQP 'u

und damit unter Beachtung von Gleichung (B.17)
v=SR'H(P—PH" (R+HPH") HP)P 'y
=S(R™'—R'HPH" (R+HPH") ' )Hy.
Mit dem Matrix-Inversions-Lemma (A.20) folgt wiederum
R~ —R'HPH" (R+HPH')" =R™'—R'HPH" (R+RR'HPH") 'RR™"
=(R+HPH'R'R) ' =s""
und somit
v=SS'Hu=Hu.

Unter Berticksichtigung dieses Ergebnisses reduziert sich Gleichung (B.21) auf

gy =(y—Hu)'S™(y—Hu).

Auf diese Weise haben wir letztlich Hu als Erwartungswertvektor und S als Kovarianzmatrix der
Dichte p(y) bestatigt.

Der Vollstindigkeit halber betrachten wir ebenfalls die Normierungsfaktoren der Normalvertei-
lungen in Gleichung (B.11). Da die Matrizen R und P invertierbar sind, lasst sich die Determinante
der Matrix S unter Berticksichtigung von (A.18) und (B.15) auch entsprechend

IS|=|HPH' +R|=R|-|P|-|P"'+H'R'H|=|R|-|P|- |Q|

berechnen. Da auch Q! invertierbar ist, gilt [Q™!| = 1/|Q] [59, Seite 188], so dass wir mit dem
Ausdruck fiir Q aus Gleichung (B.18) unmittelbar die Aquivalenz der Normierungsfaktoren in Glei-
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chung (B.11) nachweisen:
27 - [22(P—KSK)[F = ((27)'(27) - I8]-1QI)
= (2x)' @) - R PI-|Q7'|- [QI) * = [27R[* - [2P[
Damit haben wir die Giiltigkeit der Produktformel in Gleichung (B.11) bestitigt, d. h.
p(xly) =N,(x; QP u+H'R™y),Q) =N, (x; 4+ K(y —Hpu),P—KSK")

und

p(y) =Ny(y;v,S) =N, (y; Hu,S).

B.5 Produktformel fiir Wishart-Verteilungen

Das Produkt p(Y|X)p(X) aus einer gewShnlichen und einer inversen Wishart-Verteilung kann un-
ter Berticksichtigung der Formel

W,(Y;m,X/n)IW,(X;v,C) =GB} (Y; 3m, 3% C/n,0)IW,(X;m +v,nY 4 C) (B.22)

durch ein Produkt p(Y)p(X]|Y) ersetzt werden. Mit dieser Gleichung lisst sich unmittelbar die Mar-
ginaldichte

p(Y)= f p(Y|X)p(X)dX =GB! (Y; 3m,5v,C/n,0)

oder die bedingte Dichte
pX[Y) o< p(Y|X) p(X) =IW,(X;m +v,nY +C)

angeben. Zum Beweis der Produktformel (B.22) berechnen wir ausgehend von der gemeinsamen
Verteilungsdichte p(Y,X) = p(Y|X)p(X) zunichst das Folgende:
p(Y,X) = p(Y[X)p(X) =W,(Y;m,X/n) IV, (X;v,C)
= (202 L)) K /ml YO X

etr< (X/n) 1Y> etr<—%CX_1>

= (20T (2)T (%)) Lpime [CI Y02 X[ D e (— 3 (nY + C)X 7).

2

Aus der letzten Gleichung lisst sich durch den Vergleich mit Gleichung (B.8) auf die Parameter der
Dichte einer inversen Wishart-Verteilung schlieflen: Die Exponentialfunktion liefert den Hinweis
auf die Parametermatrix nY + C, wihrend der Exponent von |X| die Anzahl der Freiheitsgrade mit
m + v vorgibt. Auf diese Weise erhalten wir

p(Y|X)p(X) =W, (Y;m,X/n) IW,(X;v,C)
=(LCHLG)) L) 227 [CF Y7 Y 4+ C 307+ p(X]Y)

mit
pXY)=IW,(X;m+v,nY +C).
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Unter Berticksichtigung der multivariaten Betafunktion (A.12) und der Nullmatrix O erhalten wir
anschlieflend den gesuchten Ausdruck fiir die Dichte p(Y), d. h.

p(Y)= ( ( )I;,(%)> 1I;)(m2+V)n%mp|C|%v|Y|%(m—p—1)|nY+C|—§(m+v)
(/B (% % )>_ n%MP|C|%V|Y|%(m—p—1) —1(mHv)p |Y_|_C/n|—%(m+v)
% )> |C/n+0|2V|Y O|zm—* (p+1) IY+C/n| Hm+)

und letztlich
p(Y)= QB[?(Y; %m, %V,C/?’l, 0).

Damit haben wir die Giiltigkeit der Produktformel (B.22) bestatigt.

B.6 Gleichverteilte Messungen iiber ein d-dimensionales Ellipsoid

Zur Modellierung der Messstreuung wird in Abschnitt 2.3.1 die Kovarianzmatrix einer entsprechen-
den Zufallsvariablen betrachtet. Die Verteilung der Messungen entspricht einer Gleichverteilung
tiber das riumliche Ausmaf} eines d-dimensionalen Ellipsoids (d € N*). Zur Berechnung der Kovari-
anzmatrix bendtigen wir die Dichtefunktion einer solchen Zufallsvariablen. Diese Dichtefunktion
lasst sich tiber das Volumen eines d-dimensionalen Ellipsoids bestimmen.

Die Lingen der Halbachsen eines d-dimensionalen Ellipsoids seien gegeben durch 4,,...,a,.
Dann ergibt sich das Volumen dieses Ellipsoids zu [141]

d/2

Ty

Ein Ellipsoid ldsst sich auch durch eine SPD Matrix beschreiben, wobei ein Eigenwert dieser Matrix

:]&

Viag,..ray)=

der quadrierten Linge einer Halbachse entspricht. Sei X die SPD d x d-Matrix eines d-dimensionalen
Ellipsoids. Da die Determinante von ¥ dem Produkt der Eigenwerte entspricht, berechnet sich das
Volumen des Ellipsoids zu

vy,

T(%+1)

2

VIZl. (B.23)

Vi(2)=

Fiir d = 1 ergibt sich die Linge eines Intervalls, fiir d = 2 der Flicheninhalt einer Ellipse, fiir d =3
das Volumen eines dreidimensionalen Ellipsoids, d. h.

WE=2VE, W=y und W= TV

B.6.1 Dichtefunktion und Kovarianzmatrix der gleichverteilten Zufallsvariablen

Ein Ellipsoid mit Mittelpunkt im Koordinatenursprung sei durch die SPD d X d-Parametermatrix
Y (X > 0) definiert, so dass sich sein Volumen entsprechend Gleichung (B.23) berechnen lisst. Dann
genligt der Zufallsvektor x einer erwartungswertfreien Gleichverteilung iiber das riumliche Ausmafl
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dieses d-dimensionalen Ellipsoids, d. h. x ~ U,(X), wenn x die folgende Dichtefunktion besitzt:

F(% +1) <7rd/2 |X] >_1 fir x'2'x <1
0 sonst.

L{d(x;Z):{

Wie in Abschnitt B.6.2 gezeigt wird, ergibt sich die Kovarianzmatrix des Zufallsvektors x zu

Var[x] = %4_22. (B.24)

B.6.2 Berechnung der Kovarianzmatrix dieser gleichverteilten Zufallsvariablen

Sei x ~ U,;(X). Dann berechnet sich die Kovarianzmatrix des Zufallsvektors x unter Beriicksichti-

gung von E[x] = 0 formal wie folgt:

Var[x]=E [XXT nd/Z\/E J f xx' dx, -

xTy1x<1

Mit Hilfe der Quadratwurzel der Matrix %, d. h. C := v/X entsprechend X = C?, fithren wir zum
Berechnen von Var[x] die folgende Substitution’ durch:

v=Clx < x=Cyv.

In diesem Zusammenhang ist noch die Funktionaldeterminante |C| = 4/|Z| zu beachten. Auf diese
Weise erhalten wir

Var[x] =

f fvadfo1 dvd> (+1)-CVC (B.25)

ﬂd/z d)2

viv<i

mit dem noch zu berechnenden Ausdruck

= f---fVVT do,---do,. (B.26)

viv<i

B.6.2.1 Berechnung fiir d =1

Im eindimensionalen Fall berechnet sich die mehrdimensionale Integration in Gleichung (B.26) un-

1

24 _ 24, —

J fvldful_J vy do, =
v2<1 —1

so dass sich aus Gleichung (B.25) fiir die Varianz der in diesem Fall skalaren Zufallsvariablen x

mittelbar zu

T;+1) 2. 1
Ly =y 27
/23 3 (8.27)

*Die Quadratwurzel einer SPD Matrix ist auch eine SPD Matrix [59, Seite 543 ff.] und damit invertierbar.

Var[x] =
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ergibt. Unter Beriicksichtigung der entsprechenden Intervalllinge V() = 2+/% haben wir damit
fiir d = 1 das aus der Literatur bekannte Ergebnis Var[x] = (VI(Z»Z /12 bestitigt [ 38, Seite 177].

B.6.2.2 Berechnung fiir d > 2

Zum Integrieren iiber die mehrdimensionale Einheitskugel in Gleichung (B.26) bieten sich d-dimen-
sionale Polarkoordinaten [22] an, d. h.

v, =rcosgsind, sind, ---sind, ;sind, ,
v, = rsingsind, sind, ---sind, ;sind, ,

vy = rcost sind, ---sind, ysind, ,

v, = rcost, -+ sind, ysind, ,
v = rcos?, ysindy

vy = rcost, ,.

Bei dieser Koordinatentransformation ist die Funktionaldeterminante 74~ HZ;f(sin 8,)F zu be-
rlicksichtigen [22], so dass sich aus Gleichung (B.26) der Ausdruck

T[T n 2 1l d—2
V= f J - J f J v r4ldr dg l_[(sin 9, ) dd, (B.28)
o Jo o Jo Jo k=1

ergibt. Die Integration iiber r berechnet sich fiir alle Eintrige der Matrix V zu

1 1
f rirdldr = f ritdr =(d +2)7"
0 0

Im Folgenden werden die verschiedenen Elemente der d x d-Matrix V mit v, ; bezeichnet, d. h.

V =(v; ;). Dariiber hinaus ist V symmetrisch, d. h. v, . =v, ..

Matrixelemente v, ; auBerhalb der Hauptdiagonale Zunichst werten wir Gleichung (B.28) fiir

g Vi mut

i # j.In den ersten beiden Spalten und Zeilen sind diese Matrixeintrige aufgrund der Integration

diejenigen Matrixelemente von V aus, die nicht auf der Hauptdiagonale liegen, d. h. fiir v,
tiber ¢ gleich null. Im Einzelnen ergibt sich fiir v, =v,
27
f cospsingdp =0
0
[104, Seite 115], fiirv, ,, =v,,, (m=3,...,d)
27
f cospdyp =0
0
und fiirv,, =v, , (m=3,...,d)
2
J singdy =0.
0

Dariiber hinaus sind auch die restlichen Matrixelemente auflerhalb der Hauptdiagonale gleich null,
da sich die jeweilige Integration tiber ¢, (k = 1,...,d —2) fiir die verbleibenden Eintrige in der
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(k + 2)-ten Spalte und Zeile wie folgt auswerten lisst:
r . A . b D=
J cos¥(sind,)* dd, = [(/e +1)"'(sind,) “] =0.

0 9,=0
Deshalb entspricht V einer Diagonalmatrix.
Matrixelemente v, ; der Hauptdiagonale Zum Auswerten von Gleichung (B.28) fiir die Haupt-
diagonalelemente von V wird zunichst die Integration iiber ¢ betrachtet. Im Einzelnen sind fiir die
verschiedenen Matrixeintrage die Ergebnisse

2r 2r 2r
J (cosp)dp =7, f (sing)’dp =7 und J dp =27
0 0 0

[104, Seite 1061.] zu berticksichtigen. Infolgedessen ldsst sich der Ausdruck fiir die Matrix V aus
Gleichung (B.28) entsprechend

d—2
d+2f f diag(w,, ..., d)gdﬁk (B.29)

konkretisieren, wobei die Eintrige dieser Diagonalmatrix wie folgt lauten:

d—2
w, = <1_[(sin ﬁk)k+2> (B.30)

k=1

fiir m = 1,2 und
d—2 d—2
w,, = cosﬁ <1_[ (sind,) ><l_[ sind),) > (B.31)
4

firm=3,...,d.

Zum Auswerten von Gleichung (B.29) wird u.a. ein allgemeiner Ausdruck fiir Integrale der
Form |, oﬂ(sin )" d& bendtigt. Diese Berechnungen werden aus Griinden der Ubersichtlichkeit im
Abschnitt A.3 vorgestellt. Mit diesen Ergebnissen, d. h. mit Gleichung (A.25), erhalten wir im Fall
m = 1,2 mit dem Integranden (B.30) unmittelbar

T b d—2 T T d—2
JJ wml—[dﬁk:J J [ Jsin9,)+2do,
0 0 k=1 0 0 k=1

B ﬁ \/E-F(%(/e +3)> B n@=2/2.1(2) B (d=2)/2

it T(k+2)  T(¢+1)  T(&+1)

ImFall m =3,...,d mit dem Integranden (B.31) ergibt sich unter Beriicksichtigung der Umformung
(A.22) zunichst

T T d—2 m—2 d2 ¢
J f w,, Hdﬁk = 2[ f cos,, <l_[ sind,) >< 1_[ 51n19k)k+2> l_ldﬁk
0 0 k=1 k

=m—1 k=1

m—2 d—2 d—2
:;f J <1—I(31n19£)z>< (sinﬁk)k+2> l_ldﬁk,
0 0 \/=1 k=m—1 k=1
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so dass sich dieser Ausdruck mit dem Zusammenhang (A.25) und der Funktionalgleichung der Gam-
mafunktion (A.1) entsprechend

roofmo 422 2 (72 - TG+ 1)\ [ 2 J7-T(5(k+3)
[ el on= 2 (o) orte))

A ey AL e
B 2 (d-2)/2 I‘(%+1) 1 B (d=2)/2
ST e a6

auswerten ldsst. Demnach handelt es sich bei der Diagonalmatrix V aus Gleichung (B.29) um eine

d-dimensionale Skalarmatrix, die sich gemif3

iy,

(d+2)-T(4+1)

berechnet. Damit ergibt sich aus Gleichung (B.25) die Kovarianzmatrix des Zufallsvektors x zu

T(%+1) 1
Var[x]: 7-Cd/2 CVC:d—HZ

Der Vergleich mit Gleichung (B.27) zeigt, dass dieses Ergebnis auch fiir den Fall einer skalaren Zu-

fallsvariable gilt, d. h. fiir den Fall d = 1. Damit haben wir den Ausdruck fiir die Kovarianzmatrix
in Gleichung (B.24) bestitigt.
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Anhang C

MMSE-Schatzer fiir Zufallsmatrizen

Mathematisch betrachtet entsprechen Tracking-Algorithmen dem Schitzen eines Systemzustandes
aus vorliegenden Messungen, wobei diese Beobachtungswerte hiufig mit Messfehlern behaftet sind.
Im Folgenden betrachten wir den Fall, dass sich ein Systemzustand durch die Zufallsmatrix! X mo-
dellieren lisst, wihrend die vorliegende Messung durch die Zufallsvariable Y angegeben wird. Des
Weiteren wird die A-priori-Verteilung der Zufallsvariablen X, d. h. p(X) = f(X), als bekannt vor-
ausgesetzt.

Gesucht ist nun ein Schitzer X, der den mittleren quadratischen Fehler (kurz MSE fiir engl. Mean
Square Error) minimiert und deshalb als MMSE-Schitzer? X wmse bezeichnet wird. Dabei gilt fiir den
MSE: Ausgehend von der Schitzfehlermatrix X := X —X berechnen wir zunichst elementweise den
jeweiligen mittleren quadratischen Schitzfehler und erhalten dann durch Aufsummieren den MSE
des Schitzers. Mit Hilfe des vec-Operators (A.15) ergibt sich der MMSE-Schitzer demnach zu

)E'MMSE(Y) =arg m(én E [( vec <)2'(Y) — X>)T vec (.XA'(Y) — X)}

= argm)éntr < E [(f(Y) — X)T(.XA'(Y) —X)i|> .

Wiirde der Systemzustand lediglich durch eine skalare Zufallsvariable oder einen Zufallsvektor mo-
delliert, so erhielten wir aus dieser Gleichung auch die bekannten Definitionen des MMSE-Schit-
zers aus der Literatur, siche etwa [6, Seite 99] oder [41, Seite 17]. Daher dhnelt die nachfolgende
Berechnung des MMSE-Schitzers fiir Zufallsmatrizen auch weitgehend der mathematischen Vorge-
hensweise zum Berechnen des MMSE-Schitzers fiir Zufallsvektoren in [41, Seite 17 f.].

Da X vmse Offensichtlich von beiden Zufallsvariablen abhingt, berechnet sich der Erwartungs-
wert unter Berlicksichtigung der gemeinsamen Dichtefunktion p(X,Y) = fxy(X,Y) und der soge-
nannten A-posteriori-Dichte p(X'|Y) = fxy(X|Y) zu

E [(i(Y) —x)"(R(Y)— X)] - f f ()= X)(R(Y)— ) p(X,¥)dX dY
= [[ (#)-2) (@ )- )y v)ax sy

Da die Dichtefunktion p(Y¥) = f{()) durchweg nichtnegativ ist, gentigt zum Minimieren des Ge-
samtausdruckes die Betrachtung des Integrals

J (R(Y)—X)"(X(Y)—X) p(X|Y)dX =E [(i’(y)—X)T(;\?(y)_x> Y = y] ,

Die Matrix X bezeichnet in diesem Teil der Arbeit einen festen, aber unbekannten Wert der Zufallsmatrix X.
Dariiber hinaus bezeichnet Y einen festen, aber unbekannten Wert der Zufallsvariablen Y.
2Fiir engl. Minimum Mean Square Error Estimator.
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Gesucht ist also ein Wert X opt(Y), der den mittleren quadratischen Fehler entsprechend

ééopt(y) = argmjntr<E[<2€(37)—X>T<2€'(y)—x> Y= y})

X

minimiert. Ausgehend von dem Ansatz X —X = X — X, + X, — X ergibt sich zunichst
(B[ (R —X) (& —X)| ¥ ]) mer((& — &) (& — &) + (2 — &) (2, —E[X|¥])
+(2,—E[X|¥]) (=2, +E[(;eo_x>T<A?o —X)| y])
Mit der naheliegenden Wahl X, = E[X|Y = Y] folgt dann
tr( E[<;2_x)T(;e —X)| y]) - tr((;e _2) (-2, +E[<A>O —x)"(#,—X)| y])
Dieser Ausdruck wird aber fiir
X, (V)=X,=E[X|[Y=Y]= f X p(X|Y)dx

minimal, so dass sich letztlich fiir die eigentliche Minimierungsaufgabe

Ryse(¥) = argm;mrq E[(20)-X) (#0)-X)Y =] p()4)

X

der bedingte Erwartungswert als MMSE-Schitzer ergibt (analog zum MMSE-Schitzer fiir Zufalls-
vektoren [41, Seite 18]):
Xyse(Y) =E [X|Y:| :

Der MMSE-Schitzer ist erwartungstreu, d. h. E[ Xy sp(Y) —X] = 0 wegen
E[Ryse(Y)] = E| E[X|Y]]= f E[X|Y]p(V)dY
= H X p(X|Y)p(Y)dYydx = J X p(X)dx =E[X].

Demnach berechnet sich unter Beriicksichtigung von

E[)%MMSE(Y)TX] - E[E[E[X|y]TX|Y: yﬂ - U E[X|Y] X p(X|¥)dX p(¥)dY

= J E[X|Y] E[X|¥]p(¥)dY = E[E[X|Y]TE[X|Y]]
der minimale mittlere quadratische Fehler entsprechend
tr (B (Rrse(0) —X)" (o) —X) |) = e E[X"X] - E| E[X|Y]"E[X]Y]])

sowie die Varianz des Schitzfehlers gemi

[ (#1560 — X)(Eyse () — X)T | = E[xXT]—E[ E[XY]E[X|Y]"].



Anhang D

Konfidenzbereich der 2-D-Objektausdehnung

Im Folgenden berechnen wir das Konfidenzniveau fiir den in dieser Arbeit vorgestellten Konfidenz-
bereich der 2-D-Ausdehnungsschitzung. Ausgangspunkt sind die Betrachtungen in Abschnitt 3.2.3,
wonach sich das Konfidenzniveau ¢ zu

()= P{f 7 < diu M <} J _ J T e di) Al O

fir A__ > A_. >0 ergibt. Fiir die Verbundverteilungsdichte der beiden Eigenwerte der SPD 2 x 2-

max — min

Zufallsmatrix Z gilt
@ (A A )DL — A

max ’ 'min max min)

4T(v—1)

P (Amax’ Amin)

wobei Z der Dichtefunktion W,(Z;v, @ 'I) mit v > 1 und & > 0 geniigt. Wihrend Abschnitt D.1 die
explizite Berechnung des Doppelintegrals (D.1) vorstellt, vergleicht Abschnitt D.2 dieses Ergebnis
fiir ¢(f) mit der Fachliteratur, aus der fiir den Fall @ = 1 die Wahrscheinlichkeit P{A,,, < f}
bekannt ist.

- exp (——a (A + /1m1n>> ,

D.1 Berechnung des Konfidenzniveaus

Fiir eine tibersichtlichere Darstellung beim Berechnen des Doppelintegrals (D.1) werden die folgen-
den Abkiirzungen verwendet:

pi=2al,  ri=g(v=3), a=f" bi=f, x=A, ud y=A,. D.2)

Demnach berechnet sich das Konfidenzniveau ¢(a, b) = P{a <yAx< b} fiirx >y >0zu

y—2
c(a,b)zz—-l(a,b;lu;r)(lg) - ‘/El A(a,byu;r),
@ TO—1) 2T T —1)

wobei I(a, b; u; r) durch das Doppelintegral

b rx
Hasbipir)= || oy ey exp(—pne ) D3)

definiert ist. Ausgehend von
n(x):=—u exp <—y_1x)

2(x) = nyr exp(—u~'y)dy
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ergibt sich fiir den Ausdruck (D.3) zunichst

X

b
a, by ;) :f exp (—u'x) x’“f y"exp(—p'y)dy dx

a

u'(x) v(x)

b x
—J exp(—lu_lx>x’J y"exp(—uly) dydx.
’ ’ ?(;-)/ #'(y)

Durch Anwenden der Produktregel und Differentiation nach variabler oberer Grenze [ 24, Seite 460]
erhalten wir
V'(x)=(r+1)x" z(x) + x> exp(—p'x),

so dass anschlieflend mit Hilfe der partiellen Integration

X=a

I(a,byu;r)= [n(x)fu(x)]xib + Lb U exp <—,u_1x) <(r +1)x" z(x) + x* ' exp (—,u_lx>> dx

Y
Y

- f b exp(— )5 ([w0)u)] _ +u(r+ 120 d
b

ool e e

x=a a y=a
folgt. Die Auswertung dieses Ausdruckes ergibt zunichst

b b

y exp(—ply)dy + ZIuJ x**exp(—2u~"x) dx

a

La,b;u;r)=—ub exp (—,u‘%)f

a

b
—,ua’“exp(—lula)J x’exp(—y’1x> dx.

a

Schlielich fiihrt die Substitution von x/u, y/x und 2x / u durch x zu

2u~'b
I(ﬂ, b; s 7,) — 2—(2r+1)H27+3J x27+1 exp (—X) dx
2ula —1
u b
— /ﬂ“(d”l exp(—u'a) + b exp <—p_117>> f x"exp(—x) dx.
pla

Solche Integrale lassen sich mit der unvollstindigen Gammafunktion (A.5) wie folgt interpretieren:
| e tesptg)dE =ty = r(e.3).
Demnach berechnet sich das Doppelintegral (D.3) zu
Ha,byu;r)= 2_(2’+1)y2’+3<y <27’ + 2,2y_1b) —y <Zr + 2,2,(1_14>>
— ,u’+2<a’+1 exp (—,u_la) + b exp (—/u_lb>>

(r(r+17s) =y (r+107')).
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Unter Beriicksichtigung der Zusammenhinge (D.2) und der regularisierten Gammafunktion (A.7),

d.h.

(BN 1 (P
P(B,A) = I(3) _F(,B)Jo &P exp(—E)dE (8>0,A>0),

ergibt sich das Konfidenzniveau (D.1) fiir den Konfidenzbereich der 2-D-Ausdehnungsschitzung zu
c(f)=P2B,20,) — P(2[3,24,)

_ ﬁA’lg exp(—A,) + Az’g exp (—A,) '
T(B+3)

(P(B.A)—P(B.A) D4

mit

A=saf', Ay=3af und  Bi=30v—1).

D.2 Ahnliche Problemstellung in der Fachliteratur

Fiir die Theorie der Zufallsmatrizen sind statistische Untersuchungen der Eigenwerte und Eigenvek-
toren von quadratischen Zufallsmatrizen von besonderer Bedeutung [101, 156]. In diesem Kontext
ist auch die Marginaldichte des grofiten Eigenwertes A___und seine kumulative Verteilungsfunktion
P{ A < x} von Interesse. In [63, 109] wird u. a. ein Ausdruck fiir P{A,,,, < x} fiir den Fall vor-
gestellt, dass eine SPD 2 x 2-Zufallsmatrix einer Standard-Wishart-Verteilung mit 7 Freiheitsgraden
(n > 1) geniigt. Im Folgenden wird nun gezeigt, wie sich dieses Ergebnis auch aus der Berechnung
des Konfidenzniveaus im vorherigen Abschnitt ergibt.

Die SPD 2 x 2-Zufallsmatrix Z gentige einer Standard-Wishart-Verteilung mit 7 Freiheitsgraden,
d.h. Z ~ W,(n,I). Demnach gilt fiir die Verbunddichte der beiden Eigenwerte [110, Seite 107]

A A o= )

max’ 'min )

4T(n—1)

max min)

p(/lmax’ Amin) =

: CXp <_%(/1max + Amin)) .
Ausgehend von
X Amax
P{/lmax < x} = J J p</1max’ Amin) d/lmin d/lmax
0 Jo
fithrt die mathematische Vorgehensweise aus Abschnitt D.1 zu

V(3" ep(=3)

P S} =Pl —1,3) - LER)

so dass sich mit dem Zusammenhang (A.9) fiir regularisierte Gammafunktionen der gesuchte Aus-
druck zu

VAR Vexp3)
I(3)

ergibt. Werden an dieser Stelle nur ganzzahlige Werte fiir 7 betrachtet, lasst sich der Ausdruck fiir

P{/l Sx}:P(n,x)— P("Tﬂ,g)

max

P{ A, < x} unter Beriicksichtigung der kumulativen Verteilungsfunktion der Chi-Quadrat-Vertei-
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lung P ,(x;7) [1, Seite 941], d. h.
11
Pa(x;n)=P(3n,3%),
wie folgt interpretieren:

P{ A < x}=Pa(2x;2) —

) Pa(x;n+1).

max

Damit haben wir bestitigt, dass sich mit der mathematische Vorgehensweise aus Abschnitt D.1 das-
selbe Ergebnis wie in [63, Seite 367] und [109, Seite 292] ergibt.

Wiirden wir an dieser Stelle auch nichtganzzahlige Werte fiir 7 betrachten, so liefle sich der
Ausdruck fiir P{/lmax < x} mit der kumulativen Verteilungstunktion der Gammafunktion (B.1)
interpretieren, fiir die u. a.

sz(x;n):Pg(x;%n,Z)

gilt (siehe auch Abschnitt B.1.1):

P{/l Sx}:Pg(Zx;n,Z)— ‘Pg(x;"TH,Z).

max
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