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Einfiihrung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der Aufgabe, die Topologie negativ gekriimmter Rdume (li-
near) durch ihr Volumen zu kontrollieren; in vereinfachter Form lésst sich das Grundthema in der auch

fiir Laien versténdlichen Frage
»Wie kompliziert kann ein Gegenstand aussehen, dessen Volumen bekannt ist?“

zusammenfassen. Genauer entstehen unsere Hauptresultate als Ergebnisse zweier getrennter Untersuchun-
gen: Zunéchst wird die Rolle obiger negativ gekriimmter Rdume M durch Sichtbarkeits-Mannigfaltigkeiten
negativer Schnittkriimmung tibernommen, wohingegen wir anschliefend hyperbolische Orbifaltigkeiten
betrachten. In beiden Fillen messen wir die Komplexitit der Topologie mithilfe der singuldren Homo-
logie H,.(M;R), und eine im Volumen lineare Kontrolle selbiger bedeutet nun nichts anderes als die
Konstruktion von Schranken der Gestalt Konstante - Volumen an die einzelnen Homologiemoduln.

Nach dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte! Moduln iiber Hauptidealringen gilt bekanntlich
Hy(M; R) = R»W:QUR) o tors Hy (M; R),

wobei b (M;Q(R)) die k-te Betti-Zahl von M mit Koeffizienten im Quotientenkérper Q(R) des Haupt-
idealrings R bezeichnet sowie tors Hy(M; R) den Torsionsuntermodul von Hy(M; R). Folglich ist eine
Kontrolle der Homologie gleichbedeutend mit der (getrennten) Kontrolle des freien Anteils — gegeben
durch die Betti-Zahlen — und des Torsionsanteils; fiir Aussagen iiber die Torsion werden wir uns stets auf
R = Z einschrénken.

In der Vergangenheit wurde bereits eine Reihe von Ergebnissen hinsichtlich obiger Fragestellung be-
wiesen. Wir erinnern daran, dass fiir eine n-dimensionale Hadamard-Mannigfaltigkeit X sowie ein Gitter
I' < Isom(X) der Bahnenraum M := X/I' eine Orbifaltigkeit ist, und fiir torsionsfreies I sogar eine
Mannigfaltigkeit (jeweils endlichen Volumens). Als Ausgangspunkt ist der folgende, klassische Satz von
Gromov zur linearen Kontrolle der Betti-Zahlen strikt negativ gekriimmter Mannigfaltigkeiten anzuse-

hen?:

IFiir die von uns betrachteten Rdume ergibt sich die endliche Erzeugbarkeit bereits aus der Tatsache, dass endliches
Volumen vorliegt.

2Tats#chlich gilt die Aussage im analytischen Fall und bei Ausschluss euklidischer de Rham-Faktoren auch in der allge-
meineren Situation nichtpositiver Schnittkriimmung, vgl. [4] Theorem 13.1.
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Satz 1 ([4] Theorem 10.5). Es existiert eine nur von n abhdngige Konstante C = C(n) > 0 mit
der folgenden Eigenschaft: Sei X eine n-dimensionale Hadamard-Mannigfaltigkeit mit Schnittkrimmung
-1 <K <a<0 (fir eina<0), T <Isom(X) ein torsionsfreies Gitter und M = X/T". Dann gilt

bi(M;K) < C - Vol(M)
fir alle k € Ny, bei beliebigem Koeffizientenkéorper K.

Allgemein ldsst sich die Torsion in der Z-Homologie einerseits durch die Kardinalitdt des Torsions-
untermoduls messen, andererseits aber auch durch die verschiedenen F,-Betti-Zahlen. Beachte, dass ein
lineares Wachstum der F,-Betti-Zahlen (wie in Satz 1) — also ein lineares Wachstum der F,-Dimension
— einem exponentiellen Wachstum der Kardinalitit des zugehorigen F,-Vektorraums entspricht; in die-
sem Sinne ist es nur naheliegend, lediglich Logarithmen der Kardinalitdten zu betrachten, falls wir einen
linearen Zusammenhang mit dem Volumen ausdriicken wollen. Ein entsprechendes Ergebnis von Bader,

Gelander und Sauer fiir den Torsionsanteil in der Homologie stellt nun folgende Aussage dar:

Satz 2 ([2] Theorem 1.2). Es existiert eine nur von n abhingige Konstante C = C(n) > 0 mit
der folgenden Eigenschaft: Sei X eine n-dimensionale Hadamard-Mannigfaltigkeit mit Schnittkrimmung
-1 <K <a<0 (fireina<0), T <Isom(X) ein torsionsfreies Gitter und M = X/T'. Dann gilt

log | tors Hi,(M;Z)| < C - Vol(M)
fir alle k € Ny, wobei fiir n =3 der Fall k =1 ausgeschlossen werden muss.

Zudem wird in [2] Theorem 1.7 mittels Dehn-Chirurgie eine Beispielfolge hyperbolischer Mannigfal-
tigkeiten konstruiert, welche zeigt, dass obige Aussage in Dimension n = 3 fiir £ = 1 tatséchlich falsch
ist. Ferner folgt Satz 2 aus einer effizienten simplizialen Zerlegung des dicken Teils (vgl. [2] Theorem 4.1),
aus welcher sich insbesondere auch ein weiterer Beweis von Satz 1 ableiten l4sst.

Im Falle von Torsion im Gitter I' — d.h. M ist keine Mannigfaltigkeit mehr, sondern eine Orbifaltigkeit
— ist eine Kontrolle des freien Anteils der Homologie durch untenstehende Aussage von Samet gegeben;
es sei angemerkt, dass fir Gitter I' in der relevanten Situation stets eine Schranke n = n(I') € N an die

Ordnung endlicher Untergruppen von I' existiert (vgl. Lemma 3.1).

Satz 3 ([25] Theorem 1.1). Es existiert eine nur von n und n abhingige Konstante C = C(n,n) > 0 mit
der folgenden Eigenschaft: Sei X eine n-dimensionale Hadamard-Mannigfaltigkeit mit Schnittkrimmung
-1 <K <0, T <Isom(X) ein Gitter mit |G| <n fir alle endlichen G <T und M := X/I'. Dann gilt

bi(M;K) < C - Vol(M)
fiir alle k € Ny, wobei der Koeffizientenkorper K Charakteristik 0 besitzen muss.

In der genannten Arbeit [25] wird die Abhingigkeit der Konstante C' von der Schranke 7 zwar nicht
angegeben, n jedoch tatsichlich verwendet®. Beachte aulerdem, dass Satz 1 in Satz 3 enthalten ist (we-
nigstens fiir char(K) = 0), nédmlich falls n = 1.

Durch die Satze 1 und 2 ist unsere anféngliche Fragestellung zumindest fiir Mannigfaltigkeiten mit
Schnittkrimmung —1 < K < a < 0 abschlieend beantwortet worden. Wir haben uns daher dem Studium
von Sichtbarkeits-Mannigfaltigkeiten mit Schnittkrimmung —1 < K < 0 zugewandt, welche insbesondere

3Die Abhéngigkeit geht auf die Anwendung der dortigen Proposition 3.1 fiir den Beweis von Theorem 3.5 zuriick; letztlich
flieBt Theorem 3.5 in das Hauptresultat von [25] ein.



obigen Fall einer von 0 weg beschrankten Schnittkriimmung enthalten (vgl. Lemma 1.11). Unser Hauptre-
sultat fiir diese Situation ist eine effiziente simpliziale Zerlegung des dicken Teils analog zu [2] Theorem
4.1, wobei die grundlegende Beweisidee mit der aus [2] iibereinstimmt: Erneut wird das simpliziale Mo-
dell mittels der Nerven-Konstruktion aus einer geeigneten guten Uberdeckung des dicken Teils gebildet.
Einige fehlende Eigenschaften in unserem Fall allgemeinerer Kriimmung machen jedoch verschiedene

Anderungen in einzelnen Beweisschritten nétig. Das Hauptresultat lautet dann wie folgt:

Satz 4 (vgl. Satz 2.28). Es existieren nur von n abhdingige Konstanten C = C(n),D = D(n) > 0 mit
der folgenden FEigenschaft: Sei X eine n-dimensionale Hadamard-Mannigfaltigkeit mit Schnittkrimmung
-1 < K < 0 sowie erfilltem Sichtbarkeits-Axiom, T' < Isom(X) ein torsionsfreies Gitter, M = X/T
und My der dicke Teil von M. Dann ist (My,0M,) als Paar homotopiedquivalent zu einem simplizialen
Raumpaar mit hochstens C - Vol(M) Ecken und Grad < D an jeder Ecke.

Hieraus ergeben sich nach einigen weiteren Argumenten die gewtnschten Schranken an den freien
Anteil sowie den Torsionsanteil der Homologie.

Satz 5 (vgl. Satz 2.29). Es existiert eine nur von n abhingige Konstante C = C(n) > 0 mit der folgenden
Eigenschaft: Sei X eine n-dimensionale Hadamard-Mannigfaltigkeit mit Schnittkrimmung —1 < K <0
sowie erfilltem Sichtbarkeits-Axziom, T' < Isom(X) ein torsionsfreies Gitter und M := X/T. Dann gilt

br(M;K) < C - Vol(M)
fiir alle k € Ny, bei beliebigem Koeffizientenkorper K.

Satz 6 (vgl. Satz 2.31). Es existiert eine nur von n abhingige Konstante C = C(n) > 0 mit der folgenden
Eigenschaft: Sei X eine n-dimensionale Hadamard-Mannigfaltigkeit mit Schnittkrimmung —1 < K < 0
sowie erfilltem Sichtbarkeits-Aziom, T' < Isom(X) ein torsionsfreies Gitter und M := X/T'. Dann gilt

log | tors Hy(M;Z)| < C - Vol(M)
fiir alle k € Ny, wobei fiir n =3 der Fall k =1 ausgeschlossen werden muss.

Wir weisen darauf hin, dass unser Hauptinteresse in Satz 6 liegt, da die Aussage von Satz 5 — zumindest
im analytischen Fall — bereits aus der allgemeineren Form von Satz 1 oder — falls char(K) = 0 — auch
Satz 3 folgen wiirde.

Mithilfe von Satz 4 lassen sich entsprechend zu [2] Theorem 1.5 ferner die Homotopietypen der unter-

suchten Mannigfaltigkeiten zéhlen:

Satz 7 (vgl. Satz 2.32). Bezeichne $Htp,, (V) die Anzahl an Homotopicklassen von n-dimensionalen
Sichtbarkeits-Mannigfaltigkeiten mit Schnittkrimmung —1 < K < 0 und Volumen héchstens V < oo,
wobei n > 4. Dann wdchst log Htp,, (V) in der Gréflenordnung V -log V.

Ungliicklicherweise ist scheinbar kein Beispiel bekannt, welches die Klasse von Mannigfaltigkeiten mit
Schnittkrimmung —1 < K < a < 0 von der Klasse von Sichtbarkeits-Mannigfaltigkeiten mit Schnitt-
krimmung —1 < K < 0 (z.B. bis auf Hom6omorphie oder Diffeomorphie) trennt. Da unsere Ergebnisse
topologischer Natur sind, wére es also notig, eine (topologische oder differenzierbare) Mannigfaltigkeit
zu finden, welche zwar mit einer Metrik mit Schnittkriimmung —1 < K < 0 ausgestattet werden kann,
sodass ihre universelle Uberlagerung das Sichtbarkeits-Axiom erfiillt, andererseits aber keine Metrik mit
—1 < K < a < 0 zulisst (jeweils bei endlichem Volumen). Wir geben in Abschnitt 2.3 fiir jede Dimension
n > 2 zumindest Beispiele von Sichtbarkeits-Mannigfaltigkeiten endlichen Volumens mit Schnittkriim-

mung —1 < K < 0, welche fiur kein a < 0 zusétzlich die stdrkere Forderung K < a erfiillen; hierfir
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erweitern wir die Argumentation aus [21], wo bereits der Fall n = 2 behandelt wurde. Da diese Mannig-
faltigkeiten jedoch mittels Abdnderung der Metrik — genauer: Abflachung der Spitzen — aus hyperboli-
schen Mannigfaltigkeiten entstehen, dient dies nicht als gewiinschtes Beispiel fiir die Trennung der oben
genannten Klassen (bis auf Homéomorphie oder Diffeomorphie).

Als vollig unproblematisch erweist sich hingegen die Beispiellage bei hyperbolischen Orbifaltigkeiten,
welche wir in einem weiteren Teil unserer Arbeit untersuchen. Auch hier werden wir ein effizientes sim-
pliziales Modell fiir den dicken Teil herleiten, wobei der Beweis erneut iiber eine gute Uberdeckung des
dicken Teils und die anschlieBende Anwendung des Nerven-Lemmas erfolgt. Im Gegensatz zum torsions-
freien Fall — also dem Fall von Mannigfaltigkeiten — sind nun elliptische Isometrien im Gitter enthalten,
welche nichtleere Fixpunktmengen besitzen; dies macht eine Vielzahl von Anderungen in der Beweisfiih-
rung notwendig.

Die Einschrankung auf den hyperbolischen Fall — im Gegensatz zum allgemeinen lokal symmetrischen
Fall oder gar variabler negativer Kriimmung — ist dabei technischen Feinheiten geschuldet, welche mit der
Konstruktion geeigneter Uberdeckungsmengen zusammenhéngen; tatsichlich werden wir viele anfingliche
Aussagen — wie beispielsweise eine verallgemeinerte Dick-diinn-Zerlegung — sogar in variabler Kriimmung
fir —1 < K < a < 0 treffen, und uns erst fiir das spéatere Hauptresultat auf hyperbolische Orbifaltigkeiten
beschranken. Wie schon in Satz 3 gesehen, scheint bei Orbifaltigkeiten — d.h. in der Situation von Gittern
mit Torsion — eine Kontrolle iiber die maximale Ordnung 7 endlicher Untergruppen notwendig; einer
weiteren technischen Schwierigkeit unseres Beweises ist es geschuldet, dass wir zusétzlich eine untere
Schranke v an die Verschiebung hyperbolischer Elemente des Gitters benotigen. Eine vereinfachte Form
des Hauptresultats lautet nun:

Satz 8 (vgl. Satz 3.55). FEs ewistiert eine nur von n und n abhdngige Konstante C = C(n,n) > 0
sowie eine nur von n und v abhdngige Konstante D = D(n,v) > 0 mit der folgenden Eigenschaft: Sei
I' < Isom(H") ein Gitter mit |G| < n fir alle endlichen G < T', d.(x) > v fir alle hyperbolischen
v €T und alle x € H*, M := H"/T und My der dicke Teil von M. Dann ist (My,0My) als Paar
homotopiedquivalent zu einem simplizialen Raumpaar mit hochstens C' - Vol(M) Ecken und Grad < D an

jeder Ecke.

Alternativ liefle sich bei Verwendung der genannten Schranke v an die hyperbolische Verschiebung
die Dick-diinn-Zerlegung auch gleich so wahlen, dass keine Rohren mehr im diinnen Teil enthalten sind,
weshalb sich in diesem Fall M ~ M, ergébe; dies wird jedoch durch eine zusétzliche Abhéngigkeit des
Werts C' von v erkauft, d.h. C = C(n,n,v). Diese abgewandelte Form des Hauptresultats ist in Satz
3.56 gegeben. Unser Satz 8 ist vor allem fiir den nicht-kompakten Fall interessant, da eine entsprechende
simpliziale Zerlegung bei Verwendung von v im kompakten Fall auch aus [25] Theorem 4.2 oder [1] Lemma
4 folgen wirde (vgl. Bemerkung 3.57).

Aus Satz 8 lassen sich nun erneut Schranken an die Homologie ableiten; beachte dabei, dass der
freie Anteil unter allgemeineren Kriitmmungsbedingungen — und unabhéngig von v — bereits in Satz 3
behandelt wurde, unser Ergebnis jedoch den Vorteil aufweist, dass es auch fiir Koeffizientenkoérper von

Charakteristik ungleich 0 gilt. Eine vereinfachte Form lautet:

Satz 9 (vgl. Satz 3.59). Es existiert eine nur von n, 1 und v abhdngige Konstante C = C(n,n,v) > 0 mit
der folgenden Eigenschaft: SeiT' < Isom(H") ein Gitter mit |G| < fir alle endlichen G <T', d,(x) > v
fiir alle hyperbolischen v € T und alle x € H™ sowie M := H"/T". Dann gilt

be(M;K) < C - Vol(M)

fiir alle k € Ny, bei beliebigem Koeffizientenkorper K.



Das eigentliche Ziel unserer Untersuchung lag im Torsionsanteil der Homologie, wo sich entsprechend
die folgende Aussage ergibt, welche eine vereinfachte Fassung unseres tatsachlichen Resultats darstellt.

Satz 10 (vgl. Satz 3.60). Es existiert eine nur von n, n und v abhdingige Konstante C = C(n,n,v) >0
mit der folgenden FEigenschaft: Sei T' < Isom(H") ein Gitter mit |G| < n fir alle endlichen G < T,
d(x) > v fiir alle hyperbolischen v € T und alle x € H" sowie M :=H"/T". Dann gilt

log | tors Hi(M;Z)| < C - Vol(M)
fir alle k € Ny.

Es féllt auf, dass wir in obiger Formulierung von Satz 10 die sonst iibliche Ausnahme von Grad
k = 1 in Dimension n = 3 nicht getroffen haben. Der Grund liegt darin, dass mogliche Probleme in
genannter Situation durch die Forderung an die Schranke v aufgefangen werden. Tatséchlich erfiillt die in
[2] Theorem 1.7 mittels Dehn-Chirurgie konstruierte Beispielfolge (M;) hyperbolischer Mannigfaltigkeiten
mit — bei gleichméfig beschranktem Volumen — divergierender Torsion keine gleichméflige Schranke v;
anders ausgedriickt wird eine fest gewéhlte Schranke v stets nur durch endlich viele M; erfiillt. Ferner
sind diese Mannigfaltigkeiten zudem nicht arithmetisch, weshalb auch kein Widerspruch zum spéteren
Satz 11 (s.u.) vorliegt.

Wie erwéhnt geben die obigen Sétze 8, 9 und 10 nur vereinfachte Formen unserer Aussagen wieder.
So koénnen wir beispielsweise in Dimension n = 2 die Abhéngigkeit von v (teilweise) eliminieren; ferner
lassen sich auch in allgemeiner Dimension Schranken an die Homologie angeben, welche nicht mehr von v,
sondern lediglich von n und 1 abhéngig sind, wobei diese jedoch im Volumen polynomiell (und nicht mehr
linear) steigen. Eine wesentliche Verbesserung hingegen ergibt sich unter Ausnutzung einiger Resultate
von Gelander im arithmetischen, nicht-kompakten Fall:

Satz 11 (vgl. Sdtze 3.55, 3.59 und 3.60 sowie Lemma 3.53). Schranken wir uns auf arithmetische, nicht-
uniforme Gitter T' < Isom(H") ein, so sind die Konstanten aus den Sditzen 8, 9 und 10 lediglich von n

abhdngig; insbesondere liegt keine Abhdngigkeit von n oder v mehr vor.

Folglich dient der arithmetische, nicht-kompakte Fall auch als Rechtfertigung dafiir, dass sich inter-
essante Klassen von Gittern finden lassen, welche die zunéchst als willkiirliche Einschrankung erscheinen-
den Forderungen hinsichtlich  und v aus unseren Sétzen 8, 9 und 10 erfiillen.

Bekannte Beispiele fiir arithmetische, nicht-kompakte hyperbolische Orbifaltigkeiten stellen in Di-
mension n = 3 die Bianchi-Orbifaltigkeiten dar. Tatséchlich ist fiir n = 3 sogar jedes arithmetische,
nicht-uniforme Gitter (schwach) kommensurabel zu einer Bianchi-Gruppe; in geometrischer Sprechweise
bedeutet dies, dass jede arithmetische, nicht-kompakte hyperbolische 3-Orbifaltigkeit eine gemeinsame
endliche (Orbifaltigkeits-)Uberlagerung mit einer Bianchi-Orbifaltigkeit besitzt.

Allgemein vermuten wir, dass sich die Abhéngigkeit von v auch im allgemeinen Fall eliminieren lassen
sollte, wiahrend hingegen die Abhéngigkeit von n aus geometrischer Sicht notwendig erscheint. Zudem
lasst sich erwarten, dass eine Erweiterung obiger Resultate auch zumindest auf den lokal symmetrischen
Fall moglich ist, wahrend unser Beweis noch eine Einschriankung auf reell hyperbolische Orbifaltigkeiten
notig macht.

Wir machen abschlieflend darauf aufmerksam, dass im Falle von torsionsfreiem I' die Mannigfaltigkeit
M := X/T einen Eilenberg-MacLane-Raum fiir I' darstellt, d.h. M = K(T',1). Entsprechend lassen sich
aus den Sétzen 5 und 6 auch Riickschliisse auf die Gruppenhomologie von I' ziehen, welche schlieflich
mit der (singuléren) Homologie ihres K (I", 1) iibereinstimmt. Anders verhélt es sich bei Orbifaltigkeiten:
Da die Wirkung des Gitters I' auf dem hyperbolischen Raum H" nicht mehr frei ist, ist durch M kein
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Eilenberg-MacLane-Raum fiir I' gegeben; bekanntlich muss ein solcher fiir Gruppen mit Torsion ohnehin
unendliche Dimension aufweisen. Uns ist ferner keine Methode bekannt, die Aussagen tiber die (singulére)
Homologie des Bahnenraums M := H" /T wie in den Sétzen 9 und 10 mit der Gruppenhomologie von I'

in Verbindung zu bringen.
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Kapitel 1

Grundlagen

Wir widmen dieses erste Kapitel der Zusammenstellung einiger Grundlagen der verschiedenen Themen-
bereiche und Konzepte, welche uns im Verlauf der Arbeit begegnen werden.

Da unsere spéteren Untersuchungsobjekte — Mannigfaltigkeiten wie auch Orbifaltigkeiten — stets ne-
gativ gekrimmt sein werden, liegt es nahe, zuerst einige Eigenschaften nichtpositiver und negativer
Kriimmung zu rekapitulieren. AnschlieBend wenden wir uns dem Verhalten von Isometrien unter sol-
chen Krimmungsbedingungen zu. Eine Wiederholung der Nerven-Konstruktion wird das Grundlagen-
kapitel abschliefien; sie dient spéter als zentrales Hilfsmittel dazu, topologische Fragestellungen mithilfe

kombinatorischer Argumente zu behandeln.

1.1 Nichtpositive und negative Kriimmung

Es existieren viele anschauliche Deutungen nichtpositiver Kriimmung, die ohne die technische Last aus-
kommen, welche gewohnlicherweise mit dem Kriimmungstensor verbunden ist: Eine lautet, dass in einem
gemeinsamen Punkt startende Geodétische sich schneller voneinander entfernen, als es im euklidischen
(also flachen) Raum der Fall wére; ebenso wéchst das Volumen von Kugeln in nichtpositiver Kriimmung
bei steigendem Radius schneller als im euklidischen Fall; zudem besitzen Dreiecke in nichtpositiver Kriim-
mung eine Innenwinkelsumme < 7 (vgl. Lemma 1.4), wobei 7 bekanntlich dem Wert im flachen Raum
entspricht.

Zunichst fassen wir einige allgemeine Eigenschaften in nichtpositiver Krimmung zusammen, um an-
schliefend die Projektionen hin zu konvexen Mengen zu untersuchen, welche uns oftmals als Werkzeug
dienen. Zudem werden wir die Geometrie im Unendlichen behandeln: Thre Bedeutung liegt darin, dass in
gewisser Weise das Verhalten eines Raumes auflerhalb beliebig grofler Kompakta — also ,,im Unendlichen®
— im Wechselspiel mit seinen allgemeinen Eigenschaften steht!.

Viele Aussagen werden wir in der Situation nichtpositiver Kriimmung formulieren, wéihrend in anderen
die Einschrankung auf diverse Formen negativer Kriimmung erfolgt. Das unterschiedliche Verhalten in den

verschiedenen Situationen wird besonders auch nach Betrachtung der entsprechenden Vergleichsraume

L Als Stichwort sei beispielsweise das Sichtbarkeits-Axiom genannt, welches — obwohl zunichst nur ein Begriff, der auf

den Rand im Unendlichen zuriickgreift — starke geometrische Folgerungen fiir den gesamten Raum zulésst.
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deutlich: Wahrend bei Schnittkrimmung —1 < K < a < 0 der obere wie auch der untere Vergleichs-
raum (reskaliert) hyperbolisch ist — das Verhalten also qualitativ dem hyperbolischen entspricht —, ist in
Schnittkrimmung K < 0 oder K < 0 der obere Vergleichsraum euklidisch, weist also in vielerlei Hinsicht
génzlich andere geometrische Eigenschaften auf. Dieses Phdnomen ist beispielsweise auch aus der Theorie
symmetrischer Rdume (nichtkompakten Typs) bekannt, besteht doch héufig ein wesentlicher Unterschied
zwischen symmetrischen Réumen von Rang 1 (welche dann bereits strikt negativ gekriimmt sind) und
solchen von hoherem Rang (welche lediglich eine nichtpositive Kriimmung aufweisen).

1.1.1 Allgemeines

Wir beginnen mit einigen grundlegenden Eigenschaften in nichtpositiver Kriimmung, welche wir spéter
héufig ohne weiteren Vermerk stillschweigend verwenden werden; als umfassende Quellen dienen bei-
spielsweise [4] und [10]. Sei in diesem Abschnitt M stets eine vollstdndige, n-dimensionale Riemannsche
Mannigfaltigkeit mit Schnittkriimmung K < 0 sowie X ihre universelle Uberlagerung, welche nach dem
Satz von Hadamard-Cartan dann bereits — bis auf die Metrik — mit dem euklidischen Raum iiberein-
stimmt.

Satz 1.1 (von Hadamard-Cartan; [4] Theorem 2.1). Fir jedes p € M st die Exponentialabbildung
exp, : T, M — M eine Uberlagerung. Mithin ist X diffeomorph zu R™.

In Anlehnung an obigen Satz bezeichnen wir eine vollstindige, einfach zusammenhéngende Mannig-
faltigkeit mit Schnittkrimmung K < 0 als Hadamard-Mannigfaltigkeit.
Als aulerordentlich starkes Werkzeug erweist sich die Konvexitdt der Abstandsfunktion, ein weiteres

Merkmal nichtpositiver Kriimmung.
Lemma 1.2 ([4] Theorem 1.3). Die Abstandsfunktion d: X x X — R ist konvex.

Hierbei heifit eine Funktion f : N — R einer Riemannschen Mannigfaltigkeit N (streng) konvex, falls
fiir jede Geodatische ¢ : R — N die reelle Funktion foc (streng) konvex im tiblichen Sinne ist. Ebenso nen-
nen wir eine Teilmenge W C N konvex, falls fiir alle p, g € W eine (bis auf Parametrisierung) eindeutige
kiirzeste Geodatische von p nach ¢ in N existiert und diese Geodatische in W verlauft. Subniveaumengen
{f < a} bzw. {f < a} einer konvexen Funktion f sind konvex. Ebenso sind Abstandsfunktionen konvexer

Mengen konvex:

Lemma 1.3 ([10] Corollary I1.2.5 (1) bzw. [4] Abschnitt 1.6 Exercise (iii)). Sei W C X konvex und
abgeschlossen sowie dy () := d(x,W). Dann ist dw : X — R eine konvexe Funktion.

Waihrend im euklidischen Raum die Innenwinkelsumme von Dreiecken stets m betrégt, ist sie in nicht-

positiver Kriitmmung im Allgemeinen kleiner; dies ist eine Folgerung aus dem Satz von Toponogow.

Lemma 1.4 ([4] Abschnitt 1.4). Ist W C M konvex und ein geoddtisches Dreieck in W mit Innenwinkeln
a1, g, ag gegeben, so gilt ay + as + az < w. Hierbei liegt genau dann Gleichheit vor, wenn das Dreieck
flach ist.

Eine entsprechende Aussage ldsst sich auch fiir geodétische Vierecke treffen.

Lemma 1.5 ([4] Abschnitt 1.4 Exercise (i)). Ist W C M konvex und ein geoddtisches Viereck in W mit
Innenwinkeln aq, . .., a4 gegeben, so gilt ay + as + as+ ay < 2w. Hierbei liegt genau dann Gleichheit vor,

wenn das Viereck flach ist.
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Da der Fall M = X zulédssig ist, gelten obige Lemmata 1.4 und 1.5 insbesondere auch fiir die Situation
in X.

In vielen unserer spiateren Argumente wird es notwendig sein, die Kardinalitdt von Mengen abzuschét-
zen, welche einen gleichméfligen Mindestabstand zwischen ihren Punkten aufweisen. Genauer bezeichnen
wir S C X als r-diskret, falls fiir beliebige s,t € S stets d(s,t) > r erfiillt ist. Definiere fiir , R > 0

ferner

_ Volg» (By., /2)
N r )= o B,
R\ /2

wobei Bgir /2 eine Kugel von Radius R + r /2 (um einen beliebigen Punkt) in H™ bezeichne und BE%
entsprechend eine Kugel von Radius /2 in R™. Um auf die iiblichen vergleichsgeometrischen Argumente
zuriickgreifen zu kénnen, werden wir in den folgenden zwei Aussagen die Kriimmung zusétzlich von unten
beschrénken.

Lemma 1.6 ([2] Lemma 3.2). Sei 0 < r < R, x € X beliebig sowie S eine r-diskrete Teilmenge von
B3 (z). Erfillt X zusdtzdich —1 < K <0, so gilt |S| < N(n,r, R).

Lemma 1.7 ([2] Corollary 3.4). Sei I' < Isom(X) diskret und torsionsfrei, € > 0 sowie x € X so, dass
d(x,yx) > € fir alle nichttrivialen v € T'. Erfillt X zusdtzlich —1 < K <0, so gilt fir alle R > 0 bereits

[{y €T :d(z,yz) < R} < N(n,e,R).

1.1.2 Projektionen auf konvexe Mengen

Ist W C X abgeschlossen und konvex, so existiert eine wohldefinierte Projektion
mw X = W,

welche einem Punkt z € X den eindeutigen Punkt 7y () € W mit minimalem Abstand zu 2 zuordnet
([4] Abschnitt 1.6). Mitunter nennen wir 7y (z) den Fuflpunkt oder Projektionspunkt von x in W.

Die folgende Aussage driickt aus, dass die Projektion nie in einem spitzen Winkel auf W trifft.

Lemma 1.8 ([4] Abschnitt 1.6 Exercise (i)). Ist x ¢ W, so betrigt der Winkel in my (z) zwischen der

Geoditischen nach x und der Geoddtischen zu einem beliebigen w € W mindestens /2.
Ferner werden unter solchen Projektionen die Abstdnde verkleinert.

Lemma 1.9 ([4] Abschnitt 1.6 bzw. [6] Proposition 3.4). Fir z,y € X gilt d(mw (z), 7w (y)) < d(x,y)
und im Falle von K < 0 sogar strikte Ungleichheit (mit Ausnahme der Punkte aus W ).

Wie das folgende Lemma ausdriickt ist 7wy auflerdem dquivariant unter Isometrien, welche W erhalten.

Lemma 1.10 ([4] Lemma 6.4 (1)). Ist v € Isom(X) eine Isometrie von X mit YW = W, so gilt
mw (y(2)) = y(rw (x)) fir alle z € X.

1.1.3 Geometrie im Unendlichen

Ein wiederkehrendes Motiv in nichtpositiver Kriitmmung lautet, das Verhalten eines Raumes oder auch
seiner Isometrien durch ihr Verhalten ,im Unendlichen“ — in gewisser Weise also auflerhalb beliebig grofier
Kompakta — ndher zu untersuchen; dabei ist zunéchst zu kldren, was genau unter ,dem Unendlichen* zu
verstehen ist. Seien hierzu X und M wie bisher mit Schnittkriimmung K < 0. Ferner setzen wir voraus,

dass jede Geodatische mit Geschwindigkeit 1 durchlaufen wird.
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Zwei Geodétische ¢1, ¢ : R — X heiflen asymptotisch, falls ein a > 0 existiert, sodass d(c; (t), ca(t)) <
a fiir alle ¢ > 0. Dies definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Geodétischen in X fiir die zu ei-
ner Geoditischen c gehérige Aquivalenzklasse schreiben wir auch ¢(oo) und bezeichnen dies als Punkt im
Unendlichen oder Endpunkt von ¢ (wird ¢ in umgekehrter Richtung durchlaufen, so bezeichnet ¢(—o0)
die entsprechende Aquivalenzklasse). Die Menge aller solchen Aquivalenzklassen bildet X (oc), den Rand
im Unendlichen, welcher mitunter auch als 9X geschrieben wird. Auf dem Abschluss X := X U X (c0)
lasst sich die sogenannte Kegeltopologie definieren, welche durch die folgenden Eigenschaften charak-
terisiert werden kann ([3] Eigenschaften (CT1) und (CT2) auf S. 57):

1. Auf X stimmt die Kegeltopologie mit der gewthnlichen Topologie von X tiberein.

2. Eine Folge z,, in X konvergiert genau dann gegen z € X (00), wenn fiir jedes 2 € X die Geoditischen

von x nach x, gegen die Geodétische von x nach z konvergieren.

Mit dieser Topologie ausgestattet wird X homéomorph zur abgeschlossenen Kugel D", wihrend X (co)
(mit der Spurtopologie) homdomorph zur Sphére S"~! ist. Die Wirkung einer Isometrie v € Isom(X)
setzt sich wie folgt auf X (0o) fort: Bezeichnet ¢ eine Geodétische in X mit Endpunkt ¢(o0) = z € X (00),
so definieren wir v(z) := (v o ¢)(00) (beachte, dass «y o ¢ selbst eine Geodétische in X ist). Tatséchlich
wirkt 7 hierdurch als Homéomorphismus auf X (co) (und X).

Unter der bisher verwendeten Kriitmmungsbedingung K < 0 ist zunéchst keinesfalls sichergestellt, dass
sich zwei beliebige (verschiedene) Punkte im Unendlichen 21, zo € X (00) auch stets durch eine Geodéati-
sche verbinden lassen, d.h. dass eine Geodétische ¢ in X existiert mit z; = ¢(o0) und ze = ¢(—00); dies wird
unmittelbar fiir das Beispiel X = R™ deutlich. Lassen sich hingegen je zwei (verschiedene) Randpunkte
stets verbinden, so erfiillt X das Sichtbarkeits-Axiom; eine Mannigfaltigkeit, deren universelle Uber-
lagerung das Sichtbarkeits-Axiom erfillt, nennen wir mitunter auch Sichtbarkeits-Mannigfaltigkeit.
Wie wir spater sehen werden, hat das Sichtbarkeits-Axiom starke geometrische Eigenschaften zur Folge,
welche sonst eher charakteristisch fiir starkere Kriitmmungsbedingungen wie K < a < 0 (fir ein a < 0)
sind. Dass das Sichtbarkeits-Axiom in geeigneter Weise als Verallgemeinerung solcher Krimmungsbedin-

gungen aufgefasst werden kann, wird im folgenden Lemma deutlich.
Lemma 1.11 ([6] Lemma 9.10). Gilt K <a <0 (fir ein a <0), so erfillt X das Sichtbarkeits-Aziom.

Wahrend das Sichtbarkeits-Axiom die Existenz von Geodétischen zwischen Punkten im Unendlichen
sicherstellt, ist hierdurch noch keine Aussage iiber die Eindeutigkeit solcher Geodétischen getroffen. Diese
werden wir spater durch die Bedingung K < 0 erzwingen koénnen — sind namlich ¢; und ¢y verschiedene
Geodétische mit jeweils identischen Endpunkten, so erhalten wir nach Definition asymptotischer Geodéti-
scher, dass ¢; und ¢y endlichen Hausdorff-Abstand zueinander aufweisen. Geméf [4] Lemma 2.3 beranden
dann ¢; und ¢y einen flachen Streifen, was im Widerspruch zu K < 0 steht. Wir halten fest:

Lemma 1.12 (Folgerung aus [4] Lemma 2.3). Gilt K < 0, so sind verbindende Geoddtische zwischen
verschiedenen Punkten aus X (oo) stets eindeutig (bis auf Parametrisierung).

Fiir gewohnliche Punkte z € X lésst sich eine offene Kugel BX (z) von Radius r um z als Subni-
veaumenge {d(-,z) < r} beziiglich der konvexen Funktion d(-,z) auffassen. Um den Begriff einer Kugel
auch auf Mittelpunkte z € X(oco) im Unendlichen iibertragen zu konnen, werden wir daher zunéchst
eine Entsprechung fiir d(-, z) finden miissen. Sei hierzu ¢ eine Geodétische mit Endpunkt ¢(oco) = z und
definiere die Busemann-Funktion h. geméif

he: X = R, z 5 he(z) := lim (d(z,c(t)) —t).

t—o00
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Wir stellen zunéchst einige Eigenschaften rund um Busemann-Funktionen zusammen, wobei Punkt 1. im
folgenden Lemma insbesondere die Wohldefiniertheit gewéhrleistet.

Lemma 1.13. 1. ([10] Lemma I1.8.18) Fir jedes x € X ist die gemdff t — d(x,c(t)) —t definierte
Funktion [0,00) — R monoton fallend und von unten durch —d(x,c(0)) beschrankt.

2. ([4] Lemma 3.4 und 3.7) h, ist eine konveze C*-Funktion.

In Anlehnung an obige Auffassung von gewohnlichen Kugeln als Subniveaumengen beziiglich der Ab-
standsfunktion definieren wir nun eine offene Horokugel um z als Subniveaumenge HK = {h. < a} (fiir
ein a € R) beziiglich der Busemann-Funktion h.; abgeschlossene Horokugeln sind entsprechend von der
Form {h. < a}. Als Subniveaumengen konvexer Funktionen sind Horokugeln insbesondere konvex. Eine
anschauliche Deutung (offener) Horokugeln ergibt sich mithilfe der Gleichung {h. < 0} = [, Bi* (c(?))-
Der Rand HS := 0HK = h_'({a}) einer Horokugel wird als Horosphiire um z bezeichnet. Ferner gilt:

Lemma 1.14. 1. ([4] Abschnitt 3.7 Exercise (i)) Seien x € X sowie z € X (00) gegeben und bezeichne
HS die eindeutige Horosphdre um z, welche x enthdlt. Ist ¢ die eindeutige Geoddtische mit ¢(0) = x
und c(00) = z, so gilt HS = h;*({0}).

2. (4] Abschnitt 3.7 Exercise (ii)) Jede Geoddtische ¢ mit Endpunkt c(o0o) = z € X (00) schneidet jede

Horosphdre um z orthogonal.

3. ([4] Abschnitt 3.7 Exercise (iii)) Sind HS; und HS2 Horosphiren um z € X(o0), so haben sie
konstanten Abstand voneinander, d.h. d(-, HS1) ist konstant auf HS2 (und umgekehrt).

4. ([4] Abschnitt 3.7) Isty € Isom(X) eine Isometrie, welche z € X (00) fiziert, so bildet v Horosphdren
(bzw. Horokugeln) um z auf Horosphiren (bzw. Horokugeln) um z ab. Hierbei wird der Abstand

zwischen zwei Horosphdren invariant gelassen.

1.2 Isometrien und Minimalmengen

Im vorliegenden Abschnitt werden wir ndher auf die Gestalt der Isometrien in negativer Kriimmung ein-
gehen. Wie bisher bezeichnet M eine vollstdndige Riemannsche n-Mannigfaltigkeit mit Schnittkrimmung
K < 0 und universeller Uberlagerung X. Viele der hier und den folgenden Unterabschnitten bewiesenen
Aussagen sind allgemein bekannt, in der Literatur jedoch — zumindest fiir unsere Kriitmmungsbedingungen
— nicht zu finden, weshalb wir die Beweise selbst wiedergeben.

Als aulerordentlich niitzlich ist anzusehen, dass die nichttrivialen Isometrien aus Isom(X) in drei Klas-
sen zerfallen, wobei jede Klasse ihr eigenes, charakteristisches Verhalten besitzt. Fiir diese Klassifizierung

greifen wir auf die fiir jedes v € Isom(X) definierte Verschiebungsfunktion
dy: X =R, x> dy(z) == d(z,yx)
zuriick, welche mitunter auch Léngenfunktion genannt wird. Beachte, dass d konvex ist. Wir definieren:

- v heifit elliptisch, falls d, auf X das Minimum 0 annimmt (dquivalent besitzt 7 also einen Fixpunkt
in X),

- 7 heifit hyperbolisch, falls d, auf X ein Minimum > 0 annimmt,

- 7 heifit parabolisch, falls d., kein Minimum auf X besitzt.
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Die Minimalmenge einer Isometrie v € Isom(X) ist durch

Min(y) :={zx € X : d,(x) = zlg’( dy(x)}

gegeben; insbesondere gilt Min(y) = () genau dann, wenn ~ parabolisch ist. Fiir elliptische Isometrien
sind Elemente der Minimalmenge bereits Fixpunkte (und umgekehrt), weshalb wir dort héufig stattdessen
von der Fixpunktmenge Fix () sprechen. Mithilfe der Gleichung Min(y) = {d, < infd,} schlieflen wir,
dass Min(vy) (sofern nichtleer) als Subniveaumenge der konvexen Funktion d, selbst konvex ist. Insgesamt
ist Min(v) eine abgeschlossene, konvexe, vollstdndige, total geodétische Untermannigfaltigkeit von X,
welche fiir v # id eine Dimension < n aufweist ([4] Kapitel 6). Das Verhalten der Minimalmenge und des

Minimalwerts inf d, unter der Wirkung durch eine weitere Isometrie gestaltet sich wie folgt.
Lemma 1.15 ([10] Proposition 11.6.2 (2)). Sind v1,v2 € Isom(X), so gilt

inf d,, (z) = inf d

reX reX 727172_1(:1;)

und ferner
v2 Min(y1) = Min(v2m7; ).

Kommutieren 1 und 72, so wird Min(y1) von v invariant gelassen, d.h. vo Min(v;) = Min(~1).

Als mitunter hilfreich erweist sich, dass die Klassifizierung von - bereits durch das Verhalten auf einer

~y-invarianten, abgeschlossenen und konvexen Menge festgelegt ist:

Lemma 1.16 ([4] Lemma 6.4 (2)). Ist W C X abgeschlossen und konver sowie v € Isom(X) eine
Isometrie mit YW = W, so ist v genau dann elliptisch, hyperbolisch oder parabolisch, wenn vy elliptisch,
hyperbolisch oder parabolisch ist. Insbesondere gilt fiir elliptische und hyperbolische ~y bereits Min(~v)NW #
() = infrex dy(x) erfillt ist.

0, wihrend fiir parabolische v die Gleichung inf ey Aoy

Ferner sind die Isometrietypen stabil unter Potenzierung, wie dem folgenden Lemma zu entnehmen

ist.

Lemma 1.17 ([4] Lemma 6.5 und 6.6). Sei m € Z \ {0} beliebig und v € Isom(X). Dann ist v genau
dann elliptisch, hyperbolisch oder parabolisch, wenn y™ elliptisch, hyperbolisch oder parabolisch ist. Hierbei

fassen wir id als elliptische Isometrie auf.

Unter Zuhilfenahme des Sichtbarkeits-Axioms lésst sich obige Klassifizierung auch anschaulich iiber

die Anzahl an Fixpunkten im Rand im Unendlichen angeben.
Lemma 1.18 ([4] Lemma 6.8 und anschlieBender Remark). Erfillt X das Sichtbarkeits-Axiom, so gilt:

- Elliptische Isometrien v besitzen stets einen Fixpunkt in X und entweder genau 0, 2 oder co-viele
in X (00). Der Fall von keinem Fizpunkt in X (o0) tritt genau dann auf, wenn v einen isolierten
Fizpunkt in X besitzt, d.h. wenn dim Min(y) = 0.

- v ist genau dann hyperbolisch, wenn es genau zwei Fixpunkte in X (00) besitzt und nicht elliptisch
1st.
- 7y ist genau dann parabolisch, wenn es genau einen Fixpunkt in X (oco) besitzt.
Wir werden in den folgenden Abschnitten nun die einzelnen Isometrietypen gesondert behandeln und
ihre charakteristischen Eigenschaften darlegen. Hiufig wird dabei das Verhalten der Verschiebungsfunk-

tion — beispielsweise beim Fluss hin zur Minimalmenge oder von ihr fort — untersucht, wofiir sich der

folgende elementare Sachverhalt als niitzliches Werkzeug erweist.
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Lemma 1.19. Eine konveze Funktion f : [0,00) — R mit (striktem) Minimum in 0 ist (streng) monoton

steigend. Ist f auferdem nicht konstant, so ist f unbeschrinkt.

Beweis. Seien x,y € [0,00) mit y > = gegeben. Mithilfe der Konvexitit von f und Minimalitdt von f(0)
(also insbesondere f(0) < f(y)) folgt nun

also die Monotonie. Fiir den Fall eines strikten Minimums liegt strenge Monotonie vor, da die zweite
Ungleichung wegen f(0) < f(y) als echte Ungleichheit gewéhlt werden kann.

Wenn f beschriankt ist, so existiert ein @ > 0 mit f(z) < f(0) + a fiir alle € [0,00). Sei f nun
nicht konstant, d.h. es existiert ein z > 0 mit f(x) > f(0). Mittels der Konvexitit von f ergibt sich fiir
beliebiges n € N dann

was fiir n — oo jedoch gegen f(0) konvergiert, im Widerspruch zu f(z) > f(0). Folglich muss f unbe-

schrankt sein, wenn es nicht konstant ist. O

1.2.1 Elliptische Isometrien

Zunéchst sammeln wir einige Figenschaft zum Verhalten der Verschiebungsfunktion elliptischer Isometrien
und deren (Sub-)Niveaumengen. Hierzu stellen wir an X die — im Vergleich zu den vorigen Abschnitten
stidrkere — Kriimmungsbedingung K < 0 bei vorliegendem Sichtbarkeits-Axiom. Dies wird gleichzeitig
die allgemeinste Kriimmungsbedingung sein, zu der wir spater einige unserer Hauptresultate formulieren
koénnen.

Das untenstehende Lemma driickt aus, wie eine Geodatische, die durch eine elliptische Isometrie in

sich iiberfithrt wird, relativ zur Fixpunktmenge dieser Isometrie liegen muss.

Lemma 1.20. Sei vy € Isom(X) elliptisch und c eine Geoddtische, welche (als Menge) durch v in sich
Gberfihrt wird. Dann ist ¢ entweder Teilmenge der Fizpunktmenge Fix() (falls die Endpunkte von ¢ durch
v fiziert werden) oder ¢ schneidet Fix(y) in einem eindeutigen Punkt orthogonal (falls die Endpunkte von

¢ durch ~y vertauscht werden).

Beweis. Wir halten zunéchst fest, dass v im vorliegenden Fall von ¢ = ¢ (als Menge) stets die Endpunkte
fixiert oder vertauscht. Da ¢ abgeschlossen, konvex und v-invariant ist, ist v gemafli Lemma 1.16 auch

eingeschriankt auf ¢ elliptisch, womit insbesondere mindestens ein Punkt auf ¢ — ohne Einschrankung ¢(0)
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— durch ~ fixiert wird. Fixiert v die Endpunkte von ¢, so muss also bereits ganz ¢ von - punktweise fixiert
werden. Werden andererseits die Endpunkte von ¢ durch 7 vertauscht, so iiberfiihrt v offenbar ¢(0) in
—¢(0) und folglich ist ¢(0) der einzige von = fixierte Punkt auf ¢, d.h. cNFix(y) = {¢(0)}. Hinsichtlich der
Orthogonalitét in diesem Punkt sei v € T, Fix(7) beliebig, womit v durch ~ bereits festgehalten wird
(beachte, dass vy auf dem Tangentialbiindel seiner Fixpunktmenge als Identitat wirkt). Es ergibt sich

(v,¢(0)) = (d7co) v, d7Y]e(0)€(0)) = (v, =¢(0))

(mit dv|.y dem Differential von v in ¢(0)), also (v,¢(0)) = 0, d.h. ¢ schneidet Fix(y) in ¢(0) orthogonal.
O

Als Néchstes wird eine allgemeine Tatsache zum Verhalten von Abstandsfunktionen auf Geodétischen

angefithrt, die in gewisser Weise parallel zur entsprechenden Menge verlaufen.

Lemma 1.21. Sei ¢ eine Geoddtische in X sowie W eine konvexe, abgeschlossene, total geoddtische
Untermannigfaltigkeit orthogonal zu c. Ferner sei fiir einen Punkt x auf ¢ ungleich dem Schnittpunkt von
¢ mit W die Geoddtische c, so definiert, dass sie von x aus orthogonal von ¢ fortliuft (Parametrisierung

so, dass ¢;(0) = x). Dann ist die Funktion
d(-,W)ocy :[0,00) = Rxq, t+>d(cy(t), W)

streng monoton steigend mit
lim d(c,(t), W) = co.

t—o0

Beweis. Mit ¢, bezeichnen wir stets die vollstéandige Geodétische R — X. Da [—1, 1] kompakt ist, besitzt
die stetige sowie nach Lemma 1.3 zudem konvexe Funktion t — d(c,(¢), W) in einem ¢’ € [—1,1] ein
Minimum. Sei 2’ := ¢, (t') der entsprechende Punkt. Wir wollen zeigen, dass # = z’; hierzu nehmen wir
2’ # x (d.h. t' # 0) an und wollen dies zu einem Widerspruch fiihren.

Fiir x # 2’ besitzt das geodétische Viereck mit Eckpunkten x, my (z), 7w (z’) und 2’ jeweils Innen-
winkel von 7/2 in den ersten drei Ecken (beachte, dass my (z) der Schnittpunkt von ¢ mit W ist) sowie
Innenwinkel o > 0 in 2. Kénnen wir zeigen, dass o > 7/2, so ergibt dies geméifi Lemma 1.5 den ge-
wiinschten Widerspruch. Schreibe y := 7., (mw (2’)). Wére y = 2/, so hétten wir schon a = 7/2, weshalb
wir y # 2/ annehmen kénnen. Beachte, dass y nicht in ¢, ([—1, 1]) liegen kann, denn sonst wére in y das
obige Minimum gegeben, und nicht in 2’ (aufgrund der Konvexitit liegt stets ein eindeutiges Minimum
vor). Folglich wird y von z = ¢,(0) aus gesehen erst nach ' = ¢, (t’) erreicht; entsprechend besitzt das
geoditische Dreieck mit Eckpunkten z’, wy (2’) und y im Punkt 2’ den Innenwinkel 7 — . Da der Winkel
in y jedoch 7/2 betriagt (und § in my (2') fiir ein 8 > 0), muss wegen Lemma 1.4 schon a > /2 gelten.
Dies stellt den gewiinschten Widerspruch dar, weshalb wir x = 2’ folgern.

Aufgrund der Konvexitét ist  schon ein globales Minimum der Funktion R — Rxg, ¢t — d(cg(t), W).
Die Anwendung von Lemma 1.19 auf die Einschrankung dieser Funktion auf [0, 00) liefert nun die Be-
hauptung. O

Es sei hinsichtlich obiger Aussage daran erinnert, dass Projektionsgeodétische hin zur Geodétischen ¢
die Definition solcher ¢, erfiillen. Als wesentlichen Anwendungsfall des Lemmas erhalten wir:

Korollar 1.22. Sei v € Isom(X) elliptisch und ¢ eine Geoddtische, welche Fix(y) in einem eindeutigen
Punkt orthogonal schneidet. Ist x ein Punkt auf ¢ ungleich dem Schnittpunkt mit Fix(y) sowie ¢, eine

von ¢ ab x orthogonal fortlaufende Geodditische, so sind die Funktionen

d(-,Fix(y)) o ¢y : [0,00) = R>q, t+> d(cy(t), Fix(y))
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und
dyocg:[0,00) = Rxg, t—dy(ca(t))

streng monoton steigend mit

lim d(c,(t),Fix(y)) = o0 bzw. lim d(cy(t)) = o0.

t—o0 t—o0

Beweis. Nach Voraussetzung gilt bereits, dass auch vz # x ein Punkt auf ¢ ungleich diesem Schnittpunkt
ist. Folglich sind ¢, und ¢, beides von ¢ orthogonal fortlaufende geodéatische Strahlen, welche wir uns nun
als auf ganz R fortgesetzt vorstellen. Insbesondere ist yc, dann eine Menge, welche die Voraussetzungen
an W in Lemma 1.21 erfiillt; geméf dieses Lemmas ist nun ¢ — d(c;(t), vez(R)) streng monoton steigend
mit striktem Minimum in 0. Also besitzt auch t — d(c;(t), vcz(t)) = dy(cz(t)) ein striktes Minimum in
0; als konvexe Funktion [0,00) — R mit einem solchen strikten Minimum ist dies eine streng monoton
wachsende Funktion mit Grenzwert oo fiir t — oo, vgl. Lemma 1.19. Setzen wir hingegen in Lemma 1.21
fiir W nun Fix(v) ein, so folgt die entsprechende Aussage fiir t — d(c,(¢), Fix(7y)) ebenso. O

Startet eine Geodétische in der Fixpunktmenge selbst — ganz gleich ob orthogonal dazu oder nicht —

so gelten entsprechende Aussagen:

Lemma 1.23. Seiy € Isom(X) elliptisch und ¢, eine Geoddtische, welche in einem x € Fix(7y) startet
(also ¢(0) = z), aber nicht in Fix(y) verliuft, d.h. ¢,(0) ¢ Ty Fix(vy). Dann sind die Funktionen

d(-,Fix(y)) o ¢y : [0,00) = R>p, t+> d(cy(t), Fix(y))

und
dyocy:[0,00) = Rxq, t+dy(cg(t))

streng monoton steigend mit

lim d(c,(t), Fix(y)) = o0 bzw. lim dy(cg(t)) = oc.

t—o0 t—o0

Beweis. Die konvexe Funktion ¢ — d(c,(t), Fix(y)) besitzt nun ein striktes Minimum in 0 und die Be-
hauptung folgt wie iiblich mithilfe von Lemma 1.19.

Auflerdem wird ¢,,(0) durch « auf einen Vektor an - abgebildet, welcher nicht mit ¢, (0) {ibereinstimmt
(denn sonst wiirde ¢, génzlich durch v fixiert werden und damit in Fix(y) verlaufen). Also ist ~ye,
ein geodatischer Strahl ab x, welcher nicht mit ¢, iibereinstimmt. Somit besitzt die konvexe Funktion
t = d(cy(t),vee(t)) = dy(ce(t)) ein striktes Minimum in 0 (némlich 0, da d(c,(0),v¢4(0)) = d(z, z) = 0),
weshalb durch die Standardbegriindung mithilfe von Lemma 1.19 die Behauptung folgt. O

Waéhrend wir geméafl Lemma 1.14 bereits wissen, dass eine Isometrie v die Horokugeln und -sphéiren
um mogliche Fixpunkte im Rand im Unendlichen in wieder solche iiberfithrt, gilt im Falle von elliptischem

~ tatséchlich, dass die Horokugeln und -sphéren invariant gelassen werden:

Lemma 1.24. Seivy € Isom(X) elliptische Isometrie mit Fizpunkt z € X (00). Dann lisst v Horosphdren
HS und Horokugeln HK um z invariant, d.h. es gilt

YHS =HS sowie YHK = HK.

Beweis. Da « einen Fixpunkt in X (co) besitzt, gilt nach Lemma 1.18 bereits dim Fix(y) > 1. Wir kénnen
somit eine Geodatische ¢ C Fix(-y) wéhlen mit ¢(co) = z. Sei nun H S eine Horosphére um z. Nach Lemma

1.14 schneidet ¢ die Horosphédre H.S in einem eindeutigen Punkt — ohne Einschrankung ¢(0) — orthogonal



16 Kapitel 1. Grundlagen

und es gilt ferner, dass HS auf eine Horosphére yH.S um z abgebildet wird; wegen ¢(0) € Fix(v) ergibt
sich aber ¢(0) = v¢(0) € vHS, womit sich HS und vHS im Punkt ¢(0) schneiden und damit bereits
iibereinstimmen, also HS = yHS. Da fir Horokugeln um z eine Blatterung durch Horosphéren um z

existiert, ldsst ~ folglich auch Horokugeln um z invariant. O

1.2.2 Hyperbolische Isometrien

Wir wenden uns nun hyperbolischen Isometrien zu, wobei fiir X erneut K < 0 und das Sichtbarkeits-
Axiom gelte. Aus der Definition hyperbolischer Isometrien ~ folgt direkt Min(vy) # 0; tatsachlich driickt
das folgende Lemma aus, dass Min() stets eine eindeutige Geoditische ist, die Achse von 7. Die zwei
Fixpunkte von 7 (vgl. Lemma 1.18) sind dabei genau die Endpunkte der Achse.

Lemma 1.25 ([4] Lemma 6.5). Sei vy € Isom(X) eine allgemeine Isometrie.

1. Ist y der Mittelpunkt auf dem geodditischen Teilstick von x nach vz, so gilt dy(y) < dy(x) und
Gleichheit hat x € Min(y) zur Folge. Falls bei Gleichheit x kein Fizpunkt von ~y ist, so wird die

durch x und ~yx bestimmte Geoddtische durch v verschoben.

2. Ist v hyperbolisch, so besteht Min(v) aus der eindeutigen Geoddtischen, welche von v verschoben
wird?.

Das folgende Lemma bestétigt die naheliegende Vermutung, dass die Verschiebung einer hyperboli-

schen Isometrie v monoton ansteigt, wenn man sich von der Achse entfernt.

Lemma 1.26. Sei vy € Isom(X) hyperbolisch mit Achse A, v € X mit x ¢ A sowie c ein geoddtischer
Strahl ¢ : [0,00) — X wvon wa(x) nach x, d.h. ¢(0) = wa(z) und ¢(1) = . Dann ist die Funktion

dyoc:[0,00) = Rxo, t—dy(c(t))

streng monoton steigend mit
lim d,(c(t)) = oo.

t—o0

Beweis. Wir merken zunéchst an, dass ¢ im Allgemeinen nicht nach Bogenlinge parametrisiert wurde.
Wegen ¢(0) = ma(x) € A = Min(y) nimmt die konvexe Funktion d,(c(t)) fiir ¢ = 0 ein striktes Minimum
an. Ferner ist d(c(t)) nicht konstant, denn wegen ¢(1) = z ¢ A kann d,(c(1)) nicht den Minimalwert
dy(ma(x)) = d,(c(0)) aufweisen. Die Behauptungen folgen nun mit Lemma 1.19. O

Allgemeiner divergiert die Verschiebungsfunktion in Richtung eines von der hyperbolischen Isometrie

nicht fixierten Randpunktes.

Lemma 1.27. Sei~y € Isom(X) hyperbolisch und c eine Geodatische in X, deren Endpunkt c(oo) € X (c0)
von v nicht fixiert wird. Dann gilt
lim d.,(c(t)) = oo.

t—oo
Beweis. Ohne Einschréankung seien alle Geodétischen von Geschwindigkeit 1. Bezeichnet A die Achse von
7, so stimmt ¢(co) nach Voraussetzung weder mit A(oco) noch mit A(—oo) iiberein. Wir nehmen in einem

ersten Schritt weitergehend an, dass auch ¢(—o0) kein Endpunkt von A ist. Nun gilt:

2In der Quelle wird das Lemma so formuliert, dass Min(v) aus allen Geodéatischen besteht, die von v verschoben werden;
da aber zwei solche Geodatische parallel sind, folgt wegen K < 0 in unserem Fall die hier wiedergegebene Eindeutigkeit,

vgl. Lemma 1.12.



1.2. Isometrien und Minimalmengen 17

Fakt. ([4] Lemma 4.14 (5)) Seien bei vorliegendem Sichtbarkeits-Axiom ¢; und ¢y Geodatische, fiir
welche die Endpunkte ¢;(+00) paarweise verschieden sind. Dann ist 7., (c2(R)) C ¢1 beschrénkt.
Angewandt auf A und c¢ erhalten wir, dass das Bild von ¢ unter der Projektion nach A beschrankt ist.
Folglich existiert ein geodétischer Strahl ¢’ : [0,00) — X von einem passenden ¢’(0) € A aus der Achse A
nach ¢(00), sodass ¢’ selbst die kiirzeste Verbindung seiner Punkte zu A darstellt, d.h. 74 (c'(t)) = ¢/(0) €
A fir alle t > 0 (¢ verldsst A also unter einem rechten Winkel). Nach obigem Lemma 1.26 gilt bereits
d~(c'(t)) = oo fiir t — co. Wegen ¢'(00) = ¢(00) sind ¢’ und ¢ asymptotisch, weshalb ein a > 0 existiert
mit d((t),c(t)) < a fur alle ¢ > 0. Mithilfe der Dreiecksungleichung erhalten wir

fir alle ¢ > 0, also umformuliert
4, (c(t) = d, (1) —2-a.

Fiir t — oo folgt nun die Behauptung.

Wir miissen abschlieflend noch den Fall, dass ¢(—o0) ein Endpunkt der Achse A ist, behandeln. Dann
lasst sich aber eine zu ¢ asymptotische Geodatische ¢”” wihlen, welche keine Endpunkte mit A gemeinsam
hat. Fiir dieses ¢’ gilt nach obigen Betrachtungen nun lim;_, . d,(c¢”(t)) = oo und das selbe Argument

wie oben — d.h. mittels Dreiecksungleichung sowie Asymptotik von ¢ und ¢’ — liefert die Behauptung. [

Wie das folgende Lemma ausdriickt, werden alle Punkte auf den Projektionsgeodétischen von Lemma

1.26 auf den gemeinsamen Fufipunkt abgebildet.

Lemma 1.28. In der Situation von Lemma 1.26 gilt fir alle t > 0 bereits
ma(c(t)) = ¢(0) = ma(x).

Beweis. Gemafl Lemma 1.8 steht ¢ in m4(x) senkrecht auf A; analog trifft die Geodétische von y = ¢(t)
nach m4(y) in w4 (y) ebenfalls senkrecht auf A. Wiirde nun 74 (y) # wa(z) gelten, so wére durch y, w4 (y)
und 74 () ein geodétisches Dreieck mit jeweils Winkel 7/2 in w4 (y) und w4 (x) gegeben, was der Tatsache
widerspricht, dass in K < 0 die Innenwinkelsumme stets < 7 betrigt (vgl. Lemma 1.4). O

Wir gehen nun auf die Struktur der Subniveaumengen {d, < a} einer hyperbolischen Isometrie 7 ein;

anschaulich gesprochen sind dies Rohrenumgebungen um die hyperbolische Achse.

Lemma 1.29. Ist vy € Isom(X) hyperbolisch mit Achse A, so existiert fir jedes a € R ein R > 0, sodass
{r e X dy(z) <a} C (A)r,

wobei (A) g die R-Umgebung um A bezeichnet. Insbesondere ist damit {x € X : d,(z) < a} (falls nichtleer)

homdéomorph zu D"~ x R.

Beweis. Schreibe abkiirzend C' := {z € X : d,(z) < a} 2O A, wobei ohne Einschrankung a > inf,cx d ().
Fiir jeden Punkt A(t) auf A und jede zu A senkrechte, normierte Richtung v € Ty X existiert nach
Lemma 1.26 ein wohldefiniertes, eindeutiges R(t,v) > 0, sodass d-(ca(),.(R(t,v))) = a, wobei ca),,, die
Geodatische (mit Geschwindigkeit 1) ab A(t) in Richtung v bezeichnet; R(t,v) héngt dabei stetig von ¢

und v ab.
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Sei ¢ty > 0 die Verschiebung von ~ auf der Achse A. Die Menge der obigen Richtungen v ab A()
entsteht als Durchschnitt einer S"~1 C Ty X mit (A(t))+ = R"L, ist also topologisch eine S"~2 und
daher kompakt. Nun nimmt R(t,v) auf dem Kompaktum [0,#y] x S?~2 ein Maximum R an, womit der
Teil von C, welcher unter w4 auf A([0,%o]) projiziert, in der R-Umgebung von A([0,to]) enthalten ist.
Nach Translation unter den Potenzen von « sehen wir geméafi Wahl von ¢y, dass bereits ganz C in (4)g
liegt.

Wir merken an, dass C als beschriankte, konvexe Umgebung der Achse A = R homéomorph zu

D"~ x R (bzw. fiir abgeschlossene Subniveaumengen {d. < a} homéomorph zu D"~1 x R) ist. O

Abschlieend halten wir fest, dass (torsionsfreie) hyperbolische Gruppen mit gemeinsamer Achse be-
reits unendlich zyklisch sind:

Lemma 1.30 ([16] Theorem 6.11). Sei I' < Isom(X) diskret und alle nichttrivialen Elemente von T’ #
{id} hyperbolisch mit selber Achse A. Dann gilt T' = (y) =2 Z, wobei vy € T die (bis auf Inverses eindeutige)

hyperbolische Isometrie von minimaler Verschiebung auf A ist.

1.2.3 Parabolische Isometrien

Wir stellen nun einige Eigenschaften parabolischer Isometrien zusammen, wobei wir fiir X erneut die
Kriimmungsbedingung K < 0 mit Sichtbarkeits-Axiom voraussetzen.

Nach Lemma 1.18 wissen wir, dass eine parabolische Isometrie 7 einen eindeutigen Fixpunkt z € X (c0)
besitzt und daher gemafl Lemma 1.14 Horosphdren um z auf ebensolche abbildet; tatsdchlich gilt sogar

starker, dass v die Horosphéren invariant lasst.

Lemma 1.31 ([4] Lemma 6.6). Sei v € Isom(X) parabolisch mit Fizpunkt z und HS eine Horosphdre
um z. Dann wird HS von ~ invariant gelassen, d.h. yHS = HS. Entsprechendes gilt fiir Horokugeln um
z.

Im Falle einer starkeren Kriimmungsschranke wie K < a < 0 (fir ein @ < 0) sieht man anhand
iiblicher vergleichsgeometrischer Argumente leicht, dass der Abstand geodatischer Strahlen hin zu einem
gemeinsamen Randpunkt z € X(oo) exponentiell gegen 0 konvergiert (siehe auch [20]); eine direkte
Folgerung lautet, dass die Verschiebungsfunktion d, einer parabolischen Isometrie v mit Fixpunkt z auf
einer Geodétischen ¢ mit Endpunkt ¢(co) = z ebenfalls exponentiell gegen 0 strebt. Entsprechend ist die
infimale Verschiebung einer parabolischen Isometrie dann insbesondere stets 0. Bei unseren schwécheren
Kriimmungsbedingungen gestaltet sich die Situation etwas komplizierter: Zwar gilt ebenfalls, dass die
infimale Verschiebung 0 betrigt, doch fiir den Beweis dieser Aussage ist erheblich mehr Arbeit notwendig,
da auf obigen geodétischen Strahlen im Allgemeinen keine Konvergenz der Verschiebungsfunktion gegen
0 mehr vorliegt, sondern nur noch Monotonie (aber allgemein ein Grenzwert # 0). Dies ist Inhalt der

beiden folgenden Lemmata:
Lemma 1.32 ([27] Theorem 1.3). Ist v € Isom(X) parabolisch, so gilt inf,cx d(z) = 0.

Lemma 1.33. Seiy € Isom(X) parabolisch mit Fixpunkt z € X (00) und ¢ eine Geoddtische mit Endpunkt
¢(c0) = z. Dann ist die Funktion

dyoc:R—=Rxsq, t—dy(c(t))
streng monoton fallend in t. In umgekehrter Richtung t — —oo gilt

lim d,(c(t)) = oo.

t——o0
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Beweis. Bezeichne HK (c(t)) die abgeschlossene Horokugel um z, welche ¢(t) auf ihrem Rand enthélt.
Wahle nun ¢ > s fest, womit d- (c(s)) > d,(c(t)) zu zeigen ist. Da ¢ senkrecht auf HK (c(t)) trifft (Lemma
1.14), ergibt sich mithilfe der iiblichen Winkelargumente (vgl. Lemmata 1.8 und 1.4), dass bereits

THK (c(t)) (c(s)) = c(?)

gelten muss. Geméfi Lemma 1.31 wird HK (c(t)) von v invariant gelassen, weshalb mithilfe von Lemma

1.10 die Aquivarianz von 7y K(c(t)) unter 7y und somit

THK (c(t) (V(8)) = YT K (c(t)) (c(8)) = ve(?)

folgt. Da Projektionen die Absténde verkleinern (Lemma 1.9), schlielen wir

dy(c(s)) = d(c(s),ve(s))
> d(Tr (e (€(8)), TrE ey (ve(S)))
= d(c(t), ye(t))
= dy(c(1)),

also die gewiinschte Monotonie.

Fir die zweite Behauptung betrachte die Geodétischen ¢ und ~yc¢, welche insbesondere den selben
Endpunkt ¢(o00) = z = «ye(oo) besitzen. Da « parabolisch ist, liegt nur ein einziger Fixpunkt in X (o00)
vor, weshalb der Fall ¢(—o0) = ye(—00) ausgeschlossen ist. Mithin sind die Geodétischen ¢t — ¢(—t) sowie
t — yc(—t) nicht asymptotisch, weshalb mit obiger Monotonieaussage die Behauptung folgt. O

In gewisser Weise dienen parabolische Isometrien als Indikator dafiir, ob der zugehoérige Bahnenraum

nach einer Gruppenwirkung kompakt ist oder nicht.

Lemma 1.34 ([4] Lemma 8.2). Sei I' < Isom(X) diskret und X/T' kompakt. Dann enthdlt T' keine

parabolischen Isometrien.

1.2.4 Gemeinsame Fixpunkte bei diskreten Gruppen

Die vorigen Abschnitte dienen als guter Eindruck dafiir, wie sich die verschiedenen Isometrietypen qua-
litativ unterscheiden. Tatséchlich werden wir nun sehen, dass — bei diskreten Isometriegruppen — die
verschiedenen Isometrietypen iiber ihre Fixpunkte im Unendlichen getrennt werden koénnen. Dies ist
nicht mit Aussagen wie in Lemma 1.18 zu verwechseln, wo wir die Isometrietypen anhand der Anzahl
an Fixpunkten in X (oco0) charakterisiert haben; hier werden wir stattdessen die Frage behandeln, wann
sich verschiedene Isometrietypen iiberhaupt einen gemeinsamen Fixpunkt im Rand teilen kénnen. Wir
befinden uns erneut in der Situation einer Hadamard-Mannigfaltigkeit X mit Schnittkrimmung K < 0
und giiltigem Sichtbarkeits-Axiom. Anscheinend sind die hier vorgestellten Aussagen in Fachkreisen be-
kannt, jedoch in der Literatur schwer zu finden. Lediglich im Falle hyperbolischer Rdume — d.h. X = H"
— waren entsprechende Quellen auszumachen; wir haben daher die dortigen Beweise ([5] Lemmata D.3.6
und D.3.9) auf unsere Situation verallgemeinert.

Im ersten Lemma stellen wir fest, dass hyperbolische und parabolische Isometrien bei vorliegender

Diskretheit keine gemeinsamen Fixpunkte im Rand im Unendlichen besitzen kénnen.

Lemma 1.35. Sei I' < Isom(X) eine Gruppe von Isometrien, v, € I' hyperbolisch sowie 7, € I' parabo-
lisch. Angenommen 7y, und v, besitzen einen gemeinsamen Fizpunkt in X (00), so gilt:

1. vy, und 7y, kommutieren nicht.
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2. T kann nicht diskret sein.

Beweis. Wir geben zunéchst die anschauliche Beweisidee wieder. Ein Punkt x aus der Achse von ~;, wird
zuerst durch eine Potenz 'y’,j hin zum gemeinsamen Fixpunkt verschoben. Da die Verschiebung von ~,
nahe am Fixpunkt sehr klein wird, liegt der Bildpunkt Wp('y;jx) wiederum nahe an der Achse. Durch
anschlieende Riickverschiebung mittels ;- k erhalten wir einen Punkt Vi, k(’ypv,’fx), der nahe an z liegt.
Durch Wiederholen des Vorgangs fiir alle £ € N erzeugen wir so eine Folge, die einen Haufungspunkt
nahe z besitzen wird; dies widerspricht der Diskretheit von T'.

Sei A : R — X die Achse von 5, — durchlaufen mit Geschwindigkeit 1 — sowie z := A(oo) der
gemeinsame Fixpunkt von 7, und ~y,. Mit HS(A(s)) bezeichnen wir die eindeutige Horosphére um z,
welche A(s) enthélt. Beachte, dass A(s) der eindeutige Schnittpunkt von A mit HS(A(s)) ist.

Angenommen -y, und -y, wiirden kommutieren, so gilt insbesondere v, A = A (Lemma 1.15). Anderer-
seits héalt ~y, die Horosphire HS(A(0)) invariant (Lemma 1.31), d.h. v, HS(A(0)) = HS(A(0)). Folglich
liegt v, A(0) sowohl in A, als auch in HS(A(0)), also in ihrem Schnitt; dieser ist aber genau A(0) (s.o.).
Es folgt v,A(0) = A(0) € X und ~y, wire wegen des Fixpunkts elliptisch, ein Widerspruch. Somit kénnen
~p, und 7y, nicht kommutieren.

Beachte nun: Da 7’5 und 7;, fiir alle k,1 € Z\ {0} ebenso hyperbolisch bzw. parabolisch mit selben
Fixpunkten wie v, bzw. 7, sind, kénnen auch 7% und %l, fir keine k,1 € Z \ {0} kommutieren.

Wir definieren
Yo 1= ", nEN

Die 7, sind paarweise verschieden, denn angenommen -, = ,, fir n # m, d.h.

YV Yh = Vn VeV

so folgt

m—n m—n

Yo Vo= VVh

Also wiirden die hyperbolische Isometrie ;" ™" # id und die parabolische Isometrie 7, kommutieren sowie
einen gemeinsamen Fixpunkt — ndmlich z — in X (co) aufweisen, im Widerspruch zu obiger Kommutati-
vitdtsaussage. Somit sind die ~y,, paarweise verschiedene Elemente von T.

Wir wollen nun zeigen, dass die Folge der Punkte 7, A(0) einen Haufungspunkt zy € X besitzt; wére
dies der Fall, so wiirden fiir die abgeschlossene — und damit kompakte — Kugel K von Radius 2-d(A(0), )
um A(0) folglich unendlich viele (nach obigen Betrachtungen paarweise verschiedene) Gruppenelemente
Yn, existieren, welche v,, K N K # () erfiillen. Dies widerspricht der Diskretheit von I'.

Zunéchst halten wir fest, dass y* A(0) = A(n-to), wobei ¢y (ohne Einschrénkung ¢y > 0) die Translation
von A unter v, bezeichnet. Die Funktion ¢ — d,, (A(t)) ist nach Lemma 1.33 monoton fallend in ¢, sowie
trivialerweise von unten durch 0 beschrénkt. Somit existiert der Grenzwert lim; o d,, (A(t)) =: a > 0.
Folglich gilt fiir unendlich viele der Punkte ;' A(0) (= A(n-tg)) bereits d,, (v;; A(0)) < 2a. Ebenso ergibt
sich

d(A(0),7.A(0)) = d(A(0), 7, " 171 A(0)) = d(7; A(0), 7771 A(0)) = d, (71 A(0)),

weshalb auch unendlich viele der Punkte 7, A(0) einen Abstand kleiner 2a¢ von A(0) aufweisen; folglich
liegen diese unendlich vielen Punkte in der abgeschlossenen — und somit kompakten — Kugel von Radius

2a um ¢(0), womit die Existenz eines Haufungspunktes und damit die Behauptung folgt. O

Eine entsprechende Aussage gilt ebenso fiir hyperbolische Isometrien mit nur einem gemeinsamen

Fixpunkt im Unendlichen:
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Lemma 1.36. SeiT' < Isom(X) eine Gruppe von Isometrien sowie vy1,v2 € I' hyperbolisch. Angenommen

~v1 und o besitzen genau einen gemeinsamen Fizpunkt in X (00), so gilt:
1. 1 und o kommutieren nicht.
2. T kann nicht diskret sein.

Beweis. Die Beweisidee ist erneut anschaulich. Ist z ein Punkt der Achse von 77, so verschieben wir
ihn mittels {* hin zum gemeinsamen Fixpunkt. Durch passende Wahl der Potenz k,, konnen wir nun

wiederum ~{"z mittels v, km derart zuriick verschieben, dass der entstehende Punkt Yo kmv{”

x nahe am
Ausgangspunkt z liegt. Wiederholen dieses Vorgangs fiir alle m € N liefert eine Folge von Punkten nahe
z, die einen Haufungspunkt besitzt; dies widerspricht der Diskretheit von I'.

Seien A; bzw. A die Achsen — jeweils mit Geschwindigkeit 1 — von 1 bzw. vo mit A;(c0) = Ag(c0)
sowie Aj(—o00) # As(—o00). Mit t; bzw. ty bezeichnen wir die Translation von A; bzw. A; unter der
Isometrie 7, bzw. 72, wobei ohne Einschriankung t1,t5 > 0 gelte.

Wiirden 7; und 7, kommutieren, so wiirde 7; die Achse As in sich iiberfithren. Nach Lemma 1.25
wiirde dann jedoch As ebenfalls zur Minimalmenge von 7; gehéren, also Ay = A;, im Widerspruch zu
oben. Folglich kénnen +; und ~» nicht kommutieren.

Fiir alle m € N finden wir eindeutige k., € N und 7,,, € [0,¢2), sodass
m-t1 = Ty + ki - 2. (*)

Als Folge im Kompaktum [0, ¢2] existiert eine konvergente Teilfolge 7,,, der 7, mit 7,,, — 7 € [0, 2] fiir
i — 00. Nach Ubergang zur Teilfolge kénnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass bereits 7, selbst
konvergiert.

Aufgrund von A; (00) = Ag(00) gilt d(A1(t), A2(t)) < a fir ein passendes a > 0 und alle ¢ > 0. Hiermit
und wegen Gleichung (%) (beachte auflerdem, dass m - t; — oo fiir m — oo, da t; > 0) ergibt sich

d(vg " AL (0), Aa () = d(37" A1(0),75™ A2 (7)) = d(As(m - 11), Ap(Tis + ki 1)) <0
fiir alle m € N. Da aulerdem As(7,,) — Ao(7) fiir m — oo, folgt
d(As(1m), A2(1)) <1
fiir alle bis auf endlich viele m. Wir schlieflen
d(’Yz_km’YInAl(O)aA2(7)) < d(ﬁ’g_kmﬁ’?flAl(O),Az(Tm)) + d(Az(Tm), A2(7)) < a+1.

Somit liegen fiir alle bis auf endlich viele m die Punkte 5 k"‘fy{”Al(O) in der abgeschlossenen — und
damit kompakten — Kugel von Radius a + 1 um As(7) € X. Folglich existiert ein Haufungspunkt der
Yo km’y{”Al (0) und um daraus einen Widerspruch zur Diskretheit von T' abzuleiten, bleibt lediglich zu

zeigen, dass die Gruppenelemente v, km ~1* fir m € N paarweise verschieden sind.

m T

Angenommen v, k M= k"’y? fiir n # m, so ergébe sich

kn7k7n — n—m

V2 =N

km

Damit miissten 75"7 und ™™ # id insbesondere die selben Fixpunkte im Unendlichen aufweisen;

dies ist im Falle von k,, = k,,, ein offensichtlicher Widerspruch, da 75"7’“’” = id jeden Punkt — und nicht

nur zwei — in X (oo) fixiert. Im Falle von k,, # k,, stimmen jedoch die Fixpunkte von ygn_km sowie yg

m

tiberein (und wegen v~ ™ # id die von 77~ "" sowie 3 ohnehin) und wir erhalten einen Widerspruch zur

Annahme, dass 1 und 7y, sich nur einen Fixpunkt teilen. O
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Kommen Elemente endlicher Ordnung — also elliptische Isometrien — vor, so kénnen diese durchaus
als einen ihrer Fixpunkte den eindeutigen Fixpunkt einer parabolischen Isometrie besitzen, ohne dass
es der Diskretheit der Gruppe widersprache. Fiir das Verhiltnis der Fixpunkte von elliptischen und
hyperbolischen Isometrien existiert hingegen folgende Einschrankung; in diskreten Gruppen besagt dies,
dass eine elliptische Isometrie, welche einen gemeinsamen Fixpunkt mit einer hyperbolischen Isometrie

besitzt, auch deren zweiten Fixpunkt fixieren muss.

Lemma 1.37. Sei ' < Isom(X) eine Gruppe von Isometrien, v. € I' elliptisch sowie y, € T' hyperbolisch.

Angenommen vy, und v, besitzen genau einen gemeinsamen Fizpunkt in X (00), so gilt:
1. ve und vy kommutieren nicht.
2. T’ kann nicht diskret sein.

Beweis. Die anschauliche Beweisidee entspricht den vorigen Lemmata. Ein Punkt aus der Achse von
yp wird durch eine Potenz 4% hin zum gemeinsamen Fixpunkt verschoben und anschliefend von der
elliptischen Isometrie verarbeitet; da aber wegen des gemeinsamen Fixpunktes im Rand im Unendlichen
nun 'y’}f:v nah an der Fixpunktmenge von ~. liegt, ist auch 'ye('y,’fx) nicht weit von der Achse von -y
entfernt. So erhalten wir durch Riickverschiebung mittels -, * einen Punkt Y, k('yev,’fx), welcher erneut
nah am Ausgangspunkt x liegt. Wiederholung dieses Vorgangs fiir alle k € N liefert nun eine Folge mit
Haufungspunkt nahe x, was der Diskretheit von I" widerspricht.

Wir beginnen mit dem formalen Beweis. Sei hierzu A : R — X die eindeutige Achse von ~, —
durchlaufen mit Geschwindigkeit 1 — sowie z := A(00) der gemeinsame Fixpunkt von 7. und 3.

Angenommen v, und 7§ wiirden fiir ein ¥ € N kommutieren, so wiirde Min(yf) = Min(y) = A
von 7, invariant gelassen, d.h. v.A = A und somit v.A(t) € A fiir alle t € R. Bezeichnet HS(A(¢)) die
eindeutige Horosphére um z, welche A(t) enthélt, so gilt ebenfalls v, HS(A(t)) = HS(A(t)) (Lemma 1.24),
also insbesondere v, A(t) € HS(A(t)). Insgesamt erhalten wir 7. A(t) € HS(A(t)) N A; da A(t) jedoch der
eindeutige Schnittpunkt von A und HS(A(t)) ist, ergibt sich v, A(t) = A(t) und damit A(t) € Fix(ve).
Da dies fiir alle ¢ € R giiltig ist, schlieffen wir A C Fix(7,), was jedoch A(—o0) € Fix(v.) zur Folge hétte,
im Widerspruch zur Annahme. Folglich kdnnen +, und ~¥ fiir kein k¥ € N kommutieren, also insbesondere
auch fiir £ = 1 nicht.

Betrachte nun die Isometrien
Tn =, VeVns N EN.
Diese sind paarweise verschieden, denn
V"V = Wn Ve
fiir n # m hétte
T Ve = VeV
zur Folge, was obiger Tatsache widerspricht, dass 7. und ¥ fiir kein ¥ € N kommutieren. Es gilt ferner

dy, (A(0)) = d(A(0), 7, "7k A(0)) = d(7; A0), Ve A(0)) = dy, (74 A(0)).
Bezeichnet ty > 0 die Verschiebung von v, auf A — d.h. v, A(t) = A(t + to) fiir alle ¢t € R —, so bedeutet
dies
dy, (A(0)) = dy, (A(n - to)).
Ist andererseits € X beliebig und 7 die Projektion auf B := Fix(7.), so folgt
dy (z) < d(z,mp(x)) + d(mp(),7vemp(x)) +d(VemB(T),7ex) =2 - d(z,75(7)).

=0, da 7p(x)€B=Fix(ve)
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Nun enthélt Fix(v.) jedoch eine zu A asymptotische Geodéatische A’ (denn es ist ja A(co) € Fix(v.)),
womit insbesondere d(A(t), 7p(A(t))) < d(A(t), A'(t)) folgt. Nach Asymptotik von A und A’ existiert
jedoch ein a > 0 mit d(A(t), A'(t)) < a/2 fir alle ¢ > 0. Wir folgern insgesamt

d, (A0)) = d. (A(n-to)) <2-d(A(n-to), m(A(n-t9))) <2-d(A(n-ty),A'(n-t)) <a

fiir alle n € N. Mithin bilden die =, eine Folge paarweise verschiedener Isometrien, welche die abgeschlos-
sene (und damit kompakte) Kugel K von Radius a + 1 um A(0) so abbilden, dass v, K N K #  gilt.
Folglich wirkt I' nicht eigentlich diskontinuierlich, d.h. T" ist nicht diskret. O

Als leichte Folgerung obiger Lemmata ergibt sich die Klassifikation der Stabilisatorgruppen von Rand-

punkten im torsionsfreien Fall.

Korollar 1.38. Sei I < Isom(X) diskret und torsionsfrei. Bezeichnet fir z € X (o0)
I,={yel:vz==z}

den Stabilisator des Randpunktes z, so kann fir nichttriviales T', nur genau einer von folgenden zwei

Fdillen eintreten:
1. Alle Elemente von T, \ {id} sind parabolische Isometrien mit Fizpunkt z.

2. Alle Elemente von T, \ {id} sind hyperbolische Isometrien mit gemeinsamen Fizpunkten z und 2’

fiir ein geeignetes z # 2’ € X(00). In diesem Fall ist T, unendlich zyklisch, d.h. isomorph zu Z.

Beweis. Aufgrund der Torsionsfreiheit ist die Existenz elliptischer Elemente géanzlich ausgeschlossen; nach
Definition haben auflerdem alle nichttrivialen Elemente von I', den Fixpunkt z. Existiert ein parabolisches
v € I',, so kann geméfl Lemma 1.35 wegen der Diskretheit von I' kein hyperbolisches Element in I,
enthalten sein.

Gibt es hingegen ein hyperbolisches Element in I',, so kann I', analog zu obiger Argumentation keine
parabolischen Elemente enthalten. Wiederum aufgrund der Diskretheit muss nach Lemma 1.36 auflerdem
fiir je zwei hyperbolische Elemente 1,72 € I', mit Fixpunkten z und z; bzw. z und 2o auch z; = 2z
erfiillt sein, womit v; und 2 die selbe Achse besitzen. Die Isomorphie I', & Z ist dann in Lemma 1.30
enthalten. O

1.3 Nerven-Konstruktion

Zuletzt werden wir mit der Nerven-Konstruktion ein auflerordentlich niitzliches Hilfsmittel vorstellen, wel-
ches uns spéter ermoglicht, viele rein topologische Fragestellungen mithilfe kombinatorischer Argumente
zu behandeln. Die Grundidee lautet, eine Teilmenge eines topologischen Raums mittels gutartigen, mit-
einander vertriglichen Mengen zu iiberdecken, was schliellich die Homotopiesquivalenz der Uberdeckung
zu einem ihr zugeordneten Simplizialkomplex — dem Nervenkomplex — zur Folge hat; jener Simplizial-
komplex stellt dann das gewiinschte kombinatorische Objekt dar, welches héufig einfacher zu handhaben
ist als die anfingliche Menge. Als grundlegende Einfithrung ist beispielsweise [19] Kapitel 4.G zu nennen.
Die dortigen Aussagen sind jedoch zum Teil nicht ausreichend fiir unsere Situation, da wir ebenfalls an
relativen Aussagen (d.h. fiir Raumpaare) interessiert sind. Wir werden deshalb auf [2] Kapitel 2.2 zuriick-
greifen, welches aus &hnlichen Motiven heraus eine ausfiihrliche Wiederholung der gewiinschten Resultate
bereitstellt; in den spéter auftretenden Situationen miissen wir die zum Nerven-Lemma analogen Aussa-

gen dann von Hand beweisen.
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Wie in [2] Kapitel 2.2 bezeichnen wir eine Familie i = {U; : i € I} von Teilmengen eines topologischen
Raums Y als offene Uberdeckung von Y, falls sich Y als die Vereinigung der Inneren der U; ergibt. Ist
U eine offene Uberdeckung von Y, so wird der Nervenkomplex N () von U wie folgt konstruiert: N (i)
ist ein Simplizialkomplex, dessen Ecken genau den Elementen von U — also den Uberdeckungsmengen U
— entsprechen; zwischen den zu U,,,...,U;, gehorenden Ecken befindet sich genau dann ein k-Simplex,
falls

Uiy N...NU;, #0.

Formaler ausgedriickt betrachten wir die disjunkte Vereinigung der Standard-n-Simplizes A" iiber alle
Indexmengen {ig, ..., i,} von Kardinalitdt n+1 mit ﬂ;;o Ui, # 0 und bilden anschlieBend die Vereinigung
all dieser Mengen iiber alle n > 0. N(U) ergibt sich nun als Quotient jener Menge, indem wir Seiten
verschiedener Kopien D, D’ von A™ miteinander identifizieren, falls sie nach Streichen eines der Indizes
tibereinstimmen, d.h. falls {4, . .., i, } (die zu D gehorige Indexmenge) und {i, . .., 4, } (die zu D’ gehorige
Indexmenge) nach Entfernen jeweils eines Elements tibereinstimmen.

Die formale Definition des Nervenkomplexes macht die Analogie zu einer weiteren von uns benttigten
Konstruktion besser sichtbar. Hierzu sei Yy, wie folgt gegeben: Betrachte die disjunkte Vereinigung der
Produkte

(Ui N...N0;, ) x A™

fir alle n > 0 und alle Indexmengen {ig,...,i,} von Kardinalitit n + 1 mit m?:o Us; # 0. Dann er-
gibt sich Yy, als Quotient dieser Menge, indem zwei Elemente D (mit Indexmenge {ig,...,%,}) und D’
(mit Indexmenge {if, ..., }) erneut dann miteinander identifiziert werden, falls ihre Indexmengen nach
Streichen jeweils eines Elements iibereinstimmen.

Wie in [2] Kapitel 2.2 stellen wir fest: Ist A C Y ein Teilraum und V = {V; : j € J} eine offene
Uberdeckung von A, wobei J C I, sodass V; C Uj fiir alle j € J, so erhalten wir eine Abbildung

Av—)Yu

sowie eine Einbettung
N(V) = NU)

von Simplizialkomplexen. Ferner induziert die Projektion (U;, N...NU; ) x A" - U;;N...NU; CY
eine Abbildung

YM—)K

wahrend die Projektion (U;, N...NU; ) x A™ — A™ wiederum eine Abbildung

nach sich zieht.
Wir bezeichnen eine offene Uberdeckung U eines topologischen Raums Y als gut, falls ihre Elemente
zusammenziehbar sind und jeder nichtleere Durchschnitt ihrer Elemente ebenfalls zusammenziehbar ist.

Als zentrale Aussage halten wir fest:

Lemma 1.39 ([2] Theorem 2.7). Ist U eine lokal endliche offene Uberdeckung eines parakompakten
Raums Y, so ist Yy — Y eine Homotopieiquivalenz. Ist U auflerdem gut, so ist auch Yi; — N(U) eine

Homotopiedquivalenz.

Alle von uns spéter betrachteten Rdume werden parakompakt sein, genau wie auch unsere konstru-

ierten Uberdeckungen stets lokal endlich — und gut — sind. Obiges Lemma 1.39 ist als erweiterte Version
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des bekannten Nerven-Lemmas zu verstehen (vgl. [2] Corollary 2.8 bzw. [19] Corollary 4G.3): Ist U eine
lokal endliche, gute offene Uberdeckung eines parakompakten Raums Y, so ist der Nervenkomplex N (/)
homotopiedquivalent zu Y.

In der spéteren Argumentation werden wir fiir eine relative Version des Nerven-Lemmas — d.h. um
eine Homotopiediquivalenz von Paaren zu beweisen — auf die folgenden homotopietheoretischen Tatsachen

zuriickgreifen missen.

Lemma 1.40 ([2] Theorem 2.4). Sei

ein kommutatives Diagramm topologischer Rdume, wobei die horizontalen Abbildungen Homotopiedqui-
valenzen und die vertikalen Abbildungen Kofaserungen seien. Dann sind (X, A) und (Y,B) auch als

Raumpaare homotopiedquivalent.

Lemma 1.41 ([2] Lemma 2.5). Sei j : A — X eine Kofaserung, sodass das Diagramm topologischer

Raume

A—— B

b

x -ty
bis auf Homotopie kommutiert. Dann existiert eine zu F' homotope Abbildung F' : X — Y, sodass das
Diagramm

A—— B

bl

x 25y

echt kommutiert. Insbesondere gilt: Ist F' eine Homotopiedquivalenz, so ist auch F' eine.
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Kapitel 2

Sichtbarkeits-Mannigfaltigkeiten

Das vorliegende Kapitel beschéftigt sich mit der topologischen Gestalt negativ gekriimmter Sichtbarkeits-
Mannigfaltigkeiten. Zunichst werden wir eine leicht verallgemeinerte Dick-diinn-Zerlegung vorstellen, wel-
che jedoch mehr als ausfiihrliche Ausarbeitung einiger in Fachkreisen wohl allgemein bekannter Tatsachen
zu verstehen ist. Anschliefend wenden wir uns unserem Hauptresultat fiir Sichtbarkeits-Mannigfaltigkeiten
zu, welches aussagt, dass ein besonders glinstiges kombinatorisches Modell fiir den dicken Teil existiert.
Dies wird uns in Anwendungen beispielsweise ermoglichen, die Homologie solcher Mannigfaltigkeit durch
ihr Volumen zu kontrollieren.

Als Wermutstropfen ist aufzufassen, dass keine Beispiele bekannt sind, welche die vorliegende Klasse
negativ gekriimmter Sichtbarkeits-Mannigfaltigkeiten — beispielsweise bis auf Homéomorphie oder Dif-
feomorphie — von der zunéchst spezielleren, aber ausfiithrlicher studierten Klasse von Mannigfaltigkeiten
mit strikt negativer Kriimmung (d.h. —1 < K < a < 0) abgrenzen. Wir werden am Ende des Kapitels
in allgemeiner Dimension zumindest zeigen, dass sich tatsdchlich Metriken finden lassen, welche unsere
Krimmungsbedingungen erfiillen, aber nicht bereits im Spezialfall strikt negativer Krimmung enthalten
sind. Es sei jedoch darauf aufmerksam gemacht, dass diese Beispiele durch Abdnderung der Metrik aus
hyperbolischen Mannigfaltigkeiten entstehen, welche also — ausgestattet mit eben dieser hyperbolischen
Metrik — auch —1 < K < a < 0 erfiilllen wiirden.

2.1 Dick-diinn-Zerlegung

Um die Topologie einer negativ gekriimmten Mannigfaltigkeit (und wie wir spéter sehen, auch Orbifal-
tigkeit) zu untersuchen, bietet sich als Hilfsmittel hiufig die Zerlegung in einen dicken und einen diinnen
Teil an. Hierbei existiert fiir den dicken Teil eine globale untere Schranke an den Injektivitatsradius —
was ihn topologisch leicht zu handhaben macht — wahrend die Komponenten des diinnen Teils — wel-
che also aus Punkten mit kleinem Injektivitatsradius bestehen — lediglich von besonders einfacher Form
sind. So stellt sich heraus, dass der diinne Teil ausschliefflich aus Rohren und Spitzen besteht, wobei
Rohren Kugelbiindel iiber der S! (und damit homotopieiquivalent zur S') sind, wihrend sich Spitzen
stets als Produkt einer Mannigfaltigkeit (kleinerer Dimension) mit einer Halbgerade darstellen lassen,

weshalb man sie insbesondere auf den gemeinsamen Rand mit dem dicken Teil retrahieren kann. Eine
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Dicker Teil

Abbildung 2.1: Beispielhafte Darstellung der Zerlegung einer Mannigfaltigkeit in ihren dicken Teil und
diinnen Teil. Der diinne Teil (hier grau eingefirbt) besteht ausschliefilich aus Rohren und Spitzen.

Veranschaulichung der Dick-diinn-Zerlegung ist in Abbildung 2.1 zu finden.

Die Situation im gesamten Abschnitt gestaltet sich wie folgt: Sei X eine n-dimensionale Hadamard-
Mannigfaltigkeit mit Schnittkriimmung —1 < K < 0, welche zusétzlich das Sichtbarkeits-Axiom er-
fillt, sowie I' < Isom(X) ein torsionsfreies Gitter, womit der Quotient M := X/T" eine Sichtbarkeits-
Mannigfaltigkeit mit Schnittkriimmung —1 < K < 0 und endlichem Volumen ist. Umgekehrt ergibt sich
jede solche Mannigfaltigkeit auf diese Weise; beachte 71 (M) = T

Wir wollen nun eine analog zu [2] Theorem 4.5 (dort ohne Beweis) formulierte, abgewandelte Dick-
diinn-Zerlegung beweisen. Dabei ist die wesentliche Anderung im Vergleich zum iiblichen Fall, dass der
Einfluss einzelner Isometrien auf den diinnen Teil — gesteuert iiber das Niveau ihrer Verschiebungsfunk-
tionen — nun verschieden gewichtet wird. Der gewOhnliche, bekannte Fall der Dick-diinn-Zerlegung ergibt
sich dann als Spezialfall fiir eine konstante Wahl der Niveaus. Genauer: Wahle eine konjugationsinvari-
ante Zuordnung y — ¢, fir v € I'\ {id}, wobei wir spéter den Wertebereich ¢, € [, e(n)/2] voraussetzen
werden, mit €(n) dem Margulis-¢ (s.u. Satz 2.1) sowie ¢ € (0,e(n)/2] beliebig. Der diinne Teil X_ von
X ist gemaf

X_:= U {dy < ey}
~yel\{id}
definiert, der dicke Teil hingegen als dessen Komplement X, := X \ X_. Beachte, dass X_ auch von
der Wahl von I' und der Zuordnung < + €, abhéngt, obwohl dies in der Notation unterschlagen wird.
Durch Ubergang in den Quotienten M = X/I" erhalten wir den diinnen Teil M_ := X_ /T sowie den
dicken Teil M, := X, /T, wobei die Wohldefiniertheit durch Lemma 2.2 bzw. 2.3 unten sichergestellt
wird. Der Zusammenhang zwischen der Verschiebung durch Isometrien in X und dem Injektivitatsradius
in M wird dabei mittels der Funktion

dr : X = R, x> dp(z) = d(z)

inf
yer\{id}
hergestellt, welche dr(z) = 2 - InjRad,, (m(x)) fur alle x € X erfiillt (vgl. [4] Abschnitt 8.1), mit 7 : X —
X/T'= M der Projektion in den Quotienten.

Im Wesentlichen iibertragen sich die Eigenschaften aus bereits bekannten Dick-diinn-Zerlegungen

ebenso auf unseren Fall, wobei wir der Vollstandigkeit halber dennoch Beweise fiir die entsprechenden
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Aussagen geben. Es sei auflerdem angemerkt, dass in unseren spéteren Anwendungen eine konstante
Wahl der Niveaus geniigt; uns war zum Zeitpunkt des Beweises der hiesigen Dick-diinn-Zerlegung nur
nicht bewusst, dass dies moglich wére.

Als zentrales Werkzeug in der Dick-diinn-Zerlegung dient das Lemma von Margulis, welches beispiels-
weise in [4] Theorem 9.5 mitsamt Beweis zu finden ist. Wir wéhlen eine gegeniiber [4] Theorem 9.5 leicht

erweiterte Form.

Satz 2.1 (Lemma von Margulis; [25] Theorem 2.1). Es existieren nur von der Dimension n abhdngige
Konstanten e(n) > 0 und m(n) € N, sodass fir jede n-dimensionale Hadamard-Mannigfaltigkeit X mit
Schnittkrimmung —1 < K <0, jede diskrete Gruppe T' < Isom(X), jeden Punkt x € X und jedes e < e(n)
die Gruppe

F.(z):=({yeTl:d,(z) <e})

einen nilpotenten Normalteiler N von Index < m(n) besitzt, also insbesondere virtuell nilpotent ist. Ist

I'.(z) endlich, so ist N sogar abelsch.

Wie iiblich wird das e(n) aus Satz 2.1 auch Margulis-¢ genannt, wihrend m(n) auch als Margulis-m
oder Margulis-Indexkonstante bezeichnet wird.

Die Beweisstrategie der Dick-diinn-Zerlegung folgt der in [4] Kapitel 10, wo jedoch mitunter die star-
kere Krimmungsbedingung —1 < K < a < 0 vorausgesetzt wird. Eine grofie Fiille niitzlicher Aussagen
fiir unsere allgemeinere Situation von Sichtbarkeits-Mannigfaltigkeiten ist dabei [15] (insbesondere Ka-
pitel 3) entnommen. Viele Beweisideen lassen sich auflerdem aus dem anschaulichen Fall hyperbolischer
Mannigfaltigkeiten wie in [5] Kapitel D.3 iibertragen oder liefern zumindest eine Inspiration hierfiir.

Wir beginnen nun mit einer einfachen Aussage iiber das Transformationsverhalten der Subniveaumen-
gen der Verschiebungsfunktion einer Isometrie (vgl. auch Lemma 1.15).

Lemma 2.2. Firv,v" € Isom(X) und a > 0 gilt
Hdy < a} ={dyyy—1 <a}.
Auch die abgeschlossenen Subniveaumengen {d, < a} transformieren sich auf diese Art.
Beweis. Wir beschrénken uns auf {d,, < a}, der Fall < a ergibt sich analog. Ist = € {d, < a}, so folgt
dyyry-1 (y2) = d(yy'y " (y2), v2) = d(y'2, 2) = dy () < a,
also yx € {d,4-1 < a} und somit y{d, < a} C {d,,-1 < a}. Mit dieser Inklusion schlielen wir ebenso
¥ Hdyyym1 < a} € {dymiyy1 -1 <a} = {dy <a},
also {dy,-1 < a} € y{d, < a} und damit die gewiinschte Mengengleichheit. O
Das folgende Lemma ist eine Erweiterung von [4] Lemma 10.2.
Lemma 2.3. Sei W C X_ eine Zusammenhangskomponente von X_. Dann gilt:
1. W ist genau invariant unter T, d.h. fiir v € T gilt entweder YW = W oder yW N'W = §).

2. SindyeT undz € W mitd,(z) <ey, soistyelTw ={yel A W=W}



30 Kapitel 2. Sichtbarkeits-Mannigfaltigkeiten

Beweis. 1. Gemia Lemma 2.2 sowie der Konjugationsinvarianz von -y — e, erhalten wir fiir vo € T’

Yo U {dy <&y} = U Yo{dy < ey}

ver\{id} yer\{id}

U {d gt <o}

yer\{id}

U {dvowo_l < Evowo_l}
yelr\{id}

U {dy <ey},

v’ elr\{id}

also 79 X_ = X_. Somit werden insbesondere Zusammenhangskomponenten auf Zusammenhangs-

komponenten abgebildet; folglich ist W genau invariant unter I.

2. Nach Voraussetzung ergibt sich d,(vz) = d,(x) < e, womit vz ebenfalls in {d, < e} liegt. Da
diese Menge konvex ist, liegt auch die Geodétische von x nach yx in ihr. Somit befinden sich z und

~z in der selben Zusammenhangskomponente, also vx € W. Wegen
YW NW 2 {yz} #0

muss nach 1. bereits YW = W gelten, d.h. v € I'yy.
O

Neben der Wohldefiniertheit von M_ und M, ist obiges Lemma noch fiir eine weitere Erkenntnis
niitzlich: Wegen der genauen Invarianz der Komponenten W erhalten wir eine einfacher zu handhabende
Darstellung des Quotienten (W) C M geméaf (W) = W/Ty .

Das Lemma von Margulis (Satz 2.1) ist insbesondere aus dem Grund von Bedeutung, als dass sich
fiir virtuelle nilpotente Gruppen eine Vielzahl von Aussagen hinsichtlich ihrer Struktur treffen lassen; wir

halten zunéchst fest, dass wir im Fall virtuell nilpotenter Gruppen die Isometrietypen trennen kénnen:

Lemma 2.4 ([15] Lemma 3.1b). Ist N eine virtuell nilpotente Untergruppe von T, so gilt
NCT,={yeTl:yz=2z}

fiir ein z € X (00). Insbesondere sind die nichitrivialen Elemente von N entweder alle hyperbolisch oder
parabolisch. Des Weiteren ist

Fix(v) = Fix(v')
fir alle nichttrivialen v,v" € N erfillt, wobei hier Fix(vy) := {z € X(o0) : vz = z}.

Wegen des folgenden Lemmas werden wir von nun an die Zuordnung v — ¢, stets so wéhlen, dass
ey € [e,e(n)/2] fiir alle y € T\ {id}.

Lemma 2.5 ([15] Lemma 3.1c). Sei A C X eine wegzusammenhdngende Menge mit dr(x) < e(n)/2 fir
alle x € A. Sind v, € T nichttrivial mit d(z) < e(n)/2 und d (2') < e(n)/2 fir geeignete Punkte
x,x' € A, so gilt

Fix(y) = Fix(y').

Korollar 2.6. Sei W eine Komponente von X_ und die Zuordnung vy +— €, so gewdhlt, dass ¢, €
[e,e(n)/2] fir alley € T'\ {id}. Sind v,~" € T’ nichttrivial mit d.(z) < ey und d (2') < ey fiir geeignete
Punkte x,2' € W, so gilt

Fix(y) = Fix(y').
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Beweis. Nach Konstruktion von X_ und wegen e, < e(n)/2 fir alle v € T'\ {id} gilt dr(z) < e(n)/2
fiir alle x € W. Damit erfiillt die Zusammenhangskomponente W von X_ die Voraussetzungen an A in

Lemma 2.5, und wiederum wegen €., < e(n)/2 fir alle nichttrivialen Isometrien folgt nun die Behauptung.
O

Untenstehendes Lemma besagt, dass sich die verschiedenen Isometrietypen auch anhand der Kompo-

nenten des dinnen Teils trennen lassen.

Lemma 2.7. Sei W C X_ eine Zusammenhangskomponente von X_ und bezeichne erneut Ty = {v €
T': yW = W}. Dann sind alle nichttrivialen Elemente von Ty entweder hyperbolisch mit gemeinsamer

Achse A oder parabolisch mit gemeinsamem Fizpunkt z € X (00).

Beweis. Der Beweis orientiert sich am entsprechenden Schritt in [4] Lemma 10.3; wir miissen jedoch die
dortigen Aussagen (*) bzw. Lemma 10.2 durch unsere Entsprechungen ersetzen, also Korollar 2.6 bzw.
Lemma 2.3. Sei

B:={y eI\ {id} : Es existiert € W mit d,(z) < e}

Nach Korollar 2.6 stimmen fiir beliebige v, € B die Fixpunktmengen iiberein; da bei vorliegendem
Sichtbarkeits-Axiom parabolische Isometrien genau einen Fixpunkt haben und hyperbolische genau zwei,
kénnen wir folgern, dass die Elemente von B entweder alle hyperbolisch sind — mit eindeutiger gemein-
samer Achse A — oder alle parabolisch mit gemeinsamem Fixpunkt z € X (00). Beachte aufilerdem, dass
gemif Lemma 2.3 Aussage 2. bereits B C I'yy erfiillt ist.

Ist v € Ty nichttrivial und « € W, so ist vz € W. Nach Definition von W C X_ = U'y’EI‘\{id}{d’Y’ <
ey} ist damit yo € {dg < eg} fir ein § € I'\ {id}. Offensichtlich gilt fiir dieses § bereits § € B, womit
wir

ep > dg(yz) = d(Byx, yx) = d(v~ ' Byz, ) = dy-1 5, (2)

erhalten; nach Konjugationsinvarianz ist aber .-15, = €5 und folglich v~! v € B.

Fiir hyperbolisches 8 mit Achse A ist v~ ' A die Achse der ebenfalls hyperbolischen Isometrie y~'3y €
B (vgl. Lemma 1.15). Da die Achsen zweier hyperbolischer Elemente aus B {ibereinstimmen, erhalten wir
A =~71A. Somit lisst v die Achse A invariant und ist damit gemi Lemma 1.25 selbst hyperbolisch mit
Achse A.

Sei anderenfalls 8 parabolisch mit Fixpunkt z € X (00), womit B auch nur aus parabolischen Isometrien
mit selbem Fixpunkt z besteht. Wegen v~ '3y € B erhalten wir somit

Y 18y(2) =z, also B(yz) = vz

Folglich ist vz ebenfalls ein Fixpunkt der parabolischen Isometrie 3, weshalb bereits vz = z gelten muss,
d.h. z ist ein Fixpunkt von ~y; da sich aber geméafl Lemma 1.35 hyperbolische und parabolische Isometrien

in der diskreten Gruppe I' keine gemeinsamen Fixpunkte teilen kénnen, muss auch ~ parabolisch sein. [

Die folgenden Aussagen hinsichtlich des Verhaltens der infimalen Verschiebung dr in der Ndhe von

parabolischen Fixpunkten erweisen sich spéter fiir die Behandlung der parabolischen Gruppen als niitzlich.
Lemma 2.8. Ist z € X (00) Fizpunkt einer parabolischen Isometrie aus T, so gilt:

1. ([15] Lemma 3.1e) Fir jedes § > 0 existiert eine unter I' genaw invariante Horosphdre HS um z,
sodass fiir jeden Punkt x aus der abgeschlossenen Horokugel HK um z, die von HS berandet wird,
bereits dr(z) < 6 gilt.
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2. ([15] Lemma 3.1f) Ist ¢ eine Geoddtische in X mit c(c0) = z, so existiert eint; € R mit dr(e(ty)) >

e(n)/2.

Wir erinnern daran, dass nach Lemma 1.30 hyperbolische Gruppen bereits isomorph zu Z sein miissen.

Fir den parabolischen Fall lasst sich die Struktur von I'yy ebenfalls ndher angeben.

Lemma 2.9. Im parabolischen Fall gilt Ty =T, mit T, = {y € T : vz = z} dem Stabilisator des
gemeinsamen Fizpunkts z € X (00) der parabolischen Elemente von TI'yy. Damit sind insbesondere alle

nichttrivialen Elemente von I', parabolisch mit Fixpunkt z.

Beweis. Nach Lemma 2.7 gilt offensichtlich I'yy C T',. Sei andererseits v € ', gegeben. Geméfi Lemma
2.8 erhalten wir eine unter I' genau invariante Horokugel HK C W um z mit dr(z) < € fiir alle z € HK.
Wegen vz = z wird HK unter v auf eine Horokugel HK’ um z abgebildet; da HK und HK' als
Horokugeln um den selben Punkt im Unendlichen nichtleeren Schnitt aufweisen, muss nach genauer
Invarianz von HK unter I" bereits HK' = HK, also yYHK = HK gelten. Aufgrund von HK C W gilt
folglich yW N W = (), weshalb sich gemif Lemma 2.3 nun YW = W ergibt, also v € I'yy.

Da T'y im vorliegenden Fall nach Lemma 2.7 mit Ausnahme der Identitdt nur aus parabolischen
Elementen mit gemeinsamem Fixpunkt z besteht, ist dies wegen I'yy = T, trivialerweise auch fir T,
erfiillt (alternativ nutze Korollar 1.38). O

Die Unterscheidung zwischen hyperbolischen und parabolischen Gruppen I'yy wird es uns erleichtern,

die Struktur der Komponenten des diinnen Teils zu bestimmen.

Lemma 2.10. Sei U :=7(W) (2 W/T'w), womit U C M eine Zusammenhangskomponente von M_ =
X_ /T ist. Dann ist U genau dann beschrinkt, wenn in Lemma 2.7 der hyperbolische Fall eintritt (und

entsprechend genau dann unbeschrinkt, wenn in Lemma 2.7 der parabolische Fall eintritt).

Beweis. Erneut greifen wir wesentlich auf Ideen aus [4] Kapitel 10, insbesondere Lemma 10.3, zuriick.
Ist U beschrinkt, so ist der Abschluss U von U kompakt und der Injektivitidtsradius nimmt folglich
ein Minimum in einem p € U an. Wire p im Rand von U, so wire nach Konstruktion von U bzw. W
ein Urbild p von p im Rand von W, also nach Konstruktion von W im nichtleeren Durchschnitt von
Réndern abgeschlossener Subniveaumengen {d, < e,}; fiir solche v ist jedoch die Verschiebung d~(p)
maximal, namlich gleich ¢,. Wegen der Beziehung 2 - InjRad,;;(p) = dr(p) kann damit p kein Minimum
des Injektivitatsradius sein. Folglich nimmt der Injektivitdtsradius ein Minimum in einem p € U an.

Insbesondere ist p € W ein Minimum von dr, also dr(p) = d.(p) fiir ein v € T', wobei nach Lemma 2.3
bereits v € I'yy gilt. Wire v parabolisch, so wére geméafl Lemma 1.25 der Mittelpunkt m der Geodétischen
von p nach yp ein Punkt in W mit d,(m) < d(p), im Widerspruch zur Minimalitdt von dr auf W in p.
Folglich muss « hyperbolisch sein, weshalb nach Lemma 2.7 bereits alle nichttrivialen Elemente in 'y
hyperbolisch mit gemeinsamer Achse sind.

Sind umgekehrt alle nichttrivialen Elemente von I'yy hyperbolisch mit gemeinsamer Achse A, so wollen
wir zeigen, dass U beschriankt ist. Nach Lemma 1.30 ist 'y zyklisch erzeugt von einem hyperbolischen
Element 7o mit Achse A. Sei tg > 0 die Translation der Achse A unter ~q. Es folgt, dass 7§ (k € Z) die
Achse A um |k| - to transliert. Wahle kg € N maximal derart, dass

ko -to < @, aber (ko +1)-to > @
Wegen £(n)/2 > ¢, fiir alle vy € T'\ {id} folgt damit, dass {d,s < e} = 0 fiir alle x € Z mit |x] > ko.
Schreiben wir

G = {'yako,...,'yal,'yo,...,750}7
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so erhalten wir die explizite Darstellung

W = U {dy < ey}
yeG

Jede der — endlich vielen — Mengen {d, < ¢} (y € G) ist nach Lemma 1.29 in einer geeigneten Umgebung
von A enthalten; genauer gilt

{dy < ey} C(A)r,

mit passenden R, > 0. Fur Ry := max{R, : v € G} folgt somit W C (A)g,. Die Achse A selbst wird
unter der Wirkung von I'yy zu einer geschlossenen Geodatischen mw(A) der Lange ¢y in M = X/T. Es
ergibt sich U C Bpg,(7(A4)), womit auch U selbst beschrénkt ist.

Zusammenfassend haben wir damit gezeigt, dass U genau dann beschriankt ist, wenn in Lemma 2.7
der hyperbolische Fall fiir I'yy eintritt. Dies ist nach Dichotomie dquivalent zur Aussage, dass U genau

dann unbeschrankt ist, wenn in Lemma 2.7 der parabolische Fall fiir I'yy eintritt. O
Die beschrankten Komponenten von M aus dem folgenden Lemma nennen wir wie iiblich Rohren.

Lemma 2.11. Ist U = w(W) beschrankt, so ist U homdomorph zu einer Rohrenumgebung einer geschlos-
senen Geoddtischen der Linge < e(n)/2. Anders ausgedriickt ist U homéomorph zu einem D™~ '-Biindel

tiber der S' und damit homotopiedquivalent zur S*.

Beweis. Ist U beschrénkt, so wissen wir nach dem Beweis von Lemma 2.10, dass W sich als endliche
Vereinigung von Mengen {d, < e} ergibt, welche selbst wiederum beschrénkte und konvexe Umgebungen
der Achse A der hyperbolischen Elemente aus I'yy sind. Faserweise ist W damit homéomorph zur (n—1)-
dimensionalen Kugel D"~ !, d.h.

w2 {AWMY) W = D!

fiir alle t € R. Ferner ist ein Fundamentalbereich der Gruppenwirkung von I'yy auf W durch
ng (A([Ovt()])) nw = Dn_l X [OvtO]

gegeben (erneut bezeichne ¢y die Translation von A unter dem zyklischen Erzeuger ¢ von W). Beztiglich
obiger Produktstruktur auf dem Fundamentalbereich kann die Wirkung von -y nun als Verklebung von
D=1 x {0} mit D"~! x {to} entlang eines geeigneten Homdomorphismus v/ : D=1 — D=1 aufgefasst
werden. Dies ist aber nichts anderes als der Abbildungstorus des Homoomorphismus +’. Folglich ist
W/Tyw = (W) = U homdomorph zum Abbildungstorus von v’ : D"~1 — D"~! und damit ein D"~1-
Biindel iiber der S!. O

Unbeschrinkte Komponenten von M wie im folgenden Lemma werden Spitzen genannt.

Lemma 2.12. Ist U = n(W) unbeschrinkt, so ist U homdomorph zu V x (0,00) mit einer (n — 1)-
dimensionalen, kompakten Mannigfaltigkeit V.. Bezeichnet OU den Rand von U in M = X/T, so existiert

eine starke Deformationsretraktion von U auf OU .

Beweis. Die wesentliche Aussage ist im folgenden Fakt enthalten.
Fakt A. ([15] Theorem 3.1) M hat nur endlich viele topologische Enden, welche auflerdem stets
Spitzen sind. Jedes Ende besitzt eine Umgebung, die C!-diffeomorph zum Produkt V' x (0, c0) ist,
wobei V eine geeignete (n—1)-dimensionale, kompakte C2-Untermannigfaltigkeit von M bezeichnet.
Fakt A liefert uns also eine Produktstruktur weit entfernt von OU; um hieraus auf eine globale Pro-

duktstruktur der Spitze zu schlieflen, greifen wir auf untenstehende Beobachtung zuriick.
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Fakt B. ([15] Lemma 3.1g und dessen Beweis) Sei z € X(oo) der parabolische Fixpunkt von
'y = I'.. Ist HS eine Horosphére um z, so ist HS/I', eine (n — 1)-dimensionale, kompakte C2-
Mannigfaltigkeit.

Beachte, dass sich gemafl Lemma 2.8 immer eine (abgeschlossene) Horokugel HK C W um z finden
lasst; sei HS die HK berandende Horosphére. Indem wir auf die Zerlegung X = HS x R zuriickgreifen
(wobei der R-Faktor den Geodétischen hin zum parabolischen Fixpunkt z entspricht, sowie HS = R"~1),
sehen wir bereits, dass U' :=7(HK) 2 HK/T', 2 HS/T', x [0, c0).

Wir merken an, dass

W= |J {dy<e}
v€Tw \{id}
und erinnern daran, dass die d, (fiir v € I'yy \ {id}) entlang der obigen Geodétischen mit Endpunkt z
streng monoton sind. Bezeichnet B(t) alle Punkte in W, welche durch obigen Fluss entlang der Geodé&-
tischen zu z nach genau t Zeiteinheiten von OW ausgehend erreicht werden, so sehen wir unmittelbar,
dass jedes B(t) homoomorph zu HS ist (jede der Geodéatischen schneidet sowohl B(t) als auch HS in
einem eindeutigen Punkt). Da die B(t) ferner invariant unter der I'-Wirkung sind, liefert uns dies wegen
Ui>o B(t) = W auch die gewiinschte globale Produktstruktur auf U.

Dass sich eine Spitze stets auf ihren gemeinsamen Rand mit dem dicken Teil retrahieren l&sst, ist
ein Standardargument, welches den oben erwdhnten Fluss entlang der Geodétischen vom parabolischen
Fixpunkt z fort verwendet (vgl. auch [15] Kapitel 3, insbesondere der Absatz nach Theorem 3.1). O

Verschiedene Komponenten von X_ weisen einen gleichméfiigen Mindestabstand voneinander auf:

Lemma 2.13. Es existiert eine nur von der Dimension n abhdngige Konstante 6 = §(n) > 0, sodass fiir

verschiedene Zusammenhangskomponenten W und W' von X_ bereits AW, W') > § gilt.

Beweis. Setze

Schreibe von nun an abkiirzend 6 := 6(n). Seien € W und 2’ € W', d.h. z € {dy < ey} und 2’ € {dy <
e} fiir geeignete v € I'yy bzw. 7/ € T'y. Angenommen d(x, 2") < 6, so folgt mit der Dreiecksungleichung

und wegen e+, < e(n)/2 schon

2e(n) n e(n) _ 3e(n) -

d’Y(x/) S 2d(1’, LU/) + d’Y(‘r) < 26 + E’Y S 8 2 4 (n)

Somit gilt v € Ty (2') (und o € T gy (2”) wegen do/(2') < e < e(n) ohnehin); nun ist aber T'y(,)(z')
geméf Satz 2.1 virtuell nilpotent, weshalb nach Lemma 2.4 folgt, dass I'c(,y(2") C T'; fiir ein geeignetes
2 € X(00). Damit erhalten wir v, € T,.

Angenommen 7y ist parabolisch, so tritt in Lemma 2.7 der parabolische Fall ein und es folgt mit Lemma

2.9 nun I'yy =T',. Wegen + € T',, ist somit 4" € 'y, wobei wir W erneut als

W= U {dy <ey}
~yelw \{id}
darstellen. Es folgt {d, < e/} C W und damit 2’ € W, also W = W".

Ist andernfalls v hyperbolisch, so tritt in Lemma 2.7 der hyperbolische Fall ein. Sei A die gemeinsame
Achse der nichttrivialen Elemente aus T'yyy. Wegen v € T', konnen wir ohne Einschrankung z = A(o0)
annehmen. Nach Korollar 1.38 besteht I", \ {id} somit aus hyperbolischen Elementen, welche die gleichen
Fixpunkte wie 7 aufweisen, also neben z = A(oo) auch A(—oo) fixieren. Folglich besitzt bereits jedes
" € T, \ {id} ebenfalls die eindeutige Achse A; insbesondere ist A auch die Achse der nun ebenso
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hyperbolischen Isometrie 7 € I',. Da {d, < €./} zusammenhéngend ist und A enthélt, liegt {d,/ < e/} in
der selben Zusammenhangskomponente von X_ wie A, also in W. Wir folgern wiederum {d,, < e, } C W,
also ' € W und damit W = W". O

Das vorangegangene Lemma 2.13 ermoglicht es uns, die Anzahl der Komponenten von M_ = X_ /T’

linear im Volumen zu beschrianken.

Lemma 2.14. Es existiert eine nur von € und der Dimension n abhingige Konstante C = C(g,n) > 0,
sodass die Anzahl an Zusammenhangskomponenten von M_ = X_ /T durch C' - Vol(X/T') beschrankt ist.

Beweis. Der Beweis verlduft nach einem bekannten Standardargument, wobei jedoch durch die variable
Wahl der Niveaus ¢, € [¢,e(n)/2] eine zusétzliche Abhéngigkeit von ¢ erzeugt wird.
Seien U und U’ verschiedene Komponenten von M_, welche wir wie iiblich als U = W/T'y und
U =W’ /Ty fiir geeignete Komponenten W, W' von X_ darstellen konnen. Gemif obigem Lemma 2.13
existiert ein § := d(n) > 0, sodass d(W, W') > ¢ > 0. Insbesondere sind die §/2-Umgebungen von W und
W' disjunkt, d.h.
(W)sj2 N (W')s/2 = 0.

Wihle x € (W)s/4 \ W, womit = insbesondere nicht in X_ enthalten sein kann; nach Konstruktion von
X_ gilt wegen e, > € somit dr(z) > e. Folglich projiziert die Kugel K von Radius p := min{e/2,6/4} um
x injektiv nach M = X/T', weshalb ihr Volumen mit dem ihres Bildes w(K) C M iibereinstimmt. Dieses
Verfahren kénnen wir fiir jede der verschiedenen Komponenten U von M_ durchfithren und erhalten so
jeweils eine Kugel m(K) in M. Beachte, dass wegen der Wahl von x € (W);5,4 \ W sowie p < §/4 diese
Familie von Kugeln aulerdem paarweise disjunkt in M liegt.

Fir Kugeln in X gilt wegen der Kriimmungsschranke K < 0, dass

Volx (BX (p)) > Volgn (BX") =: V(r,n) (fiir allgemeine Radien 7).

Folglich kénnen hochstens

1
Voo VI

disjunkte Kugeln von Radius r in M = X/T" (isometrisch zu solchen in X) existieren; es ergibt sich, dass
die Anzahl an Komponenten von M_ durch C - Vol(X/T") beschrankt ist, mit C' := 1/V(p,n). Da p nur
von € und § = §(n) abhéngig war, ist C' lediglich von £ und n abhéngig. O

Wie auch im iiblichen Fall ist der dicke Teil kompakt und ab Dimension n > 2 zusammenhéngend.
Lemma 2.15. M, = X /T ist kompakt.

Beweis. Der Beweis kann vollkommen analog zum Fall hyperbolischer Rdume H™ wie in [5] Proposition
D.2.6 gefiihrt werden.

Waihle eine maximale e-diskrete Teilmenge M C M, (diese existiert nach Lemma von Zorn), d.h.
d(p1,p2) > e fir alle pj,ps € M.

Damit sind die Kugeln Bé”/fz (p) in M von Radius /2 um die Punkte p € M disjunkt. Nach Konstruktion
von X gilt wegen €, > € bereits dr(z) > € fiir alle € X ; hieraus folgt auBlerdem, dass die Bé‘?f 4(p)
isometrisch zu einer Kugel ng J(x) in X fiir € X mit 7(xz) = p sind. Somit stimmen insbesondere
die Volumina der Bé\f 4(p) und ihrer zugehorigen Bs)j 4(x) iiberein, welche aufgrund der Kriimmungsbe-
dingungen geméaf

n

Volx (BX (2)) > Volgn (BX") =: V(r,n) (fir r >0 und p € X)
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durch V(g/4,n) nach unten beschrinkt ist. Es folgt

M| < Vol(X/T),

1
Ve/4,n)

was nach Voraussetzung endlich ist. Aufgrund der Maximalitdt von M ergibt sich zudem

My C U By (p)-
pEM

Da M endlich ist, muss M, folglich beschréankt sein; somit ist M, als abgeschlossene und beschrankte
Teilmenge der vollstdndigen Mannigfaltigkeit M kompakt. O

Lemma 2.16. M, ist fiir n > 2 zusammenhdngend.

Beweis. Da wir geméfl Lemma 2.12 die Spitzen auf ihren Rand zusammenziehen kénnen, ohne an den
Zusammenhangseigenschaften von M bzw. M, etwas zu dndern, kénnen wir ohne Einschriankung den
Fall von kompaktem M betrachten.

Nach Lemma 2.11 entsteht somit X aus X durch Entfernen von — wegen Lemma 2.14 endlich vielen
— I'-Orbits von Réhrenumgebungen geeigneter Geodéatischer; ferner besitzen diese aufgrund von Lemma
2.13 einen gleichmafig positiven Abstand voneinander. Mithilfe der Identifikation X = R" sehen wir, dass
X4 fiir n > 2 zusammenhéngend ist, was sich mittels der Stetigkeit der Projektion = : X — X/T" = M
auf M, = n(X,) ubertragt. O

Wir fassen die Ergebnisse dieses Abschnitts im folgenden Satz zusammen.
Satz 2.17. Es gilt:

1. My ist eine kompakte Mannigfaltigkeit mit Rand.
2. Ab Dimension n > 2 ist My zusammenhdngend.

3. Die Anzahl an Zusammenhangskomponenten von M_ ist durch C - Vol(M) beschrankt, wobei C' =

C(g,n) > 0 eine nur von € und der Dimension n abhdngige Konstante ist.

4. Die Zusammenhangskomponenten U von M_ sind stets von genau einer der beiden folgenden For-

men:

- Réhren (beschrinkte Komponenten), d.h. U ist homomorph zu einem D"~'-Biindel iiber der

St und damit homotopieiquivalent zur S*.

- Spitzen (unbeschrankte Komponenten), d.h. U ist homéomorph zu V x (0, 00) mit einer (n—1)-
dimensionalen, kompakten Mannigfaltigkeit V. Bezeichnet OU den Rand von U in M = X/T,

so existiert eine starke Deformationsretraktion von U auf OU.

Insbesondere ist M homotopiedquivalent zur kompakten Mannigfaltigkeit My mit Rand, die sich
durch Zusammenziehen der Spitzen auf ihren gemeinsamen Rand mit M ergibt. Anders ausgedriickt

entsteht My als Vereinigung von M, mit den endlich vielen Réhren. (Il
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2.2 Effizientes simpliziales Modell

Erneut befinden wir uns in der Situation des vorangegangenen Abschnitts: X sei eine Hadamard-Mannig-
faltigkeit mit Schnittkrimmung —1 < K < 0, welche zudem das Sichtbarkeits-Axiom erfiillt, sowie I' <
Isom(X) ein torsionsfreies Gitter. Mithin ist M := X/I" eine (Sichtbarkeits-)Mannigfaltigkeit endlichen
Volumens mit obigen Krimmungsschranken. Unser endgiiltiges Ziel besteht darin, die Homologie von
M — insbesondere ihre Torsion — durch das Volumen zu kontrollieren. Die Grundidee hierfiir lautet, ein
besonders giinstiges kombinatorisches Modell fiir M zu finden. Genauer werden wir eine gute Uberdeckung
des dicken Teils konstruieren, womit sich nach der Nerven-Konstruktion die Homotopiedquivalenz zu
einem geeigneten Simplizialkomplex ergibt; das anschlieBende Anfiigen des diinnen Teils wirkt sich dann
nur noch unwesentlich auf die Homologie aus.

Die Beweisstrategie stimmt in ihren Grundziigen mit der aus [2] {iberein, wobei wir wegen der allge-
meineren Kritmmungsbedingungen einige Anderungen vornehmen mussten. Der Fluss weg vom diinnen
Teil — welcher aus Subniveaumengen der Verschiebungsfunktionen der v € T' besteht — wird in der dor-
tigen Arbeit unter Ausnutzung der Tatsache konstruiert, dass fiir kommutierende Isometrien stets eine
»gute Richtung® zwischen ihren Subniveaumengen existiert; dies hétte in unserer Arbeit in der Hinsicht
Probleme bereitet, als dass im Falle von Spitzen wegen der fehlenden virtuellen Nilpotenz der paraboli-
schen Gruppen I', keine ,,guten Richtungen®“ mehr garantiert wiaren. Wir haben deshalb als naheliegenden
Ersatz den kanonischen Fluss, gegeben durch die Projektionen hin zum parabolischen Fixpunkt, gewahlt
(analog sind wir auch bei Rohren vorgegangen — mit den Projektionen hin zur Achse —, obwohl dies
dort nicht notig gewesen wire). Wegen fehlender Winkelaussagen fiir diesen Fluss ist jedoch nicht mehr
sichergestellt, dass eine Uberdeckung durch gewdhnliche Kugeln in gewisser Weise stabil unter dem Fluss
bleibt; da sich jedoch die Uberdeckung (welche mittels der Nerven-Konstruktion homotopiedquivalent
zum gewinschten Simplizialkomplex ist) homotopiedquivalent auf den zu tiberdeckenden dicken Teil —
iiber welchen die Uberdeckung im Allgemeinen hinausragt — retrahieren lassen muss, mussten wir die Sta-
bilitit der Uberdeckungsmengen auf andere Weise gewihrleisten. Dies geschieht dadurch, dass der Teil
der Mengen, welcher iiber den dicken Teil (bzw. dessen Schrumpfung) hinausragt, abgeschnitten wird,
und anschlieffend der verbleibende Teil entlang der gegebenen Flusslinien fortgesetzt wird. Durch dieses
Abschneiden kénnen sich jedoch Probleme bei der Kontrahierbarkeit der entstehenden Mengen bzw. ihrer
Durchschnitte ergeben, was wir mittels einer weiteren Zerschneidekonstruktion umgehen mussten.

Es sei darauf aufmerksam gemacht, dass in der erst kiirzlich erschienenen Arbeit [21] nun doch die
virtuelle Nilpotenz der parabolischen Stabilisatorgruppen I', bewiesen wurde. Zum Zeitpunkt der Ent-
stehung unserer Arbeit war dieses Resultat aber noch nicht verfiighar, weshalb wir den oben geschilder-
ten Ansatz gewéhlt haben; mithilfe von [21] sollte sich jedoch die urspriingliche Strategie aus [2] mehr
oder weniger problemlos auf die von uns betrachtete Situation von Sichtbarkeits-Mannigfaltigkeiten mit
—1 < K < 0 iibertragen lassen.

Beginnen wir nun mit unserer Beweisfithrung. Wir greifen auf die Dick-diinn-Zerlegung aus dem
vorigen Abschnitt zuriick, vgl. Satz 2.17. Hierbei wihlen wir € := ¢(n)/4 und setzen e, := ¢ fiir alle
~v € I'\ {id}, d.h. wir verzichten auf eine variable Wahl der Niveaus; erneut ist €(n) das Margulis-¢ (vgl.
Satz 2.1). Die restliche Notation wird tibernommen: X und M, bezeichnen also jeweils den dicken Teil
von X und M, wahrend X_ und M_ die diinnen Teile darstellen. Aufgrund der konstanten Wahl der
Niveaus konnen wir X nun wie im Standardfall als X, = {z € X : dr(z) > ¢} auffassen. Mithilfe von
0 = 6(n) aus Lemma 2.13 definieren wir die Schrumpfungen der dicken Teile von M bzw. X geméf

M, =X, /T =M\ (M_)s5, mit X\ :=X\(X_)su.

Nach Wahl des Werts §/4 ist aufgrund der Definition von § insbesondere sichergestellt, dass durch die
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Schrumpfung — anschaulich gesprochen — keine neuen Locher in den dicken Teil gerissen werden, d.h. die
Zusammenhangskomponenten von (M_);,4 befinden sich in Bijektion mit denen von M_, und analog
fiir die Situation in X. Tatséchlich gilt genauer d(W, W') > §/2 fiir verschiedene Komponenten W und
W’ von (X_)s/s (vgl. Lemma 2.13 bzw. spiter Lemma 2.19). Die Motivation hinter der Einfithrung
der Schrumpfung besteht darin, dass wir auf diese Weise auch bei iiber den geschrumpften dicken Teil
hinausragenden Mengen die Kontrolle iiber den Injektivitdtsradius so lange nicht verlieren, wie wir uns

noch im (ungeschrumpften) dicken Teil befinden.

2.2.1 Grundlagen

Zunéichst werden wir formal begriinden, was anschaulich offensichtlich erscheint, ndmlich dass die oben
definierte Schrumpfung von M, auf M eine Homotopiedquivalenz darstellt; genauer konstruieren wir
eine starke Deformationsretraktion F' von X auf X, welche nach I'-Aquivarianz zu einer starken De-
formationsretraktion f von M, auf M/ absteigt.

Nach obiger Definition der Schrumpfung mittels des Werts 6/4 haben wir gesehen, dass die Zusam-
menhangskomponenten von X_ in Bijektion zu denen von (X_)s/4 stehen. Ist W eine Komponente von
X_,soist W' := (W)s,4 \W die entsprechende Komponente von X \ X', , welche wir auf X | retrahieren
wollen. Bezeichne von nun an W die Menge aller solchen W’. Abhéngig davon, ob fur W der parabolische
oder der hyperbolische Fall eintritt (d.h. ob 7(W) eine Spitze oder Rohre in M ist), werden wir die
Retraktion von X auf X’ entlang von passenden Flussgeodétischen definieren.

Parabolischer Fall

Betrachte zunichst den parabolischen Fall, d.h. (W) ist eine Spitze in M. Sei z € X (c0) der zugehorige
parabolische Fixpunkt — womit insbesondere I'yy = I', gilt — und fir jedes * € OW bezeichne ¢, die
Geodatische durch  mit Endpunkt z, d.h. ¢;(0) = 2 und ¢;(—o00) = z (die Flussrichtung fiithrt also von z
fort). Wir erinnern daran, dass die Funktion ¢t — d(c(t)) fiir jedes nichttriviale v € I', streng monoton
steigt, weshalb ¢, (¢) fiir alle ¢ < 0 im Inneren von W und fiir alle ¢ > 0 auflerhalb des Abschlusses von
W verlduft. Ferner sind die zu verschiedenen x, 2’ € OW gehdrigen ¢, ¢,s disjunkt. Folglich erhalten wir
fir alle y € W’ eine Darstellung y = ¢, (t,) mit eindeutigen € OW und t, > 0. Bezeichne T,, > 0 den
Zeitpunkt, zu dem c, erstmalig X/ betritt.

Lemma 2.18. Die Eintrittszeit
TZ@W*)(0,00), =T,

ist eine wohldefinierte, stetige Abbildung.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Wohldefiniertheit. Ist 3’ ein Punkt aus dem Rand von X', so gilt
dly', X_) = §/4, d.h. es existiert ein y € IX_ mit d(y',y) = §/4. Wegen dr(y) = e folgt mittels

Dreiecksungleichung
dr(y') <dr(y) +2-d(y',y) =c+0/2=e(n)/4+£(n)/16 < £(n)/2.

Geméf Lemma 2.8 gilt jedoch ebenso dr(c;(t)) > e(n)/2 fiir ein passendes t € R; wegen dr(c;(0)) =
dr(z) = € = £(n)/4 ergibt sich die Existenz eines Schnittpunkts von ¢, mit X/ somit aus dem Zwischen-
wertsatz. Folglich ist T, wohldefiniert.

Sei x € OW beliebig; wir zeigen, dass die Eintrittszeit stetig in = ist. Beachte hierfiir, dass wir — da
T eine Abbildung zwischen metrischen Ridumen ist — lediglich die iibliche €¢-dp-Definition der Stetigkeit

nachpriifen miissen. Sei also 9 > 0 gegeben; wir miissen ein dy > 0 finden, sodass [T, — Ty| < ¢¢ fur
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w

Abbildung 2.2: Darstellung einer beispielhaften Situation im Beweis der Stetigkeit der Eintrittszeit x —
T,. Die Kugeln um 7 bzw. x5 besitzen Radius §; < £9/4 bzw. 62 < £9/4, wihrend die Kugel um ¢, (T)
von Radius < g¢/2 ist. Der Punkt 2’ weist einen Abstand von héchstens £o/4 von x auf.

alle y € OW mit d(x,y) < . In Abbildung 2.2 ist das weitere Vorgehen bildhaft dargestellt. Wihle
einen Punkt z; auf ¢, so, dass #;1 € W’ \ W und x; in weniger als €0/2 Zeiteinheiten auf X' trifft, d.h.
r1 = cp(ty,) fir ein t,, > T, —eo/2. Da W'\ W offen ist, finden wir ein §; > 0, sodass By (z1) C
W'\ W; beachte d; < g9/2. Sei 2’ € OW N B€X0/4(m) ein weiterer Punkt, fiir den ein Schnittpunkt
2y € cw([0,00)) N By (x1) # O existiert; auch dieses 2} hat eine Darstellung @} = ¢4, () fiir ein

tyr < Tys. Ohne Einschrdnkung nehmen wir 01 < €0/4 an. Es gilt
ty, = d(z, 1) < d(x,2") +d(2',2}) + d(z), z1)
und wir erhalten
te, = d(a’,x7) >ty —d(z,2") — d(2),21) > ts, —€0/4 —€0/4 =tz —0/2.
Diese Ungleichung ergibt zusammen mit t,, > T, —€0/2 (s.0.) sowie t,; < Ty (s.0.) nun
Ty >ty >ty —€0/2> Tp — €0/2 — £0/2 = Ty — 0. (2.1)

Umgekehrt wissen wir, dass ¢, ((T;, T, +1)) fiir hinreichend kleines ¢ > 0 im Inneren von X', liegt; folglich
lisst sich ein xo auf ¢, im Inneren von X!, finden, sodass x5 spétestens €y/2 Zeiteinheiten nach Eintritt
von ¢, in X/ erreicht wird (hierzu sei ohne Einschrankung g in Bezug auf ¢ hinreichend klein gegeben).
Beziiglich der Darstellung zo = ¢, (t4,) gilt also t,, < T} +€0/2. Da x2 im Inneren von X/, liegt, finden
wir ein do > 0, sodass ng(xg) C X!, wobei wiederum ohne Einschréankung dy < £0/4 gelte. Ist analog zu
oben nun 2’ € W N BX  (x) ein Punkt mit existierendem Schnittpunkt @4 € ¢, ([0, 00)) N By (x2) # 0,

0/4

so wiihle die Darstellung x5 = ¢, (t,;) fiir passendes t,; > T,s. Erneut ergibt sich

ty = d(2', xy)
<d(z',x) + d(z,x2) + d(x2,x5)
=ty, +d(z',z) + d(z2,5)
<ty, +€0/4+e0/4
=ty +€0/2
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und es folgt
T <ty <ty +e0/2<Tp+e0/2+¢c0/2="T;+eo. (2.2)

Betrachte nun die stetige! Abbildung
c: W xR—= X, (z,t)— c(z,t) :=ci(t).

Das Urbild der offenen Kugel ByX (1) unter ¢ liefert nach Projektion auf den Faktor W geméf$ Definition
der Produkttopologie die Existenz einer offenen Umgebung Uw(l) C OW von z in OW, sodass fiir alle 2’ €
él) der Fluss entlang von c,s die Kugel Bgf (21) schneidet. Setzen wir ohne Einschrankung BEX0 / 4(7) C

U;l) voraus — sonst gehen wir einfach zur offenen Umgebung Uil) N ng / 4(x) von x in OW iiber —, so

erhalten wir geméfi Ungleichung (2.1) also
Tw’ > Tz — €0

fiir alle 2/ € USY. Analog folgt mittels des Urbilds von B (x2) die Existenz ciner offenen Umgebung
2 C OW von z in W, sodass aufgrund von Ungleichung (2.2)

Ty <Tp+eg
fir alle 2’ € UQE?)

Umgebungen eine offene Kugel B um z in OW, sodass

gilt. Fassen wir beide Aussagen zusammen, so finden wir im offenen Schnitt dieser

‘Tr 7T’I‘/‘ < &g

fiir alle 2’ € B; der Radius d¢ von B ist damit das gewiinschte dg fiir die Definition der Stetigkeit. Folglich
ist die Eintrittszeit T stetig in # und somit — da x beliebig war — stetig auf ganz OW. O

Hiermit erhalten wir insbesondere eine Darstellung von W’ als W’ = (J, gy ¢ ([0, T%)), wobei diese
Vereinigung disjunkt ist.
Definiere nun einen Fluss Fy : Xy x [0,1] = X durch

cx((1—=t)t, +t-T,) fallsy=cy(t,) € c:([0,T,)) T W',
Fur(y.1) = (A=1)-t, ) Yy = cal(ty) € c2([0,T7))
) sonst.

Dieser ist stetig? und I',-dquivariant, wie wir nun zeigen. Sei hierzu v € T', und y € X,. Wir halten
zunéchst fest, dass yc; = ¢y4; denn da « den Fixpunkt z = c¢,(—o0) € X(o00) besitzt, ist yc, eine
Geodétische durch vz mit (ye;)(—00) = 72 = 2 = ¢, (—00) und die Eindeutigkeit der Geodétischen von
vz nach z hat zur Folge, dass yc, = ¢y, gelten muss. Ebenso erhalten wir mit dieser Argumentation,
dass Ty = T,. Angenommen y € W', d.h. y = ¢,(t,) fur passendes z € OW und t, € [0,T), so ergibt
sich gem&f unserer Parametrisierung der ¢, bereits vy = veg(ty) = ¢y (ty), also ¢, = t,. Es folgt

Fw (yy,t) = cw((l — 1)ty +t- va) = 'ycw((l —t) -ty +t- TgE) = vFw(y,t)

und somit die I',-Aquivarianz fiir diesen Fall. Obige Argumentation zeigt jedoch auch, dass vy ¢ W, falls
y ¢ W', weshalb fiir den verbleibenden Fall nach Fyy (yy,t) = vy = vFw (y,t) ebenfalls I',-Aquivarianz

vorliegt.

1Zur Stetigkeit dieser Abbildung siehe auch [3] Kapitel 1, insbesondere Aussagen (AR1) und (AR2).
2Siehe auch die Stetigkeit der Eintrittszeit sowie der Abbildung (x,t) — c(x,t) := c»(t) aus (dem Beweis von) Lemma
2.18; auch t ist — aufgefasst als Funktion von y — stetig, was analog zur Stetigkeit der Eintrittszeit gezeigt werden kann.
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Geméf Konstruktion von W’ ist Fyy(+,1) eine Abbildung von X, nach X; \ W’. Wegen Fy (y,0) =
(1 —=0)-t, +0-Ty) = cp(ty) =y fiir alle y = ¢, (¢,) € W’ (und damit bereits fiir alle y € X ) folgt
Fw (-,0) = idx, ; auBerdem ldsst Fyy fiir alle ¢ € [0,1] die Punkte aus X \ W' fest. Somit ist Fyy eine
starke Deformationsretraktion von X auf X, \ W’.

Eingeschrinkt auf den Rand von W — d.h. OW = W N X, = WN W’ — induziert Fyy zum Zeitpunkt
1 eine Abbildung von OW auf die Zusammenhangskomponente des Randes von X \ W’  welche zu W’
gehort, also W/ N (X1 \ W) = U,cow ¢o(Ts). Eine — ebenfalls stetige — Inverse zu dieser Abbildung
ist durch den Fluss in entgegengesetzter Richtung gegeben, weshalb wir folgern, dass Fyy (-, 1)jpw einen
Hom&omorphismus von W auf die zugehérige Randkomponente W/ N (X4 \ W’) von X, \ W’ darstellt.

Hyperbolischer Fall

Wir wenden uns dem hyperbolischen Fall zu, d.h. w(W) ist eine Rohre in M. Wir wissen bereits, dass 'y
dann eine unendlich zyklische Gruppe ist, erzeugt von der (bis auf Inverses eindeutigen) hyperbolischen
Isometrie minimaler Verschiebung auf der gemeinsamen Achse A C W der Elemente von I'yy. Bezeichnet
w4 : X — A wie iiblich die Projektion auf den néchstgelegenen Punkt aus A, so definieren wir fiir x € OW
nun ¢, als geoditischen Strahl von m4(x) nach x; die Parametrisierung erfolgt wieder dergestalt, dass
¢z(0) = z sowie ¢, (—d(x,ma(z))) = ma(z), d.h. die Flussrichtung ist von A fort. Die Funktion d.(c,(t))
ist dann streng monoton steigend mit Grenzwert oo fiir ¢ — oco. Insbesondere ergibt sich analog zum
vorigen parabolischen Fall, dass ¢, fiir alle t € [—d(z,74(2)),0) im Inneren von W und fiir alle t > 0
auflerhalb des Abschlusses von W verlduft. Erneut sind die Bilder der ¢, paarweise disjunkt.

Analog zum parabolischen Fall definieren wir die Eintrittszeit 7, > 0 von ¢, nach X ; genau so
wie dort ldsst sich — unter Ausnutzung der entsprechenden Tatsachen wie beispielsweise der strengen
Monotonie von ¢ — d(c(t)) — zeigen, dass T, wohldefiniert und stetig ist. Abermals folgt die Darstellung
von W' als disjunkte Vereinigung W’ = |, cow cz([0, T%)).

Wir tibertragen die Definition des Flusses Fyy : X4 x [0,1] — X1 Setze

((1—1)-t, +t-T,) fallsy=cy,(t,) € ci([0,T,)) C W',
P — 4 (070 0+ 0T fillsy =) € c(0.1)
Yy sonst.

Wieder ist Fy stetig. Wir begriinden nun, dass Fy dquivariant unter I'y, ist, wozu wir v € TI'yy und
y € X, wiahlen. Es gilt yma(z) = ma(yx), woraus wir folgern, dass y¢; = cy,; denn sowohl ~yc, als
auch c,, sind geodatische Strahlen von m4(yx) nach vz, und die Gleichheit folgt nun aufgrund der
Eindeutigkeit der Geodétischen. Analog folgern wir 7., = T,. Der Beweis der I'y-Aquivarianz ergibt
sich mithilfe dieser Tatsachen genau wie im parabolischen Fall: Angenommen y € W', also y = ¢, (t,) fiir

passendes z € OW und t, € [0,T}), so schliefen wir vy = v¢,(ty) = ¢ya(ty), also t,, = t,. Es folgt
FW(’)/y,t) = c'yz((l - t) : t’yy +t- T'yz) = ’)’Ca:((l - t) : ty +t- Tm) = ’YFW<yat)'

Ist andererseits y ¢ W', so erhalten wir wegen vy ¢ W’ erneut Fyy (vy,t) = vy = vFw (y,t), und damit
insgesamt die I'y-Aquivarianz von Fyy .

Die weiteren Eigenschaften von Fy iibertragen sich mit iibereinstimmender Begriindung aus dem
parabolischen Fall:

- Fy ist eine starke Deformationsretraktion von X, auf X \ W/,

« Fyw (-, 1)|pw definiert einen Homéomorphismus von W auf die entsprechende Randkomponente
W N (X AW = Ueow a(Ti) von Xy \ W,
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Allgemeine Definition

In den vorigen Schritten haben wir fiir jede Zusammenhangskomponente W von X_ und ihr zugehoriges
W’ € W eine starke Deformationsretraktion Fy : X, x [0,1] — X4 von X, auf X, \ W’ konstruiert,
welche auflerdem dquivariant unter I'yyy war. Wir werden diese einzelnen Fy nun zu einer I'-dquivarianten
starken Deformationsretraktion F' : X x [0,1] — X von X auf X', zusammensetzen, welche auBlerdem
zum Zeitpunkt 1 einen Homdéomorphismus der Rénder induziert. Geméif I'-Aquivarianz steigt diese Ab-
bildung zu der gewiinschten starken Deformationsretraktion f (mit weiteren niitzlichen Eigenschaften)
des dicken Teils von M auf den geschrumpften dicken Teil M/ ab. Zunéchst begriinden wir, warum sich

F problemlos aus den Fyy zusammensetzen lasst.

Lemma 2.19. Ist W' € W eine Zusammenhangskomponente von X \ X', und W die zugehirige Zu-

sammenhangskomponente von X_, so gilt:
1. W' ist genau invariant unter ', d.h. fiir v € T gilt entweder yYW' = W' oder yW' NW' = (.
2. T'w =Tw.

3. Bezeichnet V.# W eine andere Zusammenhangskomponente von X _ mit zugehoriger Menge V' €
W, so ist V' N W' = (; tatsichlich gilt sogar d(V',W') > §/2.

Beweis. 1. Sei ' € W', d.h. es existiert ein x € W mit d(z,2') < §/4, und v € T". Angenommen
~vx € W, so gilt nach genauer Invarianz von W bereits YW = W. Es folgt

d(ya', W) = d(yz' ,AW) < d(ya',yz) = d(2',x) < §/4,

d.h. ya' € (W);)4, also nach Bijektivitdt von v bereits vz’ € W' (denn 2 € W wiare aufgrund
von YW = W ein Widerspruch zur Injektivitidt). Damit gilt 4"’ C W’ und wiederum geméifl
Bijektivitat muss schon Gleichheit vorliegen.

Gilt andererseits yx ¢ W, so ergibt sich nach genauer Invarianz von W bereits yW N'W = (. Sei
V' 3 vz die Zusammenhangskomponente von X _, auf welche W mittels « abgebildet wird. Analog
zu oben folgt

d(ya',V) = d(ya',yW) < d(ya',yz) = d(a’, ) < §/4,

d.h. vz € (V)s/s. Nach Definition von ¢ kann vz damit nicht in W’ C (W)s/4 liegen, weshalb
YW ' N W' = ( folgt.

2. Dies ist in der Argumentation von Aussage 1. enthalten: Dort hatten wir einerseits gezeigt, dass fir
ein v mit yW = W (dies folgte nach genauer Invarianz von W aus yz € W) bereits YW’ = W’ gelten
muss, also I'yy C I'yyr. War andererseits vz ¢ I'yy — wegen genauer Invarianz von W gleichbedeutend
mit YW NW =0 — so folgerten wir yW’ N W’ = ), was nach genauer Invarianz von W’ wiederum

zu vy ¢ Ty dquivalent ist.

3. Auch dies folgt aus dem Beweis von Aussage 1.: Ware d(V',W') < /2, so wiirden v' € V’ und
w' € W mit d(v',w') < §/2 existieren. Da V/ und W’ jeweils in den §/4-Umgebungen von V' bzw.
W enthalten sind, gébe es ferner Punkte v € V und w € W mit d(v,v") < §/4 bzw. d(w,w’) < §/4.
Es folgt der Widerspruch

§ o

8 <d(V,W) <d(v,w) < d(v,v") +d(v',w') + d(w',w) < g tot = 5.
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Damit sind alle Werkzeuge zur Hand, um die Abbildung F zu konstruieren und ihre gewiinschten

Eigenschaften nachzuweisen.

Lemma 2.20. Die Abbildung F : Xy x [0,1] — X, gegeben durch

Fw(y,t) fallsye W eW,
Fy,t) =
Y sonst,

ist eine wohldefinierte starke Deformationsretraktion von X, auf X' . F ist I'-dquivariant und induziert

zum Zeitpunkt 1 einen Homdéomorphismus F(-,1)9x, von 0X 1 auf 0X/, .

Beweis. Da die Mengen W' € W gemil Lemma 2.19 Aussage 3. paarweise disjunkt sind (und sogar
positiven Abstand > §/2 voneinander haben), ist F' wohldefiniert; die Stetigkeit folgt aus der Stetigkeit
der einzelnen Fyy. Nach Definition von X/, gilt fiir ein y € X/, stets y ¢ W' fiir alle W' € W, weshalb
F(y,t) = y fir alle t € [0,1] und y € X/ folgt. Bei der Konstruktion der Fy  hatten wir bereits
gesehen, dass Fyy eine starke Deformationsretraktion von X auf X \ W’ ist; gemifl Definition X/ =
X+ \Uprew W' ist also insbesondere F(-,0) = idx, sowie F(-,1) eine Abbildung nach X', . Folglich ist
F ein starker Deformationsretrakt von X, auf X', . Die Aussage, dass F'(,1)|5x, ein Homéomorphismus
von X auf 0X/, ist, folgt aus der entsprechenden Aussage fiir die einzelnen Fyy.

Es bleibt zu zeigen, dass F dquivariant unter T' ist; wegen F'(-, t)‘xx+ = idX/+ fiir alle t € [0, 1] geniigt
es, lediglich den Fall y € W’ fiir ein W’ € W zu betrachten. Sei also y € W’ und v € I'. Angenommen
~v € T'w, so folgt

F(yy.t) = Fw(vy,t) = vFw(y,t) = vF(y,t)

gemiB T'y-Aquivarianz von Fyy. Im anderen Fall, dass v ¢ Ty, folgern wir mit Lemma 2.19 Aussagen
1. und 2., dass v ¢ 'y und W’ durch « auf eine andere Menge V’ € W abgebildet wird. Insbesondere
ist fiir y = ¢, (¢y) mit x € OW dann vz € OV.

Wir nehmen zunéchst an, dass W auf eine Spitze projiziert, und z € X (0o0) der zugehéorige parabolische
Fixpunkt von I'yy = T', sei. Da die Elemente von I' die Urbilder der Spitzen permutieren, folgt, dass
V = yW den zugehorigen Fixpunkt vz € X (00) besitzt. Damit ist ve, die Geodéatische von vz = e, (—o0)
nach vz und wir schlieflen ve, = cys. Es ergibt sich vy = veg(ty) = ¢y2(ty) € V', also t,, = t,,.

Projiziert W andererseits auf eine Rohre, so sei A C W die zugehdrige Achse der hyperbolischen
Gruppe I'yy. Auch die Urbilder der Réhren werden durch T' permutiert; ferner wissen wir, dass die
Achse von I'yy auf die Achse vA von I'y = I'yw abgebildet wird. Insbesondere ist das Bild des Fuf-
punktes m4(z) € A unter v gerade mya(yz); denn wire ywa(z) # mya(yx), so wirde ein zp € vA

2o ein Punkt auf A mit

mit d(yz,x0) < d(yx,yma(x)) = d(x,ma(x)) existieren. Folglich wire v~
d(x, v wo) < d(z,ma(z)), im Widerspruch zur Definition von 74 (z). Somit muss yma(z) = mya(y2)
gelten. Hiermit folgt wiederum, dass vyc, der geodétische Strahl von 7,4 (yx) nach vz ist, also y¢z = Cya;
erneut ergibt sich vy = y¢;(ty) = cya(ty) € V' sowie t.,, =t,,.

Wir schlieffen fiir beide Félle gemeinsam mithilfe der weiterhin giiltigen Tatsache T, = T, nun
F(yy,t) = Fv(vy,1)

Cra((L=1) tyy +t-Thy)

(L —1) ty+1t-T)

Fw (y,1)

F(y,t).

|
22 2
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Aufgrund der I'-Aquivarianz steigt F zu einer Abbildung f : My x [0,1] — M, ab. Das folgende
Lemma ist als Entsprechung zu [2] Lemma 3.13 aufzufassen; die bei uns nicht enthaltene Stabilitdtsaussage
zu Kugeln — welche fiir den Beweis der dortigen Hauptresultate [2] Theorem 3.1 bzw. 4.1 zentral ist —

wird spéter durch eine geeignete Wahl der Uberdeckungselemente von M | umgangen.

Lemma 2.21. Die Abbildung f: My x [0,1] — My ist eine starke Deformationsretraktion von My auf
M, welche zum Zeitpunkt 1 einen Homdomorphismus f(-,1)jaar, von M auf OM!, induziert.

Beweis. Die Eigenschaften von F aus Lemma 2.20 vererben sich gem#fi I-Aquivarianz auf f. O

2.2.2 Uberdeckung und Hauptresultat

Wir werden nun eine gute Uberdeckung des geschrumpften dicken Teils M ' konstruieren, wobei ,,gu-
te Uberdeckung® im Sinne der Nerven-Konstruktion zu verstehen ist (vgl. Abschnitt 1.3). Wie bereits
erwihnt werden die Uberdeckungsmengen jedoch im Allgemeinen iiber M ‘. hinausragen, weshalb wir
sicherstellen miissen, dass sich die Uberdeckung auf M ‘. homotopiedquivalent zuriick driicken ldsst, um
auch die Homotopiedquivalenz von M, zu seiner Uberdeckung zu erreichen; mit anderen Worten sollten
die Mengen stabil unter dem verwendeten Fluss sein. Dies macht es notwendig, die Uberdeckungsmengen
nahe des Randes von M’ an den Fluss anzupassen: Unser Ansatz lautet, den Teil der Mengen, welcher
tiber M/ hinausragt, einfach abzuschneiden und die entstehende Menge entlang des Flusses fortzusetzen.
Waiéhrend sich hieraus trivialerweise die gewtlinschte Stabilitéit ergibt, ist es wegen des vorigen Abschnei-
dens am Rand von M/ mitunter méglich, dass die Uberdeckungsmengen oder ihre Durchschnitte nicht
mehr zusammenziehbar sind, die Uberdeckung also nicht mehr gut ist. Durch ein geeignetes Zerschneiden
und Verfeinern der Uberdeckungsmengen lisst sich jedoch auch dieses Problem 16sen.

Stabile Uberdeckungsmengen

In einem ersten Schritt werden wir die oben bereits angedeutete Konstruktion der stabilen Uberde-
ckungsmengen wiedergeben. Wegen X' C X, gilt dr(z) > ¢ fiir alle x € X/, weshalb die Kugeln
von Radius 7 < €/6 = ¢(n)/24 um Punkte aus M/ = 7w(X’) folglich konvex sind. Wéhlen wir ferner
r <6/4=¢e(n)/32, so ist gemafl Lemma 2.19 Aussage 3. sichergestellt, dass eine Kugel von Radius r um

einen Punkt p € M/, héchstens eine Randkomponente von M/, schneidet. Von nun an sei
r:=4d(n)/4

fest und B (p) eine Kugel in M von Radius r um p € M ' ; dies ist also eine konvexe Kugel, die
hochstens eine Randkomponente von M/ schneidet. Im Falle BM (p) C M/ ist B (p) eine zuléissige
Uberdeckungsmenge und bleibt unveréndert. Gilt andererseits B2 (p) \ M/ # 0, so wissen wir, dass
A := BM(p)NOM/, eine nichtleere Menge ist, die génzlich in einer Zusammenhangskomponente von M,
enthalten ist. Sei 7(W’) fiir W’ € W die zugehorige Komponente von M, \ M/, sodass BM (p)nm(W’) # 0,
und W C X_ die zugehérige Zusammenhangskomponente von X_. Wir werden nun B (p) auBerhalb
von M! abschneiden und dort — entlang von A C OM’ — durch einen Stumpf ersetzen, welcher den
Flusslinien von f folgt. Genauer: Alle Geodétischen c, fiir Punkte z € A’ := {x € OW | w(c,.(T})) € A}
treffen zum Eintrittszeitpunkt T, auf Punkte in 09X, welche — nach Projektion durch 7 — Punkten in
der Schnittmenge A entsprechen. Den Stumpf Ag erhalten wir nun dadurch, dass wir fiir all diese Punkte
x € A’ die geoditischen Teilstiicke von ¢, ab einem gleichméaBig bzw. stetig gewihlten Zeitpunkt (z.B.
nach halber Flusszeit, also T,/2) betrachten und anschlieBend wieder nach M projizieren, d.h.

Ag ::71'( U cz((TgC/Q,Tgc))).

zeA’
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Abbildung 2.3: Aus einer Kugel B (p) (links) wird durch Abschneiden des Teils auierhalb von M’ und
anschlieBendem Anfiigen eines Stumpfes, welcher den Flusslinien folgt, die neue Uberdeckungsmenge B’
(rechts).

Anschaulich ist die Konstruktion in Abbildung 2.3 dargestellt. Die endgiiltige Uberdeckungsmenge B’ ist
dann geméf

B = (BM(p)n M) UAg

definiert. Durch diese Konstruktion ist sichergestellt, dass die (somit offenen) Uberdeckungsmengen stets
stabil unter dem Fluss entlang von f sind, d.h. dass f(y,t) € B’ fiir alle t > tg, falls f(y,to) € B’.

Zerschneiden und Verfeinern

Wéhrend wir nun die Stabilitdt sichergestellt haben, fiihrt das Abschneiden auflerhalb des geschrumpften
dicken Teils mitunter dazu, dass die entstehenden Mengen bzw. ihre Durchschnitte nicht mehr zusam-
menziehbar sind, was einer spateren Anwendung des Nerven-Lemmas im Wege steht. Anders ausgedriickt
ist zunéchst nicht auszuschlieflen, dass eine Situation wie in Abbildung 2.4 nicht auch auftreten kann. In
der folgenden Argumentation werden wir héufig das entstandene B’ mit seinem Teil in M/ identifizieren,
da die Retraktion des angefiigten Stumpfes auf den Teil in M/ eine Homotopiedquivalenz darstellt.

Hinsichtlich der zunéchst fehlenden Kontrahierbarkeit gibt folgende Feststellung Hoffnung: Die Kon-
struktion der B’ ist gutartig in dem Sinne, dass die B’ aus einer konvexen Kugel dadurch entstehen,
dass (z.T. mehrere) konvexe Teilmengen entfernt werden. Wie sich herausstellt — und wie auch der Bild-
beschreibung zu entnehmen ist — konnen wir durch geeignete Wahl der Kugelradien im Verhéltnis zur
Aufdickungskonstante §/4 von M_ zunichst sicherstellen, dass B (p) von einer einzelnen solchen Men-
ge, aus welchen (M_);/4 besteht, nicht durchtrennt wird. Dies wird als Ausgangspunkt fiir ein Verfahren
dienen, durch welches das obige Problem schliellich umgangen werden kann: Die Mengen B’ lassen sich
in endlich viele zusammenziehbare Teilmengen zerlegen, sodass deren Schnitte wiederum zusammenzieh-
bar sind, wobei die notwendige Feinheit der Zerlegung allein durch die Dimension kontrolliert wird. Wir
werden nun mit den genaueren Ausfithrungen beginnen.

Nach Wahl des Radius sind unsere Kugeln BM(p) (fiir p € M/ ) isometrisch zu ihren Lifts in X.
Beachte auflerdem, dass die abgewandelten Uberdeckungsmengen B’ mittels Fluss entlang von f homo-
topiedquivalent zu ihrem zugehorigen Teil in M/, also BM(p)yn M !, sind. Allgemeiner {ibertrégt sich
dies auf beliebige nichtleere Schnitte verschiedener solcher B!: Sind B (p;) (i = 1,...,k) Kugeln mit
Mittelpunkten p; € M/, sodass ﬂle BM(p;) # 0, und B! die zugehérigen (abgewandelten) Uberde-
ckungsmengen wie oben, so ist ﬂf:l B! homotopiedquivalent zu ﬂle BM(p;) N M'_; schlieBlich werden

die B (p;) an ihrem gemeinsamen Schnitt mit M, alle auf die selbe Art entlang der Flusslinien von f
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M,

My

Abbildung 2.4: Nach dem Entfernen einer konvexen Teilmenge aus der Kugel B (p) ist die entstehende
Menge im Allgemeinen nicht mehr zusammenziehbar. Beispielsweise zerféllt in obiger Abbildung die neue
Menge BM (p) N M/, in zwei Zusammenhangskomponenten: Das Stiick rechts der parabelformigen Kurve
und das Stiick links davon. Beachte jedoch, dass hierfiir die zu entfernende konvexe Menge wesentlich
schmaler sein muss, als die Kugel selbst; ist hingegen der Kugelradius verglichen mit einem geeignet

definierten Radius der konvexen Menge kleiner, so kénnen wir zumindest obige Situation umgehen.

fortgesetzt. Mochten wir also den Homotopietyp einer Menge B’ (bzw. eines nichtleeren Schnittes mehre-
rer B!) bestimmen, so kénnen wir uns auf den Teil des zugehérigen Lifts BX (z) in X (bzw. des nichtleeren
Schnittes der zugehorigen Lifts in X') beschrénken, welcher in X, liegt; d.h. anstelle des B’ einer Kugel
BM(p) mit p € M/, geniigt es, das zugehérige B;X (z) N X/, fiir € X/, mit 7(z) = p zu betrachten (und
analog fir nichtleere Schnitte mehrerer Bj).

Wir werden im Folgenden also mit Kugeln B;¥ (z) in X mit Mittelpunkten in X/, arbeiten und die
Bezeichnung B’ fiir den Teil BX(x) N X ' iibernehmen®. Es sei daran erinnert, dass sich X_ geméif

X_ =U, er\iap{dy < e} darstellen ldsst; entsprechend erhalten wir
(X )aja = U ({dy <e})s/a-
yer\{id}
GeméB Definition X', = X\ (X_)s/4 ergibt sich also, dass
B'=BX@)\ |J (d, <ebsu
yelr\{id}

Doch auch diese Konstruktion ist in folgender Hinsicht gutartig.
Lemma 2.22. FEs gilt:
1. Die Mengen ({d < €})5/4 sind konvez.

2. Es existiert eine nur von der Dimension n abhingige Konstante k = k(n) € N, sodass die Anzahl

an Mengen ({d, < €})s/4 mit nichtleerem Schnitt mit By (x) hichstens k betrigt.

3. Fiir alle x € OW ist die Funktion [0,00) — Rxo, t = d(cy(t), {dy <e}) (mit v € T'w \ {id}) streng
monoton steigend in t (hierbei bezeichnet ¢, eine Flussgeodatische von F, vgl. Lemma 2.20).

4. Falls c.(to) € ({dy < €})ssa (mit v € Tw \ {id}) fir ein to € R und x € OW, so folgt c,(t) €
({dy < €})s/a fiir alle t < tq.

3Dabei nehmen wir die Doppeldeutigkeit in Bezug auf die abgewandelten Uberdeckungsmengen B’ aus dem vorigen

Abschnitt bewusst in Kauf, da der Homotopietyp schliellich iibereinstimmt.
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5. Fir alle x € OW st die Funktion [0,00) = Rxq, t — d(c,(t), W) streng monoton steigend in t.

Beweis. 1. Nach Konvexitat von d., sind die Mengen D := {d, < €} bekanntlich konvex. Auflerdem
stimmt die Abstandsfunktion dp(-) := d(-, D) mit der Abstandsfunktion dz(-) := d(-,D) zum
Abschluss D = {d, < e} von D iiberein. Da d geméfi Lemma 1.3 konvex ist, ist auch

({dy < €})sja = dp' ((—00,0/4))

konvex.

2. Sei v € '\ {id} so, dass B (z) N ({dy < €})5/4 # 0; es existiert also ein y € B (x) sowie ein
y' € {dy < e} mit d(y,y") < 6/4. Es folgt d(z,y') < d(x,y) +d(y,y’) <r+ /4 und damit

dy(x) <dy(y)+2-d(z,y) <e+2r+§/2=¢c(n)/4+¢e(n)/16 +(n)/16 < £(n).

Wegen z € X! € X —alsodr(x) > € — erhalten wir mit Lemma 1.7, dass es hochstens N (n, e,(n))
(zur Definition siehe Text vor Lemma 1.6) solche v geben kann. Da e = £(n)/4 wie auch e(n) lediglich
von der Dimension n abhéngt, ergibt sich, dass x(n) := [N(n,e(n)/4,e(n))] die Behauptung erfiillt.

3. Nehme zunéchst an, dass sogar z € 9{d, < e} gilt. In Punkt 1. hatten wir bereits gesehen, dass
fir D := {d, < ¢} die Abstandsfunktion dp konvex ist. Geméa8 unserer Parametrisierung der
Geodatischen ¢, ist ¢, (0) = = € 9D, also dp(c;(0)) = 0. Nach strenger Monotonie der Funktion
t — dy(cy(t)) verlauft c,(t) fiir alle t > 0 aulerhalb von D, also dp(c,(t)) > 0 fiir alle ¢ > 0; mithin
ist t = dp(c.(t)) eine konvexe Funktion [0, 00) — R mit striktem Minimum in 0, also nach Lemma

1.19 streng monoton steigend.

Damit ist schon der Fall von Rohren bewiesen: Ist ndmlich W eine Zusammenhangskomponente
von X_, welche einer Rohre in M entspricht, so ist fiir jedes v € T'y \ {id} die Subniveaumenge
{d, < €} eine offene Umgebung der hyperbolischen Achse A (vgl. Lemma 1.29), weshalb stets ein
Schnittpunkt von ¢, mit 9{d, < e} existiert; folglich ist nach obigen Ausfithrungen die Funktion
t — d(cy(t),{dy < e}) fur alle solchen + streng monoton steigend.

Wir kénnen im Folgenden also davon ausgehen, dass der Fall von Spitzen vorliegt; sei z € X (0o0) der
parabolische Fixpunkt. Ferner miissen wir lediglich die Situation behandeln, dass kein Schnittpunkt
von ¢, mit {dy, < €} vorhanden ist*, denn sonst greift erneut obige Argumentation. Schreibe von

nun an wieder abkiirzend D := {d, < e}.
Sei 2’ der Projektionspunkt von z auf D = {d, < e} — womit d(z, D) = d(z,2’) — und HK eine
Horokugel um z, welche weder x noch z’ enthalt; bezeichne wp i die Projektion auf H K. Beachte,

dass i (2') € D sowie myk(x) = c;(to) fir ein tg < 0. Mithilfe von Lemma 1.9 folgern wir, dass
d(cz(to), D) < d(ex(to), mar(2') = d(rux (v), TaK (2) < d(z,2') = d(c;(0),D). (%)

Somit ist die auf ganz R definierte Funktion ¢ +— d(c.(t), D) insbesondere nicht konstant. Hieraus
ergibt sich, dass sie auch kein lokales Maximum besitzen kann: Denn nach Konvexitdt wére ein
solches schon global, die (auf ganz R definierte) Funktion ¢t — d(c,(t), D) wegen d(c,(t),D) > 0
also beschriinkt und damit konstant®.

4Dies ist wiederum ein Fall, welcher lediglich unter unseren schwicheren Kriimmungsbedingungen auftreten kann: Bei
der stérkeren Kritmmungsbedingung —1 < K < a < 0 gilt dy(cz(t)) — 0 fur ¢ — —oo fiir alle v € T'yy \ {id} und somit

wére auch hier stets die Existenz eines Schnittpunktes von ¢, mit 0{dy < €} gegeben.
5Es sei daran erinnert, dass eine auf ganz R definierte konvexe Funktion konstant ist, falls sie beschrénkt ist.
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Auch ein lokales Minimum in ¢; € R wére nach Konvexitéit bereits global. Doch die zu Ungleichung
(*) analoge Argumentation fiir ¢, (¢1) (anstelle von ¢, (0) = x) liefert, dass die Projektion von ¢, (1)
auf eine geeignete Horokugel HK' um z einen geringeren Abstand zu D aufweist als ¢, (¢1), im

Widerspruch dazu, dass ¢;(t1) ein globales Minimum von t — d(c,(t), D) ist.

Folglich besitzt die auf ganz R definierte, konvexe Funktion ¢ — d(c.(¢), D) keine (lokalen oder
globalen) Extrema. Als einzig mogliche Situation verbleibt wegen Ungleichung () also, dass ¢ +—
d(c,(t), D) streng monoton wéchst; dies gilt dann insbesondere auch fiir die Einschrankung auf
[0, c0).

4. Dies ist eine Folgerung aus Punkt 3.

5. Auch dies folgt aus Aussage 3, da W = U, cp,,\ ay {dy <€}
O

Somit entsteht B’ aus der konvexen Kugel B:X(z) dadurch, dass endlich viele konvexe Teilmengen
entfernt werden. Ferner wird die Anzahl dieser konvexen Teilmengen, welche héchstens entfernt werden,
durch eine nur von der Dimension n abhéngige Konstante x kontrolliert. Es liegt also nahe zu vermuten,
dass die Topologie von B’ ebenfalls gut kontrollierbar ist, und dies auflerdem in einer solchen Weise, dass
lediglich die Dimension n die zusitzliche Komplexitit von B’ gegeniiber BX () steuert.

Hierfiir ist jedoch die Konvexitét der jeweiligen Mengen allein nicht ausreichend, um eine hinreichend
gutartige Situation sicherzustellen; schlielich ist die Mengendifferenz der (Schnitte der) Kugeln mit den
aufgedickten Subniveaumengen von Interesse fiir uns, und diese kann allgemein recht kompliziert werden:
Man denke an eine Durchstoffung wie in der fritheren Abbildung 2.4 oder an ein regelmafliges k-Eck,
welches aus einer Kugel von &hnlichem Radius entfernt wird. Im letzteren Fall besteht die Mengendiffe-
renz aus k Zusammenhangskomponenten, und eine immer gréfiere Wahl von k lésst uns folgern, dass eine
gleichméfige Kontrolle der topologischen Komplexitét (hier konkret: der Anzahl an Zusammenhangskom-
ponenten) nicht moglich ist. Wie das folgende Lemma wiedergibt, ist die bei uns vorliegende Situation
hingegen einfach in der Hinsicht, dass die zu entfernenden Mengen stets als Halbkugeln innerhalb der
Uberdeckungskugeln liegen.

Lemma 2.23. Seien B; := BX(z;) (i =1,...,k) Kugeln wie in der vorliegenden Situation mit ﬂle B;\
({dy < €})s/a # 0. Dann gilt

k k
( ﬂ B;, ﬂ B; N ({dy < 5})5/4) ~ (D", D7%)

im Sinne von Homdomorphie von Raumpaaren. Hierbei bezeichnet D™ die offene Einheitskugel in R™ und
D% :={x € D" : xy > 0} eine Halbkugel darin.

Beweis. Vorab sei angemerkt, dass (neben der Konvexitdt der Kugeln und Subniveaumengen) fiir den
Beweis zentral ist, dass der Radius 7 der Uberdeckungskugeln B; stets kleiner gleich dem Aufdickungsra-
dius §/4 der Subniveaumengen ist, sowie dass die Mittelpunkte der B; nicht in (X_);s/4 liegen. So wird
anschaulich gesprochen erreicht, dass aus den Kugeln B; ,,von kleinem Radius®“ nun Stiicke entfernt wer-
den, die sich im Wesentlichen als Schnitte mit weiter entfernten Mengen ,von groflem Radius“ ergeben,
siehe Abbildung 2.5. Die Konvexitit von {d, < e} stellt in dieser Situation sicher, dass lediglich ,ein
Stiick gleichzeitig®* entfernt wird und nicht an mehreren Stellen abgeschnitten wird.

Wir gehen zuerst auf den Fall & = 1 ein, d.h. wir betrachten lediglich eine Kugel B := BX ().
Schreibe aufierdem abkiirzend C' := {d, < €}. Anhand der Darstellung (C): = U, cc Bi¥(y) bzw. analog
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{dy <¢}

Abbildung 2.5: Wird aus einer Kugel ,von kleinem Radius® (hier: B:X(x) mit Radius 7) ein weiter ent-
ferntes Stiick ,von groffem Radius“ (hier: Aufdickung von {d, < ¢} um Radius 6/4 > r) entfernt, so
kénnen hierdurch keine neuen Locher entstehen.

) = Uyea Bi¥(y) (fiir t > 0 beliebig) sicht man, dass zu jedem Punkt yo € 9(C); ein Punkt y; € 9C
existiert, sodass yo € OB;* (y1). Ferner ist dieser Punkt y; eindeutig: Es gilt d(yo, C') = t und die Existenz
zweier verschiedener Punkte y1,y} € 0C mit yo € 0B;X (y1), yo € OB (y;) — also d(yo,y1) =t = d(yo, y})
— wiirde einen Widerspruch zur Eindeutigkeit des Fufpunktes von yy in der abgeschlossenen, konvexen
Menge C = {d, < ¢} darstellen.

Wegen d(z1,C) > d(x1,X_) > /4 gemafl Wahl von x; erhalten wir, dass fiir ein passendes ty €
[0,8/4) erstmalig B N (C)y, nichtleer ist; genauer besteht diese Menge fiir dieses to aus zuniichst genau

einem Punkt zp, denn mehrere gleichzeitige erstmalige Schnittpunkte wiirden der Konvexitéit des Durch-
schnitts dieser konvexen Mengen widersprechen. Wir bezeichnen zg als ersten Berithrpunkt von B mit
den Aufdickungen von C.

Aufgrund der Monotonie von d(-, C') entlang der Flussgeoditischen ¢, hin zum parabolischen Fixpunkt
bzw. der hyperbolischen Achse (vgl. Lemma 2.22) sowie der Konvexitit von B N (C)s/4 ist lediglich zu
zeigen, dass (C')s/4 die Oberseite von 0B an keinem weiteren Punkt beriihrt, welcher nicht bereits in der
(zu D™~ homéomorphen) Zusammenhangskomponente von zq in 9BN(C); /4 liegt. Hierbei bezeichnet die
Oberseite von 9B diejenigen Punkte, welche sich — vom parabolischen Fixpunkt bzw. der hyperbolischen
Achse ausgehend — erst als zweiter Schnittpunkt einer zugehorigen Flussgeodétischen ¢, mit 0B ergeben.

Angenommen es gibe (mindestens) eine solche Berithrung der Aufdickungen von C' mit der Oberseite
von B, so konnte man analog zur Definition von xg einen Zeitpunkt ¢ < §/4 finden, in welchem der
Schnitt BN (C)y an dieser Stelle aus genau einem Punkt 2’ € OB besteht. Gemif obiger Betrachtungen
existiert ein eindeutiges ¥’ € 9C mit 2’ € IB;f (y); ferner liegt der Rand dieser Kugel (und damit der
Rand von (C)y) in 2’ tangential an OB, d.h. T, 0B = T, 0B (y') = T 0(C)y als Unterrdume von Ty X.
Gemiil Lemma von Gauf} stehen die Radien der Kugeln B und B;X (y') in 2’ senkrecht auf dem jeweiligen

Rand, weshalb sie folglich in ihrer Richtung bereits iibereinstimmen miissen. Damit ist der Radius von
Bi¥ (y) fiir 2’ (also das geoditische Stiick ¢,/ .+ von y' nach z’) ein Teilstiick des Radius von B fiir 2’

(also des geodétischen Stiicks ¢y, o von z7 nach z'), oder umgekehrt. Im ersten Fall gélte folglich
y' =y w(0) € ey ([0,)) C coyor ([0,7))

und damit insbesondere d(y’,z1) < r; dies stellt jedoch wegen y' € dC und r < §/4 einen Widerspruch
zu 21 ¢ (X_)s5/4 dar. Im zweiten Fall ldge analog x; in ¢,/ 4/ ([0,%')), was jedoch eine Teilmenge von
(X_)¢ © (X_)s/4 ist (beachte t' < 6/4), also wiederum einen Widerspruch zur Wahl von z; liefert.
Folglich kann keine weitere solche Berithrung der Aufdickungen von C mit der Oberseite von 0B existieren

und die Aussage ist fiir den Fall einer einzelnen Kugel B = BX () bewiesen.
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Betrachte nun die Situation des Durchschnitts mehrerer Kugeln B := ﬂle BX(x;). Auch hier ist
BN (C)s/4 konvex und die Monotonieaussagen fiir d(-,C') entlang der Flussgeodétischen sind weiterhin
giiltig. Somit reduziert sich die Aussage erneut darauf zu zeigen, dass keine weiteren (d.h. aufler der
zu der Zusammenhangskomponente des ersten Bertihrpunktes gehorigen) Schnitte der Aufdickungen von
C mit der Oberseite von OB existieren. Da sich aber 0B aus Randstiicken der einzelnen Kugeln B;
zusammensetzt, wiirde ein solcher Schnitt wieder zu einer tangentialen Beriihrung einer Aufdickung
(C)y fir passendes ' < §/4 an einem Randpunkt von 9B;, fihren, fiir geeignetes ig € {1,...,k}.
Mit der vorigen Argumentation fiir den Schnitt einer einzelnen Kugel (hier: B;, = B;X (z;,)) mit (C)s/4

erhalten wir den gewiinschten Widerspruch. O

Die folgende Aussage erweist sich als zentral; vereinfacht ausgedriickt besagt sie, dass sich die Kom-
plexitéit obiger Kugeln auch nach Entfernen des aufgedickten diinnen Teils gleichméflig anhand der Di-

mension kontrollieren lasst.

Lemma 2.24. Es existiert eine nur von der Dimension n abhingige Konstante v = v(n) € N, sodass
gilt: In der vorliegenden Situation lisst sich eine Menge der Form B' = By (x) \ (X_)s/4 durch héchs-
tens v offene Teilmengen {U, : w = 1,...,v} =: U ersetzen, sodass diese eine gute Uberdeckung von B’
bilden. Stammen die B’ von einer endlichen Familie von Kugeln BX(z) wie oben, so lassen sich diese
Mengen U wvertraglich zwischen den verschiedenen B’ wdhlen, d.h. fiir einen nichtleeren Schnitt verschie-
dener BY, ..., B}, bilden die Schnitte der Mengen aus den U, ..., Uy eine gute Uberdeckung von ﬂle Bl
Hierbei sei zusdtzlich vorausgesetzt, dass die Anzahl an Kugeln aus der endlichen Familie, welche B;X (x)

schneiden, ebenso lediglich von n abhdnge; diese Konstante nennen wir A = A(n).

Beweis. Wir beginnen die Konstruktion auf den maximalen Durchschnitten der urspriinglichen Uberde-

ckungskugeln (dies wird spéter die Vertréglichkeit gewdhrleisten), genauer: Seien B, ..., B;, Mengen wie

oben, welche folglich entsprechend der Beziehung B] = B;X (x;) \ (X_)s/4 von Kugeln B;X(z;) aus der

endlichen Familie stammen. Ist ﬂf:l B; # 0 (wobei abkiirzend B; := BX(x;)), aber By N ﬂf:l B, =10

fiir alle anderen Kugeln By aus der endlichen Familie, so heifit der Durchschnitt ﬂle B; maximal.
Geméf Lemma 2.22 Aussage 2. gilt

k k 1
mBi ~oja = m U {dy; <e})sja
i=1 i=1 j=1
fir geeignete v1,...,y € T'\ {id} mit I < & = k(n). Wir werden die Zerlegung auf dem maximalen

Durchschnitt durch Induktion iiber [ konstruieren. Fiir [ = 1 greifen wir auf Lemma 2.23 zuriick und
wéhlen zunéchst einen Homdomorphismus von ﬂle B; = D™ zu einem n-dimensionalen offenen Wiir-
fel W, welchen wir uns als in 3" gleichgrofle Teilwiirfel zerlegt vorstellen; genauer betrachten wir die
(nicht disjunkte) Zerlegung (0,1) = (0,1/3] U [1/3,2/3] U [2/3,1) und bilden anschliefend die entspre-
chenden Produkte iiber die n Dimensionen, um eine Zerlegung des Wiirfels (0,1)" = W zu erhalten. Da
ﬂle BN ({dy, <¢e})s/a gemiB Lemma 2.23 als Halbkugel in ﬂle B; liegt, konnen wir diesen Homdo-
morphismus so wéahlen, dass ﬂle B; N ({d,, < €})s/4 nun einer hinreichend kleinen offenen Umgebung
eines Teilwiirfels geméfl obiger Zerlegung entspricht; hierbei muss der Teilwiirfel offenbar am Rand des
Wiirfels anliegen. Durch Ubergang zu hinreichend kleinen offenen Umgebungen der verbliebenen Teilwiir-
fel (nachdem die offene Umgebung des Teilwiirfels entfernt wurde, welche ({d,, < €})s/4 représentierte)
ist hiermit bereits eine gute Uberdeckung fiir ﬂle B;i \ ({d,, < €})s/a gefunden: Die einzelnen (offenen
Umgebungen der) Teilwiirfel sind dann jeweils homéomorph zur D™ und damit zusammenziehbar, wie
auch ihre nichtleeren Durchschnitte, da diese wiederum geeignete offene Umgebungen der Durchschnitte

der zugehorigen abgeschlossenen Teilwiirfel sind; denn solche Durchschnitte der abgeschlossenen Wiirfel
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B1 N By

Abbildung 2.6: Die eingefirbte Fliche im Wiirfel rechts entspricht der Menge (B1 N Ba) N ({dy < €})s/4
links. Kleine offene Umgebungen der anderen kleinen Teilwiirfel liefern eine gute Uberdeckung des rest-
lichen Teils, welcher (B1 N Ba) \ ({d, < €})s/4 entspricht.

sind gerade die Seitenflichen (also (n — 1)-dimensionale Wiirfel) beim Durchschnitt zweier Teilwiirfel
bzw. Wiirfel von noch niedrigerer Dimension beim Schnitt mit weiteren Teilwiirfeln. Allgemein werden
wir das Modell der Zerlegung des Wiirfels in die kleineren Teilwiirfel auch als Wiirfelraster bezeichnen;

eine Darstellung der anfinglichen Situation ist in Abbildung 2.6 zu finden.

Fiir den Schritt [ — [ 4 1 sei somit vorausgesetzt, dass ﬂle B; homéomorph zu einer Zerlegung des
Wiirfels W in endliche Teilwiirfel (wie oben) ist, sodass der Unterraum ﬂle B\ U;:l({d'}/j < €})s/a
einer Menge von hinreichend kleinen offenen Umgebungen einiger dieser Teilwiirfel entspricht; wie viele
Teilwiirfel hierbei genau im jeweiligen Schritt nétig sind, werden wir an einer spéteren Stelle schildern.
Wir miissen nun eine entsprechende Zerlegung fiir die Situation finden, dass zusétzlich die aufgedick-
< €})s/4 entfernt wird. Hierzu bilden wir ({d

te Subniveaumenge ({d < €})s/4 zunichst unter

Yi41 Yi4+1
dem vorhandenen Homd&omorphismus in das bisherige Wiirfelraster ab; als Néchstes muss dann dieses
homéomorphe Bild Cs/4 von ({d,,,, < €})s/a in W so deformiert werden, dass es — nach hinreichender
Verfeinerung des Wiirfelrasters — selbst dem Wiirfelraster geniigt, d.h. sich als Vereinigung passender

offener Umgebungen einzelner Teilwiirfel von W ergibt.

Wie im Beweis von Lemma 2.23 betrachten wir den ersten Berithrpunkt z der Aufdickungen von
{dy, ., < e} mit ﬂle B;; dieser entspricht unter dem vorausgesetzten Homdomorphismus einem Punkt
2/ auf dem Rand OW des Wiirfels W C R™. Nun setzt sich OW aus Randstiicken der Teilwiirfel der
Zerlegung zusammen, weshalb folglich #’ im Rand (mindestens) eines Teilwiirfels enthalten ist. Beachte
dass geméf Konvexitdt die Menge ({d,,,, < €})s/4 durch die Geoditischen von z zu den einzelnen
Punkten aus ({d,,,, < €})s/4 eindeutig gefasert wird; dies iibertrégt sich unter dem Homd6omorphismus
auf eine Faserung durch Kurven in W, welche in 2’ beginnen und zu den jeweiligen Punkten in Cs/4
fithren. Nach Definition von z als erstem Beriihrpunkt kénnen wir uns somit das fortlaufende Aufdicken
von {d,,,, < e} —also die Mengen ({d,,,, < €}); fiir steigendes 0 < ¢t < /4 — auch als Fluss entlang
dieser Geodatischen von = weg vorstellen; entsprechende Aussagen iibertragen sich auf die Situation in W
mit dem Fluss entlang der Kurven in Cy,4 von 2’ aus. Allgemein werden wir das Bild von ({d,,,, < €}):
in W als C; bezeichnen und die vorigen Kurven als Faserungskurven. Wir merken ferner an, dass aus
der Konvexitét der ({d,, <e})s/a (i =1,...,1+ 1) folgt, dass ({d,,, <e})s/aN Ué:1({d~n < e})s/a aus
héchstens | Zusammenhangskomponenten besteht, was sich mittels des Homéomorphismus ebenso auf
die Situation in W iibertragt. Von z’ aus betrachtet entsprechen diese | Komponenten also [ Familien
von obigen Kurven, wobei zwei Kurven genau dann der selben Familie angehéren, wenn sie die selbe

Zusammenhangskomponente treffen, sieche Abbildung 2.7.
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Abbildung 2.7: Hinzufiigen von Cs/4 in ein bestehendes Wiirfelraster. Hierbei ist die ,Faserung® von
Cs/4 durch die Kurven ab z’ angedeutet. Solche Kurven, die einen der hier dick gezeichneten Balken
durchlaufen — also den bereits zu entfernenden Teil schneiden —, gehdren zu jeweils einer gemeinsamen

Familie.

(?5/4
I:::=’ii;; I:::>——; [——

Abbildung 2.8: Die drei ersten Bilder beschreiben die homéomorphe Verformung beim Stauchvorgang; auf
diese Weise wird deutlich, dass hier keine Verdnderung des Wiirfelrasters notig ist. Anhand des vierten
Bildes sieht man, dass die gleiche Situation auch in dem Fall auftritt, dass Cs 4 im bereits zu entfernenden

Teilwiirfel endet.

Betrachte nun zunachst all diejenigen obigen Faserungskurven von z’ ab, welche an ihrem Endpunkt
nicht im zu entfernenden Teil des Wiirfelrasters liegen. Sei hierzu eine Familie von solchen Kurven ge-
geben, welche auf ihrem Weg von 2’ zu ihren jeweiligen Endpunkten mindestens einmal durch den zu
entfernenden Teil lauft und auflerdem diesen an einer gemeinsamen Stelle (d.h. derselben Zusammen-
hangskomponente des Randes des zu entfernenden Teils) verldsst. Offensichtlich lassen sich solche Kurven
ab dieser letzten Schnittstelle auf selbige kontrahieren, ohne den Homotopietyp des Raumpaares (d.h.
Wiirfel mit zu entfernendem Teil) zu verdndern; jedoch ldsst sich dies nicht nur durch eine Homoto-
piedquivalenz realisieren, sondern auch durch einen Homdéomorphismus, indem wir die Kurven von der
letzten Schnittstelle ab hinreichend stark stauchen, siehe auch Abbildung 2.8. Analog lasst sich selbiges
Stauchen auch fiir solche Kurven durchfithren, welche auf ihrem Weg von 2’ zu ihrem Endpunkt den zu
entfernenden Teil nicht treffen; dann jedoch driicken wir sie auf eine hinreichend kleine Umgebung des
ersten Beriihrpunktes =’ zuriick. Folglich kénnen wir bis auf Homdomorphie annehmen, dass alle Fase-
rungskurven, welche den bereits zu entfernenden Teil betreten, auch in dessen Innerem enden und die
iibrigen Kurven, welche den zu entfernenden Teil nicht betreten, in einer hinreichend kleinen Umgebung

von ' verbleiben®.

6Dies 16st ferner das Problem, welches auftreten konnte, wenn eine aufgedickte Subniveaumenge in einer anderen liegt
wie ein reguldres k-Eck in einer Kugel (bzw. entsprechende Situationen in héheren Dimensionen), sodass die Ecken leicht
hinausragen; denn in einem solchen Fall wiirde bei anfdnglicher Betrachtung fiir jede der tiber den Kugelrand hinausragenden
Ecken des k-Ecks ein neuer Teilwiirfel zur Modellierung notwendig, und fiir immer grofler werdendes k bestiinde keine

Hoffnung mehr auf eine gleichméfBige Kontrolle der Verfeinerung des bestehenden Wiirfelrasters.
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Abbildung 2.9: Das erste Bild stellt die Unterteilung von Cs/4 in verschiedene Stiicke geméf ihrer Schnitte

N

FD
)

mit dem bereits zu entfernenden Teil dar, wihrend die letzten beiden das Begradigen verdeutlichen.

Als Néchstes werden wir die Teile von Cj /4, welche den zu entfernenden Teil treffen, begradigen; hierzu
sei daran erinnert, dass die Faserungskurven von Cj/4 mittels obigem Homdomorphismus von geodéti-
schen Verbindungen aus X stammen. Betrachte also eine Familie von Faserungskurven, welche in einer
gemeinsamen Zusammenhangskomponente des zu entfernenden Teils endet (s.0.). Auf ihrem Weg von
2’ zu dieser Komponente wird der zu entfernende Teil moglicherweise mehrfach betreten und verlassen,
weshalb wir die Familie von Kurven in solche Stiicke unterteilen, welche entweder zwischen 2’ und dem
ersten Eintrittspunkt in den zu entfernenden Teil liegen oder aber zwischen zwei solchen Schnittmengen
mit dem zu entfernenden Teil. Ein jedes solche Stiick ldsst sich nun so homéomorph verformen, dass ein
bisher nicht zu entfernender Teilwiirfel des Wiirfelrasters von diesen Kurven nicht wieder betreten wird,
sobald er einmal verlassen wurde; anschaulich gesprochen lisst sich dies als Begradigung auffassen (vgl.
die Abstammung von den geodéatischen Verbindungen in X), siehe auch Abbildung 2.9.

Mit den beiden vorigen Schritten (also Stauchen der Teile von Cj,4, welche den zu entfernenden Teil
nicht mehr betreten und Begradigen der Verbindungen zwischen z’ und den Schnittmengen mit dem zu
entfernenden Teil bzw. zwischen diesen selbst) ist nun sichergestellt, dass ein bisher nicht zu entfernender
Teilwiirfel in hochstens 2/ Richtungen von Cj /4 verlassen wird (d.h. der Schnitt des Randes dieses Teil-
wiirfels mit Cj5/4 hochstens 2/ Komponenten aufweist), ndmlich fiir jede der maximal [ Richtungen von
2" aus zu den Schnitten von Cj/4 héchstens jeweils ein Schnitt zum Betreten und einen zum Verlassen
des Teilwiirfels. Um den Homoomorphietyp von Cs/4 innerhalb eines solchen Teilwiirfels wiedergeben zu
koénnen, werden folglich in jeder Dimension maximal 2] neue Teilstiicke des entsprechenden Intervalls be-
nétigt, um die 2/ Richtungen, in denen Cs/4 den Teilwiirfel verlésst, darstellen zu konnen, sowie maximal
2l + 1 Teilstiicke, um moglicherweise Platz zwischen diesen einzelnen Richtungen zu schaffen. Folglich
muss jedes Intervall (aus deren Produkten sich ja der Teilwiirfel ergibt) in hochstens 21+ (20 +1) = 41+ 1
Teile zerlegt werden; in Dimension n ist damit eine Unterteilung in hochstens (41 + 1)" < (4 + 1)™
Teilwiirfel notig. Da dieses Prozedere fiir woméglich jeden bisherigen Teilwiirfel notwendig wird, ergibt
sich, dass sich die Anzahl an Teilwiirfeln durch den Schritt I — 4 1 um den Faktor (41 +1)" < (4dk+1)"
erh6ht. Im Schritt [ = 1 hatten wir eine Unterteilung in 3™ Teilwiirfel gewéhlt; anschlieend folgten die
Schritte 2,3,4 usw. bis hochstens k, also < k — 1 Schritte. Folglich betrégt die Anzahl an Teilwiirfeln

nach allen moéglichen Schritten hochstens

K K
37 [J@+ 0 <3 JJ(4s +1)" <37 (45 +1)™" = vy = ny(n) € N.
=2 =2
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Abbildung 2.10: Erweiterung des auf By N By bereits bestehenden Wiirfelrasters auf By bzw. Bs.

Erneut sei daran erinnert, dass wir eine gute Uberdeckung von ﬂle B;i \ (X_-)s5/4 € X nun dadurch
erhalten, indem wir hinreichend kleine Umgebungen der verbliebenen, nicht zu entfernenden Teilwiirfel
im Wiirfelmodell wéahlen und diese mittels des Hom6omorphismus zuriick nach X abbilden (s.o.).

Wir werden nun die Wiirfelkonstruktion von einem der obigen maximalen Schnitte ﬂle B; sukzessive
auf die gesamte Kugel By = BX (x) erweitern. Hierzu ist lediglich festzuhalten, dass ﬂle B; als konvexe
Teilmenge in der nichstgrofferen Menge ﬂ;:ll B; liegt; wenden wir also obiges Verfahren der Zerteilung
in Teilwiirfel auf ﬂi:ll B; an, so halten wir das auf ﬂle B; C ﬂi:ll B; bereits gegebene Wiirfelraster fest
und fithren weitere Unterteilungen nur auf den restlichen Teilwiirfeln durch. Entsprechend lésst sich dies
auf die weiteren Mengen {ibertragen, welche sich durch Auslassen einer oder mehrerer B; im gemeinsa-
men Schnitt ergeben. Insgesamt erhalten wir so eine gute Uberdeckung von By, welche vertriglich zu den
analog konstruierten guten Uberdeckungen auf den iibrigen B; ist, da wegen des obigen Erweiterungs-
verfahrens ja die entsprechende Wiirfelzerlegung auf den gemeinsamen Schnitten bereits iibereinstimmte.
Eine Veranschaulichung dieses Schritts ist in Abbildung 2.10 gegeben.

Es bleibt noch zu bestimmen, wie viele neue Mengen insgesamt notig sind, um die anféngliche Kugel
B; zu iiberdecken. Hierzu nutzen wir aus, dass gemifl Voraussetzung hochstens A = A(n) tibrige Kugeln

By schneiden, weshalb folglich héchstens

A A
221§22A:/\-2A
=1 =1

verschiedene verschieden grofie Schnitte zwischen den Kugeln existieren. Somit sind maximal Untertei-
lungen in A -2* - vy =: v Teilmengen nétig. Da A sowie v nur von n abhingen, ist auch v lediglich von n
abhéngig. O

Obiges Lemma 2.24 baut darauf auf, dass die Anzahl moglicher Schnitte zwischen einzelnen Kugeln
durch A = A(n) kontrolliert wird, eine lediglich von der Dimension abhéngige Konstante. In spéteren
Schritten wird der Abstand zwischen den Mittelpunkten der einzelnen Kugeln gleichméfig von unten
beschrénkt sein; hieraus ergibt sich dann mittels klassischer Volumenargumente die Existenz eines solchen

A (siehe spéter bzw. Lemma 1.6).

Nerven-Konstruktion

Im letzten Schritt werden wir nun den geschrumpften dicken Teil M/ geeignet {iberdecken und zeigen, dass
die Inklusion von M/ (bzw. dessen Rand) in die Uberdeckung (bzw. den — geeigneten definierten — ,,Rand“
der Uberdeckung) eine Homotopiedquivalenz ist. Da die Uberdeckung sich mittels voriger Hilfsschritte
(siehe Lemma 2.24) als gut herausstellt, erhalten wir mittels der Nerven-Konstruktion (vgl. Abschnitt
1.3) die Homotopiedquivalenz zu einem geeigneten Simplizialkomplex. Dieser Abschnitt orientiert sich

stark an Beweisschritt 4 von [2] Theorem 3.1.
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M,

M,

Abbildung 2.11: Nach der Verfeinerung werden die entstehenden neuen Uberdeckungsmengen — sofern

notwendig — wie vorher durch Stiimpfe entlang der Flusslinien fortgesetzt.

Sei hierzu 90 eine maximale (r/2)-diskrete Teilmenge von M/, . Fiir eine Kugel B} (p) (wobei p € 90)
mit BM (p)\ M/, # 0 definieren wir wie in den vorigen Abschnitten eine abgewandelte Uberdeckungsmenge
B’ durch Abschneiden des Teils auflerhalb von M’ sowie Fortsetzung entlang der Flusslinien von f und
ersetzen BM (p) durch B’. Mit N, bezeichnen wir die Vereinigung all dieser Kugeln B (p) bzw. der
entsprechenden B’; auBerdem sei Ny := Ny N m. Wir erhalten somit geméfi Konstruktion

M, C N, C M, sowie 9M, C Np.
Die folgende Aussage entspricht [2] Lemma 3.14.
Lemma 2.25. Die Inklusionen M, — N, und OM! — Ny sind Homotopieiquivalenzen.

Beweis. Auch der Beweis ist im Wesentlichen aus [2] Lemma 3.14. iibernommen. Die Abbildung
ri Ny o My TS0

ist homotopieinvers zur Inklusion j : M/ — N, wie wir nun zeigen. Zunéchst gilt r o j = f(-, 1)\M/+ =
idps, , da f eine starke Deformationsretraktion auf M. ' war. Nach Konstruktion der B’ sind die Uber-
deckungsmengen (aus denen Ny besteht) aufierdem stabil unter f, weshalb f(-,¢) fiir alle ¢ € [0,1] die
Menge N, in sich abbildet; folglich lasst sich f auf eine Homotopie zwischen jor : Ny — N; und
roj=id M, einschranken.

Die gleiche Argumentation iibertrigt sich auf die Inklusion M/, — Ny, da sich f(-,¢) fiir alle ¢ € [0, 1]
auch auf m einschrénken lasst.

GemiB Lemma 2.24 miissen wir Kugelreste der Form B;X (z) \ (X_);s/4 mitunter in jeweils maximal v
Teilmengen unterteilen, um eine gute Uberdeckung — d.h. eine Uberdeckung durch offene, zusammenzieh-
bare Mengen, deren nichtleere Durchschnitte ebenfalls zusammenziehbar sind — zu erhalten. Wir fithren
diese Unterteilung nun durch und iibertragen sie auf die zugehérigen Kugeln BM (p) in M, welche sich
ja gemiB Wahl von 7 als isometrische Bilder der entsprechenden BX(z) ergeben. Genau wie bei der
Konstruktion der abgewandelten Uberdeckungsmengen in den vorigen Abschnitten setzen wir nun nach
der Verfeinerung diejenigen Teilmengen, welche den Rand von M, schneiden, nach aufilen — d.h. in den
Bereich My \ M, hinein — durch einen Stumpf fort, siehe auch Abbildung 2.11; hierdurch erhalten wir
eine gute Uberdeckung U von ganz N .

Betrachte nun wiederum alle U € U, fiir die UNOM/. # 0, und definiere jeweils U' = UN(M_)s,4 sowie
abschlieend V als Gesamtheit all dieser U’. Nach Konstruktion der Verfeinerung ist somit V eine gute
Uberdeckung von Ny. Mit N(U) bzw. N(V) bezeichnen wir den zu U bzw. V gehorigen Nervenkomplex
(vgl. Abschnitt 1.3).
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Da jedes U’ € V genau einem U € U entspricht sowie selbiges fiir die Schnitte der U’ hinsichtlich der
Schnitte der U gilt, kénnen wir N (V) als Unterkomplex von N (U) auffassen. Als zentrale Aussage folgern
wir untenstehendes Lemma.

Lemma 2.26. Das Raumpaar (My,0M) ist als Paar homotopieiquivalent zum (simplizialen) Raum-
paar (NU),N(V)).

Beweis. Der Beweis verlduft mithilfe von Lemma 2.21 sowie Lemma 2.25 identisch zu den Ausfithrungen
in [2] zwischen Lemma 3.14 und Lemma 3.15, da lediglich homotopietheoretische Argumente — und nicht
etwa die bei uns abweichenden Kriimmungsbedingungen — verwendet werden; eine Wiederholung der
Argumentation wird spéter auflerdem im analogen Resultat fiir hyperbolische Orbifaltigkeiten in Lemma
3.52 gegeben. O

Es verbleibt lediglich nachzuweisen, dass N (/) ein Simplizialkomplex ist, dessen Komplexitit in geeig-
neter Weise kontrollierbar ist. Genauer bezeichnen wir einen Simplizialkomplex S als (D, C)-Simplizial-
komplex (mit D,C > 0), falls die Anzahl Ecken von S durch C beschrankt ist und der Grad jeder
Ecke stets < D betrigt. Entsprechend heifit ein simpliziales Raumpaar (S,S’) auch (D, C)-simpliziales
Raumpaar, falls S ein (D, C')-Simplizialkomplex ist (weshalb folglich auch S” als Unterkomplex von S
selbige Komplexitétsschranken erfiillt).

Wir definieren nun Konstanten C' = C(n), D = D(n) > 0 durch

v
Ci= ——nr,
VOI]Rn (BF/ZL)

D:=v-N(n,r/2,2r),

wobei N(n,r/2,2r) wie in Lemma 1.6 gegeben ist sowie v aus Lemma 2.24; beachte, dass dies wegen
r = e(n)/32 und v = v(n) tatsdchlich nur von der Dimension n abhéngt. Die folgende Aussage ist die
Entsprechung zu [2] Lemma 3.15.

Lemma 2.27. N(U) ist ein (D,C - Vol(M))-Simplizialkomplez.

Beweis. Zunéichst schéitzen wir die Kardinalitdat von 91 ab; hierzu behandeln wir sogar den allgemeineren
Fall, dass 901 eine (r/2)-diskrete Menge in M ist (und nicht nur in M’, C M, ). Ist 2 € X also ein Urbild
eines Punktes p € 9, so gilt insbesondere dr(x) > € = e(n)/4; wir stellen fest, dass wegen r = ¢(n)/32 =
&/8 somit fiir alle 0 < p < 2r nun B} (p) isometrisch zu B\ (x) ist und insbesondere die Volumina dieser
Kugeln tibereinstimmen. Das Volumen von Bl)f (z) wiederum ist aufgrund der Kriimmungsbedingungen
von unten durch Voan(Bfn) beschriankt. Ferner liegen fiir alle p < r/4 die p-Kugeln um Punkte aus
M disjunkt in M, da 9 schlieBlich (r/2)-diskret ist. Folglich bilden die Biv/[ 4(p) fiir p € M eine Familie

disjunkter Kugeln in M mit Volumen jeweils grofer gleich Volgn (B}};l) und wir erhalten

1
M| < —————— - Vol(M).
VOan (BF/4)

Nun wurde bei der Konstruktion der Uberdeckung U eine Kugel um einen Punkt aus 9t in hochstens v

Teilmengen zerlegt und es ergibt sich

v

VOan (B;R/"Zl )

U <v-|m < - Vol(M) = C - Vol(M).

Analog verfahren wir fiir die Gradschranke D. Wir erinnern daran, dass am Anfang der Konstruktion von

U Kugeln BM(p) fiir p € 9 betrachtet wurden. Angenommen zwei solche Radius-r-Kugeln um Punkte
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p,p’ € M schneiden sich, so finden wir Lifts x bzw. 2’ von p bzw. p’, sodass sich die zugehorigen Radius-
r-Kugeln um z, 2’ € X schneiden; es folgt dx (z,z’) < 2r. Auch die Menge der Lifts in X der Punkte aus
9 bildet eine (r/2)-diskrete Menge in X, weshalb also die Mittelpunkte der Kugeln, welche mit B;X (x)
nichtleeren Schnitt haben, eine (r/2)-diskrete Menge in Ba(x) darstellen. Geméfl Lemma 1.6 ist somit
die Anzahl solcher Kugeln durch N(n,r/2,2r) beschrénkt; entsprechend schneiden sich auch hochstens
N(n,r/2,2r) der r-Kugeln um Punkte aus 9 gleichzeitig. Da N(n,r/2,2r) lediglich von n abhéngt,
definiert dies die fur die Anwendungen von Lemma 2.24 notwendige Konstante A = A(n). Nun wurde bei
der Konstruktion von U eine solche Kugel B (p) durch hochstens v Teilmengen ersetzt, weshalb eine

Uberdeckungsmenge aus I hochstens
v-N(n,r/2,2r) =D
andere Uberdeckungsmengen gleichzeitig schneiden kann. O

Wir haben damit unser Hauptresultat fiir Sichtbarkeits-Mannigfaltigkeiten bewiesen:

Satz 2.28. (M;,0M,) ist als Paar homotopieiquivalent zu einem (D, C - Vol(M))-simplizialen Paar,
wobei C = C(n) und D = D(n) lediglich von der Dimension n abhdngige Konstanten sind. O

2.2.3 Anwendungen

Waihrend obiges Hauptresultat Satz 2.28 bereits als eigenstédndige Aussage von Bedeutung ist, sind wir
vor allem daran interessiert, die Homologie von M zu kontrollieren. Als erste unmittelbare Anwendung
erhalten wir eine Schranke an den freien Anteil der Homologie. Ein entsprechendes Resultat ist sogar
unter allgemeineren Bedingungen bereits langer bekannt (vgl. die Diskussion zu Theorem 1) und daher
keine Neuerkenntnis; dennoch ist es als nette Dreingabe anzusehen, dass unser Hauptresultat neben der
Kontrolle der Torsion in der Homologie — an welcher wir urspriinglich interessiert waren — auch eine

Aussage Uber den freien Anteil ermoglicht.

Satz 2.29. Fs existiert eine lediglich von n abhdngige Konstante E = E(n) > 0, sodass
bi(M;K) < E - Vol(M)

fir alle k € No. Hierbei bezeichnet by, (M;K) = dimg Hy(M;K) die k-te Betti-Zahl von M mit Koeffizi-

enten im (frei wihlbaren) Korper K.

Beweis. Der Beweis ist mithilfe unseres Hauptresultats, der Dick-diinn-Zerlegung und unter Ausnutzung
der Mayer-Vietoris-Sequenz ein Standardargument; der Vollstdndigkeit halber geben wir ihn dennoch
wieder.

Bekanntlich gilt by (M;K) = 0 firr alle & > n, womit insbesondere deutlich wird, dass es geniigt,
lediglich Konstanten E(k,n) fiir k = 0,...,n anzugeben (also solche, welche zusitzlich vom Grad k der
Homologie abhéngen), denn E(n) := maxg=o,..n E(k,n) erfillt dann die Behauptung des Satzes. Geméfl
Wegzusammenhang von M erhalten wir ferner bo(M;K) = 1. Wir nutzen nun folgende Tatsache:

Fakt. ([4] Corollary 8.4) Es existiert eine nur von n abhingige Konstante V = V(n) > 0, sodass
fiir alle vollstdndigen Riemannschen n-Mannigfaltigkeiten M’ mit Krimmung —1 < K < 0 bereits
Vol(M') > V(n) gilt.

Insbesondere erfiillt unser M stets die Voraussetzungen des obigen Fakts, weshalb es geniigt, E(0,n) :=

1/V(n) zu setzen, denn

bo(M;K) =1 = % V< % - Vol(M) = E - Vol(M).
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Zusammenfassend ist die Aussage somit in den Féllen & = 0 sowie k > n bewiesen.

Nach der Dick-diinn-Zerlegung Satz 2.17 ist M mittels Kontraktion der Spitzen homotopiedquivalent
zu seinem kompakten Teil M, welcher sich aus der dortigen kompakten Untermannigfaltigkeit M, mit
Rand 0M, durch Ankleben der héchstens C - Vol(M) Rohren ergibt. Beachte ferner, dass eine beliebige

Rohre R als D"~ 1-Biindel iiber der S* homotopieiiquivalent zur S' ist und sich fiir ihre Homologie folglich

K falls k=0,1,
Hy(R;K) =
0 sonst,
ergibt.
Bezeichne R die endliche Familie der verschiedenen Rohren von M, wobei |R| < C - Vol(M). Sei
Or M die Vereinigung aller Ankleberédnder der Rohren aus R; dies ist ein Unterraum von OM; und es

gilt ferner My = My Ugnr, U rer R Gemafl Mayer-Vietoris erhalten wir anhand des Pushouts

OorRM; —— U R
[ RER
]\4_;,_*>]\4_,_U5RMJr U R (%MK)
ReER

die exakte Sequenz

e Hk(8RM+;K) — Hk( U R,K) @Hk»(MJr,K) e Hk(MK,K) i kal(aRMJr;K) — ...
ReR

und folglich
dimg Hy(Mg;K) = dimg im(8) + dimg ker(8) = dimg im(5) + dimg im(e). (%)

Da die Vereinigung |Jzop R disjunkt ist, ergibt sich nach Additivitdt der Homologie Hy(Ugcr B;K) =
@D rer Hi(R;K), also wegen R ~ S!

R| falls k=0,1,
dimg H( | ] RiK) = I
RER 0 sonst.

Dies kénnen wir fiir alle k = 0,...,n als

dimg H( | ) R;K) <|R| < C - Vol(M)
RER
zusammenfassen.

Beachte ferner, dass allgemein fiir einen (A, B)-Simplizialkomplex S die Anzahl an k-Simplizes durch
AF . B beschrinkt ist. Nach Definition der simplizialen Homologie stellt A* - B folglich eine Schranke
an dimg Hy(S;K) dar (denn Hy(S;K) ergibt sich bekanntlich als Quotient eines Untervektorraums eines
dann héchstens (A* - B)-dimensionalen Vektorraums); da aber nach unserem Hauptresultat Satz 2.28 M
ein (D, C - Vol(M))-Simplizialkomplex ist und dg M4 ein Unterkomplex dessen, erhalten wir in unserer
Situation die Ungleichungen

dimg Hy_1(0r My;K) < D*=1.C - Vol(M)

sowie

dimg Hy,(M,;K) < D* . C - Vol(M).
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Zusammen mit obiger Abschétzung fiir dimg Hy(|Jzcr R;K) folgt insbesondere

dimg (Hk( U rRiK) @ Hp(My; K)) = dimg Hi( | R;K) + dimg Hy,(M; K)
ReER RER
< C-Vol(M) + D* - C - Vol(M)

= (D* +1)-C-Vol(M).

Da im(a) geméfl Homomorphiesatz isomorph zu einem Quotienten von Hy(Jper R; K) @ Hy(M;K) ist,
erhalten wir hieraus

dimg im(a) < (D* +1) - C - Vol(M);

ebenso ist im(/3) ein Untervektorraum von Hy_1(0r My;K) und es ergibt sich
dimg im(8) < D¥=1. C - Vol(M).
Beide Ungleichungen eingesetzt in Gleichung (x) liefern

dimg Hy,(Mg;K) < D*=1.C - Vol(M) + (D* + 1) - C - Vol(M)
= (D" + DF1 +1) - C - Vol(M).

Mit Mg ~ M — also insbesondere dimg Hy(Mg;K) = dimg Hg(M;K) = bi(M;K) — sehen wir, dass
E(k,n) := (D* + D*=1 4+ 1) . C (wobei D und C bekanntlich nur von n abhingen) die Behauptung
erfiillt. 0

Um aus der Homotopiedquivalenz des dicken Teils zu einem beschriankt komplizierten Simplizialkom-
plex auch Schranken an den Torsionsanteil der Homologie ableiten zu kénnen, wird folgendes Lemma

verwendet.

Lemma 2.30 ([2] Lemma 5.2). Firk,D € N ezistiert eine Konstante C = C(D, k) > 0 mit der folgenden
FEigenschaft: Ist Y ein topologischer Raum und K CY ein (womdglich leerer) Teilraum, sodass (Y, K)

homotopiedquivalent (als Paar) zu einem (D, V')-simplizialen Paar ist, so gilt
log (| tors H, (Y, K;Z)|) < C - V.
Tatséchlich erfiillt C := D* -log(k + 2) die Behauptunyg.

Beweis. Bis auf die konkrete Wahl von C ist dies genau [2] Lemma 5.2. Aufgrund der vorausgesetzten Ho-
motopiedquivalenz werden wir ohne Einschrankung annehmen, dass (Y, K) selbst ein (D, V)-simpliziales
Paar ist. Um die Aussage hinsichtlich der Gréfle von C' zu beweisen, verfahren wir wie im dortigen Be-
weis: Ist Ok11 @ Cp1 (Y, K;Z) — Cr(Y, K;Z) das Differential im relativen simplizialen Kettenkomplex,

so stellen wir fest, dass wegen
Hy(Y,K;7Z) = ker(0f)/ im(0k+1) C Cp(Y, K;Z)/im(Ox+1) = coker(Ox+1)

eine Schranke an die Torsion in coker(dy4+1) auch bereits eine Schranke an die Torsion in Hy (Y, K;Z)
darstellt. Da die Anzahl an k-Simplizes im (D, V)-simplizialen Paar (Y, K) durch D* - V beschriinkt ist,
betrigt die C-Dimension der Komplexifizierung C (Y, K; Z) @ C von Cy(Y, K; Z) héchstens D* - V| wobei
eine Hilbertbasis dieses C-Vektorraums von der Z-Basis von Cy(Y, K;Z) induziert wird. Folglich finden
wir eine Basis {941(s;) : i € I} von im(Og11)c C Cr(Y, K;Z) ® C mit |I| < D* - V. Die Norm eines
Basiselements O41(s;) (welches also das Bild des (k 4 1)-Simplex s; unter dem Differential 04 ist) ist
dabei durch k£ + 2 beschrinkt. Beachte nun:
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Fakt. ([2] Lemma 5.1) Seien A und B endlich erzeugte, freie Z-Moduln mit Z-Basen aq,...,a,
und by,...,b,. Statte B¢ = C ®z B mit der Hilbertraum-Struktur aus, fiir welche by, ...,b,, eine
Hilbertbasis ist. Sei f : A — B ein Homomorphismus und I C {1,...,n} eine Teilmenge, sodass
{f(a;) : i € I'} eine Basis von im(f)c darstellt. Dann gilt

| tors coker(f)| < [ [ I1£(a:)]l-
il
Die Anwendung dieses Fakts (wobei die Rolle von f : A — B durch Oxy1 : Cr1(Y,K;Z) —

Cx(Y, K;7Z) iibernommen wird) liefert unter Ausnutzung obiger Argumente somit

| tors coker(x41)| < H 10k+1(s:)|l < H(kJr 2)=(k+2) < (k+2)Dk.V’

iel i€l
also nach Logarithmieren
log (| tors coker(dy+1)|) < log ((k + 2)Dk'v) =D".V.log(k+2)=C-V,
die Behauptung. O
Hiermit ergibt sich unmittelbar die gewiinschte Schranke an die Torsion in der Homologie von M.

Satz 2.31. Es existiert eine lediglich von n abhingige Konstante F' = F(n) > 0, sodass
log | tors Hy,(M;Z)| < F - Vol(M)
fir alle k € Ny, wobet fiir n =3 der Fall k = 1 ausgeschlossen werden muss.

Beweis. Der Beweis stimmt mit dem von [2] Theorem 1.2 {iberein, wobei die Rolle des dortigen [2]
Theorem 4.1 durch unser Hauptresultat Satz 2.28 sowie die Dick-diinn-Zerlegung 2.17 ibernommen wird.
Beachte, dass in [2] Theorem 1.2 ginzlich auf eine Aussage fiir Dimension n = 3 verzichtet wird, obwohl der
dortige Beweis auch fiir n = 3 funktioniert, solange & = 1 ausgeschlossen ist; wir werden nun begriinden,
weshalb dies der Fall ist.

Da Hy(M;Z) = Z torsionsfrei ist, bleiben lediglich die Fille k& = 2,3 zu priifen. Hierzu greifen wir
auf das Argument im letzten Absatz des Beweises von [2] Theorem 1.2 zuriick: Bezeichne erneut My
den kompakten Teil von M sowie |Jzcr R € Mg die Vereinigung der (abgeschlossenen) Réhren (vgl.
Beweis von Satz 2.29). Da die einzelnen Rohren homotopieiquivalent zur S! sind, gilt insbesondere
Hy(Urer B;7Z) = 0 fiir k > 2, weshalb die lange exakte Sequenz des Paares (Mg, Jpcr R) die Form

.— 0 — Hy(Mg;Z) — Hy(Mg, U R;Z) — Hp,1( U RZ) — ...
RER RER
annimmt (k > 2), womit wiederum die Injektivitdt von Hy(M; Z) — Hyp(Mr,per R; Z) folgt. Nun ist
jedoch Hy (Mg ,|Jper R;Z) nach Ausschneidung der (offenen) Réhren isomorph zu Hy (M, 0r M, ;Z)
(wobei Og M erneut den gemeinsamen Rand der Réhren mit dem dicken Teil bezeichne). Da (M, Ogr M)
gemif des Hauptresultats Satz 2.28 ein (D, C'-Vol(M))-simpliziales Paar ist, fiir welches nach Lemma 2.30
die Schranke an die Torsion bereits gilt, erhalten wir die Torsionsschranke folglich auch fiir den (injektiv
in H,(M4,0rMy;Z) einbettenden) Homologiemodul Hy(Mg;Z) =2 Hy,(M;Z) (wobei k > 2). O

Wir machen darauf aufmerksam, dass der Ausschluss von Grad k& = 1 in Dimension n = 3 in Satz
2.31 nicht einer — moglicherweise zu behebenden — Liicke im Beweis geschuldet ist, sondern dass die Tor-
sion in diesem Fall tatsdchlich nicht zu kontrollieren ist: In [2] Theorem 1.7 wird mittels Dehn-Chirurgie

(welche die Sonderstellung von k = 1 bei n = 3 rechtfertigt) eine konkrete Beispielfolge hyperbolischer
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3-Mannigfaltigkeiten mit gleichméfig beschrianktem Volumen, aber divergierender Torsion in erster Ho-
mologie konstruiert.

Als letzte Anwendung geben wir eine Aussage zur Anzahl an Homotopietypen von Sichtbarkeits-
Mannigfaltigkeiten wieder. Bezeichne hierzu $tp,, (V') die Anzahl an Homotopieklassen von n-dimensiona-
len, vollstdndigen Mannigfaltigkeiten mit Volumen héchstens V' < oo und Schnittkrimmung —1 < K < 0,

deren universelle Uberlagerung das Sichtbarkeits-Axiom erfiillt.

Satz 2.32. Firn > 4 existieren nur von der Dimension n abhdngige Konstanten o = a(n), f = B(n) > 0,
sodass
a-V-logV <logHtp, (V)< [5-V - -logV

fir hinreichend grofles V> 0.

Beweis. Der Beweis stimmt mit dem von [2] Theorem 1.5 iiberein. O

Beachte, dass wir in unserer Situation hieraus keine zu [2] Corollary 1.6 analoge Aussage — d.h. eine
Zahlung der Homoomorphietypen — folgern kénnen, da das dort verwendete Resultat (von Farrell und

Jones) lediglich fiir strikt negative Kriimmung gilt.

2.3 Beispiele von Sichtbarkeits-Mannigfaltigkeiten ohne strikt

negative Krimmung

Abschlieflend geben wir in jeder Dimension n > 2 ein Beispiel einer vollsténdigen Sichtbarkeits-Mannig-
faltigkeit endlichen Volumens mit —11 < K < 0 (also bis auf Reskalierung —1 < K < 0), welche
nicht strikt negativ gekrtimmt ist, d.h. fiir kein ¢ < 0 die Kriimmungsbedingung —1 < K < a < 0
erfiillt. Beachte jedoch, dass die so konstruierten Mannigfaltigkeiten auch eine hyperbolische Metrik
zulassen — tatsdchlich starten wir in unserer Konstruktion mit einer hyperbolischen Metrik —, welche
sogar geringeres Volumen besitzt. Folglich dient dies nicht als das gewiinschte Beispiel fiir die Trennung
der (Homoomorphie- oder Diffeomorphie-)Klassen von Mannigfaltigkeiten mit —1 < K < a < 0 und
Sichtbarkeits-Mannigfaltigkeiten mit —1 < K < 0. In [21] Abschnitt 8 wurde die analoge Konstruktion
bereits fiir Dimension n = 2 durchgefiihrt; unsere Argumentation ist zu weiten Teilen aus dieser Arbeit
iibernommen und verfolgt das Ziel, die dort behauptete Moglichkeit zur Verallgemeinerung auf héhere
Dimensionen zu belegen.

Sei M eine n-dimensionale hyperbolische Mannigfaltigkeit endlichen Volumens, welche nicht kompakt
ist und somit mindestens eine Spitze S besitzt. Wir nehmen ferner an, dass S einen (n — 1)-dimensionalen
Torus T~ ! als Querschnitt besitzt”. Bezeichnet g die Riemannsche Metrik von M, so besitzt g auf
S =T ! x[0,00) die Gestalt einer durch exp(—t) verzerrten Produktmetrik

exp(—2t) ds® + dt?,

wobei ds? die flache Metrik auf dem T~ !-Faktor bezeichnet.
Genau wie in [21] Abschnitt 8 sei h : [0,00) — R eine glatte Funktion mit folgenden Eigenschaften:

1. h ist positiv und monoton fallend,
2. B /h ist positiv und monoton fallend,

3. h(t) =exp(—t) fir 0 <t <1,

7Zur Existenz einer solchen Mannigfaltigkeit mit Torus-Spitze siehe beispielsweise [22] Abschnitt vor Theorem 1.1.
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4. h(t) =1/t fiir t > 3.

Die Idee lautet nun, die Metrik auf der Spitze S mithilfe von h so abzuéndern, dass die Kriimmung be-
liebig flach wird, das Volumen weiterhin endlich bleibt, und ohne dabei die Sichtbarkeits-Eigenschaft zu
zerstoren; anschaulich wird S durch Ubergang von der stérker fallenden Funktion exp(—t) zur schwiicher
fallenden Funktion 1/t abgeflacht. Genauer gehen wir auf S = T"~! x [0, 00) zur verzerrten Produktme-
trik

R2(t) ds? + dt?
iiber und erhalten so eine neue (glatte, vollstindige®) Metrik ¢’ auf ganz M.

Tatséchlich besitzt M beziiglich g’ weiterhin endliches Volumen, wie wir nun zeigen. Setzen wir M’ :=
M\ T ! x (3,00), so gilt
k
M =M"ul ]S
i=1
wobei die S; die tibrigen (offenen) Spitzen (ungleich S) von M darstellen und M den kompakten Teil von
M bezeichnet, welcher sich aus M durch Entfernen der S; (fiiri = 1,.. ., k) sowie des Teils T" ! x (3, 00) C
T?~1x[0,00) = S von S ergibt. Da die Metrik auf den S; nicht geandert wurde, gilt Volg (S;) = Voly(S;) <
o0; ebenso ergibt sich nach Kompaktheit Voly (M") < oo. Folglich schlieen wir ebenso Voly/ (M') < co
und erhalten hinsichtlich des Volumens von M beziiglich ¢’ nun

Vol (M) = Vol (M) + Vol (T x (3,00))

= Vol / / h(t)dtds
Trn— 1

= Vol / / — dtds
Tn—1

= Vol (M) + / —ds
’ Tn—1 3

< 00,
da auch das letzte Integral nach Kompaktheit von T"~! endlich ist.

Naturgeméf ist die Berechnung der Kriimmung in Dimension n > 2 erheblich aufwendiger als in

Dimension n = 2; wir haben sie im folgenden Lemma zusammengefasst.

Lemma 2.33. Bezeichnet Ky die Schnittkrimmung auf M beziiglich der neuen Metrik g', so gilt:
- Auferhalb von S sowie firt <1 auf S ist Kp; = —1.
- Firl<t<3ist—11 < Kj < —0.04 (unabhingig von t).
- Fir3<tist —5 < Ky < —3 (abhingig von t).

Beweis. Auflierhalb von S wurde die Metrik nicht gedndert, weshalb dort alle Schnittkriimmungen weiter-
hin den Wert —1 besitzen. Zur Berechnung der Schnittkriimmung auf S werden wir uns folgender Formel
bedienen:
Fakt. ([6] S. 26) Seien (B, (:,-)p) und (F,(-,-)r) Riemannsche Mannigfaltigkeiten sowie f eine
positive, glatte Funktion auf B. Ferner sei M = B xy F' das mittels f verzerrte Produkt, d.h. die
Metrik (-,-)as besitzt im Punkt m = (b,p) € B x F die Gestalt

(X+VY + W)y =(X,Y)p+ f2(b)- (V,W)p

8Die Vollstiandigkeit ergibt sich dabei wie in [21] Abschnitt 8, da gemi [6] Lemma 7.2 das verzerrte Produkt vollstindig
ist, falls die Faktoren — bei uns also T"~! und [0, c0) — dies waren.
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fir X+ V,Y+W e T,B&T,F =2 T,,M.Ist {X +V,Y 4+ W} eine Orthonormalbasis einer Tangen-
tialebene II in T, M, so gilt fiir die Schnittkriimmung K, (IT) von M in m = (b, p) beziiglich II die
Gleichung

Kar(Tl) = Kp(X,Y) - | X AV
= FO) - [(WW)r - P2H(XX) = 2V, W) e - V2H(XY) + (V,V)p - V2 (YY)
T 12(0) - [Ke(V,W) = [(grad NOI3] - IV A W3

Hierbei bezeichnen K p und Kp die Schnittkriimmungen von (B, (-, ) g) und (F, (-,-)r), V2f die
Hesse-Form von f und (grad f) den Gradienten von f. Ferner sind die beiden Terme || X AY||% und
[V A W% wie folgt zu verstehen: Ist U ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -), so ist durch

(U1, Us) <U1,U4>>

Ui AU, U3z ANUy) = det
(Ur 2,Us 4) € <<U2’U3> (Us, Uy)

ein kanonisches Skalarprodukt auf der &ueren Potenz A?(U) gegeben.
Wir {ibernehmen zuniichst obige Bezeichnungen fiir unsere Situation — d.h. B = [0,00), F = T"~},
f = h, sowie (-,-)pr = g’ —, wobei sich nun erhebliche Vereinfachungen ergeben. Zuerst stellen wir fest,
dass die erste Zeile verschwindet, da [0,00) eindimensional ist und folglich Kp(X,Y) = 0 gilt. Da der
Torus flach ist, ist in der letzten Zeile ebenso Kp(V,W) = 0 erfiillt. Ohne Einschrdnkung kénnen wir

auBerdem X = 0 annehmen®. Es ergibt sich
Ky (1) = —f(b) - (V,V)p - V2F(Y,Y) = f2(b) - ||(grad £)(B) I - |V A WI[E.

Wie erwahnt entspricht f(b) unserem h(t) (d.h. wir schreiben fiir m = (b,p) von nun an auch (¢,p)),
womit

V2f=n" sowie (grad f) = A’
folgt. Der Ubergang zu unserer Notation fithrt zu
Kyr(I) = =h(t) - (V, V)pa-r - B (t) - Y = B2(t) - [N/ ()] - |V AW |[Fucr,
wobei Y € R (s.0.,, B = [0,00) ist eindimensional). Da X + V = V als normiert beztglich (-,-)
vorausgesetzt wurde — d.h. (V, V), = 1 —, erhalten wir mittels der Formel
(V,Whnr = h2(t) - (V,W)pa—1 fiir allgemeine V,W € T, T" ! C T,,M

(vgl. Definition des verzerrten Produkts) schlielich

1 1
V,V)pn-r = hT(t) ViV = hT(t)

Gemaf der Orthogonalitit von X +V =V und Y 4+ W beziglich (-, -) s ergibt sich auflerdem
0=X+V,Y+W)u
= (X, Y)p +R2(t) - (V,W)pn-s
= h2(t) - (V,W)pn-s,

9st V ein n-dimensionaler Vektorraum und U C V ein zweidimensionaler Unterraum, so existiert stets eine Orthonor-
malbasis {u,u'} von U mit u3 =0 (wobei u = (u1,...,un), v’ = (uf,...,u},)): Ohne Einschrinkung kénnen wir zunéchst
u1 # 0 # u] annehmen (denn sonst wéren wir schon fertig), weshalb w1 /u) wohldefiniert ist. Dann ist die erste Koordinate
von u = u — (u1/u}) - bereits 0, und nach linearer Unabhéngigkeit gilt ferner u # 0. Setze nun u mittels Gram-Schmidt-
Verfahren zu einer Orthonormalbasis von U fort. In unserem Anwendungsfall iibernimmt 73, M die Rolle von V', die zu T, B

(welches eindimensional ist) gehoérige Koordinate die Rolle der ersten Koordinate und II die Rolle von U.
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d.h. aufgrund von A > 0 auch (V,W)ga—1 = 0. Die Normiertheit von Y + W beziiglich (-,-)5s fithrt

wiederum zu

I1=Y+WY+W)u
= (Y,Y)p +h2(t) - (W, W)pn-s
=Y2 4+ h2(t) - (W, W)pn-1,

also

Setzen wir all diese Terme in die Definition von ||V A W|2,_, ein, so schlieBen wir

IVAW|Fr = (VAW VAW )pa

—aet [ Vo VImer (ViW)rnes
W, Vg1 (W, W)pn

B 1/Rh2(t) 0
_det< 0 (1Y2)/h2(t)>

1-Y?2
hA(t) -

Die Formel fiir die Schnittkriimmung erhélt damit die Gestalt'®

V2

Ky () = —h(t) - h;(t) SR (t) Y2 = BA(t) - W (1)) - 1;#(?)
_ W) e (MO 2
0 Y- h2(t) (=)

Beachte, dass stets Y2 € [0, 1] erfiillt ist sowie nach Eigenschaft 1. und 2. von h auch h” > 0 folgt, also
insbesondere K, (II) < 0 fiir beliebiges ¢ € [0, 00). Ferner gilt h'(¢) € [R'(1),h/(3)] fiir ¢ € [1,3]: Denn
wire h'(t) ¢ [R/(1),h'(3)] fur ein ¢t € (1,3), so wiirde /' in (1,3) ein echtes Extremum besitzen (d.h.
eines, welches kein Randextremum ist); diese Extremstelle von h' wére aber zugleich Nullstelle von A",
im Widerspruch zu h” > 0. Aufgrund von h/(1) = —exp(—1) sowie h'(3) = —2/3% erhalten wir damit

() € [~1/e,—2/27]  fir t € (1,3).

Wir werden nun (abhéngig von t) untere und obere Schranken an die Schnittkriimmung bestimmen:

- t < 1: Hier wurde die Metrik nicht gedndert (denn h(t) = exp(—t)), es gilt — wie auch auferhalb

von S — weiterhin K, = —1.

10Es ist durchaus beruhigend, nach den langwierigen Rechnungen an diesem Punkt festzustellen, dass sich im Falle einer

nicht gednderten Metrik — d.h. h(t) = exp(—t) fiir alle ¢t — tatséchlich eine konstante Kriimmung von —1 ergébe.
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- 1 <t < 3: Wir berechnen

W) . WP
RO

Ky () =

1<i<3 h(t) "1<i<3 h2(t)
h'(3) 22/272

h(3) " k(1) )

6/3* 4/729

1/327 1/e2 )

min

(
(
h"(t (1)
<minEinf Up—y U')
(

< —0.04

sowie analog

h'(t) |h'(t)|2)
Ky (II) > —max | su , su
m (1) = (1<t£3 h(t) 1<tI<)3 h2(t)

= e (}2511)) ;2/ <32>)

> —11.

- 3 < t: In diesem Bereich gilt h(t) = 1/t?, womit sich

" l 2
Kt = -5y - RS v
_ 6t L, 4t° 2
=1E _W.(l_y )
:ft%.)ﬂ,%.(l,y?)
— 4 2 2
= E

ergibt, also

O

Wir haben damit insbesondere bewiesen, dass M beziiglich der neuen Metrik ¢’ global der Kriim-
mungsbedingung —11 < Kj; < 0 geniigt, aber andererseits — da —6/t> — 0 fiir t — oo — fiir kein a < 0
die Schranke Kj; < a < 0 erfiillt''. Trotz der Abflachung der Spitze S ist M jedoch weiterhin eine
Sichtbarkeits-Mannigfaltigkeit:

Lemma 2.34. Die universelle Uberlagerung von (M, g') erfillt das Sichtbarkeits-Aziom.

Beweis. Wie auch in [21] Abschnitt 8 greifen wir auf das folgende Kriterium zuriick:

M Tatsichlich lieBe sich mit der identischen Argumentation wie in [21] Abschnitt 8 zusitzlich zeigen, dass die universelle
Uberlagerung von (M, g’) auch nicht Gromov-hyperbolisch ist; beachte in diesem Zusammenhang, dass jede Mannigfaltigkeit

mit Schnittkrimmung K < a < 0 (fiir ein a < 0) bereits Gromov-hyperbolisch wére.
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Fakt. ([16] Proposition 5.9) Sei X eine Hadamard-Mannigfaltigkeit. Existiert ein x € X, sodass

/ kv (1) - tdt = 0o
1

fiir alle normierten Tangentialvektoren V' € T, X, so erfiillt X das Sichtbarkeits-Axiom. Hierbei
bezeichnet ky (t) = mings, ¢) [Kx (II)| das iiber alle zweidimensionalen Unterrdume IT C T, (X
mit ¢y (t) € II gebildete Minimum der (betraglichen) Schnittkriimmungen im Punkt ¢y (¢), mit cy
der eindeutigen Geodétischen mit ¢y (0) = z und ¢y (0) = V.

Bezeichne X die universelle Uberlagerung von (M, g’). Wir wihlen € X im Urbild des Randes
von S, d.h. w(z) € T" ! x {0} (mit 7 : X — M wie iiblich). Sei V € T, X ein beliebiger normierter
Tangentialvektor; beachte nun, dass gemifl Lemma 2.33 fiir die Schnittkriimmung in cy () stets Kx <
—0.04/t? erfiillt ist (fiir ¢ > 1), also insbesondere |K x| > 0.04/t? und damit ky (t) > 0.04/t2. Es ergibt

sich
e ©0.04
/ kv(t)~tdt2/ —g ctdt
1 1

—o01- [ Gt
1 t

= 00,

weshalb mithilfe des obigen Fakts die Behauptung folgt. O
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Kapitel 3

Orbifaltigkeiten

Orbifaltigkeiten kénnen in gewisser Weise als Mannigfaltigkeiten mit Singularitdten angesehen werden
und stellen eine natiirliche Verallgemeinerung selbiger dar. Wir werden in diesem Kapitel zunéchst einige
grundlegende Begriffe rund um Orbifaltigkeiten kurz wiederholen, um uns anschliefend der Dick-diinn-
Zerlegung negativ gekrimmter Orbifaltigkeiten zu widmen; die Dick-diinn-Zerlegung dient wie im Fall

von Mannigfaltigkeiten als niitzliches Hilfsmittel bei der Untersuchung der topologischen Struktur.

Das abschlieSfende Hauptresultat entspricht in seiner Art dem von Sichtbarkeits-Mannigfaltigkeiten:
Es lasst sich ein effizientes simpliziales Modell fiir den dicken Teil der Orbifaltigkeit finden, was dann in
spateren Anwendungen Schranken an die Homologie der gesamten Orbifaltigkeit zur Folge hat.

3.1 Grundlagen

Wir beginnen mit einer kurzen Einfithrung zu Orbifaltigkeiten. Als grundlegende Quelle vieler Defini-
tionen und elementarer Eigenschaften dient [26] Kapitel 13, insbesondere Kapitel 13.2. Die technische
Definition von Orbifaltigkeiten geben wir jedoch nur der Vollstandigkeit halber wieder; unsere Werkzeuge
werden spéter nicht Orbifaltigkeitskarten sein, sondern das Verstdndnis der (nun eben nicht mehr freien)

Gruppenwirkung auf einer Hadamard-Mannigfaltigkeit X.

Unter einer n-dimensionalen Orbifaltigkeit M verstehen wir einen zweitabzdhlbaren Hausdorffraum,
welcher lokal homéomorph ist zu Quotienten von offenen Teilmengen des R™ nach endlichen Gruppen-
wirkungen. Genauer fordern wir: Es existiert eine Uberdeckung {U;} von M durch offene Mengen, welche
abgeschlossen unter endlichen Durchschnitten ist, sodass fiir jedes U; eine endliche Gruppe I'; sowie eine
Wirkung von T'; auf einer offenen Teilmenge U] C R™ existiert, sodass U; homéomorph zu U/ /T; ist,
wobei wir selbigen Homéomorphismus U; — U/ /T; mit ¢; bezeichnen. Gilt U; C Uj, so soll ein injektiver
Homomorphismus f;; : I'; < I'; sowie eine Einbettung gogj 2 Ul — UJ’» existieren, welche dquivariant
beziiglich f;; ist, d.h. fiir v € T'; gilt o};(yx) = fi;(7)p;;(x). Diese Homomorphismen und Einbettungen
miissen dabei so zu wéhlen sein, dass das Diagramm
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Ul — U
90;_7‘/ i ’ J(
U, /Fz Uj/fij(rz)
i Ui/,
Tw
C
Uy ———— Uj

kommutiert. Hierbei sind die unbeschrifteten Abbildungen gerade die offensichtlichen Projektionen in
den jeweiligen Quotienten. Wir machen darauf aufmerksam, dass jede Mannigfaltigkeit insbesondere eine
Orbifaltigkeit darstellt, ndmlich fiir den Fall einer trivialen Gruppenwirkung in jeder Karte; in diesem
Sinne bilden Orbifaltigkeiten eine grofiere Klasse.

Wie bei Mannigfaltigkeiten lisst sich durch Ubergang von Homéomorphismen zu Diffeomorphismen
eine differenzierbare Struktur definieren; eine Riemannsche Metrik auf M wiederum lasst sich durch An-
gabe von Riemannschen Metriken in den Karten U/ C R™ erkléren, wobei lediglich zu fordern bleibt,
dass selbige Metriken invariant unter der I';-Wirkung sind sowie in den Uberlappungen der Karten ver-
traglich zueinander gewéhlt werden. Dies wiederum fiihrt zu Begriffen wie Schnittkrimmung, Volumen
uvm., ganz analog zum Fall von Mannigfaltigkeiten. Eine ausfiihrliche Behandlung der Riemannschen
Geometrie von Orbifaltigkeiten (mit vielen Entsprechungen zu klassischen Aussagen aus der Theorie von
Mannigfaltigkeiten) ist in [7] zu finden.

Waéhrend der Quotient einer Mannigfaltigkeit nach einer freien und eigentlich diskontinuierlichen Grup-
penwirkung bekanntlich selbst wiederum eine Mannigfaltigkeit ist, so tragt der Bahnenraum beziiglich
einer lediglich eigentlich diskontinuierlichen Wirkung (d.h. wir fordern keine Fixpunktfreiheit mehr) wei-
terhin die Struktur einer Orbifaltigkeit (siche z.B. [26] Proposition 13.2.1); auch in diesem Sinne sind Or-
bifaltigkeiten folglich als natiirliche Verallgemeinerung von Mannigfaltigkeiten zu verstehen. Fiir unsere
spétere Situation in negativer Kriitmmung — d.h. X wird eine Hadamard-Mannigfaltigkeit mit Schnitt-
kriimmung —1 < K < a < 0 sein — sei daran erinnert, dass Mannigfaltigkeiten M (endlichen Volumens)
gemiaf M = X/T fur torsionsfreie Gitter I' < Isom(X) entstehen, wohingegen Orbifaltigkeiten (endlichen
Volumens) als Quotient von X beztiglich allgemeiner Gitter (welche also Elemente endlicher Ordnung
enthalten kénnen) auftreten. Tatsdchlich werden wir spéter nie auf Orbifaltigkeitskarten zuriickgreifen?,
sondern stets mit — nun eben nicht mehr freien — Gruppenwirkungen auf Hadamard-Mannigfaltigkeiten
X arbeiten.

Anschaulich lassen sich Orbifaltigkeiten als Mannigfaltigkeiten mit Singularititen auffassen; diese
Singularitdten sind eine abgeschlossene Teilmenge von Maf3 0. Genauer bilden diejenigen Punkte, welche in
einer Karte U; in der Fixpunktmenge der endlichen Gruppenwirkung I'; liegen, die singuldre Menge von
M. Wir werden zur Beschreibung der singuldren Menge die aulerordentlich praktische Notation aus [25]
verwenden. Hierzu schrianken wir uns zundchst auf die fir uns relevante Situation einer n-dimensionalen
Hadamard-Mannigfaltigkeit X mit Schnittkrimmung —1 < K < a < 0 sowie einem Gitter I" < Isom(X)
ein. Die singuldre Menge in X besteht dann aus den Fixpunktmengen elliptischer Elemente von T’
(welches vollsténdige, konvexe, total geodétische Untermannigfaltigkeiten von Dimension < n sind); sie
ist genau das Urbild der singuldren Menge von M = X/T". Wie in [25] Abschnitt 4.1 schreiben wir fiir

die gemeinsame Fixpunktmenge einer endlichen Gruppe G < Isom(X) auch Fix(G) := (), .o Fix(g) und

geG

I'Was in Anbetracht der doch recht mithsamen Definition sicherlich als Erleichterung zu verstehen ist.
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definieren fiir allgemeines A < Isom(X) entsprechend

3(A) := {Fix(G) : G < A endlich},
Yi(A) :={Y € (A) : dim(Y) =i}, sowie
Yoi(A):={Y e 2(A) : dim(Y) < i}.

Ferner ibernehmen wir die Definition

Si(a):= |J v

sowie

S«a(d)= |J ¥

Wir werden A in der Notation unterschlagen, falls es aus dem Kontext ersichtlich ist. Ferner sei dar-
auf aufmerksam gemacht, dass wegen id € A (fiir beliebiges A < Isom(X)) insbesondere stets X =
Fix({id}) € (A) gilt.

3.2 Dick-diinn-Zerlegung

Bei Mannigfaltigkeiten hatten wir bereits gesehen, dass die Zerlegung in einen dicken und einen diinnen
Teil die Untersuchung ihrer Topologie wesentlich vereinfacht; entsprechend werden wir auch bei Orbi-
faltigkeiten auf diese Grundidee zuriickgreifen. Wir betrachten stets die folgende Situation: X sei eine
n-dimensionale Hadamard-Mannigfaltigkeit mit Schnittkrimmung —1 < K < a < 0 (fiir ein passen-
des a < 0) sowie I' < Isom(X) ein Gitter, welches im Allgemeinen nicht torsionsfrei ist. Somit besitzt
M = X/T" wie erwihnt die Struktur einer Orbifaltigkeit endlichen Volumens, welche ebenso obige Kriim-

mungsbedingungen erfiillt.

3.2.1 Allgemeines

In [9] wurde bereits eine Dick-diinn-Zerlegung von Orbifaltigkeiten fiir strikt negative Kriimmung durch-

2 < K < —1 an die Schnittkriimmung gestellt wird, sind die

gefithrt; obwohl dort die Forderung —«
Ergebnisse — nach Reskalierung auf —1 < K < a < 0 — auch fiur unsere Situation nutzbar. Unsere Erwei-
terung gegeniiber der dortigen Situation besteht wie beim Fall von Sichtbarkeits-Mannigfaltigkeiten im
Wesentlichen erneut darin, eine variable Wahl der Niveaus zuzulassen, d.h. die verschiedenen Isometrien
unterschiedlich zu gewichten. Tatsdchlich werden wir — diesmal im Gegensatz zum Fall von Sichtbarkeits-
Mannigfaltigkeiten — auch auf diese Erweiterung zuriickgreifen; sie ermoglicht es uns den dinnen Teil
allein anhand der hyperbolischen und parabolischen Isometrien zu beschreiben, womit elliptische Iso-
metrien in dieser Hinsicht also keine Rolle spielen. Neben der genannten Neuerung werden wir ferner
auch viele Detailfragen genauer kliaren, beispielsweise die genaue (algebraische) Struktur hyperbolischer
Gruppen bzw. (topologische) Struktur der Rohren.

Wiéhrend der dicke Teil von X bei Mannigfaltigkeiten — also torsionsfreiem I' — aus denjenigen Punkten
bestand, welche fiir ein kleines € durch keine nichttriviale Isometrie um weniger als € verschoben wurden,
erfordert das nun mogliche Auftreten elliptischer Isometrien (mit Fixpunkten und daher beliebig kleiner
Verschiebung nahe der Fixpunktmenge) eine Anpassung in der Definition: So wird in [9] der dicke Teil
dadurch definiert, dass die zugehérige Gruppe von Isometrien kleiner Verschiebung endlich ist (und eben

nicht mehr trivial wie bei Mannigfaltigkeiten). Wollen wir ferner die Kardinalitat dieser endlichen Gruppe
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kontrollieren, so fithrt dies zum Begriff des quasidicken Teils wie in [25]; genauer betrachten wir fiir £ > 0
und x € X die Gruppe
I.(z) = (yeTl:dy(z) <e),

womit sich fiir m € N der (¢, m)-quasidicke Teil von X gemés
Xoom = {o € X : [Lu()] < m}
ergibt. Der e-dicke Teil von X wie in [9] hingegen ist durch
X>e:i={z € X :|I'.(x)] ist endlich}

gegeben. Entsprechend definieren wir den (quasi-)dicken Teil von M als Quotient des (quasi-)dicken Teils
von X nach der Wirkung durch I'; ebenso ist der diinne Teil genau das Komplement des dicken Teils.
Folgendes Lemma stellt sicher, dass sich der e-dicke Teil stets als (e, m)-quasidicker Teil fiir ein geeignetes

m auffassen ldsst:

Lemma 3.1 ([9] Proposition 5.4.2). Fir jedes Gitter T' < Isom(X) existiert ein n = n(I') € N, sodass
|G| < fiir alle endlichen Untergruppen G von T.

Folglich gilt X5, = X5 .

Bemerkung 3.2. Es stellt sich die Frage, welche Werte diese Schranke 7 annehmen kann und ob sie —
fiir bestimmte Klassen von Orbifaltigkeiten — selbst gleichméflig beschrankt ist. Zundchst merken wir an,
dass falls eine (Orbifaltigkeits-)Uberlagerung p : M’ — M von Grad d < oo durch eine Mannigfaltigkeit
M’ existiert, dann auch i durch d beschrinkt ist. Sei hierzu G' < T' endlich, womit bereits ein gemein-
samer Fixpunkt x € X von G existiert (Fixpunktsatz von Bruhat-Tits). Wahlen wir hinreichend kleine
(Orbifaltigkeits-)Karten U C M und U’ C M’ um ¢ := w(z) € M und einen Lift ¢ € M’ von ¢, so sehen
wir, dass pjys : U' — U eine (Orbifaltigkeits-) Uberlagerung ist, deren Grad mindestens |G| betrigt, d.h.
|G| < deg(pp); mit deg(pjy) = deg(p) = d ist folglich |G| < d bewiesen.

Lésst sich Isom(X) als Untergruppe von GL,,(K) fir einen Korper K von Charakteristik 0 auffassen,
so folgt mit dem Lemma von Selberg, dass jedes Gitter I' < Isom(X) eine torsionsfreie Untergruppe IV von
endlichem Index besitzt. Da dieser Index mit dem Grad der (Orbifaltigkeits-)Uberlagerung X /T — X/T’
iibereinstimmt, stellt er nach obiger Argumentation bereits die Schranke n an die Ordnung endlicher
Untergruppen von I' dar (beachte, dass X/T” eine Mannigfaltigkeit ist). Dieses Standardargument dient
auch als Beweis der Lemma 3.1 entsprechenden Aussage im hyperbolischen Fall X = H" in [8] Proposition
3.1.7 (Gitter erfiillen stets die dortige Bedingung GF1).

Im Allgemeinen existiert keine gleichméflige Schranke an den Index im Lemma von Selberg, weshalb
auch keine gleichméfiige Schranke an 1 = 7(T') iiber alle Gitter I' < Isom(X) zu erwarten ist. Fiir
bestimmte Spezialfélle ldsst sich dies jedoch erreichen: Falls X sogar ein symmetrischer Raum ist, so
besitzt nach [17] Lemma 13.1 jedes nicht-uniforme, arithmetische Gitter I' < Isom(X) einen torsionsfreien
Normalteiler I, wobei der Index [’ : I"] stets durch einen nur von Isom(X) abhingigen Wert i =
i(Isom(X)) € N beschrankt ist. Somit stellt dieses i einen gleichméifiigen Wert fiir 7 fiir alle nicht-
uniformen, arithmetischen Gitter I' < Isom(X) dar. ¢

Obige Schranke 7 an die Ordnung endlicher Untergruppen von I wird an vielen Stellen von zentraler
Bedeutung sein; insbesondere ist es hilfreich, dass wir in der Nahe von Fixpunkten stets Punkte finden,

welche eine gleichméfige untere Schranke an ihre Verschiebung besitzen.

Lemma 3.3. Sindx € X unde > 0, sodass I'.(x) endlich ist, so existiert ein y mit d(x,y) < €/4, sodass
dr(y) = p, wobei p = p(e,n) > 0.
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Beweis. Die Aussage ist eine Abwandlung der folgenden Tatsache:
Fakt. ([4] Lemma 12.7) Ist I' < Isom(X) diskret, z € X und € > 0, sodass |T'(z)] = m > 2, so
existiert ein y mit d(x,y) < /4, sodass dr(x) > p/, wobei p’ = p’(e,m) > 0. Genauer ldsst sich
p' = (g/2™) - sin(w/m) wéhlen.

Geméf des obigen Fakts erhalten wir fiir alle m = 2,...,n Werte p’(g,m) > 0, sodass falls [T (z)| = m
gilt, die Behauptung durch p’(g,m) erfillt wird, wobei n wie in Lemma 3.1. Beachte, dass der einzige
verbleibende Fall m = 1 — d.h. [T.(x)] = 1 — mit dr(x) > e gleichbedeutend ist, weshalb dann bereits
y =z und p = ¢ der Behauptung gentigen. Insgesamt schlieflen wir somit, dass die Aussage fiir

p :=min (e, mi?%ln?7 2% sin(%)) = miann 2% sin(%) = 26—77 sin(z)
erfiillt ist. Beachte, dass p nur von £ und 5 abhéngt (sowie p > 0, da ohne Einschrankung n > 2). O

Wir beginnen mit unserer abgewandelten Definition des dicken Teils. Jedem v € T' wird ein Niveau
ey € [g,e(n)] zugeordnet; hierbei bezeichnet ¢(n) das Margulis-¢ (vgl. Satz 2.1) und € > 0 eine vorher
festgelegte, aber frei wihlbare Konstante. Die Wahl der Niveaus soll dabei konjugationsinvariant erfolgen,
d.h. €441 = gy fiir alle 7,9 € T. In spéteren Anwendungen werden wir ¢ meist selbst als einen
bestimmten Bruchteil von e(n) wéihlen, um so zu gewihrleisten, dass moglichst nur die Dimension n als
variable Grofie die Konstanten in der Dick-diinn-Zerlegung kontrolliert.

Definiere nun
Iop(z) =(yel:d,(z) <ey)
und entsprechend den dicken Teil X von X als
Xt :={xr € X :T..(z) ist endlich}.
Der diinne Teil X_ ist dessen Komplement, d.h.
X_ :={x € X : e (x) ist unendlich}.

Wir definieren den dicken Teil M, bzw. diinnen Teil M_ von M = X/T" als Quotient des dicken bzw.
diinnen Teils von X nach der Gruppenwirkung durch T", d.h.

My :=X,/T sowie M_:=X_/T.
Hierbei stellt folgendes Lemma sicher, dass dies wohldefiniert ist.

Lemma 3.4. Firzy € Xy bzw. x_ € X_ folgt vy € Xy bzw. yr_ € X_ fir alley €', d.h. X1 und

X_ sind T-invariante Teilmengen von X.
Beweis. Seien z € X und v € I fest. Zunéchst gilt
doy (y) = d(ya,~'ya) = d(z, v~ v2) = dy1y, (@)
fir 4" € T beliebig. Sei im Folgenden 4’ € T’ mit d./(x) < 4 gegeben. Mit obiger Formel erhalten wir
=1 (72) = dy (Y71 y2) = doy () <&y,

wobei wegen der Konjugationsinvarianz der Niveaus — also insbesondere &,/ = &,/,-1 — nun

vy
dyyry=1 (Y2) < Eqyry—

folgt. Wir schlieflen: Die Erzeuger von I'c..(vz) ergeben sich durch Konjugation mit v aus den Erzeugern

von I'.i.(z). Somit sind auch I'..(z) und I'..(yz) konjugiert zueinander (mittels «y), also insbesondere

isomorph; folglich ist I'...(z) genau dann endlich, wenn I'..(yz) es ist. GeméB Definition von X, bzw.
X_ ist dies die Behauptung. O
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Die Struktur des diinnen Teils M _ ergibt sich im Wesentlichen aus der Struktur der Untergruppen von
I', welche auf den Komponenten von X_ wirken; wie wir sehen werden sind dies sogenannte elementare
Gruppen. Solche Gruppen haben eine besonders einfache Struktur, wie die folgende Aussage wiedergibt.
Hierbei beschrinken wir uns auf den fiir uns einzig relevanten Fall von diskreten Gruppen. Schreibe

auBerdem Fix(G) = (¢ Fix(g) fiir G C Isom(X).

Lemma 3.5 ([9] Proposition 3.2.1 sowie Abschnitte 3.1, 3.2). Sei G < Isom(X) diskret. G ist elementar,

wenn einer der folgenden drei (paarweise verschiedenen) Fille eintritt:
1. FElliptischer Fall: G ist endlich.

2. Parabolischer Fall: Fix(G) besteht aus einem einzelnen Punkt im Rand X (00) — d.h. es existiert ein
eindeutiger Punkt z € X (00) mit gz = z fiir alle g € G — und alle Elemente von G erhalten jede
Horosphdre um z mengenweise. Gemdafs [9] Proposition 4.2 enthdlt G dann bereits ein parabolisches

FElement.

8. Hyperbolischer Fall: G enthdlt eine hyperbolische Isometrie und erhdlt deren eindeutige Achse A
mengenweise. Es gilt insbesondere Fix(G) N X = 0; im Fall Fix(G) = {A(c0), A(—00)} nennen wir
G (hyperbolisch) von Typ 1, wihrend G im verbleibenden Fall Fix(G) =0 (hyperbolisch) von Typ
2 heifst. In Typ-2-hyperbolischen Gruppen existiert folglich eine (elliptische) Isometrie ., welche
die Endpunkte von ¢ vertauscht, d.h. y.A(c0) = A(—o0) und y.A(—o0) = A(0).

Des Weiteren ist jede Untergruppe einer elementaren Gruppe elementar.

Spéater werden wir sehen, dass sich — rein gruppentheoretisch betrachtet — Typ-2-hyperbolische Grup-
pen aus Typ-1-hyperbolischen Gruppen durch Erweiterung um Z, ergeben, wahrend Typ-1-hyperbolische
Gruppen selbst semidirekte Produkte der Form E %y Z sind, mit £ < O(n — 1) endlich.

Wegen e, < e(n) geméfl Wahl der Niveaus fiir alle y € I"ist I'. . (2) stets eine Untergruppe von I'c(,,) (2);
letztere Gruppe ist nach dem Lemma von Margulis virtuell nilpotent, womit auch I'.. () virtuell nilpotent
ist. Damit ist aufgrund unseres Wissens iiber elementare Gruppen auch bereits viel iiber die Struktur

von I'..(z) bekannt, wie die folgende Aussage verrit.
Lemma 3.6 ([9] Proposition 3.1.1). Jede virtuell nilpotente Untergruppe G < Isom(X) ist elementar.

Wir werden spéter mitunter darauf zuriickgreifen, dass eine diskrete, elementare Gruppe, welche nur

aus elliptischen Elementen besteht, bereits endlich sein muss.

Lemma 3.7. Besteht eine diskrete, elementare Gruppe G < Isom(X) nur aus elliptischen Elementen,
so ist G endlich.

Beweis. Geméfi Lemma 3.5 ist lediglich auszuschlielen, dass fiir G der parabolische oder der hyperbolische
Fall eintritt. Doch dies ist bereits erfiillt, denn parabolische Gruppen enthalten ein parabolischen Element,

wahrend hyperbolische Gruppen stets ein hyperbolischen Element besitzen. O

Liegt  im diinnen Teil X _, so ist folglich T'..(z) eine unendliche elementare Gruppe; somit sind unter
den elementaren Gruppen lediglich die unendlichen — also parabolische und hyperbolische — von Interesse.
Wie die nachstehende Aussage wiedergibt, lassen sich diese unendlichen elementaren Untergruppen auf
eindeutige Weise den maximalen elementaren Untergruppen zuordnen. Aus diesem Grund kann man
vereinfachend sagen, dass die maximalen elementaren Untergruppen den Urbildern der Komponenten des
diinnen Teils M_ der Orbifaltigkeit M entsprechen.
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Lemma 3.8 ([9] Lemma 3.2.2). Sei I" < Isom(X) diskret. Dann ist jede unendliche elementare Unter-

gruppe von I in einer eindeutigen mazimalen elementaren Untergruppe von I' enthalten.

Letztlich driickt folgende Aussage aus, dass verschiedene maximale elementare Untergruppen sich

hochstens in endlichen Untergruppen iiberlappen kénnen.

Lemma 3.9 ([9] Corollary 3.2.3). Sei I' < Isom(X) diskret sowie G und G’ mazimale elementare Un-
tergruppen von I'. Ist GN G’ unendlich, so gilt bereits G = G'.

Sei nun weiterhin I' < Isom(X) diskret. Fiir eine Untergruppe G von I schreiben wir
Geg() = (g € Grdy(x) <gg)  (<Ter (@)

sowie

X_(G):={z € X : G.,(z) ist unendlich} (CX).

Mit dieser Notation gilt insbesondere X_(I') = X_ sowie

x(@c U {dy<egks
g€G\{id}
denn wére ein z € X_(G) in keinem {d,; < ¢4} fir g € G\ {id} enthalten, so wiirde G, (z) = (id) = {id}
gelten, was der Tatsache widerspréche, dass G, (x) wegen € X_(G) unendlich ist.
Die Schreibweise X_(G) ist als naheliegende Verallgemeinerung der T.(G) aus [9] auf unsere Situa-
tion zu verstehen, weshalb es nicht iiberrascht, dass sich der Beweis der folgenden zentralen Aussage
vollkommen analog zu der Begriindung in [9] Abschnitt 3.5 und Proposition 3.5.4 ergibt.

Lemma 3.10. Es gilt:

1. X_ ergibt sich als Vereinigung der X_(G) der mazimalen unendlichen elementaren Untergruppen

G von T.

2. Sind die konjugationsinvarianten Niveaus e, sogar aus [€,e(n)/2] gewdhlt (und nicht nur aus
[e,e(n)]), so existiert eine nur von der Dimension n abhingige Konstante 6 = §(n) > 0, sodass
d(X_(G),X_(G") > ¢ fiir verschiedene mazimale unendliche elementare Untergruppen G und G’
von I'. Mithin ist die Vereinigung in 1. dann disjunkt mit gleichmafigem unteren Abstand zwischen
den X_(G).

Beweis. 1. Wie bereits erwiahnt lasst sich die Begriindung aus [9] Abschnitt 3.5 (zwischen Proposi-
tion 3.5.3 und Proposition 3.5.4) ibernehmen. Wegen X_(G) C X_ ist lediglich zu zeigen, dass
jedes x € X_ bereits auch in einem geeigneten X_(G) fir eine maximale unendliche elementare
Untergruppe G von I liegt. Sei also z € X_, d.h. I'..(z) ist eine unendliche Gruppe und geméaf
der vorangehenden Argumente bereits elementar. Nach Lemma 3.8 liegt I'.. () in einer eindeutigen

maximalen unendlichen elementaren Untergruppe G von I'. Jeder der Erzeuger

{vel:d,(z) <ey}

von I'c.(x) ist also ein Element von G, weshalb
Geq (m) =T (.’L‘)

folgt. Somit ist G, (z) auch unendlich, d.h. z € X_(G), was zu zeigen war.
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2. Der Beweis orientiert sich an [9] Proposition 3.5.4. Setze §(n) := £(n)/8. Seien z € X_(G) und
2’ € X_(G') mit d(z,z’) < ¢ fiir maximale unendliche elementare Untergruppen G und G’ von T'.
Allgemein gilt nach Dreiecksungleichung d~ (y) < 2d(y,y’) +d~ (') fiir y,y' € X und v € I beliebig.
Ist also v mit d,(z) < e, gegeben — d.h. y ist ein beliebiger Erzeuger von I'..(x) —, so folgt

2¢(n)  e(n)  3e(n)

dy(z') <2-d(z,2") + dy(z) <20+ &4 < s Ty =4 < e(n),

d.h. jeder Erzeuger von T'c.(x) liegt bereits in I';¢,)(2'), womit I'.;.(z) eine Untergruppe von
[o(ny(2') ist. Nun ist geméf voriger Ausfithrungen I'c(,,) (') selbst eine unendliche elementare Un-
tergruppe und folglich nach Lemma 3.8 in einer maximalen unendlichen elementaren Untergruppe
G" enthalten, womit I'c.(x) ebenso eine Untergruppe von G” ist. Andererseits liegt I'.,.(x) nach
Wahl von « auch in Gj es folgt

GNG" DT (x),

also mittels Lemma 3.9 nun G = G”, da sich die maximalen unendlichen elementaren Untergruppen

G und G” mindestens in der — wegen x € X_(G) C X_ unendlichen — Gruppe I'c.(x) schneiden.

Trivialerweise ist auch I'..(z’) eine Untergruppe von I'c(,)(2’) — und damit von G” — sowie nach
Wahl von z’ eine Untergruppe von G’. Analog zur vorigen Argumentation ergibt sich wiederum

mittels Lemma 3.9 nun G’ = G” und wir folgern insgesamt
G — G// _ G/

was zU zeigen war.

O

Wir werden deshalb im Folgenden stets davon ausgehen, dass die Niveaus e, tatsdchlich aus dem
Intervall [, e(n)/2] stammen.

Der diinne Teil M_ ergibt sich nach Definition als Quotient von X_ nach der Gruppenwirkung durch
I'. Wie voriges Lemma 3.10 ausdriickt, besteht aber X_ aus den X_(G); um die Struktur von X_ zu

verstehen, miissen wir also kldren, wie I' auf den X_(G) wirkt.

Lemma 3.11. Sei G eine maximale unendliche elementare Untergruppe von I'. Dann gilt
1X_(G) = X_(vGr7)

fiir alle v € T'. Mithin ist X_(G) genau invariant unter T', d.h. fir v € T' gilt vX_(G) = X_(G) oder
Y X_(GYNX_(G)=0.

Beweis. Zunichst merken wir an, dass maximale unendliche elementare Untergruppen durch Konjugation
auf ebensolche abgebildet werden.

Sei v € ' sowie x € X. Dem Beweis von Lemma 3.4 entnehmen wir, dass die Elemente der Menge
{9 € G:dy(z) <e4}
nach Konjugation mit v nun
{9 =7977" €G! i dy (y2) < e}
ergeben, was gerade die Erzeugermenge von G _, (yz) fiir G := ~G~~! darstellt; es folgt

Gl (vx) =7Geg(a)y™

Eq/
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Fir z € X_(G) ist nun G, (z) unendlich, also mit obiger Formel auch G, _, (vz), d.h. vz € X_(G'),
womit YX_(G) C X_(G’) bewiesen ist. Wie iiblich folgt auch die umgekehrte Mengeninklusion hiermit
geméf

TTIX (G) S X (vIG) = X _(G).

Ist v € G, so ergibt sich yGy~! = G und damit vX_(G) = X_(7yGy~1) = X_(G).
Sei umgekehrt v ¢ G. Geméf [9] Lemma 3.2.4 stimmt der Normalisator Np(G) von G in I' mit G
iiberein, weshalb wir schlieflen, dass dann YGy~! und G verschiedene maximale unendliche elementare

Untergruppen sind. Gemif8 Lemma 3.10 sind X_(G) und vX_(G) = X_(yG~y~!) nun disjunkt. O

Bezeichnet wie iiblich 7 : X — X/T" = M die Projektion, so gilt folglich 7(X_(G)) = X_(G)/G; bei
der Frage nach der Gestalt des diinnen Teils von M koénnen wir uns also auf die Frage nach der Gestalt
der X_(G)/G fiir maximale unendliche elementare Untergruppen G von I' beschrinken.

3.2.2 Diinner Teil

Die Untersuchung des diinnen Teils werden wir getrennt nach dem hyperbolischen und dem parabolischen
Fall durchfiihren.

Hyperbolischer Fall

Wir widmen uns zuerst dem hyperbolischen Fall, d.h. dem Fall von hyperbolischem G < I'; in welchem
man X_(G)/G auch Réhre nennt. Geméafl Lemma 3.5 konnen drei verschiedene Typen von Isometrien

in einer hyperbolischen Gruppe auftreten:

1. Hyperbolische Isometrien 7, mit Achse A,
2. Achse-fixierende elliptische Isometrien 7., d.h. v, A(c0) = A(c0) und v, A(—00) = A(—00),

3. Achse-spiegelnde elliptische Isometrien s, d.h. y5A(00) = A(—00) und vy, A(—o00) = A(00). Es exis-
tiert also ein eindeutiger Punkt auf A, welcher von 7, fixiert wird, der sogenannte Spiegelungspunkt.

Beachte jedoch, dass Achse-spiegelnde Isometrien nicht direkt Spiegelungen auf ganz X sein miissen,
sondern durchaus eine Ordnung > 2 aufweisen kénnen. Wir halten nun einige elementare Tatsachen zum

Verhalten dieser Isometrietypen fest.

- Ist «y. eine Achse-fixierende Isometrie und ~; eine hyperbolische Isometrie mit Achse A, so sind
YeVh, YnYe SOWie yeynYs + ebenfalls hyperbolische Isometrien mit Achse A und gleicher Verschie-
bung wie v, die aber in der Regel nicht mit ~;, iibereinstimmen. Insbesondere erhalten wir, dass
im Allgemeinen mehrere verschiedene hyperbolische Isometrien gleicher (minimaler) Verschiebung

existieren, die hyperbolischen Elemente also zunéchst keine zyklische Untergruppe bilden.

- Die hyperbolischen Elemente stellen allgemein auch gar keine Untergruppe dar, denn fiir zwei
hyperbolische Isometrien 7, 2 gleicher Verschiebung ist v;v4 ! eine elliptische Isometrie, welche
die Achse fixiert.

- Ist =5 eine Achse-spiegelnde Isometrie, so sind die Produkte bzw. Konjugierten mit den Achse-
fixierenden Isometrien (analog zu vorher bei den hyperbolischen Isometrien) selbst elliptische Iso-
metrien, welche die Achse spiegeln — mit gleichem Spiegelungspunkt —, aber fiir gewéhnlich nicht mit
~s libereinstimmen. Ebenso liefern zwei verschiedene Spiegelungen am selben Punkt eine elliptische

Isometrie, welche die Achse fixiert.
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- Im Allgemeinen schneiden sich die Fixpunktmengen der Achse-fixierenden Isometrien und der

Achse-spiegelnden Isometrien nicht nur im Spiegelungspunkt auf der Achse.

- Bezeichnet p die minimale Verschiebung der Achse A durch eine hyperbolischen Isometrie und

existiert (mindestens) eine Achse-spiegelnde Isometrie, so sind in allen 11/2-Absténden auf der Achse

die Spiegelungspunkte weiterer Achse-spiegelnden Isometrien gegeben.

- Es gelten folgende Rechenregeln; beachte hierbei, dass die Achse A isometrisch zu R ist, weshalb

wir uns fir die Wirkung der Isometrien auf der Achse dquivalent mit Isometrien von R befassen
konnen. Fiir eine Translation um v € R (also « + x + v) schreiben wir 7,,, wihrend eine Spiegelung
iny € R (also ¢ = y — (z — y) = 2y — ) mit o, bezeichnet wird. In dieser Notation gilt somit
7o = 7, flir eine hyperbolische Isometrie vy minimaler Translation u der Achse A und v, = oy fiir

eine Achsen-Spiegelung ~;. Nun ist die Komposition zweier Spiegelungen (zuerst in y;, dann in ys)
Oyp 00y, 1 X +—=>2y1 —x — 2y — 2y1 — ) =2+ 2(y2 — y1)

eine Translation um 2(ys —y1), d.h. 0y, 0 7y, = 7o )- Analog erhalten wir

Y2—y1

OyOTy =0y /2 SOWIE T, 00y = 0yiy/2.

Wie das folgende Lemma ausdriickt, ergeben sich hyperbolische Gruppen in der allgemeinen Situation

durch sukzessive Gruppenerweiterung aus vergleichsweise einfachen Bausteinen; beachte, dass wir die

Diskretheit von G implizit voraussetzen, da G eine Untergruppe des Gitters I ist.

Lemma 3.12. Sei G < T" eine hyperbolische Gruppe mit Achse A.

1. Ist G von Typ 1, so bilden die elliptischen Elemente eine Untergruppe E, welche isomorph zu einer

endlichen Untergruppe von O(n — 1) (der orthogonalen Gruppe in Dimension n — 1) ist. G ergibt

sich dann als Erweiterung von E um Z, d.h.

1 E G Z 1

stellt eine kurze exakte Sequenz dar (die Definition der Abbildungen ist im Beweis zu finden).
Insbesondere ist E ein Normalteiler von G sowie G/E = Z. Tatsdchlich spaltet obige Sequenz
rechts, weshalb

G=FE xyZ,

d.h. G ist semidirektes Produkt von E und Z (mittels ¥ : Z — Aut(E) wie im Beweis).

. Ist G von Typ 2, so bilden die elliptischen Elemente, welche die Achse punktweise fizieren, einen

Normalteiler E, welcher isomorph zu einer endlichen Untergruppe von O(n — 1) ist. G ergibt sich

dann als Erweiterung von E um Dy (der unendlichen Diedergruppe), d.h.

1 E G Do 1

stellt eine kurze exakte Sequenz dar (mit Abbildungen wie im Beweis), also insbesondere G/E =
Dy,. Im Allgemeinen spaltet jedoch obige Sequenz rechts nicht (d.h. G ist im Allgemeinen kein
semidirektes Produkt von E und Dy, ).

. Alternativ lassen sich Typ-2-hyperbolische Gruppen auch als Erweiterungen Typ-1-hyperbolischer

Gruppen um Zso auffassen: Ist G von Typ 2, so bilden die Elemente von G, welche die Endpunkte
von A fizieren, eine Typ-1-hyperbolische Gruppe GV, die als Normalteiler von Index 2 in G liegt,
also GG =2 Zy. Genauer ist
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1 GM G Zo 1

eine kurze exakte Sequenz (fiir welche die Abbildungen im Beweis angegeben sind), welche rechts
jedoch im Allgemeinen nicht spaltet (d.h. G ist in der Regel kein semidirektes Produkt von GV und
Zs).

Beweis. 1. Wir merken zunéchst an, dass dieser Punkt lediglich eine exakte Ausformulierung der in

[9] S. 246 behaupteten Struktur Typ-1-hyperbolischer Gruppen ist.
Wird A durch 7 und 2 punktweise fixiert, so auch durch ;75 L. folglich bildet E eine Gruppe. Da

gemaf eigentlich diskontinuierlicher Wirkung nur endlich viele Isometrien die Achse A punktweise
fixieren kénnen, ist E endlich; anhand der Zerlegung X =2 R”~! x R — wobei der R-Faktor der Achse
A entspricht (auf welcher E ja als Identitdt wirkt) — konnen wir ' mit einer endlichen Untergruppe
von O(n — 1) identifizieren.

Die Abbildung E — G ist gerade die Inklusion, weshalb die Sequenz an der Stelle E bereits exakt
ist.

Bezeichnet 1 die minimale Verschiebung der Achse A durch eine hyperbolische Isometrie aus G, so
verschiebt jedes Element v € G nun A um einen Wert k - y mit k € Z. Die Abbildung ¢ : G — Z
in obiger Sequenz ist dann durch ¢(v) = k gegeben. Dies stellt einen wohldefinierten, surjektiven
Homomorphismus dar, womit ebenso die Exaktheit bei Z folgt. Beachte nun, dass ker ¢ gerade aus
den Elementen mit Translation 0 auf der Achse A besteht, d.h. allen Isometrien, die A punktweise
fixieren; folglich gilt ker p = FE, also die Exaktheit bei G.

Dass E normal in G liegt sowie G/E = Z, ergibt sich allgemein fiir Gruppenerweiterungen.

Einen Spaltungshomomorphismus fiir obige Sequenz erhilt man, indem 1 € Z auf eine beliebige
hyperbolische Isometrie 79 € G mit minimaler Verschiebung ;. der Achse A abgebildet wird. Folglich
ist G 2 E %y Z mittels des Konjugations-Homomorphismus ¢ : Z — Aut(E), welcher durch

dk) V) =1r0"  (k€Z,y€E)

gegeben ist.

. Genau wie im Beweis von Punkt 1. sehen wir, dass auch im Fall von Typ-2-hyperbolischem G die

Achse-fixierenden elliptischen Isometrien eine Untergruppe von G bilden, die zu einer endlichen

Untergruppe von O(n — 1) isomorph ist.

Wir zeigen nun, dass E normal in G liegt. Sei hierzu v, € E sowie v € G beliebig. Ist v € E,
so gilt trivialerweise vy.y~! € E; wir konnen also annehmen, dass v nicht in E liegt. Da G als
Typ-2-hyperbolische Gruppe ausschliefllich aus Achse-fixierenden elliptischen Isometrien, Achse-
spiegelnden elliptischen Isometrien sowie hyperbolischen Isometrien mit Achse A besteht, ist v also
entweder eine Achse-spiegelnde elliptische Isometrie oder hyperbolisch. Im Fall, dass v die Achse
spiegelt, gilt

ey A(00) = 77eA(—00) = YA(—o00) = A(c0)

und analog yy.y tA(—00) = A(—o0), d.h. 4.y~ ! fixiert die Endpunkte von A. Ist ohne Einschrin-

I auch

kung A(0) der Spiegelungspunkt von ~ auf der Achse A, so sehen wir auflerdem, dass yyey~
A(0) fixiert; folglich muss .y~ selbst eine elliptische Isometrie sein, welche A punktweise fixiert,
also vy.7~! € E. Es verbleibt der Fall von hyperbolischem . In diesem Fall sehen wir ebenfalls,
dass 7.y~ ! die Endpunkte fixiert sowie Translation 0 auf der Achse besitzt, also wiederum die

Achse punktweise fixiert, d.h. vy.7~! € E. Somit ist F tatsichlich ein Normalteiler in G.
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Um die Exaktheit der Sequenz aus der Aussage zu beweisen, geniigt es zu zeigen, dass G/E = D;
die Abbildung E — G ist dann die Inklusion und G — D, die Komposition der Projektion
G — G/E mit dem Isomorphismus G/FE = D.,. Wir wollen zunéchst zeigen, dass G/E von den
Nebenklassen zweier geeigneter Achsen-Spiegelungen erzeugt wird. Hierzu halten wir anfanglich fest,
dass fiir zwei verschiedene Achse-spiegelnde Isometrien 1,72 € G mit selbem Spiegelungspunkt —
ohne Einschrinkung A(0) — auf A die Isometrie y1y, ' eine elliptische Isometrie ist (denn ;75!
besitzt den Fixpunkt A(0) € X), welche wegen

M7 ' A(00) = 71 A(—00) = A(0)

und analog 17, ' A(—00) = A(—00) die Endpunkte von A fixiert, also in E liegt. Anders ausge-
driickt erhalten wir, dass sich zwei verschiedene Achse-spiegelnde Isometrien mit selbem Spiege-
lungspunkt auf A nur durch Multiplikation mit einem Element aus E unterscheiden, mithin die

selbe Nebenklasse modulo E darstellen:
E’}/l = E"yg

Ist v € G hyperbolisch, so wissen wir bereits, dass 7 sich als Potenz einer hyperbolischen Isometrie
Yo € G minimaler Verschiebung auf A ergibt; solche hyperbolischen Isometrien minimaler Verschie-
bung wiederum entstehen als Produkt zweier benachbarter Achsen-Spiegelungen? (s.o.). Da fiir
verschiedene hyperbolische Isometrien 4/,v" € G gleicher Verschiebung die Isometrie v/4”~1 in E
liegt (denn sie besitzt Verschiebung 0 auf A), schlieflen wir auch hier, dass hyperbolische Isometrien

gleicher Verschiebung die selbe Nebenklasse modulo E ergeben:
Ey = Ey".

Sei nun v € G erneut hyperbolisch und vy € G die (bis auf Inversenbildung eindeutige) hyperbolische
Isometrie minimaler Verschiebung mit v = ~§ fiir ein k € Z. Ferner fixieren wir zwei benachbarte
Achsen-Spiegelungen v1,v2 € G; ohne Einschriankung kénnen wir annehmen, dass ;12 bereits die
selbe Verschiebung wie 7 aufweist, denn betraglich ist die Verschiebung ohnehin gleich und durch
Vertauschen von v und <5 kénnen wir notfalls die Richtung der Verschiebung &ndern. Mithilfe

obiger Argumente gilt also

Evo = E(m172),

womit wir
k k k
Ey = Ev§ = E(mn2)" = (Em1)(Ey))

folgern; jede Nebenklasse modulo E einer hyperbolischen Isometrie 1dsst sich also als Potenz eines
Produkts von Nebenklassen von «; und ~» darstellen. Es bleibt nur noch zu zeigen, dass auch jede
Nebenklasse einer von ; und ~ weiter entfernten Achsen-Spiegelung sich als geeignetes Produkt
in den Nebenklassen von 7; und 75 darstellen lasst. Dies ist aber der Fall, wie wir bereits oben
festgestellt haben; dort sahen wir, dass die Spiegelungspunkte immer genau im Abstand p/2 (mit
p der minimalen Verschiebung hyperbolischer Isometrien auf A) liegen und das Produkt einer
hyperbolischen Isometrie (z.B. mit Verschiebung p) mit einer Achsen-Spiegelung wiederum eine
Achsen-Spiegelung ergibt, nur mit um p/2 verschobenem Spiegelungspunkt. Ist also g erneut eine

hyperbolische Isometrie minimaler Verschiebung p und -3 eine beliebige Achsen-Spiegelung, so

2Zur Erinnerung: Zwei Achsen-Spiegelungen sind benachbart, falls ihre Spiegelungspunkte auf A den Abstand /2

besitzen, wobei p die minimale Verschiebung einer hyperbolischen Isometrie aus G bezeichnet.
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finden wir ein k € Z, sodass 7175 ebenfalls eine Achsen-Spiegelung am gleichen Spiegelungspunkt
wie von 73 ist. Mit obiger Argumentation ergibt sich wiederum

Evs = E(m174) = (Em)(EYS),

und da ja E7§ als Nebenklasse einer hyperbolische Isometrie bereits als geeignetes Produkt von
E~; und E~, darstellbar war, folgern wir insgesamt, dass auch alle Nebenklassen von Achsen-
Spiegelungen sich als passendes Produkt der Nebenklassen von ; und ~2 ergeben. Da hiermit alle

moglichen Félle von Isometrien in G bzw. G/E abgedeckt sind, fassen wir zusammen:
G/E = (Evy, Evs), wobei 71,72 € G benachbarte Achsen-Spiegelungen sind.
Beachte nun, dass fiir die unendliche Diedergruppe die Prasentation
Dy = <x,y‘x2: 1 :y2>
existiert und wir bereits aus den vorigen Betrachtungen wissen, dass3
(Em)? = Eid = (Ev2)%;

um die gewiinschte Isomorphie von G/E zu D, zu beweisen, bleibt also lediglich zu zeigen, dass
keine weiteren Relationen zwischen den Erzeugern Evy; und Evs von G/E auftreten. Angenommen,
es gibe eine weitere Relation, dann miissten sich in ihr Fvy; und E+y, stets abwechseln, da wir bei
wiederholtem Auftreten von E~y; bzw. Evy, wegen deren Ordnung von 2 sonst kiirzen konnten. Ohne

Einschrankung sei also diese Relation von der Form
k . k .
(B)(Ev2)) = Eid oder ((Evw)(Ev)) By = Eid

fir ein k € Z \ {0}, bzw. analog bei Vertauschen von E7; und E7,. Nun beachte, dass v17v2
hyperbolisch ist, also auch v := (y;72)*. Wegen

(1) (Ey2))" = E(n)*

wiirde dies im ersten Fall bedeuten, dass Fy = FEid, also v € E, im Widerspruch dazu, dass y
hyperbolisch ist und £ nur aus Achse-fixierenden elliptischen Isometrien besteht. Im zweiten Fall
hingegen ist 7' := (7172)¥y1 = 71 als Produkt der hyperbolischen Isometrie v = (y172)* mit
der Achsen-Spiegelung v; wiederum eine Achsen-Spiegelung (s.o.); nun bedeutet Ey' = Eid aber
erneut 7' € E, was den gewiinschten Widerspruch liefert, da die Achsen-Spiegelung +' nicht in der
aus den Achse-fixierenden elliptischen Isometrien bestehenden Untergruppe E liegt. Folglich kann

keine weitere Relation existieren und wir erhalten die Prisentation
G/E = (B, Ev2 | (En)* =1=(En)’) = (2,y|2® =1=y") = D,

also die Isomorphie G/E = D.

Beziiglich eines moglichen Spaltungshomomorphismus ist anzumerken, dass die einzigen Kandidaten
fiir die Bilder der Erzeuger z,y € Do, = (z,y |22 = 1 = y?) unter diesem Homomorphismus gerade
benachbarte Achsen-Spiegelungen sind. Jedoch miissen diese im Allgemeinen nicht von Ordnung 2
sein, da wir keine ndheren Kenntnisse iiber ihre Wirkung abseits der Achse A haben; folglich wird

in der Regel kein Spaltungshomomorphismus existieren.

3Denn 'y% ist elliptisch (oder trivial) mit Fixpunkt auf A, da dies auch fiir v; galt, und fixiert die Endpunkte von A, also
'y% € E. Entsprechendes gilt fir 'yg.
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3. Fixieren die Isometrien v; und +2 die Endpunkt von A — d.h. v;A(c0) = A(c0) und v;A(—o00) =
A(—o0) fiir i = 1,2 —, so gilt dies auch fiir deren Produkt bzw. Inverse, womit G!) tatsichlich eine
Untergruppe von G bildet.

Als Homomorphismus G(!) — G in obiger Sequenz wéhlen wir die Inklusion, womit insbesondere
Exaktheit bei G folgt.

Wir geben nun den Homomorphismus ¢ : G — Zs an. Ist v € G eine Isometrie, welche die
Endpunkte von A fixiert, so definieren wir ¢(v) = 0; andernfalls — d.h. wenn ~ die Endpunk-
te vertauscht — sei () = 1. Beachte, dass hiermit bereits alle moglichen Félle fiir das Verhal-
ten von « beziiglich der Endpunkte abgedeckt sind, da G eine hyperbolische Gruppe ist. Das
Inverse einer Endpunkt-fixierenden Isometrie ist Endpunkt-fixierend, genau wie das Inverse ei-
ner Endpunkt-vertauschenden Isometrie selbst die Endpunkte vertauscht. Ebenso ist das Produkt
zweier Endpunkt-fixierenden Isometrien genau wie das Produkt zweier Endpunkt-vertauschenden
Isometrien selbst Endpunkt-fixierend; umgekehrt ist das Produkt aus einer Endpunkt-fixierenden
und einer Endpunkt-vertauschenden Isometrie selbst Endpunkt-vertauschend. Folglich ist ¢ tatsach-
lich ein wohldefinierter Homomorphismus G — Z,, welcher zudem surjektiv ist, da G als Typ-2-
hyperbolisch vorausgesetzt wurde, also mindestens eine Endpunkt-vertauschende Isometrie besitzt.
Es folgt die Exaktheit bei Z.

Nach Definition von ¢ bilden die Endpunkt-fixierenden Isometrien — also die Elemente von G —

genau ker ¢, womit die Sequenz auch bei G exakt ist.
Wegen G/G(") = 7, folgt insbesondere, dass G") Index 2 in G besitzt.

Die Sequenz spaltet rechts jedoch im Allgemeinen nicht: Ein méglicher Spaltungshomomorphismus
miisste 1 € Zy auf eine Endpunkt-vertauschende Isometrie v € G abbilden; diese muss jedoch nicht
von Ordnung 2 sein, da keine Voraussetzung an die Wirkung aufierhalb der Achse A getroffen wurde.
Ist 4 nun nicht von Ordnung 2, so kann die Abbildung Zs — G aber kein Homomorphismus sein.
O

Ruft man sich in Erinnerung, dass die unendliche Diedergruppe D, selbst als semidirektes Produkt
Do =2 Z %, Zy darstellbar ist, so wird mittels obigem Lemma 3.12 eine anschauliche — wenn auch nicht
exakte — Interpretation des Aufbaus hyperbolischer Gruppen G deutlich: Sie alle werden aus den drei
moglichen Bausteinen E < O(n — 1) (endlich), Z und Zg gebildet. Hierbei umfasst E die endlich vielen
Achse-fixierenden elliptischen Isometrien, Z die (Nebenklassen der) hyperbolischen Isometrien und Z, die
(Nebenklassen der) Achse-spiegelnden elliptischen Isometrien. Jeder der Bausteine tritt hochstens einmal
auf; der Baustein Z liegt stets vor, E unterscheidet sich von Gruppe zu Gruppe und kann durchaus auch
trivial sein, wahrend das Vorkommen des Bausteins Z, dariiber entscheidet, ob eine Typ-2-hyperbolische
Gruppe vorliegt oder aber — im Falle des Fehlens von Zy — eine Typ-1-hyperbolische Gruppe. Als Spe-
zialfall ergibt sich die Situation bei Mannigfaltigkeiten (also torsionsfreiem I' und damit torsionsfreiem
@), wo G stets isomorph zu Z ist. In dieser Situation ist also E trivial und Zs kommt nicht vor, womit
insbesondere jede hyperbolische Gruppe bereits Typ-1-hyperbolisch ist.

Das folgende, elementare Lemma ermdéglicht uns nun, zur Kliarung der Struktur der Rohren das al-
gebraische Verfahren — also sukzessive Gruppenerweiterungen — auch auf die geometrische Situation zu
iibertragen; jede Gruppenerweiterung entspricht in diesem Sinne einer weiteren Wirkung auf dem Urbild

der Rohren, die anschliefflend herausgeteilt wird.

Lemma 3.13. Sei G eine beliebige Gruppe, die auf einem topologischen Raum X wirkt, sowie N ein
Normalteiler von G. Dann ist X/G homdéomorph zum doppelten Quotienten (X/N)/(G/N).
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Beweis. Der Beweis ist elementar; wir geben ihn hier der Vollstdndigkeit halber dennoch wieder. Zunéchst
zeigen wir, dass die Faktorgruppe G/N wohldefiniert auf dem Bahnenraum X/N wirkt. Hierzu definiere
die Wirkung durch

G/N x X/N — X/N, (Ng,Nz)+~— N(gz),

wobei gz durch die vorausgesetzte (Links-)Wirkung von G auf X gegeben ist und die Faktorgruppe G/N
mittels Rechtsnebenklassen dargestellt wird.

Obige Abbildung ist wohldefiniert; seien hierzu Ng = Ng’ sowie Nz = Nz', d.h. insbesondere exis-
tieren n,n’ € N mit ¢’ = ng sowie 2’ = n’x. Wegen Ng = gN (fir alle g € G) aufgrund der Normalitét

von N folgt nun
(Ng') - (Na') = N(g'z’) = N(ngn'z) = N(gn'z)
= (gN)(n'z) = (gN)z = N(gx)
= (Ng) - (Nz),
also die Wohldefiniertheit. Aulierdem ist obige Abbildung aufgrund von
(Ne)- (Nx) = N(ex) = Nz
sowie
(Ng) - ((Ng') - (Nz)) = (Ng) - N(¢g'z) = N(gg'z) = (N(g9)) - (N)
tatséchlich eine Wirkung von G/N auf X/N.
Wir zeigen, dass die Abbildungen
¢:(X/N)/(G/N) = X/G, G/N(Nz)— ¢(G/N(Nz)) := Gz
und
v:X/G— (X/N)/(G/N), Gz— ¢(Gz):=G/N(Nx)
wohldefinierte, zueinander inverse Homéomorphismen sind.
- Wohldefiniertheit von ¢: Sei G/N(Nz) = G/N(Nz'), d.h. es existiert ein Ng € G/N mit (Ng) -

(Nz) = Na/. Wegen (Ng) - (Nz) = N(gz) bedeutet dies N(gx) = Nz', also die Existenz eines
n € N mit 2’ = ngz. Wir folgern

©(G/N(Nz')) = Gz’ = G(ngz) = Gz = ¢(G/N(Nxz)).

- Wohldefiniertheit von 1: Sei Gx = G2’, d.h. es existiert ein ¢ € G mit 2’ = gz. Es ergibt sich

¥(Gz') = G/N(Nz') = G/N(Ngz) = G/N(gN)x
=G/N(gN -N)x =G/N(gN)(Nz) = G/N(Nx)
= ¢(Gx).

- ¢ und ¥ sind zueinander invers: Es gilt

p((Gz)) = p(G/N(Nz)) = Gz

sowie

U(p(G/N(Nz))) = ¢(Gz) = G/N(Nux).
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- Stetigkeit von ¢: Sei U C X/G offen; wir wollen zeigen, dass ¢~ 1(U) ebenfalls offen ist. Gemifl

Definition der Quotiententopologie ist auch 77)_(1_> < /G(U ) =: U’ offen, wobei 7x_, x/¢ die Projektion
X — X/G bezeichnet. Wiederum mittels der Quotiententopologie gilt
¢ 1(U) offen & w}}Nﬁ(X/N)/(G/N)(cpfl(U)) offen
-1 -1 -1 )
At WX%X/N(WX/NH(X/N)/(G/N)(SD (U))) =: U" offen.

Fiir U” ergibt sich geméfl der Bijektivitiat von ¢

U'={zeX nx ,x/n()c W;(}NA(X/N)/(G/N) (¢~ (U}
={r € X : mx)No(x/V) /v (Txsx/n(2) € o1 (U)}
={z € X:G/N(Nz) € o 1 (U)}
={z € X :¢(G/N(Nx)) € p(¢ " (U))}
= Ul
also die Behauptung, da U’ offen war.

- Stetigkeit von 1: Sei U C (X/N)/(G/N) offen, weshalb nach Quotiententopologie auch U” := {z €
X :G/N(Nz) € U} offen ist. Ebenfalls geméafi Quotiententopologie gilt

Y HU) offen < W;(LX/G('LZJ_I(U)) =: U’ offen.
Fiir U’ erhalten wir mithilfe der Bijektivitat von ¢ die Darstellung
U={zeX:Grey ' (U)}
={r € X :¢(Gz) € Y(v ™ (V))}
={r e X:G/N(Nz) e U}
— U/l

womit die Behauptung folgt, da U” offen war.

Damit sind alle Werkzeuge zur Hand, um die Gestalt der Réhren zu bestimmen.

Lemma 3.14. Sei G eine mazimale hyperbolische Untergruppe von T, fiir die X_(G) nicht leer ist, und
bezeichne D"~1 C R"~! die offene Finheitskugel. Dann gilt:

1. Ist G hyperbolisch von Typ 1, so ist X_(G)/G homdomorph zu einem (D"~ '/E)-Biindel iber der
S, wobei E < O(n — 1) der endliche, aus den elliptischen Elementen bestehende Normalteiler von

G ist. Insbesondere ist X_(G)/G homotopieiquivalent zur S*.
2. Ist G hyperbolisch von Typ 2, so ist X_(G)/G homoomorph zu einem Produkt
D' x[0,1] oder D'x(0,1),

wobei D' den Bahnenraum von D™~ 1/E nach einer — mdaglicherweise trivialen — Zo- Wirkung be-
schreibt; ferner bezeichnet E < O(n — 1) den aus den Achse-fizierenden elliptischen Isometrien

bestehenden endlichen Normalteiler von G. Insbesondere ist X _(G)/G zusammenziehbar.
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Beweis. 1. Wir behaupten, dass im Falle von Typ-1-hyperbolischem G bereits

X_(G) = U {dg < &g}

g€G hyperbolisch

gilt. Die Inklusion , D ist offensichtlich, denn ist € {d, < &4} fiir ein hyperbolisches g € G,
so ist ¢ in der Erzeugermenge von G, (z) enthalten; da g als hyperbolisches Element unendliche
Ordnung besitzt, ist auch G, (x) unendlich, also = € X_(G).

Umgekehrt wissen wir fiir die Inklusion ,C* schon, dass X_(G) € Ujecn qiay{dg < €4} es bleibt
also lediglich zu zeigen, dass fir z € X mit dg(x) > ¢4 fur alle hyperbolischen ¢ € G (d.h. z
liegt hochstens in den Subniveaumengen {dy < €4} von elliptischen ¢’ € G) die Gruppe G, (x)
bereits endlich ist. Wegen d,(x) > ¢, fiir alle hyperbolischen g € G besteht in einem solchen Fall
die Erzeugermenge

{g€G:dy(x) <ey}

von Ge,(x) nur aus der Identitdt sowie — moglicherweise — elliptischen g € G. Da G eine Typ-1-
hyperbolische Gruppe ist, fixieren all diese elliptischen Elemente die Achse A von G punktweise. Ist
nun go ein beliebiges Element von G, (), so ist go als Wort in diesen elliptischen g € G darstellbar,
womit wir sehen, dass auch gy die Achse A punktweise fixiert; folglich ist gg selbst elliptisch, d.h.
G.. () besteht nur aus elliptischen Elementen. Als diskrete, elementare Gruppe, welche nur aus
elliptischen Elementen besteht, muss G, (z) geméi Lemma 3.7 selbst schon endlich sein, was zu

zeigen war.

Mittels dieser Darstellung von X_(G) folgern wir wie im Beweis von Lemma 2.11, dass X_(G)
homéomorph zum Produkt D"~ x R ist und sich dieser Homéomorphismus vertriglich mit der

Gruppenwirkung durch G wihlen lisst?.

Da die elliptischen Elemente aus G die Achse A punktweise fixieren — also anders ausgedriickt, die

von E induzierte Wirkung auf dem R-Faktor gerade trivial ist —, erhalten wir zunéchst
X (G)/E= (D" ' xR)/E= (D" '/E) xR.

Ferner wissen wir (vgl. Lemma 3.12), dass G/E = Z zyklisch erzeugt wird von der Nebenklasse
E~g einer hyperbolischen Isometrie vy € G minimaler Translation der Achse A. Da vy geméf
der Produktstruktur X_(G) = D"~! x R auf dem ersten Faktor als Homomorphismus D"~1 —
D™ 1! und auf dem zweiten Faktor als Translation wirkt, folgern wir, dass Evy beziiglich obiger
Produktstruktur

X (G)/E=(D"'/E)xR

als Homdomorphismus D"~1/E — D"~1/E auf dem ersten Faktor und als Translation auf dem

zweiten Faktor wirkt. Es ergibt sich, dass
(X_(G)/E)/(G/E) = (X_(G)/E)/(Eo)

einen Abbildungstorus des von Ey induzierten Homéomorphismus D"~ /E — D"~!/E beschreibt.
Mittels Lemma 3.13 entspricht (X_(G)/E)/(G/E) aber genau X_(G)/G und wir schlieflen, dass
X_(GQ)/G ein ebensolcher Abbildungstorus ist, also ein (D"~!/E)-Biindel iiber der S.

Die Homotopiedquivalenz dieses Biindels zur S! erhilt man wiederum mittels Zusammenziehen
entlang der Projektionsgeodétischen hin zur Achse A, da die Projektion nach A dquivariant unter
G ist.
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Abbildung 3.1: Schematische Darstellung verschiedener Situationen hinsichtlich der Lage der Subniveau-
mengen im Fall von Typ-2-Rohren. Abhéngig davon, wie die einzelnen Subniveaumengen relativ zuein-
ander liegen, dndert sich der Hom6éomorphietyp der Rohre. Die senkrechten, dicken Linien entsprechen
den Fixpunktmengen der Achsen-Spiegelungen, wihrend die waagrechte, dicke Linie die Achse darstellt.
Die mit gestricheltem Rand gezeichneten grauen Ovale um die Fixpunktmengen sind die zugehorigen
Subniveaumengen der Achsen-Spiegelungen; hingegen représentiert der Schlauch um die Achse die Sub-
niveaumenge einer hyperbolischen Isometrie. Die sogenannten Spiegelungspunkte sind die Schnittpunkte

der Achse mit den Fixpunktmengen der Achsen-Spiegelungen.

2. Im Verlauf des Beweises wird es haufig hilfreich sein, sich an den in Abbildung 3.1 dargestellten

beispielhaften Situationen zu orientieren.

Zunéchst ist die Gestalt von X_(G) zu kliren, welche ungleich komplizierter ist als bei Typ-1-
hyperbolischen Gruppen; abhéngig von der minimalen hyperbolischen Verschiebung auf der Achse

sowie der Wahl der Niveaus ¢4 ergeben sich unterschiedliche Gestalten.

Als ersten Punkt halten wir fest, dass auch im Falle von Typ-2-hyperbolischen Gruppen die Ni-
veaumengen der Achse-fixierenden elliptischen Isometrien keine Rolle spielen. Genauer: Ist z € X
in keiner Subniveaumenge von hyperbolischen Isometrien oder Achse-spiegelnden Isometrien aus G
enthalten — d.h. x liegt hochstens in Subniveaumengen von Achse-fixierenden elliptischen Isometrien
—, soist x ¢ X_(QG). Zu zeigen ist hierfiir lediglich, dass in einer solchen Situation G, (z) endlich
ist. Da aber nun die Erzeugermenge {g € G : dy(z) < g4} von G, (z) nur aus der Identitit sowie
Achse-fixierenden Isometrien — also Elementen von E — besteht, ist Ge (z) eine Untergruppe von
E und damit selbst endlich.

Ist andererseits  nur in Subniveaumengen von Achse-spiegelnden Isometrien mit selbem Spiege-
lungspunkt enthalten, so ergibt sich analog, dass z ¢ X_(G): Das Produkt solcher Isometrien ist
wiederum eine elliptische Isometrie mit (mindestens) dem Spiegelungspunkt als Fixpunkt, weshalb
G..(z) nur aus elliptischen Isometrien bestiinde; wegen der Diskretheit von G muss G, (x) dann

bereits endlich sein (vgl. Lemma 3.7).

Mithilfe der bereits vorher festgestellten, allgemeinen Beziehung

X_(G) U {dg <4}
g€G\{id}
fassen wir zusammen, dass falls z € X_(G), so liegt = in der Subniveaumenge einer hyperboli-
schen Isometrie oder in den Subniveaumengen zweier Achse-spiegelnder Isometrien mit verschiede-
nen Spiegelungspunkten (beachte, dass das Produkt zweier solcher Spiegelungen eine hyperbolische
Isometrie und damit von unendlicher Ordnung ist). Anders ausgedriickt ergibt sich X_(G) als

4D.h. der Faktor D™~ ! entspricht dem Urbild in X_(G) eines Punktes auf der Achse unter der Projektion auf die Achse
—also D1 =~ TFZl({A(t)}) N X_(G) —, wihrend der Faktor R gerade der Achse A selbst entspricht.
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Vereinigung der Subniveaumengen hyperbolischer Isometrien sowie der Durchschnitte der Subni-

veaumengen von Achsen-Spiegelungen mit verschiedenen Spiegelungspunkten.

Sei x ein Punkt auf der Achse A mit x € X_(G) (dass nicht jeder Punkt von A automatisch
auch in X_(G) liegen muss, sehen wir spater im Beweis). Ist ¢, ein geodétischer Strahl, der von
x ausgehend senkrecht zu A startet, so wissen wir nach Korollar 1.22, dass t + dg(c,(t)) streng
monoton steigend gegen oo strebt fiir alle Achsen-Spiegelungen g € G, fiir die « ¢ Fix(g) oder
mithilfe von Lemma 1.23 — falls © € Fix(g) — ¢, nicht in Fix(g) verlduft, also ¢,(0) ¢ Ty Fix(g).
Umgekehrt sehen wir so, dass falls y € X ein Punkt ist, der in den Subniveaumengen zweier
Achsen-Spiegelungen mit verschiedenen Spiegelungspunkten liegt, dann auch 74 (y) € A in diesen
Subniveaumengen liegt, wobei 74 die Projektion auf die Achse A bezeichne. Insgesamt kénnen wir
also — da analoge Aussagen fiir die hyperbolischen Isometrien gelten (vgl. Lemma 1.26) — die Menge
X_(G) durch die von A senkrecht ausgehenden geodétischen Strahlen ¢, ab Punkten x € X_(G)NA
wfasern“. Mit obigen Monotonieaussagen ergibt sich aber, dass ab einem gewissen (stetig von  und
¢.(0) abhéngigen) Zeitpunkt eine solche Faserungsgeodétische jede Subniveaumenge hyperbolischer
Isometrien verlassen hat und sich héchstens noch in den Subniveaumengen von Achsen-Spiegelungen
befindet, welche den selben Spiegelungspunkt haben; in diesem Fall ist aber auch bereits X_(G)
verlassen (s.0.). Wie im Fall von Sichtbarkeits-Mannigfaltigkeiten folgern wir somit (vgl. Lemma
2.11), dass

X_(G) =2 D" ' x (X_(G)NA).

Es verbleibt folglich, die moglichen Fille fiir die Gestalt von X_(G) N A zu kldren.

Existiert eine hyperbolische Isometrie g, € G mit nichtleerer Subniveaumenge {d,, < &4,} -
aquivalent dazu, die Verschiebung von gj, auf A ist kleiner als g, —, soist X_(G)N A = A = R,
denn {dg, < g4,} € X_(G) ist eine offene Rohrenumgebung der Achse A (vgl. Lemma 1.29). In
Abbildung 3.1 tritt dies beispielsweise in Situation I auf.

Seien nun andernfalls alle Subniveaumengen hyperbolischer Isometrien aus G leer. Geméafl obiger
Betrachtungen besteht X_(G) dann aus der Vereinigung der Durchschnitte {d; < g4} N{dy < g4/}
fiir alle Paare von Achsen-Spiegelungen ¢g,¢’ € G mit verschiedenen Spiegelungspunkten. Exis-
tiert ein solches Paar g, ¢’ von Spiegelungen, deren Subniveaumengen den jeweils anderen Spiege-
lungspunkt enthalten (in Abbildung 3.1 ist dies fiir Situation IT der Fall), so ist wegen der Mo-
notonie von dy auf der zu Fix(g) senkrecht verlaufenden Geodétischen A (s.o., und analog fiir
¢') auch das ganze Teilstlick von A zwischen den Spiegelungspunkten von g und ¢’ im Schnitt
{dy < g4} N{dy < ey} enthalten. Da X_(G) invariant unter G ist, muss dann bereits ganz
A in X_(G) enthalten sein, denn die Spiegelungen bzw. Verschiebungen dieses Teilstiicks von A
mittels der Achsen-Spiegelungen bzw. der hyperbolischen Isometrien {iberdecken ganz A. Folglich
gilt in diesem Fall erneut X_(G) N A = A = R. Sind andererseits fiir kein Paar von Achsen-
Spiegelungen die Spiegelungspunkte in der jeweils anderen Subniveaumenge enthalten (so wie z.B.
in Situation IIT von Abbildung 3.1), so liegt kein einziger Schnittpunkt in einem solchen Durch-
schnitt {dy < €4} N{dy < €4}, womit auch kein Spiegelungspunkt in X_(G) enthalten ist; es
folgt, dass X_(G) N A keinen Spiegelungspunkt enthélt. Somit muss X_(G) N A C A eine disjunkte
Vereinigung von Intervallen sein (welche offen sind, da X_(G) offen war), weshalb auch X_(G)
in Zusammenhangskomponenten entlang dieser Stiicke zerfillt. Wiederum mittels Symmetriebe-
trachtungen anhand der Achsen-Spiegelungen bzw. hyperbolischen Isometrien erkennen wir, dass

all diese Zusammenhangskomponenten von X_ (G) zueinander isometrisch sind.
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Wir kénnen also zusammenfassen, dass

X (G)=D" ' xR oder D"'x | J(2k 2k+1).
keZ
Zur Kldrung der Struktur von X_(G) werden wir nun anhand dieser zwei Fille fiir X_(G) un-

terscheiden. Hierbei werden wir jeweils ausnutzen, dass G als Typ-2-hyperbolische Gruppe einen
Typ-1-hyperbolischen Normalteiler G(!) besitzt, sodass G/G) = Zy (vgl. Lemma 3.12).

Fiir den Fall X_(G) = D" ' x R wissen wir nach der Argumentation in 1., dass X_(G)/G™")
homéomorph zu einem (D"~!/E)-Biindel iiber der S! ist. Gemif Lemma 3.13 bleibt also lediglich
zu kléren, welche Auswirkungen die anschliefende Zo-Wirkung hat; beachte hierbei, dass Zo = G/
G von der Nebenklasse einer beliebigen Achsen-Spiegelung erzeugt wird. Dies macht insbesondere
deutlich, dass die Zo-Wirkung mit der Biindelstruktur vertraglich ist, d.h. der Quotient

X_(G)/G = (X-(G)/GV) /L

ergibt sich wiederum als Biindel, wobei die Wirkung von Zs auf Fasern und Basisraum getrennt
betrachtet werden kann. Hierdurch ist bereits begriindet, dass die Fasern von der Gestalt D’ :=
(D"~'/E)/Zy sind (beachte, dass die Zo-Wirkung auf D"~1/E durchaus trivial sein kann, wie das
Beispiel im Anschluss an den Beweis deutlich macht). Andererseits gilt beziiglich der Zs-Wirkung
auf dem Basisraum S* Folgendes: Bezeichnet p die minimale Translation der hyperbolischen Isome-
trien aus GV (und damit aus G), so liegen die Spiegelungspunkte auf der Achse A bekanntlich im
Abstand ;1/2 voneinander. Da sich der Basisraum S' als Bahnenraum der Achse A nach der Ver-
schiebungswirkung durch die hyperbolischen Isometrien ergab — also die Darstellung [0, i]/(0 ~ p)
besitzt —, sehen wir, dass S'/Zy nun aus [0, ] dadurch entsteht, dass die Punkte der Form p/2 + ¢
jeweils mit ihrem gegeniiberliegenden Punkt 11/2 — t identifiziert werden, wobei ¢ € [0, u/2]; wir
haben also als Spiegelungspunkt gerade den Punkt p/2 € [0, ] gewéhlt. Doch dieser Quotient ist
homdomorph zu [0, 11/2], womit S!/Zs 22 [0, u/2] =2 [0, 1] folgt, was zu zeigen war.

Betrachte nun den Fall, dass X_(G) = D" ! x J, o5 (2k, 2k 4 1); hierbei befinden sich zwischen den
einzelnen Zusammenhangskomponenten des zweiten Faktors (d.h. zwischen den offenen Intervallen)
genau die Spiegelungspunkte der Achsen-Spiegelungen. Oben hatten wir bereits gesehen, dass eine
einzelne Zusammenhangskomponente — ohne Einschrinkung D"~ x (0,1) — ausreicht, um mittels
ihrer Bilder unter der G-Wirkung ganz X_(G) zu iiberdecken. Die hyperbolischen Isometrien aus
G von minimaler Verschiebung g auf der Achse A bilden dabei eine Komponente stets auf die
zweitnéichste ab, also beispielsweise D"~! x (0,1) auf D"~ ! x (4,5), da ja die Spiegelungspunkte
stets im Abstand p/2 auf A liegen. Betrachten wir nun wiederum zunéchst den Quotienten X_(G)/
GM | so sehen wir, dass dieser aus zwei Zusammenhangskomponenten besteht: Diese entsprechen
hinsichtlich des zweiten Faktors den Intervallen ..., (—4,-3),(0,1),(4,5),... einerseits bzw. den
Intervallen ..., (—2,—1),(2,3), ... andererseits. Die Wirkung von G(!) auf dem ersten Faktor D"~}

ist genau die Wirkung durch die Achse-fixierenden elliptischen Elemente. Wir folgern, dass
X (@))GM = (D"1/E) x (0,1) U (D" /E) x (2,3).

Wiederum wegen Lemma 3.13 bleibt nun nur noch die Zy-Wirkung auf X_(G)/G™) zu kliren.
Entsprechend dem vorigen Fall respektiert auch hier die Zo-Wirkung die Biindelstruktur (hier:
triviales Biindel, also Produkt) auf X _(G)/G™), weshalb sich als Faser (hier: erster Faktor) erneut
D' = (D""'/E)/Zs ergibt (auch hier kann die Zo-Wirkung auf D"~1/E mitunter trivial sein, wie

das anschliefende Beispiel wiedergibt). Der Basisraum (hier: zweiter Faktor) ergibt sich als Quotient
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von (0,1) U (2,3) nach der Spiegelung am Spiegelungspunkt 3/2 zwischen diesen Intervallen; es
werden also die Punkte 3/2 + ¢ jeweils mit den Punkten 3/2 — ¢ identifiziert, wobei ¢ € (1/2,3/2).
Dies ist aber gerade das Intervall (0,1) selbst, womit abschlieend

X_(G)/G =D x (0,1)

folgt.
In beiden Féllen — d.h. sowohl fiir D’ x [0, 1] als auch D’ x (0, 1) als Homéomorphietyp von X_(G)/G

— lasst sich wie in Punkt 1. zunédchst die Faser D’ kontrahieren, weil die Projektion hin zur Achse
A aquivariant unter der G-Wirkung ist; da [0, 1] und (0, 1) zusammenziehbar sind, sehen wir, dass
auch X_(G)/G zusammenziehbar ist.

O

Im Falle von Typ-1-hyperbolischem G nennen wir X_(G)/G auch Typ-1-Rohre, wihrend wir bei
Typ-2-hyperbolischem G von Typ-2-Rohren sprechen. Zur Verdeutlichung des verschiedenartigen Ver-
haltens im Falle von Typ-2-Rohren sind folgende Beispiele hilfreich.

Beispiel 3.15. Bekanntlich entspricht die Situation in X bis auf Homéomorphie der in R™; der Einfach-
heit halber betrachten wir deshalb direkt den R3. Ferner lassen wir Achse-fixierende elliptische Isometrien
aufler Acht, d.h. wir gehen fiir die Typ-2-hyperbolische Gruppe G — welche sich ja geméafi Lemma 3.12 als
Erweiterung der endlichen Gruppe E < O(n — 1) um die unendliche Diedergruppe D, ergibt — von dem
Fall aus, dass E trivial und G damit selbst isomorph zu D, ist. Da G also von zwei benachbarten Achsen-
Spiegelungen erzeugt wird, ergeben sich die verschiedenen Beispiele durch Angabe verschiedener solcher

Isometrien g, g’. Als Achse A von G wihlen wir die z-Koordinatenachse {(z,y,2) € R® : y = 2 = 0} C R3.
1. Sei X_(G) = D? x R, was sich im obigen Modell als
X (G)=2{(z,y,2) eR®: 2 + 22 <1} =W
realisieren lasst; dies ist eine Rohrenumgebung der z-Achse. Wéhle
g = ((x,y,z) — (—x, —z,y)) sowie ¢ = ((m,y,Z) = (2 -, —279))

als die oben beschriebenen Erzeuger. Anschaulich beschreibt g eine Spiegelung in z-Richtung an
2 = 0 bei gleichzeitiger Drehung der (y, z)-Ebenen um 7/2 (in mathematisch positiver Richtung),
wahrend ¢’ hinsichtlich der Drehung der (y, z)-Ebenen mit g iibereinstimmt, jedoch die Spiegelung
in z-Richtung an z = 1 vornimmt. Folglich entspricht

h:=gog= ((x,y,z) — (z+ 2, —y, —z))

einer hyperbolischen Isometrie mit minimaler Verschiebung y = 2 auf der z-Achse, welche auf den

(y, z)-Ebenen als Drehung um 7 wirkt. Offenbar ist durch
{(z,y,2) eR* 12 €[0,1],y>0,4° +2° <1} CW
ein Fundamentalbereich fiir die Wirkung auf W gegeben und es ergibt sich
X_(G)/G = (D*/Zs) x [0.1],

wobei die Zo-Wirkung auf D? gerade die Spiegelung (y, z) +— (—y,2) entlang der z-Achse in der
(y, 2)-Ebene ist; insbesondere liegt eine nichttriviale Zy-Wirkung auf dem ersten Faktor D? vor.
Anschaulich beschreibt D' = (D?/E)/Z, (beachte, dass E in unseren Beispielen trivial ist) eine
halbe Kreisscheibe.
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2. Wir wihlen W = X_(G) wie in Punkt 1., die Erzeuger der Gruppenwirkung jedoch gemé&s

g:i= ((w,y,z) — (—x,y,z)) sowie ¢ = ((Jc,y,z) —(2— x,y,z)).

Folglich beschreibt g eine Spiegelung in a-Richtung an & = 0, welche auf den (y, z)-Ebenen trivial
wirkt, wiahrend ¢’ entsprechend in z = 1 spiegelt. Als Fundamentalbereich ergibt sich analog nun

{(z,y,2) eR* 1z € [0,1],9* + 22 <1} C W

und wir stellen fest, dass diesmal die Zy-Wirkung auf dem Faktor D? trivial ist. Es folgt
X _(@)/G = (D?*/Zs) x [0,1] = D* x [0,1],

also insbesondere D’ = D? in der Notation von Lemma 3.14.

3. Betrachten wir nun einen Fall von unzusammenhéngendem X_ (@), was sich durch
1 2
X_(G) = {(z,y,2) €R3:k+§ <x<k+§ fiir ein k € Z,y* + 22 <1} = W

realisieren lasst; W ergibt sich also als Vereinigung der Form

2 1 12 45
..uUD? —Z —Zlub? Z 2 )uDb? —Z)u....
X( 3’ 3) ><<3’3) ><<3’3)

Die Erzeuger g und ¢’ der Gruppenwirkung wahlen wir wie in Punkt 1., womit sich als Fundamen-
talbereich nun

1 2
{(ry,2) €R%: o <o < 5y> 0,97 +27 <1}

ergibt. Analog zu Punkt 1. ist die Z,-Wirkung auf dem Faktor D? nichttrivial, und D’ = D?/Z,
beschreibt eine halbe Kreisscheibe. Es folgt abschlieflend

1 2
4. Mit W wie in Punkt 3. und g, ¢’ wie in 2. erhalten wir eine triviale Zy-Wirkung auf der D?, was

schlieBlich zu L9
X_ ~Drx (=, =
@/6=0*x (3.3)
fihrt.

Parabolischer Fall

Wir wenden uns nun den anderen moéglichen Zusammenhangskomponenten des diinnen Teils zu, den
Spitzen. Da fir unsere Wahl der Niveaus ¢, € [e,e(n)/2] gilt, ergibt sich unmittelbar, dass der e(n)/2-
dicke Teil X>.(,)/2 eine Teilmenge unseres X ist, genau wie X, wiederum als Teilmenge im e-dicken
Teil X>. liegt. Hiermit folgt, dass sich die Aussage, jede Spitze von M = X/I" entspriiche genau einem
topologischen Ende von M, aus [9] (insbesondere Kapitel 4 und 5; beachte, dass bei uns M stets endliches
Volumen besitzt) auf unsere Situation tibertragen lasst.

Lemma 3.16. Sei G eine mazimale parabolische Untergruppe von T, fir die X_(G) nicht leer ist. Dann
ist X_(GQ)/G homdéomorph zu V x (0,00) mit einer (n — 1)-dimensionalen, kompakten Orbifaltigkeit V.

Ferner existiert eine starke Deformationsretraktion von M auf den Abschluss von M\ 7(X_(QG)).
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Beweis. Die Produktstruktur weit in der Spitze — d.h. in einer Umgebung des zugehorigen topologischen
Endes — ergibt sich aus den Betrachtungen in [9] Kapitel 4 und 5 bzw. dem Beweis der dortigen Proposition
6.6 (vgl. auch die Anmerkungen vor dem Lemma). Wie im Beweis von Lemma 2.12 kénnen wir diese
Darstellung als Produkt auf ganz X_(G)/G = n(X_(G)) fortsetzen; analog lasst sich auch die Aussage

zur starken Deformationsretraktion auf den gemeinsamen Rand iibertragen. O

Weitere Eigenschaften

Die Untersuchung des diinnen Teils schlieflen wir mit einigen allgemeinen Betrachtungen ab. So wird es zur
Kontrolle der Topologie der Orbifaltigkeit M = X/T" zentral sein, die Anzahl an Komponenten des diinnen
Teils M_ beschrinken zu kénnen, wobei sich diese Schranke sogar linear im Volumen wéhlen lésst, wie
folgende Aussage wiedergibt (analog zum Fall von Mannigfaltigkeiten, vgl. Lemma 2.14). Beachte jedoch,
dass wir hierfiir als zusétzliche Voraussetzung auf die Schranke 7 an die Ordnung endlicher Untergruppen
von I' zuriickgreifen miissen (siehe auch Lemma 3.1); dass dies eine recht natiirliche Bedingung ist, wird

im Anschluss erldutert.

Lemma 3.17. Es existiert eine nur von &, der Dimension n und n € N abhdngige Konstante C =
C(e,n,n) > 0 sodass Folgendes gilt: Ist die Ordnung endlicher Untergruppen von T durch n beschrankt,
so stellt C-Vol(X/T') eine Schranke an die Anzahl an Komponenten des diinnen Teils M_ von M = X/T

dar. In Dimension n = 2 hdngt C' dabei nicht von n ab.

Beweis. Der Beweis verlauft d&hnlich dem von Lemma 2.14. Sind X_(G)/G und X_(G")/G’ Zusammen-
hangskomponenten des diinnen Teils von M (mit G, G’ maximalen unendlichen elementaren Untergrup-
pen von I'), so existiert nach Lemma 3.10 Aussage 2. ein 6 = §(n) > 0 (welches sich als d(n) = ¢(n)/8
wéahlen 14sst) mit

d(X_(G), X_(G") > 6.

Folglich sind die 6/2-Umgebungen der X_ (G) fiir die maximalen unendlichen elementaren Untergruppen
G disjunkt, d.h.

(X (@)s/2 N (X(G"))s/2 =10
fir G # G'. Wahle x € (X_(G))s/4 \ X (G), womit  insbesondere nicht im Urbild X _ des diinnen Teils
von M = X/T liegen kann, denn dieser setzt sich ja genau aus solchen verschiedenen X_ (G) zusammen.
Folglich ist nach Definition des diinnen Teils I'.. (z) bereits endlich, also auch I, /16(z) < T'c.(2) (beachte
€, > ¢ fiir alle v € " geméf Definition der €,). Es ergibt sich

ICej16(2)| <

nach Definition von 7. Mittels Lemma 3.3 erhalten wir nun ein y € X und ein p = p(¢/16,7) > 0 mit

€ €
sowie
dr(y) = p> 0.

Beachte, dass p nur von € und 7 abhédngt sowie aulerdem

£ . e(n) e(n)  o(n)
64— 64 8-8 8
gilt. Aufgrund der Wahl von z erhalten wir somit y € (X_(G))ss/s. Setze r := min{p/2,§/8} =

min{p(e/16,n)/2,4(n)/8}, womit r ebenfalls nur von &, n und n abhéngt.
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Folglich sind die Kugeln von Radius r um die verschiedenen y (je ein y € X fiir jede Zusammenhangs-
komponente X_(G)/G des diinnen Teils von X/T') disjunkt und projizieren wegen dr(y) > p injektiv
nach X/T', weswegen das Volumen ihrer Projektion mit dem Volumen in X {ibereinstimmt. Fiir Kugeln

in X erhalten wir wiederum aufgrund der Krimmungsschranken, dass
Volx (BX(p)) > Volgn (BRX") =: V(r,n)  (fiir allgemeine Radien r).

Somit ist die Anzahl an Zusammenhangskomponenten des e-diinnen Teils von X/T" durch

V(i n) Vol(X/T)
(mit » = r(e,n,n) wie oben konstruiert) beschrénkt. Folglich erfillt C' := 1/V(r,n) die Aussage des
Lemmas.

Wir wenden uns nun der Situation in Dimension n = 2 zu; kénnen wir zeigen, dass dort jede endliche
Untergruppe einer maximalen unendlichen elementaren Untergruppe G bereits in ihrer Kardinalitdt durch
4 beschrinkt ist (denn lediglich zur Beschrankung der Kardinalitdt solcher Untergruppen wurde 7 im
obigen Beweis verwendet), so wiirde keine Schranke 7 notwendig sein und die Konstante C folglich
unabhéngig von n werden.

Sei also H eine endliche Untergruppe von G. Betrachte zunéchst den Fall, dass G parabolisch ist;
jedes nichttriviale h € H ist also elliptisch und fixiert den parabolischen Fixpunkt z € X(oco) von
G. Bezeichnet x € X einen Fixpunkt von h, so stimmt die Fixpunktmenge von h offenbar mit der
(vollstandigen) Geodétischen ¢, von z nach z tiberein: Denn Fix(h) kann weder nulldimensional sein
— in diesem Fall wére ndmlich z kein Fixpunkt von h —, noch zweidimensional, da dann h = id gelten
wiirde. Wegen h(x) = x ist h geméf der Starrheit von Isometrien bereits durch Angabe des Differentials
dhy : T, X — Ty X eindeutig bestimmt. Beachte, dass ¢;(0) — welchen wir als einen (schon normierten)
Basisvektor von T, X wéahlen — durch dh, fixiert wird. Wahle als zweiten Basisvektor von T,X einen
der beiden normierten Vektoren v € T, X, welche orthogonal auf ¢,(0) stehen. Da dh, als Isometrie das
Skalarprodukt auf T, X erhédlt, muss also entweder dh,(v) = v gelten — womit dh, die Identitdt auf
T, X wire und sich nach Starrheit der Isometrien schon h = id ergébe —, oder dh,(v) = —v. Da wir h
als nichttrivial vorausgesetzt hatten, muss der zweite Fall eintreten, womit h eine Spiegelung entlang c,
darstellt; insbesondere ist h? = id erfiillt. Wiirde eine nichttriviale Isometrie b’ # h in H existieren, so
wére auch h’ eine Spiegelung entlang einer Geodatischen ¢, (disjunkt von ¢, und ebenfalls mit Endpunkt
2); dann wiire das Produkt hh/ € H aber fixpunktfrei®, also von unendlicher Ordnung, im Widerspruch
dazu, dass H eine endliche Gruppe war. Somit ist H = (h), also |H| = 2 < 4, was zu zeigen war.

Betrachte nun den hyperbolischen Fall, d.h. H sei eine endliche Untergruppe einer maximalen hyper-
bolischen Gruppe G und A deren Achse. Jedes Element h € H ist damit entweder Achse-fixierend (d.h.
h(y) = y fir alle y € A) oder Achse-spiegelnd (d.h. h(A(c0)) = A(—o0) und h(A(—o0)) = A(0)). Analog
zum parabolischen Fall folgern wir, dass eine Achse-fixierende Isometrie h bereits entlang dieser Achse

5Da X 22 R2 durch ¢,/ in zwei disjunkte Mengen zerteilt wird, kénnen wir anschaulich von den Mengen ,links von c ¢
bzw. ,rechts von ¢,/ “ sprechen; X zerfallt also disjunkt in ¢, und diese beiden Mengen. Zunéachst kann ¢,/ keine Fixpunkte
von hh' enthalten, denn wire y € ¢,/ ein solcher, so wire wegen y = hh’(y) = h(y) auch y € Fix(h), was der Tatsache
widerspricht, dass sich c; und ¢,/ nicht schneiden. Sei also angenommen, y wére ein Fixpunkt von hh’, welcher in der
Menge links oder rechts von ¢, liegt. Es gilt y = hh/(y), also h(y) = h/(y); damit folgt hh'(h'(y)) = h(y) = h'(y), womit
auch h/(y) ein Fixpunkt von hh/ wire. Da y nicht in c,» = Fix(h') liegt, kann auch nicht h/(y) = y gelten. Folglich ist die
Geodaétische ¢ von y nach h/(y) wohldefiniert, wobei ¢ aulerdem punktweise von hh' fixiert wird. Liegt y in der Menge links
von ¢, so ist h'(y) in der Menge rechts von c,/, und umgekehrt. In beiden Fillen muss also ¢ bereits ¢, schneiden. Doch
dieser Schnittpunkt wéire dann ein Punkt auf c,/, welcher von hh' fixiert wird; dies widerspricht obigen Aussagen. Folglich

kann hh' keine Fixpunkte besitzen.
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spiegelt und damit eindeutig ist. Ebenso muss eine Achse-spiegelnde Isometrie selbst eine Spiegelung
R’ sein, welche entlang einer Geoditischen senkrecht zu A spiegelt (eindimensionale Fixpunktmenge),
oder eine Spiegelung A" an einem Punkt auf der Achse A (nulldimensionale Fixpunktmenge); in beiden
Fallen ist aufgrund der Starrheit von Isometrien wiederum Eindeutigkeit gegeben. Wie auch im para-
bolischen Fall kénnen wir begriinden, dass H keine Achse-spiegelnden Isometrien mit unterschiedlichen
Schnittpunkten ihrer Fixpunktmengen mit A enthalten kann (denn ihr Produkt wére von unendlicher
Ordnung).

Enthélt H nur eine der Isometrien h, b’ und h”, so gilt folglich erneut |H| = 2 < 4. Betrachte also den
Fall, dass H mindestens zwei dieser Isometrien enthélt und sei z € A der eindeutige Schnittpunkt von
A sowie Fix(h') und/oder Fix(h”). Wihle eine Orthonormalbasis von T, X durch A(0) und ¢(0) (wobei
A(0) = z = ¢(0)) fiir eine durch x zu A senkrecht verlaufende Geodétische ¢; beachte, dass ¢ = Fix(h')
gilt, da die Spiegelungsgeodétische senkrecht auf A trifft. Die Wirkung der Differentiale ist damit durch

sowie

dh(A(0)) = —A(0),  dhy(é(0)) = é(0)

und
dh(A(0)) = —A(0),  dR(&(0)) = —¢(0)

gegeben. Wir merken an, dass ein beliebiges Produkt der h, b’ und h” stets x fixiert, womit ihre Produkte
gemaf Starrheit der Isometrien bereits durch die Produkte ihrer Differentiale klassifiziert werden; doch
mittels obiger Formeln kénnen wir nun schon hh' = h” = h'h, hh" = h' = h''h sowie Wh" = h = b}/

schlieflen. Also ist H in diesem Fall eine Kleinsche Vierergruppe, d.h. |H| = 4, was zu zeigen war. O

Aus anschaulichen Griinden ist es naheliegend, dass fiir eine Kontrolle der Anzahl an Komponenten
des diinnen Teils durch das Volumen auch eine Kontrolle tiber die Grofe endlicher Untergruppen von I"
notwendig ist. Betrachten wir hierzu in Dimension n = 3 eine Typ-1-Rohre R, d.h. ein (D?/E)-Biindel
iiber der S', wobei der Einfachheit halber E = Z; eine Gruppe von Rotationen sei, erzeugt von einer
Rotation um den Winkel 27 /k. Dann ist das Volumen von R gerade der k-te Bruchteil des Volumens der
Rohre R', welche fiir triviales E entstiinde (d.h. R’ ist ein D2-Biindel iiber der S'); durch die Wirkung
der endlichen Gruppe E von Ordnung k wird also das Volumen um den Faktor 1/k kleiner. Entsprechend
besitzen k Rohren R solcher Gestalt in Summe das selbe Volumen wie die einzelne Rohre R’ fiir triviales
E. Um die Anzahl an Réhren bei gegebenem Volumen zu beschrénken, sollte folglich die Ordnung der
endlichen Gruppenwirkung beschrinkt werden. Eine entsprechende Betrachtung l&ésst sich auch zu Spitzen
anstellen.

Wir merken an, dass [25] Theorem 3.5 aussagt, die Anzahl (nicht-konjugierter) Achsen von hyperbo-
lischen Isometrien kleiner Verschiebung liele sich linear durch das Volumen beschranken. Hieraus wiirde
sich unmittelbar eine Schranke — linear im Volumen — an die Anzahl Réhren ableiten lassen, wobei in der
dortigen Form keine zusétzliche Schranke n an die Ordnung endlicher Untergruppen wie bei uns voraus-
gesetzt wird. Wie jedoch der dortige Beweis zeigt, ist die Aussage in ihrer vorgestellten Form fehlerhaft,
da die Konstante p dort ebenfalls (wegen [25] Proposition 3.1) von der Ordnung endlicher Untergruppen
von I' abhéngig ist. Folglich ist durch dieses Theorem keine (teilweise) Verschirfung unseres Lemmas 3.17

gegeben.

Bemerkung 3.18. In der Absicht weiter zu erértern, ob tatsichlich eine Schranke an die Ordnung
endlicher Untergruppen notwendig ist, um die Anzahl Komponenten des diinnen Teils zu kontrollie-
ren, haben wir konkret Bianchi-Orbifaltigkeiten untersucht. Sei d € N quadratfrei und Q(v/—d) der
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zugehorige imagindre quadratische Zahlkérper mit Ganzheitsring Oy, so ist fiir die Bianchi-Gruppe
By := PSL(2,04) < PSL(2,C) die zugehérige Bianchi-Orbifaltigkeit durch My := H3/PSL(2,0,)
gegeben. Die Anzahl Spitzen von My stimmt nun genau mit der Klassenzahl von Oy iiberein, vgl. [23]
Kapitel 1.4.1. Ebenso existiert eine konkrete Formel fiir das Volumen, ndmlich

|D|*/2
Vol(Mgy) = WCQ(\/:I)(Q),

wobei D die Diskriminante von Q(v/'—d) bezeichnet sowie (g /=3, die Dedekindsche Zeta-Funktion. Nun
wachst jedoch die Anzahl Spitzen von My — da sie ja mit der Klassenzahl von Oy iibereinstimmt —
in Abhéngigkeit von der Diskriminante D in der Gré8enordnung |D|1/ 2 wihrend das Volumen in der

|3/ 2 wichst. Folglich wird in dieser Klasse von Beispielen zumindest die Anzahl Spitzen

Grofenordnung |D
ohnehin linear (sogar unterlinear, ndmlich in Potenz 1/3) durch das Volumen kontrolliert.

Damit ist durch die Bianchi-Orbifaltigkeiten leider kein Beispiel fiir unsere Vermutung gegeben, dass
eine lediglich von der Dimension abhéngige, im Volumen lineare Schranke nicht ausreicht (sondern man
zusétzlich noch die Ordnung endlicher Untergruppen beschranken muss), um die Anzahl an Komponenten
des diinnen Teils zu kontrollieren. Beachte jedoch, dass wir die Anzahl Rohren in dieser Beispielklasse

nicht haben einfliefen lassen, da keine konkrete Formel hierfiir vorlag. ¢

3.2.3 Dicker Teil

Gehen wir nun zum Studium des dicken Teils {iber, wobei sich die wesentlichen Eigenschaften erneut
vollkommen analog aus dem Fall von Mannigfaltigkeiten tibertragen lassen. So stellen wir fest, dass der

dicke Teil von M stets kompakt ist und ab Dimension n > 2 auch zusammenhéngend.
Lemma 3.19. Der dicke Teil My von M ist kompakt.

Beweis. Bezeichnet M>. den e-dicken Teil von M bei konstanter Wahl e, = ¢ (fiir v € I'), so ist M eine
abgeschlossene Teilmenge von M>., da €, > ¢ bei der Definition von M. Ferner wissen wir, dass M>.
mit dem (g, n)-quasidicken Teil iibereinstimmt. Dieser ist geméaf [25] Corollary 4.3 kompakt; folglich ist

auch M, als abgeschlossene Teilmenge eines Kompaktums selbst kompakt. O
Lemma 3.20. Firn > 2 ist My zusammenhdngend.

Beweis. Die Spitzen lassen sich auf den gemeinsamen Rand mit M zusammenziehen, ohne dass sich
etwas an den Zusammenhangseigenschaften dndern wiirde. Da M, als Bild von X, unter der stetigen
Projektion 7 : X — X/T" = M entsteht, bleibt festzustellen, ob X | zusammenhéngend ist; es geniigt also
zu zeigen, dass X nach Entfernen der X_(G) fiir maximale hyperbolische G weiterhin zusammenhéngend
ist. Nun beachte, dass geméafl des Beweises von Lemma 3.14 die X_(G) gerade Rohrenumgebungen von
Geodaétischen oder von Teilstiicken einer Geodétischen sind. Somit ist X, genau dann zusammenhéngend,

wenn Geodétische Kodimension > 1 besitzen, also ab n > 2. O]

3.2.4 Zusammenfassung

In den vorigen Abschnitten haben wir die wesentlichen Eigenschaften der Dick-diinn-Zerlegung bewiesen,
welche sich so oder in dhnlicher Form aber auch bereits fiir eine konstante Wahl der Niveaus ergeben
héatten. Wir werden deshalb nun eine Aussage vorstellen, die den Mehraufwand, welcher mit der varia-
blen Wahl der Niveaus einhergeht, rechtfertigt. Hierzu halten wir zunéchst eine allgemeine algebraische

Eigenschaft virtuell nilpotenter Gruppen fest.
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Proposition 3.21. Sei G eine Gruppe mit einem FElement g € G von unendlicher Ordnung sowie
{gi : i € I} ein beliebiges Erzeugendensystem von G. Angenommen G besitzt eine nilpotente Untergruppe
H von Index m < 0o, so existiert bereits ein Element ¢’ € G unendlicher Ordnung, welches sich als Wort

der Linge < 2m + 1 in den Erzeugern g; schreiben ldsst.

Beweis. Wir werden zwei Hilfsaussagen vorstellen, zunéchst eine zur Existenz ,kurzer Repriasentanten

von Nebenklassen einer Untergruppe.

Fakt A.Ist G = (g; : i € I) eine Gruppe und H eine Untergruppe von G von Index m < oo, so lasst
sich jede Nebenklasse gH durch ein Wort g der Lange < m in den g; reprisentieren. Entsprechendes

gilt fiir Nebenklassen Hg.

Beweis. Sei g = ¢, ...¢;, ein beliebiger Représentant fiir gH von Lénge [. Ist [ < m, so sind
wir fertig; sei also [ > m. Da nur m verschiedene Nebenklassen existieren, muss spétestens fir
Gir_,, - - - i, gelten, dass dieses Element (der Lange m+1) die gleiche Nebenklasse wie ein g;,_, .- . g;,

darstellt, wobei & < m. Wir kénnen also den Teil g;, kiirzen und erhalten

e gil—(k+1)
9H =gi, ... 9, H = giy -+ Giy_ (1 Gir s - - - 9ir H,

also einen Repréasentanten der Lange I — (m+ 1)+ k+1=1— (m — k) < l. Dieses Verfahren lasst
sich so oft wiederholen, bis ein Repréisentant der Linge < m auftritt.
Der Fall von Rechtsnebenklassen Hg ergibt sich analog. O

Die folgende Tatsache erweist sich als zentral fiir unser Argument.

Fakt B. ([13] Theorem 2.26) Ist G eine nilpotente Gruppe, so bilden ihre Elemente endlicher
Ordnung eine Untergruppe.
Bezeichnet g € G das Element unendlicher Ordnung aus der Voraussetzung, so gilt ¢" € H fiir ein
0 < r < m, da H eine Untergruppe in G von Index m < oo ist®. Ohne Einschrinkung bezeichne also g
selbst ein Element unendlicher Ordnung in H.
Wir nehmen nun an, jedes Wort der Lange < 2m + 1 in den g; wére von endlicher Ordnung, und
wollen dies zu einem Widerspruch fiihren.
Das Element g € H unendlicher Ordnung besitzt eine Darstellung

g = gilgiQ . g’LL

Da die Nebenklassen von H eine Partition von G bilden, liegt g;, in einer eindeutigen Nebenklasse Hh;.
Folglich gilt gilhfl € H, wobei sich geméfl Fakt A das Element h; € G als Wort der Linge < m in den g;
wéhlen ldsst. Entsprechend existiert fir hyg;, ein Element hy € G der Linge < m, sodass (h1gi,)hs Lin
H liegt. Allgemein finden wir also Elemente h; € G' der Linge < m, sodass h;g;, thj:l € H. Betrachte
nun

9= Gi19is -+ - 9uy
= gy (hy ' ha)giy (hy ha) .. (5 hi—2)gi,_, (B 1) gi,
= (gi hy ) (hagishy ) (ha - b ) (hi2gi,_ b ) (hi1gi,),
6Da nur m verschiedene Nebenklassen existieren, miissen zwei der Nebenklassen H, gH, g2 H, ..., g™ H iibereinstimmen.

Es gilt folglich g/ H = g*H fiir Indizes 0 < i < j < m, d.h. g¢7*H = H, also g/~ € H, wobei fiir 7 :==j —inun 0 <r < m
gilt.
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wobei jeder der Klammerausdriicke in der letzten Zeile — bis auf den letzten Ausdruck h;_;g¢;, — nach
Wahl der h; ein Element von H ist. Da jedoch g € H, muss auch der letzte Ausdruck h;_1g;, in H liegen.
Beachte, dass jeder der Klammerausdriicke ein Wort der Lénge < 2m 41 in den g; ist, denn die h; waren
von Liange < m; nach Annahme ist also jeder dieser Ausdriicke von endlicher Ordnung. Insgesamt haben
wir somit g als Produkt von Elementen endlicher Ordnung aus H dargestellt; da aber geméfl Fakt B diese
Elemente eine Untergruppe von H bilden, wére auch g in dieser Untergruppe, also selbst von endlicher
Ordnung. Dies widerspricht der Tatsache, dass g von unendlicher Ordnung ist. Somit muss die Annahme,
alle Worter der Liange < 2m + 1 in den g; wiren von endlicher Ordnung, falsch gewesen sein. Es existiert

folglich ein Wort ¢’ der Lange < 2m + 1 in den g;, welches unendliche Ordnung besitzt. O

Offensichtlich ist obige Proposition 3.21 auf folgende Anwendungssituation maflgeschneidert. Es sei
der Vollstdndigkeit halber darauf hingewiesen, dass dieses Ergebnis in [8] S. 277 fiir den Fall X = H"
bereits angedeutet wurde (in dortiger Notation ist die Aussage die Inklusion T,y (I') C T/(T')). Wie wir
im Nachhinein festgestellt haben, ist ein dhnliches Ergebnis auch in [25] Lemma 2.3 enthalten.

Korollar 3.22. Es existiert eine nur von der Dimension n abhingige Konstante M(n) € N, sodass
Folgendes gilt. Ist X eine n-dimensionale Hadamard-Mannigfaltigkeit mit Schnittkrimmung —1 < K <
a < 0 sowie I' < Isom(X) diskret und © € X so, dass

Lejpny () = (v €T 1 dy(2) <e/M(n))

unendlich ist (wobei € derart gewdhlt ist, dass 0 < e/M(n) < e(n) mit e(n) dem Margulis-€), so existiert

bereits eine Isometrie v € T'cjpr(ny(x) unendlicher Ordnung mit d-(z) < €.

Beweis. Wir definieren M (n) := 2m + 1, mit m = m(n) der nur von der Dimension n abhéngigen Index-
konstante aus dem Margulis-Lemma. Ferner existiert geméafi Margulis-Lemma wegen €/M (n) < £(n) ein
nilpotenter Normalteiler N in I'; /ps(,) () von Index m’ < m. Da T, /p¢n) () diskret und nach Vorausset-
zung unendlich ist, muss bereits ein Element 7" € T'c/p¢n)(2) von unendlicher Ordnung existieren (vgl.
Lemmata 3.6 und 3.7).

Folglich sind die Voraussetzungen von Proposition 3.21 erfiillt, womit wir die Existenz eines v €
I'c/M(n) () von unendlicher Ordnung erhalten, welches sich als Wort v = 1 ...4; der Lange [ < 2m/+1 <
2m + 1 = M(n) in den Erzeugern {y € I' : d,(x) < e/M(n)} von T';/pr(n)(x) schreiben ldsst. Gemaf

Dreiecksungleichung ergibt sich nun

l
(@) = dy (@) < Zd% (2) <2 Min) = Mg(n) < M(n)- Min) o
die Behauptung. O

Wir machen uns obige Konstante M (n) nun bei der Wahl geeigneter Niveaus zunutze: Definiere fiir
festes ¢’ € (0,e(n)/2]

5/

ol

womit & selbst nur von ¢’ und der Dimension n abhangt. Ferner setzen wir

!

¢’ falls v hyperbolisch oder parabolisch,

€y 1=
K ¢ falls y elliptisch,

womit die e, eine konjugationsinvariante Wahl von Niveaus aus [, (n)/2] darstellen. Hiermit ergibt sich

die folgende, zentrale Aussage.
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Lemma 3.23. Mit obiger Wahl der €., gilt

X_ ={x € X : Es existiert hyperbolisches oder parabolisches v € T' mit d(x) < e}

= U {dy < &4}, wobei I" = {y € T : v hyperbolisch oder parabolisch}.
yer’

Beweis. Die Gleichheit der rechten Seiten ist offensichtlich. Da fiir € X mit d,(z) < e, fiir ein hyper-
bolisches oder parabolisches v € T' nach Definition bereits v € T'..(z) gilt, muss I'..(x) dann selbst von
unendlicher Ordnung sein, d.h. z € X_.

Es bleibt somit lediglich zu zeigen, dass fiir € X _ stets eine hyperbolische oder parabolische Isometrie
~ — also eine Isometrie unendlicher Ordnung — existiert, sodass d,(x) < €. Sei also € X_ gegeben,
d.h. T'., () ist unendlich. Existiert ein hyperbolisches oder parabolisches v mit d.(z) < €., so sind wir
bereits fertig; wir werden daher annehmen, dass

{vel:dy(z) <ey}

lediglich aus elliptischen Isometrien besteht, und wollen dies zum Widerspruch fithren. Da fiir elliptische
~ nach unserer Definition e, = ¢ gilt, stimmt nun I'. () mit I'.(z) Gberein, womit I'. (x) selbst unendlich
ist. Geméf Korollar 3.22 existiert nach Wahl von M (n) dann jedoch bereits eine Isometrie v unendlicher
Ordnung mit d(x) < € - M(n) = &’. Weil fiir Isometrien unendlicher Ordnung ¢, = ¢’ gewéhlt wurde,
bedeutet dies d,(z) < ey, womit obige Erzeugermenge von I, (z) nun doch nicht nur aus elliptischen
Elementen bestiinde. Dies stellt den gewiinschten Widerspruch dar. O

Obiges Lemma 3.23 driickt aus, dass fiir unsere Wahl der konjugationsinvarianten Niveaus die Zu-
gehorigkeit zum diinnen Teil genau durch die hyperbolischen und parabolischen Isometrien bzw. deren
Subniveaumengen bestimmt wird, die elliptischen Isometrien bzw. deren Subniveaumengen in dieser Hin-
sicht also keine Rolle spielen.

Die Ergebnisse dieses Abschnitts werden im folgenden Satz in allgemeiner Form zusammengefasst.

Satz 3.24. Es gilt:

1. My ist eine kompakte Orbifaltigkeit mit Rand.
2. Ab Dimension n > 2 ist My zusammenhdngend.

3. Die Anzahl an Zusammenhangskomponenten von M_ ist durch C - Vol(M) beschrankt, wobei C =
C(e,m,m) > 0 eine nur von €, der Dimension n und einer — stets existierenden — Schranke n =
n(T) € N an die Ordnung endlicher Untergruppen von T' abhdngige Konstante ist. In Dimension
n = 2 hdngt C' dabei nicht von n ab.

4. Die Zusammenhangskomponenten U von M_ sind von genau einer der folgenden Formen:

- Réhren (beschrinkte Komponenten), d.h. (Typ 1) U ist entweder homdomorph zu einem (D"~ 1/
E)-Biindel iiber der St mit E < O(n — 1) endlich; oder (Typ 2) U ist homdomorph zu einem
Produkt

D' x[0,1] oder D' x (0,1),
wobei D' := (D"~Y/E)/Zy mit endlichem E < O(n — 1), und ferner die Zo-Wirkung auf
D" '/E auch trivial sein kann.

Typ-1-Réhren sind folglich homotopiedquivalent zur S', wéihrend Typ-2-Rohren zusammenzieh-
bar sind.
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- Spitzen (unbeschrinkte Komponenten), d.h. U ist homéomorph zu V x (0, 00) mit einer (n—1)-
dimensionalen, kompakten Orbifaltigkeit V. Ferner existiert eine starke Deformationsretrakti-
on von M auf M\ U, d.h. U lisst sich auf den gemeinsamen Rand mit dem dicken Teil My

zusammenziehen.

Insbesondere ist M homotopiedquivalent zur kompakten Orbifaltigkeit My mit Rand, die sich durch
Zusammenziehen der Spitzen auf ihren gemeinsamen Rand mit M, ergibt. Anders ausgedriickt

entsteht My als Vereinigung von My mit den endlich vielen Réhren.

Wiéhlen wir konkret die vor Lemma 3.23 bereits erwdhnte Zuordnung der Niveaus, so ergibt sich

folgende Ergéinzung.
Korollar 3.25. Erfolgt fiir festes €’ € (0,e(n)/2] die Wahl der Niveaus gemdjs

/

€ falls v hyperbolisch oder parabolisch,
€y 1= ,
! €= % falls ~y elliptisch,

wobei M(n) € N wie in Korollar 3.22, so ist die Konstante C' > 0 in Satz 3.24 Punkt 3. lediglich von
¢’, der Dimension n sowie der Schranke n an die Ordnung endlicher Untergruppen von T abhdngig, d.h.

C =C(,n,n), und es gilt ferner

X_ ={z € X : Es existiert hyperbolisches oder parabolisches v € I' mit dy(x) < e4}

= U {d, < e}, wobei T" = {y € T : v hyperbolisch oder parabolisch}.
yel”

Anders ausgedriickt bedeutet dies, dass p € M genau dann im dinnen Teil M_ liegt, wenn ein Lift von
p in X in einer Subniveaumenge {d, < €.} fir ein hyperbolisches oder parabolisches v € I' enthalten ist;

die elliptischen Isometrien (bzw. deren Subniveaumengen) spielen in dieser Hinsicht also keine Rolle.

3.3 Effizientes simpliziales Modell

Die folgenden Abschnitte bereiten den Weg zu unserem Hauptresultat fiir Orbifaltigkeiten; erneut wird
sich herausstellen, dass der dicke Teil ein besonders gutartiges simpliziales Modell besitzt, aus welchem
sich Homologieschranken an die gesamte Orbifaltigkeit ableiten lassen. Hierbei stimmt die grundlegende
Strategie fiir die Konstruktion des simplizialen Modells mit der aus dem Fall von Mannigfaltigkeiten
iiberein: Wir wihlen eine geeignete Uberdeckung des dicken Teils, welche einerseits — da sie sich als gut
im Sinne von Abschnitt 1.3 erweist — homotopieiquivalent zu ihrem Nervenkomplex ist; andererseits
lisst sich die Uberdeckung (welche im Allgemeinen iiber den dicken Teil hinausragt) stabil unter dem
Fluss hin zum dicken Teil wahlen und daher homotopiedquivalent auf selbigen zuriick driicken. Durch
Komposition dieser Homotopiedquivalenzen ergibt sich folglich die Homotopiedquivalenz des dicken Teils
zum konstruierten Nervenkomplex, welcher das gewiinschte simpliziale Modell darstellt.

Wir werden uns in der gesamten restlichen Arbeit nur mit dem Fall reell hyperbolischer Orbifaltigkeiten
(endlichen Volumens) befassen, d.h. X = H" und M = X/T fiir ein Gitter I' < Isom(X); wir erinnern
ferner an die Existenz einer Schranke n = n(T") an die maximale Ordnung endlicher Untergruppen von
I' (vgl. Lemma 3.1). Die Einschrankung auf den H" ist vor allem aus dem Grund hilfreich, als dass
die konkreten Modelle die Konstruktion von in gewissem Sinne mafBgeschneiderten Uberdeckungsmengen
ermoglichen, womit sich die gewiinschten Eigenschaften dort besonders leicht nachweisen lassen. Was

zunéchst nur nach einem Komfortgewinn klingt, welcher einer spateren Erweiterung auf variabel negativ
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gekriimmte X oder zumindest weitere symmetrische Rdume (nichtkompakten Typs von Rang 1) nicht im
Wege stehen sollte, hat jedoch auch eine tiefer gehende Bedeutung; so dient als zentrales Werkzeug an
vielen Stellen die Tatsache, dass beliebige Halbraume im H" stets konvex sind”. Doch dieses Hilfsmittel
legt uns bereits auf den hyperbolischen Raum fest: Ist X eine Mannigfaltigkeit, sodass fiir jedes x € X
und jeden zweidimensionalen Unterraum ¥ C T, X eine total geodétische Untermannigfaltigkeit von X
tangential zu X existiert — und diese Bedingung ist bei vorliegenden konvexen Halbrdumen stets erfiillt —,
so muss X bereits konstante Kriimmung besitzen ([14] S. 133, worin auf ein Resultat von Cartan verwiesen
wird, siehe z.B. [12] Abschnitt 39). Da Konvexitét in unserer Arbeit haufig lediglich als starkerer, besser
zu handhabender Ersatz fiir Zusammenziehbarkeit dient®, ist eine Erweiterung unserer Ergebnisse auf
allgemeinere X nicht ausgeschlossen; jedoch liegt die Vermutung nahe, dass der Umstieg von Konvexitét

hin zu allgemeiner Zusammenziehbarkeit mit erheblichem Mehraufwand verbunden ist.

3.3.1 Grundlagen

Wir beginnen mit einer Wiederholung wesentlicher Eigenschaften des H". Bevor wir uns unter anderem
den von uns verwendeten Modellen des hyperbolischen Raums zuwenden — dem oberen Halbraummodell
und dem Kleinschen Modell —, werden wir mit folgendem Lemma eine Aussage vorstellen, welche den

Nachweis der vielfach genutzten Konvexitit wesentlich vereinfacht.

Lemma 3.26 ([11] Proposition I1.1.4.1). FEine nichtleere, abgeschlossene Teilmenge des H"™ ist genau

dann konvex, wenn sie sich als Durchschnitt all ihrer (abgeschlossenen) angrenzenden Halbraume ergibt.

Hierbei ist ein (abgeschlossener) Halbraum in einem Tangentialraum durch die Menge aller Vektoren
gegeben, welche ein nichtnegatives Skalarprodukt mit einem vorher fest gewahlten Vektor aufweisen; ein
abgeschlossener Halbraum im hyperbolischen Raum ist nun das Bild eines solchen Halbraums des
Tangentialraums unter der Exponentialabbildung. Fiir eine Teilmenge A des H"™ bezeichnen wir einen
solchen Halbraum als angrenzend, wenn er A enthélt und den Rand von A nichtleer schneidet (vgl. [11]
Definition 11.1.2.2).

Beachte, dass sich obiges Lemma 3.26 auch auf offene Mengen tibertragt, falls wir entsprechend zu

offenen angrenzenden Halbrdumen iibergehen®.

Oberes Halbraummeodell

Insbesondere fiir die Untersuchung des Verhaltens in der Nahe der Spitzen bietet sich das obere Halb-

raummodell
H" = {(z,t) = (z1,...,Tpn_1,t) ER" I XxR|t >0} =R" ! x Ryg CR"

des hyperbolischen Raums H™ an. Das folgende Lemma gibt sowohl die allgemeine Abstandsformel fiir
Punkte im Halbraummodell wieder, als auch wesentliche Vereinfachungen in zwei wichtigen Spezialfillen;
obwohl allgemein bekannt, konnten wir fiir diese Vereinfachungen keine Beweise finden, weshalb wir sie

der Vollstandigkeit halber wiedergeben.

"Dieser Fakt liegt Lemma 3.26 zugrunde, welches wir zum Nachweis der Konvexitéit unserer speziellen Uberdeckungs-
mengen — der parabolisch bzw. hyperbolisch gestreckten Kugeln — heranziehen.

8Beispielsweise ist der Schnitt konvexer Mengen selbst konvex und damit wiederum zusammenziehbar, wiahrend der
Durchschnitt zusammenziehbarer Mengen im Allgemeinen nicht zusammenziehbar ist.

9Zur Begriindung kénnen wir auf das Kleinsche Modell des H” zuriickgreifen (siehe auch spitere Abschnitte fiir Details),
in welchem euklidische Konvexitdt mit hyperbolischer Konvexitat iibereinstimmt. Es bleibt nun lediglich auszunutzen, dass

fiir eine abgeschlossene, konvexe Teilmenge des R™ auch ihr Inneres konvex ist.
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Lemma 3.27. Im oberen Halbraummodell des H" gelten folgende Formeln fiir den hyperbolischen Ab-
stand:

1.
d((z,t), (y,s)) = 2 -artanh ( Hi : sz 1 Ei J_r Z;j) )
2.
d((2,1), (z,5)) = [In (i) ,
3.

d((z,t), (y,t)) = 2 - arsinh (W) .

Beweis. Wie iiblich bezeichnet hierbei fir x € R

arsinh(z) = In (:17 + Va2 + 1)

den Areasinus hyperbolicus, fir —1 <z < 1

artanh(z) = % -In (1 + x)
-z

den Areatangens hyperbolicus sowie ||-|| die euklidische Norm auf dem R™~1-Faktor des oberen Halbraums.

1. Diese Formel ist Ausgangspunkt fiir die Vereinfachungen in Punkt 2. bzw. 3. und in [5] Corollary
A.5.8 (2) zu finden.

2. Ohne Einschrankung sei t > s, womit lediglich d((x, t), (z,s)) = In(t/s) zu zeigen bleibt. Wir nutzen
Punkt 1. aus und berechnen

e — [ + (¢ + )2

= 2 -artanh (t—s)
t+ s

1 1+
=2-~1n< i‘_*8>
1— s

t+s

d((z,t), (z,s)) = 2 - artanh < oz — |2+ (t — s)2>

2
t+s+t—s
=In
<t—|—s—t+s>
t
—ln<>.
S
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3. Einerseits erhalten wir mithilfe von 1.

o artann [ Jle =P+ ¢ =17
d((x’t)7<yvs))_2 t h( ||$_y||2+(t_~_t)2>

= 2. artanh Iz — vl
Viz —yll? + 4¢

llz—yll

1 = J
ol | Ve
T2 1 — __llz—yl

Vllz—y||2 4412
Ve =yl + 42 + o — yn)

Ve =yl? +422 — |z —y|

Ve —yll? + 482 + |z =yl Vllz —yl? +4¢% + [l — g
Ve =yl +422 — o =yl o =yl +42 + ||z — ]|

<|x—y2+4t2‘+2 ||x—y||2+4t2-|x—y+||x—y||2>

[ =yl + 422 — ||z -yl

2 o —yl? + 4242 |xy||2+4t2-||my||>
4¢2 ’

wahrend ebenso

o lz =yl |z —yl| |z — yl|?
2-arsmh< " =2-In o7 + (2t)2 +1
le =yl [le—yP+42\’
T —y r—y||©+
—1
. ( TR 412 )
o (le=yl® Ly M=l flle =yl 42 e = yl® 427
442 2 412 442

(2 |z —y|2+2- o —y| - \/|xy2+4t2+4t2>

4¢2

gilt.

Kleinsches Modell

In der Nihe der Réhren werden wir hiufig auf das Kleinsche Modell*® des hyperbolischen Raums zuriick-
greifen; seine wesentlichen Eigenschaften werden beispielsweise in [24] Kapitel 6.1 aufbereitet.

Betrachte also die offene Einheitskugel im R™

D" :={z e R"||jz| <1}

1—(z,y)
d(x,y) = arcosh
(z,) <\/1_ [z]2/1— y||2>

10In der Literatur unter anderem auch Beltrami-Klein-Modell oder projektives Kugelmodell genannt.

mit der Metrik
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([24] Theorem 6.1.1), wobei (-,-) das euklidische Skalarprodukt auf R™ bezeichnet, || - || die euklidische
Norm sowie arcosh wie iiblich den fiir > 1 definierten Areakosinus hyperbolicus

arcosh(z) = In (:E + Va2 — 1) .

Dann ist D™ isometrisch zu H"” und die k-dimensionalen hyperbolischen Unterrdume von D" ergeben
sich als genau die Schnitte von D™ mit euklidischen (affinen) k-dimensionalen Unterrdumen von R™ ([24]
Theorem 6.1.4); insbesondere sind hyperbolische Geodétische von D™ — da eindimensionale Unterrdume
— genau die euklidischen Geradenstiicke in D™. Hierdurch erhalten wir unmittelbar, dass im Kleinschen
Modell hyperbolische Konvexitat mit euklidischer Konvexitéit iibereinstimmt.

Eine Abbildung D™ — D™, welche den Ursprung fixiert, ist ferner genau dann eine Isometrie des
Kleinschen Modells, wenn sie Einschrinkung einer orthogonalen Abbildung des R™ ist ([24] Theorem
6.1.3). Zudem ist das Kleinsche Modell zumindest im Ursprung konform ([24] Exercise 6.1.1).

Wie bereits erwahnt werden wir insbesondere in der Néhe (des Urbilds) der Rohren hiufig auf das
Kleinsche Modell zuriickgreifen. Bezeichnet A die zugehorige Achse in H™, so sei das Modell nun derart
gewéahlt, dass A der z1-Achse

{z = (21,0,...,00 e D"} ={z eR":2; € (-1,1),29 =... =2, =0}

entspricht. Dann sind die Projektionsgeodétischen ¢, hin zur Achse A (d.h. ¢, ist die Geodétische durch
y und 74 (y)) genau durch die euklidischen Geradenstiicke gegeben, welche euklidisch senkrecht auf A

treffen; dies ergibt sich als Spezialfall des folgenden Lemmas.

Lemma 3.28. Sei Z ein hyperbolischer Unterraum von D™, welcher den Ursprung enthdlt. Dann stimmt
die hyperbolische Projektion mach Z mit der euklidischen Projektion auf den Z entsprechenden euklidi-
schen Unterraum von R™ O D™ diberein.

Insbesondere ergibt sich in unserer Situation fir Z = A: Ist y = (y1,...,yn) € D" \ A, so gilt
7a(y) = (y1,0,...,0). Entsprechend ldsst sich die Projektionsgeoddtische ¢, durch die Parametrisierung
(nicht nach Bogenlinge) t — ¢, (t) = (y1,ty2, ..., ty,) angeben.

Beweis. Diese Eigenschaft des Kleinschen Modells scheint allgemein bekannt zu sein, der Vollstandigkeit
halber geben wir dennoch einen Beweis wieder.

Ist Z k-dimensional, so sei H der k-dimensionale euklidische Unterraum von R"™, welcher Z entspricht,
d.h. Z = D™N H (s.0.). Ohne Einschrankung kénnen wir annehmen, dass H = (ey, ..., ex), wobei e; fiir
i =1,...,n den i-ten Standardbasisvektor von R™ bezeichnet; beachte, dass H — da Z den Ursprung
enthélt — ein Unterraum des R™ im klassischen Sinne ist, und nicht lediglich affin.

Sei 7¢ikl : R™ — H die euklidische Projektion nach H sowie 7z : D™ — Z die hyperbolische Projektion
nach Z, womit zu zeigen ist, dass die Einschrinkung von 7$#%! auf D™ mit 7 {ibereinstimmt.

Wir erinnern daran, dass fiir x € D™ der Projektionspunkt 7z (x) € Z eindeutig dadurch charakteri-
siert ist, dass die Geodétische ¢, von x nach mz(x) in 7z (z) senkrecht auf Z trifft: Geméf Lemma 1.8
ist der Winkel zwischen c, und einem beliebigen Vektor v € Ty, (;)Z bei mz(x) stets > 7/2 (beachte,
dass aufgrund der Vollstandigkeit von Z die ab 7z (z) in Z verlaufenden Geoditischen durch genau die
Vektoren aus T, (,)Z beschrieben werden), und wiirde strikte Ungleichheit gelten, so wire der Winkel
zwischen —v und ¢, nun < 7/2 (denn beide Winkel miissen in Summe 7 ergeben), was aber genannter
Tatsache widerspricht. Wiirde nun eine weitere Geodétische ¢/, von x zu einem Punkt 2’ € Z existieren,
sodass der Winkel von ¢, und Z bei 2’ ebenfalls /2 wére, so wiirde das Dreieck mit den Eckpunkten z,

2’ und 7z (x) bei 2’ und 7z (z) einen Winkel von jeweils 7/2 aufweisen (wir erinnern daran, dass Z konvex
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ist und folglich die Geodétische zwischen &’ und 7z (z) tatséchlich in Z verlduft), hétte also eine Innen-
winkelsumme > 7; dies widerspricht der Tatsache, dass in negativer Kriimmung die Innenwinkelsumme

stets < 7 betragt.

Es bleibt somit lediglich zu zeigen, dass die euklidische Gerade von = = (1, ...,,) nach 7¢%(z) =

(w1,...,21,0,...,0) bei 75! (x) hyperbolisch senkrecht auf H trifft. Eine (nicht nach hyperbolischer

Bogenlédnge erfolgte) Parametrisierung fiir genannte euklidische Gerade ist durch

t (X1, Thy g1y -y TT0)
gegeben, womit wir auf den Richtungsvektor (0,...,0,Zk41,...,2,) im Punkt 75 (x) schlieen!!. An-
dererseits ist ein beliebiger Vektor v € Tﬂ?;kl(m)z stets von der Form v = (vy,...,vk,0,...,0). Wir werden

nun die explizite Formel fiir den hyperbolischen Winkel im Kleinschen Modell nutzen:

Fakt. ([24] Exercise 6.1.5) Sei * € D™ und definiere ein Skalarprodukt (-,-), auf R™ (fur die

Standardbasisvektoren ey, ..., e, sowie anschlieflende lineare Fortsetzung) durch

—|z||?+z? . .
71(1%&”'5)@ falls i = 7,

<eiaej>:v = T . .
W falls ¢ # 75
wobei || - || die euklidische Norm bezeichnet. Sind ¢,,¢,, : R — D™ (hyperbolische) Geodétische

mit ¢,(0) = z = ¢,(0) sowie Richtungsvektoren v bzw. w zum Zeitpunkt 0, so ergibt sich der

hyperbolische Winkel 6 zwischen ¢, und ¢, in x geméafl
cos = (v, w),.

In Anbetracht des eben genannten Fakts erhalten wir in unserer Situation

n k
<(0,...,O,ka,...,J;n),(vl,...,vk,O,...,O)>ﬂ2,k1(w) = < Z xiei,ZUjej>7r

eukl
i=k+1 j=1 i)

n

k
E €T;€; E U'€'>
< T (@an0,.0)

i=k+1

n k
d > wilen ) (@,n 0,0)5

i=k-+1j=1

was jedoch bereits 0 ist, denn fiir ¢ € {k+1,...,n} und j € {1,...,k} gilt

O'l‘j

1—a?—... —x})?

<ei7 ej)(frhm,zkaow-’o) = (

Folglich stehen die Vektoren auch hyperbolisch senkrecht aufeinander, womit die Behauptung bewiesen
ist. O

Dicker Teil und Schrumpfungen

Wir werden auf die abgewandelte Dick-diinn-Zerlegung wie in Korollar 3.25 zu Satz 3.24 zuriickgreifen,
wobei &’ := e(n)/2. Die Bezeichnungen X bzw. M, sowie X_ bzw. M_ fiir den dicken und diinnen

1 Da wir ohnehin nur an Orthogonalititsaussagen interessiert sind, geniigt es uns, die Vektoren lediglich modulo skalare
Vielfache zu betrachten.
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Teil von X bzw. M {ibernehmen wir entsprechend; es sei daran erinnert, dass X, im gewdhnlichen
e(n)/(2M(n))-dicken Teil enthalten ist, d.h.

X+ g XZ e(n) -

2M(n)

Erneut ist als Zwischenschritt eine Schrumpfung des dicken Teils notwendig, welche wir gemaf
X; =X \ (Xf)s(n)/BQ bzw. Mg, = M\ (Mf)s(n)/SQ

wéahlen. Beachte, dass die um ¢(n)/32 aufgedickten Komponenten des diinnen Teils M_ weiterhin einen
Abstand > e(n)/8 — 2 - e(n)/32 = ¢(n)/16 voneinander aufweisen (vgl. Definition § = §(n) aus Lemma
3.10). Es gilt auBerdem M/ = X' /T.

Da geméafl unserer Wahl des diinnen Teils X_ selbiger nur aus den Subniveaumengen hyperbolischer
und parabolischer Isometrien besteht, iibertragen sich die im Falle von Sichtbarkeits-Mannigfaltigkeiten
angestellten Betrachtungen hinsichtlich des Flusses von den parabolischen Fixpunkten bzw. den hyper-
bolischen Achsen weg (vgl. Lemmata 2.20 und 2.21) auch auf die hiesige Situation. Insbesondere folgern

wir wie dort:

Lemma 3.29. Die Abbildung F : X4 x [0,1] — Xy — gegeben durch den Fluss entlang den Projektions-
geoddtischen von den parabolischen Fizpunkten z € X (00) bzw. den hyperbolischen Achsen A C X weg —
definiert eine starke Deformationsretraktion von X1 auf X', welche I'-dquivariant ist und zum Zeitpunkt
1 einen Homdéomorphismus F(-,1)px, von 0X auf 0X' induziert.

Folglich erhalten wir mittels des Flusses entlang der Bilder (unter der Projektionm: X — X/T = M)
der Projektionsgeoditischen eine Abbildung f : My x [0,1] — M., welche eine starke Deformationsre-
traktion von My auf M darstellt und zum Zeitpunkt 1 einen Homdéomorphismus f (-, D)joar, von OM,

auf OM!_ induziert. O

3.3.2 Faltbare und gestreckte Mengen

Das Auftreten singuldrer Untermannigfaltigkeiten im Fall von Torsion im Gitter macht es notwendig, die
Lage und Form der spéteren Uberdeckungsmengen sehr sorgfiltig zu wihlen. Ein etwas unprizise formu-
liertes, dafiir anschauliches Grundprinzip lautet, dass eine Uberdeckungsmenge in X (beispielsweise eine
Kugel) entweder weit entfernt von den singuldren Untermannigfaltigkeiten liegen, oder bereits in einer
solchen zentriert sein muss, um nach Projektion in den Quotienten M = X/T" weiterhin ein zusammen-
ziehbares Bild zu besitzen'?; dies fiihrt zum Begriff faltbarer Mengen, welcher in [25] eingefithrt wurde
und welchen wir hier leicht abgewandelt wiederholen.

Anschlieflend werden wir sogenannte gestreckte Mengen vorstellen. Diese sind an den Fluss vom diin-
nen zum dicken Teil genau angepasst und ermoglichen es uns, eventuell auftretende Liicken in der anfdng-
lichen Uberdeckung des (geschrumpften) dicken Teils — welche im Allgemeinen iiber den (geschrumpften)
dicken Teil hinausragt — zu schlieBen. Hierdurch kénnen wir eine Uberdeckung konstruieren, welche stabil
unter dem genannten Fluss ist, womit sich spéter die Homotopiedquivalenz dieser Uberdeckung (aus wel-
cher wir mittels der Nerven-Konstruktion den gewtinschten Simplizialkomplex erhalten) zum tberdeckten
(geschrumpften) dicken Teil ergibt.

Es sei dabei erwiihnt, dass die genannten Liicken am Rande der Uberdeckung bei ausschliefllicher

Verwendung gewohnlicher (faltbarer) Kugeln auch dadurch hervorgerufen werden, dass aufgrund der

12Man denke beispielsweise an eine Kugel von festem Radius in der Ebene, welche sich dem Fixpunkt einer Rotation
néhert: Weit entfernt vom Fixpunkt bleibt das Bild der Kugel im Quotienten selbst eine Kugel; nahert sich die Kugel jedoch
dem Fixpunkt, so werden irgendwann ihre Rénder verklebt, und das Bild im Bahnenraum ist homotopiedquivalent zur S!,

also nicht mehr zusammenziehbar. Das Problem tritt jedoch nicht auf, wenn die Kugel bereits im Fixpunkt zentriert ist.
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benétigten Faltbarkeit der Mengen die Lage selbiger nur sehr eingeschrénkt wéhlbar ist — wie bereits
oben angedeutet. In diesem Sinne ldsst sich zusammenfassen: Um zusammenziehbare Mengen in M zu
erhalten, miissen die Urbilder in X als faltbar gewahlt werden; wegen der geforderten Faltbarkeit ist
die Lage der Mengen nicht mehr frei wihlbar; die sehr starre Lage der Uberdeckungskugeln kann zu
einem komplizierten Bild am Rande der Uberdeckung fiithren (d.h. dort, wo die Uberdeckung iiber den
geschrumpften dicken Teil hinausragt); um dennoch eine liickenlose, unter dem Fluss stabile Uberdeckung
zu gewihrleisten, muss deshalb am Rande der Uberdeckung zu gestreckten Mengen iibergegangen werden,

welche die potentiellen Liicken schlieflen.

Faltbarkeit

Wir dndern den aus [25] Definition 4.8 bekannten Begriff faltbarer Mengen wie folgt ab; im Wesentlichen
handelt es sich um eine Abschwéchung der vierten Bedingung (von der Konvexitdt von (U N'Y') hin
zur Zusammenziehbarkeit). Beachte ferner, dass in unseren spateren Anwendungen die Rolle von Y stets
durch Fixpunktmengen endlicher Untergruppen von I' {ibernommen wird, womit die vorausgesetzten
Eigenschaften an Y automatisch erfiillt sind.

Definition 3.30. Sei U C X offen, sowie Y C X eine konvexe, vollstdndige, total geodédtische Unter-
mannigfaltigkeit. U heifit Y-faltbar, falls die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

1. U ist konvex und genau invariant unter T', d.h. fiir v € T gilt stets yU = U oder yU N U = 0.
2. Y wird durch T'y = {y € T : U = U} punktweise fixiert.

3. my(U) C U, wobei my : X = Y die Projektion zum néchstgelegenen Punkt aus Y bezeichnet.
4. Das Bild 7(UNY) von UNY in X/I' ist zusammenziehbar.

Ist U eine Y-faltbare Menge fiir geeignetes Y, so nennen wir U faltbar. Das Bild #(U) C X/T" heifit
dann gefaltete Menge. A

Da im Beweis von [25] Proposition 4.9 die dort vorausgesetzte Konvexitit von 7(U NY) lediglich
fiir deren Kontrahierbarkeit benutzt wurde, ergibt sich auch fiir unsere leicht abgednderte Definition

vollkommen analog:
Lemma 3.31 ([25] Proposition 4.9). Gefaltete Mengen sind zusammenziehbar. ]

Die in der Bemerkung nach [25] Definition 4.8 geschilderte Eigenschaft des Durchschnitts U NY gilt

ebenso weiterhin.

Lemma 3.32. Sind U und Y Teilmengen von X, sodass U genau invariant unter I' ist und Y durch I'y
punktweise fixiert wird, so bildet U NY injektiv nach X/T ab. Insbesondere ist U N'Y homdomorph zu
m(UNY)C X/T.

Beweis. Der Vollsténdigkeit halber formulieren wir den kurzen Beweis, welcher an der genannten Stelle
in [25] lediglich angedeutet wird.

Der Fall U NY = () ist trivial. Seien also y,3’ € UNY mit 7(y) = w(y’) gegeben; zu zeigen ist, dass
y = y'. Aufgrund von 7(y) = 7(y’) existiert ein v € T mit y = vy’ Somit gilt YU NU # (), denn y € U
und vy’ € vU. Da U genau invariant ist, folgt yU = U — d.h. v € I'y —, was wiederum nach sich zieht,
dass Y durch v punktweise fixiert wird. Wegen 3’ € Y bedeutet dies nun vy’ = v’ und wir schliefien

y="y =y
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Zunéchst stellen wir fest, dass obiges Lemma 3.32 insbesondere bei Y-faltbaren Mengen U greift.
Umgekehrt lasst es sich jedoch auch zum Nachweis der Faltbarkeit nutzen: Liegen Eigenschaften 1. und
2. bereits vor, so lasst sich fiir Eigenschaft 4. die Lage in X/I" auf die im Allgemeinen weniger komplizierte
Situation in X zuriickfithren.

Wiihrend in [25] alle Uberdeckungsmengen in M = X/T" als Bilder von Kugeln in X unter der Pro-
jektion 7 : X — X/I entstehen, werden fiir unsere spiiteren Argumente besondere Uberdeckungsmengen
notwendig sein. Obige abgeédnderte Definition ermdglicht uns nun, die Gutartigkeit dieser Mengen im
Falle von X = H" nachzuweisen.

Als Motivation und Ausgangspunkt fiir die Faltbarkeit der von uns spéter definierten besonderen

Uberdeckungsmengen ist folgende zentrale Aussage zu verstehen:

Lemma 3.33 ([25] Proposition 4.10). Sei Y € %, (wobei fir i = n auch Y = X nicht ausgeschlossen
ist).

a) Isty € Y\ S<; sowie p hinreichend klein, sodass' Y von 'y, (y) punktweise fixiert wird, so ist B, (y)
eine Y -faltbare Menge.

b) SeiU; eine Y -faltbare Kugel wie im vorigen Punkt sowie Us, ..., Uy faltbare Kugeln mit Mittelpunk-
ten ya, ...,y € Y; beachte, dass wir darauf verzichten ya,...,yr € Y\ S<; zu fordern und somit im

Allgemeinen keine Y -Fualtbarkeit der Us, ..., Uy vorliegt. Angenommen U := ﬂ§:1 U; #0, so gilt:

1. U ist Y -faltbar.

2. Sind die Radien p; der U;j so gewdhlt, dass y; von Ty, (y;) fiviert wird (j =1,...,k), so gilt
k
m(U) = ﬂjzl m(Uj;).
Folglich ist der Durchschnitt ﬂle w(U;) der m(U;) eine gefaltete Menge und somit zusammen-

ziehbar.

Beweis. Die Aussage ist [25] Proposition 4.10 sowie dem dort vorangehenden Text zu entnehmen; beachte,
dass die in [25] verwendete Definition von Faltbarkeit bereits Faltbarkeit in unserem Sinne nach sich
zieht. O

Parabolisch gestreckte Kugeln

Wenden wir uns nun den gestreckten Mengen zu, wobei wir zunéchst den parabolischen Fall behandeln.
Der Fluss weg vom diinnen Teil wird in der Néhe einer Spitze wieder durch die Projektionsgeodétischen
zum parabolischen Fixpunkt (bzw. von diesem weg) gegeben sein.

Sei also z € OH"™ ein fester parabolischer Fixpunkt und betrachte das obere Halbraummodell mit z
als Punkt oo. Ist G < T eine endliche Gruppe, welche z fixiert, sowie Fix(G) die zugehorige singulére
Untermannigfaltigkeit — d.h. Fix(G) := [ ¢ Fix(g) —, so gilt entweder Fix(G) = H" (ndmlich fiir
G = {id}) oder Fix(G) ergibt sich als nichtleerer Schnitt euklidischer affiner Hyperebenen, die senkrecht
auf dem Rand OH"™ = R"~! x {0} stehen. Wir sagen in einem solchen Fall auch, dass die singulire
Untermannigfaltigkeit Fix(G) den parabolischen Fixpunkt z enthélt. In der von uns {ibernommenen
Notation aus [25] gilt also Fix(G) € X(G’), wobei G’ < T die zu z gehorige maximale parabolische
Untergruppe von I' bezeichnet.

Als parabolisch gestreckte Kugel bezeichnen wir eine Menge U, welche sich als euklidische Ab-
standsumgebung eines Geradenstiicks hin zum parabolischen Fixpunkt z ergibt. Genauer: Sei ¢ : R —

R™ eine hyperbolische Geoditische mit Endpunkten c(oo) = z und ¢(—o0) = (z(@,0) fiir (0 =
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Euklidischer Endmittelpunkt
Hyp@grbolischer Endmittelpunkt
/

Abbildung 3.2: Konstruktion einer parabolisch gestreckten Kugel im oberen Halbraummodell des H". Die
Anfangskugel (unten) und Endkugel (oben) sind gestrichelt eingezeichnet.

($§0)7_” 7 ) € R"! fest, so ist ein Geradenstiick durch c([t),#;]) fiir ¢} > t; > 0 gegeben. Wir

»¥m—1

definieren nun

U:={(z,t) € H" : dewia((, ), c(t)) < r fiir ein ¢’ € [t;, t}]},

wobei deyx1 wie tblich den euklidischen Abstand auf R™ bezeichnet und r > 0 so gewéahlt ist, dass U
weiterhin im oberen Halbraum H” liegt (insbesondere ist das maximal zuléssige  damit in Abhéngigkeit
von t(, gegeben). Da euklidische Kugeln gerade hyperbolische Kugeln sind (mit anderem Mittelpunkt und
Radius, vgl. [5] Proposition A.5.21), erhalten wir, dass U sich als Vereinigung hyperbolischer Kugeln mit
Mittelpunkten aus ¢ auffassen lisst'?; hierbei existiert ein sogenannter (hyperbolischer) Anfangsmittel-
punkt, ndmlich der Kugelmittelpunkt (einer hyperbolischen Kugel) auf ¢ mit kleinster ¢-Koordinate sowie
ein entsprechender (hyperbolischer) Endmittelpunkt, ndmlich der Kugelmittelpunkt (einer hyperbolischen
Kugel) auf ¢ mit grofter t-Koordinate. Vom Anfangsmittelpunkt hin zum Endmittelpunkt nehmen die
Radien der hyperbolischen Kugeln monoton ab. Den (hyperbolischen) Radius um den (hyperbolischen)
Anfangsmittelpunkt werden wir auch Anfangsradius nennen; die entsprechende Kugel heiffit Anfangs-
kugel. Es sei darauf hingewiesen, dass die hyperbolischen Anfangs- und Endmittelpunkte ungleich den
euklidischen Anfangs- und Endmittelpunkten c(t)) bzw. ¢(t}) sind, wihrend hingegen die hyperbolischen
Anfangs- bzw. Endkugeln — zumindest als Mengen — mit den euklidischen Anfangs- bzw. Endkugeln
iibereinstimmen. In Abbildung 3.2 wird die gesamte Konstruktion anschaulich wiedergegeben.

Wir sehen unmittelbar, dass U als Vereinigung offener Kugeln selbst offen ist. Offensichtlich ergibt
sich U auflerdem als Durchschnitt der anliegenden hyperbolischen Halbrdume (diese liegen entweder an
der Oberseite der Endkugel, der Unterseite der Anfangskugel oder am parallel zur ¢-Achse verlaufenden
Mittelstiick an), womit wir geméifl Lemma 3.26 folgern, dass U konvex ist. Beachte auflerdem, dass im
Falle von t{, = t| die parabolisch gestreckte Kugel zu einer gewohnlichen Kugel entartet. Anschaulich
lasst sich eine parabolisch gestreckte Kugel auch als Bildmenge der Anfangskugel unter dem Fluss in
Richtung z auffassen (hierbei ist der Fluss nach euklidischer Bogenlénge parametrisiert).

Bezeichnet G die zu z gehérige maximale parabolische Untergruppe!® von T, so werden wir stets
annehmen, dass U ginzlich im e(n)-diinnen Teil von H" beziiglich G liegt, also G.,)(z) = (9 € G :

dg(x) < g(n)) fir alle € U unendlich ist. Dies ermoglicht es uns, die Gruppenwirkung von I'" auf und

13Dabei treten selbstverstindlich nicht alle Punkte aus ¢ als Mittelpunkte auf, sondern lediglich solche aus einer zusam-

menhingenden Teilmenge von c.
MDh. G=T; ={y €T :vz =2z}, siehe auch [9] S. 245.
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nahe U auf die Gruppenwirkung von G zuriickzufiihren, welche wiederum besonders vertraglich mit der
Konstruktion von U ist: Da die Geodétischen nach z, welche U fasern, durch Elemente g € G lediglich
permutiert werden und G die Horosphéren um z erhilt, wird auch gU eine parabolisch gestreckte Kugel
sein, mit Anfangsmittelpunkt gy (in der selben Horosphére um z wie y) sowie selbem Radius.

Sind zwei parabolisch gestreckte Kugeln mit nichtleerem Schnitt gegeben, sodass ihre Anfangsmittel-
punkte in der selben Horosphére um z liegen, so erhalten wir folgende einfache Abschétzung hinsichtlich
ihres Abstands.

Lemma 3.34. Seien U und U’ parabolisch gestreckte Kugeln mit Anfangskugeln B, (y) und B, (y').
Liegen y und y' in der selben Horosphdre um z, so folgt im Falle von UNU' # () bereits d(y,y') < 2u+2u’.

Beweis. Bezeichnet r den euklidischen Radius aus der Konstruktion von U, so werden wir zunéchst
eine Schranke an den hyperbolischen Abstand zwischen y und den Punkten aus der euklidischen r-
Kugel um y angeben, welche zudem in der selben Horosphire HS um z wie y liegen. Beachte, dass
HS im oberen Halbraummodell aus genau den Punkten besteht, welche die selbe t-Koordinate ¢, wie
y = (zy,t,) aufweisen. Bezeichnet B die (abgeschlossene) hyperbolische Kugel um y von Radius p —
also den Abschluss der Anfangskugel von U —, so lasst sich diese als euklidische Kugel um einen Punkt
y= (xfyv, tfyv) von obigem Radius r auffassen, wobei T =Ty und tfyv > t, erfiillt sind. Entsprechend ist
(zy,tfyv+ r) ein Punkt in B von maximalem euklidischen Abstand r von %, welcher offensichtlich auch
maximalen hyperbolischen Abstand g von y aufweist. Mithilfe der Formeln aus Lemma 3.27 berechnen

wir den hyperbolischen Abstand zu

| t;JrT
L (ot () =t ().
Y

d.h. t; +r =1, -e. Unter Ausnutzung von t; > t, folgern wir
r=ty et —te <ty et =ty =ty - (e —1).
Wie erwédhnt besitzen Punkte aus HS ebenfalls die t-Koordinate ¢, — sind also von der Gestalt (x,t,) —,

womit sich in einem solchen Fall

[l — 2|

d((z,ty), (vy,ty)) = 2 - arsinh <)

2.1,

ergibt. Die euklidische Norm ||z — z, || ist jedoch fir Punkte aus der euklidischen r-Kugel um y durch r

beschrénkt, also insbesondere durch ¢, - (e/* — 1). Es folgt

ty, - (et =1 B—1
d((z,ty), (zy,ty)) < 2-arsinh (yéet)) = 2 - arsinh (e 5 )
“ly

Beachte, dass wegen p > 0 die Ungleichung

e“—1<e“—e_”
2 2

= sinh(p)

erfillt ist. Hieraus ergibt sich mithilfe der Monotonie von arsinh nun

et —1

arsinh ( ) < arsinh(sinh(p)) = u,

also

w1
d((z,ty), (zy,ty)) < 2-arsinh <6 3 > <2-p.
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HS

v

Abbildung 3.3: Anschauliche Darstellung der Lage im Beweis von Lemma 3.34. Gestrichelt eingezeichnet

sind zusétzlich die euklidischen r- bzw. r’-Kugeln um die hyperbolischen Anfangsmittelpunkte y bzw. y'.

Damit weist jeder Punkt aus H.S einen hyperbolischen Abstand < 2u zu y auf, sofern er in der euklidischen
r-Kugel um y liegt.

Selbstverstandlich ist obiges Argument auch auf U’ iibertragbar, weshalb wir erhalten, dass Punkte
aus der euklidischen r’-Kugel um 3, welche zudem in der selben Horosphire HS' um z liegen wie ¢/, von
hyperbolischem Abstand < 24’ zu ¥’ sind; hierbei bezeichnet analog r’ den euklidischen Radius aus der
Konstruktion von U’.

Nun beachte, dass wegen U N U’ # () auch die euklidische r-Kugel um y einen nichtleeren Schnitt mit
der euklidischen 7’-Kugel um 3’ aufweist. Da geméafl der Voraussetzung die Horosphiaren HS > y und
HS’ 3 3/ iibereinstimmen, erhalten wir bereits einen Schnittpunkt y” € HS dieser euklidischen Kugeln,
vgl. Abbildung 3.3.

Mithilfe der obigen Ausfithrungen ergibt sich d(y,y”) < 2u sowie d(y',y"”) < 2p, also insgesamt

d(y,y') <2+ 24,
was zu zeigen war. O

Da obiges Lemma 3.34 nur bei Anfangsmittelpunkten in der selben Horosphére greift, wird es spéter
mitunter notig sein, parabolisch gestreckte Kugeln mit Anfangsmittelpunkten in unterschiedlichen Horo-
sphéren durch die folgende Konstruktion dennoch vergleichbar zu machen. Ist B, (y) die Anfangskugel
der parabolisch gestreckten Kugel U sowie r der euklidische Radius aus der Konstruktion von U, so sei ¢,
die Geodétische von y zum parabolischen Fixpunkt z. Fiir eine Horosphire H S’ ungleich der Horosphére
HS > y sei y der eindeutige Schnittpunkt von ¢, mit HS’. Die Vergleichskugel U’ von U auf Hohe
von HS’ ist nun definiert als diejenige parabolisch gestreckte Kugel mit (hyperbolischem) Anfangsmit-
telpunkt y’, welche durch den selben euklidischen Radius r konstruiert wird und die selbe Endkugel wie
U besitzt, vgl. Abbildung 3.4.

Anders ausgedriickt wird lediglich der Parameter ¢{, in der Konstruktion parabolisch gestreckter Kugeln
neu gewéahlt. Die Definition ist natiirlich nur dann sinnvoll, wenn hierdurch die euklidische Anfangskugel
den oberen Halbraum nicht verldsst und auch der neue Anfangsmittelpunkt g’ weiterhin weiter entfernt
von z liegt als der (mit dem Endmittelpunkt von U {ibereinstimmende) Endmittelpunkt; dies wird in
unseren spateren Anwendungen stets erfiillt sein.

Wir sehen unmittelbar, dass die Vergleichskugel U’ genau die gleichen Projektionsgeodétischen nach z

schneidet wie U. Da der Abstand dieser Geodétischen zueinander nach z hin monoton fallend ist, erhalten
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Abbildung 3.4: Im linken Bild ist die urspringliche parabolisch gestreckte Kugel U dargestellt, deren
hyperbolischer Anfangsmittelpunkt y in der Horosphare HS liegt. Die Schnittpunkte 3’ bzw. y” der
Projektionsgeodétischen ¢, von y mit den Horosphiren HS’' bzw. HS” bilden die hyperbolischen An-
fangsmittelpunkte der zu U gehorigen Vergleichskugel U’ bzw. U”, welche im mittleren bzw. rechten Bild
wiedergegeben sind. Gestrichelt dargestellt sind jeweils die hyperbolischen Anfangskugeln von U, U’ und
U”.

wir ferner folgende Abschatzungen fiir den hyperbolischen Anfangsradius ' von U’: Ist HS’ niaher an z
als HS, so gilt i/ < p; ist jedoch HS’ weiter von z entfernt als HS, so gilt x4/ > p. Beachte auflerdem,
dass U genau dann eine parabolisch gestreckten Kugel U” mit Anfangsmittelpunkt ¢’/ € HS” nichtleer
schneidet, wenn die Vergleichskugel U’ von U auf der Hohe von HS” einen nichtleeren Schnitt mit U”
aufweist.

Wenden wir uns nun den weiteren Eigenschaften parabolisch gestreckter Kugeln zu; die Konstruktion

wurde so gewahlt, dass sie unter geeigneten Umstédnden faltbar sind:

Lemma 3.35. Sei Y € 3; eine singuldre Untermannigfaltigkeit, die den parabolischen Fixpunkt z enthdlt.
Ferner sety € Y \ S<; und p > 0 hinreichend klein gewdhlt, sodass Y durch I'4,(y) punktweise fiziert
wird. Bezeichne U eine parabolisch gestreckte Kugel mit (hyperbolischer) Anfangskugel B,,(y). Dann ist
U eine Y -faltbare Menge.

Beweis. Wir haben oben bereits gesehen, dass parabolisch gestreckte Kugeln offen und konvex sind.
Wenden wir uns also der genauen Invarianz von U zu. Da U nach Voraussetzung im e(n)-diinnen Teil
von H"™ beziiglich G enthalten ist (und dieser ist — als Zusammenhangskomponente des £(n)-diinnen Teils
beziiglich T" aufgefasst — genau invariant unter I'), miissen wir fiir den Nachweis der genauen Invarianz
von U lediglich Elemente von G betrachten; zu zeigen ist also, dass fiir alle ¢ € G mit gU N U #
bereits gU = U folgt. Doch wegen g € G ist gU ebenfalls eine parabolisch gestreckte Kugel von selbem
Anfangsradius p wie U, deren Anfangsmittelpunkt gy zudem in der selben Horosphére um z wie y liegt.

Mit Lemma 3.34 erhalten wir also

dg(y) = d(y, 9y) < 2p+2p = 4p,

d.h. g € T'4,(y). Nach Voraussetzung folgt damit, dass Y durch g punktweise fixiert wird; dies bedeutet
gy =y, weshalb sich aufgrund der Konstruktion von U nun gU = U ergibt, was zu zeigen war.

Als Néchstes weisen wir nach, dass Y durch I'y punktweise fixiert wird. Beachte hierbei, dass in
unserem Fall bereits I'y = Gy gilt (denn U ist im e(n)-diinnen Teil von H" beziiglich G enthalten),
wobei Gy = {g € G : gU = U}. Ist nun ein g € Gy gegeben, so wissen wir nach obiger Argumentation
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zu Eigenschaft 1., dass dies dy(y) < 4p zur Folge hat; wie oben schlieen wir g € I'y,,(y), womit Y durch
g punktweise fixiert wird.

Eine Begriindung fiir my (U) C U lésst sich mithilfe der Tatsache fiithren, dass die Projektion hin zu
Y Absténde nicht vergroflert, vgl. Lemma 1.9. Da néamlich jedes v € U nach Konstruktion von U in einer
hyperbolischen Kugel By, (y0) € U von Radius pio um ein geeignetes yo € Y liegt (beachte, dass die
Geodatische ¢ in der Konstruktion von U génzlich in Y verlduft), erhalten wir hiermit

d(my (u), 7y (y0)) < d(u,y0) < po,

was aufgrund von 7y (yo) = yo bereits my (u) € B, (yo) € U zur Folge hat.

Als letzter Punkt bleibt die Kontrahierbarkeit von 7(U N'Y) C H"/I" nachzuweisen. Hierzu nutzen
wir Lemma 3.32 aus, womit lediglich zu zeigen bleibt, dass U N'Y C H" zusammenziehbar ist. Dies ist
jedoch der Fall, denn U NY C Y ist als Durchschnitt der konvexen Mengen U und Y selbst konvex und

damit zusammenziehbar. O

Auch die Durchschnitte parabolisch gestreckter Kugeln sind unter bestimmten Voraussetzungen falt-
bar, wie das folgende Lemma ausdriickt; wesentliche Ideen im Beweis stammen aus [25] Proposition 4.10

sowie dem dort vorangehenden Text.

Lemma 3.36. Sei U eine Y -faltbare parabolisch gestreckte Kugel wie in Lemma 3.35, d.h. mit Anfangs-
mittelpunkt y; € Y\S<;, sowie Us, ..., Uy faltbare parabolisch gestreckte Kugeln mit Anfangsmittelpunkten
Y2, ---,Yk € Y beachte, dass wir darauf verzichten ys,...,yx € Y \ S<; zu fordern und somit im Allge-
meinen keine Y -Faltbarkeit der Us, . .., Uy vorliegt. Angenommen U := ﬂ§=1 U; #0, so gilt:

1. U ist Y -faltbar.

2. Sind die hyperbolischen Anfangsradien p; der U; bei den Anfangsmittelpunkten y; so gewdhlt, dass
yj von Uy, (y;) fiziert wird (5 =1,...,k), so gilt n(U) = ﬂle ©(Uj).

Folglich ist der Durchschnitt ﬂ?zl 7(U;) der m(U;) eine gefaltete Menge und somit zusammenzieh-
bar.

Beweis. 1. Wir begriinden, dass U eine Y-faltbare Menge ist, wobei der [25] Proposition 4.10 voran-
gehende Text die Beweisstrategie vorgibt.

Zunéchst ist U als endlicher Durchschnitt von offenen, konvexen, genau invarianten Mengen selbst
offen, konvex sowie genau invariant.

Da Y durch Ty, punktweise fixiert wird (denn Uj ist Y-faltbar), geniigt es fiir die punktweise
Fixierung von Y durch I';; zu zeigen, dass I'ty eine Untergruppe von I'y, ist. Sei also v € I'y. Dann
folgt wegen YU = U sowie U C U;

’7U12’)/U:U§U1,

also aufgrund von U # () somit yU; N Uy # 0. Da U; genau invariant ist, hat dies yU; = Uy zur
Folge, also v € I'y, , was zu zeigen war.

Fiir jedes U; liegt die zur Konstruktion herangezogene Geodétische ¢; (also die Geodétische durch
den jeweiligen Anfangsmittelpunkt y; € Y hin zum parabolischen Fixpunkt z € 0H") génzlich in Y,
womit auch jedes der U; sich als Vereinigung hyperbolischer Kugeln um Punkte aus ¢; C Y ergibt.

Ist nun u € U, so existieren also fiir alle j = 1,...,k Punkte y(()j) € Y und Radien ,u(()j), sodass u
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in jeder der hyperbolischen Kugeln Bu(j)(y(()j)) =: B; C U; liegt. Wie im Beweis von Lemma 3.35
0
folgern wir my (u) € B, fiir alle j =1,...,k, also
k k
Wy(u)e ﬂB]g ﬂUJ:U
j=1 j=1
Hiermit ist 7y (U) C U begriindet.
Es bleibt noch zu zeigen, dass 7(U N'Y) zusammenziehbar ist, was wegen Lemma 3.32 wiederum
aus der Kontrahierbarkeit von UNY folgen wiirde. Diese ergibt sich aber bereits aus der Konvexitéat
von U und Y.
2. Als Grundidee fiir den Beweis dieser Aussage dient [25] Proposition 4.10; wie dort stellen wir fest,

dass sich das Urbild von ﬂ?zl m(U;) in H™ als Vereinigung von Schnitten der Form ﬂ?:l ~;U; mit
v; € I" ergibt. Erneut bleibt nur zu zeigen, dass jeder solche nichtleere Durchschnitt ﬂ?zl v;U; als

Translat von ﬂ?zl U; unter einem geeigneten Element aus I' entsteht.

Mit r; bezeichnen wir den euklidischen Radius in der Konstruktion von Uj. Sei jo € {1,...,k} so
gewahlt, dass r;, < r;firallej =1,...,k. Nach etwaiger Verschiebung des Durchschnitts ﬂle v;U;
durch 7{01 kénnen wir ohne Einschréankung annehmen, dass v;, = id. Da der Durchschnitt ﬂf:l v;U;

als nichtleer angenommen wurde, schneidet U, die {ibrigen ~;U;.

Bezeichne U j(g ) die Vergleichskugel von Uj, auf Hoéhe der Horosphire HS; > y; (fur j =1,...,k),
G
Jo

(

telpunkt ng ). Nach Definition der Vergleichskugel (siehe dort) folgt aus dem nichtleeren Schnitt

von Uj, mit U; und ~;U;, dass auch Uj(g ) nichtleeren Schnitt mit U; und ;U; aufweist. Da der

und sei 7 der zugehorige (hyperbolische) Anfangsradius um den (hyperbolischen) Anfangsmit-
1

euklidische Radius r;, minimal gewéhlt war — und der euklidische Radius der Vergleichskugel nach

Konstruktion mit 7, iibereinstimmt —, muss auch fiir den (hyperbolischen) Anfangsradius /1,5{) )

bereits
W <y
fir alle j = 1,...,k gelten. Mit Lemma 3.34 erhalten wir nun

d(y;,y)) < 25 + 208 < 4y

sowie
d(v5y5,9$)) < 205 + 20 < ap;,
also insgesamt
dy, (y5) = d(y;,75y5) < 8y

fiir beliebiges j. Dies bedeutet v; € Ty, (y;), womit «; nach Voraussetzung y; fixiert; es folgt
v;U; = U;. Hiermit ist

k k

ﬂ vUj = m Uj,

j=1 j=1
bewiesen.

Insgesamt folgt also ﬂ§:1 7(U;) = w(U) und letztere Menge ist Bild der nach Punkt 1. Y-faltbaren
Menge U, weshalb ﬂ?zl 7(U;) gefaltet und damit zusammenziehbar ist.
O



3.3. Effizientes simpliziales Modell 111

Hyperbolisch gestreckte Kugeln

Eine entsprechende Konstruktion gestreckter Mengen werden wir nun in der Nédhe der Réhren vornehmen.
Wir beginnen mit der fiir uns relevanten Situation im hyperbolischen Raum und werden diese anschlieflend
in das Kleinsche Modell iibersetzen. Sei A die Achse einer maximalen hyperbolischen Untergruppe G von
T, sodass A im e(n)-diinnen Teil von H" beziiglich T' liegt. Die singuldren Untermannigfaltigkeiten Y
in der Nihe von A sind durch die elliptischen Isometrien in G vorgegeben (wir erinnern an die Dick-
diinn-Zerlegung): Ist Y = F(G’) fiir eine Gruppe G’ von elliptischen Isometrien, welche A fixieren (in
diesem Fall ist insbesondere G’ < E mit E < O(n — 1) der endlichen Gruppe aus der Strukturaussage
hyperbolischer Gruppen, vgl. Lemma 3.12), so verlauft A génzlich in Y; ist andererseits Y = F(G’) fir
eine Gruppe G’, welche A-spiegelnde elliptische Isometrien enthélt, so ist Y entweder ein Punkt auf A oder
wird von A senkrecht in einem eindeutigen Punkt geschnitten, und andere Félle konnen nicht auftreten.
Beachte wiederum, dass im ersten Fall auch G’ = {id} und damit Y = F({id}) = H" nicht ausgeschlossen
ist. In Kurzfassung kénnen wir also Y € ¥(G) schreiben; wir werden von solchen Untermannigfaltigkeiten
auch sagen, dass sie nahe der Achse A liegen. Fiir einen Punkt y € H™ \ A bezeichnen wir mit ¢, die
Geoditische durch y und ma(y), wobei ma(y) wie iiblich der Projektionspunkt von y auf A ist. Wir
wahlen das Kleinsche Modell nun so, dass A der x1-Achse entspricht; in Lemma 3.28 hatten wir bereits
erkannt, dass ¢, dann (bis auf Parametrisierung) mit der euklidischen Gerade zwischen y und ma(y)
iibereinstimmt.

Analog zur Konstruktion der parabolisch gestreckten Kugeln als Bild einer geeigneten Anfangskugel
unter den Flussgeodétischen — im dortigen Fall hin zum parabolischen Fixpunkt —, werden wir auch dies-
mal mit einer hyperbolischen Kugel B, (y) von Radius ¢ > 0 um ein y € D™ beginnen und anschlieend
entlang der Projektionsgeodétischen — nun hin zur Achse A — flieBen. Hierbei seien y und g > 0 so ge-
wahlt, dass B, (y) génzlich im e(n)-diinnen Teil beziiglich der maximalen hyperbolischen Untergruppe
G liegt sowie B, (y) die Achse A nicht schneidet; erstere Forderung wird erneut sicherstellen, dass die
Wirkung von I' auf und nahe der zu konstruierenden Menge U génzlich durch G beschrieben wird.

Als hyperbolisch gestreckte Kugel bezeichnen wir eine Menge U, welche aus denjenigen Punkten
besteht, die auf dem Weg entlang der Projektionsgeodétischen von B, (y) (der sogenannten Anfangskugel)
hin zur Achse A durchlaufen werden, wobei wir nicht bis zu A selbst, sondern lediglich bis zu einer parallel
zu A liegenden Hyperebene flielen. Gehen wir weiterhin von A als z1-Achse im Kleinschen Modell aus
und nehmen zusétzlich ohne Einschrankung y = (0, y2,0,...,0) fiir ein yo > 0 an, so erhalten wir mittels

Lemma 3.28 genauer
U:={xeD":z=(y),tys,...,ty,) mit ty, > s fir ein y' = (y1,...,y;,) € Bu(y) und ¢ € (0,1],s > 0}.

Beachte hierbei, dass die Bedingung ty5 > s genau dem Abschneiden an der parallel zur Achse A verlau-
fenden Hyperebene {x € D™ : 25 = s} entspricht; selbige Hyperebene steht auflerdem nicht nur euklidisch
senkrecht auf der Projektionsgeodétischen ¢, (nach A) des Anfangsmittelpunkts y, sondern auch hyper-
bolisch senkrecht, schliefllich ist nach Lemma 3.28 der Punkt (0, s,0,...,0) € ¢, der Projektionspunkt
7, (z) aller Punkte x aus {x € D" : 2o = s}. Wir werden stets annehmen, dass s > 0 so klein gewihlt
ist, dass hierdurch kein Punkt der Anfangskugel B, (y) verloren geht, d.h. B, (y) soll beziiglich obiger
Darstellung ganzlich im Halbraum {a € D™ : 29 > s} liegen. Aufgrund der Monotonie der Verschiebungs-
funktion hin zur Achse liegt auch U génzlich im e(n)-diinnen Teil von H™ beziiglich G. Abbildung 3.5
fasst die Konstruktion hyperbolisch gestreckter Kugeln anschaulich zusammen.

Wir merken ferner an, dass fiir Elemente g aus der maximalen hyperbolischen Gruppe G auch gU eine
hyperbolisch gestreckte Kugel mit Anfangskugel B, (gy) ist; dies folgt erneut aus der Tatsache, dass die
Projektionsgeodétischen in Richtung A dquivariant unter G sind.
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Draufsicht:

23 {z: 22 = s}

Abbildung 3.5: Im Bild links oben sind die Anfangskugel um den Anfangsmittelpunkt y sowie beispielhafte
Flussgeoditische dargestellt; ferner ist die abschneidende Hyperebene {z € D™ : x5 = s} stets gepunktet
eingezeichnet. Das Ergebnis der Konstruktion ist eine hyperbolisch gestreckte Kugel wie im Bild rechts
oben, welche zudem in Draufsicht (d.h. hier: Projektion in die x2-z3-Ebene) im kleinen Bild unten zu
finden ist.
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Draufsicht:

Abbildung 3.6: Darstellung (in Draufsicht) der verschiedenen Typen von Hyperebenen, welche an hyper-
bolisch gestreckten Kugeln anliegen. Typ I liegt tangential an der Riickseite der Anfangskugel; Typ II
liegt tangential an einer Flussgeodétischen, welche selbst tangential am Rand der Anfangskugel verlduft;

und Typ III ist die abschneidende Hyperebene aus der Konstruktion der hyperbolisch gestreckten Kugel.

Anhand der Definition ist unmittelbar ersichtlich, dass U offen ist. Zur Begriindung der Konvexitat von
U werden wir erneut Lemma 3.26 heranziehen. Im Kleinschen Modell sind hyperbolische Halbraume genau
die Schnitte von D™ mit euklidischen (affinen) Halbrdumen, womit die an U angrenzenden Halbriaume
nun von drei moglichen Gestalten sind (vgl. auch Abbildung 3.6): Erstens solche, die an der von A aus
betrachteten Riickseite der Anfangskugel B, (y) anliegen, also an den Punkten des Randes von B, (y),
welche auf ihrem Weg hin zu A den Rand von B, (y) ein weiteres mal schneiden; zweitens solche, die an
denjenigen Punkten des Randes von B),(y) anliegen, deren Projektionsgeodétische hin zu A tangential an
B, (y) liegt, womit sie insbesondere selbige Geodétische enthalten; oder drittens der parallel zur Achse A
verlaufende Halbraum, mittels welchem vor der Achse abgeschnitten wurde. Hierdurch sehen wir, dass U
im Durchschnitt seiner anliegenden Halbrdume enthalten ist, womit geméfl Lemma 3.26 die Konvexitét
von U folgt.

Da hyperbolisch gestreckte Kugeln U anschaulich gesprochen von ihrer Anfangskugel aus beliebig
nah an die Achse heran flieflen konnen (fiir geeignete Wahl des Parameters s in der Definition von U),
lasst sich aus der Tatsache, dass zwei solche Kugeln sich schneiden, zunéchst keine Abschétzung fiir den
Abstand ihrer Anfangsmittelpunkte angeben. Liegen sie jedoch auf der selben Héhe — d.h. haben ihre
Anfangsmittelpunkte den selben Abstand nach A —, so ist dies doch mdoglich; es sei an dieser Stelle insbe-
sondere auf die Analogie zur Situation bei parabolisch gestreckten Kugeln in Lemma 3.34 hingewiesen.
Die genannte Eigenschaft erweist sich als niitzliches Hilfsmittel in einer Reihe von spéteren Aussagen,

weshalb wir sie als eigenes Lemma wiedergeben.

Lemma 3.37. Seien U und U’ hyperbolisch gestreckte Kugeln mit Anfangskugeln B, (y) und B, (y').
Gilt d(y, A) = d(y', A), so folgt im Falle von U NU' # 0 bereits d(y,y’) < 2u+ 2u'.

Beweis. Sei v € U N U’ gegeben und bezeichne ¢, die Projektionsgeodéatische von x nach A, wobei die

Parametrisierung nach (hyperbolischer) Bogenlinge und mit ¢, (0) = w4 (), ¢, (d(x, A)) = x erfolge.

Fakt A. B,(y) bzw. B,/ (y’') werden durch ¢, jeweils zu einem Zeitpunkt > d(y, A) — p bzw. >
d(y’, A) — i’ betreten. Gleichheit liegt genau dann vor, wenn sich = auf der Projektionsgeodétischen
von y bzw. y’ nach A befindet.

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir B,,(y), der fiir B,/ (y’) ergibt sich analog. Angenommen es
existiert ein fritherer Zeitpunkt 0 < ¢ < d(y, A) — p mit ¢,(t) € 0B, (y). Dann erhielten wir

d(y, A) < d(y, co(t)) +d(c(t), A) = p+t < p+ (d(y, A) — p) = d(y, A),
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also einen Widerspruch.

Gilt andererseits fir den erstmaligen Eintrittszeitpunkt ¢ = d(y, A) — p, so existiert ein 2’ =
ez (t) = ¢z (d(y, A) — n) auf ¢z, sodass &’ € 0B, (y). Dann hat die Kurve, welche als Verkettung der
Geodétischen von y nach z’ mit dem Stiick auf ¢, von z’ nach w4 (') = ma(x) entsteht, eine Lange
von p+ (d(y, A) — u) = d(y, A); sie realisiert also den Abstand von y nach A, womit sie bereits die
Projektionsgeodétische von y nach A darstellen muss. Folglich liegt in diesem Fall z auf selbiger
Projektionsgeodétischen. O

Fakt B. B, (y) bzw. B,/ (y’') werden durch ¢, jeweils zu einem Zeitpunkt < d(y, A) + p bzw. <
d(y', A)+ ' verlassen. Gleichheit liegt genau dann vor, wenn sich x auf der Projektionsgeodétischen

von y bzw. y’ nach A befindet.

Beweis. Erneut fihren wir den Beweis lediglich fiir B,(y). Angenommen es existiert ein Punkt

x’ € B,(y), welcher auf ¢, liegt, und fiir den 2’ = ¢, (t) fir ein t > d(y, A) + p erfillt ist, so gilt

nach Dreiecksungleichung jedoch
d(a’, A) < d(a,y) +d(y, A) < p+d(y, A),

was wegen t = d(z’, A) nun den gewiinschten Widerspruch liefert.

Ist fir den Austrittszeitpunkt ¢t = d(y, A) + p erfiillt, so bildet die Verkettung der Geodétischen
von ' = ¢,(t) € 0B, (y) nach y und derjenigen von y nach A eine Kurve der Lange p + d(y, A) =
t =d(2', A) von 2’ nach A; folglich muss nach Eindeutigkeit der Geodétischen diese Kurve bereits
mit ¢, tibereinstimmen — also ¢, = ¢, —, denn auch diese realisierte d(z’, A). Somit befindet sich z

auf der Projektionsgeodétischen von y nach A. O

Wir nehmen zunéchst an, dass x nicht auf den Projektionsgeodétischen ¢, bzw. ¢, von y bzw. ' nach
A liegt; in den Aussagen der Fakten A und B gilt folglich strikte Ungleichheit, womit y; € B, (y) sowie

Y2 € B (y') existieren, sodass

Y1 € Cx((d(yv A) = p,d(y, A) + N))
und
Y2 € Ca:((d(ylvA) - Mlv d(yl>A) + M/>)'

Fir 2’ := ¢, (d(y, A)) = c(d(y’, A)) (hier flieBt die Voraussetzung d(y, A) = d(y’, A) ein) ergibt sich also
y1 € B, (2) sowie y € By (2'), d.h.
d(y,y") < d(y,y2) + dyr, ") + d(@, y2) + d(y2,y') < p+p+p' +p' =20+ 24"

Sei andererseits angenommen, z ldge auf der Projektionsgeodétischen ¢, oder ¢, von y bzw. y’ nach
A, also ¢; = ¢y oder ¢; = cy; ohne Einschrankung behandeln wir lediglich den Fall ¢, = ¢,. Gemé$8

Fakten A und B erhalten wir die Existenz eines y» € 9B,/ (y’), sodass
Y2 € Cy ([d(yla A) - ,U,/, d(y/u A) + :U’/]) .

Wegen ¢, (d(y', A)) = c,(d(y,A)) = y (erneut d(y,A) = d(y’, A) nach Voraussetzung) bedeutet dies
Y2 € By (y), womit wir

d(y,y') < d(y,y2) + dy2,y') < p' + 1/ < 2p+ 24/

schlieflen. ]
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Wir werden nun die Definition der Vergleichskugeln aus dem parabolischen Fall auf den hyperboli-
schen Fall iibertragen. Sei hierzu U eine hyperbolisch gestreckte Kugel mit Anfangskugel B, (y) sowie
y' € H" ein geeigneter Punkt. Bezeichne aufierdem ¢, die Projektionsgeodétische von y zur Achse A,
parametrisiert nach Bogenldnge mit ¢, (0) = ma(y) sowie ¢y (d(y, A)) = y. Sei y” = ¢,(d(y’, A)) und
auflerdem p’ > 0 minimal gewéhlt, sodass B, (y") weiterhin alle Projektionsgeodétischen hin zur Achse
A schneidet, welche auch B, (y) (dquivalent: U) geschnitten haben. Die Vergleichskugel U’ von U auf
der Hohe von g ist nun definiert als hyperbolisch gestreckte Kugel mit Anfangskugel B, (y"), wobei die
abschneidende Hyperebene H aus der Definition hyperbolisch gestreckter Kugeln (gesteuert durch den
dortigen Parameter s) mit der entsprechenden Hyperebene von U tbereinstimme. Auch hier werden wir
— fiir unsere spateren Anwendungen ohne Einschrdnkung — annehmen, dass dies weiterhin wohldefiniert
ist; d.h. dass einerseits B,/ (y") weiterhin génzlich im durch H definierten Halbraum (der nicht A enthélt)
liegt, sowie andererseits ebenso im &(n)-diinnen Teil beziiglich G.

Da auch im hyperbolischen Fall der Abstand der Projektionsgeodétischen in Richtung A monoton
fallend ist, gilt p/ < p falls d(y’, A) < d(y, A), sowie andererseits p/ > p falls d(y’, A) > d(y, A). Ferner
erhalten wir: Schneidet U eine hyperbolisch gestreckte Kugel U” mit Anfangsmittelpunkt y”, so wird U”
auch von der Vergleichskugel U’ von U auf Hohe von y” nichtleer geschnitten. Die Umkehrung gilt im
Gegensatz zum parabolischen Fall jedoch im Allgemeinen nicht mehr.

Wir fahren mit den Eigenschaften hyperbolisch gestreckter Kugeln fort; sind bei einer solchen Kugel
U Mittelpunkt und Radius der Anfangskugel in gewisser Weise vertriaglich mit den nahe der Achse A
liegenden singulidren Untermannigfaltigkeiten gewéhlt, so ergibt sich auch hier die Faltbarkeit von U:

Lemma 3.38. Sei Y € X,(G) eine singuldre Untermannigfaltigkeit nahe der Achse A, y € Y \ S
und p > 0 hinreichend klein gewdhlt, sodass Y durch T4, (y) punktweise fiziert wird. Bezeichne U eine
hyperbolisch gestreckte Kugel mit Anfangskugel B, (y). Dann ist U eine Y -faltbare Menge.

Beweis. Zunéichst weisen wir darauf hin, dass die Bedingung y € Y\ Sc; in unserer Situation gleichbe-
deutend mit y € Y\ S<;(G) ist, da U als géanzlich im e(n)-diinnen Teil beziiglich G liegend vorausgesetzt
wurde. Auch wurden Offenheit und Konvexitdt von U bereits in den obigen Ausfithrungen begriindet.

Ohne Einschriankung kénnen wir nach moglicher isometrischer Transformation von D™ erneut an-
nehmen, dass y = (0,y2,0,...,0) gilt. Geméafl der bereits oben geschilderten Klassifizierung singulérer
Untermannigfaltigkeiten nahe A ergibt sich nun, dass Y entweder eine Hyperebene ist, welche A und y
enthalt (mit Y = D™ wiederum nicht ausgeschlossen), oder aber durch y verlduft und A mit eindeutigem
Schnittpunkt im Ursprung (0, ...,0) hyperbolisch senkrecht — und damit auch euklidisch senkrecht (das
Kleinsche Modell ist konform im Ursprung) — schneidet.

Zunichst begriinden wir die genaue Invarianz von U. Da U als génzlich im e(n)-diinnen Teil beztiglich
G liegend angenommen wurde, ist U N gU # () nur fiir Isometrien g € G moglich. Fiir solche g gilt jedoch
gA = A (denn G ist eine hyperbolische Gruppe mit Achse A), also d(gy, A) = d(gy,9A) = d(y, A), womit
gU eine hyperbolisch gestreckte Kugel mit Anfangskugel B, (gy) von selbem Abstand zu A wie B, (y)
ist; mithilfe von Lemma 3.37 erhalten wir

dg(y) = d(y, gy) < 2p+ 2 = 4p.

Dies bedeutet g € T'y,,(y), womit nach Voraussetzung folgt, dass Y von g punktweise fixiert wird; insbe-
sondere ergibt sich wegen y € Y somit gy = y, weshalb gU ebenfalls eine hyperbolisch gestreckte Kugel
mit Anfangskugel B, (y) ist (und selbem Parameter s), also mit U iibereinstimmt, d.h. gU =U.
Entsprechend lisst sich auch Eigenschaft 2. von Y-faltbaren Mengen begriinden: Ist v € T'y gegeben,
so ist insbesondere YU N U # () erfiillt; fiir diesen Fall haben wir jedoch in den vorigen Ausfithrungen
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bereits v € I'y, (y) gefolgert, was geméafl Voraussetzung nach sich zieht, dass ¥ durch v punktweise fixiert
wird.

Als Néchstes werden wir my (U) C U begriinden. Hierfiir zichen wir uns auf die am Anfang des
Beweises vorgestellte Wahl von y als y = (0,y2,0,...,0) € D™ und die daraus folgende einfache Gestalt
von Y zuriick (s.0.): Ist A C Y, so enthélt die euklidische Hyperebene H, welche nach Schnitt mit D™
schlieflich Y ergibt, mindestens die Vektoren (1,0,...,0) — dies entspricht dem Richtungsvektor von A
— sowie (0,1,0,...,0) — dies entspricht dem Richtungsvektor der Projektionsgeodétischen ¢, C Y—; oder
im anderen Fall, dass Y in (0,...,0) = ma(y) die Achse A senkrecht schneidet, enthélt H mindestens den
Vektor (0,1,0,...,0), und jeder iibrige Vektor von H steht (euklidisch) senkrecht auf (1,0,...,0), besitzt
also eine z1-Koordinate von 0. Ohne Einschrénkung kénnen wir daher nach méglicher isometrischer

Transformation der D™ wiederum annehmen, dass H von einer Teilmenge der Standardbasisvektoren

e1,...,e, des R™ aufgespannt wird, wobei die Darstellung von A als x1-Achse und die von y als y =
(0,92,0,...,0) erhalten bleibt.
Betrachte zunéchst den Fall, dass A C Y, weshalb wir H = (e, ea,...,e) fiir ein 2 < k < n annehmen

konnen. Sei ein beliebiger Punkt = € U gegeben, womit = geméfl Definition von U die Darstellung
x = (yy,tyh, ..., ty,) mit tyh > s

fir ein y' = (y1,...,v,,) € B,(y) und t € (0,1], s > 0 besitzt; wir wollen zeigen, dass 7y (z) € U. Geméf
Lemma 3.28 gilt
my (z) = (Y1, tys,s -« 1Y, 0, .., 0);

doch dieser Punkt erfiillt ty, > s und befindet sich selbst auf der Projektionsgeodétischen des Punktes
(Y1, 95, -, Y3, 0,...,0) in Richtung A, weshalb aufgrund der Konstruktion von U lediglich zu zeigen
bleibt, dass letzterer Punkt ebenso in B, (y) liegt. Es sei daran erinnert, dass fiir jedes i = 1,...,n die
Spiegelung o; der i-ten Koordinate — also die Abbildung (z1, ..., %, ..., 2y) — (Z1,..., —Zi, ..., Ty) —e€ine
Isometrie im Kleinschen Modell darstellt (denn sie ist die Einschrankung einer orthogonalen Abbildung
des R™), welche fiir i # 2 auflerdem y = (0, ys,0, ...,0) fixiert. Wir sehen also, dass wegen o,y = y (fiir
i # 2) bereits
UiBu(y) = Bu(az‘y) = B#(y)

erfiillt ist. Folglich ist mit y" = (y1,...,¥,_1,¥,) auch o,y = (¥1,...,y,_1,—v,) in B,(y) enthalten,
also geméafl Konvexitat auch deren (hyperbolische und damit gleichbedeutend euklidische) Verbindung,
d.h. insbesondere (y,...,y,_1,0) € B,(y). Entsprechende Wiederholung dieser Argumentation fiir die
tibrigen Koordinaten n —1,...,k + 1 liefert (y;,...,,0,...,0) € B,(y), was zu zeigen war.

Der Fall, dass A nicht in Y liegt, sondern Y im Ursprung senkrecht schneidet (womit wir ohne
Einschrinkung H = (eq,...,e) fir ein 2 < k < n annehmen koénnen), verlauft vollkommen analog;
dort ist im Unterschied zu vorigem Fall lediglich zu begriinden, dass fiir einen Punkt (yi,...,y,,) auch
0,95,..,95,0,...,0) in B,(y) liegt, was jedoch mit der gleichen Argumentation wie oben erfolgt. Ins-
gesamt haben wir hierdurch 7y (U) C U bewiesen.

Als letzte Eigenschaft bleibt zu zeigen, dass m#(UNY') in X/T" zusammenziehbar ist. Erneut nutzen wir
Lemma 3.32 und miissen somit lediglich die Zusammenziehbarkeit von U NY begriinden; doch U und Y
sind konvexe Teilmengen von D™, weshalb auch ihr Durchschnitt konvex und folglich zusammenziehbar
ist. O

Wie schon bei parabolisch gestreckten Kugeln wollen wir erreichen, dass der Durchschnitt hyperbolisch
gestreckter Kugeln ebenso faltbar ist; da jedoch spéater auch gewohnliche Kugeln in der Ndhe der hyperbo-
lisch gestreckten Kugeln auftreten und sich erstere nach unserer Konstruktion nicht mehr als Spezialfall
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hyperbolisch gestreckter Kugeln auffassen lassen (im Gegensatz zum parabolischen Fall), miissen wir
sie in den Betrachtungen gesondert einbeziehen. Um zu gewéhrleisten, dass auch die Schnitte gefalteter
Mengen gefaltet sind (Punkt 2. im folgenden Lemma 3.39), wird eine gewisse Monotonieforderung an die
Radien der hyperbolisch gestreckten Kugeln nétig: Nahe an der Achse gelegene hyperbolisch gestreckte
Kugeln sollen stets grofieren Radius besitzen als weiter entfernte Kugeln. Die spétere Konstruktion der
Uberdeckungsmengen — insbesondere die Wahl der Mittelpunkte der Kugeln und die Auswahl derjenigen
Kugeln, welche hyperbolisch gestreckt werden — wird sicherstellen, dass diese technische Zusatzbedingung
erfiillt ist.

Lemma 3.39. Sei Uy eine Y -faltbare hyperbolisch gestreckte Kugel wie in Lemma 3.38 oder eine Y -
faltbare gewdhnliche Kugel wie in Lemma 3.33, d.h. in jedem Fall mit Anfangsmittelpunkt y; € Y \
S<i, sowie Ug, ..., Uy bzw. Ugy1,...,U; faltbare hyperbolisch gestreckte Kugeln mit Anfangsmittelpunkten
Ya,- .-, Yk € Y bzw. faltbare gewohnliche Kugeln (die wie auch die hyperbolisch gestreckten Kugeln ginzlich
im e(n)-dinnen Teil beziiglich G liegen) mit Mittelpunkten yxi1,...,y1 € Y; beachte, dass wir darauf
verzichten ya, ...,y € Y\ S<; zu fordern und somit im Allgemeinen keine Y -Faltbarkeit der Us, ..., U,
vorliegt. Angenommen U := ﬂ;zl U; #0, so gilt:

1. U ist Y -faltbar.

2. Sind die (Anfangs-)Radien p; der U; bei den (Anfangs-)Mittelpunkten y; so gewdhlt, dass y; von
Usy; (y;) fiziert wird (j =1,...,1) und fiir eine hyperbolisch gestreckte Kugel Uj, sowie eine beliebige
Kugel Uj, aus pj, > pg, bereits d(y;,, A) < d(y;,, A) folgt'®, so gilt n(U) = ﬂ;zl 7(U;).

Folglich ist der Durchschnitt ﬂ;zl w(U;) der m(U;) eine gefaltete Menge und somit zusammenzieh-
bar.

Beweis. 1. Der Beweis entspricht in wesentlichen Ziigen — mit Ausnahme der Eigenschaft my (U) C U
— dem von Lemma 3.36.

Erneut ist U als endlicher Durchschnitt von offenen, konvexen, genau invarianten Mengen selbst

offen, konvex sowie genau invariant.

Auch die zweite Eigenschaft faltbarer Mengen ergibt sich analog zum parabolischen Fall: Da Y
durch T'y, punktweise fixiert wird (denn U ist Y-faltbar), geniigt es fiir die punktweise Fixierung
von Y durch I'yy zu zeigen, dass I';y eine Untergruppe von I'y, ist. Sei also v € I'y. Dann folgt
wegen YU = U sowie U C U;

YU 29U =U C Un,

also aufgrund von U # () somit vU; N Uy # 0. Da Uy genau invariant ist, hat dies yU; = Uj zur
Folge, also v € I'y,, was zu zeigen war.

Fiir den Beweis von 7y (U) C U greifen wir auf die Argumentation aus Lemma 3.38 zuriick. Sei
hierzu « € U fest gegeben, d.h. x € U; fiur alle j = 1,...,[; da die (Anfangs-)Mittelpunkte y, der

Uj (j=1,...,1) alle in Y liegen, kénnen wir wie dort mittels der Spiegelungen o; begriinden, dass

auch 7y (x) jeweils in U; liegt. Folglich ist my (x) fiir jedes j = 1,...,[ in U; enthalten, also auch in
l

U = ﬂj:l Uj.

Es bleibt noch zu zeigen, dass 7(U N'Y) zusammenziehbar ist, was wegen Lemma 3.32 wiederum
aus der Kontrahierbarkeit von U NY folgen wiirde. Doch erneut sind U und Y konvexe Teilmengen
von D™, also auch U NY, weshalb letztere Menge zusammenziehbar ist.

15 Anschaulich gesprochen bedeutet letztere Bedingung also, dass der Anfangsmittelpunkt einer hyperbolisch gestreckten
Kugel von groBerem Anfangsradius naher an der Achse A liegt, als der (Anfangs-)Mittelpunkt jeder Kugel — ob gewohnlich
oder hyperbolisch gestreckt — von kleinerem (Anfangs-)Radius (gesetzt den Fall beide Kugeln schneiden sich).
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2. Entsprechend der Argumentation im Beweis von Lemma 3.36 bleibt lediglich zu zeigen, dass sich

jeder nichtleere Durchschnitt der Form ﬂézl v;U; fir v; € T' als Translat von ﬂé:l U; unter einer
geeigneten Isometrie aus I' ergibt (hierbei ibernimmt U; keine Sonderrolle, obwohl mit der Y-
Faltbarkeit zunéchst eine starkere Forderung an U; gestellt wurde, als an die iibrigen Uj; die Y-

Faltbarkeit ist lediglich im vorigen Punkt beim Beweis notig, dass Y durch 'y fixiert wird).
Wir werden uns zunéchst auf den Fall von lediglich zwei Kugeln U und U’ (d.h. | = 2) beschrinken

und die Ergebnisse in selbiger Situation fiir den Induktionsschritt im allgemeineren Fall verwenden.
Es sei also vorausgesetzt, dass U N U’ # () sowie YU N~'U’ # (), und zu zeigen ist, dass vyU N~'U’

als Translat von U N U’ unter einem Element von I' entsteht.

Die nachstehende Tabelle gibt die verschiedenen Moglichkeiten der Lage und Art von U und U’
wieder; sie dient als Orientierung fiir die anschlieBende Fallunterscheidung. Hierbei bezeichne B,,(y)
bzw. B,/ (y') jeweils die (Anfangs-)Kugel von U bzw. U’, wobei ohne Einschréankung U néher an A
liege als U’, d.h. d(y, A) < d(y', A).

’ Fall ‘ Verhéltnis der Radien ‘ Gestalt U Gestalt U’
(a) > hyperbolisch gestreckt | hyperbolisch gestreckt
(b) w> gewOhnlich hyperbolisch gestreckt
(c) > hyperbolisch gestreckt gewohnlich
(d) > gewohnlich gewohnlich
(e) < hyperbolisch gestreckt | hyperbolisch gestreckt
f) w< gewoOhnlich hyperbolisch gestreckt
(g) w< hyperbolisch gestreckt gewohnlich
(h) p<p gewohnlich gewohnlich

Wir behandeln nun die beschriebenen Falle einzeln.

(a) Mit 5 := «'~ 1y erhalten wir zunichst YU N U’ # (). Beachte, dass dies bereits ¥ € G zur Folge
hat, denn U und U’ liegen (als hyperbolisch gestreckte Kugeln, wie nach Voraussetzung alle

ibrigen Kugeln auch) génzlich im e(n)-diinnen Teil beziiglich G.

Sei U” die Vergleichskugel von U’ auf der Hohe von y, womit insbesondere auch U N U" # ()
und YU NU" # 0 folgt (vgl. Eigenschaften der Vergleichskugeln); bezeichne ferner B, (y") die
Anfangskugel von U”. Wegen d(y, A) < d(y’, A) ergibt sich p” < u/; also insgesamt p” < p.
Aufgrund von d(y”, A) = d(y, A) ist Lemma 3.37 nun anwendbar und wir folgern

d(y,y") <2u+2p" < 4p
sowie analog wegen d(7y, A) = d(y, A) (beachte ¥ € G, s.0.)
d(Jy,y") < 4p.
Zusammenfassend gilt damit
d=(y) = d(y,7y) <4p+4p = 8p.

Dies bedeutet 7 € I'g,(y), womit 7 nach Voraussetzung bereits y fixiert und sich YU = U
ergibt, also
~U =~'U.
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(b)

Ersetzen wir in diesem Fall U durch die zu U gehorige hyperbolisch gestreckte Kugel, so
sind auch weiterhin die betrachteten Schnitte nichtleer, denn U ist echte Teilmenge seiner
zugehorigen hyperbolisch gestreckten Kugel. Folglich reduziert sich dieser Fall auf den Fall (a)

und wir erhalten erneut vU = ~v'U.

Analog zu Fall (b) konnen wir hier U’ durch seine zugehérige hyperbolisch gestreckte Kugel

ersetzen, womit sich wiederum nach Fall a) vU = 4'U ergibt.

Auch hier reduzieren wir wie in den Fillen (b) und (c¢) die Lage auf den Fall (a) zweier
hyperbolisch gestreckter Kugeln, weshalb erneut vU = 7'U gilt. (Alternativ liele sich mittels
der Dreiecksungleichung direkt d(y,Vy) < o+ ¢’ + p < 8u folgern.)

Dieser und der darauffolgende Fall (f) sind der Grund, weshalb die Zusatzforderung an die
Monotonie der Radien hyperbolisch gestreckter Kugeln hinsichtlich ihres Abstands zur Achse
A gestellt wurde. Ohne sie wére auch ein Argument dhnlich zu (a) iiber die Konstruktion einer
Vergleichskugel im Allgemeinen nicht zielfiihrend; doch nun zum Beweis.

Im vorliegenden Fall muss wegen 1 < p/ geméf} unserer Voraussetzung schon d(y’, A) < d(y, A)
gelten, was jedoch im Widerspruch zur Annahme d(y, 4) < d(y’, A) steht. Folglich kann dieser
Fall nicht eintreten.

Wie in (e) ergibt sich auch hier der Widerspruch d(y, A) < d(y’, A) < d(y, A), weshalb dieser

Fall ebenso unmoglich ist.

Da U’ hier eine gewohnliche Kugel ist, konnten wir sie zwar wiederum durch ihre zugehorige
hyperbolisch gestreckte Kugel ersetzen, hitten aber nicht die benotigte Monotonie der Radien
hyperbolisch gestreckter Kugeln zur Verfiigung, denn selbige wird nur fiir Kugeln gefordert
— und soll auch nur fiir solche gefordert werden! — | die bereits selbst hyperbolisch gestreckt

—1 erhalten wir fiir

sind. Entsprechend ist ein anderes Argument notig. Nach Translation mit
5 := v~y zuniichst U NFU’ # (); erneut ist 5 € G.

Wir kénnen ohne Einschrénkung annehmen, dass sich die Anfangskugeln B, (y) und B,/ (y")
nicht schneiden, denn sonst kénnten wir auf Fall (h) zuriickgreifen. Sei x € UNU' = U N
B, (y') ein Schnittpunkt und ¢, wie {iblich seine Projektionsgeodétische (parametrisiert nach
Bogenlédnge mit ¢, (0) = ma(x), cx(d(z, A)) = ). Wenden wir die aus dem Beweis von Lemma

3.37 bekannten Fakten A und B auf die Kugel B, (y) an, so erhalten wir die Existenz eines

auf ¢, mit = € B,(y) und

¥ € co([d(y, 4) — p,d(y, A) + p).

Da sich die Anfangskugeln B, (y) und B, (y') nach Annahme nicht schneiden, muss der Schnitt-
punkt « € U auf dem Stiick der Projektionsgeodétischen ¢, auBerhalb von B, (y) auf dem Weg
nach A liegen; von A kommend betrachtet — d.h. in umgekehrter Richtung und damit der Pa-
rametrisierung folgend —, wird also zunéchst B, (y’) > = betreten und verlassen, bevor B/, (y)
erreicht wird. Wir folgern hiermit d(z, A) > d(x, A). Geméf Fakt A fir B,/ (y’) ist jedoch
d(x,A) > d(y', A) — 1/, weshalb auch d(z, A) > d(y', A) — ' gilt.

Nutzen wir umgekehrt d(y, A) < d(y’, A) sowie p <y’ aus, so ergibt sich

Az, A) <d(y, A) + p < d(y', A) + 4/,

also insgesamt
T € cp([d(y’, A) — i, d(y', A) + 1']).
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Fakt A und B angewandt auf B,/ (y’) ergeben jedoch auch
HAS Cw([d(yl7 A) - /’[’/7 d(yla A) + /’(‘l])a

womit fir 2’ := ¢, (d(y’, A)) bereits

x, T € By (z')
folgt. Hieraus schlieflen wir
d(y',y) <dy',x) +d(z, o) +d(@",Z) + d(@T,y) < p' +p' +p' +p =3 +p < 4.

Obige Argumentation lasst sich auch auf den nichtleeren Schnitt von FU’ und U tibertragen,
weshalb wir d(7y',y) < 4p’ folgern. Insgesamt ergibt sich damit d(y/,7y') < 8u/, d.h. 7 €
I's,s(y') und somit U’ = U’. Dies ist gleichbedeutend mit v'U’ = ~U’.

(h) Analog zur alternativen Argumentation in Fall (d) mittels der Dreiecksungleichung erhalten

wir hier d(y’,7y") < 84/, also wegen 7 € I's,/ (y') erneut v'U’ = ~U".

Wir fassen zusammen: In obigen Féllen a) bis d) war U die groBere Kugel — d.h. g > p/ — und es
folgte stets yU = ~'U, wihrend in den iibrigen moglichen Féllen g) und h) U’ grofier war — also
w1 > p —und sich YU' = yU’ ergab. In anderen Worten ausgedriickt stimmt also das Translat der
grofleren Kugel unter ihrer zugehorigen Isometrie stets mit dem Translat unter der Isometrie der

kleineren Kugel iiberein.

Der Beweis fiir den in der Aussage des Lemmas formulierten allgemeinen Fall eines Schnittes von [
Kugeln erfolgt durch Induktion (iiber 1), wobei der Induktionsanfang ! = 1 in Lemma 3.38 enthalten
ist. Fiir den Induktionsschritt I — [ 4+ 1 sei ohne Einschrinkung U;;q die Kugel (gleichgiiltig ob
gewohnlich oder hyperbolisch gestreckt) von maximalem Radius g1, d.h. g1 > p; fiir alle

j=1,...,14+ 1. Unter Ausnutzung der Induktionsannahme erhalten wir, dass
I+1 l l
0# (U5 = ()60 0 ns1Uiir = ()00 01U
j=1 j=1 j=1
fiir ein geeignetes g € I', d.h. ohne Einschrédnkung v; = v fiir alle j = 1,.. ., . Da also insbesondere

YU NY41U141 # 0 sowie UyNUpyq # 0 erfiillt sind, kénnen wir die vorangegangenen Betrachtungen
fiir den Schnitt zweier Kugeln ausnutzen; weil nach Wahl von Uy bereits p; 11 > p; gilt, schlieBen
wir, dass das Translat ;11 U; 11 der grofieren Kugel U1 unter seiner zugehérigen Isometrie ;1 mit
dem Translat +;U;41 unter der Isometrie v; der kleineren Kugel U; iibereinstimmt, d.h. v;11U;41 =
Y U;4+1. Wir hatten oben jedoch schon vy = 7; gefolgert, womit sich v;41U;41 = YoU;+1 ergibt, und

somit
41 ! 1 I+1
ﬂ U = ﬂ YU; Nyi1Uppr = ﬂ YU; NvUii1 =0 m Uj,
j=1 j=1 j=1 j=1

die Behauptung.

3.3.3 TUberdeckung

Das néchste Ziel lautet nun, eine geeignete Uberdeckung des dicken Teils M zu konstruieren, wobei uns

die in [25] Theorem 4.2 angegebene Uberdeckung dabei als Ausgangspunkt dient. Leider erfiillt die dortige
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Konstruktion jedoch eine Eigenschaft nicht, welche fiir uns zentral ist: Die Stabilitdt unter dem Fluss
weg vom diinnen Teil. Aus genau diesem Grund haben wir in den vorigen Abschnitten die parabolisch
bzw. hyperbolisch gestreckten Kugeln eingefiihrt, und mithilfe dieser ist es uns moglich, die Stabilitat der
Uberdeckung zu erzwingen. Unter anderem die in Lemma 3.39 gestellte Zusatzforderung der Monotonie
der Radien hyperbolisch gestreckter Kugeln (also die Tatsache, dass der Anfangsmittelpunkt hyperbolisch
gestreckter Kugeln von grolem Radius ndher an der Achse liegen soll, als der (Anfangs-)Mittelpunkt klei-
nerer Kugeln) macht es dabei notig, die Lage der Kugelmittelpunkte sorgfiltig aufeinander abzustimmen.

Wir geben nun zunéchst die Wahl der Kugelmittelpunkte und (Anfangs-)Radien in Anlehnung an [25]
Theorem 4.2 an. Die genaue Wahl der Konstanten in den Iterationen stimmt dabei nicht mehr mit der
dortigen tiberein und ist auf unsere Bediirfnisse ausgerichtet, genau wie auch die Lage der Mittelpunkte
feiner angepasst wird. Wie bereits in [25] benétigen wir fiir die Abstimmung der Werte aufeinander die
folgenden Aussagen, um spéater u.a. die Faltbarkeit der Mengen sicherzustellen.

Lemma 3.40 ([25] Proposition 4.6). Fir jedes €1 > 0 existiert ein e3 = e2(e1) > 0 mit folgender
FEigenschaft. Seien Y1,Ys € X(T") mit i = dim(Yz) < dim(Y1) und y; € ;N X4 (j = 1,2), sodass
d(y1,S<i(T)) > &1 oder d(y2, S<i(T')) > e1. Ist d(y1,y2) < €2, so gilt bereits Yo C Y7.

Lemma 3.41 ([25] Proposition 4.7). Fir jedes €1 > 0 existiert ein e3 = e3(e1) > 0 mit folgender

Eigenschaft. Sei Y € X(T), y € Y N X, und ¢ = dim(Y). Ist d(y, S<;(T")) > €1, so wird Y durch jedes
Element von T, (y) bereits punktweise fixiert.

Dabei tibernimmt unser X die Rolle des in [25] verwendeten X>¢ ,,, weshalb wir stets — ohne Ein-
schrinkung — annehmen miissen, dass

e(n)
2M(n)’

denn X C X5, , mit e = ¢(n)/(2M(n)) (vgl. Definition von X ). Definiere nun

e2(+),e3(+) <

H—1i= ——
und anschlieend g1 > po > ... > p, iterativ durch

e2(pi) e3(pi) Mi)

Hi41 = N < 12 ) 24 ) 192

mit €2(-) und e3(-) geméB der Lemmata 3.40 und 3.41. Ferner wéhlen wir

Dy := maximale po-diskrete Teilmenge in (M )s,, N7(Sy), sowie
D; := maximale y;-diskrete Teilmenge in ((M/)s,, N7(S:)) \ U(W(Sj))m
i<i

fiir ¢ > 0. Ohne Einschriankung kénnen wir dabei annehmen, dass D eine maximale po-diskrete Teilmenge
von
(M )spo N7(S0) S (M )sp, N (So)
enthilt, und D; fiir ¢ > 0 analog eine maximale p;-diskrete Teilmenge von
(@M s N(S))\ S @ (5)y © (M), Nw(S)) \ (S (0 (55))s
Jj<i j<i
denn maximale p;-diskrete Teilmengen in den linken Mengen lassen sich zu maximalen p;-diskreten

Teilmengen in den rechten Mengen fortsetzen. Bezeichne
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die Gesamtheit aller Mittelpunkte. In einem ersten Schritt sei
B :={Bj} (z):x €D, fir eini € {0,...,n}}

die Menge der gewohnlichen Kugeln (in M) um die Punkte aus D. Wie das folgende Lemma wiedergibt,

haben wir hierdurch bereits den geschrumpften dicken Teil iiberdeckt.

Lemma 3.42. Die Gesamtheit der Mengen aus B' bildet eine Uberdeckung von M'_, d.h.

M, c |J B
BeB’
Beweis. Der Beweis orientiert sich an [25] Beweis Theorem 4.2 Schritt 1). Sei also x € M/ gegeben.
Waihle ¢ € {0,...,n} minimal, sodass d(z,7(S;)) < 2u;, was wegen S, = X — also 7(S,,) = M — stets
moglich ist. Es existiert folglich ein y € 7w(S;) mit d(z,y) < 2u;.
Wir behaupten, dass y ¢ J;;(7(5;)) ;- Angenommen dies wéire nicht der Fall, so gébe es ein j <
und z € 7(S;) mit d(y, z) < p;; dann ergibt sich wegen p; < /12 (denn j < 1) aber

d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2) < 2u; + pj <25,

also d(z,m(S;)) < 2p;, was wiederum wegen j < i der Minimalitdt von ¢ widerspricht; es muss also

y ¢ Uj<i(7r(5j))uj gelten.
Wegen d(z,y) < 2u; < 81; erhalten wir ferner

also y € (M )s;, und damit insgesamt

y € (M})s, N(S) \ U (S)) -
j<i
In dieser Menge liegt D; nach Definition als maximale p;-diskrete Teilmenge, weshalb ein ' € D; existiert
mit d(y,y’) < u;. Hiermit folgt

d(z,y') < d(z,y) +d(y,y") < 2pi + i = 3y,
also = € B3MM_ (y') € B, was zu zeigen war. O

Um spéter die Stabilitdt der Uberdeckung unter dem Fluss zu ermdglichen, werden nun geeignete
Kugeln aus B’ parabolisch bzw. hyperbolisch gestreckt; hierbei meinen wir mit Streckung nichts anderes
als das Ersetzen einer Kugel B:%i (z) durch das Bild in M einer entsprechenden parabolisch bzw. hy-
perbolisch gestreckten Kugel mit Anfangskugel Bgf“ (Z) fiir einen Lift T € X von x € M. Wir erinnern

hierfiir daran, dass stets
(B (y)) = BM(n(y)) fiir alle y € X und 7 > 0

erfiillt ist, wobei 7 : X — X/T' = M die Projektion bezeichnet. Aus diesem Grund werden wir das
Bild in M einer parabolisch bzw. hyperbolisch gestreckten Kugel aus X auch selbst parabolisch bzw.
hyperbolisch gestreckte Kugel (in M) nennen.

Ist 2 € D;NA(M/)gy,, so befindet sich B := B3} (x) gemiB Wahl von M/, bereits im (n)-diinnen Teil
von M. Liegt nun der parabolische Fall vor, so ersetzen wir B durch eine parabolisch gestreckte Kugel

mit Anfangskugel B; andernfalls — d.h. im hyperbolischen Fall — ersetzen wir B durch eine hyperbolisch
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gestreckte Kugel mit Anfangskugel B. Die jeweilige Streckungsldnge ist zunédchst von keiner nédheren
Bedeutung und wird im Beweis von Lemma 3.44 genau angegeben (s.u.). Durch dieses Austauschen
einiger gewohnlicher Kugeln durch (parabolisch bzw. hyperbolisch) gestreckte Kugeln entsteht aus der
Menge B’ unsere endgiiltige Menge B von Uberdeckungsmengen. Beachte, dass die Menge D; N 9(M )8
der Anfangsmittelpunkte der gestreckten Kugeln genau die Punkte aus D; enthéilt, welche maximalen
Abstand (nédmlich 84;) von M/ aufweisen.

Durch unsere Wahl der zu streckenden Mengen ist eine Monotonie der Radien der gestreckten Kugeln
sichergestellt, wie folgendes Lemma wiedergibt; vereinfacht gesagt driickt es aus, dass Anfangsmittelpunk-
te gestreckter Kugeln von groflerem Radius stets ndher am diinnen Teil liegen, als (Anfangs-)Mittelpunkte
beliebiger Kugeln von kleinerem Radius (sofern sich die Kugeln schneiden). Wir werden hierbei die Si-
tuation in X betrachten, wobei wir Bezeichnungen wie ﬁ oder B fiir die Lifts in X der entsprechenden

Mengen in M verwenden.

Lemma 3.43. 1. Sei y; € ﬁ Anfangsmittelpunkt einer parabolisch gestreckten Kugel B; € B mit
Anfangskugel Bgfu (y;) und B; € B eine beliebige (d.h. gewohnliche oder parabolisch gestreckte)
Kugel mit (Anfangs-)Kugel Bg;j (y;) firy; € D;. Mit HS; 5 y; und HS; 3 y; bezeichnen wir die
Horosphdren um den parabolischen Fizpunkt z, welche y; bzw. y; enthalten. Gilt B; N B; # () und
3u; > 3u; (also dquivalent i < j), so befindet sich HS; niher an z als HS;'°.

2. Sei y; € ﬁ Anfangsmittelpunkt einer hyperbolisch gestreckten Kugel B; € B mit Anfangskugel
Bgf“ (y;) und Bj € B eine beliebfi\g/e (d.h. gewohnliche oder hyperbolisch gestreckte) Kugel mit
(Anfangs-)Kugel Bgij (y;) firy; € D;. Mit A bezeichnen wir die hyperbolische Achse. Gilt B;NB; #
0 und 3p; > 3p; (also dquivalent i < j), so folgt d(y;, A) < d(y;, A).

Beweis. Wir werden den Beweis fiir den parabolischen und den hyperbolischen Fall grofitenteils parallel
filhren. Beachte, dass nach Wahl der Mittelpunkte der gestreckten Mengen bereits d(y;, X', ) = 8y, gilt;
ferner ist d(y;, X.) < 8u; erfiillt. Sei nun « € B; N B ein Schnittpunkt. Wiirden sich die (Anfangs-
)Kugeln Bz, (y;) und Bgitj (yj) bereits schneiden (ohne Einschrankung mit x als solchem Schnittpunkt),

so erhielten wir den Widerspruch
8pi = d(yi, X'y) < d(yi, ) + d(w, y;) + d(y;, X)) < 3pi + 35 + 8 < Apss

(beachte 12p; < p; aufgrund von ¢ < j). Bezeichne ¢, die Flussgeodatische von «, d.h. im parabolischen
Fall die Geodétische vom parabolischen Fixpunkt z zu x sowie im hyperbolischen Fall die Geodéatische von
der Achse A (genauer: m4(x)) nach . Die Parametrisierung erfolge mit ¢, (0) = = jeweils nach Bogenlénge
und — wie bereits angedeutet — so, dass ¢, fiir steigendes ¢ vom diinnen Teil (d.h. von z bzw. A) fortlduft,
sich also X’ annéhert.

Da wir bereits gesehen haben, dass sich die (Anfangs-)Kugeln nicht schneiden kénnen, die Geodatische

¢, jedoch auf beide (Anfangs-)Kugeln treffen muss, bleiben lediglich zwei Félle zu priifen.

- Im ersten Fall verldsst ¢, die kleinere (Anfangs-)Kugel Bgij (y;), bevor sie auf die gréflere Anfangs-
kugel Bz, (y;) trifft. Beachte, dass alle Punkte aus Bgf” (yj) wegen d(y;, X’) < 8u; (s.0.) einen
Abstand < 3p; 4+ 8p; < 1245 < p; von X!, aufweisen; da der Abstand nach X', in Flussrichtung
(weg vom diinnen Teil) jedoch fallend ist, bedeutet dies, dass der Eintrittspunkt y von ¢, in Bgii (yi)
auch einen Abstand < p; von X’ besitzt. Dies widerspricht jedoch der Tatsache, dass aufgrund
von d(y;, X'\) = 8u; (s.o.) fiir alle Punkte y € B?),fu (yi) schon d(y, X',) > 8u; — 3p; = 5p, erfiillt
sein muss. Folglich kann dieser Fall nicht eintreten.

16D h. eine Geodétische mit Endpunkt z trifft auf ihrem Weg zu z zuerst auf HS; und danach erst auf HS;.
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- Im zweiten Fall verlasst ¢, die groflere Anfangskugel Bé; (yi), bevor sie auf die kleinere (Anfangs-

)Kugel Bg;j (y;) trifft. GeméB der Abschétzungen an den Abstand nach X', aus dem vorigen Punkt
wissen wir, dass ¢, nach dem Verlassen von B?ffu, (y;) mindestens 5u; — p; = 4p,; lang laufen muss,
bevor sie Bg’ij (y;) erreicht. Bezeichnet x; = ¢;(t;) den Austrittspunkt aus B?fih_ (y:) sowie x; = ¢ (t;)
den Eintrittspunkt in B:ij (y;), so gilt t; > t; +4p;. Wir unterscheiden nun zwischen parabolischem

und hyperbolischem Fall.

1. Betrachte fiir den parabolischen Fall erneut das obere Halbraummodell (mit z als Punkt o),
womit Horosphiren um z den (euklidischen) Hyperebenen R"~! x {t} C H" entsprechen. Wir
erinnern daran, dass hyperbolische Kugeln im oberen Halbraum mit euklidischen Kugeln (mit
anderem Mittelpunkt und Radius) iibereinstimmen. Die Flussgeodétischen entsprechen hier
den senkrecht auf R"~! x {0} stehenden euklidischen Geraden, welche von oo fortlaufen; folglich
ist der Austrittspunkt von ¢, aus der Anfangskugel Bgf” (y;) auf der — anschaulich gesprochen
— unteren Hélfte der euklidischen Kugel zu finden, d.h. er weist stets eine t-Koordinate kleiner
gleich der t-Koordinate des euklidischen Mittelpunkts von Bgf“ (y;) auf. Wir werden daher
in einem ersten Schritt die #-Koordinate des euklidischen Mittelpunkts bestimmen, wofiir wir
ohne Einschriankung annehmen, dass y; = (0,...,0,1). Der euklidische Mittelpunkt ist dann
von der Form (0,...,0,¢) fir ein geeignetes t > 1; bezeichnet r > 0 den euklidischen Radius,

so gelten also die Beziehungen

sowie

3 = d((0,...,0,1),(0,...,0,t — 1)),

was mithilfe der Formeln aus Lemma 3.27 (beachte ¢ +7 > 1 und ¢t —r < 1) nun

und

ergibt. Wir folgern

sowie

t—r=e M,

also nach Addition nun 2t = e3# + =31 d.h.

3pi —3H;
t= % = cosh(3u;).

Als Nichstes bestimmen wir die t-Koordinate ¢’ eines Punktes, welcher — bei einer ¢-Koordinate
von cosh(3u;) beginnend — von ¢, nach einer hyperbolischen Linge von 4u; erreicht wird;
beachte, dass dieser Wert geméfl obiger Betrachtungen bereits eine obere Schranke an die
t-Koordinate jedes Eintrittspunkts in die Kugel Bgij (y;) darstellt. Hierzu sei ohne Einschréan-
kung die R"~!-Koordinate erneut 0, weshalb wir

4p; = d((0,...,0,cosh(3u1,)), (0,...,0,1"))
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setzen konnen. Wiederum mithilfe der Formeln aus Lemma 3.27 erhalten wir (beachte cosh(3p;) >

)
h(3u:
d((0,...,0,cosh(34:)), (0,...,0,)) = In (“’St(“)) :
also h(310)
G _ €08 ¢ i)

d.h. wegen p; > 0 nun

cosh(3p; e3Mi 4 g3 B o
t' = 4(“1): I < G- =e Ml
et 2ethi 2ethi

Folglich hat ein beliebiger Eintrittspunkt von ¢, in Bgftj (y;) eine t-Koordinate < 1; da aber
auch die ¢-Koordinate des Mittelpunkts y; wiederum kleiner sein muss als die ¢-Koordinate
jedes Eintrittspunkts, besitzt auch y; eine t-Koordinate < 1. Folglich befindet sich y; in der
Horosphére R™~! x {1}, withrend y; in der Horosphire R"~* x {Z} fiir ein £ < 1 liegt, was zu

zeigen war.

2. Beachte, dass im hyperbolischen Fall ¢, die Geodétische ist, welche den Abstand von sowohl

x; als auch z; nach A realisiert. Wir erhalten mit obiger Abschétzung t; > t; + 4u; daher
d(zj, A) > d(z;, A) + 4p;.
AuBlerdem ergibt sich aus d(z;, A) < d(z;,y;) + d(y;, A) auch
d(y;, A) = d(z;, A) — d(z;,y;) = d(x;, A) — 3p;.

Ferner gilt

Diese drei Ungleichungen kénnen wir — wiederum unter Ausnutzung von p; < p;/12 — verwen-

den, um auf

zu schlieflen, die Behauptung.

Streckungslinge

Bevor wir die gewiinschten Eigenschaften der Uberdeckung untersuchen und nachweisen, werden wir ge-

nauer auf die Wahl der Streckungslédnge der (parabolisch oder hyperbolisch) gestreckten Kugeln eingehen.

Lemma 3.44. Die Linge der Streckung'” der Kugeln lisst sich so wdihlen, dass die Gesamtheit der

Mengen aus B im gewdhnlichen dicken Teil enthalten ist, d.h.
U BcwMm,.
BeB

Beweis. Als Orientierung fiir den Beweis sind die grundlegenden Konstruktionen in Abbildung 3.7 zu-

sammengefasst.

17Gemessen durch die Linge des euklidischen Geradenstiicks in der Definition parabolisch gestreckter Kugeln bzw. die

abschneidende Hyperebene (gesteuert durch den Parameter s) in der Definition hyperbolisch gestreckter Kugeln.
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ax',

X,

Parabolischer Fall Hyperbolischer Fall

Abbildung 3.7: Konstruktion der passenden Streckungsldngen im Beweis von Lemma 3.44. Links ist die
Situation im parabolischen Fall dargestellt, wo zur Bestimmung der Streckungslinge die Angabe der
Lage eines Endmittelpunktes (hier der Mittelpunkt der grau schattierten Kugel) fiir eine parabolisch
gestreckte Kugel ausreicht. Im rechts dargestellten hyperbolischen Fall muss hingegen eine abschneidende
Hyperebene H angegeben werden. In beiden Bildern gibt die gestrichelte Linie die Grenze wieder, bis
zu der gewohnliche Kugeln aus B’ (bzw. deren Urbilder in X im hyperbolischen Fall) hochstens reichen

koénnen.

Zunichst stellen wir fest, dass wegen der Monotonie p; > p;1+1 die Kugeln aus B’ mit Mittelpunkten
x € Dy am weitesten von M/ entfernt liegen kénnen; fiir solche x gilt d(x, M) < 8o, also fiir ein

beliebiges y € B3, () nun
d(y, M) < 8po + 3po = 11po < 12p0 < p1,

wobei p—1 = £(n)/64 wiederum nur halb so grofl ist wie die Lénge €(n)/32 der Schrumpfung von M,
auf M (somit hat jeder Punkt aus (Jz.p B einen Abstand > p_; zum Rand dM,). Dies bedeutet
Upger B € M, weshalb wir nun zeigen wollen, dass sich dies von B’ auf B iibertragen lasst. Hierfiir
unterscheiden wir wie iiblich zwischen dem parabolischen und dem hyperbolischen Fall.

Im parabolischen Fall sei y der Anfangsmittelpunkt einer parabolisch zu streckenden Kugel BgMM (y) €
B'. Wir wollen festlegen, wie weit diese Kugel gestreckt werden muss; hierfir ist es hinreichend, den
(hyperbolischen) Endmittelpunkt anzugeben'®. Laufe auf der Flussgeoditischen ¢y von y so weit in Rich-
tung OM,, dass ¢, (t) genau p_1/2 von OM, entfernt ist, aber immer noch in M, liegt, d.h. fiir diesen
Zeitpunkt ¢ ist ¢, (t) € My sowie d(cy(t),0My) = p_1/2 erfiillt. Wir behaupten, dass dieses ¢, (t) als
Endmittelpunkt die Anforderungen erfiillt. Beachte, dass der hyperbolische Radius am Endmittelpunkt

kleiner als der hyperbolische Radius am Anfangsmittelpunkt ist, und letzterer ist wegen

3p—1  p—1

3 < 3o < _
i = 9Ho = 779 1

durch p_1/4 beschriinkt; folglich ist auch der hyperbolische Endradius kleiner als p—1 /4. Nach Wahl von
¢y(t) hat somit jeder Punkt der Endkugel einen Abstand > p1_1/2 — 1 /4 = p_1/4 von OM, weshalb
die Endkugel selbst tatsichlich gidnzlich in M liegt; folglich ist auch die gesamte parabolisch gestreckte
Kugel in M enthalten. Wir merken ferner an, dass die Endkugel analog auch einen Abstand > p_;/4
zu allen gew6hnlichen Kugeln aus B hat, denn wie wir oben gesehen haben, ist der Abstand von Punkten

aus den gewohnlichen Kugeln zum Rand M stets > p_q.

18Wir hatten die Konstruktion parabolisch gestreckter Kugeln zwar lediglich in X angegeben, jedoch ldsst sich die hier
durchgefiihrte Angabe eines Endmittelpunktes in M nach Wahl eines geeigneten Lifts auf die Situation in X ubertragen.
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Wenden wir uns nun dem hyperbolischen Fall zu; wir werden dabei statt der Situation in M &quivalent
diejenige in X behandeln. Sei also y € X ein Anfangsmittelpunkt (sodass m(y) also der Mittelpunkt einer
hyperbolisch zu streckenden Kugel in M ist). Da die abschneidende Hyperebene H eindeutig dadurch
charakterisiert ist, dass sie am gegebenen Punkt senkrecht auf der Projektionsgeodétischen ¢, (hin zur
Achse A) des Anfangsmittelpunkts y steht, geniigt es anzugeben, an welchem Punkt auf ¢, zwischen
y und A abgeschnitten werden soll (d.h. wo der Schnittpunkt von H und ¢, liegt). Wir wihlen diesen
Punkt 3’ als den Punkt auf ¢,, welcher p_1/2 von 0X entfernt ist (und immer noch in X, liegt), und
behaupten, dass dieser die Anforderungen erfiillt; H ist also die eindeutige Hyperebene, welche ¢, in y’
senkrecht schneidet. Bezeichne U die entsprechende hyperbolisch gestreckte Kugel.

Es gilt ¢, = ¢, weshalb wir von nun an &quivalent mit ¢,/ arbeiten kénnen (die Parametrisierung
erfolge nach hyperbolischer Bogenldnge mit ¢,/ (0) = v/, ¢, (d(y’, A)) = ma(y')). Betrachte die Kugeln
B, = B,)f,l/4(cy’ (u—1/4)) sowie By := Bil/zl(cy/(—u,l/él)). Die Geodétische ¢,s — bzw. ihre entspre-
chenden Teilstiicke — liegt somit als Radius in By und Bg; da H also am Punkt vy’ € dB;, 9B senkrecht
auf dem Radius steht, folgt nach dem Lemma von Gauf}; dass H in y’ tangential an By und Bs anliegt.

In den vorigen Betrachtungen hatten wir bereits festgestellt, dass der Radius der Anfangskugeln stets
durch p_1/4 beschrénkt ist. Da die Mittelpunkte ¢,/ (—p—_1/4) bzw. ¢y (n—1/4) von By bzw. By néher am
diinnen Teil liegen als y und auflerdem der Anfangsradius der Vergleichskugeln von U hin zum diinnen
Teil monoton fallend ist, erhalten wir, dass jede Flussgeodétische, welche durch die Anfangskugel von U
um den Anfangsmittelpunkt y verlduft, auch auf By und Bs trifft.

Wir koénnen also zusammenfassen: Ist eine Flussgeodétische aus U gegeben, so betritt diese By, nach-
dem sie alle gewohnlichen Kugeln aus der Uberdeckung verlassen hat (denn analog zu oben haben alle
Punkte aus By einen Abstand < p_; nach 90X, wihrend Punkte aus den gew6hnlichen Kugeln einen
Abstand > p—q nach 0X | aufweisen), verldsst dann Ba, trifft anschlieflend auf H und betritt danach erst
B;. Da auch By génzlich in X liegt, wird folglich durch das Abschneiden entlang von H sichergestellt,
dass U selbst génzlich in X enthalten ist (vgl. erneut Abbildung 3.7). Aulerdem erkennen wir — da ja
B5 leeren Schnitt mit den gewohnlichen Kugeln aufweist und jede Flussgeodatische aus U erst By betritt,
bevor sie an H endet —, dass diese Endpunkte der Flussgeodétischen in U stets ndher an M liegen, als

die auf diesen Flussgeodétischen liegenden Punkte aus den gewohnlichen Kugeln. O

Dem Beweis des obigen Lemmas 3.44 ist zu entnehmen, wie weit die zu streckenden Kugeln gestreckt
werden miissen. Die dort angegebene Streckungslidnge ist jedoch tiber den Abstand nach OM, definiert;
da zunéchst nicht feststeht, wie weit entlang der Flussgeodatischen geflossen werden muss, bis ein solcher
Abstand tatséichlich erreicht ist, wird dadurch in der Regel noch keine Abschétzung an die absolute Linge
der gestreckten Kugeln gegeben. Diese Grofie zu beschréanken ist jedoch spéter notwendig — insbesondere
hinsichtlich der Kontrolle der maximalen Anzahl an Schnitten von Uberdeckungsmengen —, weshalb wir

folgendes Lemma formulieren.
Lemma 3.45. Es gilt:

1. Jede parabolisch gestreckte Kugel B € B mit Anfangskugel Bé\ﬁi (y) ist in einer Kugel B%(n)(y)

enthalten, wobei R(n) > 0 eine nur von der Dimension n abhingige Konstante ist.

2. Jede hyperbolisch gestreckte Kugel B € B mit Anfangskugel B% (y) ist in einer Kugel B%(nyy)(y)
enthalten, wobei R'(n,v) > 0 eine nur von der Dimension n und einer unteren Schranke v > 0 an
die minimale Verschiebung hyperbolischer Elemente von I' (d.h. dy(x) > v fir alle x € X und alle
hyperbolischen v € T') abhangige Konstante ist. In Dimension n = 2 liegt dabei keine Abhdngigkeit

von v vor.
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Beweis. 1. Betrachte zundchst den parabolischen Fall. Die Konstruktion des gewtnschten Radius wird
dadurch moéglich sein, dass wir entlang der Flussgeodétischen explizite Formeln fiir das Wachstum

des Abstands zum Rand der Subniveaumenge einer parabolischen Isometrie bestimmen kénnen.

Sei B:%i (y) die Anfangskugel der betrachteten parabolisch gestreckten Kugel B € B sowie ¢, die
Flussgeodétische von y = ¢,(0). Im Beweis von Lemma 3.44 hatten wir gesehen, dass der Endmit-
telpunkt ¢, (t) von B dadurch charakterisiert ist, dass ¢, (t) € My sowie d(cy(t), 0M) = p—1/2, fir
passendes ¢t > 0. Nach Konstruktion der parabolisch gestreckten Kugeln ist jeder Punkt ¢ € B in
einer Kugel um ein ¢, (¢') mit 0 < ¢’ <t enthalten, wobei der Radius h6chstens dem Anfangsradius

3p; entspricht. Letzterer ist wiederum durch p—; beschrénkt, womit wir wegen d(y, ¢, (t')) = ¢ nun

BCBM, ()

erhalten. Da u_; lediglich von n abhéngt, bleibt also zu zeigen, dass auch ¢ nur durch n kontrolliert
wird. Wir erinnern daran, dass y als Anfangsmittelpunkt einer gestreckten Kugel nicht in M/, liegt,
sondern im Stiick zwischen OM/ und OM,, wie auch der Endmittelpunkt; kénnen wir also die
Lange L von ¢, zwischen M und OM, beschrénken, so ist hierdurch bereits eine Schranke an
obiges t gegeben und R := L + u_1 erfiillt die Behauptung (sofern L ebenfalls nur von n abhéingt).
Beachte, dass wir dquivalent auch die Lénge eines Lifts von ¢, in X (welchen wir erneut ¢, nennen)
zwischen X' und 0X betrachten kénnen.

Seien y; € 0X/, und y; € 0X, die Schnittpunkte von ¢, mit X/, und X . Parametrisieren wir ¢,

so um, dass ¢, (0) = y1, so ist lediglich eine obere Schranke fiir to > 0 zu finden, wobei ¢, (t2) = ya.

Nach Definition von X", ist also y1 € ({dy < &(n)/2})c(n)/32 fiir eine parabolische Isometrie v € I’
mit Fixpunkt z = ¢, (00). Bezeichnet y3 = ¢, (t3) den Schnittpunkt von ¢, mit 0{d, < e(n)/2}, so
gilt offenbar t3 > to (denn entweder ist y3 schon der Schnittpunkt von ¢, mit 90X} — d.h. t3 =t3 —,
oder 0X 1 wurde von ¢, bereits vorher — am Rand einer anderen Subniveaumenge — betreten, d.h.
ty < t3).

Es bleibt also nur zu zeigen: Ist y1 = ¢,(0) der Eintrittspunkt von ¢, in ({d, < &(n)/2})s(n)/32 und
Y3 = ¢y(t3) der Eintrittspunkt von ¢, in {d, < €(n)/2}, so ist t3 > 0 nach oben durch eine lediglich
von n abhéngige Konstante beschrankt.

Wir wéhlen das obere Halbraummodell des H” so, dass z = ¢,(c0) dem Punkt co entspricht und
y1 = (0,1), d.h. die R"~1-Koordinate ist der Nullvektor und die t-Koordinate betriigt 1. Beachte,
dass v auf R"~! x Ryg = H" als euklidische Bewegung auf dem R"~!-Faktor und als Identitit auf
dem R (-Faktor wirkt (v erhélt als parabolische Isometrie die Horosphéren um den Fixpunkt z);
die eingeschrankte Wirkung von ~ auf dem R™~'-Faktor werden wir der Einfachheit halber ebenfalls

mit v bezeichnen. Nach der Dreiecksungleichung gilt bereits

e :=d,((0,1)) < @ +2- % < eg(n).

Mittels der {iblichen Formeln aus Lemma 3.27 ergibt sich

e = d’Y((Ov 1)) = d((ov 1)77(07 1)) = d((o’ l)a (’7(0)7 1))
= 2 - arsinh <0 — 7(0)|>

2-1

- (D01
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also
5/
I5(0)]) = 2 sinh (2) .

Da ¢, nach Bogenlinge parametrisiert ist, erhalten wir die Darstellung ¢, (t) = (0, €"). Zum Zeit-
punkt ¢ gilt folglich analog

dy(ey(t)) = dy((0, e')) = 2 - arsinh <|72(eot)”> ,

d.h. mithilfe obiger Formel fiir ||y(0)|] und der Abschédtzung an & nun

sinh (%/) sinh (5(2”))
d~(cy(t)) = 2 - arsinh — < 2 -arsinh —

Ist also ¢ so grof, dass der rechte Term hdchstens e(n)/2 betrdgt, so liegt ¢, (t) schon in {d, <
g(n)/2}; es ist also

sinh () ) 1 <)

2 - arsinh
et 2

nach ¢ aufzulsen, d.h.

Folglich ist ¢, nach spétestens

sinh (a 2") )

Zeiteinheiten in {d, < £(n)/2} eingetreten (und diese Konstante héngt lediglich von n ab), was zu

In

zeigen war.

. Bei der Wahl der hyperbolisch gestreckten Kugeln hatten wir bereits festgestellt, dass der Anfangs-
mittelpunkt y von B:%i (y) stets im £(n)-diinnen Teil von M liegt. Sei nun x € X ein Lift von y im
g(n)-diinnen Teil von X, sowie A die zugehorige hyperbolische Achse. Es bietet sich ausnahmsweise
das obere Halbraummodell fiir X = H™ an; wir wahlen es so, dass die hyperbolische Achse A der
t-Achse {0} xR C H" entspricht. Beachte, dass die Wirkung einer hyperbolischen Isometrie v € T’
mit Achse A auf H® =2 R"~! x R nun durch

v(z,t) = et (Bx,t)

gegeben ist, fiir geeignete A € R und B € O(n — 1); hierbei ist A genau die Verschiebung von ~ auf
der Achse A.

Angenommen es gébe eine Konstante C(n,v) > 0, welche den Abstand von = zur Achse A be-
schrankt — d.h. d(z, A) < C(n,v) —, so wiirde mit

R/(’Il, v):=C(n,v)+ p-1
(beachte, dass p—1 nur von n abhéngt) bereits
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erfillt sein; denn die Streckungslinge der hyperbolisch gestreckten Kugeln ist stets kleiner dem
Abstand des Anfangsmittelpunkts zur Achse (bzw. deren Bild in M), wie dem Beweis von Lemma
3.44 zu entnehmen ist, wobei aulerdem 3u; < p—_; fir alle ¢ = 0,...,n gilt. Folglich geniigt es,
eine solche Schranke C' = C(n,v) an den Abstand von z zur Achse A zu finden (sofern dieses
C tatséchlich nur von n sowie v abhidngt und damit insbesondere unabhingig von der Wahl des

konkreten Anfangsmittelpunkts y bzw. dessen Lift x ist).

Wir kénnen ohne Einschriankung annehmen, dass die Darstellung von x im oberen Halbraummodell
eine t-Koordinate von 1 aufweist und werden daher von nun an den Punkt (z,1) mit z € R*~1
betrachten (die doppelte Verwendung von z nehmen wir in Kauf). Da z im e(n)-diinnen Teil von
X liegt, existiert eine hyperbolische Isometrie v € I" mit Achse A, sodass

el = d'Y((‘T, 1)) = d((ajv 1)37(*% 1))
fiir ein ¢’ < e(n). Nach obigen Betrachtungen wissen wir, dass
v(@, 1) = *(Bz, 1)

fiir geeignete A € R und B € O(n — 1); da A die Verschiebung von 7 auf der Achse A beschreibt
gilt einerseits A < e(n) sowie nach Wahl von v auflerdem A > v > 0 (im Falle von A\ < 0 kdénnen
wir ohne Einschrinkung die Orientierung der Achse A umkehren, was wiederum zum angegebenen
Fall fiihrt). Mithilfe von Lemma 3.27 erhalten wir

Bz + (1 —er)?
d((2.1). N (Ba. 1)) — 2 artanh [ (/12 =€
(1), ¢*(Ba, 1) e < |z —erBx||2 + (1 +er)? |’

also insgesamt

o= BalP+ 1+ )

2

/ _)\B 2 1_)\2
w2 () = =0 Bl 2 0

Obige Gleichung ist monoton steigend in || - ||?; da gemifl der umgekehrten Dreiecksungleichung
auch

lz — e*Ball > |||l - lle*Ball] = [|z] — Mzl = |z - [1 - €|

erfiillt ist (beachte ||Bz|| = ||z||, da B € O(n — 1)), schlieflen wir somit

’ 2 (1 _ oA\2 A2
i (£ 5 Izl (= 2+ (1= e
a2 (L= X2+ (1 + )2

2
Auflésen nach ||z]|? liefert

anl?(£/2) (11 )2 — (1— )2
(1 —eM)2(1 — tanh?(e’/2)) ’

lz]]* <

also wegen &’ < e(n) nun

tanh?(e(n)/2) - (1+*)* — (1 —e*)?
(1 —e*)2(1 — tanh?(e(n)/2))

l]* <

Dieser Term wiederum ist monoton fallend in A, was mithilfe von A > v zu

tanh?(e(n)/2) - (1 +€*)? — (1 — e¥)?
(1—e¥)?2(1— tanhz(s(n)/Q))

l]* <
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t/\

{dy < e}

\
7
X

Abbildung 3.8: Wéhlen wir in Dimension n = 2 ausnahmsweise das obere Halbebenenmodell auch im
hyperbolischen Fall (wobei die Achse A der ¢-Achse entspreche), so ist unmittelbar ersichtlich, dass die
Flussgeodatischen (hier ein beispielhafter Kreissektor) hin zur Achse stets senkrecht auf die Subniveau-

mengen {d, < €} hyperbolischer Isometrien v mit Achse A treffen.

fihrt. Wir definieren

C = \/tanhQ(g(n)/Q) S(14ev)2 —(1—ev)?
(1—e)2(1 — tanh®(e(n)/2))

womit also ||z|| < C” erfiillt ist; beachte, dass C' nur von n und v abhangt.

Nach Wahl von A als t-Achse {0} x Ry ist insbesondere auch (0, 1) ein Punkt auf A. Folglich gilt
d((x,1), A) <d((,1),(0,1)),

also mithilfe der Formeln aus Lemma 3.27 und der Abschéitzung an ||z|| somit

. !
d((x, 1),A) < 2 -arsinh <||:1:2 10”) = 2 - arsinh (”g”) < 2 - arsinh (g) .

!
C := 2 -arsinh <C;>

die gewiinschte, nur von n und v abhingige Konstante, welche stets zu d(x, A) < C fiihrt, was zu

Damit ist

zeigen war.

Im Sonderfall von Dimension n = 2 weisen die Rdnder der Subniveaumengen hyperbolischer Isome-
trien (mit Achse A) einen konstanten Abstand zur Achse A auf, d.h. fiir Punkte z, 2’ aus dem Rand
der selben Subniveaumenge gilt d(z, A) = d(a’, A). Folglich stimmt — entlang unserer Flussgeodé-
tischen, welche ja genau die Projektionsgeodétischen hin zu A sind — das Wachstum des Abstands
zum Rand der Subniveaumenge (bzw. einer Aufdickung einer solchen Subniveaumenge) mit der

Flussléange entlang der Flussgeodétischen iiberein, vgl. Abbildung 3.8.

Geméfl dem Beweis von Lemma 3.44 ist die Streckungsldnge hyperbolisch gestreckter Kugeln in
diesem Sonderfall damit bereits durch den Abstand zwischen 0X/, und 90X beschrankt, d.h. durch

£(2)/32. Definieren wir nun
£(2) 3e(2)

’_ _
R= g ==

so gilt erneut B C BM (y), was zu zeigen war. Insbesondere ist diese Konstante nicht mehr von der
minimalen Verschiebung v hyperbolischer Elemente aus I' abhédngig.
O
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Bemerkung 3.46. Wie dem obigen Lemma zu entnehmen ist, musste fiir die Kontrolle der absoluten
Lange hyperbolisch gestreckter Kugeln eine untere Schranke v an die Verschiebung hyperbolischer Isome-
trien aus I' gefordert werden. Wir halten zunéchst fest, dass eine solche Konstante stets existiert: Da I'
ein Gitter ist, existieren nur endlich viele Réhren in M_, also auch nur endlich viele verschiedene I'-Orbits
von Geodatischen in X, welche Achse einer hyperbolischen Isometrie mit minimaler Verschiebung < e(n)
sind. Fiir jede dieser Achsen ist jedoch die Anzahl der hyperbolischen Isometrien mit minimaler Verschie-
bung auf der Achse selbst endlich, da zwei solche hyperbolische Isometrien durch Multiplikation mit einer
Achse-fixierenden oder Achse-spiegelnden elliptischen Isometrie ineinander iiberfiihrt werden. Nun ist v
durch das Minimum der minimalen Verschiebungen dieser endlich vielen hyperbolischen Isometrien gege-
ben. Problematisch ist in dieser Hinsicht selbstverstdndlich, dass eine solche Schranke v fiir verschiedene
Gitter I" nicht iibereinstimmt. In einigen Anwendungen jedoch ist fiir bestimmte Klassen von Gittern ein
gemeinsamer Wert zu erreichen; so ist dies beispielsweise im arithmetischen, nicht-uniformen Fall gege-
ben (siehe spéter Lemma 3.53). Ebenso tibertrigt sich das v eines fest gewdhlten Gitters I' auf sémtliche
Untergruppen I'V < T". Beachte, dass nach dem Satz von Malzew jedes unserer Gitter I" bereits residuell
endlich ist, weshalb stets eine unendliche (ineinander verschachtelte) Menge an Untergruppen von end-
lichem Index existiert; in geometrischer Sichtweise entspricht diese Familie wiederum einem unendlichen
Turm endlicher (Orbifaltigkeits-)Uberlagerungen der Orbifaltigkeit M = X/T.

Durch die Verwendung von v werden in spateren Anwendungen — beispielsweise bei den Schranken
an den freien oder den Torsionsanteil in der Homologie von M in Satz 3.59 bzw. 3.60 — zusétzliche
Abhéngigkeiten von v hervorgerufen. Es ist davon auszugehen, dass dies nicht die bestmogliche Situation
beschreibt, sondern die Abhéngigkeit von v durch einen abgednderten Beweis eliminiert werden kann.

Ein berechtigter Einwand besteht darin, dass bei Verwendung einer solche Schranke v die Wahl des
diinnen Teils M_ auch bereits so — in Abhéngigkeit von v — erfolgen kénnte, dass M_ keine R6hren mehr
enthélt und folglich die Verwendung hyperbolisch gestreckter Kugeln nicht langer notig wéire. Wir werden
im Rahmen der spéteren Anwendungen in Satz 3.59 bzw. 3.60 auf diesen Punkt eingehen; tatsdchlich
lassen sich durch unseren Ansatz bei Verwendung hyperbolisch gestreckter Kugeln in manchen Féllen

weitere Aussagen treffen, die bei obigem ,naiven“ Ansatz zunéchst nicht erreicht werden kénnen. ¢

Uberdeckungseigenschaften

Die bisher bewiesenen Aussagen ermdglichen uns nun, die Gutartigkeit der konstruierten Uberdeckung
nachzuweisen. Zuerst halten wir fest, dass B tatséchlich eine Uberdeckung des geschrumpften dicken Teils

darstellt, welche zudem stabil unter dem Fluss ist.

Lemma 3.47. Die Mengen aus B bilden eine Uberdeckung von M!., d.h.

M, c | B,
BeB
welche unter dem Fluss f in der Hinsicht stabil ist, dass wenn |Jp.g B von einer Flussgeoditischen

betreten wird, diese auch ginzlich in \Jgcg B verliuft, bis sie auf OM', trifft.

Beweis. Da nach Konstruktion bereits |z B € |Jgepg B gilt — denn eine parabolisch bzw. hyperbolisch
gestreckte Kugel enthéilt nach Konstruktion stets ihre Anfangskugel —, folgt die Uberdeckungseigenschaft
mit Lemma 3.42.

Wenden wir uns nun der Stabilitat zu. Da jede Flussgeodétische irgendwann auf den Rand 9M/, trifft,
wiirde die Stabilitdt dquivalent auch daraus folgen, dass eine Flussgeodatische ab einem Punkt z € OM/
— diesmal jedoch in umgekehrter Richtung flieBend, d.h. zum diinnen Teil hin —, génzlich in |Jz.z B
verlauft, bis sie diese Menge an einem Punkt verldsst und anschlieend nicht mehr betritt.



3.3. Effizientes simpliziales Modell 133

Wir betrachten den parabolischen und den hyperbolischen Fall gleichzeitig. Sei dazu x € M/, gegeben
und i € {0,...,n} minimal gewahlt, sodass

(aM/ 21“'7 \ U 3/“‘] /2-

7<1

Dies ist stets moglich: Fiir ¢ = n gilt wegen S,, = M bereits
OM! N (7(5n))2p, = OM, N M = OM,;

also liegt = entweder in M) \ U, _,,(7(S)))3,, /2 — womit diese Teilbehauptung bewiesen wire —, oder
es gilt @ € IM N, (7(S;))3,, /2 Im letzteren Fall kénnen wir nun j < n minimal wihlen, sodass
x € (7(55))3p, /2- Dann ergibt sich wegen (7(S;))2,, 2 (7(S;))su, /2 jedoch x € M, N (7(S;))2,,;, wobei

nach Minimalitét von j ebenso @ & (J; ;(7(S;/))s,,, /2 erfillt ist, also insgesamt

€ (oM n Nau,) \ U ))31,0 /25

J'<j

was zu zeigen war. Folglich finden wir ein solches minimales 7 wie oben beschrieben.

Sei ¢, die Flussgeodatische von z, parametrisiert nach Bogenlédnge mit Laufrichtung hin zum diinnen
Teil M_ sowie ¢;(0) = x. GeméaB obiger Betrachtungen finden wir ein 2’ € 7(S;) mit d(z,2’) < 2u,. Sei
¢, die zugehorige Flussgeoditische von 2/, mit analoger Parametrisierung, d.h. insbesondere ¢, (0) = 2/;
dann gilt auch d(c,(t), ce(t)) < 2u; fiir ¢ > 0, denn hin zum diinnen Teil ist der Abstand zwischen den
Flussgeoditischen monoton fallend. Beachte ferner, dass ¢,/ génzlich in 7(S;) verlduft (dies folgt erneut
aus der Lage der singuliren Untermannigfaltigkeit nahe des parabolischen Fixpunkts bzw. der Achse),
womit sich also zusétzlich ¢, (t) € (7(S;))2,, fiir t > 0 ergibt. Wegen

d(ce(0), M) = d(z', M) < d(2', ) < 2p;

hat ¢, (t) fiir hinreichend kleine ¢ > 0 den Rand 3m noch nicht betreten; aulerdem verlduft auch
¢z (t) fiir hinreichend kleine ¢ > 0 nicht in (7(S};))s,, /2 fiir beliebige j < 4, denn dies wiirde mit einem
Argument analog zu oben der Minimalitdt von ¢ widersprechen. Wir werden nun mit steigendem ¢ in
Richtung M_ (dquivalent: OM ) flieBen. Trifft c,/(t) auf den Rand 9(M, )s,,, so sagen wir, dass Ereignis
I eintritt; tritt hingegen c,(t) in ein (7(S}))s,, /2 fiir j < i ein, so sagen wir, dass Ereignis II vorliegt.

Aufgrund von OM! C M/ ist x bereits in einer Uberdeckungsmenge B € B enthalten (s.0.). Wir
konnen also zusammenfassen: Fiir hinreichend kleines ¢ > 0 verlduft c,(t) in gz B und es ist weder
Ereignis I noch Ereignis II eingetreten.

Solange weder Ereignis I noch Ereignis II eintritt, wird ¢, (t) auch fiir steigendes ¢ in | J 5z B verlaufen,
wie wir nun begriinden. Hierfiir halten wir zundchst fest, dass ¢,/ (t) & U;;(7(5))); gelten muss; denn
andernfalls finden wir fiir ein j < ¢ ein z” € (S;) mit d(z”, ¢y (t)) < p;. Dies hétte jedoch wegen

dlea(8), 7(S,)) < d(ca(t), ") < dlea(t), o () + dlcar (), 2") < 231, + py < 2

2Mj

(beachte 24; < p1;/6, da j < i) zur Folge, dass c,(t) € (7(S}))sy, /2, was aber der Annahme widerspricht,
dass Ereignis II nicht eingetreten ist. Da wir ferner angenommen hatten, dass auch Ereignis I nicht vorliegt

— ¢y (t) also noch in (M )s,, verlauft —, schlieBen wir

e (8) € (M )s, N(80) \ (e

7<i
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In dieser Menge liegt D; nach Definition als maximale p;-diskrete Teilmenge, weshalb ein y € D; mit
d(y, ce (t)) < p; existiert. Dies hat

d(cz (t)7 y) < d(czr (t)7 Cq/ (t)) + d(cz’ (t), y) < 2:“’1‘ + Hi = 3Mz

zur Folge, also ¢, (t) € By, (y) € Upeps B, was zu zeigen war.

Es bleibt damit lediglich noch zu priifen, was passiert, wenn entweder Ereignis I oder Ereignis II ein-
tritt. Sei zundchst angenommen, Ereignis 11 triate zuerst ein. Wir kénnen also j < 4 minimal wéhlen, sodass
cx(t) € (m(5)))3u; /2 C (m(S)))2u,;, wobei geméf Minimalitét von j zusétzlich ¢, (t) ¢ U, ;(7(Sj7))ap,, /2
gilt. Da nach Annahme Ereignis II vor Ereignis I eingetreten ist, erhalten wir ferner

Aealt), ML) < dlea(t), car(£)) + dlcar (6), M}) < 205 + 811 < 1y < Sp5
(beachte j < i), also insgesamt

ca(t) € (ML )sp, 0 (7(S5))2u,) \ | (7(S5))3, /2
J3'<J
Wir kénnen analog zur Definition von ¢,» nun eine Flussgeodétische c,~ finden, welche in m(S;) verlauft
und d(cgr (1), cz(t)) < 2p; (ab dem Eintrittszeitpunkt von Ereignis IT) erfiillt. Wegen

d(cgr (t), ML) < d(cgr(t), co(t)) + d(ca(t), M) < 2p5 + 1 < 8p;

ist das fiir diesen Index j und die Kurven ¢, c¢,» analog definierte Ereignis I noch nicht eingetreten;
auch das entsprechende Ereignis II liegt geméfi Minimalitdt von j noch nicht vor. Ersetzen wir in der
Argumentation des vorigen Absatzes (in welcher wir die Behauptung unter der Annahme bewiesen haben,
dass weder Ereignis I noch Ereignis II eingetreten sind) also ¢ durch j und ¢, durch ¢,~, so sind die
dortigen Begriindungen weiter giiltig, weshalb wiederum folgt, dass sich c,(t) in (Jz.p B befindet.

Sei nun andererseits angenommen, Ereignis I tréte zuerst ein; es gilt also ¢,/ (t) € (M) )s,,. Erneut

ist ez (t) & U;<;(7(S)));, denn andernfalls erhielten wir analog zu oben, dass wegen

d(cx (1), m(S55)) < d(ca(t), cor (1)) + dlcar (8), 7(S;)) < 2pi + p1j < guj

(fiir passendes j < i) schon Ereignis II eingetreten sein miisste, im Widerspruch zu unserer Annahme.

Wir fassen damit zusammen, dass

o (8) € (OO s, 0 7(59) \ (1)
j<i
Doch D; enthélt geméfl Definition eine maximale p;-diskrete Teilmenge innerhalb dieser Menge, womit
die Existenz eines y € D; folgt, sodass d(y,c.(t)) < p;. Erneut ergibt sich d(c,(¢),y) < 3u;, also
cx(t) € Byl (y) € Upep B, was zu zeigen war. Beachte, dass nach unserer Auswahl der (parabolisch bzw.
hyperbolisch) gestreckten Kugeln B% (y) bereits die Anfangskugel einer gestreckten Kugel U ist; folglich
verlauft auch c¢,(t) ab diesem Zeitpunkt géinzlich in U. Wie wir im Beweis von Lemma 3.44 gesehen
haben, wird ¢, nach dem Verlassen von U entweder génzlich aufierhalb von (Jzz B verlaufen, oder aber
noch in einer anderen gestreckten Kugel U’ liegen; im letzteren Fall kénnen wir so lange fortfahren, bis

alle gestreckten Kugeln verlassen sind, womit die Behauptung bewiesen ist. O

Die folgenden Lemmata geben wieder, dass die Uberdeckungsmengen und ihre nichtleeren Durch-

schnitte zusammenziehbar sind.

Lemma 3.48. Elemente von B sind gefaltete Mengen und damit zusammenziehbar.
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Beweis. Wir werden uns fiir den Beweis an [25] Beweis Theorem 4.2 Schritt 2) orientieren. Sei also z € D;
gegeben und T € X ein Urbild von z in X; ferner sei Y € ¥; die singulére Untermannigfaltigkeit, welche
Z enthélt. Nach Wahl von D; gilt d(x,7(S<;)) > pi—1 und daher ebenso d(Z,S<;) > p;—1. Beachte
auflerdem, dass wegen x € D; C My auchz € X ,alsoz e Y N X,.

Nach Wahl unserer p; gilt 24u; < e3(pi—1), weshalb wir mittels Lemma 3.41 folgern, dass Y von
I'o4,, (T) punktweise fixiert wird. Die Voraussetzungen in den Lemmata 3.33, 3.35 sowie 3.38 — dass also
der (Anfangs-)Mittelpunkt y durch die geeigneten Gruppen kleiner Verschiebung (wobei ,kleine Ver-
schiebung® sich auf das 4-fache des Radius 3u; bezieht) fixiert wird — sind damit erfiillt; somit ist nach
Anwendung dieser Lemmata die entsprechende (gewohnliche bzw. parabolisch gestreckte bzw. hyperbo-

lisch gestreckte) Kugel mit Anfangsmittelpunkt Z eine Y-faltbare Menge, was zu zeigen war. O

Lemma 3.49. Nichtleere Durchschnitte von Elementen aus B sind gefaltete Mengen und damit zusam-

menziehbar.

Beweis. Die grundlegende Idee des Beweises stammt aus [25] Beweis Theorem 4.2 Schritt 3), wobei wir
jedoch im Falle eines Schnitts parabolisch oder hyperbolisch gestreckter Kugeln zusétzliche Argumente
benétigen.

Seien also x1,...,7, € D gegeben mit z; € D, fiir j = 1,...,k, sodass die zugehdérigen Mengen aus
B nichtleeren Schnitt aufweisen. Beachte, dass hierbei nur drei Situationen auftreten kénnen: Erstens ein
Schnitt von ausschlielich gewohnlichen Kugeln; zweitens ein Schnitt von parabolisch gestreckten Kugeln
und moglicherweise gewthnlichen Kugeln; sowie drittens ein Schnitt von hyperbolisch gestreckten Kugeln
und moglicherweise gewthnlichen Kugeln. Ohne Einschrénkung sei ny das Maximum der n; (j =1,..., k).
Wir werden zunéchst die Fille betrachten, in denen ausschlieflich Kugeln des selben Typs (gewohnlich
bzw. parabolisch gestreckt bzw. hyperbolisch gestreckt) vorliegen; hierbei kénnen wir den parabolischen

und den hyperbolischen Fall parallel behandeln.

- Sei zunéchst der Fall eines Schnitts von ausschliefllich gewShnlichen Kugeln gegeben. Wéhle Lifts
Ty,...,T € Xy der xj, sodass d(T1,7;) < 6y, . Eine solche Wahl ist stets moglich, denn da sich die
Kugeln (von Radius 3u,, um die ;) schneiden, gilt d(z1, ;) < 3pin, +3pn,, was nach Maximalitét
von ny (also ny > n;) wiederum kleiner als 6, ist; dies {ibertrégt sich auf den Abstand geeigneter
Lifts in X. Sei nun jeweils Y; € X, die singuldre Untermannigfaltigkeit, welche Z; enthélt und
j > 2 fest. Nach Definition der D; gilt

d('%jv S<nj) > Unj—l-

Da geméf Wahl der p; insbesondere 6p,, < 12u,; < e2(pn,—1) erfiillt ist, ergibt sich wegen
d(71,7;) < 6p1,,; nun d(T1,Z;) < €2(fin,;—1). Mit Lemma 3.40 folgern wir, dass Y; C Y7; da dies fiir
beliebiges j > 2 gilt, liegen somit alle Mittelpunkte z; in der selben singuléiren Untermannigfaltigkeit
Y, wie der Mittelpunkt z; der Yi-faltbaren Kugel Bgflnl (Z1). In Kombination mit der Tatsache,
dass jedes 7; jeweils durch Laap,, (x;) fixiert wird (siche Beweis des vorigen Lemmas 3.48), folgern
wir geméf Lemma 3.33, dass auch der Durchschnitt iiber die (gewdhnlichen) Kugeln Bgftn’j (z;)
schon Yj-faltbar sowie der Durchschnitt der entsprechenden Bildkugeln in M gefaltet (und damit

zusammenziehbar) ist.

- Betrachte nun den Fall, dass alle Kugeln (parabolisch bzw. hyperbolisch) gestreckt sind. Seien
also Bgfm_ (z;) entsprechende Anfangskugeln der gestreckten Kugeln U; in X, sodass sich die U;
nichtleer schneiden; beachte, dass ; € X fiir alle j = 1,...,k. Mit Y; € X, sei die singulére

Untermannigfaltigkeit bezeichnet, welche z; enthilt. Nach Definition der D; gilt erneut

d('%Jv S<7lj) > Hnj—1-
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Beachte, dass aufgrund der Maximalitdt von n; der Punkt 2; unter allen z; am weitesten vom
diinnen Teil entfernt liegt'?, denn fiir diejenigen j € {1,...,k} mit ny > n; — also pn, > fin,
— folgt dies bereits aus Lemma 3.43 und fiir die j mit n; = n; — also py,, = My — it 71 ohne
Einschrankung bereits als derjenige Punkt von maximalem Abstand vom diinnen Teil unter allen
Zj mit n; = ny gewéhlt. Wir bilden nun die Vergleichskugeln Ul(j ) von U, auf der Hohe der iibrigen
(9) (4)

1

Z;; sei entsprechend 77"/ der Anfangsmittelpunkt und SM,(%) der Anfangsradius von U;”’. Beachte,

dass 59 ) in genau den selben singuldren Untermannigfaltigkeiten liegt wie Z;, also insbesondere
g(lj) €Y.
Da 77, am weitesten vom diinnen Teil entfernt war, gilt bereits 3u£f'1) < 3pnp, firalle j =2,...,k

(vgl. Eigenschaften des Anfangsradius der Vergleichskugeln); weil nach Maximalitdt von n; aber

auch pin, < py,, fiir alle j gilt, folgern wir
Byt < Bpin,

Nach Konstruktion der Vergleichskugeln sind die Lemmata 3.34 und 3.37 fiir den Schnitt von Uj;
und Ul(] ) anwendbar, weshalb

d(3, 7)) < 2 Bpn, +23p) < 120,

ni

folgt. Wegen 121, < €2(pin; 1) sowie d(ZTj, S<pn;) > fin;—1 (s.0.) kénnen wir nun Lemma 3.40 nut-
zen und schlieen daher Y; C Y;. Folglich liegen alle Anfangsmittelpunkte in der selben singuldren
Untermannigfaltigkeit Y7, welche bereits den Mittelpunkt der Yj-faltbaren gestreckten Kugel U
enthielt. Da F24unj (x;) fir alle j = 1,...,k auBlerdem jeweils z; fixiert (vgl. Beweis des vorigen
Lemmas 3.48) folgt mit Lemma 3.36 bzw. 3.39 die Behauptung.

Einen gemischten Durchschnitt — d.h. gewohnliche Kugeln und (parabolisch bzw. hyperbolisch) ge-
streckte Kugeln treten gleichzeitig auf — kénnen wir mithilfe der obigen Aussagen nun auf die Situation
des Schnitts einer einzelnen gewo6hnlichen Kugel mit einer einzelnen gestreckten Kugel zuriickfithren:
Denn sind Uy, ..., Uy gewohnliche Kugeln wie oben, sodass ny > n; fiir alle j = 1,..., %, so haben wir
bereits gesehen, dass alle Mittelpunkte der U; in der singuldren Untermannigfaltigkeit Y; des Mittel-
punkts von U; liegen. Die analoge Aussage gilt auch fiir gestreckte Kugeln U7, ..., U}, wie eben gesehen;
dort liegen die Anfangsmittelpunkte dann alle in der singuldren Untermannigfaltigkeit Yy, welche bereits
den Anfangsmittelpunkt von U] enthielt. Kénnen wir also zeigen, dass entweder Y7 C Y] oder Y{ C Y7,
so lagen bereits alle (Anfangs-)Mittelpunkte des gemischten Durchschnitts in der selben singuldren Un-
termannigfaltigkeit, womit die Behauptung (analog zu oben) durch Lemma 3.36 bzw. 3.39 folgen wiirde
(die als Voraussetzung der Lemmata bendtigte Tatsache, dass die Mittelpunkte Z; durch die geeigneten
Gruppen kleiner Verschiebung — d.h. T'a4,,, (;) — fixiert werden, ist erneut dem Beweis von Lemma 3.48
zu entnehmen). '

Sei also U; eine (parabolisch bzw. hyperbolisch) gestreckte Kugel mit Anfangskugel B?f;nl (Z1) und
U; = Bi’f/(mz (Z3) eine gewohnliche Kugel; bezeichne auflerdem Y; € X, bzw. Y3 € ¥, die singuliren
Untermannigfaltigkeiten, welche 1 bzw. o enthalten. Wir wollen zeigen, dass stets Y7 C Y5 oder Yo C Y}
erfiillt ist.

Da U; nach Wahl der Mittelpunkte der gestreckten Kugeln keine gewohnliche Kugel von echt klei-
nerem Radius schneiden kann (vgl. Beweis von Lemma 3.43), gilt bereits 3p,, < 3pin,, d.h. ng > no.
Schneidet die Anfangskugel von U die (gewohnliche) Kugel Us, so ist das obige Argument fiir den Schnitt

9Im Sinne von Lemma 3.43, d.h. gemessen anhand der Lage der entsprechenden Horosphiren um den parabolischen

Fixpunkt z bzw. des Abstands zur hyperbolischen Achse A.
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gewoOhnlicher Kugeln anwendbar und wir erhalten Y5 C Y7, die Behauptung. Sei also ohne Einschrankung
angenommen, dass der Schnitt von U; und Uy auflerhalb der Anfangskugel von U; erfolgt. Wir treffen
nun eine Fallunterscheidung anhand der Néhe von Z; und To zum diinnen Teil (wiederum im Sinne von
Lemma 3.43).

- Betrachte zuerst den Fall, dass Z; ndher am diinnen Teil liegt als To. Wir nehmen zunéchst an,
dass n1 = ng, also 3y, = 3pn,. Beachte, dass wegen des nichtleeren Schnitts von U; und U, auch
die gestreckte Kugel Uj mit Anfangskugel Us einen nichtleeren Schnitt mit Uy aufweist; sei US die
Vergleichskugel von Uj auf der Hohe von Z;. Da Z; ndher am diinnen Teil lag als T, gilt fiir den
Anfangsradius 3y, von Uy bereits 3u;,, < 3fin, (= 3pn, ). Bezeichnet 5 den Anfangsmittelpunkt
von Uj (fir den wiederum z4 € Y5 erfiillt ist), so folgt in diesem Fall mit Lemma 3.34 bzw. 3.37
nun

d(T1,T5) <2 3pn, +2- 300, < 12y, .

Da 124y, < ea(pn,—1), ergibt sich wegen d(Z1, S<n,) > tn,—1 (vgl. Definition der D;) mit Lemma
3.40 dann Y5 C Y7, was zu zeigen war.

Gilt andererseits n; > ng, so ist 3u,, < 3un,. Fassen wir die Lage zusammen, so gilt also, dass die
gestreckte Kugel von kleinerem Anfangsradius ist und nidher am diinnen Teil liegt als die gewohnliche
Kugel; im hyperbolischen Fall ist dies also genau die Situation aus dem Fall g) des Beweises von
Lemma 3.39, weshalb wir wie dort folgern, dass die entsprechenden (Anfangs-)Mittelpunkte weniger

als vier Radien der grofleren Kugel voneinander entfernt liegen, d.h.
d(T1,%2) < 4-3pn, = 120p,.

Betrachte nun den parabolischen Fall und sei x ein Schnittpunkt von U; und Us; sowie ¢, die
Projektionsgeodétische von x zum parabolischen Fixpunkt z, wobei die Parametrisierung nach
Bogenldnge und mit ¢;(0) = x, ¢z(—00) = z (d.h. in umgekehrter Richtung) erfolge. Bezeichne
HS7 und HS5 die Horospharen um z, welche 71 und Z» enthalten. Da 77 naher am diinnen Teil
liegt und sich die Anfangskugel von U; nicht mit Uy schneidet — d.h. ¢, verldsst (von z kommend)
zuerst Us, bevor sie in die Anfangskugel von U; eintritt —, ist also ¢, (t1) € HS7 und ¢, (t2) € HSy
fiir geeignete 0 < t; < to, wobei to < 3p,, (da z € Uy = Bﬁbnz (Z2)). Beachte, dass ¢, auf seinem
Weg von z nach ¢, (t1) bereits auf die Anfangskugel B§§n1 (Z1) von U; treffen muss (vgl. Beweis
von Lemma 3.43). Es existiert also ein ¢’ mit 0 < ¢’ < #; (d.h. insgesamt ' < 3pu,,), sodass
e () € Bgim (z1). Wir erhalten damit die Abschétzung

d(@1,72) < d(@1, ez (1)) + d(ca ('), c2(0)) + d(ez(0), T2)

=d(T1,c,(t)) +t' + d(x, T2)

< 3pip, +t' + 3pin,

< Bbny + 3pn, + 3fin,

< Tl -
Insbesondere ist also wegen g, < 124y, < 2(tin,—1) erneut — d.h. wie im hyperbolischen Fall
auch — d(Z1, T2) < €2(n,—1) erfiillt.
Da geméaf Definition der D; auch d(ZT2,S<n,) > fin,—1 gilt, erhalten wir (im parabolischen und

hyperbolischen Fall gemeinsam) mit Lemma 3.40 wiederum Y5 C Y7, die Behauptung.

- Sei nun andererseits angenommen, r; wire weiter vom diinnen Teil entfernt als Zo. Damit gilt
fiir die Vergleichskugel U von U; auf der Hohe von Ty also 3pu;,, < 3pn,, wobei Bé)i;,,l (@) die
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Anfangskugel von U] bezeichne (beachte Zj € Y7, wie oben). Mit Lemma 3.34 bzw. 3.37 erhalten

wir unter Ausnutzung von 3, < 3, nun
AT, Ta) < 23l + 2 3pun, < 121,

Aufgrund von 12p,, < e3(pin,—1) und d(Za, S<p,) > tin,—1 folgt mit Lemma 3.40 erneut Ys C Y7,

was zu zeigen war.

O

Unsere Konstruktion stellt sicher, dass wir sowohl die Anzahl an Uberdeckungsmengen in B als auch

die Anzahl nichtleerer Schnitte von Mengen aus B geeignet kontrollieren kénnen.
Lemma 3.50. Es existieren Konstanten C = C(n,n),D = D(n,v) > 0, sodass gilt:

1. Die Anzahl an Uberdeckungsmengen in B ist durch C - Vol(M) beschrinkt, d.h. |B| < C - Vol(M).

2. FEine beliebige Menge aus B schneidet hichstens D iibrige Mengen aus B. In Dimension n = 2 ist
D dabei nicht von v abhdngig.

Alternativ lisst sich D trivialerweise stets durch C - Vol(M) ersetzen?®.

Beweis. Der Beweis der ersten Aussage ist nahezu identisch mit [25] Beweis Theorem 4.2 Schritt 4),
wiahrend fir die zweite Aussage der dortige Schritt 5) zwar als Grundidee dient, wegen der Streckung

einiger Kugeln in unserem Fall jedoch weitere Argumente erfordert.

1. Sei x € D; gegeben und = € X ein Lift, wobei nach Wahl der D; bereits £ € X gilt. Im Beweis von
Lemma 3.48 haben wir gesehen, dass Z von I'ay,,, () fixiert wird; da alle Elemente von 'y, (Z) also
mindestens einen Fixpunkt — némlich  — besitzen, sind sie alle elliptisch, womit I's4,,, (Z) bereits

eine endliche Gruppe sein muss. Nach Definition von 7 ergibt sich nun
Poap, (Z)] <,
weshalb wir wegen u,, < u; auf
Py, (7)) < [Taap, ()] <

schliefen. Nach Lemma 3.3 folgt die Existenz eines y mit d(y,T) < u,/4, sodass

dr(y) > p >0,

wobei (da erneut ohne Einschrankung n > 2)

Nach Definition von dr ist y, := 7(y) (mit 7 : X — X/T' = M der Projektion) also im (p/2)-dicken
Teil von M enthalten; beachte d(z,y,) < pin /4.

Wir halten fest, dass die Menge D von (Anfangs-)Mittelpunkten der B € B nach Konstruktion -
diskret ist, d.h. d(z,2') > p, fir z,2’ € D. Die zugehérigen Punkt y,,y, (wie oben konstruiert)

weisen folglich einen Abstand

A(ya yor) > d(w,a’) = d(w,y0) = d(a'yor) > pn = 5 = B0 = B2

>
4 4 -

[N

20Tn diesem Fall tauschen wir also die Abhingigkeit von v gegen eine Abhingigkeit von 7 und Vol(M) ein.
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auf. Somit ist die Menge {y, : © € D} eine (p/2)-diskrete Teilmenge, welche (s.0.) im (p/2)-dicken
Teil von M enthalten ist, weshalb sich

{y. :x € D} < g—ess—vol(M)

ergibt, mit (p/4)-ess-vol(M) dem (p/4)-essentiellen Volumen wie in [25] Abschnitt 2.1.4. Mithilfe
der dortigen Ungleichungen folgern wir

Vol(M)

Vip/4,n)’

wobei V(r,n) das Volumen einer Kugel von Radius 7 im hyperbolischen Raum H" bezeichne?!.

Da {y, : # € D} die gleiche Kardinalitat wie B besitzt, erfillt damit C := 1/V(p/4,n) die erste
Behauptung; beachte, dass C lediglich von n und n abhéngt, da p = p(n,n).

g -ess-vol(M) <

2. Ersetzen wir alle parabolisch bzw. hyperbolisch gestreckten Kugeln in B durch die sie enthalten-
den gewohnlichen Kugeln mit Radien R = R(n) bzw. R’ = R/(n,v) wie aus Lemma 3.45, so ist
offensichtlich, dass eine Schranke an die Anzahl moglicher Schnitte dieser groferen, gewohnlichen
Kugeln bereits selbst eine solche gewiinschte Schranke D ist. Definieren wir also

0= maX{R7 RI7M—1}7

so ist dieses g eine lediglich von n und v abhéngige Konstante, welche eine obere Schranke an den

Radius aller Elemente von B darstellt (und in Dimension n = 2 zudem nicht von v abhéngt).

Der restliche Beweis ist nun ein Standardargument wie auch in [25] Beweis Theorem 4.2 Schritt
5). Sei also B € B mit (Anfangs-)Mittelpunkt y gegeben, und angenommen B weist einen nicht-
leeren Schnitt mit den (gewohnlichen oder gestreckten) Kugeln Bi,...,B; € B mit (Anfangs-
)Mittelpunkten yi,...,y; auf. Nach Wahl von ¢ erhalten wir bereits d(y,y;) < 2¢ fir alle j =

1,...,k; entsprechend existieren Lifts @, x1,..., 25 € X von y,y1,..., Y, sodass d(z,x;) < 2p fir
alle j=1,... k.
Nach Definition von D bilden die x,x1, ...,z eine u,-diskrete Menge, welche gemifl obiger Be-

trachtungen zudem in der 2p-Kugel um x enthalten ist; folglich sind die Kugeln von Radius g, /2

X
2041n/2

das Volumen einer Radius-r-Kugel in H", so erhalten wir also (vgl. auch Lemma 1.6)

um die x,x1, ..., paarweise disjunkt und in B (x) enthalten. Bezeichnet V(r,n) erneut

V(QQ + Mn/27 n)
V(in/2,n)

Dieses D ist damit eine nur von p und n — also nur von n und v — abhéngige Konstante, welche

kE+1< =:D.

unsere Behauptung erfiillt; erneut ist in Dimension n = 2 keine Abhéngigkeit von v gegeben, da

auch o dort nicht von v abhéngig war.

3.3.4 Hauptresultat

In den nichsten Aussagen werden wir den Schritt von der obigen Uberdeckung hin zum gewiinschten

Simplizialkomplex vollziehen; dies hat dann das spatere Hauptresultat zur Folge.

21Tn [25] musste wegen der variablen Kriimmung das euklidische Volumen verwendet werden; da bei uns konstante
Kriimmung vorliegt und das hyperbolische Volumen stets grofier als das euklidische Volumen ist, konnten wir die Ungleichung

durch Ubergang zum hyperbolischen Volumen also verschirfen.
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1
MY

Abbildung 3.9: Vereinfachte Darstellung der Lage der Mengen, hier beispielhaft im parabolischen Fall
mit zwei parabolisch gestreckten Kugeln und einer gewthnlichen Kugel. Gewohnliche Kugeln reichen
héchstens bis zur mittigen, gestrichelten Linie und kénnen OM! daher nicht schneiden, wohingegen
gestreckte Kugeln stets von dM! geschnitten werden, dafiir jedoch die obige, gepunktete Linie nicht
schneiden. Die Vereinigung aller Kugeln (gewohnlich und gestreckt) bildet N, wiahrend Ng C Ny aus
der Vereinigung aller gestreckten Kugeln besteht. Beachte, dass M) C N,.

Bezeichnet B, C B die Menge aller gestreckten Kugeln in B, so definiere

N.:=|JB

BeB

als Vereinigung aller Uberdeckungsmengen bzw.

Ny = UB

BeB,

als Vereinigung der gestreckten Kugeln. Ferner seien N(B) sowie N(B,) die Nervenkomplexe (vgl. Ab-
schnitt 1.3) zu B sowie By; offensichtlich lasst sich N(B,) als Unterkomplex von N(B) auffassen. Diese
Nervenkomplexe werden im spéteren Hauptresultat den gewiinschten Simplizialkomplex darstellen, zu
welchem der dicke Teil M — relativ zu seinem Rand 0M, — als Paar homotopiedquivalent ist. Als erster

Schritt in diese Richtung dient das folgende Lemma.

Lemma 3.51. Es existiert eine Homotopiedquivalenz F' : M 5 N, welche ein kommutatives Diagramm

induziert. Hierbei sind die vertikalen Abbildungen genau durch die Inklusionen OMy — My und Ny —
Ny gegeben.

Beweis. Definiere zunéchst M/ als Schrumpfung des dicken Teils M um den Wert 3_; /4, d.h.
MY = M\ (M) s
4

Geméf Wahl der Streckungslédnge (vgl. Beweis von Lemma 3.44) gilt einerseits, dass jede gestreckte Kugel
B € B, bereits 0M schneidet; und andererseits kann keine gewohnliche Kugel aus B den Rand dM/
schneiden. Abbildung 3.9 gibt die Lage der verschiedenen Mengen anschaulich wieder.

Analog zu Lemma 3.29 liefert unser Fluss weg vom diinnen Teil bis auf die Hohe auf M/ ein kom-

mutatives Diagramm
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l I

=~ "
My —=— M.

Ferner ist N, stabil unter diesem Fluss (siehe auch Lemma 3.47); selbiges gilt nach Wahl der Schrumpfung
3p1—1/4 auch fiir Ny (s.0.). Bezeichnen wir mit N’ und Nj die Bilder von N, und Ny unter diesem Fluss

bis auf die Hohe von MY, so ergibt sich ebenfalls ein kommutatives Diagramm

NoéNé

L]

Beachte aulerdem N = M. Andererseits sind N/ und Nj nach Konstruktion der gestreckten Kugeln
auch stabil unter dem Fluss nach MY in entgegengesetzter Richtung, d.h. in Richtung des diinnen Teils
M_; dies liefert uns eine Homotopiedquivalenz N, ~ MY, welche auflerdem eine Homotopiedquivalenz
Ny ~ OM induziert.

Genauer bezeichne ¢, die Flussgeodétische ab einem Punkt x € 9M/ (beachte, dass Ny C N/ \ M/
nach Definition von M/ und Wahl der gestreckten Kugeln). Wie tiblich geniigt es, die Homotopiedquiva-
lenz in der Néhe der verschiedenen Zusammenhangskomponenten des diinnen Teils separat anzugeben.
Beachte, dass nach Wahl der gestreckten Kugeln jeder Punkt einer gestreckten Kugel einen Abstand
> pin, zu M aufweist; folglich besitzen auch alle Punkte aus Nj einen Abstand > i, zu M/ . Die Idee fiir
die Homotopiedquivalenz N/ ~ MY, welche die Homotopiedquivalenz Ny ~ 0M! induzieren soll, lautet
nun, den Teil von N, welcher erst nach > p, Zeiteinheiten von OM/ aus erreicht wird — und damit
insbesondere auch Nj, welches (stabil unter diesem Fluss) in dieser Menge enthalten ist —, entlang des
Flusses in Richtung des diinnen Teils auf OM! zu retrahieren; der Bereich von N’ \ M., welcher nach
< fin Zeiteinheiten von OM! aus erreicht wird, wird auf das gesamte Stiick zwischen OM/ und oM/
verteilt; und die iibrigen Punkte in M/ werden konstant gelassen.

Ist y € N/ gegeben, so existiert ein eindeutiges x € 9M/ und ein t, > 0, sodass y = ¢, (t,) (hierbei ist
¢, nach Bogenlidnge parametrisiert mit ¢, (0) = 2 und Flussrichtung hin zum diinnen Teil M_). Bezeichne
T, die Eintrittszeit von ¢, in dMY; analog zum Fall von Sichtbarkeits-Mannigfaltigkeiten (siehe z.B.

Lemma 2.18) sind ¢, und T, stetige Funktionen (in y bzw. z). Die gewiinschte Homotopiedquivalenz ist

fin — min(ty, un))>

Hn

nun durch

(y, 1) = ca ((l—t)-ty+t~Tz.(1_

fiir Punkte y € N, \ M/, (und wie iiblich ¢ € [0, 1]) gegeben; Punkte in M’ werden konstant gelassen. Die
Stetigkeit ergibt sich dabei anhand der Stetigkeit der Zuordnung von y zum zugehérigen Punkt - € OM/,
sowie der genannten Stetigkeit von ¢, und 7.

Wir priifen der Vollstédndigkeit halber nach: Ist y mit y = ¢,(¢,) gegeben und gilt ¢, > i, so ergibt
sich in obiger Formel wegen min(t,, ) = ftn, nun als Bild ¢, ((1 —t) - t, +t - T}), also fiir t = 0 gerade
¢z (ty) = y und fiir t = 1 entsprechend ¢, (T,) € OM. Gilt andererseits t, < p,, so erhalten wir geméafl

min(ty, pn) = t, das Bild
n—1
Co ((1t).ty+t~Tx- <1“y)>
[in

cz(ty) =y

also fir t =0
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n — 1 t
o o) ).

Mit obiger Homotopiedquivalenz ergibt sich also das kommutative Diagramm

sowie furt =1

wie behauptet.

Nj —— oMY

[

/ =~ "
N, —=— M.

Das gewtlinschte Diagramm aus der Behauptung erhalten wir durch Zusammenfiigen obiger Diagramme,
wobei — wenn notig — fir die horizontalen Abbildungen zu den jeweiligen Homotopieinversen libergegangen

werden kann. |
Wir haben nun alle Werkzeuge zum Beweis des Hauptresultats zur Hand.
Lemma 3.52. (M,,0M,) ist als Paar homotopiedquivalent zu (N (B), N(By)).

Beweis. Der Beweis entspricht der Argumentation aus Beweisschritt 4 von [2] Theorem 3.1. Wir werden
ihn der Vollstandigkeit halber dennoch wiederholen, auch da wir bei der analogen Aussage im Falle von
Sichtbarkeits-Mannigfaltigkeiten (Lemma 2.26) schon darauf verzichtet hatten.

Mittels der Lemmata 3.48 und 3.49 schlieBen wir, dass die (offenen) Uberdeckungen von N, bzw.
Ny durch B bzw. By gut sind. Unter Ausnutzung von Lemma 1.39 erhalten wir somit ein kommutatives

Diagramm

NO (i (NO)Bg i) N(Bq)

N
Ny 5 (Ny)s —= N(B),

wobei die vertikalen Abbildungen durch die jeweiligen Inklusionen gegeben sind. Durch linksseitiges

Anfiigen des Diagramms aus Lemma 3.51 ergibt sich wiederum das kommutative Diagramm??

OM; —— Ny +—— (No), —— N(By)

N N 2

M ? Ny (N4)s —— N(B).

G
Die dufleren vertikalen Abbildungen sind Kofaserungen, da M, — My die Inklusion des Randes ist
sowie N(By) — N(B) die Inklusion eines Unterkomplexes.

Faktorisiere nun j mittels seines Abbildungszylinders cyl(j) in die Komposition einer Kofaserung j’

und einer Homotopiedquivalenz r, d.h.
j i No & eyl(j) 5 Ny,

und wihle ein Homotopieinverses /' : Ny — cyl(j) zu r. Die Verkniipfung der Abbildungen j und F
des linken Quadrats aus Diagramm (x) mit der Abbildung ' ergibt das — lediglich bis auf Homotopie

kommutierende — Diagramm

22Dieses Diagramm {ibernimmt die Rolle von Diagramm (11) aus dem Beweisschritt 4 von [2] Theorem 3.1. Die zweite
Spalte des dortigen Diagramm (11) — deren Entsprechung bei uns fehlt — wird im Beweis nicht weiter bendtigt, sondern

lediglich zur Konstruktion eines Diagramms ausgenutzt, welches dem aus unserem Lemma 3.51 entspricht.
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5M+ —= No

l b

My —=— cyl(j).
Nach Anwendung von Lemma 1.41 erhalten wir eine Homotopiedquivalenz F’ : M} — cyl(j), sodass das
Diagramm
M, —=— Ny
| [
M T:> cyl(4),

echt kommutiert sowie ferner die Voraussetzungen von Lemma 1.40 erfullt, womit wir auf eine Homoto-
piedquivalenz

(M, 0M) ~ (cyl(j), No)

von Raumpaaren schlieflen.

Entsprechend faktorisieren wir die Abbildung k aus Diagramm (x) gemé&f
k;l
k: (No)s, = cyl(k) = (N4)s

in eine Kofaserung k&’ und eine Homotopiedquivalenz s. Betrachte nun das mittlere Quadrat aus Diagramm
(%); der Ubergang von der Abbildung G zu r’ o G o s fiihrt zum Diagramm

No «—— (No)s
\[j’ \[k’

eyl(d) 42— eyl(k),

g’

welches erneut nur bis auf Homotopie kommutiert. Vollkommen analog zur vorigen Argumentation kénnen
wir mithilfe von Lemma 1.41 zu einem echt kommutierenden Diagramm iibergehen und anschlieffend

mittels Lemma 1.40 die Homotopiedquivalenz

(eyl(7), No) = (eyl(k), (No)s, )

von Raumpaaren folgern.
Unter Ausnutzung der Faktorisierung k = sok’ erhalten wir aus dem rechten Quadrat von Diagramm

(*) das kommutierende Diagramm
(No)s, —— N(By)
[ |
cyl(k) —— N(B),

welches wiederum unter Ausnutzung von Lemma 1.40 die Homotopiedquivalenz
(eyl(k), (No)s,) ~ (N(B), N (By))

von Raumpaaren nach sich zieht.
Die Behauptung ergibt sich nun durch Komposition der obigen Homotopiedquivalenzen von Raum-

paaren:

(Mg, OM) =~ (cyl(4), No) ~ (cyl(k), (No)s,) ~ (N(B), N(By))-
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Selbstverstdndlich steht und féllt der Nutzen des vorangegangenen Lemmas 3.52 damit, inwiefern die
Komplexitét des simplizialen Paars (N (B), N(B,)) iiberhaupt kontrolliert werden kann. An dieser Stelle
werden die Aussagen aus Lemma 3.50 zentral, in welchem wir die Anzahl und den Schnittgrad der Uber-
deckungsmengen aus B begrenzten. Bevor wir diese Aussagen in der endgiiltigen Form des Hauptresultats
zusammenfassen, stellen wir eine Situation vor, in welcher diese Komplexitédtsschranken besonders schén
gewéhlt werden kénnen; denn wahrend im allgemeinen Fall geméfl Lemma 3.50 zusétzliche Abhéngig-
keiten von 1 (der oberen Schranke an die Ordnung endlicher Untergruppen von I') und v (der unteren
Schranke an die minimale Verschiebung hyperbolischer Elemente aus I') vorliegen, vereinfacht sich dies
im arithmetischen, nicht-uniformen Fall dahingehend, dass lediglich die Abhéngigkeit von der Dimension
n bestehen bleibt.

Lemma 3.53. Bezeichnet U, die Klasse der arithmetischen, nicht-uniformen Gitter in Isom(H"), so

gilt:

1. Es existiert eine nur von der Dimension n abhingige Konstanten = n(n) € N, sodass fir alleT' € 2,

die Ordnung jeder endlichen Untergruppe G von T stets durch n beschrinkt ist, d.h. |G| < n.

2. Es existiert eine nur von der Dimension n abhingige Konstante v = v(n) > 0, sodass fir alle
I' € A, und jedes hyperbolische v € I' die minimale Verschiebung von v mindestens v betrdigt, d.h.
dy(z) > v fir alle x € H".

Beweis. 1. Wir haben diese Aussage bereits in Bemerkung 3.2 begriindet; sie ist eine direkte Folgerung
aus [17] Lemma 13.1, welches fiir unsere Situation aussagt, dass eine lediglich von der Dimension
n abhingige Konstante ¢ = i(n) € N existiert, sodass jedes I € ,, eine torsionsfreie Untergruppe
von Index hochstens i besitzt (,,Effektives Lemma von Selberg®). Dieses ¢ dient nun gleichzeitig als
Wert fir n, d.h. n:=1i.

2. Sei I € A, und v € T eine hyperbolische Isometrie mit minimaler Verschiebung A > 0. Wie bereits

im Beweis des vorigen Punkts erwéihnt, existiert eine torsionsfreie Untergruppe IV < I' von Index
hochstens ¢ = i(n). Beachte, dass I damit ein torsionsfreies, arithmetisches, nicht-uniformes Gitter
in Isom(H") ist. Ferner gilt v € T, wobei % selbst hyperbolisch mit minimaler Verschiebung \ - 4!
ist.
Gemaéf [17] Remark 5.7 existiert ein nur von der Dimension n abhéngiges ¢’ = ¢’(n), sodass die
minimale Verschiebung von 7% mindestens ¢’ betrigt, d.h. X -i! > ¢’ (um die Ergebnisse aus [17]
Kapitel 5 nutzen zu kénnen, mussten wir zur torsionsfreien Untergruppe I' {ibergehen). Folglich
stellt

6/

il
die gewiinschte, lediglich von n abhingige untere Schranke an die minimale Verschiebung von -~
dar.

O

Bemerkung 3.54. Die Anwendung des vorangegangen Lemmas wird uns ermoglichen, die bestmoglichen
Aussagen flr den Fall von arithmetischen, nicht-uniformen Gittern zu treffen. Eine naheliegende Frage
besteht deshalb darin, wie allgemein diese Klasse bereits ist: Die Antwort lautet bedauerlicherweise,
dass der arithmetische Fall weit davon entfernt ist, generisch zu sein. Wahrend fiir symmetrische Radume
von hoherem Rang nach einem Satz von Margulis alle Gitter bereits arithmetisch sind, schlagt dies
insbesondere fiir den reell-hyperbolischen Raum H" fehl. Ersichtlich wird dies beispielsweise in der Arbeit

[18] (wenn auch nur fiir den torsionsfreien Fall), in welcher gezeigt wird, dass die Anzahl an hyperbolischen
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Mannigfaltigkeiten (bis auf Kommensurabilitiit) mit Volumen hochstens V' wie V'V wiichst, withrend die
entsprechende Anzahl arithmetischer hyperbolischer Mannigfaltigkeiten lediglich polynomiell in V' steigt.

Doch auch wenn in diesem Sinne ein GroBteil der Gitter in Isom(H"™) nicht arithmetisch ist, stellen die
arithmetischen Gitter selbst nach wie vor eine weite Klasse von Beispielen dar, welchen grofies Interesse
entgegengebracht wird. In Dimension n = 3 wird dies anhand der bekannten Bianchi-Orbifaltigkeiten
besonders deutlich. Tatsichlich ist es sogar so, dass jedes arithmetische, nicht-uniforme Gitter in Isom (H?)
(schwach) kommensurabel zu einer Bianchi-Gruppe ist (vgl. [23] Theorem 8.2.3); geometrisch interpretiert
bedeutet dies, dass jede arithmetische, nicht-kompakte hyperbolische 3-Orbifaltigkeit eine gemeinsame
endliche (Orbifaltigkeits-)Uberlagerung mit einer Bianchi-Orbifaltigkeit besitzt. ¢

Wir sind nun in der Lage, das Hauptresultat in seiner allgemeinen Form wiederzugeben; an dieser
Stelle sei daran erinnert, dass wir ein Raumpaar (S,S’) bestehend aus einem Simplizialkomplex S und
einem (womdglich leeren) Unterkomplex S’ C S als (A, B)-simpliziales Paar bezeichnen, falls die Anzahl
an Ecken in S hochstens B betrdgt und der Grad jeder Ecke von S durch A beschréankt ist.

Satz 3.55. Sei wie ublich n die Dimension von M = H"/T', n € N eine obere Schranke an die Ordnung
endlicher Untergruppen von I (d.h. |G| <n fir alle endlichen G <T') sowie v > 0 eine untere Schranke
an die minimale Verschiebung hyperbolischer Elemente aus I' (d.h. dy(x) > v fir alle hyperbolischen
v €T und alle x € H").

Dann ist (My,0M,) als Paar homotopiedquivalent zu einem (D, C-Vol(M))-simplizialen Paar, wobei
gilt:

1. Die Konstante C = C(n,n) hangt nur von n und n ab, wihrend die Konstante D = D(n,v) lediglich

von n und v abhdngt.

2. Alternativ kann D trivialerweise durch C - Vol(M) ersetzt werden, womit wir die Abhdngigkeit von

v gegen eine Abhangigkeit von n und Vol(M) eintauschen.
3. In Dimension n = 2 ist D nicht von v abhdngig.

4. Schranken wir uns auf die Klasse 2, arithmetischer, nicht-uniformer Gitter in Isom(H") ein (also
M = H"/T fir ein T' € ), so sind die Konstanten C und D nur noch von n abhdingig, d.h.
C =C(n), D = D(n); insbesondere liegt keine Abhingigkeit von 1 oder v mehr vor.

Beweis. Die Homotopiedquivalenz zu einem geeigneten simplizialen Paar — in unserer Situation durch
(N(B),N(By)) gegeben — ist in Lemma 3.52 enthalten; hierbei sind die Konstanten des simplizialen
Paars (N(B), N(By)) (also Anzahl an Ecken und Grad der Ecken) geméfi Lemma 3.50 unter Kontrolle.

Der Spezialfall arithmetischer, nicht-uniformer Gitter wurde wiederum in Lemma 3.53 behandelt. O

Setzen wir ohnehin eine untere Schranke v an die Verschiebung hyperbolischer Elemente voraus, so
besteht eine naheliegende Alternative zu unserem bisherigen Ansatz darin, den dicken Teil M bereits von
Anfang an so zu definieren, dass alle vormals im diinnen Teil M_ liegenden Réhren sich nun im dicken Teil
befinden. Folglich bestiinde M _ lediglich aus Spitzen, welche sich aber bekanntlich auf ihren gemeinsamen
Rand mit M, retrahieren lassen; entsprechend erhielten wir eine Homotopiedquivalenz M ~ M, . Der
Vorteil dieser Konstruktion wird spéter offensichtlich: Beim Vorliegen von Réhren im diinnen Teil waren
wir nicht in der Lage, eine Schranke an die Torsion in H;(M;Z) zu konstruieren (vgl. Beweis von Satz
3.60); diese Liicke wird also durch den alternativen Ansatz geschlossen. Leider wird im neuen Ansatz
eine zusédtzliche Abhéngigkeit der Konstante C' von der Schranke v induziert. Einen Sonderfall stellt die

Situation in Dimension n = 2 dar: Wahrend in der obigen Fassung des Hauptresultats (Satz 3.55) keine
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Abhéngigkeit von v vorlag, erscheint es zunéchst als Nachteil, dass wir diese im alternativen Ansatz nun
doch neu einfiithren; dies nehmen wir dennoch in Kauf, um — wie bereits beschrieben — durch Verschieben
der Rohren in den dicken Teil eine spétere Aussage fiir die Torsion in Hy (M;Z) zu erméglichen.

Das Hauptresultat ergibt sich unter dem neuen Ansatz in der folgenden Form.

Satz 3.56. Definieren wir alternativ den dicken Teil M mithilfe von min(e(n),v) anstelle von £(n), so
enthdlt der entsprechende diinne Teil M_ keine Rohren mehr, weshalb insbesondere M ~ M, folgt.
Ferner erhalten wir, dass (My,0M,) als Paar homotopieiquivalent zu einem (D, C - Vol(M))-simpli-

zialen Paar ist, wobei gilt:

1. Die Konstante C = C(n,n,v) hingt nur von n, n und v ab, wihrend die Konstante D = D(n,v)

lediglich von n und v abhdngt.

2. Schrinken wir uns auf die Klasse 2, arithmetischer, nicht-uniformer Gitter in Isom(H™) ein (also
M = H"/T fir ein T € ), so sind die Konstanten C' und D nur noch von n abhingig, d.h.
C = C(n), D = D(n); insbesondere liegt keine Abhdngigkeit von n oder v mehr vor.

Hierbei sind n, n und v wie in Satz 3.55 definiert.

Beweis. Da nach unserer Definition des diinnen Teils X_ von X dieser nur aus Subniveaumengen hy-
perbolischer und parabolischer Isometrien bestehen kann, liegen tatsédchlich keine Réhren vor, denn fiir
Niveaus < v sind die hyperbolischen Subniveaumengen gemif Definition von v leer?3.

Alle Konstanten, welche vorher mittels e(n) definiert wurden — und somit lediglich von n abhingen
—, erhalten nun wegen des Ersetzens von e(n) durch min(e(n),v) eine zusétzliche Abhangigkeit von v.
Dies gilt insbesondere fiir y_; und damit fiir die Anzahl der Uberdeckungsmengen wie in Lemma 3.50
angegeben.

Der arithmetische, nicht-uniforme Fall ergibt sich entsprechend dem Beweis der vorigen Fassung des
Hauptresultats, Satz 3.55. O

Bemerkung 3.57. Der wesentliche Fortschritt des obigen Hauptresultats Satz 3.55 bzw. 3.56 gegeniiber
schon bekannten Aussagen liegt hauptsichlich darin, auch im Falle nicht-kompakter Orbifaltigkeiten
eine Homotopiedquivalenz (des dicken Teils) zu einem beschrankt komplizierten Simplizialkomplex zu
ermoglichen; denn fiir den kompakten Fall sind — bei Vorliegen unserer Voraussetzungen an n und v —
dhnliche Ergebnisse bereits in der Literatur vorhanden.

So erinnern wir zunédchst daran, dass bei unserer Form der Dick-diinn-Zerlegung der diinne Teil aus-
schlieBlich aus Subniveaumengen (bzw. deren Bild unter 7 : X — X/T" = M) hyperbolischer und pa-
rabolischer Isometrien besteht, wihrend elliptische Isometrien hingegen keine Rolle spielen. Kompakte
Orbifaltigkeiten M = X/T' enthalten keine Spitzen (bzw. dquivalent: I' enthélt keine parabolischen Iso-
metrien); ebenso kénnen wir unter Voraussetzung der unteren Schranke v an die minimale Verschiebung
hyperbolischer Elemente sicherstellen, dass der diinne Teil keine Rohren enthélt (bzw. dquivalent: Sub-
niveaumengen hyperbolischer Isometrien aus I' sind leer). Folglich liegen weder Spitzen noch Roéhren
vor, womit der diinne Teil bereits leer ist, und folglich M mit dem dicken Teil iibereinstimmt. Da 7 als
globale Schranke an die Ordnung endlicher Untergruppen dient, fallt der mittels n definierte quasidicke

Teil dann mit dem gewohnlichen dicken Teil zusammen; folglich wiirde die gute Uberdeckung?* aus [25]

23Beachte, dass wir im alten Ansatz die Niveaus stets < £(n)/2 gewihlt hatten, weshalb die Niveaus im neuen Ansatz
ebenfalls < min(e(n),v)/2, also insbesondere < v/2 < v, sind.

24Wir weisen darauf hin, dass die Uberdeckung B aus [25] im allgemeinen Fall keine Homotopiedquivalenz des (quasi-
)dicken Teils zu einem beschriankt komplizierten Simplizialkomplex nach sich zieht: Zwar ist B eine gute Uberdeckung fiir
UBeB B, jedoch zunéchst nicht fiir Os. ., C UBeB B (in der Notation von [25]), da die Uberdeckungsmengen aus B in

der Regel keine Teilmengen des quasidicken Teils O ,, sind.
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Theorem 4.2 bereits die Homotopiedquivalenz von M zu einem (D, C - Vol(M))-Simplizialkomplex mit
C =C(n,n,v) und D = D(n,v) implizieren.

Eine analoge Aussage ist fiir den kompakten Fall auch in [1] Lemma 4 enthalten; wie bei uns wird dort
eine obere Schranke an die Ordnung endlicher Untergruppen sowie eine untere Schranke an die minimale
Verschiebung hyperbolischer Isometrien aus I'" vorausgesetzt (unsere n und v entsprechen den dortigen ¢
und r). Die Aussage in [1] ist ferner in der Hinsicht stirker, als dass sogar ein Homdomorphismus zum
beschriankt komplizierten Simplizialkomplex vorliegt sowie die genaue Abhéngigkeit der Konstanten des
Simplizialkomplexes von den Schranken n und v (bzw. dort: ¢ und r) erheblich einfacher ist.

Neben der Tatsache, dass unsere Resultate auch fiir den nicht-kompakten Fall erstmalig Aussagen
ermoglichen, ist als weiterer — wenn auch kleiner — Vorteil anzugeben, dass in bestimmten Spezialfillen

die Abhéngigkeit von v eliminiert werden konnte (wie z.B. in Punkt 2. und 3. von Satz 3.55 zu sehen). ¢

Bemerkung 3.58. Es liegt nahe, die genaue Abhéngigkeit der Konstanten C und D aus Satz 3.55 bzw.
3.56 von n und v niher zu untersuchen; wirkt sich eine Anderung in 7 beispielsweise linear, polynomiell,
exponentiell oder gidnzlich anders auf den konkreten Wert von C aus? Wir erinnern daran, dass geméaf

der dortigen Beweise (siehe auch Lemma 3.50)

1
C —
Vi(p/4,n)
mit
p=Grsin()

gilt, wobei V' (r,n) das Volumen einer Radius-r-Kugel in H" bezeichnet. Dabei ist u,, in Satz 3.55 lediglich
von n abhéngig, in der Situation von Satz 3.56 hingegen zusétzlich noch von v.

Der genaue Effekt einer Anderung in v hinsichtlich der Konstanten in Satz 3.56 scheint dabei schwer
greifbar zu sein. Da v dort iiber die Wahl der Konstante des dicken Teils eingeht, bestimmt es auch
die anféngliche Definition von p_1; entsprechend wére die Auswirkung wéahrend der iterativen Definition
der p; von p—_j hin zu p, nachzuvollziehen. Dies wird zusétzlich dadurch erschwert, dass fiir die in der
iterativen Definition verwendeten Konstanten e5(-) und e3(-) aus Lemma 3.40 bzw. 3.41 keine genauen
Formeln vorliegen, diese also zunéchst auch noch zu bestimmen wéren.

Einfacher hingegen gestaltet sich die Situation beziiglich . Gemifl [24] Exercise 3.4.6 ist V(r,n)
gegeben durch

V(r,n) = Vol(S" ') - / sinh™ ! (x) dz,
0

mit Vol(S"~!) dem Volumen der (n — 1)-dimensionalen Standardsphire. Nun beachte, dass fiir 2 > 0

bereits
sinh(z) >z

gilt?>. Entsprechend ergibt sich

n

/ sinh™ ™! (z) do > / " Ve = r—,
0 0 n

25Denn die auf [0, 00) konvexe Funktion x ~ sinh(z) verliuft auf [0, co) oberhalb ihrer an 0 anliegenden Tangente = — .

Beachte auflerdem, dass fiir uns lediglich kleine Werte von r in obigem Integral relevant sind, da auch die bei uns betrachteten
Radien — allen voran p bzw. p/4 — selbst klein sind. Insbesondere wird deutlich, dass auch durch eine schirfere Abschiatzung
als sinh(z) > = keine wesentliche Verbesserung zu erwarten ist: So ist beispielsweise fiir € [0, 2] schon z < sinh(z) < 2z

erfiillt, weshalb fiir solch kleine Werte von = das Wachstum von sinh(x) durch lineare Schranken kontrolliert wird.
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also
1
C=——F—
V(o)
_ 1
Vol(S™—1) - Op/4 sinh™ ! (x) dz

1
< Vol(Sn—1) - (p/4)™

Cned4m (1Y
~ Vol(Sm—1) \p

e 27 "
- Vol(sm1) (un : sin(ﬂ/n))
B n- 4" 217
VoIS ) - ()" sin” (/)

wobei der erste Bruch eine von 7 unabhéngige Konstante beschreibt; entsprechend wird das Wachstum
der Schranke an C' in Abhéngigkeit von 1 lediglich durch

AL
S (/)
kontrolliert. Da fiir hinreichend grofies x (beispielsweise & > 2) bereits sin(n/x) > 1/x erfiillt ist, lasst
sich obige Schranke wiederum geméfl
gnn 2mn

s (/) = (/)"

abschatzen (wobei ohne Einschrankung n > 2); schatzen wir ™ durch 2" ab (7 hinreichend grof}), so folgt

= 77” .27”7

abschlieflend, dass fiir grofie n die Konstante C' durch

C < n-4" . 9(n+1)n

— Vol(S™) - ()"

beschrinkt ist. Entsprechend wiichst C' in Abhéngigkeit von 7 hochstens exponentiell?S. ¢

3.3.5 Anwendungen

Als Anwendung des Hauptresultats Satz 3.55 bzw. 3.56 ergeben sich Schranken an die Homologie, welche
im Wesentlichen durch das Volumen gesteuert werden.

Zuerst werden wir den freien Anteil der Homologie betrachten. Beachte, dass dies in [25] Theorem
1.1 bereits fiir allgemeinere Kriimmungsbedingungen erfolgte?”; unsere hier angegebenen Aussagen weisen
jedoch den Vorteil auf, dass sie fiir Koeffizientenringe mit allgemeiner Charakteristik giiltig sind, wiahrend
[25] lediglich den Fall von Charakteristik 0 enth&lt.

Satz 3.59. Sei K ein Korper und bezeichne by (M;K) = dimg Hy(M;K) die k-te Betti-Zahl von M fiir
Koeffizienten in K. Mit n, n und v wie in Satz 3.55 definiert gilt:

26Die bei obiger Volumenberechnung bereits erwihnte Abschitzung sinh(z) < 2z fiir « € [0,2] wiirde umgekehrt eine
ebenfalls exponentielle untere Schranke an das Wachstum von C' in Abhangigkeit von 7 liefern.

2"Wir machen darauf aufmerksam, dass die in [25] angegebene Form von Theorem 1.1 zunichst vermuten lisst, die
dortige Schranke an die Betti-Zahlen wire unabhingig von der maximalen Ordnung 7 endlicher Untergruppen von I'.
Hierbei muss es sich jedoch um ein Versehen handeln: Da der Beweis von Theorem 3.5 auf Proposition 3.1 zuriickgreift,
wird im Allgemeinen eine Abhéngigkeit von 1 vorliegen. Dennoch besitzt [25] Theorem 1.1 weiterhin den Vorteil, dass keine
Annahmen hinsichtlich der minimalen Verschiebung hyperbolischer Elemente aus I' — also der bei uns z.T. verwendeten

Konstante v — getroffen werden.
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1. Es ezistiert eine lediglich von n, n und v abhingige Konstante E = E(n,n,v) > 0, sodass
bi(M;K) < E - Vol(M)
fiir alle k € Ny.
2. Es existiert eine lediglich von n und n abhingige Konstante E' = E'(n,n) > 0, sodass
be(M;K) < E' - (Vol(M)* + Vol(M)* + Vol(M))
fiir alle k € Ny.
3. In Dimension n = 2 ist E aus Punkt 1. nicht von v abhdingig, d.h. E = E(n).

4. Schranken wir uns auf die Klasse U, arithmetischer, nicht-uniformer Gitter in Isom(H") ein (also
M = H"/T fir ein T' € A,), so ist E aus Punkt 1. lediglich von n abhdngig, d.h. E = E(n);

insbesondere liegt keine Abhdngigkeit von n oder v mehr vor.

Beweis. Der Beweis entspricht an vielen Stellen dem der analogen Aussage bei Sichtbarkeits-Mannigfaltig-
keiten (siehe Satz 2.29). Beachte zunéichst, dass Hy(M;K) = 0 fiir & > n, weshalb wir uns auf den Fall
k € {0,...,n} einschridnken konnen. Ferner geniigt es, fiir jeden Grad k jeweils zusétzlich von k abhéngige
Konstanten anstelle der behaupteten Konstante anzugeben, da dann das Maximum dieser Konstanten
iiber k£ =0,...,n die Behauptung erfillt. Gemal Wegzusammenhang von M gilt ferner Hy(M;K) =2 K|
d.h. bo(M;K) = 1; da nach dem Satz von Kazhdan-Margulis eine lediglich von n abhingige Konstante
V = V(n) existiert, sodass Vol(M) > V fiir alle hyperbolischen Orbifaltigkeiten der Dimension n, ist die
Aussage fiir by(M;K) bereits bewiesen, denn

1 1
bo(M:Ky=1=—.V < —.Vol(M
0( ’ ) \% 14 =V VO( )7
d.h. fiir Grad 0 ist die Konstante als 1/V zu wéahlen. Wir kénnen somit k € {1,...,n} voraussetzen.

1. Gemif Satz 3.56 gilt M ~ M, — womit eine Schranke an by (M ;K) hinreichend ist —, wobei M
selbst homotopiedquivalent zu einem (D, C - Vol(M))-Simplizialkomplex ist, mit C = C(n,n,v)
sowie D = D(n,v). Wie im Beweis von Satz 2.29 folgern wir

dimyg Hy(M,;K) < D*.C - Vol(M),
weshalb E := D* - C die Behauptung erfiillt.

2. Der Beweis entspricht im Wesentlichen dem von Satz 2.29, weshalb wir ihn hier nur skizzieren

werden (fiir Details siehe dort).

Nach Retraktion der Spitzen auf ihren gemeinsamen Rand mit dem dicken Teil M ist M homoto-
piedquivalent zum kompakten Teil Mg (welcher aus My und den Rohren (bzw. deren Abschluss)
besteht); folglich ist es hinreichend, die Schranke nur fiir dimg Hy (Mg ; K) zu konstruieren. Bezeich-
ne R die Familie aller (abgeschlossenen) Rohren — wobei geméf der Dick-diinn-Zerlegung (Satz 3.24)
bereits |R| < C - Vol(M) fiir ein C = C(n,n) (welches in Dimension n = 2 unabhéngig von 7 ist)
gilt — sowie Og M C OM, die zu den Rohren gehérigen Randkomponenten von M. Da jede

(abgeschlossene) Rohre homotopieiquivalent zur S* oder zusammenziehbar ist, erhalten wir

dimg H( | ) R;K) <|R| < C - Vol(M)
RER
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fiir alle k = 0,...,n. Ferner ist (M, M) nach Satz 3.55 Punkt 2. homotopiedquivalent zu einem
(C - Vol(M),C - Vol(M))-simplizialen Paar mit C = C(n,n) (wobei C' ohne Einschrinkung mit

obigem C bei der Schranke an die Anzahl Rohren iibereinstimmt), weshalb
dimg Hy,_1(0r My K) < (C - Vol(M))* ™" C - Vol (M) = C* - Vol(M)*

sowie

dimg Hy,(My;K) < (C-Vol(M))" - C - Vol(M) = C¥*1 . Vol (M)*+!

folgt. Mit der Argumentation aus dem Beweis von Satz 2.29 ergibt sich nun
dimg Hy,(Mg;K) < C* - Vol(M)* 4 C - Vol(M) + C**1 . Vol (M)F T,

weshalb E’ := max(C, C*, C**1) die Behauptung erfiillt.

. Wir verfahren wie im Beweis des vorigen Punktes, wobei die entsprechenden Ungleichungen — da

(My,0My) geméB Satz 3.55 Punkt 3. als Paar homotopiedquivalent zu einem (D, C - Vol(M))-
simplizialen Paar ist mit C' = C(n) und D fest — nun

dimg Hi( | ) R;K) < C - Vol(M)
ReER

(wobei wir dieses C' sogar unabhéngig von 7 wihlen konnten, s.o.; wir wéhlen es der Einfachheit
halber dennoch gleich dem C' = C(n) von oben, da wegen der folgenden Ungleichung ohnehin eine
Abhéngigkeit von 7 besteht) sowie

dimg Hy_1(0r My;K) < D=1 . C - Vol(M)

und
dimg Hy(M,;K) < D . C - Vol(M).

Entsprechend ergibt sich wiederum

dimg Hy,(Mg;K) < C - Vol(M) + D*=1.C - Vol(M) + D* - C - Vol(M)
= (D* + D' +1) - C - Vol(M),

womit F := (D* + D¥~1 4+ 1) . C die Behauptung erfiillt.

. Geméfl Lemma 3.53 existieren Konstanten n = n(n) und v = v(n), welche fir alle ' € 2, gleichzeitig

gultig sind, weshalb die behauptete Aussage mittels Punkt 1. folgt.

O

Der folgende Satz ist wiederum der Torsion in der Homologie von M gewidmet; in diesem Zusammen-

hang erinnern wir an die Niitzlichkeit von Lemma 2.30, welches die gewiinschte Verbindung zwischen der

Homotopiedquivalenz zu einem geeigneten Simplizialkomplex und der Torsion in der Homologie herstellt.

Satz 3.60. Mit n, n und v wie in Satz 3.55 definiert gilt:

1. Es existiert eine lediglich von n, n und v abhdngige Konstante F = F(n,n,v) > 0, sodass

log | tors Hi(M;Z)| < F - Vol(M)

fiir alle k € Ny.
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2. Es emistiert eine lediglich von n und n abhingige Konstante F' = F'(n,n) > 0, sodass
log | tors Hy(M; Z)| < F' - Vol(M)*+?
fiir alle k € No \ {1}.

3. In Dimension n = 2 existiert zusdtzlich eine lediglich von 1 abhingige Konstante Fy = Fy(n) > 0,
sodass
log | tors Ho(M;Z)| < F5 - Vol(M).

(Somit ist der Faktor in der Schranke an die Torsion in Hy(M;Z) von n und v abhdingig, der fir
die Torsion in Hy(M;Z) jedoch nur von n.)

4. Schranken wir uns auf die Klasse U, arithmetischer, nicht-uniformer Gitter in Isom(H") ein (also
M = H"/T fir ein T € 2,,), so ist F' aus Punkt 1. lediglich von n abhdngig, d.h. F = F(n);
insbesondere liegt keine Abhdngigkeit von n oder v mehr vor.

Beweis. Wir werden im Beweis den Koeflizientenring Z in der Notation wie iiblich unterschlagen. Da
gemifl Wegzusammenhang von M bereits Ho(M) = Z gilt, ist die Aussage in Grad 0 trivial; somit kénnen
wir uns aufgrund von Hy(M) = 0 fiir £ > n auf den Fall k € {1,...,n} beschrinken. Ferner geniigt es,
fir jedes k € {1,...,n} eine zusétzlich von k abhéngige Konstante fir die Schranke an log | tors Hy(M)]

anzugeben, da dann das Maximum dieser Konstanten iiber k = 1, ..., n die Behauptung erfillt.

1. Nach Satz 3.56 Aussage 1. wissen wir, dass M ~ M, homotopiedquivalent zu einem (D, C'-Vol(M))-
Simplizialkomplex ist, wobei C'= C'(n,n,v) und D = D(n,v). Mit Lemma 2.30 erhalten wir

log | tors Hy,(M)| < D* -log(k + 2) - C - Vol(M),
weshalb F := D* - log(k + 2) - C die Behauptung erfiillt.

2. Wir werden die erste Formulierung des Hauptresultats nutzen, also Satz 3.55, was aufgrund der
Anwesenheit von Rohren eine etwas kompliziertere Beweisfithrung (analog zum Beweis von [2]

Theorem 1.2) nétig macht; ferner erhalten wir keine Aussage fiir die Torsion in Hy(M).

Bezeichne R die Menge der (abgeschlossenen) Rohren von M sowie My den kompakten Teil von
M, also die Vereinigung des dicken Teils M mit den abgeschlossenen Rohren; mittels Retraktion
der Spitzen auf ihren gemeinsamen Rand mit M sehen wir, dass M ~ M. Da jede abgeschlossene
Réhren (genau wie ihre zugehérige offene Rohre) homotopieiquivalent zur Stoder zusammenziehbar
ist (vgl. Dick-diinn-Zerlegung Satz 3.24), erhalten wir

Hy(|J R =0
RER
fiir £ > 2. Nach der langen exakten Sequenz in Homologie fiir das Raumpaar (Mg, Jper R) ist

0= Hy( U R) —— Hp(Mg) —— Hp(Mg, |J R)
RER RER

exakt fir & > 2, d.h. Hp(Mg) bildet injektiv nach Hy(Mg,|Jzcr R) ab. Folglich liefert eine
Schranke an die Torsion in Hy(Mx,|Jzcr R) eine Schranke an die Torsion in Hy (M) = Hy(Mf)
(beachte M ~ M ). Nun gilt aber nach Ausschneidung der offenen Réhren bereits

Hy(Mg, | ) R) = He(My, 00 M),
ReER
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wobei Ogr My C OM die zu den Rohren gehdrigen Randkomponenten von M, bezeichnet.

Gemé$ Satz 3.55 Aussage 2. ist (M, M) als Paar homotopiedquivalent zu einem (C'- Vol(M), C'-
Vol(M))-simplizialen Paar, mit C = C(n,n); da (M;,0r M) unter dieser Homotopiedquivalenz
als Unterkomplex von (M, ,0M,) aufgefasst werden kann, gelten selbige Komplexitatsschranken
auch fur (M, 0r My ), weshalb wir mit Lemma 2.30 nun

log | tors Hy (M, 0 M) < (C - Vol(M))k -log(k +2)-C - Vol(M)
= C**1 log(k +2) - Vol (M)

folgern. Somit erfiillt F’ := C**! .log(k + 2) die Behauptung.

Wir machen abschlieBend noch ausdriicklich darauf aufmerksam, dass aus obigem Beweis keine
Aussage iiber Hi(M) abgeleitet werden kann. Tatsdchlich wird auch in [2] Beweis Theorem 1.2
der Fall von Grad 1 gesondert behandelt; da aber bei Orbifaltigkeiten die Réhren im Allgemeinen
keine D"~ !-Biindel iiber der S' mehr sind, sondern in der Regel kompliziertere Fasern besitzen —
ndmlich Quotienten der D™~! nach endlichen Gruppenwirkungen (vgl. Dick-diinn-Zerlegung Satz
3.24; auflerdem ist im Falle von Typ-2-Réhren die Basis ein Intervall, und nicht S') -, schlagen
die dortigen Argumente mittels Fasersequenzen, Filinferlemma u.&. fehl. Problematisch ist hier vor
allem, dass die Fundamentalgruppe des Randes der Faser in der allgemeinen Situation nicht mehr

trivial ist28.

3. Fiir Ho(M) kénnen wir wie im Beweis des vorigen Punktes verfahren, d.h. es geniigt eine Schranke an
log | tors Hao (M, 0gr M4 )| zu konstruieren. Hierzu nutzen wir die erste Fassung des Hauptresultats,
also Satz 3.55: In Dimension n = 2 ist geméifl dortiger Aussage 3. das Raumpaar (M, g M)
(erneut aufgefasst als Unterkomplex von (M, dM)) als Paar homotopiedquivalent zu einem (D, C-
Vol(M))-simplizialen Paar, wobei C = C(n) und D fest. Mithilfe von Lemma 2.30 ergibt sich
wiederum

log | tors Ho(My,0r M, )| < D? -log(2 +2) - C - Vol(M),
weshalb F, := D? -1log(4) - C die Behauptung erfiillt.

4. Diese Aussage ergibt sich als Spezialfall von Punkt 1., wobei lediglich festzustellen bleibt, dass geméafl
Lemma 3.53 Konstanten n = n(n) und v = v(n) existieren, welche fiir alle T € 2, gleichzeitig giiltig

sind.
O

Wir erinnern daran, dass fiir ein festes Gitter I' < Isom(H") definierte Schranken 7 und v auch fiir alle
Untergruppen IV < I' Giiltigkeit besitzen. Da Untergruppen von endlichem Index genau den endlichen
(Orbifaltigkeits-)Uberlagerung von M = H"/T" entsprechen, stimmen fiir solche Uberlagerungen auch die
Konstanten F bzw. F aus Satz 3.59 Punkt 1. bzw. 3.60 Punkt 1. zwischen M und M’ {iberein; folglich
ergeben sich die Schranken an die Homologie von M’ als Produkt der Schranken an die Homologie von
M mit dem Grad d € N der Uberlagerung (da Vol(M') = d - Vol(M)). Beachte, dass nach dem Satz von
Malzew fiir jede Orbifaltigkeit M = H"/T" endlichen Volumens sogar ein unendlicher Turm von endlichen
(Orbifaltigkeits-) Uberlagerungen existiert (siehe auch Bemerkung 3.46).

281st die Faser beispielsweise D™~1/E fiir eine endliche Gruppe E < O(n — 1), so ergibt sich der Rand der Faser zu
S"~2/E; ein einfacher Fall mit nichttrivialer Fundamentalgruppe ist z.B. fiir die durch die Antipodalabbildung bestimmte
Wirkung — d.h. E & Zy — gegeben, welche zu 1 (S"~2/E) = Za # 0 fiihrt.
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Bemerkung 3.61. Die Beweise der Sitze 3.59 und 3.60 verdeutlichen, dass der alternative Ansatz
aus Satz 3.56 — d.h. die Voraussetzung an v nicht fiir die Beschrankung der absoluten Streckungslinge
hyperbolisch gestreckter Kugeln wie in Lemma 3.45 zu verwenden, sondern von Anfang an alle Rohren
in den dicken Teil zu verschieben, womit hyperbolisch gestreckte Kugeln hinféillig werden — zu besonders
einfachen Begriindungen der gewiinschten Aussagen fithrt. Welcher Vorteil besteht also darin, dennoch
die — zugegebenermaflen recht aufwendige — Konstruktion hyperbolisch gestreckter Kugeln durchzufithren
und auf diese bei der Uberdeckung zuriickzugreifen?

Zunichst vermuten wir, dass der urspriingliche Ansatz (d.h. unter Zuhilfenahme hyperbolisch ge-
streckter Kugeln) weiterhin eine vielversprechende Moglichkeit darstellt, die gewiinschten Schranken an
die Homologie unabhéngig von der Konstante v konstruieren zu kénnen. Wie bereits erwdhnt wére hierzu
lediglich zu zeigen, dass sich die absolute Streckungslinge (vgl. Lemma 3.45) hyperbolisch gestreckter
Kugeln auch unabhéngig von v kontrollieren liefle. Beachte, dass der alternative Ansatz hingegen keine
Moglichkeit bereitstellt, mit Réhren im diinnen Teil umzugehen, weshalb dort die Abhéngigkeit von v in
diesem Sinne fest inbegriffen ist (schliefllich miissen mithilfe von v die Rohren in den dicken Teil verlegt
werden).

LieBe sich die Abhéngigkeit der Konstante D von v in Satz 3.55 tatséchlich — z.B. {iber eine verbesserte
Form unseres urspriinglichen Ansatzes unter Verwendung hyperbolisch gestreckter Kugeln — ausschalten,
so wiirde dies zunéchst einen erheblichen Vorteil gegentiber den bereits bestehenden Resultaten im kom-
pakten Fall (ob arithmetisch oder nicht) ergeben (siehe auch die Diskussion in Bemerkung 3.57), da
selbige weiterhin auf v zuriickgreifen. Im Ergebnis wére — in jeder Dimension, unabhéngig ob kompakt
oder nicht, unabhingig ob arithmetisch oder nicht — die Konstante E in Satz 3.59 Aussage 1. unabhéngig
von v, weshalb die dortigen Punkt 2. und 3. hinféllig wéren; fiir den Torsionsfall in Satz 3.60 Aussage 1.
ergibe sich analog eine Unabhéngigkeit der Konstante F' von v (zumindest fiir Homologiegrade ungleich
1), weshalb auch dort die Punkte 2. und 3. nicht langer benétigt wiirden. Es ist jedoch zu erwéhnen, dass
unser urspriinglicher Ansatz keine von v unabhéngigen Aussagen beziiglich der Torsion fiir Grad 1 in der
Homologie ermoglicht (vgl. dortiger Beweis), d.h. hier wire F' weiterhin von v abhéngig.

Der Vollstandigkeit halber halten wir fest, dass im arithmetischen, nicht-kompakten Fall bereits die
bestmogliche Situation vorliegt, losgelést davon ob sich die allgemeine Aussage in Satz 3.55 Punkt 1. auch
ohne eine Abhéngigkeit von v beweisen lief3e.

Kurz zusammengefasst ermoglicht uns der Mehraufwand unter Verwendung hyperbolisch gestreckter
Kugeln also zunéchst lediglich leichte Verbesserungen in Spezialfdllen, wie in den jeweiligen Punkten 2.
und 3. in den Sétzen 3.59 und 3.60; umgekehrt besteht jedoch auch die Hoffnung, dass hieraus ebenso
eine Verbesserung der jeweiligen Aussage 1. hin zu einer Unabhéngigkeit von v denkbar ist. ¢

Bemerkung 3.62. Wie der vorigen Bemerkung 3.61 zu entnehmen ist, vermuten wir, dass die Abhéngig-
keit unserer Ergebnisse vom Wert v lediglich einer kleineren Unzulidnglichkeit im Beweisansatz geschuldet
ist und sich im Allgemeinen wohl beseitigen liefe. Nach unserer Ansicht besteht — aus geometrischer Sicht
— kein Grund, warum die untere Schranke v an die Verschiebung hyperbolischer Isometrien generell nétig
sein sollte, zumal dies auch fiir Mannigfaltigkeiten (also torsionsfreie I') nicht der Fall war.

Anders verhilt sich die Lage hinsichtlich der oberen Schranke 7 an die Ordnung endlicher Untergrup-
pen von I'. Wir hatten bereits erldutert (vgl. Text zwischen Lemma 3.17 und Bemerkung 3.18), dass ohne
eine solche Schranke 7 eine vom Volumen losgeloste Anzahl an Rohren (und analog: Spitzen) denkbar
ist. Dies ist jedoch fiir die iibliche Argumentation mittels der Mayer-Vietoris-Sequenz wie im Beweis von
Satz 3.59 problematisch, da jede Rohre potentiell einen freien Summanden in erster Homologie beisteuern
kénnte; somit ware es nicht moglich, eine geeignete Schranke (bei festem Volumen) an die freie Homo-

logie zu konstruieren. Beachte jedoch, dass dies zunéchst nur Vermutungen sind, welche nicht durch ein
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konkretes Beispiel belegt werden. Auflerdem beziehen sie sich nur auf den freien Anteil der Homologie,
und dort zudem nur auf Grad 1; da jedoch auch bei der Wahl der Radien der Uberdeckungskugeln auf 7
zuriickgegriffen wird, wére in den {ibrigen Féllen — d.h. fiir die freie Homologie in Graden ungleich 1 und
allgemein fiir die Torsion in der Homologie — ein Einfluss von 7 ebenso zu vermuten. Insgesamt erscheint
es nach obiger skizzenhaften Darstellung der Lage naheliegend, dass eine Kontrolle iiber die maximale

Ordnung endlicher Untergruppen notwendig ist. ¢
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